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Die Fraunhofer’schen Beugnngserschemnngen
in elementarer Darstellung. R
Yon ¢

Dr. E. LoMMEL. BTy
Professoy der Physik an der Universitiit Erlangen.

(Taf. I, Fig. 1 —40).

Vorwort. Die Fraunhofor'schen Beugungserscheinungen, welche
darch ibr theoretisches Iuteresse, durch die Leichtigkeit ihrer Beobachtung
und durch die Mannichfaltigkeit ihrer Formen gleich anziehend sind, haben
bisher in den Lehrbiichern der Physik nur eine liickenhafte Darstellung
gefunden und finden kinnen. ‘Gewdhnlich wird nur der einfachste Fall
cines schmalen Spaltes ausfiihrlicher bebandelt, fir die immer noch ein-
fachen Fille der parallelogrammférmigen und dreieckigen Oeffnung aber,
selbst wenn die Construction des Bildes angegeben wird, muss auf
Schwerd’s classisches Originalwerk®) oder auf Littrow’s Darstel-
lung **) verwiesen werden, und zwar mit gutem Rechte. Denn zur Her-
stellung des Intensitdtsausdruckes sind entweder weitliufize Summationen,
oder die Anwendung der Integralrechnung ndthig, wozu einerseits der
Raum, andererseits die Hilfsmittel eines eclementaren Compendiums nicht
ansreichen., Eine elementare Darstellung, wie sie sich fiir die Bediirfnisse
. eines Lehrbuches eignet, das auf ausgedehntere analytische Entwickelun-
gen verzichten muss, ist mir bisher nicht bekannt geworden.

Die folgenden Blitter sind dazu bestimmt, eine solche mit den elemen- .
tarsten Hilfsmitteln durchgefiihrte Darstellung zu geben, und wir werden
schen, dass sich auf diesem Wege nicht nur die Construction des Bildes
fir Parallelogramm, Dreieck etc., sondern sogar die Intensititsverhilt-
nisse fiir die wichtigsten Bildpunkte in gentigender Weise ableiten lassen.
Der allgemeine Intensititsansdruck freilich kann und soll durch diese syn-
thetische Methode nicht hergestellt werden; das ist und bleibt die Aufgabe
der Analyse. Dagegen hat unsere Betrachtungsweise wieder andere Vor-
theile vor der analytischen voraus; sie gewihrt némlich besser als dieso
einen Einblick in die Genesis der Erscheinungen, wir sehen die dunkeln
Linien und Punkte gleichsam unter unseren Augen entstehen und erkennen

®) 8chwerd, die Beugungserscheinungen. Mannheim 1835.
*) Littrow, im Artikel ,,Undalation* in Gehler's physikal. W érterbuch. BA TX.
Zeitschrift 1. Matheratik u. Physik X1V, 1, 1
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die geometrischen Grunde'ffrf..faq Gesetz der Intensitiitsvertheilung. Von
dieser Seite aufgefasst, bllddt die synthetische Darstellung eine erwiinschte,
wenn nicht nothw enaade Ergiinzung der analytischen, und bietet selbst
Demjenigen noch-neqe Gesuhtspnnkte, welcher mit der analytischen Be-
trachtungsweise bereits vertraut ist.

Nebst &em-Wesenthchen Inhalt des Schwerd’schen Werkes war ich
bestrebt;.ﬁuch einige allgemeinere Sitze, welche ich in einer friitheren Ab-
bnndlung°v’eroﬁ'entllchte*), in das elementare Gewand zu kleiden. Ausser-
degh, g]’aube ich in dem letzten Paragraphen dieses Schriftchens auf einen

-WJchtlgen neuen Satz (vom Minimum des Beugungswinkels) aufmerksam
gemacht zu haben. Auf ihn ldsst sich nimlich eine neue Methode zur
Messung der Wellenliingen griinden, welche wirklich in Ausfiihrung zu
bringen mir leider bisher nicht vergénnt war.

1. Einleitung. Auf einen undurchsichtigen, mit einer oder mehreren
Oeffnungen versehenen Schirm treffe, von einem sehr weit entfernten leuch-
tenden Punkt herkommend, ein Biindel paralleler, homogener Lichtstrah-
len, oder, was dasselbe ist, eine ebene Lichtwelle. Die in der Ebene des
Schirmes und innerhalb einer Oeffnung gelegenen Aethertheilchen werden,
durch die einfallende Welle erregt, dem Principe des Huyghens zufolge,
ihrerseits zu Bewegungsmittelpunkten, und senden demgemiiss nach allen
Richtungen Elementarstrahlen hinter den Schirm, welche sich in unendlich
viele Biindel paralleler Strahlen gruppiren lassen. Dasjenige unter ihnen,
welches die einfallenden Strahlen fortsetzt, nennen wir direct, die iibri-
gen gebeugt. Der Winkel, welchen ein gebeugtes Biindel mit der Rich-
tung der directen Strahlen bildet, heisst sein Beugungswinkel.

Befindet sich nun hinter dem Schirm eine Linse (das Objectiv eines
Fernrohres oder die Krystalllinse des Auges), so werden durch dieselbe
alle Strahlen einer solchen Gruppe in einem einzigen Punkte vereinigt.
Man findet diesen Punkt, indem man durch den optischen Mittelpunkt O -
der Linse mit der Richtung des betrachteten Strahlenbiindels eine Parallele
zieht und auf dieser von O aus gegen den Beobachter hin die Brennweite
der Linse abtriigt.

Da eine Linse bekauntlich an den Gangunterschieden der durch sie ge-
brochenen Strahlen nichts éndert, so kommen diese im Vereinigungspunkt
vermdge der Gangunterschiede, mit welchen sie von der beugenden Oeff-
nung ausgegangen sind, zur Interferenz. Da der Grad der Uebereinstim-
mung oder des Gegensatzes der einem Biindel angehirigen Elementarstrah-
len je nach dessen Richtung ein verschiedener ist, so werden die Vereini-
gungspunkte in gesetzmiissiger Abstufung verschieden starke Erleuchtung
zeigen, und so in ibrer Gesammtheit eine Zeichnung bilden, welche wir
das Beugungsbild nennen. Das Beugungsbild entsteht demnach

) Beitrige zur Theorie dor Beugung des Lichtes, Grun. Arch. Th. XXXVI,
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auf einer vom optischen Mittelpunkt O des Objectivs aus mit
dessen Brennweite als Radius beschriebenen Halbkugel,
welche von einer durch O zur Schirmebene parallel gelegten Ebene anderer-
seits begrenzt ist. .

Ays dieser Betrachtung geht sofort zweierlei hervor. Verschiebt man
die Oeffnung in der Ebene des Schirmes parallel mit sich selbst, jedoch so,
dass sie stets im Bereiche des Objectivs bleibt, so wird dadurch das Beu-
gungsbild weder verschoben, noch erleidet es sonst eine Aenderung. Eben
so wenig wird dasselbe geiindert, wenn man der Fernrohraxe verschiedene
Neigungen zur Schirmebene ertheilt. Bei jeder Neigung wird immer der-
jenige Theil desselben gesehen, welcher dem Gesichtsfelde des Fernrohres
entspricht. '

Bei Beobachtung mit blossem Auge fillt das Bild, falls das Auge fiir
den als Lichtquelle benutzten Punkt accommodirt ist, auf die Netzhaut und
kommt so unmittelbar zur Wahrnehmung. Die Anwendung eines Fernroh-
res gewiihrt den Vortheil, dass alle Dimensionen des Beugungsbildes, im
Verhiiltniss der Brennweiten des Objectives und des Oculars, vergrissert
erscheinen, ’

Statt nun das wirkliche halbkugelige Bild zu untersuchen und zu con-
struiren, denken wir uns jeden seiner Punkte senkrecht auf die Grundfliche
der Halbkugel projicirt, und legen jedem Punkte der Projection diejenige
Lichtstirke bei, welche seinem entsprechenden Punkte auf der Kugelfliiche
zukommt, Wir erhalten so ein in der Ebene ausgefiihrtes Gemiilde, den
Grundriss des Beugungsbildes; von ihm aus kann man augenblicklich
durch Errichten von Senkrechten wieder zum halbkugeligen Bilde zuriick-
kehren.

DerEinfachheit wegennebmen wir vorerstan, dass die directen Strahlen
sowohl, als die Axe des Fernrohres zur Schirmebene senkrecht stehen.
Der Vereinigungspunkt der directen Strahlen, d. h. das Bild des leuchten-
den Punktes, liegt alsdann in der Fernrohraxe selbst (am Kreuzungspunkte
der Fiden) und projicirt sich in die Mitte des Grundrisses.

2. Die Elementarstreifen. Sei nun 4B (Fig. 1) ein unendlich schma-
ler Streifen einer beugenden Oeffoung, 40 und BE die Randstrahlen
des von ihm ausgehenden elementaren Strahlenbiindels, sei ferner B C senk-
recht zu AD, so ist 4C, d. h. die Projection der Streifenlinge 4 B auf die
Strahlenrichtung, der Gangunterschied der Randstrahlen flir dieses
Elementarbiindel.

Betriigt dieser Unterschied eine ganze Wellenliinge, so vernichten
sich simmtliche Strahlen bei ihrer Vereinigung; denn zu jedem Strahle
lisst sich ein anderer angeben, der um eine halbe Wellenlinge gegen ihn
verschoben ist.

Dasselbe findet statt, wenn der Gangunterschied der Randstrahlen eine
beliebige Anzahl ganzer Wellenlingen ausmacht; demn theilt men des

\t
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jenigen ist, welche das ganze Stroifchen bei dem Gangunterschied —’qll ge-

ben wiirde. Bezeichnen wir die bei dem Randstrablenunterschied 4 re-
sultirende Amplitude mit 4(x4), so kionnen wir diesen Satz durch die

Gleichung
14 14 P
4 ( —)A]=— : A(—A)
[ m+ q mq+p q
ausdriicken.

Man erkennt hieraus, dass jedes elementare Biindel auf ein anderes
zuriickgefiihrt werden kann, dessen Randstrahlenunterschied weniger als
eine ganze Wellenlinge betrigt. Sollte der Gangunterschied des letzteren
grosser sein als ein halbe Wellenliinge, so ldsst es sich wiederum auf ein
anderes reduciren, dessen Gangunterschied um eben so viel kleiner als 44

ist. Denn sei (Fig. 1) AC=(},+§7)A, wo ;1,<.}, und macht man 4| R=BP

so gross, dass Pp=}4 und demnach Rr=Z—,). wird, so vernichten sich die

Biindel 4DPQ und RSBE, weil zu jedem Strahle im ersten ein Strahl im
zweiten vorhanden ist, der gegen ihn um }4 zuriickbleibt. Die Wirkung
reducirt sich also auf diejenige des Streifchens PR, dessen Randstrahlen-

unterschled( — ——)l ist und das sich zum ganzen Streifen 4 B verhiilt wie

’

,—& zu §+ 7 Die resultirende Amplitude fiir AC——(,+——)}. ist daher

— von der fiir das ganze Streifchen bei AC——( -——)A geltenden, oder
|+‘

e ((F N D (R

Zwei elementare Strahlenbiindel, welche von verschieden langen Streif-
chen ausgehen, aber denselben Randstrahlenunterschied haben, wollen wir
dhnlich nennen. Es ist klar, dass wir auf dem eingeschlagenen Wege
nur #bnliche Strablenbiindel hinsichtlich ihrer Wirkung mit einander ver-
gleichen konnen, was auch fiir unsere Zwecke vollkommen geniigt. Nen-
nen wir die resultirende Amplitude, welche cin Streifchen von der Linge 1,
dessen Elementarstrahlen die Einheit der Amplitude besitzen, bei irgend
einem Randstrahlenunterschied liefert, die fiir dicsen Gangunterschied
charakteristische Amplitude, so erhalten wir fiir ¢in mit diesem
Zhnliches Strahlenbiindel dic resultirende Schwingungsweite, wenn wir die
charakteristische Amplitude mit der Linge des neuen Streifchens und mit
der Amplitude seiner Elementarstrahlen multipliciren.

3. Gangunterschied des resultirenden Strahles., Zwei Lichtstrablen
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OE:f2=mik:a,
daher
og="m*
a

Durch dieselbe auf OB und einen zugehirigen Kegel angewandte

Construction findet man
ni
OE, =fT
als Abstand des Punktes E,, in welchem OB von einer dunkeln Linie der
gweiten Reihe geschnitten wird.
Die dunkeln Linien einer jeden Reibe folgen demnach im Gruundriss

in gleichen Abstinden auf einander, und zwar gilt fiir die erste Reihe der
Abstand f_: , fiir die zweite der Abstand f% Diese Grissen verhalten sich

aber wie die zu a und b als Grundlinien gehérigen Héhen % und 4, des ge-
gebenen Parallelogramms. Um daher im Grundriss das Netz der dunkeln
Linien zu entwerfen, ziehe man zuerst durch O die Geraden 04 und 0 B
resp. parallel zu den Seiten @ und b der Oeffnung, trage auf 04 von O aus
beiderseits gleiche Stiicke ab, welche proportional (oder gleich) der zuge-
hérigen Hohe 4 sind, und ebenso auf O B gleiche Stiicke proportional (oder
gleich) der zweiten Hohe 4,; in den Theilpunkten errichte man Senkrechte
resp. auf 0 4 und OB, so sind diese die gesuchten dunkeln Linien.

Zieht man ausserdem noch X 0X’ (Fig. 4) senkrecht zu 04 und YOY’
senkrecht zu 0 B, so wird durch diese beiden Linienschaaren der Grund-
riss in lauter unter sich congruente Parallelogramme zerschnittén, welche
der gegebenen Oeflnung dhnlich, aber um 90° gegen dieselbe gedreht sind.
Aus dieser Bemerkung ergiebt sich folgende bequemere Construction fiir
das Liniennetz.

Man ziehe durch die Bildmitte 0 zwei Gerade XX’ und ¥ ¥’ resp.
senkrecht zu den Seiten a und b des Parallelogramms, trage auf ihnen
beiderseits von O gleiche Stiicke anf, welche resp, aund b proportional (oder
gleich) sind. Durch die Theilpunkte ziehe man Parallele mit ¥ ¥’ und
XX, so sind diese die verlangten dunkeln Linien,

Die beiden Geraden XX’ und Y ¥’, welche durch O gehen und nicht,
zu den dunkeln Linien gehéren, sollen die Hauptaxen des Grundrisses,
die dunkel umrahmten Felder, aus denen er zusammengesetzt ist, Spectra
genannt werden. Das mittlere Spectrum, welches in seiner Mitte den
Vereinigungspunkt 0 der directen Strablen enthilt, bestebt aus vier der
vorhin erwiéhnten Parallelogramme; die beiderseits von ihm lings der
Hauptaxen aufgereihten Hauptspectra enthalten deren zwei und bilden
mit dem Mittelspectrum ein Kreuz, dessen Arme zu den Seiten der Oeff-
nung senkrecht stehen. In den Winkeln dieses Kreuzes stehen die Winkel-

spectra, vondenen jedesnurauseinem der obigen Parallelogramme besteht.
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6. Die Intensitit auf den Hauptaxen. Die Linie XX’ ist die Pro-
jection des zur ersten Schaar dunkler Parallelkreise gehérigen Aequa-
tors. Die in den Punkten des letzteren sich vereinigenden Strahlenbiindel
stehen simmtlich senkrecht zar Axe 40, d. h. zur Seite a des Parallelo-
gramms, oder, was dasselbe ist, die Projection B (Fig. 2) von a auf die
Strahlenrichtung ist Null. Die Normalebene der gebeugten Strahlen (4 Byd,
Fig. 5) geht alsdann durch 4B und es wird Cy = D4. Ist nun Cy gleich
einer Anzahl ganzer Wellenliéingen, so wird das ganze Biindel ausgeldscht,
wie man leicht erkennt, wenn man die Oeffoung parallel 4C in Streifchen
zerlegt; es entspricht dieser Fall den bereits bekannten Punkten, in welchen
die mit ¥ ¥’ parallelen dunkeln Streifen die Hauptaxe X X’ durchschneiden.

Ist dagegen Cy = Dd =44, so kann keine vollstindige Vernichtung

eintreten, sondern die Strahlen werden sich zu einem resultirenden ver-
einigen, dessen Amplitude und Intensitit wir zum Ausgangspunkt der Ver-
chung wiihlen wollen. Bei Cy = DJ = 34 wird von jedem Streifchen nur
das letzte Drittheil wirksam bleiben, dessen Endstrahlen um eine halbe
Wellenliinge differiren; die resultirende Amplitude wird daher fiir jedes

Streifchen nur-%- von der vorigen sein, und da alle Streifchen unter
sich in vollkommener Uebereinstimmung sind, so betrdgt auch fiir das
ganze Parallelogramm die Amplitude %, die Intensitit sonach % von der

vorigen. Enthilt ferner Cy 5,7,9, ... (2m +1) halbe Wellenldéngen, so
werden, wie man durch dieselbe Betrachtungsweise leicht findet, die resul-
1 1 1

7, 6, “ee m—_*—_—i, und die zu-

tirenden Amplituden der Reihe nach —;—,

1 1 1
9 (2m41)t
Intensititen mit Schwerd ,,Maxima auf der Hauptaxe' nennen®).
Die entsprechenden Punkte des Grundrisses, welche offenbar die Strecken
zwischen den dunkeln Punkten der Hauptaxe halbiren, sind inTaf.I, Fig.4a
mit 3, 5, 7 ... bezeichnet. Der zwischen 0 und dem erste Minimum in der
Mitte liegende Punkt 1" kann nicht einmal genihert als ein Maximum be-
trachtet werden; das ihm entsprechende Maximum liegt in O selbst.

gehdrigen Intensititen %, ) betragen. Wirkonnen diese

Sei endlich allgemein Cy=D §= (m+ %) A (Fig.5), wo m eine ganze,

%eino echt gebrochene Zahl bezeichnet, so ziehe man, nachdem auf Cy

m Wellenldngen bis ¢ abgetragen sind, & parallel 4y und 5{ parallel 4B,

*) Diese sogenannten Maxima sind nicht die wirklichen; diese liegen etwas
vor jenen gegen die Mitte des Bildes zu, nihern sich ihnen aber um 80 wehr, Yo
weiter man auf dor Hsuptaxe hinausgeht,
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so vernichten sich die vom Parallelogramm CD7n{ ausgehenden Strahlen
und es bleibt nur die Wirkung des schmalen Parallelogramms 4 By ¢ iibrig,
fir welches der Gangunterschied der von 4 und 7 ausgehenden Eck-

strahlen ,ql A betriigt. Es verhilt sich aber
Ay: AC=ye: Cy

oder
» p
Anib==2:(m 4= )4
T ( + 9)
Also ist -
p
A= . b
"Tmatsp

und der Flicheninhalt des wirksamen Theiles 4By¢{ verhilt sich zu dem

. 14
des ganzen Parallelogramms 4 BCD wie.
o gane & mq+p

ausgehende Strahlenbiindel ist aber #hnlich mit dem Strahlenbiindel, das

zul. Das von 4Bgn¢

mit dem Gangunterschiede Cy=D04§= %’- A von dem ganzen Parallelogramm

ausgeht; denn. wiirde die Oeffnung parallel 4C in Streifchen zerlegt, so
wiren die Strahlenbiindel der einzelnen Streifchen von 4 Byn¢{ unter dieser
Voraussetzung #hnlich denjenigen von 4BCD. Die bei dem Gangunter-
. P . . p
schied C =D¢$=(m+ —) A Yesultirende Amplitude betrigt daher ———,
Y g P 8 mq+p

H]
) von derjenigen, welche bei dem Gangunterschied

. o0 14
die Intensitiit (

Cy=Dd= R} statthaben wiirde, oder es ist, wenn wir die oben einge-

fiihrte Bezeichnung auch hier gebrauchen, vom Vorzeichen abgesehen:

e 2=

Wiren sonach die Intensititen aller zwischen O und dem ersten Mini-
mum gelegenen Punkte bekannt, so kinnte man auch die Intensitliten fiir
alle iibrigen Punkte der Hauptaxe sofort angeben, Ja, durch eine Be-
trachtung, welche sich von der in §. 2 fiir ein Streifchen durchgefiihrten in
nichts unterscheidet, lisst sich leicht zeigen, dass hierzu nur die Keunntniss
der zwischen O und 1’ enthaltenen Intensititen nothig ist.

Fiir die zweite Hauptaxe ¥ ¥’ wiirde man durch dieselbe Betrach-
tungsweise offenbar ganz die nimliche Reihe von Intensititen finden.

7. Intensitdt in einem beliebigen Punkte des Bildes. Es sei

ganz allgemein (Fig. 6) Cy =(m+ %) A und Bf= (n + %) A, wo wie-

der » nnd n ganze Zahlen, ——2 und —:— echte Briiche bedeuten, so trage man
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auf Cy m, auf B aber n ganze Wellenlingen von C und B aus ab, und
ziehe durch die letzten Theilpunkte £ und & resp. ¢4 und & parallel mit 4y
und 4B, sodann 5¢{ parallel 4B und ¢x parallel AC, so vernichten sich die
Strahlen des Parallelogramms CDy{ und ebenso diejenigen des Parallelo-
gramms Bix{ aus bekannten Griinden, und es bleibt nur iibrig die Wir-
kung des kleinen Parallelogrammns 47n¢x, dessen Eckstrahlen in 5 und ¢

resp. um %l und %l gegen den Eckstrabl in 4 zuriick sind. Das von

Anix ausgehende Strahlenbiindel kann als mit dem von dem ganzen Paral-

lelogramm ausgehenden, fiir welches Cy —_—'—'qi A und Bf =—:l wire, #hnlich

bezeichnet werden; denn man kann beide Biindel in eine gleiche Zahl der
P

Reihe nach #hnlicher Elementarbiindel zerlegen. Da nun 4y =miFp’ b

und 4= . a ist, so verhilt sich der Flicheninhalt des Parallelo-

r
nsr
gramms 4% zu dem des ganzen wie Ld r

. di jenem
mg¥p nskr zu 1, die von j

erzeugte Amplitude ist also P z

mq-r;):ns-}-r

finden wiirde, wenn —g—l und %A die Verzogerungen der Eckstrahlen in C

von derjenigen, welche statt-

und B fiir das ganze Parallelogramm wiren.
Sei daber (Taf. I, Fig.2) C’y=-§ A, Bf= —: A, so zerlege man das
Parallelogramm ABCJD in Streifchen parallel 4C; fiir jedes derselben ist

der Gangunterschied der Endstrahlen % A, also die resultirende Amplitude

b.A (—z— l), wenn die charakteristische Amplitude fiir den Gangunterschied

% A gleich 4 (—% 1.) und die Amplitude jedes Elementarstrahls gleich 1

gesetzt wird. Jeder resultirende Strahl hat gegeniiber dem Eckstrabl in 4
denselben Gangunterschied, wie der von der Mitte des entsprechenden
Streifchens ausgehende Elementarstrahl; die resultirenden Strallen in
ibrer Gesammtheit bilden daher wieder ein Streifchen, dessen Lage hin-
sichtlich seiner Gangunterschiede durch die Mittellinie EF des Parallelo-
gramms angegeben wird. Der Gangunterschied seiner Endstrablen E¢ und

F @ betriigt offenbar —:- A; die Amplitude des resultirenden Strahles (welcher
den n&mlichen Gangunterschied gegeniiber 4 hat, wie der von der Mitte M

ausgebende Elementarstrahl), wire daher a.4 (% l), wenn die Amplitode
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jedes einzelnen Strahles im Streifchen E F gleich 1 wiire; da dieselbe aber
b. 4 (% ).) ist, so hat man als Amplitude der Gesammtresultante
ab.A(ﬁ;.).A(ﬁ 1).
q B
Vernachlissigt man den fiir alle Bildpunkte constanten Factor ab, so

ist also die fiir Cy= (m +%> Aund Bf= (n + -%) A resultirende Am-
plitude

A[(m_*“;i) ( +b)] mq+p 'wtl-;"‘(%: 'A(%O'

Nun haben wir oben gezeigt, dass

srr 450 =4[(+ )]
e 4(G4)=4((+)1]

ist. Wir erhalten demnach als resultirende Amplitude

[t ) 2 ()] = (o )] a[(w)4

und als resultirende Intensitit
2 ?
J= g,; m+ 7) A]z . %A [(n + f) z]} )

Alle Strablenbiindel, fiir welche Cy=(m+ —}q’-) A ist, haben ihre Ver-

also auch

einigungspunkte in einem Parallelkreise, welcher sich in einer Geraden
parallel ¥ ¥’ projicirt; ebenso entspricht den Strahlenbiindeln, fiir welche

B =(n +L) A ist, im Grundriss eine zu X X’ parallele Gerade. Der
Durchschnittspuokt P dieser beiden Geraden ist die Projection des Bild-
punktes, fiir welchen Cy—(m+——)l und Bf= (n+ )l zu gleicher

Zeit gilt. In den Punkten, in welchen die beiden Geraden den Hauptaxen
XX und Y ¥’ begegnen (wir nennen sie diezuP coordinirteqn Punkte),
finden aber nach §. 6 die Intensititen

{A [(m+ -2)1]%! und {A[(n-}-%)l] 2'

Statt. Wir sehen also, dass die Intensititinirgend einem Punkte
des Bildes gleich ist dem Producte der Intensitiéten, welche
indenihmcoordinirten Punktenaufden Hauptaxenherrschen.

So ist namentlich die Intensitit iu den Punkten, welche den Gang-

2
2m-*-llund Bf = nt1
2 2

anterschieden Cy = A ontsprechen, ansgedriickt
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9. Von Parallelcurven begrenzte Spalte. Ist die beugende Oeffnung
ein Spalt mit geradlinigen parallelen Réndern, dessen obere Begrenzungs-
curve mit der untern congruent und parallel ist (Fig. 7), so dass, wenn EF
parallel zum Rande 4 B gezogen wird, die Tangente in E parallel lduft zur
Tangente in F, so ldsst sich der Spalt parallel 4B in schmale oder gleich-
lange Parallelogramme zerlegen. Die Wirkung eines jeden dieser Streif-
chen verschwindet, sobald die Projection der Randlinge 4B (welche hier
nicht als unendlich gross im Vergleich zur Wellenldnge angenommen wird)
auf die Richtung der gebeugten Strahlen eine Anzahl ganzer Wellenlingen
betréigt; man sieht hieraus sogleich, dass der Grundriss des Beu-
gungsbildes, von welcher Natur iibrigens die Begrenzungs-

. curven sein mogen, von dunkeln Streifen senkrecht zum
Spaltrande durchschnitten wird, welche um so enger zusammen-
riicken, je grosser die Randliinge wird. Es sind dies genau dieselben Strei-
fen, welche ein Parallelogramm von gleicher Randlinge senkrecht zu dieser
hervorbringen wiirde.

Ferner findet auf der durch O senkrecht zum Rande gezogenen Haupt-
axe dieselbe Intensititsvertheilung statt, welche ein Parallelogramm von
gleicher Breite und Randlinge daselbst erzeugen wiirde; denn die Streif-
chen, in welche man die Oeffnung parallel 4B zerlegen kann, sind der
Reile nach identisch mit denen des Parallelogramms, und ihre resultirenden
Strahlen haben unter sich die nimlichen Gangunterschiede wie dort.

Ehe wir zur Untersuchung des Beugungsbildes einer dreieckigen Oeff-
nung iibergehen, sei es gestattet, in den beiden folgenden Paragraphen
noch einige allgemeinere Betrachtungen hier anzuschliessen.

-10. Oeffaungen, deren Ordinaten sich fiir dieselben Abscissen nur
durch einen constanten Factor unterscheiden. Denken wir uns eine ganz
beliebig begrenzte Oeffnung und den Grundriss ihres Beugungsbildes auf
ein und dasselbe durch O gelegte rechtwinklige Coordinatensystem be-
gogen, und zerlegen wir dieselbe parallel der (willkiirlich zu wiihlenden)
Ordinatenaxe in Streifchen von gleicher Breite, sp kinnen wir jedes der-
selben als ein schmales Rechteck betrachten. Eine ganz beliebige Rich-
tung der gebeugten Strahlen denken wir uns angegeben durch die gemecin-
schaftliche Erzeugende zweier gerader Kegel, deren gemeinsame Spitze in
0 liegt, und von denen der cine die Abscissen-, der andere die Ordinaten-
axe zur Axe hat. Die Projectionen der beiden Kreise, welche von diesen
Kegeln auf der halbkugeligen Bildfliche angegeben werden, sind Gerade,
welche resp. senkrecht zur Abscissen und Ordinatenaxe stehen und deren
Durchschnitt der dem betrachteten Strahlenbiindel entsprechende Punkt des
Grundrisses ist, Jetzt werde die Liinge eines der obigen Rechteckchen
dadurch geiindert, dass man sie mit der Zahl & multiplicirt, wiihrend die
Breite ungei#indert bleibt. Damit das Strahlenbiindel, welches von dem

neaen Rechteckchen ausgeht, mit dem friiheren &hnlich bleibe, muss sich
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dieOeffonng des zweiten Kegels indern (und zwar kleiner oder grésser wer-
den, je nachdem k grisser oder kleiner als 1 ist), wihrend der erste Kegel
derselbe bleibt. In Fig. 3 sei 04 die Ordinatenaxe, F0A die durch sie
senkrecht gur Grundrissebene gelegte Kbene, und F0O =/ die in letzterer
enthaltene ‘Erzeugende des zweiten Kegels; ist nun fiir das urspriingliche
Rechteckchen Oa =y dessen Liinge und OE= Y die Ordinate des Bild-
punktes, sind ferner Oa=ky und OE=Y’ die entsprechenden Grossen fiir
das veranderte Rechteckchen, so muss, wenn die Strahlenbiindel einander
ihnlich sein sollen, in beiden Fillen Oc’ den nimlichen Werth gi haben,
und es ergiebt sich

plu?
Yy
und
| yolut
Y
Folglich ist
, ¥
V= e

Verfahrt man so mit allen Rechteckchen, d. h. multiplicirt man
simmtliche Ordinaten der Oeffoung mit dem ndémlichen Fac- .
tor k, so sieht man, dass die einzelnen elementaren Strahlenbiindel den
friiheren der Reihe nach #hnlich bleiben, wenn man nur den Abstand der
zur Abscissenaxe parallelen Geraden, welche die Projection der Grund-
fliche des zweiten Kegels ist, in demselben Verhiltniss kleiner oder gros-
ser macht, in welchem man die Ordinaten der Begrenzungscurve vergris-
sert oder verkleinert hat, Der neue Bildpunkt, den man so erhilt, hat die
namliche Intensitit wie der friihere, abgesehen von einem constanten Fac-
tor k%, welcher durch die Aenderung des Flicheninhalts der Oeffnung (der-
selbe ist das k-fache des vorigen) bedingt ist. Aendert man also eine
Oeffnung derart, dass man ihre Ordinaten alle mit der ném-
lichen Zahl k multiplicirt, so erhdilt man dasneue Beugungs-
bild, indem man die Ordinaten des friitheren durch dieselbe
Constante k divjdirt. Die Linien gleicher Intensitidt des urspriinglichen
Bildes verwandeln sich also durch diese Bebandlung in die Linien gleicher
Intensitit im Bilde der geéinderten Oeffnung.

Fiir eine kreisformige Oeffnung istklar, dass die Punkte gleicher
Intensitiit, also namentlich auch die véllig dunkeln, sich in Kreislinien um
0 als Mittelpunkt gruppiren werden. Liisst man nun die kreisférmige
Oeffoung in eine elliptische iibergehen, deren grosse Axe in die Ordi-
patenaxe fillt, indem man jede Ordinate mit & (>> 1) multiplicirt, so wird
jeder Kreis im Beugungsbilde, indem man seine Ordinaten durch & divi-
dirt, in eine Ellipse verwandelt, deren grosse Axe in die Abscissenaxe zn
liegen kommt. EineEllipse liefert demnach, als beugende Qeft-
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eine ganze Wellenlinge im Gange verschieden sein, und dasselbe wird

tiberhaupt gelten fiir je zwei solche, welche um , auf 4C gemessen,

AC
m-n
von einander abstehen. Zwei Streifen dagegen, welche anf 4C das Stiick

_A4C zwischen sich fassen, differiren unter sich um eine halbe Wellen-
2 (m 4 n)
. . . AC
linge. Zieht man nun durch einen Punkt a, welcher um weniger als 2(mtn)
AC
2(m+n)’

u. 8. f. entfernt sind, Streifen parallel B M, so

von A absteht, und durch alle Punkte b, ¢, d, .. ., die von a um

AC : AC
2 ‘2(m+n)’ 33 (m + n)
treflen auf AM 2m, auf MC 2n solcher Streifen. Unter diesen sind die
Streifen aa’, cc’, ... unter sich, ebenso b4, dd’, ... unter sich in Ueber-
einstimmung, die erste Gruppe befindet sich aber zur zweiten in vollem
Gegensatz. Bezeichnet man die Liinge des ersten Streifens mit x, die
des letzten oder 2(m+-n)'*® mit y, und die Linie B M mit d, so ist im Drei-

ock 4B M jeder folgende Streifen um 2—‘; linger, im Dreieck BMC aber

jeder folgende um 2—‘2 kiirzer als der vorhergehende. Die verschiedenen

Streifenléngen sind demnach:

l‘) &, 2) 2—::4'“:)
d
» 2 -
am—y) @2, 2m) En—1 ML
2m+l) (2n 1)d+ v 2m +2) (2n;—nz)d+
Pmt2n—3) ooy, amt2n—2) ooy,
2m+42n—1) :——"-{-y, 2m <+ 2n) y.

Addirt man jede dieser beiden Gruppen, so erhilt man als Summe der
Streifen von ungerader Ordnungszahl
(2+4+ -+ (2m—2) 1434...

2m 2n

(2"""))d+mx+ny
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und als Summe der Streifen von gerader Ordnungszahl
1434...4+2m—1) , 24+4+4+...4(2n—2)

( 2m +- 2n d+mz+ny.

Nun ist aber die Summe aller ungeraden Zahlen von 1 bis 2m — 1
gleich m*, und die der geraden von 2 bis 2m — 2 gleich m (m — 1); man hat
sonach als Summe der ungeraden Streifen

"izl:l d + max + ny
und als Summe der geraden ebenfalls

m:_—ld+mz+ny.

Da diese beiden Summen einander gleich, ihre Wirkungen aber gerade
satgegengesetzt sind, so heben sie sich gegenseitig auf. Dasselbe wiirde von
jeder anderen derartigen Streifenreihe gelten. Das gebeugte Biindel
wird also zerstiort, wenn jede der Projectionen zweier Drei-
ecksseiten gleich einer anderen Anzahlganzer Wellenléngen
ist. Im Bilde erscheint also iiberall da, wo ein solches Biindel vereinig
wird, ¢ein dunkler Punkt.

13. Construction des Grundrisses, Um im Grundrisse die dunkeln
Punkte zu bestimmen, ziehe man (Fig. 10) OB parallel der Dreiecksseite
4C(b) und OC parallel 4B (c) und trage auf diesen Linien von O aus

beiderseits Stticke auf, welche resp. gleich '%l und g’, welche sich also

umgekehrt wie die Dreiecksseiten & und c, oder direct wie die zugehirigen
Hohen & und A" verhalten. In den Theilpunkten errichte man Senkrechte
resp.zu O B und 0C; da, wo sich zwei dieser Senkrechten, die Theilpunkten -
von ungleicher Ordnungszahl entsprechen, durchschneiden, treten im Bilde
dunkle Punkte auf, Diese Construction ergiebt sich durch dieselbe Schluss-
reihe, welche oben beim Parallelpgramm angewendet wurde. Es wird da-
ber nicht néthig sein, dieselbe hier zu wiederholen.

Eine andere bequemere Construction ergiebt sich durch folgende Be-
trachtung.

Ist wie vorhin O B (Fig. 10) parallel 4C, OC parallel 4B gezogen,
ferner Op proportional (oder =) A", Oy proportional (oder =) 4’ gemacht -
worden, so ist Dreieck OBy #hnlich dem gegebenen Dreieck 4 CB, weil
Winkel fOy=LA und 0B:0y="~":K =b:c. Errichtet man pun, um
die beiden ersten Geraden der obigen zwei Liniensysteme zu erhalten, 4
senkrecht zu OC und »& senkrecht zu 0 B, zieht ferner durch 0 XX’ pa-
rallel $d und Y Y’ parallel y§, und verbindet O mit §, so ist Dreieck ¢§ 0
thnlich dem Dreieck Oy (e ist der Durchschnittspunkt von yd mit X X°);
denn Winkel Oed ist gleich L Oy =L 4, weil ihre Schenkel auf einander
senkrecht stehen; ferner wiirde ein iiber 0§ als Durchmesser beschriebener
Kreis durch @ und y gehen; es ist daher L 08y =L O0By=LC a\s Pexi-

%
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pheriewinkel iiber dem gleichen Bogen; Dreieck ¢60 ist daher &hulich
mit Dreieck Ofy und folglich auch mit dem gegebenen 4CB, und zwar
verhiilt sich 08:86:0:=a:b:c. Aus dieser Aehnlichkeit folgt weiter
noch, dass die Gerade 06 oder ZZ', welche die Durchschnittspunkte je
zweier zu Theilpunkten von gleicher Ordnungszahl gehirigen Senkrechten
enthiilt, senkrecht steht zu der dritten Dreiecksseite a.

Um daher das Liniennetz, dessen Knoten dunkle Punkte sind, zu ent-
werfen, ziehe man XX’ senkrecht zur Seite ¢ der dreieckigen Oeffnung,
¥ ¥’ senkrecht zu b, trage auf ersterer Linte gleiche Stiicke proportional
¢, auf letzterer Stiicke proportional b auf, und ziehe durch die Theilpunkte
Parallele resp. zu ¥ ¥’ und X X’; die dritte zur Seite « durch 0 gelegte
Senkrechte ZZ' geht dgnn durch alle jene Schuittpunkte, welche keine
Nullpunkte sind (ebenso wenig wie die auf XX’ und ¥ ¥’ selbst gelegenen
Theilpunkte) und wird durch sie in Stiicke abgetheilt, die proportional a
sind. Man hitte statt XX’ oder ¥ ¥’ ebenso gut ZZ’ der Construction zu
Grunde legen kénnen; die durch die Theilpunkte von X X’ oder Y ¥’ mit
ibr parallel gelegten Geraden gehen nothwendig durch die nimlichen vor-
hin schon erhaltenen Knotenpunkte. Ueber den Grundriss ist also ein aus
drei Schaaren paralleler Geraden gebildetes Netz ausgebreitet, welche resp.
zu den Seiten der dreieckigen Oeffnung senkrecht stehen und sich je drei
in den n¥mlichen Punkten durchkreuzen; sie zerschneiden den Grundriss
in congruente Dreiecke, welche mit der Oeffnung #hnlich, aber nach der
einen oder andern Seite hin um 90° gegen sie gedreht sind. Alle Knoten-
punkte sind Nullpunkte, mit Ausnahme derjenigen, welche auf den drei
durch die Bildmitte gehenden Geraden X X', ¥ ¥’, ZZ liegen. Wir wollen
diese drei Geraden die Hauptaxen des Bildes nennen (Fig. 11).

14. Die Intensitat auf den Hauptaxen. In einer Hauptaxe (z. B. Z2')
erscheinen diejenigen Bildpunkte projicirt , deren erzeugende Strahlenbiin-
del senkrecht zur entsprechenden Dreiecksseite (a) stehen, so dass die Pro-
jectionen der beiden anderen Seiten auf die Strahlenrichtung einander
gleich werden. .

Sei demnach Bf = Cy (Fig. 8), so sendet jeder mit B parallele Strei-
fen Strahlen von gleichem Schwingungszustande aus; ist nun zun#chst
Bf=Cy=1 und man zieht (Taf. I, Fig. 12) DE durch die Mitte D von
AB parallel mit BC, ebenso DF parallel AC, so vernichten sich die Wir-
kungen der Dreieckchen ADE und DBF, denn zu jedem Streifen des
ersten ldsst sich ein anderer gleichgrosser im zweiten angeben, der gegen
ihn einen Gangunterschied von X4 hat; es bleibt also nur die Wirkung des
Parallelogramms ED F(C iibrig, Yessen Endstrahlen lings CF gegen die-
jenigen léings ED um JA zuriick sind, und welches dem Flicheninhalte nach
die Hiilfte des Dreiecks 4 B C ist.

Ist weiter Bf=Cy=mli, so theile man 4C (Fig. 13) in m gleiche
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Theile, ziehe durch die Theilpunkte Parallele zu 4 B und BC; die Wirkung
eines jeden der so entstandenen Parallelogramme ist aus bekannten Griin-

den Null. Die noch iibrig gebliebenen kleinen Dreiecke, deren jedes #

vom ganzen ist, kann man ebenso behandeln wie vorher; es bleibt alsdann
von jedem noch die Wirkung eines kleinen Parallelogramms iibrig, welches

die Hilfte des entsprechenden Dreieckchens, also 2:—", vom ganzen Dreieck

ist (die wirksamen Parallelogramme sind in der Figur schraffirt). Die
Strahlenbiindel, welche diesen Parallelogrammchen zugehoren, sind aber
dbnlich mit dem Strablenbiindel des Parallelogramms EDFC im vorigen
Falle (Fig. 12), da ihr Randstrahlenunterschied wie dort §4 betrégt; ausser-
dem ist jedes derselben gegen das benachbarte um eine ganze Wellenlénge
verschoben, so dass alle unter sich in vollem Einklange stehen. Die aus
der Wirkung aller resultirende Amplitude betridgt daher, weil m solcher

Parallelogramme vorhanden sind, 2—-::—, oder 2Lm, und die Intensitit mithin

L , vorausgesetzt, dass Amplitude und Intensitiit im vorigen Falle, d.h.

fiir m=1, resp. gleich § und } angenommen werden.

In den Punkten der Hauptaxe also, welche den Gangunterschieden
Bf=Cy=14,21,34,...mA,... entsprechen, d. b. in den bei der Con-
struction des Grundrisses auf der Axe aufgetragenen Theilpunkten, ver-
balten sich die Intensitéiten umgekehrt wie die Quadrate der
geraden Zahlen, also wie

1 1 1 1
A @y

In Fig. 11a sind diese Punkte mit 2, 4', 6, ...; 2" 47, 6",...; 2", 47,
6, ... beziffert.

8ei nun weiter B = Cy= } 4, so behaupte ichy dass die Wirkung des
Dreiecks 4 BC grosser sei, als diejenige des gleichgrossen Parallelogramms
4B FG (Fig. 13), dessen Randstrahlen in’ B F gegen die in 4G um 44 diffe-
riren, Zieht man némlich durch die Mitte 2 von 4B D E parallel BC und
DF parallel 4C, sodass dieStrahlen desStreifens B C um eine halbe, die von
D E um eine Viertel-Wellenlinge gegen den von A4 oder die von 46 aus-
gebenden Strahlen zuriick sind, so erscheint dic Resultante des Dreiecks
A BC zusammengesetzt aus den Resultanten des Parallelogramms 4D FE
und der beiden kleineren Dreiecke DB F und EFC, diejenige des Paralle-
logramms 4 B FG aber aus der Resultante des niémlichen kleineren Paral-
lelogramnms 4 ) FE und den Resultanten der Dreieckchen D BF und EG 4.
Wihrend aber dic Wirkung des Dreieckchens D BF im ersten Falle von
der des Dreieckchens EFC durchweg unterstiitzt wird, wird dieselbe im

-
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sweiten Falle durch die Wirkung des Dreieckchens EG A theilweise auf--
gehoben, woraus das oben Behauptete unmittelbar folgt.

Hat man nun allgemein Bf=Cy=(2m+1) -;:, 5o theile man 4C

(Fig. 15) in 2m + 1 gleiche Theile, ziehe durch die Theilpunkte Parallele .
mit 4B und BC, so wird dadurch das Dreieck 4B C zerlegt: 1) in Drei-

eckchen, deren jedes vom ganzen Dreieck ist; die Wirkungen von

1
(2m 4 1)
je zwei unmittelbar aufeinat;derfolgenden heben sich auf, weil zu jedem
Streifchen im einen Dreieckchen ein gleichgrosses im andern existirt, des-
sen Strahlen gegen jene um eine halbe Wellenliinge verschoben sind ; wirk-
sam bleibt also nur das letzte unpaare Dreieckchen abC; 2) in Parallelo-
gramme, deren Endstrahlenunterschied abwechselnd eine gerade oder eine
ungerade Anzahl halber Wellenlingen betriigt; die Wirkung der ersteren
ist Null, von jedem der letzteren aber bleibt ein kleines Parallelogramm
iibrig, dessen Endstrahlenunterschied }4 und welches doppelt so gross als
eines jener Dreieckchen, also ——(2"1: iy von ABC ist. Solcher Parallelo-
grammchen, deren Strahlenbiindel iibrigens unter sich in vblligem Einklange
sind, sind m vorhanden. Also setzt sich die Gesammtwirkung zusammen

aus der Wirkang der m Parallelogrammchen, deren Oberfliche ——— ® Gm 1) +l ),
A4 BC betriigt, und aus der des Dreieckchens abC von der Oberfliche
1
@m+ D"
grosser, als die des gleichgrossen Parallelogramms abfg; also ist die ge-
suchte Resultante grisser als die Wirkung der Parallelogrammchen, deren
Gesammtoberfliche
2m 2m4+1 1
(2m+1)'+(zm I @m41)? 2mt1

ist. Die resultirende Amplitude betriigt aber fiir diese, wenn man wegen
der Aehnlichkeit der Strahlenbiindel dieselbe Einheit zu Grunde legt, wie

Die Wirkung des letzteren ist aber nach dem Vorausgehenden

hl . L .. .\ l
oben fiir den Fall Bf=Cy= m}., im +l , die Intensitiit sonach Gm¥ D"
Die Intensitiétsverhiltnisse in den Punkten der Hauptaxe, welche den
2m 41

Gangunterschieden } 1, $1, §4,... A, ... entsprechen (sie liegen mit-

ten zwischen den Punkten O, 2', 4', 6, ... etc. und sind in der Fig. 114 mit
I, 3, 5,... etc. beziffert), -werden also durch Zahlenwerthe ausgedriickt,
welche resp. grisser sind als die umgekehrten Quadrate der ungeraden Zah-
len, also resp. grosser als

1 1 1 1 .

T’, —3_'" '5"-.-(§m);..-n
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richtung 2m+ ] A, diejenige von AC(m+n+ 1)1 und demnach die Pro-

jection der dritten Seite 2—'%*-—1)., s0 theile man 4 C in 2m + 21 4 2 gleiche

Theile, verbinde den (2m 4 1)'*® Theilpunkt M (von 4 aus gerechnet) mit
B, und ziehe durch die iibrigen Theilpunkte Parallele mit M B; dadurch
wird AB in 2m+1, BC in 2n 4+ 1 unter sich gleiche Theile getheilt (in
Fig. 19 ist m=1 und n=2). Den auf BC zuniichst B gelegenen Theil-
punkt D verbinde man mit 4, so verschwindet die Wirkung des Dreiecks
ACD vollstindig; denn die Projectionen der Seiten 4C und 4D auf die
Strahlenrichtung sind verschiedenen Zahlen ganzer Wellenlingen gleich,
némlich erstere = (m+ n 4-1)A, letztere =(m 4 1) A. Verbindet man jetst
noch D mit E, dem auf A B zuniichst B befindlichen Theilpunkt, so ver-
schwindet ebenso die Wirkung des Dreiecks 4D E, denn dié Projectionen
von 4D und 4E betragen resp. (m +1) A und mi. Wirksam bleibt algo
nur noch das Dreieckchen E B D, dessen Eckstrahlen in B und D resp. um
41 und A gegen den in E verzogert sind; behandelt man dasselbe wie oben,
so reducirt sich seine Wirkung auf die des kleinen Parallelogramms de Bf,
dessen Eckstrahlen in d und B wie vorhin um }A gegen den in ¢ zuriick-
bleiben, dessen Strahlenbiindel also mit jenem des vorigen speciellen Fal-
les (Fig. 18) dhnlich ist.

. . 1 . 1
. Nun ist Dreieck 4 BD'_+—1 von 4 BC, und Dreieck BDE am1""

von ABC, Demnach ist die resul-

BD, al B
A also Dreieck DE2m+1 ™ +l

1 1
m+1. 2n+l und die Intensitit @m +l)' @Iy
von derjenigen im obigen besonderen Fall,

Betrachten wir weiter den speciellen Fall, wenn (Fig. 20) die Eck-
strahlen in B und C resp. um 44 und 31 gegen den in A zuriickbleiben,
Ziebt man durch die Mitte D von BC die Geraden D E und D F resp. parallel
mit 4C und 4 B, so heben sich die Wirkungen der Dreiecke EBD und FD C
gegenseitig auf, weil ihre entsprechenden zu Bf(4f= }.41C) parallelen
-Streifen cinen Gangunterschied von je } 4 haben; wirksam bleibt nur noch
das Parallelogramm A EDF (=} 4BC), dessen Eckstrahlen in £ und F
gegen den in A4 resp. um }4 und }1 zuriick sind. Theilt man dasselbe
durch die zu 4 B parallelen Geraden ae¢ und fd in drei gleiche Theile, so
vernichten sich wiederum die Wirkungen von 4 Eca und fdDF, weil ibre
gleichen Resultanten einen Gangunterschied von }1 besitzen, und nur die
Wirkung des (schraffirten) Parallelogramms aedf bleibt iibrig. Da seine
Eckstrahlen in e und / je um }1 gegen den in a zuriick sind, so ist sein
Strallenbiindel dhnlich mit dem des vorigen speciellen Falles (Fig.18); die
jetzige Amplitude verhilt sich also zu jener wie 3 zu }, oder wie § zu 1,

tirende Amplitude 3
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. . . . 1
demnach ist die resultirende Intensitiit r von der iiberhaupt in diesem

Paragraph zur Einheit gewihlten.

8ei nun allgemein (Fig. 21) der Eckstrahl in B um 2m+1

—-2'——)., der in C

um 2“+:—"—+—11 gegen den Eckstrahl in 4 zuriick, so theile man AC in

2ant2n41 gleiche Theile, verbinde den (2m+1)'" Theilpunkt M (von
A aus gerechnet) mit B und ziehe durch die iibrigen Theilpunkte Parallele
2t BM, so wird dadurch 4B in 2m+1, BC in 2n unter sich gleiche Theile
zerlegt.  Verbindet man jetzt den auf 4 B zuniichst an 4 gelegenen Theil-
pukt D mit C, so verschwindet die Wirkung des Dreiecks D BC, weil die
Projection von D B auf die Strahlenrichtung offenbar m4, die von D C aber
(+n)2 betrdgt; verbindet man ferner D mit dem dritten Theilpunkt E
auf 4C (von A4 aus gerechnet), so ist die Wirkung des Dreiecks D EC eben-
falls Null; denn die Projectionen der Seiten D E und D C betragen resp.
und (m4n)A, Die ganze Wirkung ist also zuriickgefiibrt auf die des Drei-
eckchens 4D E, welches in D und E die Gangunterschiede 44 und 34 be-
sitst und daher ganz wie vorher behandelt werden kann.

l .
Dag Dreieck ACD ist aber amt1 vom ganzen Dreieck 4 BC, ferner
. 3 ioh -
Dreieck ADE—m von ACD, folglich:
1 3

Dreieck ADE=2m+1'2m+2n+l'ABc'

War also die Amplitude im Specialfall (Fig. 20) 3}, so ist sie jetat
1 1
2m4-1"2m4+2n41’
1 1
@m+1)t" 2m4-2n41

und die Intensitit sonach 3 immer auf die oben ge-

wihlte Einheit bezogeu.

Wir konnen jetzt das Ergebniss des gegenwirtigen Paragraphen zu-
sammenfassen in dem Satze: Betragen die Projectionen zweier
Dreiecksseiten auf die Strahlenrichtung jede eine ungerade
Anzahl halber Wellenldngen, so ist die Intensititin dem ent-
sprechenden Bildpunkt ausgedriickt durch das Product der
reciproken Quadrate jener beidenungeraden Zahlen, wenn die
Lichtstérke der Punkte, fiir welche die Projectionen der drei Seiten resp.
L4, A, A sind, zur Einheit genommen wird. Dabei diirfen die beiden un-
geraden Zahlen auch einander gleich sein, wenn nur die Projection der
dritten Seite nicht gleichzeitig Null ist, in welchem Falle mar es mit einem
Punkte der bereits abgehandelten Hauptaxen zu thun hitte; die Projection
der dritten Seite muss vielmohr stets einer Anzahl ganzer Wellenlingen

gleich sein.
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tion von AD =} ist, so mache man BC= 4D und beschreibe von Punk-
ten, welche auf 4B um OC resp. iiber 4 und B hinaus liegen, mit dem
Radius der Oeffnung die Kreisbogen MCN und PD0Q; die Wirkungen der
linsenformigen Stiicke MANC und PD( B werden sich alsdann, weil ibre
entsprechenden Streifen einen Gangunterschied von §i haben, aufheben,
wiihrend das Mittelstiick M NO P noch wirksam bleibt. Wird die Projec-
tion des Darchmessers bei wachsendem Beugungswinkel immer grosser, so
nehmen auch jene linsenférmigen Stiicke zu, bis sie, wenn jene gleich einer
ganzen Wellenlinge geworden ist, im Mittelpunkte () zusammenstossen,
und nur noch das Mittelsttick MO NQ P (Fig. 25) als wirksam iibrig lassen.
Eine vollstiindigere Vernichtung, als in diesem ¥alle, wird eintreten, wean
die Projection des Durchmessers eine ganze Wellenliinge etwas iibersteigt;
denn seien (Fig. 26) die Projectionen von 0C= 0D jede gleich }1, upd man
beschreibt von € und D aus mit dem Radius der Oeffnung Kreisbogen,
welche auf der zu 4 B in O errichteten Senkrechten in U und ¥ sich begeg-
nen, und errichtet ferner EF und G H resp. in den Punkten C und D senk-
recht zu 4 B, so vernichten sich die Wirkungen der Stiicke EM UV N F und
UPG HQV; was die noch iibrigen Theile, némlich die zwei Segmente 4 ECF
und DG B H und die beiden Zwickel MPU und NQ ¥ betrifft, so stehen ihre
ldngsten und darum wirksamsten Streifchen mit einander in directem Gegen-
satz, z. B. die zur Rechten niichst R U und S ¥ liegenden mit dem rechts
zuniichst E F befindlichen. Sorgt man also dafiir, dass diese wirksamsten
Streifchen sich vollig aufheben, so wird die resultirende Intensitit sehr
klein ausfallen miissen. Dies tritt nun ein, wenn RU=CE gleich dem
halben Radius (r) geworden ist; dann ist aber 0C=}}3.r=0,866.r;
AC=0,134.r, und es verhilt sich 4C:0€=0,134:0,866, oder 4C:0C
=0,155: 1, woraus weiter CD: 4B =1:1,155 folgt. Betriigt also die Pro-
jection von CD eine, so betriigt die des ganzen Durchmessers 1,155 Wellen-
lingen oder nahezu 1,24, Dererste dunkle Ring tritt also (beiléufig)
ein, wenn die Projection des Durchmessers aufdie Strahlen-
richtuug 1} Wellenlinge ausmacht®).

Setzt man diese Betrachtungen weiter fort, so findet man, dass ein
zweites Minimum eintreten muss, wenn dic Endstrahlen des Durchmessers
4B um etwas mehr als zwei Wellenlingen in ihrem Gange verschieden
sind. Sei alsdann (Fig. 27) die Projoction von €D auf die Strablenrich-
tung gerade 24, so theile man €D (in 0, J und K) in vier gleiche Theile,
so dass jeder cinem Gangunterschicd von }i entspricht, errichte in den.
Theilpunkten Sonkrechte aut A B, beschreibe von J und X aus Kreisbogen
mit dom Radius der Ocffuung, die in ¢ und 1" sich schneiden, ferner eben-
solche von zwei Punkten ans, die aut .¢ £ iber .f und B hinaus um 0C resp.

*) Der gonaue Werth ist 1219071, e Lichtstirke bei 1,24 betriigt 0,00018,
digjenigo in der Bildmitte .. -1 gesetat.
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vonJund X entfernt liegen, so vernichten sich, wie man leicht einsieht,
die Wirkungen der nicht schraffirten Flichentheile. Was die schraffirten
Theile anlangt, so unterstiitzen die zunidchst CE gelegenen Streifchen die
bei RU, sind aber in directem Gegensatz mit den an M N anliegenden.
Wird daher die Lage des Punktes C so gewihlt, dass CE+4+ RU=MN
wird, so werden die Streifchen ndchst M N durch das Zusammenwirken der
an CE und RU angrenzenden neutralisirt und die Lichtstirke wird, da
diese Vernichtung gerade die lingsten und darum wirksamsten Streifchen
trift, nahezu Null. Man findet, durch Auflssung einer Gleichung zweiten
Grades®), dass dies eintritt, wenn 4C: 0C =0,0847 : 1, oder wenn CD : A B
=2:2160. Der zweite dunkle Ring erscheint also, wenn die
Projection des Durchmessers auf die Strahlenrichtung etwa
22Wellenl#ingen betrigt*¥).

Wollte man diese Betrachtungen weiter fortsetzen, so hiitte man fir
die folgenden Minima Gleichungen von immer hoheren Graden aufzulésen.
Wir begniigen uns daher mit den gefundenen Werthen, welche bis auf y4;4
richtig sind.

18. Anwendung auf das Auge und das Fernrohr. Wenn ein fernsich-
tiges Auge gegen einen sehr weit entfernten Lichtpunkt gerichtet ist, so
vwird durch die beugende Wirkung der Pupille auf der Netzhaut nicht ein
Punkt, sondern ein kreisrundes, von abwechselnd dunkeln und hellen
Ringen umgebenes Lichtscheibchen sich abbilden; da jedoch die hellen
Ringe im Verhi{ltnisss zum mittleren Scheibchen #usserst lichtschwach
sind, so kdnnen wir unsere Betrachtung auf dieses allein beschrinken. Be-
seichnen wir den Beugungswinkel, bei welchem der erste dunkle Ring ein-
tritt, mit ¢, und den Durchmesser der Pupillensffnung mit d, so ergiebt
sich der Winkel v, d. h. der scheinbare Halbmesser des Scheibchens, aus
der Gleichung: '

dsiny =1,21,
oder, weil der Winkel 9 sebr klein ist und deshalb der Bogen statt des
Sinus gesetzt werden kann, aus

*) Setzt man némlich 0 C=2x und den Radius des Kreises —1 , 30 hat ma
CE=)1—4a'; MN=MJ—CE=V1—a*—V1—dzt;
RU=0R—JIM=1—}1—=a"

Die Gleichung R U+ CE= M N liefert dann zuniichst:

1+2V/1 —4at=2})1—a?,
oder nach Wegschaffung der Wurzeln:

144244+40 22— 15 =0,
woraus als einziger positiver Werth
@ =0,46005, demnach 0C =2z =0,92190
bervorgeht. Es verhiilt sich also
AC:0C=0,0781 : 0,9219 = 0,0847: 1.
**) Der genaue Werth ist 2,233134. Die Intensitit fiir 2,23 ist O Q0N8.
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1,24
Y=—""

Ist nun, fiir das Licht der Kochsalzflamme, 4—=0==,0005888 und wird der
Durchmesser der Pupille im Mittel zu 4™ angenommen, so erhilt man
Py =236",43.

Von gwei entfernten Lichtpunkten liefert jeder fiir sich ein solches Licht-
scheibchen, deren Mittelpunkte dahin fallen, wo die darch den Kreugungs-
punkt des Auges nach jenen Punkten gezogenen Sehstrahlen die Netzhaut
treffen. Betriigt der vop diesen gebildete Winkel, d. h. die scheinbare
gegenseitige Entfernung der beiden Lichtpunkte weniger als 2 . 36,43, so
werden ihre Lichtscheibchen sich théilweise decken, ja, wenn die schein-
bare Distanz kleiner als 367,43 ist, wird sich das directe Licht des einen
Punktes mit dem gebeugten des anderen vermischen und eine deutliche
Unterscheidung derselben wird nicht mehr moglich sein. Aus demselben
Grunde wird ein Gegenstand, der unter einem Sehwink®l kleiner als 367,43
erscheint, nicht mehr deutlich gesehen.

Wie die Pupille des Auges, wird auch die Objectivofinung eines Fern-
rohres Beugungserscheinungen verursachen, nur wird der Radius des Licht-
scheibchens hier im Verhidltniss der Durchmesser der Pupille und des Ob-
jectivs kleiner sein. Sei (Fig. 28) 0 der optische Mittelpunkt, 0 F = F die
Brennweite, F 7 die Brennebene des Objectivs eines astronomischen Fern-
rohres, ferner o der optische Mittelpunkt und o F={f die Brennweite des
Oculars und bilden die durch O nach zwei unendlich weit entfernten Licht-
punkten (z. B. den Individuen eines Doppelsterns) gezogenen Geraden O F
und OV den Winkel ¥ (scheinbare Distanz der beiden Sterne) mit einan-
der, so werden einem bei o beobachtenden Auge die Mitttelpunkte F und
V der beiden durch das Objectiv erzeugten Lichtscheibchen unter dem Seh-
winkel Vo F=1 erscheinen. Damit nun die Lichtscheibchen F und ¥V
nicht zusammenfliessen , muss mindestens

_12.d
D
(wo D den Durchmesser des Objectivs bezeichnet); damit ferncr das Aunge
die Punkte F und ¥ noch getrennt unterscheide, muss wenigstens
_L2.a

d

sein. Aus der Figur aber ergiebt sich
Ftang ¥= flang,

oder wenn man, was wegen der Kleinheit der Winkel gestattet ist, die Bo-
gen statt der Tangenten setzt:

L'y

L
7

€| e
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(zweiter Ordnung) keine Minima enthalten sind. Ist n eine ungerade Zahl,
so wird ein solches Maximum dritter Ordnung (ein kleines Maximum) ein-
treten, wenn die Projection von ¢ eine ungerade Anzahl halber Wellen-
lingen ausmacht, d. h. wenn 2m+-1 ein ungerades Vielfaches von # ist; in
diesem Falle vernichten sich die Resultanten der einzelnen Oeffnungen zu
zwei und zwei, und nur eiue einzige bleibt in ihrer vollen Wirkung zuriick;
an der betreffenden Stelle des Bildes erscheint alsdann dieselbe Lichtstirke,
welche von einer einzigen Oeffnung &dorthin gesendet wiirde. Diese Ma-
xima dritter Ordnung liegen gerade in der Mitte zwischen zwei grossen
Maximis. : .

Ueberhaupt leuchtet ein, dass alle jene Strahlenbiindel die gleiche Mo-
dification erleiden, fiir welche die Projection des zu Hilfe gezogenen Ele-
mentarstreifens auf ihre Richtung den niémlichen Werth hat, d. h. alle
jene, welche mit der Verbindudgslinie homologer Punkte der Oeffaungen
den gleichen Winkel einschliessen. Die Gesammtheit dieser Strahlenrich-
tungen bildet aber einen Kegel, der seine Spitze in 0 und eine darch O
mit jener Verbindungslinie parallel gelegte Gerade O E zur Axe hat; die
Linien gleicher Modification sind daher aunf der Kugelfliche die dieser Axe
zugeordneten Parallelkreise und im Grundriss Gerade, welche zu O E senk-
recht stehen. Die Punkte, in denen ». B. die den Maximis zweiter Ord-
nung entsprechenden hellen Linien die Gerade O E schneiden, findet man
leicht wie friiher (F'ig. 8) aus der Gleichung:

0E=,ﬂ.
e

Fiir die Construction der Erscheinung ergiebt sich demnach folgende Regel.

Nachdem das fir eine Oeffnung geltende Bild entworfen ist, ziehe man
durch dessen Mitte O eine Gerade OE (Fig. 31) parallel zur Verbindungs-
linie homologer Punkte der Oeffnungsgruppe. Auf diese trage man beider-

seits von O aus gleiche Stiicke auf, welche einzeln =£:—sind. Jedes solche

Stiick ist, wie dieser Ausdruck zeigt, gleich der Hohe eines Parallelo-
gramms, dessen Grundlinie gleich ¢ und dessen Flicheninhalt gleich f4 ist.
Der willkiirlichen Grésse fA muss man natiirlich den nimlichen Werth bei-
legen, wie bei der Construction des fiir eine Oeffnung geltenden Grund.
risses; am bequemsten erscheint es, hier wie dort fA gleich dem Flichen-
inhalt einer der Oeffnungen anzunehmen. Den Zwischenraum zwischen
zwei solchen Theilpunkten theile man in so viele gleiche Theile, als Oeff-
nungen vorhanden sind, und errichte in allen Theilpunkten Senkrechte zu
OE. Die in den zuerst erhaltenen Theilpunkten (und in O selbst) errich-

teten Senkrechten entsprechen den Maximis, die in den ibrigen errichte- |

ten den Minimis zweiter Ordnung; letztere erscheinen vollkommen dunkel. .

Ein Zwischenraum zwischen zwei dieser dunkeln Linien, in welchen ein
&rosses Maximum fillt, ist gerade doppelt so breit, als ein solcher, der

)
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zahl von Wellenlingen betriigt, so sind dieselben in vollem Einklange
und bringen die erhhte Lichtstirke der grossen Maxima bervor ; fiir jede
andere Beugungsrichtung wird man, von der ersten Resultante ausgehend,
bei hinlinglich grosser Anzahl der Oefinungen, leicht eine andere finden,
welche nahezu um eine ungerade Anzahl halber Wellenléngen gegen jene
verschoben ist. Denn betrigt der Gangunterschied zweier benachbarter

Resultanten %l, wo —I;— ein (echter oder unechter) irreductibler Bruch ist,

so haben wir zwei Fiille zu unterscheiden: entweder ist der Nenner gerade
=2n (und dann natiirlich der Zshler ungerade), oder der Neunner ist un-
gerade =2n+1. Im ersten Falle differirt die n'® Resultante gegen die-
p

2n

erste um n..—4 dder um %l, also um eine ungerade Anzahl halber Wellen-

lingen. 1m zweiten Falle ersetzen wir den Bruch durch des andern

2pr+1 1
2r (2n+1) 2r (2n+1)
liebig wenig, wenn bei unendlich grosser Oeffoungszahl r beliebig gross
gewiihlt werden darf; alsdann ist die  (2n41) '* Resultante gegen die erste
2pr+1

p
2n41

, welcher von jenem nur um abweicht, d. h. um be-

A verschoben, Hat man so zur ersten Resultante eine n'® ge-

funden, die mit ihr um ein ungerades Vielfaches halber Wellenléingen diffe-
rirt, so findet dasselbe statt fiir die zweite und (n41)'¢, die dritte und
(n+42)'* u. s. f. Man sieht alsb, dass fiir jede andere Beugungsrichtumg
als die der grossen Maxima nahezu Vernichtung eintreten muss,

Ein grosses Maximum, welches zufillig auf einer: einer einzigen Oeff
nung schon angehdrigen dunkeln Streif treffen solltr:, wird natiirlich ver-
schwinden. Bei dem oben angefiihrten Beispiel, wo die Breite der Oeff--
nung § von dem Abstande zweier Oeffnungen (4. h. } von dem sie trennen-
den undurchsichtigen Zwischenraum) betrigt, fohlt das fiinfte, zehnte,
finfzehnte etc. Maximum. Sind die Spalten eben so breit als die sie tren-
nenden Zwischenriume, so fillt die sweite, vierte, sechste etc. helle Linie
aus; der Abstand je zweier hellen Linien ist also in diesem Falle gerade
doppelt so gross, als der zwischen der ersten und dem Bilde der Lichtquelle
(Fig. 32).

Bei Anwendung einer nicht homogenen Lichtquelle werden die hellen
Streifen von verschiedenen Farben, aber gleicher Ordnung in verschiede-

nen Abstinden von der Bildmitte auftreten. Vermoge des Ausdrucks f%l

verhalten sich, fiir jede Ordnung, diese Abstinde wie die Wellenlingen
- der einzelnen Lichtarten. Ist das einfallende Licht weiss, so reihen sich
die verschiedenfarbigen Linien gleicher Ordnungszahl so an einander,
dass sie ein vollstindiges Spectrum Dilden, dessen violettas Ende gegen die
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bekannte Punkt O ist, bezogen, dann fiir senkrecht einfallende Strahlen
und in Bezug auf dasselbe Coordinatensystem den Grundriss ihres Beu-
gungsbildes entworfen ; P (Fig.38) sei ein beliebiger Punkt des Grundrisses.
Wir stellen uns jetzt die Aufgabe, bei schief einfallendem Lichte denjeni-
gen Punkt P’ des neuen Grundrisses zu finden, fiir welchen sich die Inter-
ferenz unter denselben Umstinden vollzieht, wie bei senkrecht einfallen-
den Strahlen fiir den Punkt P. Zu diesem Ende werde die Oeffnung,
etwa parallel zur Axe 0 X, in schmale Streifen zerlegt, von denen jeder als
ein Rechteckchen betrachtet werden kann. Bilden nun die directen Strah-
len mit 0.X und 0Y, oder mit den Seiten des Rechtecks, die Winkel ¢
und %, so construiren wir zwei Kegel, die ihre Spitzen in O habem und
deren Seiten mit den Axen O X und O Y resp. die Winkel ¢ und v bilden;
ibre gemeinschaftliche Erzeugende giebt alsdann die Richtung und auf der
halbkugeligen Bildfliche den Sammelpunkt der directen Strahlen an; die-
ser projicire sich in 0'. Zwei andere beliebige Kegel, deren einer 0 X, der
andere O ¥ zur Axe hat, geben ebenso durch ihre gemeinschaftliche Erzeu-
gende einen beliebigen Bildpunkt an, dessen Projection P’ sei. Die Wir-
kung im Punkte P’ héingt ab von den beiden oben niher bezeichneten Dif-
ferenzen, und ist die némliche wie in P, wenn diese Differenzen resp.
gleich sind den Projectionen der Rechteckseiten auf die dem Punkte P ent-
sprechende Strahlenrichtung. '

Nun lege man durch die Axe 0X die Ebene X0Z senkrecht zur
Grundrissebene X0 ¥ (in Fig. 38 ist X0Z um 0 X auf die Ebene X0 ¥ um-
geklappt gedacht), so wird dadurch die Bildfliche lings der Kreislinie X Z,
und die Kegel mit der Axe O X, welche die zu den Bildpunkten P, O', P’
gehorigen Strahlenrichtungen als Erzeugende enthalten, resp. lings O F,
OF, OF’ geschnitten. Sind alsdann OB, Oy, 03 die Projectionen der
Linge Oa des Rechteckchens auf die durch jeden Kegel reprisentirte
Strahlenrichtung, so muss, danrit das Rechteckchen, was seine Linge anbe-
trifft, in P und P’ gleich wirke, 08— Oy=0p sein. Nun sind die Dreiecke
OFR, OFR', OFR" der Reihe nach #hnlich den Dreiecken Ocf, Oay, Ocd,
und wenn 0§ —O0y=0p ist, so muss auch OR"—OR =O0R, oder OR”’
=OR sein. Ganz ebenso kinnte man an den entsprechenden Kegeln,
welche 0 ¥ zur Axe haben, nachweisen, dass bei gleicher Wirkung in P
und 7 auch 0’ 0'=00 sein miisse. Was fiir dieses eine Rechteckchen er-
wiesen wurde, gilt ebenso gut auch fiir jedes andere, sonach auch fiir die
ganze Oeffnung. :

Um daher bei schief einfallenden Strahlen den Grund-
riss des Beugungsbildes zu erhalten, entwerfe man densel-
ben zuerst fiir senkrechte Strahlen, bestimme sodann den
Punkt 0, in w8lchem sich der Vereinigungspunkt der schie-
fen Strahlen projicirt, und verschiebe nun den Grundriss

parallel mit sich selbst, bis sein Mittelpunkt O auf 0" fillt, so
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In der Abhandjung itber die durch die Gaussischela, _
darstellbaren Functionen (Gottingen 1857) bemerkt Rie; _ _
Integral:

Sa—a) fi T gy~ F = (1—z3)

von einem der vier Werthe 0, 1, %, o0 bis zu einem di

—~—

auf beliebigem Wege erstreckt, eine Function P(: . :: .
bei passender Wahl dieser Grenzwerthe und des Weges™—

anderen jede der sechs Functionen P P% ... P¥ darstelh~-
(pag. 27): ,,Es lisst sich aber auch direct zeigen, dass *~.
charakteristischen Eigenschaften einer solchen Function
dies in der Folge geschehen, wo dieser Ausdruck der P-F:

bestimmtes Integral zur Bestimmung der in P%, P” ... B _
gebliebenen Factoren benutzt werden soll; und ich bemer
dass es, um diesen Ausdruck allgemein anwendbar zu mad™
fication des Weges der Integration bedarf, wenn die Fu

Integralzeichen fiir einen der Werthe 0, 1, 00, 5— 80 unei

sie die Integration bis zu demselben nicht zulfsst. — __
meines Wissens nirgend erfolgt. Da die bestimmten It
besten zur Darstellung einer Function P eignen, weil s:
Zweig darstellen, was sonst nur noch, nach Riemann’s
wenigstens fiir den Quotienten zweier P- Functionen dur
&geschehen kann, so schien es von Interesse diese Ausf

*
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o, o,

das Gitter um seine verticale Axe in einer der Bewegung des Uhrzeigers
entgegengesetzten Richtung, so wird sich die Linie D zur Rechten, und mit
ibr das zugehérige Spectrum, dem Bilde der Lichtquelle, welches immer
unverriickt am Fadenkreuze bleibt, zuerst niihern, wiihrend die Linie D zur
Linken nebst dem zugehdrigen Spectrum sich entfernt, Bei einem gewissen
Drehungswinkel wird die Linie D zur Rechten stillzustehen scheinen, um
sich bei weiter fortgesetzter Drehung wieder zu entfernen; die Linie D zur
Linken fahrt dabei immer fort, sich zu entfernen, bis sie aus dem Gesichts-
felde verschwindet. Dreht man daher das Gitter so lange in der bezeich-
neten Richtung, bis die fragliche Fraunhofer'sche Linie der Lichtquelle am
nichsten gekommen ist, so ist fiir sie der Beugungswinkel ein Minimum
(wir wollen dasselbe mit 9’ bezeichnen), und seine Hilfte 4’ ist gleich
dem Winkel, welchen die Schirmnormale mit der unbeweglichen Fernrohr-
axe bildet. Der Winkel ¢ kann leicht gemessen werden, wenn das Gitter
auf der Drehungsaxe der Alhidade eines horizontalen getheilten Kreises
befestigt ist. Man sucht néimlich fiir dieselbe Fraunhofer’sche Linie in
wwei Spectren gleicher Ordnung zur Rechten und zur Linken das Mini-
mum der Ablenkung. Die Differenz der beiden Ablesungen des Nonius
giebt dann unmittelbar den Winkel ¢'. Um aber aus der Formel A=c¢ sin ¥
die Wellenliinge zu berechnen, hat man nicht den kleinsten Beugungswinkel
v, sondern den Beugungswinkel v fiir senkrecht einfallende Strahlen an-
tawenden. Aus der Bedingung, dass stets OP=0"P’ ist, ergiebt sich
aber sofort
siny =2sin Jy’. -

Um den Winkel 4" nach diesem Principe zu messen, kénnte man auch
eines getheilten Kreises ganz und gar entrathen und sich der Poggen-
dorff’schen Spiegelablesung bedienen, indem man die Glasplatte, anf
welche das Gitter gezeichnet ist, als Spiegel wirken lisst.
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zu ihrer Werthfixirung einige Verabredungen. Zuerst aber noch was die
Zahlen a, f,. ..y betrifft, so werden fiinf von ihnen, mithin «, 8,4, s, v
als willkiirliche (complexe) vorausgesetzt und die sechste mit den iibrigen
durch die Gleichung verbunden:

ata+f+B+r+y=1
Dann kann keine der Summen

+OG+pt+D=F(e—0), +A+v+1D)=(8—F).

TCE+e+)=%@G-7)
eine ganze Zahl sein, ohne dass eine der Differenzen a — o', f—f', y—7’
eine ganze Zahl ist, welcher Fall nebst dem, dass

A pgyvoder — (A4 p+4v42)
eine ganze negative Zahl ist, wie schon bemerkt, ausgeschlossen wird.
Die Werthe der complexen Variabeln s denken wir uns nach Ganss

in einer (im Unendlichen geschlossenen) Ebene aufgetragen, so dass S als
Function der s-Ebene angesehen werden kann. Von dem Punkte s=0 iiber1

1 . .
nach 00, von da nach = welches die Verzweigungspunkte der s- Ehene

sind, zichen wir eine Linie so, dass die Ebene einfach zusammenbin-
gend bleibt, welche der Querschnitt der s- Ebene heissen mag. Der Be-
quemlichkeit halber denken wir nuns den Querschuitt lings der positiv reel-
len Linie in der s-Ebene von 0 nach a0 gezogen und von dort aus in einer

Geraden nach —;— Wird dann der Werth von S in irgend einem Punkte der

s-Ebene gegeben, so bilden alle die Werthe, welche an dem gegebenen
stetig-hiingen, wenn bei der Fortsetzung S als Function der complexen
Variabeln s angesehen wird, und s den Querschnitt nirgend iiberschreitet,
oinen Zweig der Function S, der in der durch den Querschnitt zerlegten
s- Ebene einwerthig oder eindindrig ist. Durch stetige Fortsetzung der
Function S iiber irgend welche Theile des Querschnitts, gelangt man zu
neuen Zweigen der Function S, die sich von einander nur durch constante,
von A, p, v abhiingige Factoren unterscheiden. Der Zweig von S, welcher

entsteht, wenn fiir s=1, s , fiir =0, (1—s)" und (l—:cs)' gleich Lins ge-
nommen werden, soll der Hauptwerth genanut werden, und bei unseren In-
tegrationen iiberall da zu Grunde gelegt werden, wo nicht ausdriicklich eine
andere Bestimmung getroffen wird. Wird aber durch einen vorgeschriebenen
Integrationsweg der Querschnitt iiberschritten, so soll § stetig lings des-
selben fortgesetzt werden.

Das bekannte Theorem, nach welchem das Integral einer Function,
die in einem Flichenstiick ciniindrig ist (z. B. eines Zweiges der Function §)
genommen liber die ganze Begrenzung eines einfach zusammenhiingen-
den Stiickes, innerhalb welches sie endlich ist, Null sein muss, soll der
Cauchy’sche Satz genanut werden.
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In vielen Fillen wird die zu integrirende Fanction § in den Verzwei-
gungspunkten so unendlich, dass sie die, Integration bis an dieselben
picht zulisst; wir wollen fiir unsere Abhandlung iiber den Sinn einer sol-
chen Integration Festsetzungen treffen, durch welche diese Ausdriicke un-
beschrinkt anwendbar bleiben. Ob die von Riemann intendirte Modifi-
cation des Weges eben dieselbe war, wissen wir nicht. Wir verstehen unter
dem Integral f Sds genommen gwischen zwei Versweigungspunkten a und

b auf dem Wege ! einen Ausdruck, der in folgender Weise erhalten wird.
Wir integriren von einem Punkte 0 auf / bis zu einem nahe an a gelegenen
a-t+¢&

Punkt. a+ ¢, also bilden das Integral f Sds; sodann integriren wir um den

]

Punkt a herum in positiver Richtung iiber eine von a4 ¢ ausgehende, eben

dort endende und ausser a keinen weiteren Verzweignugspunkt einschlies-

sende Sclhlinge, und bezeichnen dies Integral mit Kn (Eo‘ Kl, K::' Ky )
=

Dann integriren wir vom Endpunkte dieser Schlinge, von a + ¢ bis 0 zu.
rick, wobei S einem neuen Zweige angehdrt, weil s um a gegangen ist,
welcher mit S” bezeichnet wird. Wir bilden also das Integral

)
f S’ds.

a—+§
Dann ist der Ausdruck
a—¢8 [ 0 X v
U=de:+ Ku+fS'ds=—des+ Ka+¢'2‘~"'fsfls.
° a+& a8 a-+¢§

wenn ¢ der zum Verzweigungspunkte a gehdrende Exponent (also eine der
Zgl.lennl, g, v, — [L+ g+ v +2]) ist, jedenfalls eine endliche Grosse, weil
aof dem ganzen Integrationswege die Function unter dem Integralzeichen
endlich bleibt. (Man kaon hierbei auch, wenn man will, & unendlich klein
annehmen.) Sodann integriren wir von 0 auf / bis zu einem nahe b gelege-
pen Punkte b—n, dann iiber eine von b—9 ausgehende und dort endende
Schlinge, die keinen weiteren Verzweigungspunkt ausser b einschliesst,
pegativ (rechts) herum. Ist K, der Werth des Integrals iiber die Schlinge

positiv herum, so ist der Werth, der durch Integration in negativem Sinne

P
Ky,
brende Exponent ist, weil die Integration fiir verschiedene Zweige von
S statt hat. Endlich integriren wir von b— nach 0, also bilden das

Integral

—2¢, xi

erhalten wird, —¢ wenn ¢, der zum Verzweigungspunkte b ge-

(1]
f S"ds,
h—n
worin §” den durch deu negativen Umgang um b erlangten Zweig von §
bedeatet.
A®
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Dann ist der Ausdruck
b—

n
—JSds— —2e :»B +jS"d8— Sds—e —2¢,mi A.b_e—?s,.z:j

0 [

>

ds

e

aus denselben Griinden wie U cine endliche Griosse. Ebenso ist:

U Vv
2g ui+ —2¢ ;i
—14e" " 1— b
b—n —& =i .
=.'/Sds+ e * K ___ ¢ '.=‘]Sds
et"’"—e—t'“' es‘m—c-i"’“
u+! a

eine bestimmte endliche Grosse, ausser wenn eine der Zahlen £, (also
«

eine der Zallen A, p, v, — [A+ pu+ v+ 2]) eine ganze negative Zahl ist,
welchen Fall wir ausschliessen. Diesen Ausdruck verstehen wir in die-
b
ser Abhandlung immer unter der Bezeichnung des, und es stimmt
'3

derselbe mit der gemeinen Definition eines bestimmten Integrals zwischen
-complexen Grenzen allemal iiberein, wenn dio letztere einen Siun hat.

Bei dieser Definition fallen die Euler'scheu lutegrale wit ibren Aus-
driicken durch Gaussische JT-Functionen durchaus zusamwen und wer-
den mit jenen unendlich. Es geniige, dies fiir das Integral

o

gezeigt zu haben. Wenn wir partiell integriren, so haben wir

.m @ [ -]
./sle—' ds=[-—-s".e—.] +Jls1_le-'ds.
00

0

Die cckige Klammer ist nach unserer Auffassung des Integrals gleich

©
—x 2rdi —Eel® - 21mi
[—sl ¢ A-'+(_Ele” i ,—te +elc E):(e“"“—l)
A J

sl.e—e.(e'llui_ I)

— l '~E
=& . — oY PR =0.
¢ —1
Mithin ist:
x 1 Sd
_ -1 - : —m  —

ﬁl'(' § dr==ia e Tds=i. (,1——!)...(A—m-{'—l)./‘.s‘1 "o s
. v 0

-°§ ® .\-" hd
— - s . $
JS m.oe d.\‘=./>-~ - =Il{A—m)
s . ¢ Avdh— 1l h—m+41 ’
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nimmt man hierin m hinlinglich gross an, so kann (A—m) bei positivem
reellen Theil von A jede mit negativem reellen Theil versehene Zahl sein,
Sogar fiir ganze negative Zahlen konnte die Gleichung bestehen bleiben, da
dann beide Seiten unendlich gross werden. Die anderen Euler’schen Ia-
tegrale kdnnen als ein specieller Fall der P-Functionen angesehen und be-
bandelt werden, niimlich wenn y =0 und dann x =1 gesetzt wird,

Ist die Summe der Exponenten der beiden Verzweigungspuunkte, welche

die Grenzwerthe des Integrals bilden, eine ganze Zahl, z. B.
1

fs—" . (l—s)'"'—' ds,

(]
8 kann man auch fiber eine um beide gezogene Schlinge (negativ herum)

integriren und das Resultat durch
( 1— e—2 LR z)
dividiren, wenn & (p—1im Beispiel) den Exponenten der oberen Grenze

bedeutet, was dann unserer Definition gleich kommt. Im angefiihrten Bei-
spiele kann man dann noch die Schlinge als um den unendlich fernen Punkt
gezogen ansehen, und da dessen Exponent —1 ist, ausintegriren, wodurch
man das bekannte Resultat
£
(= u). 11 (p—1) = ivpn
erhilt,

Wenden wir unsere Definition des bestimmton Integrals auch dann
an, wenn der Integrationsweg einem Verzweigungspunkte begegnat (wobei
jedoch in vielen Fiillen, besser nur ausgebogen wird) indem wir das Integral
in Stiicke zwischen den Verzwei gungspunkten zerlegen, so ist dasIntegral

z*. (1—z)" .des
gevommen auf beliebigem Wege zwischen zwei Verzweigungspunkten als
Function von z iiberall endlich, ausser fiir x gleich 0, 1, o0, wenn es nicht,
was zuweilen geschieht, in den ausgeschlossenen Fillen itberall unend-
lich ist. Ferner ist es.eine cinwerthige Function von x, wenn z den Quer-

schuitt zwischen 0 und oo, und —:? den Integrationsweg nicht iiberschreitet.
Daurch einen solchen Uebergang der Variabeln & iiber die Gerade 0..1..00
oder des Punktes % iiber den Integrationsweg gelangt man zu verschie-

denen Zweigen eines Integrals. Hat S seinen Hauptwerth und werden die
Integrationswege auf dem positiven Ufer des Querschnitts genommen ohne
ihn zu schoeiden, so soll ein solehes Integral seinen Hauptwerth besitzen,

wenn es nicht ausdriicklich (wie bei P)anders bestimmt wird. Wir butrach-
ten nun die folgenden sechs Integrale
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1 ]
g, P =a".0—z)" des,,gﬂ.P”=z".(1—x)’fsa&,
0
’ o
g“,.P“ =x“.(1—x)7‘des, gp,.Pp'=a:“ (l—I)ydeds,
F

K
g, P'=z%.(1 —x)7JSds,
o

xr
gy,.P’:zf’ a—=z)! ./‘Sds.

i
In P%, P“l, Pp, Pp' , Pyl soll die Integration mit dem Hauptwerth von S
lings des positiven Ufers des Querschnittes genommen werden, wobei die
an Verzweigungspunkten vorbeifiihrenden zerlegt werden, oder auch
lings einer den Querschnitt nicht iiberschreitenden Ausbiegung fort-

gefiibrt werden kénnen. Das Integral PY soll mit dem Hauptwerthe von
S auf dem negativen Ufer des Querschnittes genommen werden. Diese In-
tegrale sind als Functionen von x ausser in 0, 1, 00 endlich, und wenn z
den Querschnitt zwischen 0, 1, 00 nicht iiberschreitet, einindrig.

1
Das Integral 9y P"=z". Q —.1:)7 . des multiplicirt mit " bleibt
]

auch noch fir =0, weon nicht A, u oder A4pu+1 eine ganze positive
Zahl ist, was ansgeschlossen bleibt, endlich und von Null verschieden, und
in der Umgebung des Punktes einiindrig, weil durch einen Umgang der

Variabeln £ um Null S seinen Werth nicht &ndert und % den Integra-
tionsweg nicht iiberschreitet. Setzen wir:

[ _0(). 0(w)_1(—d——y). I(——F —y)
gu_b/‘ s L (1—s)* ds_[l(l+p+l)= a—d) )

so ist P” fiir =0 gleich 1, und entwickeln wir (fiir Norm x< 1) unter dem
Integralzeichen nach Potenzen von z, s0 ist:

%=z, (l—.‘r)y Fle+B4+y, adpf+y7, a—a' +1, ).
Das Integral

. L
g“,.Pa =z".(1—z)" [Sds

8=

. A 1 .
geht durch die Substitation s = iiber in:

‘ D
Pl (=z). ¢ im—r) fc_(l+!‘+v+2) .(1=0)".(1—x0)" da,
é
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und bleibt mit 2~ © multiplicirt fir =0 endlich und von Null verschie-
den, wenn nicht —(A4-pu+v+42), v, oder —(A+4u+1) eine ganz negative
Zahl ist, was ausgeschlossen wird. Zudem bleibt es in der Umgebung des
Punktes x=0 eipiéindrig. Setzen wir:

‘ ! I3
ga(=f ﬂ_(l+"+v+». (I—a)' (Ia.e_m(!‘—’)
0

ST (B —y) . H(—a—f—y)
, (' —«) !

wistz " . P® fiir =0 gleich 1 und eindndrig, Durch Entwickelung
nach Potenzen von x folgt:

=2 (1=2) . P +B+y, ¢ +6+7. o —at1,2).
Das lntegral:

’

p

" v %
gp.P =z .(1l —x) '1‘/‘ ds

gebt durch die Substitution s = % iiber in:

CiEe—y—y) (%)é(l_xl)y‘./::—(l+p+v+2) .(—o). (1_%)" do
K :

und bleibt mit (—;-)_p multiplicirt fiir x= oo éndlich und von Null ver-

schieden, wenn nicht — (A+u+v+2), u, —(14r+41) eine gauze negative
Zabl ist, was ausgeschlossen wird, und in der Nihe dieses Punktes ein-
indrig. Setzen wir:

e—i:fu—'—?). O(—2—p—v—2). I (u)

9= o(—i—v—1)
=e-—m(l‘—'—7). n(__a_p'—y').ﬂ(—a,—ﬂ’—)')
a(6—p) '

\ —
s erhiilt PP (%) p fir t= 20 den Werth 1, und bleibt dort einiindrig.

Durch Entwickelung nach Potenzen V(;n % erhalten wir:
P (LY. (=LY #(« oy B 1Y)
# = x) (==Y F(a+B+r & +B8+n B—F+1,7).
Das Integral :
1

9g - PP = % —a). [ Sds

1))

geht durch dic Substitution s = ;6- tiber in:
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Relationen, in denen zwei P mit zusammengehirigem Exponentenpaare vor-
kommen, erhalten wir durch Integration tiber eine Schlinge um0..1.. 00 .. 1
- x

herum, die wir nahe den beiden Ufern des Querschnittes hinfiithren. Dies
Integral ist einmal gleich Null nach dem Cauchy’schen Satze, weil inner-
balb des durch das #ussere Ufer begrenzten Ebenenstiickes die Function
S nirgends unendlich wird. Dann aber auch gleich einer Summe von In

. 1 . .
tegralen zwischen 0...151... a0; - *°+ % genommen mit verschiedenen
Zweigen von S. Reduciren wir diese auf die Hauptwerthe, so haben wir:

! i . .0 o
JSds - +‘f§d3’ (-2 ey o des (=147 2%") =,
1

oder in P ausgedriickt:
9y P“.(l—eum) +9g- 8 (l—e.z[ml"'.) +9,. P“’.(— 14e 2570,
Ersetzen wir hier aus den Gleichungen 4) 9y P” durch:

pY. g . c-—2li:_g Pﬂ e?pm'
. Y 8
und gu..Pu durch
gp. Pp—gy,.Py '
so erhalten wir:

gyo Py. (—-l+e—2"")+gp.1,ﬁ. (__ ‘32’”5 +c—2'|y)

+ 9, P, Q1 —e—z’“) =0.
Durch Integration iiber eine Schlinge um 1...00 .. % .. 0 erhalten wir:
g PP (=) g B (1P
+95- pf (—14e~ 2% =0,
Mit den Gleichungen 4) folgt hieraus:
gy..P"'. (1—92’i“)+ga. . (_e2zip+e— 2mivy
FP1g 1k

Integriren wir iiber eine Schlinge umoc ... —l— ..0...1, so haben wir:
x

ga’.],a'. (_l+e—2l[il+ﬂ+'])+gpupﬁ'- (_l+(—‘.’z|‘|l+y|)

+g¢. Pa(l —C_zxil) = 0.
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. . ’ ‘ . 2
Jri+D) e a _x)yfdl e —a)(“""“'”'“) Ji—(—=)6]" do
0

ud bleibt mit (1—x)™ ¥ maltiplicirt fur z=1 endlich und von Null ver-
schicden und ist dort einkndrig, wenn nicht etwa, was ausgeschlossen
bleibt, 4, —(A+p +v+42) oder —(u+v+1) eine ganze negative Zahl ist.
Setzen wir:

AN ). M(—i—p—v—2)

9= I(—p—v—1)
=eu¢(¢+ﬂ'+7) n(_a'_ﬂ_?,') . H(—a—ﬁ'—}")
H(y=7y) ’

wist PY(1—z)" 7 fir =1 gleich 1 und einindrig. Entwickeln wir un-
ter dem Integral nach Potenzen von (1—«), so haben wir:

PY=z" .(1—a) . F(a+B+y, a+B+7, y—¢ +1,1—2).
Zwischen zwei dieser Integrale, welche einem und demselben Expo-
nentenpaare angehéren, kann offenbar niemals eine lineare Gleichung mit
constanten Coefficienten statthaben, so lange nicht, was ausgeschlossen bleibt,
e=a’ oder f=f oder y=y ist. Zwischen je drei dieser Integrale findet
aberstets eine lineare, homogene Gleichung mit constanten Coefficienten statt.
Die einfachsten folgen unmittelbar aus dem Cauchy’schen Satze, némlich:

1 1
® P} . 1 = 1 rl
—2ix(A+pm) —2%iu
Sds=¢ [ Sds—e .| Sds, [ Sds= | Sds—| Sds
f[ 6/‘ of of of nf

1 1
® o F x » »

lde::/Sds+ de:, beds:[Sd:—e—2'“. des,

i i

r x
vobei fiir unsere Definition des bestimmten Integrales zn bemerken ist, dass
die Summe der einzelnen Integrale, wenn man z. B. von 0 nach 1, von da
pach -:? und von % nach 0 zuriickintegrirt, dem tiiber eine geschlossene

Carve, also der Null gleich geachtet worden kann, weil die Integral-
bestandtheile um die Verzweigungspunkte (K,, k,, K, I(Q)alle doppelt und
x

im entgegengesetzten Sinne vorkommen. Driicken wir die Gleichungen in

den P*, Pa', ... P' aus, die nur eine kiirzere Bezeichnung fiir die Gauss’- *
sche Reihe sind, 80 haben wir:

g,.ﬂ:e—zi'("“').g P —g e
Y a
.l’:gﬂ.l’u—g‘y,.f'y, gp.Pp:—_-.g“,.Pa-{-gy,.Py, A)
.Iﬁl=¢/ .Py—-g,.Pu,.e—z’“’i.
y a

—2:’1:;1.. Pa’

s
s
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geringsten Schwierigkeiten, aber sie erleichtern die Uebersicht, weil man
mit ihrer Hilfe jede vorgegebene P-Fuunction durch hypergeometrische
Reihen ausdriicken und sofort fiir alle Theile der x - Ebene fortsetzen kann.
Es ist:

B ey (B —g—1)
0T T~ —p—y) . A~ —f—p)
O Aa—a) NB—F 1)
= H(—a—F—p) A~ —F—7) '
TR (o —a) . I —B—1)
B~ H(—a—P—y).l(—a—p—y) '
, ) @ —o) m—F—1)
6T T H(—a—f—)H(—a—F—p) ’

H(a—a)]](y y—1)
TH(—d —F—p) (= —f—7)’
H(a——a) Ho(y—y—1)
TH(d—f—) I (—d—p—7)’
IT o —a). II(y —7y —1)
TH(—a—fF—y) I (—e=p—7)’

o '__ H(a—a)H(y y—l)
T=a—B=p) H(=a=p—7)’
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Halle, December 1867.




Kleinere Mittheilungen.

1. Die Berechnung der Verinderungen in einem verinderlicheam
Dreiecksnetze. Von Dr. CHrisTIAN WIENER, Professor am Polytechni-
kum zu Karlsruhe. - . '

Wihrend sonst in der Geodisie die Dreiecksnetze als in der Zeit un-
veriinderlich gelten, diirfte es von Interesse sein, einen Fall zu betrachten, -
in welchem gerade die Verdnderlichkeit eines Dreiecksnetzes das Wesent- - '
~ liche war, und fiir welches die Aufgabe vorlag, aus der durch zeitweise:

wiederholte Messung der Winkel erhaltenen Veriinderung derselben die
Verschiebungen der Eckpunkte zu bestimmen.

Im Januar 1867 hatten sich in Baden- Baden Spriinge in einer etwa 40"
hohen Stiitzmauer und Risse in dem benachbarten Erdreiche gezeigt, welche
vermuthen liessen, dass eine Verschiebung der Mauer stattfinde. Schrei- |
ber dieses wurde mit der geodiitischen Untersuchung dieses Vorganges be- .
auftragt und fand — was hier sogleich zugefiigt werden mag, umn das
Localinteressante abzuschliessen —, dass die Mauer sammt den michtigen *
romischen Pfeilern, die einen Bestandtheil derselben ausmachten, parallel '
zu den Schichten der Arkose, welche die Unterlage des Fundamentes bil-
dete, abwiirts rutschte, und zwar von October 1867 bis Februar 1868 an der
Stelle der stiirksten Bewegung um 25 Linien badisches Maass. i

Um die Bewegung zu ermitteln, verband ich eine Anzahl von Punkten,
die auf der Frontfliche der Mauer und auf dem krénenden Gelinder be- |
zeichnet wurden, durch ein Dreiecksnetz mit solchen Punkten, welche |
muthmasslich keine merkliche Bewegung zeigten. Die grosste Anzahl
der Dreiecke, welche zur Festlegung eines Punktes dienten, war 7, die
Linge einer Dreiecksseite meist zwischen 10 und 20 Ruthen bad.

Die Winkel wurden mit einem Breithaupt’schen Theodoliten gemessen,
der 10” angab; die Coordinaten der Punkte, bezogen auf eine willkiirlich
gewiihlte Axe, auf Zehntellinien berechnet.

Um nun aus den nach 4 Monaten von Neuem gemessenen und bis za
9 Minuten von den ersten Ergebnissen abweichenden Winkeln die Verschie-
bungen der Punkte, unter denen die als muthmasslich fest gewiblten wirk-
Jich keine Bewegnug erkennen liessen, zu bestiminen, konnte die Berech-
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| sung vermittelst Azimnth und Saite wie das erste Mal vorgenommen und
die erhaltenen Coordinaten verglichen werden. Es wiire dazu eine Rech-
sung mit Zahlen von 6 Werthstellen nothwendig gewesen. Es empfahl
sich aber als rascher zum Ziel fiihrend, statt mit den verinderten Gréssen
mit den Verdinderungen derselben zu rechnen. Die Verinderungen der
Winkel in Secunden und die der Linge in Zehntellinien wurden nimlich
durch hochstens dreizifferige Zahlen ausge&rﬁckt; man brauchte dann von
e in die Formeln eintretenden Werthen der Winkel und der Liingen selbst
ebenfalls nur 3 Werthstellen mit in Rechnung zu ziehen und rechnete so
tberhaupt nur mit dreizifferigen Zahlen. Dadurch war es moglich, durch
sbgekiirzte Multiplication und Division oder mit dem Rechenschieber, den
ich spiiter vorzog, mit Umgehuug von Logarithmentafeln und rascher zum
Ziel zu gelangen.

" Es mussten nun die Formeln fiir eine Reihe von Aufgaben gebildet
werden, wobei vorausgesetzt warde, was hier zutraf, dass die Verdnderun-
gen der Grossen so klein sind, dass die hoheren Potenzen derselben gegen
die niederen vernachlissigt, oder dass sie als Differentialien behandelt wer- .
den diirfen.

1. Von zwei Punkten 1 und 2 sind die urspriinglichen Coordinaten
%,,Y%, Ty, Y und die Verinderungen derselben dz,, dy,, d,, dy, le-
Lannt; es sollen die daraus entstehende Verinderung ds der Linge s=1.2
ud die Veréinderung d ¢ des Azimuthes @ von 1.2 bestimmt werden.

Aus *=(y,—y,)'+(z,—z,),

Yo—Y __ . Ty =Ty __
— =sing, —— cos @
folgt durch Differentiation :
as =YY (ay,—ay,) + 22 (4o, — i),
oder
1) ds=sin @ (dy,—dy,)+cosp (dz,—ox,)
.t ] .
Aus tang g = z,—a, folgt ebenso:
_ﬁ}’___ (‘_’.’/t_d.'/t) ("":—-’Un)—(da’:—”x.)(ya—!!Q
coste - (x, -, 2 '
2) dyp = (_{!y!:dy!)cusq:—(d:l:,—da:,)sinq).

s

2. In einem Dreiecke, dessen Seiten s, s,, s, und dessen beziiglich
gegentiberstchende Winkel a, a;, a, sind, dndern sich s, @, o, um ds, day,
da,, welches ist die Aenderung ds, von s,?

Zuunidchst, wenn da die Aenderung von a, gilt

da+tday4+de,=0.
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Aus
sin a,
=8 . 2
St a
folgt:
sineoy s . cosada
ds,=ds —— coSag dag—SSinay ———
t sina +sma r T * Tsinte
oder:
S, [} ssina
ds,—ds 4 — cosayda —2 eota (da,+d
* s +sin« 2 det sina (day+dey),
Sy  Sday, . . ssina,
Sq=ds — sina €oS ¢, cosa sina - .- colada
dsy= s +sin’a( + 2 + sina @ @
3 ds,=ds 2L 4 scotada, + —— de
) S=ds——+5 { ol L0

3. Wenn in dem in 2) bezeichneten Dreiecke das Azimuth von s=g,
das von s,=g,, die Coordinaten des Eckpunktes bei a,:z,, y,, die des Eck-
-punktes bei a:z,y, und wenn die Verinderungen dg, da, ds,, dz,, dy,
_ bekannt sind, welche Verinderungen von @,, &, y folgen daraus.
Je nach der Lage des Dreiecks gegen die Abscissenaxe gilt

n=pta.
Daraus folgt:
4) - dp,=dp+ da,.
Ferner aus
y=uy + sysing,,
folgt
5) dy=2dy, 4 ds,sinp, + s,cosq, de,.
Und aus :
T=2a + 80089,
folgt .
6) dz=dx, 4 dsy cosp, — sy sing, de,.
Endlich ergiebt sich die Verschiecbung v des Eckpunktes bei a aus
7) v =;/dx' + dy’.

Alle diese Formeln lassen sich auch geometrisch in cinfacher Weise
herleiten. Z. B. ist in 3) leicht zu erkennen, dass dsss—' der Bestandtheil

von ds, ist, welcher aus der alleinigen Verinderung von s um ds folgt;.
ebenso ergiebt sich durch je eine gefillte Senkrechte s,cote da, als der Be-
standtheil von ds,, welcher aus der alleinigen Verdnderung des «, um da,

entspringt, und éi%a_r day als der aus da, hervorgehende.

Der Gang der Rechuung ist nun folgender: Von der festen Dreiecks-
seite ausgelhend, erhiilt man aus den Verinderungen der Winkel die Ver-
dnderungen der anderen Seiten aus der Formel 3), woriu noch ds = 0 gilt,
" darauos durch 4) 5), 6) die Veréinderungen der Coordinaten des verschobe-
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zukommt. Sein Beweis enthilt niimlich die stillschweigende Voraussetzung,
dass, wenn man von einem offenen Polygonnetze ein einzelnes Polygon
wegnimmt, ohne dass dadurch das Netz in getrennte Theile zerfillt, die
Zahl der wegfallenden Seiten immer um 1 grosser sei, als die der weg-
fallenden Eckpunkte. Dies ist aber nur dann allgemein richtig, wenn
das Netz eine einfach zusammenhangende Fliche bildet.

Um nicht in denselben Fehler zu fallen, war mein Augenmerk zu-
niichst darauf gerichtet, alle die Gebilde, welche ich durch die eben ge-
gebene Definition als einfach zusammenhangende Polycder zusammengefasst
habe, nach wesentlich unterscheidenden Merkmalen wieder in Gruppen zun
theilen, um in diesen besser auch ihre Verschiedenheit iibersehen zu
konnen. Ich fand zuniichst, dass man zu unterscheiden habe: Polyeder
mit einfach zusammenhangender und solche mit mehrfach zu-
sammenhangender Oberfliche, und bei jeder dieser Klassen wieder
solche mit nur einfach zusammenhangenden Flichen (Polygonen) von
solchen, welche auch mehrfach zusammenhangende Flichen haben (was
- ganz unabhiingig von der Art des Zusammenhangs der ganzen Oberfliiche,
wenn diesclbe als eine Fliche betrachtet wird).

"Riemann nennt Querschnitt eine Linie, welche zwei Begren-
zungspunkte ciner mehrfach zusammenhangenden I'liche mit einander
verbindet, ohne dadurch die Fldche zu zerstiicken. Ein solcher Quer-
schnitt tritt zu der Begrenzung als neuer Bestandtheil binzu, ohne dadurch
einen Theil der Fliche auszuscheiden. Ein zweiter Querschnitt kann
irgend zwei Punkte der erweiterten Begrenzung verbinden und erweitert
dadurch abermals die Begrenzung. Riemann hat nnn auf verschiedene
Art bewiesen, dass in jeder mehrfach zusammenhangenden Fliche solche
Querschnitte gezogen werden kénnen, und jede durch Querschnitte auf
verschicdene Art in eine einfach zusammenhangende verwandelt werden
kann, dass aber die dazu erforderliche Anzahl von Querschnitten bei
derselben Fliche immer dieselbe ist, wie man die Qnuerschnitte auch
ziehen mag, und definirt darnach eine Fliche als n 4 Lfach zusammen-
hangend, wenn sie durch n Querschnitte in eine einfach zusammenhan-
gende verwandelt werden kann.

Was zunichst die einzelnen Flichen cines Polyeders betrifft, so sind
dieselben einfach zusammenhangend, wenn gie von einem einzigen Kanten-
polygone begrenzt sind, dagegen nfach zusammenhangend, sobald sie
. n Kantenpolygone zur Begrenzung haben.

Die ganze Oberfliche eines Polyeders hat als geschlossene Fliche
keine Begrenzung (wiewohl immer eine begrenzte Ausdehnung). Be-
trachtet man auf derselben eine sich selbst nicht schneidende geschlossene
Linie, z. B. ecin Kantenpolygon, so kann zweierlei stattfinden: ent-
weder ist dadurch dic Polyederoberfliche in zwei vollig getrennte Theile

i)t, 8o dass man, ohne sie zu fiberschreiten, von dem einen nicht






70 Kleinere Mittheilungen.
Oberfliéiche ableiten, daraus ein e — 3eckiges mit ) — 6 Dreiecken u. 8. w.;
endlich ein viereckiges von D—2 (e —4) Dreiecken begrenztes. Da aber
cin viereckiges Polyeder immer von 4 Dreiecken begrenszt ist, 8o hat man
D—2(e—4)=4, ’
also
D=2(e—2).

Ist das Polyeder an einer oder mebreren Stellen durchbrochen, seine
Oberfliche also eine mehrfach zusammenhangende, so lisst es sich immer
durch Grenzflichen im Innern in zwei getrennte Theile theilen, deren
Oberflichen einfach zusammenhangend sind. b

Nach_der Zahl n der dazu erforderlichen Grenzflichen wollen wir
das Polyeder als ein solches n'* Classe bezeichnen und zuniichst vor-
aussetzen, dass alle seine Flichen einfach begrenzte Polygone seien.

Die n inneren Grenzflichen konnen immer so gewiihlt werden, dass
ihre Begrenzung jedesmal ein Kantenpolygon des vorliegenden Polyeders
ist. Das erste dieser Kantenpolygone habe ¢, das zweite &,... das
n* ¢, Eckpunkte, und es sei & 4 &+ ... 4+ ¢, =2 Das erste der beiden
neucn Polyeder, in welche das gegebene durch die inneren Grenzflichen
zerfallt, habe ¢, 4 ¢ das zweite ¢, 4 ¢ Eckpunkte. Man hat dann fir
die Anzahl e aller Eckpunkte:

e=e + e+
Zerlegt man nun sowohl die Oberfliiche, als die inneren Theilflichen des
Polyeders durch Diagonalen in Dreiecke und bezeichnet D die Zahl der
Dreiecke, aus denen dann die Oberfliche zusammengesetzt ist, so hat
man

D=2(e,+e—2)+2(e,+e—2)—2[(e,—2)+(e,—2)+ ... +(,—2)]
=2[e, 4 ey +e—a+21],
oder
2) D=2(e+2n—4).
Wir haben mithin den allgemeinen Satz:

Wird die Oberfliche eines Polyeders durch Dia-
gonalen in Dreiecke zerlegt, so ist deren Anzahl =
2(¢+2n—4), wennedie Zahl der Eckpunkte, ndie Zahl
der inneren Grenzflichen bezeichnet, die erforder-
lich sind, um das Polyeder in zwei Polyeder mit ein-
fach zusammenhangender Oberfldche zu zerlegen.

Dieser Satz ist auch daun noch richtig, wenn sich unter den Flichen
des Polyeders mehrfach zusammenhangende befinden. Denkt man sich
némlich die inneren geschlossenen Grenzlinien einer solchen Fliche iiber
dieselbe erhoben und dann wieder mit einander und der #usseren durch
einc nur durch sic begrenzte gebrochene Fliche verbunden, so erkennt
man leicht, dass diese¢ durch dic Kanten, in welchen sic gebrocben ist,
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und die ansserdem noch nithigen Diagonalen in eben sv viel Dreiecke
1erfillt, wie die anfinglich betrachtete Fliche. Geschieht dassélbe mit
allen mehrfach zusammenhangenden Flichen, so wird aber aus dem Po-
lyeder ein solches mit eben so viel Ecken und nur einfach begrenzten
Flichen, ohne dass sich dadurch der Werth von D geiindert hiitte. Die-
ser ist aber dann 2 (e 4 2#—4). Der Satz gilt also auch fiir das an-
finglich betrachtete Polyeder.

Aus dem obigen Satze, welcher der Fundamentalsats ither Po-
lyeder genannt werden diirfte, lassen sich nun leicht die folgenden ab-
leiten :

l. Die Bumme der Polygonwinkel ¢ines e-eckigen Poly-
eders n** Classe ist immer ¢4+ 2n— 4 vollen Umdrehungen
gleich.

2, Einnurvon Dreiecken begrenztes Polyeder hat immer
2.(¢+2n—4) Fléichen und 3.(¢+2n—4) Kanten, ist also nach
der Zahl seiner Ecken, Kanten und Flichen vollstindig bestimmt, sobald
eine dieser Zahlen und die Classe des Polyeders gegeben ist.

Die Zahl der Dreiecke muss immer gerade, die der Kanten durch
3 theilbar sein. '

Sei z. B. e=12, n=2, und bezeichnet f die Zahl der Flichen, k die
der Kanten, so findet man =24, k=306,

Ist f=28, n=2, so findet man ¢=13, k=239 (womit freilich noch
nicht erwiesen, dass ein solches Polyeder wirklich existirt).

Giebt man zwei der Zahlen e; fund ¥ an, so ist (immer unter der
Voraussetzung, dass alle Flichen Dreiecke sind) dadurch auch die Classen-
zahl bestimmt.

Sei z. B. ¢ =6, k=12, so findet man f=8, n=1.

Fir e=17, k=48 findet man n=26}, woraus folgt, dass ein solches
Polyeder nicht moglich, indem n nothwendig eine ganze Zahl sein muss.

Es ist klar, dass das zu untersuchende Polyeder sich auch dann als

unmiglich erweist, wenn der fiir n gefundene Werth > %; so ist z, B.
kein Polyeder mit 6 Ecken, 48 Kanten und nur dreieckigen Flichen
méglich, da sich fiir n der Werth 7 ergiebt.

3. Zwischen den Zahlen ¢ der Ecken, f der Fléchen und
kder Kanten besteht, wenn siimmtliche Flichen einfach zu-
sammenhangende sind, immer die Relation

3) “[te=k+4—2n.
Dieser Satz kann der erweiterte Euler'sche Lehrsatz ge
werden,
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Er ergiebt sich aus 2) unmittelbar, wenn D = £, d. h. wenn salle Fliichen

Dreiecke sind; denn man hat dann
f=2(e+4+2n—4), 2k=3f,
woraus folgt: °
2k=2f4+f=2f4+2(e+2n—4),
k=f4+e42n—4,
e+ f=k4+4—2n.

Ist D von f verschieden, so werden f und k¥ um gleich viel kleiner,
wenn nur alle Flichen einfach begrenzte Polygone sind; denn so oft
a Dreiecke zu einer solchen Fliche vereinigt sind, werden a —1 Seiten
dieser Dreiecke zu Diagonalen. Daraus folgt aber sofort, dass diese
Gleichuug fiir Polyeder mit beliebigen einfach zusammenhangenden Fléichen
gilt. Dagegen gilt sie nicht mehr, sobald sich unter den Fliichen auch
mehrfach zusammenhangende befinden.

Ein mehrfach zusammenhangendes Polygon kaun niémlich darch
Querschnitte in ein einfach zusammenhangendes verwandelt werden.
Wihlt man diese Querschnitte so, dass dadurch allemal ein Eckpunkt
der einen Grenzlinie mit einem Eckpunkte der anderen verbunden wird,
und ist p die Anzahl aller Eckpunkte der Fliche, ¢ die Anzahl der Quer-
schuitte, so verhilt sich die Fliche wie ein einfach zusammenhangendes
Polygon mit p + 2¢ Seiten, das sich durch p 42¢ —3 Diagonalen in
» + 2¢ — 2 Dreiecke zerlegen lisst; mit den ¢ Querschnitten ist also die
Zahl der Diagonalen der mehrfach zusammenhangenden Fliiche =p4-3¢—3.
Bei der Zerlegung der Oberfliche des Polyeders in Dreiecke fallen mit-
hin p 4 29 —2 Dreiecke zu ciner Fliche zusammen, withrend von den
Seiten derselben p 4+ 3¢ — 3 zu Diagonalen werden. k& wird also um
p+3¢—3, [ dagegen nur um p+ 29 — 3 kleiner, wie wenn alle Drei-
ecke als besondere Flichen, ibre Seiten als Kanten angesehen wiirden.
Diese Bemerkung macht es miglich, die Gleichung 3) so umzuéndern,

dass sie auch fiir Polyeder mit mehrfach znsammenhangenden Flichen
richtig bleibt.

Bezeichnet néimlich ¢ die Anzahl der Querschnitte, die erforderlich
sind, um alle Fliichen einfach zusammenhangend zu machen, so kann

der Euler'sche Satz, um ganz allgemein richtig zu sein, durch die fol-
gende Gleichung ausgesprochen werden: ’
3a) f+e=k+4+4—2n4yg.

Aus dem Euler'schen Satze lassen sich viele Schliisse ziehen. Ich
beschriinke mich hier auf Polycder héherer Classe mit nur einfach be-
grenzten Flichen und verweise hinsichtlich der Polyeder erster Classe
und der Literatur tiber diesen Gegenstand auf das mebrfach erwihnte
Baltzer’sche Lehrbuch, das ich, trotz der gemachten Ausstellungen,
nicht uwhin kann blier fiir cin sehr verdienstliches und in mancher
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Hinsicht vortreffliches Werk zu erkliren. Man findet dort eine unglanb-
liche Fiille des Materials mit bewunderungswiirdigem Fleisse zusammen-
getragen und in einer Weise dargestellt, die das Buch den besten wiir-
dig an die Seite stellt, die ither diesen Gegenstand geschrieben worden.

Bezeichnen wir mit f,, ¢, bezichungsweise die Zahl der aseitigen
Flicken und der asecitigen Ecken eines Polyeders n** Classe, so haben
wir folgende Gleichungen

e=cs+ ¢, +e+ ...
) =3[, +4f, +bfs+ ...
2k=3ey44¢,+5¢,+ ...
Hierzu kommt der Euler’sche Satz
3) et f=k+4+4—2n. .

Multiplicirt man diese Gleichung mit 2 und sctzt statt 2k die Werthe

aws 2), so erhiilt man die folgenden Gleichungen
L 2e=fs+2f +3f;+...+8—4n.
2f=es42¢,4+ 86,4+ ... +8—4n.

Aus diesen erhilt man durch Addition

1L et fy=186—8n4(fi+e)+2(fc+e)+3(fi+e))+...

Multiplicirt man die eine der Gleichungen I mit 2 und addirt daun

zur anderen, so erhilt man die beiden folgenden:
20, eg=U—=12042f,+4[,+0f;+.. +e;4+2¢44 3¢5+ ...
3fs+2/+/s=24—12n42¢,4+4¢,4 65+ . .+ fi 42/, +3/,+-..
Multiplicirt man die eine der beiden Gleichungen I. mit 3, die andere
mit 2, und addirt, so erhilt man:
v ‘4e,+2e‘+f5=40—20n+2/"+5/'5+8/'6+...+2e6+4e'.,+608+...
4fs+ 2+ e;=10—20n4-2¢,+5¢,48ec+...42fc+4[14+6/+...
Endlich erhdilt man aus den Gleichungen I, wenn man die cine
mit 4, die andere mit 2 maultiplicirt und addirt:
’ﬁe,-}-4e‘+2e5=48—24n+4/‘4+8/’5+ 12/g+... 426, 440546+ ...
“sfstaf,F2f;=48—2an+4¢e, 4+ 8¢, 12e+.. - 2f,H 4SO+
Aus den Gleichungen I folgt fiir Polyeder zweiter Classe,
fir welche 8 —4n =0 ist, u, a.:
1. Hat ein solches Polyeder nur dreieckige Flichen, so ist ihre
Anzahl doppelt so gross, wie die der Ecken; hat es nur dreiseitige Ecken,
so ist deren Anzahl das Doppelte der Flichenzahl.

1L

2. Hat ein solches Pulyeder nur vierseitige Ecken oder nur vier-
rekige Flichen, so ist die Eckenzahl der Flidchenzall gleich.
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Aus II folgt:

Ein Polyeder ohne dreiseitige Ecken und dreieckige Flichen kann
pur der zweiten oder ciner hoheren Classe angehtren. Gehort es der
. zweiten Classe an, so hat esnur vierseitige Ecken und vier-
" eckige Fliéchen. -

Dass solche Polyoder und zwar von der Flichenzahl 3m wirklich
existiren, wo m jeden beliebigen Werth iiber 2 annehmen kann, wird
klar, wenn man sich eine mseitige Doppelpyramide vorstellt und diese
durchdrungen denkt von einem mseitigen Prisma, dessen Seitenkanten
durch die Seitenkanten der Doppelpyramide gehen, indem das, was von
der Doppelpyramide dann iibrig bleibt, ein solches Polyeder ist.

Aus III folgt fiir Polyeder zweiter Classe:

1. Hat ein Polyeder dieser Classe keine drei-, vier- und
finfseitigen Ecken, so sind alle Ecken sechsseitig und alle
Flichen Dreiccke.

Um sich von der Existenz solcher Polyeder von der Flichenzall ¢m,
wo m < 3, zu iiberzeugen, stelle man sich etwa in 3 parallelen Ebenen
3 Polygone von je m Seiten vor, von denen das mittlere so gross, dass
sein Umfang die Projectionen der beiden anderen auf seiner Ebene ein-
schliesst. Man kann dann immer den beiden kleineren Polygonen eine.
solche Stellung geben, dass sie sich mit einander und jede mit dem
grosseren zu einem Prismatoid verbinden lassen, dessen simmtliche Sei-
tenflichen Dreiecke sind, und kann dabei so verfahren, dass jedesmal
in jedem Eckpunkte drei Seitenflichen zusammentreffen. Das Polyeder,
welches dann iibrig bleibt, wenn von der Summe der Prismatoide tiber
dem mittleren m-Ecke das andere weggenommen wird, ist ein Polyeder
von der verlangten Beschaffenheit. Es ist natiirlich durchaus nicht noth-
wendig, dass die drei m-Ecke in parallelen Ebenen liegen, oder tiber-
haupt ebete Polygone seien.

2. Hat ein Polyeder zweiter Classe unter seinen Flichen
keine Dreiccke, Vierecke und Fiinfecke, so sind simmtliche
Flédchen Sechsecke und simmtliche Ecken Dreikante.

Um ein Polyeder dieser Art von 3m Flichen, wo m >3, zur An-
schauung zu bringen, stelle man sich ein Rhomboeder mit 2m Seiten-
flichen vor, das von einem msgeitigen Priema in der Art durchdrungen
werde, dass dessen Seitenkanten je ein zusammengehdriges Flichenpaar
des ersteren durchdringen. Das, was dann von dem Rhomboeder iibrig
bleibt, ist ein Polyeder von der verlangten Beschaffenheit.

Aus IV folgt fiir Polyeder zweiter und hoherer Classe:

Sind simmtliche Ecken mehr als vierseitig, so befinden sich unter
den Fliichen immer Dreoiccke; sind simmtliche Flichen mechr als vier-
eckig, so befinden sich unter den Ecken immer Dreikante. Fiir Poly-
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eder zweiter Classc folgt aus IV. ferner: Sind simmtliche Ecken
Fiofkante, so kénnen nicht alle Flidchen gleich vieleckig sein; eben so
venig konnen simmtliche Ecken gleich vielseitig sein, wenn alle Flichen
Fiinfecke sind.

dw V folgt fiir Polyeder zweiter Classe:

1. Sind siimmtliche Fléchen Dreiecke, so sind entweder alle Ecken
secheseitig, oder das Polyeder hat sowohl Ecken mit weniger, -als solche
mit mehr als sechs Seiten. Sind alle Ecken Dreikante, so sind entweder
alle Flicben Sechsecke, oder einige haben mehr, andere weniger wie
8 Seiten.” . :
2, Sind alle Ecken Sechskante, so miissen alle Fldchen
~ Dreiecke sein; sind alle Flichen Sechsecke, so miissen alle
Ecken Dreikante sein. .

3. Ein Polyeder zweiter Classe kann keine sieben- und mehrseitigen
Ecken und Flichen haben, ohne auch solche mit weniger als 6 Seiten
zu besitzen.

Aus Allem, was bisher iiber Polyeder zweiter Classe gefanden wor-
den, zusammengenommen folgt ferner:

Sollen sowohl alle Ecken, als alle Flichen eincs Poly-
eders sweiter Classe gleich vielseitig sein, soistnurdreier-
lei méglich:

1. Alle Flichen sind Dreiecke, alle Ecken Sechskante.

2, Alle Fldchen sind Sechsecke, alle Ecken Dreikante.

3. Alle Fldcben und Ecken sind vierseitig.

Aus V folgt ferner flir Polyeder hoherer Classe:

Sind alle Ecken oder Flichen sieben- oder mehrseitig, so ist im
ensten Falle ¢ Z 12 (n—2), im anderen f < 12(n—2). Fiir,n=3 wird
hierans
’ ez 12 und fZ 12,
was sich leicht als unvereinbar mit den gemachten Voraussetzungen er-
kennen lisst. ’

Dagegen scheinen solche Polyeder von der vierten und hiherer Classe
in der That zu existiren, wenn auch schwer herzustellen. Jedenfalls
kann mit Bestimmtheit behauptet werden: Polyeder, deren simmt-
liche Ecken oder Flichen mehrals sechsseitigsind, miissen,’
wenn sie iberhaupt moglich, wenigstens dreimal durchbro-
chen sein.

Sollen alle Ecken oder Flichen mehr als sicbeuseitig sein, so folgt
aus V beziiglich : < '

e< 6(n—2) und fc6(n—2).
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Dass dies unméglich, ist leicht zu erkennen. Wir haben also den Satz:
Polyeder, deren simmtliche Ecken oder Fldchen mehr als
siebenseitig wiaren, sind unmaoglich.

Wir wollen jetzt noch untersuchen, welche Polyeder hsherer Classe
mit gleich vielseitigen Ecken und gleich vieleckigen Flichen méglich sind.

Secien alle Ecken xseitig, alle Flichen yseitig, so hat man:
2k 2k
xe=yf=2k, also e=—, f——y—.

Diese Werthe, in die Euler’sche Gleichung eingesetzt, geben:
2k 2k
—x—+ 7——k+2 (2—"),

oder

—2xyn—2)
T ay—2x—2y’

oder wenn man ¥=3+4«, y=3-4 f setzt:
k=2(n—2)(aﬁ+3a+3ﬁ+9) (n—2)(a+B+0)
af4+a+t+p—3 uft+aetpg—3 °
o und § diirfen nur solche Werthe annehmen, dass % positiv und ganz-

zahlig und > 6 (# —1) wird, und liberdies darf keiner dieser Werthe
>4 werd_en.

Wir haben also nur folgende mégliche Werthsysteme:
1. a=0,p=4,k=42(n—2), c=28(n—2), f=12(n —2),
2. f=0,a=4,k=2m—2), [=228(n—2),e=12(n—2),
3. a=1,f=2,k=20m—2), e=10(n—2), f=8(n—2),
4 f=1,a=2,k=20(n—2), [=10(n —2), c=8(n—12),
5
6

=i(n—2)+"

a=1,f=38,k=12n—2),e=6 (n—2), [=1(n—2),
e=3,=1,k=12n—2), f=6(n—2),e=4(n—2).

Von diesen Werthsystemen scheinen nur die beiden ersten moglichen
Polyedern zu entsprechen, wenn # S 4. Dass den beiden letzten Systemen
keine moglichen Polyeder entsprechen, ist augenscheinlich. Fiir meine
Anschaunng gilt dasselbe anch von dem dritten und vierten Werthsystem.
Doch will ich hier die Moglichkeit einer THuschung zugeben, da die ganze
Mannichfaltigkeit der méglichen Fille fiir grosse Werthe von #n zu gross,
um der unmittelbaren Anschauung leicht zugiinglich zu sein, und ein
anderer Weg zur Erkenntniss des wabren Sachverhaltes mir nicht er-
sichtlich ist.
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III. Ueber den Werth von Arctan(t+in). Durch Herrn F. Unfer-
dinger in Wien bin ich brieflich aufmerksam gemacht worden, dass
die tiblichen Formeln fiir Arctan (4 in) eine wesentliche Vereinfachung
wlassen. Hierbei miissen aber (was Herrn Unferdinger entgangen
m sein scheint) zwei Fiille unterschieden werden, wie ich im Folgenden

seigen will.
Bezcichnet Arctant=z irgend eine der Grossen, welche der Glei-

chung tun z = { geniigen, und setzt man ferner

1) Adretan(§+in)=a + 1y,
wo { und 5 gegebene, x und y nnbekannte reelle Grissen hedeunten, so
folgt tan (x 4 iy) =E 4 iy oder '

v, Y (Y o
(c +e )sma-}-: («. 4 _)rosa=§+',".

- (Y Y.
(e-y--l—e g)ms.r—t(e—e J)sma:

Dureh Einfiihrang der Unbekanaten

e
2) — =0
e+e
wird einfacher )
!anx-l—i()___g_"_in
- ’

| —iQlanx

und wenn man nach Wegschaffung des Bruches die beiderseitigen reellen
und imagindren Theile vergleicht, so erhdlt man die beiden Gleichungen

damx=E+nQlanx, Q=n—EQlanz.
Di¢ erste giebt

3 anx —= ———
) g

und durch Substitution dieses Werthes verwandelt sich die zweite Glei-
chung in -

1) n0'=(§"+ %'+ 1)0—n,
woraus man findet

RS 3 A GETE )
2y

0

Wegen der Realitiit des y muss nach Nr. 2) der absolute Werth von
ein echter Bruch sein, es kann deshalb nur
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5) 0
genommen werden.
Aus der Gleichung 3) erhilt man jetzt

x = Arclgn

§
1—70’ ,
oder wenn m eine positive oder negative ganze Zahl, und arclan z den -
kleinsten Bogen bhezeichnet, dessen Tangente =z ist,

x=mmn 4 arctan i -—E'IQ'
Nach einer bekannten Formel ist nun fiir af <1
arclan a 4+ arctan § = arctan et ,
. T—ap
dagegen im Falle af > 1
arclan a + arctan p==— arctan :;-_ﬁl .
mithin fiir a=§
arctan 3 = } arctan I 2_65,, firf'< 1,
aretan p=’—; - ;arcl;m ﬂfﬁ T fir f* >1
und folglich
25(1 —10)
r=m § arclan ———
n+§ M—90) —¢
oder
=3 ’_‘ — ) _25__(_';"_(_))_
r=mnx-4 3 garctan (=70
2
wobei die crste oder zweite Formel zu wiihlen ist, je nachdem n i 0)
—

weniger oder mehr als die Einheit betriigt. Nun ist vermige des Wer-
thes von 0

£ _ 2
L=l Y&+ D) —an — (¢ +n*—1)

oder auch

E VEF DT —agt (Bt —1)
-0 2§
und durch Multiplication beider Gleichungen
LI /GETED T ETCEL ED)
VE 1) —agt — (4t —1)

T— 7 D
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| ierans geht unmittelbar hervor, dass (l_gﬁ)) weniger oder mehr als

die Einheit betriigt, je nachdem &* - 9*— 1 negativ oder positiv ist.
Setzt man ferner in dem Bruche.
280 —10) ___ 25(1—90)
(- 00y — 8 T— & — 20+ 70"
fir 0 seinen Werth aus Nr. 4), so wird der erwiilinte Bruch
. _ ' 2§
EEGETY

ind man hat daher

x=mn-+ iarclan

(E' 7 fir '+ n* < 1,
x=mn+£—— {arclan———zé—— filrE* 41 > 1
2 g —1 / )
Endlich giebt die Gleichung 2)
_ |+0 (l+20+03.
wmultiplicirt man Zibler ‘'and Nenner des Bruches rechter Hand mit 4
und substituirt wieder fiiv % 0* seinen Werth aus Nr. 4, so wird

)8+ +)y
=t ]E TS
Es ist also fir E'+ 9 < 1:

6) Arctan (54 iy)
2& gE4+(n+1)
=mn4 !arclan =._*_",)-i-— §,+E'; )23,
dagegen fiir §'4+y* > 1:
) Arctan (§ 4+ in)
° . &t n+1)
=(m-|- ;)ﬂ:—- arclun —— §!+ § + %g i((':_—lgis.

In dem speciellen Falle §*+ 4* = 1eerhiilt man aus 5)
0—'1‘:—Vl — 1]’__' -_ 1/§_'
7 7
wo das Wurzelzeichen im absoluten Sinne zu nehmen ist; daraus folgt

lanx:i_:il,

23
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worin das obere Zeichen einem positiven, das untere einom negativen
& entspricht.
Man hat daher fiir £2 4 9*=1: .
Edin)= L |+_’7)
8)‘ drctan (§+ i) mni-_‘-}-‘I =)
Dic Formeln 6), 7) und 8) bieten, den iiblichen Formeln gegen-

iiber, den Vortheil, dass sie Arcten (§4in) in rationaler Gestalt dar-

stellen.
: ScHLOMILCH.

IV. Ueber den Niherungswerth von ) u?+4 0+ w? Bekanntlich

hat Poncelet gezeigt, dass fiir den Fall ¥ > » niherungsweis

Y w4 vt = 0,900 .1+ 0,368. v
gesetzt werden kann, wobei der Maximalfehler 4 Procent der grésseren
Zahl u betriigt. Eine #hnliche approximative Darstellung des allgemei-
neren Radicales ;/‘u"‘-l-T-l-u_’i ist neuerdings’ von Prof. Horva'th in
Pesth gegeben worden, niimlich unter der Vorausseizung #t >0 > w

Vul$o?+ w®=0930.u + 0,380.v 4 0,297.m,

wobei der Maximalfehler 6 Procent der grossten Zahl u betriigt.

) (Aus L'Institul, année 1868. Nr, 1782.)
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Entwurf einer Theorie der Gase.

Von

Prof. Dr. WiTTWER
in Regensburg.

Nach den Bestimmungen von Cauchy#*) nimmt in- denjenigen Medien,
welche keine Farbenzerstreuung haben, die Geschwindigkeit o des Lichtes
zu, wie die Quadratwurzel der Aetherdichtigkeit ¢ wiichst. Bedeutet also

1 eine Constante, so ergiebt sich

4
o=} €
| Vs
oder da der Brechungscoefficient n wiichst, wie die Geschwindigkeit des

Lichtes abnimmt,
1 /e
PRV
wenn 4, eine neue Constante vorstellt.

Streng genommen ist der allgemeine Aether das einzige Medium,
welches keine Farbenszerstreuung hat, doch ist letztere bei den Gasen, wie
Kettel er**) gezeigt hat, so gering, dass wir sie, so lange es sich nicht um
ganz genaue Untersuchungen handelt, bei diesen immerhin als nicht vor-

handen betrachten kénnen, was auch im Nachstehenden geschehen soll.
Folgt man der alten Annahme, dass die brechende Kraft dem um die
Eioheit verminderten Quadrate des Brechungscoefficienten gleich sei, setzt
man also
nt—1=cd,
in welcher Gleichung c eine von der Natur des Gases abhingige Constante,
d die Dichtigkeit des Gases vorstellt, so erhilt man

®) Mémoire sur la dispersion de la lumiére, p. 293.
##) Beobachtungen iiber die Farbenzerstreuung der Gase. Bonn 183%
ZeleckiiP [ Mathematik u. Physik. XIV,2, | °
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1) - %‘-:l-}-cd,
) 4
?) = 1¥ca’
3) o=4,(1—cd),

da die hiheren Potenzen von cd vernachlissigt werden konnen. -

Die in einer Kugel enthaltene Aethermenge M ist gleich dem Producte
aus dem Volumen V der Kugel in die Dichtigkeit ¢, also
M=Vo=4,V (1 —cd).
Die Dichtigkeit des Gases ist um so bedeutender, je grisser die An-
zahl a der in einer Kugel enthaltenen Atome, je kleiner das Volumen der
Kugel ist, also

d=%-und )

1) M=A, V(l—-—— =4, (V—ac).

In einer gleich grossen Kugel des freien Aethers (bei dem also @ =0)
ist die Menge der Aethertheilchen

M=4V
und durch Verbindung der beiden letzten Gleichungen erglebt sich
5) M —M=A4ac

Die Differenz der Mengen von Aethertheilchen, die in einer mit Gas
erfiillten Kugel einerseits, in einer gleich grossen Kugel von freiem Aether
andererseits sich befinden, ist gleich dem Producte aus der Zahl a der
Atome in eine Grosse 4, ¢, welche von der Natur des Atomes abhingt; sie
ist aber unabhingig von der Dichtigkeit des Gases, unabhiingig von der
Grosse der Kugel. .

Wird ein Gas comprimirt, so muss Aether abgeschieden
werden, die abgeschiedene Menge ist ebenso gross als die-
jenige, welche sich in einem Volumen des freien Aethers be-
findet, das dem Betrage der Compression gleichkommt, und
dieser Satz gilt so lange, als dieses bei der Gleichung n*—1
=cd der Fall ist.

Nimmt man mit Beer*) und Anderen an, es sei nicht n*—1=cd,

sondern n—1 = cd, so findet man bei Beibehaltung der vorhergehenden
Bezeichnungen

1%) ]/Zo' = (1 4 d),

o*) — AI
o_(l +cd)?’

%) Hobere Optik, 8. 35.
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Es stossen zusammen b und c.

Geschwindigkeit vor dem Stosse v, =18,460 m,= 1,000,
Geschwindigkeit nach dem Stosse v, = 1,000 wm, = 18,469.

Es stossen zusammen A und b. o

Geschwindigkeit vor dem Stosse u;=—=9,6472 v,= 1,000,
Geschwindigkeit nach dem Stosse ug=9,4759 v, = 18,123,

.Man kann auch einen wiederholten Wechsel von Dynamiden und
Aether einfiibren, und zu diesem Zwecke sei gesetzt, das dritte Theilchen ¢
sei eine Dynamide mit der materiellen Substanz M= 100 und der urspriing-
lichen Geschwindigkeit w =1, d dagegen sei wieder ein Aethertheilchen. -
Es ergiebt sich nun nachstehendes Resultat:

Es stossen zusammen A und b.

Geschwindigkeit vor dem Stosse u =10,000 v = 1,000,
Geschwindigkeit nach dem Stosse u,= 9,8218 v, = 18,822.

Es stossen zusammen b und C.

Geschwindigkeit vor dem Stosse », = 18,822 ;= 1,000,
Geschwindigkeit nach dem Stosse v,——16,460 v, =1,353.

Es stossen zusammen A4  und b,

Geschwindigkeit vor dem Stosse u, =9,8218 v,=——[6,469,
Geschwindigkeit nach dem Stosse u, = 9,3012 v, = 35,592,

ferner C und d

Geschwindigkeit vor dem Stosse w, =1,353 z = 1,000,
Geschwindigkeit nach dem Stosse my = 1,3460 z,= 1,6088.

Es stossen zusammen b und C.

Geschwindigkeit vor dem Stosse v, = 35,502 m,= 1,3460,
Geschwindigkeit nach dem Stosse r,=—32,222 1w, = 2,0194.

Es stossen zusammen A und b.

Geschwindigkeit vor dem Stosse u, = 9,3012 v, =—32,222,
Geschwindigkeit nach dem Stosse u;=8,4791 v, = 50,002.

Man sieht in den beiden vorstehenden Fillen sebr leicht, dass die
Geschwindigkeit von A fortwihrend abnimmt, weil immer wieder ein Theil
derselben an die anderen Korper abgegeben wird. Dieses Abnehmen der
Geschwindigkeit und die damit verbundene Verringerung der lebendigen
Kraft muss endlich einmal ein Ende nehmen, es muss ein Zustand des so-
geoannten beweglichen Gleichgewichts eintreten, in welchem die lebendige

Kraft eines Theilchens nach dem Stosse die niimliche ist, wie vor dem
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Tabelle . 1.

Nummer Geschwindigkeit und Richtung von Nummer
des des
Stosses, A *b c d E f G h Stosses.

1 15,000 — 1000,0 10,000 — 1000,0 10,000 — 1000,0 10,000 — 1000,0

— 5,0901 1009,9 — 10,000 1000,0 — 10,000 1000,0 — 10,000 1000,0
2 15,000 —1009,7 10,196 — 1000,0 10,000 — 1000.0 10,000 — 1000,0

— 5,2011 1019,4 — 90,8080 1000,4 | — 10,000 10000 | — 10,000 1000,0
3 15,000 | —10186 | 10,572 — 1000,4 10,008 | — 1000,0 10,000 — 1000,0

— 5,4674 1028,1 | —9.4476 1001,5 | — 29920 1000,0 | —10000 | 10000
4 15,000 | —1026,4 11,08 | — 10015 10,038 — 1000,0 10,000 | — 10000

— 5,6219 1085,7 — 8,9534 1008,7 — 9,9620 1000,1 | —10,000 1000,0 1
5 15,000 — 1033.0 11,788 — 1003,6 10,111 — 1000,1 10,002 — 1000,0

— 5,7525 1042,3 —8,3724 1006,9 — 90,8030 1000,8 — 9,9982 1000,0 2
8 15,000 | — 10382 12,488 | — 10065 10,248 | — 10003 10,006 | — 1000,0

— 5,8554 1047,8 | —7.7435 101,28 | —9,7674 1000,8 | — 9,910 1000,0 3
7 15,000 — 1041,9 18,149 —1010,5 10,451 — 1000,8 10,022 — 1000,0

— 59287 1051,0 | — 7,1054 1016,5 | — 90,5736 1001,7 | —9,0781 1000,0 1
8 15,000 — 1044,3 18,847 — 1015,4 10,745 —1001,6 10,054 — 1000,0

— 5,9763 1053,4 — 6,5345 1022,7 — 90,2807 1003,1 — 90,9465 1000,1 5
9 15,000 | — 10454 14434 | —10208 1,164 | — 10030 10,112 | —1000,1

— 5,9080 1054,4 | — 6,0456 1029,1 | —8,9287 10052 | — 90,8021 1000,3 8
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mal der Fall. Neun Reihen unter zehn enden mit Aethertheilchen, driicken
also nicht, und die zehnte wirkt mit der zehnfachen Kraft, wir haben also
10. 1‘0’ =1.

Meine Annahme gerith also mit dem Mariotte’schen und dem Gay-
Lussac’schen Gesetze nicht in Collision, und die Gase folgen diesen Ge-
getzen soweit die am Eingange angeftihrten Normen n — 1= cd oder
n* — 1 = cd richtig sind. Finden Abweichungen von diesen statt, so ist die
Annahme, dass die Aetherabscheidung der Volumverminderung der Gase
proportional sei, auch nicht mehr richtig, und es ergeben sich dann Ab-
weichungen von den genannten Gesetzen.
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at 2
a—’—+b_'_l und ;’+b_!_l

die Gleichungen der beiden Leitlinien mit gleicher verticaler Halbaxe &

und 2',y’, 2",y seien die Coordinaten der gleich hoch liegenden Punkte

m und p, in welchen eine Erzeugende beide Leitlinien schneidet, so be-

stehen fiir diese Punkte die Gleichungen:
atE=b GtHE=t
Durch Subtraction dieser Gleichungen ergiebt sich:
£:a=2a":a,

und daraus:
1) a4z :a—2=a,+2":a, —z".

Nimmt man nun die Grundrissseiten 4’ B und C' D’ zugleich als hori-
zontale Axen der Leitlinien aun, so ist ;" M=z und p'0'=2", wénn M
und 0’ die Mittelpunkte dieser Linien sind. Aus 1) folgt dann: ‘

) mB:md=pC:p D,
d. h. die horizontale Projection einer jeden Erzeugenden der windschiefen
Fliche theilt die Grundrissseiten, liber welchen die elliptischen Laeitlinien
angenommen wurden, ‘proportional und ist unabhiingig von der Grisse der
_verticalen Halbaxe b. .

Daraus folgt, dass man die horizontale Projection einer Erzeugenden
erhilt, wenn man die entsprechenden Grundrissseiten proportional in swei
Theile theilt,-so dass die grosseren oder kleineren Theile derselben Grand-
rissseite anliegen, und die Theilpunkte durch eine Gerade verbindet. Das
Theilen geschieht auf einfache Weise wie folgt:

Wiihlt man m’ als einen Punkt der 4’ B’, durch welchen die horizon-
tale Projection einer Erzeugenden gehen soll, so wird n” B'=m’ 4’ gemacht,
n’a parallel zur Diagonale B D’ und ap’ parallel zur anderen- Diagonale
A4 C gezogen, wodurch sich der Pankt p” in €’ D’ als ein zweiter Punkt-der
gesuchten Projection ergiebt. Denn es ist zufolge der Construction:

nd ad pC
B ab =yl
und da w' B'=m' &', ' A'=m' B ist:
mB pC
wd P’
welches Resultat mit I) iibereinstimmt,

Die einfachste Art, horizontale I’rojectionen von Erzeugenden zu con-
struiren, bestcht jedoch offenbar darin, dass man die Seiten 4’5 und C' D’
in diesclbe Anzahl gleicher Theile theilt und die Theilpunkte entsprechend
durch gerade Linien verbindet.

Es soll nun untersucht worden, nach welchen Richtungen geschnitten

diese I'liche Ellipsen giebt.
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Zieht man irgend eine Gerade R T so, dass
ST m'F
SR w4
vird, wenn S den Durchschnittspunkt von R T mit der horizontalen Projec-
tion irgend einer Erzeugenden m’p’ bezeichnet, halbirt BT in N und setzt:

BRN=NT=4J,
SN=zx,
AM=MPB =a,
w M=z,
s0 geht obige Gleichung iiber in folgende:
Atz a4a

A—zx a—x"’
woraus sich ergiebt:

.

x X
4 a°
. Nun ist aber:

1 i
a - b ;/b ¥y

wenn durch y° die Ordinate des Punktes m bezecichnet wird, also ist auch:
x 1 =
Z =Yty

o) T=5V"y

Die Ordinate in S ist ebenfalls gleich y', es besteht also, da m p" und 80-
mit auch S beliebig gewihlt wurde, fiir alle Coordinaten  und " des ver-
ticalen Schnittes R T der windschiefen Fliche die Gleichung «), welche eine
Ellipse mit den Halbaxen 4 und b ausdriickt. Der Schnitt RT ist also
unter der Voraussetzung, dass
' ST_m'B
_ SR wd
sei, eine Ellipse mit der horizontalen Axe BT und der verticalen 2b. Wir
wollen nun ermitteln, welche Lage R T haben muss, damit diese Gleichung
erfiillt werde. _
In dem Vierecke 4 BCD (Fig. 2) seien 4 B und CD durch die Gerade
mp in demselben Verhiiltnisse gotheilt und ebenso 4D und BC durch R T,
s0 dass also:

md_pD

mB pC
und

RA TB

RD_ TcC

ist. Verbindet man den Durchschnittspunkt Z von mp und RT mit den
Punkten 4, R und D, zicht ferner die Linien CT, TG, und BH parallel
sump, so wird die Verbindungslinie der Punkte # und # parallel zu 4D,
denn es ist:

%
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ED_pD_md_Ed
EF pC mB EH
Aus der Aehnlichkeit der beiden Dreiecke 4D E und HFE folgt:

GH RA
GF RD’
ferner weil CF, TG, und B H parallel sind :
¢,H_TB
6GF TC
Aus letzteren zwei Gleichungen ergiebt sich:
GH_ G,H
GF G F

d. h. die Pankte G und G, miissen zusammenfallen.

Die beiden Dreiecke RTG und RSE sind dhulich, weil S £ parallel zu

TG ist und man hat daher:

SR_ER_EA_md_pD

ST-EC ER mB pC
Die Linie RT wird also durch mp in demselben Verhiltnisse getheilt, als
AB und CD von mp getheilt werden, wenn RT die beiden anderen gegen-
tiberliegenden Vierecksseiten proportional theilt.

Auf dieselbe Art lisst sich anch beweisen, dass mp von RT in dem-
selben Verhiiltnisse getheilt wird, als BT die Seiten 40 und BC theilt.
Da nun mp und R T beliebig gewihlt wurden, so gilt folgender Satz:

Zieht maninnerhalb eines Viereckes zwei Trans-
versalen, welche je zwei gegeniiberliegende Seiten
proportional theilen, so dass die grésseren oder klei-
neren Stiicke derselben Vierecksseite anliegen, so
theilt auch jede Transversale die andere in demsel-
ben Verhiltnisse, in welchem sie die gegeniiberlie-
gonden Vierecksseiten theilt.

Die Gerade R T (Fig. 1), fiir welche

ST m'F

SR m 4
wird und die zugleich die horizontale Trace einer verticalen Ebene sein
soll, deren Schnitt mit der windschiefen Fliche eine Ellipse giebt, muss
demnach die Widerlagslinien proportional theilen. Es ldsst sich also der
Satz aufstellen:

Die- windschiefe Gewdlbform wird durch jede
verticale Ebene, welche die beiden Widerlagslinien
proportional theilt, so dass die grisseren_ oder klei-
neren Theile an demselben Stirnbogen liegen, nach
einer Ellipse geschuitten, welche dieselbe verticale
Axe hat wie die Stirnbigen und deren horizontale

Axe die Verbindungslinie der Theilpunkte ist.
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Dieser Satz ist bei der Ausfiihrung des Lefn’ger.ijstes von Wichtigkeit,
denn er giebt an, nach welchen Richtungen die .beolbform elliptische
Lebrbbgen zuldsst und welche Axen diese Bogen babenmussen Am ein-
fachsten erhilt man diese Richtungen, indem man dle-.Wldgrlagslmlen in
dieselbe Anzahl gleicher Theile theilt und die Thellpunirtq, 'entsprechend
verbindet.

Sollen keine halben Ellipsen, sondern andere Elhpsenspgmente als
Leitlinien oder Stirnbsgen beniitzt werden, so braucht man nur. die-yerti-
calen Axen dieser Leitlinien gleich gross und in der Mitte zwlsc‘hen ‘den
Anlaufspunkten der Stirnbogen anzunebmen, um bei der Constrnctlon _dex

Erzengenden in analoger Weise verfahren zu konnen, als wiiren die Le-lt-'
livien halbe Ellipsen. Denn denkt man sich die Gewdlbform mit halbéd ~

Elipsen als Stirnbsgen durch eine horizontale Ebene geschnitten und be--

trachtet die Durchschnittspunkte dieser Ebene mit den Stirnbégen als An-
laufspunkte, so ergiebt sich eine Gewilhform mit Ellipsensegmenten von
gleicher Pfeilhdhe als Stirnbogen, welche aus derselben Fliche besteht,
wie jene mit halben Ellipsen.

2. Eine Gewdlbform, bei welcher alle vier Stirnbdgen halbe Ellipsen
mit gleich grosser verticaler Axe sind.

Nimmt man den Stirnbogen iiber einer Grundrissseite 4’ D" (Fig. 3)
als eine halbe Ellipse mit verticaler Halbaxe von der Linge b an und be-
trachtet denselben als Leitlinie fiir einen zweiten halben elliptischen Bogen
mit constanter verticaler Halbaxe von derselben Liinge b, dessen horizon-
tale Projection in allen Lagen die Grundrissseiten 40" und B’ €’ proportio-
val theilt, so dass die grésseren oder kleineren Stiicke derselben Gruundriss-
seite anliegen, so ergiebt sich eine sebr zweckmiissige Gewdlbform mit vier
elliptischen Stirnbigen von gleicher Pfeilhshe.

Schon zufolge des Entstehungsgesetzes der Gewdlbform sind die
Btirnbigen 48 und CD halbe Ellipsen mit verticalen Halbaxen von der
Linge b, denn sie bilden zwei Lagen der erzeugenden Ellipse. Es soll
nun bewiesen werden, dass auch der vierte Stirnbogen BC eine halbe
Ellipse mit der verticalen Halbaxe b sein muss.

Zufolge des Entstehungsgesetzes der Gewdslbform sind je zwei Punkte
k und e der Stirnbégen 4 D und B C gleich hoch, wenn die Gleichung er-
fullt wird:

KA _eB

K~ ec
Ist also die Ordinate von 4 im Stirnbogen A D gleich y, so muss auch jene
von ¢ im Stirnbogen BC gleich y sein, vorausgesetzt, dass man die hori-
sontalen Axen dieser Bogen als Abscissenaxen ansieht. Die Gleichung des
Btirmbogens 4D ist:



102 Untersuchung elmger Gewolbformen durch welche ¢in Raum

oo, o, crrros e s

.a
.
.« ®e,

3

LD

wenn a=A H =: —-—3— angenommen wird,

Aus obigcl; Gleichuug folgt:

Kd _¢F
A0 BC
und -wp)n man
et HK=2x2, BF _ﬁ_a,, Feée=x
R 2
- *dgtat,
e, a—z a,—x
2¢  2a '

woraus sich ergiebt:

x & 1
—_—— =V b— .
a a b V y

Da oun x" und y die Coordinaten des Punktes ¢ im Stirnbogen B C sind,
so muss dieser letztere eine Ellipse mit den Halbaxen a, und b sein.

Es sind also alle vier Stirnbtgen dieser Gewdlbform halbe Ellipsen
mit gleich grosser verticaler Axe, der Grundriss mag was immer fiir eine
vierseitige Figur sein.

Mit allen verticalen Ebenen, welche 4D’ und B €’ proportional so
theilen, dass dic grosseren oder kleineren Theile dersclben Grundrissseite
anliogen, giebt diese Gewdlbform halbe Ellipsen mit verticaler Halbaxe
zum Schaitte, denn diese Schuitte sind ja einzelne Lagen der erzeugenden
halben Ellipse. Es sind aber auch alle Schnitte, welche die zwei anderen
Grundrissseiten so theilen, halbe Ellipsen mit derselben verticalen Axe,
wie aus Folgendem klar wird.

Es sei k'¢ die horizontale Projection einer beliebigen Lage der erzeu-
genden halben Ellipse und ¢’4’ die horizontale Trace einer verticalen Ebene,
welche £ B und C' D’ so schneidet, dass

cd WD
CBTKC
_wird. Der Durchschnittspunkt von &'¢’ und ¢’ A’ heisse p’. Aus dem oben
* aufgestellten Satze iiber die Transversalen des Viereckes folgt unter den
hier gemachten Voraussetzungen:

Kd _pd
;'D)— "r";rv

der ’
. K A p
=7

E.
AD s
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Denkt man sich ¢’4” in m halbirt und setzt wieder H'k'=x, mp =&,
{H'=aund mc’'=4, ferner die Ordinaten von & und p beziehungsweise
gleich y und g, so hat man:

woraus folgt:

In dieser Gleichung bedeutet y die Ordinate des Punktes k¥ im Stirn-
bogen 4D. Um die Gleichung des Schnittes ¢k zu bekommen, muss in
obiger Gleichung die Ordinate y durch y' ausgedriickt werden. Ist die Or-
dinate des Punktes ¢ gleich 8, so wird mit Riicksicht auf das Entstehungs- '
gesetz der Gewolbsform :

y=y —3.
Die Gleichung des Schnittes c4 ist also:

’

z_ 1 ="
— =S V==

Der Schnitt ist somit ebenfalls eine halbe Ellipse mit der verticalen Halb-
axe b und der horizontalen Axe ¢’4’. Es lisst sich nun folgender Satz
aufstellen :

Jede verticale Ebene, welche zwei gegeniiber-
liegende Seiten des Grundrisses proportional theilt,
so dass die grosseren oder kleineron Stiicke dersel.
ben Grundrissseite anliegen, giebt mit dieser Ge-
wolbform eine halbe Ellipse als Schnitt, deren ver-
ticale Halbaxe der gleichnamigen Halbaxe der Stirn-
bogen gleich ist.

Der Fall, in welchem die Stirnbégen keine halben Ellipsen, sondern
sadere Ellipsensegmente mit gleich grosser Pfeilhdhe sind, unterscheidet
sich von dem eben behandelten nur dadurch, dass die Ebene der Anlaufs-
punkte nicht auch die horizontalon Axen der Stirnbigen enthiilt, sondern
béher als diese Axen liegt, ein Unterschied, welcher keine Aenderung in
der Natur der Fliche bedingt, von der die Gewdlbform gebildet wird.

8. Die von zwei Conoiden gebildete Kreuzgewdlbform.

Es seien die Stirnbogen 4B und 4D (Fig. 4) Ellipsen mit gleichen
verticalen Halbaxen 4 und sie sollen zugleich die Leitlinien der beiden ge-
raden Conoide mit horizontaler Richtebene sein, welche in ihrer Verbin-
dung die Kreuzgewdlbform bilden. Sind P und Q die Durchschnittspunkte
je zweier gegeniiberliegender Grundrissseiten, so 1miissen offenbar die ge-
raden Leitlinien der Conoide durch je einen dieser Punkte hindurchgehen.
Ferner werden die geraden Leitlinien vertical stehen miissen, nachdem
wir gerade Conoide mit horizontaler Richtebene angenommen hahen,
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wir AE=E B=a, die verticalen Halbaxen der elliptischen Leitlinien gleich
b und die Coordinaten von Q gleich « und 8, so ist:
1 [ay—Ba)? 2t

" _T[ B—y ] ty =

die Gleichung des Conoides 4 B Q.
Fiir das zweite Conoid nehmen wir der Allgemeinheit wegen nicht 4 D,

wondern eine beliebige andere, elliptische Leitlinie G A an.

- Ist

FG=FH=a,, EG=0, EP=uq,
und der Winkel PGH = w, so wird:
1 0.lngo (x—a,) —ea,y . L
2 d{cosw‘[ lang o (x— a,) _yL—a,cosw— 6] +b_'=l
die Gleichung des zweiten Conoides G H P.

Durch Elimination von z aus den Gleichungen 1) und 2) erh&lt man
die Gleichung der borizontalen Projection des Schnittes beider Conoide.
Bei dieser Elimination fillt auch b hinaus, wodurch der oben aufgestellte
Satz gerechtfertigt erscheint.

Die Gleichung der horizontalen Projection des Schnittes ist:

1 6tangw(a:—¢,)—u‘r/ ay—fx
a, co:w[ tang o (x—ay) —y hcosm = 6] =% a(B—y)

Dieser Schnitt besteht demnach aus zwei Theilen; fiir den einen gilt
das obere, fiir den anderen das untere Zeichen. Fiir das obere Zeichen
bat man:

[a(8— &) —a, (¢—a)cosw] y*+a, [Bcosw 4 (e—a)sinw] xy
3) | —apsinwz+[af(«,—3) —a,0 (e—a)sino—aa,fcosw]y
+a,Bsino (e, +a)x—aa,a,fsino=0
und fiir das untere: _ '
[a (e,—3) —a, («+8)cos ®] y*+a, [Bcosw+ (a+a) sinw] xy
4) —a,Bsinoxt— [af(«,—8) +a,e, (a+a)sino—aa,fcos w]y
+a,fsino(e,+a)x+aa,a fsine=0. .

Diese Gleichungen sind vom zweiten Grade, mithin sind die horl-
‘zontalen Projectionen der Gratbigen Kegelschnittlinien,
welche Gestalt auch der Grundriss haben mag.

Fit y=0 wird z aus Gleichung 3) gleich +a, also geht der durch 3)
susgedriickte Schnitt durch den Punkt B, wihrend der durch 4) ausge-
driickte Schnitt durch A4 geht, weil die Werthe y=0 und x=—a diese Glei-
chung erfiillen.

Fir y=f erhilt man sowohl aus 3) als auch aus 4):

x,=a, a,=_Fcolangm—a,

wnd fir y=0 aus 3):

x,=+4a, x,=0a,
aus 4):

Iy=-—a, 1‘,=¢‘.
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[a,(a*—=a*) —a (a4a) Y (a4a)—Fy +2a,,‘3a:ry—alﬁ’x’
3 +([aB(ata) V(“""“)’ +8 +a,08(a—a) “““15(“"'“)] Yy
+a,8'(ato)x—aa e =0;
[~a, (a+a.>'+a<a+«.>ley'+za.p<a+a>xy—a.w
t ) —[eBa+e) Y (a+ay+F +a,ep(ate)—aaflata)y
—a,f*(a—a) x+aa, ¢ f =0.
Untersuchen wir nun, unter welchen Bedingungen 3’ und 4' eine
Ellipse, Parabel oder Hyperbel ausdriicken. Es ergiebt sich, dass 3’ elne ‘
dieser Curven bedeutet, je nachdem beziehungsweise

(a+e) Y (a+e) + p — aq, zo

ist und 4, je nachdem
—(ata) /et +p 20.

Man sieht, dass 3’ fiir einen trapezoidférmigen Grundriss unter kei-
ner Bedingung eine Parabel werden kann, da a4 «,>>a und

Vet +F=40
immer grosser als a,, also
(a+a) Y (a+a) +8 >aq,

ist. Auch 4" kann nie eine Parabel werden, weil weder a+a,
noch J/(a+ o)’ + f* fiir einen trapezoidfsrmigen Grundriss gleich Null wer-
den kénnen, Sind a4, und J/(a+a) + f gleichbezeichnet, so wird
¥ immer eine Ellipse, weil dann (a+4a,) )/ (a+a)t + f* — aa, positiv.
ist; sind diese beiden Werthe aber ungleich bezeichnet, so wird 3’
eine Hyperbel. Bei 4" ist gerade das Umgekehrte der Fall. Aus die-
ser Untersuchung folgt mithin:

Die horizontalen Projectionen der Gratbigen
kinnen, wenn sie nicht geradlinig oder kreisformig
sind, nur elliptische oder hyperbolische Bégen sein,
doch werden nie beide zugleich elliptisch oder beide
zugleich hyperbolisch.

Bemerkenswerth ist noch, dass fiir «=0 die Axen des Kegelschnittes
¥ und fir a=—a die Axen des Schnittes 4’ parallel zu den Coordinaten-
azen werden, weildann das Glied mit 2y in diesen Gleichungen verschwindet.

Zieht man in Figur 4 durch P eine Parallele zu 4’ 0, so schneidet die-
selbe die durch 0 parallel zu £ B’ gezogene Gerade in einem Punkte R,
welcher, wie oben bewiesen wurde, beiden Schnitten 3° und 4’ angehéren .
muss. Die Linien 2B und QR sind also Sehnen der horizontalen Projec-
tion des durch B’ gehenden Gratbogens, weil auch P und 0 in dieser Pro-
jectionliegen miissen, und da P B und Q Rparallel sind, so ist die Linie cd,
welche 2B und QR in den Punkten ¢ und d halbirt, ein Durchmesser
dieser Projection. c¢d ist parallel zu £9, weil
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2 2
und
_0QR_a+ta
Qd— 2 2”:
also
Ec=0d

ist. E'Q schoneidet die horizontalen Projectionen beider Gratbsgen in ',
folglich ist S'Q eine Sebne des Kegelschnittes 3', welche zu dem die paral-
lelen Sehnen PB und QR halbirenden Durchmesser cd parallel ist. Hal-
birt man also S'Q in g und zieht g M parallel zu £ B’, so geben g M und cd
die Lage zweier conjugirter Durchmesser der horizontalen
Projection des durch B gehenden Gratbogens an und der Mittel-
punkt dieser Projection ist der Durchschnittspunkt M von g M mit cd.

Auf analoge Weise lisst sich zeigen, dass, wenn man 4 Pin f und
A Q.in h halbirt und & M, parallel zu 4 B’ zieht, die Linien M, und fM,
die Lagen zweier conjugirter Durchmesser der horizontalen
Projection des durch 4 gehenden Gratbogens angeben. Der
Mittelpunkt dieser Projection ist der Durchschnittspunkt M, von 4 M, und fM,.

Wird «a=0, so stehen g M und cM senkrecht auf einander und gehen
daher in Axen des Schnittes 3’ itber. Ist «=-—a, so werden 4 M, und
fM, aus demselben Grunde Axen des Schnittes 4",

Man hat nun fir die horizontalen Projectionen eines jeden Gratbogens
gwei Punkte und die Lagen zweier conjugirter Durchmesser gegeben, aus
welchen Angaben allein der entsprechende Kegelschnitt sich immer einfach
construiren ldisst. Die horizontalen Projectionen der Gratbigen kinnen
somit auch construirt werden, ohne dass man die Erzeugerden der Conoide
zu suchen braucht,

Es diirfte von Interesse sein zu erfahren, unter welchen Bedingungen
die horizontalen Projectionen der Gratbbgen gerade Linien oder Kreis-
bégen werden.

Dass fiir einen trapezoidférmigen Grundriss nicht beide zugleich ge- -
radlinig werden ktnnen, wurde schon nachgewiesen, ebenso dass jede ge-
radlinige Projection durch R gehen muss. Die horizontalen Projectionen
der Gratbogen 4 C oder BD werden somit nur dann geradlinig, wenn be-
ziehungsweise die Diagonalen 4'C" oder B D durch R gehen,
was nur moglich ist, sobald die Proportionen bestehen:

AB :AD =4P: 40
oder

AB : 4DV =8BP:40.

Diese Proportionen kann man auch schreiben:
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a:a,=a+a =V(a—+;)'—+5'o

a:a,=a —a:;/(t'z'+a')’+ﬁ'.
Die Gleichungen 3’ und 4" konnen nur dann Kreise ausdriicken, wenn das
Glied mit xy verschwindet und die Coefficienten von z* und y* einander
gleich werden, Dies ist in 3’ nur dann der Fall, wenn:

a=0
a+a, a ;
Vet +8 @
und in 4’, wenn:
a=—a
ato —a
___B_ =—

wird, Man sieht daraus, dass beide Gratb5gen niezugleich Kreis-
bégen als horizontale Projectionen haben ktnnen, weil a nicht
gleich Null werden kann, also die Gleichungen =0 und a=—a nie zu-
gleich zu erfiillen sind. :

Wir wollen nun die Bedingungen aufsuchen, unter denen die horizon-
tale Projection eines Gratbogens ein Kreis und jene des zweiten eine Ge -
rade wird. _

Soll 3" eine Gerade und 4 ein Kreis sein, so miissen die Gleichun-
gen erfiilllt werden:

4_ d—a
4 Ylataf+§
«e=—a,
ata_ —a
F = a
aus denen folgt:
a=—a,
_‘fl__"(“‘l"“l)
a B !

p=(ata)(ey—a),

welchen Gleichungen in Fig. 6 Geniige geleistet wurde, daher ist in dieser
Figur die horizontale Projection des durch B gehenden Gratbogens eine Ge-
rade und jene des durch 4 gehenden ein Kreisbogen, Es warde ndmlich
Winkel B’ 4 0 =90° gemacht, zwischen B P (=a+a,) und 4 P(=e,—a)
die mittlere geometrische Proportionale Pk gesucht und PR (=f) gleich
Pk angenommen.

Soll 4 eine Gerade und 8’ cin Kreis sein, so miissen die Gleichun-
gen erfiillt werden:

a __ a4 o

“ Vata 47
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a=0,
ay a4 a
@ Ylate)+p
aus welchen folgt:
a=0, a=a,, a+al=;/a_'-{_:—‘§'.
Diesen Gleichungen wurde in Fig. 7 entsprochen. Es wurde n#imlich
0 in efner auf A" B’ senkrechten Geraden angenommen, wodurch a=0 wird,
dann wurde £/ P= 4 Q und £ B = A D’ gemacht, wodurch die beiden letz-
teren Gleichungen erfiillt werden. Es lisst sich einfach zeigen, dass in
" dem so entstehenden Grundrisse 4 5 C' D auch BC'=CD und £ C=A B

K _=A D sein muss. Der Grundriss ist demnach ein Deltoid, welches

durch jede seiner Diagonalen in zwei gleichschenklige Dreiecke getheilt
wird.

Wenn die elliptischen Leitlinien nicht zugleich Stirn-
bégen sind, diirfte es am zweckmissigsten sein, diese Linien so ansu-
nehmen, dass deren horizontale Projectionen £'G" und F'H’ (Fig. 8) ver-
lingert durch die entsprechenden Durchschnittspunkte Q und P der gegen-
iberliegenden Grundrissseiten gehen und sich gegenseitig in ihrem Durch-
schnittspunkte S’ halbiren, weil dann die Stirnbogen nicht allzusebr von
der elliptischen Form abweichen. Durch zwei fehlerzeigende Curven wird
§ wohl am einfachsten gefunden. Diese Curven ergeben gich, wenn man -
von P und O aus beliebige (von 8" nicht zu sebr entfernte) Gerade zieht
und die Halbirungspunkte der zwischen den Grundrissseiten gelegenen
8tiicke durch eine stetige Curve verbindet. Der Durchschaittspunkt bei- -
der so erhaltener Curven ist . Da die fehlerzeigenden Curven sich der
geraden Linie sehr nithern, so geniigt es, von jeder derselben nur zwei bis
drei Punkte zu bestimmen. , A

Die Construction der Stirn- sowie der Gratbigen ist hier ganz analog
derjenigen des ersteren Falles.

Von Interesse diirfte es sein, wie dort die horizontalen Projectionen
der Gratbdgen zu untersuchen.

Es sei der Punkt S’ der Ursprung, S’ P die Axe der 2 und die Ebene
der Anlaufspunkte sei die Ebene der xy. Als Leitlinien nehmen wir wie-
der halbe Ellipsen, deren horizontale Axen E' " und F’ H' in der Anlaufs-
ebene liegen und deren verticale Axe gleich gross ist. Letztere Axe sei
gleich 2b, ferner sei S H'=SF =a,SE' =8¢ =a,, §'P=a, und die
Coordinaten von Q seien « und §.

Unter diesen Voraussetzungen ist:

1 [ay— Bzt 2?
D ?[“ﬁ——y]+r==‘
die Gleichung des Conoides 4B ( und
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die Gleichung des zweiten Conoides 4D P.

Durch Elimination voh z aus 1 und 2 ergiebt sich die Gleichung der
horizontalen Projection des Schnittes beider Conoide. Bei dieser Elimina-
tion fXilt auch & hinaus, es ist daher die horizontale Projection der
Gratbégen von der verticalen Halbaxe b der elliptischen
Leitlinien auch in diesem Falle unabhiingig.

Die Gleichung dieser Projectionen ist:

“1y;/“!+ﬁ! =+«y—ﬂ:c.
a.a[y—-g-(-‘t—al)] .a(ﬁ—!l)
Der Schnitt besteht also aus zwei Theilen; fiir das obere Zeichen hat man .
3 [0 +ae, Yo'+ v — 20, aBay+a,fa .
+aplae—ayat+fly—aafz=0,
fir das untere Zeichen:
[y —aey o' +py'—2a,afxy+a fa?
+o,B[n,a+ay e’ +Fly—aof z=0.

Diese Gleichungen sind vom zweiten Grade, daher werden die
borizontalen Projectionen der Gratbigen ebenfalls Kegel-
schnittslinien.

Fiir y=0 wird sowohl aus 3) wie aus 4):

=0, Xy=aq
und fiir y=p ebenfalls aus beiden Gleichungen
x=a, Xy=a+ta.
Die horizontalen Projectionen der Gratbégen haben also die vier Punkte
x=0‘ r=aq, z=a| z=ata
-y=0)" y=0 % y=B8{" y=p % ,

gemeinschaftlich; diese Punkte sind ', P, 0 und R. Der Punkt R liegt im .
Durchschnitte der Geraden 0 R, welche parallel za #'#’ und der Geraden .
PR, welche parallel zu £'G’ gezogen wird. &, P, 0 und R bilden daher
die Eckpunkte eines Parallelogramms. Der Mittelpunkt M dieses
Parallelogramms ist zugleich der Mittelpunkt der horizon-
talen Projectionen der beiden Gratbogen, denn er ist der Durch-
schnittspunkt der Linien cd und fg, welche die Lagen von zwei conju-
girten Durchmessern angeben, da sie die Seiten des Parallelogramms,
welche Sehnen der Kegelschnitte sind, halbiren.

Fiir a=0 werden cd und fg parallel zu den Coordinatenaxen und
geben dann die Lagen der Kegelschnitte an. Uebrigens folgt unmittelvur
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aus den Gleichungen 3 und 4, dass fiir =0 die Axen dieser Curven pa-
rallel zu den Coordinatenaxen werden, weil fiir diesen Werth das Glied
mit £y aus 3) und 4) verschwindet. :

Da man nun die Lage zweier conjugirter Durchmesser und zwei Punkte
der Kegelschnitte kennt, bei welchen Angaben ein Kegelschnitt immer con-
struirt werden kann, so lassen sich die horizontalen Projectionen der Grat-
bégen, ohne dass man die Erzeugenden der Conoide ‘aufzusuchen braucht,
bestimmen.

Auf ganz analoge Weise, wie im friiheren Falle, kann auch hier nach-
gewiesen werden, dass die horizontalen Projectionen der beiden Gratbtgen,
solange der Grundriss ein Trapezoidist, unter keiner Bedin-
gung zugleich geradlinig werden kénnen.

Ist die durch 4’ gehende Projection geradlinig, so findet man, dass
die Gleichung bestehen muss:

° ’ a ;/a'-l—ﬁ'

und wenn die durch B’ gehende Projection eine Gerade ist,

a +a

Sz
Der Ausdruck 4 4 C——B'?Z 0, welcher erkennen lisst, ob eine Gleichung
vom zweiten Grade eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel bedentet, wenn
A der Coefficient von 3%, B jener von xy und C der Coefficient von x* ist,
wird fiir die Gleichung 3):

ae szo
und fiir die Gleichung 4):
—aa, ;/¢3+ﬁ’§0,
woraus man sogleich erkennt, dass die horizontalen Projectionen
beider Gratbdgen unter keiner Bedingung zugleich Ellipsen
oder zugleich Hyperbeln werden kénnen.
Da keiner der zwei Werthe gleich Null werden kann, nachdem alle
Glieder, aus denen sie bestehen, endliche Grossen sind, so ist es auch un-
. moglich, dass fiir einen trapezoidférmigen Grundriss eine
" dieser Projectionen parabolisch wird.
Die Gleichung 8) bedeutet einen Kreis, wenn die Gleichungen be-
stehen:
B

' a
a=0, —=—,
a @,

B

Die Gleichung 4) driickt einen Kreis aus, sobald «=0 und -;—a=7 ist;
1 1

daraus erkennt man; dass die horizontalen Projectionen beider Gratbigen
nie zugleich Kreisb6gen werden kénnen.

.
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* tang ® a
4,= 2‘:]! [(I—-%—)a,——u], .

By=—(¢,—a+a,) ‘a"ym'*'a'_(;xa:ﬁ)‘ tang w + (l _(%) Yy,

C, =—2ay.
Entwickelt man nun B*—44C und B,*—44, Cy, 8o zeigt sich, dass
diese beiden Ausdriicke einander glelch werden und zwar ist: :

B'—4AC-B'—-4A,C’,_(1 .;_L) :+2"t ’“”gm(l_F)xy

+ —-langm xt4-2 [(a. —a) (l - —)— 2——‘;"—]lang.m.y
- ?;- tang oo* (@, — &) £+ (@, — )t tang o0.

Dieser Ausdruck gleich Null gesetzt, ist die Gleichung der die hori-
zontalen Projectionen aller Erzeugenden beider Fliichen umhiillenden-
Curve, wie sogleich gezeigt werden wird.

Die Gleichung 1) hat die Form

= (s+a-+m).

Setzt man den Differentialquotienten % aus dieser Gleichung gleich Null

und eliminirt aus g—"l =0 und a die Grosse m, so ergiebt sich die Gleichung
m

jener Curve, welche alle durch a ausgedriickten Geraden beriihrt oder um-
hiillt, unter der, Voraussetzung, dass m verinderlich gedacht wird. Man

erhiilt:
dy 0(x4at2m)—Sy+P

dm R4 Sm =0
und daraus:
_Sy— Qx — Qa —_{'
b) m= -————————20
Aus a wird:

Sy—Qx—Qa—P+ J/(Sy— Qx—Qa—P)'—4 ()(I’r-{-l’a-—ky)
20

Setzt man nun die Werthe von m aus b und ¢ einander gleich, so er-

giebt sich die Gleichung der Curve, welche das System I umhiillt:
(Sy—0x—0Qa—P)*—40(Px+Pa—Ry)=0.

Diese Gleichung ist ideatisch it der Glcichung B*—4 4C=0, wie
man aus 3 und c sieht.

Dass dieselbe Curve auch das System II umhiillt, wird aus Folgendem
klar:

c) m=

y+p= ,—;’_7; ("‘3+“+”")
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Demnach ist die Gleichungder p'¢’ oder des Systemes I, wenn m ver-
#nderlich gedacht wird:

(a,——a—-al'-'l- m—;ll)langm .
1) y= i— (x—a+m)

’ mal
a—m—a—al —

a
und die Gleichung der r's" oder des Systemes II:

ﬂa. (¢’ tangp—c,’ tangy)

¢ tan me
_m 99 __ _ x+a___r_)'
a m_ ., a
—('—¢") —2a
a
oder weil:
c .—_.-a—al-——'f, c'lang¢=:(_a‘ﬂ'__) m".q_‘.n'
2 2
a-+a ‘—a N —_ (e, —a—a,” ) tan ®
¢/ = —i—z'————— , ¢ tangyp = _(,' — 1.)_ g
ist:
o mlang
4 - ’
- a m(a—a
D g+ dmga= o o e MmO
€
M(l—-—,-) 2a ‘
a

Fiir alle Punkte 1’ der horizontalen Projection des. durch B gehenden
Gratbogens miissen 1 und 2 zugleich bestehen, wobei m verinderlich ge-
dacht wird. Da nun jeder Werth von m einem bestimmten Punkte 1° zu-
gebdrt, so ergiebt sich durch Elimination von m aus 1 und 2 die Gleichung
fir alle Punkte 1’, also die Gleichung der horizontalen Projection
desdurch B gehenden Gratbogens.

Die Elimination von m geschieht wohl am einfachsten, indem man aus
1ond ans 2 die Grisse m bestimmt und die so erhaltenen Werthe einander
gleichsetat.

Aus 1 erhélt man:

—B+ Y B —44C
3 me=2L 2? :
und aus 2: .
1) me — B, i-____;/ B":_“_ALC_" ,

. 24,
wenn die Grossen 4 , B,C, 4,, B,, C,, folgende Werthe haben:

=¢-':—‘-langm,
B=(a—a—a,) tangw+ °* (_2:,") tang o + (, _«7.1) v,

C=(x—a)(x,—a—q) tangw— («—a—a,’) y,

/N
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Punkt a bestimmen, und da alle horizontalen Projectionen der Erzeugen-
den Tangenten an die uamhiillende Parabel sind, so kann kein Punkt a inner-
halb dieser letzteren Curve liegen.

‘Treffen miissen sie sich aber, denn sonst wiire es miglich, Tangenten
an die umhiillende Parabel zu ziehen, welche keinen Punkt mit der durch
B gehenden Parabel gemein haben, ‘was nicht der Fall sein kann, wie aus
Folgendem hervorgeht:

Jede Tangente 7 der umbhiillenden Parabel wird, fir einen entspro-

_chenden Werth von m durch die Gleichung 1) ausgedriickt. Sieht man also
1 als die Gleichung von T an, bestimmt aus derselben die Grisse m und
substituirt den so gefundenen Werth von m in die Gleichung 2), so erhiilt
man die Gleichung einer Geraden T, des Systemes II, welche T in einem
Punkte a der Parabel schneidet, deren Segment die horizontale Projection
des durch B gehenden Gratbogens ist. Da nun fiir jede Tangente.Tdie
Grisse m reell ist, so muss es auch immer eine Gerade T, geben, welche
die Tangente 7T in einem Punkte a der genannten Parabel schneidet. Es
ist also nicht méglich, irgend eine Tangente T zu ziehen, welche keinen
Punkt mit der durch B gehenden Parabel gemein hiitte, woraus folgt, dass
diese Parabel und die umhiillende sich treffen miissen.

Da, wie nun gezeigt wurde, diese Curven sich nicht schneiden kénnen
und dqch treffen miissen, so konnen sie sich nur beriihren.
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Es ergeben sich demnach ans den Gleichungen der p’¢’ und r,'s,” fol-
gende Werthe von m:

m_:ﬂ;‘!‘ ;/B'—-‘QAC
24 !
_ B, VB —44.

welche, einander gleichgesetzt, die Gleichung der horizontalen Projection
des durch 4 gehenden Gratbogens liefern, Diese Gleichung ist:

8) B (B,+B)—4A4,C,+24,C+24(,+4a(2¢ A+ 4, B+4B)=0,
in welcher 4, B, C, 4,, B, C, die oben angefiihrten Werthe haben. Durch
Substitution dieser Werthe in die Gleichung erhdlt man als Glieder mit den
bichsten Potenzen von y und x:

2(1—“—' v, 4—(angm(l——-)wy

und
g

welche mit jenen der Gleichung 7) identisch sind. Daraus folgt, mit Riick-
sicht auf die friiheren Resultate:

Die horizontalen Projectionen der beiden Grnt-
bégen werden, so lange der Grundriss ein Trapezoid
ist, stets parabolische Segmente, deren Axen paral-
lelsind zur Axe der Parabel, welche die horizontalen
Projectionen allor Erzeugenden beider Flichen um-
hiillt (Fig. 11).

Die Bestimmung einzelner Punkte der verlingerten parabolischen Seg-
mente, welche Punkte ausserhalb des Grundrisses liegen, geschieht, indem
man m negativ, oder auch grisser als 2a nimmt.

In Figur 11 wurden alle vier Grundrissseiten verldngert und auf den-
selben von den Eckpunkten aus die Linge der entsprechenden Seite mehr-
mals aufgetragen, also auf der verldngerten 4'B’ die Liinge 4’ B’ und auf
der verlingerten B'C’ die Linge B'C’ u. 5. w. Durch gehorige Verbindung
der so erhaltenen Punkte, wie Fig 11 zeigt, ergab sich eine Reilie von Gera-
den, welche den Systemen I und II angehdren.

Schliesslich soll noch bewiesen werden, dass wenigstens eine der Pa-
rabeln, deren Segmente Projegtionen der Gratbdgen sind, die umhiil-
lende Parabel bertihrt. In Fig. 11 ist es die durch B gehende Parabel.

Wenn keine Berithrung stattfiinde, so miissten sich die Curven entwe-
der schneiden oder gar nicht treffen.

Schneiden kénnen sie sich nicht, denn durch jeden Punkt a der hori-
zontalen Projection eines Gratbogens miissen die horizontalen Projectionen
zweier Erzeugenden gehen, welche cben durch ihren Durchschuitt den
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und allgemein die Zahl 4, welche ein beliebiges Glied I der Reihe 1) mul-
tiplicirt die Werthe:
0,1,2,...1
annehmen darf.
Um die Anzabl der verschiedenen Darstellungen einer Zahl # in dem
gegebenen Systeme zu finden, hat man nun nach Eul er das Product:

(+zt a2 4...+2°9) (142 422> +...F2)...
in eine Potenzreihe: '
' 14+C '+ Coax*4-Coa* + ...
umzuwandeln. Die Zahl C, stellt alsdann die gesuchte Anzahl vor, wie
oft die Zahl n in dem gegebenen Systeme dargestellt werden kann.

Wir wollen dieses Euler’sche Partitionsproblem umkehren, indem
wir fragen, welche Beschaffenheit das System haben muss, wenn die Zah-
len C,, G, C,, ... gegeben sind und wollen hier zuniichst den einfachsten
Fall nebmen, wo Cy, G, Cy, ... alle gleich 1 sind. Demnach wiirde die
Frage, welche wir hier bebandeln, diese sein: Welches ist die Beschaffen-
heit eines Zahlensystemes, in welchem sich jede Zahl und jede nur auf eine
- einzige Weise darstellen ldsst?

Die Zahlensysteme, welche die letzte Eigenschaft haben, verdienen
vor allen iibrigen ausgezeichnet zu werden; wir wollen sie einfache
Zahlensysteme nennen. Unsere Aufgabe ist also keine andere, als
zu bestimmen, welches die simmtlichen einfachen Zahlensysteme sind; sie
scheint mir deshalb nicht ohne Interesse, weil das verbreitetste aller Zahlen-
systeme, das dekadische, bei welchem die Reihen 1) und 2) diese sind:

1) 1, 10, 100, 1000, 10000, ...
2) 9, 9, 9, 9, 9y, .ey
nebst simmtlichen analogen, nimlich denjenigen, in welchen die Grund-

zahl nicht 10, sondern irgend eine andere Zahl ist, nur ganz specielle Fille
der allgemeinen einfachen Zahlensysteme bilden.

§. 2. Die Reihe 1), §. 1, besteht, um es zu wiederholen, aus den ver-
schiedenen Zahlen des Systemes, ihrer Grosse nach geordnet, die Reihe 2),
§. 1, aus den Anzahlen, wie oft die entsprechenden Zahlen in dem Systeme
vorkommen, Soll das System ein einfaches sein, so muss man haben:

1z a2 4... 42 (14ad fa2b 4., +28) . =14z+a'+...,
oder anders: _
1—zola+1) | —5004+1) 1
1) —7 = S ia

Da alle Zahlen, also auch die Einheit, sich im Systeme darstellen lassen,
so muss dic kleinste Zahl der Reihe 1), §. 1, die wir a genannt haben, die
Einheit selbst sein.
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Man hat alsdann:

(1—aa+) (142 +...) 1+ +...) ... =1.
Bedenkt man, dass b, ¢, ... grésser als die Einbeit sind, und dass b <l¢
<d..., 8o gieht man, dass sich diese Gleichung weder mit der Annahme
a4 1 > b, noch mit der Annahme 4 + 1 < b vertréigt; es muss also ¢_1+ 1
=0 sein. Wir sehen hieraus, dass in einem einfachen Systeme
die Einheit so oft vorkommt, alsdieum 1 verminderte niichst-
grossere Zahl betrigt.
Durch Einfithrung dieses Resultates in 1) erhiilt man:

(1—280+0) (1 42f +...) (14-294...) ... =1
Diese Gleichung ist wiederum nur mit der Aonahme:
b(b+1)=c.

vertriiglich, d. h.: in einem einfachen Zahlensysteme ist die
drittgrosste Zahl theilbar durch die zweitgrésste nnd der
Quotient aus der letzteren in die erstere um eins vermindert
giebt die Anzahl, wie oft die zweitgrosste Zahl im Systeme
vorkommt.

Setzen wir %— =}, so ist:
c=bl, b=t —1,
und man hat nun die neue Gleichung:
(1—zeC+) (14294 ... ) (42 4 ...) ... =1,
aus welcher man &lnlich wie oben die Gleichung:
c (; +1)=d

erschliesst.

Indem man diese Schliisse wiederholt, erkennt man ganz allgemein,

dass bei einem einfachen Systeme jede Zahl 4 der Reihe 1§, §. 1, in der
ndchstgrisseren ohne Rest aufgeht und dass der entsprechende Quotient
um 1 vermindert die Anzahl & giebt, wie oft die Zahl k¥ im Systeme vor-
kommt.

Die Reihen 1) und 2) von §. 1 haben also bei einem einfachen Systeme
die Gestalten:

2) 1,5, b, 606", b0°070", ...

3) b—1,b'—1,b"—1,0"—1, b""—1,
wo:

1) b, v, ", b, ...

eine unendliche Reihe ganzer, von der Einheit verschiedener Zahlen ist-
Es ist aber auch umgekebrt jedes Zahlensystem, wie das durch dic Reihen
2), 3) definirte, cin cinfaches; denn man hat:
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(1x4...+2=) (1422 +... fa®-08)
_l-—g;‘ | —abt | — bW b 1
_.l—'—;. l—zb ° l_..x‘r ...=l—$,

also:

a=1l 4
Wir erhalten demnach das Resultat: die einfachen Zahlensysteme
sind diejenigen, bei denen jede Zahl kin der nXchstgrisserén

lohne Rest aufgeht und ¥ so oft vorkommt als —l!c_ —lbetrigt.

§. 3. Die einfachen Zahlensysteme haben eine weitergehende Bedeu-

tung. Fiibrt man ausser den ganzen Zahlen des Systemes noch die Briiche :
1 1 1
1) YL W
und zwar entsprechend in den Anzahlen:
2) b—1, b —1, ' —1,...
ein, so kann man in dem also erweiterten Zahlensysteme skmmtliche Zah-
lengréssen und jede nur auf eine einzige Weise durch Addition unendlich
vieler Glieder des Systemes erhalten; d. h. wenn A eine beliebig gegebene
Zahlengrosse ist, so hat man stets nur auf eine einzige Weise die Gleichung :
A=atBo+ybb 3006 + ... 4—2’—+5%+le;,,+
in welcher die Reihe auf der rechten Seite unendlich ist und die Zahlen «, 4
die Werthe 0,1,2,...6—1, die Zahlen g, p die Werthe 0,1,2... ’—1,
die Zahlen y, v die Wertheo,1,2,... b*"—1 annebmen dfirfen. Der ganz-
zahlige Theil: :
dg=a+ b4 ybd' + ...
ist bestimmt durch die Bedingungen:
A> 4 A< A1,
die Zahl A durch die Bedingungen:
: . (A—A)b>h, (d—4)bLit1,
die Zahl g durch die Bedingungen:
(A—A)bb'—Ab >pu, (A—A4)bb —ab’ < p+1

u. 8. w.

§.4. Wenn ein einfaches Zahlensystem die Beschaffenheit hat, dass
bei beliebig gedachter Zahl ¢ in der Reihe

1,5, b0, b0°b", ...

von einem gewissen Gliede an, alle durch ¢ theilbar sind, so lisst sich iiber

die Darstellbarkeit eines rationalen Bruches %’- das folgende Theorem aus-.
sagen:

Theorem: Ist
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and
A=At + 5+

so hat die Zahlenreihe:
Aypo..

die Beschaffenheit, dass von einem gewissen Gliede an s#mmtliche Glieder
die hichsten ihnen zustehenden Werthe haben.

Beweis: Man bezeichne p mit &', » mit " u, 5. w, und setze:
PR PO
htgtipt oty e e
wo:
n@=0pp .. He,

Dann ist ecinmal:
p m®
rE e =0
andererseits :
p_m® bty e+ 1 +
g n® =y p@FD T pp pe+nT e

Das ist:

p m@ 1
¢ ne =gy

Vir haben also:
pn® —gm@>0; pn® —gm@ < g.
Sei nun n'® das erste Glied der Reibe
1,b, bV, ...

welches durch die Zahl ¢ theilbar ist; dann ist

z=pnt— gm®
eine durch ¢ theilbare ganze Zahl, die nach dem soeben Gezeigten in den

Grenzen liegt:

2>0; z=¢;
es ist folglich:

=9,

mithin:

p m(” 1

=t
oder auch:

A A® b+ b+ )

A=A°+T+“.+bb'...b“’+bb'...b“+" -b—-b-,“.b“_'_-’-, ceey

wie zu beweisen war.
Corollar: Hat bei einer Zahl

A
A=A,+T’+b—';-,,+

die Roihe A, u, ... nicht die Beschaffenheit, welchein dem be-
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wiescnen Thooreme fiir eine rationale Zahl 2 gefordert ist,

so ist die Zahl 4 eine Irrationalzahl
Hierher gehort die Grundzahl des natiirlichen Logarithmensystemes:
1 1 L
e=2tgytastaat

§. 5. Von den einfachen Zahlensystemen wollen wir noch diejenigen
beriicksichtigen, bei denen die Reihe
b, b, b" ...
von einem Glied 5@ an periodisch ist.
Sei r die Grosse der Periode, deren Glieder wir mit
¢, c,...ct—h
bezeichnen wollen, so dass
1) bO+Y +AT) o)
wo t die Zahlenwerthe 0, 1,2, ... t—1 annehmen kann und % eine beliebige
positive ganze Zahl oder die Null ist.

Wird ferner:
bb ... b M=tk

gesetzt und unter den dreien
b(=1), o= p(=D)

die positive Einheit verstanden, so hat man, wenn gesetzt wird :

2) n(’—l)=M’ QC,... c(f—l)=N’
die Gleichung:
3)  We—1HC R MNA el L. ¥,

Es besteht hier das folgende

Theorem: Ist in dem einfachen Zahlensysteme di(;ses
Paragraphen eine Zahl

B_F
T+W+ cee

dargestellt, in welcher die Zahlenreihe B,f,. . von einem
Gliede an periodisch ist,soist diese Zalil eine rationale Zahl,

und umgekehrt, wird ein dchter rationaler Bruch —'3 in dem

Systeme dargestellt durch die Gleichung:

r_B,F

q b " b
so ist diec Reihe 8,f,... von einem bestimmten Gliede an pe-
riodisch.

+ ...,

Beweis: Den ersten Theil des Satzes zu beweisen hat keine Schwie-
rigkeit, weil sich die gegebene Reihe auf eine endliche Anzahl geometri-
scher Reihen zuriickfiihren lisst und damit eine rationale ,Zahl stets zur
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Summe bat. Anders mit dem zweiten Theile, welcher die vollstindige
Unmkehrung des ersten ist.

Wir denken uns den Bruch !ql in der irreductibeln Form gegeben,

dario p und ¢ ohne gemeinschaftlichen Theiler sind und bezeichnen die

gauze Zahl:
BRI 4 Bk—1) pR 4 B ... bR

P m(k) p(lx+l)
LA AT
q n‘k) "(k+”

nit m*%, g0 dass

Danu ist:
P m(’f) p m“\" ]
PR R i Py

Fiibren wir daher eine Zahlenreilie

5,8, ...
darch die Gleichung:
) Sk+1) = pp®) — g m®
eiu, 50 Lesteht dieselbe aus lauter positiven ganzen Zahlen, die simmtlich
kleiver sind als ¢4 1. Diese Reihe der § steht-mit der Reibe der § in ciner
solchen Verbindung, dass wenn die eine periodisch ist, es auch die andere

ist, wegen der Periodicitit der Reihe der b. .
Man hat niimlich:
k1) k4 Btk +2)
- =g+ L,
5) q ﬁ +bﬂ.+2}+"'
und daraus:
k1) 3 (k+1) (k1) §(ket1)
g  UHUSEER guqn, HEFDOMTR - guin 4y,
q q =

Durch die Gleichung 5) ist §*+! eindeutig aus den p*+M g+ _  be.
stimmt, durch die Ungleichheiten 6) hiingt die ganze Zahl g+ eindeutig
voo §'4+1) gb,

Wir haben also nur die Periodicitiit (von einem gewissen Gliede an)
der Rejhe:

8,8,07,...
vachzuweisen. Man hat, wenn k=p— 147 +hz:
S+ =pMNAcc ... &= —gmb),

Sei s der grosste gemeinschaftliche Theiler von ¢ und &, und es sei
g=sr; sei r=r"r", wo r’” alle Primfactoren von r enthilt, die auch in ¥
vorkommen, so dass r relativ prim zu ¥ und zu r” ist.

Man verstehe ferner unter & die kleinste Zahl, fiir welche

. N® =1, modr
uud unter x die kleinste Zall, fiir welche
N® =0, modr”;
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dann ist in Besug auf beide Moduln ' nnd r”:
N5+8'+90 = Nx+9',
wo 8 die Bedeutung einer der Zahlen 0,1,2,... 8 —1 hat und g eine be-
liebige ganze positive Zahl ist. Da r" und r” relativ prim zu einander
sind, so hat die letzte Congruenz auch fiir den Modul r Giltigkeit; es ist:
NZ+&+98 = N3+8' modr.
Hieraus geht zunfichst die Congruenz hervor:
7) 0@+ xT+E+ @ T+99T) — §@+BT+T'+8'D) modg.

Die Zahleu é sind, wie wir gesehen haben, alle >0 und <g¢4 1; sie kin-
nen daber unter einander nur in dem Falle congruent in Bezug auf ¢ sein,
wenn sie einander gleich sind. Man hat also, wenn
otnr=2, ©+86:t=6, 8=6
gesetzt wird:
8) 3R+6'+90) = §(Q+86"),
Beriicksichtigt man die Werthreihe der ¢ und die der &', so findet man,
dass die Werthreihe der 6’ ’
0,1,2,... 81

ist. Die Gleichung 8) zeigt uns also, dass die Reihe der 4 vom Gliede
0'® an periodisch mit der Periode ®=1% ist. Einer frilhern Bemerkung
zufolge ist nun duch’ die Reihe der § vom Gliede f'® an periodisch, und
zwar mit derselben Periode ©, weil @ theilbar ist durch 7.

Das dekadische Zahlensystem ist derjenige Fall der in diesem Para-
graphen behandelten Systeme, in welchem

=0, t=1, ¢=10."



VI.

Auflésung eines Systems von Gleichungen, worunter eine
quadratisch, die anderen linear.

Von

Professor Dr. C. W. Baur

am Polytechnicum zu Stunttgart,

I.
Es mége an das allbekannte Beispiel erinnert werden, wonach man aus
ax4y=a und a®4yi=1?
zun&chst
x—y=+ ]/2?——-7{’
bestinmt, Ebenso erhdlt man aus
ax+Py=a und Aa34 By:=1»
zunichst
(4B — Bay)t = (4f*+ BaY) (42* + By?) — A B (az +B1)*
ABx — Bay=~+ Y (4p* +Be®) ! — 4B . o
In beiden Fillen ist die Bestimmung der zwei Unbekannten auf die Auf-
losung zuerst einer reinen quadratischen Gleichung, und dann von zwei
Gleichungen des ersten Grades zuriickgeftibrt, von denen die eine auf
ibrer Rechten eine zweideutige Wurzelgrisse enthilt.
Die Verallgemeinerung dieses Verfahrens im Sinne der vorangestell-
ten Ueberschrift fithrt, wenn die linke Seite der quadratischen Gleichung
vorerst als homogen nach den Unbekannten angenommen wird, zu der

Aufgabe:

Es soll eine Substitution
1) Yo= g%+ a0, &y + ... 4 tpaxn
derart ermittelt werden, dass vermdge derselben und der willkiir-
lich vorgeschriebenen Substitutionen:
Y= o+ 0, T, + ... +a1axn
2) y,:a,o.ro+a,la'l+ +a1,..z‘,.
yu=aﬂ0xo+"illxl + ...t apaxn
der Ausdruck:
Zeitsehein 1. Mathematik u. Physik. XIV, 2, L)
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n »
3) F(.ro,:c‘,,,,@,):2‘.:,—2”4.}1}, wo dix=
[

sich in ¥y, ¥, ¥3 ... ya darstellen lisst, ohne y, anders
einem einzigen Gliede mit y%, zu enthalten.

Haben nimlich y,, #;, ... ya und F gegebene Werthe, so lief
durch Auflésung dieser Aufgabe entstehende Gleichung:

» »
1) F= Booyso+2‘y1 2} Bix Y

fiir y, eine gegebecne Wurzelgrisse, und erfordert also, nachdem di
ficienten in 1) geeignet ermittelt worden sind, die Bestimmung &
bekanuten nur noch die Auflssung der n linearen Gleichungen 1)1

Fiir den Zweck der verlangten Transformation denken wir
(rlelchungeu 1) und 2) nach x4, &, ... o aufgelést und erhalt
kanntlich, wenn o’z den Loefﬁcxenten von a;x in der Entwickelu
Determinante

Qoo gy« Gon |

Dty By oes Qyg
5) . a = 10 11

| Qpo Ugy .--CGun

bedeutet:
ﬂ) a.’l‘.'l=ll’o,~yo+ ll’],'yl-*- oo +(lf,,;y..
Durch Substitution in 3) wird also:

.
n

\“ ’_2 (“ oF Jo+“ lty1+ +“ lnyn) k-"ik(a.oky°+a'|}yl+..+"x

7) » L
( = y’ozi 0'0;2' A dor+ 2!102' Yr 2‘“’».‘2‘&‘«'&4""
v
wo F, den Werth bedeutet, den vermige des vorhergebenden Ausd
F fir y,=0 annimmt. Das zweite Glicd des Ausdrucks 7) aber giet
die Bedingung, dass die Transformation der gestellten Anforderung

spricht, die n folgenden Gleichungen zu erkennen, in welchen 1w
kiirzung .

2 kdivdox=S;
©

(lu S+Ha S+ ... +dinSa=0,
LR 0+“91q + . °-+“'2nsl=0.

gesetzt ist:

a',,oS + a',,, S + .+ a'.,S. = 0.
m Gleichungen folgt, wenn mit a”;s der Coefficient von ¢
rickelung der Determinante
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rrrrors

’ ’ ’
Qg8 o -+. Qon

’ ’ 4
al= aloall ves B g
’ ’ ’
A poQpl cee QA ppn
bezeichnet wird: , .
S, S S,
> n
a 00 a o1 a on

Nun ist «’ die adjungirte Determinante zu a in 5), aleo nach einem

bekannten Satze: ‘

a"yi=a"lag,
somit, wenn die urspriingliche Bedeutung der S wieder hergestellt wird:
A0t Ap @yt ..+ Aondon _ A8+ 4,80+ ...+ A1adon _

%0 Uoy

_ Inoa’oo'i‘ /’nl"'m 4+ ...+ 4nadon

o don

Da die a' bei der Entwickelung aus a nur die Coefficienten der gegebenen
Substitutionen 2) enthalten, so ist hiermit das Verhiltniss der Coefficien-
ten der verlangten Substitution 1) gefunden, welches in der That auch
allein durch die Aufgabe bestimmt wird, da in Gleichung 7) und den
daraus gezogenen Folgerungen keine wesentliche Verinderung vor sich
geht, wenn anstatt y, sein Product mit einem beliebigen Factor eingefiihrt

wird. Nehmen wir daher fiir ay, a,, ... aa ihre obigen Proportionalen
selbst, d. h. setzen wir:

Aig Aiy ... Ain

3 ’ T a a cee @y
agi = Ao gt Adpna'o + ... + digalop=| 01 "
Au0 Qg ... Opp

fo heisst die verlangte Substitation:

| Yo= (4o O'op+ 4y @0y + .. + 4on a'0n) %,
+ (4, a'm-'- 4, (l'ol +...4 f‘ln agp) x,

+ (Ano"'oo"’ Alla,o|+ oot Ann a‘On) Tp

%) < .=(wao+Aw.rl+...+A,,oa:,,)a'oo
+ (A Xy + A4y % + ...+ Anrx0) @,
+

+(don Ty + An, 4 ... 4 Apn T4) @' on
df , dF dF
=*d_%aou+‘ld—xl-“ol+---+im-"nu
’ dF dF dF
dxydx, """ dixg .
9) _ =48y 4 ... Qn |o

\

Qo Gpy ... Gyy !
Q%
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Dasselbe Ergebniss kani
giebt partiell nach y, abgelei

dF dF
2 BooYo = dy, d.‘ro
oder wegen 6)
dF
2u Bwy _H a
(]

Aus dem oben angegebenen |
angenommen werden.
Es sind nnn aber auch «
Glieder in 7) auf eine nur -
Form zu bringen. Derjenige von y3, ist es sc

a=awa'w+a°la'u+...+"‘
(”'oo“’oo'*' Ag G+ ... + R

A A .
i (4108’00 + . u. ot+. - !!P_—_'.‘.ﬂ
+ (4l0¢u+41l¢m+ e

—-2 "MZEJ‘M“M T

identisch mit dem Coefficienten von 3. .
ren wir ein System von HilfsgrBesen s
epey, - -
Cg0 €3; ———RE—

Cn: . d

welche den n (n4-1) GlMung.

10) ero dor + ¢, ——
dadurch hervorgehen, . das:

von 1 bis n durchliuft; -
Coefficienten von 44 i
hedeutet: I

)

Infolge

Pt kbl b
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Es kénnte demnach scheinen, da auch a”y; = a®—!. ay;, also nach 1):
Ty T, ... X
o Gyg eee @
%10 %11 in =ar-ly,,
a'.o d'.| cee 0',."
dass da"—'e,; = a';; wire, es ist dies jedoch nicht der Fall. Aus 12)

aber ergiebt sich weiter:

. x . AF dF  dF
Ty &y ... ¥g dz, dw, i

13) ylo=d. |01 e Ay

Qo Gy -« Uin

CnoCut <.« Cupn | Ao duy a
n | ] oo ”n

Durch Anwendung der Multiplicationsregel auf das Product der zwei
letsten Factoren erhilt man eine Determinante mit folgenderlei Gliedern:

dF dF dF
a:o.id—%+zl.‘d—%+...+x..{a= F;

ferner:
3oar0+xla'|+ e +3uarn=’f;
ferner:

dF dF
Cro» l_‘+ r1 . ’%‘l"'---'*'eru-*&?'.

=¢r0 . (A a:o-l- Ay 2+ .. .+ Aonza)
+e,-| . (Alo -’L'o-l- Aua:1+... +A|..’L'.)
+trn. (Ano Ty + 41T+ . . .+ AunZn)
::(e,-ozl + e 4y, +...4¢€rn 4no) %,
4+ (erody + e 4, +...4 6 An1) X,
+ e e e e
+(€ro A01+ €ry Aln +..oternAun) Ta
=aro &, + a1 ¥, +. ...t auza=y,
vermge 10) und 2).
Endlich kommt mit eingefithrter Abkiirzung noch ein System vom
Gliedern:
Bys=a,0¢0+ar1 6+ ...+ arntn
oder, wegen 11):
! AByy = aro (a0 A'm + a4 A'0l'+ veot asn4d0n)
<+ a,q (a,o A’m+ [(F]] A’ll+ oot a4 Il)
+ .
1) +arn(“:044 n0+ “nAnl+ +"ll“lﬂ)

= 2 a,,z gy = AB,,.

Gleichung 13) liefert daber jetst:

-
.
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ngl Yo - Yn
- '-'/x By Big ... Bia \ \
15) "= Y By By ... Baa :A(BF_Z'%ZIB’"%)’
ly” Bg B,,z. . Bun

wo B’,, den Coefficienten von B,, in der Enthckelung der folgenden

Determinante bedeutet:

i Bay Bz ... Bua
Die Aufgabe ist nun vollsténdig aufgeldst.

Beispielshalber sei:
F=Aya + 4,2 + 4yy2%;  y,=ayxo+ 0,2, + 0,37,
Yy = Oy %o + a3, T, + a %y,

so wird
—_ %10%0 +"u“n +"u“n

a? a?
B,= 104 _ 1412 p _p
11 + + J” ’ 13 21 = 409 Au A”

1
A Ay A (A0 (811055—01305)) 7o+ 4y, ("u"ao—""lo“n) Ty + Ay (3198y,—0,,859) 7,

= (By Byy— B?3) F— By, + 2B,y,y;, — B, 4.
Tritt die erste Gleichung in der vollstindigeren Gestalt auf:
F=Aya% 424,32, 2,4 4, 2% + 2 4 xy2, + Ay 2’y + 2 4z,
so wird:

A=2Ap A, Ayt 2434504, — A "u""u"'ﬂo"‘" A%,
Au“"n""ﬁo"ot"‘" A

Atoo="uA22_" 129 ;
A'1|=A22Aoo"“"’so; A’QO=A03=A01A12_A02'AH'
A22="‘00-Au—"’oﬁ Am="w="u"m_'4m'422’

4
aga,+ A'paty
+24" a0, =P,,,

+ 24 0405+ A'“a’,l +24 a0, + Ay 0%,
424’ 01920831 = Pyge

001083+ 4’15 (2 "29"""‘12"21) + A’y 0,0, 4 A7 so (aygaq + “10“22)
+ Ayt + A%y (4,05 + a5y . “1.1) = Py,
(Ao + Ag &, + Agex5) (a;; 895 — ayga,))
+ (A% + Ay 7 + A ) (a9 — aygag,)
+ (A o+ Ay x, + A xy) (8,905, — a,,a4)
Py Py — P2g) F— Ppy?, 42 Py, y, — P o5

AB =Aya\ + 24" a0, + A'n“’u +124',
ABy=

A B,= A’

1
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dieselben Schnittpunkte liefern, wie die Fliche F= Const.; die parallel
zu jenen beiden ersteren Ebenen durch den Ursprung gelegte halbirt also
die Sehne, welche in den Schnitt der zwei anderen Ebenen f#lit und,
da die Gleichung y,=0 jener durch den Ursprung gelegten Ebene y,
und y, nicht enthilt, so halbirt sie auch alle zu jener einen Sehne oder
dem Schnitt der Ebenen y, =0 und y;=0 parallelen Sehnen. Kiirzer
gelangt man zu demselben Resultat durch Betrachtung der Gleichung 15)
oder 17) als der Gleichung der Fliche in transformirten Coordinaten
Yo» Y1y Yg- Da dieser Gegenstand jedoch ftiber die hier wesentlich ge-
machte Voraussetzung, dass eine Substitution zu den anderen gegebenen
gefunden werden soll, hinausfiilhrt und andererseits erschtpfend behan-
delt ist, so wird nicht weiter darauf eingegangen. (Schluss folgt.)

Stuttgart, December 1868.
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)

Mittelst der Gleichungen 6) geben die vorstehenden Gleichungen:
1 L y S '
7 langie =1 tang f cos (p'+ @) — ¥ tang a sin (¢'+ @),

+ [’ tang a tang B cos (@ —9),
M , ,
jang' B ==m lang 3 cos (p'+ @) — m’ tang asin (p'+ ),

+ m” tang a tang B cos (¢'— @),
N=ntang B cos (p'+ p) — n’ lang & sin (¢'+ @)
+ n” tang a tang B cos (¢'— ).
Setzt man diese Werthe von Z, M und Nin die Gleichung 12), so folgt:
tang'a {1 tang B cos(¢'+ @) — U tang asin(¢'+ @)+ 1" tang atang B cos (¢’ — )
+tang* §'}mtang B cos (¢ +9)—m'lang a sin (p'+@)+m”tang a tang B cos (¢'—) {*

= |nlang f cos(@'+@) —n’ tang a sin (p'+p)+n" tang a tang § cos (¢'—p) }
oder

‘Q'-—

1
g

14)
tang® o | (14 I" lang &) tang B — (tang @ + tang @’ I' tang «
. — (=7’ tang «) tang B lang @ tang @' {*
+ tang* B’ { (m + m” tang a) tang p — (tang @ + tang @) m’ tang «
— (m — m" tang &) tang B tang @ tang ¢’ |*
={ (n 4 n* tang o) tang B — (tang @ 4 tang ¢’) n’ tang «
— (n — n” tang «) tang B tang @ tang @' {*.
Differentiirt man diese Gleichung, so folgt:
Hog , Hogp
cos® @ * oo ® 0
Setzt man in A’ fiir tang ¢’ ihren Werth aus 14) in Function von tang ¢
und ebenso in A fir tang @ ihren Werth in Function von tang ¢’, so folgt:
dp + o9
Vi@ ~VrIe)
Mit Ricksicht auf die Gleichungen 6) findet man:
f () =tang® & | — mtang a cos 3u ++m’tang B sin 2u +m" {*
15) 3

+tang* §' } — ltang acos2u I tang Bsin2u+ '
— tang* &’ tang' B’ | — n tang a cos 2u + n" tang B sin 2u 4 n" .
Da ¢ und ¢’ gleichzeitig waohsen, so ist: .
09 _ 09"
Vi(e) Vi)
Diese Gleichung integrirt giebt:.

Viw J Vi@’

? 9’ P
du ou _ ou
J VW ) Ve )iy

oder

16)
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s _p

a1 =
gesetzt, so ergiebt sich ans B, welche Grisse offenbar ebenfalls > 1 ist,

ebenso b, nimlich:
B
b= E(B— |) '

und fiihrt man allgemein
Mm

D =mti
ein, so hat man die Gleichungen:

2) a=E(2—_A_—l); b=E(Bil); c=E(é._CTl)

Aus 1) und 2) folgt, dass die a, b, c, ... ganz bestimmte, ohne Zwei-
deutigkeit aus 4 sich ergebende ganze Zabhlen sind. S,

Nun ist zu zeigen, dass, wenn bei gegebener Zahl 4 >>1 die ganzen
Zahlen a, b, c, ... den Gleichungen 1) und 2) entsprechend bestimmt wer-

den, sowohl:
() () ()

bg aa, c__be, chc, ‘oo
Wir wollen zuniichst den letzten Punkt erledigen, weil der erste damit

als auch:

zusammenhingt.
Man hat:
B Aa
b—E(——B—l) und B—A—l’
daher:
da
b=£ <a [A—!]—l)'

Ferner

4 4
o=5(75) =15
wo « eine positive Zahlengrisse, die kleiner als 1 ist.
Man findet daraus:
_ a+4a
Tada—1
Setzt man diesen Werth in den letzten Ausdruck fiir b ein, so folgt:
b=E ¢ [——a +4] .
11—«
Hieraus sieht man unmittelbar, wegen der Bedeutung von «, dass:
: b2 aa.
Ganz ebenso wird gezeigt, dass
c2bb, d Zcec. ...
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AnAmn -

[P VN R - .

Ganz #hnlich erkennt man, dass:
=g <p—q, p—¢" S p'—q" ete.

Die nachgewiesene Grenze, bis zu welcher die Glieder der Reihe 4)
abnehmen, kann aber keine andere sein, als die Einheit; denn wire sie
grosser als 1, so hiitte wan zwei gleiche, von 1 verschiedene, benachbarte
Glieder der Reihe 4), von denen soeben gezeigt worden ist, dass sie relativ
prim zu einander sind,

Man hat also fiir ein gewisses i:

pH — g =pr+) _ gl 4=, =1,
Setzt man:
p("’:k,
80 ist ’
M =k—1
und man hat: )
S+ 2)(2) (4 D)
- a [V 1 !
wo
Mk
ST k—1}

nach unserer Quelle hat man aber:

S8
somit:

(6D D) (o)

was zu beweisen war.

Nehmen wir als Beispiel die Zahl:
1645“

T 81880

(164511) _

Man hat:

B_m.m.z=z_s._;sa7 _ ( 1),_5'
T 87880.3 43940°' -5
.5 18279
_ 54887.5 . e—E 18279 —26;
43940.6 17576 703
__18279.28 _ 677

17576 27 676
daher:

o =(1+3) (1 +3) (1 +30) 0 +3) (1+77) -

Corollar. Hat man ein Product:

“=(’ +%)('+7l,‘)'f"
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Die Tangenten der Curve liegen parallel zur Polaraxe, wenn & und r
folgende Werthe haben

mm mm my\? )
= — —2 arclan — r=aql -—_
§= 5 —2a 2’ g +(2)$'

in denen m eine ungerade Zahl bezeichnet; nimmt man dagegen fiir m
gerade Zablen, so erhilt man diejenigen Punkte, an welchen die Tangen-
ten senkrecht zur Polaraxe sind. Irgend eine durch den Punkt (r, 9)
gehende Tangente beriihrt zugleich den Kreis, welcher mit dem Radius
r — 2a um den Pol beschrieben ist. In dem speciellen Falle, wo 9 seinen
Minimalwerth 2a erreicht, wird die Tangente identisch mit dem Radius-
vector. Der Bogen s vom Pol bis zu irgend einem Punkte (r, 9) bestimmt
sich durch die Formel

b r+2al/r—a
1=— P

Die vorstehende Figur zeigt den Anfang des einen Curvenzweiges;

es ist darin '
04d=a, O0B=2a, 0C=a(l+ }n*)=3,4674.a,
0D = a sec* 66° 46’ 54" = 6,4341 . a,
OE=a (14 n*)=10,8696 . a.

Noch sei im Allgemeinen bemerkt , dass die Formel 1) tiberhanpt zur
Bestimmung derjenigen Curven dient, in welchen der Krimmungshalbmes-
ser eine gegebene Function des Radiusvector darstellen soll.

ScurLomiILCH.
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3. 11, 4, II.
| o2 | a ' .| 2 | s
1.Satz | — 0,5 | + 0,5 00| 00 1.8atz [ —05(—03]|408| 00
2. ., 00|/+03|—03[00 2 , [—o05|+05]| 00| 00
—05|+08|—03]| 00 —10[|402|+08]| 00
Haupttabelle.
1 2. 3, s |

1. . <+ 0,9 — 05 — 0,4

2. | 406 . 402 | —o8

3. 405 | —08 . +03

4, | 410 | —02 | —o08 .

Hierauf berechnen sich die Tabellen III und IV mit Weglassung der
Colonnen fiir ¢y, ¢4, ¥,, %5 zu:

1, III,
03 Py (‘N P,
1. . . .
2. . . N . 2.
3. 0,0 <+ 10 . . 3.
4. . . 0,0 +10 |2
2. 111,
0s Vs 'N v,
1. 2.
2, . . . . .
3. | —o70m | 410 . . 2.
4. . . — 0,6 <+ 0,5 3.
3. III.
o Vs " Qa vy
1. . . . 2.
2. | —o10m 0,0 . 2.
3. . . . . .
2. | +070m 0,0 —-10 00 |2
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4, III.
I 0 | Vs l € ' Yo |
1. . . . . 2.
2. . . — 05 —05 | 2
3. | 40,7011 + 10 —1,0 —1,0 |2
4, Co. . . .
1. IV.
(Y A2 'h v,
—u 0,0 + 0,3333 0,0 <+ 0,3333
—u 0.0 <+ 0,5000 . .
—u’ 0,0 <+ 0,5000 0,0 + 0,5000
2. IV.
03 vy 0 v,
—u | —0237 | 403333 | —0,1667 | 40,1667
—u . . — 0,2500 | < 0,2500
—u’| —03536 | 40,5000 | — 0,2500 | 40,2500
3. IV,
l 03 I Y3 0 \ v,
—uwund —u'| 00 | 00 | — 03333 ' 0.0
4, IV.
I 03 ‘ Vs (N l v,
—u und —u'l + 0,2357 | 4 03333 | — 0,5000 I — 0,5000
Die Normalgleichungen werden:
1. fiir gg.
0,0 +0,0 03 +00 0,0 Q4 =+0,0 v,
L Theil { — 014142410  —14142 400 +0,0
) <+ 0,777181 4-2,0 0,0 —1,4142 40,0 '
—0,56508 +1,0 41,4142 —1,4142 —1,4142 9y,

davon ab als

+0,0 (’3+ 0,0 Py 40,0 [ +00 v,
404167 — 05893 +0,2046 — 0,246
400 400 +00 400 s ,
40,3333 40,4714 —0,7071 — 0,7071

2. Theil 0.
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gemessenen Werthe gleich wird,
besserungen

Man findet leicht, dass obigen Ver-

(2.4) =¥2 {1 —0,0000017}

entspricht; um daher (2.4) genau gleich }/2 su erhalten, sind die r um
0,0000017 ihres Werthes su vergrossern,

Die ausgeglichenen Coordinaten sind nun hiernach

ry=0, ry=1040,0000017, ry=7}2—0,0000013, r,= 1,0 — 0,0000033,
Py=45" P =90"0'+0,"34 @, =135° 0’4+ 0,737,

Es findet sich weiter mit Hilfe der numerischen Werthe der ¢ und ¢

fir dio

1. Station. 2. Station. 8. Station. 4. Station.
—u =+40,237, —u =+10,527,
—'=4+0170, —»'=+40333, —u=—u'=+40,387, —u=—u'=+40,270.
- ..-=+0'3“ y —¥'=+40,790,

Ferner ergebea sich fir die Summen der Horizontalreihen der Ta-
bellen III (wit Ausschluss der letsten Verticalcolonne) nachstehende
Werthe : )

1. IIIL. 2. III. s IIL 4 IIL
1 . . .

2 . . + 0,537 + 0335

. .| 40300 | 40877 . + 0473
+ | 4030 40,505 <+ 0.503 .

Mit Hilfe der Tabellen IT gelangt man jetst su dem Beobachtungs-
fehlern (in diesem Beispiele nur auf 2 Decimalen richtig).

Station 1.

' Semama,

l 'Y | 'Y l .
I.Sats | 40163 | + Qw3 | —oxr oo
" v ! +m ! —&m ] - B os.
S . . | —ols ;. 4+ ()

Station 2.

| . ! kS Poow
LSata  —amr 4000 FAIS e
L, — A . + aws W
L S . 403 —ax A
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so liegen »
o) Die Projectionspunkte
PLP:. Pt p'pd...p*
aufeinerund derselben Curve Sder (n—2)" Ordnung,
welche anch durch die iibrigen Schunittpunkte
kiky... ko2
von K und & geht.
) Die Punktsysteme
b,b,...b,p‘pz...p'
€8 ...65 PLP? P*
beziiglich auf zwei Curven 2, und 2, der (n—1)** Ord-
nung, die auch zugleich durch die weiteren Schnitt-
punkte
kiky... ka2
von K und  gehen.
Es seien z. B. K und ® zwei Curven der vierten Ordnung und
bibyoo . byayey... .0k Ky
derert 16 Durchschnittspunkte; ferner
pP1p2p3
die Projectionspunkte von K fiir die'Punkte
‘byby ... by,

sowie
pipip
die Projectionspunkte von & fiir die Punkte
E16r... 8

als Grundpunkte; alsdann liegen
9) Die sechs Projectionspnnkte
P1PRPS p1p2y8
aufeinemKegelschnitte, deraunch durch die zwei iibri-
gen Schnittpunkte 4 nnd &, von A und ® geht.
d) Die zwei Punkteysteme
byby...b, plpp®
&8 ...8 PLP2PS
auf zwei Curven 2, und 2, der dritten Ordnung,
welche sich noch in den beiden Dunrchschnittspunk-
ten k; und & von K und & treffen.
Wiiren entsprechend A und ® zwei Curven der dritten Ordnung mit
den neun Schuittpunkten
bybabyb, & er852, K,
uand P1, p! beziiglich die zwei Projectionspunkte von A einmal fiir die
. Grundpuokte b,byb,b,, das anderemal fiir die Grundpunkte ¢, £2848,, SO
liegen .
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PP P PP ittt b v ra s B e T R T P A S

b pt p* p,
_ dargestellt werden. Diese drei besonderen Elemente
Ve, Vyy V2

des Kegelschnittbiischels (7, 7;) sind demnach die Geradenpaare

PP und Pth,,

P p o, —P”—hn

PTPY . PUh,.
welche mit Riicksicht auf die bekannte Eigenschaft —zwei Projections-
punkte liegen mit dem Basisrest des dritten auf derselben
Geraden — auch so hitten dargestellt werden kénnen:

0 || 9,° und P2 A,

0l |] 0. und P? A,

0,'11 0 und P'h,

Die zn
Vey Vo V2
entsprechenden Curven
Tey, Ty, T:
im Curvenbiischel (T, T;) sind folglich die drei Curven

(byby ... b1 [0|' u 0:']
(byby - by A [0 ]] 0:7]
(bybg...bya [Q,‘ ” Q,']

(byby .+ - b, 0, [| 07 [M)]
(biby. o by 02 [| O [4]
(b4 by« -« by 01 ]| 00') [A4]
und in dieser Form erscheingn
Tx’ Tyv T,
auch als Elemente der drei Curvenbiischel der dritten Ordnung, welche mit

den projectivischen drei Strahlenbiischeln
P, Py, P

oder auch

die Curve K erzeugen.
Die Auflssung der Aufgabe besteht daher kurz in Folgendem:
Zuerst erzeugen wir die Curve K auf die drei Arten
P'a,ay ... ag) A (byby ... b 0 ]| 05") [a,0y. .. a]
P ayay ... a] A (hyby - - b7 02 1] 05F) [‘1“3 ‘@]
P3ayay. .. a) N (byhy. 5,02 ) |9y, .. . af].
Alsdann suchen wir diejenigen drei Projectionsstrahlen in den Strah-
lenbiischeln
P, P, PS,
welche den Elementen
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o~ .

Dies giebt fitr K die Projecﬁonspunkte
pip?,  p*
und die zugehdrigen Basisreste

Qll 0,1 cee OIH “ 0‘»—2- . -glq—l
0205 ... 0 s 0r2... 0Py
0 04 - Pns || Oz Oucss
ebenso fiir & die Projectionspunkte ' ' S e
$l$'-..$c oo to e e

DID’--.DuqﬂllQ.;_zL..D._l ‘ R
0,0; - Ons[| Duzevs Dot L

und die Basisreste

DIDg--'Qﬂ—SHQI—Q'--QO—I-. ) K
Die Durchschnittspunkte .
0. ..l 3 E ... Tl
der beiden gegebenen Curven K und & der n'*® Ordoung bestimmen nun
eine Curve =, der (n — 1)'" Ordnung (§ 4), welche auch durch die simmt-
lichen Projectionspunkte der beiden Curven K und R in Bezug auf lhre

gemeinschaftlichen Grundpunkte

byby .. . by

gebt (§ 6). Die Curve X, ist daher durch folgende Punkte
Pl p2, Pl%l%’ %lal“’ .. Ogoa
im Allgemeinen vollkommen bestimmt, und kann nach § 8 durch ein Strah-

lenbiischel und projectivisches Curvenbuschel der (n—2)%® Ordnung er-
zeugt werden.

II. Andererseits nehmen wir jetzt die Punkte .
(I RN Sy ceeby - ,
als die gemeinschaftlichen Grandpunkte der beiden Cnrven X und & an
nnd suchen wieder die zugehirigen Projectionspunkte und Basisreste. Dne
Projectionspunkte fiir K seien
})l P’ o pb

und die zugehdrigen Basisreste

q,‘q,‘ coo@lns |l gln-2. . 9t

795" - - Q’H | ¢%n-2-..0%

9,°95" . - - 9"n=3 " =20 ..9%—1;
ebenso seien
pl p! v pl ’
die Projectionspunkte und
ZeltschriN I. Mathematik u. Physik X1V, 8. A\ N
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D e e N s

Die beiden Punkte g, und g, liegen auf eingr Gesaden y; ferner be-
stimmen die beiden Curven 2, und Z; ein Curvenbiischiel der dritten Ord-
nung, dessen sieben Basispunkte (Grundpunkte)

E85... 8

auf die Curven X und § fallen, weshalb die in § 6 Seite 225 gefundenen
Eigenschaften hier zu beachten sind. Nach diesen schneidet der Kegel
schnitt, der durch die fiinf Punkte

P! p2 pd g q
bestimmt wird, die Curve 2 noch in einem sechsten Punkte u, , der auf die
Gerade g fullt und mittelst dés Lineals allein construirt werden kann. Aus
demselben Grunde schneidet der Kegelschnitt

P PP Pt by
die Curve Z; in noch einem sechsten Punkte »,, der ebenfalls auf die Ge-
rade z fillt und mittelst des Lineals allein construirt werden kann. = Sind
die Punkte u, und v, gefunden, so ist die Gerade y bestimmt, und ihre zwei
weiteren Schnittpunkte mit Z, oder Z, geben alsdaun die gesnchten Punkte
¢, und g,. Die Aufgabe ist somit gelsst.
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e o~ rrrre e

r=c+mtinat S TY
'«T-:-_x_«%c """" a+2lq—l
+'a+12p+a+21p+2+ "+«+41_T—2
_a+2lq+*l—a+2lq+8—'"—a+4—lq—”l
+a-|f4p+a+41p+2+ +¢++p—2
1 1 1

Tada9+1 atag+3 T Tafeg—1
Mit Hilfe der Formel

1
1) %="/x“"dx, k>0

findet man zunichst, wie lingst bekannt ist,
1

a1
2) S= J*-:‘_—x dx.

Bezeichnet T, die Summe von np positiven und ng negativen Gliedern
der zweiten Reihe, also die Summe der endlichen Reihe, welche mit folgen-
den zwei Gruppen aunfhort

1 1 1
+a+(2"—2)p+ +

a+(2n—2)p+2 '”+a+2np—z
1 1 _ 1

Ta+ @n—2)g+1 at(@En—9)g+8 at2ng—1'
so erhiilt man gleichfalls nach No. 1)

T.=f% 1—x2%p z(l—x’*c)s zot diz

1—a? T—ab

xa—l leg+l_x2pp
- 1
¥z dx-l-j e aldx

oder wenn im zweiten Integrale x?® =y gesetst wird,

T."/“‘" dz+i/ *oiyr yin~"dy.
n(l—y-

Durch Uebergang zur Grenze ftir unendlich wachsende n folgt
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o o P P P P P i o i e P et b o bt ST Il

!-—'d
T= Jﬁ+ “+t/w L

das zweite Integral geht fiir y =e—* uber in

f&£;£f¢=%ﬁ'

1
-1
3) Te —“-'—dz-{.;l(ﬁ .
0 z q

mithin ist

© Um das Resultat etwas bequemer su formuliren, lassen wir % an die

8telle von a, sowie 2* an die Stelle von b treten; es ergiebt sich dann fol-
gender Satz: A
Wenn man in der Reihe
1 1 1 1
@ " atotatz ata

deren Summe durch das bestimmte Integral

1
xo—1
J T+ x,da:
ausgedriickt wird, die Terme so ordnet, dass immer p positive

und ¢ negative Glieder aufeinander folgen, so ist die Summe der
neuen Reihe:

+.ony

1

j la-ci‘-—l‘ ( )

Nur im Falle p=¢ verschwindet die Differenz beider Sum-
:men; ausserdem ist sie zwar von b, nicht aber von a abhiingig.
Hiernach findet man z. B. fiir
a=1, b=1, p=2, ¢g=1
1 1 1 1 1 1 3
Tty etsta—gt=3h
fir p =3, q =1,
1 1
e T T S ]

fir p=3, q=2,
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und die Gleichung 8) giebt:
7) (@, +a,—b)e=1.
Wir haben hier zar Bestimmung der 6 Coefficiénten
@y Gy, Gy, by, by, by

Gleichungen. Diese werden uns also nicht blos die Werthe der 6 Coeffi-
ienten

a,, ay, a, b, by, b,,
ondern ausserdem eine bemerkenswerthe Relation zwischen
hn hn hn h() elv €y, el

fergeben,
¥ Aus I') erbalten wir:
S 1 .
e YR
“aus 5) 1
“w=_,
1
aus 4) 1
ag = h—‘g H
aus 3') )
=ty L1,
YTt T R Rt
aus 7’) : 1 1 1
2 ,:. + h_‘, et )
aus 2) 1,1 1
b=+
ht* et hy

Setzen wir diese Werthe in 6") ein, so erhalten wir die bemerkens-
werthe Relation:
1 1 I 1 1 1 1
D wtptate=atate
. h.
yDie S8umme der Quadrate der reciproken Hohen eines
Tetraeders ist gleich der Summe der Quadrate der reciproken
kiirzesten Entfernungen der gegeniiberliegenden Kanten,*
Die Gleichung 8) entwickeln wir nach Pyq, TS, und wir erbalten:
a,p*+(a,+ay—b,) ¢*+ (0, +a,— b)) r* a0, s'+ (b, —24a,) pg
F(by—by) pr—>byps+(by—by+by—2ay) gr+ (bs—b,) ¢
+(by—2a,) rs=1;
oder mit Hilfe der Gleichungen 1) bis 7'):

LN RPN R 1,(1 1 1
h,"""/..'q +,7r+h—‘.s+ o )P4

Rt by
1 1 1 1 1 1. 1 ‘
+ (Gt e+ (= may) P
o1 1,1 1 1
+(a—aaag) o+ (ot o) o
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rorrnrs B e e T e e e e

Bedenken wir noch,idass nach 9):
1.1 i 1 ! 1 1

und

—— —— — —— S e —— ——

et s (b
) +(¢:':_’_I%_hi.')” + ;_:—,,l.—;:—,)ps

1 1 1
+(r—mm g =



















266 Zur Geschichte d. M. Laurin’schen Satzes etc. Von Dr.F.GruBE.

~

Fir das Rotationsellipsoid hat Legendre suerst a. a. O. die allge-
meine Giltigkeit des Mac Laurin’schen Satzes nachgewiesen, wo er auch
schon die Vermuthung ausepricht, dass derselbe auch fiir das ungleichaxige
Ellipsoid fiir jede Lage des angezogenen Punktes giltig sei. Fir letsteres
hat Laplace den ersten Beweis der allgemeinen Giltigkeit des Ma¢ Laau-
rin’schen Satzes geliefert (siehe Histoire de I' Académie des sciences de
Paris , 1782; Théorie du mouvement et de la figure elliptique des planetes; Mecs-

ique céleste T. I1.)
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D e e e e O T et S T a e

_(W—ay b c
P i S
¢ nennt, als untere Grenze nur fiir s> ¢  die Grésse A"— a zu nehmen;
fir s < ¢ wird sie + /S, je nachdem »'— a positiv oder negativ ist.
Wenn also h”“— a positiv, und h'— a positiv ist, so ist
fiir die Werthe von s zwischen die obere Grenze die untere Grenze

[ 4

¢ und.’ - Vs Vs
¢ e 3 K—a
¢ » ® h'—a A — a.

Ist aber 2"— a positiv, A'— a negativ, so ist
von ¢ bis ¢ die obere Grenze J’S, die untere Grenze — /'S

” 9, ”» 9" ”» ’/s » K—a
”» 9" » @ ”» K—a ” K—a.
Im ersten Fall wird fiir die Werthe von s, die zwischen ¢ und ¢’ liegen,
T=0, T'= 0,

im zweiten Fall
T=0, T'=mn.

In beiden Fillen wird fiir die Werthe von s, die zwischen ¢ und ¢’
liegen, ° :

=S —(F—a) . _ S h—a
T=yS—(k-a), 5 — arcsin s ;
und fiir die Werthe von s, die zwischen ¢” und 20 liegen,

T=y§—(W=a)y —V/s—(i"—a

a)-’ )
— —a

Demnach wird immer VS
_ Vs = (W= ds S —ay ds
X=—2a oty —— o« — V3
’ 9/ /G D M NTCEDICED

bingegen wird, wenn A’— a, A'— a beide positiv sind,

24

’ . -
T’ = arc sin —— — arc sin

ds
I AT CE TR
arc s —;
VS
20 b —— e T ——————— ds
i ﬂ@ﬁ«'+s);/(a'+:)(ﬁ'+s)

N "

. J arc sin VA_ST ..
2P e E) P EY

¢
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SNAL A A PPN A it

mogen resp. mit der X-, P-, Z. Axe susammenfallen. Dann ist

«* ’
k=l‘—'“_g') p=#1 p="v

_' olghch das Potentml der Elementarscheibe

. bs ets
¥4 L—‘—- —(x—a)—g——
Vllzﬁydz/’/ “') . Pts 7+ ds

VE+)0'+s) o

e Sotzt man der Kiirze wegen:
a's bs cts

S= = TRt e
h aax

== Yt s ——o

g=—Va+s s

—_ 8 ’

7=

so werden die Componenten der Attraction einer endlichen ellipsoidischen
Scheibe, die zwischen der ¥Z-Ebene und einer damit in der Entfernung A
(A positiv) parallel gelegten Ebene enthalten ist,

0

""""’fs( +s);/(‘ﬁ"+s)(r'+s) =

208 f ds dx
re @+ I G+, V5= =3

g
de

T Erave FET 9 V5=

oder, wenn man

= 24y
O e e
F(s)=— _2efy  k=dfwX,
(k+ )V (' +5) (B +3) (' +5) k=B . T
ferner _
xdx , dx
o VS s T gs=
und Yo

P= | f()ds. T, Q0= [ F(s)ds.T’
.f J"

setst,



’
276 Ueberdie Anziehung der von einer Fliche sweiten Grades snd ven
3) X=P+a0, F=>H0.
Die untere Grenze ¢ der Integrale I’ und Q ist gleich 0 oder gleich der |
positiven Wurzel der Gleichung

a* » ¢
A= — . — [E— —_—
o+ +ﬁ' +s + Y +s
zu setzen, je nachdem der angezogene Punkt mneﬂnlb oder ausserhalb
des vollstindigen Ellipsoides liégt.

Um T und T, d. b. die reellen Theile der Integrale

g g
xdx dx
9 Vvica' Jys==
9o g
zu erhalten, unterscheide man die drei Fille:

1) a negativ,

2) a positiv, & > a,

8) a positiv, 2 < a.

Erster Fall: a negativ.

In diesem Fall sind g und g, fir jedes s positiv, und swar ist ¢ > ¢,

So lange S < g,! wird J/S — 2* stets rein imaginiir, also T=T"=0. Es
ist aber S < g,' fiir alle Werthe von s, welche kleiner sind als g,, wenn ¢,
die positive Wurzel der Gleichung

at b o
A= _' —
o TFratrra
bedeutet. Es ist also, von s =g bis s=¢,
T=T'=0.

Damit fiir die tibrigen Werthe von s, die also zwischen @ und oo lie-
gen, alle Elemente der Integrale 4) reell werden, darf man nur dann fir
die obere Grenze derselben den Werth g nehmen, wenn s > ¢, wo ¢ die
positive Wurzel der Gleichung

(h—a) bt ¢
=X = e
ot e Ft+e 7+e .

bedeutet. Ist s < ¢, 80 hat man als obere Grenze ;/S zu nehmen.

Also von s=yg, bis s= 9 ist

T—/V:f; —Vs—go'
Vs

T= l—arcsin-—g—o:;
frs—x- : Vs

hingegen von s=¢ bis s._co ist
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PP P P O PP L P Pttt 4P re 0 G F Pt Dt e 2% v i bt it Pt P DB G G PG P P FE PP PPN F P s +

xdzx
T= V—Q:Vs—go’—l/s—g'
fo

g
d
T= [ 25 _ — arcsin —L — arc sin 2.
S—a*
[/

4 Vs Vs

0
Demnach wird

P= [dsf(s) VS—gf— Jdsf(s)VS—¢

() Q
(4
k14 /Y g
. =- fdsF(s)— [ dsF(s)arcsin ==+ | ds F(s) arc sin ——.
P/ ()f © st (@ aresn 2
Q@ @ . @ ’

Zweiter Fall: a positiv, 2 > a.

Jetzt ist g positiv, g, negativ fiir jedes s. Demnach hat man fir die
obere Grenze der Integrale 4) zu nehmen

’ /5!

und fiir die untere Grenze

je nachdem {s Z e

_i}g je nachdem ; 8 Z Cor
P bleibt wie vorhin; zu dem vorigen Ausdruck fir Q tritt aber noch
das Glied
Qo
T / dsF(s)
p .
binzu.
Dritter Fall: a positiv, a > A.
Jetzt ist g, negativ fiir jedes s; g ist negativ von s=0 bis
- o' (a—h)
—
st also
> o’ (ah— k) ’
so bleiben die Formeln fiir P und Q dieselben wie im zweiten Fall; ist aber
o< o’ (ah h) '
80 ist g zuerst negativ, und zwar von s =¢ bis
s o' (a—h)
—
So lange also g* >> S, d. h. 8o lange s < ¢, ist die obere Grenze — V§
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik X1V, 4, A0)
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oo i i e

Man siebt leicht ein, dass ¢ <C g,; denn so lange g* > §, ist ge
go: > S, da der absolute Werth von g, grésser ist als der absolute W
von g.

Demnach ist von S=¢6 bis s = ¢ sowohl die obere als untere Gre
gleich —)/S zu nehmen; mithin ist von s=o¢ bis s= ¢

T=o0, T'=0.
Ferner ist
von s= g bis s= 00 die obere Grenze g
» §=@ , S=¢g, , untere , —}8
n §=Qy $S=W® , p» n  Go

P bleibt wieder wie vorhin, und zu dem Ausdruck fir O im erstaaFi

tritt noch das Glied
0
n f ds F(s)

]
hinzv.

Fassen wir die drei Fiille zusammen, so ist immer

P= [asf(s)VS—g'— [dsf(s) YS—g"
@ [4
Ferner ist, wenn a negativ, ’

@ o0 .
== - ' in J0_ dsF in_d .
0 i./:i.sF'(s) ofdsi’(s)arcsm;/g_ f: (:)arcm'/g,

ist @ positiv, so tritt zu diesem Ausdruck fiir 0 noch das Glied

. nfch(s)

s
hinzu, worin
o (a—h).
—

Um nun P und 0 fiir eine zwischen zwei beliebigen senkrecht !
X-Axe gelegten Ebenen enthaltene Scheibe zu erhalten, deren Abstis
vom Mittelpunkte des Ellipsoides " und 4" sein mégen (A" >>#'), mt
scheide man wieder drei Fiille:

1) 2" positiv, " positiv, a negativ.

2) A" positiv, k' positiv, a positiv.

3) 1" positiv, ¥ negativ, a positiv,

“_-—_: ;je nachdem 252

Setzt man
aa

" h', .
9=— * —_———
Vo' +s Jee
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i P o P,

A AAAS AR o PN 1 PP P

APt o o o P P 5 P o s e

ax

’ h' .
g=Ve+s Ve ts

1nd bezeichnet man durch ¢” und ¢’ die positiven Wurzeln der Gleichungen

Il' ( hn_ a)' b’ c’
T < TE¥eT r+e
K (K —a) b &

= ¢ tFretrre
o ergiebt sich leicht mit Benutzung der vorhergehenden Resultate :
Immer wird

P ®
P=./dsf(s) I/S—g"—. dsf(s)yS—g"™;
¢ e

aingegen wird
im ersten Fall (A" positiv, A" positiv, a negativ)

Efdsi'(s)-l-/

im zwelten Fall (A" positiv, &’ posmv, a positiv)

'I

0= g/.dsl?(s)+ /ﬁ:F(x)arcsin%—/‘:sF(s)arcsin;:?

ds F(s) arc sin —— 9_

;/S

lI

0 o ¢
&
+ / ds F(s),
w
wo .

'y .

p= :,,; je nachdem {6>M
o (a—

p'-—- s je nachdem §u> —("TL),

and im dritten Fnll " posmv, K negatlv a positiv)

o__/dsF(s)+---/dsF(5)+f

a0

—.-/ds F(s)arcsmyrg—.'i'”/d"F(s)'
B

e
Der fiir P gefundene Ausdruck enthilt nur elliptische Integrale; 0 hin-

gegen ldsst sich, wie es scheint, nicht auf elliptische Integrale zuriick-

fabren, da der vor dem arcus sinus stehende Factor ds F(s) sich nicht al-

gebraisch integriren l&sst. Aehnliche Ausdriicke lassen sich aufatellen tax

die Componenten der Anziehung der hyperboloidischen Scheiben. N
1

5)
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P s ~ -~

., K aa
=—VYa'4s— )
g=_Ve+ Vot
und bezeichnet man durch ¢” und ¢’ die positiven Wurzeln der Gleichungen
R ) et
—ET e YRRt EEd
Kt (K—a) B &

—FT ¢ tRretrye
so ergiebt sich leicht mit Benutzung der vorhergehenden Resultate:
Immer wird

o ®
p= [asr@Y5=7~ [asrGW5=™
Q 'y

hingegen wird
im ersten Fall (A” positiv, A" positiv, a negativ)
" a0 a0
bd 9
0=- ds F (s) 4 [ ds F(s)arcsin—=— ds F(s) arc sin ——
 fure wesin g [ as 7y arcain S
(4 (4

im zweiten Fall (A” positiv, & posltlv, a positiv)

vy

9 ”
0= g/1dsF(s)+o/::F(s)arccian—§-—'f;cF(s)arc:in%

(4

’

¢
+n/ds F(s),

“

@ —.9,,$ je nacbdem ‘ ﬂa—';_—h—)

= > "_("_""_).
uw ¢ $ Jje nachdem ; °Z ¥ 3
und im dritten Fnll (4" positiv, &’ negntiv, a positiv)

o——/dsF(s)+ jdsr(s)+f

0

.—éfdsF(:)arc.‘sm;/—g_-‘l":‘/d‘F(’)

Der fiir P gefundene Ausdruck enthilt nur elliptische Integrale ; 0 hin-
gegen lisst sich, wie es scheint, nicht auf elliptische Integrale zurtick-
fabren, da der vor dem arcus sinus stehende Factor ds F(s) sich nicht al-
gebraisch integriren l%sst. Aehnliche Ausdriicke lassen sich aufstellen fiir
die Componenten der Anziehung der hyperboloidischen Rchetben. N

A\ g

wo

5)
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Dieser Ausdruck lisst sich rein algebraisch ihtegriren. Mithin werden
sich alle drei Componenten der Ansiehung einer Kugelscheibe auf ellip-
tische Integrale suriickfihren lassen, Diese Zuriickfuhrung soll den Ge-
genstand dieses Artikels bilden.

Fir die Kugelscheibe kann man der Allgemeinheit unbeschadet die
Coordinate ¢ des angezogenen Punktes gleich 0 setsen, Thut man dies,
so wird die Componente Z gleich Null. Es werden ferner ¢” und ¢’ die
positiven Wurzeln der quadratischen Gleichungen

Il' (h’, a). b'
1= s +¢'+:
L Gl PR

Die negativen Wurzeln dieser beiden Gleichungen sollen dureh ¢,
und g,” bezeichnet werden,

Ich setze ferner der Kiirze wegen

./:isf(s) yS—g'="TU.
e

Man erhiilt leicht
U= f as
V*’ B.) Y(s—e)(s—e) (s+e"
¢’+a’—2ah a?b? (h—a)?
z d+s @+ s %'
kl
6) P= ' v

Man erhilt ferner fiir Q durch theilweise Integration, da
j:l: F)=4 (491,

folgende Formeln:
Erster Fall (A" positiv, # positiv, a negativ)

0=4% :'ﬁ:'+s)—id(arcm;/g—s_),

’ e
oder, wenn man der Kﬂrze wegen

4ot (a’+s) (arcsinl/‘q—g)=l’

e
setzt,

7 Q=’;‘;V

Zweiter Fall (h” positi'v, & negativ, a positiv).
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In diesem Fall tritt zu dem vorigen Ausdruck fiir Q0 noch das Glied
—fnd® (a*+0)—
u’(a’;h ) and a‘(al;’-lc)
Dritter Fall (5" positiv, %’ negativ, a positiv).
In diesem Fall tritt zu dem "Ausdruck fir 0 im ersten Fall noch
das Glied

hinzu, aber nur dann, wenn ¢ zwischen liegt.

—§na® (a4 o)~
hinzu, aber nur dann, wenn
> “’(“T_,"'),
Fiihrt man die angedeutete Differentiation nach s aus, so wird, nach
gehoriger Reduction,

ds
3V¢’—h’ V=) G—e) GFa)
( aa® ad® .
3 2h—a—22 D3
+ a4 +s+a’—

wo a4 b2 =13 gesetzt worden ist,

Um die in U und ¥ enthaltenen ellifhischen Integrale auf die Normal-
form zu bringen, wende man auf sie die Transformation zweiten Grades
e—e sin'g

1—sindop
an. Dadurch geht bekanntlich das Integral

ds
>at
"/i:/(s—e)(s—(’.)('-P-ar")(e>o1 )

iiber in das vollstindige Integral erster Gattung
) =

2
2 do

Vet Zrr—rl
Der Modul ¥ bestimmt sich aus der Gleichung
ot
el

oder durch die urspriinglich gegebenen_ Grossen ausgedriickt
3 (@) B+ (1= ) — Y 3 (@ — ) (h—a) H b}t ¥ @— )]

(h—a )+ 8+ (A= 1) + V2 (@—F) (h— ) +[(h—a) + P ()]

Ich bezeichne im Folgenden die vollstiindigen elliptischen Iuntegrale
erster, zweiter, dritter Gattung nach Legendre

=
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3
Vl—k’m’qp f;/l_k’m’wd‘p’ ﬂl—nm )Y 1—isinly’

wie ﬂbheh, durch X, E, I, ().
Die beiden Integnle

f f (o= Y i—FiTiog)s

auf welche man bel der Reduetlon unserer Integrale in die Normalform ge-
fahrt wird, lassen sich durch & und E ausdriicken. Es ist niimlich, wean

1—B=k?
gesetst wird ,
z
2
do E
yT-iats
0
x
Z 2(1+4%)
2014 1
f T VO
0

Das erste Resultat findet man mit Hilfe der identischen Gleichungen
o __dg K sm’¢ de
de = cos® pdy 493
2
d(lywdq»)=‘:;,d:—k’";: de,
und das zweite," wenn man von der Gleichung
lgo _ do 3ksindp do
4¢® costp 4¢° + .
ausgeht und das erste Resultat benutat.

Die in U und 7 enthaltenen Integrale driicken sich folgendermassen
durch die drei ganzen elliptischen Integrale aus:

ds 2
K—
./:r’+s) V=0 G- GFo) (et /et a W=

o ds
O/ @+ V(=) =) )
2 ro2 2 (oF— %) ol — B
_;/mi[(:i(q,-}-a’)’-'_ P )("'_E)" S K]
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A i o e -

i ds _ 2 1 a—e o
fs;/(s—e)(s—e,)(s+¢f) Vo+a’[ozK+ Pry H’(e)]
0 N .

i ds
of(‘+«’—-r’) ViE—e) —e) s+ P
=2 1 0—e e tal—r\7
Vet [01+“’—"’K+(e+¢’—r’) e;+a’—r’)H‘ o+a’—rf)]'

Das vollstindige Integral II, dritter Gattung lisst sich bekanntlich
durch ein unvollstindiges Integral erster und zweiter Gattung ausdrticken.
Man beachte, dass die Parameter der beiden hier vorkommenden Integrale
dritter Gattung, némlich

e o+ oo —r
e’ e+at—r’
stets negativ sind. Ist aber der Parameter n negativ, so wird, wenn man
e M. e s _KB@O—n)
sin® o gt co:’a_k,_", da-——k,_”

und

«
4 do
a=am (A k oder 4= | ———
£ ofVl_’———lr’:m’qa

setzt, nach den von Jacobi in den Fundamenten eingefiihrten Bezeich-
nuangen )

sin a cos a .nA'
I (m =" [274-1((4« cota+ Z[4, k'])]
_sinacosa [ﬂ L) (sinam[4, %] 6 [4, k'])]
da 2K'+ dAd
_sinacosa[nd dlog H (A,k')]
T da [2‘?"' K d4 )
Wenn
A _ K , _=X
A’=;‘7n g=e 'rl g=e ’F)

so wird
H(A,k')=2l‘/g7(:inA’—q":insd'-l-q":in.'m'—q'“sin 144..)),
und daher
Kdlog H(4,K) 1" Kcos £—3¢%cos 34+ 5¢g8cosbA—...
dd T T 2K sin A— g7 sin 34+ ¢® sinbAd—...’

folglich

1m0 =) @ @ +D.

Hiernach wird, wenn man
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in o= 0(0"‘")’
fVl—k’sm’ e —:’(Q—p,)

) _nK cos A—3q¢%cos34L+...
172K sin 4— ¢7 sin3A4+...

setzt,

m (e‘) a’(a (l-l-‘:).

) 6=+ 1, je nachdem ¢<h,
und, wenn man

(e, + o' — r')(o+¢')
‘KfVl— gt ME= I/l—r’(o —e)

n K cosB’—sq cosaﬂ-i-
2K sin B— gt sin3B+.. -

ly=

setzt, .
@—e _ otel—
Cte et VeFa e+¢’
_ Vo — 12
T Lfae?
(% —»)
Nihert sich die Kugelscheibe an einer Seite der Vollkugel (A= + a),
oder, n¥hert sich der angezogene Punkt der Axe (b =0), wodurch sich k

der Null, also &’ der Einheit nibert, so miissen diese Formeln, wie folgt,
transformirt werden, .

Es ist

(B+1), e=+1, je nachdem —r,—<b.

- xd
H(A,k’)=l/§—" ’Te’ri?'.H(A.',k),

und daher
A4l =A4 ‘%ﬁ‘_") =1,
wenn man
rallt
und
b T A e —3q (M e4) g% (34 et

2 oA —e— AU — gt (SA—¢34") g8 (P4 —e B )— .,
1 d

setzt. An die Stelle von 4’4/, und B’+ i, treten also in den genannten
Fillen 4, und 4,.
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’
Die Infegrale U und ¥ lassen sich jetzt folgendermassen aunsdrticken:

408 [(3(.;34-(,*—2“1.)_ 20852
3V (e — %) (o +a’) 0 'l"’“2 (or+o*)?
— h® -—
__(_"_)(1( E)+(" A 3("0 “))K]+4a(h—a)cl+1,),

1

ao® A
_ 408 [(a—h+ - )K
T3 (@ =M (ete) N @ ota—r
ao®

2h—a
P w—p | FEEHD+1(F) @+,

Hieraus erhiilt man schliesslich, mit Beriicksichtigung von 6), 7), 3) fol-
gende Ausdriicke fiir die Componenten der Anziehung einer Kugelscheibe:

2ot
(3a’+2a S —dah oo

o
= * K [;/(«'—h*) (o+e?) e+t ~lut+ey
2(u’—h’)) (("N’“2 h) (8h—2a) (a—h) a’—h’)
——a JEBr et t = /X
+38(3h—2a) (4+1) + ea (_r) (B’+I,)]—§n;’aa’(¢’+a)_l,
© add
o 2h—a— )

=4, [rers) e @0

—h r? a8
+< T = L +aa+i)+e (%) E+4)]

—3nebad (¥4 o)~ L.
In den vorstehenden Formeln ist 6=0, wenn der angezogene Punkt
innerhalb der vollstindigen Kugel, hingegen 6=r*—o?, wenn er ausser-
halb derselben liegt. '

Ferner ist .
6=+ 1, je nachdem a>h

e=+1 » (—) Zh,
¢=0, wenn A" und X’ positiv, a negativ,
€ —‘0 N N 9w » a positiv,
je nachdem ¢ innerhalb oder ausserhalb des Intervalles
oa?(a—HK") . o (a—Ah)
' bis T

liegt;
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A AT P

= } o» Wenn A” positiv, A negativ, a positiv,

¢2‘ﬂf§—'ﬂ.

Die Componenten der Anziehung, die eine Kugelcalotte auf eises
Punkt ihres Randes austibt, lassen sich mit Hilfe einer cyklometrischen
Function ausdriicken. In diesem Fall ist n¥mlich

»”

W'=a, N=a, a®4d=0da'
Die urspriinglichen Formeln ftir 2 und @ (Art. 4) sind jotst

ds zdz
Pﬂh‘ (a,_'_’),/;/ — .

=a(a—a)+: as S= s

,/a’——‘_'_’ ’ 90=¢ /—“’+" ¢’+"

woraus man leicht

je nachdem

P=3b, p=—§arccos%

erhilt. Folglich sind die Componenten der Anziehung, die eine Kugel-
calotte auf einen Punkt ihres Randes ausiibt,

X=§b—’-aarccos-§ )
Y= —¢§barccos 2.
o«

Setzt man in diesen Formeln a =0, b =, so erhiilt man die Compo-
nenten der Anziehung, die eine Halbkugel auf einen Punkt ihres Randes
ausiibt, némlich )

X=$a,
Y=—3}na

Die X-Componente ist also auf dem Rande einer Halb-

kugel rational ausdriickbar.

Fiir die Componenten der Anziehung, die ein unendlich hoher Cylin-
der mit dem Radius ¢ auf einen Punkt seines Randes austibt, sind die
Formeln

X=4a, V=—=ma.

(Vergl. diese Zeitschrift 8. Jahrgang, 8. 354.)
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Esist also die senkrecht zur Basis gerichtete Componente
der Anziehung, die eine Halbkugel auf einen Punkt ihres
Randes austibt, gleich dem dritten Theile der gleichgerich-
teten Componente der Anziehung, die ein unendlich hoher
Cylinder von demselben Radius auf einen Punkt seines
Randes austibt; und die Componente in der Richtung der
Basis ist auf dem Kugelrande gleich § vonder Componente
in der Richtung der Basis auf dem Cylinderrande,

Schleswig, im December 1868.




.
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PLANNANAPPG - e,
o rrrrrren

: 1 1 1
(! =— I B 1
m clg (px) P+2“[-“"l'+ﬁ'—2’+m+“']-
so erkennt man, dass statt des Factors B) einfach geschrieben werde
C) % clg ([L x),
Fibren wir ferner in dem Ausdrucke A statt ¢ die Variable b

so verwandelt sich derselbe in: b

+n
h ‘sh h
D 2 Py (_z )[ . ) ’ .
) . ru‘// = ¢)|Ftor—etyy x+b,_l‘:o):+"]
-7
Es ergiebt nun weiter die Entwickelung von fH (ﬁz (’) in eige’
rier’sche Reihe die Entwickelungen: *

<+ ®
h npi
b ()=
+x
| h —
ais [ 1(E)ae
-%

setzat man in diesen beiden Gleichungen statt n die complexe Varisl
und stellt die gefundenen Ausdriicke zusammen, wie verlangt wird, d
die Function ¢, ¥, hervorgehe, so erscheint: '

o W, =2p 3 a melg (n =)
P

+x

i f 7 a2 e (et ]

Die Bedingung 8 § 9 verlangt nun das Bestehen der Relation

b e S

bphy /3"‘"‘ [-r + b — gf'o +y y'] [(I+"p - b;’o .+!']—!de‘r'=“

Diese Gleichung 1% gilt nun nach ibrer bisherigen Herleitung mitr
Redingungen, dass

1. die fur die Integration nach u giltige Integrationseurve die
Axe io der Art umschliesst. dass sie allenthalben in endlicher
vou ibr bleibe:

s : L , .
s, die Functionen «  innerkalb der Integrationscurve allestbslhes
s

nectisch bleiten, wnd
[4 . . o
3 die Integraticnseurve beliehig veiengen werden kanp, vem &
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Aus dem Systeme F) sieht man nun so viele Systeme von jo g Gleick-
ungen zur Bestimmung der &8, als die Anzahl der mbglichert Entwickelunge
E) iiberhaupt betriigt, und es giebt auch ebenso viele Systeme F') selbst.

Es mdge eines dieser méglichen Systeme dargestellt werden durch )
- selbst, so erhilt man aus F)

1'n

@) =1

b =1.
en
Wir bestimmen aus dem Gleichungensysteme G) von ¢ Gleichungm
die ¢-Werthe 6:, 6:, 6: ces 6: und es mige entstehen

1 1
o, =¢,
2 ]
4 l= L ]
3 3
H) I= L ]
6'=¢:.

Vermittelst des Gleichungensystems H) erlangt man nun, wenn mm
zugleich die Gleichung 4) berﬁckslclmgt nachdem dort die Integratio
nach p ausgefiihrt ist:

J 2—1-:‘/W.d.»=2i2r"p2'“p4'—22 n 4n:

Eine Auflosung dieser identischen Gleichung ist jedenfalls

5 2 S by LL=S L,

Oder es ist, wenn wir statt n wieder die complexe Variable g schreiben uad
die Gleichung 3) § 10 beriicksichtigen,

P 2
6) cW,= 21:2; hyp a; A, clg(pm)= 2—:‘2; e; A: clg (px).

Setzt man den so gefundenen Werth von ¢, W, in das System linearer

Gleichungen der X; X, des § 6 der frilheren Abhandlung ein, so folgt, wie
leicht ersichtlich

] 1 »
7) hy a,‘ = Y L)
also auch
1
8) ap = — !p
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wenn man darin einmal k=k,, dann k=k, setzt, wo &, und k, zwei be-
stimmte Werthe sind, von einander abzieht. Oder wenn
16) & (2, 9,0, a, a5.. )=, [, y, ¥ (ks), ¥2 (ka), ¥ (k) - . .]
— @, [z, 9, P (ky), Yo (Ke)y W5 (Ky) ... ]="b,
wo ,b nun ein constanter Werth ist
17) (2, 9,9, 0, 8,08..)= (D'.[x,y,y’, AR AR AARS
- QI.[-’”» Y» .'I,; Py ("l)- VACHR A ] =0.
Die Gleichungen 16) und 17) kénnen nun leicht auf die Form gebracht
werden:

0P, 0 ®,0
18) (D,(-’t, Yy . Oy, Gy . ) / aa.a;'+ aa' 5%‘+"')dk=lb)

o, 9 0d,0a.
19) @& (a,y,y,a,,a,,a, J= f 3a, a‘::'i' Ty ak‘+ )dk=0.

Wir substituiren nun auf der rechten Seite dieser Gleichungen 18) und
19) fiir k eine neue Variable ¢ nach dem Zusammenhange
k=g.(0),
wo die Function g, (¢) vor der Hand allein den Bedingungen unterworfen
sein moge

ky = g4(m) o
ky = gq (—m).
]
95?) =g (o)
endlich und stetig fiir
—al o< +n
Ist dann weiter zur Abkiirzung
da, oy, (k O0ay, 0y, (k
=20y Te="00 ),

3a,=a1p, (i)

ok ak =’a'l‘(9)i"'
de

—-—de=¢g '(Q) do,

so wird aus den Gleichungen 18) und 19):
O, (x,y, ay,8,a...)

+%
) fam. ¥ (e )+ .w(e)+ -)ga(0) de = b,
i Q’l(‘ri Y .’/') ay, Gy ay...)
+x ~
W oG @+ @) i@ de=e.
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Wir wenden noch das eben Gesagte auf zwei Beispiele an:

I. Es soll die elektrische Dichtheit auf einem Conductor bestimmt
werden, dem man die Elektricititsmenge 4 M mitgetheilt hat und dessen
Meridiancurve die Gleichung besitst:

L — V(e T —Z+y(@—2)+y"
Vizg—a)+y' —V (==l +y'+ <! 3+V(l_x),+y
Diese Gleichung hat bereits die Form von 16), wenn man schreibt:
V(@—a) +y'+ai[a—z+Y (a—2)+y')
—VY(@—1) '+ y' —al [l—z+;/(l—a:) +9f] =c,

oder in der Form von 18):

xkdk —e
Ve—iity
also nach 19):

‘se se|z—k+yy], _

VE—i+y® °

+ =
- _ x_‘_'ﬂ_‘_':;!e_,_”' de
= aznl(a+l+a ,)(I/x—t'ﬂ a-—l ) _i,

2 2
Da hiermit die Form L) [oder K)] bereits hergestellt ist, so ist die zu be-
stimmende Function f (g) bereits gegeben in der Gestalt:

ro==Z (50

mit den weiteren Folgerungen .
« a4l
2 ’

b=—

a—1

h=2,

und zur Bestimmuug von x:

+x + = s_p
_ _ a—lfa41 a?—
= f(o)d?_‘/:' tx \ 2 T 2n ¢ 2
—_% —_%
also
=24
A=y

Somit ist nun /(¢) bekannt in der Form:
fl@)= M a4l a—1 )

m(at+\ 2 + T
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und die elektrische Dichtheit auf dem gegebenen Condueclor k‘l m
leicht nach § 1 bestimmt werden. '

11, Bs soll die elektrische Dichtheit auf einem: ROW'B&

stimmt werden, dem man die Elektricititsmenge 4 M’ mxtgeﬂldt “Mead wid
dessen Meridiancurve die Glejchung besitst

n . wat Byt = ot
Um diese Gleichung I) auf die Form von 16) zu bringen,” fihved wir
suniichst statt « und B zwei andere Constanten ¢ und & ein, indem wir

setzen: Co
_ 488 =g (ili.j)‘
“a-o P
Die dann aus I) entstehende Gleichung:
1) Q—y 448 (1 — )’x’—46(l+6)s’

kann auf die Form gebracht werden:

—atet+ VY (@—eP+y*_

—z—s+YE++Y

. oder:

-2+ e+ VG 9l — i[— 2 — e+ VEF I+ =18,
wouit die Form' 16) gewonnen ist, aus der leicht die Form ven 18) her-

vorgeht in der Gestalt:
+& +%

xndk Y o=

Y= if+s V(e=Lef4r

—& —=
mit der Diﬁ'erentialgleichung

x-.-—e+.w]d ]
()= .
l/ w—-—e)+y .

€
fle)==x - = Const.

Hieraus folgt:

b=0,
h=ce
Zur Bestimmung von x hat man
+x
M=‘/‘u% do=2x¢;
e
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also
M

=2—£.
Es ist nun leicht, die elektrische Dichtheit anf dem Rotationsellipsoid
nach § 1 zu bestimmen,

§12.
Darstellung von U.

Es ist im Verlaufe dieser Arbeit immer Riicksicht genommen worden
auf eine gewisse Form von U, auf die das Potential stets gebracht werden
konnte, so lange iiberhaupt das vorgelegte Problem lgsbar war. Es scheint
daher nicht am unrechten Orte, diese Form hier noch genauer zu betrach-
ten, zumal sie fiir die wirkliche mathematische Bestimmung der Vertheilung
der Elektricitdt auf den Conductoren so ¥usserst wichtig ist.

Wir legen hierfiir die Entwickelungen des § 5 zu Grunde.
Es war nach § 4, 1.

2‘/ fp(?)d?
V(z+b,—e)l+y*

fp(— )f‘e
2; " )/(x+b - e) +.'/

e / Vs

Dieses lctztere Integral ist es nun, welches wir genauer betrachten
wollen.

Nach dem, was § 5 gesagt warde, knnen wir setzen:

avetang x4 by +hp

Yy
/ e"‘" de A (.1,-+b,—-ytmy¢)icosa
da
]/(x+b e S

o +b —h
el v
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crrrrrrrrrs. v s

z+bpt+hp+ v’+(-'-‘+br +As

) /;;;<=+»—— F-irae

e
z+bp —hp + Vit +(z+ bg— )
] v

Oder es ist, wenu wir zur Abkiirzung schreiben:

_Ttbth +Y+ (+bp+4)

y'..__ e ——— — -
=2t =tV tEt,—h)
y
nQi - 1 -
o te - G ] | I
p«~¢——o+y .
¥
=en;’;(z+b,)i‘/'e— i% —l"-—%)igf
¥y
Uy
(z+bp) i/'e—z(%——).gg
u
fiir R
c=nZ Y
..—ﬂhp 2.

Unter dem Integralzeichen entwickeln wir nun die Exponentialfanc-
tion und erhalten fiir das m'® Glied

(_.)-.-,-.(;'_%)' )

=(—":f)—-{ —'l—“""'2+m mz l“"—‘+ +(“;)' _"%

S e (A3 e (27
"‘mlmzl[u"-‘+( ) ]¢ du

wobei die Glieder in § } soweit fortzusetzen sind, bis die Exponenten von

u und —lu 0 oder 1 geworden sind, also, wenn m eine gerade Zahl ist, bis

zum Exponenten 0, wenn m eine ungerade Zahl ist, bis zum Exponenten 1.
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oo

Im ersten.Falle ist das letzte Glied:

e e e )

-y’

2
2
Im zweiten Falle dagegen:
Apm—1.m— _(m_3

"'Tm.m 1l.m—2...m (2 2) 1
(_l) po= 1 [u—;].

=— =\

(5-3)

Bildet man nun die Summe aller dieser Glieder von der eben ange-

. L }
gebenen Form, ordnet dieselben dann nach Potenzen von (—':—-) +(—1;).,

indem man dem n nach und nach alle ganzzahligen Werthe von 0 bis a0
beilegt, so erhilt man fiir die nach v swischen der Grenzen u, und u, zu
integrirende Function:

1 2 24 8 2m '
7%1-|-(“),'+(2m+(8!),-|-...-|-(m,-|-...}alu
[“""(— )]:1 z+:’ 2ls+(zz—!‘)'§%2+"
+(;2!;";4Tl—u:|-—2+.“$du
+i§["s+(}u)s]{1;3+§ 234+(2:)’s:5+
ztm 1 A du
+parr et

v [“‘+( )‘]glzl“"'i:zua"" )#.5.6"""

22m 1

s = 4...}d
+(m!)’m+l.m+2.m+3.m+4+ “

+_’::"[,,-+£_ g _______ st

7
* (”‘!) m4+1.m42,..m¥n
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Fithren wir nun die Integration aus indem wir dfe Formeh snweaden:

S
Sl 8- G 2

_ 8o &ndert sich an der eben geschriebenen Entwickelung weiter mehtn, als
dass in der ersten Horizontalreihe statt des Factors

au
u
eintritt, in den tibrigen Horizontalreihen dagegen statt des allgemeines
Factors
1 \"]du
[+ (:‘u) 15
der Factor

HIOROHESEN!

Multiplicirt man schliesslich noch die erlangte Entwickelung mit

kd .
en:(z+b,):,

80 ist damit die Entwickelung von dem nte® Gliede von U,, d. h. von

Uy
x . u 1y,
"U‘___en,;(m+bp)x'/.e—z(—l-——;)zd_,,
. u

#y
geschehen.

Die rasche Convergenz der einzelnen Horizontalreihen des Ausdrucks
fir ,U, verdient noch besonders hervorgehoben zu werden. Etwas Aehn-
liches ist auch der Fall, wenn man die Entwickelung von ,U, nach Ver-
ticalreihen anordnen wollte, was, wie man sich leicht iiberzeugen kann,
auch erlaubt ist.

Der Gestalt nach noch etwas einfacher wn-d die Entwickelung von U,
wenn man substituirt:

uy=em, u,=c",
indem hierdurch entsteht:

("_')2" — (_l_)h =2 _ ¢TI __ 9 sin(2nin,),

(u,) (__“..) =—2isin (2niy,), .
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ro

(t%)?"'*'l _ _L"’)z'+l= 2 cos (2n 4 1iny),

2041 2n+1 —_
1‘—') L (—l—) "+ =2cos(2n41iy,).
1 — U,
Folglich ist fiir ein gerades n:

G- -G G-

=— 4"—'. cos —'.;—'i (ne+m,) sin —:— i (ne—m)-

dagegen fiir ein ungerades n:

- G-+ ooy

B %ﬂﬂ? (ﬂ. + ﬂl) sin %‘. ('h_”l)

und

m=1(u) =15t + b+ Vy+ @ +b+h)
y
m=l(u,)=lz+bf_h?+ Vy'+ (=45 — p)',
y
Es ist bemerkenswerth, dass in den Horizontalreihen der Entwicke-

lung von U, nur die Coordinate y (nicht ) vorkommt, Dieser Umstand

rechtfertigt es, wenn wir hier noch eime andere Entwickelungsfbrm an-
fiihren.

Es gei zur Abkiirzung:

. 22 P ol 28 _fz_"_ ™
e it Gt = e
=_l.+_._.--o . # -—-— l
At (g 2.3...7+1 @Y 54
z2n 1

Bildet man nun aus der Entwnckelnng'

Tt Tatl

128 @+

indem man fiir  das eine Mal schreibt e ‘, das andere Mal ¢ Pl" das
Product
eZeﬂ ze—v‘ z(el".'.e—pl)

.(,u.'_e—pu, ™ m (u—u) pl
Dl

Multiplicirt man diese Gleichung mit dp und integrirt dann zwischen den
Grenzen —= und =, so folgt:

so folgt:
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+x + % +=
fez(¢v4+e-pl)dp=/2zmpdp_z 2':131‘/‘”(‘—-’"‘
-%

=2"Z-(:'—‘)’=28H..

Wir haben also die Relation:
+x

1 2
H0=§,—‘fe ""’dp

-
Multiplicirt man ferner das Product der beiden Entwickelungen
22 ept 2 pi, 24 2pi 28 Srf
¢ ='+1_‘p+1.ze tizat oo
—pi —2pi P 3pi

Cd U e e
=t + Gtz t -

mit

e +gpi dp,
wobei ¢ eine ganze positive Zahl sei, und integrirt dann zwischen
Grenzen — = und 4 x, so entsteht:

+x
ﬁzigriee » +qpl dp__z 2 :;":lf(n n+q)p;dp
—=
=2 o —
"Z m!(m+q)!
Oder
+% .
2tepé e~ gpi . 2tm 1
[ e e dp=21:2- . .
(m?)? mtl.m42...m
o ° +9q

Vergleicht man die rechte Seite dieser Gleichung mit der obigen
finition von H,, so findet man, dass die Relation gilt:

+x
1 P it P api
=— Je
H, 2uf e dp.
—=x

Differentiirt man noch diese Gleichung nach z, so entsteht:

+x
0H, 2z 2epite—ri (n4 1)pi
_.53 2”fe eritemr (n 'p'dp=2:.ﬂ,,+l.
—x
Ens gilt also auch die wichtige und bequeme Recursionsformel :

1 0H,
”.+1=2—:a—;-
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Nach den in diesem Paragraphen gewonnenen Resultaten kinnen wir
a ,U, auch darstellen in der Form:
+x
_ 20t h VP @b BE 1
*= x+b —hpt Vik @t bRy 2%

(x4 07)

ez.,”‘“"dpe/.,

+ 2 ”_5"(f"—5 [(x+b,+»,+fﬁ<7ﬁ,—m-)"

a+b —h,+;/y’+(x+b,— L’) ( )
y zbp— Ryt ﬂ(x+b,—h,.)'
&5, @+

(z+ bp+hp+ ;/y% (x+b,.+h,)’)']

CE D sengr,

s
v.=2- U,

21:
—_—

d U, selbst ist

ZoltschriN f. Mathemstik u, Physik XIV, 4. 2N



XTII.
Ueber Isophoten (Linien gleichér Lichtintensitit).

Von

Dr. L. BURMESTER,

Lehrer der Physik und der darstellenden Geometrie am deutschen Realgymnasimn
.za Lodz in Russisch-Pelen.

(Hierzn Tafel VI, Fig. 1—4.)

Zweiter Theil.

§1. | ’
Die Isophoten der Flishen zweiter Ordnung.
Die allgemeinen Gleichungen fiir die Isophoten einer KFliiche F=#4,
welche wir im ersten Theile dieser Abhandlung‘) abgeleitet haben, sind
1) F=0
8 F a ¥

WAE 5

Hierin bezeichnen «, g,y bezlehungswelse die Cosinus der Winkel,
welche die Lichtstrahlenrichtung mit den Coordinatenaxen der x, y, z ein-
schliesst; und ferner bezeichnet L die Lichtintensitit. Geben wir dem L
die Werthe der Reihe:

n—1 n—2 2 1
-1, — . - ey ——, 0,
n n n n
1 2 n—2 n—1
toata oyt
in der n eine ganze positive Zahl ist, so liefert uns die Gleichung 2) ein Fli-
chensystem, dessen Durchschuitt mit der Fliéche 1) das Isophotensystem
dieser Fliiche ist. — Wir wollen, des kiirzeren Ausdrucks wegen, die
Flichen, welche so aus der Gleichung 2) hervorgehen, Isophotoiden
und das System derselben Isophotoidensystem nennen.

?)

#) Zeitschrift f. Math. u. Physik XIII, 8. 267. . .
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. S R R e e Sl N e cace

Arrrss,

Diese integrirt, geben schliesslich:
= gou
e=24dy.

Der Sinn dieser Gleichungen, sowie deren Vertriiglichkeit mit der zu
Gruude gelegten Anschauungsweise iiber das Wesen des elektrischen Stro-
mes, liegt klar zu Tage. Der Factor 2 in der letzten Gleichung riibrt
daher, dass man den galvanischen Strom als Doppelstrom aufzufassen ge-
wohnt ist,

Um nun die so erbaltenen Werthe in die Gleichung 4) einzufiihren,
haben wir in dieser vorerst den Druck durch die Dichte auszudriicken.
Wenn wir mit p, den Werth von p fiir 49 =0 bezeichnen, so knnen wir
setzen:

4
r=n+8=2,
@

wo B einen constanten Factor bedeutet.
Damit erhalten wir schliesslich fiir 4) die Form

) 29, di , 2 idi
4) +p HEatp ="
Um die Gleichung A4’) mit der Gleichung I. von Kirchhoff in Ein-
klang bringen zu kdnoen, muss das Glied E—x- fortwiihrend so klein

bleiben, dass es neben den anderen Gliedern der Gleichung vernachlissigt
werden darf, :

Es ist dieses dieselbe Voraussetzung, welche man sich bei der Behand-
lung der Schallwellen in der Luft erlaubt, und die darin besteht, dass die
Geschwindigkeiten und Dichtigkeitsinderungen tiberall sebr klein bleiben
und sich von einem Punkte zum anderen nur langsam &ndern,
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die swei Reihen, welche dieselben Zweige einer P-Function darstellen und
dasselbe letzste Element haben, neben einander.

16) n(f(—:i:)_'-l)-r(z—n, ""'“b T4, ;—'_'%—u-g-z, a),
i H(u:-:i;)ﬂ) P(mimn o E e )
+——1 n ' , .

o D et ot 2 )

: 1 n+£—l) . s

19) H(n_:_;_:,—l)a.r(u—l, _:j'_“';, .— :t: ,),

. H("‘"}b'—') b+ab’ b+ v

O iy e S i D)
n n+i—l) ,

0 a2,

II(—n+41) n b4b b+ab 1
~.a F(2—n, 1= T" 23— -
| ”)H(l-—n—:-l'—:l;) ( 1—a Tal—a a)
H(—n<41) oy
b4 ab™\’
23) H(l_n_a.l—a)
. b b4a¥ o _b4a¥ 1
F(l " a.l—a’ 2 a.l—a’ _)'
yy n+-—— )
24) b+ab b
T O(n—2 F( a1—sth 2t l—a),

w B(+3-),

b4 b,
Hn—2) @ ’( + == 2 t% ""‘)'
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o~ ooy S N e o o e IV VS ~~

b b4 b
20) F(l’—"—Zv l-—*--;' _‘;1 l_a)v
SR N P
I1 n+§-—l> a \n
: b4 at’ '(a—n)x
28) H(ll-l—m—l)
b b v
F("—l’ "+;' a.-:-za-'-”' lla)'
! b
S H("+-a——'1) y
b4 ab’
%) n(n+a.l—a—l)
b+ b+ ab b4ab’ 1
( F(i;;’ a1—ath a.l—a+"’ l—-a)'
( IH(—n+41) n
—.(a—1) X
b4 ab
2) n(l—n—“_)
F{2—n, l—‘b—'-—n, 2—14—:-{-10“, l_;l—a)’
HH(—n+1) &
bgaby " X
31) n(l—"—a.l-—a)
F(1 b4b b4 at’ _ _b4a¥ 1
( " 1—a'  al—a’ a.1—a’ l—a)'
H(—n+1) b4 . btab b4 b a.
32) H(l b+b'_ )'F 1—a’ l'+a.l—a’ l—-a—"+2’ &Tl)'
ti—a "
a—a). I(—n+1) F b b4V a
%) e Gt T = i)
b
H(n+——l) . ,
a a \n b b4b e
e (n2EF ) e - =)
I n-—r———l)
l—a
b
H "+——l - , ’ ’
) ( i) (bt R

Il(u—-b~+l1—-l) a.l—a 1—a

l—a
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B L T e T

2 ;
’ ’
_— b+b | _btar
s (1=s1—8  (1—as) @1—a 45

. * +1 b+ b 1 b +ad
—n — -
+l——_e‘__”2’(n_'fl);i' $ (=79  (1—as) @l—a gs,

AN AP P IS P PP P M A o r oo s s

&
worin das letzte Integral iiber eine in positiver Richtung (links herum) um
den Punkt s =0 herumfiithrende Schlinge zu nehmen ist, die in ¢ anfingt
und in ¢ endet und ausser dem Punkte Null keinen Verzweigungspunkt
weiter enthiillt. Multipliciren wir nun mit der periodischen Function

1_8—2(;'—1)::"

und setzen dann fiir n — 1 eine ganze positive Zahl, so geht der Ausdruck
(nach dem Cauchv’sclnen Satz) tiber in

b+ K _b-i-ab'__l
) \/&_ﬂl—a (l—as) a.l1—a
.ds
s—1

—2 b+b_ —btab
il [(l—s)l—'“ l.(l—as) a.1—a l]-

H("—2) dsn—2

wenn nach der Differentiation s =0 gesetst wird. Auf diese Weise findet
man folgende Lisungen der Recursionsformel 2)

= 47 [b'“" 1 a+i—l]
%) In—2) z,n—2 sl—e  (1—as) ¢ ,
wenn nach dem Differenziren s =1 gesetet wird, und
—n
—_— —_2 ’ 4
56) ( ) d [:"H’ -1 ~ e —l]
ICED)] .ds”_z sl—a (1—5 a-\—a .

wenn nach dem Differenziren

gesetzt wird etc.
Wenn aber n—2 eine ganze negative Zahl isty, so findet man aus
8) die Werthe

(o b)'_d—’:l [—fiba ( )_"_%]
H(—n—a— ds—"+l § -l—as

ftir s=1, oder

75)
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Um auch noch den Fall zu erledlgen, in welchem A =0 ist, setzen

I

B'
wir in 68) — statt B, statt B, - statt B — statt @, und erhalien so

as Lésung der Recurslonsformel

%) B'p(n+2)+(B—an)e(r+1)+(B+4n) 9 (n)=0
das Integral

21 _é’.__‘l'_ﬂ_'l _r, .
70) s 4 .(l—}s) 4. a a = . a " g

A
zwischen den Grengen 0, - @ . Oder wenn wir s durch :? ersetzen.
B A BA B B B'A B’
1) ‘/;—"*a tF (,_1,)‘7—7—7—_ e 4% _dg
a

a . . .
gwischen den Grenzen 0, 5 . Gehen wir hier mit 4 zar Grenze 0

iiber, so finden wir als Losung der Recursionsformel

72) B'o(n+2)+(B—an)p(n+1)+ By (n)=0
das Integral

® » B B
) [t e,
0 o

wobei die Wahl des Integrationsweges 8o zu treffen jst, dass
— fiir s=0
as
sich dem Unendlichen in positiver Richtang, und fiir
s= oo sith —g-;

dem Unendlichen in positiver Richtung niihert.
Auch aus dem Integrale 70) erhiélt man durch Grenziibergang eine
Lisung der Recursionsformel 72), wenn man dasselbe in eine Reihe auflsst

und dann A zur Grenze Null (am einfachsten § als eine ganze positive

Zahl zur Grenze Unendlich) iibergehen lsst, und zwar findet man die
Losung
BB"\p

v @3

§o.

Man kann nun leicht eine Function von 2 angeben, deren Entwicke-
lang nach Potenzen von & Coefficienten besitzt, welche der Recursionsfor-
mel 1) Gentige leisten. Herr G.Cantor theilte mir eine Methode mit, durch

Zeitschrift £. Mathematik u. Physik X1V, 5, 2B
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snngen der Formel 1a) durch Differentialquotienten fiir die Werthreihe
n=—1,—2... haben, so braucht man nur ebenso die Recursionsformel
(B—dn]lyin+2)+[B+A(n—D]vn+1+[B' -4 n—2)]yp (n)=0
zu behandeln, deren Lisuggen v (n) fiir positive ganze n, gleichzeitig die
Losungen @ (—n+2) sind. Will man endlich die Lisungen der Recursions-
formel 1a) durch Differentialquotienten fiir die Werthreihe
w, u+1, p+2, p43...

haben, wenn p beliebig (complex) ist, so braucht man nur zu beachten,
dass die Losungen g (n) der Recursionsformel

(B'+pd'+(n42) 4 )y(n+2)+[B—pd—(n41) 4]y +41)

o +(B+pd+nd)y(n)=0
der Function ¢ (n + u)-gleich sind. '

Da die Differentialquotienten der Function 75) ziemlich complicirt sind
fir grossere n, so kann man es umgekehrt als eine Anwendung der uns be-
kannten Auflosungen der Recursionsformel 1) ansehen, die Coefficienten
der Reihenentwickelung der Function 75) durch hypergeometrische Reihen
auszudriicken.

Halle, im Mai 1869.

.-\\%
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reellen Asymptote zusammenliegenden Punkte; daher miissten, wenn die
Curve nicht eindeutig bestimmt wire, die Punkte 4,, b, und die vier durch
C bestimmten Punkte auf einem Kegelschuitte liegen. Unter den letzteren
befinden sich aber die beiden imaginiren Kreispunkte, also miisste der
Kegelschnitt ein Kreis sein, und da ferner in jedem imagindren Kreis-
punkte zwei Punkte zusammenfallen, so miissten die imaginiren Asymp-
toten der Curve zugleich Asymptoten des Kreises, d. h. C miisste der Mit-
telpunkt des Kreises sein. Aber die Mittelpunkte aller Kreise, die durch
b,, b, hindurchgehen, liegen auf der Geraden, welche die Strecke b,b,
senkrecht halbirt. Daher tritt die Unbestimmtheit dann und nur dann ein,
wenn C auf dieser Centrallinie liegt. Wenn man also, wie oben verlangt
warde, Sorge trigt, dass dieser I'all nicht eintritt, so kann man sicher sein,
dass die Curve eindeutig bestimmt ist.
Prag, 7. Mai 18069,
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374 Ueber das an Volumen grdsseste einem ﬁeiachsigen Ellipsoid

o .

oder wenn man den linken Theil entwickelt und der Kiirze halber:
xl ’ z’ ’ xl

Yir) Y2y Ys
24, 23y 2

=V

setzt:

5) od 04

o4

Wegen der beiden ersten der Glexchungen 4) liisst sich aber 5) auf die
Form bringen:

Z)

woraus hervorgeht, dass jede der Seitenflichen des fraglichen
Tetraeders der Bertthrungsebene des Ellipsoides indem der
Fliéche gegeniiberliegenden Eckpunkt parallel ist.

Aus 6) erhiilt man weiter fiir die Entfernung £ des Punktes 0 und
fir die Entfernung e des Mittelpunktes des Ellipsoides von der Ebene
dieser Gleichnng: .

"t L ey

7) E= _ '3.1:0 _, e= bzo 0%y
TR VRS

wo der Wurzelausdruck im Nenner mit solchem Vorzexcben in Anrechnung

zu bringen ist, dass e positiv ausfillt. Demnach ist stets E>e.

Verlingert man den Halbmesser des Punktes 0, dessen Linge J, sein
mége, bis zum Durchschnitt mit der Ebene. 123, und bezeichnet die
Linge der Verlingerung mit d, so ist wegen 7):

S8 _% V_
§ o (2‘_’ ‘
axo)
weshalb aus 6) wird:
8) .t.t0+yy0+zzo 6 -

Durch ganz i#hnliche Betrachtungen erhiﬂt man als Gleichungen der
drei anderen Seitenflichen des Tetraeders:

.

xx. '/y. 22 &

9 —+—=

) T : 0,
xx, | Y 22

10) ! } by: i ] : |

AQ!

1) ' ”“+ o
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als Pol und verlingert man die von 0 aus nach den
Punkten der Evolute gehenden Radienvectoren um
ibre eigene Linge, so erhdlt man Punkte der Brenn-
linie B der Curve C fiir O als Lichtquelle.

Oder in anderer Fassung:

Die Evolute der Fusspunktcurve und die Brenn-
linie einer gegebenen Curve beziiglich eines und des-
selben Punktes als Pol und Lichtquelle sind zwei
#hnliche und #hnlich gelegene Curven besziiglich
dieses Punktes als Aehnlichkeitscentrum, und zwar
ist das Aehnlichkeitsverhiltniss gleich 1 zu 2,

Daraus geht hervor, dass:
die Evoluten der Fusspunktcurven und die Brenn-
linien ihrer Natur nach identisch seien;
denn die Einen sind ja nur Verjiingungen der Anderen.

Zeitsrhrift f. Mathematik n. Phyeik X1V, 5. R\
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2. Die Curven der constanten Fall- und Steigzeit sind durch diese ihre
Eigenschaft bestimmt.

3. Deren Gleichungen lassen sich in geschlossener Form darstellen.

4. Die Relation zwischen v und s wird durch* keine hinzutretende
Zwangsgleichung alterirt.

Dagegen treten folgende Eigenthiimlichkeiten ein:

1. Betrachtet man ausser den zwei genaunten die Curven fiir constante
Oscillationsdauer, einmal mit Begrenzung durch die Umkehrpunkte, das
anderemal durch den Indifferenzpunkt der §usseren Kraft, und bezeichnet
u den Widerstandscoefficienten, 8o ist in allen vier Fillen

2
2v=%s’:l+alys+as(ps)’+...},

wo die Coefficienten fiir jeden derselben andere, in simmtlichen rein nu-
merische, in den drei ersten rationale, im letzten mit steigenden Potenzen

von - behaftete Werthe haben, und in den zwei letzten die ungeradstelli-
p ,

gen Null sind.

2. Der Tautochronismus der Oscillation bestimmt die Curve vollstin-
dig, wihrend die constante Dauer der einseitigen Bewegung die Hilfte der
Coefficienten unbestimmt lisst.

Setzt man .
v =
1 55— 119 (B3),
so lautet die Differentialgleichung der Bewegung liéngs der festen Bahn s:

s n? — [0s\?
= teks) e 57) ,
wo das obere Zeichen fiir wachsendes, das untere fiir abnehmendes s gilt.
Sei
+2
?) r@=2¢"%99(),
dann giebt die erste Integration:
os\* = F2
w(3) =T o) —r o,
wenn die Geschwindigkeit bei s =b Null wird. Nach zweiter Integration

erhiilt man:

t 1 e:t‘”pas

T nJ VW) —flus)
In den zwei ersten Fillen ist nun die Bewegung begrenzt durch s =0
und s = b; das obere Zeichen entspricht dem Steigen von 0 bis 0, das untere

dem Fallen von b bis 0 ; jedesmal wird t = § T, also
)

=_ /‘_"i"_'#a'
2 VI(wb)—f(er)

0

W
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Dieser Bedingung gentigt nun der Werth

| F@=E"—n"
denn hieraus erhXlt man:

P hor= 4oy f(ur).
Nach Gleichung 2) ist dann

1— ¥
o(9)= +q
Dies in Gleichung 1) eingefithrt giebt nach Integration als Gleichungen
der swei Curven fiir econstante Steig- und Fallgeit:
et 4 us
= "_T"_,FT—_'
Unm sie flir constante Schwerkraft, wo » =gz wird, in rechtwinkligen Coor-
dinaten darzustellen, setze man

oz 0 . T
Pkt a—z=mr; ;t“—f;,—:ma,
dann wird
+ pds= mu.nntar
l—sinaxcnsx

und pach Multiplication mit cos * und sin z und Integration findet man:

1 .
+ px=cosz+ Fﬂ:log(l—:ma cost),

+ py=sinasint 4 r—2cosaarcly [lg-;-lg(-:i.}. %)]

Es soll ferner die Bewegung, durch die zwei Punkte der Nullgeschwin-
digkeit s = — a und s=2b begrenst, in constanter Zeit T erfolgen. Dann
ist die Bedingung:

)
/. et por
= W ———
i J Ve =rwn
2
9) r@=2¢"9(gq
und a und b sind durch die Relation
f(—pa)=[(ub)
von einander abhiingig. Ihr zufolge ist die Differenz
fuh)—f(ur)=[(—pa)—f(ur)
divisibel durch (a4 r) (b —r) und der Quotient, der durcli p?R bezeichnet
sein mag, durchgiingig stetig und einer gleichen Entwickelung wic die
Function f(g) fihig. Setzt man
a—10

-5

r== (ixsiuC—

80 wird
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A e R e D e e

?(9)=1 +(%m—2)q+(—g —5p.+%p.’) '
+(% Py —%+7p.—5p1') ¢*

32 63 21 21
+%(——5P1 3P1’+ 4—1’13_;”1‘_(8— ;Pl)p;$ ¢
Die Curve fiir constante Dauer der riickgiingigen Bewegung wiirde
man hieraus durch Substitution von ¢ (—q) fiir ¢ (¢) erbalten. Soll also die-
selbe Curve nach beiden Seiten hin tautochronisch sein, so darf die Reihe

fiir ¢ (¢) keine ungeraden Potenzen von ¢ enthalten. - Hieraus folgen die
Werthe:

4. 1 8 158
=35 =g Ps= g P4=R
nach deren Einsetzung man findet:
52
p@=1 + ¢ — Eq

Hiernach hat die Curve der tautochronischen dutrch die Umkehrpunkte be-
grenzten Oscillation folgende Gleichung:

2v=—]—-”;s’(l+— LR )

Rechnet man statt dessen die Zeit vom Indiﬁ‘erenzpunkt der ¥usseren
Kraft bis zur niichsten Riickkehr in denselben, so kann man jeden Arm der
Curve fiir sich die Bedingung erfiillen lassen, welche lautet:

b

r —“'r
o e | T e

1 £
f “qv(w)qéq ;/fe 290 g0\

Die Function ¢(g), die sich, wie ersichtlich, bei Vorzeichenwechsel von ¢
nicht #ndert, hat demnach die Form:
p()=1+9,*+ ¢;¢*+ ..

Die ersten Integrale stellen sich in der Form dar:
b

+ , k—-n
2 * p(ug)gog= 11— 1+Zl w0

,
wo die Grosse 7
2 bk—— r*
TR B
den Werth * 2 nie fibersteigt, so dass die (—})'* Potenz des Integrals
sich wieder nach Potenzen von u entwickeln ldsst. Die Bestandtheile des
zweiten Integrals sind alsdann von der Form
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b
or

R T
;/b’ —r
0
wo R ein Product von Factoren r und r_ ist. Filbrt man die Integration
aus und erfillt durch ¢, @;, ... die Gleichung 8) unabhingig von b, so
ergiebt sich:
176 = 19088

ov__ at 4( 8\ , 4( ol
a—s—-f—zfgl'*‘ 9 1—3‘—1‘ “8’ 135 la—-u +45"’ F:3+-.. .

Dieselbe Gleichung muss auch fiir den negativen Arm der Curve gelten,
und diese entspricht daher der tautochronischen durch den Indifferenzpunkt
begrenzten Oscillation.
Zur Darstellung beider Curven in rechtwinkligen Coordinaten sei fiir
den Fall constanter Schwerkraft ibre gemeinsame Form
]
2z =9 (14 ast Bt +...); ,_—.%_
zu Grunde gelegt. Durch umgekehrte Entwickelung und Differentiation
ergiebt sich daraus:

gix)’ = (%%)’+ 1=2% 31 —6axx+4(11a*—5p) (u)'%.

Ist nun  =A der Werth, fir welchen g—"; verschwindet, so erhilt man:

h=%%l—Sau’+5(4a’—ﬁ)u‘+... ,

H —
(g%) =’Lx_“31 +3axt—(11a—58) * 2z + %) +.. . .

Setzt man
x=hsin?@,
so findet man:

y=h %I + -:—au’-— 8a’—2—:ﬁ) ;t‘ ‘(0+sin00088)

+ 4 B(11a1—58) wsin® cos®,

Siebt man von der vierten und den héheren Potenzen von x ab, so erweist
sich die Curve als eine im Verhiiltniss 1 :1 — 3ax® vertical und im Verhilt-

niss 1:1 — % ax? horizontal contrabirte Cykloide, von derjenigen aus-

gehend, welche der widerstandslosen Bewegung entspricht. Bei Begren-
zung im Umkehrpunkte ist a==0,222222; bei Begrenzung im Indifferenz-
punkte «=0,033594; daher im letztern Falle die Abweichung der Curve weit
geringer als im erstern. .




XIX.

Ueber ein geometrisches Kennzeichen der Art des
durch fianf gegebene Tangenten, durch finf gegebene
Punkte u. s. w. bestimmten Kegelschnittes.

Von

Dr. Fr. GRELLE,
Professor der Mathematik an der polytechnischen 8chule su Hannover.

(Hiersu Tafel VI1I, Fig. 5.)

Sind:

1) a=0, b=0, ¢c=0
die Gleichungen der Eckpunkte eines Coordinatendreiecks in der Nor-
malform, so ist bekanntlich die Gleichung zwischen den Dreieckcoordi-
naten der T'angenten eines dem Coordinatendreieck einbeschriebenen Ke-
gelschnittes:

2) ab+ Pac+ Qbc=0,
wo P und Q beliebige Constante bedeuten. Soll der Kegelschnitt noch
eine vierte Gerade, welche irgend einen Punkt a, der Seite ab des Coor-
dinatendreiecks mit irgend einem Punkte b, der Seite bc desselben Drei-
ecks verbindet, beriihren, so muss, wenn die Gleichungen der Punkte a,
und b, : -
a, = A,a4 B,b=0,
by=Bb+Cc=0
sind , zwischen den Constanten P und Q die Bedingung:

4) B,C,— PB,B, + 04, B, =0
stattfinden, durch deren Einfithrung in 3) sich als Gleichung cines dem Vier-
eck aa, b, ¢ einbeschriebenen Kegelschnittes ergiebt:

5) Byab+ (C,+kAd)ac+ kBybc=ab,+ ka,c=0,

wenn der Kiirze halber:

3)
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Sind statt der T'angenten fiinf Punkte gegeben, so construire man mit
Hilfe des Pascal’schen Sechsecks zundichst einen sechsten Punkt und
darauf unter Benutzung der bekannten Sitze iiber Pol und Polare die Tan-
genten, welche in jenen sechs Punkten den fraglichen Kegelschnitt be-
riihren. Die gegenseitige Lage von irgend vier dieser Tangenten und
ihrer Bertihrungspunkte giebt alsdann wieder wie vorhin den gewiinschten
Aufschluss dariiber, ob die gegebenen fiinf Punkte eine Ellipse, Hyperbel
oder Parabel bestimmen.
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Nimmt man in den Gleichungen 14) I, m, » counstant und unterwirft die Ge-
nerstrix der Bedingung, eine gegebene Curve zu schneiden, so ergiebt sich
zwischen 1 cos3 und R cosd eine Relation. Die Gleichung der resultirenden
Fliche ist dann:
—2[(z—=,) cosly+(y —5,) cosmy + (3 — 5,) cosmy]
[(x—z)cosl + (y—1y,) cosm + (z— z,) cosn] cosd
+(E— 2P + (5 — 9P + (2 — 2] cosd
= F(z—=x,) cosl 4 (y —3,) cosm 4 (z— 1) casn].
Bezeicknet man diese Gleichung einfach durch f=0, so ist
of of of
2z 2y oz
cos! cosm cosm
|x—xy y—9, 213,
or of of
=| cal corm carn | [Em R (g )etm (e enen]

cosl, cosm, cosnm,

(cosl cosl, 4 cosm cosm, +4-cosn cosn,)

=)
la,

1
die partielle Differentialgleichung der cyklischen Flichen, fir welche die
Ebene der Generatrix einer festen Ebene parallel bleibt, wanrend ihr Mit-
telpunkt eine Gerade durchliuft. Die Gleichung 15) lisst sich leicht aaf
die Flichen zweiten Grades anwenden.

§2

I, m, n;
7, w, n;
v, =", a%
seien zu drei, gegenseitig orthogonalen Richtungen gehdrig, so dass zwi-
schen den Cosinus derselben die folgenden Gleichungen stattfinden:
cos®l 4-cos* m 4cos*n =1,
1) cos* { 4cos*m’ 4 cos*n’ =1,
: cos?l” 4 cos*m” 4 cos®n” =1,
; cosl cos!” 4 cosm’ cosm” + cosn’ cosn” =0,

Die Winkel:

coslecosl’ 4 cos m cosm™ +4 cos n cosn” =0,
coslcosl 4 cosm cosm’ 4 cosn cosn” =0.
Die Winkel I, m. n seien Fuoctionen einer Variabeln u; zur Abkiirzang

2)

werde gesetzt:
(6 cosl (a co:m (a cos n)?]
3) r=V r‘u du- '

cosl cosm cosn

dcnsl ocesm dcosn |
1

1 =
= — .. Ou cu ou
r l 0%cosl & cosm &% cus n
A A L




Von Dr. A. ENNEPER. 397

NP PP L AP S P PPN P r L e ;i o o ;s o PP s

Die Gleichung cos?l 4 cos*m + cos®n =1 nach u differentiirt giebt:
dcosl dcosm d.cosn

1] au--!-cosm 7 <+ cosn 7% =0,

Mit Riicksicht auf die Gleichungen 1) bis 3) kann man setzen:

5) a»-‘-"-”-?—- 08!’ dcosm _ cosm’ Ocorn cosn’
ou PO ou =r . Ou =p :
cos O cosm dcosn _ cosl”
" T ou ou P ’
0cosn 2 cosl
6) cosl ————cosn ——— = pcosm”,
cosm 9 cosl _ cosl dcosm _ cosn”
ou ou _peom.
Die Gleichungen 6) nach u differentiirt geben: o
cos n 9%cosm cosm d%cosn  Op cos 1" + dcosl”
—_— —_———— ]
A T 7wt du P=%u
0%cosn o%cas! Op " dcosm”
cos l—é—, —cosn ——3 = 5, cosm +pr "
2 cos d%cosm Op dcosn”
cosm 0s |

T — ot gt = e 45 25
Multiplicirt man diese Gleichungen mit den Gleichungen 5), bildet die
Summe der Producte, so folgt:

cosl cosm cousn
ocosl dcosm 0Ocosn

du du  ou |=p (co:l Jcosl” + ac;sum +mm,bc;:n )
2%cosl d*cosm d*cosn ‘ ’
Touwt ou? oud .
d. i. nach 4): .
4 ” ”
R cost” 2L 4 cogm 2001 +cosn'ac;:4"_=q.

Die Gleichungen:

cos 1 . cosl’ 4 cosm .cosm' 4 cosn .cosn’ =0,
cosl' . cosl’ 4 cosm’.cosm’ 4 cosn’ . cosn’ =1,
cosl” . cosl’ + cosm” . cosm’ + cosn” . cosn’ =0,

nach u differentiirt geben mit Riicksicht auf 5) und 7):

0s 1 _at:'osl'+ cos m a_co_s_n_n+ 8cosn ——p,
ou
3cosl’ acos m’ , 0cosn’
~—— = co --37-~+cosn 7u =o0,
"Dcosf ., ocosm’ » Ocosn’
0sl -a--t-‘-<+cosm —a—'-‘—+co.m i q,

Zeltsehrint f, Mathematik u. Physik X1V, 5, Nn
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folglich:
dcosl’ "
75 =—pcosl—gcosl”,
dcosm’ "
8) Ju = —Pcosm—gcosm”,
9 cosn’

5u T T Peosn—g cosn”, -

Differentiirt man die Gleichungen:

cos 1 cosl” 4 cos m cos m” 4 cos n cosn” =0,
cosl’ cosl” 4 cosm’ cosm” + cosn’ cosn” =0,
cosl” cosl” 4+ cosm” cosm” 4 cosn” cosn” =1,

nach u, beriicksichtigt die Gleichungen 5), 7) und 8), so folgt:

dcosl” 0 cosm” dcosn”
. cosl 5u + cosm EP + cosn 7% =o,
, dcosl’ , dcosm” , Dcosn’
: - — =
cos 5u + cosm ou + cosn 7w q,
nacosl’ . dcosm” ., 0cosn”
osl o + cosm 5 <+ cosn 7w =o,
also:
%) dcosl” cosl’ dcosm” _ cosm’ dcosn” cosn’
a7 ’ P 7 ! ou 7 '
Aus den Gleichungen 5) und 8) findet man durch Differentiation nach u:
0%cosl Op . N
—a?—._a—“cosl —p(pcosl<4gcosl™),
2
aa—c‘%ﬂ:g—zcosm'—p(pcosm+qcosm"),
* 0%cosn  Op , v
P e cosn’ — p(pcosn 4 qcosn’).

Mittelst der vorstehenden Gleichungen und 5) geht die Gleichung 4) iiber in :
cosl cosm cosn
10) cosl’ cosm' cosn’ |=—1.
cosl” cosm” cosn”
Die Gleichung 3) zeigt, dass fiir p =0 die Winkel I, m, n constant sind.
In diesem Falle kann man setzen:
cosl =0, cosm =0, cosn =1,
11) cosl’=0, cosm’=1, cosn =0,
cosl’=1, cosm”"=0, cosn"=0.
Eliminirt man cos!’; cos m’, cos n" zwischen den Gleichungen 5) und 9), so
folgt:
dcosl dcosl” dcosm dcosm”  Dcosn dcosn’”’
7 %0 T 0w =0 Iy TP Ty ou TP e =0
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Die Gleichung cos?! 4 cos®m + cos®n =1 nach u differentiirt giebt:
ocosl dc

cosl -, - + cosm —# + cosn a.;o:n =0.
Mft Riicksicht auf die Gleichungen 1) bis 3) kann man setzen:
5) 8__;0_:_1 =pcosl’, a‘cao:m = p co$ ':u', %%—' =pcosn’.
cosn dcas — cosm 2230 =pcosl”,’
ou ou
6) cosl 9 cosn

”
— cosn —— = pcosm
ou du P !

osm

0 cosl — cos! dcosm cosn”
ou ou P ’

ID»je Gleichungen 6) nach u differentiirt geben:

cosn dlcosm _ cosm Pearn = op cosl” 4 p deosl”
ou? ou? ou ou ’
%cosn %cosl Op " dcosm”
cosl—a—u—r—cosn-—a?—=5;cosm +p PR
% cosl o%cosm Op v dcosn”
cosm T cos W= ﬁcosn + Pu

Multiplicirt man diese Gleichungen mit den Gleichungen 5), bildet die
Summe der Producte, so folgt:
cosl cosm cosn

dcosl cosm dcosn ocosl” dcosm” dcosn”
ou ou du |=p? (cosl' + cosm’ ———— 4 cosn’ )
. ?

02cosl 0%cosm 0%cosn ou du . ou
ou? ou? Ju? » .
d. i. nach 4): .
,0cosl” ,0cosm” ,dcosn”
7) cosl + cosm 7 + cosn = q.

Die Gleichungen: -
cos I . cosl’ 4 cosm .cosm’ 4 cosn .cosn’ =0,
cos I' . cosl’ -+ cosm’ . cosm’ + cos n’ . cosn’ =1,
cosl”. cosl’ 4 cosm” . cosm’ 4 cosn” . cosn’ =0,
nach u differentiirt geben mit Riicksicht auf 5) und 7):

dcosl dcosm’ dcosn’
os | 5u + cosm + cosn 2% =—p,

dcos? , dcosm’ dcosn’
s’ 5 + cosm + cosn’
u

,ocosl ., dcosm’ ,, 0cosn’
cosl 5 + cosm 3 + 9 =0

Zeitschrift f, Muthematik u. Physik X1V, b, °«”n
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folglich:
aw‘l, ' ”
7u =—pcosl—gqcosl’,
dcosm’ "
8) Tu = — Ppeosm—geosm’,
9 cosn’

Ja T PCOsm—g¢ cosn”,

Differentiirt man die Gleichungen:
cos 1 cos1” 4 cos m cos m” 4 cos n cos n” =0,
cosl’ cosl” < cosm’ cosm” 4 cosn’ cosn” =0,
cosl” cosl” + cosm” cosm” 4 cosn” cosn” =1,
nach u, beriicksichtigt die Gleichungen 5), 7) und 8), so folgt:
dcosl” 9 cosm” dcosn”

. cosl T-'- cos m -—a—u—-}-mn FP =0,
, 0cosl” , dcosm’” , dcosn”
osl 7 4 cosm 7% 4 cosn 7u =q,
n0cosl’ o 0 cosm” .» 0cosn”
cosl %u 4 cosm 78 4 cosn 7 =o0,
also: .
9 dcosl” cosl’ dcosm” _ cosm’ " cosw’
ou T 7 Y Tow e
Aus den Gleichungen 5) und 8) findet man durch Differentiation nach u:
%=g€co:l'—-p(pcosl-l—qcosl"),
. 8’;:3’:;: = g—s cosm’'— p(pcosm-+qcosm”),
ai;%'—'=g—":casn'—p(pcosn+qc9:n").

Mittelst der vorstehenden Gleichungen und 5) geht die Gleichung 4) iiber in:
cosl cosm cosn
cosl’ cosm’ cosn’
cosl” cosm” cosn”
Die Gleichung 3) zeigt, dass fir p =0 die Winkel !, m, n constant sind.
In diesem Falle kann man setzen:

=—1

10)

cosl’=0, cosm' =1, cosn’ =0, .
cosl”=1, cosm”"=0, cosn"=0.

1)

g cosl =0, cosm =0, cosn =1,

Eliminirt man cos!’, cos m’, cos n’ zwischen den Gleichungen 5) und 9), so

folgt:

dcosl dcosl” dcosm dcosm”  Qcosn dcosn”’

75 ? ou " 9w P 79w Y ow P ou

= 0.
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Jst nun % =cold, wo J eine Constante bedeutet, so geben die vorstehenden

Gleichungen :
-2- (cosc) cosl — sind cnsl") =0, i ( cosd cosm ~- sind cosn") ,
ou ou

9 ( . ”
— | cosd cosn—sind cosn” ) =0,
ou
oder integrirt:
12) cos § cos1— sind cosl” = cosly, cosd cosm — sind cosm” = cosm,,
cosd cosn — sind cosn” = cosn,,
wo Iy, my, n, constante Winkel sind, welche der Bedingung geniigen

cos?ly 4 cos*my + cos*ny = 1. Die Gleichungen 12) respective mit cos/, cosm,
cosn maltiplicirt und addirt geben:

13) cos § = cosl . cosly 4 cosm . cosmy 4 cosn . cosn,,
Diese Gleichung zeigt, dass fiir % constant, die durch 1, mAl n bestimmte

Richtung den Kanten eines Kreiskegels parallel ist. Nimmt man die Axe
des Kegels zur Axe der z, so hat man cosl, =0, cosmy=0, cosn=1. Die
Gleichungen 12) und 13) geben dann:

cosd cosl=sind cosl”, cosd cosm = sind cosm”,

cosn=cosé, cosn” = — siné.

Bezeichnet 0 eine beliebige Function von u, so kann man setzen:
cosl =sind.cosO, cosl’ =—sinf, cosl” = cosé cosh,
cosm=sind .sin6, cosm’=cos®, cosm” =cosdsinf,

14) cos n=cosJd, cosn’ =0, cos n” = — sind.

. ,00 20
p_.smd-a—u, q=cos¢$a—u.

Ist ¢ =0, so hat man in den Gleichungen 14) nur d=% zu setzen, um un-

mittelbar cosl... in Function eines variabeln Winkels 6 zu erhalten.

§3.

Mit Hilfe der in § 2 entwickelten Gleichungen lassen sich die Coordi-
paten eines Punktes einer cyklischen Fliche sebr einfach in Function zweier
Variabeln v und v darstellen. Zu den beiden Gleichungen:

1) E— + G-+ = =P,
2) (x—&) cosl4 (y—n) cosm <+ (2 — §) cosn=0,
nebme man die Gleichung der Ebene einer successiven Generatrix. Der
Durchschnitt der Ebene 2) mit der eines successiven Kreises ist durch die
Gleichung 2) und: , ) )
@02 = g e~ T
A3 ot
u

=5—rosl+:—:‘7¢'osm+a—'—‘cosn,

‘e
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oder:
%)
V]

bestimmt, Fillt man vom Punkte (¢, %, {) ein Perpendikel auf den Durch-
schuitt der Ebeoen 2) und 3), so sind die Gloichnngen desselben:

z—§ y— i t
cosl” cosm”  cosm”

(.‘t £) cosl’ 4 (y — ) cosm’ 4 (z — ) cosn
3 —-; (aecocl+—co:-+—tcom)

Dieses Perpendikel schneidet den durch die Gleichungen 1), 2) bestimmten
Kreis in swei Punkten, deren Coordinaten -

E 4 Rcosl’, 5 + Rcosm’, ¢ -+ Rcosn’
sind. Nimmt man in den vorstehenden Gleichungen ‘das untere Zeichen,,
verbindet die beiden Punkte (2,y, 2) und (§— Rcos!’, n— Rcosm’, {— Rcosn’y
mit dem Punkte (§, % {) durch Gerade, beseichnet durch v den Winkel ,

welchen diese‘Geraden mit einander bilden, so lassen sich die Gleichungem
1) und 2) durch folgende ersetzen:

z=F+ R(—cosl’ cosv+ cosl” sinv),
4) ¥ =0+ R (—cosm’ cosv + cosm” sinv),
z={ <4 R (— cos n’ cosv 4 cos n” sinv).

Zur Vereinfachung des Folgenden sei:

of ot

cosl +—co:m +—co:n-—P

6
5) b co:l'-l- cosm +—-tco.m_P',
ag 4 ” t ” 2
a—ucoﬂ' +-57‘c¢mn +ﬂcosn P”,
oder:
a; . 4 4 ”
6—_P cosl 4 P’ cosl’ 4 P" cosl”,
6) Z—" Pcosm <+ P’ cosm’ 4 P” cosm”,
gf P cosn 4 P’ cosn’ 4 P” cosn”.

Mit Ricksicht anf diese Gleichungen und die Gleichungen des § 2 giebt die
erste Gleichung 4):

g—: = (P4 p Rcosv) cos ! + (l’— a5’—:co.w-|--q Rsiuv) cosl’

+ (P"-{- 2—’-: sinv4 ¢ R rosv)rosl".
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Ax opP , op R .
5= [é_,“_pp +(Ra—u+2p 5-';) cosv—pqﬁsmv] cos!
or :
| s onsen e
7)
+( a—’l-§-2q 8R) :inv] cosl’

‘. + [%’: P’+(Rau+2qaR) cosv—( s‘R—a;—f)smv]co.ﬂ

or . ” *x ’ v .
a—ﬂ:R(cosl sinv 4 cosl” cosv), a-—g;:R(cosl cosv — cosl” sinv),
B%  _ pRsin.cosl+ g R (cosl’ 1" si
uae =P v.cosl 4 ¢ R (cosl’ cosv — cosl’’ sinv)

+ %—? (cosl’ sinv 4 cosl” cosv).

Durch Vertauschung von ! mit m und n erhidlt man aus den vorstehenden
Gleichungen unmittelbar die entsprechenden Differentialquotienten von y
und z. Wegen der Gleichung (§ 2, 10) ist:

. 1 0 O cosl cosm cosn
0y 0z 0Oy o0z acay 03 ’ ’
dudv dvdu_ |dududu cost cosm’ cosn .
3-"" 7y 02 cosl"’ cosm” cosn”
au du du

Durch Ausfiihrung der Multiplication der beiden Determinanten auf der
rechten Seite der vorstehenden Gleichung folgt:
oy 0z 3y8z)_(,,. o 3_1_?) !
8) (a—u%—a—va—u = | P sinv Pcosv+au cos
+ (P4 p Rcosv)(cos!’ cosv—cosl” sinv).
Vertauscht man in dieser Gleichung successive / mit m und n, so ergeben
sich die entsprechenden Gleichungen fiir:

1 (az dx 0z 3.1:)

und

—_— e -— ——— ——

R\oudv omdv)’

Mittelst der Gleichungen 7) und 8) lassen sich ohne Schwierigkeit die fol-
genden Quantititen berechuen:

D+ @+ C) - GG +G) -
(8*14 +(&u + ou =&, ov + ov + 00, =6,
4z 00 2yoy 9705 _
dudv ' dudv ' dudv
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Px 0%y 9z | ?*x 0%y %z !,
a9t 9 ek rd
oz 0y o0z | ox 0y 0z !
5;18_1-‘%1_'4 u du du =5
ox 0y 0z ! ox oy 0:
v 90 9o ' v 00 v l
dx Py oz
0udv dudv dudv
o oy 0 | _o
ou ou du |
dx 0y 0z
Man findet: | v v av |

0 E=(P+pRcosv®+ (P"sinv - P’cosv-l—%l)’-i-(}’"cosvi-FsinH-qR)',
G=R?, F=R(P"cosv+ P’sinv+ ¢qR).

% =(P’sinv—- P'cosv-{-g).
[:[: pl'+(Rap+2p7)cosv—qusmv]
4+ (P+ pRcosv).
*R or
3 —(=——
W [en=Far (5 +er)as— (G —er)un]
+ pcosv (P4 p Reosv)?,
%:P-}-pRcosv,
%:q (P4+pRcosv)—p (P"sinv— P’ cosv + %—ﬁ) sinv.

Bezeichnet man durch #', r” die Hauptkrimmungshalbmesser einer Fliche
im Punkte (&, y, z), so finden fiir dieselben die Gleichungen statt:
AG+BE—2CF_ 1,1 4B-—C* 1
(EG — pﬁ)% =7t (EG_——FT)E_;'?;'

Substituirt man hierin fir 4, B, C, E, F, G ihre Werthe aus 9) und 10), so
ergeben sich fiir eine cyklische Fliche folgende Gleichungen:

1, 1\ "o , dR\1¥
R(;,— +r_';) [ (P4pRcosv)®4 (P" sinv — P’ cosv + 3_;4) ]

=2p Rcosv [(P+pﬂcosb)2+(P"sinv-—P'cosv+a—R)g]
1) 4 +R(P’ sinv — P’cosv 4 =— )<du+ P+R—cusv+qusmv>

4+ (4 p Reosv) [P’+P"+P’"+ (%g) g’l}5+ ( -4pP4q P’ ) cosv

{ —R (881;' ) sinv42 (P"sinv — P cos v) %)] .
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/ ,—,I:-ﬂ [(P+p R cos v)% + (P“sinv— Pcosv+ 2_’:)']'

= Rp*cosl [(P+p R cosv)? + (y'm — P'vosv + %)]
+@+preosor [ (GE 4P 4o )eosn

12) < - (a;;"_q P') siny — ?_::

+ (P+p Reosv) (p"s.-nu—p'cosv+"_§) ,

or
ou

| — p? ‘sinyp— P’ —
‘ pR(P’smv Pcosv-l-au).

P+( a‘”+2pa—- cou-l-pqlimw]

Sind die Generatricen einer festen Ebene parallel, wird dieselbe zur Ebene
der x und ¥ genommen, so hat man, mit Riicksicht auf § 2 11):

_af .__0n 3§
p=0, ¢g=0, P—a—u, P = =5 P'= =

Die Gleichung 11) wird in diesem Falle:

A Gl T

u
_  [otoE okt 2 0RO DS
—‘R“'"’[a 28 9u 3w E'a';a_ua&

Dgdn_on oL zana;a_q:l

13) +R°°”[a 7@ Judw R 9udu

e[ e (]

(52r_onog
\ ou 9u? Qudut)
§ 4.
Die Gleichungen 11) und 13) von § 3 geben mit Leichtigkeit die Lisung
des folgenden Problems:
Welche Fliche kann durch einen Kreis erzeugt werden,
fiir welche in jedem ihrer Punkte die Summe der Hauptkriim-
mungshalbmesser verschwindet ?

Setzt man v’ 4 " =0, so muss in der Gleichung 11) von § 2 die rechte
Seite identisch verschwinden, welchen Werth auch » haben mége. Dieses
giebt zuerst p = 0. Setzt man in der Gleichung (§ 2, 13) die Factoren von
sinv, cosv und den von v unabhiingigen Term emzeln gleich Null, so ergeben
sich die folgenden Gleichungen:
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3{8’5 856’{_38_1!358{
. dudu® oudu® R 0uodudu’
) ' 8{3’11 bna’t 20ROy

Pudw 2udw® R dududu
* 3
{35160+ G+ G+ (o) ]=nGE S-S ).

Die beiden ersten Gleichungen integrirt geben:
¢ 29t 29 208
?) % gu— IR 3:4 gu— 0k 5
wo g, g, beliebige Constanten sind. Aus den beiden vorstehenden Glei-

chungen folgt durch Elimination von R* z_ut die Gleichung:

0§_ 0m__
gla—u—gﬁ'—ot
folglich
. $nE—9gn=gs,

wo g, eine Constante ist. Diese Gleichung zeigt, dass die Curve, welche
der Mittelpunkt der Generatrix beschreibt, in einer Ebene liegt, welche
senkrecht l.l?f der zy-Ebene steht. Nimmt man der Einfachheit halber
diese Ebene zur Ebene der x, z, so hat man g, =0, gp=0,7=0. Von
den Quantitéten §, {, R kann eine als unabhiingige Variabele genommen
werden. Setzt man R*=u, algo:
0E 2¢
9 au_ o
so geht dieiGleichung 2) iiber in:
3’ 0 2 ¢\
e ()=

ou

2 () ) (4

Diese Gleichung integrirt giebt:
1

(v =s(oetar=2),

wo f eine Constante ist, Aus der vorstehenden Gleichung folgt, in Verbin-

dung mit 4):
f Vuv(g u’+2fu —1y

- . gudu
§= *f Vuy(@u:42fu—1)
Uy

oder:

5)
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In den Gleichungen 5) setze man:

I —coséd 1
= la®5i = 1 a8 cos 2 000
g=3}a%ind, f=}da¥cosd, }d*u ntd sty
und nehme fiir v, die Gleichung:
1—cosd
1,0y — A
oY sin?g

6)

. aw
= { — JE
at “"”“/ cos'g )/ (1 —cos* L dsinig)’
v

Die Gleichung der gesuchten Fliche folgt durch Elimination von ¢ zwischen
den Gleichungen:
=, (2 -8ty =R
Da nun
1

= (eos ypevs)
so hat man mit 8) die Gleichungen : =¢ und

0 ’=§il/ g(éas}:f&&)"_”is'

Setzt man in der ersten Gleichung 8) { =1z, so folgt: ¢ = am az. Die zweite
Gleichung 8) wird fiir p—=amaz:

RR=u

. 0z
== 7
§=lang 8 costamaz’
(1]
Fir diesen Werth von § und ¢ = am az wird die Gleichung 7):

z

) 9z 1

B I —_y3

.8) ’_mngia./COS’ama:il/%(acos!'!’sc""am“:)z ! }
0

Setst man mit Jacobi:

T T
2 2
%% _y % _
V(1 —cos® §dsin®p) ) V(1 —sin*}dsintp) =’
0
n
2

J V(1 —cos®}dsinp)op=E, q=e ,
0

=imy
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Die Gleichung 4) nach u differentiirt giebt mit Riicksicht auf 2), 3), 5):

R oR
6) (E—E&)cosi+ (n—m) cosm+4 (§—§) cosn=——= 5'—‘
Die beiden Gleichungen 3) nach u differentiirt geben wegen 2) bis 6):
7 ' PP'-{-pRaa—?;:O, P =o.

Dieses sind die Bedingungsgleichungen, welche stattfinden miissen, wenn
die cyklische Fliche die Enveloppe einer Kugelfliche sein soll. Finden
die Gleichungen 7) statt, so erhilt man aus den Gleichungen 11) und 12)
von § 3 fiir einen der Hauptkrﬂmmungsbalbmesser den Ausdruck:

R BR)
Ak
welcher unabhingig von v ist. Hieraus folgt:
Ist eine cyklische Fliche die Enveloppe einer Kugelfiiche
von variabelm Radius, deren Mittelpunkt eine beliebige Curve be-
schreibt, so ist in jedem Punkte einer Generatrix einer der Haupt-

kriimmungshalbmesser der Fliche constant.
Es liisst sich leicht zeigen, dass die Gleichungen 7) umgekebrt auf die

Gleichungen 1) fiihren. Da P” =0 und cos? _% 13_0:1’ 8o ist:
0& P acosl
Tu = Pcosl+ P cos? = Pcosl + ; PR
folglich :
P’ A 4
8) §=;cosl+‘/‘;P—a—u;}coslau.

Analoge Gleichungen erhiilt man fiir  und {. Setzt man:
oP __ 9§ ( 9 P') _on,
(P_ﬂ —) cosl= ) P—é_,;; cosm= =",

% g—P’ 2t
(P—ﬂ ;) cosn= 7’
10) pP— a% g = %f‘-',
" 80 geben die Gleichungen 9)
11) Z—i;'—c !, aa—’::-—-cosm, g—i—‘—-com

Die Gleichungen 8) und die beiden analogen fiir 4, { werden nach 9), 10)
und 11):

P ag P on, _ P’ ot

E=¢& ;8_s;’ n=m p 3:' (=64 ;a_s,

Bubstituirt man diese Werthe &, %, { und von cos!, cos m, cos n aus 11) in
die beiden Gleichungen:

="+ —n'+(6—0'=A

(x—§cosi4+ (y—n) cosm+ (z—¢) cosn =0,
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so gehen dieselben, nach einer leichten Transformation, tiber in:

=t + G-+ e—ty=r+(E),

12)
2 9 2 ) 4
E—RE - TR +e-t)E=T
Setzt man:
P\?
M=M+G9,
so ist:
aR, R P 3 P
b =tutroup
oder, da nach 7):
R __PF
du P
so ist auch:
oR, P 2P
B ="> ‘H;)
d. i. nach 10):
aR' - Fa“ F aR‘

'W=—;ﬂ' oder ;=-—R.-—

Die zweite Gleichung 12) folgt also einfach durch Differentiation der ersten
nach s,, Nimmt man wieder u als unabhiingige Variabele, so erhilt man
die Gleichungen 1).

Die Ebenen der Generatricen einer cyklischen Fliche seien die Kriim-
mungsebenen einer Curve, welche auf der Flidche liegt und die Tangente
der Generatrix gleichzeitig Tangente der Curve. Ist (§;, 7, {;) ein Punkt
der Curve, welche auf der Fliche liegt, so finden die Gleichungen statt:

13) E— 4 — 0+ G — =

14) (& — &) cosl + (g, — ) cosm + (£, — §) cosn=0.
Ist die Ebene der Generatrix Kriimmungsebene der Curve, so finden die
Gleichungen statt:

15) g—g'-cosl+aa"' m+jcosn—0,
* 3‘&
16) ¥ cosl+ cosm+-a—cosn—0

Hat die Curve im Punkte (§,, ,, {;) mit der Generatrix dieselbe Tangente,
so steht dieselbe senkrecht auf der Verbindungslinie der Punkte (&, 5, {)
und (&, 7, §), was durch folgende Gleichung ausgedriickt wird:

- 0é 0 0
17) GG— a_'il+('ll — ) m+(‘t C)_;"'_o
Die Gleichung 15) nach u diﬂ'erentmt giebt mit Riicksicht auf 16):
ok 0§
7 © l+a—csm+—-cosn-—0
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Aus dieser Gleichung und 15) folgt:
18) 3§. _L 311. _,l__ agu ___l_
2u cos?’ 0u cosm’  Ou cosn "
Mittelst der vorstehenden Gleichungen liisst sich die Gleichung 17) auch

schreiben :
19) ' (& —§) cosl’ 4 (g, —n) cosm” 4+ 1§, — £) cosn” =0,

Da ? = Pcosl 4 P cos! 4 P"cosl’, so geben die Gleichungen 13), 14) nach

u dlﬂerentnrt mit Riicksicht auf die Gleichungen 14) bis 19):

20) (&, —&) cos f+ (m—n)cosm'+4(§—t) cosn'=— P

(& —&)cosl'+ (7, -—1;) cosm'4(¢,—t) cosn'= i)—,

Diese beiden Gleichungen geben:

PP4pRIE—o,
Bildet man die Snumme der Quadrate 14), 19) und der zweiten Gleichung 20),
go ist diese Summe nach 13) gleich R. Hieraus folgt P* =p*R*. Die bei-
den gesuchten Bedingungsgleichungen sind also:

oder: )
—0R
21) P=+pR, P'=F_— 52
Es lisst sich leicht umgekehrt zeigen, dass, wenn die Gleichungen 21)
stattfinden, die Ebene der Generatrix Krlimmungsebene und ihre Tangente
ebenfalls Tangente ciner Curve im Punkte (§,, ,, §) ist, wo &, o, §, durch
die folgenden Gleichungen bestimmt sind:

22) §.=§_—l_-_Rcosl', 'ﬂ,=n_-!-_Rcosm', ti=t+ Rcosn’.
Enthilt die Ebene der Generatrix die Tangente der Curve, auf wel-
cher sich ihr Mittelpunkt bewegt und hat die Generatrix im Punkte

(& m, &) dieselbe Tangente mit einer Curve, welche auf der Fliche liegt,
so finden die Gleichungen statt: P=0

23) (El il §)'+ ("h "‘"I)"*' (gl - §)’ =

)’ (E 5)0031+(ﬂa'—7))003m+(§| ) eosn=0,
) — D5 - DG =0

26) gg'cosl+a cosm+—§‘-cosn—-0

Wegen 26) und P=0 giebt die Gleichung 24) nach u differentiirt:
27) (8 — &) cos I+ (n, — m) cos m'+ (¢, — t) cos n'’=0.
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i cosl cosm cosm !

. cosl cosm’ cosw ;

| cosl cosm” cosm” |

verschwinden miisste, was nicht moglich ist. Sollen zwei successive Ge-
neratricen sich in zswei Punkten schneiden, so kann dieses nur geschehen,
wenn von den Gleichungen 3) und 4) eine identisch verschwindet, oder eime
der Ebenea, welche durch diese Gleichungen bestimmt sind, die Kugel-
fiiche beriibrt, die andere durch den Mittelpunkt derselben geht. Dieses
giebt folgende Annahmen:

2
o) P=o, Pr+p35§=o.

) (2—8) cosl 4 (y—w) corm™+ (:—{) cosn"=0, PP+pR5m =0,

8) (z—E)cosT4+ (y—n)cosm'4 (z—f) cosw=0, P=0.
Die Gleichungen 1), 2), 1) und 7) geben F*=p*B’. Hierdurch werden
die Gleichungen 7) einfacher:

. —9R
9) P=+pR, P—--{-a—'—.
Auf Zhnliche Art gehen die Gleichungen 8) Gber in:
10) pP=eo, PP=+ a—R.
— 0w

Die Gleichung 5) wird durch jede der Annabmen 6), 9), 10) identisch,
wag selbstverstindlich ist. Mit Bticksicht auf die in § 5 gemachten Bemer-

, kungen fihrel die Gleichungen 6), §), 9) zu folgendem Resultat:

Schneides sich die successiven Generatricen einer cyklischen
Fliche in zwei Puukten, so ist die Fliche die Enveloppe einer
Kugelfliche, dereu Mittelpunkt eine beliebige Carve beschreibt.
Fallen die beideu Bchuittpupkte sussmmen, ¢o ist die Tangente
zur Generatrix gleichzeitiy Tangente einer Curve, welche auf der
Fliche liegt, ibre Ebeuo ist dapo entweder die Krtimmungsebene
dieser Curve, oder dissulbe gebt durch die ‘I'angente der Curve,
welche ihr Mittelpunkt beselweibt, o

$7.

Da die successiven Genersatricon einer cykliscben Fliche sich nicht all-
gemein schneiden und die Distspz zweier Punkte derselben nicht allge-
mein constant ist, so eutstebt die Frage nach solchen correspendirenden
Punkten derselben, fiir welche die Distanz ein Maximum oder Minimum
ist. Die Ltsung dieser Frage ergiebt sich am einfachsten, wenn man von
zwei beliebigen Kreisen im Rsuwme ausgebt und dieselben nachher mit swei
successiven Generatricen identificirt.
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Die Gleichungen zweier Kreise im Raume seien:
) @—)'+(y—a)'+ (==
(z—¢&) cos f+ (y—n) cos g + (z—t) cos h=0.
9 et — )+ @—L) =
(@—8) cosf+ (y—n') cosg’'+ (z—;’) cosh'=0,
Bezeichnet man durch (z, y, z) einen Punkt des Kreises 1), durch
- (2',¥', %) einen Punkt des Kreises 2), so lassen sich fiir dieselben folgende
Gleichungen aufstellen :

_ ¢osf'—cosf cosd cosh cosg'—cosh’ cosg }
R e ST e sinel,
_ cosg’— cosg casd cosf cosk’—cosf cosh
D Jy=ntR —— g csv+t prosr siny ¢,
cosh’—cosh cos§ cosgcosf—cosg cos f
z=§+R;— P cosp+ sin 3 stny).
[ cosf —cosf’ cosd coshcos g — cosk'cosg
z=§’+ﬂ" e cosy'4- o siny'},
. __cosg —cosg'cosd ., cosfcosh’—cosf'cosh _ ,
4 y—n+R'{ il cosy'+ 3 siny’ 3,
. __cos h—cosh’cosd ., cosgcosf —cosg'cosf . ,
z=§+R’{ sin § cosv+ sin g ¥
In den Gleichungen 3) und 4) sind ¥, %' beliebige Winkel und
5) cosd=cosf.cosf'+4cosg. cosg+cosh cos k.

Man setze zur Abkiirzung:

NE='+ o —n)+E—"=D
E—8cosf+(n'—n) cosg+ ({—¢) cos h=D . H,
(F'—&) cosf'+(n— q)casg +(§ ) cosh'=D(Hcos 4 H' sin d),

6 EF—-& 11—'! {—
cosf cosg’ cosk =D.H" sind.
cosf cosg cosh
Das Quadrat der letzten Gleichung giebt:
» . D(Hcosd+H’'sind) DH
D (Hcosd+ H' sind) 1 cos8 | = (DH"sind),
DH . cos 8 1

oderseinfach:
7) 1=H'4+ H*+ H™.
Mit Riicksicht auf die Gleichungen 8) geben die Gleichungen 3) und 4):
' (@—2)+(y'—y)'+ (@ —=)
=D'+R'+ R*+42 R R (cos d cos ywcosy'—sinypsiny’)
8 +2DR }—(Hsind— H’cosd) cos ' + H"sin vy’
4+2DR(H cosp— H" siny).
Soll die Distanz der beiden Punkte (z, y, ), (&, ¥, ') ein Maximum
oder Minimum sein, so miissen die beiden Differentialquotienten nach v
und ¢’ der rechten Seite derGleichung 8) einzeln verschwinden. Hierdurch
ergeben sich fiir 9 und ¢’ folgende Gleichungen:
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Ist eine Strictionslinie einer cyklischen Fliche mit parallelen
Generatricen gleichzeitig Strictionslinie der windschiefen Fliche,
gebildet aus den Tangenten zu den Generatricen liings der ersten
Curve, so liegen die Mittelpunkte der Generatricen entweder in
einer Ebene, welche die Ebenen der Generatricen orthogonal
schneidet, oder die Projection des Bogens der Mittelpunktscurve
zwischen zwei Generatricen auf die Ebene einer derselben ist
gleich der Differenz der Radien dieser Generatricen.
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XIV. Ueber drei Integrationen innerhalb des Gebildes:
LAUWEAY (1 =
(a) +(b) + c) +...=1
Von Dr. R. MosT in Stettin.
1. Besieht sich das Integral:
Jerga .

(=G () -G )]

dzdydzdu
auf alle Werthe von z, ¥, z, 4..., die der Bedingung gentigen:

)+ )z

so ist dasselbe gleich:

pesilr ")) ()
r(S+ea)r(s +"+a.+ﬂ.—l)r( + +2 +u.+ﬁ.+7.—2)_
(2484 a)P(5+E4T atp—)r(S ‘3+ L +«.+ﬂ.ﬁ)

fiir «,=p,=y,=1 gebt dies Integral in das bekannte Dirichlet’sche iiber,

Folgende Methode scheint bei dieser und allen éhnlichen Integrationen
"am schnellsten zum Ziele zu fithren:

Es ist

ch_ P-1(l—g)y1—tdaz dy = ¢lr 1;(2:5;:;3)
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fiir
c+y<L;

also wird das Integral:

. o — L¥Y ] a4,

fiir
LY
a + b <L
" Geht man nun tiber auf das Integral:
oy—1 )
J= [ zo—1yB-1 [l_b_(_l.y )] =11 —z)m+P—-2dz dy dz
fiir

.Y
T+T+z<'l'
d. b. fiir
. x Yy
a(l—z)+b(l )<l’

8o ldsst sich die Integration fiir # und y nach Gleichung 1) ausfiihren; der
Werth z=1 veranlasst kein Bedenken, da fiir denselben 2 und y, also auch
das darauf besziigliche Integralstick nach x und y der Null gleich sind.
Man erhilt also:

1
_ a®bf I'(B) I' (a+-«,) a-1(1 _z)“"""“""‘"" dz;

« T@+ptea),

fihrt man die Integration nach z aus und setat dann -%- fiir z ein, so

erh#lt man:

R I

-—-_.al! p F(“+“.)r(¢+ﬂ+a,+ﬂ.—|)
B LB L) FarBFa) Tt prrFat+hi—D

2)

fiir
T, Yy, 6z
rid T+ e <!
In derselben Weise schreitet man zur Bedingung:
x y z
a (l—u)+b (1 —-u)+c(l —u)
vor und gewinnt schliesslich den allgemeineren Ausdruck durch bekannte
Substitutionen.

<1
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2. Ist

j}(x,y,z...) dedydz...=F(a,b,c...)
fiir

T, 9.2
_a_+ b + p +...<1,

J}(x,y, (9_:': g'-'; ’;'zm)dzdydz .

1—ou 1— g_ 1—ou ) d
f G=a 15w =) e
wo das erste Integral in dem Gebiet:

u,>l --a..‘l:—ﬁy-—rz s
e—ax—Pfiy—yz...

80 ist:

genommen ist; fiir
e=e=f=y=1
geht dieser Ausdruck in einen von Schlbmllch aufgestellten iber*).

May setze: .
l—aas—fy—yz ..
R =u,
e—ax—py—yz...
80 wird :
3) “—“I“ B—Biu y+7 'I'|"+”._____l;

l—ou 1—pu 1—ou
denkt man sich u, also anch ¢ («) constant, so kann fiir das durch 3) ange-
deutete Gebiet das Integral

ﬁ(-t ¥, z...)dzdydz ...

F I —ou 1 —ou 1—ou )
(a—a,u' g—pBu y—y u’’
integrirt werden. i

Es ist also in dem allgemeineren Integral J jedes @ (¥) mit demn zuge-
horigen Increment

durch:

dF
du
du

uy ,
dF
J= _ du.
./:uwW)"
u,

*) Vergl Schliimiich, Compendium der hiheren Analysis, Theil 11, p. 480.

zu multipliciren, also:
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3. Die Gleichung unter 2) gestattet noch folgende Erweiterung:
Ist

f/’(.r,y,z...lt)d:cdydz...:(b(a,b,c...k)
fiir
2489,
sty to+-<n

80 ist:

Te—ax—py—7r.2..
!l"
= db'['—“’“. 1—ex '""“...k] du,
a—au’ B—Pu’ y—yu k=
. e

wo im sweiten Integral nach dew Differentiiren k= u gesetst wird und das
erste Integral in dem Gebiet:

ff(x,y. z.. l—"x—ﬁy—rz'")dmdydz...

l—aer—fy—yz...
U, - u

’>p-—a,z—ﬂ.y<—y.z >
genomuen ist.

Nach der Gleichung 3) wird, wenn

1—az—py—...
o—“.z—p|y—.--
constant gedacht wird:

fr(x.y.z...k)=w I—ou l—eu 1=—eu ..k);

a—au B—Pu’' y—yu’

das zu u =k geh¥rige Increment ist also:

dd r1—ou 1—ou
E‘[ e ) L .k]-d“,

=u

a—au' B—pfu’’

also ist das allgemeine Integral gleich:

Uy
, | 1l—ou 1—ou
@ [ - k] du.
/ o — o u p—pl“ k=wu
uy

Setzt man

fle,y,z..)=1(2,y,2z...) @ (K),
8o geht die allgemeine Gleichung in die unter 2) entwickelte tiber.
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einmal getroffenen Bestimmung der z unbeschadet der Richtigkeit der Zer-
legung angebracht werden diirfen.
Beispiel. Mit
F=—xd+8xx,+ 423+ 122,000 + 32,3 + 140,
und
h =g+ 2,4+ 32,; y=3x)—x, 4+ 2x,
erhilt man
a'oo=+ 7; A =+1; a'o,=—7.
Die Voraussetzung
0=2d0;ZAixaox=09(—1—84+4—1243414)
trifit also hier zu, Nach 26) erhilt man nun:
A1 F =y, (81xy+ 502, 4 5,) + y; (— 342,416z, + 2 x,)
oder mit kjg=— 13:
21 F=y, [8Blz,+ 502, + 5xy, — 13 31y — x, + 2,)]
+ y; [— 34xy + 162, 4 247, + 13 (2,4 21, + 3,)],
F=y 2z ,+ 3, —x5) + y3 (— 2o+ 22, + 3,),
_1F—5yt 44y, 7 = TF4 7y, —18y,y,+ 64,

T 1@y —y) ! 14 (3y, — y5) ’
c __ —1F+11y4-6y, y,—4y,’
g = .
143y, —ys)

Die Werthe, welche die z fiir ein und dasselbe Werthsystem annehmen,
sind in der Weise von einander abhiingig, dass in einem derselben, etwa
2z, jeder andere, etwa z, bestimmt werden kann, Die Gleichungen
zr=broxo+brlxx+ coet bra Zay
C Zy=boxyt barx +...F bya
liefern némlich mit den Gleichungen 2) nach Elimination der x:

0=z, Z*bok a0k —z, 2‘ bek ll'ok
” n—\,n
+ 21 Ye 2& bribrk
\ 0, bl‘blk

wovon sp#ter Gebrauch gemacht werden wird.

28)
Qo¢ Aok
Qeg Qg

v
y

Es liessen sich nun ohne Schwierigkeit auch die Bedingungen angeben,
unter welchen die Gleichungen 2) und 19) von einander abhiingig werden,
nnd also keine bestimmten oder gar keine endlichen Werthe der x liefern,
Auf die Gefahr hin, mehr allgemein Bekanntes zu wiederholen, als viel-
leicht durch die iibrig bleibenden Eigenthiimlichkeiten, welche die Methode
fiir sich beanspruchen kann, entschuldigt werden darf, mag die Unter-
suchung auf den Fall n =2 beschriinkt werden, in welchem sie eine geome-
trische Bedeutung erhilt, insofern sie die Erdrterung der Hyperboloide auf
Grund der in der Form 19) aufgestellten Flichengleichung darbietet. Wir
verstehen dabei unter x,, z,, 2, cartesische Coordinaten, unter (F),(8).\8

Zeltschrift [, Mathematik u. Physik X1V, 5, €N
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Gerade, welche wir u; nennen wollen, so ist fiir jeden Punkt derselben die
« - Coordinate des entsprechenden Punktes in S gleich Null, d. h. die Coor-
dinaten des entsprechenden Punktes (z, y, z) sind ' '
o, Diy, EE,
oder, wenn man durch §¢ dividirt,
0, Dea,, E.

Somit entspricht jedem Punkte der durch .4 gehenden Linie %—:a,

der durch die eben angeschriebenen Verhiltnisscoordinaten auf der Linie
=0, d. h. auf !/ bestimmte Punkt, welcher M, heissen mag. Es ist da-
her p; eine Hauptlinie von X und M; der ihr zugeordnete
Hauptpunktvon S. Da wir nun den Fall mit imagin4ren Hauptelemen-
ten von S bebandeln wollen, so miissen wir M;, d. h. Da, imaginér voraus-
setzen oder, mit anderen Worten, annehmen, die Wurzeln &, und «, seien
imaginir; natiirlich werden dies zwei imaginér conjugirte Werthe sein, d. h.
ist ¢y=u+ir, so muss sich @p=u—iv ergeben. Dann ist die durch

;Z_—::ai dargestellte Hauptlinie eine imagindre Gerade, die den reellen

Punkt 4, d. h. =0, {=0 enthilt.
In gleicher Weise folgt, dass jedem Punkte der durch die Gleichung

a

£
reprisentirten imagindren Linie v; der nimliche auf I liegende imaginkre
Punkt N; entspricht, dessen Coordinaten

0, Doy, E

sind. Dabher ist N; der dritte Hauptpunkt von § und die ihm in X zugeord-
nete Hauptlinie ist die darch den reellen Punkt 4 gehende imaginiire Ge-
rade v;.

:‘12

Betrachtet man den imagindiren, durch die drei Coordinaten 0, e, 1

dargestellten Punkt V; von 2, der offenbar auf den Linien { =0, 1= o,

4

d. h. auf A und g; liegt, so erhiilt man fiir die Coordinaten des entsprechen-
den Punktes von S die Gleichungen

2520, ye=0, 10,
also jedenfalls ganz unbestimmte Coordinatenwerthe. Allein bei dieser
Unbestimmtheit ist immer der Werth ‘

also vollkommen bestimmt. Dies zeigt uns, dass dem Punkte NV; von Zin §

kein bestimmter Punkt, sondern die totale, durch L gehende imagin#re

Gerade entspricht, deren Gleichung eben angeschrieben wurde und die

wir n; nennen wollen. Ihr Schnittpunkt mit 2 =0 oder 1 ek die Coordineien
. . %\l
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D
befriedigen, auch der Gleichung
F(xz,y,2)=0

geniigen, so ist g eine der erwihnten n Verbindungslinien. Das ibr ent-
sprechende Gebilde in X ergiebt sich durch Elimination von z, y, z aus der
Gleichung von g und aus 14) in Form einer Determinante; oder aber ent-
wickelt und nach leichter Reduction
(n—a:8) [a (n—e,8) + EDE =0, :
d. h. der durch N; gehenden Geraden g entspricht in X die Hauptlinie ;
(n#mlich die Linie 5 — a,¢ =0) und eine durch IV; gehende Gerade y
o(n—a )+ EDE=0,

weil ihr ja durch die Coordinatenwerthe 0, «,, 1 geniigt wird.

Es lisst sich nun zeigen, dass diese Gerade y eine Tangente der
Curve I}, im Punkte NV;ist. Denn eliminirt man aus der Gleichung von y
und jener von I3, die Variabele £, so ergiebt sich

Flo—adm—an, o @D, p2ebon],

oder aber, wie man sofort iibersieht,
R Ca ag
(ﬂ_“lg)"j' [(ﬂ—“tg)’ _—/_',"l, - ﬁ] =0
als die Gleichung der 2n Geraden, die # mit den Schuittpunkten von y
und I3, verbinden. Der n mal auftretende Factor y — e, ¢ zeigt an, dass
N; ein n-facher Punkf von I3, ist, wiithrend
. « “

4 [(q_“tg)i - 7"11 —7’:] =0

die anderen n Verbindungslinien reprisentirt.

Nun wurde aber angenommen, dass die Coordinatenwerthe x, y, z
welche der Gleichung von ¢ und

)

«© Ite

D
=T.dl

gentigen, d. b, die Coordinaten
T:y:z2=FED(0g—«):aDa:aFE
oder aber
. i a “l a
Ty r=(a;— ) — ok
auch. die Function F auf Null bringen. — Setzt man in der letzten Gleich-
ung n=a, §, so folgt:

F [a.f—%f), —{“—2:' —(1—1;:] ={"F [\‘Ol._“:)y ___‘711%1 ’ _%:I
und dies ist nach dem eben Gesagten mit Null identisch, Weil somit die
vorletzte Gleichung fiir 4§ = ¢, { mit Null identisch wird, so muss sich der

Factor y — «, ¢ aus ibr heraushcben lassen, d. l. sie lisst sich in der Form
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Von Prof. Dr. W. C. WITTWER.
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Ist umgekehrt unter sonst gleichen Umstinden der Kurper mit kleinerom Atomgewichte der whrmere, so ergiobt sich
Nachastehendes:

. Tabelle VI.
t a « 4 o b B B B,
N I i
1 44000 | —440,00 1,0000 | —400,00 44000 | —440,00 10000 | — 400,00
2 — 4,4000 440,00 | —1,0000 400,00 | —4,4000 44000 | —1,0000 | 100,00
3 4,4000 — 439,80 1,100 — 400,79 8,6079 — 439,80 L1995 | - 100,00
1 — 4,8900 430,80 —0,8054 401,18 —5,1725 438,24 —0,8015 _ 100,40
5 4,3960 — 430,21 1,3021 —403,48 2,8741 — 437,05 1,3882 — 400,40
] —4,3888 480,22 —0,6272 404,24 — 58492 434,68 —0,6157 401,17
7 43888 .| —438,28 1,5666 — 407,82 2,2714 — 483,74 1,5554 — 401,17
8 —43m | 43820 | —o4752 408901 | —6,3025 42065 | —oasa2 | 0227
9 4,3774 — 437,06 1,7132 —413.41 1,8607 —42841 | 1,6920 | . —402,27
10 —4,3637 437,00 —08572 | . 41477 —6,6505 123,61 _ —0,3228 403,64
mo 488,87 438,87 405,46 405,46 434,58 43458 | 20113 | 40,13
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Tabelle VIIL

N .
3 t a « 4 @ b. B
1 4,0000 — 400,00 1,1000 — 440,00 4,0000 | — 400,00
2 — 4,0000 400,00 — 1,1000 440,00 — 4,0000 400,00
3 4,0000 — 400,20 0,9005 — 439,21 4,7921 — 400,00
w a — 4,0040 400,20 —1,2016 438,82 —32236 | 40157
.m 5 4,0040 — 400,79 0,709 —43651 | 55297 — 401,54
m 6 —4,0117 400,78 —1,47127 438,75 ' —2,5311 404,54
\ 7 40117 | - —40L,72 05338 | —43213 . 01477 — 404,30
i 8 — 4,0226 401,71 —1,6243 431,00 | —1,9818 408,56
{ 9 4,0226 — 402,95 0,3873 —42043 | 65920 — 408,16
i 10 | —40838 402,95 —1,7415 42508 | — L6200 413,13
\
} _ |
{ mov 401,13 401,13 434,50 43350 ' 404,19 104,19
N
N
{
!
\
|

'

i

(4

4,0000
— 4,0000
4,0000
— 4,0000
4,0311
— 3,9605
4,1198
-- 3,8838
4,2834
— 3,7282

400,16

|

4

— 400,00
400,00
— 400,00
400,00
— 400,00
400,06
— 400,06
400,30
— 400,30
400,86

400,16
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2. Sei R>nr, so ist g=nr; g, erhiilt aber einen grésseren Werth
als im vorerwiéhnten Falle, was sich leicht aus der Relation
Rra
O e TR
ergiebt, indem fiir R= o0, g,=rn=p wird, die Sonne also als vollkom-
mene Kugel erscheint.
Ist nun m >>1 und R=mnr, also m=R:p, 8o ist

rmn® v mnd4n—1
T S———— — ——
O mntn—1" 7, mn O’
2) n= Yo

vo—m(v—w)

3. Bei R nr, soist p<nr und =R. Auch nimmt g, ab, so dass
an der Grenze R=r, auch g,=r, sowie p=r werden. Ohne eine licht-
brechende Schicht muss also ebenfalls die Sonne in ihrer wahren Gestalt
und Grsse erscheinen. Nun sei R=pnr, worin p <1, dann ist:

Yo Yo

=g— =R

Q=0 v y '
v, (R—r)R

R=e—a=R i+ D+ r"

- n=— -V—o= = +1,
r(——l)
Yo
Rrn _ rpn’
= r—1D+R pntn—1’
v pn4n—1 v,
3) e n =) —

Fir m=p=1 gehen die Formeln 2) und 3) in 1) tiber. Firy,=¥»
ergeben alle drei Formeln natiirlich die Bedingung n=1; fiir v, < v hin-
gegen n > 1; fiir v, > v wiirde sich aber kein physikalischer Grund auf-
finden lassen, da n uuméglich < 1 sein kann, Wir schliessen diese Theorie
mit einer Zusammenstellung der fur Messungen geeigneten Relationen
fir n:

—nr 2e ; 1 Y,
a) R=nr; n 7$arcsml+arcco:n$ Py
2 ) e v
b) R>nr; n=79‘arcnn7z-+arccos ﬁ$=_—3.—_;
o — = (v—w)
e
Yo

=20 oresi LI U N
¢) Rgnr; n= " ‘arcsm 1 + arccos — %'_vo(p-l-l)—v'















540 Kleinere Mittheilungen.

1—cos am (v —m i)
sin am (w — wi)

E+ni=
zu setzen, woraus sich nach einigen Reductionen mit Riicksicht auf deu

Werth des Moduls k=’/-j— leicht ergiebt

=) E+n)=—_—— =V/Z cos am (K—w).

Fiibrt man also auch in der Bildebene der & und p ein Coordinaten-
system ein, welches gegen das urspriingliche um 45° gedrebt ist, so ist er-
sichtlich, dass die den Parallelen zu den Diagonalen des Quadrats ent-
sprechenden Curvensysteme mit den von Siebeck untersuchten Curven

identisch sind, die der Function cos am z fiir den Modul k=1/ —;—, ent-

sprechen. Zwischen den von Siebeck untersuchten und den oben behan-
delten Curvensystemen folgt daraus fir diesen Werth des Moduls die Be-

siebung, dass beide einander unter dem constanten Winkel von + %

durchschneiden.
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Recensionen.

Uebungsbuch zum Studium der hdheren Analysis. Von Dr. O. Scarimien,
K. 8. Hofrath etc. Erster Theil: Aufgaben aus der Differential-
rechnung. Leipzig, Verlag von B. G. Teubner. ’

Vorrede: In einer zwanzigjihrigen Lehrerpraxis hat sich bei mir
eine reichhaltige Sammlung grosstentheils neuer Aufgaben und Beispiele
aus der hioheren Analysis gebildet, deren Veriffentlichung ich hiermit
aus zwei Griinden unternehme; einerseits, weil eine betriichtliche Menge
von neuem didaktischen Material immerbin willkommen sein wird, an-
dererseits, .weil selbst die bekanntesten Werke dieser Richtung schr
empfindliche Liicken zeigen. In der Sohncke'schen Aufgabensammlung
z. B. fehlen Untersuchungen iiber die Convergenz und Divergenz unend-
- licher Reihen ganz und gar, von Reihenentwickelungen findet man nur
die gewdhnlichen in jedem Lehrbuche stehenden Beispiele, jedoch ohne
Angabe der Gitltigkeitsgrenzen, die Doppelintegrale sind durch ein ein-
ziges Beispiel, dreifache Integrale gar nicht vertreten, die Integration
der Differentialgleichungen ist mit villigem Stillschweigen iibergangen
— kurz, es fehlen gerade diejenigen Partieen, ohne welche man in der
Mechanik, mathematischen Physik u. s. w. auch nicht einen Schritt thun
kann. Diesen Mingeln diirfte das vorliegendo Werkchen abhelfen, jedoch
sind dabei die iibrigen Theile der Analysis keineswegs stiefmiitterlich be-
handelt worden. . '

Bei den Aufgaben tiber die Differentiation entwickelter Functionen
einer Variabelen (§§. 2—6) schien es mir zweckmissig, hdufig die ver-
schiedenen, zum Ziele filhrenden Wege anzudenten und dadurch dem
Studirenden die Mittel zur Controle sciner Rechnung an die Hand zu
geben, auch habe ich kleine Rechnungsvortheile bei jeder sich darbie-
.tenden Gelegenheit erwithnt. In §. 5 findet sich eine Reihe von Fragen,
welche den Studirenden zur Uebung in der Transformation cyclome-
trischer Functionen® veranlassen sollen. Die Aufgaben sind iibrigens
soweit als moglich stufenweis, von leichten zu schwereren fortschreitend,

Literaturatg. d. Zeitschr. f. Math. w. Phys, XIV, T 1
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_ geordnet; bei der ersten Aufgabe-jeder Art ist die Losung etwas aus-
‘fiihrlicher gezeigt, bei den iibrigen Aufgaben sind nur, wo es n&thig
_schien, Andeutungen zur Losung gegeben. Hier und da wird man auch
neue wissenschaftliche Kleinigkeiten finden, wie z. B. in den Abschnitten
iiber isokline Normalen und reciproke Maxima und Minima.

Dem vorliegenden ersten Theile hoffe ich einen zweiten, Aufgaben
aus der Integralrechnung enthaltenden Theil rasch folgen zu lassen.

Studien tiber die Bessel'schen Functionen. Von Dr. Evcex LouMEL (gegen-
" wiirtig Professor der Physik an der Universitit Erlangen). Leip-
zig, Druck und Verlag von B. G. Teubner 1868.

Das vorliegende 9 Druckbogen umfassende Werkchen giebt weit mehr,
als der bescheidene Titel ,,Studien‘ erwarten l4sst; es ist vielmehr eine
vollstiindige Monographie der Bessel’schen Functionen, welche letztere
bekanntlich bei Stérungsrechnungen und in der Wirmetheorie eine her-
vorragende Rolle spielen. Als Bessel'sche Function der Variabelen 2
und des Index v definirt der Verfasser jede Function, welche den fol-
genden drei Gleichungen gentigt

3 [(29) = (v —D+1(s v+ 1],
— 1y -
S A I TS
oder
1f (x,
UED 2 ) = f(eyv+ 1),
2) (I[:_f %&,le'}:{("_l)/(ﬁ",_l)
oder
1/ (., ’
'—/f,x?)=—i/(x,v)w(z,v—l),

von denen jede ecine Folge der beiden anderen ist. Da ferner diese
Gleichungen fiir f(r, )=y auf die Differentialgleichung

d'y 1 dy ( v?

4 DA T — ) y=
) dx? " (1x+ ! :L")y 0

hinauskommen, so kann es nar zwei Arten Bessel'scher Functionen

geben, welehe durch J” und ¥ unterschicden werden. Fiir den Fall,
(x) (r)
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dass der Index v weder Null noch eine positive oder negative ganze Zahl
ist, lautet das vollstindige Integral von Nr. 4

y=A4J"+BI"7;
(x) (%)
ist dagegen v eine positive oder negative ganze Zahl =», so liefert die
vorstehende Formel wegen
J " = (— l)n J"
(®) (<)
nur ein particulires Integral und es findet sich dann als vollstindiges
Iuntegral
y=AJ"+BY".
(x) (%)

Hieraus folgt, dass in den Functionen erster Art » jeden reellen Werth
crhalten darf, was der Verfasser zuerst bemerkt und im dritten Abschnitt
seiner Schrift sehr geschickt benutzt hat, und dass den Functionen zweiter
Art nur fiir ganze Indices eine Bedeutung zukommt, Hinsichtlich der
letzteren Functionen differirt iibrigens die Lommel’sche Definition von
der Neumann’schen, was seinen Grund darin hat, dass Neumann
besonderen Werth auf die Analogie zwischen den Kugelfunctionen und
den Bessel’schen Functioden legt; die Lommel’sche Definition hat
ohne Zweifel den Vorzug, von anderen Theorien ganz unabhingig zu
sein und sich einzig und allein auf die Differentialgleichung 4) zu stiitzen,
sie dtirfte daher den Analytikern am besten zusagen.

Der erste Abschnitt beschiftigt sich mit den Bessel’schen Func-
tionen erster Art und entwickelt die vielen zum Theil sehr merkwiir-
digen Eigenschaften derselben, wobei selbstverstindlich auch die Mittel
zur numerischen Berechnung der genannten Functionen besprochen wer-
den. In gleicher Weise giebt der zweite Abschnitt eine Untersuchung
der Bessel’schen Functionen zweiter Art. Von besonderem Interesse
diirfte der dritte Abschnitt sein, in welchem gezeigt wird, wie sich ver-
schiedene lineare Differentialgleichungen durch Bessel’sche Functionen
integriren lassen. Beispiclsweise erwihnen wir die bekannte Riccati’sche
Differentialgleichung -

dy .
daTEY=0
ist hier k—-:-z eine gebrochene Zahl, so lautet das vollstindige Integral
der Differentialgleichung
* y=yz (S +Bs),
9] &

worin zur Abkiirzung
1 2 x'“ +1

e STi

Yy =

l.
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gesetzt ist; wénn dagegen v eine ganze Zabl ausmacht, so tritt an die
Stelle des vorigen Werthes von y der folgende

y=vV= (4,7 +BY),
& &

wo » und £ dieselbec Bedeutung haben wie vorhin. 'Die Eleganz dieses
Resultates diirfte in die Augen fallen und namentlich zu Gunsten der
vom Verfasser gegebenen Definition der Functionen zweiter Art sprechen.
Anhaogsweis theilt der Verfasser die Hansen’sche Tafel der Functionen
erster Art mit und giebt zu deren Gebrauche dic ndthigen Krldute-
rungen,

,

Das Mitgetheilte wird hinreichen, um der Lommel’schen Schrift,
welche sich iiberdies durch eine schr klare Darstellung auszeichnet, das
Interesse der Mathematiker znzuwenden.

ScHLOMILCH.,

Die psychologischen Grundlagen der Raumwissenschaft. Von Dr. J. C.
¥resenius, Lehrer a, d. héheren Biirgerschule zu Frankfurt a. M.
Wiesbaden, Kreidel's Verl. 1868.

Auf cmpirisch - psychologischem Wege sucht der Verfasser in der
Einleitung die Mittel zu gewinnen, wodurch sich dic Frage, wie wir zu
den Grundbegriffen der Geometrie gelangt sind, beantworten ldsst; an
die im ersten Abschnitte gegebene Discussion dieser IFrage kniipft der
Verfasser im zweiten Abschnitte die Priifung der Bedingungen, welchen
die weitere Verarbeitung und Verbindung dieser Begriffe, namentlich die
Gleichsetzung, unterworfen ist, und untersucht endlich im dritten Ab-
schnitte die Mittel zur Ueberzeugung, d. h. die Beweisc und deren Zu-
sammenfassung zu einer naturgemiissen Methode. Wenn Referent auch
nicht sagen kann, dass ihm durch dic vorliegende Schrift alle hierher
gehorenden Rithsel gelost worden seien, so muss er dem Verfasser doch
die Anerkennung zollen, dass derselbe einen werthvollen Beitrag zur
Grundlegung der Geometrie geliefert hat. Seine psychologischen und
mathematischen Erorterungen sind durchgingig klar und sogar mit viel
stylistischer Eleganz dargestellt; sic verdienen ohne Zweifel cine weitere
Discussion, welche hier freilich zu weit fiihren wiirde. Nur in mathe-
matischer Beziehung mige crinnert sein, dass Gleichungen wie

13+2’+3’+...+w’::;w‘

keinen bestimmten Sinn haben und immer durch Grenzenforméln wie
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ersetzt werden kionnen und auch ersetzt werden miissen, sobald es sich
um Anwendungen derselben handelt. *

ScuvémiLcu.

>

Theorie der Bewegung der Himmelskérper um die Sonne nebst deren
Bahnbestimmung. Von Dr. Jou. Friscuaur, Professor an der
Universitdt Graz. Graz, Leuschner und Lubensky, 1868.

Von den Kepler’schen Gesetzen ausgehend entwickelt der Ver-
fasser 1. die Formeln zur Ortsbestimmung eines in bekannter Bahn sich
bewegenden Plancten; 2. die Relationen zwischen mehreren Orten einer
Bahn; 3. dic Relationen, welche einen einzelnen Ort im Raume betreffen;
4. Relationen zwischon mehreren Orten im Raume. Daran kniipfen sich
die Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei geocentrischen Beobach-
tungen (nach G auss) und die Bestimmung einer paraboiischen Bahn aus drei
geocentrischen Beobachtungen (nach Olbers). Zufolge des im Vorwort be-
zeichneten Zweckes: ,,eine fiir Jedermann, der sich die gewshnlichsten Kennt-
nisse aus der Mathematik angeeignet hat, verstindliche Darstellung der Baln-
bestimmung der Plancten und Kometen nebst den hierzu nothwendigen
Stitzen der theoretischen Astronomie zu geben‘‘, wird man in dem Schrift-
chen keine neuen Forschungen suchen und nur fragen, ob der Verfasser
sein Ziel erreicht hat. Dicse Frage diirfte unbedingt zu bejahen sein;
die Theorie ist sehr priicis und vollkommen klar auseinandergesetzt und
iiberall durch Zahlenbeispicle erliutert. Namentlich Studirenden, welche
sich nicht speciell der Astronomie widmen, aber.doch die oben erwihn-
ten Hauptprobleme in gedringter Darstellung ‘behandelt sehen wollen,
moge dio vorliegende, nur 50 Seiten ziéhlende Schrift bestens empfohlen

sein, v
ScHLOMILCH.

Freie Perspective in ihrer Begriindung und Anwendung. Von G. A. Pescuxa,
Professor am Polytechnikum zu Briinn, und E. Kourny, Privat-
docent ebendaselbst. Hannover, Riimpler 1868,

Die Verfasser erwiihnen zwar im ersten Capitel die sogenannte Durch-
schnittsmethode, welche voraussetzt, dass Grundriss und Aufriss des per-
spectivisch abzubildenden Gegenstandes vollstindig gezeichnet vorliegen,
gehen aber dann zur sogenannten freien Perspective iiber und begriinden
" dicselbe durch eine selbstindige Theoric der Centralprojection. Hierbei
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Hagen, G., Ueber die Bewegung des Wassersin Strémen. (Akad.)

Berlin, Diimmler. 14 Thlr.
Frawkennemm, M., Zur Krystallkunde. 1. Bd. Charakteristik der
Krystalle. Leipzig, Barth. 1% Thir.
Tarr, F. G., Sketch of thermodynamics: alrealiseof mechanical
power of heat. London, Hamilton. 5 sh.
Physik.
MiLLEr-PouiLLer, Lehrbuch der Physik und Meteorologie.
7. Aufl. 1. Bd. Braunschweig, Vieweg. 5 Thir.
Dove, H. W., Ueber den Sturm vom 17. November 1866. Berlin,
Diimmler. % Thlr.

Puscur, C., Das Strahlungsvermigen der Atome als Grund
der physikalischen und chemischen Eigenschaften der
Kérper. Wien, Gerold. 2% Thlr.

DitscuriNer, L., Ueber die durch planparallele Glasplatten
hervorgerufenen Talhot'schenInterforenzstreifen. (Akad.)
Wien, Gerold. 8 Ngr.

Loscamipt, J., Ableitung eines Potentiales bewegter elek-
trischer Massen aus dem Potentiale fiir den Ruhezustand.
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