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Beitrage zur Geschichte der Fortschritte in der elektrischen :
Telegraphie.

Von

Professor Dr. EDUARD ZETZSCHE.

V. Die unterseeische Telegraphie.
(Zweite Abtheilang.)

(Hierzn Tafel I, Fig. 1—37.)

Nachdem wir in dem vorhergehenden Aufsatze einen Ueberblick tiber
die Entstehung und Ausbreitung der unterseeischen Telegraphie zu geben
versucht haben, lenken wir nun unsere Aufmerksamkeit auf

II. Die unterseeische Leitung selbst.

In Betreff der Unterseekabel oder Telegraphentaue, welche die
Leitungen fiir die unterseeischen Telegraphen bilden, sind vorwiegend
folgende Punkte niiher zu erdrtern: die Einrichtung und Herstellung der
Unterseetaue, die Priifung derselben, ihre Legung und né&thigenfalls ihre
Wiederaufholung und Ausbesserung.

1, Die Einrichtung und Herstellung der Unterseetaue.

An jedem unterseeischen Telegraphenseile lassen sich drei ver-
schiedene Theile unterscheiden, n#mlich der eigentliche Leiter, die
Isolationsmittel und die Schutzmittel. '

Das Material, welches den eigentlichen Leiter der Elektricit4t bilden
soll, muss namentlich bei langen Unterseeleitungen ein miglichst guter
Leiter sein und darf zugleich weder an sich selbst, noch durch das
Isolationsmittel und durch die elektrischen Wirkungen des Stroms Ver-
koderungen ausgesetzt sein, welche das Leitungsvermogen vermindern oder
gar den metallischen Zusammenhang des Leiters gefihrden; ebenso wemig

darf der Leiter eine nachtheilige 'Wirkung auf das Isolationsmitie)l sns-
Zeltschrift I. Mathematik u, Physik XIII, 1, b Y
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tiben. Diesen Anforderungen entdpncbf moglichst reines Kupfer ziem-
lich vollkommen, wesha]b e fast aallg'emem fiir diesen Zweck Verwendung
gefunden hat. Das Knpfer. mubs natiirlich sehr sorgfiltig ausgewihlt und
vor seiner Verw'ebd'ufig auf seine Leitungsfihigkeit untersucht werden,
Zu noch groﬁserét “Bicherheit jedoch schldg C. F. Varley vor, einen oder
mehre)'q. der ‘Drihte, aus denen die Leitung hergestellt wird, ganz oder
:heﬂ:weise aus Platin zu machen, damit, falls ja das Kupfer weggefressen

et wul-de, das Platin den Strom noch leiten kénne (Deutsche Industrie-Ztg.
* "1866, S. 338). Ausser dem Kupfer kam auch Eisen zur Anwendung; so

legte T, P. Shaffner Eisendrihte Nr.10 im Mississippi und S. C. Bishop
in New-York im Hudson (Shaffner, telegraph manual, S. 600 und 603).
Baudouin endlich schlug vor, Alum inium zu verwenden. Anfinglich
benutzte man einen einfachen Kupferdraht von entsprechendem
Querschnitte. Bei dem im Sommer 1856 im St. Lorenzbusen versenkten,
von Glass, Elliot & Co. verfertigten Tau war zum ersten Male der
Leiter aus mehreren Kupferdrihten (nach Skaffner, tel. man. S. 617 aus
vier, nach Zeitschr. d. Tel.-Ver. 3, S. 178 und Ztg. d. Vereins deutschen
Eisenbahnverw. 1861, 8. 334 aus sieben Dr#hten Nr. 22) zusammen-
gedreht (Mechanics Magazine 64, 8.513). Schon am 21. Juni 1854 hatte
Henry Vernon Physick in London ein Patent auf solche aus mehreren
Driihten zusammengedrehte oder geflochtene Leiter erhalten, wiihrend Pro-
fessor William Thompson und die Civilingenieure John Thompson
und WilliamJohn Macquorn Rankine, simmtlich in Glasgow, unterm
4. December ein ganz #hnliches Patentgesuch eingereicht hatten (Mech.
Mag. 62, S. 40 u. 620). Im September 1857 wurde ein Tau mit 4 aus je
4 Driithen bestehenden Leitern zwischen Sardinien nnd Afrika gelegt, und
seitdem werden die Leiter vorwiegend aus mehreren zusammengedrehten
oder parallel neben einander liegenden Kupferdrihten hergestellt; sehr
héufig wendet man 7 Driithe an, von denen 6 spiralfsrmig um den siebenten
herumgewunden werden. Dabei hat man, obwohl die Leitungsfihigkeit etwas
geringer wird (nach Whitehouse etwa 8%; Delamarche, Elemente
der unterseeischen Telegraphie 8. 24), offenbar eine vermehrte Sicherheit
gegen eine Beschddigung des kupfernen Leiters (Ader). Besteht nimlich
die Ader aus blos 1 Drahte, so konnte sie bei einer etwa in diesem vor-
handenen fehlerhaften oder schadhaften Stelle leicht reissen und der ganze
Leiter wire dann unbrauchbar. Bei einer aus mehreren Driihten oder Fiiden
gebildeten Ader dagegen konnen die einzelnen Drihte solche urspriinglich
vorhandene oder spiiter entstandene Fehlerstellen haben und sogar an
solchen Stellen reissen, ohne dass dadurch die ganze Ader den Dienst ver-
sagt, weil es ganz unwahrscheinlich ist, dass in allen Drihten fehlerhafte
Stellen neben einander zu liegen kommen. Ausserdem besitzt auch der zu
mehrfidigen Adern verwendete feinere Draht an sich schon eine grbsseré
Gleichartigkeit und solche aus mehreren Drihten zusammengedrehte
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Adern vertragen eine grissere Dehnung. Freilich werden sich bei mehr-

‘ fidigen Adern auch mehr Stellen finden, an denen die einzelnen Drihte
behufs ihrer Verlingerung zusammengeldthet sind, und daher muss dieses
Zusammenlsthen der einzelnen zur Ader zu verseilenden Driihte mit
besonderer Sorgfalt ausgefiihrt werden, damit nicht durch unvollkommene
Léthungen der Widerstand des Taues ohne Noth vermebrt werde. Wenn
ferner ein Draht der Ader springt und zufiilig die isolirende Hiille verletzt
oder durehbohrt, so kann das eindringende Wasser das ganze Tau durch-
dringen und einen gréosseren Stromverlust veranlassen; dem kénnte man
jedoch durch Zusammenléthen der verschiedenen Drihte der Ader be-
genen (Du Moncel, Irailé de telegraphie electrique, S. 253).

Mit der Dicke des Leiters wiichst zwar dessen Leitungsfﬁbigkei?:,
allein auch die Schwierigkeiten bei der Herstellung, Verladung und Ver-
senkung, weshalb man die Dicke nicht zu gross wihlt. Bei langen Tauen
hat der Leiter im Mittel etwa 2 Millimeter Durchmesser ; bei kurzen Tauen
kann man bis auf 1 Millimeter herabgehen, (Delamarche, Elemente S.43.)

Die Zahl-der Leiter in einem Taue wechselt zwischen 1 und 6.
Die ersten T'aue hatten in der Regel eine grossere Anzahl Leiter, wihrend
die in den letzten Jahren versenkten meist nur 1 Leiter enthalten. Mit der
Zahl der Leiter wiichst natiirlich der Durchmesser des Taues, daher auch
dessen Steifigkeit und Gewicht, sodass namentlich bei sehr grossen Tiefen
dadurch zugleich die Legung schwieriger wird. Zu erwihnen ist hier noch
ein am 15, September 1855 als Mittheilung patentirter Vorschlag von Gor-
don, unter Verzichtung der Benutzung der Erde als Riickleitung, zwei
Drihte nabe an einander in dasselbe Tau zi legen und als einen Stromkreis
zu benutzen, damit beide stets gleich stark, aber entgegengesetzt geladen,
somit Riickstréme und Inductionsstrsme in benachbarten Drahtpaaren un-
mdglich wiirden (Mech. Mag. 64 S. 424; Delamarche, Elemente der un-
terseeischen Telegraphie 8. 19; vergl. auch Poggendorff’s Annalen
102 8. 66). Ein #hnlicher Vorschlag von J. N. Hearder findet sich im
Civil Engineer and Architects Journal 1859. S. 219,

Eine isolirende Htille muss der Leitungsdraht erhalten, weil das
Wasser die Elektricitiit leitet., Diese Hiille soll ausserdem undurchdring-
lich und im Wasser unversnderlich sein. Das jetzt vorwiegend zur Isola-
tion verwendete Material ist Guttapercha. Getheertes Garn und Kautschuk
sind zwar friiher, als Guttapercha, aber nur voriibergehend angewandt wor-
den. Die Guttaperchaallein ist indessnoch nicht ein so vollkommener Isolator,
als man witnschen muss; daher benutzt man meist gleichzeitig noch irgend
eine aus verschiedenen Stoffen zusammengesetzte Mischung, Die von
L. Wray vorgeschlagene Mischung besteht aus 2 oder 2% Theilen Kaut-
schuk, % Theil Harz, 1 Theil gepulvertem Quarz oder Thonerde und
etwa Y/, Theil Guttapercha; sie isolirt sehr gut, ist schwer schmelzbar wad
ibr Widerstand wiichst mit der Temperatur, allein sie kann nicht so der

A\
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Oberfliche der Taue angewendet werden, da sie leider vom Meerwasser
gerstort wird. Die noch geheim gehaltene Mischung von Hughes ist eine-
anscheinend der Steinkohle entstammende, klebrige Substanz, welche
gwischen die verschiedenen Lagen von Guttapercha gebracht wird, um die
Poren und Risse derselben auszufiillen. Rad cliffe vermischt Guttaperchamit
Kohle, um ihre Dauer zu erhéhen; dabei erhdht sich aber das Isolationsver-
mdgen nicht wesentlich und es wird auch geringer, wenn die T'emperatur
steigt. Ebenso ist es bei der Mischung von Godefroy, welche aus Gutta-
percha und gestossenen Kokusnussschalen besteht. Die so hiufig angewandte,
am 9. August 1858 patentirte Mischung von John Chatterton (und Wil-
loughby Smith) enthilt 3 Theile Guttapercha, 1 Theil Stockholmer oder
Holztheer und 1 Theil Harz, ein Verhiiltniss, bei dem das Ganze entspre-
chend fliissig ist; sie erhiirtet in der Kilte, wird aber bei etwas hoherer
Temperatur fliissig; sie wird warm zwischen die verschiedenen Lagen Gutta-
percha aufgetragen (Du Moncel, traite de tél. elecitr. 8. 254; Polytechnisches
Centralblatt 1860 S. 342; 1863 S. 899). Siemens und Halske geben dem
Leiter zun4chst eine diinne Schicht Chatterton’s Compound; hierauf wer-
den ohne Anwendung von Wirme schmale, lange Binder von Kautschuk
aufgewalzt, dann wieder Chatterton’s Compound und eine Lage Gutta-
percha; dariiber kommen 2 Lagen von besonders vorbereiteten Hanfschnii-
ren in entgegengesetzten Windungen und zuletzt wird ein Band von (phos-
phorhaltigem) Kupferblech spiralférmig um das Tau gewunden, so dass
das Tau nicht dicker als 3/,; Zoll und nicht theurer wird, als ein mit
Eisendraht umbiilltes (Deutsche Industrie-Zeitung 1864 8. 100; Du Moncel,

trailé de tel. él. 8. 262). *
Das Kautschuk muss rein sein, wird in schmalen Streifen an-

" gewendet, die mit ihren frischgeschnittenen Riindern an einander kleben,

und das Ganze wird durch heisses Wasser gezogen, mit vulkanisirtem
Kautschuk eingehiillt und einer hohern Temperatur ausgesetzt, damit sich
die Flichen gut vereinigen. Biemens und Halske wenden parallele Léng-
streifen an, Silver dagegen windet die Streifen spiralformig um; Biloret
endlich wickelt Kautschukfiden um den Leitungsdraht (Du Moncel, traité
de tel. él. 3. 255 —257),

Die Guttapercha muss ebenfalls moglichst rein sein und wird des-
halb auf besonderen Maschinen gereinigt; sie wird in mehreren diinnen,
von Blasen und Rissen freien, den Draht ringsum in gleicher Dicke umge-
benden Lagen aufgebracht und #usserlich mit Stockholmer Theer umgeben,
die umpressten Driihte diirfen der Luft und Wérme nicht ausgesetzt, son-
dern miissen an kithlen Orten in Rollen mit nur schwach gekriimmten
Windungen, womiglich unter Wasser aufbewahrt werden. Denn wihrend
die Guttapercha im Siiss- und im Meerwasser sich viele Jahre hindurch ganz
unverindert erhilt und erst bei 70° C. weich und knetbar wird, fiingt sie -

- schon bei 30° C. an zu erweichen und dabei kénnte der Draht die Lage



Telegraphie. Von Dr. EDuARD ZETZSCHE. 5

o, rr P s, s rrrs

genau in der Mitte seiner Hiille verlassen; an der Luft und im Licht ferner
wird die Guttapercha brockelig und zerbrechlich, wechselnde Nisse und
Trockenheit aber zerstoren sie sehr bald, besonders im Sonnenlichte, Vul-
kapisirte d. h mit Schwefel versetzte Guttapercha bewiihrte sich nicht, da
sich zuniichst Schwefelkupfer bildete und dieses mit der Guttapercha zu
einer dunkelbraunen, die Elektricitiit leitenden Masse verband. Bramley
schlug vor, die Dauer der Guttapercha durch einen Zusatz von Creosot
oder dgl. zu erhéhen (Polytechnisches Centralblatt 1860. S. 628),

Die Temp eratur ist von Einfluss auf die isolirenden Stoffe, ebenso
der Druck, dem sie ausgesetzt werden; letzterer verdichtet dieselben und
vermehrt dadurch das Isolationsvermégen. Diese Stoffe nehmen an ihrer
Oberfliche etwas Wasser auf, die Guttapercha jedoch vom Meerwasser
nur eine unbedeutende Menge und nur in der #ussersten Schicht; mehr da-
gegen nimmt Kautschuk auf. Die Wasseraufnahme ist um so grisser, je
hoher die Temperatur, je grosser die Dichte des Wassers und je kleiner
die Dicke der isolirenden Schicht ist.

In Frankreich nimmt man allgemein an, das Kupfer der Driihte wirke
reducirend auf das Kautschuk und bewirke dadurch dessen Zerfliessen, da
ja das Weichwerden desselben von innen heraus beginne. Mit Gomme vierge
de Para (amerikanisches Kautschuk) versetztes Kautschuk dagegen zeige
dies nur an den der Luft ausgesetzten Drahtenden. Ausserdem konnte
man dem entgegen arbeiten, wenn man zwischen Kupfer und Kautschuk
eine Schicht von Guttapercha oder Chatterton’s Mischung bringt.

Das Umpressen des Leitungsdrahtes mit Gutjapercha erfolgt in
einem grossen wagerecht liegenden Cylinder, welcher durch Dampf soweit
erhitzt ist, dass die eingebrachte, in besonderen Kecsseln bereits vor-
gewiirmte und erweichte Guttapercha in ihm halbflissig wird, infolge
des mittelst eines in den Cylinder allmihlich tiefer und tiefer eingeschraub- -
ten Kolbens auf sie ausgelibten starken Drucks aus einer nach oben miin-
denden Oeffnung austritt und sich dabei an den genau in der Mitte des
Mundstiicks durchgefiihrten Draht anlegt. Nach dem Austritt des Drahtes
erkaltet der Guttaperchaiiberzug, erstarrt und der umpresste Draht kann
auf eine grosse Trommel aufgewunden werden. Ferrére entwarf eine
ganz Hhnlich eingerichtete Maschine, in der mehrere Driihte zugleich iiber-
zogen werden konnen (Dingler’s polytechnisches Journal 139 8. 11). Vor-
theilhafter ist es, den Kolben durch eine im Cylinder angebrachte, in ste-
tiger Umdrehung erhaltene Schraube ohne Ende (Schnecke) zu ersetzen
und durch diese die Guttapercha durch ein am Ende des Cylinders befind-
liches Mundstiick &indurchzupressen, so dass sie sich an den ebenfalls
stetig durch das Mundstiick gefiihrten Draht anlegt; so braucht nimlich
der Betrieb keine Unterbrechung zu erleiden. Damit zwischen dem Drahte
und der Guttapercha keine Zwischenriume oder Luftblischen bleiben, trinkt
man den Draht meist erst mit Chatterton’s Mischung und gieht hwm
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dann mehrere Lagen von Guttapercha, deren jede nicht unter 1—1,2 Milli-
meter dick sein darf, wenn filr die Giite der Arbeit eingestanden werden
soll. Man beschrinkt sich in der Regel auf 3—5 Lagen, obwohl bei Probe-
tauen bis 25 Lagen angewendet worden sind. Ueberzogen werden Kupfer-
drahtlingen von 3000—6000 Fuss; die Vereinigung dieser Liéngen erfolgt
dann so, dass man die Drahtenden auf 5—6 Zoll blos legt, sorgfiltigst
zusammenlothet, mit mehreren Lagen Guttaperchastreifen umwickelt, den
Ueberzug mit der Spirituslampe erweicht und mit dem Finger an den
Draht andriickt. .

Eine eigenthiimliche Herstellungsweise von Telegraphentauen liessen
sich Southworth, Lorillard & Ferris in Neu-York fiir England paten-
tiren: sie fertigen nimlich zunfichst aus Guttapercha, Kautschuk oder einem
andern Isolator einen Strang mit fortlaufenden Lingsrippen, also mit
kreuz- oder sternférmigen Querschnitten, legen darauf in einer besonderen
Maschine je 1 Draht zwischen je 2 Rippen dieses Strangs und néthigen nun
den Strang durch eine sich umdrehende, trichterfsrmig ausgehshlte Spindel
zu gehen, wobei sich die Rippen um die Drihte herumlegen; der aus der
Spindel austretende Strang wird sofort mit Draht oder Garn, welches von
einer Spule kommt, umwickelt, um die Rippen in ihrer Lage fest zu halten;
von 3 Spulen einer andern Spindel erhilt dann das Ganze eine zweite Lage
von Garn oder Draht, lduft durch ein Gefiiss mit kaltem Wasser und wird
endlich nochmals mit Garn oder Draht umwunden, welche von Spulen einer
sich mit umdrehenden Scheibe ablaufen (Dingler’s Journal 179 S, 52 aus
London Journal, Ogtober 1865).

P. A. Balestrini (Patentgesuch vom 8. Septbr. 1855; Mech. Mag. 64
8. 402) sucht die Guttapercha ganz zu umgehen; er lésst die Dr&hte mit
Hanf oder einem andern Faserstoff umspinnen, mit mehreren Schichten
Kautschuklésung und einer Schicht Marineleim tiberziehen, eine gleiche
Umspinnung in entgegengesetzter Richtung mit ebensolchem Ueberzug
dariiberlegen und das Ganze mit einer Hiille von mit wasserdichten Stoffen
gotrinktem Hanf bedecken; sind mehrere so isolirte Driihte in ein Taun zu
vereinigen, so werden sie vorher mit Draht umwickelt.

Capitiin Rowett isolirt den kupfernen Leiter mit 7 Lagen Kautschuk,
schliesst ihn in ein zolldickes Hanfseil und schiitzt das Tan mit seiner sich
als wirksam erweisenden Schutzlgsung, unter Ausschluss jeder Eisenhiille
(The Atlantic Telegraph, 8. 108).

Zum Schutz gegen die Luft wird die Guttaperchahiille mit einer oder

_2getheerten Hanflagen umgeben. Dies geschieht in einer einfachen

Maschine, die zwischen 3 h§lzernen Scheiben eine An2ehl von Spulen ent-
hilt, auf welche die Hanffiden oder Schnuren aufgewickelt sind und sich,
wenn die Scheiben in Umdrehung versetzt werden, auf das langsam und
gleichmiissig durch die hohle Axe der beiden Scheiben laufende, zu um-
spinnende Tau aufwickeln, da jeder Faden durch ein Loch der hohlen Axe
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nach dem Tau gefiihrt ist. Werden mehrere Guttaperchadrihte in ein Tau
vereinigt, 8o werden bei der Ueberspinnung die Zwischenriume zwischen
ihnen durch parallel eingelegte Hanfschniire (T'rensen) ausgefiillt. —
Capitiin Roux umwickelt das Kabel, um es leichter zu machen, mit einer
dicken Schicht von dem im siidlichen Frankreich vielfach verwendeten
Mattengeflecht (sparterie), welches auf dem Wasser schwimmt, nicht ge-
tl:eert zu werden braucht und im Wasser nur langsam fault (Comptes ren-
dus 72, 8. 284). )

Die griosste Mannigfaltigkeit herrscht in Bezug auf die eigentliche
Schutzhtille, welche das Tau bekommt. Zwar hat man, namentlich friiher
z. B. 1850 bei dem Tau zwischen Dover und Calais, wiederholt versucht,
die Guttaperchadrihte ohne weitere Schutzhiille in das Wasser zu versen-
ken; dies erscheint indess nur dann zuldssig, wenn die Wassertiefe nicht
so bedeutend ist, dass das Tau beim Versenken durch die Last des im
Wasser schwebenden Stticks und durch die etwa hinzukommenden Zer-
rungen oder Stsse einer nachhaltigen Dehnung oder gar dem Zerreissen
ausgesetzt ist, und wenn zugleich das gelegte Tau so ruhig und weich auf
dem Boden liegt, dass ein Abscheuern der Guttaperchahiille ebensowenig,
wie eine Beschidigung des Taues durch Schiffsanker oder Bobrmuscheln
zu befiirchten steht. Gewdhnlich ist eine besondere Schutzhiille ganz
unerlisslich; durch dieselbe wird die absolute Festigkeit des Taues ver-
grossert und das versenkte Tau gegen Hussere Beschidigungen geschiitat,
allein die Schutzhiille vermehrt zugleich auch das Gewicht des Taues und
es ist natiirlich wesentlich darauf zu achten, dass das Gewicht des Taues
nicht etwa in stirkerem Masse wachse, als die Festigkeit gegen den Zug.
Je schwicher man die Schutzhiille nehmen kann, desto billiger wird es und
desto mehr kann man allen das Tau gefihrdenden Unfiillen beim ‘Einladen,
Verschiffen und beim Legen entgehen zu kénnen hoffen*). Man bat des-
halb in dieser Richtung sehr verschiedene Vorschlige gemacht; so schlug
Allan vor, einen 4 Millimeter dicken Kupferdraht mit 24 Stabldrihten von
der Dicke einer Nihnadel spiralférmig zu umwickeln und das Ganze mit
4 Lagen Guttapercha zu iiberziehen und mit einer doppelten Lage getheer-
ten Bandes zu.versehen (Du Moncel, trailé de tél. él. 8. 262); ferner wollte
. Bauduoin als Leiter einen Eisendraht von der 6'%fachen Dicke eines aus-

*) Vgl. auch Dingler’s Journal 184 8. 278 aus Mech. Mag. Miirz 1867, 8. 199:
Proben des Kabels, welches nach dem Verfahren der British and Americain Tel.graph
Company angefertigt und durch lingere Zeit dem Versuche unterworfen waren, habhen
bei ibrer neuerlichen Untersuchung gezeigt, dass mit der Zeit, innerhalb welcher
solche Kabel in der tiefen See versenkt bleiben, ihre Festigkeit und Isolationsfiihig-
keit sunimmt. Die Verringerung des Gewichts und des Volumens lisst erwarten, dass
die Anwendung solcher Kabel mit geringeren Kosten und weniger Schwierigkeiten
verbunden sein diirfte, als dies bei den schon ausgefiihrten 2 Unterseelinien der
Fall war, um so mehr, als das Auslegverfahren fiir ein neues Kabel wesentiche Vet-
besserungen erfahren kana,
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reichenden kupfernen Leiters verwenden, etwa 6 Eisendrihte von 2 Milli-
meter Dicke zusammendrehen und blos mit getheertem Hanf ohne Schutz-
drihte bedecken, oder einen 2 Millimeter dicken Aluminiumdraht blos mit
Guttapercha bis zu mindestens 5 Millimeter Dicke iiberziehen, oder auch
den Leiter aus Kupfer, Alumin und Eisen zugleich herstellten (6ldsener,
trailé des applications de Délectricité, Paris 1861, 8, 275—282; Du Moncel,
revue des applications de Pélectricité pour 1857 et 1858, Paris 1859, S. 21, 88, 90).
Das zwischen Varna und Balaclava gelegte T'au hatte blos an den Uferenden
eine Schatzhiille. Dass tibrigens bei ruhigem Wasser auf dem Meeresboden
eine etwaige Beseitigung der Schutzhiille dem Tau selbst nicht geféhrlich
ist, haben die wiederaufgenommenen Taue dargethan, z. B. das erste Do-
ver-Calais-Tau, das Tau zwischen Dover und Grisnez bei seiner Ausbesse-
rung im Jahre 1859 (Zeitschrift des deutsch-gsterreich. Telegraphen- Vereins,
8, S. 185), eines der Shoeburyness-Kabel (Mech. Mag,. 13, S. 347) und das
atlantische Kabel vom Jahr 1865 (Schellen, das atlantische Kabel, Braun-
schweig 1867, 8. 117). Bei Tiefseetauen sind die Kiistenenden weit mehr
Beschidigungen durch Schiffsanker und den Wellenschlag ausgesetzt, als
die Mittelstiicke; daher pflegt man den Kiistenenden eine weit stirkere
Schutzhiille zu geben, als den Mittelstticken und kann dies unbedenklich,
weil bei der an den Kiisten vorhandenen geringeren Tiefe die Legung
dadurch nicht gar zu sehr erschwert wird. Die Schutzhiille darf ferner
nicht so eingerichtet sein, dass sie eine Ausbesserung des Taues, falls sein
Leiter beschiidigt werden sollte, unméglich macht. In manchen Fillen ist
die Schutzhille zugleich dazu bestimmt, dem Tau iiberhaupt ein so grosses
specifisches Gewicht zu verschaffen, dass es von selbst untersinkt, man also
nicht néthig hat, es, wie z. B. das von 1850 zwischen Dover und Calais ge-
legte T'au durch besondere Gewichte zu beschweren.

Eine in England zur Priifang der Ursachen des Misslingens so vieler
Unterseetaue und zu Untersuchungen iiber die zweckmissigste Einrichtung
der Tane niedergesetzte Commission, welcher auch die Professoren Thom-
son und Wheatstone, Varley, Latimer Clark, Edwin Clark,
William Fairbairn und Joseph Whitworth angehtrten, #uassert
sich (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 8, 8.182 und 11,8.72; Du Moncel, traité de tél. él.
8. 258) dahin, dass kein Tiefseetau leicht sein diirfe, weil es sonst nicht -
wieder aufgenommen werden kiénne und weil sich heim Versenken das
grossere Gewicht durch ein grosseres Volumen ausgleichen lasse, so dass
die Spannung beim Legen trotzdem nicht grosser sei, als bei einem
leichten Tau; dass fast kein leichtes Tau sich bew#hrt habe, schwere da-
gegen um 80 besser, je schwerer sie waren; daher sei eine blose Hanf-
htille nicht ausreichend, vielmehr eine Metallhtille n&thig, zwischen ihr
und dem Isolator aber milsse eine dicke Decke getheertes Garn oder Band
befindlich sein, um wihrend der Erzeugung und Legung des Taues als
Polster zu dienen. Mit Riicksicht auf die Verhiitung einer zu grossem
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Dehnung des Taues, einer zu grossen Pressung der isolirenden Hiille und
Verhiitung von Schlingen beim Legen empfiehlt die Commission die
Schutgdrihte in moglichst steilen Windungen umzulegen, also mbglichst
parallel zum Leiter*). Fiir Taue in seichtem Wasser sei das Gewicht
nicht maassgebend, sondern der Schutz gegen von Aussen kommende Be-
schidigung. Um ein Anhéingen der Meeresthiere zu verhtiten, kdnne man
dem Tau einen mit einem Gift versetzten Anstrich geben, wie es Jouvin
fir eiserne Schiffe vorgeschlagen hat, némlich ein Gemisch aus preussischem
Blau und Turpethum minerale (basisch schwefelsaures Quecksilberoxyd),
woraus sich unter Wasser Quecksilbercyanid - Chlornatrium, ein sehr hef-
tiges Gift, bildet.

Auch sur Schutzhiille sind sebr verschiedene Stoffe vorgeschlagen und
verwendet worden: O’'Shaughnessy benutzte 1839gespaltenesindisches
Rohr fir ein Flusstau. Duncan liess sich in England das Ratan- oder
Rotang-Rohr fir diesen Zweck patentiren, welches im stidlichen Ben-
galen und China in gleichmissig 50 Fuss langen Stiicken massenhaft und
billig zu haben ist und dessen kieselige Rinde weder vom Wasser noch
von Insecten angegriffen wird; die Seele des Taues soll mit den Rohrsti-
ben khnlich wie mit Drihten umsponnen werden. (Deutsche Industrie-
Zeitung 1862 8. 131; Du Moncel, traité S. 263). Auch spanisches Rohr
wurde versucht (Deutsche Industrie - Zeitung 1863 8. 35). Ein Bleiliber-
sug wurde wiederholt, u. A. von Samuel C.Bishop in Neuyork (Shaff-
ner, tel. man. 8. 606) angewendet. Bishop baute besondere Maschinen
tum Ueberzichen der isolirten Drihte mit Blei; auch John Chatterton
in Birmingham liess sich am 12. Juni 1851 eine verbesserte Maschine
sum Aufgiehen von Bleirshren auf die Drihte patentiren (Mech. Mag. 56
8. 182; Dingler’s Journal 124 8. 265). Whishaw schlag vor, das Tau in
bewegliche Eisenrshren zu legen, welche aus Stiicken von 1—3 Fuss
Linge und 1—2% Zoll Durchmesser hergestellt werden sollten, indem
diese mittelst Kugelzapfen verbunden wiirden, wobei die Verbindungsstellen
nicht wasserdicht zu schliessen brauchten (Civil Engineer and Architects Jour-
nal 1849 8. 804). Zinnrdhren iiber dem Kabel and der Hanfumwicke-
lung empfahl Lami de Nozan (Deutsche Industrie - Zeitung 1866 S. 208).
Shepherd und Button liessen sich am 23. November 1850 zugleich mit der
Umwickelung des Guttaperchadrahtes mittelst mit isolirenden Stoffen ge-
trénkten Flannell und dariiber mittelst Metall oder Metalldraht ein Verfah-
ren patentiren, nach welchem der Draht in den von den Gliedern eiuer
Kette gebildeten Winkelranm gelegt und an der Kette mittelst Klampen

*) Diese Ansicht theilen auch Allan und Delamarche, wihrend Felten
und Guilleaume bei festem Aneinanderschliessen der einzelnen Dr¥hte oder
Litzen eine schiédliche Ausreckung des Seils nicht fiir mbglich halten (Zeitschr. d.
Tel.-Ver. 1, 8, 171; .3, 8. 191), — Bei Wheatstone's Tau von 1840 sol\ten de
8chutzdriithte senkrechbt zur Axe gewickelt werden (Delamarche, Elemente, R.40).
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befestigt werden sollte (Mech. Mag. 54 8. 438). Einen Panzer aus Blech-
streifen oder Stahldraht in mehreren Lagen mit je einer Zwischen-
lage von Guttapercha unter Vermeidung von Hanf liess sich J. de
la Haie patentiren (Deutsche Industrie- Zeitung 1866 S. 308 und 478).
Kupferblechstreifen verwendeten Siemens und Halske 1865 beim
Bona - Biserte- Tau. Das gewdthnlichste Material sind aber Eisen- oder
Btahldridhte, welche theils in Litzen zusammengedreht (nach Felten und
Guilleaume in Ciln; Zeitschrift des Telegraphen-Vereins 3 S. 178), theils
einzeln nmgelegt werden und im letztern Falle wieder entweder und zwar
gewohnlich in spiralen Windungen oder auch in parallelen Lagen und mit
besonderen Bindedrihten oder Kupferblech (Siemens und Halske; vergl.
Du Moncel, traité S. 262) umwickelt. Einfache Drihte umschliessen die
Beele dichter und allseitiger; die Litzenumspinnung erhiht zwar die Kosten
des Taues um 25%,, hat aber den Vorzug, dass ein etwa springender Draht
durch die andern Drihte derselben Litze verhindert wird, sich vom Taun
loszutrennen. Felten und Guilleaume in Céln geben die Kosten eines
laufenden preussischen Fusses eines Seiles mit 4 Leitungsdrihten, mit
doppelter Hanfumwickelung und mit Litzen von verzinktem Eijsendrahte
zu 22 Sgr. und bei unverzinktem Eisendrahte zu 18 Sgr. an, wihrend ein
nur mit einfachen dicken verzinkten oder unverzinkten Eisendrihten um-
sponnenes ‘Seil beziehungsweise 13 oder 11 Sgr. kostet (Zeitschrift des Tele-
graphen-Vereins 1 8. 173). Der Eisendraht wird aus dem besten Holzkoh-
leneisen hergestellt und soll eine Tragfihigkeit von 80000 Pfund auf 1 Qua-
dratzoll besitzen®). Die Eisendrihte wurden mehrfach verzinkt, oder ge-
theert oder noch mit einer verhiltnissm#ssig dicken Lage getheerten Hanfs
dbersponnen, um dadurch das specifische Gewicht zu vermindern. Das
Rosten und Zerfressenwerden der Eisendrihte wird durch diese Hanf-
decke nicht aufgehalten, wohl aber die Festigkeit wihrend des Legens ver-
grossert (Mech, Mag., neue Folge, 13 S. 347). Die Maschine zum Ueberspinnen
des Seils mit den Eisendri#hten oder Litzen ist der schon erwihnten Ma-
schine, welche die Guttaperchahiille mit der Hanflage versieht, &hnlich,
nur in allen Theilen stérker und grosser; durch grosse Seilscheiben wird
das fertige Seil von der Maschine selbst herausgezogen; beide Maschinen
werden durch Dampf getrieben. Die Herstellung der Taue in der Fabrik
von Felten& Guilleaume in Céln istin der Zeitschrift des Telegraphen-
Vereins (1 S. 169—178 und daraus in Dingler’s Journal 134 8. 117) ausfiihr-
lich beschrieben. :

Wesentlich abweichende Einrichtungen der Telegraphentane wurden

*) Newall verlangt eine Tragfihigkeit von 60 Kilogramm auf 1 Quadrat-
millimeter; beim amerikanischen Tau riss das Eisen bei 70 Kilogramm, bei dem
Tau zwischen Sardinien und Algier bei 41—42 Kilogramm (Delamarche, Ele-
mente, 8. 47,
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von Thomas Allan in London und von 8. Statham vorgeschlagen. Nach
Allan (Patent vom 8. Februar 1853) soll das Tau einen gerade laufenden
starken Eisendraht als Kern erhalten und um denselben die mit Guttapercha
iiberzogenen Leiter abwechselnd mit starken Eisendriéhten spiralformig ge-
wunden und allenfalls noch durch eine Lage diinner Eisendrihte gegen
Beschiidigung von aussen geschiitzt werden (Mech., Mag. 57 S. 366;
50 8. 137; 63 S. 414 und 613). Eine englisch - amerikanische Gesellschaft
beabsichtigte Falmouth und Halifax "durch ein Allan’sches Kabel zu
verbinden (Deutsche Industrie-Zeitung 18678, 309). Statham dagegen liess
sich am 15. August 1855 ein Verfahren patentiren, nach welchem um eine
isolirende Seele (mit oder ohue darin befindlichen Draht oder Schnur) einer
oder mehrere Leitungsdrihte gewickelt werden und nach Befinden Draht-
lagen mit isolirenden Lagen abwechseln sollten; nach einem Patent vom
26. Januar 1856 dagegen sollte als Leiter ein hohles Seil aus spiralférmig
gewundenen Metalldrihten dienen mit oder ohne Seele aus Guttapercha,
Kautschuk und dergl. (Mech. Mag. 64, S. 282; 65 S. 304; Dingler’s Journal
146 8. 115).

Wird ein aus so verschiedenartigen Stoffen hergestelltes Seil in seiner
Li&ngsrichtung einem Zuge ausgesetzt, so dehnen sich alle Stoffe um gleich-
viel uud es ist darauf zu achten, dass bei keinem die Elasticititsgrenze
tiberschritten wird. Die Guttapercha, deren absolute Festigkeit etwa 3700
Pfund fiir 1 Quadratzoll betriigt und deren specifisches Gewicht 0,68 ist, er-
reicht die Elasticititsgrenze erst, wenn sie um 0,0 ihrer Liinge gedehnt
wird, das Kupfer dagegen schon bei einer Dehnung von 0,018 (Schellen,
d. atl. Kabel S. 14 und 22). Wird nun beim Kupfer die Elasticititsgrenze
iberschritten, ohne dass sie bei der Guttapercha erreicht wird, so wird
letztere sich nach dem Aufhiren des Zugs wieder vollkommen auf ibre
frihere Linge zusammenziehen, das Kupfer dagegen hat eine bleibende
Dehnung erlitten, muss sich durchbiegen und die Guttaperchahiille durch-
brechen. Die Hanfschatire kénnen sich um Y,y bis !/, ihrer Liinge aus-
dehnen und daher miissen hauptsichlich die Eisendrihte, deren Elasticitéts-
grenze etwas unter der des Kupfers liegt, das Kupfer vor einer das Tau
gefihrdenden Ausdehnung schiitzen. KEs ist daber die Dicke der Eisen-
driihte nach dem specifischen Gewichte des Taues und der Wassertiefe zu
bestimmen. Baudouin hat mehrfache Versuche mit Tauen angestellt
(Glasener, traité des appl. S. 277flg. aus Du Moncel, Revue des appl.
de Péléctr. 8. 88). Das 36 Millimeter dicke Tau von Spezzia mit 8 Milli-
meter dicken Schutzdrihten wiirde bei einer Belastung durch eine L#nge
von 9000 Metern des ruhig im Meer hiingenden Taues reissen; das nur 16
Millimeter dicke atlantische Tau mit seiner 0,8 Millimeter dicken Eisenhiille
hat eine neunfach geringere Festigkeit, wiirde aber doch erst bei 9500 Meter
Linge reissen. Ein nach Baudouin's Vorschlag hergestelltes Tau mit
eisernem Leiter, welcher allein 1140 Kilogramm tragen kdunute, wihrend
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der Kupferdraht des atlantischen Taues bei 387 Kilogramm Belastung
reissen wiirde, hiftte bei der néimlichen Dicke, wie das atlantische Tau, im
Wasser nicht 462, sondern nur 147 Gramm Gewicht und kénnte eine Linge
von 13945 Meter tragen, wihrend das atlantische nur 9480 Meter zu tragen
vermdchte. Ein Baudouin’sches Tau mit Aluminiumleiter endlich
wiirde bei 270 Kilogramm reissen, in der Luft 26, im Wasser 7 Gramm
wiegen und kénnte eine Linge von 27229°=—=38000 Meter tragen; 4000 Meter
desselben witrden nur 78 Kubikmeter einnebmen und 106 Tonnen wiegen
gegen 696 Kubikmeter und 2548 Tonnen beim atlantischen Tau; im
Meer héingend wiirden 4400 Meter nicht 2032, sondern nur 31 Kilogramm
wiegen; allein sein Preis wire doppelt so gross.

Die Firma Glass, Elliot & Co. hat in den 8 Jahren 1854 bis 1862
allein 6749 englische Meilen Leitungen ausgefiihrt (D. Ind.-Ztg. 1863, S. 68).

Als Beleg fiir die grosse Mannigfaltigkeit in der Ausfiihrung der
Unterseetaue geben wir auf Tafel I eine Zusammenstellung von Abbil-
dungen verschiedener ausgefiihrter Taue, und zwar:

Fig. 1: ein amerikanisches Flusskabel nach Shaffner, Wade und
S8leeth, 1853; a ist ein Draht Nr, 10 aus schwedischem Eisen, der einen
Zug von 1300 Pfund aushiilt, b sind 3 Lagen Guttapercha, ¢ getheerte
Leinewand, d Liingsdrihte Nr. 10, ¢ Bindedrihte Nr, 12.

Fig. 2: im Hudson gelegtes T'au von Samuel C. Bishop in New-
York; a mit Guttapercha isolirte Kupferdriihte, b weite Guttaperchahiille,
¢ Schiitehiille aus getheertem Hanfgarn.

Fig. 8: ebenfalls von Bishop; mit 8 Drihten Nr.10 aus schwe-
dischem Eisen, getrennt durch einen Guttaperchastrang ¢ und umschlossen
von einer Guttaperchahiille b und einer Hanfgarnhiille .

Fig. 4: von Charles T.und J. N. Chester in New-York; 5 Kupfer-
drihte in Guttapercha, in einer getheerten Hanfgarnhiille und 12 Eisen-
driihten Nr. 6.

Fig. 5: ebenfalls von Chester und mit 12 Eisendrihten Nr.6. Ganz
fhnlich war das Mittelmeer-Tau von 1856, nur hatte es blos 10 ebemso
starke Schutzdriihte. . .

Fig. 6: auch von Chester, mit 12 Eisendrihten Nr.16. Shaffner
(telegr. man. 8. 605) bildet noch 3 andere Taue mit 1 Leitungsdraht und
Zhnlicher, aber stiérkerer Umhiillung aus 12 Eisendrihten Nr. 10 und 12
oder 9 Drihten Nr. 12 ab; ebenso 2 Taue mit je 6 Litzen aus je 7 Eisen-
dréhten fiir reissende Fliisse, von denen dass stiirkste einen .Zug von
14 Tonnen aushalten kann. :

Fig. 7: Dover-Calais-Tau vom Jahr 1851, von Newall; mit 4 Kupfer-
drihten Nr. 16, zwischen denen Hanflitzen liegen, mit einer Hiille aus
‘Hanflitzen und 10 verzinkten Eisendr#hten.

Fig. 8: Holyhead - Howth - Tau von 1852, von Newall; a Mittelstiick,
b Kistenende,
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Fig. 9: Donaghadee-Port-Patrick-Tau, 1852, von Newall. Aehnlich
war das Dover- Ostende-Tau, nur dass es 12, aber etwas dinnere Schutz-
drihte hatte,

. Fig. 10: Donaghadee-Port-Patrick -Tau, 1853, von Newall; mit
6 Kupferdrihten Nr. 16 und 12 Eisendréhten Nr, 2. Ebenso war das Mit-
telmeertau von 1855.

Fig. 11: Kiistenende des Taues zwischen Oxfordness und Haag, von
Newall,

Fig. 12: Tau von Prinz Eduards-Insel nach Neubraunschweig, 1852,
von Newall.

Fig. 13: Tau fiir den Balize-Telegraph bei New-Orleans, von Newall.
Ein #hnliches von Newall wurde im Hudson bei New-York versenkt.

Fig. 14: a Mittelstiick, b Kiistenende des Mittelmeertaues von 1857,
von Newall

Fig. 15: a Mittelstiick, b Kiistenende des Taues zwischen Cagliari,
Malta, Corfu, 1857, von Newall. Ganz #hnlich war das indische Tau
(Suez-Aden-Karratschi), nur mit 2 Lagen Guttapercha.

Fig. 16: Tau im grossen Belt, 1853, von Newall.

Fig. 17: Tau zwischen Algier und Port-Vendres, 1860, mit einem 2 Milli-
meter dicken Strang von 7 Kupferdrihten, 4 Lagen von Guttapercha, abwech-
selnd mit 4 Lagen von Chatterton’s Mischung, 1 Lage von getheertem
Hanf und 10 Stahldrihten von 2 Millimeter Dicke in getheertem Hanf. Ge-
sammtdicke 22 Millimeter; Gewicht eines Meters in der Luft 620, im Wasser
308 Gramm. .

Fig. 18: Malta- Alexandria-Tau, 1861; siebendrithtiger Kupfetstrang
von 4 Millimeter Dicke, 3 Lagen Guttapercha, Hanf- und Eisenhiille.

Fig. 19: Bona-Biserte-Tau von Siemens in London, 1885; drei-
drahtiger Kupferstrang, mit einer diinnen Schicht von Chatterton’s
Mischung, darauf 2 Lagen Guttapercha und 2 Lagen getheerten Hanfs,
endlich Kupferstreifen.

Fig. 20: Flusstau mit 3 Leitungen in der Elbe bei Pillnitz.

Fig. 21: a und b Mittelstiick, ¢ Kiistenende des atlant. Taues von 1858.

Fig. 22: desgl. von 1865. Die Hanflitzen waren getheert, die Eisen-
driihte nicht galvanisirt.

Fig. 23: desgl. von 1866, Die 5 Manillahanflitzen um die galvanisirten
Eisendriihte sind nicht getheert. )

Das Tau im Persischen Golfe (Karratschi-Buschier) hatte iiber dem
Kupferdrahte 4 Lagen Guttapercha, 1 Lage getheerten Hanf, 16 Eisendrithte
und dartiber eine bandférmige Umwickelung mit Leinwand, welche in Pech
gotrinkt war (Schellen, d. elektro-magn. Telegr. 4. Aufl, 8. 228), —
In der Elbe zwischen Hamburg und Harburg wurden 1855 und 1860 2 Kabel
gelegt; das letztere ist #hnlich, wie Fig. 14 construirt, nur mit stirkeren
Schutzdrihten (Zeitschr. d. Tel.- Ver. 8, 165—173).
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Das fiir die Strasse von Kertsch bestimmte, bei Felten & Guilleaume
in CéIn verfertigte Kabel von 12 Seemeilen Liinge und 3000 Ctr. Gewicht
hatte einen Leiter von 1 Linie Dicke aus 7 Kupferdriihten, 3 Guttapercha-
hiillen und 1 Schutzhiille aus 10 % Zoll dicken verzinkten Eisendriihten ;
Tragfihigkeit 1500 Ctr. (Dingler’s Journal 181, 8. 154).

8. Die Priifung der Unterseetaue.

Von der grdssten Wichtigkeit fiir das Gelingen ist die Priifung der
Taue, und zwar darf dieselbe nicht blos in einer Priifung des fertigen
Taues bestehen, sondern es miissen die zur Verfertigung des Taues zu
verwendenden Stoffe schon vorher sorgfiltig gepriift werden und ganz be-
sonders muss bei der Versenkung des Taues dessen Zustand einer fort-
dauernden Untersuchung unterworfen werden, damit jede etwa eintretende
Mangelhaftigkeit sofort erkannt und Anlass zur Beseitigung des entstande-
nen Fehlers gegeben werde. Natiirlich muss das Tau ausser den physika-
lischen Proben auch einer Priifung auf seine Festigkeit unterzogen werden,
-damit es nicht beim Versenken reisst, (Vergl. auch Delamarche, Ele-
mente S. 38), ‘

Von den Rohstoffen sind vor deren Verarbeitung sorgfiltig zu priifen:
das Kupfer, die Guttapercha und das Eisen. Die im Handel vorkommen-
den Kupfersorten schwanken je nach ihrer Reinheit in Bezug auf ihre
Leitungsfihigkeit in sehr weiten Grenzen (vergl. auch Du Mon cel, traité
8. 254; ferner Dingler’s Journal 146, S. 113 aus Mech. Mag. 67, S. 30), bei
sorgfiiltiz ausgewihlten T'elegraphendriihten bis za 20%. In dem Malta-
Alexandria-Kabel z. B. kamen an verschiedenen Stellen Kupfersorten vor,
deren Leitungsfihigkeit zwischen 90 und 74 wechselte, wenn die des reinen
Kupfers = 100 gesetzt wurde. Daher muss zuerst jeder zu verwendende
Kupferdraht auf sein Leitungsvermogen gepriift werden. Bei
der Herstellung des atlantischen Kabels vom Jahr 1865 wurden alle Drihte
verworfen, deren Leitungsfihigkeit unter 85% von der des reinen Kupfers
betrug. Ausflihrliche Versuche dariiber und iiber die Metalllegierungen
wurden von Dr. A. Matthiessen und M. Holzmann auf Veranlassung
der englischen Regierung ausgefithrt (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7, 8. 261—269¢
und 8, S.9—14 aus Poggendorff's Annalen 110, 8. 222 und 199). Ebenso
muss ferner die Leitungsfihigkeit des isolirenden Materials
hestimmt werden; dieselbe ist bei constanter Temperatur hinlinglich gleich-
missig; bei dem fiir die Strecke Rangoon - Singapore hestimmten Kabel
nahm die Leitungsfihigkeit zwischen den Temperaturgrenzen von 5—27° C.
pahe im Verhiltniss von 1:7 zu, jedoch nicht constant. Dr. Werner
Siemens und C. William Siemens fiihrten daher ihre Priifungen stets
~ bei 21° C. aus, weil dieser Temperaturgrad nach der Legung des Kabels
selten iiberschritten wird und dabei kleinere Fehler verhiltnissméssig viel
Joicbter wahrnehmbar sind; nachdem die zu untersuchenden Drahtringe
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24 Stunden in einem Beh#lter mit Wasser von 24° gelegen hatten, wurden
sie in den mit Wasser von 24° gefiillten, hermetisch verschliessbaren Ver-
suchskasten gebracht und einem Druck von 600 Pfund auf 1 Quadratzoll
ausgesetat, damit das Wasser in die etwa vorhandenen Hthlungen oder
Risse eindringe*). Beobachtungen an Tauen wihrend des Versenkens
derselben haben bestlitigt, dass unter hydrostatischem Druck die Leitungs-
fahigkeit der Guttapercha sich merklich vermindert, nach Aufhéren des
Druckes jedoch wieder etwas tiber den urspriinglichen Werth steigt. Bei
Drahtringen mit geringen Fehlern dagegen erzeugt die Zunahme des
Zusseren Druckes keine Zunahme oder selbst eine Abnahme des Isolations-
vermbgens; dies bietet den Schliissel zur Ermittelung von Mingeln, die
sonst nicht wahrnehmbar sein wirden (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7, S. 112),
W. und C. W, Siemens whhlten fiir die Priifungen des Leitungsver-
mégens des Kupfers und der Guttapercha als Widerstandseinheit®*)
den Widerstand einer Quecksilbersiule von 1 Meter Liinge und vom
1 Quadratmillimeter Querschnitt bei der Temperatur 0°, da sie die Jacobi-
sche Einheit nicht filr zweckm#ssig erachteten (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7,
8, 55—68 und 8, S.76—85, aus Poggendorff’s Annalen 110, 8. 1 und
113, 8. 91; mit Tabelle der Widerstéinde der anderen Metalle). Dr. Mat-
thiessen schligt eine Mischung von 2 Gewichtstheilen Gold und 1 Theil
Silber vor (Poggendorf('s Annalen 112, 8. 353) und vertheidigt die von
der British Association aufgestellte Einheit (Poggendorff’s Annalen 129,
8.161). Ueber die verschiedenen Einheiten vergl. ferner Zeitschr. d. Tel.-
Ver. 13, 8.1 und 12 aus Poggendorff’s Annalen 126, 8. 369 und 127,
8. 327. Zur Bestimmung der Widerstinde der zu verwendenden Drihte
benutzten Gebriider Siemens die Wheatstone'sche Briicke [wihrend Du
Moncel (lraité 8. 282) ein Differentialgalvanometer vorzieht] und Wider-
standsrollen mit einem Widerstand von 1—10000 Einheiten. Zur Messung
von Widerstinden jenseits dieser Grenzen #inderten sie die Briicke dahin ab,
dass sie auch die festen Zweige a und b (Fig. 24) nicht einander gleich,
sondern veriinderlich machten, sodass jeder defselben die Werthe 10, 100
oder 1000 erhalten konnte, wodurch sie mit 1—10000 in ¢ eingeschalteten
Widerstandseinheiten einen Widerstand d zwischen 0,01 und 1000000 Ein-

*) Vergl. auch die Versuche von Fleeming Jenkin mit verschiedenen Tau.
stiicken; Polytechnisches Centralblatt 1860, 8. 444 aus Civ. Eng., October 1859,

**) Eine preussische Meile Eisendrahtleitung von 21§ Linien Durchmesser ent-
spricht 64000 solcher Einheiten. Den Widerstand von 1 alten Seemeile (— g5 Aequa-
torgrad) bei 4° C. fund Dr. Esselbach (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 6, 8. 109) beim
Rothen Meer-Kabel zu 22816, beim Bona - Cagliari-Kabel zu 116232, beim Syra-
Constantinopel - Kabel zu 41160, beim Hellas - Alexandria-Kabel zu 21816, beim
atlantischen Kabel zu 60516 solcher Einheiten. — Die Widerstinde von Guttaperche,
Kautschuk etc. giebt Du Moncel, traité, 8. 275.
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heiten messen konnten. Zur Messung der isolirenden Schicht kiirzerer
oder besser isolirter Tauenden (von etwa I Knoten = } geographische
Meile Linge) benutzten sie eine sehr empfindliche Sinusbussole*) oder
ein Weber'sches Spiegelgalvanometer mit 40000 Umwindungen und magne-
tischem Spiegel; mit Hilfe eines regulirenden Magnets kann die Empfind-
lichkeit dieses Instruments von 1 auf 100 veriindert werden. Um das
Messinstrument auch fiir die mit der wachsenden Linge des Taues fort-
wihrend abnehmenden Isolationswiderstinde gleich empfindlich zu machen,
legten sie iiber die Drahtwindungen der Sinusbussole noch eine zweite
Lage von verhiltnissmissig wenig Windungen (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7,
S. 115), leiteten durch diese bestiindig den Strom einer kleinen constanten
Batterie und zwar in entgegengesetzter Richtung, als der zur Priifung der
Isolation dienende Strom in den inneren urspriinglichen Windungen l&uft,
und regulirten jenen Strom durch eingeschaltete Widerstinde so, dass er
die Wirkung des anderen auf die Magnetnadel gerade aufhebt, diese also
in der Ruhelage bleibt. Wichst die Tauliinge, 80 wird der Widerstand
im Kreis der #usseren Umwindungen so weit vermindert, bis das Gleich-
gewicht an der Nadel wieder hergestellt ist, und den bekannten Werth
dieser Widerstandsiinderung braucbt man nur mit dem festen Verhiltniss
gwischen den Einwirkungen beider Umwindungen auf die Nadel zu mul-
tipliciren. Ist in Fig. 25 # der Widerstand der inneren Windungen der
Sinusbussole, #, der ihnen hinzugefiigte Widerstand, » der Widerstand
der Husseren Hilfswindungen, m, der in ihren Kreis eingeschaltete Wider-
stand, m und n endlich die Zahl der Batterieelemente in diesen beiden
Kreisen und % der constante Coefficient des Verhiiltnisses zwischen den
Einwirkungen beider Unwindungen auf die Nadel, so hat man
n m m w<w
ww = O
setzt man nun anstatt #, den unbekannten Widerstand & des Taues und
muss man dabei »; in m, #ndern, wibrend die Zahlen der Elemente jetzt
M und N sein mégen, so wird
m-ﬁm, k= Wzl-z oder z == ;‘ % (w4mw))— W
M n W4 W,
= ]_V .; .A—_ﬂ)-{-n’,l (m-l-m,) - W.
Bei Messung des sehr grossen Isolationswiderstandes kurzer Tauenden

*) Nuch der aus 4 sina—=8=—nkE: W fliesscnden Formel W=n sina,: sina,
worin # der zumessende Isolationswiderstand, @ der abgelescne Nadelausschlag, » die
Zahl der Elemente, S die Stromstirke, £ die elektro-motorische Kraft eines Elemen-
tes, A4 eine Constante und sin «, die (bei linger dauernden Messungen ifters zu be-
stimmende) Constaunte des Instruments. Die Widerstandseinheit giebt mit einem
Element den Ausschlag .
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kann man # und m vernachlissigen und ¢ = = 2 setzen, wobei ¥ von

Nk

der Empfindlichkeit des Instruments nicht abh¥ngt. Ueber den Isolations-
widerstand kurzer Taue und Messungen des Widerstandes der Isolirschicht
bei verschiedenen Temperaturen vergl. Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7, S. 201
und 206.

Der Isolationswiderstand 7 isolirter Driihte findet sich (Zeitschr. @. Tel.-
Ver. 7, 8.202 u. Du Moncel, traité, S. 267) aus dem specifischen Leitungsver-
mdgen der verwendeten Materialien folgendermassen: sind r und R die Halb-
messer des Drahtes und der Guttapercha, / und 4 die Liénge und das specifi-
sche Leitungsvermogen des Drahtes, so ist der Widerstand des isolirenden
Cylinderdifferentials von der Dicke dx, im Abstande x von der Liingsaxe

dz
=] . . d
2xd.le’ folglich der ganze Widerstan
R
R —
1 Ydz lognat ;.

V== | — =——
2nllr z 2zl

Unerlisslich muss das Leitungvermogen fiir jede einzelne Meile
desisolirten Drahts gemessen werden, nicht nur, um mangelhaftes Ma-
terial ausschliessen zu kénnen, namentlich an Stellen, wo der metallische
Zusammenhang des Kupferdrahts beim Umpressen gelitten hat, sondern
auch um einen vollstindigen Nachweis iiber die Leitungsfdhigkeit jedes
einzelnen Theiles des fertigen Taucs zu gewinnen, ohne welchen sich sp#ter
durch galvanische Versuche und Rechnung der Ort etwa vorgekommener
Beschidigungen nicht genau bestimmen lisst.

Erfahrungsgemiiss treten an den Stellen des isolirten Drahtes, wo die
isolirende Schicht von Haus aus diinner war, als durchschnittlich, sei es in-
folge einer Verletzung, sei es infolge einer vom Wasser eingedriickten
Blase oder einer excentrischen Lage des Drahtes elektrolytische Wirkungen
des Telegraphirstroms auf und veranlassen Stérungen im Betrieb. Daher
muss der isolirte Draht auch sorgfiiltig auf derartige Fehler gepriift werden.
Dazu kommt er in ein mit schwach angesiuertem Wasser gefiilltes, herme-
tisch geschlossenes, gusseisernes Gefiss, worin ein Drack von etwa 140 Pf.
aaf 1 OZoll herrscht*); das eine Ende desselben wird mit einem empfind-
lichen Galvanometer und durch dieses mit dem einen Pol einer Batterie ver-
bunden; wird nun der andere Batteriepol mit dem zweiten Drahtende ver-
einigt, so erkennt man am Galvanometer den Widerstand der Kupferader
und seine Leitungsfahigkeit; isolirt man dagegen das zweite Drahtende und
verbindet dafiir den zweiten Pol mit dem gusseisernen Gefiiss, so zeigt ein

*) Will man etwa in der Guttaperchahiille eingeschlossene Luftblischen zum

Platzen veranlassen, so macht man das Gefiss vor dem Einfiilllen des Wansers wdyg-
lichst luftleer.

Zelischrift [, Mathematik w, Physik. XIl, §, 2
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Ausschlag des Galvanometers das Vorhandensein von Fehlern, welche man
durch langsames Ilerausziehen des Drahts bis zur Fehlerstelle experimen-
tell finden kann. (Vergl. auch Zeitschr. d. Tel.-Ver. 1, 8. 126 ff.)

Eine weitere Priifung hat sich auf das Vertheilungsvermégen za
erstrecken. Die Versuche hahen dargethan, dass das specifische Verthei-
lungsvermégen isolirender Korper weit bestindiger ist, als ihr specifisches
Leitungsvermogen. Das Vertheilungsvermigen ist iiberdies unabhiingig
von rtlichen Fehlern der Isolirschicht und hiingt wesentlich von der Ge-
stalt des Isolators ab. Durch die Messung des Vertheilungsvermigens
ciner gegebenen Taulinge und die Vergleichung desselben mit dem mitt-
lern Vertheilungsvermégen des verwendeten Materials lisst sich daher
mit grosser Sicherheit entscheiden, ob die isolirende Schicht iiberall gleich
dick ist, oder ob der Draht theilweise excentrisch in ihr liegt. Das Ver-
theilungsvermégen muss man iiberdies wissen, wenn man die Lage eines
Bruches des Leitungsdrahtes, bei welchem das Bruchende isolirt bleibt, be-
stimmen will. Da das Tau eine Leydener Flasche bildet, deren innere und
iussere Belegung der Draht und das Wasser sind, so ist das Vertheilungs-
vermigen K das Product ans dem Leitungsvermigen und einem constanten

FactorC, alsoX —2mxl -. C, worin x das specifische Vertheilungsvermégen

lognat —
g r

bedeutet (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7, S. 196 und Tabelle der X auf S. 203,
desgl. Du Moncel, traité, S. 271) ; diese Formel nimmt aber bei Kabeln oder

an. Ist die elek-

cylindrischen Flaschen dic einfachere Gestalt A= _C
lognat 7

trische Spannung E einer mit dem Kabel verbundenen Batterie in der Zeit
t auf y gesunken*®), so sinkt sie im folgenden d¢ durch den nach dem

Ohm’schen Gesetze stattfindenden Entlmlungstrom% um dy und man hat,
wenn w der Widerstand der isolirenden Schicht, A" der Vertheilungscoef-

ficient ist, zunlichst — A dy== '% d¢ und daraus

R
C.lognat P

lognat E —_——f, ———— —— _21‘_11 at
g y Kw™ ° 2lnx ) R )
C. lagnat -

Beobachtet man nun mittelst cines Elektromneters in 2 verschiedenen
Fillen die Zeiten , und ¢,, in denen die wurspriingliche Spannung einer

*) Ein befriedigend isolirtes Tau zeigt nach seiner Ladung stets einen deutlich
wahrnclimbaren Riickschlag. — Ucber die Priifung des Isolationsznstandes mit dem
Elektrometer von Peltier, vergl.auch 8chellen, d.clektromagn. Telegraph, 4. Aufl,
8. 239 .
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Batterie bis zu einer gegebenen Grisse herabsinkt, so erhiiltman fiir die spe-

cifischen Leitungsvermdgen das Verhiltniss b =‘—"-, mittelst dessen man’

LI
leicht, wenn anch mit grosserem Zeitaufwande, den specifischen Widerstand

des isolirenden Materials bestimmen und die Isolation zweier iihnlicher Kabel
vergleichen kann, selbst wenn man kein Instrument zu einer genauen Mes-
sung zur Hand hat. Ueber das Verfahren dabeivergl. auchsDu Moncel, traité
8. 282; Schellen, d. elektromagn. Telegraph, 4. Aufl. 8.239 ff. Das Resul-
tat ist davem hicht abbingig, ob’der. Draht vollkommen centrisch in‘dem
Isolator liegt. Bei langen Kabeln kinaten indessen kleine Fehler leicht
der Beobachtung entgehen, da sie nur eihexn:im-Verhiltniss zur ganzen La-.
dung kleinen Elektricititsverlust veranlzssen. Daher ziehen es.Siemens
vor, die Ladung ¢ und nach Verlanf einer Minute die: Entladung b mit-dem ..

~

b . Caii wi ey
Gaalvanometer zu messen, den Verlust ) =1 — - 8 Qu’antxth‘toderSpan- ‘

nung in 1 Minute zu bestimmen und % anstatt % in obige Formel einzu-

setien. — Ueber die Resultate dex.Messyngen des specifischen Verthei-
langscoefficienten verschiedener Isolatoren vergl. Zeitschr. d. Tel.-Ver. 7,
S, 202—205. . . v .
Bei der Priifung der Taue wihrend des Legens. wandten Sie-
m ens auf der Landstation ein Uhrwerk an, welches das Ende des Kabels
abwachselnd kurze Zeit mit der Erde, dann mit dem Pole einer Batterie
verbapd, dann einige Zeit ,isoliﬂ-t hielt. Auf dem Schiffe ist bestindig ein
Wide:stqn&smeasapparat mit der Linie verbunden. Durch Herstellung des .
G leichgewichts an der Wheatstone’schen Briicke wird abwechselnd der Wi-
dentand der Isolationsschicht und des Leitungsdrahtes am Land und auf dem
Schifie bestimmt und erstere nach dem Schiffe telegraphirt; weichen diese
% Werthe erheblich von eingnder ab, so ist cin Fehler vorhanden und die
Lage desselben kann aus den beobachteten Werthen berechnet werden. Die-
8es Verfahren ist zwar ermiidend, aber sehr zweckentsprechend. ,
Sind beide Tauenden zur Hand und ist der Fehler bei f in Fig. 26 um
T und y von ihnen entfernt, wihrend die Liinge des ganzen Taus =1 ist
und werden die Widerstinde m, und m, so regulirt, dass die Nadel .
des Galvanometers G in Ruhe bleibt, so ist x =;lﬁ:r. Ist dagegen
1Ty
bei einer einfachen versenkten Leitung ¢ der Widerstand dos ganzen Taues
Zund y die Widerstinde vom Fehler bis zu den beiden Enden hin, z der
Widerstand des Fehlers selbst, a, und b, die Widerstinde, welche an beiden
Enden gemessen werden, wihrend jedesmal das andere Ende isolirt ist, und
9 und b die entsprechenden Widerstinde, wenn das andere Ende mit dex

Erde verhunden ist, 3o liefert das Obm’sche Gesetz (Zeitschr. d. T\ Ner.
1 8.199): '

2'



20 Beitriige zur Gescluchte der Fortschritte in der elektrischen

N e de oo

c=z+y, ea=z+z, b=.’/+zr

a—z-l-—;? b=y +

z+z

und hieraus
—a—h
=3 +2

i=;/ a c—b
y b’ c—a "

War das Kabel schon’vor Auftreten eines entstehenden Fehlers nicht
vollkommen gut isolirt, so bestimmt man den Widerstand y der schon vorher
vorhandenen Isolationsfehler annihernd aus den gemessenen a, b, a, und
b, und entwickelt dann sus den nach Eintritt des neuen Fehlers an der am
andern Ende isolirten Leitung gemessenen Widerstinden a, und b, fiir den

Ort des neuen Fehlers

— — ay— —_b — b,

= 7’/ % oder y=1, y}/a._a’
je nachdem der neue Fehler mscben dem alten und der Station 4 mit den
Aufzeichnungen a, a, und g, oder der Station B mit den Aufzeichnungen
b, b, und b, liegt®).

Bei allen diesen Versuchen soll die Polarisation an der Fehlerstel]e
moglichst gleich sein; deshalb wird durch vorldufige Messungen der Ort
des Fehlers erst angenihert bestimmt und dann fiir die eigentliche Mes-
sung die Zahl der Elemente so regulirt, dass der von der einen oderandern
Seite her durch die Fehlerstelle gehende Strom stets nahe dieselbe Stirke
hat; bei der Beobachtung selbst aber wartet man, bis die Polarisation ihr
Maximum erreicht hat.

Beim Versenken des atlantischen Kabels im Jahre 1866 erfolgte die
Priifang nach einem von Willougby Smith, dem ersten Elektriker der
Telegraph Construction and Maintenance Company, ausgearbeiteten Regle-
ment in folgender Weise (Schellen, d. stlant. Kabel 8. 990—106; Mech.
Mag. XV, 8. 211): Die 8 Kabeltheile waren auf dem Schiff hinter einander
zu einem einzigen Stromkreise verbunden, dessen vorderes Ende a (Fig.27)
durch das irische Kiistenkabel mit einem Marinegalvanometer G,, unter
Einschaltung eines Widerstandes » von derselben Grisse, wie 5 Meilen
Gauttaperchahiille**) verbunden war, wihrend der auf dem Lande be-
findliche Taster T, fiir gewohnlich isolirt war, aber durch Niederdriicken

) A O (e

c—b

*) Im letsteren Falle wire x =g, —27+7}/:‘—':— .

#%) 100 Millionen Einheiten, da man den Widerstand von 1 Meile Guttapercha-
schicht fiir die Temperatur des Meerwassers im Mittel = 500 Millionen Einheitea
setsen kann.
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von 1 auf 2 mit dem veréinderlichen kleineren Wid erstande »' und derErde
in Verbindung gesetzt werden konnte. Das hintere Ende b des Kabels X
war auf dem Schiffe durch das Reflexgalvanometer G, und den geschlossenen
Taster T; mit der Batterie B aus 100 Elementen einer sogenannten Sand-
oder Sigemehl-Batterie verbunden. Letztere war also fiir gewthnlich
geschlossen und sendete ihren Strom durch G, und G,. Ein zweiter, unter
Umstéinden stérkerer Strom geht blos durch G,, die Guttapercha und das
Wasser; denn die Guttapercha isolirt nicht vollsténdig und ihr Widerstand
wiirde bei 2000 Meilen Ldnge nur oi%% = } Million Einheiten betragen,
withrend w=10) Millionen Meilen war. Vernachléssigt man den verhilt-
nissmissig kleinen Widerstand der Baiterie und der Galvanometer, so ver-
balt sich der erstere (Kupfer-) Strom zu dem zweiten (Guttaperchastrom),
wie }:100. So lange die Ablenkung beider Galvanometer sich nicht
#nderte, war Alles in gutem Zustande. Miitelst des Tasters T konnte bei
Polwechsel oder Verinderung der Batteriestfrke vom Schiff nach dem
Lande, mittelst 7, vom Lande nech dem Schiff telegraphirt werden, Wurde
némlich 7, niedergedriickt, so ging der Haupttheil des Stromes durch T,
und » zur Erde, hatte also den Widerstand » nicht zu tiberwinden, und
deshalb mussie der Ausschlag in G, merklich grésser werden. Der Wider-
stand »° sollte den Kupfersirom in G, nicht zu stark auftreten lassen.
Die Zeitmomente, in denen von der Kiiste nach dem Schiffe gesprochen
werden sollte, waren im Voraus genau festgestellt, damit keine Verwechse-
lungen eintreten sollten; nimlich die ersten 30 Minuten jeder Stunde waren
zur Priifung derIsolation bestimmt, die folgenden 10 Minuten zur Priifung des
Widerstandes des Leiters und dann je 10 Min. zum Sprechen zwischen Schiff
und Kiiste und umgekehrt. Trat z.B.bei ¢ ein Isolationsfehler ein und ging
bier ein Theil des Stromes ins Meer, so musste das Galvanometer auf dem
Schiff einen stirkeren, das am Lande einen schwiicheren Ausschlag zeigen,
Eine geringere Aenderung im Ausschlag deutete auf einen kleinen Fehler,
eine sehr starke auf einen grossen Fehler, auf ,,t6dtende Erde* (dead
earih). Aber selbst dann konnte vom Schiff noch nach der Ktiste ge-
sprochen werden, wenn nur durch Niederdriicken von 7, der Gesammt-
widerstand der Leitung fast auf die Hilfte reducirt und G, zwischen »" und
der Erde eingeschaltet wurde. Bei einem Reissen des Kupferdrahtes ohne
Verletzung der Guttapercha zeigt sich auf G, noch ein schwacher Strom,
da die Guttapercha nicht ein absoluter Isolator ist, und aus dem noch vor-
handenen Widerstand der Guttaperchahiille 14sst sich die Lage des Fehlers
ermitteln, da derselbe der Ldnge dieser Hiille umgekehrt proportional ist.
Ist der Leiter und die Guttaperchahiille gerissen, so wird der Widerstand
plotzlich wesentlich kleiner und bleibt dann unveréinderlich. Liegen nun
einige Zoll des Kupferdrahtes im Wasser, so geht der Strom ins Wasser,
dessen Widerstand man =0 setzen kann, so dass man aus dem nach wor-
handenen Widerstande des Kupferdrahtes die Entfernung der Rissekle
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berechnen kann, Wird daher der Kupferdraht nur in einer kleinen
Flicho vom Wasser beriihrt, so zeigt sich ein sehr grosser, lannenbaft ab-
und zunehmender Widerstand, und man kann nur die dem beobachteten
kleinsten Widerstande entsprechende Entfernung ermitteln, iiber welche
hinaus der Fehler nicht liegen kann. Tritt der Kupferdraht mit der
Eisenbhiille in Verbindung, so ist er noch inniger mit dem Meere verbunden,
als wenn der Draht auf einige Zoll blos gelegt ist; der Widerstand ist dann
noch weniger verénderlich und es fehlen die schwachen Strome vollsténdig,
welche von dem durch das Salzwasser getrenunten Kupfer und Eisen des
gerissenen Kabels herriihren; in beiden Fillen treten Erdstréme aus dem
Unterschiede der elcktrischen Spannung zwischen der Kiiste und dem
Meerwasser an der Fehlerstolle auf. Hat endlich die Guttaperchahiille
eine Oeffnung, so tritt der Leiter mit dem Wasser unter grisserem oder
kleinerem Widerstande in Verbindung, der gesammte Isolationswiderstand
vermindert sich bedcutend und ein Theil des Stroms geht ins Meer, doch
bleibt die Moglichkeit, dass die beiden Enden mit einander sprechen;
bleibt der Widerstand des Fehlers constant, so kann man den Ort des
Fehlers durch zwei Widerstandsmessungen bestimmen, wobei die andere
Station das Ende des Taues cinmal mit der Erde verbindet und einmal
isolirt,

Interessant sind die Versuchsreihen, welche Chalrles Wheatstone
mit dem Spezzia-Corsica-Sardinien-Kabel und E. O. Wildman White-
house mit dem Mittclmeer- und dem Neufundland-Kabel anstellten.
Vergl. dariiber Zeitschr. d. Tel.-Ver. 2, S, 152—157 und S. 274—278. Des-
gleichen die Versuche von Varley iiber die Induction der Kabel, vergl.
Civ. Eng. and drch. J, 1859, S. 149—157,

8. Die Vorsenkung des Taues.

Wiilrend bei der Anfertigung und der Verschiffung des Taus jeder
eingelne Theil gehirig beaufsichtigt und mit der erforderlichen Vorsicht
und Muse behandelt werden kann, werden die ohnehin nicht geringen
Schwierigkeiten bei der Verseukung des Taus dadurch noch wesentlich
erhoht, dass man neben allen, die Schififabrt erschwerenden Umstiénden
auch noch einer Anzahl von besonderen Zufilligkeiten ausgesetzt ist und
alle auftretenden Stérungen mit ziemlicher Schnelligkeit ermittelt und
beseitigt werden miissen, da ja das Tau mit nicht geringer Geschwindig-
keit abliéuft. In vielen Fillen missgliickte die Versenkung durch zu hef-
tigen oder iiberhaupt ungiinstigen Wind. (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 3, 8. 18,
19 u. 272,) Man muss daher die erfahrungsmiissig giinstigste Zeit zur
Versenkung auswihlen.

Bevor ziar Versenkung selbst geschritten werden kann, muss der mit
demKabel beider Versenkung-cinzuschlagende Weg festgestellt werden
und hierzu wieder ist, abgesehen von politischen, Handels- und Betrichs-
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Riicksichten, eine moglichst genaue Kenntniss der Tiefen und der Be-
schaffenheit und Gestalt des Meereshodens crforderlich. Ausserdem sind
die Tiefenverhiiltnisse schon fiir die Anfertigung des Taues mit mass-
gebend. Die zwischen den gegebenen Endpunkten vorhandene kiirzeste
Linie ist mit dem kiirzesten, daher am leichtesten zu ladenden und zu
versenkenden Tau zu belegen, und deshalb weicht man von ihr nicht
ohne Noth ab. Doch diirfen sich die Sondirungen nicht bloss auf
diese Linie allein erstrecken, sondern sie mtissen von ihr aus nach bei-
den Seiten bis zu einiger Entfernung ausgedehnt werden, damit man
nicht nur die giinstigsten Verhiltnisste fiir das zu legende Tau ermitteln,
sondern auch im Voraus feststellen kann, nach welcher Seiteé hin man
im Falle der Noth von jener kiirzesten Linie abzugehen hat. Zu gros-
sen und besonders sehr unregelmissig und stark sich éindernden Tiefen
gebt man nach Moglichkeit aus dem Wege, um das Tau nicht zu gros-
" sen Spannungen auszusetzen und durch Storungen bei der Abwickelung
su gefihrden. Die tiefen Meeresbecken zeigen meist eine auf grbssere
Entfercungen sich nur wenig und allm#lig #ndernde Tiefe; deshalb
kann man in ihnen die Sondirungen in griosseren Abstinden, etwa von 6 bis
12 Meilen, vornehmen, wihrend man bei unregelmissigem Boden nur
etwa in je 2 bis 3 Meilen Entfernung sondiren muss. Die Sondirungen
werden um so schwieriger, je griosser die Tiefe ist. Delamarche,
Ploix und de Bastard benutzten bei den Tiefenmessungen von etwa
3000 Metern, welche sie zwischen den Balearen und Algier anstellten®),
ein einfaches Senkblei von 15 Kilogramm, Gewicht an einer aus 18 ge-
zwirnten Fidden bestehenden Seidenschnur gon 5500 bis 6000 Meter Linge,
an der von 100 zu 100 Meter Marken angebracht waren; die sich von einer
Rolle abwickelnde Schnur hielt von selbst an, wenn das Blei den
Grund erreicht batte und wurde dann von zwei Mann mittelst einer
Kurbel wieder aufgewickelt, Zu einer Lothung von 3000 Meter Tiefe
waren etwa 14 Stunde erforderlich., Mit Hanf iiberzogene Messingseile
bew#hrten sich schlecht und rissen leicht durch Schleifenbildung. Die
ausgedehntesten und grossartigsten Tiefenmessungen wurden im Atlan-
tischen Ocean ausgefiilhrt und nach ihnen erschien die Legung eines
Telegraphentaus quer durch diesen Ocean durchaus nicht unméglich.
Der Hydrograph und Director der Sternwarte zu Washington, Lieute-
nant F. M. Maury, berichtete unterm 22. Februar 1854 ausfithrlich iber
die im Sommer 1853 vom Lieutenant O. H. Berryman ausgefiihrten
Messungen an den Marinesecretiir der Vercinigten Staaten (Dingler’s
Journal 133, 8. 74, aus Zeitschr. d. Telegr.-Ver. 1, S. 142); nach diesen
Messungen war zwischen Neufundland und Irland ein regelmiissiges

*) Mit ihnlichen Senkbleien hatten Bérard und de Tessan schon 1831
swischen Sardinien und den Balearen Ticfcu von etwa 1500 Mcter gemessen.
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Plateau von 1500 bis 2000 Faden Tiefe. Die vom Meeresboden mit her-
aufgebrachten Bodenproben zeigten kalkige Schalen mikroskopischer Mu-
scheln, woraus man auf die Abwesenheit merkbarer Stromungen am Bo-
den diesér Meeresstellen schloss. (Shaffner, tel. man. 8.653.) Die bei
diesen Sondirungen benutzte Tiefseesonde des Lieutenant J. M. Brooks
zeigt Fig. 28. Eine in ihrer Axe durchbohrte Kugel ¥ ist mittels teiner
Schnur f und einer Schlinge g an 2 Haken zweier um die Axe £ drehbarer
Hebel aufgehéingt und mit dieser Axe ist der Schaft s der Sonde fest ver-
bunden. Wihrend des Niedergehenshiéingen Schaft und Kugel an der straffen
Lothleine & wie Fig.28a zeigt; sobald jedoch der Schaft auf den Boden auf-
stosst , wird die Leine % schlaff, die Hebel nehmen die in Fig. 280 gezeich-
nete Lage an, die Schnur f rutscht von den Haken ab und f#llt sammt der
Kugel zu Boden, worauf der Schaits allein wieder aufgezogen wird. Eine
etwas einfachere Einrichtung des obern Theils ist in Fig. 28d abgebildet.
Das untere Ende des Schaftes ist hohl und entweder blos mit Unschlitt be-
strichen, oder er enthiilt 3 Federkiele (Fig. 28¢), damit in dieselben etwas
von den Bestandtheilen des Bodens eindringen und mit emporgenommen
werden kann., Weitere Messungen folgten im Herbst 1856; bei diesen be-
obachtete Berryman die gleichméssige Abnahme der Geschwindigkeit der
niedergehenden Sonde, welche er auf die Reibung der Leine am Wasser
schiebt; bei den tieferen Sondirungen dauerte das Sinken ctwa 3 Stunden,
das Aufheben besorgte eine kleine Dampfmaschine (Zeitschr. d. Tel.-Ver.3,
S. 232, mit Profil des Meeresbodens zwischen Irland und Neufundland, aus
Petermann’s geographischgn Mittheilungen 1856, S. 175). Bei den 1857
von Capitin Dayman vorgenommenen Sondirungen zwischen Irland und
Neufundland befand sich am Ende des Schaftes cine federnde Klappe,
welche beim Sinken die Héblung offen liess, beim Aufstossen aber durch
die dartiber weggleitende Kugel in das Innere des Stabes hineingeschoben
wurde und so die in diesen eingedrungenen Bodenbestandtheile absperrte,
worauf eine zweite, urspriinglich iiber der ersien sitzende Kugel mit en-
gerer Bohrung auf der Feder sitzen blicb und deren Riickgang beim Auf-
ziehen verhinderte. Das in Fig. 20 abgebildete Tiefenloth des Lieutenant
Fitzgerald hat ein auf 2 Hilkchend der Eisenstange ¢ sitzendes, 80 his
90 Pfund schweres Eisenstiick a; am Ende der Stange e befindet sich ein
Kistchen d, welches durch die Klappef verschlossen werden kaun; die Loth-
leine 4 ist an einem Hebel g befestigt, welcher mit dem cinen Endek in den
Eisenstab e eingesteckt ist, wilhrend das andere Ende i mittelst einer Schnurs
an die Klappe / gekniipft ist, so dass diese beim Sinken das Kistchend
nicht verschliessen kann; stésst jedoch die Sonde mit dem Kistchen auf
dem Boden auf, so hakt sich das Ende% des Hebelsg aus dem Stabeb aus,
dieser schligt um, das Senkgewichta hakt aus, das Kistchen d schaufelt et-
was vom Meeresboden auf und wird vorangehend beim Aufziehen des Lothes
von der Klappe / verschlossen. — Eingehendere Mittheilungen iiber die
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Bondirungen des Meeresbodens und die Tiefenmessungen gab Schellen in
Westermann's Monatsheften 1860, Bd. 8, 8. 91.

Von grosser Wichtigkeit ist fernerdie Wahl derLandungspunkte,
welche wo mdglich frei von Klippen sein sollen; heftige Bewegungen des
Meeres an den Landungspunkten erschweren die Landung des Taus und
setzen dasselbe einer Besch#digung durch Abscheuern aus. In der Nihe
der Landungspunkte soll sich ferner den Schiffen kein passender Anker-
grand bieten, damit das Tau beim Aufwinden der Anker nicht gefibrdet
it. Endlich sollen die Landungspunkte nicht zu weit von den Uferstatio-
nen entfernt sein.

Die Schwierigkeiten bei der Niederlegung des Taus auf dem Meeres-
boden hat man suf verschiedene Weise zu umgehen versucht. J. J. Lake
schlug vor, das Tau an Korkstticken aufzuhéingen und spéter am Grunde
durch Anker oder Gewichte festzuhalten (Mech. Mag. 53, 8.214). H. B.
Wright liess sich am 21. August 1866 die Benutzung von Bojen beim Le-
gen und zum Schwebenderhalten des Taus patentiren. (Mech. Mag. 15, Mirz
1867, 8. 169). Armand in Bordeaux fertigte 1865 ein neues T'au, angeblich
eine Erfindung des Kaisers Napoleon, welches in einer Tiefe von 30 bis 40
Meter, wo das Meer selbst bei heftigen Stirmen ruhig bleibt, schwim-
mend erhalten werden sollte (D. Ind.-Ztg. 1865, S. 269), W. Bauer
sprach einen #hnlichen Gedanken aus: An den im Atlantischen Meere zwi-
schen Europa und Amerika aufgefundenen Hohenziigen betriigt die Tiefe
nicht viel iiber 500 Fuss; an diesen Punkten, in Entfernungen von je etwa
40 geogr. Meilen, sollten auf versenkbaren, mit Leuchtthiirmen versehenen
Schiffen Hauptstationen errichtet werden, zwischen denen das an regel-
miissig vertheilten Schwimmern héingende Tau in 200 Fuss Tiefe unter dem
Spiegel hinziehen sollte; muss ein Stationsschiff wegen Sturm in die Tiefe
gehen, so lésst es an der Oberfliche einen durch elektrisches Licht erleuch-
teten Schwimmer zur Bezeichnung seiner Stelle zuriick; so wire zugleich
die Hauptschifffahrtsstrasse tiber den Ocean bleibend markirt und die Schiffe
bitten die Moglichkeit eines fast ununterbrochenen telegraphischen Ver-
kehrs mit dem Festland (D. Ind.-Ztg. 1864, S. 368.) Das grosse Gewicht des
vom Schiff herabhéingenden Taustticks wollte Patrick M'Grade dadurch
vermindern, dass er das Tau durch Réhren gehen liess, welche an Hilfs-
tauen so aufgehéingt werden sollten, dass sie bremsend auf das Telegraphen-

tau wirken kénnten (Cio. Eng, 1859, 8. 324). Die Geschwindigkeit des Ab-
laufens durch am Tau angebrachte Fallschirme zu m#ssigen, war nach
einem Vorschlag von Balestrini schon bei der Legung des Bona-Kabels
versucht worden, jedoch ohne Erfolg. (Delamarche, Elemente 8. 67).
Aehnlich heabsichtigte Pierre Dronier in Entfernungen von je 200
Metern einen'Fallschirm (Preis 4 Ngr.) von 0,6 Metern Durchmesser anzu-
bringen, damit das Tau héchstens mit 1 Meter Geschwindigkeit ablanfe
diese Schirme sollten aus Segeltuch passend zugeschnitten, durch am Um-
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fange befestigte Stricke so an’s Tau gebunden werden, dass sie sich beim
Eintritt in's Wasser schirmartig aufblihten (D. Ind.-Ztg. 1866, 8. 138). In
England wurde vorgeschlagen, das Tau nach seinem Ablaufen vom Schiff
anfangs durch Bojen aus Kautschuk oder einem andern wasserdichten Stoffe
schwebend zu erhalten; die Bojen scllten 2 Oeffnungen bekommen, von de-
nen die eine luftdicht verschliessbar sein und zum Einfiillen der Luft die-
nen sollte, wihrend die andere mit einem Drahtnetze verschlossen wird,
welches mit einer sich im Wasser allmiligJdsenden Substanz, z. B. Gumnmi
iiberzogen ist, so dass sich das Tau senkt, so wie sich diese Substanz lsst
und Luft entweicht (D. Ind.-Ztg. 1864, S. 59).

Die ersten Unterseetane wurden von Segelschiffen versenkt, welche
von einem oder mehreren Dampfern geschleppt wurden. Bald jedoch er-
kannte man, dass sich ein Dampfschiff besser eignen miisse, weil man
dessen Bewegung besser iiberwachen und regeln kann; dasSchiff muss aber
ausreichende Stabilitit, Grosse und Tragfihigkeit besitzen, seine krilftige
Maschine muss einen leichten und sichern Gang haben und das Deck eine
freie Bewegung gestatten. Wegen der am Tau befindlichen betriichtlichen,
aber verianderlichen Eisenmasse kann das Kabelschiff den Compass nicht
brauchen und deshalb ist bei grisseren Entfernungen ¢in besonderer Dam-
pfer als Wegweiser erforderlich. Friiher liess man das Tan vom Vordertheil,
jetzt vom Hintertheil ablaufen. Im Schiff wird das Tau gewéhnlich in
Rollen von méglichst grossem Durchmesser gelegt, obgleich hierbei das ab-
laufende Kabel eine die Festigkeit beeintriichtigende Drehung erfihrt und
leicht durch Schleifenbildung gefihrdet wird. Um die Drehung zu um-
geben, kinnte man das Tau in Form einer 8 legen, allein man wiirde dann
wesentlich mehr Raum fiir dasselbe Tau brauchen; oder man kdonnte das
Tau, falls es nicht zu gross ist, auf Haspel wickeln. So schlug Capitin
Labrousse vor, auf5 Haspeln von 13 Meter Linge und 2 Meter Trommel-
Durchmesser mit Endscheiben von 4 Meter Durchmesser je 160000 Meter
(114 Tonnen) eines gwischen Frankreich und Algier zu legenden Taus auf-
zuwickeln (Delamarche, Elemente d. unters. Tel, S. 62). Auch hat man
beim Legen des Varna-Balaclava-Kabels versucht, durch eine besondere
Maschine jene Drehung wieder zu beseitigen. Der Raum, in welchen das
Tau geladen wird, muss ganz frei zuginglich sein und beim Ablaufen diir-
fen sich dem Tau keine unbeabsichtigten Hindernisse in den Weg stellen.
Die Ladung muss natiirlich gleichmiigsig iiber das Schiff vertheilt sein und
dieses Gleichgewicht darf beim Ablaufen des Taus nicht gestort wer-
den. was sich am leichtesten erreichen lisst, wenn als Ballast fir das Schiff
Wasser benutst wird. Das geladene Tau muss sorgfiltig vor zu grosser
Erwirmung geschiitzt werden, um so mehr, als die getheerte Hanfhille sich
selbst zu erhitzen pflegt. C. William Siemens wies diese Selbsterhitzung
mittelst eines Widerstandsthermometers nach, welches aus mehreren, auf

einen 18 Zoll langen Mectallstab aufgewickelten Lagen mit Seide besponne-
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nen Kupferdrahtes bestand; wurde mittelst eines Differentialgalvanometers
(oder einer Wheatstone’schen Briicke) der Widerstand dieser Drahtrolle ge-
messen, 80 konnte man aus der innerhalb der gewihnlichen Temperatur-
grenzen der temperatur proportionalen Widerstandsinderung die Tempera-
tur bestimmen. Siemens wies mit solchen Instrumenten bei dem Rangoon-
Singapore-Kabel nach dessen Verladung eine stetige tigliche Temperatur-
sunahme von 3° F, nach und zeigte damit zugleich, wie wichtig, ja
nothwendig eine oftere Abkiihlung der Taue sci (Zeitschr, d. Tel.-Ver. 7,
8. 353).

Welche Linie das vom Schiff ins Meer herabhiingende Tau bildet,
hingt von der Geschwindigkeit des Schiffs, der Geschwindigkeit des Ab-
lanfens und des Niedersinkens des Taus im Wasser ab, also auch von der
Tiefe des Wassers und dem specifischen Gewicht des Taus. Im Zustande
dex- Rube wiirde das Tau eine gemeine Kettenlinie bilden; da es aber
im Wasser niedersinkt und sich auf den Boden legt, so kann es dabei auch
eine andere Linie bilden. Abgesehen von den in der Niéhe des Schiffs
stattfindenden, bei Bestimmung der Festigkeit des Taus nicht ausser Acht
su lassenden Schwankungen und dem Wellenschlage, nimmt Siemens an,
das Tau falle senkrecht zu seiner Richtung mit constanter Geschwindigkeit
and bilde daher bei constanter Geschwindigkeit des Schiffs eine Gerade®),
bei zu- oder abnehmender Schiffsgeschwindigkeit eine nach oben oder
unten gekriimmte krumme Linie (Delamarche, Elemente 8. 31, 34 u. 55).
Natiirlich ist die Spannung des Taus ausser der Tiefe und dem specifischen

*) Nach W. Thomson ist beim Gewicht # der Liingeneinheit des Taues
im Wasser, beim Neigungswinkel a der Kabellinie gegen den Horizont, der Was-
sertiefe D und der Linge D:sin @ des eingetauchten Stiicks der Druck senkrecht
gegen die Richtung des letzteren W D cosa:sina und die in Richtung des Kabels
infolge der Schwere wirkende Seitenkraft i# D (also unabhlingig von &). Ist nun
P die transversale, Q) die longitudinale Seitenkraft des (sogenannten) Reibungs-
widerstandes, den das Tau lings der im Wasser zu durchlaufenden Strecke (fiir
jede Lingeneinheit) erfihrt, und 7 die Spannung des Taues, so ist

WD=T+(Q.D:sina und Wcosa=P.
Entsprechen nun den Componenten P und Q die (hypothetischen) Beschleunigungen
p und g, so ist p—vsinae und g=—=u—v core, wenn v die Geschwindigkeit des
Bchiffes, u die Geschwindigkeit (Beschleunigung) ist, mit welcher das Kabel vom
8chiff ablduft; der Widerstand, den das Kabel findet, ist eine Function der Ge-
schwindigkeit und diese wird sich daher wihrend des Versenkens #ndern; hitte
man nun in einem hestimmten Augenblicke p, und ¢,, so kinnte man P== ¥ p*:p,*
und Q= W¢*:¢q,® setzen und erhielte
py=v sina:Vcosa und ¢, =(u—vcosa YW D: (W D—T) sine,

welche Ausdriicke anwendbar sind, wenn das Tau unter dem Wasser sich gleich-
férmig fortbewegt, vorausgesetzt, dass seiu unteres Ende keine Spannung erleidet.
Eine Tabelle fiir v:p; findet sich in Dingler’s Journal 183, S.493, — Vergl
ausserdem Civ. Eng. 1859, 8. 317 und 412, 8. 273 und 8. 285.
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Gewichte, dem Widerstande des Wassers und der Stirke der Bremsung
von der Gestalt der Linie abhiingig, die es im Wasser bildet. Auf alle
Fille aber muss bei wechselnder Wassertiefe und bei nicht ganz unverinder-
licher Geschwindigkeit des Schiffs auch die Geschwindigkeit sich &ndern,
mit welcher das Tau vom Schiff abliuft, wire es auch nur, damit das Tau
auf dem Boden keine Schlingen bilde und keine unndthige Spannung be-
halte *). Daher sind stets Vorrichtungen zum Reguliren und Messen die-
ser Geschwindigkeit des Ablaufens nothwendig. Diese und die Vorrith-
tungen zur Fiihrung des Taus auf seinem Wege aus dem Schiffsraume in
das Meer migen hier Erwibnung finden.
Bei der (missglfickten) von Canning geleiteten Legung eines Taus im
St. Lorensbusen im August 1855 war das Tau auf dem Segelschiff Sarah L.
ryant verladen, welches vom Dampfschiff James Adger unter Capitin
Turner geschleppt wurde, Das Tau lag im Schiffsraume in 2 grossen Rin-
gen, wie die Taue in den Dockmagazinen. Durch eine kleine Oeftnung
im Deck lief das Tau iiber eine kleine Walze zu einer grossen eisernen
Trommel von 12 Fuss Durchmesser, um die es 3 Mal geschlungen war, dar-
auf ebenso viel Mal um eine zweite eben solche Trommel und dann #ber
eine dicke Eisenstange am Stern des Schiffes in die See; die Trommeln wa-
ren mit michtigen Bremsen versehen und ein Zihlwerk an ihnen gab die
Zahl der Umdrehungen und die Linge des ausgeschossenen Taus an.
32 Mann regelten bestindig im Schiffsraum die Abwickelung der Ringe, ver-
hiiteten Schleifen und Klinken und bedienten die Bremsen auf dem Deck
(Zeitschr. d. Tel.-Ver. 3, S.19). Im Juli 1856 wurde im St. Lorenzbusen
ein anderes Tau von dem Dampfer Propontis, Capitin Goodwin, unter
Leitung von Samuel Canning ohne jeden Unfall gelegt. Das Tau war
im Schiffsraum mit grosser Sorgfalt so untergebracht, dass jede Lage vom
Centrum aus gegen den Umfang sich abrollte. Von der Rolle ging das Tau
durch einen gusseisernen Trichter und iiber 2 gusseiserne Trommeln von
9 Fuss Durchmesser und je 1'% Tonnen Gewicht, endlich iber eine Rolle
am Stern des Schiffs. Ein Zihler an der Trommel gab die ausgelaufene
Linge an. Die Bremsen an den Trommeln regulirten das Ablaufen, so dass
sich das Tau sanft auf den Meeresboden lagerte. An den tiefsten Stellen
machte das Tau einen Winkel von 25° mit dem Wasserspiegel, sein Gewicht
war also gerade hinreichend, der fortschreitenden Bewegung des Schiffs das
Gleichgewicht zu halten (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 3, S, 195).
Die Ingenieure W. J. Macquorn Rankine und John Thomson

*) Liuft das Tau mit einer der Schiffsgeschwindigkeit gleichen Geschwindig-
keit aus, so legt es sich auf dem (ebenen) Mecresboden ohne Schleifen und ohne
Spannung nieder. Wiichst die Tiefe, so muss die Bremse schirfer angezogen wer-
den, um der Beschleunigung im Ablaufen entgegen zu wirken; bei abnehmender
Tiefe ist die Bremse zu liiften.
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suchten durch folgende am 23. Februar 1855 fiir England patentirte Anord-
nung die grosse Reibung, Erhitzung und Abnutzung des Taus, der Eisen-
stange am Hackbord, der Bremsen und sonstigen Maschinerie zu vermin-
dern und Schleifenbildung auf den Trommeln zu verhiiten. Zun#chst um-
gaben sie jede Trommel mit einem spiralférmig um die Trommel gelegten
Band aus Stahl, so dass fiir jeden Ring des Taus ein besonderer Raum zwi-
schen den Ringen des Bandes vorhanden war; das Band ist mit seinen En-
den und nach Bedarf auch an Zwischenpunkten am Gestell der Maschinerie
befestigt und bleibt feststehen, wihrend sich die Trommel dreht. Ferner
ersetzten sie eine oder mehrere Trommeln durch je ein paar grosse und
starke Rollen, welche am Umfange mit kreisfrmigen, durch“Zwischenwiinde
von einander getrennten, nach Erfordern mit Querriefen versechenen Ka-
nilen mit einer zur Taudicke passenden Tiefe und Weite versehen waren;
je 2 Rollen waren in derselben Verticalehene aufgestellt, so dass das Tau
wechselsweise halb um die eine, halb um die andere gefiihrt werden kann,
und swar so viel Mal, als Kani#le im Umfange vorhanden sind ; dadurch war
ein Durchgleiten des Taus und ein Uebereinanderlegen seiner einzelnen
Ringe unmbglich gemacht; der Durchmesser der Rollen schwankt je nach
der Dicke des Taus meist zwischen 6 und 10 Fuss. Ebenso liessen sie an
Stelle der Eisenstange am Hackbord eine weit genug tiber den Stern des
Schiffes hinausragende Trommel oder Rolle treten, von welcher das Tau
frei ins Meer herablief. Zur Regulirung der Geschwindigkeit brachten sie
mehrere doppeltwirkende Pumpen an, welche von den Rollen oder Trom-
meln aus in Bewegung gesetzt wurden und Wasser oder Luft durch eine
verstellbare Oeffnung driingten; dabei wurde zugleich die Erhitzung in den
Maschinentheilen vermindert und ausserdem konnte das gepumpte Wasser
auch zur Abkiihlung des Taus und der betreffenden Maschinentheile be-
nutzt werden (Zeitschr. d. Tel.-Ver. 3, 8. 12), ’
Robert Stirling Newall zu Gateshead liess sich am 14. Mai 1855
einen Apparat zur Versenkung von Unterseetauen patentiren. Das Tau
wurde um einen aussen glatten, holzernen oder eisernen, vom Boden bis
sur Hohe des aufgerollten Taus reichenden Kegel gelegt, wiihrend es durch
einen cylindrischen Mantel, welcher aus im Boden und Deck befestigten
und durch einen in der Mitte umgelegten Reifen zusammengehaltenen
Stangen gebildet war, unverrtickbar in seiner Lage erhalten wurde; iiber
dem Kegel befand sich eine Rolle, deren eine Seite genau in der Achse des
Kegels lag und nach welcher das Tau gelangte, indem es durch eine Anzahl
eiserner Reifen hindurchging; diese an der Decke und den Seitenwinden
aufgehiéngten Reifen umschlossen dieSpitze des Kegels nach oben hin immer
enger und engerund sollten das Auseinanderfliegen der Tauwindungen infolge
der Centrifugalkraft und eine Verwickelung des Taus unmiglich machen.
Die Windungen des Taus wurden von aussen nach dem Kegel zu gelegt,
mussten sich also beim Versenken von innen nach aussen sbhwickeln, Twi-
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schen dem Kegel und dem Stern des Schiffs waren ein oder zwei Brems-
rider von 8 bis 9 Fuss Durchmesser angebracht (Dingler’s Journal 146,
S. 114).

Aechnlich waren die Einrichtungen auf der Elba, welche im September
1857 fiir Newall das Tau von Bona nach Cap Spartivento legte. Das durch
die Eisenringe aus dem Schiffsraum kommende Tau lief durch eine Knie-
rinne und dann in eisernen Rinnen nach dem Hintertheil, wo eine eiserne
Trommel von 8 Fuss Durchmesser auf einem Balkengertiste ruhte; in der
einen Abtheilung dieser Trommel lag ein Bremsband, welches durch einen
Hebel beliebig gespannt werden konnte; in der andern Abtheilung der
Trommel war das Tau 4 bis 6 Mal herumgeschlungen und eine Vorrichtung
unten an der Trommel schob das Tau nach seinem ersten Umgange zur
Seite, um die Stelle des Auflaufens stets frei zu halten und ein Ueberein-
anderlegen der Windungenr zu verhiiten. Aus einem Kasten floss stets kal-
tes Wasser auf die Trommel herab. Nach Siemens’ Vorschlag war zur
Messung der Tauspannung und zur Milderung des Einflusses der Schwan-'
kungen des Schiffs noch ein langer, mit Gewichten beschwerter, einarmiger
Hebel angebracht, welcher das unter einer an seinem Ende befindlichen
Rolle weglaufende Tau durchbog; diese Rolle lag genau in der Mitte der
Entfernunge der Trommel von dem Gleitstick, durch welches das Tau ab-
lief; wurde bei der durchbiegenden Belastung () das mit A gespannte Tau
um den Winkela gegen die Horizontale oder um die Pfeilhdhe A durchgebo-
gen,sowar(: 2 K'==sin @==h:)/0,25 & 4 it und hieraus: A=_0e¢:2V5 57— 2}
mit Hilfe dieser Formel wurde eine Scala berechnet. so dass man mittelst
eines an der Rolle befestigten, auf der Scala spiclenden Zeigers jederzeit die '
Spannung X sofort ablesen konnte, wihrend ein Zihlwerk an der Trommel
die L¥nge des abgelaufenen Taus angab (Delamarche, Elemente, 8. 95).

Das atlantische Kabel vom Jahre 1857 wurde zur Hilfte auf dem eng-
lischen Dampfer Agamemnon von 92 Kanonen, sur Hilfte auf der amerika-
nischen Fregatte Niagara von 5200 Tonnen eingeschifft; auf dem Agamemnon
hildete es einen einzigen Stapel von etwa 15 Meter Durchmesser und 4,5Me-
ter HGhe und die Einschiffung erfolgte in Greenwich, wobei in 24 Stunden
etwa 50 Meilen eingeschifft wurden und etwa 30 Mann die Aufwickelung hei
Gasbeleuchtung besorgten; die andere Hiilfte wurde zu Birkenhead erst in
grosse Barken geladen und bildete auf dem Niagara 5 Stapel von 13 Meter
Durchmesser, bei deren Anordnung man jedoch ziemlich sorglos verfahren
sein, namentlich fiir ausreichenden Schutz gegen die Schiffsmaschinenwirme
nicht gesorgt haben soll; die Einlegung des Taus begann stets vom Rand des
Stapels ans nach dem in der Mitte befindlichen Kegel von 3 Meter Durch-
messer hin. Die Maschinerie zum Legen nennt Delamarche (Elemente
8. 81) plamp und complicirt; sie bestand hauptsichlich aus 4 Rollen R
(Fig. 30) von 1,6 Meter Durctmesser und 0,13 Meter Breite, auf welche sich
das ‘Tau in Form einer doppelten 8 aufwickelte; jede Rolle war mit einem
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Zabhnrade von denselben Dimensionen und einer Bremsscheibe verbunden;
tber eine am Hintertheile befestigte fiinfte Rolle fiel das Tau ins Wasser.
Ausserdem waren noch 2 grosse Rollen mit 5 Rinnen, von 2 Meter Durch-
messer und 0,3 Meter Breite, in Verbindung mit Zahnridern und Brems-
scheiben vorhanden, zur etwa nithigen Wiederaufnahme des Taus. Alles
zusammen wog 15 Tonnen und kostete 50000 Franken.

Der norwegische Telegraphendirector C. Nielsen beschreibt das Ver-
fabren bei der Legung von 24 Kabeln an der norwegischen Kiiste in der
Zeitschrift d. Telegraphen-Vereins (8, S. 1) folgendermassen: Das Tau lag
in concentrischen Ringen und jede Schicht war zur Verhtitung von Verwir-
rungen beim Ablaufen an 8bis 12 Stellen mit der darunter liegenden mittelst
Kabelgarn verkniipft. Da der Kegel nicht in der Mitte der Ringe, sondern
gerade unter der Luke stand, so waren von den entfernteren Punkten des
freien kreisfsrmigen Raumes schriige Streben nach dem Kegel gelegt, um
das Tau zu filhren. Oberhalb des Decks lief das Tau zun#chst iiber den
eisernen Kopf eines Bockes zum Auslegapparat und zwar zuerst unter einer
Walze weg, dann zwischen verticalen gusseisernen Fithrungsplatten, darauf
swischen den mit starken Eisenplatten belegten Backen einer Druckbremse
hindureh, einige Mal um die Haupttrommel, iiber eine Walze und zwischen
verticalen Frictionswalzen hindurch nach dem tiber dem Heck des Schiffes
befestigten Rade, von dem es ins Wasser hinabschiesst. Die Haupttrommel
hatte 6 Fuss im Durchmesser; in ihrem Kranze befanden sich 2 vertiefte Rin-
nen, die eine fiir einen Bremsriemen, der durch einen mit Gewichten zu be-
lastenden Druckhebel gespannt wurde, die andere, ebenfalls einfache, aber
breitere fiir das Tan; unter der Trommel lief das Tau tiber eine Rolle und
an einem seitlich beweglichen Abweiser vorbei, welcher verhiitete, dass sich
seine Windungen auf der Trommel iiber einander legten. Die verticalen
Frictionswalzen dienten zum Hemmen des Taus, falls es bei heftigen Seiten-
bewegungen des Schiffs aus der Rinne des Rades am Heck geworfen warde.
Die ganze Maschine mit Gestell, aber ohne Kegel, wog 12800 Pfund. Bei
Tiefen bis 600 Fuss ist es ausreichend, wenn die Spannung des Taus von
einem Manne mit dem Fusse gepriift wird. Bei schroffem Abhang des
Mecresbodens an der Kiiste wurde das Tau am Land sicher befestigt und
vom Befestigungspunkte his zur Wasserlinie in hilzerne Rinnen gelegt;
zur Befestigung dienten Deckelbolzen von 2 bis 3 Zoll Linge und 1% bis
2 Zoll Dicke, welche mit einem Gemisch aus Schwefel und Sand in grossen
Felsblscken eingegossen wurden; das mit Blei umwickelte Tau wurde in
die Nuth dieser Bolzen eingelegt und dann der Deckel fest aufgeschraubt.
Wo das Tau heftigem Seegange ausgesetzt war, wurde es auf kleinen eiser-
nen Kreuzen befestigt und durch diese, so weit die Brandung reichte, ausser
Bertibrang mit dem Meeresboden erhalten.

Die Auslegmaschine fiir das atlantische Tau vom Jahre 1858 war von
Everett construirt. Das aus dem Schiffsraume kommende 'Tan et Whet
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mehrere Leitrollen zuerst durch ein Fahrungsrohr @ber eine Scheibe mit
tiefer Furche oder Rille im Umfange, dann auf 2 grosse Rider (F-Rider)
mit 4 tiefen Rillen und zwar abwechselnd von dem einen Rad zsum andem,
indem es bei der ersten obern Rolle des ersten Rades eintrat, oben nach
dem zweiten Rad ging, unten nach dem ersien zuriick u. s. ., bis es bei der
vierten obern Rille des zweiten Rades austrat; von da ging das Tau fiber
eine Leitrolle nach dem Dynamometer iiber eine zweite gleiche, in gleicher
Haohe und in gleicher Entfernung vom Dynamometer befindliche Leitrolle
und iber eine letzte Rolle ins Meer. Auf den verlingerten Axen der beiden
grossen F-Rider sassen je 2, mit ihrer untern Hilfte in Kihlwasser ein-
tauchende Bremsscheiben, gegen welche man durch 4 Stangen die 4 Brems-
ringe anpressen konnte; diese 4Stangen aber wurden mittelst Winkelhebeln
von einem an einem Steuerrade S (Fig. 31} beim Dynamometer stehenden
" Arbeiter bewegt, da sie mittelst einer diber 2Rollen P, u. P, gelegten Kette X
mit dem Steuerrade verbunden waren und so von diesem aus in dem einen
Sinne, beim Nachlassen des Steuerrades aber durch an ihnen angebrachte
Gewichte im entgzegengesetsten Sinne bewegt werden konnten. Jenseits
der Bremsscheiben sassen auf der Axe der beiden grossen F-Rider noch
Zahnrider, welche durch ein in sie eingreifendes, gemeinsames Getriebe
verbunden waren und von denen das eine durch eine fiir diesen Zweck vor-
handene besondere Dampfmaschine in der Richtung in Umdrehung versetst
werden konnte, dass das bereits versenkte Tau wieder aufgenommen wurde,
die Auslegmaschine also als Aufwindemaschine diente. Das Dynamometer
zeigt Fig. 31; das Tau 7 liuft unter der Rolle ¢ hinweg, deren Axe in dem
starken, metallenen, zwischen 2 gegeniiberliegenden Stahlbacken (Coulis-
sen) auf und nieder steigenden, durch das angehingte Gewicht #° be-
schwerten Gleitstiick  eingelagert ist. Je geringer nun die Spannung des
Taus T ist, desto tiefer muss die Rolle G sinken, und demnach kann man
aus dem Stande des an der Rolle G befindlichen Zeigers auf der an der Cou-
lisse aufgetragenen Scala (1858 von 1200 bis 3000 Pfund) stets die Spannung
des Taus unmittelbar ablesen, wenn man nur durch Anbingung bekannter
Gewichte vorher die zu den verschiedenen Spannungen gehérigen Stand-
hohen der Rolle G ermittelt hat. Die Stange, woran das Gewicht ¥ sitst,
triigt unterhalb in einem mit Wasser gefillten Cylinder U einen Kolben, da-
mit der Widerstand, den das Wasser der Bewegung des Kolbens enigegen-
setzt, etwaige Stisse des Taus bei plotzlichen Spannungsinderungen infolge
starker Schwankungen des Schiffs u dgl. unschidlich mache. Eine &hnliche
- Einrichtung verhiitet zu grelle Bewegungen der Bremsen. — Das Tau lag
1858 auf dem Niagara in 6 Ringen; die Schiffsschranbe war mit einem star-
ken Eisengitter umgeben, damit sich das Tau nicht in sie verwickeln konnte;
das Vordertheil war auch mit einer Rolle versehen, um nithigenfalls das
Tau am Vordertheil aufwinden zu kénnen.

Im Jahre 1865 wurde das ganze Tau auf dem Great Eastern von tiber
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und Aufwindemaschine mit 2 Dampfmaschinen von 70 Pferdekriiften ver-
sehen, und erstere liess sich auch zum Aufwinden benutzen, so dass dieses
ebensowohl vom Hintertheil, als vom Vordertheil bewirkt werden konnte.
Ein 310 Centner schweres Eisengitter hielt das Tau von der Schiffsschraube
fern. Der zum Auffischen des Taues von 1865 bestinmte Apparat war von
Penn & Clifford neu construirt. Das Enterhakentau von 1865 hatte
nur 10, das von 1866 aber 29§ Tonnen Tragfihigkeit, und nicht allein der
Great Eastern, sondern auch seine Begleitschiffe Medway und Albany
hatten ganz gleiche Ausriistung zum Aufwinden. Das dazu in 20 Meilen
Linge (je 74 fir den Great Eastern und Medway, 5 fiir den Albany) an-
gefertigte Drahtseil (Fig. 33) hatte 6} Zoll Umfang und bestand aus den-
selben mit Manilahanf umsponnenen Eisendrihten Nr. 13 (0,00 englische
Zoll), wie die Umhiillang des Tiefseetaues; von seinen 7 Litzen umgaben
6 die 7. spiralférmig; ebenso die 7 Drihte jeder Litze. Hierzu kamen
5 Meilen Drahtseil fiir die Bojen, deren grosste mit 200 Centner Zugkraft
nach oben an das bis auf eine gewisse Hohe gehobene Tau gelegt werden
sollte, wihrend die mittleren zur Befestigung des Tauendes bei etwaigem
Reissen oder Kappen bestimmt waren und die kleinsten als Markseichen
dienen sollten. Im Ganzen wurden 14 Bojen gelegt und 12 davon wieder
aufgenommen. Ausser den gewihnlichen Enterhaken hatte man eine in
Fig. 31 abgebildete Sorte, deren 10—12 Zoll hohe Klauen von je 10 Tonnen
Tragfihigkeit mit starken Sperrfedern versehen waren, damit sie das
einmal gefasste Tau beim Weiterschleifen auf dem Meeresboden zwischen
Feder und Klaue festhalten konnten, und eine andere Sorte, deren Klauen
auf der Innenseite mit stihlernen Messern besetzt waren, an denemn das
gefasste Tau beim in die Hohe ziehen durch sein eigenes Gewicht sich
durchschneideun sollte. Die Schaufelrider des Great Eastern wurden von
einander getrennt, damit sie nach Bedarf beide zugleich oder jedes einzeln
arbeiten konnten. Zwei Dampfkeseel wurden ausser Dienst gestellt, weil
sie den vorderen Kabeltendern so nahe lagen, dass die von ihnen aus-
gestrahlte Wirme die Guttapercha hitte erweichen kénnen. Im vorderen
Tender lagen 670 Meilen Tiefsee- und 3 Meilen Kiistentau, im mittleren
865 und im hinteren 839 Meilen Tiefseetau; der Dampfer Medway von 1900
Tonnen trug 400 Meilen Reservetau (Schellen, das atlant. Kabel, 8. 95;
the Adantic Telegraph, S. 89).

Der Versenkung der Taue schenkt auch Ciril Engineer and Archilects
Journal (z. B. 1859, S. 29, 273, 285) wiederholt eingehende Beachtung.

4. Das Wiederaufushmen und die Wisderherstellung schadhafter Untersestans.

Ist eine Unterseeleitung beschidigt worden, so wird zuerst die Lage
der schadbaften Stelle auf einer Seekarte, in welche die Lage des Taues
genau eingetragen ist, durch Widerstandsbestimmungen ermittelt*), darauf

*) Es geschicht dies sihnlich, wie hei unterirdischen Linien; vergl. Dub, die
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grosste Tiefe 700 Fuss) gelegte Tau wieder her. Der Leitungsdrabt dieses
Taus war mit Guttapercha isolirt, durch ein mit Theer getrinktes Hanfband
geschiitzt und mit 2 Eisenbandern der Art umwunden, dass das sweite die
-vom ersten gelassenen Liicken fiberdeckte. Gewicht 60 Centner, Werth
10000 Francs. Die Voruntersuchung deutete auf einen Fehler in 2000 Fuss
Entfernung vom Ufer bei Fliielen; das Tau, welches sich in den Schlamm
versenkt hatte, wurde an dieser Stelle aus 300 Fuss Tiefe empor gehoben,
zeigte an der fiir verdichtig gebaltenen Verbindungsstelle keinen erheb-
lichen Fehler, vielmehr waren beide Theile, der aufgehobene kiirzere und
der lingere, fehlerhaft, weil, wie sich spiiter ergab, die Guttapercha spréd
und rissig geworden war; das kiirzere Stiick wurde durch ein neues ersetzt,
das lingere aufzuheben war misslich, weil die Eisenb#inder den Draht zu
wenig vor dem Reissen schiitzten. Einen so starken Strom durch das Tan
zu senden, dass die Erwirmung des Drahts zumErweichen der Guttapercha
ausreichte, war kostspielig und konnte misslingen. Hipp ging daher dar-
auf aus, durch die Einwirkung einer starken Batterie, deren positiver Pol
mit der Leitung verbunden wurde, den Kupferdraht zu oxydiren und mit
seinem Oxyd die Risse der Guttapercha auszufiillen. Er beauftragte dem-
gemiss das Telegraphenbureau Luzern, diese Operation mit einem constan-
ten Strom von 72 Elementen vorzunehmen und zwar im Bureau Luzern
selbst, welches 9 Stunden von der Stelle des Vierwaldstidter Sees entfernt
ist, wo das Tau eingesenkt ist; der Strom musste also durch diese Leitung
gehen. Der Stromverlust betrug, wenn die Leitang jenseits des Vierwald-
stidter Sees unterbrochen wurde, 32 bis 36 © eines Galvanometers mit 32 Um-
windungen, an dem die Stirke des gewdhnlichen Telegraphirstroms 30
betrug. Den 5. December Morgens begann die Operation und am 8. betrug
die Ableitung auf der unterseeischen Leitung von Luzern nach Altdorf nur
39, von Altdorf nach Luzern nur 2°; am ersten Tage war die Ableitung
gleich stark geblieben, am zweiten Tage auf 20° und amdritten auf 8° herab-
gegangen; erst nach 3 Wochen, wihrend welcher Zeit die Batterie immer in
gutem Stande erhalten wurde, war der Verlust nur noch 1°. Ein Ver-
such im Kleinen weist nach, dass nicht nur eine Spalte in der Guttapercha
unter Wasser mit Oxyd ausgefiillt werden kann, sondern dass sich aunch
dieses Oxyd unter fortdauernder Einwirkung des Stroms auftrocknen lisst
(Zeitschr. d. Tel.-Ver. 4, S. 73).

Gestiitzt auf die im Jahre 1866 gemachten Erfahrungen fiihrte Lati-
mer Clark einen neuen pneumatischen Regulator und einen ankerartigen
Enterhaken aus, welche beide bereits patentirt sind (Dingler’s Journal 183,
8. 450, aus Mech. Mag. XVI, S. 40). Bei dem Regulator ist die Scheibe,
welche von dem iiber 2 entsprechende Fiihrungsrollen zu- und abgefiihrten
Tau getragen wird, an einem Kolben in einem hohen, 5 bis 6 Fuss weiten
Cylinder befestigt; der Raum unter dem Kolben steht aber durch ein mit
einer Klappe versehenes Rohr mit einem Behilter in Verbindung, in wel-
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chem die Luft durch Pumpen entsprechend verdiinnt wird ; bei sich &ndern-
der Spannung in dem ablaufenden oder aufzunwindenden Tau steigt der
Kolben in seinem Cylinder auf oder nieder. Soll dieser pneumatische Re-
gulator beim Auslegen eines T'aus benutat werden, so muss die Bremsvor-
richtung mittelst eines #hnlichen Luftcylinders mit dem eben erwiilinten so
verbunden werden, dass bei jeder Zunahme der Spannung im ablaufenden
Tau das Bremswerk so weit geliiftet wird, dass eine das Tau gefihrdende
Spannung oder gar ein Reissen des Taus verhiitet wird. — Den Enterhaken
bat Clark so eingerichtet, dass er beim Zusammentreffen mit dem Kabel an
seiner Vorder- oder Riickseite dasselbe zwischen 2 Platten einklemmt und
beim Aufwirtsziehen zerschneidet, den eingeklemmten Theil zu T'age bringt»

das abgeschnittene oder abgerissene Ende aber auf den Boden zuriickfallen
1xsst.




II.

Ueber die Formverinderungen prismatischer Stibe durch
Biegung.
Von

GusTav Ap. V. PESCHEA,
Professor am k. k. technischen Institute in Briinn.

Die Formverinderungen, welche feste, elastische Kérper unter dem
Einflusse Xusserer Kriifte erfahren, sind bereits vielfach Gegenstand ein-
gehender Studien gewesen. Die wissenschaftlichen Untersuchungen
sttitzten sich auf Grundgleichungen, die auf einer Hypothese beruhten,
welche aller Wabrscheinlichkeit nach als richtig angesehen werden muss.
Die Losung obgenannter Gleichungen bestimmt die Raumverinderung
einzelner Molekule, ausgedriickt durch die sie beeinflussenden Kr#fte und
durch die Coordinaten ibrer Anfangslagen,

Da jedoch jene Gleichungen partielle Differentialgleichungen zweiter
Ordnung sind, so blieb man auch von der strengen Bestimmung dieser
Raumveréinderungen weit entfernt. Nur einige wenige Gesetze, wie z. B.
jenes der Aenderung der Ausdehnung (Dilatation) nach verschiedenen
Richtungen von einem Punkte aus, gestatteten eine einfache und elegante
Ausdrucksform; aber selbst hierfiir gestalten sich die N#herungsformeln fiir
die inneren Spannungen so complicirt, dass sie eine praktische Anwendung
nicht wohl zulassen.

Man machte deshalb in speciellen Fillen specielle, auf Wahrschein-
lichkeit beruhende Annahmen, wodurch die Schwierigkeiten der Integration
grossentheils umgangen wurden. Eine der iltesten Voraussetzungen ist
die, ,,dass der Widerstand, den ein diinner prismatischer Stab dem Biegen
durch #ussere Kriifte an irgend einer Stelle seiner Liinge entgegensetst,
dem Kriimmungshalbmesser seiner Axe in eben demselben Punkte um-
gekehrt proportional sei*; eine Hypothese, von welcher schon Bernoulli
unter Annahme einer elastischen Linie, d. i. eines Stabes von unendlich
kleinem Querschnitte, Gebrauch machte.
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In der That ist diese Annahme, wenn sie auf Stibe, deren Quer-
schnitte nicht sehr klein sind, angewendet wird, diejenige , welche fiir die
Praxis #Husserst niitzliche Resultate liefert, und welche, wie bekannt,
die Grundlage einer Theorie wurde, die durch Navier, Poncelet,
Morin und Andere ausgebildet und durch Erfahrungen bereichert und
gefestigt, allgemeine Verbreitung fand.

In dem Folgenden wollen wir es versuchen, die Formverinderung
prismatischer Stiibe durch Biegung unter consequentem Festhalten an einer
gegenwiirtig allgemein iiblichen Hypothese durchzufiibren, Die sich er-
gebenden Resultate sind der Hauptsache nach keineswegs neu; daher das
Vorliegende eigentlich als eine Studie anzusehen sein wird, bei welcher
vielleicht wenigstens die Darstellung einige Beachtung verdienen diirfte.

Voraussetzungen. Zum Behufe einer befriedigenden Lésung der uns
gestellten Aufgabe werden sowohl beziiglich des Kérpers wiihrend der Be-
einflussung durch iussere Kriifte, als auch betreffs der mit der Formver-
d@nderung desselben im Zusammenhange stehenden Vorgiinge im Innern
des Stabes, gewisse Voraussetzungen gemacht werden miissen. Selbst-
verstindlich miissen diese Annahmen von der Art sein, dass deren Zau-
l3ssigkeit entweder schon an und ftir sich in der Natar der Sache begriindet
erscheint, oder doch wenjgstens insofern als naturgemiiss bezeichnet wer-
den konnen, als man unter Voraussetzung ihrer Richtigkeit, ohne auf
Widerspriiche zu stossen, zu Resultaten gelangt, die sich erfahrungsgemiiss
als richtig bewahrheiten.

a. Eine lineare Aufeinanderfolge der Molekule eines Korpers wollen
wir eine Faser nennen und voraussetzen, dass die Richtung der Fasern
immer parallel sei mit der Richtung der Molekularkriifte. Letztere wider-
setzen sich der Formver#inderung und leisten somit den #usseren, die
Festigkeit des Korpers beanspruchenden Kriiften Widerstand.

Ein bomogener stabférmiger Kérper von congruentem Normalquer-
schnitt wird daher als ein Btindel ganz gleicher Fasern anzusehen sein, oder
der gerade Stab sowohl, als auch der gekrtimmte besteht aus unendlich
vielen unter einander parallel laufenden Fasern, die, als mathematische
Linien betrachtet, in parallelen Ebenen liegen.

b. Alle Atome, welche urspriinglich in einem ebenen Querschnitte
lagen, sollen auch im gebogenen Zustande in einer Ebene liegen, die an
den betreffenden Stellen der Faser auf dem Faserelemente senkrecht steht,

Unter Querschnitt des Stabes, welchen wir durchgehends, d. i. in der
ganzen Liénge des Stabes als sich gleichbleibend annehmen wollen, ver-
stehen wir jene Figur, die erhalten wird, wenn simmtliche Fasern durch
eine Ebene normal geschnitten werden.

Die Verbindungslinie der Schwerpunkte aller aufeinanderfclgenden

.
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Querschnitte, welche wir uns als eine Curve denken, heisse die Axe oder
die Axenfaser des Stabes.

¢. Durch die Axe und den Querschnitt des Stabes ist die Gestalt des-
selben vollkommen bestimmt.

Die Ebene der Axe des stabférmigen Kirpers heisse dessen Biegungs-
oder auch Hauptbiegungsebene. In dieser Ebene denken wir uns alle den
Stab angreifenden Krifte wirkend.

d. Die Atome eines und desselben Querschnittes behalten ihre relative
Gegeneinanderlagerung bei; es #ndert sich also durch die Biegung weder
die Form, noch die Grosse des Querschnittes.

e. Nach der Biegung bleiben die Fasern, wie zuvor, unter einander
parallel, treten aus ihren Ebenen nicht heraus und bilden alle urspriinglich
geradlinigen Fasern im gebogenen  Zustande des Stabes zur #ussersten
Faser iquidistante Linien.

[. Die Biegung des Stabes sei von der Art, dass die fiir die Aus-
dehnung und Zusammendriickung von Stiiben innerhalb der Elasticitits-
grenze geltenden Gesetze ibre volle Giltigkeit behalten.

Obwohl diesen Voraussetzungen ein eingespannter und belasteter
Stab niemals mathematisch genau entsprechen wird, so mussten denn doch
diese Annahmen vorausgeschickt werden, weil bei starken Belastungen
und bei einem leicht zusammendriickbareu Materiale so complicirte
Molekularverschiebungen und Formverdnderungen eintreten, dass es ganz
unmdaglich ist, diese durch Rechnung zu bestimmen. Die gemachten An-
nahmen haben aber zugleich eine wichtige praktische Bedeutung; denn
sie sprechen die Bedingungen aus, denen jeder auf Biegungsfestigkeit be-
anspruchte Bestandtheil gentigen muss, um als solides Glied irgend einer
Construction betrachtet werden zu konnen.

4. Wir werden zuerst einen Stab betrachten, der an dem einen
Ende festgehalten und an dem anderen Ende belastet er-
scheint.

Obwobl dieser Fall in der Wirklichkeit verhiltnissmissig selten vor-
kommt, so wollen wir denn doch von demselben ausgehen, weil sich auf
ihn alle anderweitigen Biegungsfille zuriickfiihren lassen.

Gleichgewichtsbedingungen. Soll in einem Stabstiicke, das gwischen
einem beliebigen Querschnitte F, und dem Stabende liegt, Gleichgewicht
stattfinden, so miissen selbstverstindlich die in diesem Querschnitte durch
die Belastung und durch die hiermit im Zusammenhange stehende Form-
veriéinderung (Biegung) wachgerufenen Krifte, welche theils in der Ebene
des Querschnittes, theils senkrecht auf dieselbe, jedoch parallel zar
Biegungsebene, wirken, mit den #dusseren Kriiften im Gleichgewichte sein.

Die Bedingungen, die zu erfilllen sein werden, damit der Gleich-
gewichtssustand eiotrete, lassen sich kurs folgend susammenfassen.
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Denken wir uns némlich jede einzelne Kraft in zwei beliebige Kriifte
zerlegt, deren Richtungen zweckmissigerweise so gewiihlt werden konnen,
dass sie mit den Coordinatenaxen O X und O Y (der Ursprung derselben
werde mit 0 bezeichnet) zusammenfallen oder zu denselben parallel sind
und in der Biegungsebene liegen, so muss:

a) die Summe der Componenten aller Kriifte geschiitzt nach zwei
beliebigen Richtungen gleich Null sein, und

b) die algebraische Summe ihrer statischen Momente in Bezug auf
eine darch den betreffenden Punkt der Axenfaser gehende, auf der Ebene
der Figur senkrecht stehende Axe gleich Null sein.

Die Momente der Kriifte werden als positiv oder negativ betrachtet,
je nachdem die Drehung im Sinne von der positiven Abscissenaxe zur
positiven Ordinatensxe, oder umgekehrt geschieht.

Um einen ersten Ausdruck fiir jene inneren Kriifte- zu erhalten, wird
die Betrachtung eines zweiten, dem ersten unendlich nahen Querschnittes
und die der Aenderung ihrer gegenseitigen Lage nach der Biegung nithig
sein.

Der urspriingliche Zustand des Stabes heisse der erste, jener nach
der Biegung der neue oder zweite.

Im ersten Zustande schneiden sich die Querschnitte F, und F, in einer
Geraden, welche auf der Hauptbiegungsebene senkrecht steht und letztere
im Punkte 4 trifft. Versteht man unter F, und F, zugleich die Schwer-
punkte der zwei vorerwihnten Querschnitte, so ist offenbar 4; der Kriim-
mungsmittelpunkt der Axenfaser fiir das Intervall F, F, und 4, F, und 4, F,
als die Durchschnittslinien der Querschnittsebenen mit der Biegungsebene,
deren Kriimmungshalbmesser, welche den unendlich kleinen Winkel «,
einschliessen und die wir mit ¢, bezeichnen werden.

Im zweiten Zustande wollen wir die correspondirenden Grossen mit
F1 Bar 4y & und o benennen.

Was von der Schwerpunktsfaser gilt, hat selbstverstdndlich auch be-
siglich aller iibrigen Fasern seine Richtigkeit. Die Kriimmungsmittel-
punkte derselben werden simmtlich auf der in 4, zur Hauptbiegungsebene
errichteten Normalen liegen und wieder als die Durchschnittspunkte jener
Geraden mit den respectiven Biegungsebenen erscheinen.

Denken wir uns durch F, eine auf die Biegungsebene senkrechte Ge-
rade gezogen (in der Folge werden wir diese Gerade kurz mit F, benennen)
und betrachten wir ein unendlich kleines Faserstiick zwischen den beiden
vorgenannten Profilen von der Liénge A, und dem sehr kleinen Quer-
schnitte 9f, so wird, wenn wir dessen Entfernung von der erwiihnten Ge-
raden u heissen:

h=(o, Fu)e. =~
Das negative oder positive Vorzeichen wird zu wihlen sein, je nachdem
die Fager auf derselben oder auf der entgegengesetzien Seite mit dem
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Kriimmungsmittelpunkte liegt. Da sich sufolge der getroffenen Annabme
das u nach der Biegung nicht éndert, wird auch
=(oi +u)a,
wobei 4 fir den zweiten Zustand dieselbe Bedeutung, wie 1, fiir den
ersten hat. Die Faser hat also eine Lingendnderung
A—h=(eFu)e—(e F ¥
erlitten. Hiernach wird die Kraft 2p, mit welcher die Faser dieser Aende-
rung widersteht, durch den Ausdruck
., RA=A)E (a etu
op=af = =Eor (;- S 1)

dargestellt, wo u schon das Zeichen in sich schliesst und £ den Elasticitits-
modaul ftir das Material des Stabes bezeichnet. .

Dieser Ausdruck lisst sich unter der Voraussetzung, dass u gegen ¢
und g, sebr klein ist, in einen fiir die Folge bequemeren verwandeln; es
ist ndmlich:

etu "( ) 1+ 90 +2)"
etu ( ) ( )( o.)

Vernachlissigt man die zweiten und hheren Potenzen von u, so erhilt
man:

etu e 144t

e tu 01 e o

op = Eaf[a ¢ (x +5 _?1,) —x].

Nun sind aber ap und a, ¢, nichts Anderes, als die Liingen s und 9s, des
betrachteten Elementes der Axe zwischen den Punkten F, und Fj; in beiden
Zustinden des Stabes, daher wird
: ds 1 1
1 op=Edf. 5 (;——)u-{-Eaf __—1)
welcher Ausdruck die in einem Flichenelemente des Querschnittes senk-

recht auf dessen Ebene wirkende Kraft repriisentirt.

Die zweite in der Ebene des Flichenelementes (gegen das Abscheren
oder Abschieben) wirkende Kraft, deren Zahlwerth wir einstweilen nicht
niher bestimmen, heisse d¢.

Bezeichnet @ den Winkel, den die Richtung von 0p mit der positiven
Abscissenaxe einschliesst, und ¢ den Winkel mit d¢, und sind X ¥,
X, ¥, etc. die Componenten der Husseren Kriifte, so hat man fiir das
Gleichgewicht die Bedingungsgleichungen:

2) Zop.cosp+ Zdg.cos P4 ZX=0,
3) Zop.sinp+Zdq. sinp+4Z¥=0,
wo sich die Summenzeichen beiderseits auf alle Kriifte erstrecken.

und daher
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Um 2¢ zu eliminiren, multiplicire man die Gleichung 2) mit coso, die
Gleichung 3) mit sinp und addire dieselben, so wird : \
Zop (cos*p+sin* )+ 2 gq(cos @ cosy + sinp4siny)

+cosp ZX+4-sinp Z Y=0;
oder, da :
cos @ cos Ysing sinyp=—=0
ist, wird
4) Zop+cosp ZX+sinp Z¥=0.

Obwohl, um die Gleichung fiir die statischen Momente der den Korper
beeinflussenden Kriifte aufzustellen, die Drebungsaxe beliebig gewiihlt
werden kdnnte, so diirfte es denn doch zweckdienlich erscheinen, um die
bisher nicht ermittelten Abschiebungskrifte 9¢ hierauf ausser Einfluss zu
bringen, die Drebungsaxe als im Querschnitte {, liegend und senkrecht
uf die Biegungsebene anzunehmen. Es stellt sich diesfalls von selbst
als das Einfachste dar, sie durch den Schwerpunkt zu fihren,weil dann nur
die Coordinaten der Axe, deren Ver#nderungen wir eigentlich zu bestimmen
haben, in die Rechnung eintreten.

Diesem Umstande gufolge denken wir uns auech die Angriffspunkte
simmtlicher Krifte in die Stabaxe verlegt.

Seien die Coordinaten der Letzteren allgemein & und #, die Coordina-
ten von §, « und y, so ist die Momentengleichung:

5) Zop.utZY((—z) — Zx (n—y)=0,
wobei das Vorzeichen des ersten Gliedes noch zu bestimmen ist.

Setzt man in die Gleichungen 4) und 5) fiir 2p den gefundenen Werth,
ersetzt man ferner die Summenzeichen durch Integrale und bedenkt man,
dass, wenn der Bogen der Axenfaser von dem betrachteten Querschnitte
an gegen das Ende zu wiichst,

. . oz - %y
cosp und singp beziehungsweise in — T3 und — 7
tibergeht, und dass endlich die Drehungsaxe, auf welche sjch die Abstinde
u beziehen, eine Schweraxe des Querschnittes sei und folglich in Bezug
auf dieselbe das Integral
f udf=0
ist, so ergiebt sich:

6) fEaf ﬁ—l)—g—xZX—gyZY=o

[ rarZ (-——) W4 ZY (§— z)— ZX(n—y) =0,

oder, da faf die Flliche [ des Querschnittes, und fu’ of das Trigheits-
moment T desselben in Bezug auf die Schweraxe bedeutet,

64) Ef %’, — 1) a;’ zx—gyzr__
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1) 4 BT () + T E—D)—ZX (1—y)=o.

Die Kriimmungshalhmesser ¢ und ¢, sind hier absolut genommen; ersetzt
man dieselben durch

_3_4_' un o8

oa aa,
oder auch, da ¢ und a, die Contingenzwinkel in beiden Zustinden sind,
durch

93 na 2%
o9 o9/’
8o iibergehen die Gleichungen in:
os 1 (ox
8) o5, —1= Ef( Z.‘X+ ZY)
2s (1 1) __0os 3(p_3<p)___
9+ ((—2)=a (o —7%) =gz BT E—a) = ZX(r—))

Weil die Drebungsrichtung der positiven Momente mit der positiven Zu-
nahme des Neigungswinkels (d. i. mit 9 9 — 9 ¢,) iibereinstimmt, so ergiebt
sich durch einfache Betrachtungen mit Leichtigkeit, dass in der Glei-
chung 9) das positive Vorzeichen beizubehalten sei.

Um zur endlichen Gleichung der Axenfaser zu gelangen, miissten
zuerst, damit die vollstindige Integration vorliegender Differentialgleichun-
gen nicht zu grosse Schwierigkeiten darbiete, die Coordinaten, welche sich
auf den urspriinglichen Zustand des stabfsrmigen Korpers beziehen, durch
Elimination entfernt werden. Begniigt man sich jedoch mit zuldissigen
Anniherungen, so sind die durch die Biegung herbeigefiihrten Aenderungen
der Coordinaten mit Riicksicht darauf, dass die Formverinderung iber-
haupt als sehr klein vorausgesetzt wird, leicht zu erbalten.

Die zweiten Glieder der Gleichungen sind sodann sehr geringfiigige
Grossen derselben Ordnung als die Coordinatendnderungen,

Setat man in obige Gleichungen statt der neuen Coordinaten die ur-
spriinglichen, welche sich von ersteren nur sehr wenig unterscheiden, so
begeht man allerdings einen Fehler, doch ist dieser Fehler, als darch Ver-
nachlissigung sehr kleiner Ausdrticke zweiter und hoherer Ordnung ent-
standen, ein bei einer ersten Annidherung erlaubter, und man erreicht
dadurch den Vortheil, dass die rechtsstehenden Theile obiger Gleichungen
8) und 9) durchgehend bekaunte Grossen enthalten.

Setat man also:

1 [0z ay
5 L2: 255, I=r ]=a,
und
55 [ETE—2)— ZX(n—9)]=,

so iibergeben die Gleichungen 8) und 9) in:
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10) 0s—08,=ads,,
11) dp—op,==adqp,+b0s,.

Die einzelnen Bogenelemente der Axe und die zugehérigen Contin-
genswinkel erfahren also Aenderungen, welche durch die rechtsstehenden
Glieder der Gleichungen 10) und 11) ausgedriickt werden; es handelt sich
somit nur darum, aus diesen unendlich kleinen Aenderungen jene der ent-
sprechenden endlichen Grissen herzuleiten. -

Die Gleichungen 10) und 11) lassen sich unmittelbar getrennt integri-
ren, wodurch man die endlichen Ausdriicke fiir s—s, und @ —¢, erhiilt.
Diese Grossen sind aber fiir die Anwendung nicht so bequem, wie 2 —a,
und y—y,, wenn sich auch letztere auf verschiedene Weise aus ersteren
entwickeln lassen. Der in Folgendem eingeschlagene Weg scheint daher
den Vorzug auch schon deswegen zu verdienen, weil bhier auch die Be-
deutung der in den Resultaten vorkommenden doppelten Integrale, sowio
die Grenzen, zwischen welchen sie zu nehmen sind, mit grisserer Klarheit
erkannt werden kann.

Die letztangefithrten Gleichungen driicken aus, dass die L¥ngen der
unendlich kleinen Bogen 9s, und 9s—as, veriindert, und die Winkel 9 ¢,,
welche zwei solche aufeinanderfolgende Elemente einschliessen, um
2 @ — 0 @, vergrossert oder vermindert werden. '

Denkt man sich nun statt der continuirlich gekriimmten Axe.des
Stabes zwischen n4-1 Punkten

0, 1, 2, 3....n—1, n,

‘

deren Coordinaten
oy Yo; Ty Y1y Ty Ys eooo Tu—y Yn-13; Ty Yn
sein migen, ein Polygon von n endlichen Seiten
‘" ‘., ‘.- X .8._1’ “,
welche mit der Abscissenaxe die Winkel
Py Pty PgeeecPaayy Pn
und unter einander (jede vorhergehende mit der nachfolgenden) die Winkel
dp, Ay d@y....4Ps
einschliessen (letztere so genommen, dass eine Seite um den ihr zugehdrigen
<X 49, im Sinne von der positiven 0 X zur positiven 0 ¥ gedreht werden
muss, um mit der Verlingerung der vorhergehenden zusammenzufallen),
und durch irgend eine Ursache die Gestalt des Polygons so veriindert, dass
die bezeichneten Polygonseiten in:
Sy408, S0y, S;408....5,4 05,
die Winkel in

P t+dp, 9+09,, @it Igs...Patdpa,
und die Contingenzwinkel in
Adp,+384p,, dg,+0d¢p,, Adp;+3dp;....dp,+3dpa
tibergehen, so besteht die Aufgabe einfach darin, aus der bekannten neuen
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Lage (x,+ dx,, y,+ dy,) des Punktes 0 und der gegebenen Grissen die
Lage (xn+0Za, Yx+dys) des Endpunktes n zu finden.
Man hat bekanntlich die Gleichung:
Xy —Ly==8,C08 P+ 5208 Py + . ... 4 55 CO8 Py,
und eine #hnliche Gleichung fiir den zweiten Zustand.
Werden diese beiden Gleichungen von einander abgesogen, so ist:
12) Oxg—dxg=Z,"[(s, 4 05,)cos(pr+ 3 pr) —3s,cosp,]
und analog
13) ay._‘a.'/o=zl'[(’r"'afr)m(¢r+6¢r)—3r“‘" ‘Pr]
Ebenso wird .
o=@+ @—@)+ (@ — )+ .ec... +(Pr—1—@r-2) + (pr—o,-1) =
=g+ dp,+ dPst.ccienieneaa... vt dpr_ 24 @,y
und die Differenzen genommen:
14)dp,=8p,+ddp,+6dp;+....4+0dp,_1=8¢,+ 2"~ 4 ¢,

Werden d¢, und s, als sehr kleine Grissen erster Ordnung an-
geseben und ihre Potenzen sowie deren Producte vernachliissigt, so gestalten
sich die Ausdriicke wie folgt:

12q) 0xy=02,+ Z,"(ds, cosp, — s, sing, .dp;),

13b) dyn=20yo+ Z," (03, sin @, + s, cos p, & @,).
Substituirt man statt d o, aus 14) den Werth, so ist:

15) S xp=2082y+ 2, (—s,sin@, S @+ 8 8,c08 pr—$,sing, 2713 qu,) ,

16) dyn = 8y + Z® (s, cos @, 8 py + 85, sing, + 8, cos o, 5,7~ 5 4 @,).

Wie ersichtlich, driicken in diesen beiden Gleichungen die ersten Glie-
der den Einfluss der Verrtickung des ersten Punktes im Polygone, die
zweiten Glieder (innerhalb der Summen) hingegen jenen aus, welcher von
der Drehung des ganzen Polygons um den Winkel d o, herriibrt; die dritten
Glieder bestimmen den Einfluss, der aus der Ver#nderung der einzelnen
Seitenliingen entspringt, und die letzten Glieder endlich bezeichnen die
Coordinatenveréinderungen des Endpunktes, die aus den kleinen Drehungen
der einzelnen Seiten um die zugehérigen Polygonecke entstehen.

Um auf unser Problem zurtickzukommen, denke man sich innerhalb
des in Betrachtung stehenden Axenstiickes einen Punkt (x, y), dessen
Coordinatenveréinderang man erfahren will; (xo, Y¥,) sei der Punkt, dessen
Lage bekannt ist.

Ersetzt man die Summe durch Integrale, und

Sy w 0s,

0,

COSPr o _3:,
. 0

sing, a%

1

dp, , Og

s, , O0s—2as,
0de,,, Op—oo,,
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.~ .

so ist

17) Sz =28z, — (y—yo) d9, + “(aaz ayf[aa¢+bas])

18) 6y=6yo+(a:—c,)dq;o-i-f(aay+8'a:f[a8¢+bas]),

19) Sp=2709,+ J(adp+bas).

Die Grissen in den gweiten Theil;n vorstehender Gleichungen beziehen
sich auf den urspriinglichen Zustand.

War der Stab anfiinglich gerade, so ist =0, daher unter dieser
Voraussetzung die Gleichungen iibergehen in:

20) dx=4dx,— (Y —y,)09,+ f(aax—ayf;ds),
So ’ﬂ ,

21) dy=3y,+(2—2)dg,+ [(ady+0z [b25),
o %o

) 6<p=6¢p,+fba:.
*o

Diese Gleichungen sind dieselben, welche auch bereits, mit Ausnahme der
Glieder in @, anderwirts gefunden wurden. Letztere konnen iibrigens im
Allgemeinen, da sie gegen die vorhergehenden sehr klein sind, oft ver-
nachlissigt werden.

Die auf diese Weise erhaltenen neuen Coordinaten der Axe kénnten
in @ und b substituirt, diese Functionen sodann in die Integrale gesetzt
und dieses Verfahren tfters wiederholt werden, wodurch man immer mehr
und mebr geniiherte Werthe von dy und d= erhielte, die in Beziehung auf
den frither begangenen Fehler sich von den wahren Werthen stets weniger
und weniger unterscheiden wiirden. Letzteres ist jedoch nur bis zu einem
gewissen Grade erreichbar, indem in der Entwickelung die Cosinus kleiner
Winkel der Einheit, und die Sinus derselben den Winkeln selbst gleich-
gesetzt wurden, welcher Fehler durch jenes Niherungsverfahren nicht be-
hoben wird.

Was die Anwendung der gefundenen Formeln betrifft, sei noch be-
merkt, dass die Functionen a und b nicht immer continuirlich sind. Wir-
ken pédmlich mehrere endliche Krifte an verschiedenen Stellen auf den
stabformigen Korper, so werden besagte Functionen fiir jedes Intervall
zwischen zwei aufeinander folgenden Angriffspunkten durch andere For-
meln ausgedriickt, und die Gestalt der Axenfaser wird an diesen Stellen
eine Unterbrechung der Continuitiit erleiden, weshalb man sich veranlasst
selien wird, jedes von diesen Curvenintervallen fiir sich abgesondert zu be-
trachten.
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Werden diese Angriffspunkte der Reihe nach mit
1,2,3....r, r+41,....m,
oud ibre respectiven Coordinaten mit

(’uyl)v (zto yt)v (‘lo’s) ----- (zov,r) ""-(‘ln ,I)

bezeichnet, so bestimme man pach der Formel mit den bekannten Anfangs-
werthen z,, y,, dp, zuerst 3z,,dy,, 3¢,, betrachte sodann diese Gréssen
als Anfangswerthe fir die Bestimmung von §z,,48y,, d¢,, verfahre mit
letzteren auf hnliche Weise und setze dieses Verfahren so lange fort, bis
man endlich die Ausdricke §z,, dy,, ¢, fir einen Angriffspunkt (r) ge-
faoden hat. Letztere Werthe werden sodann zur Berechnung der Lage
des erwiblten Punktes, welcher hier in dem Intervalle (r) und (r + 1) lie-
gend gedacht wird, dienen.

Die Ausfibrung des Gesagten wird unmitelbar das Gesuchte liefern,
wenn man die Krifte in der Reibenfolge ibrer Angriffspunkte successive
wirken ldsst, und wenn man die durch den Einfluss der Krifte hervor-
gebrachten Coordinatenverinderungen des bezogenen Punktes einzeln, ohne
Rucksicht auf die fibrigen Kriifte, in Rechnung zieht, was wegen der linea-
ren Form der Resultate gestattet erscheint.

Beziehen sich also die Functionen

a, und b, nur auf die im Punkte (1) wirkenden Krifte,
agund by ,, 4, 4 » (2 » »
ayund b, ,, 4, 4, w @) » »

R T LR Y R PR CERRY PR PR sessccce eevsscsccccccne LEET RS

a, und b, nur auf die im Punkte (r) wirkenden Krifte and

a und b auf alle vom Punkte (r-4-1) an wirkenden, sowie auf
alle jenen Krifte, fiir welche diese Functionen nach der ganzen Stablinge
continuirlich sind, so erhilt man:

Sy=0y,+(x —z) S, +
+ [ (o1 2y+0 [(a,0948,05) + (r—=) J@ 2p+b,93) +
L] xo %0

+f23,ay+axﬁa,a¢+b,as])+ (x—x,)f(c't,3¢+b,8s)+
=, z x0

< .-;. ..... eesosvses e e0sscececsecsecacn o, ’- stcescsecsssssee
+f(a,ay+axf[a.a«p+b,as])+ <x—-x,)f(a,a¢+b,as)+

\ +f(a3y+3.rf[aaq;+bas])

und ebenso fiir 9 und a(p analoge Ausdrlicke
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—~——.

Mitunter enthalten a und b noch unbekannte Gréssen, welche erst ge-
sucht werden miissen,

Wiren z. B. die Forménderungen eines wie immer gestnlteten ge-
schlossenen Ringes zu bestimmen, der an einer Stelle eingeklemmt ist, so
kann man die feste Stelle des Stabes als den Anfangspunkt, dessen Coor-
dinaten x, und g, sich nicht 4ndern, ansehen, die Integration iiber dessen
ganse Linge erstrecken und als Endpunkt wieder (r,,y,) wihlen, auf
welchen noch die Kriifte Z9p und Z9¢, sowie das Drehungsmoment Sudp
(einem Kriftepaare Hquivalent) wirkend gedacht werden. Durch Voll-
siehung der Integrationen erhilt man Ausdriicke fiir d, dy, dp des End-
punktes, die jenen fiir den Anfangspunkt gleich, also Null sind. Aus die-
sen so erhaltenen Gleichungen findet man die gesuchten Werthe fiir 2o p,
2d¢ und Sudp, welche in die Integralformel von Neuem eingefiilrt die
Berechnung der Aenderungen fiir jeden beliebigen Punkt des Stabes még-
lich machen.

Durch ein #hnliches, jedoch entsprechend modificirtes Verfahren wer-
den sich alle Aufgaben dieser Art losen lassen.

Einige Beispiele werden den Gebrauch der aufgestellten Gleichungen
und Formeln erleichtern helfen.

Beispiel 1. Es ist ein gerader Stab von der Linge ! an einem Ende
festgeklemmt und am freien Ende dem Einflusse einer Kraft, deren Com-
ponenten X und ¥ sind, ausgesetzt.

Die positive Abscissenaxe falle mit dessen Axenfaser, der Ursprung
mit dem festen Punkte zusammen. Hiernach ist:

oy=0, 0Js=adz, 6.r°=o 8y,=0, dp,=0.
1

a=E_.fX' b—-E—z }'(l—a:),

und
‘1 1
Jx_;‘/Z?XGx_E—,f.X.x,

£ x
‘1 Yat x
6y=f8a: —z)8x=———(l——).
J %) BT YA G

Die neuen Coordinaten sind somit:

z'=x(l+§),

, V4 a?
Y=JE% (m’_ :T)

Eliminirt man hieraus x, so ergiebt sich die Gleichung der gegebenen
Axenfaser.
Zeitschril 1. Mathematik u. I'hysik Xlli, 1.

und
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Die grosste Ausbiegung findet an der Einmaunerungsstelle, d. i. fiir
re

x =1 statt, und ist ihrem Zablwerthe nach e=—=_——_.

3E.T

Beispiel 2. Unter Beibehaltung derselben Voraussetzungen, wie im
vorhergehenden Beispiele, sei noch die Annahme beigefiigt, dass der vor-
gegebene stabférmige Korper noch an einer Stelle in der Entfernung ¢ vom
Ursprung durch einen horizontalen Schraubenbolzen, welcher durch seine
Axe geht, befestigt sei.

An letztbezeichneter Stelle konnen sich also nicht die Coordinaten,
wohl aber kann sich die Neigung der Stabaxe 4ndern.

Die Schraube wird gegen den Stab einen Druck #ussern, dessen Grosse
und Richtung vorliufig unbekannt sind. Die Componenten des Letzteren
mégen durch X,, ¥, repriisentirt erscheinen.

Hiernach hat man fiir das Stabstiick von 0 bis e:
1 1
o= (X.+X,),- b= ——z[Y(l——a-)-{-Y. (e — ),
: ] S
s A+X Y 1.1: .r’)+ ,(ez’ z)

__,a—____ -z

Ef EL 26

54;)———(1.1 )+ (.1:—-— .

Fiir die Stelle x=e ist §=0 und dy=0, hiernach also:
. —7
X=—1x, 1 =T7@I—0,
und
dp.= _Fe (1—e)
$=iE.2
Endlich ergiebt sich fiir das Stabstiick e bis I:

1 ) 4
¢ = —, X, und b=m(l—$);

Ef
ferner
dy=(x— )4E St e)+b t‘jat‘/(l—z)a't
YV [—2* st
=rzl e ta- Te—a+T]- 5
und

6::__— (.e—e)

Fiir £-=1 ist der Pfeil
) 4 (l‘ 3el* el &

and fiir e= % ist:
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re
T
d. i. im Vergleiche zu dem im vorhergehenden Beispiele gefundenen Re-
sultate der y75*¢ Theil.

" Der Pfenl fiir das Stabstlick 0 bis e lﬂsst sich ebenso einfach finden.
Es ist némlich:

&l

c.’:.:

6y= il

Y Ix' .c' _Y@i—¢ ez' z‘
"2¢.E.T 6)’

oder
6y=4:T‘£ (I—e¢).(ex*—2a);

daher wie bekannt
ody

EPS =0=2ezr—382*
woraus
x=49e.
Demzufolge ist:
P (CL
T nET

! l
Hieraus folgt fiir e =3 oder x = 3

. —re

Ty X

Beispiel 3. [Es ruhe ein Stab von der Liinge ! auf zwei Stiitzen:
horizontal auf, tiber welchen eine Last als gleichférmig vertheilt voraus-
gesetzt wird, die per Lingeneinheit wit Einschluss des eigenen Gewichts g
sei. Den Ursprung des Coordinatensystems wollen wir mit dem einen
Unterstiitzungspunkte zusammenfallend, und die posjtive Ordinatenaxe mit
der Richtung der Schwere iibereinstimmend annehmen,

Es wird diesfalls:

!
1 ', s . 1
a==0, und b=ff [;/;,a.—: (2’ —2) —%(l—x)]

Der Druck auf jeden der beiden Stiitzpunkte betriigt %I

Es wird also

—9 (e
b~-2E ‘I(x lz).

Ferner ist:

dx=0,
und

X X
at
dy=zdp,+ %t"/‘azjz'-—lz)) or = z&yo—z%ﬁ-(2l—x).
a '
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Fiir x==1ist §y==0, daher auch

’I
18— 242‘2 =0
und
__9°
6%_2415.2'

Hiernach ist allgemein:

1
oy= 24E‘.t(x 242 %),

Die grosste Einbiegung ldsst sich auf bekannte Weise leicht ermitteln,
Wir finden nédmlich: ’
P—6lx*442* =0,
woraus folgt, dass:
et
oder dass die grisste Senkung in der Mitte stattfinde.
Hiernach ergiebt sich der Pfeil

5 gl.p®
3 E.T
Auch kann man sich sehr leicht die Ueberzeugung verschaffen, dass

€y =

dy firx =12— « und x=%+¢ dasselbe bleibt, und folglich die Gestalt

der Axe gegen eine durch die Mitte des Balkens gezogene Vertikale
symmetrisch ist, was iibrigens unter den gemachten Voraussetzungen schon
an und fiir sich einleuchtend ist.

Beispiel 4. Ein geradliniger horizontaler Stab von der Linge 7 ist
an heiden Enden eingemauert und in einer Entfernung e vom linksseitigen
Ende mit einem Gewichte — P belastet. Der Ursprung des Coordinaten-
systems stimme mit jener Stelle tiberein, von welcher aus die Entfernung e
gemessen wird, die positive Abscissenaxe falle mit der Axenfaser des
Stabes zusammen und die positive Ordinatenaxe sei der Richtung der
Schwere direct entgegengesetazt.

. Zum Behufe der Ltsung vorstehender Aufgabe denken wir uns am
rechtsseitigen Stabende eine Kraft, deren Componenten X, und ¥, sind,
und ein Kriiftepaar, dessen Moment M heissen mige, wirkend.

Wir haben sonach fiir einen Punkt, dessen > e ist

Jy-_—i ox (e—a:)a:r—~- e)l‘ﬁe—x)ar
Y

Iv, /3x/=1V+Y,(I—x):91

..I .l
(5= )5
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und

J¢=__P'/(e--x)8.x:+—ElI— ‘/.[M+Y‘ (l—ax)]ox

=¥, I:v——) +1|l:r-—P2e’

Fiir den Endpunkt ergiebt sich hiernach:
rpe  ee

S, =0=Mi+—-——~,
und
by =0=T0+ 204 2 (£-5),
woraus
¥, =-€,£(3l—2e)
und

pet
M= — 7'— (l—e).

Der Zahlwerth von x, ist offenbar gleich Null.

Durch Substitution findet man:
P [—e(3l—2e)a  e(2l—e)x* e

ET - 2r 2
Der Pfeil ist fiir
o0y . (3i—2e)at (2!——e)a:
Pz 0T P +5
daher
_ (—e) Fyr@i—et—r(3i—2¢)
(31—2¢) '
und da das obere Zeichen zu wi#hlen ist, wird:
I’
=i 2e
Fr e = wird 2 =+ und
r g Wird 2 =2 un
—1 P8

C‘ = ﬁ;. ﬁ-
Beispiel 5. Ein kreisformiger Ring vom Halbmesser r werde um
seinen vertikalen Durchmesser als Axe gedreht.

Die positive Ordinatenaxe gehe von dem Endpunkte der Drehungs-
axe aus, stimme mit deren Richtung tiberein und die Abscissenaxe tangire
den Ring an eben dieser Stelle.

Durch die Einwirkung der Centrifugalkraft wird er abgeplattet.
Offenbar wird der Ring gegen die Vertikale eine symmetrische Gestalt an-
nehmen, weshalb wir nur dessen eine Hilfte zu betrachten braunchen.
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,

Die in jedem Punkte thiitige Fliehkraft wird dargestellt durch die
Gleichung fu.0s.v*.x, worin u die Masse der Volumeinheit und » die
Rotationsgeschwindigkeit bedeutet. Im obersten Punkte des Ringes werden
wir uns aus leicht begreiflichen Griinden eine horizontale Kraft X, und ein
Moment M wirkend annehmen.

Nachdem den Ring keine vertikalen Kriifte beeinflussen, so erscheint
es iberfliissig, sich im letztbezeichneten Punkte eine Kraft £9 ¢ angebracht
zu denken.

Um die Rechnung zu vereinfachen, nehmen wir die von a abhiinglgen
Glieder als so unbedecutend an, dass sie, als das Resultat nicht beeintriich-
tigend, vernachlissigt werden kénnen, wie es beispielsweise bei einem
Metallringe der Fall sein wird, und fithren als unabhéngige Variable den
Winkel ein, welchen der irgend einem Punkte entsprechende Radius im
Kreise mit jenem Radius bildet, der dem tiefsten Punkte entspricht.
Dieser Winkel heisse allgemein a.

Es wird hiernach:
T=rsina, O0z=r.coSa.0c
os=r.da,
y=r (1 —cosa), dy=r.sina.d«a

und
1 , , .
b=%=% ['—ZX‘(y —y)—X'@r—y]+M
x
E_‘I M—X, (2r —y)— “/v'r:/:n’na(r——r cosae—y)dal;
a
ferner
Se _ [ as—mr /Iaa—r’X (14-cosa) D e
E.T 5 E‘I 3
3 e
—pfv'r:f(l +cosa - s_tr;_g) da
% 7/
=Mra—r*X, («+sina)—pufo'rt (i—a + sina+4 s_m_a;ﬂ)
und

d
da: . —

P Mr’(—acosa-l-sin o)+ X, (—a cos a4 sina+4 % _necosa cosa)

2
—3 3 « sinacosa | sin’e
o — =1 si - .
+ ufo (4 a('osa+4 sin a 4 5 2 M )
Fiir a=n ist § p=0 und dx=0; daher:
Oprn=0=Mra—r'X n—}ufo'r'n
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und ebenso

drg=0=— Mr’z+r’X,(n + ;) +ufotrn (2 %+ ’-;)

Als die Centrifugalkraft eines Ringquadranten ergiebt sich:

und fiir M findet man
M—— pfotr?
T
Substituirt man die gefundenen Zahlwerthe, so ist:
— e
dop= AET sina, cose,
£ fotr
— ; — & i ?
dx—r;/smu.écp.aa 12E.‘I,8m @,

o
fotr
ay=r0'/‘cosa.8<p.aa= — :‘2 T (1 —cos’e);
folglich die neuen Coordinaten:

ufo'r®

. . s
x=r sinag 4 RET sin’a

—_ prlotrt 3
y=r—rcosa+ RET (cos®e—1).

Wie leicht ersichtlich, ist die Verkiirzung der kleinen Axe gleich der
Verlingerung der grossen und zwar betriigt die Abplattung
pfotr®
6E.T
Beispiel 6. Ein gerader Stab, welcher auf n Sttitzen frei aufruht,
wird einer iiber seine Linge gleichférmig vertheilten Belastung ausgesetzt
und ausserdem dem Einflusse von Kriften unterworfen, deren Angriffs-
punkte zwischen je zwei Stiicken liegen.

Die Stabaxe im ungebogenen Zustande sei zugleich Abscissenaxe, und
Pu plv Pl""Pu—% Pll—l
die vertikal nach abwiirts wirkenden Kr#fte, wiihrend
. Oy Oy OgececlOpn_2y OCp_y
die zugehdrigen Abscissen ihrer Angriffspunkte, und
Qos le 002'--'Ql—l
die nabezu vertikalen Driicke auf die Stiitzen, oder richtiger, die aus den
Pressungen gegen die Stitzpunkte entspringenden vertikalen Componenten

sind; ferner seien

0, pn ﬂ:----ﬁn-z, pu—l

die Entfernungen der Stiitzen vom Ursprung, und ¢ die verinderliche Be-
lastung pro Lingeneinheit.
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s,

Man hat sodann fiir den r'*® Stiitzpunkt:

8, = . :
0=fazfa-1' [Pf-H (c!,.H --2)+P,+2 (a,.'.z—.‘t)-l'-... .
0 0
ﬂn—l
o + Pay (0a—i '—-"’)+f9 (&~2) 02 |+ Or1 (Br41-7) + Ot (Bri2-7) +-ove
vo + Ot (ﬁu—l—“")"‘jaz P,.(a,.—:r) oz +(pr —ﬂr)fpr(“r_"’) oz
('] 0

ﬂr x pr
+J0z [0 (B —) 0+ (B —B:)[0r (br— 2) 0=
0 0

ar-1 x ar—1
+ [0z [Pr_1(ar 1 —2) 03+ (Br — ar1) [Preit (01— 2) D2
[ 0
pr—] a er—l
+fax Or—1(fr—1—2) 3-¢'+(ﬁr—ﬂ —l)jgr—l(ﬁr—l_z) ox+....
.+ Br 09y . E.T

oder, wenn man die Integrationen theilweise ausfiihrt, die Ausdriicke zu-
sammenzieht und vom Summenzeichen Gebrauch macht:
pr—l

r x
. . ]

= [o2 Jq(x—x)awp’%";ui(”'“’ ﬁ’)“"(p“%')%

0

+i27 z s @t (ﬂr—-— +Q:ﬁ:(ﬂr-—— %+ﬂ, L

Substituirt wan in diese Gleichung fiir r alle Werthe von 1 bis (s — 1), und
beachtet hierbei, dass nothwendigerweise

pn—l
Zr-lp 4z 0, +‘/.ga-7:=
und ‘

n—1

2V Poap+ E2-1 0,8+ [gxr 02=0

sein muss, so konnen durch Auflésung diesc:n+l Gleichungeu, welche in

Bezug auf die Unbekannten 0, bis Qa1 linear sind, letztere auf allgemeine

Art gefunden werden.
Ist jedoch

. P="y=Py=....Py_1=0,

Ba-1— Br—2="FPr—2—Pa-3=....5 —0=4
und g constant, so werden jene Gleichungen allgemein in folgende tber-
gehen

und

fax fax (n(;li’)a-l‘-!'—ﬁ r+|0' (3—-)4_5'2.-0. (—-)
+6rdp,. E.T=0,
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e e s D R

oder:

2;_ ;lﬁ r'(n ) r'(ne—l) ]+Qn( ——)+Q,(r——)2’

+ 0, (r—é-) 3!+....+Q,.( _.5) r+ 0rp1 ("+l—§)"

0@, E.T
+0ria r+2—§)r'+....+Q,,_l(n—l—g)r'+2' 7,",——%=o

und

(n—1Bg+ Zr_l 0, =0,
ferner ebenso:

("*——;)p'*"+2’;*‘o. B.=0.

Ruht beispielsweise der gleichférmig belastete Balken auf 3 Stiitzen
auf, so ergeben sich hierfiir nachstehende Gleichungen:

2 5 17
5 Ot 3 0+ + 289, E.T=0,

5 16 12
3 0t 30 +—5 + 439, E.T=0,

0+ 20, +29=0,
Qo + 0, + 0,4 29=0,
woraus folgt, dass
3 10
O =0=—zcg; O=—730
Wire hingegen
g=0 und Py =Py=....=Pp =P
et — “ﬂ—2=ail—' — Up_-3=. -‘. . “’—'“‘=a=p’

80 erhilt man:

e R I

+ 0t (e 1 200 o,

oder:

P{(—D'(—l)+(§)(r—-)+ +(2'—')<—2'—l)+....
et (FE =) 4 (R = )t (M=)

+0, 1:(r—§)+g,2z(r_-)+....+Q,r (r———)+ Orpr (r+l——-)
2r.0p,.E.
H0ar (r 4 2= )+ 00 (n—1 =) + 2R o,
Bemerkung, Die Spannungen in den einzelnen Punkten eines
Querschnittes sind selbstverstiindlich verschieden. Es wird jedoch im
Allgemeinen auch solche Punkte geben, wo die Spannungen gleich Nl
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werden. Diese ergeben sich sehr einfach; denn wir hatten gefanden,
dass, wenn die Kriimmungsradien absolut genommen werden

aa_ll,’ 63.( e,) +E(9—;.—l)'

as(__L =+,

Es ist aber auch

s \e o
und
ds
'a—,' l._a,
daher:

op _
Ea—f—-ib.u-l-a.

Die besagten Punkte befinden sich also in einer Entfernung von der

Axe, die ausgedriickt wird durch
—a
U= 4 -b-.

Hierbei ist das obere oder das untere Zeichen zu wihlen, je nachdem
der Neigungswinkel ¢ von dem betrachteten Querschnitte gegen das Ende
zu- oder abnimmt.

Fiir jeden Querschnitt wird es somit eine zu seiner Biegungsschweraxe
parallele Gerade geben, welcher besagte Eigenschaft zukdmmt.

Alle derartigen Geraden im Stabe bilden eine Cylinderfliche, welcher
man den Namen neutrale Schichte beilegt. Wie ersichtlich, wird diese
nur in einzelnen Fillen und zwar dort, wo a=01ist oder wo alle Krifte

senkrecht auf die Richtung der Tangente in diesem Punkte wirken, durch
den Schwerpunkt des Querschnittes gehen,



Kleinere Mittheilungen.

L TUeber eine das Hyperboloid betreffende Aufgabe. In seiner
Abbandlang ,,0n a new geometry of space‘* (Transactions of the Royal
Society, 2 Febr. 1885) 16st Herr Plicker die Aufgabe, aus den Glei-
thungen dieser Complexe die Gleichung des Hyperboloids zu finden,
welches aus den ihnen gemeinsamen Geraden gebildet wird. Ich gebe im
Folgenden eine Losung dieser und der umgekehrten Aufgabe, welche in
symmetrischer Form erscheint, indem ich mich homogener (Tetraeder-)
Coordinaten bediene, wie solche schon Herr Liiroth (Crelle’s Journal,
Bd. 67) in die Plitck er’sche Theorie der Raumgeraden eingefiihrt hat.

8ind a, xyx,2, und ¥, 4,y y, die Coordinaten zweier Punkte im Raume
(2,9) und setst man

Pir=ZYxe—¥i%k, (Pix=—pu),
.» kano man die sechs Gréssen p;; als die homogenen Coordinaten der
Geraden z, y bezeichnen. Zwischen denselben besteht die Gleichung:
1) P =p 33y +P13P1s+ P14 Pss

Man erh#lt aus dem ersten Gliede dieser Gleichung die #ibrigen, indem
man den ersten Index festhdlt und die tibrigen cyclisch permutirt (vergl.
Jacobi, Crelle’s Journal Bd. 2, p. 355). Wegen der Gleichung 1) re-
Prisentiren die Verhiltnisse der p nur vier von einagder unabhéingige
Grissen, die Bestimmungsstticke der Geraden.

Fasst man statt dieser die Gerade als Schnitt zweier Ebenen u, v auf,
deren Coordinaten ¥, uyuyu, und v, Py v,v, sind, so jerbilt man ebenso als
Coordinaten der Geraden u, v die sechs Grossen:

Qik== Uk — 04Uk,  (qik=—qk1),
tvischen denen die Relation besteht:
0= 1395t 91393+ 14 953
Und zwar sind diese sechs Coordinaten ¢ den sechs Coordinaten p einzeln
Proportional, in der Weise, dass:

) e, _ap_
BPik = 20t ={i'k Veik=— ap“‘ =Dtk
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wobei g, v unbestimmte Factoren bedeuten, und die Indices i’ 4" mit den In-
dices ik in der durch die Formeln ausgedriickten Beziehung stehen.

Entsprechend den Definitionen des Herrn Pliicker bilden nun alle
Geraden, zwischen deren Coordinaten p eine Gleichung n'** Ordnung be-
steht:

p(p) =0
einen Complex n'* Ordnung; diejenigen, zwischen deren Coordinaten
zwei Gleichungen bestehen:
(=0, v(@=0

bilden eine Congruenz. Endlich bilden eine windschiefe Fliéche alle
Geraden, zwischen deren Coordinaten drei Gleichungen

e(p) =0, v(p)=0, 1(p)=0
stattfinden. Man kann dies auch so ausdrticken, dass die zwei Complexen
gemeinschaftlicher Geraden eine Congruenz, die dreien gemeinschaftlichen
eine Fliche bilden. '
Den linearen Complex

3) g D1yt 01903, F P13+ 013045+ g3 P14+ 81 Pys =0
will ich einen speciellen nennen, wenn zwischen den a(a;; =— ax;) die
Gleichung besteht:

1903+ a3 ayg+ay agy =0.

Die a sind dann Coordinaten einer Geraden, und die Gleichung 3) um-
fasst die Gesammtheit aller Geraden, welche die Gerade a schneiden. Zwei
lineare Complexe kann man nach Pliick er immer auf zwei Arten so combi-
niren, dass sie in specielle iibergehen; so dass also die durch zwei lineare
Complexe gegebene Congruenz aus allen Geraden besteht, die zwei gege-
bene Gerade schneiden.

Endlich also miissen alle drei linearen Complexen gleichzeitig ange-
hiorende Gerade drei feste Gerade schneiden, und also eine Schaar von Er-
zeugenden eines Hyperboloides sein,

Hieran ankniipfend will ich im Folgenden die beiden Aufgaben be-
handeln.

I. Wenn eine Fliche 2'*® Ordnung f=0 gegeben ist, Complexe zu fin-
den, auf denen die erste, und solche, auf denen die zweite Schaar ihrer Er-
zeugenden liegt. .

II. Wenn drei lineare Complexe gegeben sind, die Gleichung des Hy-
perboloids zu finden, dessen eine Schaar von Erzeugenden diesen Com-
plexen gemeinsam ist.

L
Die Gleichung f=2Za;; x; =0 mbge symbolisch geschrieben werden
a,'=0, (ay=a,2,+a,a,+aga;+a,x,)
wobei die Producte @; ax die Coefficienten a;x vertreten; ebenso mégen die
Bucbstaben b, ¢, d etc. statt a gesetzt werden kénnen. Sind dann « und y



Kleinere Mittheilungen. 61

P et N e - .

irgend swei Punkte einer Erzeugenden L, deren Coordinaten durch p;) be-
zeichnet werden mdgen, so ist:
Pik =%; Yr — Yi Xk

Sind z die laufenden Coordinaten, so haben die Tangentenebenen der

Punkte xy die Gleichungen:
of (=) of(y)
2% ox; 2‘} 0y

Nun kann man leicht einsehen, dass diese Tangentenebenen sich in
der Erzeugenden (+y) schneiden, mithin ist:
/(=) 2/(s) _2/(<) 21()

0x; Oy ory 0y

X.' = a,ax==0,

Xi=ayax=0.

gik=azby(a;by— biar) =1} ;

und man hat nach Gleichung 2)
4) ag b, (a;bx — bgar) = p(@r yow —yir Tx)
als die Gleichungen von linearen Complexen, auf denen L liegt.
Der Proportionalititsfactor u ist hier nicht unbestimmt, ma® kann ihn
auf folgende Weise finden.
Ist M irgend eine Erzeugende derselhen Schaar, wie L, und sind zwei
ihrer Punkte £, 5, so liegt M auf den Complexen:

5) ag by (aibe — biax) = pa (B e — 7m0 §)-

Den Proportionalititsfactor, durch den sich hochstens die Complexe,
denen die Geraden L und M angehtren, unterscheiden konnen, habe ich in
der zweiten Relation u » genannt und will ihn in der ersten mit pz bezeichnen.

Um diese Grissen in Beziehung zu einander zu setzen, bilde ich die
Identitkt:

asu, aza, aza; a.a, ay ayy ayg ay,| [Ty Ty X5 T,
byb, byby byby by b, |G Ga2 Grs G| Yy Y3 Y3 Y
Cey g€ CiCy €4 Cy ay anay ay | | § & & &

dd, dydy dpdg dyd, @y Gyg Oy3 Qgy| | M Mg Mg N4
Die linke Seite dieser Gleichung geht aber, wenn man die Determi-
nante als Summe von Producten von Unterdeterminanten darstellt, die aus
den ersten beiden und den letzten beiden Horizontalreihen gebildet wer-
den, und wenn man alsdann die Werthe der ersten aus 4, die der letzten
aus 5 entnimmt, in folgenden Ausdruck iiber:

prpn S(xeye — Yo xwe) Gime — nibe) = pz pa E+ 7,y,54m,.
Indem man also in der obigen Gleichung die Determinante der x,y,§,9
forthebt, bleibt
6) prun=4d

wohei 4 die Determinante der Flidche ist und den Werth hat:

a;, 43 O3 Ay
A=| " %32 %38 0|

gy @13y Ogg Ggy
a1 g2 g3 Gy
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Schreibt man die Gleichung6) in der Form py = piz' 8o sicht man, dass

fiir jede Gerade derselben Schaar ux denselben Werth hat und dass also
auch pz= ux sein muss, so dass .
pr=y4.
Die Erzeugenden des Hyperboloides f=10 liegen -also auf den Com-
plexen:

7) agb (a;bp — bjar) =V 4 (@i yo— yie ')

- %ar(z) 2r(y) _of(x) or(y)
' o0z Oy 0xx dy;

und zwar entsprechen den Zeichen der Quadratwurzel die beiden Schaaren
der Erzeugenden. Je drei der sechs in dieser Formel enthaltenen Glei-
chungen jilden eine Losung der gestellten Aufgabe.
An die Form der Gleichung 7) kann man folgende Bemerkung kniipfen.
Gehort die Gerade L ausser der Oberfliche /=0 noch einer zweiten
Oberfliche =0 an, so liegt sie auf allen Flichen der Schaar:

[+i9=0
und fiir zwei Punkte z, y derselben besteht nach 7), und zwar unabh#ngig
von 4, die Gleichung:

Hoo (1@) +19()] 5 (1) +h o ()] —

_a%k[f(z) +ig(z)] a% [f(!/)+l¢(y)] %= ;/d/+1q>(x;ay‘,. - YiTr).

Da hier die linke Seite fiir A rational ist, muss es auch die rechte sein.
In diesem Falle aber, wo f, p eine Gerade gemein haben, zerfillt die Schnitt-
curve von f und ¢ in diese und in eine Raumcurve dritter Qrdnung.

Man hat also den bekaunnten Satz vor sich, dass in diesem Falle die
Determinante 4 in das vollstindige Quadrat eines Ausdruckes zweiten Gra-
des in A itbergehen muss, und zugleich giebt die obige Gleichung fiir die
Wourzel dieses Quadrats einen rationalen Ausdruck.

II.
Es seien nun die drei linearen Complexe
8) A=2Za;; ¢ix=0, B=Zbiaqix =0, C=Zcixquki=0

gegeben. Man sucht die Gleichung der Fliche zweiter Ordnung, welche
die ibnen gemeinschaftlichen Geraden enthilt.
Sind nun ® und y irgend zwei Punkte einer dieser Geraden L, dann
wird nach 2):
gir = p[Tiyp — yoxw),
A=Zajx (x¢Yr — Yir .‘l‘y) =0, B=2Zbi(Tiyr — Yi a:,,:):: 0,
wo die Indices i'4’ die nimliche Bedeutung haben, wie in Formel 2).
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Diese beiden Gleichungen gelten, wenn man den Punkt x irgendwie
auf L fixirt hat, noch fiir jeden verinderlichen Punkt y der Geraden L; sie
erscheinen, falls wir die y als laufende Coordinate ansehen, als die Glei-
chungen gweier Ebenen, die sich in L schneiden und die Coordinaten
haben:

04 04 24 24
' by by By
0B 9B 0B 2B
oy’ Ou' y' 9y,
Hieraus folgt, dass:
04 0B 9B o4
9yi Oyx Oyi Dy
und wenn wir diese Werthe in die Gleichung C=0 eintragen:

0AO0B 0BoA
% SR LR PR P PR il

Dies ist die Gleichung der gesuchten Fliche.

VQik =

Die beiden Theile des auf der linken Seite dieser Gleichung stehenden
Ausdruckes, nimlich:

G PAB o 2408

" oyi oy " Oyioy

stimmen mit einander tiberein, da sie durch Vertauschung der Indices in
einander tibergehen, man kann also statt der Summe beider Glieder eines
derselben setzen, und daher der Gleichung die kiirzere Form geben:

0408 _
Oy Oyx
Diese Gleichung ist nur scheinbar unsymmetrisch; denn man kann leicht
nachweisen, dass sie durch andere Anordnung der Glieder auf der linken
Seite die Form annehmen kann:

0B oC 0C 04
P ¥ ik L S P

welche sich von der ersten Form nur durch Vertauschung der Buchstaben
a, b, ¢ unterscheiden.

z

2z Cik 0,

z

Giessen. Prof. Dr. GORDAN.

II. Zur Anwendung der Kettenbrfiche. Von JoHANN LiIEBLEIN,
a. 0. Professor am Polytechnikum zu Prag. In einem friiheren Aufsatze
(,Geometrische Deutung der Kettenbriiche'!, XII. Jahrg. 3, Heft dieser
Zeitschbrift) habe ich den Kettenbruch
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(Pn—193) : (P3 41) (n,q,) (Psqy)
(Py 9n—1) : (P2 01) T (P391): (P29y) +(Psqy) ¢ (Ps 93)
(Pe95): (Py05) +.--.

4 (Pn—-290=1): (Pa—2¢n—3)
(Pr—19n—3): (Pa—29n—3)
aufgestellt und aus demselben eine Reihe geometrischer Sitze ahgeleitet.
Dieser Kettenbruch gestattet eine bemerkenswerthe Verallgemeinerung.
Wenn man niimlich statt der p und ¢ neue Grossen z einfiibrt durch die
Substitution

Tryl,1  X,1 _ Ty ,2 X,

- Y r=— —
Tri41,8  T1,8 Tryl, 3 X1, 3
und sodann successive

Dr=

a7 2y

Trl, 1=+
' xr—l—c « T
’
' rys, z,
r+2, 9= _h f ” ',»
r+3 5 2
(a-:-3 a;(m.—S)
x(m-l) — r4m—2, A ), A
r4m-3, A z(m+3; x(m-—:’)
r4m—2, m 1, m

setzt, so findet man nach leichter Rechnung einen Kettenbruch, in welchem
simmtliche Glieder Quotienten von Determinanten m!® Grades sind.
Diese Determinanten sind in der Form

(m—3) (m—3) (m—3) (m-3) (m-s)
2tz o g T m2¥

r, m—1 .‘t
enthalten, die ohne Abbruch der Deautlichkeit kurz durch (l 23....m—2rs)
bezeichnet werden kann, da in der Folge die Reibe der zweiten Stellen-
zeiger ungestdrt bleibt. Wenn man iiberdies nur die ersten n—m Glieder
des Kettenbruches beibehiilt, so lautet die neue Relation:
1...m-2nm):(1...m2m-1m) (1....m-2mm+l1)
) (l...m—-2m-ln):(l...m—2m—-lm)=(l... m-2m m-1)
(1...m2m4-1m-1)  (1...m-2m41m+2)
(1. .m2 mm=1) (1...m2m4im)
(... m-2m42m)
(1...m-2 m+l 1 m)

(1...m=2 n-1 n)_
+ (1...m=2 n-1 n-2)
(1...m-2 nn-2)
(1...m-2 n-1 n-2) ’
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in welcher die Stellenzeiger auf irgend eine Art unter einander vertauscht
werden konnen.

Die Elemente der Determinanten bilden ein System von n Reihen zu
jem Gliedern (n >>m), aus welchem sich demnach im Ganzen (7). von
einander verschiedene Determinanten m'®® Grades bilden lassen, wenn man
hiersu je m Reihen so oft als méglich benutzt. Durch die obige Relation
ist eine nicht uninteressante Eigenschaft dieser Determinanten bewiesen;
diese niémlich, dass sich aus je 2(n—m) -1 von einander unabhéngigen
Determinanten, deren Elementensysteme in m — 2 Reihen iibereinstimmen,
oin Kettenbruch bilden lasse, derart, dass seine Nitherungsbriiche Quotien-
ten von Determinanten derselben Art sind. Auch ersieht man, dass durch
i(n—m)+1 von einander unabhingige Determinanten der eben an-
gegebenen Art alle iibrigen bestimmt sind. Denn aus 1) erhilt man,
mccessive n==m + 2, m+3....n setzend, zuniichst 2(n—m)—38 weitere,
ud sodann die noch iibrigen durch eine zweckmissige Vertauschung der
Btellenzeiger. Fiir die wirkliche Berechnung empfiehlt sich die indirecte
Bestimmung der Zihler und Nenner der Partialbriiche. Schreibt man die
Gleichung : .

(Lom—2m4rm)  (1...m-2m4rmir-2). (L..n=1m4r-1m)
.m—2m—1m)~ (l...m-2m+r-1m+4r-2)" (1...m-2m-1m)
. + (1...m-2m4r-1m+r) .(l...m-z m =+ r-2m)
(L...m-2m4r-1m+r-2) (1...m-2m-1m)

welche den Zusammenhang von drei aufeinanderfolgenden Zihlern aus-
drtickt, in der Form

(r.m—2mm4+r—1)(1....m—2m+4+r—2m+r)
?) =l....m—2mm+r—2)(L....m—2m4r—1m+r)

+{U.om—2mtr—2m4r—1)(1....m—2mm+7r),
%0 erhiilt man eine Beziehung zwischen sechs Determinanten m'*® Grades,
welche aus m + 2 Elementenreihen des obigen Systems gebildet werden
kinoen, wenn m —2 dieser Reihen allen Determinanten gemeinschaftlich
sein sollen, und die Gleichung 2) lehrt, aus fiinf solchen Determinanten
die sechste gufinden. Dasselbe Ergebniss wiirde die Berechnung des Nenners
irgend eines Partialbruches liefern, und man ist daber berechtigt, folgen-
den Batz auszusprechen:

»pWenn man aus einem Systeme von n Elementenreihen mit je
m Gliedern (n>>m) alle wiglichen Determinanten m'" Grades
bildet, deren Systeme diesclben m— 2 Reihen gemeinschaftlich
haben, so lassen sich aus den Werthen von 2(n—m)<41 von
einander unabhiingigen Determinanten die Werthe aller iibrigen
durch wiederholte Anwendung der Gleichung 2) finden.*
Dieser Satz liisst sich verallgemeinern, Man denke sich nimlich aus
den obigen Elementarreihen simmtliche Determinanten gebi\det wnd
Zeitschrift [. Matbematik a. Physik. X1, 1, %
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nehme von diesen vorldufig alle jene als bekannt an, deren Systeme
k<41 bestimmte, iibrigens willkiirlich ausgew#hlte Reihen gemeinschaftlich
haben.
Diese Determinanten sind demnach in der Form
(ajaq....0541ZY....uvW)
enthalten, und es giebt n— (m —1) solche unter ihnen, in welchen ¢ y....uv
bestimmte Werthe bec....fg besitzen, die immer so gew#hlt werden kénnen,
dass simmtliche n — (m — 1) Determinanten von einaader unabhiingig sind.
Nimmt man also n—m von einander unabhingige Determinanten neu an,
deren Systeme die a,.ay....ax.b.c....g'** Reihe enthalten, so hat man
2(n— m)41 Determinanten, welche in m — 2 Reihen tibereinstimmen und
aus welchen alle in der Form
(a,a4....0a10c....fgvm)
enthaltenen berechnet werden konnen. Nun sind aber auch alle Determi-
nanten von der allgemeinen Form
(agay....aqr2Y....0m)
bestimmt; denn zu ibrer Kenntniss gelangt man durch wiederholte An-
wendung der Gleichuung 2) auf bereits bekannte Determinanten. So z. B.
wiirde man aus .
ajay....apbe....fuarp1g), (aa,....a4bc....fuapv),

(ayay....aqxbcfuaram), (a,a4....a3bc....fugv)
und
(ayay....axbe....[ugw)
zuni#ichst
(ayay....axbc....fuvw)
und aus
(a10y....acbc....etuarpf), (ajay....a% etuagyyv),
(aya5....a30¢c....eluaryymw), (a,a,....a5bc....etufv)
und
(a,0....a etufrw)
ferner

(ag0y....a5 bc....e0uvm),
d. h. eine beliebige von jenen Determinanten finden, in deren Systemen an
die Stelle zweier bestimmter zwei beliebige Reihen getreten sind u, s. f.
Also sind die Werthe aller in der Form

(ayay....a32y....0m)
enthaltenen Determinanten durch die Werthe von
(ayay....000141Y....0m) und n—m
schicklich gewi#hlten neuen Determinanten und folglich auch durch die
Determinanten
(ay0y....am_2vw) und (m— k —2)(n—m)

zweckmiissig gewiihlte andere vollstindig bestimmt. Da nun zur Bestim-
mung der Determinanten

(a,0ay....00420m),
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wie oben gezeigt wurde, 2(n—m) 1 von einander unabh#ngige hinreichen,
80 hat man den allgemeinen Satz:
nWenn man aus einem Systeme von n Elementenreihen zu je
m Gliedern (n >>m) alle Determinanten m'*® Grades ableitet,
dereri Systeme dieselben % Reihen besitzen, so sind durch die
Werthe von (m— k) (n— m)+ 1 von einander unabhingigen De-
terminanten die Werthe aller ibrigen vollstiindig bestimmt.*

Ist k=0, d. h. hat man siimmtliche Determinanten ohne Einschriin-
kung gebildet, so sind demnach m(n—m)+1 Determinanten zur Bestim-
mung der tibrigen erforderlich.

Dieses letstere Rosultat hat schon Stern gefunden und vor Kurzem
in der Abhandlung ,,Ueber die Bestimmung der Constanten in der Va-
riationsrechnung* bekannt gemacht.

Der vorstehende Satz ist nicht der leinzige, welchen die Relation 1)
liefert; man kann vielmehr noch mehrere geometrische Sitze aus derselben
ableiten, wenn man m den besonderen Werth 3 annehmen liésst. Fiir
diesen Werth ndmlich und wenn man iiberdiess n—1 an die Stelle von n
treten lisst, ibergeht 1) in

) (1n—13):(1 23)=(134):(1 32)

(12n-—1):(123) (142):(132)4(145):(143)

T (153):(143)F

(n—2n—1):(1n—2n—3)

+(l n—1n—3):(1ln—2n—3)
und die hier vorkommenden Determinanten bedeuten bekanntlich” ‘doppelte
Rauminhalte von dreiseitigen Pyramiden, wenn man die Elemente recht-
winklige Coordinaten von Punkten des Raumes darstellen lisst. Ist also

0 der Anfangspunkt des Coordinatensystems und bezeichnet M, den Punkt

(m—3) (m—a (ll—3)
(x ) )y X9 f

so liisst sich 3) auch schreiben:
) OM, My \My:OM, MM, OM, M,M,:0M, M, M,
OM, MyMq_,:OM MM, OM,M M,:0M, My My+OM, M, M:OM M, M,
OM, My Mg:OM M, M+

+ _O_A_fl___ -2 Mn-—l OM Mn—2Mn—3
OMl Muy Mu_3: OMn Mu—zMu—s
Die der Relation 2) entsprechende Gleichung lautet jetzt:
5) OM, M, M,q.g.OM, M,-.HM, =01”l ﬁlsM,.H.OM. M,-.f_zM,._'.s
+OM M\ M2 OM M M, s
und liefert einen bekannten geometrischen Satz, welcher bereitavon Msbiune
He
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gefunden wurde (siehe dessen baryc. Calcul pag. 225). Der rechte Theil der
Gleichung 4) enthilt 2n — 7 von einander unabhi#ngige Rauminhalte von
jenen dreiseitigen Pyramiden, welche durch ein System von # Punkten des
Raumes bestimmt sind. Diese Volumina als gegeben angenommen findet
man, n nach und nach =86, 7.... —n setzend, zunHchst 2n—11 weitere,
und sodann durch zweckmissige Vertauschung der Stellenzeiger 2,3...n—1
die Inhalte aller noch iibrigen Pyramiden, welche mit den bereits vor-
handenen die Kante OM, gemeinschaftlich haben. Vertauscht man da-
gegen die Stellenzeiger 1 und 2 mit einander, so erh#lt man aus 4) eine
Relation zur Berechnung der Inhalte jener Pyramiden, welche die Kante
O M, gemeingchaftlich haben aus 2n —7 gegebenen dieser Art. Man be-
merke nun, dass aus den bereits bekannten Werthen der Inhalt einer jeden
noch unbekannten, die Spitze O enthaltenden Pyramide mit Hilfe der
Gleichung 5) berechnet werden kann. So wiirde man . B. O M, M, M; aus
OM. MM, OMM; M, OM. M M, OM . M M, und O M, M;M, finden.
Erwiigt man ferner, dass unter den Pyramiden mit der Kante O M, sich
bereits n — 3 vorfinden, welche die Kante O M, gemeinschaftlich haben und
ihrem Inhalte nach von einander unabh#ngig sind, und dass das Volumen
einer jeden den Scheitel O nicht besitzenden Pyramide durch die Inhalte
von Pyramiden mit diesem Scheitel ausgedriickt werden kann, so hat man
den Satz:

yWenn von den dreiseitigen Pyramiden, welche durch ein System
von n Punkten des Raumes bestimmt sind, irgend 3n—11
=2n—74n—4) von einander unabhiingige ihrem Inhalte
nach gegeben sind, so kann man daraus die Inhalte aller iibrigen
berechnen,

Durch eine ebeuso einfache Betrachtung kénnte man sich iiberzeugen,
dass 3n—12 von einander unabhingige Verhiltnisse zwi-
schen den Inhalten-dieser Pyramiden ausreichen zur Be-
rechnung aller iibrigen Verh#ltnisse dieser Art.

. Je zwei der Pyramiden, deren Verhiltnisse in der Gleichung 4) auf-
treten, besitzen eine gemeinschaftliche Basis; daher ist das Verhiltniss
ihrer Inhalte jenem Verhiltnisse gleich, nach welchem die gemeinschaft-
liche Basis die Gerade theilt, welche die Scheitel der beiden Pyramiden
verbindet.

Bezeichnet also D den Durchschnittspunkt der gemeinschaftlichen

Basis mit der Verbindungslinie der Schenkel, und ( %’;12 das Verhilt-
. t/1lr

niss, welches den Quotienten oM, M, M,

OM MM, ersetzt, 80 nimmt die Gleichung 4)

folgende Gestalt an:
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DM) DM)
(D”,,_) M,D |._1 DM

EE )

! (MD 13

(Mn—zp) + DM-—I)
My 3D /m-4 DM,._;; l~—2

Moy TMo D\
M-_z D/ia 3
uad an die Stelle von 5) tritt
1) (”mD (”,4.3 D) (M,q.z ) (M,q.a ”,.HD
M,D M,_HD lr\-rl 13 M,.+|0 Ir-'-2

Man denke sich durch je drei Eckpunkte eines vollstandlgen n-Eckes
im Raume Ebenen gelegt. Von den Verhaltnissen, in denen die Seiten
durch diese Ebenen getheilt werden, kommen im rechten Theile der Glei-
chung 8) 2 n —8 von einander unabhingige vor, fiir welche die getheilten
Seiten weder den Punkt 0, noch den Punkt ¥,, die theilenden Ebenen da-
gegen eben diese beiden Punkte enthalten, und man itberzeugt sich leicht,
dass aus diesen 2 n—8 Verbiltnissen alle iibrigen derselben Art gefunden
werden kdunen. Auf gleiche Weise sind also durch 2n—8 von einander
unabhiingige Verhiiltnisse, fiilr welche die getheilten Seiten weder O noch
¥,, die Theilungsebenen dagegen O M; enthalten, alle iibrigen Verhiltnisse
dieser Art bestimmt. Aber die in den Formen

wohe ™ (50,

enthaltenen Verb#ltnisse slnd ausreichend zur Berechnung der noch iibrigen

unbekannten. So wiirde man aus
M, DY j‘!rﬂ (M., D) and M, D
M, D/’ (M D/tk’ M, D)« (M,D t1

mit Hilfe der Gleichung 7) das Verhiltniss (g Z) , und aus der Glei-

Gitdew (B (T o=

welclie eine bekannte Eigenschaft des ebenen Dreiecks ausdriickt und aus

chung

68) gefolgert werden kann, ferner (1;; z finden. Die Berechnung der

noch _iibrigen Verhiiltnisse geschieht nun auf die bekannte Weise, wnd es
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mag deshalb nur bemerkt werden, dass man die betreffenden Gleichungen
aus der Relation
MMMME M MHO+M MO + M OMM, +0M, M M;=0

abzuleiten hat. Erwigt man nun, dass unter dem in der Form

M, D)

M, D/
enthaltenen Verhiltniss bereits n—4 von einander unabb¥ngige vorkom-
men, welche gleichzeitig der Form

(M D/ke
angehdren, so ist man berechtigt, folgenden Satz aussusprechen:
nWenn bei einem Systeme von n Punkten im Raume je drei
Punkte durch Ebenen verbunden werden und es sind von den
Verhiltnissen, in welchen die Durchschnittslinien je zweier Ebenen
von den jeweilig iibrigen Ebenen geschnitten werden, irgend
3n—12 (=2n—8+4n—4) von einander unabhiingige gegeben,
80 kann daraus jedes Verh#ltniss dieser Art gefunden werden.*
Die Gleichung 4) ldsst sich noch auf eine andere Weise umgestalten,
die wieder zu einem Satze filhrt. Man bringe némlich den Kettenbruch
auf die Form

a
14 a,
* 1 4+ a,
1+4..
14-an_4;
die Grossen a sind sodann, mit Ausnahme von a,=3—:—‘———m, Doppelver-
hiltnisse und durch die Gleichung e
a _g@;lﬂj—!”Hd ZM Mr+2M r+2D (Mr-}-ID
T OM M s M, OM Mr+| Mr DM,-.H 1r438° D”"-H ir

bestimmt. Verbmdet man nun @, mit dem linken Theile der Gleichung,

wodurch dieselbe in
1

M, D) (M D)

DM,)1 o "\DX
ibergeht, und bezeichnet man ein Doppelverhiltniss, in welchem die Strecke
M, M, durch die Ebenen M; M; M; und M; M; M, getheilt wird, kurz durch
(rslm)ix; so erhilt man aus 4) die neue Relation

7 (23n—14),=1—(4352),
1—(5463),
1—(0574)

1—.

1—(n—2n—3n—1n—4),



Kleinere Mittheilungen. 7t

Durch dieselbe ist die Aufgabe gelsst, aus 7 — 5 von einander unabhéingigen
Doppelverbi#ltnissen alle tibrigen 2u finden, in welchen die durch irgend
eine Gerade (hier 0M,) des Systems der n Punkte hindurchgehenden
Ebenen die nicht in ibnen liegenden Geraden theilen.

Man nehme nun 3n—15 von einander unabhingige Doppelverhilt-
pisse als gegeben an, von welchen in jeder der drei Formen (rsiu),,
(rstu)ar, (rstu)sm n—>5 enthalten sind; so sind hierdurch nicht nur,
alle tibrigen Doppelverhiltnisse dieser Art, sondern tiberbaupt alle Doppel-
verhXltnisse bestimmt, nach welchen irgend eine Gerade von irgend wel-
chen Ebenen des Systems geschnitten wird. Denn aus (rsim),; und
(rskw),; findet man darch Elimination des dritten gemeinschaftlichen
Elementes (rswai®s)=(rskl)sp und leitet hieraus durch zweckmissig
goewilihlte r und ¢ n—5 von einander unabhiingige Doppelverhiltnisse ab
sur Berechnung aller tibrigen in der Form (r stu)., enthaltenen. Auf
gleiche Weise gelangt man von den Formen (rsmu).s und (rsapmu)ym zu
den Doppelverhiltnissen (r$tv);4, und sodann von (rsar)s, und (rsbo)es
su (rsim),,, d. b. zu jedem Doppelverhiltniss, fiir welches die schneiden-
den Ebenen durch eine beliebige Gerade (M, M,) des Systems hindurch-
gehen. Da nun alle noch ubrigen Doppelverhiltnisse aus bereits vor:
handenen durch Elimination gemeinschaftlicher Elemente abgeleitet werden
kénnen, so ist die obige Behauptung gerechtfertigt, und hiermit der
folgende Satz bewiesen:

nwWenn bei einem Systeme von Ebenen, welches entsteht, indem
man je drei von n Punkten des Raumes durch Ebenen verbindet,
von den Doppelverhiltnissen, welche in den Durchschnitten je
sweier Ebenen durch die Schnitte mit den jeweilig tibrigen
Ebenen entstehen, irgend 371—15 von einander unabhingige ge-
geben sind, so lassen sich hieraus alle dbrigen finden.*

Die vorstehenden geometrischen Siitze hat bereits M6bius gefunden
(Der barycentrische Calcul pag. 211, 222 und 260).

8chliesslich erlaube ich mir noch, die beiden Identititen

8 OM, M, My, _ OM, M, M,
OM A M, ..0M, MM, OM M, M, .0M MM,
OM MM, OM,Mu_2M,_,

‘towmm, on i, Y ou M H, . om s "
(1....m—2m+1n) _

(O.coom—2m—1n)(1....m—2m—1m41)
(....m—2m+41m+2)

(eoom—2m—1m41)(1....m—2m—1m+2)

+ (l....m—2m+2m+3) .

(....m—2m—1m42)(1....m—2m—1m+3)

+ _O.m—2n—1m)

(

l.m—2m—1n—1) (1....m:—2 m— L n)

9)
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anzufiihren, von welchen die erstere ein specieller Fall der letzteren ist.
Man erhilt dieselben durch Verwandlung der Kettenbriiche 3) und 1) in
Reihen nach einfacher Reduction. Setzt man die Punkte M;, M,....Ms_
als in derselben Ebene liegend voraus, so erhalten simmtliche Glieder in
8) einen gemeinschaftlichen Factor — die Hohe der Pyramiden —, und
man gelangt durch dessen Entfernung zu der in meinem friitheren Aufsatze
angefiihrten Fliéchenrelation von Oscar Werner.

III. Neues Flintglas. In der Sitzung vom 6. Juni d. J. legte
Prof. Scar6TTER der Wiener Akademie Proben eines neuen von Herrn
Prof. Lamy in Paris dargestellten Flintglases vor, das in vieler Hinsicht
die Aufmerksamkeit der Physiker und Chemiker verdient und die er der
Giite des Letzteren verdankt. Dieses neue Flintglas ist so zusammen-
gesetzt, wie das gewdhnliche, nur enthilt es statt Kalium die dquivalente
Menge Thallium, und bildet so einen neuen Beleg fiir die Richtigkeit der
zuerst von Lamy ausgesprochenen Ansicht, dass das Thallium seinem
chemischen Charakter nach den Alkalimetallen an die Seite zu stellen ist.

Das Thalliumflintglas ist hiirter und schwerer, als das gewdihaliche.
Seine Dichte betriigt 4:18 und diese kann bis zu 5°6 steigen, wenn die
Menge des Thalliums vermehrt wird; in dem Maasse, als diese steigt,
nimmt das specifische Gewicht und das Brechungsvermigen zu, die Hirte
hingegen, sowie auch die Unverinderlichkeit an der Luft ab.

Nach Lamy betrigt das Brechungsvermégen des Thalliumflintglases
von der Dichte 4°18

fiir die rothen Strahlen (B) 1-661,
»w » gelben (D) 1673,
»w y violetten ,,  (H) 1°710.

Die Dispersion N;— N} betriigt also 0049, withrend diese bei einem
stark brechenden Flintglas von Fraunho fer nur == 0'037 ist. Dieses
bedeutende Farbenzerstreuungsvermigen liess sich auch an dem von Lamy
in Paris ausgesteliten Prisma und den nach Art der Schmucksteine facet-
tirten Stiicken durch das lebhafte Farbensplel sogleich erkennen.

Die vorgelegten Proben zeigen eine schwach gelbe, etwas ins Griin-
liche spielende Farbe, welche Lamy dem Umstande zuschreibt, dass er
sich des kohlensauren Thalliumoxyds zur Bereitung bediente, bei dessen
Zerlegung sich etwas Peroxyd bildet, welches die schwache Fiirbung be-
dingt. In der That erhielt er bei Anwendung des schwefelsauren Salzes
statt des kohlensauren ein farbloses Glas.

Der Vortragende legt auch noch unter Wasser aufbewahrtes Thallium
von schénem Metallglanz und krystallinischer Textur, sowie ein etwa einen
Centimeter hohes vollkommen ausgebildetes Octaéder des von Lamy
zuerst dargestellten Thallinumalauns vor, in welchem ebenfalls das Kalium
durch Thallium vertreten ist. . (Wiener Akad.)

Berichtigung: S. 22 Z. 1 v. o. ist zu lesen: ,,dagegen'' anstatt ,daher*.
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- Studien 1iber rationelle Vermessungen im Gebiete der
hohern Geodisie.

Von
Frieprich RoBerT HELMERT,

Geodiit zu Dresden.

Einleitung.

Gegenwiirtig gicbt es wohl kaum cinen modernen Culturstaat, in
welchem nicht geoditische Triangulationen zum Zwecke einer genauen
Landesvermessung oder als Theil einer Gradmessung ausgefiihrt werden
oder schon beendet sind. Trotzdem ist, soviel ich weiss, nur Weniges
fiber solche Grundsiitze bekannt worden, durch deren Befolgung man in
den Stand gesetzt ist, die Vermessung maglichst rationell auszufiihren,
d. h. einen nothwendigen Genauigkeitsgrad derselben mit miglichst wenig
Zeit und Geld zu erreichen. Nun erheischt freilich das Terrain in jedem
cinzelnen Falle besondere Maassregeln; doch ldsst sich aber auch nicht
verkennen, dass stets eine gewisse Freiheit bei der Wahl derselben
stattfinden wird und es ist die Aufgabe des Geoditen, diese auf’s vortheil-
theilhafteste auszunutzen. Abstrahirt man zuniichst von den besondern
Terrainverhiltnissen, bildet sich somit ein allen Anforderungen geniigendes
ideales Terrain, so kann es nicht schwer fallen, zu einigen S#tzen zu ge-
langen, die gewiss auch in manchen praktisch vorkommenden Fillen An-
wendung finden kénnen. Hieran wird sich eine Untersuchung iiber die
Abnahme des Genauigkeitsgrades schliessen miissen, welche die Triangu-
lation erleidet, wenn das Terrain Abweichungen von den Bedingungen der
giinstigsten Triangulation fordert, und es wird sich weiterhin damit cin
Urtheil dariiber bilden, wicweit man erhohten Zeit- und Geldaufwand an
einzelnen Stellen anzubringen habe, um sich jenen Bedingungen maglichst
zu nihern und doch im Ganzen zu gewinnen.

Verschiedene interessante Bemerkungen meines verehrten Lehrers,
des Herrn Professor Nagel am hiessigen Polytechnicum, erregten in mir
den Vorsatz, dem chen entwickelten Gedanken gemiiss, Studien tiber dic

Einschaltang der PPunkte niederster Ordnung einer Landestiinngalaxion
Zeitachrift £. Mathematik n, Physik XIII, 2, [\
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anzustellen, um zugleich zur Entscheidung der Frage, ob die allgemeinere
Anwendung der Pothenotschen Aufgahe hierbei wirklich so vortheilhaft sei,
wie es nach den Resultaten der von Herrn Prof. Nagel im erzgebirgschen
Kohlenbassin ausgefiibrten Arbeiten erschien, einen Beitrag zu liefern. Im
zweiten der folgenden Hauptabschnitte befindet sich das Endresultat dieser
Studien, wihrend der erste mehr vorbereitende Bedeutung hat. Der dritte
Hauptabschnitt ist den Basisnetzen gewidmet und der vierte enthiilt ejnige
Bemerkungen zu den giinstigsten Formen grosser Dreiecksnetze.

I. Alligemeine Bemerkungen iiber die Genauigkeit eines Punktes.

1.

Die Lage eines Punktes wird bekannt, sobald zwei sich schneidende
geometrische Oerter desselben gefuuden' werden. Meistens begniigt man
sich nicht, nur zweien solchen die Bestimmung zu tiberlassen und ermittelt
daher noch mehrere. Insofern nun jed.er derselben etwas fehlerbaft sein
wird, werden paarweise Combinationen verschiedener geometrischer Oerter
verschiedene Punktlagen ergeben, die simmtlich von der wahren Lage ab-
- weichen, sodass es einer Ausgleichungsrechnung iiberlassen bleiben muss,
aus der Vergleichung aller Bestinmungen wenigstens eine wahrscheinlichste
Lage zu ermitteln. Die Grésse der einzelnen Abweichungen giebt dabei
ein Mittel an die Hand, die Genanigkeit der wahrscheinlichsten Lage, ihre
Abweichung von der Wahrheit zu schitzen. Hat man nur zwei geome-
trische Oerter, so ist ihr Durchschnitt schon die wahrscheinlichste Lage
des Punktes und es kann von weiterer Ausgleichung nicht die Rede sein;
es wire also auch ein Schluss auf die Genauigkeit dieser Bestimmung nicht
moglich, wenn nicht in den meisten Fiillen die wahrscheinlichen Fehler der
geometrischen Oerter selbst durch die Art und Weise ihrer Auffindung be-
kanut wiirden. Aus diesen Angaben die Genauigkeit der Bestimmung zu
folgern, ist sonach eine erste Aufgabe, an welche als niichste sich diejenige
anschliesst: die Losung fiir die Bestimmung aus mehreren geometrischen
Oertern zu verallgemeinern. Werden hierbei dieselben als unabhiingig
von einander bestimmt angenommen, so ist es endlich noch nothwendig,
auch den allgemeinsten Fall gegenseitig bedingter geometrischer Oerter
in’s Auge zu fassen.

Man bezeichnet nun stets die Lage eines Punktes darch zwei Coordi-
naten und giebt die wahrscheinlichen Fehler derselben an, sodass sich die
gestellten Aufgaben zum Theil darauf reduciren, aus jenen auf die Ge-
nauigkeit der Bestimmung iiberhaupt zu schliessen.

Fiir die hier anzustellenden Untersuchungen wird es geniigen, die
geometrischen Oerter als Gerade zn betrachten, die sich bei eintretenden
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Fehlern parallel verschieben. Durch Einfiihrung hinreichend scharfer
Nilherungswerthe fiir die Coordinaten reducirt sich némlich die Gleichung
jedes beliebig gestalteten geometrischen Ortes in Bezug auf die kleinen
noch anzubringenden Verbesserungen der Coordinaten auf den
ersten Grad, da man deren hihere Potenzen vernachlidssigen darf. Ebenso
ist es ferner auch zuliissig, den wahrscheinlichen Fehler des geometrischen
Ortes an der Stelle der geniihert richtigen Lage des Punktes fiir die ganze
unendliche L¥nge der substituirten Geraden beizubehalten, da wirklich
eintretende Fehler sehr 'klein sind und fiir geringe Verschiebungen des
Punktes auf dem geometrischen Orte sich dessen wahrscheinlicher Fehler
nur wenig #ndert. Die genauere Ausfiihrung hiervon kann wohl unter-
bleiben und nur darauf sei noch hingewiesen, dass im Folgenden an den
Stellen, wo darch die soeben gemachten Voraussetzungen die allgemeine
Giiltigkeit eines Resultats einer wesentlichen Beschrinkung bedarf, ‘dieses
auch besonders erwihnt worden ist.

Bestimmung der Genauigkeit der Lage eines Punktes aus den von einander unabhin-
gigen wahrscheinlichen Abweichungen xweier Geraden.
. 2. -

Ist der Punkt durch die beiden Geraden 44 und BB (Fig. 1) be-
stimmt, welche sich unter dem Winkel @ in 0 schneiden, so ist O seine
wahrscheinlichste Lage. Sind

OM=—0M =r,, ON=— 0N =r,

die wahrscheinlichsten Abweichungen des Punktes von 44" und BB’ zu-
néchst an der Stelle O selbst, so kann man nach dem Vorigen r, und ~,
auch die wahrscheinlichen parallelen Verschiebungen der Ge-
raden nennen, und wiren gerade diese Fehler begangen worden, so
wiirde der Punkt in eine der vier Ecken des aus den Parallelenpaaren zu
A4 und BB durch M und M, N und N gebildeten Parallelogramms zu
liegen kommen¥*). Hingegen entsteht die beliebige Lage P in der Entfer-
nung 4 von O durch das gleichzeitige Eintreffen von Fehler PC = u senk-
recht zu A4 und PD = v senkrecht zu BB'.

Sind w, und w, die Wahrscheinlichkeiten des Eintreffens von u = 0
resp. v = 0, h und & beziehendlich die Maasse der Genauigkeit, so ist die
Wahrscheinlichkeit des Vorkommens von u resp. »

— 1?ut — k22 )
w, =, .€ o, W=,y .6 ’

daher die Wahrscheinlichkeit der besonderen Lage P bei gleichzeitigem
Eintreffen von u und »

*) Dics Parallelogramm ist in Fig. 1 mit angegcben.

**) liériiber, sowie iiber die Formeln in Abschn. 11. vergleiche man: , Encke,
Berliner astronomisches Jahrbuch 1834‘ oder ,,Navier, Differentialrechnung cte.
iibersetzt von Wittstein,' Anhang zum II. Bande von Wittstein.

Q‘



76  Studien iiber rationelle Vermessungen im Gebiete der héhern

— (hu? 4 ko?)
1) wpy=mw, . w,=mw; . m,.e )
wobei zwischen % und r,, k und r, die bekannte Relation stattfindet:
2) r,h=r,k = ¢ = 0,47694.
wy bleibt nach Gleichung 1) constant, so lange P sich auf dem Um-
fange einer Ellipse bewegt, fiir welche 44 und BB die Richtungen
conjugirter Durchmesser sind, weil dabei fiir 4 und » die Gleichung be-
steht: 3) k%4 k* = c?, worin ¢ eine, Constante bezeichnet.
Oder um auf tibliche Coordinaten iiberzugehen, betrachte man 44" und BB’
als Achsen eines schiefwinkligen Systems der £ und 5 (Fig.1) und hat alsdann
v = Esing u=1sing,
& (ksing)? + n* (hsing)? = c¢*, oder

4
) (_§.)2 + (11_>2= l a = i b E— ¢ y
a b ’ ksing’ hsingp

worin « und & die halben Lingen der conjugirten Durchmesser 44 und
BEF bedeuten. P fillt in die Endpunkte der letzteren, wenn resp.

n=0,§=-«, alslou=0, v =19, =+ oder

§=0, n=-1b, alsor =0, u=u, =+

Man sieht hieraus, dass ilnmer
5) u,.h=v,. k=c,
und dass die zu verschiedenen wy gehdrigen Ellipsen alle déhn-
lich sind und um ihren Mittelpunkt O herum auch éhnlich lie-
gen, wobei fiir die conjugirten Durchmesser in Richtung 44" und BZ die
Proportion gilt:
2:2 =a:b= ry:ry.
Den vier Punkten M,, M, N,, N, insbesondere, in welchen die
Parallelen zu den bestimmenden Geraden im Abstande 4 r, resp. 4-r,
dieselben schneiden, kommt die Wahrscheinlichkeit

w=mw.m,. e -
zu und sie liegen daher auf dem Umfange Einer Ellipse, welche dic Haupt-
ellipse genannt werden soll und in ihren Durchschnitten M,, M',, N,, V',

mit 44’ und BB von obigen 4 Parallelen tangirt wird.

3.

Denkt man sich die Wahrscheinlichkeit #4 des Eintretens der Lage P
senkrecht zur Papierebene in P aufgetragen und bewegt sich P auf der etwa
horizontal liegenden Papierebene, so beschreibt gleichzeitig der Endpunkt
der Senkrechten eine Oberfliche mit der Gleichnng .

6) 1y, — R0t HRT) — Bk + W) sintg

¢ ist in 0 cin Maximum und nimmt von hier aus nach allen Seiten’stetig ab bei

oderw g=f{=¢
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asymptotischer Annéhcrung der Oberfliche an die Papierebene. Alle ho-
rizontalen Querschnitte der Fliche sind Ellipsen, alle verticalen Quer-
schnitte durch O unter der Neigung v gegen 44" von der Form der be-
kannten Wahrscheinlichkeitscurve nach der Gleichung

E—mw .m l,—d‘.(lz’xin'w-}-k'sin’((p—v)),
=Wy

und da, wie bekannt, alle diese Querschnitte einen Wendepunkt haben, so
hat die Oberfliche eine Wendelinie mit den Gleichungen

N 1=2 A4 (h’sin®v 4 K’sin® (p—v)), {=mw,.m,.c
Die Wendelinic ist hiernach eine ebene Curve und es liegt dieselbe
parallel der Papiercbene. Die erste der Gleichungen 7), die Projegtion
der Wendelinie auf die Papiercbene bezeichnend, geht durch T'ransfor-
mation iiber in

y £V (Y
1=2 (Ku? 4+ kY oder 1 = u") + (b) ,
d=1:(ksing VYz); ¥'=1:(hsing J2).

—4

8)

4.

Um nun die Wahrscheinlichkeit des Vorkommons von £ auf
einer Ellipsenfliche um 0 tiberhaupt zu ermitteln, ist es nithig,
zuniichst cine endliche Anzahl Lagen von P zu betrachten, die in der Art
gleichmiissig iiber die Papicrebene vertheilt sind, dass sowohl der einer
Lage entsprechende Febler OP als auch dic Wahrscheinlichkeit seines Ein-
tretens innerhalb einer sehr kleinen, mit den andern gleichrdumigen Fliche
als constant angesehen werden diirfen. Offenbar verhalten sich dann die
Wahbrscheinlichkeiten des Vorkommens von P innerhalb zweier solcher
Flichen wie die betreffenden w4 um so genauer, je kleiner dic Riume der
Flichen genommen werden. Dic Zerlegung der Papiercbene geschehe
wie folgt:

Man theile MOM und NON' in eine gleiche Anzahl sehr kleiner
Theile (Fig. 2):

9) MOM = 2r, = 2nd; NON = 2r, = 2ad',
trage diese 'Theile noch iiber die Punkte #, M’, N und N’ hinaus beliebig
oft auf und ziehe durch die Theilpunkte Parallelen zu 44" resp. BB. So
entstehen zwei Systeme von dquidistanten P’arallelen, deren sémmtliche
Durchschnitte das Vorkommen von Iechlern bezeichnen, fiir welches der
Abstand ¢ die Wahrscheinlichkeit ist. Denkt man sich ¢ kirperlich etwa

’

40
vom Querschnitte eines Elementarparallelogrammes (gleich sing ), 80 hat

man damit ein Bild der Hiiufigkeit des Vorkommens der Fehler, zwar nicht
von absolutemn, aber doch relativem Werthe; denn es leuchtet ein, dass die
Wahrscheinlichkeiten fiir das Vorkommen innerhalb zweier beliebigen
Stiicke der Papierebenc sich wie die dariiber befindlichen cubischen Winwme,
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verhalten, wenn man nur (Gleichung 9) n unendlich anwachsen lisst.
Sind #, und W, die Wahrscheinlichkeiten, dass P auf den Ellipsen-
flichen mit den Abschnitten ¢, und b, a, und b, liegt, so ist also streng

@

ml.mz.JI’/ ¢ — B R A 77 ) sind P dk.dn sing

a N
s (BrR 2 /) gin?
wl.mz.JJ e @8 3 o F) e ‘Pdé;dnsimp
o

RN

.4
worin fiir s%——(p noch d&.dy.sinp gesetzt wurde. Die Grenzen beziehen

sich auf den Umfang von Ellipsen, deren Gleichungen aus Gleichung 4)
durch Anbringen der Indices 1 resp. 2 an « und b hervorgehen.

Das Doppelintegral im Zahler und Nenner wird leicht durch Einfijh-
rung anderer Grenzen gefunden. Doch mége die Transformation des Zu-
sammenhanges wegen nicht nach dem iiblichen Verfahren, sondern wie
folgt geschehen: -

Man denke sich (wie in Fig. 3) durch entsprechende Theilpunkte von
A4 und BF die 4hnlichen Ellipsen gezogen und die Papierebene also in
schmale elliptische Ringe getheilt. Gelt man von einer beliebigen Ellipse
zu einer benachbarten, so dndert sich ¢ (Gl. 5) um gleichviel, welche der
Ellipsen man auch als Ausgang annimmt. Fiir jeden der Ringe kann man
die zu integrirende Function, urspriinglich {, als constant ansehen und
zwar um so mehr, je dichter das System Ellipsen gezogen wird. Bedeutet
de den Inhalt eines elementaren Ringes innerhalb des Winkelraumes 40B,
so ist nun jedes der Doppelintegrale auf die Form gebracht

S
/e‘_"’.de.
‘o

g, der elliptisch begrenzte Winkelraum 40B, betriigt

7‘ .
E=_. absing ,

also ist
de = } («.db+ b.da) sing,
und sofern
é
a=—,‘-’—,db= , ad = bd’,
sing sing
auch
de=§ . a6=g .b6’=g-.bsin(pda,
d. i. nach Gleichung 4)
de = = d—(ci
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Damit wird das Integral gleich
[3

— o?
F.3 1 — c? T 1—e ¢
1 Wesing -.f" AO=F THsmg
und wenn man der Ellipse 2. unendliche Ausdehnung giebt, #, =1 setat,
wird
10) Wy=Ww,.(1—e ™% )=1—¢ "2

5.

W, wird 4 fiir ¢, = € = 0,83254, logC = 0,92040 — 1.
Die halben Liingen der conjugirten Durchmesser der zugehérigen El-
lipse, welche die wahrscheinlichste heissen mag, sind
11) =—,Z— , B= —_L, worin V=r, .E, U=r,. g, ¢ _ 1,7456
n @ sin @ e e’ e
1u setzen sind.

6.

Die Wahrscheinlichkeit, dass P innerhalb cines Paral-
lelogrammes um O, nimlich gleichzeitig zwischen zwei IParallelen-
paaren in den Entfernungen + u von 44, | v von BB liegt, ist gleich

W [ prge 2% d — kgy?
“W_,. ‘,W-':{;—/_i"/ e hudu}. {V;J‘e ”du},
0

wohei jeder Factor einzeln die Wahrscheinlichkeit der Lage von P inner-
lalb eines der Parallelenpaare bezeichnet.

Nimmt man » und v gleich r, resp. r,, so wird die Wahrschein-
lichkeit fiirPinnerhalbdesdieHauptellipse inihrenSchnittpunkten
mit 44 und BB’ tangirenden Parallelogramms (vergl. Abschnitt 2)

1 1 1

T . T —_— .. _— == —
W Wy =9 2T 1

T
nimmt man aber u und v nur proportional r und r, und ausserdem so

gross, dass obiges Product gleich i wird, so milssen folgende Be-

ziehungen bestehen:

*) Unter Bezugnahme auf Abschnitt 1 sei hier bemerkt: Sind Ad4" und B#’
nur substituirte Gerade, so ist Gleichung 10) nicht streng, da zwar My =1 wird,
aber nicht proportional dem Doppelintegrale im Nenner bleibt. Nimmt man je-
doch fiir die 2. Ellipse ¢, nicht unendlich, sondern nur > 8p, 80 ist es auch

—e? _a -
erlaubt W, = I, . 1—e et W,. (l—e “ ), auf7 Decimalen genau, zusetzen
1—e
und man folgert leicht weiter, dass H7 sclbst auf 7 Decimalen genau gleich L s\,
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“W_, = *W_, = 1:}2=0,707; ?_— =:—= = 1,560. *)
Wie zu erwarten war, ist dieser Werth etwas kleiner, als — in Gleichung11).

1.

Die Wahrscheinlichkeit, dass P zwischen zwei Ellipsen 1. und 2.
liegt, ist

pu—— — 2
W,— W,—e¢ T —e
wenn die ersto Ellipse die zweite umschliesst. Wihlt man die zweite El-

lipse der ersten unendlich benachbart, so ist auch

W, — W, =2 "¢, .de, = W,.
Fiir zwei andere benachbarte Ellipsen 3. und 4. ist in gleicher Weise

—
W, — W, =2 % .cg.deg=W,

und da nach Gleichung 5) d¢, = dc; ist, wenn man das Ellipsensystem
nur wie in Fig. 2 und 3 (Abscha. 4.) gezogen denkt, gilt die Proportion:

12) w/: W/ =¢, e o cy. e

und zwar um so genauer, je dichter das Ellipsensystem angenommen wird.
L#sst man endlich n (Gleichung 9) unendlich anwachsen, so geht der Fli-
chenstreifen zwischen 2 benachbarten Ellipen in einen Contour von ver-
schwindender Dicke iiber, die jedoch an jeder Stelle eine andere und pro-
portional der Entfernung von 0 ist **). Die Gleichung 12) sagt daher auch
aus, wie sich die Wahrscheinlichkeiten des Vorkommens von P auf den
Peripherien der Ellipsen 1. und 3. verhalten, sobald man diese Peripherien
als Contouren im obigen Sinne betrachtet.

Unter dieser Annahme mag auch die Wahrscheinlichkeit des Vor-
kommens von P auf einem Ellipsenbogen RS (Fig.2) berechnet werden,
sodass derselbe als Theil eines derartigen Contours betrachtet wird.

8.
Das zwischen den Ordinaten von R und S befindliche Stiick der El-

lipsenfliche ist, wenn R = (§,, %,), S = (§,, 112), bekanntlich

&= ’— sin @ {§2 Vai—g! — b Va’ £ 4 3 (arcsm——-——arcsm §|>}

*) Zur Berechnung dieses Werthes diente cine der bekannten Tafeln fiir das
betreffende Integral.

**) Bediirfte man der Wahrscheinlichkeit in Bezug auf eine mathematische
Linie, so wiirde als Maass dafiir der Fliichenraum anzusehen sein, welchen ¢ be-
schreibt, wenn P sich auf jener Linie bewegt. Hier kinnen derartige Betrach-
tungen ausgeschlossen werden, da sie das Verstiindniss der Vertheilung der Fehler
nicht fordern.
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Durch Differentiation nach b und a, wobei aber % , & und &, con-

stant bleiben, erhiilt man den elementaren Flichenstreifen, welcher an RS
angrenzt (in Fig. 2 schraffirt) :

d¢ = bsing (arc sin il —arcsin %) da.

Derselbe Werth von d¢’ wiirde sich ergeben haben, wenn man anstatt
der § die # oder auch die Richtung der Radien OR und OS als constant an-
gesehen hiitte, denn es ist auch

z’; — arc sin ‘Z") da, sowie
Dreieck ROS
Dreieck 40B
Hiermit ergiebt sich nun die Wahrscheinlichkeit, dass P auf dem an RS
angrenzenden Flichensttickchen de’ liegt, im Verhiltniss zu derjenigen,
dass P iiberhaupt auf dem schmalen elliptischen Ringo liegt, von dem dé
ein Theil ist, *

W(RS)__de'___2( & . _§,)
13) _W (A_B) = m— _; arc sin ; arc sin

d€ = bsing (arc sin

de = bsing . arcsin

. da, etc.

a

_-——% arc sin 2‘ — arc sin :’;’)
Dreieck ROS )

Dreieck 40B

Hierbei ist stillschweigend RS als Theil von dem innerhalb des Winkel-
raumes A()B gelegenen Ellipsencontour betrachtet worden. Auch bedarf
es keiner weiteren Erdrterung fiir andere Fillo.

Die Construction solcher Bigen RS dersclben Ellipse, welche gleiche
Wabrscheinlichkeit ergeben, ist mit Hilfe von Kreisen um 0 mit den Ra-
dien g und b sehr leicht. Von dersclben wird in Abschnitt 10. Gebrauch ge-
macht werden.

Nach dem letzten der Ausdriicke fiir das Wahrscheinlichkeitsverhilt-
niss in Gleichung 13 blcibt dieses auch constant fiir Bogen RS verschiedener
Ellipsen, wenn sie zwischen denselben Radien von O aus liegen. Ver-
gleicht man daher zwei sulche Bogen mit einander, so gilt fiir sie Gleichung
12) wie fiir die ganzen resp. Peripherien.

= -— arc sin .
T

9.

Fiir kleine Bogen RS darf man Dreieck ROS mit dem Sector ROS ver-
tauschen. Construirt man nun wie in Fig. 3 zu der mehrfach erwithnten
Ellipsenschaar Radien derartig, dass je zwei benachbarte gleiche Sectoren-
fiichen einschliessen, so erlangt man mit Hilfe der Figur einen Ueber-
blick #ber die Vertheilung der Fehler um 0. Denn die Wahr-
scheinlichkeit des Vorkommens von £ ist dieselbe 1) fiir alle elementaxen



82 Studien iiber rationclle Vermessungen im Gebiete der hohern

Fldchenstiickchen zwischen denselben Ellipsen und beliebigen benach-
barten Radien (z. B. fiir 1, 2, 3... oder fir 1, 2, 3'...) und 2) fiir alle
Sectoren zwischen benachbarten Radien und derselben Ellipse, woraus
man durch Combination noch verschiedene andere Sidtze ableiten kann.
Zieht man iiberdiess die Peripherien von verschiedener Stirke an verschie-
denen Stellen, entsprechend dem Abstande von O, so ist auch die Wahr-
scheinlichkeit dieselbe fiir alle Bogenstiicke desselben Ellipsencontours.
Endlich besteht fiir die Wahrscheinlichkeiten des Vorkommens von P
auf zwei Bogenstiicken verschiedener Contoure oder innerhalb der angren.
zenden Flichenstiickchen die Gleichung 12). Z. B. in Bezug auf Theile
der Ellipsencontoure 4B und 4, B, in Fig. 3 oder in Bezug auf die an-
grenzenden Flichenstiickchen ist das Verhiltniss der Wahischeinlichkeiten

1] 2
- C —C
. e 1

c.e tey.

10.

Als wahrscheinlichen Fehler in der Bestimmung von O wird
man, ebhenso wie bei Betrachtung der Fehler # und v allein, denjenigen
bezeichnen, welcher ebenso oft iiherschritten, als nicht erreicht wird, und
als mittlern Fehler denjenigen, dessen Quadrat das arithmetische
Mittel aller Fehlerquadrate ist. Es wird sich zeigen, dass zwischen beiden
Grossen eine constante Beziehung stattfindet.

Der wahrscheinliche Fehler ist nach verschiedenen Richtungen
von O aus verschieden, denn verschiedene Punkte der wahrscheinlichsten
Ellipse baben von O verschiedenen Abstand. Will man nun nicht diese
Ellipse, ndmlich ihre grosse und kleine Halbachse als grissten und klein-
sten Werth des wahrscheinlichen Fehlers, angeben, so muss ein mittlerer
Werth des letztern abgeleitet werden. Es findet sich dieser zu

14) R= I/AZ%BI =I/(Uz—_2}_£) tsing ,
wo 4, B, U und V dieselben Werthe wie in Gleichung 11) haben.

Geht man niimlich wieder von einer grossen Zahl endlicher Fehler aus,
soist, wenn 4B in Fig. 3 die wahrscheinlichste Ellipse bedeutet, der cubische
Raum iiber dem an 4B angrenzenden elliptischen Ringe der Ausdruck fiir die
Wahrscheinlichkeit des Eintretens des wahrscheinlichen Fehlers iiberhaupt,
und es ist erlaubt, fiir jedes der Flichenstiickchen 1, 2, 3, etc. den Fehler
von der Linge des Radius von O aus nach einem beliebigen Punkte der
Fliche, etwa dem rechten #ussern Eckpunkte (von O aus gesehen) zu
nehmen. Fiir je drei benachbarte dieser Punkte ist nach Gleichung 13)

. & . & . & . &
arcsin — —arcsin — ==qarcsn — —arcsiin -=
A A A 4’

Bezeichnet man diese Differenzen mit dy und ist 4B in n Theile zer-
Jegt worden, so erkennt man leicht die Richtigkeit der Gleichungen:
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n ¢hp=f arc sin éli'=p.d¢,u=1p
. 2 ’ A ]

wobei 9 von 1.dy bis n.dy oder von O bis ; bei unendlich wachsendem

» geht.
Es wird ferner £, = Asiny, 1, = Bcosy
A2y = A*sin’p 4 Bcos®p | 24Bcos @ cosy sint

L

—-l‘ﬂg

und daher R?=

o worin der Zihler die Summe der Fehler-

quadrate fiir die halbe Ellipse iiber 404’, der Nenner die Anzahl dieser
Quadrate bezeichnet. Fiir unendlich wachsendes n und bei gleichzeitigem
Uebergange von dem eclliptischen Streifen zum Ellipsencontour selbst wird

n
. 2 2
R = ;]‘— / 4% . dp = —‘4——-'2——3— , oder nach Gleichung 11) auch
. 0 .
¢ r?24r2 r 4 r)?
2 1 p J— i DR S
15) Ry, HOTI — 1036 Tt L
11.

Nimmt man u und » allein in Betracht, so bestimmt sich bekanutlich
das mittlere Fehlerquadrat fir » oder » nach den Formeln

w‘
— A% 2
w, . ]u" Bty
m? LS 1 _n
re oo, 24t 292
16) 4 ", /e'—h’u' du
o
2 1 ry?
™ g gyt
. m, m, . . . . .
N = —— und §, = —--*- sind dabei bekaunntlich die Abscissen
sin @ sin @

der Inflexionspunkte der Wahrscheinlichkeitscurven iiber BB und A4
(Abschn. 3.). Im Falle gleichzeitigen Vorkommens von u und » gestaltet
sich die Rechnung sehr #hnlich, wenn man nur vorher die gleichwahr-
scheinlichen Felilerquadrate je zweier Punkte mit den Coordinaten §,
und (— &), 7 vereinigt zu
2@E+ 9.

Dieser Summe entspricht die Wahrscheinlichkeit w4 und es ist daher fiir
die halbe Papierebene iiber .44

22 {ms (& + 1]7)} die Summe der Fehlerquadrate, wenn
2 X wy als deren Anzahl angenommen wird.

Hiermit ist das mittlere Fehlerquadrat
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e L T e e . C e

o

m
jj ma (8 + o) d§ . dn

J/wddgdq ’

oder unter Benutzung der bekannten Formeln

fors) —
. _ ‘ 1 T
J e (Il = undJ e w dt = 2t ’g“ ’

0

auch

b3 w
M= iksiniy (om + w) C Thksintp —ont T one

oder endlich
M2 — ml+m2=’|+"2
17) sin? @ 202 . sin%p’ .
M?—= R®:(?; R®=0,69312M?; R — 0,83254M .%)

daher

Dagegen ist bekanntlich allgemcin
r=0,67449m .

12.

Gab die wahrscheinlichste Ellipse in Verbindung mit Fig. 3 iiber die
Vertheilung der Fehler Aufschluss, so ist jetzt in R oder M ein Maass
fir die Genauigkeit der Bestimmung von 0 gefunden. Es fragt
sich nun aber noch, ob man durch die in der Praxis iiblichen Genauigkeits-
angaben (den mittlern Fehlern der Coordinaten von 0) immer M ableiten
kann. Jedenfalls wire dies moglich, wenn O auf ein den Geraden A.f
und BB paralleles Coordinatensystem bezogen wiirde. Es sei daher in
Tig. 4 AOB ein solches System; die Coordinaten des Punktes 0, welcher
hier mit P bezeichnet ist, mégen abweichend vom gewdhnlichen Gebrauche
als senkrechte Abstinde von den Achsen angenommen werden, damit fiir
sie m; und m, die resp. mittleren Fehler sind. Fiir einc andere Achse O,
unter der Neigung ¥ zu OU wird ’

« ___xsin(q)—ip) —ysiny
sin @

)
daher ist auch
18) m2— _m*sin® (p — 1;:) + my?sin?
sin? @
wenn m, den mittlern Fehler in &’ bezeichnet. Fiir eine zweite zu O,
senkrechte Achse O, ist '

b

*) In Bezug auf die Berechnung von M liisst sich cine dhnliche Bemerkung
machen, wie bei Abschuitt 4, geschehen ist.
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P o A T P

m,? cos A(po— ) + m,? cos l‘p

2
m
2 sin? @

daher
m?® 4 m,?
2 2 "1 T2 _ 2.
m? + m, sinl @ A
d. h. ,ein rechtwinkliges Coordinatensystem gestattet im-
mer die Berechnung des mittlern Fehlers M.¢

13.

Wiihlt man O, und OB, so, dass sie einem beliebigen Paare con-
jugirter Durchmesser der Ellipsen parallel werden, so kann M ebenfalls
vie oben aus den mittlern Fehlern der Coordinaten berechnet werden.
Dem Achsenpaare OB, migen in Fig. 5 die conjugirten Durchmesser
04, und 7 B, entsprechen, die Ellipse daselbst aber die Hauptellipse vor-
stellen. Dann betriigt die Wahrscheinlichkeit, dass P auf dem unendlich
langen Streifen zwischen den beiden zu 0B, parallelen Ellipsentangenten
durch 4, und 4," liegt

Y2

o0
W — 4hk:’n¢p JJ e_(g'kz_*_,]!ht)cimq,dgdﬂm_nq,'
)

L]
worin 7, und 7, die Ordinaten der demselben { entsprechenden beiden
Parallelenpunkte sind. Betrachtet man 4, 4," und B, B, als Achsen der
§ und 7/, so ergeben sich nach und nach folgende Formeln :
(R 2) sintp — (F2 K2 KD sintg’
d§ dq sinp = dE .dy sing’ |

- Ahk sin @ ff — @K+ nt AN sintg” dif sin @
oder
o
W — 2hk sin ¢ j. —_ n'. At sin® @’ (I"l’ X

KYm
Hierin bedeuten « und b die Abschnitte der conjugirten Durchmesser 4, 4,
und B, B,, ¢’ den Conjugationswinkel derselben; ferner ist fiir 2’ und &
, c , c .
= ;. i =, . ’ = .
K sing'’ N sing’’ ¢

Man hat weiter
0

b p2a? sint -
e — MR ‘ptlrg.-'—_ 4/‘1:”“,—), wenn bk sin o = ¢,

—-h

nnd zufolge der vorhergehenden .Gleichungen fiir «” und &, 2" und &
wird auch
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P A A A A A A A AP P Pt 4N £ A b AN o o AN AP P P A PP N . 2 A i P

Y
S K gin? V
j Nt R sin® @ dyf = i

m, dﬂbh Slﬂtp =0.

—b’

Dies giebt zusammen
1

W= —2‘ .

Denselben Betrag wirde man erhalten haben, wenn urspriinglich als be-
stinmende Gerade die conjugirten Durchmesser 4,4, und B,B,” mit den
wahrscheinlichen Abweichungen +r," =4 b"sin¢’und +r,’ =+ a'sin ¢’
oder den Priicisionen 2’ und &’ gegehen gewesen wiiren. Ueberhaupt er-
hellt, dass sich die Geraden 44 und BF immer durch beliebige
Paare von Geraden ersetzen lassen, wenn dieselben und ihre
wahrscheinlichen Abweichungen so gewihlt werden, wie 4, 4," und B, B,”
mit 47, und 4r,". Denn zunichst geben dieselben auch dieselbe Haupt-
ellipse wie die urspriingliclren bestimmenden Geraden und daher geben sie
auch dieselbe Vertheilung der Fehler und dieselben Werthe M und R.
Zugleich ist soviel ersichtlich, dass zwei bestimmende Gerade sich
immer nur auf eine Weise durch zwei andere, senkrecht zu
einander befindliche Gerade ersetzen lassen. Um z. B. zu zei-
gen, dass man den Werth /M auch durch Anwendung von 4,4," und BB,
erhilt, hat man folgende Rechnung.

Aus den Werthen der wahrscheinlichen Fehler senkrecht 4, 4," und
B, B/, nimlich , N . .

r/=10sing, r,=a sing,
und dem entsprechenden mlttlern Fehler
4 ’ r‘)
™= e;/2 © ™ T ey
folgt mit Hilfe der bekannten Relation
a? + b? = a’? + b2,
rltr? ,.L'z;_}_,.?'} . m? + m2 =™ 2,+ mL M2
Tsin®e | sintg’ ¢ sintg | singl

m,” und m,” geniigen selbstverstindlich auch der Gleichung 18), wenn man
dic Achse der ' resp. mit 04, oder OB, parallel nimmt. Im erstern Falle
ergiebt sich z. B. succesive:
't
207’

m? = r =" sin ¢’ und da a'0’ sin ¢’ = ab sin @, auch

, absing g __ (absin@)? 1
=Ty M=
Dic Ellipsengleichung liefert ferner fiir den letzten Factor

2 (— in?
LS o—W) S aher ist
a? alsinlg bisin?p
_w sin®(@—v) + a*sin* ) sin’ @ __m,?sin® (p—1p) +my?sin?y 2

202, sinp sinlep re

m"*
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14.

Lésst man den Endpunkt Q des zu m, gehorigen wahrscheinlichen
Fehlers 00 = r,”, der allgemein mit v bezeichnet werden mag, alle Lagen
um O durchlaufen, so beschreibt er fiir die Hauptellipse die bekannte
Fusspunktcurve (Fig. 5) mit der Gleichung
2 sin? (@) - rylsin’yp

2
| 4 -
sin? @

b

worin t und 4 variabel sind und v die wahrscheinliche parallele Ver-

schiepung von 4, 4," unter der Neigung v gegen 44 bedeutet. An den

Endpunkten der Hauptachsen tangiren sich beide Curven, vt wird dabei

ein Minimum resp. Maximum. Der spitze Winkel 9 aus der Gleichung
19) r2. sin 2(p —p) = r,? sin 2¢

entspricht der Lage der grossen Achse, falls ¢ selbst spitz ist.

Im Allgemeinen lisst sich fiir 0 noch die leicht beweisliche Proportion
angeben (Fig. 5):
00°: 00: 00 =0,0,: 0,0: 0,0,
wobei 00 senkrecht 00,.

15.

Wie schon bemerkt, lisst sich die speciclle Vertheilung der Fehler mit
Hilfe von Coordinatenachsen parallel irgend welchen conjugirten Ellipsen-
durchmessern stets angeben. In der Praxis ist man jedoch auf recht-
winklige Coordinatenachsen angewiesen und diese gestatten nur die Be-
rechnung von M, da man kein Mittel hat, die Ellipse aus zwei beliebigen
zu einander senkrechten Radien ihrer Fusspunktcurve zu finden. Wollte
man dennoch z. B, aus 00 und 0Q, die Fehlorvertheilung ableiten, also
damit verfahren wie in Fig. 2 mit OM und ON, so wiirde man um so gros-
sere Abweichungen von der Wirklichkeit erhalten, je weiter sich 000, von
den Ellipsenachsen entfernt.

Liegt z. B. 000, in den Halbirungslinien der Winkel zwischen den
Hauptachsen, so werden 00 = 00, =, 00’ = 09,’,

@ TS e (@) fryeinty _ rytcos? (p—y) - ryteosty
sin @ sint

)
2 2

, ri4r 1

P L 9 M.

N0 und 0Q,, in der angegebenen Weise benutzt, wiirden fiir gleichwalhr-
scheinliche Lagen von P Kreise um 0 anstatt Ellipsen ergeben

Bedarf man daher ciner genauen Einsicht in die Gruppirang gleich-
wahrscheinlicher Lagen von 2 um 0, so muss auch fiir eine Coordinate
von P in Bezng auf cine dritte Achse der mittlere oder wahrscheinliche
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Fehler berechnet werden, was, wie sich spiter zeigen wird, nicht viel
Miihe macht. Ist die Neigung einer der drei Coordinatenachsen gegen die
Hauptachse der Ellipse gleich ¢/, so ist fiir die betreffende Coordinate das
Quadrat des mittlern Fehlers
20) m?=m?2.cos® ¢ + m,?. sin> vy,

wenn m, und m, die den Hauptachsen entsprechenden mittlern Fehler
bedeuten.

Setzt man nun fiir drei Coordinatenachsen resp. ¢’ =1, ¥’ =19 45"
und 9" = 9 + 90°, so hat man zur Besimmung von m; m, und v
m?+m?  m?—m

g T

2
B 2., cos 2y,

m,2 = m,? cos 1 + m,? sin 2p =

24 m2 2 2
m22="‘| '12" 2 ™ . my sin 29,
m;,"=m'2-‘2_”‘22—'”'2—;'”22 cos 2y.

Fithrt man abkiirzungsweise noch m, fiir ¢’ = ¢ 4 135° ein, wo
m® + my? m? — my?
2 T 3

m?=m’+ my? —m,* = sin 2,

so wird .
(my?* —my?)? = (m* — my?)* + (m,? — m,?)?

{("‘12 + my?) = (m? 4 my?) = (m,? 4 m,?)

zur Berechnung von m; und m,. Damit besimmt sich auch ¥ aus einer der

obigen Gleichungen. Die zu m; und m, gehorigen r sind die Hauptachsen

der Ellipse.

- 16.

Nur selten kommen in der Praxis schiefwinklige Coordinaten-
systeme vor. Die wahrscheinlichen Fehler der Coordinaten gestatteten
hier auch die Berechnung von M nicht und liefern nur zwei Paare
gegeniiberliegender Punkte der Fusspunktcurve, wenn die Achsen nicht
zufillig parallel conjugirten Durchmessern licgen, was man indess nicht
wissen kann.

Polarcoordinaten, iiberhaupt alle solche Coordinatensysteme,
welche am Punkte zwei zu einander senkrechte Richtungen
markiren, ersetzen in jeder Beziehung rechtwinklige Coordinaten.

Bestimmung der Genaunigkeit eines Punktes aus der Angabe mehrerer von einander
unabhidngiger Geraden.

17.

Benutzt man zunichst ein schiefwinkliges Coordinatensystem mit dem
Neigungswinkel @, so sind die Gleichungen der Geraden im Anschlnss an
Fig. 6, wenn p und ¢ dic Abschnitte der Geraden auf den zn den « und y
senkrechten Achsen bezeichnen:
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A L e L A AR LN AL R AR R A S A A ¢ L AR A S e PP AR A NN - ~
.

§ y| Tp Yn .
21 =sine, ..... — — == sin .
) BB g, Ly

Ferner mégen ¢, .... &, dle n Abstiinde eines Punktes P mit den Coordi-
naten x, y von den Geraden sein, und m, .... m, die mittlern Fehler,
hy .... h, die Maasse der Genauigkeit — in Zukunft kurz Priicisionen ge-
nannt — der einzelnen Geraden bedeuten. Dann ist zundchst irgend ein -

Abstand ¢ (Fig. 6)
x
(_m“Jp p) sin 7t g —9)

sin @
+.’/ q pql ’

22)

E=x,

oder auch
23) E_—.—l_*_x._jl +y' qT'

worin der Abstand A der Geraden vom Coordinaten-Anfange als Beobachtungs-
grisse, zu der m als mittlerer Fehler gehort, erscheint, I aber die Liinge der
Geraden zwischen den Achsen bezeichnet. Bekanntlich werden « und y
so bestimmt, dass die Wahrscheinlichkeit des Zusammentreffens aller
Fehler, nimlich der Abstdnde &, ein Maximum wird; also, wenn w, ... w,
die Wahrscheinlichkeiten der Fehler Null senkrecht zu den verschiedenen
Geraden bezeichnen, und e Basis der natiirlichen Logarithmen ist,

() 1y ... W) = —(h, el bt et .. .t hatent) Ma.

Dies ist gleichbedeutend mit = (h?¢?) = Min.
1

Daraus finden sich fiir die wahrscheinlichsten Coordinaten x und y
die Gleichungen

0L 0z .

e = 0, oy = 0, oder ausgefiihrt

x.z(fl’—l”- B)+y. 2(”7 h?)—z(-‘{’.m)=0,
R 2) (9_9_ 'z)_ (‘ﬂ z)=-
.’r.Z‘(”.h +y.2 ”.h z l'h 0.

Fir andere Lagen des Punktes P, dessen Coordinaten mit = 4 u,
v 4+ v bezeichnet werden migen, ist diec Wahrscheinlichkeit des Ein-
tretens

24)

— Z".' h. de?)
Wy o= Max . e !
wenn Max. den Werth der Wahrscheinlichkeit fiir die wabrscheinlichste

Lage (z, y) des Punktes P hezeichnet und
14 q ;
Ae’={(a: + u) ;’ + 40 ;] — A — {x7+y-l~——l}2

ist, woraus mit Hilfe von 24) hervorgeht
Zeitschrift . Mathematik u. Physik XIII, 2. 1
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R Ry P R R R T e

W. ,— Maz . e_z( +o. Ty

— S(R) .
1

25)

= Max

Dic ¢ sind hierbei die Abstéinde des Punktes (x 4+ u, y 4 v), oder
kurz (u, v), von Parallelen zu den bestimmenden Geraden, gezogen dnrch
die wahrscheinlichste Lage («, y).

Fiir das Max. selbst ergiebt sich noch

26) Max.= (m,.wy...wy).€
worin ¢ die der wahrscheinlichsten Lage entsprechenden Abstinde von den
Geraden bedeuten.

Man sieht leicht ein, dass diese Resultate unabhiéingig von der beson-
deren Lage der Coordinatenachsen sind und ist daher zu dem Satze
berechtigt:

Ist ein Punkt durch mehrere Gerade bestimmt, so
liegen (nach Gleichung 25) um den wahrscheinlich-
sten Ort desselben alle Lagen gleicher Wahrschein-
lichkecit auf concentrischen, @bnlichen und &hnlich
liegenden Ellipsen.

Damit ist in der Hauptsache der allgemeinere Fall auf den besonderen
zweicr Geraden zurtickgefiihrt.

2 (—deh?)

18.

Fiir die weitere Ausfihrung moge zu rechtwinkligen Coordinaten-
achsen iibergegangen werden, da schiefwinklige sich nach Abschnitt 16.
weniger empfehlen. Indem @ = 90° wird, gehen die Gleichungen 21), 23),
24), 25) iiber in ’

27) 0 =— 121 —=xcosy + y siny, (allgemeine Form der Gleichung
einer Geraden),

28) e = — A — x cos y + y sin y, (Fehlergleichung), und

29) { x . Z (I cos®y) —y.Z (R cos y siny) 4+ = (h* A cos y) = 0,
—x , X (k2 cos y siny) + y . Z (h? sin? y) — X (h* A sin y) = 0,
worin y den Neigungswinkel der Geraden gegen die zu den Coordinaten«
senkrechte x-Achse bezeichnet. :
Hieraus folgen
x = N.Z [k Wg(ha sin yg — Ay sin y4) sin(ya—94)] ,
30) {y = N.Z[h h¥(d, cos 7p — Ag cos y,) sin(ya — 7p)],
N=1:2[h, k¥ sin® (y, — 1,
2 in Bozug auf alle paarweisen Combinationen der Zahlen 1. ... 7 (olne
Wiederholung).
Ferner ist

31) Wy e=Max.c ™~ Z[# (= wcosy+ vsiny)) , und
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fir das Maximum von W oder fiir das Minimum der Fehlerquadrate nach
Gleichung 26)

e mte L 5 ha®hgthy*Aysin(ya—yp) [Aa sin(yy —pp)+-Apsin(ye—7y,)
E—leh)=—N.5.2 +l,n'n(y,q——7.,)]}’
wobei die Indices « § y unter den. Zahlen 1 bis n alle Combinationen zu
drei mit Wiederholung bilden. (Index y und Winkel y kdnnen nicht wohl
verwechselt werden, sodass die Bezeichnungsweise auch nicht zu Irrthiimern
Veranlassung giebt.) Zieht man zusammen, so wird fiir Combinationen
ohne Wiederholung in der Summe rechts
2(—‘6’32) — N. > {(ha2 hﬂ2 h)’z)'[la sin (7ﬂ - 77) + le sin (77 - 7(1')} .

+ Ay sin (ya — yp) I*
Speciell fiir 3 Gerade sind die wahrscheinlichsten drei Abstiinde ¢
y=N.h?.hy?sin (y;—y,). {" $in(yy—73) 4y sin(ys—y,) A3 sin(y, — 7’1)}
ty=N.h?. h?.sin(y, —py). { ~+ a - b
ty=N.h? hy?.sin(y,—y,). { - - = h
woraus die Proportion folgt, wenn man nur die absoluten Werthe der ¢
berticksichtigt,
g hlie, bl hl=35 :5,:3,

WO 8y, 85, 83 dic 3 Seiten des fehlerzeigenden Dreiecks gegeniiber den
Winkeln y; — 9,, ,—¥; und y,— %, (ohne Riicksicht auf den Quadranten)
bezeichnen. Die wahrscheinlichste Lage des Punktes lisst sich hiernach
leicht construiren. ¥)

19.

Um die Lage der Ellipsenhauptachsen zu ecrhalten, werde das nach
der wahrscheinlichsten Punktlage verschobene Coordinatensystem um den
Winkel 19 gedreht; es ist dann zu setzen fiir die urspriinglichen » und »
ausgedriickt in den neuen Coordinaten ' und v’

u=u cosP 4 v sinyp; v=—u sinyp -4 v cosy.

Wiblt man nun 9 so, dass der Exponent von W , rein quadratisch
wird, so bezeichnet das ncue Coordinatensystem auch die l.age der
Hauptachsen. Aus Gleichung 31) folgt
39) {lan 29 = 2 (h? sin 2y) : X (h* cos 2y) und der Exponent wird gleich

= u?, Z[h?cos® (W—p)] + v%. Z[A? sin? (y—1p)].

Die Coefficienten von 42 und v? sind die Priécisionen in der
Bestimmung der Lagen der Achsen der « und ¢, oder der

*) Dasselbe ist bei nGeraden immer dadurch zu erméglichen, dass man mit
Hilfe der Hauptellipse fiir zuniichst zwei Gerade 1 und 2 zwei andere substituirt,
deren eine parallel einer dritten geht, mit der sic sodann zu einer cinzigen be-
stimmenden Geraden vercinigt wird. Man bemerkt leicht, wie dieses Verfahren
zum gewiinschten Ziele zu fiihren im Stande ist.

1%
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Hauptachsen selbst, und die diesen Pricisionen entsprechenden wahr-
scheinlichen Fehler gehoren als Hauptachsen zu der Hauptellipse. Fiihrt
man den Werth von 9 ein, so ergiebt sich die Précision fiir die
Achse der «, d. i. auch die Pricision in der Bestimmung der Coordinate
«’ senkrecht zu dieser Achse, gleich

33) %{ Zi A4 YEW i I F W e 2T} 5

fiir die Priicision in der Lage der Achse der o' ist die Wurzel des letzten
Ausdrucks negativ zu nehmen.

Lage und Griosse der Ellipse sind unabhiingig von der Wahl des Co-
ordinatensystemes; fiir die Grosse der Hauptachsen ist dies unmittelbar klar.
Die erste der Gleichungen 32) zeigt ferner, dass (¥ — %) fiir Drehungen
des rechtwinkligen Systemes constant hleibt, daher gilt der Satz in der
That auch fiir die Lage der Ellipse.

20.

Zur Berechnung der Priicision in der Bestimmung einer der urspriing-
lichen Coordinaten, etwa des x, suche man zuerst die zur Richtung der
z-Achse (oder Achse der u) conjugirte Richtung, indem man die y-Achse
(oder Achse der v) um 9—90° dreht und ¥ so wihlt, dass ¢? der Exponent
von ¢ in dem mit Max. bezeichneten Ausdrucke rein quadratisch wird. Es
ergiebt sich nach und nach

u=1u, v=1u col Y 4 v cscy,
A { o (—rsin =y + v ,)}
sin ¢

und fiir

, h? sin? (y—y) h? sin? y
2 2.
¢ ut. 2 ( sin? ) + ( sin?
34) wird
tan Y = X (h? sin y) : X (k% cos y sin y).
Der Factor von u? ist das Quadrat der Pricision in der Bestimmung
von & und werde mit H,? bezeichnet. H,’ sei die,Pricision in »" und H,

diejenige in der Bestimmung von y, welche Grisse H, aus H, durch Ver-
tauschung von y mit 90° 4 » hervorgeht. Indem nun

sin? o = [Z (? sin®y)]* : {[Z (B* sin® ) + [ Z (B cosy siny)]?},
giebt cine leichte Zwischenrechnung
35) {Hl = {Z (h*cos? y) . Z (h? sin*y) — Z (A% cos y sin 7)) Z (h? sin®y)
oder H?2=1:N.Z(h?sin®y)
und damit ist :
36) H=1:N. X (hcos’y), N wiein Gleichung 30).
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Ferner findet man
' = {[Z (B sin* p)]* + [Z (h? cosy sinp)]* } : Z (h? sin® p).

Nun ist

R
W= o+ g F
H2 2”‘ 2 X [hathy? sin? — yu)
[ (d (7a 7{1] l 37). %)
und somit auch M? = 5 N.Zh?

Dicser Werth muss sich auch aus den Pricisionen senkrecht zu den

Ellipsenhauptachsen ergeben (vergl. Gleichung 33), und in der That ist

1 1
—— = —, . 2
) ) N.Zhr?,

= (2).?4-;/_ n—y =)

wobei
V = = V[ (h? sin 29)?] + [Z (h? cos 2y)]?.
Ueberdiess geniigen auch H, und H,” der Gleichung

1 1
e = ). sin? ie loi izen ist.
M ( SH? + ) Il,"‘) sint ¥, wie leicht zu zcigen ist

H, und H, werden auf bekanntc Weise auch aus Gleichung 29) gofun-
den. Setzt man erstens daselbst Z (k%4 cosy) = (—1) und — Z(h%4 siny) =0,
so geht x in (1 : H,?) iiber; wird zweitens der erste dieser Werthe Null, der
zweite gleich (— 1) gesetzt, so geht y in (1: #,?) tiber. Bedarf man nun
H noch fiir cine andere Richtung (vergl. Abschn. 15.), so nchme man diese
als Achse der &', transformire die Gleichungen 28 und 29) und verfahre
uun wie oben beztiglich der Terme der Gleichungen, welche 2’ und y’ nicht
enthalten.

21.

Hiermit ist denn der allgemeinere Fall mehrerer Geraden auf den be-
sonderen nur zweier Geraden zuriickgefiibrt und es bedarf nur noch der
Bemerkung, dass die neugewonncnen Formeln mit den entsprechenden
friheren identisch werden, sobald alle Gerade bis auf zwei in Wegfall
kommen. Aus Gleichung 37) ergiebt sich alsdann

M2 = Vhl +h2 r|2+7'22
2h,2 hytsintp  20'sin’g

, wie in Gleichung 17).

Fiir die Lage der Iauptachsen geht Gleichung 32) iiber in
hz sin 2y,
12 cos 29, + k2’
Geraden angenommen wurde dagegen gicbt Gleichung 19)

lan 29 = wobei die 2-Achse in Richtung der crsten

*) H® und .M? enthalten nur Quadrate der Sinus, daher werden im Folgenden
die Winkel, soweit sic nur zur Berechnung von 72 und M? dicnen, ohue Riicksicht
auf den Quadranten bestimmt werden,
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r,2 sin 2<p
r%cos 29 + r

den vorigen uber

tan 29 = und weil ¢ = y, ist, geht dieser Werth in

Fiir dic Linge der Hauptachsen ldsst sich durch &hnliche Rechnung
ein Gleiches nachweisen, was hier weiter nicht ausgefiihrt zu werden
braucht.

22.

Bei den vorigen Rechnungen wurden die Priicisionen % als bekannt
vorausgesetzt. Sechr oft jedoch kennt man nur sogenaunnte Gewichte g,
die sich wie die 4® verhalten, und benutzt die Ausgleichungsresultate, die
wahrscheinlichsten Werthe der 2 kennen zu lernen. Die Theorie lehrt,
dass bei nGeraden der mittlere Fehler der Gewichtseinheit gleich ist
Z(£9)

n—2"'

worin ¢ wicder die wahrscheinlichsten Abstéinde bezeichnet. Die Prii-
cision der Gewichtseinheit wird daher gleich 1 : J2u?, oder es ist fiir das
Gewicht ¢

hy? = (g : 2u?).
Ist nun /* von vornherein genau bekannt und g = A% . i gesotzt worden,
8o muss sich jetzt i = 2u? ergeben.

Aus der Uebereinstimmung oder Nichtiibereinstimmung beider Werthe
kann man einen Schluss auf die Zuldssigkeit der bei Abschitzung der &
dienenden Principien machen. Jeder geometrische Ort stiitzt sich auf
Winkelmessungen und feste Punkte. Soweit 4 von ersteren abhiingt, wird
man es ziemlich genau angeben konnen; die festen Punkte betrachtet man
meist als fehlerfrei. Es muss daher im Allgemeinen der Ueberschuss von
2u? iiber / den mittleren Fehler der festen Punkte charakterisiren, oder zur
Entdeckung unberiicksichtigter Fehlerquellen fiihren.

23.

Die Pricisionen % der Geraden, und wenn es miglich ist,
auch die Lage der Geraden wird man so wihlen, dass M sich
mdoglichst klein ergiebt. Doch ist es auch sehr wiinschenswerth, dass
M fiir alle Richtungen durch die wahrscheinlichste Lage des
Punktes gleich werde, d. h. dass die Ellipsen gleichwahr-
scheinlicher Lagen in Kreise iibergehen.

Nach Gleichung 33) tritt Letztcres ein fiir
0 = X (h? cos 2y) = Z (h? sin 2y)

38) H"=1:M?=—;—.Eh2.
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Diese Bedingung gilt, fiir jede Lage der x-Achse, auf welche sich die
y beziehen. Schreibt man daher die erste der vorigen Gleichungen noch
in der Form

39) X (h? cos®y) = Z (h? sin?y),

so hat man fiir Gleichheit der # die Bedingung *): Es miissen sich die
#? unter den doppelten Neigungswinkeln ihrer zugchirigen Geraden zu
einem vollstiindigen Polygonec zusammenstossen lassen (nach Gleichung 38),
oder es muss die Summe der Quadrate der Projectionen der % zu zwei zu
einander senkrechten Richtungen gleich sein. In der letztern Ausdrucks-
weise ist aber noch eine Ungenauigkeit, denn liegen die zwei Projections-
achsen gerado in den Ilalbirungslinien der Winkel zwischen den Ilaupt-
achsen, so ist Gleichung 39) erfiillt, auch weun nicht alle / gleich sind.
Obgleich nun nicht zu vermuthen ist, dass diesor Ausnahmefall cintritt,
ist es doch nothwendig, die Summe der Quadrate der Projectionen noch
fiir eine dritte Achse zu bilden.

Sind Gleichung 38) und 39) erfiillt, so wird M? ein Minimum unter
der Bedingung von X 4% = Const. und bei unveriinderlichen Neigungen
der Geraden zu einander. Man hat aus

M? = Min. auch llV = Max. oder Z (ho*hg?sin’ (ya—yp)) = Max.

Es muss daher fiir heliebige Systeme von dk die Gleichung bestehon:

9Z an +2Z dng 4 ...+ dhy= K @by, 4 2hydhyt- ..+ 2h, dh),
ch, oh, oh,
worin K eine noch zu bestimmende Grosse ist. Die Ausfiihrung der Rech-
nung giebt zur Bestimmung der n -+ 1 Unbekannten 4, . ... A,, K dic
n 4 1 Gleichungen

= —C+Il" +h,’ + ...+’ln——l' +’¢n’

10) 0=—K . + htsin® (y;—v2) 4. - . 12 5in? (yy—yn—1) + hntsin® (y,—yn)

0=— K+ Ahsin® (yn—y,) F-het sin?(yn—y9)+ . . . hn—1?sin® (yn—yn—1) .

Die zweite bis (n -+ 1)te Gleichung sagen ans, dass #,, H,, ...H,, das
sind die Priicisionen der Geraden nach der Ausgleichung, cinander
gleich werden sollen, und da die Gleichheit dreicr dieser 77 diejenige der
simmtlichen # nach sich zicht, so sind (n — 3) der 4 fiir ein Minimum von
M im obigen Sinne beliebig. T'rotzdem kann der Fall cintreten, dass ein
Minimum nicht méglich ist, sobald sich nimlich einzelne 4* negativ er-
geben **). Die Unméglichkeit eines Min. tritt stets da ein,

*) Man vergleiche hieriiber, sowic iiber dic im Gleichungssystem 40) nach
Weglassung der ersten Gleichung vorkommende Determinante: Baltzer, Deter-
minanten 2. Aufl. § 17. (1. 2 etc.) und § 8 (16. 17).

*) Ein negatives 4? bedeutet, man soll die Gerade um 90° drehen und ihr dxe
Précision gleich dem absoluten Werthe des berechneten b bheilegen.
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wo sich die #? zu keinem Polygone zusammenstossen lassen
(nach Gleichung 38), d.h. wenn sich alle Geraden in einem spitzen
Winkelraume schneiden. Im andern Falle lassen sich mit Hilfe
einer Figur nach Gleichung 39) die % leicht ausprobiren, indem es ja
auch meist auf strenge Gleichheit der /4 nicht ankommt. Doch sind stets
die 4% in Grenzen eingeschlossen, und man erhiilt diese, indem man zu-
niichst drei der A2 durch € und die andern A? ausdriickt und diese sodann
variirt, u. s. w. Der Werth X findet sich nach Gleichung 38) zu g .

Es mag noch erwiihnt werden, dass die Unbestimmtheit des Maximal-
systems der i den Vortheil gew#brt, gleichzeitig noch andere Bedingungen
erfilllen zu konnen, wozu namentlich diejenige als von Wichtigkeit zu
rechnen ist, bei constantem M? die aufgewandte Miihe miglichst klein zu
machen. Die weitere Ausfilhrung muss indess besonderen Fillen vorbe-
halten bleiben (vergl. Abschnitt 34).

24.
.

Vorstehende Betrachtungen liefern ausser Erreichungen des Haupt-
zweckes noch nebenbei die geometrische Deutung der Ausglei-
chung der beobachteten Werthe einer Function zweier Ver-
indorlichen mit zwei zu bestimmoenden Constanten, hier den
Coordinaten « und y. Zugleich sieht man deutlich, was es heisst: den
mittlern Fehler einer Function der Constanten x, y anzugeben.

Z. B. die Function nten Grades von z, y

2 =f(z,y)
wird man zunichst linear machen durch Einfiihrung scharfer Niherungs-
werthe. Entspricht z, den Néherungswerthen x, und y,, so ist fiir die Ver-
besserungen von x, und y;, die 4x und 4y heissen migen,

1 n—1 0 0,
w5 Az=a£.4:c+—£.dy, oder

Aa:.(—— z._l)-l—- (g; 20"_1) —dz=0,

und in dieser Form hat man die Gleichung einer substituirten Geraden,
némlich einer Parallelen zu derjenigen Tangente der Curve, welcher (0 ¥o)
am niichsten licgt. 4z hezeichnet den Abstand dieser Parallclen von (2, ).
Derselben entspricht dicjenige Pricision H, welche zu einer Geraden unter
der Neigung y gegen die Achse der z gehirt, wo

J o
lan y = — l -%;/:M
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Ist hierdurch die Pricision fiir 4z, also auch fiir z gefunden, so ist es nicht
mehr schwierig, auch fiir f(x, y) selbst sie anzugeben.
Beispiel. Der Abstand des Punktes (2, y) vom festen Punkte

(=1, 9,) ist
v g=(x—ax)+ y — )

Sind x, und y, N&herungswerthe von ¢ und entspricht ibnen ein &,

so wird
_ Tg— &4 Yo— Yy, % —U
de = dx . r— -|-A_y.———€0 ; tany z—x,
Hat man nun das H und damit den mittleren Fehler m fiir Je ermittelt,
so wird -+ 2 ¢ m der mittlere Fehler in ¢ selbst scin, wenn hierin fiir

‘zund y die wahrscheinlichsten Coordinaten gesetzt wurden.

m selbst ist von der Entfernung beider Punkte unabhiéngig, und sucht
man einen mittlern Werth des mittlern Fehlers im Abstande von be-
liebigen andern Punkten (z,, y,), so ist es nur néthig, dicse fiir
eine Kreisperipherie um (x, y) zu betrachten. Ohne weitere Bemerkung
leuchtet ein, dass das mittlere Quadrat aller m wird im Anschluss an
Gleichung 20):

n ”
Z wt ’ 2 2
) M = ”—;- = »}/(m,"coa’rp’ + m,2sin?y) dy' = ”."_';'_"3_ =; M.
dy’ .

25.

Bisher war angenommen worden, dass die bestimmenden Geraden
von einander unabh#éngig bestimmt scien; anhangsweise mige jetzt der
Fall ersrtert werden, wo diess nicht mehr so ist. Einem Paare scharfer
Niherungswerthe der Coordinaten entspreche ein gewisses System von
Werthen der Beobachtungsgrissen; «,, @, ... @, sollen nun die Ergin-
zungen dieser Werthe zu den wirklichen Beobachtungsgréssen, «’, a, ...
o, aber die Ergidnzungen zu den wahrscheinlichsten Werthen der Beob-
achtungsgrissen bezeichnen. Versteht man noch unter x und y die wahr-
scheinlichsten Ergiénzungen der N&herungswerthe der Coordinaten, so ist

0=oaz + by + ca) +doy + ... + qo
die Form der nGleichungen zur Bestimmung von « und y, worin die Coef-
ficienten Functionen der N&herungswerthe aller Grissen bedeuten. Da fer-
ner p __>: n ist, kann man n der « durch x, y und die (p—n) andern « aus-
driicken und letztere als zu bestimmende Constanten, wie « und y, be-
trachten. Bezeichnet man sie daher noch mit z, z,, etc., 50 nimmt das
Gleichungssystem die Form an
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( o =Ax+ By+Cz,+.... + Dyzpa

@y =4z + By + Cpzy + .. .. + Dyzp s
) a,.'=.4,..‘c+ B,,y-l—C.z, + e +D._:p—u

a'u+,= . . + Z

a',,= . . . . +z,_,.

Setzt man hierin links fiir '« 4 4e, 8o bestimmt man bekanntlich z, y, = etc.
derartig, dass X (k2. 4%«) ein Min. wird.

Der Ausdruck fiir die Wahrscheinlichkeit eines andern Constan-
tensystems x 4+ dx, y + 4y, z + Jz u. s. f. lisst sich immer auf die-
Form bringen ¥#):

— Z(4,dz 4 B,dy +....+ D, dzp-n)t. b},

W, =x .c 1
worin %, in Bezug auf die 4 constant, A; die Priicision in «; ist. Bildet
man weiter die Summe aller #, fiir alle moglichen 4z,, 4z,, ... 4z, .,
so erhiilt man einen Ausdruck von der Form

W,==,.¢ —(P-d'z-i-Q.dz.dy.-{-‘R.zﬂy)’
worin wieder x,, P, 0, R von dx und 4y unabhingig sind.

Dieser Ausdruck sagt aber aus, dass immer sich gleichwahr-
scheinliche Lagen des zu bestimmenden Punktes um die
wahrscheinlichste Lage herum in Ellipsen gruppiren, womit
daher der allgemeinste Fall auf den einfachsten ,,zweier unabhiingigen
Geraden* zuriickgefiihrt worden ist. (Vergl. Abschnitt 39.).

II. Ueber das Einschalten von Netzpunkten in ein grosseres
s bekanntes< trigonometrisches Netz.

26.

Ist eine Landestriangulation bis zu Dreiecken von 0,5 bis 2 Meilen
Seitenliinge herabgekommen, so wird es sich darum handeln, eine grosse
Anzahl weiterer Punkte nach den gegebenen behufs Detailaufnahme ein-
zumessen, sodass deren durchschnittliche Entfernung 0,1 bis 0,3 Meilen
betriigt. Der grosste Theil dieser neubestimmten Punkte muss zugiénglich
sein, da sie zum Ausgange weiterer Messungen dienen sollen. Man wird

*) Ein Beweis hierzu findet sich in den Seite 75 unter Anmerkung **) citir-
teu Werken.’
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daher im Allgemeinen zu ibrer Bestimmung einen dreifachen Weg ein-
schlagen konnen: '
1) Man beobachtet von den Hauptpunkten die Richtungen nach den
Nebenpunkten;
2) man beobachtet umgekehrt auf den Nebenpunkten die Richtungen
nach den Hauptpunkten;
3) man beobachtet Beides, combinirt also Methode 1) und 2).

Wegen der ungeheuren Complicirung des Rechnungswerkes sowohl,
als auch wegen des geringeren Genauigkeitsgrades bei gleicher Mithe der
Winkelmessungen ist dasjenige Verfahren, zwischen den Nebenpunkten
selbst ein Netz zu bilden und dieses in das Hauptnetz einzuhéngen, nicht
in Gebrauch, Nur fiir benachbarte Nebenpunkte erhiilt man zwar auf dicse
Weise eine grbssere Sicherheit in der Bestimmung der Verhiltnisse ihrer
Entfernungen (also der Figur zwischen diesen Punkten); jedoch geniigen
auch hierzu die Angaben jener drei Methoden, welche jeden Nebenpunkt
direct auf die Hauptpunkte stitzen und so seine Lage gegen diese weit
wchirfer zu berechnen gestatten.

Berticksichtigt man gleichviele Hauptpunkte, wie dies jedenfalls fiir
die beiden ersten Methoden geschehen muss, auch bei der dritten der-
selben, so kann von cinem Vergleiche mit jenen beiden nicht die Rede
sein. Ein solcher hat erst dann Sinn, wenn im dritten Falle weniger
Hauptpunkte zur Bestimmung eines Nebenpunktes zugezogen werden, und
er soll hier iiberhaupt nur anhangsweise dem Vergleiche der 1. und 2.
Methode folgen, insofern dieses véllig geniigen wird.

217.

»In theoretischer Bezichung ist nun im Allgemeinen die zweite Me-
thode, bei nur drei Hauptpunkten ¢Pothenot’sche Aufgabe’ genannt, die
vorsliglichste; aber auch in praktischer Hinsicht bietet sie manche Vor-
theile vor der ersten.'*

Zur Begriindung dieses Satzes mige vorerst der letztere Gesichts-
puokt angenommen werden. Dabei sind zu berticksichtigen 1) die Situation
der Nobenpunkte und 2) die Menge der Arbeit mit dem Thecdoliten und
die der Ausgleichungsrechnung.

Die Nebenpunkte liegen meistens tiefer als die Hauptpunkte, diese
lassen sich daher leicht und gut von jenen visiren, wihrend umgekehrt die
Aufsuchung und das Anvisiren der schwachen Signalstangen, durch welche
man die Nebenpunkte sichtbar zu machen hitte, der grossern Entfernung
und des schlechten Hintergrundes wegen oft sehr misslich werden wird.
Es ist dieser Umstand der schnellen Ausfiihrung der Arbeit nach der ersten
Methode entschieden bedeutend hinderlicher, als der bei der zweiwen
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Methode nithige hiafige, doch leicht zu bewirkende Umzug nach nahen,
benachbarten Nebenpunkten. Die Situation der Nebenpunkte
spricht mithin zu Gunsten der zweiten Methode.

28.

Hinsichtlich der Menge der Arbeit mit dem Theodoliten und der-
Jjenigen der Ausgleichungsrechnung lisst sich Folgendes anfithren:

1) Bei Winkelbeobachtungen entsprechen den ¢Richtungen von
den ¢Hauptpunkten nach einem Nebenpunkte ¢ Winkelmessungen; eben-
sovicle lagsen sich auf dem Nebenpunkte zwischen den g Hauptpunkten
vornehmen und man hat hierbei noch den Vortheil der Auswahl unter den
g(g—1)

2
Winkel, hier wie dort, liefert eine Gleichung zur Bestimmung der Coordi-

naten des Nebenpunktes und wenn nur fiir letztere durch eine Uebersichts-
menselaufnahme der Nebenpunkte erst vorliufige, durch daraufsich stiitzende
Berechnung aus zwei guten Schnitten scharfe Niherungswerthe bekannt
worden sind, macht die Aufstellung und Auflésung der Gleichungen in bei-
den Fillen nahezu dieselbe Mithe. Ueber die wirklich erlangte Genauig-
keit wird die theoretische Vergleichung spiter das Nothigste angeben.

2) a. Bei Richtungsbeobachtungen von den Hauptpunkten
aus miissen die Nebenpunkte wegen ihrer grossen Anzahl gruppenweise
vereinigt werden, woméglich so, dass fiir verschiedene Hauptpunkte die-
selben Nebenpunkte zu einerlei Gruppe gehiren.

Man bekommt dadurch in die Rechnung eine Beziehung benachbarter
Nebenpunkte, da eine Gruppe am besten auch nur solche enthalten wird,
und durch diese Beziehung bestimmt sich die gegenseitige Lage dieser Ne-
benpunkte etwas schiirfer, als der mittlere Fehler M jedes einzelnen der-
selben erwarten ldsst. Leider verwickelt sich aber diec Rechnung durch
diese Beziehung ungemein, denn sie bringt sémmtliche Bestimmungsglei-
chungen der Coordinaten aller Punkte einer Gruppe in Zusammenhang und
strenggenommen miissen alle diese Gleichungen zusammen ausgeglichen
werden :

Ist ® der Beobachtungsfehler in dem Winkel « zwischen der Null-
richtung — es sei diese die Richtung nach einem andern Hauptpunkte —
und der Richtung nach einem Nebenpunkte, so schreibt man bekanntlich
die Gleichung zwischen @, ® und den Coordiniten x und y des Neben-
punktes als Fehlergleichung

—o.x=1x_f(x,y),
wenn x* das Gewicht des Winkels « und f(x, y) eine lineare Function der
Verbesserungen der Niherungswerthe von « und y ist. (Die Coefficienten
derselben sind von « und den Coordinaten des Hauptpunktes abhingig;
vergl. Abschnitt 30.).

moglichen Winkeln zu giinstigst wirkenden Schnitten. Jeder
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® besteht aus zwei Theilen, nkmllch. den Beobachtungsfehlern der
beiden Richtungen; bezeichnen 0, und Py .m:p den Fehler der Null-
richtung und den Fehler der Rlchtung nach dem pton Nebenpunkte auf
dem gten Hauptpunkte, so ist ST

— o = (0 — pg). oL
Ist # Anzahl der Nebenpunkte der betr. Gruppe, ¢ Anzahl-der Heupt-
punkte, von welchen dieselbe beobachtet wurde und beriicksichtigt than,

dass x constant wird fir alle Winkel von einem Hauptpunkte aus, so .-~

pimmt das System der zusammen zur Ausgleichung gelangenden Gleichun-
gen die folgende Gestalt an:

1ter Nebenpunkt, _ 2ter Nebenpunkt, nter Nebenpunkt,
L l:::]l::: 2 (0, —1)=1\ (@, 41); MO —2))=/1 (Zpsa); .. %1(0y—ns) =/n'(Zn, yn);
2. Haupt-

punkt: %2(03—13)=1"(®1, 1); #2(0—20)=/3" (T Y2)5... %a(0g—ng) =/n"(an, yn);

1-“p:‘;§‘t': %g(0g—1¢)=£1(0)(2),1); %g(0g—2¢)=/2@(ZgsY2);- %¢(0g—ng)=fn(@)Zn,yn).

Die Anzahl aller Gleichungen bierin betriigt n.q. Die 2n Coordina-
2
ten bestimmt man so, dass X (% . v’) = Min., wenn v den Beobachtungs-

2
fehler einer Richtung und ’;— sein Gewicht bezeichnen. Man erhilt damit

2nGleichungen fiir die Coordinaten; und macht schon die Entwickelung der
Coefficienten der Unbekannten fiir diese Gleichungen aus den obigen
n.¢ Gleichungen viele Miihe, s0 noch viel mehr die Auflésung nach den Un-
bekannten.

Noch schwieriger wird die Rechnang, wenn die Gruppeneintheilung
im obigen Sinne nicht hat innegehalten werden kénnen. Man wird wohl
sehr h#ufig am besten thun, den iibrigens nicht wesentlichen Vortheil des
Zusammenhanges der Gleichungen fiir verschiedene Nebenpunkte fallen
m lassen und jeden derselben fiir sich zu berechnen.

Was die Griosse der Arbeit gegeniiber Winkelbeobachtungen betrifft, so
stellt sich diese jetzt etwa halb so gross als bei letzteren heraus; denn es
betrigt die Anzahl der Einstellungen des Instrumentes fiir die nNeben-
punkte und die Nullrichtung (2 1), wihrend bei Winkelbeobachtungen
2n Einstellungen zur Ermittlung der 2 Richtungsunterschiede mit den
Nebenpunkten nothwendig werden.

2) b. Vereinigt man auf einem Nebenpunkte alle sichtbaren
Hauptpunkte in einen einzigen ,,Satz'* und bezeichnen (1), (2), ...(¢)
die Beobachtungsfehler der Richtungen, so ergeben sich (¢—1) Gleichungen
fir die Coordinaten des Nebenpunktes. Durch Einfithrung scharfer Niihe-
rungswerthe erhalten diese Gleichungen die Form
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1 —@2) ==1 +'Bz x -+ Cy.y,
42) (1.). .@}=A3+Bsx+cay)
"-(_1') (q)—Aq-l-B x4+ C,.y, wobei
{ 1)+ (2)*+....+(g)*} = Min. zu machen ist. Unter
x una.-g/ ma hierbei die Verbesserungen der Coordinatenniéherungswerthe,
uhte.r ‘A. B, ¢ gewisse Functionen der letzteren und der Coordinaten der
Hauptpnnkte zu verstehen. Durch Differentiation der Gleichungen 42)
und Multiplication derselben mit gewissen, noch unbekannten Grissen
Z,, Z, ... Z, ergiebt sich zuniichst
Z,.d(1) — 2,.d(2) — (B,.dz + C,.dy) Z, =0
Zy.d(1) — Z;.d(3) — (By.dz + Cy.dy) Z; =0
u. 8. f.
Addirt man diese Gleichungen, so muss ihre Summe mit dem totalen
Differential des Min. identisch werden, also
2Zd(1) — 2,.d(2) — ... — Z,.d(g) — Z(BZ) . dx — 2(CZ).dy =
(1) d(1) + (2) d(@) + ... + () dlg)
fiir beliebige Werthe der Differentiale. Dazu gehort, dass

Sz—() ¢

2 2(BZ)=0

—2,=0© ¢, , y also {(1)+ @)+ ..+ (9)} =0.
... Zezpn=o0 .
= ()

Die weitere Rechnung giebt nach und nach:
q 7 q
W.g — {O+@O+-..+@) =24+ ZB.ct 2C.y,
oder '
1)= —(ZA +}.'B x-l-Z’C y)

Fernerist — (2) =2,=— (1) + 4,4+ B,. x4 C,.y
—O=Z=—U)+ 4+ B.x2+C.y

@ =Zy=— (1) + 4y + Bz + Gy

2B.{ 34+ 2B,z +2C.
| &(BZ)=0=[Z(4B)+Z(BB).x+Z(BC).y]— {Z4+2B.2+2C.y;

43) q
2C. {24+ ZB.a+t ZCy)

2(Z) =0=[Z(4C)+ Z(BC).z+ 2(CC).y]— p

Diese Gleichungen haben die Form von Gleichung 29), wenn man
sich die Glieder mit =, sowie die mit y zusammengezogen denkt. Durch
Analogie erhiilt man daher die Quadrate der Priicisionen in der Bestim-
mnng von & und y zn

, und
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(B, =1:N. {Z(C —% (20}
H’,=1:N.{2(BB)-——;— (zB))
)4

:m={(2wm) - Lzmy(zen - cauy) - (202

q
UEN {(z#) + 2tco)) - ;-((23)2 + (@oy)} .

Die Priicision in der Beobachtung der Richtungen, fiir alle von glei- .
cher Grosse, ist dabei zu 1 vorausgesetzt. Ist ihr Werth 4, so hat man
B2, H,? mit A? zu multipliciren, M? mit A2 zu dividiren.

Wiiren die (¢—1) Winkel (1, 2), (1, 3), ... (1, ¢) einzeln gemessen
worden, jede Richtung mit der Priicision 1, also die Winkel mit der Pri-

cision %, so wiirden H? und M2 Werthe annehmen, die aus den soeben

aufgestellten hervorgehen, wenn die H2 mit 2 dividirt, M? mit 2 multipli-
cirt und 2B = 0, sowie ZC = O gesetzt werden. Man erhilt dafiir:
H?=1:2N.2(CC); H,*=1:2N.%(BB)
44%) ! (1: N)= Z(BB) . Z(CC) — (ZBC)?
M?= N'.(Z(BB) 4 2(CC)).

In ZB und ZC kommen theils positive, theils negative Glieder vor,
um so mehr, je gleichmissiger die Hauptpunkte vertheilt sind. Indess
auch ohne diese Voraussetzung werden

2 2
(—2:;) , (ZTC) gegen X(BB) und X(CC)
immer klein sein und daher kann man ihre Quadrate niberungsweise ver-
nachliissigen. Geschieht diess, so wird mit Hilfe einer leichten Zwischen-
rechnung :

1 M?/(ZB.X(CC)—ZC.Z(BC)? , (ZB.X(BC)— 2C.XBB) 2)
NM—_p? gl

s (T raen |+ mwnEee ) )

d.h. es hat M? einen nur wenig grosseren Werth als % M2

Dabei betrigt die Anzahl der Einstellungen fir M’ 2(g—1), fir M
nur ¢, woraus man erkennt, dass auch auf dem Nebenpunkte Richtungs-
beohachtungen viel vortheilhafter sind, als Winkelbeobachtungen. Es wird
sich allerdings zeigen, dass es nicht rathsam ist, die Winkel alle von einem
Hauptpunkte aus zu nehmen, man verbindet besser diametral liegende
Hauptpunkte. Jedenfalls #ndert im Allgemeinen dieser Umstand das Re-
sultat obiger Vorgleichung nicht dahin ab, dass Richtungsbeobachtungen
sich ungiinstiger als Winkelbeobachtungen herausstellen wiirden — immer
unter der Voraunssetzung, dass die Hauptpunkte im Umkreise nm den Nebhen-
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punkt nicht sehr ungleich vertheilt sind. Der Beweis hierzu kann umsomehr
wegbleiben, weil sich andrerseits auch zeigen wird, dass ,,reine Richtungs-
beobachtungen*, d. h. solche, die alle sichtbaren Punkte in Einen Satz
vereinigen, nicht rithlich sind, sondern wenigstens mit Winkelbeobachtun- .
gen combinirt werden miissen, sollen die Nebenpunkte nach allen Rich-
tungen gleiche Priicision # erhalten. Es gilt Dieses ebenso fiir die Beob-
achtungen auf den Hauptpunkten, wie auf den Nebenpunkten.

Man kann daher sagen: ,,Werden gleichviele Einstellungen gemacht,
um Nebenpunkte nach der ersten oder zweiten Methode zu bestimmen, so
" ist bei gleicher Beobachtungsweise die Ausgleichungsarbeit fiir beide die-
selbe. Fiir beide Methoden sind ferner Richtungsbeobachtungen etwa gleich-
viel giinstiger, als Winkelbeobachtungen.* (Vergleiche Abschnitt 39.).

29.

Die wirklich erreichte Genauigkeit kam bei diesen Untersuchungen
noch nicht in Frage. Die theoretische Vergleichung beider Methoden soll
nun zeigen, dass im Falle von Winkelbeobachtungen bei gleicher Miihe die
zweite Methode in der Regel bessere Resultate als die erste Methode giebt,
und dass, wie schon erwiihnt, reine Richtungsbeobachtungen im Allge-
meinen nicht vorkommen werden, da einzelne Richtungen ein grisseres
Gewicht als die andern erhalten miissen, soll die Triangulation ein giin-
stiges Resultat geben.

Es wiirde dann zu folgern sein, dass im Allgemeinen die zweite
Methode die glinstigere ist.

30.

Im Anschluss an Fig. 7 seien 4 und B zwei Hauptpunkte, P ein Neben-
punkt und dabei CAd=«a, SCB=F, <LP=19p, AB=2c, AP=a,
BP=1). Die Visur von 4 nach P giebt dann fiir die rechtwinkligen Coor-
dinaten z und y von P die Gleichung

O0=—ua.cosa+ (c+ y) sine,
wenn der Coordinatenanfang Q in die Mitte von 4B gelegt wird und 0B
die positive Achse der x wieder in dem Sinne ist, dass die Coordinate x
von P senkrecht zur x-Achse zu nehmen ist,

Sind («) und (y) scharfe Niherungswerthe, (z) + dx ==z, (y) 4+ gy
=y, so wird fiir die Verbesserungen 4x und 4dy der Néherungswerthe:
45) 0 = — 4 — dx . cos a 4 Ay . sin a; A =(x) cosa — (c+ (y)) sin a.

Der absolute Werth 1 ist der Abstand des Punktes ((z), (y)) von der
Visur 4P.

Die Gleichung 45) hat die Form der Gleichung 27); A erscheint daher
als Beobachtungsgrisse mit dem mittlern Febler 4+ a.®, wenn o den
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mittlern Fehler in « bezeichnet. Fiir die numerische Rechnung nimmt

man das zu () und (y) gehdrige («) aus der Gleichung tan (¢) = c—:l(‘fl(—y—)’
setzt den Beobachtungswerth « = (&) + 4d« und erhilt einfacher
cos (&) sin (@)

46) 0= da—4dzx. @ + 4y. @ i (@) = (=) sin(a) + (c+(y)) cos ().

Setzt man hierin links anstatt Null de als wahrscheinlighe Verbesserung
des Beobachtungswerthes, so ist es iiblich, die entstehende Fehlergleichung
noch mit der Wurzel des Gewichtes (proportional %) zu multipliciren.
Geschieht ein Gleiches fiir dic zu Gleichung 45) gehdrige Fehlergleichung,
so nimmt diese selbstverstindlich dieselbe Form an wie jene.

Wird P von B aus visirt, so erhilt bei gleicher Anzahl Einstellungen
wie vorher das entsprechendé 4 die mittlere Abweichung 4-b. o.

31.
Die Winkelmessung in P, ¢ = J{ 4PB, giebt fiir dicsen Punkt einen

kreisfsrmigen geometrischen Ort (Fig. 7.) mit dem Mittelpunkte M und der
Gleichung

4 (@ — e.cot g — (o

Zu den Niherungswerthen (2), (y) gehort ein gendherter Werth ()

nach der Gleichung
@)?+ () — ¢
cot (¢p) = S (@)
und man erh#lt damit analog den Gleichungen 45) und 46) fir die Ver-
besserungen dy, 4z und dop
47) 0=[(y)* + (2)*—2c. () cot p— €*] +-2(y) . dy+ 2 [ (x)—c. col(9) ] . A,
18) 0 — (@) —c.cot(p) ..» () sin® ()
) 0 = dp 4 dx @ sin? (p) 4 4y . @

Bedecutet (P) die gensherte Lage von P, so ist die erste Parenthese

2
) =0, oder: y> 4 a®— 2cx.cot p— ¢*==0.

in Gleichung 47) soviel wie (M (P))* — Rad?, Radius = sz_c_ .

n @

Ist nun A== — M(P)+ Rad.,
also der Abstand des Punktes (P) von dem Kreise, der dem Winkel @ ent-
spricht, so geht Gleichung 47) iiber in

49) 0= —1+4 4dx. (@) — chl_(q)) sin (@) + 4dy . Q/) sin (),

wie immer unter Vernachldssngung der Glieder 4% Fiir dlcse Gleichung
kann man noch setzen
0= —A—dx.cosy + dy .siny,
um anf die Form 27 zu kommen. y ist hierin der Neigungswinkel der-
Zeitschrift . Mathematik u. Physik X, 2, ?
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jenigen Kreistangente T'T gegen 4B (Fig. 7. ), welcher der Punkt (P) am
niichsten liegt.

Zu der Beobachtungsgrésse 4 gehdrt der mittlere Fehler

(x) ab
isi_n @ o= 2-—0).0,

wie die Diﬂ'erenti.ation des ersten Klammerausdruckes in Gleichung47) lehrt.

Die Gleichungen 45) bis 49) lassen sich leicht fiir jedes beliebige Coor-
dinatensystem transformiren und ebenso die Formeln fiir (@), (@) u. s. f. zu
leichter Berechnung der Coefficienten von 4z und 4y umindern. Dieses
bedarf hier keiner Ausfithrung weiter und es kann daher zur Vergleichung
der Methoden 1. und 2. zuriickgekehrt werden.

32.

Dic mittlern parallelen Verschiebungen der den Visu-
ren 4P von 4 und B aus, sowiec der Winkelmessung in P ent-
sprechenden substituirten Geraden haben sich ergeben zun

50) m; =+ aw, m;=-4 bw, "‘3=i‘2'l‘2~“’

Solange daher P innerhalb des von den Punkten 4 und
B aus als Mittelpunkten beschriebenen krummlinigen Rhom-
bus AC,C,B (Fig. 7.) liegt, ist m3><m? und auch my> <m,%. Riickt
P der Seite 4B niher, sodass 4P, BP und TT ziemlich gleiche Richtung an-
nehmen, so wird fiir beide Visuren 4P und BP zusammengenommen das
mittlere Fehlerquadrat

, (1 1 a?bh?
'"*’=1=(m—3+,;;z)=m-°’"

dagegen wird _
a?)h? a4 b? 4 2ub
@For® s alsomy—my.—— 03 +2
Daher ist in diesem Falle sogar m;? immer grosser als m;2 und zwar ist
der Unterschied beider am grissten fiir a = b, wo my'? = 2m,? wird.

2
mg” ==

a=1, b = 3 giebt m;? = 1,6. m,? und @ = 0 giebt m;? = m,>.

Bedenkt man noch, dass mg aus 2 Winkelmessungen, m, aus nur
ciner solchen hervorgegangen ist, so kann man sagen:

2Weicht der Winkel ¢ mit dem Scheitel P nicht sehr
von zwei Rechten ab, so ist die Winkelmessung in P zwei-
bis viermal so giinstig, als eine Winkelmessung in 4 oder B.“
Und hieraus folgt weiter :

nLiegt ein Nebenpunkt in der Nihe des Diagonalen-
durchschnitts cines von Hauptpunkten 4, B, ... gebildeten
Vierecks, so bestimmt er sich “bei gleicher Mithe’ etwa drei-
bis viermal so genan durch Winkelmessung in P als durch
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solche von den Hauptpunkten (4, B,...) aus, wenn man nur
gegeniiberliegende Hauptpunkte zusammen verbindet.*

In den meisten praktisch vorkommenden Fillen ist es wohl maglich,
mehr als drei Hauptpunkte im Umkreise um P herum zu sehen; liegt aber
P @berhaupt im Innern eines Viereckes (Polygones), so lassen sich
immer 4 (n Winkel) an P so auswihlen und messen, dass ihre substituirten
Geraden T'T den Punkt P ebenso gut bestimmen, als n Visuren von den Ecken
aus. Beobachtet man aber nur die vortheilhaftesten Winkel (also namentlich
solche zwischen gegeniiberliegenden Hauptpunkten), so ist im Allgemeinen
— fiir gleiche Mtihe — sogar die Genauigkeit eine zwei- bis vierfache von
derjenigen, welche durch Eckvisuren erreicht werden kann.

Bewegt sich P in eine Polygonseite, d. h. kommen die Haupt-
punkte scheinbar im Halbkreise um P herum zu liegen, so nimmt die Giite
der Bestimmung nach der zweiten Methode ab; doch erst, wenn P aus dem
Polygone heraustritt, kann sie unter diejenige der ersten Methode
herabsinken und. die Methode selbst unbrauchbar werden. Dieser Aus-
nahmefall tritt gewiss nicht ein, wenn — wie in Fig.8. — P von den Ecken
8, und H,, deren Distanz //; H, von P aus unter dem grissten Gesichts-
winkel erscheint, mindestens ebenso weit entfernt ist, als von den andern
Ecken H,, .. H,—, und gleichzeitig deren Abstinde von P sehr ver-
schieden sind.

Befindet sich P in sehr grosser Entfernung vom Polygone,
s0 sind zwar alle Geraden T7, durch Winkelmessung in P bestimmt, viel
ungenauer, als die Anschnitte von den Ecken aus, aber wihrend diese
nahezu dieselbe Richtung haben, schneiden sich die 77 im Allgemeinen

unter giinstigen Winkeln. Daher kommt hier die zweite Methode in
Vortheil,

Vorstehende Sitze, nicht gut anders als durch Induction zu beweisen,
bier villig zu begriinden, kann nicht meine Aufgabe sein. Ich werde nur
einige Beispiele, wo drei Hauptpunkte disponibel sind, specieller durch-
mbmen. Es ist dieses gerade derjenige Fall, wo die zweite Methode am
muverlissigsten wird; doch tritt er in der P’raxis nur iiusserst selten ein.
(80 hat Herr Professor Nagel unter cinem Complex von etwa 40 Neben-
punkten bei Zwickau — vergl. die Einleitang — nur cinen einzigen der-
selben auf nur drei Hauptpunkte stiitzen kinnen; sonst waren immer min-
destens vier Hauptpunkte zn sehen.)

33.

Da einer guten Triangulation der Nebenpunkte immer eine Anfnahme
derselben im Kleinen vorauszugehen hat, und man somit die Lage der
Nebenpunkte gegen die sichtbaren ITauptpunkte kennt, kann der Fall,
schliesslich fiir irgend cinen der ersteren eine ungeniigende Bestimwung

R}*
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durchgefiihrt zu haben, nicht eintreten. Schon vor Beginn der Mes-
sungen wird man zu iiberlegen haben, welche Winkel fiir jeden
Nebenpunkt zu messen sind, damit nach der Ausgleichung die
Pricisionen H fiir alle beliebigen Richtungen durch einen Punkt
moglichst gleich werden, damit aber auch der mittlerec Fehler M,
welcher die gegen die Hauptpunkte relative Gesammtgenauigkeit be-
zeichnet, fiir alle Nebenpunkte die gleiche Grisse erhilt.

Dicse Ueberlegung macht nicht sehr viele Miihe, da die strenge Er-
fiillung der socben gestellten Forderungen nicht néthig ist. In Abschnitt 23.
ist auch gezeigt worden, welche Regeln man bei der Wahl der Schnitte
sclbst, sowie ihrer Priicisionen % zu befolgen hat, um die Forderungen zu
erfiillen. Durch Uebung gelangt man bald dazu, in jedem Falle sofort aus
der Anschauung der Figur die besten Schnitte zu erkennen und alsdann
filbrt eine leichte Rechnung, unterstiitzt durch Constructionen, schnell zu
den giinstigsten Pricisionen derselben.

Soll nun M? fir alle Nebenpunkte einen constanten Werth (M?) er-
balten, und entspricht den so gefundenen Priicisionen 4 vorerst ein Werth
M?,_so hat man alsdann diese % noch im Verhiiltniss (M) : M zu veriindern,
indem die Relation besteht

M:(M)= (h):h.

Mittelst der (%) berechnet sich die Anzahl der Winkelmessungen. Fiir
einen Schnitt von einem Hauptpunkte aus, z. B. fiir 4P (Fig. 7.) fand sich
m,? = a. @*, wo @ der mittlere Fehler der Winkelmessung — man nehme
jetzt an: Einer Winkelmessung — ist.

Durch n, malige Messung geht m,? iiber in

m?=a®. :—]2
und sofern (IA,)2=2—;,§ ist, wird
n = 2(h)%. a®0®.

In gleicher Weise ist fiir die Winkelmessung in P

ab\? ®® bei n,maliger

b\? - .
m:,'*'=(;—‘;) . @? bei einmaliger Mgssung, myt = (2_0 "y Messung,

2
ng = 2(h,)?. (;—:) . 0%

Werden auch Richtungsbeobachtungen gemacht, so complicirt
sich wenigstens fiir die zweite Methode die Schiitzung der (%) ctwas. Man
verfihrt bei dersclben etwa so: Mit Hilfe der Formeln in Abschnitt 28.2" )
berechnet man zuerst H fiir drei verschiedene Richtungen unter Annahme
reiner Richtungsbeobachtungen. Iierzu nimmt man noch solche Winkel-

daher

*) Man vergl. auch Abschn, 39. Anmerkung.
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beobachtungen, dass dadurch alle H gleich werden, oder dieses doch méglichst
erreicht wird. Das Verfahren hierbei ist genau wie oben, wo nur Winkel-
messungen vorausgesetzt wurden, wenn man n#mlich mit Hilfe der drei
berechneten H die Lage der Ellipse um P, welche ihren wahrscheinlichen
Fehlern entspricht, ermittelt. Nach Abschnitt 13. ist es alsdann erlaubt,
fir die Richtungsbeobachtungen zwei Gerade zu substituiren, dic in die
Ellipsenachsen fallen und deren wahrscheinliche parallele Verschiebungen
der balben Li#nge dieser Achsen gleich sind.

34.

In Verfolgung der zu Ende von Abschuitt 23. gemachten Bemerkung
migen nun noch die Bedingungen fiir M* = Min. ,,bei gleicher Miihe der
Winkelmessung* aufgesucht werden. Ist p cin von £ und n unabhingiger
Coefficient, so existirt zwischen % und n, der Anzahl der Messungen, die

neg

Beziehung 4,2 = ;? . Der mittlere Fehler o der einzelnen Messung ist
a

dabei als constant angenommen. Hiermit reducirt sich die gestellte Auf-
gabe auf diejenige,
M= Z(#) == Min. zu machen, bei En = Zh?p*= Const
T 22 (kg hgt sin® (ya—yp)) ) ’ £ )
Eine ihnliche Rechnung wie in Abschnitt 23. giebt ¢ Bedingungen von
der Form .
K. p? = Z[hsPhg? sin® (ya—yp)] — Z(A?) . Z[ha? sin® (yi—ya)],
wenn ¢ die Anzahl der Geraden und X cine zu bestimmende Grosse ist.

Nennt man nun H; dic Priicision an der Stelle von %#; nach der Aus-
gleichung und hat N die friihere Bedeutung, so lisst sich auch sagen: ,,Es
(A

B
fir alle ¢ gleich werden.” Da nun dic p; im Allgemeinen nicht gleich
sind, so werden os auch die #; nicht, und es ist dieses Grund genug, von
der Errcichung eines solchen Mjn. abzuschen.

1
missen fiir ein Min. im obigen Sinne die Werthe X . N — ;’7{1—

35.

Wird in einem Dreieck 4BC, Fig. 9., der Puukt P nach der ersten
Methode bestimmt, so sind die Quadrate der Priicisionen bei P fiir die drei
Eckvisuren :

n

ﬂll’ AP.’I‘2 =3 _2a_'l‘—ml y
t

2 n,y - : ny
2= L, fic CPAGE = -,
fiix BP.h, 20, 0’ ur N 202wt
wenn ny, n,, ny dic Auzahl der Messungen der Winkel in P, «; a, a, resp.
gleich AP, BP und CP sind, endlich @ den mittlern Fehler einer cinzigen

Winkelmessung darstellt.
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Die Zwischenwinkel sind fiir
(1.2) = @3 = << 4PB; (1.3) = ¢, = X 4PC; (2.3) = ¢, = JBPC.

Daher ist
M?= 41 + e + n")Nl, wobei
51) .

l N, = 40*: {———;2 sin® @y 4 1’ :2 sin? @, -I- s , sin® @ } .
Nach der Ausgleichung treten an die Stelle der A, h2 hn dic Werthe
H?=20":N,. (n—z2 sin® @, + [—:'—3‘— sin? @, )

3

2 9p?: "l ;2 "3 o2

52)¢ H, 202 : N, . sin? @3 + oz Sin’ o

a? 3

2 9g? - Bt gin? By 2

Hr=2w?:N,. ( sin ¢p2+ﬁsm (p,).
a’ 2
Beildufig sei bemerkt: Die H werden unter Annahme von n, =n,

= ny in demjonigen Punkte gleich, fiir welchen ist (Fig. 10)

sm (p., sin? (p2 — sin® tp‘, sin® rpl __ sin? (p2 sint tpl
"+ + +

, d.h.
l
1 l 1

e+ ey = oy ey ~ @ T
wenn 4 44" parallel B”PC’ und senkrecht 4P ist, ebenso B'BB” parallel
APC” und senkrecht BP, sowie C CC' parallel B’ PA” und senkrecht
CP sind.

Dic Messung der Winkel ¢ in P (2 Methode) glebt zur Bestimmuug
von P, kreisformige geometrische Oecrter, fiir welche die Geraden I, IT.,
IIT. (Fig. 9.) substituirt werden konnen. Dic Pricisionen derselben
sind resp.

S N R T TS
ajta? o alal w?t afa? w?’

ferner hat man fiir ihre Zwischenwinkel zu sctzen (ohne Riicksicht auf den
Quadranten)
(I.1II) =, 4+, =9, — C, | worin 4, B, C die drei Dreieckswin-
(L.III) = «; + B, = @, — B, } kel bezcichnen und dic « und § die-
(I1.1II)= ay 4 B, = @, — 4, | selbe Bedeutung wic in Fig. 9. haben.
Damit ergiebt sich weiter fiir die Priicisionen H und den mittlern Feh-
ler M nach der Ausgleichung:
M2 = “(ajfa—l,vft;a;)" . (ae,? n,' + e2e,?ny 4 a.ﬁ’ ey ny)

2 o?
o\ 0.0 0,0,)° . © c c,
ng ny ny ny

& " sin? (p,— B)

+ 2 («p.—A))
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H,?=1:2L,. (a,’c;*ny’ sin? (@3 — C) + ay’ ¢y’ nysin® (9°— B))
54) { H,?=1:2L,.(a,2¢c,®n," sin® (p;— C) + ay%c,%ny sin® (p,—4)
Hy*=1:2L,.(a,2c,?n," sin*(p, — B) + a,2c,>n, sin® (p,— 4)), wobei
Ly=0N,: (o0.a a,a,)? ist¥).

36.
Das gleichseitige Dreieck.
1) Im Mittelpunkt desselben ist

2

. 4
a?=a2= a32=§ ;@ =@, =@, = 120",

Indem man nun alle n einander gleich nimmt, werden
Zn 16 o'a! 16w'a! _16 o*¢?
Tolal” Ny N = IR i s ot also auch M,? g Z‘n ,
wobei £n = 3n ist. Ferner werden fiir alle Richtungen die H gl gloich,
”2 =1: M.zu

N2=

*) Diese Formeln gestatten indess noch eine weitere Zusammenziehung. Mit
Hilfe der Figur sicht man némlich ein, dass

dcicp . 4e, o 2¢, sin oy 2¢, coS 204 o8 0ty 209 8in .
K1 sin (g — €) = 2L sin (g ) = 200 2w 0P A 00y 20y i
= sin (p, (ay — ay cos @,) + sin @, (ay — a; cos @)
= a,8sin 9, + ay sin 9, + a; sinp; = X (a sin ).
Daher ist

(1) sint @ — € = (%2) sint 0 — ) = (1) sint (g, — )= s P (wring)

(Y

und hiermit werden
4o, (w.aapa;)"

53‘) N' = —z-‘—‘(‘a sin w) (n""" + "l' "3' + "g’ "31) ,
, . v 20 g Fn 0y dng n)) g e)?
® e 8e.2: Lo aial = 2 M Ty My ry ) At o
Hy 8c,: Lyaytas?, Z2(asing). (ng 4 ny’) (@ ayaga)t ey
54%){ Hyt = 8eyt: Lyatay?, Bt (asing). (n) +ny) = - . _{_’; ,
, iy :; ! e, .
Hy'? = 8¢yt Lyt at. Z(asing).(n)+ ny') = -+ Lt
ni+ny
Die /A’ werden unter Annahme gleicher Beobachtungszahlen n in demjenigen
1 1 1
Punkte alle gleich, wo @6, = agry = aycy oder ay:a,:u3=--: — : — ,

¢y ey ey
8o dass sich nach den Proportionen .
Uy ay=1Cy:0y, a,:a3=rcy:0,, @y i aty= 050y
die Lage des Punktes leicht crmitteln liisst. Halbirt man nimlich im Dreieck 48C
jeden der 3 Winkel, so theilen die Ifalbirungslinien derselben dic Seiten in dem-
selben Verhiltnisse, in welchem die Lingen der resp. anliegenden Seiten stehen.
Durch je einen Theilpunkt und die der betreffenden Seite gegeniiberliegende Ecke
lisst sich nun ein Kreis legon, dessen Mittelpunkt auf dieser Seite liegt. Der
gemeinschaftliche Durchschnitt der drei Kreise ist sodann der gesuchte Punkt (in
Fig. 14. 15. und 17. mit 7, bezeichnet).
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Weiter hat man
2, Zn ot a® 16 w?c®
M22=cw2f.|" . Vg3 N2=F(—2,7)—2, also M22=—9§. —2,—”',—,
Ebenso wie alle # werden auch simmtliche A gleich, H?=1: M2
2) In der Mitte einer Seite, etwa BC, ist T
a?=3c% a,=a;=c,
@ =180°, @, = @y = 90"
9, — C=¢q@, — B=30% @, — 4 =120
Auch sieht man, dass n, = n,, n, = ny’ zu nehmen sind. Damit wird:

20 =3n"= Zn.

10
T tOr oy 60T pa M pa_pa M
! 1202¢? 70 T a, Y T T Ga?e?? T? 3T w2t
"e 3n,"+2n, Ne: No— 3wt ¢t . g — 3w? ¢
2 Batct Y P @2 F n))ny ! ! ny, . N, '
2 o2
H2'2 —_ H‘lz —_ _ 2m c’
) (' + n;) W,
Nimmt man noch ny =n,=ny; n  =n/=n/, Zn=2n", so

wird abgekiirzt
M2 — 105 o? c? o? ¢*  die H sind dabei wie auch die &’
! W %n Zn’ ’  sehr ungleich.

Damit M, so klein wie fiir den Mittelpunkt des Dreiecks werde, hat
man etwa doppelt soviel zu messen, wie dort; fiir M,2 wiirde man etwa
dreimal soviel Messungen zu machen haben.

Nimmt man n, = 6n, = 6n,, so werden alle # gleich, nimlich:

; M,2=50.

1 8w?c?  also M,? bei gleicher Miihe etwas klei-
— . 2 - 2% ¢ 1 g
Zn=8ny; M, H? Zn ' ner wie vorher.

Moglichste Gleichheit der H’ erreicht man durch Annahme von n'=0;
nidmlich :

, 3w? c? , , 202 ¢? 3wt c? .
H?= 2 e, H?= H/*= ——, N,= ——; ferner wird
n,.N, ’ ny . N, ny, ny
, , 402 w'-' . o 2
Zn' = 2n,’; also M,®2= S d. i. nur halb so gross, wie M2
» Die zweite Methode ist also fiir Punkte in der Mitte der Seiten giin-

2
stiger als dic erste, M,?= 112'— . Macht man die H resp. H maglichst

gleich, so erlangt man die gleiche Genauigkeit mit weniger Miihe, als wenn
ohne Riicksicht darauf alle n einfach gleich genommen werden.*

3) Riickt P einer Ecke, etwa 4, in einer Seite, etwa 4B,
immer niher, so ist es erlaubt, bei kleinen @, niiherungsweise zu
setzen: (Fig. 11.)
a,=a,=2¢; ¢,=60", @,=120", @,=180";

2
@;—C=120%; p,—B=60"; p, — 4 wird sehr klein, sin?= i:% . 3—.
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Die Werthe ¢,, ¢,, 9, — B sind zwar wenig anders als hier angegeben,
aber da keiner der Sinus dieser Winkel der Null naho ist, verschwindet

der Einfluss der kleinen Aenderungen.
Es wird damit

1 n + n ) 256! ¢! a,?
T 2 3 . —_ T N
H, 40’ + Ni; W, 3ny (4n, ¢ + nya?) ’
2 02 2 02 .
leoderll2=32m c 2 __ 32mca,

3ny N, i T.3(n, >+ n,a ) N,
Gleichheit aller # ist nicht mogllcl\ da alle drei Visuren in einem
spitten Winkelraum -liegen; sie wird mdglichst erreicht mit 72, = O und

-

2
u,=nl.—4£1—, das giebt
- %

32w? ¢? 2560 c! 32w? c?
B2 oder H,> = H? = SnoN, N, = Suny ; Ml'z-——3—'? oder, da
2
Zn=n, + n,. -¢$‘ d. i. nahezu Zn=ny, auch M,> = 1&30;';0 .
2 02
Bei Gleichheit aller n n, = n, = n, ist dagegen M = 16;—;

mit Vernachlissigung der kleinen Glieder.
Es ist sonach riithlich, dic n wie vorher zu nechmen; gegen die Lage
von Pim Dreiecksmittelpunkt hat man sodann immer noch doppelte Arbeit,
um ein gleich grosses M zu-erhalten.
Weiter findet sich (Fig. 11.)

Mir=L, (a,*c’n+ 4c! (0 +ny))s Ly=—:(n'ny n 0y 40y ny)
H*=1:6L,c*(ny + n); Hy*=1: —22;— L,c*a2(n,) +ny)
und H,?=1: % Lyctal(n/+ny).

Gleichheit der H ist nicht erreichbar *) ; mdglichst angestrebt wird sie
. 862 -— a|2

womit Zn

durch Annahme von n, = ny und n,’ = n, . — —"
1
pahezu = n,” und .
9 4 ow’a? 320? ¢?
M2 = — . N =
] ny 3Zn
2 2
Dagegen wird bei n) =n, =n,” M} = —3?;;”0 d.i. so wie vor-

her, nur sind die A noch verschicdener als vorhcf, ‘da nicht cinmal H/
und H, (oder Hy) gleich werden.
Auch fiir die jotzt behandelto Lage von P ist somit M2 z M2

*) Da die Rechnung nur niherungsweise richtig ist, kann es nicht befremden,
dass trotz Gleichheit dreier A’ doch nicht dieselbe aller belicbigen A’ stattfindet:
Hy und Hy' sind Pricisionen fiir nahezu dieselbe Richtung,
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4) Riickt P der Ecke 4 auf der Winkelhalbirungslinie
niher, und wird daher @, wieder sehr klein, so gilt folgende Nidherungs-
rechnung: (Fig. 12.)
ay=a,=2¢c; ¢;="60"; @,=@;=150"

9

@, — C=90"'= @, — B; @, — A sehr kloin, sin’? = o
3 2 1 4¢

Fiir n, = n, gehen iiber M2, N, u. s. w. in

4n,c? 4 2n,a.? 256 cla,’w?
2 | 274 . —_
M, 16w?a,2¢?  °° M My n, ' 8n c*+3nya*’
16w?c? 32q,2 ¢? 0?
2 S gt — 21— 1
i ny Ny ' e H3 (4c*ny + 3nya/%) N,
Maglichst gleiche H giebt n, = 0 und wird dabei, weil 2n = n,+4 n,,
M 64w c?
V77 32n
Dagegen ist fiir n, =n, =n; Zn=3n
—_— 2 o2
und mit Vernachlissigung kleiner Glieder M,? =2—4;—n~c -, also wenig anders.

Weiter findet sich bei n,” = ny
M2 =L, (a,*c*n,’ + 8¢'ny); L, = w?: c? (2n) + ny)n,,
H/*=1:16Lyc'ny, ; H,)*= H;*=1:2L,a,%c*(n,+n,).

2__g.2 ,
Gleichheit aller H verlangt n,"=n,’. E‘ET;!— , womit nahe Zn=n,
!
2 52
und M2 = 8-‘%:—
. . 8w? ¢? P
Dagegen ist bei ny = n, =n;, M= et d. i. nicht ungiin-

stiger als vorher; nur sind hier die H sehr ungleich.
Stellt man zusammen, was in 1) bis 4) gefunden wurde, so hat man:

.o . . 2 (2
» Bei gleicher Mithe (Zn = Const.) werden die Coefficienten von >
n
entsprechend den M,? und M,?:
M| Mg | me | M
bei Gleich- | bei unglei- )
heit aller n chen n
. Alle H gleich. Alle A und alle /'
i § 5,3 1,8 5,3 1
1) Dreiecksmitte I {Allelf’gleich. | &3 | 18 { gleich.
itenmi ' Gleiche #; mig-
2) Seitenmitte 10,6 5,0 8. . ? €
) enmt ! ! | 4 { lichstgleiche &',
Ungleiche #; w1 .
3) In der 8eite nahe | 16. | 10.7 ngleleha s 10,7 | 10,7 Moglichst gleiche
der Ecke ’ | ’ H; ebenso H'.
{ | UngleicheZs’. s . .
4) Nahe der Ecke in | 24, 8. | 21,3 8. {Mogl. gleiche H;
der Winkelhal- | gloiche &
birungslinie. A
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o N Pt O P Pt P Pt P PP PP NP L IN A 8 PSP s 5 P R S s e o e s el

Diese Tabelle zeigt 1) den besondern Vortheil, den die zweite Methode
innerhalb des Dreiecks gewihrt, 2) wie ausscrordentlich verschiedenc M
man durch gleiche Miihe bei verschiedenen Punktlagen erhiilt.

5) Liegt P ausserhalb des Dreiecks im riickwiirtsverlingerten Winkel-
raum (etwa fiir 9C BAC), so gelten bei grosserer Nidhe an 4 die Verhiltnisse
wie unter 3) und 4).

Geht man in grissere Entfernung von 4, so werden M, und M,
pach und nach immer mebr einander gleich; wihrend sich nun bei An-
wendung der zweiten Mothode alle H' gleich machen lassen, ist dieses fiir
die H nach der ersten Methode ganz unmaglich.

Wird die Entfernung 4P = ¢ sehr gross, so entstehen Schmttﬁguren,
wie fiir P, in Fig. 11. und 12.

Eine leichte Rechnung giebt nihérungsweise unter Annahme eines
sehr grossen e

40, ¢
2= " " s J— — —
M= 302 3, Wenn Zn=n;+ny+ny, n,=nyund ng=2n,,
zu Fig. 11. {
w? . et , , ,
M= ¥ g,/ Wemn Zn=n;+ ny4n4, n/=n,"=n, ange-
¢’ Zn

nommen werden.
Ferner ist

(o w?. et

M= ER Zn=ny+ ny, ny=0, ny=ng;
zu Fig, 12, o, ot
M= —— sl Zn = n, + n, + ny, n,'= n, = n, gesetat.

Wihrend die Gleichheit der’ M fiir beide Methoden fiir grosse Entfer-
nungen des Punktes P vom Dreieck hiermit bewiesen ist, zeigt die Figur
unmittelbar, dass die erste Methode sehr ungleiche, die zweite Methode aber
gleiche H ergiebt.

6) Liegt P im offenen Winkelraum BAC, Fig. 13., so ist die
sweite Methode unbrauchhar und nur bei grosserer Entfernung des Puunktes
vom Dreiecke kann sie der ersten Methode gleichgestellt werden. Fiir
sehr grosse Entfernungen crhilt man Resultate, wie soeben unter 5) ge-
funden wurden. Am ungiinstigsten sind die Lagen P, in der Winkelhal-
birungslinie. Je seitlicher bei gleichem Abstande von CB P, riickt, um
8o besser bestimmt es sich nach der zweiten Methode.

Fiir P,, wo Dreicck 4BC congruent Dreieck P, BC ist, hat man

a=a,'=4c?; a,2=12¢% @, =@, = 30", p, =300"; p;—C=p,—B=30"

@, — A=240".
16w%c? (n, 4 6n,)
M?r=" s, _‘: 9,‘-2":2 fir ny = ny; Zn = n, + 2n,;

2 o2
M2 16w®c?(3n,’ + 27:.2) bei n,

’
A g =n,; Sn=n"+2n,.
nny 4 ny) ny
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Méoglichste Gleichheit der Pricisionen H resp. H' verlangt n, = 0,
n,/=0. In jedem Falle aber ist bei gleicher Mithe M,? etwa 3. M,2.

Damit ist erwiesen, dass Lagen P ausserhalb des Dreiecks sich im
Allgemeinen nach der ersten Methode besser als nach der zweiten Methode
bestimmen. In der Praxis kommen indess solche Lagen kaum vor, da von
einem Punkt ausserhalb des Dreiecks 4BC and ere nahe Hauptpunkte D, E,
F etc. sichtbar werden.

37.

Was im Vorhergehenden fiir das gleichseitige Dreieck gefunden wurde,
gilt auch fiir das ungleichseitige, so lange dieses nicht sehr spitze oder
stampfe Winkel enthiilt. Der giinstige Raum fiir die zweite Mothode ver-
schicbt sich dann, wie es die schraffirten Flichen in Fig. 14, und 15. un-
gefihr andeuten. Sehr stumpfe Dreiecke sind am ungiinstigsten; daher
moge der Fall dreier Punkte in einer Geraden (Fig. 16. und 17.)
bei Gleichheit der Liéngen B4 und AC = 2¢ besondere Beachtung finden.
Im Anschluss an Fig. 16. hat man:
1.Lage von Pin D. a2 = a2 =8c?; a2=4c?; n,=n,

cl=4c% c,=cy=c; n/=ny
Py =3~ C=@,=@,—B=45%; p;=@,—4=90".
16w?c? (n, 4 ny) und M2— 16w°c? (n)' 4 ny)
2n nyFnyn, 2n ny $ny'n,
Beide Werthe werden gleich fiir n; = "1 , Ny = ”2" ng =n,.

. J"I|2 =

Gleichheit der H resp. H’ verlangt n,=0=n,", n,=n,; n, =ny;
damit wird

I;‘ [71.-‘—32 mz,—z—., Z'n=2n=én’.

Bei Gleicheit aller n = n’ ist der Betr;g—ﬁir M,* und M,? derselbe.

M= M=

2. Lage Pin D, wo D, sebr nahe an 4 in der Linic DA liegt. Man
crhiilt niherungsweise :

a, sehr klein, a,?

’
= a,> = 4¢?; n, = ny; n, = ny

¢3=q)3_c=¢2=¢2-—-B=90"‘ sm2(p1 —8"12((}71—4)

3
¢
M — 8w’c! (2¢?n 4 nya?) M — w? (2¢*n, -[—al nl)

! 8nln2r‘-|— nyny.at 2 T %n, n, 0y ny
ny=ny=ny; n)= n, = ny geben (mit Vernachlissigung kleiner Glieder)
60? c? 20? ¢?

Ml=-—=; M= —--
n Zn

Die Priicisionen sind aber dabei sehr ungleich nach verschiedenen
Richtungen. Die # und resp. die H" werden gleich, wic auch der Anblick
der Figur lehrt, fiir
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2 —_ 2 Dl — . .2
2¢tny = nya®, 2¢°n, = n, a°

also nahezu
Zn=2n, Zn' =n, und das giebt
Bw? c? 20? ¢?
2 = ., 2 =
M = Zn poM Zn

3.Lage P in D, naho an B, wobei jedoch D B senkrecht CB scin
mag. (Fig. 16.)
a,? = 4c?, a,® = 16¢?; a, sehr klein

=@, — C =@, = ¢, — 4 = 90"; sin® p, = sin? (p, — A) =
64w?ct. (16¢2n,+ 4a,2n; 4 a,%n,)

1 6c2

N? = . hierbei sind die # resp. #’
' 3526"’”' c:—-l—’n, n:;a.?‘-!-(%tinz ":‘c‘, ; ungleich, wenn man alle n
N2 —=2FC (16c n + a,’ ny’ + 16¢’ny) gleich gross nimms,
? ny'ny + nny + ny'ny )
Man erhiilt im letztern Falle /2= 48w? c* 2 32w? c?, Zn=23n=23n"
1 5Zn ' T2 Zn :

Giebt man den Visuren von 4 und C aus gleichen Einfluss, setzt
128w c! (2(:2 n, + n; a,?)
. 12871% ny ¢ -{—-n, a2t
Gleichheit der H verlangt 2c*n, = n, a,’ und damit geht ,? iiber in
20m? ¢?

>, » Wwenn man setzt

n, = 4n,, so wird M,® =

Zn=n, + n, a, + 4n, = 5n, nahezu.

Daher ist es nicht ratxone]l, den beiden erwiihnten Visuren gleichen
Einfluss 2zu geben. Besser ist es, n, = 0, sowie wegen Gleichheit der H
4c?ny = n, a,? zu nehmen:

) 82w’ 8c’w

ay?
M?=- o = n , da Zn=n, 4 n, . —2— also nahezu gleich n, ist.

Nimmt man ferner n,” = n,, wodurch I nnd ITI. gleichen Einfluss

erlangen, so wird ,
M2 ©? c? . (32¢® ny 4 @, ny)
: 2ny n + n) ny '
Gleichheit der H’ tritt ein bei 32c?n,” = a,?n,’; dafiir gebt Zn iber
3202 c?
Zn
Mit Hilfe der jetzt gewonnenen Formeln und der Figur 16. liisst sich
der Satz aussprechen: ,,Solange P innerhalb des schraffirten Raumes in
Figur 17, liegt, ist die zweite Methode cbenso gut und ctwas besser als
die erste Methode; in jedem andern Falle ist sic weniger genau als diese.*

in nahezu n,’, und also M,? in M= -

38.

Man wird schon im Vorhergehenden die Bemerkung gemacht haben,
dass cine Combination heider Methoden, also dic Anwendung der driten



Methode, zuweilen vortheilhaft sein muss. Es fragt sich nur, ob dieses
hiufig vorkommen kann.

Hat man nur zwei Hauptpunkte 4 und B (Fig. 18.), so ist die dritte
Methode so lange vorziiglich, als P ausserhalb des Halbkreises iiber 4B
liegt und dabei wenigstens einer der Aussenwinkel des Dreiecks ABP
bei 4 oder B nicht viel kleiner als 90" ist. Im gleichseitigen Dreieck
ABP werden alle Pricisionen H fiir P gleich, sobald man jeden Winkel
gleich oft beobachtet.

Die Winkelmessung bei P wird wegzulassen sein, wenn P innerhalb
des Halbkreises iiber 4B zu liegen kommt. Entfernt sich P vom Halb-
kreise und.riickt 4B niher, so wird die Bestimmung unzureichend. (Vergl.
P, in Fig. 18.)

Man erkennt nun leicht, dass fiir eine Einschaltungstriangulirung
die drittc Methode, sofern sie nur zwei Hauptpunkte als Ausgang nimmt,
nicht so glinstig ist wie die beiden ersten Methoden; denn alle Lagen von
P, welche der dritten Methode giinstig sind, werden die Benutzung noch
eines dritten Punktes, ja meistens noch mehrerer Punkte gestatten, wo-
durch man bei gleicher Mithe der Winkelmessung, ohne die simmtlichen in
Abschnitt 27. angegcbenen Uebelstinde iiberwinden:zu miissen — sowohl
die der ersten als die-der zweiten Methode — mindestens dieselbe Ge-
nauigkeit erhalten kann.

Auch darf man nicht vergessen, dass die beiden ersten Methoden ein
von den znfilligen Fehlern der Hauptpunkte freieres Resultat geben, als
die dritte Methode, die offenbar den ganzen Fehler der zwei Ilauptpunkte
in den Nebenpunkt iibertriigt.

Denkt man sich die dritte Methode als reine Combination der beiden
andern und vergleicht die Resultate ,, gleicher Mithe*, so ist wohl immer
die zweite Methode vorzuzichen, nicht nur in praktischer, sondern auch
in theoretischer Hinsicht; wie daraus hervorgeht, dass die erste Methode
in den praktisch vorkommenden Fillen von Einschaltungen ungiinstiger als
die zweite ist. Dicjenige Arbeit bei Auwendung der dritten Methode,
welche der ersten Methode entspricht, driickt die Genauigkeit offenbar
herab gegeniiber der zweiten Methode, welche die ganze Arbeit am
giinstigsten verwendet.

39.

Die theoretische Vergleichung wurde unter der Annahme von Winkel-
beobachtungen gefiihrt. Es ist nun schon friiher gefunden worden, dass
die erste Methode ebenso wie die zweite sich ctwas giinstiger zeigt fiir
reine Richtungsbeobachtungen, dass zu diesen aber, um ecine gleichmiissige
Genauigkeit fiir jeden einzelnen Punkt P sowoll als auch vergleichsweise
fiir verschiedene Punkte P zu erhalten, immer Winkelbeobachtungen zur Er-
Ziinznng zugezogen werden miissen.
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Es ist nun von Interesse zu sehen, wie bei 3 Hauptpunkten sich die
H unter Annabme reiner Richtungsbeobachtungen gestalten.
Die Formeln aus Abschnitt 28. 2b geben, sofern das System 42) sich

reducirt auf
(1) — (@) =4, + Bz + Cpy
1) —@)=4;+ Byz+ Cyy
und man einen Hilfswerth (2) —(3) =(4;—4,) + (B;— B)) x+(C, —C,)y
. = 4, + Bz + Cyy
einfithrt :
Ar=1:n. 2 +B B a1 n. & +C; + G

1

(1:N)= ‘E' +B;2+B32 . C'2+C;2+_C3_2 - (£1+ B302+Bsca)2}
r—_ _n. {BI B’+B + C,"-[—C;;?_—{-C,,’_

} ; h =1 gesetzt.

Dieselben Werthe wiirde man erhalten durch %malige

Messung jedes der drei Winkel an P*), wenn einer Einstellung
die Priicision A = 1 ebenso wie oben zukommt. Die Fehlergleichungen
werden n#mlich

1 1 1 ’ 1
(1-2)1/‘3“?—42- —.‘+B-4- g.x+c2. 3 -Y

1 (1.3) -—%_—=A:, f+3 ]/_ x4 Cy. ]/ .y
@.3) l/g;——A, ]/3+1; ]/; a:-I-C,.I/;—-.y

und daraus folgt z. B.
HP=1:N. %5 (BB), N—= (%)2{2(33).2(00)—(230)2};
1

d.i. wie oben.

Hiernach giebt die Anzahl von 6 . % Einstellungen bei Winkel-

beobachtungen genau so viel Genauigkeit als 3 Einstellungen bei Rich-
tungsbeobachtungen. Dieses etwas befremdende Resultat kann etwas
strenger auch wie folgt abgeleitet werden im Anschluss an Abschnitt 25.

*) Ebenso leicht findet man, dass ein Satz reiner Richtungsbeobachtungen

twischen ¢ Hauptpunkten A und M ebenso crgiebt wie dic % malige Messung

aller der /- (L— miglichen Winkel zwischen diesen ¢ Hauptpunkten, dass daher

bei dieser Art Winkelmessungen 2(q—1) Einstcllungen Dassclbe leisten als ¢ Ein-
stellangen bei Richtungsbcobachtungen. Diese Bezichung gilt iiberdies ganz all-
gemein fiir Winkel- und Richtungsbeobachtungen von cinem Punkte aus.
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1N)—@=4,4+B,z+Cy "
(1) — (3) = 4y + B, x + Cyy }erhalt man
die wahrscheinlichsten Werthe x, y fiir (1) = (2) = (8) = 0 und es ist
iiberhaupt von einer Ausgleichung nicht die Rede (wesshalb die Ableitung
der H und M aus den allgemeinen Formeln vorhin nicht streng richtig
war). Dem Fehlersystem u und v fiir £ und y mbgen Richtungsfehler (1),
(2) und (3) entsprechen, wo
(1) — (@) = B,u+ C,v (1) — (3) = Byu + Cy».
Die Wahrscheinlichkeit ist dabei
W — [+ (2 + (8)]
=% .€

— [ (12— 2.(1) (Byut Byt Gy Cyw) - (Byut Goo)t -+ (Byu-+ o).

_Aus den Gleichungen

=%, .
Oder fiir (2) —(B)=B,u+Cv
_ {3 [ — b’,tz+B,u+C,v+C,v] +

Wy=n ¢

+ (Byu+Cyo)* + (Byut Go)'+ (Byu+Cyv)? ).
3

Lisst man nun (1) fiir ein constantes System u, v alle miglichen
Werthe durchlanfen, so wird

W, = Wu,o= % . iy ((B|u+0, V)1 (Byu+ Cyv)2+ (Byu+ Cs")')

Construirt man hierzu die Ellipsen wie frilher, so erhalten dleso.
gleiche Lage und Griosse mit den entsprechenden Ellipsen, welche sich

2
durch 3 ‘malige Messung der drei Winkel ergeben wiirden.
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Die mathematische Bestimmung der Vertheilung der
Elektricitat auf Conductoren im Allgemeinen und speciell
auf gewisse Systeme von Conductoren, die von Rotations-
flichen mit gemeinschaftlicher Rotationsaxe
begrenzt sind,

von

Ta. KOTTERITZSCH.

§ 1.
Bekannte Siitze der Potentialtheorie.

1) Ist eine gewisse Elektricititsmenge¥) iiber ein beliebiges System
von Conductoren vertheilt, so nimmt dieselbe, fiir den Zustand des Gleich-
gewichtes, eine solche Anordnung an, dass ihr Potential fiir alle Punkte
im Innern und auf der Oberfliche eines und desselben Conductors einen
constanten Werth hat. :

Die Dichtheit®*) der Elektricitit in Punkten, die zur innern Masse
eines Conductors gehoren, ist stets gleich Null; oder die Elektricitiit ver-
breitet sich nur auf den Oberflichen der Conductoren.

2) Werden die einzelnen Conductoren cines in beliebiger, aber unver-
&nderter, relativer Lage gegeneinander verharrenden Conductorensystems
mit beliebigen Elektricititsmengen geladen, so giebt ¢s nur eine, aber auch
stets eine Art, nach der die Anordnung der Elektricitit stattfindet. Zu-
gleich befindet sich dann die Elektricitit im Zustande des stabilen Gleich-
gewichtes.

*) Gemessen nach absolutem Maasse.

**) Der Aunsdruck ,,Dichtheit der Elektricitit an cinem Punkte‘* definirt sich
am cinfachsten darch den Specialfall, dass, wenn auf ciner Kugel vom Radins
== 1, die Elektricitiitsmenge ( sich befindet, die Dichtheit der gleichformig iiber

die Kugel verbreiteten Elektricitiit an jedemn Punkte = 3; ist.

Zeischrift §. Mathematik n. Physik X1, 2, \)
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3) Die Dichtheit der Elektricitiit an einer bestimmten Stelle der Ober
fliiche eines Conductors und das Potential der gesammten nach dem Ge

setze 1)

vertheilten Elektricitit auf den Punct, um dessen elektrische Dicl

tigkeit es sich handelt, hiingen zusammen durch die Relation:

wobei
4

I
= " &= om

. das Aenderungsgesetz von ¥, dem Potential der gesammten vorhar

ow

denen Elektricitit auf den genannten Punkt, bedeutet, wenn diese
Punkt um die unendlich kleine Strecke 0= in der Richtung der No:
male nach aussen fortriickt;

o ist die Dichtheit der Elektricitlit in unserem betreffenden Punkte;

I bedeutet eine nur von den, den einzelnen Conductoren mitgetheilte
Elektricititsmengen abhiingige Constante und

n das Verhiltniss des Kreisumfanges zum zugehdrigen Durchmesser.

1) 7 hat folgende Fundamentaleigenschaften:

«,

B,

14

&

§

V ist fiir alle Punkte p ausserhalb der Conductoren endlich un
iindert sich stetig, wenn p seinen Ort stetig findert.

V geht in Null iiber, wenn der Punkt p, auf den es sich bezieh
in unendliche Entfernung von den Conductoren riickt.
Fiir jeden Punkt p ausserbalb des von einem Conductor erfiillte
Raumes geniigt ¥ der Gleichung:

RN SENNVES SRR LN 4
wenn z, ¥, * die rechtwinkligen ridumlichen Coordinaten des Punl
tes p sind, auf den sich 7 bezieht.

¥V ist constant fiir alle Punkte p, die auf der Oberfliche desselbe
Conductors liegen; oder diese Conductoroberfliiche ist eine Niveat
fliche fiir V.

Kommt die Function ¥ her von elektrischen Massen, die steti
iiber die Oberflichen cines Systems von Conductoren verbreite
sind, so hat V7 fiir alle Punkte des inneren Raumes eines und de:
selben Conductors denselben constanten Werth, den es fiir all
Punkte der Oberfliiche desselben hat.

Kommt ¥ nur her von elektrischen Massen, die stetig iiber di
Oberflichen eines Systems von Conductoren verbreitet sind, s
giebt es nur eine einzige Function 7, die den von « bis & aufge
zihlten Eigenschaften geniigt, es giebt aber anch stets eine solch
Functiou.
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5) Den Fundamentaleigenschaften fiir ¥ von & bis d geniigt das Poten-
tial zweckmissig gewihlter elektrischer Massen im Innern emes jeden ein-
gelnen Conduetors.

6) Diese elektrischen Massen im Innern eines jeden Conductors haben
hierzu nur der Bedingung zu gentigen, dass ihr Gesammtpotential fiir alle
Punkte auf der Oberfliche eines und desselhen Conductors einen constan-
ten Werth habe, der aber fiir die einzelnen Conductoren ein verschiedener
sein kann.

7) Geniigt die im Innern eines einzelnen, von allem fremden elektri-
schen Einfluss befreiten, Conductors angenommene Vertheilung elektri-
scher Massen den beiden Bedingungen: 1, dass ihr Potential fiir alle Punkte
der Conductoroberfliche constant ist, 2, dass die algebraische Summe der-
selben, addirt zur algebraischen Summe der wirklich auf der Oberfliiche
des Conductors vorhandenen elektrischen Masse, Null ergiebt, so ist der
Werth des Gesammtpotentiales beider elektrischer Massensysteme fiir alle
Punkte ausserbalb und auf der Conductoroherfliche gleich Null.

8) Sind diese beiden Bedingungen fiir jeden cinzelnen Conductor
eines ganzen Systemes von Conductoren erfiillt*), so muss auch nothwen-
dig das Gesammtpotential aller vorhandenen elektrischen Massen fiir alle
Punkte auf oder ausserhalb der Conductoren Null sein.

9) Ist ¥ das Potential aller elektrischen Massen, die sich auf der Ober-
fliche der Conductoren eines ganzen Conductorensystems befinden, fiir
irgend einen Punkt einer Conductorfliche oder des von dem Conductoren-
systeme ausgeschlossenen Raumes, ist ferner U das Potential der nach den
beiden unter §) genannten Bedingungen angenommenen clektrischen Mas-
senvertheilung fiir denselben Punkt, auf den sich 7 bezieht, so ist nach 8)

F 4+ U=0,
folglich, da nach 2) pag. 121 ¢ = — L —ZTZ auch
_h U
®=4x on

Literatur:

Poisson: Mém. 1 et 2 sur la distribution de I'électricité & la surface des corps
conducteurs. Mém. de la classe des sc. mathem, ct phys. de I'inst. Année 1811.

Green: An essay on the application of mathematical analysis to the theories of
electricity and magnetism. Crelle’s Journal, Bd. 39, 44. u. 47.

Gauss: Untersuchungen iiber die im verkehrten Verhiltnisse des Quadrates der
Entfernung wirkenden An7iehungs und Abstossungskriifte. 1840. Namentlich
§ 24, § 25, § 26, § 27, § 36 und § 37.

*) Niimlich so, wie es Nr. 6 und Nr. 1 dicses § verlangt.

\‘)‘Jt-
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§ 2.
Priicisirung der gestellten Aufgabe.

Ist die in 9, § 1 definirte Function U bekannt, so folgt nach dem an
derselben Stelle genannten Satze die gesuchte elektrische Dichtheit einfach
durch Differentiation, wenn man noch bemerkt, dass die Constante % sich
ergicbt aus der Relation

Lim 9 ,
R—co—If—hI = — hUy
worin bedeutet

0 die algebraische Summe aller dem Conductorensysteme urspriinglich

mitgetheilten Elektricititsmenge (nicht durch Vertheilungswirkung).

Voo = — Uy, den Werth von ¥ resp. Uim Bezug auf einen Punkt ',

dessen Entfernung R von dem Conductorensysteme unendlich
gross ist.

Die zu lésende Aufgabe kommt daher daranf hinaus, die Function U
zu beschaffen.

Die Potentialfunction U im Bezug auf irgend cinen Punkt p kann aber
* als bekannt angesehen werden, sobald die analytische Bestimmung der
Massen erfolgt ist, welche U bewirken.

Die zu bestimmende Massenvertheilung hat nun folgende Bedingungen
zu erfiillen:

1. Nach 5, § 1 miissen die geometrischen Oerter fiir die einzelnen an-
zunehmenden Massen innerhalb der gegebenen Conductoren liegen.

2. Nach 6, § 1 miissen die anzunehmenden Massen die einzelnen Con-
ductoroberfliichen zu Niveaufliichen ihres Potentiales haben und

da durch Vertheilung auf jedem einzelnen Conductor stets gleich grosse
Mengen entgegengesetzter Elektricititen erregt werden, die algebraische
Summe der auf demselben wirklich vorhandenen Elektricititsmengen also
dadurch nicht geiindert wird, sondern immer der dem Conductoren ur-
spriinglich mitgetheilten Elektricititsmenge gleich bleibt und da die Wir-
kung der auf jedem einzelnen Conductor haftenden Elektricititsmenge auf
jeden Punkt ausserhalb oder auf dem Conductor ersetzt werden soll durch
die hypothetischen elektrischen Massen im Innern des Conductors, so ist
nach 7 und 8, § 1 auch

3. die algebraische Summe der im Innern eines jeden einzelnen Con-
ductors anzunchmenden Elektricititsmenge gegeben. Sie ist nimlich ent-
gegengesetzt gleich der dem betreffenden Conductor urspriinglich mitge-
theilten algebraisch addirten Elektricititsmenge*).

*) Bei Abstraction von directem Uebergang der Elektricitit zwischen den
Conductoren.
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Hiernach liisst sich die im Allgemeinen zu 16sende Aufgabe in folgende
Worte fassen: ,,Jnnerhalb gegebencr geschlossener Flichen
sind elektrische Massen, deren algebraische Summe fiir jede
einzelne Fliche ehenfalls gegeben ist, so zu bestimmen, dass
ihr Gesammtpotential diese Fléchen zu Niveauflichen hat."

Diese Aufgabe ist bekanntlich unbestimmt.

Hat man elektrische Masseu symmetrisch vertheilt zu einer Ebene, so
sind auch die Niveauflichen ihres Potentiales symmetrisch zu dieser Ebene
gelegen, Umgekehrt muss man daher auch, wenn die Conductoren selbst
sowohl, als auch die den einzelnen Conductoren urspriinglich mitgetheilten
algebraischen Summen von Elektricitéit symmetrisch zu einer Ebene geord-
net sind, der Aufgabe geniigen kinnen durch eine symmetrisch zu dieser
Ebene angeordnete Vertheilung der anzunehmenden elektrischen Massen.

Der vorige Satz gilt auch noch, wenn man statt Ebene Gerade setat.

Sind endlich die Conductoren begrenzt von Rotationsflichen, die
simmtlich ein und dieselbe Gerade zur Rotationsaxe besitzen, so wird man
der gestellten Aufgabe geniigen konnen durch eine Vertheilung elektri-
scher Massen der Art, dass Dichtheit und Vorzeichen derselben f{iir alle
Punkte, die auf der Peripherie eines Kreises liegen, der seinen Mittel-
punkt in der Rotationsaxe und seine Ebene senkrecht zu derselben hat,
constant ist.

Ist nun in diesem Falle keiner der einzelnen Conductoren von einem
anderen umschlossen, so kann man erwarten, dass man der Aufgabe auch
geniigen kionne allein durch eine angenommene Vertheilung elektrischer
Massen auf der Rotationsaxe selbst.

Dieser Fall ist es nun, den wir in der Folge specieller betrachten
werden in einer Weise, dass die Methode der Rechnung auch auf jedes
beliebige Conductorensystem, das urspriinglich mit beliebigen elektrischen
Massen beladen worden ist, ausgedehnt werden kann.

Wir stellen uns also die Aufgabe: ,,Wie sind elektrische Massen
sufder Axe eines Systems von, von Rotationsflichen mit ge-
meinschaftlicher Axe umschlossenen und einander nicht ein-
schliessenden, Conductoren auzuordnen, wenn dieselben zur
Ermittelung der elektrischen Dichtheit auf den Conductoren
beniitzt werden sollen?*

Nach 5, § 1 ist dazu erforderlich, dass ein endliches Stiick der Rota-
tionsaxe von jedem einzelnen Conductor selbst umschlossen ist, derselbe
also keine ringformige Gestalt hat; und es ldsst sich erwarten, dass auch
die innerhalb der Conductoren liegenden Stiicke der Rotationsaxe nicht zu
klein gegen die iibrigen Dimensionen des Conductors sein diirfen.
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§ 3.

Reduction gewisser specieller Fiille auf den allgemeinen Fall.

Wir sagten oben, dass die algebraische Summe der in Wirklichkeit
auf einem jeden Conductor bhefindlichen Elcktricititsmengen bekannt sei.
Dies scheint nicht der Fall zu sein, wenn einer oder mehrere Conductoren
zur Erde abgeleitet sind oder kurze Zeit abgeleitet gewesen sind.

Im erstern Falle muss man aber bei strenger Rechnung sowohl die Ab-
leitungsvorrichtung, als auch die ganze Erde mit als Conductor betrachtcn
und wird so auf den allgemeinen Fall pag.125 zuriickgefiibrt. Fiir nur an-
genkherte Rechnung unter Voraussetzung eines sehr diinnen Ableitungs-
drahtes kann man, nach Green’s Vorgange, das Potential der auf den Con-
ductoren befindlichen elektrischen Massen, bezogen auf jeden Punkt der
abgeleiteten Conductoren, gleich Null setzen und erhilt damit eine Be-
dingungsgleichung zur Berechnung der auf den abgeleiteten Conductoren
befindlichen Elektricititsmengen.

Wenn im zweiten Falle, der wieder aufgehobenen Ableitung, dic Be-
rechnung der clektrischen Dichtheit stattgefunden hat fiir noch bestehende
Ableitung, so kann durch Ermittelung des Integrales f eds, wo ¢ die elek-
trische Dichtheit im Oberflichenelemente ds des abgeleiteten Conductors
bedeutet, und wenn die Integration iiber die ganze Oberfliche des Conduc-
tors ausgedehnt wird, die algebraische Summe der auf dem abgeleiteten
Counductor befindlichen Elektricititsmengen gefunden werden. Ist aber
diese bekannt, so ist man dann auch nach wicder aufgehobener Ableitung
wieder auf die allgemeinen Fille pag. 125 zuriickgekommen.

Der Natur der Sache nach sind die Begrenzungsflichen der von uns
speciell nach pag.125zu behandelnden Conductoren sémmtlich geschlossene
Fldachen. Diese Flichen sind aber, namentlich in den praktisch wichtigen
Fillen, meist solche, dass sie nicht ohne weiteres durch eine einzige Glei-
chung analytisch festgelegt werden kénnen, z. B. bei dem hiufig vorkom-
menden Apparat, wo ein cylindrisches Drahtstiick centrisch an eine Kugel
angesetzt ist, u. 8. w. Um auch die Meridiancurven solcher Flichen, wic
cs uns erwiinscht ist, durch eine einzige Gleichung von der Form y = f(x)
oder p(x,y) = O fiir rechtwinklige Coordinaten [oder r = f, (8) oder
@, (r,0) = 0 fiir Polarcoordinaten] andeuten zu konnen, erinnern wir an
die (Dirichlet’sche) Formel: -

Geniigt y innerhalb des Intervalles fiir x von a bis ¢, derFormy=/, (x),
innerhalb des Intervalles a, bis a, der Form y = f, («), innerbalb des In-
tervalles a, bis a; der Form y = f, (), ...... ,, innerhalb des Intervalles
a,_1 bis b der Form y = f, (x), so ist der Werth des y fiir ein x, das der
Bedingung geniigt, b >z a:
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Ist diese Gleichung die in ebenen rechtwinkligen Coordinaten aus-
gedriickte Gleichung des auf der einen Seite der Rotationsaxe gelegenen
Stiickes der Meridiancurve eines der gegebenen Conductoren, so ist ersicht-
lich, dass

keine der mit f bezeichneten Functionen innerhalb der zugehorigen Inte-
grationsgrenzen unendlich wird, '

dass y sich mit Ausnahme cines Falles mit x stetig #indert,

dass firx — codera =8 y=0

und dass, da wir einander umschliessende Conductoren von unserer Be-
trachtung ausgeschaltet haben, ein hohler Conductor aber im Bezug
auf die Vertheilung von Elektricitit ebenso wirkt, wie c¢in massiver,
die obige Gleichung nur einen zusammenhingenden Curvenzweig be-
deuten wird.

Der eben erwiihnte Ausnahmefall ist der, wenn der Conductor ein
senkrecht auf der Rotationsaxe stchendes ebencs Begrenzungsstiick enthiilt.
Umgeht man die Schwierigkeit dieses Falles durch zuGrunde-Legung eines
anderen Coordinatensystemes, so kinnen wir sagen: Durch eine Gleichung
von der vorstehenden Form ist irgend ein Punkt des auf der einen Seite
der Rotationsaxe liegenden Stiickes der Meridiancurve eindecutig bestimmt.

Sind weiter die Derivirten der mit f bezeichnoten Functionen inner-
halb der entsprechenden Integrationsintervalle stetig, so ist auch eine so-
fortige Differentiation der cbigen Gleichung erlaubt, wobei freilich an den
Integrationsgrenzen «,, a,, a, ...«,_; statt der wirklichen zwei im Allge-
meinen verschiedenen Werthe von y das arithmetische Mittel dieser beiden
Werthe zum Vorschein kommt.
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§ 4.
Analytische Fixirung der gestellten Aufgabe.

Seien eine Anzahl, etwa ¢, Conductoren von der Art gegeben, wie sie
pag-125 vorschreibt. Die Gleichungen der Meridiancurven derselben seien,
bezogen auf ein ebenes rechtwinkliges Coordinatensystem mit der Rota-
tionsaxe als Axe der x:

y=o(@); y=9,(x); y =@3(x); ..... Y = @q ().
Die mit elektrischen Massen zu belegenden Stiicke der‘Rotationsaxe (voll-
stiindig innerhalb der Conductoren gelegen) migen reichen, resp.

von a, bis b, ; von «, bis b,; von a, bis by; . .... von a, bis bg.
Der den Anforderungen pag. 124 geniigende Modus der Vertheilung elektri-
scher Massen sci dargestellt durch resp.
fi(9): £2(0)s fi(@)s e ... £y (0).

Dann ist das Gesammtpotential aller angenommenen elektrischen Massen
bezqgen anf einen Punkt, dessen rechtwinklige rdumliche Coordinaten *)
sind x, 9, &

2 b b b
U= / f':‘.’.,) do+ ‘/ /”(_—9) do +J &g)de-l— ...... + f_q.(()) do

-5 /*f_md

wenn r =}/ (x—o)?+ nt ¢
Ist nun der Punkt x % { irgend ein Punkt der Oberfliche des s** Con-
ductors, also * 4 P =p* = [(p, (2)]% so ist nach pag. 124, 2.:

_ £ (e)do
1, U, i‘ J V(x-p—e = €, = Const.,

welche Lage auch der Punkt xz 1 ¢ auf der Oberfliche des s* Conductors
einnehmen mag.

Bedeutet also do ein auf der Oberfliche dieses Conductors gelegenes
Bogenelement, so ist

oUu, ox |, oU, oy U, ou, ,, . __
,3;5;'4' 3y 96 o:c+ﬁ%(x)“0

eine identische Gleichung, sobald der Werth von y = ¢, (x) als Function
von x in diesclbe eingesetzt wird.

*) Bezogen auf ein Coordinatensystem, das moglichst mit dem obigen ebenen
zusammenfillt,
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Die Identitiit I reprisentirt ¢ Identititen, da in ibr s alle Werthe von
1 bis ¢ annehmen kann.

Weiter ist nach 3. pag. 124

be
0, ff@de=4,

wenn — A, die algebraische Summe der dem s* Conductor direct mitge-
theilten Elektricititsmengen bedeutet.

Die Gleichung II repidsentirt, aus demselben Grunde wie die Gleichung
I, ¢ Gleichungen.

Vermittelst der Gleichungensysteme I und II sollen nun die Functio-
nen f(¢) und die Lingen und Lagen der mit elektrischer Masse zu belegen-
den Axcnstiicke, d.i. die Integrationsgrenzen « und b bestimmt werden.
Ausgeschlossen bleiben dabei im Allgemeinen Lésungen von der Form:
f: (e) = 0, und b, = «,.

Indem wir hier fiir die Bestimmung der « und 6 nur an das pag. 125
fiber Symmetrieverhiiltnisse Gesagte erinnern, gehen wir namentlich
darauf aus, die Functionen f zu berechnen.

Jedenfalls kénnen wir iiber diese Functionen die Voraussetzung
machen, dass sie an den und innerhalb der Integrationsgrenzen nirgends
unendlich werden, womit dann auch ihre Entwickelung innerbalb dieser
Grenzen in Fouriersche Reihen gestattot ist.

Um diese Entwickelung in moglichst einfacher Form verwenden zu
konnen, denken wir uns den Coordinatenanfang bei der Berechnung des

. Potentialwerthes der in cincm bestimmten etwa dem p® Conductor ange-
nommenen Elektricitit immer in die Mitte der mit elektrischer Masse be-
legten Axenstrecke gelegt; eine Operation, die offenbar auf das Potential
jedes einzelnen Conductors sowohl, wie auf das Gesammtpotential ohne
Einfluss ist. Setzen wir dem entsprechend weiter

by—ap=2hy; fr(@) = Bade lz
=0
so erhalten wir statt der Gleichung 1, jetat
+Ap
2, U,= ap / " ¢
v -d " S=7 =5 40y
Ve—e?+y

wobei jetzt, gemiss der angenommenen Bewcghchkelt unseres Coordinaten-
systems, dem « fiir jedon einzelnen Conductor ein besonderer Werth bei-
gelegt werdon muss.

Es ist nun unsere Aufgabe, der Gleichung 2, oder dem U, eine Form
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zu geben, dass dessen Berechnung fiir jeden Werth, den « und y gemiiss
der Bedingung, dass der Punkt xy auf der Meridiancurve des s“* Conduc-
tors liegt, erlangen kann, leicht ist, und namentlich auch die Art der Ab-
hingigkeit des U, von x und y, wenn xy irgend einen Punkt der Meridian-
cbene bezeichnet, hervortritt. Hierauf hat dann, unter Anwendung der

Gleichungen I und II die Bestimmung der Coefficienten o’ und endlich die
der Functionen £, selbst zu erfolgen.

Hierbei ist noch besonders der Umstand hervorzuheben, dass, weil
cine Function sich nur in einer einzigen Weise in eine Fouriersche Reile
. entwickeln lidsst, sich auch alle Unbestimmtheit der Aufgabe in der Art der
Bedingungsgleichungen zeigen muss, von denen die Integrationsgrenzen

ky und die Coefficienten af abhingen.

§ 5.

. !
Transformation von U, und d‘x U,.

Seien die beiden Theile des Integrales

+ n —Egi
e n
1, e de
Vie—eot+y
Zh

cos (n i 0) . /‘ sin (n
1 = -d dI; =1 do.
JVe—orrs " Vot s

Nun ist bekanntlich

o i (0 fir o2 > i?
1 1
A, n:./ cos ugQ du‘/(os‘ (n l) cos ul dl = 5 ms‘(u o) firg* = I*
¢ —h
cos (n W Q) fir o* < I*
iir ol 2
44 0 fiuro® > h
B lj.c' d ] (nl)s'zuldl—J 1@' ('u) itr 0= A
') Simuedw J sin (no ) sin =1 gein(nye fir g*=1h
0 —A T
sin: (n ;‘-g) far @* < h?
L
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‘ Mit Hiilfe von 4, und B, nehmen I und I, folgende Gestalten an:

_/;/(w——o)’-l- v / cos (ug) du /:08 (n - 0) cos(uf) dt.

Li e
I, = ;7(;—_—9);:'- __/ / sin (@) du [ sin (n = l) sin (ut) dt.

Aus der bekannten Formel
o s)

~i 1 (1‘—1) x =
gzt 1

e 22 ldr = -————=*e
f 7

folgen weiter die fiir uns wichtigen Formeln, wenn man setzt in derselben

1 1 —
9= (z—e?+ y* Z=1p,x=§; daH(—--2)=;/7;,

1 1 / {@— o)’+y’}¢t 1
" Ya—ot+ l/nc'

1
und wenn man setzt £ = 5 und fiir z 22 schreibt
Qo +00 . - .
-25 ~25 - :
2]09"(I:=J e‘q"d:=l/10;1'
0 — 0 g

oder, wenn man im letzten Integrdle noch setzt

z=u-+4 1
+ oo
2 1 ; w ™. .
D, ¢ {gu +Zgul}zdu=Vle i ze—gl’t
9
— 00

Mit Hiilfe der Formel C, nimmt nun I, wenn man noch setzt cos ug

. 1 s — .
= p.r.e "% oder cos ug = p. r. - 5 (¢ Yt 4 ¢ T "®) die Formen an:

1 (x'+J‘)1IH
IL=p.r.- - - ,’/ --~—dwjdujroc (n—t) cos (ul) dt

Y n c’,:"o

.oo
j"’ {e*v+ 209 (ﬁ—-x)} {de.
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pp P L e e e e

Oder
1 lat+ ) wi
Ic=p.r.2Tﬁ‘c§6/ ;/;—p———dtp du‘/cos(n—l)cos(ul)dl
% l
j {evtew (L Fa}i g0l
Yoo [

wobei in Hiunsicht des auf ¢ heziiglichen Integrales der letzten Darstellung
von I, die Integration sowohl im Bezug auf die oberen, als auch auf die
unteren Vorzeichen auszufiibren ist.

Ganz entsprechende Form erhiilt auch I;, wenn man setzt, das eine

Mal sin upg=p.i. e uel , das andere Mal sin ug = p. i. (c"ol c—uei)

)

nur miissen dann die beiden Integrationsergebnisse von emander abgezo-
gen werden, wiihrend sie im vorigen Fall zu addiren waren.

Fiihrt man die auf ¢ beziiglichen Integrationen aus nach Formel D,
pag. 131, so erhilt man

1 el/ ¢‘ iw 22 . *,‘ -
IL=p.r. - '/ e dY J e { _Zij:-""‘”} ‘du /cos (n 7 ) cos (ut) dt.
) “h

v o
Oder
1A
1 % T { +,u} ‘ T
I¢=p.r.2 - Ty dtp ‘du /cos (n r 0) cos (ut) dt
* l('" —hA
34

Y i
J—li (le {- ""} du./cos(n ) cos(ut)diy.
L

i“;y!.wi iw ut . *A -
p- z'.J ” dy ‘/ e { _iq—g+"‘”} ‘du ]sin (n A 0) sin (ut)dt
0 )

2n N
0

+ A
Ryrpi !
3/e dwf {- “"}'du./sin (n-;l)sin(ul)dl .

—h

i-la

o 'l”

L=, / Uy j (=5} bau foin (n 20 sin )
—h

dy

d .
Setzt man nyn P = Yoalso ¥ — —v, so wird
v v v
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AP PP P LGP L P PP o P I I AN e

1 fervi Ty« '
p.r.;J ¥ dtpdje{_;7p+“m}idu cos(u%l)cos(ui)dt

—h

=J°%’.%of:3[u(y! — —)] jtos (n ~t)cos(ut)dt.

Naun ist aber nach Formel 4, pag. 130

th 0

;Ji:[u(g-l-x——)]du‘/cos(n —1) cos (ut) dt= —-(‘osn—(—+z__ )
corn 7 (42— .
jenlchdem(y;_*_x__ %)2 %h’l

2 .
Der Ausdruck + x— 2 nimmt bei wachsendem v stetig ab, und ist fiir
v 4

» = 0, 4 oo, fiir v = -} 0o, — 00; da nun nach den Integrationsgrenzen
der auf v beztiglichen Integration » nur positive Werthe zu durchlaufen hat,
s0 haben nur diejenigen Elemente fiir die nach v anszufiihrende Integration
einen von O verschiedenen Werth, fiir welche v einen solchen positiven
Werth bat, dass

2
—4SL po— TS+
» 4
d. h. wir haben als Grenzen der Integration im Bezng auf » zu nehmen die

positiven Wurzeln der beiden in #» quadratischen Gleichungen:

v

2
+a:—— + % und y;+.1:—74—=—h.

Die Integrationsgrenzen sind demnach:

o =2[c — h+V@ZF @— 0 v,=2[z+ 4V F @+ A7)
Mit Beachtung des auf der vorigen und auf dieser Seite Gefundenen erhal-

ten wir nun:

2 e+t Vi F 7]

1, I,=fos [n- ( +z )]d””
2[e—nr+ Vyr+(x—h)]

Verfidhrt man analog mit dem zweiten dreifachen Integrale der-zweiten
Darstellung von I, pag. 132, so erhiilt man
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e e s P N R A P £ N A AN PP A P P NI P A P o i i P e

_ 1 y ]dv
2, I.,= 2 /cos[n 7 (7 vy

L%

2[x —n+ Vy'+ (@— )]
2[—z+r+ VyrF(z—ny]
w (y? r do
+[ [ (2 e D))
2[—z—r4 Vir+ =+

"Endlich erhilt man noch auf analogem Wege und unter Benutzung der
Formel B, pag. 130, fiir I; die beiden Darstellungen:

2[z+ 2+ Vy'+ (= + 4]

—i [an[nZ(2 _,!’)]d_v
3, T,—:fsm ["h (v + i -

2fe—n+ Vi = —h3)

2lz+i4 Vi + @+ 7]

_ [0 (Y _1)]4_”
4, I,——2‘/sm[nh(v+x ry )

2z — 1+ Vi (e =1
2l—a+h+ Vot @]

i ) . ¥ dr
+ E‘—/ sin [ﬂ h 1;‘ -_—_ — T)] "’— .
2z — a4 V4 @+a)

-Setzen wir ferner v = 2uy; I. 4 I, = I,, so findet sich

g v

k.1 'l
s {.: , >} N
n = e

T—h+ Vgt (z—AF

Yy
Oder
'+’l+ ;!I' + @+ ap
., y
R e _"“ _(1 n) du
b, I, = ¢

u .

. x—h+ Vir + K.:: ~hr

¥
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e D R I P

Oder:
at it Vet =+ mp
¢ y
n N w® y fu 1y .
. 1 n ,‘ a —-7!-,' ;2 T_‘u_ ldu
6. I,=— _ e e
2 u

—a4 b+ Vi@ — P
3 ”
T fu 1

a B (_1) v ;
h h \1 u (Iu
+ e e
2

u
Lo h VAF @R
Y

Durch Vergleichung der Relationen 5, und 6, erhilt man noch die
Formel: )

zth+ VF+ @t —z+h+t V' +@—h
e ¥
w oy [ 1y .
- B '%_7)'1111 (l_u tdu
‘, € = t
_u u
,—h-}_-}_/—(‘x—h)f —z—h+Vi+ @t h?
y y

Nach pag. 129, 2 und nach pag. 130 ist nun die gesuchte Transforma-
tion von U,, die wir auch in der Folge zu Grunde legen werden,

00
U, = $P S a I,
)

wo I' durch 5, oder 6, pag. 134 und 135 und 2, pag. 129 definirt ist.
Es konnte scheinen, als ob die Anwendung der bekannten Formel

A

F(z)———j uxi dufF(t)e""“dl —h<a<+h

—h

statt der Formel 4, und B, pag. 130 auf kiirzerem Wege zum Ziele fiihrte,
allein die Bestimmung der Integrationsgrenzen fiir » bei der spitern Sub-

stitution 9y = :—: (pag. 132) diirfte Schwierigkeiten verursachen; zugleich

fiihrte uns unser Weg auch auf die Formel 2, pag. 134 , die dann wichtig
wird, wenn eine zur Rotationsaxe senkrechte Symmetrieecbene vorhanden
ist (vergl. pag. 125), indem dann fir
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400

fol@=Dr e

—©
gesetzt werden kann

0 -
fr(Q) =2r 4 cosn—e
= )

Von den vielen Transformationen, die man noch aus 5, 6, und 7, fiir
I, ableiten kann, erwithnen wir nur noch kurz ihrer leichten geometrischen
Interpretation wegen die folgende:

1 sin a
Setzt man u = ——i—— , 80 erhilt man:
cos «
x4+ h x—h
arc (n arc tn,
» ? Y 7 Yy
z tng @) i T (@t ytnge)t
nh(z—-y ng ) i da nyletymge)e 4,
I,= e ,—— = e s
! cosa cosa
’ x—h . —h—a
arc ing arc ing

welche beiden Integrale auch aus dem urspriinglichen Integral

%h "Eoi
e h
J V@e—o*+y
Za

direct abgeleitet werden kénnen, indem man das cine Mal substituirt
ytnga = x — o, das andere Mal yinga = 0 — x.

Es diirfte aber auch hier umstiindlich sein, mit Strenge die Integrations-
grenzen zu bestimmen, wenn man von den obigen beiden Integralen die
Transformationen 5, und G, pag. 134 und 135 herleiten wollte.

Bezieht man nun U, auof ein und dasselbe rechtwinklige Coordinaten-
system mit der Rotationsaxe als Axe der z, im Bezug auf welches die Mittel-
punkte der mit elektrischer Masse belegten Axenstiicke die Entfernung von
der Axe der y haben, resp.

— by, — by — by, e e — by,
80 kann sich an dem bereits gefundenen Ausdruck fiir U, nichts weiter #n-
dern, als dass an die Stelle von x jetzt &} b, tritt, so dass wir erhalten:

-'t+br+hp
S ( +bp—ytnge)i , .
él' " a? e e
cosa
1.‘+’lp—hp

arc i(ng
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are tny u'__bl’_
» 4

2§ , " Etietumgai gy
== a [ _—
T = " cosa

—hp—m—'bp

arc tng "

-‘¢+ bp+ hp+ Vl/ + @+ bp+ hp)®

=i‘+m , en——-(x+bp——~[— u]) av

P a
1 -0
*Ztbp—tp+ VT @ by~ hp)
Yy
| z+bp+ho+ V' F @+ bp T hp)
¢ Yy

_sge] [oElretG-Dha
T2 ) w

z+hp—hp+ Vot +(x+bp—lp)
¥

—x—bp+ hp+ Vit + (@ + bp — hp)?
+

Yy
i et G
u

—e—tbp—hp+ VFF @ F b A?
Yy

Nach der dritten oder vierten dieser Transformationen von U, ist nun
dessen Berechnung fiir jedes beliebige « und y leicht durch einfache Reihen-
entwickelung der Exponentmlgrosse

. ; . U, , 0U;
Analog wie U, lisst sich auch dx U= P +y oy umgestalten.

Ftir unsern Zweck wird die folgende Transformation gentigen.
Aus 1, pag. 128 folgt:
1 Ap
o, | U _ N, [h@z—etyylde
7 Ty Vot

_.],’

Setzt man r—e

= Ing «, 8o folgt

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik X1, 2. 10
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arc tng i—%ﬁ’-
oU, ,0U, g . .
P +y by = E; 7/;, (x—ytnga)[sina+y cosa]de.
1 z—hp
are tng
. * <+ 00 ﬂ:—oi
Also auch, da f; (¢) = ab e
oo
arc ing 'ﬁ,-"—"
. Yy
. LS. S 4 -'—(a:— inga) i
ou, . ,oU, 2,2“ "hp TVl ,
—L = — e sina cosa]dea.
ox VY oy T =y [oinet-y J
arc tng f;h’

Endlich beim Uebergang auf das pag. 136 angenommene feste Coordi-
natensystem :

z+ P+"I'

arc ing

oU, | .0 U, _ : n o (@tbp—yinga)i ,
9, 3x 2 \f [sin ey’ cos a] det.

.1.‘+bp—-hp

are tang ——

‘Wir schreiben hierfiir kurz:

indem
arc tng x+bp
¥
x .
nh—(a:-i-bp—yluyu)t ,
11, Z, = e ¥ [sina+y cosa]da
arc tng ——-——'t+ bp — hp
. Yy
arc (ng +hp+,lp
-
n ;‘— (x4bp —ytnga) i
12, 7Z,= e '? [sina+4y cosa]de

g -l'":,lp
Yy

arc tng
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§ 6.
Bestimmung der Coefficienten of.

Bei der Bestimmung der Coefficienten af haben wir folgende Relatio-
nen zu erfiillen. :
Nach Seite 129 und 128 IT, und I,
+h

fs (@) d(’ = 4,
— he
130

2, aa‘j,‘ + /@)%, = 22—(z,+zz)—

eine identische Gleichung, sobald in ihr der Werth von y als Fanction von
x mittelst der Gleichung

3 y=o; (I)
substituirt wird.

Ferner nach pag 129:

4, fp(o)=20 e

endlich die Wertbe von Z, und Z, nach pag. 138.
Jede dieser 4 Gleichungen reprisentirt deren ¢, indem p oder s alle
ganzzahligen Werthe von 1 bis ¢ annehmen kann.

Nach der Gleichung 4 gentigen die a’ bekanntlich auch folgenden Re-
lationen:

hp
1 —n =i

A== Jfo()e MW dt=do 4 if’

" 2h ne n

— Ap .
wenn
e th
1 " 1
o = T f,,(t)ros(n—l)dt pr T fp(¢),,,,(,,__ f) dt.
Seiner Bedeutung nach (pag. 128) kann aber f;, (¢) nur reell sein, da-

raus folgt weiter, dass der reelle Theil von of

eine gerade, der imaginiire
eine ungerade Function von n sei, oder dass

5 of=0o und ff=—pg" .
Mit Beachtung der Gleichungen 5, iiberzeugt man sich leicht, dass U, nach
8, pag. 136 nur reelle Werthe enthilt.

Setzt man den Werth von £, (¢) nach Gleichung 4, in die Gleichung
1, ein, 8o erhitlt man

10*
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2a:h,=A,

s 1 4,
7, a ——‘? h—"
eine Gleichung, die deren wiederum nach der Bedeutung von s¢ repriisen-
tiren kann.
Zur Bestimmung der tibrigen Coefficienten a’ bleibt nun allein nur

noch die Gleichung

23-—(2 +2)=0

tibrig. Wir denken uns zunichst y mit Hiilfe der Gleichung 3, aus Z;' und
Z— eliminirt, wodurch die Gleichung 2, iibergehen mag in die Identitit:

2 2.: “: {"’l (n,2) + W, (n, -'t)} =0.

¥, (n, ) und 9, (n, «) sind dann eindeutige und stetige Functionen von n
und «; zugleich sind ihre reellen Theile gerade, ihre imaginiren, ungerade
Functionen von n. Setzen wir nun n gleich einer beliebigen complexen
Zahl, etwa

n=up+iv,
so ist ersichtlich, dass, weil der Factor von n in Z,, nimlich % (x + b,

— y ing a) i nur positive, dagegen in Z, nur negative Werthe annehmen
kann,
Z,, also auch 9, (n, x), endlich und stetig bleibt, wenn
p den Weg von — oo bis - oo und
v den Weg von O bis + oo durchliuft;
Z,, also auch v, (n, «) endlich und stetig bleibt, wenn
p den Weg von — oo bis -+ oo und
v den Weg von 0 bis — oo durchliuft.

Es ist also vy, (7, ) eine synectische Function von n fiir alle Punkte
auf der positiven Seite der Axe der p und 4, (n,x) dasselbe fiir alle Punkte
auf der negativen Seite der Axe der g.

Ferner ist ersichtlich, dass, wenn n — Re i®

Lim

Ra=oo (n, x) =0,
wenn n = Re— 9
Lim
R— oo ¥ (n, ) = 0,

vorausgesetzt, dass
0<8 < m
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P et e

Bilden wir nun . Fig. 1.

W= [

susgedehnt dber einen Integrationsweg, wie
ibn Figur 1 darstellt, und

12 =/§p27_(_1‘_1a£)— dn,

ausgedehnt iiber einen Integrationsweg nach
Figur 2, so ist I; = I, = O und wir erhal-’
ten die Relationen

I|—/'p‘:(—“':) i/‘!;’l(ll-—'-rl i0 , x) d6 4 ¢1(F,:)

c ‘ v atr

v (Re'® o) Re a0 _

+i Rei®_ 4
n
a—r. n d
1, "/1‘:("’ )d +xﬁ’2(a—r,e‘i9,z)d0+ Yif—f_"‘i)dp
c 0 atr,
0
: — {0 .
+i W(Re 2 g~
Re —i0_g4

Lassen wir nun r, und r, unendlich ab-, dagegen R unendlich zuneh-
men, so verschwinden die letzten, Renthaltenden, Integrale und wirerhalten
die beiden Gleichungen:

+ 0o
9’ w;(“’x) #___'n'p‘(a’x)
=00
400
107 %dé‘:_in'ﬂz(“’x)y
= 00
aus welchen folgt:
4+ 00
1, % (52) + ¥3(a,2) = ﬁ 02)~ 40,

— 00
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Ist weiter zur Abkiirzung
12, %, (F’)x) - 1”2("" x) = X;, (F’! .’C) = X;)
so ist ersichtlich, dass X; dieselben Eigenschaften besitzt, die wir pag. 1410
als dem vy, (n, ) und ¥, (n, r) zukommend anfiihrten.

Legen wir nun dem a der Gleichung 11, alle ganzzahligen Werthe von
— 00 bis 4 oo bei, so ist

+00
13, D+ @ {# (na) + ¥, (n, 2)}
400
P P P 14 14
1 s al af . a, ay «y \
g Rl R e
=00
Setzt man weiter
14 14 P P 14
1 [a a a’ ag a, }
14, —{0 4 4 =ty 2oy Totg Ay
m{u +n—l+#+1+#-—2+#+2+ g

s0 nimmt die Gleichung 8, pag. 140 folgende Form an: °

o0 .
15, [’{x;.r,-}—x;xg-p X;X, 4+ ...+ XX} dp=0
- o0

cine Gleichung, die deren ¢ repriisentirt, indem s alle ganzzahligen Werthe
von 1 bis ¢ zu durchlaufen hat.

Mit Beachtung von 5, pag. 139 ist ferner leicht ersichtlich, dass auch
in X, die reellen Theilo gerade, die imagindren ungerade Functionen von
u 8ind.

Die sich aus 15, ergebenden ¢ Gleichungen sind nun auch die einzigen
weiteren Gleichungen, die sich zur Berechnung der «” ergeben.

Setzen wir die zu integrirende Function
16, X{X,+ XX, + ...+ X X, =c W,
wo ¢, eine reelle Constante bedeuten moge, so hat W, folgende wesentliche
Eigenschaften :
1, W, ist eine Function von # und x.
2, W, wird unendlich fiir jeden reellen ganzzahligen Werth von u.
3, W, wird Null fiir p = 4 0o.
4, W, ist endlich und stetig fiir Werthe von g die nicht unter den Fall
2, gehoren, auch wenn g eine endliche complexe Grisse ist.
5, Der reelle Theil von W, ist eine gerade, der imaginire Theil eine
ungerade Function von u.
6, W, wird unendlich, sobald 4 = + /o0 4 7, wenn !/ eine reelle
Grosse bedeutet.
7, W, verschwindet fiir + = - 00; # endlich.
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00
8, W,du = 0.
=00
Sind nun #;, W;, W;.... W, Functionen von g und z, denen die

eben genannten Eigenschaften zukommen, so folgt aus der Gleichung 16,
das fiir die X, lineare System von Gleichungen:

%+ 04X X4+ ..+ X X =c W,
X +X5+XX4 ... XX =W,
XNX+XX+XX+ ...+ XX = W,

X{x, +XiIx,+XIx, +.... 4+ X:Xq-——-—cq w,
Ist R die Determinante dieser Gleichungen, so ist:

oR R oR
17 RXP—CI ’V éa—l—}" ) 2+C’W3 s'+...

X, 8‘( X,
oR
+Cq an_F= Yp.
P

Nimmt man nun

@ als complexe Variable gedacht und das Integral ausgedehnt iiber einen
Kreis, dessen Radius kleiner als Eins ist und dessen Mittelpunkt der auf
der reellen Axe gelegene Punkt u = n ist, so ist

. » ap "
jX d“_——\/l‘(ifn=2a:'

Folglich ergeben sich bei zweckmiissig gewkhltem Integrationsweg alle
Coefficienten a” in der Form:

1 1 Y,
18, az=—2—prdu=?f?pdp

Oder bei Ausfiihrung der Integration:

19, of =i=n pL'_m” {(“ —n) }

Die Constanten ¢,, ¢,, ¢, .... ¢, kinnen auf folgende Weise bestimmt
werden: Dividirt man die Gleichung 17, durch R und integrirt dann die
so entstandene und noch mit du multiplicirte Gleichung, indem man als
Integrationsweg einen um den Nullpunkt mit einem Radius kleiner als Eins
beschriebenen Kreis wihlt, so ist mit Riicksicht auf No. 18 und 7, wenn
noch abkiirzungsweise
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N2l W g::
a=9 R

dp
gesetzt wird, das System Gleichungen giiltig:
clN:+C,N:+csN?+ ..... +chf=a;=-;—i;-:
N e, Nt N4 ..... +ch:=a:=%%-:
¢ N, +¢ N’-I—cs-N‘;'-{— ..... +ch:=a:=%4hi

.
)

1 4

=gl =1

cN-l-c,N’-]—c IV:-'— ..... +ch:—ao—2 e

Hiermit sind die constanten Factoren c, vollstindig bestimmt.
Von der Gleichung pag. 129

0 T .
20, fp(9)=30:enﬁm

= C, + C, cos 5= e—{—C cos2——g+Cscos3h e+ ..

+ D, sin— 9+.D23m2h g—I—DJsm3h e+ ..

ist also nun die rechte Seite als in allen ibren Thellen bekannt anzusehen,
Soll die Gleichung 20, aber fiir uns brauchbare Resultate enthalten, 8o
muss sie noch die beiden Bedingungen erfiillen:
1, ibre rechte Seite muss convergent sein,
2, die Constanten € und D miissen von x unabhiéngig sein.
Die erstere Bedingung verlangt, dass die Reihen der absoluten Werthe
der C und der D abnehmen.
Die zweite Bedingung verlangt, dass der aus 17, folgende Werth von
Xp von z unabhiingig sei, d. h. dass man die 4, und b, so wihle, dass sie
neben der Bedingung, dass die angenommenen elektrischen Massen voll-
stindig innerhalb der gegebenen Conductoren liegen, auch noch die Diffe-
rentialgleichung

o1, R2Tr _ y, 08

2x  ?Pox
erfiillen.

Die Realisirbarkeit der letzten beiden Bedingungen ist zugleich das
Kriterium dafiir, ob iiberhaupt die gestellte Aufgabe ldsbar sei oder nicht.



auf Conductoren u. s. w. von TH. KOTTERITZSCH. 145

§ 1
Bestimmung der Function /, (¢) selbst.
Nachdem wir durch die Gleichung 20, pag. 144 die Entwickelung von
/» (¢) in eine Fouriersche Reihe kennen gelernt haben, handelt es sich noch
darum, diese Function £} (¢) selbst zu bestimmen.
Ich erinnere hier an eine Abhandlung®*) meines hochverehrten Leh-

rers, des H. Hofrath Schlémilch, in welcher folgende Theoreme bewiesen
werden:

Tet £ () = ;; f(z) =’ (u + it) zwischen den Grenzen fir u, 0 und
00, fiir #, — oo und 4 oo, nirgends unendlich, so ist

1, ; )+ f(1) cosx + f(2)cos2x + f(3) cos3x 4 ....

0

_ / ey =G f(in)—f(4it) ,,

el __pg—m! 24

0

niz i(}.
2, f(1)sinc 4 f(2)sin2x 4 f(3) sin3x+ ....
0o

em—2)t __ ,—(m—a)t 4 . .
- [ eRl_o—mt ) f(—it) 4+ f(H4in)] dt

0

n>x > 0.
Schreibt man in diesen beiden Formeln fiir 2 7"- ¢ und addirt dann

P
beide, so erhiilt man unter der Bedingung -

hp>e>0a

wenn man noch die f durch angehiingte Indices sondert, die Gleichung:

3 /1O F1,(1) cos g4 £,(2) cos2 = o+ f; (3) cos 31— o ...
(4 1 4 ¢ 4

+h()sin 7o+, sin2 e+ ,(®) sin3 T et
(4 4 P

0 ” ®
. eW Ot p e WO f(—in—fidiD)
= e’"——!’-’" 2i

eut_e—xt 2

oo = n

*) Développement de deux formules summatoires. Journal von Crelle Bd. 42.
pag. 126.
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Setzen wir in der Gleichung 20, pag. 144
1
Co=5 91 (0): Ca=o,(n); Da=g,(n)

und zur Abkiirzung wenn 4, > ¢ > 0
0

z T
/: thp—@)z-t 4 o= —@) gt o(=i—e i), -,
1

e® _ o—mt 24
0

et __ o —mt

S (h—)l‘—l —(hp — )__n‘ \
\/vﬂ p =@yt o —p—elp =i te i, ,
9 2

0
so kionnen wir, so lange

: hp>0>0
dic Gleichung 20, pag. 144 auch schreiben:
) fele)= V¥ + ¥,
Ist dagegen
—h<e<O

so ist, wie leicht ersichtlich
fp(@) =V — Py

Deuten wir den Werth von f;, (¢) fiir ein positives ¢ durch f, (4 ¢),
fiir ein negatives ¢ durch f; (— ) an, so ist auch der Werth von f;, (¢), so-
weit er uns tiberhaupt interessiren kann, bestimmt durch die Gleichungen:

L+ hH(—e =27,

5, fy(+0) —fy(—0) =27,

0

w e —it) — il
6. fp(O) —_ f: “tiz_n‘ .wi( )2i¢1 (+ )dl.

Hiermit ist f, (¢) bestimmt, so lange ¢," (z) = @," (u + if) und @, (2)
= @, (¥ + if) nicht unendlich werden fiir einen Werth von u zwischen
0 und -+ oo, von ¢, zwischen — oo und 4 oo.

Die speciellen Falle, wo diese Bedingungen nicht stattfinden, konnen
hier bei unserer allgemeinen Betrachtung nicht weiter discutirt werden,
sie werden sich aber im Allgemeinen durch eine der pag. 141 angewandten
iihnliche Methode l6sen lassen.
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D N e L Tt I U B e i N

, § 8.
Schlussbemerkungen.

Sollte die Aufgabe in der Fassung der pag. 125 unldsbar sein, so
wird sie doch nach dem, was iiber Symmetrieverhiiltnisse gesagt wurde,
immer losbar scin, wenn die anzunehmenden elektrischen Massen als
irgend wie symmetrisch zur Rotationsaxe angeordnet im Innern der cin-
zelnen Conductoren angenommen werden. Es ist dann statt der pag. 128
eingefiihrten Function £, (¢) eine Function f, (¢, 6) zu bestimmen, wenn ¢
und 6 die Coordinaten eines Punktes im Innern der Meridiancurven des
p'" Conductors sind. Denkt man sich f, (¢, 6) cbenfalls in eine Fourier'sche
Reihe entwickelt, so ist dann auch die Bestimmung von f}, (¢, 6) ganz ana-
log der Bestimmung von fp (¢) ausfithrbar.

Diese Methode ist immer anzuwenden, wenn die von Rotationsflichen
mit gemeinschaftlicher. Rotationsaxe umschlossenen Conductoren einander
einschliessen.

Es ist dann auf diesem Wege weitergehend nicht besonders schwie-
rig, die elektrische Vertheilung auf einem beliebigen Conductorensystem
zu bestimmen.

Das Schwierigste bei der Losung des vorgelegten Problems ist immer
die Beschaffung der pag. 142 eingefiihrten Function #. Die genauere Be-
stimmung dieser Functionen muss einer besonderen Arbeit vorbehalten
bleiben.

Die Wichtigkeit der Loésung des vorgelegten Problems sowohl fiir
stromende, als auch fiir statische Elektricitit, bedarf fiir den Physiker zu
ibrer Begriindung keiner Worte.

Endlich bemerke ich noch, dass fiir mich bei Abfassung dieser Arbeit
namentlich der Gesichtspunkt massgebend war, fiir das Experiment eine
solche theoretische Grundlage zu erlangen, dass die Ergebnisse des Experi-
mentes mit beliebiger Genauigkeit vorher bestinmt werden kénnen. Es
galt daher auch fiir mich nicht z.B. bestimmte Integrale zu entwickeln, son-
dern nur anzugeben, indem dann jeder auf hochst einfachem Wege, z. B.
mit Hiilfe cines Planimeters, den Werth des bestimmten Integrales beliebig
genau sich verschaffen kann,
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IV. Lineare Construction des Punktepaares, welches zu.zwei gegebenen
Punktepaaren gleichzeitig harmonisch ist. Von Dr. GRELLE. Angesichts
des bekannten Satzes itber die Eigenschaften der Durchschnitte der
Diagonalen eines vollstindigen Vierecks liegt der Gedanke nahe, das
Punktepaar, welches zu zwei gegebenen Punktepaaren gleichzeitig har-
monisch ist, im Fiinfeck zu suchen. Und in der That, zerlegt man ein
Ftinfeck auf zweierlei Art durch eine Diagonale so je in ein Dreieck
und ein Viereck, dass die beiden Vierecke eine Diagonale gemeinschaft-
lich haben, vervollstindigt die Vierecke, so wird man auf dieser gemein-
samen Diagonale zwei Punktepaare erhalten, welche zu dem Paare, das
die durch jene Diagonale verbundenen Ecken des Fiinfecks bilden,
gleichzeitig harmonisch sind. Um demnach aus jenen beiden ersten
Paaren das dritte construiren zu kénnen, muss man versuchen, aus den
gegebenen vier Punkten das Fiinfeck herzustellen. Untersucht man zu
diesem Zwecke die Lage verschiedener Linien und Punkte im Fiinfeck,
so gelangt man zu den gewissen Gesetzen, die in der That die gestellte
Aufgabe 15sen. Diese Gesetze sollen in dem Folgenden mitgetheilt wer-
den, obhne jedoch dabei das Fiinfeck als Ausgangspunkt zu nehmen; es
wiirde n#mlich sonst eine so grosse Fiille von Linien und Punkten in
Betracht zu ziehen sein, dass ich fiirchten miisste, die Geduld des Lesers
zu sehr in Anspruch zu nehmen.

Die Gleichungen der Punkte des gesuchten Paares seien ¢ = 0,

=0, und die der Punkte der gegebenen Paare:

o pP=a—Arb=0 r=a—xb=0

g=a-+ Ab=0, s§=a-+ xb=0;
ausserdem seien die Gleichungen irgend zweier Punkte ausserhalb der
Geraden, auf welcher jene sechs Punkte liegen:
@ -l
m= da 4+ Bb 4 Cc = 0. (Siehe die Figur.)

Wir zieben von C aus je eine Gerade durch p und g, von m aus je
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[P

eine Gerade durch r und s. Die cg und ms schneiden sich in einem
Punkte d, als dessen Gleichung man leicht findet:

@) a=2 =Ly re= A1 = 2 (at-xb)+ da-t Bot-Cc=0.
-
y e
P % /i I > / r v

/

Durch Vertauschung des - x mit — x, des 4 4 mit — 4 geht hieraus
sofort die Gleichung des Durchschnitts g der pc und mr hervor mit:

A B
@) 9= :i-z (a — 4b) + Cc =0,
wihrend man die Gleichung des Durchschnitts £ der cs und mg¢ &adurch
erhiilt, dass man in (3) x mit 4 und umgekehrt vertauscht. Man be-
kommt :

5) ~ A= =0

x— A

Und endlich folgt noch aus (3), dass die Gleichung des Punktes e, der
mit d ein zu ¢ und ¢ harmonisches Paar bildet:
6) e~ B ) — om0,

x—A
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8.

und die des Punktes 4, der mit d ein zu s und m harmonisches I’aar
bildet:
AL —

W) h:iz — ( + x0) + 4da 4 Bb+4 Cc =0

sein muss.

Es wird behauptet, dass die Geraden, welche bez. ¢ mit e, und &
mit % verbinden, sich in einem Punkte der f¢ schneiden miissen.

Um dieses zu zeigen, stellen wir die Gleichung des Durchschnitts ¢
der ae¢ und fg her. Zu diesem Zwecke sind drei Constanten ¢, 6, r s0
zu bestimmen, dass:

4 oa+60 —tg+/
stattfindet. Man wird finden:
u+l ’l+l __”"“Av
e=A T s=— g T

woraus sich als die gesuchte Gleichung des Punktes i ergiebt:

®) i=— A= B( a + xb) + da — Bb + Cc =

Aus (7) und (8) fo]gt aber:

“h—i = 2B},
womit obige Behauptung erwiesen ist. Wenn sich demnach eine zweite
Gerade finden ldsst, die ebenso wie die fg den Punkt i enthilt, so ist
damit dic gestellte Aufgabe geldst.

Zur Bestimmung dieser zweiten Geraden bedarf es zuniichst noch
eines drittten Punktpaares, ebenfalls zum Paare a,  harmonisch. Dieses
ist in der bis jetzt gezeichneten Figur bereits vorhanden; denn da aus
(4) und (5) folgt:

,—g A+ (Aa—Bb)1

und ausserdem:
m— Cc = Aa+ Bb
ist, so schneiden die fy und c¢m die Gerade der gegebenen vier Punkte
in den beiden Punkten u und » der Gleichungen:
’ w = Ada— Bb =20
v == Aa 4+ Bb =0,
d. i. in zwei Punkten, die ein zu «, b harmonisches Paar bilden.
Verfihrt man demnach mit den Paaren u, v und p, ¢ ebenso, wie
vorhin mit r, s und p, ¢, wobei nur darauf Acht zu geben ist, dass der
Punt e bei der letzten Construction dieselbe Rolle spielt wie bei der
vorherigen, so ist i und damit auch das Paar «, b auf lincare Weise

festgelegt.

Mit dem geringsten Aufwand von Geraden wird wohl die Sache
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erledigt, wenn man das durch # und » zu legende Linienpaar von m,
(siehe die Figur) zieht. Die m,u schneidet die cdin d,, und ist jetzt
der Punkt c¢,, von welchem aus das zweite Linienpaar durch p und ¢
zu legen ist, auf der d, ¢ so zu bestimmen, dass d,, ¢ zu ¢, ¢; harmo-
nisch wird. Alsdann findet man leicht die Punkte g, und /;, damit die
91 [1, den Punkt i und schliesslich die Punkte @ und b.

Auf die Bestimmung zweier Punkte der letzten Art liuft die Losung
verschiedener, die Kegelschnitte betreffecnder Probleme hinaus und
gwar namentlich die Construction eines Kegelschnitts ans 4 Punkten
und 1 Tangente, 4 Tangenten und 1 Punkte, 3 Punkten und 2 Tan-
genten, 3 Tangenten und 2 Punkten, welche, falls die gegebenen
Punkte nicht in den gegebenen Tangenten liegen, bekanntlich bislang
nur mit Hiilfe cines Kreises ausfiilhrbar war, nunmelr aber in linearer
Weise geschehen kann. Es soll dieses hier an den beiden ersten jener
vier Aufgaben gezeigt werden. ’

I. Gegeben 1 Tangente und 4 Punkte, von denen keiner der Beriih-
rungspunkt der gegebenen Tangente ist.

Verbindet man je zwei und zwei der gegebenen Punkte in der
Woeise, dass ein dem Kegelschnitte eingeschriebenes Viereck entsteht, be-
zeichnet die Gleichungen der Seiten dieser Figur der Reihe nach mit:
0
0
0
Ada+ Bb+ Cc=0,

80 ist bekanntlich die Gleichung des zu suchenden Kegelschnittes:

(10) Kac+ bd=0,

wo K eine Constante bedeutet, die in Riicksicht auf die Bedingung, dass
die gegebene Gerade, etwa der Gleichung:

(11) t=4d,a+4 Bb+4 Cic=0

die Curve beriihren soll, zu bestimmen ist. Setzt man zu dem Zweck
den Werth von d in (10) ein:

(12) K ab+ Aab+ Bb? 4 Cbc=0

und eliminirt darauf aus der Kegelschnittsgleichung in dieser Form

und aus (11) einc der Variabeln, z. B. b, so entsteht unter Benutzung
der Bezeichnungen:

a

(9

I

d

A B — AB =p
BC, — B,C=yg
die nach ¢ und ¢ quadratische Gleichung:
(13) Aipa’+ac (BPK+ Cip+ 4, ¢) + Cgc?=0,
aus der man durch Auflésung nach a zwei Gleichungen von dex Form:
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a—Ac=0, a—pupc=0

erhilt. Da diese, ihrer Entstehung zufolge, den Geraden angehdiren,
welche die beiden Punkte, die der Kegelschnitt und die gegebene Ge-
rade ¢ = O gemeinsam haben; je mit dem Durchschnitte der a = O und
¢ = 0 verbinden, diese beiden Punkte aber zusammenfallen, indem

= 0 eine Tangente sein soll, so muss A = u sein, d. h. muss (13)
gleiche Wurzeln haben. Hierfiir ist die Bedingung:
(14) (B>E+C p+ 4,9)* =4 4,C, py,
welche X bestimmt. Durch Auflésung nach KX erhdlt man dafiir aber
zwei verschiedene Werthe, woraus zu schliessen ist, dass es zwei Kegel-
schnitte der verlangten Art giebt. Die Lage der Punkte, worin diese
beiden Curven die f = O beriihren, ist leicht zu erkennen, wenn die
beiden aus (14) fir K folgenden Werthe in (13) eingefiihrt werden.
Man erhilt alsdann als Gleichungen der Geraden, welche die Beriih-
rungspunkte je mit dem Durchschnitt der a = 0, ¢ = 0 verbinden:

c c
(15) a+cl/_19=0, a—cV_lJ=0,
4, p 4, p

d. i. ein zu @ = 0, ¢ = 0 harmonisches Linienpaar. Was fiir irgend
ein Paar gegeniiberliegender Seiten des eingeschriebenen Vierecks be-
wiesen ist, gilt fiir jedes. Es ist demnach gezeigt, dass die beiden
Berithrungspunkte ein Paar bilden, "gleichzeitig harmo-
nisch zu den beiden Punktepaaren, worin je zwei gegen-
tiberliegende Seiten des eingeschriebenen Vierecks die ge-
gebene Tangente schneiden.

Hiermit ist die gestellte Aufgabe als geldst zn betrachten, da nach
dem Satz vom Pascal’schen Sechseck jetzt jede beliebige Anzahl von
Punkten, die den gesuchten Kegelschnitten angehiren, construirt wer-
den kann.

II. Gegeben 4 Tangenten und 1 Punkt, der in keiner der Tangenten
liegt.

Die Formeln der letzten Betrachtung bezichen sich ohne Weiteres
auf diesen Fall, wenn man sich unter a=0, b =0, ¢ = 0 jetzt die
Gleichungen irgend dreier aufeinander folgender Eckpunkte des aus den
gegebenen Tangenten gebildeten umschriebenen Vierecks denkt. Als-
dann ist d == 0 die Gleichung der vierten Ecke dieser Figur, t = 0 die
des gegebenen Punktes, und ist (12) die Gleichung zwischen den Drei-
eckcoordinaten der Tangenten des dem Viereck eingeschriebenen Kegel-
schuitts. Folglich sind @ — A¢ =0 und @ — g ¢ == 0 die Gleichungen
gweier Punkte auf der Diagonalen ac so gelegen, dass ihre gerad-
linigen Verbindungen mit 4 Tangenten sind, sodass, weil f ein Kegel-
schnittspunkt ist, wieder wie vorhin w =4 sein muss. Man hat also
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wieder die fiir X quadratische Bestimmungsgleichung (14), woraus, ebensowie
vorhin, auf die Existenz zweier Curven der verlangten Art zu schliessen
istt Und zwar haben diese wegen (15) solche Lage, dass ihre
Tangenten in dem gegebenen Punkte ¢ ein Linienpaar bil-
den, gleichzeitig harmonisch zu den beiden Linienpaaren,
die man durch Verbindung des Punktes ¢ je mit zwei gegen-
tiberliegenden Ecken des umschriebenen Vierecks erhilt.

Hannover, im Janunar 1868.

)

V. Ueber das grosste einer Ellipse einbeschriebene n-Eck. Von Ds.
GreLLe. Die Ellipse :: -+ ‘Z—f = 1 kann man als rechtwinklige Pro-
Jjektion des Kreises 2 4 y? = a? ansehn, dessen Ebene die der Ellipse
in ibrer grossen Achse unter dem Winkel arc cos (g—) schneidet. Folg-

lich ist das grosste der Ellipse eingeschriebene n-Eck die Projektion
eines grossten dem Kreis .eingeschriebenen n - Ecks. Dieses lisst sich
folgendermassen bestimmen.

Sind die Coordinaten der n Eckpunkte P, P, P,, ... P, von der
positiven x-Achse nach links herumgerechnet x,, y,; «,, ¥5; 3, ¥3; .- . -
Zy, Yn, dann \ist der Inhalt des eingeschriebenen Polygons:

W) i=fpa,—yaty, 0 — oty o, —yy ot
+ Yn—1 Ty — Yu Tn—1 + Yn Xy — Y .‘t,,],

wenn die Bedingungen erfiillt werden:
z +y,? =a’
T+ y,t =a?

@
Tal+ yal=a’

Um das Maximum von i zu erhalten, sind demnach die partiellen

ersten Abgeleiteten nach x,, ,, ... Zu, ¥, ¥4, -+ . Y» VOD

(3) =34y — 9% F YT — Y3 &y....F Yo Ty — Yy Tp]

+ % [ty —a?] 5, [22 P —a?] ...
+ % [2a® + ya® — @?],
WO %,,%,,....%, vor der Hand beliebige Constante bedeuten, einzeln

gleich Null zu setzen. Dies giebt:

Zritschrift 1, Mathematik u, Physik XilI, 2, 1\
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6(-:‘1 _-.'/_?_'_{2'}/5_'_2’!1::::0 g__:/‘,___- xz;"-'l‘u +2"1!/1=0.

gz-=y':2‘—y‘+2u,x,=o :;‘2=:€"_T%'_“F3 F 2y, =0
" :_a'i=-’!2;!l4 +2x3x;=0 ) %='—_‘”22‘t"‘.'5+2 Ky Yy =

vi':,‘ '= &:’2—:%‘}‘2’%—1 Tpy=0 ai_'::;= —-r.._;_{_z" +2%0 1 Y1 =0

Durch Elimination von %, aus den beiden ersten, von x, aus den
beiden zweiten u. s. w. Gleichungen der Systeme (4) und (5) er-
hilt man: '

(— 12+ ¥a) 4 = (@ — x0) 7,
B — = (—x+ ) 2
(6) (12— )= (—a,+a)x

(Yn—2 — Yn) Ya—1 = (— T + x,) 20y
(Y1 —¥y() Y = (— 2aat + x,) an
Die Summe von irgend (n—1) dieser Gleichungen (6) ist immer
die »'; zur Bestimmung der 2n Unbekannten x, ... &u, ¥, ... ya hat
man also nur 2n—1 Gleichungen [(2) und (6)], woraus hervorgeht, dass
es unendlich viele einem Kreis eingeschriebene grosste n~Ecke giebt.
Ihre Beschaffenheit ist leicht zu erkennen, wenn man aus (6) durch
Auflssung der Klammern und nachherige Division mit ¢ zuniichst zieht:

) -[1@4_&“_’2 '/zJ'x_*_‘”'z “"s Y3 Yy L3 Xy

a «a a a a a a a a a
=Yt Yn 4 Tna ﬁ =YV TT
a a 3 a a a a a ’

und darauf in diese Bedingungsgleichung fiir die Coordinaten der Eck-

punkte eines grissten Kreis-n-Ecks die Winkel einfithrt, welche die

Halbmesser jener Eckpunkte mit der positiven x-Achse bilden. Werden

diese ndmlich der Reihe nach mit e,, «,, ... ¢, bezeichnet, so lisst

sich (7) in der Form geben:

(8) cos (¢y,—a)) = cos (0 —a,) = cos (&, —ay) = ... = cos (@, — a,_,)
=cos(2n — a, + a,),

woraus
0 —a =0 —y =0, —@g=,.=0, — & =27 — a, } a,

und in weiterer Folge zu schlicssen ist, dass von allen cinem Kreis
eingeschriebencn n-Ecken das regelmissige das grosste scin muss.
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Um die Lage der Projektionen der Eckpunkte eines solchen regel-
missigen Polygons aunf die Ellipsenebene kennen zu lernen, nehmen wir
an, dass von irgend einem Kreispunkte der Abscisse z; aus in dem
Kreise ein regelmissiges n-Eck construirt wire. Wird der Winkel des
Halbmessers dieses Punktes mit der positiven x-Achse ¢ genannt, dann
sind die Coordinaten der Eckpunkte dieses Kreispolygons der Reihe nach:

X, = a cos @, a cos (q>+ ?;), a cos (go + 2 271‘),
Yy, = a sin ¢, a sin (<p+ 25), a sin ((p + 2 2;:5), e

demnach die der Eckpunkte cines grissten einer Ellipse ein-
geschriebenen n-Ecks:

x,=acos @, a cos (q) + i:‘), a cos (cp + 2 g:),
y,=2>b sin @, b sin ((p—f— 2:), l:sirz(<p+227ﬂ)....,
" woraus sich ohne Miihe die folgende Construktion eines grossten Ellipsen-

2 2
n-Ecks ableitet: Man beschreibe um die Ellipse %—f-— ;L‘ =1

den Kreis #? 4+ y2=a? und construire in letztem irgend ein
regelmiissiges n-Eck; die Ordinaten der Eckpunkte dieser
Figur schneiden alsdann die Ellipse in den Eckpunkten
des gesuchten Vielecks. In einigen speziellen Fillen z. B. denen
des Dreiecks und Vierecks kann man den Kreis vermeiden.
Nach Vorigem sind némlich die Coordinaten der Eckpunkte P,, 0,
R, eines grossten Ellipsendroiecks:
f@=acose  y—ua cos (60°— o) R : — a cos (60" ¢)
Nyy=0bsing, “' )+ bsin(60°—g@), ') —bsin(60°+g).
Hieraus erhilt man als Gleichung einer durch P, und den Coordi-
naten-Anfang 4 gelegten Geraden, wenn noch die Projektion des Win-

kels @ auf die Ellipsen-Ebene mit « bezeichnet wird, sodass tgp — Z lga
sein muss: y=1tlga-x
und als Gleichung der durch 0, und R, gelegten Geraden:
»? b
= — X — .
atlga 2sin @

Diese beiden Geraden schlicssen demnach den Winkel irgend
eines Paarcs conjugirter Durchmesser ein; und da sie sich
ausserdem, wovon man sich durch ecine cinfache Rechnung leicht iiber-

zeugt, im Punkte der Abscisse — "1 schneiden, so gelangt man in fol-

2
gender Weise zu einem grissten Ellipsendreieck:

NSy
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Man ziehe irgend ein Paar ‘conjugirter Durchmesser:
P 4S8, und 0,4AR,, und durch den Halbirungspunkt M der
A4S, eine Sehne 9, MR, parallel der 0,4R,; dann sind P,, 0,
und R, die Ecken der verlangten Figur. (Die singuliren Fille,
in denen die grosse und kleine Achse der Ellipse als die betreffenden
conjugirten Durchmesser genommen werden, hat Sohncke in seiner
Sammlung von Aufgaben aus der Differentialrechnung als Lisungen des
gestellten Problems (s. II. Aufl. pag. 112) angegeben.)
Die Coordinaten der Eckpunkte eines grissten Ellipsen-Vier-
ecks sind: ’
& =acosp, —asinp, —acosp, - asing,
y,=2>bsinp, -+ bcosp, —bsing, — bcosp,

woraus sich als Gleichungen der Geraden, die je zwei gegeniiberliegende
Punkte verbinden, ergeben:-

Yy = ;gd- x
b2
YT g

Dies beweiset, dass die vier Eckpunkte eines griéssten einer
- Ellipse cingeschriebenen Vierecks die Punkte sind, in
denen irgend ein Paar conjugirter Durchmesser die Ellipse
schneidet. }

Hannover, im Januar 1868.

VI. Verallgemeinerung des Problems der kiirzesten Linie. Es ist be-
kannt, dass die kiirzeste Linie, welche man auf einer Oberfliiche zwischen
zwei Punkten ziehen kann, die characteristische Eigenschaft besitzt, dass
-ihre Schmiegungsebene in jedem Punkte durch die Normale der Ober-
fliche geht.

Wenn man diese Eigensébaft auf bekannte Weise projectivisch ver-
allgemeinert (cf. Salmon, Kegelschnitte Art. 478 ff.), so gelangt man zu
cinem Problem, welches die Behandlung in homogenen Coordinaten zu-
liisst und also lautet:

Auf einer Fiche n'' Ordnung, deren Gleichung sei n = 0, soll
cine Curve so gezogen werden, dass fiir jeden ihrer Punkte der
Pol der Tangentenebene von u = O in Bezug auf eine gegebene
Fliche zweiter Ordnung v = O auf der Schmiegungsebene liege.

Wenn wir die Gleichung der Fliche zweiter Ordnung v = 0

schreiben in der Form
e=a’ta)ttaltar=0
indem wir der Kiirze wegen als Coordinatentetraeder ein Polartetraeder
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von » = O wihlen, so sind die Coordinaten des Pols der Tangenten-

ebene von u, wenn wir
du

" _ 1
—n dﬁ,‘

-

sotzen, wie bekannt u,, u,, uy, u,; und es wird also die Differential-
gleichung der gesuchten Curve:

U, U, ug u,

Ty Xy Xy Xy
@ dx, dxy dxydx,

&z, d*x, iz, d’x,
Diese Gleichung ist mit Hilfe der Gleichung u = O zweimal zu inte-
giren. Um zu einem ersten Integral zu gelangen, multipliciren wir die
obige Gleichung mit der Determinante

= 0.

Uy Uy Uz Uy
du, du, duy du,
) B=| o 2, a4 =, |
dz, dx, dx; dx,
welche gleich Null gesetzt die Differentialgleichung der projectivisch ver-
allgemeinerten Kriimmungslinien ist. Fiihrt man die Multiplication aus,
beachtet man die Gleichungen
2u,~x;=io, Su,de; =0
sowie die aus ihnen durch Differentiation folgenden
Zdu;xi=0, Zu;d*x;i= — Zdu;dx,,
und entwickelt die Determinante, so erhilt man die folgende Gleichung :
Zeidlxi- Zxidxi — 2zl -Zdx; d"x, P4 Zdu; d?x; Zu; du;
2.1:,'22(1.1.‘,'2—(2352 d:c.-)’ Eu d.‘):.' Zu,
Das erste Glied der linken Seite ist ein vollsténdiges Differential, ebenso
das dntte, das mittlere wird es auch, wenn die Gleichung besteht
Tdu;dx; = X d%u; dx;.

= 0.

Unter dieser Voraussetzung liefert also die Integration der vorlgen
Gleichung ecin erstes Integral in der Form
2duidz; - Su;?

@) Tz Zda? — (2x, dz;)} = Const.

Jene Voraussetzung ist erfiillt, wenn u =0 die Gleichung ciner
Fléche zweiter Ordnung ist und in diesem Falle kénnen wir auch die
zweite Integration ausfiihren und zwar indem man die elliptischen Coor-
dinaten, welche bei der kiirzesten Linie die Losung liefern, in ent-
sprechender Weise verallgemeinern, wie dies mit dem Probleme selbst
geschchen ist.
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Wir denken uns die abwickelbare Fliche der den beiden Flichen
¥ = 0 und » = 0 gemeinsamen Tangentenebenen construirt und schreiben
nun in Ebenencoordinaten die Gleichung irgend einer Fliche zweiter
Ordnung, welche jener abwickelbaren Fliche eingeschrieben ist,

w=a,y’+a,y’ + a3y + e,y =0,
indem wir zum Coordinatentetraeder ein gemeinsames Polartetraeder der
Flichen ¥ = 0 und » = 0 wihlen. Die Gleichung der Fliche u =0
hat dann in Ebenencoordinaten die Form m 44 v =0 und lautet in
Punktcoordinaten
(4) al+l+u.,—|—l+a +l+a +l =0.

Durch jeden Punkt des Raumes gehen, wie diese Gleichung zeigt,
drei Flichen der Schaar, deren Parameter wir 1, 4,, 4, nennen wollen.
Es ist klar, dass, wenn fiir einen Punkt diese Bezcichnung festgestellt
ist, es nicht zweifelhaft sein wird, wie man in einem andern Punkt dic
Wurzeln zu bezeichnen hat, wenn man nur von dem einen Punkt zum

andern gelangen kann, ohne die abwickelbare Fliche zu durchschneiden.
Sind die reellen Grossen @ so bezeichnet, dass

ay < ay, <ay<ayg,

so erkennt man leicht, dass die Wurzeln liegen zwischen den Grenzen

die grosste — ¢, und — a,
die mittlere — a, und — a,
die kleinste — ayund — «a

Diese drei Parameter A fiihren wir nun als neue Coordinaten ein. Der
Ausdruck der Coordinaten x durch diese neuen findet sich leicht.
Denn aus den Gleichungen
z2
) .-_.-*__o h=1, 2 3
“wg + A ( o )
ersieht man, dass die x, proportional sind den Determinanten, welche
man aus dem System der Coefficienten dieser Gleichungen bilden kaun.
Rechnet man diese Detcrminanten aus und zieht die allen x? gemcin-
samen Factoren in den Multiplicator ¢, so findet sich

o @ = (ay — ay) (4y — «y) (a3 — a,) (a;+4;) (¢4 4,;) (¢, 4 4y)
(5) o &, =—(ay—a,) (ey—ay) (ay — a;) (a341,) (ay+ 4y) (a;4-1y)
e 3’ = (a;, — ay) (0, — ) (ay — ay) (a5+4) (a3 1,) (a3+1y)
a 2 =—(ay—a,) (a) —ay) (a, — ay) (a,4-14) (a,42,) (a;41y)
Aus diesen Gleichungen folgt zun#chst

e (4 -7"2?‘*‘-7’32""3’-'42 = (¢, — a,) (a;—ap) (ay—a)) =P (@) @y ay ay)

(ay— a3) (a,—ay)

(ay—ay)
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und also durch Differentation
‘ doeZ x4 20 2 xidx; = 0.

Aus den Gleichungen (4) ergibt sich ferner durch logarithmische
Differentiation, Quadrirung und Addition
do)‘ do ” x22ddy dy
L) Z a4 Saidr 4 4 Zdx? =25, 3, -
(g s Ay Fadmi A 4 Zdz Ll PR PR |

.

Setzt man hier fiir d—: seinen. obigen Werth, so findet man das

Vierfache des Nenners von (3)
.’i‘,' (u/. (IJ.,,
(ai4-24) (i 4 4)°
Bezeichnen wir jetzt den constanten Parameter der Flidche u = 0
mit 4,, so ist

[ T2 Zdx? — (T aide)] =2 - 3,24 5

a:,-‘z X
=zt =
“ a;+.4, U a; + 1,
also
d.:t?.'2 .‘t'2
dzy = & —————— Zut= L
2 du; dx; P w7, , u z(ai—l-l,)‘
und man findet, da .
X da:,-
> = =0,
a; + ll !
dbhnlich wie oben
dx;? x;2ddy dAg
4 =232, 3
s+ 4 T @ F R @ F W e
wo dA; = 0 zu setzen ist.

Orduen wir die hier vorkommenden dreifachen Summen nach % und
k, so haben wir also die folgenden einfachen Summen auszuwerthen:

s & und 5 - o ——
Y+ Aa) (a4 k) T Ay) (@A Aa) (@i 4 Ae)”

Man sieht sofort, dass die erste Null ist, wenn % und & verschie-
den sind, und die zweite, wenn A4 und % untereinander und von 1 ver-
schieden sind. Ferner findet sich, wenn wir

(ay 4 1a) (ay + ) (ay + 24) (a) + 44) = 44

setzen,
z;? (A — &) (A — A)
=P . .
e (a4 Ap)2 P (ay ay ayay) , ,
x;? Ap— A
® F (ut ha) (- gy~ Plrts ) - T

Ay

Da nun di; = 0 zu setzen ist, so findet sich mit Hiilfe dieser Formeln
unsere Differentialgleichung
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2 h—hH ar? — Ay — 124 =
? €4, + 1 —1,) 4, i Ca4+ 1 — k&) 44
wo C die Constante der ersten Integration bezeichnet. Setzen wir
CA; + 4, = 4, so ist auch 4 eine Constante und unsere Differential-

gleichung kann dann in zwei zerlegt werden, deren Integrale wir in

i, | Vh—h + dly -V""_A'=C’onsl.
vi—i, va, “Jvi-i, v,
zusammenfassen konnen. Die hier vorkommenden Integrale sind hyper-
elliptische erster Gattung, wic es bei der gewdhnlichen kiirzesten Linie
der Fall ist.

Wenn man in der Gleichung der verallgemeinerten Kriimmungs-
linien R =0 (wo R in (2) definirt ist) fiir die » und x ihre cben ge-
branchten Ausdriicke substituirt, so geht sie nach Fortlassung eines nicht
verschwindenden Factors iiber in

dly-diy=0.

di 0,

Daher der Satz:

Durch jeden Punkt einer Fliche zweiter Ordnung 4 gehen zwei
Flichen, welche die der Fliche 4 und einer andern zweiter
Ordnung B gemeinsame Tangentenebene beriihren. Jede Fliche
dieser beiden Schaaren trifft 4 in einer Curve, welche die Eigen-
schaft haben, dass die Linien sich schneiden, die zwei benach-
barte Punkte verbinden mit den Polen ihrer Tangentenebenen
in Bezug auf die Fliche B.

VII. Ueber den Obelisken und das Prismatoid. Von den beiden in
der Ueberschrift genaunten Kérpern hilt man gewdhnlich das Prisma-

.,

B

toid fiir allgemeiner, weil aus diesem der Obelisk entsteht, wenn man
den beiden Parallelflichen des Prismatoides gleichviel Seiten gicbt und
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die entsprechenden Seiten parallel legt. Nach einer brieflichen Bemer-
kung des Herrn Dr. A. Bauer, k. k. Gymnasiallehrer zu Pisek i. B., ist
es aber ebenso richtig, das Prismatoid als einen speciellen Fall des
Obelisken anzusehen, Wenn n#mlich jede der Parallelflichen des Obe-
lisken m + n Seiten ziihlt und in der Grundfliche n Seciten, in der
hicrzu parallelen Fliche m Seiten auf blosse Punkte reducirt werden, so
geht der Obelisk in ein Prismatoid iiber, dessen Grundfliche m und
dessen obere Fliche n Seiten besitzt. Fiir den Fall m =4, n =3
mogen vorstehende Figuren zur Erlduterung dienen, welche die Grund-
risse der betreffenden Korper darstellen. Schl.

VIII. Beitrige zur Kenntniss der Sternschnuppen. In einer unter dem
vorstehenden Titel der Wicner Akademic eingereichten Abhandlung
sucht Dr. Edm. Weiss zuerst die Ansicht zu begriinden, dass wir in
den Sternschnuppenringen nichts anderes als Auflssungsprodukte perio-
discher Kometen vor uns haben. Er wurde zu derselben durch die
epochemachende Entdeckung Schiaparelli’s geleitet, dass die Bahnen
der periodischen Kometen 1862 III und 1866 I mit den Bahnen der be-
kannten periodischen Sternschnuppen in den N#chten vom 10.—12. Au-
gust und 13.—14. November zusammenfallen. Davon ausgehend, ist es
dem Verfasser gelungen, noch zwei andere Kometen aufzufinden, welche
zwei andere periodische Sternschnuppenfille veranlassen: es sind dies
der eine Komet des J;p,hres 1861 (I) und der unter dem Namen Biela’-
scher bekannte; der erstere veranlasst die periodischen Sternschnuppen-
filte um den 20. April, der letztere die um den 28. November.

Hierauf wird die Wirkung des Durchganges der Erde durch einen
Metcorstrom an den Meteoren des Bicla’schen Kometen specieller unter-
sucht, weil diese Meteere unter allen bekannten weitaus die grissten
Stérungen durch die Erde erfahren. Es wird gezeigt, dass die An-
ziehung der Erde den Radiationspnukt zu einer ganzen Radiationsgegend
von betrichtlichem Umfange ausdehnt, und dass ausserdem noch zahl-
reichc Meteore des Stromes, die noch in die Attractionssphiire der Erde
gelangen, ohne jedoch auf sie herabzustiirzen, in den Weltraum zerstreut
werden, indem sie wieder in den Anziehungsbercich der Sonne gelangt,
Bahnen um diesclbe beschreiben, deren Umlaufszeit zwischen 5%, und
390 Jahren schwankt, wihrend sie vor der Stirung durch die Erde
6%, Jahre betrug.

Endlich wird noch dic mehrfach beobachtete Thatsache besprochen,
dass die helleren Meteore in der Regel dic entfernteren sind, eine That-
sache, die besonders bei den bekannten August- und Novembermeteoren
bemerkt wurde, von denen die letzteren im Allgemeinen vicl inteusives
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leuchten und in bedeutenderen Hihen erscheinen und wieder verléschen
als die ersteren. Der Hauptgrund davon liegt nun darin, dass die Ge-
schwindigkeit, mit der die Novembermeteore in die Erdatmosphire ein-
treten, weit betriichtlicher ist, als die der Augustmeteore. Die ersteren
bringen daher auch cin weit grosseres Quantum lebendiger Kraft mit,
welches in Licht und Wirme umgesetzt wird, als die Meteore des
Laurentiusstromes. .

IX. Ein geometrisches Paradoxon. Um ad oculos zu demonstriren,
dass das Schachibret nicht nur 64, sondern auch 65 Felder besitat,
schneide man dasselbe aus starkem Papier, zerlege es auf die in Fig. 1

2.

Fig. 1.

angegebene Weiso in vier, zu je zweien congruente Stiicke 4, B, C, D
und sctze diese zu einem Rechtecke zusammen, welches, wie Fig. 2
zeigt, dic Grundlinie 5 und die Hiohe 13 besitzt also 65 Felder ent-
hilt. — Wir theilen diese kleine Neckerei mit, weil dic Aufsuchung
des begangenen Fehlers cine Liibsche Schiileraufgabe bildet und weil
sich an die Vermeidung des Fehlers dic Losung und Construction einer
quadratischen Gleichung kniipfen lisst. Schl.



V.

Studien uber rationelle Vermessungen im Gebiete der
héhern Geodisie.

(Fortsetzung.)

Von
Friepricn RoBerT HELMERT,

Geodiit zu Dresden.

11I. Zur Theorie der Basisnetze.

40.

Eine Basis, 4 B, eines Dreiecksnetzes ist immer betrichtlich kleiner,
als die grossen Dreiecksseiten und es entsteht also die Aufgabe, eine der
letzteren moglichst scharf durch Triangulationen aus der Grundlinie 4B
abzuleiten. Man ‘ist gewohnt, als zweckmissigstes Multiplicationsnetz ein
solches von der Form 19) zu betrachten, welches aus der Basis 4 B eine
erste Vierecksdiagonale C,C,, aus dieser eine zweite D, D,, etc. ableitet.
Die letzte dieser Diagonalen ist die grosse, abzuleitende Dreiacksseite.
Es wird in der That auch verhéltnissmiissig leicht sein, ein zur Basis-
messung passendes Terrain so auszusuchen, dass zuniichst zu beiden Seiten
der Basis zwei Punkte C liegen, welche weit bessere Fernsicht als die End-
punkte der Basis selbst gewihren. Doch kann auch der Fall eintreten, wo
wenigstens einer der Endpunkte 4 oder B eine gute Fernsicht bietet und
hier ist es fraglich, ob nicht ein Basisnetz von der Form 20), welches suc-
cessive die Liingen 4C, CD, etc. bestimmt, bessere Dienste leisten wiirde,
als das schon erwihnte Multiplicationsnetz. )

41,

Aus der Basis 4B = 2¢ in Fig. 21. 22. 23. soll die gleiche Li#nge
AC=C;C,=2s=a, wobei AC immer grosser als 4B genommen werden
wird, mit Hilfe eines oder zweier, der Basis anliegenden Dreiecke gefunden
werden.

In dem Dreiecke 4 BP, wo P in Fig. 21. irgend welche Lage auf der
Periphierie eines mit dem Radius 4C um A4 beschriebenen Kreises erhalten
kann, wird auf die Bestimmung der Linge AP = ¢ den grossien Finlues

Zeitschrift 1. Mathematik u. Physik X1, 3. \2
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ndchst der Winkelmessung in B diejenige des Winkels I haben, welche
den Schnitt IIL. in der Figur*) giebt.

Die Visur von B aus schneidet 4P am giinstigsten, wenn der Winkel
" P ein Maximum erreicht, d. b. in dem in B rechtwinkligen Dreiccke 4B,
wie sich leicht beweisen lisst. Gleichzeitig bekommt der Schnitt III. zu
AC die giinstigste Neigung, nidmlich die senkrechte. Jedoch ist hierbei die
Genauigkeit der Visur von B aus an der Stelle P, sowie dicjenige des
Schnittes III, noch nicht dic grésstmigliche; sie nimmt zu, je kleiner der
Winkel bei 4 wird, je mehr die Seite BP = b abnimmt. Daher ist zu ver-
muthen, dass die giinstigste Dreiecksform nicht 4 BC', sondern die cines
Dreicckes ist, dessen Spitze P zwischen € und C” liegt, wenn C” den
zweiten Durchschnitt des Kreises um 4 mit dem Kreise, welcher dem
gleichschenkligen Dreiecke 4 BC umschrieben ist, bezeichnet. Fiir letztern
Punkt (Fig. 20.) ist die Neignng der Visur von B aus, sowic auch die des
Schnittes I1I. gegen die Linic 4C” dieselbe (obne Ritcksicht auf den Qua-
dranten) wie im Dreiecke 4 C B.

. Allgemein ist fiir eine beliebige Lage von 4 P die Pricision in der Be-
stimmung dieser Liénge dieselbe, welche sich fiir eine bestimmende Gerade
senkrecht zu 4 P aus den Formeln des Abschnittes 20. ergiebt. Man hat da-
sclbst zu substituiren, indem man jene bestimmende Gerade als Achse der
x betrachtet und wenn n,, n,, n; dic Beobachtungszahlen fiir die Winkel
A, B, P bedeuten,

wegen Visur 4P yp, = 90° R =

PP
3 n,
wegen Visur BP. 7, =90"—P 1! = 71)‘-'1& ’
. 2n, c?
wegen Schnitt IIT. y, = 90— B  h2 = - b:; )

ferner dic Zwischenwinkel (1.2) = P; (1.3) = B; (2.3) = 4.

Damit wird das Quadrat der Précision in der Bestimmung von 4 P

nynyet nyngct |
{4 "b’ L sin? P+ pe b; Lsint B+ 30‘1 sin? A:
H? — ———
n, n, o 2n,c? 2l
2(1'1(4)5 + m .(.(IS'[’+ W’;;} . COS Bs
oder anch
e (nyny 4 nyny + nyny) sin?P
20 (n, 0?4 n, . a*costP + 4n,c? | costB) '
RA
55) " (nyny + nyny 4 nyn *,),ﬂfp

Bw?e? (n,sin? A + n,sin? Bcos* P-4 nysin® P, cos® B)

*) Der Deutlichkeit wegen in derselben nur bei den besonderen Lagen C
and €' von P angegchben.
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Um die giinstigsten Beobachtungszahlen n bei unveriinderter Dreiecks-
form zu finden, suche man das Maximum von H? fiir (n, -} n, -+ n,)=Const.
Die Beziehungen der n unter einander werden dabei

(my+ng).(n, sin?A+n,sin B cos? P+ ny sin® P cos® B)— sin®A (nyn,+ n n,+ nyny)
=(ny+ng) .(n, sinA+-n, sin® Bcos? P+ ny sin® P cos® B)—sin? B cos®P (n, ny+n, ny+nyn,
=(n;+n,).(n, sin A+ n, sin? B cos? P+ ny sin® Pcos? B)—sin®P cos® B (ny ny+ n, 1, +nyn,

Daraus folgt
ny—ny iRy —ny 2 ng—ng : (nyny~+nyny-nyng) =

= (8n?B cos’P — sin’A) : ($in®P cos®* B — sinA) : (sin® P cos’ B — sin B cos® P)
:(n, sin® 4 < n, sin® B cos® P - n, sin? P cos® B).

Setzt man fiir den Augenblick zur Abkiirzung

sin? A = a?; sin® Bcos?P=p?; sin’P.cos* B=1y?, Z(n)=n,+n,+ ny, 80

findet sich
. MO =2+ Z). ()

7y’ —2a® 4§
. n,(a’+ﬁ’—-2r’)+2(n) 2 —a?
’ r*—2e? 4 p?

ny — ny: (nyny 4 nyny 4 nyny) =y — 2 : (n,a? 4 ny f2 4 0497,
24-2ny. Z(n)) (o at'fr—aty? 2 Sm) (B! —a?) (y2—
ek mmy gy 2 Z00) (o 4B +v(y ig'a':_;’)' B*r*)+ 2. (B —a) (y*—c
- ng o nggt = T2 B by —at B a2 — BN By B 0 (B )

(' — 204
Fiithrt man 4 = 180— (B4-C), a*=p2+y*+ 28y cin, so geht die Pro-
portion tiber in
(B, — Zn): [(—3m 4 2n, Zm) (B +9*+By) + 2. B+ 2600+ 269) | =
=1:[—2n.(B+»*+By) * —22m) . (B*+7°) Br+ 877

Daraus folgt

2 o Em . By Z(n) . p*y? oder
I T A+ Ay T O
20 g gy

Damit hat man weiter
s PArB o BBy
e N S A
n n,4 nyny -+ nyny = Z(n) . re

B Fr+rB?’
2
na® 4 n, 2+ ny9? = Z(n). (7—!777%-77) und endlich
Z(n) sinl P

= fote Py
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Geht man auof die urspriingliche Beszeichnung zuriick, so sind die
giinstigsten Beobachtungszahlen n und der ibnen entsprechende
Werth von H?
n,=— Q.sinBcosB.sinPcosP
n,=0.sin4d.cos B.sinP
56)yns=0.sin 4.sin B.cos P

Z(m)
0= " sin*B cos® Pt sin* Pcos* B+ sinB sinPcosB3 cosP

Zn sin* P
8w?.c? " sin?B . cos P+ sin’P cos B -} sin B sin P cos B cosP°
Diese Formeln sind praktisch nicht streng zu gebrauchen, denn fiir
Dreiecke, in welchen Winkel B > 90° ist, wird n, negativ; dagegen ist
fiir Dreiecke, wo B < 90" wieder n, negativ. Nimmt man daher bei allen
Dreiecksformen (Fig. 20.) zwischen 4BC und 4BC, wo B < 90"
n, sehr klein an, so geht H? iiber in

sin' P {sin’B cos? P +sin’Pcos’B}

H =

57) H? =

0] _2 .
8wc ny n,

Unter Voraussetzung von n, + n, = Z(n) = Const. wird dieses i’
am grossten fiir

lich elaich ny:ny: Xn=ginP cosB: sinB cosP : sind
n#mli ic
Amiich e Z(n) sn'P 58).
8w? ¢t " sin*Ad

H? nimmt bestéindig zu, wenn die Dreiecksspitze P sich von C nach ¢’
bewegt und man hat insbesondere

fiir das gleichschenklige Dreieck 4BC

o?
n =0, n,=22(n).cos?4 = g .Z(m); ng = Z(n)—n,

H?

59)
22(n).c?. (a®—¢?)

o?, q®
far das rechtwinklige Dreieck 4BC’
n=0=ny; Z(n)=n,
60) B — 2Zn . c?
w?a? (a®>—4c?)
Setzt man weiter fiilr Dreiecke, wo B > 90° ist, n, =0, 8o wird
ind in?2 0?2 2
57%) B? — sin' P smA+sm P . cos*B

H =

dagegen

8wic® ny n,
Ein Maximum hiervon tritt ein fiir
n :ng: Z(n) = — sinP . cosB : sind : sin B cosP;
es betriigt dann 61)
Zn sin? P Zn '
?
¥/ _8&)26—2 . sin IB tan P——S“WTSE-IG"?I).
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Da Winkel P in " einen griossten Werth erlangt, so ist das recht-
winklige Dreieck fiberhaupt bei Annahme der giinstigsten Beobach-
tungszahlen # von der glinstigsten Form zur Multiplication der
Basis 4B. ,

Obgleich negative Beobachtungszahlen nicht méglich sind, so kann
man doch nach der Lage von P fragen, fiir welche H? aus Glei-
chung 56) ein Maximum wird. Man erkennt dann einestheils, wie viel
Verlust an Genauigkeit eintritt, indem man eben die negativen n-Werthe
mit Null vertauscht, anderntheils aher hat die Untersuchung noch die
praktische Bedeutung, zu der giinstigsten Dreiecksform unter
Annahme gleicher n, n, = n,=ng, zu filhren, wie Gleichung 62)
spiter zeigen wird. Um also das Maximum von H? fiir verdinderliche
Lagen P (immer unter Voraussetzung von 4P = a = 2s = Const.) zu
suchen, bringe man H? zuniichst auf die Form

H? Z'(n) : (a’co®P + 4c? . csc?; P— a4 2ac cos B cos P . csc? P).

Durch Differentiation nach P und B, wobei zu bedenken ist, dass
sinB:sinP=a:2c,
findet man die Bedingungsgleichung fiir das Max. von H?
8ac?
a4 4¢t
Werden mit «, y, z und k folgende constructiv leicht Jarstellbare
Grossen bezeichnet, n#émlich
x=—2ccosB=BM, y=acosP= MP, z=asinP=AM
-——_E_(i_— = AF, wenn AF senkrecht zur Hypotenuse N B des in
Va4 4ct
4 rechtwinkligen Dnelecks AB N genommen wird, so geht obige Gleichung
iiber in

0= + 4c . cos B cos P — asin®P.

k=

xy + 3 = k?,
und da b = y — x, sowie z* 4 x? = 4 ¢? ist, 8o wird daraus
_ k—2c 2¢? a® —4c?

= - — . oy
b+':: b+’;‘ a?+4cl

woraus & sich rasch ausprobiren ldsst.

X

Betrachtet man « und b 4 % als Verdinderliche, so erhellt, dass = .

rasch zunimmnt, wenn P von C nach €’ geht, dagegen dindert sich b ;
fast gar nicht:

Fiir ¢’ hat man 2 = 0, b+-':§ =b=}a" —4& =\ = BC,
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2 5 Ty — 2
fur C” wird sinP = 'd;i Va* —ct, cosP= — 7:" .
(ebenso gross wie fiir I, wenn es die Lage C hat),
2 —4 ’r ’” o P : 2
2 — 2¢ , b= BC'— l_ __C_ — "%, ¥+ _; =‘u_ 3 .

« a «

Wihrend nun der Werth x (b + :) fiir ¢’ Null ist, erreicht er fiir

C” einen Betrag, grisser als (k* —2¢?); es wird niimlich fiir ¢

r TN i _gygpn[ T3¢ _a®—4c| _ 2¢! (ha'—12¢%
¥ (b+2 ) (ki —2cf)=2e { a? a4 4¢ a (a4 4c¢%) °
was in praktischen Fiillen stets positiv ist.

Zwischen C und C” muss daber dasjenige P liegen, dessen entspre-
chendes x obige Gleichung erfiillt. Der Werth dieses £ kann nitherungs-

weise dadurch angegeben werden, dass man oben fiir b 4 -; dicjenige

Grosse substituirt, welche b | —;— fiir C’ oder C” annimmt. Die erstere Sub-

stitution giebt  zu klein, die letzterc zu gross:
e, .
2yl —Aet oy o 2 (@—dd)a
a4 4ct (e® 4 4¢%) (a*—3¢?)
Der Unterschied dieser Grenzer ist nicht von Belang, man erhiilt
z. B. bei a? = 4s® = 12¢?

0,35¢c < x < 0,38¢;
bei a? = 1s* = 46¢? aber « = 0,28 ¢ aus beiden Grenzen.

**)

In Fig. 21. ist P so gelegt, dass fiir Dreiecck 4 BP H? cin Maximum
wird und dazu gesetzt worden
2c?. (a*—4c%)a a 2¢ b \?
= (@44 (@®—3¢Y) W) ’
welcher Werth sich ohne Miihe construiren laisst.

Berechnet man endlich #? fiir das gleichschenklige, das rechtwinklige
und das giinstigste Dreieck, so ergiebt sich
bei ¢ = 12¢? resp.

Z(n) 1 1 1

H? = e mal 78" mal - s’ mal46,

*) Es ist also (BC) . (BC") = (BC)?, BC von BC und BC” das geometrische
Mittel.

**) & ist hicrnach immer kleiner, als die Projection A4 von A6 = ¢ auf
AC; r < AG.
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bei a® = 46¢* rvesp.

X 1 1 1
= G o ™ yo810 ™ 5550 ™ ggs

Diese Zusammenstellung zeigt, wie gering der Verlust ist, welchen
man erleidet, indem das rechtwinklige Dreieck fir dasjenige der
giinstigsten Form — aber wegen z. Th. negativer » unmogliche — substituirt
wird, denn es bietet mit dem Dreiccke der giinstigsten Form fast
gleiche Genauigkeit.

al

Bisher war immer vorausgosetzt worden, dass dic Winkel dés Dreiecks
auf die rationellste Weise nach den giinstigsten Beobachtungszahlen beob-
achfet werden. Nimmt man indess jeden Winkel gleich oft,
ng=n,=n, = Zn)

1 2 3 g
50 geht H? iiber in

Z(n) sin' P

16w c? * sin® Beos' P+ sin® P cos® B+ sin B cos Bsinl cos P '
also von dem Werthe bei giinstigsten n ungefdhr die Hiilfte
pur. Da das veriinderliche Glied in /1* villig iibereinstimmt mit dem-
jenigen von H? aus Gleichung56), so ist — wie schon friiher angedcutet —
dic Rechnung auf Seite 167—169 zur Bestimmung der giinstigsten Form
des Dreiecks auch fiir den Ausdruck der Gleichung 62) giltig, nur ist das
Dreieck der giinstigsten Form (4B Fig. 21.) im jetzigen Falle nicht
mehr praktisch unbrauchbar, wie sich zufolge der Werthe der n von
selbst verstcht. Das rechtwinklige Dreieck giebt H? genau halb
s0 gross wic in Gleichung 60); dagegen giebt das gleichschenklige
Dreieck die Formel

62) H? =

mZm el
T et (et —2a%ctF4cY)
. ’ Z(n) 1
N . " 2 »2 2 . =\ =
Dieser Werth ist fiir a 12¢* 11 Tt 135"
X(n) 1

" 92 P Y
fiir «® = 46¢* 0 = —(:)-'I—CT . 50—773
d. i. ebeufalls nahezu nur die Hilfte des friilheren Werthes.

Nach diesen Erirterungen mége nun zu derjenigen Form des Multi-
Micationsnetzes iibergegangen werden, welche zuniichst aus 4 B eine erste
Diagonale C, €, (Fig. 21. 22. 23.) ableitet.

42,

Die giinstigste Form der Dreiecke eines derartigen Netzes ist offenbar
die gleichschenklige; ihr entspricht (Fig. 21.) der Rhombus 4B € C.,.
Jedoch werden schr hiufig auch andere Formen vorkommen wod e
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konnen Fig. 22. und 23. als Grenzformen angesehen werden, zwischen
denen sich jene bewegen.

Im Anschluss an Fig. 21. hat man in dem allgemcinen Ausdrucke
fiir H? aus Abschnitt 20. zu setzen, um das Quadrat der Pricision in der
Bestimmung der Liéngen C, ¢ und C, G zu erhalten,

. . sin'g 0
wegen Visur 4C; h?= aicd ™ 71=90"—¢
_ (1.2)=2¢=<xAC,B
wogen Visur BC, k2= h,? P,=90"—¢ -

wegen Winkel- . 2sine _ o _
messung in C, } ht = —5a M 7=10 (1.83)=(2.3)=90"—¢,

wobei n; = n, als selbstverstiindlich eingefiilirt wurde.

Mit diesen Werthen gehen iiber X (h%sin’y) und (1:N) in

n (n + 2ny)

. n .
Z(h*sin%y) = 07‘:—,5 . sin’@ costp; (1:N) = T i

sin’@ cose,
und ¢s wird fiir C; &, ebenso fiir C, ¢

e (n, + 2n,) sin'e
- w? ¢

daraus folgt das Quadrat der Priicision in C, C,, der abgeleiteten Diagonale

2 _(m 4 2ny) sin'e  (n 4 2n,) ¢
63) # 20?2 c? T 2a? (¢t 4 sHT°

Erscheint die Basis um die Mitte ¢ gedreht und zwar soweit,
dass je ein Winkel an der Basis in jedem Dreiecke 90° wird, wic in Fig.22.,
8o sind zu substituiren

n
wegen AC, k2= 2—1)—.2—'”2 71 =90"—qy
! (1.2) =90"—8,

, C h'z -— _':2— = :
wegen BC, h, 24, ot =~8+v 1.3)=8,
2, c?

wegen Schnitt IIL. A2 = a7 a 13 ="90"—¥%—F, '(2.3) = 90"

Damit hat man

> . n, cos® ¢ n, sin® (B, + v) 2n, c? cos* (B, + )
Wlsinly) = 4~ ¥ 2 ud B bk Jadi i 0 SO IR
Z (W sinty) 20,* w? + 2a,® w? + a0, o !
n,n, cos?B, n, ng c® sin? B, n, ny c*

M) =iyt T “afptai T atpier 2
das Quadrat der Priicision fiir €, G (und C,G)
P — 2¢? nyn, 4+ nyng 4 nong
. a?" na?cos® P + nyb?sin® (B, + v) + 4nyc cos* (v +B,)
Da hierin der besondere Werth von 9 noch nicht eingefiihrt ist, kann

diese Formel anch auf Fig. 23. fiir 4C,, resp. 4C, Anwendung finden, in-
dem man ¥ = O nimmt.
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Zuni#chst ist fir Fig. 22:

2 2__ 02 .2 2 2 by, . 4

br=1s'—c? al=s*4 3c* cosyp = 3 sin (B, + v) = s
1
b, cb
3‘"131—;5 003ﬁ1=;—; cos(By + ¥) = ——
somit

o — 2¢%. 5% n ny, 4+ ngny + nyny B
w(s2—c?) " n (P4 3N + n, (524 ¢} 4 4ny !

Das Quadrat der Priicision fiir C;C, ist wieder nur die Hilfte

hiervon, H'? = % ,
64) H? = c® s? ny ny + ny ny + ny g

ST @ BNy 6 ) Ay
Beziiglich der Fig. 23. hat man in der Formel fiir H? auf voriger
Seito zun#chst die Indices 1 an @ und b mit 2 zu vertauschen, sodann aber
zu substituiren

2
by==5; a, =35>+ 4¢?; P =0; sinf, = i; cosf, = —;
* ay a
es wird hiermit, #hnlich wie oben, fiir C,C,
_c n ny A ny ny + ny ny
05) H* = @ ‘n (24 4c)2 4 n, st 4 16n,ct
Werden in jedem Dreiecke die drei Winkel gleich oft

beohachtet, und setzt man
2 (n, + n, + n3) = 6n = 2Zn, so werden

Zn.c?
. hH D  J—
fiir Fig. 21. H 17 (@ F )z’
Zn c?s?
: 9 ? = e z e — e
66) ! fir Fig. 22. H Ta? " (8=t (' - det st - Tei) )
n c*
. hH Y Y — e e
fir Fig. 23. H"? = 1o S 160 it

d. h. es ist Fig. 21. giinstiger wie Fig. 22. und diese giinstiger als Fig. 23,

43.

Dic Werthe von #'? kinnen bedeutend vergrissert werden — unter
Voraussetzung gleicher Miithe, Zn = Const. — wenn die Beobachtungs-
zahlen so verschieden genommen werden, dass H'? einen Maximalwerth
erreicht.

1) Fiir H* aus Gleichung 63), zu Fig. 21. gehorig, nehme man

n, = n, sehr klcin, also Zn = 2n; nahezy,

und hat damit

T
67) H* = 2w? (c? 4 s%)?°

d. i. gegon den Worth aus Gleichung 66) das Doppelte.
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2) Fiir H? aus Gleichung 64), zu Fig. 22. gehorend, ist die
Rechnung schwieriger. Hinsichtlich der n gleicht nun Ausdruck 64) véllig
dem zweiten der Ausdriicke 55), es lassen sich daher die dasclbst gewon-
nenen Resultate iibertragen, wenn man setzt fiiv sin’ 4, dort o? genannt im
weiteren Laufe der Rethnung,

sin? 4 = o? = (s 4 3¢*)?, ferner
sin®B cos? P = P% = (s* + ¢?)?; sin®P . cos’ B = y? = 4c'.
Die dasclbst angegebene Relation a* = 2 + p2+- 28y bleibt auch hier giltig.

Man bemerkt nun sofort, dass fiir das Maximum », sich negativ er-
geben wird. Nimmt man daher n, = 0 (oder sehr klein), so giebt Glei-
chung 64): )

H? = ’ c:Sf - {M.’_ 4_8'}
w? (s*—c?) ny n,

Sucht man jetzt das Maximum fiir 2 bei 2 (n, + n;) = Zn = Const.,

so erhilt man die Relation zwischen n, und 4

2 1 g2
, st 4 3¢
2 ) . 92 R_— —
St cN):2ct=ny:ny; Zn= p . n, .
und es wird
Zn ctst

O) H* = 5ai " (7 =ct) (T4 8692

3) Verfilirt man mit #'? aus Gleichung 65) so, wie mit H? aus Glei-
chung 64), dann findet man cbenfalls einen negativen Werth von », fiir
ein Maximum von /7?. Man wird dem entsprechend n, schr klein nehmen.
Fiir n, = O giebt Gleichung 65)
o c? st llic')

H”l = - . —_
w? "y n,

Dicses wird ein Grosstes, wenn zwischen a, und ny die Relation statt-
findet

2. 40— c p
st:4ct=mny:n,;

2 4c?
also Zn=2(n, 4 ny;) = s;l—Tc . ny, und

69) Hr— 20 .

Dic Werthe von H? der letzten beiden Gleichungen sind ungefihr
doppelt so gross, als diejenigen fiir dieselben Figuren aus Gleichuug 66).
Uebrigens siehit man, dass den wesentlichsten Einfluss auf die Bestimmung
der Liinge C, €, = AC, wie bei nur einem Dreiecke an der Basis, die
Winkel bei €, und C, haben.
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44.

Um einen Ueberblick tiber die Resultate zu erhalten, mége eine Zu-
sammenstellung der H und H’ folgen und zwar fiir zwei verschiedene
Lingen von C,C, = AC =25 = a:

1) s = 3¢* ‘
wird einerkleinsten Multiplication der Basis 2¢ entsprechen und man hat dafiir
Zn Verhiltnisse
‘ v 2T T
st =3¢ II‘ ot ot multiplicirt mit der giinstigsten n.
1) Ein Dreieck. ny == ny = ny. i glinstigste n.| ny 1 ny 2 ny 2 Zn
Gleichschenkliges Dreieck A45C /35 LT~ 0:17 : 83 : 100
Rechtwinkliges Dreieck 48C Yos Ve 0: 0:100: 100
Giinstigstes Dreicck 4BP s — —_ — - =
2) Zwei Dreiccke.
Rhombische Form (Fig. 21.) M se 0: 0:50: 100
Form von Fig, 22. 125 Y 0:17:33: 100
Form von Fig. 23. Vi . s 0:29:21: 100

Hierin ist Z(n) = 100 gesetzt und bedeutet bei cinem Dreiecke
(n, + n, + n;), bei zwei Dreiccken, da sie doch jenem entsprechen,
2(n, + ny 4 ny).

Es sei weiter 2) s? = 11,5¢% ciner grossten Multiplication der Basis
entsprechend : -

st = 11,6¢% Coefficienten von -ff, Giinstigste »:
¢

1) Ein Dreicck. ny = ng = n,." n ungleich, | ny : ng ¢ ny 2 Z(n)
Das gleichschenklige Dreiock Venrs "/ on 0: b :95: 100
Das rechtwinklige Dreicck 1032 Vses 0: 0 :100:100
Giinstigste Form ABP V1007 — _ - - -

2) Zwoi Dreiccke.

Rhombische Form (Fig. 21.) Yors - Ve 0: 0:50: 100
Form von Fig. 22. Yoz Y33 0: 7:43: 100
Desgl. fiir Fig. 23. : Ve Yo 0:13:37: 100

Die Tabelle lehrt:

»Man bestimmt 1) die gleiche Liénge 4C = C, C, immer giinstiger aus
zwei Dreiecken als aus nur einem Dreiccke. 2) Dabei sind im erstern
Falle Formen, wo dic Basis gegen ihre Lage iin Falle der rein rhombischen
Form nur gedreht erscheint, wesentlich giinstiger, als solche, bei welchen
dic Basis in ihrer Richtung verschoben erscheint. 3) Die Winkel,
welche der Basis gegeniiberlicgen, sind die eigentlich maassgebenden

der Bestimmung. **
45. :
Es mige nun noch die Frage erortert werden, wieviel man (vergl.
Fig. 19. und 20.) cinzelne Dreiecke oder Rhomben anzawenden b, ww
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eine grossere Linge aus der Basis 4B bei gleicher Miihe am genauesten
abzuleiten.

Ist m? das Quadrat des mittleren Fehlers der ersten abgeleiteten
Seite, so wird fiir die niichste abgeleitete Seite

2 2
myt =m,?. % +ml’.2—2,

wo der erste Sammand wegen der fehlerhaften Winkelmessung bei Ab-
leitung der zweiten Seite aus der ersten und der zweite Summand wegen
des Feblers m, in der letztern angesetzt worden sind. Selbstverstindlich
ist dabei Voraussetzung, dass die zur Verbindung der ersten und zweiten
Abgelciteten dienende Figur derjenigen #hnlich sei, welche zur Her-
leitung der ersten Abgeleiteten aus der Basis diente.

Allgemein ist fiir eine pte Abgeleitete das Quadrat des mittlern Fehlers
32 p—1 32
my? = m,? . (———) +m,_, . 2 und daher
. 2\ p—1
70) 'n_pz = mlz . p. (i‘) )

und nennt man S die Liinge der pten Abgeleiteten, so ist dabei

(i)p. 2¢ = 8.
¢

1) Fiir das rechtwinklige Dreieck folgt aus Gleichung 61) u. 62)
1 € s?
T AT Zn tan' P’
wo ¢ = 4 o® oder 8 w? ist, je nachdem man dic giinstigsten n oder
gleiche n annimmt. '
Damit wird

2

m,

. . $? (s?)p—l
"= sa tantp P \& ’
Bezeichnet man nun mit N= p . Zn die Summe aller Winkelmes-

sungen, welche constant zu bleiben hat fiir diesclben ¢ und S, und fiihrt
man in m,? hiernach ein

Zn = 1—: ,

ferner 1(2
G

1(;

wo ! den log. nat. bedeutet, so geht m,? iiber in

1[5 _S)’ ( __1)’
my |14 I2c : M"P"smp .

omy’?
opP
1

sin P’

mp? wird ein Minimum fiir =0 d. i. fir
(4 )

cos? P =1




Geodiisie. Von FRrRIEDR. RoB. HELMERT. 175

N e T Ny

Diesem entspricht P = 27°, s =2,20¢ d. h. das rechtwinklige

Dreieck ist am giinstigsten, wenn die Hypotenuse 4C von
der bekanntenKathete(Basis) das 2,20fache betriigt. Esist dabei

e -8 ( _S__){ o
" T sint2P.N Igc ; Sin2P 0,81'.

) '\ 2

Fiir P = 22° wird mp? = (0,6—80)5;—N (l ;—c) , also wenig grésser,
fiir P = 32° tritt an Stelle der Zahl (0,80)* im Nenner von mp® (0,79)?%,
fir P = 45° und P = 13° aber (0,69)

Man erkennt daraus, dass alle Dreiecke, deren Winkel P
(d. i. Winkel ") zwischen 45" und 13" liegt, nahezu die gleiche,
nimlich die Maximalsicherheit bieten.

2) Fiir die rhombische Form des Netzes ist nach 66) und 67)
- 1 _ & ¢
T 2H? Zn sinte’
wo £ = 2w? oder w? ist, je nachdem die n gleichwerthig oder die giin-
stigsten sind. Aus Glelchung 70) folgt hiermit

=3 p- ()
P = Fn sinto
oder auch n " sin

mp?_:{ §* ( S)}:(sin2q:.lcoltp)’,

und beziiglich ¢ wird dieses ein Minimum, wenn
1=cos2¢ .1l cotan ¢,
d. i 2¢ = 33°.
Das rhombische Multiplicationsnetz ist daher am giin-
stigsten, wenn die Winkel, welche der bekannten Diagonale
(Basis) gegenither liegen, 33° betragen. Die Multiplication be-

my

trigt dabei in jodem Rhombus etwa das - fache.
Der entsprechende kleinste Werth von mp? betriigt

my? = ¢ l —)
L8 lan? 2<p N\ 2¢/°
oder
: .
P =0, 65)? N ( 20)
Da nun ¢ =4 ¢, so ist zwischen den kleinsten Werthen von m,?
fir die Netze aus rechtwinkligen Dreiecken und Rhomben die Relation

vorhanden :

0, 80 1_ 2
0 65/ " 4 °
oder 2
m'p? .m?,

11
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wo m'p? sich auf das Rhombennetz bezieht. Man sieht daraus, dass
es sehr unvortheilhaft ist, ,,Dreiecke* und nicht Rhomben
zu nehmen.
Fiir 29 = 60° wird in m,? aus dem Divisor (0,65)?
(0,48)2,
fiir 2¢ = 50" ebenso . . . . . (0,59)2.
Interessant ist fiir letztere Grisse von 2¢, dass sie der jenigen Rhomben-
form entspricht, fiir welche m,2 oin Min. ist, ohne Riicksicht aunf die Miihe,
Schreibt man némlich mpy? in der Form
mp? — i’iz l§ (sin? 2@ . 1 cot
= 1" lael - @ . 1lcot p)
so wird dieses mp? bei constantem Zn und verinderlichem @ cin Min. fiir
2@ = 50" doch ist dabei die Miihe, entsprechend der Gesammtzahl
N = p . Zn aller Winkelmessungen, verinderlich mit der Zahl der

Dreciecke.
46.

Man kénnte noch manche dhnliche Betrachtung iiber dic Basisnetze
anstellen. Hier sei nur noch ein wichtiger Punkt erwiihnt. Die vorher-
gehenden Berechnungen zeigen niimlich, dass in jed em Basisnetzo go-
wisse, als ,,maassgebende Winkel* bezeichnete Winkel hervorragenden
Einfluss haben, auch dann, wenn alle Beobachtungszahlen gleich ge-
nommen werden. Es kann daher auch nicht davon die Rede scin, dass
das Resultat ein wirklich ausgeglichenes ist, denn die maasgebenden
Winkel unterdriicken sozusagen den Einfluss der anderen. Dem lisst sich
allerdings abhelfen, wenn man die maassgebenden Winkel wenig, die an-
dern oft boobachtet, also gerade nicht so verfihrt, wie cs bisher als
rationell bezcichnet worden ist. Abgeschen von der Ungercimtheit, die
darin liegt, erzielt man dadurch doch nur soviel, dass das Endresultat aus
ctwa zwei Einzelresultaten sich bestimmt. Daher ist cs jedenfalls zweck-
miissiger, die maassgecbenden Winkel auf die feinste Art zu ermitteln, sie
vielleicht mit mehreren guten Theodoliten zu beobachten, kurzum dafiir zu
sorgen, dass in ihnen selbst schon cin sicheres, weiterer Ausgleichung
nicht bediirftiges Resultat vorliegt.

Anhangsweise sei ferner bemerkt, dass Richtungsbeobachtungen
(insbesondere bei dem Rhombusnetze) Anwendung finden kénnten. Be-
sonderer Untersuchung bedarf dieser Fall nicht, eben darum, weil die
maassgebenden Winkel den grossten Einfluss behaupten, sodass in das
Resultat der Character der Richtungsbeobachtungen wenig eingeht*).

*) Einige Bemerkungen iiber giinstigste Basisnctze finden sich auch in dem Vor-
wort von Struve zu der Ermittelung des Hohenunterschieds zwischen dem Schwarzen
u, Kaspischen Mecre etc. von Fuss, Sabler u.Sawitsch. Petersburg1849.* SeiteIX. u.f.
Besonders umfassend sind aber die Untersuchungen hieriiber indem Werke: ,,die kleine
Speyercr Basis von F. M. Schweord 1822.
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IV. Uecher die giinstigste Vertheilung der Hauptpunkte eines
grossen Dreiecksnetzes.

47.

Es kann nicht die Aufgabe dieser Arbeit sein, iiber die Griésse der
Entfernungen benachbarter Hauptpunkte etwas Maassgebendes anzufiihren,
cbenso wenig wie im vorhergehenden Hauptabschnitte die wirkliche Linge
der Basis in den Kreis der Betrachtungen gezogen wurde. Bessel empfahl
miglichst grosse Distanzen, Struve fand Distanzen von 3 bis 4 geogra-
phischen Meilen als die praktisch zweckmiissigsten, namentlich hinsichtlich
der Schnelligkeit der Messungsarbeit und der Elimination der Lateral-
refraction.

Man scheint indess im Allgemeinen der Ansicht zu sein, die grisste
Genauigkeit durch Verbindung méglichst weit entfernter Nachharpunkte
errcichen zu kénnen, und lisst das Terrain in gewissen Richtungen La-
teralrefraction vermuthen, so sucht man ihren Einfluss durch Control-
verbindungen zu mindern. Ist die Messung Theil ciner Gradmessung, so
ist sicher dabei auch der Zweck ,,geringsten Kostenaufwandes* erreicht;
triangulirt man aber nur, um die Grundlage einer Landesvermessung zu
erhalten, so geben Punkte in kurzen Distanzen meist ausreichende Ge-
nanigkeit bei weniger Gesammtkosten.

Im Folgenden mége der in neuerer Zeit hiufigste Fall der Com-
hination beider Endzwecke durch eine einzige Triangulation festgehalten
werden. Diese muss, soll sie moglichst vortheilhaft sein, die Lage einer
grossern Anzahl gleichmiissig vertheilter Punkte zu ermitteln suchen. Es
hiitte einesthcils keinen Sinn, im Allgemeinen cine andere Vertheilung
anzunehmen, anderntheils erleichtert aber die gleichmiissige Vertheilung
der Punkte ihre gleichmissige Bestimmung, sowie auch dicjenige der
Punkte zweiter Classe. Unter ,,gleichmiissiger Bestimmung* ist dabei eine
solche zu verstehen, welche nicht nur Punkte in gleicher Entfernung von
der Basis gleichgenau angiebt (also mit gleichem M crmittelt), sondern
auch jeden einzelnen Punkt gleichmiissig nach allen Richtungen bhestimmt
(H constant). Wenn sich iiberbaupt eine Triangulation dem entsprechend
vornehmen lisst, so ist s gewiss dicjenige, deren Nachbarpunkte zu regel-
méssigen Figuren verbunden werden kinnen.

48.

Kann man alle Nachbarpunkte in gleiche Entfernung legen, so erh#lt
man als Grundfigur des Netzes das gleichseitige Droicck. Dieser
Grundfigur steht am niichsten das Quadrat mit zwel Diangonalen.
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Weitere Grundformen giebt es nicht. Denn ist 4BCD . . . (Fig. 24.) eine
solche Grundform, also ein regulires n-Eck, innerhalb dessen keine Netz-
punkte liegen, 60 muss der Winkel des n-Eckes sich im Umkreise jeder
Ecke (B z. B.) eine ganze Anzahl Male auftragen lassen, weil jeder Punkt
Theil ist von mehreren Vielecken gleicher Form. Das giebt

1 2""_4 = einer ganzen Zahl,
oder " :_ 5 = einer ganzen Zahl, was nur moglich ist
fiir n=3, 4 und 6.

Das reguldre Sechseck giebt durch die zu seiner Construction néthigen
Diagoualen ein dem Netze aus gleichseitigen Dreiecken verwandtes Netx.
Es bleiben hiernach nur die erwihnten zwei Grundfiguren iibrig.

Bei gleicher Punktzahl auf gleicher Fliche sind die Distanzen be-
nachbarter Punkte fir beide Grundfiguren ziemlich gleich; denn indem
einem Quadrate immer etwa zwei Dreiecke entsprechen werden, muss

, 3
:,‘——-2347.;-/—;—; 5, = 0,93 34

sein, wo s, die Quadratseite, s; die Dreiecksseite bedeuten.

Die in der Praxis vorkommenden Netzformen werden aber, falls nicht
besondere irtliche Verhdltnisse es hindern, zwischen dem Quadratnetze
und reguldren Dreiecknetze schwanken. Es ist daher im Folgenden ein
Vergleich beider Grenzfille dahin ausgefiihrt worden, welcher von beiden
das Verhiiltniss entsprechender Seiten der Grundfiguren am genauesten
»bei gleicher Mithe'* angiebt.

49.
Im Anschluss an Fig.25. sei 4BC ein im Innern des Netzes gelegenes,

gleichseitiges Droieck. Die Messung von 9C BAC = a und < 4BC
= f§ giebt fiir die Gegenseiten BC — a und 4C =

a sin « . a
5 =3B wobei d(;) = col ada — cot Bdff = — -

die Grosse des Fehlers in g— bezeichnet, welcher den Winkelfehlern d«
und df entspricht,

Diese Formel gilt fiir jedes andere Seitenverhiltniss im Dreiecke,
und es hat daher das gleichseitige Dreieck die Eigenschaft, sich von
jeder Beite aus gleich gut construiren zu lassen. (Vergl. Abschnitt 38).

Dic Beobachtung des dritten Winkels < ACB = y hat auf d(%) im Mittel

keinen Einfluss, denn y controlirt nur die Summe von « und 8, indem
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e+ pf+y—180'=0
sein soll. Findet man nun rechts anstatt Null einen Werth », so sind aus
de 4+ df+dy=v '
die wahrscheinlichen Aenderungen da = dff = dy = g, daher de — df,

wie es in d (g) nur vorkommt, gleich Null. Bezeichnet nun + @ deu mitt-
leren Fehler in der Messung der Winkel a, 8, . . . (in Bogen) und 4-4d den

mittleren Fehler in ;}, so ist also bei Messung von « und 8 oder

«, pundy 9
71a) d2=3m2.

Da nun das Dreieck 4 BC von andern Dreiecken umschlossen wird,

muss man % noch aus der Dreieckskette (1. 2. 3. 4. 5), sowic aus der Kette

(1.12. 11. 10. 9. 8. 7. 6. 5), (Fig.25.), welche als unabhiingig von einander
angeschen werden konnen, berechnen. Die erste Kette giebt g« durch 5

Scitenverhiltuisse, die zweite durch 9 solche. Obgleich sich nun jedes
dieser Verhiltnisse schliesslich fiir sich betrachtet ebenso genau bestimmt,

wie % fiir sich betrachtet, so darf man doch hier, wo benachbarte Dreiecke

in Frage kommen, den Seitenverhiltnissen diese Genauigkeit nicht bei-
legen, wie sofort klar ist. Nennt man - J, und - d; die mittleren Fehler

in % aus beiden Ketten, + m, den noch unbekannten, aus allen Einzcl-

bestimmungen sich ergebenden mittlern Fehler in %, 8o wird
5m? < 0,2 < 502 Im? <4t <9
Betrachtet man weiter die Winkel um 4 und B, so zeigt sich, dass diese
bei den Bestimmungen von d, und d; bisher nur zam kleinen Theil in Anwen-

dung gekommen sind. Man wird daher der Wahrheit niher kommen, wenn
man sich @ und § noch aus den Summenglecichungen der Winkel um 4 und B

] . . .
bestimmt denkt und zwar mit dem mittlern Fehler 4- 1/—5 , wie leicht ein-

. a .
zuschen. Das Quadrat des mittlern Fehlers der Bestimmung von j mit

Hilfe von « und f geht damit iiber in

In die obern Grenzen von d,> und 4, darf dieser Werth fiir 42 nicht
cingefiihrt werden. Es kommt z. B. in der Kette (1. 2.9, .50 Qer Qo-
Zeitsehrift . Mathematik a. Physik X111, 3. 10
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sin a,
sin By
gleichung angehdren, gilt fiir den Quotienten eine &hnliche Bemerkung,
sin «
sin B

chungen fiillt bei den Dreiecksketten beinahe giinzlich weg.

tient vor, und da @, und B, gleich sind, sowie derselben Summen-

wie sie frither fiir

