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$ 1. Geschichtliche Einleitung.

Die ersten Betrachtungen tber die Genauigkeit geometrischer
Operationen beim Feldmessen und beim Zeichnen diirften im 17. Jahr-
hundert angestellt worden sein.?) Bei R. Cotes®) finden wir schon
eine ganze Reihe von Sitzen iiber die Fehler bei Dreiecksbestimmungen
{(mit besonderer Riicksicht auf die Astronomie). In einfacherer Form
und mit mehr Anwendungen stellte Chr. v. Wolf dieselben Unter-
suchungen an*); bei ihm beanspruchen nicht nur die verschiedenen fiir
die Praxis des Zeichnens bestimmten Vorschriften fiber die Zeichen-
instrumente®) ein historisches Interesse, sondern auch besonders die

1) Diese Arbeit steht in Zusammenhang mit der auf Anregung meines hoch-
verehrten Lehrers, Herrn Prof. W. Franz Meyer, von mir verfaBten Dissertation
tiber ,Anwendungen der Theorie der Fehler in der Ebene auf Konstruktionen
mit Zirkel und Lineal'* (K3nigsberg 1906), indem sie neben andern Erginzungen
vor allem eine Reihe von Anwendungen der dort ausgefilhrten Theorie gibt; sie
ist aber in der Hauptsache selbstindig und nimmt nur an wenigen unwesent-
lichen Stellen auf jene Dissertation Bezng.

2) Kaestner, Gesch. d. Math.; verschiedene Stellen in Bd. 1 und 8.

8) Aestimatio errorum in mixte mathesi per variationes partium trianguli
plani et sphaerici. 1709. .

4) Elementa Matheseos, 1718; z. T. schon vorher in den Anfangsgr. d.
Math. 1710.

5) Elementa Geometriae, Cap. II.

Zeitsohrift f. Mathematik u. Physik. 63. Band. 1906. 1. Heft. 1



2 Beitréige zu einer Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen.

Frage nach dem Verhdltnis der Genauigkeiten bei geometrischer Kon-
struktion einerseits und Berechnung andrerseits.') W olf scheint also
der erste gewesen zu sein, der sich mit der Genaunigkeit geometrischer
Zeichnungen im engeren Sinne beschiftigt hat.

Nach einer zweiten Seite hin 1Bt sich der Gegenstand vorliegender
Abhandlung ebenfalls bis in den Anfang des 18. Jahrhunderts zuriick-
verfolgen: es war wieder Cotes, der am Schlusse der zitierten Aestim.
err. etc. den Grund zu einer Theorie der Fehler in der Ebene und tm
Rawm gelegt hat in dem spiter nach ihm benannten ,Prinzip des
Schwerpunkts“ (die wahrscheinlichste Lage eines gesuchten Punktes im
Raum ist der Schwerpunkt der beobachteten Punkte).?)

Besonders bemerkenswert sind dann weiter die Arbeiten von
Lambert®) sowohl tiber die Theorie der Fehler in der Ebene, als
auch tber die Fehler bei einer Zeichenoperation. Die Betrachtungen
tiber Fehler in der Lage eines Punktes (,,Der Fehler besteht in dem
Abstande des gefundenen Punktes von seinem wahren Orte, und dieser
Abstand ist also dem Grade der Zuverlissigkeit umgekehrt proportional“
(@ 395)) werden angekniipft an geoditische Operationen, speziell an das
Vorwiirtseinschneiden mit zwei Strahlen. Als Spielfliche fiir den wahren
Punkt erhilt Lambert dann richtig ein Parallelogramm; die giinstigste
Punktlage fiir das Einschneiden sucht er nach dem Prinzip zu er-

1) Elementa Trigonometriae planae, §§ 58 ff.

2) Auf dieses Prinzip haben bekanntlich Schols (1876) und unabhiingig
von ihm Bertrand (1888) eine Ableitung des Gesetzes fiir Fehler im Raum
gestitat. .

8) Beytrige zwm Gebrauche der Mathematik wnd deren Anwendung, 1. Teil,
Berlin 1765; Abschuitt I ,,Anmerkungen und Zusiitze zur praktischen Geometrie*.
Die fehlertheoretischen Arbeiten Lamberts scheinen unverdienterweise ghnzlich
in Vergessenheit geraten zu sein; es mdge deshalb an dieser Stelle darauf hin-
gewiesen werden, daB schon in seiner. Photometria (1760) ein ganzer Abschnitt
(8§ 271—806) iUber die Methoden zur Fehlerabschdtzung handelt, und daB die zu
§ 296 gehorige Figur 31 die erste gut getroffene Zesichnung einer Fehlerwahrschein-
lichkeitskurve gibt (das bei Simpson, 1755, als Fehlerkurve auftretende gleich-
schenklige Dreieck entspricht zu wenig dem wirklichen Sachverhalt). Auch ein
Halbkreis erscheint als Fehlerkurve schon vor D. Bernoulli (1778) bei Lambert.
Die ,Theorie der Zuverlissigkeit der Beobachtungen und Versuche* behandelt.
die Ausgleichung vermittelnder Beobachtungen nach einem Prinzip, das schon
sehr an die Methode der kleinsten Quadrate erinnert, n#mlich: ,Die Summe der
Abweichungen auf beiden Seiten soll einander gleich sein.” Auf das von Lambert
angewandte einfache Rechnungsverfahren ist man wiederholt zurickgekommen
(8. z. B. Weinstein, Handb. d. physik. MaBbest. 1, S. 462). Ferner hat Lambert.
auch die , Theorie der Fehler im Triangel* zum ersten Male systematisch ent-
wickelt und an einigen Beispielgn ausfiihrlich diskutiert (Kap. XI—-XIV der An-.
merk. u. Zusitze).
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mitteln, daB der griBte Fehler (die lingere der beiden Diagonalen des
Fehlerparallelogramms) relativ klein zu machen ist, was freilich zu .
keiner bestimmten Losung fiihrt.?) -

Lambert scheint auch der erste — und beinahe einzige — ge-
wesen zu sein, der eine Versuchsreihe itber die Genauigkeit einer Zeichen-
operation angestellt hat, nimlich iiber den Fehler beim Abgreifen einer
gegebenen Strecke mit dem Zirkel (§ 435 ff.); dieselbe ist so geschickt
und sorgfiltig ausgefiihrt, daB sie spdter (in § 5) genauer erdrtert
werden soll.

Unter besonderen geometrischen Gesichtspunkten handelt es sich
um die Genaunigkeit von Konstruktionen in der ,,Geometria del compasso®
von Mascheroni.®) Der urspriingliche Plan dieses Werkes war zwar
ein rein theoretischer (wie ich mir entgegen der Darstellung von Klein?)
za bemerken erlaube), nimlich Riickkehr zu der elementaren Geometrie
und Neubelebung ihrer Aufgaben durch ,Spaltung des mathematischen
Elements (Zirkel und Lineal) in seine beiden Bestandteile”; bei der
Ausarbeitung aber trat eine praktische Absicht in den Vordergrund,
namlich die Erzielung groferer Genauighkeit durch Verwendung des Zirkels
allein; das Lineal wird als ungeeignet fiir exakte Konstruktionen be-
zeichnet. Neben diesem Grundgedanken ziehen sich durch das ganze
Buch Bemerkungen fiber die Genauigkeit einzelner Komstruktionen; so
werden vor allem Schnitte von Kreisbogen unter spitzem Winkel zu
vermeiden gesucht, und in einigen Fillen werden besondere Hilfs-
konstruktionen zur Erhohung der Genauigkeit angegeben; es wird
asuch die Verwendung mehrerer Zirkel empfohlen, welche ihre Offnung
wihrend derselben Konstruktion unveréindert beibehalten. N&here Aus-
fahrungen @iber die Art und GroBe der zu erwartenden Fehler sind
freilich nirgends zu finden.

Die aus der Theorie der geometrischen Konstruktionen bekannten
Werkchen von Servois (1804) und Brianchon (1818) bieten hin-
sichtlich der Genauigkeit der geometrischen Operationen nur wenig*),

1) Untersuchungen dieser Art sind meines Wissens erst wieder von Jordan
in Angriff genommen worden (Uber die Genauigkeit einfacher geoditischer Punkt-
bestimmungen, diese Ztschr. 16, 1871).

2) Pavia, 1797; es existieren verschiedene Ubersetzungen, z. B. von Carette,
2. édit., Paris 1828,

8) Ausgewihlte Fragen der Elementarmathematik, S. 26. .

4) Es sei aber bei dieser Gelegenheit darauf hingewiesen, daB besonders
Brianchon bei vielen Konstruktionen schon darauf aufmerksam macht, daB sie
allein mit Lineal und Streckentbertrager (MeBkette) ausfithrbar sind. Die Parallelen-
konstruktion bei Brianchon (§ 20, Fig. 5) ist identisch mit der von Hilbert
(Grundl. d. Geom., 2. Aufl., 8. 74) angegebenen.

1.



4 Beitrige zu einer Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen.

ebenso die Steinersche Abhandlung von 1833, aus welcher hier nur
bemerkenswert ist, daB sie ein umfassendes Programm fiir eine Weiter-
entwicklung der elementaren Geometrie, auch mit Rticksicht auf die
Genauigkeit der Konstruktionen, aufstellt.)

Aus den nichsten Jahrzehnten ist hier nur zu erwihnen die Ent-
wicklung der Theorie der Fehler in der Ebene durch Bravais (1846)
Andrae (1858), Helmert (1868) u. a.%)

Uber die Genauigkeit von Zeichnungen aber kann ich erst aus dem
Jahre 1871 eine Arbeit von Chr. Wiener anfithren®), welche ebenfalls
in § 5 besprochen werden soll. In etwas verinderter Darstellung findet
man diese Abhandlung in Wieners Lehrbuch der darstellenden Geo-
metrie wiederholt.*) Diese Untersuchung hat wahrscheinlich die Ver-
anlassung zu den Ausfilhrungen des dort folgenden Abschnittes ge-
geben, tiberschrieben: Einige Regeln tiber genaues Konstruieren. Hier
tritt wohl zum ersten Male der Gedanke an eine ratfionelle Fehlertheorie
der geometrischen Konstruktionen in bestimmter Form auf (8. 190 ,Die
Aufgaben des genauesten Konstruierens mfiBten in der Weise der Auf-
gaben der hoheren Geodisie mittels der Methode der kleinsten Quadrate
behandelt werden). Wiener begntigt sich mit der Angabe von einigen
,mehr oder weniger sicheren Sitzen, welche auf Erfahrung, Anschauung
und Abschiitzung gegriindet sind“ (z. B. Satz 2: ,Der Schnittpunkt
zweier Geraden ist um so sicherer bestimmt, je nidher diejenigen
Punkte, welche jede Gerade bestimmen, bei dem Schnittpunkt liegen).

Auf Grundlage dieser Sétze (im ganzen 5) werden dann fiir drei
einfache Aufgaben die Regeln fiir das genaueste Konstruieren abgeleitet,
némlich: 1) Errichten einer Senkrechten, 2) Halbieren einer Strecke,
3) Fillen einer Senkrechten. Diese elementare Methode empfiehlt sich
natirlich sehr durch ihre Einfachheit. Sie zeigt aber ihre Unvoll-
kommenheit schon darin, daB die Bedingungen fiir die genaueste Kon-
struktion nicht immer richtig erhalten werden, und vor allem auch
darin, daB sie keine Anhaltspunkte fiir die GroBe der zu erwartenden
Fehler liefert.

Es scheint, als ob derartige Betrachtungen keine weite Verbreitung
gefunden haben. Ich kann hier nur das Lehrbuch der zeichnenden Geo-

1) Ges. Werke 1, 8. 509; Ostw. Klass. Nr. 60, S. 64.

2) Darstellung dieser Theorie nebst Literaturtibersicht bei Czuber, Theorie
der Beobachtungsfehler, 8. Teil, Lpz. 1891 und Referat in Deutsche Math.-Ver. 7,
1897/98, 8. 217—224. 8. auch meine Dissertation 8. 6/7.

8) Uber die mdglichst genaue mechanische Rektifikation eines verzeichneten
Kurvenbogene usw., diese Ztechr. 16 (1871), S. 112—124.

4) Bd. 1 (1884), S. 184ff.
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metrie von G. Miiller anfiihren?), welches sich, wahrscheinlich im An-
schluB an Wiener, ausfiihrlicher mit solchen Regeln {iber genauestes
Konstruieren befaBt. U. a. wird darin auch folgender Grundsatz auf-
gestellt (§ 2, 7): ,Aus je weniger Elementargeschiiften sich die Losung
einer Aufgabe zusammensetzt, um so genauer wird (im allgemeinen)
die Zeichnung usw.

Dies ist genau der Gedanke, den Lemoine in seiner Geometrographie
(seit 1888) fiir die Beurteilung der Genauigkeit einer Konstruktions-
methode angewendet hat. Er stellt bekanntlich jede Konstruktion mit
Zirkel und Lineal durch ein Symbol von der Form: Op. (, R, + L R,
+ m,C, + m,C, + m,C,) dar und bezeichnet die Zahl }, + m, + m, als
Map der Genauigkeit (coefficient d’exactitude). Wie schon aus dieser
Festsetzung hervorgeht und wie Lemoine auch ausdrdcklich hervor-
hebt, wird dabei auf die Praxis des Zeichnens insofern gar keine Riick-
sicht genommen, als z. B. ein sehr spitzwinkliger Schnittpunkt gleich-
berechtigt mit einem rechtwinkligen erscheint. Ein geometrographisches
Genauigkeitema8 kann also immer nur eine ganz summarische, an-
geniherte Beurteilung der (tenauigkeit gestatten und kann hdchstens
als ein vorldufiger Ansatz zu einem rationellen Genaunigkeitsma8 be-
zeichnet werden.?) Aber selbst so ist die Berechtigung der von Le-
moine gebranchten Genaunigkeitszahl noch einem erheblichen Einwand
ausgesetzt, der vor einiger Zeit von Mehmke?®) auch hinsichtlich der
Einfachheitszahl geltend gemacht worden ist: muB nicht das Einsetzen
der Zirkelspitze in den Schnittpunkt zweier Geraden mit 2 C, bezeichnet
werden, entsprechend der Zihlung 2R, fiir das Anlegen des Lineals
an zwei Punkte? Dadurch wiirde natiirlich die Genauigkeitszahl in
vielen Fillen bedeutend groBer werden (indem C, = 2C, gesetzt wird),
und die Vergleichung verschiedener Losungen derselben Aufgabe wiirde
zu ganz anderen Resultaten fithren. Die von mir nach der hier za
entwickelnden genaueren Fehlertheorie durchgerechneten Beispiele er-
laubten noch keine bindenden Schliisse in dieser Richtung, weil das
Verhilltnis zwischen der wirklichen und der durch die Genauigkeitszahl
angegebenen (enauigkeit durch die Abénderung der Zihlung ebenso
oft verbessert, wie verschlechtert wurde (3:3).4) Zu Gunsten der

1) 6. Aufl., Stuttgart 1901; ich wurde auf dasselbe aufmerksam durch die
Rezension in dieser Ztschr., 48 (1908), S. 823.

2) Vgl Klein, Anwendung der Differential- und Integralrechnung auf Geo-
metrie. Vorlesungen, Sommer 1901. 8. 860.

8) Bemerkungen zur Geometrographie von M. E. Lemoine. Deutsche Math.-
Ver. 12 (1908), S. 118—1186.

4) Da sich. die verschiedenen Ldsungen einer Aufgabe hinsichtlich ihrer
wirklichen Genanigkeit nur selten in allgemeiner Weise vergleichen lassen, so
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Anderung von Op. C, in Op. 2C, mdchte ich hier aber auf den auf-
fallenden Dualismus hinweisen, der sich in den Formeln fiir die Ge-
nauigkeit von Op. C, und Op. 2R, herausgestellt hat.?)

Weiter ist hier, wenn auch nur kurz, eine Programmabhandlung
von Witting?) zu erwiihnen, welche, an die Problemstellung von
Steiner anknmiipfend, in ihrem ersten Teile eine Reihe interessanter
Bemerkungen iiber die Ungenauigkeiten beim Zeichnen, tiber Konstruk-
tionen zur Erhohung der Genauigkeit usw. enthilt; dieselben scheinen
mir aber nicht immer einwandfrei zu sein.

In besonders nachdriicklicher Form findet sich der Gedanke an
eine rationelle Fehlertheorie der zeichnenden Geometrie in den schon
angefiihrten Vorlesungen von Klein iiber Differentialgeometrie aus-
gesprochen (S. 358ff.); es wird darin auf die mustergtiltige Ausbildung
der Fehlerrechnung in der Geodiésie hingewiesen, der gegeniiber die
iiblichen unbestimmten Anschauungen {iber die Genauigkeit geo-
metrischer Zeichnungen hichst mangelhaft erscheinen miissen, und es
wird auch an dem Beispiele des Pascalschen Satzes gezeigt, wie eine
solche Fehleruntersuchung etwa anzufangen wire.

Vom Standpunkt der Ausgleichungsrechnung aus hat F. Geuer?®)
einen Beitrag zu diesem Problem geliefert. Er behandelt die konstruk-
tive Ausgleichung einer durch mehr als zwei Punkte bestimmten Geraden
und eines durch mehr als zwei Geraden bestimmten Punktes; dabei
muB also vorausgesetzt werden, daB man bei einer Zeichnung zur Er-
hohung der Genauigkeit und zur Beurteilung der GriBe der Fehler
mehrfache Uberbestimmungen vorgenommen hat. Es kann zugegeben
werden, daB dies bisweilen angebracht ist, vielleicht auch noch, daB
man in ganz seltenen Fillen eine exakte konstruktive Ausgleichung
wirklich vornehmen wird (meistens wird man sich ja auf das zeichne-
risgche Geftihl allein verlassen konnen); im allgemeinen aber liegen
Uberbestimmungen nicht im Wesen der zeichnenden Geometrie (anders
bei der Gteodisie); und Geuer selbst ist zu dem Resultat gefiihrt
worden (8.27), daB es ,eine mithsame und miBliche Sache ist, den

wird eine groBe Anzahl von Beispielen ndtig sein, um iber den Grad der Zu-
verliissigkeit eines geometrographischen GtenauigkeitsmaBes einigermaBen sicher
entscheiden zu kdnnen.

1) Da ich auf diesen Dualismus hier nicht weiter einzugehen brauche, so
verweise ich auf die Ausfilhrungen in meiner Dissertation, §§ 6 und 7.

2) Geometrische Konstruktionen, insbesondere in begrenzter Ebene. Progr.
d. Gymn. z. heil. Kreuz, Dresden, 1899.

8) Die Genauigkeit geometrischer Zeichnungen behandelt nach dem GauB-
schen Ausgleichungsverfahren. Diss. Freiburg 1902, auch Progr. d. Progymn. in
Durlach, 1902.
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Grad der sabsoluten Genaunigkeit einer Zeichnung durch zahlreiche
Uberbestimmungen zu heben“. Auch die wenigen durchgefihrten An-
wendungen auf einzelne Konstruktionsaufgaben sprechen nicht fiir die
Fruchtbarkeit dieser Methode; vor allem erhiilt man auch hier nur die
Bedingungen fiir die maximale Genauigkeit, wihrend Angaben iiber
die numerische GroBe der Fehler weder gemacht werden, noch tiiber-
haupt maoglich erscheinen.

Die von Klein 1. c. ausgesprochenen Gedanken hat P. Béhmer
in seiner Dissertation?’) auszufiihren unternommen, aber, was wesentlich
ist, ohne Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Fehlertheorie.
Die verwendeten Methoden (es kommt hier hauptsichlich das 1. Kapitel
der Diss. in Betracht) sind daher ganz elementargeometrisch und voll-
stindig im Sinne der dlteren Genauigkeitsuntersuchungen (vor GauB
und Laplace) gehalten. Dies zeigt sich besonders an dem Auftreten
eines Parallelogramms als ,Spielfliche* fir das Einsetzen der Zirkel-
spitze in den Schnittpunkt zweier Geraden und in der Art der Fehler-
susammensetzung; beides findet sich in fast genau derselben Form schon
bei Lambert vor. In diesen beiden Punkten (Begriff des Spielraumes
und Zusammensetzung der Spielriume) liegt aber die Schwiche und
streng genommen sogar Unhaltbarkeit dieser elementaren Methoden.
Denn ein Spielraum fir den wahren Wert einer beobachteten GriBe
oder, was doch nur darunter verstanden werden kann, eine Fehlergrense
(Maximalfehler) laBt sich nicht einmal streng definieren und noch
weniger mit genligender Schirfe experimentell hestimmen; und bei der
Fehlerzusammensetzung ergibt die einfache Addition der Partialspiel-
rdaume schon bei zwei Fehlern einen zu hohen Wert fiir den Maximal-
fehler, der in Wirklichkeit nicht erreicht wird und daher nicht mehr
als Fehlergrenze im eigentlichen Sinne bezeichnet werden kann.?) Trotz-
dem aber ist die Arbeit von Bohmer als ein erster Versuch zu einer
Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen anzusehen, weil es mit
Hilfe der ,Differentialformeln“ wohl in den meisten Fillen moglich
sein wird, die Bedingungen fiir die groBte relative Genauigkeit richtig
festzustellen, und weil man wenigstens Anhaltspunkte fiir die nume-
rischen Werte der Fehler erhilt.

Endlich habe ich vor kurzem in meiner schon zitierten Disser-
tation den Versuch gemacht, im engen AnschluB an die Theorie der

1) Uber geometrische Approximationen. Diss. Gittingen 1904.

2) Far die Schwierigkeiten, welche bei dem Rechnen mit Maximalfehlern
auftreten, findet man bei Lambert interessante Belege; insbesondere wird ein
FehlschluB, der ihm bei der Zusammensetzung von Fehlern begegnet ist, in § &
auseinandergesetzt werden.
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Fehler in der Ebene, insbesondere an eine Arbeit von Helmert?), die
fiir die Fehleruntersuchung der Konstruktionen mit Zirkel und Lineal
nitigen Formeln anzugeben. Wiahrend es mir dort nur auf die rein
mathematische Seite des (tegenstandes ankam, ist das Hauptziel vor-
liegender Arbeit die Anwendung der Theorie auf eine griBere Anzahl
von Konstruktionen (§§ 6 u. 7). Jedoch sollen vorher (§§ 3 u. 4) die
wichtigsten Formeln der Theorie noch einmal zusammengestellt werden,
sowie auch die Voraussetzungen der Theorie (§ 2) und die numerische
GroBe der Fehler (§ 5) ausfiihrlicher erdrtert werden.

§ 3. Die Voraussetzungen der Theorie.

Man kann bei den Fehlern der geometrischen Zeichnungen im
wesentlichen zwei Arten unterscheiden: 1. solche, die von den Unvoll-
kommenheiten der Zeichenapparate herrithren und daher als ,fechnische
Fehler“ bezeichnet werden kénnen (Unebenheiten des ReiBbretts, un-
gleichmiBige Breite und unscharfe Begrenzung der Striche; Federn der
Zirkelschenkel und Schlottern in den Gelenken; Mangelhaftigkeit des
Lineals, schwankende Fiihrung der ReiBfeder beim Ziehen von Geraden;
Unkorrektheiten von Dreiecken, MaBstiben usw.), 2. Fehler, welche
allein in der Person des Zeichners ihren Grund haben (z. B. Ungenauig-
keiten beim Einsetzen der Zirkelspitze, beim Anlegen des Lineals,
beim Abmessen von Entfernungen) und daher vielleicht als ,subjektive
Fehler® zu bezeichnen waren; ihre GroBe hingt natiirlich ab von der
Geschicklichkeit, Ubung und Aufmerksamkeit des Zeichnenden, auBer-
dem von #uBeren Umstiinden, wie Beleuchtung usw.

Es ist klar, daB bei einer Fehlertheorie der geometrischen Kon-
struktionen im allgemeinen nur die Fehler der 2. Art Beriicksichtigung
finden konnen, denn die der ersten Art sind zum groBten Teile kon-
stante Fehler, welche in jedem einzelnen Falle hesonders behandelt
werden miiften. Nur ganz summarisch liBt sich aussagen, daB die
technischen Fehler im allgemeinen dahin wirken, die subjektiven Fehler
zu vergroBern, und daB man sie daher vielleicht implizite berticksichtigen
kann, wenn man die GroBe der subjektiven Fehler aus Konstruktionen
ermittelt, die mit einer Reihe verschiedener Zeichenapparate ausgefithrt
worden sind.

Wir setzen nun von diesen subjektiven Fehlern voraus, daB8 ihre
GroBe nur abhingig sei von der Individualitdt des Zeichners, unabhingig
dagegen von besonderen Umsténden, wie der Lage der Zeichnung in
der Zeichenebene und der Stellung des Zeichners zu ihr. Wir erhalten

1) Studien diber rationelle Vermessungen usw., diese Ztschr. 18 (1868).
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damit, unabhingig von einer speziellen Form des Fehlergesetzes, so-
gleich folgende Aussagen tiber einige einfache Arten von Fehler-

Beim FEinseleen der Zirkelspitze in einen beliebigen Punkt einer
gegebenen Geraden liegen alle Treffpunkte gleicher Wahrscheinlichkeit
auf einer aus der Schar von Parallelen zu dieser Geraden.

Beim Einstechen in einen gegebenen kreisrunden Bleistiftpunkt?)
liegen alle Punkte gleicher Wahrscheinlichkeit auf einem aus der Schar
konzentrischer Kreisé um diesen Punkt.

Beim Anlegen des Lineals an einen gegebenen kreisformigen Punkt
in beliebiger Richtung umhiillen alle Geraden gleicher Wahrscheinlich-
keit einen aus der Schar konzentrischer Kreise um diesen Punkt.

Ferner setzen wir die Gultigkeit des Gaussischen Fehlergesetzes
fir die subjektiven Fehler voraus. Es erscheint zweifellos, daB dies
mit nicht viel geringerer Anniherung richtig sein wird, als es von den
gewohnlichen Beobachtungsfehlern bekannt ist. Immerhin aber méchte
ich darauf hinweisen, daB gerade bei den geometrischen Konstruktionen
die Erfahrung wahrscheinlich etwas groBere Abweichungen vom Gauss-
ischen Fehlergesetz zeigen wird, weil die endliche Breite der Striche
besondere Sichtbarkeitsbedingungen mit sich bringt.?) Wie sich die
folgenden Betrachtungen dann etwa éndern wiirden, li8t sich ungefihr
iibersehen; jedoch scheint es vorldufig nicht lohnend, niher darauf ein-
zugehen.

Den Entwicklungen der beiden niichsten Paragraphen voraus-
greifend wollen wir hier gleich die Frage nach der Unabhdngighkeit
gewisser Operationen voneinander streifen, weil wir auch hierbei eine
fiir die ganze Theorie sehr wesentliche Annahme machen miissen. Es
handelt sich darum, ob z B. beim Anlegen des Lineals an zwei
gegebene Punkte die Fehler des Anlegens in beiden Punkten als un-
abhiingig voneinander angesehen werden komnen. Lemoine fordert
dies ausdriicklich, und nur so hat er das Recht, diese Operation mit
2R, zu bezeichnen. Auch wir werden im Interesse einer méglichst
einfachen Theorie die gleiche Voraussetzung treffen; dieselbe wird wohl

1) Beim Einsetzen der Zirkelspitze in ein schon vorhandenes Stichloch ent-
steht, wie Bdhmer (8. 10 w. 19) richtig bemerkt hat, gewdhnlich kein neuer
Fehler; jedoch ist daraus nur selten Vorteil zu ziehen.

2) Die physiologische Grenze des Sehvermdgens, welche hier eine wichtige
Bolle spielt (s. weiteres in § 6) tritt mehr oder weniger wohl bei allen Beobachtungs-
fehlern in Erscheinung; vielleicht ist hierin der Grund zu suchen fiir die eigen-
timliche Art der Abweichungen vom Gaussischen Fehlergesetz in griBeren Be-

obachtungsreihen.
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im allgemeinen ungefihr richtig sein; nur wenn die beiden Punkte
sehr nahe aneinander liegen, so faBt das Auge sie als ein Ganzes auf
und bewirkt dadurch, daB die Verbindungsgerade etwas genauer gezogen
werden kann, als es nach der Theorie der Fall sein sollte. Noch
deutlicher tritt dies hervor an dem Einsetzen der Zirkelspitze in den
Schnittpunkt zweier Geraden: bei aufmerksamer Selbstbeobachtung
wird man finden, daB besonders bei sehr spitzen Schnittwinkeln nicht
nur die beiden Geraden als bestimmende Elemente des Schnittpunkts
aufgefaBt werden, sondern daB es noch andre Anhaltspunkte fir das
Auge zur genaueren Erfassung des wahren

Fig. 1.
'l ; Schnittpunkts gibt, némlich in erster Linie
i die Spitzen der keilférmigen weien Flichen
! T ; zwischen den schwarzen Strichen; genau in

der Mitte zwischen ihnen muB ja der ideale
Schnittpunkt liegen (Fig. 1); auBerdem richtet man sich such nach der
Stelle der kleinsten Breite, indem man die Figur der beiden Geraden
wieder als ein (Ganzes betrachtet.!) Die Fehler des Einstechens inbezug
auf beide Geraden sind also nichf unabhiéngig voneinander, und infolge-
dessen wird ein sehr spitzwinkliger Schnittpunkt in Wirklichkeit nicht
als so ungiinstig empfunden, wie es nach der Theorie sein miiBte. Es
wiirde aber sehr umfangreicher experimenteller Untersuchungen bedirfen,
um die GroBe der Abweichungen von Theorie und Praxis festzustellen,
und eine solche verfeinerte Theorie wiirde voraussichtlich gleich erheb-
lich verwickelter werden.
Zum SchluB dieser einleitenden Bemerkungen mdchte ich noch,
besonders in Ankniipfung an die zitierte Arbeit von Béhmer, auf die
Definition und Bedeutung der geome-
¥le- 3. trischen Realgebilde eingehen. Indem
G e R 7 T~ wir bei den empirisch darstellbaren
Strichen und Punkten absehen von
der physikalischen Beschaffenheit, von
der unscharfen Begrenzung der Rénder,
von der ungleichmifigen Breite der
Striche und unregelmiBigen Gestalt
der Punkte usw., konnen wir folgende einfachen Festsetzungen treffen:
Unter Realgeraden verstehen wir schmale, von zwei parallelen
Idealgeraden begrenzte Streifen (,,Geradenstreifen”). (Fig. 2.)

1) Zur Bestitigung mdchte ich eine Stelle aus Culmanns Graphischer
Statik anfiihren (Vorrede 8. V): ,der Ingenieur ist vermdge seiner topographisch-
geoddtischen Bildung mehr als der Architekt und der Mechaniker gewohnt, die
Genauigkeit von Schnitten zu beurteilen und Linien und Punkte scharf zu bestimmen*.
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Als Realpunkte nehmen wir kleine, genau kreisférmige Flichen
an; sie mogen , Punktkreise“ heiBen.’) (Fig. 2.)

Realkreise (Fig. 2) und andere Realkurven sind analog den Geraden-
streifen zu definieren (,,Kurvenstreifen®).

Jedes Realgebilde repriisentiert uns genau ein und nur ein Ideal-
gebilde, nimlich ein Kurvenstreifen die ideale Mittellinie und ein Punkt-
kreis den idealen Mittelpunkt.”) Mit den in dieser Weise idealisierten
Realgebilden werden wir im folgenden operieren und sie in den Figuren
in etwa 20facher VergréBerung wiedergeben (vgl. die Angaben in § 5).

§ 8. Die Fehlerellipsen.

Als Aufgabe einer rationellen Fehlertheorie der zeichnenden Geo-
metrie ist anzusehen: die Berechnung des in dem Resultat einer be-
liebigen Konstruktion zu erwartenden Fehlers aus den Fehlern einer
beschrinkten Anzahl von Grundoperationen. Indem wir uns fortan auf
die Konstruktionen mit Zirkel und Lineal beschrinken, haben wir es
bekanntlich mit 5 solchen Grundkonstruktionen zu tun; demnach sind
nur folgende 5 Grundfehler zu berticksichtigen:

I. Fehler beim Einsetzen der Zirkelspitze in den Schnittpunkt

a) zweier Geraden
b) einer Geraden und eines Kreises; (§ 3).
c) zweier Kreise
II. Fehler beim Anlegen des Lineals an zwei gegebene Punkte (§ 4).
III. Fehler beim Konstruieren eines Kreises, der durch Mittelpunkt
und Radius gegeben ist (§ 4).

Wir kdnnen die beim Einsetzen der Zirkelspitze in einen gegebenen

Schnittpunkt auftretende Fehlerverteilung leicht mit einer andern, aus

1) Vgl. Lambert, Anm. u. Zus. § 429: ,,Wir gebrauchen hierzu eine Circul-
fiiche, weil kein Grund da ist, warum man sich einen Punkt, den das Auge nicht
mehr unterscheidet, als eckicht vorstellen sollte.

2) Es scheint vielfach die Ansicht zu bestehen (z. B. bei Klein, Witting
und B3hmer), als ob die Realgebilde schon an und fiir sich wegen ihrer endlich
groBen Dimensionen den repriisentierten Idealgebilden einen gewissen Spielraum
lieBen und als ob z. B. die (lenaunigkeit der Lage eines Schnittpunktes auch ab-
hiingig wihre von der Breite der sich schneidenden Geraden. Dementgegen meine
ich, daB jeder Strich, sei er noch 8o breit, einen ganz bestimmten Idealstrich
(die Mittellinie) festlegt, daB aber auch in praxi die Bestimmtheit eines Real-
gebildes nur von der Schirfe der Begrenzung, nicht von der GroBe der Abmessungen
abhiingt. Als Bestitigung mdchte ich anfiihren, daB die internationalen Meter-
prototype bei einer Breite der Endstriche von 0,006—0,008 mm bis auf 0,0001 mm
gensu bestimmt gelten. Die ideale Mittellinie einer sauber auf Papier gezeichneten
Geraden von etwa 0,1—0,2 mm Breite kann mikroskopisch mit leichter Mihe bis
auf etwa 0,006 mm genau festgestellt werden.



12 Beitriige zu einer Fehlertheorie der geometrischen Konstruktionen.

der Geoddsie her bekannten, identifizieren, indem wir uns vorstellen, daB
der wahre Schnittpunkt der beiden geometrischen Orter immer genau
getroffen wird, daB aber diese selbst mit einer Unsicherheit in ihrer
Lage behaftet sind. Wir konnen dann sofort auf Grund der Theorie
der ,,Genauigkeit von Punldbestimmungen folgenden Satz aussprechen:

Die Genauigkeit des Einstechens
in den Schnittpunkt zweier Geraden
ist in der Art durch eine Schar von
konzentrischen, homothetischen Ellipsen
um den gegebenen Schnittpunkt cha-
rakterisiert, daB alle Treffpunkte
gleicher Wahrscheinlichkeit auf einer
dieser Ellipsen liegen. (Fig. 3.)

Werden die gegebenen Geraden
als Achsen eines schiefwinkligen
Koordinatensystems genommen (Schnittwinkel @), sind ferner m, und
my die mittleren Fehler des Einsetzens der Zirkelspitze in bezug auf
die erste resp. zweite Gerade, so ist

=y
m} ' m} sin‘e

die Gleichung dieser , Fehlerellipsen® (x* willkiirliche Konstante). Vor-
ausgesetzt ist dabei also die Giiltigkeit des Gaussischen Fehlergesetzes
und die Unabhingigkeit der Fehler
in bezug auf die erste und zweite
Gerade voneinander.?)

Bei den hier beabsichtigten An-

Fig. 4. 2

“—1  wendungen handelt es sich gewshnlich
nur um die Kenntnis der mittleren
Fehlerkomponente in einer bestimmten
Richtung, d. h. des mittleren Wertes

der Quadrate aller Projektionen der Fehler auf diese Richtung. Be-

zeichnet man die Fehler (senkrechten Absténde) eines beliebigen Punktes
in bezug auf beide Geraden mit & und &, so erhélt man als Pro-
jektion & dieses fehlerhaften Punktes auf die Richtung, welche mit der

ersten Geraden den Winkel ¢ bildet (Fig. 4):

& cos(1p—m)+s,cos1p'
&€= sin @

v

1) In meiner Dissertation habe ich auf S. 8/9 eine ausfiihrlichere direkte
Ableitung gegeben; ich habe dort auch gezeigt, wie man mittels der von Bravais
gegebenen Formeln zum Ziele gelangen kann.
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Durch Bildung des Mittelwertes der Quadrate dieser Projektionen
erhidlt man dann die wichtige Formel:
e, mj cos? (p — w) 4 m} cos® 9
1# =

sin? @

’

wobei K, die Fehlerkomponente in der Richtung v gegen die erste
Gerade bedeutet.

Die Anschauung tiber Lage und GroBe der Fehlerellipsen und
Fehlerkomponenten wird am einfachsten durch die beiden folgenden
Sitze gegeben:

Die mittlere Fehlerellipse (x* = 1) ist dem Parallelogramm ein-
beschrieben, welches von den Parallelen zu den sich schneidenden Ge-
raden im Abstande + m, bezw. + m, gebildet wird.

Die Fehlerkomponente in irgend einer Richtung ist gleich der
Linge des in dieser Richtung gezogenen Radiusvektors der FupSpunkt-
kwrve za der mittleren Fehlerellipse.

In dem Spezialfalle m, = my, = m sind die Lingen der halben
Hauptachsen:

xm xm
Q == ) b- .
sin — cos =

2 2

Der Ausdruck fiir die groBe Hauptachse a (wemn o < 907) ist
die Prizisierung der gewohnlichen Anschauung, wonach der Fehler des
Einstechens gerade in der Richtung der Halbierungslinie von @ um so
groBer ist, je kleiner der Schnittwinkel o ist.

Fir m, =m; =m und o = 90° gehen die Fehlerellipsen in Fehler-
kreise @ber. Im Sinne unserer Theorie sind also Schnittpunkte von
Geraden unter rechtem Winkel und isoliert markierte Punkte gleich-
wertig. Es erweist sich daher in vieler Hinsicht als vorteilhaft, beide
mit demselben Namen zu bezeichnen, also auch rechtwinklige Schmitt-
punkte ,Punkthkreise“ zu nennen. Allgemein konnte man #iberhaupt die
verschiedenen Arten von Schnittpunkten nach der Form der zu ihnen
gehorigen Fehlerflichen unterscheiden, also beliebige Schnittpunkte von
Geraden als ,, Punktellipsen®, Schnittpunkte von Kreisen, wie wir gleich
sehen werden, als ,Punkfovale bezeichnen. Die Benennung nach der
durch die Realgebilde gegebenen Figur (Punktquadrate, -rhomben,
-parallelogramme) wiire hier wenigstens unangebracht; bei den Schnitt-
punkten von Kreisen wiirde es anscheinend sogar an einer passenden
Bezeichnung fehlen.

Handelt es sich nun ferner um das Einsetzen der Zirkelspitze in
den Schnittpunkt einer Geraden und eines Kreises oder sweier Kreise,
80 wird man sich ja meistens damit behelfen kénnen, die Kreise durch
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ihre Tangenten in den Schnittpunkten zu ersetzen. Ich mochte hier
aber wenigstens kurz darauf hinweisen'), daB es mdglich ist, diese
Fehlerflichen genaner (unter Beriicksichtigung der Kriimmung) zu be-
stimmen. Man erhilt fiir die Schnittpunkte von Gterade und Kreis an
Stelle der Ellipsen ovalformige Kurven 4. Ordnung, fir die Schnitt-
punkte zweier Kreise Ovale 8. Ordnung. Es ist auch nicht schwer, die
Breite und Hohe dieser Fehlerovale angenihert zn bestimmen, besonders
in den Fillen von Berfihrung, die hierbei ja am meisten interessieren.
Jedoch bedarf diese Theorie der Fehlerovale noch einer eingehenderen
Untersuchung und soll hier daher ganz bei Seite gelassen werden.

§ 4. Die Fehlerhyperbeln.’)

Beim Anlegen des Lineals an zwei gegebene Punkte O, und O,

die wir vorldufig als Punktkreise voraussetzen, sind die Fehler als senk-
rechte Abstinde der ge-

Fig. 5. zogenen Gteraden von den

A7 77 i beiden Punkten zu rech-

nen (Fig. 5). Bezeichnen
wir sie mit ¢, und @,
(bipolare  Linienkoordi-
naten), ferner die mittleren Fehler des Linealanlegens in O, und O,
mit u, resp. p,, so ergibt eine dhnliche Berechnung, wie bei den Fehler-
ellipsen, daB alle Geraden gleicher Wahrscheinlichkeit der Gleichung

o ~

g4 o g

61 6]
gentigen. Durch Ubergang zu rechtwinkligen Cartesischen Punkt-
koordinaten findet man zuniichst, daB die umhiillten Kurven Kegel-
schnitte sind, deren Mittelpunkt auf der Strecke 0,0, im Abstande

;‘:—_'—F“ igvon O, liegt (die Entfernung 0,0; werde mit o bezeichnet),
1

und deren eine Hauptachse in die Richtung 0,0, fillt. Auf den
Mittelpunkt und die Hauptachsen bezogen lautet dann die Gleichung:
U o z' (@ + v’

2fulx @M — I T ah] T
Die Kegelschnitte sind also konfokal, es treten Hyperbeln und
Ellipsen auf. Jedoch ist es klar, daB unter gewohnlichen Verhiltnissen
nur die Hyperbeln in Betracht kommen, deren beide Ziige sich von

1) Einige weitere Ausfilhrungen iiber die Fehlerovale und Fehlerhyperbeln
findet man in den §§ 4—8 meiner Dissertation.
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der idealen Verbindungsgeraden nicht weit entfernen (letztere ist die
imaginire Achse aller Hyperbeln). Wir erhalten also den Satz:

Die Genaunigkeit der Verbindungsgeraden zweier Punktkreise ist in
der Art durch eine Schar konfokaler Hyperbeln gekennzeichnet, daB alle
Geraden gleicher
Wahrscheinlich-
keit eine dieser
Hyperbeln um-
hilllen (Fig. 6).

Wenn die zu verbindenden Punkte, wie es ja meistens der Fall
ist, als Punktellipsen (oder Punktovale) gegeben sind, so muf man
sich, weil eine genaue Theorie hier groBe Schwierigkeiten machen
wilrde, damit begnligen, u, und g, als Fehlerkomponenten des Lineal-
anlegens allein in der Richtung semkrecht zur idealen Verbindungs-
geraden anzusehen. Dann sind alle Betrachtungen sofort auch auf
diesen allgemeineren Fall ausdehnbar.

Von besonderer Wichtigkeit fiir die Anwendungen sind die mitt-
leren Fehler der Geradenbestimmung, welche in folgender Weise zu de-
finieren sind:

Aus dem Winkelfehler irgend einer Gteraden mit den Koordinaten
¢, und o, sind = 9‘%"’ erhdlt man durch Bildung der Mittelwerte

den ,mittleren Richtungsfehler der Geraden“

sin’@-=&;t—“§-

Aus dem senkrechten Abstande ¢ eines auf O, O, im Abstande p
von O, gelegenen Punktes von der Geraden (p,0,) (Fig. 7):

e=o(1-%)+e-2 e ™
S P— o
findet man durch Berechnung 00— 3 JLO
des Mittelwertes den ,mittleren k2 :

Abstandsfehler in dem belreffenden Punkte”
p\? r\?
Mp=u(1-2) +u- (%)

Die geometrische Bedeutung dieser Formeln liegt in den folgenden
beiden Sitzen:

Der mittlere Richtungs-(Winkel-)fehler -einer durch zwei Punkte
gelegten Geraden ist gleich dem Komplementwinkel des Asymptoten-
winkels der miltleren Fehlerhyperbel (x* = 1).
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Schligt man um jeden Punkt der wahren Verbindungsgeraden
einen Kreis mit dem mittleren Abstandsfehler fir diesen Punkt, so ist
die Hiillkurve aller dieser Kreise die mittlere Fehlerhyperbel selbst.

Bei dem letzten der in § 3 aufgezihlten Grundfehler handelt es
sich ebenfalls um Hill-Fehlerflichen; er moge deshalb hier anhangsweise
kurz erledigt werden. Man erkennt sofort die Richtigkeit des folgenden
Satzes:

Alle mit gegebenem (oder einfacher: beliebigem) Radius um einen
gegebenen Mittelpunkt gezogenen Kreise gleicher Wahrscheinlichkeit
umhiillen eine sog. Parallelkurve zu einer Fehlerellipse (oder einem
Fehleroval) des Mittelpunkts.

Da gewdhnlich nur kleine Teile von Kreislinien zur Bestimmung
von Schnittpunkten gebrancht werden, so ist die Charakterisierung der
Genauigkeit durch vollstindige ,,Fehlertoroiden” nur selten notig, bietet
dlbrigens auch keine besonderen Schwierigkeiten. Im folgenden bleiben
die Fehlertoroiden giinzlich auBler Betracht.

§ 5. Numerische Angaben.

A. Breite von Strichen und Durchmesser von Punkten.

Die einzigen Angaben hieriiber habe ich bei B6hmer (8. 7) vor-
gefunden; die kleinste fiir das Zeichnen zuléissige Strichbreite soll
demnach 0,08 mm, der kleinste zuldssige Punktdurchmesser 0,10 mm
betragen.

Ich stellte an Strichen verschiedener Dicke, mit Bleistift oder ReiB-
feder auf verschiedenem Papier gezogen, mikroskopische Messungen an
und fand folgende Werte:

Dicke Striche sind etwa 0,25—0,40 mm breit .
Mittlere ,, »w s 015—025mm
Feinere s g 006—0,15mm

Ganz feine w g 003—005mm ,

Als am hiufigsten vorkommende Strichbreite beim Zeichnen kann
wohl 0,10—0,15 mm angenommen werden.

Zum Vergleich fithre ich noch an, daB die Teilstriche auf gewGhn-
lichen MillimetermaBstiben aus Holz 0,08—0,13 mm breit sind, und
daB feine Teilungen auf Metall eine Strichbreite von etwa 0,025 mm
haben.

Bleistiftpunkte sind fast immer so unregelmaBig, daB sie bei
feineren Zeichnungen nicht verwendet werden diirfen. Dagegen geben
Zirkelspitzen und Nadeln meistens ganz genaue Punktkreise. Bei
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groberen Spitzen betriigt der Durchmesser 0,15—0,25 mm, bei feineren
zylindrischen Nadelspitzen 0,10 — 0,13 mm. Bei ganz feinen Stichen
von 0,05—0,10 mm Durchmesser, welche ich durch die Spitze eines
Nullfallenzirkels erhielt, horte oft schon die Sichtbarkeit fir das bloBe
Auge auf.

B. GroBe der subjektiven Fehler.

Die Fehler von Op. C; und R, sind an kleinen Zeichnungen ein-
fachster Art mikroskopisch leicht auszumessen. Op. C; macht selbst
bei rechtwinkligen Schnittpunkten schon mehr Schwierigkeiten; eine
groBere Reihe von Versuchen dariber ist so wenig befriedigend aus-
gefallen, daB mir die Angabe der Resultate nicht angebracht erscheint,
bevor ich weitere Bestitigungen derselben erhalten haben werde.

Ich beschrinke mich also auf die beiden fiir unsre Theorie wich-
tigsten Fille: Fehler beim Einsetzen der Zirkelspitze in einen be-
liebigen Punkt einer Geraden, und beim Anlegen des Lineals an
gegebene Punktkreise; als solche nahm ich nicht nur Zirkelstichpunkte,
sondern auch rechtwinklige Schnittpunkte von Geraden, wobei ich das
Lineal etwa in der Halbierungslinie anlegte.

Als besondere Aufgabe bei diesen Messungen stellte ich mir die
Untersuchung des FEinflusses der Strichbreiten (die Durchmesser der
Stichpunkte konnte ich nur schlecht variieren) auf die Grife der sub-
jektiven Fehler. Ich fithrte also an (eraden verschiedener Breite die
Grundoperationen zu je 10 an der Zahl aus und maB die GriBe der
Fehler und die Strichbreiten bezw. Punktdurchmesser; aus den Werten
jeder Gruppe berechnete ich dann die mittleren zu fiirchtenden
Fehler. Zur Probe gebe ich ein paar Werte fiir Op. C, an, wobei 28
die Breite der Geraden und m den mitteren Fehler vom Op. G
inbezug auf dieselbe bedeutet (die letzten Stellen sind um einige Ein-
heiten unsicher.?) :

B m

0,048 mm 0,043 mm
0,053 ,, 0,053 ,,
0,074 ,, 0,054 ,,
0,101 ,, 0,064 ,

Es zeigte sich deutlich eine, wenn auch nur langsame Zunahme
der Fehler mit wachsender Strichbreite. Ich setzte dieselbe zunichst

1) Ich mdchte zu diesen Zahlenangaben noch bemerken, daB ich kein guter
Zeichner bin, und da8 andre vielleicht erheblich geringere Werte finden werden.
Zeltsohrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1906. 1. Heft. 2
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als lineare Relation an und fand nach der Methode der kleinsten Quadrate
ungefihr folgende Werte:

Op.G...m =0,042 mm + 0,12 - f mm
Op.R,...p. =002 ,, +020-8 ,, .

Die auffillige Verschiedenheit in dem konstanten und variabeln
Fehleranteil bei m und p kann bei mir mnicht zufillig gewesen sein;
solange jedoch keine anderen bestitigenden Beobachtungen vorliegen
mdchte ich von dem Versuch einer Erklirung dieser Tatsache absehen.

Far die tiblichen Strichbreiten folgt hieraus:

m = 0,045 bis 0,050 mm
p = 0,035 bis 0,045 mm.

Der Fehler von Op. R, fiir ein gegebenes Punktloch fiel merklich
groBer aus, ndmlich py == ca. 0,060 mm.

Die nihere Uberlegung zeigte nun aber, daB die Annahme einer
linearen Beziehung zwischen m bezw. u und g theoretisch nicht halt-
bar ist (fir praktische Zwecke wiirde sie nicht nur zuléssig, sondern
sogar vorzuziehen sein). Da némlich jeder einzelne Fehler & aus einem
konstanten Anteil ¥ (der Volkmannschen Konstanten')) und einem
proportional?) der Strichbreite wachsenden Anteill W .pg (W: die
Webersche Variable')) zusammengesetzt ist:

s=V+ W.8,
8o muB der berechnete mittlere Fehler in folgendem Zusammenhang
mit § stehen: m = V3 + Wpr.

Die genaue Berechnung von ¥ und W nach der Methode der
kleinsten Quadrate wire sehr miihsam; es geniigte fiir vorliegenden

1) Nach G. Th. Fechner, Elemente der Psychophysik (1860) 8. 220 ff.

2) Die Annahme der Proportionalitit ist freilich auch nur ein Ansatz, der
jedoch sehr plausibel ist und in dem Weberschen psychophysischen Gesets
seinen allgemeinen Ausdruck findet. Die angeniiherte Richtigkeit bei Halbierung
von Strecken ist durch Fechner und A. W. Volkmann experimentell nach-
gewiesen worden. Wenn die neuesten Versuche von Pearson dber Bisektions-
fehler (Phil. Trans. (A) 198 (1902) S. 2856—299) ein anscheinend widersprechendes
Resultat ergaben (der Halbierungsfehler war nahezu konstant), so ist das wohl
dadurch zu erkliren, daB sich die Versuche auf ein ziemlich kleines Intervall
(Strecken von 4—10 cm Lange) beschriinkten, und da8 in diesem Bereich zufillig
keine Proportionalitit stattfand. Es ist ja ohnehin wahrscheinlich, daB die Hal-
bierungsfehlerkurve nicht genau eine gerade Linie ist, wie das Webersche
Gesetz es verlangt, sondern daB sie bald mehr, bald weniger von derselben
abweicht.
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Zweck, die Ausgleichung fiir ¥* und W? als lineare GrdBen vorzu-
zunehmen.) Ich erhielt so fir Op. C; (Op. R, lohnte die Berechnung
nicht) die abgerundeten Werte:

¥ =0040mm W = 020.

Wenngleich meine Versuche manche Berithrungspunkte mit den
unten angefiihrten von Fechner haiten, so war eine wirkliche Ver-
gleichung der Zahlenwerte doch nicht méglich; es bleibt daher abzu-
warten, wieweil meine Messungsergebnisse durch solche von andrer
Seite Bestatigung finden werden.

C. Sichtbarkeitsgrenzen.

Kleinste erkennbare GroBen.

Unter guten Beleuchtungsverhiltnissen konnen mit bloBem Auge
noch Linien von 0,002 mm Breite wahrgenommen werden. Demnach
diirfte die Strichbreite beim Zeichnen ruhig bis auf ca. 0,005 mm
sinken, was freilich mit gewGhnlichen Hilfsmitteln nicht erreichbar
zu sein scheint.

Wenn aber die Lidnge der Striche weniger als etwa 0,04 mm
betrigt, so sind sie um 8o schlechter zu sehen, je kilrzer sie
sind. Ich fand als Verhiltnis der Sichtbarkeitsgrenzen fiir Punktkreise
und lingere Geradenstreifen gleicher Dimension 1:15, was auch mit
anderen Angaben ilber die Gesichtswinkelgrenze (20” bis 60”) zur
Geniige ibereinstimmt. Da die Stichpunkte auf Papier sich verhilt-
nismaBig schlecht abheben, so darf demnach ihr Durchmesser keinesfalls
unter 0,06 mm sinken (vgl Seite 16/17).

Kleinste erkennbare Distanzen.

Die Ungenauigkeiten von Op. C; und Op. R, rithren in erster
Linie davon her, daB das Unterscheidungsvermégen des menschlichen
Auges nur bis zu einer bestimmten, relativ hohen unteren Grenze
reicht; Béhmer spricht in diesem Sinne von ,physiologischer Inzidens
von Punkt und Strich. Obwohl die Sichtbarkeitsbedingungen bei den
Zeichenoperationen noch wieder besonderer Natur sind, so werden die
Koinzidenzgrenzen doch ungefihr mit denen fiir gleichartige Elemente
tibereinstimmen, also z. B. fiir schwarze Punkte und Striche auf weiBem
Grunde. Diese kleinsten erkennbaren Distanzen sind annihernd die-
selben fir zwei Punkte (Auflosung von Doppelsternen), zwei parallele
Geraden und Gerade und Punkt; sie betragen sicher nicht unter 0,06 mm

1) Zur néheren Rechtfertigung verweise ich auf Fechner, 1. c., 8. 226—227.
2.
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(in der kleinsten normalen Sehweite von etwa 20 cm); als Durchschnitt
wird angegeben 0,08—0,10 mm, hiufig sogar 0,12 mm.

Hiernach kénnte also bei Ausfihrung von Op. C, fiir eine feine
Linie ein Fehler von etwa 0,10 mm erst grade bemerkt werden. Rechnet
man aber noch die Unsicherheit der Hand und kleine Nachlissigkeiten
dazu, so kann man wohl 0,12— 0,15 mm als oberste Fehlergrenze an-
nehmen. SchlieBen wir uns nun der vielfach iiblichen Annahme an,
daB bei Beobachtungsreihen gewShnlichen Umfangs als Maximalfehler
etwa das Dreifache des mittleren Fehlers zu erwarten ist, so kdnnen
wir umgekehrt aus einem Maximalfehler von 0,12—0,15 mm auf einen
mittleren Fehler von 0,04—0,05 mm schlieBen, was ganz gut mit den
Angaben unter B iibereinstimmt.

D. Die Versuchsreihe von Lambert.

Die schionste Bestitigung meiner Werte fiir den mittleren Fehler
von Op. C, erhielt ich aus der schon in § 1 erwdhnten Versuchsreihe
von Lambert ilber den Fehler beim Abgreifen einer gegebemen Strecke
mit dem Homdzirkel. Lambert vergroBerte den beim Abgreifen von
AB (s. Fig. 8 in halber natiirlicher GriBe) gemachten Fehler dadurch,

daB er die Zir-

¥ig. & , keloffnung auf

ji 1“3 (i, b;'; der Strecke AD
20mal weiter-

trug; zwischen C und E stellte er sich eine Teilung her, auf der er die
bei verschiedenen Versuchen erhaltenen Endpunkte ablas. Er wiederholte
das Abgreifen 80mal; die Resultate mit Berechnung des arithmetischen
Mittels sind von ihm L c. angegeben. Ich benutzte sie zur Berechnung
des mittleren Fehlers des Einsetzens der Zirkelspitze in einen der Punkte
A oder B (die Rechnung ist ganz leicht, da es sich nur um lineare

Fehler handelt) und erhielt:
m = 0,047 mm.

Wegen einiger zweifelhafter Beobachtungen und wegen der MafBreduk-
tionen ist die letzte Stelle (7) um 1—2 Einheiten unsicher; doch
andert das nichts an der auffallend guten Ubereinstimmung mit den
von mir gefundenen Werten (m = 0,045—0,050 mm).

Lambert bezweckte mit diesem Versuch eine Bestimmung der
Grenze des Sehwinkels. Er fand, da8 (nach Streichung einer sehr stark
abweichenden Beobachtung) die griBte Abweichung der Zirkel6ffnung
AB vom arithmetischen Mittel auf einen Gesichtswinkel von 2’ (in
Sexagesimalteilung) schlieBen lieB. Daraus folgerte er weiter, daB in
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jedem der Punkte 4 und B ein Fehler von hochstens 1° begangen
sei, 8o daB ,der scheinbare Diameter eines Punktes zwo Minuten seyn mag.“
Auf diesen Fehlschluf habe ich auf 8. 7 hinweisen wollen. Da es
sich namlich nur hochst selten ereignet, daB groBe Abweichungen in
den Punkten 4 und B zugleich auftreten, so erhilt man durch diesen
SchluB 2u kleine Werte fiir die Fehlergrensen in A und B. Der richtige

Wert fir die Sehwinkelgrenze wiirde etwa 1,4’ sein (2 ist durch V2,
nicht durch 2 zu dividieren). Ubrigens méochte ich hier noch bemerken
daB die ganze Methode keine zuverlissige Bestimmung erlaubt, weil
eben der gesuchte Maximalfehler, auf den alles ankommt, im all-
gemeinen eine Funktion der Ansahl der Beobachtumgen ist. Bei nur 20
Beobachtungen hitte Lambert voraussichtlich statt 2’ den Wert 1,6
erhalten, bei 500 Beobachtungen dagegen rund 2,4’, bei 5000 2,9’ usw.?)

E. Das Zeichenexperiment von Chr. Wiener.

In der auf 8. 4 angefithrten Arbeit Wieners handelt es sich um
die Ermittelung eines technischen Zeichenfehlers, nimlich des zufélligen
Fehlers beim Weitertragen einer beliebigen Zirkeliffnung (Handzirkel)
auf einer vorgezogenen (eraden. Die hierbei wirkenden Fehlerquellen
sind: Einstechen unter wechselnder Neigung, Rauhigkeit des Papiers usw.
Durch hinreichende Wiederholung werden die Fehler mit bloBem Auge
meBbar gemacht; es ergibt sich als mittlerer zu fiirchtender Fehler bei
einmaligem Weitertragen (Umschlagen) einer beliebigen Zirkeloffnung
von etwa 1—7 mm der Wert: + 0,018 mm. Aus zwei Versuchsreihen,
die ich zur Kontrolle ausfthrte, erhielt ich in guter Ubereinstimmung
+ 0,020 mm,

Diese technische Fehlerquelle beeinfluBt etwas die Lambertsche
Versachsreihe, wie er selbst schon vermutet hat; ich iiberzeugte mich
aber durch direkte Ausrechnung, daB der hierdurch entstehende Fehler
ruhig vernachlissigt werden kann. Ubrigens habe ich auch durch eine
eingehendere Untersuchung gefunden, daB durch das FEinstechen seit-
lich der Linmie, welches Wiener auch als Fehlerquelle angibt, ein fiir
gewohnlich so geringfiigiger Fehler im Endresultat entsteht, daB er
iiberhaupt nicht gemessen werden kann (die mittlere zu fiirchtende

Verkiirzung betriigt bei der Zirkel6ffnung a: %’ 3; es kiime aber erst

auf die Schwankungen dieser Verkiirzung an).
Es ist nicht schwer, nach dem Prineip der Wiederholung gleicher
Operationen weitere Versuchsanordnungen zu ersinnen, durch welche

1) Nach der Tabelle in Czuber, Theorie der Beobachtungsfehler, S. 207.
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die Fehler von Op. C; und Op. R, mit den einfachsten Hilfsmitteln
gemessen werden konnen. Ich mdochte hier aber nur anfithren, daB ich
durch einen einfachen Versuch dieser Art bei Geraden gewdhnlicher
Breite fir Op. C; den Wert m = 0,048 mm erhalten habe, wiederum
in sehr guter Ubereinstimmung mit den fritheren Werten.

§ 6. Anwendung der Theorie auf Elementarkonstruktionen.

Vorbemerkungen.

Die Zusammenseteung von Fehlern in der Ebene 1iBt sich in den
hier vorkommenden Fillen immer leicht auf die Zusammensetzung
linearer Fehler zuriickfithren, wie die weiter unten ausgefithrten Bei-
spiele des niheren zeigen werden. Somit steht der Fehleruntersuchung
ganz beliebiger Konstruktionen mit Zirkel und Lineal nichts mehr
im Wege.

Was die Rechnung im einzelnen betrifft, so muB sie Schritt fiir
Schritt dem Gange der Konstruktion nachfolgen und die Bestimmungs-
elemente der mittleren Fehlerellipse fiir jeden Schnittpunkt, sowie der
mittleren Fehlerhyperbel fiir jede Verbindungsgerade ableiten. Es
miissen also fir jeden Punkt zuniichst die drei GroBen m,, my, und @
angegeben werden, und zwar, wenn die Konstruktion weiter fortschreitet,
gleich in solcher Form, daB die Unsicherheit des Schnittpunkts (Parallel-
verschiebungen der Schnittgeraden) mit dem Fehler von Op. G, oder
Op. R, fir denselben zusammengesetzt wird. Die Orientierung aber
die Bezeichnungen (1. und 2. Gerade, Winkel ® und ¥) erfolgt am
besten durch eine beigeftigte kleine Figur in den Lageverhiltnissen
der Hauptfigur.!) Dann ist die Richtung fir die Fehlerkomponente,
welche bei der weiteren Konstruktion in Betracht kommt, durch den
Winkel ¥ gegen die 1. Gerade anzugeben und die Fehlerkomponente
selbst nach der Formel (vgl. S. 13)

© _ micos’ (¢ — )+ mjcos’y

w sin? o

zu berechnen.f) Fiir jede Verbindungsgerade sind die Fehlerkompo-
nenten von Op. R, (senkrecht zur idealen Verbindungsgeraden) in den
beiden gegebenen Punkten zu ermitteln; sie mogen mit w, und g,
bezeichnet werden (wobei alsdann eine Nebenfigur nétig ist), oder, wo
das geniigt, durch p mit der als Index angehingten Bezeichnung des

1) Haufig erlaubt der Zusammenhang eine leichte Rekonstruktion der Be-
zeichnungen und macht die Nebenfigur unndtig.

2) Die Fehlerzusammensetzung kbnnte auch erst nach Berechnung der Fehler-
komponenten erfolgen, was sich jedoch weniger empfiehlt.
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Punktes, z.B. p,, up. AuBerdem ist immer die Kenntnis der Ent-
fernung o der zu verbindenden Punkte nétig. Dann handelt es sich
entweder um den mittleren Richtungsfehlexr, der nach der Formel
(vgl S. 15)

. 2
gin? ® = =~

zu berechnen ist'), oder um den mittleren Abstandsfehler in einem
Punkte, der von dem ersten der gegebenen Punkte um p entfernt ist
(vgl. 8. 15):

M = (1= B)+ w3 ()"

Auf diesen drei Formeln beruhen alle Anwendungen der Theorie.

Es kommt manchmal vor, daB mehrere Linien durch einen Punkt
gezogen werden miissen. Dieser Fall (Uberbestimmung) 1i8t sich nach
unserer Theorie nicht behandeln; er kann aber meistens leicht dadurch
vermieden werden, daB die Geraden nicht vollstdndig ausgezogen werden,
wie es ja besonders beim technischen Zeichnen vielfach iblich ist.

Es muBte vorliufig darauf verzichtet werden, fir die Fehler von
Op. C; und von Op. R, zwei verschiedene Konstanten zu gebrauchen,
weil dadurch alle Formeln gleich erheblich verwickelter wurden. Es
ist also, wie es ja auch in Wirklichkeit annihernd der Fall zu sein
scheint, m == u gesetzt worden, und diese einsige Konstante ist mit
bezeichnet.

In den Zahlenbeispiclen ist fir 0 ein ziemlich kleiner Wert ge-
nommen, ndmlich ¢ = 0,040 mm, einerseits weil gute Zeichner solche
Genauigkeit noch bequem erreichen diirften, andrerseits weil bei dieser
Wahl die Abweichungen der Theorie von der Wirklichkeit (bei kleinen
Schnittwinkeln usw.) numerisch weniger bedeutend werden, was fir
Vergleichungen mit den Leistungen andrer Zeichenapparate wichtig ist.
Bei einigen Konstruktionsaufgaben habe ich z. B. die Frage zu lisen
gesucht, ob sie genauer durch geometrische Konstruktion mit Zirkel
und Lineal, oder durch Rechnung und Verwendung von MaBstab und
Transporteur ausfibhrbar sind. Als mittleren Fehler fir Ablesungen
an einem in Millimeter geteilten MaBstab habe ich dabei ebenfalls
6 = 0,040 mm angenommen. Mit grofen Transporteuren kann man
noch Winkeldifferenzen von 1’ feststellen; jedoch ist im allgemeinen
ein mittlerer Fehler von 1'— 2’ auch bei guten Instrumenten (mit
Alhidade und Nonius) zu befiirchten.

1) Bei der Kleinheit dieser Winkel geniigt es meistens, den Bogen 6 statt
des sinus zu nehmen.
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SchlieBlich fihre ich hier noch an, daB ich als grifte su verwirk-
lichende Zirkeliffnungen die folgenden ermittelte:
bei einfachen (Schul-)Zirkeln rund 10 cm,
bei groBeren Zirkeln mit Schenkelgelenken 20 em,
mit Verlingerungsstange 30 cm.

Avuf die Begrenztheit der Zeichenebene und des Lineals habe ich
keine Riicksicht genommen.

A. Konstruktion der Mittelsenkrechten.

Losung. (Fig.9.) Gegeben AB=a. Kreise A(r) und B(r). Ver-
bindungsgerade CD; Mittelpunkt E.

Fehleruntersuchung.

Die Strecke A B sei der Einfachheit halber durch senkrechte End-
striche gegeben (was in solchen Fillen immer angenommen werden

Fig. 9. soll); dann haben wir fir Op. C; in 4 und B

mittlere Fehlerkreise mit dem Radius 4.

. Fehlerellipsen in C und D (Fig. 9a).
j( Wegen des Fehlers von Op. C, in 4 hat die
o 1. Gerade in C die mittlere Parallelverschie-
AN bung d, dazu kommt die Fehlerkomponente &
/r \ fir den subjektiven Fehler in C (Op. R, oder
/ \ Op. C,); also zusammen (nach der Regel

/ & \ tiber die Zusammensetzung linearer Fehler):
|E B m} = 0* 4 0° =20, ebenso mj =20 Schnitt-
winkel: coso =1 — —-

U

|

|

i

al
Fehlerhyperbel fir CD. pc und gp sind
die Halbachsen der mittleren Fehlerellipsen in

C bezw. D, also (da. v=1 ist):

P m} o
o b i ® e

Fig. 9a. 2 2

2 W . ﬂ)_a .dal .
E C g egen sin ; = ;- wird also:
v
1 Pc=ﬂp=2—a,:'6; CD=o0=V4r' —a’

Wir haben nun zu untersuchen
1) den Fehler des Mittelpunkts E in der Richtung AB, d. h. den
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mittleren Abstandsfehler der Geraden CD in ihrem Mittelpunkte E;
derselbe ist, wie man leicht findet (fir p —g):

W
T SFT R}

2) den mitdleren Winkelfehler der Senkrechten CD:

sin & = :t J- % 4—’58—_“. .

1) Aus dem Ausdruck fir M folgt:

Der Halbierungspunkt wird am genauesten erhalten, wenn der
Radius des Hilfskreises moglichst klein, also nur wenig griBer als die
halbe Strecke ist.?)

Das Anwachsen des Fehlers bei groBer werdendem r zeigen folgende

Werte fir ¢ = 0,040 mm
r—%, M = 0,028 mm r=)2.a, M=0,080mm

r=§-§, M=0040 , r= 2.0, M=0113
r=a, M=0057 , r= 3.4, M=0170 ,

2) Die Formel fir sin & ergibt folgende Regel:

Der rechte Winkel wird um so genauer erhalten, je groBer r ist;
es gibt aber eine untere Grense des Fehlers (fur r = oc), die umgekehrt
proportional der Strecke a ist; die erreichbare (tenauigkeit ist also
nicht beliebig groB.

Die Grenze ist: sin® = + 3 /2; dies gibt fiir = 0,040 mm und

a =1mm, 10 mm, 50 mm, 100 mm,
%) = 324° 0,324°, 0,065° 0,032°.

Die Fehler sind also bei kleinem a recht erheblich (der Unter-
schied zwischen Fehlerellipsen und Fehlerovalen macht hierbei nur
wenig aus). Da in vielen Fillen ein mittlerer Fehler von 0,1° und
dartiber als unzuléssig zu bezeichnen ist, so muB bei kleinen Strecken
(etwa unter 30 mm) unbedingt eine Hilfskonstruktion zur ErhGhung
der Genauigkeit angewendet werden (vgl § 7).

1) Dieses wichtige Resultat ist zuerst von Wiener (Darst. Geom. 1, S. 191)
gefunden; vgl. G. Miller, S. 290 und Geuer, S. 86.

2) Die Winkel sind nach der 5-stell. Logarithmentafel von Bremiker in
Dezimaltesung des alten Grades berechnet. — Zu bemerken ist noch, dad a > 3V/2,
also > 0,07 mm sein muB.
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Von der Abnahme des Winkelfehlers bei wachsendem 7 gibt folgende
Tabelle fir @ = 50 mm eine Vorstellung.

r =30 mm, 50 mm, 100 mm, 200 mm, oo
® = 0,117°, 0,075°, 0,067°, 0,066°, 0,065°.

Das auffilligste Resultat dieser Untersuchung ist, daB man bei
der Konstruktion der Mittelsenkrechten die Wahl hat, entweder den
Mittelpunkt oder den rechten Winkel moglichst genau herzustellen, da8
aber beides zugleich nicht méglich ist, weil eine Anderung von r ent-
gegengesetzte Wirkung auf M und @ austibt. Will man trotzdem
beides zu vereinigen suchen, so ist zu beachten, daB der Winkelfehler
bei VergriBerung von r nur langsam abnimmt, wiihrend der Fehler
des Mittelpunkts bald sehr schnell wichst. Es ist daher noch am
vorteilhaftesten, einen nicht zu groBen Radius zu nehmen. Unter
gewohnlichen Verhiltnissen fand ich r = a am geeignetsten.”)

Ubrigens dtirfte es in den Anwendungen nur sehr selten vorkommen,
daB von einer Mittelsenkrechten zugleich der Mittelpunkt und der rechte
Winkel gebraucht werden; denn meistens handelt es sich nur um eine
kleine Anzahl von Punkten auf der Mittelsenkrechten; fir diese lassen
sich die Bedingungen der grbBten Genauigkeit immer eindeutig fest-
stellen. AuBerdem gibt es noch den, wie ich glaube, sehr empfehlens-
werten Ausweg, zwei Paare von Kreisen um 4 und B zu schlagen,
eines mit kleinem, eines mit méoglichst groBemn Radius, und die Gerade
durch vier Schnittpunkte zu legen.

B. Errichten der Senkrechten in einem gegebenen Punkt einer Geraden.

1. Losung. (Fig. 10.) Kreis mit » um den gegebenen Punkt C;
Kreise um 4 und B mit #’; Verbindungsgerade CD.
Fehleruntersuchung.
¥lg. 10. In C Fehlerkreis mit Radius 4. In 4
und B Fehlerellipsen mit den Bestimmungs-
sticken (Unsicherheit des Schnittpunkts +
subjektiver Fehler von Op. C,):

,7_;" mi =01 mj=20% w=—290°
I ) 99 X DAC wird als Hilfswinkel ¢ eingefiithrt:
COB @ = ; Fir die Fehlerkomponenten in
A und B nach D hin ist ¢ = ¢, also
K}, py= K ) = misin’p + mjcos’p = 8*(1 + cos’ ).

1) Ubereinstimmend mit G. Miiller, S. 29, jedoch aus andern Griinden.
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Fehlerellipse in D: m} = mj = 8*%(2 + cos’yp); o = 180 — 2¢.
Fehlerhyperbel fir CD: uc = 8'); pp ist die Halbachse der mitt-
leren Fehlerellipse in D (tIJ = %), also
g ™ _ 3'(2 + cos’g)

l‘ E ]
° suin";

T 2cos’q

Da 0 =CD =1r"sing, so ist der gesuchte mittlere Richtungs-
fehler von CD:

in? © ug+6p 32 + Bcos' )
§ o? 27 *sin? g cos® @’

sin &= smaq;vl + 1,5cos’ g,

oder, in r und »’ ausgedriickt

woraus die Abnahme von ® bei wachsendem 7’ und # zu erkennen ist.

Wegen der Begrenstheit der Konstruktionsparameter v und r’ gilt es,
dasjenige Verhiltnis r : »" oder denjenigen Winkel ¢ zu ermitteln, fir
den ® ein Minimum wird. Man findet durch Differentiation des Aus-

drucks %‘?‘p die quadratische Glelchung fir @:
cos?2¢ + Mcos2¢ + 1 =
und als deren Lidsung ¢ = rund 51,6°% folglich r = 0,63 -7".7) Nehmen

wir der Einfachheit halber 45° als glinstigsten Winkel an (Dreieck A BD
rechtwinklig-gleichschenklig), so erhalten wir als kleinsten erreichbaren

Fehler
sin @ = —'l/_ =— - 2,65,

also z. B. fir ¢ = 0,040 mm und 7" = 200 mm:
6 = 0,030°.

2. Losung. (Fig. 11.) Kreis um den beliebigen Punkt O mit
OC =r; die Verbindungsgerade 40 gibt den Punkt B, der senkrecht
tiber C liegt.

1) Wenn der den Punkt C markierende Strich genau senkrecht auf A B
steht und einigermaBen lang ist, so wird der Fehler von Op. R, in C in Wirk-
lichkeit verschwindend klein (die umhiillten Fehlerkreise haben hier eine Diskon-
tinuitAtestelle); wir schlieBen das natirlich aus.

2) Wiener und G. Miiller (S.82) geben r = 0,67" an.
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Fehleruntersuchung.
Der Radius OC hat den mittleren Fehler 4 4. Daher ist fir
Punkt 4:
Fg. 11. md = 203, m§=;§’, 0o=90—g¢,

wenn <C OCA mit ¢ bezeichnet wird. Fir
Op. R, in A ist =0, also:

2 cos? 2 $%(1 1 2gin?
K:z — ""3 - ™ co:in:’m‘*‘ m: _ ( j;;’:n ‘P),

Es ist uj = 0%, folglich ist der Abstandsfehler
der Verbindungsgeraden 40 in B:

]
MY = i+ 4pt = 0210,
Fehlerellipse in B (Fig. 11a):
. mt = 208, m;—Mg+6’=3a"‘c*0:,‘,’:"’, @ = 90°.
Fir Op. R, in B ist ¢ = 90 — g, also

- \
K, = p} = m} cos® ¢ + m} sin? @ = 22 *I2 ;S;I—coa )

Hig. 11a. Wegen u} = 0* und BC = 2rsing wird schlieB-
2 lich der mittlere Winkelfehler von BC:
\ad . 3 4 sin* @ cos’ @
sin’ @ = & cos*p-4r¥sin’ @
AW in? @ — —2_V3 + Tein' 2g.

Das relative Minimum von @ inbezug auf @ tritt, wie ohne weiteres
ersichtlich, fiir ¢ = 45° ein, d. h. der Punkt O muB in der Halbierungs-
linie von 3T ACB gewihlt werden, und zwar moglichst entfernt von C,
weil sin ® umgekehrt proportional zu r ist. Da fiir @ = 45° sin &

= 1,80 g wird, so ist diese Konstruktion unter sonst gleichen Um-
stinden um etwa 30°%, genauer als die vorige, und daher immer vorzu-
ziehen. Man erhilt fir 6 = 0,040 mm und

r =100 mm, 200 mm, 300 mm
6 = 0,041° 0,022°, 0,013°

Es lieBe sich also mit einem sehr guten Transporteur oder rechten
Winkel kaum ein besseres Resultat erzielen; freilich ist hier die Un-
vollkommenheit der Lineale unberticksichtigt geblieben.
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C. Weitere Konstruktionen von rechten Winkeln.

Zur Entscheidung der Frage, auf welche Weise tiberhaupt zwei
sich rechtwinklig schneidende Geraden am genauesten konstruiert werden
konnen, untersuchte ich noch folgende ein-
fache Konstruktionen.!)

1) Beliebige Gerade AC; beliebiger
Kreis O(r); Verbindungsgeraden 40 und
BC. (Fig.12)

Die Fehlerberechnung ist ganz éhnlich,
wie bei der vorigen Konstruktion; man er-
hilt fir den Fehler des rechten Winkels

Fig. 13.

g
rsin2¢

worin ¢ wieder den Winkel OCA be-
deutet. Sein giinstigster Wert ergibt sich aus der Gleichung

cos’p — 6cos29 +1=0

V3 —cos2¢ + 3sin*2¢,

gin O =

zu rund 40° woftir wir wieder }R annehmen kinnen. Dann wird
sin@ = 1,942
1a) Modifikation von 1), indem erst ein beliebiger Kreis O(r) und
in ihm ein beliebiger Durchmesser 4 B gezogen wird. Die Genauigkeits-
formel (deren Ableitung an einer Stelle eine
besondere Uberlegung erfordert) ist die gleiche, Fig. 1.
wenn die Voraussetzung: m = u zutrifft; ist
aber etwa m <y, so ist Konstruktion 1) die
genauere, und umgekehrt. ><
2) Kreise O(r) und O’(r) um beliebige r,/ “\r
Punkte einer Geraden; Verbindungsgerade 4.4". g .
(Fig. 13.) 4 - N

Der Unterschied gegen die Konstruktion
der Mittelsenkrechten besteht nur in den Fehler-
komponenten von Op. C; in O und 0’, die
hier nicht = d, sondern nur = §sin¢ sind, >4
wenn C 400" = @ gesetzt wird. Man findet
als Winkelfehler von 44":

3
rsin2¢

Sin @ = V1 + sin’g,

1) Z. T. nach Lemoine, Géométrographie (Scientia, Nr. 20), S. 19.
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oder unter Einfithrung der Strecke 00" = a

a’

e 9

. 2 2
sin @ = -—V 4r .

a 1 a?

T &y

Der Grenzwert fiir r = co bei festem a: sin0=-g]/§ ist also
genau derselbe wie bei der Mittelsenkrechten. Bei beschriinktem # ist der
glinstigste Wert von ¢ wieder angendhert 45%; dafiir ist sin @ = 1,22%-

2a) Noch einfacher fiir die Fehleruntersuchung ist es, zuerst zwei
beliebige Kreise O(r) und O’(r), dann die Verbindungsgeraden OO’
und 44’ zu ziechen. In denselben Bezeichnungen wie oben ist der

mittlere Richtungsfehler von 00’: VQ%, von AA": 'W?s;, also ist
der Fehler des rechten Winkels:

. 1 2

8in 6 = ¢ r'sin’2q>+a_"

Fiir den giinstigsten Winkel ¢ = 45° folgt daraus
sin® =122 = 141.2.

Die folgende Zusammenstellung der Winkelfehler bei bester Wahl
der Konstruktionsparameter (iiberall ¢ = rund 459)

Aa.?

é J
B. 1) 265- 2, 2) 1,802,
C.)und1a) 1947, 2) 1222 2a)141.2

zeigt nun, daB die Konstruktion C 2) im allgemeinen die genaueste sein
diirfte; ihr mittlerer Fehler betrigt fiir 6 =0,040 mm und 7 =200 mm
nur + 0,014°. Ein solcher rechter Winkel konnte also schom zur
Kontrolle von Transporteuren und Winkelscheiten benutzt werden.

Das Fillen einer Senkrechien von einem gegebenen Punkt auf eine
gegebene Gerade moge hier iibergangen werden, weil die Fehlerformel
dafiir ziemlich verwickelt ist.

D. Antragen eines Winkels.

Wird der gegebene Winkel mit ¢ und der Radius des Hilfskreises
mit 7 bezeichnet, so ist der mittlere Richtungsfehler des angetragenen

Schenkels s
sin ® =

1/05 + 5 cost &-

o
rcos®—
2
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Das Versagen dieser Formel fiir « = 180° ist eine Folge des Setzens
der Kreistangenten fiir die Bogen. Trotzdem aber werden die Fehler
auch schon bei miaBig stumpfen Winkeln so bedeutend, da man immer
besser tut, sich auf das Antragen spitzer Winkel (unter Umstiinden also
der Nebenwinkel) zu beschrinken. Folgende Tabelle zeigt dies an
einigen Zahlenwerten fir r = 200 mm.

e= 0°  20° 40°  60°  90°  120°
6 —=0027° 0027° 0029° 0031° 0040° 0,061°.

Ob sich mit einem Tramsportewr beim Ubertragen von Winkeln
eine solche Genauigkeit erzielen laBt, ist wohl zweifelhaft. Wenn es
sich dagegen um die Ermittlung der numerischen GrioBe eines Winkels
handelt, wozu ja die Ausmessung einer Sehne in einem Kreise mit
ebenfalls ausgemessenem Radius dienen kann, so ist, wie eine der obigen
dhnliche Rechnung zeigt, der Transporteur etwas im Vorteil (bei
r = 200 mm).

E. Halbjerung eines Winkels.

Da die Untersuchung dieser Konstruktion etwas schwieriger ist
und zu einem bemerkenswerten Resultate fihrt, so soll die Rechnung
einigermaBen ausfiihrlich wieder-
gegeben werden. Fig- 14

Bezeichnungen (Fig. 14):
X CAB=ga; AB=AC=r;
BD = CD =r’; Hilfswinkel
DBE = ¢.

Fir die Fehlerkomponente
in A nach B resp. C ist vy =0
resp. = «; folglich ist

Kooy =Ko = 0" oo~

In Punkt B ist also

2
] 2 2 2 = 0
m] = 0% m,=6~;in,¢, o = 90°.

Fir die Komponente in B nach D (wobei wir natiirlich den von
A entfernteren Schnittpunkt nehmen) ist 9 = @, demnach

K5, py = K§, p) = m? sin’ @ + m3 cos? p
— 0 (sin’ g + 2527°7).

sin? &
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Ellipse in D:
m = mj = 6"(1 + sin’g +

2 cos? (p)
sin? «

o =180 — (29 —«). Fir Op. R, in D (Verbindungsgerade A D) ist

. 2 2
y — ™ #(1+sinp + =557)
w2 a(e—g)
2 2
248? gin® = )
Ferner: ph= —0 = — 2 0= AD—_""22 .
2 cos? & sin? « lin(¢—£)
2 2

Daraus ergibt sich der mittlere Winkelfehler von A4 .D:

¢ sin'a(l+sin'¢)+2eos’¢+4sin'§sin-(¢_;)
rY2dnasing )

Die Bestimmung des Minémums durch Differentiation von ¢ fithrt
auf folgende Gleichungen:

8in @ =

2gin* @ cosp — 28in @ sin’gsin(2¢p — «) + cos @ sin® & + 2cos’

+ 2cos sin’ T sin*(p — ) = 0.

cos (p — «) - 8 —cos a -} sin? &

cos e 2gin?
schlieBlich: :
14 2sin? %,
gp=— 2.
sin o sin? ry
Zahlenwerte :

e= 0° 30° 60° 90° 120° 150° 180°
=900 883° 818" 760° 754° 80,8° 90,

Das Minimum von ¢ liegt bei « = 116,7° und betrigt 75,2°.

Geuer (S. 38) und G. Miller (8. 27) geben, wenigstens fiir spitze
Winkel, als Regel zur moglichst genanen Halbierung an, daB der
Radius 7’ des zweiten Hilfskreises (BD == CD) nur wenig linger als
die Hilfte der Kreissehne BC sein soll. Dementgegen sagt obige
Formel und Zahlenreihe aus, daB #” um so griBer gegen die Sehne BC
zu wihlen ist, je groBer der zu halbierende Winkel ist; bezeichnen wir
BC mit s, so konnen wir folgende, fiir wirkliche Verwendung vielleicht
noch besser geeignete Tabelle aufstellen.
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a= 0 "=050-83 a= 90° »'=140.3

«=30 r=052-5 «=120° r"=189. .5

=060 r"=064.-5 a=150° ' =495-s
a=180° 7 = oo.

Wenn wir fir ¢ den konstanten Wert 90° annehmen, so erhalten
wir noch das merkwilirdige Resultat, daB die Genauigkeit der Winkel-

halbierenden unsbhingig von « wird, nmlich sin @ =/15- 2 ~1,22.2;
der Fehler ist also verhiltnisméBig recht klein.

F. Konstruktion von Parallelen.

Es gibt in der Hauptsache 4 Losungen (vgl. Lemoine, Scientia,
8. 25). Die in Deutschland iiblichste Konstruktion (Fig.15) beruht
auf der Gleichheit der Wechselwinkel 4
(oder Gegenwinkel) bei Parallelen; —%
sie gehort zu den verwickeltsten und
lohnt schon aus diesem Grunde kaum :
eine Fehleruntersuchung; ich gebe nur |
an, daB die beliebige Gerade durch &7 o
A unter moglichst spitzem Winkel gegen BC gezogen werden muB.

Die klassische franzisische Konstruktion (nach L.), auf der Her-
stellung eines Parallelogramms beruhend, ist etwas einfacher, fithrt aber
zu einer verwickelten Fehlerformel. .

1. geometrographische Konstruktion: Rhombusprinzip. (Fig. 16.)
Ausfiihrung: Kreise 4(r), B(r), C(r); Verbindungsgerade 4D. Wird
der Abstand des Punktes A von der

Fig. 16.

!
=
1

'

1

i

'

’

Geraden BC mit d bezeichnet, so er- Fig. 18.

gibt sich fir den mittleren Richtungs- _% '/

fehler der Parallelen die hochst ein- ™ r /I‘\

fache Formel (wenn 4 als Punktkreis di ’; ,," r

gegeben ist): i o .
sin@=V§-%=2,45-g-- ' /_‘3{ T \Jl(;'

DaB der Fehler sich als unabhiingig von r, auBerdem als umgekehrt
proportional zu d herausstellt, ist zuerst vielleicht befremdend. KEine
aufmerksame Betrachtung der Anderungen der verschiedenen Schnitt-
punkte usw. zeigt aber auch anschaulich die Richtigkeit dieses Resultats.

2. geometrographische Konstruktion: Paralleltrapezprinzip. (Fig. 17.)
Ausfihrung: Kreis um beliebigen Punkt O mit 04 = r; Kreis um C
mit BA; Verbindungsgerade A .D.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 53. Band. 1906. 1. Heft. 3
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Die Behandlung fiir ganz beliebige Lage von O macht unnétige
Schwierigkeiten; man erkennt nim-

Fig. 1. \p lich leicht, daB bei gleichem r die

- N -~ ginstigste Lage von O die sein muB,
¥ N 0 bei der das Paralleltrapez A BCD ein

i Rechteck wird, was bei der Ausfithrung
—IIV durch das AugenmaB gentigend ver-

wirklicht werden kann. In diesem
Falle (Rechtecksprineip) ist der Winkelfehler von A D:

sin ® = 6]/;7?_——‘1, .
Er nimmt also bei konstantem d unbegrenzt ab mit wachsendem .
Eigenttimlich ist aber, daB @ hier um so groBer ist, je griBer d.

Zahlenwerte fiir 0 = 0,040 mm und 7 = 200 mm.
1. geometr. Konstruktion:

d=10mm 50 mm 100 mm
® = 0,562° 0,1120 0,056°

2. geometr. Konstruktion
® = 0,013° 0,013° 0,014°.

Die im allgemeinen bedeutend groBere Genauigkeit der 2. Konstruktion
hat ihren Grund darin, daB bei derselben die Zirkeloffnung nach Mog-
lichkeit ausgenutzt wird. In Anbetracht der Wichtigkeit der Parallelen-
konstruktionen und der anscheinend wenig verbreiteten Kenntnis der
Losung 2) hebe ich hiernach als besonders bemerkenswertes Resultat
hervor, daB die Konstruktion nach dem Rechiecksprinzip wegen threr
Einfachheit und Genauigkeit gewohnlich allen andern Parallelenkonstruk-
tionen vorcusichen ist.

8§ 7. Untersuchung einiger anderer Konstruktionen.

A. Konstruktion eines Dreiecks aus den drei Seiten.

Bohmer hat auf S. 13—15 seiner Dissertation die Differential-
formeln hierfiir aufgestellt (es ist dies die einzige Anwendung bei ihm
und somit wohl tiberhaupt das erste und einzige Beispiel einer derartigen
Untersuchung) und folgendes interessante Resultat gefunden:

Wenn es darauf ankommt, daB der Spielraum des letsten Pumktes
maoglichst klein wird, so muB man die Konstruktion mit der griften
Seite beginnern und die kleinste daran anschlieBen.

An Stelle des ,Spielraums“ nahm ich zur Beurteilung der Genauig-
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keit den ,mitfleren Fehler nach der Definition von Jordan: M?="1 itm

sin’ o
Ich erhielt so bei der Konstruktionsreihenfolge ¢, b, a fiir den mittleren
Fehler des Punktes C den Ausdruck:

M(c, b, a) = 5%131/5 + sinfa 4 cos?f .

Durch Nachrechnung an einem Zahlenbeispiel (a =6, b=5, c=4)
fand ich das von Bshmer erhaltene Resultat bestitigt und konnte auch
noch feststellen, daB sich die Differenz zwischen der besten und
schlechtesten Konstruktionsreihenfolge (in obigem Beispiele etwa 1 46‘)
auch in Wirklichkeit sehr wohl bemerkbar machen kann.

B. Konstruktion eines reguldren Sechsecks.

Wird der Ausgangspunkt B auf der Kreisperipherie durch den
Radius BA markiert gedacht (Fig. 18), so sind die Fehlerkomponenten
von Op. C, in den einzelnen Punkten der Reihe nach folgende:

—_  — — —  —

—_
BC CD DE EF FG GB
) %] V5 L% %) oY11.

Die numerische GroBe des Schliefungsfehlers in B sollte demnach
etwa 0,13 mm betragen. Bei einigen Versuchen, die ich anstellte, er-
gab sich ein so hoher Wert nicht; wahr-
scheinlich machten sich schon hier, bei Fig. 18.
Schnittwinkeln von 60° die Abweichungen
der Theorie von der Wirklicheit bemerkbar.

Natiirlich erhélt man die Eckpunkte
des Sechsecks viel genauer, wenn man zuerst
von B aus die Punkte C und G, dann D
und F, schlieBlich E konstruiert. Aber
auch dann 1Bt die gesamte Genauigkeit der
Sechseckfigur, wie ich durch ausfihrlichere
Rechnungen feststellte, noch soviel zu
wiinschen iibrig, daB es durchaus nicht angebracht erscheint, sie zur
Grundlage einer Kreisteilung zu machen, wie Mascheroni es getan
hat. So interessant es daher auch wére, die Kreisteilung nach den An-
gaben Mascheronis vollstindig auf ihre Fehler bei der wirklichen
Ausfilhrang zu untersuchen'), so diirfte es doch nicht der Miihe

1) Uber die Vierteilung des Kreises nach Mascheroni habe ich noch er-
mittelt, daB sie, falls dem Zirkel nicht ganz besondere Vorziige gegeniiber dem
Lineal einzuriumen sind, bedeutend ungenauer ausfillt, als eine der gewdhnlichen

Konstruktionen von rechten Winkeln.
3.
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lohnen, weil diese Konstruktionsmethode meines Wissens nur noch ein

historisches Interesse besitzt.

Die Fehleruntersuchung verwickelterer Konstruktionen beansprucht
zu ihrer Darstellung zu viel Raum, als daB ich in dieser Arbeit noch
darauf eingehen konnte.!) Ich mochte daher zum Schluf nur ein

paar Worte iiber die

C. Hilfskonstruktionen zur Erhohung der Genauigkeit

hinzufiigen. Der Gedanke an solche Konstruktionen findet sich, wie
schon in § 1 erwihnt, wohl zuerst bei Mascheroni. G. Miiller weist
an verschiedenen Stellen darauf hin; Witting hat sich 1 c. 8. VII
etwas eingehender mit ihnen bescha.ﬂ:lgt )

Bei der Behandlung der Mittelsenkrechien wurde schon darauf auf-
merksam gemacht, daB man die Strecke 4B zur Vermeidung zu groBer
‘Winkelfehler kiinstlich vergroBern kann, in welcher Weise, braucht
wohl nicht weiter auseinandergesetzt zu werden. Auch das Halbieren
sehr stumpfer Winkel 1aBt sich dadurch umgehen, daB man von dem

Fig. 19.

zu groBen Kreisbogen auf beiden Seiten
gleiche Stiicke abschneidet. Da8 in
diesen beiden Fillen der gewiinschte
Erfolg wirklich erzielt wird, ist un-

. zweifelhaft, wenn auch die Untersuchung

lber die GroBe der Verbesserung und
die beste Wahl der HilfsgroBen etwas
schwierig ist.

Strittiger dagegen ist der Erfolg
der bekannten Konstruktion sur Ver-
besserung eines sehr spitzwinkligen Schnitt-
punktes (Fig. 19): man schneidet die

beiden Geraden durch zwei Parallelen in geeigneter Lage, trigt die
susgeschnittenen Strecken nmal weiter und verbindet die Endpunkte
durch eine Gerade. Nach Witting sollte es unmiglich sein, auf diese
Weise eine Verbesserung des Schmittpunktes zu erreichen. Durch eine
ausfithrliche Untersuchung der Fehler bei dieser Konstruktion habe
ich aber gefunden, daB dies doch immer mdglick ist, meistens sogar

1) Ich habe die ndtigen Rechnungen bereits fiir verschiedene Beispiele durch-
gefihrt, z. B. fiir 2 Konstruktionen des goldenen Schnittes und fir 2 Niherungs-

konstruktionen fir x.

2) Dabei mdchte ich erwihnen, daf mir die von Witting angegebene
Konstruktion cur Halbierung sehr kleiner Winkel beachtenswert scheint, und da8
die von ihm selbst dagegen erhobenen Einwiinde groBtenteils nichtig sind.
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schon durch eine ganz kleine Wiederholungseall n des Weitertragens
der Strecke. Ich will aber hierauf nicht ndher eingehen, weil die
Untersuchung ziemlich umstéindlich ist; auBerdem ist auch noch zu be-
denken, daB gerade bei dieser Frage (sehr spitze Schnittwinkel) die
mutmaplichen Abweichungen wunserer Theorie von der Erfahrung stark
ins Gewicht fallen werden, sodaB eine endgiiltige Entscheidung hieriiber
doch noch nicht méglich ist.

Konigsberg, im Mirz 1905.

Uber die KurzschluBstromkurve eines Gleichstromankers.

Von GusTAv MIE in Greifswald.

In seiner kiirzlich erschienenen Kieler Dissertation!) macht Herr
P. Riebesell eine vor einigen Jahren von E. Arnold und mir ver-
offentlichte Untersuchung?) zum Gegenstande seiner Kritik. Obwohl
es jedesmal hochst erfreulich ist, wenn ein. durchgebildeter Mathe-
matiker sich mit den oft so interessanten technischen Problemen
befaBt, so glaube ich doch, daB jeder, der diese Arbeit mit Aufmerk-
samkeit liest, nicht viel von dieser Freude empfinden wird. Leider ist
Herr Riebesell iiber die Elemente der Funktionenlehre moch so im
Unklaren, daB man nicht viel von seiner Arbeit erhoffen kann. Nun
ist aber seine Schrift als Doktordissertation angenommen, und dies
notigt uns, seine Trugschltisse mit einigen Worten aufzudecken, damit
nicht diese scheinbare Billigung seiner Irrtiimer von berufener Seite
Zweifel an der Richtigkéit unserer Resultate erwecken moge. Ich er-
laube mjr deswegen, zugleich auch im Namen von Herrn Professor
E. Arnold, zu zeigen, auf welchen falschen Voraussetzungen Herr
Riebesell seine Schliisse aufbaut. Zugleich mdchte ich diese Ge-
legenheit bentitzen, um einige Uberlegungen und Rechnungen hinzuzu-
figen, die unsere eben zitierte Arbeit vielleicht noch etwas ergiinzen.

1. Es handelt sich um die Integration der Differentialgleichung,
welche fir den Fall gilt, daB die Bfirstenbreite gleich oder kleiner ist
als eine Lamellenbreite:

i () e ()

x

1) T ™
+E-E+H--—L—-x=0

1) P. Riebesell, Uber den KurzschluB der Spulen und die Vorginge bei der
Kommutation des Stromes eines Gleichstromankers. Kiel, 1905.
2) Elektrotechnische Zeitschrift, 1899, S. 97.
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Hier bedeutet ¢ die Stromstéirke in der kurzgeschlossenen Spule,
z ==%, die Zeit vom Beginn des Kurzschlusses an, wobei die Dauer des

Kurzschlusses 7' als Zeiteinheit genommen ist. Alle andern GrdBen
sind Konstanten: I die Stromstérke eines Armaturzweiges, L die Selbst-
induktion der Spule, " = R- T/L und v= R, - T/L, wo R, R, die Wider-
stinde der Spule und der Ubergangsschicht Biirste-Kommutator?) be-
deuten. KEndlich soll e=E 4 H-{¢ die bei der Drehung des Ankers
durch das Magnetfeld in der Spule induzierte Spannung sein, die wir
in erster Niéherung als lineare Funktion der Zeit ansehen.

Es ist klar, daB das Integral der Gleichung (1) nur in drei
Punkten der z-Ebene singulire Stellen haben kann: in z =0, z = 1,
Z =o00. Nun liBt sich zeigen, daB die Anfangsbedingung des Prob-
lems z =0, 2= I nur fir eine Losung bestehen kann, die um z = 0
herum in eine Potenzreihe entwickelbar ist, die also hier keine Singu-
laritdat hat. Das erkennt auch Herr Riebesell an. Es bleiben dem-
nach nur noch z =0, 2 =o00. Wir behaupten nun, daB (abgesehen
von einem Spezialfall) der Punkt z = 1 ein singulirer Punkt sei. In
seiner Umgebung liBt sich dann das Verhalten der Funktion ¢ nur
durch einen Ausdruck von der Form:

= Yy

@ =B +C e |
wiedergeben, wo y = (1 —z), P eine Potenzreihe, C eine, im all-
gemeinen von Null verschiedene, Konstante bedeuten. Wenn s eine
ganze Zahl ist (v = m), so ist der Ausdruck (2) etwas zu modifizieren;
es tritt dann an die Stelle der durch y* charakterisierten Singularitit
eine logarithmische: y™ - Iny.

2. Da ist nun Herr Riebesell anderer Meinung. Er behauptet:
C miisse unter allen Umsténden gleich Null sein; mit anderen Worten:
¢ miisse auch um z = 1 in eine Potenzreihe zu entwickeln sein. Nach
Herrn Riebesell wire demnach die einzige Singularitdt der Funktion
Z == 00, sie hitte dann den Charakter einer ganzen Funktion. Die
einzige Stelle, wo Herr Riebesell diese Behauptung, mit der er alle
unsere weiteren Schliisse umstoBen will, begriindet, habe ich nach
langem Suchen auf Seite 34 gefunden. Die Begriindung ist ungefihr
diese: ,In der Nihe des Punktes z =0 gilt das holomorphe Integral.
Also muB auch in der Umgebung des Punktes x =1 das holomorphe

1) Dieser Widerstand R, wird in unserer Theorie zuniichst als konstant betrachtet.
Uber das Unzutreffende dieser Annahme siehe: E. Arnold. Die Gleichstrom-
maschine Bd. I. S. 864.
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Integral gemommen werden, d. h. C = 0“.Y) Herr Riebesell nimmt
" hier offenbar einen Satz an, der allerdings die ganze Mathematik
wunderbar vereinfachen wiirde, und der wohl ungefihr so lauten miiBte:
s,wenn eine Funktion um irgend einen Punkt der Ebene als Potenz-
reihe zu entwickeln ist, so ist sie es auch um jeden anderen. Darum
stort es ihn denn auch nicht weiter, daB die Potenzreihe P(y), die ja
eine gamze transzendente Funktion darstellen miiBte, im Punkte y =1
(d. h. z = 0) divergiert. Er bemerkt dazu auf S. 19 ganz kurz: ,Es
erscheint fiir diese Enmtwickelung y =1, d. h.x =0, i = I als singuldrer
Punkt“. Ich glaube, daB nach diesen Proben niemand mein im Anfang
ausgesprochenes Urteil iiber die Riebesellsche Arbeit zu scharf
finden wird.
8. Man kann das Integral der Gleichung (1), das der Bedingung
=0, i = I gentigt, auch durch eine Quadratur ausdriicken. Es ist
namlich:

3) = (220 f e ()
) {Ir-(l——l—)—E'%—H-—?-x} .dz.

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen liBt sich in einen Faktor
2*—! und in einen nach positiven, ganzen Potenzen entwickelbaren
Faktor zerlegen. Die Ausfilhrung der Quadratur liefert also eine
Potenzreihe, multipliziert mit 2%, es ergibt sich somit fiir ¢ eine Potenz-
reihe. Wenn man in (3) statt  die Variable y = 1 — z einfiihrt, so
bekommt der Ausdruck die Form: .

4@ i=er () f e (? -

v

(1= -5 - T a-a)

Herr Riebesell behauptet ohne Beweis, daB die Ausfilhrung der Qua-
dratur auch in diesem Falle ganz analog, wie in (3) zu einer Potenz-
reihe P(y) filhre. Sicher beruht diese Behauptung auf irgend einem
TrugschluB, denn sie ist zweifellos falsch.

1) Wortwortlich heiBt es auf S. 84 so: ,Ist a negativ, so existiert nur das
holomorphe Integral. Dies trifft filr die Gleichung (28) zu. Also muB auch im
Falle 1) das holomorphe Integral genommen werden, d. h. C” bezw. C* = 0.
Gl. (28) ist unsere Differentialgleichung (1), aus dem Zusammenhang geht klar
hervor, daB unter dem holomorphen Integral die Potenzreihe um Z =0 herum zu
verstehen ist. Der ,Fall 1) ist die Entwickelung der Funktion um den Punkt
z =0 herum. Unsere Konstante C bezeichnet Herr Riebesell mit C*.
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4. Einen einfachen Beweis dafiir, daB in der Tat ¢ durch dem
Ausdruck (3) wiedergegeben werden miisse, gibt Professor Arnold in
seinem Werk ,Die Gleichstrommaschine. Er geht ungefihr so:
Das allgemeine Integral der Gleichung (1) 1dBt sich folgendermaBen

schreiben:
. .. [l —Z\T
1=e—”-( z)
&z

.[fe"s.(liz)’- 'Ir-(i—ﬁ)—E-%—H-%-x}dw+c:|,

[}

wo ¢ eine willkiirliche Konstante sein soll. Durch Heriibermultiplizieren

bekommt man: .

. z* j'
1-€%. - = . o C.
a—a o *

LéBt man nun z gegen Null konvergieren, so wird die linke Seite Null,
ebenso das bestimmte Integral Daraus folgt ¢ = 0. Dieser einfache
SchluB ist Herrn Riebesell so unverstindlich, daB er ihn meint mit
der kurzen Bemerkung abtun zu konnen: ,Das Unzuldssige dieser Be-
stimmung ist ersichtlich.“ Er vermutet, einen ,ahnlichen Fehler hiitten
wir auch bei der Berechnung der in Formel (2) vorkommenden Kon-
stanten C gemacht. Soweit ich seine, an dieser Stelle sehr ver-
worrenen, Auseinandersetzungen verstehen kann, traut er uns aber
allerdings einen wirklich erstaunlichen Fehler zu. Wir sollen nimlich

eine GroBe:
lim [(9) - e=<v- (45 )]

(wo P(y) die in (2) angefithrte Potenzreihe ist), als Null gerechnet
haben, wihrend sie in Wirklichkeit unendlich wird (8(0) ist von Null
verschieden). DaB Herr Riebesell so etwas fiir moglich hdlt, kann
ich mir nur dadurch erkliren, daB er selber in mathematischen
Schltissen #uBerst unsicher ist, und daher offenbar ein solches Ver-
sehen fir nichts UngewGhnliches hilt. Zum Beispiel sagt er gerade an
der Stelle, wo er unseren vermeintlichen Fehler bespricht (Seite 25),
in einem Atemzuge, daB das Integral:
1
. z \* 1 1 T i
‘/.8’:°(l__z) . [I‘t'(;‘—l—__;)-—'E'z—H'—i:nz}dx

Hnatiirlich divergent sei, und, daB dasselbe Integral mit den Grenzen
O bis 1 einen bestimmten endlichen Wert C* habe, den er ausrechnet,
und der dann mit unserer Konstanten C iibereinstimmt.
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6. Die Potenzreihe fir ¢+ um den Punkt z = O herum konvergiert
(was tibrigens auch Herr Riebesell weiB) im allgemeinen nur bis
z =1 Daraus folgt ohne weiteres, daB auf dem Einheitskreise ein
singulérer Punkt liegt. Dieser Punkt muB, wie aus der Form der
Differentialgleichung (1) zu ersehen ist, z =1 sein. Es ist also eigent-
lich selbstverstindlich, daB in der Formel (2) die Konstante C im all-
gemeinen nicht Null ist, wie Herr Riebesell im Gegensatz zu uns
festzustellen wihnt.?)

Das einzige, was etwas umstindlicher ist, ist: den Wert von C
zahlenmiBig festzustellen. Indem ich nun dazu iibergehe, die Reihenent-
wickelungen fir ¢+ und fir C zu berechnen, bringe ich zunichst die Glei-
chung (1) auf eine bequemere Form.

Setzt man namlich:

B) t=1I-(1-—22)+i,

so bedeutet i, die Abweichung der
KurschluBstromkurve von dem ge-
radlinigen Verlauf (Fig. 1) und ge-
ntigt der Differentialgleichung:

Fig. 1.

AL

‘ac
i, . ’ T
%4—"‘(’ +z-(1——z))
+E +H-.-2=0
wWOo: r
_E’—_E-I—I-(2-—t')
i

H-H-T 217

Wir kénnen diese Gleichung noch etwas symmetrischer folgender-
maBen schreiben:

©® g+ )—a-z—b-(1—2)=0.

T
z:(1—2)
a=1.@++)—% (E+HT)
@ .

b—I-(2—t’)—z-E’.
Diese beiden Koeffizienten a und b haben eine sehr einfache Be-

deutung, wenn S sowohl fiir z = 0, wie fiir z = 1 endlich bleibt. Als-

1) Vgl. E. Arnold, Die Gleichstrommaschine. 8. 284.
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dann ist némlich, wie aus (6) durch Grenziibergang folgt, wenn man
beachtet, dﬂB (i1)2=0 = 0 und (il)z=l = O:

di, b di, a
® (@), .~ (@) -
Wir wollen nun die folgenden drei Differentialgleichungen be-

trachten:
dz p T
25+3°(‘¢ +m>)—1=0

d
9) ‘T::-*'Z (t +—_a: (l—a:)) z=0
de
(ot pgg) (D) =0

Die 3 Integrale dieser Gleichungen, die um den Punkt z = 0 herum in
eine Potenzreihe entwickelbar sind, wollen wir bezeichnen mit:

Poo(7, 7, %), P10(T 7, %), Pyu(r, T, 2)
Es ist alsdann:
(10) f=a-@u(r,7,2)+ b9y, 7, )
Aus (8) folgt, daB a =0, b = 0 gleichbedeutend ist mit:

(42),.,~ (a),_,= 2L

Demnach ist die hinreichende und notwendige Bedingung dafiir, daf
die Kurzschlufstromkurve nirgends von ewmer Geraden abweicht, die: daf
sowohl im Anfang als auch am Ende der Stromkurve der Differential-

quotient 3% den Wert — 21 hat.

Fir das Magnetfeld, in dem dies gerade eintritt, ergeben sich aus
(7) die beiden Bedingungen:

T T

(1) E-;=I1-2—x), (E+H-I)-z=1-2+7).

Fir die Losungen der Gleichungen (9) haben wir ferner die fol-
gende Beziehung:
(12) P (7, 7'y Z) = @10(7, 7', 2) + Py (7, 7', 2).

Setzt man in der dritten Gleichung:
, 1—zx

g=g -
z

so ergibt eine einfache Rechnung fiir s° die Gleichung:
dz’ ’ T—1
da:+z ( +z 1— :c) —z=0.
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Daraus folgt die Beziehung:
’ 1— ’
(13) Pu(r, 7', 2) =_z_m Pu(r—1, 7', 2).

Damit ist das ganze Problem auf die Berechnung der Funktion
@, reduziert.

Wenn wir in den Differentialgleichungen (9) statt 2 die Variable
y = (1 — z) einfiihren, so bekommen wir:

dg ’ T
gyt pamg) 10
d ,
dz ’ T
o=+ ya=y) ty=0
Daraus folgt:
T
Poo (7, 7'y @) = Koy (7, ") - a 1y)7 (€Y — g (— T, — 7, Y)
(15)) @10(7, 7', 2) = Ky (v, %) - a i‘y_)g €Y — gy (— 7, — 1)
z
Pu (7 7', 2) = Ky(r, ) - a _{B; (€Y — @(— T — t,Y),

wo die K Konstanten sind, die wir noch bestimmen miissen. Die Aus-
driicke (15) rechts stellen die Entwickelungen der Funktionen um
den Punkt =1 dar. Wir konnen gleich eine Reihe von Be-
ziehungen fir die K aufstellen. Zunichst folgt aus (12) und (13)
ohne weiteres:

(16) Ko(7, ) = Kyy(z, v°) + Ky (s, )
1" Ky (7 t) = Ky(r — 1, 7).
Wenn wir ferner nach (15) fiir die ¢(y) die Entwickelungen um
y =1 berechnen und diese in (15) einsetzen, so hebt sich auf beiden
Seiten die Potenzreihe ¢(z) weg und wir bekommen:
En(—7 —7) =" Kg(r, v)
(18) . Kuy(—71 —1) =€ Ky(r, 1)
Ko(—7 —1)=¢" Ky(z 7).
6. Wir wollen uns zunichst einmal mit der Reihenentwickelung
in der Umgebung von z = 0 beschiftigen. In der oben zitierten Ar-

beit gind sehr bequeme Rekursionsformeln zur Berechnung der Koeffi-
zienten gegeben (Formel (18)). Wir konnen aber auch explizite Aus-
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driicke gewinnen, wenn wir die Darstellung durch das bestimmte Integral
zugrunde legen. KEs ist nimlich:

x
741
i e's. 2 -dz
- a1 —2z)°

Der Ausdruck unter dem Integralzeichen laBt sich leicht in eine
Reihe entwickeln:

'<1:+;>*=”'+‘ S 2“ +v—n—1),..

(19)  gu(r, v, 2) == L=

r—8
(20) @yo(%,7",2)=€—""=-(1— $)121+v 2 n! (1+v——”—8)’ n—%
Ebenso ist:
r—1
P (7 ¥, 2) = =%+ (1 — @) - 2 e 2(,+, #—8),_us
v—1

Poo(?y 7, 2) =% (1 —z)*- 2(1_{_”) Z(t-l-v n—2), n-

Wir konnen auch noch (1 — z)* in eine Reihe entwickeln und aus-
multiplizieren. So ergibt sich:

@) Ctr—n—3—w, , o
Puo(%,7'y2) ="' Exvz 2( Ty

nl
ziehungen zwischen Binomialkoeffizienten noch etwas einfacher aus-
dricken. Man bekommt némlich, wenn m > O:

Nun liBt sich der Faktor von 2= . mit Hilfe der bekannten Be-

e @), +m— p—1),_ Ctrv—m—1),_,
2(—1)" T, =T v ey,
_ T . 1 .
C+nEt+r—1) E+r—2,,
Ist aber m = 0, so ist die entsprechende GriBe, wie man ohne
weiteres sieht:

1 t+v—10,,
T e,

Setzen wir nun fir m den Wert v —n—2 ein, so bekommen wir fir
die gesuchte Reihe:

+




Von Gustav M. 45

’ —1'z il
Pu(mt,z)=¢ .2 v_m
(1) e =t
'{(T—’Tﬂ('+”‘1)*-l‘ "".u—'('+”+1)-+’|'
0
Ebenso ergibt sich:
& vy ry—1
’ —t'z x i
Fu(5 70 ) = .2’-(t+v),. ‘(7—1)!'('+"—1)v—1
(22) s

1"——2

_(_’__2)!.((r+v—1)._1+(z+v—2),_,)+2§§.(,+,,).+’}

Poo(T 7, 7) = €77'* ‘12 ‘T#”’.
(23) rv—=1 st "
: (:tm'(;’i-”*l).A —Z‘%,—'(’ + My

7. Um die Entwicklung unserer Funktionen um den Punkt z=1
zu haben, miiBten wir in den Formeln (15) nur noch die GréBen K,
K,, K,, als Fanktionen von ¢ und z’ kennen.

Wir wollen sie zuniichst in dem Bereich 0 < v < 1 suchen. Da
@Poor P10 Poy Potenzreihen sind, die mit der ersten oder zweiten Potenz
beginnen, so ist in allen drei Fillen:
lim {ﬂ_—”—j—’—'—y—)} =0, solange s < 1.
y=u y
Daraus folgt: .

K(r, ") =lim { LIGRAL)

z=| 1—2)°

Wir bekommen also aus (20):

=1

® vy v—3$ n
K (1) =" erj_—v-Zl;—,-(tJrv—n—?,),_._,, :
2 0 =z

Wir wollen den Ausdruck in der geschweiften Klammer, der eine
Summe von lauter positiven Gliedern ist, nach Potenzen von 7’ um-
ordnen. Wir bekommen so:

SE . S z”
Zn_l.x +LZW+T'('+”—I)'

L " xu-f-!
—Zﬁ-m-F(ﬂt-{-n-{—z t+n43, 1),
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wo F eine hypergeometrische Funktion bedeutet. Da nun fiir alle diese
hypergeometrischen Funktionen:
a+b—c=1t—1<0,
so haben alle fiir z — 1 einen endlichen Wert, und zwar ist er fir das
n* Glied: I'c)- M'e—a—1b)
F@bel)=e—are—n
=“I“(*:—’,—n-}-!i)-l"(l—1)__(r—{-n+2)(t!+n+1)..t._ . _
Tn+8)-T() ) I(s)- (1 —x)
7{
smtu

=(+n+2)-(t+n+1)uys-

Setzen wir dies ein, so bekommen wir:
24 Eo(mt)=gpase ™ Do (mtnt ),
0

Diese Formel ist zuniichst nur fir die Werte 0 < v < 1 als richtig
erwiesen. Wir miissen nun die analytische Fortsetzung auBerhalb
dieses Bereiches suchen. Diese ist aber ohne weiteres ebenfalls schon
durch (24) gegeben. Denn die rechte Seite von (24) stellt den Quo-
tienten einer ganzen transzendenten Funktion von ¢ und z’ durch
sin # 7 dar. Die einzigen Singularititen von K, (r,t’) im Endlichen
sind also da, wo 7 eine positive oder negative ganze Zahl (einschlieBlich
der Null) ist.

Nach (16) und (17) ergibt sich nun sofort:

(25) Ku(t)=—Frs- 3_12,7‘ :,' + %)uys
‘ 0
(26) (T! f,) e 7. En :;,‘ . (f + ”),.+1'
[J

Vergleicht man diese Werte von K, und K, mit den in der
zitierten Arbeit %k, und %, benannten Zahlen, die mit ihnen identisch
sein milssen, so findet man in der Tat véllige Ubereinstimmung.

Wenn man die Beziehungen (18) benutzt, so bekommt man aus
(24), (25), (26) die folgenden, manchmal etwas bequemeren Formeln:

Kyp(r,t) = sinn“ i 2";'!' (D1
0

@7) {Euo() = s D o 0+ Dy

Ky(r,v')=— s-i,;n,,—, : 2‘% (D
0
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8. Wir haben nun die Entwicklung unserer drei Funktionen ¢
um den Punkt z =1 herum nach Formel (15) vollstindig gefunden,
wenn tv keine ganze Zahl ist. Ist aber v = m eine ganze Zahl, so
werden sowohl die Gr68en K unendlich groB, als auch gewisse Koeffi-
zienten in den in Formel (15) vorkommenden Potenzreihen. Man er-
kennt dies letztere am leichtesten an Formel (20). Setzt man hier
fir ¢ den Wert — m ein, so sieht man sofort, daB der Nenner des
Gliedes mit 2™ Null wird. Alle andern Glieder bleiben endlich. Wollen
wir die Entwicklung um z =1 fiir ein ganzzahliges z finden, so
miissen wir zundchst z = m + ¢ setzen, wo & eine sehr kleine GriBe
bedeutet, und nun die Summe der Glieder, die fiir & =0 unendlich
werden, untersuchen. Wir bekommen so in dem Falle:

P1(7, 7', 7) = Kyo(7, 7') - (1 zy)' Y —gu(—1, —7,Y)
die beiden Glieder:
(=17 , ) . bed m
fii(n_”z_.efv.(l——y)— ..'/"+ .2%!_.(m+£+1)”+’
a
m—1

—e (L= ) (= PP DT (ot e+ Doas

‘Wenn wir diese beiden Summanden nach Potenzen von ¢ entwickeln
und gleich nur die beiden ersten Glieder stehen lassen, gegen die alle
Glieder hoherer Ordnung spéter doch wegfallen werden, so bekommen wir:

m—1

(=1 v (1—y)—y (1+elny)2 T 1),y (1486, ,1—0, )

T m  (m41)!(n—m)!
e 2—'("1)"” T

—2 (m + 1);;-{-2(1 + & - 6m+1 — & o'm—n—l)

etzt ist:
TR 114144 l-0, a0

Der Grenzwert der Summe der beiden Glieder filr ¢ = O ist also:

m m—1 ,,
(1. (‘lf_—w;. -lny - 0"3,,',' “(m+ 1),
m—1

+ ey (1 - y)-m Yy ((_ l)m ' 2:;;;—' ' (m + 1)n+2 : (dm—n—l _'6n+ﬁ)

n T mt 1)1 —m)
+2(— DA (n+2)l——)'
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Dieselbe Rechnung liBt sich anch fiir @, und @y, leicht durch-
fithren, und man bekommt so die folgenden Entwicklungen fir die drei
Funktionen um den Punkt z = 1:

‘Pm(m; t” x) = k;o(m’ 1"’) : e"y. (_l—i;"' ) lny - 101(— m, —7’: y)
(28) Por (m7 7" z) = ki;x (mr ") nery (—l_—gﬁ ) ln-'/—zno(— m, — 1"" y)
Poo(M, ', ) = kog(m, 5") - €'Y - (1-’{-3/)"' cIny— goo(—m, —t',y),

wo zu setzen ist:
m—1

kg, ©) = (= 1" STZC . (m o+ Dag
[3

(29) kl;l(m) 7’) - — (— 1)"' . 2;—': . (m)..*_g

Koo (my 7Y = (= 1)m - ST (m)a

und die Funktionen 7 mit den Reihen (20) zu berechnen sind, nachdem
man fiir das m* Glied, dessen Nenner Null werden wiirde, das folgende
substituiert hat:

in g
(0 S+ D (g tmn) = D15y - EERET)
in 75
I (O O S GV =

in g0
m—1

(0 S (oo = S 2

G =it gttty =0

Es ist zu bemerken, daB die Werte %' in dem besonderen Fall
7=0 alle drei Null werden. Das heiBt nichts anderes, als daB in
diesem Fall alle drei Funktionen @ in z = 1 keine Singularitit haben,
sie sind dann ganze Transzendente. DaB dies so sein muB, erkennt
man auch sofort aus den Differentialgleichungen (9), wenn man in
ihnen 7 =0 setzt.

Interessanter ist es, daB auch in dem Falle ¥+ = 1 das eine der




Von Guerav M. : 49
k' Null wird, nimlich %,,. Es ist also auch die Funktion: @, (1,7’,2)
eine ganze Transzendente, In der Tat: Die Losung der Gleichung:
ds ’ 1
E-‘-ﬂ'(‘r +m)—(1—$)=0,
die um z = O in eine Potenzreihe entwickelbar ist, lautet:

ally 79 = 157 (14

In allen andern Fillen haben dle Funktionen ¢ in 2 =1 eine
Singularitit, gleichgiiltig ob 7 eine ganze oder eine gebrochene
Zahl ist.

9. Wir haben gesehen, daB sich die Abweichung i, von einem
gleichméBig kommutierten Strom nach (10) und (7) berechnet als:

iy =a- (7,7, 2) + b 9y(r, 7, z)
a=I-@+7)—1 - (E+HD

b=1I1.2+17)—1.E
Die Bedingung dafiir, daB ¢, im Punkte # =1 keine Singularitit
hat, ist also:
(31) a-Ky(r,z")+b- Ky(r,z)=0..

In diesem speziellen Falle muB ¢, eine ganze Transzendente sein,
und man kann es in der Tat auch durch einen Ausdruck

4 =0 Dyy(r,7,2) + b Dy(7,7, 2)

wiedergeben, wo die @ ganze transzendente Funktionen von z sind.
Wir wollen nimlich einmal der Kiirze wegen einfithren:

ba(5 %) = I b mt Dagam e« DV (1t Do
(32) "L B
L) 7')-—25;,7'(7*' Wts = — ' D (Dats.

Dann kinnen wir die Bedingung (31) auch schreiben:
(33) @ k(5 2) +b - ky(r,2) =0,

und zwar gilt sie in dieser Form nicht nur fiir gebrocliene Werte
7, sondern, wie ans (28) und (29) zu sehen ist, auch fiir ganze
Zahlen .

Zeitschrift f. Mathematik u. Phyeik. 58.Band. 1906. 1. Heft. 4
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Wir definieren nun:
D10(7, 7', 2) = P1o(7, 7, 7) + by (7, 7) - e 2 n::-—”)
(34) L
Dy (7,7, %) = @ (7, 7'y 2) + kg (7, 7)) - €% 2 v (::+ ),
Dann ist offenbar, wenn (33) gilt: ‘
hW=a-Qt+b gy =0 -Dyy+b- Dy
Andererseits folgen aus (21) und (22) die Reihenentwicklungen:
Do(r, 7, 2)=e¢"""

ry—-2

'21-(‘:5-}-7) '[(y 2)1 (v v)+2;"— (F+n+ Days
1 v
Dy (7,7, 2) =—€"'=- 2”%—{-’)-
1 v

ry—2 ry—1 Eo_n
i) o v+ D), =Gy —1), )+ D (e +»).+,{-

Aus diesen Entwickelungen sieht man ohne weiteres, daB ®,, und
®@,, ganze transzendente Funktionen von z sind.
Sehr einfach wird die Bedingung (33), wenn der Widerstand der
Spule, also auch z’, unendlich klein ist. Dann ist nimlich:
kyo(z, 0) = (v + 1), ko (7, 0) = — ().
Die Bedingung (33) wird in diesem Fall:
a
T—1 t41?
oder, wenn wir die Bedeutung von @ und b nach Formel (8) beachten
ai, di,
(@) o~ — () _,
Die beiden Funktionen @, und @, sind in diesem Falle nicht
mehr transzendent, sondern ganze Funktionen zweiten Grades. Setzt

a b . .
man co = rn = % %0 ergibt sich:
h=ea-z-(1—2z);
4, hat iiberall dasselbe Vorzeichen wie «, erreicht bei z = } seinen (ab-
solut genommen) groBten Wert % und verliuft zu beiden Seiten

dieses Maximums ganz symmetrisch.
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Es sei noch ein anderer Spezialfall erwdhnt, ndmlich z = 1. Da
alsdann ky = 0, so wird die Bedingung (33) in diesem Fall:

a=0.

Der Wert (%:) berechnet sich nun, indem man setzt:

z==1
di,

Tz;) -—— (" —14+7)=—b- (2 %+5r:—+--).

h=b -pn(l,7,2)=

Im allgemeinen kann man sus (32) nur so viel sehen, daB £,
stets positiv ist, wihrend %, positiv ist, wenn z < 1, dagegen negativ

Fig. 2a (> 0). Fig. 3b (e <0).
i i

8Y

0

M

oc

[

4 %

wenn 7 > 1. Setzen wir nun fiir ¢ und b die in (8) angegebenen Werte
ein, 80 kdnnen wir die Bedingung (33) auch schreiben:

ds, i
R (') +(1— z)-k,o-(d—;)l—o.
Daraus folgt, daB, wenn i, in z =1 keine Singularitit haben soll,

die beiden Differentialquotienten (:—2—)0 und ( ) stets entgegengesetztes

Vorzeichen haben. Die #,-Kurve verliuft also wie die Kurve Fig. 2a
oder Fig. 2b, ohne an einer Zwischenstelle die z-Achse zu schneiden,
nur daB sie, wenn 7’ = 0, nicht mehr symmetrisch zu z = ist.

Um eine Vorstellung von der moglichen Unsymmetrie der Kurve
zu bekommen, nehme ich das in unserer oben zitierten Arbeit gewihlte
Zahlenbeispiel:

T = 0,001 sec; L = 10-* Henry; R =0,0018; R, = 0,0028.

Es ist dann:
t=2, =1

Aus (32) ergibt sich:
ko=4-e1, ky=—eL
Aus (33) folgt dann:

a4y -3 (4
(da: o1 4 (dx)o'

4.
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10. In der oben zitierten Arbeit haben wir darauf hingewiesen,

daB der Wert:
@i s,
(_di)“_1 =—2I+ dx

besonders charakteristisch fiir die Natur der KurzschluBkurve ist.
Ist némlich B die GroBe der Berithrungsfliche Birste - Kollektor,

so ist: L a
7 ().

die Stromdichte an einem Kommutatorsegment in dem Moment, wo
die Biirste das Segment verliBt,

Ist dieser Differentialquotient unendlich, so wird demnach die
Stromdichte in diesem Moment unendlich groB, die Maschine muB also
funken. Das tritt, wie aus (15)
i sofort zu erkennen ist, im all-
T gemeinen dann ein, wenn:

N R,-T
M r="-=-<1

A o Und zwar sieht man leicht:
¢ . ! * 1) Wenn: '
~ ) a-ko+b-ky >0,
N 1Y 4 ist: di
I

z=le

x=1

Fig. 8.

In diesem Falle wird der Strom, wie wir sagen konnen, wahrend
der KurzschluBperiode nicht ganz fertig kommutiert, und es muB des-
wegen im letzten Moment noch ein
sehr rascher Abfall der Stromkurve
erfolgen.
2) Wenn:
a-ky+b-ky <O,
. so ist:
a di
( a ):=l=- + oo.

Fig. 4.

Z)

Dann wird der Strom wé#hrend
der KurzschluBperiode iiberkommu-
tiert, und deswegen muB im letzten
Moment die Stromkurve noch einmal sehr rasch ansteigen.

Nur bei einer einzigen von der Stromstirke I abhingigen Biirsten-
stellung kann in dem Falle z <1 die Kommutation einigermaBen
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gleichmiBig erfolgen und die Maschine funkenfrei laufen, ndmlich wenn
das Magnetfeld gerade die Bedingung erfiillt:
a-kg+b-ky=0

(Die Bedeutung von a und b ist aus Formel (7), die von k,, &, aus
(32) zu ersehen.).

11. Wirklich giinstige Verhiltnisse fiir den funkenfreien Gang der
Maschine kénnen wir aber nur dann erwarten, wenn

(36) =Bt

Es ist dies also die erste Bedingung fiir den funkenfreien Gang
der Maschine. Immerhin konnen aber auch dann noch, wenn i,

sich weit von Null entfernt, betrichtliche Hitzegrade unter der

Biirste entstehen. Die Stromstirken ¢’ und ¢” von den beiden

Kollektorsegmenten zur Biirste sind (vgl. Fig. 5): g, 5
i’ =1—i=2I z—i, Y

forner sind die beiden Ubergangswiderstinde: :
R, R,
1i—z und e
Die in dem Moment d¢ entwickelte Stromwirme
ist also:
R, - @I-(1—2z)414)" + (21--'4;— '1)’} .dt.

l—2x

T 7T RS TTT

Man sieht hieraus zuniichst, daB auf dem einen der beiden Segmente
sicher hohere Temperaturen entstehen mtissen, wenn 4, (positiv oder
negativ) von Null verschieden ist, als wenn es stets Null ist. Da nun
hohe Temperaturen am Kollektor vermieden werden mfissen, so ist der
Fall 4, = O in dieser Hinsicht jedenfalls der giinstigste. Die Summe
der Stromwirmen auf beiden Kollektorsegmenten ergibt:

(37) R,-(4P+ ;(—;l_—w)) dt,

Man sieht, daB dieser Betrag am kleinsten ist, wenn i, = 0.

Die geringste Wirmeentwicklung am Kollektor und zugleich die
Kleinsten Temperatursteigerungen an ithm bekommt man in dem Fall der
gleichmdpigen Kommutation i, = 0.

In diesem Falle erfahrt die Stromdichte unter der Bilrste tber-
haupt gar keine Anderung, der Strom ist auf die beiden Kommutator-
segmente immer im Verhiltnis der aufliegenden Biirstenfliche verteilt.

Die Bedingung fir die gleichmiifige Kommutation ist: a = b = 0.
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Setzt man hier fir @ und b die Werte nach (7) ein, so berechnet sich
das Magnetfeld, das gerade gleichmiflige Kommulation bewirkt, so:

(38) E-1-(2%2-R), BE=1.2.

Die Erfullung der Bedingungen (38) ist aber nicht im allgemeinen
durch bloBe Biirstenverstellung zu erreichen, weil es zwei (leichungen
sind, beim Verstellen der Biirste aber nur ein Parameter gedndert wird,
von dem E und H abhingen.

Wir konnen nun noch allgemein die Frage aufwerfen, bei welcher
Biirstenstellung am Kollektor die kleinste Warme entwickelt wird, wenn
das Magnetfeld eine gleichmiBige Kommutation nicht zuldBt. Die
ganze Warmeentwicklung wihrend einer KurzschluBperiode ist:

1
Rl-T-f(4P+}_(;‘—’_x)-)dx.
0

Da wir die Stromstirke I als gegeben ansehen, und R, und 7' Kon-
stanten sind, so haben wir einfach das Integral:
* 1
S as
0
darauf hin zu untersuchen, wo es seinen kleinsten Wert annimmt. Wir
denken uns, daB, wenn die Biirste in der Nihe des Maximums hin
und her verstellt wird, die in der kurzgeschlossenen Spule induzierte
Spannung als lineare Funktion der Biirstenverschiebung variiere, oder,
was auf dasselbe hinauskommt: daB in dem Ausdruck E 4 Hi far die
induzierte Spannung H in erster Naherung als konstant anzusehen ist,
wahrend E variiert.
Die gesuchte Bedingung ist dann:
1

d '3
(39) TE ﬁ dzx = 0.
0

Setzen wir nun (vgl oben vor Formel (6)):
b—a=H.- T _2I.c'=H

T ’
—b=E-z—I-(2—t')=E
8o ist:
=890 +b-gy=—E" gy—H- g
di, T
diE= " 1T %Pow
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und die Bedingung (39) wird nun:

1 1

(40) E’. P - A2 +H’_5/“Poo'%o'df=0.

z-(1 —a) z-(1—2)
[

Wir kénnen diesem Ausdruck noch eine etwas iibersichtlichere Form
geben. Wenn wir die Differentialgleichung fiir ¢, mit ¢, multipli-
zieren, so ergibt sich:

1d 1 ’
570k 4 9ot (v + s =) — P00 = O

Also da: @y (7, 7'y 0) = Pyy(7, 7', 1) = 0:

1

1 1
P30 1 v 2
(41) B/;.(l_x)-dw—;f¢w-dx—;J¢w-dx._

Ebenso ergibt sich, wenn man die Gleichung fiir g, mit ¢,,, die
fir @,, mit ¢, multipliziert und beide addiert:

d ’
d'_z(¢m‘¢xo)+2‘9’oo'%o‘(" +#_—xj)_(%o+““%o)‘=0-
Also:

1

. 1 1
. 1 ’
(42) }Q&—E‘;—)-dx=2—,-f(q»..,+x-m-dw—;J¢W-¢lo-dx.
0

Weiter wollen wir nun beachten, daB diese bestimmten Integrale,

insbesondere:
1 1
f%o'dx und J(‘Pxo‘*‘x‘%o)'dz
0

analytische Funktionen von 7 darstellen. Man kann durch Integration
der Reihen (21) und (23) konvergente Ausdriicke fiir sie gewinnen, die
lings der ganzen positiven z-Achse (0 < 7 < 4 o0) eindentig und end-
lich bleiben. Wir wollen diese Ausdriicke zunichst einmal in dem
Bereich 0 < <1 ins Auge fassen.

Wir haben die beiden Gleichungen:

d ’ ’ ’
a_ztplo(“r vy 2) + @y(7, 7, 2) - (‘r + .‘B'(lt—x)) —&=0

T

d o e
3Pun(—T =7, ) — P(— % —7,2)- (+' + ;=) — 1 =0.
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Diese Beziehung ist zunéchst nur fir den Bereich 0 <7 <1 be-
wiesen. Aber, wenn zwei eindeutige Funktionen léngs einer, noch so
kleinen, Linie mit einander tibereinstimmen, so sind sie itberhaupt
identisch. Also gilt (43) auch fiur = > 1.

Mit Ricksicht auf (41), (42), (43) bekommt (40) die Form:

1 1 1
2E + H") -[q)oodx - 21"-<E' -bf(p;o cdz + H - | Qoo Pro- dzl— 0.
]

Wenn wir endlich noch beachten, daB: E' = — b, H = b — a, 80
konnen wir auch schreiben:

1 1 1 1
(44) a.( ¢m-dz—2t'f tpoo-q;m-da:)+b-( J %-dx—w-f %-%-dx)-o.
[V} 0

Man sieht, daB diese Bedingung, wenn z’ zu vernachlissigen wire,
einfach lautete: a4+b=0

Aber auch dann, wenn 7’ wenigstens kleiner ist als v, wird sie
nicht viel anders. Da némlich @y in dem ganzen Bereich von O bis 1
positiv ist, so ist:

1 1
f?w'¢1o'dz-mf¢w'dx;
]

wo m einen Mittelwert von g,, bedeutet. Nun ist der kleinste Wert
von ¢, Null, fiir den groBten ist do,y/dz = 0, also:

(@) (v + m) =7

* Nun ist der kleinste Wert, den 1/z(1 — ) annehmen kann: 4, der
groBte von z: 1, also ist sicher:
1
(Pr0)y <7 Fdn”
Folglich:
O<m< v 4t + ir

1

Ganz dasselbe gilt fir das Integral: J«poo-q:m - dz.
Folglich wird Formel (44):

(45) a-(l—d)+b(1—s)=
2t
0<7Fr ’+4z’ £<z + 4z
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oder, wenn' wir an die Bedeutung von z und ¢’ denken:

2-R 2R
S<Erir» *<Etim

wo R, R, die Widerstinde der Spule und der Ubergangsschicht Biirste-
Kollektor sind. Wird der Widerstand R der Spule sehr klein, so kann
man 0 und & weg lassen.

In dem Zahlenbeispiel in der zitierten Arbeit ist R = 0,001 £,
R, = 0,002 & angenommen, also sind 0 und & kleiner als 0,22.

AuBerdem sind 4 und & jedenfalls nur wenig von einander ver-
schieden.

Um diejenige Biirstenstellung zu finden, bei der die am Kollektor
entwickelte Warme am Fkleinsten ist, geniigt es prakiisch, wenn man setet:

(45a) a+b=0.

Wir konnen diese Formel folgendermaBen anschaulich machen.
Wenn das kommutierende Feld die Gleichung erfiillt:

a=0
oder:

L r
E=2-1I-@—1),

80 berithrt die KurzschluBstromkurve im Beginn des Kurzschlusses die

gerade Linie ¢ =1 -(1 —2z). (Fig. 6I). Wenn man nun die Biirste
P 6 um ein gewisses Stiick verschiebt,

5 o 80 kommt man (wenn H von Null

verschieden ist) an eine Stelle,

wo das kommutierende Keld die

Bedingung:

N b=0

oder:

E+H-T=7%.1.24+7)

erfillt. Hier berithrt die KurzschluB-
stromkurve am Ende der Kurz-
schluBperiode die Gerade i =1I-
(1 —22). (Fig. 6II).

Genau mitten zwischen diesen beiden Biirstenstellungen liegt die,
bei der das Magnetfeld unsere Bedingung:

a+b=0

+J]

a\!

oder:

T
(45b) E+H ;=721

N
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erfillt. Die genaue Bedingung (44) oder (45) fithrt zu einer Biirsten-
stellung, die von dieser nur um wenige Prozent der ganzen Ver-
schiebung I bis II abweicht. Man kann das an unserm Zahlenbeispiel
leicht nachrechnen. Die KurzschluBstromkurve, die zu dieser mittleren
Stellung gehort (Fig. 610I) verlduft zum Teil iiber, zum Teil unter der
Geraden ¢ = I-(1 —2%). Es folgt das daraus, daB die Differential-
quotienten von i, am Anfang und am Ende des Kurzschlusses:

ds, b di, a b
(;E)z==0-1+1’ (R)z=l-.— 7—1—:'-"1
beide dasselbe Vorzeichen haben.
In der zitierten Abhandlung ist unter anderem eine KurzschluB-
stromkurve (i) gezeichnet, die offenbar recht ungiinstig ist. Der
Strom wird tiberkommutiert, d. h. die Stromkurve geht weit unter die

Linie ¢ = — I herunter und der Differentialquotient (d%/dz);=~, ist
recht betrichtlich. Die zugehdrigen Zahlen sind:

T = 0,001 sec, R==0,001 &, R, =0,0022, L=10"%Henry, I=100A,
E=02V, H= 1000.

Ich frage, wie man in diesem Falle die Birste verschieben mubB,

um moglichst geringe Erwdrmung am Kollektor zu haben. Setzen

wir in 45b die Zahlen, auBer fir E ein und rechuen wir E aus, so

bekommen wir: E == — 0,3. Der Unterschied zwischen diesem E und
dem in der Abhandlung angenommenen ist:

T
—05=—H 3

Wir miissen die Biirsten also nur um die halbe Breite einer
Kollektorlamelle verschieben, um die gewtiinschte Stromkurve zu be-
kommen, und zwar in derselben Richtung, in der der Kollektor sich
bewegt. Die Bedingungen a == 0 und b = O wiirden ergeben: E; = 0,1;
Epg = —0,7. Der Unterschied zwischen beiden entspricht einer Ver-
schiebung der Biirsten um 0,8 der Lamellenbreite.

Wenn wir nun die Stromkurve zeichnen, die in diesem Falle die
geringste Erhitzung am Kollektor gibt, so finden wir, daB sie doch
nach beiden Seiten sehr stark von der Geraden i = I(1 — 2z) abgeht.
Die Differentialquotienten des KurzschluBstromes am Anfang und am
Ende der Periode sind:

(52), = — 21+ ;25 = — 200 + 400.
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Sie weichen also sehr stark von dem normalen Wert — 200 ab,
ja es wird, wie das positive Vorzeichen des Wertes (di/dz), = + 200
beweist, der Strom sogar in diesem giinstigen Fall noch @iberkommutiert.

Als gweite Bedingung fir das Zustandekommen einer moglichst
gleichmifigen Kommutierung, die gleichbedeutend ist mit einer moglichst
geringen Erhitoung des Kollektors, ist su nenmnen: Es muf das Magnet-
feld der Maschine gerade an der Stelle, wo:

a4+b=0 oder: E+H +=%.21is,

80 beschaffen sein, dafl a und b verschwindend klein gegen I sind.
Man kann die Bedingung auch so aussprechen: Es muB an der
genannten Stelle a — b klein gegen 21 sein, d. h.:
R-T n
=g —-H- 3
klein gegen 21

Diese Bedingung ist offenbar in dem so eben besprochenen Zahlen-
beispiel nicht erfillt, und deswegen konnten wir keine gute KurzschluB-
stromkurve bekommen. Das Magnetfeld wire in dem Zahlenbeispiel
dagegen anBerordentlich glinstig fir die Kommutation, wenn unter
sonst gleichen Verhiltnissen H nahe an 200 lige.

Zur Addition und Subtraktion
mit Hilfe des logarithmischen Rechenschiebers.

Von PauL E=rnNsT, stud. phil. et mech. in Wien.

L
Subtrahiert man die (leichungen

kg (5) = lgo —1gd —c
Ig (57)= g0’ —lg b’ —¢
von einander, so ergibt sich:

lga—Ilga' =1gb—Igd’

€Y

oder:
) a:a’'=b:b"
was in Worten heiBt:
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Verschiebt man zwei kongruente logarithmische Skalen aneinander,
8o sind in jeder Lage der Skalen die tibereinanderstehenden Zahlen
proportional, wie bekannt.

Setzt man in (2) eine der GriBen, z. B. a’, gleich 1, so ergibt
sich die gewohnliche Multiplikations- bezw. Divisionsregel fiir den
logarithmischen Rechenschieber:

2% a:1=>5:b
Durch Umformung von (2*) erhilt man a:b=1:b" und weiter
o) {(a+b):a=-=(1+b'):1
(@a—b:a=(1-0"):1

Die Gleichungen (3) geben in der Form

(3%) {a:1=(a+b):(1+b')
a:1=(@—>b):1-0",

W. Ritters') Methode der Addition und Subtraktion mit Hilfe des

logarithmischen Rechenschiebers:

»Man stellt die Zahl 1 des Schiebers unter die Zahl a der oberen
Skala, liest unter der Zahl b ab, vergroBert die Ablesung b’ um eine
Einheit und findet tiber der neuen Ablesung das Ergebnis a 4 b.“
(Analog fir a —b.)

Mittels dieser Methode erhilt Ritter durch eine Verschiebung und
zwei Ablesungen den Wert von Ausdriicken der Form: a b,

Va£ V5, VaZs, Va£®, Vazvs), (F£ve), (Yato),

E]
V3 e

Ich méchte nun zeigen, wie sich durch Anbringung einer Kubik-
skala®) analoge und noch verwickeltere Ausdriicke, in denen Kuben
und Kubikwurzeln vorkommen, rasch und bequem, wiederum durch
bloB eine Verschiebung und zwei Ablesungen, berechnen lassen; auBer-
dem will ich unter Beniitzung einer bekannten Regel das Rittersche

Additionsverfahren auch auf Ausdriicke von der Form % + yl anwenden,
wobei z =a, a%, Va, Va, y=0, v*, Vb, V5.

I
Um mit Hilfoe der Kubikteilung Ausdriicke, wie §/a®+ 5® aus-
zurechnen, verfihrt man in folgender Weise:

1) Schweizerische Bauzeitung 1894, Bd. 23, 8. 39.
2) Wie an den Rechenschiebern ,,System Rietz*, D. R. G. M. 164885 u. 181110.
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1. Man stellt a auf der einfach-logarithmischen Teilung der Zunge
unter 1 der Kubikteilung, liest auf dieser die iéiber b der beniitzten
Zungenteilung stehende Zahl ab, vermehrt sie um 1 und findet
unter der neuen Zahl der Kubikskala auf der beniitzten Zungen-
teilung das Ergebnis.

. Die entsprechende Zahl auf der oberen Zungenteilung gibt (a®-- 5%)"%.

. Durch eine weitere Ablesung erhilt man a® + 3%, wenn man nimlich
das zuerst gefundene Resultat §/a®+ b® kubiert.

4. Verwendet man in (1) statt der unteren die obere Zungenteilung, so

erhilt man die Aunsdriicke:

Vo ¥ o, (a% + bhYh,  a'h + bh.

Ganz analog verfihrt man bei Subtraktion.

Durch eine weitere Verschiebung und Ablesung lassen sich Aus-
driicke wie: Va* + b3, Vo + b, b, W'/- + b, (a'h + b%)? usw.
berechnen.

Ein dhnliches Verfahren ergibt Va+ V6.

5. Man stellt 1 der unteren Zungenteilung unter a der Kubikskala,
liest auf der zuerst beniitzten Skala die Zahl unter b der Kubikteilung
ab, vermehrt um eine Einheit und findet unter der neuen Zahl der
verwendeten unteren Zungenteilung auf der kongruenten Teilung des
Stabes das Ergebnis ¥/a + /5.

6. Auf der oberen Skala des Stabes steht als entsprechende Zahl

(Va + o).

. Auf der Kubikskala steht als entsprechende Zahl Va + Vb)e

8. Bentitz2t man in (5) die obere Zungenteilung, so erhidlt man die
Ausdriicke Va® + Vb_’, bezw. (a'» + b*4)"» und (a"» + b%).  Auch
hier gilt das ganz analoge Verfahren fiir die Subtraktion und durch
eine weitere Ablesung ergeben sich noch viel verwickeltere Ausdriicke:

Va+ V3, VVa+ Vb usw.

IIL
Die Erweiterung des Ritterschen Verfahrens auf Ausdriicke der
Form lx-{—!; beruht auf der bekannten Regel, bei Berechnung von

1—, L, —1—, die Zunge verkehrt einzuschieben.
x z T
(Skalenfolge: 4, C, B, D.)

Es ist nahezu selbstverstindlich, wie sich Ausdriicke :% und

finden lassen:

o o

-3

reziproken Werten

1

V=
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a. Man schiebe die Zunge verkehrt ein, stelle z auf C ein, so erhilt
msn suf der Kubikteilung

b. Man schiebe die Zunge verkehrt ein, stelle auf der Kubikteilung »
ein, so erhilt man auf C ;—

Es ist: V—

@ ats-

Aus (2%), namlich:
a:1=>b:%" folgt b=ab"

O‘IH

Dividieren wir (3) in der Form a: 1 = (a £ b) : (1 % %) durch (2¥),
so ergibt sich:

1:1 aj:b 140

ad’ ’

woraus wegen (4)
®) sts=(£7)3

1. Es ergibt sich somit fiir % + % folgende Regel:
Man stellt a auf 4 ein, schiebt die Zunge verkehrt ein und B1
unter a, liest unter b auf 4 El— auf B, bildet § =1 + %7, stellt 8 auf
A ein, schiebt Bl darunter und findet auf B unter a der Skala 4
> +3 (Auch aut A tber o der Skala B)

+

R
o

2. Nimmt man die letzte Ablesung auf C vor, so erhilt man
(bezw. auf D).
3. Auf der Kubikskala findet sich bei der 2. Art der Ablesung
(l + 1)./'
a b/ -
4. Fihrt man 1. statt mit 4 und B, mit C und D aus und liest nach
der 2. Art ab, so findet sich %-}-—;— in D, daritber in 4 (% + l)’

b
und in der Kubikskals (3 +7)"
5. Man stellt auf D unter @ der Skala A ein, schiebt C1 dariiber
liest unter b der Skala A auf C ab, addiert 1, stellt auf D die
gefundene Zahl ein, schiebt 1 dariiber und liest unter a der Skala B

auf D schon W vE ab.
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6. Nimmt man die letzte Ablesung auf A4 vor, so findet man
1 1\?

e tvs)

7.1 ~ bt e (4 + LY
iest man auf der Kubikskala ab, ergibt sich ( Va + 75

8. Um al, + % zu finden, stellt man auf D a ein, schiebt B, dariiber,

liest in B tiber b von D ab, vermehrt um 1, stellt die neue Zahl
auf A ein, darunter 1 von B und findet iiber @ von C das Resultat

al, + bi* auf A.
9. Nimmt man die Ablesung auf D vor, so erhilt man al, + —;—, .

10. Auf der Kubikteilung entspricht dem die Ablesung (ai, + bl')./"

11. Man stelle C1 unter a der Kubikteilung, lese die Zahl unter b der
Kubikteilung auf C ab, vermehre um 1, stelle auf D die neue Zahl
ein, schiebe C1 dartiber. Auf C steht unter a der Kubikteilung

dss gomuchte (= + 7).
gesuc. i/a + W)
12. Nimmt man die letzte Ablesung auf B vor, so ergibt sich

1 1\2
(‘Va * 1/5) ‘
Ganz analog hitte man zu verfahren, um die entsprechenden Diffe-
renzen zu berechnen.
Durch eine weitere Verschiebung und Ablesung lieBen sich Aus-
driicke von weit verwickelterem Baue auswerten.

Wenn auch in der Praxis Ausdriicke von der oben behandelten
oder einer shnlichen Form verhiltnismiBig selten vorkommen werden,
so scheint es mir doch theoretisch von Interesse zu sein, daB mittels
des Rechenschiebers auf so kurze Art so verwickelt gebaute Ausdriicke
sich auswerten lassen.
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Kleinere Mitteilungen.

Preisaufgaben der Académie des Sciences de Paris aus der angewandten
Mathematik und Physik.

Fir 1907.Y)

Priz Vaillant (4000 fr.): Perfectionner en un point important le
probléme d’Analyse relatif & Véquilibre des plaques élastiques encastrées,
c’est-d-dire le probléme de Vintégration de 1'équation

0 04 0'u
871:+253:'—i;‘3/’+9_~y‘=f(x’y)

avec les conditions que la fonction # et sa dérivée suivant la normale an
contour de la plague soient nulles. Examiner plus spécialement le cas d’'un
contour rectangulaire. — Les Mémoires devront étre envoyés au Secrétariat
avant le 1°F janvier 1907.

Fir 1908.

Priz Fourneyron (1000 fr.)*): Recherches théoriques ou expérimentales
sur les turbines & vapeur.

Priz Damoiseaw (2000 fr.): Théorie de la plandte basée sur toutes les
observations connues. — SchluB der Bewerbungen am 31. Dezember 1907.

Fiir 1909.

Priz Vaillant (4000 fr.): Perfectionner, en un point important, l'ap-
plication des principes de la dynamique des fluides a la théorie de ’hélice.
— SchluB der Bewerbungen am 31. Dezember 1908.

Biicherschau.

P. Stephan, Die Technische Mechanik. Elementares Lehrbuch fiir
mittlere maschinentechnische Fachschulen und Hilfsbuch fiir Studierende
hoherer technischer Lehranstalten. Erster Teil: Mechanik starrer Korper.
Verlag von B. G. Teubner 1904.

Da ein kurzgefaBtes, die besonderen Bedtrfnisse des angehenden
Maschinenbauers berticksichtigendes Lehrbuch bisher vermiBt wurde, so darf
wohl bei einem Unternehmen, die Liicke auszufiillen, die Frage ungestellt
bleiben, ob die Anlehnung an die bekannten Werke nicht teilweise etwas

1) Vgl. diese Zeitschrift Bd. 61 (1905), S. 435.
2) Vgl. diese Zeitschrift Bd. 50 (1904), S. 157.

Zeitschrift . Mathematik u. Physik. 53. Band. 1908. 1. Heft. b
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weit geht. Auch daB die Differentialrechnung nur ,verkappt“ auftritt, was
ja freilich die Kiirze nicht fordert, kdnnte m. E. das Interesse fir die
Erscheinung nicht wesentlich beeintriichtigen. An Stoff enthélt das Buch
tatsichlich ,etwa das Minimum dessen, was ein Student im Vorexamen
wisgsen muB.“ DaB es sich nur an den Maschinenbauer wendet, hitte noch
augenfilliger und eindringlicher im Titel zum Ausdruck kommen sollen,
etwa mit den Worten: ,Die Technische Mechanik des Maschinenbauers®
oder ,Die Maschinenmechanik.“ Die Schreibweise ist im ganzen klar und
einfach; die zahlreichen Beispiele sind gut gew#hlt und sogar teilweise neu.

Man konnte sich also iiber das Erscheinen des Werkchens nur freuen,
wenn es nicht durch eine Menge von schlimmen Fehlern aller Art so ent-
stellt wire, daB die aus dem Buch zu schopfende Belehrung denn doch
recht fragwiirdiger Art ist. Davon einige Proben.

S. 18 ist als Beispiel fiir riumliche Kriftezerlegung die Aufhingung
einer Last @ an einem Bock gewihlt, der aus drei gegen den Horizont
gleich geneigten Streben gebildet wird. ,Da alle Streben mit @ denselben
Winkel bilden, sind die Druckkrifte in ihnen gleich.“ () Dabei kann nicht
etwa angenommen werden, daB vielleicht nur vergessen sei, die selbstver-
sténdliche Voraussetzung voranzuschicken: die Horizontalprojektionen schlieB8en
miteinander Winkel von je 120° ein. Nein, diese Orientierung wird
schlieBlich gerade als Folgerung aus der Gleichheit der Strebendrucke ab-
geleitet! Zum UberfluB enthdlt die Skizze noch eine Querverbindung
zwischen zwei Streben, die der angestellten Betrachtung iiber die Kraftver-
teilung jegliche Berechtigung nimmt.

S. 34 ,Ein Kriiftepaar hat das Bestreben, eine Drehbewegung des
Korpers hervorzurufen, wihrend Einzelkrifte eine fortschreitende Bewegung
herbeizuftthren bezw. zu H#ndern suchen.® Und mit derselben Leichtigkeit
8. 46 (nach Reduktion eines Kriiftesystems auf Kraft R und Kriftepaar G,
senkrecht dazu): ,Ist der Korper frei beweglich, so wird er sich unter dem
Einflu der Kraft R in ihrer Richtung, die auch die der Zentralachse ist,
geradlinig fortbewegen und gleichzeitig infolge des Kriftepaares G, eine
Drehung um diese Zentralachse ausfiihren.“ Dann wieder auf 8. 321, nach-

dem die Gleichung A= % Met + % Jo?

fir das Arbeitsvermdgen des starren Korpers abgeleitet ist: ,,Als Voraus-
setzung gilt dabei(l), daB die durch den Schwerpunkt gehende, einzige(?)
Drehachse ihre Richtung im Raum nicht #ndert, daB also eine wirbelnde
Bewegung des Korpers nicht eintritt. Wirkt auf den Schwerpunkt eines
Korpers von der Masse M die konstante Kraft P und besteht auBerdem
ein nach GréBe und Drehebene konstantes Drehmoment M, so er-

zeugt erstere die fortschreitende Beschleunigung p = % und letzteres die

Winkelbeschleunigung & = %!“. Alle diese S#tze sind so verkehrt, daf man

vielleicht in kiirzerer Zeit einen AbriB des ganzen Gebietes liefern, als
. aus Herrn Stephans Aufstellungen die einzelnen Irrtiimer herausschélen und
widerlegen kdnnte.

S. 95 ist ein Kérper in zwei Punkten A und B gestiitzt, und unter
dem EinfluB einer Kraft G betrachtet, welche die Reaktionen N; und N,
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in A und B hervorruft. ,Damit Gleichgewicht besteht, miissen diese drei
Krifte in einer Ebene liegen und sich in einem Punkt schneiden. Diese
beiden Bedingungen sind notwendig und hinreichend(!). Die Figur zeigt
nun, daB die zweite auf unendlich viele verschiedene Weisen erfiillt werden
kann, denn wenn die GréBe und Richtung von N, beliebig angenommen
ist(!), kann stets eine Kraft N; gefunden werden, die mit N, und G im
Gleichgewicht steht usw.“ Die Bedingungen sind nicht hinreichend, sondern
es muB auch noch das Kriftedreieck geschlossen sein; von N, darf nur die
Richtung oder (in gewissen Grenzen) die GrdBe angenommen werden, sonst
kann keine durch B gehende Kraft N; gefunden werden.

Die Abbildungen zam Kapitel ,,Keil“ S. 125 sind mehr als bedenklich.
Von den fritheren Darstellungen ,l#ndlicher Vorrichtungen zum Spalten
roher Stimme“, wie sie Reuleaux vorfand, ist man wohl ziemlich allgemein
zur ,,Prismenkette” tbergegangen. Bleibt man indessen dabei, das zu
Trennende als einen einzigen, zusammenhingenden Korper zu zeichnen, so
darf man ihn doch nicht von dem Keil vOllig ausfillen lassen, wobei die
Natar der widerstehenden Krifte ganz ritselhaft bleibt. Herr Stephan
stellt aber an Hand dieses Bildes sogar Betrachtungen tiber den Riickwirts-
gang des Keiles an.

Verfehlt ist auch die Behandlung der Differentialbandbremse auf 8. 175.
8ind P, und P; > P; die Spannkrifte in den beiden Triimern, b, und ¥,
ihre Hebelarme in bezug auf den festen Punkt des Hebels und ist U die
Umfangskraft an der Bremsscheibe, so ist — solange Gleitung stattfindet —
das Moment von P, und P, inbezug auf diesen Punkt:

by ® —b
M=y T2
¢ 1
oder mit ¢ = b, : b,
a
M= Ub, So=L.
e 1

Da tiber das Verh#ltnis b, : by keinerlei Voraussetzung gemacht wurde,
so gibt die Gleichung auch ganz allgemein die GriBe eines am Bremshebel
auszufibenden Momentes Da an, welches am Umfang der noch gleitenden
Scheibe einer Kraft U das Gleichgewicht halten soll. Praktische Bedeutung
hat sie aber nur, sofern der Gleichgewichtszustand ein stabiler ist.

Unterscheidet man 3 Gebiete, jenachdem

Le<l IL e*>c¢c>1 I ¢>e°,

80 ist Stabilitdt nur in L und IIL vorhanden. In IL fihrt eine Bewegung
des Hebels im Sinne von Da ein Abheben des Bremsbandes, dagegen
jedes Sinken von Da unter einen bisher Gleichgewicht haltenden Wert
ein ,,Festbremsen“ herbei.

Die festgebremste Scheibe @bt eine ganz bestimmte Umfangskraft Umas
aus, und da jetzt Py = P, ¢'#%, wo ¢ ein positiver echter Bruch oder Eins
ist, so lautet die neue Gleichgewichtsbedingung:

el —e¢
Da = Um b’ —e_';—“-__ ; .
5‘
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Der Tatbestand, daB bei einem und demselben Da sowohl Festbrem-
sung mit Upgs, als8 Gleitung bei kleinerem 7/ eintreten kann, ist also an
die Bedingung e‘“"—c>e"“’—c

¢ —1 et —y’
gebunden, die ihrerseits nur mit ¢#* > ¢ > 1 erfilllbar ist. Der Tatbestand
ist danach nur dem Gebiet II eigentiimlich; im I. und III. tritt bei
kleinem Da Gleiten, bei groBem aber Festbremsen auf, und zwar liegt die
Grenze bei M o

Da = Upazby —— -

@ _

Die Werte fiir die Trumkrifte P, und P, bei festgebremster Scheibe
sind natiirlich mit P, — P, = Upa, aus der Momentengleichung am Hebel
leicht abzuleiten. )

Es erscheint nun zwar nicht unmdglich auf Grund dieser Verhiltnisse
im Gebiet IT eine Art ,selbstsperrender Liiftungsbremse“ anzuordnen, sofern
nur zunichst durch eine geringe Kraft fiir Anliegen des Bremsbandes ge-
sorgt wird. Da aber Gleiten des Bandes hierbei nur auBerordentlich kurze
Zeit auftreten kann, so miiBte ein heftiger StoB erfolgen, der nur etwa
durch Einschaltung besonders nachgiebiger Verbindungen unschédlich gemacht
werden konnte. Eine Ausfiihrung dieser Art diirfte also kaum existieren.

Gebiet I und III unterscheiden sich zunéchst durch das entgegen-
gesetzte Vorzeichen von Da, dann aber viel wesentlicher noch durch fol-
genden Umstand: whhrend in I. Da dem Absolutwert nach iber Ubd, bleibt,
liefern in ITI wenigstens die vorstehenden Betrachtungen keine untere
Grenze fir Da. Es scheidet danach auch I fiir die Anwendung aus, die
ja auf kleine Werte Da abzielt. DaB praktisch nur das Gebiet III in Be-
tracht kommt, ist denn auch allgemein bekannt, vgl. z. B. die &lteren
Auflagen des Taschenbuchs der Hiitte. In dasselbe Gebiet fallen natfirlich
auch die Liftungsbremsen tiblicher Bauart, deren Eigenart nur darin be-
steht, daB das Moment Da durch ein Gewicht dauernd ausgeiibt wird, daB
also zum Niedergang der Last ,geliiftet* werden muSB.

Herr Stephan behauptet dementgegen: ,In der Praxis(l) wird b, stets
kleiner als bge“® ausgefiihrt, auBer bei den Liiftungsbremsen, die ein Herab-
gehen der Last erst beim Anheben des Bremshebels zulassen.“ Er empfiehlt
also gerade Gebiet I. und II. fiir die gewdhnliche Bremswirkung, wihrend
in Wirklichkeit I keinen Vorteil vor der einfachen Bremse bietet und IT
die unbrauchbaren labilen Fille bezw. die wohl nie ausgefithrte selbst-
sperrende Bremse umfaBt. Angesichts der Ziele des Stephanschen Buches
scheint mir aber gerade ein VerstoB gegen die unmittelbare praktische
Anwendung besonders schlimm. Zudem iibernimmt Herr Stephan durch
doppelte Beispielrechnung (95) aus dem labilen Gebiet II noch einmal
ausdriicklich die Verantwortung fiir seine falschen Aufstellungen.

In einer zweiten Auflage, die einem Buch von so erwiinschter Rich-
tung gewiB bald bevorsteht, werden hoffentlich die besprochenen Fehler
mit den vielen andern, die vorzubringen der Raum fehlte, verschwunden sein.

Braunschweig. R. Sgursch.
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Physik, Wien 15—16.

M.I.B. Memorie della R. Accademia di
Scienze del Istituto, Bologna (5) 9—10;
(6) 1—2.

M.K. Meer und Kiiste. 1904.

M.L.A.0. Meddelander fran Lunds Astro-
nomiska Observatorium, Lund 20—24.

M.M. Messenger of Mathematics, London
2) 83—34.

M.M.F. The American Math. Monthly,
Springfield 11—12.

M.M.G.]. Mitteilungen des Militiirgeo-
graphischen Instituts, Wien 1908.
M.N.A.S. Monthly Notices of the Royal

Astronomical Society, London 63— 65.

Mon. The Monist, New York 14.

M.P.G.Z. Mitteilungen der Physika-
lischen Gesellschaft, Zirich 8.

M.P.L. Mathematikai éz physikai Lapok,
Budapest 12—13.

M.R.B. Marine - Rundschau, Berlin 15.

M.S.B. Mémoires de la Société Physique
et Naturelle, Bordeaux (6) 2—3.

M.S.H. Mitteilungen der GroBh. Stern-
warte, Heidelberg 4.

Abhandlungen der K. K-

M.8.L. Mémoires de la Société Royale
des Sciences, Lidge (3) 6.

M.8.0. Denkschriften der Math. Ab-
teilung der Neuruss. Gesellschafi,
Odessa 21; 26; 27.

M.S.P.A. Miscellaneous Scientific Papers
of the Alleghany Observatory, Alle-

hany 10; 14; 16.

H.%. S.I. Memorie della Societd dei
Spettroscopisti Italiani, Catania81—33.

M.T.E. Mathematikai és természettudo-
ményi Ertesit§, Budapest 21—22.

M.U.0. Denkschriften der K. K. Neuruss.
Universititt, Odessa 96.

M.V.A,P. Mitteilun von Freunden
der Astronomie und Kosmischen Physik,
Berlin 18—15; 19.

M.V.G. Mitteilungen des Naturwissen-
schaftlichen Vereins fiir Neuvorpom-
mern und Rigen, Greifswald 86.

M.W.R. Monthly Weather Review,
Washington 32—88.

M.yR.M. Memorias y Revista de la

ociedad Cientifica ,,Antonio Alzate*
Mejico 13; 19—20.

M.Z. Meteorologische Zeitschrift, Wien
21—22,

M.Z.P. Marine-Zeitschrift, Petersburg
818; 817; 319; 822; 328.

N. Natuore, London 69—72.

N.A. Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, Paris (4) 8—5.

N. Aﬁl. Nova Acta der K. K. Leopoldino-
Carolinischen Akademie, Halle 81.
N.A.R. The North-American Review.

New York 79.

N.A.U. Nova Acta Regiae Societatis
Scientiarum, Upsala (8) 20.

N.A.W. Nieuw Archief voor Wiskunde
Amsterdam (2) 6—17.

N.C.P. 11 Nuovo Cimento, Pi“ssl? 7—9.

N.G.@. Nachrichten der K. Gesellschaft
der Wissenschaften, Gottingen 1904.

N.J.M. Neues Jahrbuch fiir Mineralogie,
Geologie und Palaeontologie, Stutt-

art 20.

N.L.A. Atti dell’ Accademia Pontificia
de’ Nuovi Lincei, Roma 57.

N.L.M. Memorie dell’ Accademia Ponti-
ficia de’ Nuovi Lincei, Roma 21.

N.M.A.B. Mémoires de I'Académie
Royale des Sciences, des Lettres et
des Beaux-Arts, Bruxelles 54.

N.M.L. Nautical Magazine, London
72—173.

N.0. Natur und Offenbarung, Minster
49—50.

N.P.L. The National Physical Labora-
tory Collected Researches 1.

N.R. Naturwissenschaftliche Rundschau,
Braunschweig 19—20.
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N.T.N.I. Natuurkundig Tijdschrift voor
Nederland. Indi&, Batavia 63.

N.W. Naturwissenschaftliche Wochen-
schrift, Jena (2) 8.

0. The Observatory, London 26—27.

0.W.0.B. Osterreichische Wochenschrift
fir den Offentlichen Baudienst

. 1908—04,

0.Z.B.H. Osterreichische Zeitschrift fir
Berg- u. Hittenwesen, Wien 1903.

0.2.V. Osterreich. Zeitschrift fir Ver-
messungswesen, Wien 1908—04.

P. Prometheus, Berlin 16.

P.A. Popular Astronomy, Northfield
11—12.

P.A.B. Verdffentlichungen der K. Serb.
Akademie, Belgrad 67.

P.A.Bo. Proceedings of the American
Academy of Arts and Sciences, Boston
89—41,

P.A.0.H. Publikationen des Astrophy-
sikalischen Observatoriums, Heidel-

berg 1.

P.A.0.P. Publikationen des Astrophy-
sikalischen Observatoriums, Potsdam.

P.A.8.F. Publications of the Astrono-
mical Society for the Pacific, San
Francisco 14—16.

P.C.P.S. Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, Cambridge
12—18. .

P.E.M.S. Proceedings of the Edinburgh
Mathematical Society, Edinburgh 22.

P.6.M. Petermanns Geographische Mit-
teilungen, Gotha 49; 51.

P.I.A.8. Proceedings of the Indiana
Academy of Secience, Indianapolis
1898; 1902.

Pit. I Pitagora, Palermo 10—11.

P.J.6. Preisschriften der Jablonowski-
schen Gesellschaft, Leipzig 37.

P.L.M.S. Proceedings of the London
Mathematical Society, London (2)1—2.

P.M. Philosophical Magazine, London
(6) 6—9.

P.M.R. Periodico di Matematica, Roma
(3) 1; Suppl. 8.

P.N.L. Proceedings of the United States
Naval Institution, Annapolis M. D. 29.

Pol. M. Tl Politecnico, Milano 1903—04.

P.P.S. Proceedings of the American

Phi.losoghical Society, Philadelphia 44.

P.P.S. @. Proceedings of the Philosophical
Society, Glasgow 35.

P.P.S.L. Proceedings of the Physical
Society, London 19.

P.R. The Physical Review, New York
18—21.

P.R.A.8.C. Selected Papers and Pro-

i of the Royal Astronomical

Society of Canada, Toronto.

P.R.I. Proceedings of the Royal In-
stitution of Great Britain, London 17.

P.R.I.A. Procedings of the Royal Irish
Academy, Dublin 24,

P.R.S.E. Proceedings of the Royal
Society, Edinburgh 25.

P.R.S.L. Proceedings of the Royal
Society, London 72—T74.

P.R.8.V. Proceedings of the Royal
Society of Victoria, Melbourne 17.
P.S.B. Procés-verbaux de la Société
des Sciences, Bordeaux 1902—03.
P.S.D. Scientific Proceedings of the

Royal Dublin Society, Dublin (2) 10.

P.S.T.P. Processi Verbali delle Societa
Toscana di Scienze Naturali, Pisa 14.

P.T.M. Summary of the Proceedings
of the Tokyo Mathematicophysical
Society, Tokyo.

P.T.R.S.C. Proceedings and Trans-

" actions of the Royal Society of Canada,
Montreal (ﬁ) 9—10.

P.Z. Physikalische Zeitachrift, Gttingen
5—8.

Q.J. Quarterly Journal of Mathematics,
London 34—85.

Q.J.M.S. Quarterly Journal of the Meteo-
rological Society, London 31.

R.A.A. Reports of the Australasian
Association for the Advancement of
Science, Melbourne 1.

R.A.G. Rivista di Artigleria e Genio,
Roma 1903—04.

R.A.L.R. Rendiconti della Reale Acca-
demia dei Lincei, Roma (5) 13—14.
R.A.M. Revista de la Reale Academia
de Ciencias exactas, fisicas y naturales,

Madrid 1.

R.A.N. Rendiconti della Reale Acca-
demia delle Scienze, Napoli( 8) 10—11.

R.B.A. Reports of the British Asso-
ciation for the Advancement of Science
78—74.

R.C.L. Revista de Ciencias, Lima 7—S8.

R.C.M.P. Rendiconti del Circolo Mate-
matico, Palermo 18—20.

R.F.M. Rivista di Fisica, Matematica
e Scienze Naturali, Pavia 4—6.

R.G.M.M. Recvista General de Marina,
Madrid 52.

R.G.0. Revue Générale des Sciences,
Paris 14—186.

R.I.B. Rendiconti delle Sessioni dell’
Accademia delle Scienze dell’ Istituto,
Bologna (2) 6—8.

R.LLL. Rendiconti del Reale Ictituto
Lombardo delle Scienze e Lettere,
Milano (2) 86—38.

R.M. Rivista di Matematica, Torino 8.

R.M.B. Revista Maritima Brazileira,
Rio de Janeiro 41—42.
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R.M.M. Revue de Métaphysique et de
Morale, Paris 11—12.

R.M.M.P. Revue Maritime, Paris 147.

R.M.P. Sammelschrift der Math. Ge-
sellschaft, Prag 9.

R.M.R. Rivista Marittima, Roma 36—37.

R.M.S. Revue de Mathématiques Spé-
ciales, Paris 14—15.

R.S. Revue Scientifique, Paris (5) 1; 3.

R.S.L. Rivista Scientifico-Industriale 37.

R.S.M. Sammelschrift der Sewtschenko-

ellschaft, Lemberg 9—10.

R.T.C. Rivista di Topografia e Catasto,
Torino 16—17%.

R.T.M. Revista Trimestral de Mate-
matica, Valencia 4—5.

R.U.J. Recueil de la Société Scientifique
et Litéraire de 1'Université, Jurjev
by 7.

S. Science, New York (2) 17—19; 21.

8.A.B. Sitzungsberichte der K. Preu8.
Akad. der Wissensch., Berlin 1904—05.

S.A.M. Sitzungsberichte der Math. Phys.
Klasse der K. Bayr. Akademie der
‘Wissenschaften, Minchen 33—-34.

S8.A.W. S8it ber der Math. Naturw.
Klasse der K. K. Akad. der Wissen-
schaften, Wien 112—114.

S.E. Mémoires Présentés par divers
savants 4 I'Académie, Pans 22.

S.E.D. Mémoires couronnés et Mé-
moires de savants étrangers publiés
par I'Académie Royale des Sciences,
Bruxelles en 4° 62.

S.F.P. Société Frangaise de Physique,
Paris 214—216; 219; 220; 222—225;
229; 230.

8.6.B. Sitzungsberichte der K. Bohm.
Gesellsch. der Wissenschaften, Prag
1903—04.

8.6.M. Sitzungsberichte der Gesellschaft
zur Befbrde; der gesamten Natur-
wissenschaft, ﬁarburg 1903—04.

S.LD. Sitzungsberichte der Naturwissen-
schaftlichen Gesellschaft Isis, Dresden
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8.L. Sirius, Leipzig 36—87.

8.M. Bulletin de la Société Mathé-
matique de France, Paris 31—383.
S.M.Am. Bulletin of the American
Math. Society, New York (2) 11; 12.
S.M.B. Sitzungsber. der Berliner Math.

Gesellschaft, Berlin 1904.

S.M.H. Mitteilungen der Math. Gesell-
schaft Hamburg 4.

S.M.Ka. Bulletin der Physikomathema-
tischen Gesellschaft, Kasan (2) 13—14.

S.M.Kh. Mitteilungen der math. Gesell-
schaft, Charkow (2) 8.

S.M.M. Sammelschrift der Math. Ge-
sellschaft, Moskau 24.

S8.N.C. Mémoires de la Société Nationale
des Sciences Naturelles et Mathé-
matiques, Cherbourg (4) 1.

S.N.G6.B. Sitz berichte der Nieder-
rhein. Gesell fair Natur- und
Heilkunde, Bonn 1904—056.

S.P. Bulletin de la Société Philo-
matique, Paris (9) 4—5.

S.P.M. Memoirs and Proceedings of
the Literary and Philosophical Society,
Manchester 48—49.

S.P.M.E. Sitzungsberichte der Physi-
kalisch - Medizinischen  Gesellschaft
Erlangen 36—37.

S.V.K. Schriften des naturwiss. Vereins
fiir Schleswig, Kiel 13.

T.A.A. Acta der Sidslavischen Aka-
demie, .

T.A.E.S. Transactions of the American
Electrochemical Society 6.

T.A.W. Transactions of the Wisconsin
Academy of Science, Madison 13—14.

T.C.P.S. Transactions of the Cambridge
Philosophical Society, Cambridge 19.

T.C.R.S. Transactions of the Canada
Royal Society, Ottawa (2) 9.

T.F.S. Transactions of the Faraday
Society 1.
T.6.C. Arbeiten der To hisch-

Geodatischen Kommisson, Moskau 18.
T.K.L. Tijdschrift voor Kadaster en
Landmeetkunde, Ctrecht 20 (1904).
T.M. Nyt Tidskrift for Mathematik,

Kjobenhavn 14—16.

T.M.W. Terrestrial Magnetism, Washing-
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T.N.J. Schriften der Naturforscher-

esellschaft, Jurjev 13—14.

T.N.Z.1. Transactions and Proceedings
of the New Zeeland Institute, Welling-
ton 36.

T.0.M. Tidskrift for Opmaalings- og
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T.R.I.LA. Transactions of the Royal
Irish Academy, Dublin 82.

T.R.S.E. Transactions of the Royal
Society, Edinburgh 40—41.

T.R.S.L. Philosophical Transactions of
the Royal Society, London 201—208.

T.8.D. Scientific Transactions of the
Royal Dublin Society, Dublin (2) 8.

T.S.M.Am. Transactions of the American
Math. Society, New York 5.

T S.U.R. Travaux Scientifiques de I'Uni-
versité, Rennes 2—8.

T.W. Prace matematyczno fizyczne,
Warschau 16.

U.B. Urania, Budapest 3—4.

U.M.N. Unterrichtsblatter fir Mathe-
matik u. Naturwissenschaften, Berlin
10—11.
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V.A.Q. Vierteljahrsschrift der Astrono-
mischen Gesellschaft, Leipzig 38—39.
V.A.R.I. Verdffentlichungen des Astro-
nomischen Recheninstituts, Berlin 28.
V.D.P.G. Verhandlungen der Deutschen

Physikalischen Gesellschaft, Berlin
6—17.

V.6.H. Verhandlungen des Natur-
historisch - Medizinischen = Vereins,

Heidelberg (2) 8.

V.1.&.C. Verhandlungen des internatio-
nalen Geographenkongresses, Berlin 7.

V.I.M.C. Verhandlungen des Inter-
nationalen Mathematikerkongresses,
Heidelberg 3.

V.L.V. Verbandszeitschrift der Land-
messervereine in Schlesien, Posen,
PreuBen und Brandenburg 1904.

V.N.B. Verhandlungen der Naturfor-
schenden Gesellschaft, Basel 16—17.

V.8.H. Verdoffentlichungen der GroB-
herzoglichen Sternwarte, Heidelberg 3.

V.8.N.6. Verhandlungen der Schweize-
rischen Naturforschenden Gesellschaft,
Bern 86; 87.

V.V.F.U.W. Vierteljahrsberichte des
Vereins zur Forderung des Unter-
richts, Wien 9.

V.V.N.T. Verhandlungen des Vereins
fir Natur- und Heilkunde, PreSburg
1903.

V.W.A. De Vried der Wiskunde, Arn-
hem 20.

W.E. Western Electrician 86.

Angewandte Mathematik.

1. R. Bettazzi. Le applicazioni della
matematica. B.A.M.T. 8. 40.

2. Pigzetts. Matematica e sperimenti.
AR.U.G. 11.

Geschichte der angewandten Mathe-
matik.

8. P. Harzer. Die exakten Wissen-
schaften im alten Japan. D.V.M. 14. 812.

Philosophie der angewandten
Mathematik.

4. E. F. Apelt. Uber Begriff und Auf-
gabe der Naturphilosophie. A.F.S. 1.

&. A. Hofler. Zur anﬁrtigen Na-
turphilosophie. A.D.P.N. 2.

Pidagogik der angewandten
Mathematik.
6. F. Kilein. Bemerkungen zum mathe-
matischen und physikalischen Unterricht.
D.V.N. 76. A.180.

W.M. Wiadomosci Matematyczne, War-
schau 6—8.

W.W. Wszechéwiat, Warschau 22;23; 28.

Y.6. Yachting Gazette, Paris 297.

Z A.C. Zeitechrift fiir anorganische
Chemie, Hamburg 40; 42.

Z.B.G.V. Zeitschrift des Bayrischen
Geometervereins, Miinchen 1903—04.

Z.E. Zeitschrift fiir Elektrochemie,
Halle 10—11.

Z.6.K. Zeitschrift fiir die gesamte
Kilteindustrie, Minchen 11.

Z.6.V. Zeitschrift fiir die Gesamte Ver-
sicherungswissenschaft, Stuttgart 4.
Z.H. Zeitschrift fiir mathematischen und
naturwissenschaftlichen  Unterricht,

Leipzig 34—36.

Z.K.M. %eitschrift fiir Kristallographie
und Mineralogie, Leipzig 39—41.

Z.L.L. Zeitschrift fiir Lehrmittelwesen
und pHdagogische Literatur, Wien 1.

Z.P. Zeitschrift fiir physikalischen und
chemischen Unterricht, Berlin 17—18.

Z.P.Z. Zeitschrift fiir physikalische
Chemie, Leipzig 40—44.

Z.R. Zeitschrift fiir Realschulwesen,
Wien 29.

Z.R.W.L. Zeitschr. des Rheinisch-West-
filischen Landmesservereins, Kassel
1903—04. .

Z.S. Zeitschrift fiir Mathematik und
Physik, Leipzig 51—52.

Z.W.P. Zeitscfur#t fiir wissenschaftliche
Photographie, Leipzig 8.

7. F. Klein. Uber die Aufgabe der
angewandten Mathematik, besonders iber
die padagogische Seite. V.I.M.C. 3. 396.

8. P. Staeckel. Angewandte Mathe-
matik und Physik an den deutschen
Universitiiten. D.V.M. 13. 813,

9. F. Klein. Mathematik, Physik, As-
tronomie an den deutschen Universititen
in den Jahren 1898—1903. D.V.M. 13.
467.

10. A. Gutzmer. Uber die auf die
Anwendungen gerichteten Bestrebungen
im mathematischen Unterricht der deut-
schen Universitiiten. D.V.M. 13. 517.

11. G. Holsmiiller. Bemerkungen tber
den Unterricht und die Lehramts: rﬂfml?f
in der angewandten Mathematik. D.V.
14. 249; 895; F. Ebner 839.

Logikkalkul.

12. G. Vacca. La logica di Leibniz.
R.M. 8. 64.

18. H. Mac Coll. La logique symbo-
lique. E.M. 5. 415; 6. 872.
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14. E. V. Huntington. Sets of inde-
dent postulates for the algebra of
ogic. T.S.M.Am. 5. 288.

15. P. Poretzky. Théorie des non-éga-
lités logiques. S.M.Ka. (2) 13. 80. 127;
14. 118.

" Siehe auch 819; 427; 685; 686.

‘Wahrscheinlichkeitsrechnung.

16. M. Dehalu. Une vérification él6-
mentaire de la loi des probabilités.
B.S.B.A. 9. 54.

17. P. Mansion. Sur la portée ob-
jective du calcul des probabilités. M.
(8) 4. Suppl. 3.

18. R. E. Morits. A general theorem
in local probability. M.M.F. 12. 59.

19. P. Mansion. Sur la loi des grands
nombres des Poisson. A.8.B. 28 A.72;
M (8) 4. Suppl. 2.

20. R. de Montessus. La loi des grands
nombres. E.M. 7. 122.

21. C. Lagrange. Le principe de la
limite conduit, dans des problémes clas-
siques aux relations absurdes 1 =} et
1=0. B.A.B. 1904. 923.

22, F. W. Helmert. Uber die Genau-
i%keit der Kriterien des Zufalles bei Be-
obachtungsreihen. S.A.B. 1905. 594.

28. P. Mansion. Sur une intélimle
considérée en calcul des probabilités.
B.A.B. 1904. 2389; 538; M. (3) 4 Suppl.
6; 8.

24. L. K. Lachtin. O metodach Pir-
sona v priloZenijach teorii verojatnostej
k zadalam statistiki i biologii (Uber die
Methoden Pearsons zur Heranziehung der
‘Wahracheinlichkeitsrechnung fir Auf-

ben der Statistik und der Biologie).

.M. M. 24. 481.

25. D. F. Mancinelli. Problema dei
dadi. R.F.M. 5. B. 361.

26. P. Mansion. Sur une sommation
d'intégrales considérées en calcul des
probabilités. B.A.B. 1904. 538; A.8.B.
28. A.166.

27. K. Pearson. The problem of the
random walk. N. 72.294. — Rayleigh. 318.

Siehe auch 66.

Fehlerrechnung.

28, W. E. Story. A new general
theory of errors. P.A.Bo 40. 167

29. K. Pearson. Das Fehlergesetz und
seine Verallgemeinerungen durch Fechner
und Pearson. Bi. 4. Nr.1—2.

80. v. Obermayer. Ein Apparat zur
Veranschaulichung des Fehlergesetzes.
M.A.G. 1902. 130.

81. M. Nibauer. Mittlerer und durch-
schnittlicher Fehler. Z.B.G.V. 1903. 56.

82. F. R. Helmert. Zur Ablei der
Formel von C. F. GauB fiir den mittleren
Beobachtungsfehler und ibrer Genauig-
keit. S.A.g. 1904. 950.

88. C. L. Landré. Vergleichung von
Mittelwerten. A.J.W. 24. 81

84. S. Finsterwalder. Bemerkungen
zur Analogie zwischen Aufgaben der Aus-
gleichungsrechnung und solchen der Sta-
tik. S.A M. 88. €83.

85. J. Midzuhara. New formulas for
finding the mean error of an obser-
vation and some likely errors of the most
probable values of the unknown quanti-
tiesinindirectobservations. A.J.B.28.75.

86. S. A. Saunder. Note on the use
of Peirce’s Criterion for the rejection of
doubtful observations. M.N.A. 8. 68. 432.

87. Harksen. Unsere Beobachtungen
und die dabei begangenen Fehler. A
V.N. 1908. 187; 185.

88. E. Cotton. Sur 'évaluation des er-
reurs dans l'intégration approchée des
équations différentielles. é).R. 141. 177,

89. E. Lindelof. Zur Frage von der
Bedeutung der Fehlerrechnung bei der
harmonischen Analyse von Kurven. A.
F.G.P. 87. 597.

40. L. Hermann. Kurvenanalyse und
Fehlerrechnung. A.F.G.P. 89. 600.

41, Zachariae. Sur l'erreur moyenne
de la mesure relative de pendules avec
I'appareil Schneider. B.A.Co. 1908. 849.

Xg. P. Pizzetts. Die alcuni casi di sim-
plificazione sulla compensazione delle
retifeodet.iche e in particolare in quella
di Hansen. R.T.C. 16.177.

48. G. de Sandre. Tavola grafica per
la ricerca dei coefficienti delle equazioni
degli errori nella compensazione ango-
lare degli allineamenti. R.T.C. 17. 129,

44. C. Jorio. Dell’ exror medio nel
calcolo di una distanza e di un azimut.
R.T.C. 17. 30; 75; 81.

45. C. Jorio. Sull'influenza dell’ errore
di verticalitd nei livelli. R.T.C. 16. 113;
138.

46. Harksen. Unsere Beobach n
und die dabei begangenen Fehler.
Feinnivellement. A.V.N. 1904. 2.

47. G. de Sandre. Compensasione di
un punto determinato per intersezione
inversa. R.T.C. 17. 113.

48. G. de Sandre. L'errore lineare
nelle poligonali. R.T.C. 16. 11; 25; 40.

49. F. Schulze. Zur Ausgleichung der
Polygonziige. A.V.N. 1904. 93.

50. G. Polzer. Graphische Ausgleichung
bei der trigonometrischen Punitbecﬁm-
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mung durch Einschneiden. §.Z.V.1903.
206; 1904. 8; 117; 3825.

b1, M. Nibauer. Genauigkeit ver-
schiedener Arten des Punktau
durch rechtwinklige Koordinaten. Z.B.
G.V. 1908. 110.

52. M. Komel. Graphische Koordi-
natenausgleichung trigonometrisch be-
stimmter Punkte. 0.Z.V. 1903. 178.

88. J. Sutter. Genauigkeitsunter-
suchung und die Universalzeichen- und
Rechenausdricke. A.V.N. 1908. 281.

64. E. Puller. Bestimmung des Mi-

i umimnktes einer fehlerzeigenden Fi-
gur. Z.R.W.L. 1904. 66.

56. U. Barbieri. Della compensazione
nel problema di Marek. R.T.C. 17. 145.

56. B. Seyfert. Uberschitzung der
Fehlergrenzen bei trigonometrischen Be-
rechn . V.L.V. 1904. 295.

7. B. Seyfert. MaBstab zur Bestim-
mung der Richtungskoeffizienten a und b.
V.L.V. 1904. 194.

68. J. Hann. Regenfall zu Greenwich
1816—1908. M.Z. 22. 30.

39. B. Wanach. Uber die Ausglei-
chung von Uhrgingen. A.N.K. 167. 15.

Siehe auch 291; 795: 2112—14; 2574;
3230; 2232—85; 8287; 3288; 3241—44.

Methode der kleinsten Quadrate.

60. V. P. Ermakov. Methode der

:leinsten Quadrate (russ.). B.U.K. 1906
y €.

81. W. Ivanovsky. O sposob naimen-
gich kvadratov. (Uber die Rechnungen
nach derMethode der kleinsten Quadrate).
M.Z.P. 817. 86.

62, F. Strehlow. Uber das arithme-
tische Mittel und die Begriindung der
Methode der kleinsten Quadrate. A.V.
N. 1903. 257; 266.

68. W. Ivanovsky. O sposob naimen-
gich kvadratov. (Eine vereinfachte Art
der parabolischen Interpolation uach der
Metﬁode der kleinsten Quadrate). M.Z.P.
813. 108; 181.

64. R. d’ Emilio. Illustrazioni geome-
triche e meccaniche del principio dei
minimi quadrati. A.LV. 62. 864.

85. F. Schlesinger. Some common
inaccuracies in the application of the
method of least squares. P.A.S.F. 15. 224.

68. J. Midsuhara. On an application
of the method of least squares for com-
paring the probabilities of naturalness
of 2 giﬁ'erent sets of series of hypothe-
tical observation equationse both derived
from the same observations. A.J.B. 24.
186.

67. G. H. Bryan. Note on the method
of the arithmetic mean as applied to
rates of increase. M.G.8. 3. 97. —
F.J. W. Whipple. 178.

68. S. Wigert. Sur un probléme de
la méthode des moindres carrés. A.M.
AF. 1. 119,

69. 8. Wellisch. Uber das natiirliche
Erhaltungsprinzip. Z.S. 52. 202.

70. G. Forster. Uber die Gewichte
der Beobachtungen auf den 6 interna-

tionalen PohlhShenstationen. A.N.K.
169. 193.
71. E. Engel. Die Koeffizienten fiir

die Bedmgunfs' - und Normalgleichungen
beim  Ausgleiche  trigonometrischer
Punkte nach der Methode der kleinsten
Quadrate. 0.Z.V.1908. 101; 1904. 81; 97.

Politische Arithmetik.

72. 4. Meyer. La théorie des élections
et la représentation proportionelle. R.
G.0. 16. 111; 158.

78. G. B. M. Zerr. The sinking-fund
of the United States. M.M.F. 11. 202.
Siehe auch 2656; 2660; 2662; 2665; 2668;

2669; 2672; 2673.

Kaufminnische Arithmetik.

74. S. Johnsen. Middelforfalstid. T.
M. 14. A.106.

Siehe auch 176; 2658; 2659; 2661; 2666;
2667; 2670; 2671.

Rentenrechnung.

76. F. Mortara. Un quesito compa-
rativo circa le annualitd. B.D.M. 4. 88.

76. W. Reichardt. Naherungsformeln
aus der Rentenrechnung. S.ILD. 1904.
A. 25,

79. J. F'. Steffensen og N. B. Bertel-
sen. T.M. 14. B.82.

Statistik.

78. H. Wiechel. Volksdichte-Schich-
tenkarten in neuer mathematisch be-
griindeter Entwurfsart. 8.1 D. 1904. 85.

79. K. Pearson. Math. Contributions
to the theory of evolution. P.R.S.L.
72. 605. T.R.S.L. 203. 563.

80. F. Galton. Everage number of
kinsfolk in each degree. N. 70. 629; 71.
80. — G. H. Bryan. N. 71.9; 248.

81, K. Pearson. On a criterion which
may serve to test various theories of
inheritance. P.R.S.L. 78. 262.

Siehe auch 24; 91; 2894.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 53. Band. 1906. 1. Heft. []
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Biometrie.

82, F. Ludwig. Neue Literatur iiber
das Grenzgebiet der Biometrie. Z.8.
52. 106.

88. F. Ludwig. Weitere Abschnitte
aus der Biometrie. Z.H. 36. 105. 175; 266.

84. Lexis. Uber die Messung der
menschlichen Fruchtbarkeit. Z.G.V. 4.
156.

856. A. D. Darbishire. On the sup-
posed antagonism of Mendelian to bio-
§etric theories of heredity. S.P.M. 49.

0. 6.

86. R. Chodat. La biométre et les
méthodes de statistique appliquées a la
botanique. V.S.N.G. 87. 85.

87. F. Ludwig. Die biometrische Ana-
lyse einer Pflanzenspezies. Z.8. 51. 277.

88. F. de Helguero. Sui massimi
delle curve dimorfiche. Bi. 3. Nr.1.

89. E. Gain. Etude biométrique sur
les variations de la fleur et sur I'hété-
rostylie de Pulmonaria officinalis. Bi.
Nr. 4.

Siehe auch 24; 2895; 2396.

Sterblichkeit.

90. Czuber. Zum Problem der Sterb-
lichkeitsmessung. Z.G.V. 4. 160.

91. Lowcns:s. Essai sur les rapports
entre la natalité et la mortalité R.S.
(5) 8. 1; 38.

Yersicherungsmathematik.

92. Zsegel. Zur Bewertung der redu-
zierten Polize in der Lebensversicherung.
Z'ggng" Wl dicBesish

. Eggenberger. Uberdie Beziehungen
zwischeg den F“{mdamenta 58en in der
Invalidenversicherung. Z.G.V. 4.129. —
Meyer. 181.

Siehe auch 2664.

Spiele.

94. H M. Taylor. On a paper-fol-
dm% puzzle. M.M, 34. 142.

9. W. J. Wisselink. Een vraagstuk
met oplossing over een spellet je met
speelkarten. V.W.A. 20. 250.

96. P. A. Mac Mahon. Magic squares
and other problems on a chess- board.
P.R.L 17. 50.

97. N. J. Lennes. Motion of a ball
on a billiard table. M.M.F. 12. 1562.

Sport.

98. F. Walther. Mechanik und Turnen.
U.M.N. 11. 1.

99. H. W. Segar. A note on drawing
for competitions. T.N.Z.1. 86. 601.

Numerisches Rechnen.

100. E. Borel. Les exercises prati-
ques de mathématiques dans I'enseigne-
ment secondaire. R.G.O. 15. 431.

101. O. Biermann. Zwei dem nume-
rischen Rechnen angehdrende Betrach-
tangen. M.H. 15. 825.

102. Burkhardt. Wie man vor Zeiten
rechnete. Z.H. 86. 9.

108. G. Lasseri. I calcoli numerici
degli antichi Greci. P.M.R. Suppl. 8. 33.

04, V. V. Bobynin. Sur les facultés
particuliéres aux mathématiciens et aux
calculateurs extraordinaires. E.M. 6. 362.

105. H. Bosmans. La méthode d’Adrien
Romain pour effectuer les calculs des
grands nombres. A.S.B. 28 B. 411.

108. J. Rius y Casas. Extraccion de
raices por sustraciones sucesivas. R.T.
M. 5. 92.

107. H. Schubert. Elementare Be-
rechnung der Logarithmen. Z.H. 35.
278.

108. F. G. Teizeira. Sur une for-
mule pour le calcul numérique des lo-
garithmes. N.A. (4) 5. 36.

109. J. A. C. Oudemans. An easy
method to compute a logarithm. O. 26.
416.

110. C. Bremiker. On the exrrors with
which logarithmic computations are
affected. T.A.W. 18. 427.

111. N. P. Bertelsen. Om den ndjag-
tighed der opnaas ved tabelopslag i firci-
frede logaritme — og antilogaritme —
tabeller. T.M. 16 A. 65.

112. P. Barbarin. Calculs abrégés des
sinus et cosinus circulaires ou hyperbo-
liques. M.S B. (6) 2. 163.

118. E. Zogbom. Genaunigkeit der Be-
rechnungen mit der Klothschen Hyper-
beltafel. V.L.V. 1904. 244,

114, C. Runge. Numerische Berech-
nung der Hauptachsen einer F,. Z.8.
52. 108.

115. E. Lampe. Einige Ubungsauf-
gal;;n zur Integralrechnung. D.V.N.
76 B. 4.

Siehe auch 8597—8600.

Rechenproben.

1186. Christiani. Die Siebener-, Achter-,
Neuner-, Elfer-, SiehenunddreiBiger- und
Hunderteinerprobe zur Vermeidung und
Auffindung von Rechenfehlern. A.V.N.
1903. 169.
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Analytische Niherungsmethoden.,

119. G. Faszari Errori assoluti nei
calcoli approssimati. Pit. 11. 66.

118. L. Kollros. Sur I'approximation

iodique dee irrationelles cubiques.

.D. (2) 29. 21.

119. G. H. Hardy. The asymptotic
solution of certain transcendental equa-
tions. Q.J. 85. 261.

120. F. L. O. Wadsworth. On con-
vergents and arithmetical series, the
ratio of whose terms approximate suc-
cessively the value of = and on their
application to the construction of com-
Suting machines. J.F.I. 166; M.S.P.A.

. 14

121. P. Mansion. Sur le calcul a
proché de quelques intégrales. A.S.B.
29 A, 62.

122. F. Rimondini. Sul colcolo ap-
prossimato degli integrali doppi a limiti
costanti. A.A.T. 40. 146.

128. F. Rimondini. Sul calcolo ap-

rossimato degli integrali doppi. A.A.

. 40. 168.

124, G. dal Pozzo. Sulla duplicita
del cubo. R.F.M. 6 B. 324.

125. W. Goering. Zur Berechnung
der Zahl ». Z.H. 35. 509.

126. C. Stengel. Uber den Niherungs-
wert x~ )10. Z.H. 35. 508.

127. W. Koch. Weitere Untersuchun-
gen iiber Naherungsformeln zar Berech-
nung der Ludolfschen Zahl. U.M.N. 10.
83; 105; 188. — T. Adrian. 11, 31,

128. G. N. Watson. Mathematical
note. M.G.S. 2. 361.

Siehe auch 76; 112; 119; 8684.

Numerische Gleichungen.

129. R. de Montessus. La résolution
numérique des équations. S.M. 83. 26.

180. C. Michel. Sur les méthodes
d’approximation. R.M.S. 15. 89; 118.

181. P. Werkmeister. Graphisch-nu-
merische Methode zur beliebig genauen
Bestimmung der Wurzeln einer nume-
rischen Gleichung. Z.8. 51. 104.

182, J. Richard. Sur la méthode d’ap-
proximation de Newton. R.M.S. 16.
1317.

188. M. Lerch. Sur une amélioration
de la méthode d’approximation de New-
ton. E.M. 6. 292.

184. F. Giudice. Metodo di Newton
perfezionato e nuovo metodo pel calcolo
assintotico delle radici reali d'equazioni.
A.A.T. 40. 83; 105.

186. O. Niccoletti. Su alcune appli-
cazioni del teorema di Sturm. A.A.T.
89. 456.

Siehe auch 110; 166—171; 275; 8352;
3858.

Empirische Formeln,

186. V. Hensen. Das graphische Ver-
fahren zur Entwicklung korrekter Kurven
aus Beobachtungsresultaten. N.G.G.
1904. 181.

Siehe auch 147.

Interpolation.

187, S. Bernstein. Sur I'interpolation.
S.M. 83. 88.

188. O. Biermann. Ein Problem der
Intersolationsrechnung. M.H. 16. 49.

189. H. Zemplén. Uber graphisches
Interpolieren (ung). M.P.L. 12. 96.

140, F. E. Ross. An application of
Stirlings interpolation formula. M.M.F.
12. 43.

141, F. G. Teizeira. Sur une for-
mule trigonométrique d'interpolation.
E.M. 6. 214,

142, M. Krause. Sur l'interpolation
des fonctions continues par des poly-
nomes. C.R. 40. 1442.

148. E. Borel. Sur I'interpolation
des fonctions continues par les polyno-
mes. V.I.M.C. 3. 229.

144, H Zemplén. Etude sur l'inter-
polation et 1a décomposition des fonctions
rationelles en fractions partielles. A.
Gr. (8) 8. 214,

148. A. A. Markoff. Recherches sur
les valeurs extrémes des intégrales et
sur l'interpolation. A.M. 28. 243.

Siehe auch 68; 1770.

Harmonische Analyse.

148. 8. P. Thompson. Note on an op-
proximate rapid method of harmonic
snalysis. P.P.S.L. 19. 443,

147, C. Runge. Uber die Zerlegung
einer empirischen Funktion in Sinus-
welieg. .S. 52. 117. "

148. L. Steiner. Der thgliche Gang
der erdmagnetischen Elemente im Kin-
gua-Fjord. A.D.8.H. 27. 8.

149, J. Schneider. Die tagliche Luft-
bewegung iiber Hamburg in den einzel-
nen Monaten des Jahres ermittelt durch
Anwendung der doppelten harmonischen
Analyse. A.D.S.l’f 27. 4.

Siehe auch 39; 40 265

6.
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Mathematische Tafeln.

" 160, J. de Mendizabal Tamborrel.
Tables numériques d'aprés la division
décimale de la circonférence et du jour.
M.yR.M. 18 Suppl.

81. W.T. Elderton. Tables of powers
of natural numbers and of the sums of
natural numbers from 1—100. Bi 2. No.9.

1562, A. Cunningham. Factor tables.
‘M.M. 39. 24

168. A. Cunningham. Corrigenda in
Mr. W. Shanks tables: On the number
of figures in the reciprocal of a prime.
T.R.S.E. 78. 859.

164. A. Cunningham. On hauptexpo-
nent tables. M.’i{ (2) 33. 145.

155. W. H. Bussey. Galois field tables
for p" <169. S.M Am. 12. 23.

1566. A. 8. Vercbrjusov. Tablica dlja
razloZenija kvadratnych kornej iz celych
¢isel v nepreryvnyja drobi (Tabelle zur
Ausziechung der Quadratwurzeln aus
ganzen Zahlen mittels Kettenbrichen).
S.M.M. 24. 601.

187. P. J. Wo findet man Tafeln
des Integrallogarithmus? Z.8. 52. 222.

1568. W. L. Miller and T. R. Rosebrugh.
Numerical values of certain functions
involving e-=z. P.T.R.8.C. (2) 9. 73.

169. G. Witt. Tafeln zur bequemen
Berechnung der vollstindigen elliptischen
Integrale 1. und 2. Gattung. A.N.K.
165. 33.

160. J. G. Isherwood. Tables of the
Bessel functions of pure imaginary valaes
of the argument. S.P.M. 48 No. 19.

Siehe auch 294; 2019; 2075; 2077; 2119;
2137; 8766; 8766; 3784; 3856.

Nomographie.

161, M. d’Ocagne. Coup d'oeil sur
la théorie la plue générale de la nomo-
graphie. A.F. 1903. 180.

162. C. G. Knott. Polar plotting paper.
N. 71. 296.

168. M. d’Ocagne. Sur la résolution
nomographique générale des triangles
sphériques. S.M. 32. 196.

Siehe auch 43; 113; 179; 2128; 3480;
3489; 859U—9G.

Graphischer Kalkiil.

164, I Ionescu. Practica construc-
gunilor grafice sau geometria aplicati.

.M.B. 10. 200.

165. W. O. Hemming. A graphical
solution of the typical quadratic equation
ax*+bxr4tc=0 MG.S. 3. 86.

168. D. Gambioli. Nota sopra una
costruzione geometrica delle radici di
un’ equazione di 2. grado. Pit. 10.
102.

167, A. Padoa. Esposizione elemen-
tare del metodo di Steiner per la risolu-
zione grafica delle equazione di 2. grado.
B.D.M. 3. 1.

168. M. Pelndr. Ptispévek ku gra-
fickemi réfeni rovmic tickych.
(Beitrag zur hischen Ldsung der
quadratischen Gleichungen.) C. 83. 315.

169. J. Sobotka. Zur konstruktiven
Auflésung der Gleichungen 2., 8. und
4. Grades. 8.G.B. 1904. Nr. 83.

170. J. Sobotka. Piispévek ku grafic-
kému feseni rovnic 2., 3. a 4. stupné.
Beitrag zur graphischen Ldsung der

leichungen 2., 8. und 4. Grades.) C.
8. 1; 97.

171. H. J. Thomsen Graphical solu-
tion of cubic and quartic equation. N.
72. 296.

172, L. E. Dickson. Graphical methods
in trigonometry. M.M.F. 12. 129.

178, J. A. Harris. On the use of a
drawing board and scales in trigono-
metry and navigation. 8. (2) 18. 108.

174. R. M. Milne, A. P. Trotter, S.
J. Crookes, W. Larden, W. .J. Dobbs.
Graphic methods in an educational
course of mechanics. N. 70. 5; 81;
103; 125.

176. L. Rauch. Die graphische Er-
mittelung des Papiereinganges. 0.Z.V.
1904. 361.

176. P. Ayné. Nouvelle application
des méthodes graphiques & l'étude des
opérations financieres. R.G.O. 15. 733.

177, G. Kummer. Die Genauigkeit
graphischer Fliicheninhaltsberech-
nungen. V.L.V. 1904. 290.

178, F. Stupecky. Ein Bei aur

phischen Behandlung hydrometrischer

utgaben. O.W.0.B. 1903. 860.

179. W. Koppen. Tafel zur graphi-
schen Ableitung der HShen aus den
Meteorogrammen bei Drachenaufstiegen.
A H. 32. 270.

Siehe auch 50; 52; 181; 136; 189; 274;
293; 303; 514; 1196; 1382; 1627; 15634;
2029; 2030; 2047; 2138; 3:364—60; 3599.

Geometrische Niherungsmethoden.

180. F. Villareal. Inscripcion de
poligonos. R.C.L. 8. 158.

181. G. Bratu. Asupra eneagonului
regulat. (Uber das regulire Neuneck.)
G.M.B. 11. 81.
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188, T. Harmuth. Niherungsweise
Konstruktion des Winkels von 1° U.
M.N. 11. 14.

188, U. Ceretti. Sopra una costruzione
approssimata del quadrato equivalente ad

un dato cerchio. Pit. 11. 136.
184. C. Stengel Uber den Niherungs-
wert # —)/10. Z.H. 36. 508.

185. F. Blencke. Konstruktion eines
Niherungswertes fiir ; U.M.N. 10. 89.

186. L. Pilgrim. Binomische und tri-
nomische Niherungsfiichen algebraischer
Flichen. M.B. (2) 7. 19, 33.

Siehe auch 8240; 8537; 35685.

‘Winkelteilung.

187, Bertling. Stereometrische Winkel-
teilung. U.M.N. 11. 84-

188. P. Carrara. 1 8 problemi classici
degli antichi in relazione ai recenti risul-
tati della scienza. R.F.M. 5. 399.

189. P. Elementare Winkelteilung.
U.M.N. 11. 60.

190. R. T. Aley. Note on Angels me-
thod of inscribing regular polygons.
P.I.A 8. 1898. 92.

191. J. D. Everett. Note on Borgnet's
method of dividing an angle in an arbi-

ratio. P.M. (6) 7. 79.

198, J. N. Miller. A method of divi-
ding the circumference of a circle into
360 equal parts. P.E.M.S. 23. 58.

198, GroBe. Die Dreiteilung des

ms. Z.H. 86. 307.
94, F. Villareal. Triseccion del &n-
gulo. Refutacion. R.C.L. 7. 29.

198. O. Schneider. Planimetrische Ab-
leitang der kubischen Gleichung fiir die
Winkeltrisektion. U.M.N. 10. 17.

Sieheauch 181; 182; 258; 882; 8850; 8921.

Korbbogenkurven.

196. E. Teller. Uber Minimumanuf-
g;ben bei zweifachen Korbbigen. Z.R.

.L. 1908. 130.

197. W. Heyder. Das Abstecken von
Dreibogenkurven ohne Lingenmessung.
F.C. 24. 266.

198. R. v. Lichtenfels. Der Korbbogen
und die Ubergangskurve im Eisenbahn-
geleise, O.W.0.B. 1908. 679.

Siehe auch 199; 8585; 35686; 8588

Yerbindungskurven.

199. C. Jorio. Sulle curve di raccordo
a 2 centri. Studio grafico. R.T.C. 16. 2.

86

200. G. Pigozzi. Raccordo di 2 rettifili
stradali con curva parabolica. R.T.C.
16. 129.

Siehe auch 2787; 3529; 3582; 8539;
3541; 8542; 3785.

Kiherungswelse Quadratur.

201. S.0. Satunovsky. Uber genitherte
Quadraturen (russ.) M.S8.0. 26. VIL

202. R. W. K. Eduwards. On certain
modifications in the coefficients used in
Simpson’s rule, when either of the out-
side ordinate is a tangent to the cur-
ved boundary of the figure. M M. 34.
121.

Siehe auch 434; 1956; 3349; 8359; 8480.

Planimeter.

208. J. Barvik. Studie dber Polar-
lanimeter (tschech.) M.A.T.P. 1908.
T. 34.

204, A. Kriloff. On the hatched
planimeter. A.P.B. (5) 19. 221. .

205. A. N. Krilov. O planimetre to-

rike. (Uber das Beilplanimeter.) M.
.P. 823. 6; 113,

206. R. W. K. Edwards. A radial
areal scale. P.R.S.L. 78. 292.

Siehe auch 3496; 8663.

Rechenapparate.

207. E. Selling. Neue Rechenmaschine.
Z.8. 52. 86.

208, F. Marre. La plus simple des
machines & calculer. 80. (2) 51. 425.

209. R. P. Baker. A balance for the
solution of algebraic equations. M.M.
F. 11. 22,

210. R. E. Morits. Some physical
solutions of the general equation of the
n't degree. A. of M. (2) 6. 64.

211, B. Seyfert. Trigonometrische Be-
rechnungen mit der Rechenmaschine.
V.L.V. 1904. 3817.

212. J. E. Murray. A differentiating
machine. P.R.S.E. 25. 277.

218. A. Kriloff. Uber einen Integrator
von Differentialgleichungen (russ.) A.
P.B. (5) 20. 17.

214, N. V. Bervi. Kinematiteskie
vydisliteli funkeij. Sl‘ﬁnema.tische Be-
rechnungen von Funktionen.) S.M.M.

24. 528.
216. V. Lebeaw. Sur un nouveau
curvigraphe. M.S.L. (3) 5. No. 7.

Siehe auch 120; 3666; 3671; 8678.



86 Abhandlungsregister 1904—1905.

Rechenschieber.

216. C. S. J. Extract from an old
pamphlet on theslide rule. M.G.8.8.187.

217. E. Leray. Comparaison de la
rdgle a calculs Beghin avec la rdgle
Mannheim. B.S.A.F. 17. 191.

218, S. E. Woodbury. The slide rule
position of the decimal point. E.M.W.
80. 474.

219, A. Beghin. De l'approximation
dans les opérations avec les rdgles &
calcul. B.S.A.F. 17. 452.

220. W. Hall. The slide rule in navi-
gation. N.M.L. 72. 216. — ETlenborough.
563.

221. Rimbach. Chemischer Rechen-
schieber aus alter Zeit. 8.N.G.B. 1905. 1.

Siehe auch 88562; 3664; 8665; 3667—70;
36742,

Vektoranalysis.

222, G. Hessenberg. Uber einen geo-
metrischen Kalkiil. A.M. 29. 1.

228. J. Frischauf. Das Rechnen mit
Vektoren. Z.H. 35. 249.

224, E. Waelsch. Uber Binfiranalyse.
S.A.'W, 118. 645. 1091,

225. E. Waelsch. Uber die lineare
Vektorfunktion als binfire doppeltqua-
dratische Form. S8.A. W, 113. 1081.

226. W. Voigt. Etwas iber Tensor-
analysis. N.G.G. 1904. 495.

227. E. B. Wilson. On products in
additive fields. V.I.M.C. 8. 202.

228, G. Kolossoff. er eine Formel

analog der von Herrn J. J. Somow fiir
die Ableitung des geometrischen Pro-

dukts (russ.). A.U.J. 1906. Nr. 1—2.
229, H. Taber. The scalar functions
of h; mplex numbers. P. A. Bo. 41.59.
258. E. Genty. Note de géométrie
vectorielle sur les systémes orthogonaux.
S.M. 82. 211.

281. C. E. Brooks. A note on the
orthic cubic curve. J.H.U.C. 167. 47.

282. O. Lesser. L-Kurven und Evo-
luten. Z.H. 36. 241.

288. L. Donati. Sulle variazioni de-
terminate dal movimento in un campo
vettoriale. R.LB. (2) 8. 22.

284, J. Mestres. Relacion entre les
velocidades de las cantidades vectoriales
¥ las de los rotores o ejes materiales de
rotacion. M.A.C.B. (SB) 5. No. 8.

286. 0. Henrics. On the use of vec-
torial methods in physics. R.B.A. 78.
b51. — J. Svinburne 569.

286, L. Prandtl. Uber die physika-
lische Richtung in der Vektoranslysis.
D.V.M. 13. 436.

287. E. Waelsch. Uber die hoheren
VectorgrdBen der Kristallphysik als
biniire Formen. S$.A.W. 118. 1107.

Siehe auch 427; 1669.

Aquipollenzen.

288,
metoadei
Anwendun,
lenzen.)

I. Iomescw. O aplicatiunea
echipolentelor.  (Uber eine

der Methode der Aquipol-
.M.B. 10, 230.

Ausdehnungslehre.

289. R. W. Genese. On the develope-
ment of the ,,Ausdehn lehre* accor-
ding to the principles of statics. V.J.
lelg. 8. 438.

240. J. V. Collins. Uses of the special
triple product ab* of extensive quantities.
M.M.F. 12. 88.

Quaternionen.

241, J. B. Shaw. Quaternions.
Am. éz) 11. 548,

242, C. J. Joly. A method of estab-
lishing the principles of the calculus of
quaternions. P.M. (6) 6. 653.

248. C. G. Knott. Hamiltons qua-
ternion vector analysis. D.V.M. 14. 167.

244. H. E. Hawkes. Enumeration of
non-quaternion namber systems. M.A.
58. 861.

245. J. M. Peirce, On certain complete
systems of quaternion expressions and on
the removal of metric limitations from
the calculus of quaternions. T.M.Am.
5. 411,

246. I. Stringham. A geometric con-
struction for quaternion products. S.M.
Am. (2) 11. 437

247. P. A. Mac Mahon. On the ap-
plication of quaternions to the orthogonal
transformation and invariant theory. P.
L.M.S. (2) 1. 210.

248. J. H. Maclagan Wedderbwrn. On
the applications of quaternions in the
theory of differential equations. T.R.
8.E. 40. 709.

249. H. R. Philipps. Application of
quaternions to 4 dimensions. J.H.U.C.
174. 9.

S.M.

Geometrisches Zeichnen.

260. G. M. Minchin. Mathematical
drawing. N. 71. 211.

261. S. M. Basurco. La ensefianca
del dibujo. R.C.L. 8. 25.
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258. L. Crelier. Le dessin de projec- |
tion dans I'enseignement secondaire. E.
M. 6. 300.

Siehe auch 100; 302; 8240; 3907.

Kurvenzeichnen.
Siehe 8519; 3528; 3531; 8540; 8911.

Technisches Zeichnen.
Siehe 8240.

Zeichenwerkzeuge.

268. C. Daviso. Un nuovo apparecchio
americano da disegmo. R.T.g. 16. 166.

264. Palatini. Per la raccolta di no-
tizie relativi a strumenti di disegno. B.
AMT. 8. 68.

256. H. Mawrer. Transporteur und
Dreieck. A.H. 83. 278,

266. P. Geometrische Dreiecke. U.
M.N. 10. 41.

287. Berau. Abschiebedreiecke. 0.
Z.V. 1904. 390.

268. A. de Campos Rodrigues. Un
trisettore d'angoli. Pit. 10. 82.

269. J. J. Quinn. A linkage for de-
scribing the conic sections by continuous
motion. M.M.F. 11. 12.

260. Z. E. Hornickij. Proekt elipso-

fo. (Modell eines Ellipsenzirkels.)

.8.M. 10 No. 4.

261. J. R. Cotter. An instrument for
drawing conics. P.M. (6) 7. 274; 608.

262, C. Alasia. Un conicografo di
facile costruzione. Pit. 10. 139.

268. E. Estanave. Un hyperbolo-

phe a liquide. R.S. (6) 1. 596; 8.

. 32. 58.

264. E. Estanave. Un sinusoidographe
a liquide. R.B. (5) 3. 183.

265. T.R. Lyle. Preliminary ‘account
of a wave tracer and analyser. P.M.
(8) 6. 549.

266. R. Pearson. On a naval instru-
ment for drawing parabolas. P.M. (6)
7. 200.

Siehe auch 53; 215; 383; 2605; 2817;
85648; 3908—22.

Darstellende Geometrie.

267. V. Hubner. Poznamka ku ses-
trojeni stop roviny urlené odchylkami

a, ﬁod ruméten. (Bemerkung iber
die Herstellung der Spuren einer Ebene,
welche durch ihre Winkel «, gen
die Grundebenen bestimmt ist.) C.38.831.

81

268. G. Bordiga. I metodi della

metria descrittiva. A.LV.61.889; 609.

269. W. Fiedler. Meine Mitarbeit an
der Reform der darstellenden Geometrie
in neuerer Zeit. D.V.M. 14. 498.

270. A del Re. Intorno ai metodi di
rappresentazione nella geometria descrit-
tiva. A.A.P.N (2) 9 Nr. 10.

271. G. Loria. Osservazioni sopra un
problema di geometria descrittiva. P.
M.R. (3) 1. 143.

272, D. Adamezik. Konstruktion der
Achsen bezw. konjugierten Durchmesser
der Projektionen des Schnittkreises
zweier Kugelflichen. Z.H. 36. 188.

278, C. Heuman. Zur Theorie der
Kriimmung nach den Methoden der dar-
stellenden Geometrie. A.Gr. (3) 6. 283.

274. R. Mehmke. Uber die dar-
stellende Geometrie der Riume von 4
und mehr Dimensionen, mit Anwendungen
auf die graphische Mechanik, die gra-
phische Ldsung von Systemen nume-
rischer Gleichungen und aunf Chemie.
M.B. (2) 6. 41.

Projektion.

276. G. Tognoli. Sopre alcune co-
struzione nel metodo delle proiezioni
ortogonali. R.F.M. 6. A. 825.

276. T. Schmid. Uneigentliche Pro-
jektion wund Pillet’sche Konstruktion.
M.H. 16. 25.

277. G. Majcen. Uber Reliefprojek-
tionen des Kreises. M.H. 15. 829.

278. O. Richter. Zur Orthogonal-
projektion des Wirfels. Z.H. 86. 338.

279. T. Schmid. Kontourbestimmung
der F,. S.A.W. 118, 1423

280, A. Sykora. Sikmy prumét érou-
bovice. (Schiefe Projektion der Schrau-
benlinie.) C. 84. 91.

Siehe auch 252; 804.

Stereographische Projektion.

281. P. Cassoni. Sulla proiezione
stereoscopica. A.LV. 62. 85.

282. H. Hilton. To find the relation
between 2 maps of the same contour on
the stereographic projection. M.G.S.
8. 33.

288, G. Cesaro. Un lieu géométrique
sphérique démontré par les projections
stéréographiques. M.S.L. (3) 5 Nr. 4.

Perspektive.

284. K. Dochlemann. Raumkunst und
Ilusionsmalerei. D.V.M. 14. 47.
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286. G. Hauck. Theorie der parallel-
projektiv-trilinearen =~ Verwandtschaft
ebener Systeme Cr. 128. 91.

286. L. Klug. Konstruktion der Per-
spektivamrisse uni der ebenen Schnitte
der F,. S.A.W. 118. 1317.

Siehe auch 8656.

Axonometrie.
Siehe 285.

Schattenkonstruktionen.

287, W. Bennett. Notes on nonhomo-
centric pencils and the shadow produced
by them. P.M. (6) 7. 700.

Siehe auch 983.

Beleuchtungskunde.

288. V. Hiibner. Osvitleni centrilne
a geometrilné koule. (Zentrale und
%eometrische Beleuchtung der Kugel.)

. 34. 173.

289, A. Sucharda. Uber die Licht-
gleichen der Rotationsfiichen bei Pa-
rallelbeleuchtung. B.I.P. 7. 2387.

Photogrammetrie.

290. S. Finsterwalder. Eine Grund-
aufgabe der Photogrammetrie und ihre
Anwendung auf Ballonaufnahmen. A.
A M. 22. 226.

291, A. Férand. Etude de quelques-
unes des erreurs qui entachent les mesures
faites sur les images photographiées des
astres. B.A. 21. 306; 887; 22. 6.

292. V. Cerulli. Sul lavoro di ridu-
zione delle lastre delle fotografie stellare.
M.8.8.1. 38. 19. — A. Bemporad 120.

288. L. Mendola. Un nuovo grafico
per la prima reduzione delle misure
stellari fotografiche. M.S.S.1. 82. 272.

294. S. Morano. Tavole matematiche
pei calcoli di riduzione delle foto e
stellari per la zona Vaticana. N.L.A.
67. 72; 96; 127; 161; 191.

295, L. Carnera. Vermessung photo-
Era.phmcher Aufnahmen des Planeten (433)

ros. P.A.O.H. 1. 120.

296. E. v. Hibl. Die stereophoto-

mmetrische Terrainaufnahme. M.M.

.1 1908. 182,

297. S. Finsterwalder. Flichtige Auf-
nahmen mittels Photogrammetrie. V.1
M.C. 8. 476,

.298. S. Finsterwalder. Eine neue Art,
die Photogrammetrie bei filichtigen Auf-

209, A. Lekée. La photogrammetrie
en hydrographie. R.8. (5) 1. 830.

Siehe auch 84; 8572; 36566—58.

Kristallographie.

800. H. Marshall. Crystallographical
notes. P.R.8.E. 25. 383.

801. Grattarola. Cristallografia. A.
8.T.P. 14.

802. S. L. Penfield. On crystal dra-
wing. A.J.S. (6) 19. 39.

808. G. Cesaro. Résolution graphique
des cristaux. N.M.A.B. 54 Nr. 1; 4.

804. H. Hilton. On crystallographic
projections. P.M. (6) 9. 86.

805. C. Viola. Uber das Grundgesetz
der Kristalle. C.M.G. 1905. 225.

808. V. Goldschmidt. Flichen oder
Zonen als Ausgang der Formenentwick-
lung. Z.K.M. 40. 385.

3%7. C. Viola. Zwei Sitze aus der
Zonenlehre. Z.K.M. 40. 495.

808, E. Sommerfeldt. Eine Erweiterung
der Komplikationsregel. C.M.G.1905.427.

809. G. Tschermak. Einheitliche Ab-
leitung der Kristallisations- und Zwil-
lingsgesetze. Z.K.M. 89. 483.

10. E. v. Fedorow. Theorie der
Kristallstruktur. Z.K.M. 40. 529.

811. F. Haag. Zu E. v. Fedorows
Notiz betreffend ein Minimumproblem
in der Gestaltenlehre. Z.K.M 40. 497.

812. E. v. Fedorow. Einige Folge-
rungen aus dem Syngonieellipsoidgesetze.
Z.K.M. 40. 832.

818. L. Borgstrom u. V. Goldschmidt.
Kristallberechnung im triklinen System,
illustriert am Anorthit. Z.K.M. 41. 63.

Modelle.

814. Weist. Zur stereometrischen Ver-
anschaulichung. Z.H. 86. 336.

816. L. Kiug. Konstruktion des
Reliefs einer F,. S.A. W. 114. 6b.

816, P. Stickel Uber das Modell
einer F, die das Verhalten einer krummen
Fliche in der Nahe eines parabolischen
Punktes darstellt. 2.8, 61. 98.

817. F. Schilling. Uber neue kine-
matische Modelle zur Verzahnungstheorie
nebst einer geometrischen Ei ng in
dieses Gebiet. Z.8S. 52. 1.

Siehe auch 880; 600; 1286; 1862; 15625.

Mechanik.
818. P. Duhem. Die Entwicklung der

nahmen zu verwenden. S.A.M. 34. 108. | Mechanik (poln). W.M. 8. 1; 191.
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819. A. Goully. Enseignement élé-
mentaire de la mécanique. E.M. 6. 219;
R.S. (5) 1. 763.

Siehe auch 174.

Geschichte der Mechanik.
Siehe 330.

Prinzipien der Mechanik.

820. E. Picard. Les principes de la
mécanique. R.G.O. 15. 1063; J.D.S.
1905. 42.

821. R. de Saussure. Les bases phy-
siques et logiques de la mécanique.
R.S. (5) 8. 577.

822, H. Padé. Barré de Saint Venant
et les principes de la mécanique. R.G.O.
16. 761.

828. M. Réthy. Uber das Grund-

rinzip der analytischen Mechanik (ung.)

.P.L. 18. 204.

824. G. Sorel. Sur divers aspects de
la mécanique. R.M.M. 11. 716.

826. G. H. Bryan. Dynamical and

ular media. N. 69. 250.

826. H. Kleinpeter. Zur Einfithrung
der Grlmd.begriﬂ{:¢ der Mechanik. Z.R.
29: Z.P. 17. 800.

827. R. de Saussure. Sur les gran-
deurs fondamentales de la mécanique.
A.8.G.(4) 18. 267. 516.

828, J. Krkoska. O sfle. (Uber Kriifte).
C. 84. 21.

829. R. de Saussure. Le temps, 1'effort
et 'espace. A S.G.(4) 18. 221.

880. T. Kérmer. Der Begriff des
materiellen Punktes in der Mechanik
des 18. Jahrhunderts. B.M. (3) 5. 15.

881. F. Siacci. Sul principio dei la-
vori virtuali. R.A.N.(3) 11. 46.

882. G. Hamel. Uber die virtuellen
Verschiebungen in der Mechanik. M.A.
59. 416.

888. P. Duhem. Sur les origines du
principe des déplacements virtuels. C.A.
141, 526.

884, F. Lindemann. Uber das d’Alem-
bertsche Prinzip. S.A.M. 34. 77.

885. H. Kleinpeler. Die Relativitiit
aller Bewegung und das Triigheitegesetz.
A.N.L. 3. 381.

886. Clariana y Ricart. Importancia
de ciertas funciones para obtener directe
y facilmente muchas integra'es de apli-
cacion & la mecanica racional. M.A.C.B.
(8) 4 Nr. 87.

88%. J. Levi-Civita. Sulla integrazione
della equazione di Hamilton-Jacobi per

888. M. Réthy. Ostwalds Prinzi
iiber den Energieumsatz (ung). M.T.Bg
21. 459; M.P.L. 12. 111. '

889. G. Zemplén. Uber das Prinzi
des griBten Energieumsatzes (ung.). )I
P.L. 12. 872.

840. C. S. Hilbert. Uber das Prinzip
der kleinsten Wirkung. S.A.M. 84. 125.

841. M. Réthy. Uber das Prinzip der
Aktion u. dber die Klasse mathematischer
Prinzipien, der es angehdrt. B.M.N. 20.
289; M.A. 58. 169.

842. E. Cominotto. Un apparecchio
per la dimostrazione del principio dell’
azione e della reazione. N.C.P. (5) 9. 295.

848. B. Wolff. Demonstrationen zu
der Drehmomentengleichung und der
dynamischen Grundgleichung, der Be-
ziehung zwischen der Krait, Masse und
Beschleunigung M. B. (2) 6. 85.

844. A. Brill. Uber zyklische Be-
wegung. M.A. 58. 469.

846. Juppont. Critique de la mécani-
que classique et essai de mécanique

naturelle. F.T. (10) 8. 177.
846. Ji t. La mécanique ,de
T'école du fil* et I'énergie. F.T.(10). 4. 38.

Siehe auch 69; 463; 479; 521; 654; 2721.

Kinematik.

847. W. v. Diicker. Eine Aufgabe
aus der Kinematik. A.G. (3) 8. 151.

848. R. Magini. Sulle accelerazioni
d’ordine superiore. A.LV. 82. 1063,

849, J. van de Griend jr. Snellheids-
assen. N.A.W.(2) 6. 284.

850. E. Cotton. Généralisation de la
théorie du triddre mobile. S.M. 88. 42.

851, J. Ruiz-Castico Ariza. Algunas
férmulas para el empleo de ejes coordena-
des oblicuos en la mecénica analitica.
R.T.M. 4. 20; 72.

862. R. Bevard. Sur le déplacement
d’une figure de forme invariable. B.MG.
9. 166.

858. L. E. J. Brouwer. Over een
splitsing van de continue beweging om
een vast punt O van R, in 2 continue
bewegingen om O van R,’s. C.A.A. 12.
819. 941. — E. Jahnke. 940.

864. G. Darboux. Sur la sphére de
rayon nul et sur la théorie du déplace-
ment d'une figure invariable. B.D.(2)
29. 34.

856. L. Lévy. Sur les déplacements
d’une figure invariable dans lesquels les
différents points de la figure décrivent
des lignes sphériques. S.M. 32. 203.

866. J. Le Rouzx. Sur certains mouve-

separazione di variabili. M.A. 59. 388. | ments des plans d’un systéme invariable
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et les mouvements & trajectoires sphé-
riques. T.S.U.R. 8. 189.

57, L. Lecornu. Sur le rendement
du joint universel. C.R. 138. 1830.

858. 4. Bienaymé. Essai sur le dé-
placement d’un madrier sur 2 rouleaux
non paralldles. N.A. (4) 3. 485.

8569. E. J. Coker. Note on the appli-
cation of Fourier's series to the deter-
mination of the form of cams to fulfil
given conditions of displacement, velo-
city and acceleration. P.T.R.8.C. (2)
9. 53.

860. de Guiche et H. Gilardoni. Sur
un nouvel embrayage. C.R. 140. 1132.

861. L. Lecornu. Sur une variante
du joint universel. C.R. 188. 1405.

Siehe auch 288; 284; 8507; 3608; 8510;
3682.

Kinematische Geometrie.

862. A. Mannheim. Note de géométrie
cinématique. A.F. 1903. 128.

868. J. J. Quinn. On kinematic geo-
metry. — A new inversor. M.M.F. 12. 105.

864. H. Hilton. An extension of the
theory of groups of movements. M.M.
34. 1567.

8656. J. Diekmann. Bewegung und
Umformung. Z.H. 34. 97.

866. J. Dickmann. Bewegung und
Umformung. Z.H. 35. 97.

867. R. Bricard. Sur le déplacement
d’'une figure de grandeur invariable asu-
jettie & 3 conditions. N.A.(4) 3. 448.

868. C. E. Wasteels. Sur I'aire linéaire
de la surface engendrée par une figure
invariable. M. (8) 5. 34.

869. E. v. Weber. Die komplexen
Bewegungen. B.G.L. 55. 884.

870. R. Mehmke. Die kinematische
Grundlage von Chr. Wieners Tangenten-
methode und ihr Verhdltnis zu Robervals
Tangentenmethode. M.B. (2) 6. 54.

871. E. Meyer. Uler das in der
kinematischen Geometrie auftretende
Nullsystem. M.A. 60. 242.

872. R. v. Mises. Zur konstruktiven
Infinitesimalgeometrie derebenen Kurven.
Z.8. 52. 44.

Siehe auch 214; 35682.

Relative Bewegung.

878. A. Foeppl. Uber absolute und
relative Bewegung. S.A.M. 34, 383.

874. S. Zaremba. Le principe des
mouvements relatifs et les équations de
la mécanique physique. B.I.C. 1908.
614.

. complexes.
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875. A. Denseot. Theorie der relativen
Bewegung mit einer Anwendung auf das
Problem der Bewegung eines Kbxu
an der Oberfliche der rotierenden Erde
gsowie auf den Foucaultschen Pendel-
versuch. B.I.C. 1904. 449.

Siehe auch 835; 1782; 1798; 1825; 1826;
1984.

Mechanismen.

876. G. Fontené. Sur le systdme arti-
culé de M. Kempe. N.A. (4) 8. 529;
4. 8.

877. G. Fontené. Sur un systdme arti-
culé ganche. N.A.(4) 4. 105.

878. 0. Mohr. Zur Kinematik ebener
Getriebe. Z.8. 51. 29.

879. O. B. Zimmermann. A treatment
of instant angular and linear velocities
in complex mechanisms. T.A.W. 14. 513.

880. G. Holzmiller. Vorschlag zum
kinematischen Modell eines besonderen
Gelenkvierecks. U.M.N. 11. 13.

881. F. J. Vaes. Een vraagstuk be-

treffende stangenvierhoeken. N.A.W. (2)
6. 177.
882. 4. Kempe. Ein Gelenkmechanis-

mus zur Teilung des Winkels. V.L. M.C.8.
492.

888. R. Bricard. Sur une certaine
classe de cubiques gauches et sur des
systémes articulés qui s'y rattachent.
S. M. 82. 269.

884. E. G. Coker. Note on the appli-
cation of Fouriers series to the deter-
mination of the forms of cams to fulfil
given conditions of displacement, velocity,
and acceleration. P.T.R.S.C.(2) 9. 53.

885. F. Eber. Die Schubkurbel. U. M. N.
10. 6.

Siehe auch 269; 3497; 8498; 3504; 8509 ;
3622; 8528.

Schraubenrechnung.

886. E. Rath. Zur Theorie der
Schraubenbewegungen. M.B. (2) 6. 85;
7. 9.

887. Portuondo y Barcels. Movimentos
helizoidales R.A.M. 1. Nr. 7—8.

888. R. S. Ball. Some extensions of
the theory of screws. T.R.LA. 82. 299.

889. C. J. Joly. Some new relations
in the theory of screws. T.R.I.A. 24.69.

890. C. J. Joly. The geometry of a
three system of screws. T.R.I.A. 3%.
289.

891. C. J. Joly. The quadratic screw
system; a study of a family of quadratic
T.R.I.A. 82. 155.
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892. M. Disteli. Uber instantane '
Schraubengeschwindigkeiten und die
Verzahnung der Hyperboloidréder. Z.S.
61. b1.

Dynamen.
898. F. Hausdorff. Eine neue Strahlen-
geometrie. Z.H. 35. 470.
Statik.

894. M. Biicker. A problem in statics
and its relation to certain algebraic in-
variants. P.A.Bo 40. 469.

895, A. Tresse. SurI’équilibre du corps
solide. N.A.(4) 5. 158.

896. J. Richard. Un principe de
statique établi par la méthode de La~

. R.AMLS. 14, 441,

89%7. T. Pasnlevé. Sur la stabilité de
I'équilibre. C.R. 188. 1555.

898, P. Stickel. Mindings Beweis fiir
die Stabilitdit des Gleichgewichts bei
einem Maximum der Kriiftefanktion.
D.V.M. 14. 504.

899. E. Ferron. Note exposant un
essai de solution compléte de problémes
de l'équilibre d'un corps solide qui ne
peut que tourner autour de la droite
Joignant 2 points fixes du corps. LL.
27. 72.

400. E. Grimsehl. Das Kriiftepaar.
Z.P. 17. 821.

401, G. H. Bryan. Graphic construc-
tion for the central axis of 2 noninter-
secting forces. M.G S. 8. 109.

402. K. Mehmke. Nachtrag zu der
Mitteilung: Statische Eigenschaft eines
Systems von Punkten fiir die eine be-
liebige Funktion ihrer Lage ein Mini-
mum ist. (Z.S.50.156.) Z.8. 51. 168,

408. G. Vailati. La dimostrazione
del principio della leva data da Archi-
mede nel libro I sull' equilibrio delle

figure piane. B.B.L. 7. 83

404. J. Deisinger. Ein Apparat zur
Darstellung des Hebelgesetzes. Z.L.L.
1. 126.

Siehe auch 84; 239; 2905; 3854; 3693;
3697; 8705; 8711; 3728; 8784; 3745,

Graphische Statik.

405. J. Sobotka. Uber n-Ecke und
n-Seite in perspektiver Lage und tber

die Konfi tion eines 1im Gleich-
icht efindlichen  Kriiftesystems.
LP. 7. 59.

Siehe auch 274; 401; 3524; 8691; 3695;

8712; 8756.
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Zusammensetzung von Kriften.

406. P. Duhem. Léonard de Vinci et
la composition des forces concurrentes.
B.M. (3) 4. 338,

407. E. Grimsehl. Das Parallelogramm
der Bewegungen, das Parallelogramm
der Krifte und der Projektionssatz. Z.P.
17. 2567.

408. G. B. M. Zerr. To find the equa-
tion to the straight line which is the
resultant of a system of forces acting
in one plane. M.M.F. 12. 176.

Siehe auch 8715; 3716.

Schwerpunkte.

409. S. Dautheville. Sur quelques
sommations que l'on rencontre en mé-
canique. E.M. 5. 437.

410. 4. B. Sui teoremi generalmente
attribuiti a Guldino. P.M.R. Suppl. 8. 81.

411. F. Castellano. Baricentro di un
sistema piano di punti con masse ima-
ginarie. P.M.R.(3) 1. 163.

412, J. Tuppy.” Uber den Schwer-
punkt des eigelﬁlichen Ovals und seines
Rotationskdrpers. B.K.N.B. 6. 89.

418. R. Griber. Inhaltsberechnung
und Schwerpunktsbestimmung von Kdr-
perstiimpfen. Z.H. 85. 198.

Siehe auch 484; 8584.

Momente.

414. J. Schnickel. Verwandlung der
Polygone in Dreiecke gleichen Moments
beliebigen Grades. Z.S. 51. 41.

415. L. Kann. Apparat zur mecha-
nischen Bestimmung von Triigheits-
momenten. V.V.F.UW. 9. 92.

416. E. Rehfeld. Reduktion der
Trﬂ.ﬁ‘heitamomente einfacher Korper auf
die Trigheitsmomente einzelner Massen-
punkte, die auf ihrer Oberfliche liegen.
A.Gr. (3) 6. 287.

417. P. H. Schoute. Le moment d’'in-
ertie d'un simplexe S(n 4 1) de 1'espace
E, par rapport & un E,_; de cet E,.
R.C.M.P. 19. 166. — A. Berry. 314.

418. R. Mehmke. Uberr%rugheits-
momente und Momente beliebiger Ord-
nung in Réumen beliebig hoher Stufe.
C.A.A. 13. 530.

419. P. Pigeetti. Relazioni fra i
momenti di inerzia di un corpo del quale
la funzione potenziale e simmetrica in-
torno ad un asse. R.A.L.R.(5) 14 A 857.

420. C. Spelta. Sulla sezioni principali
degli elissoidi d'inerzia relativi a punti
di un asse principale centrale d'inerzia.
G.B. 42. 81; 229.
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421. C. S. Jackson. A contrivance
for showing bending moment diagrams.
M.G.S. 2. 360.

Siehe auch 409; 1583; 1680; 3578—81;
35683; 8684; 3087.

Kettenlinien.
422, C. Neumann. Uber die Hervor-

bringung einer Kettenlinie durch Biegung |

einer Kreisfliche. B.G.L. 56. 13.

428, S. Com Sulla configurazione
d’equilibrio d'un filo sottoposto a force
centrali. R.F.M. 5 A. 411.

Siehe auch 2864 ; 2867; 8698; 3703; 3710;
3729; 3748.

Dynamik.
Siehe 2683; 2685; 2796; 3524.

Differentialgleichungen der Dynamik.

424. P. E. B. Jourdain. On the
general equations of mechanics. Q.J.
34. 61.

425. L. Koenigsberger. Uber die aus
der Variation der mehrfachen Integrale
entspringenden partiellen Differential-
leichungen der allgemeinen Mechanik.
g.A.BA 1905. 250.

426. L. Rothmann. On the form of
Lagrange’s equations for non holonomic
systems. R.B.A. 73. 569.

Siehe auch 874; 480; 474; 484; 485 ; 523.

Dynamik des Punktes.

427. A. Gouilly. Sur 1'enseignement
élémentaire de la mécanique. E.M. 6.
12; R.S.(6) 1. 879,

428. E. et F. Cosserat. Sur la dyna-
mique du point et du corps invariable
dans le systéme énergétique. C.R. 140.
982.

429. F. Riccs. Un teorema di mecca-
nica che fa seguito ad un ben noto di
Galileo. R.F.M. 6 B. 220.

480. R. Lehmann- Filhés. Uber die
Verwendung unvollstindiger Integrale
der Hamilton - Jacobischen partiellen
Differentialgleichung. A.N.K. 165. 209.

481. V. Amato. Sugl’ integrali delle
equazioni del moto d'un punto materiale.
A.G.C. (4) 17 No. 18

482, L. Orlando. Sulla velocitd mini-
ma nella trajettoria di un grave. A.A.
P.M. 1902—08.

488, A. R. Cigala. Sopra un criterio
di instabilita. A.D.M.(3) 11. 67.

484 G. Pennachietts. Sopra una classe
roblemi di meccanica reducibili a
ture. A.G.C.(4) 17. No. 19.

485. A. M. Hiltebrestel. Note on a
problem in mechanics. S.M.Am: (2) 11.
432.

486, E. Collignon. Probléme de géo-
métrie. A.F. 1908. 1.

487 G. Bardelli. Sul moviment di

unto in un piano. R.I. M. (2) 88.663.

4 8. F. Schuh. Over de beweging van
een materieel deeltje in een vlak een-
parig roteerend krachtenveld. N.A.W.
(2) 6. 123.

489, V. Nobile.
seco delle curve di caccia.
20. 78.

440. R. Kottenbach. Apparat zum
Nachweis des Fallgesetzes und zur Be-
stimmung der Schwerebeschleunigung.
Z.P. 18. 79.

441. M. 1. Edelmann. Zeitbestimmung
fir kleine Fallritume nach der Methode
von Radacovié. P. 25. 461.

442. C. Stéphanos. Sur les forces
donnant lieu & des trajectoires coniques.
C.R 140. 1318.

Sullo studio intrin-
R.C.M.P.

Zentralbewegung.

448. C. T. Whitmell. Orbits. J.B.A.A.
14. 321.

444. G. W. Hill. Exemples of peri-
plegmatic orbits. A.J.B. 24. 9. —
E. O. Lovett 75.

Siehe auch 1900; 2727.

Gezwungene Bewegung.

445. L. Lecornu. Sur le mouvement

d'un point pesant guidé par une courbe
rigide. Ll{) 82. 50.

446, F J. Vaes. Opmerkingen om-
trent de beweging in een plat vlak.
N.AW.(2) 6. 249.

447. O. Olsson. Om den materiella
punktes rdrelse pd en rotationsyta. T.M.
15 B. 49.

Siehe auch 438; 465.

Brachistochronen.

448. C. Formenti.
di linee brachistocrone.
1079.

Su alcuni classi
R.ILL. (2) 86.

Pendel.

449. W. Lorey. Das Gesetz des mathe-
matischen Pendels auf dem Gymnasium.
Z.H. 36. 24.




Abhandlungsregister 1904—1905.

450. A. G. Greewhill. Le pendule
simple sans approximations. N.A. (4)
4. 97.

451, E. Grimsehl. Demonstration
eines Pendels mit direkt meBbarer Pendel-
lln%e. V.D.P.G. 6. 284.

452. A. Emo. Sul pendelo conico.
R.S.L 87.

458. A. Filippino. Sopra un parti-
colare sistema di pendoli che rappresenta
le molecole dei corpi composti. A.A.T.
89. 652.

454. A Prey. Uber eine Vorrichtung
zur Vermeidung des Mitschwingens des
Statives beim Doppelpendel. A.AW.
19056. 219.

456, H. Rebenstorff. Abgleichung

der Lange von Fadenpendeln. Z.P. 18.
224.
456. A. Filippini. Sopra un parti-

colare sistema di pendoli che rappre-
senta le molecole dei corpi composti.
A AT 39. 502.

457, J. Mascart. Pendule en acier-
nickel entretenu électriquement. C.R.
189. 1026.

4568. (. Féry. Pendule électrique &
échappement libre. C.R. 140. 262.

Siehe auch 41; 5658.

Dynamik des Kdrpers.

459. R. de Saussure. Théorie géo-
métrique du mouvement des corps solides
et fluides. A.S.G. (4) 18. 25.

460. E. Ferron. Contribution & la
théorie générale du mouvement des corps
solides naturels. I.L. 27. 1.

461. R. de Saussure. Théorie générale
du mouvement des corps. A.8.G. (4)
18. 25.

462. F. Jung. Bemerkung zur Ab-
leitung der 'gulerachen Bewegungs-
gleich n. A.Gr. (3) 6. 206.

468. G. Kolossoff. Uber Behandlung

zyklischer Systeme mit Variationsprin-
zipien, mit Anwendungen auf die Mecha-
nik starrer Kérper. M.A. 60. 232.

464. de Sparre. Remarques au sujet
de la question de mécanique posée au
concours d'agrégation en 1903. N.A. (4)
4. 38.

466. A. R. Cigala. Sopra un criterio
di instabilita. A.D.M. (8) 11. 67.

468. R. de Saussure. Mouvements
infiniment petite d'un corps solide qui
posséde plusieurs degrés de liberté.
A.S.G. (4) 18. 512,

467. J. Andrade. Détermination des
mouvements p de solides aux trajectoires
sphériques. V.L.M.C. 3. 866.

93

468, C. Alusia. Sul movimento di
una sfera de rotola in un piano mobile
non orizzontale. R.F.M. 6A. 18.

4689. J. H. M. Falkenhagen. Die
rollende Lage eines beliebigen schweren
Umdrehungskdrpers iber eine horizon-
tale Ebene. N.A.W. (2) 6. 104.

470. G. H. Bryan and W. E. Williams.
The longitudinal stability of aerial
gliders. %.R.S.L. 78. 100.

471. M. Krause. Anwendung der
elliptischen Funktionen auf die Theorie
der Kurbelbewegung. B.G.L. 56. 278.

472, G. Floquet. Sur le ,looping the
loop*. B.S.S8.N. (8) 5. 31.

478, A. Schoenflies. Uber den wissen-
schaftlichen NachlaB Pliickers. M.A. 58.
886.

Siehe auch 428; 481; 2684.

Dynamik des Systems.

474. G. K. Suslov. Uber die Bewe-
gungsgleichungen der materiellen Sy-
steme (russ.). B.U.K. 1904 d 10. 59.

475. J. Ruiz-Castizo. Alginas for-
mulas para el empleo de ejes coordenados
oblicuos en la mecénica analitica. R.T. M.
4. 69.

476. F. Wiitenbauer. Die Bewegungs-
gesetze der veriinderlichen Masse. Z.S.
52. 160.

477. E. Kasner. A geometric pro-
perty of the trajectories of dynamics.
S.M.Am. (2) 12. 71.

478, G. Fubini. Sulle traiettorie di
un problema dinamico. R.C.M.P. 18.
301.

479, P. Poinlevé. Sur le théoréme
des aires et les systdmes conservatifs.
C.R. 139. 1170.

480. P. Bohl. Uber die Bewegung
eines mechanischen Systems in der
Nihe einer Gleichgewichtslage. Cr. 127.
179.

481. J. Gehrke.
af ligningen f (m. :y)
randerligt, plan punktsystems bevaegelse.
T.M. 15. A. 6.

482, G. I'logquet. Sur le mouvement
d'un fil dans un cas ou il présente par-
tout égale chance a la rupture. B.S.é).N.
(3) 1. 167.

488, H. Nagaoka. Kinetics of a system
illustrating the line and band spectrum
and the phenomena of radioactivity.
P.M. (6) 7. 446. — H. A. Schott 8. 384.

Siehe auch 427; 520; 698; 1047; 1049;
2712.

Om en anvendelse

0 paa et ufo-
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Drehung.

484. @. Pennacchietti. Sulle equa-
zioni differenziali del moto di un corpo
solido intorno a un punto fisso. A.G.C.
(4) 16 No. 4.

485. P. A. Siff. Ob uravnenijach
dviZenija tjazelago tverdago tela ime-
justago nepodviinuju todku. (Uber die
Bewegungsgleichungen eines schweren
festen Korpers, der einen unbeweglichen
Punkt besitzt.) S.M.M. 24. 169.

486. E. Husson. Recherche des inté-
grales algébriques dans le mouvement
d'un corps solide pesant autour d'un
point fixe. C.R. 141. 100.

487. G. Dumas. Sur le mouvement
d'un corps pesant autour d'un point
fixe dans le cas de Mme. Kowalewski.
N.A. (4) 4. 365.

488, G. Kolossow. Bahn des End-
punktes des Hauptmoments der Be-
wegungsgrofen im Kowalewskischen
Problem der Drehung eines festen
Korpers (russ.). A.U.J. 1904. No. 4b.

489, F. P. Ruffini. Delle accelera-
zioni di alcuni punti nel moto di un
sistema rigido con un punto fisso. R.I.B.
@ 7. 11.

Siehe auch 2791; 2866.

Kreisel.

490. A. G. Greenhill. The mathe-
matical theory of the top considered
historically. V.I.M.C. 8. 100.

491. W. H. Pickering. A little known
property of the gyroscope. N. 71. 608.

492, E. G. Gallop. On the rise of
a spinning top. T.C.P.S. 19. 866.

498. C. Alasia. Alcune osservazione
sul politropio di Sire e sul giroscopio
di Foucault. R.F.M. 4. II. 528.

494. H. E. J. G. du Bois. Hystere-
tische oriéntatieverschijnselen. C A.A.
13. 768.

Siehe auch 1806; 2793.

Schwingungen.

496. A. Korn. Le probléme mathé-
matique des vibrations universelles.
8.M.Kh. (2) 8. 68.

496. J. Horn. Weitere Beitriige zur
Theorie der kleinen Schwingungen.
Z.8. 52. 1.

497. Guillet. Entretien des corps
vibrants. S.F.P. No. 223. 2.

498. A. E. H Love. Some illustra-
strations of modes of decay of vibratory
motions. P.L.M.8. (2) 2. 88.

41?9. Lg. Radakovié. gber die Be-
rechnung der erzwungenen Schwin,

eines materiellen Systems. A.A.Vs. 1905
237; S.A. W. 114. 877

500. T. Terada. Lissajous’ figures
by tank oscillation. N. 71. 296.

501. S. Kgpiriski. O drganiach po-
przecznych pretéw sprezystych. (
die Querschwingungen der elastischen
Saiten.) T.W. 16. 71.

502, J. J.-C. Miiler. Uber schwin-
gende Federn und deren Verwendung
zur Frequenzmessung. Z.P. 18. 220.

508. S. Mikola. ﬁesona.nz und Inter-
ferenzerscheinungen mit schwingenden
Platten und Membranen. Z.P. 17. 209.

604. F. A. Schulze. Bemerkung zu
meiner Arbeit: Uber drehende Schwin-
guugen von diinnen Stiben mit
rechteckigem Querschnitt und dber Ver-
wendung zur Messung der Elastizitita-
konstanten. A.P.L. (4) 14. 848.

606. J. Morron. On the lateral
vibration of bars of uniform and varying
sectional area. P.P.S.L. 19. 588.

606. C. Chee. The whirling and
transverse vibrations of rotating shafts.
P.P.S.L. 19. 114; P.M. (6) 7. 504.

507. A. G. Kerkhoven-Wijthoff. On
the small oscillations of a system of
2 hemispheres of which one is resting
with ite spherical surface on the plane
face of the other, both rotating with
finite velocity about their vertical axes.
N.AW. (2) 7. 48.

508. S. Guggenheimer. Uber die uni-
versellen Schwingungen eines Kreisringes.
S.A.M. 84, 41.

509. O. Hecker. Ergebnisse der
Messung von Bodenbewegungen bei
einer Spre g. B.G. 6. 87.

510, S. :gug enheimer. Uber die An-
wendung der Theorie der universellen
Schwingungen auf das Gleichgewichts-
pr%blem des Saturn und seiner Ringe.
P.Z. 6. 207.

Siehe auch 684; 615; 719; 720; 828;
824; 826; 917; 2415—17; 2739; 2786.

Rollbewegung.
Siehe 97; 468; 469; 2746.

Stos.

611. J. Hadamard. Sur un point de
la théorie des percussions. N.A. (4) 4.
533.

512. E. Henning. Vorrichtung zu
Versuchen tiber den elastischen zentralen

| StoB. Z.P. 18. 228.
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518. K. v. Sesly. Der StoB rauher
Kborper bei ebener Bewegung. B.M.N.
19. 283.

614, C. H. Lees. On a simple gra-
phical method of treating the impact
of smooth elastic spheres. P. M. (6) 8. 215.

516. K. Bohlin. Sur le choc considéré
comme fondement des théories de la
pression des gaz et de la gravitation
universelle. A.M.AF. 1. 529.

Siehe auch 667; 3271; 8764.

Reibung.

516. L. Lecornu. Sur le frottement
de glissement. C.R. 140. 685.

517. P. Painleré. Sur les lois du
frottement de glissement. C.R. 140. 702;
141. 401; 546,

518, de Sparre. Sur le frottement de
glissement. C.R. 141. 810.

519. E. Daniele. Sulla rappresen-
tazione parametrica delle forze d'attrito.
N.C.P. (5) 9. 289.

520. E. Daniele. Forze d’attrito ed
equazioni del movimento nei sistemi
liberi. N.C.P. (56) 9. 266.

521. G. Zemplén. Anwendung der
mechanischen Prinzipien auf Bewegung
mit Reibung (ung.). M.P.L. 12. 275.

522, L. Lecornu. Sur la loi de Cou-
lomb. C.R. 140. 847.

528. E. Gieseler. Die ersten Versuche
idber Reibung, Wirkungsgrade und Fall-
geschwindigkeit. Z.P. 18. 146.

524. A. G. M. Michell. The lubrifi-
cation of plane surfaces. Z.8. 52. 123.

Siehe auch 2859; 8674; 3680.

Reibung fester Korper.

626. E. Daniele. L'attrito nel mo-
vimento di un solido in contatto con un
piano. N.C.P. (5) 9. 174.

526. B. Weinberg. Einige Methoden
zur Bestimmung des Koeffizienten der
innern Reibung fester Kdrper (russ.).
J.R.P.C.G. 36. 47.

Siehe auch 86756—178; 8681.

Potentialtheorie.

627. G. K. Sousloff. Theorie des
Potentials und der Hydrodynamik (russ.).
B.U.K. 1904 e No. 6—9; 10. 129.

528. A. C. Dizon. On the Newtonian
potential. Q.J. 85. 283.

529. A. C. Dizon. On many-valued
Newtonian potentials. P.L.M.S. (2) 1.
415.

580. F. Grdf. O vlastnostech New-
tonova a logarithmic kého potencialu a
jeho pronich derivaci v nékterych jedno-
duchych singularitaich hmotnych ploch
a kiivek. (Uber die Eigenschaften des
Newtonschen und des logarithmischen
Potentials und seiner ersten Ableitungen

in einigen einfachen Si rititen der
materiellen Flachen und Kurven.) C. 34.
5; 130.

681. L. Koenigsberger. Das Energie-

Erinzip fir kinetische Potentiale be-
iebiger Ordnung und einer beliebigen
Anzahl abhiéngiger und unabhfingiger
Variabeln. 8.A.B. 1904. 1842.

682. T. Boggio. Sulle funzioni di
Green d'ordine m. R.C.M.P. 20. 97.

688. L. Orlando. Sulla funzione n-ma
di Green par la sfera. G.B. 42. 292.

584. C. W. Oseen. Oni konjugerade
potential funktioner af 8 variabler.
A MAF. 1. 651.

586. E. Boggio-Lera. Sopra una
nuova forma de{l'n funzione potenziale.
A.G.C. (4) 16. No. 6.

586. L. Orlando. Sopra alcune fun-
zioni ausiliari. R.A.L.R. (5) 14. A. 138,

687. C. W. Oseen. Zur Theorie der
verzweigten Potentialfunktionen. A M.
AF. 1. 708.

688. T. Boggio. Sulle funzioni asso-
ciate e sulle linee di forza di un elissoide
di rotazione eterogeneo. R.I.L. (2) 38.
4564.

589. W. A. Steklow. Uber einige all-
gemeine Gleichungen, welche mehreren
in der Analysis gebriuchlichen Funk-
tionenreihen gemeinsam sind (russ.).
A.P.M. (8) 16 No. 7. 1.

540. O. D. Kellogg. Unstetigkeiten
in den linearen Integralgleichungen.
M.A. 568. 441.

541. D. Hilbert. Uber eine Anwendung
der Integralgleichungen auf ein Prob-
lem der Funktionentheorie. V.I.M.C. 8.
238.

542, K. Stojanowitsch. Widerstands-
potential (serb.). P.A.B. 67. 82.

548. L. Fejér. Uber 2 Randwertauf-
gaben. B.M.N. 19. 829.

644. G. Lawuricella. Sulle derivate
della funzione potenziale di doppio
strato. R.A.L.R. (5) 14. A. 70.

54b. S. Zaremba. Les fonctions fon-
damentales de M. Poincaré et la mé-
thode de Neumann pour une frontidre
composée de polygones curvilignes.
J.M. () 10. 395.

546. J. Plemelj. Uber lineare Rand-
wertaufgaben der Potentialtheorie. M. H.
16. 337.
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b47. E. R. Neumann. Studien iiber
die Methoden von C. Neumann und G.
Robin zur Ldsung der beiden Randwert-
aufgaben der Potentialtheorie. P.J.G. 87.

548. Paci. Derivate terze della fun-
zione potenziale di superficie. A.R.U.G.
11,

- 549. G. Picciati. Sulle funzioni poten-
ziali elicoidali. R.A.L.R. (3) 18. B. 595.

550. L. Koenigsberger. Das Energie-
rinzip fiir kinetiscge Potentiale %:e-
iebiger Ordnung und einer beliebigen
Anzahl abhiingiger und unabbingiger
Variabeln. S.A.%. 1904. 1342.

661. S. Zaremba. Contribution & la
théorie d'une équation fonctionnelle de
la physique. R.C.M.P. 19. 140.

Siehe auch 396; 419; 794.

Attraktion.

562. E. Hoffmann. Die Entwicklung
der verschiedenen Probleme der Maxima
der Anziehung. B.M. (8) 5. 366.

568. A. Favaro. na critica di
Giovanni Plana ai dialoghi Galileiani
delle nuove scienzi. A.A.T. 39. 498.

564. G. W. Walker and A. Gray.
Attraction between concentric hemi-
spherical shells. N. 69. 560.

8566. G. Morera. Suli’ attrazione di
un elissoide eterogeneo. A.A.T. 39.252;

268.
Siehe auch 2676.

Gravitation.

566. E. W. Brown. On the verifi-
cation of the Newtonian law. M.N.A.S.
63. 896.

8567. J. R. Rydberg. KEinige Bemer-
kungen tiber das Gravitationsgesetz.
V.A.G. 89, 190.

568. A. Korn. Uber eine mdgliche
Erweiterung des Gravitationsgesetzes.
S.A.M. 83. 383; 663.

569. A. P. Panoff. L'attraction newto-
nienne considérée comme une fonction
du temps. A.N.K. 167. 273,

560, A. Deszlmu:c. Canse de la gra-
vitation et de la cohésion. R.S. (5) 1.
611.

561. E. Bandl. Das elektrodynami-
sche Prinzip in seiner Anwendung auf
die Erschemnung der Massenanziehung.
N.R. 20, 273.

562, W.P. Dreaper. Note on gravity
and chemical action. C.N. 90. 58.

568. W. Sutherland. The electric
origin of gravitation and terrestrial
magnetism. P.M. (6) 8. 685.

564. E. v. Scheidler. Uber das Ver-
hiiltnis der Gravitationskonstante zur
absoluten Ladung des Elektrons. P.Z.
6. 2387.

565. E. Take. Uber etwaige Kor-
rektionen an der von Richarz und Krigar
Menzel ausgefiihrten Gravitationsbestim-
mung. A.P.L. (4) 16. 1010.

566. B. Davis. A tive relation
between the gravitational constant and
the constants of the ether. S. ﬂw. 928.

567, K. R. Koch. Uber Beobachtungen,
welche eine zeitliche Anderung der GrdBe
der Schwerkraft wahrscheinlich machen.
A P.L. (4) 16. 146.

568. J. M. Schaeberle. On certain
evidence indicati the existence in
the solar system of streams of gravita-
ting matter ejected from the sun. A.N.K.
169. 131.

Siehe auch 515; 695; 696; 1986; 85667.

Hydrostatik.

569. C. M. van Deventer. Over de
hydrostatika van Archimedes. N.T.N.L
63. 313.

6570. G. Hesnrich. Hydrostatischer
oder hydrodynamischer Auftrieb. Z.P.
17. 221. — H. Kuhfahl 818.

571, R. W. H. T. Hudson. The sur-
face of flotation. M.M. (2) 88. 50.

Siehe auch 816; 1681; 2442,

@leichgewicht von Kdrpern
in Fliissigkeit.

572. Mathy. Résistance de l'ellipsoide
immergé dans un fluide parfait incom-
pressible. Intégration des formules.
Expressions des valeurs approchées. Cas
du disque plat et de l'aiguille. N.A.
(4) 6. 170.

Siehe auch 571; 590.

Hydrodynamik.

698. P. Duhem. Recherches sur I'hy-
drodynamique. A.T. (2) 5. 197; 838.

574. U. Grassi. Studii d'idrodinamica.
A.8.P. 9. No. 8.

576. Finzi e Soldati. Dinamica dei
fluidi. Pol.M. 1903 Dez., 1904 Febr.

576. Bernardi. Paradosso idrodina-
mico. Pol.M. 1904 Nov.

577, M. A. E. Stephansen. Von der
Bewegung eines Kontinuums mit einem
Ruhepunkte. A.M.C. 25. No. 3.

678. S. Kondla. O nul-mjestima
gibanja teku¢ine. (Uber die Stellen, an
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denen die Geschwindigkeit einer Fliissig-
keit Null ist.) T.A.A. 1564. 132.

579, J. Weingarten. Ein einfaches
Reispiel einer stationdren und rotations-
losen Bewegung einer tropfbaren schwe-
ren Flisesigkeit mit freier Begrenzung.
V.LM.C. 8. 409.

880, P. Schonhals. Druckverminderung
in einem Wasserstrom. Z.P. 17. 221.

581. P. E. Belas. On the structure
of water-jets and the effect of sound
thereon. P.S.D. (2) 10. 203.

882, Jouguet. Sur la similitude dans
le mouvement des fluides. C.R. 141. 396.

588. P. Duhem, Sur les conditions
nécessaires pour la stabilité initiale d'un
milien vitreux. P.S.B. 1902—08. 52.

584. P. Duhem. Effets des petites
oscillations des conditions extérieures
sur un systdme dépendant de 2 variables.
C.R. 138. 1318,

685. S. Zaremba. Sur une forme
erfectionnée de la théorie de la re-
axation. B.I.C. 1903. 594.

886. Jouguet. Remarques sur la loi
sdiabatique d'Hugoniot. C.R. 189. 786.

b87. k. Estanave. Note sur le tracé
des sections planes des surfaces au moyen
de la surface libre d'un liquide. J.P.
(4) 3. 705.

588. P. Duhem. Considérations sur
la stabilité et particulidrement sur la
stabilité des corps élastiques. P.8.B.
1902—03. 98.

589. P. Duhem. Influence exercée
par de petites variations des actions
extérieures sur un systdme que dé-
finissent 2 variables affectées d’hystérésis.
C.R. 138. 1471,

590. J. Boussinesq. Pouvoir refroi-
dissant d'un courant fluide sur un
ellipsoide & axes inégaux immergé dans
ce courant. C.R. 140. 15.

591. J. Boussinesq. Equation de 2.
approximation ur 1’écoulement des
nappes d’'eau infiltrées dans le sol et &
faibles pentes. C.R. 139. 417.

592. J. Boussinesq. Kquations géné-
rales du mouvement des nappes d'ean
infiltrés dans le sol. C.R. 189. 387.

398, J. Boussinesq. Petites dénivella-
tions d’une masse aqueuse infiltrée dans
le sol, de profondeurs quelconques, avec
ou sans écoulement au dehors. C.R.
139. 441.

694. E. Maillet. Sur les mouvements
d’une nappesouterraine, particulidrement
dans les terrains perméables, spongieux
et fissurés. S.M. 33. 2.

596. L. Maisllard. Sur 'expérience
de Perrot. C.R. 139. 562.

596, W. Schmidt. Uber eine Methode
zur Bestimmung des adiabatischen
Kompressionsmoduls von Flissigkeiten.
A AW, 1905. 238. .

597. E. Pensold. Uber die Druck-
verhilltnisse im Saugheber. Z.P.18.156.

698. G. A. Zanon. Sulla supposta
causa della cavitda generata dall’ elica
nell’ acqua: teoriche e applicazioni pra-
tiche. A.LV. (8) 5. 6.

599. G. Scheffers. Uber ein Problem,
das mit der Theorie der Turbinen zu-
sammenhiingt. Z.S. 61. 88.

Siehe auch 344; 459; 527; 570; 797;

1111; 1954; 2206; 2218; 2434; 3363;

3876; 3388; 8389: 8401: 8406, 3423;
3428; 8438; 8447,

Wellenlehre.

600. K. Honda.
illustrating wave-motion.

601. P. Forchheimer.
wegung in Wanderwellen. S.A.W. 112
1697.

602. N. Kapzov. Uber die Druck-
kriifte der Wellen, welche sich auf einer
Fliissigkeitsoberfliche ausbreiten. A.P.L.
(4) 17. 64.

608. H. Bateman. The solution of
partial differential equations by means
of definite integrals. li’.L.M S.(2) 1. 451.

604. J. Hadamard. Sur les solutions
fondamentales des équations linéaires
aux dérivées partielles. V.I.M.C. 8. 265.

605. H. Lamb. On group velocity.
P.L.M.S. (2) 1. 478,

606. H. C. Pocklington. Growth of
a wave-group when the group-velocity
is negative. N. T1. 607.

607, Lord Kelvin. Deep water ship-
waves. P.R.S.E. 25. 662.

608. Lord Kelvin. On the front and
rear of a free procession of waves in
deep water. P.R.S.E. 25. 811; P. M. (6)
8. 454.

609, Lord Kelvin. On deep water
two-dimensional waves produced by any
given initiating disturbance. P.R.S.E.
25. 185; P.M. (6) 7. 609.

610. T. H. Havelock. Mathematical
analysis of wave propagation in iso-
tropic space of p dimensions. P.L.M.S.
2) 2. 122.

611. W. H. Fry.
N.M.L. 1905. 592.

612, A. E. H. Love. The propagation
of wave motion in an isotropic elastic
solid medium. P.L.M.S. (2) 1. 291.

613. J. Bousinesg. Propagation des
ondes le long d'une colonne liquide com-

A simple model for
N. 71. 295.
‘Wasserbe-

Ocean waves.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1908. 1. Heft. i
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preasible se composant de filets & vi-
tesses inégales et remplissant un tuyaun
élastique horizontale sans tension longi-
tudinale. C.R. 141. 8.

614. J. Boussinesq. Sur un cas simple
ou se calculent aisément I'action mutuelle
des anneaux juxtaposés constituant un
tuyau et l'influence de cette action mu-
tuelle sur la propagation des ondes li-
quides dans le tuyau. C.R. 141. 284.

616. A. Piszarcllo. Oscillazioni iso-
crone del mercurio in tubi communi-
canti. N.C.P. (5) 9. 876.

616. E. Jouguet. Sur I'onde explosive.
C.R. 189. 121.

617. L. Prandtl. Uber die stationdren
Wellen in einem Gasstrahl. P.Z. 5. 598.

Siehe auch 266; 728; 1416; 2169—172;
3892.

Bewegung der Flissigkeiten
in Kaniilen.

618. H. Hahn, G. Herglotz und
K. Schwarzschild.  Uber das Stromen
des Wassers in RShren und Kanilen.
Z.8. b1. 411.

619. J. Boussinesq. Calcul, pour les
diverses contextures et épaisseurs de pa-
roi possibles, de la résistance élastique
qu'un tuyau sans tension longitudinale
oppose au gonflement de la colonne li-
quide le remplissant. C.R. 141. 81.

620. Ltidecke. Berechnung der Ge-
schwindigkeit des in Wisserungsgriben
flieBenden Wassers und Wassermessung
mittels des Uberfalls von Cipoletti. K.
T. 1904. 237; V.L.V. 1904. 270; 273.
Siehe auch 580; 613—15; 902; 2441;
3364; 3879; 3380; 3426; 3427; 8440;

3446; 3466; 3465.

AusfluB von Flilssigkeiten.

621. J. Boussinesg. Complément an
mémoire intitulé , Recherches théoriques
sur 1'écoulement des nappes d’eaun infil-
trés dans le sol et sur le débit des sources.
J.M. (5) 10. 868.

622. J. Hermanell. Theorie des freien
Ausflusses von Fliissigkeiten an Miin-
dungen und Uberfallen. S.A.W. 118.879.
Siehe auch 581; 590; 591; 598; 771;

961; 3893; 8421.

Glelchgewicht
rotierender Flissigkeiten.

628. A. Liapounoff. Sur la stabilité
des figures ellipsoidales d’'équilibre d'un
liquide animé d'un mouvement de rota-
tion. A.T. (2) 6. b.

Wirbel.

624. W. Bichel. Zur Topologie der
durch eine gewdhnliche Differentialglei-
chung 1. Ordnung und 1. Grades defi-
nierten Kurvenschar. S.M.H. 4. 188.

625. F. Ahlborn. Die Wirbelbildungim
Widerstandsmechanismus des Wassers.
M.K. 1904. Nr. 28.

626. V. Bjerknes. Uber Wirbel-
bildang in reibungslosen Fliissigkeiten
mit Anwendung auf die Analogie der
hydrodynamischen Erschein n mit
den elektrostatischen. A.M.A.F. 1. 225.

627. E. Laura. Sulle equazioni dif-
ferenziali canoniche del moto di un sis-
tema di vortici elementari, rettilinei e

aralleli in un fluido incompressibile
indefinito. A.A.T. 40. 262; 296.

Siehe auch 661; 3408.

Reibung von Fliissigkeiten.

628. Lord Rayleigh. Fluid friction
on even surfaces. P.M. (6) 8. 66.

629. L. Prandtl. Uber Fliissigkeita-
bewegung bei sehr kleiner Reibung. V.
IM.C. 8. 484.

680, L. Natamson. Uber die Fort-

pflanzung einer kleinen Bew in
einer Flissigkeit mit innerer Reibung.
Z.P.C. 40. 581.

681. H. Rudorf. Uber die innere
Reibung von Ldsungen. Z.E. 10. 478.

882. E. Griineisen. Uber die innere
Reibung wiiiriger Salzldsungen und
ihren Zusammenhang mit der elektroly-
tischen Leitung. A.P.T.R. 4. 28%.

Siehe auch 686; 1506; 3414 ; 8418; 8679,

Viskositit.

683. L. Natanson. Sur 'approxima-
tion de certaines équations de la théorie
de la viscosité. B.I.C. 1908. 283.

684. L. Natanson. Sur 'application
des équations de L dans la
théorie de la viscosité. glse 1908. 268.

685. S. Zaremba. Sur une générali-
sation de la théorie classique de la
viscosité. B.I.C. 1908. 880.

686. P. Duhem. Sur la viscosité et
le frottement an contact de deux fluides.
P.S.B. 1902—08. 27.

687. P. Duhem. Btabilité et viscosité.
M.S.B. (6) 8. 121.

638. A. E. Dunstan. The viscosity
of liquid mixtures. 1. J.C.S. 85. 817;
87. 11.

639, L. Natanson. Uber die Dissipa-
tionsfunktion einer z#hen Flissigkeit.
Z.P.C. 43. 179,
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640. L. Natanson. Remarques sur la
théorie de la relaxation. B.1 C. 1908. 767.

641. P. Duhem. Effet des petites os-
cillations de la température sur un sys-
téme affecté d’hystérésis et de viscosité.
C.R. 138. 1196.

642. P. Duhem. Modifications per-
manentes. Surles propriétés des systémes
affectés & la foi d'hystérésis et de vis-
cosité. C.R. 188. 942.

648. L. Natanson. Uber die Defor-
mation einer plastisch-viskdsen Scheibe.
Z.P.C. 43. 185.

644, W. N. Taylor. Note on the
standard of relative viscosity and on
negative viscosity. P.R.8.E. 25. 227.

Siehe auch 874; 1456; 1465.

Bewegung fester Kdrper in
Flissigkeiten.

845. 0. Olsson. Uber die Bewegung
fester Korper in Flilssigkeiten. A.M.A.
F. 1. 541.

646. U. Cisotti. Sul paradosso di
d’Alembert. A.L V. 63. 423.

647, V. Fischer. Eine Analogie zur
Thermodynamik. Z.8. 51. 426.

648, E. Lenzi. Sulla ricerca di un
quarto integrale di 2. grado del sistema
di equazioni differenziali del moto di
un co solido in un liquido indefinito.
A.D h?o(a) 10. 227.

649. A. Viterbi. Sui moti spontanei

stazionari d'an solido immerso 1n un k-
quido indefinito. A.LV. (8) 5. 6.
680. A. Viterbi. Formole ellittiche
er i moti spontanei stazionari d'un so-
do immerso in un liquido indefinito.
ALV, 68.8:3.

661. W. Koppen. Versuche iiber den
Stau und Sog an den Oberflichen halb
eingetauchter schrig durch das Wasser
Beﬁ’ihrter drachen#ihnlicher Kdrper. A.

.8.H. 27. 1.

6562. G. Bonfantini. Movimento di
un liquido indefinito in cui si muove un
disco circolare infinitamente sottile. R.
1L &2) 817. 176.

658. A. B. Basset. On the motion of
bicircular quartic cylinders in & liquid.
Q.J. 84. 267.

Siehe auch 463; 2628; 8411; 3436.

Aerodynamik.

654. H. Smoluchowsks-Smolan. On the
principles of aerodynamics and their ap-
plication, by the method of dynamical
similarity, to some special problems.
P.M. (6) 7. 667.

885. A. Satkewstsch. Uber die Ab-
teilung der Differentialgleichungen der
Bewegung eines Gases (russ.). J.R.P.C.G.
86. 425.

6566. P. Langevin. Sur une formule
fondamentale de la théorie cinétique.
C.R. 140. 85.

657, E. Jouguet. Remarques sur la

ropagation des percussions dans les gaz.

.R. 188. 1685.

658. W. Myjkowski. Uber das Gesets
von Boyle und Mariotte (russ.). K.L.
29. 302.

8569, J. Boussinesq. Rationalité d’une
loi expérimentale de M. Parenty pour
Pécoulement des gaz par les orifices.
J.M. (5) 10. 79

660. M. F. Gutermuth. Versuche iiber
den AusfluB des Wasserdampfes. M.F.
19. 45.

661. F. J. B. Cordeiro. Vortex rings
as revolving solids. M. W.R. 32. 415.

662, A. F. Zahm. The measurement
of air velocity and pressure in aerody-
namic experiments and the balloon ane-
mometer. A.N.J. 8. T4.

668. F. G. Reynolds. The viscosity
coefficient of air, with an inquiry into
the effect of Roentgen rays thereon. P.
R. 18. 419,

864. A. v. Ottingen und F. Blumbach.
R#umliche Darstellungen des zeitlichen
Vorganges von Schwefelkohlenstoffexplo-
sionen im Eudiometerrohre mittels des
durch rotierenden Planspiegel mit Stein-
heil-Aplanat erhaltenen Bildes. V.D.P.
G. 1. 44,

Siehe auch 515; 617; 729; 2440; 2608;

2610; 2618; 2614; 2616; 2618—20; 2622;

2628; 2629; 2632—38; 2643; 2647—50;
2652; 2653; 3699; 5801.

Flughewegung.
Siehe 2611; 2621; 2628.

Luftwiderstand.

685. C. Renard. Résistance de l'air.
Comparaison des résistances de diverses
carénes aériennes. Résultats numériques.
C.R. 188. 1264,

668. 4. Frank. Versuche zur Ermitt-
lung des Luftwiderstandes, dessen Ab-

igkeit von der Geschwindigkeit und
der Gestalt der Kdrper. A.P.L. (4) 16. 464.

667. F'. E. Stanton. On the resistance
of plane surfaces in a uniform current
of air. N.P.L. 1. 245.

668. M. Fréchet. Sur la surface de
la moindre résistance. N.A. (4) 4. 160.

Siehe auch 2607.

7.
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Reibung von Gasen.

669, A. F. Zahm. Athmospheric fric-
tion with special reference to aeronau-
tics. B.S.W. 14. 247.

670. F. Kleint. Uber innere Reibun
bintéirer Mischungen zwischen H, O, Ng
V.D.P.G. 7. 146.

671, H. Markowski. Die innere Rei-
bung von O, H, chemischem und atmo-
sphiirischem N und ihre Anderung mit
der Temperatur. A.P.L. (4) 14. 742.

672, S. Chella. 8Su di un apparecchio
per la misura assoluta del coefficiente
di attrito interno dei gas. R.A.L.R.
14 B. 28.

Siehe auch 668; 2640.

XuBere Ballistik.

678. G. Forbes. Exterior ballistics.
P.R.S.L. 74. 392.

674. F. Gilman. The ballistic prob-
lem. A. of M. (2) 6. 79.

675. S. A. Corey. The ballistic prob-
lem. M.M.F. 12, 121.

676. E. Ockinghaus. Das ballistische
Problem auf hyperbolisch - lemniska-
tischer Grundlage. M.H. 15. 11; 189.

877. K. Stojanovitch. Fall der Integra-
bilitdt einer ballistischen Gleichung
(serb). P.A.B. 67. 190.

678. de Sparre. Sur le mouvement
des projectiles oblongs aantour de leur
centre de gravité. A M.A.F. 1. 281.

Siehe auch 2676; 2677.

Innere Ballistik.

679, E. Coradin. Les ondes aériennes.
R.G.O. 15. 182.

Siehe auch 1417; 2350.

Physiologische Mechanik.

. 680. O. Fischer. Physiologische Mecha-
nik. A.Gr. (3) 7. 110.

681, G. Weiss. Les travaux de
‘W. Braune et O. Fischer sur la méca-
nique animale. R.G.O. 14. 1205.

682. E. Solvay. Sur le probleme dit
du travail statique; essai de dissociation
des énergies mises en jeu. C.R. 140.
1362.

683. J. Joteyko. Les lois de l'er-
gographie. B.A.B. 1904. 557.

684. J. K. A. Wertheim. Salomonson
Eennieuweprikkelingswet. C.A.A.12.41.

Siehe auch 2796.
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Mathematische Physik.

686, F. Klein. Probleme des mathe-
matisch-physikalischen Hochschulunter-
richts: D.V.M. 14. 477.

686. A. Hifler. Das Mathematische
im physikalischen Unterricht. Z.P.18.1.

687. H. Poincaré. L'état actuel et
I'avenir de la physique mathématique.
B.D. (2) 28. 302,

688, A. Kneser. Untersuchungen dber
die Darstellung willkiirlicher Funktionen
in der mathematischen Physik. M.A.
58. 81.

689. W. A. Steckloff. Théorie géné-
rale des fonctions fondamentales. A.T.
2) 6. 366.

ifferentialgleichungen der Physik.

690. A. W. Conway. The partial dif-
ferential equations of mathematical phy-
sics. T.8.D. (2) 8. 187.

691. J. Hadamard. Sur les données
aux limites dans les équations aux déri-
vées partielles de la physique mathé-
matique. V.L.M.C. 3. 414,

Geschichte der Physik.
Siehe 687.

Prinzipien der Physik.

692. A. Rey. La philosophie scien-
tifique de M. Duhem. R.M.M. 12. 699.

698, R. de Saussure. Le temps, l'ef-
fort et 'espace. A.S.G. (4) 18.

694. E. Mach. Space and geometry
from the point of view of physical in-
quiry. Mon. 14. 1.

696, V. Fischer. Eine Bemerkung iiber
Gravitations- und elektrische Masse. P.
Z. 6. 106. — H. Reissner 281.

696. B. Davis. Das Verhiiltniszwischen
elektrischer und Gravitationskraft. P.
Z. 6. 276.

697. W. Sutherland. The electric
origin of rigidity. P.M. (6) 7. 417.

698, H. Nagaoka. Uber ein die Linien
und Bandenspektren, sowie die Erschei-
nungen der Radioaktivitit veranschau-
lichendes dynamisches System.P.Z.5.517.

699. H. Nagaoka. Mutual actions of
electron atoms. P.T.M. 2 No. 20.

700. I. Tommasina. Solution théo-
rique de 2 questions de physique ciné-
matique. A.8.G. (4) 17. 651.

701. J. de Boissoudy. Les hypotheses
cinétiques et la loi de l'évolution. R.
G.0. 15. 815.

702, W. Hollenkamp. Astronomische
Chemie. H.E.B. 15. 116; 452.

Siehe auch 719; 3101; 8201.
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Materie.

708. H. C. Pocklington. Of the kine-
tic of matter. P.C.P.S. 12. 283.

704. L. Mottes. La matidre, 1'éther
et les forces physiques. 8.N.C. (4) 1.1.

705. G. Berndt. Moderne Anschau-
ungen iber die Konstitation der Materie.
D.W.B. 5. 867; 385.

708, C. E. Guye. Les hypothéses
modernes sur la constitution électrique
de la matidre. Rayons cathodiques et
corps radioactifs. J.C.P. 2. 549; 3. 188,

707. F. Soddy. The evolution of
matter. S.P.M. 48. No.8.

708. F. Hasenohrl. Uber die Verfin-
derung der Dimensionen der Materie in-
folge ihrer Bewegung durch den Ather.
S.A.W. 118. 469.

709. J. Larmor. On the ascertained
absence of effects of motion through the
aether in relation to the constitution of
matter and on the Fitz Gerald-Lorentz
hypothesis. P.M. (6) 7. 621.

710. A. E. Outerbridge. The mole-
cule, the atom and the new theory of
matter. J.F.I. 168. 411.

711. C. H Wind. Elektronen und
Materie. P.Z. 6. 485.

Siehe auch 727; 780; 888; 3659; 3661;
3662.

Kraft.

712, L. Hartmann. Définition physique
de la force. E.M. 6. 425. R.M.M. 12,
936; 1056.

Siehe auch 328; 704; 730; 3662.

Energie.

718. G. Meslin. Conservation et uti-
lisation de l'énergie. R.G.O. 15. 584.

714. M. Réthy. Das Ostwaldsche Prin-
zip vom Energieumsatz in der Mechanik.
M. A 59. 554.

715. V. v. Virin. Uber die wechsel-
seitigen Beziehungen der Bewegungsener-
gie und der Strahlenenergie. A.N.L.
3. 270.

Siehe auch 338; 889; 581; b550; 717;
1216—20; 2840; 2347—49.

Atomtheorie.

716, O. Aschan. Laeran om atomerna.
B.F.F. 46. No. 20.

717. F. Re. L'energia intraatomica.
R.F.M. 5A. 430.

718. I. Traube. Uber den Raum der
Atome. Die Theorien von T. W. Richards
und mir. V.D.P.G. 7. 199.

101

719. J. J. Thomson. On the structure
of the atom: an investigation of the sta-
bility and periods of oscillation of a
number of corpuscles arranged at equal
intervals around the circumference of
a circle; with application of the theory
of atomic structure. P.M. (6) 7. 237.

720. J.J. Thomson. On the vibrations
of atoms containing 4, 5, 6, 7 and 8
corpuscles and on the effect of a mag-
netic field on such vibrations. P.C.P.
S. 13. 89.

721. H. Nagaoka. Motion of particles
in an ideal atom illustrating the line
and bond spectra and the phenomena
of radioactivity. P.T.M. 2. 92.

722, H. Nagaoka. The structure of
an atom. P.T.M. 2. 240.

Siehe auch 699; 710; 886; 1047; 1425;
1462; 1598; 1680; 2859.

Ather.

728. R. de Saussure. Constitution
géométrique de 1'éther. A.S.G.(4)16.763.

24, W. Wien. er einen Versuch
zur Entscheidung der Frage, ob sich der
Lichtither mit der Erde bewegt oder
nicht. P.Z. 5. 585.

726, W. Wien. Experiments to de-
cide whether the ether moves with the
Earth. R.B.A. 74. 433,

726. A. Schweitzer. Uber die experi-
mentelle Entscheidung der Frage, ob sich
der Lichtither mit der Erde bewegt oder
nicht. P.Z. 5. 809.

727, J. Larmor. On the ascertained
absence of effects of motion through the
aether in relation to the constitution of
matter and on the Fitz Gerald-Lorentz
hypothesis. P.P.S.L. 19. 2563.

728, L. d’Awria. A relation between
the mean speed of stellar motion and
the velocity of wave propagation in a
universal gaseous medium bearing upon
the question of the nature of the ether.
J.F.1.1565.207; P.A. 11.254; 8.(2) 17. 110.

Siehe auch 566; 704; 708; 709; 1104;
1797; 1798; 1858.

Absolutes MaBsystem.

729. F. A. Wolff. The so-called in-
ternational units. B.B.S.W. 1. 89.

780. K. Schreber. Kraft, Gewicht,
Masse, Stoff, Substanz. D.V.N. 76B. 52.

781. A. E. Haas. Uber ein MaBsys-
tem, das die Lingeneinheit und die Licht-
geschwindigkeit als Grundeinheiten ent-
halt. P.Z. 6. 204.
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782. K. R. Johnson. Eine Bemerkung .
zu den Dimensionssystemen der Physik.
P.Z. 5. 686.

788. J. Gasca. Nomenclatura mnemo-
nica internacional de las unidades teo-
ricas C.G.S. M.yR.M. 19. 203.

Siehe auch 1667; 1668; 2991; 2560—62.

Kompression.

784, P. Cornaszi. Dilatazione e com-
pressibilitd delle miscele. N.C.P. (5)
9. 161,

Siehe auch 596 ; 1130; 2802; 2305 ; 2642.

Spezifisches Gewicht.

785. E. Mathias. Sur le coefficient
a des diamatres rectilignes. C.R. 139.359.

786. A. Bestelmeyer und S. Valentiner.
Uber die Dichte des N und deren Ab-
hingigkeit vom Druck bei der Tempe-
ratur der fliissigen Luft. A.P.L. (4) 156.61.

787, L. Zehnder. Ein Volumometer
fiir groBe Temperaturintervalle. A.P.L.
(4) 15. 828.
Siehe auch 468; 1122; 1128; 1128; 1208;

1209.

Aggregatzustiinde.

788. A. Schikarew. Untersuchungen
iber den Zustand: gasformigfliissig. Z.
P.C. 44. 548.

Siehe auch 697; 1818; 1814.

Xnderung der Aggregatzustiinde.

789, J. E. Trevor. The slope of the
vaporization neutral carve. J.P.C. 8. 841.

740. F. Caubet. Die Verflissigung von
Gasgemischen. Z.P.C. 40. 257. — J. P.
Kneser 41. 48.

741. J. J. von Laar. Over de gedaante
von smeltlijnen bij binaire mengsels,
wanneer de mengwarmte in de beide
phasen zeer gering of =0 is. C.A.A.
18. 716.

742. J. J. van Laar. De smeltlijnen
von legeeringen. C.A.A. 12. 25.

748. J. J. van Laar. De mogelijke
vormen der smeltlijn bij binaire mengsels
von isomorphe stoffen. C.A.A. 12. 169.

744, A. Hess. Methode zur Bestim-
mung der Voluminderung beim Schmel-
zen. P.Z. 6. 186.

745. M. Wildermann. Uber die wahren
und scheinbaren Gefriertemperaturen und
die Gefriermethoden. A.P.L.(4) 16. 410.

748, Y. Osaka. Uber den Gefrierpunkt
verdiinnter L3sungen von Gemengen. Z.
P.C. 41. 560.

747. A. A. Roth. Gefrierpunktsernie-

i durch Nichtelektrolyte in kon-
zentrierten wissrigen Losungen. Z.P.C.
43. 5389.

Siehe auch 931; 1228; 1825; 1326; 1347;
1403; 2858; 3788.

Molekularphysik.

748, L. Décombe. Sur une nouvelle
détermination de l'intervalle moléculaire
dans les solides et les liquides. A.S.G.
(4) 17. 133.

749. R. Magini. Influence de la con-
figuration et des liaisons moléculaires
sur les spectres ultraviolets d'absorption.
J.C.P. 2. 408.

760. L. Traube. Die Eigenschaften
der Stoffe als Funktion der Atom- und
Molekularriume und Gedanken iber die
Systematik der Elemente. Z.A.C. 40. 872.
Siehe auch 453; 456: 526; 710; 719;

1203; 1204; 1801; 2859.

Innere Struktur der Kirper.
761. W. Campbell. Change of struc-

" utre in the solid state. J.F I. 158. 161.

MolekulargrisBe.
Siehe 13870.

Molekularanziehung.

762. E. Mills. Molecularattraction
O—IV. J.P.C. 8. 883; 598; 9. 402.

Kohiision.

768. E. Bouty. Cohésion diélectrique
des mélanges. J.P. (4) 8. 489; 593.

764. E. Bouty. Cohésion diélectrique
de la vapeur de mercure, de I'argon et
de leur mélanges. S.F.P. 216. 1.

Siehe auch 560; 1466; 8101.

Absorption.

765. L. Quennesen. Contribution a
I'étude de l'absorption comparative de
I'H par le Rh et le Pd. B.S.C.P. (3)
88. 191.

766, A. Winkelmann. Zu der Abhand-

des Herrn G. N. 8t. Schmidt: ,.Uber
den EinfluB der Temperatur und des
Druckes auf die Absorption und Diffusion
des H durch Pd* A.P.L. (4) 16. 778.

Siehe auch 1057.
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Elastizitit.

7569. J. A. Vollgraff. Zur Elastizitite-
theorie. A.P.L. (4) 14. 620.

768. P. Duhem. Recherches sur 1'élas-
ticité. A.E.N. (8) 21. 99; 875; 23. 148.

759. C. Schifer. Neuere Arbeiten
iiber Elastizitit. J.S.G. 82. 2.

760. K. E. Guthe. On fibers resemb-
].i.ng quartz in their elastic properties.
B.B.S.W. 1. 101,

461. V. Volterra. Un teorema sulla
teoria dell’ elasticita. R.A.L.R. (6) 14
A. 127.

762, G. Ercolini. Ricerche intorno
alle proprietd elastiche dei fili di Pd.
N.C.P.(5) 9. 5.

768, F. Beaulard. Sur les propriétés
élastiques des fils de soie. A.S.G. 16.1.

764. H. Reissner. Uber die Stabilitat
der Biegung. S.M.B. 1904. 53.

765, C. Chree. The bending of magne-
tometer deflexion-basis. Il’nﬁ (6) 7. 39.

766. C. Lagrange. L'infiniment petit
absolu et le probléme de la flexion debout.
B.A.B. 1904. 907.

767, L. N. G. Filon. On a appro-
ximate solution for the bending of a
beam of rectangular cross-section under
any system of load. P.R.S.L. 72. 891;
T.E. S.L. 201. 63.

768. Lord Rayleigh. Note on the
application of Poisson’s formula to dis-
continuous disturbances. P.L.M.S. (2)
2. 266.

769. V. Volterra. Sulle distorsioni dei
corpi elastici simmetrici. R.A.L.R. (5)
14 A. 481.

770. V. Volterra. Sulle distorsioni dei
solidi elastici piu volte connessi. R.A.
L.R. (5) 14 A. 851.

771, G. von der Mensbrugghe. Sur
1'élasticité développée dans les jets d'ean.
B.A.B. 1904. 401.

772, P. Duhem. Bur certains milieux
élastiques considérés par M. J. Boussi-
nesq. P.S.B. 1902—08. 105.

778, M. Panetti. Una risoluzione
diretta del problema della sezione rea-
gente. A.AT. 89. 185.

774. H. Morrss-Airey. On the rigidity
of gelatine. S.P.M. 49. Nr. 4.

Siehe auch 512; 613; 2482; 2886.

Elastizititsmodul.

776. F. A. Schulze. Uber eine ein-
fache Methode zur Bestimmung der
Elastizititskonstanten. S.G.M. 1903.
80. 94.
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776. C. A. Bell. Determination of
Young modulus (adiabatic) for glass,

P.P.S.L. 19. 511; P.M. (6) 9. 418.

977. H. Bouasse. Sur les modules
d'élasticité de traction du caoutchouc
vulcanisé. A.T (2) 6. 177.

978, J. C. Shedd and R. L. Ingersol.
The elastic modulus and elastic limit
of rubber and their relation to change
of temperature. P.R. 19. 107.

799. 8. Kusakabe. On a kinetic me-
thod of measuring the modulus of elas-
ticity of rocks. P.T.M. 2. 197.

780. A. Mallock. On a direct me-
thod of measuring the coefficient of
volume elasticity of metals. P.R.S.L.
74. 50.

781, C. Chree. Note on the deter-
mination of the volume elasticity of
elastic solids. P.R.S.L. 74. 5618.

Siehe auch 504; 830; 2881; 2852; 2888.

Gleichgewicht elastischer Kdrper,

782. L. Orlando. Sopra alcuni prob-
lemi di equilibrio elastico. N.C.P. (2)
7. 161,

788, E. Morandi. Sopra alcuni prob-
lemi di statica elastica. A.D.M. (8) 9.
161.

784. G. Lauricella. Sull’ integrazione
delle equazioni d'equilibrio dei corpi
elastici isotropi. A.D.M. (8) 11. 269.

786. P. Duhem. Considérations sur
la stabilité et particuliérement sur la
stabilité des corps élastiques. P.S.B.
1902—03. 98.

786. O. Tedone. Saggio di una teoria
generale delle equazioui dell' equilibrio
elastico per un corpo isotropo. A.D.M.
(8) 10. 18.

787, J. Dougall. An analytical theory
of the equilibrium of an isofropic elastic
plate. T.R.S.E. 41. 129.

788. L. Orlando. Sull' equilibrio
elastico di una lastra indefinita. G.B.
42. 239.

789. O. Tedome. Sull' equilibrio di
una piastra elastica isotropa indefinita.
R.G &.P. 18. 368.

790. O. Tedime. Sull’ equilibrio elastico
di an corpo limitato da un cono di rota-
zione. R.A.L.R. (5) 14 A 816.

791, O. Tedome. Sul problema dell’
equilibrio elastico di un' elissoide di
rotazione. R.A.L.R. (5) 14 A. 76.

792, V. Volterra. Sull’ equilibrio dei
corpi elastici pid volte connessi. R.A.L.R.
(5) 14 A. 193.
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798, C. Somigliana. Le deformazioni
ausiliarie nei problemi alterni d’equi-
librio elastico. R.A.C.R. (5) 13 B. 129.

794. L. Orlando. Sopra alcune fun-
zioni analoghe alla funzione di Green
gfr un parallelepipedo rettangolo. R.C.

.P. 19. 62.

795. S. Wellisch. Fehlerausgleichung
nach der Theorie des Q(leichgewichts
elastischer Systeme. 0.Z.V. 1904. 181.
197. 213. 229. 246.

Siehe auch 84; 588; 2409.

Elastische Spannung.

796, F. Klein u. K. Wieghardt. Uber
Spannungsflichen und reziproke Dia-
gramme, mit besondererBeriicksichtigung
der Maxwellschen Arbeiten. A.Gr. (8)
8. 1. 95.

797. V. Bjerknes. On Maxwells stress
theory. P.M. (6) 9. 491.

798, A. V. Leon. Spannungen und
Form#inderungen einer rotierenden Hohl-
und Vollkugel. Z.8S. 52. 164.

799. L. Henneberg. Uber einige Folge-
rungen, welche sich aus dem Satz von
Green fiir die Torsion von Stiben er-
geben. Z.8. 51, 242.

800. B. Hopkinson. The effects of
momentary stresses in metals. P.R.S.L.
74. 498. '

801. W. C. Poplewell. Experiments
on the relation between uniform com-
pressive stress and permanent strain in
Fought iron and steel. S.P.M. 49.

r. 1.

802, E. G. Coker. On the measure-
ment of stress by thermal methods with
an account of some experiments on the
influence of stress on the thermal ex-
pansion of metals. T.R.S.E. 41. 229.
Siehe auch 808; 827; 828; 833; 1064;
2819; 2825; 2828; 2829; 2836; 2840—42;
2844; 2850; 2863; 28564; 2857; 2866;
2870; 2874; 2884; 2890; 2001; 2904;

2906; 8713; 8717; 3738; 8785.

Elastische Deformation.

808. H. Bouasse. Sur les déformations
des solides. R.G.O. 15. 116. — P. Duhem
2117.

804. H. Bouasse. A propos de la

déformation des solides. R.G.O. 15.
825. .
805. M. Gebbia. Le deformazioni

tipiche dei corpi solidi elastici. A.D.M.
(8) 10. 157.

806, J. Weingarten. Uber die Lehr-
siitze Castiglianos. A.Gr. (3) 8. 188.
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807. R. Marcolongo. Le formole del
St. Venant per le deformazioni finite.
R.C.M.P. 19. 151.

808. M. Huber. Die spezifische Arbeit
der Deformation und ihre Verwendung
als MaB der Spannung. Beitrag zur
Theorie der Festigkeitslehre (poln.). C.T.L.
22, 88; 49; 61; 80.

809. 0. Manwille. Sur la déformation
finie d'un milieu continu. M.S8.B. (6)
2. 88.

810. L. Mawrer. Uber die Defor-
mation gekriimmter elastischer Ketten.
A.Gr. (8) 6. 260.

811. L. Orlando. Sulla deformazione
del suolo elastico isotropo. R.C.M.P.
18. 811. .

812, L. Orlando. Sulla deformazione
di un solido icotropo limitato da due
piane paralleli. N.C.P. (6) 7. 421.

818. L. Orlando. Sulla deformazione
di un solido isotropo limitato da 2 piani
ﬁamlleli per tensioni superficiali date.

.C.M.P. 19. 66

814. T. Boggio. Sulla deformazione
delle piastre elastiche cilindriche di
grossezza qualunque. R.A.L.R. 13 B 419.

815, G. Lauricella. Sulle equazioni
della deformazione dei piastri elastiche
cilindriche. R.A.L.R. (5) 14 A. §06.

816. C. Runge. Uber die Forminderung
eines zylindrischenWasserbehilters durch
den Wasserdruck. Z.S. b51. 254.

817. G. Lauricella. Sulle formole
che danno la deformazione di una sfera
elastica isotropa. R.A.L.R. 13B. 688.

818, V.Volterra. Contributo allo studio
delle distorsioni dei solidi elastici. R.A.
L.R. (6) 14 A. 641.

819. V. Volterra. Sulla distorsioni dei
solidi elastici piu volte connessi. R.A.L.R.
(6) 14 A. 851.

820. P. Gamba. Influenza del modo
di procedere nella deformazione sulle
proprietd elastiche nel marmo. N.C.P.
(6) 8. 446.

821. F. Foster. On phenomena due
to repetitions of stress and on a new
testing machine. 8.P.M. 48. No. 7.
Siehe auch 643; 793; 798; 801; 827;
829; 1108; 2818; 2828; 2830; 2832; 28569 ;

2868; 2871; 2876; 2877; 2878; £887.

Biegungs- und Knickungselastizitit.
Siehe 3263; 3202; 8297; 3310; 3835.

Torsionselastizitit,
Siehe 2863.
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Elastische Nachwirkung.

822. E. Rosenthal. Uber die elastische
Nachwirkung bei Aneroidbarographen.
A.P.B. (5) 19. Nr. 3. 115; 20. Nr. 3. 113.

Bewegung elastischer Korper.

828. C. A. B. Garrett. On the lateral
vibrations ot bars. P.M. (6) 8. 681. —
C. Chree 9. 184.

824. V. Volterra. Note on the appli-
cation of the method of images to pro-
blems of vibrations. P.L.M.S. (2) 2. 827.

825. A. Kneser. Ein Beitrag zur
Theorie der schnell umlaufenden elasti-
schen Welle. Z.S. b1. 254.

Siehe auch 619; 2169—78; 2623.

Elastische Kurven.
Siehe 502; 762; 763; 2766; 2899.

Elastische Membranen.

826. G. Bisconcini. Sulle vibrazioni
di una membrana che si possono far
dil’)l?endere da due soli parametri. M.
A.T. (2) b4. 51.

Siehe anch 502; 508; 787—90; 810; 814;
815; 829; 966.

Thermoelastizitit.

827. A. V. Leon. Spannungen und
Formiéinderungen eines Hohlzylinders
und einer Hohlkugel, die von innen er-
wirmt werden unter der Annahme eines
linearen Temperaturverteilungsgesetzes.
Z.8S. 52. 174.

828, G. Coker and C. M. Mc. Kergow.
The relation of thermal change to tension
and compression stress with an account
of some experiments on impulsive stress.
P.T.R.8.C. (2) 10. 5.

829. T. Boggio. Sulla deformazione
delle piastre elastiche sogette al calore.
A A.T. 40. 197; 219.

Siehe auch 778; 802; 3285.

Elektroelastizitiit.
Siehe 1570.

Magnetoelastizitit.

880. K. Honda und T. Terada. Uber
die Verfinderung der Elastizititskon-
stanten durch Magnetisierung. P.Z. 6.622.

881. H. Rensing. ber magneto-
elastische Wechselbeziehungen in para-
magnetischen Substanzen. A.P.L. (4)
14. 368.
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882, N. Peszini. Magnetizzazione e
trazione. R.I.L. (2) 38. 463.

888. G. W. Walker. On stresses in
a magnetostatic field. P.P.8.L. 19. 110.

Siehe auch 1570; 1643; 8563.

Festigkeit.

884, E. Ferron. Mémoire sur la
fiexion et la torsion des solides et son
application aux constructions. I.L.27.79.

885. Considére. Influence des pressions
latérales sur la résistance des solides &
Pécrasement. C.R. 138. 945.

836. L. Henneberg. Zur Torsions-
festigkeit. Z 8.51. 226. — C. Runge 431.

887. Trouton and A. O. Rankine. On
the stretching and torsion of lead wire
beyond the elastic limit. P.M. (6) 8. 638.

888. M. Panetti. Teoria della resis-
tenza delle piastre tronco-coniche e sui
applicazioni al calcolo di alcuni organi
meccanici e dei serbatoi cilindrici. A. fT
40. 349.

889. F. Villarcal. Resistencia de las
columnas de fierro. (span. u. esperanto.)
R.C.L. 7.241; 265; 8.9; 88; 61; 89; 100.

840. Pigeaud. Arcs associés a des
longueurs par les montants verticaux
associés. C.R. 740. 1091.

841. C. Lagrange. L’infiniment petit
absolu et le probI%me de la flexion de-
bout. B.A.B. 1404. 907.

842, E. S. Shepherd and G. B. Upton.
The tensile strength of copper-tin alloys.
J.P.C. 9. 441.

848. S. Kusakabe. Modulus of rigi-
dity of rocks and velocities of seismic
waves: with a hint to the frequency of
aftershocks. P.T.M. 2. 142.

844. C. Bach. Versuche iiber die
Festigkeitseigenschaften von StahlguB
bei gewdhnlicher und hherer Temperatur,
M.Fg.l. 24. 39.

845. M. Baroni. Untersuchung der
Festigkeit von Eisenbetonbauten. Z.S.
51. 113.

846. H. Rebenstorff. Priifung von
GefiiBen auf Druckfestigkeit. Z.P. 17.290.
Siehe auch 421; 482; 808; 2483; 2613;
2878; 3247—49; 82563; 3254; 3259—62;
8264; 3266; 3269; 3272—74; 3280; 8288;
3286; 3289; 3203 ; 3298 ; 8301 ; 8803; 3309;
8811; 8812; 3314—28; 3327; 3329; 3380;
3382—36; 3341; 3346; 3578; 8692; 3727,

Kristallbildung.

847. D. Pavlow. Uber die Abhiingig-
keit der Kristallfform von dem Zustand
der Losung. Z.K.M. 40. 655.
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Kristallphysik.

848, A. Nold. Grundlagen einer neuen
Theorie der Kristallstruktur. Z.K.M. 40.
18; 4883.

849. P. Pavioff. Thermodynamische
Kristalleigenschaften. (russ.) M.S.0.
21. 88.

850. P. Parlow. Uber einige Eigen-
schaften der Kristalle vom Standpunkt
der Thermodynamik. Z.K.M. 40. 189.

861. 7. Tamaru. Bestimmung der

iezoelektrischen Konstanten von kristal-
isierter Weins#ure. P.Z. 6. 879.

Siehe auch 287; 310; 1661.

Kristalloptik.

852. 4. Osthoff. Uber die Reflexion u.
Brechung des Lichtes an Zwillingsebenen
vollkommen durchsichtiger 1inaktiver
einachsiger Kristalle. N.J. M. 20. Beilage.

8568. S. Kaemmerer. Uber die Refle-
xion und Brechung des Lichtes an inak-
tiven durchsichtigen Kristallplatten. N.J.
M. 20. Beilage. 159.

854, A. Pochettino. Sulla catodolu-
mineszenza dei cristalli. N.C.P. (6)8. 438.

8566. A. Pochettino. Ulteriori ricerche
sulla luminescenza catodica nei cristalli.
R.A.L.R. (5) 14B. 220.

Siehe auch 1068; 1097; 1109.

Xtherschwingungen.
8566, Herkless Vibrations. J.B.A.A.
14. 198, Siehe auch 2489.

Xtherwellen.

867. A. Broca. Sur le pouvoir in-
ducteur spécifique des métaux dans le
cas des ondes calorifiques et lumineuses.
C.R. 141. 29,

Strahlen.

868. T. Ewers. Uber die Geschwindig-
keit der Kanalstrahlenteilchen. P, Z. 6. 500,

869. E. Salvioni. Fenomeni subbiettivi
nelle experienze sui raggi N. R.A.L.R.
(6) 13A. 703,

860. M. Ottn. Blondlotovy papreky.
(Blondlot’sche Strahlen.) C. 84. 198,
Siche auch 716; 861; '868; 887; 888;

1281; 1640.

Rintgenstrahlen,

861. R. Blondlot. Rayons z et rayons n.
A.S.G. (4) 17. 478,

862, A. Righi. Sulle cariche elettriche
dai raggi x sui metalli nel vuoto. M.
LB. (5) 10.

868. P. Cardani. Sulla dispersione
elettrica prodotta dai raggi del Roentgen.
N C.P. (5) 7. 241.

864. C. G. Barkla. Energy of secon-
dary Roentgen radiation. P.M. (6) 7. 548.

Siehe auch 663; 867; 868; 1093.

Kathodenstrahlen.

865. P. Villard. Bur les rayons
cathodiques. S.F.P. Nr. 224. 7.

866. R. Reiger. {ber das Verhiltnis
&/u bei Kathodenstrahlen verschiedenen
Ursprungs. V.D.P.G. 7. 122.

867, J. Stark. Das Wesen der Ka-
thoden: und R6ntgenstrahlen. A.G.E.B.1.

868. Rothé. yons cathodiques, X,
N, substances radioactives. A.U.G. 16.
1563; 201.

869. F. Paschen. Uber die Kathoden-
strahlen des Radiums. A.P.L. (4) 14. 389.

870. A. Becker. Messungen an Ka-
thodenstrahlen. A.P.L. (4) 17. 881.

871. N. Heil. On the dimensions of
the cathode images. P.M. (6) 9. 614.

872. E. Warburg. Uber die Reflexion
der Kathodenstrahlen an dinnen Metall-
blittchen. S.A.B. 1906. 458.

878, H. Pellat. Sur les rayons catho-
diques etlamagnétofriction. C.R.189.124.

874, Fortini. Sur la déviation électro-
statique des rayons magnétocathodiques.
S.F.P. 215. 1.

Siehe auch 706; 854; 855; 1612; 8625;
83682.

Radioaktivitdt.

876. R. H. Bradbury. Radium and
Radioactivity in general. J.F.I. 1569. 225.

876. E. Rutherford. Les problémes
actuels de la radioactivité. A.S.G. (4)
19. 81; 125.

877, P. Curie. Recherches récentes
sur la radioactivité. A.S.G.(4)17.241;861.

878. J. Stark. Gesetz und Konstanten
der radioaktiven Umwandlung. J.R.E.
1. 1.

879, S. Petir. Radioaktivni latky, jich
vlastnosti & WGlinky dle dosavadnich
vysledki badéni, (Radioaktive Stoffe, ihre
Ei%fnschaften und Wirkungen nach den
bisherigen Ergebnissen der Forschung.)
C. 33. 38. ’

880. J. A. Mc Clelland. On the ema~
nation given off by Radium. P.M. (6)
7. 38b5.
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. 881, J. A. Mc Clelland. Uber die
vom Radium ausgesandte Emanation.
P.Z. 5. 538.

882. E. Rutherford und F. Suddy. Die
Ursache und Natur der Radioaktivitiit.
Z.P.C. 42. 81; 174.

883. C. Winkler. Radioctivity and
matter. C.N. 89. 289.

884. H. Brooks. The decay of excited
radioactivity from Thorium, Radium and
Actininm. P.M. (8) 8. 373.

886. Lord Kelvin. Plan of a combi-
nation of atoms to have the properties
of Polonium or Radium. P.%&. (6) 8.
528.

886. E. Bose. Zur Kenntnis der Atom-
energie, eine Beziehung zwischen kine-
tischer Theorieund Radioaktivitit. J. R. E.
1. 183.

887. H. Becquerel. Sur quelques pro-
priétés des rayons « du radium. S.R.
141. 485.

888. W. H. Braggs. On the absorp-
tion of « rays and on the classification
of the « rays from Radium. P.M. (6)
8. 719.

889. W. Duanre. Sur l'ionisation due
& I'’émanation du radium. C.R.140.581.

880. W. Duane. Sur I'ionisation pro-
duite entre des plateaux paralléles par
I'émanation du radium. 8 R. 140. 786.

891. L. Matout. Le rayonnement du
Radium. L.R. 1. 6.

892. A. Battelli und F. Maccarrone.
Sind radioaktive Emanationen elektrisch?
P.Z. 6. 161.

* 898. E. Rutherford. Der Unterschied
zwischen radioaktiver und chemischer
Verwandlung. J.R.E. 1. 103.

894, H. W. Schmidt. Uber eine ein-
fache Methode zur Messung des Emana-
tionsgehalts von Fliissigkeiten. P.Z. 6.
661.

895. H. Mache. Uber dieim Gasteiner
‘Wasserenthalteneradioaktive Emanation.
P.Z. 6. 441.

Siche auch 482; 698; 706; 721; 868;

1049; 1191; 1867; 1452; 1517; 1685;

2278; 2279; 28562; 2983; 2967; 2987;
3170; 3183; 3680,

Kapillaritat.

896. G. Bakker. Zur Theorie der
Kapillarschicht. A.P.L. (4) 17. 471.

97. G. Bakker. Theorie der Kapillar-
schicht zwischen den homogenen Phasen
der Flissigkeiten des Dampfes. Z.P.C.
42. 68.

898, G. van der Mensbrugghe. Note.
B.A.B. 1906. 18.
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899. F. Goppelsroder. Studien dber
die Anwendung der Kapillaranalyse.
V.N.B. 17. 1.

900. G. van der Mensbrugghe. Con-
tribution & la théorie des ménisques
capillaires. B.A.B. 1905. 121.

901. Ponsot. Volume spécifique d'un
fluide dans les espaces capillaires. C.R.
140. 1236.

902. E. Grineisen. Uber die Giltig-
keitsgrenzen des Poiseuilleschen Gesetzes
bei Bewegung tropfbarer Flissigkeiten
durch gerade und gewundene Kapillaren.
A.P.T.R. 4. 151.

903. G. Bakker. L'épaisseur de la
couche capillaire. J.P. (4) 3. 927; 4. 96.

904. H. Devaux. Sur 'épaisseur cri-
tique des solides et des liquides, ré-
duite en lames trds-minces. J.P. (4) 8.
460.

905. R. Feustel. Uber die Kapillari-
titskonstanten und ihre Bestimmung
nach der Methode des Maximaldruckes
kleiner Blasen. A.P.L. (4) 16. 61. —
G. Kudera 789.

906, T. Terada. On the capillary
ripple on mercury produced by & jet

tube. P.T.M. 2. 133.
Oberfiichenspannung.
907. G. Bakker. Bemerkung iiber die

Theorie der Oberflichenspannung von
H. Hulshof. A.P.L. (4) 14. 609; 17. 584.
— H. Hulshof 16. 188.

908, J. Traube. Der Oberflichendruck
und seine Bedeutung im Organismus.
A.F.G.P. 106. 659.

909. B. Kuéiera. Beitrag zur Kali-
brierung sehr enger Kapillare und zur
Messung der Oberflichenspannung mittels
der Tropfenwigung (tschech.). M.A.T.P.
1903. No. 82.

910. J. Traube. Uber die Bedeutung
der Oberflichenspannung im Organismus.
V.D.P.G. 6. 326,

911, C. Forch. Die Oberflichenspan-
nung von anorganischen Salzldsungen.
A.PL. (4) 17. T44.

912, J. Bolle et P. A. Guye. Ten-
sions superficielles de quelques liquides
organiques. J.C.P. 8. 38.

913. L. Grummach. Experimentelle
Bestimmung der Oberflichenspannung
und des Molekulargewichts von ver-
flitssigtem Stickstoffoxydul. P.Z.5. 677;
8.A.B. 1904. 1198; D.V.N. 76. B. 38;
A.P.L. (4) 15. 401.

914, van der Mensbrugghe. Les corps
solides sont-ils doués d'une temsion
superficielle efficace. A.S.B. 29A. 206.
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915. G. Quincke. Uber Ausbreitung
und Expansionskraft. A.P.L.(4) 15. 55.
— G. van der Mensbrugghe 1048,

916. E. Almansi. Sopra una delle
esperienze del Plateau. A.D.M. (3) 12.1.

Siehe auch 818; 925; 989; 941.

Tropfen.

917. P. @ Gundry. Uber eruwungene
Schwingungen eines polarisierbaren
Quecksﬁ‘l])zrtropfens. A.P.L. (4) 14. 590.

Siehe auch 987; 2269.

Diffusion.

918, S. Nakamura. On the diffusion
of liquids. J.U.T. 19. No. 8.

919. O. W. Richardson. The solubi-
lity and diffusion in solution of disso-
ciated gases. P.M. (6) 7. 266.

920. R. Schmidt. Uber die Diffusion
von Argon und Helium. A.P.L. (4) 14.
801.

921. A. Winkelmann. Uber die Dif-
fusion naszierenden H durch Fe. A.P.L.
(4) 17. 589.

922, 0. W. Richardson. Note on the
diffusion of H through Pd. P.C.P.S.
13, 27.

Siehe auch 756; 1531.

Osmose.

928. C. Steinbrinck. Versuch einer
elementaren Einfihrung in die elemen-
tare Theorie der Osmose. Z.P. 18. 82.

924. E. Ariés. Sur la loi fondamen-
tale des phénomeénes de 1'osmose. C.R.
139. 196.

926, F. Kaufler. Uber die Verschie-
bung des osmotischen Gleichgewichts
durch Oberflichenkrifte. Z.P.C. 43.
686.

926. A. Battelli e A. Stefanini. Sulla
natura della pressione osmotica. R.A.
L.R. 14. B. 8.

927, M. Planck. Uber den osmotischen
Druck einer Lsung von merklich variab-
ler Dichte. Z P.C. 42. 584.

928. P. Kohnstamm. Kinetische aflei-
ding van van 't Hoff's wet voor den
osmotischen druk in een verdunde op-
lossing. C.A.A. 18. 788.

929, P. Kohnstamm. Een formule
voor den osmotischen druk in gecon-
centreerde oplossingen wier damp de
gaswetten volgt. C.A.A. 13. 781.

980. S. Stenius. Der osmotische Druck |

im Meerwasser. B.F.F. 46. No. 6.
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981. H. N. Morse and J. C. W. Frazer.
The osmotic pressure and freezing points
of solution of cane-sugar. A.C.J. 84.

982. 7. A. Hulett. Beziehung zwischen
negativem Druck und osmotischem Druck.
ZDP.C. 42. 858.

988. P. Kohnstamm. Osmotische druk
of thermodynamische potentiaal. C.A.A.

13. 800. Siehe auch 2190.

Thermokapillaritit,

984. Ponsot. Chaleur dans le déplace-
ment de 1'équilibre d'un systéme ca~
pillaire. C.R. 140. 1176.

9856. H. Rebenstorff. Abnahme der
kapillaren Steighthe von Wasser bei
steigender Temperatur. Z.P. 17. 223.

Elektrokapillaritit.

986. J. Billitzer. Zur Theorie der
kapillarelektrischen Erscheinungen. S. A.
W. 113. 6317.

987. F. Kriuger. Zur Theorie der
Elektrokapillaritdit und der Tropfelek-
troden. N.G.G. 1904. 83.

988, J.J. van Laar. Uber die Asym-
metrie der Elektrokapillarkurve. Z.P.C.
41. 386.

939. C. Christiansen. Uber den Zu-
sammenhang zwischen Oberflichenspan-
nung und Potentialdifferenz. A.P.L. (4)
16. 382.

940. Rothé. Le cation et les phé-
nomeénes électrocapillaires. A.U.G. 16.
b71.

941, C. Fortin. Tension superficielle
d'un diélectrique dans le champ élec-
trique. C.R. 140. 576.

Akustik.

942, T. Terada. Acoustical notes.
P.T.M. 2. No. 20.

948. H. Sieveking und A. Behm.
Akustische Untersuchungen. A.P.L. (4)
16. 793.

944. Lord Rayleigh. On the acoustic
shadow of a sphere. P.R.8.L. 73. 65.
T.R.S.L. 208. 88.

945. P. Ostmann. Uber Schwin
zahlen und Schwellenwerte. g‘g‘%}-
1908. 11.

946. H. J. Scharp. On the reflection
of sound at a paraboloid. P.C.P.S. 18.
183.

947. 0. Nairz. Mechanische Resonans
und ihre Verwertung. P. 16. 292.

948. T. Terada. A note on a reso-
nance box. P.T.M. 2. 211,
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. 949. T. Mizuno. Electric resonance.
M.C.K 1. 33.

960. M. T. Edelmann. Kinematische
Stndie tiber die longitudinalen Bewe-

ungen des Stieles einer tbnenden
gﬁmmgabel. P.Z. 6. 445.

951. R. W. Wood. Apparatus to il-
lustrate the pressure of sound waves.
P.R. 20. 118.

952. V. Novdk. Interference zvuku.
(Interferenz des Schalles.) C. 34. 179.
- 958, J. Violle et T. Vautier. Pro-
pagation des sons musicaux dans un
tayau de 8™ de diamétre. C.R. 140.
1292.

964. C. Krediet. Sur un cas de pro-
pagation de vibrations sonores. N.A.W.
() 6. 81.

955. V. Hensen. Uber die Umwand-
lung periodischer Massenanhlufungen in
akustisch wirksame Bewegungen. A.P.L
(4) 16. 838.

956. Lord Rayleigh. Ou the open
organ-pipe problem in 2 dimensions.
P.M. (6) 8. 481.

957, O. Krigar- Menzel. Zur Theorie
der Rubensschen Schallrshre. V.D.P.G.
6. 3566.

9568. H. Rubens. Demonstration stehen-
der Schallrdhren durch Manometerflam-
men. V.D.P.G 6. 355.

9569. H. Rubens und 0. Krigar- Menzel.
Flammenrthre fiir akustische Beobach-
tungen. A.P.L. (4) 17. 149.

960. G. Jiger. Theorie der Exner-
Pollakschen Versuche. S.A.W.113. 814.
~ 961, P. E. Belas. Effect on sound
on water jets. N. 70. 238.

962. J. Violle et T. Vautier. Expé-
riences sur la propagation du son dans
un tuyan cylindrique de 3 métres de
diametre. A.C.P. (8) 6. 208.

968. R. Wachsmuth. Neuer Apparat
zur akustischen Bestimmung der Dichte
von Gasen und Démpfen. C.Z. 28. 896.

Siehe auch 581; 1466.

Saitensehwingungen.

964. W. B. Morton and T. B. Ving-
comb. On the vibrations of strings ex-
cited by plucking and by resonance.
P.M. (6) 8. 573.

965. H. Weber. Bemerkungen aus
der Theorie der partiellen Differential-
gleichungen. V.I.M.C. 3. 446.

Siehe auch 501.

Luftschwingungen.
Siehe 951.

l
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Klangfiguren.

966. K. Antolik. Uber Klangfiguren
%e?snnter Membranen und Glasplatten.

.N.P. 1903. 71.
Schallgeschwindigkeit.
967. T. C. Hebb. The velocity of

sound. P.R. 20. 89.

968. J. Sturm. Die Kirchhoffsche
Formel iiber Schallgeschwindigkeit in
Rshren. A.P.L. (4) 14. 822.

969. F. A. Schulze. Uber die Schall-

chwindigkeit in sehr engen Rohren.

.G. M. 1903. 59.

Singende Flammen.
Siche 959.

Musikalische Instrumente.
Siehe 956.

Architektonische Akustik.
Siehe 2656.

Physiologische Akustik.

970. E. W. Scripture. Uber das Stu-
dium der Sprachkurven. A.N.L. 4. 28.

Mathematische Musik.

971. G. Zambiasi. Un capitolo di
acustica musicale. N.C.P. (5) 9. 241.

972. R. C. Phillips. Mean tones,
equal tempered tones and the harmonic
tetrachords of Claudius Ptolemy. S.P.M.
48. No. 13.

978. L. Erményi. Petzvals Theorie
der Tonsysteme. Z.S. 51. 281.

974. K. v. Wesendonk. Uber die Ur-
sachen der Dissonanzen. N.R. 20. 301.

975. G. Enestrom. Der Briefweehsel
zwischen Leonhard Euler und Johann
Bernoulli. B.M. (3) 4. 344,

Geometrische Optik.

976, E. Study. Uber Hamiltons geo-
metrische Optik und deren Beziehung
zur Theorie der Beriihrungstransforma-
tionen. D.V.M. 14. 424.

977. P. Mori. Sulla riflessione e la
rifrazione luminosa. Applicazioni geo-
metriche. R.T.C. 16. 154.

978. J. J. Thaudin Chabot. Reflexion
und Refraktion mittels einer natiirlich
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gekriimmten Fliche zwecks Demonstra-
tion geometrisch-optischer Grunderschei-
nungen. P.Z. 5. 828.

979. G. de Sandre. Effetti di rifles-
sione e di rifrazione di luce nelle letture
di stadia. R.T.C. 17. 1; 18.

980. Qerloff. Stereoskopische Dar-
stellungen. P. 16. 1; 19.

981. V. Reina. Sulla definizione delle
inmagini fornite dai riflettori e dai re-
frattori. R.T.C. 16. 76.

982. K. Strehl. Uber eine angeblich
normale Fort%ﬂanzung des Lichtes im
Brennraum. P.Z. 6. 513.

988. W. Bennet. Notes on nonhomo-
centric pencils and the shadows pro-
duced by them. P.P.S.L. 19. 205; 213.

Siehe auch 3606; 8621; 3626; 8686; 8637,

Katoptrik.

984. F. Kihnemann. Totalreflexion
des Lichtes. Z.P. 18. 224.

985. E. und L. Mach. Versuche iiber
Totalreflexion und deren Anwendung.
S.A.W. 113. 1219.

986. R. A. Houston. Uber die Wir-
kung einer Oberflichenschicht bei Total-
reflexion. P.Z. 6. 208.

987. A. Alvarado. Los espejos planos
pueden dar imégenes reales? R.C.L. 17,
235.

988. E. Jahnke. Elementare Her-
leitung der Formeln fiir die Reflexion
und Brechung des Lichtes an der Grenze
durchsichtiger isotroper Korper. A.Gr.
(3) 1. 278.

989. K. Prytz. Mikroskopische Be-
stimmung der Lage einer spiegelnden
Flache. A.P.L. (4) 16. 785.

990. M. de Monicheuil. Séparation
analytique d'un systéme de rayons in-
cidents et réfléchis. S.M. 81. 283; 82.
1562.

991. A. Emch. The theory of optical
squares. M.M.F. 11. 88.

992, W. J. Hussey. The longitudinal
aberration of a parabolic mirror. P.A.
S.F. 14. 179.

998. F. Biske. Korrektionsspiegel zu
parabolischen Reflektoren. Z.S. 52. 191.

994, L. Matthiessen. Mathematische
Theorie der Spiegelung in abwickelbaren
Flachen. Z.8. 52. 138.

9956. V. Kommerell. Eine optische
Eigenschaft des Paraboloids. M.B. (2)
6. 79.

996. C. K. Edmunds. The reflecting
power of selenium as determined by a
spectrophotometer. P.R. 18. 885.

997. C. Scotts. Su la risonanza clettrica.
N.C.P. (5) 7. 834.

Siehe auch 852; 859; 872; 946; 1067;
1094; 1106; 2511.

Dioptrik.

998. C. de Ward. Descartes en de
brekingswet. N.A.W. (2) 7. 64.

999. W. Grimm. Eine energetische
Darstellung des Brechungsquotienten.
A N.L. 4. 226.

1000. L. V. Dyrysdale. On the cur-
vature method of teaching optics. P.M.
(6) 9. 467.

1001. A. Danckwortt. Ableitung eines
Satzes iber die Lichtbrechung. Z.P.
17. 308.

1002, A. Schuller. Uber die richtige
Unterscheidung der kollektiven und dis-
pansiven optischen Systeme. B.M.N.
17. 88.

1003. C. Maltézos. L'équation dum
prisme optique. E.M. 5. 454.

1004. K. F. Muirhead. Minimum
deviation through a prism. P.E.M.8.
22. 76.

1006. T. L. Benneit. Minimum de-
viation through a prism. P.M. (6) 6.
697.

1006. E. Gatti. Proprieta dei seg-
menti ad una base di uno cilindro re
rifrangente. A.A.T. 39. 889.

1007. E. Gatti. Particolaritd della
rifrazione dovuta ad una corona cilin-
drica retta. A.A.T. 40. 782.

1008, A. Schell. Die Bestimmung der
optischen Konstanten eines zentrierten
sphiirischen Systems mit dem Prizisions-
fokometer. S.A.W. 112. 1057.

1009, H. Pellat. Formation des images
par les réseaux. J.P. (4) 8. 611.

1010. 8. Trozewitsch. Uber das apla-
natische System. Z.S. 51. 100.

Siehe auch 858; 988; 1944; 3639; 3642.

Linsen.

1011, F. Meisel. Uber die dbliche
Erklirung der Brennweite einer Linse.
Z.H. 86. 102.

1012, G. A. Hill. A wmethod of ob-
taining the focal point of a less of long
focus. P.A. 11. 879,

1018. S. D. Chalmers. The theory
of symmetrical optical objectives. P.R.
8.L. 72. 267; 74, 396.

1014, G. J. Barch. Some uses of
cylindrical lens-systems, including ro-
tation of images. P.R.S.L. 78. 281.
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1015. A. Kerber. Systematische Be-
rechn sphiirischer korrigierter Ana-
stigmatlingen. D.M. 12. 171,

1016. D. Kerber. Bequeme Formeln
zur Brechung von Anastigmatlinsen.
D.M. 12. 181.

1017. W. Pscheidl. Neue Berechnung
einer aplanatischen Brenn- und Be-
leuchtungslinse. P.Z. 6.511. — J. Petrs
682.

1018, E. Berger. Uber das bei meiner
binokularen Lupe verwendete Linsen-
system. D.M.Z. 1906. 156.

Siehe auch 3638.

Brennlinien.

1019. J. J. Deschamps. Caustiques
et anticaustiques. S.P. (9) 5. 275.

Physikalische Optik.

1020. M. Laue. Uber die Fortpflan-
zung der Strahlung in dispergierenden

und absorbierenden Medien. N.G.G.
1904. 480.
1021, J. Boussinesq. Construction

dans un milieu opaque homogdne des
rayons lumineux qui y pénétrent par
une face plane. C.R. 140. 825.
1022. A. B. Porter. Doppler’s prin-
ciple and light-leats. 8. (2) 21. 814.
1028. A. Americo. Nuove ricerche

sulla legge di Draper. N.C.P. (5) 8.
818.
1024. P. Drude. Zur Theorie des

Lichtes fiir aktive Kérper. N.G.G.1904.1.
1025. L. Houllevigne. Propriétés op-
tiques du fer ionopfa.stiqne. C.R. 140.
1093.
Siehe auch 8640.

Lichtwellen.

1026. J.S. S. Cooper. An experiment
bearing on the wave theory of light.
T.N.Z.1. 36. 487.

1027. H. Lehmann. Superposition
stehender Lichtwellen verschiedener
Schwingungsdauer. P.Z. 6. 553.

1028. T. H. Havelock. Wave fronts
considered as the characteristics of
partial differential equations. P.L.M.S.
(2) 2. 207.

1029. G.J. Stoney. Flat-wavelet reso-
lution. P.M. (6) 9. 577.

1080. F. Ehrenhaft. Uber optische
Resonanz. P.Z.5.387. — F. Pockels 460.

Siehe auch 857; 1086.

|

111

Lichtdruck.
1081. .J. H. Poynting. Radiation
pressure. P.M. (6) 9. 893; P.P.S.L. 19.
476.

1082. 7. H. Havelock. The pressure
of radiation on a dear glass vane. N.72.
269.

1088. G. F. Hall. The elimination
of action in experiments on light pres-
sure. T.R. 20. 292.

Siehe auch 1400; 1401; 1948; 1949; 2567.

Dispersion.

1084, V. de Souza- Branddo. Uber
eine Dispersionsformel der Doppel-
brechung im Quarz und deren Verwen-
dung beim Babinetschen Kompensator.
C.F.M. 1905. 23.

1085. H. Nagaoka. Dispersion of
light due to electron-atoms. P.T.M. 2.
280.

1086. J. Larmor. On the dynamical
significance of Kundt's law of selective
dispersion in connexion with the trans-
misgsion of the energy of trains of
dispersive waves. P.C.P.S. 18. 21.

1087. M. Planck. Normale und ano-
male Dispersion in nichtleitenden Metal-
len von variabler Dichte. S.A.B. 1905.
382.

1088. R. W. Wood. A quantitative
determination of the anomalous disper-
sion of sodium vapour in the visible
and ultraviolet regions. P.A.Bo. 40. 365.

1089. R. W. Wood Eine quantitative
Bestimmung der anomalen Dispersion
des Na-dampfes im sichtbaren und ultra-
violetten Spektralgebiet. P.Z. 5. 751.

1040. F. Ehrenhaft. Die diffuse Zer-
streuung des Lichtes an kleinen Kugeln.
A.A.W, 1905. 213.

Siehe auch 1911; 1988; 1940; 1941 ; 2281;
8610.

Farben.

1041. V. Griinberg. Farbengleichung
mit Zuhilfenahme der 8 Grundempfin-
dungen im Young-Helmholtzschen Far-
bensystem. S.A.W. 118. 627.

1042. J. C. M. Garnett. Colours in
metal glasses and in metallic films.
P.R.S.L. 78. 443. T.R.S.L. 208. 385.

1048. F. Kirchner und R. Zsigmondy.
Uber die Ursachen der Farbeninderungen
von Gold-QGelatinepriiparaten. A.P.L.
(4) 16. 578.

1044. F. Monpillard. Méthode pour
établir des écrans colorés destinés a
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isoler certains groupes de radiations
spéciales. C.R. 141. 81.

Siehe auch 1178; 1179.

Spektrum.

1046. T. H. Havelock. On the con-
tinuous spectrum. P.C.P.8. 12. 175.

10468, P. G. Nutting. On the tran-
sition from primary to secondary spectra.
A.J.C. 20. 131.

1047. H. N gaoka. A dynamical system

illustrating the spectrum lines. N. 70.

124. — G. A. Schott 176.

1048, 0. M. Corbino. Sull’ osser-
vazione spettroscopica della luce di
intensitd periodicamente variabile. R.A.
L.R. (6) 14A. 332.

1049, H. Nagaoka. On a dynamical
system illustrating the spectrum lines
and the phenomene of radioactivity.
N. 69. 392. — G. A. Schott 437.

1050. J. Rheinberg. The influence
of images of gratings on phase diffe-
rences amongst their spectra. J.R.M.S.
1905. No. 2.

1061. K. Angstrom. Energie dans le
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Vorlesungen iiber die Vektorenrechnung.

llt Anwendungen auf Geometrie, Mechanik und mathematische Physik.
Vou Dr. E. Jahnke, '

. Professor an der Konigl. Bergakademie zu Berlin.
Mit 82 Figuren im Text [XII u. 285 S.] gr. 8. 1906. In Leinwand geb. n. 4 5.60.

Die Vorlesungen sollen dem Techniker wie dem Physiker eine leichte Ein-
fihrung in die Vektormethoden bieten, wobei auf eine Einsicht in den Zusammenhang
der Begriife und Definitionen Wert gelegt wird. Die vielseitige Verwendbarkeit des
Vektorbegriffs, wie er von GraBmann. geschaffen worden ist, und der vektoriellen
Differentialoperatoren wird an der Hand eines reichen Ubungsmaterials sowie in
YVerbindung mit zahlreichen Anwendungen auf die Statik und Kinematik des starren
Korpers, auf Probleme der Graphostatik, der Elastizitiit, der Optik und insbesondere
der Elektrizitit erliutert.

Auch dem Mathematiker will das Buch Neues bieten. Die neuere Dreiecks-
und Tetraedergeometrie findet ausgedehnte Berficksichtigung. Unter den Tetraeder-
konfigurationen werden vor allem die Konfigurationen der Mdbiusschen und der
vierfach hyperboloid gelegenen Tetraeder erdrtert, welche zur Theorie der hyper-
elliptischen Thetas in einem einfachen Zusammenhang stehen. Die kinématisch-
ﬁ:ometrische Erzeugung der ebenen Kurven, der Raumkurven und der Flichen bietet

nkbaren Stoff fiir vektorielle Behandlung. Die geometrische GrdBe zweiter Stufe wird
— in weiterem Verfolg eines zuerst von Herrn F. Klein elegten Gedankenganges —
einmal in ihrer Bedeutung fir die Statik und Kinematik des starren Kdrpers, sodann
als Bindeglied zwischen der Mechanik des starren Kdrpers einerseite und dem Staudt-
schen anlnystem und dem Plidckerschen Linienkomplex andrerseits untersucht.

Analytische Geometrie —~
des Punktes, der geraden Linie und der Ebene.

Ein Handbuch zu den Vorlesungen und Ubungen fiber analytische Geometrie.
Von Dr. Otto Staude,

. Professor an der Universitit Rostock.
Mit 887 Figuren im Text. [VIII u. 447 8.] gr. 8. 1905. In Leinwand geb. n. /4 14.—

Das Buch soll in erster Linie ein Lehrbuch sein, das nicht nnr als eine Ein-
leitung in die analytische Geometrie der Ebene und des Raumes, sondern auch als
ein Handbuch zum Gebrauche neben den akademischen Vorlesungen iiber dieses Ge-
biet dient. Daher leﬁ es Gewicht auf die ausfithrliche Fassung der Definitionen
und Lebrstitze, die vo dige Aufstellung hiufig gebrauchter Formelgruppen, die
Vergleichung analoger Entwicklungen aunseinaunderliegender Kapitel. — Der Inhalt des
Buaches ist 1n systematischer Stufenfolge angeordunet, dabei aber der Charakter der
Monographie bis in die kleinsten Abschnitte durchgefilhrt, die unter besonderer-
Oberschrift jedesmal einen bestimmten Gegenstand behandeln, Diese Anordnung soll
es dem Leser ermdglichen, die einzelnen Artikel auch aus dem Zusammenhange heraus
su benutzen. Dem gleichen Zwecke dienen die- zahlreichen einfachen Figuren, die,
meist nur fiir einen Artikel bestimmt, die schnelle Orientierung iiber dessen Inhalt
und iiber die benutzten Bezeichnungen unterstiitzen sollen. Neben dem Text enthalt
das Buch in der Form von Anmerkungen eine Einfilhrung in die Quellen-
schriften, wobei zugleich auf die neueren historischen Werke und die Encyklopidie
vielfach verwiesen werden kommte. ‘Auch suf die bereits erschienenen Binde der
Teubnerschen Sammlung ist, wo anglingig, Bezug genommen. Besondere Vorkennt-
nisse setzt das Buch nicht voraus. Die benutzten Siatze liber Determinanten und
lineare Gleichungen sind in gedringter Ubersicht und dem Gebrauche angepaBt in
zwei besonderen Anmerkungen beigegeben.
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’

Uber die Nebenspannungen
gewisser hochgradig statisch unbestimmter Fachwerke.
Von K. WIEGHARDT in Aachen.

(Mit 4 Tafeln.)
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Von den mancherlei Nebenspannungen, die in Fachwerken auftreten
konnen, werden im folgenden nur diejenigen betrachtet, welche ihren
Ursprung der sogenannten Steifigkeit der Knoten verdanken, also dem
Umstande, daB die Stibe an den Knotenpunkten nicht durch reibungs-
lose Scharniere verbunden, sondern fest miteinander vernietet sind. Der
erforderliche mathematische Ansatz rithrt bekanntlich von Manderla
her') und ist seitdem vielfach Gegenstand weiterer Verarbeitung ge-

1) H. Manderla. Die Berechnung der Sekundirspannungen, welche im
einfachen Fachwerk infolge starrer Knotenverbindungen auftreten. Allgemeine
Bauzeitung. Wien 1880. S.34ff.

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 53. Band. 1906. 2. Heft. 8
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wesen, welche meistens den Zweck hatte, die Aufldsung desjenigen
Systemes linearer Gleichungen — auf welche nach Manderla im
letzten Grunde die Losung der gestellten Aufgabe hinausldauft —
irgendwie zu vereinfachen. Ganz interessant ist in dieser Hinsicht ein
schon von Manderla angegebenes und seitdem in der Literatur héufiger
wiederkehrendes Niaherungsverfahren wegen seiner ungemeinen Ein-
fachheit. Zu jedem Knotenpunkte gehort némlich eine der oben er-
wihnten linearen (leichungen; das erwihnte Verfahren — wir wollen
es kiinftig das ibliche Niherungsverfahren nennen — besteht nun darin,
daB man bei der Bildung einer jeden solchen Gleichung immer nur
den sugehorigen Knotenpunkt als steif, alle anderen aber als gelenkig
ansieht. Man erreicht damit, daB jede Gleichung von vornherein nur
eine einzige Unbekannte enthilt, sodaB man also ohne weitere Rechnung
die Werte aller Unbekannten angeben kann, natiirlich im allgemeinen
nur mit einer gewissen ersten Niherung.

Wie dem auch sei, jedenfalls ist es eine unter allen Umsténden
notwendige Voraussetzung fiir die Losung der Nebenspannungsaufgabe,
daB man die betreffende Grundspannungsverteilung kennt, wie sie bei
Vorhandensein reibungsloser Scharniere in den Knotenpunkten herrschen
wiirde. Deshalb vermag man iiber die Nebenspannungen hochgradig,
d. h. etwa hundert- und mehrfach statisch unbestimmter Fachwerke im
allgemeinen nichts auszusagen. Es gibt aber besondere Klassen dieser
Fachwerke, die durch eine regelmiBige Struktur ausgezeichnet sind
und deren Grundspannungen aus diesem Grunde bei gewissen Be-
lastungen einer Berechnung durchaus zuginglich werden, wie dies in
meiner Habilitationsschrift') des niéheren ausgefiihrt ist. Auf eine
dieser Klassen von Fachwerken beziehen sich denn auch die vorliegenden
Untersuchungen.

Das Problem der Grundspannungen sowohl wie das der Neben-
spannungen tritt dabei zuniichst in der Form einer Randwertaufgabe
fiir eine Differenzengleichung auf, also in einer Form, die von vornherein
nur wenig Aussicht auf erfolgreiche Behandlung bietet. Indessen,
konnte ich in meiner Habilitationsschrift zeigen, daB die Randwert-
aufgabe fiir die Grundspannungen in den wichtigsten Belastungsfillen
sich sehr glatt erledigen 1dBt, so enthilt die vorliegende Abhandlung
den Nachweis, daB ganz Entsprechendes fir die Randwertaufgabe der
Nebenspannungen zutrifft; ihre Losung gestaltet sich sehr einfach, falls

1) K. Wieghardt. Uber einen Grenzibergang der Elastizititslehre und
seine Anwendung auf die Statik hochgradig statisch unbestimmter Fachwerke
Verhandl. d. Ver. zur Beférd. d. GewerbefleiBes (im Druck).
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man von gewissen kleinen Unstimmigkeiten am Rande des Fachwerkes
absieht. Es besteht noch eine weitere Verwandtschaft zwischen beiden
Abhandlungen: Hier wie dort hingt alles an einem Begriff, ndmlich
dem Begriffe der Airyschen Spannungsfunktion. Ich mdchte aber
ausdriicklich erwdhnen, daB die Kenntmis jener Abhandlung fiir das
Verstindnis der vorliegenden keine notwendige Voraussetzung ist.

Vergleicht man nun die angestellte Untersuchung mit der Literatur,
so hat man die Uberraschung, daB sie zum Teil einfach eine Anwendung
des iiblichen Niherungsverfahrens bedeutet, sodaB das Hauptergebnis
der vorliegenden Abhandlung etwa so zu kennzeichnen ist: In den von
uns betrachteten Fillen filhrt das idbliche Ndherungsverfahren seinen
Namen zu Unrecht; es ist ein gemaues Verfahren, denn es 16st das er-
wahnte System linearer (leichungen vollig genau auf, mit alleiniger
Ausnahme der Gleichungen fiir die Randknotenpunkte. In anderen
Fillen als den betrachteten aber liefert unsere Untersuchung ein gewisses
MaB fiir die GrioBe des Fehlers, den man dabei mit der Anwendung
des iblichen Naherungsverfahrens begeht.

DaB die erwiihnten Unstimmigkeiten am Rande unser Ergebnis
nur unwesentlich beeinflussen, bedarf einer nidheren Untersuchung,
welcher ein eigener Abschnitt gewidmet ist. Mathematisch handelt es
sich dabei wesentlich um die Anwendung bekannter Sitze tiber ge-
wohnliche lineare Differenzengleichungen.

Die im zweiten Teile der Abhandlung auf Grund obigen Ergeb-
nisses angestellten wirklichen Berechnungen von Nebenspannungen
(Taf. I bis IV) konnen ein unmittelbar praktisches Interesse wohl nicht
beanspruchen, und zwar vielleicht weniger deshalb, weil die in Wirk-
lichkeit ausgefiihrten hochgradig statisch unbestimmten Fachwerke von
den hier behandelten abweichen, als deshalb, weil neuerdings tiberhaupt
solche Fachwerke nicht mehr konstruiert werden. Den Fachwerk-
theoretiker wird es aber immerhin interessieren, daB man in einigen,
zwar speziellen, aber nicht trivialen Fillen einen vollstindigen Einblick
in die Wirkungsweise eines hochgradig statisch unbestimmten und
gleichzeitig fest vernieteten Fachwerkes gewinnen kann, was im all-
gemeinen wegen der ungemeinen rechnerischen Schwierigkeiten als aus-
geschlossen gelten kann.

Als allgemeines Ergebnis der numerischen Rechnungen kann zum
Schlusse bezeichnet werden, daB das Spannungsbild unserer Fach-
werke durch Beriicksichtigung der Knotensteifigkeit wesentlich be-
einfluBt wird.

8.
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I. Manderlascher Ansatz fiir Nebemspannungen, iibliches N&iherungs-
verfahren und Airysche Spannungsfunktionen fiir elastisch-isotrope
Fachwerke.

1. Kurzer Abriff des Manderlaschen Ansalzes fiir Nebenspannungen.
— In seiner einfachsten Gestalt und damit so, wie er allein fiir unsere
Rechnungen in Betracht kommen kann, 1iBt sich der Manderlasche
Ansatz fir Nebenspannungen in Fachwerken kurz etwa so darstellen:
a) Bei alleiniger Berticksichtigung der Grundspannungen des Pro-
blems erfahren infolge der Stabverlingerungen alle Knotenpunkte ge-
wisse Verriickungen. Man nimmt an, daB diese Knotenpunktverriickungen
genau dieselben sind, wenn die Stibe in den Knotenpunkten nicht
gelenkig verbunden, sondern fest miteinander vernietet sind.
b) Wenn die Wirkung der
‘ Vernietung annihernd so aufzufassen
_Y: ist, daAB sie in den Knotenpunkten
| eine Anderung der gegenseitigen
— L= _—_._,J\EL—\——;‘;.—/}- X Winkel, untergdenen dort die Stlgbe
5o zusammenstoBen, unter allen Um-
stinden verhindert, so folgt hieraus
in Verbindung mit der Annahme
| 2 unter a) unmittelbar, daB bei fester
I Vernietung die Stébe im allgemeinen
nicht geradlinig bleiben konnen,
I sondern sich S-formig oder C-formig
(Fig. 1) verbiegen werden.
¢) Eben diese Verbiegung der
Stibe gibt Anla8 zu den Neben-
[ spannungen, welche somit als Bie-
* — P— gungsspannungen aufzufassen sind.
d) Ist an irgend einer Stelle
z das an dem Stiicke links von z
wirkende, im Uhrzeigersinne positiv
gerechnete Biegungsmoment gleich M. und herrschen speziell an den
beiden Stabenden die Biegungsmomente M, und M;, so ist zunichst
klar, daB vermdge dieser Biegungsmomente auf die beiden Knoten 1
und 2 im Uhrzeigersinne positiv gerechnete Drehmomente M, und M,
so iibertragen werden, daB:

M =M ud M=-—M

ist. Damit nun der einzelne Knofen im endgiiltigen Zustande des
Fachwerkes gegen Drehung im Gleichgewichte ist, miissen sich die an

Fig. 1.
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ihm angreifenden Drehmomente gegenseitig aufheben; wir bekommen
also flir jeden Knotenpunkt eine Gleichung, die Knotenpunktgleichung,
von der Form:

(1) ZM=0.

) Durch Einfihrung der Knotendrehwinkel @ als derjenigen Winkel,
um den sich ein Knoten im Uhrzeigersinne dreht, wenn an dem vorher
unbelasteten Fachwerke die betrachtete Belastung angebracht wird
(vergl. Fig. 2), wird die Zahl der Unbekannten in den Knotenpunkt-
gleichungen auf die Zahl dieser Gleichungen zuriickgefiihrt. Der zu
diesem Zwecke herzustellende Zusammenhang zwischen den Knoten-
drehwinkeln ¢ und den Drehmomenten M ergibt sich — falls das
Grundspannungsproblem bereits gelost ist — durch Beriicksichtigung
der (leichung des verbogenen Stabes:
©) EJ-h—-— M,

(wo E der Elastizititsmodul des Stabmateriales, J das-in Betracht
kommende Trigheitsmoment des Stabquerschnittes @ ist) wenn wir
uns statisch tiberlegen, wie das Biegungsmoment M; mit der Grund-
spannung S (als Zugspannung positiv gerechnet) unseres Stabes zu-
sammenhiingt. Man stellt sich das Kriftespiel im Fachwerke so vor,
daB die Grundspannkraft SQ exzentrisch, wie Fig. 1 zeigt, an dem
Stabe angreift!), dadurch einerseits in dem Stabe die Grundspannung S
erzeugt, anderseits an jeder Stelle 2 ein Biegungsmoment M, entstehen
laBt. Von diesem Biegungsmomente ist dann klar, daB es eine lineare
Funktion von z ist, vermehrt um das Qlied — S@-y. Dieses letzte
Glied wird unter der Voraussetzung, daB die Durchbiegung y des Stabes
nur klein ist, gegen die iibrigen Glieder vernachlissigt; man bekommt
so als Integral von (2) das Polynom dritten Grades (kubische Parabel)

Y =c + .z + 62* + ¢2°,

mit den noch nidher zu bestimmenden Konstanten c,c,csc,.

Nun gilt das Grundspannungsproblem als gelost; man kennt also
nach der Annahme unter a) simtliche Knotenpunktverrtickungen und
damit auch simtliche Stabdrehwinkel ®, ndmlich diejenigen Winkel, um
welche sich bei Vorhandensein reibungsloser Scharniere der einzelne
Stab bei Anbringen der Belastung im Uhrzeigersinne drehen wiirde.
Man kann also die Tangenten der beiden kleinen Verdrehungen des

1) DaB in unserer Fig.1 die Krifte S¢ so symmetrisch liegen, ist natiirlich
speziell. Man vergleiche die allgemeineren Figuren 6 bis 11 der Manderlaschen
Abhandlung.
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verbogenen Stabes gegen die Verbindungsgerade seiner Knotenpunkte
in den Knotenpunkten durch die beiden unbekannten Knotendrehwinkel
@, und @, und den be
kannten  Stabdrehwinkel
@,y ausdriicken:

(%)1 =0y — @,

d
d
(Eg), =0 — @3-
g‘i Damit drticken sich aber

auch die 4 Konstanten ¢
durch @ und @ aus, wenn man noch bedenkt, daB fir 2 =0 und
2 =2¢ (¢ Linge des Stabes) y =0 werden muB; man hat dann die
vier Gleichungen aufzul6sen:
=0
¢, +ee+ et =0
6 =03 —
6 +26t+ 3 =0, —
und bekommt:

Ce=20 + @, — 3y, E=—0¢, —@,+ 20,.
Da nun nach Gleichung (2) V
M;=—2EJ (¢, + ¢;x)
ist, so ergeben sich die Drehmomente zu:

2EJ 2EJ
(3) M, =— T(2‘P1 + ¢; —3wy), My=— e (p1+ 29y — Bop,)-

Diese Gleichungen (3) reprisentieren den gesuchten Zusammenhang.
StoBen nun an einem Knotenpunkte » die Stdbe 1 bis # zZusammen,
die zu den Knotenpunkten 1 bis » hinfiihren mdgen, so gehen ver-
moge dieses Zusammenhanges unsere Knotenpunktgleichungen (1) in
die Gleichungen tiber:

J=n J=n
“4) 2n - g, +2‘P; = 32“’;;
j=1

=1

eine Anzahl linearer Gleichungen mit ebensoviel Unbekannten. Sind
daraus die Knotendrehwinkel ¢ ermittelt, so liefern die Gleichungen 3)
hinterher die Drehmomente M.

f) Aus diesen sind dsnn endlich noch die Nebenspannungen selbst
zu bestimmen. Rechnen wir (Fig. 3) eine Ordinate z senkrecht ZU°




Von K. WikgHARDT. 119

Mittellinie des Stabes, so ist die Biegungsspannung an der Stelle z, 2
gegeben durch:
—t¥s

An jedem Stabe interessiert aber wesentlich die grofte Nebenspannung;
man findet sie, wenn man erstens die groBte Nebenspannung iiber den
Querschnitt des Stabes nimmt,
némlich die Spannungen in den y: Fig. .
Aubersten Fasern: . I

, [

3 | ,

wo f die Breite des Stabes ist,
und dann denjenigen Querschnitt |
aufsucht, dem das groBte Bie-
gungsmoment M, zukommt. Dies ist aber stets einer der beiden Quer-
schnitte an den Stabenden, da ja M, eine lineare Funktion von z ist.
Man bekommt also als die griBte Nebenspannung eines Stabes (Gwax.)
den groBeren der beiden Ausdriicke:

M| B M| B
J e T e

mit dem positiven und dem negativen Vorzeichen, jenachdem man die
Spannung an der konvexen oder der konkaven Seite des Stabes im
Auge hat. Die gropte Gesamtspannung des Stabes ist dann der grdBere
der beiden Ausdriicke:

81+ 3-8 s+ g
mit dem positiven oder negativen Vorzeichen, jenachdem S ein Zug
oder ein Druck ist. —

Den so skizzierten Ansatz nennen wir kilnftig der Kiirze halber
nden Manderlaschen Ansatz“, obwohl bei Manderla selbst die Unter-
suchung sehr viel weiter gefiihrt ist.

2. Spezialisierung auf elastisch-1isotrope Fachwerke. — Wir be-
schriinken jetzt die Untersuchung auf diejenigen Fachwerke, deren
Nebenspannungen im folgenden wirklich berechnet werden sollen (Fig. 4).
Die Stabe sind durch Seiten gleichseitiger Dreiecke reprisentiert; ihre
Liénge sei ¢, ihre Breite §, ihr Elastizititsmodnl F, ihr Querschnitt Q,
dessen in Betracht kommendes Trigheitsmoment J. Wir nennen diese
Fachwerke ,elastisch - isotrope Fachwerke®, weil sie, wie in meiner
Habilitationsschrift ausgefithrt ist, mit der elastisch-isotropen Platte
eng verwandt sind. Denken wir uns nun einstweilen unser Fachwerk
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nach allen Richtungen hin unbegrenzt, so haben wir lauter ganz gleich-
artige Knotenpunkte, an denen immer sechs Stdbe zusammenstoBen.
Durch Einfihrung des schiefwinkligen £7-Koordinatensystems der Fig. 4
und entsprechender Eipfithrung ganzzahliger Indizes ¢ und % konnen
wir jeden Knotenpunkt in einfachster Weise charakterisieren. Das
System der Knotenpunkt-
gleichungen (4) nimmt dann
hier die spezielle Form an:

(5) 12q’i+1,k+1 + @ik

Fig. 4.

H.\/
F Pirsr t Pivs st Piiss
\' y T Qoo pir T Pivnhse
ikte =3 q)i+l,k+l,

wo wir die bequeme Ab-
kiirzung:

\/ @,, = Summe der Drehwin-
/NN N NN N AN kel @ dgr sechs vom Knoten-
e e e — punkte ¢, k auslaufenden
Stiibe

eingefithrt haben. Brechen wir nachher das Fachwerk im Endlichen
irgendwie ab, sodaB es einen Rand bekommt, so ist fir die Rand-
knotenpunkte natiirlich nicht die Gleichung (5), sondern die allgemeinere
Gleichung (4) gtltig.

3. Das iibliche Niherungsverfahren. — Die Knotenpunktgleichungen
(5) bezw. (4) sind auBerordentlich verwickelt, wie der bloBe Augen-
schein lehrt; ist das Fachwerk hochgradig statisch unbestimmt, sodaB
hundert und mehr Knotenpunkte vorhanden sind, so ist an ihre
numerische Auflésung auf Grund irgend eines Eliminationsverfahrens
im allgemeinen garnicht zu denken. Man wird sich daher nach einem
Niherungsverfahren umsehen miissen. Obwohl man nun auf eine
denkbar natiirliche Weise auf das im vorigen so genannte {ibliche
Néherungsverfahren gefiihrt wird, wenn man das System der Glei-
chungen (5) als eine Differenzengleichung mit den unabhingigen Ver-
anderlichen § und % (Koordinatensystem der Fig. 4) betrachtet, so soll
doch der vielseitigeren Beleuchtung wegen jenes Verfahren zunichst so
abgeleitet werden, wie es verschiedentlich in der Literatur geschieht.
Das Verfahren ist folgendes: Man nimmt an, daB fiir das Gleichgewicht
der Drehmomente an irgend einem Knotenpunkte vorwiegend die
Steifigkeit eben dieses Knotenpunktes maBgebend ist und nimmt dem-
nach bei der Bildung der betreffenden Knotenpunktgleichung die iibrigen
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Knotenpunkte als gelenkig an. Ist dann in Gleichung (8) 1 der steife,
2 der gelenkige Knotenpunkt, so haben wir statt (3):

M, =0, daraus: ¢y =30,—1¢,, demnach:
M, =— 2'?{ %[4’1 — o).

Hieraus resultiert dann in Verbindung mit (1) fiir unsere Knotenpunkte
mit sechs Stiben an Stelle der Gleichung (5) die folgende:
(6) 9 — 5P = 0.
Allgemeiner haben wir an Stelle der Gleichung (4) das Ergebnis:
Nack dem iiblichen Niherungsverfahren ist der einzelne Knotendrchwinkel
einfach das arithmetische Mittel aus den wvon ihm auslaufenden Stab-
drehwinkeln.

Diese Ableitung ist anschaulich, 1aBt aber keine Abschitzung des
begangenen Fehlers zu und ldBt insbesondere nicht erkennen, wodurch
die eventuell existierenden Fille charakterisiert sind, in denen das
Niherungsverfahren ein genaues Verfahren ist. Mit der im folgenden
Abschnitte gegebenen Ableitung verhdlt es sich umgekehrt; sie ist
zwar wenig anschaulich, liefert aber ein Kriterium fiir die Genauigkeit.

4. Bedingung fiir die Genauigheit des iiblichen Ndiherungsverfalrens.
— Unm die Gleichung (5) als Differenzengleichung in den unabhiingigen
Veréinderlichen £ und 7 schreiben zu konnen, fiilhren wir die in Be-
tracht kommenden Differenzen einer GroBe G, an der Stelle ik durch
folgendes (leichungsschema ein:

B L S e C Ay e
[ I
Gix 1: l | : [
LTI T T T T
A'lGik 1, l liw_¥___ li o \___ o _‘~ B
A5Gyl 1] —2 | 1 i |
i —- e —
il I e et O R SN B N
456y 1 [ ' | R l ]
d9,Gyl—1] 2| 1 I -1 —3 i b1
— — S
AE:,’G:‘E _11 1 | 8 | | —2 | —1 i 1

welches 8o zu lesen ist, daB beispielsweise die zweimal nach § ge-
nommene Differenz der GroBe G gleich

45" Gik = Gu - 2G¢+l,k + G-’+2,k
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ist. Denken wir uns nun hier alle GroBen:
Gy Gipaay Giigy ---
umgekehrt durch die GroBen:
Gy 4Gy, 4Gy ..

ausgedriickt, so bekommen wir ein neues Gleichungsschema; dieses
leitet sich aus dem obigen bekanntlich in einfacher Weise dadurch ab,
daB man alle Minuszeichen durch Pluszeichen ersetzt und dann

G und 4 & 'I' G‘ k

t+m,k+n
gegenseitig vertauscht, soda man beispielsweise bekommt:
G'+2,k =G, + 2AEGik + AE’Gu-

k]

Man fihre nun vermdge dieses Schemas in der @leichung (5) alle
GroBen @, . 14nr Pism isn 80f @y, @, und deren Differenzen zuriick,

13

80 erhilt man folgende Differenzengleichung:
() 18(gi—5Pu) + 184&(‘1’:& — P + 184.,(9’(& — D)
+ (2451 + 1645.1 + 24,[: + AE"I + AED]')(p‘k_— 3AEq¢ik = O.

Hier ist nun der eigentliche Witz des iiblichen Niéherungsverfahrens
deutlich za erkennen; er besteht in der Tatsache, da mit Einfiihrung
der Annahme (6) nicht nur das erste, differenzlose Glied in Gleichung (7)
verschwindet, sondern auch die beiden folgenden Glieder, welche erste
Differenzen enthalten. Die #ibrigen Glieder mit den zweiten und dritten
Differenzen aber bilden ein MaB fiir den Fehler, den man beim #iblichen
Naherungsverfahren begeht. Sucht man nun weiter das Kriterium
dafiir, daB bei einer gegebemen Grundspannungsverteilung, also ge-
gebenem @, das Niherungsverfahren ein genaues Verfahrem wird, so
hat man mit der Annahme (6) und den daraus durch Differenzbildung
folgenden:
dppp = §dp Py, 4y, Pp= %45.,(”.1- -+« UBW.

in die Gleichung (7) hineinzugehen und kommt so zu dem Ergebnis:
Soll das tibliche Ndherungsverfahren ein genaues Verfahren seim, so mup
die Summe der Stabdrehwinkel am einzelnen Knotenpunkte, die Funktion
D,,, der Differenzengleichung:

® (dp = Aoy + B+ g, + 32, )@ =0
geniigen.

5. Zusammenhang mit der Airyschen Spannungsfunktion. — In
meiner Habilitationsschrift ist gezeigt, wie man die Grundspannungen
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eines gemiigend engmaschigen elastisch-isotropen Fachwerkes in jedem
Falle dureh eine Asrysche Spamnungsfunktion mehr oder weniger an-
gendhert, wie folgt, darstellen kann:

Bezeichnen wir unter Zugrundelegung eines rechtwinkligen Koor-
dinatensystems (Fig. 5) mit S(zy) eine Spannung in demjenigen parallel
zar X-Achse laufenden Stabe, dessen linker Endpunkt die Koordinaten
z, y hat, ferner mit T'(zy) Fig.5.
eine Spannung in dem vom |
Punkte (xry) nach rechts oben ¥ |
ansteigenden Stabe, mit V(zy) |
endlich eine Spannung in dem- |

|
|
|
|

jenigen Stabe, der die beiden

vorigen zu einem gleich-

seitigen Dreieck ergiinzt, so

ist klar, daB man den Grund-

spannungszustand eines elas- /l\

tisch -isotropen Fachwerkes

vollstindig kennt, wenn man __ - X

die drei GroBen S, T, V als | -

Funktionen von 2 und y kennt.
Es sei nun F(z, y) eine Funktion, welche in unserem rechtwink-

ligen System der Differentialgleichung:

oF PF | B
VVE =51 + 2 gmpyi T oy =

0

geniigt. Alsdann gewinnt man die — im allgemeinen nur angendhert
richtige — Darstellung einer mdglichen Grundspannungsverteilung in
einem elastisch-isotropen Fachwerke, wenn man aus F(zy) die Funktionen
S, T, V nach folgendem Schema bestimmit:

C-S@y)=F(z+75, y+e) +F(z+ 5, y—e) —F(z+e y)— Flay)
(9) C-T@y)=F(a+ey)+Fle—is y+0)—F(a+ 3, y+e) —F(ay)
C-V(ey)=F(o+ T v+e)—F(+s, Y —F(a+ 5, y+e) + Flay),

wo C eine willkiirliche Konstante und ¢ eine Abkiirzung fiir 1)/3 - ¢
bedeutet.

Ist iiberdies F' ein Polynom vom nicht hoherem als dem fiinften
Grade, so ist diese Darstellung nicht angenihert richtig, sondern genau
richtig.

Dabei hat man sich zundchst das Fachwerk als nach allen Seiten
unbegrenzt zu denken. Hinterher filhrt man die gewollte Begrenzung



124 Uber die Nebenspannungen gewisser hochgradig statisch unbest. Fachwerke.

ein, indem man alle fiberfliissigen Stibe entfernt. Um dabei das
Gleichgewicht des Fachwerks nirgends za storen, muB man dann die
Spannungen in denjenigen fortgenommenen Stiben, welche einen Rand-
knotenpunkt enthalten, durch entsprechende #uBere Krifte ersetzen,
deren Gesamtheit dann diejenige Belastung vorstellt, welche in unserem
begrenzten Fachwerke die Grandspannungsverteilung (9) hervorruft.
Diese Satze, beziiglich deren Nachweises ich auf meine Habilitations-
schrift verweisen muB, betrachten wir im folgenden als Tatsachen.

Kann man nun so den Grundspannungszustand eines elastisch-
isotropen Fachwerkes durch eine einzige Funktion F(ry) beschreiben,
so natiirlich auch die damit gegebenen Stabdrehwinkel und insbesondere
deren Summen am einzelnen Knotenpunkte, ®@,,. Vermdge dieses Zu-
sammenhanges geht die Bedingungsgleichung (8) fiir die Genauigkeit
des iiblichen Naberungsverfahrens in eine Bedingungsgleichung flir
die Funktion F iiber. Die Frage nach ihrer Gestalt wollen wir so
prazisieren: Das Grundspannungsproblem eines elastisch-isotropen Fach-
werkes set von der Art, daf es durch ein Polynom F(zy) von nicht
hoherem als dem fiinften Grade als Spannungsfunktion in der durch
Gleichung (9) gegebenen Weise gelost wird. Welche weitere Bedingung
muf das Polynom F(xy) erfiillen, damit das iibliche Ndherungsverfahren
ein genaues Verfahren wird? Wir werden sehen, daB F' eine weitere
Bedingung {iberhaupt nicht zu erfiillen braucht.

Um dies zau beweisen, beziehen wir zunichst alles auf unser schief-
winkliges Koordinatensystem von Fig. 4 mit Hilfe der Umformungs-
gleichungen:

z=k+im, y=4V3.m; k—a— n=12,—-§-
Unser Polynom F(zy) gehe dabei in das Polynom P(§7) iiber, welches
natiirlich keinen hoheren Grad als F hat; die Differentialgleichung

Fig. 6. V<V F =0 geht in eine andere iiber, beilinfig in
folgende:
o‘'P ¢'P
(10) cE 235’011 +35E "E’an 656'1’ + a'1 =0

Unsere Aufgabe ist, die Funktion &,, oder besser
ihre in der Differenzengleichung (8) vorkommenden
Differenzen durch Differenzen unseres Polynoms P
auszudriicken.

Erteilen wir voriibergehend den Stiben, die um den Knotenpunkt
¢+ 1, k 4+ 1 herumliegen, die Indizes 1 bis 12 (Fig. 6) und sind:

9,9,...9,
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die kleinen elastischen Dehnungen, die diese Stidbe bei unserer Grund-
spannungsverteilung erfabhren, sind entsprechend:

0,00, ... O
die zugehorigen Stabdrehwinkel, ist also:
D,y 1,141 == 0+ 0y + @y + 0 + 05 + 0,

so ist es zundchst Sache einer kleinen elementaren Rechnung, die
Richtigkeit folgender Rekursionsgleichungen nachzuweisen, wobei wir
uns der Abkiirzung: P

T
bedient haben:
0y = 0y,
0=, —85 —5+ 2,
03 = 03 — 53 — 83 + 235,
(11) 0, = 0y — 53— 5, + 28,
0y =0, — 5, — 5; + 28,
W = @5 — S5 — S5 + 28,3

0y = @y — 83 — Sz + 2s,.

Hieraus folgen dann die Gleichungen:
D;y1, 441 =60, —bs; — 95, — Tsy — Bs, — B85 — 55 + 10s; +
+ 8s5 + 6sy + 45,y + 25,
(12){und:
0, — 0, =—38 — 28, — 28, — 8, + 2(8; + 85 + %),
0y — @y =— 8 — 285 + 2(s; + S5) -

Die erste Gleichung (12) wollen wir noch einmal hinschreiben, aber in
einer mehr graphischen Gestalt, nimlich als Fig. 7. Diese Figur ist
aufzufassen als die algebraische Summe Pig. 1.
aller derjenigen Produkte, welche man be-
kommt, wenn man jede an einem Stabe
stehende Zahl mit der zu diesem Stabe

" L - $=60,+
gehorigen GroBe s multipliziert; die Figur v qes
reprasentiert dann in der Tat die erste
Rleichung (12). Der Zweck dieser Art Dar-
stellung ist der, die folgenden Untersuchungen iibersichtlich zu gestalten.

Bilden wir uns die ersten Differenzen von &, , ,,,, nimlich die

GroBen:

Ae ¢i+l,k+l = ¢6+2,k+1 - ¢t+l,k+l)

Aq¢l+l,l'+1 = ¢i+1,k+2 - ‘Di+1,k+u
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und machen sie mit Hilfe der zweiten und dritten Gleichung (12) von
den ® frei, so bekommen wir folgende ,Figurengleichungen®, die nach
obiger Erklirung nicht mehr miBzuverstehen sind, wobei nur noch zu
bemerken ist, daB die Figuren sich noch nicht unmittelbar so ergeben,

Fig. 8. /V'07\

z -7 4 ;
-J’ 7 7 =3 _1 -4
4 zx-é @w
§ lw.m—f X uflwro

sondern erst dann, wenn man in den zunichst entstehenden Figuren wieder-
holt die fiir jedes Stabgebilde nach Art von Fig. 6 und 7 giikige Gleichung:

al+&i+88+04+a5+96=07+08+89+010+811+&lﬂ7

bez. die Figurengleichung Fig. 9 berticksichtigt. Diese Gleichung ist
der Ausdruck der Tatsache, daB unsere Grundspannungsverteilung das
Hookesche Elastizititsgesetz:
Fig. 9.

-1 S=E-9%

erfilllt; diese Tatsache wiederum steht in einem ur-
sichlichen Zusammenhange zu dem Bestehen der Diffe-
rentialgleichung (10) fiir unser Polynom P(§%). Fiir
Leser, die meine Habilitationsschrift nicht kennen, muB
dies ausdriicklich betont werden, da es sonst scheinen konnte, als wiirde
die Voraussetzung, daB P der Differentialgleichung (10) geniigt, garnicht
benutzt.

An Stelle der Dehnungen & oder der GroBen s wollen wir jetzt
in unsere Figurengleichungen die Werte P,, unseres Polynoms P({%)

9 Fig. 10.

/\/\/\/

£¢:;i§7<§/ wndd aj%é%}g>
/

\VaVA

-2—=2 -2

in den Knofenpunkten des Fachwerkes vermdge des durch die Glei-
chung (9) gegebenen Zusammenhanges einfiihren. Verfiigen wir dabei
iiber die dort willkiirliche Konstante C so, da8

1

CEE’V—E
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ist, so sparen wir das listige Mitfithren eines konstanten Faktors und
erhalten aus der Fig. 8 die Fig. 10, in welcher der Knotenpunkt ¢ 41,
k41 durch den um ihn gezogenen Kreis markiert
ist — wie im folgenden immer — und wo im iibrigen
wiederholt die aus der Fig. 9 entstehende Gleichung
der Fig. 11 berticksichtigt worden ist, die naturgemif
fir einen jeden solchen ,Sechszack® giiltig ist.

Nattirlich sind diese Figuren, ganz analog der
Fig. 8, aufzufassen als die algebraische Summe aus
denjenigen Produkten, welche man erhiilt, wenn man die am einzelnen
Kuotenpunkte stehende Zahl mit dem Werte P,, multipliziert, den das
Polynom in diesem Punkte hat.

Fig. 11.
7

Fig. 12, /‘\—/'\—/’\—/‘

J\/}/b\ A,/\:"T\

z\,_/ AYAY] \ /N7
S vy Wi @S
AYAY;

g—2

VAWAN
AVAVAN

RV,

AtiQ“:"kb: o \L>z/
2/

Um schlieBlich zu dem Differenzausdrucke der Gleichung (8) zu
gelangen, miissen wir weitere hohere Differenzen von @, , ,,, bilden und

Fig. 18. —2

/N\/\,
NAA Pavavay
\/\/\/\/\ TAYAYAY

—\/ \/ \n{—\ﬁ/_\ / <\ /\/
Afiq:'n,kw\ /5\_7 \/ \7 f? s+1k+1\ 6/\ /\
e Y
VAVAY pYAY

eben deshalb ist hier das Verfahren der Figurengleichungen von Nutzen
Denn so listig und uniibersichtlich wegen der nicht zu vermeidenden
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doppelten Indizes das Differenzbilden ist, wenn man analytisch zu Werke
geht, so einfach und klar gestaltet es sich an den Figuren. Man
hat immer nur in geeigneter Weise

_.\F_lg;“' solche Figuren zu #berlagern. Eine
5,_\0/_&% genauere Schilderung dirfte sich er-
AYAVA ibrigen; es moge geniigen, noch die

/0\—1/"7\ /\ / \ " Zwischenresultate Fig. 12 und 13, und

AVAVAVAVA endlich noch das SchluBresultat 14
"éﬁ*“’ DAVANA anzugeben.

5 ~~}r/—&/—\/——\%—>/ Hier sind nun endlich noch

e’g:*"'zt"’f-f"mﬁ*’&dﬁ‘) o, ot alle Werte von P, ., ,,, durch den

Wert P,, und dessen Differenzen
zu ersetzen, was mit Hilfe des folgenden Schemas zu geschehen hat:

e __“ (10)-(01)|(20)-(02)|(30)-(08) (21)-(u)|(40)—(o4)‘(31H13)|(50)-(05)[(51)-(14) (32)—(38)|151)15)|(42)-(24)
(oo 1 I ]
[20]—[02]| 2 1 |

[1]—[12]| 1 1 | |
[40]—[o4]| 4 6 | 4 | 1 |
[81]—[18]| 2 3 1 3 | 1 |
[50]—0s)] 5 | 10 | 10 | 5 | 1 !
[82]—(23])| 1 2 | 1 8 2 | 1 '
[61]—[15]] 4 10 ‘ 10 | 10 b 10 1 b 1
[42]—[24]] 2 5 | 4 8 | 1 8 2 4 | 1

was so zu verstehen ist: Es ist:
[mn] eine Abkiirzung fir P,, . ;..
(mn) eine Abklirzung fir Jym »P,,

sodaB also beispielsweise:

P{+4,k - Pd,k+4 =
={4(d;—4)+6(dp—dp) +4(dp— 4,) + (D — 4,0} P, st
Mit Hilfe dieses Schemas bekommen wir, wie man leicht nachrechnet,
aus der Figurengleichung Fig. 14 die definitive Gleichung:

(A3)  (dp+ dp— Sy + 3o, + 38 Biyrrs =
=[— (g, — ) + §(dpp — dp )] Par.

Diese Gleichung beweist aber unsere Behauptung; denn nach Voraus-
setzung ist P ein Polynom von nicht héherem als dem fiinften Grade
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in £ und %; die sechsten und héheren Differenzen von P und damit
die rechte Seite der Gleichung (13) sind also gleich Null, also ist auch
die linke Seite gleich Null, d. h. die Bedingung dafiir, daB das iibliche
Niherungsverfahren die genanen Werte der Knotendrehwinkel liefert,
wird durch unsere Spannungsfunktion P tatsichlich erfiillt. Zusammen-
fassend haben wir nun folgendes Ergebnis:

Setzt man in das Gleichungssystem (9) die Spannungsfunktion F als
ein Polynom in x,y von nicht hoherem Grade als dem fiinften an, welches
zugleich der Differentialgleichung 77 F = O geniigt, so definiert dieses
Gleichungssystem villig genau eine in einem elastisch-isotropen Fachwerke
mogliche Grundspannungsverteilung. Die zugehorige Nebenspannungs-
verteilung bekommt man, ebenfalls vollig genaw, wenn man das iibliche
Ndherungsverfahren zur Bestimmung der Knotendrehwinkel benutet.

II. Uiber die Nebemspannungen eines hochgradig statisch unbestimmten
elastisch-isotropen Fachwerkbalkens.

6. Allgemeine Erliuterungen zu den Tafeln I bis IV. — Wir be-
trachten jetzt immer ein in der Weise der Fig. 15 abgegrenztes elastisch-
isotropes Fachwerk, welches wir passend einen Fachwerkbalken nennen
kénnen. Das hin-

zugezeichnete : ¥ ¥ig. 15.
rechtwinklige Ko- !

ordinatensystem
dient zur Orien-
tierung der ver-
schiedenen Span-
nungsfunktionen ,
als welche wir
nacheinander ein __ | X
Polynom zweiten, !
dritten,  vierten '
und fiinften Grades in x und y wihlen, sodaB wir nach den vorigen Ent-
wicklungen in allen Féllen in der Lage sind, die Manderlaschen Neben-
spannungen mit Hilfe des itblichen Néherungsverfahrens genau zu ermitteln.
Die vier verschiedenen Belastungen, die sich so mit Beriicksichtigung der
Bemerkung von Seite 123 fiir unsern Balken ergeben, kann man, wie in
meiner Habilitationsschrift niher ausgefiihrt ist, mit sehr guter An-
niherung, wie folgt, charakterisieren:

Polynom 2. Gr.: Beanspruchung auf gleichformige Dehnung; Taf. I
” 3. Gr.: » ” ” Biegung; Taf. II
9

Zeitschrift . Math tik u. Physik. 53. Band. 1906. 3. Heft.
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Polynom 4. Gr.: Quasi-eingespannter Balken mit transversaler Last am
freien Ende; Taf. ITT
” 5. Gr.: Beanspruchung einer Lingskante durch gleichférmigen
Normaldruck; Taf. IV.

Bei Berechnung der Nebenspannungen sind die Randknotenpunkte
zuniichst genau so zu behandeln wie die andern, damit das tibliche
Néherungsverfahren an allen inneren Knotenpunkten des Balkens die
genauen Werte liefert, und erst nachdem alle Nebenspannungen be-
rechnet sind, hat man die iiberzihligen Stébe zu entfernen. Man stort
dabei dann nur das Gleichgewicht der Biegungsmomente an den Rand-
knotenpunkten, wihrend im Innern alles in Ordnung bleibt. Die mit
den iiberzihligen Stiben fortgenommenen Biegungsmomente muB man
sich, um das Gleichgewicht wieder herzustellen, als von auBlen auf den
betreffenden Randkmotenpunkt wirkende Biegungsmomente vorstellen
und die spéter zu beantwortende Frage ist: Was machen diese stérenden
Biegungsmomente, diese ,Unstimmigkeiten am Rande des Balkens“ hin-
sichtlich unserer numerischen Ergebnisse aus, inwiefern werden diese
durch sie modifiziert?

Einstweilen tun wir so, als sei diese Frage in dem Sinne erledigt,
daB wir uns um die Unstimmigkeiten garnicht zn bekiimmern brauchen
(was auch nshezu stimmt) und gehen demgemiB zu einer Beschreibung
der Tafeln I bis IV iiber, wobei wir zweckmiBig das voranstellen, was
sich gleichmiBig auf alle vier Tafeln bezieht.

An die Bedeutung der GroBen E, J, &, f§ werde eben erinnmert.
Es ist:

E der Elastizititsmodul der Stibe (in kg :cm?)

J das in Betracht kommende Trigheitsmoment des Stabquerschnittes
(in cm*)

¢ die Linge der Stibe (in cm)

B, Breite , , (incm)

 der Querschnitt der Stibe (in cm?);

auBerdem seien: E’, J', ¢’ usw. die Zahlenwerte obiger GriBen, sodaB:

E = E’" kg:cm? usw.

Jede der vier Tafeln zerfillt wesentlich in die Figuren 4, B und C.
In diese Figuren sind Zahlen hineingeschrieben, von denen einige unter-
strichen sind, andere nicht. Dieser Unterschied bedeutet nichts weiter
als daB die unterstrichenen Zahlen negativ zu nehmen sind, die andern
positiv. Im tibrigen macht man sich die Bedeutung der Zahlen am
besten an einigen Musterbeispielen klar.
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Auf Taf II, Fig. A, finden wir (mehr als) einen Stab, an dem:

o J0t7 o

steht. Die Zahl 30 bedeutet zunichst folgendes: Ist unser Balken auf
gleichformige Biegung beansprucht, d. h. so, wie es die kleine Figur
auf Taf. II erkennen ldBt, so ist bei geeigneter Wahl der GroBe der
Belastung die Grundspannung dieses Stabes eine Druckspannung vom
Betrage 30 kg:cm?®: k
§=-—30_5,.
cm
Was die Zahl 1 bedeutet, sagen wir nachher.
Auf Taf II, Fig. B, bietet ein Stab mit seinen beiden Knoten-
punkten beispielsweise folgendes Bild:

CRC

Das bedeutet: Dem Grundspannungssystem der Fig. A entspricht fiir
diesen Stab der im Uhrzeigersinne positiv gerechnete Stabdrehwinkel:

140
=t Ey
(wire die 140 unterstrichen, so wire @ negativ). Am linken Knoten-
Pamnkte steht die Zahl 780; das bedeutet: Der Knotendrehwinkel des
limlcen Knotenpunktes betrigt:

=+ 780

6LV
Auf Taf. II, Fig. C, stehen beispielsweise an einem Stabe die
lakrlen 5 und 4:

“®
.9

Das bedeutet: Bei Zugrundelegung des Grundspannungssystemes
le-  Mig. A findet folgendes statt:

1) Unser Stab tibertriigt auf den unteren, bez. oberen Knotenpunkt
el IDrehmoment vom Betrage

100 J
Munien =

V— ﬁ -Hkg-em, Moppen = 3V§ 7 -4 kg-cm.

2) Diesen Drehmomenten entsprechen folgende grofite Neben-
ungen an den Stabenden:
100 ﬁ kg

6]/— *Yem??

68‘”"='+ 100 ._‘.’7.4]‘8 .

ggnten — 4 . toys e em?

-
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3) Die groBere der beiden Zahlen liefert natiirlich die griBte in
dem Stabe auftretende Nebenspannung zu:

_ 100 §’ kg
dmn—:tW§° .s'..{)cTn-"

Eben diese groBten Nebenspannungen sind dann auch in Fig. A
eingetragen und zwar mit demjenigen Vorzeichen, welches der Grund-
spannung dieses Stabes zukommt. Damit ergibt sich endlich die Be-
deutung der Zahl 1 im Zusammenhange mit der Zahl 30 in Fig. A:
Die gripte Gesamispannung eines in Fig. A durch den Zahlenkomplex:

30+1
gekenngeichneten Stabes ist eine Druckspannung vom Betrage:

(30+§%-f:-1)£‘;-

Selbstverstéindlich hat es seinen besonderen Grund, daB hier gerade

der Koeffizient ‘:()—f(; . g— vorkommt. Bei wirklich ausgefiihrten hochgradig

statisch unbestimmten Fachwerken ist ndmlich das Verhiltnis von Stab-
breite zu Stablinge etwa 1:10, der Koeffizient also etwa gleich Eins.
Fir diesen Fall bedeuten dann die Zahlen der Figuren C unmittelbar
die groBten Nebenspannungen an den Stabenden in kg:cm? und die
Figuren A gestatten ohne weiteres eine klare Ubersicht tiber das gegen-
seitige Verhiltnis von Grundspannungen, gréBten Nebenspannungen und
groBten Gesamtspannungen.

Die Figuren C geben einigermaBen ein Bild von der Verbiegung
der Stibe. Haben beide Zahlen eines Stabes gleiches Vorzeichen, so
ist der Stab S-formig verbogen, andernfalls C-férmig. Sind speziell
beide Zahlen gleich, so liegt der Wendepunkt des S in der Mitte des
Stabes.

Da die Randknotenpunkte im Sinne der Bemerkungen von Seite 130
zundchst genau wie alle andern Knotenpunkte zu behandeln waren,
zeigen die Figuren A Grundspannungen und die Figuren B Stabdreh-
winkel auch fiir solche Stibe, die nicht zum Balken gehoren. In den
Figuren C endlich bedeuten die Zahlen, die sich auBerhalb des Balkens
befinden, die weiter oben erwihnten stérenden Biegungsmomente, die
man von auBen am Balken angreifen lassen muB, um auch am Rande
Gleichgewicht herzustellen.

Leser, welche die Zahlen der Tafeln nachpriifen wollen, etwa
daraufhin, ob die algebraische Summe der Biegungsmomente an den
Knotenpunkten wirklich Null ist, werden hier vielfach kleine Un-
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stimmigkeiten entdecken; diese rithren daher, daB alle Zahlen im Inter-
esse der Ubersichtlichkeit und groBeren Einfachheit der Figuren stark
abgerundet sind, nachdem zuvor — mit Rechenmaschine — alles genau
gerechnet wurde. Obwohl so die einzelne Zahl einmal um + Y, falsch
sein kann, geht durch die Abrundung das Wesen der Sache wohl nicht
verloren.

Nachdem gesagt ist, wie die Tafeln zu lesen sind, bleibt vielleicht
ibrig, noch einmal im Zusammenhange ihre Entstehung zu erkliren.
Zunichst wird die betreffende Spannungsfunktion aufgestellt. Sie heiBe
hier einfach F(zy); ihre Werte im einzelnen geben wir nachher an.
Aus der Spannungsfunktion bekommt man die Grundspannungen durch
die Gleichungen (9), Seite 123, daraus und aus:

Spannung = E - Dehnung, Dehnung & =V/3 -s

und den Gleichungen (11), (12), Seite 125, die Stabdrehwinkel und ihre
Summen am einzelnen Knotenpunkte, daraus nach der Gleichung (6),
Seite 121, die Knotendrehwinkel; daraus nach Gleichung (3), Seite 118,
die Drehmomente und daraus endlich nach den Erklirungen unter f),
Seite 118, die Nebenspannungen. —

7. Einzelbesprechung der Tafeln 1 bis IN. — a) Der auf gleich-
formige Dehnung beanspruchte Fachwerkbalken. Taf. I. Dieser Fall
liegt sehr einfach; um hier die Nebenspannungen zu finden, bedarf
man kaum des Begriffes der Airyschen Spannungsfunktion und der
Ergebnisse der vorliegenden Abhandlung. Empfiehlt es sich aber schon
des Zusammenhanges wegen, ihn hier zu behandeln, so noch mehr aus
einem andern Grunde. Es tritt uns nimlich hier in besonders ein-
facher Gestalt eine gewisse Eigentiimlichkeit des Manderlaschen An-
satzes entgegen, der wir auch nachher begegnen und welche, wenn
auch nur kurz, erdrtert werden muB.

Als Spannungsfunktion kommt das Polynom 2. Grades:

F(zy) =y

in Betracht. Die Gleichungen (9) liefern also bei geeigneter Verfiigung
tiber die Konstante C die Spannungsverteilung:

S(zy) =10, T(zy)=0, V(zy)=0.
In allen horizontalen Stiben herrscht also ein und dieselbe Grund-
spannung (10 -kcﬁ;), alle anderen Stibe sind spannungsfrei. Bestimmen

wir jetzt die Stabdrehwinkel, so sind diese filr alle horizontalen Stibe
gleich Null, fir die andern gleich einer, positiv oder negativ genom-
menen Konstanten, jenachdem die Stibe nach rechts steigen oder fallen.



134 Uber die Nebenspannungen gewisser hochgradig statisch unbest. Fachwerke.

Die Summen der Stabdrehwinkel am einzelnen Knotenpunkt sind dem-
nach Null, und so ergibt der Manderlasche Ansatz folgendes Bild von
Nebenspannungen: In allen horizontalen Stiben herrscht keine Neben-
spannung; alle andern Stdbe sind in derselben Weise S-formig so ver-
bogen, daB der Wendepunkt der S in der Stabmitte liegt, an den
beiden Enden also gleiche Dreh-
momente auf die Knoten iiber-
tragen werden (Fig. 16).

Die erwiihnte Eigentiimlichkeit
des Manderlaschen Ansatzes zeigt
sich nun im vorliegenden Falle da-
rin, daB er fiir die schriigliegenden
Stiabe Nebenspannungen liefert, welche die Grundspannungen dieser
Stibe (Null) betrichtlich tiberragen, und daB dieses Ergebnis Vertrauen
verdient, obwohl anderseits der Manderlasche Ansatz im allgemeinen die
Annahme enthilt, daB die Nebenspannung eines Stabes im Verhiltnis
zu seiner Grundspannung klein ist. Ist ndmlich dieses Verhiltnis nicht
klein, so hat es zunichst gar keinen Sinn, die an einem Stabe an-
greifenden resultierenden Krifte K (Fig. 17) nach GroBe
und Richtung niherungsweise mit der Grundspannkraft des
Stabes zu identifizieren, da die Komponenten p, welche
senkrecht zur Stabachse wirken, dann im Vergleich zu den
in der Stabachse liegenden Komponenten nicht mehr klein
sind. Verfihrt man dennoch so, so bleiben an den be-
treffenden Knotenpunkten Kriifte p unberiicksichtigt, die ge-
rade so groB sind wie die dort beriicksichtigten Kriifte und
welche also, als #uBere Krifte am Knotenpunkte gedacht, in
den Stidben des Fachwerkes unberiicksichtigte Liangsspan-
nungen erzeugen wiirden, die wenigstens teilweise neben den
beriicksichtigten Lingsspannungen — den Grundspannungen —
keineswegs zuriicktriten. Trotzdem gibt es verschiedene Mog-
lichkeiten, den Manderlaschen Ansatz auch fiir solche Kille
zu retten; einmal die allgemeine Moglichkeit eines sukzessiven Niaherungs-
verfahrens, worauf wir aber hier nicht einzugehen brauchen, und dann
besondere Moglichkeiten, die in den besonderen Umstinden des einzelnen
Falles begriindet liegen. Auf diese konnen wir uns nun in allen vier Féllen
stiitzen. So schneidet z. B. im vorliegenden Falle der gleichformigen
Dehnung der Manderlasche Ansatz sehr gut ab, weil wenigstens an
allen inneren Knotenpunkten des Balkens die Krifte p sich gegenseitig
vollstindig aufheben, also auch keine storenden Lingsspannungen er-
zeugen konnen. An den Randknotenpankten ist dies freilich nicht der

Fig. 11.
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Fall; hier ist aber zu bedenken, daB, unter G eine griBere Grund-
spannung verstanden, sich die GroBenordnung der Lingsspannungen,
die durch Kriifte p erzeugt werden konnen, auf einen Bruchteil von

(g)z- G, etwa auf 0,002 G bis 0,005 G abschitzen li8t; da nun an allen

Stellen unseres Balkens solche griSere Grundspannungen vorhanden
sind (wenn auch nur in den horizontalen Stiben), wird auch an allen
Stellen des Balkens der Manderlasche Ansatz zuverlissige Ergebnisse
liefern.

Wie sieht es nun mit den Unstimmigkeiten der Biegungsmomente am
Rande aus? KEs sind keine vorhanden, denn die bei der Abgrenzung des
Balkens am Rande fortgenommenen Stibe enthalten Biegungsmomente,
welche teils an sich verschwinden, teils sich gegenseitig aufheben, so-
daB sich auch die #ibrig bleibenden Biegungsmomente gegenseitig auf-
heben miissen.

b) Der auf gleichformige Biegung beanspruchle Fachwerlbalken.
Taf. 1I.

Die Art der Belastung ist aus der kleinen Figur von Taf. Il zu
erkennen; ihr entspricht als Spannungsfunktion das Polynom dritten
Grades:

Flay) = (y—6e), wo o—1V3 ¢

und, bei geeigneter Verfiigung tiber die Konstante C der Gleichung (9),
die Spannungsverteilung:
S(ey) = 2420 T(ay)—0, V(ay)=0;

die Grundspannungen in den schrig liegenden Stiben verschwinden
also wieder, die andern sind linear in y, in der horizontalen Symmetrie-
achse des Balkens ist die Grundspannung Null (neutrale Linie), von
dort aus nimmt sie proportional dem Abstande von der Symmetrie-
achse zu, in der oberen Hilfte herrscht Zug, in der unteren Druck.
Die Stabdrehwinkel und die Knotendrehwinkel findet man als lineare
Funktionen in z und y; die Biegungsmomeunte an den Knotenpunkten,
bzw. die Nebenspannungen an den Stabenden hdngen nur von y ab;
es brauchte daber in Fig. C (und Fig. A) nur ein schmaler Vertikal-
streifen des Fachwerkes abgebildet zu werden.

Die horizontalen Stébe verbiegen sich alle C-formig, alle anderen
Stibe S-formig.

Beziiglich der unter a) erwihnten Eigentiimlichkeit des Manderla-
schen Ansatzes gilt hier dasselbe wie dort, etwa mit folgender Modifi-
kation: Die Kriifte p heben sich hier auch an den inneren Knoten-
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punkten nicht vollstindig auf, aber doch nahezu: auBerdem kommt
noch als giinstiges Moment in Betracht, daB groBere Grundspannungen
als dort vorhanden sind.

Unstimmigkeiten der Biegungsmomente am Rande sind hier vor-
handen, freilich nicht an den horizontalen, wohl aber an den zackigen
Réndern, und zwar zeigen die storenden Biegungsmomente folgendes
Bild (Fig. 1%), wo sich die groBeren zu den kleineren Biegungsmomenten
wie 3:1 verhalten, wie auch die Fig. C auf Taf II erkennen laBt
Wir werden nachher zeigen, daB diese Storungen ganz unbedenklich
sind, obwohl die st5-
renden Momente keines-

) Wegs klein sind gegen

~
G die fiir das Balkeninnere
errechneten  Biegungs-

Fig. 18.

momente.
¢) Der quasi-ein-

) gespannte und am freien

Ende transversal belastete

Fachicerkbalken. Taf. 111

»Quasi-eingespannt“ nennen wir diesen Balken, weil er am linken
Ende zwar nicht wirklich eingespannt ist, weil aber die Kraftverteilung
dort etwa so ist, wie sie bei einer Einspannung sein wiirde, falls am
rechten Ende die in der kleinen Figur von Taf. IlI angegebene resul-
tierende Kraft angreift.

Die Spannungsfunktion ist hier das Polynom vierten Grades:

F(zy) =y*(20c — 2) (y — 18¢), wo ¢ =1V3 -

Die Gleichungen (9) liefern bei geeigneter Wahl von C die Grund-
spannungsverteilung:

2 39 — 2 —6
S(ay) = g IR0

1 81e? 412y (119 —
T(ag) = — V(zg) = — 35+ a2 Y,

&2

sie ist in meiner Habilitationsschrift eingehender beschrieben.

Aus Symmetriegriinden brauchte in den Zeichnungen nur eine
Hilfte des Balkens beztiglich seiner horizontalen Symmetrieachse be-
riicksichtigt zu werden. Bei der Spiegelung an dieser sind in Fig. A
alle Vorzeichen zu vertauschen, wihrend sie in den Figuren B und C
beizubehalten sind. '

Fast alle Stibe werden S-formig verbogen.
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Beziiglich der Krifte p an den Knotenpunkten gilt das unter b)
Gesagte.

Die Unstimmigkeiten am Rande sind von der Art der Fig. 19.
Die Werte — 1 an den horizontalen Réndern, die hier angegeben sind,.
sind in der Fig. C der starken Abrundung der Zahlen zum Opfer ge-
fallen. DaB die stérenden Momente sich in ihrer Gesamtheit nicht gegen-
seitig aufheben, liegt nur daran, daB die von den Kriften p herrithrenden
Momente vernachlissigt werden; bei den fritheren Fillen konnte diese-
Unstimmigkeit nicht in Erscheinung treten, weil sich dort aus Symmetrie-
grinden die stdrenden
Momente und die Mo- Fig. 19.
mente der p fiir sich ge- ; Sl S S
nommen sufheben muB-
ten. Mit diesen Dingen
haben wir uns nachher
irgendwie abzufinden.

d) Der Fachwerkbal-
ken unter gleichformigem
Normaldruck auf eine "%k -dBerall T e %-%-%
Gurtung. Taf. IV.

Die Art der Belastung ist aus den kleinen Figuren auf Taf. IV
zu erkennen; die Krifte an den Zickzackrindern sind einfach in ihre
Resultante zusammengezogen.

Die Spannungsfunktion ist (frei nach Maxwell) folgendes Polynon
fiinften Grades:

F(zy) = y*[102 (20 — z) (189 — y) — 480"y + 600y* — 24°],

9=]§V§'57

selbstverstindlich bezogen auf das Koordinatensystem der Fig. 15.

Die Ausdriicke fiir S(zy), T (zy) und ¥V (zy), welche man hieraus
vermége der Gleichungen (9) ableiten kann, sind wenig {ibersichtlich,
ihre Aufstellung mag daher unterbleiben. Fiir die numerische Rechnung
ist es zweckmiBig, zunichst fiir alle Knotenpunkte die Werte von F
numerisch nach obiger Gleichung zu bestimmen und dann die Operationen
der Gleichungen (9) gleich mit den so gewonnenen Zahlen vorzunehmen.
Man findet dann die Grundspannungsverteilung verhiltnismiBig schnell;
erwihnt sei, daB sie in meiner Habilitationsschrift in einem Kriifte-
plane anschaulich niedergelegt ist.

Die Symmetrie des Falles ist so, daB in den Zeichnungen nur die
eine Hilfte des Balkens hinsichtlich seiner vertikalen Symmetrieachse

WO
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zu beriicksichtigen war; bei der Spiegelung an dieser sind in Fig. A
alle Vorzeichen beizubehalten, wihrend sie in Fig. B und C zu ver-
tauschen sind.

Auch hier bemerken wir wieder fast durchweg ein S-formiges
Verbiegen der Stibe.

Beziiglich der Kriifte p vergleiche man das unter b) Gesagte.

Die storenden Momente am Rande sind in Fig. 20 wiedergegeben;
infolge der Symmetrie des Falles heben sie sich gegenseitig auf. Ob-
wohl sie teilweise die
fir das Balkeninnere
errechneten  Momente
zehnfach  ibertreffen,
sind sie, wie sich nach-
her zeigen wird, ganz
unbedenklicher Natur.

e) Gesamtergebnis.

Wollen wir schlieB-
lich noch versuchen, in
knapper Form ein Gesamtergebnis der ganzen Untersuchung an-
zugeben, so werden wir vielleicht so sagen konnen:

Betrigt in einem hochgradig statisch unbestimmien Fachwerkbalken
der betrachieten Art das Verhiilinis von Stabbreite su Stablinge etwa 1 : 10,
wie es in Wirklichkeit zutrifft, so ist damit eu rechnen, daf die durch
Knotensteifigkeit entstehenden Nebenspannungen etwa 10 bis 20 v. H. der
groften Grundspannungen ausmachen kimnen und fermer damit, daf viel-
fach gerade auf diejenigen Stdbe die stirkeren Nebenspannungen kommen,
welche durch Grundspannungen weniger stark in Anspruch genommen
sind. Die feste Vernietung dieser Fachwerke hat also die Wirkung, daf
die Spannungen iiber das Fachwerk gleichmdifiger verteilt sind als bet
Vorhandensein reibungsloser Scharniere in den Knotenpunkien.

8. Die Unstimmigkeiten am Rande des Fachwerkbalkens. — Zum
Schlusse der ganzen Untersuchung miissen wir uns nun noch iiber die
Wirkung jener storenden Momente klar werden, welche von auBlen an
den Randknotenpunkten des Balkens angreifen und durchaus keine un-
betriichtlichen Werte besitzen. Wenn wir nachweisen konnen, daB die
storenden Momente nur in den dem Rande zunichst gelegenen Stiben
nennenswerte Biegungsspannungen erzeugen, ihre Wirkung aber stark
abflaut, sowie wir uns ins Innere des Balkens begeben, so diirfen wir
sagen: Unsere errechneten Nebenspannungen sind im wesentlichen
richtig, nur in nichster Nahe des Randes stimmen sie nicht. Wenn
es dann weiterhin noch gelingen sollte, wenigstens schitzungsweise an-

Fig. 20.
dmloloal el =t=9I=9 0 0 O 1 4 4 1 & 2 2-3

S=2-2-2-7-7-0-7 0 00 1 7 1 7 2 2 2-3
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zugeben, wie die errechneten Werte in nichster Nihe des Randes ab-
sundern sind, so hitten wir damit ein vollig befriedigendes Ergebnis
gewonnen.

Demgem#B hitten wir uns jetzt der Frage zuzuwenden: Welche
Biegungsmomente werden in unserm fest vernieteten Fachwerkbalken
erzeugt, wenn an seinen Randknotenpunkten keine #uBeren Kriifte
(Belastung) angreifen, sondern nur &uBere Drehmomente, Drehmomente
nach Art der Fig. 18, 19, 20? Dabei sieht man sofort, daB diese
Frage hinsichtlich der Drehmomente der Fig. 19 verfehlt ist, da die-
selben gar kein Gleichgewichtssystem bilden; hier miiite man eigentlich
das System der damals vernachlidssigten Kriifte p noch als #uBere
Kriifte hinzufiigen, um zu einer verniinftigen Fragestellung zu kommen.
Wenn wir aber zur Losung der obigen Fragen den Manderlaschen
Ansatz benutzen wollen, so konnen wir den Widerspruch ruhig stehen
lassen, da der Manderlasche Ansatz ohnehin alle Krifte p vernach-
lissigt, ein daraus resultierender Widerspruch also nicht stéren kann.
Wir haben dann, genauer zu reden, folgenden Ansatz zu machen:

Eine Belastung greift nicht an; mithin sind alle Grundspannungen
gleich Null, also auch alle Stabdrehwinkel und Funktionen @®. Der
durch die Gleichung (3) gegebene Zusammenhang zwischen Dreh-
momenten, Knotendrehwinkeln und Stabdrehwinkeln nimmt also hier
die einfachere Gestalt an:

, 2EJ . 2EJ
(14) M, = - e Qo+ 9g), My=— . (9, + 29y),

die unbekannten Knotendrehwinkel ¢ bestimmen sich dann aus der
Bedingung, daB die Summe der Drehmomente an allen inneren Knoten-
punkten Null sein muB, an allen Randknotenpunkten das dort an-
greifende stérende Moment zu Null erginzen muB. Die damit gestellte
Aufgabe kennzeichnet sich als eine Randwertaufgabe fiir eine Differenzen-
gleichung mit zwei unabhiingigen Veriinderlichen, welche durchaus
keinen inneren Widerspruch enthilt, wenn die storenden Momente sich
nicht gegenseitig aufheben.

Ob aber dieser Ansatz iiberhaupt geeighet ist, unsere oben ge-
stellten Fragen richtig zu beantworten, ist eine andere Frage; wenn
alle Grundspannungen Null sind, méchte die konsequente Vernachlissigung
der Krifte p — solche Kriifte werden sich ja natiirlich wieder ein-
stellen — bedenklich scheinen; sie ist es sicher auch insofern, als die
berechneten Werte nicht genau die richtigen sein werden. Das aber
diirfen wir annehmen, daB die Grifenordnung der Drehmomente M bei
unserm Ansatze richtig herauskommt, daB also insbesondere die Wirkung
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eines duferen Drehmomentes nach dem Inneren des Balkens zu wirk-
lich stark abflauen wird, falls dies be: unserm Ansatze herauskommen
sollte.

Aber es ist uns noch eine weitere Vereinfachung vonndten, wenn
wir zu einem Ziele gelangen wollen. Bei dem heutigen Stande der
Differenzenrechnung diirfte es nicht moglich sein, die oben gekenn-
zeichnete Randwertaufgabe befriedigend zu 16sen. Wir miissen viel-
mehr durchaus unsere Differenzengleichung irgendwie auf eine oder
mehrere solche zuriickfithren, die eine einzige unabhiingige Verdnder-
liche enthalten. Dies diirfte sich auf folgende Art bewerkstelligen
lassen.

Wenn in den Fillen a und b der Fig. 21 die Wirkung der duBeren
Drebhmomente M und — M sich nicht merklich in das Innere des
Fachwerkes fortpflanzt, so wird dasselbe der Fall sein fiir
die #uBeren Drehmomente, welche in den Fig. 18 bis 20
links und rechts an unserm Balken angreifen; es diirfte wohl
gestattet sein, in dieser Hinsicht den Balken einfach so
aufzufassen, als wenn er aus lauter solchen horizontalen Fach-
werkstreifen, wie unsere Fig. a und b sie zeigen, zusammen-
gesetzt wire. Analoges diirfte fiir den Vertikalstreifen der
Fig. ¢ gelten, in
welcher die oben Fig. 31.
angreifenden Mo- a \‘ﬁ
s 30 ten. 4 XTI RIRTRITRS 3¢
irgendwie durch ein
Mot 330wt 20 ORIy 2
gehoben werden; [
wir setzen lauter
solche Vertikalstreifen nebeneinander und bekommen damit — wollen
wir annehmen — den Balken von Fig. 19 (und 20) hinsichtlich der
Wirkungsweise der an der oberen Gurtung angreifenden storenden
Momente.

Nun wollen wir endlich noch annehmen, es geniige, von den drei
Fillen der Fig. 21 einen einzigen zu untersuchen, etwa den Fall a,
und stellen uns demnach folgende Aufgabe: An den Knoten-
punkten A und B des Fachwerkes der Fig. 22 (mit 2» inneren
Knotenpunkten) wirken die #uBeren Drehmomente M und — MM:
welche Drehmomente werden dabei nach unserm modifizierten Man-
derlaschen Ansatze von den einzelnen Stiben auf die Knotenpunkte
tibertragen?

Wir kénnen von vornherein die zutreffende Annahme einfiihren,

M
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daB an der oberen und unteren Gurtung die gleichen Knotendrehwinkel

vorkommen. Nennen wir diese dann:
YoV1¥y .- V... Yy,

diejenigen der Knotenpunkte auf der horizontalen Mittellinie des
Fachwerks: .
PoP1Pe---Pa---Pansrs

rechnen wir ferner eine Koordinate # von den Knotenpunkten O aus
nach rechts, sodaB, wenn die Stablinge Eins ist, z im Knotenpunkte A
den Wert 1 hat, so gehen unsere Gleichungen (4) und (5), welche das

Gleichgewicht der Biegungsmomente ausdriicken, iiber in folgende zwei
simultane Differenzengleichungen zweiter Ordnung zur Bestimmung der
Funktionen ¢ (z) und v (z):

o +129, +9u+ 29, +29,,=0,
PryrtPrys T F 88U+, =0
mit den Randbedingungen:
69, + @, + 29, =M,
®o + ¢ + 69, + 9, =0,
¥, =0,
Pnt Puyr =0.

(15)

Um diese Differenzengleichungen zu integrieren, eliminieren wir zu-
nichst aus ihnen eine der beiden Unbekannten, einerlei welche; fiir die
andere bleibt dann die Differenzengleichung vierter Ordnung ibrig:

I+ 181»4-1 + 9411.4-2 + 1815+a + e = 0,

wo 7 also nach Belieben ¢ oder ¥ bedeutet. Das mit vier willkiirlichen
Konstanten behaftete allgemeine Integral dieser Gleichung konnen
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wir bekanntlich!) hinschreiben, sobald wir die vier Wurzeln der

Gleichung:
#4182+ 942+ 1824+ 1 =0

kennen. Diese sind aber:

o(cos®+isind), o (cosd—1isind), :(cos&-}-isin&),

—: (cos & — i sin 9),

o = 1[V48 1+ 1/1980 — V44 + /1980 | = 0,105,
¥, #=180°=+ 20039
V48 + V1980
ist. Wir haben damit die Funktionen ¢ und @ in der Form:
o) = [ap’ +b (%)j cos #z + [ a'e*+ b’ (%)l] sin 9z,
P (z) = [Ao" + B(:)I} cos 9z + I:A'p" + B’ (%),] sindz,

wo die Konstanten ABA'B’ so durch die Konstanten aba’d’ aus-
zudriicken sind, daB unsere beiden urspriinglichen simultanen Differenzen-
gleichungen befriedigt werden, und die Konstanten aba’d’ alsdann aus
den Randbedingungen sich ergeben. Wir brauchen diese umstiindlichen
Rechnungen hier nicht durchzufiihren, sondern kénnen uns mit folgender
Abschiitzung begniigen. Aus den letzten beiden Randbedingungen (15)
folgt, daB ap” a'e", Ag", A'e" mit b(;) ) b'(:) , B(;—) , B’ (3) von
derselben GroBenordnung sind. Da nun ungefihr ¢ = 1:10, so ergibt
sich damit, daB links von der vertikalen Symmetrieachse unseres Fach-

werkes die Funktionen v (z) und ¢@(x) wesentlich durch die Glieder
mit dem Faktor ¢, rechts davon wesentlich durch die mit Faktor (i)z

bestimmt sind, sodaB fiir die Reihenfolgen der:

Yoty - Vay Vuyr -+ - Wy, und der @@, ... @, Ppyy - Py
die Reihenfolgen der GriBenordnungen etwa die folgenden werden:

cos P = —

1 1 1 1 1 1 1

1, 107 1007 " 10%-12 10" 101 * " " 100’ 10’ 1

und
L1 1 1 1 1 1 1
7107 1007 ' 10"-12 10" 10"7 10"-17 """ 100’ 10’

1) Fiir das folgende vergl. A. A. Markoff: Differenzenrechnung. Aut.deutsche
Cbers. von Th. Friesendorff und E. Primm. Leipzig 1896, S. 164 ff.
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Hierin liegt aber der gewiinschte Nachweis dafiir, daB die &uBeren
Momente M nur in ndchster Nihe des linken und rechten Randes
merkliche Biegungsmomente an den Stabenden erzengen. Ein Zahlen-
beispiel mit M =1 und » =25 mige dies noch besser illustrieren
(Fig. 23). Die Zahlen an den Stabenden bedeuten direkt die von den
Stabenden auf die Knoten-
punkte iibertragenen Dreh-

Fig. 23.

0‘ 0,053 — 0,079 @ 0,090

momente;  unterstrichene V% X
Zahlen sind negativ zu neh- / R /“ \
men. Die in der Figur nicht 5 y 995 S %
angegebenen Drehmomente ‘g&&z—w&ﬂﬂa — oo
sind bereits so klein, daB sie \\": Y 4
bei der gewihlten Zahl von N @/ \% /
Dezimalstellen mit Null ganz \é,n?a st 6.0 Shem

oder nahezu zusammenfallen.

Schitzungsweise konnen wir der Figur noch entnehmen, wie man in
den Tafeln I bis IV die Drehmomente in nichster Nihe des Randes etwa
abzuéindern hat: Man verteile jedes storende Moment gleichmiBig auf die
in dem betreffenden Knotenpunkte zusammenstoBenden Stabenden und
erteile dann noch die Hilfte des einzelnen Anteiles den anderen Enden
der betreffenden Stibe.

Aachen, den 11. September 1905.
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.Spannungen und Form&nderungen rotierender Kugelschalen,

Von ALFONS LEON in Wien.

L

Im AnschluB an eine frithere Untersuchung (diese Zeitschrift,
52. Bd. S. 164) soll nun eine Hohlkugel als Zahlenbeispiel berechnet
werden.

Aus den Oberflichenbedingungen erhielten wir die Gleichungen

aG (2] Oyw? _alr=ri
@ ar Tima el " ika+ o7 = Oi=ry

aH (2] Oyw? r=ri
(D @ timaroMtirates” =0
(1) |2H+r I J= o",

=Tq

-mit deren Hilfe sich die folgenden entwickeln liefen:

1486 , 2D (3456w 4 |r=n
@) izxu o T T10KQ + O)g =0 _.

74190 3 +76)yuw? (1+26)B reri
(Ir’) F_ 1BKA+ 04" TIEKA+ 6y " iEIF 6 —0|—ns)

rer;

| 1426 @ + 26)yw? (G +96)B
(m’);F" —sxa+ 04" tika T 6" TeRG T or =90

Aus der Doppelgleichung (I1") ergeben sich die Werte fiir C und D:

re=rqg

8 + 56)(r5 — rHyw?
(54) C=Fatsem—rg’
(55) D= (8 + 59)(1" —_— r')r'r‘yw'

T 20K(14 €)@ =g

Eliminiert man aus den Gleichungen (II') und (III') E und F, so
bekommt man:

0=2(T+196)(ri—r) A+3 (3 +16)(ri—r) ’—";—' +84(14+268)(—) B,

" B.

0—6(1+ 2@)(r§—r.’)A—3(3+2@)(r§—r§)l'_g":+ 2(1498) dr:?

1) In dieser Gleichung wurde im oben erw#hnten Aufsatze der Koeffizient
‘von A verdruckt.
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Somit sind die Konstanten 4 und B gegeben durch die Gleichungen:

56) A—_ Bt1O)T+96)(ra—r)(ra—1})+42(8+26)(1+26)(rg—rD)rir} 8yw’
(56) 4= TF96)(TF196)(rl —rD)(r3 — re)—126(1+29)'(r'—r')"rfr?' 2g ’

16(8 4 86)(1 4 6)(r; — r])(rt — r)ris} yw?
T AF0O) T 196)(rL — (s — 1) —126(1 L 20) (L —rh)irir} g

Hat man 4 und B bestimmt, so kann man E und F in einfacher
Weise finden; aus (II") und (III") folgt:

r’ 5
(58) E=— ml‘"lr—ej 201+ 196)4 + 33 + 7@)’-’”—'] +(1+26)B},

(56) B

yw (T+96)B
(59) F= 2K(1+6) {u[2(1+2@)‘4—(3+2@) m] e b

und in diesen beiden Gleichungen sind nur mehr E und F unbekannte
GroBen. Zur Uberpriifung der Rechnung dienen dann die den vor-
stehenden analogen Gleichungen:

2 2

®8) E=ixi e {—L[2(7+19@)A+3(3+7@)ﬂ]+(1+2@)B],
’ 1 w? _(1+96)B
69) F=ixite { [21 +26)4 — (3+26)7" R b

Nun 16sen wir die Gleichungen (26), (27) und (28) nach G, H
und J auf und erhalten:

(5466)B c . F
(60) G—— “‘4 + 3r'+3bK(1 FoyrTera+e) 7T

A ” 2yw? 3

+éTK(Y—F 6" TsBE1L+ 6y
8E (5+466)B A yw?
(61) H= (i~ 12 k(1 + 6yr +3 5" TR 76" TR 6"

2K B F (14+100)4 yw?
(62) J=—gri—skaserts ' " uK1+6) THEIF O

Daher ist

dG6 4E 2D (54+66)B c F
(60) Fr =% BELT O TeRALE 15T
: A 6yw?
+ﬁf<n—e>”—mam”’
dH__ 12E _ (54+66)B 34 810
(61) Gr=—7%s +6K(1+6)r’+ —iKat e THRG- T ey
8E B F_ (14106)4 Syw'

aJ
(627) ar = sm T 3Kl + 6)r® +3 T 14EQF+ 6 "+ 38 WK1 4 6)g"
Somit lauten die Formeln fiir die radiale und tangentiale Ver-
riicknng wie folgt:

itschrift f. Math tik u. Physik. 58, Band. 1906. 2. Heft. 10
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. (6+66)B C F
(63) dr=—. ot 3r’+ BEIF O Teéka+6 15"t

A 2y10?
tarare’ —55‘K<1¢’9)g "+
6+66)B
+[5r‘ TRI+ 6)r’+5 7K(1+6)'J+14K(1+9)gr']am ¢
2E B F . (14+106)4 y®
(64) ‘”='[_5_r‘"‘af(1+9)r + “'_451((1_4-‘9)"3'*'231((1+9)g"]“m“’°°s"‘ ‘

Man kann nun auch die Art der Kurven angeben, nach denen sich
die Spannungen verteilen. Bezeichnen g, b, ¢ ... Koeffizienten, die ab-
hiéngig sind von den Dimensionen, den Elastizititskonstanten, der
Dichte und Winkelgeschwindigkeit der Kugelschale, so gehorchen die
Normalspannungen dem Gesetze

= %+%+c+dr’+( + 4 +y+hr’) sin'p,
wihrend die Schubspannung die Form
( + s+ m + nr’) sin ¢ cos @
annimmt.

Setzt man in die Gleichung (14) die Werte aus (17) und (19)
ein, 80 bekommt man:

n=C—"" —

3‘?.3 + I:Ar’ + ,g] sin’(p,
soda man mit Hilfe der Gleichung (11) die kubische Dilatation erhalt:
2 -
(65) v = 2K(1+9){ 3,-+C r— W ’+|:.+Ar2+—’;—';—r’]sm"p}-
Schreiben wir allgemein
(66) Ov =@+ Psingp,

wobei @ und P FKunktionen von » sind, deren Bedeutung aus der
Gleichung (65) hervorgeht, und setzen wir sowohl diesen Wert, als
auch die in den Gleichungen (21) und (22) stehenden Ausdriicke, in
die vier ersten Gleichungen (1), (2), (3) und (4) ein, so kommt:

(67) 6,=—2K[%7 + Q+ (5% + P)sin*g],
(68) a,=—2K[G_i'_°’+Q+(
©)  o,=—2K[F+@+ ("7 +P)sintg),

(70) r=— K22 S sing cosg.

) sin? (p],
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Es liege eine Hohlkugel vor, deren &uBerer Radius r, = 20 (cm)
und deren innerer 7, = 10 (cm) sei. Der Elastizititsmodul E sei
2400000 (kgem~?) und das mit m bezeichnete Verhiltnis zwischen
Léngsdilatation und Querkontraktion gleich 3. Diesen Werten ent-
spricht K = 900000 (kgem~?) und ® = 1, weil bekanntlich

m 1+ 26)E
K=sm+0nE=%1 530
und
1
= _>
ist.
Die Werte fiir die sechs Konstanten 4, B, C, D, FE und F sind

in diesem Falle die folgenden:

C = 12401"’ (kgem~%) = 17714 . ""’»(kscm")’

8
D= 13:_., (em®) = 007619 ...7 w-(cm’),
127 . 165 . 800 000 yu? . 2
B= 2 i ey r (kgcm)=3490:37...7;’ (kgem),

A = = 3010 rom-t) — — 09765 7;‘ (kgem~—4),

51469
, 16800 yw® g i o0-  ywt, o
E=-- 839 (cm)—102490...—g (cm®),
_ 1897 yw? - yw?
F=— -2“00‘839=—0'000()679... 3

Daher ist:

’G=m[ 1990 41T 1 003547 — 00000333 P,

H= g [%0° =172 — 00716, + 00000681] 7 vt
I = [= 0 =5 — 00776, 0000130,4]7“’
:? E;'i 6—6“'—0—98360-{-0-0354 000010073]7"",
dr 081[ ;9soq 2071 ],w

0 42758 _ 00776 + 0000417+ |7

13 200 37 558
dr = 581 [ o

Q= 839600000[ ’ﬁfl’om +3190520 — 3148,]7*",
1 6 286 500 000 yw?
| P= 64 839 600 000 [ — 8582"’] g

10*
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Nun entwickeln wir die folgende Tabelle:

Tabelle 1.1)
r 10 | 12 14 16 | 18 20 | | em )
G | 000111 | 000107 | 000104 000102 0-000990 | 0-000951 | | em |
H |—000214 |—000222 [—0:00223 | —0-00222 |—0-00218 |—0-00212 | em
|7 |—000198 |—000169 |—0:00158 | —0:00187 |—0-00116 |—0-000871 | e |
dG |—o 0000120 —0- oooomo! 00000182 |— 00000185 s—o 0000177 |-o 10000258 | -
or.___ S S ’ . 7 w0? ——
ZH l—o 10000887 ’— o oooons‘ 0:00000620  0:0000152 5 00000288’ 0:0000408 2 |
aJ I i . i ‘ 000 . T
3| 0000280 l 0 oooo9sal 00000729 | 0'0000878| 0000122 0000169 | -
Q@ ' 00000120/ 00000285 0-0000279 | o 0000289 i o 0000279'| 0-0000258 i__—_—
P | 00000887| 0-0000870 0-00000939 — 0-0000102|—0-0000263 | — 0-0000408 .
p=0° o
4r| 000111 | 100107 | 000104 | 000102 | 0000990 | 0000951 | | m |
» | 0:0000120| 0-0000285] 00000279 | 0:0000289| 0-0000279| 00000288 | -
6, i 0 | — 186 | — 25 | — 211 | — 184 | 0 7% xgew?
o | 1850 | 507 | 128 — 126 | — 332 | — 686 ! I gt
op —221 | —208 | —18¢ | —167 | —149 | —132 | ‘kgcm
o = -
dr | 0000040 |—0-000040 |—0000076 |—0-000090 |—0-000100 |—0-000109 l om
At |—0:00099 |—0-000845 |—0:000765 |—0-000685 |—0-000580 |—0-000435 |
v | 00000538/ 0-0000420| 0-000026 | 0-0000238| 0-0000148' 0-0000064| | —
(o, | 0 — 366 | — 396 | — 322 | —=206 | 0 7% kgon:
(o, | —104 | — 696 | — 90 | —327 | —166 | 009 g
op | —282 | —196 | —147 | —110 | —746 | —391 ';gcm
T 0 ! 588 | 614 | 46 8 | e | 0 ‘kgem™*
- o Ty o
| 47 |—000108 |—o 00116 |_-__o 00119 [—0-00120 |—0-00119 |—0-00117 .
| v | 00000957' 0:0000605] 00000373 | 0:0000187 00000016, —0-0000160, | — |
o, 0 | — o598 | — 627 | —367 | —229 | 0 Y xgem?
(6, | —348 | —190 —11 | —s28 | 013 538 g egen*
op | —343 | —190 —111 [ —52'8 | 018 53-8 !—l@::

Es ist merkwiirdig, daB %E

zuniichst sinkt, dann steigt, um wieder

zu fallen. Alle Werte in der Tabelle sind noch mit 7—;—' zu mult-

1) Zur Auswertung der Zahlen wurde ein Rechenschieber benutzt.
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plizieren. Nehmen wir an, die Kugel mache in der Sekunde 20 Um-
drehungen, so ist w = 20 -2z = 125'7 (em~'); ist ferner y = 00078

+A-
Fig. 1. (m=3.)
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(kgem=?) und g = 980 (cmsec*), so ist - = 0-1229 (kgem~*). Somit
ist fir ¢ = 0° und r == r;, beziehungsweise r = r,
dr = 0000136 (cm) bezw. 0000117 (cm),
v = 000000147 ” 000000317,
6, = 166 (kgem~—%) »w — 659 (kgem~?),
6, = — 272 (kgem=?) , — 162 (kgem~?).
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Fir ¢ = 90° bekommt man hingegen:

dr = — (0000127 (cm) bezw. — 0000144 (cm),
v= 00000118 ,  — 000000184,
6, = 6, = — 412 (kgem~?%) ” 661 (kgem~—?),

Die in Tabelle I enthaltenen Werte sind in Fig.1 zeichnerisch
dargestellt. Zu jedem r kann man die daza gehdrigen Spannungen
und Verriickungen abgreifen. AuBerdem ist die Lage der Oberfliche
der Hohlkugel nach der Formanderung gezeichnet. Die kubische Aus-
dehnung erreicht bei diesem Beispicle an den Polen der inneren Be
grensumgsfliche den groften Wert. Die reduzierte Spannung ist am
inmeren Aquator am groften. Es ist daher su erwarten, daf bei gentigend
grofer Towrenzahl an diesen Stellen Neigung eum Bruch aufiritt.

Far E = 2400000 (kgem~?) und m = 4, also fir K = 960000
(kgem~*) und ® = } nehmen die Konstanten die folgenden Werte an:

(0 = 185 7"” (kgem-*) — 1948571 L"" (kgem-?),

D= m 7“’ (cm ’)—006')4767"’ (cm’)

45.16. 12 700 000

S eiete 7'” (kgcm)—362584» ” (kgem),
51 797
2.25219

810 000 ‘y w _ 71 w?
o em®) = 12:29237 " (em®),

2
: ﬂ (kgcm“) = — 102694 Z'”- (kgem~—*),

B="
A=—
E =

F

452 765
T 3.9600.25219 lg" = 0'00062337 ”g"
IL
Es sollen nun auch die Formeln entwickelt werden, wenn die
Werte fiir 7, und r, sich wenig voneinander unterscheiden. F'iir eine
diinne elastische Schale ist » = r, = r, = R zu setzen. Man erhilt:
(8 + 56)R*yw®

=" 3(1 4 86)g
D 8+ 56)Ryu?
= 30K1 ¥ &)y’
A= 3094 190)yu?
10(1 + 36)g ’
(7 1) B — 2(8 + 86) Rbyx?
= sAF386yg
E_ 14263 +86)Ryu
1K1 F 6)(1 +388)g °
F e (1 +96)6 + 86) Ry

6K(1+ 6)(1 +386)g
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Aus den Gleichungen (26), (27) und (28) ergeben sich die Werte
fir G, H und J.
14+ 26) R’yw’
T 2K(1 F 86)g ’
(@ + 56) R*yw*
(12) H=— 2K(1 + 86)g ’
R yw?
J o= 2Kg

Aus den (leichungen (17), (18) und (19) folgt:
M= (8 + 56) R*yw?

2(1 4 86)g ’
. B+ 18) Ry’
(13) N =— "RiFsey
L — G+ 3O Rye
= 21 ¥ 36)g
Die Gleichungsgruppe (25) gibt die folgenden Ausdriicke:
a6 6 Ryt
dar = T 2K(1 + 36)g’
(14) dH 6 R*yw?

dr T :K(1 +36)g’
aJ 34 78)R'7w’
dr = 2K(1 + 36)g
Aus (14) und (15) erhdlt man: °
(8 + 58) Ryt
21 F 36)g (1 —sin*gp),

3 70)R*yuw
g=— (1;(-1_-?)3_8)5; sing cos .

Somit ist
Ryw? . Ryuw? yw?
(15) v= 2K(1+se)g(1_°m"”) 2K(1+ae)g°° Kty cesTra

Die kubische Dilatation ist somit propertional dem Quadrate des
Kosinus der geographischen Breite. Fiir ¢ =0 erreicht sie den groBten

Wert gleich - ;- jr'”; ¥ 67" An den Polen ist sie Null; da suferdem
an diesen Stellen 6, = g, ist, so sind diese Punkte spannungslos.
Wir erhalten femer:
- RS .
(76) dr = 27((’1'-"ﬂ-eﬁ [(1 4+ 26) — (2 + 58) sin? ¢],

2
') At = — 72"7K§ sing cos .
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War der urspriingliche Abstand eines Punktes der Membran von
der Drehungsachse gleich g, so ist er jetzt ¢ + 49, (siehe Fig. 2), wobei
7 Fig. 2 (718) de = Adrcosp — At singp
114 26)7u® ywled

2Kl + 36)g Eg

Somit ist die Verriickung in der zur
Drehungsachse normalen Richtung pro-
portional der dritten Potenz der ur-
spriinglichen  Entfernung und verkehrt
proportional dem Flastizititsmodul E;
von der sogenannten Poissonschen Kon-
stanten m ist diese Grofe nicht abhingig.

Aus (21), (22) und (74) folgt:
a(dr) O R'yw?

or — T 2K + 36)g (A — sin’g),
S -
é%‘:'ﬁ = %%i%;’g—‘ sin @ cos @,
12‘;‘}) - — 72 B (1— 24in7g)

0,=0,
6, =0
(19) R?yw? . g Ryt o yw? o .
0, = — -y~ (1—sin'g) = — =T costp = — 7 o' (Fig. 2),
t =0.

Die Verriickungen und Spannungen sind proportional der Dichte
und dem Quadrate der Winkelgeschwindigkeit; erstere wachsen mit
dem Kubus, letztere mit dem Quadrate des Radius der Membran. Die
radiale Verrtickung ist Null, wenn singp = + V;—i— :g ist. Fir =1
ist sing =+ /3 und @ = 4 40°54". Fiir ® = ! ist singp — 4 £ und
¢ =+ 41°49". An den Polen ist A7 =— ;;’3 R und am Aquator
erhilt man Ar = 2%?‘53_9;—7%; R = a;‘; RS, P,ie Differenz zwischen
der Linge der Drehungsachse und der eines Aquatordurchmessers ist

@2 + 56)yw? 2K + E)yw® .
2K F86)g % =  2KFEg R". Die

wihrend der Drehung gleich
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Verschiebung gegen die Pole erreicht fiir ¢ = 45° den griBten Wert
gleich — 4%’; R?® und ist gerade halb so groB, wie die radiale Bewegung

der Pole.

In der Richtung des Meridians trefen tiberhaupt keine elastischen
Krifte auf?); somit sind die Pole spannungslos, wie wir an anderer
Stelle schon ersehen konnten. Die Parallelkreisspannung ist proportional
dem Quadrate des Kosinus der geographischen Breite. Der Aquator ist
somit am stirksten beansprucht. Die Spannungen sind unabhingig von
den FElastizititskonstanten.

Nun ist die Form der Membran nach der Forminderung zu unter-
suchen. Der Punkt M kommt nach M,. Aus der Fig. 2 ergeben sich
die Gleichungen:

E=(R+ 4dr)cosp — Atsin g,

n=(R+ dr)singp+ dtcosg.

Somit ist

1+ 260)R*yw’ cos’q
E=cos¢[R+ YK+ 36)g ]’

o R*yw® | (14 26)RPyu’cos’y
"—Sm"’[R_’éKg + TS RAF s6)g ]

Dies ist die parametrische Darstellung der gesuchten Flache. ¢ ist
der Parameter, dessen Elimination keine grundsitzlichen Schwierigkeiten
verursachen wiirde. Schon jetzt ist aber klar, dap die Membran wihrend
der Drehung kein Rotationsellipsoid sein kann. Auf #hnliche Weise
lieBe sich auch die Oberfliche einer Vollkuge] darstellen; die durch
die Formeln (53) gegebenen Verriickungen sind ja #hnlich den durch
die Gleichungen (76) und (77) dargestellten.

1) Denkt man sich einen Schnitt durch die Kugelschale normal zur Achse,
so kann man die meridionale (tangentiale) Spannung zerlegt denken in eine in
der Richtung der Achse wirkende, und eine, die normal darauf gerichtet ist. Da
aber jeder Teil eines Kérpers wieder als ein Korper zu betrachten ist, auf welchen
sich die allgemeinen Siitze des Gleichgewichts anwenden lassen, so muB, da keine
duBeren und keine Massenkrifte in axialer Richtung wirksam sind, die Summe
aller axialen Komponenten iilber den ganzen Querschnitt genommen, Null sein,
also auch die Spannung selbst. Bei der Behandlung des elastischen Gleich-
gewichtes einer diinnen Kugelschale, in welcher die Temperatur in besonderer
Weise von zwei Variablen abhiingig ist, hat J. Stefan die tangentiale Spannung
als konstant lings des ganzen Meridians bezeichnet. Diese Konstante muB aber
nach dem soeben Gesagten den Wert Null haben. (Sitzungsber. d. Kais. Akad. in
Wien, 1882. 8. 565.)
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Solange die Formanderungen gericg sind, ist die Form des ur-
spriinglich von einer Kugelfliche begremzten Korpers von eimem Ellip-
ssid wenig verschieden Mit zunchmender Drehungsgeschwindigke::
nimmt er aber die Form der Fig 3 an. Man
darf allerdings nicht vergessen, da8 dem Grund-
- formeln der Elastizititstheorie die Vorstellung m-

/—\ grunde liegt. daB die Gestaltsandermngen kiein

sein sollen im Vergleich zu den Abmessungen des
Korpers.

1. Zaklenkeispiel. — Es sei R =20 ‘em), E = 2 400 000 (kgem™?),
m=3 K= 90000 kgem~*) und 6 =1.

Somit wird

} Fel

o

dr = [3 1 sin® «;] 7" {em:,

At = — ; sing cosc;f (cml

v = 1“000 l—sm’q:)7

6, = —400(1 — «;V * (kgem-Y).

Fiir verschiedene Werte von ¢ erhalten wir die folgende Tabelle:

Tabelle IL
K2 0°* 30° ! 45° . 60° . 90° Dimension |
Ar'0003383 0001389 —0:00055556 —0-002500 — 0-004444 ' em j
[at] 0 —0001924 —o002222  —0-001924 (] ye?'  em |
» 10:00003555° 0-00004167 0-00002778] 0-00001389i 0 g . -
| ¥ 1000009598 - 290 — e
op | —400 — 300 —200 ' —100 0 ; kgem

Ist 7;"'2 = 01229 (kgem~*), so erhilt man fir ¢ =0° 45° und 90"

Ar = 00004096 (cm) bezw. — 0-00006827 (cm) und — 0-0005461 (cm),

dt = O(em) , — 00002731 (cm) , 0 (em),
v = 0000006827 , 0000003414 0,
0, =—4916 (kgem=%) , —2458 (kgem—?) ” 0 (kgem™*)

2. Zahlenbeispiel. — Bs sei R = 20 (cm), E = 2400 000 (kgem~*),
m =4, K=960000 (kgem~*) und € — 1. Dann ist
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(Ar = T2'100 [4—9 sxm"qp]y (cm),
4 At = — 2{0 sin @ cos«pT (cm),
v = mon(l —'9)]
L o, = — 400(1 —sin’ g)7 = " (kgom?).

. w
Die Faktoren von 7

sind fiir verschiedene ¢ in der folgenden
Tabelle zusammengestellt.

l

Tabelle III.
® | 0° 80° 456° 60° 80° | Dimension
4r [0-003333 0'001458 |—0-0004167 |—0:002292 |—0-004167] cm
4t | 0 |—0001804 |—0-002088 |—0-001804 | ’.,w* cm
v |0-00008833] 0:00006249| 0:00004167| 0:00002083] 0 { g
op| —400 ; —300 | —200 | —100 | 0o | kgom-—?
—}F Fig. 4.
N
\\
N
N
N
\
\ -
N
Y. '
\
\
\
\
\
\
1
1
]
[}
H
[}
]
]
®
L)

e
Lo
Nimmt man, wie in den fritheren Fillen, >

glelch 01229 (kgem—*)
an, so erhilt man fiir ¢ = 0% 45° und 90° dle folgenden Werte:
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Adr=00004096 (cm) bezw. — 000005121 (cm) und — 00005121 (cm),
At = 0(cm) , —00002560 (cm) , 0 (cm),
v = 000001024 ” 0-000005121 ” 0.

Die Fig. 4 gibt die hier gefundenen Resultate graphisch wieder.
Die beiden stark ausgezogenen Linien geben die Lage der Membran
vor und wihrend der Drehung an. Die fiir ® =1 giiltigen Linien
sind voll, die fiir @ =} giltigen hingegen gestrichelt ausgezogen.
Trigt man von O aus den Winkel ¢ auf, so kann man die zu diesem
Winkel gehorigen Spannungen und Forménderungen abgreifen. Die
negativen Grofen sind zwischen dem Mittelpunkte O und dem Kreis-
bogen aufgetragen, die positiven auf der entgegengesetzten Seite.

1IL

Es liege eine Vollkugel vor, deren Radius R = 20 (cm) sei. Der
Elastizititsmodul sei mit 2 400 000 (kgem~—*) und m mit 3 angenommen.
Es ist also, wie im ersten Zahlenbeispiele K = 900000 (kgem~*) und
® = 1. Durch Einsetzen dieser Werte in die Gleichungen (43) bis (49)
bekommt man:

Ar = g 400 900 L1080 — 1-1#* + 2(r* — 1100) sin? (p]r (cm) )

T 000( 4400 + Tr%)r sin g cos g L (cm),

. v 10?
v ='3?0'0'm[160—‘ﬁ(4+81n’q?)r’] g )

1 6, = — (106 — 11sin? ) (400 — 1*) 7'”-' (kgem~%),

6, = — o5 [08(+* — 200) + 11(400 — #%) sin* g]’ zs " (kgem~?),
6, = — 15 (2120 — 31" — 2% sin’ ) e " (kgem-?),

7 = 26 (400 —r¥)sing cosgp’ (kgcm— ).
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Fir verschiedene » erhilt man die folgende Zusammenstellung:

Tabelle IV.

[r! 0 | 4 [ 8 | 12 [ 16 | 20 1 | em
SR N s e i om
dr, 0| 00001816 | 00003452 | 0-0004726 | 00006459 | 00006470 em
v 10-00004444| 000004308 000008898| 000003214] 0-00002256] 0-00001026 —
o, | —16807 | —15666 | —13698 | —10437 | — 6871 | 0 T |kgem-s
5, 615 |  b66 | 419 | 172 | — 172 | — 616 9 ligom-
6. —1631 | —1593 | —1478 | —1287 l_l—loz 0 | —er7 | kgem~?
B - T = - )
;u, 0 |—0'00000869|—0-00000908|—0:0000176 |—0-0000812 |— 00000618 | cm
4t 0 |—0000183 [—0000888 |—0-000485 |—0000446 |—0:000842 | cm
» '0-00004444| 000004291 0:00008829| 0:00008059| 0-00001984| 0-000005983; |
o, — 846 | — 1540 | — 6591 | — bos2 | —2828 | 0 [T ikgem-2
o ! — 1846 | — 71567 | — 6689 | — 6012 | —3218 | —615 i kgom~
op| —1681 | —1868 | —1880 | —10866 | —e266 | —615 | | kgem—2
r. 8462 | 8123 7108 | 6408 | 8046 | 0 |  ‘kgem~?
—90°
ar| 0 [—00001890 |—0-0008632 —0-060508 |—00008079 [—0-0006496 cm
[ » 10-00004444] 0:00004274] 0:00008761] 0-00002906] 000001704 0:000001794 =
s, 615 591 | 516 | s94 | 201 0 Y kgom-
o | —1681 | —1568 | —1880 | —1066 | —625 | —616 kgem-*
6p —1681 + —1568 | —1380 | —1066 | —625 | —615 | kgem~?

Ist 7—:? = 01229 (kgem~*), so bekommt man fiir ¢ =0 und r =0,
beziehungsweise r = R = 20 (cm):

dr =0 (cm),
v = 0:00000546 ,

6, = — 200 (kgem~?),

6, = 076 (kgem~?),

6, = — 200 (kgem~%),

Fir ¢ =90° und r = R ist

bezw.

”»
”»
n

”»

00000672 (cm),
000000126,
0 (kgem~?),
— 076 (kgem~—1%),
— 832 (kgem~=7).

Ar = — 000000798 (cm).
0-0000022,
6, = 0, = — 076 (kgem~?%).

Y =




—ar

AL
" \.'v
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Ist hingegen E = 2400000 (kgem~%) und m = 4, so kann man
die folgende Tahelle entwickeln:

A

Tabelle V.

el o | 4 1 8 | 12 ;16 | 20 [ | em_
o 9=0° ]
Jrl 0 0:000250 | 0-000480 | 0000674 | 0-000810 | 0:000870 cm
» 00000611 00000594 00000543] 0-0000505| 00000341| o0-0000190  — |
o, | —1643 | —1490 | —1206 | — 988 | — 556 0 -To kgem
; 1685 | 1413 | 1044 | 430 | — 430 ; —1585 kgem?
Gp|—1548 | —1520 | —1418 | —1261 | —1042 | —760 ‘kgem™?
o o B Y

Jdri 0 | 00000219/ 0-0000400| 00000504 00000545, 00000328  cm
Jt| 0 |—0000172 |—0000317 |—0-000407 0000416 |—0000816 cm
» |00000611] 0-0000590| 00000630 0-0000436] 0:0000301 0-0000127 — |
o, | — 6949 | — 6667 | — 0838 — 4448 . —202 | 0 - o 'kgem
o | — 6949 — 6783 | — 6083 | — 5000 | —3484 | —1636 g kgem~
op|—1548 | —1499 | —1870 | —1152 | —se8 | —a57 gem-
v | 8485| 8146 | 7127 | 6430 | 3064 | 0 kgem™*
v e —
dr| 0 1—0000162 | 0000293 |—0-000411 |—0-000496 |—0-000627 . em
| » |0:0000611, 0.0000689| 00000508] 00000414 0-0000261; 0-00000889. . —
o | 1685 1474 | 1190 | 983 | s88 | o0 T gem
o |—1543 | —1488 | —1821 | —1048 | —654 | —1585 y kgem~*
op —1648 —1488 | —1821  —1048  —6564  —1635 lkgem2

Die Fig. 5 und 6 geben die Tabellen IV und V zeichnerisch wieder.
Man kann mit Hilfe der Kurven fir 4r und ¢ die Oberfliche des
Korpers wihrend der Drehung, sowie die Lage urspriinglich kon-
zentrischer Kugelschalen konstruieren. Vergleicht man die beiden Ab-
bildungen untereinander, so kann man sich ein Urteil tiber den EinfluB
der GroBe m verschaffen.

Der Mittelpunkt der Kugel wird am stirksten beansprucht; dort ist
eine reduzierte Spannung und auch die kubische Ausdehnung am griBten.

Alle Punkte mit gleicher kubischer Ausdehnung liegen auf Scharen
homothetischer, an den Polen abgeplatteter Rotationsellipsoide, deren

Meridianellipsen die Gleichung C = ﬂ’i’_ﬁé + 2a _’1_—’55) haben (in
rechtwinkligen Koordinaten), wobei #* = z* + y* und C eine Konstante

ist. Das Achsenverhiltnis ist 2?1':_7;? 6)’ somit fir & =1 .....
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V125 = 11180, und fir © =1 ... .. 1180 = 1-1402. Die Flichen
mit konstanter Parallelkreisspannung o, sind ebenfalls konzentrische
+ 4
Fig. 5. (m=3.)
% Ty, :
S s
- 7 x .
4
3 £/

Rotationsellipsoide. Die Gleichung C(2® + y®) = [R* — (2® + y¥)]zy
kennzeichnet die Art der Meridiankurve des Drehungskérpers, dessen
Punkte gleiche Schubspannungen besitzen.

Iv.

o1l faut penser a coté.“ (Sourian.)
Wir wollen die hier erhaltenen Formeln vergleichen mit denjenigen,
welche fiir den Zylinder giiltig sind. Der Untersuchung liege ein
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halbpolares Koordinatensystem zugrunde (Fig. 7). Die Verrickungen
eines Punktes M in radialer und axialer Richtung seien mit 4r und 4z

+4-
Fig. 6. (m=4)
2
<q
Ty 24,4
- 7% x
%,
4
? Y \\
\\\ K
H T N y
; \
'A% \ N —4
TS5 W VAT
—bhell ¢ f '_.-" ' Se o
\‘ ,/ 7 g N ¥ Z
4 i AN A= —+ Ay +
e g L) ¥ ——
/ = ”';:‘\."}‘" A,E } Y -
AN H
H i 1
i i |
%/ P ;
/o P
\ j ' ; /

bezeichnet, entsprechend seinen Koordinaten » und z. Bekanntlich
lauten dann die Formeln fiir die Spannungen wie folgt:

o, = —2K [ 1 64],
6,—— 2K -‘-r—'+eu:|,
(80) 9(4z)

6, = — 2K[ o+ Gv],

c(dr) , 0(dx)
t=— K|+ )
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wobei v die kubische Diiatation ist, welche, ausgedriickt durch die
Verriickungen, gegeben ist durch den Aus-

druck he Fig. 7.
_ 0(d7)
Y=o + -+ 0

r

Es ist g, die radiale, o, die axiale, o, die

normal zu diesen Richtungen wirkende Span-

nung.
Die Gleichgewichtsbedingungen lauten: __

dre) _ap 0 _yet, o
“ror g _
(81)
QG, a(ry) -0
oz rcr :

Ol
—

Fiir einen unendlich langen Hohlzylinder
ist Q(:—:—) = (, und v =0 zu setzen. Die Spannungen und relativen

Léngenénderungen sind nur von » abhiéngig, sodaB die folgenden Be-
ziehungen gelten:

o, ——2K[(1+6)% + 02 1 60,],

agar) -

—2K[0%: 2 +(1+6)2" +60,),

P

o,=—2K[0°5" + 627+ (1+6)C,],

(82) dirs,) _op _yw'

rdr r g

Setzt man diese Werte fir 6, und 6, in die Gleichung (82) ein,
80 bekommt man eine Dlﬂ'erentmlglelchung zweiter Ordnung, deren
Integration den folgenden Ausdruck liefert:

dr =— 16K(1+ e)g’”‘o""'

C, und C, sind die Integrationskonstanten. Somit ist

dar
T 16K(1+9)gr’+0 + =y

d(dr) Syw?
“ar T wri+ ey tO—

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 53. Band. 1908. 3. Heft. 11
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Die Formeln fiir die Spannungen lauten nun:

6, =—2K[— %;(*(—l‘%é“)’—;r* +(1+26)C, + 60, — 3],

6,=—2K[— AL 01 (14 26)0, + 0C, + 3],

<% 16K1 + O)g
46yw?
o,=—2K[— R e," T 200 + (1 + 8)G,)-

Aus den Bedingungen, daB einerseits die radiale Spannung an der
inneren und #uBeren Mantelfliche den Wert Null annehmen, andrerseits
ein Querschnitt des Hohlzylinders im Gleichgewichte sich befinden mus,

r=rq

somit [ 2xra,dr =0 ist, erhiilt man die Konstanten C,, C, und G,. Es ist
'=" 0. — B+ 81 +26)r3 + rHyw’
1 16K(1 + 6)1 4 36)g
3+ 46)r3rjyw’
"16K(1 + 6)g
Y (3 + 86)(r2 + rhyrw*
20+ G = 8K(1 + 6)(1 + 36)g

Diese Werte sind nun in die obenstehenden Gleichungen fiir die
radiale Verriickung und fiir die Spannungen einzusetzen:

, yu? 34+ 6)1420)r3 41D (B+468)rin
ar = grE et 1136 ro I

Gy =

’

8+4+56)r; + 1)
8K(1+8)g[ 2r' + 136 ’

(84)] o, = (84 46)yw? R (4 ) — , ,-t]

V=

T 8(1+ 6)g
B+ 46)y1? 1446
%= =St o5 [~ s rien HCIHM+T

Oyw? .
(%=~ s f el 2"+ +]

Die Spannungen sind somit unabhingig vom Schubmodul. Fir
7, =20 (cm), »,=10 (cm), K =900 000 (kgem~?*) und ® =1 erhilt man:

Tabelle VI.
r| 10 | 20 cm
A'r_l_5601458 | 0001250 em
| v | 000005656 | 000001389 | gyt | — |
6p | —8626 | —1376 | g | kgom™?|
6, « — s'}T!__ 876 kgem-2
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Vergleichen wir diese Werte mit den fiir ¢ = 0, also fiir die
Aquatorebene einer Hohlkugel gilltigen (Tabelle I), so bemerken wir,
daB fiir den Hohlzylinder die Verriickungen gréBer sind, was auch zu
erwarten war. Hier wie dort ist die Verrlickung fiir » = »;, groBer als
fir r =, Die Ursache dieser Erscheinung ist klar; die Spannungen g,
bewirken betriichtliche Querkontraktionen. Es ist 6, am AuBenmantel
sehr wenig verschieden von der bei der Hohlkugel erhaltenen GriBe;
6, hingegen, welchem bei der Kugelschale dem Werte o, entspricht,
zeigt in beiden Fillen ein entgegengesetztes Verhalten.

Die griBte Beanspruchung eines langen rotierenden Hohlzylinders
findet lings der Erzeugenden des Innenmantels statt.

Etwas einfacher ist die Ableitung fiir eine diinne rotierende Scheibe,
da in diesem Falle 6,=7 =0 zu setzen ist, sodaB man schreiben kann:

d(dz) ® rd(dr)
de = 1+ &L dr +"

Es wird hiermit

d d(d
3 _1-*-9[9 f+(1+2@)(9')

6, ==

g, =— U 9[(1 +2@)— + 8d(dr):l

Setzt man diese Werte in die Gleichgewichtsbedingung ein, so
erhilt man durch zweimalige Integration die radiale Verriickung

_Q + 6)yw?
Ar=—ka + 203" TG ""’

(, und C; sind die Integrationskonstanten. Somit gehen die
Gleichungen fiir die Spannungen in die folgenden tiber:

3 +176)(1 + 6)yu’ , ¢,
O ="1F e[_ 16K(1 £ 269 T HA+3O)CG -1+ 03],

K ( 5@ ) 3 . C,
6= —,rel—" j;;(}ito));"’ P+ (1+36)C +(1+6)3]

Soll die radiale Spannung ¢, am inneren und &uBeren Umfange
verschwinden, so miissen die Konstanten die folgenden Werte annehmen:

(L + 6)8 + 16)(r% + 1) yw?
(1 +36)C, = 16 K(1 + 26)g ’

(1 + 8)0 (14 6)(3+76)r "’7”"’

16K(1 + 26)g

(83a)

11°*
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Somit erhalten wir:

ar =" Te?((fi;g));w’[_ 334176 + 1r++sre r+4q -;-r’O)r]
- e 2 i T+ )],

o= — it amg "+ 0Em="H],

B+ 16)yu’r (1 +56)
Op=— 8(1+29\g[ sy’ T2 +ri)+ ]

v

(84s)

Die Spannungen sind wieder unabhéngig vom Schubmodul X. In
diesen Formeln, sowie in den Gleichungen (84) ist die Form von o,
eine eigentiimliche, von &, verschiedene. Fir r =y, und r =, be-
kommen wir sowohl aus der Formel (84a), als auch aus der Formel (84)
denselben Wert fir 47, namlich

Ary= sK(1¢-7|-w3 gy l(1 + 02+ (3 +T0)r7], bezw.

4, = st oL+ €)1 + (3 +T6)11).
Man kann also sagen: Die beiden Mantelflichen rotierender Hohleylinder,
die denselben Querschnitt haben, kommen wihrend der Drehung in die-
selben Lagen, mag der Kirper sehr kurz oder sehr lang sen.

Wir wollen auch fiir diesen Fall die Spannungen und Verriickungen
fir r =7, und r = r, rechnen, wobei wieder r, =20 (cm), r,=10 (cm),
K = 900000 (kgem—%) und ® =1 gesetzt werden soll. Man erhilt:

Tabelle VII.
r | 10 | 20 | | em
"4y | 0:001458 | 0001260 | , [_om
» | 000004861 | 0-00002088 . Y™ |
op | —3850 | —150 | R I —

Wenn 7, und r, wenig voneinander verschieden sind, so gehen die
Formeln (84) und (84a) in die folgenden iber:

(14 26)yu’r® _ yuw's?

AT = SK3 + s6)g — Eg ’
v = ywir?
~ 2K(1 + 36)g°
(84,) 16 =0,
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Diese Formeln stimmen iberein mit den mit (78) und (79) be-
zeichneten. Somit kann man sagen: Jedes Element einer kugelformigen
Membran st gerade so beanspruchi, wie ein Element einer sylindrischen,
die mit derselben Winkelgeschwindigkeit sich dreht und deren Halbmesser
so grof ist, wie der des durch diesen Punkt gelegten Parallelkreises.
Jeder Parallelkreis deformiert sich gerade so, wie der Querschnitt einer
zylindrischen Membran vom gleichen Radius. Diese Sitze folgen iibrigens
schon aus der Tatsache, daB in der Richtung eines Meridians einer
diinnen Kugelschale keine Spannung auftritt.

Man kann die Formel fiir die Spannung g, aus der Gleichgewichts-
” ﬂﬂﬂ—a—¢fﬁ=0

- dar P

sofort erhalten, wenn man 6, = O setzt.

Wenn r;=0 ist, so nehmen die Formeln (84) und (84a) die
folgenden Gestalten an:

, yo* (14 26)(8 + O)r2
""“‘EK(1+9)g[—r’+ 1+36 ]"
3+50
v = sra o2 T 11 se" )

3+ 48)yw? .
@®4) o =G,

6, = — 8(1+9)y[ (1 + 46)r® + (3 + 46)1],

8yw?
\ 6a = — 4(1—‘+——‘8$—y‘(_ 2," + rﬁ).
(1 + 6)yw? B+ 76)r3
Ir = JTxi + 29)9[ "+ S rse T
yw? 3416
V= 8KkQ '.rza‘e)_g[_ 27+ ¢ ¥ se’s]
(8da,) @ + 16)7w
% =~ 5aFtaey (7T
| 6, = — (1+29)y[—(1+5@)r’+(3+76)r’]

Fir r, = 20 (em), K = 900000 (kgem~%) und @ = 1, erhalten wir
die folgenden Tabellen.
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Tabelle VIII.

r 0 10 20 cm

0 00008820 | 00005655 __em

» | 000006556 | 000004167 0 —
6 | —115 | —131% 0 kgem—?
[ op | —176 | —u87 | —s0 egem™2
| —s8 ' — 2% ! 50 kgem—2

Die axialen Spannungen sind nicht unbetrichtlich.
Tabelle I1X.

r | _ 0 | 10 _| 20 cm

dr | 0 00004167 . 0-0006555 em
» | 000004680 | 000003704 | 000000926 =]
o | —1e87 | —am | 0 gem?
op | —1667 | —1417 | —667 kgem~2

Der Unterschied zwischen den Spannungen 6, und 6, in einem
sehr kurzen und einem unendlich langen sich gleichmiBig drehenden
Zylinder ist nicht bedeutend. Vergleicht man die hier erhaltenen
Werte mit den in Tabelle IV stehenden, so ergibt sich die folgende

interessante Zusammenstellung:

Tabelle X.
| Kugll  Unendlich | ’
Aquator- | langer | Scheibe
ebene | Zylinder

ar 00005470 | 0-0005555 | 0-0005856 fir r =7,

v | 0-00004444 | 0-00005556 | 000004680 \ir r—0
| v | 000001026 | 0 | 0:00000926 fir r=r,

o, | —16807 | —17500 | —166q7_. . filr r=0
[ e, | —6m1 | — 60 | — 667 U fir re=r
o, bezw. o, | 616 | — 60 | 0 __' fir r=0 |
o, bezw.o, — 616 B0 | 0 fir re=r,

Der Zeichenwechsel in den beiden letzten Reihen ist beachtenswert.!)

1) Es gibt ein oblonges Drehungsellipsoid, dessen Achsen sich verhalten wie

[ 2 461 +36) \n 9.1 wie 1:1118) bei welchem dio Normal-

A+ 6)@3+176)

spannung o parallel zur Drehungsachse fiir alle Punkte gleich Null ist.

I'équilibre d’élasticité d'un corps tournant. Note de M. L. Lecornu, C. R. 128,
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V.

Die Aufgabe, die Spannungen und Forr.n'é.nderungen einer rotieren-
den Hohlkugel zu finden, ist ein Sonderfall des viel allgemeineren
Problems der Beanspruchung einer Hohlkugel durch beliebige Massen-
und Oberflichenkriifte, welches durch Entwicklung in unendliche Reihen
nach trigonometrischen oder Kugelfunktionen gelost werden kann.
Schon Lamé bestimmte die Losung fiir beliebige Kriifte, die auf die
Oberfliche wirken, und #nderte sie sodann dahin ab, daB sie auch be-
niitzt werden kann, wenn gewisse Massenkriifte wirksam sind. (Sur
I'équilibre d’élasticité des enveloppes sphériques, Liouvilles Journal XIX,
1854, S.69f) Auf einem von dem Laméschen verschiedenen Wege,
ohne ‘Benutzung von Polarkoordinaten, hat Thomson die Losungen
angegeben. (W. Thomson und P. G. Tait, Handbuch der theore-
tischen Physik, deutsch von Helmholtz und Wertheim.) Beide
verwendeten Kugelfunktionen, ersterer doppelt unendliche, letzterer ein-
fach unendliche Reihen. Fiir das allgemeine Wirmespannungsproblem
einer vollen Kugel hat Borchardt die Losung in endlicher Form ge-
geben. (Abh. d. Akademie der Wissenschaften zu Berlin 1873, Unter-
suchungen titber die Elastizitat fester isotroper Korper unter Beriick-
sichtigung der Wirme, S. 9ff) Eine neue Losung der allgemeinen
Aufgabe durch bestimmte Integrale hat V. Cerrutti gegeben. (Sulla
deformazione di una sfera omogenea isotropa per date forze applicate
sulla superficie. Il nuovo Cimento, 1892, III. 32. 8. 231 ff))

In unserem Sonderfalle wurden die Funktionen, durch welche die
Forminderungen dargestellt sind, zum Teil angenommen. Erst die
Moglichkeit die Konstanten zu bestimmen, ergab die Zulissigkeit der
Annahmen. Somit ist diese Aufgabe zum Teile eine umgekehrte, denn
gewohnlich sind die Krifte gegeben und daraus direkt die Spannungen
und Formanderungen zu bestimmen.

Wien, den 1. Oktober 1905.

1896, S.96—99.) Dieser Korper scheidet die Drehungsellipsoide, welche man sich
zwischen Kugel und unendlich langem Zylinder vorstellen kann, in zwei Teile.
Bei den stirker oblongen erscheinen die axialen Spannungen der Aquatorebene
in der Nahe des Kugelmittelpunktes negativ und in der Nihe der Oberfliche
positiv; bei minder oblongen ist es umgekehrt, und fiir das erwithnte Ellipsoid
sind eie iberall Null.
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Uber die Berechnung der Summen diskontierter Zahlen
fiir eine nach dem Makehamschen Gesetz fortschreitende
Sterbetafel.

Von M. LErcH in Freiburg (Schweiz).

Bedeutet I, die Anzahl der Lebenden zum Alter 2 einer Sterbe-
tafel, oder vielmehr eine jemer Zahl proportionale GréBe, so ldBt sich
zufolge eines Satzes von Makeham [, in der Gestalt

@ l,=89¢" =51

darstellen, wobei die Konstanten s, g, ¢ den Bedingungen geniigen
0<g<1, 0<s<K1, ¢>1; p=—1logg>0.

Namentlich gibt es eine Sterbetafel mit den Werten?)

§= g =0,999052, c = 1,09648.

1
1,006615°
Die Schreibweise log bedeutet immer die natirlichen Logarithmen,
dagegen werden die Dezimallogarithmen durch Log angedeutet. In den
Formeln der Versicherungstheorie kommen die sogenannten diskontierten
Zahlen der Lebenden, d. h. die Zahlen

0,=-—7%——, (p = Prozentsatz),

und ihre Summen vor.
Bedient man sich der Bezeichnung

(2) 0= _—_:q - (SOdﬂB also 0 < (] < 1)7
L+ 10

so sind die uns interessierenden GroBen nach (1)

(3) az——- 0’9"2: Sa = aa + 6¢|+1 + - ____Zpa-b-ugc“*'“’

n=0

wobei noch ausdriicklich bemerkt werden mag, daB die Versicherungs-
technik nicht mit den Summen S, selbst, sondern mit Differenzen

1) Entnommen dem Werke Dormoy, Théorie math. des assurances sur la
vie. Paris, 1878; p. 128.
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S,— S, (r—1 die letzte in der Sterbetafel vertretene Zahl),
operiert.

Fir die oben erwiihnte Sterbetafel und wohl auch fiir die anderen
ist, solange p < 10, das Produkt ce griBer als Eins. Dies hat, wie
sogleich gezeigt werden soll, die Konvergenz der Reihe

4) D(a) = D>~ (1 — g*7")
r=1
zur Folge. In der Tat folgt aus dem Mittelwertsatz
1—e*=1zxe?’s, ©0<9<1),
fir = yc*-" _
1—g* " =1—e 1" " = pes-re 3?77,

und folglich

a—7v -7 a 1y

e (1—g"7") = y(cero(;,) s 0<6<1),
woraus die Konvergenz von (4) wegen cp > 1 ersichtlich ist.

Die Reihe spalten wir nun in zwei Teile, jenachdem @ —» >0
oder a — » < 0 ist. In dem ersten endlichen Teil setze ich a — v = g,
im zweiten Teile dagegen v = a + p, sodaB die Voraussetzung gemacht
wird, daB a eine ganze Zahl ist. So kommt

a—1

20 = et~ ) + Steu(t — 7%).

u=1

Der erste Teil liBt sich nun schreiben

a—1 a—1 a—1
Dl — Doy = | =0 = Derg,
pn=0 u=0 u=0

und unsere Gleichung nimmt nach Addition der GroBe

2@”9°“
n=0

folgende Gestalt an:

@(a) +20"9°" —Zoﬂgf" +=" +2<r”(1 —g7")-

pe=0 =1

Fihrt man daher die Bezeichnung

(5) - —Zo“y"’ 29"(9‘ -

r=1
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ein, so folgt die Beziehung

®) So=Deg =¥ + 0K,
p=a

in welcher die GroBe K vom Alter a unabhingig ist. Die hier auf
der rechten Seite auftretende GroBe ®(a) ist zwar durch die Reihe (4)
vollstindig definiert, jedoch nur im Sinne der Logik, da die Reihe nur
schwach konvergiert. Wir miissen uns daher eine andere Darstellung
von @(a) verschaffen. Dies gelingt in duBerst einfacher Weise ver-
mittels der elehentaren Formel

"
1—ef=— i
a=1
Setzt man darin £ = — y¢*~" und summiert dber v =1, 2, 3, ..., so0
kommt
(D(a) =2 2(__ 1)!4-1 %:__' QT oA,
ye=1l u=1

Die Doppelreihe auf der rechten Seite ist nun absolut konvergent, da
die Summe der absoluten Betriige ihrer Glieder den Wert

Dloc(er™" — 1)

1 4

hat; dadurch ist die Umkehrbarkeit der Summationsordnung dargetan,
und wir erhalten durch Ausfiihrung der Summation in Bezug auf v
die gewlinschte Entwicklung

® 2@ = o -1yt B

=1

Die GroBen yc* sind fiir jiingere Jahrginge ziemlich klein, z. B. im
Falle der eingangs erwihnten Sterbetafel

y = 0,000948, Logy = 0,97681 — 4, Logc = 0,04,
also fir ¢ = 30 und a = 50
ye® = 0015002, pc® = 0,0948,
und die GroBe ®(a) liBt sich mit Hilfe von (7) mit seltener Bequem-

lichkeit herstellen.
Fiir a = 75 haben wir dagegen

pc™® = 0,948,
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die Benutzung von (7) ist also nicht mehr so bequem wie fiir kleinere
Alterszahlen, immerhin aber noch mdglich.

Handelt es sich um die Berechnung von tempordren Leibrenten,
so kommen bloB die Differenzen .S, — S, in Betracht; die Formel (6)
liefert dann

§.— 8= ¢ + 0@@) — (),
und man kann diesbeziigliche Rechnungen lediglich mit Hilfe der Ent-
wicklung (7) ausfithren, falls b < 75, und die Kenntnis der Konstanten K
ist nicht erforderlich.

Die vorhergehenden Betrachtungen bewegen sich in den elemen-
tarsten Grenzen und sind auch denjenigen zugiinglich, die nur mit
allereinfachsten Vorkenntnissen versehen sind. Die nachfolgenden Aus-
fihrungen setzen dagegen die Kenntnis der Gammafunktion voraus,
welche die Berechnung der GroBe K in iiberraschend bequemer Weise
ermoglicht. .

Bevor wir dazu iibergehen, wollen wir jedoch zeigen, wie man sich
mit Hilfe des Zahlwertes K die GroBe @(r) verschaffen kann, wobei v
die erste in der Sterbetafel nicht mehr vertretene Alterszahl bedeutet.

Man verschafft sich zunichst durch direkte Rechnung den Wert

Sf =2m’0“¢u ’
u=z

was durch Benutzung einer nur geringen Zahl von Gliedern bewerk-
stelligt werden kann. Nachher bedient man sich der aus (6) folgenden
Formel '

() =8+ KE— &
zur Berechnung von ®(7).

Zur Bestimmung der GroBe K fithrt eine Relation, die ich im
ersten Bande der Abhandlungen (Rozpravy) der Prager Akademie auf
S. 147 aufgestellt habe und die sich leicht verifizieren 1é8t; sie lautet

In
-] ] “Tm—u) Ssn n—u
8) 21"(3 + nti)er i = -2"'2e—“ et "7,

n==— ® n=—a

Wir bediirfen derselben fiir reelle » und fiir reelle positive ¢; der reelle
Teil von s muB positiv sein, wenn die rechte Seite konvergieren soll.
Da diese Voraussetzung zur Konvergenz der linken Seite nicht er-
forderlich ist, so erhalten wir eine auch fiir negative s giiltige Gleichung,

1 [] .
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wenn wir die rechte Seite passend umformen. Derjenige Teil der un-
endlichen Reihe rechts, der von den Werten n =—1, — 2, — 3, .
stammt, d. h.

2
P S LI
e [ ,

m==1

kann in der Tat wie folgt geschrieben werden
( ;mtw) ) ———(m+u) e !
(et ) 2

und dieser letzte Ausdruck konvergiert, sobald nur der reelle Teil von
8 + 1 positiv bleibt.
Wir haben alsdann die Relation

2n

®  fan “‘("—“) ® 2an _2=n
e——(ﬂ-—")—e ¢ +26 (m-*-u)(e_c 7 (m+-w) _ 1)
* =0 m=1
%) i,
PRI, Zr(s + nti)ernuni,
e ‘ —_— 1 n == 00

(reeller Teil von s + 1> 0).
Machen wir nun die Annahmen

2 2 lo
iﬁ—'logoi ‘?,!:logc’ uﬂ:_lo—gZ’
80 wird
" (s 4 1) =log(ce) >,
also die Bedingung erfiillt, und da alsdann
,—’-’u—u —?—‘Jln——u »n logy
o )=7c,,, o )=0+,osc’

so nimmt unsere Beziehung (8*) die Form

logy
loge- o‘°‘”[20 e +29""(e—7° "‘—1)+~-«—]

n=0 m=1
logy

oge , 2n=ws —2'"!'108
Zr(logc + logc)

n=—2mw
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an. Der in eckigen Klammern auf der linken Seite stehende Ausdruck
ist nun aber genau — K, und wir erhalten

_logy
loge 1
—__0_ o8 e

® K= loge F(logc)-*-x’
wenn mit y die GroBe

_logy

loge 1 2 —2nni 1087
_ g— og @ nwrs log -

(10) Toge 2 (logc+ logc) 08¢ (n=+1, +3, +8,...)

angedeutet wird. Nun ist aber in unserem Beispiel

— 2B _ 7558,
0g ¢
und nehmen wir
1
o= 1,04
an, so kommt
075,58 1
logec <h

ein Umstand, der den SchluB gestattet, daB der Faktor

logy
- loge

e

loge
die Einheit nicht stark tbertreffen wird. Wenn wir daher beachten,
daB die Reihe (10) so stark wie eine geometrische konvergiert, so wird

es hinreichen zu zeigen, daB die Gr&Ben

(1 + 8 + 21::;)

80 klein sind wie e %" also die Vernachlissigung von y die ersten
vierzig Stellen des Resultats nicht beeintriichtigen kann. Man hat nun

1 1
)= TW+1), w=22
also
log b4
log co - doge
Ch) K=-— F(logc) “loge ’

und dies ist positiv. Das Argument der I'-Funktion ist hier nun
positiv und kleiner als Fins, und der Logarithmus derselben ist den
bekannten Tafeln zu entnehmen. -
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Mit den vorliegenden Ausfilhrungen ist der eigentliche Zweck der
Abhandlung erreicht. Wir wollen jedoch den aus denselben folgenden
Kaufwert der praenumerando zu beziehenden mit dem Alter a be-
ginnenden Leibrente vom jihrlichen Betrage Eins mit dem Kaufwert
der sogenannten stetigen Leibrente

L 4 [ 4
1 1
= |8 dx= g dx
i oz = L feg

vergleichen. Diese Leibrente wird zwar postnumerando bezogen, jedoch
werden die Raten verzinst. Indem wir die bisherige Bezeichnung

g = e~7
beibehalten, setzen wir in dem Integral
yct =2, zlogec=1logz—logy,

_logy 5
logc 128.0_ 1
9‘3 1 = Jlovgc e—:glog ¢ dz.

Bedienen wir uns der durch die Arbeiten von Prym, Hermite und
Bourguet eingebiirgerten Bezeichnung

und erhalten

(1) Q(s, o) =fe"x"“dx,

® R
(111 P(s, o) =2(_ 1) ;%zf-l—"oi)’ ¢

0
sodaB
(119 T PO+ Q=T
ist, so 1Bt sich unser Resultat schreiben

) logx
log
r _e lOgQ

a

und die stetige Leibrente R, wird durch folgende Gleichung be-
stimmt sein:

_logy
(12%) Rt 7 = o;’?[e(:zg:;, ) — (8¢, re)]-

Bis zum Alter a =75 ist yc* kleiner als Eins, und hier wird fiir
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s= i:g::, © = pc* die Reihe P(s, @) schnell konvergieren. Die Be-

rechnung von ¢(s, @) also auf I'(s) — P(s, o) reduziert.

Dagegen ist yc'® = 9,48 und die Bestimmung der GriBe Q(s, y¢)
wird auf anderem Wege bewerkstelligt werden miissen. Dazu eignet
sich z. B. die halbkonvergente Entwicklung?)

el e mu—3 —3 5 - '
Q(l -3, 3)“’“2(?;_*_;)} 23. - z‘ 2,(_ 1) 1 (2 )| G(’ S),,,

m=0 vy=1,3,8.

in welcher die HilfsgroBe u gleich Eins gesetzt werden kann, und wobei
Gleysh=1+7, Gl sy =147+ 205D r0t 0D,

28
r—1
GG, 9, = D7) eH 0 et e=,
a=0

Im vorliegenden Falle begeht man ungefihr den Fehler 0,,,, wenn

man in der halbkonvergenten Reihe bloB die zwei Glieder » =1 und
v = 2 berticksichtigt. Schreibt man hier also das Resultat mit dieser
Anniéherung, so kommt

e 1 e ! 3 e *
=5 )=yt Syt ettt
e /G, G,

T oo (12 720)

und man wird die unendliche Reihe bloB auf zwei, drei Stellen zu
bestimmen haben, um sieben Dezimalstellen zu bekommen.
Ubrigens liefert eine bekannte Eulersche Formel die Entwicklung

[ c—u _ dn——l(z_*_ l)—‘
2(1& + 2y - (e -—_l—)T—_ ) (4s=1),

n=1 n=1
mit welcher sich die Rechnung schnell vollzieht.
Noch bequemer wire die konvergente Entwicklung?)
Q1 —s, @)= e—"’(f" +edo '+ gLl + ), (do=1),
co_cl=1) 0:“%; cﬂ:"_ 64=';—’ cﬁ"'eqo;"'

Nach diesen Bemerkungen tiber die Bestimmung der stetigen Leibrente
gehen wir tiber zu der gewdhnlichen vom Alter a an beginnenden
Leibrente R,, deren Kaufwert

S

R,="°

— 8,
é

a

1) Vergl. meinen Aufsatz im Crelleschen Journal Bd. 180, S. 64.
2) Vergl. Crelles Journal, Bd. 128, 8. 218.
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lsutet. Wendet man die Maclaurinsche Summenformel an, wmn den
Zzhler, d. b
Sheers

zu ermitteln, so gelangt man nach ziemlich umstindlichen Betrach-
tungen zur niherungsweisen Abschitzung der Differenz R, — R,, welche
auf sechs bis sieben Stellen genau ist:

R,—R,—}— o7 1 h(yloge - o — loge)

2
1
12

L(ylogc- c* — log ) e 7" ~)

+ 10 [(7 loge - & —loge)* — 3(y logc - &* —log ) yc* log’c
+ ye= logic].
Sie verdient jedoch wenig Beachtung, indem die oben mitgeteilten
Ausdricke fir R, und R, diese GroBe mit viel hoherer Genauigkeit
zu bestimmen gestatten.

Freiburg (Schweiz), den 5. Juli 1905.

Die Gewdélbetheorie im Lichte der Methode der kleinsten
Produkte.

VYon S. WELLISCH in Wien.

Bezeichnet in einem Gewdlbe von einem Meter Breite und recht-
-eckigem Querschnitte
2s die Bogenlinge,
R das Scheitelmoment,
.@ den Horlzentalschub
F,F\F, ... die Flichen der Querschmtte 0,1,2 3, ... bezichungs-
weise deren Hohen,
M M, M, ... die Biegungsmomente
PyP P, ... die Normalpressungen | in bezug auf die einzelnen
Jod Jdy . . . die Trigheitsmomente Querschnitte
B,B,B, ... die Belastungen
oy g . . . die Neigungswinkel der Querschnitte mit der Vertikalen
@ya,0y . .. die Hebelarme des Horizontalschubes und
bbby . .. die von der Belastung herriihrenden statischen Momente
far die einzelnen Querschnitte,
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so sind die Biegungsmomente und Normalpressungen, ausgedriickt in
Funktionen von I und §:

M, =M —a,9 + b,
1) M=M—a+h
M,=M—a,+ b,

Py=cosa,- P + sine, - B,
lPl=cosul-.b+sina,-B,

@ :
IP, =cosey - O + sing, - B,
oder wenn
coseyg=a, und sineg - B,=20,
cos ¢, = a, sine, - B = b;
Cos @y = a, sinay - By = b, '

gesetzt wird, in allgemeiner Form:
M=M—-aH+5b
P= a9 +b.

Es lautet bei Vernachlissigung der Schubkrifte die zur Berechnung
der beiden Unbekannten M und § dienende Minimumsbedingung:

3) .flt[f’ds +f%’ds=-min;
[] 0

die Quotienten 11',1 = v stellen die Entfernungen der Druckmittelpunkte

von den Querschnittsmittelpunkten dar, und es berechnen sich die
Kantenpressungen mit Hilfe der Formel:

a=§,(li¥’),

worin das obere Zeichen fiir die innere Leibung, das untere Zeichen
fir den Gewolberticken gilt.

Unter gegebenen Belastungsverhiltnissen tritt die giinstigste Material-
beanspruchung dann ein, wenn die Form und Dimensionierung des
Gewdslbes so gewihlt ist, daB g, fiir die innere Leibung und o, fiir die
duBere Leibung einander gleich werden. Es trifft dies dann zu, wenn
fiir jeden Querschnitt v = O ist, d. h. wenn die Mittellinie des Druckes
mit der Gewdlbeachse zusammenfillt. Da in diesem idealen Falle die
Normalpressungen in den Schwerpunkten der Querschnitte, also ohne

Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. 58. Band. 1906. 2. Heft. 12
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einen Hebelarm angreifen, so kann in keinem Querschnitte ein Biegungs-
moment auftreten, sodaB fiir jeden beliebigen Querschnitt -die statische

Beziehung besteht:
M—aH+0=0.

Fir ein zu konstruierendes Gewélbe kann das Pfeilverhiltnis,
sowie das Verhiltnis der Scheitelstirke zur Kimpferstirke durch wieder-
holtes Probieren den dem idealen Falle entsprechenden ,Verhiltnissen
beliebig nahe gebracht werden; da man aber in der Praxis bei diesen
umstindlichen und zeitraubenden Versuchen gewdhnlich mit einer an-
nihernden Erreichung des idealen Falles sich begniigt, so wird die
Mittellinie des Druckes je nach dem Grade dieser Anniherung mehr
oder weniger von der Gewdlbeachse abweichen, und es werden sich in
den einzelnen Querschnitten Biegungsmomente einstellen, die wohl
seltep einen betrichtlichen, im allgemeinen aber einen von Null ver-
schiedenen Wert erlangen werden. Hierbei wird sich nach dem ,Prinzip
des kleinsten Widerstandes“ im Zustande des Gleichgewichtes die
Drucklinie der Gewdélbeachse so nahe als moglich anschmiegen, sodaf
die Biegungsmomente in threr Gesamtheit zu einem DMintmum werden.
Man kann daher zur Berechnung der beiden Unbekannten IR und H
aus der iiberschiissigen Anzahl von Bedingungsgleichungen (1) bei
konstantem Bogenquerschnitt ohne weiteres die ,Methode der kleinsten
Quadrate® heranziehen.

Hat man aber bei konstantem Querschnitte einfach die Summe der
Quadrate der Momente zu einem Minimum zu machen, so ist bei
variablem Querschnitte vorerst die Reduktion auf eine einheitliche
Querschnittsfliche vorzunehmen, was bei Betrachtung einer unendlichen
Anzahl von Querschnitten theoretisch dadurch geschieht, daB die
Quadrate der statischen Momente durch die entsprechenden Trigheits-
momente dividiert werden. Da aber in der Praxis die Unterteilung
des zu untersuchenden Gewdlbeschenkels in eine endliche Anzahl von
Abschnitten erfolgt, so hat man nicht die reinen reziproken Werte
der Trigheitsmomente, sondern in Gem#Bheit der Simpsonschen
Néherungsformel die mit dem Koeffizienten ¢ der Simpsonschen
Regel multiplizierten reziproken Werte der Triigheitsmomente J zu
nehmen und diese wie gewshnliche Gewichte p zu behandeln.
Wihrend es sohin bei konstanter Bogenstirke geniigt, die einfache
Summe der Quadrate der Biegungsmomente zu einem Minimum zu
machen, ist bei verinderlicher Bogenstirke die Summe der mit be-

stimmten Gewichtszahlen p =3 multiplizierten Quadrate dieser Mo-

mente auf ein kleinstes MaB zu bringen.
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Wird allgemein die Summe der mit den Reduktionsgewichten }
multiplizierten Quadrate der Biegungsmomente (1), némlich

7 23 =7 @ —a$ + 7]

nach den beiden Unbekannten differenziert, und werden beide Differential-
quotienten gleich Null gesetzt, so erhilt man die Normalgleichungen:

o [A-Em-[F]e+[5]-0
l ?CM]._.:[“J," m_[a;c]'@_*_[g;? _

woraus die Unbekannten IR und § durch Eliminieren sich berechnen
lassen.

Sollen zur Bestimmung von I und § auch die Normalpressungen
Beriicksichtigung findew, so hat man die Minimumsbedingung mit Zu-
ziehung der Bedingungsgleichungen (2), sowie der Reduktionsfaktoren

p= 1% entsprechend zu ergiinzen und erhdlt auf diese Weise als

gleichwertig mit (3):
[ MM ]+ ][5 PP]=min.

Da die Qleichungen (2) die Unbekannte I nicht enthalten, so
erleidet nur die zweite Gleichung von (4) eine Abiénderung, soda8 zur
Bestimmung der beiden Unbekannten die Normalgleichungen sich er-

geben:
IHCE LRy
-3 o[

Diese Normalgleichungen gehen aber auch unmittelbar hervor aus
den von Castigliano aufgestellten Sitzen von den Differentialquotienten
der Arbeit, womit dargetan ist, daB das ,Prinzip der kleinsten Arbeit“
oder das mechanische Minimumsprinzip im engsten Zusammenhange
steht mit dem geometrischen Minimumspringip des Ausgleichungs-
problems, daB somit fiir die geometrische Auffassung von Natur-
vorgiingen den Fundamentalregeln der Methode der kleinsten Quadrate
eine allgemeine Bedeutung zuzusprechen ist.

Die geschichtliche Entwicklung des ,Drucklinienproblems®, auf das
Coulomb im Jahre 1773 zum ersten Male aufmerksam machte, hat
nun folgenden Verlauf genommen:

abc abc —0.

12*
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Moseley bezeichnet (1837) in einem stabilen Gewdlbe unter allen
statisch moglichen Sttitzlinien diejenige als die tatséichlich eintretende,
welche den kleinsten Horizontalschub in der Scheitelfuge erzeugt.

Hagen behauptet (1844), daB bei der giinstigsten Beanspruchung
diejenige Stitzlinie sich einstellt, bei welcher an allen geféhrlichen
Stellen die Vertikalprojektion ihres kleinsten Abstandes von der inneren
oder #uBeren Leibung die gleiche wird.

Culmann findet (1866) diejenige Drucklinie als die wirkliche,
welche sich der Gewdlbeachse in der Art am meisten nihert, daB der
Druck in den am stirksten beanspruchten Fugenkanten ein Mini-
mum wird.

Winkler erklirt (1867) bei konstanter Gewdlbedicke diejenige
Stiitzlinie nahezu als die richtige, fiir welche die Summe der Quadrate
der Abweichungen von der Mittellinie ein Minimum ist.

Foppl bezeichnet (1880) den Winklerschen Satz — abgesehen
von den zu seiner Beweisfithrung erforderlichen Vernachlissigungen,
die ihn bei sehr flachen und verhiltnismiBig starken Gewdlben nicht
anwendbar erscheinen lassen — als den interessantesten und elegantesten
Satz, der bisher tiber das Gleichgewicht der Gewdlbe aufgestellt wurde.

Tolkmitt faBt (1899) die Untersuchungen dahin zusammen, daB
diejenige Stiitzlinie, welche die Mittellinie des Gewdlbes nach der
Methode der kleinsten Quadrate ausgleicht, um so richtiger erscheint,
je groBer das Pfeilverhiiltnis und je kleiner die Dicke des Gewdlbes ist.

Das Endergebnis unserer eigenen Betrachtungen kann in folgendem
formuliert werden:

In einem Gewdilbe von konstantem Querschnitt mimmt die Stiitzlinie
2ur Bogenachse jene Lage ein, welche sie im Sinne der einfachen Methode
der Kleinsten Quadrate ausgleicht, in einem Gewilbe von variablem Quer-
schnitt folgt sie jedoch den verallgemeinerten Regeln der erweiterten
Methode der kleinsten Quadrate oder der sogenamnien ,Methode der
Kleinsten Produkte“, wie sie vom Verfasser in dem Buche: ,Fehleraus-
gleichung nach der Theorie des Gleichgewichtes elastischer Systeme,
Wien 1904, ausfiihrlich behandelt worden ist. (Siehe auch des Ver-
fassers Abhandlungen: ,Der Fundamentalsatz der Methode der kleinsten
Produkte” in der ,Osterr. Zeitschr. f. Vermessungswesen*, Wien 1905

und , Uber das natiirliche Erhaltungsprinzip® in dieser Zeitschrift Bd. 52,
1905, 8.202.)

Wien, im Oktober 1905.
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Uber die kubische Dilatation und ihre Beziehung zur Be-
. anspruchung isotroper elastischer Korper.

Von Dr. R. GIRTLER in Wien.

Die kubische Dilation » befolgt, wie Lamé in seinen ,Lecons
sur la théorie de 1’élasticité“ zuerst nachgewiesen hat, die Laplacesche
Gleichung:

o'y

o'y | o'
) o T ot om—Viv=0

unter den Voraussetzungen, daB erstens ein isotroper Korper vorliegt,
zweitens die auf ihn wirkenden Massenkrifte dem Newtonschen
Gravitationsgesetze folgen und schlieBlich elastisches Gleichgewicht
herrscht. Die Oberflichenkriifte konnen also beliebiger Art und in
beliebiger Weise iiber die Oberfliche des Korpers verteilt sein. Sind
w, v, w die Komponenten der Verriickung eines beliebig gewihlten
_Punktes unseres Korpers fiir die Lingeneinheit parallel zu den Achsen
eines rechtwinkeligen Koordinatensystemes, so wird, wenn dieselben
samt ihren ersten Ableitungen endliche und stetige Funktionen der
Koordinaten z, y, z des betrachteten Punktes sind, auch v eine samt
ihren ersten Ableitungen endliche und stetige Funktion bedeuten, denn

v=u-+ v+ w;

trifft letzteres zu, so muB unter den Voraussetzungen der Giltigkeit der
Gleichung (1) folgender Satz bestehen:

Das Extrem der kubischen Dilatation kann bei einer beliebigen An-
griffsweise der Oberflichenkrifte nur an der Oberfliche des Korpers
aufireten.

Um das zu beweisen, bediirfen wir zweier Sitze aus der Potential-
theorie, in der ja die Laplacesche Gleichung auch eine bedeutsame
Rolle spielt; denn sie ist es, die auch fiir das Potential von Kriiften
zwischen ponderablen, magnetischen und elektrischen Massen, fir das
Geschwindigkeitspotential bei stationir stromenden Flissigkeiten, fiir
die Temperaturverteilung bei einem stationdren Wiarmezustand eines
isotropen Korpers und fiir die Verteilung galvanischer Stréme in einem
Leiter charakteristisch ist.

Die fraglichen zwei Sitze lauten:

1. Jede Funktion ¢, welche der Laplaceschen Gleichung geniigt
und in einem bestimmten Raumbereiche samt ihren ersten Ableitungen
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endlich und stetig ist, kann als das Potential einer auf der Begrenzungs-
fliche dieses Raumes liegenden, nach einem bestimmten Gesetze ver-
teilten unendlich diinnen Schichte wigbarer Masse vorgestellt werden;
die Verteilung dieser unendlich diinnen Schichte ist auf der Oberflache
nur auf eine einzige Weise moglich, wenn die Werte ¢ fiir die Ober-
fliche gegeben sind.!)

2. Das Potential von Massen kann nur innerhalb dieser Massen
einen extremen Wert annehmen.?)

Die kubische Dilatation » kann nun als solche Funktion ¢ be-
trachtet werden, wie sie im Satz 1 erwdhnt wird; fiir v sind namlich
alle Voraussetzungen erfiillt wie sie dieser Satz fordert, denn wir haben
eingangs dieselben Beschriinkungen fiir v namhaft gemacht, die fir ¢
verlangt werden. Es ist nur noch notwendig zu erwdhnen, daB die
der Funktion v entsprechende Massenverteilung an der Oberfliche des
in Betracht gezogenen Korpers deswegen nur auf eine Art méglich
ist, weil jedes elastische Problem bei gegebenen Massen- und Ober-
flichenkriiften eindeutige Losungen fir die Dilatationen , v, w eines
jeden Punkies besitzt; es sind also die linearen Dilatationen, somit
auch die kubischen Dilatationen an der Oberfliche des Korpers in
jedem Punkte eindeutig gegeben.

Nach Satz 2 kann das Extrem der Funktion ¢ nur innerhalb
der Massen, das ist in unserem Falle nur an der Oberfliche statt-
finden. Daher kann auch die kubische Dilatation nur an der Ober-
fliche extreme Werte erlangen. Damit ist der vorangestellte Satz
bewiesen.

Was also die Oberflichenkrifte fir GroBen und Angriffspunkte
besitzen mogen, stets tritt im Gleichgewichtszustande bei einem iso-
tropen Korper das Maximum der kubischen Dilatation an der Ober-
fliche auf, wenn nur %, v, « samt ihren ersten Ableitungen endlich
und stetig sind und die Massenkrifte ein Potential haben. Die beiden
letzten Bedingungen sind aber insbesondere bei technischen Problemen
immer erfiilllt, denn bei ihnen ist die Massenkraft fiir gewdhnlich die
Schwerkraft. Es tritt also wenigstens theoretisch bei technischen
Konstruktionen ein Maximum von » stets an der Oberfliche auf.

Sind die den Korper angreifenden Krifte gegeben, so kann man
sich die einzelnen Angriffspunkte der Oberflichenkrifte solange auf der
Oberfliche gegenseitig verschoben denken, bis die fiir die Dimen-
sionierung hochst wichtige sogenannte ungiinstigste Laststellung ein-
tritt, das ist jene, fiir die im Bereich des Korpers das Maximum der

1) Mathieu, Theorie des Potentiales.
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Beanspruchung sich zeigt. Als MaB dieser Beanspruchung gilt in
Deutschland jetzt allgemein die groBte Hauptdilatation 4,, obwohl
durch Experimente festgestellt wurde, daB diese Anschauung falsch ist.
Man konnte durch den Satz vom Maximum der kubischen Dilatation
verfihrt werden, zu glauben, daB das MaBgebende fiir die Beurteilung
der Bruchgefahr die kubische Dilatation selbst sei, besonders weil der
Bruch des Materiales bei den Festigkeitsversuchen zuérst an der Ober-
fliche aufzutreten und sich erst spiter in das Innere des Kérpers fort-
zupflanzen scheinf. Es gibt Belastungsfille (z. B. Fall der reinen
Biegung), bei welchen der Bruch wirklich zunerst an der Oberfliche
beginnt. Wenn man das aber bei einfachen Druckproben zu beobachten
glaubt, so liegt der Grund darin, daB eine einfache Druckbelastung, derzufolge
alle Spannungen normal zum Querschnitt gleich groB sind und der Bruch
daher lings eines ganzen Querschnittes auf einmal auftreten sollte, schwer
zu verwirklichen ist. Die Vermutung, daB die kubische Dilatation allein
schon zur Beurteilung der Bruchgefahr hinreiche, wird aber villig da-
durch hinfillig, daB nach ihr bei einer reinen Schubbeanspruchung,
bei welcher die zwei auftretenden Hauptdilatationen entgegengesetat
gleich sind, bei keiner noch so groBen Belastung ein Bruch eintreten
konnte, da die kubische Dilatation in diesem Falle im ganzen Bereiche
des Korpers Null ist. Als allgemeines Kriterium der Beanspruchung
ist die kubische Dilatation also nicht zu brauchen. In neuerer Zeit
glaubt man aus Versuchen den SchluB ziehen zu diirfen, daB die Summe
aus der groBten und kleinsten, also von swei Hauptdilatationen 1, 4 4,,
als dieses Kriterium zu betrachten sei. Ich bin dem entgegen der An-
sicht, daf die kubische Dilatation in dem mathematischen Ausdrucke
fir die Beanspruchung enthalten sein sollte, weil in ihr erstens alle
drei Hauptdilatationen (v =4, 4 4;+ 4;) vertreten sind, und weil
zweitens jene Belastungsfille, bei welchen der Bruch auch theoretisch
an der Oberfliche beginnen muB (z. B. zusammengesetzte Festigkeit aus
Biegung und Zug) und die Beanspruchung wirklich dort an der Ober-
fliche ihren Hochstwert besitzt, wo die kubische Dilatation ihn hat,
auf ein allgemeines Gesetz hinzuweisen scheinen, in welchem auBer der
kubischen Dilatation auch noch andere von der Deformation abhiingige
Glieder eine Rolle spielen. Ich halte daher unter allen bisher ge-
machten Annahmen die von E. Beltrami?), welcher das Potential der
elastischen Kriifte fiir die Volumeinheit in einem Punkt als dieses Ge-

1) Sulle condizioni di resistenza dei corpi elastici, Lomb. Ist. Rend. (2) XVIII
(1885), p. 704—714; vgl. auch Beiblitter zu den Annalen der Physik, Jahrg. 1885,
8. 556.
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setz in Vorschlag brachte, fiir die richtigste. Das Potential der ela-
stischen Kriifte kann in der Form

@ f=—%(]+ 8+ 1+ 69"

geschrieben werden, worin %, @ die Kirchhoffschen Elastizitits-
konstanten, 4,, 4,, 4, die Hauptdilatationen vorstellen. In der Glei-
chung (2) kommt die kubische Dilatation neben den oben erwihnten
anderen Gliedern A} + 43 + A2 vor; Beltramis Ansicht hat aber auBer-
dem den Vorzug, daB man ihr deswegen von vornherein leicht beistimmen
wird, weil es sehr glaubhaft ist zu sagen, ein Korperelement ist umso
mehr angestrengt, je mehr Arbeit verbraucht wurde, um es zu defor-
mieren.

Zum Schlusse mochte ich noch hervorheben, daB der Satz tiber
das Maximum der kubischen Dilatation Analoga auf anderen Gebieten
der Physik besitzt. So kann man sagen, daB bei einer stationiren
Wirmestromung in einem isotropen Korper die Temperatur nur an
der Oberfliche des Kdrpers extreme Werte haben kann, wenn sie samt
ihren ersten Ableitungen endlich und stetig im Bereiche des Korpers ist.

Wien, am 2. Oktober 1905.
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Kleinere Mitteilungen.

Logarithmisches Papier.

Fir Zeichenpapier, das mit einem Liniennetz logarithmischer Einteilung
bedruckt ist, warde in dieser Zeitschrift Bd. 46 (1901), S. 254 eine belgische
Bezugsquelle angegeben. Neuerdings habe ich durch die Freundlichkeit des
Herrn F. Paschen in Tibingen ein #hnliches, aus England stammendes
Papier kennen gelernt, das die Bezeichnung ,Human’s Patent Logarithmic
Coordinate Sheets fithrt und von der Firma 8. C. & P. Harding, 2 & 3 Hind
Court, Fleet Street, London, bezogen werden kann. Die L#éngeneinheit be-
trigt 12,5 cm, wie bei den oberen Skalen eines gewdhnlichen Rechenschiebers
franzSsischer oder deutscher Herkunft. Rechts auf dem Rande stehen er-
liuternde Bemerkungen iiber den Gebrauch des Papiers. Der Preis ist auf-
fallend hoch, 4 2,60 fiar den Bogen (nach Mitteilung von Herrn Paschen).
Warum entschlieBt sich keine deutsche Firma, logarithmisches Papier in den
Handel zu bringen? An Gelegenheit zu seiner Verwendung wiirde es dem
Ingenieur, dem Physiker, dem Mathematiker nicht fehlen. R. MEHMEE.

Anfrage.

P. 8., H. Wie lassen sich bei einer graphisch gegebenen Funktion aus
der darstellenden Kurve graphisch (oder mechanisch) die ersten Koeffizienten
der Entwicklung nach Zylinderfumktionen bestimmen?

Biicherschau.

J. F. Encke, Uber die Bestimmung einer elliptischen Bahn aus drei
vollsténdigen Beobachtungen. — P. A. Hansen, Uber die Be-
stimmung der Bahn eines Himmelskérpers aus drei Beobachtungen.
Herausgegeben von J. Bauschinger. Ostwalds Klassiker der exakten
Wissenschaften. Nr. 141. kl. 8% 162 S. Leipzig 1903. Pr. 2,50 M.

In diesem Buche setzt Herr Bauschinger die von ihm mit J. H. Lamberts
Abhandlungen zur Bahnbestimmung der Kometen (vgl. diese Ztschr. Bd. 49,
S. 388) begonnene Herausgabe der fiir die Bahnbestimmung der Himmels-
kdrper wichtigen Quellenschriften fort und dehnt sie auf zwei Arbeiten
aus, die eine neue Darstellung und Herleitung der GauBschen Methode
versuchen und namentlich nach der praktischen rechmerischen Seite hin Ver-
besserungen einfiihren. Insbesondere gilt letztere Bemerkung von der
Enckeschen Abhandlung, die zuerst 1851 im Berliner Jahrbuch fir 1854
erschien und das Resultat aller Untersuchungen und Erfahrungen Enckes
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bietet. Weniger durch enge Anlehnung an die Praxis als vielmehr durch
meisterhafte Analyse zeichnet sich die Schrift Hunsens [in den Verhdl d.
K. 8. Ges. d. Wiss,, math.-phys. K1, Bd. 15 (1863)] aus. Eine vergleichende
Wiirdigung 18t Bauschinger beiden Arbeiten in den wertvollen ,,Anmerkungen“
angedeihen. Insbesondere aber wird es der Astronom begriiBen, daB der
Herausgeber in einem ,Anhang* das aus Tietjens Aufsatz im Berliner Jahr-
buch fir 1879 hervorgegangene iibersichtliche und rechenfliichtige Formel-
schema zur Bahnbestimmung mitteilt, das man ,jetzt als das sicherste und
kaum mehr verbesserungsfihige wird anerkennen miissen.”

StraBburg i. E. C. W. Wirrz.

G. W, Littlehales, A new and abridged method of finding the locus
of geographical position and the compass error. Phil. soc. of
Washington, Bull,, Vol. 14. 8% 14 8. u. 8 Tafeln. Washington 1903.

Die Ortsbestimmungen auf See, die heutigen Tages vielfach nach der
von Mareq St. Hilaire ausgearbeiteten HBhenmethode ausgewertet werden,
erfordern die fiir den Seemann immerhin listige Berechnung der Gestirnshohe
aus geographischer Breite, Stundenwinkel und Deklination. Zur Umgehung
dieser Rechnung sind schon zahlreiche Vorschlige aufgetaucht, die teils eine
Tabulierung anstreben, teils das Problem graphisch lésen wollen. Auf
graphische Tafeln l3uft auch der hier von Littlehales gemachte Vorschlag
hinaus, der #ibrigens einige Ahnlichkeit mit dem 1873 von C. Braun kon-
struierten ,Trigonometer® aufweist (vgl. Berichte von dem erzbischoflichen
Haynaldschen Observat. zu Kalocsa, p. 142, Miinster i. W. 1886). Littlehales
verlangt einfach die Ablesung der gesuchten Zenitdistanz und des Azimutes
in einer stereographischen Projektion der Himmelssphiire. Zur Erzielung
der erforderlichen Genauigkeit muB er indes die Karte so groB wihlen, da8
er sie in 340 Blétter zu zerlegen hiitte, um auf ein handliches Format zu
kommen. Fir besonders zweckmiBig hilt der Verf. sein Verfahren zur
raschen Berechnung der von Wirtz behandelten ,kimmfreien* Standlinie
(A. d. Arch. d. D. Seewarte, 25. Jahrg., 1902). Die beigegebenen Probe-
tafeln legen indes nicht den Gedanken nahe, daB sich mit ihrer Hilfe die
verlangten Hohen schnell und sicher entnehmen lieBen.

StraBburg i. E. C. W. WirTz.

Neue Biicher.?)

Astronomie und Geodisie.

1. Gauss, F. G., Die trigonometrischen und polygonometrischen Rechnungen in
der FeldmeBkunst. 8. Aufl. (In 9 Heften.) 1. Heft. Halle, Strien.
Subskr.-Pr. M. 8.50.
2. Hreemanx, E., Lehrbuch der Landesvermessung. Berlin, Parey.
geb. in Leinw. M. 12.
8. Tarra, TreopoRr, Grundziige der niederen Geodiisie. III. Kartierung. Leipzig

‘Wien, Deuticke. . 8.50.
und Wien, Deuticke S. auch Nr. 4. M. 8.50

1) Wo kein Erscheinungsjahr angegeben, ist es 1906.
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Geschichte.

Drevee, J. L. E., History of the planetary systems from Thales to Kepler.
Cambridge, University Press. 10 8. 6 d.
Lesrzens nachgelassene Schriften physikalischen, mechanischen und tech-
nischen Inhalts. Hrsg. und mit erliuternden Anmerkungen versehen von Ernst
Gerland. (Abh. zur Gesch. der mathem. Wiss., XXI. Heft.) Leipzig, Teubner.

M. 10.
Morrer, Feuix, Karl Schellbach. Riickblick auf sein wissenschaftl. Leben
nebst zwei Schriften aus seinem Nachlaf und Briefen von Jacobi, Joachims-
thal und WeierstraB. Mit einem Bildnis Karl Schellbachs. (Abh. zur Gesch.
der mathem. Wiss. XX. Heft, 1. Stiick.) Leipzig 1905, Teubner. M. 2.80.

Physik.

Aavst, J. W. vax, Theoretische beschouwingen over het warmteproces in
stoomturbines, petroleum- en gasmotoren en verkoelings-machines, met
korte beschrijving van enkele soorten dier machines. Helder, de Boer Jr.
Fl. 1.80.
Caworson, 0. D., Traité de physique. Traduit sur les éditions russe et alle-
mande par E. Davaux. Edition revue et considérablement augmentée par
I'auteur, suivie de notes sur la physique théorique par E. et F. Cosserat. T. I,

fase. I et T. I, fasc. I. (Aura 4 volumes.) Paris 1905. Frs. 22.
DonaT1, L., Lezioni di fisica matematica, raccolte a cura di R. Bonola e R. Viti.
Bologna. L. 10.

Garsasso, A., Vorlesungen iber theoretische Spektroskopie. Leipzig, Barth.
M. 7.—; geb. in Leinw. M. 8.
Lorentz, H. A., Lehrbuch der Physik. Zum Gebrauche bei akadem. Vor-
lesungen. Nach der 4., von H. A. Lorentz und L. H. Sierteema.bearb. Aufl.
und unter Mitwirkuug des Verf. aus dem Hollindischen fibers. v. G. Siebert.

1. Bd. Leipzig, Barth. M. 8; geb. in Leinw. M. 9.
Lorentz, H. A., Ergebnisse und Probleme der Elektronentheorie. Vortrag.
2. durchgesehene Aufl. Berlin, Springer. M. 1.50.

MiLLer-PourLier, Lehrbuch der Physik und Meteorologie in 4 Biinden:
10. umgearb. und vermehrte Aufl. hrsg. von Leop. Pfaundler. I. Bd. Mechanik
und Akustik. 2. Abtlg. (SchluB des I. Bandes.) Braunschweig 1906, Vieweg

& Sohn. M. 3.50.
Pockxrs, F., Lehrbuch der Kristalloptik. (Teubners Sammlung Bd. XIX.)
Leipzig u. Berlin, Teubner. geb. M. 16.

S. auch Nr. 5.

Statistik und Versicherungsmathematik.

Broaar, Uso, Matematica attuariale. Teoria statistica della mortalitd. Mate-
matica delle assicurazioni sulla vita. (Manuali Hoepli) Milano, Hoepli.
L. 3.50.
Tafeln.

Hexsenn, Avovr, Rechentafel. 2. Stereotypauflage. Berlin, Regenhardt.
geb. M. 6.

Verschiedenes.

Mzrror, I. W., Hbhere Mathematik fiir Studierende der Chemie und Physik
und verwandte Wissensgebiete. In freier Bearbeitung der 2. englischen Aus-
gabe hrsg. von Alfred Wogrinz und Arthur Szarvassi. Berlin, Springer. M. 8.
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Eingelaufene Schriften.

[In dieser Abteilung werden alle eingelaufenen Schriften regelmiBig aufgefibrt,
Die Besprechung geeigneter Schriften bleibt vorbehalten. Riicksendung findet
nicht statt.]

Broaar, Uso, Matematica attuariale, s. N. B. (,Neue Biicher*), Nr. 15.

Czueer, Eumanver, Vorlesungen iiber Differential- und Integralrechnang. 1. Bd.
2., sorgfilltig durchgesehene Auflage. Leipzig, Teubner. geb. M. 12,

Dornremanx, KarL, Projektive Geometrie in synthetischer Behandlung. 3., ver-
mehrte und verb. Aufl. (Sammlung Gschen Nr. 72.) Leipzig 1905, Gdschen.

geb. in Leinw. M. —.80.

Gast, Pavr, Ein Beitrag zur Polhdhenbestimmung. (Sonderabdruck aus der Zeit-
schrift f. Vermessungswesen Bd. 85, 1906.)

Gercanp, E., Leibnizens nachgelassene Schriften physikalischen, mechanischen u.
technischen Inhalts, s. N. B. 5.

Gorpscammint, Lupwie, Baumanns Anti-Kant. Eine Widerlegung. Gotha, Thiene-
mann. M. 2.80.

Haoen, Jomann G., Synopsis der hoheren Mathematik. 3. Bd., Differential- und
Integralrechnung. Lfgn. 5, 6 u. 7 (SchluB). Berlin, 1900/1905.

Hamov, G. H., The integration of functions of a single variable. (Cambridge Tracts
in Mathematics and mathematical Physics Nr. 2.) Cambridge 1905, University
Press. 23 6d

Hexseuix, A., Rechentafel, s. N. B. 16.

Issary, v’AsBg, Principes fondamentaux de la théorie des pseudo-surfaces. Paris
1902, Hermann. Frs. 4.

Laisanr, C. A., Initiation mathématique. Ouvrage étranger & tout programme,
dédié aux amis de l’enfance. Genéve, Georg & Co.

Lirreerares, G. W., The progress of science as exemplified in terrestrial magne-
tism. Annual presidential address. (Phil. Soc. Washington Bull., vol. XIV:
‘Washington 1905.

ManLer, G., Ebene Geometrie. 4. verbesserte Aufl. (Sammlung Gdschen Nr. 1)
Leipzig 1905, Gdschen. geb. in Leinw. M. —.80.

Mayer, J. W, u. Czae, E., Die praktische Wartung der Dampfkessel und Dampf-
maschinen. Ein Lehrbuch fiir Dampfkessel- und Dampfmaschinenwirter, sowie
fiir Fabrikbeamte ohne technische Vorbildung. 8. sehr vermehrte und er-
weiterte Aufl. Leipzig, Teubner. M. 3.50.

MerLor, J. W., Hbhere Mathematik, s. N. B. 17,

MiwrLer, F., Karl Schellbach, s. N. B. 6.

MiLLer-PourLer, Lebhrbuch der Physik und -Meteorologie, I. Bd., 2. Abtlg., s.
N. B. 13.

Osaoon, W, F., Lehrbuch der Funktionentheorie. In 2 Binden. 1. Bd., 1. Halfte.
Lelpzxg u. Berlin, Teubner. M 7

Pxave, Ausgrr C., Titian R. Peale 1800—1885. Read before the Phil. Soc. Washington
March 80, 1901. (Phil. Soc. Wash. Bull,, vol. XIV.) Washington 1906.

Pockzws, F., Lehrbuch der Kristalloptik, s. N. B. 14.

Tarra, Tu., Grundziige der niederen Geodisie, III., s. N. B. 8.
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Abhandlungsregister 1904—1905.

Von ErRNST WOLFFING in Stuttgart.

(Die Zahlen tiber 2604 beziehen sich auf das im n#chsten Heft erscheinende
Technische Abhandlungsregister 1903—1904).

(Fortsetzung.)

Lumineszenz.

1069. J. Guinchant. Sur les phéno-
meénes de luminescence. J.P. (4) 4. 418.

1070. C L. Nichols and E. Merriit.
Studies in luminescence. II. P.R. 18. 403;
19. 18; 382.

1071. M. Trautz. Uber neue Lumi-
neszenzerscheinungen. Z.E. 10. 593.

Siehe auch 854; 855.

Phosphoreszenz.
Siehe 8682.

Fluoreszenz.

1072. F. Kehrmann. {ber Fluoreszenz.
C.B. 387. 8581.

1078. C. Camichel. Sur la fluorescence.
C.R. 140. 139; 141. 186; 249.

1074. E. L. Nichols. Die neuere
Forschung iber die Physik der Fluores-
zenz. J.R.E. 2. 149,

1075, L. Puccianti. Sulls fluorescenza
del vapore disodio. R.A.L.R. 13. B. 483,

1076. H. Kauffmann und A. Beig-
wenger.  Uber Fluoreszenz  Unter-
suchungen iiber das Ringsystem des
Benzols. C.B. 37. 2612.

Irradiation.

1077, A. Guébhard. Sur l'irradiation
tangentielle. C.R. 140. 1446.

Interferenz.

1078. R. W. Wood. Some new cases
of interference and diffraction. P.P.S.
L. 19. 86.

I
|
|

1079. P. Staeckel. Uber ein in der
Optik auftretendes bestimmtes Integral.
A.Gr. (3) 8. 245.

1080, E. Gehrcke. Uber Interferenz-
punkte. V.D.P.G. 7. 236.

1081. R. W. Wood. The achromati-
zation of approximately monochromatic
interference fringes by a highly dispersive
medium and the consequent in a case in
the allowable path difference. P.M. (6)
8. 8324, — Lord Rayleigh. 380.

1082, W. Feupner. Uber ein Ver-
fahren zur Dickenbestimmung keilfér-
migerSchichten durch Interferenzstreifen.
S.G.M. 1908. 76.

1083. M. Laue. Die Krimmung der
Interferenzstreifen beim Stufengitter.
P.Z. 6. 283.

1084. G. Sagnac. Sur la propagation
de la phase des vibrations et sur les
interférences au voisinage d'une ligne
focale. S.F.P. 216. 3.

Siehe auch 952; 2482.

Diffraktion.

1085. A. A. Michelson. A reciprocal
relation in diffraction. P.M. (6) 9. 506.

1086. J. Kiepling und E. Barkow.
Uber die Entstehung von Beugungsringen
in kiinstlich durch die Einwirkung elek-
trischer Kriifte erzeugtem Nebel. V.D.
P.G. 7. 11.

1087. J. A. Moore. The loss of light
by diffraction at a narrow slit. A.J.C.
20. 286.

1088. F'. H.Jackson. On the diffraction
of light produced by on opaque prism
of finite angle. P.L.M.S. (2) 1. 393.
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1089, A. W. Porter. On the diffraction
images formed by a plane diffraction
grating. P.M. (6) 8. 174.

1090. A. E.Conrady. An experimental
proof of phase-reversal in diffraction
spectra. J.R.M.S. 1905. Nr. 2.

1091. F. Balsamo. Su i fenomeni di
diffrazione di alcuni corpi organizzati in
rNalisorto alle esperienze di Abbe. B.S.

.N. 17,

1092. L. Pfaundler. Uber die dunklen
Streifen, welche sich auf den nach
Lippmanns Verfahren hergestellten

|
|
|
|

Photographien sich iiberdeckender Spek- .

tren zeigen. A.P.L. (4) 15. 871.

1098. H. Haga, P. G. Tiddens et C.
H. Wind. La diffraction des rayons
Roentgen. A.N. (2) 8. 211.

Siehe auch 1060; 1098; 2507; 3637; 3649.

Polarisation des Lichtes.

1094. F. Ziviska Uber die Polari-
sation von Grenzlinien der Totalreflexion.
(tschech.) M A.T.P. 1903. Nr. 15.

1096, F. Braun. Uber mathematische
Gitterpolarisation. insbesondere ihre An-
wendung zur Deutung mikroskopischer
Priparate. A.P.L. (4) 16. 288.

1096, W. Biernacks. Analizator pélcie-
niowy so zastosowaniu do badania §wiatla
spolarizowanego eliptycznie. (Uber einen

albschattenanalysator und seine An-
wendung bei der Untersuchung des
elliptisch polarisierten Lichtes.) T.W.
16. 161.

Siehe auch 2489.

Drehung der Polarisationsebene.

1097. H. Dufet. Recherches expéri-
mentales sur I'existence de la polarisation

rotatoire dans les cristaux biaxes. J.P.
(4) 8. 751.
1098. M. F. Mc Dowell. Circular

dichroism in natural rotatory solutions. :

P.R. 20. 163.
1099. O. Schinrock. Uber den Ein-
fluB der Beleuchtung auf die Angaben

von Saccharimetern mitKeilkomplasation.

A.P.L. (4) 14. 406.

1100. E. Biske. Quarzkeilkolorimeter.
A.P.L. (4) 16. 406. '

1101. C. Winther. Die Rotations-
dispersion der spontan aktiven Korper.
Z,P.C. 41. 161.

1102, C. S. Hudson. Uber die Multi-
rotation des Milchzuckers. Z.P.C.44.487.

1108. T. Gnesotto e G. Crestani. Sul
potere rotatorio specifico della nicotina
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sciolta in miscugli di acqua e di alcool
etilico. N.C.P. (5) 8. 365.
Siehe auch 1110; 1160; 1161; 1164—66.

Einfache Brechung.
Siehe 852; 863.

Doppelbrechung.

1104. D. B. Brace. On double re-
fraction in matter moving through the
aether. P.M. (8) 7. 317.

1105. O. Wiener. Lamellare Doppel-
brechung. P.Z. 5. 382.

1106. . Kaempf. GroBe und Ursache
der Doppelbrechung in Kundtschen
Spiegeln und Erzeugung von Doppel-
brechung in Metallspiegeln durch Zug.
A.P.L. (4) 16. 308.

1107, J. Reiff. Die Herstellung dop-
pelt brechender Korper aus isotropen
Bestandteilen. D.M. 12. 187.

1108, L. N. G. Filon. On the variation
with the wave-length of the double
refraction in strained glass. P.C.P.S.
12. 313.

1109. F. Zdviska. Verifikation der
Fresnelschen Gesetze der Doppelbrechung
bei zweiachsigen Kristallen (tschech..
M.A.T.P. 1902. Nr. 26.

1110. C. Kraft et C. Zakrzewski. Une
méthode pour déterminer les directions
principales et les constantes optiques
dans le cas de la biréfrigence combinée
avec le pouvoir rotatoire. B.I.C. 1904. 508.

1111, S. Zaremba. Sur un probléme
d'hydrodynamique lié & un cas de double
réfraction accidentelle dans les liquides
et sur les considérations théoriques de
M. Natanson relatives & ce phénoméne.
B.1.C. 1908. 403. )

1112. L. Natanson. Sur une parti-
cularité de la double réfraction aeci-
dentelle dans les liquides. J.P. (4) 4.
183.

1118. L. Natanson. Sur une parti-
cularité de la double réfraction acel-
dentelle dans les liquides pouvant servir
4 la détermination de leur temps de
relaxation. B.I.C. 1904. 1; 103. — S
Zaremba 97.

1114. C. Zakrewsky. Sur la position
des axes optques dans les liquides dé-
formés. B.I.C. 1904. 50.

1115. S. Zaremba. Note sur la double
réfraction accidentelle de la lumiére
dans les liquides. J.P. (4) 8. 606; 4. 514

1116, C. Chéneveau. Sur les pouvoirs
réfringents des corps dissous. Lois
approchées. C.R. 188. 1578.
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1117. G. Quincke. Doppelbrechun
der Gallerte beim Aufquellen ung
Schrumpfen. A.P.L. (4) 14. 849; 15. 1.

1118. J. James. Die Abraham-Le-
moinesche Methode zur Messung sehr
kleiner Zeitintervalle und ihre Anwen-
dung zur Bestimmung der Richtung
und Geschwindigkeit der Entladung in
Entladungsrohren. A.P.L. (4) 15. 954.

Siehe auch 473; 1084; 1143; 1144;
1161—68; 8148,

Brechungsindex.

1119, C. Chéneveau. Sur l'indice de
réfraction des solutions. C.R. 188. 1483;
139. 361.

1120. Z. Zanini. Sull’ indice di
rifrazione delle soluzioni. R.F.M. 6. A.
3; 118; 198; 501.

1121, F. Hep. Uber das Brechungs-
vermdgen von Mischungen zweier Fliissig-
keiten unter Beriicksichtigung der beim
Mischen eintretenden Voluminderung.
A.A W, 1905. 312, :

1122. H. Nakaoka. Relation between
the index of refraction and density. P.
T.M. 2. 298.

1128. P. Pantanelli. Peso specifico
e indice di refrazione del quarzo fuso.
P.S.T.P. 14. 67.

1124, J. Koch. Bestimmung des
Brechungsindexes des H, der CO, und
des O im Ultrarot. A.P.L. (4) 17. 658.

Siehe auch 999; 1127; 1128; 1180; 2493.

Thermooptik.

1125. B. V. Bevan. The temperature
effect in the combination of Hydrogen
and Chlorine under the influence of light.
P.C.P.S. 12. 898.

1126. U. Panichi. Influenza della
variazione della temperatura e piu
specialmente dei forti raffreddeamenti
sul comportamento ottico di alcuni mi-
nerali. A.L.M. (5) 4. 389.

1127. L. de Ball. On the influence
of vapour pressure on refraction. M.N.
A.8. 65. 750.

1128, F'. F. Martens und F. J. Michels.
Uber den EinfluB von Temperatur und
Dichte auf Brechungsexponenten nach
Beobachtungen an FluBspat. V.D.P.G.
6. 308.

1129. R. Lucas. Bemerkungen zu
dem Gesetz der Helligkeitszunahme eines
gﬁhenden Korpers mit der Temperatur.

.Z. 6. 19

1180. F. F. Martenset F. J. Michels.

Influence de la température et de la di-
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latation sur les indices de réfraction
d’aprés les observations sur le spath
fluor et le quartz. A.S.G. (4) 19. 585.

1181. F. Hasendhrl. Uber die Rezi-
prozitit des Strahlungsganges in be-
wegten Kérpern. Thermodynamische Ab-
leitungen des Fresnelschen Fortfiihrungs-
koeffizienten. S.A.W. 118. 493.

1182. M. Iklé. Optische Methoden
zur Messung hoher Temperaturen. P.Z.
6. 450.

1188, Le Bel. Sur l'équilibre ther-
mique. S.F.P, 229. 7.

Siehe auch 1408; 8611.

Elektrooptik.

1184. M. Reinganum. Bemerkung zur
Elektrooptik der Metalle. A.P.L. (4)
16. 968; 17. 196.

1185. E. Hagen and H. Rubens. On
some relations between the optical and
the electrical qualities of metals. P.M.
(6) 7. 157.

1186. H. Kochan. Die lichtelektrischen
Erscheinungen an Metallen in Elektro-
lyten. J.R.E. 2. 186.

1137. R. Groselj. Einige Messungen
betreffend die spezifische Jonengeschwin-
digkeitbeilichtelektrischen Entladungen.
S.A.W. 118. 1131. :

1188. E. Goldstein. Uber elektrische
Entladungserscheinungen und ihre
Spektra. V.D.P.G. 8. 315. ’

1189. H. Scholl. Photoelektrische Er-
scheinungen an feuchtem Jodsilber. A.
P.L. (4) 16. 193; 417.

1140. E. R. v. Schweidler. Zur Theorie
des photoelektrischen Stromes. A.A.W.
1904. 253; S.A.-W. 113. 1120.

1141, K. Pribram. Uber das Leuchten
verdiinnter Gase im Teslafeld. S.A.W.
113. 489.

1142, J. Stark. Uber die Entstehung
der elektrischen Gasspektra. A.P.L. (4)
14. 506.

1148. G. W. Elmén. Uber elektrische
Doppelbrechung in Schwefelkohlenstoff
bei niedrigem Potential. A.P.L.(4)16.350.

1144. G. W. Elmén. Electric double
refraction in carbon disulphide at low
potentials. P.R. 20. b4.

1145. W. Voigt. An effect of elec-
trical vibrations in an optically active
medium. R.B.A. 74. 466.

1146. P. Drude. Optische Eigen-
schaften und Elektronentheorie. A.P.
L. (4) 14. 677. 936.

Siehe auch 1161; 1552;
3163; 3605.

1663; 8128;
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Elektrisches Licht.

1147. C. D. Child. The electric arc.
P.R. 19. 117,

1148, W. S. Weedon. A contribution
to the study of the electric arc. T.A.
E.S. 5. 171.

1149, H. T. Simon. Uber die Dynamik .

der Lichtbogenvorginge und iiber Licht-
bogenhysteresiz. P.Z. 6. 297.

150. E. Rasch. Gasentladungen und
Lichtbogen mit glilhenden Leitern
2. Klaese als Strombasis. P.Z. 5. 375.
Siehe auch 1157; 1600; 1607; 3021;

3601; 3638.

Magnetoptik.

1151. 3. Otta. Néiktere nové magneto-
optické pokusy. (Einige neue magneto-
optische Versuche.) C. 83. 146.

1162, A. Sella. Alla ricerca di un

fenomeno ottico-magnetico. R.A.L.R.
(5) 13B. 148.
1158. F. Re. 1 fenomeni magneto-

ottici Majorana. R.F.M. 6A. 534.

1164. L. Houllevigne et H. Passa.
Propriétés magnéto-optiques du fer iono-
plastique. C.R. 141. 29.

1166. P. Zeemann. Strahlung des
Lichtes in magnetischem Kelde. N.R.
20. 887.

1166. C. D. Child. The arc in a
magnetic field. P.R. 20. 100.

1167. E. Martin. Wirkung magne-
tischer Querkriifte auf einen Gleichstrom-
lichtbogen mit geradliniger Strombahn.
V.D.P.G 6. 199.

1168. P. Zonta. Su lo spettro emesso
dai tubi di Geissler nel campo magnetico.
N.C.P. (5) 7. 821.

1159, J. J. Hallo. La rotation magné-
tique du plan de polarisation dans le
voisinage d'une bande d'absorption. A.
N. (2) 10 148,

1180. F. Agerer. Uber magnetische
Drehung der Polarisationsebene des
Lichtes in Salzlgsungen und Bestimmung
der absoluten magnetooptischen Kon-
stanten fiir Wasser. A.A.W. 1905. 142;
S.A.W. 114, 803.

1161. S. Kalinowski. O dzialaniu
nastepczem przy podwdjnem zalamaniu
Swiatla w cieczach electryznie odksztal-
conych i przy magnetycznem skrcaniu
plaszczyzny polaryzacyi w cieczach.
(Uber die Verzbgerungserscheinung bei
der elektrischen Doppelbrechung und
bei der magnetischen Drehung der
Polarisationsebene bei den Fliissigkeiten.)
T.W. 16. 1.
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1162, J. Geest. Uber die Doppel-
brechung von Na-Dampf im magnetischen
Felde. %.Z. 6. 166.

1168. J. Geest. La double réfraction
de la vapear de sodium. A.N. (2) 10.
291.

1164. R. W. Wood and H. W. Spring-
steen. The magnetic rotation of sodium
vapor. P.R. 21. 41.

1165. P. Zeemann. Dubbele breki
in een magnetisch veld in the nabijhei
van magnetisch gesplitste absorptielijnen.
C.A.A. 13. 516.

1166. L. H. Siertsema. Onderzoek van
eene foutenbron bij het meten van mag-
netische draaiingen van het polarisatiev-
lak in absorbeerende oplossinger. C.A.A.
12. 749.

Zeemansches Phinomen.

1167. 4. A. Robb. Beit zur Theorie
des Zeemaneffektes. A.P.L. (4) 15. 107.

Elektromagnetische Lichttheorie.

1168. 4. Garbasso. Teoria elettro-
magnetica della luce. M.A.T. (2) 58. 127.

1169. Gray. Electromagnetic theory
of light. P.g.S. G. 35.

11790. H. T. Eddy. The electro-
magnetic theory and the velocity of

light. P.R. 20. 193.
1171. A. Einstein. Uber einen die
Erzeugung und Verwandlung des Lichtes

betreffenden heuristischen Gesichtspunkt.
A.P.L. (4) 17. 132.

1172, A. Garbasso. Le scariche os-
cillanti nei sistemi di conduttori com-
plessi e la teoria elettromagnetica dell’
analisi spettrale. N.C.P. (5) 8. 844.

1178. 4. Garbasso. Le scariche os-
cillanti nei sistemi di conduttori com-
plessi e teoria elettromagnetica dell’
analisi spettrale. N.C.P. (5) 8. 844; 393;
9. 81.

Siehe auch 1496; 1695; 3648.

Photometrie.

1174, A. Schmidt. Beschriinkung und
Erweiterung meines Helligkeitsgesetzes.
P.Z. 5. 528.

1175. G. P. Hyde. On the theory of
the Matthews and the Russel-Léonard
photometers for the measurement of
mean spherical and mean hemispherical
intensities. B.B.S.W. 1. 255.

117¢. 4. Vaillant. Sur la compara-
bilité des déterminations spectrophoto-
métriques. C.R. 138. 1088.
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1177, A. W. Roberts. A conesideration
of close binary systems in relation to
light variations. R.A.A. 1. 110.

Siehe auch 1178; 1404; 3602; 3608; 3613;
3620; 3628; 3634; 3645.

Physiologische Optik.

1178. D. A. Goldhammer. Die Farben-
empfindlichkeit des Auges und die photo-
metrische Helligkeit der leuchtenden
Korper. A.P.L. (4) 16. 621.

1179. V. Grinberg. Farbengleichung
mit Zuhilfenahme der 8 Grundempfin-
dungen im Young-Helmholtzschen Far-
bensystem. A.P.L. (4) 17. 165.

Siehe auch 1041; 2508.

Optische TRuschung.

1180. P. Czermak. Eine virtuelle
stereoskopische Téuschung. Z.P. 17. 341.

Scheinbare Gestalt des Himmels-
gewdlbes.

1181. R. Magr. Die scheinbare Ver-

r6B8erung von Sonne, Mond und Stern-
gildern am Horizont. A.F.G.P. 101. 849.

1182, A. C. Jouffray. Sur 'agrandis-
sement des astres & l'horizont. B.S.A.
F. 17. 448.

1188. N. Die VergrdBerung der Ge-
stirne am Horizont. D.W.B. 3. 126.

1184. L. Weber. Die scheinbare
GroBe des Mondes am Horizont. W.T.
H.A. 8.

Wirmelehre.

1185, E. Ferron. Contribution a la
théorie mathématique de la chaleur.
LL. 27. 21.

1186, H. A Wilson. On convection
of heat. P.C.P.8. 12. 406.

1187, W. P. Bradley and C. F. Hale.
The distribution of temperature in an
air liquefier of the single-circuit type.
P.R. 19. 387.

1188, J. Boussinesq. Sur l'unicité de
la solution simple fondamentale et de
V'expression asymptotique des tempé-
ratures dans le probléme de refroidisse-
ment. B.D. (2) 28. 46.

1189. J. Perry. &, lines of total
heat. N. 70. 100-

1190. T. Martini. Sulle varie ipotesi
intese a spiegare !'effetto Pouillet (calore
svolto nel bagnare le polveri e i corpi
porosi). A.J.V. (8) 6.

Siehe auch 590; 671; 8807; 8810; 8815;
8843; 3852; 8857.
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Wirmequellen.
Siehe 8848.

Wiirmefortpflanzung.
Siehe 8809.

Undulationstheorie der Wirme.
Siehe 875; 8850.

‘Wirmekapazitit.
Siehe 8865.

Temperatur.
Siehe 641; 1187.

Thermostatik.

1191, P. Duhem. Sur 1'équilibre de
température d’'un corps invariable et la
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densités, poids atomiques des éléments
constituante: H, N, Argon, Cl, S, C.
C.R. 140. 1241,

1848, O. Tumlirz. Die stabilen und
labilen Zustinde der Flissigkeiten und
Démpfe. S.A.W. 114. 167.
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1844. L. Marchis. Sur le diagramme
entropique d'on systdme formé d'un
liquide et de sa vapeur saturée. J.P. (4)
4. 509.

1845. P. A. Meerburg. Beitrag zur
Kenntnis der Gleichgewichte in Sys-
temen dreier Komponenten, wobei 2 fliis-
sige Schichten auRreten konnen. Z.P.C.
40. 641.

1846. J. J. van Laar. 8ur quelques
phénomdnes remarquables chez la mis-
cibilité partielle d'un mélange de 2 li-
quides dont I'un des deux est anomale.
AM.T. (2) 9. 369.

1847. J. J. van Laar. Over de
daante van het realizeerbare godoe!iz
der smeltlijn bij binaire mengsels van
isomorphe stoffen. II—MI. C.A.A. 18.
494; 716.

1848. H. W. Bakhuis- Roozeboom. De
sublimatielijnen van binaire mengsels.
C.A A. 12 591.

1849, J. J. van Laar. Vérifications
d'une formule récente de van der Waals.
A.N. (2) 9. 389.

Siehe auch 739; 741—43; 1221; 1229;
1270; 3888.

Dampfspannung.

1350. H. Rebenstorff. Demonstration
der Anderungen des Dampfdruckes mit
der Temperatur. Z.P. 17. 218.

1851. C. Dieterici. Uber den Dampf-
druck des Wassers bei hohen Tempera-
turen. A.P.L. (4) 15. 860.

18562. F. A. H. Schreinemakers. Ten-
gions des vapeurs de mélanges ternaires.
A.N. (2) 8. 396; 9. 279.

1858. F. A. H. Schreinemakers. Einige
Bemerkungen iiber Dampfdrucke terniirer
Gemische. Z.P.C. 48. 671.

1854. F. A. H. Schreinemakers. Dampf-
dracke im System: Waasser, Aceton und
Phenol. Z.P.C. 40. 440; 41, 831,

1865, E. P. Rerman. Vapour pressure
by air bubbling. J.P.C. 9. 86.

1856. A. Gebhardt. Uber den Dampf-
druck von Hg und Na. V.D.P.G. 7.
184.

1367. P. Bogdan. L’'influence des
substances non-électrolytiques sur la
tension de vapeurs de l'acide acétique
dissous dans un milieu dissolvent. A.S.
T.J. 8. 85.

1858. J. Beneits. 1l calcolo dei ca-
mini par i generatori di vapore. M.LM.
(6) 9. 435.

Siehe auch 1127; 8896.
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Gastheorie.

1869, J. H. Jeans. The cinetic theory
of gases. P.M. (6) 6. 720; S. H. Burbury
7. 467.

1860. Lord Rayleigh. The dynamical
theory of gases. N. 71. 659. — J. H.
Jeans. 607.

1861. H. A. Lorentz. La thermody-
namique et les théories cinétiques. J.P.
(4) 4. 638.

1862. F. B. Kenrsk. A mechanical
model to illustrate the gas laws. J.P.C.
8. 851.

1868. J. H. Jeans. A general dyna-
mical theorem and its application to
the kinetic theory of gases. Q.J. 86. 209.

1864. P. Langevin. Une formule fon-
damentale de théorie cinétique. A.C.P.
(8) 5. 245.

18656. J. M. Bell and J. E. Trevor.
The fandamantal fanctions of one-com-
ponent ideal-constituent gases. J.P.C.
9. 179,

1866. Rayleigh. The dynamical
theory of gases and of radiaton. N. 72.
b54; J. H. Jeans 101.

1867. E. Bose. Kinetische Theorie
und Radioaktivitit. P.Z. 5. 856; 7381.

1368. J. H. Jeans. The resistence
of molecular velocities in the kinetic
theory of gases. P.M. (6) 8. 700.

1869. G. H. Meeker. On the distri-
bution of velocity among the members
of a group of gasmolecules. J.F.1.159. 388.

1870. J. H. Jeans. The determination
of the size of molecules from the kinetic
theory of gases. P.M. (6) 8. 692.

1871. D. Berthelot. Uber den wahr-
scheinlichsten Wert der fiir den Zustand
vollkommener Gase charakteristischen
Konstante R. Z.E. 10. 621.

1872. E. Bose. Uber die verallge-
meinerte Auffassung einer Formel der
kinetischen (tastheorie. A.P.L.(4)16.156.

1878. H. Nagaoka. On 2 Constants
A, and 4, in the kinetic theory of gases.
N. 69. 79.

1874, P. Kohnstam. Over de ver-
ggliikingen van Clausius en van der

aals voor de gemiddelde weglengde
en het aantal botsingen. C.A.A.12.961.

1876. Lord Rayleigh. Uber das Gas-
druc etz zwischen 75 und 150 mm
Queksilber. Z2.P.C. 41. 71.

1878. F. Emich. Uber die Bestimmung
von Gasdichten bei hohen Temperaturen.
S.A.W. 112. 981.

18%7. G.Jiger. Zur kinetischen Theorie
der Abh#ingigkeit der Gasdichte von

den #uBeren Kritften. S.A.W. 118.1289.
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1878. G. Jiger. Uber die Abhiingig-
keit der Gasdi?:hte von #uBeren mﬁ
A AW 1904. 840.

1879. G. Jdger. Zur Theorie des
Maxwell-Boltzmannschen Gesetzes. A.P.
L. (4) 16. 46,

1880. J. H. Jeans. On the partition
of energy in a system of loaded spheres.
Q.J. 85. 224.

1881. V. Schaffers. Neuer Apparat
zu den Versuchen iiber die Gesetze der
Gase und Démpfe. Z.P. 18. 217.

Siehe auch 656; 886; 1827; 3850.

Wiarmeleitung..

1882. H. Dsesselhorst. Berechnung
von Wirmelei ersuchen nach einer
graphischen Methode. A.P.T.R. 4. 185.

1888. H. Hecht. F. E. Neumanns
Methode zur Bestimmung der Wirme-
leitungsféhigkeit schlecht leitender Kor-
Ber in Kugel- und Wirfelform und ihre

urchfihrung an Marmor, Glas, Sand-
stein, Gips, sowie an Serpentin, Basalt.
Schwefel, Steinkohle. A.P.L. (4) 14. 1008.

1884. F. L. Perrot. Conductibilité
thermique du B¢ cristallisé. A.8.G. (4)
18. 445.

1885. L. W. Austin and C. W. Eastman.
On the relation between heat conduc-
tivity and density in some of the com-
mon noods. T.A.W. 13. 589.

1886. G Mie. Das Problem der Wilrme-
lei in einem verseilten elektrischen
Kabel. M.V.G. 86. 155.

1887. A. Wassiliewa. Wirmeleitung
in Gasgemischen P.Z. 5. 787.

1888. C. Feliciani. Uber die Warme-
leitfiihigkeit des Stickstoffdioxyds sowie
einige Bemerkungen zu einer Arbeit des
Herrn Nernst. P.Z. 6. 20.

1889, C. Felicians. Sul comporta-
mento della conduttivitd termica dei
va.[ﬁori di pentacloruro di fosfore. R.A.
L.R. (5) 14A. 371.

1890, A. Schmidt. Die Whrmeleitung
der Atmosphiire. B.G. 6. 156.

Siehe auch 543; 1205; 1206; 1607; 1725;
1726; 2189; 3831.

‘Wirmestrahlung.

1891, F. Zdiviika. O tepelném zéifeni.
(Uber Warmestrahlung.) C. 84. 814; 877.
1892. J. H. Jeans. A comparison
between 2 theories of radiation. N. 72.
298.
1898. F. Hasenohrl. Zur Theorie
der Strahlung bewegter Kdrper. S.A. W,
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118, 1039; A.P.L. (4) 15. 344; 16. 589;
A.AW. 1904. 226.

1894. J. Larmor. On the intensity
of the natural radiation from movin
bodies and its mechanical reaction. P. M.
(6) 7. 578.

18956. W. Wien. Poyntingscher Satz
und Strahlung. A.P.L. (4) 15. 412.

1896, E. Pringsheim. Uber die Strah-
lungsgesetze. A.Gr. (3) 7. 2368; 296.

1897. E. Bose. Anwendung desRadinms
zur Prifung des Strahlun, etzes fiir
niedrige Temperaturen. .68. 5.

1898, A. L. Day and C. E. van Orsi-
rand. The black body and the measu-
rement of extreme temperatures. A.J.C.
19. 1.

1899. O. Lummer. Das Gesetz der
schwarzen Strahlung und ihre Verwen-
dung. A.Gr. (3) 8. 227.

1400. M. Abraham. Theorie der
Strahlung und des Strahlungsdruckes.
A.P.L. (4) 14. 236; 1089. — W. Wien 635.

1401. O. Heaviside. The pressure of
radiation. N. 71. 439.

1402. E. Aschkinap. Die Wirme-
strahlung der Metalle. V.D.P.G. 7. 251.

1408. L. Holborn und F. Henning.
Uber die Lichtemission und den Schmelz-
punkt einiger Metalle. S.A.B. 1905.
311.

1404. R. Lucas. Uber den Temperatur-
unterschied von glihendem Pt wund
schwarzem Korper bei gleicher photo-
metrischer Helligkeit. P.Z. 6. 418.

1405. S. Meyer und E. von Schwesdler.
Uber die Strahlung des Uran. S.A.W.
113. 1057.

1406, W. Nernst. Beitrag zur Strah-
lung der Gase. P.Z. 5. 777.

1407, W. Nernst. Beitrag zur Strah-
lung gliihender Gase. D.V.N 76B. 46.

1408. 0. Tumlirz. DieW#rmestrahlung
der H-Flamme. S.A.W. 113. 501.

1409, K. Angstrom. Die Strahlung
der Hefnerlampe. P.Z. 5. 456.

1410. E. Hertzsprung. Zur Strahlung
der Hefnerlampe. P.Z. 5. 634.

1411, O. Tumlirz. Die Gesamtstrahlung
der Hefnerlampe. S.A.W. 112. 1382.

1412, L. W. Hartmann. Uber die
‘Wiarmeabgabe gliihender Fiden durch
Leitung und Konvektion. P.Z. 5. 579.

1418, S. Tereschin. Die Wirmeabgabe

lithender Fiden und die Lorenzsche

ormel. P.Z. 6. 217.

1414, H. Pellat. Démonstration de
la loi de Maxwell-Bartoli. J.P. (4) 2. 484.

Siehe auch 1028; 11565; 1171; 1366 ; 1540;
1695; 1901; 1948—50; 2467; 3657 ; 3800.
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Flammen.
Siehe 1499; 1500; 15644; 3826.

Explosion.

1415. H. Macke. Uber die Explosions-
geschwindllgkeit in homogenen Knall-
S.A.

gasen. W. 113. 341.
1416. E. Jouguet. Sur l'onde explo-
sive. C.R. 140. 709.

1417. R Liouville. Sur les pressions
développées 4 chaque instant en vase
clos par des poudres colloidales de
diverses formes. C.R. 140. 708.

Siehe auch 509; 616; 664; 2428; 2771;
3250; 3835; 3837; 8865,

‘Wiarmemessung.

A. Herlitzka. Su un nuovo
metodo di registrazione fica della
temperatura. R.A.L.R. 13B. 447.

1419, H. Edwards. Notes on resis-
tance measuremenf in platinum thermo-
metry. P.A.Bo. 40 549.

1420. B. Meilink. On the measurement
of very low temperatures. C.P.L. 938.

1421. U. Behn. Uber das Verhiltnis
der mittleren (Bunsgenschen) Kalorie zur
156°. Kalorie. A.P.L. (4) 16. 653.

Siehe auch 1182; 1211;1229; 1898; 1622;
8838.

1418,

Elektrizitit.

1422, S. Kolaéek. Elektfina a magne-
tismus. (Elektrizitiit und Magnetismus.)
R.M.P. 9.

1428, P. de Heen. Prodrome de la
théorie mécanique de I'électricité. M.S.L.
(8) 5. No. 2,

1424. E. Riecke. Neuere Anschau-
ungen der Elektriztitslehre mit beson-
derer Beziehung auf Probleme der Luft-
elektrizitit. A.Gr. (3) 8. 29.

1426. J. Fraser. Suggestions towards
a theory of electricity based on the
bubble atom. P.R.S.E. 25. 680.

1426. G. Gola. Analogie fra idraulica
ed elettricita. Applicazione alla prote-
zione dei impianti elettrici. A.A.E.L
9. 86.

1427. A. Lanner. Die einheitliche
Behandlung der elektrischen Fernwir-
kungen. Z.H. 356. 177.

Siehe auch 457; 458; 695—67; 706; 851;
862; 997; 1086; 8599.
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Elektrizititserregung.

1428. G. Martinells. Elettrizzazione
di alcuni dielettrici amorfi mediante
compressione. N.C.P. (5) 7. 212.

1429. Lord Kelvin. On electric in-
sulation in ,vacuum“. P.M. (6) 8. 534.

Siebe 2963.

Elektrostatik.

1480. V. Posejpal. Pokus z elektro-
statiky. (Versuch aus der Elektrostatik.)
C. 84. 189.

1481, W. Feufner. Zwei elektro-
statische Sitze. 8.G.M. 1903. 65.

1482. F. Massardi. Sul problema
generale dell’ elettrostatica. A.LV. (8) 6.

1488, T. Levi-Civita. Sopra un pro-
blema di elettrostatica che si & presen-
tato nella costruzione dei cavi. R.C.M.P.
20. 173.

1484, T. Levi-Civita. Sopra un pro-
blema di elettrostatica che interessa la
costruzione dei cavi. N.C.P. (5) 8. 187.

1485. Schaffers. Pression électro-
statique, pouvoir des pointes et vent
électrique. A.S.B. 20B. 417.

1436. K. Roesen. Ein elektrostatisches
Induktionsgesetz und seine Anwendung
auf die Erklairung der Wirkungsweise
des Thomsonschen T'ropfenkollektors und
der Holtzschen Maschine. Z.P. 18. 93.

1487, M. Seddig. Uber Faradays Vor-
stellung der elektrischen Vorgiinge im
Nichtleiter und Darstellung elektro-
statischer Kraftlinien. N.R. 19. 389.

1488. L. Revilliod. Méthode de déter-
mination de capacités électrostatiques
par mesures de durées d’oscillations et
de décrements logarithmiques. S.E.Z.
2. 3; 23.

1489. E. B. Rosa and F. W. Grover.
The absolute measurement of capacity.
B.B.S.W. 1. 153.

1440, D. Kionig. Die Kapazitit des
Elektrometers. M.P.G.Z. 8. 10.

Siehe auch 626; 874; 3017.

Elektrische Kraftlinien.
Siehe 1437.

Elektrizitiitsentladung.

1441. H M. Macdonald. Electric
radiation from conductors. P.L.M.8. (2)
1. 459.

1442, P. Ewers. Die Spitzenentladung
in 1- und 2-atomigen Gasen. P.Z. 6.138.
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1448. E. Warburg. Bemerkung iiber
die Spitzenentladung. V.D.P.G 6. 209.

1444. K. Przibram. Uber Bilschel-
entladung. S.A.W. 113. 1491.

1445. M. Toepler. Zur Kenntnis der
negativen Streifenentladung. A.P.L. (4)
14. 962.

1446. J. James. Die Abraham-Lemoine-
sche Methode zur Messung sehr kleiner
Zeitintervalle und ihre Anwendung zur
Bestimmung der Richtung und Ge-
schwindigkeit der Entladung in Ent-
ladungsréhren. S.P.M.E. 36. 1.

Siehe auch 863; 1111; 1187; 1138; 1172;
1178; 1635.

Konduktoren.

1447, E. Almansi. Sopra i conduttori
cavi. R.A.L.R. (5) 18B. 12.

1448. 0. M. Corbino. Coppie destale
su una sfera conduttrice da un campo
rotante. N.C.P. (56) 9. 204.

Siehe auch 1172; 1173; 1441; 1566; 1689.

Elektrischer Funke.

1449, J. Semenov. Recherches expéri-
mentales sur 1'étincelle électrique. A.C.P.
(8) 2. 84b.

1450. J. Koch. EiniﬁUntersuchun en
tdber den elektrischen Funken, besonders
iiber die physikalischen B