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2 Kaustische Linien in kinematischer Behandlung.

o o~

sitze der kinematischen Geometrie hiei:kurz vorangestellt werden; die-
selben entsprechen den ausfﬁhrlwhén Siitzen in der erwihnten Abhand-
lung von Aronhold und. emtbdlten nur das zum Verstiindniss der fol-
genden Untersuchun&e Nothwendlge

1) In cinem s.ta'r.rb‘n ebenen System, welches sich in seiner
elgene.n Ebené 'belleblg bewegt, giebt es in jedem Augen-
blloke Qmen und nur einen, aber bestindig wechselnden

. _",F,qut P, um welchen das System ohne Gleitung rotirt; dieser

z ! Punkt P heisst der momentane Pol der Ebene.

) 2) Wihrend der Bewegung des ebenen Systems beschreibt
jeder Punkt P desselben auf der festen Ehene eine Bahn,
welche die Roulette dieses Punktes genannt werden soll. P
heisst der beschreibende Punkt. Alle Normalen der in der festen Ebene
beschriebénen Curvenelemente schuneiden sich in jedem Augenblicke in
einem Punkte, n#mlich im momentanen Pol des Systems.

Der Pol indert seine Lage fortwiihrend, sowohl in der beweglichen,
alg in der festen Ebene, und beschreibt infolge dessen in beiden Ebenen
Curven, welche die Polbabnen genannt werden.

3) Bei der Bewegung des ebenen Systems rollt die Polbahn
der heweglichen Ebene auf der Polbahn der festen Ebene,
ohne zu gleiten.

Es seien P und 0 die augenblicklichen Lagen zweier Punkte des
bheweglichen Systems, ferner m und n die Kriimmungsmittelpunkte der
augenblicklich von P und @ beschriebenen Bogenclemente beider Rou-

- letten, so schneiden sich nach 2) Pm und (On im momentanen Pol .
Es seien « und B die beiden Winkel, welchen die Linien L2 und PO
mit der gemeinschaftlichen Tangente der Polbabnen im Punkte P bilden.
Bezeichnet man noch die Strecken PP und PO, also die Entfernungen
der beschreibenden Punkte vom Pole, mit r und s, ferner die entspre.
chenden Entfernungen der Kriimmungsmittelpunkte vom Pole, m und
PBn, mit r, und s;, so hat man zwischen diesen Grossen folgende fun-
damentale Relation:

4) (— ) sine = (l + -1—) sin § = const,
s s
Hierbei sind r und r;, ebenso s und s, algebraisch zu nehmen, und zswar
haben r und r;, dasselbe Vorzeichen, wenn P zwischen P und m liegt,
dagegen entgegengesetzte Vorzeichen, wenn der Kriimmungsmittelpunkt
m und P nach derselben Richtung von P aus liegen.
Als specieller Fall ergiebt sich der Savary’sche Satz*:

1 1 1 1
5) (7+"x)“’m—;+9—1

® Man vergl. die Abhandlung von Hennig, Crelle’s Journal Bd. 65.
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dieses gewdhnlich leicht bestimmbaren Punktes kénnen die Kriimmungs-
mittelpunkte einer Roulette unter Beriicksichtigung von 6) durch folgende
einfache Construction, bei welcher die Bezeichnung aus 7) beniitst is},
gefunden werden:

10) Man verbinde den beschreibenden Punkt P mit dem
Wendepol O und lege durch den Punkt J, in welchem diese
Verbindungslinie die im Pole Pauf PP errichtete Senkrechte
schneidet, cine Parallele zur gemeinschaftlichen Normale B0
der Polbahn; diese Parallele schneidet PP im Krimmungs-
mittelpunkte m.

11) Wenn ein Punkt desbeweglichen Systems eine Gerade
heschreibt, so geht diese durch den Wendepol.

Es sei eine beliebige Curve gegeben, welche von den Strahlen, die
von einem festen Punkte P ausgehen, getroffen wird. Irgend ein Strahl
treffe einen Punkt P dieser Curve; die Linge des Einfallsstrahles FP
sei gleich r. Zeichnet man eine zweite Curve, welche symmetrisch zur
gegebenen in Bezug auf die Tangente im Punkte B derselben liegt (also
das Spiegelbild der Curve in Bezug auf diese Tangente), und bestimmt
man den zu P symmetrisch gelegenen Punkt P, in der zweiten Curve,
8o bilden PP und I, P mit der Tangente gleiche Winkel; die Verldnge-
rung von PP ist demnach der reflectirte Strahl (vergl. Taf. I, Fig. 3).
Lisst man die zweite Curve auf der gegebenen abrollen, so durch-
wandert der Einfallspunkt P die letztere und ist stets der momentane
Pol fiir die Bewegung. Der Punkt P, bleibt dabei immer in symmetri-
scher Lage zu P in Bezug auf die augenblickliche Tangente beider Cur-
ven; die Linien P;P sind nach 2) stets die Normalen der vom Punkte
P, beschriebenen Roulette; die Verlingerungen dieser Linien, d. h. die
reflectirten Strahlen, umhiillen demnach die Evolute dieser Roulette. Aus
dieser Betrachtung ergiebt sich der folgende Hauptsatz:

12) Die zu einem gegebenen strahlenden Punkte P ge-
hérige kaustische Linie einer Curve ist die Evolute derjeni-
gen Roulette, welche ein Punkt P, beschreibt, der mit einer
gweiten, der gegehenen congruenten Curve in symmetrischer
Lago zu dem strahlenden Punkte P fest verbunden ist, wkh-
rend diese zweite auf der gegebenen so abrollt, dass sich
beide Curven stets in entsprechenden Punkten beriihren.*

Mit Hilfe dieses Satzes sind im Folgenden die kaustischen Linien
fir den Kreis, fiir die Parabel und die Ellipse behandelt, Damit
sind zugleich die wichtigsten Bestimmungen der zugehdrigen Rouletten
und, infolge des Zusammenhanges zwischen diesen und den Fusspunkt-

* Salmon, Higher plane curves 1852 No. 123, Grosse, Dissertation 1878
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men und die Kriimmungsmittelpunkte liegen auf demselben. Durch den

Werth r=)/¢*—2% sind zwei Strahlen zu beiden Seiten dieses Durch-
messers bestimmt. '

Einem jeden solchen Maximum oder Minimum der Kriimmung der
Roulette muss ein Riickkehrpunkt der Evolute entsprechen; es folgt
hieraus der Satz:

22) Die kaustische Linie des Kreises hat vier Riickkehr-
punkte, von denen zwei in dem durchden strahlenden Punkt
gebenden Durchmesser oder dessen Verlingerung, die bei-
den anderen symmetrisch zu beiden Seiten desselbenliegen.

«) Rilckkehrpunkt fiir den Einfallsstrahl von der Li&nge r—g¢ — 2.

Da dieser Strahl mit der Tangente im Einfallspunkte einen rechten
Winkel bildet, so erbilt man fiir die Linge r, des reflectirten Strahles
bis zum Bertihrungspunkte mit der kaustischen Linie nach dem Savary-
schen Satze 5) die Gleichung

1 1 2
e—z 1 e
d. b. ¢ ist das harmonische Mittel zwischen ¢ — z und r,, oder:

23) Der erste Rickkehrpunkt der Brennlinie und der
strahlende Punkt P theilen denjenigen Radius, auf welchem
P liegt, harmonisch.

Riickt P in die Mitte des Radius, so liegt der Rickkehrpunkt im
Unendlichen. Die aunf einem Radius gelegenen strahlenden Punkte bil-
den mit den zugehorigen ersten Rilckkehrpunkten eine involutorische
Punktreihe.

f) Rickkehrpunkt fiir den Einfallsstrahl von der Linge r =¢+ 2.

Wird die Lénge des reflectirton Strahles bis zu diesem Riickkehr-

punkte mit r, bezeichnet, so ergiebt der S8avary’sche Satz
1 12

etz e
d. b.:
24) Der zweite Rickkehrpunkt der Brennlinie und der
strahlende Punkt P theilen den Radius, dessen Riickver-

lingerung durch P geht, harmonisch.

y) Die Rilckkehrpunkte ftir die Einfallsstrahlen von der Linge r =} o*—z'.

Aus dem Werthe fiir r ist ersichtlich, dass derjenige Strahl, dessen
reflectirter Strahl durch einen dieser beiden Riickkehrpunkte geht, senk-
recht zu dem durch P gehcnden Radius stehen muss. Die Linge r; des

reflectirten Strahles bis zum Riickkebrpunkte ist in diesem Falle nach 20)
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Wie schon oben erwihnt wurde, ist das Vorkommen einzelner Fille
abbingig von der Excentricitit der Ellipse. Die Fille III, IV und V
sind immer moglich, selbst wenn ¢ =0, die Ellipse also in einen Kreis
ibergegangen ist; die Resultate stimmen dann mit den frither fiir den
Kreis direct gefundenen itberein. Ist ¢ >b, so sind alle finf Fille msg-
lich; ist ¢=10, so kann Fall I nicht vorkommen; ist ¢ <0, so kénnen
die Fille I und II nicht stattfinden. Es soll mit RiicksicLt aunf die ver-
schiedenen Formen der Ellipse hier noch besonders folgender Fall errtert
werden :

58) Der strahlende Punkt liegt im Mittelpunkte der El-
lipse; es ist also z=0.

A. Es sqi ¢>b. Die Brennlinie ist unter dieser Voraussetzung ein
specieller Fall. der unter Fall I betrachteten Curven. Die zur Bestim-
mung der Ausgangspunkte der Asymptoten dienende Gleichung 47) geht,
wenn 2z =0 gesetzt wird, tiber in die einfachere

2(9 (3

at =" (220;—-‘1—’), also ist y,=a‘3%c"
Die beiden Werthe von x unterscheiden sich demnach hier nur durch
die Vorzeichen, d. h. die vier Asymptoten liegen in diesem Falle auch
zu je zweien symmetrisch zur kleinen Axe; ihre Schuittpunkte liegen
also einerseits in der grossen und andererseits in der Verlingerung der
kleinen Axe. Die Entfernungen der Schnittpunkte der Asymptoten mit
der grossen Axe vom Mittelpunkte der Ellipse sind bier nach 56)
i ac Vﬁs 2 —; 3a?
. a®4¢
und die Entfernungen der Schnittpunkte mit der kleinen Axe vom Mittel-
punkte sind

=

cVY3at —3ct
A EET

Die Axen der Ellipse, resp. die Verlingerungen, sind zugleich Tangen-

ten in den Riickkehrpunkten der Brennlinie. Zwei Riickkehrpunkte liegen

innerhalb der Ellipse auf der grossen Axe; ihre Entfernungen von den

Scheiteln sind nach 54)

. ab? al?

S e pris Rk puny

Die beiden anderen liegen ausserhalb der Ellipse in den Verlingerungen
der kleinen Axe; denn ihre Entfernungen von den Endpunkten der letz-
teren sind nach 53)

a*b

also hier negativ. Die in den Entfernungen + %;/ 2c¥—a® vom Mittel-

ro=

ikt sur kleinen Axe parallel liegenden Geraden sind die Scheiteltan-
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Strecke kein Riickkehrpunkt liegt. Setzt man nacheinander die Abscisse
des Einfallspunktes gleich a und gleich —a, so erhilt man die beiden
Kriimmungsradien R, und R,, welche zu den in der grossen Axe liegen-
den Riickkehrpunkten der Brennlinie gehtren:
2a(a—2)? _ 2a(a+42)
A=areoea: ™ A=aroraa
Setzt man andererseits =12z, so erhilt man den Kriimmungsradius R,,
welcher zu einem der beiden anderen Riickkehrpunkte gehirt:
2ab°Ya®—2*
2a%0% — ot + 223"
Ist 2 >%;/2c’—a’, 80 liegt gwischen einem auf der Axe befindlichem

Ry =

Riickkehrpunkte und je einem der beiden anderen Punkte ein endliches
Bogensttick, dessen Linge gleich dem absoluten Werthe von R, — R, ist.
Ist die kaustische Linie eine geschlossene Curve (Fall III), so ist der
Umfang u derselben gleich dem absoluten Werthe von 4Ry —2 R, — 2R,,
also

L by a?— 23 _ (a4 2*) (a4 %) — 40?22

—8a a*—2act 4 i1t (a®+ %) — 4a322
Liegt der strahlende Punkt im Scheitel der reflectirenden Ellipse, ist also
z=a, so hat die zugehorige kaustische Linie hiernach den Umfang

164°

3a%+c*
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filn)=a,0"y"+a,a® Ny "~ "4a,e" =2y 24 ... 4+ aa_1ay, + ag=0.
Substituirt man nun in f;(y,) fir y, der Reihe nach die Werthe
. 1, 1,1, 1,2, 1,3,...19, 2,

so muss die Function f,(y,) in dieser Reihe wenigstens einmal das Zei-
chen wechseln. Einmal wird dieses der Fall sein, wenn zwischen « und
2¢ nur eine Wurzel der gegebenen Gleichung liegt; liegen dagegen
.zwischen diesen Grenzen mehrere Wurzeln der gegebenen Gleichung, so
muss f,(y,) bei Substitution der genannten Reihe von Werthen fiir y,
mehrmals einen Zeichenwechsel aufweisen. Im letztern Falle wollen wir
der Bestimmtheit wegen annehmen, man habe die « zunichstliegende
Wurzel der gegebenen Gleichung zu finden. Durch die oben angegebenen

Substitutionen findet man also immer fiir y, zwei Werthe l+£— und
1+ﬁ dergestalt, dass
= B+1)_
n(+f)=+. n(1+8th)=7,
ﬁ+l

also

1+f <y <1484

ist. Im Falle, dass sich mehrere derartige Werthepaare finden, nehmen
wir nach den obigen Festsetzungen das klemste Wir setzen dann weiter

1= (1 +35 10 Ys»
wo, fir 1 <10, y, nothwendlg die Form haben muss
=1+ 155+
Denn wi#re 8
—-— [t §
1 + + 100+
so miisste

sein, was aber mit den obigen Annahmen unvereinbar ist. Wenn man
nun den fir y, angenommenen Auedruck in die obige erste transformirte
Gleichung einsetst, so erhalten wir die zweite transformirte Gleichung

) =ae (1+8) 'y 4 aert (148 7y
+ae=t(14+5) Tt t e (145t a=o.

Substituirt man nun fir y, der Reihe nach die Werthe

1, 1,01, 1,02, ...1,09, 1,1,
so muss die Function f;(y,) irgendwo in derselben einen Zeichenwechsel
“rleiden (oder auch, im Falle die gegebene Gleichung nahe beisammen-
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liegende Wurzeln bat, mehrere Zeichenwechsel, was wir nach dem Obi-
gen nicht ferner zu beriicksichtigen brauchen). Angenommen, man finde

A(itig)=+ 6(+5G)=7
also
LrEl

1+355 <% <1+ g5
Setxen wir dann weiter

n=(1+ ) 5
wo gy, nothwendig von der Form

3
1+3500 +

ist, so erhalten wir durch Substitution in f;(y;) =0 die dritte transfor-
mirte Gleichung

fs[yy) = age® (1 + -l%). (1 + T(’)—(-))n!ls' +aet! (1 + 1%).4 (1 + -1%6),.-193"1

+...+a._1a(l+%) (1+%0) ya+¢;u=0.

Indem man fiir y; nachstehende Werthereihe substitunirt:
1, 1,001, 1,002, ... 1,009, 1,01,

w(+ )=+ 4(1+55) =7

.8 3+1
1+ 1000 <¥ <1+ 1560°

Man setze dann weiter

finde man etwa

also

é
”8=(1+1000)’“
wodurch man eine vierte transformirte Gleichung erblt u. s. w. Wie

man so fortfahren kann, ist klar. Man erhilt also durch successive Sub-

stitutionen
x=ay,,

=«(1+£) 4,
=a(1445) (1+ 5)

=u(l+m)(l+m)(l+“:w)y4 u. 8. W,

Der letzte Coefficient der aufeinander folgenden transformirten Gleich-
ungen bleibt stets unge#indert; die vorhergehenden nihern sich, wie aus
dem Obigen hervorgeht, immer mehr bestimmten Grenzwerthen. Wenn
dieselben bei der beabsichtigten Annkherung diese Gremawerthe erreicht
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haben, so muss die algebraische Summe aller Coefficienten der Null gleich
sein, indem dann fiir die erstrebte Genauigkeit die eine Wursel der lets-
ten transformirten Gleichung sich nicht mehr von Eins unterscheidet,
Man braucht aber die Rechnung nicht bis dahin fortzusetzen; wenn man
bis zur m'*" transformirten Gleichung
fo (ym) = byyy, + bly:.—l + bgy:." +...tbac1ym+ba=0
gekommen ist, in welcher y, schon sehr nahe an 1 liegt, so setze man
Ym=1+4z,

wo jetzt =z ein sehr kleiner positiver echter Bruch ist. Vernachlissigt
man dann alle héheren Potenzen von z, so kommt

___bo+bl+bg+“°+ba—l+bu
T by (n—=1)bF ...+ ba_y’

Die Coefficienten der transformirten Gleichungen sind, wie die An-
sicht des Obigen lehrt, simmtlich Producte, und zwar bilden sich die
Coefficienten jeder folgenden transformirten Gleichung aus denen der
vorhergehenden durch Hinznfiigung eines neuen Factors, welcher Um-
stand, da man sich der logarithmischen Tafeln bedienen kann, die Be-
rechnung sebr erleichtert. Da weiter fiir die hoheren transformirten
Gleichungen die hinzukommenden Factoren immer n#her an Eins riicken,
so wird die Bildung derselben immer leichter, je hoher dic Ordnungszahl
derselben steigt, da mah fiir grosse m einfach setzen kann

e \P pe .

(14 50) =1+ £
Besouders erleichtert wiirde die Auflésung der algebraischen Gleichungen
nach dieser Methode, wenn man sich ein- fiir allemal eine Tafel berech-

nete, welche bis zu einer bestimmten Grenze die Werthe der aufeinander
folgenden Potenzen und deren Logarithmen von folgenden Zahlen ent-

bielte: L1, 1,2, 1,3, ... 19,

1,01, 1,02, 1,03, ... 1,09,

1,001, 1,002, 1,003, ... 1,009,

1,0001, 1,0002, 1,0003, ... 1,0009 u. s. w.
Lidge etwa bei der m'*® transformirten Gleichung der Werth von yu zwi-
schen 1 und 14 l%" so wiirde man selbstverstindlich sofort zur Sub-

stitution der folgenden Werthereihe:
1 2 9
l+ﬁ-‘+‘l’ 1+10n-|:1’ e l+10u+l
schreiten; der dér m'* Gleichung entsprechende Factor in der Entwicke-
lang von z fieledann aus.

Zahlenbeispiel. Wir wollen nach dem auseinandergesetzten Ver-
fahren die folgende, oft als Beispiel benutste Gleichung
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x =2,094551,

was mit dem von Fourier gefundenen Weorthe bis sur sechsten Deeci-
male inclusive tibereinstimmt.

II. Entwickelung der Wurzeln einer algebraischen numerischen
@leichung in eine Kettenreihe.
Unter einer Kettenreihe verstehen wir einen Ausdruck von folgen-
der Form:

b c d e
ttytmtpEptut--

wo a, b, ¢, d, e, ... B beliebige ganze positive Zahlen sind. Setzst man
die Zahl B, die wir als die Basis der Kettenreihe beseichnen wollen,
gleich 10, so verwandelt der Ausdruck sich in einer gewdhnlichen De-
cimalbruch. Wir wollen nun sehen, wie man die reellen Wurzeln einer
Gleichung in eine Kettenreihe mit beliebig gewkblter Basis entwickeln
kann. Die gegebene Gleichung sei wieder
[(®)=a,x" + a2 '+ a,2" 24 ...+ ag—1 T+ ag =0.

Die zu suchende Wurzel wollen wir, um einen bestimmten Fall vor Augen
.zu haben, immer als positiv annehmen. Man habe nun wieder durch

Versuche gefunden, dass eine Wurzel der gegebenen Gleichung swischen
e und a1 liege; wir setzen dann

unter B die beliebig angenommene Basis der zu emtwickelnden Ketten-
reihe verstanden, wo also y, nothwendig kleiner als B sein muss. Setst
man diesen Ausdruck in die gegebene Gleichung und entwickelt die
Function derselben nach der T'aylor’schen Formel, so kommt

. 3
(@ +1 @)%+ 3, 7(). ”#+%r”'(a)-y¢
A iy @ g @ =0,

wofir wir auch schreiben konnen
BS
fl(yx)— r*(e). y,’+ l)'f" HON e +zn___25_!fn—2(a)_yln_2+.”
-t B" 'f (@).y, + B*[(a) =0.

Dies ist die erste transformirte Gleichung, welche zur Bestimmung von
y, dient. Wir substituiren in dieselbe die Werthereihe 1, 2, ... bis B.
Die Function f,(y,) muss zwischen diesen Grenzen einen Zeichenwechsel
erleiden; wenn im Falle nahe beisammenliegender Wurzeln der gegebenen
Gleichung in demselben Intervall mehrere Wechsel auftreten sollten, wol-
len wir der bestimmten Vorstellung wegen die kleinste Wurzel als die
gesuchte annehmen. Gesetzt nun, der Zeichenwechsel trete ein zwischen
=f und y,=p+41; wir setzen dann weiter

n!
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Wie schon oben erwihnt wurde, ist das Vorkommen einzelner Fille
abhiingig von der Excentricitit der Ellipse. Die Fille III, IV und V
sind immer méglich, selbst wenn ¢ =0, die Ellipse also in einen Kreis
tibergegangen ist; die Resultate stimmen dann mit den frither fiir den
Kreis direct gefundenen iiberein. Ist ¢ >b, so sind alle fiinf Fille mbg-
lich; ist c=0b, so kann Fall I nicht vorkommen; ist ¢ <b, so ktnnen
die F#lle I und II nicht stattfinden. Es soll mit Riicksicht aunf die ver-
schiedenen Formen der Ellipse hier noch besonders folgender Fall erortert
werden:

58) Der strahlende Punkt liegt im Mittelpunkte der El-
lipse; es ist also z=0.

A. Es 8qi ¢ > 6. Die Brennlinie ist unter dieser Voraussetsung ein
specieller Fall. der unter Fall I betrachteten Curven. Die zur Bestim-
mung der Ausgangspunkte der Asymptoten dienende Gleichung 47) geht,
wenn 2 =0 gesetzt wird, tiber in die einfachere

(2 —a? at—ct

o= _L?ST’—) 3c
Die beiden Werthe von x unterscheiden sich demnach hier nur durch
die Vorzeichen, d. h. die vier Asymptoten liegen in diesem Falle auch
zu je zweien symmetrisch zur kleinen Axe; ihre Schnittpunkte liegen
also einerseits in der grossen und andererseits in der Verlingerung der
kleinen Axe. Die Entfernungen der Schnittpunkte der Asymptoten mit
der grossen Axe vom Mittelpunkte der Ellipse sind hier nach 56)

acy6ct—3d*

. + a® 4 c?
und die Entfernungen der Schnittpunkte mit der kleinen Axe vom Mittel-
punkte sind

, also ist y*=

$ =

Y334
W=t e
Die Axen der Ellipse, resp. die Verlingerungen, sind zugleich Tangen-
ten in den Riickkehrpunkten der Brennlinie. Zwei Riickkehrpunkte liegen
innerhalb der Ellipse auf der grossen Axe; ihre Entfernungen von den
Scheiteln sind nach 54)
. __ ab  al?
PEI= Gy aT

Die beiden anderen liegen ausserhalb der Ellipse in den Verlingerungen
der kleinen Axe; denn ihre Entfernungen von den Endpunkten der lets-
teren sind nach 53)

o= 20

07 Wt =2
also hier negativ. Die in den Entfernungen + %;/20"—:1’ vom Mittel-

pankt zar kleinen Axe parallel liegenden Geraden sind die Scheiteltan-
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Dies ist ein genaunerer Werth fiir die Wurzel der fiinften transformirten
Gleichung. Einen noch weit mehr angen#herten aber kann man jetst
finden, wenn man in die swei ersten Glieder jemer Gleichung fiir y,; den
vorigen Werth 5,1483 einsetzt; man erhilt so

3 =
und dadurch ¥ + 628350y,* = 16654546, ...

- 111607907500y, = 574591375000 — 16654546

ys = HiHH 1 = 514815422,
Somit kénnen wir endlich mit grosser Ann&herung die gesnchte Waurskel
der gegebenen Glelchnng angeben
5,14815422
e=2bptptit e
es stimmt dieser Werth mit dem von Fourier gefundenen bis auf die
zwilfte Decimale iiberein.

oder

= 2,0945514815422;

Zweites Zahlenbeispiel. Wir wollen wieder dieselbe Gleichung
wie vorhin, als Basis der zu entwickelnden Kettenreihe dagegen jetst
eine grossere Zahl, etwa 40, nehmen. Wir setzen also

x=2+:—6

und erhalten die erste transformirte Gleichung
9.°4+6.40.y2+10.40%y, — 1.40% =
oder : .
1) fily) =y,>+ 240y,2 + 16000y, — 64000 = 0.
Man findet aus derselben .

<y, <4,
so dass wir die Subsitution zu machen haben

_3+y8

Zur Bildung der zweiten transformirten Gleichung berechnen wir nach-
stehende Zahlwerthe:
fi (3)=—13813,
f'y (3)=[3y,*+ 480y, + 16000], = 17467,
Iy (3)=[6y, + 480], = 498,
71(3)=6.
Hiernach wird die zweite transformirte Gleichung
a f3(y;) = ys® + 249.40y,% 4+ 17467, 40%. y* — 13813 .40° =
oder .

2)  [f,(9) =ys° + 9960y} + 27947200y, — 884032000 = 0.

Diese Gleichung liefert
31 <y, <32,

ys=31+i%

so dass zu nehmen ist

Wir finden nun
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Stromverzweigungsproblem fiir eine Reihe von verschiedenartig geformten
Platten gelsst. Dabei wurde fiir u eine unbestimmte Randbelegung der
Platte angenommen, so dass die Dichtigkeit als Function von s in einer
Reihe mit unbestimmten Coefficienten entwickelt gedacht wurde. Dann
wurden diese Coefficienten bestimmt durch die Bedingung, dass das Ge-
sammtpote.ntia.l ¥V am ganzen Rande g—:=0 ergeben muss. Es stellte
sich nun in allen durchgefiihrten Fillen heraus, dass die so gefundene
Randbelegung ersetzt werden kann durch zwei gleiche Punktsysteme,
deren jedes einem der Pole coordinirt ist; in jedem Punkte des einen
Systems war die Masse +m, des andern — m concentrirt; das Potential
V blieb bei dem Ersatz der Randbelegung durch jene beiden Husseren
Punktsysteme in allen Punkten der Platte unveriindert, so dass jene
beiden Punktsysteme ebenfalls als das gesauchte u angesehen werden
konnten: das eine von ihmen als p,, das andere als uy. Dies fithrte
mich anf den Gedanken, die Losung direct so zu versuchen, dass ich
ein Punktsystem u, bestimmte, welches mit +m in dem einen Polpunkte

n
Lage des Poles und des Xusseren, ihm coordinirten Punktsystems un-
abhiingig sei.

Auf solche Weise gelang es mir, die Massenvertheilungen g, und g,
fiir eine ganze Reihe von Platten zu bestimmen, fiir welche eine Lsung
auf dem gewdhnlichen Wege schon deswegen undenkbar war, weil die
Randcurve nicht durch eine bestimmte Gleichung dargestellt werden konnte,
wie z. B. fiir eine Platte, welche die Form eines Viertelkreises hat.

am ganzen Rande §!= f(s) ergab, wo, wie oben, f(s) von der speciellen

Es sei nun x ein beliebiger Punkt auf der Platte, s, s, 55, %5 ...
seine Entfernungen von dem Pole P, und den verschiedenen Funkten
des Systems u,, ferner o, o,, 05, 05, ... seine Entfernungen von dem
Pole P; und den Punkten des Systems u,. Dann ist das Potential ¥
im Punkte = gleich

V=+4milgs4+mlgs, +mligs,—mlges —mlgo, —mligo,—...

Die Gleichung der Curven constanten Potentials war daher

$$%%-.- _ o

00,0,05... .
wo C eine beliebige Constante. Die orthogonalen Trajectorien ‘dieses
Curvensystems waren dann die gesuchten Stromungscurven. Man sieht
also, dass durch Aufsuchung der erwiihnten #usseren Punktsysteme das
Problem in gewissem Sinne als gelsst betrachtet werden konnte. Ich
gehe nun iiber zur successiven Darlegung der von mir behandelten Fille,
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u, angeben, welches dem Pole P, coordinirt ist. Man hat sich dann
jedesmal das entsprechende, dem andern Pole coordinirte System u, dazu
zu denken.

2. Ein Viertelkreis. Es sei P’, (Fig. 3) dem Polpunkte P, con-
jugirt, 0, und @', die Spiegelpunkte von P, und P, in Bezug auf den
Rand 48 und endlich R, R, S,, S’, die Spiegelpunkte von P,, P,
0,, ¢, in Bezug auf den Rand 4C. Dann besteht das gesuchte Xussere
System p, aus den sieben Punkten #,, 0,, 0, R,, R,, S,, §;. Ein
Blick auf Fig. 3 geniigt, um einzusehen, dass diese Punkte zusammen

mit dem Pole P, an den Rindern 4B und AC iiberall %?=0 (Satz A)

und am Rande BC iiberall %:Consl. ergeben (Satz B), da n#mlich

jedes der Punktepaare (P, P)), (0,,0"), (R, F)) und (S,, S’,) in Be-
zug auf den Kreisbogen conjugirt ist. Das dem andern Pol P, ent-
sprechende Punktsystem yu, ist auf der Zeichnung nicht angegeben. Das
endgiltig zu findende ¥ ist also das Potential von im Ganzen 16 Punkten.

3. Ein Achtelkreis. 4BC (Fig. 4) ist die gegebene Platte. Das
#ussere System besteht aus 15 Punkten P, a, b ... 0. Hier ist 7, con-
jugirt dem Polpunkte P,, ferner 4P, =Ada=Ac=Ade=Ag=Adk=Am
=A4do und L AP \=Add=Af=Ah=Ai=Adl=an und QP ,4C=
Jlcdb =L dAE=<)fAE=<hAD=<idD=qlIAF = I nAF,
wo EF | DC steht. Man sieht leicht ein, dass die Punkte symmetrisch
sind in Bezug auf die Rénder 4B und 4C und paarweise conjugirt in
Bezug auf den Rand BC.

4. Ein Kreissector, dessen Winkel an der Spitze % ist,

wo n eine ganze Zahl. Das System u, besteht aus 4n —1 leicht zu con-
struirenden Punkten. Das gesuchte ¥ ist somit Potential von 2(4n—1)
4 2=8n Punkten und hat die Form

V= M - Cons[.
6,0305...04n

Auf Fig. 5 sind beispielsweise die Punkte des Systems u, fiir den
Fall n=23 gezeichnet; sie sind symmetrisch in Bezug auf die Rénder
B4 und C4 und paarweise conjugirt in Bezug auf den Rand CB.

Fir den Fall, dass der Winkel an der Spitze gleich 2—3%:_—1 ist,
lésst sich das Punktsystem p, nur dann construiren, wenn die beiden
Polpunkte auf der den Winkel halbirenden Geraden liegen.

5. Eine unendlich grosse Platte, welche die Form eines
rechten oder spitzen Winkels « hat, wo a=%. Das System pu,

besteht aus den 27 —1 optischen Spiegelpunkten des Poles P, in Besug
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CD symmetrischen kreisfSrmigen Punktsystemen (Fig. 11). Fithrt man
dipolare Coordinaten ein, so kann man 7 in eine Reihe entwickeln.

10. Eine unendliche, von zwei parallelen Geraden he-
grenzte Platte. u, besteht aus dem System der optischen Bilder des
Poles P, in Bezug auf die beiden begrenzenden Geraden. Es ist nimlich
in diesem Falle an beiden Riindern %:0.

11. Eine unendliche Platte, in welcher ein Kreis aus-
geschnitten ist. pu, besteht aus dem einen Punkte P’, (Fig. 12) inner-
halb des Kreises, welcher dem Polpunkte P, conjugirt ist. Das gesuchte
V ist also das Potential der vier Punkte P,, P, Py, Py, so dass die
allgemeine Gleichung der Curven constanten Potentials obne Weiteres in
Polarcoordinaten niedergeschrieben werden kann.

12. Eine unendliche Platte, aus welcher zwei beliebige
Kreise ausgeschnitten sind. p, besteht aus einem kreisférmigen
Punktsystem, welches man erhidlt, wenn man, vom Pole P, ausgehend,
successive in Bezug auf beide Kreise conjugirte Punkte construirt; diese
liegen auf dem durch P, und die beiden Grenzpunkte 4 und B bestimm-
ten Kreise. Durch Einfihrung von dipolaren Coordinaten kann man die
allgemeine Gleichung der Curven constanten Potentials unschwer auf-
stellen.

13. Eine unendliche Platte, die von einer Geraden be-
grenzt wird, mit halbkreisformigem Ausschnitt. g, besteht aus
den drei Punkten 0,, 0", und P’;, wo Q, dem Polpunkte P, conjugirt,
¢, und P’; dagegen die Spiegelpunkte jener in Bezug auf den Rand
ABCD sind. Ebenso besteht y; aus den Punkten P’y, 0y und Q';. Das
gesuchte V im Punkte x ist also das Potential von im Ganzen acht
Punkten. '

Es ist interessant, bei diesem Falle die Wirkung des Randes n&her
gu betrachten. Wére die Platte nach allen Seiten hin unbegrenzt, so
witrde die in einem Punkte z der Platte wirkende Kraft ciufach die Re-

sultante zweier von P; und P, ausgehenden Kriifte 4 = und — P_m_
1% 3%

sein. Ist die Platte von einer ununterbrochenen Geraden 40 begrenszt,
sp muss man noch die Wirkung der swei Spiegelpunkte /', und P’; hin-
zuftigen, wodurch gleichsam die durch den Rand in den Strémungscurven
hervorgerufenen Verénderungen reprédsentirt werden, Hat die Platte tiber-
dies den Ausschnitt BC, so kommt noch die Wirkung von vier Punkten
01, 0y, 0;, O’y hinzu, von denen zwei positive und zwei negative Massen
enthalten. Diese Wirkung ist nur in der Ni#he des Randes BC von
merklicher Grésse und giebt uns ein Bild von den durch den Ausgchnitt
in niichster Nkhe derselben hervorgerufenen Perturbationen in dem Ver-
laufe der StrSmungscurven,
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Was die erste Frage betrifft, so sei 40B (Fig. 17) die gegebene
Platte, P, und P; die Polpunkte und M N eine ganz beliebige Curve S,
welche aber so verlduft, dass die beiden Pole zwischen ihr und der Spitze
O liegen. Da kein Verlust von Elektricitdt stattfindet, so muss die ge-

‘sammte tiber S hiniberfliessende Elektricititsmenge Null sein. . Dies fihrt
uns zu der Bedingung:

IV. Es muss fiir jede beliebige, zwei Randpunkte M und N verbin-
dende und nicht zwischen den Polen hindurchgehende Curve S

oV
a—”-dS=0

sein.

Ich will nun beweisen den

Satz 1. Gentigt 7 den Bedingungen I—III, so ist die
Bedingung 1V eo ipso erfiillt.

Beweis. Wir umgeben die Pole mit kleinen Kreisen o, und o,
deren Radius r sei, und wenden auf das von den Curven S, o;, 0; und
den Geraden MO und ON begrenzte Flichenstiick die Formel

v .
5;413_‘/:/}) Vdxdy

an. Da D=0 ist (Bed. I), so verbleibt

oV oV v ov
f5; as+ %da,+j% da,+f-a—”d¢=0,

wo do ein Element des geradlinigen Randes sei. An diesem Rande ist

ov . oV . oV
aber 3—n=0 (Bed. III), also ist ‘/‘a—” do=0; ferner ist fé—ndc,=+f

V - .
und f g; do,=—f, wo [ der Stromstirke proportional ist. Es ver-
bleibt also
taV )
_ J 5, 45=0,
q. d. e,

Ich gehe ither zu der zweiten Frage und werde nachweisen, dass
das Potential ¥ durch die -Bedingungen I —III eindeutig bestimmt wird.
Fiir eine endliche Platte ist der Beweis bekanntlich sehr einfach; viel
schwieriger ist er fiir eine unendlich grosse Platte.

Denken wir uns das Problem gelést. Dann ist V' das Potential von
+m im Pole P, —m im Pole P, und einer gewissen Randbelegung p.
Ueber diese Belegung u wollen wir vorerst zwei Siitze beweisen.

Erster Satz. Die lineare Dichtigkeit ¢ der Massen g
strebt fiir unendlich entfernte Randpunkte der Null zu.

Beweis. Es seien u, », w die Potentiale der Massen +m, —m, -
dann giebt die Bedingung III



Von O. CawoLsoN. b7

antonton—0
Fir unendlich entfernte Punkte ist aber offenbar °
ou  0dv
'a—n+ 5;=0.
. omw . . . on
Es bleibt also 5;=0. Man siecht aber ohne Weiteres ein, dass I der

Dichtigkeit ¢ proportional ist, so dass ¢ =0 verbleibt, q. d. e.

Zweiter Satz. Die algebraische Summe M der Massen g
ist gleich Null.

Beweis. Wir wollen das Integral

oV
| 5n ds

betrachten, ansgedehnt iiber einen Bogen von unendlich grossem Radius,
dessen Mittelpunkt in O sei. Wir wissen, dass fiir unendlich entfernte

Punkte g’ sich dem Grenzwerthe % nihert, wo R die Entfernung jener

Punkte von einem andern, im Endlichen liegenden Punkte bedeutet, als
welchen man die Spitse 0 nehmen kann. Es ist also

lim 3 dS— ERde=Mﬁ,

wo B der Winkel 4OB ist. Nun haben wir aber (Bed. 1V) f —dS=0,

folglich ist M=0, q. d. e. Daraus folgt ein

Dritter Satz. Die Function V, welche den Bedlngungen
I—III gentigt, strebt fiir unendlich entfernte Punkte der
Null zu.

Das ist klar, wenn man bedenkt, dass 7 das logarithmische Poten-
tial der Massen 4+ m, —m und pu ist, die simmtlich im Endlichen liegen
(erster Satz) und deren algebraische Summe Null ist (zweiter Satz). Nun
erst kénnen wir an unsere Aufgabe gehen und den

S8atz 2 beweisen. Auch ftir eine unendlich grosse Platte
wird ¥ durch die Bedingungen I—III eindeutig bestimmt.

Beweis. Es seien zwei Lisungen ¥, und V, miglich und es sei

V,— ¥,=0.
Dann hat U folgenden vier Bedingungen zu gentigen:
1. U und seine ersten Differentialquotienten méssen auf der ganzen
Platte endlich und stetig sein;
2. D’U 0 auf allen Punkten der Plattv

3. 7 —0 am Rande;

4. U =0 fir unendlich entfernte Pupkte — folgt aus dem dritten
Ratea
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Rand O0B. Wir ftigen 4+ 5 und — s auf OF, 45 und —s suf 06,
+r und —r auf OD hinzu (Fig. 22). Dann heben sich auf:
1. 45 auf OF und +s auf OH (Satz C); '
2. 4+min P, +m in P’,, —s auf OF und —s suf OG (nach der
Definition von $);
3. + s auf 0G, +s auf OE, —r auf 0D und —p suf OC (nach
der Definition von r und g);
4. 4r auf 0D (Satz C).
Hiermit sind alle Massen erschipft und bewiesen, dass am gansen

Rande 8__71 =0 ist.
on

Nachschrift. Zu den in § 1 behandelten Fillen lisst sich noch
hinzuftigen :

16. Eine unendliche Platte von der Form eines rechten Winkels,
an dessen Scheitel ein Stick in Form eines Viertelkreises ausgeschnitten
ist, dessen Centrum mit dem Scheitel des rechten JWinkels susammen-
fdllt. — p, besteht aus sieben Punkten: den drei Spiegelpunkten des
Poles P, in Bezug auf die beiden geradlinigen Rénder der Platte und
den vier Spiegelpunkten jener drei und des Poles P, in Bezug auf dem
zum vollen Kreise erginzt gedachten viertelkreisfsrmigen Rand. ¥ ist
also das Potential von 16 Punkten.

28. Nov.

' St. Petersburg, tlen 10. Dec. 1875.







62 Kleinere Mittheilungen.

B e e N e e d S Y

p(E@)={fz=fla)}fz—flap)} ...}z —f(am)} =0=2"+ R 2™V 4. ..
viod By 4 R

oder, wenn wir statt f(«,), (@), ..., f(em) resp. fi, fzy ..., [m Betzen,
die Gleichung -
Y()=(E—f)z—1;)...—/fa)=0=2"+ R 2" "4 . .4 Ru_12+ Re-
Diese Gleichung hat die m Wurzeln f, /3, ...y fm. Soll nun eine der
Waurzeln « die Gleichung /(x)=0 befriedigen, so hat die Gleichung
w(z)=0 eine Wurzel =0, d. h. es muss Rn=0 sein. Lg umgekehrt
Rn,=0, so hat die Gleichung ¥ (z)=0 eine Wurzel =0, und es be-
friedigt eine der Wurzeln « auch die Gleichung f(x)=0.

Sollen zwei Wurzeln ¢ der Gleichung f(x)=0 gentigen, so muss die
Gleichung % (2) =0 zwei Wurzeln =0 haben, d. h. es muss Rn=0 und
Rn_1=0 sein. Und ist umgekehrt R, =0 und Rn_y=0, so hat die
Gleichung ¢ (z) =0 zwei Wurzeln =0, und es gentigen zwei Wurseln «
der Gleichung f(x)=0.

Allgemein findet man folgenden Satz:

Sollen j Wurzeln « der Gleichung f(x) =0 gentigen, so
miissen die Gleichungen Rp=0, Rm_1=0, ..., Rn—_;41=0
stattfinden; und finden umgekehrt diese Gleichungen statt, so
gentigen j Wurzeln « der Gleichung f(x)=0.

Nach den Elementen der Theorie der Gleichungen ist

Rum =fifs- - [m:

R v=fiels - ifmtlils-cifnt .. i o fa1=2f[s . [m=1,
Ruya=fofy...fmt...tfifs  fm2=2ffs... m—2,
allgemein Ru—p=2f\fy e fnep-

Afle diese Ausdriicke sind in den Coefficienten b rational und in den
Wurzeln « symmetrisch, folglich auch rational in den Coefficienten a.

Bei ihrer Bildung ist es wichtig, auf ihr Gewicht zu sehen. Gewicht
eines Terms nennen wir die Summe der Indices desselben. So ist das
Gewicht des Terms ka2a30;=11. Nach der elementaren Theorie der
symmetrischen Functionen zeigt man leicht, dass in den einzelnen Aus-
driicken R alle Terme gleiches Gewicht haben. Aus einem einzigen Term
kinnen wir also das Gewicht aller Terme bestimmen. Wir wkhlen dazu
den letzten, von « freien Term, und finden, dass R, vom Gewichte ma,
Rp—y vom Gewichte (m —1)n, und so fort, allgemein R, vom Gewichte
(m —p)n ist.

In Bezug auf die wirkliche Darstellung der Ausdriicke R als ratio-
nale Functionen der Coefficienten a und 4 ist noch Folgendes zu be-
merken. Ist R, (die sogenannte Resultante) wirklich als rationale
Function der Coefficienten a und b dargestellt, so ersiebt man aus der
Bildungsweise der Functionen R sofort, dass
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=0, ..., f(ep)=0 ist, so0 werden ;l=a|+a,+...+u,,

gt ... Faprap, .y %f:ala,...a,,, und folglich sind a,, &

die Wurzeln der Gleichung w,uP — uyur ="' 4 uup—24 ., . 4 (—1)

Ist die Resultante R, durch die Coefficienten a und b ratio
gestellt, so ist es auch hier leicht, die Functionen uy, uy, ..., 3
blosse Differentiationen von R, zu finden.

Denn es ist 1 R
cP
uo=2fp+l Spy2 voifm=Rm_p= 1.2...p° abl:.

Ferner findet man

1 éP R
T2 (p—1) TP V.0by_y’
1 PR,
T2 0—=2).1.2 b2, 003, "7
1 PR,
T2 (p—0).1.2.. g et B0y
1 ¢PRa

=12 pam,

Gentigen also die Wurzeln «,, o, ..., « der Gleichung f(x)
sind diese die Wurzeln folgender Gleichung n'™" Grades:

PR, P "R, . p(p—1 ¢PRy, -
P R RT3 = T S W REE Y= B T it
o'R,,
...+l_—1)l'.ab,n_l—0.

III. Zwei Gleichungen mit zwei Unbekannten.

Es mégen nun in den Gleichungen F(x)=0 und f(x)=0
efficienten @ und ) Functionen einer zweiten Variabeln y seir
Grad durch den Index angegeben ist, so stellen F(2,y)=0 um
=0 zwei allgemeine Gleichungen mit zwei Unbekannten resp. *
und n*" Grade dar. Die Gleichung R, =0 enthdlt dann blos
bekannte y, und zwar ist sic fir diesc vom Grade mn, da ¢
offenbar durch das oben angegebene Gewicht bestimmt wird,
also mn Werthe von y, fiir welche die Gleichung Ry=10 erfd
Setzt man also diese mn Werthe von y in die Gleichungen F(
und /(x,y) =0 ein, so werden beide Gleichungen von demselbu
von x befriedigt. Der zu jedem Werthe von y gehtrige Wasd
lisst sich nach § II rational durch y ausdriicken. Wir
den Satz:
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hammer gelungen ist, und da die dabei auftretenden Verhiltnisse ganz
anderer Natur als bei der conformen Abbildung sind, so kann wohl eine
kurze Mittheilung dieser Untersuchungen manchen Leser dieser Zeitachrift
interessiren und kann zu weiterer Untersuchung dieses Beziehungsprin-
cips Veranlassung geben, weshalb seine Resultate hier folgen mdgen.
TaOMAE.

§ 1. Sind xy rechtwinklige Coordinaten in einer Ebene und &n die
entsprechenden in einer andern, wobei &7 Functionen von x und y be-
deuten, so ist der Flicheninhalt des dem Elemente dxdy in der §y-
Ebene entsprechenden Elementes, abgesehen vom Vorzeichen,

(ag an_07q k),
2

zdy o=z 3y
und daher ist die Bedingung der Flichengleichheit der beiden Elemente®
0k on_on 3§
A dz 0y ox By =1

Um alle mbglichen Lésungen dieser Differentialgleichung zu erbalten,
kbnnen wir flir eine der unbekannten Veréinderlichen ((n) eine heliebige
Function von & und y setzen. Substituiren wir {=/(x,y), so erhalten
wir leicht die Integra.lgleichnngen

n= a,(z g+ PO = f,,(z 5+ o0,
T x| oy

wobei F(£) und ®@(¢) willkiirliche Functionen von ¢ und ¢ sind, so dass
also die allgemeinste Lisung obiger Differentialgleichung ist

§=/(=, y).

/(z y)* P& = ﬁ/w g @

oy
3f (= 9) o(xy) ..
7z und 2y die unter dem Integral-

zeichen stehen, muss nach der Differentiation 2, bezw. y in Function von

In den Ausdrticken

£ und v, resp. von { und =z ausgedriickt werden. (Dies ist in dem Lehr

buch der Kartenprojection von Dr. H. Gretschel [Weimar 1872, 8. 175}
nicht bemerkt; in den dort angefithrten Beispielen freilich tritt dieser

* Die rechte Seite dieser Gleichung ist eigemntlich =+1. Wir kinnen uns
aber aof das positive Vorzeichen beschrilnken, da im Falle ded negativen durch
eine Vertanschung der Coordinaten § und 5 die rechte Seite stets positiv gemacht
werden kann.
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und es bedeute n eine positive Zahl, die grisser als die z-Coordinate
des Punktes B ist. Dann bildet die Substitution

f==x,

®
ﬂ=y+ﬁgulhfda/;c03a(l—z) di

- - 0

£, .
=y+m'_m’z/ sma(n—x)+:mufda
T - a
0

das Viereck 4BCD auf das Dreieck 4 5D Xquivalent ab; denn das
Dreieck 4 BC wird durch dieselbe auf das Dreieck 4B'C verschoben,
whhrend das Dreieck 4CD ungeiindert bleibt. (Fig. 1.)

§ 4. Bei dieser Abbildung wurde eine einen discontinuirlichen Fac-
tor enthaltende Function angewendet, zu deren Bildung ein Fourier-
sches Integral henutzt werden musste, da sich dieselbe nicht durch einen
analytischen Ausdruck darstellen lisst.

Dagegen gelingt es, auf die besprochene Weise durch eine ana-
lytische Function einen Halbkreis auf eine Ellipse dquivalent abzu-
bilden.

Setzen wir némlich unter Annahme rechtwinkliger durch das Centrum
eines Kreises gehender Axen

F§)=—+4ya*— 2,

§=.'L’, ﬂ=y—i‘;/a’_'tgv
wobei a der Radius des Kreises ist, so bildet sich dadurch der iiber der
- Axe liegende Halbkreis #quivalent auf eine Ellipse ab, deren Halb-
axen a und }a sind.

In einem spiiteren Paragraphen werden wir die Ellipse auf einen
Kreis abbilden, womit also gleichzeitig die Aufgabe geltst wird, einen
Halbkreis auf den ganzen Kreis dquivalent abzubildlen. Denn wenn
eine von zwei #quivalenten Abbildungen einer dritten &qui-
valent ist, so sind sie unter sich #quivalent.

also

§ 5. Das unter § 4 angefiihrte Beispiel kann als specieller Fall
einer allgemeineren Abbildungsweise betrachtet werden.

Es lésst sich ndmlich vermittelst der Abbildung durch Verschiebung
paralleler Streifen jede Figur mit beliebiger Begrenzung auf eine sym-
metrisch zu einer Geraden liegende abbilden, wenn eine Richtung existirt,
8o dass alle zu derselben gezogenen Parallelen die Contour nur in swei
Punkten schneiden.

Um dies zu zeigen, wihlen wir die y- Axe parallel zu dieser Rich-
¢mng und beseichnen die zur Abscisse x gehrigen Ordinaten der Be
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Da die Abbildung §(— & =¢, n—n°=7n" offenbar nur eine Ver—
schiebung des Bildes ohne innere Verlinderung bewirkt, so kann man die
Gleichungen . )
§=azx+by, n=az+by
als die allgemeinste, eine Hquivalente Abbildung vermittelnde lineare Sub—
stitution betrachten, vorausgesetzt, dass ab, —ba, =1 ist..

Die Bedeutung dieser Abbildung li#sst sich in folgender Weisem
erkennen.

Wir beziehen die Punkte der xy-Ebene auf andere Axen, die zu
den urspriinglichen unter einem Winkel a geneigt sind, durch die Re-
lationen

Es ist dann

L
z=2a"cosa —y sina, y==a sine+y cosa.

E=2a (acosa+bsina) 4y (bcosa— asina),

n=2a’(a, cosa + b, sina) + y’ (b, cose — a, sina),
Den Winkel « bestimmen wir durch die Gleichung b cosa — a sina =20,
woraus sich ergiebt fga=b:a. Mit Beriicksichtigung der Beziehung ab,
—ba, =1 ist also ,

T e ] - ,aa, 4 bb, y

E=z'Yal+ 0} ==z Jare ]/F-i:?
Nun bilden wir die Figur in der 2'y’-Ebene durch gleichen Zug und
Druck auf eine andere ab, indem wir setzen

4 x” 0 7] 9 1 L%
T ey YSYVOES
Dadurch nehmen die Ausdriicke fiir { und % die Form an

’ paa +bb . ” aa +bh
t=a", n=a Tl’q-—ﬁl-l-y =y +u++b*_‘§'

"Daraus ersehon wir, dass die durch die lineare Substitution
f=ax+by, n=ax+by

bewirkte dquivalente Abbildung sich aus zwei bereits erwdhnten Abbil-

dungsarten zusammensetzt, nimlich aus einer durch gleichen Zug und

darauf senkrechten Druck bLervorgebrachten, in den durch die Gleich-

ungen {ga =+ b:a bestimmten Richtungen und aus einer Abbildung durch

Verschiebung paralleler Streifen in der durch die Gleichung tga=—b:4
bestimmten Richtung.

§ 8. Als Beispiel hierzu wollen wir die Aufgabe bebandeln, ein
Dreieck auf ein anderes #quivalent abzubilden, dessen Winkel gegeben
sind. (Fig. 2.)

Es sei 4 BC das gegebene Dreieck, 4 der Anfangspunkt eines recht:
winkligen Coordinatensystems, dessen x-Axe auf BC senkrecht stehe;
4 B bilde mit der positiven Richtung der x-Axe den Winkel v und 4C
den Winkel v. Die vorgegebenen Winkel des Bilddreiecks seien a, f,.y.
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Abstande ¢ zur y-Axe gezogene Parallele bildet sich wieder auf eine zur
7-Axe parallele Gerade {=p:c ab, eine Parallele zur x-Axe y=> de
gegen auf die Curve n&=—pb. Dem von den Axen und den Geraden
T=a,, y=>, gebildeten Rechteck entspricht also in der Bildebene ein
ins Unendliche sich erstreckendes Flichenstiick, das begrenst ist von der
E-Axe, der Geraden {=p:a, und der der £-Axe asymptotisch sich
nkbernden Curve 5t*= —pi,. Der Inhalt dieses Flichenstiickes ist also
pioq -
- j (pby:8")dE=ayb,, also in der That gleich dem Inbalt des Rechtecks.
®

§ 10. Wir wihlen nun fiir § die Substitution
p=20" taxtay
' by + byx 4+ by
Auch dieser Ausdruck ldsst sich durch passende Drehung und Verschie-
bung der Coordinatenaxen auf einen einfacheren, dem Wesen.nach mit
ihm gleichhedeutenden reduciren.
Machen wir zunlchst die Gerade 6,45,z +b,9y=0 zur y-Axe, so
nimmt ¢ die Form an
§=a'o+a',:l"'-{-a',y'-___a'o-i-'a',z'
v y

+“'1’
daher
) , dy+ad, 7
g—a’=§=———° y, 1,
Verschieben wir nun noch die y’-Axe um die Strecke a'y:«,, indem wir
setzen

8o erhalten wir

T
» - ‘e
Yy
Die Substitution
E=g¢Z
)

kann also als die allgemeinste derartige Substitution betrachtet werden.
Die Integralgleichung ergiebt dann fiir y den Werth

n= i‘q ’
wenn wir die willkiirliche Verschiebungsfunction ausser Acht lassen.
Da hier jeder zur z- Axe parallelen Geraden wieder eine zur £- Axe
parallele Gerade entspricht, jeder durch den Anfangspunkt gehenden ge-
raden Linie aber eine Parallele zur y-Axe, so kionnen wir vermittelst

dieser Substitution ein Dreieck auf ein Parallelogramm abbilden. Dabei
entspricht aber ein Kckpunkt des Dreiecks, ndmlich der Coordinaten-
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auf unendlich viele Arten auf sich selbst abgebildet werden kann, ohne
dass sich die iibrigen Theile und der Rand verschieben.

Daraus folgt, dass die Aufgabe, eine Figur auf eine andere in der
Weise #quivalent abzubilden, dass die Begrenzungscurven einander ent-
sprechen, eine unendliche Anzahl von Lésungen zulfsst.

§ 18. Eine der einfachsten Substitutionen fiir Polarcoordinaten ist
r=gcosp, 9=lgep.

Gehen wir zu rechtwinkligen Coordinaten zuriick, so haben wir an die
Stelle dieser Gleichungen zu setzen
y
x
Hierbei bildet sich jede zur y-Axe parallele Gerade auf einen Kreis ab,
dessen Radius gleich dem Abstande der Geraden von der y-Axe ist,
wihrend jeder durch den Anfungspunkt gehenden Geraden wieder eine
durch den Anfangspunkt gehende Gerade entspricht; der x- Axe entspricht
die §-Axe, der y-Axe der Nullpunkt. Ferner sehen wir, dass jede Ge-
rade, welche mit der positiven Richtung der x-Axe einen Winkel bildet,
dessen trigonometrische Tangente ein Multiplum von 2= ist, sich auf die
positive Richtung der x-Axe abbildet., Der ganze Flichenraum swischen
der y-Axe und der in dem Abstande a zu derselben gezogenen Paral-
lelen bildet sich also unendlich oft auf den Kreis mit dem Radius a ab.

Einem Paralleltrapez, das von den Geraden r=gq,, x=a,, y=m,r,
y = myx gebildet wird, entspricht das von den Kreisen r =a,, r =a; und
den Geraden % =Elgm,, y=Elgm, begrenzte Flichenstiick. Ist a;=0,
80 geht das Paralleltrapez in ein Dreieck iiber und das entsprechende
Bild ist ein Kreissector. Damit sind wir also in den Stand gesétzt, ein
Dreieck auf einen Kreissector #quivalent abzubilden.

E=xcos—, n=xs£n%.

§ 14. Es ist nun leicht, die Aufgabe dahin zu erweitern, ein Dreieck
auf einen Kreissector abzubilden, der zu einem gegebenen Centriwinkel
27 :n gehbrt. '

Wir setzen das gegebene Dreieck als ein rechtwinkliges voraus, was
wir, ohne die Allgemeinheit zu heschrinken, thun diirfen, da sich nach
§ 8 jedes Dreieck leicht auf ein rechtwinkliges #quivalent abhilden lasst.

Es sei der der Kathete a gegeniiberliegende Eckpunkt der Anfangs-
punkt des Coordinatensystems, dessen x-Axe mit der Kathete b der
Richtung nach zusammenfalle.

Wir bilden nun das gegebene Dreieck zuerst auf ein anderes recht-

winkliges ab, in welchem die ¢ und b entsprechende Katheten }/2ab=:n
bez. Yubn:2x sind, vermittelst der Relationen

r=2x 2x b __,Vﬂ a
- , e YTYY ey
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sprechen im Allgemeinen, wenn némlich das abzubildende Ebenenstiick
nach der einen Richtung hin nicht von zwei zur y-Axe parallelen Linien
begrenzt ist, zwei Punkte, und zwar diejenigen, in welchen die Contour
von der x-Axe getroffen wird je einer Seite des Rechtecks.

Eine Figur von der genannten Eigenschaft bildet sich also auf ein
Rechteck ab durch die Substitution

® _1 % @4
t=5 Jh@-hene, 9=g HLEZAD,

0
wobei f,(x) und f,(x) die gleiche Bedeutung haben wie in § 5.

§ 19. Die Aufgabe, eine solche Figur auf dem Kreis #quivalent
abzubilden, ist also darauf zurtickgefiihrt, ein Rechteck in der Weise auf
einen Kreis abzubilden, dass zwei gegeniiberliegende Seiten zwei diame-
tral gegeniiberliegenden Punkten der Kreisperipherie entsprechen. Lets-
tere Aufgabe haben wir in § 16 bereits gelsst. Ist F der Flicheninhalt
des abzubildenden Ebenenstiickes, so gelangen wir durch Verbindung der
dort entwiokelton Formeln mit denen des § 18 zn den Relationen

5"21/ ‘/[fx(x) fy(x)] dx,

2
=1/ 1 e ol (oo 2 WLE)—f(@)
Z/:W[F' 4[;,/ (file) f*“’)”’]} T RO -RE

wobei

x 2y f‘(:t)—f,(x) T xr
N=Fteory h@-he I/ [./W )=hieD ]

und die y-Axe so gewkhlt ist, dass dieselbe das Ebenenstiick in zwei
gleiche Theile theilt.

§ 20. Wir kinnen indess auch noch andere Beziehungen aufstellen,
welche den Bedingungen dieser Aufgabe entsprechen. Wir bilden nim-
lich den Kreis nach der in § 18 angegebenen Methode auf ein Rechteck
ab durch dio Substitutionen

¢
L T R ;7 . N
. ¥ a [ F S By J
: i L aresing 1 t1 L _ =
& ::/, s a§ 2(" ar«sm;], l_.+,’; - .,),
0

v o '- oo
1] I,’ ’.v ;“
n
wobel wir jetrt mit .y die Coordinaten des Rechtecks, mit &y die ent-
sprochenden der Kreistliche begecichinen.
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&

Wihlen wir die Seiten ¢ und 5 des Rechtecks wieder zu dem Axen,
8o liefert uns die angegebene Methode die Besiehungen

it E D+ 0 F e + F 1O

g=I/___"L_l/2i'-l-‘Ull 49 n’
n n

wobei zur Abkiirzung gesetzt ist

zh  yn
—003-7‘-

K="~ —
}/f —pe
M= —arcsm pl/_+ Pl/—— P,

P——2l/ !—/f gh zh cost¥Z,
T ® h

Hierbei entspricht der Geraden y = 5 die £- Axe, der Gerade-n :r=-;—
dagegen eine transcendente Curve.

Freiburg i. B., im Juli 1877. Frz. ScHBLLEAMMER,
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5. Eine Curve vierter Ordnung ist durch 14 Punkte be-
stimmt.

In einer im Jahre 1868 mit dem Steiner’schen Preise gekrdnten
Abhandlung ,,Ueber geometrische Aufgaben dritten und vierten Grades‘
von Kortum sagt der Verfasser, dass ihm von diesen S#tzen keine stich-
haltigen geometrischen Beweise bekannt wiren und dass der strenge Be-
weis derselben eine vollstindige geometrische Theorie der Curven vierter
Ordnung involvirt.

Wie ich hoffe, ist es mir gelungen, nicht nur diese Sitze, sondern
" auch die Hauptpolareigenschaften der Curven vierter Ordnung auf geo-
metrischem Wege abzuleiten. Hauptsiichlich stiitze ich mich dabei auf
die Eigenschaften des Curvennetzes dritter Ordnung. Die benutzten
Methoden lassen sich iibrigens verallgemeinern, so dass die Eigenschaften
der Curven fiinfter Ordnung aus denen' der Curven vierter Ordnung, die
der Curven sechster Ordnung aus denen der Curven fiinfter Ordnung
u. 8. f. sich herleiten liessen. Dadurch gelang es, von einer Curve n'*
Orduung folgende Sitze zu beweisen:

6. Ist eine Curve nt** Ordnung durch zwei projectivische
Biischel erster und (n—1)'*" Ordnung erzeugt, so kann sie
auf unzéhlige Arten durch zwei solche Biischel oder auch
durch zwei Biischel zweiter und (n—2)'*" Ordnung erseungt
werden. Jede so erzeugte Curven**" Ordnung wird von einer
Curve dritter Ordnung in 3n» Punkten geschnitten.

Jede auf eine der genannten Arten erzeugte Curve nter
Ordnung kann auf unzihlige Arten durch zwei projecti-
vische Biischel dritter und (n—3)'** Ordnung erzeugt werden.

Die so erzeugten Curven n*** Ordnungsind durch {n(n43)
ihrer Punkte bestimmt.

Wenn man die Zahl der Punkte bestimmen kiénnte, in denen sich
zwei Curven »'" und m'’ Ordnung, m > 4, schneiden, so wiirde sich der
letzte Satz dahin verallgemeinern lassen, dass eine Curve »'*" Ordnung,
die durch zwei projectivische Biischel erster und (n—1)*r Ordnung er-
zeugt ist, auch durch zwei projectivische Biischel m'** und (n— m)'e
Ordnung erzeugt werden kann.

Nach der in 44 angegebenen Methode, welche die Verallgemeine-
rung der von Kortum a, a. O. angewendeten ist, 14sst sich durch
4n(n+3) gegebene Punkte vermittelst projectivischer Biischel
erster und (»—1)'** Ordonung oder zweiter und (n—2)'**r Ord-
nung eine Curve #'** Ordnung legen. Koénnte man dasselbe ver-
mittelst zweier projectivischen Biischel dritter und (»— 3)'** Ordnung thun,
8o wiirde sich, wie in 35a, die Umkehrung des ersten Theiles des in 6
angegebenen Satzes ableiten lassen.
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(kk), (ki) und (gk) gezogen werden kénnen, sind drei Strahlenpaare der
Involutionen S(aa,...) und &(aq,...); daher liegen diese Ecken auf der
Ortscurve der Schnittpunkte der homologen Strahlenpaare der projectivi-
schen Involutionen (S) und (&). Wir lassen die beliebige Gerade g um
den Punkt (ghk) sich drehen, so muss auch der Punkt (ik) fest bleiben,
weil in diesen beiden Punkten sich entsprechende Strablen der Involu-
tionen treffen. Die iibrigen vier Ecken durchlaufen die ganze Ortscurve,
so dass die variablen Strahlen g,% und {, ¥ entsprechende Strahlenpaare
zweier projectivischen Involutionen mit den Scheiteln (gk) und (ik) bil-
den; denn es sind Tangenten an die Kegelschnitte einer S8chaar mit vier
festen Tangenten ace,aa, oder bb,bb,, ... und wir kénnen je zwei Paare,
die denselben Kegelschnitt beriihren, einander zuweisen, wodurch eine
projectivische Beziehung hergestellt ist. Es wird also die Ortscurve aus
irgend zwei Gegenecken eines der erhaltenen eingeschriebenen vollstin-
digen Vierseite durch zwei projectivische Involutionen projicirt, und wenn
man irgend einen Punkt mit den Gegeneckenpaaren dieser unendlich
vielen eingeschriebenen vollstindigen Vierseite verbindet, so bilden die
Strahlen eine quadratische Involution, denn man kann jeden Punkt der
Curve als eine Ecke eines vollstindigen ihr eingeschriebenen Vierseits
ansehen. Sind nun MyM, M, irgend drei Punkte der Ortscurve, so werden
von ihnen alle Punkte derselben durch quadratische Involutionen proji-
cirt, deren Doppelstrahlen u,u’y, g, 1y, pyp’y sein mogen. Wir betrachten
sie als Kegelschnitte, so bestimmen sie ein Netz, dessen Tripelcurve
(vergl. 8chroeter, Steiner’s Vorlesungen) mit unserer Ortscurve zu-
sammenfhllt. Dann sind (¢4) und (ik) irgend zwei Gegenecken eines
eingeschriebenen vollstindigen Vierseits, so bilden M,(gh) und M,(ik),
M (gh) und M,(ik), M,(gh) und M,(ik) Strahlenpaare der Involutionen
in M,, M, M,. Jedes von ihnen wird durch die Doppelstrahlen u,u’,,
#y 4y, Byp’y harmonisch getrennt, so dass also (¢4) und (ik) conjugirte
Punkte in Bezug auf die drei Kegelschnitte (u,u’y), (u,1,), (uge’y) sind.
Dasselbe gilt von je zwei Gegenecken eines der unendlich vielen ein-
geschriebenen Vierseite, woraus folgt, dass die Schnittpunkte homo-
loger Strahlenpaare der projectivischen Involutionen (S) und
(©) auf einer Curve dritter Ordnung, der Tripelcurve des
durch (mom'o)s (8 #7), (ugp'y) constituirten Kegelschnittnetzes
liegen.

Diese Curve trifft die Gerade ! in drei Punkten, so dass also auf /
vier Schuittpunkte homologer Kegelschnitte der im Satze genannten pro-
jectivischen Kegelschnittbiischel liegen. Daraus folgt aber, dass der Ort
aller Schnittpunkte solcher Kegelschnitte eine Curve vierter Ordnung ist.
Sie gebt durch die acht Grundpunkte der Biischel und bat
soviel Doppelpunkte, als diese Biischel gemeinschaftlie!
Grundpunkte haben.
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Das erhaltene Resultat gieht folgenden Satz:

2. Der Ort der Schnittpunkte homologer Strahlenpaare
sweier projectivischen Involutionen ist ¢cine Curve dritter
Ordnung, wenn der gemeinsame Strahl sich selbst ent-
spricht, sonst eine Curve vierter Ordnung, welche dio
beiden Scheitel su Doppelpunkten hat.

Wir nennen diese Scheitel S und & und legen durch den Schnitt-
punkt 4 sweier homologen Strahlen zwei Gerade g und g, so werden
diese von den beiden Strahleninvolutionen in zwei projectivigchen Punkt-
involutionen geschnitten, in welchen 4 sich selbst entspricht. Daher
werden die Geraden, welche homologe Punkte verbinden, von einer
Curve dritter Classe eingehiillt, die anch g und g zu Tangenten hat. Da
diese durch sieben Tangenten ausser g und g bestimmt ist, so muss fiir
den Fall, dass der gemeinsame Strahl der Involutionen (S) und (&) sich
nicht selbst entspricht, die von diesen erzeugte Curve A'¢ vierter Ordnung
ausser durch die Doppelpunkte § und & durch acht andere Punkte voll-
stindig und eindeutig bestimmt sein.

Aus dem Gesagten ergiebt sich leicht die Construction einer Curve
vierter Ordnung, wenu von derselben die beiden Doppelpunkte und acht
andere Punkte gegeben sind. Wenn aber ausser den beiden Doppel-
punkten S und & nur noch sieben andere Punkte 4 4, ... 4, gegeben
sind, so werden sich durch dieselben unendlich viele Curven vierter Ord-
nung legen lassen. Man ziehe zu dem Zwecke durch A zwei beliebige
Gerade ¢ und g, schneide sie durch die Strahlen $(4, ... 4,) und &(4,... 4,)
in B,...B; und B,...8B,. ziehe die Geraden B, Y,, ..., 5;B,, so be-
stimmen diese mit ¢ und g eine Schaar von Curven dritter Classe, die
noch eine neunte gemeinschaftliche Tangente haben, welche g und g in
B, und B, schneidet. Der Schoittpunkt der Geraden S5, und &9, ist
ein allen Curven gemeinsamer Punkt. Hieraus folgt fir Curven, welche
durch projectivische Involutionen erzeugt sind:

3. Durch acht Punkte lisst sich nur eine Curve vierter Ord-
nung legen. welche zwei gegebene Punkte zu Doppel.
punkten hat.

Alle Curven vierter Ordnung, welche zwei gegehene
Punkte zu Doppelpunkten und sieben gemeinschaftliche
Punkte haben, schneiden »sich noch in e¢inem achten
Punkte.

Ist 4 irgend ein Punkt von A* und man dreht die erzeugenden
involutorischen Strablenbtischel um $ und € so weit, dass 54 und
© 4 in eine Gerade zusammenfallen, so ist der Ort der Bchuittpunkte
bomologer Strahlenpasre eine Curve & dritter Ordnung. Jedew Puukte
der einen Curve entspricht ein bestimwter der andern und umgekebst.
Anf F*¢ i~ zwei beliebige Punkte YN, deren entaprechende
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MM und RN sein mbgen; ist dann P auf R der gegeniiberliegende

Punkt der Punkte SSIMN, so kann man sich §° erzeugt denken

durch dic projectivischen Biischel (SGIMN) und (P). Alle Elemente

der beiden Biischel werden von S und & durch projectivische Strablen-
biischel projicirt; drebt man nun wieder die Involutionen in § und &
und sémmtliche ebengenannten Strahlenbiischel um S und & so, dass die
in S& vereinigten Strahlen sich in A4 schneiden, so werden die Kegel-

schnitte des Biischels (SSINN) in die Kegelschnitte des Biischels (S&SM N)

und die Strablen des Biischels () in die Kegelschnitte des Bischels

(S€4P) sich verwandeln und die projectivischen Biischel (S& M N) und

(S&4P) miissen die Curve A* erzeugen. Da AMN beliebige Punkte

derselben sind, so folgt der Satz:

4. Die Curve A% der geometrische Ort der homologen Strah-
lenpaare projectivischer Involutionen, kann auf un-
zihlige Arten durch zwei projectivische Kegelschnitt-
biischel erzeugt werden, welche die Scheitel der Involu-
tionen zu gemeinschaftlichen Grundpunkten haben. Von
den anderen vier Grundpunkten kénnen drei auf A* be-
liebig gewidhlt werden.

Die Strablen « und a, eines Strahlenpaares von () werden von den
Strahlenpaaren von (&) in den Punktpaaren zweier projectivischen In-
volutionen geschnitten, in denen § ein sich selbst entsprechender Punkt
ist. Daher werden die Verbindungslinien homologer Punktpaare von einer
Curve dritter Classe cingehiillt, die aber in den Punkt & upd. einen
Kegelschnitt [aq,] zerfillt, welcher die Geraden « und a, und die beiden
Doppelstrahlen d'd” des Biischels (&) beriihrt. Wihlen wir b6, cc,, ...,
so crhalten wir andere Kegelschnitte [40,], [c¢,], ..., welche simmtlich
?'d” zu Tangenten haben, Wenn wir aber die Strahlenpaare von (&)
durch die von (S) schneiden, so entstehen auf dieselbe Art Kegelschnitte
laa,], [bB,], [ec,], ..., welche die Doppelstrahlen @’d” von (S) beriihren.
Dic Kegelschnitte [a«;] und [aqa,] haben die Geraden, wclche die Punkte
(«a) und (¢;a), (#a,) und (a,a) verbinden, zu gemeinschaftlichen Tan-
genten; die beiden anderen gemeinschaftlichen Tangenten sind die Ver-
bindungslinien 8" 0" der Punktpaare (d'd”), 3"d’) und (d'd), (3"d”). Also
bilden alle Kegelschnitte [aq,], [bb,], ... eine Schaar von vier festen
Tangenten 3'270°0” und alle Kegelschnitte [aa,], [68,], . . cine Schaar
von vier festen Tangenten d'd”d’6”. Diese beiden Kegelschnittschaaren
stehen aber in projectivischer Bezichung, wenn wir je zwei Kegelschnitte,
wie [aa;] und [aq,], |64,] und [bb,], ... einander zuorduen, und ibhre
gemeingchaftlichen Tangenten werden daher von einer Curve X, vierter
Classe eingehiillt, welche 8’9" zu Doppeltangenten hat. Dabei schunei-
den sich die gemeinschaftljchen Tangenten je zweier homo-
logen Kegelschnite anf einem Kegelschnitte 8. Es bilden die.
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auf eine Curve dritter Ordnung und die Gerade S&. Es entsteht die
Frage, ob man noch auf andere Arten projectivische Bezichungen szwi-
schen den Involutionen herstellen kann, derart, dass der Ort der Schnitt-
punkte homologer Strahlenpaare eine Curve dritter Ordnung wird. Und
in der That kann man noch auf zwei verschiedene Arten die Strablen-
paare projectivisch einander so guordnen, dass sich die homologen Ele-
mente auf einer Curve dritter Ordoung schneiden, die jedoch in eine
Gerade und einen Kegelschnitt zerfilit. Die Doppelstrablenpasre d'd”
und d'd” bilden ein Viereck, dessen Disgonalen &'4” sind. Auf jeder
derselben schneiden sich die Strahlenpaare beider Involutionen. Denn
nennen wir D" und D” die Schoittpunkte (¢'d’) und (¢”b”), so ist D'D”
die Diagonale &’ und es trennen dicse Punkte die Schnittpunkte von &’
mit je zwei Strahlen irgend eines Paares barmonisch, und in jedem sol-
chen Punktpaare miissen sich deshalb die Strablen von zwei Pasren der
Biischel (S) und (&) treffen. Dasselbe gilt von 6”. Ordnet man je swei
Strahlenpaare einander zu, die sich auf 8" schneiden, so hat man zwi-
schen den Involutionen eine projectivische Beziehung hergestellt, in wel-
cher der gemeinschaftliche Strahl S& sich selbst entspricht, Es ist daher
die Ortscurve von der dritten Ordnung und da die Gerade & ein Theil
derselben ist, so muss der andere Theil ein Kegelschnitt sein, welcher
darch S und & geht; da also die Schnittpunkte homologer Strahlen anf
cinem Kegelschnitte liegen, so miissen die Verbindungslinien derselben
sich in einem Punkte schneiden. Es folgt:

6. Wenn man die Strahlenpaare zweier Involutionen auf
alle méglichen Arten einander projectivisch zuordnet,
so giebt es drei Arten der Zuordnung, bei welchen der
Ort der Schnittpunkte homoleger Elemente in die Ver-
bindungslinie der Scheitel und in eine Curve dritter Ord-
nung zerfillt, welche letztere in zwei Fillen wieder in
eine Gerade und einen Kegelschnitt degenerirt. In den
letzten F&llen zerfdllt die Curve &, dritter Classe, die
Enveloppe der Verbindungslinien der Schuittpunkte
homologer Elemente, in einen Kegelschnitt und einen
Punkt,

Es giebt drei Punktpaare, welche in Bezug auf alle
Strahlenpaare beider Biischel zugleich conjugirte Pole
sind, ndmlich die Scheitel S& und die Endpunkte 00"
und D'D” der beiden Diagonalen & und &” desjenigen
Vierecks, dessen Ecken die Schnittpunkte der beiden
Doppelstrahlenpaare der Involutionen sind.

Hier sei es mir erlaubt, auf einen Irrthum aufmerksam zu machen,
der von Herrn Durége auf S. 84 des 5. Bandes der mathematisches

Annslen in der Abhandlung ,Ueber die Curve dritter Ordnung, welsl
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den geometrischen Ort der Brennpunkte einer Kegelschnittschaar bildet*,
begaogen zu sein scheint, indem er behauptet, dass das Punktpaar S&
das cinsige wihre, welches in Bezug auf alle Strahlenpaare beider Biischel
ein Paar von conjugirten Polen bildet.

Die Strahlenpaare aa,, bb,, cc,, ... der Involution (S) sind in pro-
jectivischer Beziebung mit den Diagonalenpaaren aa,, 88, y7,, ... der
von entsprechenden Strahlenpaaren, wie aa, und aa,, 65, und bb,, cq
und cc,, ... gebildeten Vicrseite und daher auch mit den Schnittpunkten
4,8 I, ... der eingelnen Diagonalenpaare. Wir schneiden eine Gerade
I durch aa,, bb,, ccy, ... in 44, BB,, CC,, ..., 8o ist, fir den Fall,
das S& sich selbst entspricht,

k(4,B,T,...) X I(44,, BB, CC,, ...).
Die Enveloppe der Geraden, welche homologe Elemente verbinden, ist
tine Curve dritter Classe €;, welche % berlthrt und ! zur Doppeltangente
bat. Sie hat mit K, ausser 4 noch acht gemeinschaftliche Tangenten, so
daw der Ort der Schuittpunkte homologer Strahlenpaare aa,, bb,, cc,, ..
uud ea), #p,, yy,, ... eine Curve achter Ordnung ist. In unserem Falle
Zerfillt dieselbe aber in die Curve &3, die durch die Involutionen (S)
Qnd (6) erzeugt ist, den gemeinsamen Strahl S& und die Doppelstrahlen
“T¢", von denen jeder doppelt zu z#hlen ist.
Es liisst sicb nun erkennen, dass die Curven A® und & sich
¥ pneun Punkten beriihren. Irgend ein Strahl durch S schneide A,
iy sechs Punkten; die Tangenten in diesen werden von einem Kegel-
=chnitt &, berithrt. Jedem Strahl durch S ordnen wir auf diese Art einen
Kegelschnitt zu und alle diese Kegelschnitte, welche eine Schaar von
vier festen Tangenten bilden, sind involutorisch geordnet, da sie ein-
deutig den Strahlen von (S) entsprechen. Deshalb ist auch diese invo-
lutorische Kegelschnittschaar projectivisch auf die Punktreihe 4B ...
bezogen. Die Enveloppe der von 4BI'... an die homologen Kegel-
schnitte gezogenen Tangenten ist eine Curve C, fiinfter Classe, welche
mit Ky 15 gemeinschaftliche T'angenten hat. Von diesen scheide man die
Geraden k und S& und die doppelt zu zdhlenden Geraden d und d”
aus, so bleiben noch neun iibrig. Kine von ihnen sei r, der sie be-
rihrende Kegelschnitt A, der Schaar entspreche dem Strahl ¢ von (S) und
deshalb muss der Pol von t in Bezug auf diesen Kegelschnitt auf ¢ liegen.
Er liegt aber auch auf A, und auf A,; daher berithren sich in ihm A
und k,. Weil sich in ihm aber anch ¢ und r schneiden, so geht A3
durch ibn hindurch. Dass A3 in diesem Punkte auch von t beriihrt
wird, ergiebt sich aus folgender Ucberlegung. Es sei U der Schnittpunkt
sweier homologen Strahlen a und «; es seien ferner o’ und « die den
obigen Strahlen unendlich benachbarten, die einander auch entsprechen
miissen, und A’ sei ihr Schnittpunkt. so ist die (Jerade AN’ die Tan-
gente in A an K3 Wi 0., %o i
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{(ABT..)AUN(ABT...) A S(aay,bb, cc,, ...).
Der Strahl, welcher in () der Tangente « unendlich benachbart ist,
hat einen ihm projectivisch entsprechenden Strahl in (S), welcher dem
Strahl ¢ unendlich nahe liegt. Diese beiden Strablen sind ¢’ und a’; sie
schneiden sich in U’ auf der Curve dritter Ordnung %® mit dem Doppel-
punkte S, welche von den Biischeln () und (S) erzeugt wird. Auf
dieser liegt auch der Schnittpunkt A von @ und «, so dass also die Ge-
rade AN’ oder « gleichzeitig Tangente an A3 und A3 ist.

Wenn der Schnittpunkt % von « und a der Beriihrungspunkt von o
mit K, ist, so miissen sich in diesem Punkte die drei Curven A;A3¥®
beriihren, weil jede in ihm die Gerade « beriihrt. Dies ist aber der Fall
mit den gemeinschaftlichen Tangenten von €y und Aj.

Die Curve Kk, heisst die Cayley’sche Curve von A% so dass wir
auch auf diesem Wege zu dem bekannten Satze gekommen sind, dass
die Cayley’sche Curve einer Curve dritter Ordnung dieselbe
in allen Punkten beriihrt, welche sie mit ihr gemeinsam hat.
7. Legt man durch die Schnittpunkte der homologen Kegel-

schnitte projectivischer Btischel andere Kegelschnitt-
biischel, so lassen sich die Kegelschnitte derselben un-
endlich oft so zu neuen Biischeln gruppiren, dass zu
jedem solchen aus jedem der vorigen Biischel ein Kegel-
schnitt gehort.

Die projectivischen Kegelschnittbiischel (4 8¢ 0){x3xtx...} und
(4 BC'D)JA%1203. ..} erzseugen eine Curve A'* vierter Ordnung, welche
durch die acht Grundpunkte 4BCNA'BC'D geht. Alle Kegelschnitte
x3x,%... schneiden A? in solchen Punktgruppen von je vier Punkten, dass
deren sechs Verbindungslinien eine Curve L, dritter Classe einhiillen, die
auch die sechs Geraden, welche die vier Punkte 4 BCD verbinden, su
Tangenten hat. Denn der Kegelschnitt A? constituirt mit dem Biischel
(s*x,%...) ein Kegelschnittnetz und die Geradenpaare, welche zu den
Kegelschnitten desselben gehtren, haben als Enveloppe eine Curve dritter
Classe, die Cayley’sche Curve des Netzes. Lassen wir x* von den
Kegelschnitten A%4%... geschnitten werden, so erhalten wir auf dieselbe
Art eine Curve X, dritter Classe, welche die sechs Verbindungslinien der
Punkte 4'5°C’D’ berithrt. Beide Curven haben ncun gemeinschaftliche
Tangenten; sechs von ihnen sind die Geraden, welche die vier Schnitt-
punkte von x* und A% verbinden. Sind (4,4 die drei anderen, so schnei-
den sich auf jeder von ihnen zweimal zwei Kegelschnitte in je swei
Punkten. Da niémlich ¢ eine Tangente von Lg ist,” so liegen auf ihr
zwei Schnittpunkte # N von 4* und einem Kegelschnitt des Biischels
(4BCD), z. B. x*x; da aber {, auch Tangente von A, ist, so muss in
zweien ihrer Punkte #', N’, auch x* von einem Kegelschnitte A%, des
andern Biischels geschnitten werden. Es wird ¢, von den Kegelschnitten ¢
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(E,F,G,H,), (E;F,G,H,), (E;F,G,H,), ..., so liegen sie skmmtlich :
einem Kegelschnitt ®%. Denn die Strahlenhiischel der Polaren von
bezliglich (4 BCD) und (4£'B'C’'D’) sind die Geraden A(EE,&;5,...) u
N (€E,E,C,...) und erzeugen, da sie projectivisch sind, einen Keg
schnitt 2. Es bilden aber auch die Polaren von P besiiglich der Keg
schnitte der Biischel (EFG H), (E, F,G, H,), (E,; F,G, H,) drei projectivise
Strahlenbiischel (AA' A" A”,...), G (AAXA'A",...), AN A"A",..
und erzeugen also denselben Kegelschnitt ). Wenn wir die Keg
schnitte des Biischels (4"B'C”D”) mit a*=?n?... beseichnen, so i
(B x3%?) N (BA24309) R (€ G, 6, 6,) A (a°m,0 2 md).
Lassen wir P in P'P”... sich #ndern, so #ndern sich. GG, ¢,G,
G'G¢, 6,6, "G, ";€", ... und es sind P und G, P und &, !
und ", ... conjugirte Punkte in Bezug auf die drei Kegelschnitte x;?1,?a
und deshalb miissen diese drei Kegelschnitte sich in denselben vier Pun’
ten, also in E;F;GyH; schneiden. In gleicher Weise zeigt man, da
die Kegelschnitte der Bischel (A"B"C"D"), (4”,8",C",D")), ... dur
die Schnittpunkte (F; F;G,H;), (E,F,G H,), ... je zweier homologs
Kegelschnitte der Biischel (4BCD) und (4 8°C°D’) hindurchgehen.
Anderer Beweis. Eine beliebige Gerade g werde durch ein
Schnittpunkt @ zweier homologen Kegelschnitte x?, und A% gezogen u-
von ¥, x? x0% ..., %% und 2%, 4% 4% ..., A% in den Involutionen Ka
KK, KKy, ..,0Kgund LL, L L,, L,L,, ..., OL’y geschnitten. L
gemeinschaftliche Punktpaar beider Involutionen sei ¥ ¥’ und durch d:
selbe M? ein beliebiger Kegelschnitt, welcher »* in ABED und ?
A B'ED schneidet. Diese Punktgruppen sehen wir als Grundpunll
zweier Kegelschnittbiischel (x*A 242, M?) und (A2L,2L2... M?) au, welc
4 in denselben Involutionen schneiden miissen. Wenn wir den Pum
paaren dieser Involutionen die durch sie gehenden Kegelschnitte suo -

nen, 8o muss, da '
(KK, Ky Ky o )N (LL, LI, )

(% K2 )N LG L)
sein. Diese Biischel erzeugen also eine Curve ®* vierter Ordnung, die g
denselben vier Punkten wie A trifft; da die Grundpunkte der Biiscim
welche ®* erzeugen, auf einem Kegelschnitt M* liegen, so kann die
Curve auch durch zwei Kegelschnittbiischel erzeugt werden, deren Gruw
punkte die Schuittpunkte EFGCH und CFGH von x*A% und K32L? sim
Dies ergiebt sich daraus, dass man die Biischel (x*%,2...) und (a%*a2..
und die von ihnen erzeugte Curve projectivisch auf zwei Strahlenbiisch
und den von ihnen erzeugten Kegelschnitt bezieht. Wenn (20" und 0f
die Schuittpunkte von g mit den durch £FG HQ und EFG § 0 bestimmt:
Kegelschnitten sind, so sind die Involutionen 44", LL, 00, ... m
kK k', L L), 0,9, ... in projectivischer Beziehung und haben di

ist. auch
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mente eine Curve & dritter Ordnung. Diese kann auf unzihlige Arten
durch ein Kegelschnittbiischel und ein projectivisches Strahlenbtischel
_ erzeugt werden. Wir wihlen auf ®* zwei ganz beliebige Punkte # und
N, so ist durch deren entsprechende I und N auf & und durch 4 und
B ein Kegelschnittbiischel bestimmt; die Kegelschnitte desselben treffen
®3 in solchen Punktpaaren, dass die Verbindungslinien der Punkte der
cinzelnen Paare sich in einem Punkte P von ®% schneiden. Es werden
die Elemente der beiden Biischel (4 8MN) und (P) aus 4 und B durch
Strahlenbiischel erzeugt, und wenn wir alle diese Biischel um A und B,
indem ihre gegenseitige Lage durchaus ungeiindert bleibt, so drehen, dass
die in 4 B vereinigten Strahlen sich in 0’ schneiden, so verwandeln sich
die Biischel (/BG D) und (€) wieder in (4BCD) und (4BC'D) und
erzeugen KA'4; aber die Biischel (4 BIMN) und (P), welche &3 erzeugten,
verwandeln sich in (4BMN) und (4BPD) und diese miissen natiirlich
auch K4 erzeugen, womit gezeigt ist, dass man zu Grundpunkten des
einen erzeugenden Biischels ausser 4B zwei ganz beliebige Punkte von
K% wihlen kann. Im andern Biischel aber ist /" als cin beliebiger Punkt
anzusehen. Denn legt man durch die beiden Schnittpunkte, in denen
irgend ein Kegelschnitt des Biischels (4 B/ N) die Curve A* schneidet,
ferner durch 4 B und irgend einen Punkt X von A* einen Kegelschnitt,
welcher A4 noch in ¥ schneiden mag, so kann A* auch erzeugt werden durch
die beiden Biischel (4B M N) unud (4B.XY). Hieraus aber folgt der Satz:
8b. Wenn eine Carve A* vierter Ordnung mit zwei Doppel-
punkten 4 und B durch zwei projectivische Kegelschnitt-
biischel, welche 4 und B als gemeinsame Doppelpunkte
haben, erzeugt ist; so kann sie auf unendlich viele Arten
durch zwei solche Biischel erzeugt werden.. Die beiden
Grundpunkte, ausser 4 und B, des einen Biischels und
einen des andern kann man beliebig auf der Curve an-
nehmen. Dadurch aber ist der letzte Grundpunkt des
zweiten Biischels bestimmt.

Soll man durch sieben Punkte CDEFGHJ eine Curve vierter Ord-
nung legen, welche zwei gegebene Punkte 4 und B zu Doppeipunkten
hat, so hat man nach dem Vorigen einen Punkt .Y zu suchen, welcher
der Bedingung geniigt, dass

(ABCD){F, G, H,J\ N (ABEX){F, 6 H,J}

ist. Es giebt unendlich .viele Punkte, welche dieser Bedingung geniigen;
sie liegen s#mmtlich auf einer Curve vierter Ordnung, welche darch
FG HJ geht und 4 E zu Doppelpunkten hat. Daher giebt es unendlich
viele Curven vierter Ordnung, welche 4 und B zu Doppelpunkten haben
und darch COEFGHJ gehen. Wir denken uns wieder die Kegelschnitte
aller Biischel, welche diese Curven erzeugen, durch projectivische Strahle
biischel projicirt und diese um 4 und £ unter Festhaltung ihrer ges
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einer dazu projectivischen Punktreibe geschnitten. Von ihren Doppel-
punkten fllt einer auf F,, die anderen sind die Schnittpunkte von 4
mit der Curve vierter Ordnung. 1)ie Schnittpunkte von ¢ mit der Curve
vieMer Ordnung sind erstens die beiden Schnittpunkte von f mit =,
ferner die drei Doppelpunkte der genannten Punktreihen. Einer von
diesen liegt stets auf CD. Von den heiden anderen fillt einer mit dem
Schnittpunkte ¥, von #, und x,> zusammen, so dass also in Fy zwei
Punkte der Curve sich vereinigen und in ¥, die Curve vierter Ordnung
von ®;% und 4 beriihrt wird. Auf dieselbe Art folgt, dass sich in Fy £ Fy
die Curve vierter Ordnung und ®2 beriihren.

Hieraus ldsst sich auf die Natur der beiden Doppelpunkte schliessen.
Wir legen durch 4 eine beliebige Gerade @ und suchen ihre Schnitt-
punkte mit der Curve vierter Ordnung. Auf a sei P ein beliebiger Punkt;
von ihm lassen sich zwei Tangenten p und p’ an R2 ziehen, denen zwei
Kegelschnitte x%, und % entsprechen, welche @ noch in Qp und Qp schnei-
den. Aendert sich P auf a, so werden Qp und 0y die Punktpaare einer zur
Punktreihe P... projectivischen Involution durchlaufen, weil die Tangenten
pp’ eine Involution bilden. Von den drei Doppelpunkten der Reihen (2...)
und (Qp 0y, ...) fillt einer auf CD, die anderen sind die Durchschnitte von a
mit der Curve vierter Ordnung. Wihlt man an Stelle der beliebigen Ge-
raden ¢ ecine der beiden Tangenten von 4 an 8%, z. B. 5, und ist x%
der ibr entsprechende Kegelschnitt und 7z, die Tangente an demselben
in 4, so ist 4 einer der Schnittpunkte von 1, mit der Curve vierter
Ordnung, also 7, eine Tangente in 4 an diese Curve. Ebenso folgt,
dass es noch eine andere Tangente 4 an die Curve giebt. Diese beiden
Tangenten heissen die Doppelpunktstangenten. Im Punkte B giebt
es natiirlich auch zwei Doppelpunktstangenten. Wir schliessen:

10. In jedem der Doppelpunkte lassen sich swei Tangen-
ten an die Curve vierter Ordnung ziehen, wenn diese
Punkte ausserhalb & liegen. Liegt einer vonihnen aunf
K2, 80 ist er eine Spitze, und liegt er innerhalb &2, so
ist er ein uneigentlicher Doppelpunkt.

Wir denken uns in 4 und B die beiden projectivischen Strahlen-
involutionen, welche die Curve A'* projiciren. Es seien u, und «}, die
beiden Doppelstrahlen von (4); ihnen entsprechen in (B) die Strahlen-
paare b by und &',6°;. Diese sind die vier T'angenten, welche sich von B
an k* ziehen lassen. Ebenso folgt, dass sich von 4 vier Tangenten an
K* ziehen lassen. Also:

11. Von jedem der Doppelpunkte lassen sich an die Curve
K% vier Tangenten ziehen.

Mit Hilfe von 8 lisst sich der Satz beweisen:

12. Wenn eine Curve A* vierter Ordnung durch swei pro-
jectivische Kegelschnittbtischel erzeugt ist, so wird
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Pop'o’ .I’P'i.x EKPy, ..
und den zu ihr pro_)ectnpschen Reﬂxen
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In g'l'ewier Weise wenlen durch du Kegelschmttbﬁschel (B,...B) und
“idi- zu ihm projectivischen Strahlenbiischel (B,), (5,), ... anf g die

‘Involution 0000, 0.0,, 0’0”
und die projectivischen Punktreihen
Dov Q'o’ D"o’ ceey
D,. D'.. Q",, cee
bestimnmt.

Einen beliebigen Punkt 4 verbinde man mit den beiden Involutionen
auf g; irgend swei Gerade /; und J; durch 4 treffen g in swei Punkten,
die P, und P; oder 0, und 04 heissen mogen, je nachdem sie der ersten
oder gzweiten Involution angehtren. Ihnen entsprechen $,® und PB,®
oder Q4@ und Q,P. Auf diesen Geraden /, und I, nehme man zwei
beliebige Punkte ¢, und C,, ziehe B, C, und PP C,, die sich in D,
ferner 0,¢)C, und Do(‘) G;, die sich in E, schneiden mdgen, dann erzean-
gen die Biischel .
A(Py Py, PPy, ...) und Do(Bys B'os --2)s

40,95, Ololv .o.) und E;(Qg, Q, ...)
zwei Curven dritter Ordnung 8, und ¢? die 4 zum gemeinsamen Dop-
pelpunkte haben und durch die Punkte C; und C; gehen. — Man lege
nun darch M M”C,C, D, einen Kegelschnitt /%, so ist zwischen seinen
Punkten und denen von g eine projectivische Beziehung dadurch her-
gestellt, dass den Punkten P @P,G M M” von g die Punkte C,C; M'M”
von D? zugeordnet sind. Deshalb muss die Punktreihe anf N* auch mit

den Punktreihen
%l’ %’l’ gs”l’ ey M’D M"
in projectivischer Beziehung und perspectivischer Lage sich befinden.
Sind D,, D, ... die perspectivischen Centra, so erseugen die Biischel
(D)), (Dy), ... mit der Involution 4(P ¥, ...)

Curven dritter Ordnung 4,3, 3.2, ..., die mit J,® zu einem Btischel gehdren,
welches C, und C, zu zwei Grundpunkten und 4 zum gemeinsamen Dop-
pelpunkt hat.

Durch die Punkte N°'N"C,CE, ist ein Kegelschnitt £? bestimmt,
dessen Punkte mit den Punkten Q,Q’,... von g in projectivische Be.
gziehung dadurch gebracht sind, dass den Punkten Q,'Q,¥ N N” von ¢
die Punkte C,C, N'N” von E?® zugeordnet sind. Diese Punktreihe auf E?
muss mit den Punktreibhen
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Die projectivischen Curvenbiischel seien (a2...) und (B,%...); durch
die Punktgruppen, in denen die Curven eine beliebige Gerade g schnei-
den, und drei feste Punkte C,C,C; lege man Curven dritter Ordnung,
welche einen gemeinschaftlichen Doppelpunkt 4 haben, so erhilt man swei
neue projectivische Curvenbiischel (4 4C, €,C,C,C;) und (44C, C;C;C° Cy).
Jede dieser Curven kann man sich erzeugt denken durch eine Involution
in 4 und ein projectivisches Biischel in C,; die Gerade g wird aus 4
und C; durch zwei projectivische Biischel projicirt. Dreht man sKkmmt-
liche Biischel um 4 und (;, bis die Strahlen 4C; und C,C, mit 4C,
zusammenfallen, so erzeugen sie in der neuen Lage zwei Kegelschnitt-
biischel (4G;€,6,) und (4G,€’,¢’;) und einen Kegelschnitt y* durch
4C,. Die beiden Biischel sind in projectivischer Beziehung und ersen-
gen eine Curve K* vierter Ordnung mit den Doppelpunkten 4 und G,
welche #® noch in sechs Punkten schneidet. Die diesen verwandten
Punkte auf g sind solche, in denen sich homologe Curven der Biischel
(a3...) und (B3...) schneiden. Daher ist die von diesen Curven erzeugte
Curve von der sechsten Ordnung.

15. Die Geraden, welche die Schnittpunkte homologer Ke-
gelschnitte zweier projectivischen Kegelschnittbiischel
verbinden, werden von einer Curve sechster Classe mit
drei Doppeltangenten eingehiillt und schneiden sich
in den Punkten einer Curve sechster Ordnung mit sechs
Doppelpunkten.

Sind (4BCD){x*x2...} und (4'BC'D){A222...} die projectivischen
Kegelschnittbiischel, so wird x* von allen Kegelschnitten des andern Bil-
schels in solchen Punktgruppen geschnitten, dass die Verbindungslinien
derselben von einer Curve dritter Classe K cingchiillt werden, welche
auch die sechs Verbindungslinien der Punkte 4 B'C’)’ berithrt. In gleicher
Weise wird 1% von allen Kegelschnitten des andern Biischels in solchen
Punktgruppen geschnitten, dass deren Verbindungslinien von einer Curve
Ly eingehiillt werden, welche die Verbindungslinien der Punkte 4BCD
beriibrt. Diese beiden Curven haben die drei Geraden ¢ #;1;, weleche von
beiden Biischeln in denselben Involutionen geschnitten werden, zu gemein-
schaftlichen Tangenten und ausserdem die sechs Verbindungslinien der
Schnittpunkte von x? und A% Je zwei homologe Kegelschnitte liefern
zwei homologe Curven zweier Curvenschaaren dritter Classe, von denen
die eine Schaar die Geraden 4B, 4C, 4D, BC, BD, CD und (¢, die
andere A'B’, AC', A0, BC’, B'D, C'D’ und {,t,¢; zu Grundtangenten
hat. Die tibrigen gemeinschaftlichen Tangenten werden daher (vergl. 14)
von einer Curve C; sechster Classe eingehiillt, welche ¢ 4t; zu Doppel-
tangenten hat.

. Der Kegelschnitt x* constituirt mit dem Biischel (4%4,2...) ein Kegel-
schoittnets; die Scheitel der im Netze vorkommenden Geradenpaare liegen
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Die Punkte 7,T',, T,T;, T;T’; sind die Gegenecken
eines vollstindigen Vierseits.

Eine Curve sechster Ordnung, welche die sechs Ecken eines voll-
stindigen Vierseits zu Doppelpunkten hat, kann auf unzihlige Arten
durch zwei projectivische Biischel von Curven dritter Ordnung erszeugt
werden.

Wenn eines der beiden Kegelschnittbiischel in eine Strahleninvolution
tibergeht, so erleiden die vorigen Sitze einige Modificationen.

Der Ort der Schnittpunkte homologer Elemente
eines involutorischen Strahlenbiischels (4) und eines
zu ihm projectivischen Kegelschnittbiischels ist eine
Curve K* vierter Ordnung, welche 4 zum Doppelpunkte
hat und auf unziéhlige Arten durch dasselbe involato-
rischeStrahlenbiischel und projectivischeiKegelschnitt-
biischel erzeugt werden kann. Von den Basen dieser
Kegelschnittbtischel kann ein Punkt beliebig gewihlt
werden; die drei anderen erhilt man, wenn man durch
ibn und irgend vier Schnittpunkte eines Strahlenpaa-
res von (4) mit K* cinen Kegelschnitt legt und dessen
iibrige drei Schnittpunkte mit A¢ bestimmt.

Aus 14) ergiebt sich, wenn das eine Biischel dritter Ordnung in
eine Gerade und ein Biischel zweiter Ordnung zerfillt, der Sats:

17. Zwei projectivische Biischel von Curven zweiter und
dritter Ordnung erzeugen eine Curve fiinfter Ordnung,
welche durch die Grundpunkte beider Biischel geht.

Es folgt:

Zwei projectivische Involutionen vom zweiten und
dritten Grade auf demselben Tréger haben fiinf Doppel-
punkt.e.

18. Die Geraden, welche die Schnittpunkte homologer Ele-
mente einesinvolutorischen Strahlenbiischels und eines
ihm projectivischen Kegelschnittbiischels verbinden,
haben als Enveloppe eine Curve (; fiinfter Classe mit
zwei Doppeltangenten und schneiden sichin den Punk-
ten einer Curve C* vierter Ordnung mit einem Doppel-
punkte.

Es seien aa,, b, ccy, ... die Strahlenpaare der Involution (S),
%% %% x2 ... die Kegelschnitte des Biischels (4, 4;4,4,). Das Geraden-
paar aa, wird von allen Kegelschnitten »*... in Punktpaaren projectivi-
scher Involutionen geschnitten; die Verbindungslinien homologer Punkt-
pasre hahen als Enveloppe eine Curve « dritter Classe, welche die sechs
Verbindungslinien der vier Punkte 4, 4, 4, 4, zu Tangenten hat. Weiter wird
der Kegelschuitt x* von allen Strahlenpaaren aa,,40,, ... in solchen Punkt-
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Kinematisch-geometrische Theorie der Bewegung der affin-
verinderlichen, #hnlich - verdnderlichen und starren
riumlichen oder ebenen Systeme.

Von

Dr. L. BURMESTER,
Professor am kdnigl. Polytechnikum zu Dresdcu.

Hierzu Taf. III, Fig. 4— 10.

Erster Theil.

Ein réumliches oder ebenes System, welches sich derart #ndert, dass
parallele Gerade parallel bleiben und jede gerade Punktreibe in eine Zhn-
liche Punktreihe tibergeht, wird ein affin-ver#nderliches System
genannt; dasselbe ist der specielle Fall eines collinear-vertinderlichen
réumlichen oder ebenen Systems,* dessen Phasen bestindig resp. die
unendlich ferne Ebene oder unendlich ferne Gerade selbstentsprechend
gemein haben. In dieser Abbandlung wollen wir die fundamentalen Be-
ziehungen der Bewegung eines affin-verdnderlichen riumlichen oder ebe-
nen Systems, welche die Bewegung des #hnlich-verénderlichen oder star-
ren Systems als Specialfall enthilt, mit den einfachsten synthetischen
Hilfsmitteln ableiten und uns ein iibersichtliches geometrisches Bild der
Bewegungsformen erwirken, durch welches die Weiterforschung geleitet
und geférdert wird. Herr Durrande®* hat das affin - veréinderliche rium-
liche System zuerst analytisch behandelt und manche interessante Be-
ziehungen auf diesem Wege abgeleitet und angegeben; aber dieselben
verleihen uns keine klare Einsicht in den Geschwindigkeits- und Beschleu-
nigungszustand des veriinderlichen Systems, sondern verschleiern die geo-
metrische Uebersichtlichkeit, weil er die fruchtreiche Anwendung der aus
den Lehren der projectivischen Geometrie bekannten Beziehungen der

* Burmester, Kinematisch-geometrische Untersuchungen etc., Zeitschrift
f. Math. u, Phys. Bd. XX, S. 381,

®* Comptes Rendus LXXIV, 1234; LXXV, 1177; LXXVIII, 1036. Awn
walex scsentifigues de Uecole normale supériewre (1873) 2, 11, 81.
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odercongruenter réumlicher Systeme S, S; in gleiche Verhilt-
nisse theilen, ein mit diesen Systemen affines riumliches
System S; bilden.

Da bekanntlich zwei affine réumliche Systeme S,, S; ausser der unend-
lich fernen Ebene drei selbstentsprechende Ebenen besitzen (von denen
swei imaginkr sein kénnen), die sich im Allgemeinen in einem im End-
lichen liegenden selbstentsprechenden Punkte und in drei selbstentspre-
chenden Geraden schneiden, so haben die drei affinen réumlichen S8ysteme
§, 8,8, diese selbstentsprechenden Elemente gemeinsam. Wir erhalten
hiernach den fiir unsere weiteren Betrachtungen fundamentalen Satsz:

1. DiePunkte, welche die Verbindungsstrecken der homo-
logen Punkte zweier affiner, &hnlicher oder congruen-
ter réumlicher Systeme S, S; in gleiche Verhidltnisse
theilen, bilden ein mit diesen affines rdumliches By-
stem S;, welches die selbstentsprechenden Elemente
von §;, S; mit diesen gemeinsam hat.

Bewegt sich das affin-veriinderliche System S; aus der S8ystemphase
S, in die Systemphase S,, so durchlaufen alle Systempunkte &hnliche
Pupktreihen; und nehmen wir an, ein affin-verinderliches riumliches
8ystem S sei durch eine beliebige krummlinige Bewegung in eine Phase
S, gelangt und alle Systempunkte bewegen sich von diesem Moment an
in der Richtung der Tangenten ihrer Bahncurven mit der ihnen sugehri-
gen Geschwindigkeit, wobei das affin-verinderliche S8ystem S nach einer
Zeiteinbeit in eine Phase S, gelangt, dann reprisentiren die Verbindungs-
strecken der homologen Punkte von S, S, die Grosse und Richtung der
Geschwindigkeiten der Systempunkte in der Phase S. Hieraus folgt der Sats :

2. Die Endpunkte der Geschwindigkeiten der System-
punkte einer Phase eines beliebig hewegten affin-ver-
#nderlichen, édhnlich-vertéinderlichen oder starren rium-
lichen S8ystems bilden ein affines riumliches System.

Hiernach ist der Geschwindigkeitszustand einer Phase S, eines affin-
veriinderlichen réumlichen Systems bestimmt, wenn die Grosse und Rich-
tung A4, 4,, B, B,, C,C,, D, D, der Geschwindigkeiten von vier nicht in
einer Ebene liegenden Punkten 4, B,C, D, der Phase S, gegeben sind.
Zu jedem finften Punkte E, in S, erhalten wir dann die Grbsse und
Richtung £, E, der Geschwindigkeit, wenn wir in S, den entsprechenden
Punkt E, construiren, und die Gerade E,E, ist auch die Tangente an
die Bahncurve des Punktes Z,, Die Phase S,, welche uns in Verbin-
dung mit S, ein klares, iibersichtliches Bild des Geschwindigkeitssustan-
des im Moment der Phase S, liefert, wollen wir die Geschwindig-
keitaphase von S, nennen. Die selbstentsprechenden Elemente von
§; und §,, welche identisch sind mit den selbstentsprechenden Elemen-
ten vop S, und einer unendlich nahen Phase Sy, bleiben wihrend der






112 Ueber die Bewegung etc.

.

ﬁl”’.:?'lc-'___,,.

BiBs 73Cs ’
demnach ist 4.8, C, ~ 4, B,C, oder 4;B,C; und dies¢ Begiehungen blei-
ben auch bestehen, wenn die beiden #hnlichen ehenen Systeme in zwei
parallelen Ebenen sich hefinden. Da zwei in einer Ebene liegende #hn-
liche Systeme S,, S, im Allgemeinen einen im Endlichen liegenden selbst-
entsprecheiden Punkt hesitzen, so ergeben sich die speciellen Sitsze:

5. Die Punkte, welche die Verbindungsstrecken der homo-
logen Punkte zweier in einer Ebene liegender §hnlicher
Systeme S,, S, in gleiche Verh#ltnisse theilen, bilden
ein hnliches System S;, welches denselbstentsprechen-
den Punkt von §;, S, mit diesen gemeinsam hat.

6. Die Endpunkte der Geschwindigkeiten der System-
punkte einer Phase 5, eines in einer festen Ebene be-
liebig bewegten, #hnlich-ver&nderlichen ebenen Sy-
stems bilden ein mit S, #hnliches ebenes System S,.

Es seien in Fig. 7 4,, 4;, 4; und B,, By, B; resp. homologe Punkte
in drei beliebig liegenden r#umlichen oder ebenen Systemen S, S,, S;,
deren Verwandtschaft erst im Nachfolgenden festgestellt werden soll. Con-
struiren wir die beiden Parallelogramme 4, 4; 4, 4, und B, B, B, B,, welche
(vorausgesetzt, dass die Ecken 4,, 4, und B,, B, gegeniiber liegen) resp.
durch die drei homologen Punkte 4, 4, 4, und B, B; B; bestimmt sind,*
dann steht die erhaltene neue Strecke A, B, der beiden vierten Eckpunkte
der Parallelogramme in einer folgenreichen Beziehung zu den Strecken
A, B, 4;B,, A, B,. Ziehen wir in unserer Figur o,4, 3F 4, B;, ferner
B B, =+ 4, B;, 8o ist wegen der congruenten Dreiecke 4,a,A,, 4, By 44
und B, B,, By Ay B, auch oy 4, 3 4, B,=F B, f, und demnach «, B, 3t 4, §,,
d. h. die geometrische Summe von 4, B, und 4; B, ist gleich der geo-
metrischen SBumme von 4;B; und 4,B,. Legen wir also in Fig. 7a die
Strecken 1, 2, 3, 4, welche resp. gleich und parallel den Strecken 4, B,,
Ay, B,, A;B;, A, B, sind, an einander, so bilden die vier Strecken
1,2, 3, 4 ein geschlossenes ri#umliches oder ebenes Viereck, je nachdem
jene drei homologen Strecken A4, B,, 4, B,, A; B; beliebig im Raume
oder in parallelen Ebenen liegen, dic auch in eino Ebene zusam-
menfallen kénnen. Und umgekehrt ergiebt sich, wenn ein solches ge-
schlossenes riéumliches oder ebenes Vicreck gegeben ist und wir ziehen die
drei Strecken 4, B;, 4, B,, 4; B3 in beliebiger Lage resp. gleich und pa-

* Da drei Punkte A, A, A, drei verschiedene Parallelograinme bestimmen, so
wollen wir, um diese Dreideuntigkeit zu vermeiden, in der Folge unter dem durch
A, Ay A, bestimmten Parallelogramm stets dasjenige verstehen, dessen Ecken in
der Reihenfolge A, As Ay A, liegen, bei dem also 4,, 4, und 4,, 4, gegenilber-
liegende Ecken sind.
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Strecken, die mit jenen nicht parallel sind, eintritt, dann schrumpft das
vierte System S, in einen Punkt zusammen,

Nehmen wir an, es seien S, S;S; drei in einer Ebene liegende Xbn-
liche ebene Systeme und ausser den homologen Strecken 4, B,, 4, B,,
A, B, seien noch die homologen Strecken A, B',, 43 B, 4By, welche
also mit jenen resp. denselben Winkel bilden, gegeben und bestimmen
wir zu diesen beziehendlich in dem vierten System S, die Strecken 4, B,,
4B, so sind auch die Vierecke 1234, 1'2'3'4’, welche diesen Strecken
beziehendlich angehdren, #hnlich, und folglich bilden auch die beiden
Strecken 4,B,, A’, B’, denselben Winkel, wie jene homologen Strecken-
paare. Hiernach erhalten wir den speciellen Satz:

9. Die vierten Eckpunkte der Parallelogramme, welche in
gleichem Sinne durch je drei homologe Punkte von drei
in einer Ebene &hnlichen. ehenen SBystemen §, S, S, be-
stimmt sind, bilden ein viertes #hnliches ebenes 8By-
stem S,.

Fallen gwei Seiten des Vierecks 1234, z. B. 2,4, in eine Gerade,
so sind die homologen Geraden der #hnlichen Systeme S, S, parallel und
diese Systeme haben #hnliche Lage. Ist in den #hnlichen ebenen Syste-
men S, S;S; die geometrische Summe von zwei homologen Strecken 4, B,
4y By gleich der entsprechenden Strecke 4, B,, dann schrumpft das vierte
System S, in einen Punkt zusammen.

In Fig. 8 sind durch vier entsprechende Punkte drei homologe Pa-
rallelepipede 4, B,C, D,, 4,B;Cy, Dy, 4, B,(;D; in den affinen riumlichen
Systemen bestimmt; construiren wir in S, die entsprechenden vierten Eck-
punkte 4, B,C, D, der Parallelogramme 4, 4,4;4,, B, B,B;B,, C,C,C,(C,,
D,D,D; D, so ist auch durch die vier Punkte 4, B,C, D, in dem vierten
System S, das homologe Parallelepiped gegeben und die iibrigen ent-
sprechenden Eckpunkte der vier homologen Parallelepipede befinden sich
in den Ecken von Parallelogrammen. *

Aus unseren Darlegungen ergehen sich weiter die folgenden Siitze:
10. Wird ein affin-verinderlichesriumliches System S, durch
eine Ursache in einer bestimmten Zeit geradlinig in
eine Phase S, und durch eine andere Ursache in dersel-
ben Zeit geradlinig in eine Phase S; bewegt, so durch-
laufen, wenn beide Ursachen gleichzeitig wirken, die
Punkte des Systems S, in derselben Zeit die Diagonalen
der Parallelogramme, welche durch je drei homologe

* Diese fiir unsere weiteren Betrachtungen fundamentalen Sitze 1 bis 10 kdn-
nen auch leicht durch die eminent fruchtbare, leider zu wenig bekannte Methode
abgeleitet werden, welche H. Grassmann iu seiner ,Ausdehnungslehre*
{Leipzig 1844, sweite Ausgabe 1878 und Berlin 1862) dargelegt hat.
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Ay Ay, ByBy, C;,Cy, DyDy, ..., welche beziehendlich den unendlich klei-
nen Strecken 4, 4,, By B,, C,C,, Dy D,, ... proportional sind, aufgetragen,
so bilden die Endpunkte Ay, ByCy Dy ... der Beschleunigungen ein mit
4, ByCy Dy ... affines riumliches System S;. Wir erhalten hiernach den
wichtigen folgenreichen Satz:

12. Die Endpunkte der Beschleunigungen der System-
punkte einer Phase eines belicbig bewegten affin-ver-
&nderlichen, #hnlich-verinderlichen oderstarren rium-
lichen Systems bilden ein affines réiumliches System.

Nennen wir das System S, der Endpunkte der Beschleunigungen
die Beschleunigungsphase, so entspricht jeder Phase des verénder-
lichen r#umlichen Systems eine affine Beschleunigungsphase und die Ver-
bindungsstrecken der homologen Punkte der Systemphase und der zu-
gehirigen Beschleunigungsphase repriisentiren die Grosse und Richtung
der Beschleunigungen der Systempunkte. Diese wichtige, interessante
Beziehung liefert ein klares, iibersichtliches Bild des Beschleunigungs-
zustandes eines affin- veriinderlichen, #hnlich- verinderlichen oder starren
riumlichen Systems und wird die Grundlage fiir unsere weiteren Unter-
suchungen bilden. .

Eine Systemphase S. und die zugehirige Beschleunigungsphase Sy
besitzen als affine riumliche Systeme im Allgemeinen drei im Endlichen
liegende selbstentsprechende Ebenen, die sich in drei selbstentsprechen-
den Geraden und in einem selbstentsprechenden Punkte schneiden. Diesen
selbstentsprechenden Punkt, den einzigen, dessen Beschleunigung gleich
Null ist, wollen wir den Beschleunigungspol nennen. Fiir alle in
den drei selbstentsprechenden Ebenen liegenden Systempunkte der be-
treffenden Phase liegen die Beschleunigungsrichtungen beziehendlich in
diesen Ebenen und fir alle in den drei selbstentsprechenden Geraden
liegenden Systempunkte fallen die Beschleunigungsrichtungen resp. in
diese Geraden. Da die affinen riéumlichen Systeme S;, S, durch vier
* nicht in einer Ebene liegende homologe Punkte bestimmt sind, so erhal-
ten wir den Satz:

13. Sind durch 4.4y, By By, C:Cy, D. Dy die Gréssen und
Richtungen der Beschleunigungen von vier nicht in
einer Ebene liegenden Punkten A4;B.C:D, einer Phase
S; eines affin-verdnderlichen, #&hnlich-verinderlichen
oder starren rfumlichen Systems gegeben, go ist der
Beschleunigungszustand der Phase bestimmt, und wenn
man zu einem beliebigen fiinften Punkte £, der Phase
Seden entsprechenden Punkt E; in der affinen Beschleu-
nigungsphase S, construirt, so repriésentirt E, B, die
Griosse und Richtung der Beschleunigung des Punk-
tes Eg. i
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Gerade DE mit.der Ebene 4 BC bildet, in diese Ebene eine beliebige
Gerade, welche die Geraden A B, 4C reep. in den Punkten §, y trifft,
dann beschreiben nach dem Satze 1 auch §, y auf affinen Curven affine
Punktreihen; dasselbe gilt dann von dem Punkte G und folglich auneh
von dem auf GD liegenden Punkte E. Hiernach erhalten wir den Satz:

16. Beschreiben vier nicht ineiner Ebene liegende System-
punkte eines affin-verénderlichen riumlichen Systems
auf vier ebenen oder réumlichen affinen Curven affine
Punktreihen, so gilt dasselbe von allen Systempunkten.

Beschreiben nur drei Punkte eines affiu-verinderlichen riumlichen
Systems auf drei ebemen oder riiumlichen affinen Curven affine Punkt-
reihen, so gilt dasselbe nur von den Systempunkten, die in der durch
jene drei Punkte bestimmten Ebene liegen.

Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve eines bewegten affin-
veréinderlichen r#umlichen Systems erfiillen die durch die Phasen dieser
Systemcurve gebildete Fliche, welche wir die Bahnfliche dieser System-
curve nennen wollen. Aus dem ehen abgeleiteten Satze 16 folgt dann
die Umkehrbarkeit der betreffenden Bewegung.

17. Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve L eines
affin -verdénderlichen réumlichen Systems S, dessen
Punkte auf affinen Bahncurven affine Punktreihen be-
schreiben, kénnen als die Phasen einer Systemcurve 4
eines andern affin-verinderlichen rfumlichen Systems’
Z angesehen werden, dessen Punkte auf den erstarrt
gedachten Phasen der Curve L affine Punktreihen durch-
schreiten; und die Phasen der in 2 liegenden System-
curve A erzeugen dieselbe Bahnfliche, welche durch
die Phasen der in § llegenden Systemcurve L gobildet
wird.

Da alle Hyperbeln, alle Ellipsen, alle Parabeln beziehendlich affine
Curven sind, so ergiebt sich aus 16 der specielle Satz:

18. Beschreiben vier nicht in einer Ebene liegende System-
punkte eines affin-verdnderlichen riumlichen Bystems
affine Punktreihen auf vier Hyperbeln, Ellipsen oder
Parabeln, so beschreiben alle Systempunkte affine
Punktreihen resp. auf Hyperbeln, Ellipsen oder Para-
beln und die Mittelpunkte der Hyperbeln, wie die der
Ellipsen bilden ein affines réumliches System.

Diese Kegelschnitte kénnen auch zum Theil in eine Gerade iiber-
gehen. Die Hyperbel kann in eine ins Unendliche gehende, durch zwei
Punkte im Endlichen begrenzte Gerade ausarten; eine Ellipse kann in
eine gerade Strecke iibergehen und eine Parabel kann zu einer eumoiﬂ‘
begrensten, ins Unendliche gehenden Geraden degeneriren. cle
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Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve eines bewegten affin-
verinderlichen ebenen Systems umhiillen dieselbe Curve, welche von den
Phasen dieser Systemcurve umhiillt wird und welche wir die Hiillbahn-
curve nennen. Aus 20) ergiebt sich dann die Umkehrbarkeit der Be-
wegung : -

21. Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve C eines
affin-verinderlichen ebenen Systems S, dessen Punkte
auf affinen ehenen Bahncurven affine Punktreihen be-
schreiben, kénnen als Phasen einer Systemcurve I"eines
andern affin-verénderlichen ebenen Systems Z ange-
sehen werden, dessen Punkte auf den erstarrt gedach-
ten Phasen der Curve C affine Punktreihen durchschrei-
ten; und die Phasen der in 2 liegenden Systemcurve I'
umhiillen dieselbe Hitllbahncurve, wie die Phasen derin
S liegenden Systemcurve C.

Ferner ergeben sich die folgenden speciellen Sitze:

22. Beschreiben drei nicht in einer Geraden liegende Sy-
stempunkte eines affin-verdnderlichen ebenen Systems
affine Punktreihen auf drei Hyperbeln, Ellipsen oder
Parabeln, so beschreiben alle S8ystempunkte affine
Punktreihen resp. auf Hyperbeln, Ellipsen oder Para-
beln, und die Mittelpunkte der Hyperbeln, wie die der
Ellipsen bilden ein ebenes affines System.

23. Bewegen sich drei nicht in einer Geraden liegende 8y-
stempunkte eines affin-verinderlichen ebenen Systems
barmonisch gleichperiodisch auf Ellipsen, so bewegen
sich alle Systempunkte harmonisch gleichperiodisch
auf Ellipsen und die Mittelpunkte derselben bilden ein
affines ebenes System.

Diese Ellipsen kénnen zum Theil in gerade Strecken tibergehen und
dann bilden die Endpunkte dicser Strecken die Geschwindigkeitspolbahn
des veriinderlichen ebenen Systems.

Bewegen sich zwei Punkte eines affin - veréinderlichen ebenen Systems
mit gleicher Winkelgeschwindigkeit in gleichem Sinne auf zwei in einer
Ebene liegenden Kreisen, dann bewegen sich alle Punkte ihrer Verbin-
dungsgeraden mit gleicher Winkelgeschwindigkeit in gleichem Sinne auf
Kreisen. IIaben drei nicht in einer Geraden liegende Punkte eines affin-
veriinderlichen ebenen Systems solche Bewegungen, so gilt dasselbe von
allen Systempunkten und die Mittelpunkte der Bahnkreise bilden ein
affines ebenes System; bewegt sich aber der dritte Systempunkt im ent-
gegengesetzten Sinne mit derselben Winkelgeschwindigkeit, welche die
beiden ersten Punkte besitzen, auf einem Kreise, dann beschreiben ausser
diesen drei Punkten nur noch die auf der Verbindung der erstgenannten
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seiner elliptischen Bahn, dann gilt dasselbe von allen Systempunkton;
die Beschleunigungsphase Sp ist dann starr und identisch mit dem System
der Mittelpunkte der elliptischen Bahnen.

8ind in Fig. 10 swei in einer Ebene liegende affine cbene SBysteme
S,, S; gegeben, so kdénnen wir leicht den geometrischen Ort derjenigen
homologen Punkte dieser Systeme bestimmen, deren Verbindungsstrecken
gleich einer gegebenen constanten Strecke m sind. Nehmen wir an, es
seien 4, B, ... und 4B, ... homologe Punktreihen auf den entsprechen-
den Geraden /,/; und P sei der selbstentsprechende Punkt von §,, S,;
dann ziehen wir die entsprechenden Strahlen P4,, P4y, beschreiben um
P mit m als Radius einen Kreis &, ziehen den Kreisradius Pa || 4, 4,,
ad' || P4, und 4, 4|\ 4, 4,, s0 ist A, £,=m und 4, 4y sind homologe
Punkte in S,, §;, deren Verbindungsstrecke gleich der constanten Linge
m ist. In gleicher Weise erhalten wir die homologen Punkte 5, B,
indem wir den Kreisradius PB|| 8,B,, pB,||PB; und B, B,| B, B,
ziehen. Dann bilden die Punkte 4', B, ... und 4,B8’;... resp. den
genannten geometrischen Ort in S, und S;. Betrachten wir S, als Phase
eines affin-verinderlichen ebenen Systems und S, als zugehorige Ge-
schwindigkeitsphase oder Beschleunigungsphase, so bilden 4',B’,... be-
ziehendlich den geometrischen Ort der Systempunkte, welche gleiche Ge-
schwindigkeit oder gleiche Beschleunigung besitzen. Wir wollen nun bewei-
sen, dass dieser geometrische Ort eine Ellipse ist, deren Mittelpunkt mit P
zusammenfillt. Die Verbindungsgeraden der homologen Punkte 4, 4;,
B, B,, ... umhiillen eine Parabel =, weil die Punktreihen 4, B, ... und
4;B, ... Hhnlich sind. Die beiden durch P gehenden Geraden %, i,
welche die homologen Punkte H, H,, J,J, verbinden, sind die selbstent-
sprechenden Geraden in den affinen ebenen Systemen §,, S;; diese selbst-
entsprechenden Geraden, welche in unserer Figur reell sind und auch
imaginéir sein konnen, sind Tangenten der Parabel n und daher reell
oder imagin&r, je nachdem /’ ausserhalb oder innerbalb der Parabel =
liegt. Betrachten wir nun Pa4', 4, und PB4, B’y beziehendlich als ent-
sprechende Punkte in affinen ebenen Systemen X, und 2, so sind auch
in diesen Systemen die Geraden A, i selbstentsprechende Gerade; denn
als reelle oder imagindre Tangenten der Parabel = theilen sie die Ver-
bindungsstrecken 4,4, und B, B; in gleiche Verhiiltnisse und folglich
auch die parallelen Strecken 4, 4', und B, B’;. Betrachten wir 2,2 ...
als Phasen eines affin-veréinderlichen ebenen Systems ¥, 8o sind in die-
sen die Geraden 4,i und der Punkt 7 als selbstentsprechende Elemente
fest und ein Punkt des Systems durchliuft den Kreis &, Nach einem
frilher bewiesenen allgemeinen Satze* folgt dann, dass alle Systempunkte

* Burmester, Kinematisch - geometrische Untersuchungen etc., Leltlclmﬁf
Math. u. Phys. Bd. 20, 8. 381.
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Gerade DE mit der Ebene 4 BC bildet, in diese Ebene eine beliebig
Gerade, welche die Geraden A B, 4C resp. in den Punkten §, y triffi
dann beschreiben nach dem Satze 1 auch §, y auf affinen Curven affini
Punktreihen; dasselbe gilt dann von dem Punkte G und folglich aucl
von dem auf GD liegenden Punkte E. Hiernach erhalten wir den Satz

16. Beschreiben vier nicht ineiner Ebene liegende System
punkte eines affin-veriinderlichen riumlichen System
auf vier ebenen oder réumlichen affinen Curven affim
Punktreihen, so gilt dasselbe von allen Systempunkte-

Beschireiben nur drei Punkte eines affin-veriinderlichen riumliche
Systems auf drei ebenen oder riiumlichen affinen Curven affine Punim
reihen, so gilt dasselbe nur von den Systempunkten, die in der dur
jene drei Punkte bestimmten Ebene liegen.

Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve eines bewegten affm
veriinderlichen r#umlichen Systems erfiillen die durch die Phasen diems
Systemcurve gebildete Flidche, welche wir die Bahnfliche dieser Syste-
curve ncnnen wollen. Aus dem ehen abgeleiteten Satze 16 folgt da
die Umkehrbarkeit der betreffenden Bewegung.

17. Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve L eim
affin -verinderlichen riumlichen Systems S, dess «
Punkte auf affinen Bahncurven affine Punktreihen b
schreiben, kénnen als die Phasen einer Systemcurve
eines andern affin-verdinderlichen riumlichen Systex
Z angesehen werden, dessen Punkte auf den erstar
gedachten Phasen der Curve L affine Punktreihen dure
schreiten; und die Phasen der in 2 liegenden System
curve A erzeugen dieselbe Bahnfliche, welche dure
die Phasen der in S liegenden Systemcurve L gebild
wird. :

Da alle Hyperbeln, alle Ellipsen, alle Parabeln beziehendlich affis
Curven sind, so ergiebt sich aus 16 der specielle Satz:

18. Beschreiben vier nicht in einer Ebeneliegende System
punkte eines affin-veréinderlichen riumlichen System
affine Punktreihen auf vier Hyperbeln, Ellipsen ode
Parabeln, so beschreiben alle Systempunkte affic
Punktreihen resp. auf Hyperbeln, Ellipsen oder Pars
beln und die Mittelpunkte der Hyperbeln, wie die de
Ellipsen bilden ein affines riumliches System.

Diese Kegelschnitte kénnen auch zum Theil in eine Gerade tibe
gehen. Die Hyperbel kann in eine ins Unendliche gehende, durch gw
Punkte im Endlichen begrenzte Gerade ausarten; eine Ellipse kann
eine gerade Strecke iibergehen und eine Parabel kann zu einer einseit-
begrenzten, ins Unendliche gehenden Geraden degeneriren.
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Gerade DE mit der Ebene 4 BC bildet, in diese Ebene eine beliebigem
Gerade, welche die Geraden A B, 4C resp. in den Punkten f, y triffas
dann beschreiben nach dem Satze 1 auch f, y auf affinen Curven affin
Punktreilen; dasselbe gilt dann von dem Punkte G und folglich awe ™
von dem auf GD liegenden Punkte £. Hiernach erhalten wir den Satwm

16, Beschreiben vier nicht in ciner Ebene liegende Systerw
punkte eines affin-verdinderlichen riumlichen Syster—m
auf vier ebenen oder riumlichen affinen Curven affirmm
Punktreihen, so gilt dasselbe von allen Systempunkte -

Beschreiben nur drei Punkte eines affin-veriénderlichen riumlich e
Systems auf drei ebenen oder riiumlichen affinen Curven affine Punkam
reihen, so gilt dasselbe nur von den Systempunkten, die in der dur— «
jene drei Punkte bestimmten Ebene liegen.

Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve eines bewegten aff ==
verinderlichen riumlichen Systems erfiillen die durch die Phasen diess=s
Systemcurve gebildete Fliche, welche wir die Bahnfliiche dieser Systee 3
curve nennen wollen. Aus dem eben abgeleiteten Satze 16 folgt da =
die Umkehrbarkeit der betreffenden Bewegung.

17. Die Bahncurven der Punkte einer Sygstemcurve L ein <«
affin -verénderlichen riumlichen Systems S, desse
Pankte auf affinen Bahncurven affine Punktreihen b €
schreiben, kénnen als die Phasen einer Systemcurve -
eines andern affin-veréinderlichen réumlichen System -
Z angesehen werden, dessen Punkte auf den erstarra
gedachten Phasen der Curve L affine Punktreihen durch-
schreiten; und die Phasen der in 2 liegenden System-
curve A erzeugen dieselbe Bahnfliche, welche dureh
die Phasen der in S liegenden Systemcurve L gebildet
wird. '

Da alle Hyperbeln, alle Ellipsen, alle Parabeln beziehendlich affine
Curven sind, so ergiebt sich aus 16 der specielle Satz:

18. Beschreiben vier nicht in einer Ebene liegende System-
punkte eines affin-verdnderlichen rdumlichen Systems
affine Punktreihen auf vier Hyperbeln, Ellipsen oder
Parabeln, so beschreiben alle Systempunkte affine
Punktreihen resp. auf Hyperbeln, Ellipsen oder Para-
beln und die Mittelpunkte der Hyperbeln, wie die der
Ellipsen bilden ein affines riumliches System.

Diese Kegelschnitte kénnen auch zum Theil in eine Gerade iiber-
gehen. Die Hyperbel kann in eine ins Unendliche gehende, darch zwei
Punkte im Endlichen begrenzte Gerade ausarten; eine Ellipse kann in
eine gerade Strecke iibergehen und eine Parabel kann zu einer einseitig
begrenzten, ins Unendliche gehenden Geraden degeneriren.
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Gerade DE mit der Ebcne 4 BC bildet, in diese Ebene eine beliebig
Gerade, welche die Geraden 4B, AC resp. in den Punkten f§, y triff
dann beschreiben nach dem Satze 1 auch 8, y auf affinen Curven affin
Punktreihen; dasselbe gilt dann vou dem Punkte G und folglich auc
von dem auf GD liegenden Punkte K. Hiernach erhalten wir den Sat:

16. Beschreiben vier nicht in einer Ebene liegende Systen
punkte eines affin-veriinderlichen riumlichen Systen
auf vier ebenen oder riumlichen affinen Curven affiw
Punktreihen, so gilt dasselbe von allen Systempunktes

Beschreiben nur drei Punkte eines affiu-veriinderlichen r&umliclm
Systems auf drei ebenen oder riiumlichen affinen Curven affine Punl
reiheén, so gilt dasselbe nur von den Systempunkten, die in der duw
jene drei Puukte bestimmten Ebene liegen.

Die Bahncurven der Punkte eciner Systemcurve eincs bewegten afd
veriinderlichen r#umlichen Systems erfiillen die durch die Phasen die~:
Systemcurve gebildete Fliche, welche wir die Bahnfliche dieser Syste
curve nennen wollen. Aus dem eben abgeleiteten Satze 16 folgt dwm
die Umkehrbarkeit der betreffenden Bewegung.

17. Die Bahncurven der Punkte einer Systemcurve L eim
affin -verdinderlichen réumlichen Systems S, dess:
Punkte auf affinen Bahncurven affine Punktreihen b
schreiben, konnen als die Phasen einer Systemcurve
eines andern affin-verdinderlichen réumlichen System
Z angesehen werden, dessen Punkte auf den erstar:
gedachten Phasen der Curve L affine Punktreiben durch
schreiten; und die Phasen der in Z liegenden System
curve A erzeugen dieselbe Bahnfliche, welche dure
die Phasen der in S liegenden S8ystemcurve L gebilde
wird. ‘

Da alle Hyperbeln, alle Ellipsen, alle Parabeln beziehendlich affir
Jurven sind, so ergiebt sich aus 16 der specielle Satz:

18. Beschreiben vier nicht in einer Ebene liegende Systen
punkte eines affin-verdnderlichen riumlichen Bysten
affine Punktreihen auf vier Hyperbeln, Ellipsen od«¢
Parabeln, so beschreiben alle Systempunkte affin
Punktreihen resp. auf Hyperbeln, Ellipsen oder Par:
beln und die Mittelpunkte der Hyperbeln, wie die d¢
Ellipsen bilden ein affines riumliches System.

Diese Kegelschnitte kénnen auch zum Theil in eine Gerade iibe
gehen. Die Hyperbel kann in eine ins Unendliche gehende, darch zw
Punkte im Endlichen begrenzte Gerade ausarten; eine Ellipse kann
eine gerade Strecke iibergehen und eine Parabel kann zu einer einseit
begrenzten, ins Unendliche gehenden Geraden degeneriren.
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des affin - veriinderlichen Systems von der Phase S nach der zugehdrigen
Beschleunigungsphase Sp in der Zeiteinheit. Denken wir uyns zu einer
Phase S, des veriinderlichen Systems die zugehorige affine Geschwindigkeits-
phase S, bestimmt, so geben uns die Verbindungsstreckeu der homologen
Punkte der affinen rdumlichen Systeme S;, S, die Grosse und Richtung
der Geschwindigkeit der betreffenden Punkte und die Tangenten an den
Bahncurven dieser Punkte; denken wir uns ferner zu der Phase S, die
zugehorige affine Beschleunigungsphase Sy construirt, so liefern uns die
Verbindungsstrecken der homologen Punkte der affinen rdumlichen Sy-
steme S, Sp die Grosse und Richtung der Beschleunigung der betreffenden
Punkte der Systemphase S.. Hiernach ist das Studium des Geschwindig-
keits- und Beschleunigungszustandes eines affin-veriinderlichen, &hnlich-
verinderlichen oder starren rdumlichen Systems auf die Untersuchung der
rein-geometrischen Beziehungen der drei affinen rdumlichen Systeme S, S, S
zuriickgefiibrt und die durch die Geometrie der Lage gebotenen zahlreichen
interessanten Bezichungen konnen als Sktze iiber Geschwindigkeiten, Be-
schleunigungen und Bahncurven der Punkte eines affin-veriénderlichen,
dhnlich-verinderlichen oder starren rdiumlichen Systems interpretirt werden.
Wir wollen einige der wichtigsten Resultate, die unmittelbar aus dieser
Darlegung hervorgehen, ableiten. :
Die Verbindungsstrahlen der homologen Punkte zweier affiner rdum-
licher Systeme bilden cinen besondern Strahlencomplex zweiter Ordnung
und zweiter Classe, und die drei im Endlichen liegenden selbstentspre-
chenden Ebenen dieser Systeme, welche auch Hauptebenen des Com-
plexes genannt werden, bestimmen auf jedem dieser Strahlen Strecken,
die im constanten Verhiltnisse stehen. Dieser besondere Strahlencom-
plex, den wir einen triedralen Strahlencomplex nennen wollen,
wird auch durch die Schuittgeraden je zweier entsprechender Ebenen der
affinen Systeme gebildet. Der triedrale Strahlencomplex ist, weil zwei
affine riumliche Systeme stets die uncndlich ferne Ebene selbstentsprechend
gemein haben, ein tetraedraler Strahlencomplex mit einer unendlich fer-
nen Hauptebene und wird noch mehr specialisirt, wenn die affinen rkum-
lichen Systeme in #hnliche oder congruente iibergehen; aber wir wollen
jene Benennung auch fiir diese beiden letzten besonderen Fille beibehalten.
Ferner wollen wir auch, um Ausnahmen zu vermeiden und der Consequenz
wegen von starren rinmlichen Systemen sagen, dass ie einen Geschwin-
digkeitspol besitzen, obwohl derselbe stets im Unendlichen liegt. Wir
erhalten hiernach die sich von selbst ergebenden Sitze:
29. Die ‘Geschwind.igkeits-
Beschleunigungs- .
Phase eines affin-verdinderlichen, &hnlich-verinder-
lichen oder starren Systems bilden einen triedralem
Strahlencomplex, dcssen Hauptobenen und Haupts,

Richtungen der Punkte einer
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Geschwindigkeits-
Beschleunigungs-
Gesammtheit dieser Richtungen umhiillt cine Complex-
fléche.

Zwei entsprechende Parallelebenenbiischel in zwei affinen Systemen
haben die unendlich ferne Ebenc selbstentsprechend gemeinsam und erzcu-
gen demnach eine Ebene, die durch den im Endlichen liegenden selbst-
entsprechenden Punkt der affinen Systeme geht. Bestimmen wir also
drei solche Ebenen durch drei Paar entsprechende Parallelebenenbtischel
in den Systemen S,, S,, so ist der Durchschnittspunkt dieser drei Ebenen
der Geschwindigkeitspol. Die Geschwindigkeitsrichtungen aller Punkte
einer solchen durch den Geschwindigkeitspol gehenden Ebene liegen dem-
nach in den Ebenen des zugehbrigen, in S, befindlichen Parallelebenen-
biischels oder, mit anderen Worten, sind senkrecht zu einer auf diesen
Parallelebenen normalen Geraden. Das Analoge gilt fiir die Beschleuni-
‘gung und wir erhalten den von Herrn Durrande * analytisch abgelei-
teten Satz:

%l’ol g('a]lendcs Hyperboloid und die

35. Alle Punkte in einer Phase eines affin-verinderlichen,
&hnlich-verdinderlichen oder starren Systems, deren
gGeschwindigkeits-l

. Richtungen sonkrecht zu einer
Beschleunigungs- f
Geraden sind, liegen in einer durch den Geschwnndl.g-
Beschleuni-
keits- *Pol gehenden Ebene.
gungs-

Betrachten wir zwei entsprechende ebene affine Systeme cg, ¢, in
den affinen réumlichen Systemen S;, S;, dann entspricht der Schnitt-
geraden er¢, in S, eine in der Ebene ¢, liegende Gerade in S,. Denken
wir uns von dem affinen ebenen System ¢, eine senkrechte Projection €,
auf Ebene e, bestimmt, dann haben die affinen ebenen Systeme e, €',
einen im Endlichen liegenden selbstentsprechenden Punkt und zwei durch
diesen gehende selbstentsprechende Gerade, die auch imaginir sein kén-
nen. Dasselbe gilt von je zwei in Sy, S¢ liegenden ebenen Systemen
und wir gelangen demnach zu dem Satze:

36. In jeder Ebenee; einer Phase eines affin-verdnderlichen,
dhnlich-verinderlichen oder starron Systems giebt es
Geschwindigkeits-|,,.
Beschleunigungs- Richtungsenk-
recht zu dieser Ebene ¢, ist, und zwei durch diesen
Punkt gehendereelle oderimaginire Gerade, diesolche

einen Punkt, dessen

* s 4 0., und Comptes rendus LXXIV, 1234.
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gleiche Geschwindigkeit besitzen, ist ein Ellipsoid,
dessen Mittelpunkt der Geschwindigkeitspol ist.

39. Der geométrische Ort der Systempunkto einer Phase
cimes affin-verinderlichen, #&hnlich-verdinderlichen
oder starren riumlichen Systoms, welche gleiche Be-
schleunigung besitzen, ist ein Ellipsoid, dessen Mittel-
punkt der Beschleunigungspol ist.*

Da dhnliche riumliche Systeme eine reclle selbstentsprechende Ebene
und eine auf dieser senkrecht stehende seclbstentsprechende Gerade be-
sitzen, und congruente riumliche Systeme nur ecine selbstentsprechende
Gerade haben, welche zwei congruente Punktreihen triigt, so folgt aus
dem Batze 38 der specielle:

40. Der geometrische Ort der Systempunkte einer Phase
cines dhnlich-verinderlichen riumlichen S8Systems,
welche gleiche Geschwindigkeit besitzen, ist ein Ro-
tationsellipsoid, dessen Mittelpunkt der Goschwindig-
keitspol, dessen Axc die selbstentsprochende Gerade
ist, welche die Systemphase mit ihrer unendlich nahen
Phase gemeinsam hat und welches bei einem starrem
riumlichen System in einen Rotationscylinder #ber-
geht.

Wir wollen das Ellipsoid, dessen Punkte gleiche Geschwindigkeit
besitzen, das Geschwindigkeitsellipsoid und das Ellipsoid, welches
die Punkte gleicher Beschleunignng triigt, das Beschleunigungs-
ellipsoid nennen; jenes geht fiir die Geschwindigkeit Null in den Ge-
schwindigkeitspol iiber und dieses zieht sich fiir die Beschleunigung Null
in den Beschleunigungspol zusammen.

Sind drei Ebenen Ej E; E; gegeben, welche sich in einem Punkte [Rwm
schneiden, und denken wir uns die Geraden gq s ¢gc... im Raume liegend
welche diese Ebenen resp. in den Punkten .444; i, By B; By, C4CiC -
derart treffen, dass

Audi _ BaBi _ OhCi

A Ay BBy (iC,
ist, nchmen wir ferner auf diesen Geraden die #hnlichen Punktreihemm—
A Ay Ay Ai Ay, B ByBy B, By, C CyC4CiCy, ... an, 30 konnen wir dir
Georaden gagsgc ... als die Verbindungsgeraden der homologen Punkms—
4, 4,, B, By, C,C,, ... zweier rdumlicher affiner Systeme S,, S; ansehemmc
fiir welche P der selbstentsprechende Punkt und Ej E; E; die drei sclbs mm=
entsprechenden Ebenen sind. Ist inshesondere

... =consl,

* Dieser Satz wurde fiir das starre System laut einer brieflichen Mittheilar——=
znerst von Herrn Schell in seinem Vortrage zu Carlsruhe im Jahre 1871 analytiscussss
abgeleitet, ferner von Herrn Jordan und dann auch von Herrn Liguin e (Bullet=smmesi
de la Svcicte mathématique de France 1873, 1. I pag 146 ¢ 152) mitgetheilt,












Kleinere Mittheilungen.

III. Ueber einige unendliche Reihen.

Wenn die Werthe zweier Integrale von den Formen
a0
1) A.=%jf(t) cosntdt, B,=-72:ﬂ‘(l) sinntdt
0 0

bekannt sind, so lassen sich die verallgemeinerten Fourier’schen Sits

2) j4+ZA.cosnx=[f(2)+Zf(2nn—2x)+ Zf(2nn + ),

3) ZB, sinnx = f(x) — 2f(2nn — x) + Zf (2nn + ),

0<x<2x, n=1,2,3,...
als Transformationen auffassen, durch welche zwei periodische Reihen
andera, meistens nicht periodische Reihen umgesetzt werden. Fiir .
Gleichung 2) bietet die Annahme f(f)=e—*" ein bekanntes Beispiel;
die Gleichung 3) mag hier ein neues folgen, welches zu mehreren '
merkenswerthen Resultaten fiihrt.
Aus der schor mehrfach bewiesenen Integralformel*®

sml\‘) l
JamwZao=t+i(am-1)
0
erhiilt man zunichst

[ ]
7o 1 1 1
/(e""’—l o o)s'"w'w (c‘—-l Y

0

. {
und allgemeiner fir A=2nmng, 8 =5—

2n¢

©

2 1 0 1 )
u/(i -'—T)"""““—20(—_—“"(’—1 27';9,
P e¢ —1

man hat also

* Man sehe des Verf. Compendium der hoheren Analysis, Bd. II 8. 151.
## Ebendas. Bd. 1, § 93, Formel 7.
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1 e _ ( 1 1 )
=7 i Ba=2e emnte—_| 2nme/
el —1
Die Formel 3) giebt nun, wenn die Summirungen
sinne _nmn—x 1 1 1
z n 2 ° ;—22rm-—x+22nn+x=*wl&x
benutzt werden,
sinnx
22 enme | *(1_._.)

4) 1 1 0 x
=z %=z t+Z "’"‘!:,f ~g @y

ee —1 e ¢ —1 e ¢ —1]

Die beiden rechter Hand vorkommenden Reiben lassen sich dadurch trans-
formiren, dass man die Entwickelung

= EHEEPE L, B<l
s _tamtr
sowohl fir {=e e ,als fir f=e e

in Anwendung bringt; es
wird dann

: nr_ns
1 1 e —e¢ @
T T R T T ¥ St T
e ¢ -] e © —1 el —1
Beachtet man noch die identische Gleichung
x X
1 e e Ze
= =b ==+
e —1 ete—e 20
so hat man
s _s nr s
@ sinn@ e eefe 20 ee —e @
5 gt =gyttt =243
' e—¢ 20 e —1
oder auch, wenn man von den Bezeichnungen
13 u u __ p—U
¢ -l;e_ =cshpu, %=mhpu

Gebrauch macht, mit ;/— dividirt und etwas anders ordnet,

;/; sinnx
4";/_ —COI—+2VQ£W

iy
L+ emZ _
anye 21’0 2o V_ :,"_1

Bezeichnet man die linke Seite dicser Gleichung mit @ (x, @), 80 liegt in
der vorstehenden Gleichung der Satz
Heltockrift £ Mathemstik u. Physik, XXIII, 2. 10
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z 1
D(iz —1 0(— -—-).
(iz, @)= I
Durch Differentiationen oder Integrationen in Besiechung suf x oder

¢ lassen sich aus Nr. 6) weitere Resultate khnlicher Art ableiten, von
denen einige Platz finden mégen. Wird die Gleichung 6) nach z - diffe-

renzirt und dann mit ©)/p mnltiplicirt, so entsteht

ncosnx
- =t 2""28“0'—1
) 48m2
7 ne
_ ___1—_2_1‘2::0:@ e
BT
Q snAp 20 ee —1]
d. i. wenn die linke Seite mit ¥ (x, ¢) bezeichnet wird,
1
P(iz, )= — P\—, —
@ s @) 9 °

Nicht ohne Interesse ist der Fall £ =0, fir welchen periodische,
nach Cosinns fortschreitende Reihen giltig bleiben. Die Differenz

0 1

- 2 T
4 sin ) 4p snhp 20

geht dann in ﬁ(o+%) tiber und es wird aus Nr. 7)

n n 1 2= n
8) i“"l—20+2"02m -t . —()—2 ,%,_, 1.
(4 —

wonach der Fanction
2nno

Wo)=1— 50+ mrrets

o)+ #(5) =0

die Eigenschaft

gukommt.

Bezeichnet man ferner mit s, die Summe der Divisoren von n, so
kann man der Gleichung 8) auch folgende Form ertheilen:
1l 2 —lam

9 -3 9+2u92$.e"’"0——«}+ﬁ e e e
und dmus ergiebt sich z. B. fiir p=1

282‘._:‘_1 ___2 SpE—2R7 — 1 (* —_ %) = 0,00187793.

Bei kleinen ¢ convergiren die in Nr.8) und 9) linker Hand vor-
kommenden Reihen sehr langsam, die rechts verzeichneten Reihen
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und @(1— ) eine dhnliche Relation bestehen wiirde. Auf dem fritheres
Wege liess sich lotztere nicht entdecken, dagegen crgiebt sie sich sehr
leicht, wenn man das Integral

®
_fVr__ 1
] 122 e*—e
0

auf zwei verschiedene Weisen entwickelt.
Ersetzt man zunichst & durch 2z, so hat man

a0
1 2
2tk ”=fg2_5—éi}“;7—3;$ at = da,
0

mithin durch Subtraction

®
1 2
N—p = _ S -1
(2 © I)U f{e.r_e—x 02:_0—'.'4 ak dx.
0

Es ist nun weiter

3) U } ab—ldz, u>0,

1 2 _ =% e- 2
E—e= T _c-1F 14e* 141
=c_‘r—-8-,"+0‘3‘—...—(0—2"—‘:—""“3—6‘_'")!

mithin durch Substitution in die vorige Gleichung und nach Ausfiihrung

der Integrationen
1 1 1

- i 1 1
2 ”—I)U':r(")(1#_7#+13—#_"’)-r(")(57‘_57‘+67'—"‘)
oder zufolge der Bedeutung von ¢(u)
1 1
4) U=yizp—y (1 - 27) L(p) 9(p).

line andere, nicht fiir alle positiven u geltende Entwickelung von
U entsteht dadurch, dass man in Nr. 3) von der bekannten Gleichung
1 1 T T x
3 r—er At @aiteT Gt
Gebrauch macht und die einzelnen Integralwerthe nach der Formel

©
zhdx T 1
/a’+z¥=2 cos*pu'u‘-l" —1<“<+1
0
bestimmt; dies giebt
T 1 1 1 ntt
U=2008*!‘7‘37“_“—(2")‘_“+(315)l—“—”'%=Ww(l—p)'

Die Vergleichung dieses und des unter Nr. 4) verzeichneten Werthes
von U fihrt nun zu der Relation

5) Q’(]—y)_ _2':;_]__ 2T (w) cos-}_‘u_c
plp) 2-K—1"  Q2ap

I<p<Ll.
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e

Syumetrischer gestaltet sich dieselbe, wenn man die Function f(u) darch
fgende Gleichung definirt

r(p)
= (2¢ —
0 =) (G- gt ) Vot EaPsingan’
es ist dann :
7 F(1—p) = Flp).
Mittelst eines ganz analogen Verfahrens gelangt man auch rasch zu

der anfangs erwihnten Relation zwischen ¢(p) und Y(1—p). Wird
nimlich in dem Integral

fe‘ g ab=ldg

=% — ¢—37 + 5%

die Entwickelung
1

Fres
"benutzt, so ergiebt sich fiir jedes u> 0
V="T(g) ¥(#);
durch Anwendung der Formel .
1 _= ‘ 1 _ 3 + 5 _ %
e+e* 2 |(dn)+2* @G+ (§n)+a?
wird dagegen unter der Voraussetzung 0 <pu <1
V= (.’i)ﬂ i Gl
2/ sinfun
mithin durch Vergleichung beider Werthe von ¥
8) Ml_”:(?-)“l‘(y)smiw I<pu<l
¥(p) n '

Um auch hier eine symmetrische Form herbeizufithren, miége die Func-
tion f(g) durch die Gleichnng

f(u)= (ll‘ 3,‘ 5“ )}/( )I‘(p)sin&uu

definirt werden; die Relation .
10) fA—p)=((n)
gilt dann fir die Function f wie frither fiir F.

Aus dén Gleichungen 5) und 8) kann man durch Differentiation

nach p weitere Relationen ableiten, die jedoch von wenig Bedeutung sein
diirften.
(Aus den Bitzungsberichten der K. 8. Gesellsch. d. Wissensch.)

9

ScaLOMILCH.
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gleiche Geschwindigkeit besitzen, ist ein Ellipson
dessen Mittelpunkt der Geschwindigkeitspol ist.

39. Der geométrische Ort der Systempunkte einer Pha
eimnes affin-verdinderlichen, &#hnlich-verinderlich
oder starren réumlichen Systems, welche gleiche E
schleunigung besitzen, ist ein Ellipsoid, dessen Mitte
puukt der Beschleunigungspol ist.*

Da &hnliche riumliche Systeme eine reclle selbstentsprechende Eben
und eine auf dieser senkrecht stchende sclbstentsprechende Gerade be
sitzen, und congruente réumliche Systeme nur eine selbstentsprechend:
Gerade haben, welche zwei congruente Punktreihen triigt, so folgt aw
dem Batze 38 der specielle:

40. Der geometrische Ort der Systempunkte einer Phast
eines dhnlich-verinderlichen riumlichen Systems
welche gleiche Geschwindigkeit besitzen, ist ein Ro
tationsecllipsoid, dessen Mittelpunkt der Geschwindig
keitspol, dessen Axc die sclbstentsprechende Gerad
ist, welche dic Systemphase mit ihrer unendlich nahe
Phasec gemeinsam hat und welches bei einem starre
riumlichen System in eincn Rotationscylinder ibes
geht.

Wir wollen das Ellipsoid, dessen Punkte gleiche Geschwindigke
besitzen, das Geschwindigkeitsellipsoid und das Ellipsoid, weleh¢
die Punkte gleicher Beschleunignng trigt, das Beschleunigung:
ellipsoid nennen; jenes geht fiir die Geschwindigkeit Null in den Gt
schwindigkeitspol iiber und dieses zieht sich fiir die Beschleunigung Nu
in den Beschleunigungspol zusammen.

Sind drei Ebenen E; E; E; gegeben, welche sich in einem Punkte
schneiden, und denken wir uns die Geraden gqgs 9. ... im Raume liegen
welche diese Ebenen resp. in den Punkten .44 4; Ay, By B; By, CaC;l
derart treffen, dass

Asdi _ BaBi _ Gh(;

A4 BB, GG
ist, nehmen wir ferner aunf dicsen Geraden die &hnlichen Punktreihe
A Ay Ay A; Ay, B By By B, By, C,CyC4C;Ci, ... an, so kiénnen wir d
Geraden gsgsgc ... als die Verbindungsgeraden der homologen Punk
4,45, BBy, C,C,, ... zweier réumlicher affiner Systeme S,, S, ansehe
fiir welche P der selbstentsprechende Punkt und E, E; E; die drei selbs
entsprechenden Ebenen sind. Ist insbesondere

... =consl.

* Dieser Satz wurde fiir das starre System laut einer brieflichen Mittheilux
zuerst von Herrn Schell in seinem Vortrage zu Carlsruhe im Jahre 1871 analytis¢
abgeleitet, ferner von Herrn Jordan und dann auch von Herrn Liguine (Bullet
de la Socicte mathématique de France 1873, T. I pag. 146 ¢t 152) mitgetheilt,
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Winkel D in die Theile ¥y und », so dass # und y im Dreieck 4BD
liegen. Nennt man O und J die Mittelpunkte der Kreise, setst x — y =3,
u—v=4,, so erhilt man ans den_Dreiecken 40/ und COJ

(r*— ) sint 5 + ¢* s, (r—d?) cos® 5+ ¢*
1) cos 5 = = 08 o= p .
2"0.3‘"5 2"9.0085

Da AB+4CD= 4D 4 BC ist, so hat man
sinx — siny = sinu — sinv

oder
. 6
sn « . L ]
2) ———6-;— = clg —2- .
2

Durch Elimination von & und §, aus den Gleichungen 1) und 2) erh&lt man

]
4#&:;#%-[(#—@) m'n’%+@’]

=1
T
4r3¢3cos®al — [(r’— &) 003’-;— + e’]
und endlich
) 20%(r? 4 @) = (r*— &)
Weissenburg i. E. . MIinINOWSKI.
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Allgemeiner sei
R=(p+qi)eg+(1—p—gi)e,
ein aus zwei gegebenen Punkten (¢, und e;) mittelst complexer Zahlenmm
(deren Summe 1 ist) abgeleiteter Punkt. Dann orhilt man durch Tren—
nung des Reellen vom Imaginiren
R=[peg+ (1—ple]+ gi(e;—e,).

(Fig. 2.) Bezeichnet man den Punkt pe, 4 (1—p)e, durch P, so dasss=
seine Lage durch die Gleichung

(P—e)=p(e—e)
bestimmt ist, so ist, wenn wir die Strecke (¢;—e,)=1 setzen,

p=(P—e).

Bestimmen wir ferner einen Punkt 0 durch die Gleichung

(0-¢)=gq(ez—¢y),

so ist
(0—e)i=gqi(eg—e,)
und folglich .
R=P+(0—¢)i )
oder

(R—P)=(0—e,)i.
Tragen wir also auf der in e, zu e ¢, errichteten Senkrechten die Strecke =
g ab bis 0, und ziehen durch P und Q, Parallelen zu ¢, Q, resp. ¢, P, so <«
schneiden sich dieselben in R. — Hiermit ist die Construction eines mit- -
telst complexer Zahlen aus zwei Fundamentalpunkten abgeleiteten Punk-

tes dargethan. — Setzen wir iiberall —i statt 4, so erhalten wir den
zu R conjugirten Punkt R, und da .
1 =P—(0—¢)i, .
also
R+R =2P

ist, so ist auch die Lage von R, bestimmt, indem P die Mitte zwischen
R und R, ist. (Raumlehre I, Nr. 20).

Der bereits bekannten Definition:

wEin Punkt, der aus zwei Punkten ¢, und ¢, vermittelst
reeller Zahlen (deren Summe 1 ist) abgeleitet ist, liegt reell
auf der durch ¢, und ¢; bestimmten Geraden* (vergl. Raumlehre
1, Nr. 26)

lisst sich nun die folgende gegeniiberstellen:

»wEin Punkt (R), der aus zwei Punkten ¢, und ¢ vermit-
telst complexer Zahlen (deren Summe 1 ist) abgeleitetist, liegt
imagindr auf der durch ¢, und ¢, bestimmten Geraden. Den
conjugirten Punkt (R,) findet man, wenn man 4i durch — i ersetst.*

Anm. Ersetzt man in der ganzen Darstellung dieser Nummer den
Punkt ¢, durch die Zahl 1, und e, durch Null, so erhiilt man die Dar-
stellung complexer Zahlen, wie sie von M&bius, Gauss, Siebeck
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P die Mitte zwischen den beiden conjugirten imaginéren Punkten R und &,.
— Durch zwei imaginir liegende Punkte (R, S) kann eine reelle (wenn R,
S, P in derselben Geraden liegen) oder eine imaginir liegende Gerade
gehen. Im zweiten Falle ist die Verbindungslinie ihrer conjugirten Punkte
(R,, S,) die zu RS conjugirte Gerade.

Man erhidlt diese Resultate auch, von Ba ausgehend, durch Betrach-
tungen, welche reciprok zu denen sind, welche von Aa zu Ab fithren.
Wenn dort die reelle Gerade und ein imaginires conjugirtes Punktepaar
gegeben war, so erhielt man ein conjugirtes Linienpaar, wenn man einen
beliebigen Punkt der reellen Geraden mit den conjugirten Punkten ver-
band. Wenn hier der reelle (endlich entfernte) Punkt und ein imaginkires
conjugirtes Linienpaar (mit gleichem Abstande von dem Punkte) gegeben
ist, so erh#lt man ein conjugirtes Punktepaar, wenn man eine beliebige
Gerade durch den reellen Punkt zieht und ihre Schnittpunkte mit dem
conjugirten Geraden bestimmt, '

Anm. Es mag hier noch bemerkt werden, dass nach den Gesetsen
der Ausdehnungslehre ein Punkt durch Multiplication mit einer reellen
Zahl seine Lage nicht #ndert, wohl aber durch Multiplication mit einer
imaginiren Zahl.

II. Das Imaginiire im Raume,

A. Das Imaginire in Begug auf die Ebene.
a) Punktepaare.

Dieser Fall ist ganz analog dem der Punktepaare, die zu einer Ge-
raden imagindr liegen (I. Aa). Ein Punktepaar liegt imaginir auf der
Ebene, die in der Mitte seiner Verbindungsstrecke auf ihr senkrecht
steht. Das Punktepaar bestimmt diese Ebene vollstindig. Umgekehrt
liegen auf einer Ebene imaginir alle Punktepaare, deren Verbindungs-
strecke auf der Ebene senkrecht steht und durch sie halbirt wird. Man
erhilt diese Resultate, wenn man in der frilheren analogen Betrachtung
die Gerade eye, (Fig. 1) um die Verbindungsstrecke der beiden Punkte
B, B, als Axe sich drehen lisst.

Lisst man Fig. 5 sich um die Axe P drehen, so folgt: Eine Ebene
(B, D,) schneidet eine ausserhalb liegende Kugelfliche ¢ imagindr in zwei
Punkten (P, 0), den Centralpunkten des durch die Ebene und die Kugel
bestimmten orthogonalen Systems. Lisst man dieselbe Figur sich um
cine in 0 auf AC senkrecht stehende Axe drehen, so folgt: Eine Cylin-
derfliche schneidet eine Kugelfiiche, deren Mittelpunkt auf der Axe der
ersteren liegt, imagin#r in zwei von P und Q beschriebenen Kreisen. —
Dasselbe gilt von ciner Kegelfliche, wenn die Drehung nm eine andere
doreh 0 gehende Axe stattfindet.

-












VIIL
Zur Theorie dreifach orthogonaler Flichensysteme.

Von

Dr. Tu. KOTTERITZSCH,
Oberlebrer in Freiberg.

In einer Programmabbandlung, die jingst auch gesondert im Buch-
handel erschienen ist, hat der Verfasser das Thema behandelt: ,,Die
Ermittelung der Potentialcoordinaten und der Krttmmungslinien einer
gegebenen Niveaufliche durch blosse Quadraturen.* Jene Abhandlung
konnte den iberreich im Thema enthaltenen Stoff nur zum geringeren
Theile erschpfen, sie gab im Wesentlichen nur soviel, als man ans den
allgemeinen S#tzen Lamé’s in seinen ,Lecons sur les coordonnées curvi-
lignes“ und einigen verwandten und bekannten anderen fiberhaupt abzu-
leiten im Stande ist. Die folgenden Zeilen sollen das oben genannte
Problem um ein Stiick seiner Lbsung weiter zufiihren.

Um an Raum zu sparen, nehmen wir im Folgenden die Bezeich-
nungen der obigen Abhandlung ohne Weiteres wieder auf und leiten
Citate, die sich auf diese Abbandlung beziehen, kurz ein durch ein vor-
gesetztes Pg.

Wir beginnen damit, dass wir zu den in der Programmabhandlung
aufgefiibrten Relationen noch einige neue hinzuftigen, die theils bekannt,
theils aus den am angefiihrten Orte stehenden Formeln leicht abgeleitet
werden konnen.

Zu den Relationen Pg. Cap. 1V, § 1,3 kann man erglinzen

A) Btaltal=m4b24b2=n'4ci+c =1,

Im4a b4+ a;by=0, mn4b,¢, 4 bycg=0, nl4 ¢ a, 4+ cga,=0.

Zu Pg. Cap. IV, §1 7 kann man ergénzen

B) (IF 1 ( 31"') dF 1 (
"dnp ‘an, " 8n % 3n,

Zu Pg. Cap. IV, § 1,17 kann man hinzuftigen, dass allgemein fir
Jede stetige Fanction F der Punkte der gegebenen Niveaufliche gilt

-~
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oF 2 (20) = _wy BT _ 2P
an.(an,) M7a\U58) =" MV5aa8~ ¥35 =
2 (3F\ , , OF 3T
=—”Ua'1'3('ai)+”5-p§n_.
w(_128), O
ang\ M on,) T % on,
2 aF) oF olM oF

o \an,) ", 7mp * %
__a_(a F oo 2f
ng \ow 8n T

Analog erhilt man
5 (3F)_ 2 (28)_goF,
3:1. 8:: ony, \0 dna 9*3::
8o dass wir die neuen Relationen erhalten, die der fritheren Relation

entsprechen :
2 (2F) GOF_ 0 (2F) o
3) Ong \ong ong 6np ong ‘8»,’

'] (317) 317 (: oF

dng\Omy) " ong tag

Es ist nicht schwer, mit Hilfe dieser Rela.honen 3) ynd C) aus den Gle
ungen 1) und 2) und Pg. Cap. 1V, § 1, 10 die Lamé’'schen Relatic

abzuleiten. Geht man z. B, aus von a,(:l-—gai und dlﬁ’arenmrt ben
seits nach dn,, so erhdlt man "

L0, da_ 2 az)_a aly. a1, A
e T U on, g \ang) = omy 5) natOgn;

Hieraus wird aber weiter
0 b}
"15&""’0 1+a—'(alc+“sﬂ)-G(“16+“3E)=“1018p
0
(?1_'_3”#_ —(’1’)+1G91+G(“3("‘191)

oH
+a,(5;;—GH)- a,Ho=0,

6 8()1 s ’) (311 )_
aﬂp an. He G —Ql +a, 57‘;"'69—6” —0.

Nun ist nach der fiinften der Lamé’'schen Relationen
o0R
8—np +Go—GH=0,

folglich auch, da a4, im Allgemeinen nicht verschwindet,

0G L d¢,
a—'n"f'a—".—ﬂoi'c’*(’z’-

Dies ist aber die letzte der Lamé'schen Relationen.
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Diese Gleichungen 6) sind nicht so einfach, als die 5), weil auch die
Variationen :—76 und a?nz auf den rechten Seiten vorkommen; sip unter-
(i 4
scheiden sich aber zu ibrem Vortheil von den Gleichungen 5) dadurch,
dass in jeder Gleichung nur eine der unbekannten Functionen G oder
H mit ihrer Derivirten entweder als o€ oder als ad vorkommt.
3'!’ aﬂ,

Zu einer Reihe wichtiger neuer Relationen gelangen wir noch, wenn
wir die bisherigen Ergebnisse anwenden auf die Variationen nach @ng,
die aus den Lamé’schen Relationen entstéhen. Von diesen aber sind
ohne Weiteres die dritte und sechste der Lamé’schen Relationen hier
zu wiederholen in der Form

7) ;7’;:0:("-0)’ aa_n‘i=l’1(0‘—a)~
Die erste und sweite und ebenso die beiden letzten der Lamé’'schen Re-
lationen eignen sich aber hier nicht zur weiteren Discussion, weil sie die
Variationen O¢ und 4]
ong 2ng
fiihron wtirden oder schon enthalten. Differentiirt man ferner die dritt-
letzte der Lamd’schen Relationen nach ong, so ist das Ergebniss die
Summe der mit ¢, multiplicirten vorletzten und der mit ¢, multiplicirten .
letzsten Lamé’schen Relation. Es bleibt also hier allein die Behandlung
der vierten und fiinften Lamé’schen Relation tibrig, die wir jetzt schrei-
ben in den Formen

v
entweder als neue unbekannte Functionen ein-

26 oH |
Differentiiren wir nun diese beiden Gleichungen nach dng, so entsteht
2 (06 oH or oH
Ing an,) an,,+G3n. Ha'?._'a—n.'
o (o8 _ 26 de _ a G
Ing \@ n,) 8n. + 2ng —6 5 Ing - an,

Ersotzt wan hier die linken Seiten durch ihre Werthe aus 5) und wen-
det auf die rechten Seiten die Relationen 4) und 7) an, so emhemen
die beiden Gleichungen

2e, , 9% 203 4 9%
(.H(e,-l'ea)—c(a,,l"' a,.:) (?n,+ nl)
__ 2 (e te))_ Pete)

an, ?np cn,
e 30:) dey 391)
GH(eytey) — G(a +28n, 7 aa,"" ong
_0 3(e.+o,))__ (e, +a) ‘
Ong on, e ong ’
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.a_(?’_")_ Ok _ c—p)(H— _(3_0 ar _ )
10) anp a”, 3"1_(0 ”)(” l’) +a"’ "0 ]
o (0lk olk ( or

oy (a—, —0Gm, = €N —0—(55 +55 —re).

§2. -
Anwendungen der bisherigen Resultate.

Durch die Gleichungen 9) und 10) des vorigen Paragraphen sind
die Resultate von Pg. Cap. IV, § 3 in wesentlich weitergehender und
erfolgreicherer Weise crsetst; es ist daher auch mdglich, jetst in deut-
licherer Weise durch Verwendung der eben gewonnenen Resultate der
Losung des ganzen Problems n#her zu kommen. Ahgesehen n&mlich von
einem Ausnahmefalle, sind wir nun im Stande, den Beweis durch denm"
Erfolg der Rechnung selbst zu liefern, dass ¥, ¥, U und ¥V durch ein-
fache Quadraturen gefunden, also-auch das ganze vorliegende Problem
durch einfache Quadraturen gelost werden kdnne, wenn man in dem
Besitz von nur einer der beiden Functionen G oder A gelangt ist.

Der erwiihnte Ausnahmefall tritt dann ein, wenn eine der beiden
Functionen G oder H der Null gleich wird. Betrachten wir, um diesen
Ausnahmefall vollstindig zu ersch3pfen, zuerst den Ausnahmefall

G=H=0.
oM olM olM oM
Dann folgt wegen.G-——7 U—— 3ﬂ , H=a—n'=-V 37" weil U und ¥V
nicht verschwinden kdnnen, dass auch
YY)} N
——=0 und — =0.
2p oy

Es kann folglich /# nur Function von « sein und ist, da « fiir alle
Punkte jeder einzelnen Niveaufliche constant ist, selbst ein constanter
Werth fiir diese Punkte. -

Da ferner M AM
3n¢_-M—3_a =el+?ﬁ
ebenfalls nur abhéingig von « sein kann, so folgt, dass fiir alle die FIi-
chen, fiir welche 6= H=0 sein kann, ¢, + ¢, ein unverinderlicher Werth

sein muss.
Weiter ergeben die beiden letzten Lamé’schen Relationen

0, 0

FrARUUNY Pl
Durch Addition dieser beiden Gleichungen erhalten wir

2
on, (ate)=a'te
oder
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e.=0, ¢, Z 0, so wird jetat %%’pf: @1, also durch Integration M= A'g,,
1

wenn 4 die neue Integrationsconstante vertritt, und aus Z—:‘ =g, folgt
L
jetzt — 4 p, =g, also durch Integration
a=—A4d1Bp,,

wenn !B die neue Integrationsconstante vertritt. Hiermit ist aber die
zugehorige Niveauflichenschaar charakterisirt als Schaar concentrischer
gerader Kreiscylinder, deren entsprechendes Potentialcoordinatensystem
ebenfalls lingst bekannt ist.

Wir kommen jetzt zur genaueren Untersuchung des Ausnahmefalles,
dass nur eine der beiden Functionen G oder H der Null gleich, die
andere aber davon verschieden ist. Setzen wir also

H=0, 620.
. . OH

Es folgt jetzt aus der Lamé’schen Relation 5;, =G (H—¢), dass auch
¢=0, dass folglich die Flichen y= Const. durchaus die Krimmung 0
besitzen, d. h. Ebenen sind. Die eine Schaar der Kriimmungslinien der
zugehorigen Niveauflichen miissen also ebenfalls ebenc Curven sein; es
sind dies diejenigen, zu denen die Kriimmung ¢, gehort.

Wir wenden uns jetzt zur genaueren Untersuchung der andern
Schaar von Kriimmungslinien, von denen wir also irgend ein Element
durch 9n, darstellen kinnen.

Nach der Lamé’schen Relation ¢(o,— 9,)— folgt wegen ¢=0,
dass auch S' =0. Léngs jeder einzelnen der Krﬁmmnngslmwn der
v

zweiten Schaar ist also ¢, von unverénderlicher Grosse. Deswegen und

wegen =0 folgt weiter aus der Relation 4, § 1, gt’: 0. Lings jeder

cinzelnen der Kriimmungslinien der zweiten Schaar ist also auch ¢, von
unveriéinderlicher Grésse. Woiter gilt auch die Lamé’sche Relation

de
é,_,l:=’(92—01)-

Wir differentiiren diese Relation nach 9n,, wenden dabei auf die linke
Seite die Relation C) an und beachten die eben gewonnenen Resultats,
es erscheint

(03— @) 'a—"’—- 0.

Da nun im Allgemeinen ¢, — ¢, nicht verschwindet (der Fall ¢,= g, fiihrt
auf den bereits behandelten Fall concentrischer Kugelflichen surtick), ‘i







b
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Nun findet man, wenn man Pg. Cap. IV, § 1, 10 beachtet und
or Do,

ausserdem bedenkt, dass im jetzigen Falle a—"r=5;r =0,

0 0 0
52, (r ) =5 (e by =5 (a4 cy09) =0.

Es ist daher auch

Irgend zwei aufeinanderfolgende Schmiegungsebenen einer Krilmmungs-
linie der zweiten Schaar fallen also zusammen, d. h. auch die zweite
Schaar der Kriimmungslinien sind ebene Curven. i

Nun haben wir bereits gefunden, dass die Kriimmung jeder einzel-
nen der Kriimmungslinien der zweiten Schaar unveréinderlich ist; wir
kommen daher jetzt zu dem Resultate: Die zweite Schaar der Krtéim-
mungslinien besteht entweder aus geraden Linien oder aus
Kreisen.

Um diese beiden Fille hier weiter noch gemeinsam behandeln zu
konnen, fassen wir die Gerade als Kreis mit unendlich grossem Radius auf.

Irgend zwei nicht zusammenfallende Ebenen der Schaar y = Const.
treffen alle diese Kreise in gewissen Punkten derart, dass, wenn man
in den Treffpunkten Tangenten an die Kreise legt, diese Tangenten
senkrecht stehen auf der zugehdrigen Ebene y=Const. Dies ist aber
nur moglich, wenn die beiden Ebenen y = Const. auch die Mittelpunkte
simmtlicher Kreise enthalten. Da nun die beiden Ebenen y=Const. sich
in einer Geraden schneiden, so folgt, dass auch die Mittelpunkte simmt-
licher Kreise in einer Geraden liegen miissen. In derselben Geraden
miissen sich auch alle anderen Ebenen y = Const. schneiden und da auch
diese Ebenen normal von den Kreisen getroffen werden miissen, so folgt,
dass die Gerade, welche die Mittelpunkte sfmmtlicher Kreise enthilt,
normal auf allen Ebenen der Kreise stehen muss oder dass die Kreise
selbst in parallelen Ebenen liegen, die senkrecht sind zu den Ebenen
y=Consl.

Hierdurch aber sind die hier in Frage kommenden Niveauflichen
genug charakterisirt, man erkennt sie als Cylinderflichen oder als Rota-
tionsflichen, je nachdem die Gerade, welche die Kreismittelpunkte ent-
hiilt, in unendlicher oder in endlicher Entfernung liegt.

Da in diesem Endresultate auch der Fall 6=H=0 mit enthalten
ist, so fassen wir unser Endresultat in die Worte zusammen: Der Aus-
nahmefall, wo die Gleichungen 9) und 10), § 1, keine Ver-
wendung finden kdnnen, tritt nur dann ein, wenn die ge-
gebene Niveaufliche entweder eine Cylinderfliche oder eine
Rotationsfliche ist.
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Da aber a fir die gegebene Niveaufliche ebenfalls' constant ist, so ist
M fir Punkte der gegebenen Niveaufliche nur abhingig von der einen
Variablen B. Gleiches l#sst sich auch von G darthun, da eine der Lamé-

schen Relationen ist gng =H(G—r), also, wegen H=0 im vorliegenden
y r

Falle, anch g—-fy =0 sein muss, Ist aber ¢ unabhéngig von y, so kann
es wegen 1) nur als Function von & und y gegeben sein. Da nun fer-
ner auch diese Variablen = und y, weil ¢ fiir Punkte der gegebenen.
Niveaufliche bekannt sein soll, die Gleichung der gegebenen Niveaufliche
f(z,y) =0 erfilllen miissen, so kann man mit Hilfe dieser Gleichung
eine der Variablen £ und y, etwa y eliminiren, so dass G als Function
von & allein bekannt ist. Weiter ist nach Pg. Cap. IV, § 1 auch all-

gemein oM __ M M _ M
ong ! oz oy 1oz’

Nun haben wir bereits gesehen, dass /M unabhiingig ist von y, also

nach 1) auch von z, folglich ist einfacher
olM —a 81M M
anp 1 a‘t 1 d Yy :

Ebenso, wie in der Function G, haben wir une aber auch in /M die
Variabeln £ und y noch an einander gebunden zu denken durch die
Gleichung der gegebenen Niveaufliche f(x,y)=0. Denken wir uns also
x als unabhlingige, y als abhéngige Variable, so ist

dIM auu oM dy olM 1 oIM

T 9z ' 9y Az~ 9z m oy

Da ferner im jetzlgen Falle aus der allgemein giltigen Relation la, 4+mb,
+ne,=0 wegenen=0 wird la,4+mb,=0, so kann nun der obige Werth

von AL auch geschrieben werden als

on
oM _ J Q1M _ 21N M
ong ox dy )—‘ R
Aus 4) entsteht demnach
diM 1
5) E=—a-l.c.

Durch einfache Quadratur findet man hieraus
m=u-—flcaz,
a

wenn l4 die Integrationsconstante bezeichnet, die im Allgemeinen als
Function von « zu denken ist. Gebt man in 6) noch von den Logarith-
men zu den Zahlen iiber, so entsteht

7 M=A4.. -6“.
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15) a—'—';—rm—(G—r)(H—g) Jep 5-"— re ),
in welcher Gleichung die rechte Seite als Function der beiden unab-
hiingig Variablen  und y vollstindig bekannt ist. Wir zerlegen m in

das Product »,m,, so dass die Gleichung 15) ﬁbergeht in
16) my (55 —rm) + 522 — € =) (H—0) + (5% 457 —re) =0.

Diese Gleichung 16) zerlegen wir in die beiden

A

17) %—rml=0
18 el [@-nu-o— (22455 )]

Die Gleichung 17) l#sst sich schreiben in der Form
19) —a, d;:’ b, :I—;‘
Ist nun weiter f,(x,y)=c¢, die Integra]glexchnng zu der gewdhn-
lichen Differentialgleichung
bydx—a, dy=0,*
so behaupten wir, dass die Bestimmungen

20) hv,=—‘j‘aild:¢:+6'l oder Iw, =— br-ldy+C,

=r.

die Gleichung 17) integriren, wenn man in ‘-; y oder in bL « mwit Hilfe
: 1 1

der Integralgleichung f;(x,y) =¢, eliminirt denkt und wenn C, und C,
die Integrationsconstanten bezeichnen, die auch als Functtonen von ¢,
gedacht werden kénnen. Nach geschehener Integration ist die Integra-
tionsconstante ¢, wieder durch f,(z,y) zu ersetzen.

Um unsere Behauptung zu rechtfertigen, weisen wir zunichst nach,
dass man ftir C; oder C; jede beliebige reelle, von 0 und oo verschie-
dene, stetig verlaufende Function setzen kann, die unabhiingig von f
ist. Da ndmlich C; oder C; nur Function von ¢, =f,(«,y) sein soll, so
konnen wir setzen

C=h(c)=9(29), G=w)=9=y)
Hieraus folgt, da das totale Differential von 4, und ¥; offenbar Null sein
muss, , p of
¥ [d 14 1 - _ 0w, [dfy af,
dy, = afl[ +ﬁ(1y]_0, dy, af‘[ dz 421 dy] 0.

Aus jeder dieser beiden Gleichungen ergiebt sich

* Vergl. die Bemerkung, welche am Schlusse der Betrachtung iber cylind-
rische und Rotations-Niveauflichen in Bezug auf die Integration derartiger Dif-
ferentialgleichungen gemacht wurde.






178 Zur Theorie dreifach orthogonaler Flichensysteme.

-, AT L S PSS IO IO

also auch beide Bestimmungen zusammenfassen ktnnen in der einen
Form
23) Iy =9 (z,y) +11,,
wenn o, (x, y) diejenige Function vertritt, die aus den Bestimmungen 20)
durch Ausfiihrung der Quadratur und Ersetzung vou ¢, durch /; erscheint.
Aus 23) erhalten wir weiter
24) w, =TI, e,
Wir wenden uns jetzt zur Integration der Differentialgleichung 18),
indem wir fir dieselbe, da I, von § unabhiingig ist, schreiben kénnen

UL _ g [ (6— .__(_3_0 or _ )]
25) 8np = e~ (%Y) [(G r)(H—p) 3np+3n7 re)l
Diese Differentialgleichung kann aber ganz so, wie die 17) integrirt wer-
den, indem allein fir Iw, jetzt I'm,, fiir r jetzt
d¢ , Or
e~ n(my) [(G —r)(H—e)— (zﬁ;"’aT, - "0)]

zu setzen ist.

Es muss daher auch das Integrationsergebniss ein ganz analoges sein.
Wir schreiben fiir dasselbe sofort

26) vy=gy(5,9)+ I,
wo nun ebenfalls @;(x,y) eine vollstindig bekannte Function ist, die
sich durch eine blose Quadratur ergiebt, wkhrend I’ eine Function von
y allein (ftir die Punkte der gegebenen Niveaufliche) bezeichnet.

Weiter erbalten wir aus 24) und 26)
w=m,wy=en = (p,(x,y)+ I')

und, da m=a—l—k war, schliesslich

ony
alk
27) any = e =9 [y (x, y) 4 I'].

In ganz &bnlicher Weise, wig sich eben aus den Gleichungen 10),

lk
§1 27 ergeben hat, finden wir jetzt auch aus der zweiten jener Gleich-

y
ungen otk in der Form
o a1k '
28) gy = V[0 (%9) + B,

fiir die Punkte der gegebenen Niveaufliche, indem B eine reelle ein-
deutige und stetige, von Null und Unendlich verschiedene Function von
B allein bezeichnet. Man findet dieses Resultat ebenfalls durch Integra-
tion der Differentialgleichung

bydx —aydy =10
und iibrigens durch blose Quadraturen.
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Wie aus den Gleichungen 12) M in 14) durch blose Quaduture/
gefunden wurde, so finden wir also auch jetzt aus den Gleichungen 30)
31) U=4,e%, V=4d,.e"
fiir die Punkte der gegebenen Niveaufliche, wenn 4, und 4, Integra-

tionsconstanten bezeichnen, die im Allgemeinen auch Functionen von «
sein kdnnen.

Nachdem somit M, U und ¥V fiir die Punkte der gegebenen Nivean-
fliche ermittelt sind, so ergiebt sich noch aus Pg. Cap. I, § 2, 2 durch
Substitation der gefundenen Werthe von M, U und ¥

de¥ =k 4 ¥ 4,e™,
bieraus aber schliesslich

A
32) k= 7

eW— (i + Wy
14
ebenfalls fir die Punkte der gegebenen Niveaufliche. )

Es hiingt also die Losung des ganzen vorliegenden Problems, ab-
gesehen von dem in der zweiten Bemerkung Gesagten, allein noch ab
vou der Beschaffung der Function 6. - b

§ 3. N
Beispiel.

Lamé hat in scinen Legcons sur les coord. curv. gezeigt, dass die
drei Mittelpunktsflichen zweiten Grades so beschaffen sind, dass man das
sich orthogonal schneidende homofocale System derselben so umformen
kann, dass, wenn sie zusammengefasst werden in den Formen a= Const.,
B = Const., y=Const., man 4,(f)= d4(y) =0 setzen kann. Wir werden
aus dieser letzteren Bedingung allein die zugehérige Function G ermit-
teln und damit zur Losung des Problems gelangen, soweit es in den
vorangehenden Zeilen genauer besprochen worden ist.

Wir stellen jede der drei in Rede stehenden Flichen allgemecin dar
durch ’

a.x’-i-by’-{-cz’: 1, a>b>e.
Wir schreiben als Gleichung der gegebenen Niveaufliche

f(z,y.=)=§x’+%y’+§zﬂ—§=o,

Wir erhalten hieraus fiir die Werthe 4, B und C in Pg. Cap. 1I, §1,
wenn wir noch dem dortigen ! das entgegengesetzte Vorzeichen geben
und anstatt a f geschrieben denken,.

1) d=az(b+i)(c+D, B=by(c+l)(a+h, C=cz(a+)(b+]).

Da nun @iberbaupt sein muss
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AnA

of of , .o
Az +3l+ ol =o,
so finden wir hieraus durch Substitution der gehdrigen Werthe
2)  ax(b+0) (c+1) + b2yP(c+ ) (a+1) + 222 (a+1) (b4 1) =0.
Die Wurzeln dieser in / quadratischen Gleichung liegen so, dass, wenn
wir sie mit /, und /; bezeichnen, ihre absoluten Werthe der Bedingung

geniigen a>L>b>1L>e

Wir fithren nan /;, und /; als neue Coordinaten fiir die Punkte x y z der
gegebenen Niveaufliche ein und haben zu diesem Zwecke

azxi4byt+ci=1, dSa?4 b3yt + caza___‘;Llc’
3) 1's
@23 (b4 ¢) + g (c+a) + 3 (a+b) = — abe 1D,
1°3%

Hieraus ergiebt sich, wenn zur Abkiirzung noch
a—>b b—c c—a

9) D= —t—t—
a,m,=b;c (a+121(’a+l,) ,

—a (b41) (b4
5) b’y’=cDa ( + ll)!s"" !),
a0t (cth)(c+h)

D 1

Hiermit erhalten wir nun leicht fiir die Cosinus der Neigungswinkel der
Normalen der gegebenen Niveaufliche im Punkte £yz gegen die Coordi-
natenaxen

1=I/‘:’b__c_%'(a+z,)(a+z,),
6) M=V%(b+ll)(b+ll)t

n =]/% (c43) (c+14).

Setzen wir in 1) fiir / entweder /; oder /; und gehen dadurch ent-
weder die Werthe von 4,, B,, C; oder von d;, B;, C; hervor, so ist
weiter Alg + le + C,’= Nl’
= a3 (b+1)% (c+1) (a+1) 4 839 (c+ 1) a4+ 1) + 323 a4+ 1)} (b 4+ 1,)%,

A2+ B4 Cr= N3
=a?2? (b +§) (c+5) 4+ VP (c+ L) (a +5)* + 2 (a+4) (b +-5)*.
Fiihren wir auch hier mit Hilfe der Gleichungen 5) anstatt z, y, z die
Variablen /; und J; ein, so entsteht

N3=abe. ’%"‘- (a+1) b+1) (e +1,),
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I, —1
) Il’ (ad-15) (b +15) (c+13).

Fiir die Cosinus der Neigungswinkel der Normalen der beiden Or-
thogonalflichen im Punkte zy z der gegebenen Niveauﬂlche erhalten

wir also ’/b—r @+B) o+ +h)
“ETY abed l,—1,
7) b = _I/c—a (b4+5) (41, )(a+11)
, = abeD I,—1,
. __l/a-b (c+1, )(n+1,)(b+l)
1 abcD l,—1,
__V —C (a+11)(b+ls)(c+ls)
abeD L=
8) _Vc—a b+ )(c+l,)(a+l,)
= abe D I, =1
c __I/a—b (C+’)(G+Ig)(b+’,)
- abcD L,—1
Wir wollen nun weiter die Derivirten von /; und /; nach dng und
ony herstellen. Hierzu beniitzen wir die Gleichungen 3), indem wir

Ni=abc.

zunkichst die Derivirten von ll und -Il— nach z, y und z daraus ableiten.
1 ]

Wir finden auf diese Weise
0l, 2ax 1}, ol, 2hy 12,

Ll ol 2
oz~ be I,— (l+ +e)s oy ca (l teta),
81 2cz | I,
9 rrhn =7 L1 (’ +ﬂ+l')'
oly__2az I3, 81 2hy l I1
5= oy (attte) 517_ !  (ateta),
glz 2at'bz 12 ll (1+ +b)
Nun ist
o oo o o _
an, ’3.‘0: oy ‘1527 ong 7
al, al, ol al, i
— =—ay =t — by L —, !
on, 1ox 9y oz’ 871,

Setzt man dic entsprechenden Werthe aus den Gleichungen 9) ein
und beniitzt fiir die Z#hler von «,, b, ... noch die obigen aus 1) abzu-
leitenden Werthe, die also noch x, y und : enthalten, und eliminirt als-
dann diese Variabeln mit Hilfe der Gleichung 5), so findet man

3_/_ L 1le c41 ﬂ=
o Vm]/ @O, 7 =0,

al, a1, Il

3}1, =0, 9'1,_— ;/abcl/_ 3 (a-(-l*)(b-l-l,)(ci-l,)
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Wir wollen nun noch die Kriimmungen ¢,, ¢,, » und ¢ durch /, und
1, darstellen. ’
Die Gleichungen 3) geben sofort

11) S (P
Y Yabe' }/abc

Ferner ist
r= 1 o¢_ 1 (0g #1 , 90, ﬁl) 1 0e 01
—o 3np 03— 0, 31 974,9 31 ong e—e, 1, ong’
oL _ 1 060,

61— 0 Bn, (’1"(’2 81 3»,

Wir finden also weiter
L 12 , 1 9l

— J— 1
12) r=47 3, an, e=1y i, on,

Nach diesen Vorberentungen gehen wir nun dazu tiber, die eigent-
lich gesuchten Werthe von G, H, M, U, ¥V und ¥ zu bestimmen, indem
wir den in § 2 angegebenen Weg einschlagen, nur mit der Modification,
dass wir jetst /, und /, als Variable beniitzen anstatt der in § 2 beniitz-
ten x und y.

Als diejenige Bedingung, aus der wir G zu ermitteln haben, nehmen
wir an, dass 4,(f) =0 sein soll Dann ergiebt sich aus der ersten der
Relationen L) 3 Lk N

— =—2r,

aﬂp

Differentiiren wir diese Gleichung nach 91,4, indem wir beachten,  dass

{k von « unabhéingig ist, dass also auch -aLk=0, so erhalten wir mit

ong
Hilfe von 3) und 7), §1
—2ro=—2¢,(r—¢).
Hieraus folgt aber
13) Ge=r. W= _0loy 0le; 94, 1 0

e ong 0l 37.;_27 an,,
Die Function # bestimmén wir aus 9), § 1, indem wir im jetzigen Falle

haben
i(q_l_‘_s)_'_rw_(* 11 )&wt a1,
ony \ong ony \UL 48, (,+1)*/ ong on,’
2¢, '
e T gL () 2 2
on, o L+t \b+1, " 21,/ ong ony’
. de
. a_lgan.,_ ( 1 +l)i>l ol
ong ¢ —‘}11+1, L+t " 20/ ang ony,’
90, 20y
anp 37!# _ 1 2!, 312

] ‘"*(/,-;-1,)’ ong ony’
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Die rechte Seite der Glc;ichung 9), § 1 wird also im vorliegenden Falle

Weiter finden wir

o0, . 39,
2l _Fng_ . 1 ah e Fm (1 | 1)24
Ong ] L+ 8np an ¢ L4l " 21/ 0n,

Die Gleichnug 9), § 1 wird also jetzt

(_5_1_ ﬂ)(ﬂ i[ + ]at) TR W
21, ang L4, T 2,]an,) = C G F8) an, on,’
. hieraus erhalten wir .
14) H= — 21,
Aus 13) und 14) folgt nun :
31M 1 9, elM_ 1 9

oder, da wir auch /M als Functlon von !, und /4 zu betrachten haben,
oM ﬂx_ oM oy 1 9] 81_&!21_1 olM 9!, 1 ol
a1, ong " 3l 8n, A ong’ 9l anm, ' ol 8n, 21, an,
Hieraus wird aber mit Hilfe der Gleichungen 10)
' DM_ 1 uM_ 1

TR TR T TA
Hieraus ergiebt sich schliesslich .
15) M=AY L= Ay abe .
Y&tz 4 b3y® 4 323
wenn /4 die Integrationsconstante bezeichnet.
Die Gleichungen 10), § 1 werden im vorliegenden Falle, da

1 oy al

(G—r)(ﬂ—0)=—4————(l yp a_n,, 5;"’
or ol 3, 9o 1 9l ol
3n, *(l,-—l ) Ong dny’ an, (h,—1)% Ong on,".
1 ol dl
re=-— *(1 —1,)F 9ng 9n,’

0 (31/{ olk 1 2l, ol
dng\an,) " "on, " —1) an, an,’
o (B_I_k) alk 1 al, ol
0ny, \Ong an,, Ue—1,)° an’ on,’
Von diesen Gleichungen 16) haben wir blos die erste zu bentitzen, da
wir bereits wissen, dass ‘

16)

dng— 2"
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wir nun aber auch ?—-”‘

Da on,

als Function von !, und /; zu betrachten

haben, so kinnen wir mit Hilfe der Gleichungen 10) und der Relation
C) die linke Seite der ersten der Gleichungen 16) weiter umformen.

Es ist
_3(2'_")_,3” lk 2L,)_ 91y 01k
ong\on,/ " 9n, ong az ony) ~ " 9n, 01,
2l (azk ol, L 0lk_dly __ 2k dlk
3n,81 0l 8np a1, 671, 8n, 21,
Pk a0l

al 31 31!’ on, n,
Die erste der Gleichungen 16) giebt daher

Pk 1
N ol al:_(la— L
Wir erhalten hieraus durch Integration
olk
oy, L1, —1 + Ly
wenn L, eine Function von [, bezexchnet, die wir willkiirlich annehmen
kénnen.
‘Wir wollen L,=—l setzen, so dass entsteht
ok 1 1 4 1
oy L—4 Ly —4h
sy - . ., 0l olk 31,
Maultipliciren wir diese Gleichung mit —= und beachten, dass
on, o1, 9n,

olk

o n,
18)

on,

und die Gleichungen 12), so entsteht auch

7% — — 2.

Vergleichen wir dieses Resultat mit den Relationen L), so ergiebt sich

noch, dass auch 4,(y)=0.

Aus den Glelchnngen 30), §2 folgt weiter fiir den jetzigen Fall

=6+,
ong
19) oty
3n, =N

210
87'—9’
317

an, =Hte

Da auch /U und !7 nur Functionen von /; und /, sein kdnnen, so folgt
aus diesen Gleichungen 19) sofort weiter

azu 1 21U 1
20 *(1 +! L ,—14))" o, =44 L, —1l)’
) azr_ 1 21V _ ( +1 1 )
21, ¥t ,—1)" a1, * VL, —1,)

Hieraus finden wir
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21) U=Al,_1_’/’z_, V=4, 121/11 ,
Vlz_ln VIZ_II
wenn /4, und !4, die Integrationsconstanten bezeichnen.
Endlich ergiebt sich noch aus M=kU.V

: 22) ~ k= ZA—Q . —iI.
Hiermit sind die Werthe gewonnen, die nun, wie in Pg. gezeigt
wurde, der Liésung des ganzen vorliegenden Problems zn Grunde gelegt
‘ werden miissen.












r=_13198. I=1328 ,=L323.

TJie mosme e wr shpistoen Wiile vexht sm sberem Ende des
Sovenilbidiccnens swa mz 1L i vom vom er icvsalbagraphischen
Jampoaxr wr: e = D Axe ey ceimcen Klmsieidt Die Axe der
wwmmmmwg,

hnmwmi ? berechnet sich nun
wr Fmom. weismn Ov ptisaen AIrn mik ier Axe der kleimsten
Hagicriik smecviesen, M oy Forme

At
= ~-
e —
- s=_ w +=03F =17 m seemm 3 Demnach ix
y 2
{3 =t
SR STy
W= v = =t 33
| =} —1
i 3

wucens man chllt == R’ 4T N7, Pie kleinste dxe der Elasticitit ist
slsv dive iiw onwe Yitwellinie. der Gyps optisch - positiv and der Winkel
der opthchen Avm geich §1°35°. Die c¢ine der beiden optichen Axen
stebt nahvsn senkrecht zur aweitwn Sravturiiiche mit einer Neigung von
R 3F. jie zweikr opthiche Axw nahexn senkrecht zur dritten Structur-
diche mit einer Neigung vom ebenfalls 32723, Der Winkel der opti-
schen Axen hildet demnach mit dem Winkel der vorderen und hinteren
Endauschirtangsksnce genar einen Winkel von IS0 und die kleinste
Blasticititsaxe halbirt jenen Winkel nahesu.

Dec Winkel der secunddren optischen Axen oder der optischen Axen
der Strabien mit der Axe der kleinsten Elasticitit ist gemiss der Gleichung

1 1 e\
()
1
RG]
1-(8)
o= -—_5-
Davane fudet wan J= 30° 41°10° nnd den Winkel 2¢, den die beiden
setundiven Axen wit vinander bilden, gleich 61°22°20”. Aus dem Um-
shande, dwse der wittlere Brechungscoefticient § constant ist, folgt noch,
die Rbewe der optischen Axen mit der Symmetrieebene coincidirt.

Ardm ot == 182056, 8 =1,52267, y =1,52975, woraus folgt
80", (Pogg. Ann. Bd. 886, S. 206 —234.)
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&e Mittelpunkte vea €4, BR, WU
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wnd schaeiden sich daber in einem Punkte 0.

DNewer Sats Wast sich wieder durch perspectivische Projection ver-
slfpemcitere. Beechtet wan odmiich. dass Antang. Mitte und Ende einer
Nrecke 3edet Jem ewemilich entfernten Punkte derselben Geraden ein
Mt derwvniicher Fenkte bildem uwnd dass die Projection einer har-
wninh getheiiee Gernive wiederem barmvaisch getheilt ist, so erhilt
wan SnNgewive Nz, wria dee Durchuchnik sweier Geraden PQ und s
Wi P, esechaet Bt: e in dec verigen Figur entbaitenen Geraden
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Kleinere Mittheilungen.

2'

Carteaisohe Punktooordin. (Fig. 15.)

Das System besteht aus swei Ge-
raden (r,y), die durch einen
Punkt (0) gehen.

Zwei auf den Axen « und y lie-
gende Punkte 4 und B (die un-
endlich fernen Punkte) liegen auf
der unendlich fernen Geraden.

Uwm die Coordinaten eines Punk-
tes P zu finden, verbindet man
diesen Punkt mit den beiden un-
endlich fernen Punkten .4 und B
(d. h. zieht durch P Parallelen zu
den Axen) durch die Linien r,
und »,.

Schwering'sche Liniencoordin. (Fig. 16.)

1.

Das System besteht aus zwei
Punkten (&, ¥), die durch eine
Gerade (o) verbunden sind.

. Zwei durch die Anfangspunkte

X und ¥ gehende Geraden @ und
b (die parallelen Axen) schnei-
den sich in einem unendlich fer-
nen Punkte,

Um die Coordinaten einer Ge-
raden p zu finden, bestimmt man
die Schnittpunkte ., und ¥, die-
ser Geraden mit den Parallelen
a und b.

Diese Reciprocitit der Ausdebnungsgebilde (Punkt and Gerade) wird
vervollstindigt durch diejenige der Zahlgrossen (Entfernungeén). Es ent-
sprechen sich nimlich: °

4. die Coordinaten des Punktes P, 4. die Coordinaten der Geraden p,
d. h. die Abstinde der Geraden d. h. die Abstinde der Punkte
x und «,, sowie y und y,; X und X, sowie F und F,;

5. der Abstand der unendlich fernen 5. der Abstand der Geraden ¢ und

Punkte 4 und B, d. h. der Win-
kel der Geraden x und y.

b, d. b. der Abstand der Punkte
X und F.

Zu Nr. 5 ist zu bemerken, dass die nnendlich fernen Punkte 4 und

R gleichbedeutend sind mit Strecken auf den xugebhdrigen Geraden (vergl.
mein ,,System der Raumlebre* Th. II, Nr. 2 wnd 3). dass also der Ab-
stand xweier unendlich fernen Punkte durch den Winkel dieser Strecken
oder den der zugehdrigen Geraden gemessen wind.

Waren, April 1877. V. ScaLzcEr
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wird. Dies war vorherzusehen, da, wie man weiss, in einem Leiter die
Energie der elektrischen Bewegungen immer theilweise in Wirme um-
gesetzt wird.

Wirklich sind alle metallischen Leiter sehr wenig durchsichtig, und sind
die meisten Kérper, welche das Licht ungeschwiicht durchlassen, Isolatoren.
Eine Ausnahme bilden die Elektrolyte, deren viele fast vollkommen durch-
sichtig sind, und welche jedenfalls viel mehr Licht durchlassen, als es
nach obigen Gleichungen der Fall sein miisste. Aunch fiir die Metalle
scheint dies zu gelten; wenigstens hat Maxwell, der zuerst auf den
Zusammenhang zwischen Leitungsfhigkeit und Undurchsichtigkeit auf-
merksam machte, die Durchsichtigkeit eines diinnen Goldblittchens viel
grosser gefunden, als man es nach der Theorie erwarten diirfte.*

Ohne Zweifel liegt der Grund dieser Abweichungen in der Mangel-
haftigkeit unserer Anschauungen iiber das Wesen des elektrischen Stro-
mes. Nur wenn die Wissenschaft in dieser Beziehung viel weiter fort-
geschritten ist, darf man auf eine villig befriedigende Uebereinstimmung
der Theorie mit den Thatsachen hoffen. Indess lisst sich wenigstens ein
Umstand angeben, der vielleicht als die Ursache der erwihnten Ab-
weichungen zu betrachten ist.

. Das Ohm’sche Gesetz, dessen allgemeine Giltigkeit wir oben vor-
aussetzten, ist nur fiir stationiire Stréme mit voller Gewissheit bewiesen. .
Fiir veriinderliche Stréme aber ist es sehr gut moglich, dass dieses Gesetz
ciner Modification bedarf, wie dies denn auch bereits von Weber,
Kirchhoff und Lorberg angenommen worden ist.

Es ist ndmlich nicht unwahrscheinlich, dass bei dem Auftreten einer
elektromotorischen Kraft der elektrische Strom nicht unmittelbar entsteht
mit der vollen, durch das Ohm’sche Gesetz bedingten Intensitit, son-
dern eine gewisse Zeit braucht, um bis zu dieser Intensitit anzuschwel-
len.** Diese Zeit mag sehr kurz sein, so dass fiir unsere Beobachtungs-
mittel die Intensitit augenblicklich ihren grossten Werth zu erreichen
scheint; dennoch ist es moglich, dass bei raschen pericdischen Aende-
rungen der elektromotorischen Kraft, wie bei den Lichterscheinungen,
der erwiihnte Zeitraum nicht mehr verschwindet gegen die Zeit, wiihrend
welcher diese Kraft in der ndmlichen Richtung wirkt. Dies wird zur
Folge haben, dass die Stromintensitiit in jedem Augenblick kleiner ist,
als sie nach dem Ohm’'schen Gesetze sein miisste; die Bewegung wird
aleo etwa so vor sich gehen, als wire der Widerstand fiir rasch oscil-
lirende Strome grésser als fiir stationdire. Dann muss aber, wie man

* Maxwell, Electricity and Magnetism, §§ 798 — 800.

** Dieses Anschwellen ist wohl zu unterscheiden von der beobachteten Er-
scheinung, dass beim Schliessen einer galvanischen Kette in einem Punkte des
Schliessungebogens die elektromotorische Kraft und dadurch der Strom eine

‘raucht, um in voller Stiirke aufzutreten,
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wobei ¢ wieder die nimliche Function ist, wie in den vorhergehende =
Formeln,

Die hier angegebenen Werthe geniigen den Bewegungsgleichungesmmms
fiir jeden Werth des Winkels @ und sogar auch, wenn «, sina, cos— 4
complexe Grissen sind.

§ 6. Es miissen weiter die Bedingungen gesucht werden, welche av
der Grenze von einem isotropen Nichtleiter und einem Metalle geltes.
Es sind dies die Gleichungen A), B), 8) und 24) der ersten Mitthei-
lung; nur sind diese.noch etwas zu vereinfachen. Es mtge dabei wieder
angenommen werden, dass die Grenzfliche mit der yz-Ebene des Co-
ordinatensystems zusammenfalle; ausserdem sei der Isolator das erste, der
Leiter das zweite Medium, so dass die Accente bei denjenigen Grdssen,

welche filr beide mit denselben Buchstaben bezeichnet sind, sich auf das
Metall beziehen.

Es werden dann die Gleichungen A) und B)

s +ar=mut(5)

% e to =t L)
10) A %=nol —=uxm,,
o1 _ (31 '

ll) L+é—;¢_~—L+ %‘ )
12) M=M', N=N.

In der Formel 8) der ersten Mittheilung ist fiir u, v, w zu setzen

on 0
g—f, a—:’, -a—f, fir «, v, »* dagegen nach 5) u‘-l-sx 1 vl+sxa"

w 4+ £x a—a'% Es folgt mithin

2t 1 2 (29 _ ou, 1 2 (g
13) TR PR TLCrY Al S kLl Pt as(ax,
Endlich giebt 24)

_1la (31)
14) . oL in % =&'L— 3z

Es ldsst sich nun aus 11) und 14) g wegschaﬂ'en; setzen wir auch
hier (14 479°):(14479)=1, was nur bei den magnetischen Metallen
einen erheblichen Fehler verursacht, so ergiebt sich

15) L=1I.

Wenn man 9) nach ¢ differenzirt, kann man aus dieser Gleichung
mittelst 13) @ eliminiren; man erhilt dadurch

1 ) o ( 1 ) ou,
16) ( +4ne ——u'+“‘ 1+4né '’
welche Gleichung man statt 9) nehmen kann.
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Fir den Isolator kénnen wir nun, wie frither, % gegen die Ein-
heit vernachléssigen; man darf somit im ersten Gliede von 16) die @irisse
a’l‘—c a—-f fortlassen. Ueber die Zahl ¢ wissen wir vorliufig Nichts; indess
ist es leicht zu zeigen, dass im zweiten Gliede der Gleichung die Grisse
41" a—a—ul‘ so klein ist gegen u,, dass sie vernachlissigt werden darf. Denn
nach 2) lisst sich diese Grésse auch so schreiben:

1 % Ou,
m - 144ne 4s 3t
und wenn msn nun berticksichtigt, dass bei den Lichterscheinungen [u,]
dureh eine Exponentialgrésse, wie im vorhergehenden Paragraphen, dar-
gestellt wird, findet man aus den Werthen von x' und T leicht, dass
bei den Metallen bereits :—u % sehr klein gegen u, ist. Um so mehr
ist dies mit dem Ausdrucke 17) der Fall, da noch ¢ eine sehr grosse
Zabhl ist.
Die Gleichutg 16) gestaltet sich demnach zur folgenden um:

18) %5:“1"""‘33_?’
und die Bedeutung hiervon ist, dass auch an der Grenze keine An-’
h#&ufung von Elektricitit entstehen kann.

Es muss dann weiter, wie auch aus 13) folgt,

op [\
19) 52=(52)
sein.

Wir wollen nun zeigen, dass man such hier den Grenzbedingungen
geniigen kann, wenn man blos Transversalschwingungen in die Rechnung
aufnimmt. Da bei diesen tiberall ¢ =0 ist,fhaben wir nur die Gleich-
ungen 10), 12), 15) und 18) zu beriicksichtigen.

§ 7. Ist zundchst das einfallende Licht in der Einfallsebene (xz-
Ebene) polarisirt, so kann man es vorstellen durch die Gleichungen *

[n0) = =¥, [Ld:%’u’na.e‘“"', [N, =—4;Aco:a.e""’°,
¢0=2T”(t—zlico:a—zlhﬁm+p), =—lv-.

Ebenso schreiben wir fiir das reflectirte Licht

[y] =ac Y, [L]=-4%‘n'n¢.ar"", [N]=4%4co:a.ae“",

* Vergl. dir
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¢=?Ti‘(l+chosa- zR sina 4+ p),
und fgr die Bewegung im Metalle (§ 5)

, . . ) 4 o
[l’]_—ae—"’/, [L']—mma.ac ‘V,
_ xR w -
V)=~ ja s amey 9"

! =2—T’-‘(t—a:R'cosa'— z R sind’ 4 p).

Es kann nun den Grenzbedingungen geniigt werden, wenn
20) R sina= R'sind’
ist, welche Gleichung dem Brechungsgesetze bei nichtleitenden Medien
entspricht.
Es wird dann n&mlich an der Grenzfliche (x=0) y,=v =19 und
man erhilt aus der ersten der Gleichungen 10)
21) 1o e

==xa,.

-

Der Gleichung 18), der zweiten von 10) und der ersten von 12)
wird durch die angegebenen Werthe geniigt. Die zwelte der Formeln
12) liefert aber die Relation

izﬁ(1 —a)cosa= ——LR’-——

A(14+4=n9)

welche, wenn man sie mit 4(1+4 41:8)-1(1-!-41:0) multiplicirt, fol-
gende Gestalt annimmt:

rl=

a’ cosa,

® cosa= R xd cosa’
oder nach 20)

22) | 1- 2 sine’ cosa = xa’ sina cosa’.
Sohhesshch ergiebt sich ags 15)
An4 14 a) sin - *F o sina’
Z ( AT P P -

und dies fiibrt nach einiger Umformung wieder auf 21) zuriick. Aus 21)
und 22) folgt aber

—_ Sinle— )
T sin (o -|— o )
und man hat demnach fiir das reflectirte Licht
_ 8!"(0—-(1) —t—v(l+xkcu¢—-zknnc+p)
A) h] T sin (a + a

§8. Ist zweitens das einfallende Licht senkrecht zur Einfallsebene
polarisirt, so kann man fiir die einfallende, reflectirte und durchgelassene
Bewegung der Reihe nach setzen
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den reellen Theil nimmt, hort die Uebereinstimmung auf; denn bei den
Metallen wird R, mithin auch o' complex, wihrend diese Grosse bei
Nichtleitern reell ist.

Um nun fiir die Metallreflexion den reellen Theil von A) und B)
zu bestimmen, l4sst sich eine Rechnung anwenden, welche Eisenlohr®
bei der Ableitung der von Cauchy fiir die Metallreflexion angegebenen
Gleichungen bentitzst hat. Eisenlohr erhilt némlich diese Gleichungen,
indem er in den Formeln, welche fiir isolirende Korper gelten, fiir den
Brechungsexponenten eine complexe Grisse ©¢* setzt. Nun ist aber
nach der Gleichung 20) in der That das Verh#ltniss siwa:sina’ eine con-
stante, aber complexe Grisse. Setzen wir dieselbe = ge’*, so werden
die Constanten 6 und t mit den von Eisenlohr eingefithrten Gréssen
© und ¢ iibereinstimmen.

Wir haben also

in®
, sina .
cosa =Vl_- i e—2r=ypel®
o

wobei » und o leicht aus @, 6 und r zu berechnen sind.
Durch Substitution der Werthe von sina’ und cose’ wird nun

LG ____e—‘f

und demszufolge

sin (a— a) : tg(a o) ,.
- =b = ,
wenn sin(a+ o) . + Tlglatd) et .
b 1-m? by = 2m sin (z + o) L
T 14 2mcos(z+w) + m’ T T 14 2mcos(rt o)+ md’ M= osa’
= 1—m™ 2m’ sin (r— w) ,_ocose

142m’cos(z—w) 4+ m™’ o= T 142m'cos(r— w) 4+ m’?’ "=
ist.
Bringt man diese Werthe in A) und B) iiber, so ergiebt sich ftir den’
reellen Theil dieser Ausdriicke
=Y 403 cos(9—dp), o=} +c? cos(y—d,),
wenn y ¢
dp = arcly 7 d,=arcty P
gesetzt wird.
Eine leichte Rechnung ergiebt dann fiir die Intensitiit des reflectir-
ten Lichtes, wenn das einfallende Licht in oder senkrecht zu der Ein-
fallsebene polarisirt ist,
B) =B =g —}n), L= tct=ig(g—in),
26) cotf= cos(z+ ) sin(2 arccotm), colg= cos(z— w) sin(2arctgm’),
wihrend man zur Bestimmung der Phase folgende Gleichungen hat:
27) tgd, =sin(s 4+ w) 19 (2 arccotm), igd, = sin(s— w) lg(2 arcigm’).

* Pogg. Ann. 104, 8. 868.
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beiden Spectrallinien gefundenen Werthe hervor. Denn erstens miissten
nach der Theorie die beiden Werthe von K einander gleich sein; zwei-
tens miissten die ftir s gefundenen Zahlen sich umgekehrt verhalten wie
die Schwingungsdauer, und diese Proportion ergiebt, wenn man fir die
D-Linie s=25 setzt, fiir die H-Linie s=238, wi‘.hrend wir oben fiir
letztere s==29 erhiclten.

Es kann also die Theorie gewiss nicht als endgiltig festgesetst be-
trachtet werden. Wir haben denn auch die Abweichung vom O hm’schen
Gesetze nur besprochen, da aus ihr méglicherweise die Abweichungen,
welche wir zwischen der Theorie und der Erfabrung finden, entspringen
kénnen. Behr gut ist es moglich, dass man bei weiterer Untersuchung
andere Ursachen fiir dieselben kennen lernen wird. Jedenfalls wird aber
gerade die weitere Erforschung der optischen Eigenschaften der Metalle
von Wichtigkeit sein fiir das bessere Verstindniss der elektrischen Er-
scheinungen.
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conischer Polaren dieser Punkte in Bezug auf (4, ... 4;){#%...}, so erzeun-
gen sie mit dem Biischel (0) Curven dritter Ordnung ¥3, 73, ..., von
denen sich zeigen lisst, dass sie ein Biischel bilden, dem auch X3 an-
gehist. Da die Biischel (82...), (%...), (£...), ... mit dem Biischel (Q)
in projectivischer Beziehung sich befinden, so sind sie selbst unter ein-
ander projectivisch und es erzeugen (£%...) und (%%...) eine Curve C*
vierter Ordnung durch die acht Punkte X,... X, ¥,... ¥,. Diese wird
von X% in X, ... X, geschnitten, Ihre iibrigen Schnittpunkte mit C*
missen auch auf 3 liegen; denn ist S irgend einer dieser anderen
Schnittpunkte, so treffen sich in ihm die homologen Elemente &2 und
QOP,, aber auch QP, und 7,8. Da aber die Curven X3 und ¥?3 sich aunsser
in Q noch in acht Punkten S,...S; auf C* schneiden, so miissen durch
diese neun Punkte 08, ... S; auch die Curven Z°... hindurchgehen, weil
Z% auch durch die Biischel (£...) und (£%...) oder (%%...) und ({...)
erzeugt werden kann. Von den Curven des Biischels (X3 ¥3...) berithren
vier die Gerade /, also giebt es auf z vier Punkte, durch die sich nur
zwei Tangenten an C; ziehen lassen, die daher auf C; liegen. Mithin
ist C; von der vierten Ordnung und hat eine Doppeltangente, die wir
{ nennen wollen. Die Punktreihe R..., in welcher diese von den Tan-
genten von C;, d. i. von den géraden Polaren der Punkte P... bezig-
lich ihrer homologen Curven x3... geschnitten wird, ist diesen Tangen-
ten und daber auch der Reihe P... projectivisch. Demnach werden die
Geraden P/R,... von einem Kegelschnitte (/] eingehiillt, der mit Cg
ausser [ noch vier gemeinschaftliche Tangenten bhat. Sie seien f,...¢,
und treffen ! in ihren homologen Punkten P,... P,. Wenn aber die
gerade Polare eines Punktes durch ihn hindurchgeht, so muss er auf der
Curve liegen; daher liegen P, ... P, auf ihren homologen Curven x3...x3.
Auf einer beliebigen Geraden giebt es daher vier Punkte, in denen sich
homologe Elemente von (x%...) und (M) treffen, also erzeugen diese Bii-
schel eine Curve vierter Ordnung. — Dass dicselbe durch die Grund-
punkte geht, folgt auf bekannte Art.

Anderer Beweis. Durch drei feste Punkte B, B,B, und die
Schnittpunkte A A A", A, A A", ... von #8, x3, ... mit einer Geraden /
lege man Curven dritter Ordnung g% 6,3, . ., welche M zum gemein-
samen Doppelpunkt haben. Dieselben bilden ein Biischel, dessen Grand-
punkte ausser M B, B, By noch B, B, sein migen. Aus M und B, werden
g% B,5 ... durch ein-zweigliedrige, ! wird durch zwei projectivische
Strahlenbiischel in perspectivischer Lage projicirt. Dreht man alle Bii
schel um M und B, so, dass M B, und B, B, in eine Gerade fallen, so
gehen alle Curven 3, 8,3 ... in Kegelschnitte % B, ... eines Biischels
mit vier Grundpunkten M B, B, B, iiber; aus / wird ein Kegelschnitt a2,
der durch M geht; die Strahlen gg,... bilden ein neues Strahlenbiischel
um M in anderer Lage, Die Strahlen desselben schneiden die homologen
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legen wir eine Curve dritter Ordnung A3, die wir uns auch durch ein
Strahlenbfischel und ein projectivisches Kegelschnittbiischel erzeugt den-
ken wollen. Dieselbe kénnen wir dann auch erzeugen durch das Kegel-
schnittbtischel (4;...4,) und ein projectivisches Strahlenbiischel (4'),
dessen Scheitel X auch auf 4,4, liegen muss. Dieses Strahlenbiischel ist
auch in perspectivischer Lage mit allen Biischeln (B, (B,), ... und er-
zeugt mit ihnen die Geraden ss, ..., auf denen in je drei Punkten &3
von »’x0... geschnitten wird. Es mége nun ¢ von s in G geschnitten
werden, so sind BG und KG homologe Strahlen der Biischel (8) und
(k). Da aber auch BG, B,;G, ... homologe Strahlen der Biischel (B),
(B,), ... sind, so sind auch B,G, ... und AG homologe Strahlen und
daher schneiden sich ss,... in G.

22. Haben zwei projectivische Biischel von Curven dritter
Ordnung sechs Grundpunkte, die auf einem Kegel-
schnitte 8% liegen, gemeinsam, und entsprechen dabei
die Curven einander, von denen %2 ein Bestandtheil ist,
so liegen die Schnittpunkte homologer Curven aufeiner
Curve vierter Ordnung.

Es seien A BCDEF die sechs gemeinschaftlichen Grundpunkte der
projectivischen Biischel (C3C;3 ..) und (A3A,%.. ) und liegen auf einem
Kegelschnitte ®2, dann liegen die iibrigen drei Grundpunkte ¢’ C” und
KK'K” jo auf einer Geraden ¢ und k. .Jede der Curven des ersten Bii-
schels wird von allen Curven des zweiten Biischels in solchen Geraden
geschnitten, dass sie sdmmtlich sich in Punkten A Y, ... von /& schneiden,
und jede der Curven des zweiten Biischels wird von allen des crsten in
solchen Geraden geschnitten, die sich simmtlich in Punkten B®, ...
von ¢ treffen. Die Geraden AB, U, B,, ... sind also die Schnittlinien
von K% und 3, K3 und €3, ...; die Punkte AU, sind projectivisch
auf BB, ... bezogen und liegen perspectivisch, daher schneiden sich
diewe Geraden in einem Punkte®P. Wir konnen jeder dieser Geraden
die Curven zuordnen, die sich auf ihr schneiden, und erbalten dadurch
zwischen den Strahlen von (/) und den Curven eines jeden der Biischel
(’3...) und (4'%..) projectivische Beziehungen. Da aber das Strahlenbiischel
(#) mit jedem der projectivischen Curvenbiischel dieselhe Curve villrter
Oxdnung erzeugt, so erzeugen auch die projectivischen Curvenbiischel die-
selbe Curve vierter Ordnung, eigentlich eine Cnrve sechster Ordnung, die
aber aus dieser Curve vierter Ordnung und dem Kegelschnitt &2 besteht.

23. Wenn eine Curve A* der Ort der Schnittpunkte homo-
loger Elemente eines Biischels erster Ordnung M (g,9,9,.--)
und ecines projectivischen Biischels dritter Ordnung
(4, ... A)}xs3%,8x8. ..} ist, von dessen Grundpunktensechs

inem Kegelschnitte ®* liegen, so treffen alle Cur-
‘Jtter Ordnung, welche durch diese sechs Punkte

.
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ibrigen Schnittpunkte auf geraden Linien, die sich in

einem Punkte treffen. .

Die projectivischen Curvenbiischel seien (4, 4;...4,)}{e%3...} und
(B, By... By){f3B,3...1; je zwei homologe Curven schneiden sich in sechs
Punkten CDEFGH, C,D,E, F,G H,, ... auf einem Kegelschnitt & und
ausserdem in je drei Punkten JXL,J K, L, ..., die auf geraden Linien
g, 91y ... liegen. Es lisst sich zeigen, dass alle diese Geraden sich in
einem Punkte schneiden. Zunidchst weisen wir nach, dass keine zwei
von ihnen sich in einem Punkte von ®2 schneiden konnen; denn thiéten
dies irgend zwei von ibnen, etwa g, und g, und lige ihr Schnittpunkt
O auf 8%, so bildeten sowohl a3, und B%m, als ¢®, und %, neue Curven-
biischel, zu denen (82 gm) und (8% g,) gehorten. Die geraden Polaren
von O beztiglich der Curven der Biischel (o%...) und (£3...) schneiden
sich in zwei Punkten 4 und B und da O ein Doppelpunkt einer Curve
sowohl im Bischel (o%n (%) als (a3, 3,) ist, so muss seine gerade Polare
fiir alle Curven beider Biischel mit 4 B zusammenfallen und O miisste
auch ein Doppelpunkt einer Curve sowohl des Biischels (a3...) als (£3...)
sein, was nicht vorausgesetzt ist. Daher kinnen sich in keinem Punkte
von R zwei der Geraden gg,... schneiden und sie miissen &2 in Punkt-
paaren MN, M, N,, ... schneiden, welche in projectivischer Beziehung
zu den Curven o®a3... und f°B,5... stehen. Denn erstlich entspricht
jedem Paare homologer Curven (¢33°) ein Punktpaar ¥ N und umgekehrt,
Ja, es entspricht sogar jedem Punkte dieses Paares dasselbe Curvenpaar
(e®%), weil es z4gp. durch M nur eine einzige Gerade geben kann, auf
der sich homologe Curven schneiden. Da also '

(BaB. . YN (MM, ..) N (NN, .)
ist, so muss auch
(MM,...NN,.. )X (NN,...MM,...)

sein und es haben diese Punktreiben involutorische Lage, woraus weiter
folgt, dass alle Geraden gg,... sich in einem Punkte P schneiden; da

ferner

(... ) A (BB ) A Plggy--.)
ist, so liegen die Schnittpunkte homologer Elemente auf eincr Curve
vierter Ordnung &4, welche durch 4,... 4, B, ... ByP geht.

25. Eine Curve Kk* vierter Ordnung, welche der Ort der
Schnittpunkte homologer Elemente zweier Biiscltel
erster und dritter Ordnung ist, kann auf unzihlige
Arten durch zwei solche Biischel erzeugt werden.

Es sei K¢ der Ort _der Schnittpunkte homologer Elemente der Bii-
schel S(s,5;55...) und (4,...4g)}x%3x3x5%...}. Die homologen Elemente
s, und x5, schneiden sich in B,C,0,. Ein beliebiger Kegelschnitt P2
treffe x%°in P,...P;. Durch die neun Punkte B,C,D, P, ... Pg sei X3
efne heliebige Carve dritter Ordnung. Diese wird von x°x%x2... in
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% aus (Ky K,) und beziehen (KX A,) und (X,&,) projectivisch auf ein-
ander, indem wir X, sich selbst, &, und KAy, und zwei Curven einander
entsprechen lassen, welche sich in einem Punkte von x schneiden, so
erzeugen diese eine Curve dritter Orduung, welche mit x zehn gemein-
schaftliche Punkte hat und also mit ibr zusammenfillt. Wenn A und x
sich in 2 schneiden und es ist k(] diejenige Curve von (&, K,), welche
durch P geht, so folgt, dass x auch eine Curve des Biischels (X, KP) ist.
Dieses Biischel erhalten wir aber auch aus den Biischeln (K,X;) und
(K, K;), in denen wir die projectivische Beziehung nur so feststellen
diirfen, dass X, sich selbst, K.{f) der Curve K, entspricht. Somit erhal-
ten wir alle Curven des Netzes [K K, A;], wenn wir alle Curven der
Biischel uns vorstellen, welche eine verinderliche Curve K]’ des Bii-
schels (K,K,) mit einer verinderlichen X{f des Biischels (&, K;) oder
jede dieser veriinderlichen Curven mit einer verinderlichen K3 des
Biischels (K, K,) bestimmt. Daraus aber folgt:

Je zwei Biischel des Netzes haben eine Curve gemein.

Man leitet aus diesem Satze leicht einige Haupteigenschaften des
Netzes ab, so:

a) Alle Curven des Netzes, welche durch einen:Punkt
gehen, bilden ein Biischel.

b) Schneiden Curven eines Biischels dritter Ordnung eine
beliebige Curve dritter Ordnung und man Yegt durch
die einzelnen Gruppen von Schnittpunkten und einen
beliebigen Punkt andere Curven dritter Ordnung, so
bilden auch diese ein Biischel.

Haben alle Curven eines Biischels sechs Punkte eines Kegelschnittes
K?® gemeinsam, so liegen die anderen drei Grundpunkte auf einer Ge-
raden g. Legt man durch die ersten sechs Grundpunkte eine beliebige
Curve dritter Ordnung, so constituirt sie mit dem Biischel ein Netz. Sie
schneidet jede Curve des Biischels in drei Punkten einer Geraden. Jede
derselben bildet mit K? eine Curve des Netzes. Die eine von ihnen, I,
schneidet g in P; alle durch P gehenden Curven des Netzes bilden ein
Biischel. Zwei dieser Curven sind (K%g) und (A2l), also bestehen alle
iibrigen auch aus K? und einer Geraden. Hiermit ist der Satz 21)
von Neuem abgeleitet.

Ebenso folgt:

¢) Haben die Curven eines Biischels dritter Ordnung drei
Grundpunkte 4, 4,4; auf einer Geraden und legt man
durch sie eine heliebige Curve dritter Ordnung, so wird
sie von jeder Curve des Biischels in sechs Punkten eines
Kegelschnittes getroffen, Alle diese Kegelschnitte
bilden ein Biischel, zu welchem auch der Kegelschnitt
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(4°4,%) den Kegelschnitt X% in denselben Schnittpunkts-
gruppen.- )

Die Curven x,® und A, schneiden sich noch in drei Punkten einer
Geraden g, und ebenmso x,°® und 4% in drei Punkten einer Geraden g,.
Es bilden also x% 3,3 (K%g,) ein Biischel und % 4,5 (£%g,) ein anderes
Biischel. Ordnen wir x,® und x,3, 1,% und 4,% (A%g,) und (K%g,) einander
zu, so sind die Biischel projectivisch auf einander bezogen und erzeugen
ausser K'? eine Curve vierter Ordnung A% Diese Curve kann nach dem
obigen Satze auch durch die Biischel (xy3x,3...) und (3343...) erzeugt
werden, so dass sich also homologe Curven dieser Biischel in je sechs
Punkten von A? schneiden.

b) Legt man durch zwei Grundpunkte eines Biischels drit-
ter Ordnung einen Kegelschnitt und durch je vier
Punkte, in denen er von einer Curve des Biischels ge-
schnitten wird, und durch irgend einen festen Punkt
Kegelschnitte, so hilden diese ein Biischel.

¢) Ist eine Curve A® fiinfter Ordnung durch ein Biischel
dritter Ordnung (xx3...) und ein projectivisches Bi-
schel zweiter Ordnung (424,2...) erzeugt und man legt
durch die Schnittpunkte von

%o kot % A0 xPA20 L.
und drei beliebige Punkte von A% Curven dritter Ord-
nung, go treffen sie sich noch in sechs Punkten von A5,

d) Ist eine Curve K* vierter Ordnung durch ein Biischel
dritter Ordnung (x3x%3...) und ein projectivisches Bii-
sohel erster Ordnung (A;4,...) erzeugt und man legt

* durch die Schnittpunkte von

%0 bgy %Ay, x5k, .
und sechs heliebige Punkte von K* Curven dritter Ord-
nung, so treffen sie sich noch in drei Punkten von K4

29. Haben zwei projectivische Biischel dritter Ordnung
drei Punkte 4, 4; 4; einer Geraden g gemein und ent-
sprechen sich diejenigen Curven, welche g als einen
Bestandtheil haben, so treffen sich alle Kegelschnitte,
auf denen sich je zwei homologe Curven insechs Pank-

ten schneiden, in denselben vier Punkten.

Die projectivischen Biischel x3x,3... und A,°4%... haben ausser

Ay Ay 43 noch die Grundpunkte 4,...4, und B,...B,, von denen die
ersten auf einem Kegelschnitte »%, die anderen auf einem Kegelschnitte
A? liegen. Dann sind (x%g) und (A%g) entsprechende Curven. Die Curve
8,® wird von allen Curven des Biischels (A5...) in je sechs Punkten ge-
aohmitter " -+ats auf einem Kegelschnitte liegen, und alle diese Kegel-
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(4,...4,XY){B,... B} und S(B,...By)
in projectivischer Beziehung sich befinden.

Es seiecn B’ und B'; die neunten Grundpunkte der Biischel dritter
Ordnung (d4,...4;B,8) und (4,...4,B;B;). Man ordne die durch
By By B, gehenden Curven des ersten Biischels den Strahlen SB,, SB;,
S8, zu und construire diejenige Curve des Biischels dritter Ordnung,
welche dem Strahl S B, entspricht; dann ist

(4,...4,B,B)| B, B By B\ N S(B,B,B48)),
(4y... 4,8y B'5) | B, By By B\ A S(B, B; By B,),

ebenso

also auch
(4y... 4, B, B'){B ... BYA(4,...4,B, B){B, ... B}.

Diese Biischel erzeugen eine Curve A® secbster Ordnung, welche
d,... 4; zu Doppelpunkten hat.

Legt man durch 4,...4, und die Schnittpunkte zweier homologen
Curven irgend eine Curve dritter Ordnung, so schneidet sie A'® in einem
Punktpaare Y'Y, so dass

(4y... 4,XV)\B,... B} A S(B,... B).

Es kann auf K¢ nur ein Punktpaar X, ¥, geben, so dass

(4. d; X, Y )| B, ... By AS(B,... By,
wenn B, ein ausserbalb K® liegender Punkt ist; denn giibe es noch ein
Punktpaar X ¥, fiir welches

(dy .. A X, V) |B,... B RS(B,... B,

so wiirden die projectivischen Biischel

(4,... 4, X, V) und (4,...4,X 1))
die K¢ erzeugen, auf welcher dann auch B; liegen miisste.

Um das Punktpaar Xy ¥, zu erhalten, bhestimme man eine Curve K,®
durch die projectivischen Biischel

(4,... 4, B, B')}B, B, B, B} und (4,... 4,B,B,)|B, B, B, B}.

Die beiden Curven haben gemeinsam die sicben Doppelpuukte 4, ... 4,
und dic Punkte B, B, B, 5’y B, By, wenn B’; der neunte Schuittpunkt der
durch B; gehenden Curven dritter Ovdnung ist. Die beiden letzten
Schnittpunkte sind die verlangten Punkte X, ¥,.

II. Gegeben sind die 13 Punkte 4,...4,8,... BgS. Man soll drei

Punkte X ¥'Z finden, so dass die projectivischen Biischel dritter
und erster Ordnung

(4,...4,X¥Z)}B,... B} und S(B,... By
in projectivischer Beziehung sind. .
Nach der vorigen Aufgabe bestimmen wir Punkte B, B”, und 8, 8",
so dass s T~
(4y... 448, B, B’ 1)1 8 B3 B, B; B! ':'5(32 By B, By B;),
(Ay.. A;B, B, B")){ B, BB, B B\ RSB BsB,B;By)
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.32, Alle Curven vierter Ordnung, welche vermittelst zweier
projectivischen Biischel dritter und erster Ordnung
durch 13 Punkte gelegt werden k6nnen, schneiden sich
noch in drei Punkten.

Wenn man erwigt, dass man durch zwei projectivische Biischel
dritter und erster Ordnung Curven vierter Ordnung herstellen kann, die
in eine Curve .dritter Ordnung und eine solche erster Ordnung oder in
zwei Curven zweiter Ordnung zerfallen, von denen jede wieder aus zwei
Geraden bestehen kann, so folgt: ' )

33. a) Schneiden sich zwei Curven vierter Ordnung in vier
Punkten einer Geraden, so liegen die ibrigen Schnitt-
punkte auf einer Curve dritter Ordnung.

b) Schneiden sich zwei Curven vierter Ordnung in acht
Punkten eines Kegelschnittes, so liegen die iibrigen
Schnittpunkte auch auf einem Kegelschnitte.

Es sei A* eine Curve vierter Ordnung, welche durch zwei projec-
tivische Biischel dritter und erster Ordnung erzeugt ist; ferner seien
ABCD vier beliebige Punkte von K4,

Die Geraden 4B und CD treffen K* noch in EF und G H; die Ge-
raden £G und FH treffen K¢ noch in 4, B, und C;D,. Legt man dann
durch 4, B,C, D, einen Kegelschnitt %, welcher A4 noch in U;X,¥,Z,
schneidet, 8o liegen nach 32 die acht Punkte 4 BCD U, X, ¥, Z, auf einem
Kegelschnitt x,%. Durchliuft 4,2 alle Kegelschnitte des Biischels (4, B, C, D,),
so durchliuft x? alle Kegelschnitte des Biischels (4BCD). Also: -
34. Eine Curve A* vierter Ordnung, welche durch zwei pro-

jectivische Biischel dritter und erster Ordnung erzeugt
jst, kann auf unz#hlige Arten durch zwei projecti-
vische Kegelschnittbiischel erzeugt werden. Die Grund-
punkte des einen und ein Grundpunkt des andern sind
beliebig.

In der Abhandlung ,,Ueber geometrische Aufgaben dritten nnd vier-
ten Grades'* hat Kortum gezeigt, wie sich vermittelst zweier projecti-
vischen Biischel zweiter Ordnung durch 14 Punkte 4,... 4,, eine Curve
vierter Ordnung legen lisst. Nehmen wir 4,... 4, zu Grundpunkten des
cinen Biischels und 4; als einen Grundpunkt des zweiten, so giebt es
nur drei Punkte Y ¥ Z von der Beschaffenheit, dass

(Ay . A) Ay AN A (A XY Z) 4. 4,0

Da nach dem vorigen Satze diese drei Punkte X ¥'Z auch auf der Curve

K* liegen miissen, welche vermittelst zweier projectivischen Biischel

dritter und erster Ordnung erzeugt ist, so folgt unmittelbar:

85. @) Die Curve A% welche vermittelst zweier projectivi-

schen Biischel dritter und erster Ordnung durch 14
- » gelegt werden kann, ist identi#ch mit der
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g in einer kubischen Involution, welche mit den Involutionen, die durch
die ersten Biischel auf g ausgeschnitten werden, in projectivischer Be-
ziehung steht und mit ihnen dieselben Doppelpunkte P,... P, hat. 8ie
muss mit einer der Involutionen zusammenfallen, die- durch eines der
Biischel (44 4BCX;F’,), ... auf g gebildet ‘werden. Denn schneidet
die durch P, gehende Curve des Biischels (444 BCX" F”)) g noch in
O,R,, so muss es unter den unendlich vielen Curven der Biischel
(444BCX', V'), ..., welche durch P, gehen, eine geben, die durch O,
geht. Sie gehtre dem Biischel (44 ABCX 'y V') an. Da sich also in
sieben Punkten P,...P,0, von g homologe Curven der projectivischen
Biischel, (444 BCX" Y")) und (44A4ABCX'yY",) treffen, so treffen sich
je zwei homologe Curven in je drei Punkten von g, d. h. je zwei solche
Curven fallen zusammen und alle Funkte
XY X'y ¥y

hegen auf C5, — Daher bllden alle Curven vierter Ordnung KK 4.
welche durch (4) und die Biischel (444 BCX' ¥’), (444 BCX ¥ 1),
(44 4BCX'yY'), ... erzeugt werden, ein Biischel; sie schneiden g in
den Gruppen 4,B,C,D,, ..., in denen diese Gerade von den Curven
x %8 xb... geschnitten wird. Auf dieselbe Weise konnen wir ein Bii-
schel von Curven L*LAL}... vierter Ordnung herstellen, dessen Curven
4 zum dreifachen Punkte, 4 5C als Grundpunkte haben und g in den-
selben Gruppen schneiden, in denen diese Gerade von Ay 4i%... ge-
schnitten wird.

Vermittelst einer Steiner’'schen Verwandtschaft mit den Haupt-
punkten 4 B4 verwandeln wir erstens

KAKAKE. .. und LALALA... io K3KBKS... und L3LALS...,
Curven dritter Ordnung zweier Biischel, die 4 zum gemeinsamen Dop-
pelpunkt haben, aber nicht durch 4 und B gehen, und zweitens g in
cinen Kegelschnitt %, welcher durch 4 geht und von den Curven

KSKPKS... und LELSLS..
in den Punktquadmpeln
Ay B, 6, Dy, A;B,6,D,, A B; €, Dy, -
QlO%O(ASOQO’ 91IBIGI Dl’ ‘212%2@’@21 *
geschnitten wird. Nach 285) miissen
Ay B, 6, Dy, ... mit A,B,6,D, ...
zusammenfallen und daher schneiden sich die Curven der Biischel
xdntngt ... und 203445

paarweise in je vier Punkten von g, d. h.:

Wird eine Gerade g von den Curven eines Biischels vier-

ter Ordoung geschnitten und man legt durch die Schnitt-
punkte sweier dieser Curven mit g zwei andere Curven i}

und
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schels in einer Geraden geschnitten, Alle diese Ge-
raden schneiden sich in einem Punkte, welcher auf
der Geraden liegt, auf welcher die iibrigen vier Grund-
punkte des Biischele liegen. ‘
Wenh ferner die Curven des Netzes vierter Ordnung acht Punkte

cines Kegelschnittes C* gemein haben, so giebt es im Netz unendlich
viele Curven, welche aus C* und einem Kegelschnitt bestehen. Schnei-

den

sich zwei dieser Kegelschnitte in P, so gehen wegen 5) unendlich

vielp derselben durch P und bilden ein Biischel. Hiecraus folgt:

b") Haben die Curven eines Biischels vierter Ordnung
acht Grundpunkte eines Kegelschnittes C® gemein
und man legt dureh diese eine beliebige Curve vier-
ter Ordnung, so wird sie von jwder Curve des Bii-
schels in acht Punkten eines Kegelschnittes getrof-
fen. Alle diese Kegelschnitte bilden ein Biischel, zu
welchem auch der Kegelschnitt gehort, auf welchem
die anderen acht Grundpunkte liegen.

In gleicher Weise folgt:

- »”) Haben die Curven eines Biischels vierter Ordnung

vier Grundpunkte auf einer Geraden und man legt
durch diese irgend eine Curve vierter Ordnung, so
wird sie von jeder Curve des Biischels inzw51f Punk-
ten einer Curve dritter Ordnung geschnitten. Alle
diese Curven dritter Ordnung bilden ein Biischel, zu
welchem auch diejenige Curve gehirt, auf welcher die
zwdlf iibrigen Grundpunkte liegen.

39. Sind (%,%x,%...) und (A*4%...) projectivische Biischel vier-

ter Ordnung, so bestimmen die Schnittpunkte homo-

loger Elemente neue Biischel vierter Ordnung von der

Eigenschaft, dass sich ihre Curven unendlich oft so zu

neuen Biischeln ordnen, dass in jedem derselben aus

jedem der ersten Biischel eine Curve vorkommt.

Beweis wie in 28.,

Folgerungen. (Vergl. 284a) etc.)

a) hneiden die Curven eines Biischels vierter Ordnung
eine Curve dritter Ordnung und man legt durch die
Schnittpunktsgruppen und zwei feste Punkte andere
Curven dritter Ordnung, so bilden diese ein Biischel.

6) Schneiden sich je zwei homologe (Cfurven zweier pro-
jectivischen Biischel vierter Ordnung in zwdlf Punk-
ten derselben Curve dritter Ordnung. so treffen sich -
die Geraden, auf-denen sie sich ausserdem schneiden,
in ainem Punkte.
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Der letzte Satz lisst sich auch auf folgende Art beweisen. Es sei
K5 durch die projectivischen Biischel (xy%x*x* ..) und S(gog,9s...) er-
zeugt. Die Grundpunkte des ersteren seien 4, ... 4,; je zwei homologe
Curven schneiden sich in B,C Dy E,, B,C, D, E,, B,C,D,E,, .... Durch
4, ... Ay ist eine Curve 43 dritter Ordnung bestimmt; es sei C. ein
Schnittpunkt dieser Curve mit A3 Dann legen wir durch B,C,D,E,,
resp. B,C,D,E, und die zehn Punkte 4, ... 4,C. zwei Curven 4 und
4, vierter Ordnung. Diese bestimmen ein Biischel, von welchem eine
Curve A durch B, geht. Da i,* und x, sowie 4,* und x,* sich in je
vier Punkten einer Geraden schneiden, so liegen ihre iibrigen Schnittpunkte
auf 4% Deshalb miissen nach 39a) sich auch 4%, und x*; und iiberhaupt
die Curven der Biischel (x*...) und (A*...) paarweise auf A3 schneiden.
Dadurch aber sind diese Biischel projectivisch so auf einander bezogen,
dass sie eine Curve fiinfter Ordnung erzeugen. Die Schnittpunkte homo-
loger Curven liegen auf Geraden, die cin zu beiden Curvenbiistheln
projectivisches Strahlenbiischel bilden (vergl. 395)), in welchem den
Strahlen ¢,9,9- die Curven x'x ‘x‘; und 1,'1,*2%; entsprechen. Daher
miissen sich irgend zwei entsprechende Curven x%, und !, auf dem
Strahle g. schneiden, welcher der Curve x', in der urspriinglichen Pro-
jectivitit der Biischel (x*...) und (S) entspricht, d. h. die Curve A5 kann
auch durch die projectivischen Biischel (A*...) und (S) erzeugt werden.
Von den Grundpunkten des ersten ist C; beliebig auf A5 gewshlt. Auf
dieselbe Art kanu man noch 4,...A4; durch neun beliebige Punkte von
RS ersetzen.

43. Ist .Y ein beliebiger Punkt von A® und legt man durch
die Schnittpunktsgruppen der Strahlen von (Y) mit &%
und durch zehn feste Punkte von A% Curven vierter
Ordnung, so treffen sich diesclben noch in vier Punk-
ten von K3.

Beweis wie in 26.
Mit Hilfe dieses Satzes upd einer Steiner’schen Verwandtschaft:
lasst sich der Satz 35%) (die Umkebrung von 1) beweisen.
Die projectivischen Kegelschnittbiischel
(ABCMx2...{ und (EFGH)A2...}
erzeugen die Curve A%, Man nebhme 4 B8C zu H’anptpunkton einer Stei-
ner schen Verwandtschaft, so entsprechen den Kegelschnittbiischeln zwei
projectivische Biischel erster und vierter Ordnung
Diko..) und (LBCEFFOS L,
welche eine Curve & mit den drei Doppelpunkten . R( erzeugen. Durch
einen beliebigen Punkt & von &° lege man eine Gerade und durch deren
vier Schnittpunkte mit ° und einen festen Punkt I eine Curve K2 vier-
ter Ondnung, welche 4 BC zu Doppelpunkten hat und jene noch in RANR
tri®.  Dann lisst sich 8 durch die projectivischen Biischel
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(A4y... 4, B, ...B"){B,B;B,B,ByB,} A (A,... 4,By... B"",) 1B, ... Bg).
Beide Biischel erzengen eine Curve achter Ordnung, auf welcher
X, ... X, liegen miissen. Die durch B, gehenden Curven schneiden sich
in vier Punkten P, 0, R S,, welche mit X, ... X;4,... 4, in einer Curve
vierter Ordnung liegen miissen, und die durch B; gehenden Curven
schneiden sich in P, 0, R;S;, die gleichfalls mit X,...X.4,... 4, auf
einer Curve vierter Ordoung liegen miissen. In gleicher Weise findet
man zwei Biischel vierter Ordnung
(Al oo All Blp'lp”lp'"l '"l) ‘Bl BiBﬁ B“BﬁB'I'
A (4y... 4, B;fsf"s 8”3 8"5) | B, By By B, B, By).
Diese erzeugen auch eine Curve X5 auf welcher X, ... X, liegen miissen.
Die durch B,, resp. B; gehenden Curven mégen sich schneiden in
P'\Q'\R,S,, resp. P03 R;S;, dann miissen diese Punkte auf solchen
Curven vierter Ordnufy liegen, welche durch X, ... X 4, ... 4, gehen.
Daher findet man die gesuchten Punkte X,... X, als Schnittpunkte zweier
Curven vierter Ordnung, welche durch die Punkte
Ay...A P QRS P Q. F,S und 4, ... 4, 0, RSP0, RS,
bestimmt sind. - i

Man vergl. tiber diese Auflssung: ,,Kortum, Aufgaben dritten und
vierten Grades*.

c) Aufgabe. Gegeben sind die Punkte 4, ... 4,,B, ... ByS; man
soll sechs Punkte X,...JX; finden, so dass die Biischel vierter
und erster Ordnung

(4y... 4 X, ... X;){B, ... By} und S(B,... By)
in projectivischer Beziehung sich befinden.
Mittelst der vorigen Aufgabe findet man

(44 ... 4B, B, ... B®)t B, ...B,B A S( B, ...B;By,

(4 ... 4B, B,... B®) B, By... BBy} A S(B,B;...B,By).
Man suche in beiden Biischeln die den Strahlen SB,, resp. SB; ent-
sprechenden Curven und erh#lt dadurch zwei dem Biischel S(B, ... By)
und daber sich selbst projectivische Biischel vierter Ordnung, welche eine
Curve K8 mit den Doppelpunkten 4, ... 4,, erzeugen, auf der X, ... X,
liegen. — Legt man durch die Schnittpunkte zweier homologen Curven
und durch 4, ... 4,, irgend eine Curve vierter Ordnung, so bestimmen
ihre Schnittpunkte mit X® und die Punkte 4,...4,, die Grundpunkte
eines zum Biischel (S) projectivischen Biischels vierter Ordnung, welches
mit diesem eine Curve fiinfter Ordnung durch die 19 Punkte

4...4,B ... BS
erzeugt, Die auf diese Art erhaltenen Curven finfter Ord-

nung, welche durch dieselben 19 Punkte gehen, schneiden
K% in denselben Punkten. Oder: Durch die Schnittpunkte
o
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(4y...4, X, ... X){(B, ... B} K (S,...S){B,... By}
e) Aufgabe, Gegeben sind die Punkte 4, 4,4, B, ... B3S, ... S,;
man soll die sechs Punkte X, ... X; so bestimmen, dass
(4 dg Ay X, ... X){B, ... By} A (S;... S){B, ... By}

Man lost die letzten fiinf Aufgaben wie die vorhergehenden,

47. Die durch projectivische Biischel vierter und erster Ordnung er-
zeugten Curven fiinfter Ordnung kénnen zerfallen in eine Curve
erster und vierter Qrdnung oder zweiter und dritter Ordnung.

Ist &5 eine Curve fiinfter Ordnung, welche durch zwei projecti-
vische Biischel vierter und erster Ordnung erzeugt ist, so lege man durch
vier beliebige Punkte 4 BCD zwei Kegelschnitte x* und A%, welche A3
noch in 4, ... 4; und B, ... B; schneiden,- Durch 4, ... 4; und drei Punkte
C,C;C; von K° lege man eine Curve 43 dritter Ordnung und betrachte
(%43) auch als eine Curve fiinfter Ordnung, so lassen sich durch die
Schnittpunkte von A5 und (A*A%) nach demr Satze in 44¢) unendlich viele
Curven fiinfter Ordnung legen. Die eine derselben besteht aus x® und
einer Curve x® dritter Ordnung, welche daher A3 ausser in C,(,C; noch
in sechs Punkten C,... C; schneiden muss. Li#sst man Alles fest bis.auf
den Kegelschnitt A%, so #ndert sich, wihrend dieser das Biischel (4 BCD)
durchlfuft, auch x3, welche Curve das Bijschel (C,...C,) durchliuft. Die
Curven der Biischel (43...) und (x3...) schneiden sich daher stets auf X%
und es folgt:

Ist eine Curve &5 fiinfter Ordnung durch zwei projecti-
vische Biischel vierter und erster Ordnung erzeugt, so kann
sie auf ungzdhlige Arten durch zwei Biischel zweiter und
dritter Ordnung erzeugt werden. Von den Grundpunkten
sind die des Biischels zweiter Ordnung und drei des Biischels
dritter Ordnung beliebig auf der Curve zu wihlen.

48. Eine Curve K® sei durch zwei projectivische Biischel fiinfter und
erster Ordnung erzeugt. Dann leiten wir mit Hilfe derselben Me-
thoden den Satz ab:

‘a) Legt man durch einen Punkt S von K® einen variablen

Strahl x, welcher 4¢ in fiinf Punkten schneidet, und
durch diese und 15 feste Punkte von A% eine Curve X*
fiinfter Ordnung, so durchliuft dieselbe die Curven
eines Biischels fiinfter Ordnung, dessen simmtliche
Grundpunkte auf A*® liegen. '

b) Jeder Kegelschnitt A2 wird von A°® in zwilf Punkten

geschnitten.

Fiinf Schnittpunktc seien 4,...4,8. Man erzeuge A°® durch die
projectivischen Biischel fiinfter und erster Ordnung (4,...4,...) und (B).
Jede Curve des ersten schneidet A2 in sechs Punkten. Durch diese und
drei feste Punkte legen wir Curven dritter Ordnung, die ein Biischel
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viele Curven sechster Ordnung legen. Da es aber durch 18 Punkte
ebensoviele Curven sechster Ordnung giebt, als Curven dritter Ordnung
in einer Ebene (niimlich o°), so muss unter ihnen auch £,° vorkommen.

i) Die Curve &% welche durch zwei projectivische Bii-
schel fiinfter und erster oder vierter und zweiter Ord-
nung erzeugt ist, kann auf unzihlige Arten durch
zwei projectivische Biischel dritter Ordnung erzeugt
werden.

Wir nebmen auf KX° sieben beliebige feste Punkte 4, ... 4, und einen
beliebigen achten A4; variabel und betrachtgn 4,...4; als Basis eineg
Biischels dritter Ordnung, dessen neunter Grundpunkt 4, sein mag.

Wenn 4, die Curve A® durchliuft, so durchlfuft 4, (vgl. Crelle’s
Journal Jahrg. 1873, ,,Bemerkung zu der Geiser’schen Abhandlang®,
von Milinowski) eine Curve R Diese schneidet X°. Dadureh erhilt
man zusammengehirige Punkte 4; und 4, und also auf A® die Basis
eines Biischels dritter Ordnung.

Durch 4, ... 4, legen wir zwei Curven &3 und X,® dritter Ordnung,
welche A® noch in B, ... B, und C,...C, schneiden. Dann lassen sich
wegen ¢) und g) durch die 27 Punkte 4, ... 4, B, ... ByC, ... C, unendlich
viele Curven sechster Ordnung legen, die A® wegen 4) noch in neun
Punkten A ... X, schneiden, welche sowohl mif B, ... B, auf einer BS,
als mit C,...C, auf einer Curve C3 liegen. Daraus folgt, dass X, ... X,
Grundpunkte eines Biischels dritter Ordnung sind. Jede durch ;... X,
gelegte Curve dritter Ordnung muss A® noch in solchen neun Punkten
Z; ...Zy schneiden, welche mit 4, ... 4, auf einer Curve dritter Ordnung
liegen. )

Daher kann A® durch die Biischel dritter Ordnung (4, ... 4,) und
(X;... Xy) erzeugt werden.

Von den Grundpunkten sind 4,...4; und einer der neunn
Punkte X heliebig.

49. Wenn wir die angewendeten Methoden weiter benutzen, so gelangen
wir zu analogen Sitzen iiber Curven héherer Ordnungen und kén-
nen schliesslich folgende ganz allgemeinen Sitze aufstellen:

a) Wenn eine Curve C" n*** Ordnung durch zwei projec-
tivische Biischel erster und (» —1)'*" Ordnung erzeugt
ist und man legt durch eimen beliebigen Punkt.¥ von
C" einen variablen Strahl 2, welcher ¢(* inn—1 Puank-

n(n—1)

ten schneidet, durch diese und 5 feste Punkte

von C® Curven (n—1)'*r Ordnung, 8o bilden diese ein
Biischel, dessen Grundpunkte auf A® liegen.

) Diese Curve A% kann auch auf unziéhlige Arten durch
awei projectivische Biischel zweiter und (n—2)'er
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Ist aq4 derjenige Strahl des Biischels (4), welcher durch den Doppel-
punkt geht, so muss die ihm entsprechende Curve o3; ibn im Doppel-
punige beriihren und daher geht auch die conische Polare o’y von A
pach «3; durch den Doppelpunkt hindurch. Da sich also «g und e¥q im
Doppelpunkte schneiden, so ist dieser ein Punkt von 43

52, Besteht C* aus einer Curve €3 dritter Ordnung und einer
Geraden g, so zerfillt die erste Polare eines Punktes
A von g in diese Gerade und einen Kegelschnitt.

Die Curven e3... haben in diesem Falle drei ihrer Grundpunkte
auf g und die ibrigen sechs, die auf einem Kegelschnitteg®® liegen
miissen, auf C3, und dem Strahl g von (A) entspricht im Biischel (o3...)
die Curve (R%,g). Weiter ist die conische Polare von A4 nach (8% ¢g) ein
Geradenpaar (9',9). Da dieses im Kegelschnittbiischel (a®...) dem Strahl
g von (A) entspricht, so ist g ein Theil der ersten Polare von A.

- 53. Besteht C* aus vier Geraden g,9,959,, so zerfillt die
erste Polare 43 eines Punktes 4 von g, in g, und einen
Kegelschnitt A2

Das Biischel (a3...) zerfillt in dicsem Falle in ein Strahlenbiischel
(B), dessen Scheitel auch auf g, liegen mag und jeder beliebige Punkt
dieser Geraden sein kann, und in zwei feste Gerade g; und g,. Es
sind die Strablenbiischel 4(a...) und B(f...) in projectivischer Beziehung
und perspectivischer Lage, weil sie g, erzeugen. Jeder Strahl § bestimmt
mit gy9, eine dreiseitige Curve und die conischen Polaren a® von A nach
diesen s#mmtlichen dreiseitigzen Curven bilden ein Biischel, von dessen
Grundpunkten zwei, M und N, auf 4B liegen. Zieht man von A4 nach
(959,), welchen Punkt wir 4 nennen wollen, die Gerade a und ist gs'g‘
durch aa’ harmonisch getrennt, so beriihren alle o® die Gerade a’ in 4.
Dem Strahl 4B von (A) entspricht im Biischel (a®...) das Geradenpaar
(AB,d’), so dass also 4° in 4B und einen Kegelschnitt A zerfallen
muss, welcher durch die drei Schnittpunkte von g,959, geht.

Nehmen wir jetzt an, g, gehe durch 4,,, so dass also die drei Ecken
des Dreiseits g,g,9, in 4, vereinigt sind, so miissen alle Schnittpunkte
von K2 mit g;¢g59, in 4 liegen und dies ist nur méglich, wenn A2 in ein
Geradenpaar zerfillt, dessen Scheitel in 4;, liegt. In diesem Falle ent-
spricht n#mlich dem Strahl 44 von (A4) das Geradenpaar 4 M und 4 N,
so dass A? in 4;, einen Doppelpunkt hat und also ein Geradenpaar wird.

Wenn wir endlich noch annehmen, dass auch g, durch 4 geht, so folgt:

54. Besteht C* aus vier sich in einem Punkte schneidenden
Geraden g, g;959,, 80 zerfillt die erste Polare 4° eines
Punktes 4 einer derselben in diese und zwei andere
Geraden, die sich in 4 schneiden.

Wenn eine Curve (* einen dreifachen Punkt 4; hat, so kann man
deb dieselbe ersengf denken durch ein Strahlenbiischel 4(«...) und ein

-












244 Zur synthetischen Behandlung ete, Von Mir-

LT R e} R L DL LT L P PP PPy

P, nach P} oder, was dasselbe ist, auf der Polare - nf
conischen Polare %, nach /') liegen. Die coni
der coniechen Polare F?) von P, nach P2 zn-
der Polare von P, nach I*,. Diese fillt
nach /2, d. h. nach der conischen Polar:
bischen Polare /3 znsammen. in die gen:'
P, nach /3 und daher liegt P, auf .
auf P2, selbst, und hieraus folgt:
62, Liegt ein Punkt P, auf !
andern P, nach seiner |
auf der conischen P
kubischen Polare P
Man nennt die conische -

kubischen Polare P die co- w e wl o Lat.” eine
Liegt ein Punkt 7 - ~ Geraden zu Leitlinien
muss P, auf der coniscl: .
Diese Curve fHllt abher . - man durch Elimination ven «
zusammen und da al<
muss es auf P3 sell- — x (14 «) = 0;
63. Liegt ein!
P,, 80 liew - - H2e)=0
umgeke’ ~ = ler Geraden % ergiebt sich ganz

Denn livo
Py oder i

du;ch I, -2 _py2=0,

ge e!;.' .- die Doppelebenen der Involution
I‘.\ - Tliche zusammenhiingt.** Die z-Axe

ger n ’

der - e _' and :=—% reelle Gerade der

l""," .12 liegen auch ihre Cuspidalpunkte,

g 3 .

' + “vperbolischen Paraboloid ge-

- v *u Paaren gerader Linien vor~
Tyurkie des Paraboloids von bei
Taares gleichweit entfernt sinc—
T.-alenpaare bildet eine Rege™
¢ .. deren Erzeugenden auf d com
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Ueber das gleichseitige hyperbolische Paraboloid und
ein aus ihm abgeleitetes Strahlsystem.

Von

Dr. ARTHUR SCHOENFLIES -
in Berlin.

§ 1.

Der Ort aller Punkte des Raumes, welche von zwei windschiefen
yeraden gleichweit entfernt sind, ist bekanntlich ein gleichseitiges hyper-
rolisches Paraboloid. Sind n#mlich

z2—a=0, y—ax=0,

H z24+a=0, y+exr=0 :

die Gleichungen der beiden gegebenen Geraden g und %, so ist
az+ ¥ asxy 0

die Gleichung des betrachteten Ortes. Setzt man noch

- 2) z=@U+2)}, y=0E-2)W4 z=7

und

2
3 P L
4

% vermandelt sich die Gleichung des Paraboloids, wenn wir die Striche
bei den neuen Coordinaten wxeder weglassen, in

4 —yi=2pz. .

Die Gleichungen der beiden Geraden g und % sind in dem neuen

Coordinatensystem

5 z—a=0, y(l—a)—x(14+e)=0

. z4+a=0, y(l4+o«)—xz(1—a)=0.

Bie %igen unmittelbar, dass die Polarebene eines jeden beliebigen Punk-
“' P der Geraden g in Bezug auf das Paraboloid durch die Gerade 4

durchgeht, Darans folgt:
Yoaztt ¢ Masbematik o Phystk, XXILL, 4. 8
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Die Geraden g und A sind Polarlinien von einander in Bezug auf
das Paraboloid.

Die Aufgabe, zu einem gegebenen gleichseitigen Paraboloid die Ge-
raden g und % zu finden, lisst unendlich viele Lésungen zu. Zwischen
den gesuchten Gréssen a und « besteht nd#mlich nur die Gleichung 3),
daher existiren unendlich viele Geradenpaare der betrachteten Art. Da
diese Gleichung in a vom -ersten, in « vom zweiten Grade ist, so folgt,
dass durch jeden Punkt der z-Axe zwei Strahlen g, resp. % laufen,
welche sémmtlich die unendlich ferne Gerade der ry-Ebene schneiden,
in einem Punkte, welcher durch « bestimmt ist. Demnach geigt die
Gleichung 3), dass die Schnittpunkte der Geraden g, resp. » mit der
z-Axe eine einfache Punktreihe bilden, wihrend ihre Schnittpunkte mit
der unendlich fernen Geraden eine Involution von Punkten erzeugen.
Der Ort dieser Geraden ist daher, wie Cremona gezeigt hat,* eine
Regelfliiche dritter Ordnung, welche jene beiden Geraden zu Leitlinien
und die z-Axe zur Doppelgeraden hat.

Die Gleichung dieser Fléche findet man durch Elimination von «
aus den Gleichungen .

ap
=P yl—w)—z(144)=0;
man erhilt 1+ (1= ) ’
6) 2z(2*+y") +p(2*— ") =0

als den Ort der Geraden g; als Ort der Geraden % ergiebt sich ganz
dieselbe Fliche.
" Bringen wir die letzte Gleichung in die Form

(22 +p)2*+ (22 — p)y* =0,
go finden wir, dass =0 und y =0 die Doppelebenen der Involution
von Ebenen sind, welche mit der Fliche zusammenhingt.** Die z-Axe

ist nur gwischen den Punkten :=—‘;~ und z=—% reelle Gerade der
Fliche. In diesen beiden Punkten liegen auch ihre Cuspidalpunkte.
Demnach ergiebt sich:

Zu jedem gleichseitigen hyperbolischenp Paraboloid ge-
hort cine unendliche Menge von Paaren gerader Linien von
der Eigenechuft, dass alle Punkte des Paraboloids von bei-
den Geradem eines jeden Paares gleichweit entfernt sind.
Die Gesammtheit dieser Geradenpaare bildet eine Regel-
fliche B; vom dritten Grade, deren Erzeugenden auf der
Doppelgeraden senkrecht stehen. Je zwei Geraden eines
Paares sind Polarlinien von einander in Bezug auf das Pa-
raboloid.

* Atti del R. Istit. Lomb. Bd. 2, S. 201.
** Salmon, Apalyt. Geometrie des Raumes Bd. 2, 8. 316.
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§ 2.

Wir betrachten irgend eine beliebige Gerade g der Fliche R; und
eine der beiden Geradenschaaren des Paraboloids. Auf jeder dieser Ge-
raden giebt es einen Punkt, welcher von g den kiirzesten Abstand hat,
und dazu einen Strahl, welcher diesen Punkt mit dem entsprechenden
Punkte von g verbindet, der also die kiirzeste Entfernung beider Geraden
enthilt. Die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine Curve und die Ge-
sammtheit jener Strahlen eine geradlinige Fliche.

Um diese Gebilde zn untersuchen, stellen wir das gleichseitige Para-
boloid dar durch die Gleichungen

1) x

_utv _u—v uy

== V=3 =g,

Dann giebt u=const. das eine System der geraden Linien und v = const.
das andere. Die Gleichungen einer Geraden u sind

o
T3 g™
2) y—%':‘—%lru Rx’=“’+2psv
u
2z = Erl,
und die der Geraden ¢ -
1—a
x =
1
3) y = ';“r, R =2(14af),
° t—a=0.

Bezeichnen wir nun durch d die Entfernung des Punktes r =0 der
Geraden g vom Punkte r, =0 der Geraden u, durch r', resp. ', die
Abscissen derjenigen Punkte beider Geraden, welche den kiirzesten Ab-
stand von einander haben, so gelten folgende Gleichungen:*

Y r= m—zd—(ug) {cos(ud) cos(ug) — cos(gd)},

’

d
= ~ i (eg) {cos (g d) cos (ug) — cos(ud)},
und zwar ist in dem hier betrachteten Falle, wie sich ohne Miihe ergiebt,
mit Riicksicht auf Gleichung 3), § 1,
R R?

— — 1 — ind —_.3
cos(ug)=—a R’ sin®(ug) R3’

* Hesse, Analyt ¢ -

aqQe
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u ) au
deos(gd)=— —, dcos(ud)=—
G & =%
wo .
Tyt 2 o
5) Ri=ut+ i+
gesetzt ist. Daher wird
L u
6) r'=—,
7) ‘ r'l =0.

Die letzte Gleichung lehrt, dass r’;, von a und « ganz unabhingig
ist, d. h. der Werth von r', #ndert sich nicht, wenn wir g durch eine
andere Gerade der Fliiche R; ersetzen. Auf jeder Geraden u fallen also
die Punkte, welche von den einzelnen Geraden der Regelfiiche den kfir-
zesten Abstand haben, in einen einzigen zusammen. Seine Gleichungen

ergeben sich in der Form
. Cu

rT=g, y=£, 2=0.
Die Gesammtheit dieser Punkte bildet eine gerade Linie, n@mlich die
Gerade v=0. Analoge Resultate gelten fiir die Geraden o=const. Dem-
gemiiss ergiebt sich: |

Auf jeder Geraden des Paraboloids giebt es einen be- -!
stimmten Punkt, welcher zugleich von allen Geraden der
Fléche R; die kiirzeste Entfernung hat. Die Gesammtheit
dieser Punkte bildet fiir jede Regeltchaar des Paraboloids
eine gerade Linie, n#mlich fiir die Geraden u die Gerade
v=0, und fiir die Geraden v die Gerade u=20.

Seien nun «,, B,, p, die Richtungscosinus des Strahles s, der die
Punkte kiirzesten Abstandes auf g und einer Geraden u mit eigmder
verbindet, so ist

“=Q+u)£ : ﬁ__(l—a)u __ 2
'=""RR, ' M"T T "RR, ' N"TTRR;
und da die Gerade s durch den Punkt r, =0 auf m hindurchgeht, so
sind ihre Gleichungen
4 (14a)u u (1—a)u 2
8 =—3="%&, O Y"3 " &g, > ‘= FE

Elimipiren wir aus ihnen # und s, so erhalten wir die von den
Strahlen s gebildete Fliche, deren Erzeugungslinien also zugleich aaf g
und je einer Geraden u senkrecht stehen. Es ergiebt sich zun¥chst

(1—a)z+ (14 a)y—u=0,

x—y u
2 p

und hieraus
9 (—y)p+2[(1-e)z+(1+a)y]=0,
d. h. die Fliche ist wieder ein Paraboloid. Also folgt:







~
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durchgehen; diese Anzahl ist identisch mit der Anzahl der Werth'epure
u, v, welche sich aus den Gleichungen 2) ergeben, wenn wir in thnen
x, ¥, z durch x,, y,, z, ersetzen. Wir erhalten fiir ¥ und » die Gleich-
ungen

3) u=i,{(y,—¢;5Q+4-T1'1}’ v=;2{(y1—x1)9+4!hﬁ’:
4z, iz

d. h. es gehort im Allgemeinen zu jedem Werthepaare z,y, 2, auch nur
ein Werthepaar u, v, also geht auch pur ein Strahl durch einen beliebi-
gen Punkt des Raumes. Das Strahlsystem ist daher von der ersten Ord-
nung. Nur in dem Falle, dass zugleich

4) 2,=0 und «;,—y,=0
ist, wenn also der Punkt z,y,z, auf der durch dicse Gleichungen dar-
gestellten Geraden liegt, kann eine Ausnahme eintreten. Die Unter-
suchung dieses Falles kann einfach in folgender Weise gefilhrt werden.
Das Strahlsystem X wird gebildet von der Gesammtheit der im vorigen
Paragraphen, Gleichungen 8) und 9) erwiihnten Paraboloide. Suchen
wir nun diejenige Gerade s eines dieser Paraboloide, welche durch einen
bestimmten Punkt der Geraden 4) hindurchgeht, so haben wir in den
Gleichungen 8), § 2, nur u als constant zu betrachten; dann stellen sie
den verlangten Strahl s dar., Eliminiren wir nun aus ihnen « und s, so
erhalten wir den geometrischen Ort aller Strahlen von Z, welche durch
den Punkt x,y, 2z, hindurchgehen. Die sich ergebende Gleichung ist

5) (x—y)p+uz=0,
also gehen durch jeden Punkt der Geraden 4) unendlich viele Strahlen
des Strahlsystems, welche eine Ebene bilden. In ihr liegt auch die Ge-
rade 4) selber.

Die Classe des Systems, d. h. die Anzahl der Strahlen, welche in
einer beliebigen Ebene des Raumes liegen, wird gefunden, indem wir

- &, 9, z in die Gleichung einer beliebigen Ebene

@z +py+r:—96=0
einsetzen und die Bedingung aufstellen, dass die linke Seite fiir jeden
Werth von s, d. h. identisch verschwindet. Dies giebt fiir © und » die

" Gleichungen

6) u=4516| +_(_“|+p1)71_q v=4“nal—!f|+ﬁ|))’19
(e +6,)? ' (e, +6,)° ’
d. h. im Allgemeinen liegt in jeder Ebene des Raumes nur ein Strahl,
das Strahlsystem ist also von der ersten Classe. Eine Ausnahme kann
nur dann eintreten, wenn zugleich
7 o +p,=0, §,=0
oder

8 =0, f=0
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rade hindurchgeht, enthilt unendlich viele Strahlen, welche
sich in einem Punkte derselben schneiden.

Hieraus folgt, dass das Strahlsystem = mit demjenigen identisch ist,
welches Plicker a. a. O. § 68 behandelt.

Man kann auch umgekehrt aus dem Strahlsystem = das gleichseitige
Paraboloid ableiten; jeder Punkt der Geraden 2 —y =0, 2=0 kann
zum Scheitelpunkte desselben gewihlt werden.

Von den mit dem Strahlsystem verbundenen Flichen, welche Herr
Kummer in seiner oben erwiihnten Arbeit behandelt hat, gestatten auch
die Grenzflichen eine einfache Bebandlung. In der quadratischen Gleich-
ung, von deren Wurzeln sie abhiingen, wird ni#mlich der Coefficient des
mittleren Gliedes gleich Null, und daher gelingt ihre Bestimmung ohne
grosse Schwierigkeit. Sie sind vom sechsten Grade. Sie besitzen cine
vierfache Gerade £ —y =0, 2z=0 und eine Doppelgerade 2=0, t=0.
Sie konnen als das Erzeugniss zweier projectivischen Flichenbiischel
betrachtet werden, n#mlich einer Involution von Ebenen, deren Axe die
Gerade =0, z=0 ist, und eines Biischels von Flichen vierter Ord-
nung mit doppeltem Kegelschnitt. Dieser doppelte Kegelschnitt besteht
aus den beiden Geraden x —y=0, z=0, und =0, t=0.

Ebenso existirt ein analoges Strahlsystem Z, erster Ordnung und
erster Classe, gebildet von den Strahlen s;, welche aus der Regelschaar
v des urspriinglichen gleichseitigen Paraboloids entspringen. Die Gleich-
ungen der Geraden s, sind

v (14 ale
RR, v

2T
13) y+-;i=—(1;_1;')”sn R=v'42
]

2ap s
RR, 'V

l+a’pg’
z =—

Hier ist zu substituiren

14) (14 a)v=n0av, (1—e)v=ar, 2p=g,
so werden, mit Unterdriickung der Striche bei den neuen Variabeln, die
Gleichungen des Strahlsystems 2,

u——v u
4 ;/u2 +oitg’
u—v v
(7
q
Dasselbe besitzt ganz #hnliche Eigenschaften, wie das Strahlsystem 2.

An die Stelle der Geraden £—y =0, z=20 tritt dic Gerade a:+y_.
z=0,

T =

15) y=—

zZ=
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u+v =t
geniigen, was stets bewirkt werden kann. Sie zeigen, dass die Grissen
u, —vo, — ¢ den Richtungscosinus proportional sind. Der Proportionali-
tétsfactor bestimmt sich durch den Punkt der Geraden x — y =0, z=0,
in welchem sie von dem Strahl getroffen wird. — Nur in dem Falle, dass
A=y ist, kénnte es scheinen, als ob die Gleichungen 4) nicht befrie-
digt werden konnten. In diesem Falle ist aber die Gerade 3) parallel:
zitx —y=0, 2=0, d. h. sie geht durch den unendlich fernen Punkt
derselben, und man hat, um die Gleichungen 4) zu erfiillen, u einen
positiven, v einen negativen unendlich grossen Werth zu geben.

Der betrachtete Strahlencomplex ist von der ersten Ordnung und
von der ersten Classe. Denn alle Strahlen, welche durch einen beliebi-
gen Punkt P des Raumes gehen, bilden eine Ebene, welche den Punkt
P und die Gerade a —y=0, z=0 enthilt. Ferner giebt es in jeder
Ebene unendlich viele Strahlen, die simmtlich durch ibren Schnittpunkt @
mit der Geraden x—y =0, z=0 hindurchgehen. Demnach ergiebt sich:

Die Gesammtheit der Strahlsysteme =, welche aus den
Fldchenschaaren entspringen, die durch Gleichung 1) und
2) dargestellt sind, erzeugt einen Strahlencomplex erster
Ordnung und erster Classe. Er wird von séimmtlichen Strah-
len des Raumes gebildet, welche die Gerade s —y=0, 2=0
schneiden.

Dieser Complex ist identisch mit demjenigen, welchen Pliicker
a. a. 0. § 45 behandelt hat.

Ebenso existirt ein Complex, gebildet von den Strahblsystemen Z,;
er enthdlt simmtliche Strahlen des Raumes, welche die Gerade z+y =0,
z =0 schneiden.

Beide Complexe haben ein Strahlsystem nullter Ordnung und erster
Classe gemein, n&mlich alle 8trahlen, welche zugleich die Gerade x—y=0,
2=0 und x4 y=0, 2= 0 schneiden, d. b. alle geraden Linien der xy-
Ebene. Diese beiden Geraden sind die Directricen desselben. Das
Strahlsystem ist sowohl unter den Systemen Z, als auch unter den Syste-
men 2, ganz enthalten; es entspricht dem Falle p =0, in welchem das
Paraboloid in zwei zu einander senkrechte Ebenen,  —y=0 und x4y
=0, zerfillt.

4) / Ur—v:—g=A:p:v,
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eines beliebigen Punktes des Kegelschnittes von einem Brennpunkte und
der zugehdrigen Leitlinie stehen.

2. Wenn g eine beliebige Tangente des Kegelschnittes und G deren
Schnittpunkt mit ¥, so hat man
(Ug)
sin(gu) (Mg)
sin(Ug)
sin(gu) sin (JTE)
3. Es sei 4 der Beriibrungspunkt einer beliebigen Tangente g,
G deren Schnittpunkt mit «, ¢(4) der (ebene oder sphdrische) Kriim-
mungshalbmesser des Kegelschnittes im Punkte 4. Dann ist
e(4).(M6)
(467
| 9o(4).sin (MG
sin(4G)3
Ein specieller Fall ergiebt sich, wenn u eine Tangente des Kegel-
schnittes ist. Es sei dann ¢(U) der Kriimmungshalbmesser in ihrem
Beriihrungspunkte U. Dann ist
e(4).(UG)
(46p°

in der Ebene = const.

auf der Kugel = consl,

in der Ebene = consl,,

auf der Kuge = const,

= const, = ¢ (U)

oder auf der Kugel
lgo(A) sin(UG)®
sin(dG)3

e(A) _(46) und tgo(d) _ sin(4G)P
o(U) (UG) ge(U) sin(UG)’

= const. = lgo(U)

oder

d. h.:
wDie Kriimmungshalbmesser in zwei beliebigen Punkten 4 und U

eines ebenen Kegelschnittes verhalten sich wie die dritten Potenzen
der Abschnitte (46) und (UG) der in 4 und U an den Kegelschnitt
gezogenen Tangenten * '

und:
»In jedem sphirischen Kegelschnitte verhalten sich die trigono-

metrischen Tangenten der Kriimmungshalbmesser in zwei beliebigen
Punkten 4 und U wie die dritten Potenzen der Sinus der Abschnitte
(4G) und (UG) von den in 4 und U ap den Kegelschnitt gezogenen
Tangenten.*

4. Satz 3 kann als ein specieller Fall des folgenden angesehen
werden.

4,, 4y, A; sind drei beliebige Punkte des Kegelschnittes &7; g,, g5, g5
die Verbindungslinien der drei Punkte; G,, G,, G, die Schnittpunkte von
911 03y 95 mit u; endlich ist of 4 - »ser des um das Dreieck
A, 4,45 beschriebenen K:
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15. Dasjenige Stiick einer verinderlichen Tangente von X, welches
zwischen zwei feste Tangenten desselben Kegelschnittes filit, wird von
U aus auf u projicirt. Die Projection erscheint dann, von M aus gesehes,
unter constantem Winkel. (Gilt ebenfalls fiir die Ebene wie fir die
Kugel.)

16. Durch einen festen Punkt 4 zieht man eine verinderliche Se-
cante, welche den Kegelschnitt in 4, und 4; schneidet. Man verbindet
A, und A; mit U durch zwei Geraden, welche v in G, und G, treffen.
Endlich sei B der Schnittpunkt von U4 mit u. Es findet die Gleich-
ung statt

(BHMG)  (BMGy)
iy D) .19 D)
“17. Gegeben eine beliebige Gerade g, welche X nicht schneidet.
Von einem beliebigen Punkte 4 derselben zieht man an den Kegelschnitt
die Tangenten g, und g,. &, G, und G, sind die Schnittpunkte von »
mit g, g, und g;. Das Product
(CHE)  (EMC,)
g D) g D)
ist alsdann unabhéngig von der Lage des Punktes 4 auf g.

= const,

18. Man hat ein System von » Punkten 4,, 4;, ... 4a, welche eine
solche Lage zu U und u besitzen, dass fiir jede beliebige durch U ge-
zogene Gerade ! die Gleichung stattfindet

J)
1 =
A, n) 0

sn(4l)
sin(du)

Wenn nun g eine veriinderliche Tangente des Kegelschnittes ist,
welche « in G trifft, so hat man die Beziehung

(4,9) 1 _
2[(Alu_)]'sin(gu)(MG)—cons"’ . .

oder auf der Kugel

auf der Kugel dégegen
z[sin (Alg)] 1

sin(A,u) )" sin(gu) sin(MG) = consl.

19. Bei derselben Annahme, wie im vorhergehenden Satze, sei P
ein verdnderlicher Punkt des Kegelschnittes, von welchem aus man die
Punkte 4,, 4;,... 4, auf die Gerade u nach G, G,, ... Go projicirt.
Die Summe

(P4,)*(MC,)?
(4w (PG

oder auf der Kugel ,
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wo p den am Orte 2yz des Punktes herrschenden Druck, uvw die Ge-
schwindigkeitscomponenten des Punktes bedenten.

Ferner ist jener Stoff eine homogene incompressible Flissigkeit. Es
ergiebt sich dadurch die Bedingung

o
2) + + —0 oder dp— +ay’ a:;
fiir alle Pnnkte des Raumes ausserhalb der Atome.

Die Bedingung, der p innerhalb des vom ponderablen Stoﬂ'e erfiill-
ten Raumes zu geniigen hat, muss man auf verschiedenem Wege ableiten,
je nachdem man sich die ponderablen Massen in discreten, verschwin-
dend kleinen Kérpern concentrirt oder stetig zusammenhingend denkt.
Bei Zugrundelegung der ersteren atomistischen Annahme umschliesse man
jedes Atom durch eine kleine Fliche, deren innere Normale n die Win-
kel «fy mit den Coordinatenrichtungen bilde. Durch das Oberflichen- -
clement ds der Fliche tritt wihrend der Zeiteinheit die Fliissigkeitsmenge

[(u—2x)cosa + (0—y') cos B + (w—2") cosy] ds
ins Innere ein, wenn z'y’z’ die Geschwindigkeitscomponenten des Atoms
bedeuten und man die Dichtigkeit der homogenen Fliissigkeit gleich 1
setzt. Da a'y’z’ fiir alle Elemente der umschliessenden Fliche constant
und, die Integrationen iiber die ganze Fliéche erstreckt,

fcosa.ds=0, cosB.ds=0, Jcosy.ds=0

ist, so stromt ins Innere der Fliiche in der Zeiteinheit

ﬁu cosa + v cosf + w cosy) ds——[apds

und der Riemann'schen Hypothese zufolge darf man setzen

op ,
—fa—nds—‘lnm,

mit m die Masse des umschlossenen Atoms bezeichnet. Hieraus folgt aber
bekanntlich .

fdp.d:: 4m,

wenn diese Integration iiber das von der Fliche umschlosscne Volum
erstreckt wird. Letztere Gleichung bleibt bestehen, wie klein auch die
Flidche sei, und liefert daher fiir den Fall, dass m in cinem Punkte con-
centrirt ist, fiir diesen die Bedingung
3) dp=4nm,

Bei der Annahme stetiger Erfiillung des Raumes durch die pon-
derable Masse findet sich die Fliissigkeitsmenge, die in ein mit der pon-
derablen Masse m erfﬂlltes Raumelement tritt, ebenfalls gleich

3.1:+ + —Ap=41rm.
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ro s

Die (;rgiiuzende Bearbeitung fiir die frilhere Zeit behilt sich die
Gesellschaft vor, eventuell zum Gegenstand einer spiéiteren Preisbewer-
bung zu machen.” Preis 700 Mark.

)

Die anonym einzureichenden Bewerbungsschriften sind, wo nicht die
Gesellschaft im besondern Falle ausdriicklich den Gebrauch einer andern
Sprache gestattet, in deutscher, lateinischer oder franzésischer
Sprache zu verfassen, miissen deutlich geschrieben und paginirt, ferner
mit einem Motto versehen und von einem versiegelten Couvert begleitet

seiu, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trigt, inwendig dem |
Namen und Wohuort des Verfassers angiebt. Die Zeit der Einsendung |

endet mit dem 30. November des angegebenen Jahres, und die
Zusendung ist an den-Secretir der Gesellschaft (fiir das Jahr 1878 Pro-
fessor der Geschichte Dr. Georg Voigt) zu richten. Die Resultate der
Priifang der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger Zeitung
im Mirz. oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht.

Die gekronten Bewerbungsschriften werden Eigenthum der Gesellschaft.

e
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—at’
und erhalten, wenn wir die Striche bei den neuen Coordinaten wieder
weglassen, seine Gleichung in der Form

z=x+a y=y'cos®—2sin®, z=y'sind+4 2'cosd®

3) Az Blys — (38 =1
und als Gleichungen der Geraden g und %
) 24220, y—az—(+anyo=0,
5) 3—'+m=0, ytaz—(z—ay)yd=0,
wenn die Werthe 4%, B3, C%, & durch folgende Gleichungen bestimmt sind:
A2=(1;p)’
6) 2ad
l—l’ 2ai
2
b= 2«1 §I+V*+ (l-l-a’t(l—l‘))*
1—1* 2al }
7 T 2a). t }/H' A+e)1— z'))
2 14w
V=T :

Die oben erwihnte Relation ergiebt sich unmittelbar aus den Gleich-

ungen 6); sie lautet:
8) A2 =B — C3

Ferner zeigen die Gleichungen 4) und 5), dass von den beiden Ge-
raden g und 4 die eine die Polargerade der andern in Besug
auf das Hyperboloid ist.

Die durch den Mittelpunkt gehenden Ebenen der Kreisschnitte haben

_ fiir unsere Fliche die Glelchungen

9) Cy—Bz-O Cy+ Bz=0;
daraus folgt, dass die Kreisschnitte auf je einer der beiden Asymptoterugy,
des Hauptschnittes der yz-Ebene senkrecht stehen.
Ferner zeigen die Gleichungen 6), dass das Verhiltniss der Grdsse~gy
4% B2 C? von a, d.h. von dem kiirzesten Abstande der beiden Gerades gy
g und %, unabhiingig ist. Setzt man nun a =0, so verwandeln sich diegg
Geraden in zwei zu ihnen parallele Geraden g’ und #’, welche durch dexm
Mittelpunkt des Hyperboloids gehen. Dieses selbst aber wird dadurel
zu dem Kegel
A2 4 By — (3:2=0,
d h. es geht in seinen eigenen Asymptotenkegel tiber. Folglich kann
der Asymptotenkegel unseres Hyperboloids als der Ort aller Punkte des
Raumes betrachtet werden, deren Entfernungen von den Geraden g’ und
4" ebenfalls das constante Verhdltniss A hesitzen.
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i .sache Linien y=0,
licht worden.® Aus der a. a. O. behandelten ™, ,ngende; diese gehen

drei neue Functionen o,(u), 0;(x), 6(¥) * ,, der x-Axe und liegen
J,,A durch die z-Axe gehen-

‘1(")'? L

7 o (w)=" ”r der Curven C,.
v # Gerade der Fliche R; und u eine Ge-
” r:':,';men eine dritte Gerade s, welche durch
»

and swar bm , ,.nf g und u hindurchgeht, die den kiirze-
' v 7 paben. Bewegt sich u auf dem Hyperboloid,

‘u

g; (e ¥, beschreibt die Gerade s eine geradlinige Fliche;
. ~ gyshlen, welche zugleich auf g und je einer Ge-
in welchen .-  w senkrecht stehen. Ebenso beschreibt der Punkt

folge be’ e ' den ganzen oder theilweisen Durchschnitt des
w -~ ‘gﬁ' jemer geradlinigen Fliche ausmacht.
10 7 gebilde zu untersuchen, drticken wir das Hyperboloid
' [/ ﬂ:"’: Gleichungen aus:

d.,,gtf 1—u'v v ¢ u—v

: it e T A R
atlich w'=consl. die eine Schaar der geraden Linien liefert und
o ottt die andere. Setzen wir nun
'ﬁ ’
’ W=u, = v,
2) 14’y
50 wird ] 2
3) 4z=1—2uv, By=u+(1—u®)o, Cz=u—(14u®)v.
pie Richtungscosinus der Geraden u seien a,, B, », so findet sich
2u 1—u8 14 u?
4 “=~ar AR n="Tcr>

and swar ist unter Anwendung der § 1, Gleichung 10) eingefiihrten
Beseichnungen

5) Lr=ef(1414) + 2(e*+¢)ud.
Demnach lassen sich die Gleichungen der Geraden u auch folgendermas-
sen schreiben:

— 2
6) Ax=l—2iur,, Byéu+13u re Cz=u—1-;u r,.

Die Gleichungen der Geraden g seien wieder [§ 3, 1)]
7) dz+Ai=0, y=Ppr, z=yr,
wo i, B, y die Gleichung § 3, 2) befriedigen miissen.
Den Strahl s, welcher die beiden Punkte kiirzesten Abstandes U
und & mitcinander verbindet, bestimmen wir auf folgende Weise. Es
sollen jetzt r, r, die Abscissen dieser beiden Punkte bedeuten, und d
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ot rrrrns

‘ernung des Punktes r=0 der Geraden g vom Punkte r,=0
‘en u, 8o gelten folgende Gleichungen:*

»

n= sm’(u 9) {cos (g d) cos(ug) — cos(ud){,

L N =—sin,—(!—w-j!cos(ud)cos(ug)—cos(gd)!.
« nun noch
v _ B_v_
9) BYte¢=™ BT¢=™
Bir_, B_2_,
¢ B ! C B !
10) 2:’_'3=6’,

so ergiebt sich
dcos(gd)= mu,

deos(ud) = —;—; (%—:' +eted+ e,’u’) ,

n — mu? R?
cos(ug) = R ) sint (“9) = R’ ’

wo
Ri=p*+ 8 (p*+ ¢ u* + *ut

ist. Demnach ergeben sich, wenn wir die gefundenen Werthe in die

Gleichungen 8) einsetzen und noch folgende Bezeichnungen einfiihren:

i ll) me,’+n(e’-|-_el’+3—:)=k, ne,3+m(ei+el _.2_1 =1,

F die gesuchten Grissen r, r, nach einigen Veremfachungen in der Form
12) R’(A’ -}5’(p’+q’)+g’u’)
13) r=gi (k <+ 1u®).

Setzen wir nun diesen Werth von r, in die Gleichungen 6) ein, so er-
halten wir die Coordinaten des Punktes U der Geraden u, welcher von
g die kilrzeste Entfernung hat; es ergiebt sich, wenn wir noch

P=P =0, {R(P+)=N, =N

A
setzen, Y P— 9 Mut— Qub '
r= P4+ 2Nut+4 Qut !
P4+M+4N—(M—N—Q)u

15) By= P+2Ni+ 0wt
o PmH—N—(H—N+0)u*

= T PFINEF 0l

» Hess o, Analyt. Geometrie des Raumes, 2. Aufl,, 8. 16.
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rrrvvs s s s

Betrachten wir nun u in-diesen Gleichungen als variabel, so durch-
lduft der Punkt U die Geradenschaar u des Hyperboloids; daher stellen
dieselben die im Eingang des Paragraphen erwihnte Curve dar. Da sich
ihre Coordinaten als rationale Functionen eines Parameters ergeben, so
folgt, dass die Punkte der Gersdenschaar u, welche von gden °
kiirzesten Abstand besitzen, eine Curve C, vierter Ordnung
und zweiter Gattung bilden. Die Geraden u reprisentiren die-
jenige Regelschaar des Hyperboloids, welche von C; nur je einmal geschnit-
ten wird; dagegen hat jede Gerade v drei Punkte mit C, gemein.

Es giebt zwei Punkte des Hyperboloids, niimlich seine Schnittpunkte
mit der x-Axe, durch welche alle diese Curven C, hindurchgehen. Es
sind dies diejenigen beiden Punkte, welche fiir jede Curve den Werthen
#=0 und u= o entsprechen.

Die Coefficienten M, N, P, 0, welche die Curven C, bestimmen,
hingen ausser von den Hauptaxen des Hyperboloids von 1, 8, y, d. h.
von der Geraden g der Fliche B; ab. Diese Curven werden sich daher
im Allgemeinen mit der Geraden g &ndern; es entsteht jedoch die Frage,
ob vielleicht zu mehreren Geraden g eine und dieselbe Curve C, gehdort.
Dies wird fiir diejenigen Geraden der Fall sein, welche fiir alle Werthe

r. .
von u denselben Werth von 3} liefern. Nun ist mit Benutzung der

R
Bezeichnungen 14)

r

f .

M+N+0u
, RT"Promad+ 0w’
ferner gehtre zur Geraden g’ der Werth r’; und es sei-
r—"=u M4 N4 0t
R P4 2N+ Qu?’
so ist zu untersuchen, ob sich die Grossen M, N, P, 0, M', N’, P’, ¢
8o bestimmen lassen, dass fiir alle Werthe von u die Gleichung

r, r
| 7=
besteht. Als Bedingungen ergeben sich die drei Gleichungen
(M4 N)P—(M'+N)P=0,
17) QP — PO+ 2(MN' —M'N)=0,
(M—N)0'— (M —N)Q=0. .
Ersetzen wir in ihnen N und N’ nach 14) durch 2, 0, P, (', so gehen
e . MP — PM'+ 18 (0P — PQ)=0,
18) B (M(P+0)— M (P+0))+ 0P — PO'=0,
MO — 0N+ 38 (QP—PQ)=0
-. Jetst multipliciren wir die erste und dritte derselben mit &%, die

t — 1, und addiren sie, so erbalten wir
o
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Fiir gwei solche Geraden g und g’ ergiebt sich noch, dass

sin*(ug) P+ 2Nui4 Qut. .
sinf(ug) . P4+ 2N ut4 Q'
oder .

ist, d. b. die Sinus der Winkel, welche irgend eine Gerade des Hyper-
boloids mit der Fliiche R, bildet, besitzen ein constantes VerhXltniss,
welches dem constanten Verh#ltniss der Entfernungen gleich ist.

Wir bemerken schliesslich, dass die fiir die Geraden u gefundenen

Gleichungen in die entsprechenden fiir die Geraden v ilbergehen, wenm

man % in » verwandelt und m mit n, p mit ¢ vertauscht.

§5. Die Fliche B, der kiirsesten Abstinde.

Um die Fliche zu untersuchen, welche von den Geraden s gebildet )
wird, deren Erzeugungslinien also die Punkte kiirzesten Abstandes G und |

U mit einander verbinden, bestimmen wir jeden Strahl s darch seine
Richtungscosinus oy, f,, 7, und seinen Schnittpunkt mit der Geraden g.
Dies ist der Punkt, welcher dem Werthe » [Gleichung 13), § 4] ent-
spricht; daher sind die Gleichungen des Strahles s

A
1) T+ =S, y=pr+Bys, z=yr+ps

Aus ihnen ergiebt sich die Gleichung der gesuchten Fliche durch Eli-
mination von # und s. Dieselbe lisst sich ausfilhren, ohne dass es n3-
thig wire, die Grissen ay, f;, 73 zu berechnen. Weil néimlich der Strahl
s auf u und g senkrecht steht, so gelten die beiden Relationen

2) aqae+BB+71:=0, BB+rr=0.

o ek lean

Multipliciren wir daher die Gleichungt;n 1) mit ay, §,, y,, resp. mit B,y

und addiren sie, so erbalten wir

A
3) a(a+ 2+ 8.9+ r,2= 88+ 770,
4) By+yz=r,
d. h. zwei Gleichungen, welche nur noch-die Griésse u enthalten. Aus
ihnen bilden wir noch die Gleichung

.
5) o (x4 2) + By + 12 = BB, +77) By +72)
und machen nunmehr folgende Substitution: .
6) x+%=§, y=ru+pL, z=yf{—pn,

aladann verwandeln sich die beiden Gleichungen 4) und 5) in
§—r=0, i+ @pfh—06nIn=0
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Umgekehrt hat nach der Definition des Herrn Schroeter die Gleich-
wg des Hyperboloids jedenfalls die Form

AL VBB =cC B
uwd es muss moglich sein, diese Gleichung fiir unendlich viele Werthe
voo g und v in

A+ uB? B—pd) CH+vDF (D—vC)
2 1-:-‘;’) +b"(_1 '-t-‘;’) =est 1-:-”#) +d 1+‘:,2)

Gbersufihren, so dass beide Seiten der Gleichungen gesondert in einan-
der fibergehen. Diese Forderung aber kann, wie sich leicht ergiebt, nur
' uanter der Bedingung
d=al=0P=b3 S=cl=d"=dp
erfillt werden, d. h. die Gleichung des Hyperboloids ist
A 4 B =22(C24 DY)
Hiermit ist die Identitidt beider Definitionen erwiesen.

Die zweite von Herrn Schroeter ebenfalls als charakteristisch an-
gefiibrte Eigenschaft des Hyperboloids, dass es sich durch zwei projec-
tivische Ebenenbtischel erzeugen l4sst, deren entsprechende Ebenen senk-
recht auf einander stehen, ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung

A 4 B’y’ —C%0=1

und der Relation )
A3 = B3 — (8,

Solcher Paare von Ebenenbtischeln existiren zwei, niimlich

By—Cz—p(1— Ax)=0, By+_Cz—-.%(l.+Ax)=0,

By—Cz—u(l4+42)=0, Ry+0z—i—(l—-.4x)=0.

Ganz analoge Betrachtungen lassen sich tiber das gleichseitige hyper-
bolische Paraboloid anstellen.

Zeitoakrift £ Matbematik u, Physik, XXI11, 5, n
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Ueber die Bedingungen der Aggregatzustandsverinderung.

Von
Prof. Dr. W. C. WIiTTWER
1 ) \tegoubug

n welnar Abbandlung L Usber die Art der Beweguag, welche wir
Watme wennen,* Mde ich die Priscipien angegeben, anf welchea die
Verdndanng dea Aggropatswstandes der Kizper berubt, uad gleichaeitig
Wabe ik aut X 176 als Beispiel eiwe Gleichang vom vierten Grade mit
willkiativh gowahlton Coastanten angegeden. um die Art. wie die Ag-
FIogatewtav davednderangen 3w Nande kvmmen. zz zeigen. Im Nach-
stobondon will ioh Hese willkixlich gewihize Gleichang mit solchen ver-
taniobon . Jie aws Jden an veewhiedesen Kirpern gemmchten Bevbach-
Wugew abgelvites yurdes, we wmit ibrer Hire iz zeigen. dass bei
bostmive Uvwporasuren eine Verdnderung jes Aggremacustndes an-
anbluiblich sei.  ie Boweidilitrung dieibt im Xlgemeinen -He ndmbche,
Jie ich i Jer odomerwdhaten Addamdlung wibite. and iie worgemum-
weucn \ewdoruagen sind sundehst i Dntorewsw lor grdaeren Allgemein-
hoit guwmahs woniea.

Mo Gleichgewichinnge dec Aowdrritt iann nn. wean e Krite,
watile o awel demeibun clbaanider s wndbern ner ste von sinamder am
cdliarnol sEreduny. WG i wdva,

Nine Antabesang  dor Ao verarsaam ler rmes der Last, der
‘W Nasdedvdvanen uit > weicnavs weolen il Sone Wirkonyg ist on-
AADAE vk e Yoimen  wer e \ivenitstans  ies Sorpens.  demm
lemaya sif Me Slslvied D b UYilmder il venscneovarem Deelal
GiDGUNIANOMIYIE, SEICING  RIBITEY MR il wWHWer  \dQeivuuses  werden
soil, su '8¢ ler vem led Lait Qe Flacnvocituct er wdem Seite dew
Deitpis. aiigoadte Jrusik wedoudBgig, idveu, ¢ ier Jecsri mear dex
AN Wl suGRNEGVONR Wit D le agesundswene KOrper —

mn dntndad XVl 3












o TlaETEIAR VL oS = oae o=, rfelt
- - = v
z ’ —-E—‘." 4—2—n!'.‘+... ,
TR RO s1ir. = seudir maa e mitlere Wirkung in der
e =he
2 B
s b == -5 — .. ).
2
tee o sgrzer ot Vapese v 4. o2 1nd @ wird hierauf
3 - - - [
1 -
- = 1 N ﬂ
- - . ' - ) ) ow—"2
T e (" -1 'l'-n—‘l'ar""‘-*— )+]
¢ penctany  der Forwein 10 and 29) zeigt, dass darch die
~- v actoarn atv CieanXung cines Theilchens auf ein anderes sich in

x Y se sinetneaass s der ursprioglichen Wirkung noch eine wei-
St vnoe e QJuadrate der Geschwindigkeit, mit der die Gleich-
oY UINBRY AN witd, direct. der dritten Potenz der Entfernung
(gl Cnetestonal st o der sich aber ansserdem, wenn g, y, ...
st steniuhiangt werden didrfen, noch die urspriingliche, d. h. die bei
Wcenaamic satiiudende Norm gewissermassen abspiegelt.  Fiir

ML)
>

J g . .
ww i daes e Greesen T ‘L. als verschwindend klein betrach-

»
Ca waantad WNEEIEE L Wt

AW &5
W i, |"14. ';:-'_‘lli +)
veoatehenden Revhaueg liegt die Vorasssetzung zu Grunde,
e otn wiawiigende Uheticken von Hohlkugeln umgeben sei, iiber
we e e Mase ader abigen Uheilehen continuirlich ausgebreitet ist.
Al Foige dicact Annabwe ist, dass fir n=2 die Hauptglieder
TR voraciwndon, weil ste den Factor n —2 enthalten. Es lisst
Cov unn atodings el leiei cinschen, dass. wenn die Bedingung der
W bengen Vendherig uber cine Hoblkugel nicht erfiillt ist, auch
G e annnen Gisaacn uweht verschwinden werden; doch halte ich es
alidiaeeg, cine beseudere Art der Aremvertheilung unter der
N e b wakeade N:sat dem Quadrat der Entfernung um-
WAL sl e wedho ener uwiheren Priitung zu unterziehen.
) bev ben Dwtaten und Jden tieprbaren Flussigkeiten, wenn auch bei
ht cen vpllorcme mehy ohme Ausushwe. muss die Gruppirung der
T Choilohan boagghch dueier au’ cinander senkrechter Axen eine
denwn wenn ddesve wwht der Fall wire, so wiirde auch die
sluug wach dew vetschicdezen Richrungen verschieden aus-
lwun  wiedw e Uoppeitbrechung des Lichtes bewirken
v (aavn ab viue L’o} peitbrechuag uicht vorhanden und
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Gruppen zu bilden sind, weil dem Anwachsen der Zahl der Theilche
in den grosseren Kugeln bereits durch die Einfiihrung von -2 Bechnnn/
getragen ist. Der Ausdruck unter den eckigen Klammern in 33) ist

jedenfalls positiv, denn sonst wire die vorausgesetzte Atomgruppirung

keine solche des Gleichgewichts. Setzt man den Coefficienten von a*in

33) gleich 2y, so wird analog der Gleichung 13)

iz

und daraus
35) Vieyi=yat

Der grisste Werth von &, bei dem V=0 wird, ist

4
36) @y = }/%3.

Wird statt +® in 35) sein Werth %'%2 gesetzt, 8o wird
37) ol= ———ax=x‘ .
hd
] Vl/ -5

v3 .
In dieser Gleichung ist nun == cos?® }/— zu setzen und es wird dann

== 1/4;’"‘\/‘]/ sinds

=3 1+%+rh+,m+ );.,

38)
4viy’

wenn 4 gleich der Summe der Reihe gesetzt wird,

Die nach dem Radius gerichtete Componirende der Wirkung, welche
das schwingende Theilchen seinerseits von den Punkten + x aus auf ein
dusseres Theilchen ausiibt, dessen Radius mit der X-Axe den Winkel y
macht, ist angegeben durch ( |

a(r + x cosy
39) = (r* + 2rax cosy 4 a%)™’
Da das Theilchen nun, wie vorausgesetzt, abwechselnd in der X-, ¥-
- und Z-Axe sich bewegt, so wird die in der Richtung des Radius thXtige
Componirende der Wirkung in den Fillen, dass das Theilchen sich in

1y und + z befindet, ausgedriickt durch
—a(r + ycosx) -—a(r+zcosl)
(T + 2rycosx+ yt)n un (7 & 2rzcosy+ F)h
Wird nun x=y=12 gesetzt und in Reihen entwickelt, so wird nach
Addition sdmmtlicher sechs Fille
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B e e e

49) ”;:.-(ﬂ.,.ér_:_L ,
wobei
a B
;;+'; +...=4M,
w1 .
16zn =4,
| =,
o4+l o\e=2
l+(n+l—n')r;:—i"a-r‘"-'-"':L

poeotst avin soll.  Ausserdem scoll versuchsweise r als der absoluten Tem-
povatur gleich gosetat werden. Es ist dieses zur Zeit eine willkiirliche An-
waline, doten Richtigkeit oder. weno man will, Genauigkeit der Vergleich-
ung dev Resultate vou Rechunug und Beobachtung iberlassen bleiben mag.

Wonden wun die verschisdenen zwischen awei Moleculen thitigen
Ridlte suraimengeucwmen, so hat man den Luftdruck p und den Aether-
dinek .42, welche die Molecule einander zu ndhern suchen, wihrend die

g

Muleculnithatigkeit W, die durch die Temperaturwirkung AT"L verstirkt

et, div Moleenle vou cinander entfernen wiirde. Fiir den Gleichgewichts-

suatnid wnas o
° p+.4r—.'—"'=0'

]

s
i N—p—dr) — =0
W \N—p— dr A,L-{»r ()
wloy
W FMV4c=0

wonin.  Avndeit sich ¢ um fe. so Xndert sich 7 um Sr und 47) geht
tWhay tn
IN) EOF MO e B DS e Sr=0.
Wind ey Bintnehholt wegen tie £, £70) .0 a0 B, oo, 1, my, fiir dr
alint 1 pesctet, we wind
m mat it Y it bar 4 1:=0.
Ipen Clelshing outapricht genau der Gleichung 76) in meiner Abhand-
T o Aleber die Art der Bewegung u.s. wo'. Es ist nur in der gegen-
wintipen laiehang die Ableitung insofern eice allgemeinere, als ich
lnatiglieh ey gogonsvitigen Binwitkung der Molecule weiter gar Nichts
vibnionntel habe, ala dass dicselbe etce Fuaction der Entfernung sei.
Anunoidiin habe il atatt einer bestiwmten Ricktung der Schwingungen
vitanugenntat, dues lotatere iu allen wdglicken Richtungen vor sich geben
knurn, wae wonigeteus bei dea niche kry staliisirten Korpern der Natur
Altrpreehon dietve
4 # grome gewug, @ kano tr die jeweiligen Werthe von ¢
Yon & mit cutaprochonder Genanigheit bestimmt werden. Wird -
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‘wrmen Kew U0 p2- ATxr3rI koche Vergleicht man den berechne-
‘va Neivouns: P54’ mic iem becbachteten 78,4°% so ist allerdings
nge svvsee Dtiferens wciaxien: nman kann sich aber dem Beobachtungs-
vemitae wher.

Vonivn ile Tevdwedrzagen vor 23% 50° und 75° zur Bestimmung
we Dusmunren vwewwndee s ezidl: man die Gleichung

32 NS, T of - S334 18— 2005,223 1 4+ 41 = 0.
Wod stesy Siewteng zac2 & szd St differentiirt und aai:=0 gesetst,
< SteUT e
kX3 2= ANSHT2xr — 0,00941203 =0,
and inmas wewt soy 8, Jawe x bei 0,07370231 einen extremen Werth
MOnit. worsies el Jaxs Jer Siedepunkt zu 127,656° ergiebt, welcher
swaaet dewr Sevdecitzagicesaa: schou bedeutend genihert ist. ’

Wonicn ire Sevdacdczagen 13, 307 45°% 60° und 75° zusammen-
eumuey . w0 et mas g Gleichung
) o TRSILTRNS - 10T + 339195,05° + 2515,6120

N — 2880,396 2 + 47 =0. :
Wit wind & tusagindr, wean Jv=115366°% und der berechnete Siede-
punks dai weh alwe dem bevbachteten abermals genihert.

Nx Junrte puw wehl die Erwartung berechtigt sein, dass bei Fort-
svianng dvs Verdadwas Rechuung und Beobachtung endlich zusammen-
Attew . devd iss der Grad dee bierzu nithigen Gleichung wobl ein ziem-
o holars teh habde Austand gencmmen, in der Rechnung weiter zu
sehoa, weil ich furchiete, dass die unvermeidlichen Fehler der Beobach-
vauug dnn Nowwlgmt am Fude sebr traglich machen wiirden.

| TOREATRE TN ua‘h‘:hnlg der Be\-bachtuugen 20“, 400, 60° und 75°
crqiede weh e Glechang

ANV RINGNAYN &t RN Lt - Q300 4 2886,203 1 — Je=0.
e Wlachung giedt Reinen Siedepunkt, denn sie hat keinen grssten
Wath vew 7y

e when angeaedencr Velumina des Alkohols sind das Mittel aus
L Ruaba hunguehen  Par 7)Y erhielt Kepp 1,09956, 1,08971 und
OB Neseen wit den Fall, letstere Beobachtang sei die einzige und
co wenbat et i e Wdigen Beohachtangen von 207, 40° und 60° com-
Lantae, e \u“l\“\b aeh e \:‘\‘l\‘h!l‘.\s

WO AT TR Gt e Te x4+ 2804301 r — A7 =0,
wml Awe b baechues wed der Riedepunke des Alkohols zu 120,86°.
AU Ahewer, Bt weleda das lwsgirdrwenden von x eintritt, liegt also
: ath i Lwebiedenen Beedachivngsergebnisse.  Ich muss ibrigens

walow, ta altwe Wabraeheintickeit nach die Thermometer-
gy siwd, jo wachdem man sie weiter % oder

, et Dt Queckeilber debut sieh wugleichulaig aos und
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sclben in Besur ax’ ame witschiete Fliche 1) anfstellen, nimlich die
der puacmaziseney Fomcfieas £y

S 2t s e2_ 3 -3 p—
¢ 3e—a5 2505 ~2512,=0
nui dr o I amosgenme I,

-licxe i2s Punktes & beziiglleh einer
I Ist aine windschiefe Fliche sweiter
w-:z= 2= Jiegoeilinie D in sich enthilt.

T e lewac Ic oe TEaen -V :md "W gestalten sich in folgender
Yeme
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— : c=.az.g¢y Ir-ces @ ois: einhyperbolisches Pa-
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Saa At v Ion oL =¥ <1~ S:aiex =0, z;=0 liegt;
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PO

dicatorischen Linie fithrt, kann als ein Kegelschnitt und die sehr
kleine Schnittfigur, welche von der Tangentialebene gebildet wird, als
demselben gleichartig betrachtet werden. Je nachdem demnach die indi-
catorische Linie eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel ist, wird der Punkt "
[ als ein elliptischer, hyperbolischer oder parabolischer Punkt
der Fliche U bezeichnet. *

Es l4sst sich leicht nachweisen, dass die T'angentialebene an einem
parabolischen Punkte einer Fliche als eine stationire Tangentialebene
zu betrachten ist, da sie die Fliche in zwei aufeinander folgenden Punk-
ten beriihrt.*

Da die quadratische Polarfliche eines parabolischen oder Wende-
punktes der Fliche U beztiglich derselben ein Kegel ist,** so ist der
geometrische Ort aller parabolischen Punkte die Curve, in der die Fliiche
U von ihrer Hesse’schen Fliche geschnitten wird. Diese Schnittcurve
fithrt den Namen: ,,die parabolische Curve* der Fliche U.

Die parabolische Curve einer windschiefen Fliche 1) entsprlcht dem-
nach den Gleichungen

16) - el —r,xt=0, clz?=0;
die Schnittcurve dieser Flichen besteht aus der doppelten Leitlinie und
den beiden doppelten Erzeugenden der windschiefen Fliche.

Legt man durch einen beliebigen Punkt 4 einme Tangentenebene an
eine windschiefe Fliche 1), so liegt der Beriihrungspunkt derselben zu-
gleich auf der quadratischen Polarfliche Prg, d. h. auf der Schnittcurye
der beiden Flichen 1) und 3). Ist ein Punkt dieser Schnittcurve ein
parabolischer Punkt der Fliche 1), so wird die Tangentenebene an die-
sem Punkte eine stationire sein.

Daraus ergiebt sich:

Die Schnittpunkte der windschiefen Fliche, der Hesse’schen Fl:iche
und der quadratischen Polarfliche Pirg sind die Berithrungspunkte der
stationiren Tangentenebenen, die sich von % aus an die windschiefe
Fliiche legen lassen.

Die Coordinaten der Beriihrungspunkte sind demnach bestimmt durch
die Gleichungen

2l —xax?=0, §zxl—bal— 283,428 7,2,=0, xlxl=0.

9. Der Tangentenkegel. Von ecinem Punkte % seien alle moglichen
Tangenten an eine windschiefe Fliche 1) gezogen. Der geometrische
Ort aller dieser Tangenten ist ein der Fléche umschriebener Kegel,
dessen Tangentenebenen zugleich Tangentenebenen der windschiefen
Fliche sind. Bekanntlich liegen die Beriihrungspunkte der Tangenten

* Salmon, Analyt. Geom. d. Raumes S, 11.
", a & O 8. 28 .
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el —bad -2 xoa + 28,7, 2 ) (E P x, — B ay— 28 5y 2 + 28, )
—4(x,xl® — xox?) (32, — Efx, — 25 by + 25, E,2,)' =0

(&2, — &P ey — 255,05 + 24 £2)° =0,

19b) (a2, — §,2,)' =0,

45 7, 7y — 45 562, 7, — 45 5P 0,0 + £ (5,2 + B2 =0,
Liegt also der Punkt ¥ auf der windschiefen Fldche selbst,
s0o besteht der Tangentenkegel aus der Doppelebene, dieden
Punkt k¥ und die doppelte Directrix in sich enthidlt, aus zwei
Ebenen, die mit der Tangentenebene am Punkte X zusam-
menfallen, und einem Kegel zweiter Ordnung.

Verlegt man deh Phnkt k in die einfache Leitlinie 2, =0, z,=0
einer windschiefen Fliche 1), so nehmen die Gleichungen 19b) die Ge-
stalt an!

20) (§1z,— &%) =0, (§@5—§e,)'=0, 5,=0, ¢;=0.

Der Tangentenkegel besteht demnach in diesem Falle

aus sechs Ebenen, von denen zwei den Punkt # und die dop-
. L}

pelte Directrix in sich enthalten, zwei mit der Doppeltan-

gentenebene am Punkte 4, eine mit der Ebene ;=0 und

eine mit der Ebene ;=0 zusammenfallen.

Lisst man den Punkt % in die Doppeljjnie einer windschiefen Fliche
1) fallen, so verschwindet die Gleichung 18) vollstindig. Verlegt man
endlich den Punkt ¥ in eine singulire Erzeugende einer windschiefen
Fliche 1), so besteht der Tangentenkegel aus vier Ebenen, welche paar-
weise mit dem Coordinatenebenen zusammenfallen, die sich in dieser
Erzeugenden schneiden, und einem Kegel zweiter Ordnung.

10. Die Inflexionstangenten, welche sich an eine windschiefe Fliche
1) von einem Punkte ausserhalb derselben ziehen lassen. Nach 67)
schneidet die Polarebene P,e die quadratische Polarfliche P,q, falls der
Punkt / auf der windschiefen Fliche liegt, in den beiden Inflexionstan-
genten der letzteren. Nimmt man auf einer dieser Schnittlinien einen
Punkt & mit den Coordinaten &, &, &, £, als bekannt an, so muss der
Beriihrungspunkt der Inflexionstangente, die sich von & aus an die wind-
schiefe Fliiche legen l#sst, nach 5) sowohl auf der Polarebene /e, als
auf der quadratischen Polarfliche Pi¢ liegen. Die Coordinaten des Be-
rihrungspunktes sind demnach bestimmt durch die Gleichungen 1), 3)
und 4).*

a) Fibrt man in die Gleichungen 1), 3), 4) =, y, z fiir die Quo-
tienten %:, ;f, :—: und &, g, { fiir z—:, :—:, §—: ein, so erhiilt man durch
Elimination von Z und 2

19 ﬂ) (gl

oder

i dyt. Geometrie des Raumes §.19.
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neun Punkten schneiden und die synthetische Geometrie hat nicht mehr
nothig, diese Sitze der analytischen Geometrie zu entlehnen. — Um
jenen Beweis zu fithren, werden aber einige Sitze von den harmoni-
schen Miltelpunkten gebraucht, die zuniichst auf geometrischem Wege
abgeleitet werden sollen. Dazu reichen einige Eigenschaften vom ebenen
Dreieck aus.

Zuerst sei der bekannte Satz angefiihrt: ,,Wenn man durch einen
Punkt 0 in der Ebene eines Dreiecks 4BC nfit den Seiten abc drei
Transversalen 04, 08, 0C zieht, zu ihren Durchschnitten «fy mit abe
die barmonischen Gegenpunkte o’f’y’ in Bezug auf die Ecken sucht, so
liegen dieselben in einer Geraden g und umgekehrt. Man nennt g die
gerade Polare von O und O den Pol von g beziiglich der dreiseitigen
Curve (abc).

Durch einen Punkt P seien die Geraden gg, g, ... gelegt; ihre Schuitt-
punkte mit den Beiten abc seien o'f'y, o v, @3F3¥ss ..., deren
barmonische Gegenpunkte beztiglich der Ecken mit afy, &, 8,y,, a3B,%;, - ..
bezeichnet werden mégen. Da die Punktreihen o'a’;c’y..., F/f, 6.,
¥¥,7s ... in perspectivischer Lage sich befinden, so miissen die Punkt-
reihen ae ag..., BB, B;..., y7,7;5-.- und daher auch die Strahlenbiischel
A(aayaq...), B(BB,B;...), C(y7:75-..) in projectivischer Beziehung stehen.
Je drei entsprechende Strahlen, wie Aa, Bf, Cy; A«,, Bf,, Cy,, ...,
schneiden sich stets in einem Punkte 0, 0;, .. , dem Pol der Geraden g,
g1» ---, deshalb erzeugen die drei Biischel einen Kegelschnitt =, der durch
ABC geht und die conische Polare von P beatiglich der dreiseitigen
Curve (abc) heisst.

Dem Strahl AC des Biischels 4 (a o, @;...) entspricht im Biischel
C(yy,7s---). der Strahl CI"', der CP von C4 und CB harmonisch trennt.
Daher beriihrt = in € den Strahl CI"” und ebenso in 4 und B die Strablen
A4 und BB, welche 4P und BP von 4B und 4C, resp. B4 und BC
harmonisch trennen. *

Die conische Polare n von P enthilt also die Pole 00,0;... simmt-
licher durch P gelegten Geraden gg,g;... und daraus folgern wir: ,,Liegt
ein Punkt O auf der conischen Polare = eines Punktes P beziiglich der
dreiseitigen Curve («bc), so liegt P auf der geraden Polare g von O und
umgekebhrt.

Weiter lidsst sich leicht nachweisen, dass die gerade Polare p eines
Punktes 7/’ beziiglich der dreiseitigen Curve (abc) zusammenfillt mit der
Polare von P beziiglich seiner conischen Polare n. Die Transversalen
AP, BP, CP mbgen die Seiten abc in ABI" schneiden; dann bheriihrt
n 4BC die Geraden 44’, BB, CI", welche 44, BB, CI" vou AB und

'« B4 und BC, CA und CB barmonisch trennen. Die Polaren von

- 8B, CI'; diese schoeiden sich in Pol P von £ BT
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Mittelpunkte folgt daramus: Der harmonische Mittelpunkt ersten Grades
R von RST fir R als Pol ist R selbst; .von den harmonischen Mittel-
punkten zweiten Grades der Punkte RST fiir R als Pol fillt der
eine R, mit R zusammen; der andere R, trennt R von S und T har-
monisch.

Diese S&#tze geniigen, um den Beweis des obenerwihnten Satzes zu
fiihren.

Auf die von Cremona angegebene Art lassen sich jetzt einige Sitze
von der Polaren irgend einer ebenen Curve dritter Ordnung ableiten. —
Es sei A% irgend eine ebene Curve dritter Ordnung, P ein beliebiger
Pankt, u eine variable Gerade durch ihn, welche A3 in X ¥ Z schneidet;
dann sind die harmonischen Mittelpunkte P des ersten Grades und P, P,
des zweiten Grades der Punkte X Y Z fiir P als Pol auch variabel. Der
Ort aller Punkte P’ ist eine Gerade p, der Ort aller Punkte P, P, ist ein
Kegelschnitt n; dann heisst p“die gerade Polare und = die conische Po-
lare von P besiiglich X3. — Liegt P auf A% so muss seine conische
Polare = je zwei mit P in gerader Linie liegende Curvenpunkte harmo-
nisch trennen und daher A% in P beriihren. Deshalb muss aunch die
gerade Polare p von P, falls P auf A3 liegt, diese Curve in P be- -
rithren,

Auf einer Geraden g seien 4BCD... beliebige Punkte, efyéd...
ihre conischen Polaren in Bezug auf X3, LM NO die Schnittpunkte von.
« und #, dann muss die gerade Polare eines jeden dieser vier Schnitt-
punkte durch 4 und B gehen, also g sein; weiter muss y durch LZMNO
gehen, denn zieht man CM, so ist € der harmonische Mittelpunkt des
ersten Grades fiir die Schnittpunkte von CM mit A° in Bezug auf M als
Pol, also muss M ein harmonischer Mittelpunkt des zweiten Grades der-
selben Schnittpunkte fiir C als Pol sein. Die conischen Polaren afyd...
aller Punkte 4 BCD... einer Geraden g schneiden sich in denselben vier
Punkten LMNO, welche die Pole von g beziiglich A3 sind.

Sind EFK irgend drei Punkte, die nicht in gerader Linie liegen,
so ldsst sich zeigen, dass das Netz von Kegelschnitten, welches .durch
die drei conischen Polaren ngx jener Punkte beziiglich A3 bestimmt
wird, alle conischen Polaren der Curve A® enthilt. Sind (0, zwei be-
liebige Punkte, so giebt es im Netze (ngx) einen einzigen Kegelschnitt,
der durch diese Punkte geht. (Vergl. Schroeter, Steiner’s Vor-
lesungen.) Um ibn zu finden, wihle man aus den beiden Kegelschnitt-
biischeln (79) und (px) diejenigen Kegelschnitte u und », welche durch
0 gehen, und wihle ferner im Biischel (uv) denjenigen Kegelschnitt g,
welcher durch O, geht, so ist dieser der verlangte. — Die gerade Polare
von 0 besiiglich &3 sei ¢, dann liegen die Pole aller conischen Polaren

w ¥* a durch 0 gehen, auf ¢; deshalb miissen diese conischen
be! bilden. In diesem giebt es einen Kegelschnitt, der
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biischel (4 BCD) und das projectivische Strahlenbtischel M erzeugt wird,
so wird auch C3 durch -diese beiden Biischel erzeugt und es folgt:
»Sind 4 BCD irgend vier Punkte einer Tripelcurve C3, so schnei-
det ein variabler Kegelschnitt x durch dieselben C3 in zwei variablen
Punkten X¥, deren Verbindungslinie durch einen festen Punkt M geht.
Das Kegelschnittbiischel (4BCD)(x,...) ist dabei in projectivischer
Beziebung mit dem Strahlenbiischel M (XY, ...)."
Aus diesem Satze folgt: .
nwJede Tripelcurve ist durch neun ihrer Punkte im Allgemeinen
vollstiindig und eindeutig bestimmt.
Zwei Tripelcurven schneiden sich hochstens in peun Punkten.*

Die Hesse'sche Curve der Tripelcurve C3 sei €%; da sie ebenfalls
eine Tripelcurve ist, so schneidet sie die erstere in neun Punkten, die
fiir dieselbe Wendepunkte sind. Wir bezeichnen sie mit WW#, ... W; .
In W und W, denken wir uns je drei Punkte STU und S, T, U; in ge-
rader Linie vereinigt, dann miissen die drei Schnittpunkte S;7, U, von
§S,, TT,, U, mit C® in einer Geraden liegen und da sie in einen
Punkt zusammenfallen, so muss dieser ein Wendepunkt sein und daher
geht jede Gerade, welche zwei Wendepunkte verbindet, noch durch einen
dritten.

Mit # mogen noch in einer Geraden liegen die Wendepunkte #, 7,
W W, WgWs, W,Wg; jedes dieser vier Paare wird durch die Gerade
w, von W harmonisch getrennt, daher muss die conische Polare von W
beziiglich €3 auch ein Geradenpaar sein, dessen einer Theil m, ist; der
andere Theil w beriihrt €3 in 7 und kann ausser # mit €° keinen
Punkt gemeinschaftlich haben. "Deshalb ist # ein Wendepunkt auch
von @G3. Daraus folgt:

»Eine Tripelcurve und ihre Hesse'sche Curve schneiden sich in
neun Punkten, die fiir beide Curven Wendepunkte sind.*

Vorher fanden wir, dass alle Schnittpunkte einer Curve &3 dritter
Ordnung und ihrer Hesse’schen Curve 8 Wendepunkte der ersten sind;
wir wollen zun#chst zeigen, dass sie auch Wendepunkte der zweiten sind.

Es seien WHW, zwei Wendepunkte von K3, es sei ferner S der
Schnittpunkt von W W, mit . Die conischen Polaren aller Punkte von
W W, besziiglich K% bilden ein Kegelschnittbiischel, dessen Grundpunkte
LMNO seien. In diesem Biischel sind drei Geradenpaare vorhanden,
die conischen Polaren von W #,S. Wenn mn’ und m;n’; die Wende-
tangenten und harmonischen Polaren von # und %) sind, so m&gen sich
w und w, in L, » und »'; in #, »' und w, in N, »" und »', in O treffen.
Da das Kegelschnittbiischel (LMN0) zu den Kegelschnittbiischeln des
Netges der conischen Polaren von K% gehort, so sind die drei Tripel-
punkte desselben drei Punkte von R und bilden auf @ ein Tripel; ibhre

- Pankte mtfMen in einer Geraden Yiegen uwnd sind WWw,8.
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die Grundpunkte beider Biischel solche Wendepunkte sind, die zwei-
mal zu je dreien in einer Geraden liegen.

Da eine Tripelcurve erst durch neun ihrer Punkte bestimmt ist, so
lassen sich durch acht Punkte unzihlig viele Tripelcurven legen, und
zwar schoeiden sich alle noch in demselben neunten Punkte. Es seien
die Tripelcurven €3¢3GS3... durch die acht Punkte ABCDEFGH ge-
legt, dann liegen alle Punkte X von der Beschaffenheit, dass das Strahlen-
biischel X(EFGH) in projectivischer Beziehung mit dem Kegelschnitt-
biischel (4 BCD){EFGH} steht, auf einem Kegelschnitte &, oder mit
anderen Worten: die gegeniiberliegenden Punkte MM, M, ... der Punkte
ABCD in den verschiedenen Curven G3G,3€3... liegen auf ®; die Curve’
@3 schneidet & in EFGHM und noch in einem sechsten Punkte J, dann
muss dem Strabl MJ der Kegelschnitt entsprechen, der durch die fiinf
Punkte 4 BCDJ bestimmt ist; diesem miissen auch die Strahlen M,J,
MyJ, ... entsprechen, da die Biischel M(EFGHJ...), M,(EFGHJ...),
M,(EFGHJ...), ... und (ABCD){EFGHJ...} in projectivischer Be-
ziehung stehen. Also schneiden sich alle Tripelcurven €3 G3@3...
noch in J.

K® sei wieder eine beliebige Curve dritter Ordnung, €3 ihre Hesse’sche
Curve, €,® wieder deren Hesse’sche Curven, so schueiden sich diese
drei Curven in ihren neun gemeinschaftlichen Wendepunkten WW,...W,W,.
Durch die acht Punkte W/H#,... W W, denken wir uns alle Tripelcur-
ven G3C8... 63 gelegt, so miissen diese alle noch durch ¥, gehen und
haben simmtlich dieselben neun Wendepunkte. — Mit # mogen in gerader
Linie liegen W, Wy, Wy W,, W, W,, W, W,. Wir wihlen W, W, W; W, zu
Grundpunkten eines Kegelschnittbiischels und erzeugen durch dieses und
durch ihre projectivischen Strahlenbiischel in #” alle Curven K3G3€3... 63 .
In allen diesen projectivischen Biischeln entsprechen den Geradenpaaren
(W, Wy, We W) und (W, W, Wy Wy), deren Gerade durch (¥, #;) und
(W;, W) gehen, die Geraden W W, W; und WW, W,. Dem Geraden-
paar (W, W,, W; W,) entsprechen die Wendetangenten i, ... w_ in
W. Wihlen wir die Geraden ww, ... w,, so erhalten wir alle Curven
durch die neun Wendepunkte; da » unter den Geraden i ... w_ enthal-
ten sein muss, so gehort A° zur Reihe der Tripelcurven G3G,3...G@3.
Demnach gelten alle fiir eine Tripelcurve bewiesenen Siitze fiir jede be-
liebige Curve A'® dritter Ordnung. Aus Allem folgt:

nJede Curve A% dritter Ordnung kann als Tripelcurve angesehen
werden und man kann sie daher auch durch ein Kegelschnittbiischel
und ein projectivisches Strahlenbiischel erzeugen. Sie ist durch neun
Punkte im Allgemeinen vollstindig und eindeutig bestimmt und wird von
einer andern Curve A3 dritter Ordnung in neun Punkten geschnitten.*

Weissenburg i. E. MiLiNnowsKI.
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AAs PPP AP £ 8 8 As o s P rm.

Parabeln. Aendert sich p in der Gleichung
x?—py =10 oder %’=p,
so entsteht eine Schaar von Parabeln, welche den Scheitel und die Axe
gemein, dagegen verschiedene Parameter haben.- Fiir die Beriihrungs-
punkte der Tangenten ergiebt sich
zy+hx—29y=0;
der betreffende geometrische Ort ist hiernach eine gleichseitige Hyperbel,
welche durch den Parabelscheitel und den:festen Punkt g, 4 geht, deren
Mittelpunkt die Coordinaten 2g und —# besitzt und deren Asymptoten
parallel zu den urspriinglichen Coordinatenaxen liegen.
Der geometrische Ort der Normalenfusspunkte hat zur Gleichung
42y — gz —2hy=0,
ist also eine Ellipse, welche durch den Parabelscheitel und den Punkt
g, h geht, deren Mittelpunkt die Coordinaten 4g, 44 besitzt und deren

Halbaxen JAYIR  YFToR
2 ! 22
parallel zu den Coordinatenaxen liegen. Hieraus folgt beilaufig eine
Losung der Aufgabe, von einem gegebenen Punkte g% Normalen auf eine
gegebene Parabel zu fillen; die Durchschnitte der Parabel mit der vor-
erwiihnten Ellipse sind niéimlich die Fusspunkte der gesuchten Normalen.
Bei allgemeineren parabolischen Curven, welche durch die Gleichung
xt—py'=0
charakterisirt werden, bleibt die Sache ziemlich dieselbe; fiir die Be-
rilhrungspunkte ergiebt sich
(u=v)xy+vha —pgy=0
und fiir die Fusspunkte
va(z—g)+uyly—»n)=0. .
Aehnliche Kegelschnitte. Betrachtet man in der Gleichung
2,8
Sl
A% als verinderlichen Parameter, so erhiilt man ein System concentrischer,
dhnlicher und #bnlich lregender Ellipsen; der geometrische Ort der Be-
rilhrungspunkte hat dann zur Gleichung
x(x— —h
. ( an y)+y(yb2 )
und ist hiernach eine durch die Punkte 0, 0 und g, 4 gehende &hnliche Ellipse.
Fir den geometrischen Ort der Normalenfusspunkte ergiebt sich,
wenn a®— % mit ¢? bezeichnet wird,
etxy 4 LEhae —algy =0;
dieser Gleichung entspricht eine gleichseitige Hyperbel, welche durch d‘
Pankte 0,0 und g, & geht, deren Mittelpunktecoordinaten

=0
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Was nun die Entscheidung unserer Hauptfrage nach dem Durch-
schneiden der beiden Curven 5) betrifft, so ist zunichst wichti_g. zu be-

merken, dass die beiden vorhin gefundenen Richtungen 7#—a und ;—a

auf einander senkrecht stehen. Auch wird der aufmerksame Leser ge-
funden haben, dass der Ausdruck: ,,eine Seite des Strahles'‘ nur der
Kiirze wegen in dieser Unbestimmtheit belassen ist. '

Wir wollen jetzt diesen Zweifel heben und zwar indem wir die Cur-
ven, wie es schon im Texte geschehen ist, mit 4 und B bezeichnen, in
folgender anschaulicher Form, welche ohne niihere Beschreibung unzwei-
felbaft verstdndlich ist, wenn gesagt wird, dass in dem Winkelraume links
oben die Curve 4 gar nicht und B in einfachem Zuge vorkommt. Man
gieht sofort, dass der ins Unendliche verlaufende Zweig von B in dem
Quadranten rechts unten die simmtlichen Zweige von 4 durchsetzen muss.
Interessante Fragen, ob im Quadranten rechts oben; iiberhaupt, ob auf
dem endlichen Zweige von B Schnittpunkte liegen, iibergehe ich, da ja

die Hauptfrage in bejahendem Sinne entschieden ist,
-

A fehlt.

B einfach ver-
zweigt,

~ B einfach ver-
zweigt.

) A gehtin dieser Rich- | tung ins Unendliche
in zahllosen gleichsam | parallelen Zweigen.

3 T
—2— -« ? -«
In dieser Richtung geht ein Zweig
von B nach beiden Seiten
ing Un- ; endliche,
=
B doppelt ver- & B doppelt ver-
zweigt. < zweigt.
[ J
2% —

Nebhmen wir endlich a>-%- an, so erhalten wir fiir ¢p=3-§75—a wie

oben zwei Werthe 'des ¢, némlich 1 und oo; wiichst @, so liegt e+ @

im vierten Quadranten, sein Cosinus ist positiv und fiir jeden Winkel

existiren zwei Curvenpunkte, bis @ den Werth erreicht, welcher durch
die Gleichung gegeben ist

1

8) . -

Hier liegt ein Haltepunkt der Curve, der zugleich eine Spitze ist. Ein

liagt symmetrisch im ersten Quadranten. Ist derselbe tiberschrit-
wschen wieder jedem Winkel zwei Werthe des ¢ also swei

=a.cos(a+ ),
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Biischel M(s;s;...) und (4 BCD){x>2x?®...} erzeugt wird, kann demnach
auch durch M(s;s,...) und (4BEE)}A2A2...} erzeugt werden. Unter
den Grundpunkten des letzteren kommt ein beliebiger Punkt E, der Curve
C3% vor; zwei der Grundpunkte 4B sind schon im ersten Biischel vor-
banden. Das zweite Biischel ersetze man durch ein drittes mit den
Grundpunkten A E; Py P und dieses durch ein viertes mit den Grundpunk-
ten EgPy0;0, von denen noch Py und O, ganz beliebige Punkte von C3
sind. Daraus aber ergiebt sich: Legt man durch die Punktpaare E, F,,
E F;, EjF;, ... und drei ganz beliebige Punkte E,P;0; von C° Kegel-
schnitte, so treffen sie sich noch in einem Punkte @ von (3.

Durch einen beliebigen Punkt S von C® ziehe man einen Strahl g,,
der C® noch in S, T, schneidet, und lege durch die vier Punkte E, F, S, T,
einen Kegelschnitt p,% der C3 noch in HK trifft. Nach dem Vorigen
ldsst sich daon auch durch E;F,S, T)HK ein Kegelschnitt v, legen.
Wenn u,* das Btischel (£, F, HK) durchlduft, so durchlduft v* das Bii-
schel (E;F,HK); je zwei Kegelschnitte dieser Biischel treffen sich noch
in zwei Punkten 5;7T,, S;T;, ... von C3 und sind dadurch projectivisch
einander zugeordnet. Da die Geradenpaare (H X, E, F,) und (HK, E;F,)
sich auch in zwei Punkten von C3 schneiden, néimlich in M und dem
"dritten Schnittpunkt von # K mit C3, so entsprechen sie einander in der
projectivischen- Beziehung und die Geraden S, 7, S; T3, S; T, ... miissen
sich nach 1, 8.427, in einem Punkte schneiden. Dieser muss auf C*
liegen, denn diese Curve wird durch das Strahlenbiischel in ihm und
das Kegelschnittbiischel (E, F; H K) erzeugt. Also ist S der Schnittpunkt.
Das vorhin erhaltene Resultat wird also verallgemeinert: Ist S ein be-
liebiger Punkt vonG% und schneiden die Strahlen durch Sdiese
Curve in 8,7y, §7T;, ST, ..., so treffen sich alle Kegel-
schnitte, welche durch diese Punktpaare und drei beliebige
Punkte von C3 gelegt werden, noch in einem Punkte von C3,

Fiir den Satz 12, S. 436, hat Herr Professor Sturm in Miinster
mir folgenden -Beweis mitgetheilt. .

Durch 4 ziehe man zwei unendlich benachbarte Strahlen, welche die
Curve in BC und B'C’ und die erste Polare 4% in % und A’ treffen; also
laufen die drei Tangenten b, ¢, a in B, C, A an C3 und 4® in einen
Punkt A" zusammen; desgleichen die drei Tangenten a,c,b in 4,C, B
an C® und B? in den Punkt B” zusammen, wenn B? die erste Polare
von B und B ihr Schnittpunkt mit 4B ist. Es seien D, A, B die
Schuittpunkte von a und b, a und g, b und b, so ist 4B"A"DABA'B”D,
weil beides harmonische Gruppen sind, also gehen 4B, A'B” oder ¢,
A"’V durch deunselhen Punkt, d. i. C. Die letzte Gerade ist aber die
gemeinsame Polare von 4 nach B® und von B nach 4%; denn erstens
miissen beide Polaren durch C gehen, weil C von B durch 4% und von
A4 durch BB harmonisch getrennt ist. Andererseits ist U™ der Schnitt-
punkt der Tangenten @ und a an 42 in 4 und A, liegt also auf der Po-
lare von B nach 4%; ebenso B’ auf der Polare von 4 nach 42

Auf 8. 433 schreibe man in Z. 5: ,,in o0,‘¢ statt ,,mit 0, und statt
nein gemeinschaftlicher ...* schreibe man ,,und (0,0,) conjugirte Punkte

" ftir beide Biischel wiren*.
Auf 8. 436 in Satz 13, Z.8 schreibe man: ,,P? und Q? die ihnen
~ashenden Kegelschnitte' statt ,,/’* und Q! ihre ersten Polaren‘‘.
140 Z, 7 von unten und 8. 441 Z. 16, 17 von oben g statt I.

Miuinowaki.
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Die zweite Polarfliche einer Geraden G beziiglich einer
windschiefen Fliche 1) ist demnach ein Kegel zweiter Ord-
nung, dessen Spitze im Durchschnittspunkte der drei Ebe-
nen I;e, I;’e, kP‘: liegt. Diese Flidche wird auch der Polarkegel

der Geraden G * genannt,

‘Von der Coordinatenebene z; =0 wird der Polarkegel der Geraden
G in einer Hyperbel geschnitten, und zwar ist dieselbe eine gleichseitige,
wenn die doppelte Leitlinie der windschiefen Fléche in der Unendlich-
keit liegt.

Aus der Gleichung 30) lassen sich folgende bemerkenswerthe Spe-
cialfille ableiten.

@) Schneidet die Gerade ¢ die doppelte Leitlinie der windschiefen
Fldche, so degenerirt der Polarkegel in eine Doppelebene, welche die
Doppellinie in sich enthilt.

B) Ist die Gerade G eine Generatrix der windschiefen Fliche, so
schneiden sich alle Ebenen des Systems in derselben.

y) Liegt die Gerade G in der Ebene .z'l=’0,
so ist der Polarkegel derselben be- so liegt die Spitze des Polarkegels
ziiglich der windschiefen Flidche W beziiglich der windschiefen Fliéche

d.e . — .
ein parabolischer Cylinder, dessen sz in dem Puukte z,=0, 7,=0,

Generatrix der Axe =0, =0 x3=0.
parallel lxuft.

0) Befindet sich die Gerade G in der Ebene x3=0, so ist der Po-
larkegel derselben ein hyperbolischer Cylinder.

¢) Liegt die Gerade G in der Ebene z,=0, so degenerirt der Polar-
kegel derselben in eine Doppelebene, die mit z,=0 zusammenfillt; liegt
G dagegen in der Ebene z,=0, so geht der Polarkegel iiber in eine
Doppelebene, welche mit der Ebene z; =0 zusammenfillt.

Mit Hilfe von 5) lassen sich die beiden folgenden Sitze ableiten:

Die Spitze des Polarkegels der Geraden G ist der Pol
derjenigen quadratischen Polarfliche beztiglich einer wind-
schiefen Fléche 1), welche durch ¢ hindurchgeht,

Der Polarkegel der Geraden G ist der geometrische Ort
aller Pole, deren quadratische Polarflichen beziiglich einer
windschiefen Fliche 1) von der Geraden G beriithrt werden.

16. Die gemischte Polarfiliche zweier Geraden ¢ und G'. Construirt
man zu jedem Punkte einer Geraden G die quadratische Polarfliche be-
stiglich einer windschiefen Fliche 1) und zu jedem Punkte einer Geraden
G die Polarebene beziiglich jeder jener quadratischen Polarflichen, so
wird das Ebenensystem von einer Fliche zweiter Ordnung, der gemisch-

“ "vemona, Theorie d. Oberfl. 8. 188.
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18. Nach 4 ist die, Polarebene eines Punktes k beziiglich einer
Fliche zugleich auch die Polarebene beziiglich der quadratischen Polar-
fliche desselben Punktes. Bestimmt man also fiir jeden Punkt auf der
Ebene E die quadratische Polarfliche beziiglich einer windschiefen Fliéche
1) und ausserdem fiir jeden dieser Punkte die Polarebehe in Bezug auf
die zugehdrige quadratische Polarfliche, so wird das Ebenensystém von
der gemeinen Polarfliche der Ebene E eingehiillt.

Nach den Erklirungen in 15 und 17 ist die gemeine Polarfliche
einer Ebene £ auch die Enveloppe der Polarkegel aller Geraden, welche
in der Ebene E liegen.

Gegeben seien zwei Ebenen E und E’, welche sich in einer Geraden
G schneiden mogen. Bestimmt man den Polarkegel der Geraden G, so
ist derselbe Tangentenkegel sowohl der gemeinen Polarfliche der Ebene
E, als auch der der Ebene E’, und zwar liegt sein Scheitel in jeder
dieser beiden Polarflichen.

Eine Ebene E schneidet eine windschiefe Fliiche 1) im Allgemeinen
in einer Curve dritter Ordnung. Die Polarebenen aller Punkte dieser
Schoittcurve sind zugleich Tangentialebenen der windschiefen Fliiche an
diesen Punkten. Daraus li#sst sich schliessen: Die abwickelbare
Fldche, welche von den Tangentialebenen lings der Schnitt-
curve gebildet wird, ist der gemeinen Polarfliche der Ebene .
E umgeschrieben.

Ist die Ebene E Tangentialebene der windschiefen Fliche 1), so
liegt auch die durch den Beriihrungspunkt gehende Generatrix derselben
auf der gemeinen Polarfliche der Ebene E. ’

Durch einen beliebigen Punkt % sei ein System von Ebenen E,, E,,
Eg, ... gelegt und zu jeder derselben die gemeine Polarfliiche construirt.
Da der Punkt 4 auf jeder dieser Ebenen liegt, so muss die Polarebene
desselben beziiglich einer windschiefen Fliche 1) zu jedem der Systeme
von Ebenen gehtren, dessen Enveloppe eine jener gemeinen Polar-
flichen ist.

Gehen demnach die Ebenen E,, K, K, ... alle durch einen
Punkt &, so ist die Polarebene des Punktes k beziiglich einer
windschiefen Fléche 1) die gemeinschaftliche Tangential-
ebene der gemeinen Polarflichen der Ebenen E,, E,, E,, .

19. . Gegeben sei eine Ebene E, welche der -Gleichung
“1§1+“2§s+“s§s+"4§4_’0
entsprechen miége. Wenn man fiir jeden Punkt derselben als Pol t'he
quadratische Polarfiiche beziiglich einer windschiefen Fliche 1) bestimmt,
so ergiebt sich als Gleichung dieses Systems von Hyperboloiden

ob + 1 E)elr + 6,528 + 2a by 732y — 20,82, 2, =0,
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Die quadratischen Polarflichen aller Punkte, welche auf
der gemeinen Polarfliche der Ebene E liegen, haben diese
Ebene selhst zur gemeinschaftlichen Tangentialebene.

Umgekehrt ist die gemeine Polarfliche der Ebene £ der
geometrische Ort aller Punkte, deren quadratische Polar-
flichen von der Ebene E bertihrt werden.

Die gemeine Polarfliche der Ebene

»

a,x, —a,x —agxg +a,x,=0
beziiglich einer windschiefen Fliéche 1) f#llt mit der der Ebene £ zu- -
zusammen. .

21. Auf der gemeinen Polarfliche der Ebene E besiiglich einer
windschiefen Fliche 1) befinde sich ein Punkt 4. Die quadratische Po-
larfliche dieses Punktes beziiglich einer windschiefen Fliéche 1) wird nach
dem Vorigen von der Ebene E in einem Punkte &’ beriibrt, aber ausser-
dem in zwei Geraden, welche durch 4* gehen, geschnitten. Bildet man
die Polarebenen aller Punkte der Geraden G und G, so muss jede der-
selben eine Tangentialebene der gemeinen Polarfliche der Ebene E sein
und durch den Punkt % hindurchgehen. Von den Beriihrungspunkten
dieser Tangentialebenen f#llt nur der der Polarebene l:’e mit k zusammen.

Die beiden Polarkegel der Geraden G und G’ haben demnach ihre Schei-
telpunkte in 4 und sind Tangentenkegel der gemeinen Polarfliiche der
Ebene E,

22. Durch einen beliebigen Punkt 4 seien alle moglichen Tangen-
tialebenen an die gemeine Polarfliiche einer Ebene beziiglich einer wind-
schiefen Fliche 1) gelegt. Werden diese Tangentialebenen als Polar-
ebenen beziiglich der windschiefen Fliche 1) betrachtet, so muss der Pol
einer jeden sich auf der Ebene E befinden. Da nun die quadratische
Polarfliche des Punktes X der geometrische Ort aller Pole ist, deren Po-
larebenen durch den Punkt 4 hindurchgehen, so lassen sich folgende
Sitze aufstellen.

Beschreibt man von einem Punkte 4 aus einen Tangen-
tenkegel um die gemeine Polarfliche einer Ebene £ und
betrachtet die Tangentialebenen desselben als Polarebenen
der windschiefen Fliche, so befinden sich alle Pole dersel-
ben auf einem Kegelschnitte, ndmlich auf der Schnittcurve
der quadratischen Polarfliche I:q und der Ebene E.

Bildet man zu allen Punkten der Schnittcurve der Ebene
E und einer quadratischen Polarfléche qu in Bezug auf eine

windschiefe Fliche 1) die Poiarebenen, so werden dieselben
- egel eingehiillt, welcher der gemeinen Polar-






Ueber die Polarflichen etc.

ayxy —2a,z,=0,

Daraus erhellt:
Geht die Ebene E durch den
Schnittpunkt der drei Ebenen z,=0,
,T3=0, z,=0, s0 besteht die gemeine
Polarfliche derselben beziiglich der

Fliche dW aus drei Ebenen, von
i

denen die eine die Gerade z,=0,
z3=0 enthilt, die beiden anderen
mit der Ebene #,=0 zusammen-
fallen. '

z2=0.

Steht die Ebene E auf der Ebene
z, =0 lothrecht, so wird die ge-
meine Polarfliche derselben besziig-
lich der Fliche aW von drei Ebenen

gebildet, von denen die eine die
Gerade 7,=0, z;=0 enthilt, die
beiden anderen mit der unendlich
fernen Ebene zusammenfallen.

Dieselben Resultate ergeben sich, wenn die Ebene E die Gerade

z;=0, z3=0 enthilt.
B) Fir a;=0 erhilt man

oder .
=0,

2 3 Ty —
alx,xd —2a,a,232,=0

a,x, —2a,z,=0.

Steht also die Ebene E lothrecht auf der Ebene x, =0,

80 besteht die gemeine Polarfliiche
derselben beziiglich der windschie-

fen Fliche W aus drei Ebenen, von
d.e

denen zwei mit der Ebene 23=10
zusammenfallen, die dritte der Ehene
x,=0 parallel liuft.

8o besteht die gemeine Polarfliche
derselben beziiglich der windschie-

fen Fliche W aus drei Ebenen, von
d.o

denen zwei mit der Ebene xy3=10
zusammenfallen, die dritte der Ebene
x; =40 parallel luft.

Diese Resultate bleiben unveréindert, wenn man ag;=a;=0 setst.

7) Enthilt die Ebene E die doppelte Leitlinie der windschiefen
Fliiche, so verschwindet die Gleichung 40b).

0) Setzt man a;=a,=0, so erhélt die Gleichung 40b) die ein-

fachere Gestalt

aldz, xt —adz,x3=0.
Enthglt demnach die Ebene E die einfache Leitlinie der Fundamental-
fliche, so ist die gemeine Polarfliche derselben ebenfalls eine windschiefe
Fliche dritter Ordnung, deren doppelte Leitlinie mit der Geraden xg=0,
x,=0, deren einfache Leitlinie mit der Geraden &, =0, 7, =0 zusam-
menfgllt, deren singulire Erzeugende aber in den Scbnittkauten oy =0,
xg=0 und x,=0, x,=0 liegen. '
¢) Fiir ay =ay=10 ergiebt sich
zgxz =0 oder x;=0, x2=0.
Daraus folgt:

Geht die Ebene £ durch die
appelgeneratrix der wind-
he‘lf, so wird die ge-

a4 .

Léduft die Ebene £ der Ebene
a3 =0 parallel, so besteht die ge-
meine Polarfliche derselben besfig-

-«
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Frrrrrs o, . P PP L PP L L PSP PSP T

F) Uy b g B s be? g 80+ 20 By + 2058, 5 + 20 81§
F 2ug b by + 2ug, B E 4 2ug, bk, = 0.

Wird die Ebene £’ als Polarebene dieser quadratischen Polarfliche
angenommen, so miissen bekanntlich die Coordinaten des zugeh&rigen
Poles der Proportion

dF dF dF dF _ , , , ,
d—gl.a.@.ga=al.a,.a,.a4
gentigen, woraus sich die Relationen ergeben
up b+ upn by + usky +uy k(=40
46) "u§1+“n51+“ss§3+“u§4=l“:s;
Uy & + s b + ugs 85+ y, 5, = A4,
up ki tugh tugk+ub=Ad

Durch Elimination der Grissen x;, x3, 5, z, aus den Gleichungen
45a) und 46) findet man demnach die Gleichung des geometrischen Ortes
der Pole. Die Gleichungen 46) #udern sich indessen nicht, wenn man
&, &, &, & mit x,, x,, Xy, 2, vertauscht. Man gelangt daher zu dem-
selben Resultate, wenn man aus den Gleichungen 46) und

a b +0,5 + a8+ a,5=0
die Grossen §;, &, k5, & eliminirt. Durch diese Operation findet man
0 a a; ag a,
@) Uy g Uy Uy
47) ay Uy Uy Uy Uy [=0.*
“:s Ugy Ugy Ugg Uy
Gy Uy U Uy Uy
Setzt man die entsprechenden Werthe statt u;, uy,, ... ein, so erhilt
man fiir den vorliegenden Fall

0 a a, ag a,
a, 0 0 0 2z,
484) a; 0 0 —2% 0 |[=0
dg 0 —22, —2z, 0
odor d, 2z, 0 0 2z
48 b) aya’y T, ' —ay a3 Zy@} — (0,0 + 0,0 ) 2T,

i + (ay0's + aga’y) 37, F =0

Die gemischte Polarfliche der beiden Ebenen £ und E’
bestiglich einer windschiefen Fliche 1) ist demnach eben-
falls eine windschiefe Fliche dritter Ordnung, deren dop-
pelte Leitlinie mit der Geraden z;=0, z,=0 zusammenfillt,
und deren einfache Leitlinie die Schnittkante der beiden
Ebenen

9, Curven dritter Ordnung §S. 187.
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e

Polarflichen [beziiglich einer windschiefen Fliche 1)], zu
denen die Ebenen Z und E" conjugirt sind.

Demnach lassen sich folgende Sitze aufstellen:

Bestimmt man zu jedem Punkte der gemischten Polar-
fliche der beiden Ebenen E und E’ die quadratische Polar-
fliche beziiglich einer windschiefen Fliche 1), so sind die
Ebenen E und E’ beziiglich jeder der quadratischen Polar-
flichen conjugirt, jede geht durch den Pol der andern.

Jedem Punkte f auf der gemischten Polarfldche der bei-
den Ebenen £ und E’ entspricht ein Punkt % auf der Ebene
E und ein Punkt 4" auf der Ebene E’, und zwar ist k¥ der Pol
der Ebene E’ und k" der Pol der Ebene E besziiglich der qua-
dratischen Polarfliche P,q. .

28. Die beiden Ebenen £ und £’ mbgen sich in der Geraden G
schneiden. Einem Punkte 4 auf dieser Geraden entspricht, weil er auf
der Ebene E liegt, ein bestimmter Punkt f auf der gemischten Polar-
fliche der beiden Ebenen £ und E’, ferner ein zweiter Punkt f auf der-
selben Fliche, weil & auch auf der Ebene E liegt. Da nun aber & der
Ebene E’ angehort, so befindet sich der Punkt / auch auf der gemeinen
Polarfliche von E’, und zwar wird dieselbe in diesem Punkte von der
Polarebene des Punktes & beziiglich der Fundamentalfliche beriihrt. Ent-
sprechend ist auch f° der Pol der Ebene E beziiglich der quadratischen
Polarfliche I:q und muss, da k¥ auch auf der Ebene £ liegt, sich auf der

gemeinen Polarfliche von E befinden, wo dieselbe von der Polarebene
des Punktes % beriihrt wird.

Daraus folgt:

In der gemischten Polarfliche der beiden Ebenen E und
E’ befinden sich zwei Punktreibhen, welche den Punkten der

.S8chnittkante der Ebenen E und E’ entsprechen, und zwar
* gind diese die Punkte, in welchen die beiden gemeinen Po-

larflichen der Ebenen £ und E’ von den Polarebenen, deren
Enveloppe der Polarkegel der Geraden G ist, beriihrt werden.

29. Durch die Gerade G, in der die beiden Ebenen E und E sich
schneiden, mdge eine dritte Ebene gelegt sein. Die Gleichung dersel-
ben sei

(a,+2a") E + (g + Aa'5) g + (a5 + Aa'y) &5 + (o, + 2a") §, = 0.
Durch den Werth der Grosse A ist die Lage der Ebene bestimmt. Die
gemeine Polarfliche dieser Ebene beziiglich einer windschiefen Fliche 1)
entspricht nach 18) der Gleichung
5la) (o, +4d",) a2 — (a5 + 1“,3)”"’1 zt— 21("1 +14d))(a,+4d' )2z,
+2(ay+Ad’5)(ay+Aay)xsxF=0
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Durch Elimination von &; aus den Gleichungen der gemischten

Polarfliche von £ und E’ und der von E und E” erhiilt man
ry=0,
54) 1a,(d'; 0"y~ d'ya")) 2,0y + {0, (0 0" — 0", 8")) — 0, (', 6"y — dy 8" )} Ty,
—ay(6ga"y —a’ya")) 2 3=0.

Die Projection der Basis des Flichenbiischels 53b) auf
2,=0 besteht demnach aus einer Geraden und einem Kegel-
schnitte.

31. Zu jedem Punkte der gemischten Polarfliche der Ebenen E und
E’ sei die quadratische Polarfliche beziiglich der zugehbrigen windschie-
fen Fliche construirt. Das System der Hyperboloide entspricht dann der
 Gleichung bl — bay! — 25,2+ 28,7, 2,=0,
in der die Verhiltnisse %' g—’, % der Relation

4
55) a,a’, & & — apay BB — (8,0 + 0,0 ) &P E, + (030" 030 ) 55 =0
gentigen miissen. Als Gleichung der Enveloppe dieses Systems findet man
2tz d=0, 24)Y Bz, F2BY Az, F DY Az, 4 CY Bz, =0,

d. h.: Das System der quadratischen Polarflichen, deren
Pole aufder gemischten Polarfliche der beiden Ebenen E und
E liegen, wird von zehn Ebenen eingehiillt, von denen vier
mit der Ebene z;,=0, vier mit der Ebene ;=0 zusammen-
fallen.

32. Fiir besondere Lagen der Ebenen E und E’ kann die Gleichung
48b) eine einfachere Gestalt annehmen.

«) Setzt man a, =0, so erhilt man

56a) x,=0, a,ayz,2,+ a,a’ 2% — (6363 + aga’y) x,2,= 0.

Daraus folgt: '

Geht die Ebene E durch den
Schnittpunkt P der drei Ebenen
x,=0, £=0, ,==0, 8o besteht
die gemischte Polarfliiche von E und
E’ beziiglich der Fliche ,W aus der

Ebene «,=0 und einem Kegel
zweiter Ordnung, dessen Scheitel
im Punkte P liegt.

Steht die Ebene E auf der Ebene
;=0 lothrecht, so besteht die ge-
mischte Polarfliche von £ und £’
beziiglich der Fliche :f’ aus der

unendlich fernen Ebene und einem
parabolischen Cylinder, dessen Ge-
neratrix der Kante z;,=0, 23=0
parallel liaft.

Da die Gleichungen 56a) unabhiingig sind von o'y, so werden die
vorstehenden Resultate unverdndert bleiben, wenn man E° alle Lagen
ertheilt, welche den verschiedenen Werthen von a’, entsprechen.

f) Fiir a,=0 geht die Gleichung 48b) iiber in

L) ’ ’ ’ ’
VN 2,=0, aad,0,0,—(a,a,4aa))Tx,+a4a,23=0.
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Steht demnach die Ebene £ auf der Ebene x;=0 lothrecht, so degene-
rirt die gemischte Polarfliche von E und E’ beztiglich einer windschiefen
Fliche 1) in die Ebene ;=0 und einen hyperbolischen Cylinder.

Ertheilt man in diesem Falle der Ebene E’ alle méglichen Lagen,
welche den verschiedenen Werthen von o’y entsprechen, so bleibt die
gemischte Polarfliche unveréndert.

y) Setzt man a,=0, a;=0, so ergiebt sich

56¢) =0, ,=0, a,d,2,—aya’yz,=0,
d. h.: Enthilt die Ebene E die doppelte Leitlinie der windschiefen Fliche
in sich, so besteht die gemischte Polarfliche aus drei Ebenen, die sich
in dieser Leitlinie schneiden.

) Ist a;=0a,=0 und a';=d/;=0, so nimmt die Gleichung 48b)
die Gestalt an

56d) a,d 23 — agd’y g2 2=0.
Daraus folgt:

Schneiden sich die beiden Ebenen E und E’ in der einfachen Leit-
linie einer windschiefen Fliche 1), so ist die gemischte Polarfliche der-
selben ebenfalls eine windschiefe Fliche, deren doppelte Leitlinie mit
£3=0, r,=0, und deren einfache Leitlinie mit #, =0, x3=0 zusam-
menfillt, deren singulére Erzeugende aber in den Kanten 2;=0, x3=0
und 2, =0, z,=0 liegen.

(8chluss folgt.)

Zeitscbrifs {. Mathematik u Physik, XXIII, 6. »
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Curve verbindet, die den Differentialgleichungen des Problems ebenfalls
geniigt. Wenn man aber die Curve so #ndert, dass sie aufhért, dieser
Differentialgleichung zu geniigen, und zugleich auch andere Endpunkte
erhiilt, so bliebe die Mdglichkeit nicht ausgeschlossen, dass das Integral
abnihme, dass somit kein wirkliches Minimum stattfinde,

§ 1.
Umformung der sweiten Variation.

s 1 o dy
Setze ich y’ fiir iz und
@

V=f¢(z,y. y)dz,

Zo
so habe ich, wenn ich .
om+n s
aym ayl. 9’(3: yiy)= a-ﬂ’

%y

ﬁ“xo +ay) dz=1J,

e To
@ (1,91, V1) 82, — @(20, Yoy ¥'o) 82 =K
setze, folgende Gleichungen:
1) V=J+K,

Z
'2) 61=ﬁa’° 8y*+2a,, 8y 8y + agy 8y + a, 81y + a,, 'y ]d=

%o ,
"+ lay 6z 8y + ay 82 3y7;,
wobei in dem zwischen den Strichen stehenden Ausdruck erst x ==z,
und dann. £ =x, zu setzen und darauf das Resultat der letzteren Sub-
stitution von dem der ersteren abzuziehen ist. — Wenn ich X bilde,
so muss ich die vollstindigen Variationen [8y] und [8y'] in Anwendung
bringen; ich habe demnach
0K =la,dx[8y]+ ay 82 [8y] + 9'(x) 822 + @(a, 9, ¥) 8]}, .
oder, wenn ich [6y] =0y +y 0z und [8y) =4y + y" S« setze,
,, d !
3) 0K = 350 dxdy+ 8oy dx dy +d_$ 9’(¢b Y y) dx"" ‘P(z’ Y, y') a’xL'
Setze ich jetzt moch ’
4) Q= 3+ 20,3y 3y’ + 0y 347,

so erhalte ich vermdge der ~ T »d 3) folgenden Awa-
druck fir die sweite Vad
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BV=08J40K

2, x:
=f.$2 dx +ﬁ“xo—' a'y] 8%y dx
%o 2,

’ d 4
o 81 + 208 8y + 20 82 85 + - p(2,9,47) 85*

+o(z,y y') oz

Soll die erste Variation von V verschwinden, so muss bekanntlich die

Differentialgleichung o —d =0
10— %01

erfilllt werden. Das zweite Integral in unserem Ausdrucke fiir 627 ver-

schwindet also. — Wenn ich dieselbe Bezeichnungsweise, wie in einer
fritheren Abhandlung von mir* anwende, so erhalte ich die Gleichung
6) (ag0 — a'p) 4 — a'pqt’ — aeu”’=0,

mit Hilfe welcher sich das erste Integral in 5) in folgender Weise um-
formen ldsst:

7) ./.;de—-et/:zmg’u’dx-i-

welche Transformatlon Jedoch nur giltig ist, wenn. u gwischen den Gren-
zen «, und x, weder verschwindet, noch unendlich wird. Daher folgt
aus 5) und 7)

&4
L V=.3‘/; giutdx 4+ [ax,,+aoB ]Jy +2a,,0x8y+2ay, dzdy
5 :
d , , 1
+2 9@ 4y) 8+ ay 6’y+¢(¢.y,y)6’=L-

a,+ay,.— ]By'l *

Wir kénnen die Formel 8) umformen, wenn wir die partialen Va-
riationen 8y und 6%y durch die totalen [dy] und [0%y] ersetzen. Die
iibliche Metaphysik der Variationsrechnung sieht bekanntlich y als Fune-
tion von & und einem Parameter ¢ an und definirt die partiale Varis-
tion von y als den Zuwachs, den y erhiilt, wenn nur « variirt, die totale
als den Zuwachs von y, wenn o« und @ sich #ndern. Demnach hat man

.
dy =?!6a,
ay
3y _8 ,6«’

[ ]_ 5a+a-" oz,

* Diese Zeitschrift XXII, 5.
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wie ay,. Ich will hier, wie in allen folgenden Fillen annehmen, dass
ay, positiv ist. Demnach wire auch 87 >0 und kénnte nur dann ver-
schwinden, wenn g’ identisch Null, d. h. wenn g eine Constinte wire;
da aber dy und somit auch g fiir x =&, verschwinden muss, so kann g
keine andere Constante, als Null sein, woraus folgt, dass dy identisch
Null sein miisste, Fiir einen andern Werth von dy kann 6% 7 nicht ver-
schwinden, es findet daher ein Minimum statt. °

Unsere Transformation ist auch noch giltig, wenn u zwar fiir keinen
Punkt zwischen x, und z,, aber fir x ==, verschwindet. In diesem
Falle kann jedoch g gleich einer von 0 verschiedenen Constanten an-
genommen werden, da die Bedingung 8y, =0 dann auf jeden Fall erfiillt
wird; 8% 7 kann also zum Verschwinden gebracht werden, ohne dass dy
identisch =0 ist, und es wird im Allgemeinen kein Minimum stattfinden.

Wenn das Integral sich noch weiter erstreckt, als iiber den Punkt,
in welchem u verschwindet, so bietet nach Hesse® das Princip der Con-
tinuitit wenigstens eine Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die zweite Varia-
tion .auch ihr Zeichen wechseln konne. Es lisst sich dies indess auch
genauer beweisen, wie spiter gezeigt werden soll.

Ich setze jetzt noch . L .
: w=y'ri+r'r,

wo 7,! und y;! zwei beliebige neue Constanten sind, und werde dann
. .
den Ausdruck ':‘— n#her untersuchen. Ich bezeichne ihn zu diesem

Zwecke mit p. Da Gleichung 6) auch gelten muss, wenn ich fiir » ein-
setze u! oder pu, so ergiebt sich aus derselben

10)  Couilt 20,0 sa, TP, 221

d*~ ' dz agud’
wo A eine Constante bezeichnet.
Da ao, nach unserer Annahme stets >0 ist, so folgt aus 10), da.ss

auch d—a: stets dasselbe Zeichen behalten muss. Setze ich y,=1y,'=0,

9,=7"=1, so0 sehe ich, dass dasselbe auch von 41 gilt. Ich be-

dx ry

zeichne :7’ mit ¢ und nehme an, :;_q sei stets grosser als 0, da, wenn

dieser Ausdruck stets < 0 ist, ganz die entsprechenden Betrachtungen
gelten. Es wird dann ¢ stets zunehmen und denselben Werth, wie fiir
&=ux, zum zweiten Mal nur dann erhalten kénnen, wenn es, bis ins
Unendliche gewachsen, in das negativ Unendliche umschligt und dann
wieder zunimmt. Wenn dann ¢ fir « = 2" wieder denselben Werth an-
nimmt, wie fir £ =1,, so darf nach den Auseinandersetzungen dieses

# Orelle’s Journal Bd. 54
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s

rentialquotient muss also auch fiir = () negativ sein; da ferner u'=u,
so sehen wir, dass 6%V fir die angenommenen Werthe von dy negativ
wird, dass also auf keinen Fall ein Minimum existiren kann.

§ 3. .
Betrachtung eines Ausnahmefalles.

Es ist jetzt noch der Fall zu betrachten, dass eine der Grossen r,
und ry zwischen z, und z, unendlich wird, fiir welchen Fall unsere
Schlussweise ungiltig ist, wie Herr Professor Mayer* in einer allgemei-
neren Untersuchung bemerkt hat. Es werde r; fiir £ =(z) unendlich,
dann ist zuniéichst méglich, dass ry zwischen , und x, weder verschwin-
det, noch unendlich wird. Dann kann ich u=y,r; setzen, wobei die
Transformation 8) giltig bleibt; es wird also ein Minimum stattfinden,
wenn nur a, positiv bleibt. Verschwindet dagegen ry fiir einen Werth
zwischen @, und (&), den ich mit £ bezeichnen will, so wird der Aus-

drack q=-:-:3 an dieser Stelle 0, und wenn sich ¢ der Grenze (x)
1

nkhert, so n#hert ¢ sich wiederum der Grenze 0, da sein Nenner oo
wird. Wenn wir voraussetzen, dass a, stets positiv bleibt, so behilt
der Differentialquotient von ¢ stets dasselbe Zeichen, ¢ muss also zwi-
schen £.und (x) durch oo hindurchgegangen sein. Nehmen wir, wie
frither, an, dass ¢ stets zunimmt, so wird fiir einen Werth (£), der zwi-
schen @, und §, und zwar sehr nahe an & liegt, ¢ etwas kleiner als 0
sein; da aber ¢ aus dem negativ Unendlichen bis 0 zunimmt, wenn «
_sich der Grenze () n#hert, so muss es einen Werth & zwischen , und
(x) geben, ftir welchen ¢ denselben Werth annimmt, wie fiir £ = (§).
Da zwischen (£) und ¢ die Differentialquotienten von y nach ¢, und ¢,
nicht oo werden, so gelten fiir ein von (£) bis £ ausgedehntes Integral
unsere fritheren Betrachtungen, d. h.: die zweite Variation dieses Inte-
grals kann zum Verschwinden gebracht werden, und es wird auf keinen
Fall ein Minimum stattfinden, wenn das Integral noch weiter ansgedehnt
T
wird; das Integral f o(z,y,y') de wird also in dem betrachteten Falle
z :

kein Minimum haben.

Ganz das Entsprechende gilt, wenn r; an einer Stelle zwischen (z)
und @, verschwindet. Nur der Fall, dass r; an derselben Stelle ver-
schwindet, an welcher r, unendlich wird, sowie der, dass jeder der bei-
den Differentialquotienten an einer Stelle zwischen &, und @, unendlich
wird, entzieht sich noch unseren Betrachtungen.

* Crelle’s Journal Bd. 69.






370 Zur Ul;tersnchnng ete.
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damit die erste Variation verschwinde, die Ausdriicke a,, und ¢ (2, y,y")
fir ¢ =, verschwinden. Der in 8) ausserhalb des Integralzeichens
stehende Ausdruck geht somit tiber in

’

d ’
14) ["11"‘“03- gf] 8y} +2q, 82,8y, + az o@,y y)dx?

wobei in den Ausdriicken a,,, 8y, u. 8. w. =2, zu setzen ist. Der
Ausdruck 14) muss, wenn ein Minimum stattfinden soll, eine positive
quadratische Form in Bezug auf dz, und dy, sein. Die in u vorkom-
menden Constanten y, und y, sind, wie frither, so zu bestimmen, dass
u fir =@, verschwindet.

Ist z, gegeben, y, aber nicht, so ist leicht zu sehen, dass die ge-
suchten Kritfrien durch das Zeichen des Ausdrucks

’ -

15) ay+ay. u;:
gegeben werden.

Wiren die oberen Grenzwerthe fest und die unteren gegeben, so
ist effenbar in dem Ausdrucke 14) x, und y, an die Stelle von #; und
y, zu setzen und das Vorzeichen des Ausdrucks umszukehren.

§ 5.
Beispiel fir die Regeln des vorigen Paragraphen.

Ein geometrisches Beispiel ist folgendes. Es sei eine Curve gegeben
und ein Punkt auf derselben; an dem Punkte ist der eine Endpunkt
eines Fadens von gegebener L#nge befestigt, wihrend der andere End-
punkt sich auf der Curve bewegen kann; der Faden soll so gelegt wer-
den, dass der Flichenraum, den er mit der gegebenen Curve einschliesst,
ein Maximum wird.

Die L#nge des Fadens sei I!; ich betrachte den Bogen s als un-
abhiéingige und den von dem gegebenen Punkte ausgehenden Radius vec-
tor r als abhingige Variable und setze 3—,; =r'; ferner sei f(r) der In-
halt der zwischen dem Radius vector und der gegebenen Curve liegen-
den Fliche, so habe ich das Maximum zu suchen von

]
16) V= o@(s,rr)ds,
0
wo
17) (s, r')=r;/l_—_r7’-|-2f'(r).r'.

Dies Problem flibrt auf die Differentialgleichung
18) r=c,¥Y1—1r%,

wlabe inteairt giobt
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26) a,=—coty+2f" (ry,7,),
C.
27) am=-—m_—”z,
wmsint b _5—5 s—c,,
, G 51 1
) U _s—0 85— . 8—6 $—¢ ¢ c,,
u ¢ ¢ 51 1 1
/ g1
28 - Y
) o oalgr—a)
Der Ausdruck 15) wird somit fir unsern Fall
' 1

29) an+ao,.':‘—‘=— coty+2f" (ry, r) —

1
Nun folgt durch Differentiation der Gleichnng 22)
2f"(ryr) _2r So + r’ 3

siny —q siny cosy’

,.2

oder, .wenn wir 91, abweichend von der frilheren Bezeichnungsweise,

0o
. ’ 6" . 4 0
mit r, W mit " bezeichnen,
30) 2" (r ) =25~
Nun ist, wenn ¢ der Krtimmungsradius der gegebenen Curve ist,
1AGE r
e= -:21' —)rr 7=colx.
Dadurch geht 30) dber in
2f" (ryy 1) =—coPy+ —— . ”"81
und gemiss 29) wird die Bedingung fiir das Stattfinden eines Maximums
sin2q — 29 cos2y
31) 2(siny — 7 cosy)

Der Kriimmungsradius QC, welcher den vom Faden gebildeten Kreis-
bogen berithrt, ist hierbei als negativ anzusehen, wenn er die Fortsetzung
des Fadens bildet (Fig. 2), und als positiv, wenn er die entgegengesetzte
Richtung hat (Fig. 3).

Nehmen wir zuniichst den Fall an, dass die gegebene Curve aus
swei sich schneidenden geraden Linien AT und TQ besteht (Fig. 4), so
ist ¢=o und es wird darauf ankommen, ob der in 31) rechts stehende
" asdruck positiv oder negativ ist. Da y nicht grosser als = sein kann,

| sonst der Faden mehr als einen Umkreis vollenden mtisste, so bleibt

Nenner der rechten Seite von 31) stets positiv; der Zihler ist gleich-

I positiv, so lange 27 < 257°27°12” ist, dagegen negativ, sobald 2%
» im ersten Falle wird also ein Maximum stattfinden.
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y=c,x+c;.
Ich will in diesem Beispiel die vollstindigen Variationen einfach mit
dy,, 6%y, bezeichnen, da die partialen gar nicht vorkommen. Dann habe
ich fir die Grenzwerthe die Gleichung
® () 8y + [o (=4, v1, V) — ¥y ‘P’(y'x)] dx, =0,
.’1’1

3 + —==r 82, =0,
Vit VI,
3z
34 AL
) ¥ 6!/1

woraus sich der bekannte Satz ergiebt, dass die Linie eine Normale der
Curve sein muss. :
Um zu untersuchen, wann ein wirkliches Minimum stattfindet, bilde

ich mir den Ausdruck 33). Da -al=z, 2!=1, also u =x—ux, ist, so
dc, ocg

erhalte ich mit Beriicksichtigung von 34)

1 dy,5 8z, 8%y, 1 dz,f 8y’

1™ % .7 (8= +0y,"* VYix i+ oy’ =2 Y3z + oy,’)’
1 dz4dy
+ —l 1l __ >
oder =2 5 + 3y)
dy Sz, 8%y

35 1 ;/ éx 2 0 ’—_,—__l_._ 0.

) o Véxz'+ 6y1’>

— Y3z} 3
Da Y14y = i’l&;'A. positiv zu nehmen ist, so muss ' 3z,*+dy,*
. 1

dasselbe Zeichen wie 8y, haben. Der Ausdruck 35) giebt mir daher die
Bedingung ; -

T 0 Y
36) T, —z,7 8y, (0= + 0y’
woraus sich ergiebt, dass ein Minimum jedenfalls dann stattfindet, wenn
die Curve convex gegen den gegebenen Punkt ist; ist sie concav, so ist
ein Minimum nur in dem Falle vorhanden, wenn der gegebene Punkt
zwischen der Curve und ihrem Kriimmungsmittelpunkte liegt, wie sich
dieses Resultat auch mittelst der elementaren Theorie der Maxima und
Minima finden l#est [Herr Prof. Dienger behandelt in seinem ,,Grundriss
der Variationsrechnung* dies Problem und kommt zu einem Ausdruck, der
dasselbe besagt, wie 36); doch giebt er die geometrische Bedeutung seines
Resultats nicht an].

§ 7. )
Bowohl die oberen, als die unteren Grenzen sind variabel.

Der Ausdruck 8) oder 9) muss fir alle Werthe, welche die 8y, da
sopelr» ' vem, positiv sein. Ich denke mir jetat irgend swei Werthe
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9 _ —dy, % 3yo yo

0
38) N:¥:= 6.’/0.3 — 8y, 3 (.l +3 .'Il

Dass u bei diesen Werthen von y, nnd ys zwischen 2, nnd x, nicht ver-
schwinden kann, dass wir somit dy = ¢gu setzen diirfen, folgt aus fol-
gender Betrachtung, Da 4y, und dy,, nach<37) also auch u, und #,,
dasselbe Zeichen haben, so miisste u, wenn es iiberhaupt zwischen den
Grenzen verschwindet, sein Zeichen an dieser Stelle nicht wechseln, oder
es miisste an mebr als einer Stelle verschwinden. Das Letztere ist da-
durch ausgeschlossen, dass die Bedingungen des § 2 erfiillt sein miissen.
Dass u verschwindet, ohne sein Zeichen zu wechseln, ist gleichfalls un-
miglich, denn alsdaun miisste auch u’ verschwinden und wir hitten die
beiden Gleichungen

oy 3y oy oy _
Nge, Tz =0 Nz trg. =0
woraus sich ergeben wﬁrde

9y oy’ 0y oy =0

d¢, de, dcy dcy
und folghch - =0 was nach § 2 unmoghch ist.

Wir haben somit als fernere nothwendige Bedingung fiir ein Minimum:

Der in 9) ausserhalb des Integralzeichens stehende Aus-
druck muss positiv sein fiir alle Werthe von dx, und dx; und
fir diejenigen Werthe von dy, und dy,, welche gleiches Zei-
chen haben, wobei y, und y; so zu bestimmen sind, dass yy:u,
=4dY,:0y,.

§ 8.
Beispiel fir den vorigen Paragraphen.

Um ein Beispiel zu geben, behandle ich das Problem, die kiirzeste
Linie zwischen zwei Curven zu ziehen.

Ebenso, wie in dem entsprechenden einfacheren Problem des § 6,
folgt, dass die gesuchte Linie die gemeinschaftliche Normale der beiden
Curven ist. — Um die zweite Variation zu -untersuchen, bilde ich den
in 9) ausserhalb des Integralzeichens stehenden Ausdruck. Hierbei kann
ich 82x=0 setzen und u=x — ', wo x' eine noch zu bestimmende
Constante ist; dann erhalte ich, ihnlich wie in § 6, fiir das Stattfinden
eines Minimums folgende Bedingung:

2 Bl s r- «s(—::‘[-;-s—[yo]y_]2l> "

Die .Qnadntwurzel hat bierbei wieder dasselbe Zeichen, wie [dy]. Neh-
men wir an, dass dy, und Sy, entgegengesetzte Vorzeichen haben, so
mase + " &’ 80 bestimmt werden, dass u wwischen z und z, ver-
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schwindet; also muss die Bedingung 39) fiir alle zwischen &, und z, ge-
legenen Werthe von &’ erfiillt werden. Dies wird der Fall sein, wenn
wir die folgenden beiden Ungleichungen haben:

[0y,) de, [8y,]
40 ——=L_vsz 2+ [0 ’———‘—-—>0
) . oo 4wl Yéz 2+ [dy,)? ’
[8y)] . ——= ALA!
41 70y 3 Sy |2 — ___Q___
) T,—7 Vozsl+ [8y,)* — Vo3t Byl o3+ [yl <o,
was zunichst nothwendige Bedingungen fiir das Stattfinden eines Mini-
mums sind. — Nehmen wir an, dass dy, und dy, gleiches Vorzeichen
haben, so ist x’ aus Gleichung 37) zu bestimmen, d. h. wir haben

’ ’ , oy, —x, 6
xo—xttl—x=6yo:6y“ x=x0 Y1 — % 0%

6!/1 - 6.'/0 ! )
o (m—w)dy ., (23— ) 8¢,
N T7e AL a’_.,, — 3y,
und wenn ich
é
. =[0y,] — ¥, 8z, =[dy,] + [dy ] = [8y,] +[;;°]
setze,
2 — = (3= x5) (2" + [3y,]*) [3y,]
! (6 x4+ [0y, ") [8y,) — (8 + [650)%) [84,]°
x,— (&1 — ) (Bxo® + [8y,)*) [6311]

(5‘”12 + [0y,1%) [6y,) — (820" + [8yo)) [64,]
Wenn ich dies in 39) einsetze und der einfacheren Schreibweise wegen
die Klammern, in denen die Variationen stehen, fortlasse, so erhalte ich

dy, :
L [(8x2+6y,%) by, — (6x,2 + dy,}) Sy
xx“xo)l/d-"ﬁ"i"’yl’[( 1 9") 8y, — (8, 0 1]
_ __ 6z 3y,
42){ ¥ Sz +dy?
3y,
- ———— [(6 2,2+ 8y,}) 6y, — (Bx 3+ du,%) 8y
2, —y) 34, Vaxo,_'_ayo,[( 1 y,") 8y, — (87, o) 8y
dx, 8%y,
AESE XIS
Sind die Coordinaten des Kriimmungsmittelpunktes «,, §,, resp. «;,
B,, und die Kriimmungsradien ¢, und ¢,, so habe ich allgemein

+

Yoz 4y e
43) 7 = y —p
d_y __x= a
] 1
45) Y. ,L_B),f,
Hierdur - ~ Woet o
1 a«n



318 Zur Untersuchung etc.

(1) (xo—ul) axz (xi"“)s% + (x— “o)'ol
46) ;- By)* (%, - 7o) @0 €y \xz""o".'l; Bo)1— P11\ o - @g) (X, “'1)
- QT — & 2
+(.'/ —Bo) (x,— x,) by >0.
Damit dieser Ausdruck eine definite quadratische Form ist, muss man
haben .
47) z 0’0, (Zo— @) (7, — &, ! [(Zo— @) (2, — &) — § (% — @) (£, —a))]
— e’ (@ —a))f — }of(@—a)° > 0.
Beachtet man, dass :°:a°= :':a‘, so geht 47) iiber in
o 1
48) (20— @0)® (x; — &,)3 (2, — xp) (e — @) < 0.
Damit 46) nun auch eine positive Form wird, muss ¢, (x,—¢a,) > 0 sein.
Da die Quadratwurzel des Ausdrucks 42) dasselbe Zeichen haben muss,
wie 8y, so folgt aus 43) und 44), dass das Zeichen von ¢ gleich dem
von £—a zu nehmen ist. Die letztere Bedingung kann ich also auch
schreiben
49) (%, — @) (zo— ) >0.
Zu diesen Bedingungen kommen noch die friiher gefundenen 40) und
41), welche sich schreiben lassen

50) ! 1

7,8y,

51)

Ty—a, " To—
und fiir alle zwischen z, und x, liegenden Werthe von z” erfiillt werden
miissen. Die vier Ungleichungen 48) bis 51) bilden somit die nothwen-
digen und hinreichenden Bedingungen fiir das Stattfinden eines Minimums.
AB sei die gemeinschaftliche Normale der beiden Curven, a der
Kriimmungsmittelpunkt der ersten Curve im Punkte 4, b der der zweiten
Curve im Punkte B. Sind die beiden Curven' convex gegen einander,
wie in Fig. 7, so ist z,>«,, 2, < q,, a,>a,; folglich werden simmtliche
Bedingungen erftillt und es findet sicher ein Minimum statt. Sind die
Curven concav gegen einander, wie in Fig. 8, so ist 7, <, 7, > a,,
soll somit die Bedingung 48) erfiillt werden, so muss a,>>a, sein; in
diesem Falle wiire aber z, sicher kleiner als «,, folglich wiirde die Be-
dingung 49) nicht erfiillt werden; es kann somit kein Minimum stattfinden.
Ist die Curve, auf welcher der Anfangspunkt liegt, concav gegen
diejenige, auf der der Endpunkt liegt, diese aber gegen jene convex,
wie in Fig. 9 und 10, so haben wir z,<¢«,, z, <«,, somit sind die Be-
dingungen 49) und 50) erfillt; die Bedingung 48) dagegen wird nur
iann erfullt sein, wenn @,>ga,, wie in Fig. 10, und da dann auch
nw>>¢,, so ist auch 51) erfullt. Nur Fig. 10, nicht aber Fig. 9 wird uns
Hefern.

-
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Ist umgekebrt, wie in Fig. 11 und 12, die Anfangscurve gegen die
Endcurve convex und diese gegen jene concav, so babe ich x,>e,
;> a;, also Bedingung 51) ist erfiillt; Bedingung 48) wird wieder nur
dann erfillt sein, wenn ¢y > a,, wie in Fig. 12, und da in diesem Falle .
xy>ay, 8o sind auch die Bedingungen 49) und 50) erfiillt. Nur Fig. 12,
nicht aber Fig. 11 wird ein Minimum geben. '

Die Figuren 7, 10 und 12 stellen uns somit die F#lle dar, in wel-
chen ein Minimum stattfindet, und die Figuren 8, 9 und 11 diejenigen
Fille, in welchen ein Minimum nicht vorhanden ist. Das Resultat un-
serer Untersuchung ist daher folgendes:

Die Strecke 4 8 wird das Minimum des Entfernung der beiden Cur-
ven stets dann darstellen, wenn dieselben in den Punkten 4 und B con-
vex gegen einander sind; es wird nie ein Minimum stattfinden, wenn
beide Curven concav gegen einander sind; ist die eine gegen die andere
concav und diese gegen jene convex, so wird ein Minimum nur dann
statthaben, wenn 4 und a beide zwischen B und b, oder B und b beide
zwischen 4 und a liegen.

Kénigsberg, 3. Mirz 1878,




XVIL

Oscillatorische Bewegung eines verlingerten Rotations-
ellipsoids infolge der Anziehung eines weit entfernten
Punktes.

Von
Dr. ARNoLD GIESEN.

Hierzu Taf Vi, Fig. 13—15.

§ 1. Bestimmung der an dem Ellipsoid wirkenden Kriifte.

Auf ein homogenes, verlingertes Rotationsellipsoid (Fig. 13), wel-
ches um seinen festen Mittelpunkt drehbar ist, wirkt naclt dem Newton-
schen Gravitationsgesetze ein weit entfernter materieller Punkt. Der
Radius des Aequators des Ellipsoids sei a, die halbe Rotationsaxe sei c.
Wir legen ferner ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde, dessen
zy-Ebene in die Aequatorebene des Ellipsoids fiillt und dessen £z-Ebene
den anziehenden Punkt u enthiilt; die Coordinaten des letzteren seien «
und y (entsprechend = und z). Dabei ist der Mittelpunkt des Ellipsoids
der Coordinatenanfangspunkt und die Coordinatenaxen sind Haupttriig-
heitsaxen, Ein Punkt des Ellipsoids habe die Coordinaten z, y, z, dann
ist die Entfernung desselben von u, welche wir r nennen wollen,

r=V o=+ 7+ @),
Die Anziehung, welche der fragliche Punkt von u erleidet, ist also
R w.dm.f
L

re

wenn g und dm die Massen der beiden Punkte und / die constante Ele-
meontaranziehung bedeuten. Die Componenten dieser Anziehung nach
den drei Axen sind
ufdm(@—z) pfdmy pfdm(y—z)
r ! B r )
Fir r wollen wir jetzt einen genitherten Ausdruck setzen. Daszu
nennen wir die Entfernung des Punktes u vom Mittelpunkte des Ellip-
ids R nnd bhaben dann ®
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"o~

Die Summen sind natiitlich tiber die ganze Masse des Ellipsoids auszu-
dehnen. Beachten wir nun, dass der Ursprung im Schwerpunkte des
Ellipsoids liegt und dass die Coordinatenaxen die Haupttrigheitsaxen des
Ellipsoids sind, so sieht man, dass folgende Summen

Zzxdm, Zydm, Zzdm,
Zxydm, Zxzdm, Zyzdm

sémmtlich gleich Null werden. Demnach werden obige Componenten des
Gegenpaares:

I1) L=0, M=3p/%2(z’—x’)dm, N=0.

Diese Werthe zeigen, dass die Axe des resultirenden Gegenpaares nach
der y-Axe gerichtet ist, das Gegenpaar demnach in der Ebene liegt,
welche durch die Axe des Ellipsoids und den angrenzenden Punkt geht.
Bezeichnen wir dasselbe fortan mit &, um mit 4 die Masse des Ellipsoids
begzeichnen zu kénnen, so haben wir weiter '

G = 3",';?: 2[(z3+y2) dm — (¥ 4y dm]
oder weiter
6= 3#% [% (a4 — %’ (a’+a=)],

indem Z(2*4y%) dm und Z(2®+y®) dm die Trigheitsmomente des Ellip-
soids beziiglich nach der x- und z-Axe sind, welche die Werthe haben

1;—’ (a*+¢?) und %l (a®+ a®).

Nennt man 9 den Winkel, welchen die Linie R mit der Rotations-
axe ¢ bildet, so ist
y=Rcos®, a=Rsin®,
so dass wir endlich fiir das Gegenpaar folgenden Ausdruck erhalten:

III) c=3pfH(l—ad)

5E sind cos .

_Ein positives Paar strebt bekanntlich eine Drehung hervorzubringen,
durch welche die pesitive z-Axe in die positive - Axe gelangt. Ist also
das Ellipsoid ein abgeplattetes, so strebt G, die ungleiche Axe des El-
lipsoids senkrecht zu stellen zur Verbindungslinie R; ist dagegen das
Ellipsoid verldngert, so strebt das Paar, die ungleiche Axe in jene Ver-
bindungslinie zn drehen. Der letztere Fall ist es, welcher uns hier an-
geht. In beiden Fillen ist das Ellipsoid im Gleichgewichte, sowohl wenn
seine ungleiche Axe in die gedachte Linie R fillt, als wenn beide auf
einander senkrecht stehen. Bei abgeplatteten Ellipsoiden ist ersteres die

# labile, letzteres die stabile Gleichgewichtslage, umgekehrt bei verl¥nger-
ten Ellipsoiden, ’
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§ 2. Zweite Bestimmungsmethode der an dem Ellipsoid wirkenden
Krifte.

Wir wollen jetzt sehen, wie sich dieselbe Formel fiir das Gegenpaar
aus der allgemeinen Formel fiir das Potential eines Ellipsoids ableiten l#sst,

Das Potential eines homogenen Ellipsoids mit den Halbaxen a, b, ¢
in einem #ussern Punkte (z,y,z) wird bekanntlich ausgedriickt durch die
Formel -

B o dt _ 3 _ !l’ _ 23
V"_abc“/;/(a’+t)(b*+l)(c’+‘) (1 a®4-t o34t cn+t),
[

wenn ¢ die positive Wurzel der Gleichung
28 v 2
I S N
3 3
darstellt, alto bite cite
Hieraus findet man zunéchst, wenn zur Abkiirzung

Y@+ +0(+n=D

1

gesetzt wird, ®
aﬁ——abc ‘i‘ _2:;-
oz ] D dgr
]

v, St 2y
“_— — —
3_37— abcufp il
)
oVs dt 2z -
7;="““"/; ey
o

Multiplicirt man diese drei Ausdriicke noch mit der constanten Dichtig-
keit ¢ des Ellipsoids, der Masse u des angezogenen Punktes und der
constanten Elementaranziehung f, so erhiilt man die Componenten der
Kraft, welche das Ellipsoid auf den Punkt u ausiibt.

Sowie aber das Ellipsoid den Punkt u anzieht, zieht auch dieser
das Ellipsoid an, beide Krifte sind entgegengesetzt gleich. Die Rich-
tung der Kraft, der das Ellipsoid unterworfen ist, geht durch (2,y, z)
und ihre Componenten sind entgegengesetzt gleich den vorherbestimmten.
Fiir unsern Fall ist das Ellipsoid ein Rotationsellipsoid, wir setzen daher
a=1b; der Punkt (z,y,2) liegt in der zz-Ebene, seine y-Coordinate
ist daher gleich Null und folglich auch die y-Componente der An-
ziehung. Fiir die beiden anderen Componenten erhalten wir also die
Ausdriicke

. ®
X=2Pf@d cn.2 m,
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dt 4a* 4 ¢ 1 4d4c 1
ﬁa’-l-t)’(c’-l-l)% [ i.,,+% A ]., ={5—"5

und, indem wir fiir 6 den obigen Werth setzen,

dt _ 1 4a¥ 42 1
ﬁa’+:)’(c’+t)*'*(ws+za_a’z'+c’z*)'/" 5 @t
ad4 23
¢
wobei im letzten Gliede fir ¢ einfach x%4 2% gesetzt wurde, welches
jedenfalls gestattet ist. Hieraus folgt nun durch Entwickelung des ersten
Gliedes

dit 1 az24-c222  4ad4-c? 1
@+ (E+n0% 3(zi+zf)%+ @@+25h 5 (@A

Das zweite Glied ist seines Zihlers wegen von derselben Ordnung wie
das letzte. Aus dieser Formel ergiebt sich sogleich X, wenn wir die
Entfernung des anziehenden Punktes vom Mittelpunkte wieder mit R be-

zeichnen:
a®a’% 4 327
I) X=~’,yfpa’cn— +2ufodicnx ——;;——-— —$ufedicnx

4a4c?
o

Nun miissen wir z bilden. Wir haben ganz wie vorhin '
1 _ -1( “’)_l '/.( c’)-'/'
@roEron ) Ut

1) -4 - E 3

1 2a’+3c’
= S\ ——
und hieraus durch Integration
¥ a1 2443
@@ ta b
o
—3 1 —4 242432
- a¥zd 4 323\ (224 28)"
(”*" )
a’c’+c’z’ 2424327
=gt L
.und demnach .
]
) Z=4pfed'cn i +2y.fpa’cuz -—’%’;ﬁ —fpfoa’cuz%—-'-a—c’.

Hitten wir frither ¢ direct = 2%4-2® gesetst, so wiirden die Formeln
fir X und Z die sweiten Glieda
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durch eine massenlose Linie, beiderseits vom Ursprunge gleichweit ent-
fernt, verbunden sind, die sich um den Ursprung drehen kann. Die
hulbe Lénge des Hebels sei /, & und R behalten ihre Bedeutung (Fig. 14).
Die Componenten der Anziehung, welche 4 erleidet, sind

muf a muf y

o T
diejenigen, welche B erleidet, sind

muf a muf y
W T

wenn r, und r, die Entfernungen beziiglich der Punkte 4 und B vom
anziehenden Punkte u bedeuten. Die letzteren, d. h. die z-Componen-
ten, erzeugen kein Paar. Nun ist

r3=R4PB—2Rlcos®, ri=R'+PE+42Rlcos?d,

also
1 s 1  3lcosd®
_— — -'/!—_— — —
o (R*4 B —2Rlcos ) R’+ s
1 1 3lcosd

— = (R3 -
P~ (R*4 B4 2Rl cos9) I y

also sind die #-Componenten der an 4 und B wirkenden Krifte

mupfa 3mufalcosd mufa 3mufalcosd
7 + 7 und y 7 .
Die beiden Componenten
mufea
RS

an beiden Punkten erzeugen kein Paar, sondern halten sich das Gleich-
gewicht. Die-beiden Theile, welche das Paar erzeugen, sind also nur

3mufalcosd® 3mufal cos?d
t— g wd
Der Hebelarm des Paares ist 2/ und also das Paar selbst
6mufB cosd sind
R ’
Das aus der stattfindenden Bewegung abgeleitete Paar ist
a9
T

wenn J das Tridgheitsmoment der beiden Punkte in Bezug auf die Dreh-
axe ist; dieses ist =2mp. Daher wird die Bewegungsgleichung

&9 3ufcosdsind

@w-T
Die Bewegung hingt hiernach also gar nicht von der Masse der beiden
Punkte 4 und B, auch nicht von ihrer Entfernung ! ab, sondern nur
von der Lage des anziehenden Punktes, seiner Masse und der constan-
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Rechnen wir dagegen die Zeit von dem Punkte aus, wo das Ellipsoid
durch die stabile Gleichgewichtslage geht, und bezeichnen dann dieselbe

mit 7, so kommt

A . . [sind
{=*T—‘=ﬁ F[smoo,arccm (ﬂT‘%)]
oder

_ l/ R(c*4a?) . . [ sin®
III) =R m F [Sﬂl ’80, arc sin (:in&o ]-

Nun handelt es sich aber weniger darum, die Zeit aus dem Elongations-
winkel zu finden, als vielmehr umgekehrt, den Elongationswinkel aus
der gegebenen Zeit zu finden. Kehren wir daher die vorige Gleichung
um, wozu uns die.elliptischen Functionen die Mittel bieten, so kommt

i 1 — .
arcsin (5%’"—;) =am (E I/ 3—;—{%:? . l') .

0 = sind, sinam| L7/ 2= )
Iv) sind = sin 80 simmam (E % ° )m:l‘l\,o )

H

Hieraus ergiebt sich sogleich weiter

o l/auf(c*—ﬁ
V) cos® = Adam R R(+d%) .{)md=“l30.

Aus diesen Formeln ergiebt sich leicht die Winkelgeschwindigkeit. Da

nimlich :
d sinamu

du

= cosamu damu,

so folgt aus IV)
o _ . 1 ’/3,‘/(&_(3) 1V3yf(c’—a’)
coseﬁ—smaocosam(i m)—.()dam(l—z W.{)
1 l/3uf(c’—_a’)
R R(*+a?) ’

folglich
d® __sin9dy 4 /3uf(c*—a’) 14 /3uf(—a¥)
vI) i~ R ’ R(ci+ad) cos am (R R(+a%) ¢ mod=1sin9,

n
2
sitive ganze Zahl ist, so erbalten wir die Winkelgeschwindigkeit im tief-
sten Punkte. Fiir =0 wird zuniéchst

d&)_sa‘n\‘)ol /3uflci—a?)
i)~ R R(+a) ’

2

cosam (L l/ 3—;(—;}2—:?.()=co:am[2n K (sin8))] =cosnn=+1,
L g

Setzen wir =0 oder = {T oder iiberhaupt = T, wo n eine po-

da cosam(0 =1 ist. Setzen wir /= T, so kommt guerst


















898 Oscillatorische Bewegung ete.

§ 5. Der anziehende Punkt besitzt selbst eine kleine Osocillation.-

Wir wollen jetzt endlich noch die Voraussetzung machen, der an-
ziehende Punkt p oscillire selbst auf einem um den Mittelpunkt des El-
lipsoids mit dem Halbmesser B beschriebenen Kreise um eine Mittellage
0, aber so, dass seine Amplitude & immer sehr klein bleibt. (Fig. 15.)
Der Winkel, welchen die Rotationsaxe des Ellipsoids mit dem nach 0
gezogenen Radius vector' bildet, heisse r, ferner mige ¢ die Zeit, G das
auf das Ellipsoid wirkende Gegenpaar, J sein Trigheitsmoment, ¢ seine
Rotations- und a seine Aequatorealhalbaxe, endlich f die Attractionscon-
stante bezeichnen.

Die Schwingungen des Punktes u um seine Mittellage O seien aus-
gedriickt durch die Gleichung

I) =49, Sin?
unter § die Daner einer ganzen Schwingung und unter &, die grisste
Winkeldistanz von der Mittellage O verstanden. Dann heisst die Be-
wegungsgleichung &z

Joq—

t,

G=0.
Nun ist nach III), § 1,
(2—a?) .
G=3pufH 7 sin (& — 1) cos (& —1).

Ferner ist
= —g— (c®+a?).
Dadurch kommt
P 3uf(c—at)
deé.  R3(c*+ad¥)
Da nun nach Annahme 9 und = stets klein bleiben sollen, so setzen wir
fir eine angeniherte Behandlung
cos(8—1)=1, sin(®—1)=90—=
und ebenso der Kiirze wegen
3Ff(cg—a2)= H?
RS (C’ + a?.) °
Dann wird die Bewegungsgleichung des Ellipsoids

sin (9 — ) cos(8—1) = 0.’

lpf [N
ar 2. g2
‘“2+H v=H3%9
oder
d*z

E—ﬁ+ﬂgt=ﬂsao sin&‘l.

)

. 2 . .
Wenn wir nun noch Fn mit « bezeichnen und fiir «f die neue Va-

riable z einfiibren, so erhalten wir die Diferentislgleichung
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"" Tt A= H'8,sinz
oder
o dz
+ T=Sgsinzx.
Hig, dai " B,

Endlich setzen wir noch fiir

H' 7, t die neue Variable y und erhalten so

d’y+

- y=sinz.
Die allgemeine Diﬁ‘erentialglelchung
a z, + + by=/[(x)
hat bekanntlich als Infegral
(c + ﬁ(z) e me da:) ems — (c + ff(x) s da:) s
my — g
unter m, und m; die Wurzeln der Gleichung

mit+am4b5=0

verstanden. Setzen wir f(x)= sinx, so erhalten wir

_CemT— Cyem= emE e~ ™ sinx dw-—-e""“/;“"“‘sina: dx

m,— my m, — Mgy
Nun ist aber ’

m sinx 4 cosx

e mEsinrdr =— w1 mz.
demnach kommt also . .
m, sinx cosx _m, sinx + cosx
y_C'lc"--'— Cyem™* m241 mgi4-1
m, —my m, — my
_Cems— C,e"'t-'+ (mymg — 1) sinx 4 (m, 4 my) cos x
my—my ("‘1’+1)(mn’+l)'

Nun ist in unserm Falle

) . s
ml=+;t, m’=—.;."

H’ H .

m mg = Pl m +m;=0, ml—m2=2;,.

Daher kommt
(A C,)co:—x-{-(c +L)asm— (——l)smx
y= +
H A 3
27, (% 1)
sinx
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unter ' und ¢ die beiden Integrationsconstanten verstanden. Wir setzen
nun nach dem Fritheren

=—1

und erhalten, unter € und ¢ zwei neue Integrationsconstanten verstanden,
2

1I) 1=H,H 2, sm l+CsmH(t+c)

Wenn der anziehende Punkt g in seiner bisherigen Mittellage O fest-
liegend gedacht wird, so ist 9 =0 zu setzen und die Bewegung wird
dargestellt durch

¥ =CsinH(1+c),
woraus hervorgeht, dass man fiir die Oscillationsdauer 4 des Ellipsoids
in diesem Falle hat %

H
oder nach dem Obigen [iibereinstimmend mit XII) in § 3]

4=

_ R(c*4ad)
III) 4=2zR Saf@—ay)"
Hiernach gestaltet sich Gleichung II) folgendermassen:
2
Iv) t=6,6420 sm2 t4C sin n(l-{-c).
74

Fiir den Mond ist — also ‘— oder die Winkelgeschwindigkeit

B Bz’
=l/;—£ Hiernach findet sich fiir seine Umlaufszeit

BS
uf

d= rl/ig,jj‘.

¥ kann man als die Libration des Mondes in der Léinge betrach-

ten,* wobei dann fiir 0 natiirlich 7 zu setzen ist. Hierdurch kommt
1 .2 , . 2n
T=— —ma— '9081” —6— ‘+(/ sin 7 (‘+C).

. Ya—a—

T=2n

und daraus weiter

Ueber die Axenverhiltnisse des Mondes vergleiche man des Verfas-
sers Abhandlung: ,,Ueber eine einfache Behandlungsweise der-
jenigen Probleme der Hydromechanik, in welchen Ellip-

* Man bedenke, dass fiir die entwickelten Formeln nur die relative Be-
vagung von Erde und Mond in Betracht kommt. Mit Riicksicht auf Gleichung
man Laplace, Méc. cél. T. 111, 1.7, n. 21 und T. 11, 1, 5, n. 15.

-
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-

soide mit kleinen Excentricititen vorkommen*, I. Theil § 2,
Jahrgang XXI, 1 dieser Zeitschrift.* Offenbar erhielte man fiir z eine
Formel von derselben Gestalt bei der Annahme, dass die auf der Ebene
des Winkels r senkrecht stehende Axe des Ellipsoids die kiirzeste sei.

Die Rotation des Mondes um seine Axe ist gleichférmig und ihre Dauer
sehr nahe gleich der Umlaufszeit um die Erde. Da die letztere nicht gleich-
formig ist, so wird durch diesen Unterschied die Libration in der L&nge be-
- dingt. Es ist unwahrscheinlich, dass die anfingliche Rotationsgeschwindig-
keit genau gleich der mittleren Umlaufsgeschwindigkeit war. Waren aber
beide verschieden und hitte keine weitere Wirkung stattgefunden, so
hiitte im Laufe der Zeit eine merkliche Ablenkung der Mondaxe eintreten
miissen.. Aus dem Vorhergehenden leuchtet nun ein, wie dadurch, dass
die grosste Mondaxe der Erde zugekehrt ist, diese Axe um die Lage,
welche sie einn#hme, wenn die Rotations- und Umlaufsgeschwindigkeit
genau gleich und keine weiteren Wirkungen vorbanden wiren, um We-
niges herumschwankt, wofern nur der anfiingliche Unterschied zwischen
der Rotations- und mittleren Umlaufsgeschwindigkeit nicht allzu bedeu-
tend war. b

* Daselbst 8. 52 Z. 2 v. o. lese man: ,b steht* statt ,besteht*,
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XVIII. Ueber die Verallgemeinerung einer Erzeugungsart der Curven
zweiten Grades.

(Hierzu Taf. VI, Fig. 16 —18.)

Die Erzeugungsweisen der Curven lassen sich eintheilen in me-
trische und projectivische. Je nachdem die Curve in ihrer Er-
zeugung oder als fertiges Gebilde betrachtet wird, finden jene ihre
analytische Darstellung vermittelst der inneren oder der complexen,
diese vermittelst der §usseren oder der algebraischen Multipli-
cation. — Nur die Curven zweiten Grades scheinen bis jetzt nach allen
diesen Richtungen hin untersucht zu sein, und zwar waren es hei diesen
die einfachen metrischen Erzeugungsweisen (des Kreises mittelst Zirkel,
der Ellipse mittelst der bekannten Fadenconstruction), welche sich der
Untersuchung zuerst darboten. Erst die neuere Zeit brachte fiir diese
und bald auch fiir die hheren Curven die projectivischen Erzeugungs-
weisen, wihrend die metrische Erzeugung der letzteren noch im Riick-
stand geblieben ist. _

Im Folgenden soll eine Verallgemeinerung der metrischen Erzeugung
der Curven zweiten Grades versucht werden, wobei es.vorzugsweise dar-
auf ankommen wird, im Allgemeinen festzustellen, welche Resultate sich
von Untersuchungen dieser Art erwarten lassen.

Wenn die elementare Aufgabe gestellt wird, den Ort eines Punktes
zu bestimmen, fiir welchen die Summe der Entfernungen von zwei festen
Punkten constant ist, so dass

rn+r,=c,

so ergiebt sich bhekanntlich als Losung eine Ellipse oder eine Hyperbel,
je nachdem r, und ry gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben.
Und wenn e die Entfernung der beiden Punkte ist, so ist stets nur die
Ellipse oder die Hyperbel reell, je nachdem ¢ > oder <e. Versteht man
daher in obiger Aufgabe unter ,,Summe' die algebraische Summe
(beide Fille: r;+r; und r,—r, umfassend), so ist der Ort des Punktes
ein Paar von Kegelschnitten, von denen der eine reell, der andere ima-
gindr ist. Oder: Fiir einen bestimmten Werth von ¢ liefert stets nur
eiper A~- “~den Fille (r;4r;) und (r;,—r;) eine reelle Curve.
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(x5e — Ty 89)2 = 7" + z® + (2, + )",
Wenn wir diesen und die analog gebildeten Ausdriicke in der Glelcbnng
3) einsetzen, so geht sie iiber in
Vad+xd+ (@4 x,)  + Vgt +a2 4 (x5 4z, + Val+zl+(z,+a)=s
oder, wenn wir die Klammern l6sen, durch J/2 dividiren und s:Y/2=1
setzen,
4) Vi +zrstald Vet ozt ot +Yr o+ at=1,

wobei man, um die Homogenitéit herzustellen, zu 4 noch den Factor
(z,+x;+ ;) fiigen kann.

Die Gleichung 4) ist nun die Gleichung einer Curve, welche den
geometrischen Ort des Punktes x reprisentirt. Um diese Gleichung zu
transformiren, schreiben wir sie in der Form

Va+Vb+Vec=i,
schaffen J/c nach rechts und erbalten durch eine kurze Rechnung,
wobei noch

c—a—b=d
gesetzt wird,
1643 (A3+ d)3c = [(A*+d)* + 44%¢c — 4ab]s.
Lost man dann die Klammern, ordnet nach Potenzen von A% und stellt
die Coefficienten derselben durch die Ausdriicke (d — 2c) und (a*—4ab)
dar, so findet sich leicht, dass die Gleichung sich auf folgende Form
bringen lsst :

5) [M 4 243(d—2¢) + (&* — dab)]t = 644t abec.
Setzt man noch
6) T %y + Ty + xgx, =0,

8o ergiebt sich in Verbindung mit 2)
¢=1—v—2z, b=1—v—uzx,,
c=1—v—z;,, d=v—2z,
d—2c)=3v—2, (®—4ab)=—3v%, abc=0v?—1’ - z,2,.
Durch Einsetzung dieser Werthe in 5) erhiilt man
7 (A 422330 — 2) — 30°)2 = 6442 (v® — v® — x, 4, 2,).
Auch diese Gleichung kann man durch Hinzufiigung passender Potenzen
von (x,+4+;+x,) homogen machen. Ihre Variablen sind dann die drei
Functionen
@+ 2+ 25), (2,7, + 2,75+ 75@), (2, 2,%).
Die Curve besitzt im Allgemeinen den achten Grad. Daraus geht
hervor, dass in der Gleichung 4) die Wurzeln mit allen méglichen Zeichen-
combinationen genommen werden kinnen und dass die Gleichungen

+Va+Vb+yYe=1, +Va+yb—yec=1,
“Va—yb+ye=4, —Va+Vb+Ve=1
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.

d. h,;: Der geometrische Ort eines Punktes, fir welchen die
algebraische Summe der Entfernungen von drei festen Punk-
ten gleich Null ist, ist ein Kegelschnitt, und zwar (mit Rick-
sicht auf die oben gemachte Bemerkung hinsichtlich der unendlich fernen
Punkte) eine Ellipse.

Ist das Dreieck gleichseitig, so geht die Ellipse durch die Ecken
des Dreiecks und verwandelt sich in einen Kreis. Man erhilt dann den
bekannten elementaren Satz:

Verbindet man einen beliebigen Punkt der Kreislinie mit
den Ecken des eingeschriebenen gleichseitigen Dreiecks,
so ist die mittlere Verbindungslinie gleich der Summe der
beiden anderen.

Hinsichtlich der oben gefundenen Curve achten Grades tritt uns nun
sogleich eine wichtige Frage entgegen, die ich hier nur anregen will:
Giebt es ausser dem Falle A=0 noch Werthe der gegebenen
Summenstrecke, welche, in Verbindung mit einer besondern
Form des Dreiecks, eine Reduction der Curve auf einen nie-
deren Grad oder ein Zerfallen derselben in Curven niederen
Grades bewirken? — Welche Modification erleidet die Curve in dem
Falle, wo die drei gegebenen Punkte auf derselben Geraden liegen?
(Ohne besondere Untersuchung ist nur zu erkennen, dass in diesem letz-
teren Falle die Curve in Bezug auf die Gerade symmetrisch liegt.) Es
wird besonders interessant sein, zu erfahren, ob und fiir welche Curven
niederen Grades eine mit den Kegelschnitten analoge metrische Erzeu-
gung existirt,

Da von der oben besprochenen Erzeugung offenbar alle Curven mit
unendlich fernen Punkten ausgeschlossen sind, so kann man ferner die
Curven untersuchen, fiir deren Punkte die Summe der Entfernungen von
vier Punkten constant ist. Diese Curven werden offenbar unendlich
ferne Punkte besitzen, da die Summe von zwei positiv unendlichen Ent-
fernungen sich gegen diejenige zweier negativ unendlichen bis auf eine
beliebige endliche Griosse aufhebt.

Es konnen endlich alle diese Aufgaben im Geblete des Raumes be-
trachtet werden. Man erhiilt dann, sobald die gegebenen festen Punkte
auf derselben Geraden liegen, eine Rotationsfliche und, falls sie in der-
selben Ebene liegen, ecine Fliche, welche in Bezug auf diese Ebene
symmetrisch ist.

Zum Schluss mdge noch eine Construction Erwihnung finden, welche,
als Erweiterung der Fadenconstruction der Ellipse, fiir n beliebige feste
Punkte denjenigen Zweig der Curve liefert, fiir welchen alle Entfer-
nungen positiv sind. '

Es seien die festen Punkte durch aufrechte, auf einer Tafel befestigte

Tar die Curve erzeugende Punkt durch einen kleinen Ring dar-
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seine Derivirte sein wiirde, wenn in ihm nur der als Constante be-
handelte Bestandtheil .variabel wire.
In dem speciellen Falle, wo f(u,z) von der Form u F(z) ist, wird

ﬁ(u, z) oz =j:: F(z) ax=ufF(z) dz,

a’%./}(u, z) 8:=;T‘(ufi‘(z) dz) =‘/‘F(3) dz,

und damit gebt die Formel 4) iber in

ﬁF(z)dz=ufF(s)dz—f% F(z) dz Z—:dz,

d. h. in die Formel fiir die partielle Integration.
Als Beispiel fiir die allgemeine Formel 4) diene das Integral

jz(a + b4 cxd)mdx.
Setzt man bx=u und betrachtet u vorldufig als Constante, so ist
(a4 u+ca?)ntt
fx(a+u+ca:')"'aa:— Sm+)e '
a4 u+ cxt)™
z(atu+4crd)ymox = (+—+—),
mithin nach Nr. 4) )
g __(a-|-u+ca:’)"'+'_f(a+u+c:c’)"' du
f”(“""‘"'w)m"‘”‘“ 3(m+1)c 2¢ az 1%
und nach Restitution des Werthes u =tz

fz(a 4oz + catym dz =" "';’(’;"_‘l_cl")’?m“— 2—bcﬁa +bz 4 cad)m dz.
Ueberhaupt erweist sich die Formel dann als niitzlich, wenn cin Factor
der zu integrirenden Function die Derivirte des andern Factors sein
wiirde, falls gewisse Bestandtheile des letzteren (wie vorhin ) constant
wiiren.

Hiernach unterliegt es auch keiner theoretischen Schwierigkeit, vor-
liufig mehrere Bestandtheile der Function / als Constanten zu betrach-
ten; die allgemeine Formel dafiir ist

ﬁ(“n“s: v tig, T)dT
=n d
='/}("|v"3a cee Up, T)ox —'Z /‘;a“" /‘f‘({ll, Ugy ... MUy, T) o d—"dx

(Aus einem Briefe des Herrn Dr. Worpitzky in Charlottenburg.)
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selbst fiir den Factor § auf der rechten Seite } zu setzen ist), und
schreibt sich
o

U—n(x—l) +(2u ) +-}u =I0=»"

Die reducirte Dlﬁ'erentxalglexchnng U=0 wird darch die Periodici-
titsmodula X und K oder durch (1) und u( o) befriedigt, und man
kann daher die Lésung der completen Differentialgleichung durch eine
Quadratur nach x (vergl. Baltzer, Determinanten, § 10, 4) finden. Be-
riicksichtigen wir die bekannte Gleichung

oK’ 0K —=m

KW —& 5 7% dxx’

so finden wir fir u die Liisung

6. K.dx S5 K dx
“—K.ju(l—xﬁ)’ aI==xg’

in welcher ‘die unteren Grenzen der Integrale noch zu bestimmen, aber
von x unabhiéingig sind. Hieraus folgt

%
2nu=YE(1—§) K:/dx
0

1
di

V(1—x8 ()
x @
—_— ° di
+i;/§(l—§)1(fdn —_—
P Vid—=xE)Pad)
und durch Vertauschung der Integrationsroihenfolgen

dx
2mu=pE(1— (I—xE)(1—x4)
wU= l/§( £ K ./;/“1_1) (1_,;;);/(1—x§)(1—"*)

dx
+iyE(1—¢ —_— .
( ) W-(l—l (I=%5) Y (1—xE)(1—=xd)

Die Integratlonen nach x lassen sich ausfiihren, da ja

0x _1—x2 2
(l—ng)l/(l—ng)(l—xl) §— l;/l—ug)(l—n).

ist, und so folgt denn weiter, wenn ax, a’mi von x unabhingige Con-
stanten sind,

’ 1 i
6.k (1—xd dl | ic.K- [‘1—xk di

un+aku+ail{n.—_—l_n§ - m+1—x§ g:l— T“)’
0 : Q
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6.i Kfl-—zl di 2“( lgﬂo‘(u)+l'1{1g0‘l(u+”{')
0

I—xt E—4 o(h) 0.5 u—ik)

K —@w—iK)in
=2I(Ka’gﬂ‘(u)+aflg(—ex e )

=2KK’ a"’e \L(8) + um 4 i K lg(—1).

Setzt man nun lg(—1) im ersten Falle gleich o'im, im zweiten — ai s,
unter «, « ungerade Zahlen verstanden, so folgt durch Addition wieder

1
o. K’ 1—xd di  oik m]—ulﬂ
T=xt ) F=2 o) " 1=2t ) T=1 o)’
0 0

untank+dink =

Die ungeraden Zahlen «, o' sind ihrer Natur nach unbestimmt, weil
% unendlich vieldeutig ist.

Freiburg i. B. J. THOMAE,

XX1. Einfachste Formel fir das Volumen des Prismatoids.

Im XVI. Jahrgang dieser Zeitschrift, S. 534, habe ich eine Formel
mitgetheilt zur Bestimmung des Flicheninhalts eines Polygons, wenn die
Seiten a,, a;, ..., ap und deren Winkel «, o, ..., @, mit einer belie-
bigen Richtung gegeben sind. Dieselbe heisst

i=n~—1 t=n—2 k=n-1
1) f= 2 cosay | —1ad, sin2¢c,.
) £ *Za"sm o +2 (a,sma,Zlak cos k) }ata sin2¢

1=1 k=

Diese Formel giebt ein Mittel an die Hand zur directen Volumenberech-
nung der Korper, die zuerst Steiner und spiter unabhingig von ihm
und auf anderem Wege Wittstein berechnen lehrten, und die von
Letzterem den Namen Prismatoid erhalten haben, unter welchem
Namen sie jetzt in allen neueren Lehrbiichern der Stereometrie betrachtet
werden. Ich kann also die Kenntniss der wichtigsten Eigenschaften
dieser Polyeder voraussetzen. Legt man parallel zu den beiden Grund-
flichen des Prismatoids eine Durchschnittsebene, so schneidet dieselbe
die Oberfliche des Prismatoids in einem Polygon, dessen Seiten der
Reihe nach den Beiten der beiden Grundflichen (beziehungsweise den
Grundkanten) parallel sind und ibrer Linge nach sich als lineare Func-
tionen einerseits dieser Seiten, andererseits des Abstandes der Durch-
schnittsebene von einer der Grundflichen erweisen. Seien nun G und ¢
die beiden Grundflichen, £ der Abstand des Durchschnittes 4 von G, so
ergiebt sich 4 bei Anwendung der Formel 1) als eine ganze Fuuction
sweiter Grades von z.
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Ans s

Setzen wir 4=ax?+4bx 4 c, so lassen sich a, b, ¢ und mithin
auch 4 fiir alle Werthe von = bestimmen, wenn der Werth von 4 fiir
drei Werthe von & bekannt ist.

W&hlt man mit Steiner und Wittstein als Grundlage zu diesen
Berechnungen die beiden Grundflichen ¢ und g und den sogenannten
mittleren Durchschnitt D, so hat man, wenn die Hthe =4 ge-
setzt wird, zur Bestimmung von a, b, ¢ die drei Gleichungen

e=G, ab+bhtce=g, }ab¥44dh4c=D.
Man erhilt also '
2(G+g)—4D 4D—-36G—g
h¥- h !
Mit Hilfe der Integralrechnung oder auch auf elementarem Wege® findet
man fiir das Volumen 7 des Prismatoids die Formel

2) V=>}ah® + 4o+ ch
und, wenn man hierin fiir a, b, ¢ die obigen Werthe setzt, die bekannte
Steiner-Wittstein’sche Formel

V=§(2D+

Es liegt nun die Frage nicht sehr fern, ob nicht durch passende
Wahl des ausser den beiden Grundflichen zu meggenden Querschnittes
das Messen beider Grundflichen auf das von einer derselben reducirt
werden kénne, ohne dass dadurch eine complicirtere Formel fir ¥ er-
halten werde. Setzen wir, um diese Frage zu beantworten, voraus, man

, b= c=G.

G+9) '

kenne den Durchschnitt 4 in % der Hshe iiber G, so haben wir zur

Bestimmung von a und b die beiden Gleichungen

ah® 4 bh+ Ge=g, +b +6=a.

Man erhilt
ng+n(n—1)6 —nag w4 —(nf—1)6—¢g
. = (=DM » O (n—1)h
un
%) l’=6(Th_—l)[(2n—3)g—(n-l)(n—3)G+n’A].

Fiir n=3 folgt hieraus
h
5) V=7 +349)

und fiir n =14, also fir £ =4hA, erhilt man
* Siehe § 88 in dem nnter der Presse befindlichen zweiten Theile meines

Lehrbuches d~ Theil kirzlich bei Weidmann in Bexlin,
erschiepen i
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6) , V=g (€+32),

zwei sehr einfache Formeln, welche beide den Satz ausdrticken:

DerInhalt eines Prismatoids ist gleich einem Prisma von
gleicher Hbohe, dessen Grundfldche gleich ist einem Viertel
der Summe aus der einen Grundfliche und dem dreifachen
ihr parallelen Durchschnitte, welcherihren Abstand vonder
andern Grundfliche im Verh#ltnisse von 2:1 theilt.

Reducirt sich insbesondere die eine Grundfliche g auf eine Kante,
so genfigt zur Berechnung des Volumens die Ausmessung des Durch-
schnittes 4 in § der Héhe und man hat

V=34ha.

Wertheim a. M., 'im Mai 1877. JorarN KarL Broxer,
Gymnasialprofessor.

XXII. Geometrische Untersuchungen.

L

Aus der bekannten Formel fiir den Halbmesser des um ein Dreieck

beschriebenen Kreises r=abc: 44 folgt durch Projection die andere
1) E—n. 1278’
r

nach welcher Formel der Flédcheninbalt £ einer Ellipse ans dem Umkreis-
radius eines ihr eingeschriebenen Dreiecks und den zu dessen Seiten
parallelen Halbmessern der Ellipse gefunden werden kann. Fallen die
drei Punkte zusammen, so wird ry=ry=r; =r, r wird der Kriim-
mungsradius an dieser Stelle und es kommt r=r":4ab, ein bekannter
Ausdruck.

Die Formel 1) kann noch anderweitig beniitzt werden. Sind vier
Punkte 4,, 4,, 4, 4, der Ellipse deren Schnittpunkte mit einem Kreise
vom Radius r, so gelten weiter die Gleichungen

2) . E=mrygreyr,:r,
3) E=mryryry:n
4) E=gryrgrg:r.

Die Maltiplication von 1) mit 2) und 3) mit 4) und die nachherige Di-
vision der zwei Producte liefern r%;=r%,. Nun konnen zwei (verschie-
den gerichtete) Ellipsenhalbmesser nur dann gleich sein, wenn ihre Rich-
tungen zu den Axenrichtungen der Ellipse symmetrisch sind. Also folgt:
Bilden vier Punkte einer Ellipse ein Kreisviereck, so sind je zwei gegen-
tiberliegende Seiten desselben gegen die Axen der Ellipse gleich geneigt.
[Dieser Satz (ohne Beweis) riihrt bekanntlich von Jacob Steiner her.]

Lassen wir nun drei dieser Punkte, 4,, 4;, 4;, in 4 zusammen-
f ird der vierte Punkt 4, der Schuittpunkt B des in 4 die
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Historisch-literarische Abtheilung,

Der Briefwechsel zwischen Lagrange und Euler.

Von
Moritz CaNTOR.

AlsPaul Heinrich von Fuss im Jahre 1843 im Auftrage der Peters-
burger Akademie die beiden stattlichen Binde herausgab, welche unter dem
Titel Correspondance mathématique et physique de quelques celébres géometres
du XVIII siécle historisch unschitzbare Briefe von Euler, von Gold-
bach, von verschiedenen Mitgliedern der Gelehrtenfamilie Bernoulli
u. 8. w. enthalten, da stellte er auf Seite XXXV der Vorrede die mag-
liche Erscheinung auch noch eines dritten Bandes in Aunssicht. Zu diesem
Zwecke lLoffe er durch Vermittelung von C. G. J. Jacobi, der fir diese
Veroffentlichung — er hitte sagen konnen: fir Alles, was auf die Ge-
schichte der Mathematik sich bezog — das leblhafteste Interesse an den
Tag legte, in Besitz einer ganzen Sammlung von Briefen Euler's an
Lagrange zu gelangen, damals das Eigenthum des unermiidlichen, in
seinen Mitteln nicht sebr wihlerischen Sammlers Libri. Jener 3. Band
ist bekanutlich picht erschienen. Dafiir kamen 1862 die Opcrea postuma
Euler’s heraus nach 1544 in unerwarteter Weise entdeckten Manuscrip-
ten. Wieder war es Paul Heinrich von Fuss, dem die Petershurger
Akademie den Auftrag ertheilt hatte, den Druck zu tiberwachen, und
nach deseen 1855 erfolgtem Tode trat Nicolaus von Fuss in die Stelle
des Bruders. Jm 1. Bande der Opera postuma S. 555 — 588 befinden sich
18 Briefe Kuler's an Lggrange aus den Jahren 1755 — 1775, welche
der Herausgeber, wie a8 in der Vorrede S. V beisst, zu anderem Zwecke
gesammelt hatte. Jenes vorerwiihnte Libri'sche Exemplar war dazu
allerdings picht benutzt worden. Dasselbe ging nimlich am 17. Januar
1876 in den Besitz des Fiirsten Boncompagni in Rom iiber, dessen
freundlichen Mittheilungen wir die Thatsache entnehmen, dass die Libri-
schen Briefe keineswegs die Origimalien, somdern nur Abschriften seien,
wibrend dem Abdrwek ~ Originalien selbst zu
Grunde gelegen habe~ 4 die Hetwna-

Hist it Abhlg. #
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geber der Opera postuma beigefiigte Anmerkungen, von denen gleich noch
die Rede sein wird. Wie und wann zwischen 1843 und 1862 die Ori-
ginalbriefe nach Petersburg kamen, wohin sie dann gelangten, ist zweifel-
haft. Am Wabrscheinlichsten diirften sie sich unter dem Nachlasse La-
grange’s befinden, welcher Eigenthum der Bibliothek der Akademie
der Wissenschaften zu Paris ist und nunmehr zur Besorgung der Ge-
sammtausgabe von Lagrange’s Werken unter der Leitung von Herrn
J. A. Serret dient.

Waren indessen die Briefe Euler’s an Lagrange fiir das mathe-
matische Publikum seit 1862 im Abdrucke vorhanden, so verhielt es sich
ganz anders mit den Briefen Lagrange’s an Euler. Sie schienen
verloren, bis Professor Somof (der Wissenschaft am 8. Mai 1876 ent-
rissen) Ende 1872 wenigstens einen Theil derselben in dem Archive des
Conferenzensaales der Petersburger Akademie entdeckte. Vier Briefe
gehdrten einem Convolute an, welches die Aufschrift trigt: L. Euler's
Briefwechsel 1749 bis 1755, siehen Briefe einem zweiten Convolute mit
der Aufschrift: L. Euler’s Briefwechsel 1756 bis 1766. Sie gehdren also
simmtlich der Zeit an, zu welcher Euler sich in Berlin, Lagrange in
Turin aufhielt, und entsprechen den gzehn aus Berlin datirten Briefen
Euler’s in den Opera postuma 1 8. 555—568, welche in einer Note zu
8. 556 als von Euler cigenhiindig geschrieben bezeichnet werden. Die
acht aus Petersburg datirten Briefe (Opera postumn I S, 568 — 588) sind
dagegen, einer zweiten auf S. 568 befindlichen Anmerkung zufolge, von
der Hand derjenigen Schiiler Euler’s, die seit seiner Augenkrankheit ihm
Secretidrsdienste zu leisten pflegten, Joh. Albert Euler, J. A.Lexell,
W. L. Krafft und Nicolaus Fuss.* Die Briefe Lagrange’'s an Euler
aus diesem zweiten Zeitraume sind noch nicht wieder aufgefunden worden.
Ob Spuren von ihnen in Paris nachweisbar sind, ist bei der fast iiber-
grossen Geheimthuerei des dortigen Herausgebers fiir's Erste nicht zu
ermitteln. Nachdem Fiirst Boncompagni von dem Dasein der genann-
ten elf Briefe durch eine Mittheilung von Prof. Somof von Ende No-
vember 1872 Kunde erhalten hatte, beschloss er, die Versffentlichung
derselben sich angelegen sein zu lassen, und so haben wir jetzt deren
photolithographische Wiedergabe vor uns unter dem Titel: Letires inédites
de Joseph Louis Lagrange a Leonard Euler tirées ges archives de la salle des
conférences de lacadimie impériale des sciences deeSl. Pelersbourg et publices
par B, Boncompagni. Saint- Pétersbourg MDCCCLXXVII. Ein ziemli¢h aus-
fihrlicher Bericht #iber diese nach Form und Inhalt gleich hervorragende

* Diese beiden Anmerkungen, auf die vorher zum Beweise, dass der Abdrack
in den Opera postwma auf den Originalbriefen beruhe, abgehoben wurde, finden
sich nimlich nicht auch in der Libri’schen Abechrift, aus der die Briefe folglich
nicht entnommen sein kdnnen, wie Filrst Boncompagni uns auf Anfrage freund-

A 'gte,
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halt hinter sich, war seit 1744 Director der mathematischen Classe der
Akademie der Wissenschaften zu Berlin, in welcher Stellang er bis 1766
verblieb, worauf Lagrange sein Nachfolger wurde. Ausser zahlreichen
Abhandlungen hatte er schon seine Mechanik (1736 —1742), seine Ein-
leitung in die Analysis des Unendlichen (1748), seine Methodus inveniendi
lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes (1741), simmtlich in
lateinischer Sprache, durch den Druck bekannt gemacht.

Auf der einen Seite sehen wir also einen hochberiihmten Gelehrten
in der vollen Kraft seiner von Europa bewunderten Leistungen, auf der
andern Seite einen unbekannten Anfinger, dessen Lebensjahre ihn fast
noch zum Knaben stempeln wiirden, wenn die Reife seiner Gedanken
ihn nicht als Mann bezeichnete.

1. Am 28. Juni 1754 richtete Lagrange seinen ersten Brief an
Euler. Die Jahreszahl ist zwar nicht beigeftigt, aber unzweifelhaft hat
Herr Genocchi mit Recht angenommen, sie kénne nur 1754 gewesen
sein. An 1753 etwa zu denken, verbietet neben einem noch zu er-
wihnenden Umstande das damals allzujugendliche Alter des Briefstellers,
und 1755 ist aus anderen Griinden unméglich. Der bekannte Brief an
Fagnano n#mlich, welcher, durch den Druck vervielfiltigt, die erste
Vertffentlichung von Lagrange und zugleich seine einzige Verdffent-
lichung in italienischer Sprache bildet, rithrt vom 23. Juli 1754 her, und
der Brief an Euler, der Hauptsache nach mit jenem tibereinstimmend,
wire gewiss nicht geschrieben worden, wenn Lagrange statt seiner ein
gedrucktes Exemplar hiitte iiberreichen kénnen, ganz abgesehen davon,
dass Lagrange noch 1754 erfuhr, seine vermeintliche Euntdeckung sei
nicht neu, dass er dariiber die weitere Beschiiftigung mit mathematischen
Gegensténden fast verschwor und somit sicherlich nicht ein halbes Jahr
spiiter noch daritber schreiben mochte, wie er es in dem Briefe an Euler
gethan hat. Es handelt sich um die Vergleichung der beiden Formeln,
welche den at*" Differentialquotienten des Productes u.» und die n'* Po-
tenz der Summe u 4 v darstellen, um den Nachweis der Identitdit der
dabei auftretenden Coefficienten, um die Bemerkung, dass die Vertau-
schung von n mit —»n die Differentiation in eine Integration iibergehen
lasse. Gelegentlich des specicllen Falles, der in der Reihe

} x® dy as d¥y ¢t @By

ﬁdw:x.y—i.%+ﬁ.m—m.m+...
sich kundgiebt, fragt LLagrange, ob das nicht die Reilie sei, welche
schon lidngst Leibnitz angegeben habe? Auch in dem gedruckten Briefe
an Fagnano stellt Lagrange eine auf diese Reihe beziigliche Frage,
nur heisst sie dort, und mit Recht, ob die Reihe nicht die des Johann
Bernoulli sei, welcher sie im Novemberhefte 1694 der .Jeta Eruditorum
verbffentlicht habe? Die besondere Reihe ist in der That LEigenthum
von Johann Bernoulli und an dem geuannten Orte zuerst mitgetheilt.
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gemacht haben werde. Diese Stelle war schon F. Giesel in seinem
Torgauer Programm von 1857: ,,Geschichte der Variationsrechnung, I. ThL.*
picht entgangen. Unter Anmerkung 98 ist sie abgedruckt. Heute be-
sitzen wir nun die Briefe selbst, in welchen Lagrange dem Verfasser
der Mcthodus inveniendi elc. die spiiter so wichtig gewordene Erfindung des
Zeichens 8 zur Unterscheidung der Variationen von gewdhnlichen Diffe-
rentiationen und die Anwendung desselben mittheilt. Der Brief vom
12. August 1755 insbesondere liest sich wie ein Excerpt aus der Abhand-
Inng von 1762, wenn wir nicht wiissten, dass er derselben um 7 Jabre

vorhergeht. Die drei allgemeinen Fille J z (s0 schreibt Lagrange auch

noch in den Legons sur le calcul des fonctions von 1806 S. 437 wund
h¥ufiger, ohne dass ein Differential angegeben wire, nach welchem inte-
grirt werden soll) zu einem Maximum oder Minimum zu machen, je nach-
dem Z nur die Verénderlichen x, y und die Ableitungen von y, oder
ausserdem noch eine Integralfunction I7 von einem andern, in Bezug auf
seine letzten Bestandtheile demm Z dhnlich zusammengesetzten (Z) ent-
halten soll, worauf 6(Z) entweder von 0II frei sein oder dasselbe ent-
halten kann, werden wie in dem Essai d'une nouvelle mecthode unterschie-
den und unter Anwendung fast der gleichen Buchstaben in allgemeiner
Weise bebandelt. Im Aufsatze steht nur Z°, wo im Briefe (Z) geschrie-
ben ist. Besondere Beispiele, sagt Lagrange, kinne er lssen, aber er
geht fiir's Erste nicht darauf ein. Euler antwortete unter dem 6. Sep-
tember 1755 und #Husserte die entschiedenste Anerkennung der neuen
Methode, in welcher er einen bedeutenden Fortschritt gegeniiber von .
seinen eigenen Forschungen erkenne. Bemerkenswerth ist etwa, dass

Euler das f Z statt f Z dx ausdriicklich hervorhebt, um es dadurch zu
erliutern, dass er beifiigt, Lagrange betrachte cben dx als Einheit,

3. Euler's Antwort traf zu einer fiir Lagrange ereignissvollen
Zeit ein. Der erst 19'/; Jahre alte Gelehrte war zum Professor an der
Artillerieschule zu Turin ernannt worden. Die unentbehrlichsten Vor-
bereitungen fiir den ihm iibertragenen Unterricht verziogerten seine Er-
widerung etwa 5 Wochen lang, his er dann am 20. November 1755 die
Musse fand, Euler nene Fortschritte der Variationsrechnung mitzuthei-
len, insbesondere ibm auseinanderzusetzen, wie weit die Aufgabe der
Brachistochrone in seinen H&nden sich entwickelt hatte. Euler hatte
bei seinen Arbeiten iiber dieses Problem, welches bereits geschichtliche
Wicbtigkeit besass, gleich seinen Vorgdngern nur den Fall betrachtet,
dass ein materieller Punkt unter dem Einflusse der Schwere in kiirzest-
moglicher Zeit von einem Punkte 4 nach einem andern Punkte B ge-
langen sollte. Lagrange licss dagegen den materiellen Punkt von A
aus nach irgend einem Puukte einer gegebenen Curve @ fallen und fand
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in einem Briefe vom-19. Mai 1756 bemerkte er mit Euler’s Erléaterung
der verschiedenen Umformungen der betreffenden Differentialgleichungen
sich durchaus einverstanden und in zur Veréffentlichung bestimmten Ar-
beiten tiber Variationsrechnung kam er auf den Gegenstand niemals szu-
riick. Sein Irrthum beruhte néimlich darauf, dass er aus der Gleichung L=20,
welche die Differentialgleichung der die Eigenschaften eines Grissten
oder Kleinsten beeitzenden Curve darstellt, durch weitere Differentia-
tionen, welche bei Gelegenheit factorenweiser Integrationen eintreten, die
an sich berechtigten und zar Einfiihrang von Bedingungen auch heute
dienenden Folgerungen 9L=0, #*L=0 u. s. w. zog, dann aber ohne
Weiteres die Integration von 9L=0, beziehungsweise von ¢2L=10
vornabm, wodurch Glieder neu hinzukommen, welche der eigentlichen
Aufgabe nicht angehoren, und das hatte ihm Euler in seiner Antwort
bemerklich gemacht. .
4. Ein weiterer Brief Lagrange’s muss ctwa im Monat Mirz 175

geschrieben worden sein, der jedoch in der Sammlung fehlt. Euler
beginnt wenigstens das Autwortsschreiben vom 24. April mit der Empfangs-
anzeige zweier Briefe, deren erster, ,am Ende des verflossenen Jahres*
eingetroffen, mit dem Briefe vom 20. November 1755 sicherlich identisch
ist, wiihrend der zweite, ,,neuerdings‘* geschriebene offenbar als uns heute
feblend bezeichnet werden muss. Ueber den Inhalt desselben ist aus
Euler’s Antwort cbenso wenig, wie aus Lagrange’s spiiteren Briefen
irgend eine Andeutung zu entnehmen. KEuler zeigte die erhaltenen
Briefe dem Prisidenten der Berliner Akademie, Maupertuis, der be-
kanutlich von Friedrich dem Grossen eigens zu diesemn Amte nach Berlin
berufen, demselben bis zu seinem 1759 erfolgenden T'ode vorstand; auch
nachdem er Berlin wieder verlassen hatte. Nach dem Tode von Mauper-
tuis blieb die Stelle nach erfolglosen Unterhandlungen mit D'Alembert
unbesetzt, d. h. der Kénig behielt sich das Ernennungsrecht der Mit-
glieder und die Oberleitung der Akademie von nun an selbststindig vor.
Im Frithjahr 1756 dagegen war dic Machtvollkommenheit des Priisidenten
der Akademie eine ziemlich unumschrinkte, auch iiber den unmittelbaren
Kreis seiner Befuguisse hinaus. Das Urtheil iiber Maupertuis hat im
Laufe der Jahre sohr gewechselt. Wiilirend er sclbst seinen Ruhm iiber
die Maassen ausposaunte und gliubige Zuhorer fand, ging Lalande in
dem von ihm bearbeiteten IV. Bande des Montucla'schen Geschichts-
werkes so weit, die Erzéhlung von der lapplindischen, unter der Leitung
von Maupertuis ausgefiihrten Gradmessung mit den Worten einzuleiten:
wMaupertuis wusste den Angenehmen zu machen, Liedchen zu ver-
fertigen, Guitarre zu spielen, und das verhalf ihm zu dem von ibm ge-
wjinschbten Auftrage.* Die. Walirheit diirfte in der Mitte liegen. Ein
Mann, fir welchen Euler und Lagrange bei jeder Gelegenheit die
hochste Achtung an den Tag legten, wihrend der Erstere wenigstens
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Mécamique analyligue zu erkennen, welche in erster Ausgabe 1788 erschien.
Ob Spuren jenes ersten Ertwurfes selbst sich irgendwo nachweisen lassen,
ist bis jetzt nicht bekannt. Eines wissenschaftlichen Inhaltes entbehrt
der Brief vom 19. Mai auch nicht g#nzlich. Euler batte n&mlich am
24. April ein interessantcs Problem angeregt. Wenn ein schwerer Punkt,
der auf derselben Horizontallinie mit dem Anfangspunkte einer Verti-
kalen liegt, sich durch eine Viertelellipse nach jener Vertikalen hinzu-
bewegen gentthigt ist, deren halbe grosse Axe die Entfernung der ge-
nannten beiden Puunkte darstellt, wibrend die halbe kleine Axe aunf der
Vertikalen selbst abgeschnitten ist, wie gross ist ebendiese halbe kleine
Axe zu wiihlen, damit die Bewegungszeit des fallenden Punktes ein
Minimum werde. KEuler selbst gab als durch Anniiherung gefundenen
Werth b=u}/3/,, fragte aber zugleich nach der Moglichkeit einer directen
Auflosung. Lagrange stellt nun die Moglichkeit einer anderem als
nkherungsweise verfahrenden Auflosung in Abrede, weil die gegenseitige
Abhingigkeit der beiden Grissen a und b durch ein Integral vermittelt
sei, dessen Auswerthung nur in Reihenform méglich sei. Er bezieht sich
dabei auf Euler’'s Abhandlung im 7. Bande der Petersburger Akademie,
womit offenbar die Abhandlung gemeint ist: De infiniltis curvis ejusdem
generis sive melhodus inveniendi acqualiones pro infinitis curvis ¢jusdem generis
(Comment. Acad. Peirop. VII, 1740). Lagrange behielt sich vor, auf den
Gegenstand zuriickzukommen, was aber nicht geschehen zu scin scheint.
Inzwischen war Maupertuis von Berlin abgereist und hielt sich in
§t. Malo in der Bretagne auf. Mit ihm musste Euler sich wegen des
geschiiftlichen Theiles des Briefes in schriftliche Verbindung setzen und
so dauerte es bis zum 2. September 1756, bevor or Lagrange in einem
Billet anzeigen konnte, dass er an demselben Tage zum auswirtigen
Mitgliede der Berliner Akademie unter allgemeiner Zustimmung ernannt
worden sei und gleichzeitig mit dieser Mittheilung auch das betreffende
Diplom erhalten werde; die Adresse von Maupertuis wird zugleich
beigefiigt mit der Aunfforderung, diesem ihm so wohlwollenden Manne
einen Dankbrief zu schreiben.

6. Die Ernennung Lagrange’s zum auswiirtigen Akademiker war
bereits in die beginnenden Wirren des siebenjihrigen Krieges gefallen,
da schon im Awgust der Einmarsch der Truppen Kénig Friedrich’s in
Sachsen, am 10. September dic Einnahme von Dresden erfolgte. Es ist
kaum szweifelbaft, dass in diesem Kriegsausbruche der Grund zu suchen
ist, weshalb die zweite Hilfte des Planes, den Maupertuis zu Gunsten
Lagrange’s gefasst hatte, die personliche Anstellung in Preussen, da-
mals unerfiillt blieb und erst 1766 sich verwirklichte, als Euler zum
gzweiten Male nach Petersburg iibersicdelte und Lagrange statt seiner
gum Director der mathematischen Classe der Berliner Akademie mit dem
fir jepe Zeit sehr hohen Jahresgehalte von Thir. 1500 ernannt wurde,
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zengleichungen und Differentialgleichungen nachgewiesen. Der dritte Auf-
satz, auf welchen allein Lagrange Euler mit einer gewissen Selbst-
befriedigung hinweist, enthiilt die beriihmten Recherches sur la nature et
lu propagation du son, die in dem zweiten und dritten*Bande der Turiner
Abbaundlungen fortgesetzt wichtige Beitriige zur damals noch ganz neuen
Lehre von den periodischen Reihen bildeten.* Ausser auf diese Unter-
suchnngen, deren Bedeutung fiir Euler schon darin liegen musste, dass
hier von einem ganz andern Gesicktspunkte aus, als er selbst zum Aus-
gange gewihlt hatte, fast die gleichen Ergebnisse gewonnen und dem
gemeinsamen wissenschaftlichen Gegner D’Alembert frische Einwiirfe
entgegengehalten wurden, machte Lagrange seinen Correspondenten
auch auf die Arbeit cines zu den schonsten Hoffnungen berechtigenden
Schiilers der Artillerieschule aufmerksam, auf die Reflexions sur les quan-
lilés imaginaires von Daviet de Foncenex. Wohl durfte er das, denn
auch hier war mit unbestreitbarem T'alent Neues entwickelt, auch hier
begegnete Euler auf jeder Seite scin cigener Name, begegneten ihm
Angriffe gegen D'Alembert, freilich in héflichster Form, aber immer-
hin Angriffe, offenbar der Mehrzahl nach von Lagrange beeinflusst, in
einem Falle, wo es sich um ein bei der Anziehung einer sphirischen
Oberfliche auf einen Punkt auftretendes Paradoxon bandelte, sogar von
Lagrange unterschrieben, welcher diese Polemik als Anmerkung zu dem
Aufsatze seines Schillers filhrte. So lidsst sich dem ersten Bande der
Turiner Abhandlungen als Gesammturtheil das Lob ertheilen, Neues und
Wichtiges in iiberraschender Menge veriffentlicht zu haben, wenn man
zugleich den leisen Tadel hinzufiigt, cs sei mit einer gewissen Vorliebe
auf Streitpunkte eingegangen, auch wo eine Nothwendigkeit dazu nicht
vorlag, und eine Verehrung Euler’s trete neben einer Abneigung gegen
D’Alembert nur um so schirfer hervor. Endlich fragt Lagrange in
dem Briefe vom 28. Juli 1759 nach dem gegenwiirtigen Aufenthalt von
Maupertuis. Er koonte noch nicht ahnen, dass dieser gerade einen -
Tag vorher, am 27, Juli, in Basel gestorben war, und beabsichtigte, ibm
und Euler, beziehungsweise der Berliner Akademie, eine grissere Ar-
beit handschriftlich vorzulegen, welche di¢ Variationsrechnung und deren
Anwendung auf Mechanik, letztere Wissenschaft vollstindig aus dem
Princip der kleinsten Action entwickelt, zum Gegenstande haben sollte,
Vielleicht kénne, 8o meint er, die Schrift in Berlin erscheinen, was vielen
Druckschwierigkeiten vorbeugen wiirde; doch behilt er sich vor, iiber
diesen Gegenstand nochmals zu schreiben, woglicherweise bevor noch
dieser Brief angekommen sein werde.

* Vergl. iiber die Stellung dieser Aufsitze von Lagrange zu denen von
Taylor, D'Alembert, Euler, Dan. Bernoulli die Habilitationsschrift Rie-
mann’s: Ueber die Darstellbarkeit einer Fuuction durch eine trigonometrische
Reihe. Riemann’s gesammelte Werke S. 218—218.

-






14 Historisch - literarische Abtheilung.

B B R D e

Euler’s Antwort auf dem Umwege iiber Genf, wo der Postdirector Du-
rade die weitere Vermittelung an den Turiner Postdirector, dieser an
Lagrange tibernehmen werde. Offenbar war dieses der von Schwierig-
keiten nicht freie Weg, von welchem im Briefe vom 28. Jull die Rede
war. Die Briefe kamen an, und die Antwort Euler’s triigt das Datum
des 2. October, den Empfang des Buches dagegen war er erst am 27. Oc-
tober in der Lage, anzeigen zu kénnen. Wir tibersetzen einige Stellen
aus dem Briefe vom 2. October, welche geeignet sind, auf das friiber an-
gedeutete perstnliche Verhiltniss Euler's zu Maupertuis und D'Alem-
bert einiges Licht zu werfen. ,,Ihr Brief kam nach dem Tode unsers
wiirdigen Priisidenten in meine Hénde. Ich bin durch diesen Unfall um
8o schwerer betroffen, als ich den besten Gonner, den siissesten Freund
verliere ... Das Gerticht geht, die Stelle des Priisidenten mit sehr hohem
Gebalte sei fir D'Alembert bestimmt; ob es in diesem Falle fir Sie
gerathen ist, Ihr Werk hierher zu schicken, mégen Sie selbst beurthei-
len ... Ich frene mich, dass Sie meiner Lésung der schwingenden Saite
beipflichten, welche D’Alembert durch verschiedene Norgeleien su ent-
kriiften versucht hat, und zwar aus dem einzigen Grunde, weil sie nicht
von ibm herriihrt.** Alsdann wendet Euler sich zu Lagrange's An-
deutungen beziiglich des isoperimetrischen Problems. Er freue sich, durch
Lagrange’s Bemilhungen den Gegenstand jetzt zum Gipfel der Voll-
kommenheit gebracht zu sehen. Er habe selbst, von Lagrange’s Be-
merkungen Hilfe empfangend, jetzt eine analytische Lésung nieder-
geschrieben, welche er aber zuriickzuhalten beschlossen habe, bis La-
grange’'s Untersuchungen der Oeffentlichkeit iibergeben seien, um ihm
Nichts von dem ihm gebiihrenden Rubme zu entziechen. Das sind die
ermunternden Worte Euler’s vom 2. October 1759, auf welche La-
grange (wie wir unter 2 gesehen haben) im Jahre 1769 zurtickkam und
von welchen auch unter October 1762 die Rede sein wird. Der Brief
schliesst mit der Mittheilung, Euler habe inmitten schwerer Kriegszeiten
mit dem Beginn der Ausarbeitung seiner der Petersburger Akademie
lingst zugesagten Integralrechnung sich beschiiftigt. Fs handle sich in
ihr um die Auffindung vonh Functionen einer oder mebrerer Verinder-
lichen aus ibren Differentialquotienten. Fiir Functionen von mehr als
einer Ver#inderlichen sei fast Alles neu zu schaffen, und er glaube das
Fundament dazu schon gelegt zm haben, ein Ausspruch, welcher ge-
schichtlich bedeutsam sein diirfte als erste Aeusserung des Bewusstseins
von der grossen Schwierigkeit, aber auch von der grossen methodischen
Tragweite der allgemeinen Aufgabe, particlle Differentialgleichungen zu
integriren, wihrend bisher zwischen Euler und D’'Alembert vornehm-
lich nur gang besondere derartige Gleichungen in Frage gekommen waren.
In den niéichsten Wochen nach dem 2. October ‘erhielt, wie schon be-
merkt, Euler den Band der Turiner Abhandlungen, den er Tasch genug
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erfabren habe, und stellt fir die Mitte des folgenden Jahres einen weite-
ren Band in Aussicht, der allerdings erst erheblich spiter, n&mlich 1762,
die Presse verliess. Euler hatte am 2. Octoher den Wunsch ausgesprochen,
dass die freie Vereinigung Turiner Gelehrter sich bald staatlicher Unter-
stiitzung erfremen moge; dieser Wunsch werde, meint Lagrange, am
Ersten in Erfiillung gehen, wenn auswiirtige Gelebrte ersten Ranges sich
der noch jungen Gesellschaft gewogen zeigen. So habe Haller ihnen
Beitriige zugesagt, und mit dem gleichen Anliegen wendet sich La-
grange nunmebr an Euler. Besiiglich der Nothwendigkeit, die Schall-
theorie im Raume zu erortern, ist Lagrange mit Euler einverstanden.
Von diesem allgemeineren Standpunkte aus werde sich auch wohl die
Abnahme des Schalles erkliren lassen, die bei hlos linearer Ausdehnung
nicht an und fir sich eintrete; ob iibrigens die Abnahme des Schalles
in der That, wie man allgemein annehme, im quadratischen Verh#ltnisse
der Entfernung stattfinde, erscheint Lagrange zweifelhaft. Auf den
Druck seiner Arbeiten iiber Variationsrechnung und Mechanik kommt
Lagrange jetzt nach Maupertuis’ Tode mit keinem Worte zuriick,
nur #iber deren Inhalt sagt er fiir einen niichsten Brief weitere Auf-
schliisse zu und bemerkt am Ende, er habe fiir seine Schiiler Elemente
einer Mechanik und einer Differential- und Integralrechnung verfasst.
Von der ersteren Schrift war unter 5 die Rede, die letztere ist wenig-
stens einem T'heile nach erhalten, wie Fiirst Boncompagni im VI, Bande
seines Bulletino 8. 150 (Jabrg. 1873) nachgewiesen hat. Die Bibliothek
des Herzogs von Genua in Turin enthilt ndmlich eine Handschrift mit
dem Titel: Principj di Analisi Sublime detlali da La Grange alle Reggie Scuole
di drtiglieria, [Darte prima. Della teoria Algebraica delle Curve.

9. Schon am 26. December 1759 liess Lagrange einen weiteren
Brief nachfolgen, der durchaus der Schalltheorie gewidmet war. Die
Untersuchung einer Fortpflanzung der Schallwelle in einem Elementarkegel,
dessen Spitze in dem Erschiitterungspunkte liegt, war einer der neuen
von Lagrange eingeschlagenen Wege, und diesen Fall hatte er soweit
erbrtert, dass bei ibm die im Briefe vom 24. November noch angezwei-
felte Abschwiichung im quadratischen Verh#ltnisse der Entfernungen sich
nachweisen liess, ein Gegenstand, der Lagrange iibrigens durchaus
nicht ganz klar war, wie wir gleich noch zu bemerken Gelegenheit haben
werden. Mit Hilfe dieser Elementarkegel setzte er sich Kugeln zusam-
men, um die Fortpflanzung des Schalles unter der Annalime zu studiren,
dass die Wellen als Kugelschalen weiter gehen, wobei die Differential-
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Folgerungen gefangen, mit welchen auch ein jingst empfangener Brief
von Daniel Bernoulli in Einklang stehe, und erklért seine frithere
anderweitige Behauptung durch einen bei der Integration eingeschlichenen
Rechenfehler. Bemerken wir gleich hier, dass Euler unter dem 24. Juni
1760 diesen Zweifeln durch die Erliuterung ein Ziel setzte, die Stirke,
mit welcher ein Schall das Gehdrorgan treffe, hinge von zwei Factoren
ab, von der Grdsse der Schwingungen und von der Geschwindigkeit der
schwingenden Theilchen; haben also beide ein der Entfernung umgekehrt
proportionales Maass, so muss das Product, d. i. die thats¥chliche Stéirke der
Schallempfindung, im Quadrat der Entfernung abnehmen. Eben dasselbe
muss auch fiir das Licht gelten, wenn es aus Schwingungen eines elasti-
schen Mittels besteht, und so erledige sich ein von Daniel Bernoulli
Lagrange gegeniiber ausgesprochenes Bedenken. Denn Lambert habe
in seiner Photometrie die Abschwichung des Lichtes im quadratischen
Entfernungsverhiltnisse festgestellt, ohne von der Geschwindigkeit, noch
von der Grdsse der Schwingungen ein Wort zu sagen. Lagrange ver-
allgemeinert hierauf die am 26, December 1759 schon besprochene Dif-
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erentialgleichung noch weiter zu : .ﬁ—t.a—zzﬁ-mr.ma—{-. Auch
sie gehort dem Problem der Luftschwingungen in einem Kegel an, aber
unter der Voraussetzung verschiedener Dichtigkeiten der in dem kegel-
férmigen Raume ecuthaltenen Luftmasse, und flir m =0 giebt sie die
Schwingungen von Saiten von ungleicher Dicke. Die Discussion dieses
letzteren Falles l#sst erkennen, dass im Allgemeinen derartige Saiten, '
in S8chwingung versetzt, ihre erste Gestalt nie zum zweiten Male wieder
erlangen, somit einen gleichm#issigen Ton hervorzubringen nicht.im Stande
sind, was mit der Erfahrung, dass solche Saiten den Musikern falsch
ténen, in Uebereinstimmung steht. Den letzten Gegenstand ‘dieses in-
teressanten Briefes bildet die Frage, ob die Grosse der Schwingungen
eine Beschleunigung ibrer Fortpflanzung zur Folge haben kinne, eime
Frage von Wichtigkeit, indem die experimentellen Geschwindigkeitsmes-
sungen, wie sie 5. B. Lacaille 1738 anstellte, stets eine raschere Ver-
breitung ergaben,. als seit Newton theoretisch herausgerechnet worden
war. Lagrange ist geneigt, aus seinen Formeln die Unmoglichkeit der
Beschleunigung der Fortpflanzung durch die Grisse der Schwingungen
anzunehmen, ,aber ich stréube mich dagegen, iiber diesen Punkt mich
zu entscheiden, bevor ich Ihr Urtheil dariiber habe, welches ich mich
recht sehr beeile, mir zu erbitten'. In der Antwort vom 24, Juni 1760
pflichtet Euler den Schltissen Lagrange’s bei. Allein er geht einen
Schritt weiter, er sucht eine anderweitige Erklérung fiir jenen Gegensate
zwischen vorausberechneter kleinerer wnd wirklich gemessener grosserer
Fortpflanzungsgeschwindigkeit des Schalles. Fliissige Massentheilchen,






Recensionen.

Die Geometrie der Lage. Vortrige von Dr. Taeopor Reve, Professor
der Mathematik an der Universitit Strassburg i. K. 2. vermehrte
Aufl. 1. Abtheilung.

Die besten deutschen Lehrbticher der synthetischen Geometrie sind
wohl unbestritten: Jacob Steiner’s Vorlesungen iiber synthetische Geo-
metrie, bearbeitet von Schroeter, und Reye’s Vortriige tiber Geometrie
der Lage. Beide, im Jahre 1866 erschienen, haben in kurzer Zeit die
sweite Auflage erlebt, das erste 1876, das andere 1877. Von dé& zwei-
ten Auflage des letsteren ist allerdings bis jetzt nur die erste Abtheilung
erschienen, diese aber in erheblich erweitertem Umfange. In dieser neuen
Auflage enthilt sie, wenn auch hiufig in bedeutend kiirzerer Form, fast
denselben Inhalt, wie die S8teiner'schen Vorlesungen von den Grund-
gebilden der ersten Paragrapben bis zu den Eigenschaften des Kegel-
schnittnetzes in den letzsten. Nach der Definition der Grundgebilde muss
jedes Lehrbuch der synthetischen Geometrie sofort den Begriff der pro-
jectivischen Gebilde feststellen. Steiner nennt zwei Gebilde projecti-
visch aufeinander bezogen, wenn zwischen irgend vier Elementen des
einen Gebildes und den entsprechenden des andern Gleichheit der Dop-
pelverhiiltnisse stattfindet. Um die bei dieser Definition notbwendige
Rechgung zu vermeiden und ,,zur Erkenntniss der geometrischen Wahr-
heiten durch directe Anschauung zu gelangen*, folgt Reye dem wvon
Staudt eingeschlagenen Wege. Der Begriff des harmonischen Gebildes
wird durch directe stereometrische Betrachtungen gewonnen; ebenso un-
mittelbar folgt der Satz: Aus einem harmonischen Gebilde ergeben
sich durch Projiciren und Schneiden immer wieder harmonische Gebilde.
Die perspectivische Lage der Grundgebilde giebt dann die Veranlassung,
diese aufeinander zu beziehen, so dass jedem Elemente des einen ein
Element des andern und jeder stetigen Aufeinanderfolge von Elementen
des einen Gebildes eine stetige Aufeinanderfolge von Elementen des an-
dern entspricht; es folgt, dass je vier harmonischen Elementen‘des einen
vier harmonische Elemente des andern entsprechen. Zur projectivischen
Beziehung gelangt der fiinfte Vortrag ungefihr mit folgenden Worten:

»» Werden zwei einférmige Grundgebilde auf ein und dasselbe dritte per-
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nung filhren die Erzeugnisse projectivischer Gebilde zweiter Ordnung.
Der 12. Vortrag ist den involutorischen Gebilden gewidmet; der 14. be-
handelt die Aufgaben zweiten Grades, deren Auflésung auf die bekannte
Steiner’sche Construction zuriickgefiihrt wird. Diese Aufgaben geben
Anlass, in der neuen Auflage den Begriff der imaginiren Elemente in
die synthetische Geometrie einzufiihren, und zwar geschieht es hier durch
den Satz, dass zwei projectivische Gebilde auf demselben Triiger zwei
reelle oder conjugirt imaginire Elemente entsprechend gemein haben.

Zu diesen zwolf Vortrigen, welche die reine Geometrie der Lage
bebhandeln und die man ohne irgendwelche mathematische Vorkenntnisse
verstehen kann, gesellen sich drei iiber metrische Relationen der Kegel-
schnitte. Sie behandeln namentlich die Durchmesser, Axen, Brennpunkte
und — peu in dieser Auflage hinzugekommen — die Haupthxen und
Symmetrieebenen, Focalaxen und cyklische Ebenen einer Kegelfliche
zweiter Ordnung. Wie schon das Vorwort erwibnt, sind, ,,um den Zu-
sammenbang mit der analytischen Geometrie herzustellen*, in dem Vor-
trage tiber die Durchmesser neu hinzugefiigt die Ableitungen der Gleich-
ungen der Curven zweiter Ordnung.

Als hedeutendste Aenderung giebt der Verfasser selbst an die Hinzu-
fiigung von 213 Aufgaben und Lehrsitzen, die in 15 Abschnitte getheilt
sind. Von diesen entsprechen neun den gleichnamigen Vortrigen; ein
zebnter behandelt, gestiitzt anf das Princip der reciproken Radien, die
Kreisverwandtschaft, und der elfte die geradlinigen Flichen dritter Ord-
nung, als Erzeugnisse zweier projectivischen Punktreihen erster und zwei-
ter Ordnung.

Der Schwerpunkt der Aenderung liegt aber unbedingt in den letzten
vier Abschnitten. In Nr, 165 des zwilften Abschnittes ,,Polvierecke und
Polvierseite von Kegelschnitten‘ wird fiir die Vierecke, bei denen jede
Seite ihrer Gegenseite in Bezug auf einen Kegelschnitt y? conjugirt ist,
die Bezeichnung Polvierecke und fiir die Vierseite, bei denen jeder
Ecke ihre Gegenecke beziiglich y* conjugirt ist, die Bezeichnung Pol-
vierseite eingefiihrt. Der Reihe nach wird gezeigt, dass drei Ecken
eines Polvierecks die vierte, und drei Seiten eines Polvierscits die vierte
bestimmen (167, 168), dass die sechs Ecken 4 BCD und 4 B('D’ zweier
Polvierecke auf einem Kegelschnitte liegen (169), dass die sechs Ecken
oines Polvierecks und Poldreiecks, welche eine Ecke gemeinschaftlich
haben, auf einem Kegelschnitte liegen (170), dass die sieben Ecken
zweier Polvierecke A BCD und AB'C'D’ von zwei Kegelschnitten y* und
7, auf einem Kegelschnitte liegen (171) und endlich, dass alle Paare
von Punkten, die in Bezug auf drei beliebig gegebene Kegelschuitte con-
jugirt sind, auf einer Curve dritter Ordnung liegen (172). Der 13. Ab-
schnitt: , Lineare Systeme und Gewebe von Kegelschnitten*, bestimmt
(173, 174, 175) die Besiehungen zweier Kegelschnitte x* und %, vom
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- dass jede Curve der Schaarschaar auf jede Curve des Netzes sich stiitat.*
Darauf ergeben sich die Haupteigenschaften der Curve dritter Ordnung
(Tripelcurve nach Steiner), welche simmtliche Punkte enthilt, die in
Bezug auf alle Curven des Netzes conjugirt sind. -- Die letzten vier
Abschnitte enthalten auf 25 Seiten allerdings in gedringtester Kiirze fast
densgelben Inha)t, welchen wir bei Schroeter von S. 224 — 534 abgehan-
delt finden, bis auf die Theorie des imaginiiren Kegelschnittes. Wenn
auch im Interesse Derjenigen, fiir' welche die Geometrie der Lage zu-
pichst bestimmt ist, der Studirenden an Universititen und polytech-
nischen Schulen, eine etwas breitere Behandlung vielleicht erwiinscht
wire, so muss es gegeniiber der ersten Auflage als ein entschiedener
Fortschritt erklirt werden, dass die Theorien der Kegelschnittbtischel und
Netze hier, ohne r#umliche Betrachtungen zu Hilfe zu nehmen, allein
durch solche in der Ebene entwickelt werden. — Als charakteristischer
Unterschied der Behandlung in der Geometrie der Lage und den Stei-
ner’schen Vorlesungen ist hervorzuheben, dass man in letzteren die geo-
metrischen Gehilde, Kegelschnittbiischel und Netz entstehen sieht und
aus der Entstehungsart den organischen Zusammenhang ihrer Eigenschaf-
ten erkennt, wihrend in der ersteren diese Gebilde uns als etwas Fer-
tiges entgegentreten und ans ganz allgemeinen Siitzen ihre bekannteren
Eigenschaften hergeleitet werden. Wir gelangen daher zu diesen Kigenschaf-
ten in umgekehrter Reihenfolge: bei Reye aus dem Stephen Smith-
schen Satze zu der charakteristischen Eigenschaft des Kegelschnittbiischels,
jede Transversale in einer Involution zu schneiden, bei Schroeter zu
diesem Satze aus der Entstehungsart in aufsteigender Folge bis zum
S8tephen Smith’schen Satze, der auf 8. 534 sich als unmittelbare Fol-
gerung aus den Eigenschaften des Kegelschnittnetzes ergiebt. Nachdem
vorher gezeigt ist, dass durch jedes Kegelschnittnetz ein Kegelschnitt-
gewebe (II. Stufe), ,,ein Gebilde von gleicher Michtigkeit mit dem Kegel-
schnittnetz und nach dem Princip der Polaritit aus diesem hervor-
gegangen*’, bestimmt ist, geht die Entwickelung weiter: ,,Gehen wir nun
von vier Kegelschnitten aus, so bestimmen dieselben zu je dreien ver-
bunden vier Kegelschnittnetze, zu deren jedem ein bestimmtes Gewebe
gehdrt. Diese vier Gewebe haben eine Kegelschnittschaar
gemeinschaftlich. Wir kinnen aber noch unendlich viele andere
Kegelschnittnetze und zugehtrige Gewebe bilden, indem wir aus jenen
ersten vier Netzen irgend drei Kegelschnitte herausnehmen, welche nicht
demselben Netze angehtren, und sie zur Bildung eines neuen Netzes ver-
wenden. Die Tripelcurven fiir alle diese Netze laufen durch dieselben
sechs Ecken eines vollstindigen Vierseits, und die simmtlichen zugehdori-
gen Kegelschnittgewebe haben cine Schaar gemeinschaftlich. Stellt man
vermittelst finf Kegelschnitten alle méglichen Netze und dasu gehtrigen
Gewebe her, so haben letstere einen Kegelschuitt gemein.* 8o werden
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fiihrt dies jedoch nicht in jener oft unangenehm knappen Weise aus,
die bei dem ,,Taschenbuche* unvermeidlich war. Es kiindigt sich zwar
selbst nur als eine zweite umgearbeitete Auflage an, hat aber, wenn die
felgenden Lieferungen in der Art und in dem Umfange der his jetzt vor-
liegenden ersten erscheinen, vollkommen Anspruch darauf, ein neues
Werk genannt zu werden. Der Herr Verfasser wollte dies vermuthlich
auch durch die Umiénderung des Titels andeuten, hiitte aber, nach An-
sicht des Referenten, wohl besser gethan, es direct auszusprechen, denn
das ,,Handbuch* ist — so weit man bis jetzt zu urtheilen vermag — nicht
mehr ,,eine Sammlung von Resultaten der niederen und héheren Vermes-
sungskunde*, sondern ein ausfiihrliches Lehrbuch derselben, mithin ein:
Werk anderer Art, als das 1873 erschienene.

Der Gesammteindruck, welchen die erste Lieferung (288 Seiten in

Grossoctav) erzeugt, ist ein sehr giinstiger: vielfach ist Neues geboten,
mit Geschick das Nothwendige ausgew#hlt, das Entbehrliche weggelassen.
Erklérungen und Theorien sind vollkommen deutlich gegeben, ohne ins
Breite zu laufen; an geeignet gew#hlten Beispielen und an Tabellen ist
das Werk ungewdhnlich reich, was die Studirenden und die Praktiker
hoch schitzen werden.
«. Der erste Theil des Buches betrifft die ,,Theorie der Beobach-
tungsfehler oder die Methode der kleinsten Quadrate'. Eine Ein-
leitung bietet die Hauptziige der Geschichte der Ausgleichungsrechnung
und giebt Literaturnachweise. Das empirisch begriindete Princip der
kleinsten Quadratsumme wird als Grundlage benutzt, wihrend die Wahr-
scheinlichkeitsrechnung nur nebenbei Beriicksichtigung findet. Hierdurch
schon unterscheidet sich das ,,Handbuch* von dem ,, Taschenbuche*, und
zwar zum Vortheile des ersteren, denn fiir sehr Viele, insbesopdere fiir
die Praktiker (denen das Werk ja auch dienen soll) ist die elementare
Darstellung meist die bessere, also die, welche in den Vordergrund ge-
riickt werden muss, wenn Abschreckungen vermieden werden sollen.

" Dieser erste Theil umfasst 134 Seiten, wihrend ihm im ,,Taschen-
buche* kaum ein Viertheil dieses Raumes gewidmet war. Er wird in drei
Capiteln abgehandelt; das erste derselben fiihrt die Ueberschrift: Aus-
gleichungsrechnung nach dem Princip der kleinsten Quadratsumme. Dass
der Herr Verfasser hier die zwar etwas lingere, aber richtige Ausdrucks-
weise ,kleinste Quadratsumme‘ benutzt, billigt der Referent sehr,
bedauert aber, dass es nicht consequent geschehen ist. Ein Mann von
hervorragender Bedeutung, wie Herr Jordan, wire geecignet, hier Bahn
zu brechen. Es behandelt dieses erste Capitel in geschickter und ele-
mentarer Weise (mit nur einiger Benutzung der Differentialrechnung)
zundichst den durchschnittlichen und den mittleren Fehler, das Fehler-
fortpflanzungsgesetz, das einfache und das allgemeine arithmetische Mittel
(letzteres unter Einfuhrung der Gewichte), verdfittelnde Beobachtungen
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aber Parallelverschiebungen als Fehler anhaften. Dabei kommt er zwang-
los auf den Begriff der Genauigkeitscurven (richtiger gesagt: der Curven
gleicher Genanigkeit) und auf die Fellerellipse. Sodann folgt die Unter-
suchung des Vorwiirtseinschneidens mit zwei Strahlen und die Herleitung
des fiir jeden Praktiker wichtigen Satzes, dass die giinstigste Visur
hierbei nicht unter 90° sondern unfer 109°28° stattfindet. Diesem
schliesst sich das Seitwirtseinschneiden an und das Pothenot’sche
Problem, deren Genauigkeitsgrade unter Aufzeichnung der zugehtrigen
Curven sehr geschickt dargestellt und verglichen sind.

Den Sebluss des Capitels bildet die Herleitung des mittleren Fehlers
eines Punktes, dessen Lage durch mehr als zwei Beobachtungen be-
stimmt wurde, von demen jede einen geometrischen Ort fiir ibn liefert,
und — hiermit zusammenhingend — die Betrachtung der Fehlerellipse
fir mehrfache Punktbestimmung, die einfache Triangulirung, das Vor-
wiirtseinschneiden mit drei Strahlen und das Pothenot’sche Verfahren
anter Benutzung dreier Winkel, ebenfalls mit Darstellung zugehiriger
Genauigkeitscurven.

Der erste Theil des Buches enthilt, wie aus dem Vorhergehenden
ersichtlich ist, von der Ausgleichungsrechnung nach der Methode der
kleinsten Quadratsumme nicht nur Dasjenige, was die niedere Geodisie
braucht, sondern auch Das, was die héhere nothig bat.

Des Buches zweiter Theil bezieht sich auf die niedere Geod#sie,
n#mlich auf Dasjenige, was von der Vermessungskunde fiir technische
und landwirthschaftliche Zwecke nithig ist. Es wird hier mit wenig
Worten immer viel gesagt; fiir den Anfinger ist das vielleicht oft eine
unbequeme Knappheit, dem Verfasser aber macht es Ehre. Dass nicht
zuerst die Instrumente und dann die Messungen zur Besprechung ge-
langen, sondern beide gleichzeitig Behandlung finden, wird von Vielen
als nicht systematisch getadelt werden, bietet aber manche Vortheile dar.

Die ersten fiinf Capitel dieses zweiten Theiles fiihren ganz diesel-
ben Ueberschriften, wie in dem 1873 erschienenen ,,Taschenbuche*;
wihrend sie aber in letzterem etwa 70 Seiten fiillten, haben sie jetzt
reichlich den doppelten Umfang. Das erste dieser Capitel behandelt (auf
32 Seiten) die einfachsten Vermessungsoperationen und ihre
Verbindung zu kleinen Aufnahmen, Hier gelangen zunichst Kreuz-
scheibe, Winkelspiegel, Spiegelkreuz und Prismeninstrumente zu einer
Besprechung, die dem Genauigkeitsgrade dieser Werkzeuge hochst lobens-
werthe Aufmerksamkeit schenkt. Dann folgt die Behandlung der Mess-
latten und ihrer Léngenvergleichung, der Stahlbiinder, der Ketten und
der mit diesen Werkzeugen ausgefiihrten Lingenermittelungen. Auch
hier ist wieder mit vieler Sorgfalt und unter Benutzung der neuesten
Untersuchungen die erreichbare Genauigkeit beriicksichtigt, und zwar
nicht nur beziiglich der unregelmissigen, sondern auch beziiglich der
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Combination zweier Linsen, sodann eine Besprechung der Lupe, des
einfachen astronomischen Fernrohres, der Fernrohre mit mehr als zwei
Linsen und des Mikroskopes.

Das fiinfte Capitel (57 Seiten) betrifft den Theodolit. Es be-
handelt zundchst seine Einrichtung (mit Einschluss der ,Ablesevorrich-
tungen* Nonius und Mikroskop, nebst Adjustirung der letzteren), so-
dann seine Priifung und Berichtigung, die Elimination der Axenfehler
und, sehr eingehend, den Einfluss der letzteren; sodann die Excentri-
citét des Fernrohres, diejenige zwischen Limbus und Alhidate, die Un-
tersuchung der Theilungsfehler, das Messen der Horizontalwinkel, die
Fehler der Repetitionsmessung (mit Riicksicht auf Bessel, Struve und
die badische Triangulirung), endlich das Messen der Vertikalwinkel mit
Hihenkreis oder Schraube unter Hinweis auf die einschlagenden Arbeiten
von Stampfer, Koristka, Barth und Pfaundler.

Capitel VI (6 Seiten) giebt das Nothwendige iiber Coordinaten
im Allgemeinen und schliesst mit einer besziiglich siebenstelliger Lo-
garithmentafeln an die Praktiker gerichteten Mahnung, welche schon der
bertihmte Encke aussprach, indem er erklirte, dass er hochst selten
andere als fiinfstellige Tafeln benutzt habe.

Den Schluss der ersten Lieferung des Werkes bildet der Anfang
eines Capitels itber polygonale Ziige.

Die Literatur ist bei den einzelnen Abschnitten umfinglich be-
rlicksichtigt, hingegen hat die Geschichte der @:odisic nur beziiglich-
der Ausgleichungsrechnung hinreichende Erwihnung gefunden, und zwar
am Anfange des ersten Theiles. Da dies geschah, so musste man am
Anfange des zweiten Theiles (oder doch bei den einzelnen Capiteln des-
selben) eine ebenso ausfiihrliche Beriicksichtigung der historischen Seite
erwarten. Diese ist nicht erfolgt; doch giebt sich Referent der Hoflnung
hin, am Schlusse des Werkes entweder die nithigen Mittheilungen zu
finden, oder Nachweise, welche dem Leser sagen, wie er sich in der
kiirzesten Zeit mit den Hauptziigen der Geschichte der gesammten Geo-
déisie (iber die nur wenig verdffentlicht wurde) bekannt machen kann,
Was in dieser Beziehung das , Taschenbuch* friiher geboten hat,
geniigt nicht, denn es bezieht sich fast nur auf die Gradmessungen.
Die villige Unkenntniss der Geschichte anderer Gebiete der Geodisie
tritt aber leider unter Studirenden und Praktikern sebr hiufig auf, nnd
ein Werk wie das Jordan'sche ist berufen, hier bessern zu helfen.

Die dem Handbuche eingedruckten Holzschnitte sind recht gut, er-
reichen aber meist nicht ganz die Vollkommenheit derjenigen, welche die
bekannte treffliche Vermessungskunde von Baunernfeind darbietet. Der
Druck ist klein, aber scharf; Druckfehler sind nur in sehr geringer Zahl
vorhanden, sinnstérende fast gar nicht.
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Der dritte Theil des Buches wird (laut Prospect) die sphirische Geo-
disie nach Soldner und Bobnenberger, die sphi#roidische nach
Gauss und Bessel darbieten und neuere Untersuchungen beifiigen.
Das ganze Werk soll 60— 65 Bogen enthalten, etwa 16 Mk. kosten und

_ noch in diesem Jahre 'zum Abschlusse gelangen.

b Die bisherigen hervorragenden Leistungen des Herrn Verfassers in
{m verschiedensten Gebieten der Geodisie lassen mit Sicherheit erwar-
tmn, dass die folgenden Lieferungen der ersten an Gtite nicht nachstehen
werden. Ist dies der Fall, so darf sich das Werk als ebenbiirtig neben
dis besten bis jetzt erschienenen Lehrbiicher der Vermessungskunde
#ellen und wird in vielen Beziehungen eine sehr wichtige Ergiinzung
wd Erweiterung derselben bilden. Der Referent empfiehlt es bestens
ticht nur den Geodéiten und den Studirenden der Technik, sondern auch
fenen der Mathematik, letzteren deshalb, weil es ihnen viele werthvolle
1 Anregungen bieten wird.

Dresden, Juli 1877. A. FUuHRMANN,

Blot-ifs. AbDlg. d Zeitechr. £ Math. u. Phys. XXIII, 1. 3
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Historisch-literarische Abtheilung,

Ueber den Antheil Petrina’s an der Erfindung des
telegraphischen Gegensprechens.

Von
Dr. Ep. ZETZSCHE.

Den ersten Anlauf zu einer gleichgeitigen mehrfachen Telegraphie
machten bereits im Jahre 1849 Siemens und Halske. Sie nahmen
zwar auch den Gedanken in ihr am 23. October 1849 nachgesuchtes
englisches Patent (Nr. 13062, vom 23. April 1850) auf,!) iiberzeugten
sich aber bald von der Schwierigkeit der Lisung bei einer grisseren
Anzahl von Dr#hten. Es blieb daher bei dem blosen Gedanken und
selbst dieser ward erst 1856 durch eine Mittheilung dariiber in Poggen-
dorff’s Annalen der Physik und Chemie (Bd. 98, S. 115) weiter
bekannt. ,

Die ersten Gegensprechversuche auf der Linie wurden 1853 zwischen
Wien und Prag von dem damaligen &sterreichischen Telegraphendirector
Dr. Wilhelm Gintl angestellt. Diese Versuche wurden zuerst mit Morse-
telegraphen vorgenommen, und es wurden die dabei benutzten Apparate
zuerst im December 1853, und zwar von einem, Gintl unbekannten Ver-
fasser und ohne Gintl’s Zuthun?®) in einem nur mit G. unterzeichneten?3)
Artikel des Polytechnischen Centralblattes) beschrieben. Gintl selbst hat
iber diese Versuche Nichts versffentlicht; durch die Schwierigkeiten aber,
auf welche er infolge ,der fortwdhrenden Verkinderungen der Linien-
stromstéirken* in der dabei nothigen feineren Regulirang der Strom-
stirken stiess, ward er veranlasst, anstatt der Morseapparate seinen

1) 8. 19 der Patentbeschreibung; sheet 3, Fig. 11.
2) Vergl. Zeitschrift des deutech -3sterreichischen Telegraphenvereins, 1. Bd.
S. 304.
8) Von dem spiteren siichsischen Telegraphendirector L. Galle herrithrend.
4) Jahrgang 1853, S. 1473; daraus in Dingler’s Polytechnisches Journal
1854, Bd. 181, 8, 191. — Telegraphenvereins-Zeitschrift Bd, 2, S. 28.
Hist.-lit. Abthlg, d, Zeitschr. f. Math. u. Phys, XXII1, 2. \
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chemischen Schreibtelegraphen zu verwenden, tiber welchen er de
Wicner Akademie der Wissenschaften in der Sitzung vom 28. April 185/
ausfiibrliche Mittheilung gemacht hatte.!) Diesen chemischen Gegen-
sprecher beschrieb Gintl ausfithrlich in der Sitzung der Wiener Aka-
demie vom 30. November 1854,%) und es mag gleich hier hervorgehoben

werden, dass bei demselben zwar der niémliche Doppeltaster, wie bei

den Morsegegensprechern und auch eine Ausgleichungsbatterie Verven-

dung fand, dass er sich indessen insofern von dem letztern ganz wesent-

lich unterschied, als bei letzterem dem localen Ausgleichungsstrome ein

von dem Linienstromwege vollstindig getrennter Stromkreis angevisen

ist, eine Stromverzweigung also nicht eintritt, bei dem chemischen da-

gegen beide Stromkreise ein gemeinschaftliches Stlck enthalten und

deshalb Zweigstrime auftreten miissen.

Schon wihrend der Gintl'schen Versuche verbreitete *sich dams
Geriicht in Wien, dass der Professor der Physik in Prag, Dr. Frazas
Adam Petfina, Gintl bei dessen Anwesenheit in Prag die Idee d @
Gegensprechens mitgetheilt habe; auch in weiteren Kreisen fand diess e
Geriicht Verbreitung und 1856 fand sich E, W. Siemens veranhsssst
in Poggendorff’s Annalen (Bd. 98, S. 120) darauf hinzuweisen, werit
wiinschenswerth eine bestimmte Aufklirung dariiber sei, da Gintl sel Tt
nirgends das Gegensprechen (mit Morseapparaten) als seine Erfindm m§
in Anspruch genommen habe. Petfina konnte der darin liegenden A wof-
forderung nicht geniigen, weil er bereits im Jahre 1855 gestorben w ==mr;
Gintl aber hat jenen G&ffentlich und so bhestimmt ausgesprocherm en
Wunsch zu erfiillen keine Veranlassung genommen.

Bei Bearbeitung der mehrfachen Telegraphie fiir das kil Ecb
erschiencne Schlussheft des ersten Bandes meines Haudbuchs der T e
graphie trat an mich die Nithigung heran, mich in dieser Prioritatsfres 8
fiir oder wider zu entscheiden, und da inzwischen ausser Petfina arm ¢l
der in gewissem Sinne mithetheiligte Dr. Stark in Wien verstort> €@
war, 8o schien es mir richtiger, nicht den einzigen iiberlehenden Betts -
ligten, Dr. Gintl, unmittelbar dariiber zu befragen, sondern den V €%
such zu machen, aus den vorhandenen Schriftquellen und den Aussags -
noch lebender Unbetheiligter zu einer Entscheidung zu gelangen, ls
dem Handbuche (8. 546) konnte ich diese Entscheidung wegen Rau ,“.,
mangels nicht in der erwiinschten Weise begriinden, und ich that es dal 3
zun#chst Anfang August 1877 in dem-Journal télégraphique (Bd. LI, S. 65 1

1) Vergl. Sitzungsberichte Bd. 10, S. 616 bis 626.

2, Vergl. Sitzungsberichte Bd, 14, S. 401 ff.; daraus in der Zeitschrift #& —
Oesterreichischen  Ingenieurvereing Bd. 7, S. 136, und der Telegraphenvereirs®™
Zeitschrift 2. Bd., 8. 25 und 202, Aus den Mai 1856 datirte Abanderung- ~=
dieses cheniischen Gegensprechers bespricht Gintl auf S. 186 des 2. Bandes d
Telegraphenvereins-Zeitschrift.
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und hoffte damit zugleich, zu einer vollen Klarlegung den Anstoss zu
geben. Um auf die Lrfiilllung dieser Hoffnung mit um so grésserer
Gewissheit rechnen zu diirfen, halte ich den Abdruck der Begriindung
meiner Entscheidung auch in einer deutschen Zeitschrift fiir angezeigt
und ich lasse deshalb jenen im Journal tldgraphigue abgedruckten Artikel
hier in dem nur sehr wenig geiinderten urspriinglichen Wortlaute folgen.

I. Ich habe mich zuvirderst darnach umgesehen, ob Gintl irgendwo
dic Erfindung des Gegensprechens mit Morseapparaten unzweideutig fir
sich in Anspruch nimmt. In erster Linie kommt hierbei das in Frage,
was Gintl in seinem schon erwihnten Vortrage vom 30. November 1854
sagt. Die betreffende Stelle auf S. 414 (Bd. 14) der mathematisch-
naturwissenschaftlichen Classe der Sitzungsberichte der Wiener Akademie
lautet:

nlch habe mich schon im verflossenen Jabre lingere Zeit hindurch
bemiiht, dic Doppelcorrespondenz auf demselben Leitungsdrahte mit
dem Morse’schen Schreibtelegraphen zu Stande zu bringen, und
bei meinen in dieser Beziehung vielfiltig auf der Telegraphenlinie
zwischen Wien und Prag im Monate Juli 1853 angestellten Versuchen
ist es mir zwar gelungen, Depeschen gleichzeitiz in entgegengesetzter
Richtung an ibre Bestimmungsorte zu beférdern, wobei es aber oft ge-
schah, dass nach einigen, an heiden Stationen gegenseitig recht gut les-
baren Worten cine Confandirung der Zeichen auf jedem Stationsappa-
rate eintrat, sobald n#mlich der Linienstrom eine Aenderung in seiner
Stirke erlitt und es nicht gleich miglich war, die Stirke des Local-
stromes in demselben Maasse zu verindern,

nAus diesem Grunde babe ich auch die gleichzeitize Doppelcorre-
spondenz mit dem Morse'schen Schreibtelegraphen vorldufig nicht
weiter verfolgt und mich an die Durchfiibrung derselben mittels electro-
chemischen Schreibapparates gehalten, welche mir vollstindig gelun-
gen ist.* )

Offenbar liegt in den Worten ,,zu Stande zu bringen* darch
aus nicht unbedingt, dass die Idee des Gegensprechens und die Ein-
richtung der Apparate dazu eine Erfindung von Gintl sei. Gerade
das ,.zu Stande bringen'* erscheint mir aber sehr wesentlich; der Gster-
reichische Telegraphendirector Gintl — und in Oesterreich wohl er
allein — hatte dazu ohne Weiteres die Macht (abgeschen von der
sachlichen Ausfithrbarkeit); nicht so der Professor Petfina, wenn er
der Erfinder war.

Ebenso zwingt der Ausdruck!) Gintl’s: ,des von mir dabei (d. h.
bei den Versuchen zwischen Wien und Prag) angewandten -

1) Telegruphenvereins-Zeitschrift Bd. 2, 8 28,
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und Verfahrens® nicht zu der Annahme, dass Apparat und Verfahren
eigene Erfindung waren.

Entscheidender k3nnten einige Stellen in der im Januar 1855
niedergeschriebenen ‘Entgegnung!) Gintl’s auf eine Aeusserung des
Dr. v. Icilius sein, worin dieser die Prioritit der Erfindung des gleich-
zeitigen Telegraphirens fiir C, Frischen in Anspruch nimmt. Gintl

~ verwahrt sich hier zunichst dagegen, dass er ,,im Jahr 1853 blos eine
Idee sur Erreichung des genannten Zweckes ausgesprochen habe“ und
fihrt dann fort: ,S8chon im Monate Juli 1853 sind von mir
gelungene -Doppelcorrespondenzen mit den von mir dazu einge-
richteten Morse’'schen Schreibapparaten ausgefihrt worden; und da
ich aus meinem Verfahren kein Gehcimniss machte, so ist dasselbe
sammt der Einrichtung des ganzen Apparates in dem Leipziger poly-
technischen Centralblatt von einem mir unbekannten Verfasser ausfiihr-
lich beschrieben worden. Es war also nicht blos eine Idee, welche ich
damals ausgesprochen, sondern vielmehr in’s Werk gesetzt habe‘.
Lassen aber auch die hier von Gintl — dem unbestrittenen Veran-
stalter jener Versuche mit dem Morse- Gegensprecher und dem Erfinder
des chemischen Gegensprechers — gebrauchten Worte noch an Klarheit
gu wiinschen iibrig, so bleiben die ebenda weiter folgenden Acusserungen
Gintl's: ,,wie Herr Dr. v. Icilius, nach dessen eigener Erklirung die
von mir zuerst ausgegangene Idee und mein Doppel-Tele-
graphirungsverfahren Herrn Frischen erst zur Ausfiibrung seines
Verfahrens angeregt hat,* ...... und: ,,meines schon im Jahre 1853
ohne mein Zuthun veriffentlichten Verfahrens; es wire denn, dass
Herr Dr. v. Icilius den Beweis liefern wiirde, Herr F'rischen habe
schon frither als ich das Doppel-Correspondenzprincip entdeckt
und sei vor mir zur Durchfiihrung desselben geschritten'* allein iibrig,
welche aber an Tragweite wesentlich einbtissen, sobald man sie als blos
gegen Frischen’s Anspriiche gerichtet gelten zu lassen hat, und
ausserdem durch die kurz vorhergehende Stelle: ,diese von mir .
schon am 9. Juni ausgesprochene Idee basirt sich iiberdies auf die
von mir entdeckte Thatsache, dass sich zwei elektrische Strome
in entgegengesetzter Richtung durch denselben Leitungsdraht gleich-
zeitig und ungehindert fortpflanzen, welches ich durch Versuche?) con-
statirt und in der erwihnten Sitzung auseinander gesetzt habe. Dieses
Factum ist aber das eigentliche Princip, auf welchem die Doppelcorre-

1) Telegraphenvereins-Zeitschrift, Bd. 1, S. 804,

2) Nach den Wiener Sitzungsberichten Bd. 14, S. 400, wurden diese Ver-
suche mit dem chemischen Schreibapparate angestellt, natiirlich bevor dessen
Verwendung zum Gegensprechen in Frage kam. — Uebrigens finde ich in dem
Berichte iiber die Sitzung vom 9. Juni 1868 Nichts {iber eine derartige Mitthei-

lang Gintl's. :
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wiire, mit dem Morse’'schen Telegraphenapparate bei einem Leitung-
drahte zugleich hin und her zu telegraphiren. Den bei einer
solchen doppelten Correspondenz zu machenden Bedingungen werde in
gewiinschten Maasse entsprochen, wenn man einen kleinen Local-
strom zu Hilfe nimmt und das Relais, sowie den Taster nach
der Angabe des Vortragenden einrichtet‘.

IIL. Dazu wird mir versichert, dass einige Jahre spiiter Petrina's
Wittwe an die dsterreichische Telegraphenverwaltung ein Unterstitsung-
gesuch gerichtet habe, worin sie ausdriicklich (die Anwendung gemeis-
schaftlicher Batterien und) das Gegensprechen als Erfindungen ibre
verstorbenen Gatten und somit gewissermassen als ihr Erbtheil beazeichnet

IV. Ich habe mich ferner an eine vollkommen glaubwiirdige wd
geeignete Personlichkeit in Wien um weitere Auskunft gewandt und abs
Ergebnisse von Nachfragen, welche dieselbe vor einiger Zeit — usd
zwar nach Stark’s Tode — bei Beamten hielt, welche Dr. Stark
damals zur Hilfeleistung benutste, crfahren, dass Stark zur Zeit, b
er sich mit den ersten Versuchen iiber das Gegensprechen befasste, mit
Petrina dartiber in Briefwechsel stand, auch wihrend der Versuche
selbst in den-Briefen Petrina's nachlas, ferner dass Gintl erst durth
Stark Kenntniss von der Sache erhielt, darauf in Prag mit Petrin
persénlich verkehrte und nun erst nach seiner Riickkebr nach Wia
anfing, sich selbst mit dem Gegensprechen zu beschiftigen, zu einer Zeit,
wo Stark das Relais mit Doppelwindungen bereits in Verwendung hatte.

V. Diese Angaben werden um so glaubhafter und der Umstand,
dass Gintl trotzdem als Ertinder des Gegensprechens mit Morse: -
Apparaten erscheinen konnte, erklirlich, wenn man das sachliche
Verstindniss der beiden Minner und ibre personliche Thitigkeit und
Stellung beriicksichtigt. Petrina, geboren am 24, December 1799, it
drmlichen Verhiltnissen aufgewachsen, erst im Alter von 17 Jahren sich
den Gymnasialstudien zuwendend, hatte diese und die Universitiitsstudi€™
unter Kiimmernissen und Entbebrungen mit ungemeinem Fleiss und Eif ©
vollendet, wurde 1837 als Lehrer der Physik ans Lyceum zu Linz B
rufen und war seit dicser Zeit unter Anderem auch auf dem Gebiete &
Elektricitit und des Magnetismus vielfach literarisch thitig; 1844 wur <
cr Professor der Physik an der Universitit zu Prag und bereits 15—
liess cr ein Schriftchen uber Telegraphic erscheinen unter dem Tite=
»Elektromagnetischer Telegraph auf den gsterreichischen Eisenbahnen -
1852 fand er die Zweigstrome bei seiner elcktro-magnetischen s
monika') verwendbar, und im Januar 1853 brachte er einen Aufsa—

1) Vergl. Denkrede . 14. —- Der Schlusssatz des betreffenden Vortrags li==
vermuthen, dass man diese Harmonika als den Stammvater des Telephons, d—
Lhonotelegrapben und elektro-harmonischen 'Yelegraphen snzaseben hat.
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iiber die Verwendung gemeinschaftlicher Batterien in der Wiener Aka-
demie') zum Vortrag, welcher zu .einer sehr betrichtlichen Verminderung
der Zahl der Elemente in den Linienbatterien der &sterreichischen Tele-
graphenstationen Wien, Verona, Salzburg, Triest und Oderberg fiihrte.
Auch iiber die chemische Telegraphie verbreitete sich Petrina in der
Sitzung der bshmischen Gesellschaft vom 30. Mai 1853 und wies durch
den Versuch nach, dass man bei ihr mit einem einzigen Grove’schen
Elemente auf 100 Meilen weit telegraphiren kénne. Im Juli 1853 end-
lich wies Petrina in einer Mittheilung an die Wiener Akademie®) nach,
dass bei der Translation an Batteriekraft Nichts erspart werde.

Ganz abgesehen davon, dass sich die Erscheinungen an Gintl’s
chemischem Gegensprecher ganz ungezwungen nach den Ohm'’schen Ge-
sotzen erkliren lassen, was eben Petrina 1855 in der schon erw&hnten vier-
ten ,,Mitheilung aus dem Gebiete der Physik*‘ und 1856 Werner Siemen’s
in Poggendorff’s Annalen (Bd. 98, S. 121) thaten, und dass deshalb diese
Erscheinungen und die simmtlichen von Gintl im 14. Bande der Wiener
Sitzungsberichte angefiihrten Versuche die Coexistenz entgegengesetzt
gerichteter Strome in demselben Leiter zu beweisen nicht geniigen, sind
bei der von Gintl gewihlten Einschaltung der Batterien mit ungleich-
namigen Polen an die Linie in dieser gar nicht einmal entgegen-
gesetzte Strome vorhanden. Darauf weist Petrina auf S. 65 jener
vierten Mittheilung hin; auf 8. 48 aber hebt er hervor, dass Gintl das
Auftreten von Zweigstromen bei der fraglichen Gegensprechschaltung
ganz iibersehen zu haben oder (ungerechtfertigter Weise) ausser Beach-
tung lassen zu wollen scheine.’) Dagegen hat Petrina auf 8. 66 und 65
jener mehrfach erwibnten vierten Mittheilung klar auf die Folgen der
Linienunterbrechungen in dem von Gintl benutzten Doppeltaster hin-
gewiescn und hervorgehoben, dass beim Gegensprechen (mit dem chemi-
schen Telegraphen) die Linienbatterien ebensogut mit gleichnamigen
Polen an die Erde gelegt werden konnten, wihrend Gintl?) damals
die Anlegung entgegengesetzter Batteriepole an die Erde fiir

1) Vgl. Sitzungsberichte Bd. 10, S. 8, oder Telegraphenvereins - Zeitschrift
Bd. 14, S. 200. — Dass man "anderwirts schon ectwas friiher empirisch auf die
Verwendung gemeinschaftlicher Batterien gekommen sei, habe ich auf S. 505 des
ersten Bandes meines Handbuchs weiter ausgefiihrt,

2) Sitzungsberichte Bd. 11, S, 375.

3) Gleiche Schwiichen in Bezug auf die Elektricititslehre sollen sich iiber-
diess bei Gintl — 8o wird mir versichert — im persdnlichen Umgange hin und
wieder bemerkbar gemacht haben. U. A, wird erzihlt, Gintl habe bei seiner
ersten Rilckkehr von Prag ohnme Weiteres auf der Linie Wien-Prag mit den
gewthnlichen Morse-Apparaten, in gewdhnlicher Einschaltung, gleichzeitig hin
und her telegraphiren wollen und sich gewundert, dass dies nicht ging.

4) Wiener 8itsu © 777 — Vgl anch Poggendonive
Annalen Bd. 98, 8.

et v
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nothig gehalten zu haben scheint; spiter hat er!) auch die Anlegung
gleichnamiger Pole an Erde fiir zulissig erklirt, und so skizzirt
Galle auch schon die Einschaltung im Polytechnischen Centralblatte
(Jahrg. 1853). .

Gesetzt nun, Petrina, dem eine ungewdhnliche Bescheidenheit
und Sanftmuth nachgerithmt wird,?) babe das Gegensprechen mit Morse-
Apparaten erfunden und sich, um es in Khnlicher Weise, wie die Ver-
wendung gemeinschaftlicher Batterien fiir das &sterreichische Telegraphen-
wesen nutzbar zu machen, mit Stark in Verbindung gesetzt,- wire es
nicht leicht erkldrlich, dass er, nachdem einmal der einflussreiche, mit-
unter etwas barsch auftretende Telegraphendireetor damit bekannt ge-
worden war und die Versuche damit in die Hand genommen hatte,
diesem thunlichst freies Spiel liess und als der Veranstalter der Ver-
suche auf der Linie nach aussen hin zugleich als der eigentliche Erfin-
der angesehen und bezeichnet wurde, durch seinen Vortrag vom
6. November 1854 seine Prioritétsrechte fiir ausreichend gewahrt er-
achtete? Ist es doch unter diesen Verhiltnissen kaum denkbar, dass
Petrina durch diesen Vortrag einen Eingriff in Gintl’s Rechte ver-
sucht hitte. Zu der Annahme aber, dass Petrina und Gintl dieselbe
Aufgabe nach demselben Grundgedanken (Ausgleichung mittels
eines Localstromes) unter Benutzung von verschieden eingerichte-
ten Relais und Tastern gelost habe, finde ich nirgends einen Anhalt.

Weil nun Gintl — der doch den chemischen Schreibtelegraph
und Gegensprecher ausfithrlich zu beschreiben nicht versiumt hat —
das Gegensprechen mit Morse- Apparaten selbst nicht beschrieben und
vor seiner, ebenfalls nicht durchschlagenden, Entgegnung gegen Frischen
auch Nirgends unzweifelhaft als seine Erfindung bezeichnet hat;

weil Gintl nicht nur die ,unbefugte* Verdffentlichung in keiner
Weise getadelt hat, sondern auch der von Siemens ausgegangenen
offentlichen Aufforderung gegeniiber nicht mit einem Worte fiir sein
gefiihrdetes Recht eingetreten ist;3)

weil Petrina in seinem Vortrage vom 6. November 1854 die zum
Gegensprechen benutzbaren Relais und Taster als seine Erfindung be-
zeichnet hat, worauf seine Wittwe die Anspriiche in ihrem Unterstiitzungs-
gesuche gegriindet haben kann;

weil ausserdem Petrina sagt, Gintl habe die Gegencorrespondenz
in die Praxis eingefiibrt, und weil dazu eine Aeusserung Gintl’s stimmt;

1) Vgl. Zeitschrift des Oesterreichischen Ingenieurvereins, Bd. 7, 8. 260;
Bd. 8, 8. 251,
2) Denkrede, 8, 4 und 18. .
3) Dass Stark nicht auf diese Aufforderung hin fiir Petrina eingetreten
ist, wird Niemand wundern, der diesen friedlicbenden Mamn pereulich gekannt.
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weil endlich Petrina’s Antheil an der Erfindung durch die Aus-
sagen noch lebender Zeugen verbiirgt wird, und weil es innerlich wabr-
scheinlicher ist, dass Petrina die Erfindung gemacht hat, und dass
dieselbe auf Gintl tibertragen!) wurde, weil unter seinem Schilde die
Versuche auf der Linie angestellt wurden,

deshalb glaubte ich mich zu dem Ausspruche®) berechtigt :
»Sehr wahrscheinlich verdankt man Petrina anch die Erfindung
des Gegensprechens mit Morse- Apparaten.*

Wenn damit die Meinung ausgesprochen ist, dass von Petrina
mehr als die blose geistige Anregung zur Losung der betreffenden Anuf-
gabe mit Morse- Apparaten ausgegangen ist, so soll damit doch keines-
wegs das Verdienst geschmilert werden, welches sich Gintl durch ver-
stdndnissvolle Forderung der Versuche auf der Linie erworben hat.
Ebenso bleibt ihm die Erfindung des Gegensprechens mit dem chemischen
Schreibapparat, Sollte ich aber in meinem Forschen nach Wahrheit
den rechten Weg verfehlt haben, so wird Herr Dr. Gintl gewiss die
Freundlichkeit haben, mich auf den rechten Pfad zuriickzuleiten.?)

1) Es konnte dies offenbar leichter und natiirlicher geschehen, als . B. in
dem Falle Bteinheil-Matzenauer, beziglich der Translation, welcher in der
Zeitschrift des Oesterreichischen Ingenieurvereins, Bd. 8, S. 26 und 63; Bd. 12,
S. 139 zur Sprache gebracht wird.

2) Handbuch, Bd. 1, S. 546.

3) Um dies Herrn Dr. Gintl zu erleichtern, habe ich demselben einen Abzug
der diesen Artikel enthaltenden, im September 1877 erschienenen Nummer des
Journal télégraphiqgue nach Prag iibersandt, bis jetzt aber keinerlei Erwiderung
darauf empfangen. .



Recensionen.

Bullettino di bibliografia e di storia delle scienze matematiche
e fisiche pubblicato da B. Baldassare Boncompagni. Tomo 1X,
Roma, Tipografia delle scienze matematiche ¢ fisiche, 1876.

Zu den nicht durch Originalabbandlungen erfiillten Partien dicses
Jahrganges moge nur bemerkt werden, dass die Publicationsregister durch
stetes Hereinziehen neuer Zeitschriften ihrem hohen Ziele absoluter Voll-
stindigkeit immer niher gebracht worden. Der Bibliograph wird beson-
ders ihretwegen sich freuen, dass soviel Genauigkeit und Kenntniss in
der Person eines Herausgebers sich vereinigen, dem auch alle Zusser-
lichen Hilfsmittel in so hervorragendem Grade zur Verfiigung stehen,
Die einzelnen Artikel sind folgende:

1. Federigo Napols, Intorno alla vita ed at lavori di Francesco Maurolicv,
S.1—22
Maurolycus (geb. am 16. September 1494, gest. am 21. Juli 1575)
wird vom Verfasser im Eingang seiner Skizze als ¢in Mann bezeichnet,
der die damals eben entstehende Algebra keineswegs vernachlissigte,
dabei aber doch sein Hauptaugenmerk auf die Durchdringung und Weiter-
bildung der griechischen Mathematik richtete. Aus dicsem Grunde war
es ihm mehr wie anderen Zeitgenossen um gute Textausgaben der alten
Klassiker zu thun, und in einem seiner ,, Kosmographie‘* einverleibten,
im Jahre 1862 aber durch Professor Spezi neu herausgegebenen Briefe
an Cardinal Bembo setzt er ausfithrlich Plan und Umfang dieser seiner
kritischen Arbeiten auseinander. Ist nun auch diese philologisch-mathe-
matische Thitigkeit die wichtigere, so hat es der gelehrte Sicilianer doch
auch andererseits nicht an Originalschriften fehlen lassen. Napoli nennt
cine Arithmetik,* eine Abhandlung von den Polygonalzahlen, Lehrbiicher
der Perspective, Optik, Musik, Geometrie, Algebra, Sphiirik, Astronomie,
Bonnenubrkunde, cine Anweisung zum Gebrauche des Astrolabs, cine

* Von dieser Arithmetik war schon in unserer Recension des 8. Rullettino-
Bandes die Rede; vergl. hist.-lit. Abth. Jahrg. XX\, 8.8,
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Sinustafel und diverse andere Monographien iiber mathematische, wie
andere Themata. Von diesen Werken galt ein guter Theil fiir verloren;
den Bemiihungen unseres Verfassers aber ist es gelungen, auf der Pariser
Nationalbibliothek ein ansehnliches Convolut von Handschriften des
Maurolycus aufzufinden. — Als Astronom schrieb Jener, abgesehen
von der bereits erwihnten Kosmographie, auch tiber die Bewegung der
Sterne; nicht minder gab er bereits die Idee zur Messung eines Meridian-
bogens, wie sie spiter von Picard mit so grossem Erfolge praktisch
durchgefithrt wurde. Den beriihmten Stern in der Cassiopeja scheint
er zu allererst, noch mehrere Tage vor Tycho Brahe, wahrgenommen
zu haben. Ausserdem existirt von ihm ein Handbuch der astronomischen
Beobachtungskunst, in welchem er als die damals gebr#uchlichen Instru-
mente das geometrische Quadrat (eine Erfindung Peurbach’s), das
Astrolab (Pladisphiir), die Armillarsphire und den Himmelsglobus be-
schreibt. Die Gnomonik zeichnet sich durch eingehende Untersuchungen
iiber die Kegelschnitte aus. Diese letzteren scheinen den Maurolycus
iiberhaupt sehr angezogen zu haben, und so wagte er sogar den Ver-
such, das vierte Buch der Kovixe von Apollonius zu restituiren.
Auch mit der Statistik beschiftigte er sich, und wir ersehen aus seinem
posthumen Werke ,,D¢ Aequiponderantibus, sive de Momentis aequalibus®,
dass er schon 1548 den Schwerpunkt eines Drehungsparaboloides zu
bestimmen im Stande war. Fiir die Geschichte der Physik interessant
sind Maurolycus’ Erklirung des Regenbogens, seine Forschungen
iiber Brillen und Linsen, seine Andeutungen iiber Photometrie und
strahlende Wirme. Nicht erwihnt, aber erwihnemswerth ist der Um-
stand, dass auf ibn die erste correcte Deutung des bekannten, von
Aristoteles griblich missverstandenen Phénomens zuriickgefiihrt wer-
den muss, welchem zufolge die Projection eines durch eine polygonale
Oeffnung gehonden Sonnenstrahlenbiindels ein einfacher Kreis ist. —
Dass ein Mann von so polyhistorischer Bildung daneben noch Zeit
hatte, iiber naturhistorische, logische, dialectische Fragen zu arbeiten,
als Kartenzeichner thiitig zu sein und die Eruptionen seines Heimath-
vulkans wissenschafilich zu verfplgen, wird uns hicrnach nicht Wunder
nehmen kénnen; hervorzuheben aber ist noch, als fiir das Zeitalter be-
zeichuend, die Anekdote, dass sich die Admirale an ihn wandten, um
von ihm, als einem beriihmten Metcorologen, Aufschluss iber die zu
erwartende Witterung zu erholen.

Ilexr Napoli verdient fiir seine eingehende Biographie den Dank
aller Historiker, die sich fiir eine der hervorragendsten, wenmn auch
durchaus nicht genialsten Personlichkeiten des Jahrhunderts der Renais-
sance interessiren.

2. Scritts ¢ wrolico, 8. 28—121. Waortlicher Andxose
der + wom Manuaeripie.
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auftretenden Mathematiker des Namens Heron néimlich theilt er nicht
vollig die Ansicht Cantor's, dass dieselben in eine einzige Personlich-
keit zusammenzuziehen seien, und theilt deshalb aus der in des Herrn
Herausgebers Besitz befindlichen Originalhandschrift Bernardino Bal-
di’s den Abschnitt ,Herone Mecanico'* mif, in welchem eine Doppel-
theilung des Alexandriners Heron stipulirt wird. Die zweite Zugabe
Favaro’s behandelt die Vorgeschichte des Verfahrens, dessen sich der
Agrimensor Niphus bediente, um rechtwinklige Dreiecke in rationalen
Zahlen zu erhalten.

5. M. Cantor, Recension zu: Kuckuck, Die Rechenkunst im sechzehnten
Jahrhunder®, ilibersetzt von Alfouso Sparagna, S. 183—187.

Aus dieser Zeitschrift iibersetzt und also deren Lesern bereits bekannt,

6. B. Boncompagns, Intorno ad um trattato d’aritmetica di Giovamni
Widmamn di Eger, S. 188—210.

Unter die wichtigsten Schriftdenkmiiler der matbhematischen und
speciell algebraischen Entwickelungsgeschichte gehort zweifellos Johann
Widmann’s ,Behend und hiibsch Rechenung auf allen kauffmann-
schaften*. Von diesem Buche kennt man ausser der Leipziger Original-
ausgabe (1489) drei Nachdrucke, einen Pforzheimer von 1508, einen
Hagenauer von 1519 und .einen Augsburger von 1526. Fiirst Bon-
compagni untersucht mit jener Accuratesse und Biicherkenntniss, wie
sie ihm allein eignet, die Verh#ltnisse dieser vier Auflagen unter sich,
indem er dabei den gegenwiirtigen Aufenthaltsort jedes Exemplares an-
giebt, Zum Schluss wird nach Conrad Wimpina Einiges iiber die
Lebensverh#ltnisse Widmann’s mitgetheilt, der in Leipzig studirte und
dort mit einem sonst nicht bekannten bayrischen Mathematiker, Magister
Altmann von Schmidtmiihlen — am Einflusse der Vils in die Naab —,
in naher Verbindung gelebt zu haben scheint.

7. F. Breoschi (Lettera a D. B. Boncompagni), Intorno al problema

delle tautocrone, S. 211—216.

Ohrtmann hatte in seiner bekannten Monographie ,,Das Problem
der Tautochronen* die in den Jahren 1852 und 1853 erschienenen
beiden Abhandlungen Brioschi’s tiber diesen Gegenstand, als in einer
fir ihn unzugiinglichen Zeitschrift publicirt, von seiner Berichterstattung
ausgeschlossen. Herr Brioschi bestitigt, dase sein damals erzieltes
Resultat die Entwickelung Lagrange’s, an die auch Fontaine und
D’Alembert ankniipften, in sich schliesse, nimmt sich jedoch vor, die
noch allgemeinere Auffassung, zu welcher er seitdem gelangt, in diesem
Briefe darzulegen. Die selbstverstindlich hichst elegant gefiihrte Ent-
wickeluug enthilt als Corollar die vollstindige Lisung des Lagrange’schen
Originalproblems, die den Tautochronismus bedingende Kraft als Fuuction
von Weg und Geschwindigkeit auszudriicken, erledigt aber zugleich eine
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allgemeinere Aufgabe, in welcher diejenige von der synchronen Curve
als specieller Fall begriffen ist.

8. Stgismond Ginther, Note sur Jean-André de Segner fondatewr de la

météorologie mathématique, S. 217—228.

Eine kurze Notiz des Referenten iiber den vielverdienten und wenig
gewiirdigten deutschen Gelehrten, welcher zuerst (im Jahre 1733) den
Versuch machte, die atmosphirischen Veréinderungen rechnerisch durch
die Anziehungskraft der Himmelskérper zu erkliren. Es wird zu zeigen
versucht, worin er das Richtige traf und worin er irrte, Letzteres be-
sonders durch Vergleichung mit den fiir diese Frage massgebend ge-
wordenen Untersuchungen von Laplace und A, Bouvard.

9. Ermanno Hankel, Prospetto storico dello sviluppo della geometria moderna,
scritto postumo, iibersetzt von Alfonso Sparagna, 8. 267—289.

10. Guglielmo von Zahn, Commemorasione di Ermanno Hamkel, Gbersetzt
von Alfonso Sparagna, S, 290—296.

Diese beiden Uebersetzungen des um die Verbreitung deutscher
Wissenschaft in Italien wohlverdienten Dr. Sparagna beziehen sich
auf Publikationen, die bei uns Jedermann kennt. Erstere n#mlich ist
das treffliche historische Eingangscapitel zu seinen von Harnack edirten
Vorlesungen iiber projectivische Geometrie (vgl. Milinowski’s Recension
in dieser Zeitschrift 21. Jahrg., S. 103 figg.), der Artikel iiber Hankel’s
mathematische Arbeiten aber ist in den ,Mathem. Annalen‘ (7. Band,
S. 583ff.) erstmalig erschienen.

11. Catalogo des lavori del Dyr. Ermanno Hankel, S. 301—808.

Dieses mit bekannter Genauigkeit und in der nicht minder bekannten
Weise des ,,Bullettino‘* angefertigte Verzeichniss zkhlt 9 selbststindige
Schriften (darunter zwei posthume), 16 Artikel in Zeit- und Sammel-
schriften (Ersch-Gruber’s Encyklopidie) und 4 Recensionen auf.

12. Paul Mansion, Uebersetzung aus dem Deutschen von F. Klein, Notice
sur la vie et les travauxr de Louis-Othom Ilesse, S. 309—314.

Die Uebersetzung ist lobenswerth.

18. M. Curtze, Copernico in Italia, ibersetzt von Alfonso Sparagna,

S. 815—3819.

In diesem kleinen, aber reichhaltigen Artikel, der zuerst in einer
Provinzialzeitung erschien und deshalb nur Wenigen hekannt sein diirfte,
herichtet der Verfasser itber die neuen fiir die Copernicus-Forachung #usserst
werthvollen Fiinde, welche dem Bologneser Malagola gelungen sind.
Die dem Familienarchiv der Grafen Malvezzi entnommenen Docu-
mente enthalten n#mlich die Annalen der germanischen Student~
Nation wihrend des Zeitraums wvon 1200 bis 1650, aus ‘4
unbestreitbarer Evidens hervorgeht, dass Copernlens w
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lich sogenannte berithmte Malfatti'sche Problem enthilt. Die originale
Erledigang wird in exfenso mitgetheilt und eine kurze Geschichte der
spiiteren Losungen und Verallgemeinerungen daran gekniipft,

Herrn Biadego sind wir auch fiir die drei umfinglichen Anbinge
zu seiner Biographie zu Dank verpflichtet, von denen zu berichten unere
nunmehrige Pflicht ist.

16. Catalogo dei lavori ds Gianfrancesco Malfatts, 8. 382—387.
Enth#lt 3 Separatdrucke, 19 Abhandlungen, die im 6. Bande d ==
,»Bullettino*. verdffentlichte Correspondenz mit Lorgna und an wg <«
druckten Schriftsticken einen ,Tractat von den Kegelschnitten ume—d
Oertern‘* und eine Briefsammlung, welche demn#chst zur Sprache komsses-
men wird.

17. Catalogo ds lavors relativi al problema di Malfatts, S. 888—392. .

Eine werthvolle Erginzung der bekannten Schrift von A. Wit:—
stein, werthvoll besonders deshalb, weil die Zusammenstellung bis smmnf
die allerneueste Zeit fortgesetzt ist. Trotz seines hdochst anerkennesm-
werthen Fleisses ist jedoch dem Verfasser eine sehr zu heachtende Pig=ce 1
entgegangen, némlich der im 55. Bande des ,,Archiv d. Math. u. Phy ==.“
abgedruckte, durch antike Strenge ausgezeichnete Aufsatz Mendthal ~s:
»Geomatrischer Beweis der Steiner’schen Construction zur Losung <l es
Malfatti’schen Problems‘.

18. Lettere inedite di Gianfrancesco Malfatti, 8. 393—480.

Von den hier mitgetheilten Privatbriefen richten sich 67 an Lorgr» &.
9an Tiraboschi, 2an Galvagni, je einer an Malvezzi und Cagne> 1i-
Gewihren letztere mehr nur ein literarhistorisches Interesse, so ist «3ie
scientifische Bedeutung des Briefwechsels mit Lorgna um so hoher 3%
stellen. Wir heben einige der wichtigsten Stiicke aus. Im finf®en
Briefe widerlegt Malfatti eine der bekannten gewagten Behauptungz€®
Lorgna’s, welcher alle Zahlenreihen als durch die Riccati’sche Meth ode

unsummirbar erklirt hatte, deren allgemeines Glied die Form plq hesbé:

ohne dass p und ¢ Glieder der ndmlichen arithmetischen Progms’io‘
wiren. Dass dies falsch, thut er einfach durch den Hinweis auf folgetl“'
Identitst dar:

-1

+9.16

1 1 _T1, T
3——-—8-}-(75 +--—-—2-+§—3+-3%+
Nr. 11 und 12, welche sich mit Lorgna’s geistvoller und doch unreﬂisi‘"
barer Idee beschiiftigen, die Losung des irreduciblen Falles auf die
Integration gewisser Differentialgleichungen zu begriinden, sind vO©
Herrn Biadego bereits frilher edirt wordeny theilweise gilt dies l""!’
von 13 und 14. Aus Brief 16 erfabren wir, dess Qiordane Riees &
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wichtige Experimente in der Elasticititslehre angestellt hat und dahin
gelangt ist, das Gesetz der mit der Ablenkung wachsenden Elasticitiit
einer gespannten Saite durch eine Hyperbel zwischen ihren Asymptoten
darzustellen. Als auffillig ist die aus dem 18. und 19. Briefe hervor-
gehende Thatsache zu vermerken, dass selbst Leute, wie der eine der
Grafen Riccati, die Bedeutung der mathematischen Symbole sich so

wenig zu eigen gemacht haben, um 0.)/—1 fir eine von Null ab-
weichende imaginire Griosse zu erkldren! Nicht minder wird fiir die
Geschichte der hiheren Analysis Formulirung und Bebandlung der das
dreizehnte Schreiben erfiillenden Aufgabe Interesse bieten, aus der
Gleichung
. y=]/2rx—z’+rarcsin versx

heraus r in die Form f( ,y zu bringen. Brief 33 beschiftigt sich mit
der Anfgabe der Wahrscheinlichkeitsrechnung, fiur drei Ereignisse, fiir
deren Eintritt gewisse giinstige F&lle gesetzt sind, ,,l’evento medio probabile**
auszumitteln; Brief 36 lehrt die Construction einer transscendenten Curve,
deren Gleichung in den uns geldufigen Polarcoordinaten diese wire:

asina@
= a(p -
die von Lambert seiner ,,Photometrie* zu Grunde gelegten Hypothesen
polemisirt wird. Ein ganz neues Licht auf die Schwierigkeiten und
inneren Widerspriiche der damals iiblichen Reihenlebre wirft der vier-
zigste Brief. Euler hatte gefunden, dass der convergirenden Reihe

Auf ein anderes Gebiet fiihrt Brief 39, in welchem gegen

1 1 1 1 e A
i 3_4-4-3_|_4 -—-~2.3_4+—... der Werth 319%: entspreche ; Mal-
fatti giebt der Reihe durch Zusammenfassung je zweier Glieder die Form

1 1 1 1
-5 (-3+ratnstost)
und findet jetzt den Werth oo, Er bittet Lorgna, ihm Aufklirung
iiber das gefundene Paradoxon zu verschaffen. Dazu h#tte aber jeden-
falls eine schiérfere Auffassung der Begriffe von Convergenz und Diver-
genz gehort, als sie Lorgna selbst zu Gebote stand; dariiber klirt uns
véllig Brief 46 auf, in welchem Malfatti dem Freunde dessen ungenirte
Rechnung mit unendlichen Gréssen urgirt. Brief 52 enthilt die schon
beriihrte, héchst elegante Auflésung des Ottajano-Problems, von dem
Pappus lediglich einen Specialfall in Betracht gezogen hatte (vgl.
Chasles-Sohncke, Geschichte der Geometrie, S. 341). Schliesslich
ist noch die in Nr. 67 angefiihrte Reihe bemerkenswerth, durch welche
ganz allgemein jede trinomische Gleichung belishizem Geades geldst
werden soll.
Die Briefe dienen im Weuenthcbu-. 1
druckes tiber die Persbnlichkeit Ma'
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Lectiire der Biographie mit fortgenommen hat. Es liegt vor uns ein
stilles, bescheidenes und harmonisches Gelehrtenleben, im engen Kreise
einer italienischen Provinzialstadt sich abspielend und doch in stetem
Contact mit dem Fluge der gerade damals so plstzlich und hoch sich
aufschwingenden Wissenschaft.

19. Goffredo Fysedlein. Necrologia del Dr. Maurisso Cantor, ibersetzt
von Alfonso Sparagna, S. 581—535.

Uebertragen aus dieser Zeitschrift 20. Jahrg., Hist.-lit. Abtheil.
S. 109flgg. Beigegeben ist eine Ueberschau s&mmtlicher erschienener
Nekrologe.

20. Catalogo des lavors del Dr. Goffredo Friedlein, S. 636—553.
10 selbststindige Vertffentlichungen, 53 Zeitschrift - Arti’ml und
Kritiken.

21. J. J. Abria et J. Hoviel, Notice sur la vie et les travaux de Victor-
Amédée Le Besgue, Correspondant de UInstitut, Professenr honoraire a la
faculté des sciences de Bordeaux, S. 554—b5b6.

Der wackere Veteran der Zahlentheorie ist am 10. Juni 1875 zu
Pau in einem Alter von 83!/, Jahren heimgegangen, und zwei seiner
Collegen widmen ihm diesen durch die nachher zu nennende Selbst-
biographie erginsten Nachruf. Urspriinglich Soldat, nahm Le Besgue
eine Hauslehrerstelle in England und Russland an und lebte dann seit
1830 als Lehrer in verschiedenen Stiddten Frankreichs, in Nantes, Epinal,
Neufschateau. Im Jahre 1838 erhielt er die Professur in Bordeaux, die
er bis an sein Ende bekleidete, obschon er dazwischen wieder vielfach
seinen eigentlichen Aufenthaltsort wechselte. Seine enorme wissenschaft-
liche Regsamkeit bethitigte sich fast exclusiv im Gebiete der h&heren
Zahlentheorie und ebenso ausschliesslich in kurzen Abhandlungen; von
grosseren Publikationen sind nur zu erwdhnen ,,Exercices d'analyse
numérique** und ,,Introduction & la théorie des nombres'* — letzteres freilich
nur ein Torso.

22, Catalogue des travaux de V. A. Le Besgue, S. 656—5173.
Ausser jenen zwei Biichern und zwei handschriftlich nachgelassenen
Arbeiten noch 121 Nummern.

23. Notice sur les principaux travaux de V. A. Le Besgue, rédigée par lus-

méme, S. 574—582.

Der Verfasser beabsichtigte im Jahre 1860, um den Posten eines
wirklichen Akademiemitgliedes pachzusuchen, leistete aber mit der ihm
eigenen Schtichternheit spiter auf seinen Plan Verzicht. Die gedriingte
Skizze, welche er bei diesem Anlass von seinen scientifischen Leistungen
entwarf, haben wir hier vor uns. — Die aphoristischen Andeutungen

iber die allerwichtigsten Fragen, so z.B. tber die Congruenz n'*® Grades,
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Der zweite Vertreter der um die Geschichte unserer Wiasenschaft
so hoch verdienten Familie Sédillot ist am 2. December 1875 von
hinnen geschieden und sein Bruder widmet ihm einen warmen Nachruf.
Als Sohn jenes J.J.Sédillot, bei dessen Tod Alexander v. Hum-
boldt die wahren Worte sprach: ,er werde von der Mathematik und
von den orientalischen Sprachen gleichmissig betrauert', am 23. Juni
1808 zu Paris geboren, lehrte er seit einer langen Reihe von Jahren
die Geschichte an verschiedenen Collegien seiner Vaterstadt-und wandte
sich mit Eifer upnd Erfolg der von seinem Vater cultivirten Specialdisci-
plin zu. Seine vorziiglichsten Schriften werden aufgezihlt; ausserdem
wird einiger anderer wichtiger Arbeiten Erwdhnung gethan, so der Unter-
. suchung der platonischen Spirale, seiner Uebersetzung der ,,Connus géo-
metriqgues* von Hassan ben Haithem u. A. Natiirlich ist anch der
unerquickliche Streit iiber eine Stelle des Abul-W4afa nicht vergessen
worden, den Libri provocirte. Der kurze Aufsatz schliesst mit der tief
empfundenen Grabrede, welche der zeitige Director des .,Collége de
France*, Laboulaye, einem seiner tiichtigsten Professoren gehalten hat.*

27. B. Boncompagni, Catalogo det lavori di Luigi Amelio Sédillot, S. 656

bis 700.

Dieser Catalog hat den Vorzug, nebenbei auch noch alle bei Leb-
zeiten des Verstorhenen publicirten biographischen Artikel iiber denselben
genau anzugeben. Es sind deren neun. Selbst verdffemtlicht hat Sédil-
1ot 17 Schriften von zum Theile #usserst heterogenem Inhalt und 95
kleinere Abhandlungen fiir Zeitschriften und akademische Repertorien.
Ungedruckt fanden sich in seinem Nachlasse zwei Noten iiber die von
ihm mit so viel Eifer ventilirte Geschichte der dritten Mondungleich-
heit vor, welche urspriinglich fiir die Pariser Akademie bestimmt ge-
wesen waren.

28. Maurigso Cantor, Sulla nagionalita del Copernico, tibersetzt von Alfon® o
Sparagna, 8. 701716,

Dieser Artikel ist eine von Autor, Uebersetzer und Herausgeber mit
Zusiitzen versehene Uebersetzung des in der Beilage zur,,Allgem. Zeitung**
vom 1. Augusf 1876 verdffentlichten Referates iiber diec necuesten Ergeb-
nisse der Copernicus-Forschung. Es werden sorgfiltig die Griinde
abgewogen, welche von den Einen fiir die germanische, von den Anderen
fiir die polnische Abstammung des Reformators geltend gemacht worden
sind. Letztere laufen gewiohnlich auf die drei Punkte hinaus, dass der
Name Copernic deutlich die slavische Wurzel erkennen lasse, dass sein
Vater ein Pole von Nation war und dass seine Vaterstadt (Thorn) unter

* Es gereicht uns zur Freude, constatiren zu kdnnen, dass auf gewisse
extreme Doctrinen des verdienten Mannes iiber die Stellung der Araber zu anderen
Volkern gar nicht weiter eingegangen worden ist.
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elementarer Darstellung einem griosseren wissensehaftlichen Publikum
zum Verstindniss zu bringen und hierdurch die Dioptrik des Auges
einer genaueren und eingehenderen Behandlung zuzufiihren, als solche
namentlich ohne Beriicksichtigung der Schichtung in der Krystalllinse
moglich ist; 2. die Kenntniss iiber die Brechungsindices der fliissigen
Augenmedien sowohl, wie der H#ute und Schichten der Krystalllinse
durch neue Messungen zu erweitern; 3. die Gewinnung von Integralen
gur Bestimmung der Cardinalpunkte eines Systemes voun continuirlich-
variablem Brechungsindex und ihre Auwendung auf die geschichtete
Krystalllinse.

Dem Inhalte entsprechend, zerfsllt der Grundriss in zwei Haupt-
abschnitte: in die Dioptrik geschichteter Linsensysteme (§§ 1—39, S. 1
bis 132) und in die Dioptrik des menschlichen Auges (§§ 40 —69, S. 133
bis 276).

Die Dioptrik eines Linsensystemes ist seit Gauss und unter Zu-
grundelegung der von ihm eingefiihrten Niherungen Gegenstand zahl-
reicher Bearbeitungen geworden, wie auch aus dem vom Verfasser am
Schlusse seines Buches gegebenen Literaturverzeichnisse -hervorgeht,*
und zwar basiren viele derselben theils auf den elementarsten Hilfs-
mitteln der neueren Geometrie, theils auf elementaren analytisch-geo-
metrischen Methoden. Die letztgenannten, die C. Neumann in seiner
bekannten Schrift: ,,Die Haupt- und Brennpunkte eines Linsensystems*
mit gewohnter Meisterschaft handhabt, hat auch der Verfasser in dem
vorliegenden Grundrisse zur Anwendung gebracht, ist aber insofern
weiter gegangen als andere Autoren, als er der Entwickelung von
Formeln zur Bestimmung der Hauptpunkte und Brennweiten eine viel
eingehendere Behandlung angedeihen lisst, als es in elementaren Theorien
sonst der Fall zu sein pflegt. Hierin erblicken wir auch den Haupt-
werth, welchen der erste Ilauptabschnitt gegeniiber verschiedenen, der
Form nach vielleicht vollkommeneren Darstellungen des Gegenstandes,
behaupten darf. ‘

Nach einigen einleitenden Bemerkungen, betrefiend die einzufiihren-
den N#herungen, die Gesetze der Brechung und Reflexion, betrachtet
der Verfasser zunichst die Brechung au ciner Kugelfliche. Diesem
ersten Abschnitte, der Grundlage des Folgenden, hitten wir eine tiber-
sichtlichere Anordnung und etwas mehr Kiirze gewiinscht. Unserem
Gefithle nach verweilt der Verfasser hier wie auch im folgenden Abschnitte
zu lange bei speciellen Fillen und geht in dem Bestreben, immer wieder
mit conjugirten Axenpunkten die Darstellungen zu beginnen, etwas zu

* In diesem vermissten wir u, A. das vorziigliche Schriftchen von Prof,
Felice Cusorati: Alcuni strumenti topografici a riflessione e le proprieta car-
dinals des cannocohiali anche non centrati. Milano, Giuseppe Bernardoni, 1873.
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asymptotischen Punkte, tiber die Wirkungen verschiedener Linsenarten
und iiber Aplanatismus und Achromatismus beschliessen den ersten
Haupttheil.

Der zweite Haupttheil umfasst mathematische und die Resultate
experimenteller Untersuchungen. In letzterer Beziehung tréigt der Ver-
" fasser ein sebr reiches und werthvolles Material zusammen sowohl aus
fremden, wie aus eigenen zahlreichen Bestimmungen der Brechungs-
exponenten® der Augenmedien, speciell der Schichten der Krystall-
- linse des menschlichen Aug#, wie auch mehrerer Thierangen. Der
Zunahme der Brechungsexponenten der Schichten gegen den innersten
Kern der Linse konnte ein einfaches, allen untersuchten Augen gemein-
sames Gesetz angepasst werden: diese Zunahme ist der Entfernung der
betreffenden Schichte vom innersten Kerne proportional; diese Proportio-
nalitiit mit der Entfernung findet auch sehr wahrscheinlich statt fiir die
Krtimmungsradien der Schichten, wie der Verfasser aus eigenen Messungen
am Ochsenauge und aus Messungen am menschlichen Auge von Trevi-
ranus schliesst.

Die mathematischén Untersuchungen enthalten Anwendungen der
im ersten Theile gegebenen Formeln auf die Bestimmung der Cardinal-
punkte des accomodirten und accomodationslosen Menschenauges unter
Voraussetzung einer homogenen Krystalllinse, bei welcher Gelegenheit -
der Verfasser den Vorschlag macht, das sogenannte reducirte Auge etwas
anders als von Listing geschehen zu bestimmen, niimlich den Scheitel-
punkt der substituirten brechenden Fliche mit dem ersten Hauptpunkte
und ihren Kriimmungsmittelpunkt mit dem zweiten Knotenpunkt zusam-
menfallen zu lassen, was in der That den-Anforderungen besser ent-
spricht. Ferner wird die Kriimmung der Netzhautbilder untersucht und
ihre Uebereinstimmung mit der der Netzhaut nachgewiesen (§ 45) und
in § 49 werden jene Punkte im Innern des Auges aufgesucht, dessen
Bilder die Haupt- oder die Knotenpunkte sind.**

Sehr ausfithrlich untersucht der Verfasser das Verhalten der ge-
schichteten Krystalllinse. Zun#chst wird ein Niéherungsverfahren in An-
wendung gebracht (S. 185 und 199), indem die Linse aus 7 Schichten
bestehend betrachtet wird; spiter folgen dann Integralformeln zur Be-
rechnung der Brennweiten und der Orte der Fundamentalpunkte.

Diesen Abschnitten, denen doch, wie aus der Vorrede hervorgeht,
besondere Wichtigkeit beigelegt wird, hitten wir eine ausfiihrlichere
Begrimdung gewiinscht, denn die Annahmen, die dem Verfahren und

* Sie wurden ausgefiihrt an einem grossen Abbe’schen Refractometer,

** Die auf 8. 167 gegen Helmholtz gerichtete Bemerkung beruht wohl auft
cinem Uecbersehen, denn es ist in der That, wie schon,die Fig. 59 erkenuen lisst,
der erste Knotenpunkt das Bild des strittigen Punktes &, beziiglich der Homlmut
allerdings ist %, kein reeller Vermmgungsyunkt
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Es ist zunidichst wahrzunehmen, dass die Ausdrucksweise eine sorg-
filtige Durchsicht erfahren hat, sie ist klar und nirgends schleppend;
manches Sprachliche wird freilich ,,im Reiche* als mehr oder minder
berechtigte osterreichische Eigenthiimlichkeit angesehen werden. Die
Ausstattung des Biiches ist gut, namentlich sind die Abbildungen zu
loben wegen ibrer Deutlichkeit und der Vermeidung iiberfliissiger und
verwirrender Nebensachen. Druckfehler sind miissig vorbanden, ein
Viertelhundert Berichtigungen bringt die letzte Seite.

Die neueren Arbeiten im Gebiete der niederen, einige auch aus der
héheren Geodidsie, sind, mit erkennbarer Vorliebe fiir die (allerdings
zahlreichen) osterreichischen, meistens beriicksichtigt, entweder nur durch
passende Verwerthung ihrer Ergebnisse oder mit dankenswerther Quellen-
angabe. Ausser vielfachen Abénderungen und kleineren Zusitzen, mit
denen man wohl einverstanden sein kann, ist in der vermehrten Aus-
gabe folgendes, das in der vom Vorworte zur 5. Auflage eingehaltenen
Ordnung angegeben wird, neu aufgenommen:

Der Steinheil’sche Heliotrop; Ausfithrliches tiber die Genauigkeit
der Li#ngenmessungen; die Messrider; der anallatische Distanzmesser
von Porro; die Untersuchung iiber die Excentricitiit des Hohenkreises;
der Theodolith von Breithaupt; die Untersuchung des Fehlers im
Héhenwinkel wegen Schiefstehens der Rotationsaxe; das Abstecken langer
gerader Linien; das Ausstecken von Kreisbogen; die durch die neue

wenn @, «, & beziehungsweise die von einem Fixpunkte auf der Axe (etwa dem
Kernpunkte der Linse) geziahlten Entfernungen des Brennpunktes, des Ilaupt-
punktes und jener Schichte bedeuten, zu welchen erstere gehéren, r aber den
Krimmungsradius der Schichte, positiv gezihlt, wenn der Kriimmungsmittelpunkt
im Sinne der positiven x der Schichte voraus liegt. Die erste Gleichung kann
mit der des Verfassers in Uebereinstimmung gebracht werden, wenno man z-¢
sehr gross gegen nr voraussetzt, was fiir die Krystalllinse einigermassen zutrifft.
Zahlt man die Entfernungen ferner vom Linsencentrum, so wird auch x gegen ¢

sehr klein und man hat dann angeniihert s

1 _dn 1 'dn_ 2dn
o= nr' 9 = ) nr— ) nr’
—d 0

und zwar die zweite Formel im Falle der Accomodation, in welchem fiir zwei
gleichweit vom Mittelpunkte abstehende Schichten die r gleich und entgegen-
gesetzt werden; & bedeutet die halbe Linsendicke. Die Gleichung zur Bestimmung
von @, also des Hauptpunktes, scheint uns jedoch mit der des Verfassers nicht
vereinbar.

Auf S. 264 wird eine Ableitung des Differentialausdruckes fiir die Brenn-
weite gegeben, die zu unserer Gleichung gefihrt hiitte. Allein erstlich begniigt
sich der Verfasser mit einer Niherung und substituirt statt der Entfernung (x)
des Brennpunktes von der Grenze der Schichte, die Entfernung des Brenupunktes
vom Linsencentrum, andererseits wird unrichtiger Weise 2 =1 statt n=1+dn
in die Gleichung gesetzt, welche bei endlichem Werthe von n fiir die Abscissen

der oconjugirten Punkte gilt.
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ANPAPS S P

mal unserer Raumvorstellung ausspricht; aber dieses Merkmal kann nicht
in jene bestimmte Form gefasst werden, ohne zuvor von der an sich
einfachen Raumvorstellung eine Abstraction auf das erste Constructions-
element, den Punkt, gemacht zu haben. Machen wir etwa zunjichst
die Abstraction auf die Gerade, so haben wir unserem Raume vier
Dimensionen zuzuschreiben, wihrend die Axiome der Congruenz (mit
den zu Grunde liegenden Thatsachen der sechsfach unendlich vielen
freien Bewegungen eines festen Korpers) dabei unveriindert erhalten
bleiben. Wir wollen mit dieser Bemerkung nur darauf hinweisen, dass
eine solche vorherige Abstraction auf den Punkt fiir das Axiom noth-
wendig ist, ohne die vielleicht physischen Griinde zu berithren, welche
zu einer solchen Abstraction fiihren und welche auch einer psychologi-
schen Untersuchung bediirfen.

, Bevor der Verfasser an die Untersuchung der geometrischen Axiome
geht, scheint es ihm n&thig, die logische Vorfrage zu erledigen, ob man
unsere Raumvorstellung iiberhaupt definiren kionne, da sie ja als einsig-
artige Anschauung keinem hioheren Begriffe untergeordnet wiire; aber da
ibr Inhalt in Begriffe gefasst werden kann, und zwar in Grossenbegriffe,
so entsteht keine Schwierigkeit. Man hat nur solcher Grissenbegriffe
mehrere aufzufinden, mit welchen sich derjenige unseres Raumes ver-
gleichen lisst.

Diese Moglichkeit der Definition wiirde sogleich klarer geworden
sein, wenn der Verfasser die Thatsache benutzt hitte, dass man den-
selben Inhalt unserer Raumanschauung auf sehr verschiedene Weise in
Begriffe fassen kann. Denn wir haben schon erwihnt, dass man sich
den Raum, statt durch continuirliche Bewegung eines Punktes, auch
durch Bewegung eines andern Gebildes, etwa einer Geraden, erzeugt
vorstellen kann; hierbei ergiebt sich aber offenbar der Grossenbegriff einer
durch n Verdinderliche bestimmten — oder specieller einer gleichartig
ausgedehnten und congruenten — Mannigfaltigkeit. Ueberhaupt wiire
es vortheilhaft, wenn neben den nach Helmholtz gewihlten Beispielen
der Farben- und Tonreihe als solches umser vierfach ausgedehnter, aus
Geraden erzeugter Raum betrachtet wilrde. Denn eine Reihe von Ein-
winden, welche gegen diese Beispiele, wegen der Schwierigkeit, Analoga
fur die Congruenzbedingungen etc zu finden, erhoben worden sind, fal-
len hier von selbst weg, so vor Allem der Einwand gegen die Moglich-
keit einer nfach ausgedehnten agschaulichen Mannigfaltigkeit. Ausser-
dem aber wiirde diese Auffassung dazu dienen, das, was in unserer
Raumvorstellung wirklich enthalten ist, von dem zu tremnen, was nur
infolge von Definitionen und hinzugetretenen Massbestimmungen in den
Axiomen zum Ausdruck gelangt. Denn das Erstere bleibt auch bei un-
serem Linienraume erbalten, das System von Axiomen aber wird anders

_geartet. So sieht man z. B., dass man, um den Begriff der Festig-

.
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mittels Bewegung der existirenden festen Kérper auf den Raum an-
gewandt wird, wird durch ein analoges ersetzt. Dabei zeigt sich, dass
diejenige Eigenschaft des Raumes, welche wir durch den Werth des
Kriimmungsmasses charakterisiren, in Wirklichkeit nur eine solche unseres
Masssystems ist. — Durch diese Darlegung wiirden mehrere Vortheile
erreicht: es zeigt sich vor Allem, dass der Begriff ,Richtung' fiir sich
allein noch nicht das Mass liefern kann, da ja hier die Gerade ohne das
gewdhnliche Mass fortexistirt. Es wird aber weiter dadurch eine vielver-
breitete Unterschiebung zuriickgewiesen, welche hauptsiichlich der Grund
der falschen Auffassungen und der Angriffe gegen die mathematischen
Theorien geworden ist, vor welcher aber schon Helmholtz (S. 38 seines
" Aufeatzes) gewarnt hat: dass diejenigen Verhiltnisse, welche sich nur
auf die sinnliche Anschauung krummer Flidchen beziehen, auf unsern
Raum tibertragen werden. Wir haben vielmehr, wenn wir unserm Raume
positives oder negatives Kriimmungsmass zuschreiben, unsere allgemeine
Anschauung in Nichts abzuiindern; und auch fiir einen Beobachter, der
sich in einer fictiven vierten Dimension befinde, konnte unser Raum
dabei als ein ebener Schnitt erscheinen. 8o wird auch das Dilemma
Riemann's verstiindlich: ,,Es muss entweder das dem Raume zu Grunde
liegende Wirkliche eine discrete Mannigfaltigkeit bilden, oder der Grund
der Massverhiiltnisse ausserhalb in darauf wiskenden bindenden Kriiften
gesucht werden.'* Denn da dieselbe stetige Mannigfaltigkeit verschiede-
nor Massverhiltnisse fihig ist, so kann der Grund, welcher uunsere spe-
cielle Massbestimmung bedingt, nicht aus dem Begriffe der Mannigfaltig-
keit folgen, sondern nur ein #usserer, etwa ein mechanischer, sein.

Der Verfasser kommt in dem ersten Theile seines Aufsatzes zum
Schlusse, dass die drei Axiome: von den drei Dimensionen, von der
Congruenz und von der Ebenheit, fiir unsere Euklidische Geometrie
nothwendig und geniigend seien. Wir wollen hier auf diesen Schluss
nicht n#her eingehen, da wir diesce ganze Frhge noch durchaus nicht fiir
abgeschlossen halten. Denn nach unserer Ansicht miisste das zweite
dieser Axiome zunichst kommen, dann ein solches, welches die Zahl 6,
von den sechsfach unendlich vielen freien Bewegungen eines festen Kor-
pers herriihrend, unter die charakteristischen Merkmale unserer Raum-
vorstellung aufnimmt, sowie auch diejenigen Zahlen, welche den Unter-
gruppen dieser Bewegungen angehoren.

Nach der Feststellung der Voraussetzungen, welche dem Inhalt
unserer Raumvorstellungen zu Grunde liegen, gelangt der Verfasser ‘nun
zur psychologischen Frage nach den Bedingungen ihrer Entstchung.
Wiihrend die mathematische Untersuchung von allen philosophischen An-
nahmen iiber die Art dieses Ursprungs unabhiingig war, nimmt die letz-
tere Untersuchung aus jener wenigstens Anlass zu neuen Fragestellungen,
wenn auch nicht eigentliche Entscheidungsgriinde. Denn in jeden sol-
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der heutigen mathematischen Schriften -geschieht. Nach dieser allgemei-
nen Auffassung ist Mathematik diejenige Wissenschaft, welche alle Ord-
nungsbeziehungen, die stetige oder discrete Maunigfaltigkeiten zulassen,
entwickelt und die Kriterien untersucht, die diese Beziehungen charak-
terisiren; ganz unabhiingig davon, welche dieser Kriterien bei einer ge-
gebenen Mannigfaltigkeit erfiillt sind. Unter Geometrie versteht man
daher jetzt in der Regel (von einzelnen inconsequenten Stellen abgeseben)
etwas sehr viel Allgemeineres, als dasjenige System, welches die in
unserem Raume vermbge der festen Korper gegebenen Massbeziehungen
bebandelt; und ebenso giebt es eine allgemeinere Arithmetik, als die
gewdhnliche, deren Gegenstand die rationalen und irrationalen Zahlen
sind. — Die Frage aber, welches der mathematischen Systeme im ge-
gebenen Falle specielle Anwendung (z. B. speciell-geometrische
Verwendung) zu finden hat, liegt iiber den Grenzen der Mathematik;
genug, dass sie die Kriterien darbietet. :

Was der Verfasser also von der Geometrie und, wie er bemerkt,
von der Mathematik iiberhaupt aussagt, bezieht sich nur auf die Frage
nach denjenigen Systemen, welche fiir specielle Mannigfaltigkeiten, wie
den Raum unserer gewohnten Vorstellung oder das gewihnliche Zahlen-
gebiet, zur Anwendung zu gelangen haben. Auf die mathematische Wis-
senschaft ilberhaupt aber beziehen sich seine Bemerkungen nicht.

Die Theorie ist im Wesentlichen die folgende:

Der Inhalt unserer gewohnten Raumanschauung kann villig auf eine
begrenzte Zahl von Definitionen und Axiomen gzuriickgefiihrt werden, die
moglichst einfache Abstractionen ihres Gebiets sind, abweichend von den
ibrigen Wissenschaften, in welchen die Grundbegriffe gerade die sc‘hwieo,
rigsten und letzten sind, Die Axiome sind nicht nothwendig, allgemein
und unver#inderlich in absolut rationalistischem Sinne; vielmehr enthalten
sie Urtheile iiber Erfahrungsthatsachen und sind nur relativ nothwendig
und allgemein insofern, als sie unsere Anschauungen iiberall darstellgn.
Auch die Construetionsbegriffe enthalten empirische Elemente, wenn auch
keine neuen, als die schon in den Axiomen ausgesprochenen; sie sind
aber keine blossen Abstractionen, sondern auch Modificationen des empi-
risch Gegebenen, ideale Bilder, deren Conception rein vollzogen werden
kann. — Diese letztere Moglichkeit soll nur auf der Gleichartigkeit
der Raumelemente beruhen. Wir mdchten aber doch den Grund dieser
Art von Vorstellungen darin finden, dass die einfachsten Gebilde, Ge-
rade und Ebene, selbst als durch die eine oder andere Art der Con-
struction aus den Raumelementen erhalten gedacht werden. — Endlich
sind auch die Axiome der Grossengleichheit empirisch.

Ausser den Grundbegriffen ist auch die Methode fiir das Wesen
der Geometrie charakteristisch. Die Geometrie verfihrt einmal (abgesehen
von ibren Axiomen) synthetisch, da in jedem geometrischen Lehrsatse












86 Historisch - literarische Abtheilung.

gwilf Jahren bei der Anzeige von Quételet, Histoire des sciences mathé-
matiques el physiques chez les Belgeg (Zeitschr. Math. Phys. X1, Literatar-
zeitang 8. 29) dahin ausfiihrten, es sei nicht moglich, eine Geschichte
der Mathematik in Italien, in Belgien, in Deutschland zu schreiben.
Zwischen der Geschichte der Astronomie und der der Mathematik findet
aber der engste Zusammenhang statt, so dass kaum ein Name in der
ersten zur Geltung gelangt, der nicht auch der zweiten angehort, so dass
also auch die gleichen Einfliisse und Abhi#ngigkeiten in der einem, wie
in der andern zu Tage treten. Diese Gemeinsamkeit ist es auch, welche
uns gestattet, ein Urtheil iber eine Geschichte der Astronomie ffentlich
auszusprechen, wihrend wir einem theoretisch oder gar einem praktisch
astronomischen Werke gegentiber es nicht wagen wiirden, unsere Laien-
stimme zu erheben. ‘

Mit dem Urtheil tiber ein so umfassend angelegtes und zugleich
tausend Einzelheiten in sich schliessendes Werk ist es eine eigenthtim-
liche Sache. Man wiirde offenbar dem Verfasser zu nahe treten, wenn
man Quételet’s Wort: ,eine Stecknadel in einem Bunde Heu auf-
suchen zu wollen*, auf sein Werk anwendete und jede kleine im Texte
oder in den Anmerkungen zerstreute Notiz sorgsam priifte, ob nicht ein
Irrthum unterlaufen ist. Keinen Irrthum zu begehen, ist kaum der sicher,
der nur solche Dinge aufaimmt, welche in allen Geschichtswerken gleich-
missig berichtet werden. Wer dagegen iiberall, wo es ihm méglich ist,
auf die Quellen selbst zuriickgeht, wem die eigene Auffassung, auf grtind-
lichem Studium beruhend und mit fremden Meinungsiusserungen ver-
glichen, das Vorrecht vor altiiberkommenen Berichten hesitzt, der wird
um so gewisser da und dort eines kleinen Missverstindnisses, einer kleinen
Uebereilungssiinde sich schuldig machen, aber dessen Schriften werden
auch den Leser mit dem Bewusstsein erfiillen, Neues gelernt zu haben
und darunter unverhiltnissmiissig mehr Richtiges, als- die kleinen unver-
meidlichen Miingel betragen. Ein solcher Forscher, wie wir ihn hier
schilderten, ist aber Rudolf Wolf. Wir wissen kaum, was wir mehr
an ihm bewundern sollen, ob die Geistesarbeit, mit welcher er die Werke
der grossen Astronomen aller Zeiten in sich aufzunechmen und dem mo-
dernen Leser mundgerecht zu machen wusste, oder die Sammelthitigkeit,
welche Einzelschriften iiber hervorragende Ménner oder besonders denk-
wilirdige Ereignisse aufspiirte, von deren Vorhandensein kaum Antiqua-
riatskataloge eines Friedlinder & Sohn oder eines Gauthier-Villare Kunde
geben. Wenn Herr Wolf den unglaublichen Reichthum an biographi-
schen und literarischen Nachweisungen in Poggendorff’s Handwérter-
buche rithmt, welches er unendlich oft benutzen konnte, so ist Referent
mit der Werthschiitzung jenes zweibdndigen, gegenwiirtig jedem Ge-
schichtsforscher auf dem Gebiete der exacten Wissenschaften unentbehr-
lichen Hilfswerkes véllig einverstanden; aber die Gerechtigkeit verlangt,
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dass, wie die zweite Hilfte des Satzes zu verstehen giebt, das einem
Kreise eingeschriebene Quadrat genau die Hilfte des demselhen Kreise
umschriebenen Quadrates bildet, wihrend der ersten Hilfte des Satses
zufolge der Kreis selbst um ein Viertel weniger Fléche einnimmt, als
das ihm umschriebene Quadrat. Ueber diesen mit dem Wortlaute nicht
ganz iibereinstimmenden Sinn lassan aber Commentare und Anwendungen
keinen Zweifel zu. Die Fliche des dem Kreise umschriebenen Quadra-
tes ist 473, und wird diese um ein Viertel verringert, so bleibt fir die
Kreisfliche 3r%, mithin # =3. Wieder der babylonische Talmud spricht
nun auch den zweiten Satz aus: ,,Alles, was im Umfange 3 Hand-
breiten hat, ist 1 Hand breit‘ und damit ist das Verhiltniss des
Kreisumfanges zum Durchmesser oder n=3 wiederholt festgestellt, wenn
auch, wie wir schon sagten, der Zusammenhang beider Vorschriften auf
den ersten Blick nicht einleuchtet. Den Talmudisten selbst muss wohl,
wie bei dem damaligen Zustande griechischer Wissenschaft und dem
griechisch - palistinischen Verkehre einleuchtet, das Vorhandensein eines
genaueren Werthes fiir # nicht fremd gewesen sein. Darauf deutet die
Frage jenes neugierigen Anonymus (Erubin 14a): Woher leitet man den
Satz ab, dass dem Durchmesser 1 der Umfang 3 entspreche? Er erbilt
zur Antwort: 1. Kénige VII, 23. Ankniipfend an dieselbe Stelle, welche
die Gestalt des sogenannten ehernen Meeres betrifft, welches 10 Ellen
von einem Rande zum andern mass, und eine Schnur 30 Ellen lang war
das Mass rings herum, haben wir friiher einmal (Zeitschr. Math. Phys,
XX, histor.-literar. Abth. 8. 163 —165) versucht, die gleiche Frage des:
nWoher #=3?" zu erortern und sind zur Wahrscheinlichkeit gelangt,
diese Annahme sei altorientalisch, muthmasslich babylonisch. Wir bhaben
dafiir auf das Auftreten dieses N#herungswerthes in China, in Griechen-
land hinweisen diirfen; wir haben spiiter (Zeitschr. Math. Phys. XXII,
histor. -literar, Abth. 8. 17) den gleichen Werth bei Indern auftreten sehen,
was unsere Meinung noch bestirkt. Da wir an dem erst angegebenen
Orte (Bd. XX dieser Zeitschrift) uns, wie wir durch briefliche Anfragen
erst vor Kurzem erfahren haben, iiber die eine Art von Anwendung des .
Werthes 7 =3 nicht mit hinliinglicher Deutlichkeit ausgedriickt haben,
so sei gestattet, hier darauf zurlickzukommen. Aus den Abmessungen
des ehernen Meeres, zusammengehalten mit den 2000 Bath, welche hin-
eingegangen sein sollen, zogen wir damals den Schluss, den Verfertigern
des ehernen Meeres habe die Formel §nr3 fiir den Kugelinhalt unter
Annahme von n =3 gedient. Wir meinten natiirlich nicht, dass jene
Formel als solche bekannt war; sie war es so wenig, wie die 2zr fiir
den Kreisumfang, wie nr® fiir die Kreisfliche! Aber wir meinten, man
habe den Kugelinhalt herechnet als 473 oder, was vielleicht noch deut-
licher ist, als §.(2r)%. Mit anderen Worten: Der Kreisumfang galt fir
das Dreifache des Durchmessers, die Kreisfliche fir drei Viertel des
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rechteckes bezeichnet, da ausserdem / — 2x die Seite des inneren Qua-
drates bildet, in welches die fiinfte Samengattung in selbst quadratischer
Form eingesiit werden soll, so ist die Function, welche zu einem Maxi-
mum werden soll,

[(#)=4(—22).2+ 41— 2= 5 + 2z — 62"
Demnach ist f'(x)=— 122 42!, f’(x)=—12. Ein Maximum entsteht
also bei x=é, woraus die Construction leicht folgt. Genau eben diese

Counstruction lehrte aber Maimonides (1135 —1204). Freilich giebt er
keinerlei Auskunft dariiber, wie er zu seiner Construction gekommen sei
und welchen Zweck er dabei im Auge habe. Vielleicht mochten ihm
gewisse elementare Betrachtungen des relativen Werthes dieser und an-
derer Zerfsllungen des urspriinglichen Feldes in Beete dienen, wie sie

auch Herr Zuckermann S. 15—16 benutst. CANTOR.

Der Thibaut'sche Beweis fir das elfte Axiom, historisch und kritisch
erdrtert von Prof. Dr. 8. GUnTHER. Programm zur Schlussfeier
des Jahres 1876 —77 an der kbénigl. Studienanstalt zu Ansbach.

Seit Euklid die erste uns erhaltene Parallelentheorie auf eine For-
derung stiitzte, welche bei jedem Leser den Zweifel wach rufen musste,
ob denn diese Forderung auch zu erfiillen sei, sind mehr als zwei Jahr-
tausende verflossen. Jener Zweifel, den wir als naturgemiss bezeichne-
ten, liess nicht lange auf sich warten. Schon Claudius Ptolemius,
der grosse alexandrinische Astronom, schrieb eine besondere Schrift tiber
das sogenanute elfte Axiom, welche uns allerdings verloren gegangen
ist, deren Hauptinhalt aber von Proklus in seinem Commentar zu den
euklidischen Elementen aufbewahrt wurde. Das einmal gegebene Bei-
spiel fand Nachahmung zu den verschiedensten Zeiten, und wenn wir
nur auf das XIX. Jahrhundert uns beschriinken wollten, so wire es eine
zum Erschrecken stattliche Anzahl von Versuchen, die Parallelenlehre
auf festem Grunde aufzubauen, welche uns begegnen wiirde. Herr Giin-
ther hat aus den vielen sogenannten Beweisen des elften Axioms einen
hervorgehoben, der es nach mancherlei Richtung verdiente, geschichtlich
verfolgt und mit priifendem Blicke nach seinen Schwiichen untersucht zu
werden. Es ist das der Beweis, den Thibaut seit dem Anfange un-
seres Jahrhunderts in seinen von. Hunderten von Zuhbrern besuchten
Vorlesungen lehrte und in seinem ,,Grundrisse der reinen Mathematik'¢
niedergelegt hat, jener Beweis, welcher zun#chst die Winkelsumme des
Dreiecks zu zwei Rechten vermdge einer in drei Acten mit zwischen-
liegender Translation vollzogenen vollen Rotation begriindet und von


















98 Historisch - literarische Abtheilung.

-

Ergebnisse physikalischer Forschung, bearbeitet von Dr. C. Boan, Pro-
fessor der Physik an der Forftlehranstalt Aschaffenburg. I. Lief.

Der Verfasser des Werkes, von dem erst etwa der dritte Theil
erschienen ist, beabsichtigt nach einem ausgegebenen Prospect, haupt-
stichlich den Bediirfnissen Derer zu gentigen, die sich auf Priifungen aus
der Physik vorbereiten wollen; er denkt sich dasselbe aber auch als kur-
zes Handbuch zum Nachschlagen, als Mittel zur Repetition und als Leit-
faden zu Vorlesungen. ,,Ausfiibrlichkeit oder gar Vollstdndigkeit der
Tabellen ist nicht beabsichtigt, sondern nur Auswahl des Wichtigsten
und zuerst Nothigen. Die erste Lieferung enthidlt: Allgemeines tiber
Kérper und Kriifte, allgemeine Mechanik und Schwere, physikalische
Mechanik, Wirmelehre (erster Theil).

Nach dem Titel kénnte man eine Sammlung von Formeln und Zahlen-
werthen erwarten; so trocken hat der Verfasser den Inhalt nicht geben
wollen, er hat noch den Zusammenhang der Resultate kurz, aber voll-
kommen gentigend dargestellt. Ob das Werk zur Vorbereitung fiir Pri-
fungen ausreicht, wird® wohl bezweifelt werden diirfen; mit dem Satze,
dass z. B. ,kiinftige Lehrer nicht oder nur selten und stets in zweiter
Linie bei der Priifung nach den Mitteln und Wegen der Forschung ge-
fragt werden*, wird nicht Jedermann einverstanden sein.- Als Nach-
schlagebuch dagegen in allen obengenannten Fiillen, fiir Studirende, fiir
Candidaten und Lehrer, scheint es seinem Zwecke vollkommen zu ent-
sprechen; doch ist zu bedauern, dass, wie oben angefiihrt, Vollstindig-
keit der Tabellen nicht beabsichtigt ist; es wiirde dadurch sicher sehr an
Brauchbarkeit gewinnen. Bei einzelnen Zahlenangaben, z. B. iiber speci-
fische Wirme, Ausdehnung durch Wirme u. s. w., wiire es von Interesse, die
Autoritét zu erfahren, die Originalzahlen nebst Angabe des Namens des
Autors. Das in Beziehung auf Brauchbarkeit fiir den Lehrer und Stu-
direnden der Physik bei Weitem in erster Linie stehende Werk von
Mousson (dem nur leider ein Register fehlt) ist hierin Muster und
scheint auch von dem Verfasser bentitzt zu sein. Warum dann nicht
noch die Namen beisetzen, die neben den Zahlen stehen? Vielleicht
wiirde ein Bogen mehr nothig geworden sein, aber die Zabl der Ab-
nehmer whre gewiss eine grissere.

Im Einzelnen liésst sich nur wenig aussetzen, die Definitionen und
Erklirungen sigd scharf und erschépfend. Nur in § 26 ist von einem
nach dem Erdmittelpunkte gerichteten senkrechten Zuge die Rede
(was senkrecht zur Erdoberfliche ist, geht nicht durch den Erdmittel-
punkt, vergl. § 70); in § 62 wird gesagt, alle Kérper seien gleich schwer,
was die Anmerkung indirect verneint; in § 67 ist die kiihne Behauptung
aufgestellt, die Bestimmung einer Mittelkraft sei nur durch eine in vielen
Fillen gar nicht ausfilhrbare Rechnung méglich! und in etlichen Fillen
ist der Text fur die Figur zu mager, so dass die letzte unversténdlich
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Dass Pappus den 18. Satz im Buche Archimedes’ mepi fAixay
meint, erhellt deutlich aus S, 272: undevi yoo meocyewpevov oreecs dv-
vaTov Vpeiv 10 UM auTod yoa@ousvov dedlgnue, Aéyw 01 10 v megiploesay
t0v dv 1 mewty megupoed xvxhov Lomy dmodeifar Ty meds dpdds dyouévy
e dele Ty #x tijc yevésrwg Fug thg dpamropévng tHg fhixog, und ist auch
von Hultsch angenommen worden. Der 18. Satz bei Archimedes
8. 235 figg., ed. Torelli (Oxon. 1792 fol.) lautet: ol xe tdg fixog zag
dv ¢ mooite mequpogd yeyeappbvag evdeia yoaund Imipavy xatd to méeag
tag Ehixog, amo 02 tov cauclov, § domv doyd (so die Handschriften) rdg
fAixog mor 0pddg dydy T To doyd tdc megipogdg, o dydeica cupmeceiras
tq dmipavovsy, xai & peraly Udeia tag imipavovdag xai Tdg derag Tdg
Zhixog Voo doositar t@ 10U mEwTOv nvxhov megupegele. Der Beweis wird
indirect gefiihrt und stiitzt sich (S. 236, 30 figg.) auf prop. 7 und (8. 237,
15 figg.) auf prop. 8. Beide Siitze fithren auf quadratische Gleichungen,
wie schon Nizze in seiner trefflichen Uebersetzung S. 122 und 124 be-
wiesen hat. Es kann kaum zweifelhaft sein, dass Pappus unter seiner
orepea vEvdlg meog Tov xuxhov die zweite (prop. 8) verstand. Der achte
Satz (S. 224 flg.) geht darauf hinaus, in einem gegebencn Zirkel 4CD
(Fig. 1) eine Linie aus dem Centrum (AJ) zur Tangente LX im End-
punkte der gegebenen Linie AC so zu legen, dass BE:CJ ein gegebenes
Verhiltniss hat. Im Beweise (8. 224 am Ende) postulirt Archimedes,
es sei moglich, im Zirkel X ML gwischen der Peripherie und der gegebe-
nen Linie LX eine der CM gleicho Linie JN so zu legen, dass sie hin-
linglich verlingert den Punkt & treffe (vevovoav émi o A, S. 225, 1).
Die Losung dieser vevoig, auf der also wirklich der 18. Satz, wie er
behauptet, beruht, wollte, glaubg ich, Pappus geben S. 298: ¢ vno
*Aoyiurdovg v 1 mept EAlxwv Pifrle AapPavopévne vevsiws Ty avdAveiv
oot xarérafe, tva 10 Bifhlov dizgyomevos pr diamopris (weil A. selbst die
Losung dieses Problems nicht mittheilt, sondern nur die Moglichkeit
postulirt). AapPavovrar 0% &lg avryy of vmoyeyoamwuévor Tomot xai moog
dMa modde tév erzeiv meofAnuarwy yerciuor. Er fihrt demnichst fol-
gende zwei Hilfssitze an und beweist sie (man vergl. die Erliuterungen
bei Hultsch):

1. Wenn eine Linie 4B und ein Punkt C gegeben ist, und aus C
eine Linie 2/ C nach 4 B gezogen und in D eine Perpendiculaire DE auf-
gerichtet wird, dann wird der Punkt E auf einer Hyperbel liegen, wenn
das Verhiltniss CD: DE gegeben ist. (Fig. 2.)

2. Wenn eine Linie 4 B gegeben ist und auf sie dic Perpendiculaire
CD hinabgefillt wird, dann wird der Punkt D auf einer Parabel liegen,
wenn 4CXCB dem Producte der CD und einer gegebenen Linie gleich
ist. (Fig. 3.)

Wie Pappus diese beiden 8itze zur Lésung des Archimedischen
drnhlame angowendet hat, kann mit ziemlicher Sicherheit aus dem ver-
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welche zur Bestimmung der sogenannten Abel’schen Functionen im
engeren Sinne dient, glauben wir den Grund der Vereinfachungen su
erblicken, welche dieser specielle Fall dem allgemeinen gegeniiber zu-
lésst. Denn indem man die der Functionenclasse zu Grunde liegende
algebraische Gleichung zwischen zwei Variabeln von vornherein in einer
Form annimmt, in der die Abel’schen Functionen sich leicht bestimmen
lassen, macht man (wenigstens in dem Falle p =3) eine Annahme, zu
der genau dieselbe Berechtigung vorliegt, wie dazu, die Function unter
dem Wurzelzeichen bei den hyperelliptischen oder den hier behandelten
Integralen in ihre linearen Factoren zerlegt anzunehmen.

Sehen wir nun zu, in welcher Weise der Verfasser die Hauptanf.
gaben der Theorie in Angriff genommen hat. Bezeichnet man mit #; die
Normalintegrale erster Gattung und setzt

14
0= u3(Sy, 2y),

P
so sind dadurch die von einander unabhiingigen oberen Grenzen (s,,2,)

als 2p-fach periodische Functionen der p Verénderlichen v; bestimmt und
es ergeben sich hierans zwei Aufgaben: erstens diese oberen Grenzen oder
symmetrische Functionen derselben durch Thetafunctionen der Variabeln
va2 darzustellen, sodann umgekehrt, gegebene 2p-fach periodische Theta-
quotienten algebraisch durch s,, z, auszudriicken. Das erste Problem
ist das Jacobi’sche Umkehrproblem, das zweite kann man das Rie-
mann’sche nennen. Summen von mehr als p Integralen dieser Art zu
betrachten, erweitert principiell die Aufgabe nicht, da mittelst des Abel-
schen Theorems jedes System von solchen Summen auf eines mit p glied-
rigen Summen zuriickgefiihrt werden kann, in welchem iiberdies die un-
teren Grenzen beliebig gegeben sind. Dass Riemann Summen betrach-
tet, die cin Glied mehr enthalten (Riemann’s Werke S. 134), ist durch
seine Methode geboten und man kann schliesslich einer der oberen Gren-
zen einen beliebigen speciellen Werth ertheilen, ohne dass dadurch die
Allgemeinheit der betrachteten 2p-fach periodischen Functionen ge-
schmilert wiirde. In ihrer Allgemeinheit gefasst, sind freilich die beiden
oben angegebenen Probleme nicht wesentlich verschieden, allein es trifft
sich nicht immer, dass die einfachsten Fille der Lisung des Riemann -
schen Problems schon zur Losung des Jacobi’schen Problems aus-
reichen und es ist daher eine Hauptaufgabe der Theorie, die Losung des
Riemann’schen Problems, dessen vollstindige Losung auf stets hihere
und hohere algebraische Gleichungen fiibren wiirde, soweit zu férdern,
dass die Lisung des Jacobi’schen Problems daraus geschipft werden
kann.

Im Allgemeinen ist der einfachste Fall des Riemann’schen Pro-
blems der, in dem sich die Argumente der Thetafunctionen, deren Quo-
tienten algebraisch bestimmt werden sollen, um halbe Periodensysteme
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Alle Integrale zweiter Gattung lassen sich mit Zuziehung von solchen
der ersten Gattung und von algebraischen Functionen linear durch p
specielle unter ihnen, die in heliebig gegebenen Punkten, etwa in Ver-
zweigungspunkten, unendlich werden, darstellen, so dass diese Functio-
nen nicht von einem Parameter in transcendenter Weise abhéingen, wih-
rend ein solcher in den Integralen dritter Gattung nothwendig vorkommt.
Im ersten Theile hat der Verfasser die Darstellung dieser Functionen als
algebraische Integrale gegeben. Um die Theorie derselben zu erledigen,
ist es erforderlich, Summen von p gleichartigen Integralen dieser’ Art mit
unabhéngig veriinderlichen oberen Grenzen als eindeutige Functionen der
entsprechenden Integralsummen erster Gattung durch die logarithmischen
Ableitungen der Thetafunctionen darzustellen. Diese Aufgabe ist in den
§§ 25 bis 30 gelost. Die umgekehrte Aufgabe, die Darstellung der legp
“garithmischen Ableitungen der Thetafunctionen durch algebraische Inte-
grale und algebraische Functionen, ist in § 32 angedeutet und mag bei
der Durchfiilhrung noch erhebliche Schwierigkeiten haben.

Den Schluss der ganzen Arbeit bildet eine interessante Untersuch-
ung, welche die Bestimmung des Werthes von 9 (0, ... 0) durch die Moduln
(die Verzweigungswerthe) zum Zwecke hat, mittelst einer Methode, welche
der Verfasser schon frither mit Erfolg auf die hyperelliptischen Functio-
nen angewendet hat. Die Methode ist von Riemann angedeutet und
ist die Verallgemeinerung der von Jacobi zu gleichem Zwecke bei den
elliptischen Functionen benutzten. Sie beruht auf der Darstellung des
Differentials dlg 9 (0,...0) durch die unabhiingigen Veriinderlichen &, , k,, ...
kp42, welches in dieser Form die Integration gestattet.

Konigsberg, im September 1877. H. WEBER.

Handbuch der elektrischen Telegraphie. Unter Mitwirkung mehrerer
Fachminner herausgegeben von Dr. K. E. Zerzscue, Professor
der Telegraphie am Polytechnikum zu Dresden. Erster Band:
Geschichte der elektrischen Telegraphie. 8¢ mit 335 in den Text
gedruckten Holzschnitten. 1877. Berlin, Julius Springer. Preis
18 Mark.

Das uns vorliegende Werk, dessen Verfasser lingst als Autoritiit auf
dem Gebiete der T'elegraphie bekannt ist, zeichnet sich vor allen anderen
Lebrbiichern vornehmlich dadurch aus, dass die Anorduung des reich-
haltigen Stoffes eine gauz neue ist. Gerade dicse Fiille des Stoffes jedoch
machte es fiir den Kinzelnen fast unméglich, das Ganze allein zu be-
arbeiten. Aus diesem Grunde hat der Herr Verfasser vorgezogen, sein
Werk in vier von einander unabhiingigen Binden, deren jeder ein fiir
sich abgeschlossenes Ganzes bildet, erscheinen zu lassen, wobei die Hilfe
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Auch die Ausfiihrungen der §§ 23 und 29, in welchen der Verfas-
ser sich dartiber verbreitet, inwieweit das wirkliche Gewdlbe mit dem
frither vorausgesetzten Korpersystem iibereinstimmt, halten wir keines-
wegs fiir tiberall zutreffend. Der Verfasser selbst giebt zn, dass ein in
den Fugen durch Cement gebundenes und sonst angemessen behandeltes
. Gewdlbe nicht nach seiner Theorie beurtheilt werden kann. Fir ein nur
auf Druck und Schub beanspruchtes Gewdlb8 lisst sich aber der zwischen
Cementverband und Mortelverband etablirte Unterschied schwerlich auf-
recht erhalten.

In Bezug auf das Aeussere des Buches ist zu bemerken, dass weder
ein Inhaltsverzeichniss, noch Capiteliiberschriften die Orientirung erleich-
tern, ja sogar die Jahreszahl des Erscheinens fehlt. Trotz Allem miissen
wir anerkennen, dass viel Fleiss und Liebe auf das Werkchen verwendet
worden ist. Wir wiirden uns freuen, wenn es dem Verfasser gelingen
sollte, aus dem vorgefilhrten Guten im Verein mit neuen Gedanken ein
einheitliches Ganzes zu schaffen. )

Stuttgart. WEYRAUCH.

Von den Elementen und Gundgebilden der synthetischen Geometrie.
Versuch einer Erweiterung der Lehre von den Formen unserer
Raumanschauung, von K. RupeL, Rector der konigl. Gewerbe-
schule in Bamberg. Bamberg 1877.

Vorliegendes Schriftchen, 24 Seiten lang, hat den Zweck, den Nach-
weis zu liefern, dass unsere Anschauungsform nicht die einzige, die
héchste und letzte sein wird, dass die Mdglichkeit der Anschauungsfor-
men nnbegrenzt, ja dass die Erscheinungswelt hochst wahrscheinlich weit
iber den Kreis unserer Anschauungsform hinausgeht; es geht davon aus,
dass unser Raumbegriff lediglich eine durch unsere Existenz als Raum-
theile bedingte Anschauungsform ist.'— Die beiden Theile, in welche es
zerfillt, haben die Ueberschrift: ,,Betrachtungen vom Standpunkte ge-
wohnlicher Raumanschauung aus (8. 5—12) und ,,Betrachtungen vom
Standpunkte einer hoheren Form der Raumanschauung aus* (S. 15— 26).
Der erste Theil bespricht in durchaus bekannter Art die Grundgebilde
der synthetischen Geometrie; er theilt sie in Grundgebilde der ersten
Stufe (Punktreihe, Strahlenbiischel, Ebenenbiischel), der zweiten Stufe
(die Ebene, als Inbegriff aller Punkte und Strablen, und das Strahlen-
biindel) und der dritten Stufe (der Raum). Demgemiss unterscheidet
der zweite Theil Wesen der zweiten und dritten Stufe, d. h. solche, die
als Theile einer Ebene und solche, die als Theile des Raumes existiren;
zu den letzteren gehtren wir Menschen. Fortschreitend wird nun ein
Grandgebilde der vierten Stufe, das All, angenommen, in welchem die
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zahlentheoretisch - combinatorischen Untersuchungen schuldig bleibt, ist
folgender: wir erfahren nirgends, wie viele magische Anordnungen der
p" Elemente moglich sind, beziehungsweise ob man sich theoretisch dar-
iiber Gewissheit verschaffen kann, dass man wirklich alle mdglichen An-
ordnungen gebildet hat. In der Hervorhebung dieser Liicke soll keine
Bem#ngelung der interessanten uns vorliegenden Schrift vorhanden sein;
wir beabsichtigen vielmehr nur in erster Linie den Verfasser derselben
auf das soeben ausgesprochene muthmasslich recht schwierige, seiner Auf-
merksamkeit nicht unwiirdige Problem hinzuweisen. Seine durch jahre-
lange Beschiiftigung mit dem Gegenstande erworbene Gewandtheit diirfte
ihn gerade besonders beffhigen, auch diese Aufgabe zu erledigen, ohne
welche die Untersuchung nicht abgeschlossen ist, so wenig als es geniigt,
irgend eine Gleichung — sei sie bestimmt oder unbestimmt — auflésen.
zu kiénnen, ohne den Beweis zu liefern, dass man alle Wurzeln an-
gegeben hat. Die beschriinktere Aufgabe, irgendwelche magische Systeme
zu bilden, l4st dagegen Herr Hugel durch Abzweigung einer grossen
Anzahl von Unterfilllen, bei deren jedem das eigentliche magische Sy-
stem durch feldweise Addition von n anderen an sich nicht magischen
Systemen, gebildet durch die sogenannten Componenten des Systems,
hervorgebracht wird. Es ist das dem Gedanken nach eine #hnliche Me-
thode, wie sie Sauveur 1710 der Pariser Akademie mittheilte. Herr
Hugel hat sie in selbststéindiger Weise nacherfunden und durch Anwen-
dung der Namen und Zeichen der modernén Combinatorik, vor Allem
also der Determinanten, dem heutigen Gedankengange niher zu bringen

gewusst. CanTor.

Principii elementari sulle probabilita eposti da G. B. Marsano,
professore di malematiche nelle R. Universita e nel R. Istituto tecnico
di Genova. Genova, Tipografia del R. Istitulo Sordo-muti 1876. 153 S.

Wenn irgend ein Capitel der Mathematik vorzugsweise dazu geeignet
ist, dem Selbststudium des Anfingers tiberlassen zu bleiben, so ist es
dasjenige, welches die,elementaren Lehren der Wahrscheinlichkeitsrech-
nung enthilt. KEinestheils sind die in diesem Capitel zu behandelnden
Aufgaben von einem ziemlich allgemein fesselnden Interesse, da es wohl
Wenige giebt, welche Ungewisses nicht in Spannung erhilt, in um so
grosserer, wenn an das Erefgniss iiberdies ein unmittelbarer Vermégens-
vortheil oder Nachtheil, Gewinn oder Verlust sich kniipft. Anderntheils
sind die Grenzen des ohne hihere Kenntnisse Erreichbaren hier ziemlich
weit gesteckt und die Entwickelung des binomischen Satzes geniigt, um
bereits ziemlich verwickelt aussehende Fragen zu beantworten. Von die-
som elementaren Standpunkte aus hat Herr Marsano den Gegenstand
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den uns dieser Bezeichnungen im Folgenden bedienen. Besonders er-
wihnenswerth sind hier noch die auf 8. 130 eingefiihrten Bezeichnungen
&, und 8,, sowie die Schreibweise

L r L7,

- (sic)) \
wo das hinzugefiigte (sic!) besonders hervorheben soll, dass nicht <,
sondern wirklich < gemeint ist. Auch durch einen passend gewZhlten
Vergleich weiss der Verfasser oft unsere Vorstellungen zu fixiren und dem
Vorgetragenen eine ungemeine Anschaulichkeit zu geben, z. B. in der
zweiten Note S. 170 oder in der Note S. 303. An der ersten Stelle soll
man sich n#mlich eine Curve oder Fliche ¢ in irgend zwei Theile @ und
f zerldgt denken, von denen jeder aus beliebig vielen einzelnen Stiicken
bestehen mag. Hierzu bemerkt der Verfasser in der Note: ,,Ist z. B. ¢
eine Kugelfliche und denken wir uns auf dieser Kugelfliche die Karte
unserer Erdoberfliche aufgemalt, so kionnen wir, wenn es uns beliebt,
unter « alle mit Wasser bedeckten Gebiete, andererseits unter f den
Continent und die Inseln verstehen.*

Die Strenge und Eleganz der Neumann’schen Beweisfilhrung zeigt

- sich besonders, wenn man die ilteren Beweise bereits bekannter Sitze
mit den von Neumann beigebrachten vergleicht: der Verfasser weiss
die S#tze immer auf die Quelle zuriickzufiihren, aus der sie sich am ein-
achsten und natiirlichsten ergeben, wie wir dies in dem nun folgenden
Referat iiber den Inhalt zu constatiren mehrfach Gelegenheit haben werden.
Ueber den Inhalt sei zundchst Folgendes im Allgemeinen bemerkt.
Der Verfasser unterscheidet zwei Potentiale, das Newton’sche und das
logarithmische. Wihrend der Theorie des ersteren die in der Natur vor-
handene Materie zu Grunde liegt, fiir welche das Newton’sche Gesets
gilt, handelt die Theorie des logarithmischen Potentials bekanntlich von
ciner fingirten Materie von der Beschaffenheit, dass irgend zwei Massen-
theilchen derselben sich mit einer Kraft anziehen, die ihrer Entfernung
(nicht dem Quadrat der Entfernung) umgekebrt proportional ist. Wenn

das Newton’sche Potential zweier Massentheilchen u, m den Werth yr_m

besitzt, hat das logarithmische Potential demnach den Werth um log %

Bei der Theorie des loggrithmischen Potentials heschriinkt sich der Ver-
fasser auf die Ebene, d. h. er behandelt nur den Fall, dass jene fingirte
Materie auf belicbige Weise in der Ebene, nicht im Raum vertheilt
sei. Unter dieser Voraussetzung findet néimlich eine merkwiirdige Ana-
logie zwischen beiden Theorien statt, indem den meisten S&tzen der einen
Theorie ein analoger der andern entspricht. Der Verfasser behandelt
beide Theorien meistens neben einander und beide ,,mit derselben Sorgfalt*:,
Die ™ 'R, 3, in welcher die Wichtigkeit der Theorie des logarithmi-
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die Constanz des Potentials betreffenden Satz (Allgemeine Lehrsitze etc.,
Art. 21) einen neuen Beweis giebt, der sich durch seine Einfachheit und
Strenge auszeichnet. Derselbe stiitzt sich auf die bekannte Entwickelung
des Potentials ¥ =V,<4 Fr 4 Gr? 4 ..., woraus sich der in Rede stehende
Satz ohne Weiteres ergiebt, unter Anwendung des vom Verfasser bei
dieser Gelegenheit bewiesenen Hilfssatzes:

y»Ist die Function f(r)= 4+ Br+ Cr®+... innerhalb eines beliebig
kleinen Intervalls r=0...r=r" constant, so wird sie iibefall constant
sein, so weit die angegebene Entwickelung giltig ist.*

Darauf werden eine Reihe neuer, auch fiir das Folgende wichtiger
allgemeiner Sitze iiber die extremen Werthe des Potentials innerhalb
eines Gebiets entwickelt, aus denen jenes Theorem (C’), sowohl fiir den
Raum, als fiir die Ebene, schliesslich ohne Weiteres resultirt. Was den
Beweis jener Sitze iiber die extremen Werthe des Potentials betrifft, so
bernht derselbe lediglich auf dem vom Verfasser zuvor bewiesenen Satze,
dass das Potential gegebener Massen in einem ausserhalb dieser Massen
befindlichen Punkte weder ein Maximum, noch ein Minimum haben kann,
und unterscheidet sich insofern vortheilhaft von dem Beweis, den Gauss
im Art. 26 der Allgem. Lehrs. fiir einen speciellen Fall eines dieser
Sitze gegeben hat. Der Gauss'sche Beweis benutzt nimlich diejenige
geschlossene Fliche, welche durch die Gleichung ¥ = Const. dargestellt
ist, also ,eine Fliche, die ebenso unbekannt ist, als das Potential sel-
ber. Aehnlich verfdhrt Dirichlet (S. 134 der vom Referenten heraus-
gegebenen Dirichlet’schen Worlesungen iiber die Potentialtheorie).
Neumann bemerkt hiertiber in der Vorrede: ,,Uebrigens konnen solche
unzulinglich determinirte Flichen in doppelter Weise auftreten, indem
sie entweder die gegebene Grundlage betreffen, von welcher die Unter-
suchung ausgeht, oder aber im Laufe der Untersuchung als Hilfsmittel
fiir den weiteren Fortgang derselben in Anwendung kommen. ... Offen-
bar sind solche ganz nebelhaft vorschwebende Flichen im zweiten Falle
nicht minder unbequem, als im ersten.” Denn wenn z. B. Gauss a. a. O.
auf die Fliche V = Const. einen der Green’schen Sitze in Anwendung
bringt, so wird man zu beachten haben, dass diese Sitze nicht ohne
Weiteres auf jede beliebige Fliche apwendbar sind und dass also ihre
Anwendung auf die Fliche ¥ = Const. nicht gutgeheissen werden darf
ohne eine vorhergehende Untersuchung derselben. Ja noch mehr! Ueberall,
wo solche unzuléinglich definirte Flichen nur als Anfangsglieder der
Untersuchung auftreten, kann die in den Resultaten erzeugte Unsicher-
heit nachtriglich durch Hinzufiigung geeigneter Determinationen be-
seitigt werden, was offenbar nicht mehr méglich ist bei den als Opera-
tionsmittel eingefiihrten Flichen. ... Aus diesem Grunde habe ich in
dem vorliegenden "Werke die Benutzung uubekannter Fléichen als eines
Operationsmittels zu vermeiden und die betreffenden Gauss'schen und
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einander. Es ist dies eine Methode — die einzige, die wir bis jetat
besitzen —, die zur Losung der Fundamentalaufgaben der Elektrostatik
fiihrt, die folgendermassen lauten:

syDas Hussere Problem. — Es soll ein Potential auf #ussere
Punkte ermittelt werden, dessen Massen auf oder innerhalb ¢
liegen und dessen Werthe auf ¢ von daselbst vorgeschrie-
benen Werthen f nur durch eine unbestimmte additive Con-
stante sich unterscheiden.

Das innere Problem. — Es soll ein Potential auf innere Punkte
gefunden werden, dessen Massen auf oder ausserhalb ¢ liegen
und dessen Werthe auf 6 von daselbst vorgeschriebenen Wer-
then /£ nur durch eine unbestimmte additive Constante sich
unterscheiden.

Auf die Methode selbst und deren Begriindung kann hier mcht niher
eingegangen werden. Es sei nur Folgendes bemerkt:

I. Die Losung beruht auf den im vierten Capitel entwickelten Eigen-
schaften des Potentials einer Doppelbelegung und liefert das gesuchte
Potential in Form einer unendlichen Reihe, zuniichst als Potential einer
Doppelbelegung, dessen Gesammtmasse mithin gleich Null ist; dasselbe
wird aber mit Hilfe eines Green’schen Satzes sehr leicht in das Poten-
tial einer éinfachen Belegung umgewandelt.

II. Die Methode ist nur auf solche geschlossene Flichen, resp. Cur-
ven anwendbar, welche iiberall convex oder, genauer ausgedriickt, zwei-
ten Ranges und keine zweisternigen sind, und setzt ausserdem voraus,
dass die vorgeschriebenen Werthe / auf o iiberall stetig sind.

Unter einer Fliche zweiten Ranges verstehs der Verfasser eine
Fliche, die mit einer unendlich langen Geraden, welche Lage man letz-
terer auch zuertheilen mag, niemals mehr als zwei Stellen gemeinsam
hat (wo das Wort ,,Stelle* ein Continuum von Punkten bezeichnet,
einerlei, ob die Zahl der darin enthaltenen Punkte endlich oder unend-
lich gross ist), und unter einer zweisternigen Fliche eine solche,
welche zwei Punkte von solcher Lage besitzt, dass jede Tangentialebene
der Fldche durch einen dieser Punkte geht.

Der Verfasser legt — wie echon von uns erwihnt — mit Recht ein
grosses Gewichfijarauf, dass man sich des Umfanges der Giltigkeit der
Methode und damit dessen, was noch vermisst wird, klar bewusst sei.
Er sagt in der Vorrede: ,,Die Wichtigkeit des vorliegenden Werkes be-
steht — falls cine solche demselben tiberhaupt beizumessen ist — viel-
leicht vorzugsweise in den darin zu Tage tretenden Liicken, resp. in
der Anregung, welche durch dasselbe zur Ausfiillung dieser Liicken ge-
geben sein mochte. So z. B. ist die im 5. Capitel exponirte Methode
des arithmetischen Mittels nur auf solche geschlossene Flichen a.nwendbar,
welche tiberall convex sind. Sollte es in Zukunft gelingen (was ich lange
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wo £(x) eine positive Grbsse vorstellt, welche durch Verklei-
nerung des Radius von x beliehig klein gemacht werden
kann. Diese Bedingung soll erfiillt sein fiir jeden der Punkte g.

Diese Function W nennt der Verfasser die den Werthen f ent-
gprechende kanonische Potentialfunction des Gebietes .
Liest man in jenen drei Bedingungen statt W, a, x resp. iiberall J, 7, 4,
so erhilt man die Definition der (gleichfalls eindeutig bestimmten) den
Werthen fentsprechenden kanonischen Potentialfunction W
oder W; des Gebietes J.

2. Es werden die allgemeinen Eigenschaften der kanonischen Poten-
tialfunctionen aufgestellt, von denen dic erste eben die ist, dass sie,
wenn die f gegeben sind, eindeutig bestimmt sind.

3. Was die wirkliche Berechnung der kanonischen Potential-
fanction fiir vorgeschriebene Grenzwerthe f betrifft, so wird hervorgehoben,
dass dieselbe fiir ggetige / offenbar gleichbedeutend” sei mit der Lésung
des im fiinften Capitel behandelten #usseren und inneren Problems.
Darauf zeigt der Verfasser aber noch, dass, wenn irgend eine Me-
thode bekannt ist zur Bildung der kanonischen Potential-
functionen fiir stetige Grenzwerthe, man dieselben anch fiir
solche Grenzwerthe zu bilden vermag, die mit beliebig vie-
len Differenzpunkten behaftet sind.

In der Einleitung zum neunten Capitel setzt der Vorfasser an einer
bestimmten Aufgabe die Murphy’sche Methode auseinander, die Pro-
bleme der Elektrostatik fiir ein System von beliebig vielen Conductoren
auf die entsprechenden Probleme zu reduciren, bei denen nur Ein Con-
ductor auftritt, und bemerkt dazu, dass diese Methode auf zwei Siitzen
beruhe, welche nur fiir den Raum, nicht fiir die Ebene gelten, dass mit-
hin die Marphy’sche Methode auf die Probleme der Ebene nicht an-
wendbar sei. Darauf theilt der Verf#ser eine etwas andere Methode mit,
welche ebenso auf die Probleme der Ebene, wie des Raumes anwendbar
ist (weshalb er sich auf die Ebene beschriinkt), indem er — worauf es
hier offenbar nur ankommt — folgende Aufgabe lost:

is seien « und f zwei geschlossene Curven und aufden-
selben irgendwelche Grenzwerthe vorgeschricben: diejenige
kanonische Potentialfunction der von « und § begrenzten
Fliche zu finden, welche auf ¢« und f jene vorgeschriebenen
Werthe besitat.

Diese Aufgabe wird zun#chst fiir den Fall gelost, dass jede dieser
beiden Curven ganz ausserhalb der andern liegt, und darauf — nach
zwei verschiedenen Methoden sogar — auch fiir den Fall, dass « und f
sich schneiden. Es sei iiber diese Methoden nur bemerkt, dass sie
auf der im vorhergehenden Capitel vorgetragenen Theorie der kanoni-
schen Potentialfunctionen beruhen und dass dabei vorausgesetst wird,
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welches auf ¢ von daselbst vorgeschriebenen Werthen nur durch eine un-
bestimmte additive Constante sich unterscheidet.

2. Eine gegebene Masse M soll auf der Curve oder Fliche ¢ in
solcher Weise ausgebreitet werden, dass das Potential dieser Belegung
auf ¢ selber von gewissen daselbst vorgeschriebenen Werthen nur durch
eine unbestimmte additive Constante differirt.

Endlich sei hier noch folgender Satz genannt, der insofern ein be-
sonderes Interesse darbietet, als er einer der wenigen Sktze ist, die nur
fir das Newton’'sche Potential im Raum, nicht fiir das logarithmische
Potential in der Ebene gelten: ,Die auf einem zur Erde abgeleiteten
Conductor durch einen elektrischen Massenpunkt « von der Masse (—1)
inducirte Belegung ist ihrer .Gesammtmasse nach stets kleiner als 1.*

Zum Schluss giebt der Verfasser eine ungemein klare Auseinander-
setzung der Thomson’schen Mecthode der sphirischen Spiege-
lung und entwickelt die damit zusammenhiingenden bekannten Sitze
tiber das Newton’sche Potential im Raume, um dann zu zeigen, wie
mit Hilfe jener Methode auch fiir das logarithmische Potential
in der Ebene die analogen Si#tze sich aufstellen lassen.

Nach dieser Skizzirung des tiberaus reichen und interessanten In-
halts fiibren wir die wenigen Stellen an, die wir entweder etwas anders
gewiinscht hitten oder denen ein offenbarer Irrthum zu Grunde liegt.

Wir haben im Eingang als einen grossen Vorzug des Neumann-
schen Werkes hervorgehoben, dass iiberall die Voraussetzungen und Ein-
schrinkungen genau angegeben werden, denen die aufgestellten Sitze
und Formeln unterliegen. Allein wenn wir nicht irren, so hat der Ver-
fasser dic Giltigkeit einiger S#tze abhiingig gemacht von Voraussetzungen,
die in der That nicht erfiillt zu sein brauchen. Auf diesen Punkt sind
die folgenden Ausstellungen hauptsichlich zuriickzufiihren.

S. 79. Der ,zweite Beweis** scheint nicht ganz correct zu sein.
Derselbe miisste von .der letzten Zeile auf S. 79 incl. an etwa so lauten:

Zerlegen wir das elektrische Gesammtpotential ¥ in zwei Theile:
V=W4 K, indem wir unter  den von den Belegungen der beiden
Grenzflichen des Raumes & herriibrenden Theil verstehen, so ist nach
8) W+ R constant in allen Punkten des schalenférmigen Conductors.
Hieraus folgt (nach einem fritheren Satze, S.47), dass W und L in jenem
Gebiet einzeln constant sind. Ferner ist nach einem Green'schen Satze

[(424), S. 21]:

08 -
a—NdC—-2WM,

wo N die #ussere Normale der Fliche s und M die Summe der Massen
jener beiden Belegungen der Grenzfliche & bezeichnet. In dieser For-
mel ist nun aber die linke Seite =0, weil & in allen Theilen des scha-
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Raume darstellen und weil sie der Zunahme der Fallbeschleunigung nicht .
Rechnung tragen!

Den allgemeinen Ausdruck fiir die Bewegung, welche mit constanter
Beschleunigung vor sich geht, ein unvollkommenes Naturgesetz zu nennen,
weil es Fille giebt, auf die er nicht passt, das nenne ich denn doch die
Begriffe vollig verwirren und eine Wissenschaft, welche gerade durch
die Umsicht ihrer Methode und die Sicherheit ihrer Forschungsresultate
sich vor anderen den Namen der exacten erworben hat, in heilloser
Weise discreditiren.

Beziiglich des iibrigen Inhalts muss ich mich auf Erwiéhnung einiger
der hauptsichlichsten und gefiihrlichsten Verstdsse beschréinken.

8.9, § 12 wird definirt: ,,Elasticitit ist die Eigenschaft eines Kér-
pers, dass er bei Einwirkung #usserer Krifte eine Verlinderung in der
Lage seiner Theile erfihrt, bei nachlassendem Drucke oder Zuge aber
seine Gestalt wieder herstellt.* Nachdem dann erwiihnt ist, dass es voll-
kommen elastische Korper nicht giebt, heisst es weiter: ,,Die voll-
kommenste Elasticitiit zeigen die luftférmigen Korper.*

Diese Korper stellen also am vollkommensten ihre Gestalt wie-
der her?

Im Sinne der Definition (die nur auf feste Kérper passt) sind die
Gase und Fliissigkeiten gar nicht elastisch. Wird ihnen aber Elasticitiit
zugeschrieben, insofern sie ihr Volumen wieder herstellen, dann sind

sie offenbar beide gleich und zwar vollkommen elastisch.

S. 17, § 18 heisst es: Die Krifte, welche Bewegung hervor-
bringen, kénnen momentan oder continuirlich wirken. Als eine
momentan wirkende Kraft kénnen wir den Stoss ansehen,

Eine momentan, d. h. eine unendlich kleine Zeit hindurch wirkende
Kraft kann einem Kéorper eine endliche Geschwindigkeit weder verleihen,
noch entziehen, was doch beim Stoss geschieht. Die Momentankriifte
haben lediglich dic Bedeutung von Fictionen, welche man nach der von
Galilei gegebenen Anmnleitung zum Zwecke theoretischer Speculation
macht, um sie schliesslich (durch den Uebergang zur Grenze) wieder auf-
zugeben. Eine reelle Bedeutung kommt ihnen nicht zu; vielmehr ist es
von héchster Wichtigkeit, den Schiiler zu belehren, dass jede endliche
Wirkung nur in endlicher Zeit zu Stande kommt.

S. 30, § 24 versteigt sich der Verfasser zu einer Berechnung des
Winddrucks auf schief entgegenstehende Flichen, welche er nach zwei
anderen ungliicklich gewdhlten als Beispiel zur Erlduterung der Krifte-
zerlegung anfiihrt. )

Dabei iibersicht-er, dass mit dem Neigungswinkel («) der Fliigel-
ehene gegen die Axe sich zugleich auch die auf die Fliigel treffeude
Luftmasse #ndert und in seinem Sinne die betreffende trigonometrische
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8.231 wird in einer Anmerkung versprochen, die Abmessung des
Leitungswiderstandes in §§ 152 und 153 zu lebren, dieies Versprechen
aber nicht gehalten.

S. 245 steht durchschossen der Lehrsatz: ,Die Stirke zweier:
Strome ist der Tangente des Ablenkungswinkels proportional.*

8. 248 steht der durchachossene Satz: ,,Man erhilt daber die grisste
Wirkung, wenn der Leitungswiderstand in der Batterie gleich dem Lei-
tungswiderstande im Schliessungsbogen ist.*

In dieser Allgemeinheit ausgesprochen ist der Satz falsch, weil er
dem Obm’schen Gesetze widerspricht.

8. 257 meint der Verfasser, dass iiber die praktische Anwendung
des Hughes’schen Drucktelegraphen erst fortgesetzter Gebrauch ent-
scheiden werde. Tm Jahre 1878?

8. 281 wird noch immer gelehrt, dass durch 16 Schwingungen in
der Secunde ein Ton zu Stande komme.

8. 284 wird als Grundton eines Klanges nicht der tiefste, sondern
der stéirkste definirt; die iibrigen Téne werden Nebenténe genannt.

Auf welche Autoritit stiitzt sich hier der Verfasser? Ich diichte,
dass hier Helmholtz massgebend sein sollte und nicht Koppe-Dabhl.

S. 321 findet sich der Heliostat erwidhnt als Planspiegel, dem durch
ein Uhrwerk oder die Hand eine solche Bewegung ertheilt wird, dass er
die Strablen der Sonne immer in der n#mlichen Richtung reflectirt.

Der Handheliostat diirfte dieses wohl nie leisten, bei dem automatisch
wirkenden ist die Stellung des Spiegels das Interessante und zu Er-
klirende.

S. 366 ist als Anmerkung zu dem Titel ,,Polarisation und doppelte
Brechuug* Folgendes zu lesen: ,,Wir handeln biervon nur kurz, da kaum
irgend eine Erscheinung im grossen Haushalte der Natur
oder im gewdhnlichen biirgerlichen Leben bekannt ist, welche
auf der Polarisation oder der doppelten Brechung des Lichtes beruhte.'

Es geht wahrhaftig Nichts iiber diese Gemiithlichkeit ,,im gewshn-
lichen biirgerlichen Leben*‘.

Wir verlangen in Anfangsgriinden der Physik keine weitliufige Be-
handlung der Polarisation und doppelten Brechung, aber ein solches
»Weil* weisen wir zuriick, weil es unwahr ist. In unser gewohnliches
biirgerliches Leben gehort beispielsweise das Saccharimeter.

8. 379 steht die (durch ihre Priicision ausgezeichnete) durchechossene
Erkl&rung: ,,Ist der Gegenstand von der Linse sehr weit entfernt, so
kommt das Bild nahe an den Brennpunkt zu liegen und ist verkleinert.
— Befindet sich dagegen der Gegenstand nahe am Brennpunkte (jedoch
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handlung gereicht. Herr Rotblauf ist seiner Aufgabe weit unbefange-
ner gegeniibergetreten, als wenn er die Gesammtheit der Vorarbeiten
gekannt hitte, welche in #hnlicher Richtung vorgenommen worden sind,
und dieser Unbefangenheit verdanken wir vielleicht manche richtigere
Erkldrung. Wir erwihnen beispielsweise die Uebersetzung (S. 29) der
beriichtigten Stelle von der vollkommenen Zahl. Sie weicht vollstindig
von der durch Martin gegebenen Uebersetzung ab und fiihrt zu einer
durchaus verschiedenen Zahl. Wir sind versucht, in der R.'schen Ueber-
setzung den richtigeren Sinn zu erkennen, wenn auch die Schwierigkeit
der Frage eine rasche Entscheidung ohne griindliche eigene Untersuchung,
zu welcher uns gegen%vltrtig die Zeit fehlt, nicht zulisst. In der Erkli-
rung eines Satzes stimmen ifbrigens Martin und R. iiberein, die dadarch
wohl als gesichert erscheinen diirfte. ,,Die Diagonale eines Quadrates
mit der Seite 5“, heisst es, ,,die rational ist wenn 1, irrational wenn 2
abgeht. Die Meinung sei die, dass 2.5* —1=49 eine Quadratzahl,
2.5? — 2 =148 keine Quadratzahl ist. Aus dieser Stelle geht aber her-.

vor, dass Plato den Niherungswerth /2=, iiber welchen wir uns S. 89
der hist.-lit. Abthlg. dieses Bandes ausgesprochen haben, gekannt haben
kann, dass jedenfalls zwischen der dort angefithrten Proklusstelle und.
pag. 546 des Staates ein Zusammenhang anzunehmen ist. Ob Herr Roth-
lauf (8. 25) in der Erliuterung einer Stelle des Theaetet pag. 147,
wo er irrationale Kubikwurzeln erkennen will, ebenso gliicklich getroffen
" hat, ist uns nicht ganz wahrscheinlich, und auch gegen einige andere
Erkldrungen (8. 51, 8. 52 Citat 6, S. 64) ist uns eine Polemik denkbar,
auf welche wir uns aber hier nicht einlassen gochten. Wir wollen viel-
mehr durch diese Aeusserungen nur einestheils zeigen, dass wir die Schrift
mebr als nur einmal, oder gar als nur fliichtig durchlesen haben, und
anderntheils dass wir die Schwierigkeit mancher behandelten Gegenstiinde
vollauf anerkennen. Im Allgemeinen diirfte der Leser durch”die mund-
gerechten deutschen Uebersetzungen des Verfassers sehr angenehm beriihrt
werden und der ganzen Schrift den doppelten Eindruck entnehmen, dass
Plato in der That, auch wenn nicht iiberméssig viele Erfindungen ihm
unmittelbar zugeschrieben werden, eine hohe Rolle in der Geschichte der
griechischen Mathematik gespielt hat und dass Herr Rothlauf mit den
platonischen Schriften so wohl vertraut ist,"dass man ihm nur dafér dan-
ken kann, die miihselige Arbeit dieser Zusammenstellung auf sich ge-
nommen zu haben, welche den meisten mathematischen Benutzern schon
durch den Umstand sympathischer als die von Blass sein wird, dass
Letzterer sich allenthalben mit dem Abdrucke des griechischen 'Textes
begntigt und dadurch ebenso, wie durch die lateinische Sprache der gan-
zen Abhandlung sich mehr an Philologen gewandt zu haben scheint.

CaxToOR.
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