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Von den Fusspunktlinien.
Von Dr. Fraxz Werzie in Leipzig.

(Zweiter Artikel.)

IIL. Beziehungen zwischen den Flicheninhalten von Fusspunktlinien
.derselben Basis von verschiedenen Polen aus.

> 1.

Steiner hat in der Abhandlung: ,,Vom Kriimmungsschwerpunkt ebe-
ner Curven*‘ (Crelle’s Journal, Bd.21) folgenden merkwiirdigen Satz auf
geometrischem Wege bewiesen :

nUnter allen Fusspunktlinien einer gegebenen geschlossenen und iiberall
convexen Curve hat diejenige den kleinsten Inhalt, welche dem Kriimmungs-
schwerpunkt entspricht. (Krtimmungsschwerpunkt ist der Schwerpunkt einer
Curve, deren Belastung umgekehrt proportional dem Kriimmungshalbmesser
vertheilt ist.) Der Inhalt der Fusspunktlinie fiir einen beliebigen Pol ist
gleich djesem Minimalinhalt, vermehrt um die halbe Kreisfliche, welche
den Abstand dieses Pols vom Kriimmungsschwerpunkt zum Halbmesser hat.
8ind n geschlossene und iiberall convexe Curven gegeben, so ist der Schwer-
punkt ihrer Kriimmuungsschwerpunkte Minimumpol, und wird die Summe
der Inhalte in Bezug auf einen anderen Pol um die nfache halbe Kreis-
fliche tibertroffen, welche den Abstand beider Pole zum Halbmesser hat.
Der Ort des Pols fiir constanten Flécheninhalt ist also ein Kreis, dessen
Mittelpunkt der Minimumpol ist.* Raabe hat (Crelle’s Journal, Bd. 50) ana-
lytisch gezeigt, dass fir eine nicht geschlossene Curve der Ort des Pols fur
constanten Flidcheninhalt eine Ellipse ist.

Um diesen Siitzen eine allgemeine Ausdehnung ayf beliebige Curven
zu geben, ist nothig, das Vorzeichen des Kriimmungshalbmessers auf eine
von der Lage des Pols und tiberhaupt des Coordinatensystems unabhingige
Weise zu bestimmen.

Zeitschrint f. Mathematik u. Physik. V. 1
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Lisst man eine Gerade an einer Curve sich bertihrend fortbewegen,
welche Bewegung man als eine Drehung mit stetiger Ver#inderung des

Drehpunktes ansehen kann, so ist die Richtung dieser Drehung stets die- -

selbe, so nge diezCurve keinen Wendepunkt hat; geht aber die Kriim-
mung der &w@&nn&, einen Wendepunkt in die entgegengesetzte iiber, so
wird auch ‘die, Drehungsrichtung der Beriihrenden die entgegengesetzte.
Der Kriimmungshalbmesser soll daher positiv oder negativ genommen wer-
den, je nachdem die Drehung’ der Beriihrenden in positiver oder negativer
Richtung erfolgt. Da hiernach das Vorzeichen der Kriimmung eines Cur-
venstiickes 4 B davon abhi#ngt, ob man die Beriihrende ihren Weg von 4
nach B oder von B nach 4 machen ldsst, so soll stets der Punkt als An-

fangspunkt genommen werden, fiir den die Gesammtdrehung der Berih-’

renden bei ihrer Fortbewegung bis zum Endpunkte eine positive ist.

"Die Drehung des Vectors der Fusspunktlinie stimmt nun nach Grésse
und Richtung mit der der Beriihrenden der Basis iiberein, da er auf dieser
senkrecht steht. Mithin bewegt sich der Vector der Fusspunktlinie immer
parallel dem Kriimmungshalbmesser der Basis, und ist daher das Winkel-

differential dg, der Fusspunktlinie gleich dem Contingenzwinkel der Basis

i’-". Da nun hier ds, stets positiv zu nehmen ist. so gilt auch dem Vorzeichen

@
nach die Gleichung

ds
do, =—.
L4 P
Dieselbe folgt auch direct aus Gleichung 1) des §.5, wenn man statt de,

d
einfithrt ds,== r:'n?’ und die andere Vorzeichenbestimmung von ¢, und

ds, beriicksichtigt.

8.

Vom Minimumpol einer Linie.

Es wird zuniéchst als Basis eine Linie vorausgesetzt, die ihre Richtung
nicht sprungweise #ndert, also keine Ecken hat.

Sei df,=1rl!dg, ein Flichenelement der Basis vom Pol O aus,
df) = }r,/*de, das iiber demselben Bogenelement ds, stehende Flichen-
element vom Pol 0’ ans, wo ry und ¢, Vector und Anomalie der Basis vom
Pol 0’ aus bezeichnen, so verhalten sich beide Flichenelemente zu einan-
der wie ihre Héohen, also wie ihre senkrechten Abstinde von der Bertihren-
den der Basis, d. i. wie die Vectoren r, und r,” der Fusspunktlinien der Basis
von den Polen 0 wnd 0’ aus, also

dfy:dfy =r :r/.

Seien df, und df," die zugehérigen Flichenelemente der Fusspunktlinien

von O und O’ ‘aus, so ist .
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afy = &rl' do,,
afy =}rl"d9’n

() =37
a) =af’

Es ist also das Quadrat des Verhiiltnisses zweier zu demselben Bogen-
element gehiriger Flichendifferentiale der Basis aus zwei verschiedenen
Polen gleich dem einfachen Verhiltniss der zugehorlgen Flichendifferentiale
der beiden Fusspunktlinien.

Der Flicheninhalt der Fusspunktlinien erhidlt positiven oder negativen
Zuwachs, je nachdem die Berilhrende der Basis sich in positiver oder ne-
gativer Richtung dreht.

Seien non « und y die rechtwinkligen Coordinaten des Poles 0° in Be-
zug auf 0, so ist
‘ r) =r,— xcosp, —y sing,,

woraus folgt

daber .
2df, = (r,—x cos@p, — y sing,)* d g, .

Entspreche dem Anfangspunkte der Basis ¢, = y und dem Endpunkte
¢, =46, wo, wie schon gesagt, als Anfangspunkt der Punkt zu nehmen ist,
fir welchen die Gesammtdrehung der Beriihrenden eine positive ist, so
erhiilt man durch Integration von ¢,==y bis ¢, = § die Summe f," der vom
Vector r,’ iiberstrichenen Flichenelemente. Es sei ferner f, die Summe der
vom parallelen Vector r, tiberstrichenen Flichenelemente, also der Flichen-
inhalt der Fusspunktlinie vom Pol O aus. Es sind nun folgende Fille zu
unterscheiden:

1) Die Basis hat keinen Wendepunkt und lésst sich keine Beriihrende
vom Pol 0 an sie legen. Wenn man die Integration

:

%fdf" =J(r, —xcosp, — y sing,)t do,
. y r .
ausfiihrt, so erhilt man die Gleichung

:) 3

2f, =2f, ——23:/1‘. cos @, d¢—2yj;‘, sing, do,
Y Y
1)9 +§(3_7+i'i26_2_.3ﬂ7 (cos26—cos:ey)
$in2§ -—sin2
o=y )

Die Differenz § -y ist dasselbe als die Grésse der Drehung der Beriihren-
den bei ihrer Fortbewegung vom Anfangs- bis zum Endpunkte der Basis.

2) Die Basis hat einen Wendepunkt; es ldsst sich kelne Beriihrende

vom Pol O an sie legen. Entspreche dann dem Wendepunkte ¢, == a, 40
1%
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kehrt von diesem Punkte an, welcher eine Spitze der Fusspunktlinie ist,
ihr Vector in entgegengesetzter Richtung zurtick. Daher hat man, je nach-
-dem die Anfangsdrehung der Beriihrenden der Basis negativ oder posi-

tiv ist,
9 « 3
2fl’=_ﬁl,’dq’l+ r tdo, =f'l"d¢1+ rtdo,,
a « y «
oder .
‘ « a a 3
2f1'=_‘/;1"dq" —f'l"d¢:= r'tde, + | r'tdy,. .
7 r «

Daraus folgt, dass durch Ausfithrung der Integration man eine Gleichung
erhiilt, die sich von 1) nur dadurch unterscheidet, dass an die Stelle von

3
cos cos
./;‘ m:‘d% trlttﬁ, m:’d + r,mq"
4

3) Die Basis hat keinen Wendepunkt; es lisst sich vom Pol O eine
Bertihrende an sie legen. Entspreche dann dem Beriihrungspunkte ¢, = f,
so hat man, weil die Fusspunktlinie durch den Pol O geht und in diesem
senkrecht auf der Beriihrenden der Basis steht,

2x+4+8

2f)=[r %do,+ [r do,.

Y +=x
2x 43

Fitbrt man die Integration aus, so ist wie oben j rtde, + J;-,' do, der
7 w+p
doppelte Fldcheninhalt 2/, der Fusspunktlinie von 0 aus. An die Stelle von
8 2x+8

> ® o8
frism%d ®, tntt'/':smq,’ d¢,+ﬁ,mw’d @43
14

an die Stelle von § —y tritt
p—r+@r+8—(B+a)=n+3—y,
was wieder die Grisse der Drehung der Beriihrenden der Basis ist, und
- statt sin 28 — sin 2y kommt
sin2f — sin2y — sin (4m + 28) — sin 2B + 2 n) =sin 26 —sin 2y;
es bleibt also diese Differenz ebenso wie cos 28 — cos 2y ungeilindert.

4) Hat die Basis einen Wendepunkt und 14sst sich vom Pol 0 aus eine
Bertihrende an sie legen, so gilt das fiir den zweiten und dritten Fall Ge-
sagte.

Die Gleichung 1) ist daher allgemein giltig, wenn man unter § —y
die Grosse der Drehung der Bertihrenden der Basis bei ihrer Fortbeweg-
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ung vom Anfangs- bis zum Endpunkte versteht, und man die Integrale
3 i .

f Ty ::: ::: dg, auf die angegebene Weise bildet. Unter dieser Voraus-
7

setzung sei
(4

8
‘/.r, cos p,dep, =P, J;', sing,dp, =0,

4 14
wo daher P und 0 Functionen von y und & sind. Ferner sei der Drehungs-
winkel der Berilbrenden = z, so ist zu setzen
8in28 —sin2y
2
M_;_M:——m' . 8n (f+ 27).

Fiihrt man diese Grissen in die Gleichung 1) ein, so erh#lt man:

==sinz. cos (v + 27)

2fy =2f, —22P—2y0+ §[1 =+ sint cos (z 4 27)]
2) :
+ %‘[‘t-—'ﬂ'ﬂ‘l cos (v 2y)] + =y sinc sin (v 4 29);

wo der Anfangswerth y 8o zu'nehmen ist, dass ¢ positiv ausfallt.

Setzt man y =0, d. h. nimmt man die Senkrechte auf die Beriihrende
des Anfangspunktes als Nulllinie, so wird

4(ff—fi)=—4Pz—4Qy + 2* (v + sint cost)
+ y* (s — sinz cos 1) + 2zy sin*z.
Es sind nun die beiden Fille :+>>0 und r =0 zu unterscheiden. Sei
t>0.

Um dann die Gleichung 3) auf ihre einfachste Gestalt zu bringen, drehe

3)

man die Nulllinie um -;—, wo sie dann senkrecht auf der Halbirungslinie

des von den Bertthrenden des Anfangs- und Endpunktes der Basis einge-
schlossenen Winkels s steht, und verschiebe dann das Coordinatensystem
poerallel um die Grdesen

T T
Pcos — sin —
2 + 0 2

g=2 T+ sinz ’
QOcos S psinl
2 2
h=2 — ,
4 - szt
setze also, wenn 2’ und y die Coordinaten des Pols 0’ in Beaug auf das
neue Coordinatensystem bezeichnen,
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x=(x’+g)cos—;——(y’+h)sin%, i
y = (x"+g) sin %—(y'+h)cos-;-;
s0 erhilt man:

4(ff—f)=2a" (v + sint) + y'* (v — sin1)
4) t(P'-f- Q’)—smtcost(P’—Q')—— 2P0sm'
Tt —sinty
Diese Gleichung hat aber eine geometrische Bedeutung. Es wird
némlich der Inhalt £/, der dem Pol («, y) entspricht, dn‘ge-
stellt durch die zu ',y gehorige dritte rechtwmkhge Co-
ordinate eines elliptischen Paraboloids, dessen Scheitel
senkrecht iiber dem Coordinatenanfang liegt und dessen
Achse diese dritte Coordinatenachse ist: Der jetzige Coordina-
tenanfang ist daher Minimumpol; seine Coordinaten in Bezug auf das Co-
ordinatensystem in Gleichung 2) folgen fiir 2’ =y =0

x::gcos; — b sin — 2!
y.—:—.ga’n% + & cos -2—,
di., wenn man die Werthe von ¢ und % einsetzt,
- 2P(t—-sintcos:r).— 0 sin'y
5) ©* — sintz
0 (z + sinz cost) — Psin'z
T —sintt i
. und ist die Grosse des zugehsrigen Minimalinhaltes gleich der Coordinate
des Seheitels, d. i..
6) fi'min = fo — v (P* 4 Q%) — sinsg cost (P*— Q) —2PQ sm’
1w T—sin*t

’

y=2=2

Es wird daher die Inhaltszunahme

£ —min. =1,
welehe beim Uebergange vom Minimumpol im Coordinatenanfang zu einem
Pol mit den rechtwinkligen Coordinaten a”, y’ in Bezug auf die Senkrechte
auf die Halbirungslinie von ¢ als Nulllinie eintritt, durch die Gleichung
eines elliptischen Para.boloi«lis

7) 4z=2x" (v + sinz) + y"* (x+ — sint)

dargestellt. '

Hieran kniipfen sich folgende Betrachtungen
1) Es bestebe zwischen 2" und y die Gleichung

=],

8o kann man die Gleichung 7) auf die Form bringen
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8) 4z=(a+y"* [r + :,-—t-—::: s:'nr] —:Ta_—:% sin 13
d. h. ,

Bewegt sich der Pol auf einer Ellipse oder Hyper-
bel, deren Mittelpunkt der Minimumpol ist und de-
ren Axen die von den Beriihrenden des Anfangs- und
Endpunktes der Basis eingeschlossenen Winkel hal-
biren, 8o ist die um eine Constante vermehrte oder
verminderte Inhaltszunahme proportional dem Qua-
drat der Entfernung des Pols vom Minimumpol.

Die Inhaltszunahme wird dann dargestellt durch die dritte Coordinate
einer doppelt gekrtimmten Linie, welche der Durchschnitt eines elliptischen
oder hyperbolischen Cylinders mit dem elliptischen Parabeloid ist.

Fiir die gleichseitige Hyperbel z. B. vereinfacht sich die Gleichung 8)
in die folgende:

4z== (a4 y"?) v+ o sin<.
Fiir den Kreis allein gilt obiger S8atz nicht, Fiir diesen erbilt man, wenn

man y*=—b? (l —%,—.) einfiihrt und dann a =1b setzt,
4z==d'tr 4 (z*—y"*) sinv.

2) Lisst man in Gleichung 8) die Constante, d. l;ib;
so geht der Kegelschnitt in zwei gegen die Senkrechte zur Halbirungslinie
von ¢ symmetrisch liegende Gerade iiber; ihr Neigungswinkel gegen die-

selbe sei + 8, so hat man
4z= (2" + y*) (v + sinz cos2f),

verschwinden,

woraus fiir == -E- folgt :

sr=(2"+y")r,
d. h.
Bewegt sich der Pol auf einer der beiden gegen die
Halbirungslinie von s um 45° geneigten Geraden, so
ist die Inhaltszunahme gleich dem halben mit der
Entfernung vom Minimumpol und mit 5 als Centri-
winkel beschriebenen Kreissector.

3) Besteht zwischen den Halbachsen des Kegelschnittes die Gleichung

@0 sing’
welche wegen ¢ > sinz nur eine Ellipse erfilllen kann, so ist die Inhaltszu-
nahme constant, nkimlich
4z 2a*b*
a4 b*
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Fir jeden Punkt einer solchen Ellipse ibertrifft also der
Inhalt den Minimalinhalt um den halben, mit dem mittleren
(d.i. das Axenkreuz halbirenden) Vector der Ellipse als Habmes-
ser and den Drehungswinkel der Bertihrenden als Centri-
winkel beschriebenen Kreissector. Diese Ellipsen sind die Durch-
schnitte einer der zy- Ebene parallelen Ebene mit dem elliptischen Para-
boloid.

4) Sei 1 oin Vielfaches von =, etwa v = m =, so folgt:

: 4z = (24 y'*) mn.
Es ist dann die Inhaltszunahme gleich der mit der Ent-
fernung des Pols von dem Minimumpol beschriebenen hal-
ben Kreisfliche, soviel mal genommen, als die Berithrende
der Basis Umdrehungen gemacht hat.

Hierin liegt fir m =2 der oben genannte Steiner'sche Sats.

5) Reducirt man Gleichung 5) auf P und 0, so erhiilt man:

2P =2 (v + sinz cost) + y sin*z
‘ ‘20 ==z sin*t+y (v — sinz cost),
woraus fiir & = y =0 folgt
P=0, 0=0;
d. h. fiir die dem Minimumpol entsprechende Fusapunktllme verschwinden
die Integrale P und 0.
In dem besonderen Falle
g =0
ergiebt die Gleichung 3)
. =fi—Px—0y.

Wenn also die Gesammtdrehung der Beriihrenden Null ist — wie bei
einer fformigen Curve, deren Beriihrenden im Anfangs- und Endpunkte
einander parallel sind — , so héngt f,” auf lineare Weise von = und y ab
und wird also durch die dritte zu = und y gehdrige Coordinate einer Ebene
dargestellt. Es giebt daher dann kein Minimum des Flécheninhalts im bis-

herigen Sinne. Der Ort des Pols fiir constanten Flicheninhalt

sind parallele Gerade, und unter diesen giebt es eine, fir
welche der Inhalt gleich Null ist, welche die Gleichung hat
l=£w+2y.
1 fi

9.

Vom Minimumpole mehrerer Linien.

Die Resultate des vorigen §. lassen sich leicht auf den allgemeinen
Fall ausdehnen, dass beliebig viel getrennte Curvenstiicke als Basis gege-
ben sind. Werde durch das Zeichen.Z die tiber alle einzelnen Curven und
deren Fusspunktlinien auszudehnende Summation bezeichnet, so ist
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3
22 dﬁ'=2/(rl—xcos¢, —ysing,)do,,

4 14
und folgt hierans durch Integration
. Ve Eff—2f)=—4xZP—ay X0
+ 2 Z[r+sinvcos (v4 2y)] +y* Z[v -— sine cos(:-l-zy)}
+2xy Zsinvy sin (v 4 29);
Hierin bedeutet also Zf,” die Summe der Flicheninhalte der Fusspunktli-
nien vom Pol 0" aus, Zf, die der Fusspunktlinien vom Pol und Coordina-
tenanfang O aus.
Um dieser Gleichung ihre einfachste Gestalt zu geben, drehe man die
Nulllinie um einen Winkel @ und verschiebe dann das Coordinatensystem
parallel um g und %, welche Grissen gegeben sind durch die Gleichungen

__Zsing sin (v4 27)
fan2e = snt cos(z+2y)’
n¥mlich
3 co'2m=27mtco;l(t+21’)"
n’n2w=£m'“;(t+27),

wo zur Abkfirzung gesetzt ist
R=}/Z* sinz sin (s +2y) + Z* sinz cos (v + 27);

ferner
=2cos‘m EP+sinn 20
3) Zt+ R !
e 2 5050 20— sino TP
Zt—R !

Alsdann hat man in Gleichung 1) einzusetaen
z=(a'4g)cosw — (y'+h) sinw,
y= (=’ 4 9) sinw + (y'+ &) cosm,
wo z’ und y’ die Coordinaten des Pols ' in Bezug auf das neue Coordina-
tensystem bezeichnen. Man erbilt
4(Zfy— Zf)=a*(Zs+R)+y* (S —R)
1) 3_ Zx (L‘P+Z‘Q)—thco: (v4-2y)(Z2P—2*Q) —2Z sin <z sin (142y) ZP 20
Z*t— Rt
Es sind nun die Fille 25> R und 27 < R zu unterscheiden.
Sei zuerst € 7> R.
Diese Bedingung wird allemal dann erfiillt, wenn man die Anfangspunkte
jedes Curvenstiickes so nimmt, dass jedes ¢ positiv ist. Denn den Aus-
druck

Rt = Z*sins sin (v + 27) + Z*sinz cos (z 4 3y)
kann man, wenn man die Quadraten der Summen wirklich bildet, anch auf
die Form bringen
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R = Zsin't 422 sinty sinty . cos [(tm + 2ym) — (va + 27a)},
wo fiir 7, und r, und die zugehorigen y. und y, alle moglichen Combina-
“tionen je zweier verschiedeneu Werthe von 7,, und 7., y» und y, zu setzen
sind. Es ist aber )
2rsing = X 8in’t + 2 X $iN Tay SiN Ty,
daher, wenn man jedes v <, also sinz > 0 voraussetst,
R 2 sine,
R L X sins,
und um 8o mehr .
: RL2n.
Denkt man sich nun 7,, um n vermehrt, so bleibt das Glied
§in Ty o $in Ty CO8 [(Tw 4 27m) — (Tn + 27a)]
auch im Vorzeichen ungedindert, aber X't wichst um x. Daher gilt die
Ungleichung
Ry
fiir alle positiven .
Dann wird, ganz wie im vorigen §., die Summe der Inhalte
Zf/ dargestellt durch die zu 2’,y gehdrige dritte Coordinate
eines elliptischen Paraboloids, dessen Seheitel senkrecht
tiber dem Coordinatenanfang liegt und dessen Axe die dritte
Coordinatenaxe ist. Der jetzige Coordinatenanfang ist daher Mini-
mumpol, dessen Coordinaten in Bezug auf das alte Coordinatensystem
(auf dessen Anfang sich Zf, bezieht) fir z'= y'==0 folgen
x=g cosw — h sin 0,
y=gsinw+ kcoso,
wofiir man durch Einsetzung der Werthe von g, &, sinm, eosw aus den
Gleichungen 2) und 3) erhilt
_ EP [Z7— Z sint cos (s 4 2y)] — Z0Q. Ssinx sin (t+2y)
5) - 2 —Rt
_ ZQ [Zz4 Zsinzcos (v 4+ 2y)] — ZPZ.‘smt sin (v 4 27)
y=2 2y —R
Die Grosse der memalsnmme der Flicheninbalte, dargestellt durch die
Ordinate des Scheitels, ergiebt sich aus Gleichung 4) fiir £’ =y =0

6) . Bwinfy = Zf,—
Bt (P4 2*Q)— Zsing cos (1+2y) (ZP— 2 0)—2 Zsin v sin (v42y) Z.‘PZO
't — R

Es wird daher die Inhaltszunahme
2= 2f— Zin. f\’s
die beim Uebergange vom Minimumpole im Coordinatenanfang zu einem
Pole («',y") eintritt, dargestellt durch die dritte Coordinate jenes ellipti-
schen Paraboloids von der Gleichung
7 4z==g"*(Zt+ R)+y* (S — R);
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ArAns nanns

Hieraus ergeben sich nun ganz dieselben Folgerungen, wie im vorigen §.,
man hat nur ¢ mit 2+ und sins mit R zu vertauschen.

1) Betzt man -
“t't y’.
T p=n
so erhiilt man aus Gleichung 7)
1 e
8) sz =+ (Bt Gt B) — 220k,

d. b.

Bewegt sich der Pol auf einem centralen Kegel-
schnitt — den Kreis allein ausgenommen —, dessen Mittel-
punkt der Minimumpol ist, und dessen Axenkreus
die durch Gleichung 2) bestimmte Lage hat, so ist
die um eine Constante verénderte Zunahme dex
Summe der Fldcheninhalte proportional dem Qua-
drate der Entfernung des Pols vom Minimumpol.

2) Bewegt sich der Pol auf einer gegen die Axe der 2’ um + f§ ger
neigten durch den Minimumpol gehenden Geraden, so verschwindet die
Constante und wird '

4z= (a4 y*) (Sv+ Rcos2f);
Bewegt sich daher der Pol auf einer unter 45° geneigten Geraden, so ist
die Inhaltszunabhme gleich .den halben mit der Entfernung vom Minimumpol
und der Summe der Drehungswinkel derBeriihrenden beschriebenen Kreis-
sector.

3) Die Inhaltszunahme bleibt constant, wenn sich der Pol auf einer
Ellipse bewegt, zwischen deren Halbachsen die Relation

at 40 P

-t R
stattfindet und ist dieser constante Werth
b
@

also die Hilfte des mit dem das Axenkreuz halbirenden Halbmesser der
Ellipse und der Summe der Drehungswinkel der Berithrenden beschriebe-
nen Kreissectors.

4) Es bestehe die Basis aus m Curvenstucken fir welohe die Bertih-
renden der Anfangspunkte einander parallel und die Winkel = dieselben
gind, 80 wird R = m sint, 1= m .t und erhilt man

T
0= -E )
4z=m [z (v 4 sint) + y* (v — sinz)).
Die Axen der &',y sind also in diesem Falle parallel mit denen fiir ein
einziges dieser Curvenstiicke, und ist die Zunahme der Inhaltssumme beim
Uebergange vom Minimumpole aller m Curven zu einem andern Polegleich
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der m fachen Inhaltszunahme fiir eines der Curvenstiicke beim Uebergange
von seinem Minimumpol zu einem andern, dessen Entfernung gleich und
parallel ist der des vorigen Pols vom Gesammtminimumpol.

5) Seien endlich als Basis lauter Curvenstiicke gegeben, deren jedes-
zwischen zwei parallelen Tangenten liegt — worin der Fall geschlossener
Curven mit enthalten ist —, 8o ist jedes r ein gangzes Vielfaches von z. Sei
daher 2t = g . =, so folgt aus Gleichung 7)

4z= (2" y") pun.
Der Ort des constanten Fliécheninhaltes ist dann ein Kreis und die Summe

der Inhaltszunahmen das %fache der mit der Entfernung des Pols vom Mi-

nimumpol beschriebenen Kreisfliiche.

6) Driickt man die Integralsumme 2 Pund ZQ durch die Coordinaten
des Minimumpols aus, so erh&lt man

2ZP=2a[Zs 4 Zsinz cos (v + 2y)] 4+ y Ssinz sin (v + 27),
220 =gz Zsins sin (s+29) + y [Zv — Zsinz cos (z +27)];

woraus, wenn man x == y==0 getzt, der Satz folgt: )

Ftir die Fusspunktlinien der gegebenen Basen in Bezug auf ihren Mi-
nimumpol verschwinden die Integralsumme X P und 0.

Im zweiten Falle

Zs <R
geht die Gleichung 7) in die eines hyperbolischen Paraboloids
 4z=Z*(R+ Zt)—y*(R—Z1)

tiber. Daher giebt es dann keinen Minimumpol, aber dem jetzigen Coor-
dinatenanfang, d. i. dem durch die Gleichungen 2) und 3) bestimmten Pol,
+ kommen ganz dieselben oder doch analoge Eigenschaften zu, wie dem Mi-
nimumpol im vorigen Falle. Er werde der Hauptpol genannt und der
ibm entsprechende Inhalt der Hauptinhalt. Die Eigenthiimlichkeit des
hyperbolischen Paraboloids bedingt einige hervorzuhebende Unterschiede
gegen den vorigen Fall. Der Art constanten Flicheninhaltes sind gwei
8ysteme von Hyperbeln (die Durchschnitte von der «'y- Ebene parallelen
Ebenen mit dem Paraboloid), deren gleiche Achsen bei entgegengesetst
gleicher Zunahme der Fliécheninhaltssumme senkrecht auf einander stehen.
Den Uebergang zwischen beiden Systemen bilden zwei durch den Haupt-
pol gehende Gerade, in denen das Paraboloid die Ebene der z'y’ schneidet,
fir welche der Inhalt gleich dem Hauptinhalte ist. Ferner giebt es dann
zwei gegen die z'- Achse symmetrisch liegende Systeme obiger zwei Gera-
den paralleler Geraden (die Projectionen der auf dem Paraboloid méglichen
Geraden), fiir welche die Inhaltszunahme proportional ist der Entfernung
des Pols von dem Punkt der Geraden, dem ein Inhalt gleich dem Haupt-
inhalt zukommt, d. i. von ihrem Durchschnitt mit der Geraden, welcher der
Hauptinhalt entspricht.

Endlich werde noch der Fall
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Zt=R
erwihnt. Alsdann geht die Gleichung 1) durch Drehung der Nullhme um
den durch Gleichung 2) bestimmten Winkel und durch parallele Verschie-
bung der Achse der y um
__coswXP + sin mZ.'O
R

tiber in
2(Zf, — 2f,) =Ra'*— 2y (cos @ 20 — sin 0 ZP)
(cos 0 ZP + sin 0 Z0)*
wo fiir cos w und sin @ ihre durch Gleichung 2) bestimmten Werthe efnzu-
setzen sind. Die Inhaltszunahme wird also dann durch die dritte Coordi-
nate eines parabolischen Cylinders dargestellt, und lassen sich hieran
#hnliche Folgerungen kniipfen, wie in den vorigen Fillen.

Die Formeln dieses Paragraphen reduciren sich auf die des vorigen,
wenn die Basis aus verschiedenen Curven besteht, die sich bertthrend an
einander schliessen; denn dann schliessen sich auch ihre Fusspunktlinien
berithrend an einander an, und ist daher die Basis als eine einzige Linie
zu betrachten, fiir welche die Formeln des vorigen Paragraphen gelten,
wenn man unter ¢ die Gesammtdrehung der Beriihrenden der Basis und
unter P und Q0 die Summe der fiir die einzelnen Curven gebildeten Inte-
grale versteht. Man tiberzeugt sich auch leicht davon, wenn man die Sum-
mation nach Gleichung 1) des vorigen Paragraphen bildet und dann jedes
8 gleich dem folgenden y setzt. Man kann diese Betrachtungsweise aber
anch auf den Fall ausdehnen, dass die Curvenstticke unter beliebigen Win-
keln an einander stossen, also Ecken bilden. Man denke sich némlich

‘die beiden Curvenstticke durch einen Kreis von verschwindend kleinem

Halbmesser beriihrend verbunden, dessen Centriwinkel daher gleich dem
Winkel ist, um den die Bertihrende ihre Richtung plétzlich &ndert, so
werden die entsprechenden Fusspunktlinien beriihrend verbunden durch
einen Kreisbogen, der die Mitte der Verbindungslinie des Pols mit der
Ecke als Mittelpunkt hat und durch letstere geht. Eine Basis mit Ecken
kann man also hinsichtlich ibrer Fusspunktlinien auf zwei Arten betrach-
ten. Entweder lisst man die Beriihrende an den Ecken ihre Richtung
sprungweise éndern und unterbricht nicht die Bewegung ihres Drehpunktes,
wo man dann-eine aus getrennten Stiicken bestehende Fusspunktlinie er-
hilt, oder man denkt sich die Bewegung des Drehpunktes der Beriihren-
den unterbrochen und lisst die Beriihrende ihre Richtung stetig #ndern,
wo dann die vorhin getrennten Stiicke der Fusspunktlinie durch Kreis-
bbgen, welche als Fusspunktlinien der Ecken zu betrachten sind, berithrend
verbunden werden. Die Lage des Minimumpols ist natiirlich in beiden

Fillen eine verschiedene.
(Schluu im nlichaten Heft)
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Ueber die Festigkeit einer am Rande aufgeldtheten
kreisformigen Platte. .

Von Dr. Gustav Zenruss,
Privatdocent in Heidelberg.

Wenn man einen Korper iiber gewisse Grenzen ausdehnt oder zusam-
menpresst, so verliert er seinen Zusammenhang, und man sagt, dass die
Greuzen der Festigkeit bei der Form#inderung tiberschritten worden seien.
Innerhalb gewisser Grenzen ist jeder Korper elastisch, wenn auch nahe der
Festigkeitsgrenze der Elasticitiitsmodul nicht mehr constant, sondern va-
riabel ist nach der Stiirke der bereits erfolgten Ausdehnung oder Zusam-
mendriickung. Diese Veréinderungen der Elasticititsverhiltnisse bei zu-
nehmender Forméinderung pflegt man in der Lehre von der Festigkeit zu
vernachlissigen, weil unsere dermalige Kenntniss der Molekularwirkungen
noch nicht weit genug gediehen ist. In der Ausiibung pflegt man deshalb
einen mittleren innerhalb der Elasticititsgrenzen liegenden Modul anzuneh-
men, was von keinem erheblichen Nachtheile ist, weil man meist durch Ver-
stirkung der sogenannten theoretischen Dimensionen der riicksichtlich ih-
rer Festigkeit zu verwendenden Korper eine mehrfache Sicherheit zu ge-
wiihren pflegt. . Von diesem Gesichtspunkte ausgehend, soll in gegenwitr-
tigem Aufsatze die Festigkeit einer ebenen kreisférmigen Platte ermittelt
werden. Es ist jedoch néthig, zuvor einen Satz aus der Lehre von der
Elasticitit anzufiihren, welchen Cauchy in den Exercices de Mathématiques
als eine Art von Hypothese aufgestellt hat. '

Man denke sich aus einem elastischen Stoffe ein Parallelepiped ge-
schnitten, dessen Seitenkanten gleich /,, l,, I, Wird auf eine Seitenfliche,
z.B. I, I, parallel der Kante /, per Flicheneinheit eine kleine Zug- oder
Druckkraft 4, ausgelibt, so entsteht eine kleine Verlingerung der Kante J,
(Verkiirzungen werden als negative Dilatationen angesehen), zugleich aber
eine Verminderung des Querschnittes, welche jedoch beide mit 4, propor-
tional sind. Es seien ¢ und & constante von der Natur der. elastischen Sub-

.
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Al

stang abhiingige Erfahrungscoefficienten, so sind, nachdem die Kraft 4, ge-
wirkt hat, die Kanten /,, /,, /, der Reihe nach zu
L(l+ed); (1 —d4,); ,(1—E4,)
geworden, vorausgesetzt, dass der Korper ein isotropes Medium darstellt,
widrigenfalls noch eine dritte Constante ¢” in Anwendung zu bringen wiire
Wird nun ebenso parallel der Kante /, eine Zugkraft 4, angebracht, so
werden dieselben drei Kanten, unter Vernachliissigung der kleinen Griissen
aweiter Ordnung beziehungsweise zu .
h(Qtsd—c4y); (1 — 64 +84y); 1, (1 — 4, — €' 4),
und endlich sind deren Werthe in Folge einer gleichzeitig parallel der
Kante /, wirkenden Kraft 4, gleich
L4 ed,—sd, —¢ 4,),
L(Q—ed,+edy—e'4y), |
Lh(l—ed,—&4y+ e 4,).
Die Dilationen §,, &, 6; von /,, /,, /; sind demnach
8, =1, {e4, —&(4+ 4,)],
I) ?52 =1 [s4y— & (41 + 4,)],
Oy ==l [e4y—& (4 + 4,)].

Wiren [y, h, I, urspriinglich gleich 1 gewesen, so wiirden 4, 8,, §, die
linearen Dilatationen der Liingeneinheiten der drei Kanten darstellen. Be-
zeichnen wir sie in diesem Falle durch 1,, 1,, 4,, so entsteht

M=cd, — ¢ (4 + 4,),
;a.= tdy— € (4 + 4y),
h=cedy—&(4,+ Aa)‘f

1)

Hieraus folgt, wenn wir

e . e+ ¢ ,
1) e‘—2s"—3se'=5’ e‘—2z"——3u"=K
setzen:
A=K+ K (b + 1),
2) ;A, =K, + K’(l, +14,),
Ay=Kiy+ K (A +4),

welches die Cauchy 'schen Formeln zur Berechnung der Krifte mit den
Dilatationen sind. Es mbge dabei X der Longitudinal-, &’ der Lateral-
Elasticitdtscoefficient genannt worden, letzteres wegen der gleichzeitigen
lateralen Conpression, welche wegfillt, sobald man ¢'=0 annimmt. Es ist
mir nicht bekannt, dass Jemand eine Anwendung der lateralen Elasticitits-
coefficienten, welche nach meinen Versuchen bei einigen lockeren Stoffen,
z. B. bei Korkholz, gegen die longitudinalen sehr klein sind, auf die Lehre
von der Festigkeit gemacht hiitte. Nicht minder beschrénkt sich diese
Lehre nach ihrem jetzigen Standpunkte meines Wissens nur auf die Theorie
der Stibe und Stabverbindungen, die nur in einer Hauptrichtung gezogen,
comprimirt, gebogen oder gewunden werden. Dagegen scheint noch Nie-
mand eine Untersuchung tiber Festigkeit eigentlicher Platten angestellt zu
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zu haben; welche einer gleichférmigen Belastung oder einem gleichfbrmi-
gen Drucke ausgesetzt sind, wie dies z. B. bei denjenigen Platten stattfin-
det, welche als Theile einer Maschine einem einseitigen gleichférmigen
Dampfdrueke widerstehen sollen.

Um die fiir einen gegebenen Dampfdruck P nithige Festighkeit zu ent-
wickeln, bestimme ich erst die Gestalt der demselben ausgesetzten Platte,
was den weitldufigeren Theil der Untersuchung ausmacht, und suche so-
dann die am stirksten gekriimmte Stelle. Daselbst ist die auf die Lingen-
einheit reducirte stirkste Ausdehnung oder Zusammendriickung der Fasern
besiiglich kleiner oder grisser zu setzen, als diejenige , welche der Grenze
der Festigkeit entspricht, woraus sich die fragliche Bedingung ergiebt. Ich
gehe also zur Bestimmung der Gestalt der gebogenen Platte oder Scheibe
iber. Die Differentialgleichung derselben ist von Poisson (Mém. de I'Inst.
1858, von Cauchy in den Ezercices de Mathém. und auf die kiirzeste und
strengste Weise von Kirchhoff im 40. Bande von Crelle's Journal gege- -
ben worden, jedoch erfordern alle diese verschiedenen Ableitungen einen’
ziemlichen mathematischen Aufwand, so dass es gerechtfertigt sein mgchte,
eine ausserst kurze und dabei sehr einfache Begriindung dieser Differential-
gleichung anzuftthren. :

Die Scheibe sei in nattirlichem Zustande, d. h. wenn an keinem Punkte
eine Verdlinnung oder Verdichtung des homogenen elastischen Stoffes statt-
findet, ein zwischen zwei in gerihgem Abstande A befindlichen zur Ebene
z§ parallelen Ebenen eingeschlossener elastischer Kiorper, welcher durch
eine zu dieser Grundebene senkrechte Cylinderfliche, die sogenannte Con-
tour, begrenst werde, und dessen Dicke 4 klein sei im Vergleiche zu seiner
Ausdehnung in die Linge und Breite.

Die Gleichungen des Gleichgewichts ergeben sich nun, wenn man
jeden Theil einer solchen Scheibe vermége der Krifte, welche ihn von
Aussen angreifen, in das Gleichgewicht bringt.

Ala einen solchen Theil betrachten wir den Kérper, welcher im nattir-
lichen Zustande der Scheibe sin rechtwinkliges Parallelepiped von der
Dicke dz dy, und dessen Seitenkanten A4 gur urspriinglichen Oberfliche der
Scheibe senkrecht, also parallel der Achse Z laufen. Wir bedienen uns
nun sweier von Jacob Bernoulli zunichst fiir die elastischen Stibe
gemachten und auch von Kirchhoff adoptirten Hypothesen: -

1) Die Massetheilchen der Platte, welche sich in deren natiirlichem
Zustande in einer zur Oberfliche der Platte senkrechten Geraden befan-
den, liegen auch nach einer Formiinderung derselben in einer Normalen zu
der alsdann gekriitmmten Oberfliche.

2) Die Elemente der Mittelfliiche, d. bh. derjenigen Fliche, welche in
nattirlichem Zustande der Platte eine in gleichem Ahstande zwischen bei-
den Grundflichen befindliche Ebene ausmacht), erleiden bei der Formiin-
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derung keine merkliche Dilatation. Dteae Mittelfiiiche heisst desshalb anch
die neutrale Schicht.

Wir haben nun die Krifte kennen zu lernen, welche den genannten
parallelepipedischen Korper, der im gebogenen Zustande der Platte, der
sweiten Hypothese, zu Folge einen Obelisken darstellt, angreifen. Diese
sind einerseits die auf seine inneren Massetheilchen wirkenden beschleuni-
genden Krifte X, ¥, Z, von welchen wir X =— ¥ =0 annehmen, anderer- -
seits die durch die Umgebung geliusserten elastischen Kriifte, welche vor-
stiglich unsere Aufmerksamkeit verdienen.

Da die gebogene Scheibe vermbge der Xusseren Krifte im Gleichge-
wichte ist, so muss ein Bestreben zur Bewegung entstehen, sobald diese
aufgehoben werden, d. h. im Gleichgewichtszustande hat jedes Massetheil-
chen gewisse Spannungen oder Pressungen auszuhalten, welche, indem sie
mit gleichen Intensititen je swei nach entgegengesetzten Richtungen wiz-
ken, sich gegenseitig anfheben. Betrachten wir nun zun#ichst die verticale,
d.h. in der Richtung Z wirkende Componente dieser elastischen Kriifte,
und zwar diejenigen, welche z.B. die vordere, d.h. dem Ursprunge der
Coordinaten zugekehrte Seitenfliche Ady des Obelisken angreifen, so ist
klar, da diese Verticalkriifte von der Biegung der Fliche herriihren, dass
sie {iber die ganze Ausdehnung der Fliche Ady in eingerlei Sinne wirken,
also zusammen eine dieser Fliche Ady proportionale Verticalkraft erzeu-
gen, welche per Fliicheneinheit durch Pis bezeichnet werden mag, und,
wenn der Dampf von oben driickt, also die concave Seite nach Oben ge-
richtet ist, abwirts wirkt. Die ganze im Schwerpunkte der vorderen Fliche
hdy abwiirts wirkende Kraft wire demnach gleich 2dy . Prgy.

Wir betrachten ferner die Kriifte, welche den Ausdehnungen oder Zu-
sammendrtickungen der Massetheilchen parallel der Oberfliche der Scheibe
ibr Dasein verdanken. Nehmen wir irgend eine im urspriinglichen Zustande
der Scheibe gerade und der Ebene X ¥, d. h. der Oberfliche oder der Mittel-
fliche parallele Faser von unendlich kleinem Querschnitte an, so wird die-
selbe in der gebogenen Scheibe 1) eine Biegung nach oben oder unten,
2) eine VerdAnderung des Querschnittes, 3) eine seitliche Biegung, 4) eine
Torsion, 5) eine Dehnung oder Verkiirzung nach der Linge erfahren kin-
nen. Die von der Biegung nach oben oder unten herrithrenden Krifte
geben die bereits betrachteten P. Die Veriinderungen des Querschnittes
kionnen auf L¥ngsknderungen der gegen die fragliche Faser senkrachten
Fasern surtickgefiihrt werden.

Dagegen verursachen die durch seitliche Biegung und Tormon entstehen-

" den Krilfte eine gewisse Unbequemlichkeit. Wir kénnen jedoch dieselben

ganz vermeiden, wenn wir solche Fasern betrachten, welche innerhalb des un-

endlich kleinen Umfanges, in welchem wir sie zu verfolgen haben, keiner seit-

lichen Biegung und Windung unterworfen sind. Um die Lage solcher Fasern

zu finden, ziehen wir uns die Normalen zu zwei unendlich nahe liegenden
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. V. 2
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Punkten der Achse einer in der mittleren (neutralen) Schicht gelegenen
Faser. Alsdann leuchtet ein, dass eine seitliche Biegung und Torsion der zwi-
schen beiden benachbarten Normalen ausgespannten Fasern statifinde, wenn
diese Normalen auf der spiiter gebogenen Scheibe sich nicht schneiden, son-
dern naeh verschiedenen Richtungen des Raumes auseinandergehen. Die
Riehtungen aber, welche eine der neutralen Schicht parallele Faser haben
muss, damit die berachbarten Normalen sich schneiden, sind bekanntlich die
aufeinander senkrechten Richtungen der stirksten und schwiichsten Kriim-
mung der von der neutralen Schicht gebildeten krummen Fléiche. Indem wir
den Fasern diese Richtungen geben, kommen wir bezliglich der Ver#nde-
rungen ihrer Querschnitte auf den oben vorausgesetzten Fall gurtick, dess
die Ausdehnungen nach aufeinander senkrechten Richtungen vor sich gehen.

Die Projectionen der Richtungen der stirksten und schwichsten Kriim-
mung auf die Ebene X ¥ bilden nun mit der Achse X die Winkel « und o,
fir welche

Wl _+p—Q+)r+yR
a 2[(1+ ¢ s—pqi
ist, wo R fiir das Polynom
[+ t—QQ+) P+ 41+ s —per] [0 +¢) s —pai]
steht, und p, ¢, r, 8, t der Kiirze halber fiir
gelten. Da aber die Neigungen der krummen Oberfliche gegen den Hori-
zont sehr klein sind, so kinnen wir p und ¢ gegen 1 vernachllsslgen 80
dass

= (r—10)t44s,

m.:,/gt—rw | e/ (ELETE)

Unter denselben Bedmgungen findet man auch, dass die beiden Haupt-
richtungen « und o entsprechenden Kréimmungshalbmesser durch
2
4) Q:’ _—
rd4t+ ;/R

gegeben sind.

Gehen wir nun zur Betrachtung derjemgen Krifte tiber, welche aus
der Verlingerung oder Verktirzung der Fasern entstehen. Denken wir
uns eine unendlich diinne, der neutralen parallele Schicht, so erleidet ein
kleines Stick derselben nach allen Seiten, wie auch in Richtung der Nor-
malen Ausdehnungen oder Zusammenpressungen. Ein solches Fl4chensttick
theilen wir uns in nattirlichem Zustande der Scheibe durch zwei Systeme
den Richtungen der stirksten und schwichsten Krimmung paralleler
8choitte in zwei Reihen sich rechtwinklig durchkreuzender Fasern; als-
dann erleiden dieselben nach der Biegung der Flache die genanntenDilata-
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tionen, welche der geringen Ausdehnung des Flichenstiickes halber fiir jede

Faserreihe per Liingeneinbeit constant, fir beide Reihen aber im Allgemei-

nen verschieden sind, und zwar messen die Lingenverinderungen der einen

zugleich die horizontalen Ver#nderungen des Querschnitts der anderen:

Zugleich sind es diese Veriénderungen allein, welche Dilationen in der

Richtung der Normalen hervorrufen, weil im Iuneren der Scheibe keine

vertical spannenden Krifte angenommen werden. Ehe wir nun weiter gehen,

sollen einige Definitionen aufgestellt werden: '
Es sei ‘

i, die Dilatation der Lingeneinheit der Fasern in der Rlchtung,der
durch den Winkel a bezeiehneten Hauptkrimmungslinie. Der
Abstand der Fasern von der Mittelfliche sei — u,

Ay diese Verlingerung der Fasern in der Richtung o',

A, die Dilatation der Li#ngeneinheit in der Riehtung Z,

Py die auf die Flicheneinheit der vorderen Fliche hdy des Obe-
lisken in der Richtang — Z wirkende aus Biegung der Fasern
entstandene Kraft,

Py, ebenso die anf die Fliche kdz nach — Z wirkende Kraft,

Ay die in der Richtung: « auf eine zu derselben senkrechte, in der
Hohe u befindliche Flicheneinheit wirkende, vom Obelisken

~ ab geriohtete Kraft, entstanden aus Dllatatwn der in der Rich-
tung e« laufenden Fasern,

A die in der Richtung o auf eine zu derselben senkrechte in der
Hihe u befindliche Flicheneinheit wirkende Kraft,

Ay, A= die per Flicheneinheit parallel der Richtung a auf die vor-
derea Flache hdix in der Hohe u tiber der neutralen Schicht an-
greifende vom Obelisken abgerichtete, aus 4, entstehende Kraft,

Ag’y ax die ‘per Flicheneinheit anf hdx in der Hohe u abwirts vom
Obelisken wirkende aus 4, entstehende Kraft,

Ay, ady die per Flicheneinheit auf Ady in der Hohe u abwirts vom
Obelisken wirkende aus 4, entstehende Kraft.

Ay, hax die per Flicheneinheit anf Adx in der Hohe u wirkende
vom Obelisken abwirkende aus Ay entstehende Kraft,

Az, Aty die in der Hohe u auf die Fliche Ady in der Richtung — X
per Flicheneinheit wirkende, durch Zerlegung von 4y, 44 und

4, aay gewonnene Kraft. .
Ay, ray die éhnlicherweise auf hdy in der Richtung — ¥ wirkende
Zugkraft,

Ag, a2z die analog auf hda in der Richtung — X wirkende Zugkraft,

Ay, s25 ebenso die auf Adz in der Richtung — ¥ wirkende Zugkraft.

Wir miissen nun die zwischen diesen verschiedenen Ausdriicken statt-
findenden Besiehungen entwickeln. Wie man leicht aus einer Figur ab-

strahirt, ist
2*
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5) ‘ la= %, A=
Sodann ergeben die Formeln 2), da auf di

keine Druckkrifte wirken, also 4, ==0 ist:
4¢==I“a + K (A +12),
A=K + K (a+10),
0= K, + K (ha+ der).
Hieraus folgt nach Elimination von 1, und uater Berﬂeknchtlgung der
Werthe 5):

o © |

inneren Theile der Scheibe

K*—K* u KK —K™ u
. A% == X .-;+ e _?
6) ' K*—K™ u KK —K™ u

K . ;' + K -—e--

Ebenso sieht man leicht aus einer Figur, dass

Ay hae == Ag . 8ina; Ag,rsy==Aqcosa,

N A’y has = Aw - €085 Ay, hay == — Ay sina,

desgleichen, dass

.4¢l =

Agy hiy == Agy Aty - CO8a — Ao’y pay . Sina,
Az, ray == Agy hdsx - COS @ — Ag’y pie < SN a,
Ay, Ata == Agy hix - Sine + Aa’y hax - COS R,
Ay Aiy == Agy hdy .Sina + Aa’y pay . COS Q0
Substituirt man hier die Werthe aus 6) und 7), so wird

A‘,m=u[K'——K"(cos’¢+sin'u +KK'-—-—K"(¢0:’¢ m’a)]

K ) '] K ¢ e
- K'—-K"(cos'a ﬂ'n'c) KK'—K"(cos’a :t’a'a)]
Ay = [E (B 4 )+ e (B4

A:vbl:"“"vklg":

[ ,,(_ )+KK;—K"(___)]macota,

d. h. unter Beruckncht:gung der Formeln 3) und 4):
[I(’-—-K"a'z KK'—-K"@':]
Aoy iy =1u|—2—

K ozt K gl
PR et T
8) vie=8HTE oy K o)

Agy hae = Ag ) Ady =
u[K'-——K" #z KK'—K* 9z ]
K oxoy K ox dy.

Hiernach kbnnen wir zur Aufstellung der sechs Bedingungsgleichun-
gen des Gleichgewichts des Obelisken schreiten. Diejenigen beiden, welche
sich iber das Verschwinden der Projectionen aller Krifte auf die Achsen
X und Y aussprechen, nehmen wir als von selbst erfiillt an, weil wir die
geringen horizontalen SBpannungen der neutralen Schicht vernachldssigen,
und jeder Kraft 4, als den Factor u enthaltend, in der Horizontalprojection
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eine gleiche mit dem Factor — « behaftete entgegenwirkt. Aehnliches gilt
auch fir diejenige Momentengleichung, welche sich auf die Projectionen
aller Krifte auf die Ebene X ¥ bezieht.

Es bleiben also nur noch drei Gleichungen tibrig, n#mlich die fiir die
Projectionen aller Krifte auf die Achse Z, so wie die Momentengleichungen
aller Krifte auf die Richtungen der Ebenen XZ und ¥Z. Nehmen wir die
Beitenflichen Adx und Ady, so wie die Mittelfliche als die drei Projections-
ebenen an, und bemerken wir noch tiberdiess, dass in der Gleichung fiir
die Projectionen auf Z die Kriifte —P und auf der entgegengesetsten Seite
des Obelisken die Kriifte P+ 0 P vorkommen, dass also nur 3P, ein par-
tielles Differefltial, tibrig bleibt; dass ebenso parallel den Achsen X, ¥ die
Kriifte — 4, auf der entgegengesetzten Seite des Obelisken aber die Kriifte
A+-0 4 wirken, dass also nur 9 4, ein partielles Differential, in den Momen-
tengleichungen eingeht; dass tiberdiess die Kriifte P an den Hebelarmen
dx und 9y, die Krifte 4 an den Hebelarmen u wirken, so gewinnen wir,
wenn ( den Druck des Dampfes auf die Flicheneinheit bezeichnet, unter
Weglassung der Unendlichkleinen htherer Ordnung, z. B. des Momentes von
0 folgende drei Bedingungsgleichungen:

—odzdy+hdy—ﬁ!dx+hdx%"dg_o

&

i .
hdyp..,dz+ﬁ(§-‘ig;4‘!dx.dydu+ 9-"-;;‘—“4,,.“4“ =0,

A

2
A

2
hdszdy+fu(?—4§y—"-—"dy.dzdu+yg;£!da.dy’du =0
_A

~z
oder, nach einer kleinen Vereinfachung, und in Riicksicht a.uf die aus 8) zu
entnehmenden Werthe von 4:

9 Py 0P o

h oz oy
R K*—K"(0%2 2z

Pyt —x o= az'ay' =0 i
v K’—K" »
Prast 35 (az +527 )"“

Diese drei Glexchungen ergeben eine Differentialgleichung fiir z, und
lehren nachher die Werthe von P kennen. Um die Differentialgleichung
su erhalten, eliminire man P4y und Pige. Es entsteht

otz 04z ?z__ 120 K

9 7 Rk il ety Oy

welche Differentialgleichung auch genau aus der von Kirchhoff gefun -
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denen abgeleitet watden kann. Die Gestalt der Scheibe ergiebt sich nun
mit dem Integrale der partiellen Differentialgleichung 9), welchas sich fiir
verschiedene Zwecke unter verschiedenen Formen darstellen l4sst, je nach-
dem die darin’ vorkommenden willkiihrlichen Functionen modifipirs werden.
Ist die Scheibe kreisfsrmig, und ibr Ha.lbmesser glelch i 80 dtu-ﬁe nach-
stehende Form die geeignetste sein: :

-89 ¢ . .
t=—gen e 7Y
+ (& +9) [ (= + i) + o (s—y1)]
thvety)toe—y),
wo i==})/-1, und @, ®y, ¥, ¥, vier willkithrliche Functionen vorstellen. Ist
nun das Centrum der Scheibe im Ursprunge der rechtwinkligen Coordina-
ten, 80 bestimmen sich dle vier willkiilirlichen Functionen aus den Beding-

10)

ungen, dass fiir x‘+y'—_-l' sowohl z=0, . ala auch —r_.o sein muss, wo

r =} a*+ y*, sobald die Scheibe am Rande fest aufgelsthet ist. Setzt man
x4 yi=re", so heisst dies so viel, als dass fiir r— I sowohl der Ausdruck

#p (re)+ 9, (re=")] + v (re®) + v, (re=7),
als auch dessen partieller Differentialquotient nach r, fiir jeden Werth von *
@ verschwinden muss. Die Ausdrticke ¢ + @, und v + 9, lassen sich aber,
wenn man die einzelnen Functionen von re“ nach Sinus und Cosinus der
Vielfachen von ¢ entwickelt, offenbar auf machstehende Form bringen:
ay+ a, 7 cost+ ayr* cos2t + ay r* cos3t 4. ..
+-b, rsint 4 byrsin2t 4 by r*sin3t 4 .. .,
also entsteht eine Gleichung von der Form
O == Ao+ 4 7 cost4 4y r* cos21 + Ay 7° c0o83t 4 . .
+ B rsint+4 B, rtsin2t+4 B, rsin3t 4 ...
s {ao + a, r cost 4+ a, r* cos2t +a, Pcos3t + ...
+ by rsint 4 byrtsin2t + byr¥sin 3t 4. ..,
in welcher die Coefficienten @, b, 4, B von r und { unabhingig sind. Fiir
r==1 muss ausser derselben auch noch ihre Derivirte nach r bestehen, so
dass weiter entsteht:
0==4, cost+24grcos2t 434, r* cosBt+ ...
+ Bysint4 2B, rsin2t+ 3B, r*sin3t 4 ...
+r 2a, + 3a,rcost + 4a,ricos 2t 4 5ay P cos3t 4. ..
+ 3b, r sint 4 4by rtsin2t 4 5by rPsin 3t 4. .
Sollen nun diese beiden Gleichungen filr jeden Werth von ¢ bei r =1

erfillt sein, so mtissen nach Fourier die Coefficienten von sinnt und cosnt
einzeln verschwinden.*) Hieraus folgt

*) Dies leuchtet ein, sobald man nach beiderseitiger Multiplication mit sinn¢
oder cosn¢ zwischen den Grenzen 2% und 0 integrirt,
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v

Ao+ Pay=0, 4y +la, =0, 4+ Pay=0, 4, +Pay==0,...
2lag==0, 4, +3Pa, =0, 24,4+ 4l ay==0, 34, + 5a,=0,...
f B +8b=0, B+Pby==0, By4108,=0,...
B, 4+ 3Rb; =0, 28, +42by,=0, 8B, 461 b,=0,...,
wonach simmtliche Coefficienten, also auch die von ihnen bestimmten Func-
tionen ¢, @;, 1;, v, gleich Null sind. Die Gleichung der gekriimmten Scheibe
ist mithin .

11} 7= —

g x (= =g
Der kleinste Werth des Krimmungshalbmessers ergiebt sich hiernach
R o
¢=e=%m " x
Setst man nun die Verlingerung, bei welcher eine Faser von der Linge
1 zerreisst, gleich 4, so darf dieselbe hichstens gleich sein der dem Werthe

i

von ¢ entsprechenden Dilatation *— der Liingeneinheit der stdrkstgespann-

ten, d. h. auf der Oberfliiche in dem Abstande §4 von der neutralen Schicht
entfernten Faser. Hiernach ist die Festigkeitsbedingung: 4 = }4 : ¢, oder

d. h. .
K
14) h=z}/y%l—p—_—ﬁ.

Es bezeichnet dies diejenige Dicke, welche man der Platte bei gege-
benem Dampfdrucke zu geben hat, wenn kein Zerreissen stattfinden soll.
Man zieht daraus folgende zwei Sktze: '

Bei gleichem Dampfdrucke miissen die Dicken zweier
Platten in directem Verh&ltnisse ihrer Durchmesser stehen.

Bei gleichen Durchmessern zweier kreisférmigen Plat-
ten miissen ihre Dicken der Quadratwurzel aus dem Dampf-
drucke proportional sein, wenn sie die erforderliche Fes-
tigkeit darbieten sollen.

Die Grosse 4 entspricht hier der auf Ausdebnung in Anspruch genoui-
menen Festigkeit des Materiales. Auf der dem stirkstgespannten.Punkte
entgegengesetaten Seite der Scheibe findet die stérste Compression statt.
Ist nun das Material fir Compression empfindlicher, als fiir Dilatation, a0
hat man fiir 4 in der Formel 14) die Grenze der Compressionslinge der Lin-
geneinheit zu setzen.

Schliesslich werde noch bemerkt, dass in beiden Fillen die Fasern
nicht nur der Lénge nach, sondern auch in gleichem Sinne eine Vertinde-
rung des Querschnittes erfahren. Allein es ist klar, dass wenn die blos auf
Stibe mit freiem Querschnitte sich beziehenden Versuchswerthe von 1 in
die letzte Formel eingesetzt werden, die Festigkeitsbedingung um so mehr

.
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erfiillt ist, weil 2. B. eine der Linge nach gespannte und im Momente des
Zerreissens befindliche Faser um so sicherer ‘zerreisst, wenn sie bei gleich-
bleibender Liinge auch noch eine Ausdehnung des Querschnittes erfihrt.
Es wiirde leicht sein, die Bedingung 14) durch eine andere, welche die
Grosse hin noch kleinere Grenzen bannen wiirde, zu ersetzen, wenn man
eine zwar sehr wahrscheinliche, aber doch an 8icherheit der obigen Voraus-
setzung nachstehende Hypothese benutzte. Diese Hypothese besteht darin,
dass, wenn eine Faser mit freiem Querschnitte bei einer Dilatation 1" zer-
reisst, dasselbe sehr wahrscheinlich noch stattfindet, wenn laterale Krifte
eine Veriinderung des Querschnittes und eine modificirte Verlingerung
A <1’ hervorbringen. Der Zusammenhang zwischen A und A" wire nach
den eingangs dieser Abhandlung entwickelten Formeln leicht abzuleiten,
und es wiirde % in der Formel 14) kleiner ausfallen, wenn man i durch A’
ersetzte. :

1IT.
Beitrige zur Theorie der Gase.

Von Dr. E. JocamaxN in Berlin.

L Das ideal permanente Gas.

Unter einem ideal permanenten Gase soll im Folgenden ein solches
Gas verstanden werden, auf welches die beiden Grundgesetze der elas.
tischen Fltssigkeiten, die man unter dem Namen des Mariotte-Gay-
Lussac'schen Gesetzes zusammenfassen kann,in voller Strenge anwendbar
sind. Wir wollen fernér fiir das ideale Gas die Richtigkeit der Mayer’schen
Anuahme*) voraussetzen, dass die bei der Compression eines Gases frei-
werdende calorimetrisch messbhare Wirmemenge das volle Aequivalent der
zur Compression des Gases erforderlichen Xusseren Arbeit ist. Es folgt
dies ttbrigens unmittelbar aus der Erfahrungsthatsache, dass ein Gas, wel-
ches sich ausdehnt, ohne #ussere Arbeit zu leisten, seine Temperatur nicht
indert und aus dem Princip der Aequivalenz der Arbeit und Wirme.

In der That giebt es kein Gas, welches diesen Voraussetzungen voll-
stindig geniigt. Da aber alle permanenten und ein Theil der coérciblen

*) Mayer: Bemerkungen fiber die Kriifte der unbelebten Natur. Wahler und Lie-
big's Annalen der Chemic und Pharmacie XLII. p. 240.
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Gase sich denselben mit einer fir alle praktisclien Zwecke hinreichenden
Genauigkeit annihern, so ist es von Nutzen, die Theorie der Gase zuerst
so zu entwickeln, als ob dieselben jene Gesetze streng befolgten. Man hat
dann bei Betrachtung der Abweichungen von den Grundgesetzen den
Vortheil, dieselben als kleine Gréssen behandeln zu kénnen, deren Poten-
sen und Produkte vernachlitssigt werden diirfen.

Das Mariotte'sche und Gay-Lussac’sche Gesetz lassen sich in der
Formel zusammenfassen :

p.v=x.(14 ar)

wo p den Druck, » das Volum, r die Temperatur in Graden des Centesimal-
Luftthermometers®), « den thermischen Ausdehnungsco&fficienten des Gases
bei constantem Druck bezeichnet. Diese Formel nimmt eine noch ein-
fachere Gestalt an, wenn man einen andern Nullpunkt fir die Thermo-
meterscala wihlt. Setzt man : o ‘

1 +r=1t, xa=k
«
80 wird : ' .
1) p.v=k.t
Die so eingefiihrte Grisse ¢ nennt man die absolute Temperatur.
Die Constante & steht in einem unmittelbaren Zusammenhang mit der
Differenz der beiden specifischen Wirmen des Gases bei constantem Druck
und bei constantem Volum. Wird der Masseneinheit des Gases bei con-
stantem Volum eine Wirmemenge dg zugefiihrt**) so erfibrt das Gas
dg

eine gewisse Temperaturerhthung dt. Den Quotienten 7; Dennt man die

specifische Wirme des Gases bei constantem Volum. Wir wollen den-

selben mit ¢ bezeichnen. Um eine Gasmasse m bei constantem Volum um
dt zu erwiirmen, wiirde die Wirmemenge

m.c.dt i :
erforderlichi sein. Will man dagegen dieselbe Temperaturerhéhung her-
vorbringen, indem man den Druck counstant erhilt, wobei das Gas also eine
Ausdehnung erfihrt, so ist dazu eine grissere Wirmemenge

m.c,.dt
erforderlich, wo ¢, die Grbsse ist; welche man die specifische Wirme bei
constantem Drucke zu nennen pflegt. Ist dv die Volumzunahme, so ist
p .dv die im letzteren Falle bei der Ausdehnung geleistete Hussere Ar-

*) Diese Gleichung dient also vorliufig als Definition der Temperatur und die
Constante @ wird so bestimmt, dass die Differenz der Temperaturen des Siedepunkts
und des Gefrierpunkts — 100 ist.

*#) Will man von vorn herein mit dem ,,Zufiihren einer Wiirmemenge** einen pri-
ciseren Begriff verbinden, so heisst, einem Korper Wiirme zufiihren, soviel, als seine
Wirknngsfunction vergréssern (siche Art. 3, 5 und 6). Ich habe es jedoch vorgeszo-
gen, sunichst an den gewdhnlichen Sprachgebrauch, der auf der unmittelbaren physi-
kalischen Anschanung beruht, anzukniipfen.

-
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beit. In Folge der Mayer'schen Annahme ﬁ:m die Differenz der in bei-

den Fillen gebrauchten Wirmemengen :

m(c,—e).dt S
das gena.ue Aequivalent der geleisteten Arbeit sein; denn erwirmte man
das Gas erst bei constantem Volum um d¢ und liesse dasselbe damn sich
um dv ausdehnen ohne Hussere Arbeit zu leisten, wobei seine Temperatur
nnveriindert bliebe, so wiiren Anfangs- und Endzustand dieselben wie bei
der Erwiirmung unter constantem Druck, die Ueberfiihrung wiire aber er-
folgt, ohne dass dabei ussere Arbeit geleistet wurde. Die in diesem Fall
weniger gebrauchte Wirmemenge m (c, -—-c)_dt ist also das Aequivalent
der Arbeitsmenge p .dv. Bezeichnet man daher das mechanische Aequi-
valent der Wiirmeeinheit durch 4, so folgt daraus ‘

p.do=4d.m. (¢, —c)dt

Die Gleichung 1) giebt aber, indem man dieselbe mit Riicksicht auf die Be-
dingung p = const. differentiirt

p.do=k.dt
und indem man durch Vergleichung dieser beiden Ausdriicke den Werth
der Constante k& bestimmt, geht 1) tiber in

2) - p.v==4d.m(c,—¢e).1
Bezeichnet. man die Dichtigkeit des Gases d. h. die Masse derVolnmelnhelt
mit ¢, so ist

3) p=dig.(c,—0) .t

Wahlen wir als Einheit der Wirmemenge, wie es iiblich ist, diejenige
Wirmemenge, welche erforderlich ist, um 1 kgr. Wasser von 0° auf 1° C.
zu erwiérmen, 8o ist bekanntlich nach den zuverlissigsten Versuchen von
Joule*) die Constante .

4) A == 423,55 Kilogramm-Meter

== 415500 . 10" absol. Arbeitseinheiten,
wenn man die Intensitit der Schwere = 9810 annimmt uud unter der abso-
luten Arbeitseinheit die Arbeit versteht, darch welche die Masse eines Mil-
ligramms am ein Millimeter der Richtung der Kraft 1 entgegenbewegt
wird.

Aus der Gleichung 2) folgt zunfichst, dass die Differenz der beiden
specifischen Warmen ¢, —c fiir das ideale Gas einen constanten, von Dich-
tigkeit und Temperatur unabhingigen Werth hat. Dasselbe gilt daher €iir
alle wirklichen Gase nur in dem Maasse, als sich ihre Eigenschaften denen
des idealen Gases annihern. Von einem zum andern Gase #ndert sich die
Constante. Aus der Gleichung 3) folgt aber, dass das Product ¢ (¢, —c) fiir
alle Gase denselben Werth hat oder dass die Differenz der specifischen Wir-
men der Dichtigkeit umgekehrt proportional ist. Bezieht man die specifi-
schen Wirmen auf die Volumeinheit, anstatt auf die Masseneinheit, so ist die

*) J. P. Joule: On the mechanical equivalent of heat. Philosophical Transactions of
the London Royal Society 1850 p. 61. Pogg. Ann. Ergiinzungsband IV. p, 61,
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Differena fiir alle Gase dieselbe. Setzt man nmgekehrt diese Differens als
constant voraus, so kann man daraus, wie es Hoppe®*) gethan, den Beweis
der Giiltigkeit des Piincips der Aequivalenz von Arbeit und Wirme fiir
. alle Kreisprocesse mit Grasen herleiten. Die bei den wirklichen Gasen vor-
kommenden Abweichungen werden am Schluss des vierten Artikels bespro-
chen werden. Die Versuche von Regnault**) haben iibrigens ergeben,dass
die specifische W4rme ¢,, also auch ¢ fiir atmosphérische Luft und andere
permanente Gase von Druck und Temperatur nicht merklich abhingig ist.
Wir werden dies fiir das ideale Gas um so mehr annehmen diirfen.

Wird ein Gas comprimirt, indem man ihm alle dabei erzeugte Wiirme
von aussen entzieht, so dass seine Temperatur constant bleibt, so ist
die dabei verbrauchte Arbeit und gleichseitig das Aequivalent der ge-
wonnenen Wirme

vy L/
5 —Jr. do---—-Am(c, —c).t d—-—-A m(c,—-—c)tlog -
Yo . %

indem bei der Integration ¢ als Constante zu betrachten ist. Daraus folgt
das von Dulong***) auf empirischem Wege gefundene und mit folgenden
Worten ausgesprochene Gesets ,,dass alle Gase, wenn man bei gleicher T'em-
peratur uud unter gleichem Druck ein gleiches Volumen von ihnen nimmt
und plstzlich um einen gleichen Bruchwerth dieses Volumens zusammen- )
dritckt oder ausdehnt, eine gleiche absolute Wiirmemenge entwickeln oder
verschlucken. Der Werth des Products m (¢, — ¢) ist ndmlich, wie wir
oben gésehen, fiir alle gleichen Gasvolumina derselbe.

Wir haben die Gleichung 2) aus der Vergleichang der beiden Processe
hergeleitet, dass man einem Gase von aussen eine Whrmemenge zufiihrt,
wihrend entweder das Volumen oder der Druck unverindert bleibt; bei
Herleitung der Gleichung 5) liessen wir Druck und Volum variiren und
setzten dié Temperatur constant. Wir wollen endlich noch den Fall be-
trachten, dass man das Gtas comprimirt oder unter Ueberwindung eines Ge-
gendruckes sich ausdehnen lisst, obne ihm von aussen Wirme zuzusetsen
oder zu entziehen.

Wenn ein ideales Gas sich vom Volum » zum Volum v+da ausdehnt,
ohne einen Druck su iiberwinden, so bleibt die ir ibm enthaltene Wirme-
menge, sowie seine Temperatur ungelindert. Dehnt es sich dagegen unter
Ueberwindung des Druckes p aus, so wird dabei die Arbeit p.dv geleistet,

. 1 . .
mithin die Wi#rmemenge YR A dv verbraucht, und das Gas erleidet eine

Temperatur Ermedngung, die zu bestimmen ist. Um die urspriinghche

*) Poggendorffs Annalen XCVIL. 30.

**) Comptes rendus de I'ucad. des sciences de Paris XXXV1. 676. Pogg. Annalen
LXXXIX. 335.

##*) Pogg. Ann. XVI. 476. Vergl, Larnot Réflexions swr la puissance motrice du
feu. Paris 1824 p. 41, p. 52.
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Temperatur wieder hersustellon, mtieste dem Gase bei constantem Volum
die Wirmemenge ‘—:— p . dv zugefiihrt werden. Da aber m.c Wirmeein-
heiten die Temperatur des Gases bei constantem Volum um 1° erbshen, so

betréigt der durch die Wirmemenge A-l— p.dv zu ersetzende Temperatur-

verlust ; ':”c oder wenn wir den Temperaturzuwachs mit 4¢ bezeichnen,
so ist

6) Ad.m.c.dt=—p.dv.
Aus 2) folgt

Ad.m.(c,—c).di=p.dv+v.4dp
und durch Addition dieser beiden Gleichungen
7 Ame dt=v.dp.
Durch Combination der Gleichungen 6) und 7) mit 2) folgt leicht, indem

man den Quotienten der specifischen Wirmen —cé mit y bezeichnet,

a___r 4¢
8) p y—11 ’
. dap dv -
9) ) 'p————? P
10) 14t av
y—1 1t v

Das Symbol J ist anstatt d in obigen Formeln gebraucht, um Verwechsel-
ungen zu verhiiten, da die Incremente in diesen Formeln eine andere Be-
deutung haben als in den fritheren. Durch Integration erhilt man

4
11) B (A (2)
Do ) Yy :
Diese Formeln stimmen fibrigens mit denjenigen vollkommen tiherein, welche
Poisson?*) auf andre Weise aus der Definition der specifischen Wiirmen und
unter der Voraussetzung, dass das Verhiltniss derselben eine Constante ist,
hergeleitet hat. Auf der Gleichung 8) beruht das Verfahren, dessen sich
Clément und Désormes®*), sowie nach einer nur wenig verschiedenen

*) Traité de mécanique T. 11. §§. 634, 638. Der Unterschied beider Herleitungen
liegt im Wesentlichen darin, dass die mechanische Wirmetheorie iiber den Grund
Rechenschaft giebt, weshalb die specifische Wirme ¢y grosser als c ist, wihrend man
dies frither einfach als Erfahrungsthatsache hinnahm oder mit dem unklaren Ausdruck
von Irei oder latent werdender Wirme zu erkliren suchte. Die Laplace’sche Formel
fiir die 8challgeschwindigkeit bleibt daher anch bei der neuen Auffassungsweise gans
ungelindert, Herr D e cher hat also Unrecht, wenn er meint (Dinglers polytechn. Journ.,
CXLVIII, 178. Mai 1858) dass das Verhiltniss y in der mechanischen Wiirmetheorie
gar keine Bedeutung habe.

**) Jowrn. de physique Nov. 1819 ; Laplace: Mécanique céleste T. V. p 148,
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Methode Gay-Lussac und Welter®) bedient haben, um die Constante y
xu bestimmen. Clément und Désormes fanden im Mittel y==1,35; Gay-
Lussac und Welter y==1,3748. Wie bekannt, geht die Grbsse y in die
von Laplace®) aufgestellte Formel fur die Schallgeschwindigkeit ein und
die directe Beobachtung der letateren giebt ein Mittel zu einer sicheren
Bestimmung von y. Dulong**¥) leitet aus der Schallgeschwindigkeit von
333" (genauer 332,05) wie sie sich aus den im Jahre 1823 von Moll¥), von
Beek und Kuytenbrouwer angesteliten Versuchen ergeben, den Werth
1,421 ab, der sich mit Riicksicht auf die Correction wegen des Wasser-
dampfgebalts der Luft auf : ‘
12) ‘ y=1413

reducirt.t+) Nattirlich gilt dieser Werth nur fiir atmosph¥risehe Luft. Fir
andere Glase ergiebt sich y durch Vergleichung der Schallgeschwindigkeit
mit der in atmosphiirischer Luft stattfindenden durch die Tonhthe von Pfei-
fen, die mit diesen Gasen gefiillt sind. Die Formel 10) enthilt den zweiten
Theil des von Duleng (a.a.0.) aufgestellten Gesetzes, welches tibrigens
unr fiir kleine Compressionen gilt, ,,dass nimlich die bei der oben erwiihn-
ten Compression erfolgenden Temperaturiinderungen sich umgekehrt
wie die specifischen Wirmen bei eonstantem Volum (bezogen auf die Vo-
lumeinheit) verbalten.* Es ist-n#mlich

f—1 — i
— TS e e | —— ST e——

wenn ¢,' und ¢' die specifischen Wirmen, bezogen auf gleiche Volumina,
beseichnen; ¢, — ¢! hat, wie oben bewiesen, fiir alle Gase denselben con-
stanten Werth; ¢, » und 4» sollen bei den verschiedenen Gasen gleichge-
nommen werden, also .ist die Temperaturerhthung 4¢ umgekehrt propor-
tional c'. . : -

Das Carnot’seche Prineip in der mechanischen Witrmetheorie be-
steht bekanntlich darin, dass, wenn in irgend einem Kreisprocess, bei wel-
chem also der vermittelnde Korper schliesslich wieder in seinen Anfangs-
sustand austickkehrt, eine Quantitit Wirme in Arbeit umgewandelt wird,
gleichzeitig ein anderes Wirmequantam von einem Korper hoherer, zu
einem Korper niederer Temperatur zuriickgehen muss. Ein Maximum -ist .
fir dieses Wirmequantum nicht angebbar, da ja beliebige Wirmemengen
von hoherer zu niederer Temperatur durch Leitung und Strahlung tiber-
gehen kinnen, ohne dass gleichzeitig Wirme in Arbeit verwandelt wird.
Wobl aber giebt das Carnot’sche Princip ein Minimum an und zwar findet

®) Aun. de chimie et de physique (2. ser.) XX. 266; Laplace: Méc. cél. V. 153.

*¥) Ann. de chimie et de physique (2. ser.) I11. 238; Méc. cél. V. 123.

*%%) dnn. de chimie (2. ser.) XLI. 113; Pogg. Aun. XVI. 438.

+) Pogg. Ann. V. 351, 469.

+1) Vergl. Assmann: Pogg. Ann. LXXXV. 1. Die Correction ist unter der aller-
dings nicht zutreffenden Voraussetzung gemacht, dass y fiir Wassergas denselben

Werth hat, wie fiir Luft. Da aber die Correction nnr gering und der Werth von y
tiberhaupt nicht sehr sicher ist, so lassen wir obigen Werth als Anntherung gelten,
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ein solches Minimum des Uebergangs statt, wenn der Kreisproeess ein nm-
kehrbarer ist. :

Wir wollen uns zuniichst dazu wenden, nachsuwelsen, dass fir jeden
Kreisprocess, in welchem Wirme in Arbeit oder Arbeit in Wérme durch
Dilatation und Compression idealer Gase nmgewandelt wird, das Carnot-
sche Princip nicht eine neue. der Erfahrung entlehnte Annahme, sondern
eirie nothwendige Folge der Grundgesetse, welche Druck, Volum und Tem-
peratur der Gase mit einander verbinden und des Princips derACqmvalem
von Wirme und Arbeit ist.
~ Um den Beweis sogleich mit aller erforderlichen Allgemeinheit zu ﬂlh—
ren, werden wir uns eine Gasmasse m zu denken haben, welche von e¢inem
beliebigen Anfangszustand, der durch bestimmte Werthe der unabhiingigen
Variabeln o, ¢ gegeben ist, in ihrem Volum, ihrem Druck wnd ihrer Tempe-
ratur irgendwelche mit der Gleichung 2) vertrigliche Verdnderungena er-
leidet, indem derselben in jéedem Augenblick beliabige Wirmemengen von
sussen zugeftihrt oder entzogen werden, und schliesslich wieder su ihrem
Aufangszustand . puriickkehrt. In Betreff dieser Verinderungen soll nur
vorausgesetzt werden, Jdass sie simmtlich auch in umgekebrter Ordnung
vergenommen werden kinnen, oder dass der Kreisprocess ein vollstindig
umkehrbarer sei. Dazu sind folgende Bedingungen erforderlich: 1). Das
Gas muss, indém es sich ausdehnt, immer einen Druck #iberwinden, der dem
seinigen gleich ist (ausgeschlossen ist also 2. B. das Einstromen des Gases
in einen luftleeren Raum). 2) Das Gas darf nur von solchen Wirmequel-
len Wirme aufnehmen, und an solche Kérper Wrme abgeben, deren Tem-
peratur von der seinigen unendlich wenig verschieden ist. Dass diese Be-
dingungen praktisch nie wollkommen erfiillt werden kénnen, ist an -sich
klar. Wenn an der Hiille eines Gases Druck und Gegendruck vollkommen
gleich sind, so kann eine Aenderung der Bewegung nicht emtreten, oder
wenn vorher Ruhe war, iberhaupt keine Bewegung erzeugt werden. Aber
die Druckdifferenz, welche erforderlich ist, damit das Gas seine Hiille aus-
dehnt, kann unter jede gegebene Grbsse sinken. Wir schreiben swei Kor-
pern gleiche Temperatur zu, wenn zwischen densélben bei unmittelbarer
Bertihrung kein Wirmeaustansch stattfindet, aber die Temperaturdifferenz,
welche fiir die Wirmeabgabe erforderlich ist, kana beliebig klein sein.*)
Die Bedingungen der Umkehrbarkeit des Kreisprocesses sind also praktisch
nicht streng su erfillen, aber man kann sich denselben beliebig annkhern
und je grisser diese Annuherung ist, desto besser ist die thermodynamische
Maschine, weil der Verlust nutzbarer Wirme durch Uebergang von héhe-
rer zu niederer T'emperatur sich in demselben Maasse dem vom Carnot-
schen Princip gebotenen Minimum annihert.

Sind p, v, f, Druck, Volum und Temperatut des Gases in einem behe-

*) Viergl. Carnot, a. 8. O. p. 18 Note; p. 25.
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bigen Zeitpunkt des Kreisprocesses, so sind diese Variabeln nur durch die
Gleichung 2)
p.o=A.m(c,—¢c).t
verbunden und um den Process villig zu bestimmen, kann man noch eine
gweite willktihrliche Relation zwischen denselben annehmen, von deren Be-
schaffenheit die Wiirmemenge abhiingt, welche dem Gase in jedem Theile
des Kreisprocesses zugefiihrt oder entzogen werden muss. Ist umgekehrt
diese Warmemenge gegeben, so folgt daraus die Relation zwischen den Va-
riabeln. In jedem Fall kann man- sich zwischen dieser Relation und dér
Gleichung 2) die Temperatur / eliminirt denken, so dass man eine Gleich-
ung zwischen p und v
13) =0
erhidlt. Denkt man sich den Kreisprocess durch eine Curve dargestellt,
indem man v als Abscisse, p als Ordinate nimmt, so kann diese Curve alge-
braisch oder transcendent sein, sie kann, wie es in der Praxis immer der
Fall gein wird, in ibren verschiedenen Theilen verschiedenen Gesetzen fol-
gen, kann beliebige Einknickungen (Stetigkeitsunterbrechungen hoherer
Ordnung) erleiden, nur muss sie in sich geschlossen sein. Der von der Curve
begrenzte Fldchenraum stellt, wie schon J. W att bemerkt, die mechanische
Arbeft vor, welche in dem Kreisprocess erzeugt oder verbraucht wird, je
nachdem man denselben in einer oder der andern Richtung vor sich gehen
lésst. Damit die Curve in sich selbst zuriicklaufe, geniigt die Bedingung,
dass, wenn » zu seinem urspriinglichen Werth zuriickkebrt, die algebraische
Summe aller dem Gase zugefithrten Wirmemengen — die entzogenen als
negativ gerechnet — ein vollstindiges Aequivalent der geleisteten Arbeit
bilde; denn wenn diese Bedingung erfiillt ist, so hat das Gas am Ende des
Processes dieselbe Temperatur wie am Anfang, also ist auech der Werth
von p derselbe. Wir bestimmen die positive und negative Wirmemenge,
welche dem Gase in jedem Theile des Kreisprocesses zugefiihrt werden
muss, damit zwischen p und v die gegebene Relation 13) stattfinde. Denken
wir uns, dass in einem beliebigen Element des Kreisprocesses » um do, lum
dt, p um dp wichst. Nach 2) ist
p.o=4A.m. (c,-—c) ¢ '
mithin
pdv4vdp
14) d‘=4.m (¢q—¢)
die wiihrend dieses Elements zur Temperaturerhshung verbrauchte Wirme-
menge ist daher

¢ 2
m.c.dt—é'—__—é.z(pdv-l-vdp).

Die geleistete Arbeit ist p . dv, die dazu erforderliche Wirmemenge

1
1 pav.
a°Pe
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Also ist die ganze Wirmemenge, welche dem Gase withrend dieses Vor-
ganges von einem Kdrper von der Temperatur ¢ mitgetheilt werden muss,

__cpdyv 4 covdp
19) 0="Te—9
Die wihrend des ganzen Kreisprocesses aufgenommene Wirmemenge ist:

16) ) Q-—:A—(c-’l__—c)ﬁc,pdv-l—cvdp),

wobei ‘bemerkt werden muss, dass das Integral, tiber den ganzen Kreis-

" process ausgedehnt, nicht verschwindet. Da nitmlich das Integral

ﬁcpdv + cvdp) = c‘/;i (pv)

tiber den geschlossenen Kreisprocess ausgedehnt,-Null ist, so reducirt sich
die gesammte verbraichte Wirmemenge auf

9=::— pdo

Die Wérmemenge 0 ist also das Aequivalent der wiihrend des ganzen Kreis-
processes geleisteten Arbeit fpdv.

Nach 2) ist
. p.? .
=4.m. (¢, —¢) .
und indem man 4 Q durch diesen Werth dividirt, erh&lt man
17) -4-‘2 =m [c,d (log v) + cd (log p)].

Durch Integration tiber den ganzen Kreisprocess verschwinden beide Theile
des in Klammern stehenden Differentialausdrucks einzeln und unabhén-
gig von der zwischen p und v bestehenden willktirlichen Re-
lation und man hat fiir jeden beliebigen Kreuprocees die merkwiirdige
Gleichung

18) | f-_._o

welche den Ausdruck des Carnot’schen Princips. bildet in der Form, unter
welcher dasselbe zuerst von Clausius®*) aufgestellt wurde.

Ist nur eine endliche Anzahl constanter Wirmequellen vorhanden, de-
ren Temperaturen {,, 4 ..., sind, und sind die von ihmen an das Gas ab-
gegebenen positiven oder negativen Wirmemengen ¢,, ¢y ... ¢y, S0 ver-
wandelt sich das Integral in eine Summe:

19 hyhy 42—,
) i AR
Reducirt sich die Zahl der Warmequellen auf 2, so ist
20 &y o,
) 4 e b

*) Clausius: Ueber eine verinderte Form des sweiten Hauptsatzes der mechaffi-
schen Wirmetheorie. Pogg. Ann. XCIIL. 481.
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Ist 1, > 4, so ist auch, abgesehen vom Vorzeichen der W!irmemvnge,
¢y grosser als g, und zwar sind beide Wirmemengen den Temperaturen
proportional. Ist bei dem Process Wirme in Arbeit umgewandelt worden,
so ist die grbssere Wirmemenge ¢, positiv, ¢, negativ. Die Differenz der
absoluten Werthe beider Wirmemengen oder ihre algebraische Summe
¢ + ¢, ist in Arbeit verwandelt. Der wrmere Kirper hat aber nicht nar
diese Wirmequantitit verloreh sondern ausserdem noch die positive- Wirme-
menge —g¢,, welche von der Temperatur ¢ zu der niederen Temperatur ¢,
tbergegangen ist. Ist umgekehrt in dem Process Arbeit in W&rme umge-
wandelt worden, so ist ¢, < ¢, negativ, und da dem absoluten Werthe nach
¢:<< ¢, sein muss, so ist ¢, negativ, ¢, positiv, d. h. der kiltere Korper hat
Wirme abgegeben, der wirmere Wiirme aufgenommen und zwar hat der
letztere mehr aufgenommen als der erstere abgegeben hat. Der Ueberschuss
von Wirme ist als Arbeit gewonnen, withrend gleichzeitiz die Menge ¢,
von der Temperatur ¢, zu der hsheren Temperatur {, tiberging.

Die Gleichung 18) gilt ganz allgemein fiir alle umkebrbaren Kreis-
processe mit idealen Gasen. Es folgt daraus, dass man aunf keine Weise
efne Arbeitsmenge aus Wirme erzeugen kann, ohne dass gleichzeitizg Wirme
von einem wirmeren zu einem kilteren Korper tibergeht. Umgekehrt kann
nicht Wirme von einem kalten zu einem warmen Korper iibergeftihrt wer-
den, ohne dass gleichzeitig Arbeit in Wirme umgewandelt wird. 8o weit
die Consequensen der Eigenschaften eines idealen Gases. Die neue
Annabhme nun, welche im Carnot’schen Princip liegt, ist'die, dass diese
Ueberfihrung tiberhaupt auf keine Weise auch durch Vermittelung, beliebi-
ger anderer Kirper méglich sei. Daraus folgt die Giltigkeit der Gleichung
18) fiir alle wmkehrbaren Kreisprocesse mit beliebigen Ktrpern. Im ent-
gegengesetrten Fall wiirde sich nimlich nachweisen lassen, dass es durch .
Verbindung zweier Kreisprocesse moglich wiire, Arbeit aus Wiirme zu ge-
winnen, ohne dass gleichzeitis Wirme von einem wiirmeren zu einem kil-
teren K&rper ttberginge.

Die in der Gleichung 18) enthaltene Grdsse ¢ ist die durch das Volnm
eines idealen Gases bei constantem Druck gemessene Temperatur. Da je-
doch ein solches ideales Gas eine Abstraction ist, so soll im folgenden Ab-
schnitt eine Definition der Temperatur gegeben werden, welche mit der
bigher gebrauchten.identisch, aber von der Abstraction eines idealen Gases
unabhiingig ist und sich auf die mindestens #usserst wahrscheinliche An-
nahme der Giltigkeit der Gleichungen 18) und 20) fiir alle umkehrbaren
Kreisprocesse mit beliebigen Korpern griindet.

Anmerkung. Es verdient bemerkt zu werden, dass, wenn man unter
t nicht die absolute Temperatur der an das Gas Wirme abgebenden oder
von demselben Wirme aufnehmenden Wirmequellen, sondern die Tempe-
ratur des Gases selbst versteht, wie es in der Ableitung der Gleich-
ung 18) geschehen ist, diese Gleichung auch noch giltig bleibt, wenn die

Zeitschrift f. Matheroatik u. Physik. V. . 3 )



34 Beitriige zur Theorie der Gase.

A A AP PPN S 2

oben angegebene zweite Bedingung fiir die Umkehrbarkeit des Kreispro-
-cesses nicht erfullt ist. Verstosst dagegen ein Theil des Kreisprocesses
gegen die erste Bedingung, so erhilt das Integral 18) einen von Null ver-
schiedenen, immer negativen Werth, der sich in jedem speciellen Falle
nach den gegebensn Gleichungen leicht berechnen lisst. Wenn z. B. das
Gas sich vom Volum », zum Volum v, ausdehnt, ohne einen #usseren Druck
gu itherwinden, so wird ¢

S ey 2.
¢ vy
‘(Vergl. die Bemerkung von Clausius in Pogg. Ann. XCVIL p. 449.)

II. Definition der absoluten Temperatur.

8eit dem Zeitalter Galilei’s und der Academia del Cimento haben die
Fortschritte der Physik nach und nach eine immer genauere Begriffsbestim-
mung des Temperaturmaasses mit sich gebracht. Bald erkannte man, dass
es nicht gleichgiltig war, welche thermometrische Substanz man anwandte,
indem Thermometer, mit verschiedenen Fliissigkeiten gefiillt, von einander
abwichen, selbst wenn die Fundamentalpunkte in Uebereinstimmung ge-
bracht waren. Die dadurch entstehende Verlegenheit schien beseitigt, als
man in den elastischen Flissigkeiten eine ganze Gruppe von K&rpern auf-
fand , welche in ihrer Ausdehnung durch die W#rme tibereinstimmen. Man
nahm daher an, dass die Ausdehnung der Gase durch die Wirme dem Tem-
peraturzuwachs proportional sei, oder vielmehr man definirte die Tempera-
tur dadurch, dass man einer bestimmten Volumzunahme jedesmal einen
Temperaturgrad entsprechen liess. Sptitere genanere Untersuchungen fihr-
ten zu dem Resultat, dass auch die Gase in ihrer Ausdehnung darch die
Wiirme kleine Abweichungen von einander zeigen, dass somit jedes Gas-
thermometer nur ein einseitiges, von der individuellen Natur des ange-
wandten Gases abhingiges Temperaturmaass liefert. Nichtsdestoweniger
hat das Luftthermometer bis heute seinen Rang als Normalthermometer be-
hauptet und gewiss mit vollem Recht, da die Abweichungen in der Aus-
dehnung der permanenten Gase so gering sind, dass sie fiir alle praktischen
thermometrischen Zwecke ausser Acht gelassen werden kéanen. Theoretisch
aber stellt sich das Bediirfniss heraus, eine von den individuellen Eigen-
schaften jedes Korpers unabhiingige Definition eines Temperaturgrades zu
geben. Man wire um nichts gebessert, wenn man die Grosse der Tempe-
raturgrade dadurch definirte, dass man einem Korper immer gleiche Wrme-
mengen mittheilt und seine Temperatur der in ihm enthaltenen Wirme-
menge proportional setzte — mit anderen Worten, dass man die Wirme-
capacitit des Korpers constant setzte — denn wir wissen, dass das Ver-
biltniss der Wirmecapacititen verschiedener Korper sich mit der Tempe-
ratur §ndert, und wenn auch gerade wieder bei den permanentenG'asén die
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Abweichungen bei den unserer Beobachtung zuginglichen Temporaturen
innerhalb der Grenzen der unvermeidlichen Beobachtungsfehler zu liegen
scheinen, so kénnen wir doch fiir gewiss annehmen, dass ‘sie vorhanden
sind, und auch dieses Temperaturmaass wiire nur ein Nothbehelf fiir die
Praxis.

Wenn wir aber das Carnot'sche Princip als ein strenges Naturgesetz
annehmen, welches, wie das Newton’sche Gravitationsgesetz, seine Besti-
tigung oder Widerlegung nur in der Erfahrung finden kann, so giebt uns
dasselbe ein Mittel an die Hand, ein allgemeines von der besondern Natur
jedes einzelnen Kérpers unabhiéingiges Maass der Temperatur aufzustellen,
indem wir folgende von Thomrson*) aunfgestellte Definition des abso-
luten Temperaturmaasses annehmen:

Wenn irgend eine Substanz, die einem vollkommen um-
kehrbaren Kreisprocess unterworfen .wird, nur von einer
Wirmequelle von constanter Temperatur Wiérme aufnimmt
und nur an einen zweiten Kérper von constanter Temperatur
Wérme abgiebt, so sind die Temperaturen beider Ksrper
proportional den wihrend des Kreisprocesses aufgenomme-
nen und abgegebenen Wirmemengen **),

Will man noch eine bestimmte' Temperatureinheit festsetzen, so kann
man die Temperaturdifferenz des schmelzenden Eises und des bei 760™™
Quecksilberdruck siedenden Wassers == 100 setzen, um die Reduction der
Angaben des Centesimalluftthermometers méoglichst zu erleichtern. Aaf
welche Weise es miiglich wird, eine Vergleichung zwischen der dieser De-
finition entsprechenden Thermometerscala und der des Luftthermometers
zu gewinnen, werden wir im vierten Abschnitt untersuchen.

IIL Einige a.llgemeiné Formeln der mechanischen Warmetheorie.

Bevor wir zur Betrachtung der vom Mariotte-Ga y-Lussac’'schen
Gesetz abweichenden Gase itbergehen, ist es erforderlich, an einige allge-
meine Formeln der mechanischen Wiirmetheorie zu erinnern, deren wir im
Folgenden bediirfen.

Der Zustand einer Fliissigkeitsmasse, welche wir gleich 1 nehmen
wollen, lisst sich im Allgemeinen durch die drei Variabeln p, v, ¢ aus- -
driicken, zwischen welchen eine Bedingungéglgichung stattfindet, .welche

®) Philosophical Transactions of the Royal Society of London. 1854. I. p. 351.

**) Diese Definition soll also nicht etwa das Wesen der Temperatur erkliren,
eben so wenig als man das Wesen der Kraft erkliért, indem man die Beschleunigung
als Maasgs fiir dieselbe annimmt, sondern sie soll nur die verschiedenen T'emperaturen
numerisch vergleichbar machen. Der Begriff der Temperatur kann nur von der
Molecularmechanik erklirt, d. h. mit anderen mechanischen Begriffen in nothwendi-
gen Zusammenhang gebracht werden. Vergl. den sechsten Abschnitt.

. 3%
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je nach der Natur der Flissigkeit verschieden und von welcher die Ma-
riotte-Gay-Lussac’sche ein specieller Fall ist. Man kann daher p als
Fungtion der beiden andern, als unabhiéngigen Variabeln, betrachten.
Wachsen diese respective um dv und d¢, so wird dabei eine gewisse Wirme-
menge 4Q aufgenommen. Man kann daher setzen

21) 40 = Mdv + Ndt,

wo also Mdv die Warmemenge ist, welche bei constanter Temperatur dem
dem Volumzuwachs dv und Nd¢ die Wirmemenge, welche bei constantem
Volum dem Temperaturzuwachs d# entsprechen wiirde. Es ist daher N die
specifische Wirme bei constantem Volum oder

22) . N=c.

Soll der Druck constant bleiben , so muss die Bedingung ~

Zpd +apdt--o

erfullt sem und daraus ergiebt sich der Werth fir die specifische Wiirme
bei constantem Druck

Co
ot
c.::-u.@-a-zv
: ov
oder ° .
‘ op
- 23) c,—c='—-M.%..
o0

Die Grisse M kinnte man die specifische Wirme bei constanter Temperatur
nennen.

Von der Wirmemenge 40 wird ein Theil in 4ussere Arbeit umgewan-
delt. Die geleistete #ussere Arbeit ist n#imlich p .dv. Die iibrige Wirme-
menge

24) dQ=(M—§) do+ N. dt

wird zur Temperaturerhthung (Vermehrung der lebendigen Kraft der Mo-
lecularbewegung, welche wir Wirme nennen) und zu innerer Arbeit (Ent-
fernung der Molecille, Aenderung des Aggregat- oder Molecularzustandes)
verbraucht. Macht die Fliissigkeit einen Kreisprocess durch, bei welchem
v und ¢ schliesslich ibre urspriinglichen Werthe wiedererhalten, auch der
Molecularzustand am Ende derselbe ist, wie am Anfang, also die Summe
der im ganzen Kreisprocess geleisteten innern Arbeit gleich Null, so ver-
schwindet das tiber den ganzen Kreisprocess ausgedehnte Integral von dQ,
welches auch die Form des Kreisprocesses sein mige, oder der Ausdruck 24)
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ist ein vollstindiges Differential. Ausnahmefille, in welchen eine. Um-
wandlung allotroper oder isomerer Zustiinde in einander, . B. von Ozon in
Sauerstoff, innerhalb des Kreisprocesses vorkmen, wiirden eine besondere
Betrachtung erfordern.

Setzen wir 4dQ = dW, 80 ist

25) = (4M — p) dv + ANd¢,
8 W ow
26) av = AM — -— P W = AN.

Die Function # ist in der mechanischen Wirmetheorie unter dem Namen
der Wirkungsfunction®) oder mechanical energy **) bekannt. Es ist
ndimlich nach dem Vorhergehenden klar, dass die Summe mechanischen
Effects, welche aus der Masseneinheit der Fliissigkeit gewonnen werden
kann, indem sie von einem beliehigen Zustand (v, ?) in einen andern (,,1%,)
tibergeht, oder umgekehrt die Arbeitsmenge, welche erforderlich ist, die-

selbe aus dem letzteren in den ersteren tiberzufihren, durch die Differens. -

(0 0) — W (v, 1)
reprisentirt wird.
Da der Differentialausdruck 25) der Bedingung der Integrabdltit ge-
niigen muss, so ergiebt sich daraus die Gleichung
: 2 (4M —p) 2 (4N)
ot ov

oder
: oM oN 1 dp
27) ot v 4°ar’
welche als der analytische Ausdruck des Princips der Aequivalenz der
Wirme und Arbeit betrachtet zu werden pflegt.
Diese Gleichung kann dazu dienen, aus dem friiher gewonnenen Aus-
druck des Carnot'schen Princips 18) die analytische Form herzuleiten, in
welcher dasselbe zuerst von Thomson aufgestellt warde. Setzt man nim-

lich in 18) fiir 40 seinen Werth 21) und beriicksichtigt, dass in Folge von 18)

1‘2 ein vollstindiges Differential sein muss fir alle umkehrbaren Processe,

so folgt

oder

und mit Riicksicht auf 27)

*) Kirchhoff: Ueber einen Satz der mechanischen Wirmetheorie. Poggend.
Ann, CIII 177.
. *%) W, Thomson: On the quantities of mechanical energy contained in a fluid.
Phil, Mag. (4. Ser.) IX. 523,
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ap

28) AM=t. 30
welches der von Thomson¥) gegebene Ausdruck ist, wenn man in diesem
die Carnot’sche Temperaturfunction p = -“i setzt. Wird die Gleichung 28)

in Beziehung auf ¢ differentiirt, so erhélt man mit Riicksicht auf 27):

@N otp

29) 4 =t

Aus 26) und 28) folgt ,
ow __ op

30) . %-—té}‘-‘?v
: .

31) W=‘/(lg§—p)dv+q>(l),

Yo

* wo v, ein beliebig zu wihlender Anfangswerth von v und ¢(f) diejenige
noch zu bestimmende Function von ¢ ist, auf welche sich # fiir v = v, re-
ducirt. Bezeichnen wir die Function von ¢, auf welche sich ¥ fiir v =v, re-
ducirt, mit N,, so wird nach 26):

Qo (t

—g ‘( ) = 4. N,,
. folglich

t
32) W'—f(t——p)do-i-d Nodt + const.
t
Die Constante ist oﬁ'enbar W (9o, &).
Wenden wir diese Gleichungen auf das ideal permanente Gas an, so
ist nach 1)

k.t 2 k o
P=S0 =y P
W=AfN,dt,
oder, da die specifische Wirme bei constantem Volum c¢ fiir das ideale Gas
von der Temperatur unabhiingig ist,

33) W—W,=4d.c.(t—1t),
ow oW ) _
34) . W A 7”——0, M———Z, N-——C.

Die Wirkunglfunction des idealen Gases ist also eine Function der
Temperatur allein und vom Volum (der Dichtigkeit) unabhingig. Es ist
dies das Wesentliche der Mayer'schen Annahme. Da niimlich ein ideales
Gas, welches sich ausdehnt, ohne Arbeit zu leisten, seine Temperatur nicht
#dndert, oder da bei Compression des Gases das genaue Acquivalent der ge-

*) Philosophical Magazine. (4. 8.) IV. p. 169. -
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leisteten Arbeit als Warme wieder gewonnen wird, welche man demselben
von aussen wieder entziehen kann, indem man es auf seine urspriingliche
Temperatur guriickbringt, so folgt daraus, dass die Wirkungsfunction in
beiden Fillen ungeiindert geblieben sein muss, indem die Summe der von
dem Gase gewonnenen Arbeit und Wirme gleich Null ist.

(Fortsetzung folgt.)

IV.

Beitrige sur Geschichte der Fortsehritte in der elektrischen
Telegraphie.

Von Dr. Epuarp ZETZSCHE.

‘ L Die Copirtelegraphen. ‘ .

Bei den im ersten Jahrgange dieser Zeitschrift Seite 89 ff. kurz be-
schriebenen Telegraphenapparaten werden die verschiedenen Wirkungen,
welche sich mittels elektrischer Strime fast ohne Zeitverbrauch in betréicht-
licher Ferne hervorbringen lassen, benutzt, um eine Nachricht an einen
entfernten Ort zu beférdern. Bei den Nadeltelegraphen dient die
durch den elektrischen Strom herbeigefithrte Ablenkung einer oder meh-
rerer Magneotnadeln oder Stabmagnete, oder sweier mit einander verbun-
dener, um eine Axe drebbarer halbkreisformiger Magnete (im Bain-Ek-
ling'schen Telegraph) als telegraphisches Zeichen, aus welchem sich durch
Wiederholung und Abwechselung in der Ablenkupgsrichtung eine Reihe
Zeichengruppen bilden lassen, um durch sie die Buchstaben des Alphabetes
fir die Schriftsprache auszudriicken mit einer Genauigkeit und Bestimmt-
heit, welche mit der Anzahl der gewi#hlten Gruppen wiichst. Bei den Zei-
gertelegraphen riiekt durch abwechselnd hergestellte und unterbrochene
elektrische Stréme (entweder in Folge der dabei eintretenden und wieder
verschwindenden elektromagnetischen Anziehung allein, oder durch das
Zusammenwirken derselben mit einem Ubrwerke, einem Gewichte, einer
Feder u. dergl.) ein Zeiger auf einem mit den Buchstaben, Ziffern und
anderen Zeichen beschriebenen Zifferblatte schrittweise fort, bleibt endlich
auf dem jedesmal zu telegraphirenden Buchstaben u. s. w. stehen und buch-
stabirt so dem Telegraphisten die Depesche vor. Die elektromagnetischen
und elektrochemischen Schreib- und Drucktelegraphen endlich
lassen auf einem durch ein Riiderwerk mit Gewicht in Beweguung gesetater
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Papierstreifen gewisse Zeichen (Punkte und Striche) entstehen*), aus denen
ebenfalls Gruppen zur Bezeichnung der Buchstaben, Ziffern und anderer
Schriftzeichen gebildet werden; und zwar erzeugt bei den elektrochemi-
sehen Telegraphen der Strom unmittelbar die Zeichen als farbige Linien
auf und in dem feuchden, vorher mit Cyankalium- oder Jodkaliumlisung
und Stirkekleister getriinkten Papiere, da er durch das Papier selbst ge-
leitet wird und dasselbe so oft und so lange er hindurch geht, unter Zer-
setzung des Jod- oder Cyankalivms violet oder braun firbt; wihrend bei
den Druckapparaten ein Hebel durch elektromagnetische Anziehung vom
Strome in Bewegung gesetat wird -und durch einen rein mechanischen Vor-
gang die Zeichen auf dem Papiere eingribt, oder mit einer farbigen Fliis-
sigkeit anuf dem Papiere auftriigt.

- Alle diese Telegraphenapparate sind nun in ihrem Gebrauche insofern
einer Beschriinkung unterworfen, als man durch sie eben nur eine gewisse,
wenn auch beliebig grosse Anzahl vorber verabredeter Zeichen von be-
stimmter Bedeutung in die Ferne senden kaun; wenn man durch sie auch
jede in Worten ausgedriickte Nachricht telegraphiren kann, so lassen sich
doch z. B. Zeichnungen, Karten, Pline, Copien von Handschriften und
Stenographien u. 8. w. durch sie nicht weiter geben. Gleichwohl kann dies
unter Umstiinden hochst wiinschenswerth sein, wire es auch nur, um in
allen Fillen in einer treuen Nachbildung der Unterschrift des Aufgebers
einer einlangenden Mittheilung ein sicherers Merkmal fiir die Beurtheilung
der Aechtheit der Mittheilung zu besitzen. Noch wichtiger aber wiirde es
sein, wenn man durch die Anwendung eines solchen Copirtelegraphen
(d. h. eines Apparates, welcher telegraphisch an einem entfernten Orte eine
getreue Abbildung irgend eines Schriftstiickes entstehen 14sst) die Mitthei-
lung zugleich von dem die Mittheilung vermittelnden Telegraphisten unab-
hitngig machen k¥nnte, weil dadurch jede sonst vielleicht mogliche Irrung
unmoglich gemacht wiirde. Die Lisung der in Rede stehenden Aufgabe
ist von verschiedenen Beiten: versucht worden, ohne dass sie bis jetzt voll-
kommen und fir die Praxis anwendbar gegliickt wire,

Wenn eine Walze sich um ihre Axe dreht und dabei gleichzeitig in
ihrer Axenrichtung in einer mit der Umdrehung gleichen Schritt haltenden
Weise verschoben wird, so beschreibt ein fester Punkt auf ihrer Oberfliche
eine Schraubenlinie, denn es kommen nach und nach alle auf dieser
Schraubenlinie liegenden Punkte an dem festen Punkte vorbei. Ist der
feste Punkt irgend ein die Walze bertithrender Schreibstift, so wird die
Schraubenlinie auf der Walze selbst sichtbar; genau dieselbe Wirkung er-
hilt man aber auch, wenn man der Walze blos eine drehende Bewegung
ertheilt und gleichzeitig den Schreibstift iber die Walze hin- und herfihrt.

*) Dasselbe gesohieht zwar auch bei dem 8teinheil’schen Telegraph, welcher

jedoch nach seiner sonstigen Einrichtung (vergl. Jahrg. I., S.90) zu den Nudeltele-
graphen gehért.
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Die einzelnen Windungen dieser Schraubenlinie liegen um so enger anéin-
der, eine je kleinere Lingenverschiebong der Walze withrend einer Um-
drehung ertheilt wird, und man hat es sonach in der Hand, den Schreibstift
mdglichst viel Punkte der Oberfliche berithren zu lassen. Denken wir uns
nun auf zwei mit einander in Verbindung gesetzten Telegraphenstationen
swei solche Walzen von Metall von gleicher Grisse, welche auch durch
swei gleiche Uhrwerke in einem villig ibereinstimmenden und gleich-
missigen Gange erhalten werden, so beschreiben die beiden metallener
Schreibstifte auf den beiden Walzen genau dieselbe Schraubealinie. Wird
jotzt die telegraphisch zu copirende Zeichnung mit einem die Elektrioitit
nicht leitenden Materiale (z. B. Harzfirniss) auf eine leitende Platte (etwa
Stanniol, angefeuchtetes Goldpapier u. dergl.) aufgetragen und auf die
Walze der telegraphirenden Station gelegt, so dass der mit dem einen Bat-
teriepole verbundene Schreibstift darauf ruht, wibrend die Walze selbst
durch die Luftleitung mit dem Schreibstifte der empfangenden Btation ver-
bunden ist, steht ferner die dortige Walze ebensowohl, als der zweite Bat-
teriepol der gebenden Station mit der Erde in leitender Verbindung, und ist
endlich zwischen dem Schreibstifte und der Walze der Empfangsstation ein
leitendes Zwischenmittel vorhanden, so ist der Kreis der Batterie ge-
schlossen, so lange der Schreibstift der gebenden Station uber einen Theil
der leitenden Platte hinweggeht, und der demnach bestindig vorhandene
Strom wird nur uaterbrochen, wenn der Schreibstift tiber einen Zug der zu
copirenden Zeichnung gleitet. Ist aber auf der Empfangsstation das lei-
tende Zwischenmittel zwischen Stift und Walze ein mit Cyankalium- oder
Jodkaliumlésung und Htiérkekleister getrinktes feuchtes Papierblatt, so
wird dieses ganze Blatt mit engen, farbigen Schranbenlinien iberzogen und
bleibt nur an den Btellen weiss, welche den mit der Zeichnung versehenen
Btellen des Originals entsprechen. Original und Copie wirden sich dann
zu einander verhalten, wie es Fig.1 u.2 auf Taf. I. anschaulich machen.
Wiiren dagegen in der Originaldepesche nur die Ziige der Zeichnung lei-
tend, der ilbrige Grund aber nicht leitend, so entsttinde in der Copie die
Zeichnung als ein aus lauter kleinen Strichen bestehender farbiger Zug auf
weissem Grunde, wie es Fig. 3 nuf Taf. L. zeigt.

Der erste Apparat dieser Art wurde von dam Amerikaner F.C. Bake-
well (in Hampstead) vorgeschlagen®) und im Modell im November-1850 in
London behufs der Anstellung von Versuchen ausgestellt; die Illmstrated
London News brachte die erste Mittheilung dartiber in der Nummer vom

*) Nicht von dem englischen Mechaniker Bain, welcher sich aber am 12. De-
cember 1816 cinen elektrochemischen Telegraphen hatte patentiren lassen, der ge-
wissermaassen auch copirt; zwei Schreibstifte liegen auf einer Metallwalze auf und
schreiben die Depesche in Zeichengruppen auf einen zwischen beiden durchgehenden
chemisch priiparirten Papierstreifen; in dieselben Zeichengruppen fibersetst wird die
Originaldepesche auf einen Papierstreifen tibertragen, anf welchem sie zwei Reihen
(ausgeschlagener) Locher bildet; uuf der telegraphirenden Station l#uft der Streifen
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16. November, die Beschreibung und Abbildung in der Nummer vom 23. No-
vember 1850. Danach wurde die Depesche mit Firniss auf Zinnfolie ge-
schrieben und auf die durch ein Gewicht in Umdrehung versetzte Walse
aufgelegt; ein Zahnrad an der Walze greift in ein amderes ¢in und dreht
durch dasselbe eine parallel zur Walze liegende, fein geschnittene Sehrau-
benspindel um, auf welcher als Mutter eine Hiilse sitzt, die den Schreibstift
trigt; letaterer wird sich somit beim Umdrehen der Walze tiber dieselbe
hinbewegen. Auf der Empfangsstation liegt auf der Walze ein mit blau-
sauerem Kali (besser mit gelbem Blutlaugensalz) getrénktes und mit ver-
dtinnter Salzsiiure befeuchtetes Papier, auf welchem der Strom durch Zer-
setzung der Salzsiure blaue Linien von Berlinerblau entstehen lisst,
welche entlang den Zeilen der Schrift laufen, wie in Fig. 2. Die Geschwin-
digkeit der Mittheilung hiingt von der Grisse der Schrift und dem grisseren
oder geringeren Abstande der Schraubenlinien von einander ab. Das De-
peschengeheimniss lisst sich durch Anwendung einer Geheimschrift, oder
auch dadurch gewihrleisten, dass man den Papierstreifen blos mit ver-
diinnter Salzséure befeuchtet, wodurch die Depesche unsichtbar wird und
erst auf dem Streifen sichtbar hervortritt, wenn der Empfinger den Strei-
fen in eine Lisung von blausauerem Kali taucht. — So einfach indessen
auch der von Bakewell angegebene Apparat erscheint, so sind doch die der
Anwendung desselben entgegenstehenden praktischen Schwierigkeiten zu
wesentlich, als dass der Apparat eine allgemeinere Verbreitung hitte finden
konnen. Denn abgesehen davon, dass der Apparat, wie alle.chemisehen,
wenig zuverlissig ist, wenn nicht das priiparirte Papier einen durch und
durch gleichen Feuchtigkeitsgrad besitzt und in ihm erhalten wird, dass
beim Austrocknen des Papiers die Leitung férmlich unterbrochen und “ein
Telegraphiren véllig unméglich wird, und dass er endlich auch kein hor-
bares Zeichen giebt und deshalb fasst unentbehrlich noch mit einer Weck-
und Ruf-Vorrichtung zu verbinden wire: so ist es durchaus nicht leicht,
die Hauptbedingung zu erfiillen, némlich zwei oder gar mehrere (obendrein
wiederholt zu arretirende und an verschiedenen Orten befindliche) Appa-
rate durch Ubrwerke in einem ganz gleichm#ssigen Gange zu erhalten,
ohne welchen doch die Schriftaiige verzerrt erscheinen wiirden. Deshalb
brachte schon Bakewell einen elektromagnetischen Regulator an; entweder
ein Pendel auf jeder Station, welches an einer gewissen Stelle seiner
Schwinguhgsbahn an eine Feder anstreifte und so eine Batterie schloss, in
deren Kreis ein Elektromagnet eingeschaltet war und durch Einriickung

iiber eine Walze mit 2 gegen einander isolirten Metallringen, und auf ihm schleifen 2
mit 2 Batterien verbundene Federn, welche jedesmal einen Strom durch die Linie
senden, so oft ihre Spitze durch ein Loch im Streifen hindurch den darunter liegen-
den Metallring beriibrt. 1851 liess Buin den einen Stift weg und ersetzte den pripa-
rirten Papierstreifen durch ein auf einer ebenen Metallscheibe liegendes Blatt Papier,
auf welches der Schreibstift die durch Gruppen von 8trichen und Punkten in einer
Reihe ausgedriickten Buchstaben in einer 8pirallinie niederschrieb.
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einer Sperrklinke in ein Rad des Apparates dessen Gang regulirte; oder
ein kleines Metallrad am gebenden Apparate, welches durch Schliessen
und Oeffnen einer Batterie auf einen Elektromagnet auf der Empfangssta-
tion wirkte und durch diesen den Gang des empfangenden Apparates re-
gulirte.

Die Nachricht dieser Erfindung verbreitete sich bald auch in Deutsch-
land. Die deutsche allgemeine Zeitung brachte 1851 in Nr. 181 einen Be-
richt @iber die am 3. April d. J. zwischen London und Brigston angestellten
gelungenen Versuche, und die Weserzeitung theilte nach einer Correspon-
denz aus New-York von einer Modification des Apparates unter Anderm
mit, dass ,,die sich drehende Walze bei jeder Umdrehung um gy Zoll zur
Seite riicke?*), so dass ein Zeitungsbogen von 20 Zoll Breite in 1300 Umdreh-
ungen auf 1 Seite mit schraffirten Linien bedeckt worden sei. Bei einer
Umdrehungsgeschwindigkeit vou 6 Fuss kinne man in einer Minute 86
Quadratzoll Papierfliche, oder die Seite eines miissigen Briefbogens mit
telegraphischer Schri¥t bedecken. Durch die Zeitungsnachrichten veran-
lasst, construirte der Mechanikus Matth. Hipp in Reutlingen 1851 einen
ghnlichen Copirtelegraph, dem er folgende Einrichtung gab: Die Walzen
werden durch ein Uhrwerk um jhre Axe gedreht und gleichzeitig in ibrer
Axenrichtung verschoben; die Depesche wird mit einer die Elektricitiit
nicht leitenden Tinte auf Gold- oder Silberpapier geschrieben, iber wel-
chem der. metallene Stift befestigt ist; auf der Empfangsstation wirkt der
8tromr auf einen Elektromagnet, mit welchem ein Schreibstift (eine Glas-
feder) verbunden ist, welcher ,,innen mit Tinte gefillt" ist und das auf der
Walze liegende gewohnliche Papier bertihrt, wenn der Anker des Elektro-
magnetes abfillt, sich dagegen von ihm entfernt, wenn der Anker ange-
zogen ist. Werden also die beiden gleichen Walzen gleichmissig bewegt,
so lisst der Schreibstift auf dem Papiere auf weissem Grunde eine aus
kleinen Strichen gebildete Nachbildung der Bchriftziige des Originale ent-
steben. (Vergl. Fig. 8, Taf. 1.)

Auf der Londoner Ausstellung hatte auch Th. du Moncel in Paris eine
Probe der mit dem Apparate von Bakewell erzeugten Schrift gesehen und
construirte danach kurz darauf einen Copirtelegraph, bei welchem die
Walze 4 (in Fig. b, Taf.1.) durch ein Uhrwerk (mit einem conischen Pen-
del von Bain als Regulator) umgedreht wird; iiber die Walze liuft ein
langer Papierstreifen CD von der Rolle B, und auf diesem liegt der Stift E,
welcher von demselben Uhrwerke aus durch die excentrische Scheibe F
und den um H drehbaren Hebel GE in einer zickzackfsrmigen Bewegung

*) Um diess zu bewerkstelligen, diirfte man nur die Walzen ¥ und }#, in Fi-
gar 4 (Taf. 1.) auf Schraubenspindeln S und S, stecken, auf denen sie sich dann bei
ihrer Umdrehung fortschrauben; die Schreibstifte @ und «, liegen dann fest, und der
Strom geht von der Batterie B der telegraphirenden Station durch «, nach W, §

durch kdie Luftleitung L durch @; und #; und durch die Erdplatten E, und £ nach B
zuriick.
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tiber den Streifen hin. und hergefithrt wird. Auf der gebenden Station ist
der Streifen von Zinnfolie und die nicht leitende Schrift 14uft entlang dem-
selben, duf der empfangenden aber ist der Streifen ein mit blausauerm Kali
getrinktes Papier. Als Regulator dient auf jeder Station ein durch ein
Relais in und ausser Thitigkeit gesetzter Elektromagnet, welcher auf die
Linse des Pendels im Uhrwerk wirkt und dieselbe nach Bedarf in einer
Lage ausser der Verticalen festhalt. Beim Beginn des Telegraphirens
lassen diese Elektromagnete auf den beiden correspondirenden Statlonen
die Uhrwerke los und reguliren dann deren Gang.

Am 26. Febrnar 1855 legte Seugraff der Academie der Wissenschaf-
ten in Paris einen Vorschlag zu einem Copirtelegraph vor, tiber dessen
Einrichtung aber weiter Nichts bekannt geworden ist.

Im Juni 1856 (aleo 6 Jahre nach Bakewell) trat der Abbé Giovanni
Caselli in Florenz mit einem ,,neuerfundenen‘ Copirtelegraph hervor,
den er Pantelegraph taufte; aber erst im December 1858 wurde die neue
Erfindung einigermaassen niher beschrieben. Die Depesche wird mit ge-
wohnlicher Feder und gewthnlicher Tinte auf ein Papier geschrieben, wel-
ches durch einen dtinnen Ueberzug von Zinn oder Silber metallisirt ist;
dieses Papier wird in dem Apparat zum Zeichengeben zwischen zwei Me-
tallwalzen gebracht, welche sich durch ein Uhrwerk in entgegengesetztem
Sinne umdrehen, und wihrend das Papier durch die Umdrehung der beiden
Walzen gleichmiissig um einen Bruchtheil eines Millimeters fortriickt, 15uft
eine Platinspitze in gerader Linie quer fiber seine Oberfliche. Gleichzeitig
rickt auf der Empfangsstation ein chemisch vorbereitetes Papier zwischen
zwei #hnliche Metallwalzen um einen gleichen Millimeterbruchtheil fort,
und es l#uft itber dasselbe ebenfalls eine Eisen- oder Stahlspitze und 14sst
auf ihm eine getreue Abbildung der Ziige der Originaldepesche entstehen,
und zwar in blauer, rother oder gelber Farbe auf weissem Grunde. Die
Uebereinstimmung und Gleichzeitigkeit in den mechanischen Bewegungen
sucht Caselli durch zwei Pendel von gleicher Schwingungszeit auf folgende
Weise zu erlangen: die beiden gleichen Pendel sind auf den beiden Sta-
tionen an einer horizontalen Axe aufgehingt, mit einem Elektromagnetstab
von 20 Kilogramm Gewicht belastet, und stehen durch den telegraphischen
Leitungsdraht unter einander der Art in Verbindung, dass der Strom, wel-
cher durch die Leitung geht, auch durch die Pendelstibe gehen muss.
Wenn diese nun den Elektromagnet an ihrem Ende ein wenig aus der Ver-
ticalen heraustreten lassen, so wird jeder Elektromagnet durch eine (von
der Linien- oder Telegraphirbatterie unabhiingige) Localbatterie magneti-
sirt und von einem im Endpunkte der Schwingung aufgestellten Anker aus
weichem Eisen angezogen und festgehalten. Kaum sind aber die Pendel
in diese Lage gekommen, so wird der Kreis der Localbatterie durch den
Linienstrom unterbrochen, die Elektromagnete entmagnetisirt und durch
ihre Schwere zuriickgefiihrt; sie vollbringen nun einen Pendelschlag;, bis
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sie auf der andern Seite der Vertikalen in gleichem Abstande durch einen
sweiten Anker aus weichem Eisen fest gehalten werden, welcher seinerseits
ebenfalls gleich darauf von dem Linienstrom durchflossen wird; die Local-
batterie wird dadurch wieder unterbrochen, der Elektromagnetismus besei-
tigt, und das Pendel macht einen neuen Schlag u.s.f. Auf diese Weise
regulirt der Linienstrom das Zusammenfallen der Pendelschwingungen und
bringt durch sie Uebereinstimmung in die Bewegungen auf beiden Sta-
tionen, da sich bei jedem Pendelschlage die beiden Spitzen und Papiere
ganz gleich weit bewegen. Dann bleibt der Linienstrom wihrend des
ganzen Pendelschlages selbst zur freien Verftigung und circulirt wihrend’
dieser Zeit wirklich von der Platinspitze der telegraphirenden Station
durch die Leitung zur Stahlspitze der Empfangssmtioﬁ, durch die me-
tallenen Walze, die Papiere u.s. w. Da nun die Tinte, mit welcher dis
Originaldepesche geschrieben wurde, ein schlechter Leiter ist, so wird der
Linienstrom jedesmal, wenn die Platinspitze itber einen Scbriftzug hinweg-
gebt, minder intensiv, und es tritt eine Aenderung in der steten Einwirkung
~ des Btromes auf das chemische Papier der Empfangsstation ein; auf eine
ganz einfache, aber von Caselli noch geheim gehaltene Weise, ndmlich
kehrt sich zugleich mit der'Abnahme der Stromstéirke plétzlich die Polari-
tit der Stablspitze auf der Empfangsstation aus dem positiven ins negative
um, und diese Umkehrung lisst auf dem Papierstreifen die Ziige der De-
pesche farbig hervortreten. — Caselli behauptet, dass man zwei Depeschen
zugleich in entgegengesetzter Richtung auf demselben Drahte befirdern
konne; dabei wiire die Beférderung #usserst schnell und bei Anwendung
der Stenographie kinne man den absolut hichsten Grad von Schaelligkeit
erreichen. Nach den Versuchen des Erfinders kann man in einer Minute
eine Depesche von einem Quadratdecimeter (== 16 Quadratzoll) abtelegra-
phiren; auf diesen Raum gehen aber etwa 500 Buchstabenr bei gewdhnlicher
Schrift, oder 3000 bei Stenographien. Jenachdem die Spitzen in kleineren
oder grosseren Zwischenriumen quer iiber das fortrlickende Papier riicken
and engere oder weitere Linien darauf beschreiben, wird die Depesche
mehr oder weniger vollkommen, natiirlich auf Kosten der Geschwindigkeit
der Beforderung, welche indessen selbst bei den vollkommensten, dem
Originale villig gleiche Depeschen die Befsrdernng mittels sonst diblicher
Telegraphen bei weitem iibertreffen soll. — Wihrend nicht telegraphirt
wird, dtirften die Pendel in den Endpunkten ihrer Schwingung festgehalten
werden. Der Umstand, dass bei der Intensititsverinderung des Linien-
stroms die Polaritst der Stahlspitze in die entgegengesetzte nmschligt und
dadurch eben die chemische Einwirkung erfolgt, l4sst befiirchten, das der
Pantelegraph auch jede zufillige Schwichung des Linienstroms mit ver-
zeichnet und niederschreibt, wodurch seine Zuverldssigkeit sehr in Frage
gestellt werden wtirde. Ein bestimmteres Urtheil dartiber ist sur Zeit
nicht méglich, da eine ausfihrlichere Beschreibung noch fehit.
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Am 9, November 1858 endlich wurde Richard Archibald Brooman in.
London ein Copirtelegraph als Mittheilung patentirt, zugleich mit einem
Vorschlage zur Beseitigung der Riickschlige beim Telegraphiren. Wenn
nKkmlich ein elektrischer Strom unterbrochen wird, so durchléuft eine Reac-
tion den ganzen Schliessungskreis, deren Dauer der Linge des Schlies-
sungskreises proportional ist. Wurde z. B. beim Atlantischen Telegraphen-
tau der Kreis nach dem Geben eines Zeichens unterbrochen, so musste man
eine lange Zeit verfliessen lassen, bevor man ein neues Zeichen geben
konnte, nlimlich bis die Riickstrbme zur Ruhe gekommen waren und der
Schliessungskreis seine normale Beschaffenheit wieder angenommen hatte.
Um diesen Verzug zu umgehen und die Beférderung der Depesche mit der
Sehnelligkeit zu ermiglichen, welche die mechanische Handhabung der
Apparate zuliisst, ordnet Brooman die Linienbatterie so an, dass der Kreis
bestiindig. geschlossen bleibt und nie unterbrochen wird. Dabei wird vor-
ansgesetzt, dass der Linienstrom auf der andern Station die Zeichen durch
eine magnetische Einwirkung hervorruft. Wenn man zwei entfernte Sta-
tionen durch einen Leiter verbindet, und beide in denselben Schliessungs-
kreis dergestalt einschaltet, dass der Linienstrom an beiden Stationen K&r-
per umkreist, auf die er eine elektromagnetische Wirkung #ussern kann,
z B. die Ablenkung einer Magnetnadel oder die magnetische Induction in
den Eisenkern eines Elektromagnetes, so ist die Induction oder Ablenkung
abhiingig von der Stirke des elektrischen Stromes. Lisst also ein elek-
trischer Strom einen Elektromagnet seinen Anker in einer gewissen Entfer-
nung etwa mit einer Kraft von 1 Pfunde anziehen, so bleibt der Anker trotz
der Einwirkung des Stromes unbeweglich, wenn wir den Anker so einrich-
ten, dass erst eine Kraft von 2 Pfund ihn in Bewegung setzen kann, und
wir miissen die Batteriekraft vergrissern, wenn der Strom den Anker be-
wegen soll. Es wiirde daher der Anker zwar angezogen werden und wie-
der zuriickgehen, aber es wiirden keine Ritekschliige erfolgen (oder sie
wiirden von dem bestdndig in der Linie beibehaltenen Strom iiberdeckt),
wenn wir die Batteriekraft verstirken und vermindern kénnten, obhne da-
bei den Kreis zu unterbrechen. Um diess gu erreichen, theilt Brooman die
Batterie in zwei oder mehrere Gruppen, von denen die eine swar bestiindig
in den Kreis eingeschaltet ist, aber einen Strom in die Linie sendet, wel-
cher auch stark genug ist, um den Anker vom Elektromagnet anziehen zu
lassen, wihrend die anderen Gruppen beim Telegraphiren durch den
Zeichengeber eirgeschaltet werden und dann die telegraphischen Zeichen
‘auf der andern Station hervorrufen. — Um nun auf einer zweiten Station
eine genaue Nachbildung einer geschriebenen oder gedruckten Depesche
schnell und zuverliissig entstehen zu lassen, wird letztere mit einer so sub-
stantiellen (nicht leitenden) Tinte niedergeschrieben, dass sie von dem
Papiere auf eine Metallfliche iibertragen werden kann, némlich auf eine
Metallwalze, welche durch ein niedergehendes Gewicht an einem Uhrwerke

~
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in Umdrehung versetst wird. An dem Gestell der Walze ist ein Hebel bé-

festigt, jedoch isolirt gegen die Walze; derselbe liegt mit einer kleinen Rolle

an dem einen seiner Enden auf der Walze und ist am andern Ende mit

dem Schliessungskreise verbunden; wenn nun die Rolle die blanke Ober-

fliche der Walze berithrt, so ist der Kreis geschlossen, wird aber unter-

brochen, sowie die Rolle tiber einen beschriebenen Theil der Walze hin-

weggeht. Der Stiitzpunkt des Hebels erhklt eine seitliche Bewegung,

durch welche der Hebel nach und nach von einem Ende der Walze bis zum

andern hinbewegt wird, mit einer der Umdrehung der Walze angemessenen

Geschwindigkeit, so dass die'Rolle nach und nach die ganze Oberfliche der

Walze iberstreicht. Diess ist der Apparat zum Zeichengeben. In dem
Apparate zum Aufnehmen und Niederschreiben der Depesche befindet sich

eine Walze von gleichem Durchmesser und gleicher Liinge mit derselben

Hebelvorrichtung, nur dass der Hebel einen Schreibstift an dem einen und

einen Anker aus weichem Eisen an dem andern Ende triigt. Unter dem

Anpker steht ein Elektromagnet, dessen Spulen in den Schliessungskreis des

Linienstroms eingeschaltet sind. 8o oft nun auf der telegraphirenden Sta- .
tion die Rolle des Hebels auf ciner blanken Stelle der Walze liegt, geht
der Strom auf der empfangenden Station durch die Spulen des Elektro-
magnetes, der Anker geht nieder, und der Schreibstift legt sich aunf die
Walze und schreibt anf das Papier, mit dem sie iiberkleidet ist, ein -
schwarzes Zeichen, setzt aber ab, sobald die Rolle auf eine beschriebene
Stelle kommt. — Dieser Copirtelegraph ist also von den oben genannten
Mingeln der chemischen Telegraphen frei; da er schwarze Zeichen aunf
das Papier schreibt, so 14sst sich vermuthen, dass es in #hnlicher Weise ge-
schieht, wie bei dem bereits erwXhnten Telegraph von Hipp, und demnach
diirfte nach den vorliegenden Erfahrungen an #hnlichen Apparaten seine
Leistung minder ausgezeichnet und zuverliissig sein. Bei der eben mitge-
theilten Anordnung erscheint die copirte Schrift als weisse Zwischenriume
auf schraffirtem Grunde. Die Schrift wiirde dagegen in farbiger Schraf-
firang auf weissem Grunde erscheinen, wenn der Schreibstift fiir gewshn-
lich auf der Walze auflige und durch die Stromwirkung abgezogen wirde,
wenn die Rolle auf eine blanke 8telle gelangt. Gleiches erlangt man, wenn
man did’ beiden correspondirenden Stationen so 'mit einander verbindet, wie
Fig. 6, Taf. I. zeigt; liegt hier der Hebel ab auf einer blanken Stelle, so
ist die Batterieabtheilung II durch die Walze ¢, durch b und die Schliess-
ungsdriihte d und ¢ kurz geschlossen, und nur die Abtheilung I sendet durch
d und e zugleich tiber a und die Luftleitung L einen S8trom durch die Rollen
des Elektromagnets M (dessen Anker daher nicht angezogen wird), und der
8trom kehrt durch die Erde E nach I zuriick; liegt dagegen a b auf einem iso-
lirenden Schriftzuge, so senden I und II vereinigt ihren 8trom durch M, wel-
cher jetzt seinen Anker 4 anzieht, so dass der am andern Ende des Hebels
befindliche Reibstift (vielleicht mittels eines Relais) auf ¢;oschreibt:
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Schliesslich haben wir noch einen von Hipp erfundenen elektro-
chemischen Copirtelegraph zu erwihnen, welcher von den bisher aufge-
fithrten giinzlich abweicht. Auf jeder Station wird namlich*) ein metallener
Stift iiber einer Metallplatte durch ein Uhrwerk so bewegt, dass er be-
stdndig und auch gleichzeitig mit allen andern Stiften den in Fig. 7, Taf. L.
abgebildeten Zug beschreibt. In diesem Zuge sind aber unter Andern die
Elemente aller Buchstaben des Alphabetes enthalten. Wenn man daher
auf der einen Station auf die Metallplatte einen angefeuchteten, mit der
\Originaldepesche beschriebenen Papierstreifen legt, und auf der andern
Station einen chemisch priparirten Papierstreifen, und wenn man beide
durch das Uhrwerk ganz gleichmiissig, aber nicht stetig, sondern ruckweise
bewegen lisst, und zwar jedesmal, nachdem der 8tift seinen Zug vollendet
hat; wenn ferner auf beiden Stationen der Stift auf dem Papiere aufliegt
und wenn endlich der Telegraphist mittels eines beliebigen Tasters oder
Schlissels einen Strom durch die Linie nach der andern Station senden

_ kanu, so oft die Bewegung des Stiftes anf seiner Station mit einem Theile
des zu telegraphitenden Schriftzuges zusammenf¥lit: so wird auf der an-
dern Station ein treues Bild der Schrift entstehen. Ebenso wiirde man die
Umrisse von Zeichnungen copiren konnen. — Sehr nahe ist dieser Apparat
mit dem von Hipp im Jahre 1851 construirten Buchstabentelegraph

. .verwandt, welcher die Depesche gleich in einer fir den Empfinger los-
lichen Schrift mit lateinischen Buchstaben niederschreibt. Ein kleiner
Heber reicht mit einem Ende in ein Tintengefliss und hat am andern Ende
eine 8o feine Miindung, das aus ihr die Tinte nur ausfliesst, wenn die Mim-
dung das Papier beriihrt. Dieser Heber sitzt am Ende eines Doppelhebels,
welches durch zwei auf derselben Axe steckende, an ihrem Umfange ver-
schieden gestaltete Scheiben so gefiihxt wird, dass es bestindig den Zug
Fig. 8, Taf. L. beschreibt. Die Scheiben werden durch ein Gewicht in Um-
drehung versetzt und dieses Gewicht bewegt zugleich das Papier unter der
Schraubspitze fort, und diese liegt auf dem Papiere auf, sofern sie nicht
bei Unterbrechung des Stroms durch eine Feder abgehoben wird. Das
Unterbrechen des Stroms erfolgt von der telegraphirenden Station -aus
durch ein System von Tasten; jede Taste logt, wenn sie niedergedriickt
wird, einen Hebel auf einé Walze, welche an verschiedenen SteMlen ihrar
Oberfliche verschieden gestaltete Erhohungen triigt, und so lange der
Hebel auf einer svlchen Erhéhung liegt, ist der Strom geschlossen. Von
der Lénge der Erhthungen und von ihrer Stellung hiingt es also ab, wel-
chen und einen wie langen Theil seines Wegs der Schreibstift der empfan-
genden Station auf dem Papiere niederschreibt; in dem Zug Fig. 8, Taf. I.
sind aber ebenfalls alle lateinischen Buchstaben enthalten, und man
braucht blos fiir jeden Buchstaben eine lesende Taste. Ein solcher Appa-

*) Nach Th. du Moncel, exposé des applications de I'électricité. II, 8.124.
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rat soll 120 biz 160 Buchstaben in einer Minute schreiben, doch muss er in
allen seinen Theilen sebr genau gearbeitet sein; die Gleichzeitigkeit der
Bewegungen wird hier durch denselben Regulator herbeigefithrt, welchen
Hipp an seinem Chronoskop in Anwendung gebracht hat. :

~

Kleinere Mittheilungen.

L Differentiatformeln der Tetrasdrometrie. Von Oberschulrath Dr.
J. H. F. MiiLLer zu Wiesbaden. Die Differentialformeln fiir die ebenen
und sph#irischen Dreiecke eignen sich, abgesehen von deren praktischer
Brauchbarkeit, besonders zu leichteren Uebungsaufgaben in der Differen-
tialrechnung, wofiir sie auch mehrfach verwendet ‘worden sind. Bie bilden
kleinere in sich abgeschlossene Gebiete; deren Behandlung dem ‘Anfinger
Freude an zusammenhingenden Arbeiten und jene innere Befriedigung ge-
wihrt, anf welche bei unserer heutigen Vielerleibetreiberei tiberall hinzu‘
wirken ist.

Fir diesen Zweck der Abrundung diirften iibrigens selbst jene Gleich-
ungen noch zu erglingen sein, indem wan mehr das praktische Bediirfniss
im Auge gehabt hat. Hier aber sollen, in gleicher Absicht, die wichtigsten
Differentialformeln der Tetraedrometrie abgeleitet werden, welche, wie
es scheint; bisher noch nicht aunfgestellt worden sind. Die Differentiirung
dieser Gleichungen wird nebenbei dem Rechner dieselben wieder im Ge-
diichtpisse anfrischen und ihn veranlassen, auch hier nicht Mitgetheiltes aus
diesem Gebiete einer #hnlichen Behandlung zu unterwerfen:

1) Seien in einem beliebigen Tetraeder, dessen Inhalt ==@,

a, b, ¢, d die Scheitel,
4, B, C, D deren Gegenflichen,
A*B, 4*C, A*D, B*C, B*D, C*D
oder ¢», b, b, a*d, a'¢, a*b die sechs Keile,
bei welchen fibrigens, wo keine Zweideutigkeit stattfinden kann, die Zei-
chen (*) wegbleiben werden.

Sind ferner in dem irgend eine dreiflichige Ecke messenden sphri-
schen Dreiecke a, b, ¢ die Seiten und «, B, y deren Gegenwinkel, so be-
zeichnet man
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die Seitenfunction 1 — cosa®— cosb*— cosc® 4 2 cosa cos b cosc mit 4 I
und
die Winkelfunction 1-— cos ql... co:ﬂ'—cosy‘—-zccu cos f} cosy mit 44'
weil bekanntlich
4L =+ 4sm{(a+b+c):m $(—a+d+o) sm{(a—b-l-c)sm}(a-{-b—c),
sowie
4.4*= — acos}(a+p+y)cos§ (—a+p+y) cos} (e—p+y) cos } (a4 —7)
ist, und nennt jenes die L-Function, dieses die 4-Function der betreffenden
Ecke. Demnach haben wir im Tetraeder zu den vier Ecken
a, b, ¢ '
die Functionen . .
LI b L » Ll’ L.
und S .
A" A” A‘ 1] A.‘
2) Aus der Gleichung zwischen den vier Flichen und den drei je einer
Fliche anliegenden Keilen
A== B 00s AB 4 C.cos AC 4 D cos AD .
erhilt man unmittelbar die Differentialgleichung :
3) 04==cosABR.0B + cos AC.9C + cosAD .dB
— BsindAB .0 AB — CsinAC .9 A*C — D sin4D . 8A *D,
welcher sich auch die Gestalt
4) 87‘4=§coaAB.a?B+§cosAC.acc+ﬁc AD aDD -
-— fﬂ'n 4B .0 4*B— g sin AC .0 A*C— £ sin AD.90AD
A A S A
geben l4sst. ’
5) Aus der Gleichung zwischen den vier Flichen und den drei je
einem Scheitel anliegenden Keilen, wie
D* == A 4 B* 4 C*— 2 4B cos AB — 3 AC cos 4C — 2 BC cos BC,
ergiebt sich zuniichst, nach Aussondernng der gemeinschaftlichen Factoren,
6) D.9Dz=(A—BcosdB — CcosAC).3A + BC sin BC.2 B°C
+ (B— 4cos AB — Ccos BC) . d B + AC sin AC . 2 A*C
+ (C — A4cosAC — Bcos BC).9C + ABsinAB .9 A*B
Aus den Gleichungen in 2) folgt aber, dass auch
D.oD=DcosAD .0 A+ DcosBD.9B+ D cosCD.5C
+ BCsinBC.0B"C+ AC sinAC .9 A*C + AB sin 4B .3 4*B
wird oder
7) D.9D=D(cosAD .04 + cosBD .9 B + cosCD . 2C)
+ BCsinBC.0B*C + AC sin AC .9 A*C 4 AB sinAB . 3 A*B
wird.
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Nach 3) war
oD==cos4D. 8A+mBﬂ ?B+4cosCD.2C ‘
~AsindAD .0 4D — BsinBD.9B*D — CsinCD.9dCD.
Die Verbindung dieser Gleichung mit der ersten Seite von 7) giebt,
wenn man suletzt B.8D weglisst:
8)0=4 ABsinAB.90AB 4 ACsin AC. 3A“C'+B09mBC. opre -
+CDe#in€D.3C*D + BDsinBD .3 B\D+ AD sinAD .3 A*D
oder
0==S(4BsinAB .0 A*B).
Da8=%. #&:B_f_} oder in der andern Bezeichnung =3. %—‘z
etc, so verwandelt sich die Gleichung 7) in '
9) D.9D=D.(cosbc.04 + cosa’t.d B+ cosa™s.5C)
+ 4. (ab.0ad 4 bd.2b + . o).
Wird dieselbe Substitation in 8) gemacht; so ergiebt sich:
10 - 0= (c3.2¢'D)
11) Aus den Gleichungen zwischen den vier Flichen und je zwei Ge-
genkeilen, wie
A+ B*—24BcosAB=C"4 D*—2CD cosCD,
leiten sich die Differentialgleichungen, wie
12). (4—BcosAB).0A+ (B— Acos 4B). 8B+ABsmAB oAB
3 (C— D cosCD).dC+ (D —CcosCD). 2D+ €D sinCD.90*D
ab, oder mit Anwendung von 2)
13) (Ccos AC+ Dcos AD) .04+ (Ccos BC+ Dcos BD).0B+ ABsinAB.9 4B
== (Acos AC+4 Bcos BC).0C+ (Acos AD 4 B cos BD).0D + CDsinCD.3C*D,
welche durch eine leichte Umformung in

14) (ACc0s4C-+4D cesdD) .a-—A+(BCcdsl?0-{-BDcocBD) .ﬁf 4 ABsindAB.04'B

__(AC'cosAC-l-BCcosBC) +(ADcooAD+BDcacBD) +CD:mCI) ocD

tibergeht.

Nun Ist
. ABcos AB=AB sindB .cotAB =% 38 .¢d. colc™.

Demzufolge wird aus 14), nach Wegwerfung von § €,
15) (bd. cotbd + bs. coth®). 3_4_4+ (ad.cota*d+ac. cota’e). %—g-’-ti o

== (bd.cotb*d +ad. cota“b) +(bt cotb*c+4ar. colc"c) > +ab 8(‘5

16) Von den Gleichungen :wuchen je zwei Paaren von Gegenkeilen
und irgend drei Flichén, die sich aus je zwei Gleichungen 11) ableiten '
lassen, mbge hier eine Platz finden, z. B. die gwischen

' a*b, *d, a*c, b, 4, B, C.

Es ist ndmlich:

: o
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0==(B"— C*— BDcosac+ CD cosab)*
=+ Bceosed (B*+ D* — 28D cosac — C?)
—(Bcosed—Ceosbh) . { Ccoabh((c‘ + Dt —2CD cosab — }
wo das Abh#ingigkeitsgesetz sich aus der Aufstellungsweise amhen l4sst.
Die hieraus abzuleitende Dlﬁ'erentmlglexchung wiirde hier zu viel Raum.
in Anspruch nehmen.
17) Die, wobl von Carneot zuerst gefundene, Glewhung swischen den
Cosinus der sechs Tetraederkeile ist .
1=+ cosab® 4 cosas® 4 cosad® + cosbe* 4 coshd* 4 cos cd*
© 4 2cosabcosaccosad42cosbecos bhcoslu +2costdooscacosch
~.4-2cosd acoahbcoshc
— cosab® coscd® — cosac? coshd? — cogad® coshe®
+ 2casabcosed cosaccosbd 4 2cosabcosed cosad coshe
+ 2cosaccosbdcosadcosbe.
Differentiirt man diese Gleichung, so erhélt man nach gehiriger Zusam-
menziehung sechs Producte mit den zweiten Factoren :
oa’b, 9 &’c, 24, b'c, Ob*D, 20,
von denen es ausreicht, nur eines, z. B. das mit 34" behaftete aufrustellen
und zu untersuchen.
Man erhilt darnach, wenn durchglingig mit (—2) dividirt wird,

el _ +cosaccosad -[-césarcoslghcosth
0=sinab.oah. os¢b+cosb“osn-—co:abconb‘+co“hcosbwoﬂh}+etc.
und hieraus entweder

i L .oy cosac (cosad + cosbd coscd)

18a) o-._ma.b.aa“b.{coscb mcb’+cm be (cos bl + cosad costh); + ete.
oder

. ‘ . + cosad (cosac + cosbe cosde)

18b) 0==sa‘mb.8n“b.’mub :mth'_'_cosn (co:bc+co:a:cosht)’ + ete.
Da

i - co:¢b+cosbh(-osrb-—anbi sined cosbde, u. 5. w.
so gehen diese Gleichungen in folgende iiber; welche aber zugleich Kan-
tenwinkel enthalten :

19a) 0==smab sincd.oa’b. ‘coaabmtl-*-cos““nn cosbde

+cosbe sinadcos ade
4 cosad sinbe cosbed
<+ cosbd sinac cosard

}+etc.

§+etc.

Das Bildungsgesetz wird ibrigens am anschaulichsten, wenn der an-
fingliche Ausdruck folgende Gestalt erhlt:
20) 0=sinab.dab. +coscacosda (+conrcosbh)
) ne. {co"bm“.+coscbcoshb sed. -}~ cosad cos be. }
Mit Uebergehung anderer Tetraederglelchungen*) will der Verfasser

19b) 0==sinab sinth.aa‘b.{cos ab sincd

) Vergl. u. a. des Verfassers Lehrbuch der ebenen und sphiirischen Trigonome-
trie und der Tetraedrometrie. Halle 1851, ’
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hier nur noch einige den Tetraederinhalt @ betreffende Beziehungen fiir
den gegenwiirtigen Zweck vérwenden, wobei die L- und die-4- fnnctlonen
der Ecken mehrfach in Anwendung kommen.
Aus 1) erhiilt man durch Differentiirung
21) 4L .9L== 4 sina(cosa - cosb cosc) .da
+ sinb (cosb — cosacosc) . db
<+ sin ¢ (cosc — cosa cosb) . d¢
und wegen der Grundgleichung der sphérischen Trigonometrie
22) 4L.0L=sinasinbsinc(cosa.da- cosf.0b- cosy. 8c)
Ebenso wird:
23) 44.04=+ :ma(cosa-Pcnspcosy).aa
+ sinf} (cos 4 cos a cosy). o
+ siny (cosy + cosa cosf) .0y
and
‘24) 44.04=1sina .n‘nﬂsmy (co:a da + cosh .0 + cosc. 37)
Da ferner

ma sinb sinc =2—-”
A
und
. . . 2.4
sinasinf siny=——,

s0 gehen die Gleichungen 22) und 24) tiber in

25) a—Ll-'=—l—(cosa.3a+coaﬁ.6b+cosy.ac)
und
o4
26) 7-.-_.——(cosa .da+4cosb.of<4cosc.0oy)

Werden dagegen L' und .£* beziehungsweise durch die Producte der
Sinus der halben Seitentrinome und der Cosinus der halben Winkeltrinome
ausgedriickt (vergl. 1) und der Kiirze halber '

d(@a+bd+o0), i(—¢+b+°)» 3 1}(¢+ﬂ’+7)» i(—¢+ ﬁ+r),
mit
S0y Saree} "0) Oeryee
bo:exchnet, so erhiilt man nach einigen Vereinfachungen
27) 43-;=(cot 8, — cot 84 + cot sy + cots,) . da

+ (cots, + cots, — cot sy + cots.).0b
=+ (cot s, + cot s, 4 cot sy —cots.).dc
und

%) 42— (o —tgou+ uop+ua). 0

+ (g0, + tgon — ‘9‘p+‘9¢7) ]
+ (tg0o+ 9o + lgog —tge) . 9.
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Da

C=}.ab.as.ad. L,=1{. b:.bl ba. z.-—-etc.
so erhiilt man leicht
o€ 0ab  Odac 0Oad  OL,
%) T otTatats

Ebenso folgt sus

t._;;/Bczu; $ Y/ 4CD A, = etc.
D
30) z.? aB+ac+a +a_;14._

- v . .

Bemerkenswerth sind iibrigens die Tetraederconstanten, welche gich
aus den Grundgleichungen zu 20) und 30) ergeben, wenn man mit jetien in
das Product aller Kanten, und mit den Quadraten von diesen in das Pro-
duct aller Flichen des Tetraeders dividirt. Man erhilt alsdann

31) be.bd.cd__ ac.ad.cd_ ab.ad.bd__ab.ac.bs
L, ~— L L L
und .
32) 4 -t

der

a b ¢

sina  sinfi- siny

vollstindig. .
Weil fernex
CD sin a'h B D sina’c
€=} 5 3. v =
80 wird . ’ -
D .

28 =3. tma“i 9C+3. Dmn‘b 8D+}.CD?:‘A'.8¢“D—-§.cpm“’.b’ab

ab*
CDsma“b ¢ GDmu“b 0B . CDsina*d L. e
=}.““ ‘T +§.— D +§.———“ .cota’h. 0ab
CD sina’b 0ab
—+ 0w
folglich

o8 0C oD 0oab Qdab
33) 3_C+D+tgch ab’

wihrend man fiir T als Flicheninhalt des geradlinigen Dreiecks
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2 T b
T= + + wg p
erh&lt.
Beszeichnet man im Tetraeder die Abstinde der Halbirungspunkte je
zweier Gegenkanten
wie be und «d mit a,
n &t ,, bd ,, b,
-9 ab n €D » Gy
so ist nach dem Euler’schen Satze i
—be* — ad® 4 ac® 4 bd* 4 ab® 4 D' ==4a’;
W bet + ad' —act —bd* 4 ab® - D == 402
+ bc® 4 ad® f-ac® 4 b — ab* — D =4c".
Werden ferner die Producte aus je drei Flichenkanten, n&mlich
be.bd.cd; ac.ad.cd; ab.ad.bd; ab.ac.be
durch
-4 3; ) <;
ausgedriickt, so erhdlt die Gleichung fiir den Tetraedennbalt darch alle
sechs Kadnten folgende Gestalt:
34) 144.€* = 4a*.b¢". ah‘+4b‘.at‘.bb‘.+4c’.nb’.c)‘
— PP
Die hieraus abgeleitete Differentialgleichung enthilt rechts nach ge-
boriger Zusammenziehung sechs der Reihe nach mit
be.obe, ad.Oad, ac.dac, bd.2bd, ab.dab, ¢d.0sd
behaftete Aggregate von Kantenproducten, Hier gentigt es, nur zwei der-
selben aufzustellen.
35) 144.€.0@ = + be. 3br . [be* (40* — ) — (ba* — bD*) (ca® — £')]
+ab.dad. [ad* (4a® — be*) — (ab® — ac®) Ob* — DY)
+ etc.
Das Bildungsgesets der einzelnen Glieder lasst sich hieraus vollatandig
erkennen.

IL Bemerkung tber discontinuirliche Functionem. Man hat hier
und da bezweifelt, ob es analytisch gut definirte Functionen geben kénne,
die sich an einer bestimmten Stelle x==a discontinuirlich und zwar so &n-
dern, dass die beiden entsprechenden Functionswerthe f(a—0) und f(a+0)
gleichzeitig endliche Grissen sind. Vielleicht ist daher der Nachweis
nicht iiberfliiesig, dass man solcher Functionen beliebig viele bilden kann.

Wenn das Integral f o (¢*) dt, zwischen den Grenzen =0 und =00

genommen, einen endlichen Werth besitzt, etwa
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-

Q0

f.,;(r)d:::k,
. 0
und
v (@)= [ (") dt
0
gesetzt wird, so hat man
—®
. —0) = ) df = —
. w(a—0) f(p(t)dl — k, .
. 0

¥ (a+0) ;j;p (¢ de=+4k3

die Function ¥ (x) geht demnaeh an der Stelle x==a sprungweis von — k
nach + & iiber. Hieraus ist leicht eine neue discontinuirliche Function ab-
guleiten, die an der Stelle z==a von b, nach b, tiberspringt, wo b, und b,
willkithrlich gewshlte endliche Grossen bedeut.en. Diese Function ist

f(x)= b’+b' - .2,""‘/. () dy;

in dar That hat man

by 4+ b b, —b
flam0) =202 4 220 (— )=,
b+ b —b
ratoy=ttb b=,
i)as einfachste Beispiel hierzu liefert die Annabme o (f*) = l_-—‘l-l—?' nimlich
f(o)= ba+bt+bL:_b,'Arctanzia; )
ein zweites ist )
. ) (s )-—M‘..'.e'_:—___b“/e—-udl'
, Ve &
ScHLOMILCH.

IIL Construction fiichengleicher Figuren. Zwei Paralleljectionen der-
selben ebenen Figur sind aus leicht erkennbaren Griinden einander affin
und in affiner Lage. Sie besitzen daher auch eine Affinititsachse
d. h. es giebt eine gerade Linie, in welcher sich alle Paare von homologen
geraden Linien in beiden Figuren schneiden, oder in der jeder Punkt sich
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selbst homolog ist. Diese Achse ist filr die Construetiorn affiner Systeme
io affiner Lage ebeanso ntitslich, wie die Collineationsachse fiir die Construc-
tion perspectivischer Systeme.

Nun besteht in affinen Figuren die Verhiltnuaglexehhelt bomologer
Flichenstiicke ebenso wie in collinearen Figuren die Gleichheit det Dop»
pelschnitiverhiiltnisse, welche man ans solchen Flichensticken bildet und
Herr Prof. M5bius hat bekenntlich die specieller Art der Affinitiit zweier
Systeme, bei welcher zwei homologe Fl4chenstiicke gleichen Inhalt haben,
als Verwandtschaft der Gleichheit beseichnet. Nach diéser Definition
miissen Parallelprojectionen derselben ebdnen Figur flishengleiche Figuren
sein, wenn die Ebene der Figur gegen die Bildebene gleich geneigt ist,
Die Figur (s. Fig 9, Taf. I) nigt dieses Verhitltniss eines Grund- und. Auf.
risses a'b’'c’'d¢’ und a”b"c"d’¢” fiir eine auf der Ebene £ gelegene Figur (5,
E, sind die Spuren dieser Ebene) und die Affinititsachse 4.4 (jetzt Achse
der Gleiohbheit) fiir diesen Fall. Sie steht auf der Projectionsachse senk-
reoht.

In diesem omfachen nud tibersichtlichen Zusammenhange ist das Mittel -

gegeben, salche flichengleiche Figuren zu.construiren.

Ich meine aber nicht, dass diese Aufgabe der Construetion ﬂ!lchenglex-
cher Figuren als eine solche anzusehen sei, die der analytischen Theorie
der Verwandtschaften angehtrt, sondern ich rechne sie unter die elementar-
geometrischen Constructionen; ich meine, dass sie dem Kapitel der Flichen-
verwandlung udd Berechnung eingereiht werden miisse. Denn in der That
man behandelt in der Elementargeometrie die Congruenz, die Aehnlichkeit,
die Fliichengleichheit der Figuren, und wihrend bei den beiden ersten inBe-
zug auf die ins Auge gefassten Criterien nicht blas die Uebereinstimmung
der Figuren im Ganzen, sondern in allen einzelnen Theilen gefordert.wird
— wie es allerdings bei der Natur dieser Criterien nicht anders sein kann
— #0 litsst man diese Forderung der Uebereinstimmung der einzelnen ho-
mologen Theile bei der Behandlung der Flichengleichheit ohne Weiteres
vollstindig fellen, als wenn sie gar #berhaupt nicht logisch gestellt wer-
den kinnte oder miisste, und huldigt ganz allein dem Zweck, die.-Verwand-
lungseonstructionen dem rechnenden Ausdruck der Flicheninhalte: durch
quadratische Einheiten entgegensufithren.

Warum stellt und 16st man nicht vorher oder wemgntem im Verlauf dxe
Aufgabe: Man soll ein gegebenes Vieleck ABCD....in.0in an-
deres von gleicher Eckenzahl abcd.... s0 verwandeln, dass
die der Beite 4B entsprechende Seite ab eine vorgeschrie-

bene Linge erhalte und dass beide Vielecke im Ganzen so.

wie in allen einzelney Theilen von gleicher Fliéche seien.
Die Construction zu ihrer Aufldsung ergiebt sich aus der vorigen Skizze

ganz von selbst, denn — im Sinne der Projectionslehre gesprochen — hat

man nur zu bewirken, dass die beiden Figuren zu einander im Verbiiltni
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von @rund- und Aufriss in der Weise stehon, dass die Affmitktsachse zur
Projectionsachse senkrecht, oder zu dem projicirenden Perpendikel pa-
rallel sei.

Man wird jedoch leicht sehen, dass die Construction, auch abgesehen
ven allen Vorstellungen der Projectionslebre, sehr elementar bewiesen
werden kann; sie ist sicher elementar genug, um die bemerkte Stelle
im System der Elementargeometrie einsunehmen. In der Figar (s. Fig. 10,
Taf.I) ist ABC... das gegebene Vieleok, ab soll die Linge der zn 4 B
homologen Seite des geforderten neaen Vielecks abc. :. werden. Die Zeich-
nung l4sst die Ecken 4 und & beider Vielecke sich decken; in Folge dessen
geht die Affinititsachse, oder vielmehr die Achse der Gleichheit durch 4.
Um das neue Vieleck zu erhalten, hat man durch die Ecken des alten ein
System voo Parallelen so zu legen, dass ein von 4 aus mit ab als Halbmes-
ser beechriebener Kreis die Paraliele durch B schneidet oder beriihrt; der
Punkt oder einer der Punkte, wo es geschieht, ist b, die Parallele durch 4
ist die Achse der Gleichheit und der Reihe nach ergeben sich nun aus der
Eigenschaft derselben, dass sich in ihr die homologen Seiten beider Figuren
schneiden miissen, die €, D,K... entsprechenden Ecken c,d,e... auf den
betreffenden Parallelen.

- Alle homologen Theile beider Figuren, d. h. solche, die durch homo-
loge Linien begrenst werden, sind flichengleich. Dass sich dasselbe Ver-
fahren auf beliebige krummlinige Figuren anwenden IAsst, ist selbstver-
sténdlich; man 15st damit z. B. die aligemeine Aufgabe: Einen Kegel-
sehnitt in einen flichengleichen andern derselben Art zu
verwandeln, wenn irgend eine damit verbundene Gerade von
bestimmter Linge sich in einem vorgulu-xebenen Verhilt.
niss Undern soll i

Und endlich bedarf es wohl nur der Erwithnung, dass die nxmheben
Betrachtungen auch zur Aufldsung dieser allgemeinen Aufgabe diemen:
Man soll su einer bestimmten ebenen Figur eine gleichar-
tige construiren, in der die Fllicheninhalte aller einselnen
Theile zu denen der homologen Fl&chentheile der gegebe-
nen Figur in einem vorgeschriebenen Verhitltniss stehen.
(Dabei darf iiberdies eine Seite der neuen Figur gegeben sein.) Demm das
constante Verh&ltniss homologer Flichentheile ist eine characteristische
Eigenschaft affiner Figuren. (Gleiche Figuren unterscheiden sich nur da-
durch von jenen, dass bei ihnen dies Verhiltniss =1 ist.) Man hat daher
zur Lésung dieser Aufgabe nur daftir zu sorgen, dass die neue Figur
zur alten in der Beziehung des Aufrisses einer ebenen Figur zu ihrem
Grundrisse steht, bei einer gewissen zu bestimmenden schiefen Lage der
Affinititsachse. Die Bestimmung dieser entsprechenden Lage der Affini-
titsachse ist leicht genug. Die Figur (s. Fig. 11, Taf. I) zeigt die Ausfihr-
ung fiir ein constantes Flichenverhiiltniss 25:386.



Kleinere Mittheilungen. - 59

Alles dies sind endlich nur besondere Formen der allgemeinen Wahr-
heit, dass die Achsen, die den Hauptgegenstand dieser Mittheilung bilden,
von grossem Nutsen fiir die Construction von ebenen Systemen sind, welche
in der Verwandtschaft der Affinit&t odex der der Gleichheit stehen.

Mdge man den Inhalt- dieser Mittheilung als einen beecheidenen Bei-
trag aur Anwendung der Projectionslehre auf die Geometrie gelten lassen.

Chemnite. Wirasix Frepree.

IV. Bine Aufgabe aus der descriptiven Geometrie. Von E. Bacaroevo.
Eine Ebene zu legen, welche die in einem gegebenen Kegel sweiten Gra-
des, einex gegebenen Geraden parallel gezogenen Garaden halbirt.

Man lege durch den Scheitel O (s. Fig. 12, Taf. I) des Kegels die Ge-
rade O P parallel der gegebenen Gerade, und durch die horizontale Spur P
derselben die Tangenten PM, PN an die Basis des Kegels; die Verbindungs-
linie M N der Beriihrungspunkte wird: die horizontale Spur der gesnchten
Ebene sein; diese muss noch durch den Scheitel 0 gehen. Diese Coustruc-
tion ergiebt sich aus folgenden Betrachtungen:

1) Alle durch den 8cheitel 0, parallel der gegebenen Geraden geleg-
ten Ebdnen haben eine gemeinschaftliche Durchachmttshme 0P, welche
selbst // der gegebenen Geraden ist;

2) In jedem dieser ebenen Schmtte wird die Gerade PL durch die
Erzeugenden 0L, OL und die Halbirungslinie OR der Parallelen I7 har-
monisch getheilt; denn es ist:

sinPOL __sinl__ OF

SnPOL  sinl 01
sinLOR_Ir.sinr Ir.sinr _OI _siaPOL
#inLOR 01 ' OF 0l sinPOL’

3) Daraus folgt, dass die horizontalen Spuren der suocessiven Hal-
birungslinien O R auf der Polare M N dés Punktes P Negen, dass also der
geometrische Ort derselben eine Ebene und deren horisontale Spur die
Gerade M N ist.

V. Ueber die Richtungsinderung der Verticale. Von E. Bacaroaro.
In einer kurzen Notiz von Puiseux (Compt. rend. 1856, B. 42, 8. 683) wird
auf die Wirkung der Uindrehung der Erde und anderer Himmelserscheinun-
gen auf die Bewegung irdischer Korper, hauptséichlich aber auf die da-
durch verursachte Richtungsinderung der Verticale aufmerksam gemacht.
Da der Verfasser in sehr gesuchter Weise blos auf die Resultate hindeutet,
so versuchte ich, die dazu fihrenden Formeln aufzustellen; welche mich je-
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doch auf zum Theil éntgegengesetzte Resultate als die Puiseux’schen
fuhrten.

- Begeichnet nimlich M (s. Fig. 13, Taf. I) einen Punkt der Erdober-
fliche 4B, M, einen auf der Verlingerung der Normale NM dieses Punktes
in der Entfernung M M, = & liegenden Punkt, so meint Puiseux, dass die
Verticale des letatern von der des erstern abweicht und zwar um den klei-
nen Winkel 0”.17 fiir die geographische Breite 45° und §==1000 Meter, giebt
aber, wenn man in einem Meridiane stehen bleibt, nicht auch die Rich-
tung dieser Abweichung und scheint iiberhaupt von dem Umstande, dass
die Gesammtwirkung des Erdellipsoides auf den fusseren Punkt M, in der
Richtung der Normale M, N, an dem durch /M, gelegten homofocalen Ellip-
soide 4, B, stattfindet, abgesehen zu haben.

Sieht man vorliufig von der Umdrehung der Erde ab und sucht den
Winkel «, = 4, N, M,, so findet man, wenn

a, b die Halbachsen des Erdellipsoides,

a,, b, die des homofocalen Ellipsoides,

o, o, die respectiven Abplattungen, '

¢, ¢ die gemeinsehaftlichen Excentricitiiten der beiden Meridianellipsen,

r, r, die respectiven Vectoren der Punkte M, M,, .

@, ¢, die Neigung derselben gegen die Aehse 04 beuelchnen, zu-
nichst: . .

1) . tangqa::%,tanga:(l—d)’tanga
und s
__rsing + dsina
2) w¢'—rcos¢+6cosa'

Aus der Gleichung der Ellipse folgt

1 a 1 cosa

a
. p———————— . =a —_—
cos@ a cosp /1 cos @ cos(a—
l/l"'b'-’ ' Vitmgaingg P cos(e—p)

nnd wenn r $ing sin P = & cose cosp gesetet wird, woraus
dcosa & ;/cou cos @ cos (¢--q))

3) r=

4) ‘angw:ra'mp-_ a’ sin @
8o ergiebt sich aus 2)
5) tang p, = sing cos (a— )

cosa cos (p—1)°
Es ist ferner
9 P
a—o )
8o dass zur Berechnung von a, noch ndthig ist, 6, zu bestimmen. Es ist
aber

a?
tang oy = b_' lang @, ==
)

a—b2=10a'— b= ct="a'et,
woraus
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=} o (2—o0)

ate? atet
(1—e)=1 —a—’.=1 —GE I
indem man ohne merklichen Fehler a, = a 4 § setzen kann.
Es ist dbrigens leicht zu sehen, dass homofocale Ellipsen, bei wach-
senden Dimensionen, in der Richtupg der kleinen Achse stiirker als in der

der grossen zunehmen, denn es iut

._-.;/1_._¢t - —-;/1--e., se=a¢,

woraus fiir ¢, > a:

und

b b, - b9
- <;; oder -;> P
und auch
: y _Y% Ny
< 2 oder p >

indem tang p < tang @,.
V"

3
Fihrt man nun die Umdrehnng der Erde ein, so ist, wenn %, -
(/]

die den Punkten M, M, respective entaprechenden Centnfugalkrﬁﬂe be-

I
geichnen, noch auf die Wirkung der Kraft 4 =2 -; Rtlckstcht zu neh-
. p‘ A
men. Bezeichnet a, die durch diese letztere Kraft bedingte Richtung der

Normale M, N,, g, G dic Beschleunigung der Schwere an den Punkten M, M,
o die Winkelgeschwindigkeit der Erde, so ergiebt sich
, sin (o — ay)

$in oy
oder
’ A
. G L]
: ta —_ =" tang 2.
8) ‘ "9(“: _£m2
G

Es ist ferner

4_o'(r €08 @, — r cosp) oy
¢ g Tt
oder approximativ
4__o'a Jconp,( 26)__ 1 Gcoscp,[l 24 ]
¢ g a 1+ T80 a +a(1—¢.sin’¢)
9) <{oder auch

1 dcosg, sin'(«— @)
2800 a sin'(a—g,)

4_
¢

]
da T‘=%—9 (Duh. Méc. I, 341, 1853; oder 8. 338 der deutschen Ausg.).
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Wendet man diese Formeln auf einBeispiel, 2. B. wenn a==45° d=1000

1
290.153 0,003345 an-

Meter, so ergiebt sich wenn a = 6377398 Meter, 6 =

genommen wird : : .
(1 — o)* ==0. 993325, (1 — 6,)* == 0. 993328, o, == 0. 003342,
w—-44°48 20”. 38, 9 ==0°0"32". 51, g, -—44"48 19”.46,

-y == 44° 59’ 59" 90, f.—_ao 000000385, a, == 44° 59 59", 95,

a—a, =+ 0".10, a — o, == <+ 0". 05,
und zuletzt, wenn a=«, gesetzt, also die Betrachtung der Homofocalitkt
vernachlissigt wird:
oy ==145°0"0".05 und «— o’y == — 0".05.
Aus dem Obigen ergiebt sich, dass ein freibingender, homogener Fa-
den eine krumme Linie bildet, welche ihre convexe Seite dem n#chsten
Erdpole zuwendet. Die Gleichung derselben ergiebt sich aus

d
10) y=mx4+n 0= d—:, a=F (z,y,m),

wo F eine gewisse Function bedeatet. Ob es nun Puiseux, der die Gestalt
des Fadens fur eine parabolische angiebt, gelungen ist, dies streng su be-
weisen, lisst sich aus seiner Notiz nicht schliessen; dies wire jedoch nur
dann mdglich, wenn die Funktion F unabhéingig von der grésseren oder ge-
ringeren Anzahl der die Richtungsénderung der Verticale bedingendea Um-
stiinde sein sollte; es kann sogar vorkommen, dass die oben gedachte con-
vexe Seite eine umgekehrte Lage habe.

Es ergiebt sich ferner, dass ein an seinem Schwerpunkte aufgehiing-
ter, in der Meridianebene liegender Stab sich so zu stellen strebt, dass der-
selbe mit der Verticale seines Schwerpunktes einen kleinen Winkel bildet,
und sein unteres Ende in der niordlichen Halbkugel nach Stiden zu liegt;
nach Puiseux soll dieses Ende nach Norden.liegen und wird in der Breite
45° um 6’ abgelenkt. Es findet n&mlich, wegen der Abweichung der Ver-
ticale oberhalb nnd unterhalb des Schwerpunktes & (s. Fig. 14, Taf. I} eine
Drehung des Stabes 4 B in der durch den Pfeil angegebenen Richtung statt,
bis die zum Stabe senkrechten Componenten der Schwere in Ga sich den
in 6b wirkenden ausgeglichen haben. Bezeichnet man m§*(8=—=6€p==Gyg)
das Tridgheitsmoment jeder Hilfte des Stabes, y die Ablenkung desselben
von seiner urspriinglichen Lage, ¢ den Winkel (V7)) oder (VV,), g,, g, die
Intensitit der Schwere bei p und ¢, r» den zum Punkte & gehtrenden Ra-
diusvector des Erdellipsoides, so findet man

g18in(y—e)==g, sin(1+¢) und g,:gy=(r+8)': (r—9)},
woraus

94
— ) _ r4é rtaugs(
11) langl‘—'tangfg' ——‘Mye.—zr—a— 23 +-7i)

L}

'

.
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~nanna s

oder auch, da & sehr klein im Verh&ltniss zu r ist:
”:';g" oder = g-_. % .
Man kann s fiir kleine Werthe von &, diesem letstern proportional setzen;
es folgt daraus, dass die Ablenkung y, fitr beliebige Stiibe, unter derselben
geographischen Breite, constant ist. Fiir die Breite 45° ist y==2"30". 17.
Es folgt ferner aus rein geometrischen Betrachtungen, dass bei der
sbgelenkten Lage des Stabes ¢ < a— a,, s0. dass eigentlich y kleiner ist
als der aus 12) folgende Werth. Wegen der Kleimheit dieser Abweichun-
gen und der Mannigfaltigkeit der dieselben bedingemden Ursachen ,. welche
sich gegenseitig gans oder theilweise aufheben, dtixfte man wobl jene Ab-
weichungen, trotz der von Puisenx empfohlenen-Strenge, fast in allen Fil-
len villig vernachliissigen.

12) tangy =

VL Einige Bigenschaften der Kegelschnitte. Secien 4 und B zwei
beliebige Pumkte eines Kegelschnittes, 4 B = c die sie verbindende Sehne,
e und b die Bertthrenden dee Kegelschnittes in den Punkten .f und B, m
und n, p und ¢ zwei Paare von Strahlen aus £ uad B nach 2wei beliebigen
Punkten des Kegelschnittes, so bilden, nach einer bekannten Eigenschaft
der Kegelschnitte, diese Geraden awei collineare Strahlenbischel, deren
Mittelpunkte 4 und B sind, und wo der Bertihrenden a als Strakl des er-
sten Biischels die Sehne ¢ als Strahl des sweiten, und der Sehne ¢ als Strahl
des ersten Biischels dio. Bertihrende b als Strahl des sweiten Biischels ent-
lpriebt. Diese Collineation werde bezeichuet durch
’ {(a, ¢, m, p) == (c, b, n, g).

Emo behebigo Gerade I schmeidet die beiden Btrahlenbtischel in zwei colli-
pearen Punktreihen, was ausgedriickt werde durch
(a1 c,i-mipy=(I"c,1°b,1°n,I*g).
Es sollen nun die Durchschuitispunkte bezeichnet werden, wie folgt:
l'e=D,l-a=F,Ib=G, l-m:::ﬂl l'n==N,lI'p =B I"4==0,
50 hat man
(Fv D, M, P) = (D, 6, N, 0),

oder es sind die beiden Doppelschnittsverhiiltnisse einander gleich

FD.MP_DG.NQ

DM.PF GN.Q0D
Es werde nun die schneidende Gerade ! durch den Durchschnittspunkt C
der beiden Bertihrenden a und b gelegt, welchen bekanntlich der Pol in
Bezug auf 4 B als Polare heisst, so hat man

Fe=GCG=a'b=C -

su setzen, und geht die vorige Gleichung in die folgende itber
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¢h.MP__DC. NO

DM.PC™_CN. QD
oder, wegen CD = — DC,

MP.CN.QD

PC.NQ.DM
Der Ausdruck links stellt aber ein sogenanntes Dreiecksschnittver-
k4ltniss dar, und da dieses den Werth — 1 hat, so sind dte drei Punkten-
pasre Cund D, Mund ¥, Pund 0 in Involution. Diesen 84tz kann man
so in Worten aussprechen:

Zieht man von azwei beliebigen Punkten eines Kegel-
sehnittes Vectoren nach beliebigen andern Punkten dessel-
ben, 8o schneiden dieselben jede durch den, sur Verbind-
ungslinie jener zwei Punkte als Polare gehirigen, Pol
gehende Gerade in zwei in Involution befindlichen Punk-
tenreihen. Thre Doppelpunkte sind offenbar die beiden Durchschnitts-
punkte S und T der Geraden / mit dem Kegelschnitt, und sind daher die
beiden Fille zu unterscheiden, ob diese Durchschmttcpunkte reell oder
imaginir sind.

Die Gerade { echneide den Kegelsohmtt in awei reellen Punkun, s
und T, so ist, weil der gemeinschaftliche Brennpunkt zweier in Involution
befindlicher Punktreihen in der Mitte zwischen ihren Doppelpunkten liegt,
der Halbirungspuonkt 0 der Sehue ST dieser Brennpunkt; und weil der
swischen den beiden Dappelpunkten enthaltene Abschnitt von jedem Punk-
tenpaar harmonisch getheilt wird, so geschieht dies mit ST durch jedes
Punktenpaar & und N, Pund 0, d. b. .

. Zieht man von zwei beliebigen Purnkten 4 und B eines
Kegelschnittes Vectoren nach beliebigen andern Punkten
desselben, so theilen.dieselben jede durch den, zu 4B als-
Polare gehdrigen, Pol gehende Sebne harmoniseh. Dies wird
auch dadurch ausgedriickt, dass das Produkt O M.O0N==0P.(}0 eine con-
stante positive Grisse ist.

Hierin ist als specieller Fall der bekannte Satz enthalten, dass eine
durch ded Pol gelegte Gerade von diesem, der Polare und dem Kegel-
schnitt harmonisch getheilt wird. Schneiden zwei durch 4 und B gelegte
Parallele zu ST den Kegelschnitt in den Punkten H und J, so milssen die
Geraden BH und A4J sich im Mittelpunkt O der Sehne, als dem gemein-
schaftlichen Brennpunkte, schneiden.

Sind die beiden Beriihrenden in 4 und B einander parallel, d. h. ist
4B ein Durchmesser des Kegelschnittes, so geht obiger Satz in folgenden
tiber:

Zieht man von den beiden Endpunkten eines Durchmes-
sers eines Kegelschnittes Vectoren nach einem beliebigen
Punkte desselben, so theilen dieselben jede dem, zu jenem

=—1.
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conjugirten, Durchmesser parallele Sehne harmonisch. Der
Mittelpunkt O dieser Sehne ist zugleich der Durchschnittspunkt mit dem
Durchmesser 4B. — Hieraus lasten sich sehr einfach die Gleichungen von
Ellipse und Hyperbel in, zn zwei conjugirten Durchmessern parallelen,
Coordinaten und andere damit im Zusammenhange stehende Eigenschaften
derselben herleiten. Seien 2y und 2y die Lingen zweier, zu dem, zum
Durchmesser 4B conjugirten, Durchmesser paralleler Sehnen der Ellipse,
und werden dieselben von den beiden Vectoren aus 4 und B eines Punktes
der Ellipse in i und ¥, M’ und N’ und vom Durchmesser 48 in 0 und 0’
geschnitten, so ist naeh obigem Satze
OM.ON=4g, '
OM.0N==y",
daher .
OM ON y'
ow’ 0'N
Aus der Figur folgt aber sogleich . .
OM 40 "ON__ BO
OM 40" ON'~ BO

- mithin ist

40.BO y'

A0.BO
Die Producte A0.BO und 40". BO' bedenten aber die Quadrate der zu 4B
rechtwinkligen in O und O’ errichteten Ordinaten des itber 4B als Durch-
messer beschriebenen Kreises. . Man hat daher den Satz:

Die durch Punkte eines Durchmessers der Ellipse dem cenjugirten
Durchmesser parallel gezogenen Sehnen sind proportional den durch die-
selben Punkte zum Durchmesger rechtwinklig gelegten Sehnen des iiber
diesen Durchmesser beschriebenen Kreises.

Legt man die Gerade I parallel einer Asymptote der Hyperbel odor
der Axe der Parabel, wo daher der eine Doppelpunkt im Unendlichen liegt,
so muss die Gleichung

N P CN QD

PC'NQ DM~
auch noch gelten, wenn zwei Vectoren 4P und B(Q nach einem unendlich
entfernten Punkte der Hyperbel, oder dem der Parabel, gehen, wo dann P
und Q selbst ins Unendliche riicken. Dann geht wegen

=—1

Mp_0b___ ,
. PCTNOT
obige Gleichung iiber in
CN=—DM,
oder
DN=—CM;
d. h,

Zeltsehrift f, Mathematik u, Physik. V. 5
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Zieht man von zwei beliebigen Punkten 4 und B der
Hyperbel (Parabel) nach einem beliebigen Punkte
derselben zwel Vectoreh, so schneiden dieselben
.diedurch den, zur S8ehne 4B als Polare gehdrigen,
Pol gelegte und zur Asymptote (zur Axe) parallele
Gerade in entgegengesetzt gleichen Abstinden von
Cuand vom Durchschmttopunkt D der Geraden mit
der Sehne 4B, :

Mittelst dieses Satzes kann man die Hyperbel sehr leicht construiren,
wenn zwei Tangenten, die zugehdrigen Bertthrungspunkte 4 und B und die
Richtung der cinen Asymptote (// € D) gegeben sind. Triigt man alsdann
von A4 aus auf 4 B die Strecke A £== — BD auf, so ist CE die Richtung
der andern Asymptote; denn zieht man parallel mit C £ durch 4 und B zwei
Gerade, welche CD in M und N schneiden, so ist, der Forderung gemiss,
CM==— DN, und zwar gehen 4 M und BN. weil sie parallel sind, nach
dem andern unendlich entfernten Punkt der Hyperbel. Liegt aber D in der
Mitte zwischen 4 und B, so fillt £ mit D zusammen, d. h. der Kegelschnitt
hat nur einen unendlich entfernten Punkt, ist also eine Parabel und CD
die Richtung ihrer Axe. Umgekehrt folgt daher: Eine durch den Pol gar
Parabelaxe parallele Gerade halbirt die Polare.

Im zweiten Falle, wenn die Gerade I den Kegelschnitt nicht echneidet,
also die beiden Doppelpunkte imaginiir sind, entsprechen denselben, nach
einer bekannten Eigenschaft der Involution, die beiden Punkte'S und T, in
denen sich die tiber CD, M N, PQ als Durchmessern beschriebenen Kreise
schneiden. Der Durchschnittspunkt 0 der gemeinschaftlichen Sehme ST
dieser Kreise mit den Geraden / ist der gemeinschaftliche- Brennpunkt, den
man auch erhalten kann, wenn man durch 4 und B Parallele mit €D zieht,
welche den Kegelschnitt in # und J schneiden, so schneiden sich 4/ wnd
B H mit €D im Punkte 0.

Zieht man von zwei beliebigen Punkten 4 und B eines
Kegelschnittes Vectoren nach andern beliebigen Punkten
desselben und legt durch den zu 4B als Polare gehirigen
Pol eine beliebige, den Kegelsahnitt nicht schneidende Ge-
rade, so schneiden siech alle die Kreise, weléhe man @ber
den von je zwei Vactoren auf der Geraden gebildeten Ab-
schnitten als Durchmessern beschreibt, in denselben zwei
Punkten.

Ist 4B ein Durchmesser des Kegelschnittes, so ist der Durchschnitt
von A B mit der Geraden der gemeinschaftliche Brennpunkt.

Als specielle Fiille sind bemerkenswerth:

1) Ist der Kegelschnitt eine Hyperbel, nimmt man fiir die Punkte 4
und B deren Scheitel und legt die zu 4 B senkrechte Gerade ! durch den
Mittelpunkt der Hyperbel, so miissen die Punkte S und T aaf der,Axe 4 B
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liegen und zwar muss ihre Entfernung gleich sein dem Durchmesser des
Kreises, der den den Asymptoten parallelen Vectoren aus 4 und B ent-
spricht. Ist daber # die Haupthalbaxe, « der halbe Asymptotenwinkel, so
liegen die beiden Punkte S und T vomt Mittelpunkte der Hyperbel auf bei-
den Seiten um a.cota entfernt. Bei der gleichseitigen Hyperbel schneiden
sich daher alle Kreise in den Scheiteln derselben, bei einer Hyperbel, fiir
welehe cos* a = sin a ist, in den Brennpunkten.

2) Ist der gegobens Kegelschnitt ein Kreis, so fillt, wie leieht aus der
Construction des Punktes O zu sehen, die gemeinschaftliche Sehne ST mit
der aus dem Mittelpunkt des gegebenen Kreises auf die Gerade C D gefill-
ten Senkrechten zusammen; ferner zeigt eine einfache Betrachtung, dass
dann dieser Durchmesser des gegebenen Kreises in den Punkten § und T
harmonisch getheilt wird, woraus weiter folgt, dass alle die Kreise sich mit
dem gegebenen rechtwinklig schneiden. . Dr. F. WEzrz1a.

VIL. Einige noue 8itze tiber Fusspunktfitchen. Von E. BacarLogro.

I. Analog den von Wetzig and Raabe fir Fusspunktcurven gefundenen |

Siitzen gilt fir Fusspunktflichen der Satz: ,,Der Winkel zwischen Leit-
strahl und Berithrungsebene bleibt constant fiir alle sich entsprechenden
Punkte der successiven Fusspunktflichen einer gegebenen Fliehe F und
die Normale an einem Punkte der Fusspunktfliche nter Ordnung geht
darch die Mitte des Leitstrhhles des entsprechenden Punktes der Fuss-
punktfliche der (n—1)ten Ordnung. Man denke sich nkmlich eine die
Fliiche F in der Nihe dee Punktes M umhiillende Kegelflliche. Die Fuss-
punktcurve dieser letztarn, welche bekanntlich eine sphiirische Curve ist,
liegt zugleich auf der Fusspunktfliche #'. Geht man zur Grenze iiber, so
reducirt sich jene sphirische Curve zu dem gemeinschaftlichen Elemente
M’ der Fliche F' und der Kugel, deren Durchmesser gleich ist dem Leit-
strahle des Punktes M, und giebt mithin ‘die Richtung der gemeinschaft-
lichen Bertthrungsebene. Daraus folgt: 1) dass die Normale des Punktes
M’ durch die Mitte des Leitstrahles OM geht (wenn O den Pol bezeichnet),
und-mithin der erwiihnte Winkel constart bleibt, und 2) dass die successi-
ven Normalen der Punkte M, M’ ... in einer Ebene liegen, welche durch
den Pol geht, und gegen einander gleichgeneigt sind. Ist die Fliche F bei
M doppelt gekriimmt, so kann man statt einer zwei Kegelflichen sich den-
ken, von deren Scheiteln der eine tiber und der andere unter der Fliche
F liegt.

Analytisch l4sst sich derselbe Satz durch Umkehrung der Aufgabe der
Fusspunktflichen beweisen, d. i. wenn man zu der Fusspunktfliche F* die
Basis F sucht. F ergiebt sich alsdann, als Umhiillungsfliiche der Ebenen

1) xx’ +yy +zz—-a:’+y + 2%
durch Ehmmatmn von z', y, 2’ aus vorstehender Gleichung, der Gleichung
5*

.
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der Fl#che F’ und den aus 1) durch partiellé Differentiation abgeleiteten
Gleichungen
2) x4 pr=2(='+p¥), y+9z=2(+ ¢7)

Diese letztern Gleichungen zeigen, dass die Proje¢tionen der Normalen
zur Fléche F’ durch die Mitte der Projectionen des Radiusvectors der Fliche
F gehen, womit der Satz véllig bewiesen ist.

II. Die den Curven der gleichgeneigten Beriihrungsebenen der Fliche
F auf F’ entsprechenden Curven sind Durchschnitte von #’ mit geraden
Kreiskegeln, denn man findet mit Hilfe der Gleichungen

D' + ¢* = einer Constanten &*,
3) ¥=—pi, y=—g7,
folgende Relation
AR ALYt AR

III. Denkt man sich eine Fliche F, das ihr entsprechende reciproke
System von Flichen F,, Fy, F, ... (im Monge'schen Sinne) und die Fuss-
punktflichen F;', Fy, Fy ... jeder derselben, so liegen die in einem Punkte
M der Fliche F entsprechenden Punkte der Flichen F,', F,, F,.... auf
einer Kugel, deren Durchmesser gleich dem z des Punktes M ist. Da die
Beriihrungsebenen an den dem Punkte M entsprechenden Punkten der
Flichen F,, F,, F,... in einen gewissen Punkt der z-Achse zusammen-
lanfen, so ist der Sats von selbst einleuchtend. Der analoge Batz findet
filr ebene Curven statt.

IV. Werden die Gleichungen 3) nach & and y’ differeneirt, indem der
Reihe nach y und &° als constant betrachtet wn-d 80 erg:ebt sich

dy _pr—z x’
.+' —27-,_ —-»+' —-qz,, ,
y ry y—7
= z" L] s'—a+‘—l=qyz:‘ H

hieraus dunrch Multnphcatnon der ersten mit der letzten dieser Gleichungen
und Subtraction des Productes der beiden mittleren:

(g dy dx dy (p'a:’—z') Y —<)—pdxy

5 de’ dy ~ dy dx 28 (rl— &)
_L1+rrtaed : g
"(tl—s’)

Differenzirt man auf uhnliche Weise die Gleichungen 2), so findet man:
( +pp) + ap —y—-2(l+p"+rz)—rz,

dy
dy

A+ pp) 2 @r + g0 -5=2(0'¢ + §7)— ¢z,
Idx ’ dy__ ) ’ .
PQE+(1+99)E—2(pq + 5'7') — 5z,

Idi », dy — ’e N .
Pl (L a0) 3h =20+ gt 400 — Oz
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hieraus folgt wie frither:
dxdy dxzdy
(A +pr +q9)(udy P A
=41+ p'+r7) (14 ¢+ 02) —a(pg + 5TV 4 (F{ —s'2) 2
—2[(0+p*+ r‘z')t' + (A4 02)r — 25 (p'g +57))] 2,
oder ) ‘
dz dy d.r dr/ 1(r't’ — 'Y
@@’ dy " dyar " t+pp tad” ‘
[(z-2z')’ (+pNt'+ (g r'—2p¢s 2—27  14p+ q"]
. - >y : 2 + Or) .
rt — 2 ri’— )
Bezeichnen R, R, und R/, R, dle respectwen Hauptkrilmmungsradien
der Basis und der Fusspunktfliche, ¢, ¢  die entsprechenden Leitstrahlen,

go kann vorstehende Gleichung, da
—2) YTF T T

1+ p +q"—

ist, wie folgt geschrieben werden:

o (r— ) (rr—

dzdy dz dy__ 4(rit—s )(R' 2)(R'
ddy T dyd’ T s+ a) A+ pr +47)
Daraus ergiebt sich in Verbindung mit 4) und da

1+pp"+ 97
Vitr+¢ Vi+0 + 4"
wenn y den Winkel (g, ¢') oder den der entsprechenden Normalen begeich-
net, folgende bemerkenswerthe Relation:

(R" )(R‘—) R.R,

$BR’'RY
Man findet ferner, wenn d F, d F’ die entspreehenden Flﬁchenelemente
bezeichnen,
dF'==. 3 R'Ry 14 pp" + 99

( ———)(R _..) Vit +¢'. V1+p"+q"dF

5)

cos 3 =

6)

oder
dl ’__ 1]
0 d R,

VIIL Bemerkungen fiber Curven und Flichen sweiten Grades. Von
Dr. HEILERMANN, Director der Provinzial-Gewerbschule zu Koblenz. Auf
jeder Normale eines Kegelschnittes werden sowohl durch die Achsen als
durch die um den Mittelpunkt mit den Summen oder Differenz der Halb-
achsen beschriebenen Kreise Stiicke abgeschnitten, welche mit der Entfern-
ung der zugehdrigen Berithrenden vom Mittelpunkte Rechtecke von con:
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stanten Grossen bilden. Von dieser Eigenschaft ansgehend, habe ich im
Allgemeinen den geometrischen Ort eines Punktes, welcher auf der Nor-
male ein der obigen Bedingung genﬂgendes Stiick begriinzt, untersucht
und erlaube mir im Nachfolgenden einige Resultate, zu welchen ich gelangt
bin, den Lesern dieser Zeitschrift voraulegen. ’

§. 1.
Wird vom Mittelpunkt O der Ellipse
o 9y
' 1) ) : ? + '6’. =1
auf die Gerade .
2
2) ;;--1-‘.+{—,-y.=l,

welche dieselbe im Punkt.e m=(ry) beruhrt die Senkrechte § gefillt, so
ist bekanntlich

.

3) . cos(ga)-—%, cos(gb)_i?,gl’.-—f -Z:

Tr&gt man nun auf der Normale desselben Punktes vom Fusspunkte aus
nach beiden Seiten die Strecken

mun=—mn,=—=e
ab, so sind

=2+t e. g‘f, n=y+e. iy

die Coordinaten der Endpunktern # und »,,. weil % und §y zuglelch die Co-

sinus der Winkel sind, welche die Normale mit den Achsen bildet.

Wenh nun die Strecke ¢ der vom Mittelpunkte auf die Beriihrende
des Punktes m gefiillten Senkrechten § umgekehrt proportional ist, so steht
dieselbe zugleich zu dem Durchmesser, welcher der Beriihrenden parallel
ist, in directem Verhltnisse. ‘Wenn also 2d, diesen Durchmesser und &
irgend eine constante Linie darstellt, so ist

’ e=K_F,
Tk ab "
Durch Einsetzung dieses Werthes erhalten die Coordinaten der Punkte n
und n, folgende Form

a+i bt + &

1) =g W=y
Mithin liegen die Punkte n und n, in den Ellipsen
5) ( e )'+( b Y,
a!:l__k! in_—l‘.l I |

und diese sind immer confocal, denn das Quadrat ihrer Excentricitiit ist

0 (e f-(a)-u-n(—f)
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Werden also suf einer Normale.einerEllipse vom Fuss-
punkte aus nach beiden Seiten Stiicke abgeschnitten, wel-
che mit der Entfernung der zugehdrigen Bertihrungslinie
vom Mittelpunkte Rechtecke von constanter Grisse bilden,
so sind die Ortscurven dieser Schnittpunkte.zwei confocale
Ellipsen.

Die Punkte m, n und u, sind entsprechende Punkte in den Kegel-
schnitten 1) und 5), denn es verhalt sich

z.°’+k!c.a . e s
a a a .

PR B PR B —R
y:—m » y: X =b:—b—"_: el

Durch Umkebhrung ergiebt sich hieraus folgender Satz:

Die Linie, welche zwei entsprechende Punkte zweier
confocalen Ellipsen verbindet, ist in allen Lagen Normale
einer dritten Ellipse, von welcher sie halbirt wird.

Drei specielle Werthe von 4* sind hier beachtenswerth, némlich die
beiden, fiir welche eine der Coordinaten 4) Null wird, und derjenige, durch
welchen die Excentricitit 6) verschwindet. Bezeichnet man die Punkte der
Normalen, welche in den Axen der Elhpse 1) liegt mit P, und Q,, so ist

bl

7) "'Po gvm()o—"g"-

Sind ferner r und r, die Punkte der Normale, fiir welche
kK =ab,
8o ist
.. ab .
* 8) nr::mr,__d,c-g, . *

und die Punkte selbst liegen in den Kreisen

9) '+ yt=(a+b),

deren Gleichungen man aus 5) erhilt, wenn man darin A* = ab setazt.
Wenn A*<ab, also ¢ < d,, so liegen die Brennpunkte der Kegelschnitte
5) in der grossen Axe der Ellipse 1), und wenn dagegen k*>ab, also c>d,,
80 liegen sie in der kleinen.
Verbindet man die Gleichungen 7) und 8), so entsteht zunitchst

ro..-“"{"b, "0 ="—s b, p,,u“-_..:"., r.P.J;”a_.

und hieraus folgt die Proportion
rQy:rPy=rQg:r; Pp=0b:a.

Wird alsodasvonden Achsen begrenzte Sttick einer Nor-
male einer Ellipse nach dem umgekehrten Verhiltnisse der
Achsen, in welchem die Endpunkte liegen, harmonisch ge-
theilt, so liegen die Theilpunkte in den Kreisen, welche um
den Mittelpunkt der Ellipse mit der Summe und Differenz
der Halbachsen der Ellipse beschrieben sind.
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Die vorstehende Entwicklung kann in derselben Weise auch for die
Hyperbel und Parabel ausgefiihrt und hier also dem Leser tberlassen
werden.

8. 2. .
Legt man durch den Punkt m == (xy) ausser der Ellipse 1) anch noch
eine Hyperbel
at
1) Z+f=
welche mit jener die Brennpunkte gemeinsam hat, so ist bekauntlich
d —a,‘::b’—b,’—-a‘b’(

und es stehen die Kegelschnitte 1) und 11) im Punhte m = (xy) aufeinan-
der senkrecht. Denkt man sich ferner die Kegelschnitte, welche die im
Punkte m aufeinander senkrecht stehenden Normalen der Kegelschnitte 1)
und 11) als Achsen enthalten und die Achsen derselben im Mittelpunkte O
beriibren, so sind

12) o §-+£=1-
12a) i:+b":=l

die Gleichungen der letztern und zeigen sogleich, dass auch dleae Kegel-
schnitte die Brennpunkte gemeinsam haben.

.Das Quadrat der gemeinsamen Excentricitit ist

a'——a, —-b'—bl ‘—dl'
also begriinzen ihre Brennpunkte auf der Normale der Ellipse 1) nach bei-
den Seiten vom F’usspunkt m eine Strecke
e=d,
mithin liegen sie in den Kreisen 9).

Werden also ftr irgend einen Punkt einer Ellipse die
Kegelschnitte gezeichnet, welche die Achsen derselben im
Mittelpunkte berihren und die Normale und Tangente des-
selben Punktes als Achsen enthalten, so liegen die gemein-
samen Brennpunkte dieser Kegelschnitte in den Kreisen,
welche um den Mittelpunkt der Ellipse mit der Summe und
Differenz ihrer Halbachsen beschrieben worden sind.

Die bekannten Eigenschaften der Kegelschnitte in Bezug auf ihre
Brennpunkte ergeben sich hier fiir die Curven 8) mit besonderer Leichtig-
keit.

§. 3.
Wenn von dem Mittelpunkte 0 des Ellipsoides o
& oy 2

13) + bt+"‘—l

@
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P s

auf die Ebene
14) SEmtgeonF Soa=1,

welche dasselbé im Punkte m = (xyz) beriihrt, die Senkrecbte & geﬁillt'
wird, so ist

15) cos(ea)~—.cos(sb)=p, cos (5) =42, ;. Tl

Tréigt man nun suf der Normale des Punktes m== (xyz) vom Fusspunkte
aus nach beiden Seiten die Strecken
mn=mn,=¢
ab, so sind
4
x,=zte. E—-—‘ n=y+te. ., z‘.__.yig §z

die Coordinaten der Punkte n und n,, weil Ef, Ebg' £z zuglexch die Cosinus
der Winkel sind, welche die Normale mit den Achsen bildet. Wird nun die
Strecke ¢ 8o gewlhlt, dass sie der Senkrechten umgekehrt proportional ist,
so steht dieselbe zugleich zur Fliche des Centralschnittes, welcher der Be-
rtthrungsebene des Punktes m parallel ist, in directem Verhiiltnisse. Wenn
also d; und d, die Halbachsen dieses Schmttes und k irgend eine constante

Linie darstellt, so ist
L

= —=—_
g abe 't '
Durch Einsetzang, dieses Werthes erhalten die Coordinaten der‘Punkte n

und », folgende Form

a4 At VR Y.
&y = "_-:‘=g"" T Y=y b W H = PO <2

Mithin liegen die Punkte n und », in den Flichen

)+ ) o)~

und diese sind immer confocal, da die Quadrate der Excentricitliten der
Achsenschnitte fir beide Flichen dénselben Werth haben, nfmlich

P O
59 (2B (cx e wman(o )
19b) (c+"') (a+—)-_-(c’ a’)(l——

Werden also auf einer Normale eines Ellipsoides nach
beiden Seiten vom Fusspunkte aus Sticke abgeschnitten,
welche .mit der Entfernung der zugehtrigen Berithrungs-
ebene vom Mittelpunkte Rechtecke von constanten Gréssen
bilden, so liegen die Endpunkte dieser Stiicke in zwei con-
focalen Fléchen.
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Die Punkte m, n und n, in den Ellipsoiden 13) und 17) sind fir alle
Werthe von A* entsprechende Punkte, denn das Verhiltniss ihrer Coordi-_
nat.en ist gleich dem Verhéltnisse dér gleichliegenden Achsen, oder

a4+ a1 i a'-l-k'a’-—-k‘
x: T & T T=—a: ,
a a a a
A o _b'—:-k’ ___ .b"+k"b'—-k’
y: i y: 7 y..__b. T
_c‘+k‘ .c’—‘k’z_c:c'+k‘.c‘—k‘
z: o z: a =it

Wenn man diesen Zusammenhang umkehrt, so erhilt man folgenden
Satz: _ ’

Die Linie, welche zwei entsprechende Punkte zweier-
confocalen Ellipsoide verbindet, ist in allen Lagen Nor-
niale eines dritten Elhpsondes, von welchem sie halbu't
wird.

Sechs specielle Werthe von k’ verdienen hier beachtet zu werden,
ntimlich die drei, fiir welche eine der Coordinaten 16) Null wu'd und die
dgei, ftir welche. eine der Excentricitiiten unter 18) verschwindet oder die
confocalen Ellipsoide 17) zu Sphéroiden werdes. Bezeichnet man die
Punkte der Normalen, fiir welche die Coordinaten z,, ¥, , 2z, Null werden,

der Reihe nach mit P, 0,, R,, so ist
2

B
19) . mR=g, m=y, mR==g
Bezeichnet man femer die Punkte der Normalen, fiir welche
k' =bc,
mit p und p,, so ist
o __be__did

und die Punkte liegen in den confocalen Sphiroiden

) a*afbc) (b ) (c+b =5

deren gemeinsame Excentricitit

Z/(“ + ‘) —@te)r= V(a‘——b=) (a‘_a)

Setzt man zweitens

kK=ac
und beszeichnet die zugehérigen Punkte in der Normalen mit ¢ und ¢, so ist
20&) mq = mgq, ——aé::g!

und es liegen diese Punkte in den confocalen Sphiroiden

21a) (a c) + (b’ = c)’+ (c; a)™

deren gemeinsame Excentricitiit
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22a) ]/(bi ‘%’:‘)'_ (@ + o)t = V(b‘—-c'Z(b'—a').

Wenn zuletzt r und r, diejenigen Punkte der Normalen sind, fiir welche
k=ab, so ist '

20b) mr--mr,:%b'——f‘-'—d—’
und die Punkte liegen in den confocalen Sphtronden -

) ok (b+a) (e52)=

deren Excentricitit .
221) ]/(ci “c—")'— (@ + b)t = V(“""'z (@—=5),

Nehmen wir an, dass

a>b>c

o0 ist die Excentricitit unter 22) und 22b) real, dagegen die unter 22a)
imaginir, mithin sind zugleich die Flichen 21) und 21 b) verlingerte Sphi-
roide, withrend die unter 21a) abgeplattet sind. Wenn man nun noch be-
achtet, dass die Brennpunkte dieser Sphiroide, sowohl die realen in den
verlingerten als die imaginiren in den abgeplatteten, auch die Focalpunkte
dee Ellipsoids 13) sind*), so ergiebt sich aus den vorstehenden Gleichungen
folgender Satz: . -

Werden auf einer Normalen eines Ellipsoids nach be|~
den Beiten vom Fusspunkte aus solche Stiicke abgeschnit-
ten, dass diese mit der Hilfte einer Achse des Ellipsoides
ein Rechteck, gleich dém ans den Halbachsen des sur Nor-
male senkreechten Ceontralschnittes, bilden, so liegen die
Endpunkte der abgeschnittenen Stiicke in iwei confocalen
Sphéroiden, derep gemeinsame (reale oderimaginfre) Brenn-
punkte die in jener Achse liegenden (realen oder imagind-
ren) Focalpunkte des Ellipsoides sind und deren Aequator
die Summe der Differenz der andern Achsen als Durchmes-
ser enthilt.

Durch Verbindung der Gleichungen 19) und 20) erhilt man zunichst

pRo-_:b':c.c, qP,=“';'°.¢, ro,=‘-":—".b,
p,R,:b:c ¢, ¢Py= gc a, r,Qo=a—€_b:'b,
pQ°=b-:c b, ¢qR,= -: .C, rP,=‘%—b.a,
p,Q,=b—;c.b, q,}?.,=a——§—-—f ¢, r,P,_a;b«.a,

und hicraus folgen die Proportionen

*) 8. Crelle's Journal. Bd. 56.
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23) pRy: pQ, =p,Ry:pQy==c:b,
23a) ¢Py: qRy=q\Py: qRy=a:c, '
23 b) rQy:rPy==r0,:rPy,==b:q..

Wird also das Stiick der Normale eines Ellipsaides, wel-
ches zwei Achsenebenen begrenzen, nach dem Verhidltnisse
der Achsen, welche auf den Begrenzungsebenen senkrecht
stehen, harmonisch getheilt, 8o liegen die Theilpunkte in
zwei confocalen Sphiroiden, deren Aequator die Summe
oder Differenz jener zwei Achsen als Durchmesser enthilt
und deren gemeinsame (reale oder imaginiire) Brennpunkte
die in der dritten Achse liegenden Foca,lpnnkte des Ellip-
soides sind.

§. 4.

Werden durch den Punkt m == (xyz) ausser dem Ellipsoide 13) anch
noch die beiden Hyperboloide

@ 9,
et oy,
24a) . a,+b’+c, 1

gelegt, g0 ist bekanntlich
@—al==b— b == -~ =d, a’-—a, =P bt ==c— )} =",
d,’d,'=a‘b'c’(£ + Z + _z_‘
¢ ¥
und es stehen die Flichen 13) und 24) im Punkte m (xyz) auf einander
senkrecht. Denkt man sich ferner die Fléchen zweiten Grades, welche die
im Punkte m senkrecht stehenden Normalen der Flichen 13) und 24) als

Achsen enthalten.und die Achsenebenen derselben fn Mittelpunkte 0 be-
rihren, so sind

" N
25&) §’+’f t::l, o
951) i:+c'"‘,+_f’1,=1

die Gleichungen der letztern und zeigen sogleich, dass auch diese Flichen
confocal sind.

Die in der Normale des Punktes m liegenden Focalpunkte dieser Fli-
chen sind die oben erwihnten Punkte p, p,, ¢, ¢, und r, »,, denn es ist
ddy__ Y(a'—a) (a—ay)

a R

a

dd, _ YT — 0 (& — b))
— y ,

mp = mp, =

mq = mg, =
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Hieraus erhiilt man folgenden Satz: . .

Wenn man eine Normale eines Ellipsoides und die Nor-
malen der beiden durch ihren Fusspunkt gehenden Hyper-
boloide, welche mit dem Ellipsoide confocal sind, als ge-
meinsame Achsen von drei Flichen zweiten Grades betrach-
tet, welche die Achsenebenen jener Flichen im Mittelpunkte
bertihren, so liegen die der Normale des Ellipsoides ange-
hdrigen Focalpunkte dieser Fliéchen in drei Paaren von
confocalen Sph&roiden, von denen jedes Paar die in einer
Achse des Ellipsoides gelegenen . Focalpunkte als Brenn-
punkte und die Bumme oder Differenz der andern Achsen
des Ellipso'ides als Durchkmesser des Aequators enthilt.

Die in dem Vorstehenden entwickelten Eigenschaften des Ellipsoides
sind natiirlich nicht auf diese Flichen beschrinkt, sondern lassen sich in
#hnlickier Weise fir die Hyperboloxde und theilweise auch ftir die Parabo-
loide herleiten.

AP PAS B AR P APPP PP PP P s PP

M = mry ==

IX. Rine Methode, das specifische Gewicht fester Kirper ohne. Ge-
wichte, nur mit Hillfe eines graduirten Wagbalkens su bestimmen. Die
bisher bekannten Methoden zur Bestimmung des specifischen Gewichts
fester Korper erfordern simmtlich die Anwendung von Gewichten und sind
sonach weniger bequem fiir den reisenden Mineralogen, welcher an Ort
und Stelle das specifische Gewicht einer Mineralsubstanz bestimmen will.
Lefzteres ist'oft wiinsohenswerth, wo es sich um die Unterscheidung &hn-

. licher Mineralspecies, . B. der Feldspatharten handelt; fiir diesen Zweck

ist die Methode vom russischen Gardeartilleriecapitin Gadolin (Poggend.
Ann. Bd. 106, 8. 213) sehr geeignet, indem dieselbe nur einen Appuat —
nicht grisser als ein langer Bleistift — erfordert.

Die Theorie dieser Methode ist folgende: An einen zweiarmigen Hebel
werden an Seidenfiden die beiden Korper aufgehangen, deren specifische
Gewichte s und s" verglichen werden sollen. Der Hebel sei vor dem An-
hiingen bei horizontaler Lage im Gleichgewicht, hierauf hiingt man die bei-
den Kirper von den absoluten Gewichten £ und P s0 an den Wagbalken,
dass wieder Gleichgewicht stattfindet, wobei ihre Entfernungen von der
durch die Schneide gelegten Verticalebene resp. p und p’ sein mdge. Dieser
zweite Gleichgewichtszustand wird durch die Gleichung:

1) Pp=2Pyp
repriisentirt. Nun senkt man beide Korper in ein Gefiss mit Wasser und
verschiebt den einen z. B. P so lange, bis wieder Gleichgewicht statt hat;
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Hat die Grosse der Verschiebung & betragen, so ist der Ansdruck dieses
neuen Gleichgewichtes:

(o~ Dyoro=(r-1)s

Indem man 2) durch 1) dividirt, erhilt man:

[

Diese letate Gleichung dient dazu, um s zu berechnen, wenn " gegeben ist
oder umgekebrt und die Bestimmung des specifischen Gewichts nach dieser
Methode erfordert nur, dass man mit einem oder einigen Kérpern P’ ver-
sehen sei, deren specifisches Gewicht s’ man bereits genau kennt, so wie
dass man die Entfernungen p und 4 méglichst genan beobachte. Um sich
wegen Beurtheilung des Gleichgewichtszustandes von der horizontalen Lage
des Balkens zu {iberzeugen, braucht man nach Gadolin fur dber selbi-
gen hinweg nach einem Fenster oder nach der Kante eines Hauses zu vi-
siren.

Der Erfinder dieser neuen Methode giebt in dem oben erwihnten Auf-
satz zugleich die Discussion der Fehlerquellen und findet durch eine dea
Umstéinden gem#ss ldingere und deswegen hier nicht mitgetheilte Rechnung,
dass der moglich grosste Fehler, welcher unter ungiinstigen Umstéinden bei
sonst guter Beobachtung und guter Construction desInstrumentes, dem nach
dieser Methode bestimmten specifischen Gewichte anh&ngen kann, hich-
stens 0,02 betragen kann. Demnach reicht diese Methode fur die Zwecke
vollkommen aus, fir welche sie der Erfinder bestimmt hat.

E. Kanr.

X. Helmholts’ Versuche, die Voeale durch Mischung einfacher Tdne
aschzruahmen. (Aus Poggendorf’s Annalen, Bd. 108, 8. 280.) Es ist be-
kannt, dass die Elongation eines Punktes einer schwingenden Saite oder
die Verdiehtung und Gesehwindigkeit an einer Stelle einer tinenden Luft-
siule durch Rechnung gefanden werden kann, und dass fiir diese Elonga-
tion in den mpisten Fillen ein Ausdruck erhaiten-wird, welcher aus einer
wnendlichen Angahl von Gliedern besteht, von denen jedes die Form:

A sin(2nmit 4+ c)

besitet. Hierbei hat m in den verschiedenen Gliedern der unendlichen
Rethe dic Werthe n, 2n, 3n etc., wobei das Glied 4 sin (2nnt( <+ ¢) das
Anfangsglied der Reihe und n unabhingig von ¢ und 4 ist. Die Zall m
bedeutet die Anzahl der einander vollig gleichen Schwingungsperioden,
welche vermége eines Gliedes der Reihe in einer Secunde auftreten; die
unendliche Reihe entspricht daher der Uebereinanderlagerung von unend-
lich vielen einfachen Schwingungen, dercn Schwingungsmengen n, 2n,
3n ete. sind.
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In Betreff der Wahrnehmung solcher tiber einander gelagerter
8chwingungen gingen die Meéinungen von Ohm und von Seebeck aus
einander. Krsterer war der Ansicht, dass man bei gehtrig angestrengter
Aufmerksamkeit die stiirksten der den einzelien Schwingungen angehirigen
Eindriicke aunf das Gehdr unterscheiden und aus einer solchen Uebereinan-
derlagerung durch das Gehdr einzelne Eindricke ebenso ausscheiden kbnne,
als man durch Anwendung der Fourier’schen Reihen alle einzelnen Glie-
der mathematisch darstellen kann, Seebeck war dieser Ansieht heftig
entgegen, indem er die unmittelbare Empfindung durch den Gehornerven
im Auge hatte, die meist eine einfache zu sein scheint, weil die Aufmerk-
samkeit des Horenden auf den Totaleindruck aller eingelnen Schwingungen
gerichtet ist, nus welchen der Klang und mithin die Natur der Tonquelle
erkannt werden kann. Den verschiedenen Ansichten von Ohm und See-
beck entsprechen die Definitionen, welche die genannten Gelehrten vom
Tone gegeben haben.: Nach Ohm ist jede einzelne Bewegung von der
Form A sin (2nnt 4 ¢) Ursache eines Tones, wihrend Seebeck den Ge-
sammteindruck Ton nennt, welcher durch Uebereinanderlagerung der
Schwingungen eines Instrumentes entsteht, welche die Form Asin(2ami+4¢)
haben, wobei m die Werthe n, 2n, 3n etc. besitzt.

Helmholtz bekennt sich zur Ohm’schen Definition des Tones uand
ist von ihm, wie es scheint, spiiter eine vollstindige Widerlegung der von
Seebeck gemachten Einwiirfe gegen Ohm’'s Definition zu erwarten (s.
gen. Abh. S. 282). Ohne auf die bisherige Polemik iiber die Definition
des Tones einzugehen, mige doch hier die bekannte fiir Ohm und Helm-
holts sprechende Thatsache ins Gedéchtniss zuriickgerufen werden, dass
Helmholtz bereits vor einigen Jahren Schwingungen hervorzubringen
vermochte, welche einem Tone im Sinne Ohm’s sehr nahe kommen.- Das
Mittel, welches Helmholtz anwendete, bestand in dem Zusammenwirken
von Stimmgabeln und Resonanzréhren, deren Grundténe zusammenfielen,
wihrend die Oberttne nicht iibereintrafen. Wird eine solche Stimmgabel
vor der zugehérigen Resomanzrohre ins Ttnen gebracht, so verstiirken sich
die Grundidne beider, withrend die Obertone, welche nicht iibereintreffen,
sich nicht verstirken kénnen und daher neben dem starken Grundtone nicht
gehdrt werden. ' ‘

Die Herstellung einfacher Téne auf die obén angegebene Weise machte
fir Helmholtz eine Untersuchung iiber das Zusammenwirken einfacher
Tone mdglich; bei einer frilheren Arbeit der Art entdeckte er bekanntlich
die Summationstine, wihrend er durch die vorliegende Arbeit schitzbare
Beitriige zur Kenntniss von den Ursachen des Klanges geliefert hat. Fiir
Das, was Seebeck Ton nennt, hat Helmholtz den Namen Klang vor-
geschlagen und nennt Grundton des Klanges den tiefsten von denjenigen
einfachen Ténen, durch deren Zusammenwirken der Klang entsteht. Wih-
rend nun der Klang des Seebeck’schen Tones durch die verschiedene
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Wellengestalt bei gleicher Periodicitit zu erkliren ist, kann dasselbe, d. h.
die sogenannte Klangfarbe des Helmholtz'schen Klanges, durch das
Zussmmenwirken des Grundtones mit Oberténen verschiedener Stirke er-
. klirt werden (das Wort Ton "Wwird von nun an hier immer im Ohm’'schen
Sinne gebraucht werden). Helmholts stellte sich, was die Klangfarbe
anbetrifft, noch die Frage: Beruht die Unterscheidung der musi-
kalisehen Klangfarbe nur in der Empfindung von Oberténen
verschiddener Stirke oder unterscheidet das Ohr auch die
Phasenunterschiede?

Diese Frage beantwortete Helmholtz, indem er die Vocale der'
menschlichen Stimme, die als anhaltende musikalische Klinge und fast
ganz frei von unmusikalischem Gerdusch hervorgebracht werden kdnnen,
durch die Combination von Ténen nachzuahmen suchte, welche durch
Stimmgabeln mit Anwendung von Resonanzrébren rein erhalten wurdep.
Er bediente sich hierzu einer Reihe von 8 Stimmgabela, die dem B in der
tiefsten Octave der Mannerstimmen und dessen harmonischen Oberténen
b, fis by, dy, [y, asy und b, entsprachen. Die regelmiissige schwingende
Bewegung wurde den Gabeln durch einen galvanischen Apparat nach Art
des Neef’schen Hammers ertheilt, die verschiedene Stirke der Tone durch
das stiirkere oder geringere Liiften des auf den Resonanzréhren befindlichen
Deckels bewirkt. Den Phasenunterschied konnte Helmholtz willkiirlich
hervorbringen und beobachten, wozu er sich mehrerer Methoden bediente,

.deren Mittheilang die Ktirze des Raumes hier nicht gestattet. Das bisher
von Helmholtz gefundene Resultat ist wesentlich folgendes: Die musi-
kalische Klangfarbe hiéingt nur von der Anwesenheit und
Stirke der Obertdne, die in dem Klange enthalten sind, ab,
nicht von ihren Phasenunterschieden.

Was nun die Vocale der miinnlichen Stimme anbelangt, so fand Helm -
holtz unter Anderem:

Das U erhiilt man am deutlichsten durch den Grundton mit
ganz schwacher Begleitung des dritten Tones.

Das O entsteht durch kriiftige Begleitung des Grundtones von
der hiheren Octave.

Das E wird namentlich durch den dritten Ton chara.ktemut,
bei miissiger Stiirke des zweiten etc. '

Es sind noch viele andere schiitzbare Angaben in der eingangs erwiihn-
ten Abhandlung enthalten, in Betreff deren wir jedoch auf diese selbst ver-
weisen miissen. . E. Kanr.



| Von den Fusspunktlinien.
Von Dr. Franz WErzie in Leipzig.

(Dritter Artikel)

10.

Beziehungen zwischen dem Minimumpbl und dem
Krimmungsschwerpunkt einer Linie.

Unter dem Kriimmungsschwerpunkt einer Linie versteht Steiner
ihren Schwerpunkt bei einer Belastung, die umgekehrt proportional dem
Kriimmungshalbmesser, also direct proportional der Kriimmung vertheilt
ist. Um auch Curven betrachten zu kénnen, bei denen das Vorzeichen der
Kriimmung wechselt, muss man diese Definition dahin erweitern: Kriim-
mungsschwerpunkt einer Linie ist ihr Schwerpunkt, wenn jeder Punkt der-
selben mit einem Coefficienten versehen ist, dessen Grosse dem jedesmaligen
Kriimmungshalbmesser proportional ist und dessen Vorzeichen mit dem des
Krimmungshalbmessers iibereinstimmt; oder: er ist der Mittelpunkt pa-
ralleler an der Curve angebrachter Kriifte, deren Intensitéit umgekehrt pro-
portional dem Krtimmungshalbmeésser und deren Richtung bei gleichem oder
entgegengesetztem Vorzeichen desselben gleich oder entgegengesetzt ist.

Nennt man die Summe der Coefficienten, die auf ein Bogenstiick kom-
men, kurzweg dessen Gewicht, so sei die Einheit des Gewichts das Ge-
wicht des Kreisbogens von der Li#nge 1 und dem Halbmesser 1. Dann ist
das Gewicht des Bogenelements ds, vom Kriimmungshalbmesser ¢,

ds,

e
wird also durch den Contingenzwinkel gemessen, welcher nach §. 7 gleich
ist dem Winkeldifferential dp, der Fusspunktlinie, wenn der Coordinaten-
anfang der Pol ist.

Die Basis wird zuniichgt als eine Linie vorausgesetzt, die ihre Rich-
tung nicht sprungweise indert.

Zcitschrift f. Mathematik u, Physik. V. 6
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Seien nun z,, y, die rechtwinkligen Coordinaten des Bogenelements
ds,, £ und y die des Kriimmungsschwerpunktes der Basis, entspreche dem
Anfangshunkt«deriBasis g, =y, dem Endpunkt @, =4, so ist der Kriim-
mungsschweé¥pbskt Lpstimmt durch die Gleichungen

. 3 3
E fdo,= [x,dg,,
4 Y4
3 3
B J
’Ifd%‘—‘ Yod oy,
4 ¥4
d. i.’ ) .
3
§E(0 —y) =[x de,
¥4
3
, N0 —y)=[ ydo.
4

Beriicksichtigt man nun
Xy =1y COS Pg, Yo =="T,SinN @y,

r n
o“‘m, %=¢.—a+;,
cot dr,
= — —
|d¢l,

so erh#lt man
6 .

3
§(@—y)==[rcos d%“‘f“"%""n
7

3 (4
n (§—y)==[r, sing, dg, _‘ﬁ03¢| dry. *

(4 . 14
o .

Wendet man auf fcos g, dg, und [sin g, dg, die partielle Integration an

7 7
und bezeichnet mit r3 den zur Anomalie 4 und mit ryy den zur Anomalie y
gehorigen Vector der Fusspunktlinie, d. i. die beiden Senkrechten auf die

Berithrenden des Anfangs- und Endpunktes der Basis, so erhilt man
[

E(0— 7):2./;‘,!.'031p, dqv,—(rwsind—r;y:iny),

.1) 78

'1(6"‘7)=2‘/"A sin @, dg, + (r15cos 8 — ryy siny).
7
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A

Durch diese Gleichungen sind die Coordinaten des Kriimmungsschwerpunk-
tes gegeben, wenn man die Gleichung ihrer Fusspunkflinie kennt.

Ist die Basis eine nach einem Umlauf der Beriihrenden geschlossene
Linie, so ist einfacher

2%
l [ ]
=; r cos @, deo,,
0
. 2%

1 .
7= ~‘/;-1 sing, deo, .
n

0
Nimmt man den Kriimmungsschwerpunkt der Basis selbst als Pol, so

gelten fiir die Fusspunktlinie die Relationen
é

2‘/r, cos@ dgp,=rygsind —ryysiny,

L4
3

2'/7', sing, dp, =ryycosy —ry3cosd.
¥ 4
Ist speciell die Basis eine nach einem Umlauf der Beriibrenden ge-
schlossene Linie, so gilt fir die Fusspunktlinie aus dem Kriimmungs--
schwerpunkt '
2 x:
ricosg, de, =0
und
2%
jr, sin g, dp, = 0.
0 .
Hat die Basis einen Wendepunkt oder lassen sich Berithrende vom
Coordinatenanfang (Pol) an sie legen, so gelten die §. 8 gemachten Be-
merkungen. Es sind dann die beiden Integrale in 1) auf die dort angege-
bene Weise zu zerlegen, und ist unter §—y allgemein der Drehungswinkel
t der Berithrenden der Basis zu verstehen. Der Drebhungswinkel der
Beriihrenden ist also das Maass des Gewichts. Ist derselbe
gleich Null, so kann man natiirlich nicht vom Kriémmungsschwerpunkt
reden. -
Es werde daher z statt d—yp eingefiibrt. Ferner werde mit s die
Sehne der Fusspunktlinie, welche Anfangs- mit Endpunkt verbindet, mit
. 6 ihre Winkel gegen die Nulllinie bezeichnet, so ist
' rygsind —ryysiny=s.sing,
r13 c0s8 —ryy cosy =S5 . cos @.

Endlich sei nach der friiheren Bezeichnung
6*
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.

é

j;'1003¢1 de, =P,

L4
é

fr. sin g, dp, = 0,

4
so geht die Gleichung 1) tiber in
2) E.t—=2P—s.sing,
n.t=20+s.cosq.

Werden nun die hieraus sich ergebenden Werthe von P und 0 in die
Gleichung 5) des §. 8 eingesetzt und wird deshalb die Senkrechte auf die
Beriihrende des Anfangspunktes der Basis als Nulllinie angenommen, so
erhélt man die Coordinaten des Minimumpols, ausgedriickt durch die des
Kriitmmungsschwerpunktes, durch die Gleichungen:

(t — sinz coss) (£t + s sin6) — sin*s (gt — s cos o)
T= - ’
3) ©—sintz
__ (v + sinz cost) (yT — s cos 6) — sin* t ({7 + s sin 6)
_ — sin'z :

Ebenso kann man den Minimalinhalt durch die Coordinaten des Kritm-
mungsschwerpunktes ausdriicken, indem man die Werthe von P und 0 aus
Gleichung 2) in Gleichung 6) des §. 8 einsetzt.

Umgekehrt erhilt man die Coordinaten des Kriimmungsschwerpunktes
ausgedriickt durch die des Minimumpols durch die Gleichungen

Er+ssine=uxa (z + sinzcost) 4 ysin'z,

4) _ ot .

nt—38cose =z sintzt 4 y (v — sinx cosz).

Um hiernach die gegenseitige Lage vom Minimumpol und Kriimmungs-
schwerpunkt zu betrachten, kann man von ersterem oder letzterem aus-
gehen. '

1. Es werde der Minimumpol als bekannt vorausgesetzt und daher als
Coordinatenanfang genommen. Dann erhilt man fiir x ==y ==0 aus Glei-
chung 4)

5) Er=—ssing,

nt=  8coso,
worin ¢ die Sehne der Fusspunktlinie vom Minimumpol aus, d. i. die Ver-
bindungslinie der Fusspunkte der vom Minimumpol auf die Berithrenden
des Anfangs- und Endpunktes der Basis gefiillten Lothe bezeichnet, so-
wie o deren Neigung gegen die erste Senkrechte, Sei ! die Entfernung des
Kritmmungsschwerpunktes vom Minimumpol, 2 deren Anomalie, so folgt
= hd ’ ’
T
tan A = — cot 6.
Esliegt alsoderKriimmungsschwerpanktin einer zurSehne s
senkrechten Entfernung vom Minimumpol gleich der_des

y
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Schwerpunktes des Kreisbogens, den man #iber der Sehne s
und mit dem Centriwinkel z beschreibt, von dessen Mittel-
punkt.

Als specielle Fille sind erwihnenswerth:

1) Liegt die Basis zu einer sie halbirenden Achse symmetrisch,
so ist klar, dass Minimumpol und Kriimmungsschwerpunkt auf dieser Achse
liegen, und zwar erhilt man den letzteren, wenn man die Entfernung des
Schwerpunktes des aus dem Minimumpol beschriebenen Kreisbogens, wel-
cher die Schenkel des Winkels z beriibrt, nach der entgegengesetzten
Richtung auftrigt.

2) Sei t ein ganzes Vielfaches von n, =— mx, d. h. sind die Berithren-
den des Anfangs- und Endpunktes der Basis einander parallel, so ist auch
6= m= zu setzen und erhilt man

E§=0,
(=17,
"= o
s bedeutet hier die senkrechte Entfernung der beiden Beriihrenden, und
kann man daher sagen: Der Minimumpol und Kritmmungsschwerpunkt einer
Linie, deren Beriihrende sich um m = dreht und um s fortschreitet, liegen
in einer zu s senkrechten Entfernung von einander gleich dem Durchmesser

. . s
eines Kreises vom Umfang g

3) Dem vorigen Satz kann man einen andern Ausdru¢k geben im Fall
die Basis eine gegen einen Punkt, ihren Mittelpunkt, symmetrisch liegende
Curve ist, wo. dann die Berithrenden an den beiden Endpunkten jedes
Durchmessers einander parallel sind. Nimmt man daher eine von einem
Durchmesser abgetheilte Hilfte der Linie als Basis, so ist fiir dieselbe s
gleich dem parallelen Durchmesser der Fusspunktlinie der gegebenen Curve
aus dem Mittelpunkte. Drelrt sich der Durchmesser, so #ndern Krttmmungs-
schwerpunkt und Minimumpol der von ihm begrenzten halben Linie ihre’
gegenseitige Lage so, dass sie sich immer in einer zu s senkrechten Ent-

fernung % von einander befinden. Dies kann man so ausdriicken:

Dreht sich der Durchmesser einer gegen einen Punkt symmetrischen
Linie, so bewegt sich der Minimumpol der vom Durchmesser abgeschnitte-
nen Hilfte gegen deren Kriimmungsschwerpunkt auf einer der Fusspunkt-
linie der gegebenen Curve aus dem Mittelpunkt {hnlichen und gegen sie
um 90° gewendeten Curve.

Da auch bei der logarithmischen Spirale die Beriihrenden an
den Endpunkten jeder durch den Mittelpunkt gehenden Sehne einander
parallel sind und die Fusspunktlinie aus dem Mittelpunkt eine gleiche lo-
garithmische Spirale ist, so bewegt sich bei Drehung einer Sehne um
den Mittelpunkt der Minimumpol des von der Sehne begrenzten Bogens



86 Von den Fusspunktlinien.

AL AL A I PG it

gegen dessen Kriimmungsschwerpunkt auf einer gleichen logarithmischen
Spirale.

) 4) Es wird /=0 dann und nur dann wenn s ==0 ist. Dies kann in
zwei Fillen eintreten: -

a) Wenn Anfangs- ‘und Endpunkt der Linie eine gemeinsame Beriih-
rende haben. Hierin liegt der Satz: Krimmungsschwerpunkt und
Minimumpol geschlossener Linien (die keine Ecken haben) fallen
in einen Punkt zusammen.

b) Wenn der Coordinatenanfang, d. i. der Minimumpol, in den Durch-
schnittspunkt der Beriihrenden des Anfangs- und Endpunktes der Basis
fillt. Da aber nach §. 8, 5) in Bezug auf den Minimumpol als Coordinaten-
anfang die Integrale P und Q verschwinden, so ist dazu néthig, dass in
Bezug auf den Durchschnittspunkt der beiden Beriihrenden als Coordina-
tenanfang P==0 und ) = 0 werde; und umgekehrt, setzt man P= 0 =0,
80 ist sowohl & = y =0, als auch, fiir s=0, E-==9=0.

Krimmungsschwerpunkt und Minimumpol einer nicht
gechlossenen Linie fallen dann und nurdann zusammen, und-
zwar in dem Durchschnittspunkte der Beriihrenden des An-
fangs- und Endpunktes, wenn in Bezug auf denselben als
Coordinatenanfang und Pol die Integrale P und Q ver-
schwinden.

II. Es werde der Kriimmungsschwerpunkt als bekannt vorausgesetzt
und daher als Ceordinatenanfang und Pol genommen. Dann erhiilt man,
indem man in Gleichung 3) £ = n =0 setzt,

$° sin ¢ 4 sinz sin (v — o)
x =

©— sin’c !

6) s:cosc-{-sm:cos(r——c)

y=—
T —sintt

Hier bedeutet s die Verbindungslinie der Fusspunkte der von dem
Krimmungsschwerpunkt auf die Beriihrenden des Anfangs- und Endpunktes
gefillten Liothe und ¢ deren Neigung gegen die auf der ersten Beriihrenden
senkrechten Nulllinte.

Sei ! die Entfernung des Minimumpols vom Kriimmungsschwerpunkte,
A ikre Neigung gegen die Nulllinie, so folgt

e t’+2zsmtcos(2o—-t)+sm'

7 (z* — sin® 7)?

T 4 8intcos v 4 sin'z . tan o
sintt + (zr— sint Cosz) tan o’
wo ! mit dem vorlgen I identisch, 4 von dem vorigen A um x verschieden
ist. Es lassen sich daher leicht Beziehungen zwischen den Grissen $, 6im
einen und andern Falle aufstellen. Bemerkenswerth ist noch, dass die
zweite Gleichung in Bezichung auf tan A und fan ¢ symmetrisch ist, was
man leicht geometrisch deuten kann, wenn man sich z als bestimmt [durch

b

tan } —= —
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¢ und A denkt. Aus diesen Gleichungen kann man ebenfalls die vorhin
unter 2), 3) und 4) erwihnten Sitze folgern.
Reducirt man die Gleichung 6) auf ssin¢ und scoso oder kiirzer,
setzt man in Gleichung 4) § = 9 =0, so0 erhilt man
ssino== (v + sint cosz) + ysin'z,
— scosc =z sin*t + y (v — sint cos 1).
Diese Gleu.hungen quadrirt und addirt giebt:
s=2a (-r’ + sin*t + 2z sint cost) + y* (2 4 sintt — 27 sin T co8 T)
+ 4xysintz,
welche Gleichung die einer Ellipse ist von den Halbachsen
s $

. b
7+ sing’ t—sinz’

deren Achse a mit-der Nulllinie den kael — emschhesst also auf der

Halbirungslinie von = senkrecht steht

Durch partielle Differentiation des Werthes von /! in Gleichung 7)
nach ¢ ergiebt sich aber, dass bei veriinderlichem ¢ die Maximal- und Mi-
nimalwerthe von 7 sind '

T
= == -
t— sint fir o mu+2
und ist dann
T
tan A = — col —
< 2’
also
130,
ferner
— s — 1 X
T+ sint ro—(m+,)z+2,

und ist dann
T
tan A = lan — ,
. 2

also
I Ha.
Dies kann man so in Worten aussprechen:
Der Minimumpol liegt auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt der Kriim-

. ___ N
mungsschwerpunkt ist, deren Halbachse a = ey auf der Halbirungs

ihr parallel ist,

linie von r senkrecht steht, deren Halbachse b=— _
T — sint

deren Achsenkreuz daher parallel ist dem der Ellipsen fiir constanten Fli-
cheninhalt. Diese Achsen sind zugleich Maximal- und Minimalwerth der
Entfernung des Pols vom Kriitmmungsschwerpunkt bei unverinderlichem ¢;
und hat 6 den Werth, welchem ein Maximum oder Minimum von / entspricht,
8o liegt der Minimumpol auf einem der beiden Endpunkte der beiden Ach-
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sen, némlich fir c—=mn 4 —:- auf dem einen Endpunkt der Achse b, fiir

o‘=—;— 4+ (m + }) n auf dem von a.
Von'diesen beiden Fillen tritt der zweite ein, wenn die Basis zu einer
sie halbirenden Achse symmetrisch liegt. Dann ist ndmlich ¢ = : t d

zu setzen und erhilt man

T . T
8$.co8 — s . 8in —
2 2
x=———' — N
z+sing’ Y= —sine’
s
= -
T4 sint
- .
tan A —tan — .
2

Ein einfaches Beispiel hierzu giebt der Kreisbogen. Dessen Kriim-
mungsschwerpunkt fillt offenbar mit dem gewdhnlichen Schwerpunkt zu-
sammen und liegt daher auf der Halbirungslinie des Bogens in der Entfernung

. T
2asn —

vom Mittelpunkte, wenn @ den Halbmesser des Kreises bezeichnet.

Hieraus ergiebt sich leicht fiir s der Werth
T—Ssintg
2 ’
und wenn man diesen einsetzt, erhilt man als Entfernung des Minimumpols
vom Schwerpunkt

. T
s=2asin — -
2

I ==2a sin}s. 5T
e 12 t(t + sinv)”
Addirt man hierzu die Entfernung des Schwerpunktes vom Mittelpunkte,

. T
2a sin —

» 80 erhilt man als Entfernung des Minimumpols vom Mittelpunkte
den Ausdruck

. T
4a sin —
2

T4 sing
Fiir den Halbkreis ist z=zx zu setzen und wird /= 2—“; es liegt
n

also der Schwerpunkt in der Mitte zwischen Mittelpunkt und Minimumpol.
Der zugehdrige Minimalinhalt ist

frmn =t [ £ 20 :?”Lf)]’

: 2 T+ sing
fiir den Halbkreis daher
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11. : -

Beziehungen zwischen Kriimmungsschwerpunkt und

Minimumpol mehrerer Linien.

Unter dem Kriimmungsschwerpunkt mehrerer Linien wird der Schwer-
punkt der mit den ihnen zukommenden Gewichten versehenen Kriimmungs-
schwerpunkte der einzelnen Linien verstanden. Seien z, &, 2”..... ,
%Y,y ... die Coordinaten der letztern, 7, 7', 7". . . ihre Gewichte, { und %
die Coordinaten des gemeinsamen Schwerpunktes, so hat man demnach

Et+r++..)=ac4+ 2t +aT+...,
e+ HT )=y by T+
wofiir abgekiirzt geschrieben werde
2= 2z,
nZs=2ys,
d. i. nach Gleichung 2) des vorigen Paragraphen
£Zr=23ZP— Zssinc,
nZt=2XZ0 + Zscosoe.

Sei S die geometrische Summe der Anfangs- und Endpunkt der Fuss-
punktlinien verbmdenden Sehnen s, T ihr Winkel gegen die Nulllinie, also
S.sinT—=Xssino,

S.cosT=Zscosq,
so hat man statt obiger Gleichungen
(2r=23P—SsinT,
nZr==2ZQ 4 ScosT.
Setzt man die hi.era.us sich ergebenden Werthe von 22 P und 220 in die
Gleichung 5) des §. 9 ein, so erhilt man die Coordinaten des Minimumpols
ausgedriickt durch die des Kriimmungsschwerpunktes, némlich

[L‘t —Zsinzcos(s42y)] [EZs4-Ssin T) — Zsinevsin(z42y) . [nZx-S cosT]

Z*s—R?
1) _ Zsinzsin (v42y). [EZx+4-SsinT]| — [ e Zsin v cos (z+2y)] [nZc—S cosT]
Z's — R*

Umgekehrt werden die Coordinaten des Kriimmungsschwerpunktes aus-
gedrilckt durch die des Minimumpols in den Gleichungen
?) % (24 SsinT= z[Zc+ Zsinzcos(z42y)] + y Esinz sin(z+2y),
9 21— Scos T==x Zsintsin(z+2y) + y [Zv— Zsinz cos(z+27)].

I. Es werde der Minimumpol resp. der Hauptpol als bekannt voraus-
gesetzt und daher als Coordinatenanfang genommen. Dann erhilt man aus
Gleichung 2) fir x=y=0

§Zt= —SsinT,

nZr==ScosT,
woraus fiir die Entfernung ! des Kriimmungsschwerpunktes vom Minimum-
pol und deren Neigung A folgt

-




90 Von den Fusspunktlinien.

N
I=E'~—t’
. dan A == — cot T}

Es liegt also der Krimmungssechwerpunkt in einer zur geo-

metrischen Summe der Sehnen der Fusspunktlinién aus dem

Mirimumpol senkrechten Entfernung von diesem gleich der

des Schwerpunktes des, iiber dieser geometrischen Summe

als Sehne und mit der Summe der Drehungswinkel der Ba-
rihrenden als Centriwinkel beschriebenen, Kreishogens
von dessen Mittelpunkt.

Ebenso lassen sich die iibrigen Sitze des vorigen Paragraphen auf
diesen. Fall iibertragen. Hervorgehoben werde nur noch der Fall
S=0, wo dann /=0 wird, ‘

d.h. - \
Der Krtimmungschwerpunkt uad Minimumpol belie-
big vieler gegebener Curven fallen zusammen:

1) wenn fir jede derselben ihr Kriimmungsschwerpunkt
und Minimumpol zusammenfallen, die Curven also geschlossene
oder solche sind, fiir welche beide Punkte in den Durchschnittspunkt der
Beriihrenden des Anfangs- und Endpunktes fallen;

2) wenn die geometrische Summe der, Anfangs und End-
punkte der Fusspunktlinien aus dem Minimumpol verbin-
denden, 3ehnen verschwindet, d.i. wenn diese Sehnen durch
parallele Verschiebung an einander geriickt, ein geschlos-
senes Vieleck bilden.

II. Es werde der Kriimmungsschwerpunkt als Coordinatenanfang und
Pol genommen und hiernach die Lage des Minimumpols bestimmt, so hat
man in Gleichung 1) § == =0 zu setzen, wodurch man erhilt:

sinT [Zv— Zsint cos (v 4+ 2y)] + cos T Z sint sin (v 4 27)

=5 Zt— R
. ScosT[Z‘z + Zsing cos (v + 2y)] + sin T. Esinvsin (v + 2y)
y=-— s — R

wo nun S die geometrische Summe der dem Krﬁmmungssohwenpunkt ent-
sprechenden Sehnen und T ihre Neigung bezeichnet.
Seien wieder ! und A Vector und Anamalie des Mlmmumpols in Bezug
auf den Kriimmungsschwerpunkt, so folgt
Z'z+ R 422t [cos2 T Zsint cos (v 42y) + sin2 T Z sin v sin (1-1-27)]
(2t — R
St 4 Zsinv cos (z 4 2y) + tan T X sint sin (v 4 2y)
Zsinz sin(z 4+ 2y) + tan T[Zc— Zsinz cos (z + 27))’ i
wo ebenfalls tan i von tan T dieselbe Function ist, als fan T von.tanA.
Setzt man in den Gleichungen 2) § = =0, so erhiilt man

B=5

tand — —
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SsinT==x [ZEt+ Tsinz cos(z & 29)] + y T sinz sin(z+ 2y);
— ScosT=x Zsintsin(z+2y) +y [Zx — Zsingcos(z + 2y)];
Quadnrt und addn't man diese Gleiehungen, so folgt
=a*[Z't 4+ R*+ 23¢ Tsint cos(z+2y))
. +y'[2’r+R‘—2212.'sm1cos(1+2y)]
+ 42y It Tsinz sin(v 4+ 2y);
Dies ist die Gleichung einer. Ellipse
Z'

yl
+ "= '
deren Halbachse a gegen die Vullhnxe geneigt ist um einen Winkel o, der
gegeben ist durch :

=1,

|
cos?w—-—-'—ﬁ- Zsint cos(t+ 2y),

1
sin 20 == 5 Zsinz sin (r+2y),

und wo die Halbachsen die Werthe haben

R - s
T Zs+ R

S

Xt— R’

Durch’ partwlle Dlﬂ'erentmuon des Werthes von {* nach T erhilt man
aber, dass ! seinen Maximal- und Minimalwerth bei unverinderlichem T
hat fiir

b=

o Zsing sin (v 4 2y)
. mzr“Zsintcos(r+2y)'
némlich :
0032T=12sintcos(t+2y)=cos2w,
.8 , R .
NiI= fir

— 1
Zr—R sin?T::EE.n’ntsin(r+2y)=sin2m,

und folgt hieraus
: - R— Znnzcos(t+2y)
Zsingsin(z427) o’
und wenn man diesen Werth in den von fani einsetzt, -

tan} —= — col w.
Es ist also in diesem Falle 7 }} &.

tanT—tano —

cos2 T—=1 Zsinz cos (z +2y),
2) S fiir R
- Tt R sin2T=%23inrsin(t+2y),
woraus folgt
R 4 Zsinz cos (t-l-?y)
tan T — — = ’
“ colw Zsing sin (v 4 2y)

und
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tand = tan . ®;
Es ist also in diesem Falle ! }f a.

Es liegt also der Minimumpol auf einer Ellipse, deren Mittelpunkt der
Kriimmungsschwerpunkt ist und deren Achsenkreuz parallel ist dem der
Ellipsen oder Hyperbeln fiir constanten Flicheninhalt. Thre Halbaxen sind
der Maximal- und der Minimalwerth der Entfernung des Minimumpols vom
Kriimmungsschwerpunkt bei verinderlichem T und der eine Endpunkt der
grosseren oder kleineren ist Minimumpol, wenn T einen Werth hat, dem ein
Maximum oder Minimum von / entspricht.

Besteht die Basis aus verschiedenen Linien, die beriihrend in einander
tibergehen, so ist sie atuch hinsichtlich ihres Krtimmungsschwerpunktes als
eine einzige Linie zu behandeln (vergl.§.9am Schlusse). Dasselbe kann nan .
auch mit einer Basis thun, die aus Curvenstiicken besteht, welche unter
beliebigen Winkeln an* einander stossen, indem man némlich die Beriih-
rende ihre Richtung an der Ecke nicht sprungweise, sondern stetig #ndern
lisst und der Ecke eine Belastung giebt gleich dem Winkel, um den sich
die Beriihrende drehen muss, um von einer Curve auf die andere iiberzu-
gehen. Denn sieht man die Ecke als einen unendlich kleinen Kreisbogen
an, so kommt ihr eine Belastung gleich dem Centriwinkel dieses Kreisbo-
gens zu, welcher gleich ist dem Drehungswinkel der Beriihrenden an der
Ecke. Bei dieser Betrachtungsweise gelten die Resultate des vorigen Pa-
ragraphen auch fiir eine Basis, welche Ecken hat.

Die Formeln dieses Paragraphen gelten nicht fiir den Fall Z¢ = R.
Will man denselben in Betrachtung ziehen, so muss man von dem am Ende
von §. 9 fiir diesen Fall gegebenen Formeln ausgehen.

12.
Bestimmung des Krtimmungsschwerpunktes einiger Curven.
1) Die Ellipse. Ihr Mittelpunkt sei Coordinatenanfang und Pol;
ihre Halbachsen seien a, welche zugleich Nulllinie sei, und b <a, und

. . .o Y@t — 0 A
werde mit ¢ die numerische Excentricitiit p bezeichnet, so ist die

Gleichung der Fnsspunktlmne

ry _a;/l—s’sm’tp,
Daher hat man nach Gleichung 1) des §. 10 fiir die Coordinaten des Krtim-

mungsschwerpunktes die Gleichungen
[

E(@—y) =2a ) 1—¢ sin'p cosp, dp, — rygsind + ry siny,
7

3
n(6—y= 2af;/1 — & sinte, sinp, do, 4 r13 cosd — ryy cosy;

Fithrt man die Integration aus und setzt zur Abkiirzung
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A=

so erhdlt man

E@—y) = % [arc sin (& sind) — arc sin (& siny)],

: @ )_alg(lcosy+;/l+}.'cos’y
K V=17 1cosd+ /144 cos*
Fiir die halbe durch die kleine Achse begrenzte Ellipse erhilt man hieraus
=0

2 a .
E=— —arcsine,
w £ :

d. h. der Krimmungsschwerpunkt liegt auf der grossen Achse in einer Ent-
fernung vom Mittelpunkte gleich dem Durchmesser eines Kreises, dessen

Umfang-gleich dem Bogen 2;“ arc sineg ist, der sich sehr einfach construiren

ldsst. Der Minimumpol liegt in diesem Falle nach §. 10, 2) in einer Ent-
fernung vom Mittelpunkt
2s arcsine + ﬁ,=2—a arcsms+ ;/l-—“e‘}
T & £ £ &
2) Die Coordinaten des Kriimmungsschwerpunktes der Hyperbel
erhiilt man aus denen der Ellipse, wenn man statt des dortigen 1 setzt,

1= : V a*4 o,

= y WO g =="—)

;/a’——l a

nimlich

E@—y) = % [arc sin (e sin8) — arc sin (¢ siny)]

dcosd 41t cos'o-—l)
1 cosy-l-]/l’ costy —1 )

Fiir den ganzen Hyperbelast ist, wenn § den Winkel der Asymptote gegen
die Nebenachse bezeichnet, zu setzen

ﬂ(a—r)=%lg(

"y=—4§, §=24, .
wo
. a 1
sin = L=
p ]/a'-l-b' &
Man erhilt daher
=0,
— axsinp
=38

Es ist also der mit der Entfernung des Krtimmungsschwerpunktes vom Mit-
telpunkt und dem Centriwinkel 8 beschriebene Kreisbogen gleich dem mit
der Projection der Haupthalbachse auf die Asymptote beschriebenen Vier-
telkreis. Mit wachsendem Asymptotenwinkel (abnehmendem g) nihert sich
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& immer mehr der Grenze a?n:’ also dem Umfange des mit a beschriebenen

Viertelkreises*); mit abnehmendem Asymptotenwinkel nihert sich der
Kriimmungsschwerpunkt immer mehr dem Scheitel der Hyperbel, indem

fir = ;, t=a wird. Fir = -:; , wo das Verhiltniss der Hauptachse

zur Nebenachse ==1:}/3 ist, wird
' E=4%}a.
Fiir die gleichseitige Hyperbel ist ﬁ:g, sin B = }—;—‘;zu setzen,
und ist daher )

d. h. .
der Krimmungsschwerpunkt eines Astes der gleich-
seitigen Hyperbel f4llt mit dessen Brennpunkt zu-
sammen. .

Die Lage des Minimumpols und die Grosse des zugehdrigen Inhalts

bestimmen sich fiir die gleichseitige Hyperbel sehr einfach. Man nehme

den Mittelpunkt als Coordinatenanfang, die Asymptote als Nulllinie, so hat
man zu setzen '
t=-’2:, s=0, f=a, n=a

und erhilt aus Gleichung 8) des §. 10

rx==y= a;

n
3 H!

der Minimumpol liegt also auf der Achse in einer Entfernung vom Mittel-

punkt

T.aq

)
n
a(z+1)
Fiir den zugehdrigen Minimalinhalt erh#lt man nach Gleichung 6) des §. 8,
indem man statt 2 und Q die Coordinaten des Kriimmungsschwerpunktes

einfiihrt und 2f,==4* als Inhalt der Lemniscate einsetzt,
a

3) Der Kreis wurde schon in §. 10 betrachtet.

¥) Dieses scheinbar paradoxe Resultat erklirt sich einfach dadurch, dass fiir §=0
die Hyperbel nicht zur Geraden degenerirt, sondern ihre zum Punkte von der Abscisse

& gehirige Berilhrende die Axe immer in einer Entfernung g vom Mittelpunkt

schneidet.
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4) Fiir die Parabel, deren Brennpunkt Pol und Coordinatenanfang
und deren Achse Nulllinie ist, ist die Gleichung der Fusspunktlinie
) r= a )
cos @,
wo a die Entfernung des Brennpunktes vom Scheitel bedeutet. Demnach
erhilt man

§(@—9y)=2a(d—y)—a(tand — lany),
7 (68— y) =24 (lg cosy — lg cos §).
Rechnet man den Bogen vom Scheitel aus, setzt also y == 0, so folgt

. tan 6) .
e=20(1—57):
2 é
— a lyacos .
Die ganze Parabel hat nicht, wie der Hyperbelast, einen im Endlichen ge-
legenen Kriimmungsschwerpunkt.
5) Der Kriimmungsschwerpunkt der logauth mlschen prrale
wird am einfachsten direct bestimmt. Sei ihre Gleichung
r=a.e¥-va
wo a den constanten Winkel des Vectors mit der Beriihrenden bezeichnet,
so ist in den Gleichungen

3
ds
d—y)=Jz—,
§E@—) .
y
- 8
ds
d—y)=[y=
n(3—1y) o
y

einzusetzen
x=rcosp, y=rsing,
_ r
¢ Sine
ds="32
sina’
wodurch man erhilt
3
§(@—y)=a[e¥cospdey,

L4
[

" . " (3—7)=aj;°'“‘“m¢ do;
L4
Fihrt man die Integration aus und bezeichnet mit 6=y—d den Centri-
winkel des Bogens der logarithmischen Spirale, mit s die Anfangs- und
Endpunkt verbindende Sehne, mit ¢ ihren Winkel gegen die Nulllinie, so
erhilt man
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A

>

£.0=s.sinacos (t—a)
n.0=%.sinasin ({—a);
Bei { und 4 Vector und Anomalie des Krimmungsschwerpunktes, so folgt
hieraus
s.sina
g="10
lany ==tan ({—e).
Trigt man also vom Mittelpunkt aus an den Vector des Anfangspunktes
des Anfangspunktes den Winkel der zugehdrigen Beriihrenden mit der
Sehne und auf dessen Schenkel eine Entfernung auf zleich der Sehne divi-
dirt durch Centriwinkel und multiplicirt mit dem co. stanten Werth sina,
so erhiilt man den Kriimmungsschwerpunkt. Bemerkenswerth ist die Ana-
logie mit dem Schwerpunkt des Kreisbogens, indem fiir diesen der Winkel -
der Berilhrenden gegen die Sehne gleich dem halben Centriwinkel und,
wegen sina = 1, { der Quotient aus Winkel in Sehne ist.

VI.. .
Beitrage zur Theorie der Gase.

Von Dr. E. JocaMaNN in Berlin.
(Schluss.)

IV. Die Gase, welche nur wenig vom Mariotte'schen Gesetz abweichen.
Vergleichung der Scala des Luftthermometers mit der absoluten Tem-

peraturscala.
Fiir die ideal permanenten Gase gilt die Gleichung
35) p.v=k.t

in welcher % eine Constante bezeichnet. Dieselbe Gleichung wird geniigen,
die Gesetze der wirklichen Gase darzustellen, sofern wir uns unter ¥ nicht
mehr eine Constante, sondern eine aus den empirischen Daten zu bestim-
mende Function der unabhiingig Variablen v, ¢ denken, welche sich aber
mit v und ¢ sehr langsam #ndert, deren Differentialquotienten g, g;‘

sehr kleine Grossen sind, so dass ihre Producte und Potenzen hsherer Ord-
nungen gegen k selbst vernachlissigt werden kénnen. Durch successive
Differentiation der Gleichung 35) in Beziehung auf » und ¢ ergiebt sich
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ok
p+ a,
3p
i k+l
mithin ' ' :
op__tok p
v vdo v’ '
38). otk
’ ot v ot
"und aus 32) respective-aus"ZB) die erknngsfunction
37) W= ‘—ﬁ‘ . dv -I-A'/N dt,
L)
oW __ t*0k 1*ok

Gehen wir; um die Bedeutung dieser Formeln mit einigen Worten zu
erlintern, auf die Bedeutung der Grissen M und N zuriick. Wenn die Tem-
peratur der Masseneinheit des Gases bei dem constantem Volum v, um d¢
wiichst, so muss dem Gase die Wirmemenge N,d¢ zugefithrt werden. N,
ist also die specifische Wirme der Masseneinheit des Gases bei constantem
Volum v,. Man kann sich diese Wirmemenge in zwei Theile zerlegt den-
ken, deren einer des Zuwachs der lebendigen Kraft der Mblekularbeweg-
ang ausdriickt, withrend der andere zu den mit der Temperaturerhhung
verbundenen Aenderungen des Molekularzustandes oder zur inneren Arbeit
verwendet wird. Da man jedoch beide Theile in der Beobachtung niemals
trennen kanm, so ist die Trennung auch in der Rechnung zwecklos. Anders
verhillt es sich mit der Grisse M. Die Wirmemenge, welche der Massen-
einheit des Gases bei constanter Temperatur zugefithrt werden muss, um
das Volum v um dv zu vergrdssern, ist Mdv, ihr Aequivalent 4 Mdv. Das-
selbe gerfillt aber in zwei Theile. Der eine Theil p . dv driickt die bei der
Volumzunahme geleistete Lussere Arbeit aus, der andere aberea—’:'.dv ist
die gleichzeitige Zunahme der Wirkungsfunction, d. bh. eine Arbeitsmenge,
welehe in Form von Xusserer Arbeit oder Wirme wiedergewannen werden

“kann, indem man das Gas auf sein urspringliches Volum zuriickbringt, wo-

bei etwas mehr Wi#rme entwickelt wird, als der geleisteten Arbeit ent-
spricht; wir werden auf dicse Abweichung von der Mayer’schen Annahme
weiter unten zurtickkommen. Man pflegt nun diese Arbeitsmenge in der
Regel mit der zur Ausdehnung eines Gases erforderlichen inneren Ar-
beit zu verwechseln, und auch das Mayer’sche Princip in der Form aus-
zusprechen, dass die innere Arbeit bei der Ausdehnung eines Gases Null
sei. Ich glaube aber und werde diese Ansicht im fiinften Artikel genauer
motiviren, dass eine solche Auffassungsweise im Allgemeinen ungerecht:
Zeitschrift f. Mathematik a. Physik. V. 7



93 , Beitriige zur Theorie der (iase.

o i A A P A S P N e

fertigt ist, insofern dieselbe richt als eine nothwendige Folge der Principien
der mechanischen Wiirmetheorie erscheint, sondern nur unter gewissen spe-
ciellen Annahmen tiber die Molekularconstitution der Gase zuldssig und
erforderlich ist, ftir deren Richtigkeit man umgekehrt darin einen Beweis
finden wollte, dass die zur Ausdehnung der Gase erforderliche innere'Az-
beit Null oder sehr klein sei.*) '

Wollen wir, wie ohen bei den idealen Gasen, die beiden specifischen
Wirmen bei constantem Volum und bei constantem Druck in die Rechnung
einfiihren, so ist zuvirderst fiir die Masseneinheit des Gases N=—c und aus

23) folgt mit Beriicksichtigung der Werthe 36) fiir —?; und g%’ und 38) fiir M o
tok  p
1ok\ v ot
de—==(rT) Ty
vov v .
und. nach cinigeu kleinen Reductionen, mit Vernachliissigung der Quadrate
und Producte von ok und a—k, ‘erhilt man
ov . ot
ok ok-
39) . A(c,—c)=k+2tﬁ+v.a—v,
ok o0k
40) . p.v—A(c,-_-:c).l—?.t'a—vl,;;.

Hiitte man die Formeln nicht auf die Masseneinheit, sondern duf die Masse
m bezogen, so erhielte das erste Glied rechts noch den Factor m. Aus der
Gleichung 40), welche das Analogon der Gleichung 2) fiix die idealen Gase
bildet, ist ersichtlich, dass die Differenz der auf gleiche Volumina bezoge-
nen specifischen Wiérmen nicht mehr genau constant fiir alle Gase sein
wird, sondern dass eine von der Abweichung vom Mariotte-Gay-Lus-
sac’schen Gesetz abhiingige Correction erforderlich ist.

Wenden wir uns nun zur Betrachtang der experimentellen Data, welche
zur Bestimmung der wirklichen Relation zwischen p, » und ¢ dienen kdnnen.
Die Herren J. Prescott Joule und William Thomson haben bei Gele-
genheit ihrer fortgesetzten Versuche iiber die Abkiihlung, welehe Gase bei
ihrer Ausdehpung erleiden, indem sie dutch enge Ausstrémungsifnungen
oder portse Kirper gepresst werden,**) aus den vorliegenden empirischen
Daten eine empirische Formel abgeleitet, welche die Relation swisohen p,
v und ¢ fir atmosphirische Luft darstellen soll. In dieser Formel soll ¢ die
(oben Art. 2 definirte) absolute Temperatur bezeichnen und dieselbe wird

*) Vergl. C.F.Eisenlohr, in der Heidelberger krit. Zéitschr. f. Chemie, Physik
ungsglalhemstik L p. 56, u. Pogg. Ann. CIV. p. 6853, und Clausius: Pogg. Ann. CV.
P- . .

**) Jonle und Thom=on: On the thermal effects of fluids in motion. Philosophical
Transuctions of the Royal Society of London for 1854 p. 321 seqq.
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dann szur Vergleicbung der absoluten Temperaturscala mit der Scala des
Luftthermometers benutat. Die hypothetische Form, welche Joule und
Thomson:der zu bestimmdnden Relation geben, ist folgende:

p.v=A.l+B+(C+ ?+TG,);
wo ¥V das Volum der Masseneinheit Luft unter dem Druck einer 760 Milli-
meter hohen Queckhsilbersiule, 4, B, C, D, € aber fiinf zu bestimmende Zah-
lencoefficienten sind. Aus den Versuchen von Regnault iiber die Com-
preuibilitfit der Luft, tiber den thermischen Ausdehnungscoefficienten der-
selben bei verschiedenen Drucken und aus den eigenen:Versuchen der

Herren Joule und Thomson bestimmen sich die Constanten so, dass man
erhilt '

41) p.v=K{t—(0,00l2811——%+353'z) _V}.
t /v
Ahbgesehen davon, dass schon die Form dieser Formel nicht geeignet
ist, z. B. fiir irgend einen tonstanten Werth von ¢, wo also der Ausdruck

¥ . . :
fir p . v die Form A+B.; annimmt, die Beobachtungsresultate von Reg-

nault iiber die Abweichungen vom Mariotte’schen Gesetz auch nur mit
einigermassen - befriedigender Anniherung darzustellen, bebaupte ich je-
doch, dass die Formel von Joule und Thomson illusorisch ist, und zwar
aus folgeuden Griinden:

- BErstens glauben dieselben in den Gleichangen, welche zur Bestim-
mung der Constanten 4, B..... dienen, mit absoluten Temperaturen zu -
rechnen. Bei Aufstellung dieser Gleichungen ist aber die von Herrn
Thom son selbst gegebene Definition der absoluten Temperatur in keiner
Weise benutzt und kommt bei der ganzen Rechnung gar nicht in Betracht.
Daraus folgt schon, dase die aus den Gleichungen gezogenen Resultate
nothwendig illusorisch sein mtissen, sofern man uunter ¢ die absolute Tem-
peratar versteht. Insbesondere gilt dies von der darans abgeleitoten Ver-
gleichung der absoluten Temperaturscala mit der des Luftthermometers.
In der Rechnung, welche gerade dazu dienen soll, dic Abweichungen beider
Scalen zu ermitteln, werden die absoluten Temperamren, welche den Tem-
peraturen 4,75° C. und 17° C. entsprechen, gleich ¢, 4+ 4,75 und 4,417 ge-
setzt. Die Bestimmung der absoluten Temperatur des Gefrierpankts
f, = 203,72 beruht, wiec aus der Rechnung hervergeht, lediglich auf der hy-
pothetischen Form, welche Joule und Thomson der gesuchten Function
P .v gegeben haben. Der obige Werth ist der reciproke Werth des Coeffi-
cienten 0,00365343, welcher die Zunahme des Drucks mit der Temperatar
fir 1°C. bei constanter und sebr geringer Dichtigkeit ausdriicken soll.
Dieser Coefficient, welcher bei 760 Millimeter Druck = 0,003665 ist, nimmt
bekanntlich nach Regnaults Versuchen mit der Dichtigkeit ab. Den

reciproken Werth der Grenze, welcher sich derselbe bei sehr geringen-Dich-
. . i
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tigkeiten anndhert, kann man allerdings als einen AneXherungswerth der
absoluten Temperatur des Gefrierpunktes betrachten. Bei abnehmender
Dichtigkeit n#hert sich n#mlich das Verhalten der atmosphirischen Luft,
wie die Erfahrung lehrt, mehr und mehr dem Mariotte’schen Gesets,
also dem Zustand eines idealen Gases an. Der von Joule und Thomson
angenommene Werth ist aber jedenfalls ungenan, denn
Zweitens benutzen dieselben bei Bestimmung des Coefficienten die
aus den Beobachtungen von Regnault abgeleitete Formel
a—0003665+0—’ml (Z—l)
’ 381 - \» ’
aus welcher sich fiir v == o0 der oben angegebane Grenzwerth von a er-
giebt. Diese Formel schliesst sich aber den Versuchen nur fiir Drucke,
welche grisser als eine Atmosphiire sind, mit leidlicher Genauigkeit an,
weicht dagegen von denselben bei geringeren Dtucken so bedeutend ab,

dass z. B. schon flir ; ==0,1444 der von Regnault béobachtetg Werth

« == 0,0036382 also kleiner als der von Joule und Thomson angenom-
mene Grenzwerth ist. Wir werden unten auf eine wahrscheinlichere
Bestimmung des Grenzwerthes gurtickkommen. ¥) )

Wenn ich es daher unternommen habe, das Problem in einer andern
Weise anzugreifen, so legs ich keinesweégs grossen Werth auf die Genanig-
keit der gewonnenen numerischen Resultate, denn je mehr man die Ergeb-
nisse der verschiedenen vorliegenden Beobachtungen mit einander ver-

" gleieht, desto mehr wird man inne, dass zwischen denselben durchaus nicht

die wiinschenswerthe Uebereinstimmung herrscht. 'Man muss zu empiri-
schen Formeln seine Zufiucht nehmen, welche sich an die directen Be-
obachtungen nur sehr unvollkommen anschmiegen. Es hat dies seinen
Grund ohne Zweifel in der delicaten Natar der Beobachtungen selbst, in
der Kleinheit der zu beobachtenden Abweichungen, in der unvermeidlichen
Complication der Versuche und den dadurch auch bei der umsichtigsten
Anordnung der Apparate herbeigefiihrten Fehlerquellen. Doch ist die Auf-
stellung von Interpolationsformeln keineswegs unntitz, da sie gerade dazu
dienen ktnnen, auf diesFehlerquellen aufmerksam zn machen. Hauptséich-
lich ist es aber mein Zweck, den Weg ansudeuten, auf welchem man mit
Hiilfe der empirischen Data zur Kenntniss der allgemeinen Relation swi-"
schen Druck, Volum und absoluter Temperatur gelangen kaun.:

Setzen wir zuerst, als den einfacheren Fall, die eine Verdnderlichkeit
t constant voraus, so handelt .es sich darum, das Gesetz der Abh#ngigkeit

_¥) Jedenfalls in Folge eines Schreibfehlers ist in den Rechnungen der Herren J.
und'Th. der Werth des Coefficienten 0,0008163, welcher die Abweichung der Luft
vom Mariotte’schen Gesetz ausdriicken soll, in den Gleichungen 19), 31) und 37) zehn-
mal zu gross angegeben. Bei der numerischen Rechnung ist aber, wie auch weiter
oben (p. 340), der richtige Werth benutst.
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von p und v zu bestimmen. Zu diesem Zweck sind von Regnaualt®) um-
fangreiche Beobachtungsreihen mit verschiedenen Gasen angestellt worden,
von welchen wir zun&chst'diejenigen in Betracht ziehen wollen, welche sich
auf atmosph&rische Luft bezichen. Die Versuche reichen bis auf etwa 80
Atmosphiren. Die Compression geschah in den meisten Versuchsreihen
im Verhiltniss von 1: 2. Sind p,, v, Druck und Volum vor, und p,, v, nach
der Compression, so miisste der Quotient ’gl? nach dem Mariotte’schen Ge-
. 0%
setz genau gleich 1 sein. Derselbe ist aber immer kleiner als 1, wenn
P> p, ist. Bezeichnen wir mit # den Drack einer Quecksilberstiule von
1000 Millimeter Hohe, mit @ das Volum der Masseneinheit (eines Milligram-
mes) atmosphiéiriseher Luft bei- diesem Druck, mit p und » gwei beliebige
zusammengehirige Werthe von Druck und Volum, so wird auch der Quo-

tient 'ﬂ%> oder < 1 sein, je nachdem p>> oder < = ist. Die durch expe-

rimentelle Riicksichten gebotene Form der Beobachtungen ist nicht fiir die
directe Entwickelung siner Interpolationsformel geeignet, da die einzelnen
Beobachtungsreihen nicht auf den constantea Normaldruck =z besugene
Werthe des Quotienten geben, sondern immer zwei verschiedene Drucke,
welche nahe im Verh&ltniss 2 ;1 stehen, im iibrigen aber willkiihrlich ge-
wihit sind, mit einander verglichen werden. Regnault hat daher zuerst
durch ein graphisches Interpolationsverfahren die Mittelwerthe des Quo-

tienten 217! bestimmt, welche dea genauen Druckverhiltnissen 1:2:4:8:16

Do %
Meter entsprechen und aus diesen Zahlen durch Multiplication die Werthe
von % fiir 4 verschiedéene Werthe von p bestimmt, n&mlich
beobachtet ' berechnet
fir £ =2,22 — 0008782 0,008014
] xd
fir 2 —4, 2% —0,008100 0,006858
. » nd
43) » oo
fir = =8, -5 = 08212 099212
v
fir % =16, ﬁ ==0,987780 0,987780

v

(reducirt auf die mittlere Temperatur von 4,75° C.).

Da fir p = n der Quotient :—; genau =1 werden muss,so kann man

diege W'erthe durch eine Formel von der Form

%) Rélation des expériences entreprises pour déterminer les principales lois et domnées
rumérigues, qui entrent dans le calcul des mackines d vapeur. Mém. de I'acad. des sciences
de Paris 1847. T. XXI; Bme mém. : Swr la compressibilité des fluides elastiques I. 1. p. 329,
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" 43) . ﬂ::l—A(—P——l)+B(£—1)
nd .
darstellen. Aus den. beiden letzten Werthen 42) bestimmt Regnault den

Werth der Constanten 4 und B, nimlich
14) 4=10,00110538, log 4 = 0,0435120 —.3

B == 0,000019381, log B-==0,2873751 — 5. .
Nach dieser Formel sind oben die nebenstehenden Werthe berechnet. Es
ist nicht za verkennen, dass die Abweichungen ziemlich betriichtlich sind
und dies stellt sich noch mehr heraus, wean man die Mittel aus den wirk-
lichen Beobachtungsreihen mit den aus der Formel 45) berechneten Werthen
vergleicht. Man erhiilt jedoch eine. wenig bessere Uebereinstimmung, wenn
man die Constanten 4 und B aus den 4 Werthen 42) oder aus den Mitteln
der Beobachtungsreihen selbst nach der Methode der kleinsten Quadrat-
summen bestimmt. Zwingt man ferner, indem man bis zur vierten Potenz von

(— — I) geht, die gesuchte Function, durch Beshmmung von 4 Constanten,

den vier Mittelwerthen 42) su geniigen, so erh#lt die Curve, welche die
Function darstellt, innerhalb des Beobachtungsintervalls swei Inflexions-
punkte, was wenig wahrscheinlich ist. Ich behalte daher die von Regnault
gegebene und auch schon von Anderen benutzte Formel bei. In dieser
Form ist dieselbe geeignet, um v aus p zn berechren. Wollte man umge-
kehrt p aus v finden, so wiirde die analoge Form zweckmissiger sein

45) I5=1 .4(0 1) +B(=—1).
Aus den beiden letzten Werthen 42) ergiebt sich dann:
@ .
fir ~== 8,05467, 2 = 0,008212
v nd
. D - pv
fir — = 16,19794, — == 0,987780
% zd .
und daraus

4=10,0010992, B = 0,00001942. .

Auch iiber die Abhiingigkeit des Drucks und Voluins von der Tempe-
ratur verdanken wir die zahlreichsten Beobachtungen Herrn Regnault.¥)
Derselbe hat die Ausdehnungscoefficienten einer grossen Anzahl von Gasen
nach verschiedenen Methoden bestimmt. Man kann ni#mlich, wie schon
Rudberg®*) gethan, zwei wesentlich verschielene Methoden anwenden.
Entweder bestimmt man bei constantem Druck die durch eine gegebene
Temperaturerhthung bewirkte Volumzunahme, oder bei constantem Volum
die Zunahme des Drucks. Letztere Methode lisst eine grossere Schirfe
der Bestimmung zu. Wenn das Gas bei allen Temperaturen das Mariotte-
sche Gesetz genau befolgte, so ist es klar, dass man nach beiden Methoden

*) A. a. O. p. 15 seqq.
**) Pogg. Ann. XLI. 271 uud XLIV. 119.
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denselben Coefficienten erhalten miisste. In der That erhielt aber Regnauk
rach beiden Methoden verschiedene Werthe. Bei atmosphéirischer™ Luft
betrug n#mlich die Volumzunahme bei constantem Druck zwischen 0 und

* 100° C. 0,3670 des urspriinglichen Volums oder es war

46) filr p =const., E= v,;..,v_—_v_,: 0,3670.
) .
Dagegen wurde in Uebereinstimmung mit Magnus®*) die Zunahme des
Drucks bei constantem Volum = 0,3665 gefunden, oder es war
47) _ fiir v = const., E==210 — Do =10,3665.

Po
Die Verschiedenheit beider Coefficienten lisst sich mit Rticksicht auf die
Abweichung der atmospb#rischerr Luft vom Mariotte’schen Gesets voraus-
sehen. Doch scheint der von Regnault gefundene Unterschied zu gross zu
sein. Es wiire néimlich nach Regnaults Beobachtungen
Proe - ¥, == 1,3665 py v, und p, . 9,4 == 1,3670 p, 2,
und daraus witrde folgen, dass die Luft bei 100° C. noch betrxohthch vom
Mariotte’schen Gesetze abwiche, indem n§mlich eine Compression im Volum-

erhiltniss 1,3670:1 bei der Temperatur 100° den Quotienten : '“;:’" == 0,90064
0° Y100

ergeben, wilrend andere Versuche von Regnault es wahrscheinlich machen,
dass die Abweichung vom Mariotte’schen Gesetz bei 100° betrichtliok klel-
ner ist, als bei 0°.

Regnault hat ferner Versuche angestellt iibex den Ansdehnungacoefﬁ
cienten der Luft bei verschiedenen Dichtigkeiten, indem er sich der beiden
oeben bezeichneten Methoden bediente. Die Resultate, welche nach der
Methode der eonstanten Volumina gewonnen und als die sichersten zu be-
trachten sind, sind in folgender Tabelle enthalten:

vV © 100 @
? beohachtet | berechnet

Pa Dioo

109,72 | 149,31 | 0,1444 | 0,36482 | 0,36482
174,36 | 287,17 | 0,2204 | 0,36543 | 0,36508
26606 | 80507 | 03501 | 0,36542 | 0,36542
874,67 | 510,35 | 0,030 | 0,38587 | 0,36576
375,23 | 51097 | 0,4937 | 0,36572 | 0,36577
760,00 | 1038,54 | 1,0000 | 0,36650 | 0,36650
1678,40 | 2286,00 | 2,2084 | 0,36760 | 0,36790
1692,53 | 2806,23 | 2,2270 | 0,36800 | 0,36792
214418 | 2924,04 | 28213 | 0,36804 | 0,36861
3655,56 | 4992,00 | 4,8100 | 0,37001 | 0,37092

*) Pogg. Ann. LL I.
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Die erste Spalte enthilt den beobachteten Druck bei ¢° C., die zweite den
Druck bei 100° die dritte die Dichtigkeit, die vierte den aus den beiden

ersten abgeleiteten Werth 100 « =0%__\ Fur Drucke, welche grésser

Lo )
sind, als eine Atmosphire, werden die Beobachtungen ziemlich annihernd
durch die von Thomson benutzte Formel

V .
a, = 0,003665 +- 0,0000116 (—v- — l)

dargestellt, in welcher ¥ das Volum der Masseneinheit Luft bei 0 und 760
Millimeter Quecksilberdruck bezeichnet. Fiir Dichtigkeiten hingegen,
welche kleiner als 1 sind, ist man gendthigt, eine andere Formel anzuwen-
den und noch ein guadratisches Glied hinsuzunehmen. Die Formel

. 4 . 2
49) «, = 0,003665 — 0,00000703 (l — —v—) — 0,00001474 (l — —:,)

gewihrt eine befriedigende Uebereinstimmung. Nach diesen beiden For-
meln sind die Werthe in der flinften Spalte obiger Tabelle berechnet.*)
Fir v =00 giebt die Formel 49)
' e, = 0,00364323
L 247,48
, %o ) ’
einen Anniherungswerth fiir die absolate Temperatur des Gefrierpunktes
der wenigstens mehr Wahrscheinlichkeit fiir sich hat, als der von Joule
und Thomson angenommene.**)

Mit Hiilfe dieser Data lisst sich nun, wie man leicht einsieht, gaus all-
gemein -die Relation zwischen p und » bei jeder beliebigen Temperatar an-
geben, wiihrend die Versuche von Regnault sich direct nur auf die mittlere
Temperatur 4,75 C. beziehen. Wir bemerken dabei vorher, dass im Fel-
genden mit ¢ immer die an dem Centesimal-Luftthermometer mit constan-
tem Volum gemessene Temperatur, im Gegensatz zu der in Art. 2 definir-
ten absoluten Temperatur ¢ bezeichnet werden soll. Um die folgenden
Entwickelungen in einfacherer Form zu erhalten, suchen wir zuerst die
Relation zwischen p und v fiir 1 =0 und légen anstatt # den-Normaldruck
P einer Atmosphire (oder 760 Millimeter Quecksilberdruck) zu Grunde. Das
diesem Druck emtsprechende Volum der Masseneinheit Luft bei der Tem-
peratur = bezeichnen wir mit 7(r). Dann ist nach 43)

: ’ 0,
*) Rankine giebt fiir &y die empirische Formel ap=—=a. p_;; [1 +.b (—P':) ‘], wo

aund b Constanten sind. Die nach dieser Formel berechneten Resnlitate stimmen mit
den beobachteten etwa mit derselben Genauigkeit, wie die obigen, aber die Form ist
filr die Rechnung sehr unbequem. S8iche Phil. Mag. (4) II. p. 529.

**) Rankine berechnet aus Regnault’s Beobachtungen an verschiedenen
Gasen den wahrscheinlichsten Grenzwerth &, — 0,00364166 und daraus die Tempe-
ratur des absoluten Nullpunktes =—— 274,60 C. Vergl. Transactions of the Royal Society
of Edinburgh. 1853. XX. p. 561 und Phil. Mag. (4. ser.) LI. p. 525.
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P.V .
—”—‘f.;’i"= 1 — 0,00110538 . (— 0,24) + 0,0000194 (— 0,24)* == 1,0002664.
Die Beobachtungen, aus denen Formel 43) abgeleitet is't, geben bei 4,75°
fur£ = 8, £ 6903212
nd
fﬂr—— =16 L-—O%‘W&)
n n®d
oder in unserer neuen Bezeichnungsweise fiir
p__8 p.v __ 0,993212
* P70, P.Vum 1,0002664’
daraus
V
‘: ) = 10,60108, «, == 0,008776,
fir
p_16 p-o 0,987780
P 015 P. V(475) 1,0002664 '
daraus '

V“ ) 91 ,31876, @, == 0,003901 ,

Ist py der Druck, welcher dem Volum v bei 0° entsprieht, so ist

p=p,(1+e .4)

ferner )
Vs == V. 1,017432,

Mit Hiilfe dieser Werthe lassen sich obige Data fﬂr P2 und fur { auf die

Py
Temperatur 0° roduciren; man erhilt némlich fiir z =0°
cup Po? . 0993212 1017432 ¥, __10,60108

PV, 1,0002664 1,017934 v 1017432

Pov__ 0987780 1,017432 Ve__ 2131876
fiir und pintistuuiel
PV l 0002664 l ,018534 v 1 017432
Setzt man daher bei der Temperatur 0°

51) _‘;:—;:1—%({—-1)+bov(§—l).

in welcher Formel 7 das Volum eines Milligrames Luft bei 6° und unter
dem Druck P (= 760 Millimeter Quecksilber), p, aber den Druck bezeich-
net, welcher bei 0® dem Volum v entspricht, so erhilt man

52 {a., == 0,00000035

bo == 0,00001154. :

Es sei P(r) der Druck der Masseneinheit Luft bei dem Normalvolum
¥ und der Temperatur 3, p(zr) der Druck bei dem Volum » und der Tem-
peratur , 0 kann man fiir eine beliebige Temperatur setzen )

53) ’;,((:)) ; —ag (— — 1) + be (-— — 1)
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Fiir v =¥ wird n#imlich p (r) = P(7).*) Nun ist aber nach der Definition
der Temperatur t**): '
p(‘t) =p(0) . (l+¢v -7)!
P(z) = P (14 0,0038650 ) )
mithin :
p(t).v=p(0).a I1+e.17
P(z).V = P.V "1+ 0,003685 ¢
oder, indem man 51) und 53) vergleicht:

s ol ) 0. (2]
=(14a.17).|1—a (;V—l) +5 (%’_ l)'] '

Setzt man fiir a, seinen Werth 48) und entwickelt die Producte rechts

. V .
und links nach Potenzen von (—v— — l) , 8o steigt die Entwickelung rechts-

bis auf die dritte Potenz, deren Coefficient b, . 0,0000116 ¢ jedoch in Folge
der beiden sehr kleinen Factoren gegen die Coefficienten der andern Po-
tenzen verschwindet und indem man dje Coefficienten gleicher Potenzen
auf beiden Seiten gleich setat, da die Gleichung fiir jedes beliebige v be-
stehen soll, erh§lt man

1) identisch 1 -} 0,003665 ¢ = 1 +4'0,003665 ¢
2) (a,—ay) (1 + 0,003665 z) = — 0,0000116 =
3) (b= — b,) (1 + 0,003665 ) = — a, . 0,0000116 %

oder endlich, indem man in 53) P anstatt P(r) einfibrt und a, und b, mit
Riicksicht auf 52) berechnet, erhiilt man die allgemeine Relation zwischen.
p,vund

. v v\
54) z—:,= — 0,00090035 (;— 1) + 0,00001154 (; --1)

+ {0,003065 + 0,00000827 ({ — 1) + 0,000000032 (-:' — 1)'} =3

Natiirlich gilt dieselbe nur innerhalb der Grenzen der Beobathtungen, aus
welchen sie hergeleitet ist. Das quadratische Glied in der mit z multipli-
cirten Klammer ist nur bei Temperaturen nahe an 100° von Einfluss. Fiir
© == 100 wird nach dieser Fermel

PY 13685 -—0000082(f—i)+000001474(f-—1)z

PV ’ - \v } ! ')
Fiir diese Temperatur liegen die Abweichungen vom Mariotte’schen Gesetz
bei nicht zu starken Compressionen innerhalb der Grenzen der-Beobacht-

*) Auf dicselbe Form reducirt sich die von Rankine Phil Mag. (4) IL. p. 527 ge-
gebene Formel, in welcher @ und f ebenfalls Functionen der Temperatur sind. -

**) Nach den Versuchen von Regnault weichen zwei Luftthermometer, mit
Luft von verschiedenen Dichtigkeiten gefiillt, in ihrem Gange zwischen 0 und 1000
nicht merklich von einander ab, wenn die fixen Punkte in Uebereinstimmung gebracht
werden, oder a, #ndert sich inncrhalb dieser Grenzen nicht merklich.
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ungsfehler. Die Formel giebt daher auch fiir die beiden mittleren Ans-:
delmungscoefficienten awischen 0 und 100°, E und E den gemeinschaftlichen
Werth 0,3065,*) dagegen sind die beiden wahren Auldehnungscoefﬁclenten
¢ und e bei 0 verschieden. KEs ist nimlich

‘ dy

__1op 1 _
=P 3. fiir ="V, e=gp-o fir p=P

wo der Quotient ;—; aus der Bedingung
dP=a—p.dt+?—I-’.dv=0 ‘
Jt ov .
zu bestimmen ist, oder
op

5_" .
.e——p fﬂrp-—-P.
0

< -

Man erhilt :

v & ==0,0036650, e = 0036683.

Die Formel 54) kann dasu dienen, die Scalen der Luftthermometer mit con-
stantem Druck und mit constantem Volum zu vergleichen, wie in folgender
Tabelle geschehen ist:

Luftthermometer

mit const. |m. const. Druck Di Diff. nach
Volam -V . Thomson
100 . und Joule **)
T um e 4
(14 0 0,0000
10 10,0074 0074
20 20,0127 0127 0106
30 30,0162 0162 .
40 40,0178 0178 0074
50 50,0180 0180
60 60,0166 0166 .0101 .
70 70,0141 0141 '
80 80,0103 0105 0054
90 90,0058 .0058
100 100 0,0000 |

Ich habe dieselben Rechnungen fiir Kohlensiurd durchgefibrt, weil einer-
seits die Abweichungen von den Gesetzen der idealen Gase bei derselben
grosser und darum verhiltnissmissig schirfer zu beobachten sind, als bei

*) Die Formel von Joule und Thomson giebt den betriichtlich von der Er-
fahrung abweichenden Werth E — E —=0,36534,
*#) Riehe a. a. O. p. 353.
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atmosph¥irischer Luft, was sich auch. in- besserer- Uebereinstimmung der
Formeln mit den Beobachtungen ausspricht, andrerseits sber die spiter za
benutzenden Resultate der Versuche von Joule und Thomson fir Keh-
lensiure bei verschiedenen Temperaturen zu Gebote stehen, was bei atmo-
sphirischer Luft nicht der Fall ist. Ich gebe nur kurz die Resultate. Reg-
nault leitet aus seinen Beobachtungen iiber die Compressibilitit der Koh-

lensiure folgende Mittelwerthe her

beobachtet berechnet
1/
fur 2 2,’-"%=0,99m 0,00157,

n
fiir f =4, “3% =0,97423 0,97447,
P__g PV
£ ]
po
\ =0
Aus den beiden letzten Werthen bestimmen sich die Constanten der Formel
43b) 22 =1 0,0085318 (3 — 1) +0,000007286 (—‘3 — 1)’
‘ n® n n .
fiir die mittlere Temperatur  =3,26. Aus denselben Werthen erhilt man
2
45b) i’%: 1 — 0,0084637 (g—l) + 0,00003077 (g—x)
Die Beobachtungen #iber die Abhingigkeit des Volums und des Druckes
von der Temperatur ergeben '

42b) )

filr — =8, —==0,93992 0,93992,

==0,87038 0,87038.

fiir 5:16,

Yo

46b) fir p=DP, E=v’°°v—“ = (,37099,
0
47b) fitr 0 = ¥, E="10"—"%0 _ ¢ 36856,

(]
Die beobachteten Werthe von a, sind in folgender Tabelle enthalten :

Z 100 @
v

beobachtet | berechnet

Do Pioo

' 758,47 | 103454 | 1,000 | 0,368 | 0,38856

901,00 | 1230,37 | 11,1879 | 0,36943 | 0,36044
1742,73 | 2387,72 | 2,2076 | 0,37523 | 0,37462
3560,07 | 4750,03 | 4,7318 | 0,38598 | 0,38598

Bie werden befriedigend dfrch die Formel dargestellt:
48b) @, == 0,0036856 < 0,00004668 ({ — '1).

Ferner findet man durch Reduction auf 0°
a, == 0,0085144,
52b) by = 0,0000331,
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.
54b) ;{’T,= 1 — 0,0065144 (;V - 1) + 0,0000331 (; —_ 1)
14 ' 4 t
+ ‘0,0036856 + 0,00002267 (; - I) — 0,000000182 (; —_ l) ’ .t
& == 0,0036856, e == 0,0087098
E=0,36851, E=—0,36971
Letsterer Werth weicht von dem beobachteten 46b) nicht bedontend ab.

Die Temperatur z in den Formeln 54) und 54b) ist die am Luftthermo.
meter mit constantem Druck beobachtete. Wie Regnault nachgewiesen,
weicht das Kohlens#iurethermometer von dem Luftthermometer zwischen 0
und 100° nicht merklich ab, wenn diese beiden Punkte in Uebereinstimmang
gebracht werden. Finden sich Abweichungen, die susserhalb der Grenaen
der Beobachtungsfehler liegen, so wiire fir r in 54b) die Angabe des Koh-
lensiurethermometers za nehmen.

Um die Temperatur z mit der absoluten Temperatur { zu vergleichen,
miissen wir nothwendig aunf die Definition der letzteren zurtickgehen. Um
die Vergleichung durchzafiihren, .ist es aber nithig, dass wir vorher die
Aenderung der Wirkungsfunction kennen, welche mit einer Volumiinderung
des Gases bei constanter Temperatur verbunden ist.

Bet den Versuchen von Joule und Thomson werden die Gase aus
einem Gefiss, wo sie unter hohem Druck stehen, durch eine enge Oeffiung
oder eine porise Scheidewand in ein zweites gepresst, das mit der Atmo-
sphiire commaunicirt. Der Versuch ist so eingerichtet, dass weder Wirme
von Aussen aufgenommen, noch abgegeben wird. Es findet sich nun, dass
das Gas, sobald es in einiger Entfernung von der Ausstrémungssffoung aus
dem tumultuarischen Bewegungszustand wieder su einer ruhigen, gleich-
mitssigen Bewegung zurtickgekehrt ist, oder bei Anwendang porbser Seheide-
winde, durch welche die Ausstrémung ruhig und mit constanter Geschwin-
digkeit vor sich geht, sogleich, eine nur sehr wenig von der urspriinglichen
verschiedene Temperatur zeigt. Die geringe Abkiihlung & ist der Druck- -
differenz in beiden Geflissen proportional. Um den Gastheilen die Ge-
schwindigkeit zu ertheilen, mit welcher sie durch die Oeffning hindurch-
strsmen, ist jedenfalls eine Arbeitsmenge erforderlich und in der That zeigt
das Thermometer, wenn es von dem stiirmischen Gasstrom getroffen wird,
eine merkliech niedrigers Temperatur. Sobald sich aber der ruhige Be-
wegungszustand wieder hergestellt hat, ist auch das aufgewendete Arbeits-
quantum wieder in Wiirme verwandelt und die Temperatur ist wieder die
urepriingliche. Auf welche Weise diese Umwandlung vorgeht, ob durch
Reibung an den Gefisswiinden, durch innere Reibung des Gases oder in
Folge der bekannten eigenthéimlichen Druckverhiltnisse, welche bei der .
Ausbreitung eines aus enger Oeffnung ausstromenden Fliissigkeitsstrahls
stattfinden, dariiber sind mehrfache Discussionen gefiihrt worden, auf welche
wir hier um so weniger eingehen wollen, als einerseits die Beantwortung



1o ' Beitriige gur Theorie der Gase.

PO AP AR PP PP i

der Frage wesentlich von den Ansichten abhdngt, welche man sich von
der Constitution der Gase bildet, und in Betreff deren an dieser Stelle ab-
sichtlich keine specielle Annahme gemacht werden soll, andererseits aber
unseére Betrachtungsweise Resultate liefert; welche nur vom Anfangs- und
Endzustande abhéngen, von der speciellen Natur der Zwischenprocesse
aber unabhiingig sind.

Der Drutek im ersten Gefiiss sei p', im zweiten Gefiiss p. Wir kanen
uns denken, dass dag Gas mittelst eines Stempels durch die Oeffnung ge-
presst wird, der sich. mit constanter Geschwindigkeit hewegt und ebenso im
gweiten Gefliss einen Stempel vor sich hertreibt. - Ist " -das Volum der
Masseneinheit des Gases unter dem Druck p’ und bei der Temperatur «’
des ersten-Geflisses, » das Volum beim Druck p und bei der Tempera-
tur ¢ des aweiten Gefdisses, so ist die Jussere Arbeit, welche geleistet wird,
withrend die Masseneinheit des Gases durch die Oeffnung strémt, p»— p'v’.
Dazu kime noch die Arbeitsmenge, welche erforderlich ist, um den Gas-
thellen im zweiten Geféiss die constante grissere Geschwindigkeit zu erthei-
len, welche sie z. B. besitzen, wean beide Geflisse Cylinder von gleichem
Querschnitt sind. Diese Arbeitsmenge ist indess in.den  Versuchen von
Joule und Thomson von verschwindend kleinem Einfluss. Die Differenz
der Teniperaturen v — ¢ ist die beobachtete Abkihlung, die wir mit & be-
zeichnen. Die Zunahme der Wu'lmugsfunctnon der Masseneinheit des Ga-
ses ist

W(o,7)— W (v,1)
Da nun von aussen dem Gase weder Wiirme zugefiihrt noch entzogen wor-
den ist, so muss die.Zanahme der Wirkungsfunction mlt der geleisteten
insseren Arbeit die Summe Null geben oder es ist

-85) o W (v, 8) — W (v,7)+po—pv =0.

Wegen der geringen Grisse der Abkithlung § kann man setzen
W(v' Y)=W('\1) + 3. a—W—- W(',7)+ AN. 4,

wo .N die Wﬁtmecapautait bei dem - conbtanten Volum v" bezeichnet. Nach
den Versuchen von Regnault sind ibrigens die Asnderungen der Wiirme-
capacitiit N mit der Dichtigkeit jedenfalls so klein, dass sie mit Riicksicht
auf die Unsicherheiten, mit welchen die Beobachtung der Grésse & behaftet
ist, gar micht in Betracht kommen. Daraus erhiilt man die Zunahme der
Wirkungsfunetion bei der Ausdehnung vom Volum » zum
Volum v und constant bleibender Temperatur (oder die Grosse,
welche in der Regel schlachthin mit der zur Ausdehnung erforderlichen in-
neren Arbeit verwechselt wird)

.5%6) - W@t —W(@,5)==A.N.d— (pr—pv). %

*) Herr Waterston sucht in einer Notiz im Philosophical Mag. 1857 (Ser. 4.)
XIV. 279 nachzuweiseu, dass die Abkuhlung 8 nur dus Aequivalent der dusseren Ar-
beit p» — p'v’ sei, welche das Gas bei seiner Ausdehnung in Folge der Abweichnng



Von Dr. E. JocuMarN, 111

Py YV VN AP A P AP PP o s P PG PP P PP PP AP L PP

Bei einem idealen Gase musste dis Zunahine der Wirkungsfunction uach
der Mayer’schen Annahme Null sein und dies wiire der Fall, wenn § =0
wiire, denn es wiirde dann auch das zweite Glied der rechten Seite in Folge
des Mariotte’schen Gesetzes verschwinden. Bei den wirklichen Gasen
aber sind beide Glieder der rechten 8eite von Null verschiedene, wiewohl
nur kleine Grdssen. Die Grdsse ¢ finden Joule und Thomson der
Druckdifferenz p'—p propomonal and zwar fiir atmosphirische Luft bei
T=17C.:

57) 3=10,26°. p—P 2

wo P der friher bezeichnete Normaldruck ist. Die specifische Wirme eines

Milligramms Luft bei constantém Drack kénnen wir nach den Bestimmun-

gen von Regnault?®) ==0,2377.10~% Warmeeinheiten annehmen und in-

dem wir foir das Verh#ltniss der beiden spécifischen Wiirmen den friher

bezeichneten wahrscheinlichsten Werth 1,413 annehmen, erg'nebt sich du

specifiseche Wiirme bei constantem Volam .
58) N=0,1682. 108,

Setzen wir bewpleluwelse v="V, v = 4§V, so wird § =0,26 wnd nach 54)

mit Rieksicht auf die Verschiedenheit der Temperawt :

Il

py__ po
gy == 106230, PV._,J 06250
mithin die gelemete &usgere Arbeit ‘ o
59) pv — p'v’ == — 0,00020 PV. .

P ist der Druck einer -Quecksilbersiule vou 760 Millimeter Hle unter dem
Einfluss der Schwere g = 9810 oder, das specifische Gewicht des Queck-
silbers = 13,597 angenommen,

60) P =760 . 13,506 . 9810 =— 101366 . 0%
Das Gewicht eines Liters Luft bei 0° und dem Druck P ist zu Paris nach

vom Mariotte’schen Gesetz leistet. Es scheint Herrn Waterston entgangen gu
sein, dass in der Abhandlung von Joule und Thomson ausdriicklich nachgewiesen
ist, dads die Abweichung vom Marfotte’schen Gesetz nicht hinreicht, die Abkiih-
lung zn erkliren. Die obige Formel 56) ist ven der von Jonle und Thomson (Phil.
Trans. 1854) gegebenen in der Form insofcrn %erschieden, als Joule und Thomson
die specifische WXrme bei constantem Druck einfithren. In Folge dessen bleibt aber
die Ableitung der Formel an dieser Stelle mit einer erheblichen Unklarheit behaftet.,

Die Differenz pv — p'v’ in ihrer Formel ist nimlich gar nicht die wirklich geleistete
@ussere Arbeit, da beide Produtte p» und p'v’ bei Joule und Thomson auf dieselbe
Temperatur bezogen werden, wihrend in der That die Temperatur im zweiten Gefiss
niedriger ist und die durch die Abkiihlung 8 bewirkte Contraction. sogar die Wirkung
der Abweichung vom Mariotte’schen Gesetz iberwiegen kann, so dass die wirklich
geleistete Kussere Arbeit negativ ist, wie wir sogleich an einem rumerischen Beispiel
sehen werden. Ein (negativer) Theil der wirklich geleisteten Husseren Arbeit, ndm-
lieh — 4(c;—¢), 8, ist also bei Joule und Thomson mit in dem die Abkinhlung
ausdriickenden Ghede enthalten. Die von Thomson an einem anderen Orte (im
Phil. Mug. . Ser. 4, IX. p. 530) gegebene Gleichung 17) ist mit unserer Gleichung 535)
vollig 1denhach

%) Comptes rendus de Pacademie de sciences de Paris. XXXVI, p. 876,
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Reg nault (L L p. 167) == 1203,187 Milligramm. Daraus ergnebt sich das
Volum eines Milligramms Laft .

61) _— V= 112,875 Cubnk-Milhmewr, .
mithin
62) o P.V==78343 . m'

wnd po — pv =.— 157 10° absolute -Arbeitseinheiten. Ferner m nach 1)

== 428,55 Kilogramm-Meter . :

== 4155 . 10" absolute Arbeltsemhelten, -

AN =1817.10%,
mithin ' : '
Wy, 1) — W (v'; 1) = 1974 . 10° absolute Arbeitseinheiten
== 0,00002012 Kilegramm-Meter,

oder dies ist die Znnahme der Wirkungsfanction bai Anadahnnng eineg
Milligramms Luft von 2 auf 1 Atmosphére Druck hei 17* C. Wird umge-
kehrt ein Kilogramm Luft von der Dichtigkeit der Atmosphiire auf -die
Hilfte seines Volums comprimirt, so werden itber 20 Kilogramm:Meter an
Wirme mehr gewonnen, als das Aeqtuvulent der zur Compression erforder-
lichen Arbeit..

Leider fehlen uns einigermaassem suverliissige Angcben tber die
Grosse § fir atmosphirische Luft bei anderen Temperaturen. Es scheint
nur aus den Versuchen von Joule und Thomson hervorzugehen, dass
diese Grosse bei htheren Temperaturen geringer ist, was sioh auch a priori
erwarten liess. Etwas sicherer scheinen die Angaben fir Koblensxure
Joule und Thomson finden n&mlich bei diesem Gase:

beobachtet berechnet
bei =12°844, & = 1,225 ’-’———’3, 6=1,215p .
. P P
. . p— —
bei £=10077, §==1,160 —P—‘l’, 6=1104”P L.
r

P—p . . P—p
5 =010 5=,

Rankine hat eine empirische Formel aufgestellt, welche diese Beobach-
tungen darstellt, und indem wir djp Form derselben mit einer kleinen Ver-
einfachung benbehalten und nur die Constanten der andern Einbeiten wegen
&ndern, wird

bei v==91,516, d = 0,7037

: . _ 10080 p'—p
570) = e+t P
Die specifische Wirme eines Milligramms Kohlensiure bei constantem

Druck ist nach Regn ault =0,2164.10—% Fiir das Verhiltniss der beiden

specifischen W!rmen ! leitete: Dulong aus seinen Versuchen die Zahl 1,33

her. Er fand nimhch die Schallgeschwindigkeit in Kohlensfure = 0,787,
die Geschwindigkeit in atmosphiirischer Luft ==1 gesetzst. In neuester Zeit
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bat Masson*) dic Schallgeschwindigkeit in einer grossen Reibe von Ga-
sen und Dimpfen bestimmt. Er findet fiir Kohlensiure einen etwas klei-
neren Werth als Dulong, nimlich 0,77126. Die Dichtigkeit der Kohlen-

. T - .
siiure ist 1,529. Daraus ergiebt sich ?’ =1,413. 1,529 . 0,77126" == 1,285, wel-

che Zahl aus spiter zu erdrternden Griinden wahrscheinlicher ist, als die
von Dulong gefundene. Demnach wird fiir Kohlensdure die specifische
* 0,2164 . 10—8

Wirme N = ’_W und
k)

log AN = 13,84774 — 2 log (275 + 1) + log £ > L

Nehmen wir wieder den Fall, wo eine auf ihr halbes Volum comprimirte
Kohlensiuremasse sich bis zu ihrem urspriinglichen Vo]um ausdehnt, so
giebt die Formel 54 b)

firv =", PV-_I 4 0,0036836 =
und fiir o’ = 47, P—';,__ 0,9935187 + 0,0037081 (z + 5).
Fiir KohlensXure ist
61b) ¥V == 505,712 Cubik-Millimeter,
62b) ‘ PV == 51262 . 10°.
Ferner wird
Pr—p

~—p— = 0,97 + 0,00373 .

Aus diesen Datis erhilt man z. B. fir
r==0" AN§ =9192.10°, pv—p'v'==1825.10%, W' (v,7)—W(v',r)=8367.10°

10° 8878 ° 791 : 8084
20° 8585 764 . 7821
30° 8320 723 7597
10 8013 682 7331
50° 7825 635 7190
60° - 7598 . 506 ' 7032
70° 7385 528 " 6857
80° 7182 472 6710
20° 6992 - 410 , 6582
100° 6811 343 : 6468

Die Zunahme der Wirkungsfunction wird also bei héheren Tempera-
turen geringer. Im vorliegenden Falle betrigt sie bei 0° in Kilogramm-
Metern ausgedriickt 0,0000853, bei 100° 0,0000659 und ist etwa 4mal so gross
als bei atmosph#rischer Luft.

Fiir unsern Zweck der Vergleichung der Temperaturscalen kommt es

*) Ann. de chimie. 1858. §3' Ser.) LIII. 257.
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. V. 8
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darauf an, den Differentialquotienten 2;—’:-, fiir einen beliebig gewihlten

Werth von v als Function von z zu kennen. Differentiirt man su diesem
Zweck 56) in Beziehung auf v’, indem man v als constant ansieht, so er-
hilt man

oW 06 3(p’ ).
63) v =—ANZo ov ov !
nach 57) und 57b) ist i
_y P—p
’ d=>». ral
wo b eine Function von r allein bezeichnet, mithin
: 26 _d 3p
64) . P v

Die Gleichung 54) resp. 54b) kann mit Riicksicht darauf, dass p den Druek
bei dem Volum »" und der Temperatur ¢+ § bezexchnet unter der Form
geschneben werden

4 | 404 1 4 |4
65) W=a+b.v~,+c.;7;+ l+m.7+n-'-’,-’](t+6),
daraus
’ 1 4 | 744 | 74 .
%:a;,-l—b ,'-l-c. ,'+[ +m ,’+ﬂ7.](t+d).

Indem man letztere Gleichung in Beziehung auf o' differentiirt und dann,
als den einfachsten Fall, v’ = ¥V setzt, erhiilt man

7 2:){ - — [a+2b+3c+(l+2m‘|’3")(1+6)]+(I+”'+")(a )

’

Indem man diesen Werth fiir g—‘:- in 64) einsetzt und aus der so erhaltenen

Gleichung (5— bestnmmt wird

28 —[a-|-2b+3c +(+ 2m+3n) (x+9)]
(a v 1—v(+m+n) )

Der Nenner dxeses Ausdrucks ist 80 wenig von 1 verschieden, dass er ohne
merklichen Einfluss auf die Rechnung ganz weggelassen werden kann. Fer-
ner érhilt man aus 65)

P(3(Pv))___b_2c—-(m+2n)(1+5)+ V. (’+"'+")( 3

Mit Riicksicht auf diese Werthe erhéilt man aus 63) mit Vernachléssigung
einiger Glieder von verschwindend kleinem Einfluss auf das Resultat:

66) ~ ( ),_,( +z+m)[a+zb+(z+zmm.n+[b+zc+(m+zn)z].

Ist nun b als Function von r bekannt, so ist es auch %? Fiir atmo-
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sphirische Luft wissen wir nur, dass fir t==17, 8 =0,26 ist. Ferner
esgiebt sich aus 54)

a = 1,0009200, 1=0,00365676,
b= —0,00003243, m == 0,00000821,
A) ¢ = 0,00001154, 7 == 0,00000003 ,
AN
B = 0,008755,
mithin
1 /oW
67) fir 1= 17, I—) (—37 .:y 0,09266-
Fir Kohlenséiure folgt aus 54b)
a = 1,0065475 1==0,0036628,
b= —0,0065806, m = 0,00002303,
B) - { ¢ =0,0000331, n = — 0,00000018,
AN
BV = 0,013650,
mithin
ow
3_0) = (0, 0172213 + 0,00006430 z) d — 0,0065144 4 0,00002267 7.

Die Beobachtung hat ergeben
fiir ¥ = 12,844, d==1,225, mithin ;7 (%) == 0,015884,

67b) { far r==19,077, > =1,160 117 (aa—;:’) =0,015118,

1 /0w '
fir 7= 91,516, > = 0,7037 7 (737) = 0,011822.

" Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir zur Vergleichung der Tempe-
ratar ¢ mit der absoluten Temperatur ¢ iibergehen. Aus der Definition der
letzteren folgt, dass fir jeden umkehrbaren Kreisprocess, welchen man das
Gas durchlaufen ldsst, die Gleichung 18) erfiillt sein muss, dass daher auch
fir jeden beliebigen Werth von v und ¢ die Gleichung 28), welche eine
Transformation von 18) ist, gelten muss. Es muss also mit Rtcksicht
auf 26)

. op ow
=Pty
sein, oder
10p dt P, 10w
%) Pas e~ P TP o

In dieser Gleichung lassen sich nun fiir » = ¥ nach dem Vorhergehenden

. d . .
alle Gréssen bestimmen, mit Ausnahme von ¢. d—: . Es ist ndmlich, wenn
man v =V setzt:

8*
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filr atmosphirische Luft % =1 + 0,0036650 7, %—g—f;— 0,0036650,
R ) 19p

fiir Kohlensiure — =1 +4-0,0036856 ¢, — -— == 0,0036856.
P P oz

Man erhilt daher fiir atn;osphxrische Luft

69) bei 1= 17, 157 200,58,
Leider besitzen wir fiir atmosph#rische Luft keine einigermaassen sichere
Data, um die Grisse t:—; fiir andere Temperaturen zu bestimmen, und je-

des Verfahren, wodurch man aus der einen bei 17° angestellten Beobach-
tungsreihe die anderen Werthen von z entsprechenden absoluten Tempera-

d
turen bestimmen wollte, mtisste zu 111usouscben Resultaten fiihren. Da ‘—i—:-

nahe =1 ist, so folgt daraus nur, dass die absolute Temperatur fiir =17
nicht bedeutend von 290,58° verschieden ist. :

Fir Kohlensiure erhilt man:  Nach Formel 70b)

d .
fiur v==12,884, f. a—“_zeszs 288,31,
d .
69 b) fir £==10,077, ¢. d—: = 204,51, 204,47,
det ,l
fir z=191,516, "21_{:366’05-’ 366,05,
Diese Werthe werden am besten dargestellt durch die Formel
70b) t=a+br+c
in welcher ' .
a==275,10
b= 10,9982
c= 0,000018

zu setzen ist. Dieselbe geniigt zugleich der Bedmgung fy00 — fo==100. Es
wird ndmlich
1, = 275,10,
L00 == 375,10.
Nach dieser Formel sind die nebenstehenden Zahlen berechnet. Ich halte
daher die Formel 70b) fiir den wahrscheinlichsten Ausdruck der absoluten
Temperatur als Function der Temperatur des Luftthermometers mit con-
stantem Volum, der sich nach den bisher vorliegenden Beobachtungen an-
geben lisst. Die Temperatur ¢ ist am Kohlensdurethermometer gemessen;
tiber die Anwendbarkeit der Formel auf die Temperatur des atmosphéri-
schen Luftthermometers gilt die frither gemachte Bemerkung.
Nach der Formel 70b) ist folgende Tabelle zur Vergleichung von f und ¢
berechnet: *
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n | e—am 0. Abweichung Abweichung
t—(t—275,10). | nach Thomson.

o ()} . 0,000 0,000

10 9,984 ~ 0,016

20 19,971 i 0,029 0,0298

.30 20,962 0,038 '

40 30,957 0,043 0,0403
50 49,955 0,045

60 50,957 0,043 . 0,0366
70 |7 69,962 0,038

80 .19 | 0,029 0,0233
90 89,984 " 0,018

1 100 100 0,000 0,0000

Das Resultat der Vergleichung stimmt fibrigens, wie man sieht, mit
dem von Thomson und Joule nahe tiberein. Dass die Abweichung ge-
rade bei 50° am grossten und fir Temperaturen, die um gleichviel von 50°
verschieden sind, gleich gross erscheint, liegt in der Form der Gléichung
70b). Es wird mit Riicksicht auf die geringe Grosse der ganzen Abweichung
auch wirklich nahezu der Fall sein. Leider erlauben die vorliegenden Be-
obachtungen eine genauere Bestimmung nicht, da es an einer Beobachtung
fehlt, welche nahe in der Mitte des Intervalles zwischen 0° und 100° lige.
Man kénnte die Werthe von d flir zwischenliegende Temperaturen nach der
Interpolationsformel 57b) berechnen. Da sich diese aber nur unvollkommen
an die Beobachtung anschliesst, so diirfte dadurch schwerlich grossere Ge-
nauigkeit erreicht werden und wir begntigen uns mit dem Resultat, dass die
absolute Temperaturscala innerhalb des Intervalles von 0° bis 100° héchstens
um g} von der des Luftthermometers abweicht.

Man kann umgekehrt ¢ durch ¢ ausdriicken, indem man setzt

71b) t=a(t—1)+ b@—1)

Man erhilt dann . :

t, =275,10, a==1,0018, b= — 0,000018.

Setzt man den Ausdruck 7t b) anstatt ¢ in 54b) ein, 80 erhiilt man schliess-
lich die Relation zwischen p, » und t.

Die bisherigen Betrachtungen sollen uns noch dazu dienen, auf die
Bestimmung des mechanischen Wirmetiquivalents aus der Differenz der
specifischen Wirmen ¢, — ¢ zuriickzukommen.

Setzt man n#mlich in 54b) fir p.v seinen Werth 85), so erhilt man
eine Gleichung, welche % als Function von » und ¢ giebt, da z als Function
von ¢ bekannt ist. Wihlen wir anstatt 54) die fiir die Rechnung bequemere
Form 65), 8¢ erhalten wir die Gleichung .
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k.t Vv v | 2 1 4 '
72) ' —ﬁ—a+b.;+c. v—‘-{-(l-l'—m.;-{-n.,?-')n
in welcher fiir a, b, ¢, 7, m bei Luft die Werthe 4), bei Kohlensiure die

Werthe B) zu setzen sind. Wenn wir diese Gleichung in Beziehung auf »

differentiiren und dann v ==V setzen, so folgt, mit Umkehrung der Vor-
zeichen :

73) —-—( '—-b+2c+(m+2n) z.
Nach 38) ist )
74) | (3¢ ._VP ).=V'

Diese Werthe kénnen dazu dienen, die unbekannten Grissen in der Glei-
chung 40) zu bestimmen. Diese giebt némlich durch P¥ dividirt:
pr__A(c,—c).t 2t‘ 0k v.t 0k
PY— PV T PV ot V.P v’
oder fiir v =¥ mit Riicksicht auf 73) und 74)
5:—%’—9—‘ —_2.%(%%7)‘;1,9+2c+(m+2n)1.

Fiir atmosphirische Luft ist % == 14-0,0036650 . ¢ und mit Riicksicht

auf die Werthe 62), 4) und 67) erhilt man
fir 5==17, 4. (c; — ) .1 ==1,068303 PV = 83701 . 10°
4. (e — ¢) == 286550 . 10°.
Die specifische Wirme ¢, auf das Milligramm als Masseneinheit bezogen

ist nach Regnault 0,2377 . 10—8, c? = 1,413, mithin ¢ =10,1682. 10—% and

¢y — ¢ ==0,0605. 10— 5. Daraus erhlt man
A=4123 10" absolute Arbeitseinheiten,
== 420,20 Kilogramm-Meter.
Eine genauere Uebereinstimmung mit den von Joule bei seinen Versuchen

iber die Reibung von Quecksilber und Gusseisen gefundenen Werth 423,55
ist kaum zu verlangen.

Bei Kohlens#ure wird fiir ¢ = 12,844, = 287,920
4. (¢, —c).t==1,085329 PV .
4. (¢, — ¢) =0,0037695 PV = 193230 . 10°.
Nach, den Versuchen von Regnault ist ¢, =0,2164.10° und nach dem

friither auf Grund der Versuche von Masson angenommenen Werth fiir %

. war ¢==0,1684.10—%, mithin ¢, — ¢=0,0480.10—5. Daraus folgt
A ==4026. 10" absolute Arbeitseinheiten, .
== 410,37 Kilogramm-Meter.
Ueber die unbedeutende Abweichung dieser Zahl von der-obigen; braucht
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. . ) . . . €y . .
man sich nm so weniger zu wundern, da ein kleiner Fehler in ! einen ver-
c

hiiltnissiniissig bedeutenden Einfluss auf 4 hat. . Berechnet man riickwirts
aus 4 = 423,56 und ¢, == 0,2164.. 10—¢ den Quotienten der specifischen Wir-

c
men, so erhidlt man ?'=l,274, woraus die Schallgeschwindigkeit 0,763

folgen wiirda, wihrend Masson 0,771 und Dulong 0,786 beobachtet hat.
Darum scheint mir der von Masson beobachtete Werth, wie bereits oben
bemerkt, der richtigere zu sein. Ueberhaupt mdchte die Bestimmung des

. [4 .
Quotienten ?' fiir andere Gase als atmosphirische Luft aus dem Wirme-

#quivalent sicherer sein, als die Bestimmung aus der Schallgeschwindig-
keit*).

V. Bemerkungen tiber das Princip der Aequivalensz
der Arbeit und Wiirme.

Der veorstehenden Darstellung der Theorie der Gase sind -absichtlich
ausser rein empirischen Thatsachen nur diejenigen Annahmen zu Grunde

*) Mayer hat zuerst das Wirmeliquivalent aus der durch Compression einer
Luftmasse frei werdenden Wirmemenge zu 365 Kilogramm-Meter bestimmt. (Bemer-
kungen iiber die Kriifte der nubelebten Natur: Liebig's Annalen der Chemie und
Pharmacie. 1842. LXIIL. p. 240.) Holtzmann findet unter derselben Voraussetzung
‘wie Mayer mit Zugrundelegung anderer Data als wahrscheinlichsten Werth 374 Kilo-
gramm - Meter. (Ueber die Wirme und die Elasticitit der Gase und Dimpfe. Mann-
heim 1845. p. 12,) Clausius findet 370 Kilogramm-Meter. (Pogg. Ann. LXXIX. 522.)
Diesen Bestimmungen liegen noch die #lteren Angaben iiber die specifische Wiirme
der Luft von de Laroche und Bérard zu Grunde. Thomson berechnet aus dem

von Joule gefundenen Wirmekquivalent und fiir % ==1,41 bei-atmosph#rischer Luft
¢, =0,2374, ¢=0,1689. (Pkil. Truns. p. 78.) Burdin und Bourget berechnen in
gleicher Weise den Werth von % fiir zehn verschiedene Gase aus den von Regnault
beobachteten Werthen von ¢,, indem sie annehmen , dass das Product 4.¢. (¢; —¢)
fiir alle Gase constant sei. Fiir Kohlensiiure finden sie —? = 1,20. (Comptes rendus.
XLV.743.) Person berechnet umgekehrt aus den von Reén ault beobachteten
Werthen fiir ¢; =0,2371 und Ec! =1,110 das WirmeXquivalent zu 424 Kilogramf-

Meter. (Comptes rendus. XXXIX. 1131.) Es ist Unrecht, wenn in einem deutschen
Lehrbuche (Eisenlohr, Lehrbuch der Physik. 7. Aufl. p. 417) Person als Ent-
decker dieser Relation bezeichnet wird; die Franzosen erweisen ans nicht gleiche
Ebre. Decher eadlich fiibrt diese Rechnung fiir vier verschiedene Gase mit den

von Dulong gegebenen Werthen fiir % aus. Er erhilt verschiedene Werthe fiir das

Wirmetiquivalent. Bei Kohlensliure ist die Abweichung am grossten, nimlich 4=7360.
(Dingler's polytechn. Journal. Bd. CXLVIIL) Daraus ist jedoch nur zu schliessen,

dass der Werth von Dulong % =1,339 zu gross ist. Wie bekannt, lassen sich ge-

gen die Genauigkeit der Bestimmung der Schallgeschwindigkeit aus der Tonhdhe von
Pfeifen mancherlei Einwendungen machen. Dioc Abweichungen vom idealen Gaszu-
stand sind von keinem der angefiihrten Physiker dei der Rechnung beriicksichtigt worden
und in der That ist ibr Einfluss, wie sich aus obigen Zahlen ergiebt, nur ein geringer,
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gelegt worden, welche in den allgemeinen Principien der mechanischen
Wiirmetheorie enthalten sind, das Princip der Aequivalenz der Arbeit und
Wiirme und das Carnot’sche Princip, anf welchem die Definition der ab-
soluten Temperatur berubt. Von jeder speciellen Hypothese, die auf Gil-
tigkeit Anspruch macht, muss von vorn herein verlangt werden, dass sie
die empirischen Facta, auf welchen die friiheren Entwickelungen beruhen,
mit geniigender Genauigkeit darstellt, so dass diese giltig bleiben, von
welcher Hypothese man auch ausgehen mag. Schliesslieh aber diirfte es
angemessen sein, .mit einigen Worten die Ansichten, welche in neuerer
Zeit ilber die Molekularconstitution der Gase aufgestellt worden sind, und
ihr Verhiiltniss zum Grundprincip der mechanischen W#rmetheorie zn er-
trtern. Eine specielle Veranlassung dazu geben die Angriffe, welche in
neuester Zeit*) von Herrn Decher gegen die mechanische Wirmetheorie
tberhanpt gerichtet werden, und welche ein praktisches Beispiel liefern,
dass das Wesen dieses jungen Zweiges der theoretischen Physik von vielen
Seiten sehr uunrichtig aufgefasst wird. Ich behaupte n#mlich, dass Herr
Deeher, obwobl er sich selbst einbildet, ein heftiger Gegner der mechani-
schen Wirmetheorie zu sein, deoch seinen eigenen Priimissen zufolge ganz
auf dem Boden derselben steht. Herr Decher meint nimlich, ,,dass das
Warmsein eines Korpers nicht durch die Anwesenheit eines Stoffes an und
fir sich und der hthere oder niedere Grad des Warmseins nicht durch die
in dem Korper enthaltene Menge desselben bedingt wird,. eondern durch.
einen verinderten Zustand oder eine Bigenschaft des Wirmestoffes,'* wel-
chen Herr Decher nachher selbst mit dem Aether identificirt. Dies ist
aber gerade die einsig charakteristische Grunddnnahme der mechanischen
Wirmetheorie. Ich hebe dies besonders hervor, weil auch wohl Andere
diese Prémisse den Thatsachen gegeniiber zugeben, sich aber dennoch
nicht mit den nothwendig daraus folgenden Consequenzen einverstanden
erkldren und sich nicht zu der mechanischen Wiarmetheorie bekennen
wollen.
Das Princip der Aequivalenz der Arbeit und Wirme, wie das allge-
cinere ,,Princip der Erhaltung der Kraft‘ beruht bekanntlich auf dem
Princip der lebendigen Krifte der analytischen Mechanik. Dieses Princip
gilt zunlichst von einem System matericller Punkte, zwischen denen Krifte
wirksam sing, welche nach den Verbindungslinien gerichtet und Functionen
der Entfernung sind. Die atomistische Ansehauungsweise fiihrt, einiger-
maassen consequent durchgefiihrt, wie schon mehifach erértert worden
ist **), auf die Annahme unausgedehnter Atome und auf ein solches System
ist das Princip der lebendigen Kriifte ohne weiteres anwendbar. Ich glaube,

*) Dingler's polytechn. Journ. 1858. Bd. CXLVIIIL. p. 1—10, 81—93, 161—173,
241—257.

%) Vergl. z. B. Fechner: Atomlehre, Leipzig 1855, und Ho ppe in Poggend.
Ann. CIV. p.288.
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selbst bei der dynamischen Ansicht, d. h. wenn man sich ‘die Materie den
Raum stetig erfiillend didchte, wiirden die auf dasselbe gegriindeten Schliisse
noch giltig bleiben. Da aber die Erdrterung dieses Punktes auf Fragen
fibrt, welche mebr der metaphysischen Speculation als der Physik ange-
- htren, so will ich hier nicht darauf eingehen. — Ein Atom ist also ein
Punkt im Raume, der die besondere Eigenschaft hat, dass ein anderes
gleiches Atom, welches sich in einer gewissen Entfernung von demselben
befindet, eine Beschleunigung in der Richtung der Verbindungslinie eifihrt,
deren Grisse von der besondern Natur (Masse) des ersten Atoms und von
der Entfernung beider Atome abhiingt. Man hat das Product dei Masse
eines Atoms und der Beschleunigung, welche dasselbe erfibrt, in der Me-
chanik mit einem eigenen Namen bezeichnet und nennt dasselbe. ,,be-
wegende Kraft* oder , Kraft* schlechthin, weil sich mit Hilfe dieses
Products, dem ich einer gewissén rein phoronomischen Auffassung der me-
chanischen Principien gegentiber keine andere, als eine blose analytische
Bedeutung vindiciren will, gewisse S#tze der Mechanik, z. B. das Priacip
der Gleichheit- der Wirkung und Gegenwirkung und das auf demselben be-
rahende Princip der lebendigen Kriifte, leichter aussprechen lagsen. Die-
ses Product soll also im Folgenden unter dem Worte ,,Kraft* verstanden
werden. .

Es wire nun der Fall denkbar, dass das Gesetz der Beschleunigung
und die Anordnung der Atome zu einer gewissen Zeit von der Art wire,
dass die Geschwindigkeit und die Resultate der Beschleunigting jedes
Atoms Null wiren und dann wire das System im stetigen Gleichgewicht,
mochten nun die Atome alle von gleicher Natur (ponderable Kérperatome)
oder von verechiedener Beschaffenheit (Ksrper- oder Aetheratome) sein.
Entgegengesetzten Falls finde Bewegung statt, itber deren specielle Natur
wir vor der Hand keine Annahmen zu machen brauchen. Die zwischen den
Pankten des Systems wirkenden Kriifte lassen sich durch eine Potential-
fanction darstellen. Ist R das Potential aller Krifte, welche auf ein be-
stinmtes Atom wirken, so liefert das Princip der lebendigen Krifte be-
kanntlich die Gleichung S

i dEZR=dZ§mv*
und daher
Zimv* — TR = consl.

Die erste Summe ist die Summe der lebendigen Krifte des Systems, die
gweite Summe, mit umgekehrten Vorzeichen, nennt Helmholtz¥) die
Summe der Spannkrifte. - Diese Bezeichnung ist nicht gldcklich gewihlt,
weil man z. B. bei der Ausdehnung einer gespannten Feder, an welche man
sunichst denkt, nicht etwa die Summe der auf einander folgenden Span-
nungen darunter verstehen darf, mit welcher das Potential gar nicht homogen

*) Die Erhaltung der Kraft. Berlin 1847. p. 14.
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ist, und weil, wie die Erfahrung gelehrt hat, die Anwendung des Wortes
»Kraft gu beklagenswerthen Missverstindnissen fiihren kaan. Ich bleibe
daher bei dem Ausdrucke Potential stehen und nemne die letzte Summe
das Potential des Systems aunf sich selbst. Die Differenz beider Summen
soll die Wirkungsfunction des Systems heissen. Das Princip der Er-
haltung der Arbeit lautet also: 8o lange auf das S8ystem keine
#usseren Krifte einwirken, bleibt seine Wirkungsfunction
constant.

‘ Die Anwendung auf die Wirmetheorie ist einfach die: Mag man sich
einen Korper wie immer aus Kérperatomen und Aetheratomen zusammen-
gesetzt denken und will man die Wérmeerscheinungen durch Aenderungen
des Zustandes dieser Theile, nicht aber durch Uebergang eines Wirme-
stoffes von einem Korper zum andern erkléren, so ist eine solche Aenderung
nur denkbar durch eine verinderte Anordnung der Theile, denn auch die
Aenderung der ,,Spannung* des Aethers oder der Wechselwirkung zwischen
Korpertheilen und Aetherthexlen von welchen Herr Decher redet, kann
offenbar nur durch Aenderung ihrer gegenseitigen Lage eintreten. Geht
also das System aus einem Wirmezustand in einen anderen. iiber, so wird
sich entweder das Potential des Systems auf sich selbst &indern, oder die
Summe der lebeadigen Kriifte des Systems, oder — was die allgemeine
Annahme ist — beide. Das Wesen der mechanischen Wirme-
theorie schliesst keinen der beiden erstgenannten Fille
aus. Naturgemiiss legt man aber allen Betrachtungen am besten den drit-
ten Fall als den allgemeinen zu Grunde. Das Princip der Erhaltung der
Arbeit sagt nun, dass, wenn zwei Systeme in Wechselwirkung treten, so
dass ihre Wirkungsfunctionen sich #ndern, dennoch die Wirkungsfunction
des Gesammtsystems ungeiindert bleibt. Werden also nach der gegenseiti-
gen Einwirkung beide Systeme wieder getrenat, so dass das Potential der-
selben auf einander Null ist, so hat die Wirkungsfunction des einem um
eben soviel zugenommen, wie die des andern abgenommen hat. Ich halte
es fiir Uberfliissig, dies durch specielle Beispiele zu erléutern. — Um die
Werthe des Potentials des Systems auf sich selbst bei verschiedenen Zu-
stinden vergleichen zu kénnen, ist natiirlich die additive Constante, welche
jede Potentialfunction ihrem Wesen nach enthiilt, jedesmal auf gleiche
Weise zu bestimmen, so z. B. dass das Potential bei unendlicher Entfer- °
nung aller Punkte des Systems Null wird. Die Aenderung des Potentials
des Systems auf sich selbst pflegt man gewshnlich die ,,innere Arbeit*
des Systems za nennen. Merkwiirdigerweise sagt nun Herr Decher an
verschiedenen Stellen seiner Abhandlung, ganz im Widerspruch mit seinea
sonstigen Ansichten, dass innere Arbeit bei Gasen nicht denkbar sei. Herr
Decher definirt nicht, was er unter innerer Arbeit versteht. Ich kanm
jedoch mit dem Worte keinen andern pricisen Begriff verbinden, als den
soeben angegebenen. Dann miisste aber, wenn innere Arbeit bei den Gasen
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P

nicht méglich wire, das Potential einer Gasmasse auf sich selbst einen con-
stanten, von Dichtigkeit und Temperatur unabbiingigen Werth haben.
Nimmt ,man dies an, so folgt daraus, dass die Aenderung der Wirkungs-
fanction, also auch des Wirmeaustandes, nur in"der Aenderung der leben-
digen Kraft der einzelnen Atome ihren Grund haben kann, mit andern
Worten, es folgt daraus gerade die Anschauungsweise, die man sich in
neuester Zeit von der Molecularconstitution der Gase.gebildet hat und die
Herrn Decher besonders anstissig zu sein scheint. Untersuchen wir im
Folgenden, inwieweit diese Anschauungsweise geeignet ist, gentigende
Rechenschaft tiber die Eigenschaften der Gase zu geben und wie sich bei
denselben insbesondere der Begriff der Temperatur gestaltet.

VL Die Molekalarconstitution der Gase,

Als Repriisentanten der verschiedenen Ansichten iiber die Molekular-
constitution der Gase, welche in neouerer Zeit im Zusammenhang mit der
mechanischen Wirmetheorie aufgestellt worden sind, erwihne ich die von
Rankine *), von Redténbacher ¥*), und endlich die von Krénig ***)
und Clausias t). -

Wir ziehen zun#chst die letztere Ansicht in Betracht, weil sie sich
durch die Einfachheit empfiehlt, mit welcher sich aus derselben die be-
kannten Relationen zwischen Volum, Druck und Temperatur, sowie zwi-
schen der Wirmecapacitit und dem Atomgewicht der gasférmigen Kérper
ergeben. Das Wesentliche der Hypothese besteht bekanntlich in der An-
nabme, dass die Wirkungssphéiren der zwischen den Gastheilchen wirk-
samen Molekularkrifte sehr klein sind gegen die mittleren Entfernungen’
der Molektile im gasférmigen Zustand, so dass sich diese in allen méglichen
Richtungen in geradlinigen Bahnen bewegen. aus welehen sie nur abgelenkt
werden, wenn zwei Molekiile einander so nahe kommen, dass sie in ihre
gegenseitige Wirkungssphiire gerathen. Das Bild, welches Herr Krinig
zur Veranschaulichung einer solchen Bewegungsweise braucht, indem er
die Gasatome mit aneinander prallenden vollkommen elastischen Kugeln
vergleicht, soll eben nur ein Bild sein. Das Wesen der Ansicht bieibt un-
gelindert, wenn man sich anstatt der elastischen Kugeln unausgedehnte

" Atome, oder wie es bei chemisch zusammengesetaten Gasen unbedingt
nothwendig ist, Atomgruppen denkt, welche einander nach einem seiner
Form nach nicht zu bestimmenden Gesetz abstossen oder anziehen. Welches

*) W. J. Macquorn Rankine: On the centrifugal theory of elasticity, as applied to
gases and vapours. Phil. Mag. (4. Ser.) II. 509. .

**) F. Redtenbacher: Das Dynamidensysiem. Mannheim 1857.

**¥) A. Kronig: Grundzitge einer Theorie der Gase. Berlin 1856 und Pogg.
Ann, XCIX. 312.

4+) R.Clausius: Ueber die Art der Bewegung, welche wir Wirme nennen.
Pogg. Ann. C. 353.
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von beiden der Fall sei, lisst siech a priori nicht entscheiden, denn es ist
klar, dass zwei einander begegnende Molekiile, welche sich anziehen, um
einander geschlossene oder hyperbeléhnliche ungeschlossene Bahpen mit
zwei geradlinigen Asymptoten beschreiben kénnen, je nachdem ibre relative
Geschwindigkeit eine geringere oder grissere ist. Die Art der Abweichun-
gen vom idealen Gaszustand macht, wie wir bald sehen werden, das Vor-
handensein anziehender Kriifte wahrseheinlich. Wem es iibrigens Gewissens-
sorupel macht, dass bei Annahme nur anzishender Krifte (freilich mit un-
endlich kleiner Wahrscheinliclfkeit) der Fall eintreten kinnte, dass die
Bahnen zweier Atome sich in einem Punkte durchkreuzten und beide za
derselben Zeit denselben Punkt des Raumes einnihmen, dem bleibt es

" tiberlassen, bei Ann#herung zu einer gewissen Nihe die Anziehung in eine
Abstossung fibergehen zu lassen, die bei abnehmegder Entfernung tiber
jede endliche Gri#inge wiichst. ‘Ohnedies scheint es ohne die Annahme von
Abstossungskriften nicht wohl begreiflich, dass ein Kérper, dessen Atome
einander 8o nahe stehen wie im festen Aggregatzustand, eine fiir ein Gas
undurchdringliche Hiille bilden kann.

Wenn gleich die Vorstellang vem inneren Druck eines Gases welche
man der A&romechanik bisher zu Grunde gelegt -hat, wesentlich auf die
Annahme basirt ist, dass die Expansivkraft der Gase von der Abstossung
ihrer kleinsten Theile herrithrt, wenn also alle Gesetze der Aérodynamik
einer neuen Herleitung durch die neue Hypothese bediirfen, so scheint man
gich andererseits mehrfach die irrige Vorstellung zu machen, als ob die Art
des Druckes, welehen solche bewegte Gasatome auf eine feste Wand aus-
iiben, eine wesentlich von derjenigen verschiedene wiire, welche wir uns

“itberhaupt beim Druck fliissiger oder elastischer Kdrper vorzustellen ge-
wohnt sind*). Den Standpunkt, von welchem man Drack und Stoss fir
gwei ihrem Wesen nach verschiedene Wirkungsweisen ansah, hat die Me-
chanik gliicklichweise schon lingst iiberwunden, und wenn die Lehrbiicher
noch ein Capitel tiber sogenannte Momentankrifte enthalten, so ist es eben
nur, um ihre Identitt mit den stetig wirkenden nachzuweisen. Es ist klar,
dass der Druck auch hier nur von den stetig wirkenden Kriften herrtihrt,
welche ewischen den Wandmolekiilen und den in jedem Augenblick in ibrer
Wirkungssphéire befindlichen Gasmolekiilen thiitig sind, und dass der.in
einem beliebigen Zeitmoment stattfindende Druck ungekndert bleiben wtirde,
wenn man sich simmtliche Atome in ihrer augenblicklichen Lage fixirt
déichte. Da sich die Gasmolekiile der Annahme zufolge griosstentheils in
solchen Entfernungen befinden, in welchen sie auf einander keine Be-
schleunigung ausiiben, so riihrt die zur Grinzfliche normale Beschleuni-
gungscomponente, welche ein Gasmolekiil erfihrt, das sich augenblicklich
in der Wirkungssphiire der festen Wand befindet, ausschliesslich von den

*) Lamé: Legons sur la théurie mathématique de Pélasticité, §. 5.
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Kriften her, die von den Molekiilen der festen Wand ausgehen, oder die
wihrend des Zeitelementes d¢ auf dasselbe wirkende Normalcomponente
dieser Kriifte ist mz f Gleich gross und entgegengesetat ist die Summe
der Wirkungen des Gasmolekiils auf die wihrend dieses Zeitelementes in
seiner Wirkungssphiire befindlichen Wandatome. Tritt also ein Gasmolekiil
von der Masse m zur Zeit f, in die Wirkungssphlire der Wand mit der zur

Trennungsfliche senkrechten Gieschwindigkeitscomponente (Z—f)o ein und

verliast dieselbe zur Zeit {, mit der Geschwindigkeitscomponente (s—::) , 80
- 1

i emmminitg e G f % 1 [ (1) — ()]

. 0

Da die Molekitle in fortwihrender Bewegung sind, so rithrt der wirk-
lich stattfindende Druck in jedem Augenblick von andern Molekiilen her,
die in die Wirkungssph#re eintreten, und ist in jedem Augenblick ein an-
derer. Bei der sehr grossen Zahl der Gasmolekiile aber, welche in jedem
messbaren Zeittheil gegen jedes messbare Flichenstiick der Wand stossen,
behilt dér Druck fiir unsere Wahrnehmung einen constanten Mittelwerth.
Die von jedem einzelhen Molekiil herrithrende Wirkung ist, wie aus Obigem
erhellt, seiner Masse und der Aenderung seiner normalen Geschwindigkeits-
componente proportional; da aber keine Richtung bevorzugt, und da ferner

"die Anzahl der Gasmolekiile, welche in einer gegebenen Zeit gegen die
Wand stossen, selbst der Dichtigkeit (Anzahl der in der Volumeinheit ent-
haltenen Gasmolekiile) und der mittleren Geschwindigkeit der Molekiile
proportional ist, so resultirt daraus ein Druck auf die Wand, der proportio-
nal ist der Masse und dem Quadrat der mittleren Geschwindigkeit, d. h. der
mittleren lebendigen Kraft eines Molekiils und der Zahl der in der Volum-
einheit enthaltenen Molektile. Identificirt man die mittlere lebendige Kraft
eines Molekiils mit der absoluten Temperatur, so hat man das Mariotte-
Gay-Lussac’sche Gesetz. Wenden wit nun die oben aus dem Satz der
lebendigen Kriifte gewonnenen allgemeinen Principien auf diese specielle
Hypothese an.

Das Potential jedes Molekiils anf sich selbst ist eine.constante Grosse,
so lange die Anordnung der Atome im Molekiil unveriindert bleibt; dasselbe
ist Null, wenn man sich an Stelle der Molekiile einfache unausgedebnte
Atome denkt, es ist aber gewiss nicht Null bei den chemisch zusammen-
gesetzten Gasen. Das Potential der Molektile auf einander ist, da sie-sich
ausserhalb ihrer gegenseitigen Wirkungssphiire befinden, bei einem idealen
Gase verschwindend klein und bei den wirklichen Gasen um so kleiner, je
geringer die Abweichung vom idealen Gaszustand. Kommen zwei Molektile
in ihre gegenseitige Wirkungssphiéire, so werden ihre Geschwindigkeiten

~
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grosser oder kleiner als vor- und nachher, je nachdem sie einander an-
ziehen oder abstossen; in jedem Fall aber nimmt die Summe ibrer lebendi-
gen Krifte um eben so viel zu oder ab, als ihr Potential anfeinander. Ha-
ben sie sich' wieder aus ihrer Wirkungsspbiire entfernt, so ist das Potential
wieder Null und die Summe der lebendigen Krifte wieder so gross als vor-
her. Da die wirklichen Gase, wenn sie sich ausdehnen, ‘ohne &ussere Ar-
beit zn leisten, eine geringe Temperaturerniedrigung zeigen, so hat nach
der Annahme die mittlere lebendige Kraft um eine geringe Grisse abge-
nommen, mithin ist, da die Wirkungsfunction ungedndert geblieben, auch
das Potential verkleinert, d. h. die zwischen den Molekillen wirkenden
Kriifte sind anziehende, bei denjenigen Entfernungen wenigstens, in wel-
chen sie der Mohrzahl nach auf einander einwirken. Das gleiche Resultat
ergiebt sich auch daraus, dass der Druck langsamer wiichst, als die Dichte,
indem der den Druck auf die Hiille vermindernde Einfluss der gegenseiti-
gen Angziehung der Gasmolekiile um so mehr hervortritt, je geringer die .
Entfernungen derselben werden. Das Wasserstoffigas macht bekanntlich
eine merkwiirdige Ausnahme, indem es von dem Mariotte’schen Gesetz im
entgegengesetzten Sinne abweieht, wihrend doch nach den allerdings wohl
nicht ganz sicheren Beobachtungen von Thomson und Joule bei der
Expansion desselben eine geringe Abktihlung stattfindet.

Will man nach der bisher itblichen Vorstellungdweise den Druck der
Gase auf ihre Hiillen durch eine gegenseitige Abstossung der Gasmolekiile
erkliiren, so folgt darams, dass mit der Entfernung der Gasmolekiile von
einander auch das Potential der Molekiile auf einander wiehst und daher
bei der Expansion obne #ussere Arbeit auch die lebendige Kraft. Nach-
dem also die fortschreitende Bewegung des Einstromens in den leeren
Raum sich in Molekularbewegung umgesetzt hiitte, mitsste die Tem-
peratur des Gases hsher sein, als zuvor. Diese Bemerkung ist
itbrigens auch von Herrn Bujs- Ballot in einer Abhandlung gemacht wor-
den,*) die sonst an Klarheit der Auffassung manches zu wiinschen ibrig
liisst. Insbesondere trifft dieselbe die Hypothese der Molekularwirbel von
Rankine sowie das Dynamidensystem von Redtenbacher, auf welche
n¥her einzugehen hier leider des beschrinkter Raumes wegen nicht mdg-
lich ist. Bei beiden wird ndmlich der Zuwachs der Temperatur dem Zu-
wachs der lebendigen Kraft eines Molekiils (Aetheratoms) proportional ge-
setzt, und dabei doch der Druck des Gases durch die gegenseitige Abstos-
sung der Molektile erkldrt. Ist die Temperatur der lebendigen
Kraft der Molekularbewegung proportional oder iiberhaupt eine
Function derselben allein, so fo]gt‘aus den Thomson-Joule’schen Ver-
suchen, dass die lebendige Kraft dieselbe bleibt, wenn das Gas sich ohne
Aenderung der Wirkungsfunction ausdehnt. Das Potential der Gasmasse

*) Pogg. Ann. 1858. CIIL p. 249.
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auf sich selbst ist also — unter dieser Voraussetzung — ebenfalls
von Uer Dichtigkeit unabhiingig (oder die zur Ausdehmung erforderliche
innere Arbeit gleich Null) mithin &ndert sich dasselbe nicht mit der gegen-

seitigen Entfernung der Molekiile, oder dieselben befinden sich ausserhalb

ihrer gegenseitigen Wirkungssphiire. Man wird somit nothwendig auf die-
jenmige Ansicht von der Molekularconstitation der Gase gefiihrt, welche von
Herrn Kr8nig und Clausius ausgefithrt worden ist. Es bleibt dabei un-
bestimmt, ob die lebendige Kraft nur von der fortschreitenden Bewegung
der Molekille oder ausserdem von einer rotirenden oder schwingenden Be-
wegung der das Molekiil bildenden Atome herrtihrt. Herr Clausius ge-
langt zu der letztern Ansicht;*) indem er die mittlere Geschwindigkeit
der Molekille berechnet, welche erforderlich ist, um den Druck einer Atmo-
sphiire hervorzubringen und findet, dass die lebendige Kraft der fortschrei-
tenden Bewegung nur etwa 0,6315 von der in der Luft enthaltenen Wirme-
menge, d. h. dem Product des Arbeitsaequivalents der specifisehen Wirme
bei constantem Volum und der absoluten Temperatur betriigt. Dies nothigt
weiter zu der Annahme, die man schwerlich ohne Weiteres zugeben kann,
dass die lebendige Kraft der fortschreitenden Bewegung zu der der inneren
Bewegung der Molekiil¢ in einem constanten von der Temperatur, also von
der Geschwindigkeit der Bewegung unabhlingigen Verhiltniss steht.**)
Vergleicht man die Temperaturen verschiedener Gase, so fihrt das
Dulong-Petit'sche Gesetz, nach welchem das Product- aus der specifi-
schen Wirme und dem Atomgewicht einen fiir alle chemisch - einfachen
Gase und wieder fiir alle zusammengesetzten Gase mit gleickem Conden-
sationsverhiltniss eine constante Zahl ist, zu der Annahme, dass die “T'em-
peratur der lebendigen Kraft eines Atoms (chemischen Aequivalents) pro-
portional zu setzen ist. Man muss sich vor der Illusion hiiten, damit um-
gekehrt das Dulong’sche Gesetz erkltirt zu haben; denn es ist bis jetzt we-
nigstens nicht nachgewiesen worden, warum zwei Gase sich im Wirme-
gleichgewicht befinden, wenn die mittlere lebendige: Kraft eines Atoms in

*) Pogg- Ann. 18567. C. p. 380.

**) Die Unubhnngngkent von der Temperatur diirfte auch Herr Hoppe schwer-
lich nach Grundsiétzen der Wahrscheinlichkeit zugestehen (vgl. die Bemorknngen von
HoppeinPogg. Ann. CIV. p. 285 und die Erwiderungen von Clausius Pogg. Ann.
p- 257). Die Rechnung des Herrn Clausius beruht auf der Annahme, dass die Tem-
peratur eines Gases der in ihm enthaltenen Wirmemenge proportional, oder dass die
Integrationsconstante der Gleichung 9) (Pogg. Ann. C. p. 377) Null ist. Diese An-
nahme ist jedoch nicht gerechifertigt, selbst wenn man die specifische Wirme ¢ inner-
halb der uns zt Gebote stehenden Temperaturgrenzen als constant hetrachtet. Denn
sicher wird kein Gas den gasfdrmigen Zustand bis in die Nithe des Nullpunkts der ab>
soluten Temperaturscala beibehalten und im festen und fliissigen Zustand ist die spe-
cifische Wirme jedenfalls cine andre als im gasférmigen. Ich glaube nicht, dass man
gegen die Hypothese von Rankine einen Vorwurf aus der von Herrn Rankine selbst
gemachten Folgerung herleiten kann ,,dass der absolute Nullpunkt der im Gase ent-
haltenen Wirmemenge nicht mit dem absoluten Nullpunkt der Temperaturscala zu-
sammenfillt.* (Phil. Mag. (4) IL. p. 523.)
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beiden gleich gross ist.*) Bleibt man sich consequent, so wird man anch
bei den festen und flissigen Kdrpern, fiir welche das Dulong—Petilische
Gesetz ebenfalls gilt, unter Temperatur die mittlere lebendige Kraft eines
Atoms verstehen mtissen. Da man aber annehmen muss, dass .die Atome
fester Ktrper um stabile Gleichgewichtslagen schwingen, so findet hier in
jeder Elementarschwingung eine stetige Umsetzung von lebendiger Kraft
in innere Arbeit und umgekehrt statt. Da sich die Atome in sehr vielen
wverschiedenen Schwingungsphasen befinden, so kann man allerdings an-
nehmen, dass die Summe der lebendigen Krifte der in einem endlichen
Korperstiick enthaltenen Atome einen constanten, von der Zeit unab-
hingigen, Mittelwerth haben wird. Es miisste nun wieder gezeigt werden,
dass die Bedingung fiir das Wirmegleichgewicht zwischen zwei einander
beriihrenden heterogenen Kirpern darin besteht, dass die mittlere leben-
dige Kraft eines Atoms in beiden gleich gross sein muss.

Es sind gegen die Theorie der Herren Krsnig und Clausius von
verschiedenen Seiten Einwiirfe gemacht worden, welche sich namentlich
darauf beziehen, dass die Diffusion der Gase nicht, wie aus der Theorie zu
folgen scheint, augenblicklich,erfolgt. Herr Clausius widerlegt diesen
Einwurf, indem er zeigt, dass es dem Wesen der Hypothese keineswegs
widerspricht, die Zusammenstdsse der Molekiile so h¥ufig anzunehmen, dass
dadurch die Langsamkeit der Diffusion hinreichend erklirt wird. Aehn-
liche Ansichten hat Herr Krénig in der physikalischen Geselischaft aus-
gesprochen. Wenn man dadurch den Einwurf, der sich auf die Vermeng-
ung der Gase bezieht, als widerlegt betrachten darf, so gilt dies keineswegs
von dem andern, dass locale Temperaturverschiedenheiten in einer Gas-
masse -nicht moglich wiiren, sondern sehr schnell eine Ausgleichung der
mittleren Geschwindigkeiteu durch die ganze Gasmasse stattfinden miisste.
* Um die wesentliche Verschiedenheit beider Punkte nachzuweisen, wihlen
wir, da die unregelmilssige Bewegung der Gasatome der Anschaunung we-
nig zugiinglich ist, ein’ einfaches Analogon. Man denke sich eine Reihe
gleicher vollkommen elastischer Kugeln in gleichen Abstinden in einer ge-
raden Linie aufgestellt. Theilt man der ersten eine Geschwindigkeit mit,
vermige deren sie die zweite central stésst, so wird zwar, indem die Be-
wegung sich durch die ganze Reihe fortpflanzt, jede Kugel ihren Ort nur
um so viel verfndern, als der Abstand je zweier Kugeln betrdgt; die Ge-
schwindigkeit, welche der ersten mitgetheilt wurde, wird sich aber durch
die ganze Reihe ungefihr ebenso schnell fortpflanzen, als ob die erste,
ohne auf ein Hinderniss zu stossen, sich weiter bewegt hitte. . Finde tibri-
gons eine solche schnelle Ausgleichung der Geschwindigkeiten durch die
Gasmasse nicht statt, so wilrde andrerseits daraus folgen, dass ein Gas,

*) Wenn zwei elastische Kugeln zusammenstossen, deren lebendige Krifte vor
dem Stoss gleich, deren Massen aber ungleich sind, so findet nach dem Stoss
die Gleichheit der lebendigen Krifte im Allgemeinen nicht mehr statt.
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welches durch einen beweglichen Stempel comprimirt wird, sich nur an der
Stelle erwirmte, wo es an den Stempel grenzt. Es wiire dies ein Experi-
mentam crucis fir die Theerie.

Aus den Versuchen von Joule und Thomson ist bekannt, dass ein

. Gas, welches unter hohem Druck durch eine enge Oeffnung gepresst wird,

sobald der Gasstrom aus dem sttirmischen. Bewegungszustand , - welchen er
beim Aunsstrémen angenommen hat, wieder in eine ruhige gleichférmige Be-
wegung ilbergegangen ist, seine urspriingliche Temperatur fast genau,
oder unter Voraussetzung eines idealen Gases, vollkommen genau wieder
erlangt -hat. Dies steht vollkommen in Einklang mit der Theorie, demn
nach dipser besteht -das Ausstrdmen des Gases aus der Qeffnung eben nur
darin, dass durch dieselbe von der Beite her, wo die Dichtigkeit am gr&ss-
ten ist, nach der andern Seite mehr Atome passiren, als in entgegenge-
setzter Riohtung, ohne dass sie dabei ihre mittlere Geschwindigkeit &ndern.
Gegen ein dicht vor der Oeffnung stehendes Thermometer wiirden also nur
ven einer Seite mebr Atome, aber mit derselben mittleren lebendigen Kraft
stossen, als von der andern Beite.” Nun zeigt aber die Beobachtung, dass
das Thermometer eine bedeutend niedrigere Temperatur angiebt, wenn es
dicht vor die Oeffnung in den Gasstrom gebraeht wird, dass also m der
That eine Umsetzung von Whrme in fortsehreitende Bewegung und wieder
von fortsehreitender Bowegung in Wirme stattfindet. Dasselbe beweist der
Versuch, welcher sehon von Gay-Lussac®) angestellt und spater unter
dem Namen des Joule’sehen Fundamentalversuchs bekannt geworden ist.
Wenn némlich ein mit Luft gefiilltes Gefiiss mit einem gleich grossen lufi-
leeren pidtzlich in Verbindung gesetzt wird, so zeigt nach Ausgleichung
des Druckes die Luft im ersten Gefliss eine Temperaturerniedrigung, im
gweiten eine gleioh grosse Temperaturerhohung. Von einer solchen Um-
setzung der Wirme ‘des (ases in fortschreitende Bewegung und umgekehrt
vermag aber die fragliche Theorie keine Rechenschaft zn geben, wie sie
sich dberhaupt in der Verlegenheit befindet, die Wérmebewegung von der
fortschreitenden nicht unterscheiden zu kénnen. Letztere besteht néimlich
pach derselben nur darin, dass entweder die Anzahl oder die Geschwin-
digkeit der nach einer Richtung bewegten Gasmolekiile grosser ist, als nach
der entgegengesetsten; ersteres wilrde im oben erwihnten Beispiel des
Ausstrémens aus einer Oeoffnung der Fall sein, letzteres wenn man einer
Gasmasse mit ihrer Hiille eine gleiehformige fortschreitende Bewegung mit-
theilte. Tm letzteren Fall kann man sich — um sehr paradoxe Oonsequen-
gen, die leicht in die Augen fallen, zu vermeiden — dadurch helfen, dass

‘man die.Geschwindigkeit relativ gegen die mitbewegte Hiille nimmt; wie

man aber die Erscheinungen beim Ausstromen des Gases mit der Theorie
in Einklang bringen will, ist nicht abzusehen. .

%) Gilberts Annalen, Band XXX, p. 249.
Zeitsehrift f, Mathematik u. Physik. V. 9
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Schliesslich erw#hne ich moch einer Schwierigkeit, ohne des leider
besehrlinkten Raumes wegen.niher auf ihre Discussien eingehen zu kin-
nen, niimlich der von mehreren Seiten®) in Anregung gebrachten Frage,
gb die Gesetze der Schallbewegung aus der Theorie. von Krénig und
Clausius herzuleiten seien. Herr Helmholtz scheint es fiir miglich zu
halten, wenn man die Hypothese in der Weise auffasst, wie es von Clau-
sius in geiner neueren Abhandlung geschehen ist. Es ist mir dies aber
mehr als gweifelhaft, wenigstens verliert die Herleitung der Differential-
gleichungen der Schallbewegung, wie sie in der Hydrodynamik gegeben
wird, jeden Halt, da ein Gas nur einen Druck ausitbt, wo es an eine feste
Wand grersat, von einem Druck der Gastheile gegen einander aber, in dem
Sinne, wie er in der Ad&rostatik aufgefasst wird, durchaunsnicht die Rede
sein kaon. Da immer pur von mittleren Gesehwindigkeiten die Rede ist,
und die Wege und Geschwindigkeit der.einzelnen Atome, wie sich Hoppe
ausdriickt, gar nicht controlirt werden kinnen, sa scheint mir eine regel-
méissige Fortpflanzung einer Schallwelle itberhaupt nicht méglich zu sein.

Die Resultate der vorstehenden Betuebtungen lasgen sich kars in fol-
genden Sktzen zusammenfassen:

1. Wenn man annimmt, dass die in einem Kbrper endmlteno Wirme-
menge der lebendigen Kraft seiner Molekille proportional und dass. die
Temperatur eine Function der lebendigen Kraft allein ist, 80 wird men
durch die an Gasen zu beobachtenden Thatsachen mit Nothwendigkeit auf
die von Krénig und Clausius ausgefiibrte Ansicht iiber die Molekulas-
constitution der Gase gefiihrt. .

2. Diese Hypothese ist bis jetzt mindestens nach den Nachweis schul-
dig, warum die Bedingung des Wirmegleichgewichts swischen swei hete-
rogenen Kirpern darin besteht, dass die mittlere lebendige Kraft eines
(chemischen) Atoms in beiden Korpern gleich gross ist.

3. Man stisst bei dieser Hypothese auf die Schwierigkeit, dass die Wir-
mebewegung von der fortschreitenden Bewegung einer Gasmasse tiberhaupt
nicbt zu unterscheiden ist; dieselbe flihrt bei der Ausstrimung .eines Gases
in einen luftleeren oder luftverdiinnten Raum zu Consequenszen, welche mit
der Erfahrung im Widerspruch stehen. .

4. Die Argumente, durch welche Herr Clansius gewisse gegen die
Hypothese geriehtete Einwiirfe zu widerlegen gesucht hat, erreichen diesen
Zweck nur theilweise. Insbesondere treffen sie nicht dem Einwand, dass
locale Temperaturverschiedenheiten in einem luftfsrmigen: Medium sich in
ausserordentlich kurzer Zeit ausgleichen miissten.

5. Die Hypothese ist ferner nicht im Stande, iiber die Gegetze der
Fortpflangung des Schalls in-luftférmigen Medien geniigende Rechenschaft
zw geben.

*) 2. B. von Helmholtz: Die Fortschritte der Physik im Jahre 1856, darge-
stellt von der physikalischen Gesellschaft, p. 354.
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6. Aus alledem ergiebt sich die Folgerung, dass es wenigstens vor der
Hand noch ungerechtfertigt ist, die in einem Kérper enthaltene Wirme-
menge ohne Weiteres, wie es zu geschehen pflegt, mit der lebendigen Kraft
der Molekularbewegung zu identificiren oder die Temperatur der lebendi-
gen Kraft eines Atoms proportional zu setzen.

Ueberhaupt ist es der Natur der mechanischen W&rmetheorie nach
misslich, von der ,,in einem Kérper enthaltenen* Wirmemenge zu reden.
Versteht man darunter die lebendige Kraft der Molekularbewegung, so
muss man mit Rankine zwischen wahrer und scheinbarer Wirmecapaci-
tit unterscheiden. Erstere ist der Quo’aent der, ldbendlgen Kraft der in
der Masseneinheit enthaltenen Atome durch die Temperatur, welche fiir
Jeden Korper einen constanten Werth hat. In der That aber kinnen wir
immer nur die scheinbare specifische Widrme, niimlich den Differential-
quotienten der Wirkungsfunction in Beziehung. suf di¢ Temperatur, be-
stimmen, da man nie wissen kann, wie viel von der einem Korper zuge-
fihrtqn Wirme zur inneren Arbeit (Verminderung des Potentials) und wie
viel zur Vermehrung der lebendigen Kraft verbraucht wird. Die von
Helmboltz (Fortschritte der Physik f. 1851, 1851 p. 568) mit sehr richtigem
Takt adoptirte Definition der in einem Kgrper enthaltenen Wirmemenge,
ist mit dem Wiirme#iquivalent der Wirkungsfunction identisch. Um alle
Zweideutigkeiten zu vermeiden, wiire es das Beste, tiberhaupt nicht mehr
von der in einem Kirper enthaltenen Wirmemenge, sondern nur von seiner
Wirkungsfunction zu reden.

Jedenfalls ist durch die mechanische Wrmetheorie selbst die Mag-
lichkeit nicht ausgeschlossen, dass die Temperaturverschwdenhenten itber-
haupt nur auf einer Verschiedenheit des Potentials (verschiedenen Anord-
nung der Atome) beruhtén und es wire vielleicht nicht unangemessen, der
gangbaren Auffassung. der mechanischen Wirmetheorie gegeniiber auch
einmal einen Versuch in dieser Richtung zu machen. Bemerkenswerth sind
die Andewtungen, welche Herr Koosen hierzu in seiner Abhandlung tiber
die Gesetze der Elasticitit homogener Korper (Pogg. Ann. CIL. 401) gege-
ben hat, wiewohl man sich den dort ausgesprochenen Ansichten schwerlich
obne Weiteres anschliessen wird.




Kleinere Mittheilungen.

XL Gologentliche Bemerkung fiber unomllicho Bnhon. Bekanntlich
hat zuerst Lejeune Dirichlet bemerkt, dass bei einer unendlichen Reihe
aus dem Verschwinden ihrer einzelnen Glieder nicht auf das Vetschwinden
der Reihensumme geschlossen werden darf; — vielleicht sind ein paar er-
liuternde Worte. zu dem von Dirichlet gegebenen Beispiele, sowie die
Mittheilung weiterer Fille der Art den Lebrern der Analysis nicht unwill-
kommen.

Dass die Summe f(¢) der Reihe

\

1) =+t oo

fir ¢ =0 nicht nothwendig Null zu sein braucht, obschon jedes eingelne
Glied bei jenem Werthe verschwindet, kann man schon ersehen, wenn man
der obigen Gleichung die Form

1 1
fl)=e (11+o+2l+7+ 31+e+“‘)

ertheilt; es wird dann f(0) =0. 00, also nicht unzweifelhaft == 0. Will
man den Betrag von £(0) auf elementarem Wege finden, so bedarf es nar
der Bemerkung, dass

f(e)-21—+a flo)= laﬂ-o_zl-n'*' 3Tl

ist, woraus folgt

2¢ 1 1 1
fO=z— (1!+0_2l+0 e _“')'
¢ :

mithin
f(0)-——(} d+3—1+..)=1

Um fir sebr kleine ¢ den Werth von f(g) mit grosser Genauigkeit zu
ermitteln, ist es am besten, die Reihe in zwei Theile zu zerlegen, niimlich
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1 1 1
f(0)=('[;m+§m+~--+(;;_—l)r.ﬁ]

o | 1 1
den ersten Theil direct numerisch zu berechnen und den zweiten in eine
andere stirker convergirende Reihe umzusetzen. Man hat gun
. ® ,
| 1 —kn
STy T

mithin
1 1
Rt arym gt

1 ue”
“'1‘(1+9)0 e —1

andererseits ist nach einem sehr bekannten Satze

ue*
et ez

=l+iu+l£l“2

u@—1eg—kvdy;

By .
“‘+ +(—‘ )-‘th(iz—")uz

& Bangy
R v yer i L
worin B,, B, etc. die Bernoulli’schen Zahlen bedeuten and & zwischen
0 und 1 liegt; nach Substitution dieses Ausdrucks lassen sich die einzelnen
Gheder leicht mtegruen %0 dus man erhilé .
1

k1+0 + (k+1)l+0 + (k+2)1+e +..
1 [1‘(0)+‘ I'(e+ l)+ B, 1’(0+2)
11(1 +e) ke+1 .2 k042 "

1234

)

3-+1 O u®+2ntl p—ke ,.

1.2 S@nF2)y Ou e~ du
Setzt man filr & seinen klel_nsten und grbssten Werth, so liegt R awischen
0 und » ,

Baats Q4+2nt1 g—ke Baagt L(e+2n42)
CToz..(a +2); W ey T T an T3 kA
Der Rest betrigt also einen Bruchtheil desjenigen Gliedes, das bei weiterer
Fortsetzung der Reihe folgen wiirde. Wir multipliciren beide Beiten der
vorigen Gleichung mit ¢, substituiren
Tle+1)=eI(e), Tle+2)=¢e+1)Ie)

setsen zur Abkirzung .
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~~

—ole+1) —ele+(e+2)
=T 0 67 1.2.3 777
und erhalten nunmehr folgendes Resultat:

1 1 1 1
fl)=oe [1l+e+ 21+e +31+9 +...+ (TT_T)TFO]

e

Ba?t B!P‘ n—1 B?u-—l 02n
N ' » O B2asg1 02041
S I +(=1) —%fm"—‘]v

worin @ einen nicht niiher bestimmten positiven #chten Bruch bezeichnet.
Nimmt man k=10, so wird

flo= [1'+°+2’+°+ +91+o]

L0 Qs
+10° L+ e +wo 300000 = 42000000

und der Rest betriigt jedesmal einen Bruchtheil des folgenden Gliedes; diese
Formel gewiihrt eine ansehnliche Genauigkeit *).
Aus dem Dirichlet’schen Satze folgt z. B., dass die Reihensumme
sinx fﬂ;‘z_‘f sin gz

(.'L‘) - 1= QF 3%

filr £ =0 nicht verschwindet. Es ist nimlich, wenn z einen Bogen des
ersten Quadranten begeichmet, '

T >sinz > z— 332,
mlthm liegt @ (z) zwischen den Grissen

T
B EL + 2:-[-1 + 3:-}-1 +.

+...

und

K T 1 1
@+;m+---—%"(lz—+s+2?w+---)5
beide nZhern sich der gemeinschaftlichen Grenze 1, mithin ist ¢ (0) = 1.
Eine andere hierher gehérende Reihensumme ist

) @)=ttt g

A@+20 " Q4220 Q432)
die Reihe convergirt fiir alle positiven ; filr =0 verschwindet jedes
einzelne Glied derselben, da‘aber

1 . 1 1
""(“)a“[a-f-x)’-"-' TFzar T O+ 3;:)!'*"“]’

wird 9 (0)==0.00, also unbestimmt. Dass in der That ¥-(0) nicht den
Werth Null hat, kann man auf folgende Weise sehen. Es ist

*) Dirichlet benutzt in der Hauptsache dasselbe Verfahren, entwickelt aber
nur das erste Glied der zweiten Reihe (s. Crelle’s Journal, Bd. 19 8. 326).
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x x x
v(@) — v =gy P Py gy

22432 + 224 52° .

T Q4420 T 0+32°(Q +4a:)1+' T
mithin 9 (x) — ¢ (2&) eine positive Grosse oder

v (22) < 9 ().
Hieraus folgt fiir x=14, }, §, Yk ete.
<y <D < ¥4 <v O,
mithin betréigt ¢ (0) mebr als y(1) =} + ¢+ +...=0 644934; iiber-
haupt zeigt sich, dass ¢ (z) wichst, wenn x abnimmt.
Um v (z) fiir ein der Null nahe kommendes z mit grosser Genauigkeit

berechnen zu konnen, benutzen wir ein #hnliches Verfahren wie vorhin.
Mit Hilfe der Formel

R
0

erhalten wir zuniichst

®
Y(x)== 3_"__1 e—%du
und setzen hierin
e_,fil = l—{xu+-——— E e 1—2-3—3-—;3‘&4‘——..
+ (—1)*? 119’_'1(';_1"_) z2% y2n -l-‘(—' 1) l———ol(?:;:_'» oint2ytnt2,

Nach Ausfithrung dieser Integrationen findet sich

5) ¢@)=1—}z+B2s*—Byz*+...+(—1)*"1B,,_,22*

+ (—1)" 6By, g 27 +2,
worin @ wieder einen positiven échten Bruch bezeichnet. Die vorstehende
Gleichung ist bei kleinen z, wie z. B. £ =10,01, sehr beqnem zur Berech-
nung von ¢ (z); zugleich ersieht man, dass ¢ (0) =1 ist.

Da die Bernoulli’schen Zahlen zwar anfangs abnehmen, spiitér aber
rascher als eine geometrische Progression wachsen, so convergirt die vor-
stehende Reihe nur im Anfange und wiirde divergent werden, wenn man
sie ins Unendliche fortsetzen wollte. Man kann aber auch eine jederzeit
convergirende Reibe fiir ¢ (z) finden. Mittelst der Substitution

1—e~ %=y, ze **=dv,
. 1 1 1
e—*=(1—1)", u=_ l(-—-—)
erb&lt man n¥mlich ’

vm=—jl -
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s b b aad

hier 14sst sich der Logarithmus nach steigenden Potenzen von v entwickeln

und nachher jedes einzelne. Glied mittelst der Formel
l .

1.2.3... . .
ﬁ-(l—vwm 2:3..:m

8 (e+1)(a+2)...(a+n+1)
integriren. Damit gelangt man zu dem Resultate
1.2.2* -

6) ¥(@)= 1+z+“ a+ z) (1 +22) +}(l+x) (142x) (1+3z)
wobei die Reihe fiir alle posltwen x convergirt fir £ =0 wird wieder
v ©)=1.

Eine ganz &hnliche Behandlung gestattet die allgememere Functxon

7

F(e,0) = g e + ey e T (i asee b
man findet dafiir leicht die halbconvergirende Reihe

8) ' F(@me=1—}er+ Bpa*— B +...,
worin ¢, ¢, ete. die frithere Bedeutung haben und der jedesmalige Rest
einen Bruchtheil desjenigen Gliedes ausmacht, das bei weiterer Fortsetzung
der Reihe folgen wiirde.

Die Function F(z, @) besitzt die besprochene Eigenschaft zweimal;
sowohl fiir £==0 als fiir ¢==0 verschwindet jedes einzelne Glied der
Reihe, aber in keinem der beiden FiHe wird F(#,¢)==0, vielmehr ist

F(0,¢)= F(¢,0)=1. Nimmt mapn z= %, so kommt man auf eines der

fritheren Resultate zuriick. o ScHLOMILCH.

XIL Wiederholung, Interpolation und Inversion einer Function unter
gemeinschaftlicher Form. Von Dr. R. Horee, Privatdecent in Berlin,
Die nmal wiederholte Function ¢ (z), d. i. das Resultat einer nmaligen
Substitution von ¢ () fir x, sei bezeichnet durch @* (), so dass ¢'(x) =z,
9'(x) =9¢(x), p**+!(z) =9¢"[p(x)]. Dem.entsprechend kann man die "
mtheilige Interpolation, d. i. diejenige Function, welche m mal wiederholt

o* () giebt, durch 9)_’;(:::) und die inverse Function von ¢%(z) durch ¢p—*(z)
bezeichnen. Eine Function, deren Wiederholung, Interpolation und Inver-
sion einen gemeinschaftlichen independenten Ausdruck hat, der demnach
o (z) fur positive und negative,, ganze und gebrochene n darstellt, ist
a+bx
1) @)=z
Die genannte Beziehung zwischen den drei Arten von Functionsbil-
‘dung ist offenbar eine allgemein giltige und beschrinkt sich nicht auf Fille,

-
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wo sich deren Resultate algebraisch darstellen lassen; doch ist vielleicht
die Aufstellung eines solchen Falles um so mehr von Interesse.

Zunéchst bemerkt man, dass bei der Wiederholung nicht nur die
Functionsform, sondern auch die Constanten a, d und b—c unverindert
bleiben, was sich sogleich bestitigen wird. Man kann daher setzen

u a4 (rata)x

2) @)= o yds .
wo b=r, + a, c==r;— a zu setzen ist. Hieraus geht durch Substitution
von ¢ (x) fir x hervor:

ad + o + ror,
e (tdtnn, ),
¢'+l($)= Tn "" Ty
ad+ o' 4 rar, —atdz '
ratry
wodurch die obige Bemerkung bewiesen und znglmch zur Berechnung der
r die Relation

_ad+ o 4 rar,
Tat1= rat 1y
gewounnen ist. Es sei

ad + o*=f; r,._.ﬂ

Dies in die vorige Gleichung eingeftihrt giebt
14 zn-l-l 14 2z, zc
T—2za41 T 11— 292,

l-l-z,.

l—z,.

woraus

Zu1 == In2y,
folglich, wenn z, =1z,

Ty = 2",
Setzt men, da eine der Constanten a, b, ¢, d willkithrlich ist, d==1, so
geht Gleichung 2) #étber in -
1
F—d+ (P2t )
3) o Pt(a)= "
. p i i : at x

wo a, 8, z keiner Relation unterworfen also entweder beliebig gegeben,
oder durch die Gleichawgen
b—e a b+ c—2pd
e==g B=) gt r=yriga
aus den gegebenen Grissen a, b, c, d abgeleitet sind.

Soll nun umgekebrt () aus ¢"(x) gefunden werden, so ist z*%, wie
vorher z, als gegeben zu betrachten und z geht daraus durch Wurzelaus-
ziehung bervor. Die Interpolation wird demnach durch Division des Ex-
ponenten von z vollsogen, oder, was dasselbe ist, die Gleichung 3) gilt
noch fiir gebrochene Werthe von n.
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Ist m der Nenner des Exponenten, also m—1 die Anzahl der zwi-
Ld

L4
schen = und ¢"(x) ihterpolirten Functionen, so hat z , mithin auch o™ (),
m verschiedene Werthe, zu deren Beurtheilung drei Fille unterschieden
werden miissen.
1) z ist reell und positiv wenn

——( )<ad<bc

”
ist. Hier hat z™, mithin auch ¢ (:c), jederzeit einen, fiir gerade m zwei
reelle Werthe. Betrachtet man nur den pesitiven Werth der Potenz als
giltig, so wird ¢"(x) eine einfsrmige stetige Function von n.
2) z ist reell und negativ, wenn
ad>be
. [
ist. Hier hat z™, mithin auch @™ (z), nur fir ungerade m einen reellen
Werth und @*(x) kann als reelle Grisse nicht mit n stetig variiren.
3) zist imaginir und hat den Modul 1, wenn
b —c\!
W<—\— )

ist. Setzt man in diesem Falle i statt §
2 == a2i@

8o geht Gleichung 3) iiber in

__—a—p*+ [Beotn(d+kn)+ o]
) 4) w'(x)_ pcot”('3+k7‘)—¢+$ 1y PR
wo k eine beliebige ganze Zahl und

b—ec a 28d
= — = —_———t —
a YR g I/ 7 o tangd= p

ist. Ist hier n ein Bruch vom Nenner m, so hat g®(z) m versehiedene
reelle Werthe, entsprechend ¥=0,1,2..., m —1. Bei stetig variiren-
dem n wird also @®(x) eipe unendlich vielfsrmige stetige Function von =,
deren unendlich viele, den einzelnen k entsprechende Zweige fiir jedes
ganze n in einen Werth zusammenlaufen, wihrend sie sich fiir jedes ratio-
nal gebrochene n in eine dem Neunner gleiche Anzahl von Werthen ver-

einigen. .
Lést man ferner Gleichung 3) und 4) nach & auf, so kommt
1
pr—a+ (ﬁ T +e) 9@
&=
1+ ’
B —a+t 9(a)

—ao'— B4 [— Bcotn (8 + kn) + a] 9"(::)

—Beotn (8 + kn) — e + 9" (z)
Da ¢® [p—*(z)] = ¢°(x) =« ist, so gehen diese zwei Gleichungen nach
Substitation von @ —®(z) fiir  in die Gleichungen 3) und 4) mit vertausch-

X =
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st

tem Vorzeichen von n tiber. Folglich gelten -beide fiir positive und negative,
ganze und gebrochene Werthe von 7, und jede von ihnen enthilt unter ge-
meinschaftlicher Form das Resultat Jeder Wwderholung, Interpolation und
Inversion. .

Nur im letzten der oben genannten Fille d. i. fiir imaginiire z (elno
specielle Ausnahme ungerechnet), wird ? ®(x) periodische Function von n,
indem sie fiir

mm
& 4 9+ kn’ .
wo m beliebige ganze Zahl, in ihren Anfangswerth x ﬂbetgeht Wu'd aleo
eine Function von der. Form 1) verlangt, welche nach je n
Wiederholungen wieder ==a wird, so erbilt man nnmm.elbar aus
Gleichung 4) die folgende allgemeinste Lisung:

'——a’—ﬂ’+ ﬂcot—-l-c)w
p(2)= — ,
ﬁcot——-u + =

n—

wo o« und f willkiirlich und m eine beliebige ganze Zahl ist, die Jedoch re-
lative Primzahl zu n sein muss, wenn die Periode nicht in kleinere Perio-
den zerfallen soll, und deren Werthe sich iiberdies auf das Intervall von 1
bis n — 1" beschriinken lassen. Insofern fiir n =2, wo f nicht im Aus-
druck vorkommt, §* auch negativ sein kann, glebt auch der zweite der
drei Fille hier eine Losung. :

3

XIIT. Ueber einige bei triéonometrisohen Messungen vorkommende
Aufgaben. Von Dr. A. WinckLER in Grata. Den im zweiten Bande die-
ser Zeitschrift, Seite 334, eridrterten Aufgaben tiber das Centriren der Win-
kel und das Hohenmessen fiige ich im Folgenden einige weitere hingzn,
welche, meines Wissens neu, vermige der einfachen Losung, deren sie
fihig sind, und wegen des Nutzens, welchen sie in praktischen Fillen mir
gewilhrten, von Seiten der Geemetar einige Beachtung su verdienen schei-
nen. Die Losung derselben habe ich auf einen bekannten Satz gegriindet,
der, wie sich bei einer grossen Anzahl von Fillen zeigen liisst, in durch-
aus gleichfésrmiger Weise fiir Aufgaben, welche nur eine Auflésung za-
lassen, die vortheilhafteste Berechnung der Winkel, nimlich durch deren
Tangenten, und in der bequemsten Form vermittelst Logarithmen liefert.

Dieser Satz besteht einfach darin, dass mit der trigonometrischen
Gleichung

gleichzeitig auch die folgende
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P P
=01 P ng g ) — — o )
stattfindet, dass also die Winkel P und Q gefanden werden kénnen, wenn
ausser jener Gleichung und ausser dem Werthe von ¢ entweder noch die
Summe P 4 Q oder die Differenz P— Q0 gegeben ist.

1.

Die Auflésung der Pothenot’schen Aufgabe in einer Form, welche
von der gewshnlichen abweicht, m&ge als erste Anwendung des soeben be-
seichneten Satzes dienen.

Die gegenseitige Lage dreier Punkte 4, B, C (Fig. 1, Taf. IL.) ist duarch
die auf einen derselben, C, bezogenen Azimuthe a, § und Distanzen a, b ge-
geben. Man soll die Lage eines vierten Punktes O durch die auf ibn bezo-
genen Azimuthe und Distanzen der gegebenen Punkte bestimmen, wenn
von O aus nur die Winkel 40B =4, BOC = p gemessen worden sind.

Es seien von 0 aus gesehen die Azimuthe der Punkte 4, B, C, resp.
o, ﬁ r und dle Distanzen jener Punkte von O, niéimlich 40=4a’, BO=1V,
CoO=c.

Betzt man

o—ea=2P f'—f=0,

P—Q9=(d—f)—(@—pf=—(a—F+1)
und man findet fiir die Dreiecke 4C0 und BCO die Proportionen:
a_sin(d—a) b __sin(f’—p) p)

¢ shd ' ¢ sinp

80 ist

woraus folgt:
sin(«—ea) b sind
sin (B'—f) asing -
Weunn man also aus der Gleichung
| ALY
‘ fang @ =3 sinp
den Winkel berechnet, so kann man aus der Relation
sinP
sin Q

lang @,
welche sich darch

tang (p — 45°)

g g =

ersetzen lidsst, und aus
P—Q  a— B+
= 2
die Winkel P und O finden. Zur Verification dieser Bestimmung nnt! zu-
gleich zur Bestimmung von ¢’, b, a’ dienen dann sofert die Gleichungen:
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, sinP* _sinQ
Cc=a—=0—),
sin A sinp
Y o— tm(0+p)
’”‘P
Tsin(Atp)

«=P+ta, =04+, y=p+p
Wie man bemerkt, ist in der hier gewkhlten Form die Ldsung der
Anfgabe ebenso einfach als in der gewhnlichen und betrichtlich einfacher
als die Bestimmung deg vierten Punktes aus den rechtwinkeligen Coordi-
naten der Punkte 4, B, C gem#ss den zuerst von Bessel aufgesteliten
Formeln.

2.

Wenn von dem zu bestimmenden vierten Punkte D (Fig. 2, Taf. IL.)
aus keine Winkelmessung méglich ist, dafir aber auf den Punkten 4 und
B die Winkel CAD = «, CBD = f gemessen werden kinnen, so hat man
es mit einer der Pothenot’schen ganz &hnlichen Anfgabe zu thun, deren
bequemste Lisung auf die folgende Art erhalten wird.

Es seien P und 0 die beiden Winkel am vierten Punkte und

CD=s,
80 ergeben sich die Proportionen:
8 _ sina s __sinf
@ sinP b sinQ
aus welchen die Gleichung
sinP_ bsine
w0 asnp
folgt. Setzt man nun
berechnet bierans den Winkel @ und bemerkt, dass
so liefert diese Gleichung in Verbindung mit der folgenden

_Q u_ﬂﬂgang(@i’_ )

tang ——= == tang

die Werthe voh P und Q, und fiir die Richtigkeit der Rechnung liefern,
nebst dem Werthe von s, die Glelchungen
§=—a——=b sm p
sin P sin Q
die Probe.
3.
Zur Bestimmung der gegenseitigen Lage dreier Punkte 4, B, C (Fig. 8,
Taf.II.), wovon der letztere durchaus unzugingig und auf dem Terrain
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P

tiberhaupt nur durch die Richtungen 44" und BF bestimmt ist, konnten
nur zwei Stticke der Seiten des Dreiecks 4BC, niémlich

AA'=—a, BB =d,
direct gemessen werden. Es fanden sich aber zwei gegenseitig sichtbare
Punkte 0 und 0, von welchen aus die Punkte 4, 4", B, B’ sichtbar waren
und daher die Winkel «, §, , 8, o', B, ', 6" gomessen werden konnten.

Es entsteht die Frage, wie die Lage der Punkte 4, B, C, sowie auch
der Standorte 0, 0" zu einander sich bestimmen lassen. — Setzt man zur
Abkiirzung die Winkel

A'A40 =P, A44'0=0,
BBO =P, BBO =0,
so wird man zwischen diesen und den beobachteten Winkeln die Relationen
P+Q=a+p+d+7,
P+ =d+f+8+34,
bemerken. Setzt man ferner die Distanzen
A0=p, A0=gq, 00 =s,
BO=p, BO=¢,
so ergeben sich die Proportionen:

.

2_snP g sin0
e sina’ ,a—_ 7 y’
sin (¢« 4 B + 8) q sin &'

“sinatBtota+d) s snatBry+o+o)
aus welchen, wenn man p, ¢, a, s eliminirt, sich alsbald die Gleichung
sinP__sina sin(a+p+0)sin(a+p+y+38+9)
sinQ  sind sinysin(a+p+d+ o+ &)
finden l#sst. — Durch ein ganz analoges Verfahren erhilt man
sin P' _sina sin(a’+ f+ &) sin(o’+ f+y + & +9)
sin Q" sind siny sin (¢’ + g+ 0’ + e+ 9)
und kann nun die vier Winkel P, 0, ', 0" einfach dureh die folgende Rech-
nung erhalten.

2
s

4,
Man bestimme den Winkel ¢ gemiiss der Gleichung:
sin o . sin(a+p+0) sin(a+p+y+d+4)

tang @ =

sin & sinysin(a+pB+8+a+0) '’
80 hat man
tangP:Q=langa+p-:6+‘rtang(qp—ﬁ“),
. P+ 0 oa4pf4048
2 2 ’

woraus sich P und Q ergeben.
Man bestimme ferner den Winkel ¢’ gemiss der Gleichung:
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A -ARAAAAA, Aan~a

sine sin(a + f+ &)sin(«’+ 4y +6+3)

MO =5ns  snysn(@tB¥OFeatd) -
so hat man
tangp :O :tdngﬂ—:- &+ Gtang (¢’ — 45,
P+ _d+f++s
2 2 ’

woraus P und Q zu finden sind.

Fiir die Richtigkeit der vier Winkel erh#lt man nun g]exchzeltlg mit
. der Berechnung von s eine Probe, indem

:mP nn(¢+ﬁ+6+a-|-6) asmo srn(a+ﬁ+y+6+d’)
e sin (a4 B +9) = %%ind siny -
sowie auch . .
,:mP sin(d+F+8+a+d) ,sinQ sin(d+p'+y+848)
sina  sin(a+B+0) . sind siny

sein muss. Sind zwei Winkel richtig befunden, so kann man nun auch die
Werthe von

sin P sinQ

=% Gina’ g=a siny’
' ,Sillp' , r-’i"'o'
»p=a —, g =6 —,
Sin a aun
4

ACB =180 — (P+P')+3+¢ ==180°+Q+0’—-(a+ﬁ+6+a +F8+9¢)
berechnen.
Will man ferner auch die Winkel
4C0==R, BCO==
bestimmen , so bemerke man zunichst, dass

oc __sinQ 00" sin(e+8+y+3+9)
v4’" sin R’ OB sin(@+p+y+9) ’
o4’ sin (¢’ &) OB sin S

=0

00 sin(a+f+o+a+d) OC sinP
und dass, wenn man alle diese Gleichungen mit einander multiplicirt, so-
dann
« tung = sin @ sin (u'+ &) sin (a'-l- F4+y+8+9)
sin P’ sm(u+ﬁ'+y+6’)sm(a+ﬁ+6+a+6')
setzt, die Glejghung

sin R

Hn§ Y
erhalten wird. Da aber R+ §=: ACB, so findet man fiir die Bestimmung
von R und S die Gleichungen:

R—S —
tang 2 =colgp+ P 2 @ +6’)tang(rp— 4%°),
. R4S’ PyP 340
2 Wt
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Es bedarf nunmehr keiner weitern Auseinandersetzung, wie alle Seiten
und Winkel des Dreiecks 4BC berechnet werden kénnen.

Der praktische Nutzen dieser Aufgabe liisst sich nicht verkennen, denn
sie liefert in Fillen, wo es sich z. B. um die Verbindung zweier Tracen
A4’ und BB handelt, deren Punkte gegenseitig nicht sichtbar sind, ohne
viele directe Messungen die zu jener Verbindung néthigen Elemente.

5.

Drei Punkte 4, B, C (Fig. 4, Taf.IL.), deren gegenseitige Lage nicht
bekannt ist, und welche keinen Standort fiir ein Instrument darbieten, kin-
nen von drei andern, gegenseitig sichtbaren Punkten 0, 0,, 0, aus beob-
achtet werden, so dass die zehn Winkel a, 8,9, 4, @,, B, 71, @, fs, 6, als
bekammt zu betrachten sind. Es entsteht die Frage, wie man, ohne eine
Linie zu messen, die Winkel des Dreiecks 4BC, sowie iiberhaupt alle Win-
kel der Figur 4BC0O0,0), finden kbune:

Zur Bestimmung der Winkel

CA0,=P,, CBO,=P,,
C40,=0,, CBO,=0,,
htt_ man zunXchst die Proportionen:

AC _ sinay 0C._sin (B + y)
0, sinP’ 0, sin(a+3d) '
0,C __ sin B+y) 0C _sinQ, !

0C ~— sin (a3 + &y)" AC ~ sina,’
aus welchen, wenn man s§mmtliche multiplicirt und
-_sinaysin (B, + y,) sin (B+7y)

lang 9 = ay sin (ay + &) sin (a + 3)
" setat, die Gleichung
sin P, — e
sin 0, 99

sich ergiebt. Bemerkt man weiter, dass

00— P,=30—(+f+y+dtat+p+r+d),
g0 gelangt man fiir die Bestimmung von P, und 0, zu den beiden Gleich-
ungen:

L
tang 20— tang TRV LT B INE R o, — ),
Py — 0, =¢+ﬁ+7+6+¢:+ﬁi+r:+31_180.,.

2 . 2
Durch ein ganz analoges Verfabren findet man, wenn
sin B, sin (ay + &) stn (a + 8) )
sin By sin (B, + y,) sin (B+y) :
gesetzt und daraus g, berechnet wird, die Gleichungen

lang @y ==
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WP,.-’; 0'=tang “+ﬁ+y+6+;'+p’+6'+7'.colg(¢,'—'45"),'
P.—Q,=a+ﬁ+7+6+“:+pt+6t+71_lsoo v
2 2 ’

aus welchen P, und 0, leicht gefunden werden kinnen, da mehrere hierza
nSthige Westhe aus der Berechnung von P, und 0, benutzt werden kénnbn.

6.

Sobald diese vier Winkel gefunden worden sind, erhilt man nun auch
einen der gesuchten Winkel, néimlich

ACB = W—(ﬂa'i'ﬂ.) P+ 0) = '—(“l+pl)—(P|+D|);
und damit zugleich eine Rechnnngsptobe » indem bieraus, wie man sieht,
die Gleichung

ay+f+ P —Py=a + B, +01 — 0y
folgt.

Um nun schliesslich auch die beiden anderen Winkel des Drelecks,

n&mlich
BAC=P und 4ABC =20

zu finden, ergeben sich die Proportionen

BC _ sinf, 0C  sin (ay + 0,)
0~ sinP,’ 0.0 sin(B+y)’

0, _ sin(atd) 0C__ sinP
0C " sin(B+ 7D AC " sinay’
AC__sin 0 .
BC ™ snP
aus welchen, wenn man sie insgesammt multiplicirt und wenn man’
sin P, sin B, sin (a+38) sin (ag+9,) __ sin P, sinf,
9P =5n P, 5in By 5in (B+7) 5in (Bt 7:) _ 5in Py #in a,
setst, die Gleichung

tang qy

ﬂnP

hervorgeht. .
Hieraus folgt nun, dass, wenn der Winkel ¢ der angefiihrten Gleichung
gemiiss berechnet und die Relation _
P+ O0=ay+ o+ P+ 0,—180° =0, + B84+ 0,—180°
berticksichtigt wird, zur Bestimmung von P und 0 die Gleichungen

P—0 o+ B+ P+ 0,

tang —— = tang : tang (45° — ),
P+0_w+Bi+Pt0 ., :
2 2

angewendet werden ki3nnen.
Wie man sieht, sind hiermit alle in der Figur vorkommenden, Winkel
Zeitochrift {. Mathematik u. Physik. V. . 10
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und zwar sowohl jene der Diagoualen als der Seiten bestimmt und es ist
also die Aufgabe geldst.

7.

Die soeben betrachtete Aufgabe hat Aehnlichkeit mit derjemigen,
welche zuerst Lambert in seinen Beitrigen zur Mathematik, I. Band,
Seite 78, gestellt hat, und deren richtige Auflésung in der Sammlung geo-
metrischer Aufgaben von Meier Hirsch, I. Band, Seite 83, ausfiihrlich
angegeben ist. Diese wegen ihres praktischen Nutzens vielfach gertihmte
,, Lambert'sche Aufgabe* bezweckt. nimlich ebenfalls die Bestimmung der
Lage von sechs Punkten 4, B, C, 0, 0,, 0,, soweit dieselbe von Winkeln
abhéingt, aber es wird bei ihr vorausgesetzt, dass man sich nicht nur in
den drei S8tandpunkten 0, 0, 0,, sondern auch noch in einem der drei Punkte
A, B, C mit dem Instrumente aufstellen und daselbst die Winkel messen
konne, welche 0, 0,, O, mit einander bilden, so dass also im Ganzen vier
Anufstellungen erforderlich sind. Aber gerade jene Voraussetzung thut der
h¥ufigern Anwendbarkeit dieser Aufgabe wesentlichen Eintrag. Ist n&mlich
in einem vierten Punkte, z. B. in 4, eine Aufstellung miglich, so wird man
fast immer auch die Winkel B4AC und BA40, messen kinnen, und dann be-
darf es, um die iibrigen Winkel zu finden, nicht mehr der Lambert'schen
Aufgabe; kann dagegen jene vierte Aufstellung nicht genommen werden,
wihrend sich doch 0, 0,, 0, so wihlen lassen, dass diese Punkte gegen-
seitig sichtbar sind — was gewiss am hjufigsten der Fall ist, — so sind
schon alle Bedingungen erfiillt, um die Losung der Aufgabe des Art.5
anzuwenden, welche um ein Betriichtliches einfacher, fiir die logarithmische
Rechnung bequemer und vermége der wiederholten Controlen in der Aus-
fibrung sicherer ist als die Auflssung der Lambert'schen Aafgabe, wie
schon ein Blick auf die von Meier Hirsch a. a. O. Seite 86 aufgestellten
Formeln hinreichend deutlich zeigt.

Schliesslich scheint mir noch die Bemerkung von Interesse zu sefn,
dass mit der in den beiden vorigen Artikeln erirterten Aufgabe zugleich
eine wesentlich allgemeinere ibre Losung gefunden hat, ndmlich die Auf-
gabe: Aus blos drei gegensejtig sichtbaren Standpunkten
0, 0,, 0, die Winkel irgend eines Polygons 4BCD... zu be-
stimmen, dessen Endpunkte von 0, 0,, 0, aus insgesgmmt'
. sichtbar sind. -

XIV. Elementarer Beweis des Viller'sehen Satzes und Uebertragung
desselben anf riumliche Verhdltnisse. (Vergl. Jahrg. IV. pag. 143 u. 366.)
Der in letaterer Zeit mehrfach zur Sprache gekommene V é1ler’sche Lehr-
satz von einer allgemeinen Eigenschaft aller ebenen Curven , lisat sich auf
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Curven doppelter Kriimmung ausdehnen und giebt Veraulassung za andery
verwandten Problemen. Ohne ihn (der Kiirze wegen) hier zu wiederholen,
mige hier ein Beweis des Satzes folgen, der sich auf eine durch Huygheans
in sainem Werke: ,, D¢ circuli magnitudine inventa: Lugd. Bat. 1454“ bekanut
gewordenen Relation griindet. Hiernach ist das Areal eines Kreises klei-
ner als ein umachriehenes regulires Vieleck vermindert um dem dritten
Theil des Unterschiedes zwischen diesem Vieleck und einem eingeschrie-
benen von eben go viel Seiten und nihert gich fort und fort dem Grenz-
werthe dieser Differenz, wenn die Seitenzabl der Polygone ins Unendliche
zunimmt, also
K = Lin [Un — § (Un — En)] = Lim [ B +§ (Ua— ).
Dividirt man diess Gleichung durch » und bringt sie auf die Form
Lim (K— £ = Lim -}(U' —E
n . n
und erwiigt, dass das in Rede stehende unendlich kleine Bogenelement der
Curve das Bogenelement eines Kreises ist, dessen Radius dewm Kriimmungs-
halbmesser ¢ desselben Bogenelements gleichkommt, ferner dass & dividirt
durch n der engehirige unendlich schmale Sector des Kreises, Ky dividirt
duroh n aber zugleich den nten Theil des eingeschriebenen s Ecks, U, di-
vidirt darch n denselben Theil des umschriebenen nEcks bezeichnet, so ist
offenbar der gesuchte Grenzwerth gleich '

1) Lim (—:;.—23 == § d. h. Tangentendreieck : Segment =3 : 2.
o —

Da dieser Satz nur fiir den unendlich schmalen Kreissector .gilt, so lisat
sich derselbe auf alle Curven sowohl der Ebene als des Raumes anwenden,
woraus. umgekehrt eine Ausdehnung des Huy ghens’schen Lebrsatzas auf
alle Curven folgt. , Bezeichnet pimlich F das Areal, welches zwischen einef
Evolute und ibrer Evolvente liegt, U, ein beliebiges der Evolveate einge-
schriebenes Polygon von n Seiten und E, das eingeachriebene von dersel-
ben Seitenzahl, so findet stets die Relation statt

. Lim ( é: _? =4
vorausgesetzt, dass unter E, dasjenige eingeschriebene Polypon verstanden
wird, dessen Seiten’ die Beriihrungspunkte des umschriebenen mit einander
verbindet. Hierbei ist es natiirlich, jedoch nicht notbwendig, die Polygons
so apsanshmen, dass die abgeschnittenen Bogenelemente beim Uebergange
aur Grinze den gugehirigen Kriimmungshalbmessern proportivnal seien;
der Satz gilt aber auch ohne diese Annahme.

Bine zweite Formel von Huyghens lantet
K= Lin[Bxt § (B —E,))]

welche die nene merkwiirdige Beziehung liefert

Lim ._K'__——__i'— :::*.
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Um auch diese Gleichung auf alle Curven ausdehnen zmu kdnnen, ist es
ndthig, das Bogenelement 4 B (Fig. 5, Taf. II) su halbiren in D und die
Sehnen 4D und BD zu ziehen. Far unmendlich kleine Bdgen (Kreishigen)
ist AC= BC und 4D = DB, folglich 46 =6B. Legt man durch den
Punkt D die Tangente D E, so ist sie auch parallel zur Sehne 4B. Nun
gilt der erste Batz fiir das Tangentendreieck D EB und das Segment B D.
Die Interpretation des zweiten Satzes ergiebt .

: (Segm. AD + Segm. BD): A ADB =1:3,
also vermige einer leichten Verwandlung derselben Proportion
' 2) Segment : Sehnendreieck = 4 : 3.

Hieraus ergiebt sich in Verbindung mit dem von Viller angegebenen
Satze, dass der Inhalt vom A 4 BC doppelt so gross, als der des A 4BD
ist; deswegen ist G.D = CD. Betrachtet man also die Linie DG oder die
Normale des Punktes D als Abscissenachse und die Tangente DE als Or-
dinatenachse des unendlich kleinen Bogenelementes 4B, so besitst dieses
alle Eigenschaften einer Parabel und swar die Gleichung

GB=CG (e—DG),
welche fiir unendlich kleine Grissen tibergeht in G B==2¢ . DG.

Um zu denselben S8#tzen ¥u gelangen, kann man auch, sich auf die
Theorie des Krtimmungskreises stiitzend, ausgehen von der Kreisgleichung
GB*—29DG— DG*, woraus beim Uebergange zu unendlich kleinen
Grossen die Reduction der Kreisgleichung in die der Parabel sogleich er-
folgt. Man erhilt auf diesem Wege zugleich einen sehr einfachen Beweis
der beiden Huyghens’schen Siitze, sowie endlich auch vermittelst dieser
eine einfache Methode die Parabel zu quadriren. .

Bemerkenswerther noch als die’obigen S#tzé mbchte folgender sein,
der sich aus einer Uebertragung dieser Grenzbtrachtungen auf krumme
Flichen ergiebt. Denkt man sich durcheinen Punkteiner krum-
men Flidche eine Bertthrungsebene, und unendlich nahe mit
derselben parallel durch' die Fléiche eine Secantenebene
gelegt, sowie an der Durchschnittscurve durch die Normale
des Bertihrungspunktes Tangenten an allen Normalschnrit-
ten gezogen, so gntsteht hierdurch sin elliptischer Kegel,
dessen Inhalt sich zu dem Inhalte der abgeschmttenon Ca- '
lotte verh#lt wie 4 zu 3. )

Sei 4 BC (Fig. 6, Taf. II) der gedachte 8chnitt der mit der Bertthrungs-
ebene des Punhtes S parallel gelegten Secantenebene, 0ST die Normale,
ferner AS4' und BS B’ die Hauptnormalschnitte, ¢° and ¢’ die beiden suge-
hérigen Hauptkriimmungshalbmesser, CSC’ ein andrer Normalschnitt und
¢ sein Kriimmungsradius, so gilt nach dem Obigen die Gleichung 0S=ST,
wo T den Durchschnittspunkt der in C an den Schnitt durch' die Normale
gelegten Tangente bedeutet. Da aber 0 allen Schnitten gemeinschaftlich
ist, so gehen auch alle Tangenten ohne Ausnahme durch 7' und dies ist die
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8pitse des Kegels. Aber die Figur des Schnittes 4 BC A ist fiir unendlich
kleine Dimensionen stets eine Linie des sweiten Grades. Demnn sei u==0
die Gleichung der Flkiche und nehmen wir an, dass die Tangentialebene
der z y Ebene, also die Normale der z Achse und zugleich die xz und yz
Ebenen den beiden Hauptschnitten parsllel seien und dass « den Winkel
beseichne, den ein beliebiger Normalschnitt CSC’ mit dem Hauptschnitte
A S A bildet, so ist bekanntlich

1. l. cos o* + l. sined,
e ¢
wenn die sweiten Differentialquotienten 8'_ nnd 2 dasselbe Zeichen und

ox* oy
1 1 .
i,—=—.cosa’—-—,ma’,
e ¢ e

wenn sie entgegengesetste Vorseichen haben. Nun sind die Gleichungen
des Normalschuitts 4S54, des sweiten Querschnitts und des dritten belie-
bigen Normalschnitts BSC’ resp.

400=2¢'.08; B0 =1¢.08; C0=2¢.08.
Betsen wir 40=—a, BO==b und CO==r, so findet man leicht fiir den
Punkt C die Gleichung

@ 1 1.
0—" —0‘.+.‘—°'m¢',

oder .
P =S =@~ (Eipr)
snd wenn man die sweite Gleichung rusieht
= 2« F o) (Hyperse.
Die gedachte Curve ist also ein Kegelschuitt, unter denen nattirlich nur die

goschlomnen Curven hier brauchbar sind, also die Ellipse und wenn g?‘:

vird der Kreis. Nun ist der Inhalt des ollrptueben Kegels gleich

gleu:h a7
$0T.abzx=¢§x}¢.¢. 2" und der Inhalt der Calotte, welche offenbar in

ein elliptisches Paraboloid ttbergeht, gleich

2 z
xfab. dz=3a)/7¢ 6/141;-,.;/5'.,:.

1]
Das Verhiltniss beider Volumina ergiebt sich als
J) Kegel : Calotle==4:3. -
Wenn man andererseits wiederum alle miglichen Sebnen von der Durch-
schnittecurve 4 BC A nach dem Bcheitel S zieht, so entstebt ein sweiter
ianerer elliptischer Kegel, flir welche die Gleichung besteht
4) Calotte : Kegel =38 : 2.
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Hieriv sind nue merkwiirdige Anslogien nu den Formela 1)-utd 2) aunige-
sprochen, sofern nach-den beiden letstea die Producte ans den numerischen
Voerhiiltnissen der glmhen begnfﬂmhnn Verhiltnisse dieselbenr Werthe
haben, ndmlich § . § == ¢.}.

+ - Jever, im-December-1839; . Lunwm Marrssessny. '

XYV. Ueber die Lichtempfindlichkeit des Asphaltes von A.R.v. PErGER,
(Ber. d. Wien. Acad. d. W., Bd. 85, S. 480.) Durch Wollaston wurde zu
erst (1803) die Ejigenschaft der Lichtempﬁndlnchkelt an einem Harze, dem
' Guajac-Harze nachgewiesen. Hierauf lernte Jos. Nicéphore Niépce von
Chalons (1814) die lichtempfindlichen Eigenschaften des Asphaltes kennen
und versuchte wiederholt, dieselben zur Herstellung metallener Druckplat-
tett mit Htlfe der Camera obscura su benutsen. Zu diesam Zweoke wendete
or ¢ine Auflgsung von gopulvertem Asphait in Lavendelti an, von weloher
eine diinne Schicht auf eine versilberte Platte aufgetragen wurde, ‘woraaf
die Platte — rach dem Trockneh der 8chicht — acht Stunden lang in der
Camera obsoura exponirt wurde. Durch eine Mischung von Lavendeléi -umd
Naphta wurde nun der durch das Licht nicht veriuderte Asphalt hinweg-
genommen und die Platte hichst vorsichtig ge#itzt. Diese Versuche war-
den mit grosser Ausdauer von-Niépce und sphter von Lemaitre fortge-
fiihrt, lieferten aber doch kein Resultat, mit dem man hitte ganz zufrieden
sein konnen. Im Jahre 1856 gab Robert Macpherson Vorschriften iiber
die Herstellung einer Druckplatte auf lithographischem Stein, wobei eben-
falls die Lichtempfindlichkeit des Asphaltes benutzt wurde.” Wihrend
Niépce eine vorziiglich geeignete Asphaltissung durch Anwendung beson-
ders geeigneter Asphaltsorten und durch Anwendung besonders gualificir-
ter Ldsungsmittel herstellte, suchte Macpherson den lichtempfindlichsten
Theil zn gewinnen, indem er Judenpech mit Aether auszog, diesen hierauf
entfernte und dann durch nochmalige Extraction des Riickstandes eine fiir
seinen Zweck genilgende #therische Losung erzielte, Nach Macpherson
hat sich der unermtidliche Niépce ebenfalls mit der Herstellung lithogra-
phischer Drackplatten beschitftigt, wobei er in der oben angegebenen Weise
zu einer tauglichen Asphaltlosung gelangte; die auf dem Steine getrocknete
Schicht wurde hierauf mit einem photographischen Glasbilde bedeckt den
Lichtstrahlen ansgesetst oder in einer Camera exponirt. Der oben genannte
A.R.v.Perger hat nun tiber den besprochenen Gegenstand seit 1857 Ver-
suche angestellt und ist zandchst bemtht gewesen, den lichtempfindlickeh
Theil des Asphaltes auszuscheiden. Er findet, dass, wenn man Asphalt
trocken' dessillirt, suerst ein weissliches Hara als Destilldtionsprodukt e?-
scheint, hierauaf sétzt sich ein braunrothes Hary an dea Winden der Retorte
ab, worauf noch gwei Destillationsprodukte von verschiedemem Aussehsn
erscheinen. Das braunrothe Harz im zweiten Stadium enth&lt num nach
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A. R. v. Perger den lichtempfindlichen Theil-des. Asphalies und ist selbis
ger von ihm benutzt worden, um sehr schine reine Bilder auf lthographi-
schen Stein hervorzubringen, die nach seiner Angabe auch die Aetzung gut
vertragen. ‘Desgleichen berichtet der Genannte, dass die Herstellung von
Asi)hultbﬂdern auf Papier sebr einfach und bequenr sei, wie wohl gelbige
keine recht weissen Lichter auf den Bildern ‘liefert. . Bei -dér Herstellung.-
von dergleichen Bildern .(Asphakogrammen) braueht nimlich des Tages-
licht nicht abgebalten 2u werden, die Lisung des lichtempfitidlichen Tivei-
les vom Asphait wird mit einem langhaarigen Pinsel auf-dsas Papier aufge-
tragen und hierauf selbiges getracknet. Nach der Exposition braucht das
Papier nur mit Wasser abgewasehen zn werden, wm den durch das Liokt
nrioht veriinderten harmgw Uebeung fortguschaffen. E. Kane.

XVI. Dove's Vorsoklag sur Schwiohung des Lichtes intensiver Lichs-
quellen. (Monatsber. d. Kinigl. Preuss. Acad. d. Wissensch., April 1868.)
Diese gesehieht gewihnlieh durch Anwendang von géflirbten Gl¥sern, wo-
durch allerdings der Uebelestand herbeigefiihrt wird, dass das Bild der be-
trachteten Lichtquelle geféirbt erscheint. Es sind au diesem Zwecke ‘auch*
polarisirende Vortichtungen vorgeschlagen worden, bei denen man das ein-
fallende Licht beliebig schwichen kann, ohne dass dasselbe gefirbt er-
scheint. Dove empfiehlt nun diinne Metalliiberztige auf Glas, insbeson-
dere den des Silbers, mit dem er sich speciell beschiftigt hat, zu diesem
Zwecke.. Man kann diese Ueberziige beliebig dick herstellen und daher
beliebig verdunkeln, die blane Firbung, die die Silbergliser, die sich auch
als Spiegel benutzen lassen, den Gegenstiinden ertheilen, stért wenigstens
bei weissen Objecten nicht. E. KanrL.

XVL Bemerkung zur Theorie der elektrischen Strome. In einem
friilheren Aufsatze habe ich nachgewiesen, dass es keine Potentialfunction
giebt fiir die Anziehung zweier Stromelemente und ich will jetzt aus diesem
Satze eine wichtige Folgerung ziehen.

Die Anziehung zweier Stromelemente ist durch Weber bis jetzt auf
die principiell einfachste Form gebracht, man hat aber immer geglaubt, auf
ein noch einfacheres Princip kommen zu kinnen. Es wire gewiss sehr
interessant, wenn man die Amp ére’sche Formel in der Weise entwickeln
kbtnnte, dass man eine gewisse Bewegung der elektrischen Fluida im In-
nern des Elementes annihme und die Anziehung oder Abstossung dieser
Fluida unabhiingig von den Bewegungszustinden gedacht werden diirfte.
In der Form, die Weber flr die Anziehung der Stromelemente gegeben
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bat, kommen noch Gréssen vor, die von den Bewegungssustinden der viel-
leicht nur gedachten Fluids herrihren. Nun weiss man aber, dass fur jede

, wenn m und m, die Massen, r die Ent-

Ansiehung nach der Formel = ’,-'

fernung, die Compounenten der Ansiehung als Differentialquotienten ge-
~ schrieben werden kinnen, und es mtisste daher, wiire die angefihrte Hy-
pothese riohtig, fiir jedes Zeitmoment die Ansiebung sweier Stromelemente
dieselbe Eigenthtimlichkeit haben. Die mittlere Ansiehung nun withrend
einer Zeit ¢ wiirde man erbalten durch Multipliciren mit d¢, Integrirea
nach ¢ und Dividiren mit ¢; es miissten also nach dieser Hypothese die
Componeaten der olokko-dynmuchen Ansiehung als Differentialquotienten
des Potentials geschrieben werden kénnen und da dies nicht goht, so ist
die angedeutete Transformation der Ampére’schen Formel nicht mdglich.
Diese Transformation hat schon Ampére angedeutet und ftir mdglich ge-
halten. Thre Unmdglichkeit wtirde, wie ich glaube, auf einem andern Wege
nur mit sebr grossen Anstrengungen darsulegem sein, weshalb ich diess
Bemerkung nicht fiir tiberflilssig gehalten habe, sumal sie einen Gegenstand
betrifft, der flir die Elektrodynamik Husserst wichtig ist. Es ist nach die-
ser Bemerkung wahrscheinlich, dass die Fermel Weber’s der wabrbafte
Ausdruck der Wechselwirkung bewegter elektrischer Molekiile ist.
GusTtav Roca.
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VIL

Ueber einige merkwiirdige Besiehungen, in denen die
Flachen zweiter Ordnung zu einander stehen.

Von Dr. phil. H. ScaoNHERR in Dresden.

Die nichstfolgende kurze Abbandlung soll einen kleinen Beitrag zu
den merkwtirdigen Eigenschaften der Flichen zweiter Ordnung geben. Ich
habe mich in derselben der Ermittelung einiger Beziehungen zugewendet,

- welche zwischen diesen Flichen und ihren Durchschnittscurven stattfinden.
Dergleichen Curven sind schon in mehrfacher Hinsicht bebandelt worden,
und besonders hat das Florentiner Problem zur Entdeckung einer grossen
Reihe von hochst interessanten Eigenschaften derselben Veranlassung ge-
geben. Diese Untersuchuagen beziehen sich aber hauptskchlich nur auf
die Kegel - und Cylinderflichen in ihren Durchschnitten mit der Kugel,
und hierbei wiederum vorzugsweise auf den Inhalt der Figuren, welche sie
auf diesen Flichen begrenzen, oder auf den Inhalt der Korper, welche von
jenen Flichen umschlossen werden, sowie auf die Gestalt und auf die ver-
schiedenen Arten der Erzeugung der Curve selbst. In den nichstfolgen-
den Betrachtungen sollen einige von denjenigen Eigenschaften der Flichen
zweiter Ordnung abgeleitet werden, durch welche sie in ihrer Gesammtheit
als ein harmonisches Ganzes sich darstellen.

Ich habe mich dabei der Rechnung moglichst zu enthalten, und, so
weit es anging, auf Grund der allgemein bekannten Eigenschaften der Fli-
chen und Curven zweiter Ordnung durch rein geometrische Betrachtungen
weiter vorwirts zu schreiten gesucht. Doch konnte ich es nicht umgehen,
einige Hilfssétze aus der Lehre von den Curven und Flichen gweiter Ord-
nung besonders namhaft zu machen und einige Erklidrungen einzuschalten,
welche nicht allgemein sanctionirt sein diirften. Die Hilfssiitze habe ich,
soweit sie als allgemein bekannt vorausgesetzt werden konnten, ohne Be-
weis beigefiigt. :

L

a) Alle Linien zweiter Ordnung werden von einer in ihrer Ebene lie-
genden Geraden entweder in zwei Punkten, oder in keinem getroffen. Dieseé
Zeitsehrift f. Mathematik u. Physik. V. 11
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S e T VSN

. o P PP A PP PP

zwej Punkte kifpen auch in einen zusammenfallen, in welchem Falle die
Cur&'@h% Gesaden berithrt wird, oder es kann einer derselben, oder
beids, im Unendlichen liegen.

b) Wenn zwei parallele Sehnen einer Curve zweiter Ordnung von einer
dritten halbirt werden, so balbirt diese auch alle ibrigen mit jenen parallele
Sehnen. Eine Gerade, welche ein System paralleler Sehnen halbirt, wird
ein Durchmesser genannt.

¢) Bei der Ellipse und Hyperbel schneiden sich alle Durchmesser in
einem Punkte, welcher der Mitf®elpunkt der Curve genannt wird. Die
Durchmesser der Parabel sind sEmmtlich parallel, und ihr Durchschnitts-
punkt liegt daher im Unendlichen. Eine Parabel kann somit als eine solche
Curve‘zweiter Ordnung aufgefasst werden, deren Mittelpunkt im Unend-
lichen liegt.

d) Eine Ellipse oder Hyperbel hat stets zwei senkrecht auf einander
stehende Durchmesser, gegen welche dieselbe symmetrisch liegt. Diese
Durchmesser heissen die Achsen der Curve. Eine Parabel hat somit
eigentlich nur eine Achse. Allein wenn im Folgenden schlechthin von den
Achsen einer Curve gesprochen werden wird, so soll eine auf der Achse
der Parabel senkrechte und in ihrer Ebene gelegene Gerade ihrer Richtung
nach als zweite Achse der Parabel betrachtet werden.

€) 8ind zwei Durchmesser eines Kegelschnittes einander gleich, so
sind die Achsen desselben die Halbirungslinien der Winkel, welche von
jenen Durchmessern gebildet werden.

IL

a) Zwei §hnliche Figuren heissen #hnlich gelegen, wenn die Geraden
welche zwei entsprechende Punkte derselben verbinden, sich s#mmtlich in
einem Punkte schneiden. Zwei #hnliche Kegelschnitte sind jedenfalls &hn-
lich gelegen, wenn jede Achse des einen der entsprechenden des andern
parallel ist.

b) Zwei Hyperbeln, von deren Asymptoten diejenigen der einen denen
der andern parallel sind, sind entweder &hnlich und &hnlich gelegen, oder
es stehen die reellen und imaginiren Durchmesser beider Hyperbeln im
umgekehrtem Verh¥ltnisse zu einander. Wir wollen zwei Hyperbela bei
letzter Gestalt und Lage der Kiirze willen supplementire Hyperbeln
nennen.

oI

Im Allgemeinen haben zwei in einer Ebene gelegene Kegelschnitte 4
Punkte mit einander gemein, die jedoch auch paarweise zusammenfallen
oder imagindr sein k&nnen, oder auch zum Theile im Unendlichen liegen
kénnen.
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Iv.

Lehrsatz: Zwei éhnlicke und in einer Ebene &hnlich gelegene Ke-
gelschnitte, oder zwei supplementire Hyperbeln schneiden einander ent-
weder in zwei Punkten, oder in gar keinem.

Beweis: Die Gleichung eines Kegelschnittes zwischen rechtwinkligen
Coordinaten kann stets anf die Form

axt+ byt tcxtdyte=0 )
gebracht werden, wobei seine Achsen den Coordinatenachsen parallel sind,

und ihrer Grisse nach in dem Verhiltnisse l/% :I/% zu einander stehen.

Ein diesem #hnlicher Kegelschnitt muss dasselbe Verh#ltniss der Achsen
haben, und soll er in derselben Ebene mit jenem #hnlich gelegen sein, so
muss er sich nach IIL a) ausdriicken lassen durch eine Gleichung von der
Form

e+ b+ frtgy+k=0.

" Subtrahirt man die eine Gleichung von der andern, so erhiilt man die
Gleichung einer Geraden, da die zweiten Potenzen von 2 und y sich gegen-
seitig haben. Diese Gerade muss aber durch dieselben Punkte gehen, in
-welchen beide Kegelschnitte efnander schneiden, und somit haben (I. a)
beide Kegelsehnitte entweder zwei Punkte oder gar keinen gemein.

Weil obige Gleichungen auch supplementére Hyperbeln ausdriicken
koénnen, so ist hiermit der Satz vollkommen bewiesen.

. 2

Lehrsatz: Liegen die 4 Durchschnittspunkte sweier Kegelschnitte
in einem Kreise, so sind die Achsen des einen denen des andern parallel.

Beweis: Die Gleichungen beider Kegelschnitte fiir rechtwinklige Co-
ordinaten seien
a*+by'+cry+dx+fy+9=0,
and '

dz b+ czyt+dc+fy+g=0.

Sollen die Durchschnittspunkte beider in einem Kreise liegen, so muss
man durch Combination der Gleichungen beider die Gleichung eines Kreises
erhalten konnen. Da eine solche Gleichung zweiten Grades sein muss, so
kann diese Combination nur in einer Addition (oder Subtraction) beider
Gleichungen bestehen, nachdem zuvor die eine mit einer leicht zu bestim-
menden Grésse z multiplicirt worden ist. Durch eine derartige Combination
erhiilt man
(a24+0) 2 4 (b2+b) g+ (c2+¢) 2y + (dzh-d) 2+ (fz4[)y +92+g=0.
Soll dies die Gleichnng eines Kreises sein, so miissen die Coefficienten von
z* und g* einander gleich, der von 2y aber == 0 sein, daher

a) az+ad=bz+4 b,

b) ez4c=0.

11*
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Aus den ersten beiden Gleichungen bestimmt sich die Grésse z. Die
zweite spricht die Bedingung aus, welche betreffs der Gleichungen beider
Kegelschnitte erfiillt sein muss. Diese Bedingung ist aber, dass fir c==0
auch ¢'=0 sein muss. Sind daber die Achsen des einen Kegelschnittes den
Coordinatenachsen parallel, so sind es auch die des andern. Die Achsen
eines Kegelschnittes sind daher in der That denen des andern parallel,
wenn ihre 4 Durchschnittspunkte in einem Kreise liegen.

Zusats. Weil die Gleichung a) stets erftillt werden kann, wenn man
¢==0 und ¢’=0 setzt, so gilt dieser Satz auch umgekehrt: 8ind die Achsen
eines Kegelschnittes denen eines andern parallel, so liegen ihre 4 Durch-
schnittspunkte in einem Kreise. )

VL

a) Eine Fliche zweiter Ordoung wird von einer Geraden entweder in
swei Punkten, oder in gar keinem getroffen. Jene zwei Punkte kdnnen
wiederum zusammenfallen oder es kann der eine oder beide im Unendli-
chen gelegen sein.

b) Fir ein System parilleler Sehnen ‘einer Fliche aweiter Ordnung
- giebt es immer eine Ebene, welche jene Sehnen simmtlich halbirt. Man
nennt eine solche Ebene eine Diametralebene der Fliche.

¢) Alle Diametralebenen schneiden sich entweder in einem Punkte,
oder in einer Geraden, oder sie smd einer Gemden oder einer Ebene pa-
rallel.

Scheiden sich die Diametralebenen in einem Punkte, so ist die Fliiche
entweder ein Ellipsoid, oder eins der beiden Hyperboloide, oder ein Kegel.
Dieser Punkt wird dann der Mittelpunkt der Fliche genannt, und er
besitzt die Eigenschaft, dass alle durch ihn gelegten Sehnen in ihm halbirt
werden.

Schneiden sich die Diametralebenen in einer Geraden, so ist die Fliche
entweder ein elliptischer oder hyperbolischer Cylinder, und die Gerade
heisst die Achse des Cylinders. Man sieht aber sofort, dass alle mit die-
ser Achse parallelen Geraden gleichfalls als Sehnen der Fliche betrachtet
werden kénnen aber als nach beiden Seiten hin unendlich grosse, und dass
somit jeder Punkt einer solchen Ebene als Halbirungspunkt angesehen wer-
den darf. Man kann daher einen beliebigen Punkt in der Achse eines
solchen Cylinders als Mittelpunkt desselben betrachten, nnd demaach den
elliptischen und hyperbolischen Cylinder den vorhin genannten Mittel-
punktsflichen beizkhlen.

Sind die Diametralebenen sémmtlich einer Geraden parallel, so ist die
Fliche ein elliptisches oder ein hyperbolisches Paraboloid. Der gemein-
same Durchschnittspunkt jener Ebenen liegt alsdann in der Richtung die-
ser Geraden im Unendlichen, und es lassen sich somit die béiden Parébo-
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loide als solche Flichen zweiter Ordnung betrachten, deren Mittelpunkt im
Unendlichen liegt. .

" 8ind endlich sémmtliche Diametralebenen einer und derselben Ebene
parallel, wie es bei dem parabolischen Cylinder der Fall ist, so ist die im
Unendlichen gelegene und mit den Seiten des Cylinders parallele Gerade,
in welcher man annehmen kann, dass s&mmtliche Diametralebenen einan-
der scheiden, als Achse des Cylinders, und wiederum, wie bei dem ellipti-
schen und hyperbolischen Cylinder, ein beliebiger Punkt dieser Achse alg
Mittelpunkt zu betrachten. Der parabolische Cylinder ist somit gleichfalls
als eine Fliche anzusehen, deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt.

Die Flichen zweiter Ordnung lassen sich somit in swei Gruppen tren-
nen. Zur einen nkmlich gehtren diejenigen, deren Mittelpunkt im End-
lichen liegt und entweder ein bestimmter Punkt oder ein beliebiger Punkt
in einer bestimmten Geraden ist, zur andern diéjenigen, deren Mittelpunkt
im Unendlichen liegt.

VIL

a) Fir eine jede Fliche zweiter Ordnung giebt es wenigstens drei in
" jhrem Mittelpunkte sich rechtwinklig schneidende Diametralebenen, gegen
welche die Fliche symmetrisch liegt und welche die Hauptebenen der
Flache genannt werden mdgen. Bei einer Fliche, deren Mittelpunkt im
Unendlichen liegt, ist anch eine dieser Hauptebenen im Unendliechen gele-
gen. Bei einer Rotationsfiiche kann jede dureh die Rotationsachse: gelogte
Ebene als eine Hauptebene betrachtet werden.

) Die drei Geraden, in welchen die drei Hauptebenen einander recht-
winklig schneiden, werden die Achsen der Fliche genannt. Bei einer
Fliche, deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt, sind auch zwei Achsen im
Unendlichen gelegen. Es ktnnen somit dieselben als einachsige, die
tibrigen als dreiachsige Flichen bezeichnet werden.

VIIIL.

a) Eine Fliiche zweiter Ordnung wird von swei parallelen Ebenen
entweder in &hnlichen und #hnlich gelegenen Kegelschnitten oder in supp-
lementiren Hyperbeln geschnitten. Der letzte Fall kann nur bei dem hy-
perbolischen Hyperboloid und dem hyperbolischen Paraboloid stattfinden.
Bei allen tbrigen Flichen tritt immer der erste ¥all ein. Doch ist zu be-
merken, dass ein System von zwei einander schneidenden Geraden hierbei
als eine Hyperbel anzusehen ist, welche mit ihren Asymptoten zusammenfilit.

b) Ein elliptisches Hyperboloid und ein hyperbolisches, welche dem-
selben Asymptotenkegel zugehren, werden von einer Ebene stets in #bn-
lichen und #hnlich gelegenen Kegelschnitten, oder in supplementiren Hy-
perbeln geschritten. Dasselbe findet statt in Bezug auf jedes der beiden
Hyperboloide und dem sugehorigen Asymptotenkegel.
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IX.

Fiir eine jede Fliche zweiter Ordnung gigbt es zwei Systeme paralle-
ler Ebenen, von denen jede die Fliche entweder in einem Kreise, der aunch
imaginir sein kann, oder in einer einzigen Geraden schneidet. Der.erste
Fall findet statt bei dem Ellipsoide, den beiden Hyperboloiden, dem Kegel,
dem elliptischen Paraboloid und dem elliptischen Cylinder; der zweite Fall
tritt bei dem hyperbolischen Paraboloid und dem hyperbelischen Cylm.ﬂer
ein. Diese beiden Ebenensysteme kinnen auch unter sich parallel sein,
und somit in ein einziges zusammenfallen, wie dies bei den Rotationsflichen
und dem parabolischen Cylinder der Fall ist. Im Folgenden migen num
diese Systeme paralleler Ebenen die Kreisschnitte einer Fliche zwei-
ter Ordnung heissen, auch wenn sie die Fliche nicht in Kreisen, sondern
in Geraden schneiden.

X.

Bei dem Ellipsoid, dem hyperbolischen Hyperboloid und dem ellipti-
schen Cylinder kann man durch den Mittelpunkt der Fliéche zwei Ebenen
legen, welche dieselbe in reellen Kreisen schneiden. Diese awei Kreise
sind congruent, und fallen mit ihrem ‘Mittelpunkte in den der Fldche. Eine
jede andere durch den Mittelpunkt einer solchen Fliche gelegte Ebene wird
dieselbe in einer Curve X schneiden, deren Mittelpunkt gleichfalls mit dem
der Fliche, also auch mit dem der beiden Kreise zusammenfillt, und welehe
daher mit jedem der beiden Kreise einen Durchmesser gemein hat. Da
diese Durchmesser wegen der Congruenz der beiden Kreise gleich gross
sind, so sind durch sie die Richtungen der Aehsen der Curve K unzweideu-
tig bestimmt (I. ¢). Hieraus folgt also der Satz:

Wird eine der vorhin genannten Fliéchen von einer Ebene geschnitten,
so sind die Richtungen der Achsen des Schnittes durch die Lage seiner
Ebene gegen die Kreisschnitte der Fliche vollkommen bestimmt.

Dieser Satz gilt auch fiir den hyperbolischen Cylinder, bei welchem
unter den durch seinen Mittelpunkt gehenden Kreisschnitten seine Asymp-
totenebenen zu verstehen sind. Die beiden Geraden, in welchen diese Ebe-
nen von éinander geschnitten werden, sind néimlich die Asymptoten;der
Hyperbel, in welchen die letztere Ebene den Cylinder schneidet. Die
Achsen einer Hyperbel halbiren aber die Winkel, welche ihre Asymptoten
mit einander bilden. Somit ist der obige Satz in der That auch fiir den
hyperbolischen Cylinder bewiesen. :

XI.

a) Weil zwei parallele Ebenen eine Fliche zweiter Ordnung in #huli-
chen und ibnlich gelegenen Kegelschnitten oder in supplementéiren Hyper-
beln schneiden (VIIL. a), die Achsen des einen zweier solcher Kegelschnitte
aber immer denen des andern parallel sind, so schliessen wir, mit Bezug-
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nahme auf den vorigen Paragraphen, dass, wenn eine der Fldchen, die in
diesem Paragraphen genannt sind, von eirer beliebigen Ebene geschnit-
ten wird, die Richtungen der Achsen des Schnittes durch die Lage seiner
Ebene gegen die Kreisschnitte der Fliiche unzweideutig bestimmt sind.

b) Wegen VIIL. b) gilt aber dieser Satz auch von dem Kegel und dem
elliptischen Hyperboloid, also von allen dreichsigen oder solchen Fliichen,
deren Mittelpunkt im Endlichen liegt.

XIIL.

Da ferner einachsige Flichen als solche zu betraohten sind, deren
Mittelpunkt im Unendlichen liegt, so gilt.der letzte fiir die dreiachsigen
Flachen aufgestellto Satz allgemein fiir alle Flichen - zweiter Ordoung.
Wird also eine Fliche zweiter Ordnung von einer beliebi-
gen Ebene geschnitten, so sind die Richtungen der Achsen
dieses Schnittes durch die Lage seiner Ebene gegen'die
Kreisschnitte der Fliche unzweideutig bestimmt.

XIIL.

Sind demnach die Kreisschnitte einer Fliche zweiter Ordnung mit
denen einer andern solchen Fliche parallel, und werden beide Flichen von
einer Ebene in den Curven p und ¢ geschnitten, so sind die Achsen von p
denen von ¢ parallel. Die vier Durchsehnittspunkte beider Curven liegen
somit nach V. in einem Kreise.

XIV.

Lehrsatz. Die Durchschuittscurve zweier Flichen zweiter Ordnung
kann von einer Ebene hichstens in 4, von einer dritten Fliche sweiter Qrd-
nung bdchstens in 8 Punkten geschnitten werden.. Hat eine solche Curve
mehr als 4 Punkte mit einer Ebene, oder mehr als 8 mit einer Fliche gwei-
ter Ordnung gemein, so fillt sie ganz in die Ebene oder in die Fléche.

Beweis. Eliminirt man aus den allgemeinen Gleichungen zweier
Flichen zweiter Ordnung und einer Ebene zweiter Coordinaten, so erhilt
man fir die dritte (im Allgemeinen) eine Gleichung vierten Grades; ebenso
erh#lt man fiir die dritte Coordinate eine Gleichung achten Grades, wenn
man aus den allgemeinen Gleichungen dreier Flichen zweiter Ordnung
gwei der Coordinaten eliminirt. Hieraus ergiebt sich aber ohne Weiteres
der zu beweisende Satz. :

XV.

Ist die Durchschnittscurve PQ zweier Flichen zweiter Ordnung P und
0 von doppelter Kriimmung, so kann man durch dieselbe immer eine Ebene
legen, welche sie in 4 reellen Punkten 4, B, C, D schneidet. Durch zwei
dieser Punkte, 4 und B, wird man ferner eine zweite Ebene legen kinaen,
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welche die Curve in zwei anderweitigen reellen Punkten E und F schnei-
det. Da von diesen 6 Punkten keine 3 in einer Geraden (V1. a) und keine
5 in einer Ebene (XIV.) gelegen sein kénnen, so giebt es unter ihnen kei-
nen, welcher mit B, C, E in einer Ebene gelegen sein kionnte, weil sonst,
wie man sich leicht itberzengen kann, alle 6 Punkte in dieser Ebene liegen
mfiissten. Eine durch B, C, E gelegte Ebene wird somit die Curve noch in
einem neuen Punkte G schneiden. Ebenso wird eine durch B, C, F zu le-
gende Ebene die Curve PQ in einem unter den iibrigen 4 Punkten noch
nicht vorhandenen Punkte H schneiden miissen, weil keiner dieser Punkte
in der Ebene BC F-enthalten sein kann, wenn sie nicht alle in' dieser Ebene
liegen. Schliesslich erhdlt man noch einen neunten Punkt J der Curve,
wenn man durch 4, C, E eine Ebene legt. Es leuchtet ein, dass die Will-
kiir, welche binsichtlich der Lage der beiden Ebenen 4BCD und 4 BEF
stattfindet, 8s immer mdglich macht, diese Ebenen so zu legen, dass keine
zwei der neun Punkte zusammenfallen, in welchem Falle indessen ein sol-
cher Punkt immer als ein doppelter zu betrachten wire. 'Von den.neun
Punkten liegen nun nach dem Vorhergehenden folgende 5 Systeme in einer
Ebene:
1) 4,B,C,D; 2) A,B,EF; 3) B,C,E,G; 4) B,C,F,H; 5) 4,C,E,F.
. Jede der 5 Ebenen schneidet aber die beiden Flichen £ und @ in zwei Ke-
gelschnitten p und ¢, und die 4 Punkte welche diese Ebene mit der Curve
PQ gemein hat, sind nattirlich die Durchsehnittspunkte der Kegelschnitte p
und ¢. Sind daher die Kreisschnitte von P denen von ( parallel, und folg-
lich nach XIII. die Achsen von p parallel denen von g, so liegen die Durch-
schnittspunkte von p und ¢ nach V. in einem Kreise. Somit liegen in die-
sem Falle von den obigen 9 Punkten je 4 in einer Ebene gelegene in einem
Kreise. Der Kreis 48 CD hat aber mit dem Kreise 4 B K F die Sehne 4 B
gemein, woraus folgt, dass sich durch beide Kreise eine Kugel legen lisst.
Diese Kugel hat mit den Kreisen BCEG, BCFH, ACEJ respective die
Punkte B,C, E; B, C, F; 4,C, E gemein, und es miissen demmach auch die
Punkte G, A, J auf ihr gelegen sein. Demgemiss liegen aber alle 9 Punkte
auf dieser Kugel. Da nun die Durchschnittscurve P zweier Flichen zwei-
ter Ordnung mit einer dritten Fliche zweiter Ordnung, und folglich aweh
mit einer Kugel nach XIV. nur 8 Punkte gemein haben kann, wenn sie
nieht ganz in die Fliche fillt, so folgt, dass die Curve PQ ganz auf jener
Kugel gelegen sein muss. Hiernach haben wir folgenden Satz:
Sind die Kreisschnitte einer Fliche zweiter Ordnung de-
nen einer andern solchen Fliche parallel, so ist der Durch-
schnitt beider eine sphéirische Curve.

XVL

Der letzte Satz gilt auch umgekehrt: Ist der Durchschnitt zwejer Fli-
ehen zweiter Ordnung eine sphirische Curve doppelter Kriimmung, so sind



Von Dr. phil. H. ScHENHERR. 161

oo

die Kreissehnitte der einen denen der andern parallel. Denn schneidet man
die Durchschnittscurve PQ beider Flichen P und Q durch eine BEbene K, so
liegen die 4 Durchschnittspunkte in einem Kreise, weil sie Punkte auf einer
Kugel sind. Da aber diese 4 Punkte zugleich Durchschnittspunkte der
Curven p und ¢ sind, in welchen P und 0 von einer Ebene E geschnitten
Wwerden, so sind die Achsen von p denen von ¢ parallel (V.). Es werden
daher beide Flichen von jeder beliebigen Ebene in swei Curven geschnit-
ten, von deren Achsen die der einen denen der Andern parallel sind. Die
Richtungen dieser-Achsen sind aber allein abhiingig von der Lage ihrer
Ebene zu den Kreisschnitten der Flichen P und 0 (XII.), und es ergiebt
sich hieraus sehr leicht, dass die Kreisschnitte der einen Kliiche denen der
andern parallel sein miizsen.

XVIL

Die Verbindung der beiden letzten Sitze giebt somit den Satz:

Der Durchschnitt zweier Flidchen zweiter Ordnung ist
immer und nur dann eine sphiirische Curve, wenn die-Kreis-
schnitte der einen denen der andern parallel sind.

XVIIL.

Folgerungen. 1) Weil bei den Rotationsflichen und dem parabo-
lischen Cylinder jene zwei Systeme paraller Ebenen, welche mit dem Na~
men der Kreisschnitte bezeichnet worden sind, unter sich parallel sind, und
somit in eins zusammenfallen, so folgt, dass solche Flichen sich nur gegen-
seitig in sphirischen Curven scheiden kénnen. Ist daher der Durchschnitt
einer Rotationsfliche zweiter Ordnung mit einer andern Fli#che zweiter
Ordnung eine sphiirische Curve, so ist letztere entweder gleichfalls eine
Rotationsfliche, oder ein parabolischer Cylinder.

2) Durch zwei Kreise, weleche man als Schnitte zweier nicht paralleler
Ebenen mit einer Fliche zweiter Ordnung erhalten kann, l4sst sich immer -
eine Kugel legen. Denn ein System von zwei solchen Ebenen lisst sich
auch als eine Fliche zweiter Ordnung betrachten, deren Kreisschnitte der
obigen Erklérang zufolge ihnen selbst parallel sind. Hieraus folgt aber
ohne Weiteres, dass die beiden Kreise, in welchem sie die Fliéche schnei-
den, eine sph¥rische Curve sein mtissen. — Bei einer Rotationsfliche kann
man natiirlich durch je zwei in ihr gelegene Kreise eine Kugel legen. -

3) Besteht der Durchschnitt zweier Flichen zweiter Ordnung, von de-
ren Kreisschpitten die der einen denen der andern parallel sind, aus zwei
Thefler p and ¢, und ist bekannt, dass der eine dieser Theile, 3. B. p, ein
Kreis ist,” so ist der andere ¢ auch ein Kreis. Denn gesetst, ¢ sei kein
Kreis, und A sei ein nicht in p gelegener Punkt in ¢, so kann man durch 4
immer eine Ebene legen, welche die eine beider Flichen in einem Kreise
q schneidet, der mit p eine sphiirische Curve bildet. Hiernach kann man
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sowoh! durch p und g, als auch darch p und ¢’ eine Kugel legen, und beide
Kugeln haben den Kreis p und den Punkt 4 gemein, kénaen also nicht von
einander verschieden sein. Somit kénnen aber anch ¢ und ¢ nicht ver-
schieden sein, weil die Kugel p 4 mit beiden Flichen denselben Durch-
schnitt haben muss.

4) Weil zwei Kugelkreise immer eine gemeinachaftliche Chordale hat
ben, welche die Durchschnittslinie ihrer Ebenen ist, so folgt aus 2) feraer,
dass anch zwei nicht parallele in einer Fliche zweiter Ordnung gelegene
Kreise den Durchschnitt ihrer Ebenen zur gemeinsamen Chordale haben.

XIX.

Die allgemeinste Gleichung einer Fliche zweiter Ordaung fiir recht-

winklige Coordinaten ist bekanntlich von der Form
F) ax?+by+ce+fyz+gzzthazy+tict+my+nz4s=0.

Die Lage der Fliche gegen das Coordinatengystem ist hierbei voll-
kommen willkiirlich; sie wird es daher auch gegen cine Kugel sein, .deren
Mittelpunkt der Coordinatenanfang ist. Bezeichnet man gber den Halb-
messer dieser Kugel durch r, 8o ist deren Gleichung in Bezug auf dasselbe
Coordinatensystem

S) B2t Prr=r
und die Gleichungen F) und S) driicken somit in ihrer Verbindung alle
Curven aus, in denen eine Fliche zweiter Ordnung von einer Kugel ge-
schnitten werden kann.

Indem man nun aus den Gleichungen F) und S) eine der Variabeln
x, ¥, z eliminirt, erhilt man zwischen den beiden andern im Allgemeinen
eine Gleichnng 4ten Grades, und die rechtwinklige Projection des Dureh-
schnittes beider Flichen auf eine beliebige Ebene ist somit im Allgemeinen
eine Curve vierter Ordnung. Allein bei gewissen Lagen der Fliche gegen
die Kugel kann es auch vorkommen, dass die rechtwinklige Projection des
- Durchschnitts beider auf eine durch den Mittelpunkt der letzteren zu le-
gende Ebene K und somit auf jede mit dieser parallele Ebene eine Curve
gweiter Ordnung ist, und somit jener Durchschnitt auch als Schnitt eines
Cylinders zweiter Ordnung mit der Kugel oder Fliche erhalten werdea
kaan.

Um nun zu ermitteln, unter welchen Umstéinden dieser Fall eintritt,
nehmen wir die Ebene £ zur xy-Ebene unseres Coordinatensystems, und
lassen seinen Anfang nach wie vor den Mittelpunkt der Kugel sein. Hier-
durch erleidet die Gleichung S der Kugel keine Verinderung, wihrend die
Bedingung, welche betreffs der Gleichung F erfiillt sein muss, offenbar die
ist, dass in ibr z nur in der zweiten Potenz vorkomme, damit durch Elimi-
nation von z aus beiden Gleichungen die resultirende Gleichung swischen
z und y wieder vom zweiten Grade sei, Die geometrische Bedentung die-
ser Bedingung ist aber, dass die Fliche gegen die Ebene £ symmetrisch
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gelegen, also diese Ebene eine Hauptebene (VIL.) der Fliche sein muss.
Hiernach haben wir den Satz:

Der Durchschnitt zweier Fléichen zwenter Ordnung mit
einer Kugel kann nnr dann und dann immer als Schnitt
eines Cylinders zweiter Ordnung mit der Kugel erhalten
werden, wenn eine Hauptebene der Fliche durch den Mit-
telpunkt der Kugel geht.

XX.

a) Bei einer Rotationsfliche kann ausser der durch ihren Mittelpunkt
gehenden, auf der Rotationsachse senkrechten Ebene noch jede durch die
Rotationsachse selbst zu legende Ebene als Hauptebene betrachtet werden.
Unter diesen Ebenen giebt es daher bei jeder Lage der Fliche gegen die
Kugel stets wenigstens eine, welche durch den Mittelpunkt der Kugel geht.
Hieraus folgt aber, dass der Schnitt einer Rotationsfliche zweiter Ordnung
mit einer Kugel stets auch als Schnitt eines Cylinders zweiter Ordnung mit
dieser Kugel erhalten werden kann.

b) Da ferner nach XVIIL. 1) eine Rotationsfliiche zweiter Ordnung nur
von einer andern Rotationsfliche eder von einem parabolischen Cylinder
in einer. sphirischen Curve geschnitten werden kann, so folgt, dass der Cy-
linder zweiter Ordnung, welcher sich durch den Schnitt einer Kugel mit
einer Rotationsfliche zweiter Ordnung legen l4sst, nur ein Rotations- oder
parabolischer Cylinder sein kann.

XXI.

Werden zwei Fliichen zweiter Ordnung F und G von jeder dreier nicht
paralleler Ebenen in zwei #hnlichen und #bnlich gelegenen Curven oder in
supplementiren Hyperbeln geschnitten, so werden sie auch von jeder andern
Ebene in zwei solchen Curven fund g geschnitten. Da nun zwei derartige
Curven, weil sie Kegelschnitte sind nach IV., nur zwei Punkte mit einan--
der gemein haben kdnnen wenn sie nicht ganz zusammenfallen, diese
Punkte aber zugleich diejenigen sind, in welchen der Durchschnitt FG der
beiden Flichen F und G von der Ebene fg geschnitten wird, so folgt, dass
bei solcher Gestalt und Lage der Flichen F und & ihr Durchschnitt FG von
einer Ebene nur in zwei Punkten geschnitten werden kann, wenn er nicht
ganz in dieser Ebene zu liegen kommt. Es ist daher dieser Durchschnitt
FG eine ebene Curve.

Zwei Kreise sind in einer Ebene stets #hnlich und #hnlich gelegen.
Sind daher die Kreisschnitte einer Fldche zweiter Ordnung denen einer an-
dern parallel und werden sie von einer mit den Kreisschnitten nicht pa-
rallelen Ebene in iihnlichen und #hnlich gelegenen Curven oder in supple-
mentdren Hyperbeln geschnitten, so ist lhl‘ Durchschnitt selbst eine ebene
Curve.
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Demnach schneiden sich ¥hnliche und &Zhnlich gelegene Flichen zwei-
ter Ordnung immer in einer ebenen Curve. Ebenso wird ein elliptisches
Hyperboloid von einem hyperbolischen, wenn die Asymptotenkegel beider
congruent sind und durch parallele Verschiebung zur Deckung gebracht
werden kdnnen, sowie jedes dieser beiden Hyperboloide von einem Kegel,
der seinem Asymptotenkegel congruent und mit ihm &hnlich gelegen ist, in
einer ebenen Curve geschnitten.

Anmerkung. Da man die Ebene als eine Kugel betrachten kann,
deren Mittelpunkt im Unendlichen liegt, so widerspricht dieser Satz darch-
aus nicht dem obigen, nach welchem der Durchschnitt zweier solcher Fli-
chen eine sphiirische Curve sein miisste.

VIII. .
Bestimmung der Trigheitsmomente, namentlich fir schiefe
Prismen und Pyramiden.

Von Dr. EpuarRp ZETZSCHE,
Lehrer an der k. Gewerbschule zu Chemnitsz.

1 Triigheitsmoment.

Um einem materiellen Punkte von der Masse m die Beschleunigung p
zu ertheilen, bedarf es der Kraft P—=mp. Bezeichnen wir bei der Dreh-
bewegung um eine feste Achse die Beschleunigung eines Punktes in der
Entfernung 1 von der Drehachse als Winkelbeschleunigung mit %,
so ist, wenn der materielle Punkt um r von der Drehachse absteht, dessen
Beschleunigung p==#kr, also die Kraft P==mkr, und wenn dieselbe an
dem Hebelsarme ¢ wirkt, muss ihr Moment fiir die Drebung P.p == mkr.r
=mkr* sein. Ebenso miisste fiir ein System materieller Punkte

Po=Z2(mkr*) = kZ(mr*),
und fiir eine im Raume stetig vertheilte Masse

Pg:-_-kfr'ddl

sein, worin d M das Differential der Masse bedeutet. Dieser Ausdruck er-
hilt eine mit P = mp iibereinstimmende Form, sobald man

Jﬁam:ew
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Betst, wobei M eine Masse im Abstande ¢ von der Drehachse; denn dann

wiire P.o==M.k¢.¢. Am einfachsten gestaltot es sich, wenn man g==1

- und die ftir diesen Fall nbth.ige Masse = T setzt; danun ist:

1) =fi’d”
und T ist dss als Maas fiir die Behmnng zu henutzende Trigheits- oder
Massenmoment; dasselbe ist mithin nichts Anderes, als die anf Ent-

fernung 1 von der Drehachse reducirte Masse des Systems materieller
Punkte. . ]

IL Allgemeine Formeln.

Ist p die Masse im Volumen 1 und fiir rechtwinklige Coordinaten d ¥,
= dx dy dz das Volumendifferential, so ist

2) _‘/ffr’pdzdydz—fr’pdl’

Sechliesst nun die Drehachse mit den Coordinatenachsen die Winkel a, By
ein, so ist ‘

=2z +y’+z’—(zcosa+yco:ﬁ+z cosy)t %)
und

3) T=:in’ufz’pd7+:in’ﬂfy’pd7+xh‘y./;’pdV

—2 (cos ] co:yﬁzp dV+4cosa cosyf;zp dV+4cosacosf fzyp dV)-
Wihlt man die Drebachse als Achse der z, so wird a = = 90° und y=0,
folglich:

4) T::ﬁ:r‘-i-y’)pdlf._f‘/:/.(c'-l-y')pdzdydz

Fiir ein gemischtes Coordinatensystem endlich, nimlich fir z==r sinw und
y=rcosmw,ist dV=rdwdrd: zu setzen und

5) . T:—:.J[ r*udwdradz.

In XI., €) und XII., C) kommen wir nochmals darauf suriick. Die allge-
meinen Formeln fiir ein anderes Coordinatensystem folgen spiter in VIIL. D),
IX. D) und X.

Bei homogenen Korpern ist die Dichte iiberall gleich gross, mithin g
constant und kann vor das Integralzeichen gesetzt werden.

L Reduction der ;l'righoitunomonto.
Aus dem Trigheitsmomente 7, fiir eine Drehachse parallel zur Achse
der z lisst sich bekanntlieh das Trigheitsmoment T, flir eine sur ersten pa-

rallelen Achse finden nach der Formel
6) T,=T,+23H§+a’ﬂf,

*) Vergl. Lehrbuch der analytischen Mechanik von Duham el, deutsch
gegeben von 8chlémilch, 2. Aufl,, II. Bd., 8. 111.
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worin d die Entfernung der beiden Achsen, § die Entfernung des Schwer-
punktes des Systems von der ersten Achse, gemessen in Richtung der Nor-
malen zu den beiden Achsen, und M die gesammte Masse des Systerns be- -
deutet.
Geht aber die erste Achse durch den Schwerpunkt des Systems, so
wird £ =0, und sétzen wir in diesem Falle 7" anstatt T,, so wird
7) T, =T+ H, '
also T, >T. .
Dieselbe Formel muss aber auch gelten, wenn die erste Achse zwar
nicht durch den S8chwerpunkt geht, wohl aber der Schwerpunkt in der
Ebene liegt, welche durch die erste Achse sich normal zu der gemeinschaft-
lichen Normalen auf den beiden Achsen legen ldsst; denn auch in diesem
Falle ist £ =0. Der Beweis daftir l4sst sich auch aus ‘Formel 7) geben;
ist nimlich in Fig. 1, Taf. IIL, S der Schwerpunkt, DD//D,D,//D,D,, Ebene
ABC 4 auf der Ebene durch DD und D, D,, so ist
T,=T+ AC'-M=T+ (4B'+ BC") . M,
T,=T+BC .M
T,—=T,+ 4B'. M’

und bezeichnen wir der spitern Anwendung wegen 4 B mit y, so wird

8) L L,=T,+¢'M,
und es gilt diese Formel immer, wenn die Parallele DD durch den S8chwer-
punkt die Senkrechte BC auf 4 B schneidet.

Setzen wir BS=¢c¢und L BCS='L «, 80 wird BC= BS. sina und

9) T, =T+ (y*+ et sin'a) M,
worin y der Abstand eines Punktes in D, D, von der Schwerebene BSC und
¢ der Abstand des Perpendikelfusspunktes B vom Schwerpunkt S ist, sowie
a der Neigungswinkel von B S gegen DD, welche parallel D, D, genommen
werden muss.

Legt man durch denselben Punkt 0 zwei Paare rechtwinkliger Coor-
dinatenachsen XXund Y¥, V7 und UU (s. Taf, 1, Fig. 2), so ist:
HO'=0N'+ NN =00+ 0N,

P =a + P = 4+ u;
folglich ist auch: . '

Jr'pdV:J:t’p.dV—f-‘/;’pdV: u’de+‘/;'pdV,
oder: :

10) I,=T,+4+ Ty="T,+ T..
Ferper ist u==MQ=ML — LQ="ycosa —z sina, wenn L V0X=a
ist, somit auch:

‘/::'pdV=sx‘n'afz’pdV-l-cos’ufy‘pdV—zﬁnucoxufxypdV;

ist aber der Korper symmetrisch beziiglich der Ebeneder xz, 80 giebt



~Von Dr. EDUARD ZETZSCHE. 167

es zu jedem +y ein gleichgrosses —y; desshalb ist dann ‘/:ryp dV..—_.LO‘) und
11) T, = sin' aT,-{-co:’uT,.
In dem Nachfolgenden sollen nun die Triigheitsmomente fiir versclne-
dene homogene Korper als einfache Integrale dargestellt werden, und am
Schlusse nicht homogene Kiorper eine kurze Beriicksichtigung finden.

IV. Trigheitsmoment bei gleicher Entfernung aller Massentheilchen von
der Drehachse.

Die Formel T, == ' M giebt das Trdgheitsmoment nicht allein fiir
einen materisllen Punkt (1.), sondern ebenso auch fiir eine Masse, welche
auf einem geraden Cylindermantel vertheilt ist, sobald die Drehachse
mit der geometrischen Achse der Cylinderfliche zusammenfillt; ferner auch
fiir eine Masse, welche in einer Linie veitheilt ist, die sich auf der Cylinder-
fliche beschreiben lisst, wie z. B. in einer Kreislinie, einer Schrau-
benlinie, u.s. w.

V. Trigheitsmoment ebener Linien fiir eine Achse in ihrer Ebene.

1) Fir eine Gerade 4B (s. Taf. III, Fig. 3) beztiglich einer Achse
DD durch deren Schwerpunkt S. Bezeichnen wir den Querschnitt der Linie

mit £, die Lénge 4B mit I, also SA=SB=—;—, SP mit «, L ASN mit @, den
Abstand NP des Punktes P von der Drehachse DD mit r» und endlich 4 C
=EI sina mit a, 8o ist:

dV=fdz; r=g=sina,
folglich M =1uf und

+3l .
T=fpsin'a.fz’d.r=§(;—)fpsin’a,
—31
12) T= 4 M(lsine) =} Md*

Ist a =0, 80 ist T==0. Ist a==90" s0 ist
(12) T= ;M(i)'

und nach 7) fir eine Achse durch einen Endpunkt der Linie
T,= T+( )M Me.

2) Fiir eine Gerade 4B (s. Taf. III, Fig. 3) beziiglich einer Achse
D, D, welche um SL =y von dem Schwerpunkte S der Geraden absteht,
wenn die Parallele DD zur Drehachse mit der Geraden den L ASN=—=«
einschliesst, ist nach 7) <

13) =T+ My’_}M( ! sma) + My =M (o + ).

*) Sofern 4 dem nicht widerstreitet; ist 4 unabhingig von y, so ist das Integral
sicher — 0.
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3) Fir einen Kreisbogen LN (s. Taf. ITI, Fig. 4) bestiglich eines
Durchmessers als Drehachse. Ist der Halbmesser CD =R, die erste und
letzte Abscisse des Bogens C4 ==z, und C B = z,, die Coordinaten des Bo-
genelementes P==ds aber CQ0 =z und DP=r, so lautet die Gleichung

des Bogens: R*=2* 4 r* oder r=})/R* — z* und es ist

dr zdz
YTy = |
sowie ' ' 4
—_— dr\? R
dM=pdV=ypfds= d24+drrt=ufdz}]/ 1 (—)= dz ——
=pdV=pfds=pfydz + nfdzl/ 1+ z rf T
T,-—fr’dM:;c/'R R’ z dz
VE
Bezeichnen wir nun L PCQ mit ¢, so ist z=Rcosqp; r= B'—.-z’=R:,in%
dz = — R sin ¢ d p; mithin
’ T @y ' coT
M=—ufR|dp=pufR(p,—g,)
Po
A2
- Ty=—ufR M'wdvi—#fR‘fnn'wdqr
Po Py
Bekanntlich ist aber, wenn m eine ganze, gerade Zaht ist,
14) sin"'q;dq::—co—:’ sin""w-{-m—;sin"—’qp-l-...
(m—1).(m—3).....3 ) (m—1). (m—3).....
"+(m—2).(m—.-4) ..... 29 + m(m—2).(m—4).. 4.2""
t J
2 ( (
. ' —1)(m—3).....3.1 =
15 f mpdp=—0 Rl
) : = —2) (n—4)....4.2" 2
und
T »
. —1) (m—3).....3.1
6 ‘/ = (m—1) (m 2
16) ; A ) (n—d).... 43"
~ Es ist demnach: - ,
T, =F,-R.(‘Po - co;(Po"'"G’o_% _‘70‘2‘?1 ”""Pn)
‘7) ;R’M {R.Mco-’%)“"?o—;“%m% ) ,
1

und fir den Quadranten, bei welchem ¢, = 0 und @, = ; ist,
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18) T,=LR'M.
4) Fiir eine Parabel, welche sich um die Parabelachse dreht, ist

dz r l/ t
rt=2pz; 2rdr=2pdsz, E—r=%’ ds=dz 1+(:——: =% ptridr

und
= fr';/ﬁ?ar—— 20/ FpiLas

—uf V2szP'+2p=JZ—PfP p+4 E 4z+p+2ﬂ £t )

In ganz #hnlicher Weise 14sst sxch auch das Trugheitsmoment fiir ebene
Linien bestimmen beztiglich einer Drehachse, welche gegen die Ebene der
Linie unter irgend einem Winkel geneigt ist. Auch Linien im Raume las-
sen sich #hnlich behandeln, nur ist fiir diese ds = ;/ dz* 4 dyt 4+ d2* und,
wenn die Drehachse mit der Achse der z zusammenfillt, r* = 2?4 ¢*.

VL Triigheitsmoment ebener Flichen.

Die Fliche habe die constante Dicke 8.
4) Die Drehachse liegt in der Ebene. Der Abstand eines
Fliichenelementes dz dr sei r, also das Massenelement A= pd dzdr und

®

T=p6‘/fr'dz dr.

* 1) Das Rechteck fiir eine Seite als Drehachse (s. Taf. III,
Fig. 5); sind die Seiten 2 und b 80 ist M==pdbh und

19) T,-._yéf‘/r'drdzﬁ}pébh' JHR.

Fiir eine Achse dnrch den Schwerpunkt parallel zu einer Seite ergiebt
sich daraus:

20) T=} MR — M(%X: S MR _

2) Das Dreieck.

a) Das rechtwinklige 4 BC (s. Taf. III, Fig. 6) fiir eine Kathete AC als
Drehachse; bezeichnen wir L B A C mit a, so ist die Gleichung der Geraden
AB, sofern man die z von 4 aus und die r, von DD aus zdhlt, r,=2z lana,
und wenn AC =g, CB ==h ist, so ist fiir den Punkt C auch A==g tan «a; fer-
ner ist M=} ud bk und

ztana

21) T, =p6./{:]‘r' dzdr=={qpdgtanta=Jeudgh* =3 MR
0

b) das beliebige Dreieck 4B & fiir eine Seite 4G als Drehachse;)ist

Zeitschrift f. Mathemalik u.Physik. V. 12
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BCL 4G, 4C=g,C6 =g, und CB="h, soist M= Lud(9+¢) A und
nach 21)

22) T, == yyud (9 + ) ¥ = § M,

¢) Das beliebige Dreieck 4BE (s. Taf. LI, Fig. 8) fiir eine Achse
durch seine Spitze A; es schneide die Seite B E die Achse DD in G, und es
sei AG=g, BC=h, EF =h,; dann'ist ¥ = {p&g (5 — A;) und nach 21):

23) T.=,',y6g(k'—h=)=,lm"' yu(h*+hh,+h 1),
Wiire £B // DD, so hitten wir A=A, und demnach

24) T =} M@3r)=} M.
Von der Richtigkeit dieser Formel kann man sich dadurch iiberzeugen, dass

man das Dreieck in Streifen parallel BE// DD zerlegt; die Linge eines
solchen Streifens sei z, seine Breite dr, sein Abstand von DD seir und end-

lich BE = b; dann ist — 3 —_% und

T,=ud zﬁdr=p6%‘/‘ﬂdr= tud % M= MA.
(] 0

Wire h, == — A, so wire die Achse eine Schwerlinie und

25) T=}3Mr

3) Kreisfliche fiir einen Durchmesser als Achse. Ist in
Fig. 4 wieder die Gleichung der Kreislinie R*==r*+4 2% L PCQ = ¢, sowie
CA=1z,, CB=1z, und der Abstand des Flichenelementes dx dz vom der
Drebachse —a, endlich r==})/R'— z*=Rsinp, z= Rcosg,. also dz
== — R singp d o, so ist fiir dle Fléche 4BLN:

Zy

. M=p6 rdz=p53’f8m’wd¢

£ T 3 "
T,:=pﬂ‘ffa"dzda‘=~}p6fr‘d:=—-}p63“/zn‘4pdq
%0 ) Po
%
J:in‘quqp

Py
=}MR ?

® ° '
j sintpdy
P
Mit Benutzung der Formeln 15) und 186) ergiebt sich hieraus:
fir den Quadranten bei z,==0 und z, =R
26) T,=} MR,
fir den Halbkreis und Kreis
27) T,=}MR.
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In Fig. 7 (Taf. IIT) ist fiir den Halbkreis tiber der Achse der y nach

26) und 27):
Ty==}MR* und T, ——*MR’

folglich nach 11) fiir die Achse D, D,, welche mit der Symmetneachae XX
den L « einschliesst:

28) T, = (sind + cos*a) } MR* = } MR, .
es ist ja das Moment der beiden-gleichen ung gleichliegenden Sectoren ABC
und EFC gleich gross. Ist nun S der Schwerpunkt des-Halbkreisgs, so ist

G8=CS. sina =53—f: sina und desshalb das Trigheitsmoment fiir die Achse
DD durch den Schwerpunkt : '

20) T=1,-— (%—-f:siuu M= §— oy sin® )mz")

Fiir einen ringférmigen Kreissector 4 BCE (s. Taf. ITI, Fig. 8),

in welchem FC=R, und FB=R ist, wiire d M == ud rdr do; ist nun
L PFG = w, 80 wiire

=p6f‘/;:‘irdm=}pJ(R'—Ro’)(m,—uo) | .

R,
o &% R o

-—J(rnnm)’dlu-_pfl/:/r sm'wdrdoo-—}pa(R‘ R, Jarfmdw

1

. '/sin’oda

— 2 oy -

=i (R,_l'__R,)M(l_co:%m%-——comu, simp-,)
0 0,—(00 :

Fiir den Quadranten ist @, == @, =0, o, = ¢, = g, folglich:

31) T,=}M(R*+ R}
und wenn R, =0 ist, so ist wieder T, = } M R". :

In Fig. 6 sei LP—r, LPLG=PHLl—u; LH—=2R-=¢; damn ist
r == ¢ sinu, also fiir den Halbkreis beztiglich L& als Drehachse

2

T,— | (rsinu)t.dM = yé‘/‘:/i'sm’udrdu—}m!c‘ sm’uduzlg Mc*=}MR*
0
in Uebereinstimmung mit 27)

*) Andere Anwendungen der Formel 11) finden sich in Weisbach, Mechamk 1,
8. 365 fig. ; woselbst auch nachgewiesen wird, dass das Trdghelumoment eines regel-
mlsugen Vielecks fiir jede Achse durch den Mittelpunkt gleich gross ist, niimlich

=- (h’ + ¢ s%), wenn F der Fliicheninhalt des Vielecks, s eine Vieleckseite und

deren Ablhnd vom Mittelpunkte.
12%
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4) Ellipsenfl¥che fiir eine Ellipsenachse als Drehachse.
Ist in Fig.9, Taf.III, CA=b, NP =2z, NQ =r, CB=a, CN==z, LP,CN
= ¢, 80 ist

2
:;';-}--——_.l z-_acosq;,:p::—;/a' —2*=bsing, dz=—asingpdyp
und fir EFGH
Po
M—paﬂdrdz =ud— /‘;/a’—z’dz'—'pdbajsm’gadq’
P

o

T,—-pdf/r’drdz— pﬁ‘/x'dz.—_—*pab' Jsm pdo

P

. ,
ﬁin‘ pdo .

32) T,=}Mp %

0
fi’n’qa do

P
und fiir den Quadranten, die halbe und die ganze Ellipsenfliche

33) v T, =}Mb,
worin M beziehentlich die Masse des Quadranten, der halben oder ganzen
Ellipse bedeutet.

Die der Formel 28) entsprechende Formel wiirde lauten:

= } M (b* sin*a + a cos* ),
wobei die Halbellipse symmetrisch gegen b liegt.

5) Parabelfliche, begrenzt von der Parabelachse, den beiden zu
den Abscissen z, und % gehérigen Ordinaten x, und b, 8o wie dem zwi-
schenliegenden Parabelbogen, dessen Gleichung z ==}/2pz sein moge.

a) Parabelachse als Drehachse:

A A
M=pud zdz=#5V27fV;dz=§P6V5;W—V;o')
% % .

h x A
1= g [ [acar=4ps )37 [V/2 dr= pepsV B GR-Y)
) ' " 2z . )

b
" 34) T, =}sz”; V’_",
oder, wenn z, = 0 ist: .
35) T,=3phM=2}Mb

b) Letate Ordinate als Drehachse und zugleich z,—=0, z= zi; :
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- b A—g

T,-—-péf‘/r'dz dr—'}pd‘/zh—-z)'dz
i ‘ _}pd(h'fda:-—3h’dex+3hfz’dz—ﬁ'dz

=3}ud (h'b—h'b+ }h‘b— }h’b)—}pa}gbh'
M=3§udbh
36) T,= M
¢) Fiir eine Achse durch den Schwerpunkt parallel zur letzten Ordi-
nate ist mit Benutzung von 7)
37) T=T — }2)' M= (% — o) ¥ = %% M"
| B) Die Drebachse steht senkrecht auf der Ebene. Der

Abstand des Flichenelementes dz dy von der Drehachse ist = J/=2* + 3,
das Massenelement d M == pd d= dy, also

= fj{a:‘-{—y')dzdy

Tt f [+ dzay=u 2B

© &o Yo
1) Rechteck fir eine Drehachse durch den S8chwerpunkt; sind die

! S;iten a und b, die Diagonale == 0, ihre Hilfte '§= d,, 80 ist
Ha+b
(a*+y7)dzdy
38) r—=py—te—tt = M (@ ) = § MO,

2) Dreieck fiir eine Achse durch eine Ecke.
a) Rechtwinklig bei C in Fig. 10, Taf. III; AC =b,CB=a,AB=0c,

Gleichung der Hypotenuse 45 in der Ebene Xr: -; = %; M=Labusd

T, =p6f/{a:‘+y') dzdy=—}pdabd(a* 4+ }b*)
¢
39) T—=in@+in=4u(a+3)

b) Beliebiges Dreieck £ B A (8. Taf. III, Fig. 10); zieht man BC-L E 4,
80 ist, wenn man AB = ¢,, EB ==c¢,, AC=1b,, EC=1b,, BC = a und, die
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den Dreiecken CB 4 und CBE entsprechenden Massen mit M, und M, be-
zeichnet werden, nach 39) .

T, =M, (a=+c')+-m(a*+ ) LM + ) (M0t Mye)
b.+b,—_b;M + M, =tM M, : M, ::b, byyet=a"+0b,1
b0
T,= § M 4+ 5 et e = (4 o+ 2

2b
40) T,=iMa+ }M(b,’—- by by + by).
c¢) Gleichschenkliges Dreieck; wenn ¢,'=cy==c oder b, = by = }b
und M, = M, = } M ist, 50 liefert 40)

w0 nmiu(es D[]

und fiir eine Achse durch den Schwerpunkt:

b\*
(41) T= T,——(}a)’M:_—}M(———) M [ (—2-) ]
Fir einen Kreissector wire a—=e¢==R, T\, =={ MR
3) Kreisringsector: fiir eine Drehachse durch den Mittelpunkt F
(Fig. 8, Taf. ITI, vergl. (30). .
dM=ypdrdwdr; M ip&(R‘ RY) (@, — wq)

- R e,
42) T, = f“;/:/;. drdw=}pd (0,—my) (R‘—-Ro‘) =} M(R*+R,}).
0 D9
Fiir den Vollkreis ist R, == 0, also
43) . T=} MR

4) Ellipsenfliche fiir eine Drehachse durch den Mittelpunkt C der
Ellipse (Fig. 9, Taf. III). Es sei CN=gz, CB=CP,=a, (G=ux,, CH=ax,,
C4d=b, NP__y., L P,CN=g, also x==a cos g, und die Ellipsengleichung

3 + v =1 y,=—;/a -_— —;bsirzqy,
dann ist fiir die Flﬂche FGHE:

.

b
M:pé ‘/da:dy—-y,é—— ;a—a dx=yé;—ﬁ’sirc’¢d¢p
Lo "%
Ty

,._pl J{z’-{-y’) da:dy-‘-p.é'jz’y, dx +,a6./y,'da:

Zo
(]

._p,d(ba"/fos’(psm'qutp + ,}ah’ sin' @ d(p)

Po
=p6ba‘[ﬁtrl'w(1¢+ } -l)ﬁu‘gdqp

P,
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B e’s AANAAA s A A ronrs A,

Fiir den Ellipsenqgadrant ACB ist » =6, @ =§, also:

44) T,=}HM(+d),
welche Formel auch fiir die halbe und ganze Ellipsenfliche gilt.
5) Parabelfliche vom Scheitel aus bis zur Ordinate b= ;/m
a) Fir eine Drehachse durch den Durchschnitt der letzten Ordinate
mit der Parabelachse erhalten wir nach 10) aus 35) und 36):
45) T,=3} M+ §M).
b) Fiir eine Drehachse durch den Scheitel der Parabel, deren Gleich-

ung y, 7_;tzp:c ist, wire
M= PJ'/:/Z’ dy_pﬁ}/_‘/;/z d.t—'}pabh

T-—M ﬁr +y')d~'rdy—ﬂ6 y.a’d-t+¥#6'/y.'dz

—-l"’(?b"’ + Y b*h)
46) T=3M (3K + ylsbt) = M (' + 1P B,
¢) Fir eine Drehachse durch den Schwerpunkt der Parabel, welcher
um 3 A vom Scheitel absteht, ist
47) T=1M@+ YK — QR M=} M (P +§2K), -
wobei jedoch die Fliche auf beiden Seiten der Parabelachse genommen ist,
weil sonst der Schwerpunkt nicht in der Parabelachse lige.

C) Die Drehachse DD ist unter dem Winkel « gegen die
Ebene geneigt. I der Ebene legen wir ein rechtwinkliges Achsenkreusz
80, dass die Achse der z, mit der Drehachse DD den Neigungswinkel DAX

== « einschliesst,

@) Zerlegen in Fig. 11, Taf. III, die Fliche NN’ in Strexfen parallel zu
X X'; der Streifen 00 z. B. gehore zu der Abscisse 4B =gy und habe die
Lﬁnge 00=0B+4+ BQ:>=x+a" und die Breite dy, also die Masse d i
= ud (x+ ) dy; sein Schwerpunkt S’ aber liegt in der Mitte, und von 8
x+z2 _xa—a

2 2
Trigheitsmoment des Streifens fir eine Achse D'D’//DD durch den Schwer-
punkt S’ nach 12):

entfernt um BS'=—=eé=—=B0 —SO0—x — ; nun ist das

T'= JqdM (x4 ')t sin*a,
denn es ist ja auch LD'S'0=L BS'C—=L DAX=a; demnach ist das
Trégheitsmoment des Streifens fiir die Achse DD selbst nach 9)
T'=T'+( + Sfsinta) Y = {[,', (= +2)»+ (“ —7 ).].ﬂ'n’a +y'}dn

=[§sin*a (e* — a2’ + z*) 4+ y*] d M,
woraus sich als Trigheitsmoment der ganzen Figur NN’ ergiebt:
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oA e e

48) T,—ZT"=p6ﬁ}mt’a(x'—zz +2)+ 9 (x4 2)dy
__pdjy (x+a")dy + } ud sin® ﬂz’+x')dy

a) Sind z und 2" constant, so wird:
49) T, =ud (a+2) [} (a*— 2+ ) sin’aﬁy + ./‘y’ dy)
z. B. beim Rechteck, dessen Seiten mit den Achsen der z und y parallel
laufen, sei =1",, £'=b,, b,+ b,=>b und — &, und A, die Integrations-
grenzen fir y, A+ A, = h, also M = ud Ab; dann ist
k, + ko [ _ . k2 + ho
Ty=pdb——| (b —by b, + b)) sin*a 4 ———— etk J
Geht die Drehachae durch den Schwerpunkt des Rechtecks, so ist
h,=ho=-:— und b,c::b,:—:-, mithin

2

50) T,=}X [(% sin a) + (g)’] =y B (B sina+ B,
welche Formel in 38) tibergeht, sobald a=90°, und a fiir %, dagegen in 20),
sobald « = 0 gesetzt wird.

b) Ist die Fléche symmetrisch bezﬂghch YY', 80 ist =& und

51) T,=p62ﬁ}m’c.z'+y')zdg.

1) Beim gleichschenkeligen Dreiecke fiir eine Achse durch des-
sen Spitze, wenn dessen Grundlinie b parallel zu XX’, also die Héhe a in

YY liegt, ist x=.9_ y

T,__L‘L”[; (__) +1]J¢dy_”6b“( B sinta + o)

M=2y6fxdy—.{p6ba

$2) T, =M (0" sin*a+a?),
welche Formel in 41) iibergeht, sobald a==90" wird, dagegen in 24), wenn
« = 0 und A fiir a gesetat wird.

2) Beim Halbkreis, dessen Durchmesser mit xXx’ zusammenﬁillt,
fir eine Achse durch den Mittelpunkt. Hier ist

x=) R — y* =Rsing; y=Rcosgp; dy——Rsingdg

T,=—2ud | (} B* sin* @ sin*a + R* cos* @) R* sinp do

)
z
)

=24l R‘ﬁ(} sin® a—1) sin‘p 4 sin*p]dp=pnd R* 7:(‘"";;_~ 3 -l-})

M=}ud R’
83) T, = {- MR (sin*a41),
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welche Formel fir « = 90° in 42). (flir R, =0), und fir a« = 0 in 27) iiber-

geht.
3) Bei der Parabelfliche zu beiden Seiten der Parabelachse,
welche mit der Achse der y zusammenfillt, fiir eine Drehachse durch den

8cheitel der Parabel. Hier ist = J/2py, mithin
&

I= 2»6‘/‘(}21).'/ sin%a 4 y*) Y2pydy
0

k

h
=sesy T itraefiViey Sfovian
0

=2u8)2p [&psinte Y + $ B Vh)
M=3udV2phyh=4%udhb

54) T\==3M[Xphsina-4}1*|==F M [b* sin*a 4 3 A},
woraus fiir @ = 90° sich 46) ergiebt.

Fir eine parallele Achse durch den Schwerpunkt wire

55) T=T,—@hN M= M (8 sinta 4 13 m),
in Uebereinstimmung mit 47) und 37).

¢) Die Figur ist unsymmetrisch gegen FY".

1) Parabelfldche auf der einen Seite der mit der Achse der y zu-
sammenfallenden Parabelachse fir eine Drehachse durch den Scheitel der

Parabel. Hier ist £’ =0, 2 =}2py, b=} 2ph, M=¢ ud bh,
k

T, =#5V5;J(%2pw’n'a + ) Vydy=3M (Js¥' sita+ } 1)

56) 7,=4 M(b’ sinta 4 1P 1Y),

2) Fir ein beheblges Dreieck fir eine Achse durch eine Ecke
B (s. Taf. III, Fig. 13), wenn die gegentiberliegende Seite € £ parallel zur
Achse der « liegt. Hier sei in Uebereinstimmung mit VI. B, 2,0):

b . b
=y, F=-p

a
t—bb bt
T,=p6b'rb'('}b’ al’ e+ by sin’a-{-l)“’/‘y‘dy

M=3}pdab +b)
57) T,=§ M[a*+ } (b — b, by + by) sin*al,
iibereinstimmend mit 40), 24) und 52).
3) Beim Halbkreis, dessen Durchmesser mit Y¥' zusammenfillt, ist

=0, x= ;/R' — y*=Rsing, y= R cosp, M= §ud n R, also fiir eine
Drehachse durch den Mittelpunkt
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0
T, = —pd‘R’ﬁ{- R sin*a sin*@ + R cos® ) sin*p do

. x-
=udR' [ [(}sin* a« — 1) sin‘p +sin* @] 1 g,
0
was mit Benutzung von 16) gwbt
58) Iy,=\MR (sm’ a+1),

gleichlautend mit 53), wie sich von selbst versteht.

B) Zerlegen wir in Fig. 12 die Figut NN’ in Streifen parellel zu ¥¥’;
der Streifen G X gehdre zur Abscisse 4L =2z und habe die Linge GX
=LK+ LG=y++y, die Breite dx, also die Masse dM —=pud (y +y) dz;
sein Schwerpunkt S’ ist dann von der X Achse um LS'—=LK —S'K=—y

___y-:,/ y— — y—y entfernt; fiir eine Achse 2’ D’ durch S parallel zu DD ist

dann das Triigheitsmoment des Streifens (weil L D4 Y =LDS K=

nach 12)
T'=14 dﬂl(y+y)’;

ziehen wir nun S'B//L A, so ist S'SB—=LA=—=x, AB=—=LS"— y—y

und
nach 9) das TrXgheitsmoment des Streifens fiir die Achse DD

. . e
T"=T'+ (4B + BS™. sin*a) d M = [(y ':’2”7 + (“ - y) +z’sin’¢] M

=[} (' —yy+y*)+ 2 sin*a] d M;
das Trigheitsmoment der ganzen Figur NN’ aber fiir die Achse DD ist:

59) I,=2T"= pé‘/'[*(y‘—-yy'-i-y")-{-x’:in’u] +y)dr=

xuaf(y'+y')dz+#5m’ f(y+y)c'dz-
a) 8ind y und y constant, so wird:
60) T,=pd (4 +4) [} " — yy/+9") fax + [orointads]
2. B. beim Rechteck, dessen Seiten parallel mit den Achsen der z und y

laufen, sei y == Ay, y'=",, k,+ », = und b, und b, die Integrationsgren-
gen fir z, by + b, = b, also M==pd bk; dann ist

T, _,.ahb""b [h'——h, h +h'+b' + ° sm’a]
und wenn die Drehachse durch den Schwerpunkt des Rechtecks geht, wo-

h
bei h,=h°=; und bl=bo=%, 80 ist

T == 4 M (A* 4 b* sin’a),
gleichlautend mit 50)."
b) Ist die Figur symmetrisch gegen XX, 80 ist ¥ =y und
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61) ']}::2y¢3ﬁ}y’+z’:in’a)ydx, .
2. B. beim Halbkreis, dessen Durchmesser mit ¥ ¥’ zusammenfillt, fir
eine Achse durch den Mittelpunkt. Hier ist
y=VR —2*=Rsing, s=Rcosp, dz==— Rsinpdyp,
folglich : ‘

2
Ty==2pud | (} R*sin*p 4 R* cos* @ sin*a) R*sin*pdo

=2ud R [(} —sin'a) § + L sin'a] 12‘-
M=}udR'n
Ty=} MR* (1 + sin*a),
was wir bereits in 58) gefunden haben.
¢) Die Figur sei unsymmetrisch gegen XX".
1) Parabelfliche auf der einen Seite der Parabelachse, welche mit
XX’ zusammenfillt, fiir eine Achse durch den Scheitel; hier ist

y=0,y=y2pz, b=y 2ph, M= udbh
und

J 4
T, = ,.a./(g. 2px +a*sinta) ) 2pz da=pd(}.3.20h. h-+ 3/ 2ph
0

62) T,=} M@+ Y A sinta),
welche Formel fiir « = 0 in 35) und fitr @ == 00° in 46) iibergeht.
* 2) Parabelfliche zu beiden Seiten der Parabelachse, welche mit
Y ¥’ zusammenfillt, fir eine Drechachse durch den Scheitel der Parabel;
Y x* bt
hier uty::—z—-p, y=h=;z—;,
=4udbh )

R 3 . ;O-b
T, =;paﬂy—£) dz + pén‘n’a./(h-—-f’-)a:'dx
b s Yy

=$udbh(J R 4}V sin'a) =} M (VP A b sina),
gleichlautend mit 54). '

VIL Trigheitsmoment gerader prismatischer Korper,
deren Liinge I, deren Querschnitt = F, und deren. Masse demnach
M= pFl ist.

A) Die Drehachse sei parallel zur geometrischenAchse
des Korpers; dann ist
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Zy ¥y 1 Zy ¥y
M=pfd7=pjjﬁzdydz=pl‘/"/§zdy,
[l

Zo Yo Zo Yo
zys 1 Z4 ¥
T, =fr'dM= p./“/ (+y") dzdy dz=pJ (z*+y*)d=zdy,
Lo Yo 0 Zo Yo

ﬂz'ﬂl’) dxdy

63) T, — y oo

T .
= 7 =Hp=wt,

f/dxdy '

Zo Yo .

worin T, ’==g,!M das nach VL. B) fiir die Masse M’ eines Querschnittes (parallel
zu den Grundflichen) in Bezug auf eine Drehachse, welche mit der obigen
zusammenfillt, zu bestimmende Trigheitsmoment bedeutet. Verstehen wir
aber in den in VI. ) gefundenen Formeln unter M die Masse eines gera-
den Prismas von der Linge / itber der betreffenden Figur als Querschnitt,
. 8o geben die dort gefundenen Triigheitsmomente [38) bis 47)] zugleich das
Trégheitsmoment des Prismas. Also z. B.:

Kreiscylinder, Drebachse durch den Mittelpunkt der Grundfiiche

64) T=} MR

Hohler Kreiscylinder, Drehachse durch den Mittelpunkt der
Grundfliche

65) T=} MR+ R});

Elliptischer Cylinder, Drehachse durch den Mittelpunkt der
Grundfliche

66) T=}M(a+0b);

Parallelepiped, Drehachse durch den Schwerpunkt der Grund-
fliche

67) T=4} Mo

Dreiseitiges Prigm a, eine Kante als Drehachse

2’
) r (o4 BT b),

Prisma mit regelmissiger Figur als Grundfléche, Dreh-

achse durch deren Mittelpunkt

o) r— (e +-2);

Prisma, dessen Grundfléche von zwei congruenten Pa-
rabeln begrenst ist, die mit ihren letzten Coordinaten an einander
stossen, Drehachse durch den Schwerpunkt der Grundfliche

(69) T=3}M@®+$r).

B) Die Drehachse DD (s. Taf. III, Fig. 14). gehe (durch den
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Schwerpunkt S des Prismas and liege parallel zur Grund-
fliche. Zerlegen wir das Prisma in Elemente durch Schnitte parallel za
den Grundfliichen, so ist V= Fdz; filr das Element MN in der Entfernung
§S, =z von S l4sst gich nach VI. 4) das Triigheitsmoment T"== g,*d ¥ in
Bezug auf eine Drehachse D, D, parallel za DD durch den Schwerpunkt S,
des Elementes bestimmen; dann ist das Trﬁgheitamomont dea Elementes in
Bezug auf DD nach 7)
T"=T'+22d M= o'd M + 2*d ¥,
und das Trigheitsmoment des ganzen Prismas in Bezug auf DD:

T=ST'= f"o' dM-l—Jz’dM-

weil aber alle Querschnitte des Prismas gleich gross sind und Jeder dersel-
ben auch genau gleiche Lage gegen die zu ihm gehorige Achse D, D, hat,

o0 sind F und g, constant, mithin .
+3! -
T= ,:fdu+ pF [2dz= ,.,w-g-gu'(;)
= .
70) T= (e + %) M.

Die Werthe fiir g, sind aus VL 4) zu entnehmen, indem man die dort
gefundenen Triégheitsmomente mit der dort betrachteten Masse dividirt;
denn es ist @,! =TF"

Z.B. 1) Kreiscylinder; fir eine Drehachse durch den Schwer-
punkt; nach 27) ist ¢t = } R, also _

71) T= (} B+ 4 7) M=} (B + § ) M.

Fiir eine Achse durch den Mittelpunkt einer Grundfliche ist

) n=[ir+ar+(3)]r=ar+inn
Wire R =0, so wlirde T'= 'y M und T, ==} P M, in Uebereinstimmung
mit V. 1), wenn daselbst « = 90° genommen wird.

2) Parallelepiped; nach 20) ist ¢,' = g A* (s. Taf. III, Fig. 15),
folglich besziiglich DD:

73) T=y 4+ MM
Wiahlt man eine ‘Kante D, D, als Drehachse, so lst

T4) T, =gy (B 4+ 1) M-l-"/(;) + (-2-) M=} M@+ 1)

3) Dreiseitiges Prisma, dessen Querschnitte gleichschenklige Drei-
ecke sind; die Drehachse DD (s. Taf. III, Fig. 16) durch den Schwerpunkt
laufe parallel zu der Linie, welche in einer Endfliche sich durch die Spitze
und die Mitte der Grundlinie legen lisst; dann ist nach 25):

w=tr=i(3)

und
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b
N
75) T__,,(2 +1') M
Fiir eine parallele Achse D, D, durch dié Spitze einer Grundfliche wiire
1. * .
) T,—y (%' + z*)m+(%) M;}M(‘%’w*).
Li¥uft die.Drehachse Dy D, (8. Taf. ITI, Fig. 16) durch die Spitze L des
mittelsten Querschnittes und zwar parallel zu dessen Grundlinie M N, so ist

nach 24): g ==} a* ==} L 0", folglich

) L=} + 0K,
und fiir eine parallele Achse durch den Schwerpunkt S:
78) =G+ D H—QRaP =] G+ M.

C) Die Drehacbse DD (s. Taf. 111, Fig. 17) gehe durch den
Schwerpunkt S des Prismas und sei gegen eine Grundfliche
unter dem La geneigt. Ist das Element MN=Fdz parallel zur Grund

fldche, so ist sein Triigheitsmoment fiir die zu DD parallele Drehachse D, D,
durch den Schwerpunkt S, des Elementes 7'==g,'dM, worin ¢,* nach VI.C)
zu bestimmen ist; ziehen wir nun S,R-L DD durch §,, so ist L RS,S =, weil
die geometrische Achse 44 auch senkrecht auf den Querschnitten (Elemen-
ten) parallel zur Grundfiiche steht; demnach ist das T'righeitsmoment des
Elementes M N beziiglich der Aehse DD, wenn S8, = z gesetzt wird,

T"= o d M+ RS,". dM = (o8 + 2* cos*a) d M,
folghch das Tréigheitsmoment des ganzen Prismas fiir DD:

+
79) T=2T'f=p,*./:m+ F cos'a f dz== (g’ + yg/*cos’a) M, .
3t .
2. B. 1) Kreiscylinder; nach 53) ist po'._l-wll' folghch
80) T=}[(1 + sin®a) R*+ }1*costa] M;

fiir a =0,

T=}(R+}IN,

T=§ R'M, wie 64).
2) Parabolischer Cylinder; fillt die Achse der Parabel mit ¥¥’
(in Fig. 11 und 12) zusammen, so ist nach 55) g,*==¢ (b*sin*a+J2A*), mithin

wie 71); fiir a == 90,

81) T == (3 b* sin*a + 14 A* + 4 I cos’ ) Mf;
fiir « =0,
} '82) T= (7 '+ Y41 M,
fiir o = 90°, :
83) T=Q0+ s #) M=} (0t + 43 #) M.

Geht die Drehachse nicht durch den Schwerpunkt, sondern im mittelsten
Querschnitte durch den Durchschnitt der letaten Ordinate mit der Para-
belachse, 8o ist g = } (b sin*a + §§ h') <+ g% 4%, denn die Parabelachse
steht senkrecht auf der Drehachse; folglich
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84) = T i=(}0vinta4 f i+ fgltcodfa) M,
fir a == 90°,

T, = (} & +,8,h’)M, .
wie (69). .

3) Dreiseitiges Prisma, dessen Querschmtte glelchschenkhge
Dreiecke sind; ist die Mittelllinie der Querschuitte senkrecht zur Dreh.
achse (wie in VL. C, a, d, 1), so ist nach 52) und 7):

o =} a'+ gy P sinfa — (§ a) =1 «* + g Y sin’a,

also

85) T=}(}a* 4}V sinta+ } / cos’a) M;
fir a =0,

T=}Ga+ 30N,

wie 78); fiir @ = 90°,

86) FGFa+i)M
Liegt dagegen die Mxttelllme des nuttelsten Querschnittes in XX', so whre
nach 61) und 7), weil y =-2—b‘;z, .und dM = ﬂ%‘;#d:,

T'= 2p6f }%-{-sin’a)—b—z'dz— (§asina)dM
_*2;;6 ba,
0= A b+ 7y o sin'a

.87) T=3}(} '+ §a*sinta § P cos’a) M;
fir ¢ =0,

(1l b4 at sm'a)—*a sintadM

T=}@Gor+4iM A,
wie 75); flir a == 00,
§8) T=2(}0*+3a") M,
und wenm hier die Drebachse noch in die Kante durch die Spltze gelegt
wird,

r=(o+ yotion=i[o+i(2)].

b
wie 68, wenn b, = b, — >

VIIL Trigheitsmoment schiefer prismatischer Kdrper,-

deren Querschnitte parallel zu den Grundflichen = F, deren Achsen-.oder,
Kantonldnge ==, deren geometrische Achse gegen die Querschnitte unter
den Winkel DL X = « geneigt ist, deren Hole also 2 =1sina, und deren
Masse M= p Flsina ist.

A)DieDrehachse liege parallel zur geometrischen Achse.
Das Element M N (s. Taf. IIL, Fig, 18) parallel zur Grundfliiche hat die Masse
dM=—uFsinadz; sein Trigheitsmoment in Bezug auf die Drebachse
sei T'==g,'d M und kann nach VI. C) bestimmt werden; da nun g, fiir alle
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gur Grundfliche parallele Querschnitte dasselbe sein muss, weil alle gleich
gross und gegen DD gleichliegend sind, so muss das Tr&gheltsmoment des
ganzen Prismas sein: .

89) T, =3T= j;,' dM = 9.:/:1M= ot M

Verstehen wir aber in den in VI.C) gefundenen Formeln unter M die Masse
des schiefen Prismas, so geben die dortigen Formeln zugleich das Trig-
heitsmoment desselben; z. B.

schiefes Prisma mit rechteckigem Querschnitt, Drehachse dureh
den Schwerpunkt (nach 50),

90) T = Jy M (" sin*a + A*);
schiefer Kreiscylinder, geometrische Achse als Drehachse (nach 53),
91y T=} MR (sin*a+ 1);

parabolischer Cylinder, Drehachse durch den Scheitel (nach 54)
und 56)

92) Ty ==§ M (b* sina 4 P A*);
dreiseitiges Prisma, Q uerschnitte gleichschenkelig, Kante
durch die Spitze der gleichschenkligen Dreiecke als Drehachse (nach 52),

93) T, = § M (fy b* sin*a + a*);
beliebiges dreiseitiges Prisma, eine Kante als Drehachse (nach 57)
94) T, =5 M5 (5" — b, by + by') sin’ a + a']-

Fiir « == 00° erhiilt man aus 89) die entsprechenden Formeln in VIL. 4).

B) Die Drehachse DD (s. Taf. III, Fig. 19) gehe durch den
Schwerpunkt SdesPrismas und liege parallel zu einer Grund-
fliche. Das Element M N, dessen Schwerpunkt S, um S8, =2z von § ent-
fernt ist, hat das Trigheitsmoment T'== g,'d M, beztiglich der Achse D, D,,
welche sich durch S, parallel zu DD legen ldsst; dieses Triigheitsmoment
kann nach VI. 4) bestimmt werden. Ist nun L SLX =L SS, 4, der Neig-
ungswinkel « der geometrischen Achse gegen die Grandfliche, L S4 L
=L 84,8 =90 4C L D,D, und L 4,S, D, == B, so ist nach 9) das Trig-
heitsmoment des Elementes M N beziiglich der Achse DD:

T"==T'+4 (84, + 4,8, sin*f) dM
== (@' + 2* sin*a 4 2* cos®a sin*B) d M
= [go? + 2* (1 — cos*a cos* )] d M.
Bezenchnen wir aber mit & den L SS, D,, welchen die geometrische Achse
mit der Drehachse einschliesst, so ist bekanntlich cos & == cosa cos 8, und.
§in* @ = 1 — cos*a cos*8; ferner ist
o dM =y Fd(S4,)=puFsinadz;
. demnach :
T"= (g + 2* sin* ®) u F sinc dz,
und weil g, wieder constant ist, so ist das Trigheitsmoment des ganzen Pris-
mas fiir die Drehachse D D:
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+ 4!
T= Q.,"/:m-i- pFsine sin'® [ 22 dz == o' M+ } (EI)’sin'OM
95) T= (go* + g I* 5in* ©) M == [¢,* + ¢ * (1 — cos* a cos* B)] M.
3. B. 1) Geht bei einem schiefen dreiseitigen Prisma, dessen Quer-
schnitte (s. Taf. III, Fig. 20) gleichschenklige Dreiecke sind, die Achse
L X durch das eine Ende det Grundlinie, wihrend die Drehachkse DD durch
die Mitte der Grundlinie und die Spitze gelegt ist, so ist (vergl. VIL B, 3)

b
I U L
mnﬁ—}a, CoSs ﬁhl'*‘m'ﬁ 9b’+4aﬁ
(’o*t’( )
nacli 25), folglich

5 | 94 4atsinta )

—a (2

96) T_“(z YT “ovyaa )M

Fiir eine gleichliegen’de Achse in der Endfliche wiire
2
97) T,=T+ (—sme) M= ,}(b +% "'“""”"F)

. 9b* 444t
Fiir a = 90° wird
. bt
=}(§+ z') u,

wie bereits in 76) gefunden wurde.

2) Fiir den schiefen Kreiseylinder ist g, = } R?, also

98) T=}[R<+} 7 (1— cosacos*B)] M.

Wenn man in Formel 95) ¢=90" oder f=—=00° setzt, so wird sin?®=1,
& = 90°, und man erhilt

99) - T=(e'+ys™ M,
welche mit 70) tibereinstimmt. Wire dagegen $=0, d. h. trife das Per-
pendikel S4, das Element in D,D,, oder lige DD in der Ebene des
Neigungswinkels 8S,4, der geometrischen Achse, 8o wire
sin & = sina und

100) o T == (0" + ' I sin*a) M. :

C) Die Drehachse DD (s. Taf. III, Fig. 21) geht durch den
Schwerpunkt S des Prismeas und steht senkrecht auf einer
Endfliche. Der Schwerpunkt S, des Elementes # N parallel zur End-
fiiche sei um S8, ==z von S entfernt; das Trigheitsmoment T'=g,td M
des Elementes in Bezug aunf eine Achse D, D, // DD durch 8, sei nach VI. B)
bestimmt ;- der Winkel SS;Z ist der Neigungswinkel « der geometrischen
Achse gegen die Erdftiche; folglich ist das Trigheitsmoment des Elemen-
tes bestiglich der Achse DD:

T'== T+ LS,' . d M = (' + ' cos*a) d M
und das Trigheitsmoment des ganzen Prismas fiir D D ist
Zeitschrift f. Mathematik u. Physik. V. 13
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. +}t
T==ZT =g, | dM + costusinc prz’dz
._“

101) T == (o' + yg & cos®a) M.
Wenn sich die. geometrische Achse auf einer Kegelfliche um DD als Kegel-
achse herambewegt, éndert sich also T keineswegs, was gang natiirlich ist,
weil der Trigheitshalbmesser nie. einen Punkt, sondern eine Cylinder-
fiche als Trigheitsmittelpunkt bestimmt. Es ist also im vorliegenden Falle
die Grisse von T nur von der Gr&sse der Neigung, nicht von der

Lage der Achse gegen die Drehachse abhiingig.

' Fiir ¢ =90° liefert 101) die Formeln in VIL 4), ndmlich allgemein
T = ¢ M, und fiir I = 0 die damit gleichlautenden Formeln in VI. B).

1) Kreiscylinder; ¢'= } R*, folglich

102) T=4%(R"+4 § I* cos*a) M.

Wird R==0, so wird der Cylinder sur geraden Linie, welche mit der Dreh-
achse den L @, ==90° —« einschliesst; dann ist aber iibereinstimmend mit 12)
T= 'y Pcos*a. M= Yy lsin'e, .M.

2) Parabolischer Cylinder; nach 47) ist ¢t =4 (b* + §349),
daher :
103) T==(} b+ % b+ Jg P coste) M;
fir eine parallele Achse durch den Scheitel des mittelsten Querschnittes ist:
104) T,=T+ (3h)* M= (} b+ } A* + ¢4 P cos’a) M,
was man auch aus 101) erhalten hitte, wenn man g,* == § &* 4- § A* aus 46)
genommen hiitte; fir eine Achse durch den Schwerpunkt einer Grundfliche
endlich wire :

105) T\=T+ (écosa ; = (§ 0" + 1Y B* + § P cos’a) M,

welche Formel auch aus
. 1

T= Qo:/.dﬂ-{-Fp cos*asine f 22 dz

hergeleitet werden konnte. ‘

3) Fiir ein schiefes Prisma mit rechteckigem Querschaitte
ist nach 38) go* =Y (a' +- b*), folglich

106) . Ta=yy(a® 40+ Pecoste) M. :
Lisst man aber das Rechteck zur geraden Linie (senkrecht zur geometn-
sehen Achse) .werden, indem man a == 4 und b==0 setet, oder indem man
0 == 1y A* aus-(12) entnimmt, wobei-A fir / gesetzt warde, so wird

T = gy (B + P costa) M,

- was das Trigheitsmoment fiir ein Rechteck bestiglich einer Drohac!me
sein miisste, welche mit der Rechtecktsfliche einem L &, == 00" — a ein-
schliesst; schreibt man aber b fiir I, so wird in der That Te=/y (h’-l-b’sm'a)dl
iibereinstimmend mit 50).
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D) Die unter VIIL 4., B. und C. und unter VIL 4., B. und C. entwickel-
ten Formeln sind simmtlich in einer allgemeinen Formel enthalten, welche
sich ergiebt, wenn man das Trigheitsmoment eines Prismas be-
stimmt, dessen geometrische Achse §8, (s. Taf. ITI, Fig. 22) unter
dem L SS,R=«a gegeén eine Grundfliche geneigt ist, beztig-
lich einer Drehachse DD durch den Schwerpunkt S des Pris-
mas, welche mit der Grundfliche den LD,S,V =@a, einschliesst.
Bezeichnen wir den L DS§S,, welshen die Drehachse DD mit der geometri-
schen Achse SS, einschliesst, mit & und den L RS,Q, welchen die Nor~
malebenen SS, R und D, S, 0 durch die beiden Achsen auf die Grundfiiche
mit einander einschliessen, mit §; zerlegen wir ferner wieder in Elemente
parallel zu den Grundflichen, und sei S; der Schwerpunkt eines solchen
Elementes in der Entfernung S8, =z von S; legen wir endlich durch S,
die Drehachse D, D, // DD, machen SZ . D, D, und bestimmen nach VI. 4.,
B. oder C,, wie es a, erfordert, das Trigheitsmoment 7= g,'d M des Ele-
mentes fiir D, D,, 30 ist das Trégheitsmoment desselben fiir DD

T'=T+SL'.dM = (g, + 2 5in*9) d M,
mithin das Trigheitsmoment des ganzen Prismas fiir DD
+ 41
T— 2T"= Q,Jdm+stm'oma 2dz.
Y/
Der Winkel 6 bestimmt sich auf folgende Weise; leéen wir SR und LQ
senkrecht auf die Ebene RS, 0 des Elementes, LUL SR und RV L S, 0,
80 ist:

SL=2SS, sin SS, L=z sin &;

SI'=5U'+4+TUL'=(SR— LO)*+ RO —-(SR——LQ)‘+RV +7¢

2% $in*® = (2 sina—z cosH sina, )+ 2* cos*a sin* B4 (z cos® cos @, —z cos a cosp)*

$in*® == sin*a—2 cos 8 (sin a sin a,+cos « cos a, cos f) + (sin*e,+ cos*a,) cos*®’

- + cos* a (cos* B < sin*f)
1 — cos*® =1 — 2 cos'® (sin a sin &, + cos « cos a, cos f) + cos*' &
€088 == sina sina, 4 cosa cosa, cos
und '
107) T = (gs* + 's I sin*8) M.
Setzen wir in dieser Formel:
1) ay = 90° 80 wird
co6® = sina, 5in*® = cos*a und T= (g + o5 P cos’a) M,
wie 101) in VIIL C); : '
2) @, =0, so wird
€08 8 == cos a cos B, $in*@=1— cos’acos' und T=/¢,' + 1'¢/* (1—cos’a cos'f)] M,
wie 95) in VIIL. B);
3) p=0, a=«a,, 80 wird
€089 = sina + costa = 1, sin'® =0 und T = ¢, M,
wie 89) in VIIL 4);
: 13*
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4) a==190" so wird
€08 & == sina,, sin* & = cos* ¢, und T == (g, 4 4 £ cos’a,) M,

wie 79) in VIL. C);

5) a==90", a, ==0, 80 wird

cos®:=0,sin*®=1 und T=(g'+ 4/ A,

wie 70) in VIIL. B);

6) a =90°= a,, 80 wird

cosd =1, sin*® =0 und T==¢,' M,

wie 63) in VII, 4).

IX. Trigheitsmomente pyramidaler Kdrper,

deren Grundfliche — F, deren Héhe —/, und deren Masse M =£§1 sein

mbge. Zerlegen wir die Pyramide in Elemente parallel zur Grundfliche,
so sind dieselben #hnliche Figuren, und die Fliche f des Schaittes in der
Entfernung z von der Spitze bestimmt sich aus f: F = 2*:I*; daher ist die

pF
Masse dieses Elementes dM = pufd: = T 2'dz. Wegen der Aehnlichkeit

der Schnitte wachsen auch die Tri#gheitshalbmesser der Sclnitte fiir &hn-
lich liegende Achsen wie irgend eine andere lineare Strecke in dem Schnitte,
und da die letztere der Entfernung des Schnittes oder Elementes von der
Spitze proportional ist, so muss es auch der Tridgheitshalbmesser sein; ist
also der Triigheitshalbmesser des Elementes in der Entfernung z von der
Spitze =¢, und der Triigheitshalbmesser der Grundfliche =g, so ist auch

Q:9|=z:l;-g=%z. '
4) Die Drehachse gehe durch die S8pitze der Pyramide

und stehe senkrecht auf der Grundfliche. Nach VI. B) ermittelt

man das Trégheitsmoment 7'= g*d M des Elementes im Abstande z von

der Spitze und findet daraus das der ganzen Pyramide
{

T, =3T'=— "' fz‘dz

(1]
oder

108) T, =4} Mp*;
2.B. 1) Querschnitt ein gleichschenkligel Dreieck; die Dreh-
achse treffe die Grundfliche in in deren Schwerpunkt. Nach (41) ist

o'=3 (— - _a_’
folglich
109) . T=gu(§—.;_').

Trifft die Drehachse die Grundfliiche in deren Spitze, so ist nach 41)
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ci
w=t(+7)
folglich

110) ' r,=;m(a’+ g)

Diese Formel 110) gilt zugleich fiir alle geraden Pyramiden, weil bei
diesen alle Querschnitte regelm¥ssige Figuren sind und das Perpendikel
(Drehachse) von der Spitze auf die Grundfliche die letztere in ihrem Mittel-
und Schwerpunkte trifft, also:

2) Querschnitte Quadrate, die Drehachse gehe durch den Mittel-

punkt derselben; hier ist a* = %’ , folglieh

111) . T=4} Mc}*;
oder ¢,' = § ¢,* nach 38), folglieh 7=} Mc.

3) Gerader Kreiskegel, geometrische Achse als Drehachse

a==c==R, oder o' ={R'
nach 43), folglich

112) T={MR. -

4) Elliptischer Kegel, Drehachse durch den Mittelpunkt; nach
44) ist ¢,'= } (a*+ "), folglich .

113) T= & M(a*+ 0.

5) Parabolischer Kegel. Geht die Drehachge durch den Scheitel
der Grundfliche, so ist nach 46) ¢, ==} (6" 4+ 4 A%), folglich

114) To= Js M (0 + Y 1);
geht die Drehachse durch den Durchschnitt der Parabelachse mit der lets-
ten Ordinaté, so ist nach 45) ¢, = J (¢*+ § 4*), folglich )

115) T, = Jg M (P + $ )3
geht endlich die Drehachse durch den 8chwerpunkt der Grundﬂicho, so ist
nach 47) o' =} (b*+ 3 #), folglich

116) T—= JM (4 §3 1),

B) Die Drehachse stehe senkrecht auf der Grundflxche
und gehe durch den Schwerpunkt der Pyramide, welcher nicht
senkrecht unter der Spitze liegt. Der Schwerpunkt der Pyramide liegt in
} der Hohe auf der Linie von. der Spitze nach dem Scliwerpunkte der
Grundfliche; ist nun der letztere um ¢ von dem Fusspunkte des Perpen-
dikels durch die Spitze auf die Grundflache entfernt, so ist die Achse durch
den Schwerpunkt um §¢ von jenem Perpendikel entfernt und mithin :

1T) T Mo — (o M=} M(e! —13e);

z. B. bei gleichschenklig dreieckigem Querschnitte treffe das

. Perpendikel durch die Spitze der Pyramide die Grundfliiche in der Spitze des

gleichschenkligen Dreiecks; dann ist e= { a und g, nach 41) --:-}(a' + -;'-—'),

also
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A, s i e,

108) T=pm(a+ %'_gga-)—_—,s,mc-— 1)

C) Die Drehachse DD (s. Taf. III, Fig. 23) gehe durch die
Spitze E parallel zur Grundfliche 4BC. Das Perpendikel EL=1!
von der 8pitze auf die Grundfliche trifit das Element N in L,, und es sei
EL =2z Legen wir nun durch L, eine Achse D, D, // DD und bestimmen
fiir diese nach VL 4) das Trigheitsmoment T° == ¢*d M, des Elementes MN,
s0 ist nach 8) (oder, wenn L, der Schwerpunkt des Elementes wiire, nach
7) das Trugheitsmoment des Elementes beziiglieh der Achse DD:

T"=T'+2dM= (¢! + ) dM = “F ‘—"-+1) ‘dz

und das Trigheitsmoment der ganzen Pyramlde in Bezug auf DD:

19) T=zr=bFr4m [rar =t M+,
0

wobei ¢, der Trigheitshalbmesser der Grundfliche fiir eine parallele Achse
durch den Fusspunkt des Perpendikels von der Spitze auf die Grundfliiche
bedeutet; z. B.

1) Querschnitte Ellipsen; das Perpendikel durch die Spitze treffe
die Grundfliche in dem Mittelpunkte der Ellipse, die Drehachse liege parallel
zur Halbachse C B = a (in Fig. 9, Taf. III); dann ist nach 33): Q. =}b,
folglich :

. N
120) T.=§M(;+z')

und fiir eine parallele Achse durch den Schwerpunkt:
21) T=T,— @G M=o M +40).

2) Parabolischer Kegel; Drehachse parallel zur Parabelachse der
Grundfiiche,das Perpendikel durch die Spitze treffe die Grundﬂucbe in deren
Schwerpunkte ; dann ist nach 35): ¢,* = } {3,

2

122) - T,=3n(3+r)

Ist die Drehachse normal zur Parabelachse und trifit das Perpeundikel von
der Spitze die Grundfliche in dem Durchschnitt der letzten Ordinate und
der Parabelachse, so ist ¢,* = 4% A* nach 36), folglich:

©123) \=3M(fh+P).

3) Bei gleichschenklig dreieckigem Querachnitte freffe das
Perpendikel durch die Spitze die Grundfliche in deren Spitse, die Dreh-
achse laufe der Grundlinie der Dreiecke parallel; dann ist ¢,® = } A* nach
24), folglich:

124) T,=3MEERr+2).

Ist der Schwerpunkt S der Grundfliche um £S=¢ von dem Fasspunkte
*) Bei kreisformigem Querschnitte: (120) 7y, =3 M (} R* 4 #).
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L des Perpendikels durch die Bpitze auf die Grundfliche entfernt, so ist sein
Abstand SE von der Spitze A ==}/ 4 ¢'; ist ferner ¢, der Triigheitshalb-
messer der Grundfliche fiir eine parallele Achse D, D, durch den Schwer-
punkt der Grundfikehe, L LSD, == f§ und L ESL = a, so ist nach 7):
0d == ot — ¢ sinB; o == o+ ¢ sindf == g + ' — ¢* cos',
o+ P=¢ 4 sin*f 4 = ¢o* +1* (1 — cos*a cos*B),
weil ja e =1 cosa ist; folglieh ist auch
125) T, =3 M(o,'+ ) = M[o'+ 2* (1 — cos*a cos* B)]. ,
Schliesst nun SE mit D D den Winkel SEF— & ein, so ist das Triigheits-
moment der Pyramide fiir die parallele Achse durch den Schwerpunkt der
Pyramide i
T=T,—~FC.MQ)'=32M[o!+ (1 — }p) A*sin*8];
wobei wir wie in VIII. B) wieder cos & = cos$ a cosf setzew miissen, also:

126) T=4§ Mo+ 15 3*' 1 — cos*a cos* §)).
Fillt aber der Schwerpunkt S nach Z, so ist « =2 90° und 1 =, daher
(126) T=3§M(e'+ %)

D) Die Drehachse gehe durch die Spitze der Pyramide
und treffe die Grundfliche unter. dem Winkel «,. Fiir ein Ele-
ment parallel zur Grundfliche ist nach VI. C)

]
1= *dM == ?‘- ‘dz,

mithin das Tridgheitsmoment der garzen Pyramide
] (] .
127) T,==2T=d:‘& 2tdz=§ Mo’
0

1) Schiefer Kreiskegel, Drehachse durch den Mittelpunkt der
Grundfitche ; ¢* =} R* (sin*a, +1);

128) T, = o M (sin*a, 4-1) R%.

2) Querschnitte gleichschenkelige Dreiecke; die Dreh-
achse treffe die Grundfi¥che in ihrer Spitae und die Normalebene durch die
Achse auf die Grandfitiche laufe mit der Grundlinie parallel; dann ist nach
52):-0,' = § (a* 4 i b* sinar,), folglich g

129) T, = % M (a*+ {5 b* sin* o).

Wird a,== 90", so geht 127) in 108) iiber; ftir @;==0 ist die Formel nicht zu
gebrauchep, weil da die Drehachse die Querschnitte erst in unendlicher
Ferne schneidet, und nicht in &hnlich liegenden Punkten.

Ist in Fig. 24, Taf. III, die Drebachse DD durch die Spitze O unter
dem Winkel P EQ = D, S, 0, —= o, gegen die Grundfliche geneigt, wihrend
die Schwerachse SO durch die Spitze den Winkel 0SR = 0§, R, = a mit
der Grundftiche einschliesst, und legt man durch den Schwerpunkt S, des
Elementes M N eine Achse D, D, [/ DD, so ldsst sich fiir diese nach VI. C)
das Trigheitsmoment des Elementes: T'— ¢*dM bestimmen und, wenn
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LSOE=9und L R, S,0=L(RS, EQ)=f geaetzt wird, so ist wieder wie
in VIIL. D. (Fig.22):
€08 9 == sina sina, 4 cos e cos a, cosf,
und das Triégheitsmoment des Elementes fiir die Drebachse DD ist;
T"="T'+ (08, sin8)* d M = (¢*+ {*sin*8) d M;
da aber

z
‘ {=08,=—— und d==_—
ist, so haben wir:
e—— "°:, aM=Lr F s sinadt; M=} uFrsina;

und das Trhgheltsmoment der ganzen Pyramide fiir dle Drehachse DD ist:

=ET"= “F:’"“ (og® + A* sin® o)ﬁ‘d;,
130) T, =3 Mo+ At sin* §),

wobei g, den Triigheitshalbmesser der Grundfliche fiir eine parallele Dreh-
achse durch ihren Bchwerpunkt S bedeutet.

A sin@ ist die Entfernung des Schwerpunktes S der Gruudfliche ‘von
der Drehachse; nach 7) muss daher ¢,®== g+ 1! sin*® sein, und es sind
demnach die beiden Formeln 130) und 127) nicht wesentlich von einander
verschieden. Setzt man o, ==0, so wird cos#== cosa cosf und Formel 130)
geht in 125) tiber. Setat man o, == 90°, so wird cos® = sina und 1 cos e ist
der Abstand des Schwerpunktes S der Grundfliche von dem Fusspunkte
der Perpendikels durch-die Spitze auf die Grundfliche, folglich

e + A coste =¢*
und iitbereinstinmeud mit 108) wird
T=23M (o} + 1 cos’a) == § Mg

X. Triigheitsmomente abgestutzter Pyramiden,.
deren Hohe ==4 sein mige und welche entstanden sind aus Pyramiden von
der Héhe / durch Wegschneiden eines Stiickes von der Héhe I — A Da
sich hier gegen IX. ausser der gedinderten unteren Integrationsgrenze kein

Unterschied findet, so haben wir ohne Weiteres: °
l

F F ‘ ‘ R, (RY
M="T./‘z'dz='il,—(l‘h—lh‘+}h‘)=§plh[3—3T+(l—)]

(—=h

uFsina
AMsina

{
T,= (o + 1 rin'0) [tz = g 7 itonto)[e—(1-4Y)

(—h

5 —10 10 — 6 ¢
131) T, =32 M (od + & sin* 9) > "3+_"+”, +=

€08 & = sina sin a, 4 cos a oS a, cosP,
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wobei n =% das Abstatzangsverhkiltniss, & der Neigungswinkel der Dreh-

achse durch die Spitze gegen die Schwerachse durch die Spitze, a der Neig-
ungswinkel der letzteren, @, der Neigungswinkel der ersteren gegen die
Grundfliche, p der Neigungswinkel der Normalebenen durch die beiden -

Achsen auf die Grundfliche und A =s_irl¢_- ist.

Der Abstand des Schwerpunktes der a.bgestutzten Pyramlde von der
Grundfliche ist bekanntlich
_*hz‘+z(z—h)z+3(z —B) _nl14201-n)+30-n)'_
YA U RIF =R T 1 TH(I— )+ (1 —n)
der von der Spitze aber ist:

n l—q__ 31 4—8n+4an'—n* 3k 4—68nf4an*-n’
W= e = e dsine 3 —3n ¥#  dnsina  8—3nd4nt }
daher ist das Triigheitsmoment der abgestutzten Pyramule fur eine Dreh—
achse durch den Schwerpunkt:

T=T — (n, sin®)" M,
sint 9\ 5 —10n 4 10n* — 52% 4-nt
132) TE%M[ 0°'+psin a) 3—3n<4nt
3h 4——6n+4n‘—-n‘ sin’v]
—* 3—3n4nt )sin’« !
s.B. 1) Gerader Krelskege], Drehachge dureh die Spitze wnd
den S8chwerpunkt:

6n—-8n’+3n.
3—-3n+4nt !

!
4

n=£;'=§» a == o, = 00", sin'9 =0, .Oo.=*m5

2) Gerader Kreiskegel, Drehachse durch den Schwer-
punkt und parailel zueinem Durchmesser der Grundfllche;
a=90" a;==0, sin*¥@ =1, ¢ =} Ryn=}, n=4§} b

134) T=M[(’—f+z')u—g(nhrj-:mmsw'+°;h');
und fiir eine parallele Achse durch den Mittelpunkt der Abstutzungsfliiche :
T 135) T,=T+Gh—n) M=%, M R*+2M).

3) Schiefer Kreiskegel, Scbwerachse durch die Spitze
als Drehachse, ¢'=14} R*(sin*e+1), a==¢,, =0, sin*'® =0, n=1]}
und

136) T = %% MR* (sin*a+1).

4) Halber gerader Kreiskegel, Drehachse durch den
S8chwerpunkt,sénkrecht zur Grundfliche; «,=90° da der Schwer-

punkt der Grundfliche von deren Mittelpunkte um e = % absteht, so ist

3nl
long =— —

4R .
iR colc-—a—”l, cosd = sina, n=},

folglich :
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>

r=pat f[or+ (5] 88 — s aer (22

nun ist aber p., + ( R) = @," =} R?, folglich:

% s
137) r—(2 )MR'

XL Trigheitsmomente von Sectoren der Rotationsfiichen.

Der .Centriwinkel des Sectors sei o, und die geometrische (Rotations-)
Achse falle mit der Achse der z zusammen, welche von O (s. Taf. III, Fig.
25) aus gerechnet werden, wobei 0C—=z, 04=z,, 0B==z, und t,—z=AB=]
sein moge. Zerlegen wir nun die Rotationsfliiche in Elemente durch Ebenen
L zur Achse der z, so liisst sich jedes derselben, z. B. EF, betrachten als
ein kleines Rechteck, dessen eine Beite ein Kreisbogen, beschrieben mit
dem zugehirigen Halbmesser CE—r, ist, wilhrend die andere Seite das

e Bogendifferential ds der (die Rotationsfliche erzeugenden) Linie G H ist,
in welcher die Ebene 4 BGL£H die Rotationsfliche schneidet; lautet die

e T T L ]
Gleichung von HEG: r=={(z), 80 ist ds == }/dr*+ d2* = dz l/ 14 %),

die Masse des Elementes ist daher d M = pdV=pd.r.o.ds; die Dicke
& der Fliche und der Centriwinkel o ist fiir alle Elemente gleich gross,
daher ist die Massa dea Sectors:

2

M=p6mf’ ds.

2z,
A) Wihlen wir die Rotationsachse als Drehachse, s0 hat das

Massenelement d M von dieser den Abstand r, folglich ist sein Trigheits-
moment T'==r*dM = udw.r'ds und das Trigheitsmoment des ganzen

Sectors:

138) - T,=ZT-=HM"%

1) Cylinderfliche; r = R constant, dr —=0; ds=dz, M—=yuloR!

z

R’fds

139) T,=M-2— —MB;

Zy

Rfds
2y
vergl. IV.
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2) Kegelflidche; die Spitze liege in 0, z, sei =0, z, ==, der Halb-
messer der Grundfliche = R, mithin

R R\?
r,—_7z1d3=dzl/l+(~l— ;
- /3
. (]
(ITZ)Jz'dz .
n—2 b’}f:,‘"m:wm
}_z.'/.zdo ) . :
; z
0

3) Kugelfliche, deren Mittelpunkt O, deren Glelchnng r*—=R'—12,

sein moge;

140) T, —

dr = — zdz ds— Rdz

VR —2' VR =2

Rdz

M= afzr— i _Rdz
O YrR—=

2,

‘/2?'— Y)dz

P |
T,=HN> z;—=n(m-—g." o

. . jdz
zn .
141) T,=H(R’——

Zy

=pdoR (z,—z,)

u;ld

7 — 12,

7' +2 2,4+ 30’)
— )
Ist der erzeugende Kreisbogen ein Quadrant, so ist z,=—=0, z, =R&,
mithin :

142) T,=M(R—§R)=3JMHR".
Setzen wir dagegen zy==z,==1, 80 wird T,::(R'— 2t) M= Mr*, in Ueber-
einstimmung mit IV,

4) Paraboloidfliche, deren Scheitel in 0 liegt; die Gleichung der

erzeugenden Parabel sei: r* =2pz, rdr —=pdz, rds =dz ;/r’ + p*, folg-
lich bei z,=—=0 und z, =1, 2p!{=1">*
{
J;pz }/p'+'2p: dz

T, = n*

[4
./Vp‘+ 2pzdz
0

Setzen wir J2pz+p*=¢ 2p2=§ — p', pdz ={d¢, so wird
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VErp
./;p”/” +21’“"=“f(f'— *) f"‘f=—(%l/m—ip
L0
AT — 1)
Joe+p
j L4 +”“"——/f' f——(%l/pr" —ir")

und

,,,3;/b'+p +5;/b'+p —3p—5p"
VE+p—p
' ;/ ¥ .5
=11(1+,f Yt+p ”)
Ve +p°
"'=%-5:7°-’(Vb’+p"—p’)-
B) Die Drehachse DD (s.Taf.III, Fig. 26) gehe durch den Co-
ordinatenanfangOundstehe senkrecht aufdergeometrischen

Achse 0Z. Der Schwerpunkt S, des Elementes £F—d ¥ liegt auf der
Linie CL durch die Mitte des Elementes und zwar in der Entfernung

143) T,=

CS = Ty = % “_r von C. Legen wir aber durch C eine Achse
2rsinfu sin u

D, D, // DD und bestimmen fiir diese nach 17) das Trigheitsmoment des

Elementes T'=}r*d i (1 — 0590 51 Po : cole (p.)’ wobei LECD,—,,

FCD, = ¢, und @,— @,== o, 8o ist nach 8) das Triigheitsmoment des Ele-
mentes fiir die Achse DD:

T'=T4+0C".dM=T+22dN;
das Trigheitsmoment des ganzen Sbctors ist demnach:

144) T, —=T1"

- z‘ . .
=“am‘/;_[;(l__coscp,sm%—cosqp,smlp,)r'_l_z:] T+ dr t.d
. % @ ’ dz

Ist aber EF ein Quadrant von D,D, aus, also ¢,=0 und g,= g, so ist:

2y

145) T,=pdo r(ir*+z*>;/1+(j_:)'az;

ist dagegen @, = — @,, also EF symmetrisch gegen D, D,, so ist

146)r,=,‘a..3f:'[;(1 —%)r’h‘] V1+ ( dz;

Z

ist endlich EF ein voller Kreis, d. h, ¢, =0, g,=2% = o, s0 ist
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L z' .
147) To= 2”31:‘/;' @r+2") V 14 (Z_: ’dzg
%

2. B. Kugelfliche, deren Mittelpunkt O ist;

dr z
r’=R'—z’, E=—m; z.,=——R, z,_R,
4+R + R
Rdz

T=2udn fr§ (R + 2" ,_—-pﬂnR (R*+2%)dz=§udnR',
—-R V —R

M=2udxn VR'—z’ds=4p6nR',
R .

148) T=3 M R,
wie 142).

C) Die unter A) und B) entwickelten Formeln lassen sich auch aus der
allgemeinen Formel 2) herleiten. Setzen wir niémlich in

2) . T= J‘f./;',’dzdydz

d
T=rsine, y=rcosw, r =[(2), dr_-6 dV=6rdmdz—’,

d I
so wird nach 3)

149) T,-_pd :m’ ffr'sm'odmds+sm‘fi[fr‘cos’mdwd:

+ sin® v/:/; ,.d.,d,—2cosﬁcosy‘/:/r'zcosmdmds

—2cosacosy .]:/ r*z sinw do ds—2co3a cosfi ﬂ risin uwcmdmds]'

Ist die geometrische Achse die Drehachse, so wird o = f=90°, y=0 und

Ty=ud [‘/“/;’sm’mdmds +ffr'cos’wduds
—pJJ]ﬂdmds-pdm r'ds

in Uebereinstimmung mit 138).
Steht die geometrische Achse senkrecht auf der Drehachse, ist —a==y90°,
g =0, so wird

T,=ud [ﬂr’m’n’mdmds -l-‘/:/‘z’rdmds]
Z
. __cos @, sing, — cosg, sing, ,]
__pdm'/‘[}r'(l ) = )+rz ds,

in Uebereinstimmung mxt 144).
Setzen wir die Elemente als Vollkreise voraus, so wird in 140)




v
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AR P APPP L AP AP PPN . -~ S

2%

2% 2x .
fsin’w do =ﬁos’w do =n;ﬁm=2u;
0 9

0

2
‘/;.’039) d¢=jainm do= [ coso sinoda=20;
0 0
folglich allgemein :
Z Z
. 150) Ty = udx|(sin®a + sin*P) [ rPds 2 sinty | rztds).
% %

XII. Trigheitsmomente von Bectoren der Rotationskdrper.

Der Centriwinkel des Sectors sei wieder @, auch werde die iibrige Be-
zeichnung aus XI. beibehalten und die geometrische Achse als Achse der z
genommen ; setzen wir nun nicht volle, sondern ringférmige Sectoren
(im Querschnitte wie 4 BCE in Fig.8) voraus, und sei bei dem Elemente
FKLE, Fig. 25, (senkrecht zur geometrischen Achse) der #ussere Radius
CE=r, der innere CL = r,, so ist die Masse des Elementes:

AM=yp} (" —rd)w.dz
und die Masse des ganzen Sectors:
1
M=}paof (r—rddz; r=/[(2), ro=fo(2)-
: %

A) Ist die geometrische Achse die Drehachse, so ist nach 42)
das Trégheitsmoment des Elementes 7'== }d M (r*4-r,") und das Triigheits-
moment des ganzen Sectors:

5 ‘f (r*—rt)dz

151) Te==}po [(H—rf)dz= " —o;
z

¢ ﬁr,'—r,‘) dz

wire der Sector voll, so wire r, =0 zu setzen.
1) Cylinder; r,=0,r =R,
, I,=} MR,

wie 64).
2) Kegel; r,==0, Halbmesser der Grundfliche =R, r = -l]-i z

3 R
.Tl =3 ”,‘*R'l =% R'M,

wie 112).
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3) Kugel; r,#0 re=)/Rt—2*

e Y  — —41(3‘";”’”’*

'/.(B'-—-z’} dz
Ze
Ist aber die erzeugende Kreisfliche ¢in Quadrant, und zwar z, =0,
z, = R, so ist

1'52) Fi=}M

15 B
i

4) Rotationsellipsoid; fo=0,r=— a*t—z*

'/(a —2Y)*dz

(a —2Ydz

=3MR.

T, =1

b’ at— a’z’+=}z‘ z=z

%y
oder wenn die erzengende Fldche ein Ellipsenquadrant, z,==0 und
z, = a ist, 80 ist

153) T=§M".”‘ = Mb*.
5) Rotationshyperboloid, Drehung um die grosse Achse, r,=0,
b i
r-_;}/z’-—a ‘
k|
(z’—-c’)’d:
b —nt 24 —}a'z, +a‘ )
154) T ._;U ” =}H Jai— +8a
(2*—a*)dz

Ist aber z, = 2a, 80 ist: .
T,-.}M ("a’-{-‘a’)-—-%&lb’
65 Rotationsparabolmd; r=2pz2, B =2ph, r,=0

.
b/ 4pt2tdz

155) T,=;M-——h———==§llph=}lb'.-

'/;pzdz

0
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7) Ringstiick mit rechtwinkelig dreieckigem Querschnitt
ABC (s. Taf. III, Fig. 27), dessen eine Kathete 4 B =1 parallel zur Dreh-
achse’D D in der Entfernung E 4 =a; ist BC=2, s0'ist

’
ro==a, FG'-—r,_a+-—z, rd—rg —-Eﬂzrf-P
3 2 3
r"_r"‘:‘lab +6abz,+4ab z'+ z‘
r I
und
2a°bl 424 bt 14 bl 4 041
T, = __
= abl4 ot
. 2a’+2a’b+ab’+i-b‘
156) . T, =M at b

Fiir a==0 wird T, = \% M?*, wie bereits 112).

8) Ringstiick, dessen Querschnitt FHG (s. Taf. III, Fig. 28)
im Innern einen Kreisquadrant (r,==R'—¢*) und nach aussen

einen damit concentrischen Ellipsenquadrant rt== ;:(R’—z’)

zur Grenze hat.

r‘:'——"o’=b' R!R'(R.—z’)v rt—rg -—b_:T_(R. 22)’
und
f(R‘—-zR'z'-j-z‘) dz
B4R 0
157) T,=}M ot A -_-{MR’
' ﬁR’—z’)dz
0

9) Ringstiick mit elliptischem Querschnitte; der Mittel-
punkt der Ellipse (y=%;/ a"—z?),stehe um ¢ von der Drehachse ab, welche

mit der Halbachse a parallel sein mége; dann ist

b
ro=c—y, rr=c+y, rlt_ro"-:‘cy:"af;/‘rz’v

nt—rd=8oy () = YIS [+ 0 (@ — 2]

ﬁ:‘—-ro‘)dz ﬂr, —r, )dz
T=§ M= ——
: ﬁr, —rt)dz ﬁr, —r,')dz

oder, wenn z==acosp, dz=—asinpdep, ;/a — 2 ==a-sinp gesetzt wird:
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d
2 .
8cbhb , .
f a—‘; a'sinte (a4 blatsin*@)d
===~FH0 =
i .
*4ch
. j4c a’sinfpdep . .
-a
0
Bapdl=
kg +Y 4.2° 2

158) I'—=M - =M (c*+3});
. ‘__
nach der Guldin’schen Regel ist M=—=p. .abx.we.

B) Die Drehachse gehe durch -den Coordnnatonnnfang
und stehe senkrecht auf der geometrischen Achse. (Vergl
XI. B.) Legen wir durch den Mittelpunkt des sectorférmigen Elementes
eine Drehachse parallel gu der durch den Coordinatenanfang gehenden, so
ist fiir erstere nach 30) T"=} d ¥ (r*+ r,?) (l L i :co: $o 27 %),
wobei w =w, — @, = ¢, — @,, und nach 8) das Trégheitsmoment des Ele-
mentes ftir die Drehachse durch dem Coordinatenanfang T '=—=T'+ 22 dM
und das Trigheitsmoment des Sectors fiir diese Achse:

z ) .

' o .

=2T"=i“.f[r’-:r. (l_costposmw,“cosw,mq:,)_'_ z’](r'—r,')dz
. z

Z
— ‘ 7 ) i ~
ﬁr‘ - ro (l __ €08 @, Sin g, wt'os @, sin (Pl) + z’(r’-r,')]dz

7y

ﬂr‘ —rt)dz

2y
z.B. 1) Quadrant eines Rotationsparaboloides;

@, =0, ¢'=-§=m, r.:O' 'r=]/2pz, b=}/2ph;

bfeﬁﬁ +2Y/2pR ) dz

160) 7,= M~ ; - = (§ph+{H) =P+ J)N.

, J;pzdz N

i . ) 0 .

2) Abgestutster Kegel mit cylindrischer Aushéhlung,

ein Durchmeiser £4 (s. Taf. ITI, Fig. 27) der Abstutzungsfliche "als Dreh-
Zeitachrift f. Mathematik u. Physik, V. 14
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AL, AAAS A, S

AANAP AL P P

achse und zwar wieder @,=0, ¢, = :;— = wj der Schnitt durch die geo-

metrische Achse sei M AC N und es sei

ro=EM=a, r=EA+%';z==b+%z,
und
b — 2 L
- +&b’c+ib’0’+ +c‘+;hc'+bc’+42bc
161) T, =N
®—a +bc+*c’ H

Ist aber a=—=0 und b=c=} R, 80 wird:
3154 + blh!
T, = ML,T-—- = s M (} R*4-24),
wie schon 135). . :
3) Ruotatnonsellipsond denen Mittelpunkt um ! von der Drehachse
entfernt ist;

Po=0, ¢, =2 =0, ry==0, r*=—=—, (a’ af), x=z=I,

f__— ('~ P21z —27)
l4a

S

b I—a b4t
162) T,=, N e =u("t yr)

(a*—1t4-21z—~2%) dz
l—u
Setzt man a==b==R, so wird das Rotationsellipsoid zur Kugel und fiir
diese ist:
163) T,= M (3 R+

und wenn [ =0 ist:

B 44at
]

T‘ = % M”,
wie schon 152).
C) Auch Formel 151) und 159) lassen sich unmittelbar ableiten. Setzen

wir né&mlich in

2 T=ffj:-,'dxdydz

wieder
z=rsinw, y=rcoso, r={(z), dF=rdodrdz,
so wird nach 3):

164) T.=H[sin"a ‘/ f Psintodadrdz 4 sin'f j:f f costo do dr dz
+sin';:/:/:/z'rdmdrdz—2co.vﬁcos):/]l rPzcosodwdrdz
. —2cosacosy ﬂ r*z sing dw dr dz—2cosa cosfd ‘/ j:f r‘dmdrdz]-
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Ist aber die geometrische Achse die Drehachse, so wird a=f=90°, y==0

und
Zq

. Tl—_—_-,,f/‘fr’d'wdrdz:}pw (' —ry") dz,

%
wie 151); steht dagegen die Drehachse senkrecht auf der geometrischen
Achse, 80 wird bei « =y=90, §=0: '

T,=p[fj r's:'n"'wdmdrdz+ff./.z’rdmdrdz]

z .
— b ; —_— ;
—}u m‘/. [r‘ o (] COS @, Sin o — €OS , Sin (p,) 2 r,')]

4 (]
Zy
wie 159).
Setzen wir wieder die Elemente als Vollkreise voraus, so wird in 164):
2= 2% 2x
‘j:m’w dodrdz —‘/;08'0 dodrdz=g=; fdm=2u;

0 0

./;oswdw——f.ﬂnmdtn-—./:‘oswsmwdw—o, .

und allgemem

%
165) T, = p [(sm u-l-lm<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>