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I. tTTTOn tlDTD'Q Mischnatli Ha-Midoth (Lehre von den Maassen) aus einem

Manuscripte der Münchener Bibliothek, bezeichnet Cod. Hebr. 36, als erste

geometrische Schrift in hebräischer Sprache herausgegeben und mit einigen

Bemerkungen versehen von Dr. M. Steinschneider (Berlin 1864); ins Deutsche

übersetzt, erläutert und mit einem Vorwort versehen von Hermann Schapira

aus Odessa, stud. math. in Heidelberg.

n. Abraham Ibn Esra (Abraham Judaeus, Avenare), Zur Geschichte der mathe-

matischen Wissenschaften im. XU- Jahrhundert. Von Morit^z Steinschneider.

ni. Prologus Ocreati in Helc^jift ad Adelardum Batensem n^igistrum suum.
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IV. Die Uebersetzung des Eukliä, aus dem Arabischen in das Lateinische durch
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Von Prof. Dr. H. Weissenborn in Eisenach.
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MISCHNATH HAMMIDDOTH
(lehre von den maassen)

AUS EINEM MANUSCRIPTE DER MÜNCHENER BIBLIOTHEK, BEZEICHNET

COD. HEBR. 36,

ALS ERSTE GEOMETRISCHE SCHRIFT

IN HEBRÄISCHER SPRACHE HERAUSGEGEBEI^ UND MIT EINIGEN BEMERKUNGEN

VERSEHEN VON

Dr. M. STEINSCHNEIDER
(BERLIN 1864);

INS DEUTSCHE ÜBERSETZT, ERLÄUTERT UND MIT EINEM VORWORT VERSEHEN

VON

HERMANN SCHAPIRA
AUS ODESSA, STtTD. MATH. IN HEIDELBERG.

Suppl. z. hi9t.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys.
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Abkürzungen.

St. = Steinschneider.

M. b. M. = Mohamed ben Musa.
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I.

Eine hebräische Schrift betitelt „fllTü, Maasse", wird von mehreren

Autoren, besonders von "^"TD"! (Salomon ben Isak, vulgo Raschi, gest. 1105),

dem berühmten Comentator des Talmuds, der Bibel, etc. unter verschiedener

Specialbenennung citirt. Zuweilen wird nämlich diese Schrift „113X013

miari", die Misch na der Maasse genannt, zuweilen aber ,,11^3 '013"

Traktat der Maasse, '012 Abkürzung von DDOIS Traktat, oder auch nach

anderer Leseart niTö 12"1Q 49 Maasse, ja zuweilen kommt diese letztere

Leseart anstatt in Ziffern, in Worten deutlich ausgesprochen „ITIDril Q'^yi'li^

niTD" vor, und endlich findet man noch den Namen „i^ri*^*'"!!" Boraitha

(externa, im Gegensatz zu der kanonischen Mischna) der Maasse. Man

hielt allgemein diese Schrift für verloren, wie manche andere Schriften,

die im Talmud citirt sind. Der Vernachlässigung war allerdings eine Schrift

dem Namen nach, etwas Geometrisches oder Geodätisches enthaltend und

nicht direct religiöse Fragen behandelnd, viel eher ausgesetzt, als andere

^direct religiöse Abhandlungen, da der Talmud und seine Schriftsteller diesen

* religiösen Zweck in erste Linie stellten, alles andere nur insofern behandelnd,

'als dasselbe in dieses Gebiet einerreift. Was im üebrioren den Inhalt be-» o o

^ trifft, so war die Zahl der verschiedenen Meinungen darüber nicht geringer,

als die der verschiedenen Benennungen,

f"
Herr Dr. Steinschneider gab zum siebenzigsten Geburtstage des Meisters

) Zunz (10. August 18G4) eine Schrift genannt Mischnath Hammiddot, als

) erste geometrische Schrift in hebräischer Sprache mit einer kurzen Ein-

leitung (auf die ich verweisen muss), heraus aus einem Funde, den er

zwei Jahre früher in einem Cod. Hebr. 36 bezeichneten Manuscripte der

Münchener Bibliothek gemacht hatte.

Nach der Meinung des Herausgebers sei diese Schrift identisch mit

jener von Raschi und anderen citirten, und für den Fall, dass die Leseart

ü'^tt, 49, richtig wäre, so müsste, wenn diese Ziffer die Zahl der Sätze an-

1*
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geben sollte, angenommen werden, dass, da in der vorliegenden Schrift siel

nur 42 Sätze vorfinden, entweder 7 Sätze verloren gegangen seien, oder
dass manche Sätze zu theilen wären.

Anmerkung. Auf die Einzelheiten der Citate, und wie von ihnen diejenigen,
die sich auf den gleichnamigen Traktat im Talmud (Beschreibung der Stiftshüttel
beziehen, zu sondern sind, näher hier einzugehen ist mir leider nicht möglich, wei
ich nicht weitläufig werden darf. Indess kann ich nicht unterlassen, mindestens
so viel zu bemerken, dass die verschiedenen Citate in zwei Kategorien zu theiler
sind: die einen haben einen halachischen, die andern einen aggadischer
Charakter; die ersteren gehören eher der Mischna, die andern dagegen der Bo-
raitha, ja sogar der Gemara an. Fasst man dieses ins Auge und bemerkt noch
dabei, dass nicht alle citirten Stellen in unserer gegenwärtigen Schrift sich vor-,
finden, und dass gerade diejenigen sich nicht vorfinden, die eher den Charakter
der Boraitha oder Gemara haben, während unsere Schrift, wenn überhaupt echt
(ich meine nicht nachgeahmt), doch gewiss den Stempel der Mischna an sich trägt,
sowohl der Sprache und des Styles wegen, als auch dem Charakter des Inhaltes
nach; bemerkt man dieses, sage ich, so gehört gar nicht zu viel Phantasie dazu
(jedenfalls nicht mehr, als bereits für manche Vermuthungen über diese Schriftm Anspruch genommen wurde), um folgende Frage sich zu stellen: War nicht
vielleicht zu dieser Mischna auch eine Gemara, wie zu den andern Theilen der
Mischna, vorhanden und führen somit die verschiedenen Benennungen nicht etwa zu
einem Widerspruche, sondern haben alle vielleicht ihren richtigen Grund? Dieses
um so mehr, da einerseits diese verschiedenen Benennungen mit den angeführten
zwei Charakterzügen sich gut vertragen, und andrerseits die sich nicht vorfindenden
citirten Stellen direct auf eine ähnliche Vermuthung hindeuten. Dass der Stoff
nicht ungeeignet ist talmudisch behandelt zu werden, zeigt hinreichend das Factum,
dass mancher Satz daraus im Talmud wirklich citirt und behandelt wird. Man
könnte nur zweifeln ob man es wagen darf ein so hohes Alter für diese Schrift
zu vermuthen; dieses ist und bleibt, wie wir weiter sehen werden, vorläufig unent-
schieden. Jedenfalls ist die Sprache und der ganze Charakter so täuschend ähnlich
einerseits, und ist es andrerseits in der Literatur eine solche Seltenheit einen so
genauen und reinen Mischna -Styl anzutreffen, dass ich hier von Echtheit und
Unechtheit zu sprechen berechtigt zu sein glaubte, wiewohl kein Verfasser
genannt ist. Der Einzige, der einen der Mischna verwandten Styl besässe, wäre,

.

so weit mir bekannt ist, vielleicht Maimonides; aber auch er schreibt bei Weitem
nicht so täuschend genau. Mit einem Worte: diese täuschende Genauigkeit der
Aehnlichkeit geht meines Erachtens so weit, dass wenn die Schrift nicht zur wirk-
lichen Mischna gehört, so muss der Verfasser unbedingt die Absicht gehabt^*
haben, täuschend ähnlich jenem wohlbekannten Style der autorisirten Mischna
zu schreiben, und daher der Ausdruck echt. (S. Schlussbemerkung.) Was die [

Midraschische Spielerei mit den Bibelversen betrifft, die Herr Dr. Steinschneider
'

darin findet, so glaube ich zur Genüge gezeigt zu haben, dass solche angeführte
Stellen durchaus nicht etwa müssig, sondern meistentheils nothwendig sind, um .

jedesmal irgend etwas zu begründen, sei es die Richtigkeit des behaupteten s'atzes

"

selbst, sei es in Betreff der Definition, sei es in Betreff der Terminologie; und das
ist durchaus im Charakter der Mischna. Der aufmerksame Leser findet diese Be-
merkungen an den betreffenden Stellen.
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II.

Auf Veranlassung meines hochverehrten Lehrers, Herrn Professor

^. Cantor, habe ich die Uebersetzung dieser Schrift ins Deutsche und eine

Erörterung derselben vorgenommen. Es lag mir durch die Freundlichkeit

ler Bibliotheksverwaltungen von München und Heidelberg das Münchener

^anuscript zur Einsicht imd genauerem Studium vor, wofür ich den ge-

launten Verwaltungen, und insbesondere Herrn Oberbibliothekar Professor

iangemeister, meinen innigsten Dank hiermit ausspreche.

Bei der Gelegenheit möchte ich etwas Näheres über das Manuscript

selbst mittheilen. (Ich bin allerdings nachträglich von Herri||pr. Stein-

schneider auf seine Beschreibung im Catalog der Münchener TI-S. S. 12

lufmerksam gemacht worden; da es mir aber leider noch nicht möglich war

Vergleiche anzustellen, so glaubte ich die folgende Beschreibung dem Leser

licht vorenthalten zu dürfen, weil es einerseits behufs der Beurtheilung der

Zeit, des Ortes und Charakters vielleicht dienlich sein könnte, diese Beschrei-

bung im Zusammenhange mit der Schrift vor Augen zu haben, und weil

mdrerseits hier sich vielleicht noch manches beachtenswerthe Wort für

len weitern Forscher vorfinden könnte.)

Das Ganze ist eine Sammlung mehrerer Handschriften, die ihrem mehr

3der weniger mathematischen Inhalte nach einander sehr verwandt sind.

Die Hauptwerke darin sind eigentlich von einer Hand geschrieben und zwar

in Quadratschrift; dagegen sind einige kleinere Abhandlungen in sogenannter

Raschi- Schrift, eigentlich Spanisch - Hebräische - Cursivschrift. In letzterer

3chrift sind auch mehrere Bemerkungen, Zusätze, Erläuterungen und Anhänge

zwischen jene grössern Werke eingeschoben. Der Anfang fehlt, trotzdem

äass der Einband wie der Inhalt verhältnissmässig sehr gut erhalten ist.

Die Ränder derjenigen Abhandlungen, die in der zweiten Schrift geschrieben

sind, tragen vom Buchbinder zur Hälfte weggeschnittene Aufschriften. Eine

Art von Titelblatt findet sich nicht am Anfang des Ganzen, aber am Ende

desselben. Vielleicht ist dieses Titelblatt nachträglich vom Bibliothekar

bestellt und so behandelt worden, als hätte man es mit einer Schrift zu

thun, die von links nach rechts gelesen wird. Eher aber möchte ich an-

nehmen, dass man es hier mit zwei Büchern zu thun hat, die später zu-

sammen gebunden wurden. Zu einem derselben dürfte vielleicht alles in

Quadratschrift Geschriebene gehören, welches grössere Ränder hatte und

deshalb verschont blieb, während die andern Abhandlungen im Texte von

srrösserem Formate waren und beim Zusammenbinden mehr leiden mussten.

Dadurch wird auch erklärlich, dass unter den auf dem nachträglichen Titel-

blatte aufgezählten Werken manche fehlen. Der Inhalt des in Quadrat-

schrift ausgeführten Titelblattes ist folgender:
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"iiö:r niniani jnnDiü nüs^üi jnsiDnn d:\i

'iiiüiü pnyin ob^^'^üib^ ^li^ö nson Dion

^nso pünü br pnn p nnin^ -in

ti^tib^ niüün nstt? bibi^ r'"^n 'impn^^n n^biüDi
Wörtlich:

Q'^lübil

Das Buch der Philosophie. Darin geschrieben: das Zählen (Arith-
metik, geppint wahrscheinlich die von Nikomachus, vgl. weiter unten), auch
Astronomie, und Maasse Merkabah (kabbalistische Gottheitslehre), und fünf-
zehn Bücher des Euklid von Erdmessung (wörtlich Geometrie ;' in eigent-
lichen hebräischen Schriften nie so genannt, sondern Messkunst); Aristotelische
Definition der Nomina im Buche UeQi, SQ^rjvsiag', übersetzt aus dem
Arabischen ins Hebräische von mir Moses ben Samuel ben Tibbon aus
Granata in Spanien; und die üebersetzung war beendigt am 17ten Elül
5030 (1270).

Bemerkenswerth sind dabei zwei Hauptpunkte: a) Das ganze Manu-
script wird zusammen mit einem Namen „das Buch der Philosophie" ge-
nannt, b) Es ist aus dem Arabischen ins Hebräische übersetzt von Moses
ben Tibon im Jahre 1270 n. Chr.^)

1) Die freundliche Bemerkung des Herrn Dr. Steinschneider, mit der er nach
gefälliger Durchsicht dieser Zeilen mich brieflich beehrte, dass nämlich die Schlüsse
aus den Ueberschriften in den Manuscripten vollkommen verfehlt wären, da die-
selben von unwissender Hand gemacht seien, diese Meinung kann ich leider nicht
theilen. Nach meiner unmassgebenden Ansicht muss in dem vorliegenden Falle
der Schreiber des Titelblattes eine Quelle gehabt haben, aus der er sagen konnte:
übersetzt durch mich (in erster Person) Moses u. s. w., und dabei Tag, Monat,
Jahr und Ort der Beendigung der üebersetzung angeben? Ich sage ausdrücklich
Beendigung der ganzen üebersetzung (wie es hier ausdrücklich heisst), da
einzelne dieser üebersetzungen Angaben von anderem Datum und Ort enthalten,
wie es z. B. beim Euklid heisst (in dritter Person), üebersetzung des grossen Weisen
Moses, Sohn des Philosophen der Gottesgelahrtheit, Samuel ben Juda ben Saul ben
Tibbon; er übersetzte es in Montpellier. Beim Schlüsse des Euklid findet sich
aber wörtlich jene letzte Phrase des Titelblattes vom üebersetzer in der ersten Person;
dann unterschreibt noch der Schreiber wörtlich: und habe es geschrieben ich Moses',
Jonah Sohn des David des Griechen (?) in Konstantinopel 5240 (1480). Dieses ist
ebenfalls in Quadratschrift. Alles macht auf mich mindestens den Eindruck, als
wären die andern Schriften später mit dem Hauptwerke zusammengebunden worden.
Jedenfalls finde ich, dass dem historischen Forscher, für den diese Arbeit über-
haupt als Material zu betrachten sein sollte, jenes Titelblatt nicht ganz verschwiegen
werden dürfte. Dem Forscher dient manchmal eine geringfügige treue Wieder-
gabe der Thatsache zur Entdeckung wichtiger Merkmale.
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Daraus würde man im ersten Augenblick zu entnehmen geneigt sein,

dass auch unsere Schrift aus dem Arabischen übersetzt sei; aber ein solcher

Schluss stellt sich bei näherer Betrachtung als etwas übereilt heraus.

Zunächst fehlt unsere Schrift in der angeführten Detaillirung des Inhaltes

der Uebersetzung. Auch fehlt nicht sie allein, so dass die Möglichkeit der

Annahme, dass sie etwa ihres unbedeutenden Rauminhaltes wegen es nicht

verdient hätte in Reihe der viel voluminösem Werke gezählt zu werden

ausgeschlossen ist. Es fehlen noch manche andere Schriften, die in demselben

Manuscript enthalten sind. Ich will hier den wirklichen Inhalt des Manu-

scriptes kurz angeben:

1) ltt?1tl HWyü, Maasse Choscheb, Rechenkunst (und nicht etwa:

Kunstwerk, wie jemand in einer Notiz dort glaubte), enthaltend eine ziem-

liche Zahlentheorie, von Rabbi Levi ben Gersom. Dieses Werk ist ein selb-

ständiges und hat insofern etwas besonders Interessantes in sich, als der

Verfasser bestrebt ist den Rang der Ziffern auch ins Hebräische einzuführen

durch Einführung der Null unter Beibehaltung der sonst üblichen Bezeich-

nung der Zijffern durch Buchstaben.

2) Uebersetzung des Euklid aus dem Arabischen, wobei Vergleiche

mit einem griechischen und einem lateinischen Texte am Rande sich finden.

Darin finden sich Commentare zu einigen Capiteln derselben von Abunassar

Alpharabi, von Mohamed ben Mohamed Alpharabi, worin die Ansicht des

Jacob ben Mochir angeführt wird, auch dessen Beweise, und Erläuterungen zu

manchen Figuren; von Abu Ali Alhassan ben Alhassan, von Joseph (wahr-

scheinlich Joseph ben Isaak Hajisraeli, der sehr oft in dem Manuscripte

vorkommt).

Letzterer citirt aus türkischen Werken (ii^y'Q'O'i '^nSD, und nicht ^1*1^

wie es heissen würde wenn arabische Schriften gemeint wären) den Satz,

dass die Höhe im rechtwinkligen Dreieck, auf die Hypotenuse gefällt, die

mittlere Proportionale sei zwischen beiden Abschnitten der Hypotenuse.

(Es sei beiläufig bemerkt, dass dieser Satz bei Mohamed ben Musa sich

nicht findet, ebenso nicht bei Alkarkhi und Beha-Eddin, wie auch in unserer

Schrift; in letzterer findet sich dagegen allerdings die Aehnlichkeit beider

durch die Höhe entstandenen rechtwinkligen Dreiecke zu einander und zum

ganzen Dreiecke Art. IV, b). Vor dem 14. Cap. heisst es: hier folgen zwei

Capitel, welche zum Euklid passen und sind von Hypsikles. Und schliesst

dieses mit der Bemerkung, es sei übersetzt von dem grossen Weisen Moses

ben Samuel ben Juda ben Saul ben Tibon, die Uebersetzung geschah in

Montpellier.

3) Zurath hooretz, 1^1^11 h"11S von Abraham ben Chija Hanassie,

(mathematische Geographie).
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4) Hakadur, ll^Dn nSD (Himmelglobus).

5) Hofe-chod, -imr\ nt:D von Ibn Esra. (Eigenschaften der ersten
zehn Zahlen.)

6) Unsere Schrift, ohne Ueberschrift. Am Ende heisst es: hiermit
schliesst das Capitel imd mit ihm die Mischnath Hammiddoth.

7) Darauf folgen mehrere Proportionen und Verhältnisse des ein- und
umgeschriebenen Quadrates und Dreieckes zu den Kreisen u. s. w., ohne
Angabe des Verfassers; dann ebenso einige algebraische Aufgaben.

8) Cheschbon Hamahalachoth niDbü^n pniTJn löD von Abraham ben
Chija Hanassie. (Berechnung der Planeten-Bewegungen.)

9) Commentar und Bemerkungen zu der Arithmetik von Nikomachus
von einem Schüler des Jacob ben Ischak ben Alzabah Alcanari und Säube-
rung des genannten Buches von der fehlerhaften Auffassung des Chabib
ben Bacharir Al-nestor, der es aus dem Syrischen ins Arabische übersetzt
hatte für den berühmten Himiam Takad ben Alhassan. (Hier wird wiederum
Abu Joseph oft citirt.)

10) Herstellung einer astronomischen Tafel, genannt Zapichah, von
Abu -Ischak ben Alsarkalah. Vollendet durch mich Moses ben Jonah,
Donnerstag 3. lior, 17. nach dem Paschah Feste 5245 (1485). Bemerkungen
von Comtina über die Einrichtung des Instrumentes (17. Tebet 5223, 1462).

11) Aufsatz über Astronomie von Abraham ben Chija Hanassie.

12) Einrichtung der Kupferinstrumente, niünsn ^bD ^Ipri lÖD Astro-
nomische oder astrologische Instrumente. (Comtina in dritter Person.)

13) Ein Werk (die Ueberschrift scheint oben abgeschnitten zu sein),i)
in drei Abtheilungen: Arithmetik, Geometrie und Musik, worin die ersten
zwei Theile etwas eingehend behandelt sind, dagegen ist die Musik nur er-
wähnt. Uebrigens sind auch die ersten mehr beschrieben, als eigentlich
behandelt. (In der Geometrie wäre vielleicht der Satz hervorzuheben, dass
die Summe der Winkel eines .^-Ecks, 2 (n - 2) R beträgt, was übrigens
nicht als Formel angegeben, sondern, wie natürlich zu erwarten ist, an einigen
Beispielen nur gezeigt ist. Dieser Satz findet sich weder in unserer Schrift,
noch bei Mohamed ben Musa, noch bei Alkarkhi oder Beha- Eddin. Bei allen
diesen wird mit Winkeln nicht operirt, höchstens wird bestimmt, ob sie
recht, spitz oder stumpf sind, und zwar auch dieses nicht direct, sondern
durch Anwendung de^Pythagoräischen Satzes auf die Seiten, und also als

Kennzeichen a' + b''^ c\ Im Uebrigen scheint der Verfasser sich auf

1) Nach Herrn Steinschneider sei dieses von Abraham ben Chija. Was die
Nummer 13 anstatt 16 betrifft, so kommt das daher, dass ich kleine, eingeschobene
Anhänge nicht gezählt habe.
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das Werk von Nikomachus zu beziehen, wie das die Eintheilung vernäth;

allerdings ist der Verfasser bemüht, die Quelle aller dieser Weisheiten in

Bezalel, dem Baumeister der Stiftshütte in der Wüste, (Exodus XXXI, 1— 6

;

s. d.) zu finden^). Das Werk hat insofern Interesse, als man durch das-

selbe einen ungefähren Ueberblick über den verloren gegangenen geome-

trischen Theil des Werkes von Nikomachus bekommen könnte.

14) Einige Artikel über manche Aristotelische Definitionen von Alm

Alkass ben Aderes. Darin sind citirt Abu Akr Alchaman ben Takr Ibn

Sina, Abu Alchananah ben Tolmeus, Alraschid, Abu Alchananah' Joseph ben

Jechija Hajisraeli aus dem Abendlande. Abuchmed Algasali Hamabo. fc^mc"

von Ibn Esra (V).

15) Erläutenmg der Himmelserscheinungen, Auszug aus Ben Raschid,

von Levi ben Gersom.

16) Wechsel der Blicke a^'Jl'an Cjlbn, (optisches Werk), von Euklid.

Anfang: Der Verfasser sagt, da ich das Buch, das meinen Namen trägt,

13 Artikel als Vorbereitung zum Almagest, vollendet habe, so u. s. w.

17) Das Buch der Spiegel D-'i^n^an ISO, von Euklid.

18) Erläuterung von Rabbi Simon Mutut über Linien die sich niemals

treffen (Asymptoten), Ausführliche Beweisführungen über die Möglichkeit

von Asymptoten überhaupt, und als Beispiel die Asymptoten der Hyperbel.

19) Die Messkunst, niimDm n^Dll llin von Levi ben Gersom.

Hierauf folgt die oben erwähnte Aufschrift. Es bleibt also in Betreff

unserer Schrift nicht ganz entschieden, ob sie den üebersetzungen, oder der

selbständigen Verfassung, wenn auch nach vorliegenden Modellen, angehört,

da mehrere Werke und Abhandlungen von beiderlei Arten in demselben

Manuscripte zusammengeschrieben sind, und zwar alles so durcheinander,

dass dieselben nach dieser Eintheilung schwer zu trennen sind. Allerdings

ist es bei den Üebersetzungen ausdrücklich gesagt, das sie solche seien,

während bei den selbständigen Werken ein Stillschweigen die Selbständig-

keit verstehen lässt. Da unsere Schrift nun unter den üebersetzungen nicht

gezählt ist, so bleibt jedenfalls die Möglichkeit, vielleicht auch die Wahr-

scheinlichkeit, sie als eine selbständige Abhandlung gelten zu lassen.

IIL

Wenden wir uns nun zu der Sprache unserer Schrift. In I. erwähnte

ich, dass die Sprache unserer Schrift auf ein früheres Alter derselben ver-

weise. Dieses muss von zwei Standpunkten betrachtet werden: nämlich

1) Dass man beim Bau der Stiftshütte wirklich geometrische Kenntnisse anwandte,

wie z. B. Kenntniss des Pythagoräischen Dreiecks, siehe weiter unten Art. IV. a, 'a.
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von Seiten des Styles und von Seiten der Terminologie, ich meine der

mathematischen Terminologie.

Was erstere betrifft, so ist derselbe unverkennbar der leibhaftige Styl

der Mischna. Schon der Anfang:

D'^DII nyn'li^n (Art. I, a): In vier Wegen, Arten.

1*1 ibt^^ (Art. I, a): imd zwar

bb^r\ S-IT (Art. I, a): die Regel ist.

Und so geht es fort:

!-n nt ?fc5'^n ir^^ (Art. I, b): was ist — ? das was —

!

*ltti5D"0 (Art. I, b); es heisst; imd nicht das später ge-

bräuchlichere Aramäische ^'^IHD^, von derselben

Bedeutung, nn^löün i^^H lÜSy :\!ini als Refrain

zum Schlüsse von b, c, d, h. Ich lege auf diese

Stellen um so mehr Gewicht, da alle diese Para-

graphen sich bei Mohamed ben Musa nicht finden.

"(S-'D Wie so?

^1)2^ 11D es ist schon gesagt, (in der 3. Person Pluralis; sie

(die Weisen) haben schon gesagt).

Jlbll^l lOn nbiyi "lOn (Art. II, k); nimmt immer mehr und mehr ab.

^lüb^i «lü (Art. V, c); warum heisst es nun? eigentlich, was

lernst du aus —
1"TQ^^ ^th (Art. V, c); weil man sagte.

-lü bD ibDn nr (Art. V, d); die Regel ist, alles was —
ITQi^S D'^^in 'Ä (Art. V, d); drei Dinge sagt man; eigentlich: drei

Fälle sind zu unterscheiden.

1D*nD IITH^ (Art. IV, b); der rechne nur fort nach seiner Art.

mit der Bedingung, dass —
welche liegt auf dem Boden;

heisst es ja;

so hast du gelernt u. s. w.^).

Was die wissenschaftliche Terminologie betrifft, so ist bemerkbar, dass

die technischen Ausdrücke älter sind, als die in der arabisch -hebräischen

wissenschaftlichen Literatur geläufigen, z. B. bei Abraham ben Chija Hanas^ie,

Maimonides, Ibn Esra, Ben Gersom, ben Tibon u. s. w. So zum Beispiel

findet man in unserer Schrift nicht die wörtlich aus dem Arabischen ge-

nommenen Ausdrücke ^tOp, Durchmesser, JnilltJ^I im Sinne von Flächen-

inhalt (^-^-y^-^j auch Körperinhalt in^tEJItn für Basis, )'^^y)2 (^^-^^*^) für

1) Herr Steinschneider macht noch auf „ni^rni &tU ^i^b^ii.^ '}&Oa" aufmerksam;

eine Phrase, die in Jezira auch vorkommt.

-lü "Ilnbni (Art. V, b)

pi^n b^ riDinsn (Art. v, c)

-iüib5 ü^in '^nn (Art. V, c)

müb j^n (Art. V, c)
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Rhombus, vergl. III, 1 mit Mb.M; sondern die später in diesem Sinne

nicht vorkommenden UIH, Faden, rDT'TD'Jü Ausmessung, arab. H.5*Lw^ und

^-ywwJCi' was wohl zu beachten [Marre's Bemerkung über das erstere

(S. 6 Anmmerkung) und Zeile 2 „superficie" sind ungenau und wider-

sprechend, St.]; ynp, CjID Grund -Endfläche für Basis.

Ebenso ist auffallend die weibliche Form für Viereck, Dreieck, Kreis

und Bogen, was die Ergänzung von rl"ns Figur voraussetzt^). Ebenso

findet sich hier nicht das später sehr geläufige ÜW^ für Körper, und ist

dafür das später in diesem Sinne sehr seltene ^^X Für Miiltipliciren

finden wir hier CjIS, während später 5fiD (dupliciren) gebräuchlich ist;

(wegen des !3 siehe NB. zum Schlüsse des Vorwortes).^)

Dieses würde, wenn unsere Schrift überhaupt echt ist, dafür sprechen,

dass sie mindestens älter als die arabisch -hebräische Periode ist. (Unter

einer solchen Periode verstehe ich die Zeit von etwa 740— 1200.)

IV.

Die Aehnlichkeit unserer Schrift mit der ältesten arabischen Geometrie

ist ungeheuer gross. Es lagen mir bei dieser Arbeit drei Werke von dieser

Art vor. Erstens Mohamed ben Musa (Alkharizmy) in zwei Uebersetzungen,

einer englischen, umfassend die Algebra und die Geometrie, von Frederic

Rosen, London 1831, und einer französischen, nur die Geometrie enthaltend,

von Aristide Marre, Rome 1866. Die Ausgabe von Rosen enthält auch

den arabischen Text, der mir leider unzugänglich ist; wohl aber machte

mir die gütige Gefälligkeit des berühmten Orientalisten Herrn Prof. Merx,

dem ich hiermit meinen innigsten Dank ausspreche, es möglich, einen Blick

1) In Verbindung mit iTniil findet man allerdings diese Form bei Jehuda ihn

Tibbon in der Uebersetzung von Saadia, worauf Herr Steinschneider auch verweist.

2) Besonders fallt ins Auge, dass hier zwei Termini gänzlich fehlen: 1) Paral-

lelität, was hier sowohl wie bei M. b. M. durch Worte ausgedrückt ist, die

nicht ganz deutlich sind , und etwa
,,
gleich, gerade, passend" heissen, so dass die

Uebersetzer von M. b. M. es verschieden auffassen (vgl. Art. II, f, Nota 18), während

später das Wort „b'^npa" für „parallel" sehr geläufig ist, ja sogar in den andern

Werken desselben Manuscriptes sehr oft vorkommt. 2) „Diagonale" ist hier

durch umständliche Beschreibung erklärt, z. B. der Faden, der durchschneidet von

Winkel zu Winkel, von Ecke zu Ecke und der der allerlängste ist im Gag" (Art.

I, b). Es wäre ein Irrtbum, wenn man glauben wollte, der Terminus sei hier üin

Faden und das Uebrige nur eine in der Einleitung gegebene Definition desselben;

da dasselbe Wort auch anderweitig gebraucht ist (Art. I, g. u. a. m.), und muss

jedesmal erklärt werden: ,,Faden von Ecke zu Ecke". Später ist aber „"posbx"

von Xo^ov = "(G^-ib dafür gebräuchlich. Das Wort kommt im Talmud oft vor, ist in

der Mischna aber, soviel ich mich erinnern kann, noch nicht gebraucht.
(Dasselbe kommt auch in Jezira vor und heisst auch oft Hypotenuse.)
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über manche kritische Stellen zu bekommen. Zweitens lag mir das Werk-

chen von Mohamed ben Alhnsein Alkarkhi vor, herausgegeben von Prof.

Hochheim, Halle 1877/80, deutsch; und drittens, ebenfalls deutsch, Essenz

der Rechenkunst von Beha-Eddin, herausgegeben von Nesselmann, Berlin 1843.

Auf die Verwandtschaft dieser drei arabischen Schriften in Betreff der

Geonietrie unter einander will ich hier nicht eingehen, da dieses bereits

zur Genüge klar gelegt ist. Was die Verwandtschaft unserer Schrift mit

diesen arabischen dagegen betrifft, so glaube ich zwar an den betreffenden

Stellen hinreichend aufmerksam gemacht zu haben, indess möchte ich hier

noch hervorheben, dass es auf mich den allgemeinen Eindruck macht, als

hätten, erstens sowohl Mohamed ben Musa, wie der Verfasser unserer

Schrift eine und dieselbe Vorlage, die jeder von ihnen nach seiner

Art behandelte. Dass zweitens diese gemeinschaftliche Vorlage keinen

theoretischen, sondern rein praktischen Charakter gehabt zu haben scheint;

es mag eine Art Sammlung von Resultaten geometrischer Sätze, die dem

Praktiker, vielleicht dem Beamten oder Richter, zum Handbuch wenn nicht

zum Codex dienen sollte, gewesen sein. Drittens scheint dieses Handbuch

sehr alten Ursprungs und wahrscheinlich bei verschiedenen Nationen, in ver-

schiedenen Ländern, in verschiedenen Abschriften, zuweilen auch in verschie-

denen, mehr oder minder selbständigen Bearbeitungen vorhanden gewesen zu

sein. Viertens scheint die Abschrift, die Mohamed ben Musa vor sich hatte,

mehr Indisches angenommen zu haben, wie z. B. die Bestimmung des Fuss-

punktes durch reine Algebra (Mohamed ben Musa schrieb ja auch eine

Algebra). Unsere Schrift enthält auch nicht eine Spur von Algebra,

dagegen hat sie manches Griechische hinzugefügt, wie z. B. die Heronische

Formel für den Flächeninhalt des Dreiecks ausgedrückt durch die Seiten

desselben, die bei M. b. M. nicht vorhanden ist, obwohl er dieselben Zahlen 13,

14, 15 für die Seiten des Dreiecks, die dort zu jener Formel gebraucht

sind, ebenfalls benutzt. Alkarkhi und Beha-Eddin, die offenbar nach M. b. M.

gearbeitet haben, geben auch die Heronische Formel zum Besten. Uebrigens

haben diese beiden Araber schon viel mehr aus dem Griechischen, worunter

am wichtigsten die Beweise der geometrischen Sätze sind, die sowohl bei

M. b. M. wie auch in unserer Schrift nicht gegeben werden. Fünftens

scheinen in unserer Schrift Commentarien und Zusätze späterer Zeit sich

vorzufinden, wie z. B. die Winke der Verwandlung der Brüche in Decimal-

brüche, was bei M. b. M. sich nicht findet und worauf ich seines Ortes

aufmerksam gemacht habe.

Endlich sei noch erwähnt, dass unsere Schrift eine Einleitung an ihrem

Anfange und ein paar Sätze über die Kugel im letzten Kapitel hat, was

bei M. b. M. nicht vorhanden ist.
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Zum Schlüsse möchte ich noch zur Entschuldigung etwa nicht ge-

nügender Berücksichtigung mancher Seite der berührten Frage erwähnen,

dass die Beschäftigung mit dogmatischer Mathematik, die zur Zeit meine

Hauptaufgabe bildet, mir es leider unmöglich macht, dem gegenwärtigen

Gebiete, auf das ich von meinem hochverehrten Lehrer Herrn Prof. M. Cantor

erst neu eingeführt bin, vorläufig die nöthige ernste Hingebung nach meinem

Wunsche zu widmen; vielleicht wird es mir noch vergönnt sein, darauf

später einmal zurückzukommen, wogegen ich vorläufig mich begnügen muss,

gütigen Zurechtweisungen der Meister vom Fache mit Dank und Ergeben-

heit entgegenzusehen.

Heidelberg, im November 1879.

Der üebersetzer.

NB. Dass ich bestrebt war, die Uebersetzung möglichst wörtlich zu

halten und zwar auch da, wo die deutschen Termini abweichend sind, wird

mir der Leser gütigst verzeihen. Wenn ich oft mit dem Inhalte etwas

freier umging, wo es der richtige Sinn unbedingt verlangte, so habe ich

dagegen die Form der Worttreue geopfert. Ich glaubte nämlich, dass gerade

solche Momente dem Historiker dienlich sein können. Wenn ich z. B. hier

durchgängig multipliciren in (anstatt mit) wörtlich wiedergebe, so sei das ein

Wink, dass dieses auf eine Verwandtschaft mit dem Arabischen hinweist.

Wenn ich nicht irre, schwankt ursprünglich auch im Deutschen beim Mul-

tipliciren und Dividiren der feste Ausdruck dafür; es heisst bald mal, bald

durch, und bald in. Dies wird auch im Deutschen von der Verschiedenheit

der Quellen der ersten deutschen Mathematiker herrühren. Weist doch

Drobisch nach, dass Johannes Widmann vonEger 1489 arabische und römische

Quellen benutzte, ersteres beweist der Gebrauch von Helmüaym = Elmeüian

(„"j^lITia" in der arabisch - hebräischen Literatur) für Rhombus.



Art.^) I.

a) Aus vier Formen (D'^Dl'l sonst Wege, Arten) besteht die gesammte

Messkunst, und zwar: dem Vierecke, dem Dreiecke, dem Kreise, dem Bogen-

artigen (hier Halbkreis). Die Regel ist: Das Zweite (das Dreieck) ist

die Hälfte des Ersten (des Vierecks), und das Vierte (Bogenartige) ist

die Hälfte des Dritten (des Kreises). Alle übrigen (Formen) sind mit

einander verflochten wie der Gürtel ("^^"'D, für 1D1D ^(ovaQ) mit dem

Schenkelband (n^inn, nach St. für ni^ini im Cod.). 2)

b) Das Viereck ist aus drei Gesichtspunkten (zu betrachten): Seite,

Faden (Diagonale) und Gag, Ji^, sonst: Dach; hier: Ebene, Oberfläche,

Flächeninhalt).^)

Seite heisst, was die Seiten des Gag hält (ausmacht); es heisst:

„viereckig sei der Altar (Opferstätte)".*)

Faden, der durchschneidet^) von Winkel zu Winkel, von Ecke zur

Ecke, und ist der allergrösste in der Länge des Gag; und der

Gag selbst ist die M'schicha, (Jin'^ttJ'a, Spannung, Ausdehnung, Messung,

Ausmessung; hier Flächeninhalt; es wird wohl nicht entgehen, dass dieses

fast identisch mit dem arabischen Messähat, bei Mohamed ben Musa.^)

1) p'ns gebräuchlich in der Mischna, wörtlich articulus.

2) Ueber dieses Wort s. Levy's Neuhebr. u. chald, Wörterbuch n'^'i'is I, 267,

288. Eine Erläuterung dieses orientalischen Bildes gehört nicht hierher, jedoch

ist es wegen des Vaterlandes der Schrift beachtenswerth.

3) Herr Prof. Cantor macht hier aufmerksam auf das griechische otsyr} Dach,

und bei der Pyramide Gxiyri rrjg TcsQufiidos^ bei Heren, Über Geeponicus, Cap. 72

(ed. Hultsch S. 217).

4) Exodus 27, 1. Dort heisst es: fünf Ellen seine Länge, fünf seine Breite;

viereckig soll der Altar sein, und drei Ellen seine Höhe. Die betreffenden Seiten-

flächen sind also Quadrate resp. Rechtecke und werden dennoch schlechtweg

551^^ viereckig genannt; und deshalb ist wahrscheinlich diese Stelle hier citirt

worden.

5) p'^öS'an wörtlich: „trennt", vielleicht zu ergänzen: „die Fläche", d. h. er

theilt sie (St.). Dieser Ausdruck für das Durchschneiden der Diagonale ist nicht

vereinzelt; vgl. diesen Art., Satz g; Art. III, d, e. Die Correctur p^tn^ri, p'iriTan

scheint unnöthig.

6) s. St. S. IV. A. 4.
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c) Das Dreieck — aus vier Gesichtspunkten: dem Schenkelpaare ^), der

Basis, der Höhe, des Gag.

Das Schenkel paar, das sind die zwei Fäden (D'^DIID'a wörtlich Ge-

dehnten). Rechts und [Links] ^); es heisst: „denn nach Rechts und Links

wirst du dich erstrecken".^)

Die Basis, das, worauf das Schenkelpaar (basirt) befestigt ist; es

heisst: (die Säulen), auf denen das Haus feststeht".*)

Die Höhe^) ist der Faden, der im Allgemeinen^) aus dem Schenkel-

paardurchschnitt auf die Basis fällt und (da) einen Winkel bildet, „zu den

Winkeln des Stiftszeltes"
;

'^) und der Gag selbst ist die M'schicha.

d) Der Kreis — aus drei Gesichtspunkten: Umfang, Faden (Durch-

messer) und Gag.

Umfang ist die Schnur (lp, Linie) die den Kreis umringt; denn es

heisst: „und eine Schnur von 30 Ellen umringt es ringsherum".^)

Faden ist, der vom Rande zum Rande gezogene; es heisst: „von

seinem Rande zu seinem [anderen] Rande" ;^) und der Gag selbst ist die

M'schicha.

e) Das Bogenartige, — aus vier Gesichtspunkten: Bogen, Sehne, Pfeil

und Gag.

1) In der Handschrift: 5b:iln i3)23:a, also ganz einfach; in der gedruckten Aus-

gabe (Berlin 1864) hat sich ein Schreib- oder Druckfehler eingeschlichen (rb:2n '"'D;::^)

und gab Veranlassung zu einem (sie). (Correcter wäre [wie gleich daraut] ni2Jb:in "i3üi

;

doch ist der Singular vielleicht nach Analogie von Maassbezeichnungen zu er-

klären, wie zwei F u SS u. dgl, Bemerkung des Herrn Dr. Steinschneider). Dem gegen-

über muss ich hinzufügen, dass hier 55b^rr'i.3Ty „Schenkelpaar", in der Analogie

von "p^biiin-dbu; aufzufassen sei und von ni", ü'^S'ba: ">3u: „zwei Schenkeln" wohl

zu unterscheiden. Der Ausdruck S^bs "^3^ kommt hier öfter vor: I, c. „?^t" sb'S, "^ilü;

HI, 0. s?2 la^un.

2) 'j'^D'^l T'^'i, also eine Anspielung auf I. Kön. 7, 21. Dort ist allerdings

l'^D'^ nicht die zweite, linke Säule; sondern die rechte Säule selbst wurde 'pS'^

genannt

!

3) (Jesaia LIV, 3). Im vorhergehenden Verse ist dort von der Verlängerung

der Seile bei der Spannung des Zeltes die Rede.

4) Richter XVI, 26, 29.

5) Bald: "11^3), Säule; bald '17315 aufrechtstehender. Senkrechte; bald auch iHTülp,

Höhe, s. unten Anm. 17.

6) bbl^ü I3in, hier vielleicht, um auszudrücken, dass es Fälle gibt, wo die

Senkrechte ausserhalb der Schenkel, oder auch in einen der Schenkel selbst fällt.

7) Exodus XXVI, 23. Dort soll der Winkel ein rechter sein, obwohl es

schlechtweg Winkel (oder Ecke) heisst; und deshalb wird wohl jene Stelle hier

angeführt.

8) I. Kön. VII, 23.

9) Ibid.
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Der Bogen ist ein Theil des Kreises; es heisst: „wie das Aussehen

des Bogens (Regenbogens) in der Wolke". ^)

Die Sehne,^) (ist) die den Mund des Bogens fasst; es heisst: „ein

getretener (gespannter) Bogen". ^)

Der Pfeil ist der aus der Mitte des Bogens zur Mitte der Sehne

gezogene; es heisst: „sie setzten ihren Pfeil an die Sehne".*) Und der

Gag selbst ist die Mschicha.

f)^) Wie misst man die Mschicha (Flächeninhalt)? In Zahlen rechnest

du eins auf eins, das ist die Mschicha, d. h. eine Elle auf eine Elle; so

zählst du bei einem Gag, welcher an den Seiten und den Winkeln gleich

ist, nach jeder Seite (Richtung); die Tabula (^blt2 = Quadrat), welche

aus zwei besteht auf jeder Seite, während die Winkel gleich sind,^) ent-

hält als Ausmessung das vierfache Maass der Einheit, welche (selbst) eine

Elle auf eine Elle ist; und wenn sie drei von jeder Seite hat, macht es

das neunfache vom Maasse der Einheit; so auch vier auf vier und fünf auf

fünf. Von da ab und weiter rechne so fort nach demselben Maasse auf-

wärts (d. h. steigend).

g) Was kleiner als die Einheit ist, theilst du so ein"^): die eine

(Quadrat-) Elle durch zwei von Rechts nach Links ^) und von Oben nach

Unten gehende und in der Mitte sich durchschneidende Fäden, so dass

der Gag in vier Abschnitte getheilt wird, und so findest du eine halbe

Elle auf eine halbe Elle, und die Mschicha selbst ist ein Theil von einer

Elle, welches ein Viertel vom ganzen Gag^) ausmacht; so auch ein Drittel

1) (Ezech. I, 28.)

2) Das 1 von 'nn'iin in der Ausgabe ist Druckfehler.

3) Jes. XXI, 15.

4) Psalm XI, 2. yn = ^ n^ Pfeil für sinus versus.

5) Bei Mohamed ben Musa fängt die Geometrie hier an; von der Classificirung

aller geometrischen Formen zunächst nach Viereck (eigentlich Rechteck), Dreieck,

Kreis und Bogen sowohl, wie von den vorangehenden Definitionen derselben findet 1

sich dort nichts. Als Reihenfolge für die Behandlung wurde indess auch bei ihm

die besagte Anordnung innegehalten, und zwar zweimal, einmal flüchtig und das

zweitemal eingehender und specialisirender, während in dieser hebräischen Schrift
j

diese Reihenfolge dreimal durchlaufen wird.

6) H. S. hier d^ITU gleich; nicht d'^SiU zwei, wie in der Ausg.

7) Das "] von Ip^na fehlt in der Ausg.

8) Herr Steinschneider corrigirt hier mit Recht p'^öS'ü nt anstatt p'^Sö^ni,

ebenso anstatt das zweitemal "p^a"!, ^X^^, wenn nicht vielleicht "pD'^ zu lesen ist

(siehe c, Anm. 4.).

9) Es ist ai\ln für "iS zu emendiren; die Worte IS ^272 kommen in den

letzten einigen Zeilen mehreremal vor, und das war für den Schreiber vielleicht

die Ursache des Irrthums. In II, e wäre umgekehrt richtiger ""il für das erste Ä5rt

i
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auf ein Drittel und ein Fünftel in ein Fünftel; wie bei gleicher [Länge

und Breite], so auch bei ungleicher. Von da ab und weiter rechne so fort

nach demselben Maasse abwärts.

h) Man hat schon gesagt (in der vorigen Mischna): ein Halb auf ein

Halb ist ein Viertel, und so ein Drittel auf ein Drittel ist ein Neuntel^);

wie in diesen, so in allen ähnlichen Fällen: man zählt (rechnet) es bei

gleichen und bei ungleichen: i<injj<li5(?)^)

So zählst du : zehn auf zehn ^) sind hundert, die Hälfte von zehn ist fünf,

fünf mal fünf gibt 25 und das ist ein Viertel von hundert* ), und die Zehn steht

als Eins, und die Hundert als Zehn, und die Tausend als Hundert. Von da ab

rechne so fort mit Brüchen nach Maass der Einheiten; aber bei den Einheiten

nimmt es zu und bei den kleinern (als die Einheit) nimmt es ab.
^)

zu lesen, dann wäre nämlich jene Mischna in drei Theile zu theilen: 1. ÜSI^M

5r-'""'i-n "1:2 rx ^its?, Ausmessung einer Seitenfläche des Parallelepipedons durch

Multiplication von Länge und Breite. 2. C^ss ww )^''C'2 55rt, Oberflächenbestimmung

durch Addition (Zusammenzählen) der sechs Grundflächen. 3. in^ '^ini '^['".X ^i^ia^a

p"??!! "^ins, Bestimmung des Körperinhalts.

1) Das Wort rirr^a allein heisst hier: ein Neuntel, wie das Wort 2?3'n« ein

Viertel heisst; und das "ihb ","'?2''i'ini )fi'z ist off"enbar zusammengehörend aufzufassen,

wie oben übersetzt. Diese Construction wiederholt sich hier und im Talmud über-

haupt sehr oft. Herr Steinschneider S. IV, fasst )'n'z 5un53 zusammen, er las es also

wahrscheinlich ^^"r'?- An dieser Stelle wäre es gelegentlich zu bemerken, dass

im Hebräischen für Stammbrüche (und nur für solche) nur bis Zehntel die weib-

liche Form n^^^'C'S, n^r^L:r., n'^D^^cu, n-^r^r:;, n^^i-c, n^uj^n, r-n-,, "c^Vc, nsn^i Yj,

Va» V4» Vs» V«^ Vt» Vs» V9) Vio sich vorfindet, auch im plur. l^n'^uiTan ni'i'TiTü», etc.

Sonst heisst es ni^"\L^^ Tnx, eins von sechzig, anstatt ein Sechzigstel etc.

2) Wenn kein noch zu errathender Schreibfehler vorliegt, so scheint dieses

Wort nicht hebräischen Ursprungs zu sein. Herr Prof. Cantor macht auf das

indische Wort ^f{V<4 [^ für Multiplication aus dem ^ „sein" aufmerksam. Der

Sinn ist jedenfalls offenbar der, dass man immer die beiden Dimensionen (Länge und

Breite) als Zahlen-Factoren zu behandeln hat, gleichviel ob dieselben als Vielfache

einer ganzen Einheit oder als Theile einer solchen auftreten; im ersten Falle kommt
als Flächeninhalt das Product dividirt durch die Einheit und im zweiten Falle der

reciproke Werth. [Das Wort i<'5j<
,,
jedoch" habe ich schon beanstandet, es scheint

überflüssig; vielleicht ^b'^XI IX-'S „und so weiter" wie im vorhergehenden §? i<'ü5< 2X

ist sicher kein Fremdwort; vielleicht nJ-n^AliX d. h. 1— 7, ursprünglich 1—9. Dann
schliesst sich sehr gut daran die Berechnung von 10. Steinschneider] ('?).

3) Man beachte die Ausdrücke '?r und '^irin, auf und in beim Multipliciren,

und den Ausdruck ni«2?£ oder G2;s, mal; man pflegt sonst erstere Ausdrücke bei

Flächen und Kubikinhalt und letztere bei Zahlen zu gebrauchen. [NB. 55 rp:i

oder "^ins s. meine Einleitung S. IV. Steinschneider.]

4) Modem gesprochen ^/., = 7io = 0,5; ^^ = *Vioo = 0?^^; also Verwandlung

der Brüche in Dezimalbrüche!! S. pag. 29, 4.

5) D. h. sobald die Verwandlung der Brüche in Dezimalbrüche ermöglicht ist,

Suppl. z hist.-lit. Abth. d. Ztachr. f. Matli. u. Phys. 2
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i) Das ist die Regel: Ein Halb auf ein Halb gibt die Hälfte des

Halben, und ein Drittel auf ein Drittel den dritten i) Theil des Drittels,

und so ein Halb auf ein Drittel die Hälfte des Drittels; und so ein Viertel

auf ein Drittel den vierten Theil des Drittels. Ebenso in allen ähnlichen

Fällen, bei gleichen und ungleichen.

Art. II.

a) Wer viereckige Felder^) messen will, so gleiche (an Länge und

wird es möglich, alle Rechnungen mit Brüchen wie mit ganzen Zahlen auszuführen;
nur dass man (in moderner Sprache) die Bestimmung der Dezimalstellen zu beachten hat.

1) Herr Steinschneider corrigirt mit Recht lü^bü anstatt 'i^in, welches sich

wahrscheinlich aus dem nächsten Satze beim Abschreiben irrthümlich eingeschlichen,

wie es in diesem Manuscript oft der Fall ist. Auffallend ist, dass gerade an dieser

Stelle auch die Schrift des Mohamed ben Musa den Uebersetzern Anlass zu ver-

schiedener Auffassung gegeben hat: in der englischen Uebersetzung heisst es „two
thirds by a half", während in der französischen „un demi tiers par un demi tiers".

Siehe die betreffende Anmerkung in der französischen Ausgabe Seite 4. Das
System von ^, |, 4-, i, welches auf diese Weise bei Mohamed ben Musa sich heraus-
stellt, trifft in der vorliegenden hebräischen Schrift nicht zu. Hier wird dieser

Gegenstand in drei §§ getheilt: in g) bei der geometrischen Zerlegung der
Fläche durch Linien sind die Ziffern |, |, ^ genommen; in h) vor dem Zahlen-
beispiel (das bei Mohamed ben Musa nicht vorkommt und das dazu angethan ist

die Verwandlung von Brüchen in Dezimalbrüche zu lehren) kommt ^ und | vor;
und in i) werden |, |, | bei der Behandlung einer ganz neuen Frage (die bei
Mohamed ben Musa für Brüche unberührt geblieben), nämlich das Product un-
gleicher Factoren oder Rechtecke ^ • ^ oder ^ . ^ . . . gebraucht.

2) Nachdem in Art. I. die vier Grundfiguren: Viereck, Dreieck, Kreis und
Bogen und die Hauptbestandtheile derselben der Reihe nach in den §§ a bis e

definirt sind, und in den folgenden f bis i der Flächeninhalt eine Einheit bekommt
für ganze und gebrochene Zahlen, und die Multiplication der Flächenbestimmung
für gleiche und ungleiche Factoren durchgeführt wird, fängt mit Art. II. die eigent-

liche Behandlung jener Figuren an, der obigen Reihe nach in den §§ a bis d.

Von e bis m handelt es sich um Stereometrie, und zwar wird der Körperinhalt bestimmt
für das Prisma, den Cylinder, die Pyramide und den Kegel; für die Halbkugel
(was sich bei Mohamed ben Musa nicht findet), dann für die abgestumpfte Pyra-
mide und den abgestumpften Kegel.

3) ni"it3n die Felder, so ist es in der Handschrift, und nicht ni^^h die Maasse,
wie in der Ausgabe. [Felder ist offenbar falsch conjicirt, es ist fast nirgends von
concreten Dingen die Rede! Steinschneider.] Leider kann ich dieses nicht zu-

geben. Zunächst conjicire ich hier nicht, sondern befürworte im Gegentheil die

Lesart ni^TüSi, wie sie sich im Man.uscripte vorfindet. Im üebrigen bin
ich der Ansicht, dass hier sehr häufig, ja in diesem Kapitel sogar vorwiegend von
concreten Dingen die Rede ist; vgl. Jnrilp^ ^^^ l&t bnn „Hügel" oder „ge-
wölbter Gegenstand"; liniiö'Ti, seine „Wände"; ^l^D, „Ball"; i. ^^72^, „Säule" etc.

Besonders kommt auch V, c. ausser ni'nin, ni!}<1pa, d^^o'^ „Meere", „Bäder", „Brunnen"
noch auch das Wort „fi^üi" Feld selbst vor. Bei der Gelegenheit ist zu bemerken,
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Breite), wie ungleiche, der multiplicire Länge in Breite, was sich aus

beiden ergibt, das ist ^) die M'schichah.

b) Beim Dreiecke, gleichviel ob gleichseitigen, oder ungleichseitigen,^)

multiplicire man die Höhe^) mit der halben Basis, und was aus beiden sich

ergibt, das ist die M'schicha, und mehrere Eingänge*) (Methoden) gibt es dabei.

c)^) Wie verfährt man beim Kreise? Man multiplicirt den Faden

dass auch alle Termini hier von concreten Bildern genommen sind: Faden (Mess-

schnur), Brett, Pfeil, Sehne, Bogen, Wand, Dach, Kürbiss etc. Dass das Ganze

für den praktischen Gebrauch und nicht für die abstracte Theorie geschrieben ist,

beweisen auch die Ausdrücke: „wer zu messen braucht", „wer messen muss", „wer

messen will" etc.

1) Das von St. beanstandete Wort nn^n hat sich hier beim Abschreiben irr-

thümlich aus der vorhergehenden Zeile eingeschlichen. Solche Schreibfehler sind

in dem betr. Manuscript nicht selten.

2) Bei Mohamed ben Musa ist dieselbe Methode (Multiplication der Höhe

mit der Hälfte der Basis) für den Inhalt des gleichseitigen Dreiecks. Vergleicht

man jene Schrift mit der unsrigen, so ist es anzunehmen, dass bei M. b. M.

(oder in- dem Texte, aus welchem er es abgeschrieben hat) die Worte „oder des

Ungleichseitigen" fehlen. Der Uebersetzer des M. b. M. bemerkt an dieser

Stelle Folgendes: „Mohamed ben Moussa, verse dans les sciences des Hindous, ne

donne point ici la formule particuliere qui convient ä l'aire du triangle equi-

lateral. II donne le moyen general de mesurer un triangle quelconque; il n'oublie

pas qu'il ecrit pour le vulgaire et non pour des mathematiciens. Une seule regle

qui convienne ä tous les cas, lui parait süffisante." Ja, das wäre alles sehr

schön, wenn das Problem eines gleichseitigen Dreiecks von Jemand vorgelegt

worden wäre und der Verfasser hätte sich nur zu Schulden kommen lassen,, dass

er zur Auflösung dieses speciellen Problems eine allgemeine Methode an-

wendet; hier ist aber der Fehler ein viel wichtigerer. Der Verfasser sagt, die

Berechnung des Flächeninhalts eines Dreiecks durch Multiplication von Höhe und

Grundlinie habe die Gleichseitigkeit des Dreiecks als Bedingung der Gültigkeit,

ohne dass von einem gleichseitigen Dreieck überhaupt die Rede war; dieses

schliesst in sich die Behauptung ein „ein nicht gleichseitiges Dreieck kann auf

diese Weise nicht behandelt werden." Wollte der Verfasser die Bestimmung

allgemein aussprechen, so hätte er das Wort ^quilateral weglassen müssen.

3) 'iiülS'ii, das Stehende, die Senkrechte, in der Handschrift; St. setzt dafür

llayri, die Säule, wie oben I b und sonst; die Gründe s. unten Nota zu c.

4) nn&<in7a in der H. S., bedeutet sonst: Eingänge, hier: Fälle, Methoden.

Hiermit sind offenbar* die Methoden weiter unten in Art. IV für die speciellen

Fälle des rechtwinkligen oder des gleichschenkligen und gleichseitigen Dreiecks

gemeint, die Höhe zu ermitteln, wenn nur die Seiten gegeben sind. Bei M. b. M.

findet sich hier dieser Zusatz nicht. Vielleicht sind übrigens die drei Fälle gemeint,

wenn der Fusspunkt der Höhe innerhalb, ausserhalb des Dreiecks oder in eine

Seite desselben fällt. Diese Frage des Fusspunktes ist unter dem Namen „Mas-

qnet al hadjar" bei M. b. M. algebraisch (mit einer Gl. 2. Grades) behandelt;

in unserer Schrift ist kein Wort davon zu finden. Siehe Art, IV, g. Nota.

5) Bei M. b. M. ist hier der Satz des Rhombus, welcher in vorliegender Schrift

2 *
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!

(Durchmesser) in sich selbst, und werfe (subtrahire "^'^P'O'a) davon ein,

Siebentel und ein halbes Siebentel ab, der Kest^) ist die M'schichah.^)

Z. B. ein Faden dehne sich aus zu Sieben, sein Product (Quadrat)^) ist

49; und ein Siebentel und ein halbes Siebentel ist, (zehn und einhalb)*),

so dass die M'schichah 38 und ein halb ist.

d) Wie das Bogenförmige^)? Man setze den Pfeil an die Sehne, beides

allzumal, (addire sie zusammen), multiplicire dieselbe (Summe) ^) in die Hälfte

des Pfeils, und stelle es (das Product) bei Seite; man nehme dann wiederum

die halbe Sehne, multiplicire sie in sich selbst und theile durch 14, das

Ergebniss addire zum Hingestellten,'^) w?s herauskommt ist die M'schichah.

Es gibt dabei auch andere Arten. ^)

Art III, d sich findet, eingeschaltet, aber ohne das Zahlenbeispiel. Derselbe Satz

findet sich aber bei M. b. M. nebst Zahlenbeispielen und Figur noch einmal an

seinem richtigen Orte unter den Vierecken.

1) "ntT^Sil H. S., in der Ausgabe 'nnini ist Druckfehler und die Correctur

^niSSil ist überflüssig, s. IV, g.

2) Bei M. b. M, wird an dieser Stelle auch der Umfang des Kreises nach

verschiedenen Methoden bestimmt, und dann durch Umfang und Diameter der

Flächeninhalt, Das geschieht in unserer Schrift in Art. V. bei der nähern Be-

handlung des Kreises. Die Bestimmung des Flächeninhalts, wie sie hier gegeben

ist, gibt auch M. b. M. an dieser Stelle, nur ohne Zahlenbeispiel; dasselbe kommt
aber später ganz wörtlich bei der nochmaligen Behandlung, nachdem dort gesagt

wird : Nous avons termine Texpose de leurs (de les cercles) proprietes et de leur

mesure dans la premiere partie du livre. Bei Alkarkhi cap. XLVI. findet sich für

den Inhalt des Kreises unter andern Methoden auch diese hier. Ebenso bei Behä-

Eddin; bei allen der Ausdruck ^ und -^ • y •

[3) löi^S ist Product, aber hier ist das vorhergehende l^assi "^ira (vgl. auch d)

zu ergänzen also Quadrat. St.]

4) Die zwei Worte ''^rni '^ 10 Yg fehlen in der H. S. und sind in der Ausg.

mit Recht hinzugefügt. Bei M. b. M. sind sie vorhanden.

5) !nni\üpn. Es wird bei dieser Benennung nur der Bogen hervorgehoben,

obwohl die Rede nicht von Bogenlänge, sondern vom Inhalt des Kreisabschnittes

ist. Ebenso heisst es bei Alkarkhi, s. d. Cap. XLVII. Bei M. b. M. heisst es:

„Tout Segment de cercle est assimile ä un arc" oder „every part of a circle may
be compared to a bow."

[6) oder lies dni&< dieselben (Summanden). St.]
^

7) Dieses ist hier für jeden beliebigen Bogen aufgestellt, ohne Unterschied,

ob er grösser, gleich oder kleiner als der Halbkreis ist. Was die Genauigkeit .

betrifft, so stimmt sie für den Halbkreis vollkommen -^-j— und für andere Bogen

bis auf zwei Dezimalen genau. Dieselbe Formel findet sich übrigens bei Heron

(±y
von Alexandrien Ä = {s -\- h) -^ -\- \^i wenn A den Kreisabschnitt, s die Sehne,

h den Pfeil bezeichnet. Siehe M. Cantor, Römische Agrimensoren. Leipzig 1875, S, 48.

8) Vergleiche weiter unten Art. V f, g, und M. b. M. französ. und die Be-

merkungen daselbst.
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c) Wer beim Cubiis^) den Gag aus Länge und Breite^) messen will,

sei es bei gleichen [Seiten, Cubus] oder ungleichen [rechtw. Parallelepi-

pedon]^), der hat an diesem Gag die Zusammenzählung der sechs An-

sichten (Oberflächen) auszuführen. (Sechs Flügel einem jeden)'/); multipli-

cirt man Länge in Breite und Tiefe''), so ist das, was aus allen drei

herauskommt, die M'schichah des Gag, die den Körper ausmacht.

f) Wenn er (der Körper) kreisförmig, (Cylinder), oder dreieckig, (Prisma),

oder von irgend beliebiger Seitenförmigkeit ist, (obere und untere Grenz-

flächen — beliebige Polygone), wenn nur sein Boden eben und passend^)

(gleich und parallel) ist, wonach misst man den GagV

1) Das Wort S'j'^^TSti, Rechteck, Quadrat, bezieht sich hier auf die Grenz-

flächen des Parallelepipedons, von dem, wie die Ausführung zeigt, die Rede ist.

Die muthmassliche Vertauschung dieses 5Sü hier vor dem Worte 2?::i^^fi mit dem
Worte *i5r in I, g, siehe dort Nota 9.

2) Das Wort p^l^l, Tiefe, welches in der Ausg. mit Fragezeichen einge-

schaltet wurde, ist nach obiger Auffassung überflüssig. In diesem Theile der

Mischna ist demnach von der Oberfläche, und erst im zweiten Theile vom Körper-

inhalt die Rede. Allerdings ist bei M. b. M. die Oberfläche nicht berücksichtigt,

er beginnt: „Jeder viereckige Körper".

3) In der franz. Ausg. des M. b. M. ist die Bemerkung gemacht, dass eine

Uebereinstimmung mit dem Indischen hier insofern stattfindet, als die Figuren in

zwei Kategorien getheilt sind, die eine Parallelepipedon , Prisma und Cylinder

unter einem Namen: sama-chata, und die zweite, Pyramide und Kegel enthaltend,

unter dem Namen: souchi-chata etc. Dasselbe passt auch für unsere Schrift

vollkommen.

4) Jesaia VI, 2. Off'enbar ist G'^sa^ hier wie niS53 gedeutet!

5) Der französische Uebersetzer des M. b. M. bemerkt (Seite 6): Nous

remarquerons encore que la hauteur des solides de la premiere categorie (les par-

allelipipedes , les prismes et les cylindres) a le nom special de profondeur,
tandis que la hauteur des solides de la seconde categorie (les pyramides et les

cönes) s'appelle colonne (aamoud), comme la hauteur d'un triangle. Ganz das-

selbe bemerkt man auch in unserer Schrift: in e) und f) beim Parallelepipedon,

Prisma und Cylinder ist p'o'v (wie arab. oU^) Tiefe als Höhe gebraucht, während

bei Pyramide und Kegel in g) das Wort n^lp die Höhe ausdrückt. Dass hier

ein neues Wort «i^aip genommen werden muss und nicht dasselbe Wort ^1735>,

amud (Säule), das beim Dreieck (sowohl in b) als auch in Art IV, b) u. c)) ge-

braucht wird, beruht offenbar darauf, dass das Wort "iias», Säule, schon für den

Stumpf der Pyramide und des Cylinders in i), k), 1) und m) vorweggenommen und ohne

Anlass zu Missverständnissen nicht in einem andern Sinne zu verwenden ist.

6) Ausgedrückt durch riX3l '•^^"^ gerade^ oder eben und passend; wahrschein-

lich hier der Parallelismus gemeint. Bei M. b. M., wo das Ganze wörtlich sich

findet, heisst es in der franz. Uebersetzung S. 5 ausdrücklich: egal und parallel,

im Arab, S. 53, Zeile G, in gegenwärtiger Ausgabe iff;L4-'L r.|^wwsXw ^1 kc,

engl. S. 74 perpendicular [M. b. M. hat ebenfalls zwei Ausdrücke, den ersten fasst

Rosen als perpendicular, Marre als ägal :^yX^\ ist HW St.]. Siehe Vorwort III.
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[Miss] den Gag in seinem Maasse (Maasseinheit) i)

in besagter Art,

so erfährst du die M'schichah, (Flächeninhalt der Basis), und wer dieses

weiss (oder misst?)^), mulitiplicire es in die Tiefe^) und das ist die

M'schichah des Körpers, (Körperinhalt in Körpereinheiten).

g) Bei der Pyramide (oder Kegel) (^IIÖÜ gedehnt, verjüngt), deren
Spitze (TÖfe^n, Haupt, Spitze, Anfang, oberes Ende) scharf und deren Basis,

(qiD, Ende, unteres Ende) flach (ausgebreitet (?)^) sei sie viereckig, qua-
dratförmig), oder kreisförmig, oder dreieckig, messe die M'schichah des
Körpers, indem du zwei Drittel der M'schichah (Basisinhalt) wegwirfst,
ergreifst das eine Drittel und multiplicirst es in die Höhe^), was heraus-
kommt ist die M'schichah des Körpers^), von der Spitze bis zur Basis.')

h) Wer einen Hügel oder gewölbten^) Gegenstand zu messen braucht,

wenn nur die Wandungen gleichförmig nach allen Seiten, wie z. B. eine

Halbkugel oder etwas ähnliches, der multiplicire einen der Fäden von
Ecke zu Ecke (Durchmesser) in die Hälfte des anderen^) Fadens, (des

1) Das Wort ^^^^ ist nach St. corrumpirt und soll vielleicht h"i?3i heissen
(s. St. S. III); es ist aber auch möglich, dass diese eigenthümliche Construetion
hier ein Terminus für Maasseinheit sein soll.

[2) S^iani lies SJ^l-ihl? oder n^l^ni (St. S. III). Im arab. M. b. M. S. 53
steht wörtlich: „Du kennst die M'schicha

{
y>^^'S) und was du mit der Tiefe

multiplicirt hast, das ist die M'schicha" (^^.w-^). Die engl, und franz. Ueber-
setzungen geben nur den Sinn, nicht die Worte. Das Wort ^^^1l, hat der arab.
Text nicht, und Marre setzt du solide mit Recht in Klammern. Aber M. b. M.
braucht es nicht ausdrücklich zu sagen, da bei ihm der Satz mit dem vorigen
verbunden ist. St.]

3) p'aiSJh plene, H. S., nicht p5a5>n.

[4) S-ül»^ ist von 5)i2^, 5>ü^ abzuleiten; vgl. St. Vorw. St.]

5) Hier für Höhe Jiaip, vielleicht um den Fall, wenn die Höhe ausserhalb
der Basis fällt, auszudrücken. Siehe oben pag. 21 Anmerkung (5).

6) Bei M. b. M. ist hier die Sprache viel einfacher und kürzer, obwohl der
Gedankengang genau derselbe ist.

7) Bei M. b. M. findet sich dieser letzte Satz nicht; dieser hat vielleicht
die Gültigkeit des obern Satzes für die schiefe Pyramide ausdrücken wollen, bei
der die Höhe eine andere Linie ist, als die, welche von der Spitze zur Basis geht.
Bei Beha-Eddin ist übrigens ausdrücklich als Bedingung für die Gültigkeit hinzu-
gefügt, dass Cylinder und Kegel senkrecht resp. gerade seien.

8) n^lpTS. In den spätem arabisch- hebräischen Werken der Mathematik ist für
Cubus das Wort ^p15>^ gebraucht; selbst z. B. in anderen Werken desselben Codex
unzähligemal. Dagegen ist in denselben das hier gebrauchte Wort nnip53 nirgends
anzutreffen.

9) Unter den Worten; „In die Hälfte des andern" ist hier die Hälfte
des ümfangsfadens zu verstehen (und nicht etwa des andern Durch-
messers, was keinen Sinn gäbe). Dieser ungewöhnliche Ausdruck hat Anlass
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Umfanges), was aus beiden herauskommt, ist die M'schichah, (Ober-

fläche). ^)

i) Säule. (Pyramide, oder abgestumpfte Pyramide.) Bei der Säule,

die sich entweder bis oben verjüngt und ihre Spitze ist scharf, oder sich

bis zur Hälfte oder zu irgend welchem Theil verjüngt, vollziehe man die

Ausmessung durch die Basis und den Schnitt (^lUp, Schnitt, Abschnitt,

Abstumpfung), welcher den oberen Abschnitt der Spitze bildet und wodurch

beide, (die obere abgeschnittene Pyramide, und die Ganze), von einander

getrennt'^) sind, welche man als Endfläche (untere Basis) behandele, und

messe es nach letzterer Berechnung, werfe dann die kleinere, (abgeschnittene,

fehlende Pyramide), von der Ganzen ab; was übrig bleibt ist die M'schichah

der Säule. ^)

zu falschen Correcturen 173ü2> anstatt ^njtn (in Art. V, a) und zu einem Zusatz

152S5 "^^n "^ins 1!}< in Art. V, b gegeben, was den richtigen Sinn verkrüppelt hat.

Vielleicht sind auch die dadurch sinnlos gewordenen Sätze deshalb von M. b. M.

weggelasscD. Merkwürdig ist, dass Beha-Eddin, sowie Alkarkhi, diese Correctur

gelassen, aber noch zwei Sätze eingeschoben haben, wodurch zwei Methoden aus

der einen geworden sind.

1) Die Oberfläche der Kugel in Art. V, a, sowie die der Halbkugel, hier und

in Art. V, b, kommt bei M. b. M. gar nicht vor. Sollte die Vermuthung richtig

sein, dass letzterem dieselbe Quelle wie dem Verfasser unserer Schrift vorgelegen

habe, so ist auch diese Erscheinung erklärlich, indem M. b. M. diese fehlerhafte

Stelle, deren richtigen Sinn er vielleicht nicht errathen konnte, gänzlich weg-

gelassen hätte. Bei Beha-Eddin sowie bei Alkarkhi finden sich die Bestimmungen

dieser Oberfläche; bei letzterem aber nur die der Kugel; für die Halbkugel aber

sagt er: Verfahre man wie bei der Kugel und nehme dann die Hälfte jenes Resul-

tates. Dass dieses für unseren Verfasser nicht genügte, kann vielleicht daher

rühren, dass die Halbkugel, als Hügel, bei der Feldmessung, die die Hauptaufgabe

dieser Schrift ausmachen soll, öfter als die ganze Kugel vorkommt.

2) In der Handschrift heisst es hier ganz deutlich: pbni'a, abgetheilt, ge-

trennt, und nicht pbn«, welches in der Ausgabe durch die Auffassung, als bezöge

es sich auf den Messenden, der etwa abzuziehen hätte (was aber noch später

folgt), zu einer Bemerkung Steinschneider's Veranlassung gegeben, dass bs pbn

dividiren hiesse (was allerdings in Ordnung ist), und "j^ pbn subtrahiren (!)

bedeuten sollte, was sonst niemals gebräuchlich ist.

3) Auch dieser ganze Paragraph ist bei M. b. M. weggelassen. Dieser fängt

gleich mit dem dazu gehörigen Beispiele an, wobei dieselben Zifi"ern wie bei unserem

Verfasser und derselbe Gedankengang, an mancher Stelle sogar wörtlich, zu finden

sind. Bemerkt man, mit welchen Schwierigkeiten unser Verfasser in diesem Para-

graph sichtlich zu ringen hat in Betrefi" der Sprachausdrücke, so wird man
wiederum an obige Vermuthung (Anmerkung 1) erinnert. Was den Sinn des

ganzen Paragraphen betrifit, so bemerkt man, dass der Verfasser in Unklarheiten

verfällt, während er sich besondere Mühe giebt klar zu machen, dass man bei

der abgestumpften Pyramide mit zwei idealen Pyramiden es zu thun hat, von
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k) Wie calculirt man (dabei)? Es sei z. B. die Säule viereckig

(quadratisch), ihre Basis sei 4 Ellen auf 4 Ellen, sie steige immer mehr
und mehr abnehmend auf, und das Haupt, (obere Basis), sei zwei Ellen

auf zwei Ellen, viereckig, (quadratförmig), und du musst wissen, wie viel

(beträgt) die M'schichah und wie viel die Höhe der Säule. Es ist das

eigentlich schon oben bei der ganzen Pyramide (in g) gesagt worden, nur

ist diese in unserem Falle abgestumpft und du wüsstest noch immer nicht,

wie viel diese Säule betrüge, so lange nicht die Eine^) nach oben bis

zu Ende (zu einem Punkte) aufginge.

1) Du berechnest in Zahlen: wie zwei das Maass von vier, (die Hälfte)

ist, so ist auch die Länge der Säule (Stumpf) die Hälfte der aufsteigenden

(Pyramide); folglich die ganze Säule, die bis zur Spitze verlaufen sollte,

zwanzig Ellen, und bis zum Abschnitt^) 10 Ellen. Du lernst da, dass zwei

ein Maass von vier, wie zehn ein Maass von zwanzig ist.

m) Wer messen muss, der greife nach dem dritten Theile der Basis-

kante ^), (—^ = Y = ^Vs)^ es beträgt fünf und ein Drittel; multiplicire

dieses in 20, so beträgt es 106 und zwei Drittel Ellen; das stelle bei Seite;

greife dann wiederum nach dem dritten Theile des ausmultiplicii-ten Ab-

—y- = 1%), das beträgt eine Elle und ein Drittel;

multiplicire dieses in die zehn obern Ellen, das beträgt 13 Ellen und ein

Drittel, werfe dieses ab von 106 und zwei Drittel, so bleiben 93 *) und ein Drittel

und du kommst zum Körperinhalt der abgestumpften Säule. Ist dieselbe

rund (Kegel), so ist (der Körperinhalt) der Rest, (was bleibt), nachdem du vom
Obigen ein Siebentel und ein halbes Siebentel weggeworfen hast.^)

denen die eine gar nicht existirt (bis auf die Basis derselben, als welche das

obere Ende aufzufassen ist), während von der andern Pyramide nur ein Theil

existirt, und dass die obere Basis dieselbe Rolle spielt für die obere Pyramide, wie
die untere Basis für die ganze Pyramide. Auffallend ist, dass es hier den Schein

hat, als sollte der Fall der ganzen Pyramide in dem der abgestumpften enthalten

sein; dass dieses in der That der Fall ist, da im speciellen Fall der Subtrahend
Null wird, ist klar; es wäre doch aber zu viel gewagt, unserem Verfasser das zu-

zuschreiben.

1) Die eine der beiden idealen Pyramiden. St. emendirt ^n, also „bis sie

spitz endet".

2) nsiDpfn H. S. und Ausg., nach St. wahrscheinlich 51l3pn zu lesen.

3) Die Correctur V'ü^ ist überflüssig, da die mit sich selbst multiplicirte

Basiskante ohnehin sechszehn beträgt, und das auffallende "in ^üi<^ bleibt nach
der Correctur eben so auffallend wie ohne dieselbe.

4) Also ä"S und nicht 1:"^: muss es offenbar heissen; ein Fehler, der in einer

Handschrift gar leicht entstehen konnte.

5) Zu Mischna m) ist zu bemerken, dass der Abschreiber hier eine ganze
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Art. III.

a) Fünf Arten sind es bei den Vierecken, und zwar: a) gerade, (recht,

gleich), in Seiten und Winkelu, ß) ungleich in den Seiten und recht in den

Winkeln, y) gleich in den Seiten und ungleich in den Winkeln, 6) gleich

und ungleich in Seiten und Winkeln, wobei zwei Längen besonders für sich

und zwei Breiten für sich, (unter einander gleich sind), (Parallelogramm),

s) ganz und gar ungleich in Seiten und Winkeln.

b) Wie was gleich ist an Seiten und Winkeln? z. B. zehn von [jeder]

Seite; man multiplicire Länge auf Breite, das Ergebniss ist die M'schichah,

d. h. 100. Die eine Seite ist die eine Wurzel, (npS' erste Potenz), und beide

Seiten sind die zwei^) Wurzeln (die zwei Factoren), und so 3 und so 4.^)

c) Ungleich an Seiten und recht an Winkeln, z. B. acht in einem

Seitenpaare und im andern Seitenpaare sechs; multiplicire Länge aufBreite, das

gibt 48, und das ist die M'schichah. Gleich an Seiten [ist] recht an Fäden. ^)

Zeile von dem zweiten W'^^lDl bis zum dritten irrthümlich zweimal geschrieben

hatte, was in dem betrelffenden Manuscript gar nicht selten ist. Uebrigens

hatte er das erstemal V'D anstatt V'p geschrieben und bemerkte es erst, nachdem

er schon das Wort &<ini geschrieben hatte, da wollte er es verbessern und fing

aus Ueberstürzung anstatt vom zweiten ^'^'b^^ vom ersten an, und als er 21^

vom Worte Pj^^iTa geschrieben hatte, bemerkte er es, dann liess er diese zwei

Buchstaben stehen, fing von neuem an und schrieb dann alles in Ordnung weiter,

nur vergass er das Ueberflüssige zu streichen.

1) Dieser Art. handelt wiederum von dem Viereck mit näherer Specialisirung,

wobei die obige Reihenfolge der Figuren wiederum innegehalten wird, wie das

auch bei M. b. M. geschieht. Dabei handelt Art. III vom Viereck, IV vom

Dreieck, V vom Kreis und Bogen. Alle diese Unterabtheilungen kommen genau

ebenso bei M. b. M. mit denselben Zahlenbeispielen und Figuren vor, mit Aus-

nahme von der Oberfläche der Kugel, wie ich schon oben bemerkt habe.

2) l'^^P'S, wohl zu lesen n^"np2>.

3) Dieser letzte Satz lautet bei M. b. M. (bald am Anfang, Seite 4 oben):

Dans tout carre, si Tun des cotes (est multiplie) par un, c'est la racine de ce

carre; si par deux, deux racines; que ce carre seit petit ou grand. Ebenso in der

engl. Uebers.: One side of an equilateral quadrangular figure, taken once, is its

root; or if the same be multiplied by two, then it is like two of its roots, whether

it be small or great. Es scheint hier wiederum eine abweichende Auffassung der

gemeinsamen Quelle vorzuliegen. Während nämlich in unserer Schrift die Ver-

allgemeinerung des Satzes auf mehrere Factoren ausgedehnt wird, und zwar auf

drei, (Cubus), und auf vier, was keine geometrische Bedeutung mehr hat, bezieht

M. b. M. die Verallgemeinerung auf die Unabhängigkeit von der Grösse des Qua-

drates; während er bei den zwei Dimensionen stehen bleibt. Ist es nicht augen-

scheinlich, dass der Verfasser unserer Schrift und M. b. M. einen Satz aus gemein-

samer Quelle verschieden deuteten? —
4) 1p C^lp in der Ausg. Druckf.) Schnur, Linie, Diagonale. Es soll aus-
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I

d) Wie (ist) gleich an den Seiten und verschieden an den Winkeln

'

(Rhombus)? z. B. fünf von jeder Seite, zwei Winkel spitz ("IS eng) und,

zwei Winkel stumpf (inn breit), und zwei Fäden (Diagonalen) durch-

schneiden sich gegenseitig in der Mitte, eine von acht und die zweite von

sechs. Wer messen will, der multiplicire einen der Fäden in die Hälfte

seines Genossen, (Conjugirten), was sich ergibt ist die M'schichah. Wie

dieses da! (deutet auf die Figur hin).

e) Wie berechnet man, was ungleich an Seiten und Winkeln, aber zwei

Längen für sich und zwei Breiten für sich (einander gleich sind) und die

Winkel schief?^) Man durchschneide (das Parallelogramm) in zwei, von

Ecke zur Ecke, und bringe (es) auf zwei, (Figuren), und berechne jede für

sich nach Maass eines Dreiecks, und so ist die M'schichah (erhalten). Und

so misst du auch was ganz und gar verschieden ist: so dass du alle^)

ungleichseitigen Vierecke (betrachtest als bestehend) aus seinen Dreiecken.

Art. lY.
:

a) Drei Arten (sind es) beim Dreiecke und zwar: a) das rechtwinklige

(!ni5i:5) aufrechtstehende ^), ß) das spitz- (Jlin scharfe), y) das stumpfwinklige

(nniriö) offene. Wie ist das rechtwinklige?^)

drücken, dass im Rhombus die Diagonalen einander senkrecht halbiren. Dieser

Satz soll als Lemma zum folgenden dienen. Die in der Ausgabe vorgeschlagene

Correctur 'n'^M , Winkel, anstatt 1p führt zu keinem Verständniss des Satzes, der

wohl von dem vorigen Satze zu trennen ist, da jener vom Rechteck handelt, und

hier von gleichen Seiten die Rede ist. Vielleicht trägt dieser Satz zur Ergänzung

der Zahl von 49 Sätzen bei, die man hier zu suchen bemüht ist. S. Einleit.

1) r\xii< innüniü^ emendirt St. nni&< ^irn^, und so ist es hier übersetzt.

2) Die zwei Worte Ci'^StJb nj^pQ die hier sowohl, wie auch am Ende des

Artikels sich vorfinden, gehören wohl zu den nebenstehenden Figuren, ebenso die

Worte 'np'^Si 'b'D'2 naiiü^n. üebrigens könnten sich letztere auf die Dreiecke be-

ziehen, in welche die Vierecke zu zerlegen sind. Die Dreiecke werden in der

That im Allgemeinen ungleichseitig sein. Bei M. b. M, ist das Parallelogramm

direct und nicht durch Zerlegung in zwei Dreiecke bestimmt.

3) Zum erstenmal der Ausdruck, der für einen rechten Winkel später sehr

geläufig geworden „ri:n:i3 rr^lt". Hier aber eigentlich nur zur Benennung des

rechtwinkligen Dreiecks gebraucht, dann in b) allerdings auch für den Winkel
des rechtwinkligen Dreiecks, sonst aber nicht. Vielleicht ist hier das Bild von

einem massiven Dreieck genommen, welches aufrecht stehen kann?!

4) Bemerkenswerth ist, dass diese Eigenschaft a* -|- b^ ^ c^ nicht als Lehr-

satz, sondern als Charakteristik, ja als Definition des recht-, spitz- und stumpf-

i

winkligen Dreiecks hier aufgestellt wird. Ganz ebenso geschieht es bei M. b. M.

(S. die engl. Uebers. S. S. 77, 78, 79; franz. S. S. 8, 9.) In der englischen Ueber-

setzung ist sogar das Wort definition ausdrücklich gebraucht, was sich allerdings

im arabischen Texte nicht findet. Aber dass diese Eigenschaft der Seiten als
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Seine zwei kürzeren Seiten, jede für sich quadrii-t, sind (in Summe)

gleich dem ersten [dem Quadrat der längeren]; z. B. sechs von einer Seite

und acht von der andern Seite; was herauskommt aus diesen für sich,

[wenn man sie quadrirt und addirt], ist hundert, und von jenem für sich,

(Quadrat der längeren Seite), ist ebenfalls hundert.

Wer messen muss [multiplicire eine] der kürzeren in die Hälfte der

andern, entweder 8 in 3 oder 6 in 4, und was sich ergibt ist die M'schichah.

b) Der Winkel, welcher zwischen den Katheten eingeschlossen ist, ist

der rechte (nilSD aufrechtstehende); und [das Dreieck] ist die Hälfte des

Rechtecks, das ungleiche Seiten und gleiche Winkel hat.

Wer dieses (Dreieck) durch die Höhe berechnen will, der rechne es

so (immerzu) nach seiner Weise, wenn seine (des Dreiecks) zwei Katheten

seine zwei Säulen^) (Höhen) sind. Sie (vielleicht durch die Höhe ent-

standenen Dreiecke?) sind ähnlich, anliegend und rechtwinklig (gerade).

c) Die Säule (Senkrechte), welche aus ihnen [den kürzeren d. h. von ihrem

Durchschnittspunkte] gezogen wird, fällt auf die lange Seite, das ist die Basis. ^)

charakteristisches Kennzeichen für das Maass des Winkels gebraucht wird, was

schon die Idee der Goniometrie berührt, ist hier deutlich ausgesprochen. Ebenso

findet es sich bei Alkarkhi und Beha- Eddin. Ich werde hier unwillkürlich er-

innert an den Ausspruch meines hochverehrten Lehrers, Herrn Prof. M. Cantor,

dass Seilspannung schon bei den Aegyptern unter anderm dazu benutzt wurde,

um den rechten Winkel zu bestimmen, indem ein Seil vielleicht von 12 Einheiten

Länge in Dreieckform so gespannt wurde, dass die Seiten 3, 4 und 5 Einheiten

bildeten. Diese Zahlen finden sich beim Bau der Stiftshütte sowohl, wie beim

Tempelbau Salomonis. Ja es scheint sogar der von den Bauhandwerkern benutzte

Maasstab die Form eines solchen massiven rechtwinkligen Dreiecks besessen zu

haben, wobei jede der Seiten möglicherweise eine Marke in ihrer Mitte trug und

auf diese Weise auch die Maasse iVg, 2, 2y., direct angab. Dadurch ist erklärlich,

dass (Exodus XXV, 10 und XXXVII, 1) die heilige Lade die Grösse hat 2*2 X
iVj X ly^ und so natürlich auch der Deckel; dass (XXV, 23 und XXXVII, 10)

der Tisch 2 x ly, ist; dass beim Stiftszelt nur die Vielfachen von 3, 4, 5 vor-

kommen (XXVI, 2 und XXXVIII); dass (XXVII und XXXVIII) der Altar von der

Grösse 5x5x3 war; dass in dem Brustschilde 12 Edelsteine in vier Zeilen

zu je drei sassen u. s. w,; dass I. Regum VI und VII beim Bau des Salomonischen

Hauses und Tempels fast ausschliesslich Vielfache von 3, 4, 5, ebenso beim Bau der

Arche (Genesis VI, 15) vorkommen. Dass die Reihenfolge, die Beispiele und Ziffern

genau dieselben bei M. b. M. sind, habe ich schon mehrmals erwähnt, und wo nicht

ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wird, ist das stillschweigend vorausgesetzt.

1) In der Ausgabe n'^'j'nar !T^ni2?b:r -^aü Dn p D'^-i-:ipn n^nirbx. Ich habe die

zwei Worte rr^rr^rbs "p in der üebersetzung unberücksichtigt gelassen, weil sie

den Sinn erschweren und in der Handschrift mit Punkten, wahrscheinlich als

Tilgungszeichen, überzeichnet sind; St. S. III bemerkt das nur von dem p. Der

Satz stimmt auch so ziemlich mit M. b. M.

[2) ^con lies '^lusn? Für PX lies ?r? PB'^J steht an ungeeigneter Stelle?
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Wer messen will, multiplicire die Höhe in die halbe Basis, und was

aus der Eechnung sich ergibt, das ist die M'schichah.

d) Wie das spitzwinklige? (Die) zwei kürzeren (welche auch gleich

sein können) jede für sich quadrirt und zu einander addirt geben mehr
als das Quadrat der dritten Seite, welche die Basis ist. Es gibt unter

den spitzwinkligen auch gleichseitige; wer messen will berechne es mit

Hülfe der Basis (und Höhe); somit finden wir die Winkel spitz. Wie das

Maass des ersteren, so das des letzteren ^irblS Ü*^^nn )12 (?Y)

e) Wer das Maas der Höhe wissen will, bei gleichen Seiten, (gleich-

seit. Dreieck), multiplicire eine der Seiten in sich selbst [und die Hälfte

der andern Seite in sich selbst]^), ziehe das Kleinere vom Grösseren ab,

was bleibt ist das Fundament (IID*^ Quadrat, wovon die Wurzel gezogen

werden muss), was dann gefunden wird (beim Ausz. d. W.) das ist die Höhe.

f) Wie zählt (berechnet) man? Zehn auf zehn sind hundert, und die

Hälfte der andern Seite welche 5 beträgt, in sich selbst multiplicirt (gibt)

25, werfe das Kleinere vom Grösseren ab, so bleibt dort 75, das ist das

Fundament (Quadrat) und seine Wurzel ist 8 und ein Kest.

Wer den Flächeninhalt messen muss, der multiplicire die Wurzel in

die Hälfte der imteren Seite, und was sich (aus der Rechnung?)^) ergibt,

das ist die M'schichah, welches 43 und etwas beträgt.*)

vergl, unten § g. Anstatt S^pa lies SJSpn, also: die von ihnen gezogene Säule

(Höhe) fällt auf die lange Seite, das ist die Basis (Si^p). St.]

[1) Dieser erste Satz muss im Text stark emendirt werden, um der kürzeren

Fassung des M. b. M. (franz. S. 8 unten) zu entsprechen, d'^ltrh 15t „oder gleichen",

steht dort nicht. „D'^SJI^p" für addirt ist mir sonst nicht bekannt. Lies d'^ilsina?

Für ^3irn 5>^2n muss ^UJ^bwn, für ^ril^l muss ^nii |}<in emendirt werden. Der

Schlusssatz . . . xsi525 bedürfte noch einer Erklärung, ü'^^nn l^ gehört vielleicht

noch zu "p'initn riTa und '^SJ^^I allein wäre zu tilgen. Ich verstehe noch nicht,

was die spitzen Winkel (des gleichschenkligen Dreiecks) hier zu thun haben, und in

Analogie mit unten §k möchte ich es nur als Vordersatz auffassen: Folglich ist (in

Bezug auf) Spitzwinkel wie das Maass des ersteren etc. St.] Was die spitzen

Winkel betrifft, so glaube ich, dass der Verfasser hier beweisen will, dass die

Winkel eines gleichseitigen Dreiecks alle spitz sein müssen, weil die Summe der

Quadrate zweier Seiten hierbei entschieden grösser sein muss, als das Quadrat

der dritten Seite. Siehe Art. IV, a (4). — Und was ferner den ungewöhnlichen

Ausdruck d^^S^imp für Addition betrifft, so könnte vielleicht der Verfasser damit

das Ansetzen der geometrischen Quadrate an einander ausdrücken wollen.

2) Hier sind offenbar vom Abschreiber die eingeklammerten Worte „S'bsii '^^zni

173^2? '^inü "^iUSh" irrthümlich wegen des homoteleuton weggelassen.

[3) Für 1^ liest St. is'^h; man könnte auch "iin^nin ergänzen, ist aber nicht

nöthig.] S. V, c.

4) Beachtenswerth ist es, dass M. b. M. an dieser Stelle den Fusspunkt der

Höhe unter dem Namen Masquet al hadjar ganz ausführlich algebraisch, mit
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g) Sieben^) andere Arten (Methoden) bei den Dreiecken. Bei einem

gleichzeitigen Dreieck [betrachte] jede 2) Seite für sich; was von dieser

Seite gesagt wird, das gilt auch von jener, und was von jener gesagt

wird, das gilt auch von dieser.

Wer versteht mSDl^), der multiplicire (quadrire) eine der Seiten

für sich, was hundert beträgt; werfe den vierten Theil davon, 25, weg; es

bleibt 75.

Wer (den Inhalt) messen muss, multiplicire 75 in 25, d. h. drei Viertel

in ein Viertel 25*); das beträgt 1875, ergreife dann die Wurzel, und das

ist die M'schichah, welche 43 imd einen Rest beträgt. Daraus findest du,

dass die Senkrechte (Säule) aus der halben Basis ^) immer in die Spitze

einfällt.

h) So hast du gefunden (herausgebracht) die Ausrechnung beim Gleich-

seitigen, und so bei einem ihm ähnlichen (wahrscheinlich gleichschenkligen

Dreieck), aber zur Berechnung des ungleichseitigen hast du daraus kein

Benutzung einer Gleichung zweiten Grades, bestimmt, während unsere Schrift

kein Wort davon erwähnt. Dass M. b. M. trotzdem, dass er die algebraische

Lösung hat, dennocli gleich unserer Schrift dem Fall auszuweichen sucht, wo die

Höhe "ausserhalb des Dreiecks fällt, kommt wohl daher, dass er die negative

Wurzel sichtlich vermeiden will.

1) Was diese sieben Arten bedeuten sollen, ist mir imverständlich, wenn man

nicht einen Sinn hineinzwingen wollte. Vielleicht soll es auch nn C^
,
etwa il-y-a,

anstatt n^lsü heissen.

2) Ueber n^J^-n steht .., vielleicht ein Zeichen, dass das Wort unrichtig sei und

am Rande emendirt werden sollte.

3) Apfel (?). Soll es vielleicht den Ort, wohin der Apfel fällt, d. h. den

Fusspunkt bedeuten, wie „msaquet al hadjar"? der Ort, wohin der Stein fällt,

bei M. b. M. (Vgl. Deutsch. Sprw. „der Apfel fällt nicht weit vom Stamme").

4) Diese Worte: drei Viertel und ein Viertel für 75 und 25, kommen bei

M. b. M. nicht vor. Die Bemerkung, dass 25 und 75, wenn die Seite 100 ist, die-

selbe Rolle spielen, welche i und |, wenn die Seite als Einheit genommen wird,

und der Umstand, dass hier der Dezimalbruch schon bis auf 4 Dezimalen geht

(modern gesprochen | • i = 0,25 X 0,75 = 0,1875), erinnert wiederum an meine

Bemerkung in Art. I, h, dass unser Verfasser (oder vielleicht Jemand, der diesen

Zusatz eingeschoben hätte) auf die Verwandlung der Brüche in Dezimalbrüche

aufmerksam zu machen sucht, während M. b. M. dieses übergeht.

5) An dieser Stelle heisst es im Texte 5<"D d. h. in der sehr gebräuchlichen

Abkürzung "in&i "iSö: in einem andern Buche. Ist das eine Bemerkung des

Abschreibers oder des Verfassers selbst, der übrigens seinerseits ebenfalls ein Ab-

schreiber ist? Jedenfalls ist es wichtig, zu wissen, dass mehr als ein Buch hier

vorlag. Vielleicht erklärt schon dieses den Umstand, dass, trotzdem diese Schrift

Hand in Hand mit Mohamed ben Musa geht, dieselbe doch Manches enthält, was

sich bei Jenem nicht findet, und umgekehrt.
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Mittel zur ^) Berechnung der M'schichah. Wer dieselben genau untersucht,

der wird es herausfinden, entweder durch die^) Seiten, oder durch Höhe

und Basis.

i) Wie berechnet man z. B.^) ein ungleichseitiges Dreieck, welches

spitze Winkel hat (und) 15 an einer Seite, 14 an der zweiten und 13 an

der dritten beträgt?

Wer messen muss, nehme alle drei Seiten zussmmen, das beträgt 42

;

nehme die Hälfte und siehe um wie viel dieselbe grösser als die erste

Seite ist, multiplicire die Hälfte mit dem Ueberschuss, was 21 X 6 aus-

macht und 126 beträgt; dieses stelle bei Seite. Nehme wieder jene Hälfte,

und siehe nun um wie viel sie grösser ist als die zweite Seite, multiplicire den

Ueberschuss, d, h. 7 mit den ersten 126, es beträgt 882; stelle dieses bei

Seite. Nehme zum dritten Mal die Hälfte, und siehe, um wie viel sie

grösser ist als die dritte Seite, multiplicire den Ueberschuss 8 in 882, es

beträgt 7056; die Wurzel daraus ist 84, und das ist eben das Mäass der

M'schichah.

k) Wie das offene (stumpfwinklige?)

Wenn jede der kürzeren Seiten für sich quadrirt*) und zusammen

addirt, und die dritte Seite d. h. die Basis für sich quadrirt wird, so ist das

Quadrat der letztern grösser, als die (Summe der Quadrate der) erstem.

Ist z. B. 5 an einer Seite, 6 an einer andern Seite und 9 an einer andern

(dritten) Seite, so findet sich, dass einer der Winkel offen, (stumpf), und

breit ist. [Weil] das Erste (die Summe der Quadrate der kleinern) 61 ist,

und das Letztere (Quadrat der Basis) 81 (und somit nach obiger Definition

bewiesen).

Wer messen soll, der rechne (klar) durch Höhe und Basis; wenn er

aber die Rechnung der Seiten und ihrer Hälfte (Heronische Formel) vor-

zieht, so rechne er nach einer Art immer.

1) Das hier sich findende Wort n^p giebt keinen Sinn. Dagegen fehlt dieses

Wort augenscheinlich in V, f. Vielleicht stand dasselbe früher am Rande und kam
dann an unrichtiger Stelle in den Text herein?

2) b^DTi:^ H. S., h^^)n^ in der Ausgabe, ist Schreibfehler. Anstatt ü^^hri 'n

möchte ich 12^5>^:2:3 "pn lesen.

3) Dieselben Zahlen für die Seiten nimmt auch M. b. M., aber an die Hero-

nische Formel erinnert er mit keinem Worte, wohl aber Alkarkhi Seite 23. Vgl.

auch die Citate bei St. S. V., Anm. 12, und Zeitschrift für Mathematik und
Physik X, 487.

4) rpistn H. S. und so übersetzt; nicht Cj^^in wie in der Ausgabe.

[5) nnpn^ (nicht nin^np), wie am Ende der Mischna; minn würde noch
nnilJTiri (ist aber nicht Calcul) erfordern. St.]
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Art. V.

a) Drei Arten giebt es bei dem Runden, und zwar: das Hängende,

las Hügelartige und das Flache. Welches ist das Hängende? Das ist

iasM runde nach allen Seiten, wie ein Ball, oder ist die M'schicha (Ober-

däche) wie bei einem Kürbis^) (fT^irni^D), welcher rings umher rund ist,

wenn nur die Rundung gleichförmig ist nach Länge, Breite und Tiefe. Wie

bestimmt man) durch Messen? Man multiplicire einen der Fäden (Durch-

nesser) in die Hälfte des andern^), (Umfangs), was herauskommt ist die

Vl'schichah (Oberfläche) der Kugel, wenn das verdoppelt wird. Denn sie

'die Wölbungen) sind als ihre ( cylindrischen) Wände zu betrachten.^)

b ) Welches ist das Hügelartige ? Das als Hälfte des Hängenden da-

steht, wie ein Hügel, oder wie (eine Höhlung), wie ein Zelt^j, wenn (die

Rundung) nur gleichförmig ist. Wer messen soll, der multiplicire einen der

Fäden von Ecke zur Ecke, (Durchmesser), in die Hälfte des andern^) Fadens

(Umfanges), was herauskommt ist die M'schichah, (Oberfläche der Halbkugel).

c) Wie das Flache? Das was auf dem Boden liegt, wie ein rundes

Feld, oder eine runde Figur. Wer messen soll, multijDlicire den Faden

(Durchmesser) in sich selbst, weife davon ein Siebentel imd ein halbes

Siebentel weg; der Rest ist die M'schichah, das ist ihr Gag.')

1) "1 *,p2? r,l^*r vermag ich nicht zu erklären. S. hebr. Text.

2) Bei Beha-Eddin kommt ebenfalls der Ausdruck Gurke und Rübe vor.

S. 29 und 32. Siehe zu S. 29 die Anmerkung 17 des Uebersetzers auf S. 66.

3) Das Wort l-:!? kann sich hier durch den Abschreiber irrthümlich anstatt

inxn eingeschlichen haben.

4) Siehe Alkarkhi Cap. 11. Es ist also der Satz ausgesprochen, dass die Ober-

fläche der Kagel gleich ist dem Cylindermantel von derselben Höhe.

5) H, S. MSipS; in der Ausgabe rii1p3 l^D ist unrichtig. 2 als : zu nehmen
war sehr leicht, und anstatt TiSD findet man in der H. S. einen üblichen Zickzack

zur Ergänzung der Zeile.

6) Die Worte '2:2s' "lan ^Tn 'X werden wohl wie oben inihümlich ein-

geschoben sein, und zwar von einem, welcher unter ~nxn einen andern Durch-
messer verstand; und daher hielt er sich berechtigt und verpflichtet, die Be-

merkung zu machen, dass man ebensogut den Durchmesser selbst noch einmal

nehmen kann. Indess ist aber hier unter dem (andern) Faden nicht der Durch-

messer, sondern der Umfang gemeint. Uebrigens siehe hier M. b. M. Er hat da

nämlich zwei Methoden: in der einen kommt der Umfang, in der andern aber

kommt wirklich der Durchmesser selbst. Ob nicht hier wiederum so eine

zweideutige Stelle beide Verfasser auf verschiedene Wege führte? oder ob nicht

vielleicht in unserer hebräischen Schrift durch Auslassung von ein Paar Zeilen beide

Methoden in einander sich verschmolzen haben? — ich wage es nicht zu entscheiden.

7) liier findet sich X'n anstatt "i- und oben IV, f, umgekehrt "i^ anstatt

X'^H: Verwechselung des Schreibers, wozu das gleiche Wort nrT^UJ^n Veran-

lassung gegeben hat.
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Wenn du den Umfang ringsherum wissen willst, so multiplicire den

Faden (Durchmesser) in sy^, das beträgt 22 [wenn der Durchmesser 7 ist].

Willst du die M'schichah (durch den Umfang) bestimmen, so nimm
den halben Umfang, das ist 11, multiplicire es in den halben Faden (Durch-

messer), was SYg beträgt, und es kommen 38 Yg heraus. So im ersten

Falle, so auch im letzten. Heisst es ja^): „Er machte das Meer gegossen

zehn Ellen von seinem Rande zu seinem Rande, rund ringsum, und fünf

Ellen seine Höhe", da es heisst: „Und eine Schnur von 30 Ellen umringt

j

es ringsherum." Was lernst du (aus den Worten) „und eine Schnur von!

30 Ellen" u. s. w.? Da die Erdenkinder (Profanen) von einem Kreis(

behaupten, der Umfang enthalte drei und ein Siebentel in den Faden ;^

davon aber ein Siebentel an die Dicke des Meeres an seinen beiden Rän-

dern aufgeht, so bleiben dreissig Ellen, welche es umringen. In dieseml

Maasse sind gleich die Meere, die Bäder und die Brunnen in Länge, Breite

und Tiefe. Somit hast du das Maass des Runden gelernt.

e^) Drei Dinge sind beim Bogenartigen gesagt worden und zwar:

(Es gibt) eine gleiche (Figur), eine mangelhafte und eine über-

schüssige.

Welches ist die gleiche? — Die als Halbkreis dasteht, nicht weniger

und nicht mehr. Die mangelhafte — die weniger als ein Halbkreis, und

die Ueberschüssige , welche den Halbkreis übertrifft. Die Regel ist: Die,

deren Pfeil ^) kleiner ist, als die halbe Sehne, ist die mangelhafte, und die,

deren Pfeil grösser ist, als die halbe Sehne, ist die Ueberschüssige.

f) Wer die gerade*) (gleiche) messen will, multiplicire die ganze ^);

Sehne in sich selbst, werfe davon ein Siebentel (und ein halbes Siebentel)^)

weg; von dem Rest werfe man die Hälfte weg; was gefunden wird, ist die

M'schichah. i

g) Bei den andern musst du wissen, wie viel die Rundung (der

Bogen) beträgt. Wie (macht man das)? Man multiplicire die halbe Sehne

in sich selbst, das Ergebniss theile durch den Pfeil, was aus der Theilung

gefunden wird 'addire zum Pfeil, das Ergebniss ist der [halbe] Faden des

1) I. Regum VII, 23; II. Chron. IV, 2.

2) § d fehlt; es ist aber im Manuscripte kein leerer Raum dafür gelassen.

3) Es muss heissen fn^niy, anstatt ST^'^^ntJ. Hier hat wohl auch Jemand ver-

bessern wollen und hat dadurch das Errathen nur erschwert.

4) Das Wort ^fT^n hat wohl der Abschreiber aus dem Nachfolgenden ge-

nommen. Vielleicht hat ihn das sich wiederholende Wort n&t dazu verleitet.

5) Auf ^inm finden sich im Manuscript zwei Punkte und auf iblD ein Punkt,

um anzuzeigen, dass man iriS5 "^ini ibiD zu lesen hat.

6) Dass 'i5'i^;2J "^sini hier einzuschalten sei, ist klar.
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Kreises. 1 = r); ergreife die Hälfte dieses Fadens, multiplicire ihn in

de^i halben Bogen ^), das Ergebniss stelle man bei Seite, und sehe zu, ob

der. Bogen ein mangelhafter ist, dann werfe (ziehe) seinen Pfeil von dem

halben Kreisfaden ab und multiplicire den Rest in die halbe Sehne, und

ziehe das ab von dem Hingestellten, der Rest ist die M'schichah.^) Ist

a])er der Bogen ein überschüssiger, so werfe den halben Kreisfaden ^) von

dem Pfeile selbst ab, multiplicire den Rest in die halbe Sehne und addire

das zum Hingestellten. Was herauskommt ist die M'schichah. Wie das

Maass des erstem, so auch das Maass des letztem.^)

Der Art. ist zu Ende und mit ihm auch die Mischnath (so!)

Hamiddoth, mit Hilfe denjenigen, der die Räthsel kennt (versteht).

1) Vielleicht gehört hierher das Wort rcp von Art. IV, h, welches dort den

Sinn nur erschwert. Das kann vielleicht am Rande als Correctur für ]^nrt ge-

standen haben, und ist dann an unrichtiger Stelle in den Text hineingekommen.

2) Die zwei Worte ^"^bc^l n"i geben hier keinen Sinn. Auch ]-Q für ö<'^ii

s. oben.

3) Lies n^n^ nr:rn z:*n ^:2n '^•Vrts.

4) D. h. das Resultat beider Methoden ist dasselbe.

Suppl. z. hist.-lit. Abth. d. Ztachr. f. Math. u. Phys.



Schlussbemerkung.

Nachdem gegenwärtige Arbeit fertig war, sandte ich sie dem Herrn :

Dr. Steinschneider, dem wir überhaupt die erste Auffindung unserer Schrift
j

in dem genannten Cod. der Münchener Bibliothek verdanken, zur gefälligen
j

Durchsicht.
|

Ich spreche hiermit demselben meinen innigsten Dank aus für freund- !

liehe Bemerkungen, von denen ich mehrere in eckigen Klammern unter

Bezeichnung St. zuzufügen mir erlaubt habe. Sollte ich manche Fragen

nicht genügend beantwortet, resp. manche Einwendung nicht hinreichend

widerlegt haben, so dürfte mir vielleicht der ungeheure Mangel an Zeit

einigermassen zur Entschuldigung dienen.

Wer vor mir versucht hätte diese Aufgabe zu lösen, wird es mir

hoffentKch nicht übel nehmen, wenn noch vielleicht etwas zu wünschen

übrig geblieben, falls die Aufgabe mindestens der Hauptsache nach als ge-

löst betrachtet werden könnte.
i

Vielleicht ist es mir später einmal vergönnt, auf den Gegenstand noch !

zurückzukommen. Vorläufig erwartet wohlwollende Zurechtweisungen in

aller Ergebenheit derö'
I

Uebersetzer.
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zfAtÜL)
'j ty t^^

xx/iLs». ,.j^ \iii/< U^)^ y^ v'v^>

Uf,ö

O^ jtj ^( v£>-'^ (j*^^^

... ^-^^ IfJ^A ^ "\X.w

jj)» >^^'j* '^5'-''^^ Js.^i
CJJ^'*^^ ^)^ • r^.^. N?^'* J^J ^^^^

< ^ ^Jj"^^^

^^LxL'f LjlA-^Ji.- ^aaaIa4J( jA.w-^" j^j JLe <^Ju2^ ^\ ^W?^^ ^*-*^ C)J"^^ "^lT^

HJ0L4.J V'-'^" r)^ y^ W;^^ jCÜJUJl _«o-*Xj Leli NJWy-Jf
^
-ÄaäJS»- ^-U: Uj^

vs£5^JJ> ^^ sX5=-fjJf ß ^wÄ->Li
,

^»i^irtf xxJLilJf jA.«*Xj ^j^ CT^*^>J ^ '^^'^* - ^''^^"

(l\^j äf^ 'sx^j^\ ^A w^-^'-r" sX^ ^_^ ^
)jO ^ Ui-i HNÄi

^yj> u Of ^Jt^^

# M^^

"FT"^ f^l PS

[^1
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,L5 IJ^wJÜ y^j, U^^ ^^a-i^ -^U-^i ^y^^^ jr^^ -^^ ^-5 '^• -^?^^Ä

^^j or^'h '^^'^ s/^ ^*^^ ^-^

? :^ ^y^ iJs^ j^. ^^ f^y. r-^ r^ ^, liO_^i JJs.^^ja£ fJ^jLo

ir J^f^ jj.k'1 v,^^ ?y;;.*JLi eS-'-^ ^^ o^ ^'^^ ^>>^^ ^^'^^

^c NiJli ^^ ^^x;x^ ,_^ ^-if
.J> cr^if j--^' • ^-^'^ ^^

yf-^'^
^'-^j

^.x..^- ,^6^ c^Jlij l^i^^ u.r*--'-^j
'^-^'^

sf^ fb^ vf^^'J f ^^^ "^^

^j";^ 5lX^^ -bjy^ruJ'i Oj-^ä-^I

JOtAwtM N.W.AJ ^ «j^ Vj^ ü-* L>^"
ili U^ ob

H
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JoLüS jjbjL^Äx L^l luL. Lhj( Oy4JtJ\ y^ ^u ^1 qxä^j jot^j. Sp.Ul

,jj^.wXt^ ^**v.j .^^-^ (jLoälj Qtv'Uii ^j'bJ JUj ^5Le jUj j^I j^. U-^i

(•Uj^ j^i- JUiiJI ^^. U^ ^:s\.^\jf _bii.w.^ j^j N.v^4-i^ A.=s-lj-f( t ^-ciJLä Ua^

V;^lj Oj.4^1 OjXj (^f ^^Oj\ lob jU^j j^i ^i^^l «JLi2.'f Jj U^ ifAtLaJI

v£>i^-^j Q^Ä^-jui Qr^>^?j(j Jj:i 8Js.£.LäJ( Ur. *ib (w\:i 0^4.äJ(« .Xi^c ^il

^jjXö NX-yw yS>^ 3 JsX.Lüjf Oi^ai ^ Oj-^X-'I Vj«^'-^ j:^.ww< 2Ü^5 (Oj-^I. , ^4-w

^ L^J^j^O Vi^JOj L^A.w.Xj ViL^iOj ^<oUjj NJli.t

C>..l-*^/0 c"^* K^jSlX^ ^5^ '^ 9^^ ^5 S^jÄÄ/« c^'-^LaJI ^j^,<Ji^Jf »

^» ^J"^"^^ j2iJ.ww/e k L^v.>»-4X. J^i ,.^A 5l\^ .a.w«^J Zlijjui ^*.M^ s^^Ls» rr^%

^jSJ^ ;j^-^ oi^^ -^ 02-A^Jj »^•^-j j^j jiaÄjf ,.jf L^jyjw.Xj;
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oi^j rj^ j-?^^^^^ JiiLv^^ i^JLi- ülb::^! ^Jli j^LxLöJf lj.>Uvl 1^1 \j^

NjLo j^.,*AjO j-Cis-c j^^ nU> ^5 Q-<jxLiiJI OOi-i vyij" . L^-Uxi ^^ iLww^:s:\Ji

^^jfJXjiJüiA J^ Ljti-O jl^ JÖ« Oj-*-«j|
J-^3

,^£>J«3 jJc^»- «Äj*A5 ^^.^yXJ^^
^

,.-AÄA.w» ?Lv.«.4 ir^ ^J.Ai'L^ ..y^.^c» ;o>v..»-r^ »u\ji>- —2 i.j>j*.jjwvk ».w.t.r^- .»AJi^

J.»:i^X. NaAj *^öL^
CJ'*5

*-^';'-^ jXi^ *-^^^ v-^-il-^ ry^ 5 U.).0 .jC!i>^ N.w~4«^

CAA^ wöij.:s:\JI ^j »JwcÜL'i Js.«o*.U L^jjso.^ JsiUw^ Ui. 00 sl ioLi Lti.6

Ui:. L^ «üp. L^^:5i^.:>. J^ilv^^i ^j^ijs^JI JiiLw.^ ^j ^^i. wti n( L^IjlIjc>^

NJ Lo J^j '-^^•* ,c^ jXisX. NaIj ,. -X ö LÄA;2Äi » 1^ L-c » L-02 nIaXI ^ ö Lo -aÜ
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NA-uu.ib xgiA-cJx^Jf ^)y^ öiA^» v^-i-^ («itli cjUdi^Ji u--'Lw.:

^A^AÄJ ^

^jUj^ ^^ftAÄi ^^j J^J O^^^"*^ ^'' ^^^ cT*^ ^-l^y^
JUjLüil L*Li

Hp.U! ^Uj13 naIa^ vi^Jo J^^j # L»>^aa*aXj j»^ vji^Jo ibU Ui j^t^i ^ftA^i

va5^j<3 ^'Lw..^^i> j^t j-^äJL ^ )*^^ v^^*"-* '-^^ ^^J ^j*^^ '^"^ '"^ ^^^

..!. ^ L^^aawXj jj>j LcLo j^i^xi^tj ^9i5 OJ"^ ^j^ ^ \ÄAv vy^" ej^

v^^ ^i L^*3^^-4j;. Vy^^ vü5^'-^ ^^O^f j^Lii ^jlOj^c ^^AAsiiJI ^^jAxLhJi

Jü' ^^A Lpjjjii jsoL^ cXo>5l NjjLw^ocJf naIaJU ^L^'i jvAA^J! Ufj

L^y^Ä». JaÜAv.^. L^o^4.t J^aü ^^ lJjJu L?^aav.Xj j-^Li p ^"->i »j-c^v^ v*-^'"'^

B'Ai-Lä j^-^^ Ojj..«x. U-gJU _..^'i ^.Ia^ ^a j^p»Lav.ä^ ..»AJtAAi? JwT ^] (*~^1*

PvAtUJf ^^„Q-oi ^£. T-'^?.^ N^jLi N^.^^j ^-^ ^^J Jj.4.*ii
J-^-^^

J2ÄA«A^ jjU

w
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6

^U^ ^^.jLojxJL ^j"^^ ^rV^^J ^5'-^^ iv.AiU.j LgJji:? '^^j^^ U^)^ ^^U

c^Ol H >....
-"^ L^jL* w^-iLji^ JwT ^-Ä-'l CvXo'^f NjJjJUm-UI jUajuJI Lcij

^^^^jiaÄ.'l O.JIJ ^.,1 L55^,x.v*^" j^.,i Uiilj Pj'^i j^i^ j^^^J vöU.J L^jiaä Jo^U

7 \ö

/ '^

** /
d\ /d

XJ-OUJ! J.AX! ^JUi NXAJl^JL N^aX^.M L«'j

in
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liyO L.^\IjUv J»*^i Li! y^ö ^.^[^ji ^ jjL^JI jLoJi

Niaüi ^i: qaä^äjLj ^f «Xo «iiiü ^j O^ (wJ^
'••"^^jy^J

c>^Ab^)i ^jL^Äxi

(*.J .^=3 ^^i?/^» -^^iV ^Ja^» "^^^-^ ^Ja^j ^=>\ ^Ja^
l_$^5 io^Lwv^L

^±u^\ OJ-*Ä-s L^xi «j.l ^,1 ÜJ QtVi^" Aä^ vu^LjLv^iw« c:;LAJLiU ,^U.i 2oii-«J|

««Ui?» icjIXu/c 5^») .a.wAj ^;^6 iu^s>- ,.ijA-ö u^Ia.*.: ,.^-y;i;i;^ jA.w.Xj ^f »

Uljjii jv^jl3 cXo"!!))! NJ^Ä-w«* L^^Ui u-vUjs*! Hwwv^.*ji- o'Lj^^J j^f Jls-i

^^wvj' naJLiJIj ^*^y- Q^ j^-^^ L^j^ Cv^^i'^l jIäIä^vs Ui^yi aU.5L3 jUiUJfj

O^J^^ ^1 ^^ ^Äl:^^^
'^'^bj^

^UU.^u L^y^j L^JjJp ^'i ^^j

Lp.LjJL cXsb"!^! j5^Ix^\Ji »-v,/-*Lj^fj LAiwi (^, bjjCvv.^ ^^^avojäÜ» j^.^Lp.jjc.«.v^

cXi?^! Nfll>:j^^ ^S
'•^•l^y

aUjLb ;;,!l6"^f npj.ä.,v^ oL*^! ^ jjL^' Ui

[rj
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V.,fljOi JJc/C j^Mj-^. ^M^ ^V ^ Ü^J"^? N^A^i^ Jf.^vAx! j^/O NjJaü J^^

Ij^ if^jwV« v^ft/Äi ^_-^ jj^l v«ftA:ii J.-AX1 ^^\S Sö\ (j^j^'i j«-^ j^^l v^iSJ^

ojj ,*>4A^^Ji ^^At \,«.jvvJ5L cvbu ^ j-^j-*^ oiA^^ yy^^ ^_^ »jj!o (^i Q^

oiAoi ^ i?,jL\-*w'l ^Lä oiA:iJ ^y^^ (j^J^'^ yti^^^^ ^J*^ T^^
oJul ^.^Lä

vii^ö y±. ^S Ulixi ^i ijjA^ i^LTj ^y jA=- ^^ c)^ ^"^ ^ y:^^^^^



js::^Ly.^^iI »-jU I

O^iL^ J./ ^^x! ^^y^p. Uijpi^ j^Ab*^! ^^L.x^ g^ia^ J-^j # (£^^

^i^ö j.^ ^Jüj gia^i JLi^i j^iu^l slr g^L^Li Ui^j-iij ^Xi:^f ^^U.iU

^^^ ^J^Jf gJa^i ^^ }^^ j^i ^l^o v^ft^ v^^ y^ er* OJ-^'^- fir*

^ ji-^ j^ ^kvJi vü^J J j*Aö

^ s^hx^ w-Aji ^-5-^^ J-^j ^j^'5 ^5 ^^i^ Ui Iä-^I ^JkJ^^ ^^ v-5-J^

[i]



Zur Vergleichung über die besprochene Analogie zwischen unsrer

Schrift und der ersten arabischen Geometrie von Mohamed beii Musa
Alkliarezmy mag hier der arabische Text des letztern nach der Aus-

gabe von Rosen, London 1831, von Seite 0, =: 50 bis Seite 1f = 64

folgen.
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.nn^TDion i^in i^^iasni i^isn "c^pinis nm:ni [r^nn? ^^ni] ir'^mn i^-a-a

't (g) ^in ni5 qn^-a n^^D ,nnb:jy myiu hüd ^Tb nn^^ ^"^-121: mnni^ni
"p:7 is^Diia pibnn )i2 i^is-a^ni f-nn br ipbn'a nbiyni i^sy ^^^ '^^'"'5^

nniTDpn nn^n Di^ n^^m -15 by itü^ü nbi:rni „möpn" ^^rn ^ini

-in'^n "lisn ^inn nnisn qiss^i nbirirn "um ^sn-a n^n ']"'biD'a nion

"^^rn ^inn n^^ir^n ni5 qissi^i 51^2^27 n^n-a nbir^rn [nin ^irn] ^^^biuia

. ^m'i'an nDtJis rran misbiünni p-isn Dbins

(f) ü"iü"'n n&< so! das dazwischen befindliclie Wort ^rr^n ist überflüssig. —
1?a:i5J ^^rn iblS anst. ibiD ^tq^js^ ^*,nn in der Ausgabe. — [»'^nü "^^im] fehlt in Hs.

und Ausgabe. — h^ IS^Dirs anst. "i^
iS'^Dl'a. — [^iin] fehlt in Hs. und Ausgabe,

„ntn L2iin!n"'i:2ri": diesen erwähnten Radius; und nicht etwa „die Hälfte des

erwähnten Durchmessers", da oben vom ßadius und nicht vom Durchmesser die

Rede war. — „n^pn" anstatt ynn. — ?n^n anstatt n^sn. — „J<^n" anst. )-a; nach

nniC-n finden sich in Hs. und Ausg. zwei überflüssige Worte ^"^büiai n""'. —
[::in ^^rn] fehlt in Hs. und Ausg. — ?n^n^ so!

Schluss; na^TD nach der Hs. anstatt 'nson in der Ausgabe.

So der hebr. Text der Mischnath Haminiddoth wie ich ihn mir in

der Uebersetzung gedacht habe. Die Abweichungen, die ich mir von

Hs. und Ausg. erlaubt habe sind in den Randbemerkungen angegeben.

[^•^J



^ 47 -

nb^?r

5nD

'in^n,, "^2rn T^r^ '^^ ^-Jinn r^? n^:^ it-c ^^-^d .r-'^sn .p^n

{^"j^nn 1^ ";ni< r^,::'52 "nrb T^"*.::*! .mc «nrin mbm nn^pD

ii< nbi:\7 miüD y^^^ by n:ir:n it ,i5"^n iT^i^ rczrn ': (c)

T^Töiai ^1217 T"^ "^'^'^'^ ^"^^^ "5^^'" l^"'.::n .nb^nr nii2t

ai^i .n:;: i<:n nn-^ccn i^in ni<ir:m r'-^nc ^sm ::7^nc -itc'^

riÄ^ ri-is-a i<]n nrbn nrbn n^n^cn rs :7t: ^sn nri<

:55iniD -j^nn ^snn nni5 q-isri i<"^ i<"^mD nn^ncn ^::n r^n^^ nn^c^sn

n^nc b:;7 instD bi5 irsns nri^n icj pma a-^n r«

ini5 nc' n-asn a^t?:© ipi 'iw iri^no nri< a^cbiDi

m2i5TD "^sb '^i:\i iTcs^n a^rbü ipi -n-abr nia ^n^nc

y^niDT a^^:7S ©bin rpin^ nn-^ncniD nbinjn yii^ ^:n

^_^ mrso "'nirb a-« bin T^n:?! "ni< i^^nc ania i^::^ "Jinn

'•^P ";ni5 arü nin -n^Töm n^nc irii< mc^ ni2i5 'b ac im:i

.nb^yyn r.i'Q m^b i^n p^yi nnm^ lib^n nimm r.ii^^pism a^-a-in

i5^n iT^i^ nnr-im nicnn jm©-*- ,]n ^bi^i nniiüpn iTCi^: a-^inn ':; 'n (e)

i5"^mzr bD nncnn ^nn*^ i^bi "^on i<b T]'':-]:i^yr\ "^snn r.Tai:: i^^nr bD mw^
V':2n nr .nbia^n "^sn b^ niDiiy i^^mn bD mnm ,nbi:;yn ^2:ni2 nnns
-inr n^TO bDT ^nicn i^^nc [jiti] mn ^^m nns n^i7 n^nc bD

.nir^ i^^mu ynm mn -«^nia

(a) "^nj^n anstatt "i^SS.

(b) ri'z^'pD nach der Hs. anst. nr.ps 1^23 in Ausg. — Die vier Worte y.r\Z *i<

11323) "'Sn, die sieb nach dem Worte Tnxn in Hs. und Ausg. vorfinden, sind

offenbar einem Verbesserungsversuche, von einem, der das Original nicht ver-

standen hat, zuzuschreiben. S. Uebers.

(c) X""!-! so! — "p?l2Jl nach der Hs. anstatt rCTZ" in d. Ausg. — n"? anst. n"?

— Zu der Figur V (c), "J^ip wahrscheinlich Pol. In der H^ ist diese Figur vier-

eckig anst. kreisförmig zu sein; die Figuren tragen überhaupt den Charakter einer

flüchtigen Nachzeichnung an sich. An der Figur zu (a) habe ich ein Wort iT^l'^n,

welches dort keinen Sinn giebt, weggelassen; es soll vielleicht rr^lbrin "^sn heissen.

(d) '"inS''nD so!! wollte man die Lesart in^^p, wie in Hs. und Ausgabe auf

Grund der betr. Bibelstelle beibehalten, so müsste man iTSXls 'r"2ni anstatt

•it:x D'^'^bu:'! setzen, und dann noch das folgende '3wJ streichen, — ]^~x "^SS Pro-

phanen; nach einer Seite verwandt mit yixn '^05. — nnx n^v:: anstatt C"il\y "ini<

in Hs. und Ausg.

(e) n^nb anst. n^-'Snr in Hs. und Ausg. — [m"«^] nach St.

[^]



1

n"in

- 48 —
li^irri n"D isnmö ymn n^^ "c^binri 'p anir' i^iis^ ^:ön arra ini5 ^'im

int!^ (n''D) rnnn a^rn-i ':\ anr n"D ^inn n":s' qnis^ ni^ab i^nsrni n":?

.abirb pöi: (i5"D) rnpn "^sn biu mi33?nir! i^^siü nn^ I^^D^a .a^n^Tö"^

'n (h) an)3 Y" T^ a^öibn iininn pn^^ ,ip rrainn ^di niinn n^^iimu ^in

.s'npn ay ni-a^^n pn a-^rbirn i^n b^Dio"> ann p-ipTam ^nn^ir-an imirri^

'-J (i) pTöi^-i isTü V'-j ni^irn rnn «^mr a^öibn niöbin^o p:\D ,1371013 iss'^d

P2? nn'^ i^in n)2D ini^iii nstn^n ri< npibi ,n"a

n'iDiü inni ,i2i:p iTi2:ri3i V'Dp a^iö^D am "i

'^Diü "IS: p:r in-' i5in ntJD rii^ini n^rn-an r^^ npiii

am a^2iinjj<in ^"^p ^inn 't ^iniü in^n n^^ qiiiiai

npVpi ti^w^biD nnm .^sb i^i'^'arisi n"En n"n a'^biir

^^nn 'n i^inir' in^n n^^ qn^r^i ^lu-^bir' "li: by nn^ i^in n^D ni<ii^ ni:n^r

.nn'^fün 11:7^10 an am Y'ö anp37i r^:i a'^sii^ 't a^p^y am a^nn^^n n"si n"r

'n (k) ,iü2i:::7 ^Dsn ,;qni^i3" ams irna pd a'^nsspn rpmyp^r ,^22^2 nmr&n
•^Dsn :]ii2fc'a ynpn ^iniö ':\n s^pssni nr b:? nr ^^ö^diüi

'1 [nr] n^si: 'n i^d pici^nn p nn^ 'ji-ini^n ;qTi^sn ^itj^si?

nnn-n nmns m^irn 'jü '155 n^^ss-aD nt "isia 't: nr n^i^

nnirna map l'^n^tm .b5"s pnn^^m ;55"d piui^-in i<2£üD

a-^s^psn pmunn i^in ysn a^^i .:^npn as? mias^a iTin
•"»

.Dpi/p nni^ jmii2 nnir?n'a nsnan

V. .'n pns

'.X (a)
^""^ IT ""Ä^ .npBicm ,npipnn ,n^ipnn in ibi^i ,npi:\37n niTa iöph?

nn^iDün nmrnr 1^5 miD li: pdis npi:\:rn npy nn^ai^n it n^ipni!

nnm ^1^5 mirn nnpir^y [i^nniü] inpm n'imn^iop npi:;y ^^"'nir' n^-jn^^

^—^ __
welchem die drei Punkte wahrscheinlich als Tilgungszeichen anzusehen sind. -

[nt] nach St. — n^,sn:n s. Uebers. — (5<"0) s. Uebers.

(h) Zwischen ^5 und tn^a das Wort r,\rp in Hs. und Ausg. S. Uebers. -

d'iS'lsi^lln "i'^S b'iD^'i wird sich Rath schaffen, entweder mittels der Seiten, oder et

anst. d^5>?:r 'n b^S^r^ in Hs. und Ausg.

(i) Das Wort DJi vor d'iDlt;&<'nn in der Ausg. findet sich im Manuscripte nich

dagegen steht an dessen Stelle ein Zickzack zur Ergänzung der Zeile.

(k) „51^^:2^" Hs. anstatt rp:i:a in der Ausg. — [nt] St. — '"il^iHi anstatt nnr

welches wahrscheinlich durch die irrthümliche Auffassung von ns^IJn^ ansta

n^\pn73 entstanden ist.

y. (a) n"i^15?n anstat n"»^*,» i<^n. — nb^5?n oder vielleicht nbiasi ansta

nbi53? '^. — n*P*5y anstatt nb^55in. — [&<nnu] fehlt in Hs. und Ausgabe.

[•-^3
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*:-^-iD 3»n"^ "n)2:n nmsnb rpi-an .n'^iin nnis^T a^r'bi^n nDTca i^'^nü

". (c)

n (d)

3J2p

.D'^1©-« a^Di-QD a-^ian am rr^nTas' ^^w an a^nitpn n^mj'':^ "^rirTD i<im

im nsTim .r'npt: i<im pöid T^.^^n -;:: bi^.ana ^irrn T,i2:7m

.nn^iDian i5^n "jincnn i^a nbi^^m :rapn -^xnn ^irn mioyn ^1112

xinü "^iTcn y^sm nr a:7 ni a^rmp ^Ta:rr "^rsn

nnn nT^iin i^i^: i^npn i:;:d nrn5< ncna iTab

qiss'a nncin ni:?b:£n Tai^n man ririp r^i^^n

^:wT] irbsn ^3:m] las:^ "rinn niybsn la nn^^n ri5

5<2aDm -iiD'^n i^in -li^iorm nninan 'ja -jiy^an ^^bwai [laizr iinn

."na^n i^in

qiisa 'n «irro '^ztsn ybir\ ^"ini 'p nniur by niiny ,a"^:ia ns'^D

inpyi mo^n Ä5im n":s' aw i^^td: nin -ja it2pn ^'^piDai n^'D ias:7 -»rsn

nbis^m pnnnn ybszn "»^nr. ^inn ipyn q-isna nab 'i-'iirm .a"^"!"^«! ['n]

.a-ii'^Töi :\"a ^^t]w nn^isan [i^^n] "jirnrnn la

^ssn .ypi^i yb22 pd rr^mybsn mion niübittjan mnni^ a^:B n;7mr 't (g)

[?] nisnn pnam ri'^^ nr >» nia^^n n^^i nin [nr] bü mai^n r.i^ ^'ü:iy

'n (e)

52r

'T (f)

(b) "i"Ti^2) 'is^ Dh ö''^i2tpn anstatt niiiTD^ irT^ni^bs "^a^ü tn ",5 ts'i^ii^rpn in der

Handschrift, wo die Doppelpunkte über )b und rT^nirbü sicherlich Tilgungszeichen

sind. In der Ausg. sind die Punkte weggelassen, und dafür nach "p ein Frage-

zeichen gesetzt.

(d) ^nr anst. nnri. — Nach V"^^^ ^^^ finden sich im Text noch die

Worte: „"^sb:! Cinn p", die von St. mit (sie) begleitet wurden; vielleicht gehören

sie auch den Figuren an.

(e) Die Worte von Tcat^ bis 1^:13? fehlen in Hs und Ausg.

(f) ['n] nach St. anst. 'n in d. Hs. — |5<^«^] nach St. anst. ""S einzusetzen;

ich habe p gelassen und habe analog dem Obigen (IV, (c)) noch "("irs'wnn hinzugefügt.

(g) fi^air s. Uebers. nach St. könnte es vielleicht ursprünglich ni^nx C^SE 't

geheissen haben, wobei "i den Paragraphen bezeichnen sollte, und ist aus Miss-

verständniss nsSvl' anstatt 't geschrieben worden und dann noch ein 'T zur Be-

zeichnung des § obendrein (?). — Nach y'Ti" findet sich noch ein Wort rr^x"!, über

Suppl. z. hiat.-lit. Abth. d. Ztscbr. f. Matli. u. Phy8. 4

in]
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'n (e) nirrm 'inb pnn '^diöi iib pn^^ "^stui ni->iTni nis'b^sn nsiiD^n

mrin^i a^Dinn i-^-ßy-a^ niirb n^iT^a d-^:© npois nni^ niDn-a ns-^D nitjips«

IV. /T pnSD

'i< (a) b^-r; inb5 .nninsn ,mnn ,nntDn p ib^i miöbiD^an nntj übiu

piDi^nb mw i5ini lüss? ^^^tn nn^^ bD D^snisris o^^nii^pn n-^n^r "^dü nnr

riTüi ri^-ü pirr 'ssn ibi^^ nbis^ni nr i^^ü hdisidi nr isia tmüid )^y.

mn -»srn ^ini D^n^5i:pn p [^n« qn^ü] Tüb T"^^^^ -J^^^ ^"^^^ '-^-

(e) nnii< ^-Cin-Q nacli Steinschneider, anstatt 'n'üH, T^y^'n•a^ im Cod. — Nacl

bDI finden sich zwei Worte u^:idb npDS, welche offenbar zur Figur gehören

ebenso die Worte ^p^55 ^3=i n3i;::7an und W^^^b npöS am Ende dieses Kapitels

ich habe diese Worte auch in die betreffenden Figuren, wo sie hingehören, hinein

geschrieben. Hier der Text in der Ausg.: n^,3^ü^r; niS^^iTan .ti^3\ab npOS [?] b^

.ü^wh npDS nt3 ^ip'^s? bsn 'si^^an rr^n^^r^bu}^ onis [?] nts:

Was die Figuren überhaupt betrifft, so sind sie zwar als Freihandzeichnungei

nicht ganz genau, indess konnte ich die Meinung des Herrn St. nicht theilen: „si

könnten etwa weggelassen werden, weil sie das Verständniss nicht förderten " (?]

Ich habe sie hier wiedergegeben; nur genauer und in etwas grösserem Massstabe

Die Berechtigung dazu verschafft der augenscheinliche Sinn einerseits und di

Vergleichung mit M. b. M. andererseits. — ^n^niüb\i:i2^ anstatt rrim^ZJ^^TTTS.

IV. (a) [^nx Cip:i^] nach St.

w



— 51 -

.Inn^-c^n] i^in in li^rrni y^nrn ^::n' j^nrn i:rr f:rn

Hl. .'3 pns

TD"^i /n .n^M-'iTni n^mybsn nn©"» ©^ -jn i:«i n^m-ran «"^ a"^:£ ncrn 'x (a)

)Difc< "^riDi rr^nrirm rr^nw^n ':iir'n nit?-' i^^no tr^i /i .n-^nrin 'mr^i

.np^y :d n^m^^iini n^rwsrn tm^^is'c i^-'n© ^'a ir^i .'n .inb pm ^ztdi -nb iro

lii< :;n::i2 "is [:d] ir nnny "{1:12 i^T» it'^ä^ n-'-irm ni^bss nirr. '^ (b)

«rr !sJ-(!-: rt^-'-'r! ^ri-^n -r11^ ^tt ^11 it ^>

.'-; IDT '3 pi n-'ipj ':c zr. rpnrb:: ^:r"i

'^2'on.mr'üi rbt ^rcn 'n ^1:0 ,rprriTn nmo-'i rr^nTO:!:! nziir^ni '^ (c)

.ipn nnö-^i rb^rn nn©-^ ^nn-'Trrn i5^m n"r int} nm br 1"^,n* t^^.^"^ ,:fTi

"^stri ns bDt: 'n "jiriD ,i5^n iT^i5 n^rmn nrirri n\-"7b::n mw'^n 't (d)

'«n ys'?2^n nr ri5 jit ^^p^cets i^-jin 'm a-^nn-i tt^it 'm a-^ns: mr

Schreiber selbst verbesserter, und später aus Irrthum stehen gelassener Satz:

"1S1 x-rri ü'^3u:i a"u: cu n^'^nüa c^c^bui V'p. — y':i anstatt ü"c — n5<s St. will

n^a einsetzen; dafür würde auch der Umstand sprechen, dass der Schreiber

das erste mal nach xIm* ein '- angefangen hatte; das :2 gehört vielleicht dem y'i

an anstatt dessen i:"u: irrthümlich geschrieben ist. S. Uebers. — [fnn'^'yr'cnj nach St.

III. (b) [33] nach St. — n^npsJ anst. n^p5 in d. Ausg.

(c) "pn wie in der Hs. anstatt [? "i'-Ti] in der Ausg.

(d) nTr zeigt auf die nebenstehende. Figur, u
welche

offenbar von dem Schreiber missverstanden wurde; die Figur ist so gemeint;

nnnn
Man beachte, dass zur Herstellung des rechten Diagonalwinkels hier wiederum
die sogenannten Pythagoräischen Zahlen 3, 4, 5 gewählt sind. Dieselbe Figur

findet sich bei M. b. M.

4*

[•1]
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'n (e) «mtn qbn)2 i^in "^t)^ m« fc^int? ''^Si^ ynini^n ^:\n Jnb< n^)2b nsinn

nn-i ^inn ^-li^ ?ins^ ^^rii^b d-^ödd iötü ,d^d£> tJiü r^a^n :\:^n nnni ^^i<

'1 (f) mü*^ ipi23? n^JT^iö nnb)2 r"5^^ ^^"^^ ^^^ ^^ ^^^^^ ^^ "^''^^ ^^^ °^^

i^T^ni nn^irian s^-iri in^b^Tö n^^an ipio n^i^n :^:\n ^1112 n^)2 n^^r

.qiD 171 löi^nia qir^n nn^m i<in nbiyni ntiipn ^inn ^ti^m nr^i

'n (h) bDia mit? i^ni2Sin i-^rr^iu inbni nnipia -imi ib^ bnn Tisb i^i2i:n

nitpn bi5 ni^n 1^ ri^mn p '^^ ^12^)2 ,1^ ™^^= ^^ "^^^^ '^'^'^^ ^^

'i: (i) nnipn i-^:2nb iira li^ in imii iioi^nb ^110^ n^n üb^ ii-as^m .iiiais'

r-\i)2 r\i pbniü iui<-in 3?it:pn b^iniö i27it:pm ision i^dü «mir bDb liJ

li^iüDni bnnn p ^tDpn i'^brai ^iin^n pniönn (i^d) 1111121 qion 113^-^«:

.ii-a^^n nn^iDtt b^ir

-^ (k) nbi2?i lon ni^b< '1 ^inn nii2b5 '1 iidiöi 2?nii2 ii'cs' ii:\d itotis^d

n^D 27Tb nnb^ i^liri ,57111 ni-a^^ ^^nin br niioi^ '^niö iiöi^ii nbi7i lor

nni5 -^i^ 1^1271 niop 1TIÜ i<bb< liinb^n '12^: iidi ,ini2ip n)2Di inn-^tD^

.nb57)2bü inb5 nbD^w iy iii23?n b^in nisD rii

'it-^ (i) ^tn «mir ii)227n ^i« p 'm«)2 .a^mir m^i ,1271012 nn« 1^^2121

'^ n&itDpn 1271 ni2« D^iiry ir«in nbi^ir 12? 11125'n bD ^tiz: ,nb27rr

.D^iir27n ^12 'm ni-QD n27ni«n ')i2 d^did 1111212? nii2b «n 11112:

'3^ (m) 1012)21 ir'^biri 'n nni qion qiis in iir«i ir'^biö rni« 1112b T'^tn

iTini ,in« i2s:b 1T1227121 ni2« ^ir^bir ^stoi nii2« V'p D^biS' dji t« 'd ^in:

111527 iinn 15D12121 ir->biDi ni2« «im '2 by 'n n^Diupn ^112^ ir^bir rni«

(e) ^ni^ "^l.X i<int5, so! St. ergänzt auch hier p^151; b. Uebers. — ü^B3:

hier in dem Sinne von n^SilD, Ecken, Kanten gedeutet!

(f) ^"i^:: vielleicht eine eigene Form für Massstab. — 25"i1^rTi anst. 55^173ln

s. M. b. M. — p72l5)n, anstatt p?355n.

(g) nni<[n], St. — W5<i'Q nach St. anst. ^5tir

(h) in&<ln; in d. Ausg. 'nni<?n.

(i) nniph; St. emendirt nnip72n. — pbni^ Hs. anst. pbnia in der Ausj

welches Veranlassung zu einer andern Auffassung gegeben hat. — (i^oD) in d

Ausg. weggelassen; sieht in der Hs. auch aus wie ein Zickzack zur Ergänzung dl

Zeile. — bnnn von St. mit Fragezeichen begleitet; vielleicht: Messschnur.
j

(k) ini< eine der im gegenwärtigen Falle zu betrachtenden zwei Pyramide,

einfacher jedoch die Emendation 'nn von St.

(m) qio:3 Basis, die in unsrem Falle 16 beträgt; die Correctur t"üi ist al

unnöthig. — ^^PTTia^ D^^Tül, so!! In der Hs., wie in der Ausg. findet sich zwisch

diesen beiden Worten noch ein ganzer, falsch geschrieben gewesener, dann vc
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jDT jnnn bDa ynn ^iniu na^^a pbn nasy nn-^njüT tm2^

1^3)2 .a^£i:nni a^iwn cain ^irn caim ©^piri 5:7 'o-':©

.naabi r^^in man a-^nnrn niirm i<:r Y^^^i

Äin "cb© b:? lö^bTr idi ymna i^in n:2na br n:2na T^a^^ ^id 'n (h)

Pji^ini^ ni5 anb a^:a a-^sibrim t^i©i i<bi5 .]rö )^)2ii2i inn ,7rra

.'n sin mc27n ^sm 'p 'j-'bi^ ]n -^nn niTz?:? br nnrr n:ia "rs* ^a

C|bi<n '^n 'pn naj-ai 'i^n ''n na^^ai .'p ran i^ini n"D an 'n a^a^E 'n

^^n a^ini^n bni^ a-^nn^^n naD a-^nnirn nirm i^sr f^-^i^i ^i^Da .'pn

.:7m:; i^in a-^rnnsni cj-^oia

ü^biö Tr^biD by "O^btDi .ns^nan 'sn .n^na b7 nsna V-^^n nr "^ (i)

y'^ni ti'^bwn by y^nn "jd"! .ir-^brn "»izn ir-^brn br n]:na pi .HJ^biDn

.a^sibnm a^Tcn inb i^ai^im inn .'O'^bicn

II. .'^Du: pns

nnnn b2? in^^n qnsa a^öibnm a^iiöa ni:rnnan nintm niab n2^-l^ -wH (a)

.nn-'iran i^in an^rica r]T,yr\^

nbiirm ynpn ^snn iai:7n qn::a a-'S^bnn ^-'i arirn 'j-'i rcbtoam 'n (b)

.nn nirii^ina nnnm ,nn"«ran i^^n an-^:ca

y^n© "^sm y^nr isaa i^btoai ias:7 iirn ainn c^n^a -i^a nbi:\7n '-. (c)

^sm y-^niDT a"a ibi-isi 'ib "iiira ö^imu am lan .nn-^iDari i^-^n nn'^ni

.n^znai n''b nn^iran n^^sa: [^zrni
'"^J

«in T-^nc?

nn« qnst'ai nn^^ nan an-^:© nr^n br }^nn in: ns^a nrnrpn 'i (d)

ia::y lirn lö-nsüi nn-^n -"^rn npibi "inni .nsb p-iai^ai ynn "^sn ^inn

na TD^i .nn"«üan i^-^n nbiym laiiJ^n bs' is^aia nbi:rn"i 1"^ by "pbriizi

.D"^nnÄ5 B'^DE

(g) IP^nis so! — p^üt-ü nt nach St. anst. p'^Bö^n': im Co*, ebenso bj^^t:

anstatt "p^"^. — n^X^ so; Ausgabe l-!^5< [?]''a; auch aan bD^o anstatt ^S bD73

Manuscr. u. Ausg.

(h) lies 3?irn7;; von itbi< bis xini<*5< s. Uebersetzung.

(i) u^brh UT'^bü nach St. anst. u^burn ^^n; s. Uebers.

II. (a) miirn nach Manuscr. anstatt nin^n Ausg. — nn'^u.'^n Jtin so! das

zwischen diesen beiden Worten eingeschlichene Wort *n"in ist sicherlich eine

irrthümliche Wiederholung von oben.

(b) ^«irn nach der Handschr. anst. ^^73?n in der Ausg. — nni&<in"C Hs.

Ausg. nns<in73.

(c) 5'^-ir; im Mscr. wie in d. Ausg. heisst es bald so und bald '^r'^-u;; ich habe

überall das erstere in Analogie mit C^bu: gesetzt. — "r^h"; St. corrigirt ^ni3n\

— [''^n^ ">] von St. mit Recht ergänzt.



I. 'N pne

.ri"^nnn nroD in it ninbiöü minien
'3 (b) p^TTOsn riT yb^Ji b<^n it ^^ .:\!^ni /Jinn ^rbsn ,a"^:& ':;n n^nn-an

'3 (c) Tb^ ^:ü p ibi5 ^^2 ,^1^57^ ,rnpn ,yb?ri-^::m ^a^^iö 'nn ninbiö^ani

^DTöiö nr ynpni .'^srinön bi^isiDi ^^'a'^ ^d 'du pD'^i l^tj^ a-^Duriis '^Dtjn nr

bbiDJi iDin riT "ii^s^ni .an^bs? pDD nnn -iici^ '2tö i^by a^yinp a^rbs;:

i^sry :\:ini .piöiün nir^spiob n^itn- i^ini irnpb a-^S'bsin ^sid ^^ü nnrn

"^ (d) ipn i^in iinno i^^n it^^ .:^:;ni ,t)inn ^nnnon ,ü^^t) ':\n bi:\37n

'TiTDisn nr üinm .nno im« no^ n^^^n ü^tibti ipi ':t: bi:\yn r« ^yi2ti.

.nn^Mn bs^^n i-asr ^rini .inst? bi^ intictt ':tD ns® bi5 ns'O'c

'n (e) pbnn [nr] riöp i^^n iT^i5 .ri^^ni ynni ,-inm ,niopn ,a^:s 'nn nmiopni

•^sn p^rrTcn nr nmn .]:y2 t^^r^"^ '\iü^ n^pn n^^n-aD 'did bi:\3?n ir

'Du nmn y^^ttb^b niöpri s^ssni^'a ^iiöttn «in y-nni .nDii^i ninp 'diu nirpr

.nn^ißtjn «^^n i'ass' ri^ni .nn-» by asn iddi:

'^ (f) inr "in« b:r "in« niön-a nn« ]^:'ü^ nn-^m^n n« ^^ini-a ns^D

-'nn i^ni^irni a^^^bsn niion :;:\n «stiD .n)3« bs' n^« «^ni nn*^©):?-

.a^iü niiirni ns bDt: a^DW n^aiyn «büani .ns bD'a am« nDiü nns

':; «"'nüDi ,nü« ^inn n)2« «^nt? '«n n^itji a^Diu '-i nprn^ n^i^^ran'

^«Dtt .'n by 'ni '-i by "i pi /«n nniai a^Diü 'i: «in ^nn "is bDt

.nbTttbi n«T n^iiai niinni «t Y?^«'

I. (a) ni'in5<n St. ergänzt hier ni^lSln, man muss aber bedenken, dass dieset

Wort überhaupt schon für die obigen bestimmten Figuren wie ri5?j^»n etc. hiei

zugedacht werden muss. — rr^^^n nach St. anstatt riT^^^n im Cod.

(b) p^OBTah so! die Correctur pin-ar\% pitn^aln halte ich für überflüssig

wiederholt sich ja hier der Ausdruck Mpö£, SipDlB, p'^OB^a im Sinne des Durcb

Schneidens.

(c) sb^in ^it;:^ Manuscript; 5>p:in '-»Su:! Ausg. fehlerhaft.

(d) rr^Yin unter rechtem Winkel, anst. später gebräuchl. nn:23 rr^ltS; s. Uebera

(f) n^^)2) nT^^tni Manuscript; Ausg^ d^DU unrichtig.





nnDn hjüd

^ti by mm m^^'^r^tD'a nnipsb Tisoin -iiü^ ">nn^ ,T:D^^i< nsion n-^nn^^n'

nip^ Da i^ip)a ^D -^nii^nnn ,n">nn37n nnson p^to^iss^ntoi^isn nüDnn ^Tanp

.p^yii p5<^ :\i:7nb::?n^'^n nsj

.p"s^ nsian nniu n^ia r^^ ir hdü"» naas
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MATHEMATISCHEN WISSENSCHAFTEN IM XII. JAHRHUNDERT.

VON

MORITZ STEINSCHNEIDER.
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TJebersicht.

1. Abraham bar Chijja und Abraham ibn Esra. 2. Lebensverhältnisse. (Re-

censionen und Unterschiebungen, Legenden.) 3. Daten. 4. Ibn Esra und Jehuda

ha-Levi. 5. Auswanderung. 6. Reisen. 7. Hat ibn Esra arabisch geschrieben?

(1. Buch der Wesen, 2. Erfahrungen, 3. Ethik, 4. Nativitäten, 5. Finster-

nisse, 6. de mundo^ 7, astronom. Tabelle, 8, Logik). 8. Kenntniss und An-

wendung des Arabischen und der arab. Literatur ('Hai ben Mekiz), 9. Mystik

und Kabbala (Buch Jezira, Sefirot, Commentar zum B. Jezira, Mose Tachau,

Elasar Worms, Abr. Abulafia, — Geomantisches Loosbuch). 10. Zahlsymbolik

(Gedichte — Nicomachus — Geheimnisse). 11. A. Excurse in den Commentaren.

12. 1. zu Exod. 3, 15 (Supercomm. 1) Isak Israeli, 2) Anonymus, 3) Anonymus,

4) Motot, 5) Schemtob ibn Major, 6) Sal. ibn Jai'sch, Briefwechsel zwischen

Rabbaniten und Karaiten). 2. zu Exod. 23, 21; 3. zu 23, 26; 4. zu 32, 1; 5. zu

33, 21; 6. zu Kohel. 7, 27 (Immanuel b. Jakob). 13. Stellen: 7. im Buch vom
Namen (Comment. von Scharbit ha-Sahab, Sabbatai ben Malkiel, Comtino, Ano-

nymus, del Medigo); 8. Kap. 11. von Jesod Mora über die Gesetze (Comm. vonj

Comtino, Josef Kilti). 14. B. Monographien: 1. Buch vom Einen (Commentare

von Comtino und del Medigo). 15. 2. Arithmetik (verschieden vom Buch der

Zahlwörter), Handschriften, Abfassungszeit. 16. Eintheilung (Fibonacci, Abr.

bar Chijja; 1. Khowarezmi, 2. Kuschjar, 3. al-'Hassar, 4. Joh. Hispalensis; —
Sacrobosco, Isak ben Mose, Comtino, Misrachi. — Anonymer Auszug, anonymes;

Compendium, nicht von Mei'r Spira). 17. Charakter der Arithmetik (Termino-

logie). 18. Verbreitung, Autorität (Moscono, Jehuda ben Samuel ibn Abbas, Josef

Caspi, del Medigo). 19. 3. Liber augrnenti et diminutionis (Job fil. Salomonis

,,divisor^^ — Regula falsi). 20. (unecht) 4. Stratagemma (Hans Sachs).

5. Schach. 21. Astronomische und astrologische Schriften (kurze Aufzählung).

— Nachtrag (auf denselben verweist ein *).



§ 1.

Auf die Bedeutung des 12. Jahrhunderts, und insbesondere der durch

uden vermittelten morgenländischen Wissenschaft, habe ich vor 12 Jahren

lingewiesen, als ich in der Zeitschrift für Mathematik u. s. w. Bd. XII

1867, S. l) den älteren „Abraham Judäus" (Abraham bar Chijja oder

Savasorda^ behandelte und einleitend von verschiedenen Anführungen eines

uden Abraham in älteren nichtjüdischen Quellen sprach (vgl. weiter unten).

Während „Savasorda's" Geometrie {Liter E^nhadonmi) in der Uebersetzung

ies Plato aus Tivoli fast unbekannt blieb, erfreuten sich die astrologi-

chen Schriften des Abraham (Sohn des Meir) ibnEsra (oder Ezra) einwBe-

ühmtheit neben denen des 400 Jahre altern Juden Maschallali {Messahdla

etc) und des fälschlich als „Ismaelita'''' (für Israelita) geltenden Sahl ben

Bischr (Zael JBemhig etc.). Die Juden selbst kannten Abraham bar Chijja

hauptsächlich als Astronomen, und zwar insbesondere in Anwendung der

Sternkunde auf Zeitmessung, Chronologie und das Kalenderwesen, ibn

Esra vornehmlich als Exegeten, Grammatiker, Theologen, Dichter, allerdings

auch als Astrologen, indirect oder direct. In unserer Zeit, wo die soge-

nannte rabbinische (neuhebräische) Literatur nach allen Eichtungen hin

sich immer mehr und mehr historischer Behandlung erfreut, ist auch ibn

Esra als Mathematiker ins Auge gefasst worden. Sein Name hat sich

einen Platz in den vielen encyklopädisehen Wörterbüchern erworben, die

Geschichte der Mathematik, namentlich der Astronomie, hat ihn frühzeitig

als hervorragende Erscheinung berücksichtigt^), allerdings mit sehr geringer

Kenntniss des Einzelnen und Eigenthümlichen , mit groben Irrthüraern, auf

1) In Riccioli's Tabelle (Almagest.) ist Abraham Abenesra unter Rabbi
zu suchen. — lieber Weidler, Bibliogr. astron. p. 5, und Lalande, Bibliogr.

p. 5, s. Abr. Jud. S. 36. — Im XVI. Jahrhundert gab es in Constautinopel und

Salonichi eine Familie ibn Esra, darunter einen Arzt Abraham; s. Halberstamm
in Kehod ha-Lebanon (Paris) VI, 285. Die ungenaue Bezeichnung der Quelle bei

Coronel in Koclibe JizchaJc (Wien) XXIV, 29, verleitete mich zu einer irrigen Con-

jectur (Hebr. Bibhographie VI, 129 und im Verzeichniss der hebr. Handschriften

der k. Bibliothek in Berlin S. 32 unter fol. 60 b und vorletzte Zeile). Vielleicht

sind von diesem Arzte die Erklärungen zu Kidduschin bei Benjacob, Tliesaur. libr.

hebr. Wilna 1880, S. 175 n. 247?

4**
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I
deren Beleuchtung ich von vornherein verzichte, angesichts der schwereren

Aufgabe, das Material zu einer gerechten Würdigung zu liefern, und der

lockenden Versuchung, auf Gebiete zu gerathen, auf welche die gewöhn-

lichen Leser dieser Blätter kaum folgen würden, oder auch könnten, ohne

dass ich ihnen alle und jede Berührung damit ersparen kann. Hingegeri

hielt ich es für angemessen, der hebräischen mathematischen Terminologie,

für welche noch sehr wenig im Zusammenhange geleistet ist, eine grössere

Beachtung zuzuwenden.

Dass die beiden Abraham, ungeachtet gleicher Studien, unter ehren-

voller Erwähnung vielleicht auch Bearbeitung des älteren Seitens des

Jüngern, nicht in einem persönlichen Verhältniss von Lehrer und Schüler

gestanden, ist schon im Artikel Abraham Judäus (S. 11 A. 20) nachge-

wiesen, die irrige Behauptung aus einem Missverständniss erklärt und be-

leuchtet. Es wird sich die an Unmöglichkeit grenzende Unwahrscheinlich-

einer solchen Annahme ergeben, wenn wir uns erinnern, dass der ältere

Abraham um 1136 in Barcellona lebte, gelegentlich nach Südfrankreich

kam^) und für die Bewohner dieses Landes hebräisch schrieb, während ihn

Esra jene Gegend erst als gereifter Mann berührte. Dies führt uns auf die

ersten Momente, welche als Grundlage weiterer Darstellung zu erörtern wären.

§ 2.

Wenn auf anderen Gebieten nicht selten die bekannten Lebensver-

hältnisse eines Schriftstellers einen festen Boden für die Aneinanderreihung,

einen Schlüssel für die Würdigung seiner Schriften darbieten: so gehört

das in der jüdischen Literatur des Mittelalters zu den höchst seltenem

Ausnahmen; vielmehr ist man meistens darauf angewiesen, aus Titeln,

2) Das Wort ns^^i (Frankreich), welches bei Geiger (Mose ben Maimon S. 76,

vgl. Abr. Jud. S. 7 A. 10) fehlt, und durch andere Conjectur ersetzt wird, fand'

ich später in der von ihm benutzten Hs. München 10 f. 207b deutlich! Vgl. auch

Abr. Jud. S. 42 und S. 6 Anm. 6. Bei Henricus Bates im lib. de mundo (s. unten

§ 21) f. 77a liest man: ,,Insuper Abraham princeps, quem Avenare magistrum

suum profitetur in quinto redemptionis Israel.^'- Das ypn 'ö in der Hs. Oppenh.

254 fol. f. 6, an dessen Ende ibn Esra als Verfasser vermuthet wird, ist in der

That (wie Dukes, Litbl. der Orient XI, 341 andeutet) der Schluss des Megillat etc.

von Abraham bar Chijja (Hs. Bodl. 160 f. 113 flf.); ibn Esra zu Daniel 10, 31

nennt es ü'^Spli von „Abraham ha-Nasi". Die polemische Tendenz habe ich richtig

errathen. S. mein Polemische und apologetische Literatur, Leipzig 1877, S. 350.

Eine Confusion mit dem Nasi ist die Bezeichnung Abraham Ducis seu Princi

pis, in der Leipziger astrologischen Hs. bei Feller, p. 327. — Ob der von ibn:

Esra angeführte „Spanier" (Sefaradi) — Abr. Jud. XII, 7 A. 10, S. 15 A. 24;

Zeitschrift D. M. Gesellschaft XVIII, 177 — der Nasi sei, werde ich anderswo

erörtern.
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Nachschriften von zweifelhafter Geltimg, einzelnen Stellen, Vor- und Rück-

verweißungen, die auch nachträglich eingeschoben sein können, u. dgl., die

Linien zu einem dürftigen Lebensabriss zusammenzuholen. Bei unserem

jAutor kommt noch hinzu, dass er heimathslos unter welchselndem

Aufenthalt, seine Schriften für verschiedene Personen abfassend — wenn

die ausdrücklichen Widmungen nicht bloss als Complimente gelten sollten^)

- dieselben grossentheüs zweimal herausgab, das zweitemal wahrscheinlich

oft ohne im Besitz derersten Recension zu sein-*). Einiges trägt die deut-

lichen Spuren fremder Hand, wie man frühzeitig bemerkte; man kennt

sogar Namen von Hand anlegenden Schülern 0- Aber ganze Schriften sind

oifenbar untergeschoben oder irrthümlich l)eigelegt; es werden Titel citirt,

die entweder zu anderweitig bekannten Schriften gemacht, oder aus der

Luft gegriffen sind«). Die Neigung, das unbekannte Leben bedeutender

3) Der um 1216-18 alle drei Welttheile durchziehende berühmte Dichter Al-

Charisi (der hebräische 'Hariri) widmete seine Makamen nicht weniger als vier

verschiedenen Personen; die vierte hebräische Widmung, an einen Schemarja b.

David in Jemen, findet sich in einer Hs., welche Herr Shapira aus Jerusalem

kürzlich aus Jemen brachte; dafür ist die Widmungsatelle der arabischen Vor-

rede gekürzt, welche nächstens im Bollettino Italiano degli Studj Orient, erschemt.

_ Von solchen Doppelwidmungen ist bei ibn Esra allerdings nichts bekannt; auch

sind die Personen, denen er widmet, nicht als vornehme Mäcene bezeichnet; vgl.

weiter unten.
. , . ^m ... r^

4) Vgl. die Stelle aus Safa Berura (f. 15 ed. Fürth 1839) bei Gratz, Ge-

schichte VI, 449.

5) Joseph ben Jakob b^1'^^'a mit abweichender Orthographie und Aus-

legung (Catal. libr. hebr. in Bibl. Bodl. p. 1477; Ozar Nechmad, her. von Ign.

Blumenfeld H, 223, HI, 152); Grätz, Geschichte der Juden VI, 1861, S. 447 Nr.

XI erklärt Mondeville (?); in Hamivasser her. von J. Kohn 1862, S, 49: ,JIonte-

ville in der Normandie"; bei Berliner, Magazin für die Wissenschaft der Juden

I 108 : ,,CorhciP' sicher falsch ; daselbst S. 1 11 : „Morvü oder Marvir' in England
;

Fricd-

ländcr 'issays etc. p. 209: „Maudevüle'' . In zwei Hss. des Jesod More (unten § 13),

nämlich Bodl. bei Uri Nr. 318, Luzzatto 114, jetzt Berlin 244, Oct., ist der End-

vers ergänzt: 1^^ nsn^ bsspsj^isnqöi'^ ^^^^^h b^h iia^burnn n^i&<, also wäre

das Buch für denselben Joseph ben Jakob verfasst. - Ein Anderer, Isak

benJehuda, beruht theilweise auf sehr verdächtiger Autorität, s. meinen Artikel

Mosconi, Magazin für die Wissenschaft des Judenthums, her. von A. Berliner und

D. Hoffmann, III, 1876, S. 149 unter Mose ibn Esra, der fälschlich zum Bruder

unseres Abraham gemacht und mit ihm nach Palästina (oder Aegypten) ge-

schickt wird; s. weiter unten. Vgl. Magazin III, 49; Grätz, Geschichte VI, 446

identificirt einen jüngeren Homonynus, s. unten § 13, Anm. 132. — Ueber Zusätze

vgl. Comtino in Catal. Codd. hebr. Lugd. Bat. 1858 p. 207. Vgl. auch unten Anm. 9.

6) Z. B. D-ii<n n^3D nins „Kräfte der Jahre des Menschen", über den astro-

logischen Einfluss auf die Kräfte des Menschen je nach dem Lebensalter, worin

der Verfasser seine eigenen Schicksale (als Beleg?) angeführt und woraus nach
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Männer durch Legenden zu ergänzen, hat sich auch unseres fahrendeq

Autors bemächtigt, um ihn mit einem anderen, nicht minder berühmtei

Dichter und Theologen durch einen kurzen Roman in Verwandtschaft zi

bringen. Nimmt man noch hinzu die knappe, sich gerne in Anspielungen^

ergehende Ausdrucksweise unseres Autors: so wird man eine annähernde

Vorstellung gewinnen von den kritischen Misslichkeiten einer für Nicht-

hebraisten berechneten Darstellung des Mannes und seiner Leistungen.

Glücklicherweise kommt es uns, da wir ibn Esra nur als mathematische^

Schriftsteller (im weitesten Sinne) vorzuführen beabsichtigen, auf die Ge-

nauigkeit einiger Daten (Zeit und Ort) weniger an, und es sollen hier nur

die Hauptmomente des äusseren Lebens fixirt werden, so weit sie Spruch

reif erörtert vorliegen, oder in kurzer Erörterung zu gewinnen sind.

§ 3.

Die Unsicherheit der Daten in älteren Quellen') und die anscheinen-

den Widersprüche in den Epigraphen und Verweisungen des Autors selbst

hat man in neuerer Zeit auszugleichen gesucht. S. L. Rapoport^) hat

der Vermuthung des höchst verdächtigen Mosconi, ein angeblich im Jahre 1170 (?)

in der Bulgarei lebender Supercommentator Abischai seine — wiederum ver-

dächtigen — Daten geschöpft habe. Meine Abweisung dieses Materials (Hebr.

Bibliogr. XV, 90) hat Berliner (Magazin III, 48) der Erwähnung werth gehalten.

Friedländer (Ess. p. 214, Anm. 3) lässt ein Wort des Titels weg und sagt nicht deut-

lich, dass er im Namen Mosconi's berichte.

7) Aeltere Quellen verzeichnet Wolf, Biblioth. hebr. I, S. 86, jüngere bis un-

gefähr 1850 mein Catalogus Uhr. hehr, in Bibliotheca Bodleiana (Berlin 1852—60)

p. 689, und Addenda, wo nachzutragen eine (von Depping citirte, mir nicht näher

bekannte und schwerlich bedeutende) Abhandlung von Boissi in dessen Dissert.

Tom. II. Ferner erwähne ich, wegen des mit der jüdischen Literatur vertrauten

Verfassers, einen Artikel von J. Derenbourg (früher Dernburg) in der Biographie

Universelle^ und die popuälr gehaltene Charakteristik bei A. Geiger, Das Juden-

thum und seine Geschichte, Bd. II, Breslau 1865, S. 130—137, vgl. S. 183. Der

Lebensabriss bei M. Friedländer (The Commentary of ihn Ezra on Isaiah, vol.

I. translation, London 1873, Introd. p. XI ff.) folgt meist Grätz (Geschichte der

Juden VI, 198 ff.); s. Hebr. Bibhogr. XIII, 27.

8) „Kritischer Apparat zu den Werken A, Ebn Esra's", in A. Geiger's Wissen-

schaftliche Zeitschrift für jüdische Theologie, IV. Band, Stuttgart 1839, S. 261—282.

Geiger (daselbst S. 282) schliesst sich der grundlegenden Abhandlung des „ge-

lehrten, gründlichen und scharfsinnigen Verfassers" [gestorben als Rabbiner zu

Prag 16. Oct. 1867] in den allgemeinen Resultaten an und erhebt nur Bedenken

gegen die Abfassung des Commentars zu Exodus (der uns näher angeht) durch

Schüler; Friedländer, Essays, p. 152, betrachtet denselben als besonderes Werk. —
Einen Ueberblick der Zeitfrage gibt De Rossi, Historisches Wörterbuch der jüdi-

schen Schriftsteller, deutsch von Hamberger, Leipzig 1839 (2. Aufl., d. h. neues Titel-

blatt ohne Jahr) S. 3 (vgl. dazu Geiger, wissenschaftliche Zeitschrift IV, 446).
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ii den vor 40 Jahren und in Lemberg zu Gebote stehenden Mitteln den

nund gelegt, auf welchem seitdem fleissig, wenn auch nicht immer nchtig,

vtiter gebaut wird^).

Da bestimmte Nachrichten über das Geburtsjahr fehlen, so musste

nan, allerdings nicht ohne alle Berichtigung, die Notizen über seinen Tod

,u Grunde legen. Es wird erzählt, dass er Montag, Neumond des ersten

Idar 4927 (Februar 1167) gestorben, im Tode die Worte Abrahams (Ge-

lesis 12, 4) auf sich angewendet, also 75 Jahre alt geworden sei^^). Das

üngste Datum in seinen Schriften ist ebenfalls 4927 (1166/7)^^) und zwar

9) Die chronologischen Fragen behandelt im Zusammenhange, nicht ohne ge-

waltsame Hypothesen, Grätz, Geschichte der Juden, VI, 440— 454, Note 8 „Ibn

sra, die Reihenfolge seiner Schriften und die Daten seiner Reise"; eine Ueber-

Idcht der Resultate S. 451. Theilweise andere Resultate gewinnt S. H. Halber-

Uamm im Vorwort zum Buch Ihhur (unten § 21) S. 14—16 (vgl. dazu Hebr.

Bibliogr. XIV, 90), M. Friedlünder, Essays on the writings of Abraham ihn

Ezra, London 1877 (vgl. dazu Hebr. Bibliogr. XVII, 217) giebt die Epigraphe

einzelner Bibel-Commentare zerstreut (der Index S. IX ist zwischen S. 166

imd 183 uncorrect) und ordnet S. 195 die Commentare in Italien (meist ohne Jahr-

fahlen) und Frankreich. Seine englische Uebersetzung ist nicht überall genau; so z. B.

3. 147 in der Anmerkung: ,,tül he reached Ms sixty fourth year'-'', im Originale:

,,Die Zahl seiner Lebensjahre ist acht [multiplicirt] mit acht", also im 65. Jahre

^wie im Text: in the age of 64), der Ausdruck zugleich bezeichnend für den Mathe-

matiker und Zahlsymboliker. üeber die für die Abfassungszeit wichtige Stelle

p. 146 s. unter Anm. 91. — Unbequem ist bei Friedländer die nachträgliche Be-

handlung der Handschriften (195 ff); z. B. S. 184, 188 (Hieb) und 210 über an-

gebliche Bearbeitung eines Schülers (vgl. oben Anm. 5). Die Kreuzverweisungen

bespricht Mathews in einer Note zur 1. Recension des Comm. Daniel {Miscellany

of Hebreiü Literature, ed. hy A. Löivy, London 1877, p. 272).

10) In dem hebräischen Epigraph des Cod. Vatican. 39, bei Assemani S. 29,

steht so wenig als in andern bekannten, etwas vom Monat Ab; letzteres ist in

der lateinischen Uebersetzung vielleicht aus dem Worte ri2?S"i5<:3, wenn der An-

fang dieses Wortes am Ende der Zeile zur Ausfüllung steht, zu erklären (vgl.

Grätz S. 451, dem wohl Assem. selbst nicht zugänglich war). Damit erledigt sich

die Bemerkung De Rossi's, die in der deutschen Uebersetzung S. 4 kaum verständ-

lich ist. S. folgende Anm.

11) Vom Schlussgedicht zum Pentateuchcommentar haben wir eigentlich

zwei Recensionen von 7 oder 10 Zeilen mit geringen Varianten (Friedländer, Ess.

158—160 und Anhang S. 69, spricht von vier Recensionen); die letzten drei,

welche das Datum enthalten, nennen einen ,,6. Tag" als Freudentag für Israel,

und hier bietet nur die HS. in Cambridge eine wesentliche Variante, indem sie

den Monat Adar nennt; aber die Worte „the month^'' bei Friedl. 160 stehen nicht

im Texte, und das Ganze klingt sehr hart. Friedl. (158) verdächtigt allerdings

auch die 3 Verse des Datums. Der 6. Tag kann nicht Freitag bedeuten, da

Purim im Jahre 4927 nicht auf diesen Tag fiel; Grätz VI, 449 denkt an Chanukka,

welches Halbfest allerdings 8 Tage dauert, der 1. war ebenfalls nicht Freitag;
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in Romi2>) Dafs ibn Esra in dieser Stadt gestorben und begraben sei

besagt weder die oben besprochene Notiz von der Todeszeit ausdrücklich

noch°indirect durch ihren Platz hinter dem Abfassungsdatum. Aber aucl

anderweitige, nach Jahrhunderten auftauchende Nachrichten über das Gral

des weithin berühmt gewordenen Mannes verdienen nicht mehr Glauben

als Gräberlegenden überhaupt ^^). Ist das Todesdatum 1167 wegen de

der Mona7 Adar fehlt aber in der HS. Cambridge in der darauffolgenden Noti

über den Tod, welcher dort in das J. 928 (1168) verlegt wird, wie bei älterei

Autoren (vgl. Grätz, S. 450). Aber auch zur Grammatik Safa Berura giebt Coc

De Rossi 314 Jeria sexta Ä. 4927^' ohne Monat; die Punkte bei Grätz S. 44

gehören letzterem, der wohl die Lücke bemerkte, aber nicht verwerthete; ofiei.

bar liegt ein Doppelgänger vor. Die von Dr. Berliner mir mitgetheilten Texi

werte des Cod. 314 bestätigen diese Vermuthung. Es fragt sich also, welchei

Buche der Prioritätsanspruch gehöre. Dazu kommt eine anderweitige Schwierig

keit, die auch Friedländer entging. Die Worte: ü"^niD5< ^".psn rDü sind durc

Punkte bezeichnet in einem Supercommentar (Letterbode, Amst. 1876/7 II, 87, z

Friedländer S. 245 s. Hebr. Bibliogr. XVII, 119), dessen Verfasser Eheser odc

Elasar ben Mattatja, in Aegypten, wahrscheinlich mathematische Kenntmsd

besass (s. Berliner, Magazin IV, 147). Die Ziffernsumme des angebUchen Chrom

stichons ist aber nur 907 = 1U7 ! - Das angeblich „mystisch -philosophisch

Büchlein" nninn ni^^O bei Grätz 450 (nach Bartolocci [I, 38], Wolf I, 75, III, 4'

De Rossi Wörterb. S. 6 n. 3) ist wiederum nur der Pentateuchcommentar od(

ein Supercommentar über die Geheimnisse, d. h. über die Stellen, in welche

ibn Esra auf ein Geheimniss (meist Astrologie) hinweist, wie sich ergib

wenn man die angeführten HSS. weiter verfolgt; so z. B. Bisciom S. 31

Plut. II. Cod. 42^3 ist Joseph Caspi. !

12) Die Gründe, welche Grätz für seine, gegen alle Handschr. und Zeugms:

vorgehende vermeintliche Emendation (Rhodez) anführt, sind nicht stichhaltij

So z. B. gibt er an, der Jünger Salomo habe die vier älteren Grammatiken „nicll

auftreiben können", ohne hinzuzufügen, dass die Besitzer sie nicht hergebe

wollten, was am besten für Rom passt, welche Stadt ibn Esra den andere

Städten gegenüber einfach nennen konnte. Ein Wortspiel mit Zahlbuchstabe

zwischen dem 260. Cyclus und der Stadt, ist schwerlich beabsichtigt; das entstai

erst durch die Corruptel (oder durch die in einem überflüssigen Bedürfniss na»

Alliteration vorgenommene vermeintliche Emendation) 240; am allerwenigst*

befriedigt Rhodez (Dlin, D"n), was Grätz nicht nur vorschlägt, sondern (S. 45

für beide Schriften mit dem J. 1166 (obwohl der Monat ganz unsicher ie

festhält.

13) Man fand seine Grabstätte in Kabul in Palästina, neben Jehuda ha-Le

und Salomo b. Gabirol (s. Carmoly, Itineraires de la terre sainte, Bruxelles 184

p 453 n 165 und p. 483). Abraham Sacut (schrieb in Tunis um 1502, vielleic,

später im Orient, s. Hebr. Bibliogr. XIX, 100) weiss (217 ed. London, aber nie,

130 b ed. Cracau, was Kaufmann [unten A. 16] S. 48 nicht beachtet) von de

gemeinschaftlichen Grabe der Töchtersöhne ibn Esra und Jehuda ha-Le^

bald darauf (131 Crac, 218 Lond.) lässt er ihn in S<n^n5<bp (Calahorra

Spanien, nach Zunz, Zeitschr. f. d. Wiss. d. Jud. 150) gestorben sem, und die
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tbereinstimmung mit dem Kalender festzuhalten (wie schon Sacut be-

irkt), das Alter von 75 wegen der Anspielung weniger sicher, so ist er

lenfalls zwischen 1093— 6 geboren, und zwar zu Toledo, wie schon

,ere Quellen angeben ^^); höchst wahrscheinlich bestätigt dies ein Zeitge-

sse und Verwandter, wie sich zeigen wird.

§4.

Der berühmte Dichter Moses ihn Esra aus Granada, der um 1138

reits ein Greis war, verfasste in späten Lebensjahren ein arabisches

»gäbe hält Grätz (S, 451, Friedländer, Comm. I, p. XXVI) für „sicher"; sie

sst zu seiner Verwandlung von Rom in Rhodez; Sacut fügt auch hier hinzu,

S8 er von dem Begräbniss in Palästina gehört; so haben Augenzeugen (ed. London,

) vielleicht l'^rrn MitiUJ "^n zu lesen) berichtet dem Salomo ben Simon —
enbar Sal. Duran in Algier (gest. 1467, s. Catal. Bodl. S. 304). — Wolf, Bibl.

ihr. I. p. 71 setzt zu Kalahora (so): „q^iam Rhodtim alii vocani" ^ ohne

trenthese, als ob das bei Abr. Sacut vorkomme! Assemani, zu Cod. 78, theilt

rei Epitaphe mit, welche das Grab Abrahams auf Rhodus enthalten soll; De Rossi

. 5) bemerkt, dass darin weder Namen noch Jahr vorkomme. Das erste: "^^T^n

573'i[n] ist in der That für den Grabstein eines Abraham gedichtet von Jehuda
i-Levi, nach dem Appendix des Divans (Cod. Pocock 74 f. 5) und daraus mit-

itheilt von E. Carmoly, Litbl. d. Orient 1850, S. 476, von Edelmann und Dukes

Treasures of Oxford (Oxford 1850, S. 27), neuerdings von Carmoly (Chikeke

ben, S. 24, hinter ha-Orehim, Rödelheim „1861", aber später beendet), welcher

rschweigt, dass Assemani die Epitaphe auf ibn Esra beziehe — der jedenfalls

in Dichter überlebte. Geiger, Blüthen (1853) S. 42, conjicirt einen von Jehuda

i-Levi gefeierten Abraham; doch ist hier nicht der Ort, dergleichen weiter zu

irfolgen. — Das zweite Epitaph, anfangend n^5< xbi D'n5< ist wahrscheinlich auf

aiinonides (D"::^^ wurde vielleicht zu 2?2''5<^) verfasst; es ist als solches, aber

correet, gedruckt bei El. Aschkenasi, Bihre Cachamim, Metz 1849, S. 86, und

d Carmoly, Chikeke, S. 24; correcter in HS. München 224 f. 137^ (im Catalog

87 nicht besonders erwähnt), wie bei S. Sachs (Vorwort zu Maase Nissim

ir. V. Goldberg, Paris 1867, S. XVII), welcher, nach der Randnote einer HS.,

edarschi (um 1300) als Verf. annimmt (?). — Von Rhodus kann überhaupt

icht mehr die Rede sein, nachdem man dahinter gekommen, dass DITT^ nicht

bodus, sondern Rhodez in Frankreich (Languedoc) bedeute (s. das Citat bei

rätz S. 445; in Bezug auf die Quelle, Cod. Paris 188^ vgl. Hebr. Bibliogr. XVH,
L9; hingegen scheint „DIT^ in der Nähe von England" bei Elasar b. Mattatja

lagazin etc. IV, 149, Letterbode II, 87) Rouen (s. Histor. Jahresberichte für

i78, Berlin 1879, I, 46). — Mose ben Chisdai aus Tachau (s. unten § 9) will von

euten aus England (s. Hebr. Bibliogr. III, 62) gehört haben, dass Abraham dort,

arch böse Geister in Gestalt von schwarzen Hunden erschreckt, in eine Krankheit

2rfiel, an der er starb.

14) Die Angabe „aus Granada", bei Sacut ed. London S. 218, steht ganz

olirt und ist verdächtig, wie Manches in jener Ausgabe. Sie beruht offenbar

Lif Verwechslung mit Moses ibn Esra, s. § 5.

Supi.l. z. hist.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 5
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Werkchen über hebräische Poesie, welches die kostbarsten Nachrichten übe

jüdische Schriftsteller in Spanien darbietet, auch anderen Autoren als Quell

gedient zu haben scheint.^^) Daselbst (Bl. 42b) heisst es: „Abu'l-'Hasai

ben el-Levi, der Taucher nach den Perlen . . . und Abu Is'hak ben [el

Mudschid, am Rande] Esra von den Theologen, den eleganten und beredeten

beide Toledaner dann Cordovaner." Ich habe bereits im Bodl. Catalo

(S. 1801) bemerkt, dass ersterer offenbar der — namentlich durch Hein

allgemein bekannte — Dichter abu'l-Hasan Jehuda ha-Levi (geb. ur

1080)^^), der andere unser Abraham sei, der also nach Cordova gewander

war. Als Cordovaner bezeichnet er sich in der Uebersetzung der gram

matischen Schriften des Jehuda 'Hajjudsch
i'), welche wohl zu seinen erste

literarischen Producten in Rom (also um 1140) gehört, wenn auch dari

die Uebersetzung des Mose Gikatilia (Chiquitilla) angeführt wird^^).

Dass Abraham und Jehuda eine Zeit lang in persönlichem Verkeh

lebten, ist nicht zu bezweifeln, da ersterer Erklärungen des letzteren anführt^^

und ein Gedichtchen verfasst zu haben scheint, worin der verstorbene Jehuda

ihn auffordert, an der himmlischen Seligkeit theilzunehmen, er aber antwortet.

„Mein Bruder Jehuda! geh wieder zur Ruh! Gott will nicht, dass ich mil

dir gehe, bis ich Kinder erzeuge" u. s. w.^«). Der Ausdruck „Bruder"

bedeutet hier weder den leiblichen, noch den Vetter ^i); die leibliche Ver^

wandschaft, mit welcher die Legende Jehuda und Abraham entweder schoi

15) Ich besitze eine genaue Durchzeichnung der bis kürzlich einzigen Bod^

leian. HS.; ein defectes Exemplar erwarb neulich die Petersburger Bibliothek. -

Ueber ein' corruptes hebräisches Excerpt (bei Sacut, ed. London S. 229^, vgl!

S. 203, bei Grätz VI, 392 mit falschen Conjecturen), dessen unvollständiger

s'chluss'die eben zu besprechende Stelle bildet, s. Hebr. Bibliogr. XIII, 107.

16) Vgl. auch Dav. Kaufmann, Jehuda Halevi, Versuch einer Charakteristik

Breslau 1877, S. 41.

'

17) Herausg. von L. Dukes, Stuttg. 1844.

18) Herausg. von John W. Nutt, London 1870.

19) Zu den Stellen bei Geiger (Divan des ... Abu'l-Hassan Juda ha-Levi

Breslau 1851, S. 150) kommt noch Exod. 13, 14 nach HS. Benzian. Ueber Be

nutzung des 'Buches Kusari von Jehuda ha-Levi (verf. um 1140) s. Kaufmam

Gesch. d. Attributenlehre etc. Gotha 1877, S. 517.

20) In der Bodl. HS. hinter dem Divan f. 76^ und im Nachtrag f.

aegen die Auffassung Edelmann's (Ginse Oxford, S. 20 u. XVIH) s. Geiger

Divan 1. c, welchem Friedländer {Comm. p. XX) folgt, ohne ihn zu nennet

In einer Wiener HS. (Catalog S. 126 und Litbl. des Orient 1846, S. 565) wir

der oben (A. 3) erwähnte al-Charisi als Verf angegeben.

21) Im Neuhebräischen wird „Bruder" mitunter für Vetter gebraucht, ms

besondere „zweiter Bruder". - Als Geschwisterkinder fanden wir die beide

Männer bei Sacut, oben Anm. 13. Vgl. auch die unter § 6. A. 32 citirte Stell

aus Parchon.
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bei der Geburt, oder durch Heirat mit der Tochter Jehuda's, bis zur Grab-

stätte verbindet, hat um so weniger historischen Boden, als die Charaktere,

Anschauungen, und selbst die Wege ihrer Wanderungen sie frühzeitig von

einander, fast nach entgegengesetzten Richtungen, für immer trennten ''^^).

22) Der höchst unzuverlässige Gedalja ibn Ja'hja (Tiaditionskette f. 41 ed.

Ven. 1587, f. 31 ed. Amst.) will allerlei Geschichten von ibn Esra gehört und

der Kürze wogen übergangen haben; aber die Legende von der Heirat konnte

er doch nicht unterdrücken. Gedalja scheint dafür die älteste bisher bekannte

Quelle, wahrscheinlich auch für die Erzählungen von ibn Esra und Maimonides

in der jungen, aus Kairo stammenden HS. Paris 583. Jüdisch-deutsch be-

arbeitete die Erzählung Simon (Akiba Baer) b. Josef in seinem Maase Adonai

(1691 etc.), und daraus floss sie in die Ausgaben des sogenannten ,,3Iaase-Buch^''

seit 1703 (s. meine Erörterung und NachWeisung in der Zeitschrift Serapeum, her-

ausgegeben von Naumann, Leipzig 1866, S. 5, vgl. 1869 S. 138). Deutsch erzählt

sie (ohne Quallenangabe) A. Geiger, Jüdische Dichtungen, Leipzig 1856, S. 29;

englisch (ebenso) M, Friedländer, Commentary etc. p. XII. — In deutschen

Versen erzählt und erweitert dieselbe Abr. M. Tendlau, Das Buch der Sageu

und Legenden jüdischer Vorzeit, Frankfurt 1842, 1845, 3. verm. Aufl. 1873, S. 150

n. 32 (vgl. S. 367); zuletzt (^S. 157) erkennt Jehuda den „Vetter" (wovon nichts

bei Gedalja) in dem genialen Ergänzer seines Hymnus, und an diesen scheint

die Legende zu knüpfen, wie sonst z. B. bei Salomo b. Gabirol , der nach Indien

geschickt wird, Meir ben Isak, der zu den „rothen Juden" kömmt. In neuester

Zeit ist die „Geschichte des Jehuda ha-Levi" sogar arabisch bearbeitet in der

Sammlung vou Erzählungen: Maase Scha'-aschuim, Livorno 1868 f. 64, wo die

Tochter Jehuda's xb'^n (Dilla?? woher?) heisst (über diese angebliche Dichterin,

welcher Carmoly noch den Namen Esther angedichtet hat, — vielleicht weil bei

Gedalja der ergänzte Vers diesen Namen der Königin Esther enthält? — s. Hebr.

Bibliogr, 1879 S. 11). Die am Schlüsse der arabischen Erzählung f. 65 befindliche

Nachricht über die vom Arzte Chijja redigirte Sammlung, in Tunis noch vor-

handen im Jahre 1805 (vgl. Catal. Bodl. 1341), hat mit der vorangehenden Legende

nichts zu schaffen. — Die vermeintliche Anspielung Abraham's auf seine Frau
bei Friedländer {Comment. p. XVI) hat Schiller -Szinessi {Catal. of the Hehrew

manuscr. . . . Cambridge, P. I. 1876 p. 120) mit Recht auf die Armuth bezogen;

s. Magazin etc. III, 141. Einen Versuch Reichersohn's , die Verwandschaft durch

ein Gedicht zu begründen, weist Kaufmann S. 13 zurück, der auch die Vetter-

schaft durch Missverständniss eines Gedichtes für erklärlich hält. — Ich besitze

ein Druckschriftchen, betitelt itTrS? inj^ "jlS '^nmü, „Rühmliches von Ibn Esra" in

jüdisch-deutschem Jargon gedr. in Lemberg ohne Jahrzahl (XIX. Jahrb.) in Oct.

8 Bl. Die darin erzählten Wunderthaten und Erlebnisse, welche zum Theil an

Sindbad's Reisen u. dgl. erinnern, sollen nach dem Titel die Wunderwirkungeu

des Gebets beweisen
;

„es ist ganz gewiss war, was drinnen steht" — eine ältere

Quelle dieser Volksschrift ist mir nicht bekannt. — Ueber eine augebliche Himmel-

fahrt eines Enkels ibn Esra's s. Hebr. Bibliogr. IV, 23, IX, 115.
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§5.

Wann und in welcher Richtung sich Abraham aus Cordova entfernte,

kann wiederum nicht mit Bestimmtheit, kaum nach combinatorischen Er-

örterungen entschieden werden. Dass er „wegen der Wuth des Bedrückers"

sein Vaterland verlassen, sagt er selbst unter Anwendung einer Bibel-

phrase ^^), doch darf seine Auswanderung nicht mit den durch die fanatischen

Almohaden hereinbrechenden Calamitäten combinirt werden'^). Letztere

eroberten Marocco 1146, Cordova 1148; wir wissen aber, dass Abraham

bereits 1140 in Rom den Commentar zu Kohelet verfasste ^^) , vielleicht

schon 1136 in Beziers, wenn er Verfasser der Nativität, die ich im Art.

Abr. Jud. (S. 41) besprochen habe. Er hatte zu dieser Zeit jedenfalls das

40. Lebensjahr lange überschritten, und wenige Jahre darauf (1143) finden

wir bereits in Bagdad seinen Sohn Isak^^), der später zum Islam über-

ging, wie uns der Dichter Charisi berichtet^'). Andererseits wissen wir,

dass Abraham um 1139, oder kurz vorher, einige mathematische Fragen

des David b. Josef aus Narbonne beantwortete (s. unten § 7), woraus

man schliessen möchte, dass er zunächst nach Nordspanien oder der Provence

wanderte ^^). Im Zusammenhange damit steht die Feststellung der Orte,

23) Jesaias 51, 13; Friedländer, Essays 183; vgl. Grätz S. 440.

24) A. Geiger, Moses ben Maimon. Studien, 1. Heft, Breslau (1850) S. 7,

dem ich in „Polemische und apologetische Literatur etc." Leipz. 1877, S. 352 folgte,

ohne näher zu untersuchen.

25) Grätz S. 440, 449; Friedländer S. 187 vermuthet eine Umstellung im Epi-

graph, welche bei einer wörtlichen Uebersetzung unnöthig ist. Ibn Esra spielt wahr-

scheinlich auf die am Ende des Jahrtausends zu erwartende Erlösung an.

26) Isak verfasste ein Lobgedicht auf den bekannten jüdischen Arzt abu'l-

Berekat Hibet Allah, den Verfasser eines arabischen Commentars zu Kohelet,

der später zum Islam übertrat und vielleicht auch Isak dazu verleitete. Das rich-

tige Verhältniss und die Identität Isak's habe ich zuerst in der Hebr. Bibliogr. I

(1858) S. 91 festgestellt, vgl. II, 109 und die nachfolgende Anm. 27. Dass Isak den

Vater auf Reisen begleitete (Grätz), ist möglich, aber unerwiesen; die Trennung

in Damask (Friedländer Comment. p. XIV) hat gar keinen Boden, da der Vater

schwerlich bis dahin gekommen ist, s. weiter unten S. 69.

27) Ueber die richtige Lesart s. Hebr. Bibliogr. XII, 20; S. 19 lies: bei Bene-

detti S. 193 (für 139). Eine weitere Combination mit einem \jjc ^1 s. Zeitschrift

d. D. Morg. Gesellschaft Bd. XX, S. 427—30.

28) Dass David sieh eine Zeitlang in Spanien aufgehalten, kann ich aus dem
Briefe bei Geiger, Divan S. 129, nicht ersehen. Ein zweifelhaftes Zeugniss, dass

Abraham 1138 noch in Spanien war, s. Hebr. Bibliogr. XIII, 27 über einen Hymnus
(vgl. HS. Carmoly 83?); vgl. XIV, 90 und unten § 7 A. 36. Ueber ein Gedicht

Jehuda ha-Levi's an denselben David s. Hebr. Bibliogr. III, 32 A. 2. — In Nar-
bonne nahm man schon 1143 auf ibn Esra's Theorie der Horoscope (vgl. unten

§ 18 A. 230) Rücksicht; s. HS. des Eabbiners Wallerstein in Rzeszow, beschrieben
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w elclie Abraham überhaupt auf seinen Reisen berührte, wie weit sich letztere

ausdehnten.

§ 6.

Eine gelegentliche und vereinzelte Notiz aus dem Ende des XIII. Jahrh.

I'in-ichtet im Namen Abraham's, dass er in seiner Gefangenschaft in Indien

ungesäuertes Brod zur Nahrung erhalten habe. Für die Würdigung der

Mittheilungen Abraham's, welche Indien und indische Gelehrte betreffen,

unterzog ich die Frage: „Ist ibn Esra in Indien gewesen?"'''*^) einer genaueren

Prüfung und gewann ein verneinendes Resultat; auch bis Palästina ist er

schwerlich gekommen^"). Hingegen war er jedenfalls in Aegypten '^^j,

vielleicht auch in einem angrenzenden Theile Africa's^^). Von anderen

Gegenden und Orten^^) sind sicher: Rom (1140, wahrscheinlich auch 1167),

in Benzian's Catalog 1869 S. 2 n. 5 f, wo die Tabellen für Cyclus 257 (1105—23)

vielleicht die des Abr, bar Chijja sind. *

29) Zeitschr. d. D. Morgenl. Gesellsch. XX, 427—30.

30) Das angebliche Gespräch mit 15 alten (!) Masoreten in Tiberias, bei

Grätz f^und daher Friedländer, Comm. J, p. XIX), habe ich auf Einschiebung des

Wörtchens „ihm" bei Carraoly zurückgeführt (Z. D. M. G. XX, 427); ich finde

nachträglich diese so wesentliche Einschaltung schon bei Gedalja ibn Ja'hja f. 41.

— Irrige Angaben über Palästina und Längenentfernungen sind schon im XIV. Jahr-

hundert gerügt worden (von Josef b. Elieser, vgl. Zunz, Geogr. Lit. n. 36, Grätz

S. 444, daher Friedländer, 1. c.\ Beachtenswerth sind folgende Angaben: im
Brief des Sabbat (Pforte II, Kerem Chemed IV, 168) wird die Entfernung von

Jemsalem und Bagdad auf zwei Drittel (mit Worten) Stunde (also 10® Länge)

angegeben. Nach dem Buche Ihhur (f. 8 b) sind zwischen Verona und Jerusalem

mehr als 2 Stunden (30°), zwischen Bagdad und Jerusalem mehr als 1^2 Stunde,

also gerade das Doppelte der obigen Angabe! Vgl. Friedländer, Ess. 152 A. 3.

31) Dort fand er die Kritik des Dunasch (ben Labrat oder Librat ha-Levi),

die er in dem Buche Sefat jeter (Frankfurt am Main, 1843) widerlegte; letz-

teres verfasste er in Lucca, nach Halberstamm S. 12 im Jahre 1245.

32) Der, Ende des J. 1160 in Salern'o schreibende Salomo Parchon ff. 4 Col.

3 ed. Pressburg 1844) bemerkt, dass der verstorbene Jehuda ha-Levi und ibn
Esra „den Gott erhalte" (lies y'u;) nach „Afrika" ('^p'^^BX) kamen u. s. w., nach-

dem eben von Palästina, Aegypten, Westen (Magreb) die Rede gewesen. Parchon

war aber nicht ein „Jünger" derselben (Grätz S. 452); sie werden in der Vorrede

(S. XXII) nicht als persönliche Lehrer bezeichnet, wie Rapoport richtig annimmt
(wonach Kaufmann , Jehuda ha-Levi S. 36 und. 32 zu berichtigen ibt). Dass ibu

Esra überhaupt in Salerno gewesen und dort ein Spottgedicht verfasst habe, ist

eine in der Luft schwebende Hypothese Grätz's, s. meine Bemerkung in Virchow's

Archiv für pathol. Anatomie u. s. w. Bd. 38 S. 74 und dazu Gross in Berliner's

Magazin II, 34. — Einen „Gelehrten aus Afrika" citirt Abraham in dem -von Zedner

herausgegebenen Commentar zu Esther, S. 15, 22.

33) Vgl. den Artikel von Zunz i© seiner Abhandlung: Geograph. Literatur

der Juden; Gesammelte Schriften, I, Berlin 1875, S. 162 n. 36 (zuerst in engl.
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Lucca 1145^^), Mantua 1145, Verona 1146/7, Beziers 1155/6, Rodez

1156/7^^), London 1158/9, Narbonne 1160; zweifelhaft Beziers 1136.

Wann war er in A egy pten? Grätz (S. 452) meint, es habe sich

Niemand die Frage klar gemacht, wann er in „Africa, Aegypten, Palästina

und noch anderen Ländern [d. h. des Orients] war", und gibt als etwas

ganz Neues aus, dass „seine weiten Reisen" vor 1140 fallen, indem er

ausserdem die Frage des David Narboni , welche sich auf das Jahr 1139

bezieht, so emendirt, dass sie „lange vorher" geschehen sein könne! Wir

dürfen jedoch kaum über 1138 hinaufgehen^^); es bleiben uns dann zwei Jahre.

Schon im Jahre 1851 lässt Geiger^') unseren Abraham von Spanien nach

Nordafrica und von dort nach Asien oder Aegypten entkommen ^^). Diese

Annahme hat etwas von vorneherein Bestechendes, bedarf aber darum noch

weiterer Bestätigung. Man ist stets von den weiten Reisen ausgegangen,

welche eine längere Zeit erfordern; handelt es sich aber nur um den Osten

Uebersetzung im II. Bd. von Benjamin of Tudela 1840 p. 250, bei Friedländer,

Comm. I. S. XVII) und Grätz S. 452 (mit Hypothesen, die ich weglasse, wie z. B.

Salerno, s. die vorangehende Anm.), Halberstamm 1. c. S. 14.

34) Gegen Grätz's willkürliche Aenderung 1155 s. Halberstamm 1. c. S. 12,

welchem stillschweigend Friedländer, Essays, p. 164, folgt; s. jedoch N. Brüll,

Jahrbücher für jüdische Geschichte III. Jahrg. Frankfurt a. M. 1877, S. 164.

35) Nicht Rhodus, s. oben S. 65 A. 13. Hier müsste der Weg durch Nord-

frankreich eingeschaltet werden, auf welchem Abraham mit Jakob Tam aus

Rameru zusammengekommen wäre (Halberstamm S. 15); über die nicht ganz ge-

sicherten Wechselverse, bei Friedländer, Comment. I, p. XXVI, s. verschiedene

Nachweisungen in meinem Katalog der hebr. Handschr. in Hamburg (1878) S. 6

n. 32, Verzeichniss der hebr. Handschr. der k. Bibliothek in Berlin S. 126 n. 119.

— Abzuweisen ist die Stadt „Mora" f'^^1'3), über welche Abraham, mit An-

spielung auf „Amora" (Gomorrha\ ein Epigramm verfasst haben soll, welches aus;

ungeordneten Notizen einer Bodleianischen HS. mit der hier nöthigen Reservation

mitgetheilt wurde von Dukes im Litbl. des Orient, her. von Fürst, 1850, S. 686

(vgl. S. 343), anfangend "ip'^'^ 'P-P^i. Die gehäuften, theilweise gesuchten Allitera-

tionen sind nicht im Geschmack Abrahams's, und man muss sich wundern, dass

A. Geiger jenes Epigramm ohne Weiteres unter den Namen des ibn Esra dem

grösseren Publikum in deutscher Uebersetzung zugeführt hat („Blüthen" im deutsch-

israel. Volkskalender, Johannisberg 1853, S. 27, und Jüd. Dichtungen 1856, S. 37).

36) Ein sehr zweifelhaftes Zeugniss, dass Abraham im Jahre 1138 noch in

Spanien war, s. oben § 6, A. 29.

37) Moses b. Maimon, S. 7.

38) Geiger, Judenthum u. s. w. II. (1865) S. 131: „Wie es scheint, ist er

über Nordafrica und Egypten nach den christlichen Landen, zunächst nach Italien

gegangen, wo wir ihn in Rom, Lucca, Mantua sehen, dann nach der Provence, .

dann nach Nordfrankreich . . . Von dort geht er nach England . . . Dann tritt

er die Rückreise wohl in derselben Weise (?!) an, bis er in Rom im 75. Jahre die

irdische Lebensbahn verlässt."
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Africa's, welchen Abraham durch ein Schiif erreichen konnte ""^"j, so haben

wir bis 1155 Lücken genug, in welche die Reise fallen konnte, insbesondere

zwischen 1140 und 1145^^).

§ 7.

Neben Raum und Zeit, ja im Zusammenhang mit denselben, tritt uns

die Frage nach der Sprache entgegen: Hat ihn Esra arabisch geschrieben?

Alle bekannten unverdächtigen Schriften sind hebräisch verfasst, alle Nach-

richten von arabischen erweisen sich nicht als stichhaltig. Sie sollen hier

zuerst kurz besprochen werden.

1. Ein „Buch von den Wesen" (D*''aSi?«1 ha-Azcünim) hat sich in

einer unedirten hebräischen Uebersetzung erhalten, deren Handschriften den

üebersetzer nicht nennen, nämlich in Parma, Cod. De Rossi 1055^, ausführ-

lich beschrieben von P. Perreau (BoUeftino Italiano degli stiidü orientall,

1877, S. 220—232), in Florenz (Plut. II, Cod. 25, 2, S. 25 bei Biscioni

ed. in Oct. — unvollständig), Bodleiana (Michael 316)^^), jüd. Gemeinde-

bibliothek in Mantiia (ein Expl. beschrieben von M. Mortara in Hebr.

Bibliogr. II, 93 — vgl. XV, 16, XVI, 109 — wurde vom Wasser ruinirt,

ein zweites s. in Mortara's Catalogo dei manoscritti ehraici della Mbliofeca

dclla comunitä israel. di Mantova, Livorno 1878, S. 61 n. 78 f), HS.

Ghirondi-Schönblum 81 (S. 28 meines Catalogs 1872, wo jetzt, ist mir un-

bekannt), Luzzatto 114, jetzt der k. Bibliothek in Berlin 244 in Oct. (S.

56 meines Verzeichnisses).*^) Das kleine philosophisch-theologische Schrift-

chen handelt l) von Gott, 2) von den Emanationen der intellectualen Kräfte

39) Friedländer, Comm. I, S. XXI, erzählt als Schiffsanekdote das „Stratagem",

worüber unten § 20.

40) Grätz, S. 441, schaltet hier als Ort zwischen Rom und Mantua (!)

Salerno ein (Friedländer, Comm. I, p. XXII, A. 41 versprach eine Erörterung

darüber im III. Bde., wo er sich jedoch auf die Commentare beschränkte); s. da-

gegen oben S. 69 A. 32. — 1145 erscheint als Grenze durch die Widerlegung des

Dunasch (oben S. 69 A. 31). Derselbe ist zwar schon in der ersten Grammatik
(Mosnajim in Rom um 1140?) erwähnt, jedoch, wie es scheint, nicht das in

Africa gefundene Werk; ausserdem wird Dunasch nur noch citirt in der Gramma-
tik Zacliot (1145) f. 146^ ed. Ven. (dieses Citat fehlt bei Dukes, Literaturhist.

Mittheil, über die ältesten hebr. Exegeten u. s. w. , Stuttg. 1844, S. 153) und
f. 160, Comm. zu Psalm 9, Vers 1, 7, 10 und Psalm 42, Vers 5.

41) Daraus stammt wohl die Copie Edelmannes (Chemda Genusa, Königs-

berg 1856, Bl. 43).

42) Die in H. B. II, 93 angeführte HS. Paris hat irrthümlich den Titel

ha-Azamim; der Catalog S. 23 n. 189* verbessert mit Recht ha-Tcamim, da es

eine der astrologischen Abhandlungen ist (s. § 21), was Geiger (jüd. Zeitschr.

rV, 187) übersehen hat, wie ihm auch alle älteren Nachweisuugeu wirklich vor-

handener HSS. entgangen sind!



— 72 —
auf die seelischen, 3) von den Sabiern, Nabatäern und Chaldäern, 4) von

der Seele (beginnend mit einer Verweisung auf einen Abschnitt über die

Elemente), 5) von Thieren, 6) von den Sphären; 4 und 5 werden in einigen

HSS. zusammengezählt, so dass nur 5 Abschnitte herauskommen; fehlt ein'

3. über Elemente? Samuel Zarza berichtet, dass dieses Schriftchen für ihn

(um 1367) aus dem Arabischen von Jakob ihn Alfandari übersetzt

worden; sein Zeitgenosse Samuel Motot übersetzt kurz aus dem arabischen

Original*^). Auch ein dritter Supercommentator derselben Zeit in Berbiesca

(Briviesca), Schemtob ihn Major, citirt das Buch Azamim als echt. Aber

ein vierter, um wenige Jahre jüngerer, Schemtob Schaprut, bezeichnet es

schon vorsichtig als „dem ihn Esra beigelegt". Letzterer ist sicherlich

nicht Verfasser des Schriftchens, das erst um 1360 auftaucht, im Ori-

ginal wieder verschwindet, vielleicht in der Literatur der Muslimen zu

suchen ist.

2. niSI^Di (Nisjonot, Erfahrungen — entsprechend dem arabischen,

häufig vorkommenden 3Iiidscharrabät), Zusammenstellung von leicht zu be-j

reitenden Heilmitteln, theils sympathetisch und superstitiös, in 10 Trac-

taten oder Abschnitten, welche in Kapitel zerfallen; HS. Michael 205 der

Bodleiana, Paris 1134 und 1170. Nach Caimoly*^) scheint diese Schrift

aus dem Arabischen übersetzt. Ich habe die Michael'sche HS., in welcher

der X. Abschnitt fehlt, vor ungefähr 25 Jahren oberflächlich angesehen.

Der I. Abschnitt handelt im Allgemeinen von den specifischen Mitteln oder

Kräften, der X. von Fiebern. Es sind fast nur Excerpte aus der griechisch-

arabischen Medicin; citirt werden Aristoteles (Physik und Thiergeschichte).

Dioscorides, Galen, -vielleicht Alexander (el-Iskenderi? VIT, 2 ff.), der weise

Salomo (VI, 10), auch das „Siegel Salomo's" (VII, 11)^^), von Arabern ibn

Maseweih, at-Thaberi*^j, al-Razi (Rhazes), manchmal heisst es: „Ich der

43) Supercomm. zu Mischpatim, (Exod. 23, 21) f. 24«^ ed. 1553: „Dies ist de

wesentliche Inhalt seiner Worte in arabischer Sprache." Das Citat bildet einei

Theil der Erklärung von Exod. 23, 21, welche man als besonderes Stück find(

in Cod. München 285^ und Paris 825^, wo der Catalog S. 140: „Geheimniss d(

Gottesnamens und der Engel nach Abr. ibn Esra" angiebt! Eine Abschrift diese

Stückes besitzt Rabbiner Dr. Gross. Andere "Stellen bei Motot zu Beschallach 21 ''j

Jitro 22 <^. Ueber die abweichende Recension Motot's s. Hebr. Bibliogr. XV, 16.

44) Histoire des medecins juifs^ p. 46.

45) Ich weiss nicht, ob die Pflanze gemeint ist; vgl. meine Mittheilung bei

S. Günther, Ziele und Resultate der neuern mathem.-hist. Forsch., Erlangen

1876, S. 118.

46) Wahrscheinlich der von Razi angeführte, nicht ibn Haitham, s. Zeitschr

D. Morg. Gesellsch. IX, 842, mein: Toxolog. Schriften der Araber, in Virchow's

Archiv f. pathol. Anat., Bd. 52, S. 476 und Hebr. Bibliogr. XIV, 40.
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Schreiber", oder der Experimentator (nOSttü), und wird die bekannte Formel

„erprobt und bewährt" (JIDIS'Q'I pni) angewendet. III, 3 handelt von

den „Namen" (d. h. Anwendung von magischen Wörtern und Zeichen),

VI, 9 von sympathetischer Anwendung des „das Eisen anziehenden Steines,

genannt Calamiia"' H'ü^'abp).^^) Von einer solchen Schrift Abrahams weiss,

so viel mir bekannt, das Mittelalter nichts, welches gerade nach derartiger

Literatur besonderes Verlangen trug; erst aus dem Ende des 17. Jahrh.

ist mir ein directes Citat bekannf*""^). Auch wird Abraham nirgends als

Mediciner gerühmt.

3. tTTTO (Middot)^ ein arabisches Werk über Ethik, HS. in der

ehemaligen Sorbonne n. 9, erwähnt Wolf (Bibl. hebr. III p. 1138 n. 332),

der jedoch vermuthet, ibn Esra sei darin nur angeführt und das Werk

identisch mit dem eines viel später lebenden Anonymus. Die HS. scheint

jetzt Sorbonne 54, aber der neue Pariser Catalog unter 830 meldet nichts von

diesem und einigen andern bei Wolf genannten Bestandtheilen dieser HS*'^).

4. Ein arabisches Buch der Nativitäten (Maivalid) im Escural Cod.

935, geschrieben 1395, nach Casiri's Catalog p. 376, von hen Äzari (? die

Vocalisation des arab. Textes ist unsicher) al-Kha'sibi., dem jüd. Astronomen

(oder Astrologen) aus Toledo. Der Schreiber, der die spanische und christ-

liche Aera angibt, war ohne Zweifel Christ oder getaufter Jude und will

unseren ibn Esra als Verfasser bezeichnen, wenn die lateinischen Worte

47) Vgl. Abr. Judäus S. 3, Anm. 1 und meine Abhaudl, Intorno ad alcuni

passi . . . relatici dlla calamita, Roma 1871 (aus Boncompagni's Bidlettino abgedr),

S. 25 die Stelle aus dem kurzen Comm. zu Exod. 7, 11, woraus vielleicht im

grösseren (iDterpolirten) zu p]xod. 28, 9; über n^^lD s. weiter unten Anm, 94,

wonach dort nella generazione zu lesen wäre.

48) In einer anonymen (von B"*'*)'!?) zu Busseti in Italien gegen Ende 1688 ver-

fassten Abhandlung über das Gedächtniss (HS. Reggio 24 in der Bodl. 4 f. 9^)

werden ,ßeguUoV' aus ibn Esra's Buch Nisjonot Tr. III, 2, 5 citirt. — Um 1600

bemerkt Abraham Jagel aus Monselice (HS. Reggio 10 Kap. 47) bei Gelegen-

heit des Cerastes (Plin. IV, 23), er habe gehört, dass ibn Esra ein Schlangenhorn

im Griff seines Messers zum Schutz gegen Vergiftung angebracht, da es von

nahendem Gifte schwitze. Aus einem dem Abraham beigelegten Buche „Anord-
nungen der Speisen" (C?D5<73 '^ilp'^n) citirt Elasar ben Mattatja; vgl. Verzeich-

niss der hebr. HSS. in Berlin, S. 48'^. — In Benjacob's grossem bibliogr. Werke,

welches nächstens in Wilna erscheint (S. 399) fehlt unsere Schrift, Von der

Medicin spricht Abraham zu Exod. 23, 26, s. unten § 12 n. 3.

49) Vgl. Hebr. Bibliogr. 1869, S. 22, A. 5. — Eine dem ibn Esra beigelegte

hebräische Schrift ni^?3 oder m^''3 ir^a scheint aus verschiedenen Confusionen

entstanden , namentlich mit der so betitelten ersten Ausgabe der Sittenschrift des

Römers Jechiel b. Jekutiel (1287) — s. Catalog Bodl. S. 1279 u. Add., Hebr. Bibliogr.

XIX, 5 — und einer anonymen aus dem XV. Jahrh , s. Reifmann in der Zeitschrift

ha-Karmel 1862, II, 278, Hebr. Bibliogr. XV, 1.
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j^genere Judaeiis** nicht Casiri's Zusatz sind. Zu jener Zeit waren ibn

Esra's astrologische Schriften längst bekannt (§ 21); es wäre also nicht

unmöglich, dass sein Buch der Nativitäten (s. unten § 21) ins Arabische

übersetzt worden sei. Gerade in Toledo, der Geburtsstadt Abraham's,

erhielt sich der Gebrauch des Arabischen noch im 16. Jahrhundert. Man
weiss nur nicht, was dann al-Kha'sibi bedeuten soll. So heisst nämlich ein

Verfasser von Nativitäten bei Hagi Khalfa, welchen ich identificirte mit

j^Alhuhater^" dessen Buch der Canonicus Salio aus Padua entweder

1218 oder 1228 oder 1244 (er erscheint mit Guido Bonatti 1259 in Bres-

cia) mit Hilfe eines Juden David übersetzte. Enthält die arabische HS.

das Original dieses Werkes, und ist der Zusatz von ibn Azari, Astronomen

in Toledo, falsche Conjectur eines Abschreibers?

Ich habe hier in Kürze das Resultat meiner zuerst hierauf gelenkten

Forschungen mitgetheilt^^), welche von Wüstenfeld nur theilweise benutzt

und eher verdunkelt, als in helleres Licht gesetzt sind^^).

5. lieber Sonnen- und Mondesfinsternisse in Cod. Vatic. 44* soll,

nach Assemani, aus dem Arabischen von Kalonymos übersetzt sein. Ich

vermuthe, dass hier die Uebersetzung des Maschalla durch ibn Esra con-

fundirt sei; s. unten § 21.

6, Auf einem Schreibfehler scheint eine Stelle im liber de mundo zu

beruhen (Opera Ävenaris Bl. 78 Col. 2): Inqiiit translator^"'^) hec (so) est

itaque sermo avenare secundtim quod jacet in arahico^ sed visum est nöbis

50) Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch. Bd. 24 (1870) S. 336, 337, Bd. 25, S. 419.

Letteratura Ital. dei Giudei im Buonarroti, her. v. Narducci 1873, Art. I, S. 192

Anm. 9. Vgl. Abr. Jud. S. 26.

51) F. Wüstenfeld, die Uebersetzungen arabischer Werke in das Lateinische

seit dem XL Jahrhundert. Aus dem 22. Bd. der Abhandl. der k. Gesellsch. d.

Wissensch. 4. Göttingen 1877, S. 83, § XVI, schon in der Ueberschrift : „Salo-

mon (falsche Conjectur einer Münch. HS.) Canonicus Päd." verfehlt. Wie so

die arab. HS. „näher auf den Verf. führt" sieht man im Verfolg nicht ein, da

sich kein Resultat ergibt. Den Beinamen ,,Abu Bekr" hat niemals ein Jude

geführt, unser Abraham hiess — wie fast alle Juden dieses Namens — abu Ishak

(s. oben S. 66); auch sind nicht zwei Juden Abraham als Verfasser von Nati-

vitäten zu unterscheiden, sondern zwei Recensionen und zwei lateinische Bear-

beitungen (s. unten § 21). Den Gehilfen David mit dem J. 1244 sowie eine

zweite Uebersetzung des Salio (Hermes, de stellis fixis) hat Wüstenfeld über-

sehen. Er hat (S. 4) unter den benutzten Quellen meine verschiedenen Abhand-

lungen so allgemein angegeben, dass an mehreren Stellen, wie die obige, nur ein

genaueres Citat den Forscher in den Stand gesetzt hätte, die Sache weiter zu

verfolgen. — Ich mache noch auf den (Zeitschr. 24, S. 336) herbeigezogenen

Kasim b. Kasit (auch bei Wüstenf. S. 42 ohne weitere Nachweisung) aufmerk-

sam wegen des bei ihm vorkommenden Sind-Hind.

52) Ob hier der Uebersetzer ins Französische Hag ins spricht? (s. unten § 21).
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it tnincatam fuisse Uteram in cxemplarl mit salvls bfi fbene?] dictis eins

doctrinam nimis confusam tradklissc et minus artificiosam.

7. Cod. Vat. 384 ^'^ enthält unter den astronomischen Tabellen eine

arabische; es scheint aber das Ganze nicht von Abraham, sondern von

Levi b. Abraham (s. § 21).

8. Eine angebliche Logik ("jT^^nj in Codd. Michael 82 und bei Uri

365 ^^) ist von Kaufmann als eine andere Recension der gedruckten ethischen

Schrift von Abraham bar-Chijja (Abr. Jud. S. 5 Anm. 5) erkannt, und

möchte Kaufmann zwei Uebersetzimgen aus dem Arabischen vermuthen.

Ich glaube noch weniger, dass dieser in Barcellona und der Provence lebende

Gelehrte etwas arabisch verfasst habe.

§8.

Von ibn Esra meint Geiger^): „Er hatte die arabische Bildung und

die jüdische Gelehrsamkeit der damaligen Zeit, nach allen Richtungen hin,

vollkommen in sich aufgenommen , und dennoch scheint seine Geburts-

stätte [ ! ! ] insofern einen gewissen nachtheiligen Einfluss auf ihn geübt zu

haben, als er, wie mich bedünken will, wenn auch der arabischen Sprache

kundig und in der arabischen Literatur vollkommen heimisch [?J, sich des

Arabischen nicht so vollkommen bemächtigt hat , dass er auch schrift-

stellerisch darin auftreten konnte. Er lebte unter den Romanen [!], so

war seine vaterländische Sprache nicht arabisch, und die Annahme liegt

nicht fern, dass er diese erlernt, aber nicht schriftstellerisch zu handhaben

vermochte. Es wäre sonst im höchsten Grade auffallend, dass von Aben

Esra in der Zeit, innerhalb welcher er in Spanien lebte, d. h. in seinem

Jünglings- und kräftigen Mannesalter, keine Schrift — die kleineren, die

aus jener Zeit herrühren sollen |VJ, sind zweifelhaft — und dass überhaupt

keine Schrift von ihm in arabischer Sprache erschienen ist." — Es ist uns

jedoch von jener Periode überhaupt nichts bekannt, und ist es sehr wohl

denkbar, dass Abraham erst in christlichen Ländern Veranlassung fand,

seine arabische Bildung schriftstellerisch zu verwerthen. Die von Geiger

versuchte Erklärung wird widerlegt durch Abraham's Zeit- und Landes-

genossen, welche arabisch schiieben. In Bezug auf arabische Sprache und

Literatur seien hier die, im Plane von Geiger's Vorlesungen nicht beab-

sichtigten Belege mit wenigen Worten erbracht.

53) Vgl. Litbl. des Orient XI, 342. — D. Kaufmann in Zeitschr. d. Deutschen

Morgenl. Gesellsch. Bd. 30, S. 363, A. 5. — Immanuel b. Salomo, Divan f. 152*»

nennt y.^yr^ hinter rcnsn "^52 und Vtn wohl nur des Reimes halber. *

54) Das Judenth. u. s. Gesch. II, 131.
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Ibn Esra behandelte die hebräische Grammatik nach Muster der

arabischen ^^), brachte wohl zuerst ein berühmtes arabisches Lexicon (Buch

Ain) zur Kenntniss der Juden ^^), erklärt nicht selten Wörter aus dem

Arabischen, vielleicht theilweise nach Quellen, die wir nicht kennen. Wie

weit er in der sonstigen Literatur der Araber sich umgesehen, hat meines

Wissens noch Niemand untersucht, und Geiger's Behauptung ist eine redne-

rische Hyperbel. Die in mathematischen und astrologischen Schriften,

erwähnten Autoren habe ich theilweise in Bd. 24, 25 der Zeitschr. d. D.

Morg. Gesellschaft behandelt und folgt später ein vollständiges Verzeichniss.

Andere sind kaum irgendwo namentlich erwähnt. Das „Buch der ägyp-

tischen Landwirthschaft" ist ohne Zweifel aus einem Lesefehler im

Arabischen für „nabatäische" entstanden, und kein anderes, als das in

neuester Zeit vielbesprochene Werk des Betrügers ibn Wa'hschijja ^').

Einiges hat er selbst übersetzt (Maschalla schon 1148), und ist kein Werk

eines Muslim bekannt, welches vor ihm hebräisch übersetzt wäre.

Arabischen Ursprungs ist die Einleitung in ein eigenthümliches öfter

gedrucktes Schriftchen, dessen Echtheit allerdings nicht unzweifelhaft ist.

Es führt den Titel: y^'p^ p ^In „Lebender, Sohn des Erweckers", wie der

bekannte philosophische arabische Roman des ibn Tofeil CHai hen Jökzan),

welchen Renan als „psychologischen Robinson" bezeichnet, mit welchem

auch die Bibliographen das hebräische Schriftchen irrthümlich in Zusammen-

hang brachten. Ibn Tofeil erwähnt ein eben so betiteltes Buch von dem

berühmten Arzte Avicenna, welches verloren scheint; aber eine ebenso

betitelte kleine Abhandlung von 6 Blättern in Leyden hat ohne Zweifel

dem Verfasser des hebräischen vorgelegen ^^), da er die (im Leydeneri

Catalog abgedruckte) Einleitung in eleganter Reimprosa wiedergegeben hat.

Darin trifft der Erzähler einen Greis, welcher spricht: „Hai . . ist mein

Namen und die heilige Stadt (Jerusalem) mein Wohnort" ^^). Mit diesem

Greis unterhält sich der Erzähler über alle Wissenschaften bis zur Physio-

gnomik. Dann folgt im Text eine fabelhafte Erzählung von entfernten

55) Mosnajim f. 212, 234 ed. Ven.

56) Zachot Anfang, s. Zeitschr. D. M. Gesellsch. VI, 414; vgl. Hebr. Bibliogr.

XI, 136. — Dss Werk des Sibeweih erwähnt schon Jona ibn Dschanna'h im

XI. Jahrhundert.

57) S. Virchow's Archiv Bd. 52 S. 350, 499; Bd. 77 S. 507; Magazin f. d.

Wiss. d. Jud. III, 205 A. 30, Hebr. Bibliogr. XVII, 119 zu Friedländer, Ess. 243,

vgl. p. 74.

.

58) Hebr. Bibliogr, 1870 S. 21, wo bemerkt ist, dass in der Bodl. HS. nur

der Titel im Index vorkomme. Ueber eine Turiner HS. s. Nachtrag.

59) Hat vielleicht auch diese Stelle dazu beigetragen, ibn Esra in Palästini

sterben zu lassen?
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legenden (Klimaten) bis zum göttlichen Wohnort. Der Hebräer geht von

ler Einleitung sofort auf eine psychologische Allegorie über^^), anschliessend

iine Wanderung durch ebenfalls allegorisch geschilderte „Reiche", d. h.

limmelssphären (Mond, Sonne, Mars etc., Fixsterne), worauf das Gebiet der

i]ngel und Gottes folgt. Nun wünscht der Erzähler den Weg zur Erkenntniss

ind Anschauung Gottes zu erfahren und wird auf Selbstkenntniss hinge-

iviesen^^). Mose Frankfurt, der das Schriftchen zuerst in Amsterdam 1733

ins einer HS. herausgab, suchte — im Geschmacke der Deutschen — den

N'amen Abraham im Zahlwerth der Buchstal)en l^'^p'Q
—H (248) des Titels.

bn Esra, wenn er Verfasser ist, würde solche Abgeschmacktheit mit seinem

Humor gegeisselt haben.

Ob seine vereinzelte Polemik und Abwehr gegen den Islam ^^) auf

Kenntniss von Schriften beruhe, lässt sich nicht ohne Weiteres bestimmen,

la es auch mündliche Disputationen und Mittheilungen galj. Der „grie-

chische Arzt", den er (zu Genesis 3, 6) für die Lebensbegrenzung des

Menschen anführt, ist ohne Zweifel Galen^^).

§9.

Wenn wir in Anschluss an die Lebensverhältnisse Abraham's den

Kreis seiner echten Schriften durch die Sprache enger zu begrenzen ver-

mochten, so werden wir mit weniger Sicherheit ein inneres Kriterium

60) Die fünf äusseren und inneren Sinne (S. 47 bei Goldberg, Chofes Matmonim^

Berlin 1843) hat Avicenna, in seiner Psychologie, deutsch v. Landauer, Zeitschr.

D. M. Gesellsch. Bd. 29 S. 390, wo die Benutzung bei Jehuda ha-Levi nach-

gewiesen ist. Die Vergleichung der Seelenkräfte mit gewissen Beamten ist auf

die Glieder des Körpers übertragen von Gazzali und verarbeitet in einem Hymnus
des ibn Esra, s. meine Nachweisung im Magazin f. d. Wiss. d. Jud. III, 190.

61) Diese Pointe ist im Berliner Abdruck S. 50 oder in der benutzten HS.

ausgefallen! Das griechische „Kenne Dich selbst" als Mittel zur Erkenntniss

Gottes wird dem Khalifen Ali in negativer Form beigelegt (Hebr. Bibliogr. XV,

43), der Name ist also in der latein. Uebersetzung des Avicenna nicht eine

Einschiebung, wie Landauer 1, c. 374 annimmt; Gazzali citirt den Spruch in

verschiedenen Schriften und behandelt ihn in seiner „esoterischen Schrift"; auf

weitere Nachweisungen muss hier verzichtet werden. Bei den Juden wird Hiob

29, 26 darauf bezogen, s. H. B. XV, 44, Magazin f. d. Wiss. d. Jud. III, 191 unt.

and. in einem Hymnus unseres ibn Esra; vgl. dessen Comm. Exod. 31^ 18 bei

Friedländer, Ess. p. 34, der die Mittelglieder nicht kennt, und das Vorgedicht zu

Jesod Mora. D. Kaufmann, Gesch. d. Attributenlehre u. s. w. Gotha 1877,

S. 296 u. 445 kennt noch nicht den Ursprung des Schriftchens 'Hai ben Mekiz,

62) Mein: Polemische u. apologet. Lit. 1877, S. 352.

63) Friedländer, Ess. 74 Anm. zu ergänzen. Eine betreffende Anfrage des

Josef ben Jehuda an Maimonides (s. Hebr. Bibliogr. XIX, 131) nennt Galen

ausdrücklich. Die „Weisen Griechenlands" citirt ibn E. Exod. 12, 1.
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anwenden dürfen aiif dem Gebiete des Aberglaubens, welcher im Mittel-

alter — und leider auch darüber hinaus! — selbst die grössten Geister,

mit sehr wenigen Ausnahmen (wie z. B. Maimonides) derart beherrschte,

dass man gerade den philosophisch gebildeten Männern, insbesondere Mathe-

matikern und Astronomen, den abscheulichsten Unsinn andichten oder

unterschieben durfte. Ich erinnere nur an Gerbert und Albertus Magnus.

Hier hat die PseudeiDigraphie ihre glänzendsten Eroberungen gemacht, die

noch heute ihr schwer abzugewinnen sind'"'^). In Bezug auf die jüdische!

Literatur hat sich eine leicht verwirrende Bezeichnung eingeschlichen, nämlich

:

„kabbalistisch". Mit diesem Worte sollte man nicht alles Abergläubische

oder Mystische bezeichnen, wenn auch manches darunter in die Kabbala.

mündete, oder vorgab, zu derselben zu gehören. Gerade bei ihn Esra

wird die Unterscheidung recht dringlich, die hier möglichst kurz erledigt

werden soll^*'').

Was in der jüdischen Literatur l>is zum Eindringen der arabischen

Wissenschaft (VIII. Jahrb.) als „Mystik" bezeichnet wird , besteht aus

ungeordneten phantastischen Vorstellungen von Welt, Erde, Himmel, deren

Entstehung, Form und Bewohner, und dem Glauben an Wunderwirkung

gewisser Namen von Gott und Engeln. Da die semitischen Buchstaben

zugleich Zahlzeichen sind, so ist schon frühzeitig der Zahlwerth der

Wörter als exegetische Spielerei benutzt worden, die man durch das

Wort „Geometria" — vielleicht richtiger „Grammataia", — bezeichnete. Jene

Elemente der älteren „Geheimlehre" treten nirgends als „Tradition" auf,

deren Ansehen dem Gesetz allein vorbehalten blieb. Zu Anfang des 13. Jahrh.

bildete sich in der Provence, — gegenüber der aristotelischen Philosophie

mit ihren zehn „Sphären" (Galgallim) und Intellecten, in Anschluss an das

System des Ptolemäus^^), wofür Maimonides eine esoterische Ueberlieferung

64) S. meine Abhandl.: Zur pseudepigr. Literatur, insbesondere der geheimen
|

Wissenschaften des Mittelalters. Aus hebr. u. arab. Quellen (Nr. 3 der „Wissen-

schaftl. Blätter aus der Veitel Heine Ephraim'schen Lehranstalt", Berlin 1862). —
Zum Speculum astronom. des Albertus Magnus, über die darin augefürten Schrift-

steller und Schriften. Separatabdr. aus der Zeitschr. für Mathematik und Physik

Bd. XVI [auf dem Umschlage falsch XIV] S. 357—396.

65) Ausführlicheres findet man in § 13 meines Artikels „Jüdische Literatur"

in Ersch und Gruber s ßealencykl. (Bd. 31) und in dessen englischer Uebersetzung

{Jewish Literature, London 1857).

66) Vgl. Mose Tachau (unten Anm. 76) S. 84: Maimonides und ibn Esra über

die zehn Sphären; S. 96: „er macht eine neue Thora und Tradition (Kabbata) um
unsere Thora zu läugnen." S. 68: Abraham ha-Nasi (d, i. bar Chijja) . . . Zur

Zeit des Saadia [gest. 941] gab es Weise unter den Indern (!) und Philosophen,

welche Alles durch ihre wissenschaftliche Forschung erkennen wollten. Es gab

einen König Ptolemäus [ich lese DT^^^ün], einen Weisen und Astrologen [hier
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in Anspruch nahm — eine Emanationstheorie, welche für jene Sphären

eine Art von Aeonen mit verschiedener Anordnung (nach Art der sog.

Porphyrbaums) setzte und diese, mit allen älteren mystischen Elementen,

auch manchem, den Philosophen entlehnten Material, ausgeführte Lehre für

die echte Tradition (luibhala) ausgab, die selbst über dem Gesetze stehe,

als „praktische'' Kabbala alle Arten von Wunder wirke. Ein Product

dieser Kabbala, verbunden mit Cleldspeculation, ist das berühmte — viel-

mehr berüchtigte — Buch Sohar, das in seiner Wirkung alle anderen Fäl-

schungen weit hinter sich zurücklässt, da noch in unserer Zeit achtbare

christliche Theologen die Trinitätslehre der alten Juden aus diesem Buche

schöpfen, ohne die Angriffe auf das Christenthum zu beachten'"). — Man

sollte das Wort Kabbala nur auf diese jüngere Theosophie anwenden.

Ein eisrenthümliehes Büchelchen, an welches sich schon im 9. Jahrh.

Interpolationen und Erklärungen knüpfteu, das sog. Buch der Schöpfung

(Sefer Jezira)^ harrt noch immer der kritischen Bearl)eitung^). Es stellt

in etwas phantastischer Weise die 10 Zahlen (mn"^BO 6>/?ro() und 22 Buch-

staben als Vermittler der Schöpfung auf. Die echten, theilweise arabischen

Erklärer des Büchelchens im 10. Jahrh. bringen mathematisches, physi-

kalisches und philosophisches Material heran ''^). Ihnen Allen sind die 10

so viel als Astronomen], der viele Bücher der Wissenschaften verfasste. [Ueber

die bekannte Vermenguug des Astronomen und Königs, auch in echten Schriften

Abraham's, z. B. in der Arithmetik bei Terquem, Not. p. 15, s. Zeitschr. d, D. M.

Gesellsch. Bd. 25 S. 397 und Halberstamm zu Ibbur S. 8.] Sie [die Inder] erfinden,

wie die Welt steht, und er [Ptolem.?] meint, wegen der Schnelligkeit der Sphären

steht die Erde in der Mitte in der Luft, wie z. B. wenn Jemand ein Senfkorn in

eine leere [1. n'^ap'n?] Eierschale oder ein Glasgefäss thut, und dieses so stark dreht,

dass das Korn in der Mitte bleibt." Als Beleg dient eine ähnliche Stelle bei Saadia
(Religiousphilos. II, S. 57 ed. Leipzig 1859); aber das Gleichniss steht nur in der

von Mose benutzten hebr. Paraphrase eines Anonymus, der nicht vor dem
XII. Jahrh. gelebt hat (s. Hebr. BibUogr. XIII, 82).

67) S. Polem. u. apologet. Lit. S. 362.

68) Die Ausg. Neu-York 1877 mit englischer Uebersetzung von Isidor Kali seh

bietet einen willkürlich gemachten Text und ungenaue Uebersetzung, s. Hebr.

Bibliogr. XIX, 122. Ueber die an das Buch Jezira sich knüpfenden" culturhistorischen

Fragen s. meine Anzeige von Günther's. Studien zur Gesch. d, mathem. u. phys.

Geographie, in Hebr. Bibliogr. XVII, 93, 94.

69) Ich erinnere an die von Munk mitgetheilte Stelle über die ,,Staubschrift"

{Gobar)y bei Reinaud, Mäm. sur ITnde p. 399, zu gleicher Zeit hervorgehoben

in meinem Art. Jüdische Lit. § 21 A. 93 (Jeic. Lit. p. 363, 378), wo ich bemerkte,

dass der betr. Autor kein Zero erwähne, 'von der Rechentafel (Dp3B, eigentlich niva^)

spreche und die sog. Knöchelrechnung kenne (vgl. Abr. Jud. S. 29 A. 50). In

der HS. Fischl 25 D. f. 127 hinter dem Buch Mispar deß ibn Esra findet sich

ein Stück überschrieben: „Fingerrechnung, welche arabisch Gobar heisst." — Ueber
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„Sefirot", wie es der einfache Sinn erfordert, die 10 Zahlen. Erst die

Kabbala des 13. Jahrhunderts verwandelt die Zahlen in Aeonen, und

seitdem wird das „Buch der Schöpfung" in diesem Sinne gedeutet und für

ein kabbalistisches ausgegeben.

Wie verhält sich ihn Esra zu diesem Buche? Der Schwärmer und

Pseudo - Prophet Abraham Abulafia aus Toledo (geb. 1240), der in

der Buchstaben-Kabbala den Mittelpunkt aller Weisheit gefunden, will einen

Commentar ibn Esra's zum Buche Jezira kennen, der „grösstentheils Philo-

sophie, theilweise kurze Kabbala" enthalte ^^^). Aber Niemand aus jener

Zeit kennt diesen Commentar, bis um 1360 —1370 die Supercommentatoren

ibn Esra's aus einem solchen, oder aus der Erklärung „eines Theils" des

Schöpfungsbuches unbedeutende Stellen anführen"^). Dann verliert sich

wieder jede Spur dieses angeblichen Buches, welches in mancher Beziehung

interessant gewesen wäre. Bei ibn Esra's Vorliebe für Zahlensymbolik ist

es kein Wunder, wenn er in echten Schriften jenes Buch heranzieht, ja

sogar in der grammatischen Schrift Zachot und sonst die hebräischen Buch-

staben danach ordnet, auch die Redensarten desselben als typisch anwendet' ').

Vielleicht hat man seine Excurse (unten § 11) für einen Commentar aus-

gegeben? Aber die „Sefirot" sind auch ihm die Zahlen'^^); in seinen echten

Schriften ist nichts, was mit dem Namen Kabbala im oben begrenzten

jenen Autor selbst und die Pariser HS. hat Munk {Notice sur AbouhvaUd p. 51 des

Sonderabdr. aus dem Journal asiat., deutsch im Litbl. des Orient 1850 S. 807) wenig

befriedigend gehandelt und die wesentliche Identität zweier Uebersetzungen oder Be-

arbeitungen nicht erkannt; s. meinen Catal. Bodl. S. 1117 u. Add., 1335, 2762; Schorr,

he-Chdluz VI, 63; mein Alfarabi 248, vgl. Hebr. Bibliogr. XII, 57; wonach D.

Kaufmann, Geschichte der Attributenlehre u. s. w., Gotha 1877, S. 173, zu ergänzen ist.

69 b) Jellinek, Bet hamidrasch III, S. XLIII, vgl. unten Anm. 75.

70) Der, wenig zuverlässige Moscono in der ßulgarei (Magazin f. d. Wiss.

d. Jud. III, 98 A. 12), Zarza, Motot (Hebr. Bibliogr. XV, 16), Schemtob ibn

Major (bei Schiller -Szinessi, Catal. of tlie Hebr. MS. etc. P. 1 Cambridge 1876,

p. 153); vgl. Jeivish Lit. 302 n. 29, p. 357 zu 111; Catal. Codd. hebr. Lugd. Bat.

p. 96; Hebr. Bibliogr. XIX, 122.

71) Zu Genes. \, 2; Exod. 3, 15; Psalm 15, 9; Kohelet 21, 6 (Friedländer,

Ess. 27 A. beachtet die Quelle nicht), Meosnajim f. 232 ed. 1545, ha-Schem, Kap. 1

u. 3, Jesed Mora Kap. 12, Buch vom Einen unter 4 u. 7 (S. 40, 57); Zahlwörter

unter 10 S. 166; Arithmetik, Anfang. Gelegentlich bemerke ich, dass die Redensart

niUJm i<:2^b^X1 "(öOTS demB. Jezira Kap. IV in der sog. Mischna der Maasse I, 6, 8

entlehnt scheint.

72) rTTn^Böin ^"aon und n:aDn sind die Zahlkundigen und die Zahlwissenschaft;

s. W. Bacher, Abr. ibn Esra's Einleitung zu seinem Pentateuchcomm. (aus dem

Decemberheft 1875 der Sitzungsberichte der phil.-histor. Classe der k. Akademie)

Wien 1876, S. 17, 19 und Anfang der Arithmetik. Abulafia (bei Jellinek, Philo-

sophie und Kabbala, Leipz. 1854, S. 37) verwirrt Alles.
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5inne bezeichnet werden darf^^). Er verpönt .die exegetische Anwendung

ler Zahlwerthe der Wörter'*); dem gegenüber beruft sich der erwähnte

Vbulafia'^) auf den Commentar zum Buche Jezira und das Buch vom

jottesnamen, worauf wir zurückkommen.

Schon ein halbes Jahrhundert nach seinem Tode wurde ihn Esra in

)eutschland als Thaumaturg verschrien und theilweise wegen eines ihm

intergeschobenen Buches verketzert. Mose ben Chisdai aus T ach au in

Böhmen, wahrscheinlich in Regensburg, dann in Oesterreich'^), ein unkri-

ischer Zelot gegen spiritualistische Begriffe von Gott und gegen die

externe" (profane) Wissenschaft ''), behauptet, ihn Esra habe die ihn be-

tändig begleitenden „Schedim" (bösen Geister) geläugnet'^) und zu grossen

Erkenntnissen gelangen können, welche den Engeln versagt sind. Den-

loch hätten die Geister ihm ihre Existenz bewiesen, indem sie in England

einen Tod herbeiführten'^). Femer berichtet er^^), ibn Esra nehme an,

73) Das ist schon im Catalog Bodl. p. 689 angedeutet, aber missachtet im

/atalog der Pariser hebr. HSS. (1866), wie Geiger, j. Zeitschr. IV, 187 rügt. Unter

1. 1092 * verzeichnet dieser Catalog S. 201 „einige Sentenzen über die kabbalistische

Jedeutung des Tabernakels und der beil. Gefässe" (!) mit Berufung auf Litbl. X, 430,

70 aber Dukes eine Probe gibt von philosophischen Sentenzen, die aus verschiedenen

Jüchern excerpirt scheinen, aber dem Abr. beigelegt werden. Auch Friedländer,

^ss. 126, gebraucht noch das Wort „kabbalistisch". — Das „Geheimniss der Buchstaben"

»ei Wolf, Bibl. Hebr. I, S. 80, De Rossi, Wörterb. S. 8 n. 14 ist HS. Vatican 405'

monym ; die HS. Oppenh. bei Wolf III S. 49 ist Oppenh. 979 Qu. (Temuna), aber die

'Drangehenden Collectanea {Likkutim) werden im handschr. Catalog fälschlich ibn

Csra beigelegt. Ueber die angebl, „kabbalistischen" Geheimnisse im Pentateuch

. oben Anm. 11. — Del Medigo (bei Geiger, Melo Chofnajim S. 8) nennt ibn

Cera neben Maimonides in Bezug auf die Gottesna.men als erleuchteten Mann.

74) Zu Genes. 14, 14 (vgl. Friedländer, Ess. 125) Einleitung, 4. Methode zu Ende,

VC auch gegen zu weit gehende Zahlsymbolik; das Beispiel der 28 Mond-
tationen und der in ihnen aufgehenden Figuren s. auch zu Exod. 26, 2, Kohelet 3, 1;

'eitschr. d. D. Morg. Gesellsch. Bd. 24, S. 359, wonach Bacher 1. c. 68 zu ergänzen ist.

75) Briefan Abraham, beiJellinek, Philosophien. Kabb. S.45 über die HS. vgl. Hebr.

3ibliogr.XV, 32. Abulafia schildert dort sieben Arten der Auslegung unter dem Einfluss

bn Esra's, indem er das Bild desselben vom Centrum (Wahrheit) und der Peripherie

8. unten § 10) umkehrt und die Wahrheit in die allumfassende Sphäre verlegt.

76) Ueber ibn s. die Citate in Hebr. Bibliogr. XVIII, 66 und unten A. 85.

I

77) Seine interessante Streitschrift ist leider unvollständig erhalten, abgedruckt

h Blumenfeld's Ozar Nechmad Bd. III, Wien 1860, S. 58—99. — S. 64 n^sDn,

Tsiü^nn 72 Z. 6 D^Di:i^nn; 85 Z. 13 v. u. nai^iinn nsn. S. auch oben S. 78 Anm. 66.

78) Streitschr. S. 97 Z. 6 v. u. lies pn "iBDi.

79) S. das Genauere oben S 65. Anm. 13. Menachem Ziuni, aus Speier

XV. Jahrb.), verlegt den Sitz der Unholde nach dem Norden, z. B. Norwegen;
1. Hebr. Bibliogr. XIV, 33 Anm. 2.

80) Daselbst S. 85.

Suppl. z. hist.-Ut. Abtli. d. Ztaclir. f. Math. u. Phya. 6
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dass man durch heilige Namen Visionen und Offenbarungen bewirken

könne u. s, w., während Abraham (zu Exod. 3, 13 kürz. Rec.) mit einem

seiner schlagenden Wortwitze bemerkt: „Diejenigen, welche vermeinen mit

dem Namen grosse Werke zu verrichten, kennen den Namen (d. h. Gott)

nicht." Allein das „Buch des Lebens" (D'^'^nn HSO), welchem Mose

Tachau's sehr ungenaue Citate angehören, und das in einigen HSS. den

Namen ihn Esra's trägt^^), ist ein Zerrbild Abrahams, allerdings ein Zeug-

niss seines frühzeitigen Einflusses auf die Juden in Deutschland, das er

selbst gewiss nicht berührt hat. In meiner ursprünglichen Beschreibung

der Münchener HS. — welche nebst so vielen anderen wegen Mangels an

Raum wegbleiben musste, — hiess es: Der anonyme Verfasser kennt die

Commentare zum Buch Jezira von Sabbatai Donnolo^^), vielleicht auch von

Saadia Gaon (gest. 941), oder des letzteren Religionsphilosophie in der

Paraphrase. Er verbindet Zahlen- und astrologische Mystik, wie sie zum

Theil mit derselben Terminologie bei ihn Esra vorkommt (jedoch ohne

letzteren zu nennen) mit der bunten phantastischen Mystik, die wir bei

Elasar aus Worms finden und steht im Ganzen letzterem sehr nahe. Er

gebraucht französische Wörter und Spräche (z. B. am Ende). — Kürzlich

hat Jellinek^^) geradezu erklärt, dass die in Wien befindliche HS. Pinsker'fi

von diesem Elasar verfasst sei, unter dessen Namen allerdings ein so be-

titeltes unedirtes Buch bekannt ist. Ich unterschied im Münchener Catalog

diese beiden, mit Zunz^*). Anderseits finde ich jetzt in meinen Excerptei

aus dem anonymen Buche die von Zunz^^) aus Elasar angeführte Stell«

81) Unter Anderen in HS. München 207 und einer HS. des Antiquars Schönblum

die ich 1869 excerpirte; s. auch Benjacob's Thesaurus libr. (1880) S. 178 n. 559, 560

82) Dieser Comm. des um 941 in Italien schreibenden Astrologen und Arzte

(Virchow's Archiv Bd. 39 — 42) wird von Prof. Castelli in Florenz zur Ausgab^

vorbereitet.
'

j

83) Hebr. Bibliogr. XVIII, 4.
'

84) Literaturgesch. d. syaagog. Poesie, Berlin 1865, S. 324, vgl. S. 317: Elasa

kannte Saadia, Donnolo, Abenesra und verflocht deren Lehrsätze nebst Stellen au

dem Qi'^nn 'ö eines Ungenannten ... in seine eigenen Werke, wo Hechalo

[Schilderungen der Himmelsregionen] und Midrasch, Philosophie und Zahlenj

Weisheit, Aberglauben und Sittenlehre friedlich nebeneinander lagern. Vgl. Hebij

Bibliogr. XVII, 10 unten, vgl. XIV, 32. Neubauer, bei Renan, Hist. lit. de l

France, tome XXVII p. 466, ist der Ansicht, dass Elasar in Folge der Ermordun

von Frau und Kindern (1214) tiefsinnig geworden sei. Derselbe hebt p. 465 eil

französisches Sprüchwort hervor, das noch zu erklären ist; aber das „livre o\

Gloire^^ ist eigentlich von Elasar's Lehrer, Jehuda (gest. 1216).

85) Zur Gesch. u. Lit. Berlin 1845, S. 377 — HS. Schönblum 6 Col. 4, Münchel

207 f. 4b. — Beachtenswerth ist auch, dass nach Zunz, Litgesch. 316, Mose Tacha
im Lebensb. Elasar's citirt ist, sowie dass Mose (nach der Vorbemerkung Kircl]
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lass die unschuldigen Kinder der NichtJuden keine Strafe im Jenseits er-

eiden, da ihre Anlage zum Bösen nicht zur That geworden, die aber zu

ien Citaten aus dem anonymen Buche gehören kann. Es muss also eine

'rüfung der von Zunz benutzten HS. abgewartet werden ^*'). Die Schriften

[es Elasar Worms haben auf den Schwärmer Abulafia eingewirkt, der

elbst ein prophetisches „Buch des Lebens" um 1282 verfasst hat^"^). So

ät denn des Toledaners ihn Esra Zahlenweisheit, mit fremdartigen Ele-

aenten verbunden, über Frankreich und Deutschland nach einem Jahr-

lundert wieder nach Toledo zurückgekehrt, wo auch christliche Kreise unter

iitwirkung von Juden sich dem Studium der Astronomie und Astrologie hin-

aben, und gelegentlich manches pseudepigraphischeWerk erzeugten ^^). Es

:ann hier nicht die Absicht sein, ihn Esra's Spuren in der kabbalistischen Lite-

atur zu verfolgen; das gegebene instructive Beispiel sollte zugleich zeigen,

vie schwer der Weg zur Ausscheidung untergeschobener Schriften ist.

Zweifelhaften Ursprunges scheint mir ein geomantisches „Loosbuch"

binn nibnijl), weiches in verhältnissmässig alten Handschriften dem ihn

isra beigelegt wird^^), da letzterer, wenigstens an Einer Stelle, auf das

, Punktwerfen" hinzuweisen scheint^).

leim's S. 55) unter dem Namen Maimonides den Comm. zu Hieb des Nachmanides
rwähnt, der allerdings schon 1223 Talmudisches verfasste (Zunz Z. c. 316). Dass

.er im J. 1234 schreibende Verf. des Ärugat ha-Bosem (Perles S. 7, vgl. Hebr.

Jibliogr. XVII, 84) Mose als Verstorbenen bezeichne, ist unsicher, da die Eulogie

ich auf den Vater beziehen kann.

86) Wahrscheinlich Oppenh. 891 Fol. oder Mich. 187. Neubauer, bei Renan

. c. S. 467, bezeichnet das Buch als ,^priere et clevation vers Dieu^^.

87) HS. München 285, mein Catalog S. 113, V.

88) V. Rose, Ptolemäus und die Schule von Toledo, im „Hermes" Bd. VIII,

27 ff., vgl. Zeitschr. d. Deutsch. Morgenl. Gesellsch. Bd. 28, S. 454, und weiter unten.

89) Eine HS. des Buchhändlers Coronel, die ich 1871 sah, ist 1411 geschrieben.

)ie Geomantie ihn Esra's ist öfter mit der des Charisi verbunden und das Ver-

lältniss nicht überall klar; z. B. HS. Oppenheimer 1175 Qu.; Michael 128, 355

ni2l5in n^TT im Register S. 317 ist nur eine Fortsetzung), München 228^ Paris 1059'

mvollst. , Schönblum-Ghirondi 58, Barberina in Rom (Berliner, Magazin I, 45).

lingegen scheint Cod. De Rossi 103* nicht die Geomantie, sondern eine andere

^rt von Loosbuch, wie das dem ibn Esra sicher untergeschobene, unter dem Titel

i'^'^ÜS np*.S Florenz 1755, Amsterdam 1781, Fürth 1783 gedruckte (Zedner S. 23, unge-

nau Benjacob S. 456 n. 27, 28); s. Hebr. Bibliogr. VI, 122. Dasselbe oder ähnlich ist

vohl das Seder Goralot Ven. 1657 bei Zedner 1. c, vgl. Catal. Bodl. 527 n. 3436.

90) Zeitschr. der D. M. Gesellsch. Bd. 18 S. 176, vgl. Bd. 25 S. 410, Bd. 31

\ 762. — Auch ein Theil der Astrologie wird durch mbniü „sortes" bezeichnet.
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§ 10.

Begeben wir uns nun auf das Gebiet der echten, oder wenigstens

von Schülern verfassten Schriften, so werden wir hier wiederum uns in

einem weiten Kreise umzusehen haben. Zahl und Maass beherrschen

Abraham derart, dass er sie wenigstens als Bilder anbringen muss, wo sie

nicht etwa eine symbolische Bedeutung haben, über deren Geltung er sich

vielleicht selbst niemals klar geworden. So führt er in seiner Grammatik

Zacliot die 3 Grundvocale auf die 3 Arten der Bewegung zurück — wobei

zu beachten ist, dass der Vocal in der arabischen und der ihr nachahmenden

hebräischen Grammatik „Bewegung" heisst. — In der Einleitung zum

Pentateuchcommentar schildert er die 4 Arten der Erklärer nach dem

Bilde des Centrums und der Peripherie ^^\ Selbst seine Verse sind , nicht

frei von dieser Geistesrichtung, „Dichten war nicht seine eigentliche Thätig-

keit: Zahl- und Maass lauern in seinen Versen, und aus den Worten springt

des Gedankens Blitz, nicht das Bild der Phantasie hervor." ^^) In einer

für den Versöhnungstag bestimmten poetischen Darstellung des einstigen

Gottesdienstes sucht er ein „pikantes ungebrauchtes Motiv" und findet es

in dem Zahlenverhältniss der einzelnen Acte zu den noch stattfindenden

religiösen Uebungen^^). Ein anderer Hymnus von 14 Zeilen (Akrostichon)

zählt Dinge auf, deren Zahl 1 (Gott) bis 10, aus dem Gebiete der Physik,

Metaphysik, sogar Grammatik, in änigmatischer Weise, so dass man e^

mit Commentaren versah ^^^). In ähnlicher Weise giebt ihm auch die Ei

91) Friedländer, Ess. 145. Bacher 1. c. S. 13, 16 und 56 hat die, wahrschein'

lieh ältere Recension vernachlässigt (vgl. Friedländer 120, 143), worin die erste

i

vom Centrum am meisten entfernte Methode die Allegorie der Christen, die 3

die weitschweifige der Gaonim, welche profane Wissenschaften (niaiSlTi oder ni'i"i33

abhandeln, die man in besondern Lehrbüchern zu behandeln habe (vgl. untei

A. 96). Nur Gottesnamen (vgl. Friedländer 137 Anm. und 146) und Gründe de:

Gesetze gehören in Bibelcommentare. Ueber Gesetze (ungenau ,,these suhjects'"'' be

Friedländer 146) verspricht ihn Esra ein Buch, offenbar Jesod Mora (unten § 13, 8)

also ist diese Recension ungefähr 1157 verfasst, wie Rapaport ohnes dieses

bisher übersehene, Argument annahm. Friedländer's Unterscheidung der in Italiei

oder Provence verfassten Bücher (p. 143, 158) kann hier nicht weiter verfolgt werder

92) Zunz, Literaturgesch. der synagog. Poesie, S. 207.

93) M. Sachs, Die religiöse Poesie der Juden in Spanien, Berlin 1845, S. 314fl

93b) Das Gedicht ist mitgetheilt von Dukes, Litbl. VII, 486, mit Commenta
des Prophiat Du ran (s. unten § 12, 5) in den von El. Aschkenasi herausg. Mi£

cellen: Taam Sekenim, Frankfurt a. M. 1854, S. 78 (Handschr. Medic. Plut. 1

Cod. 42", Bise. 310 in 8°); vgl. Hebr. Bibliogr. X, 109.— Einen handschr. Commenta

von Michael Kohen (XV. Jahrh. in Griechenland?) besitzt Os. H. Schorr in Brodv

— Dukes, Mose b. Esra (1839) S. 89, nennt ältere Gedichte, welche Muster sein sollen;
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kliirung der heil. Schritt Veranlassung zu allerlei Zahlerörterungcn, vor-

zugsweise zur Erläuterung des Tetragrammaton. Ein beliebtes Thema

ist die Vergleichung Gottes mit der Eins, die selbst keine Zahl und doch

das Element aller Zahlen ist.'^*) Arabische und jüdische Religionsphilo-

94) Stellen bei N. Kroch mal, More Nehoche ha-seman, Lemberg 1851 (ed. II.

1863 besitze ich nicht) S. 258 fF. in einer angefangenen Darstellung der philo-

sophischen Ansichten (ein strenges System ist wohl nicht vorauszusetzend des ihn

Esra; vgl. Kaufmann, Attributenlehre S. 507 zu 288; Friedländer, Ess. S. 18, 21.

— Verschiedene, leicht zu vermehrende Parallelen habe ich zu einer Stelle bei

Abraham bar Chijja angegeben, Hebr. Bibliogr. IV, 88. Hier sollen nur einige

(meist dort unerwähnte) Vorgänger ihn Esra's erwähnt werden, welche diese pytha-

goräische „Sonderstellung der Eins" kennen, ohne zu den ,,Anhängern der jüdischen

Kabbala" (Cantor, Mathemat. Beiträge S. 270, vgl. S. 336 und weiter unten)

zu gehören: a) Algorithmus (^Khowarezmi, Uebersetzung ed. Boncompagni 1857 p. 2,

s. unten Anm. 95; vgl. auch Cantor, Ein Codex des Klosters Salem, S. 11). Die

„lauteren Brüder" (Encyklopädiker des X. Jahrhunderts) bei Kaufmann, 1. c. p. 288

(Weltseele S. 1 ist Pythagoras ausdrücklich genannt, vgl. Hebr. Bibliogr. XIII,

10 und 11); Bathai ajusi (aus Badajoz) und dessen Plagiator Gazzali Waage
der Speculationen Kap. 1, Verzeichniss der hebr. HSS. der k. Bibliothek in Berlin

1878 S. 104 ; Isfaraini (^gest. 1078 '9 > bei Haarbrücker zu Schahrastani, Religions-

parteien u. s. w. Halle 1850, II, 283; vgl. daselbst II, 99 die Darstellung der Lehre

des Pythagoras. Vi Juden: ein alter Scholastiker, bei Dukes, Schire Schelomo,

Hannover 1858, I. Anhang S. IV (^wo Z. 1 nicht mehr zum Jeziracommentar ge-

hört, 8. meine Bemerkung zu HS. München 92); Bechai (s. Kaufmann, die Theo-

logie des Bachja S. 63). Hingegen ist „Nissim, Anhänger der Gnosis (!)" bei

Jellinek, Beiträge zur Geschichte der Kabbala, I. Leipzig 1852, S. 20, kein anderer

als ibn Esra selbst, wie aus Geiger's deutscher Abhandlung zur Quelle. S. 48 zu

ersehen war, nämlich das Buch Jesod JMora, in kürzerer Fassung. Dagegen wird

bei älteren Scholastikern die Vergleichung der Einheit Gottes mit der Zahl abge-

wiesen (Kaufmann, Attribut. 24, vgl. das Gebet Elia's Anfang der Tikkiinim zum
Sohar: „Du bist Eins, nicht der Zahl nach" in Verbindung mit den zehn Sefirot,

und gleich darauf ,,du bist die causa causaru7n'^\). Mit den Elementen vergleicht

das Dekadensystem Isak Israeli b. Salomo (gest. um 940—50; Opera Isaaci,

Hb. elemefitorton latein. von Constantius Afer, zu Ende, besser in der handschr.

erhaltenen hebr. Uebersetzung;. Nach Gazzali (bei Schmölders, Essai sur les

ecoles philosoj)hiques chez les Arahes, Paris 1842, p. 116) bestreiten die Mathe-
matiker eine Erkenntniss Gottes überhaupt. — Beachtenswerth ist der Ausdruck
rr^^inn (Einsicht, vgl. Sprüche Sal. 2, 7; 3, 21; 8, 14), welchen ibn Esra für die

wahre Philosophie oder Metaphysik (gewissermassen Heil sichre) zu gebrauchen

scheint, z. B. mit '^\L']5< (^Männer), Antwort an David Narboni S. 2 [Jeic. Lit. 296j,

mit i^asn (Weise) Jesod Mora Cap. 12, zu Psalm 104, 30 (Bacher Einleitung 68),

im astrolog. lib. rationuvi Anf., in der latein. Uebersetzung f. 32 Col. 2 nur „sapientes^^

im Buch vom Einen unter 3 und 7 (S. 30, 56); mit im (Methode) zu Gen. 1, 1

iFriedländer Ess. 20 A. 2;, plur. zu Anfang des Arugat ha-Chochma; technisch
scheint das Wort nicht früher gebraucht, beim Karäer Nissi (Pinsker, Lickute^ Wien
1860, S. 38, 40, Anh. S. 9, interpolirt nach Schon, he-Chaluz VI, 70), mir ganz ver-
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sophen hatten ein besonderes Interesse, die ihnen von den christlichen

Syrern zugeführte Wissenschaft gegen Trinität und Verkörperung Gottes

zu wenden. Der Vermittler ihrer Zahlphilosophie war namentlich Nico-

m ach US aus Gerasa^^). Die uns ganz willkürlich scheinenden Theorien

der Astrologen sind für ihn Esra Ausflüsse der besonderen Beschaffenheit

der Zahlen, und er findet sie in allen Erzählungen und Anordnungen des

Pentateuch, natürlich als ein „Geheimniss", das er den in profanen

Wissenschaften ^*') ungeübten Glaubensgenossen in christlichen Ländern nicht

-^— i
dächtig. Der hebräische Cebersetzer des Commentars zu Jezira (I, 1) von Saadja

(HS. Münch. 221 f. 57, HS. 92 f. 80, wo von den zehn Kategorien die Rede ist) ge-

braucht allerdings 'nü "'arn (das arab. Textwort wäre in Oxford zu ermitteln);

aber das Zeitalter jenes Uebersetzers ist zweifelhaft und dieser Ausdruck vielleicht

als Criterium zu verwerthen. Bei Abraham bar Chijja, Anf. Hegjon und Hebr.

Bibl. VII, 94, ist es noch mit den biblischen Synonymen verbunden. Eine spätere

Verquickung bietet Pseudo-Abraham ben David zu Jezira f. 15 b: rr^UJir nin^löt,

bei den 'npri^an ^d'dh. — Eigenthümlich ist auch der Gebrauch des Wortes n^bin

(generatio, Einzahl richtiger in HS. zu Ende der Abhandlung über die Zahlwörter),

auch plw., wie es in der Bibel vorkommt. Es bedeutet zunächst die Natur im

Sinne von natürlicher Beschaffenheit (s. die klassischen Stellen zu Exod. 23, 19, 26;

31,6, Einleitung bei Friedländer, Anh. S. 2, Z. 3, Lev. 1, 1 (das Geheimniss, auch

substituirt bei Joseph ben Elieser zu Exod. 23, 20 für Anderes bei Abr. zu Daniel 10, 21)

;

auch die vier Elemente als Grund der Qualitäten (Buch vom Einen S. 55, 63); dann

in Verbindung mit nn^n und "^n^n die Naturwissenschaft und die Naturkundigen,

s. Exod. 18, 13, (bei Bacher Einl. S. 17), 31, 3 (unten A. 96), Esther 8, 10 "^b^a

nTS^n, wie auch wohl Exod. 25, 40 (bei Dukes, Philos. 53) zu ergänzen ist; vgl.

zu Exod. 23, 20 kürz. Rec, Arithmetik Ende Kap. 5, Jesod Mora S. 8, bei Creize-

nach S. 20 „Phänomenlehre", wofür Jost (Vorr. zu Lippmann's ed. Sefat Jeter S. 13)

Schi uss- Lehre setzen möchte!* Ibn Esra kennt das Wort als logischen Terminus

noch nicht, vgl. ni^x^n 'n Koh. 7, 3. Josef b. Elieser zu Lev. 1, 1 (Anm. 12J

vgl. zu Exod. 23, 25) erklärt es durch das jüngere, dem arabischen nachgebildete

5>ni:. Abr. b. Chijja (Hebr. Bibl. VII, 94) nennt die Naturkunde öi-ilüin n^a^n,

Wissenschaft der Geschöpfe. — n^iblTsn '^723n zu Exod 2, 2 scheint Nativität zu

bedeuten. Dem Astrologen dürften beide Begriffe verwandt gewesen sein und

daher die Wahl des ersteren Ausdrucks.

95) S. die Nachweisung bei den ,,lauteren Brüdern", Avicenna, Abraham bai

Chijja, in Hebr. Bibliogr. VII, 87 A. 8 und XIII, 10. Der Schüler des Maimonides

Josef ibn Aknin, empfiehlt Nicomachus (bei Güdemann, das jüd. Unterrichts-

wesen etc. Wien 1873, S. 85; vgl. auch Comtino in Verz. der hebr. Handschr

der k. Bibliothek in Berlin S. 26 n. 49). „In alio libro arithmetice"' bei Kho
warezmi, Algorithm. S. 2 (vgl. oben Anm, 94) dürfte ebenfalls Nicomachus sein

Ueber das Studium desselben in Spanien s. meinen Artikel: Der Kalender voi

Cordova, in Literaturzeit, der Zeitschr. für Mathem. XIX, 6; vgl. Jew. Lit. p. 378

96) Vgl. Einleit. zum Pentat. oben Anm. 91 und zu Daniel 10, 21 mit Hin

Weisung auf niD^iS^üü TiD Geheimniss der Constellation und ni^lbnü 110 Geh

der Träume; vgl. "Jl^nünn 110 Geh. des Rechnens, oder der Rechnung, zu Num. 19, 12
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ohne Gefahr verrathen mochte, so dass erst gegen Anfang des 14. Jahrh.,

lU die herrschende Philosophie des Maimonides der Orthodoxie und Kabbala

tn Opfer gefallen war, in der Provence, Nordspanien, Italien und selbst

nach Griechenland und der Bulgarei hin, jene Geheimnisse von Super-

iimentatoren ^') grossentheils aus den anderweitigen Schriften verrathen

wurden und die astrologische Bibeldeutung überhaupt zur Geltung kam^^).

Wie weit jedoch Abraham selbst, trotz aller Zurückhaltimg, in seinen

' iisserungen ging, dafür mag das eine Beispiel genügen, dass er das

ikel des Hohenpriesters, die „Urim tce-Tummim'' ^ für ein Astrolab

.«r etwas ähnliches erklärte !^^^) In der hier angedeuteten Grundan-

hauung und halblauten Darstellung ist Abraham, bei manchen Wider-

Brüchen in Einzelheiten, consequent geblieben; er citirt seine (um 1546

bis 1548 verfassten) astrologischen Schriften auch in jügeren Commentaren

nirgends direct, auch nicht in den Excursen zum Exodus, dessen grössere

Recension vielleicht nicht ganz aus seiner Hand geflossen ^^), und verweist

in jenen nirgends auf diese; sie sind für verschiedene Leserkreise bestimmt.

Einige kleinere Schriften stehen zwischen beiden, sowohl an Inhalt wie an

wonach 3 = 7 (auch in der Astrologie), b:b:in -"o Geh. der Sphäre, d. h. des

Globus, der Kugelgestalt der Erde, s. Comm. zu Daniel (ed. Mathews S. 12\ t^D

inxii Geh. des Einen (B. des Einen S, 57'i; Geh. des Himmelswagens (nis^a,

Gottestbrones, Jesod Mora Kap. 10 S. 41 Z. 7), des Engels Metatron (daselbst Ende,

identisch mit dem „activen Intellect", s. zu Exod. 33, 21, Hebr. Bibliogr. XIY. 35»

N. Brüll, Jahrbücher III, 1877 S. 175); Geh. der Himmelskunst i=-2rn rrxb-s

zu Exod. 32, 1 der kürzeren Recension, = Astrologie, nach Josef b. Elieser); die

Weisheit Bezalel's (Exod. 31, 3) bestand in Kenntniss von ,,Rechnung, Maassen,

Verhältnissen, Himmelskunst, Naturwissenschaft und Geheimniss der Seele: V"-"-
iTiTL'sn -noi mbinn r-cDn- =^^c nr5<3-:- z-r~r- r-j-2- (vgl. die Parallele bei

Abr. bar Chijja, Hebr. Bibliogr. VII, 94). Längst war n^nm Tiö Geh. der Inter-

calation technisch geworden. — Man sieht, dass hier Geheimniss so viel als gründ-

liche Kenntniss, wissenschaftliche Erfassung bedeute, daher das Wortspiel mit ^'^ö"'

Grundlage, s. unten Anm. 152. Vgl. auch Friedländer, Ess. S. 128. Zur Sache

8. unten § 12 Excurs 3 zu Exod. 23, 26. Bei Menachem ben Saruk (X. Jahrh.\

Wörterb. S. 5, scheint "non "^^^n „Weise des Geheimnisses", sich auf das Buch

Jezira zu beziehen; vgl. Hebr. Bibliogr. XIX, 89 A. 1.

97) S. meinen Artikel : „Supercommentare zu ihn Esra's Pentateuchcomtnentar",

in A. Berliner's Pletath Soferim, Breslau 1872, S. 42—45, 51— 54; Magazin f. d.

W. d. Jud. HI, 41, 94, 140, 190, IV, 145; Neubauer im Letterbode (Amst. 1876/7)

II, 84—90; Friedländer, Ess. 215 ff. und dazu Hebr. Bibliogr. XVII, 117.

98) Vgl. Zunz, Gesammelte Schriften III, Berlin 1876 (verf. 1840\ S. 93, 94.

98b) Magazin, etc. III, 100.

99) Diese streitige Frage kann hier nicht einmal auseinandergesetzt werden;

Friedländer, Ess. S. 152, hält dieses Buch für ein eigenes Werk; vgl. oben S. 62.
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Methode ^^^). Die stofflichen Beziehungen sind aber derart, dass eine

systematische Bibliographie sehr erschwert wird. Am zweckmässigsten

scheint es, die die Mathematik berührenden Bestandtheile anderweitiger

Schriften mit den dazu gehörenden Commentaren zuerst zu erledigen, und

zwar nur inhaltlich, denn eine Aufzählung der Ausgaben würde einen

unverhältnissmässigen Raum einnehmen. Wer sich näher interessirt, findetj

alle bekannt^ Drucke bis ungefähr 1730 in meinem Catal. Bodl. S.j

680— 89, die jüngeren in Zedner's Catcdogue of the Hehreiv hooks in tJie library

of the British Museum, London 1867 p. 21— 23, und in Benjacob's The-

saurus lihnor. (1880) unter den Schlagwörtern.

-' § 11.

A. Stellen in den exegetischen und theologischen Schriften, in welchen

ihn Esra auf mathematische und kosmographisch - astrologische Theorien

hinzudeuten Gelegenheit hat, sollen hier nicht vollständig gesammelt, sondern

nur einige zum Theil excursartige hervorgehoben werden ^^^), welche

mitunter als gesonderte Stücke in Handschriften vorkommen, den Super-

commentatoren Vemnlassung gaben zu Heranziehung der Parellelen und zu

selbstständigen oder von Mathematikern erbetenen Ausführungen ^^^).

1. p^nan steht hier der lange Excurs zu Exod. 3, 15. Das

Tfjetragrammaton HIJT^, und ebenso H^?1fc5, ist nach ihn Esra ein nomen

proprium, welches sich durch viererlei von anderen Substantiven unterscheidet.

Nun beginnt die mathematische Stelle, welche ich der Bequemlichkeit

, halber in zwei Abschnitte zerlege. Das Ganze, oder einzelne Stücke, mit Citaten

einer anderenßecension, deren Ursprung noch unbekannt, da die kürzer»

edirte zur Stelle nichts derart bietet, ist seit Anfang des 14. Jahrh. er

läutert von verscMfedenen Autoren, deren Verhältniss,
^
trotz mehrfacher

Behandlung in neuester Zeit, noch immer nicht klar gestellt ist, so dass

_
,

iOQk Ber tendenziöse Verurtheiler Luzzatto geht über eine solche Unter-

scheidimg hinweg ;^.«der Vertheidiger (Friedländer, Ess. p. 105) sieht in ibn Esra's

Schiiiteri'C j^textboöks for the Jectures or the viva voce Instruction he gave to Ms
f^upiW'i sie sinci wohl eher das niedergeschriebene Resultat mündlicher Bibel-

unterweisung. — Eine Charakteristik der Schriften Abrabam's gibt Del Medigo,
deutsch- bei Geigei;^ Melo Chofnajim, Breslau 1840, S. 25, 26. Die angeführte

4Empfehlung des M.ai.'inonides ist kritisch verdächtig, s. Magazin etc. lü, 149;

Hebr. Bibliogr. Xl^f 32.

101) Ein Verzeichniss von Digressionen jeder Art gibt Friedländer, Ess. 108 ff.,

worunter einige über die Kalender frage.
1^2^Eine anonyme Erklärung aller Stellen zum Pentateuch, welche auf

astronomische odej^ astrologische Geheimnisse hinweisen, bis Levit. Kap. 24, in der

Bodleiana und im Vatic!^^ Geiger's jüd. Zeitschr. VI, 128.
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auch die nachfolgende üebersicht Einiges als zweifelhaft hinstellen muss.

Begreiflicher Weise müssen auch selbstständige Erläuterungen desselben

Textes in wesentlichen Punkten übereinstimmen.

1) Die Grundlage, wenigstens älsteste Quelle, scheint Isak Israeli

b. Josef, welcher in Toledo 1310 ein berühmtes astronomisches Werk

Jesod Olam mit einleitenden mathematischen Abschnitten, nach 1320 im

hohen Alter eine Ergänzung dazu verfasste und noch 1329 lebte. Ob

jene Erklärung einem grösseren Werke entnommen sei, ist unbekannt, un-

berechtigt die Hypothese, dass ihm ein anonymer Supercommentar zu ihn

Esra gehöre, von welchem die Rede sein wird. Eine Erklärung ist unter

Israeli's Namen aufgenommen von Samuel Zarza (sprich: 9^^9^)i ^^^

1368/9 in Valencia schrieb (f. 31 ed. Mantua), jedoch, wie es scheint, mit

Einschaltimgen des bereits verstorbenen Joseph Schalom, der wohl ein

jüngerer Zeitgenosse Israelis war^^^).

2) Eine anonyme Erklärung über Abschn. a. (die ich mit An. be-

zeichnen werde), abgedruckt im Anhang von Friedländer's Essays S. 73— 78,

kommt separat vor in HS. München 256^, Cambridge 46, Berlin 244

Oct.^^"*), findet sich auch im Supercommentar, welcher in einer Bodleian.

HS. dem jüngeren Salomo ibn Ja'isch aus Guadalaxara beigelegt

wird^'^''), und in einer anonymen Compilation ^^^).

3) EinExcerpt aus der Erklärung eines ungenannten sehr gelehrten „Geo-

meters", bei Esra Gatigno (1372 in Agremonte) ^*^^) ist der Motot's ähnlich.

103) Er ißt ohne Zweifel der Polemiker gegen den getauften Alfons de

Burgos, welchen de Rossi (zu Cod. 335, Wörterb. , deutsche Uebers. S. 153) und

Grätz (Gesch. VII, 612, vgl. Berliner, Plethat Soferim S. 52) für sonst unbekannt

halteD. — Ob der, f. 31 Col. 3 erwähnte Lehrer (b"t "^-lü •'ni<, vgl. Geigers j.

Zeitschr. VI, 129) Israeli sei, ist schwer zu ermitteln; f. 32 Col. 1 wird auf das

Buch Jesod Olam „an seiner Stelle" [diese Worte fehlen bei Motot] hingewiesen;

ein genaues Citat hat schon ibn Jaisch (s. unten). — Abschn. h. enthält anonym

HS. Luzzatto 114», jetzt Berlin 244 Oct. (Verz. S. 56).

104) Magazin etc. III, 99, 141. Hebr. Bibliogr. XVII, 118.

105) Nach Friedländer, Ess. Vorr. S. V, ist diese Erklärung bei Jaisch ge-

kürzt? — Der im Text genannte Commentar scheint jedenfalls überarbeitet; es

kommen hier in Betracht die HSS. Bodl. (üri 106), Vat. 54 ^ Medic. Plut. II

Cod. 49, München 61^, Cambridge 47, 48, Carmoly (wo jetzt?); s. Magazin etc.

III, 141 gegen Schiller, welcher den ibn Jaisch als Hauptquelle ansieht; dafür ist

er zu jung.

106) Cod. Ascher 17, wonach Geigers j. Zeitschr. VI, 129 Anm. 1 zu modifi-

ciren. Die Stelle An. S. 74 scheint dort gekürzt, nach meinen Excerpten zu

Bchliessen.

107) Geiger's jüd. Zeitschr. VI, 128 (vgl. Hebr. Bibliogr. XIX, 94). Esra's

Comm. ist^ unedirt. Er war aus Saragossa und schrieb 1356 Cod. Paris 1008

(Averroes arabisch, vgl. Hebr. Bibliogr. XIII, 5 unten).
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4) Samuel Motot (um 1370 in Guadalaxara)
,

gibt eine eigene Er-

klärung ("lÖDttÜ tJII'^lD) in seinem Supercommentar (ed. Ven. 1554 f. 17

Col. 4 bis f. 20), aber in der geometrischen Partie scheint er Josef

Schalom zu benutzen ^^^).

5) Schemtob ibn Major aus Briviesca (1384?) gibt die Er-

klärung seines verstorbenen Lehrers Baruch^*^^).

6) Zu Abschn. h. enthält die Bodl. HS. Uri 106 eine Erklärung des

altern Salomo ibn Ja'isch (gest. in Sevilla 1345), v^ahrscheinlich aus

dem arabischen Supercommentar desselben excerpirt und übersetzt ^^^).

7) Ueber denselben Abschnitt findet sich ein Briefwechsel zwischen

einem Rabbaniten und einem Karaiten in der Bodl. (Uri 106) und im

Vatican 361^^^)

§ 12.

Kehren wir nun zum Texte ibn Esras zurück.

a) (arithmetisch) beginnt wörtlich: „Wisse, dass das Eins Ge-

heimniss und Element ('TlD, ^10*^) aller Zahl ist, 2 Anfang der Paarzahlen,

3 der ungeraden; es sind danach die Zahlen 9 in einer Weise, aber 10 in

anderer Weise. Schreibst du 9 in einem Kreise und multiplicirst (blSDin)

das Ende [9] mit jeder Zahl, so findest du die Einheiten links, die ähn-

lichen Zehner rechts bis 5, wo sich das Verhältniss umkehrt ^^^). Anderer-

108) Von Fol. 19 Col. 3 („Ziehen wir einen Kreis") bis Col. 4 Z. 15 v. n. ist

als niai^n IüI^t^B (Erklärung der Figuren) dem Buche vom Namen angefügt von

Elieser Norzi, und sonst anonym, daher nicht erkannt vom Biscioni (PI. II,

Cod. 42^) p. 308, im Pariser Catalog No. 1092®, Cod. Parma (Stern 21), s. Hebr.

Bibliogr. VIII, 29, nachträglich von Luzzatto zu 114^ (jetzt Berlin, s. Verz. S. 57).

Ueber eine unedirte abweichende Recension Motot' s, jetzt in Cambridge

No. 49, s. Hebr. Bibliogr. XV, 16; Schiller- Szinessi, Catal. S. 136, 248. Den ge-

druckten Auszug (Amst. 1722) berücksichtige ich nicht.

109) Handschr. Cambridge 52, Catalog S. 148 und 155.

110) Magazin etc. III, 141; Hebr. Bibliogr. XIX, 93.

111) Geiger's jüd. Zeitschr. VI, 128; Hebr. Bibliogr. XVII, 119.

112) Der Kreis (vgl. oben S. 84 Anm. 91)

wird schon von Israeli und dem An. gegeben und

erklärt: 9 x 9 = 81, 9 X 8 = 72, 9 X 7 = 63,

9 X 6 = 54, dann 9 X 5 = 45 u. s. w.; aber in der

Ausg. von Zarza sind die gleichen Zahlen irrig zu-

sammengestellt, es muss so verbessert werden, wie

zu Anfang der Arithmetik in Cod. Luzatto 114:
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seits sind es zehn Zahlen ^^'^), nach der Ansicht der Arithmetiker ("'ttDn

ISOtin), da jede Einheit ein Theil der entsprechenden Decade ist, oder ent-

steht aus Miütiplication , oder Addition, oder beiden zugleich ^^^). Die 10

Scfirot (Zahlen) entsprechen der Anzahl der Finger, 5 gegen 5, ebenso 9

Sphären, welche erhabene selbstständige Körper; die 10., welche „heilig" ist,

wird so genannt, weil ihre Kraft sich über den ganzen Thron der Herr-

lichkeit (mSDn i^CD) erstreckt" u. s. w. — Ich verfolge hier nicht die

kosmologische Anwendung und gebe im Folgenden den Inhalt in Kürze mit

Benutzung der Commentare. — Die Buchstaben "^in^, also 1, 5, 6, 10,

wovon 5, 6 die mittleren, haben das Eigenthümliche , dass ihre Quadrate

sie selbst enthalten (1^=1, 5" = 25, 6'^ = 36, 10^ = 100, d. h. 10

Zehner, ebenso 11X11 = 121, 15 X 15 = 225).^^^) Die Einheit hat

nur Ein Ende, die andern Zahlen haben zwei^^^). 5 ist = 1^
-f- 2^, d. i.

die „gleiche Rechnung" (niicn "jlSIDh) der Quadrate, denn 5" -|- 2 X 5

(=10)^ ist == 5^ (125)^^^); bei allen Zahlen vor 5 ist das Verhältniss des

Cubus zur Summe des Quadrats und des Quadrats der doppelten wie das der

betreffenden Zahl zu 5. [Z. B. 4^ (16) + 8^ (64) = 80 — 4^ (64) : 80

= 4:5]. Bei den Zahlen hinter 5 kehrt sich das Verhältniss um. Die Zahl 6

ißt „gleiche Rechnung" in ihren Theilen (d. h. Factoren). [% + 'Va ~l~ %
= 6.] ^^^) Solcher Zahlen giebts in jeder Reihe (iHDII^'a) nur Eine. Fenier

l2 _|_ 32 (nämlich der ersten ungeraden Zahl) = 10, d. i. 1 Zehner.

113) Der Text hat hier !T2 15* „ohne Etwas", wie es wohl ursprünglich im

Buch Jezira hiess, um die abstracte Zahl zu bezeichnen. An. S. 74 Zeile 3.

114) Israeli bezieht das noch auf die Einheiten, An. und Motot auf die

Zahlen nach 10.

115) Motot nennt »Jede dieser Zahlen" runde (kreisende b'sr) Rechnung, aber

ibn Esra nur die 5 (Buch vom Namen Kap. 3 und 6 f. 16; Jesod Mora Kap. 11

f. 45, 47; Zahlwörter unter 5 S. 158; zu Kohelet 7, 27, unten n. 6); hier nennt er

5 die „gleiche" d. h. unveränderliche.

116) Ibn Esra kennt (wie die Araber) keine negative Grösse, also steht

1 nicht zwischen 2 Zahlen; vgl. Pinsker zu B. des Einen S. 7.

117) An. S. 76 erkrärt bei Gelegenheit das hebr. npISTS für Cubus (arab.

v^x/, vgl. unten A. 190 S5p) von ip2> Ferse, weil diese rund sei; ein allseitig

rundes sei eine Kugel mit gleichen Dimensionen! Es scheint vielmehr: das „Ent-

sprechende", die Folge, indem jede Dimension den anderen entspricht. Ibn Esra

gebraucht für Quadratwurzel niD" (Pinsker zu B. d. Einen S. 2).

118) An. S. 77 hat anstatt Ys ^ getheilt durch 2x3, also durch das Product

beider Nenner. Er führt weiter aus, dass in der Reihe von 10 bis 100 nur 28 eine

„gleiche Zahl" gebe, dann -~ A f-
— + ^ 1

= 28; auch hier2'4'7'7x2'7X2x2
drückt er sich aus „halbes Siebentel und dessen Hälfte", vielleicht weil das

Hebräische keinen Ausdruck für zweistellige Nenner hat. Hierauf gibt er eine
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b) (geometrisch). Ziehe die Diagonale, deren Länge 10 [irgend

eines Maasses] in einem Kreise, füge Sehnen an den Drittheilen, so ruht

darauf ein Dreieck, dessen drei gleiche Seiten so lang sind als die Diagonale

und als das (durch Verbindung beider Sehnen gebildete) Viereck ^^^). Vor

dieser Zahl wird sich das Dreieck zur Peripherie verhalten, wie zu 10,

hinter derselben umgekehrt. — Hierauf führt die Ziffernsumme 22 der 4

Buchstaben ^^t*\^ auf die Klassificirung der 22 hebr. Buchstaben. Man

könnte dies als: c) philologische Begründung des Gottesnamens, das
j

Ganze aber als Erläuterung des ersten nnd grundlegenden Satzes im Buch
'

Jezira betrachten, wonach Gott die Welt durch Zahlen und Buchstaben

erschuf. Zuletzt ist noch von den 120 Planeten - Conjunctionen die Rede,

s. unten zum 5. Excurs.

2. Zu Exodus 23, 21: Gott war in der „Mitte" wie das Centrum.

Die Maasskundigen (tllTDJl ^^ÜDn Geometer) haben bewiesen, dass der Mond

sein Licht von der Sonne erhalte u. s. w. — Der Commentar Motot's ist

anonym in Cod. München 285^ und nicht erkannt in Catalog Paris 825*'.

3. Zu Exod. 23, 26^^^). Ibn Esra bemerkt, dass es grosse Gesetz-

gelehrte gebe, welche sich mit der Wissenschaft der Naturerscheinungen^^^)

nicht beschäftigt haben, denen er also zur Texterklärung Einiges aus den

Wissenschaften erwähnen müsse. Zuerst kommen Bemerkungen, die man

psychologische und physiologische (Temperamente und daraus folgende

Krankheiten) nennen kann; er bezeichnet sie zuletzt als „Medizin''^^^);

allgemeine Regel, die einzige solche Zahl in jeder Reihe aus einer Art „Prim-
zahl" zu finden, und damit endet seine Erklärung. Motot gibt noch 496 unter

den Hunderten an, erklärt auch den Unterschied von vollkommener, über-

schüssiger und mangelhafter Zahl (in Bezug auf Summe der Factoren) und

verweist auf Euclid Ende B. IV. Die griechische Benennung ist vnsQtsXELgy

«HtTTfis, tslsLOL-, die hebräischen Ausdrücke dafür bei Abraham bar Chijja

s. Hebr. Bibliogr. VII, 88; vgl. Lippmann zum B. des Namens S. 32. Den Aus-

druck übw "jin^un (perfect) hat ibn Esra, Zahlwörter S. 161. Vgl. Josef ibn

Aknin bei Güdemann, das jüd. Unterrichtswesen, S. 84; als Quelle habe ich in

Hebr. Bibliogr. XIV, 16 die Encyklopädie des al-Farabi nachgewiesen, wo sich

die „befreundeten" Zahlen anschliessen ; über letztere s. meine Nachweisungen

H. B. XIV, 38.

119) Die Figur bei Josef Schalom (der bemerkt, dass

die Differenz von n nach Ptolemaus und den indischen
Weisen hier nichts verschlage) ist folgende:

120) Vgl. Friedländer, JSss. 116.

121) S. oben S. 86 A. 96.

122) S. oben §. 7, 2 S. 72.
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nach der Combination von Stärke und Schwäche in den drei Hauptkräften

zählt er 27 Arten von Menschen (s. unten S. 100 Anm. 154). Dann

kommt er auf die Sternkunde (t^lbT^an r'QDn, hier Astrologie), d, h. die

Anordnung der Planeten (D'^riTO'Qn rD1271Q, d. h. Constellation) zur Zeit

der Geburt, welche ebenfalls massgebend ist und mit dem Schriftwort

nicht in Widerspruch stehe, wie zu 33, lt> [gemeint ist 33, 21] erörtert

werden soll.

4. Zu Exod. 32, 1 vom goldenen Kalb^^^), welches kein Götze war.

Die Sternkundigen behaupten, dass die grosse Conjunction der beiden

obersten [Planeten] im Sternbilde des Stieres stattfand; das ist falsch,

denn sie fand nur im Wassermann statt, und nach der Astrologie ist [der

Stier] das Sternbild Israels. „Viele haben dieses Geheimniss erprobt, Ge-

sclecht nach Geschlecht, auch ich sah es so^^*); sie setzten es (das Kalb)

also in die Mitte des Himmels,"

5. Zu Exod. 33, 21 über den Gottesnamen. Die Summen der vier

Buchstaben nirT^ ergeben 72^^^), 1^'^ -\- o^ = 2ß, auch die Conjunctionen

der 5 Planeten [26 nach Motot, 21 nach Zarza = JT^Hi^]. Die Namen

der ersten 2 Buchstaben i<"n 1"V zählen 26. Die Quadrate der Paar-

zahlen [2^ = 4 + 4^ = 16 + 6^ = 36 + 8^ = 64, Summe 120] er-

geben die Summe aller Zahlen bis zum halben Namen [1 -f" ^ ~(" 3 u. s. w.

bis 15 = 120]. Das Product beider Hälften [15 X 11 = 165] ist gleich

den Quadraten der ungeraden Zahlen [1^ + 32
_f_

52
_f_

72 ^ 92 ^ ;^ß5j^

Das Quadrat des 1. Buchst., vom Quadrat der 2 folgenden abgezogen, gibt

den Cubus des zweiten [15^ = 225 tnimis 10^ = 100 gibt 125 = 5^].

Das Quadrat von zweien subtrahirt vom Quadrat dreier, ergiebt den Cubus

des dritten. [21^ — 15^ = 6^] Das Nachfolgende interessirt uns hier

nicht. Jedoch bezieht sich darauf, wie auf einige andere Stellen Abrahams,

betreffend die Siebenzahl, die auch in den hebräischen Festtagen erscheint,

123) Fehlt bei Friedländer, Ess. 117.

124) Die Stelle ist corrumpirt bei Motot f. 26 Col. 2, der sich auf ein altes

Buch von Ptolemäus beruft, wohl Tetrabiblon oder Centiloquium. Auf seine

eigene Erfahrung in der Astrologie beruft sich Abr. auch sonst, z. B. zu Exod. 2, 2

:

„Fünfmal habe ich erprobt, dass der Ort des Sternbildes des Mondes und dessen

Aufsteigen (oder Grad) zur Zeit der Conception (des Kindes) der Grad des auf-

steigenden Sternbilds zur Zeit der Geburt" etc.

k 125) 10 4- 15 -[- 21 -f 26 = 72 ; Zarza und Motot, letzterer citirt Jesod Mora;
8. unten § 13, 7, ha-Sehern Ka.^. 5. Den Comm. in Cod. üri 106'^ (in Geiger's j. Ztschr.

VI, 128 ist 5<2n Druckf. für X'LTi) habe ich nicht vergleichen können. Ueber den

Gottesnamen von 72 (Buchstaben) s. Zeitschr. d. Deutsch. Mg. Gesellsch. IV, 160,

vgl. Hebr. Bibliogr. XIV, 6 u. 35 Anm. 7. Friedländer Ess. 117 giebt den Inhalt

dieses Excurses sehr kurz und ungenau.
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eine Abhandlung des Mathematikers Prophiat Duran (vor 1391?)^^^), welche

nach Cod. de Rossi 835 abgedruckt ist hinter der Grammatik ed. Wien

1865 S. 181 — 84^^'). Der Verfasser citirt Plato's Timaeus — welcher

unter den Schriften Plato's am meisten bei Arabern und Juden gekannt

war — die „Elemente" (Euclid's), verschiedene Schriften der Araber ^^^).

Nachdem er auch das Buch Jezira erwähnt, bemerkt er, dass Aristoteles^

Physik III, und Metaphysik VII, von Vorgängern spreche, welche die

Zahlen als Prinzipien der Wesen ansahen (vgl. oben § 9). Er

bemerkt ferner (S. 183): „In Bezug auf ihn Esra's Deutung der Midra-

schim (alten Auslegungen) haben wir nicht leitende Grundsätze, wie wir

sie wohl besitzen in Bezug auf die meisten seiner Geheimnisse und An-

deutungen" ^^^) , womit ohne Zweifel die Zahlsymbolik und Astrologie ge-

meint ist, über welche man aus seinen betreffenden Schriften die Grund-

sätze ziehen konnte.

Kehren wir zum Schluss des 5. Excurses zurück, worin die Siebenzahl

vorkommt.

Es gebe bekanntlich 120 Conjunctionen der 7 Planeten ^^^), die grosse

(grösste) sei eine, die 2. und 5. Art (Combination von 2 und 5) zähle 21,

die 3. und 4. zähle 35, die 6. zähle 7; 21 und 35 seien Producte von

7. — Motot giebt die Combinationen im Einzelnen an (welche natürlich

Producte von 7 sein müssen, da 7 Planeten in Betracht kommen). Auch

die Perioden von 20 und 240 Jahren (welche schon alte Astrologen kennen),

werden erwähnt.

6, Zu Kohelet 7, 27 heisst es: „Wenn man 1 mit 1 verbindet (addirt)

entsteht das Haupt [Anfang] der Zahl [2], verbindet man 2 mit dem Haupt,

wird es wie ein Ende |3], verbindet man 1 mit dem Ende, wird es [4

quadrirt (IIj^D s. S. 110), dazu 1 [5], wird es rund (vgl. oben Anm. 115), dazu

1 [6] ist geradegemacht (lül^'ü), das Geradegemachte vollkommen, das

Vollkommene ein Körper." Auch diese symbolisirende Bezeichnung der

126) Vgl. S. Gronemann, De Profiatii Durani (Ejphodaei) vita ac studiis

etc. JDiss inaug. Vratislav. 1869, p. 18: De Frof. Durani studiis ad res calen-

dai'ias spectantibus^ nach einem Werke, wovon nur Vorrede und Kap. 27 gedruckt

sind. Zu S. 23 über Hermes s. Wolf, Bibl. Hebr. II, 1442 u. 738. — Vgl. auch

oben S. 84 A. 93 b.

127) In der deutschen Einleitung S. 47 ist irrthümlich Cod. 800 angegeben.

128) S. darüber Hebr. Bibliogr. X, 109.

129) Gronemann, 1. c. p. 119, hat nicht genau gelesen und verdreht Duran's

Bemerkung.

130) S. unten § 13 zum B. vom Namen Kap. 5. Abr. erwähnt sie auch zu

Exod. 3, 15 und Daniel 10, 21, im astrolog. de mundo; andere Nachweisungen s.

Hebr. Bibliogr. XVI, 131.
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Zahlen 1 bis 6 hat einen Erklärer gefunden, Namens Immanuel, den ich

für Immanuel ben Jakob halte, den bekannten Verfasser der Kalender-

Tabellen („Sechsflügel," oder Adlersflügel, verf. in Tarascon 1365).^^^)

§ 13.

Ausser den Bibelcommentaren gehören noch zur obigen Rubrik A. zwei

Schriften, die ich mit fortlaufender Zifler bezeichne.

7. aiDn ISO (ha-Schcm) Buch vom Namen, d. h. Gottesnamen, in 8

Kapiteln, verfasst in Beziers und gewidmet, nach einigen HSS., dem „Abraham

ben Chajjim und Isak ben Jehuda"^^^), ist herausgegeben mit deutschem

Vorwort, enthaltend eine Inhaltsübersicht, von Lippmann, Fürth 1834,

nebst einer Erklärung des 6. Kapitels von Alexander Behr in München.

Einen unedirten Commentar von Salomo ben Elia Scharbit-ha-Sahab

(Chrysococca?)^ verfasst 1386 in Ephesus, enthält Cod. de Rossi 314^^^).

Ein anderer von dem Kandioten Sabbatai ben Malkiel Kohen (1447

bis 1493?) HS. in Petersburg Firkowitz 536 und (Copie?) früher HS.

Pinsker 11, jetzt im „Bet ha-Midrasch" in Wien^^). Auch der Gegner

des letzteren, Mordechai Comtino (um 1460 in Constantinopel und Adria-

nopel), als Lehrer der Mathematik nicht bloss unter den Juden bekannt ^^*^),

commentirte das Büchlein. Ein anonymer Commentar findet sich in HS.

München 36^ unmittelbar vor Mischnat ha-Middot. Der Commentar des

J. S. del Medigo scheint noch nicht aufgefunden.

Das Schriftchen ist eine weitere Ausführung der Excurse zu Exod.

3, 15 und 33, 21 (oben 1 u. 5); auch hier behandelt Kap. 2 die Kenn-

131) Handschr. sind nachgewiesen im Magazin etc. III, 142. Ueber Immanuers in

Sitomir 1872 gedrucktes und von Slonimski corrigirtes, schon 1406 lateinisch über-

setztes Werk und den griechischen Commentar von Ge. Chrysococca s. die Citate

in Hebr. Bibliogr. XV, 26, 39. Vgl. auch mein Intorno a Joh. de Lineriis etc.

p. 9 des Sonderabdrucks (Roma 1879).

132) Nach einer handschr. Notiz B. Goldberg's hätte die HS. Orat. 180: Abraham
„ben Samuel"; der Pariser Catalog gibt unter 1085^ nichts Näheres an. Graetz
(Gesch. VI, 446) combinirt zwei gleichnamige Gelehrte, welche aber dem XIII. Jahrb.

anzugehören scheinen; vgl. Geiger bei Schorr, he-Chaluz II, 31; Zunz Litgesch. 481,

Eist lit. de Ja France XXVII, 620. Ueber Isak s. oben Anm. 5.

133) Ueber den Verfasser s. Hebr. Bibliogr. VIII, 28, XIX, 63.

134) Ueber den Verfasser s. Hebr. Bibliogr. XIX, 63. Den Titel n'^'nan "pnx

geben ältere Quellen an. Stellen daraus über Mischnat ha-Middot bespricht

Geiger wiss. Zeitschr. V, 417, VI, 26; vgl. auch Keretn CJiemed VIII, 6; Schorr,

he-Chaluz V, 45. — Was die Erklärung von Rechnungen des Gottesnamens in HS.

Almanzi 238^ (jetzt im Brit. Mus.) enthalte, und zu welchem Text Abraham's sie

gehöre, ist noch unbekannt.

134b) Hebr. Bibliogr. XVII, 135; einen Artikel über ihn bringt die H. B. 1880.
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zeichen des noni. propr. ; im 3. geht Abraham wieder von der Einheit und

Decade aus, mit Berufung auf das Buch Jezira (vergleiche die Inhaltsangabe

bei Lippmann S. 20 ff.). In Kap. 4 heisst es unt. And.: Der Körper hat

3 Dimensionen, also 6 Ecken, wie es im Buch Jezira heisst; so hat das

Tetragrammaton 3 Buchstaben; der 4. ist 1 = 6, und da 3 Buchstaben

6 Combinationen geben ^^^), 4 aber 24, so sind nur die 3 Buchstaben ver-

schiedene, der 4. = 2., so dass nur 12 Combinationen entstehen. 4 ist

auch Quadratzahl wie 1 — hier bezieht er sich auf das Buch vom Einen

(unten § 14) — 3 ist aber die Grundlage der Rechnung, da sie die erste

Zahl ist, deren "Quadrat grösser als die Summe [3 X 3 > 3 -|~ 3], während

1X1 <1 + 1, 2x2 = 2 + 2.

Kap. 5. Die Summe der Primzahlen = 18, verhält sich zu der zu-

sammengesetzten, = 27, wie 2 zu 3, welche Anfang der Zahl ist (je nach

dem Bedürfniss ist 2 oder 3 Anfang der Zahl!), ebenso der erste Buch-

stabe (10) zum 1. und 2. (15); [Nennen wir die 4 Buchstaben a h c d, so

gibt a + a + h + a+h + c + a + h+c + d 12y^^). Femer 15

multiplicirt mit seiner Hälfte und Yg
— nach Art aller Progressionen (?)^^^)

— also 15 X 8 gibt 120, dessen Theile [d. h. Factoren summirt] das

Doppelte ergeben, wie keine andere Zahl. Nun folgen Sätze, die wir

schon aus Excurs 5 kennen, jedoch für den dortigen letzten Satz (wie

unten Nr. 8) heisst es hier: 15^ (225) -[- 21^ (441), abgezogen von 26^

(676) gibt 10 (den 1. Buchst.) zum Rest. 10 X 5^^^) = 50 X mit 6 X,
30, giebt 1500, ähnlich 15 (d. h. 15 Hunderte). Ferner 15 X 26 (= 390)

hat den Zahlwerth des Wortes Himmel {ü^)2W = 390). 10 X 10 --j- 10 X-

5 + 10x6 + 10X5 (260) und dazu 5X5 + 5X6 + 5X5 (80)

gibt den Zahlwerth des Wortes „Namen" (ütO 340). Hier ist Abraham in

künstliche Spielerei verfallen, während früher die Stellung der Zahlen

1, 5, 6, 10 im Decadensystem in consequenter Weise ausgeführt ist.

Kap. 6 beginnt mit Anführung von drei Ansichten über den Werth

von TT. 1. nach Ptolemäus: S^q, 2: nach den Geometern (nnün '''QDn)

135) Hebr. ö'Tö „Häuser", so im B. Jezira.

136) In Bezug auf den Gottesnamen von 72 Buchstaben (woran Abraham

selbst vielleicht nicht glaubte) citirt er zu Exod. 14, 19 ein Buch hiiT^I"! Rasiel

(vgl. Zeitschr. für Mathem. XVI, 386, 396), in der km-zen Rec. zu 3, 13 heisst das

Buch D^t^n „Buch der Geheimnisse". Zarza zu 14, 19 fand bereits so verschiedene

Angaben dieses Gottesnamens, dass er lieber gar keine aufnahm.

137) d'^'innTü scheint hier diese Bedeutung zu haben (vgl. unten § 16, 2 K. 5

n&onnn "nairiTan). Lippmann scheint es geradezu für ni^iSn« Conjunctionen
zu nehmen, vgl. oben S. 93 A. 125.

138) "^l-isa für multipliciren , nD-i5a für Product.
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^V?/^^)' ^^^^ ^^^ Weisen Indiens 3, 8', 44", 12'" (nach Sexagesimal-

theilung). Das wahre Maass sei weniger als 3% und mehr als 3^77i-^*")

— Arjabhatta (bei Lassen, Ind. Alterth. II, 1138) hat
gÖRÖ^' ^^^^ ^^®^

Lassen IV, 851) :v.„^w^- Abraham's Zahl gibt nach Luzzatto 0^,,^.^. oder
' "^ 2o2000 oyo452

durch 12 reduciii; vw^^ , in Decimalen 3,1622777 ; die jetzt angenommene Zahl

ßOQOQ

bei Lassen wäre 3,14163. In der Arithmetik (§ 17) werden wir finden ^^^);

Immanuel ben Jakob (1365, s. Cod. Paris 1026''') hat
öiäoö'

^'on^tino (um

1460) hat 3^61. — Hierauf folgt das geometrische Beispiel vom Kreise,

dessen Diagonale 10 (vgl. oben § 12 S. 92), indem hier die Anwendung

nach den oben erwähnten Ansichten gemacht wird^^^). Dann kommt die

arithmetische Deduction mit dem Kreise, welche im 1. Excurs der geo-

metrischen vorangeht. Endlich kommt hier hinzu „der Weg des Ge-

wichts" (bpüü). Da 9 das Ende der Zahl ist, so ist sein Gewicht ihm

gleich und sein Product ('? ItlDl^ü) mit jeder Zahl ihm gleich ^^^). Daher

ist das Gewicht vou 8 nach der Probe von 9 eins, weil es um 1 absteht,

1' aber = 1 ist; das Gewicht für 7 ist 4, weil der Abstand 2, also 2'^^, für

4 und 5 also gleich^**).

139) Abweichende Angaben und den Namen des Archimedes in der Arith-

metik unten § 17 Anm. 218. — ^7? hat schon die Mischna der Middot.

140) Nach Luzzatto's Emendation, Kerem Chemed II, 77, vgl. IV, 112, wo auch

weitere Stellen rectificirt sind.

141) Vgl. Zeitschr. D. M. Gesellscb. Bd. 24 S. 345.

142) Abr. gebraucht hier den Ausdruck yn (Pfeil, arab. *.^^), ferner D'^'iaiü für

Flächeninhalt (später gewöhnlich niin;!):!, chaldäisch 5<rj<"^"inn*), das arab.

jAJwwXj, ebenfalls von j-ww^ brechen; auch 'n^2p s. unten Anm. 180, 217.

143) Hier kommen zwei eigenthümliche Ausdrücke vor, welche Lippmann nicht

erklärt, und die ich nicht zu belegen weiss: 1) bp^TTa ,, Gewicht" wird in der

Grammatik für Wortform gebraucht. Hier drückt es das Quadrat der Differenz

zwischen einer Zahl und dem Quadrat von 9 aus. — 2) ns'n^'a, welches sonst bei

Abraham die Zahlreihen (Einer, Zehner) bedeutet, heisst hier, wie Ende Kap. 4

(neben n"iana Summe) das Product (nicht „Multiplication" wie Lippmann f. 9 b

angibt). — Der Ausdruck für Probe, D'^;t!!<^, eigentlich Waage, erscheint auch

wiederholt in der Arithmetik, besonders im 7. Kap., wo die beste Probe als '^3ti<Ta

pi:r (Levit. 19, 36) bezeichnet wird, und im Kalenderwerk f. 4. Bei unserem

Abraham ist es die Probe durch 9, wie bei Leonardo Pisani „per pensam prohare'''^

(s. mein Intorno ad alcuni matematici etc. Lettera IV, Roma 1865, p. 52). Vgl.

das 12. Kapitel der Rechenkunst von Kuschjar b. Lebban (s. unten Anm. 191).

Das Bild der Waage ist besprochen in der deutschen Abtheilung des Jeschurun

her. von J. Kobak Jahrg. IX, 1879.

144) In Lippmann's angeblicher Erklärung finde ich keinen Sinn. Abr. meint,

Suppl. z. hittt.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 7
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Machen wir ein Quadrat von je 3 Ziffern, dessen Reihen gleich seien,

so kann es nur aus 9 Ziffern bestehen; die Reihensumme muss 15 sein

und 5 in der Mitte stehen.

Das Quadrat ist das bekannte magische,

6 7 2

1 5 9

8 3 4

oder beliebig

umgestellt

4 9 2

3 5 7

8 16
wie es z. B. Creizenach zu Jesod Mora (s. folg. Nr.)

S. 123 gibt. Liharzik^*^) holt das Quadrat aus letzterem Buche, bemerkt

aber dazu: „das hebräische Werk selbst ist im J. 1834 als eine ausführ-

liche Abhandlung über das Tetragrammaton unter den Titel „<Se/er ha- Sehern''''

erschienen (!). Der mathematische Theil bildet die Basis seiner Religions-

philosophie. Herr Dr. Jellinek, durch welchen ich auf dieses [welches?]

Werk aufmerksam gemacht wurde, ist im Besitz eines handschriftlichen

Commentars, welcher in gemeinschaftlicher Bearbeitung nächstens erscheinen

soll und verspricht noch weitere, sehr interessante Aufklärung über diesen

Gegenstand. Die Abhandlung ist in 12 Abschnitte getheilt u. s. w." Das

letztere bezieht sich auf Jesod Mora; Günther ^^^) citirt „ha-Schem," jeden-

falls nicht falsch, da es auch hier zu finden ist. Liharzik hat wahrschein-

lich Jellinek's Angaben missverstanden; das versprochene Werk ist bis

heute nicht erschienen. Das Quadrat erwähnt schon der berühmte ara-

bische Philosoph Gazzali (llll)^*') und es hat sich bei den Juden lange

erhalten. Am Ende des Algorithmus von Johannes Hispalensis ist es von

Boncompagni (S. 136) aus der HS. mit abgedruckt^ doch ohne Zusammen-

hang mit der Schrift selbst. Wilhelm Raimund Moncada (um 1480),

ein getaufter Jude, fand es als Amulet seines Vaters Nissim Abu'l-

Faradsch^^*); es findet sich in den Hamburger hebräischen HSS. 148 imd

248 meines Katalogs.

8^ = 64 hat die Ziffernsumme 10, also 1 mehr als 9. 7 X 7 = 49:9, Rest 4,

6 X 6 = 36 Rest 0, 5 x 5 = 25 Rest 7 und 4 x 4 = 16 ebenfalls Rest 7. Vgl.

Josef b. Elieser zu Schemot Bl. 44, Col. 4.

145) Franz Liharzik, das Quadrat die Grundlage aller Proportionalität in

der Natur etc. 4«. Wien 1865, S. 5.

146) S. Günther, Ziele und Resultate der neueren mathematisch-historischen

Forschung, Erlangen 1876, S. 122; durch ihn bin ich auf Liharzik gekommen.

147) Gazzali bei Schmölders, Essay sur les ecoles philos. chez les Arahes,

Paris 1842, p. 81. — Andere in Zeitschr. D. M. Ges. Bd. 31 S. 339.

148) Bei Bartolocci, Bibliotheca Rabb. IV, 255 und bei R. Starrabba, Gugliehno

Baimondo Moncada ehreo convertito siciliano, Palermo 1878, im Archivio storico



— 99 —

8. Im Sommer 1158^^^) verfasste Abraham zu London in vier Wochen

für einen Schüler ^-^^j ein Büchelchen in 12 Capiteln über die Gebote ^^^).

Der Titel lautet gewöhnlich i<"iTa ^0"^ Jesod Mora, vollständiger mit Hin-

zufügimg von min niDI, also „Gnmdlage der [Gottes-] Furcht und Geheim-

niss der Thora" (des Gesetzes). Dieser Titel bietet die bei Abraham be-

liebte Anspielung von TlC^ imd TD^^^), einen Reim (wie schon in einer

SLciliano, p. 87, im Sonderabdruck p. 7G. Wäre Herr Starrabba in der Lage gewesen,

die Citate in meinem Buche, Polem. und apologet. Lit. etc. 1877 S. 315 (von ihm

p. 44, resp. 33, angeführt nach einer Mittheilung Amari's) weiter zu verfolgen, so

würde er gefunden haben, dass bereits E. Narducci auf meine Veranlassung

Mittheilungen gemacht hat über die von Moncada aus dem Arabischen des ihn

Haitham [= Alhazen, die Identität beweist neuerdings G. Wie de mann in

Poggendorff's Annalen der Physik etc. 1876, S. 656; vgl. V. Rosen, Les Manu-

scrits arahes de V Institut des langues orientuJes, Petersburg 1877 S. 124 — der

ebenfalls meine Xachweisungen zu Baldi nicht kennt] übersetzte Schrift: de ima-

ginihus coelestibus (sie handelt von den Figuren, welche angeblich aufsteigen in

den 28 Mondstationen); ferner würde er (p. 27, resp. 16) wegen der Herkunft

Wilhelm's mehr als unbegründete Vermuthungen gegeben haben, da ich den Vater

Nissim mit grosser Wahrscheinlichkeit in dem Besitzer von Cod. Hebr. München

246 entdeckt habe. — In der Widmung Wilhelm's (bei St. p. 86, resp. 75) liest

man: ,,Quis inquam est qui Ali ihn roghla [d. i. der bekannte Astrolog vulgo

Ahen Ragel, = ihn al-Ridschal] arahico comparari possit .... et si ab Hebreis

petimus, mi Isac [d. i. der Arzt Isak b. Salomo Israeli, gest. 940—50] an Aban-
hazra [d. i. unser Abr. ihn Esra] . . . Quid enim fructuosius et utilius operibus

Abunasar [lies Abiimasar'], qui de imaginibus tarn bonum opuscuJum reliquit.

Hier ist der bekannte Astrolog Abu Ma'ascbar gemeint, dessen Namen mit dem

des Abu Nasar [Alfarabi], wegen des Striches, der m und n in den latein. HSS.

vertritt, leicht verwechselt wird. Eine besondere Schrift über diese Figuren ist

mir nicht bekannt; doch behandelt Abu Ma'aschar dieselben in seiner grossen Ein-

leitung (vgl. Zeitschr. für Mathematik XVI, 360, Zeitschr. d. D. M. Gesellsch. XXIV,

379, XXV, 396, 397, XXV, 420); zur Sache vgl. meine Notiz: Intorno a Jo. de

Lineriis etc. in Boncompagni's BuUettino T. XII 1879, p. 352, Sonderabdr. S. 8.

Auch ihn Esra spricht von diesen Figuren in seinen astrologischen Schriften.

149) Die üngenauigkeiten bei Grätz VI, 447, XI, sind theilweise berichtigt

im Magazin etc. I, 111.

150) Nach HS. bei Uri 318, und Luzzatto 114 (Berlin 244 Oct.) Josef ben
Jakob, s. oben Anm. 5.

151) So im Buche selbst S. 13, daher der Titel in Cod. bei Uri 308 und in

dem grossen Excerpt des Elasar Worms, im Buch von der Seele (anonym edirt

Lemberg 1877), welcher Abraham iTFinri („den Seher" d. h. Astro nomen oder

Astrologen) nennt, s. Hebr. Bibliogr. XVII, 53, XVIII, 3.

152) S. oben § 12 Excurs 1, Anm. 96, wo Zarza TD mit „Versammlung" er-

klärt, wegen "n-5n ^1D, wie auch die Schrift Abraham's über den Kalender, neben

TiDi (wohl ohne Rücksicht auf die beiden Recensionen) heisst; ebenso iSD'^n TiD"

die Arithmetik (unten § 15), auch eine grammatische Schrift heisst ^ID'^n (Hebr.

Bibliogr. VIII, 29, XIII, 68, Geiger, j. Zeitschr. IV, 183); in unserem Buche Kap. 10

7*
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Schrift Abraham bar Chijja's) aber auch schon Metrum, vielleicht zum

ersten Mal in hebräischen Titeln ^^^). Das Büchelchen erschien zuletzt mit

ziemlich treuer deutcher Uebersetzung von dem Mathematiker Dr. M.

Creizenach (Vater Theodor's, — gest. 5. Aug. 1842) in Frankfurt a. M.

1840 (öl S. Text, 140 S. Uebersetzung in 16^), ich werde mich daher hier

kürzer fassen dürfen.

Einen Commentar über das ganze Buch schrieb gleichfalls der bereits

unter 7 (S. 95) erwähnte Mordechai Comtino in Adrianopel. Die geome-

trische Stelle in Cap. 11 erläuterte Josef ben Mose Kilti, oder Kelti (?),

in Griechenland, wahrscheinlich im XIV, Jahrhundert^^*).

Das Schriftchen beginnt fast wörtlich wie der Excurs zu Exod. 3, 15

in beiden Recensionen. Uns interessirt nur der Schluss des 11. Cap. („vom

Geheimniss des Namens"), welches hier wiederum mit den Buchstaben be-

ginnt. An den Buchstaben Jod knüpft sich (S. 46, deutsch S. 120) die

arithmetische Behandlung, die meist uns schon Bekanntes enthält. Da

1 keine Zahl ist, so gibt es eigentlich nur 8, wovon 4 Primzahlen (D^D11Di5"l):

2, 3, 5, 7. 1 -f 2^ = 5. 1 + 3^ = 10. 1 + 5^ = 26 etc. 1 + 7*

= 50 (Jubeljahr). 5 ist die Summe aller vorangehenden Primzahlen; 15

gibt das (magische) Quadrat (siehe oben unter 7). Die Quadrate der ge-

raden Zahlen geben 120 u. s. w. Der Schlusssatz dieser arithmetischen

Parthie ist der in Excurs 5. i

Es folgt nun die geometrische Erörterung (S. 47, deutsch S. 125'

vom Durchmesser 10 einer Peripherie, worin ein gleichseitiges Dreieck unc

an den Drittheilen ein Oblongum gezeichnet wird. Das Ganze lässt sichi

(nach Luzzatto) in acht Sätze zerlegen, von denen der erste namentlich eine

verschiedene Auffassung erhalten hat, andere verschieden begrühdet sind

S. 41 Z. 1 llö"^ fi<in ^^ "iion, in der Version zu Anfang IIDI'^I ITit). Vgl. S. Sachs,

ha-TecMjja, Berlin 1850 S. 59; Dukes, Ginse Oxford S. 64 zu 39; Bacher, Einleit. 62

und schon bei Abraham bar Chijja in der Einleitung zur Arithmetik, s. Hebr.

Bibliogr. VIII, 88, auch in der Berliner HS. ^löhl, und für "^^lö DDH daselbst, ''"ilO.

153) Jewish Literature § 18, A. 42. Reifmann's vermeintliche Emendationea

(Litbl. des Orient 1843, S. 606) sind nicht alle begründet. S. 8 hat er den Context

nicht beachtet; t^^'ü'a ist richtig, für ^33)1 lies nini. — Das Metrum des Titels ist

das älteste und einfachste, dem arab. Redschez entsprechend. Ein anderes Metrum

ergäbe die Stelle im Vorwort S. 6, wo der Artikel hinzutritt und die Wörter um-

gestellt sind, daher der Titel auch so angegeben wird: iK^l^n ^1D1 rTninü TiD"^.

154) S. den Nachweis in Hebr. Bibliogr. XIX, 62. Die Pariser Hs. 707* enthält

hinter dieser Erklärung noch andere zu verschiedenen Stellen der Commentare

ibn Esra's, welche im Catalog nicht genau genug angegeben sind; die 3. gehört

ohne Zweifel zu einem der Excurse zu Exodus (etwa 3, 15?), die 4. von 27 Arten

der Menschen (der Catalog zweifelt, ob etwa 24!) sicher zu Ex. 23, 26, s. oben

§ 12 n. 3 S. 93.
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von dem berühmten Professor am ral^hinischen Seminar in Padua S. D.

Liizzatto (gest. 20. Sept. 1865)^^^) und von dem Mathematiker Jakob

Kichenbaum^*"**^). Letzterem folgt Creizenach in der Uebersetzung ^^*) und

in den eingeschalteten Deductionen, wie er ausdrücklich (S. 6) angibt.

Auch Terquem*^^) entscheidet sich dafür. — Abraham berechnet für den

iMirchmesser 15 das Quadrat der Seite des gleichseitigen Dreiecks genau

l.')000, für den Durchmesser von 10 aber 987% und %i/^^) die Wurzel

;')1^ 25' 36" 50'". Die Zahl des Gottesnamens beträgt 72 (wie oben).

Erwähnung verdient noch der Terminus ""1^7 (Säule) für die abstracte

Höhe (S. 47, deutsch S. 125), ohne Rücksicht auf die physische Lage, wie

im Arabischen und in der „Mischna der Middot'*, später nii;\^^^''J. Für

die physische Höhe, z. B. Culmination, gebraucht man 211.

§ 14.

Wir kommen nun mehr zu

B. den selbstständigen Schriften oder Monographien mathematischen

Inhalts, zu welchen von vorneherein bemerkt werden muss, dass es auch

in ihnen nicht an üeberstreifen in die theologische Anwendung auf den

Gottesnamen fehlt, was wohl nicht ausschliesslich auf eine individuelle Vor-

liebe des Verfassers zurückzuführen ist, sondern auch auf den Charakter

der Zeit überhaupt und der Personen, für welche er schrieb.

Es haben sich nur zwei hebräische Schriften dieser Art erhalten.

Wenn der Dichter Immanuel ben Salomo aus Rom (um 1320) in einer

155) Hebräisch in der Zeitschrift Kerem Chemed, 11 (1836) S. 75 ff.; vgl. seine

Remonstration daselbst VII, 75 und früher in Zion^ her. von Jost I, 116, auch

deutsch (aus dem Ital. übersetzt) in den Israel. Annalen, her. von Jost 1840 S. 75,

wo er die Bedeutung des Conventionellen Decadensystems für die vermeint-

liche Eigenthümlichkeit der Zahlen hervorhebt. Danach erscheinen die weit-

läufigen Nachweisungen bei H. Filipowski (Jahrbuch Assiph, Leipzig 1859

S. 99—106) überflüssig.

156) Kerem Chemed IV, 113, vgl. den vorangehenden Brief von J. S. Reggio.

157) S, 131: „Die Proportion kann umgekehrt gestellt werden, wenn" u. s. w.

ist falsch, wie aus den Parallelen hervorgeht; es muss heissen: „das Gegentheil

findet statt, wenn" u. s. w. Greiz, schaltet ein: „damit das kleinere Glied voran-

gehe (!)", ohne Zweifel, weil Eichenbanm, 1. c, bemerkt, dass ibn Esra das Wort

'l'^S nur von einem Verhältniss des Kleineren zum Grösseren anwende, womit er

aber nur seine eigene Vorstellung begründen will; vgl. Motot f 19^ bei Luzzatto,

Zion I, 117.

158) In der unten (§ 15) zu erwähnenden Abhandl. p. 294 (20 des Sonderabdr.).

159) Die bekannte Formel für zusammengesetzte Nenner aus sprachlichen

Rücksichten.

159b) Z. B. bei ibn Esra selbst, Zahlwörter S. 163: „Der Körper, dessen

Wesen die Höhe "



— 102 —
Aufzählung klassischer Schriften auch der „Bücher ihn Esra's über die

Methoden des Rechnens" erwähnt ^^^), so ist aus dieser Angabe des gerne

überschwenglichen Satyrikers nicht auf die Bekanntschaft mit einer grösseren

Zahl zu schliessen.

1. ini^n *I&D {ßefcr ha-Echad) Buch des Einen, oder vom Einen, ,

oder der Eins, unter diesem Titel citirt im Buch vom Namen (§ 13, 7— f. 9),
'

unter beirrendem Doppeltitel zuerst gedruckt in der hebr. Zeitschrift

;

Jeschurun^ herausg. von Jos. Kobak, Jahrgang I. Heft 1, Bamberg 1856, mit

einer Erläuterung, Der Text ist dort sehr incorrect und lückenhaft, wie

ich aus der Münchener HS. 36 ersah, aus welcher ich die Varianten sam-

melte, die ich einem neuen Herausgeber zur Verfügung stellen wollte, da

Handschriften nicht sehr selten sind^^^); auch ein Commentar des (§ 13,

n. 7 und 8) erwähnten Comtino existirt; der des Josef S, del Medigo

ist schwerlich vollendet ^^^). Inzwischen erschien eine neue correctere Auf-

gabe mit sachlichen Erläuterungen 1867^^^).

Das Schriftchen, dessen Text nur einige Seiten umfasst, handelt von

den Eigenthümlichkeiten der Zahlen von 1 bis 9 in 9 entsprechenden

kleinen Absätzen, indem auch auf Geometrie und Astrologie (unter 3, 4, 7)

Rücksicht genommen ist, wie auf die Zahl gewisser Gegenstände oder Be-

griffe. Wir begegnen auch in diesem systematisch geordneten Schriftchen

grossentheils denselben sogar wörtlich identischen Sätzen, die wir bereits

160) Makamen, ed. Berlin f. 152^ '•pSUJnn ^'D'^'i'2.

161) Hebr. Bibliogr. 1859 S. 94 (Vat. ist 429^7), auch Paris 770 ^ 1085 ^

162) Comtino's Commentar ist in Cod. De Rossi 556^, Paris 681^, diese Schrift

fehlt bei Gurland, Ginse Jisrael, Petersburg 1867, in der Aufzählung von Comtino's

Schriften. — Der bekannte Arzt und Mathematiker Josef Sal. del Medigo
verfasste einen wahrscheinlich verlorenen oder nicht ausgeführten Commentar
(angeführt in seinen mathemat. Problemen n. 14 über das Verhältniss der Algebra

zur Geometrie, nicht n. 12, wie Geiger, Melo Chofnajim S. XLVI n. 16 angiebt,

noch weniger genau Benjacob, Thesaur. libr. S. 460 n. 130). Vielleicht ist er der

Verf. des anon. mathemat. Fragments in Cod. Hebr. Hamburg 329^ (S. 158 meines

Katalogs), der von seinem Comm. zu unserem Buch als zu verfassendem spricht.

163) Mit lat. Titel: Ahrahami Ihn Esra Sepher ha-Echad, liher de novem

numeris cardinalibus cum Simchae Pinsker interpretatione primorum quatuor

numerorum. Beliquorum numerorum interpretationem et prooemium addidit M. A.

Goldhardt. 8. Odessae 1867 (III u. 70 S.). Da Pinsker vor der Beendigung

des Commentars starb, so fehlt eine Angabe seiner Hilfsmittel. Er benutzt eine

HS. Schorr's und eine Pariser, worin Abraham „der Babylonier" genannt wird

(wohl Confusion mit dem von ibn Esra anderswo citirten Abr.); der Pariser

Catalog gibt das unter beiden HSS. nicht an. — Gleich in der ersten Zeile fehlt

das Wort IISDI der Lemberger Ausg.; s. Zion I, 115. — S. 2 hat HS. München
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;nis den Excursen etc. kennen. Unter 4 (S. 45) wird eine allgemeine

Ue.gel gegeben für Berechnung der Differenz der Quadrate der Seiten eines

hreiecks, deren Maass drei aufeinander folgende Zahlen (die jedoch grösser als

I sein müssen) ausdrücken; man subtrahirt 4 von der Mittelzahl und multi-

jiUcirt den Rest mit der Mittelzahl — z. B. 10, 11, 12 seien die Zahlen,

II — 4 = 7 X 11 = 77; nämlich 12" + 77 = ll''^ + lO'-^.'^*)

§ 15.

Wir kommen nunmehr zu einer grösseren Schrift, in welcher die

Zahlkunde selbstständig behandelt, wenn auch nicht ohne alle Beimischung

der Symbolik geblieben ist.

2. "lÖDÜÜ 1£D oder ISOon IID"^ (ha-Mispar, oder Jcsocl ha-Mispar)

Buch (oder Grundlage) der Zahl; ich nenne es der Bequemlichkeit halber

Arithmetik nach dem vorwiegenden Inhalt. Dieses Buch wurde oft ver-

wechselt mit einem grammatischen Schriftchen, welches gewöhnlich den

zweiten Titel führt, bis Luzzatto, nach seiner HS., die Verschiedenheit lehrte.

Das grammatische Schriftchen, einige Blätter umfassend, behandelt die

Zahlwörter in 5 Klassen oder Stufen (M^lb^t)), nämlich Einheiten, Zehner

u. s. w., ebenfalls nicht ohne alle Beziehung auf Zahlsymbolik. Es ist von

S. Pinsker am Ende seiner Einleitung in das babylonisch -hebräische

Punktations-System, Wien 1863, mit Commentar herausgegeben ^^''^). Trotz

der nunmehr gebotenen Hilfsmittel ist man nicht immer in der Lage, die

imvollständigen und uncorrecten Angaben der Kataloge zu ergänzen und

zu berichtigen ^^^).

Von dieser Arithmetik habe ich beinahe 20 HSS. in öffentlichen

Bibliotheken ermittelt, nämlich:

p Berlin 244 Oct. (mein Verzeichniss S. 57^^)^^'), früher Luzzatto 114,

woraus letzterer einige Mittheilungen gemacht hat. Diese HS. enthält einen

anonymen Commentar, wahrscheinlich von einem jüngeren Zeitgenossen

164) In positiver Weise ausgedrückt: n'^ -\- {n -{- l)"^ = {n -{- 2)~ -\- {n -\- 1)

X (h — 3). Pinsker führt den Satz auf eine allgemeinere Form zurück, indem
er die Mittelzahl n, die anderen n — 1 und n -|- 1 nennt.

165) Handschriften sind verzeichnet in Hebr. Bibliogr. 1865 S. 29; vgl. auch

Geiger in Kerem Chemed IX, 63; Berliner, Magazin I, 95. — Ich bezeichne dieses

Schriftchen als Buch der Zahlwörter und habe es mit der Abkürzung .,Zahlw."

citirt.

166) So z. B. wird in Catalog Aguilar bei Wolf, Bibl. Hebr. III S. 51, unser

Titel mit ^.Chronologia'-'- übersetzt, was nur für das Buch ^125 passt; s. § 21.

167) Daselbst lies: Kerem Chemed II, 76, für VI, 46. Eine andere HS.
Luzzatto's finde ich im Catalog seiner Bücher (1868) nicht.
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des Mose ibn Tibbon, also in der 2. Hälfte des 13. Jahrhunderts^^*); auch

einen „Zusatz" desselben Ende Cap. 2 f. 73 b.

Bodleiana, 5 HSS.: Uri 449, Pocock 280 B.'^^% Michael 201, 202, 203

(deren eine vielleicht HS. Sal. Dubno 18 in Qu.).

Florenz, Medicea Plut. 88 Cod. 28 (bei Biscioni S. 482 Ausg. in 8^ als

anonymes D'^1£D'52n ISO (sie!); die Anfänge der Kapitel, welche mir Prof. F.

Lasinio im Februar 1863 auf meine Anfrage mittheilte, stimmen) und daselbst

Cod. 46 (bei Biscioni S. 525 von „fil Meir"; mit theils hebr., theils arab.

Ziffern am Rande; nach Mittheilung Lasinio's vom Mai 1864; vgl. auch Berliner,

Magazin I, 96). Eine von beiden meint de Rossi (Wörterb. S. 8). ^

Leeuwarden, früher Franecker (Catalog. S. 87 Cod. XVIII rTQDn

"iSD'JSn, auch Neubauer im Letterbode herausg. v. M. Roest, II. Am st. 1876/7

S. 84, gibt nur den nackten Titel lÖDün).

München 43 mit Zusätzen eines Moses '^Ib^llD (Schwabe, oder Soave?)

und eines Anonymus (vgl. unten Paris) ^'^), und Nr. 150 (erworben 1865).

Paris, 5 HSS.: 1029^ (Orat. 153), — 1049^ (an9. f. 450, defect),

— 1050^ (a. f. 449), — 1051^ (Orat. 157), — 1052^ (a. f. 436) mit;

Zusätzen eines Deutschen, Elasar, wie die HS. Fischl 25 B.-^'^). Aus Nr. i

1050 allein gab der im J. 1862 verstorbene Mathematiker 0. Terquem'
eine Analyse ^^^), die manches Beachtenswerthe unberührt lässt^'^).

Rom, Vatican 386^ (vom Widmungsgedichtchen zu Anfang die Hälfte);

— 397 \ bei Assemani mit dem (vielleicht aus der Schlussstelle fabricirten)

Titel nniniüni^^), — 398^ Fragment. Aber auch 171^* (f. 98— 106) ent-

168) Ob etwa von Levi b. Abraham, dem Epitomator der astrologischen

Schriften? Die Schrift ist klein und blass, in trüben Tagen die Augen anstrengend,

weshalb ich eine nochmalige Prüfung jetzt nicht vornehmen mag.

169) S. meinen Co7ispectus Codicum Mss. hebr. in Bibl. Bodl. 1857 p. 21.

170) Diese HS. ist in Geiger's wiss. Zeitschr. IV, 283 gemeint.

171) Hebr. Bibliogr. XI, 41 und dazu Hebr. B. XIX, 119, Zeitschr. d. Deutsch.

Morg. Gesellsch. Bd. 25 S. 383.

172) Notice sur un MS. hehreu etc. 1841 (Extrait du Journal des Mathema-

tiques pures etc. T. VI p. 275—96), und ungenau auszüglich im Litbl. des Orient

1845 S. 415, 492; z. B. S. 275 „hebräische" (!) Schule für arabel vgl. Hebr. Bilio-

graphie 1862 S. 95).* — Vgl. Notice sur la vie et les traxaux de 0. Terquem par

Prouchet, in den Nouv. Annales de 3fathcm. 1862, Nov.—Dec.

173) Vgl. Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch. Bd. 24 S. 340, 382.

174) Ich verdanke dem Fürsten Boncompagni in Rom eine im J. 1866 für

mich angefertigte Durchzeichnung des Anfanges (f. 3) und der letzten Seite (f. 49),

auf welcher nach dem Schlusswort das Widmungsgedichtchen (s. unten), dann

eine arabische Nachschrift in hebräischer Cursivschrift, wonach David ben Salomo

die Schrift zum eigenen Gebrauche, riDBDb [daraus macht Assemani einen Namen
\ülp5> p5<!] copirte und in Murcia [JT^ö^Ta, nicht Marseille, wie Assemani liest,
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hält nach dem bei Assemani corriiinpirten Anfang ein Fragment, wozu ein

Titel „Erklärimg des imausprechlichen Namens" (©"lIBlsn 2TI7 ÜTT^ö) fabri-

tjirt ist.

Rom, Casanat. Dominicanerkloster Cod. in Qu. I, V, 11, 3, nach Aus-

zügen aus dem handschriftl. Katalog, die ich Herrn Narducci verdanke.

Von Privaten besass Hirz Scheyer eine HS., welche Carmoly (Biogr.

der Gelehrten, hebr. 1828 S. 35 n. 25 vgl. S. 38 n. 5) erwähnt, ob dieselbe,

die im Katalog der Bücher und HSS. Carmoly 's n. 217 mit blossem Titel

ha-3IiS2)ar? Die HS. J. S. Reggio's (erwähnt in BUihirc ha-Ittim 1846

S. 48) besitzt jetzt Os. H. Schorr in Brody, eine andere S. J. Halberstamm

in Bielitz (s. dessen Vorwort zu ha-Tbhur S. 11). Eine HS. des Buch-

händlers Fischl-Hirsch in Halberstadt im J. 1870 ist in der Hebr. Biblio-

graphie XI, 41 Nr. 25 B beschrieben.

Die Pariser HS. 1052" enthält eine Aufgabe über Wurzelziehen aus

dem „zweiten Buch der Zahl' von ihn Esra, was der Katalog als zweite

Recension auffasst; die Bezeichnung dafür ist aber gewöhnlich eine andere.

Im Einzelnen finden sich Varianten genug, doch weiss Niemand von zwei

Redactionen.

De Rossi (im Catalog zu seiner HS. 314) vennengt die Zahlwörter

mit dem Buch vom Einen, später (Wörterb. S. 8) letzteres mit unserer

Arithmetik; Grätz (VI, 454) vermengt alle drei und macht falsche Schlüsse

über die Abfassungszeit, weil im Register des Michael'schen Katalogs ein

Wort fehlt, welches durch das Metrum und andere HSS. gesichert ist^'^).

Im Widmungsvers nämlich, der am Anfang oder Ende des Buches steht, muss

es heissen: „verfasst von dem Sohne Meir"s für Me'ir, jung an Jahren und

weise . . . (?)^^*); letzteres bezieht sich natürlich auf Me'ir. Die Abfassungs-

zeit der Arithmetik hat auch Halberstamm nicht näher untersucht. Ich

habe bereits anderswo bemerkt, dass im Cap. 3 und 7 auf das Buch

„Gründe der Tafeln" hingewiesen sei^"'), welches ihn Esra 1160/1 in Nar-

bonne übersetzte (s. unten § 21), so dass die Arithmetik kurz vorher ver-

fasst scheint. Nun wird zwar letztere ("iSCöH 'D, das B. der Zahlw. kann

nicht gemeint sein) in dem Kalenderwerk (f. 4) citirt, dessen Abfassung

nnd daher Zunz, zur Gesch. 315 Anm. a, wo der Ort auffällig erscheint] beendete

Dienstag 7. Kislew 5145 (Herbst 1384). Ueber die Confusion bei De Rossi und

Grätz s. weiter unten.

175) HS. Medicea (Berliner, Magazin I, 94), Halberstamm's (1. c), Berlin (1. c),

München 150, Vat. 397.

176) nrnns (d. h. in Astronomie??) oder nsilinn in Einsicht (vgl. von Bezalel

Exod. 36, 31); so, und in Zeile 1 nilDn, hat Vat. 397.

177^ HS. Berlin hat in K. 7 sogar '^n^i^'i „habe ich gesprochen", darüber

steht allerdings ^n'i^i „ist die Rede."
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das J. 1146/7 fällt. Aber so fiiili ist die Arithmetik — auf welche sich

der Verf. in keiner anderen Schrift beruft, obwohl er öfter dazu Veran-

lassung hatte — sicher nicht verfasst; vielmehr ist diese Verweisung ein

Nachtrag, wie andere Verweisungen, die Halberstamm (S. 11), gegen Grätz,

mit Recht als derartige Nachträge ansieht, wenn auch Einzelnes sich anders

erklären lässt (z. B. bei Brüll, Jahrbücher III, 164). Diese Ansicht erhält

durch unser Schriftchen eine bedeutende Stütze.

§ 16.
I

Gehen wir nunmehr auf die Anlage der Arithmetik über^'^). Sie behandelt

in 7 Pforten oder Kapiteln folgende Themata mit praktischer Anwendung

auf die Astronomie und auf gewöhnliche Aufgaben:

1. !ÄDn, wörtlich Duplatio, Multiplication^'^^j, 2. plbn Division, 3. mn
Addition, 4. n^ÖH Subtraction, 5. a^iniT' Brüche i'^^^),

6. D^Dir Proportionen,

178) Dieser § ist vor 12 Jahren nach Luzzatto's und Terquem's Mittheilungen

abgefasst und jetzt, nachdem ich drei Handschriften des Originals zu vergleiche™

Gelegenheit gehabt, nicht ganz umgearbeitet, aber ergänzt. *

179) Auch bei Khowarezmi {Algoritmi de num. üidorum, Trattati d'Aritme-

tica puhbl. da B. Boncompagni I, 1857, p. 10): Etiam paiefeci in lihro [welchem?]

quod necesse est omni numero qui multijilicatur in aliquo [lies alio?] quolibet

numero, ut duplicetur unus ex eis secundum unitates alterius. Hat der Ueber-,

setz er hier dasselbe Wort verschieden übersetzt? Es sind also nicht „ungenaue

Schriftsteller" (wie Nesselmann, Versuch e. krit. Gesch. d. Algebra I, 495

meint), welche bss für multipliciren gebrauchen, wie schon Abraham ba
Chijja (Hebr. Bibliogr. 1864 S. 89 A. 11) und dazu iri::3Jn bs^sn in Chesclibon

ha-Mdhalchot Abschn. I; d'^aS'S PöDSln "nsöTsn die zweimal duplicirte Zahl (des-

selben Geometrie, HS. München 299 f. 50). Der später übliche Ausdruck für

multipliciren (jedenfalls schon 1270 in der hebr. Uebersetzung des Euclid) S ii5«i

(„in Etwas schlagen") ist ohne Zweifel dem arab. -3 ^yh (multiplicare in) nach

geahmt — letzteres nach Wöpcke (Mem. sur la propuy. des cJiiffres etc. p. 68 n. 1)

vom Indischen „frapper, detruire^^ (?) — auch bS" n^n, während im Talmud hDM
)'ü (von Etwas hauen) subtrahiren heisst, was später durch "tpn (Pielform)

minuere ersetzt wird. Von bs!D im Sinne von multipliciren ist abzuleiten fi^D

ta'^bs^ „wie viel mal" in der Uebersetzung der Religionsphilosophie des Abr. ben

David (gest. 1170) aus ungewisser Zeit, S. 4, Z. 12, und >E2n CTTT^ — SJ^l^ia,

d. h. Dreifaches, Vierfaches, bei Elia Misrachi (f. 3^), den Nesselmann von

jenen angeblich ,,ungenauen Schriftstellern" unterscheidet, allerdings nur aus dem
ins Latein übersetzten Compendium kennt; s. meine Briefe an B. Boncompagni

{Intorno ad alcuni matematici etc. p. 54 nota 1, 65 nota 3); hiernach ist auch

Güdemann, das jüd. ünterrichtswesen etc. S. 84 A. 3, zu berichtigen. Vgl. auch

unten zu Ende des Buches.

180) Singular ^'2'0 (Scheher); Luzzatto (Zion I, 116, vgl. Kerem Chemed II 70,

76, VII, 75) glaubt, dass ibn Esra dasselbe Wort auch für Flächeninhalt (area)

gebrauche; es wäre jedoch vielleicht für letzteres stets "niaTT (Schibbur) zu lesen,
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•. DTirO U^:i^12 ":D1 Ü'^irmn'ün D'^TDI'On, Wurzeln, Quadrate und — nach

!t r oben (Anm. 143) gegebenen Erklärung — von der Probe durch die

iiilernsumme derselben im Verhältniss zu 9. Terquem (p. 6) übersetzt

liese üeberschrift: „Bacines carrees et caradercs des carrees parfaits''^, jeden-

falls sehr ungenau; — im Litbl. des Orients VI, 477 gar nur „von Qua-

iratwurzeln und Quadraten". In der Analyse dieses Kapitels (p. 18) wird

3ine Stelle hervorgehoben, nach welcher das Quadrat von 1 und 9 dieselbe

Initialziffer hat, ebenso 2 und 8, 3 und 7, aber 5 ist eine runde (kreisende)

Zahl, s. oben S. 91.

Was zunächst die Anordnung der Kapitel betrifft, so hat Luzzatto

(Zion I, 116) in Parenthese sein Befremden geäussert, dass die Multipli-

cation und Division der einfachem Addition und Division vorangehe; man

findet aber dieselbe Anordnung nicht bloss bei dem im Jahre 1202 ver-

fassten (1228 revidirten) Ahactis des Leonardo da Pisa (genannt Fibo-

nacci) ^^^), der lange Zeit als der erste europäische Algebrist nach der

Methode der Araber gegolten hat, sondern auch Aehnliches in der Rechen-

kunst des Abraham bar Chijja, in einem Abschnitte seiner Encyklopädie

(Abr. Jud. S. 10), welche nach einer offenbaren Interpolation der üeber-

schrift in zwei HSS. der bekannte Zarkali aus einem arabischen [d. h. ins

Arabische übersetzten] Werke des Archimedes ins Hebräische(!) übersetzt,

ein nomen actionis der II. Form, welche dem arab. Teksir eben so entspräche,

wie niin^n oben Anm. 142, 174. — Richtig ist jedenfalls die Bemerkung Luzzatto's,

dass 'S'2.yro fMeriibha) bei Abraham sowohl quadratum als quadruplum bedeute,

in der Mischna der Middot I, 8: ein Viertel.

181) P. 19 ed. Boncompagni, wo jedoch die üeberschrift des III. Kap. über

Addition fehlt; vgl. die Inhaltsübersicht bei Wöpcke, Sur Vintrod. de Varithme-

tique Indienne, Rome 1859 p. 60. Fibonacci (welchen Terquem nach Florenz ver-

setzt in einem Artikel über Vincent's Memoire sur Vorigine de nos chiffres etc., aus

den Ärchives Isr. December 1840, deutsch im Litbl. des Orient 1841, S. 87) hat,

nach dem Prolog, in seiner Jugend in der Dogana zu „Bugna" in Africa das

Rechnen mit „indischen" [d. h. unseren arabischen] Ziffern gelernt, dann Aegypten,

Syrien, Griechenland, Sicilien und die Provence bereist. Wenn Terquem
{Notice, p. 22) behauptet, dass Fibonacci diese Methode zu Oran von jüdischen
Kaufleuten gelernt habe, so ist mir die Quelle dafür unbekannt. Boncompagni,
der Fibonacci zum Mittelpunkt seiner Studien gemacht, hat in seiner Schrift

Della vita e deUe opere di Leonardo Pisano (Borna 1852) nichts davon. Vielleicht

ifit jene Behauptung nur eine Conjectur Terquem's, im Zusammenhange mit einer

bei ihm vorangehenden, dass jüdische Kaufleute um das XL Jahrh. die indische

Methode nach den Küsten der Berberei und von da nach Spanien und Italien

eingeführt haben. Wenn Terquem andrerseits .bemerkt, dass Fibonacci im XV.
Kapitel ,,beinahe" denselben Weg einschlage wie Ibn Esra in seiner Arithmetik,

so sind solche Parallelen aus gemeinschaftlichen Quellen erklärlich.
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oder in Auszug gebracht hätte ^^^). Diese Arithmetik zerfallt zuerst in die

(allgemeine) Zahlenlehre, oder Arithmetik im klassischen Sinne des Wortes

(nöDtJil traDn) und in die praktische Rechenkunst (lIllDnn rraDH = As.

>-_.'L.v^-5^ j
<lie Logistik der Alten) ^^^). Letztere wird auf 6 Operationen

zurückgeführt: 1. ^^^ün I^SÜ 'jin'On Multiplication, 2. )^:i'ü by ^^'^ ?^^^

Division (des Grösseren durch ein Kleineres), 3. l'^Dtttt ^^Dtt ISp^^*) mmb
das Verhältniss einer (kleineren) Zahl zu einer (grossem) Zahl zu wissen

(indem die kleinere durch die grössere dividirt wird, also == Resolviren).

4. V^^^ T^^ mnöi) Subtraction, 5. 'j^ittl I^^Ü W^blDtlb (oder 'pbr: nSDir

pbn by) Addition, 6. "j^^ü by pDtt :i^t)T<^ (oder ^Ti^ bü^ iTMi^ D^pbnn nnrnj

Reduction (von Bmchen oder Th eilen).

Vergleicht man hiermit einige andere alte Arithmetiken, so findet ma]

die jetzt gewöhnliche Anordnung der sog. vier Species, und die Unterschied

beschränken sich nur auf untergeordnete Theile, nemlich die Mediation uni

Duplication, Verbindung der Brüche mit ganzen Zahlen; auf das Verhältnis

der Elemente der Algebra zur Arithmetik wird anderswo Gelegenhei

sein einzugehen. Ich beschränke mich hier auf einige für die Geschieht*

der indischen Rechenkunst wichtige Beispiele.

1) Muhammed b. Musa el-Khowareismi^ von welchem der Name

„Algorismus" herkommt ^^^), behandelt in dem von Boncompagni heraus

gegebenen Schriftchen de numero Indorum folgende, freilich in der Ueber

Setzung nicht äusserlich geschiedene oder gezählte Themata *^^): Numeration

Addition, Subtraction, Mediation, Duplication (^^Duplatio''^)^ Multiplication

Division — Multiplication u. s. w. der Sexagesimalbrüche ^^^) und MultipU-

182) Siehe die Nachweisungen in der Hebr. Bibliogr. V, 109 A. 4, VII, 87,

Verzeichniss der hebr. Handschr, der k. Bibliothek in Berlin S. 58.

183) Vgl. darüber Nesselmann, Geschichte der Algebra I, 40. — Dabei

wohl zu Anfang des praktischen Schriftchens des Khowarezmi (s. oben Anm. 95]

p. 2: in alio lihro arithmetice.

184) Eine Randglosse der Münchener HS. erklärt SSp durch '^'"i2?, welche«

in der Geometrie des Abraham bar Chijja (s. Abr. Jud. S. 19, 20) \n der erstei

Definition für „Grösse" überhaupt genommen^ sonst der gewöhnliche Ausdruck füi

Verhältniss ist. — Bei Ibn Esra ist ^^'^y das Verhältniss des Kleineren zum

Grösseren (s. oben Anm. 157). Motot (Bl. 18 a b) nennt die Verhältnisse dei

Zahlen zu ihren Theilen, nach den Arithmetikern (iBOTSin "^BDri), in folgendei

V^^eise: 1. n^pbnn^ p?nn ^*r. 2. pbnn" r>-2"tn "^^5?. 3. bssn l^r (Duplicatioi

und Multiplication, vgl. oben Anm. 179). 4. (tj^pinn^ 15<) pbnni PSDn ^^:?.

185) S. die Citate bei Narducci, Saggio di voci ücä. etc. Roma 1858;

p. 16 ff.

186) Vgl. das speciellere Summarium bei Wöpcke, Sur Vintroduction <2i

Varithm. Indienne etc. p. 49.

187) Diese, für die Astronomie besonders wichtige Eintheilung behandeli
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;ation der gewöhnlichen Brüche , womit die HS. (oder üebersetzung?)

[ibbricht.

! 2) Von Kuschjar b. Lebban etc.^^^) hat sich ein Werk erhalten,

welches meines Wissens bisher ganz unbeachtet geblieben ist; es existirt

reilich nur in hebräischer Sprache, und zwar übersetzt und commentirt

Von Schalom b. Josef "^127^^^) in der bodleianischen HS. Oppenh. 272

A. Qu., unter dem Titel D-i^lDrin plOTP D'^np^n 11'^5' „Betrachtung der

Srundlehren der Rechnung der Inder". Hier interessiren uns bloss

Jie Ueberschriften der 12 Pforten oder Kapitel; dieselben sind: 1. nms
ni-'nii<n Form der Zeichen (Numeration), 2. niDDÜ by l&Dtt nfiOin

Ä.ddition, 3. p"^On Subtraction, 4. Hfc^DH Multiplication, 5. Ilirrai

n»Dnni3 Producte, 6. nplpH Division, 7. plbnni2 nbi:?n Reste, 8. ©niDn

Wurzel, 9. TDnünü Ä<S1">n was aus der Wurzel hervorgeht, 10. niTpn *^^)

Cubus, 11. ^ypTMß nbiyn was aus dem Cubus hervorgeht, 12. a'^DT^IQl

oder niinntsn '^DTi<ti (Probe) Rest der Ziffersumme dividirt durch 9.^^^)

3) Abu Bekr Muhammed ben Abd Allah, genannt al-'Ha'ssar (der

Rechner), aus unbekannter Zeit, den ich erst kürzlich ans Licht gezogen

und als den von ihn Khaldun genannten Autor nachgewiesen habe ^^^), ver-

fasste ein Lehrbuch der Rechenkunst, welches im Westen in Ansehen stand.

Es hat sich in der hebräischen Üebersetzung des Mose ihn Tibbon(l271)

erhalten (HS. des Vatican 396, Christ Church Coli. 189 in Oxford). Ich

verdanke der Freundlichkeit Boncompagni's und des Prof. Ign. Guidi in

Rom das Vorwort (worin die Bedeutung der Zahl für die Erkenntniss

auch ihn Esra in der Arithmetik, K. 3 ff., vgl. Terquem Notice p. 10, welcher

die Einführung in Europa für sehr jung (?) hält. Khowarezmi (Älgoritmus p. 17

und daher Je. Hisp. p. 49) führt sie als die der Inder ein, s, unten A. 202.

Ueber den babylonischen Ursprung und den frühzeitigen Einfluss auf die

dortigen Juden s. meine Anzeige von Günther's Studien etc. Hebr. Bibliogr.

XVII, 92 A. 3.

188) üeber diesen Autor werde ich in einer besondern kleinen Notiz handeln

und will hier nur bemerken, dass bei Hagi KhaJfa V, 475 n. 11695 das J. 357

aber III, 570 das J. 457 der Flucht angegeben ist. Mir ist keine speciellere

Nachweisung über die Anlage einer sicher zwischen Khowarezmi und Kuschjar

fallenden arabischen Arithmetik nach indischer Methode bekannt.

189) Vielleicht Üebersetzung von Dactylos. Er lebte um 1450—60, s. Hebr.

Bibliogr. XVI, 103.

190) Für w'Ot/, sonst gewöhnlich ^plS», s. oben Anm. 117.

191) S. oben Anm. 143.

192) Hebr. Bibliogr. XIV, 41, XVII, 123; JRectißcation dfquelques erreurs rela-

tives au mathematicien arahe ihn al-Banna, in Boncompagni's BuUettino Juni 1877

und Sonderabdruck. — Leider ist auch das Zeitalter des Jehuda Abbas, der den

'Ha'ssar empfiehlt, nicht bekannt, s. unten § 18, A. 224.
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„verborgener" Dinge erwähnt ist) und eine Anzahl von Ueberschriften.

Das Werk zerfällt in II Hauptstücke: Ganze Zahlen und Brüche; I enthält

10 Kapitel (Pforten): 1. Stufen (m^"nia, Reihen) und Namen der Zahlen,

2. über die Staubfiguren (pi:^n nini^)^^^) und „dessen" [deren?] An-

wendung nach den Stufen der Zahl, 3. Addition ("j^Hp), 4. Subtraction

(Tb^n), 5. Multiplication (nfc^DIl), 6. Yerhältniss (?Dn^)^3*), 7. Division

(;pi:)n), 8. :iböbi< (arabisch) Mediation, 9. Duplatio (JiröD), 10. Wurzel-

ziehen (rJ-IITön nn^ppn n-n:^nn).^^^) Dieses Hauptstück beginnt mit den

Namen der 12 Zahlen, 1 ist die Wurzel u. s. w., aber 2 die erste Zahl;

die Staubzeichen sind 9 (der Abschreiber oder üebersetzer hat unsere

arabischen Ziffern substituirt). Das II. Hauptstück von den Brüchen zählt

72 Kapitel (deren Ueberschriften mir Hr. Guidi mittheilte) ^^^) und beginnt

f. 13b fast wie al-Banna (französ. von Marre p. 20), aber zuletzt (f. 41— 69)

folgen noch einige ungezählte. Inwieweit etwa ihn al-Banna dieses Buch

benutzt habe, bedürfte einer in die Einzelheiten dringenden Untersuchung.

4) Ich reihe hieran einen der ältesten Autoren des Abendlandes,

welcher die indisch-arabische Arithmetik den Christen zuführte. Johannes

Sohn des David (Abendefmt etc.^, gewöhnlich Johann Hispalensis oder

Hispanus genannt ^^'), wahrscheinlich auch Johannes Toletanus (um 1135—

193) Also Gebar Schrift, vgl. oben S. 79 Anm. 69 und unter II. Kap. 1

desselben Werkes.

194) Am Rand taTUSi nn^p^n „Entnehmung des Namens". Ob die Multipli-

cation durch „DenominoMon" bei ihn af-Banna, franz. von Marre p. 14? i

195) Das erste Wort bedeutet „Begränzung"; damit hängt der Ausdruck ^^^3

für die 4 als Quadratzahl zusammen; ^'i!* Grenze (arab. jS^) ist die Quadrat-i

Wurzel, schon bei ihn Esra, s. Rosin im Magazin u. s. w. V. S. 47, 48, wo einige

missverstandene Stellen danach berichtigt werden. Eine anonyme, zu Anfang

defecte Arithmetik in der Bibliothek der „Talmud Thora" in Rom, worüber mich

Hr. Di Capua im Juli 1876 befragte, handelt im 2. Abschnitt von den Zahlstufen

(niÄ^^'a) im 7. von der approximativen Wurzel in ganzen Zahlen und beginnt:

wnirs ^i< ^"153 'lööa x^psn &<^i-i i7a:js h^ "iin^n njon Vsd bs id s'in, „Wisse,

dass das Product der Multiplication einer Zahl mit sich selbst genannt wird be-

grenzte oder radicirte Zahl." Vgl. oben S. 94.

196) Diese Zahl ist vielleicht keine zufällige , vgl. Rohlf's Deutsch. Archiv für

Gesch. der Medicin I (1878) S. 443.

197) Die von mir in der Zeitschr. für Mathem. XVI, 373 (wo für „Job.

algebii." zu lesen ist „Gebrum hispalensem") angeführten Quellen sind theilweise

unbenutzt von Ledere, Hist. de la medecinc arahe Paris 1877 II, 370 ff.; dazu

Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch. Bd. 25, S. 391, 393, 413, Bd. 29 S. 163, 164^

Noten zu Baldi, S. 17 und 75, 30 und 94, theilweise nicht benutzt von Wüsten-
feld, Uebersetz. aus dem Arab. S. 25 ff. Vgl. auch Otto Bardenhewer, Ueber

den Ursprung des . . . Buches de caiisis (mir 1879 ohne Titelblatt zugeschickt)

S. 4 ff. und s. folg. Anm.
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1153)^^^) liegt zur Vergleichiing mit ibn Esra sehr nahe, sie waren Zeit-

Lind Landesgenossen, ursprünglich auch Religionsgenossen — schwerlich

'allerdings möglich) auch Namensvettern ^'^^).

Der Liber Algorismi de practica arismetricae des Johannes Hispa-

iensis, wahrscheinlich eine der ersten Nachahmungen der Arithmetik des

Khowarezmi im Abendlande ^^), hat in der uns vorliegenden Ausgabe Bon-

jompagni's ebenfalls keine eigentliche Eintheilung und Kapitelzahl, und ver-

aiisst man ein Summarium der Ueberschriften, welches ich hier, so weit es

iu unserem Zwecke nöthig ist, zusammenstelle ^^^)

:

Regulae de scientia aggregandl (p. 30)

„ „ „ diminuendi (p. 32)

„ „ „ duplandi (p- 35)

„ „ „ mediandi (p. 36)

„ „ „ midtiplicandi (p. 38)

„ „ „ dividendi (p, 41)

198) V. Rose im Hermes Vm, 335, 337, 340, 343. — Ich werde eine kritische

Revision des neuen, oder scheinbar neuen Materials anderswo vornehmen. Hier

mag nur Ein Punkt kurz erledigt werden. Der Verf. des Commentars zu Ptole-

mäus' Centiloquium, Abu Dscha'fer Ahmed ist der Sohn des Jusuf ben Ibrahim

ibn ed Däje, und Verf. von Erzählungen von Aerzten und desgleichen von Astro-

nomen; das Jahr 309 H. (bei Rose S. 340^ könnte das Datum der Abfassung sein.

Danach ist Wüstenfeld 1. c. S. 28 und S. 60 n. 7 zu berichtigen. Die Belege und

die Berichtigungen zu Zeitschr. für Math. X, 18 ff. anderswo.

199) Leclerc, 1. c. H, 374 n. 6 fand in einer einzigen Handschrift des Centi-

loquiums (Par. 7307) ^.Ahraamus hen Deut'' und vermuthet darin den jüdischen

Namen Johann's; Wüstenfeld, Uebers. S. 38, nimmt das auf und meint die Ueber-

setzung sei wohl von Johannes noch als Juden verfertigt. Für das Jahr 530 (1136)

weiss Leclerc keinen andern Uebersetzer; an Plato aus Tivoli (und den Juden Abra-

ham) dachte er nicht mehr; aber die HS. bei Rose hat Johannes Toletanus; hin-

gegen ist „JBoem" bei Wüst, nicht Ptol., sondern JBattani! — Abraham b. David aus

Toledo starb als jüdischer Märtyrer 1170. Wie viele mögen so geheissen haben!

Ich lege auf die einzige HS. keinen Werth. Bemerkenswerth sind die Citate eines

„Johann aus Toledo" und David aus Toledo, neben Hermannus, in einer ano-

nymen hebr. Abhandlung über das Astrolab, HS. Oppenh. 1666 Qu. der Bodleiana.

Sie stammen wohl, wie vielleicht die ganze Schrift, aus lateinischen oder sonst

christlichen Quellen.

200) S. 68: Hoc idem est illud etiam quod . . . alcorismus dicere videtur.

Wöpcke, Mem. sur la propag. des chiffres etc. p. 155, 186, hält die Schrift Johann's

für eine Paraphrase des Khowarezmi; vgl. auch Cantor, mathemat. Beitr. 275

und unten Anm. 203 und 243.

201) Schon CJiasles, Apergu etc. — deutsch u. d. T. Geschichte der Geometrie
u. s. w. aus dem Franz. übertr. von L. A. Sohncke; Halle 1839, S. 595 — hebt

die 7 Operationen hervor: Addition, Subtraction, Duplation, Mediation, Multii)li-

cation, Division und Wurzelausziehnng.
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de fractionihus numerorum (p. 49)^^^)

de muUlplicatiane fractionum (p. 51)

de divisione numerorum cum fract. etc. (p. 53)

de dispositione integrorum in aggreg. etc, (p. 54)

de fractionihus alter ius denominationis (p. 56) (Brüche aller

Benennungen, alterius ist hier im Sinne von alius ge-

braucht)

de multiplicatione fract. (p. 60)

de divisione fract. (p. 69)

de invenienda radice numerorutii (p. 72)^ mit ähnlichen Unter

abtheilungen

Excerptiones de libro qui dicitur gleha mutahilia [gehr uamu-

cahalaj (p. 112)^^^)

Die indische Arithmetik, welche Sacrobosco in Versen unter den

Titel „cZe Algorismo^' hinterliess, deren 9 Kapitel die Numeration, Addition

Subtraction, Mediation, Duplation, Multiplication, Division, Progression unc

Extraction der Wurzeln behandeln, ist nicht bloss für Christen bis im

16. Jahrhundert massgebend gewesen, wo man anfing die Duplation unc

Mediation unter Multiplication und Division zu subsummiren — wie dai

schon ihn Esra gethan — und daher die 9 Kapitel in 7 zusammenzuziehen"^*)

Duplation und Mediation hat z. B. noch Isak ben Mose aus Oriola in

Aragon, vielleicht in Constantinopel , zu Anfang 16. Jahrh.^*'^). Hingegen

theilt Mord. Comtino (um 1450), der vorzugsweise die Schriften ibr

Esra's studirte ^^^) , den arithmetischen Abschnitt seines handschriftlicher

Werkes in 1. Addition und Subtraction, 2. Multiplication, 3. Division unc

202) Anfang : Licet cuius Übet numeri partium denominatio possit fieri infinitii

modis secundum infinites numeros, placuit tarnen Indis, denominationem suaruv

fractionum facere a sexaginta. Vgl. oben Anm. 187.

203) Diese Excerpte vindicirt Chasles {Comptes rendus XIII, 1841, p. 502) dem

Joh. Hispalensis, ohne die theilweise Entlehnung aus Khowarezmi in Abrede zi

stellen; ja er beweist daraus, dass die Algebra des letzteren schon übersetzi

vorlag.

204) Chasles-Sohncke S. 602.

205) HS. Paris 1095; vgl. meinen Catalog der Leydener HSS. p. 283, die Zeit

schrift il Vesillo, Casal Monferrato 1879 S. 17, wozu eine Berichtigung folgen wird

da nach Zunz (in Geigers Zeitschrift VI, 195) "^h'S weder Ali noch Eli, sonderr

eine abbrevirte Eulogie ist.

206) Vgl. oben §§ 13 und 14, Verz. der hebr. HSS. der k. Bibiothek in Berlii

S. 27. Sein Werk findet sich auch in der Bibliothek des Herrn Lehren ii

Amsterdam, worüber ich Mittheilungen des Herrn van Biema in der Hebr. Bibliogr

geben werde.
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Proo-ression, 4. Verhältnissexmit einem besonderen Theil über Brüche. Sein

Schüler, der bekanntere Elia Misrachi (um 1500 in Constantinopel)

bemerkt in der Einleitung zu seiner gründlichen und ausführlichen Arith-

metik ^^'j, dass ,,einige der Alten'' (D-iDUrfc^irTü rspj die Duplation und

Mediation (y^STüi^l plbm PIBD) abgesondert behandelten, jedoch mit Unrecht,

ia beides „Multii)lication" (! ) mit 1 und Yg sei.

An ihn Esra enger schliessen sich zwei unedirte anonyme Schriften,

leren eine allerdings fast nur als ein Auszug angesehen werden dürfte.

Die erste findet sich in der Bodleiana, alte deutsche HS. Oppenh. 1666 Qu.

i, 46b— 52b (abgebrochen). Nach den Notizen, welche ich vor mehr als

25 Jahren in Oxford gemacht, hat der Verfasser eigentlich das Buch

»rösstentheils zum mündlichen Gebrauch bestimmt. Seine 7 „Pforten" sind

lie ibn Esra's mit derselben Bezeichnung und in der 3. f. 48 heisst es

sOgar: „Es spricht Abraham ibn Esra der Verfasser(!). Ich fand einen

Weg u. s. w.", wie HS. München 43 f. 112b. Fol. 47b gibt der Verfasser

zweimal an, was sein ungenannter Lehrer von Rabbi Samuel ben R. Jehuda

(rernommen, der es von einem „thörichten Geistlichen" (iSti'ü Hby) ver-

aommen ^^^).

Ein titelloses Compendium in der bereits erwähnten HS. Oppenh. 272

A.. Qu. f. 59— 103, von zweiter Hand ergänzt, vielleicht unvollständig,

beginnt

:

üby^ b^)2 i<ini

nspm iBD^n nisDnn iimnnn ^Dm r.'i'p ni<nb bn^ (\)übyr[ i^y v^i
5p^ '^yQb '^b:^^ '\wt)t!^T^ n^bDr, -n^^nn bpnp ^nsiiDi niminrn [i. rsp-ai]

.b:\nin ^b niü^ ]^^yi2H by

Der Verfasser behandelt den Stoff nach den „alten" 7 Pforten (ganz

äo wie ibn Esra): 1. mnn, 2. IIDH, 3. ?SD, 4. plbn, 5. miö, 6. 1^7,

7. D"'t3mD; die Beispiele sind durch tl'^'iXW „Frage" bezeichnet und sehr zahl-

reich. Sonderbarer Weise befindet sich in demselben Codex Bl. 117— 119

\^on derselben Hand ein Fragment einer Ergänzung oder abweichenden

Recension der letzten 3 Abschnitte desselben Werkes, anfangend mit den-

selben 3 Reimen (jedoch 2 hinter 3) dann fortfahrend: riDimcn "»DIT 1b<nfc5

207) Fol. 4b der vollständigen Ausg. 1534, geschildert in meinem vierten Briefe

an Boncompagni (Rom 1866), vgl. auch dessen BuUetino, 1879 S. 350 {Intorno a

Jo. de Lhieriis etc. p. 8).

208^ Hier ist sicher nicht an den proveD9alischen Uebersetzer aus dem Ara-

bischen, Samuel ben Jehuda ben Meschullam (geb. 1294, vgl Catal. der hebr.

HSS. in München S. 192) zu denken. Einen deutschen Copisten Samuel ben Jehuda
im Jahre 1298 erwähnt Zunz, Zur Gesch. und Lit, S. 208.

Suppl. z. hist.-lit. Abtb. d. Ztichr. f. Math. u. Phys. 8
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^3^^^ a^VpDn mpi2 Mi^irin iii^^n n'::' a-^tsitom n'^s-is^ni o^nnisn

a^ioniün und so weiter fast dieselbe Vorrede wie oben. — Zwischen beiden

befindet sich ein Commentar des Meir Spira (aus Speier) über die astro-

nomischen Tabellen (Sechsflügel) des Immanuel ben Jakob (1365, vgl. oben

S. 95), weshalb die Cataloge auch unser Compendium jenem Meir bei-

legen ^o^).

§ 17.

Betrachten wir nunmehr den Charakter der Arithmetik des ihn Esra.

Sie ist auf die „indische" Arithmetik basirt, obwohl er die „indischen*

(arabischen) Ziffern durch hebräische ersetzt; nur das (im Hebr. nicW

vorhandene) Zeichen der Null, „das Rad" (b:^^, circulus bei Joh. Hispaj

lensis) behält er bei^^^); er schlägt sogar vor, es als Zeichen für di<

Unbekannte (x) zu setzen ^^^).

209) Dem Meir Spira wird auch ein anonymes, in verschiedenen Recensionei

handschr erhaltenes (vielleicht übersetztes?;) Compendium der Himmelskunde (formi

qlobi) beigelegt; Abr. Jud. S. 11 Anm. 19; s. hebr. Bibligr. IX, 163; Catalog de

hebr HSS. in München S. 13 n. 36 ^^ Verz. hebr. HSS. der k. Bibl. Berlm S. 92

210) oni D^^söia 'db ni^i:i i^^5i nssrn bs d^sö^ b= nin ^^dh i^-r p a

t=i<i
-j n 1 1 m a n &< [n-n^nn ni^n^&<^ sn^ ^^ p&t^^'^ ^a^i^i] 9 8 7 6 5 4 3 2

^St)^ r^^Wi<^ri n>S^^:i ri< ^O ni^inb, nr,Tr5<-n; so in HS. Luzz. (Berlin); anstatt de

eingeklammerten Worte in HS. München 43 f. 104 ... .
'^'i< t=^ip^n '^^^''^

(?) mn ^^D5!< n^lS "J. In der von Terquem benutzten HS. stehen die 9 Ziüer

am Rande, auf welchen durch ein Zeichen im Texte verwiesen wird. Terquei

(p 4) zweifelt nicht, dass die Figuren der Ziffern ursprünglich die arabische

gewesen und von den Abschreibern durch unsere gewöhnlichen ersetzt worder

er weist auf die Vergleichung von HSS. hin, welche aber nur dann zu emem Rj

sultate führen würde, wenn man einen Autograph auffände; denn jeder AI

Schreiber hat wohl die ihm geläufigen Formen substituirt. Eine sehr alte H.

wäre jedenfalls für die in neuerer Zeit vielfach behandelte Frage über den Ui

Sprung unserer gewöhnlichen Ziffern und die Geschichte der ara

bischen von Interesse. In der HS. Luzzatto^s sind Operationen am Rande m

arabischen Ziffern, vielleicht vom Verf. herrührend.* In der Anweisung zui

Numeriren, Hs. München 150 f 83, sehen die Ziffern 4-9 so aus: ä M CT:^ ^

211) Kap. 7, bei Terquem, p. 16. - Die Null wird auch in dem Schrif

chen des Khowarezmi (p. 3 ed. Boncompagni) bezeichnet als circulus parvuh

in simiUtudine o litterae. Der Strich über der Null, den Terquem bemerkt ha

findet sich in vielen alten hebräischen HSS., und ist vielleicht hinzugefügt, um Nij

von zu unterscheiden?* Ueber die Namen der Null s. Chasles, Compt

rendus XVI (1843) p. 143 und Nesselmann, Gesch. der Algebra I, 102 49

Ibn Esra gibt den Namen Sifra (&<^Sö) als den der Landessprache (t5i>),b

Terquem p. 5 ungenau Jange ärangere^^.^ Allein die ganze Schlussstelle der Ei
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Er kennt die Rechnungsprobe durch Zilfernsumme dividirt durch 9 ,^*^)

lie schon bei Khowarezmi (p. 12 ) und auch bei Joh. Hispalensis (p. 32, 41)

vorkommt, aber nicht die Division durch Difierenzen von 9, welche in den

ygorithmen vorkommt, die zu seiner Zeit entstanden '^'^).

Vergleicht man die Methode seiner Multiplication (bei Terq. p. 7, vgl.

weiter unten) mit den vier von Woepcke zusammengestellten^^^), so ist sie

)twas kürzer als die des Khowarezmi und des Abacus (bei Chasles) und

jteht der jetzt gewöhnlichen am nächsten, nur dass die Theilfacite gleich

linaufgetragen werden; während Fibonacci und Planudes noch weniger auf-

schreiben. Dies sind freilich ganz untergeordnete Vortheile des Praktikers,

(und ibn Esra berührt auch die pädagogische Seite), die aber in der alten

Logistik und Calculation für wichtiger gehalten wurden und daher als An-

haltspunkte für die geschichtliche Fortentwicklung zu 6 7 8

beachten sind. Männer von Fach dürften in den

Einzelheiten des Textes unter Benutzung mehrerer

HSS. noch Manches finden, was Terquem nach dem

damaligen Standpunkt der Geschichte

der Mathematik nicht für beachtens-

werth hielt; ich beschränke mich auf

ein einziges, in mehrfacher Beziehung
" ** f

instructives Beispiel. Das Ende des

1. Kapitels bietet eine bedeutende Abweichung in

ien HSS. Die oben erwähnte Multiplication (Ter-

quem p. 7) fehlt vollständig in Cod. München 43 f.

107 b, sie bildet in HS. Münch. 150 f. 87b, 88, das Ende des Kapitels,

indem nach den Worten „45 Tausende und 25" nur folgt: „Die Probe

mache, wie du weisst." In Cod. Berlin f. 65 folgt noch eine kurze An-

weisung für die Probe; eine ausführlichere geht in beiden Münchener HSS.

iroran; am Rande stehen beigegebene zwei Figuren (ich setze arab. Ziffern

für die hebr. Buchstaben und Null ohne Oberlinie).

Hier ist die Form des ^ßasello''^^^^).

üeber die letzte Parthie des Buches konnte Terquem (p. 20) wegen

ier Beschaffenheit der einzigen benutzten HS. nicht genau berichten. Es

y y y'

7 y /
y 3/

/6

?

6 /2

3 2

_ 8

ieitung ist in der HS. Luzzatto von der Hand eingeklammert, welche die Variante

aotirte, die Terquem ebenfalls am Rande fand. Für ibn Esra hat auch das „Rad"
^eine symbolische Bedeutung.

212) Vgl. oben Anm. 143.

213) S. Chasles, Comptes rendus l. c. p. 173, 235.

214) Wöpeke, Sur Vintroduction des cliiffres etc. p. 20 ff., 47.

215) Boncompagni, in Atti delV Äccad. dei nuovi lincei VI, 320.

8*
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mag hier das Wichtigste in Kürze ergänzt werden. Der Verfasser geht vom

Wurzelzeichen zum Kreise über, weil derselbe von der Wurzel abhänge

(lUnilün "^ibn). In demselben gebe es viele Dinge: 1. Kreis (Peripherie),

2. Diagonale, 3. Quadrat^^^), 4. Sehne, 5. Pfeil, 6. Flächeninhalt 2^'); aus

zweien derselben lasse sich stets das dritte Unbekannte finden; einige

könne man aus einem einzigen Anderen finden (eine Variante der Berliner

HS. wiederholt hier: aus zwei Anderen!). Das 1. Beispiel ist ein Diameter

von 10. Zur Berechnung der Peripherie aus dem Diameter bemerkt er:

Die Geometer (nmsn 'i'QDn) nehmen das Verhältniss ^V? an, Archime-

des^^^) bewies, dass es weniger als 37?, mehr als 3 und 10 Theile von

70 V2 („d. h. 8' 24" 35'""); Ptolemäus nahm eine Mittelzahl, also 8'

30"- die Inder 5^^^) zwischen letzteren beiden sei nur eine Diffe-

renz von 6'". Nun folgt die Anwendung auf die Eintragung eines Dreiecks,

die wir aus den anderen Schriften kennen, aber ohne irgend eine Hin-

weisung auf den Gottesnamen. In Bezug auf Bogen und Sehnen nacli

Ansicht der Astronomen wird, wie ich schon oben erwähnt, auf die „Gründe

der Tabellen" verwiesen und bemerkt, dass die Geometer (n^lTan ^ÜDfl]

das Verhältniss der Peripherie genauer nehmen. Endlich erklärt er, warn«

die Arithmetiker ('jinir'nn ^ttDH) „um Eins weniger zur Eadix (liofl

genommen haben", — d. h. warum sie bei der Multiplication eil

Eeihe abziehen. Die wirklichen Zahlen 1—9 entsprechen den 9 Kreis(

(nibl^y, Himmelssphären — wenn er von 10 Zahlen spricht, so erinne:

er an die Fingerzahl, wie das Buch Jezira), alle anderen sind ähnlict

(D'^blülüi) und sollten erst die „Stufen" bezeichnen, also die Zehner d

1. Stufe etc., 1000000 die 6. [die letzte, die sich mit Worten geb(

lässt?] bis ins Unendliche. Da man die Einheiten aber als 1. Stufe ai

nahm, so musste man zuletzt eine abziehen, z. B. 200X 300 ist 2 X 3 = (

die Stufe gibt 6, davon ab eine, gibt die 5., deren Anfang 10000, als

ist das Product 60000; nach eigentlicher Berechnung wäre Anfang de

4. Stufe 10000. Das Resultat ist dasselbe, „sie thaten es bloss, um e

den Schülern zu erleichtern." Mit diesen Worten enden die vollstäi

digen HSS. «

216) ^ssn d. h. die Multiplication mit sich selbst, Terquem liest falsch Kafa\

und weiss es nicht zu deuten; s. oben Anm. 179. y

217) n^nn^n, s. oben Anm. 142 und 180.

218) Der Namen ist in den HSS. verstümmelt^ ihn Esra acceptirte wähl

scheinlich die arabische Form Dit"J^'D'^'ü^S< , welche dann von den Abschreiber

modificirt wurde; s. oben Anm. 139.

219) Dies ist die richtige Zahl, nicht 62438, welche Variante nur aus Weg

lassung eines n entstanden ist; vgl. oben S. 97 § 13.
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In Bezug auf Terminologie ist noch hervorzuheben, dass nach

ap. 5 der Nenner niTa (Lehrer, Zeiger u. dgl.) heisst, und zwar deshalb,

il er „den geraden Weg zeige"; man könne ihn auch anders nennen.*

^Ichrstellige Nenner werden, wie bei den Arabern, zerlegt; die Veranlassung

Aar zunächst eine sprachliche, es fehlt das Ordinale für zusammengesetzte

^.ahlen.

Diese Arithmetik ist offenbar als eine praktische Anleitung verfasst;

'

- r der Verfasser kann sich von der Symbolik nicht ganz frei halten.

'.r (von Terquem übersetzte) Einleitung knüpft an das Buch Jezira (vgl.

:; '.)). Zu Anfang des 2. Kap. hebt er die Bedeutung der Einheit heiTor

— jedoch ohne auf die Beschaffenheit des Gottesnamens einzugehen, also

mit UeberWindung seines Lieblingsthemas, wie auch gegen Ende bei der

Kreisberechnung. Wenn er für seine Glaubensgenossen in christlichen

Ländern auf die Einheit ein Gewicht legte, so wird das um so begreiflicher,

als der abgefallene Johannes Hispalensis kurz vorher in seinem Algo-

rismus Veranlassung genommen, die Trinität zu symbolisiren^^^).

§ 18.

Dass die Arithmetik Abraham's viel und lange studirt wurde, geht

schon aus der grossen Zahl der erhaltenen Handschriften hervor. Die

Theologen bedurften allerdings derselben nicht, da ihnen die Anwendung

in den oben erwähnten Schriften und Excursen näher gelegt war. Auch

seine Supercommentatoren erwähnen das Buch kaum, z. B. LeonMoscono,
der bei Abraham selbst zu Levit. 26, 6 eine Verweisung darauf finden

wollte, mit Unrecht '^^^). Josef ben Elieser zu Gen. 4, 21 (n. 226j citirt

aus Kap. 6 die Hochstellung der musikalischen Verhältnisse ^^^). Desto

mehr galt das Buch bei den philosophischen Pädagogen und Encyklopä-

dikern. In der Studienordnung des Jehuda ben Samuel ben Abbas^^^),

220) Liber Algorismi, Rom 1857 pag. 127 seq.;, vgl. p. 128: Numerum, cum

ad instar nouenarii, tarn celestia quam terrestria, tarn corpora, quam Spiritus, formaia

et ordinata esse videantur. Novem enim sunt spere etc. Sicut creature a simlitudine

sui creatoris qualicumque modo non recederet, dum intra illum numerum se continent,

quia primo impari in se multiplicato generant, qui post unitatem Deo
solus consecratus est, quia numero Deus impare gaudet. Vgl. Hebr.

Bibliogr. VII, 88 und die Berichtigung daselbst VIII, 152. *

221) Magazin etc. III, 99.

222) In Verbindung mit der vielverbreiteten Ansicht von der „Harmonie
der Sphären" (Hebr. Bibliogr. XIII, 35), der auch die astrologischen Zahl-

verhältnisse dienen mussten.

223) Seine Worte sind ungenau übersetzt von M. Güdemann, das jüdische

ünterrichtswesen u. s. w., Wien 1873, S. 251.
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dessen Zeit nicht genau ermittelt ist^^*), heisst es (wörtlich nach dem

Hebräischen): „Dann beginne er [der Schüler] zu lernen in einem Buche

die Wissenschaft der Zahl, im Werke des Abraham ihn Esra, denn es

umfasst die meisten Gegenstände der Rechenkunst, und, wenn ihm Gott

dies Buch hat zugeschickt, das Werk des Ismaeliten ihn ^ Hassar."

Josef Caspi aus Argentierre (Anfang des 14. Jahrh.) empfiehlt

seinem 12jährigen Sohne, sobald er 14 Jahre alt sei, der Mathematik viel

Zeit zu widmen, zu beginnen mit der Arithmetik des ihn Esra, dann folge

Euclid, al-Fergani, das ChesMon lia-Malialchot [von Abraham b. Chijja].^^^)

Schliesslich mag noch ein Gesammturtheil des Josef Salomo de]

Medigo erwähnt sein^^^): „Der Herr der Geheimnisse [d. h. der die Ge-

heimnisse kennt], ein Schatz von Weisheit ^^^), Abraham ihn Esra, übei

Zahl und Maass^^^), Astronomie und Kalenderkunde, Astrologie ^^^) schrie!:

er viele Bücher voll von Weisheit und Gottesfurcht; sie sind übersetzt ine

Lateinische und ruhmvoll erwähnt, so dass seine Methode der Constructior

der Häuser^'^^) des Himmels und deren Eintheilung als intellectuelle unc_

vorzügliche bezeichnet wird vor allen anderen Schriften der Alten."

§ 19.

3. Haben wir bisher unsern Autor nur in hebräischen Schriftei

verfolgt, so führt uns ein „Abraham" auch in die lateinische Literatu:

Dem ihn Esra wird im Index des Pariser Catalogs der lateinischen HS1

224) Hebr. Bibliogr. XIV, 39. Wenn er den 'Hassar (oben § 16 S. 109 A. 19^

nur aus der Uebersetzung kannte, so lebte er nach 1271.

225) „Testament", herausg. in der Sammelschrift Taam Sekenim Frankf. a.lil

1864 f. 51b.

226) Bei A. Geiger, Melo Chofnajim, Berlin 1840, hebr. S. 11. Zu Geiger'

Uebersetzung S. 12 s. unten Anm. 230.

227) n?a:Dnn ^215< — ein so betiteltes Buch, nach Wolf B. H. III. S. 51 in de

Oppenh. Biblioth. (bei de Rossi, Wrtb. S. 10) existirt nicht, vielleicht Verwech
seiung mit dem astrolog. 'n ni;i55<^ s. unten S. 127.

228) ^155^11:, d. h. Geometrie (vgl. Hebr. Bibliogr. YH, 87 und 89), worübe

jedoch kein besonderes Buch bekannt ist.

229) nibinn nTO^n kann hier nur Astrologie bedeuten; del Medigo hat ©

vielleicht irrthümlich so aufgefassb, s. oben S. 86 A. 96.

230) Geiger's Uebersetzung lässt dieses Wort weg, wahrscheinlich kannte e

die technische Bedeutung nicht. Es handelt sich um das Horoscop, dessei

Eigenthümlichkeit schon 1148 erkannt war (s. oben Anm. 28), welches unt. And
Schieiden hervorhob, aber ihn Esra selbst als indisch bezeichnet (Abr. Jud. S. 13)

Wahrscheinlich ist Scaliger zu Manilius raissverstanden bei Heilbrunner {Hist

math. p. 486, § 453), welcher schreibt: „ei attribuitur divisio Zodiaci in duodecin

Signa (!) et&^. De Rossi (S, 3, und nach ihm viele neuere Autoren) macht ibi

Esra zum Erfinder einer Dichotomie der Himmelskugel durch den Aequator, woh
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[V)l<rendes Schriftchen beigelegt: Liber augmenti et diminutionis vocatus

nnneratio divinationis, ex eo quod sapientes Indi posuerunt, quem Abraham

,>pilavit et secundum librum qui Indorum dictus est composuit. Libri

iiat dieses Schriftchen aus 3 HSS. edirt, aber dabei Zweifel über die Autor-

aft geäussert, ohne die Gründe für oder gegen anzudeuten ''^•^'). Es hat

r ein allgemeineres Interesse, den Verfasser und sein Zeitalter näher zu

kennen, wie sich aus dem Nachfolgenden ergeben wird.

Das lateinische Schriftchen ist in jedem Falle eine mehr oder

mmder treue Ueber Setzung oder Bearbeitung fremden Stoffes. Wenn

Abraham etwa nur eine Substitution des lateinischen Uebersetzers für

Ibrahim wäre, dann könnte an einen arabischen Verfasser dieses Na-

mens gedacht werden; ist es ein Jude, so bleibt nur die Wahl zwischen

Abraham bar Chijja und unserem ibn Esra, welche beide hebräisch,

nicht arabisch schrieben (oben § 7). Ersterer war nur als Dolmetscher,

z. B. bei der üebersetzung des Buches Electiones von 'Ali b. Achmed al-

Imrani („Enbrani") thätig (Barzellona 1134)'^^^), wahrscheinlich auch bei

einem Werke des Maslema (§ 21, 5).

Ehe ich die Innern und äussern Gründe für oder gegen die Autorschaft

nach Basnage {Bist, des Juifs p. 259), nach welchem ibn Esra in der Astronomi^e

glückliche Entdeckungen gemacht, welche die geschicktesten Mathematiker (f)

gewissenlos sich aneigneten, u. dgl. sonst. Das ist Alles wissenschaftliche —
Legende, zu gebrauchen für oberflächliche Apologeten.

231) Libri, Histoire des sciences tnathem. etc. I. p. 304 (cf. p. 124). — Das

Citat aus der Jenaer Lit.-Zeit. 1843 n. 301 bei M. Sachs (die relig. Poesie der

Juden in Spanien S. 310) ist ungenau. — Sedillot, Materiaux pour servir ä Vhist.

comparee des sciences mathem. etc. I.p. 454: „cet Abraham qui n'est autre probablement

qiie Je rabbin Abraham-aben Esra, mort en 1174". Was Sedillot über die Sache

selbst vorbringt, werde ich nicht weiter berücksichtigen, da es sich von selbst

erledigt.

232) Zeitschr. für Mathem. XII, 22, XVI, 370; Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch.

XXV, 393. Wüstenfeld, Uebersetz. S. 43, hat diesen Autor unter Plato aus

Tivoli nicht aufgenommen. — In Bezug auf Alm ans or (Abr. Jud. S. 26, Noten

zu Baldi S. 32, vgl. auch Hebr. Bibliogr. XI, 125 über eine Confusion bei Möhsen)

nimmt Wüstenfeld 1. c. S. 41 einen jüdischen, arabisch schreibenden Astrologen

Man9ur ben Abraham unter Hakam II (961—76) an, indem er bemerkt, ich

habe die „Lesart al-Hakam kaum erwähnt"; s. jedoch Abr. Jud. S. 30, 9, wo auch

die Lesart „filio Abenezrae". Von einem solchen Man9ur habe ich in der

jüdischen und arabischen Literaturgeschichte, die ich seit 35 Jahren insbesondere

für arabische Literatur der Juden verfolge, keine Spur gefunden. Ich halte

Almansor für ein noch ungelöstes Problem, welches hier nicht weiter verfolgt

werden kann. — Was endlich das Centiloquium des Ptolemaeus mit dem Comm.

des abu Dscha'äfer betrifft (Abr. Jud. S. 37), so nennen Handschr. den Joh. His-

palensis oder Toletanus, s. oben S. 111 Anm. 198.
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ibn Esra's auseinandersetze, mögen zuerst die Bemerkungen eines Mannes

von Fach Platz finden.

Chasles^^^), welcher das Schriftchen für eine Uebersetzung aus dem

Arabischen hält, äussert sich darüber: „Dieses Werk ist in mehrer Hin-

sicht von Werth. Zuerst ist es wesentlich verschieden von dem des

Muhammed ben Musa [el-Khowarezmi]; denn es bezieht sich einzig nur auf

die einfache und doppelte Regula falsi. Zweitens zeigt es uns, dass diese

Kegeln von den Indern herkommen. Man hat sie bisher den Arabern

zugeschrieben, auf die Autorität des Lucas de Burgo gestützt, der sie die

Regeln des Helcatagm [1. Helcafaym] „e vocabulo Aräbo nennt" u. s. w. —
Ich komme hierauf weiter unten zurück. — Später äusserte sich Chasles^^*)

j

über dieses Schriftchen folgendermassen : „ Es dreht sich hauptsächlich um i

die sog. rcgiila fals% aber auf jede Lösung nach dieser Methode folgt eine

andre nach gewöhnlicher Regel; alle Fragen sind 1. Grades mit 1 oder 2

Unbekannten, also das Ganze nicht von Bedeutung in der Geschichte der

Algebra*, aber es verdient erwähnt zu werden, und zeigt auch, dass die

üebersetzer des 12. Jahrh. sich vorzugsweise mit dieser Parthie der Mathe-

matik beschäftigten. Es gehört dem 12. Jahrh. an, ob es von Ibn Esra

oder Savasorda herrühre u. s. w."

In der That waren beide Abraham, die man sogar fälschlich zu Lehrer

und Schüler gemacht ^^^j, Vermittler arabischer Wissenschaft für Juden inj

christlichen Ländern, und direct oder indirect auch für Christen. Doch

scheint mir ein charakteristischer Unterschied darin zu liegen, dass b. Chijja

bei seinen hebr. Arbeiten auf die specielle Erwähnung der arabischen

Autoritäten weniger Werth legte und sie auch im Einzelnen weniger

citirte. Abgesehen von den ganz allgemeinen Angaben griechischer Autorei

über Geometrie ^^^)
, welche vielleicht vollständig einem arabischen Autor

entnommen sind, habe ich in seinen Schriften bisher fast nirgends einen

arabischen Autor citirt gefunden. In seinem Forma terrae, welches al-

Fergani benutzt zu haben scheint, wird letzterer, oder el-Battani ge-

nannt. Ibn Esra nennt in seinen grammatischen und exegetischen Schrif-

ten recht fleissig seine Vorgänger ^^'j; aus den mathematischen und astro-

logischen Schriften, wie aus der Vorrede zur Uebersetzung des Matani,

233) Chasles, deutsch von Sohncke, S. 567; vgl. Wöpcke, 3l€m. sur la

propag. p. 180.

234) Comptes rendus XIII, 1841, p. 508.

235) Abr. Jud. S. 11.

236) Hebr. Bibliogr. VHI, 94; Verz. der h. HSS. Berlin S. 58.

237) Magazin u.s.w. III, 143, wo nachzutragen: Josef der Babylonier (Exod. 25, 8

kürz. Reo.), wenn nicht ein Irrthum.
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ä.^st sich eine Reihe arabischer Autoren zusammenstellen und für die

ii;il)ische Literatur selbst verwerthen. Die in der lateinischsn üebersetzung

>tümmelten Namen muss man allerdings aus den HSS. der hebr. Originale

ituiren^^^).

In dem lih. migm. etc. p. 312 wird eine .,re(/ula infusa" eines Job

\filii Salomonis divisoris erwähnt ^^^). Noch mehr spräche für ihn Esra

|üe Erwähnung der Inder, wenn das Schriftchen nicht eine stricte üeber-

setzung des Werkes eines ungenannten Arabers ist. Zwar ist Abraham

aie in Indien gewesen (oben § 6), aber die Anführung von Indern gehört

SU den Kennzeichen seiner Schriften, insbesondere dem Nasi gegenüber; und

^ade zur Zeit ibn Esra's werden die auf indischem Einfluss beruhenden

Schriften der Araber in Spanien beliebt; in dieser Beziehung ist auch das

Uh. augm. ein interessantes Document. Selbst der Titel verdient besondere

238) Die genannte Vorrede habe ich in der Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch.

Bd. 24 übersetzt mit Nachrichten über die darin, zum Theil auch über die in

astrolog. Schriften erwähnten Autoren. Letztere werde ich anderswo erledigen.

239) Ibn, oder abn, Suleiman ist wohl ein stehender Beinamen für Hiob,

yj^j (Steinschneider, Fremdsprachl. Elemente S. 13), und dieser vielleicht identisch

mit Ejjub al-Ba'sri bei H. Kh. IV, 398 n. 8974 (ohne Bestimmung des Zeitalters,

und nur hier erwähnt, nach Index VII, 1067 n. 1538) als Verfasser von ^jäjLSj

oder Erbschaftstheilungen , welche die Araber als eine Disciplin der Mathe-
matik betrachten (H. Kh. I, 24, II, 62 u. 63, vgl. die Schriften IV, 393 n. 8967 ff.

und Ibn Khallikan bei Wöpcke, JRecJierches sur plus. ouvr. etc. I, Mome
1856 p. 8). Daher die Benennung divisor, welche eine Randbemerkung der

lat. HS. (bei Libri I, 312) erklärt: „gzn" res a defuncto relicta [sie] partitur^ et hoc

apud Ärabes.^^ Offenbar ist es die, auch sonst bei Mathematikern vorkommende

Bezeichnung -^*^7^'^, z- B- H- Kh. III, 528 (VII, 751), unrichtig übersetzt: statu-

torum divinorum perito (was auch Cure ton, Catal. p. 199 nota a, nicht berich-

tigt; ebenso in Flügel's Diss. de arah. scriptor. graecor. interpr. Missenae 1841,

p. 33 n. 73) besser IV, 408 n. 8991 (wofür VII, 822 ^j^^) u. IV, 410 Z. 3, ferner

V, 21 lin. 9: juris hereditarii gnaro; unübersetzt bei Puseij, Catal. p. 607 zu

MXLIP, (vgl. p. 286 nota i). — Zu dieser Gattung von Schriften gehört das von

mir in der Bodleiana wieder aufgefundene riix'^^35< ^xnD des Saadia Gaon
{Catal. p. 2160), welches auf den ersten Anblick für ein mathematisches Werk
anzusehen wäre. Die Regeln der Erbschaftstheilung boten bei verwickelten Be-

stimmungen Gelegenheit zu differirenden Ansichten. Auch Ibn Esra hat im
6. Ki,p. seiner besprochenen Arithmetik solche Fälle und erwähnt dabei die

Methode der „fremden" und der „israelitischen Weisen" — in letzterer glaubt

Terquem (1. c. p. 17) die ^Jogique toi-fueuse du Talmudiste"' zu erkennen. Dass

aber dergleichen mehr die Rechts lehre als die Mathematik angehe, bemerkt

schon Rosen zu den von Muhammed b. Musa el-Khowarezmi in seiner

Algebra behandelten Beispielen dieser Art (p. 91, vgl. p. 133).
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Beachtung ^^^). Die Araber nennen die regiila falsi ^jjÜa^JI \X^^^.^ oder

ciüiXJL Jw4.£. „die Operation mit der Wage", wegen der Figur X
,

welche dabei in Anwendung kommt. In den mir bekannten orientalischen

Quellen ^^^) findet sich nur eine von diesen beiden Bezeichnungen. Welchen

Ausdruck die hebräischen Arithmetiker des Mittelalters dafür gewählt haben,

ist mir nicht bekannt, da es überhaupt sehr wenige elementare hebr.

Rechenbücher gegeben zu haben scheint, und ich auch früher keine Ver-

anlassung hatte, von diesem Ausdruck besonders Notiz zu nehmen. Chasles

(1. c. bei Sohncke S. 567) bemerkt, dass man „in andern Werken aus

derselben Zeit" je'Ue Methode Regula falsi, oder augmenti et decrementiy

„ebenso wie der Compilator Abraham" nenne, indem er das Schriftchen

Algorithmus de integris . . . cum annexis de tri, falsi aliisque regulis, Leipzig

1507, anführt. Ich weiss nicht, ob der Ausdruck augmenti et decrementi

in diesem Buche selbst vorkommt, und welcher Zeit dasselbe angehört —
vielleicht hat Chasles anderswo, etwa in der Abhandlung über Abacus und

Algorismus (Comptes rendus XVI, 156, 281, 1383, XVII, 143; dieselbe

näher bestimmt. Im Abacus des Leonardo Pisano^^^) beginnt das XIII. Kap.

(de regulis elchatayn p. 318;.- Elchataieym quidem arabice, latine duarum

falsarum posicionum regula interpretatur etc., später (p. 319) heisst es:

JEst enim alius modus elchataym; qui (sie) regula augmenti, et dimi-

nucionis appelatur etc.

Vollkommen entscheidende Kriterien über den sprachlichen Ursprung

und die Autorschaft des Schriftchens habe ich leider nicht auffinden könnei

Was zunächst die oben mitgetheilte Ueberschrift betrifft, so ist si(

weder präcise und klar, noch, wie ich glaube, überhaupt von kritischem

Werthe. „Compilavif' bezeichnet die Arbeit des Autors im Gegensatz zu

der des blossen Uebersetzers^^^). Was soll aber heissen: secundum Uhrum

240) Der Ausdruck kehrt auch im Werkchen selbst (p. 332, 357, 359, 367 etc.)

wieder; es ist auch von den beiden „lances^^ die Rede, so z. B. gleich zu An-

fang S. 305.

241) Hagi Khalfa III, 62 (VII, 707), III, 142 n. 4724, V, 80 n. 10089; Nicoll,

Catdl. p. 287, 546; Cureton, Catdl. p. 199; Wöpeke, Becherches etc. II. p. 49,

— Dass die regida falsi von den Indern stamme, belegt schon Nicoll, p. 287

j

vgl. auch Wöpeke, Mm. sur Ja propag. p. 177, wonach art „geometrique^'- (!]

bei Marre, TaTkhis p. 16 zu berichtigen; ^-wJOi^ wird in HSS. leicht aus

242) Ed. Boncompagni; vgl. auch Libri, Hist. II, 31.

c

243) Ich erinnere mich „compilator'''' für ^:3n^ (= ^...ftJj-*) gefunden zu

haben; so nennt ein zweifelhafter Autor eines im Original nicht vorhandenen
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>j)ii Indorum dictus est, compostiit? Mir scheint die ganze üeberschrift

fabricirt aus dem eigentlichen Anlange (p. 305): Hie post laudem Dei in-

"lit: Comp'davi hunc lihrum seeundum quod sapientes Indorum adinvenerunt

numeratione divinationis . . . Ex eo igitur est etc. Dieser Anfang

bst kann auch noch vom lateinischen Uebersetzer modiücirt sein, wie im

;* Emhadarum^ wo der Uebersetzer Plato sich nur an das ihn Interessi-

rende gehalten hat.

Auch sprachliche Kriterien für den arabischen oder hebräischen Ur-

sprung dürften schwer zu finden sein. Die Schlussapostrophe: „Infeilige."'

(z. B. S. 329)^^^) entspricht dem arab. ^^äU, sJjX^Lä, wie dem hebr. "JSni;

einteilige et invenias^'' (p. 336) entspricht allerdings genauer dem rabb.

nSTön pTl. In dem Kapitel de camhio (p. 363)"*^'') kommen aurei melichini

[
jLL« reali?], revelati (was ich nicht zu erklären weiss) und solidi

[= soldi] vor. Vielleicht führt dies revelati durch Rückübersetzung auf

Arabisch oder Hebräisch — obwohl es auch hier möglich wäre, dass schon

der Hebräer den arabischen Ausdruck übersetzt hat. Ob die Ausdrücke

oppone (p. 336) und restaura (p. 363)^*^) zu irgend einem Schlüsse führen,

zweifle ich.

Endlich möge noch erwähnt werden, dass in dem Capitidum donationnm

(p. 329) von der Dotation der Frauen gehandelt wird; in der Algebra des

Muhammed ben Musa (p. 164 bei Rosen) ist nur von der Dotation der

Sklaven in Verbindung mit der Erbschaftsrechnung die Rede.

§ 20.

Der Vollständigkeit halber erwähne ich noch: 4. nilinr, (TacJibtda)

Stratagemma, Kunstgriff, dessen sich Abraham bedient haben soll, als er

sich zu Schiffe mit 15 Schülera und 15 Taugenichtsen befand und wegen

des Sturmes die Hälfte, und zwar stets der 9., über Bord geworfen werden

sollte. Er stellte sie so, dass immer der 9. ein Taugenichts war, nämlich

arabischen Commentars über das Buch Jezira den Verfasser (oder Redactor?)

dieses Buches isnip und lEDXis (in der hebr. Uebersetzung jenes Commentars). —
So bat auch Chasles, {Comptes rendus XIII, 515) gegen Libri nachgewiesen, dass

^^edidiV für verfassen vorkomme, also liher Algorismi des Job. Hispalensis nicht

eine blosse Uebersetzung sei; vgl. oben S. 111 Anm. 200.

244) Vgl. Älgorismus des Khowarezmi ed. Boncompagni p. 13.

245) Der vorangehende Index der Kapitel stimmt in den letzten derselben nicht

genau mit den Ueberschriften selbst, was auch für die Autorität der dem Index

vorangehenden üeberschrift von einiger Bedeutung ist.

246) Ueber den Sinn dieser Wörter in der Uebersetzung von iUjLjUJi, ja-^Ü

durch restauratio et oppositio s. Chasles, Comptes rendus XIII i^l841) p. 606.
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4 Schüler 5 T., 2 S. 1 T., 3 S. 1 T., 1 S. 2 T., 2 S. 3 T., 1 S. 2 T.,

2 S. 1 T.; dazu kommt ein Vers, dessen Anfangsbuchstaben die Zahlen an-

geben, wie ihn Abraham gewiss nicht geschrieben hat. Als Quelle wird

ein „Memoriale der Thaten" ihn Esra's angegeben^*'). Das Kunststück,

welches man als „algebraisch" zu bezeichnen pflegt, ist zuerst 1546 ge-

druckt, auch in Schwenter's Sammlung (1651) deutsch zu finden, von

Pfeiffer lateinisch übersetzt (1665)^^^). Mit einem prosaischen Memorial-

satz, der die Heiden ins Meer stürzen lässt, aber als Aufgabe die Wahl von

Florinen und Groschen stellt, findet sich das Kunststück im Namen ihn

Esra's in der HS. München 341^, anonym als Vorfall zwischen Juden und

Christen arabisch mit hebräischer Schrift in der Bodl. HS. bei Uri 212..

Die 15 Juden werden ins Wasser geworfen in einer latein. HS. der Bodl.

aus dem XVII. Jahrb.; Cod. Bern 704 enthält: Sors cujusdam (so) de XX.

christianis totidemque iudaeis, anfangend: bis duo nam niuei (^so) praesimt et

V nigelli; ähnlich in Riese, Anthol. latina II, 185 nota. Vgl. auch „Histo-»

rische und gute Schwanke des Meister Hans Sachs, herausg. von ConradJ

Spät", Pesth 1818 S. 40: „15 Türken und Christen". Wer möchte wohl

den Ursprung solcher populär gewordener Spielereien mit Sicherheit nach-

weisen?

5. Da man das Schachspiel zur Mathematik zu ziehen pflegt, so be-

merke ich, dass die dem Abraham beigelegten versificirten Regeln darüber

höchst wahrscheinlich einer späteren Zeit angehören, s. meine Abhandlung!

„Schach bei den Juden" in A. van der Linde's Geschichte und Bibliographie!

des Schachspiels, Berlin 1873 S. 159 u. S. 195, wo ein correcter Abdruck]

mit genauer Uebersetzung beigegeben ist.

§ 21.

Die gegenwärtige Abhandlung hat eine solche Ausdehnung erreicht,

dass es nicht mehr angeht, auch die astronomischen und astralogischen

Schriften Abraham's in gleicher Weise zu behandeln; das muss einem be-

sonderen Artikel vorbehalten bleiben. Da jedoch auf dieselben theilweise

Bezug genommen ist, so mag hier eine äusserst kurz gehaltene Aufzählung

mit sehr beschränkten Nachweisungen folgen, und zwar so gut es geht, in

247) niTüS'^n *|l'nit. Ich möchte daraus nicht schliessen, dass man im

Mittelalter eine besondere Schrift solchen Inhalts gekannt habe.

248) Warum Friedländer, Comm. on Isaiah, p. XXI, den Plan des Schiff's-

capitains und den Kunstgriff „ungenügend bekannt" nennt, ist mir unerfindlich;

auch ist dieses Stück 1546 wahrscheinlich nur in fugam vacui hinter Mose b.

Chabib's Schrift gedruckt und hat mit derselben nichts zu thun. Das Weitere s.^

in meinem Catalog. Bodl, p. 687.
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ihr onologischer Reihenfolge, jedoch so, dass jüngere Ueberarbeitungen

-lets der ersten Recension angefügt sind.

1. Nativität in Beziers 1136, zweifelhaft (Abr. Jud. S. 42, u. oben S. G8).

2. Antwort auf drei chronologische Fragen an David Narboni, kurz

r 1139, von mir edirt 1847. Vgl. oben S. 68.

3. nimb, astronomische Tabellen, vielleicht ursprünglich eine Redaction

'Itr Tabellen des Abraham bar Chijja (Abr. Jud. S. 16, 43, 44, Verz. der

lit'br. HSS. . . . Berlin S. 103), oder selbstständig, und zwar zuerst in Lucca

(um 1145 ?j, revidirt in Narbonne (ob etwa zur Uebersetzung des MataniV).

Jt'huda ha-Jisraeli, in seinen neuen Tafeln (um 1339'??), in der Bodl.

HS. Oppenh. 1666 Qu., geht über die toletanischen um 1^ vor, wie Maimo-

nides, Abr. ihn Esra, Abraham [Sa'hib] esch-Schorta ^ auch die „Tabellen

(Itr Geistlichen". Der .Jractatus Abraliae de tdbulis planctanim'' in Cod.

Arundel 377 (Brit. Mus.) ist von Abraham Sacut? Vgl. auch die Tabulae

nvolutionum etc. von Samuel (?), worin „dicit Abraham", Cod. Cambridge III,

302 n. 1684 (Hebr. Bibliogr. XI, 78).

4. "nni^n nSO ha-Ihhur, vom Kalender, 2. Recension Verona 1146/7,

unvollständig erhalten; mit Vorwort von S. H. Halberstamm in Bielitz ed.

Lyck 1874. Berichtigungen und Erläuterangen bei N. Brüll, Jahrb. III,

164 ff. — Wahrscheinlich dahin gehörende Gedächtnissreime habe ich in

n. 12 einer Handschriften-Sammlung des Antiquars Schönblum in Lemberg

im J. 1869 gefunden und werde sie demnächst drucken lassen.

5. niDHSn "^'pD über das Astrolab (bei de Rossi, Wörterb. S. 9 n.

23 und 24!) zuerst um 1145/6, in 2. Recension 1148, miserabel heraus-

gegeben von Edelmann (Königsberg 1845), dessen vollständige Ünkenntniss

nachweist H. Filippowski (Ässiph, Almanach, II, für 1850, S. 106— 9). Es

gibt ausserdem eine Nebenrecension.

Rodolfus Brugensis übersetzte ein Werk über das Astrolab von

Maslama al-Medschriti (Commentator des Planisphärium von Ptolemäus, s.

Zeitschr. d. D. Morg. Gesellsch. XVIII, 169, XXV, 402, Zeitschr. f. Mathem.

XVI, 382, Noten zu Baldi S. 6 und 28, den Artikel aus Oseibia bringt

Wüstenfeld, Uebersetz. S. 50), und zwar unter dem Dictat seines Lehrers

Abraham (HS. Cotton, Vespas. II, ms. XIII f. 40b, bei Heilbronner, Eist,

mathes. p. 295 § 214b, s. auch Rose, im Hermes VHI, 335), was Leclerc

(Hist. de la mediane arahe, II, 433) und Wüstenfeld /. c. unbeachtet lassen,

obwohl es nicht unwichtig ist. Ich vermuthe, dass hier Abraham bar Chijja

gemeint sei, den wir als Dolmetscher des Plato aus Tivoli kennen (oben Anm.

232). Dasselbe Werk übersetzte auch Joh. Hispalensis nach Cod. Merton 259 ^
s. Zeitschr. f. Mathem. XVI, 374. Wüstenfeld, Uebers. S. 33, fügt ohne wei-

teres Cod. Paris 7292 hinzu, über welchen ich l. c. Aufschluss gewünscht habe.
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6. Eine Reihe astrologischer Schriften, grossentheils in 2 Recensionen

1146 und 1148. Eine Compilation von wörtlichen Auszügen — die man
daher für Schriften des Abraham hielt — machte Levi ben Abraham
gegen Ende des XIIL Jahrh. (vgl. Abr. Jud. S. 44); Commentare des

Messer Leon (Jehuda ben Jechiel in Italien, um 1450— 90) besitzt Peters-

burg. — Chajjim aus Briviesca studirte sie gegen Ende des XIV. Jahrh. in

Salamanka (Letterbode II, 87, 88, vgl. Hebr. Bibliogr. XVII, 62). Ein

Jude Haging (d. h. Chajjim)^^^) übersetzte sie im Hause des Henricus

Bates in Mecheln 1273 ins Französische, auch den Namen „ibn Esra" in

maistre de aide^ daraus wurde lateinisch magister adjutorii (Opera f. 31 c)

und adjutor^ daraus ohne Zweifel wieder additor in einer Wiener HS.

(Tabulae IV, 125 n. 5442^'^^), während in Spanien ibn Esra in den be-

kannten Namen ibn Zohar verwandelt wurde. Henricus Bates übersetzte

daraus das Buch de mundo in Liege und beendete es 1281 in Mecheln (nach

der A-usgabe); eine Leipziger HS. (bei Feller S. 327) versetzt Bates nach

Fez (!) und substituirt 1292 (wegen Petrus? s. unten); ersteres möcht

Wolf (B. H. III p. 51) auf die benutzte hebräische HS. beziehen — die

vermittelnde französische war ihm unbekannt. — Sollte etwa für „Leodid'''

Paris gelesen sein? etwa wegen der Identität mit dem pariser Kanzler? ^^)

Im J. 1293 redigirte Petrus d'Abano {Apünensis) aus Padua die meisten

übrigen Bücher (Opera ed. 1507 f. 31 c) nach der Recension v. J. 1148^

und so verbreitete sich in unzähligen Abschriften die Kenntniss und das An-

sehen des Verf., dessen Name bis zu Avenare verstümmelt wurde, auch

durch Uebersetzungen in alle Sprachen, ja es ist vielleicht sogar eine ara-

bische gemacht worden (s. oben § 7, 4). Eine, wie es scheint, theilweise

abweichende spanische Uebersetzung einiger Bücher (Rodriguez de Castro,

Bibl. Espaii. I. p. 25, 26) ist wiederum lateinisch von dem Spanier

Ludovieus de Angulo tibersetzt (Wolf, Bibl. Hebr. I, p. 83, jetzt Cod.

Paris 734^). Vgl. auch unten zu IV. — Die latein. Uebersetzung des

Petrus mit Einschiebung der des Bates ist in Venedig 1507 gedruckt als

Ahralie Avenaris . . . in re judiciali operaj vgl. Catal. Bodl. 687 u. Add.

Ein genaueres Studium der hebr. Handschriften allein vermag zur Be-

249) S. Hebr. Bibliogr. XVIII, 130 und die in H. B. XVII, 104 angeführten

Quellen, insbesondere den Artikel „Hagins le Juif' von P. Paris in der Hist.

Lit. de la France XI, 499 ff., der nicht von Irrthümern frei ist. Die von ihm

besprochene HS. ist das angebl. Buch „cZe la sphere par maitre Deiade^^ (sie),

welches ich im Art. Abr. Jud. S. 12 erwähnt habe.

250) S. über Bates meine Nachweisungen in Catal. Bodl. p. 1038 und Add.,

berichtigt in Zeitschr. D. M. Gesellsch. XVIII, 190, XXIV, 371 u. XXV, 417 über

die im J. 1274 verfasste magistralis compositio astrolabiij welche mit ibn Esra

zu vergleichen wäre. Vgl. auch Baldi, Cronica p. 81.
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' liigung unzähliger Missverständnisse und Irrthümer bei den Bibliographen

md Catalogisten zu führen. Hier genüge eine Aufzählung der hebr. und

atein. Titel ohne Rücksicht auf die verschiedenen Recensionen, die

i>n den meisten noch vorhanden sind.

Der allgemeine Titel D^Üün Mpn ist wahrscheinlich unecht, noch

jicherer rraDH nilSli^ (Catalog der HSS. Carmoly S. 57 N. 104 B, wohl

niifusion mit 13^1^5 oben S. 118 A. 227).

I. niGDn rr^lDi^"! IniUum Sapientiae, oder Introducfio.

IL n'pT^n ^-JSTÜÜ, auch als nibT^H 'D (Buch der Gestirne), un-

übersetzt, scheint eine Nebenrecension von III. Einen Theil bilden D'^r^lJT'D

Leitungen, was als Titel eines Buches vorkommt; vgl. Handschr. des Rab-

biners Wallerstein in Rzeszow, aufgenommen in meinem Verzeichniss der

Handschr. des Buchhändlers Benzian 1859 N. 5. F).

III. a-ilSinon Lib. Bationum.

IV. rrnbTa NativUatum; in der abweichenden Recension, welche la-

teinisch 1485 etc. erschienen ist (s. Boncompagni, Bella vita ecc. di Guido

Bmaüi 1851, p. 135, 136) liest man (fol. c. 2 verso): In tempore autem

hoc 1154 ab incarnatione etc. Mehr in Zeitschr. D. M. Gesellsch. XXIV,

341, übersehen von Wüstenfeld, Uebers. S. 83; vgl. oben S. 74 A. 51 über

eine etwaige arab. Uebersetzung.

V. D^-innia Electlones.

VI. nipi^TD Interrogationes.

VII. mnii^'a Luminaria,

VIII. D^'in'iTDlQÜ niintra . . . abl2?n de Mundo et conjunctionibus plane-

tarum.

7. Uebersetzung von Maschallah's Schriften Pilpi^t? Interrogationes

und nmpl de eclipsibus, welche man meist mit den astrologischen VIII

Büchern verbunden findet.

8. riün rn^t^ Brief des Sabbat an den Verfasser, verf. 1158 in

London, gedruckt; vgl. oben S. 69 Anm. 30.

9. Uebersetzung des Buches: „Gründe der Tabellen des KJioivaresmi

von al-Matani" (? ein noch unbekannter Araber), Narbonne 1160, mit

einer interessanten Einleitung, welche ich in Zeitschr. D. M. Gesellsch. Bd.

XXIV mit deutscher Uebersetzung meiner Abhandl. „Zur Geschichte der

Uebersetzungen aus dem Indischen ins Arabische" einverleibt habe; Nach-

träge dazu finden sich in Bd. XXV.

10. Horoscop eines Kindes, Narbonne 1160, gewöhnlich zwischen

den astrolog. Schriften zu finden. Excerpte daraus gab ich 1847 nach

einer Dresdener HS., Einiges habe ich später berichtigt.

Der Vollständigkeit halber erwähne ich noch der ^^Introductio in AI-
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chorismum a magistro A. composita'', welche Chasles dem Abraham Sava-

sorda beilegt (Zeitschr. D. M. Gesellsch. XXV, 393 zu 124 A. ll), ohne

ausreichende Begründung.

Ein grosses und kleines Buch nibTÜÜ DbiD „Leiter der Gestirne",

wird in verdächtiger Quelle (oben S. 62 Amn. 6) dem Abraham beigelegt.,

In der Turiner falsch gebundenen HS. (Peyron 1. citando S. 108) geht es.

anonym dem Astrolab (oben Nr. 5) voran.

Nachtrag.
(Juni 1880.)

S. 64 Aüm. 11 und S. 81 A. 73. Benjacob, Thesaurus S. 417 N. 276: "IID (ungenau),,

denkt an Jesod Mora.
S. 69 A. 28. Für die Verbindung Narbonne's mit Spanien um dieselbe Zeit ist,

anzuführen, dass Jehuda ibn Gajjath aus Granada wahrscheinlich um 1130—40
dort war (Katalog der hebr. HSS. in Hamburg S, 66).

S. 75 A. 53, s. Benjacob S. 133 n. 216.

S. 76 A. 58. Dass die Turiner HS. (bei Bern. Peyron, Codices hebr. . . Biblioth.

Turin. — Turin 1880 S. 227 n. 213) einen Commentar des Avicenna zu 'Hai
b. Mekiz enthalte, ist trotz der so lautenden Nachschrift unglaublich. Die
HS. bedarf näherer Untersuchung.

S. 77 A. 63. Die Weisen Griechenlands nennt Abraham zu Exod. 12, 1.

S. 81 A. 73. n^^ni&<n ni^^n nach Sabbatai, bei Benjacob S. 655 N. 629 (vgl. N. 625)
ist dieselbe HS. Vatic. 405^ bei Wolf I S. 80 mit hinzugesetztem niD, näm-
lich das (edirte) kabbal. Temuna.

S. 86 A. 94 n^binn ^bsn zu Psalm 46 (Zunz, Ges. Sehr. III, 61 A. 33).

S. 90 A. 112. Ueber ",11 (Num. 23^) wird im Midrasch Exod. Kap. 15 (f. 100 Col. 2

ed. Frankf.) bemerkt, dass 8 Ziffern paarweise 10 geben (1 -f- 9 etc.), nur
5 sei isolirt. — S. 92 Z. 1 Diagonale lies Diameter.

S. 97 A. 142 ^^nx'i^sn hat Chananel (in Kairowan, Anf. XI. Jahrb., bei Berliner,

Migdol Chananel S. XXV), dafür mi^^n (das. S. 38).

S. 104 A. 172. Nachdem diese Abhandlung im Satz vollendet war, gelangte ich

zur Ansicht des 1. Artikels von Leon Rodet: , Sur les notations numeriques
et algebriques anterieurement au XVP siede. Ä propos d'un manuscrit de

VÄrithmetique d'Aben-Ezra, in den Actes de la Societe philoUtgique , T. VIII,

fasc. 1. annee 1878 (Paris 1879) S. 1—25 (ein zweiter scheint noch nicht ge-

druckt). Der Verf kennt Terquem's Notiz nicht und legt die HS. Paris 1052
zu Grunde, aus der er ein Facsimile und Proben giebt. Er sucht zu beweisen,
dass Abraham zuerst die hebr. Buchstaben mit Positionswerth anwende
und Autor der Operationstabellen sei (S. 13). Das Zeichen ö leitet Wöpcke
(bei Rodet S. 9) von ovSsv ab, also ist die Linie wohl ein Abkürzungszeichen?
Die Probe durch 9 scheinen die Araber von den Indern abzuleiten; sie findet

sich aber in den bekannten Quellen nicht (S. 15). Eine Analogie eines vier-

theiligen Quadrats für die Verhältnisse mit unseren Determinanten wird
hervorgehoben (S. 22). n^in (oben S. 117) wird (S. 25) ungenau „norme''
wiedergegeben; es ist nicht eine Abstractform , sondern ein partic. activi. —

j

Man sieht, dass das Büchlein wirklich noch nicht ausgebeutet ist.

S. 114 Ende § 16. Eine anonyme Arithmetik in Turin (bei Peyron 1. c. S. 191

N. 181) in 2 Theilen, Th. 2 in 6 Pforten, beginnt mit einem Vorwort: „Wisse
die Weisen verglichen Gott in der Welt der separaten Intellecte mit der Eini

in der Zahl."

Daselbst A. 211. ,,5<'n£i'iö das ist ein Rad", bei Elia Baschiatschi , Adderet Eliahu
f. 11^ unten ed. Gosloff.

S. 122 Z. 1. Bei Gurtand, Beschreib, der mathemat. . . . hebr. Handschr. der

Firkowitz'schen Sammlung, Petersb. 1866 S. 34: „Regel de Tri" (!) hebr.

d^i:;3n7Dn ^^^, d. h. „Weg der Entgegengesetzten".
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» Le manuscrit aiiquel est emprunte le morceau que nous editons est

Signale ainsi dans le Catalogue des manuscrits de la Bibliotbeque royale:

„VI M DCXXVI. Codex membranaceus olim Baliizianus. Ibi continentur

1. L. Annaei Senecae libri duo de dementia ad Neronem Caesarem; 2.

Ejusdem libri Septem de beneficiis ad Ebutium Liberalem, amiciim snum;

3. N. OCreati Über de multiplicatione et divisione numerorum ad Adelar-

dum Batboniensem magistrum sunm. Is codex decimo tertio saeculo videtur

exaratus" ^).

II est compost' de 87 feuillets numerotes 1— 87, precedes et suivis

dun feuillet de garde. Le Prologus occupe les folios 84— 87.

Ce manuscrit est encore signale par Jourdain dans les lignes suivantes

de ses Recbercbes sur les traductions d'Aristote au moyen-äge: „II existe

en effet ä la Bibliotbeque royale un abrege d'un ouvrage arabe sur les

nombres entrepris ä sa priere et que l'auteur, un certain O'Creat, ecrivain

inconnu a tous les biograpbes anglais que nous avons consultes lui a de-

dies comme ä son ami et a son maitre""). Jourdain a meme publie dans

une note les premieres lignes de ce document^).

Augurant de ces passages lümportance du traite d'O'Creat, M. Maurice

Cantor adressa le 22 Aoüt 1879 ä M. Leon Rodet, qui vouhit bien nous

transmettre la demande, une lettre dans laquelle il le priait de vouloir bien

examiner ce fragment.

Les previsions de M. Cantor furent parfaitement justifiees; non seule-

ment cet ecrit avait le prix d'etre le seul extrait qu'on possede dun

traite arabe sur la multiplication et la division; en considerant une sorte

de multiplication complementaire comme une . application dune regle de

Nicomaque (evidente sous la forme algebrique) ,,r/^ = («

—

h) (a + 6) -{- fe^"

l'auteur faisait un rapprochement du plus haut inter6t historique.

Malbeureusement les renseignements sur O'Creat sont nuls.

En s'en tenant aux donnees les plus positives, on doit placer Texistence

d'Adelard de Bath dans le trente premieres annees du XIP siecle. II

voyagea beaucoup en AUemagne, en Italic, en Espagne, m6me en Egypte et

en Arabie. On cite parmi ses travaux un traite de l'Astrolabe, une doctrine

de l'Abaque, une traduction des tables Kbarizmiennes et la celebre Version

1) Catalogus cotlicum manuscriptorum Bibliothecae regiae pars tertia tomus

quartus Parisiis MDCCXLIV p. 2G3.

2) p. 99.

3) p. 99, note 1.

9*
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arabe-latine des Elements d'Euclide dont va s'occuper ici möme Mr. Weissen-

born dans un memoire imprime ä la suite de notre travail.

Quant ä Helceph, M. Rodet conjecture que ce mot ne designe pas un

nom propre, rnais le mot ,J;^\ alqeyf, examen, etude, discussion, recberche

approfondie, peut etre le commencement d'un titre tel que „El-qeijf

ßT-ilm el-Jiissäh „Recherche sur la science du calcul". D'une part nous

n'avons trouve aucun personnage de ce nom; d'autre part les etranges de-

figurations que les Occidentaux ont fait subir aux mots arabes rendent cette

explication vraisemblable.

Prologus N. Ocreati in Helceph

ad Adelardum Batensem magistrum suum.

Virtus amicitiae inter eos qui ejus habitu inficiuntur hanc legem con-

stituit ut alterutro praecipiente alter parere non pigritetur. lussus igitur

ab amico immo a domino et magistro festino aggredi Helcep Sarracenicum
^

tractare de multiplicatione scilicet numerorum et divisione, nee non etiai^'

de multiplicatione proportionum quae nonnisi per numerus investigantur, licet

non omnes in numeris reperiantur. Cujus quidem compendium ingenio vestro

placiturum non ambigo, si dominus dedit. proferre prout dedit intelligere.

Cujus quidem invocato nomine vel auxilio piö presumitur quod sine eo temer

auderetur, in quo omnes thesauri sapientiae et scientiae ascunditi; qui si

benedictus in secula. Amen.

Textus.

Ordines igitur numerorum sive limites a primis numeris qui digitij

vocantur et sunt IX per decuplos in infinitum procedunt. Sunt autem in

unoquoque limite numerorum novem termini, nee plures inveniri vel excogitari

possunt. Unde ut opinor novenarium coelestium spirituum ordinem auctor

omnium mutuatus est. Omnes autem qui sunt in caeteris limitibus, praeter

primum, articuli solent appellari: ut sit primus limes ab I usque ad X,

secundus vero a X perprimorum per decuplos primorum digitorum usque

ad C; tertius vero a C usque ad mille per decuplos secundorum et sie de

caeteris, verbi gratia; prima unitas videlicet primi limitis principium est I,

primus binarius II; primus ternarius III; primus quaternarius, IUP); primus

quinarius V; primus senarius VI; primus septenarius VII; primus octonarius

1) Pour rimportance au point de vue de rhistoire des mathematiques de cette

Variete et des varietes aualogues de chiffres nous nous permettons de renvoyer a

uotre travail Sur l'origine de la Convention dite de Descartes (Revm

Archeologique, Avril 1878).

i
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Vril; primus novenarius IX. Ecce assignavi primiim ordinem niimerorum;

unda aiitein unitas, quae est secundi limitis principium, est X et in eodein

lite sunt caeteri numeri qiii sunt primorum decupli scilicet XX, XXX,

';, L, LX, LXX, LXXX, XC tertia unitas C, (piarta unitas mille, Quinta

itas X idem^), sexta unitas C idem, ^)septima unitas m m, ^)octava unitas

li' lies mille millia, *)nona unitas millies milie millia.^) Sed et reliquos

!i imeros quota fuerint, ipsa unitas totos assignabit, ipsos praecedentis quidem

Intiitis decuplos. Placuit igitur ad evidentiam ordinis praedictos cum suis '

novenis terminis sub notare
|
ut quotus sit unusquisque numerus locus designet, f ' s-i vei

ut in secundo loco scriptus secundus binarius I. XX accipiatur et sie de

ceteris deorsum dispositi deduplicatione. Sinistrorsum vero naturali mul-

tiplicatione a prima specie multiplicitatis quae est decupla usque ad octavain.

IX VIII VIT VI V IUI iii II I

Xona-
gint*

/-> i. ( c i c 1 üuiu-
Ucto- Scptua- Sexa- ^
ginta

j
ginta ginta ^^^

Quadra- Tri- Vi-
ginta

,
ginta

,
ginti

1
I

Decem

IX VIII VII VI
•

V IUI III II I decem

IX VIII VII

i

VI V
1 1

IUI ; III 1 II
1

centum

IX VIII VII

1

VI V im III n mille

IX VIII VII VI V IUI III II X milia

IX VIII VII VI V
1

IUI III II C milia

IX VIII VII ' VI

1

V IUI III II M. milia

IX vni VII VI V mi III n X®* M, milia

IX vm
1

VII VI V
1

mi m II C«8 M. milia

IX VIII VII VI 1 V mi ; III II M®" M. milia

[NJunc dicendum est qui proveniat exductu cujuslibet terminorum primi

ordinis dueti in semetipsum aut ex quolibet uno in quemlibet alium ejusdeni

1^ jr. 3. c. a. d. les dizaines de milles.

5) 0). n. m. il faut Uro centies.

2) C. 3) CO. (0. 4) c^. Ic. la-

p. ra, m.
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limitis ducto. [Ijgitiir cujuslibet termini infra X siipra sub diiplum ejus

constituti quere difi'erentiam quam habet ad X et eandem subtrahe ab eo

quem ducis in se, intra reliquum et X medius erit arithmetica medietate.

Itaque secundum regulam Nichomachi quod ex duobus extremis in alterutram

et ex duabus differentiis invicem ductis provenit hoc ex ipso medio ducto

in se; verbi gratia novies novem quot sint interrogatus respondeo octies

X et semel unum sumo enim differentiam quam habet IX ad XP) et eam

demo de IX et relinquuntur VIII, ecce arithmetica medietas VIII, IX, X. Ergo

duo extrema sunt VIII et X tanto minus continentur quia medium ex se

provocat quantum duae differentiae sunt unum et unum. Simili ratione

interroganti quantum est octies VIII respondeo sexies, X cum bis binis at

° 85 V. vero septies VII est quater X cum ter temis per eamdem
|

regulam Nicho-

machi quod Septem est medius inter IUI et X, sunt differentiae tres et

tres. Eadem quoque ratione sexies VI sunt bis X cum quater quaternis.

Jamvero ex solo usu VP* V sunt XXX, quater quatuor sunt XVI; ter terni

sunt IX; bis bini sunt IV; semel unum I est. Hunc (sie) descendamus ad

secundum ordinem ubi per geometricam medietatem perpenditur quod in

primo limite per arimeticam scilicet unius saltus. Non enim solum j^er

centum ab ultimo usque ad suduplum perpenditur quantum quisque ex se

producat scilicet P) usque X vel unum decies qui est secundi ordinis

principium ex arte quia X proportionnaliter est inter unum et centum.

Ergo semel C tantumdem est quantum decies X similiter investigandum

est quantum producat ex se quilibet terminus secundi ordinis, considero

enim quomodo terminus de quo quaeritur se habet ad C. et quisnam ad

eum similiter se habeat. Qui autem sub eodem et centum continetur contra

interrogationem respondeo: Verbi gratia Interrogatus quantum est vigies

viginti dico quadringinti qui numerus continetur sub IUI et C inter quos

XX proportionnaliter continetur. Scilicet etiam triginta inter IX et C; at

vero inter quadraginta XVI et C. Sed quinquaginta inter XXV et C; LX"

vero cum sunt tres quintae centenarii proportionaliter continetur inter

suas partes quintas quae sunt XXXVI et centum. Septuaginta cum sint

Septem decimae partes centenarii proportionaliter continetur inter suas VII

decimas partes quae sunt XLIX et centum. At vero LXXX cum sunt

quatuor quintae^) quae sunt centenarii proportionaliter continetur inter

suas quatuor et quintas quae sunt quintas XVI . I . LXIV et centum; nona-

ginta vero cum sit IX decimae in numero C proportionaliter continetur

inter novies IX . I . LXXXI et C. Pariter ergo quantum ex se producat

quilibet terminus secundi limitis ex decimo nono theoremate septimi libri

1) Entre la ligne on lit unum. 2) 3. 3) quatuor V.
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HiicJidis. Similis ratio est etiam in caeteris ordinibus. Uniira igitur osten-

-sum est quantum i^roducat quisqiie ductus in se; restat ostendere (luantiim

producat quisque in alterum ductus sui ordinis. Dico ergo quod omnis

minor terminus cujus limitis in majorem ejusdem ordinis tantumdem pro-

ducit quantum continetur sub ipso minore et principio se(tuentis ordinis

siibtracto; Eo quidem continetur sub eodem minore et differentia majoris

vi ipsius principium sequentis ordinis. Verbi gratia septies IX est septies

X septies I minus. Similiter sexies IX est sexies X sexies uno minus.

Vel aliter. Quisquis in alium tantum producit quantum in se I et in f" 8^ v.

ipsorum differentiam. Verbi gratia septies IX tantumdem est septies Sep-

tem et septies II. Est etiam inveniri qui ad minorem sie se habent ut

niaior ad principem; sie enim vocamus principium sequentium limitum.

Erit igitur ibi quod continetur sub extremis haec sub ipsis contineri. Sic

est enim in omnibus IUI terminis proportionalibus. Verbi gratia: (^uinquies

sex sunt ter X quum tres ad V sie se habent ut sex ad X. Simili ratione

decies XXX sunt CCC quum ut tres ad X sie XXX ad C scilicet quadragies

LX sunt CCCC vigies qui sunt 11 et CCCC quum sicut XX IUI se habent

ad XL sie LX ad C scilicet quia haec et bis similia sunt quaedam quasi

anximata (sie) et ad artem propositam minus respicientia attingimur ad

ipsam cominus adgrediendam.

Cum igitur voluerimus aliquot numeros sive duos sive quotlibet ut

per se ipsos vel per alios totidem aut etiam per plurimos sive per pauci-

ores multiplicare etiam ipsos. Multiplicandos scribemus in locis diversis

singulos in singulis sinistrorsum dispositis ut de quoto ordine quisque

fuerit, totum locum teneat. Quod si non fuerint in ipsis multiplicandis

numeri qui loca prima optineant (sie) ponatur^) pro eis qui defuerint

Signum cyfre ad locum vacuum designandum ut si multiplicandi fuerint

. 1 . CC cum eos oporteat quarttum (sie) et tercium locum tenere eo

quod I de quarto, CC vero de tertio ordine sint. Idcireo secundum locum

et primum obtinebunt due cyfre hoc modo I CC 00^) vel si XXII mille

tertium locum habebit cifre hoc modo I II . I . In hac igitur dispositione

quotum locum teneat quisque tota est unitas vel totus binarius et sie de ceteris.

Proponatur igitur quod primum duo numeri multiplicandi sunt per semetipsos

XXX . III . et scribantur in primo quodam loco primus ternarius. In secundo

loco secundus ternarius III et III dein

minimum multiplicantium sub maximo

multaplicandorum (sie) hoc modo. Juxta

III III

III III

1) Ecrit deux fois: la seconde fois barre.

2) Le signe du zero est le suivant t.
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hanc regulam in omni multiplicatione minimus sub maximo ponendus est scilicet

et caeteri quotquot fuerint multiplicantes sinistrorsum disponuntur, in totis

locis singuli quotorum ordinum fuerint. Ita videlicet ut quemadmodum supra

dictum est, cyfre si opus fuit vacuum locum designet. Ducendus est ergo

f" 86 finistimus superioris ordinis
|

in finistimum inferioris quisque in quosque scilicet

nonnisi nominibus digitorum licet ipsi sint articuli ut terterni. Si ergo digitus

inde excreverit supra illum inferioris ordinis unum oritur in superiori ordine

ponetur. Quod si articulus ultimus non supra illum, scilicet nee ibi rema-

nebit si articuli nascuntur ex invento et apposito. Juxta hanc regulam

digitus de quo nascitur supra eum ponitur vel in qua superiori nascitur

ibidem remanet. Si nasceretur articulus, scriberetur ulterius est ita hic^)

id est igitur quomodo disposui XXXIII quos cum

vellem ducere sinaphi posui minorem sub majori

I ita sub XXX dein a sinistris ipsius ternarii

inferioris scripsi XXX XIXXX^) in XXX
sub nominibus digitorum fatiendo terterna I IX

ducerem IX scripsi sub secundum ternarium inferioris ordinis. Dein secun-

dum ternarium superioris ordininis (sie) in primum ternarium inferioris

sub nominibus digitorum ut secundum quod exigit ars Helcep; scripsi IX

rursus supra primum ternarium inferioris ordinis ut patet in secunda formula.

In tertia formula scripsi tria sub tribus scilicet minimum sub maximo in

quo non est maior ducendus cum ipse solus restet scripsi in qua et (a) sinistrig

ejus ita ut tertia formula monstrat. Cum ergo ter tria facient novem et

IX vel cum IX et IX facient XVIIl

reliqui digitum I VIII insunt ejus

unus ortus fuerat tulique cogitatione

XX articulum ad IX ultimus uti regula

exigit ad tertium locum et tertiae

formulae invenique ibi IX natoque esi

articulus ex invento et addito. Scripta

ergo i unitate ulterius in quarto locd

ibi idem in tertio loco scripsi cyfre.

Rursus ter tria multiplicans produxi IX quod scripsi in primo loco quartae

formulae.

Habes igitur quod provenit ex XXXIII ductis in se I . VIII . IX

quod ita esse divisione probetur. Si enim cum divisero mille LXXX . IX . per

XXXIII exierit mi in denviationibus (sie) XXXIII recte multiplicatum

cognoscam fuisse; age ergo scribantur M . . VIII . IX ponaturque sie in

III III

III III

IX IX III

III III

IX IX III

III III

r. T. VIII IX

III III

1) Hie au dessus de la lignc.
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t. i.

III

III.

VIII

III

IX

mni diviöione faclendum est maximus sub maxiino si inde detrahi possit

ominibus digitorimi alioquin ponatur dexterius scilicet ceteii sub caeteris

extrorsum disponantur hoc modo:

Nunc ergo quibus ternarius nonpoterat ab unitate prima detrahi positus est f 86 t-

üb cyfre ut a secunda unitate detrahatur subtrahatur ergo ternarius a x quo-

iens potest ita tamen ut reliqui a reliquis totiens detrahi possint . quod

leterminatio öi non hie alibi erit necessaria, post autem detrahi et rema-

lebit unum, quod unum quibus diminutum est non ibi remanebit timc enim

mlli esse determinatio tantumdem remaneret quantum ibi erat; diminutum

rero voco quodcumque unitas relicta prius detractionem sub decuplae cujusque

jrat in eo loco una detractio facta est. Itaque secunda bis reliqua unitate

n loco cyfrae scribes autem cyfre in ipso primo loco jam vacuo scilicet

ni IX

ienominationem cujusque minimi divisoris affiges hoc modo r. I. VIII. III

ni in

deinde reiiquos a reliquis eamdem denominationem detrahes ut terpnarius

de X et reliquam imitatem quae diminuta est secunda bis

ad VIII ut sunt IX et nirsus scribes cyfre scilicet prius

cyfre quibus et ultimus penultimus vacui sunt hoc

modo. Dein promovebis ipsos divisores quotquot sunt et

pones maximum sub maximo et reiiquos sub

reliquis quemadmodum supradictum est hoc

modo . (D)etrahes ergo secimdum ternarium

III III

a secundo novenario: t et a prima eamdem

denominationem et prout novenis scribes rr

ad signanda loca vacua, ponesque denomi-

nationem supra minimum divisorem ut artis

hujus postulat ratio hoc modo: (V)ere ergo respondit

divisio multiplicationi quoniam in denominationibus sunt

XXXIII qui ducti fuerant in se ipsos ut inde producentur I. 0. VIII. IX.

Sint nobis propositi rursus I CC per se multiplicandi, cum ergo duo

cyfre primum lociim obtineant quaecumque tertium

imitas locum tenens centum est scilicet quatermmi

locum quarta tenet unitas scilicet mille. Scribo ergo

quasi minimum sub maximo I primum cyfre sub M prius habetur sinis-

trorsum dispono o . II . I hoc modo. (D)uco ergo

primum I ultimum superioris ordinis in primum

inferioris ordinis et secimdi. Quum autem semel

unum et semel duos digitos procreant, pone

eos qui procreati sunt quasi ingerimus eos ex

III

r. r. VIII. IX
III HI

T.

I II TT

I II TT

I 11 T. T.

I. II. T. T.

II. T. III. T. r.

I II T. T.
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I II TT. II. T T.

T. I. II. T T.

I. II. T T T. II. TT.

I. II. TT.

duo scribo alia dua.

I. IUI. IUI.

I. II. T.

I. im. IUI.

I. II. T. T.

TTTT.

T.

TTTT.

quibus iiroducti sunt hoc modo scilicet qiium inferior! ordine inter duo

f° 87 r. et iinum locus erat vacuus jam ipse ego rite ö cyfre pojsui ad locum de>i-

gnandum pro quarta unitate in eodem ordine posui o . I . II . oo.

Promoveo ergo terminos omnes inferioris ordinis ut meos ducam ter-

tium binarium et pono ö sub ipso tertio

binario ceteros sinistrorsum dispono sie. Inde

ergo ex binario ducto in iinitatem producitur

binarius. Pono imum supra unum quibus digitus

unus ponitur. Cum autem fuerint ibi plus

Kursus duo duco in duo, digitum scilicet qua-

tuor, qui nascitur, pono supra eum ex quo

nascitur sublato cyfre quibus vacuus est locus uti

monstrat subjecta descriptio Et haec mul-

tiplicatio divisione examinanda inde ergo in omni*

divisione maximus supponendus est maximo

si inde detrahi possit. Ego sie facio. Ceteros dextrorsum dispono videlicet'

quartam unitatem sub septima unitate tertium binarium sub sexto quater-

nario dein duo cyfre; qui si deerint nee tertium posuissem binarium, imo

primum nee quartam unitatem imo secundam. Sic ergo dispositis dividendis et

divisoribus detraho a maximo maximum. quotiens possum videlicet semel

mihi remanet nisi quod ponitur ob signandum ponitur cifre scilicet reli-

quos a reliquis eadem denominatione id. est serael detraho videlicet duo de
|

quatuor; relinquuntur II dein denominant I unum supra minimi divisoribus:

inde illius cyfre quod obtinet locum primum in ordine divisorum hoc modo

Dein omnes divisores uno gradu dextrorsum

promoveo . pono hoc modo. Detrahatur ergo

idem ab II quotiens potest scilicet bis, scilicet

duo de IUI similiter nihil remanet nisi öö

qui pro locis designandis vacuis scribuntur

notandis scilicet denominato I II supra minimum divisorem scilicet supra

primum ö, ordinis divisionum ponatur videlicet

juxta praedictam denominationem quae erat I.

dein compleatur II ö in ordine denominationum

T. 11. IUI. i. TTTT.

I. II. TT.

t. II. IUI. TTTT.

I. II. TT.

hoc modo.

(D)atur ergo ex denominationibus recte multiplicatum fuisse. Bre-

viter ergo colligendae fuerunt regule hujus artis: In omni multiplicationc

minimus sub maximo, ceten sinistrorsum disponendi sunt, digitus unum

nascitur per multiplicationem supra eum ponitur articulus ulterius ut si du-

cantur isti duo in unum fient IUI . ut patet in formula suppositi. Vel Ubi

nascitur [per coacervationem] ibi remanet scilicet nascitur articulus trans-
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laiur ulterius, locuiii vacuum designet ö. In omni tlivisione maximus sab

aximo ponendub est ceteriqiie ponantur dextrorsiim. Maximus a maxirao

tiahatur quoties potent, ita tarnen ut reliqni a reliqiiis totiens detrahi f" 87

—int. Si quid in dividendo diminutum fiierit secedentur dextrorsum in

..im anteriorem transferatur. Denominato supra minimum divisorem

3ribatur in tertio ordine. Collige autem pro niinimo divisore mt toties

yfre ö . hoc ergo quidem dictum est ad multiplicandum dividendum per

itegros patet posse sufficere. Nunc de proportionandiö minutiis dicendum

st. Si ergo complecta detractione ad modum supra dictum est adhuc

elinquitur et fuit aliquid denuo dividendonim fuitque illud reliquum minus

oto minus divisore proportionandum hoc illi est. Quum enim duobus

lumeris in aequalibus ad invicem paratis necesse est ut minor majoris sit

.ut pars aut partes si ad eum fuerit comparatus videndum est reliquum

llud quota pars est, quote partes si totius numeri divisonim dico itaque

![uod quantum fuerit hoc reliquum illius numeri eontigit singulos divisores

le illo reliquo praeter jam acceptam summam denominationum. Verbi

jratia Sic C . XLVUI dividere voluerimus, scribemus sup* dicto modo

mmerum divisorum si ergo ut ars postulat dividendi maximum sub maximo

)onamus hunc ab illo ut quoties detrahamus est unum ab uno quod qui(iem

li poterimus semel facere; non poterimus producere quum malus a minore

lon potest detrahi jam ponemus majorem divisorem I . X sub IUI minorem

[ . VI sub VIII ita tamen ut reliqui I . VI toties detrahi a reliquis possent.

Detraho igitur unum a decem novies unum quoties potest, relinquitur

imum. Quod quibus diminutum est transferetiir a IUI ut sit in secundo loco

V nihil in tertio ni cyfre.

Quo pono (siel denominationem I.X. supra minimum divisorem I supra

VI sub eamdem denominationem, aufer quinquies sex de LXVIII .1. novies.

Negliguntur autem IUI qui numerus est IUI cum minor minimo divisorum pro-

poiiionandus est illi. Invenitur autem esse quarta pars dico ergo quod unus-

^luisque divisor accipiat de numera dividendorum IX quatrantem. Omnis-

lumerus tantumdem producit ex se quantum eius utraque pars altera in

ilteram bis ducta. Verbi gratia si quaeretur quot sunt trigies quinquies

XXX CC respondeatur ptrigies triginta et quinquies V et quinquies trigenta

bis vel trigies quinquies quinque bis.
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In seiner Geschichte der Geometrie S. 593 (der deutschen Uebersetzung)

sagt Chasles von der nach C'antor (Math. Beitr. z. Culturl. d. Völker S. 2G8)

etwa in das Jahr 1120 fallenden Uebersetzung des Euklid aus dem Arabi-

schen in das Lateinische durch Adelhard von Bath: „Diese ist die erste

Uebersetzung, welche man in Europa von diesem Werk gehabt hat

Adhelard hatte mit seiner Uebersetzung noch Commentare über die Sätze

des Euklid verbunden. Dieses Werk ist Manuscript geblieben," und fügt

in einer Anmerkung hinzu: „Es findet sich in der Bibliothek der Domini-

kaner von St. Marcus zu Florenz unter dem Titel: Enclidis Geometria

cum Cmnmenfo Adelardi; und in der Bihl. Bodleiana unter diesem: EucUdis

dementa cum scholiis et diagrammcdis latine reddita per Adelardum Batho-

niensem. Die königliche Bibliothek zu Paris besitzt auch eine Copie

(Nr. 7213 der lateinischen Manuscripte). Ein anderes, das dem Regiomon-

tanus gehört hat, befindet sich in der Bibliothek zu Nürnberg." Zugleich

aber auch spricht Chasles, ibid. S. 468, von Campano aus Novara: „Cam-

panus, ein Schriftsteller aus derselben Zeit (dem 13. Jahrhundert), welchem

man in Europa die erste Uebersetzung des Euklid, und zwar aus einem

arabischen Texte, verdankt," und, bei Erwähnung der Theorie der Stern-

Polygone, ibid. S. 548: „Die ersten Keime dazu finden wir in dem Com-

mentar, welchen Campanus, ein Geometer des 13. Jahrhunderts, zu seiner

Uebersetzung der Elemente des Euklid aus dem Arabischen (der ersten,

die in Europa erschien) hinzugefügt hat." Legen wir nun auch kein Ge-

wicht auf die Inconvenienz, dass nach Chasles nicht nur Adelhard von Bath,

sondern auch der um 100 Jahre später lebende Campano die erste Ueber-

setzung des Euklid aus dem Arabischen in das Lateinische geliefert haben

soll, so müssen doch einige Aeusserungen Libri's in seiner „Histoire des

Sciences mathematiques en Italic. Deuxieme Edition. Halle a/S. 1865"

auffallen, welche derselbe in Tom. II. des genannten Werkes über Adel-

hard (S. 62 „Adelard de Bath, auteur qui vivait au commencement du

douzieme siöcle") und Campano ausspricht, nämlich 1. c. S. 48: „On a class6

Campanus de Novare parmi les plus illustres traducteurs du treizi^me siecle;

mais l'examen des manuscrits prouve que la traduction dEuclide qu'on lui

avait attribuee est d'Adelard de Bath, appele communement Adelard le
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Goth, et que Campanus n'a fait que le commentaire" nebst der Bemerkung

„MSS. latins de la bibliothöque du roi, n. 7213, 7214 et 7216 A. -
Cela avait dejä ete remarque par Tiraboschi. Cependant M. Chasles a con-

tinue ä attribuer cette traduction a Campanus." Letzteren Vorwurf nimmt

Libri sodann wieder zurück 1. c. S. 291 Anmerk. 2: „Je dois dire »[tu

dans son ouvrage, M. Chasles a corrig6 Tinadvertance que j'ai signalee pie

cedemment sur la traduction d'Euclide, qu'il avait d'abord attribuee ä Cam
panus." Und in der That lesen wir bei Chasles ausser den oben ange

führten Worten auch 1. c. S. 596: „Campanus übersetzte die 13 Büchei

der Elemente Euklid's .... aus einem arabischen Text, und fügte einer

Commentar hinzu", mit der Bemerkung: „Einige Historiker glauben, dasi

dieses Werk des Campanus kein andres ist als die Uebersetzung des Adhe

lard, zu welcher Campanus den Commentar hinzufügte. . . . Der folgendi

Titel eines handschriftlichen Exemplars vom Euklid des Campanus, welche;

sich in der königlichen Bibliothek zu Paris, unter Nr. 7213 befindet, bei

stätigt diese Meinung: „Eudidis philosophi socratici incipit über Elementonw

artis geometricae translatus ab Aräbico per Adelardum Gothiim Bathonienset)

sub commento Magistri Gampani Novariensis. (MS. aus dem 14. Jahrhundert.)'

Hankel endlich, in seiner „Geschichte der Mathematik", gedenkt S. 33(]

„der nochmaligen (nach Adelhard) Uebersetzung der Elemente Euklid's" aui

dem Arabischen durch Gherardo von Cremona (1114— 1187), und den

jenigen Campano's, über welchen er sich ibid. S. 339 dahin äussert: „Nu I

Giovanni Campano aus Novara (um 1260) mag noch erwähnt werden, wei

dessen Uebersetzung des Euklid in der Folge die älteren des Athelard un(

Gherardo verdrängte und den ersten gedruckten Ausgaben zu Grunde lag.'

Curtze hinwiederum sagt in seinem Aufsatze: „Reliquiae Copernicanae'

Bd. XIX dieser Zeitschrift, S. 80, 449—450, die Campano's Namen tragend»

^,Ausgabe des Euklides" sei „aus dem Arabischen übersetzt", „sei es nui

von Campanus, sei es von Atelhard von Bath", and fügt hinzu, Anm. 40

„Ich hoffe in Kurzem zeigen zu können, dass Atelhard der Uebersetzer

Campanus nur der Commentator des aus dem Arabischen geflossenen latei

nischen Euklides ist." Etwas Weiteres ist mir jedoch nicht bekannt ge

worden.

Fassen wir nun das Bisherige zusammen, so sehen wir Folgendes

Kästner in seiner Geschichte der Mathematik IL S. 318, Chasles 1. c. S. 594

Libri 1. c. I. S. 168, IL 283, 298 erwähnen zwar Gerhard von Cremonc

als Uebersetzer arabischer Werke, allein ausser Hankel a. a. Ö. keiner, unc

besonders auffällig bei Gerhardts Landsmann Libri, als Uebersetzer dei

Elemente Euklid's. Ferner: Kästner kennt die Uebersetzung des Adel|

hard und des Campano, 1. c. L 255, 289—302, 306— 310, und beschreil)'
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1. iztere ausführlich, weiss aber nichts von einer Identität beider; Chaeles

11t an den zwei zuerst angeführten Stellen beide als verschieden hin,

nach ihm hat Adelhard die seinige mit einem Commentar begleitet, wir er-

fahren jedoch nicht, worin derselbe bestehe und was er enthalte, an der

dritten Stelle aber findet er die Meinung bestätigt, dass Campano's Ueber-

setzung keine andere sei als diejenige Adelhard's, zu welcher Campano nur

einen Commentar geliefert habe; letzteres behauptet Libri von seinem zweiten

Landsmann Campano bestimmt, und gleicher Meinung ist Curtze; ebenso

bestimmt aber spricht Hankel wieder von Adelhard's und Campano's üeber-

setzungen als verschiedenen, und einen Commentar erwähnt derselbe gar

nicht. Wenn es nun auch unzweifelhaft ist, dass Campano an verschiedenen

Stellen Zusätze durch Campani addiiio, imd — von Buch VII an durch Cam-

pani annotatlo bezeichnet — zum Euklid gemacht (insbesondere zu I, 32

die Theorie des Stern-Fünfecks, und am Ende des 4. Buches die Trisection

des Winkels) und mitbin denselben commentirt hat, so stehen sich doch

hinsichtlich der Frage, ob seine Uebersetzung dieselbe sei wie diejenige

Adelhard's, die Ansichten Libri's und Curtze's, z. Th. auch Chasles' auf der

einen, Hankel's auf der andern Seite gegenüber und etwas Genaueres über

die Uebersetzung Adelhard's und Gerhards von Cremona erfahren wir

nirgends. Und doch dürfte es meines Erachtens nicht ohne Interesse sein,

die Leistungen derjenigen Männer eingehender kennen zu lernen, die, nach-

dem man sich Jahrhunderte hindurch mit dem dürftigen Auszuge bei

Cassiodor und vielleicht in der sog. Geometrie des Boetius begnügt hatte,

zuerst den ganzen Euklid^), w^enn auch auf dem Umwege durch Vermitte-

lung der Araber, dem christlichen Abendlande bekannt machten und eine

wissenschaftliche Behandlung der Geometrie anbahnten; die Gerechtigkeit

aber auch dürfte es erfordern, die Verdienste eines jeden derselben genau

darzulegen und gebührend zu würdigen.

Unter solchen Umständen erregte es meine Aufmerksamkeit, als ich

durch eine gütige Mittheilung meines früheren CoUegen am hiesigen

Realgymnasium, Herrn Dr. E. Ludwig, gegenwärtig in Bremen, vernahm,

dass sich auf der königlichen Bibliothek zu Erfurt mehrere handschrift-

liche lateinische Uebersetzungen des Euklid befänden. In der Hoffnung,

hier Aufschluss über die oben berührten Zweifel zu erhalten, begab ich

mich daher nach Erfurt, imd Herr Ober -Bibliothekar Professor Dr. H.

Weissenbom, welchem ebenso wie Herrn Dr. E. Ludwig ich mich zum

1) Freilich scheint es heut zu Tage kaum als ein Mangel empfunden zu

werden, dass, nachdem die auf dem ältesten Codex beruhende Peyrard'sche Aus-

gabe gänzlich vergriffen ist, der Mathematiker sich nur mit Mühe den Text des

Knklid in gesicherter Form und in der Ursprache zu verschaffen vermag.

Suppl. z. hist.-lit. Abth. d Ztschr. f. Math. u. Pbys. lU
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herzlichsten und wärmsten Danke verpflichtet fühle, gestattete mir mit der

grössten Freundlichkeit und Zuvorkommenheit Einblick in alle Handschriften,

in welchen der Inhalts-Angabe nach sich etwas meinen Zwecken Dienendes

erwarten Hess, und unterstützte mich in meinen Forschungen auf das Wirk-

samste. Längere Zeit jedoch suchte ich vergebens, die Manuscripte waren

astronomischen Inhalts, einige auch enthielten die Uebersetzung Campano's

ganz oder zum Theil. Endlich ergriff ich einen mehrere Handschriften ent-

haltenden Quartband, bezeichnet: ^^Bihlioihcca Amploniana. JAhri manu

scripti in 4'". Nr. ^5." Auf der Innenseite des Einband -Deckels fand ich

unter der von Amplonius aus dem Jahre 1430 herrührenden Ueberschrift:

„In hoc volumine continentur" die Titel mehrerer Schriften, und unter ihnen:

,,Euclides mm commento Alant Adelardi'', das Alani durchstrichen. Der An-

fang des Textes selbst lautet: ^^Institutio artis geometricae secundum euclidem

l^JtüosopJmm'^ und der in mehreren Randbemerkungen vorkommende Name
adelardus machte es unzweifelhaft, dass ich hier die Uebersetzung der Ele-

mente Euklid's, und zwar aller 13 Bücher, nebst dem 14. und 15., durch

Adelhard vor mir hatte. Der Schluss des Ganzen lautet: „ExpUcit Hb,

euclidis phi. de arte geometrica continens CCCCLXV proposita et propositiones

et XI 2^orismata xoraeterea anxiomata (!) singulis libris premissa proposita

quidem infinitivis proptositiones indicativis explicans, Deo gratia!'^ Da mir

zugleich die gedruckte Ausgabe Campano's, mit Zamberti's Uebersetzung

aus dem Griechischen zusammen herausgegeben von Hervagen 1546 (der

Erfurter Bibliothek gehörig) vorlag, so würde eine Vergleichung der .Adel-

hard'schen und Campano'schen Uebersetzung sehr leicht gewesen sein, wenn

nicht die Entzifferung der nach dem Urtheile des Herrn Ober-Bibliothekars

dem 14., frühestens dem Ende des 13. Jahrhunderts angehörigen Schrift

sehr viele Mühe und Zeit gekostet hätte. Eine geraume Weile hatte mich

diese Beschäftigung in Anspruch genommen, dann wandte ich mich zu einem

anderen, ebenfalls mehrere Manuscripte enthaltenden. Quartband, bezeichnet

^^BihUotJieca Amploniana. Lihri manu scripti in 4'", Nr. 352.'''' Ich hatte

denselben bisher nicht beachtet, denn das ebenfalls von Amplonius aus dem

Jahre 1430 herrührende Inhaltsverzeichniss auf der Innenseite des Einband-

deckels wies u. a. nur: „Paiica de Euclide^'' auf und verhiess daher nur

geringe Ausbeute. Um so freudiger aber auch war ich überrascht, hier

als Anfang des Textes zu lesen: „Primus liher ecludis (!) institutionis artis

geometricae incipit liahens XL VII propositiones per adhelardum hatoiensem

ex arahico in latinmn translatus''\ und es war offenbar, dass ich hier ein

zweites Exemplar der Adelhard'schen Uebersetzung vor mir hatte, allerdings

kein vollständiges, denn dasselbe reicht nur bis Buch VIII, Propos. 16, das

Uebrige fehlt; der Herr Ober -Bibliothekar erklärte diese Handschrift für
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,lter als die erstgenannte und dem 13. Jahrhundert angehörig. Beide

yodices sind auf Pergament geschrieben; der ältere, Nr. 352, zeigt auf

lem ersten Blatte, gewissennassen als Titel-Vignette, einen Mönch, der ein

/Vinkelmess-Instrument nach dem Himmel richtet. In beiden Handschriften

ind die Buchstaben in den Lehrsätzen und Aufgaben grösser als in den

beweisen und Constructionen, und zwar ist dieser Unterschied vielfach sehr

luffallend in Nr. 23, weniger hervortretend in Nr. 352; gegen das Ende

des Vorhandenen) enthält letztere Handschrift mehrere Randbemerkungen.

)ie Schrift in Nr. 352 ist nicht allein ungleich schöner als in Nr. 23, mit

othen und blauen oder mehrfarbigen Initialen (in Nr. 23 sind nur die

anfangs- und Schlussworte roth), sondern auch leichter zu lesen. Bei

)eiden Manuscripten, dem älteren Nr. 352 und dem jüngeren Nr. 23,

'allen, auch bei nur oberflächlicher Betrachtung, zwei Dinge besonders auf:

iinmal nämlich ist der Raum, den die Beweise und Constructionen ein-

lehmen, auch wenn man die kleinere Schrift in Betracht zieht, ein auffallend

geringer, sodann enthalten die in beiden Handschriften an den Rand ge-

;eichneten Figuren in Nr. 23 grösstentheüs keine Buchstaben, häufiger noch

3^egen das Ende, in Nr. 352 aber, wo die Linien der Figuren noch mit

selber Farbe überaogen sind, fehlen die Buchstaben an denselben gänzlich.

Beide Umstände lassen eine Uebereinstimmung der Beweise und Construc-

tionen mit den von Campano gegebenen im Voraus als wenig wahrschein-

lich erscheinen. Ich komme auf diesen Punkt weiter unten zurück.

Um nun die Uebersetzung Campano's mit derjenigen Adelhards zu

vergleichen, setze ich mehrere Stellen neben einander, und zwar zunächst

äinige Definitionen. Der Anfang lautet bei

Äddhard. Campano.

Punctus est, cui pars non est. Li- 1. Punctus est, cujus pars non est.

nea est longitudo sine latitudine cujus 2. Linea est longitudo sine latitudine.

extremitates quidem duo puncta sunt. 3. Cujus quidem extremitates , sunt

Linea recta est ab uno pimcto ad alium duo puncta. 4. Linea recta, est ab uno

extensio in extremitates suas utrum- pimcto ad alium brevissima extensio,

que eorum recipiens. in extremitates suas eos recipiens.

Schon hier also, bei der 4. Definition, macht sich ein anscheinend creriutrer,

in Wahrheit aber erheblicher, Unterschied geltend, indem Adelhard die ge-

rade Linie als die extensio schlechthin, Campano aber, abweichend auch

vom griechischen Texte, als die brevissima extensio definii-t und somit das

Axiom: Die gerade Linie ist der kürzeste Weg zwischen zwei Punkten,

vorwegnimmt. Die Definitionen 30— 34 lauten ferner bei

Ailelhanl. Campano.

Figurarum autem quadrilaterarum 30. Figurarum autem quadrilate-

10*
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alia est quadratum aeqnilaterum atqu.

rectiangulum. Alia est tetragonus lon-

gus, estqiie figura rectiangula sed

aequilatera non est. Alia est el-

muain estque aequilaterum, sed rec-

tiangulum non est. Alia simile el-

muain quae opposita latera atque

angulos habet aequales idem nee

rectis angulis nee lateribus contine-

tur aequalibus. Praeter has autem

omnes quadrilaterae figurae helmun-

harifa nominantur.

rarum alia est quadratum, quod ae-

quilaterum atqu. rectangulum. 31.

Alia est tetragonus longus, quae est

figura rectangula, sed aequilatera non

est. 32. Alia est helmuayn, quae est

aequilatera, sed rectangula non est.

33. Alia est similis helmuayn, quae

opposita latera habet aequalia atque

oppositos angulos aequales, idem ta-

men nee rectis angulis nee aequis

lateribus continetur. 34. Praeter

has autem omnes quadrilaterae figu-

rae helmuariphe nominantur.

Nr, 23 hat statt elmiiain und helmiinharifa bezüglich elmuhaJün und

ehnuharifa. In Nr. 352 ist von einer anderen Hand und mit anderer

Tinte über tetragonus longits^ elmuain^ simile elmuain, helmiinharifa ge-

schrieben bezüglich parte altera longior forma, romhus, romho simile, trapezia.

Bekanntlich blieben die arabischen Benennungen helmuayn, similis helmuayn,

helmuariphe so lange im allgemeinen Gebrauche, bis sich nach Bekannt-

werden des griechischen Textes und nach der ersten Uebersetzung desselben

in das Lateinische durch Zamberti um 1516 die Benennungen Rhombus,,

Rhomboid, Trapez einbürgerten.

Die fünf Postulate, oder Petitiones, welch letztere Bezeichnung Adel-

hard und Campano in gleicher Weise gebrauchen (die aixri^cixcc des Euklid]

stimmen bei beiden überein. Die Axiome aber {^oivca evvoiat des Euklid^

oder commimes animi conceptiones, communes scientiaej von beiden genannt

lauten bei

Ji

Adelhard.

Quae eisdem aequalia sunt et sibi

invicem sunt aequalia.

Et si aequalibus aequalia addan-

tur, tota quoque fient aequalia.

Et si ab aequalibus aequalia aufe-

ranturquae relinquuntur aequalia sunt.

Et si inaequalibus aequalia addas,

ipsa quoque tota fient inaequalia.

Campano.

Quae uni & eidem sunt aequalia,

& sibi invicem sunt aequalia.

Et si aequalibus aequalia addantur,i

tota quoque fient aequalia.

Et si ab aequalibus aequalia au-

ferantur quae relinquuntur erunt

aequalia.

Et si ab inaequalibus aequalia

demas, quae relinquuntur erunt inae-

qualia.

Et si inaequalibus aequalia addas,

ipsa quoque fient inaequalia.
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Si fuerint diiae res iini aequales Si fuerint duae res uni diiplices,

uiiaque earum aequalis erit alteri. ipsae sibi invicem erunt aecjuales.

Si fuerint duae res quarum utra- Si fuerint duae res quarum utraqu.

4ue uni eidemque dimidiuin erit, utra- unius ejusdem ffterit dimidium, utra-

qu. erit aequalis alteri. que erit aequalis alteri.

Si aliqua res alicui rei superpona- Si aliqua res alicui superponatur,

tur, appliceturque ei nee excedat al- appliceturqu. ei, nee excedat altera

tera alteram ille sibi invicem erunt alteram , ille sibi invicem erunt

aequales. aequales.

Omne totum sua parte majus. Omne totum, est majus sua parte.

Man sieht, Campano's 4. Axiom fehlt in beiden Handschriften Nr. 352

und Nr. 23 der Adelhard'schen üebersetzung, und ebenso beruht bei beiden

die Fassung des Axioms, welches bei Campano das 6. ist, offenbar auf

einer Verderbniss des Textes {aequales statt dupUces), denn es würde nichts

Anderes besagen, als das 1.; das 7. Axiom bei Adelhard endlich ist in der

Handschrift Nr. 23 ausgefallen, was allerdings bei nicht gehöriger Acht-

samkeit des Schreibers leicht geschehen konnte, da sich dieses Axiom ebenso

wie das vorhergehende auf alteri endigt. Das Vorkommen desselben

Fehlers an derselben Stelle, bei Axiom 4 und 6, in beiden Handschriften

kann auf die Vermuthung führen, dass entweder beide Manuscripte Al)-

schriften einer und derselben an dieser Stelle corrumpirten dritten seien,

oder dass Nr. 23 eine Abschrift der an diesen Stellen bereits verderbten

Handschrift Nr. 352 sei, jedoch spnchL Anderes wieder dagegen, wie z. B.

die verschiedene Schreibweise der arabischen Namen für Rhombus, Rhom-

boid, Trapez, und einige andere Abweichungen. Einer solchen begegnen

wir sogleich im Folgenden. Bei Adelhard nämlich findet sich ein Zusatz

zu den Axiomen, welcher in der Handschrift Nr. 352 wie wir nicht anders

erwarten, hinter denselben, in Nr. 23 aber vor den commimes animi can-

ceptiones steht. Man könnte nun wohl meinen, es liege hier ein durch Un-

kenntniss und Unaufmerksamkeit des Schreibers von Nr. 23 bedingter Irr-

thum vor, jedoch bleibt, wie sich zeigen wird, auch die Möglichkeit nicht

ausgeschlossen, dass derselbe dieser Bemerkung absichtlich den genannten

Platz angewiesen habe. Ein ganz ähnliches Scholium finden wir auch bei

Campano hinter den Axiomen, und zwar lautet dasselbe bei

Adelhard, Campano.

Notaque multas communes seien- Campanus. Sciendum est autem,

tias praetermisit euclides quae infini- quod praeter has communes animi

tae sunt et innumerabiles. Quarum conceptiones sive communes senten-

haec est una. Si duae c^uantitates tias, multas alias quae numero sunt

aequales ad quamlibet tertiam com- incomprehensibiles
,
praetermisit Eu-
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parentur ambae sunt illa aut aeque clides: quarum haec est una. Si

majores aut aequ. minores aut eidem duae quantitates aequales, ad quam-

ambae aequales. Item alia. Quanta libet tertiam ejusdem generis com-

est aliqua quantitas ad aliam tan- parentur: simul erunt ambae illa

tarn esse quamlibet tertiam ad ali- tertia, aut aeque majores, aut aeque

quam quartam. In quantitatibus minores, aut simul aequales. Item

quidem continuis hoc observandum alia. Quanta est aliqua quantitas ad

est sive antecedentes majores sint quamlibet aliam ejusdem generis,

suis consequentibus sive aequales. tantam esse quamlibet tertiam ad

Magnitudo namqu. decrescit in infini- aliquam quartam ejusdem generis.

tum. In numeris autem si fuerit In quantitatibus continuis hoc uni-

primus submultiplex secundi quilibet versaliter verum est, sive antecedentes

tertius alius quarti erit submultiplex. majores fuerint consequentibus, sive

Multitudo quippe crescit in infinitum. minores : magnitudo enim decrescit

in infinitum : in numeris autem, non
\

sie. Sed si fuerint primus submulti-

plex secundi , erit quilibet tertius

aeque submultiplex alicujus quarti:

quoniam numerus crescit in infinitum,

sicut magnitudo in infinitum minuitur.

Gehen wir nunmehr zu den Lehrsätzen und Aufgaben selbst über, so

stossen wir zimächst auf ein unvorhergesehenes Hinderniss. In beiden Hand-

schriften Nr. 352 und Nr. 23 nämlich gehen der Propos. 1 des Buches

I Euklid' s einige Zeilen vorher, die weder bei diesem noch bei Campano

ein Analogon haben; sie schliessen sich in Nr. 352 unmittelbar an den zuletzt

erw^ähnten Zusatz, in Nr. 23, welches denselben vor die conimimes animl

cancejitiones setzt, an letztere an. Zugleich passt der auf I, 1 folgende Beweis

nicht zu dieser Aufgabe; der auf I, 2 folgende nicht zu dieser, u. s. w.;

und eine genauere Betrachtung lehrt, dass wir nicht etwa hier eine durch

ünkunde der Schreiber verderbte Stelle vor uns haben, sondern dass durch-

gehends die Beweise den Sätzen, nicht, wie wir es gewohnt sind, nachfolgen,

sondern denselben vorangehen, so dass für unsere Betrachtungsweise an-

scheinend zu jedem Satze der Beweis des folgenden gehört. Der Grund

dieser auffallenden Sonderbarkeit mag im Folgenden zu suchen sein: Im

Griechischen und Lateinischen laufen die Zeilen von links nach rechts,

werden die Bücher von vorn nach hinten gelesen; im Arabischen laufen

die Zeilen von rechts nach links, werden die Bücher (nach unserer An-

schauungsweise) von hinten nach vorn gelesen. Es ist daher keineswegs

unglaublich, dass entweder der arabische Schriftsteller, der den Euklid aus

dem Griechischen in das Arabische übertrug, oder auch Adelhard, der den
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arabischen Euklid in das Lateinische übersetzte, diese Verschiedenheit der

betreffenden Sprachen in Bezug auf links und rechts, hinten und vorn

auch durch Umkehrung des vor und nach, oder oben und unten be-

zeichnen zu müssen glaubte, und somit die Beweise den Sätzen voranstellte.

Aus demselben Grunde auch kann möglicherweise der Schreiber von Nr. 23

das zu den cmnmunes animi conceptiones gehörige Scholium demselben voran-

gestellt haben. Im Folgenden nun soll durchgehends die im Aliendlande

übliche Anordnung, nach welcher die Beweise und Constructionen erst auf

die Lehrsätze und Aufgaben folgen, welches Verfahren auch Campano einhält,

l)eobachtet werden. Wenden wir ims nunmehr zum Anfange des eigentlichen

Inhalts, so lauten die drei ersten Aufgaben Euklid's bei

Adelhanl. Campano.

l. Triangulum aequilaterum super

datam lineam coUocare. A duobus

terminis datae lineae ipsam lineam

occupando cum circino duos circulos

sese invicem secantes describe et ab

ipsa communi sectione circulorum ad

duos terminos lineae propositae duos

lineas rectas dirige. Dein ex circuli

descriptione argumentum elice.

(Die Worte „cum circino" fehlen

in Nr. 23.)

L Triangulum aequilaterum: supra

datam lineam rectam collocare.

Esto data linea recta ah'^ volo:

super ipsam, triangulum aequilaterum

constituere. Super alteram ejus ex-

tremitatem, scilicet in puncto a, ponam

pedem circini immobilem, k alterum

pedem mobilem extendam usqu. ad

?>, k describam secundum quantitatem

ipsius lineae datae, per secundam

petitionem circulum chdf. Kursus

alteram ejus extremitatem , scilicet,

punctum h faciam centrum: k per

eandem petitionem & secundum ejus-

dem quantitatem, lineabo cii'culum

cadh\ qui circuli intersecabunt se in

duobus punctis quae sint c, d. Et

alteram duarum sectionum sicut sec-
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IT. A dato puncto cuilibet lineae

rectae positae aequam rectam lineam

ducere. A dato puncto ad terminum

propositae lineae lineam rectam dirige

et super eam triangulum aequilaterum

statue et ab eodem termino sed in

spacium datae lineae circulum describe

et rursus ab eodem termino latus

trigoni aequilateri ad circumferentiam

directe protrahe, rursusque a vertice

tionem d^ continuabo cum ambabus

extremitatibus datae lineae: protrac-

tis lineis da, db per primam peti-

tionem. Quia» ergo a puncto a, quod

est centrum circuli chd^ protractae

sunt lineae ad & ah usque ad ejus

circumferentiam: ipsae erunt aequales,

per diffinitionem circuli. Similiter

quoqu. quia a puncto b^ quod est

centrum circuli cadJi., protractae sunt

lineae ba & ad usqu. ad ejus circum-

ferentiam, ipsae erunt etiam aequales.

Quia ergo utraqu. duarum linearum

ad^ bd aequalis est lineae ab^ ut

probatum est, ipsae erunt aequales

inter se, per primam communem animi

conceptionem. Ergo super datam rec-

tam lineam: collocavimus triangulum

aequilaterum, quod est propositum.

Campani additio. Si autem super

eandem lineam libeat coUocare re-

liquas duas triangulorum species, sci-

licet triangulum duum aequalium

laterum, & triangulum trium inae-

qualium laterum: protrahatur etc.

Folgt nun eben so ausführlich die Con-

struction des gleichschenkligen und

des ungleichseitigen Dreiecks, obschon

letztere Aufgabe in Propos. 22 wieder-

kehrt.

II. EiicUdes ex Campano. A dato

puncto: cuilibet lineae rectae propo-

sitae aequam rectam lineam ducere.

Campanus. Sit «, punctus datus:

&> bc linea recta data; volo a puncto

a, ducere lineam unam aequalem lineae

bc in quamcunqu. partem contingat.

Conjungam ergo punctum a, cum altera

extremitate lineae bc: cum qua vo-

luero: & conjungam ipsum «, cum
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irianguli aeijuilateri occiipando punc-

tum ubi incidit latus ejus productum

in circumferentiam alium majorem

circulum describe, dein ex circuli de-

scriptione atque ex tertia et prima

communi conceptione argumentum

elice.

extremitate c, per lineam ac: super

(piam constituain triangulum aerpii-

laterura secundum doctrinam prae-

cedentis, qui sit acd] & in illa ex-

tremitate lineae datae cum qua conjunxi

punctum datum a, scilicet in extremi-

tate c ponam pedem circini immobilem,

describamqu, super ipsum (per 3 pe-

titionem) circulum secundum quanti-

tatem ipsius datae lineae
;
qui sit circu-

lus ch] Sc latus trianguli aequilateri

quod opponitur puncto dato, scilicet

latus de protraham per centrum circuli

descripti usqu. ad ejus circumfe-
•

rentiam: & sit tota linea sie protracta

dce. Secundum cujus quantitatem

lineabo circulum, posito centro in d:

qui sit circulus ef. Postea protraham

latus da usque ad circumferentiam

hujus Ultimi circuli: & occurrat circum-

ferentiae ipsius in puncto f. Dico

igitur quod af est aequalis bc. Nam
hc Sc ce sunt aequales: quia exeunt

a centro circuli '^b ad ejus circum-

ferentiam; Similiter quoqu. df &: de

sunt aequales: quia exeimt a centro

circuli ef ad circumferentiam; sed

da Sc de sunt aequales: quia sunt

latera trianguli aequilateri. Ergo si

da & de demantur de de & df quae
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sunt aequales: erunt residua, quae

sunt af & ce, aequalia. Quia ergo

utraqu. duarum linearum af & ch

est aequalis ce: ipsae per 1. commu-

nem animi conceptionem adinvicem

sunt aequales. Quare a puncto a

protraximus lineam af aequalem bc{

quod est propositum.

»

III. Propositis duabus lineis inae- III. Euclides ex Campano. Pro-

qualibus de longiore earum aequalem positis duabus lineis inaequalibus, de

breviori abscindere. A termino longi-

oris aequam breviori lineam rectam

sicuti praemissa proponebat ducito

et ab eodem secundum spacium brevi-

oris circulum describito, deinde ex

circuli descriptione argumentum elicito.

longiori earum, breviori aequalem

abscindere.

Campanus. Sint duae lineae al

& cd^ & Sit a6 minor: volo ex cö

abscindere unam, quae sit aequalis ah

Duco primo a puncto c, unam linearr

aequalem «&, secundum quod docuij

praecedens, quae sit ce: posito erg

centro in puncto c, describam circu

lum secundum quantitatem ce, qu:

secabit lineam cd'^ sit ergo ut sece

eam in puncto /", eritque linea cf

aequalis lineae ce, quia ambae ex

eunt a centro ejusdem circuli a«

circumferentiam , & quia utraqu

duarum linearum ab & cf est ae

qualis ce, ipsae per 1. communei

animi conceptionem sunt inter se ae

quales, quod est propositum.

Es lautet endlich der Pythagoreische Lehrsatz, der s. Z. bertihmi

Magister matheseos, bei
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Adelhard. Campuno.

h

XLVI. In omni triangulo rectian-

gulo qiiadratura qiiod a latere recto

angulo opposito in se ipsum ducto

describitur aequum est duobus qua-

dratis quae ex duobus reliquis lateri-

bus oonscribuntur. Ab angulo recto

ipsius trianguli ad unam basim maximi

quadrati tres lineas rectas dirige unam

perpendicularem duas vero ipotenusas

ad duos terminos. Itemqu. a duobus

reliquis ejusdem trianguli angulis ad

duos angulos duorum minorum quadra-

torum duas lineas rectas dirige intra

ipsum sese vicissim secantes. Age

ergo ex Xlllla bis assurapta et ex

Ulla bis et tertia bis et XLIa bis

et teiiiia bis argumentum elice.

»'

fi r ff

XLVI. EucUdes ex Campano. In

omni triangulo rectangulo
,
quadratum

(^uod a latere recto angulo opposito

in semetipso ducto describitur, aequum

est duobus quadratis, quae ex duobus

reliquis lateribus conscribuntur.

Campanus. Sit triangulus a6c,

cujus angulus a sit rectus. Dico

quod quadratum lateris &c, aequum

est quadrato lateris ah &, quadrato

lateris ac simul sumptis. Quadrabo

ergo haec tria latera secundum doc-

trinam praecedentis, sitqu. quadratum

hc, superficies hcde.^ & quadratum öa,

superficies &/>/«, & quadratum ac,

superficies achk. Ab angulo a, recto,

ducam ad basin de basin maximi

quadrati, tres lineas, scilicet ah ae-

quidistantem utriqu. lateri bd & ce,

quae secet hc in puncto m, & hypo-

thenusas ad & ae. Itemqu. a duobus

reliquis angulis trianguli, qui sunt

b & c, ducam ad duos angulos duo-

rum quadratorum minorum, duas li-

neas se intersecantes intra ipsum

triangulum, quae sunt hk & cf. Et

quia uterqu. duorum angulonim hac

& hag est rectus, per 14 erit gc

linea una: eadem ratione erit 6Ä,

linea una, quia uterque duorum angu-
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lorum cah & cah est rectus. Quia

ergo super basin hf^ & inter duas

lineas aequidistantes quae sunt cg

* & hf^ constituta sunt parallelogram-

mum hfga & triangulo hfc^ erit per

41. parallelogrammum hfga duplum

triangulus bfc^ sed triangulus hfc

est aequalis triangulo had per 4,

quia fb & bc latera primi sunt ae-

qualia ab & bd lateribus postremi,

& angulus b primi est aequalis an-

gulo b postremi, eo quod uterquo

constat ex angulo recto & angulo ahc

communi : ergo parallelogrammum

bfga est duplum ad triangulum abd.

Sed parallelogrammum bdlm est du-

\ plum ad eundem triangulum per 41,

quia constituti sunt super eandem

basin, scilicet bd, & inter lineas ae-

quidistantes quae sunt bd & ab, ergo

per communem scientiam quadratum

abfg, & parallelogrammum bdhm
sunt aequalia, quia eorum dimidia,

'

videlicet praedicti trianguli sunt ae-

qualia Eodem modo & per easdera

propositiones mediantibus triangulis

kbc & aec probabimus quadratum

achk esse aequale parallelogrammo

celm. Quare patet propositum.

Ich setze endlich noch die Definitionen vom Anfange des IL Buches

des Euklid, nebst den zu diesen von Adelhard und Campano gemachten

Bemerkungen her. Diejenigen des ersteren gehen in Nr. 352 den Definitionen

voran, in Nr. 23 stehen sie auf einem eingebundenen Zettel. Sie lauten bei

Adelhard. Campano.

Omne paralellogramum (!) rectian- Omne parallelogrammum rectangu-

gulum sub duabus lineis angulum rec- lum, sub duabus lineis angulum rec-

tum ambientibus dicitur contineri. etc. tum ambientibus dicitur contineri. etc*

Nota paralellogramum idem esse Campanus. Parallelogrammum, esi

quam superficiem equidistantium la- superficies aequidistantium laterum

terum. Parallelogrammum rectangulum, est
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Nota quoqne quod nos gnomonem superficies aequidistantium laterum

(1 elaale dicunt arabes. Habens omnes angnlos rectos, & pro-

ducitur ex uno duorum laterum ejus

ambientium unum ex suis angulis,

ducto in reliquum, &: adeo sub illis

dicitur contineri.

Ich führe diese Stelle an aus zwei Gründen: einmal nämlich ist die

t'izte Bemerkung Adelhard's eine solche, welche im arabischen Texte ofFen-

•ai- nicht gestanden haben kann, die einzige derartige, welche ich bemerkt

ial»e; und allerdings ist sie eine rein äusserliche. Zweitens aber drängt

i< h uns die Frage auf: woher hatte sich Adelhard die geometrischen

Ivt nntnisse erworben, die ihn befähigten, den Euklid zu übersetzen? Denn

lUiomhiis^ EJiomhoid^ Trapez sind ihm offenbar ganz fremde Begriffe und

\'itrstellungen, für welche er gar keine Namen hat, so dass er sich ge-

iiolhigt sieht, die arabischen beizubehalten, der Begriff und die Vorstellung

der Gnomon aber ist ihm augenscheinlich geläufig. Nach der, meines

Wissens, allgemeinen Annahme soll, insbesondere seit Gerbert, die sog.

iGeometrie des Boetius bis zum Bekanntwerden mit den Arabern die haupt-

sächlichste Quelle des geometrischen Wissens gewesen sein, etwa nebst

Schriften Heron's. In beiden aber kommt der Gnomon nur einmal, Rhom-

bus, Rhomboid, Trapez aber, wenn auch nicht oft, so doch mehrere Male

vor. Hätte ferner Adelhard diese Boetius- Geometrie gekannt, hätte er sich

da nicht erinnern müssen, dass er ja hier ganz Aehnliches gelesen habe,

hätte er nicht statt tetragonus longns das daselbst gebrauchte, und, sollte

man meinen, bekannte parte altera longior^ statt elmuain rhombus^ statt

similc elmuain rhomhoides^ statt helmunariphe trapez'mm oder mensula ge-

braucht? Keins von Allen aber findet satt; erst ein Späterer schreibt

diese Worte in den Codex ein, während doch die Boetius- Schrift durch die

Bekanntschaft mit dem arabischen Euklid in den Hintergrund gedrängt

sein soll. Hier stehe ich vor einer Frage, welche die Richtigkeit jener

Ansicht wohl zweifelhaft erscheinen lassen könnte, auf die näher einzugehen

aber hier nicht der Ort ist.

Dem bisher Mitgetheilten, welches für das Ziel, das ich mir hier ge-

steckt, völlig hinreicht, entnehmen wir Folgendes: Zunächst die dem Freunde

liistorischer Forschung auf dem Gebiete der Mathematik vielleicht nicht un-

interessante Thatsache, dass sich die Uebersetzung des Euklid durch Adel-

bard von Bath nicht nur an den von Libri und Chasles angeführten Orten

Florenz, Oxford, Paris und Nürnberg befindet, sondern auch in Erfurt, und

swar in zwei Handschriften: einer älteren, schöner und deutlicher ge-

schriebenen, leider aber unvollständigen, Nr. 352, und einer jüngeren, minder
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schön und deutlich geschriebenen, auch, wie es scheint, etwas weniger cor-

recten, dagegen vollständigen, Nr. 23. Bemerkenswerth in beiden erscheint

die Bezeichnung: Euclidis institutio artis geometricae, die einerseits die sonst .

allgemein übliche Benennung Elemente nicht kennt, andrerseits an die Titel

der Schriften des Boetius (nach der Friedlein'schen Ausgabe); de institutimie

arithmetica, de institutione musica, ars geometrica erinnert. Der Umstand

endlich, dass in Nr. 352 z. B. am Ende von Buch IV, und Nr. 23 Euklid

als philosophus bezeichnet wird, in Verbindung mit dem Titel der ungefähr der-

selben Zeit angehörigen von Libri und Chasles citirten Pariser Handschrift

Nr. 7213, in welchem derselbe noch specieller philosophus soeraticus heisst,

lässt erkennen, dass bereits im 13. und 14. Jahrhundert (wenn nicht schon

bei den Arabern) Euklid von Megara, der Schüler des Sokrates, als der

Verfasser der Elemente galt.

Betrachten wir nunmehr die Uebersetzung Adelhard's genauer, so werden

wir, glaube ich, doch Manches anders finden, als wir nach Chasles' und

Libri's Angaben erwarten zu dürfen meinten. Denn vergleichen wir sie

mit derjenigen Campano's, um die Frage zu entscheiden, ob letztere mit

ersterer identisch sei, so sehen wir, dass beide in den Definitionen, Postu-

laten, Axiomen, dem Wortlaute der Lehrsätze und Aufgaben, sowie in der

Reihenfolge derselben im Ganzen übereinstimmen, obschon, wie sich zeigte,

auch hier nicht unwesentliche Verschiedenheiten vorkommen; zugleich wird man

anerkennen müssen, dass fast allenthalben, wo solche auftreten, Campano's

Fassung die klarere und präcisere ist. In den Beweisen jedoch weichen

Adelhard und Campano völlig von einander ab; ersterer nämlich ent-

hält dieselben nicht vollständig, sondern deutet sie nur an, und zwar in

der knappesten Form, nicht selten auf originelle Weise (so besteht z. B.
']

der Beweis zu I, 4, dass zwei Dreiecke congruent sind, wenn sie zwei Seiten

und den Zwischenwinkel gleich haben, aus den Worten: „Suppositione scili-

cet ex penultima omnium conceptionum. Quodsi protervus perseveret adver-

sarius ex quinta petitione indirecta raciocinatione eum argue", vgl. Cam-

pano's Beweise zu I, 8; I, 14; III 4; IV, 10; u. a.); letzterer giebt sie

eben so ausführlich als der griechische Text und die Uebersetzung desselben

durch Zamberti. Nur dann also, wenn man unter dem EuMid blos die

Definitionen, Postulate, Axiome, und Lehrsätze und Aufgaben ohne die Be-

weise versteht, wird man etwa sagen können, Campano's Uebersetzung sei

identisch mit derjenigen Adelhard's; man müsste denn annehmen, die von

mir verglichenen Handschriften Nr. 352 und Nr. 23 enthielten nicht die

ursprüngliche Fassung Adelhard's, dieser hätte eben so ausführlich übersetzt

als Campano, und ein Späterer die Beweise zusammengezogen. Ich brauche

jedoch nicht auseinanderzusetzen, wie wenig wahrscheinlich dies wäre. Ein-

I
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lal nämlich müsste diese Umgestaltung schon in sehr früher Zeit

or sich gegangen sein, denn wir hätten in dem Codex Nr. 3.52, ungefähr

00 Jahre nach Adelh^d's Uebersetzung, ])ereits ein und zwar schon hie

ad da durch Abschreiber verderbtes Exemplar dieser veränderten Ueber-

jtzung vor uns. Sodann aber auch: wer war der Gelehrte jener Zeit,

Rr eine so umfassende und eindringende Sachkenntniss besass, dass er

i den Beweisen die Haupt-Momente aufzufassen, heiTOi-zuheben und zu

rdnen verstand? Und vor Allem: welchen Zweck hätten solche Ab-

iirzungen haben sollen, da bei dem damaligen niedrigen Stande des geo-

letrischen Wissens blosse Andeutungen, die nur den weiter Vorgeschrittenen

i fördern vermögen, keinen Nutzen haben konnten? Zugleich dürfte

ie Thatsache, dass Campano's Euklid denjenigen Adelhard's verdrängte,

ass gerade sein Text beim Drucke zu Grunde gelegt ward und

eraume Zeit hindurch massgebend blieb, als Beweis dafür gelten, dass

lan Adelhard's Fassung als die kürzere, folglich schwerer zu verstehende,

iejenige Campano's aber als die ausführlichere, und daher zweckmässigere,

annte.

Ich wende mich nunmehr zu der Frage: Hat Adelhard, oder Campano,

der beide einen Commmtar zum EuMid geliefert? Und zwar verstehe ich,
«

ie wohl zugegeben werden wird, imter einem Commentar zu einem Schrift-

:eller erläuternde Zusätze, durch welche der Text desselben nach der einen

der anderen Richtung erklärt wird. Freilich muss daher zuvor festgestellt

3in, welches denn der zu commentirende Text sei, und diese Frage hin-

chtlich der Elemente des Euklid ist, worauf ich bereits an einem anderen

•rte aufmerksam gemacht habe, zu verschiedenen Zeiten verschieden beant-

ortet worden. Denn nach Kästner, 1. c. p. 249, berichtet Savilius in seinen

Praelectiones tresdecim in principium Elementorum EucUdis Oxonii habitae.

•xf. 1620/' Einige schrieben dem Euklid nur die Lehrsätze und Aufgaben,

ie Beweise aber dem Theon zu, weil sich in manchen Manuscripten der

llemente Euklid's der Beisatz ^x xiav ßscovog avvovaicSv befunden habe,

nd Theon eine Ausgabe des Euklid veranstaltet hatte, und u. a. Holtz-

lann oder Xylander hält es, ibid. p. 353, für nöthig, seiner deutschen

-ebersetzung der sechs ersten Bücher vom Jahre 1502 die „Warnung an

en Leser" hinzuzufügen : „Die Demonstrationen sind nicht vom Euclide

ilbst, sondern von anderen hochgelehrten kunstreichen Männern, als Theone,

[ypsicle, Campano etc. hinzugesetzt worden," und in der Campano -Zam-

ertischen Doppel-Ausgabe (die meinige ist die vom Jahre 1537) sind die-

elben otfenbar aus gleichem Grunde durch den Zusatz bezüglich Campamis

nd Theon ex Zamheiio charakterisirt. Wenn nun auch nicht geleugnet

rerden soll, dass der Zusatz «x twi^ Sstovog öwovöiöjv zur Begründung
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dieser damals weit verbreiteten Ansicht^) beigetragen habe, so erscheint

es doch wenig wahrscheinlich, dass er der einzige Grund gewesen sei, denr

er setzte ja Bekanntschaft mit griechischen Handschriften voraus; die

Kenntniss des Griechischen aber war im Occidente geraume Zeit hindurcl:

eine sehr seltene. Weit wahrscheinlicher finde ich es, dass, als griechische

Manuscripte wieder mehr beachtet wurden, diese Ansicht bereits vorhandei

war und durch dieselben nur neue Bestätigung erhielt; dass aber der wahn

Grund in den früher bekannt gewordenen Uebersetzungen des Euklid am

dem Arabischen, welche ja die Kenntniss mit demselben vermittelten, unc

insbesondere in der Uebersetzung Campano's als der am meisten gebrauchten

zn suchen ist. Hier nämlich wird in den Beweisen häufig von Euclides ii

der dritten Person gesprochen, z. B. im Beweise von I, 41; V, 11, 2(>

VIT, 5, 7, 12, 13, 14, 15, 20, u. a., oder vom auctor, ebenfalls Euklic|

z. B. n, 4; III, 24; IV, 5; V, 9, etc.; oder wir begegnen einem propom

IV, 16; einem deßnit, V, 7 — 13, 16; einem vult V, 14, 15, einem de

monstrat, V, 12, 17, 18, 22, 23; VI, 17 etc. also einem: Er stellt di

Aufgabe (nämlich Euklid), er definirt, er will, er zeigt, etc. und der Lese

wird somit verleitet, auch das nicht seltene dico qiiod dem Schreiber de

Beweise und nicht dem Euklid beizulegen, und somit dieselben als de:

Commentar eines Anderen zu betrachten. Nehmen wir noch hinzu, das

jene frühere naive Zeit zum Glauben weit geneigter war, als die Geger

wart, dass endlich damals die Geometrie nicht für eine Wissenschaft, sonder

für eine Kunst {ars geometrica) galt; kann es unter solchen Umständei

Wunder nehmen, wenn die Ansicht Wurzel schlug, Euklid habe nur di

Definitionen, Postulate, Axiome, Lehrsätze und Aufgaben geliefert, und ei

Anderer die Beweise als Commentar hinzugefügt? Dies war wohl auc

die Ansicht des guten Amplonius, der ja die Handschriften der Adelharc

1) Vor mir liegt eine Ausgabe des Euklid von Stephan Gracilis (verg

Kästner I, p. 261), unter dem Titel: „Euclidis elementorum libri XV. Quibus cui

ad omnem mathematicae scientiae partem, tum ad quamlibet Geometriae tra«

tationem facilis comparatur aditus. Coloniae. Apud Gosuinum Cholinum 1612

Sie enthält auf 203 Seiten klein 8*^ den ganzen Euklid, freilich nur die Lehrsäts

und Aufgaben, mit den Figuren (ohne letztere würde sie etwa den halben Raui

ausfüllen), aber nur wenige non poenitenda Theonis scholia, sice mavis lemmat

und nicht Theonis apodixin. Das 1., 2. etc. Buch führt die ergötzliche Uebe

Schrift: Euclidis elementum primum, secundum etc. Die Unterschrift der Vorrec

,,Lutetiae 1557" zeigt, dass diese Ausgabe ursprünglich in Paris, vermuthlich zu;

Gebrauche an der dortigen Universität, erschienen war; sie muss für so brauchbj

befunden worden sein, dass zu demselben Zwecke eine neue Ausgabe in di

damaligen Universitätsstadt Cöln veranstaltet ward. Wie viel und was d

Studenten aus diesem wunderbaren, 15 wohlgezählte Elementa, aber nicht Theon

apodixin ontlialtonden Kuklid gelernt haben mögen, kann man sich vorbtell©
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sehen wie der Campano'schen Uebersetzung vor sich hatte; dies ir.ocliie ihn

Destimmen, den Codex Nr. 352 durch ^^Pnnca de Euclide/' Nr. 23 durch

,Euclides nmi commento Adelardi" zu bezeichnen, indem in seinen Augen

lie Beweise das cmnmentum waren, und auf derselben Meinung mag auch

iie Bezeichnung der von Chasles und Libri angeführten Florentiner, Ox-

order und Pariser Handschriften beruhen. In der Gegenwart jedoch, welche

iie Geometrie nicht mehr als eine Kunst, sondern als eine Wissenschaft

[)etrachtet, hat sich, und mit Recht, die Auffassung Bahn gebrochen, dass

luch die Beweise, obschon sie wohl nicht gerade alle von Euklid selbst ge-

funden worden sind — Ante Euclidem pernmiti floruerunt Geometrae. Pri-

mus omnhim Graeconmi^ Eitelkies eorum opera eollegit, colleefa digessit, et

qufie fuerant incondite dcmmistrata^ ea demonstrationihns incmicussis exornavit

sagt Peyrard in der Vorrede zu Band I seiner Ausgabe — doch zum

EuMid gehören, dass sie nicht willkürliche Erklärungen der Sätze, sondern

die nothwendige Begründung derselben sind, ohne welche die Ueberzeugung

von ihrer Richtigkeit nicht Sache des Wissens, sondern des Glaubens

sein würde, und ich kann daher Chasles nicht beistimmen, wenn er auch

von einem Commentar des Zamberti spricht, 1. c. p. 549 und ibid. Anm. 176

da letzterer doch nur den griechischen Text (mit den Beweisen) übersetzt

hat, und ebensowenig, wenn nach ihm Adelhard einen Commentar zum

Euklid gegeben haben soll, da sich doch bei diesem selbst die Beweise nur

angedeutet und nicht vollständig durchgeführt, geschweige denn durch Zu-

sätze erläutert finden; solchen begegnen wir, wie wir sahen, mit Ausnahme

einer einzigen, unten noch zu erwähnenden Stelle, nur hier und da bei den

Definitionen. Allein selbst im günstigsten Falle könnte nicht Adelhard als

der Commentator betrachtet werden. Denn es wäre schwer zu glauben,

dass derselbe im arabischen Texte nur den Wortlaut der Lehrsätze und

Aufgaben vorgefunden und die Beweise sämmtlich proprio Marte aufgestellt

hätte; er würde ja dann mehr geleistet haben, als Euklid selbst. Ebenso-

jwenig wild man annehmen dürfen, er habe im Arabischen die Beweise

Ivor sich gehabt, und dieselben abgekürzt und excerpirt; denn wozu hätte

[dieses dienen sollen? Wir müssen vielmehr, zumal sein Euklid in der Ueber-

schrift als eine Uebersetzung bezeichnet wird, glauben, dass er den arabischen

Text, wie derselbe ihm vorlag, getreu wiedergab, höchstens solche Bemerkungen

[hinzufügend wie die, der Gnomon heisse im Arabischen elaale, dass mithin der

(Name eines Commentators, wenn Überhaupt, dem arabischen Schriftsteller

gebühre. Anders verhält es sich mit Campano, dessen Ausgabe an ver-

tschiedenen Stellen — z. B. die Theorie des Stern -Fünfecks bei I, 32, die

Lehre von der Trisection des Winkels am Ende des IV. Buches, in der

Ausgabe von 1537 am Ende des ganzen Werkes stehend — erläuternde Zusätze

Suppl. z. hiet.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math u Phys. 11
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zum Euklid enthält; davon, ob Campano diese selbst gefunden, wird weiter

unten die Rede sein. Auffällig bleibt es allerdings, dass nach Band XIX

dieser Zeitschr. Literaturzeit, p. 47—48, auf welche Stelle Herr Professor

Cantor mich aufmerksam zu machen die Güte gehabt hat, Herr Professor

Günther in der von liegiomontanus geschriebenen, in Nürnberg befindlichen

Adelhard'schen EuMidbearheitiing die Theorie der Sternvielecke noch aus-

führlicher als bei Campano gefunden hat, während die beiden Erfurter

Handschriften dieselbe nicht allein nicht vollständiger, sondern gar nichts

von derselben enthalten, und sich nur auf den Beweis des (nachfolgenden)

Satzes I, 32 von der Winkelsumme bes Dreiecks beschränken. Ebenso-

wenig enthalten sie, wie ich hier bemerken will, die Lehre von der Drei-

theilung des Winkels. Denn nachdem am Ende des IV. Buches die Be-

weise vorangegangen, welche in keiner Weise auf die Trisection Bezug

nehmen, folgen die zugehörigen Sätze: „Intra datum circulum quindecago-

num aequilaterum atqu. aequiangulum designare. Dein circa quemlibet cir-

culum assignatum quindecagonum aequilaterum atqu. aequiangulum, atqu.

intra datum quindecagonum circulum describere." Und unmittelbar hieran

schliessen sich die Worte: „Explicit liber IUI ecludis (!) philosophi dei

gratia ejusque auxilio. Incipit liber V. XXV propositiones habens." Da

mir die hier in Frage kommende Abhandlung des Herrn Günther unbe-

kannt geblieben ist, kann ich nteine Ansicht natürlich nur mit Vorbehalt

aussprechen. Dieselbe geht dahin, dass entweder eine Verwechselung der

Adelhard'schen Uebersetzung mit einer anderen (etwa des Gerhard von

Cremona) vorliege, oder aber, dass Regiomontanus , der Adelhard's Euklid

gewiss nicht, wie ein unkundiger Schreiber den edudes, Wort für Wort

copirte, nicht eine Abschrift, sondern eine Bearbeitung desselben geliefert

hat, indem er die Resultate der seit Campano insbesondere durch Brad-

wardin (Chasles 1. c. p. 549—551, 597, 611) weiter geförderten Theorie

der Stern-Polj^gone nach vielleicht inzwischen verloren gegangenen Quellen

mit einflocht, wie ja nach Curtze ,,Reliquiae Copernicanae," Zeitschr. XIX,

p 81—82, auch Copernicus zu Campano's Scholium über die Trisection des

Winkels Bemerkungen hinzufügte, dass also Regiomontanus zu der Adel-

hardschen Uebersetzung Zusätze machte, von denen weder die um 200

Jahre ältere Erfurter Handschrift Nr. 352, noch Nr. 23 etwas weiss.

Ich wende mich nunmehr zu der oben erwähnten, von Chasles 1. c.

p. 59G, Libri II, p. 48, und Curtze 1. c. p. 80, 449—450 ausgespro-

chenen Meinung, welche Campano das Verdienst eines Uehersetzers abspricht,

und demselben blos das, wie aus dem nur hervorgeht, geringere eines

Commentaiors, und zwar nicht des Euklid, sondern des Adelhard, zugesteht.

AllerdincTs kennt auch der Titel der 1482 bei Ratdolt zum ersten Male
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edruckten Campano'schen Euklid-Ausgabe nach Curtze 1. c. p. 80 Cain|)ano

ur als Commentator („a/w commcrüis Campani^'')^ hingegen lautet derjenige

er von Paciolo (Lucas de Burgo sancti sepulcri) castigirten und commen-

irten Ausgabe 1509 nach Kästner T, p. 299: „Euclidis megarensis philo-

ophi .... opera a Campano mterprcte fidissimo fralata''^ der Titel der

)oppel - Ausgabe 1537: „Euclidis Megarensis .... elementorum lib. XV.

!uni expositione Theonis in priores XIII a Bartholomeo Veneto Latinitate

onata, Campani in omnes, «fc H^^psiclis Alexandrini in duos postremos" spricht

on Campano blos als Erklärer, und nur von Bartholemeus (Zamberti) als

Febersetzer, ebenso die Ueberschril't des ersten Buches: „Euclidis ... primum

X Campano, deinde ex Theone graeco commentatore, interprete Bartholomeo

lamberto Veneto . . . liber primus"; die Ueberschrii'ten der übrigen Bücher

issen nichts Bestimmtes erkennen, nur in derjenigen des XIV. erscheint

'ampano als Commentator, in der des XV. aber wieder als Uebersetzer

3X iraditione Campani''''). Jedoch begegne ich sonst allenthalben (auch bei

'eyrard, Vorrede zu Band I, p, XXIV) der Ueberzeugung, Campano habe

einen Euklid aus dem Arabischen übersetzt, nur Chasles, Libri und Curtze,

on der oben besprochenen Ansicht, dass Campano's und Adelhard's Euklid

ientisch seien, ausgehend, sind anderer Meinung; und wenn letzterer, 1. c.

. 44 G sagt: „Ich will ferner zeigen, dass das Scholion (von der Trisection

es Winkels) in der Ausgabe von 1482 vielleicht schon in der arabischen

Bearbeitung vorhanden war, und also nicht den Campanus zum Verfasser

at", so müsste man schliessen, dasselbe sei von Adelhard übersetzt worden.

]inestheils aber findet sich, wie ich bereits erwähnte, dieses Scholium bei

idelhard gar nicht, anderntheils aber auch erscheint es mir, wie ich gestehe,

nklar, wie man sich eine etwaige Commentirung der Uebersetzung Adel-

ard's durch Campano vorzustellen habe, wenn derselbe keinen arabischen

?ext vor sich gehabt hätte. Hätte Campano in der That ohne eine solche

ieihülfe den Figuren Buchstaben beigefügt und die von Adelhard doch

ur ganz kurz angedeuteten Beweise nicht nur so vervollständigt, eine

Arbeit, deren Grösse man nach dem Mitgetheilten ermessen kann, sondern

uch uiit so vielen und, neben allerdings manchem Irrigen, scharfsinnigen

nd tiefgreifenden Zusätzen bereichert, wie wir es bei ihm finden, so wäre,

neines Erachtens, sein Verdienst, wenn auch nicht als Uebersetzer, sicher-

ich nicht geringer anzuschlagen als dasjenige Adelhard's; sein Genie wäre

|in hervorragendes, und namentlich die bei aller Verschiedenheit unleugbar

iorhandene Aehnlichkeit mit der lateinischen Uebersetzung des griechischen

'Euklid wahrhaft erstaunlich und unbegreiflich. Weit glaublicher erscheint es

'iaher, dass auch Campano seinen Euklid aus dem Arabischen übersetzt

i^at, jedoch nach einem Texte, der von demjenigen abwich, welcher Adel-

11*
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hard vorgelegen hatte. Denn darauf, dass schon bei den Arabern Ver-

schiedenheiten in den Beweisen sich vorfanden, scheinen die Worte in der

Cmnpani adcUfio zu V, 20, mögen dieselben nun von Campano selbst her-

rühren, oder übersetzt sein, hmzudeuten: „Quidam autem hanc conclusionem

demonstraverunt ... hoc modo ... Isti autem erraverunt in sua demon-

stratione" etc. Wir wissen ferner, Hankel 1. c. p. 232—233, dass in der

That von den Elementen Euklid's mehrere und verschiedene Uebersetzungen

in das Arabische existirten, und dasselbe hatte bereits Kästner, 1. c. p. 252, ,

vermuthet: „Vom Apollonius Pergäus sind drey arabische Uebersetzungen

bekannt. So lässt sich wohl schliessen, auch Euklid habe mehr als einen

arabischen üebersetzer gefunden", und, ibid. p. 255: „Campan könnte also

wohl nur einem Araber gefolgt haben, und, ob das eben der ist, dem

Adelhard folgte, Hesse sich entscheiden, wenn man die gedruckte Ueber-

setzung (Campano's) mit der ungedruckten (Adelhard's) vergliche." Dieses

letztere nun ist von mir geschehen, und es dürfte demnach durch das Mit-

getheilte als festgestellt zu erachten sein, dass die in den Uebersetzungen

Adelhard's und Campano's unleugbar vorhandenen Verschiedenheiten darin

ihren Grund haben, dass beiden verschiedene arabische Texte vorlagen.

Ja, es will mir scheinen, als habe die so weit verbreitete und so lange

festgehaltene Ansicht, Euklid habe nur die Propositionen verfasst, ihren

letzten Grund bei den Arabern. Denn was konnte diesen, da sie in ihren

Ausgaben die Beweise von einander abweichend, und nur die Lehrsätze und

Aufgaben übereinstimmend fanden, näher liegen als die Meinung, erstere

seien ein Commeutar und nur letztere die Worte des Euklid, und diese

Auffassung konnte sich auf die Völker des christlichen Abendlandes, mit

denen sie ja in so vielfache Berührung kamen, übertragen haben, noch

bevor eine Uebersetzung in das Lateinische stattgefunden hatte. Das^

Campano nun diejenige Adelhard's nicht commentirt, sondern selbst eine

solche nach einem anderen arabischen Texte geliefert hat, erscheint mir.

wie ich bemerkte, in Uebereinstimmung mit dem Zeugnisse des Paciolo

unzweifelhaft. Jedoch möchte ich dies nicht so verstanden wissen, als h^be

Campano nur übersetzt, als hätten sich die zahlreichen Zusätze zum Euklic

sämmtlich in seinem arabischen Texte vorgefunden; ebensowenig freilicl

möchte ich behaupten, dieselben seien sämmtlich seinem eigenen Geist(

entsprungen. Vergeblich habe ich mich bemüht, aus den verschiedene!

Bezeichnungen: Endicles ex Campano bei den Definitionen und Propositionen

Campamis bei den Beweisen, aber auch bei Zusätzen zu den Definitionen

Campani addifio und Campani annotatio bei Zusätzen zu den Propositionei

und Beweisen hierüber bestimmte Anhaltspunkte zu gewinnen. Weder weis

ich, von wem diese Bezeichnungen herrühren, ob vom Castigator Paciol
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unterscheiden sollen, denn z. B. bei VII, 39 finden wir 1) den Lehrsatz,

mit Euclidcs ex Cumpmw^ 2) ein Correldrium^ 3) den Beweis, mit Cam-

panus^ 4) Erläuternde Zusätze, mit Campdrii addltioneSj und 5) nochmals

erklärende Anmerkungen, mit Campani annotatio versehen. Unter solchen

Umständen bleibt nichts Andres übrig, als Vermuthungen aufzustellen, und

es erscheint mir als das Richtigste, anzunehmen, Campano habe ausser dem

arabischen Euklid-Text, der die Sätze und die Beweise enthielt, noch andere

Schriften, arabische und lateinische, benutzt, und so unter Hinzufügung von

manchem Eigenen sein Werk compilirt. Dafür wenigstens spricht Ver-

schiedenes. Von dem die Trisection des Winkels behandelnden Scholium

hat Curtze, 1. c. p. 446—452, den arabischen Ursprung wahrscheinlich

gemacht; auf eine gleichfalls arabische Quelle deutet es hin, wenn Cam-

pano in seinem mit Campanas bezeichneten Zusätze zur Definition V, 16

einen ^^Ametus fdhis Joseph ben Tavit'''' erwähnt; dagegen finden wir in

einer zur Definition V, 3 gehörigen Bemerkung die Musik des Boetius citirt,

die meines Wissens den Arabern nicht bekannt war, und in seiner Additio

zu II, 14 gebraucht Campano für das Rechteck, welches er in der Defini-

tion I, .31 tetragonus Jongus genannt hatte, den Ausdruck altera parte longior

ßgura^ vielleicht in Erinnerung an die in der Arithmetik oder der sog.

Geometrie des Boetius gebrauchte Bezeichnung, obschon er auifallender

Weise dieselben neben der Musik nicht erwähnt. Sei dem aber wie ihm

wolle, so viel ist gewiss: Wenn auch Adelhard der Ruhm gebührt, den

Euklid zuerst aus dem Arabischen übersetzt, und ihn wenigstens ausfuhr-"

lieber, als man ihn bisher besass, dem christlichen Abendlande bekannt

gemacht zu haben, so hiesse es doch diesem seinem Verdienste gegenüber

dasjenige Campano's schmälern, der, wie es scheint, zuerst (über Gerhard

von Cremona bin ich leider nicht genauer unterrichtet) den vollständigen

Euklid wiedergab, denselben erst geniessbar machte und einbürgerte, wenn

man mit Libri, Chasles und Curtze sagen wollte, seine Uebersetzung sei

dieselbe wie diejenige Adelhard's und er habe nur einen Commentar hin-

zugefügt. Und selbst wenn, wie es ja wohl möglich ist, Campano beim

Anfertigen seiner Uebersetzung diejenige des Adelhard zu Rathe zog, obwohl

er sie nicht nennt, und den einmal feststehenden Wortlaut der Aufgaben

und Lehrsätze thunlichst beibehielt, wer möchte ihm dies verargen?

Adelhard's Uebersetzung aber, in welcher die Beweise nicht ausgeführt

sind, und in welcher ich, wie ich oben bemerkte, nur einen einzigen

nennenswerthen erläuternden Zusatz zum Euklid grefunden habe, nämlich

das oben mitgetheilte Scholium zu den commwnes anhni conceptiones, dem
wir in präciserer Fassung auch bei Campano begegnen, macht entschieden

I
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den Eindruck eines Leitfadens, wie ihn gegenwärtig ein Lehrer an einer

Akademie oder Universität seinen Zuhörern in die Hand giebt, eines Leit-

fadens, welcher nur das Wesentlichste enthält, die Einzelnheiten aber über-

geht, um den Vortrag nicht zu einer blossen Paraphrase herabsinken zu

lassen und zugleich durch gegebene Fingerzeige und Andeutung der haupt-

sächlichsten Momente zur Selbstthätigkeit anzuregen. Den gleichen Charakter

muss natürlich auch der von Adelhard, wahrscheinlich in der Meinung, er

habe den vollständigen Euklid vor sich, übersetzte arabische Text getragen

haben. Es erscheint daher wohl die Annahme gerechtfertigt, Adelhard

habe einen solchen Text vor sich gehabt, wie er an einer der maurischen

gelehrten Schulen zu Cordova, Sevilla u. a. den Vorlesungen über Euklidj

zu Grunde gelegt ward. Jenes Scholium aber (es wäre von Interesse z\|

wissen, wie dasselbe in der Bearbeitung des Regiomontanus lautet) gleicht

einer den Abschnitt über die Axiome erläuternden beim mündlichen Unter-;

richte gemachten Bemerkung, welche, an den Rand geschrieben, durch Zu-i

fall oder mit Absicht in den Text aufgenommen ward. Doch es würde

nutzlos sein, weitere Vermuthungen über diesen möglicher Weise auf eine

schon bei den Vorträgen an der Akademie von Alexandria benutzte grie-

chische Bearbeitung des Euklid zurückweisenden Zusatz auszusprechen.

Vielleicht würde die Uebersetzung der Elemente Euklid's durch Gerhard

von Cremona hierüber genaueren Aufschluss verschaffen; Näheres über

dieselbe in Erfahrung zu bringen, ist mir jedoch bis jetzt nicht gelungen.
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^86', 1] Prologus in Rithmimacliiam.

Quoniam quidem huius artis scientia ab ignorantibus contempnitur

i magis leuitati quam utilitati asscribitur, eo quod instar aleae formari

ideantur et camporum distinctio et diuersa tabellularum protractio: gratum

pn nullis arbitror ostendere, quam procul a leuitate distet et quantum 5

bilitatis conferat eius integra cognitio. Est quidem in hac arte quod

apliciter admireris, scilicet et iocunda utilitas et utilis iocunditas, quae

on modo tedium non inferant, sed potius adimant, et inutiliter exoccu-

atum utiliter occupent et rursum inutiliter occupatum utiliter exoccupent,

um plerumque talis occupatio, quia utilis et iocunda, curis grauatam lo

lleuiare possit mentem post decisa negotia, et rancori submissam huius

ulchri theorematis maiestas erigere possit. Laudabilior quippe est in omni

rte eiusmodi exercitatio, quae animum et instruit et oblectat, iuxta

lud Flacci: omne tulit punctum qui miscuit utile dulci. Dicant

rgo qui eiusmodi scientiam uanitati deputant et irreligiositati
,

quid- i5

am uanitatis habeat uel quid religioni deroget ea inuestigare, quae ratio

atura duce propalauit. Siquidem numerum natura dedit, quo et ipse

:aturae conditor deus in rerum creatione usus est ; de quo dicitur quia

mnia in mensura et nuraero et pondere constituisti. Hoc enim,

i ait Boetius, principale in animo conditoris exemplar fuit. Hinc 20

or

nim IUI elementorum multitudo mutuata est, hinc temporum
lices, hinc motus astrorum caelique conuersio. Qui ergo naturalium

erum scientiam nugas appellant, ipsanim conditori iniuriam faciunt non

ittendentes, quod ipsi magis sunt nugigenüi, qui uel ocio torpent, uel iocis

LÜisue mundi uanitatibus occupantur, quibus magis offenditur deus. Sed 25

[uia nichil est ab omni parte beatum, relinquamus eos sibi, qui ea

naxime reprehendunt, quae nesciunt, quia ad hoc eos impellit [2] inuidia

lua torquentur; inuidia enim Siculi non inuenere tyranni maius tor-

nentum, uocesque Sirenarum surda pertranseamus aure. Hanc autem

lostram rusticam operam nobis nostrique similibus permittant; nam nuUas 30

lerborum pompas hie promittimus, sed simpliciter quod in hac arte potue-

14. Horat A P 343. 19. Lib. Sapientiae XI 21. 20. Beet. Arithm. I 2

p. 12. 26. Horat. C. II 16, 27. 28. 28. Horat. Ep. I 2, 58. 59.
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rimus indagare, parati sumus beniuolentiae gratia beniuolis communicare

Sciendam praeterea, quod haec ars ab arithmetico fönte quasi quidan

riiiulus profluxit ideoque arithmeticae disciplinae expertibus facillimam cele

remque ad se uiam praebet, inexpeiiibus uero tardiorem et non absqui

5 labore concedit ingressum.

Capitula libri I.

I Quae sit operis insequentis inscriptio.

II Quae sit materia. III Quae sit intentio. im Quae sit utilitas. "<

Cui parti philosophiae supponatur. VI Qualiter paranda sit tabula. VI

10 De dispositione numerorum. VIII Qualiter uel unde ipsi numeri procreen

tur. IX Que sint tria praecepta, per quae ipse numerus disponitur. ]

Qualiter ipsi numeri in tabula locentur. XI De tabellulis et earum formj

et coloribus. XII De cribro componendo. XIII Qualiter tractus tabellaru^

fiant. XIIII De regula capiendorum numerorum. XV Quotis campis mj

15 meri a numeris capiantur. XVI Qui sint piramides et unde dicantnr u^

unde nascantur. XVII Qualiter et per quos numeros ipsae piramides capiantuj

Quae sit operis insequentis inscriptio. § I.

Primo igitur dicendum, quod sit huius operis ETTYrPA<l>H N .i. inscripti

quia, ut ait Priscianus, nisi nomen scieris, cognitio rerum peril

20 Ex duabus grecis dictionibus composito nomine artem istam Rithmimachia;

titulo inscribi placuit. Rithmos enim grece, latine numerus; Machia puga

dicitur. Inde rithmimachia .i. numerorum pugna. Hie namque considera

licet numerorum ante et retro, dextrorsum, sinistrorsum et angulariter st

oppositorum seque inuicem regulariter deicientium, ueluti militum in camp

25 palantium , iocundum quoddam spectaculum
,

postremo alterutrae j^art

tam subtilem uictoriae stationem, ut ip- [f. 86"] sam in laudem uictoria

non componendum, sed quasi iam compositum per musicas consonantia

repraesentare uideas cantum. De qua, quia suo loco latiorem postula

rationem, hie dicere supersedemus.

30 Quae sit materia. § II.

Tria autem in hac arte consideranda sunt, scilicet materia, intentic

utilitas. Materia huiusce artis numerus est, qui neque passim in incertur

19. Die Stelle des Priscianus vermag ich nicht nachzuweisen. Ich finde nu

Inst. II 22 (Gramm, lat. ed. Keil II p. 57, 3): Nomen quasi notamen, quod ho

notamus unius cuiusque substantiae qualitatem.

3. in expertibus R. expers und inexpers sind im Sinne von expertus ^md ir

expertus angewendet; der Verfasser hat Boetius Consol. II 4 (p. 33, 49) vor Augen

inest enim singulis, quod inexpertua ignoiet, expertus exhorreat. 9. Cui] Qui I

1
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liffunditur, neque naturali tantum ordine contexitur, sed sicut ex mateiia

ignorum siue lapidum parietes, laquearia, trabes, tecta ceteraque huiusmodi

lecessaria diuersitate disposita unam constitiiunt domum, ita hie ex materia

mmeroium species multiplicis , superparticularib, superpartientis rationabili

larietate distinctae unara perficiunt artem. 5

Que Sit intencio. § in.

Intentio huiiis artis componendae ut reor haec fuit, ut quia omnes

atitudinem arithmetici campi percurrere non possunt, huius se artis breiü-

;ate exerceant et exercendo oblectent et, quod ibi longa lectionis serie

issecuti sunt, hie quasi eompendiose depingendo recolligant, ita rationabiliter lo

psa arte disposita, ut et instruat et tarnen tedium non inferat.

Quae Sit utiütas. § im.

ütilitas huiuseae seientiae non parua, quia honesta et necessaria. Nam
3onfert seientiam multiplicandi et habitudines ipsorum numerorum eogno-

seendi. Progressiones quoque piramidum et diflferentias trium medietatum i5

multaque alia speetabilia hie exarare potent quilibet cautus et euriosus in-

speetor, ut ea quasi oeulis breuiter depingat, de quibus Boetius in arith-

metiea latissime disputat.

Cui parti phylosophie subponatur. § V.

Supponitur autem haee ars physicae .i. naturali seientiae. Substan- 20

tia enim numeri naturalis est et ab ipso mundi exordio naturaliter existens,

omnisque eius uarietas naturali ratione distinguitur. Si quidem arithmetieae

disciplinae seien- [2] tia, ex euius fönte haee, quam prae manibus habemus,

iiriuata est, cuhetis artibus, ut ait Boetius, prior est, non modo quod

hane ille huius mundanae molis conditor deus primum suae ha- 25

buit ratiocinationis exemplar et ad hane euncta constituit, que-

cumque fabrieante ratione per numeros assignati ordinis inue-

nere coneordiam; sed hoe quoque prior arithmetiea declaratur,

quod, quaecumque natura priora sunt, his sublatis simul poste-

riora tolluntur; si uero posteriora pereant, niehil de statu prio- 30

ris substantiae permutatur. Quem admodum si arithmetieara aufe-

ras, ceterae quoque artes, ut sunt Geometria, Musiea, Astronomia, quae

numerorum ratione eonstant, auferentur; his autem sublatis non simul

numerorum auferetur substantia. Si enim numeros toUas, iam non

'24. Beet, de arithm. I 1 p. 10 F.

25. priroam Boetius. 30. quod si Boetius.
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erit trianguliim uel quadratum uel quicquid in geonjetria uer-

satur, quae omnia numerorum denominatiua sunt. At si qua-

dratum triangulumque sustuleris omnisque Geometria consurapta

sit, tres et quatuor aliorumque numerorum non peribunt uoca-

5 bula. Similiter in mubica diatessaron, diapente, diapason, quae a numeris

denominantur, sublatis numerorum tarnen substantia permanebit. Idem et

de reliquiö artibus quae numeris constant sentiendum.

Qualiter paranda sit tabula. § VI.

Ad opus igitur huiuscae scientiae construenda est tabula quadrata,

10 eminentem in circuitu habens umbonem ita exaratum, ut pendens ex altera

parte tenuior tabula equabiliter ei imponi possit in modum arculae;

intrinsecus adeo capabilis, ut tabellulas numeris inscriiotas includere possit.

Haec in longitudine et latitudine distinctos habeat campos: in longitudine

quidem deorsum campos XVI, in latitudine VIII. Quorum unum per alte-)

15 rum multiplicans inuemes per totum campos C XX VIII. Octies enimj

cim o ti o

XVI, uel sedecies VIII, C XX VIII sunt. Ipsam uero tabulam per

medium in lati- [f^ 87"^] tudine una linearis intersecet paginula, altrinsecus

se octonos aequali dimensione distantes habens campos in longitudine ej

latitudine. Hanc autem paginulam dii'emptoriam uocitare placuit, uel quoc

20 campos ita dirimat, ut utrique parti aequale spacium attribuat, uel quoc

circa eam numerus numerum oppositus oppositum capiendo dirimat.

De dispositione numerorum. § VII.

Composita eo modo quo diximus tabula, disponantur «uper eam alter

utra parte in ultimis locis omnes species Multiplicis, Superparticularis

25 Superpartientis usque ad decuplam proportionem , ita ut in una parte e:

pari habeant denominationes, in altera uero parte ex impari. Ex pari qui

dem generis multiplicis sint species: Dupli, Quadrupli, Sescupli, Octupli

ex impari uero eiusdem generis: Tripli, Quincupli, Septupli, Nonupli. Item]

ex pari generis superparticularis species sint: Sesqualteri, Sesquiquarti, Ses-'

30 quisexti, Sesquioctaui, et ex impari e contra eiusdem generis: Sesquitertii,

Sesquiquinti, Sesquiseptimi, Sesquinoni. Item ex parte parium generis super-

partientis species ponantur .i. Superbipartientes, SuperquadrifDartientes, Super-

sexipartientes, Superoctipartientes, et e contra ex parte imparium: Super-

tripartientes, Superquinquepartientes, Superseptipartientes, Supernonipartientes.

27. multiplices R.
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Qualiter uel unde ipsi numeri procreentur. § VIII.

Quodani loco in arithmetica l^oetius, ubi de aeqiialitate et inaequa-

biite dispiitans dicit omnem inaeqiialitatem ex aeciualitaie nasci, similitii-

nem ponit honitatis et maliciae ad aetpialitatem et inaequalitatem, dicens

agnum fructum esse, si quis non nesciat, quod bonitas diffinita 5

3t et sub scientiam eadens animoqne semper imitabilis et per-

3ptibilis prima natura est et suae substantiae decore perpetua.

ifinitum uero maliciae dedecus est, nullis propriis principiis

ixum, sed natura semper errans a boni diffinitione principii

amqiiam aliquo [2| signo optimae figurae impressa componitur 10

t ex illo erroris fluctu retinetur. Nam nimiam cupiditatem

raeque immodicam effrenationem quasi quidam rector animus

ura intelligentia roboratus astringit, et has quodammodo in-

equalitatis formas temperata bonitate constituit. Ad banc ergo

imilitudinem omnis inaequalitas quasi instabilis et fluctuans ab aequalitate 15

lomponitur, et ipsa quodammodo aequalitas matris et radicis op-

inens uim omnis inaequalitatis species ordinesque profundit.

Vi enim tres terminos aequales posueris et in bis tria praecepta Boeiii, que

)aulo post demonstrabimus, obseruaueris, uidebis, quomodo tibi ex eis multi-

)lices, ex multiplicibus superparticulares, ex superparticularibus superpartien- 20

es procreentur. Et prima quidem species multiplicis .i. dupla generabit

ibi primam speciem superparticularis .i. sesqualteram, et haec primam spe-

;iem superpartientis .i. superbipartientem. Secunda uero species multiplicis

i. tripla secundam speciem superparticularis .i. sesquiterciam ; haec quocjue

lecundam speciem superpartientis .i. supertripartientem , eodemque modo 25

jaeteras per ordinem uidebis alteram ab altera procreari. Dupli namque

'ecto ordine positi generabunt triplos; Tripli quadruplos, Quadrupli quin-

juplos, Quincupli sescuplos, Sescupli septuplos, Septupli octuplos, Octupli

lonuplos. Dupli uero conuerso ordine positi procreabunt sesqualteros, Tripli

sesquitercios, Quadrupli sesquiquartos, Quincupli sesquiquintos, Sescupli ses- 30

juisextos, Septupli sesquiseptimos, Octupli sesquioctauos, Nonupli sesquinonos.

Besqualteri uero conuersi generabunt superbipartientes, Sesquitercii super-

:ripartientes , Sesquiquarti superquadripartientes, Sesquiquinti superquinque-

3artientes, Sesquiseptimi superseptipartientes, Sesquioctaui superoctipar-

lientes, Sesquinoni supernonipartientes. 35

2. Boet. de arithm. 1 32, p. 66 F.

G. est om. Friedltin.



174 -

Quae sint tria praecepta, per quae ipse numerus disponitur. § Villi.

Tria igitur praecepta quae memorauimus haec sunt. Tribus terminis

aequalibus positis hoc modo ita facies: Pone ff. 87"] priraum primo parem

.i. unitatem unitati; secundum primo et secundo .i. duabus unitatibus; ter-

5 cium primo, duobus secundis et tercio .i. unitati, duabus unitatibus et uni-

tati, continuoque uidebis duplam speciem hoc modo:

Rursus dupli recto ordine positi procreabunt triplos hoc

modo: Pone primum primo parem, secundum primo et se-

cundo, tercium primo, duobus secundis et tercio, et haec tibi formula apparebit:

10 1

—

z
—

\

—
TZ rrm Eodem modo fac de reliquis speciebus multiplicis, et

unaqueque tibi alteram repraesentabit. quarum omniun^

formulas annotauimus hoc modo:

I

1

I

II

I

im

I II im

I 111 vmi

D u pli Tr ip li

I I I I II im

I II IUI I III villi

Qua dru pli Quin cu pli

I III villi I IUI XVI

I im XVI I V XXV

Ses cu pli Sep tu pli

I V XXV I VI XXXVI

I VI XXXVI I VII XLvilli

• Oc tu pli No nu pli

I VlI XLvilli I VIII Lxim

I VIII LXim I Villi LXXXI

2. Boet. de arithm. I 32, p. 67 sqq.
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ip» i-particulares autem inuentiirus hoc modo facies: Pone duplos comierso

diiie et fac seciindum tria praeeepta superius data, statimqiie uidebis pii-

aui speciem superparticiilaris .i. sesqiialteram hoc modo:

em de tiiplis conuersis fac eodem modo et inuenies

?eimdam speciem .i. sesquiterciam. Rursum quadniplis

)deiii modo conuersis nascentur sesquicpiarti ita:

Eodem etiam modo per sequentes

multiplicis s})ecies omnes alias

superparticiilaris species equiuoce

denouiinatas habebis, Horum quo-

que»omnium descriptionem subie-

cimus. [87", 2J

XVI IUI

XVI XX XXV

IUI 11 I

im VI villi

Villi III I

villi XII XVI

Ses quul teri Ses qui tercii

Uli 11 I Villi III l

IUI VI Villi Villi XII XVI

Ses qui quarti Ses qui quinti

XVI IUI I XXV '
1

XVI XX XXV XXV XXX XXXVI

Ses qui sexti Sesqui sep timi

XXXVI VI I XLVIIII VII 1

XXXVI XLII XLVIIII XLVUU LVI LXIIII

Sesqui oeta vi Sesqui no ni

LXIIII VIII I LXXXI Villi 1

LXUll LXXU LXXXI LXXXI XC C

lU

Superpartientes uero inuenies, si eodem modo quo supra superparti-

ulares conuerso ordine secundum tria praeeepta posueris. Nam prima

pecies supei*i)articularis .i, sesqualtera generabit primam speciem superpar- 15

ientis .i. superbipartientem, secunda species superparticularis .i. sesquitercia

lecundum speciem superpartientis .i. supertripartientem , similiterque per

eliquas ordinatim species superparticularis conuerso ordine positas omnes

iuperpartientis species nasci uidebis, ut subiecta descriptio docet:

14. posueruut K.
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Super bipar tiens Super tri partiens

Villi VI Till XVI XII Villi

Villi XV XXV XVI XXVIII XLVIIII

Super quadri partiens Super quinque partiens

XXV XX XVI XXXVI XXX XXV

XXV XLV LXXXI XXXVI LXVI CXXI

Super sexi partiens Super septi partiens

XLVIIII XLII XXXVI LXITII LVI XLVIIII

XLVIIII XCI CLXVIIII LXIIII CXX CCXXV

Super octi partiens Super noni partiens

LXXXI LXXII LXIIII C XC LXXXI

LXXXI CLIII CCLXXXVIIII C CXC CCCLXI

I

Qualiter ipsi numeri in tabula locentur. § X. ^

Horum autem numerorum in tabula ultimis in locis alterutra part

locandorum liaec est demonstratio. Nota in primis diligenter omnes specie

multiplicis, et in bis excipe omnes pares .i. duplos, quadruplos, [f. 88^^] ses

5 cuplos, octuplos, et ab bis quae per primum praeceptum posita sunt, reiecti

quae per secundum et tercium posita sunt, tantum assume primamque spe

ciem .i. duplam in una parte tabulae pone, ita ut binarius sit in quaiii

campo longitudinis et tercio latitudinis, quaternarius uero retro eum ii

sequenti campo, eodemque modo ceteros pares iuxta illos per ordinem uers

10 sinistram tuam locabis. Tum uersa tabula in altera parte pari loco

ordine paribus impares e regione oppones .1. Duplis triplos, QuadrupHs quin

cuplos, Sescuplis septuplos, Octuplis nonuplos. Alias autem species e

genere superparticulari primi tantum praecepti numero reiecto ita alterutr,

parte dispones, ut Sesqualteri iuncti sint duplis, Sequitercii triplis, Sesqu

15 quarti quadruplis, Sesquiquinti quincuplis, Sesquisexti sescuplis, Sesquiseptin

septuplis, Sesquioctaui octuplis, Sesquinoni nonuplis. Item ex genere supei

partienti Superbipartientes iuncti sint sesqualteris, Supertripartientes ses

quiterciis, Superquadripartientes sesquiquartis, Superquinquepartientes sesqui

quintis, Supersexipartientes sesquisextis, Superseptipartientes sesquiseptimii

20 Superoctipartientes sesquioctauis, Supernonipartientes sesquinonis.

19. se/q sextis R.
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De tabellulis et earum formis et coloribus. i^ XI.

Inuentis et dispositis hoc mo«lo numeiis [»arandae sunt sine ex ligno

sine, si accuratius uoluerit!, ex o^se tabellulae admodum spissae, qiiaedam

cim

rotundae, qiiaedam qiiadratae in niodimi tesserae. Sed rotimdae XVI

tantiiiii niimero, in qiiibus diiae solummodo, qiiae piramides ostendant, 5

panniiper eminentes in modiim tiirbonis eriint. Caeterae iiero (jiiadratae

cim cim

niimero XXXII, ex qiiibiis XVI aeqiialiter maiores, XVI aequaliter minores

eriint. Hae omnes tabellulae tricolores erunt, albe, nigrae, i*ubeae; qiiae

inscribende erunt Omnibus supradictorum generum speciebus et super eam-

pos eisdem numeris inscriptos ponende. Octo minores albi habeant omnes 10

species multiplicis pares .i. Duplos, Quadi-uplos, [2] Sescuplos, Octuplos.

o

Quibus e regione in altera parte opponantur VIII minores nigrae, liabentes

o

impares eiusdem generis .i. Triplos, Quincuplos, Septuplos, Nonuplos. At VIII

maiores rubeae inscriptas habeant species supeiparticularis pares .i. Sesqiial-

teros, Sesquiquaiios, Sesquisextos, Sesquioctauos. Quibus opponantur in 1.^

o

altera parte VIII maiores albae habentes impares .i. Sequitercios, Sesqui-

quintos, Sesquiseptimos, Sesquinonos. Octo uero rotundae nigrae habeant

species superpartientis ex paribus .i. Superbipartientes, Superquadripartientes,

Supersexipartientes, Superoctipartientes. Hisqiie opponantur VIII rubeae

rotundae eiusdem generis .i. Supertripartientes, Superquinquepartientes, Super- 20

septipartientes, Supernonipartientes.

De cribro componendo. § XII.

Ad inueniendas aiitem numerorum multiplicationes alternas huic arti

uecessarias perutile est nosse paginam illam, quam cribrum nominant; quam

hoc modo compones. In tabula huius quam descripsimus tabulae appendice 25

or em
fac figuram Till lineis quadratam. Deinde infra ipsani figuram duc Villi lineas

in longitudine et latitudine, et habebis per totam figuram .C. intersticia, in

quibus calculos hoc modo locabis. Pone naturalem numeri ordinem usque

ad X in prima linea longitudinis et eundem in prima linea latitudinis,

multiplicabiscjue per ordinem unius uersus ordinem alterius, ut piita per so

binarium unius alterius binarium ternarium quateraarium et deinceps usque

ad X, et ex his habebis in secundo uersn omnes du^ilos. Idem per sequentem
o

ternarium, et habebis in III uersu triplos, per quaternarium in quarto qua-

o o

dniplos, per quinarium in V quincuplos, per senarium in VI sescuplos, per

Suppl. z. hist-lit Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 12



— 178 —
o o

septenarium in VII septuplos, per octonarium in VIII octuplos, per noue-

o o

narium in Villi nonuplos, per denarium in X decuplos. In hac quoque

descriptione snperparticularis species tali modo inuenies. Nota secundum
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angulum, cuius inicium est quaternarius, et ad ipsum quateniarium compara
o

5 senariuna [f. 89 ^] qui est in III uersu, et habebis sesqualteram propor-

tionem, totusque ille uersus tercius secundi sesqualter est, quartus uerO'

tercii sesquitercius, qiiintus quarti sesquiquartus, eodemque modo reliquas

snperparticularis species inuenies. In liac etiam inuenies numeros tetragonos

et longilateros et alia quaedam inspicies, ut Boetius dicit, ad snb-

10 tilitatem tenuissima et ad scientiam utilissima et ad exercita-

0. Boet. 1 26, p. 53 F.
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tionem iocundissima. Figuram autem tabulae, quam supra descripöimus,

et colorum in tabellulis ponendorum diflferentias oculis subiecimus, cribrum-

que apposuimus , ut, quod discemit uisu, facilius quilibet lector capiat in-

tellectu.

JHIiMiiiiiiiiiiiiiiiiliiililillllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllM^^^^^ i

villi
xvin

XXVII XXXVI

XLV
LHII LXIII

LXXU
LXXXI XC

VIU
XVI

XX

un
xxxn XL XLvni

LVI Lxini LXXII
LXXX

VII XII

II

XXI
xxvin XXXV

XLII XLVIIII LVI LXIII

LXX

VI xn
XVIII xxnii

XXX XXXVI
XLII xLvni LIIII LX

^ ^ X X ^ ^ X \

nn VIII XII XVI
XX xxnii

xxvm
xxxn

XXXVI XL

l

III VI villi XII XV XVIII XXI XXUII XXVII
XXX

=

i

5

iiiii'iiiüiii'i'iiiiiii iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiNiiiniiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii iiiiiiiiiiiiiiimiiiiiiuiiiiiiiiiiuiiiiiiiiiiiiiiii ir3

[2] Qualiter tractus tabellularum fiant. § xm. 5

Duobus igitur huic tabulae assidentibus legitimi ex alterutra

parte alternatiin fiant tractus, ita ut multipliees trahantur in

seeundum campum, in ante, retro, dextrorsum, sinistrorsum,

angulariter; superparticulares eodem modo in tercium, super-

partientes in quartum. • lo

6. Oddo p. 285, 2 v. 7 vo7i unten.

12
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De regula capiendorum ninnerorum. § Xim.

Duobus ut diximus ad tabulam sedentibus duplici intentione uigilan-

dum est, uidelicet ut uterque et suae parti cautam et bene consideratam

adhibeat custodiam et contrariae parti callide insidietur ut capiat. Qui-

5 cumque ergo numerus contrariae partis numerum suo legitime

tractu offender it, auferat eum, ut uerbi gratia si nouenarius rubeus,

qui in tercium currit campum, nouenarium nigrum, qui in secundum currit

campum , in tercio a se campo offenderit ante uel retro siue dextrorsura

siue sinistrorsum uel angulariter , aufert eum; et e conuerso niger

10 rubeum, si in secundo a se campo offenderit eum. Et in hac captura

tali regula uteris: Numerus numerum par parem in suo legitime

cur SU inueniens aufert eum. Obseruandum tamen in hac regula

par parem non dici secundum substantiam numeri , sed secundum
j

a

quantitatem eandem et idem uocabulum, vt Villi Villi XVI XVI XLVIII
a a a

15 XLVIII LXIIII LXIIII. Si numerus altrinsecus circumponatur contrariae partis

numeris, qui multiplicati aut iuncti medium afficiant, auferatur. Quia diuersum

est quod diximus multiplicati aut iuncti, de duobus diuersis duas diuersas

dabimus regulas. De multiplicandis hanc dices regulam: Numeri altrinsecus

positi multiplicati medium efficientes auferunt eum. De iungendis

2ohoc modo: Numeri altrinsecus positi iuncti medium efficientes(

auferunt eum. Exemplum utriusque [f. 89^^] regulae: Si ex parte parium

II et VI XII de parte imparium altrinsecus interceperint, dices : bis sex XII,

et auferes XII. Eodem modo si ex parte imparium III et V de parte
cim cim

parium XV altrinsecus offenderint, dices: ter V XV, et auferes XV. Item
i

or

ü5 si ex parte parium VIII et IUI XII altrinsecus offenderint, auferunt eum;
or

VIII enim et IUI iuncti XII faciunt. Simili modo ex parte imparium V
o

et III, si VIII altrinsecus interceperint, auferunt eum; V enim et III VIII

faciunt. Sic et de aliis sicubi inueneris facies. Quicumque autem numerus

contrariae partis numerum sie offenderit, ut quantitas interiacentium cam-

30 porum in se multiplicata contrarii numeri reddat summam, auferatur. Cuius

praecepti haec est regula: Numerus numerum oppositus oppositum

interiacentes campos multiplicando efficiens aufert eum. Exempli
o

causa: Si binarius in VI campo a XII distat per oppositum dices: bis VI
o

XII. Si autem in VIII a XVI dices*: bis VIII XVI. Hoc modo facies in

5. Oddo p. 285, 2 v. 2 von unten. 11. Numerus] Hier beginnt der Schreiber

mit schwärzerer Tinte und diese bleibt bis /"" 89"* Cöl. 2 Z. 1.
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Omnibus numeris, qui per hanc regulam capiiintur, illud bolummodo non se-

gniter obseruans, ut omnis oppositio liat in ante, retro, dextrorsum, sini-

strorsum, angulariter.

Quotis campis numeri a numeris capiantur. § XV.

Quoniam quidem hoc opusculum non doctis, quibus uno exemplo 5

dixisse sufficit, sed indoctis et «implicibus cudimiis, ad captandam eorum

erga nos beniuolentiam aliqiiantulum latius de hoc modo capiendi dicere

suscepimus, ut demonstremus, qui numeri et a quibus et quoto campo sin-

guli a singulis capiantur. Ac primo a parte parium qualiter impares ca-

o

piantur. XII auferuntur per binarium in VI ab eo campo, per quaterna- 10

rium in III, per senarium in secundo. Sexies. enim duo uel bis sex uel

or cim *^'

ter IUI XII faciunt. XVI capiuntur per binarium in VITI campo, per qua-

ternarium in IUI, per octonarium in secundo. Bis enim VIII uel octies II

or cini '1 f»

uel ciuater IUI XVI sunt. XXVIII auferuntur per binarium in XIIII campo
^

o ti
«^

et per quaternarium in VII. Nam bis XIIII uel quater VII XXVIIl 15

a o cim a^

faciunt. LXVI capiuntur a senario in XI campo, quia [2] sexies XI LXVI
a o a

complent. XXXVI per senarium toUuntur in VI campo, XXX per eundem

a a

in V campo. Nam sexies VI XXXVI et quinquies VI XXX conticiunt. L VI

o a o

per octonarium cadunt in VII campo, LXIIII per eundem in VIII campo,

o a

quia octies VII LVI et octies VIII LXIIII componunt. XC per Villi au- 20

feruntur in X campo. Nouies enim X XC comportant. C per XX m V

campo rapiuntur; nam quinquies XX C conficiunt. Haec de parte parmm.

A parte uero imparium pares hoc modo capiuntur. Sex per ternarium m
o

II campo submouentur, Villi per eundem in III. Bis enim tres sunt VI
o

et ter tria Villi. XXV auferuntur per quinarium in V campo, XX per 25

a

eundem in IUI. Quinquies enim V XXV et quater V sunt XX. XXXVI

per ternarium in XII campo cedunt loco, XLII per septenarium m VI

campo et XLVIIII per eundem in VII campo submouentur. LXXII pär

nouenariuni in VIII campo cadunt et LXXXI per eundem in Villi. Nouies

enim VIII LXXII et nouies Villi LXXXI sunt. XV capiuntur per (pii- sa

o o
. .

narium in III campo uel per ternarium in V. Nam ter \ uel qumquies
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a o

ter XV sunt. XLV auferuntur per quinarium in Villi campo uel per

o o

nouenarium in V uel per temarium in XV campo. Quinquies enim Villi
a

uel nouies V uel ter XV LXV sunt. Tali praedae subiaceant omnes
pariter pares uel pariter impares, impariter pares, secundi et com-

5 positi. Soli primi et incompositi uagentur tuti, nisi ita sunt

aduersariis septi, ut per legitimos tractus euadere non possint.

Hanc foueam arithmeticam incidentes auferantur. Qiü autem sint

uel quare dicantur pariter pares uel pariter impares uel impariter pares 1

siue primi et incompositi, secundi et compositi, si quis nosse desiderat, quia

10 nimis longum esset hie persequi, mittimus eum ad arithmeticam Boetii,

qui de his copiosissime disputat.

Que sint piramides et unde dicantur uel unde nascantur. § XVI.

lam nunc rationem piramidum ostendere intendimus, quam idcirco

singulari distinximus capitulo, quia in huius artis scientia singulari habun-

15 dat materia. Dicendum itaque in primis, quid sit pira- [f. 89"] mis. Quae

ex diffinitione secundum Boetium sie coUigitur. Piramis est alias a

triangula basi in altitudinem sese erigens, alias a tetragona,

alias a pentagona, et secundum sequentium multitudines angu-

lorum ad unum cacuminis uerticem subleuata. Dicitur autem pira-

20 mis a greco piR quod latine ignem sonat, eo quod in modum exurgentis

flammae inferius dilatata superius in acumen porrigatur. Omnis enim pi-

ramis a latitudine basis proficiens per laterales lineas in unum uerticem

dirigitur, ita tamen ut haec linearis porrectio a basi triangula uel tetra-

gona uel pentagona ceteraque multiangula ducatur. Et haec quidem specu-

25 latio circa geometricas uersatar figuras, sed eam quoque numerorum rationi

applicandam docet auctoritas. Nam sicut in geometricis figuris de puncto,

quod est principium lineae et interualli .i. longitudinis, linea producitur, quae

est principium superficiei .i. duplicis interualli, longitudinis scilicet et latitu-

dinis, ipsamque superficiem efficit; ex superficie uero, quae est inicium so-

so lidi corporis triplex interuallum continentis, .i. longitudinem, latitudinem, alti-

tudinem, ipsa soliditas procreatur: ita et in numeris. Siquidem unitas

puncti optinens uicem et numeri in longitudinem distenti principium exi-

stens linearem numerum longitudinis capacem et latitudinis caput creat, qui

a binario inchoans unitatis semper adiectione in unum eundemque quanti-

35 tatis ductum explicatur; linearis uero numerus superficiem longitudinis la-

3. Oddo p. 286, 1 v. 9—15. 10. Beet, de arithm. I 9. 10. 11. 14. 15. 16. Boet.

de arithm. II 21, p. 105 F.

12. Qui sint R.
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titudinisque capacem et altitudinis princlpium generat, qui a tribas inchoans

addita descriptionis latitudine in sequentium se natiiralinm numerorum

multiangulos dilatatur, ut prinius sit triangulus, secundus quadratus, tercius

pentagonus numerus et deinceps secundum naturalem nuraerum a greco de-

nominatis angulis procedens, superficies autem duo interualla .i. longitudinem 5

et latitudinem continens soliditatem trina interualli dimensione hoc [2] est

longitudine, latitudine et altitudine distantem procreat, cuius soliditatis prin-

cipium est is numerus, qui uocatur piramis, alias a triangula basi, alias a

tetragona, alias a pentagona et secundum sequentium multitudines angulo-

rum exurgens, quemadmodum superficiei priraus est triangulus, secundus lo

tetragonus, tercius pentagonus numerus. In quorum consideratione quia

non °huius loci est diutius immorari, cum in Boetii coramento de bis

habundanter possit quilibet instrui, de bis piramidibus que uocantur per-

fecta et curta, quia ad praesens opus spectat, aliquid dicere causa postu-

lat. Et primi quidem diffinitio talis est: Perfecta piramis est, quae i5

a qualibet basi profecta usque ad primam ui et potestate pira-

midera peruenit unitatem. Sequentis diffinitio: Curta piramis est, quae

a qualibet basi profecta usque ad unitatem altitudine sua non

peruenit. Quod si ad primum opere et actu multiangulum eins generis,

cuius fuerit basis, non peruenerit, biscurta uocabitur; si uero nee ad se- 20

cundum opere et actu multiangulum peruenerit, uocabitur tercurta; ac dein-

ceps quot multianguli defuerunt, tociens curta pronunciabitur. Ex bis duae

solummodo in hac arte constitutae sunt, perfecta scilicet ex parte parium

et tercurta ex parte imparium. Perfecta piramis summam numeri habet

XCI, tercurta CXC. Et hae utreque a tetragono eadem tetragonorum super 25

se compositione nascuntur. Denique pone tetragonos per ordinem usque ad

XXXVI hoc modo .i. im Villi XVI XXV XXXVI, et considera quomodo

inferius crescendo dilatantur, superius decrescendo usque ad unitatem acuun-

tur. Ultimus uero in bis numerus, qui et maximus, basis appellatur, quod

super eum ceteri quasi super basim construendo collocati sursum porrigan- 30

tur. Hos ergo numeros unum alteri superaddendo colUge, et uidebis inde

perfectam piramidem XCI procedere. Sed de bis tetragonis tribus, id

est I IUI Villi, praecisis, habebis [f. 90^ tercurtam piramidem, cuius

basis est LXIIII, hoc modo: XVI XXV XXXVI XLVIIII LXIIII. Hi

etiam in unam summam redacti tercurtam piramidem CXC producunt. At 35

si forsitan ignoras, qui sint tetragoni, eosque inuenire desideras, ]irimum

noueris, quod omnes tetragoni latera sua secundum ordinem naturalis nu-

12. Boet. II 21, sqq. p. 104 sqq. 15. Beet. II 25, p. HO.

7. lon^udine] Hinter Ion wieder gelbere Tinte. 19. si m. pr. s. l add.

25. XCI ist aus XLI verbessert R. 32. procededere, das zweite de unterstrichen R.
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med habent descripta, utpote primus ui et potestate tetragonus est unitas,
|

qiii unum solam gerit in latere; secimdus II, tercius III, quartus IUI,

quintus V, et ad eandem sequentiani cuncti procedunt, sicuti uidere potes

in bis formulis quas exempli gratia posuimus:

I II iii im V VI

I IUI villi XVI XXV XXXVI

I mi V VI VII VIII

I XVI XXV XXXVI XLVIIII

1

LXIIII

5 Si ergo cuiusque tetragoni latera in se ipsa miütiplicaueris , eundem tetra-

gonum cuius sunt latera babebis boc modo: Semel unus unus, bis II IUI,

ter tria Villi, quater IUI XVI, et ita in infinitum progredi potes.

Qualiter et per quos numeros ipse piramides capiantur. § XVII.

Öuperius digestis capiendorum numerorum modis de piramidibus tantum

10 intermiseramus propter ostendendam prius de earum qualitate necessariam

rationem. lam uero nunc expediendum, qualiter et ipse insidiantibus sibi

aduersariis loci sui dignitate deponantur. Nam maior eis cautela utrobique

seruatur et custodia, quia et maiori auiditate utrimque appetuntur. Et

non sine causa; ubi enim maius lucrum, ibi et maior cupido. In casui

15 namque piramidis maius sequitur dampnum, quia unius casus multorumi

est ruina. Cadente enim piramide cadunt simul omnes numeri illi, quorum

compositione piramis efficitur. Capitur autem utraque hoc modo: Si per-

fectam piramidem .i. XCI sua basis .i. XXXVI legitimo tractu ab opposito

oflfenderit, aufert eum. Ubi regulam superius scriptam dices: Numerus nu-

20 merum. Quare autem hoc fiat, aduertere debes. Utraque piramis per

summam suae basis capitur, quia omnis ille numerus, quo conficitur pira-

mis, [2] ita ordinatim locatur, ut ab ultima maiorique summa quasi a

basi sustentetur, ideoque necesse est, ut cadente piramide, que continet ce-

teros, cadant etiam hij, qui ab ea continentur, et hoc est tota piramis.

2f> Hoc tamen obseruare debes, quod si sola basis ab opposito sibi numero'

capitur, non ideo piramis cadit; sed tunc tantummodo, cum his numerus,

-per quem basis capitur, opponitur ei a contraria parte. Per nouenarium
o o

quoque in IUI campo et per ternarium in XII campo eadem piramis dei-

26. his bedeutet is!
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jitur. Qiiater enim Villi et ter XII sunt XXXVI. At tercurta piramis

i. CXC praedicto modo capitur .i. si eam sua basis LXIIII a contraria parte
o

egitimo tractu offenderit. Deponitur etiam per octonarium in VIII campo
o o

iiel per XVI in IUI campo. Octies enim VIII uel quater XVI LXIIII

sunt. Hanc autem cautelam semper memoriae admittere debes in custo- 5

dienda piramide tua, ut semper loca illa, in quibus ab aduersariis superari

potest, tuis quandiu potes protuicione praeoccupes, uel talem ei locum in

im campo siue ante siue retro siue dextrorsum siue sinistrorsum siue an-

gulariter praepares, ut si in tali articulo fuerit, nt non nisi fuga se libe-

rare possit, tute et sine timore consistat. Caeteri quoque cum capiendi lo

sunt, fugae se praesidio liberare habebunt. At si locus fugiendi defuerit,

in muscipulam cadere habebunt.

Prologus secundi libri.

De uictoria Rithmimachiae.

Non nullos offendere uidentur hi, qui alieno operi iam publicato et i5

quasi in auctoritatem recepto audent aliquid adicere, quod etiam suo ela-

borauerint studio, quasi hoc nulla ueritatis assertione stipuletur, quod iuuante

ratione probare possunt. Nempe bonus artifex uel pictor seu cuiuslibet

artis doctus inspector quod ratio offert uel ornatus operis exigit, non ideo

neglegit, quia hoc a magistro non didicit, sed potius gaudens amplectitur, 20

quod se ratione magistra inuenisse miratur. Nam hoc non est artem destruere,

sed prouehere et gratiorem reddere et ad maioris exercitium speculationis

or

animum |f. 00"] inducere. Denique Pithagoras musicam ex IUI malleolis

commentatus est, de qua postea alii latissime disputantes plures impleue-

runt libros, multique alii diuersa phylosophorum commenta subtiliter uesti- 25

gata et inuenta suis etiam subtilioribus uel auxerunt uel dilucidauerunt

ßcriptis. Igitur non ero ut reor culpandus, si aliqua de ratione rithmicae

uictoriae in hoc nostro, quod fraterna kaiitas extorsit, opusculo non ante

perspecta posuero, cum hec non ex meo ingenio, sed ex maiorum potius

magna ex parte collegerim scripto. Quod quidem non iactanciae uitio, sed 30

communis utilitatis et huiusmodi artis exornandae gratia facio et ut stu-

diosis eo gratior in ea fiat exercitacio, quo fuerit iocundior occupatio. Deni-

or

que positis terminis tribus aut IUI pulcheriinie uictoriae practica perticitur,

quando et arithmeticis et geoinetricis armonicisque proprietatibus perspectis

theoricae rationis subtilitate nobilitatur. 35

4. IUI ist in quat verbessert K. 17. elaborauerit R. 25. phylosorum li.



— 186 —

Capitula secundi libri.

I. De duobus modis uictoriae.

II. De diffinitionibiis trium medietatum.

III. Quomodo per tria praecepta ipse medietates inueniantur.

5 im. Quomodo etiam alio modo imieniantur.

V. De differentiis et proprietatibus earum.

VI. Geometriealis speculatio uictorie per has medietates dispositae.

VII. Alia speculatio.

VIII. Item alia.

10 IX. Item alia.

X. Qualiter uictoria fieri debeat.

XI. Qui mimeri sint armonici.

XII. De geometrica armonia.

XIII. De maxima et perfecta armonia.

15 De duobus modis uictoriae. § I.

Descripto mimeralis palestrae praeludio expedienda iam est spectabilis

huiusee concursus uictoria, que est operosae maxima pars materiae. Sed

ad huius speculationem uictoriae duos constituimus modos, ad quos perfecte

cognoscendos perutile est nosse trium medietatum hoc est arithmeticae;

20 geometricae, armonicae proprietates atque differentias. Primus quippe modug

est, cum tribus tantum terminis, maximo, medio, minimo, positis per singulas

medietates, hoc est uel arithmeticam uel geometricam siue armonicam
or

uictoria perficitur. Alter uero modus est, cum IUI modis dispositis pei

tres insimul medietates, arithmeticam, geometricam et armonicam, maximam

25 et perfectam armoniam symphonizans uictoria concelebrat. Et iste quidem

modus maxime querendus et tenendus est propter sui perfectionem et inte-

gram musicae proportionis cognitionem. Qui si haberi non potuerit, suf-

ficiat superior modus et ipse musicarum haut expers symphoniarum.

De diffinitionibus trium medietatum. § II.

so Opere precium est supra dictarum trium medietatum proprietates bre

uiter hie, quantum ad praesens negocium attinet, subscribere. De quibus s

quis amplius et perfectius scire desiderat, Boecii de arithmetica commentc

sedulus scrutator adhereat. Harum autem proprietatum differentias demon

strant subiectae huiuscemodi diffinitiones. Arithmetica medietas est

34. ßoet. de arithm. 11 43, p. 140 F.

21. terminis aus termisus verbessert R. 33. adereat R.
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ibi inter tres iiel quotlibet terminos equalis atque eadem diffe-

entia, sed non equalis proportio inuenitur. Geometrica medietaü

st, ubi equa proportio et in terminis et in dift'erentiis inuenitur. Ar-

nonica medietas est, quae neque eisdem differentiis nee equis

)roportionibus constituitur, sed quemadmodum maximus termi- •>

lus ad paruissimum, sie differentia maxiirii et medii ad differen-

;iam medii atque paruissimi comparatur.

Quomodo per tria praecepta ipso medietates inueniantur. § III.

Est autem quaedam disciplina, per quam has medietates reperire po-

laris, si trium praeceptorum regulas, quas daturi sumus, obseruaueris. Ipsis lo

lero tribus praeceptis non uno modo in omnibus medietatibus inueniendis

iteris, sed singulae medietates suum quendam singularem modum trium

praeceptorum habebunt. Primo igitur tres terminos equales pones, hoc est

uel tres binarios uel tres terna-

rios uel tres quaternarios uel alios n II II in

quoscumque uolueris. His ita positis

si [f. Ol'"] arithmeticam medie-

tatem inuenire uolueris, haec tria

praecepta obseruabis: Pone pri-

mum primo equum, secundum 20

primo et secundo, tercium primo,

secundo ac tercio, et arithmeticam

medietatem habebis hoc modo: [A]

Estetiam alia arithmeticam medie-

tatem procreandi uia huiuscemodi: 25

Pone primum equalem primo et

secundo, secundum primo et duobus

secundis, tercium jirimo et duobus

secundis ac tercio, et erit huius-

modi figura: [B] Geometricamautem , 1 30

medietatem hoc modo inuenies:

Pone primum primo equalem, se-

cundum primo et secundo, tercium primo duobus secundis et tercio, et erit

hac forma: [C] Armonicam quoque medietatem inueniendi hec uia est: Pone

primum primo ac duobus secundis parem, secundum duobus primis et duobus 35

secundis, tercium primo, duobus secundis et tribus terciis, et hanc figuram

armonicam habebis: |Dj Possunt et per alios numeros he medietates secundum

3. Beet, de arithni. II 44, p. 144 V. 4. Boet. de arithm. II 47, p. 152 F.

33, secundo aiis secundum corr. R,
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hec praecepta inueniri, sed hos tantum maluimus ponere, ex quibus illi pro-

creantur termini, qiü in rithii-imachiae tabula uidentur dispositi.

Quomodo etiam alio modo inueniantur. § IUI. f
Est etiam aliiis modus praedictas medietates inueniendi, sed in ho«

5 quoque modo his numeris utemur, qui in huius disciplinae instrument(

reperiuntur. Pouantur duo termini et inter eos unus terminus per regulan

quam dabimus coUocetur, eo uidelicet modo, ut duobus terminis altrinsecui

positis immutabiliter permanentibus medius, qui per regulam dandam ponen

dus est, ita mutetur, ut nunc arithmeticam, nunc geometricam, nunc armo

10 nicam medietatem componat. Sint ergo duo termini tales V XLV. Ho
itaque terminos coniun- [2] ge et habebis L, quem diuides eiusque medie

tatem .i. XXV inter iitrasque extremitates locabis, et arithmeticam medie

tatem habebis. Vel si illum numerum, quo maior minorem superat, diuida

eiusque medietatem minori termino adicias et qui inde concrescit mediuB

15 ponas, arithmetica medietas formatur. Nam XLV quinarium quadragenari

superat. Quem si diuidas, XX fiunt. Hunc si quinario supposueris, XX"^

nascentur, quem medium constituens arithmeticam medietatem efficies hoc modc

V XXV XLV. Si autem geometricam medietatem facere uis, praescripto

terminos propria numerositate multiplica sie: Quinquies quadraginta V ue

20 quadragies quinquies V sunt CCXXV. Horum tetragonale latus assume
^

XV. Quindecies enim quindecim faciunt CCXXV. Hos igitur XV medio

inter V et XLV si posueris, geometricam medietatem formabis hoc modc

V XV XLV, uel si terciam partem maioris termini accipias et illam medial

ponas, idem erit. Ter enim XV XLV sunt. Armonicam uero medietatei

25 tali modo reperies. Prefatos terminos sibi met ipsis copula .i. V et XLV, c

fient L. Deinde differentiam eorum .i. XL per minorem .i. V multiplica, €

erunt CC; hos per numerum, quem ex duobus iunctis confeceras, diuide

or

per L, et inuenies latitudinem eorum HII esse. Quinquagies enim II.

or

faciunt CC. Hanc ergo latitudinem .i. IUI appone minori termino .i. \

30 erunt Villi; hos cum inter V et XLV posueris, armonicam medietatei

explebis.

De differentiis et proprietatibus earum. § V.

Vigilanter quoque notandae et memoriae commendandae sunt ipsarm

trium medietatum proprietates et differentiae
,
quarum consideratione poss

35 singulas indubitanter discernere. Est autem proprium arithmeticae medi(

23. si utia terciam, otia unterstrichen als ungültig, R. 25. ipsis aus ips»

1

corrigirt Ix. 26. multipca R. hier und öfters.
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itis eqiialem differentiain inter dispositos habere terminos et, quod extre-

litates copulatae efficiunt, dupliim esse medii, maiorem(]ue proportionem

?se minoruui terminorum quam maiorum, ininoremque numerum esse, qui

t ex multiplicatis extremitatibiis, eo, qui fit ex niultiplicata inedietate, tan-

am quantuiu eoruin differentiae multiplicatae resti- |f. 91"J tuunt. Itaque 5

bicunque inter dispositos tenninos tales IUI proprietates inueneris, arith-

leticaui luedietatem procul dubio pronuntiabis. Quod ut magis luceat,

xenq)lifieandum est in ea quam supra posuimus dispositioue V XXV XLV.

empe in hac dispositione equales sunt diiferentiae; eadem enim est inter

' et XXV, que inter XXV et XLV .i. XX. Quinque autem et XLV simul lo

ancti faciunt L, cuius medietas est XXV, maior que proporiio est inter

et XXV, quam inter XXV et XLV. Nam XXV ad V quincuplus est,

[LV ad XXV superquadripartiens quintas est, quae minor est quincuplo.

li uero extremos alterum per alterum multipliees et dicas: quinquies XLV
el quadragies quinquies V fiunt CCXXV, que summa maior est ea (pie i.^

X medio .i. XXV in se multiplicato conficitur, quia uigies quinquies XXV
excentos XXV faciunt, que summa priorem superat CCCC, (pü fiunt ex

liflFerentiis in se ductis; differentiae autem terminorum sunt XX. Vigies

irgo XX sunt CCCC. Porro geometricae medietatis proprium est differen-

ias eiusdem proportionis esse, cuius sunt termini, et quemadmodum est 20

naior terminus ad medium, sie medium esse ad extremum, et quod ab

xtremitatibus inuicem se multiplicantibus conficitur equum esse ei, quod a

nedio in se ducto completur, ut in V XV XLV. Inter quinque enim et

iY denarius est differentia, et inter XV et XLV XXX, qui triplus est

lenarii, sicut XLV triplus est XV et XV triplus quinarii. Et quinquies 25

es

CLV uel e conuerso faciunt idem quod XV XV .i. CCXXV. Armonicae

lero medietatis talis est proprietas, ut eadem proportione differentiae ad se

Duicem comparentur, qua maximus terminus ad paruissimum comparatur,

it quibus partibus maioris a maiore medius uincitur, eisdem partibus minoris

uinorem superet, maiorque proportio sit in maioribus quam in minoribus; su

it si extremitates iungantur et per medium multiplicentur, duplum sint

id eam summam, que ex inuicem multiplicatis extremitatibus colligitur;

it V Villi XLV: differentia inter XLV et Villi XXXVI sunt, qui

mmerus ad differentiam, que est inter Villi et V, nonuplus est, sicut maxi-
or

nus terminus [2J .i. XLV ad minimum .i. V nonuplus est et IUI partibus 35

or

Qaioris .i. XXXVI, que sunt IUI nouenarii, quater enim Villi XXXVI sunt,

or

nedius a maiore uincitur, qui eisdem partibus minoris .i. IUI minorem

15. in ea, aber in unterstrichen, R. 32. extremitatis R.
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superat. maiorqiie propOrtio est inter XLY et Villi, que est quincupla, quart

inter Villi et V, que est superquadriparciensquintas. et si XLV et V copu
a

lentur, qui faciunt L, et per medium .i. nouenarium multiplicentur, sie nouiet
a , a a

L faciunt CCCC L, duplum uidelicet illius quod extremitates inuicem s(

5 multiplicantes comportant .i. CCXXV.

Geometricalls speculatio uictoriae per has medietates dispositae. § VI

Si eui uero placet recipere, non arbitror rationi obsistere, si per hai

medietates nouam uictoriae speciem disponimus, in qua dispositione omnii

harum medietatum proprietates insimul possis oculo mentis inspicere, insupe

10 aliquas geometricales figuras et nonnullas musicas consonantias. Quo eniu

utilior, tanto delectabilior erit in aliqua dispositione uictoriae occupatio. S

ergo ex parte parium talis uictoria componenda est, V de parte impariun

or a

per praedam acquirendi sunt, ceteri IUI .i. Villi XV XXV XLV in dispo

sitione parium inueniuntur, si tamen a contraria parte ablati non fuerini

15 quorum V ut dixi et etiam XXV de parte imparium per praedam adqiii

runtur. Porro si a parte imparium uictoria statuenda est, XV et XLV per prae

dam adquirendi sunt; nam caeteri imparium reperiuntur, si tamen et ipsi a cob

traria parte ablati non fuerint. Cum igitur omnes hos terminos quacumque part

sedens habueris, uictoriam facturus pone primo V, deinde in sequenti camp
a

20 XV, post hunc XLV siue in ante siue retro siue dextrorsum siue sinistrorsunc

altrinsecus uero XXV et Villi, ut instar uictoriosae cruci
XXV— liec figura exeat. lam nunc adibito mentis oculo si curios

I

intendas, uidebis trigonum ortogonium quadrifidum exurgere

cuius basi et catheto equali proportione extante hypotenus

25 consequenter superbipar- [f. 92^^] tiens quintas ad basii

uel cathetum erit. Duorum igitur superiorum trigonorui

hypotenusa arithmeticam medietatem comprehendit, basis uero quadrific

trigoni geometricam medietatem subportat, inferiorum uero trigonorum hypc

tenusa armonicam medietatem demonstrat, numeros uero, qui sui mutacion

30 tres istas medietates efficiunt, cathetus ipsius quadrifidi trigoni equalite

assurgens representat hoc modo: [A]

Alia speculatio. §. vn.

Alia quoque in huiusmodi dispositione speculatio suboritur. Dispositi

enim terminis eodem modo quo supra, XV pro centro uel puncto estimabi

dex

20. retr. von gleichzeit hd coir. R. 22. adibito d. i. adhibito. 23 orte

geniura
,
ge in go corrigirt? R. 34. ceitro R.
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XXV

1
/

Geo iiietri ca

vi XV
mcdictas.

xlIv

\
Villi
/

In quo quasi circiuo posito numeros circuinpositos

circumferentia excipiat, quam si in duas equas

partes a sinistra ad dextram per diametrum diuidas,

superius hemisperium arithuaeticam tibi medietatem.

consignat, diametrum geometricam, inferius hemi- 5

sperium armonicam hoc modo: [BJ

Item alia. § vm.
At si aliud diametrum a XXV per XV ad

or

Villi recta linea feceris, totum cireulum in IUI

quadrantes diuides, in quibus singulis triangulum lo

ortogonium estimare potes, ita ut duo triangula

medietatem diametri sursum et duo deorsum pro

catheto habeant et alterius medietatem diametri

duo dextrorsum et duo sinistrorsum pro basi

accipiant, ypotenusa uero rectam lineam a fine 15

basis, ubi circumferentiam tangit, usque ad summi-

tatem catheti, ubi etiam circumferentiam tangit,

a

3er singulos quadrantes deductam ipsius quadrantis VI parte minorem,

^uperior ergo pars circumferentiae duos triangulos complectens arithmeticam

landit medietatem, cui altera pars inferior et ipsa duos continens triangulos 20

2] ab opposito armonica medietate respondet, mediana uero linea ipsorum
or

[III triangulorum basim denotans geometricam medietatem insinuat; numeros

lero, in quibus ipsarum medietatum eonstat effectus, altera linea mediana,
or

^ue pro cathetis IUI trigonorum estimatur, assignat hoc modo: [C]

c

Item alia. § Vim. 25

Qu od si praefati termini ita fuerint dispositi,

ut quasi duae lineae secundum rationem diametri

deductae in quamlibet partem ad se inclinatae

fuerint, duos sibimet exaduerso oxigonios .i. acutos

angulos et duos ampligonios .i. hebetes angulos so

formabunt; unusque oxigonius et ampligonius arith-

meticam capient medietatem, alter uero oxigonius

et ampligonius ab opi)Osito armonicam comprehendent medietatem, medio

autem inter utrosque loco geometrica apparebit medietas sie: |D]

3. ad aus in oder an cd. vi. U.

amblygonios.

30. anglilos K. 31. ampligonios d. h.
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Si autem ipsos terminos trium medietatum

angulariter constituas, uidebis qiiod quasi dnae

diagonales lineae medio se intersecant, ita ut duos

triangulos altrinsecus ad unam basim constituant,

5 quorum cathetos equales esse necesse erit hoc

modo : | E]

Hec non ante inspecta in rithmimachiae iiic-

toria ponere praesumpsi, non pertinaciter ea

astruendo, sed beniuole beniuolis offerendo. Que

10 si placent vecipiant, sin autem, mihi soli relin-

quant. Nam quod ijDsa natura offert, ratio non

repellit, cum et hoc accedat, quo maxime animus

capitur, scilicet quia instruit et oblectat, cui

parum aut nichil confert huius disciplinae prac-

15 tica, [f. 92"] si nulla in ea exerceatur theorica.

Qualiter uictoria fieri debeat. § Capit. X.

Igitur facturus uictoriam in campis aduersarii

eam statuere debes, primumque numerum quem ponis ex nomine aduersario

iudicabis, hoc summopere praecauens, ut ipsum primum quem ponis et adhuc po-

20 nendos nullus aduersariorum interrumpere possit. Nam si semel interrupti fue-

rint, uictoria cassa erit et iterum cautius eam te reparare oportebit. In statuenda

uero uictoria hanc obseruabis regulam, ut si tres ponere uis terminos, tuna

or

duos, si IUI, tum tres de tuis statuas, tercio uel quarto de parte aduersari

per praedam acquisito.

25 Qui numeri sint armonici. § XI.

In ea parte ubi perfecta piramis est, scilicet XCI, XV et XX armo
a

nici sunt, XXX per praedam acquirendus est. Statutis ergo XV XX XXX
si recte consideres, uidebis secundum regulam superius dictam hanc ess€

armonicam medietatem. Eadem enim proportione ditferentiae ad se inuiceni

30 comparantur
,
qua maximus terminus ad paruissimum comparatur. Si qui-

a

dem inter XXX et XX differentia est X, inter XX autem et XV V. Eadena

a

ergo proportio est inter X et V, quae inter XXX et XV .i. dupla. Con-

sonantias uero musicas in his terminis perspicies, si eorum p^oportiones

a

consideres. Nam XXX ad XX hemiolia .i. sesqualtera proportione iungitur

19. ponendos R.
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iiuae est in musica diapente consonantia. Habet enim minorem ti.iiun et

lius alteram partem. Ad XV iiero dupla, que est diapasun, Porro XX
'.d XV sesquitercia proportio est, quae est diatesseron. Habet enim mino-

!em totum et eins terciam partem. Item HIT et VI armonici sunt, XII

j>er praedam adqiiirendus est. XII ad VI dupla proportio est diapason, ad 5

|in tripla .i. diapason diapente, VI ad IUI sesqualtera .i. diapente. Item U et

\VI armonici sunt, III per praedam aequirendus est, VI ad III duplus .i.

Jiapason, ad II triplus .i. diapason diapente, III ad II sesqualtera .i. dia-

)ente. Item XXV et XLV armonici sunt, CCXXV per praedam acquiren-

lUis est. In bis tarnen terminis consonantiae non inueniuntur, nisi tantum lo

Droprie- [2] tas armonice medietatis. In ea nero parte, ubi terciirta pira-

nis est CXC, armonici sunt III et V, XV per praedam adquirendus est.

tem V et Villi armonici sunt, XLV per praedam adquirendus est. Item

•[XVIII et VII armonici sunt, IUI per praedam adquirendus est. In quorum

)mnium dispositione eadem ratio armonice proprietatis, quae superius prae- 15

ibata est, diligenter consideranti aperitur, preter quod musice consonantie non

ideo ibi inueniuntur, quia maxime in superpartienti proportione constituti

iunt, quae sicut dicitBoetius ab armoniae continentia separatur; aPtolomeo

amen recipitur, cuius de hac sentenciam qui nosse desiderat Boetii de musica

:ractatum perlegat. Predictos quoque utriusque partis terminos sie uariare 20

iotes, ut per aritbmeticam seu geometricam proprietatem dispositi musicis

quoque proportionibus uictoriam perficiant. Exempli gratia: Statue VII, VIII,

Villi siue VI, Villi, XII uel Villi, XII, XV et habebis aritbmeticam me-

iietatem et non nullas musicas consonantias. Ad geometricam uero me-

iietatem disponendam pone IUI, VIII, XVI siue V, XV, XLV uel IUI, XVI, 25

LXIIII, et in bis musicam quoque non deesse perspicies. Hac tantummodo

ratione utramque medietatem discernes, ut in arithmetica equales sint

üfferentiae, in geometrica uero equali inter se termini proportione iungantur.

De geometrica armonia. § XII.

Est alia' quedam pulcberrima uictoriae dispositio, quae in bis tribus 30

eonstituitur terminis, uidelicet VI, VIII, XII, quam Boetius geometricam

armoniam appellat et nos cubicam uictoriam dicere possumus. Tribus

namque interuallis continetur .i. longitudine, latitudine , altitudine. Omnis

3nim cubus XII latera babet, VIII angulos, VI superficies. Omnis autem

armonica proprietas omnesque musicae consonantiae, si diflferentiae cum 35

terminis considerentur, in bac dispositione inueniuntur. XII namque ad VI

18. Beet, inst mus I 5, p. 193, 1 Fr 6, p. 194, 15. 31. Boet. inst, aritbm.

II 49, p. 158 Fr.

8. diaps R hier und öfter. 8. diapt R.

Suppl. z. hist.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 13
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dupli sunt et diapason ostendunt, XII ad VIII sesqiialtera proportione dia-

pente reddunt, VIII ad VI diatessaron in sesquitercia proportione. Porro

dif- [f. 93"^] ferentia inter XII et VIII quaternarius est, inter VIII

et VI binarius. Duodenarius igitur ad IUI et VI ad binarium triplam

5 proportionem habentes diapason diapente symphoniam pandunt, VIII uero

ad binarium quadruplus bis diapason resonat, ut haec descriptio docet:

De maxima et perfecta armonia.

§ XIII.

Restat nunc dicere de maxima et
DIF II FE KEN. TI IUI AE

VI VIff XU

diatesseron/ l\
^

10 perfecta armonia, quae IUI terminis

disposita nobilissimam et principalem

uictoriae format stacionem tres prae-

scriptas in se continens medietates

et omnium musicarum symphoniarum proportiones. Cuius dispositio talis

15 est: VI VIII Villi XII. Hü ergo numeri solidi sunt, quia tribus interuallis

distenti creuerunt .i. longitudine, latitudine, altitudine, sed non equaliter produe-

tis, quia alius ipsorum terminorum ab equali per equale equaliter, alius ab in-

equali per inequale inequaliter, alius ab inequali per equale equaliter, alius ab

equale per equale inequaliter producitur. Siquidem semel bis tres VI creant ab
j

20 inequali per inequale inequaliter procedentes. Minus est enim semel quam bis

et bis minus quam tres. Bis duo bis VIII generant ab equali per equale equa-

liter gradientes. Equaliter namque sunt bis et duo et bis. Semel ter trej

Villi faciunt ab inequali per equale equaliter exeuntes. Minus est enii

semel, equalia ter et tres. Bis duo ter XII pariunt ab equale per equalel

25 inequaliter prodeuntes. Equalia quippe sunt bis et duo, sed ter malus.

Et ille quidem solidae quantitatis numerus, qui ab equali per equale equa-

liter procedit, cubus appellatur. Qui uero ab inequali per inequale in-

equaliter, scalenon grece, latine gradatus dicitur, eo quod de minore ad

malus quasi per gradus exurgat idemque [2] speniscus .i. cuneolus appel-

30 latur, quod nulla ibi equalitas seruetur latitudinis uel altitudinis, sicut in

cuneo, qui ad modum constringendae rei uel minuitur uel augetiir. Inter

hos medius est ille, qui neque cunctis partibus equalis est nee omnibus in-

equalis , sicut qui uel ab inequali per equale equaliter , uel ab equali per

,

equale inequaliter procedit. Qui grece parallelipipedus uocatur, sed latina

35 glossa non upiformiter exprimi potest, nisi quod tantum exponitur is esse,

qui alternatim positis latitudinibus continetur. Igitur in horum dispositione

2. diatss R. 19. ab equale j9er] e und p aus Correctur pr. m. 26. quan*^fcatis R.

20. cL h. spheniscos.
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t'i luinorum arithmetica proportionalitas inuenitur, si XII ad Villi uol Vrill

"1 VI comparemus. Xll autem ad Villi sesquitercia proportione, Villi

(I VI sescpialteia. In utrisque autem temarius ditferentia est et iunctae

xtiemitates uiedietate duplae sunt. Si enim iunxeris VI et XII, XVIII

a< ies, cuius medietas est nouenarius. Geometrica uero proportio est, si 5

QI ad VIII uel Villi ad VI comparemus. ütraque enim comparatio

lesqualtera proportio est et, quod continetur sub extremitatibus, equum est

, es es o

)i quod fit ex mediis. Nam XII VI idem est quod Villi VIII .i. LXXII.

Vrmonica quoque medietas hie inuenitur, si XII ad VIII et rursus VIII

id VI comparemus. Qua enim parte senarii octonarius senarium superat, 10

)adem octonarius a duodenario superatur .i. tercia parte. Quataor enim
ü

juibus octonarius a duodenario superatur, duodenarii pars tercia est, et II,

juibus octonarius senarium superat, senarii pars tercia est. Et si extremitates

.ungas VI scilicet et XII easque per octonarium medium multiplices,

I!XLIIII fiunt. Quod si se extremitates multiplicent , VI scilicet et XII, i^

XXII faciunt, cuius duplus est CXLIIII. Omnes ergo proprietates trium

oaedietatum superius descriptas in Lac dispositione, si rite perpendas, inue-

nire licebit. Inueniemus hie quoque omnes musicas consonantias. Denique

VIII ad VI et XII ad Villi comparati sesquiterciam proportionem reddunt

et diatessaron consonantiam; habet enim maior numerus minorem totum '^0

et eius terciam partem. Item VI ad Villi uel VIII ad XII comparati

sesqualteram proportio-

nem faciunt et [f. 93"]

diapente simphoniam; ha-

bet enim maior numerus

minorem totum et eius

alteram partem. XII uero

ad VI comparati duplam

proportionem efficiunt et

diapason s^^mphoniam.

Villi uero ad VIII consi-

derati epogdoum faciunt,

qui est tonus in musica.

Habet enim maior nume-

rus minorem totum et eius

octauam partem. Huius

descriptionis tiguram su-

biecimus hoc modo:

25

30

35

20. diatss R.

13'
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Quia uero in facienda uictoria aliqui disponuntur termini ex genere super

partienti, in quibus musicae proportiones non possunt inueniri, sicut supra

praelibaiümus, non inutile arbitror ostendere, quomodo et in ipsis utcumque

terminis musica qiioque speculatio deesse non possit. Dicit domnus Wido
5 in micrologo suo talem distributionem neumarum in componendo

cantu obseruandam , ut cum neumae tum eiusdem soni repercus-

sione, tum duorum aut plurium connexione fiant, semper tamen
aut in numero uocum aut in ratione tonorum ipse neumae alter-

utrum conferantur atque respondeant, nunc aequae aequis,

10 nunc duplae uel triplae simplicibus, atque alias collatione ses-

qu altera uel sesquitercia. Cum per has quidem proportiones diuisio

disponatur monocordi, hie tamen intendit ostendere, quod sicut in mono-

cordo istis mensuris praedictae consonantiae colliguntur, ita in armonia

neumae, quae non nisi ipsis consonantiis fivyit, etiam ipsis praecipue pro-

15 portionibus consonent [2] et conferantur. Sicut ergo ille proportiones

per diuersos numeros diuerse sibi conferuntur, sie in cantibus secundum

diuersos numeros sonorum non consonantiarum diuersitatem uidere possu-

mus proportionum. Vnde et numeros sonorum, seu consonantia sit seu

non sit, ita considerare possumus, ut cum habeant duplam, sesqualteram

20 uel sesquiterciam proportionem , etiam inuenire possimus triplara, quadru-

plara et quincuplam ac deinceps, superbipartientem quoque et supertripar-

tientem seu superquadripartientem ac deinceps, sicque fiat, ut ex genere

superpartienti constituta uictoria musica quoque ibi non desit per propor-

tiones tantum sonorum, non consonantiarum. Quod ut exemplo manifestius

25 fiat, qimsdam symphonias secundum has sonorum proportiones compositas

subiecimus,

]

[f" 94
'^.J

In hac autem proportione sonorum quod decentius est, magis obseruare
or

debes, uidelicet inter duas dictiones uel tres uel IUI, ut uerbi gratia una

dictio talem numerum sonorum habeat, ad quem alterius dictionis numerus

30 conferatur uel sesqualtera uel sesquitercia uel sesquiquarta siue dupla siue

tripla siue quadrupla aut sui3erbipartienti aut supertripartienti seu alia

qualibet proportione, Vel etiam ad unius dictionis numerum duarum uel

trium dictionum numerus conferatur supradictis proportionibus, sicut in hac

antiphona uidere potes, quam exempH gratia apposuimus.

5. Guidonis Aretini Microl. c. XY. M. Gerbert Scriptores de musica II, p. 15.

8. tenorum R. '26. Diese symphoniae füllen die 2. Columne und 2 Langzeilen

von f^ 94''. 34. Diese antiphona füllt 2 Langzeilen auf f^ Od''.
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Vides ergo quomodo hec antiphona proportionaliter incedit. In OöCu-
o

letur enim VI sunt uoces siue soni, in me VIII. Octo autem totum se-

o

narium in se habet et eins terciam paiiem .i. II. Serquitercia ergo pro-

or

portio est. In osculo IUI soni, in oris sui VI. Sex autem totum quater-

o

narium in se habet et eins alteram partem .i. II. Est igitur sesqualtera 5

or

proportio. In quia sunt duo soni, in meliora IUI, et hec est dupla pro-

es

portio. Sunt habet III sonos, ubera tua uino Villi, et est tripla pro-

e

portio. Fraglantia V sonos habet, unguentis optimis XX, eque

quadrupla proportio. Oleum VI habet uoces, effusum X et est

superbipartiens
,
quia habet in se totum senarium et eius duas partes .i. 10

or

IUI. Nomen V uoces, tu um VII habet. Septenarius habet in se totum

quinarium et eius duas quintas, que proportio uocatur superbipartiens quin-

or or

tas. Ideo habet IUI sonos, adolescentule XL Vndecim habet IUI in

ee

se plus quam semel et insuper eius III quartas, que proportio dicitur

o

triplex supertripartiens. Dilexerunt VIII uoces, te nimis V; supertri- 15

partiens quintas est.

[Sequitur tabula]

FINIT . OPVS . FORTOLFI . AMEN.

13. XI] XX R, aber die zweite X ist aiisradirt. Fol. 95" werden die symphoniae

und die antiphona auf acht Langzeilen nochmals wiederholt, in berichtigter Abschrift.

Diese theilen wir allein mit, ohne die kleinen Abiveichungen, die sich oben ßnden.

I



Bemerkungen zur Eythmimachie.

Omnia in mensura et numero et pondere constituisti! Sapient. XI, 21.

Das wird man als Devise der Zeit die man Mittelalter nennt im ganzen,

insbesondere des 1 1. bis 14. Jahrhunderts, betrachten dürfen. Die Geometrie mit
,

den verwandten, untrennbar mit ihr verbundenen Wissenschaften, zunächst

Arithmetik und Musik, ist das Centrum, von dem alle weitere Geistes-

thätigkeit ausstrahlt, und was das Mittelalter Grosses geschaffen, was es

wirklich geschaffen, das ruht auf diesem Grunde. Die Geometrie galt

diesem Zeitalter als Wissenschaft Kat i'^oxrjv^)^ als Wissenschaft und Kunst i

des rechten Denkens, Glaubens, Lebens. Und will man den Ausdruck

„Wissenschaft" bemängeln, da von wissenschaftlicher Auffassung allzumal

das Mittelalter keine Ahnung gehabt, so wird man der Beschäftigung mit der

überlieferten Geometrie doch nachrühmen dürfen, dass sie den wissenschaft-

lichen Sinn vor dem Ersterben gehütet, ihn im Halbschlummer bewahrt hat,

für die Zeit, wo der Retter für dies Dornröschen erscheinen, wo das Licht

eines neuen Tages es zum neuen frischen Leben wecken sollte. Wer

sollte, sei er gleich Laie in den in Frage kommenden Wissenschaften, nicht

den Reiz empfinden, dies Traumleben zu beobachten? Walther von Chätillon,

der berühmte Dichter des Epos von Alexander dem Grossen, dem wir aber

auch eine Reihe wirksamer lyrischer Ergüsse verdanken, in denen er gegen

die Verderbniss besonders des Olerus seiner Zeit auftritt, gibt uns in dem

verbreitetsten der letzteren, seiner Apocaljpse ^) , folgende Schilderung:

5 Estiue medio dici tempore

umbrosa recubans sub louis arbore

astantis uideo formam Pidagore^

deus seit, nescio, utrum in corpore.

1) Isidorus Origg. III 1 , § 1—2 nennt freilich die Arithmetik als ersten

[Arithmeticam] scriptores secularium litterarum inter disciplinas mathematicasj

ideo primam esse uoluerunt, quoniam ipsa ut sit, nulla alia indiget disciplina.j

Musica antem et Geometria et Astronomia, quae sequuntur, ut sint atque subsi-

staut, istius egent auxilio.

2) Die zehn Gedichte des Walther von Lille genannt von Chätillon, hrsg. von

W. Müldeneu, Hannover 1859, n. IV, v. 5—22. Ich gebe die Verse nach meiner

eigenen Collation der massgebenden Pariser Hds.
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Ipsam Pictagore formam inspicio

10 inscriptam artium scemate uario.

an extra corpus sit hec reuelatio,

utrum in corpore, deus seit, nescio.

In fronte nituit ars astrologica-^ •

dentium seriem regit grammatica\

15 in lingua pulcrius uernat rethorica\

concussis estuat in labris logica.

Est arismetica digitis socia;

in caua musica ludit arteiia;

pallens in oculis stat geometria,

20 quelibet artium uernat ui propria.

Est ante ratio totius ethice-^

in tergo Scripte sunt artes mechanice.

qui totum explicans corpus pro codice

uolam exposuit et dixit: „Respice!"

i 25 Manus aperuit secreta dextere,

cumque prospexeram coepique legere,

inscriptum reperi fusco caractere:

DVX EGO PREVIVS ET TV ME SEQVERE.

Pythagoras also gilt ihm als Vertreter aller Wissenschaften; er ists,

der ihn weiter zu neuen Gesichten führt; zunächst in ein anderes Land zu

auserwählten Schaaren, unter denen einzelnen der Name an die Stirn' ge-

schrieben ist: das sind die Heroen der Wissenschaften und Künste; hier

erscheint er selbst wieder neben Boetius und Euclides, dem einen als

Vertreter der Arithmetik, dem anderen als dem der Geometrie, er selbst

als der der Musik.

Wenn Pythagoras der mythische Heros der Wissenschaft, so tritt im Mittel-

alter als Lehrer neben ihn Boetius, der erste Lehrer des Mittelalters in

Mathematik wie in Philosophie, einer Philosophie, die nicht Schemen nach-

jagt, sondern auf dem Boden der Wirklichkeit, des irdischen Leids erwachsen,

das Herz erwärmt, der Rauheit der Zeiten gegenüber die milderen Gefühle

des Herzens und damit die Gesittung rege zu halten sich eignete. Aber

nicht zu allen Zeiten und mit allen seinen Schriften hat Boetius gleich-

massig solchen Ansehens genossen, auch er hat eines Sospitators bedurft.

Die Zahl der wohlerhaltenen Handschriften, die vor das 10. Jahrhundert
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hinaufgehen, darf darüber nicht täuschen. Gerade die gelesensten Autoren

sind es, von denen uns alte Hdss. fehlen. Wenn ich gleich für die

Behauptung Hankel's^), dass vor Gerbert die Arithmetik des Boetius fast

gar nicht citirt wird, nicht volle Verantwortung übernehmen darf — er

hat nur ein Beispiel bei Eabanus gefunden — so meine ich durch die

Citationen, die ich in des Abtes Lupus von Ferridres ''^) Briefen finde, die-

selbe doch eher bestätigt als entkräftet und nur näher auf die Zwischen-

zeit zwischen Karl dem Grossen und Otto III. bestimmt zu sehen. Denn

am Ende des 10. Jahrhunderts werden auf einmal die Spuren zahlreicher.

Wenn die Nonne Hrotsuit von Gandersheim in ihren Comödien Pafnutius

und Sapientia die handelnden Personen nicht blos boetianische Musik son-

dern selbst Mathematik vortragen lässt^), so beweist das schon Eindringen

dieser Werke in den Klosterunterricht*); und dass dem wirklich so war,

zeigt uns der Bericht, den Walter von Speyer, durch die Gnade Bischofs

Balderich von Speyer (970— 987) erzogen, über seine Studien erstattet in

seiner im Anfang von Otto's III. Regierung verfassten Vita et Passio S.

Christophori Martyris^). Ueber seine arithmetischen Studien spricht er

dort I, 148 ff. folgende Worte, die allerdings zu ihrer vollen Lösung eines

Oedipus zu bedürfen scheinen:

Rhythmica summarum praecessit quinque puellas: —
quae circumscriptis intende uocabula, lector,

150 haec quia dactylico non cernis idonea metro; —
primula multiplici caput irradiata metallo

1) Hankel Gesch. d. Mathematik p. 310 führt Rabanus bei Baluzius Mise.

I, p. 7 an.

2) Lupi Ferrariensis epistolae ed. Baluzius. In ep. V p. 21 citirt er Beet. I 4

ex., I 31, II 2, und II 25.

3) In der Ausgabe von Barack p. 243 f., 279, vgl. R. Köpke Ottonische

Studien p. 70 f.

4) Die Notizen über den Unterricht in den Stifts- und Klosterschulen, aus

welchen die Gelehrten hervorgingen, sind doch nicht so selten, wie der Geschicht-

schreiber der Mathematik in Deutschland, C. J. Gerhard, (München 1877) p. 2

meint; und der Mathematik wird, wie das folgende Beispiel zeigt, in ihnen doch

nicht so nebenbei gedacht. Aber freilich wer erst mit der Gründung der Universi-

täten das Studium der mathematischen Wissenschaften — ohne die unsere Dome
doch wahrlich nicht gebaut worden wären — in Deutschland beginnen lässt (p. 4),

wer auf so erhabenem Katheder steht, dass sich ein Gerbert ihm als Pygmäe dar-

etellt, hat ein Recht über derartige Spuren die Nase zu rümpfen und ausführliche

Lehrpläne modernster Art zu verlangen.

5) Zuerst publicirt von B. Pez Anecd. T. II P. 3 p. 37 sqq. Neu nach der

Hds. hrsg. von Dr. W. Harster in der Beigabe zum Jahresbericht 1877/78 der k.

Studienanstalt Speier. München 1878. 8°.
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tardantem retro citius iubet ire sororem,

quae simul ad sociam conuersa fronte sequentem

inqiiit: Habeto meae teciim dextralia palmae;

155 hoc etenim speciili nostrae commendo sodali,

quam genui patria qiiondam statione locata.

Staret inornatis famularum qiiinta capillis,

ni sibi lacteolam praeberet tertia uittam.

ibant quamque sua comitum stipante Corona,

160 et postquam planas limabant rite figuras

interuallonim mensuris et spatiorum

ordine compositis, cybicas effingere formas

nituntiir mediumqiie uident incurrere triplum:

collatum primi distantia colligat una;

165 alterius numeros proportio continet aequa;

respuit haec ambo mediatrix clausa sub imo.

ordinibus mathesis gaudebat rite paratis

haec missura tibi solatia, clare Boaeti.

Ob diese Erscheinung bereits auf Gerberts Einfluss zurückzuführen ist,

Db in ihm der Drang seiner Zeit sich nur verkörpert darstellt — sicher-

lich verdient Gerbert jenen Namen als Sospitator des Boetius; und die

Folgezeit erkennt das an und überträgt auf ihn so manches, was durch andere

nach ihm gedacht und geschrieben worden.

Als Erfinder des Spieles, von dem unser Tractat handelt, wird bald

Pythagoras, bald Boetius, bald Gerbert ^) bezeichnet. Wir werden das ideale

Recht darauf dem einen wie dem andern zugestehen müssen; bei Prüfung

des wirklichen Anrechts könnte höchstens der letztere in Betracht kommen.

Es mag ja einzelnes geben, was mit Recht, ohne dass ein directer Nach-

weis möglich, trotz aller Wandlungen, die das Mittelalter vorgenommen,

auf Pythagoras zurückgeführt wird, wie das Pentagramm in seiner Wand-

lung zum christlichen Heilszeichen, wie die Sphaera Pythagorae, die zu-

nächst, wie sie in der Redaction des Apuleius erhalten ist, nur über Leben

und Sterben Kranker, dann in schlimmeren Zeitläuften auch über Sieg und

1) Pjthagoräisches Spiel wird die Rh. von Neueren viel genannt, Boetius gilt

dem Hermann Coutractus als Erfinder, Gerbert wird von Boissier als solcher bezeich-

net s. unten; Fabricius TU 45 stellt Selenus' Ausgabe unter Gerbert's Werke. Chasles

in seinem weiterhin erwähnten Briefe an Bethmann hat dagegen schon sein Be-

denken ausgesprochen. Auf Pythagoras konnte schon Isidorus führen Origg. III

1, § 3: Numeri disciplinara apud Graecos piimum Pythaf/oram autumant cou-

dQripsisse. Dazu kam die Wichtigkeit des unter dem Namen tabiiJa Pythagorica

allen bekannten Abacus.
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Niederlage und in anderen Nöthen befragt wurde. Aber dann erscheinen

doch die Spuren früher und nicht plötzlich in späteren Jahrhunderten. Von

Boetius Schriftstellerei ferner haben wir doch zu genauen Bericht, als dass

eine Sache, die erst in Handschriften vom 11. Jahrh. an uns bekannt wird,

für boetianisch zu halten uns zugemuthet werden dürfte; und wenn wir

dem Gerbert wirklich die Erfindung zutrauen dürften, so muss gerade jedes

mit seinem Namen in Verbindung gebrachte Factum solcher Art peinlich-

ster Prüfung ausgesetzt werden, ehe es glaubhaft für uns werden darf.

Die handschriftliche Ueberlieferung indess giebt uns zu solcher gar nicht

einmal die Veranlassung, und wir können über diesen Gedanken, der im

16. Jahrh. erst wie es scheint auftaucht, ruhig hinweggehen. Wie der Dich-

ter der Vetula zum Erfinder des Schachspiels den ülixes macht bei der

Belagerung von Troia, wie Palamedes als inventor des ludus tabulae ge-

feiert wird in der lateinischen Anthologie^), so etwa sind die Genannten

der Ehre theilhaftig geworden, Erfinder der Rhythmimachie zu heissen.

Nur mit dem Unterschiede: sie mussten in der That dieser Erfindung]

vorausgehen, auf ihnen beruht diese Erfindung, selbst von Gerbert wird man

das in obgedachtem Sinne behaupten dürfen; vor seiner Zeit konnte keiner!

daran denken^).
\

Und noch eins musste voraufgehen, das Schachspiel, welches nicht erst imi

11. Jahrh, fleissig geübt wurde, aus dem uns Froumund's Zeugniss im Ruodlieb^)

vorliegt^), sondern schon früher, wie ein Gedicht des 10. Jahrh. in Hagen's

Sammlung beweist. Bald nach Gerbert, im ersten Viertel des 11. Jahrh.,

mag die Rh. entstanden sein; darauf führen die unten zu verzeichnenden

Bearbeitungen, die von keinem Vorgänger ausser Hermann Contractus etwa»

wissen, soweit sie von Fabeleien absehen. Damit stimmt die Etymologie;

es verräth der Name eine Unkenntniss des Griechischen und seiner Wort-

bildung, wie sie dieser Zeit eignet. Ums Jahr 1041 schrieb Anselm von

Besäte, Capellan am Hofe Heinrich TIT., eine BJietorimachia^)
-^

der Gegen-

stand derselben ist so grundverschieden von unserer R. (der Verfasser, sich

gegen einen fingirten Gegner mit allen Mitteln seiner Kunst vertheidigend,

will ein Musterstück für den Unterricht der Rhetorik liefern), dass wir

1) Anthol. latina ed. A. Riese n. 82, 192—194.

2) Vor diese Zeit geht auch keine Notiz zurück. Isidorus hätte uns gewiss

in dem 18. Buche des Origines eine Mittheikmg gemacht. Ueber einen Missbrauch

seines Namens s. unten.

3) Thörichter Weise dreht Boissier die Sache um und lässt das Schachspiel

Gewinn ziehen aus der Rhythmimachie.

4) Carmina inedita ed. H. Hagen, Bernae 1877 p. 137 ff. aus Einsiedler Hdss.

des 10. und 10— 11. Jahrhunderts.

5) E. Dümmler, Anselm dor Peripatetiker, Halle 1872, p. 20 ff.
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den Titel ganz unabhängig, ganz ohne Anspielung auf die Rh., rein aus dem

üblichen Sprachgebrauch geiner Zeit gebildet erachten dürfen; dazu tritt die Ver-

wendung von Qvd^fiog für aQi^(i6g. Ich kann nicht glauben, dass dem eine

missverstandene Stelle, des Martianus etwa IX 966 (p. 363, 9 Eyssenhardt),

zu Grunde liegt:

Nunc rhythmos hoc est numeros perstringamus.

Kein Gelehrter hätte rhythmos so äusserlich mit numerus gleichgesetzt;

davor war durch Kenntniss von Cicero und Quintilian, durch das Studium

der Rhetorik jeder behütet. Dieselbe Veranlassung, die den Walter von

Speier verleitet, rhythmica' für arithmetica zu setzen, trägt hier die Schuld.

Isidorus Origg. III, 1, § 1 sagt nämlich: Arithmetica est disciplina

numerorum; Graeci enim numerum ccql^^ov uocant. Ein verdorbenes agi^fiov

der handschriftlichen Ueberlieferung dieser Quelle hat jenes Wort erzeugt.

Mir sind die geistigen und geistlichen Strömungen nicht hinlänglich

bekannt, durch welche Wibold, Bischof von Cambrai [f 965) veranlasst wurde,

seinen Tractat de Alea regulari contra aleam secularem^) zu verfassen. —
Es wäre wohl möglich, dass eine neue Zeitströmung das pythagoreische

Spiel diesem Muckerspiel entgegengestellt hätte; wäre das aber auch nicht

der Fall, so zeigt uns jene alea regularis s. clericalis, dass die Zeit, in

welche ungefähr die Entstehung unserer Rh. nach dem vorgesagten zu ver-

setzen ist, ein Bedürfniss nach ernsterem Spiel auch neben dem Schach

empfand. Da Bethmann dies Spiel aus der Rh. sich entwickeln lässt, scheint

es gerathen, ihren verschiedenen Charakter durch eine kurze Darstellung

nachzuweisen.

hf Die Alea regularis soll dem gewöhnlichen Würfelspiel Concurrenz

machen. Drei Würfel, jeder mit 1— 6 Punkten auf seinen Seiten versehen,

geben 56 verschiedene Würfe; jeder derselben führt den Namen einer

Tugend: an der Spitze aller steht Karitas (l. 1. 1.), ihr folgt Fides (1. 1. 2.).

Spes (l. 1. 3.). Den Schluss macht als Sechspasch Humilitas. Auf einer

Tabelle sind Würfe und ihnen entsprechende Tugenden in dieser Reihe ver-

zeichnet. Anstatt der Punkte werden jedoch die Würfel mit den 5 Voca-

len in der Reihe des Alphabets beschrieben (Y spielt nicht mit), so dass,

da jeder Würfel 21 Punkte zählt, der erste mit a beginnt und endigt,

der zweite mit e, der dritte mit i:

1) Gesta episcoporum Cameracensium c. 89 = Pertz Mon. bist. IX (Scriptt.

VID p. 433 ff., daraus abgedruckt sammt Bethmanu's Noten in San Marte's Parcival-

Studien III 203—211, leider durch einige bö.se Druckfehler entstellt. Houillon

Le jeu du seigneur Wibold, Cambrai 1832, 8", hat das Si)iel in einem Gedicht

dargestellt — mir unbekannt, ilistoire litt, de la France VI 311—313.
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I. a \ ei
\

oua
\

eiou
|
aeiou

\
aeioua

II. e
I

^o
I

uae
\
ioua

|
eioua

\
eiouae

III. e
I
01*1 aei

I
ouae 1 iouae

I
iouaei

So wird jeder einzelne jener 56 Würfe wieder einer Anzahl von Variationen

fähig, unter denen den richtigen zu treffen Sache des Glücks ist. Es

werden nämlich ferner auch noch die Consonanten (^qu als zusammen-

gesetzt fällt weg, V existirt nicht) auf die vier Flächen einer dreiseitigen

Pyramide (Tetraeder) nach ihrer alphabetischen Folge vertheilt:

Beides, Würfel und Pyramide, werden nun zugleich geworfen und nun ist

die oben liegende Fläche der ersteren, die unten liegende der letzteren

massgebend, was dahin erklärt wird, dass die Consonanten dem Körper

ähneln, der nach unten sinkt, die Vocale dem Geist, der in die Höhe

strebt.

Nun zählt man die Points auf den drei Würfeln und sucht danach auf

der Tabelle die entsprechende Tugend auf, sieht ferner zu, ob auf der

Basis der Pyramide der erste oder ein anderer Consonant des Wortes sich

findet: steht keiner da, so ist der Wurf misslungen, findet er sich, dan:

darf man weiter die Uebereinstimmung in den Vocalen prüfen^): wenn solch

vorhanden, dann ist der Wurf gelungen.

Trifft ein Wurf des Gegners später dieselbe Tugend, so muss er

dem, an welchen sie bereits vergeben ist, ohne Ersatz lassen.

Schwierigkeit macht hier die Erlangung der Karitas, die für zwei Tugenden

gilt. Da der Einerpasch nur aei ergiebt, ist es dem, der ihn wirft, er

laubt, sein Glück in einem zweiten Wurfe zur Findung eines zweiten a zu

versuchen. Sieger ist schliesslich, wer bis zum Ende am meisten Tugenden

geworfen hat.

l

SlO'
/

Besondere

1) Wie weit die Uebereinstimmung gehen muss, da eine völlige doch bei

Namen von 13 Buchstaben wie Perseuerantia unmöglich, ist aus der ungeschickten

Darstellung Wibold's, die der Chronist wohl wörtlich übertragen hat, nicht zu er-

rathen, die Einzelhandschriften, die freilich möglicherweise nur Excerpte aus der

Chronik sind, hat Bethmann leider nicht beachtet, z. B. einen Bruxellensis , und

die Erklärer lassen uns gänzlich im Stich, wenn sie nicht gar Thorheiten begehen,

wie z. B. San Marte bei den Worten: proiectis siinul e manu cutis cum triangulo,

die einfach vom Wurf der drei Würfel sammt dem Tetraeder, hier triangulum ge-

nannt, zu verstehen sind.
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Der Gewinnende gilt (ein Antrieb, sich dieselben anzueignen) aller

Tugenden für tlieilhaftig; er soll bis zum sechsten Tage den Unterliegenden

seinen Schüler nennen und die Tugenden, die ihm dem Ausgange des Spiels

zufolge fehlen, durch gutes Verhalten sich zu erwerben mahnen; der Be-

siegte soll den Sieger als Magister ansehen; beide aber, falls keiner den

Sieg davon trägt, einträchtig in der Liebe sich mit dem Brudernamen grüssen.

Wibold bemerkt am Schluss seiner Darstellung: Quod si Indus uüescit

nnt anirno fedimn gignit , sidtem numerorum utilis coaptio itirhthwique

diligihilis wquisiiio nee oiiosa exercitatio menieni od cum connertant^ ut

3ollatione numerorum exerciteris nirhdnmqnc ciimido grahderis. Der

praktische Nutzen des Verstandesübung wird also neben der Tugendübung

und zwar in erster Reihe betont. Das leistete die Rhythmomachie in viel

böherem Grade — gar nicht zu gedenken, wie hoch interessant sie diesem

Spiele gegenüber auch dem Unbegabtesten erscheinen musste — hätte

Wibold sie gekannt, d. h. hätte sie bereits existirt, so würde er sein Spiel

nicht erfunden oder ihm eine ganz andere Gestaltung gegeben haben ^j.

Von einer Ableitung des einen vom andern kann natürlich trotz Bethmann's

Andeutung gar nicht die Rede sein, da dort ein Bretspiel, hier ein Würfel-

spiel vorliegt.

So ist uns das Spiel also ein Beweis, dass in der Zeit der Cluniacenser-

reformen wohl ein Bedürfniss nach solchen Dingen rege war, zugleich

aber auch davon, dass die Rh. nicht vor der Zeit Gerberts erfunden ist.

Wir wollen der Alea gegenüber die Grundzüge der Rhythmimachie

kurz skizziren.

Zu Grunde liegen dem Spiele die drei von Boetius ausführlich be-

sprochenen, auch von Isidor Origg. III 6 § 5 — 8 dargelegten Zahlenverhält-

nisse der multiplices, superparticulares, superpartientes.

Die Definition derselben, „jener widerwärtigen antiken Benennungen

der Verhältnisse" (Hankel p. 353) lese man bei den Angeführten, deren

Autorität sie es verdanken, dass man ohne Rütteln an ihnen so lange fest-

gehalten, oder in Fortolfs Tractat nach. Die Darstellung des Ganges

unseres Spieles meinen wir in Kürze für Leser, denen das Latein des

Mittelalters weniger zusagt, geben zu müssen.

Gefunden werden die superparticidares aus den entsprechenden multiplices,

die superpartientes aus den entsprechenden superparticulares, wenn man die

Verhältnisse umkehrt imd nach der Formel

a : a -\- h : a -\- 2 b -}- c

rechnet. Beispiel seien die multiplices sescupli:

1) Eine etwas iDteressantere Modification giebt Th. Morus au, 8. unten.
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1, 6, 36,

man kehre diese um:

36, 6, 1,

daraus ergibt sich für die superparticulares sesquisexti:

36 : 36 + 6 : 36 + 2 X 6 + 1,
•

.
-^

^ ^

42 49

aus der Umkehrung dieser (49 : 42 : 36) wiederum für die entsprechenden

superpartientes (supersexipartientes)

:

49 : 40 + 42 : 49 + 2 X 42 + 36.

I91 169

Ich schreibe für den Laien diese Verhältnisse bis zur Grundzahl 9

her, da ihre Zahlen für das Spiel benutzt werden.

Multiplicea

dupli . . .

tripli. . .

quadrupli

quincupli

.

sescupli .

septupli .

octupli . .

nonupli .

4

9

16

25

36

49

64

81

Superparticulares

sesqualteri. .

sesquitertii. .

sesquiquarti .

sesquiquinti .

sesquisexti. .

sesquiseptimi

sesquioctavi .

sesquinoiii . .

4

9

16

25

36

49

64

81

6

12

20

30

42

56

72

90

9

16

25

36

49

64

81

100

Superpartientes

superbipartientes

supertrip. . .

superquadrip.

superquinqiiep.

supersexip. . .

superseptip.

superoctip. . .

supernonip.

9

16

25

36

49

64

81

100

15

28

45

66

91

120

153

25

49"

81

121

169

225

289

190 361:

Da nun aber

die erste Columne der multiplices lediglich aus der 1 besteht,

die erste Columne der superparticulares der dritten Reihe der

multiplices, sowie

die erste Columne der superpartientes der dritten Reihe de|

superparticulares entspricht

,

so lässt man diese weg und es ergeben sich dann 48 Zahlen, welche au;

Spielsteine geschrieben in zwei feindliche Haufen gesondert werden, derei

erster die pares, der andere die inpares, d. h. die auf gleiche oder un-

gleiche Grundzahlen zurückzuführenden Zahlen umfasstr Auf zwei geson

derten Spielhreiern von je 8x8 Feldern findet sich für beide Parteien die

Stellung genau vorgezeichnet. Beiderseits in der Mitte je acht multipliceSj

die pares von rechts nach links, die inpares von links nach rechts geordnet,

so dass 2 und 3, 4 und 5, 6 und 7, 8 und 9 einander feindlich gegenüber

treten, in zwei Gliedern, voran die der zweiten, dahinter die der dritten

Columne. Seitwärts und hinter dem zweiten Gliede, die Breite des Brets

einnehmend, stellen sich die acht superparticulares auf, im engen Anschluss

also an die dritte Columne der multiplices, die ja zugleich ihre eigene erste
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Coliimne bildete. Hinter dem Mitteltreffen bleiben vier Felder unbesetzt;

auf die noch freien 2X4 Ec^kfelder werden die acht superpartientcs ver-

theilt, im Anschluss an die ihrer ersten Columne entsprechende dritte

Columne der superparticulares. Genaueres ersieht man aus der bildlichen

Darstellung in Buch I c. 12 des lateinischen Tractats, oben S. 178.

Die Spielsteine selbst sind von verschiedener Gestalt und Farbe:

IG viereckige kleinere für die multiplices, weiss die pares, schwarz

die inpares;

16 viereckige grössere für die superparticulares, rotb die pares,

weiss die inpares;

IG runde für die superpartientes, schwarz die pares, roth die inpares ').

Zwei von den runden sind jedoch kreiseiförmig erhöht und zugespitzt.

Sie stellen die Zahlenj>?/ram?V7r>/ dar, d. h. die durch die Addition quadratischer

Zahlen gewonnenen Summen, die im Spiel nur durch zwei Exemplare, eins

für jede Partei, vertreten sind:

auf der Seite der pares eine perfecta pyramis = 91,

(ihre Basis ist 3G, ihre Spitze 1; 91 die Summe von 36 -|- 25

+ 10 + 9 + 4 + 1),

auf der Seite der inpares eine tercurta pyramis = 190,

(ihre Basis ist 64, die Spitzen 1, 4 und 9 sind abgeschnitten, die

Zahl ist die Summe von 64 + 49 + 36 + 25 + 16).

Es wird nun mit diesen Steinen Zug um Zug gethan abwechselnd von

jeder Partei, wie es in den bekannten Bretspielen oder im Schachspiel ge-

schieht. Welche Partei betfinnt, darüber findet sich keine Vorschrift. Die

Steine gehen gradaus, seitwärts nach rechts und links, übereck nach beiden

Seiten. Die multiplices machen stets nur einen Schritt, die superparticulares

zwei, die superpartientes drei.

Das Rauben der Steine des Gegners erfolgt nach folgenden Gesetzen:

1. Jeder Stein kann eiuen quantitativ ihm gleichstehenden des Gegners

mit den ihm zustehenden Zügen rauben. Die Art des Schiagens ist die-

selbe wie beim Schach. Die Anzahl dieser auf beiden Parteien gleichen

Steine ist freilich eine geringe.

2. Wenn zwei Steine von A einen von B in die Mitte nehmen, deren

Zahl die ihrigen durch Addition oder Multiplication miteinander erreichen,

so schlagen sie den feindliehen Stein.

3. Wenn die Zahl eines Steines multiplicirt mit der Felderzahl, um
die er von einem feindlichen absteht (das Feld des Angreifers wie das

1) Boissier will die drei Sorten lieber durch runde, dreieckige und viereckige

tesserae bezeichnet wiasen.
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des Angegriffenen eingerechnet) die Zahl des letzteren ergiebt, so ist letzterei

geschlagen.

4. Die Primi et incomposiü numeri, unsere Primzahlen, wären also

von diesem Schicksal stets ausgeschlossen. Sie dürfen nur dann gefangen, d. h,

geschlagen werden, wenn sie von Gegnern so umdrängt sind, dass sie durch

einen gesetzmässigen Zug nicht entweichen können. Schliesslich gilt diese

fouea oder muscipula wohl für alle Zahlen; wer sich nicht mehr durch

rechtzeitige Flucht vor Einschliessung retten kann, wird genommen.

5. Die Pyramiden werden beide durch den ihrer Basis entsprechenden

feindlichen Stein genommen, durch 36 und 64^), auch nach dem unter 3.

angeführten Gesetz, und mit der Pyramide fallen dann zugleich sämmtliche

Steine, welche die Zahlen, aus denen sie zusammengesetzt ist, repräsentiren.

Es könnte scheinen, dass das Spiel eine grosse Geläufigkeit in dei

Kenntniss des Einmaleins voraussetze — und das kann selbst heute mancher

abhalten, eine Probe mit diesem Spiele zu machen. Aber wahr ist doch,

was Hankel sagt, dass man sich im Mittelalter nicht gerade mit dem Auswendig-

lernen desselben gequält hat. Man hatte stets, und so auch hier, wie dei

Tractat 1. I c. 12 zeigt, das Cribrum zur Hand, ja an das Spielbret selbsl

angeheftet. •

Man darf sich nicht wundern, dass sich in den Carmina burana neben

dem Schach, dem Bret- und Würfelspiel, die dem lebenslustigen geselligen

Menschen mehr iocunditas boten, unsere so viel trockenere Rhythmimachie

weder erwähnt, noch wie jene abgebildet und besungen findet (Carmina

Burana ed. Schmeller p. 244 f.). Die dort abgebildeten Spieler sind keine

Mönche. In Verbindung mit Wein, Weib und Gesang zu treten, wie jene,

dazu war unser Spiel nicht angethan. Was die Phantasie zu erregen ver-

mochte, davon besass es nichts ; mit der Liebe zu einer Vetula freilich, wie bei

jenem Dichter, dessen Werk zum Spott unter Ovid's Namen sich verbreitet

hat, Hess es sich wohl einen. Wir treten dem Spiel damit wohl nicht zr

nahe, dessen pädagogische Vortheile Leute wie Johann von Salisbury ir

früherer, in späterer Zeit Thomas Morus zu schätzen und zu rühmer

wussten; geschah das doch im Gegensatz zu den oberflächlichen und un-

lauteren Vergnügungen der jungen Hofleute ihrer Zeit, besonders dem geistlosen

Würfelspiel, und hier that ein Hinweis auf Ernsteres wohl noth.

1) Wenn der Stein, der die Zahl ihrer Basis trägt, vom Gegner genommer
wird, bleibt die Pyramide trotzdem frei.

2) Ueber das Würfelspiel im Mittelalter vgl. San Marte in den Parcivalstudier

III, p. 191— 202. Ueber Alea in römischer Zeit: K. W. Müller in Pauly's Ency-

klopädie I, 319 ff., über Latrunculorum ludus: Teuffei ebenda IV, 824 ff.
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Der Verfasser ist, wie sich für jene Zeit von selbst versteht, Afünch:

fratcrna Txaritas exforsif opi(S^ sagt er im Prolog zum 2. lluche. Er ist

wohl bewandert in den Schriften des Boetius, zunächst in dessen Arith-

metik und Geometrie, und allerorten führt er die Stellen daraus an, auf denen

sich das Spiel autlDaut. Auch Ptolomäus (II § 11) wird citirt, doch beruht

das Citat ohne Zweifel auf Boetius de rausica. Mehrfach erscheinen Stellen

aus Horatius mit und ohne dessen Namen.

Auch über den Namen des Verfassers darf kaum üngewissheit bleiben.

„Explicit opus Foriolfi" heisst es am Schlüsse, eine ungewöhnliche Art ohne

Zweifel den Verfasser anzugeben. Indessen bin ich in der Lage, ein zweites

Beispiel aus einer, etwas früherer Zeit, vermuthlich aber demselben Vater-

lande entstammenden Handschrift anzuführen. Die Wiener Hds. n. 391 s. XI

(^nimmermehr s. X, wie Endlicher meinte) der Gedichte des Alcimus Avitus

episcopus Viennensis trägt am Schluss des 6. Buches die Worte ,,Explicit

opus (locti Alcimi^''. Man kann den Anfang der oben erwähnten Schrift des

Anseimus Peripateticus damit vergleichen: Hoc opus Anselmi collaudant

subtitulati. Die That des Schreibers mit opus zu bezeichnen würde wohl

auch schwerlich Jemand sich erkühnt haben. Der Name Fortolf^ oder

besser Froiolf (^Nebenformen Fruatolf^ Frodulf, Frudulf^ von ahd. fköd

prudens, wie Fruotbert, Fruotfrid, die Graff, Sprachschatz III 821 aufführt)

erscheint nicht gerade häufig in Schriftwerken; die von Förstemann altd.

Namenbuch I 435 gegebenen Nachweise, die nach Weissenburg, Corvey,

Regensburg führen, habe ich näher zu prüfen nicht Gelegenheit gefunden.

In Pertz Monumenta findet sich der Name auch nicht einmal. Ich suche

den Mann in irgend einem der bayerischen Klöster, die in jenen Jahr-

hunderten rühmenswerthe Propagatores der Wissenschaften waren.

Fortolf ist nicht der einzige, der die Rhythmimachie in jenem Jahr-

hunderte zum besonderen Studium sich erkor. Weder für den Erfinder,

noch ersten Bearbeiter giebt er sich aus. „Die Intention bei der Aufstellung

des Spiels war, wie ich vermuthe, folgende," sagt er I § 3, und im Prolog

zu Bach II bekennt er offen, aus Schriftwerken von Früheren das meiste

geschöpft zu haben. Er überliefert das in möglichster Einfachheit in seinem

ersten Buche: denn nicht Prahlerei, sondern der gemeine Nutzen^) bewegt

ihn. Indessen konnte das Spiel wohl zu weiteren Erfindungen und Ver-

feinerungen verleiten, und wenn Neuere nicht vermieden haben, diesen Ab-

weg zu betreten (erst Boissier rühmt sich die einfache Gestalt wieder her-

jgestellt zu haben), wer wollte es dem grübelnden Klosterbruder verdenken,
I

1) Den Nutzen betont er zum öfteren, z. B. § 4: confert scientiam multipli-

candi et hahitudines ipsorum numerorum cognoscendi, progressiones quoqiie pijra-

midum et differentias trium medietatum etc.

SuppL z. hi8t.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Phys. 14
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dass er sich weiteres ausgeklügelt. Diese geistreichen, oder, wie es dem

Laien scheinen mag, vielmehr spitzfindigen Entdeckungen, durch welche die

uidoria verschönert werden soll, legt er uns im zweiten Buche dar und

vertheidigt sie (im Prologe) mittelst einer Exposition über Originalität, die

nicht uninteressant zu lesen ist.

Vor dem 11. Jahrh. hat der Verfasser nicht gelebt, wie u. a. sein

Citat „Wulo in wicrologo" bezeugt; kann doch nur Guido Aretinus gemeint

sein, dessen Lebenszeit um 1025 fällt, vgl. Fabricius bibl. med. et inf. lat.

III 127 ed. Mansi. Ist nun gleich Guido rasch auch in Deutschland bekannt

geworden, so verliert doch dies Citat für uns den Wertli einer Zeitbestimmung

von Fortolfs Schrift vor jenen Ausfühningen, nach denen er auf den

Schultern Anderer zu stehen bekennt. Diese Anderen nämlich haben frühestens
I

zu Guido's Zeit, eher aber etwas später geschrieben. Die Handschrift des

Fortolfus, die bei ihrer vorzüglichen Ausführung und der Reinheit von

Fehlern als eine unter des Verfassers Aufsicht geschriebene, nahezu als

Autograph gelten darf, berechtigt, ihn um die Wende des 11. und 12. Jahr-

hunderts anzusetzen. Des Verfassers Vertheidigung gegen Böswillige lässt'

sich aus den Verhältnissen dieser Zeit wohl erklären. Von Ignoranten

werde, sagt er, das Spiel verachtet und mehr levitas als utilitas in ihm;

gefunden, weil die äussere Einrichtung des Spiels, die camporum distincHo^

et fahcllularum proiractio der alea nachgebildet erscheine. Aber weit ent-

fernt sei es von levitas^ es sei eine iucunda utilitas und utilis iucunditas

zugleich; er weist entrüstet den Vorwurf der uanitas und irreligiositas zu-

rück: ea maxime reprehendunt quae nesciunt, ausserdem sei es inuidia, was^

jene stachle. Und wie einst Cassiodorius^), so weist auch Fortolf, mit

dem Salomonischen Ausspruch, den wir an die Spitze unserer Bemerkungen

gesetzt, die ungerechtfertigten Vorwürfe seiner Gegner ab.

Der Codex der Breslauer Stadtbibliothek n. 54 (früher Rehdigerianus

S. 1 4, 5) membr. f. 86^^— 94^ s. XII, besteht aus einem quaternio nebst

einem auf beiden Seiten beschriebenen ^Z^- Stück eines Blattes; die acht

Blätter des quaternio in doppelten Columnen, die scedula ohne Columnen-

theilung. Schöne saubere Hand des 12. Jahrhunderts in Schrift und Figuren.

Vereinigt wurde dieser quaternio schon früh mit einer guten Hds. von

Boetius de arithmetica s. IX (f. 1 — 85); denn aus dem 14./15. Jahrh.

stammt die Inhaltsgabe auf dem Vorsetzblatte f. l'^: Item duo lihri Boecij

de arismetrica
\

Item Jiher qui dicitur Bithmimachia. Die Züge verrathen

eine deutsche Hand: leider ist sonst nicht das geringste Merkmal der Her-

kunft zu finden.

1) In der Vorrede zu seiner Encyklopädie. Opera ed. Garetius II 528*'.
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Die Boetiuslids. umfasst zehn von der Hand des Schreibers am Ende

amerirte Quaternionen (f. 2— 81) nebst vier Blätteni (f. 82— 85). Das

brsetzblatt f. 1 gehurt von Ursprung an dazu. Der Titel lautet f.
2*":

SICIPIVNT DVO LIBRI DE AR1TH|METICA ANITII MANILII SEVE
|

INI BOETII VC ET III. EXCSLTl ORD PATR
|

DOMINO PATRI
|

IMMACHO BOETIUS
|
IN dandis etc.

Auf die vier Tabellen, welche f. 84^' = p. 172, 173 Friedlein den

chluss des Werkes bilden, folgen noch anderthalb Seiten Text. Die untere

älfte von f. 85^ ist leer gelassen (auf ihr steht eine probatio pennae von

aderer Hand: Dominus iesus ^^ps postquam). Ein Explicit, ja auch nur eine

ndeutung, dass das Werk schliesst, wird hier wie in den übrigen alten

[dss. vermisst; ein ziemlieh sicheres Zeugniss, dass der Schluss des Werkes

erloren ist.

Der erste Abschnitt jenes in den Ausgaben fehlenden Schlussstückes

85' lautet:

Inter diatessaron et diapente. tonum differentiam quoniam si fuerint

tres termini ita constituti ut secunda ad primuni sesquitertia

habitudine referatur. ad eundem autem primum tertius sesqual-

tera. Ide tertius ad secundum sesquioctaua proportione iungetur.

ut st VI. VIII. Villi. Nam VIII. ad VI! sesquitercius est. Villi, uero

ad eundum senarium! sesqualter. Villi, autem ad VIII! sesquioctauus.

id— epogdous. Qui iccirco dicitur difterentia inter sesquitertium

et sesqualterum l quoniam sesqualter id ~ VIII. In octaua parte

sesquitertia. uincit eundem sesquitertium.

Das sind, wie man sieht, erklärende Zusätze zur Arithmetik, wie sie

ebst zahlreichen Interlinearglosseu aus der Vorlage auf die Ränder der

Ids. vom Schreiber übertragen worden sind^). Auch Varianten hat der

chreiber zwischen den Zeilen aufgenommen, z. B.:

Text: übergeschrieben:

'. 70, 18 Fr. inueniatur, in al' inuenitur

Sit in al' fit

, 80, 18 „ ut superius distinctum est, in al' dictum est

, 79, 18 „ aequitas in aF aequalitas

, 83, 27 „ multiplicationis in alt' multiplicitatis

, 84, 21 „ dupla in al' duplus

, 87, 1 „ fingant 1' signant

1) Z. B. p. 80, 5 Fr. • ENMUSITATON THEOREMA hoc est in car-

liuibus dei uerbum. Aliter. iuquiöitio dei celsitudiiiis. — Lupus Ferrariensis a. 0.

itiit: Nichomachus inmusitatum, siue ut alibi reperi enmusitaton theorema pro-

citns etc. quae uerba giaeca quam habeaut proprietatem uescio si recte acceperim.

14*
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Text: übergeschrieben:

p. 87, 3 Fr. uno .V. uel decem al' unos

„ 90, 11 „ additi tarnen latitudini al' addita al' altitudini

solus aF in solis

procreabuntur in al' in se procreabnt"^ i

ut baec in al' hie

Primum omnium ponent in al' & primum omnium ponenti
;

id quod '

quae in al' qui

ipse aF ipso

11. s. w. ^) Friedlein's Ausgabe, an deren Text mit Recht von H. Düker

(Der liber raatliematicalis des heil. Bernward im Domschatze zu Hildes-
|

heim, Progr. Hildesheim 1875. 4^. p. 10) ausgesetzt wird, dass in ihm
i

keine feste Norm befolgt ist bezüglich der Handschriften, wird einer Revision >

bedürfen; die Rhediger'sche Handschrift, die der zu früh der Wissenschaft

entrissene Gelehrte nicht benutzen konnte, dürfte für eine solche ein

schätzenswerthes Hülfsmittel bilden.

„92, 12

11 ^^1 4

11
"«^5 5

„ 93, 5

11
"^? 8

11 93, 11

1) Wie für die Uebertragung von Interlinear- und Marginalnoten, so ist aucl

in einer weiteren Hinsicht die Hds. interessant. Neuerdings ist von Leopok

Delisle (Notice sur un mst. merovingien . . d'Eugyppius. Paris 1875 p. 7) wiedei

auf die Vertheilung der Quaternionen einer Vorlage unter mehrere Schreibei

aufmerksam gemacht worden, die sich theils in leeren Spatien, theils ii

üeberfüllung der letzten Seiten mancher Quaternionen zu erkennen giebt. Eil

solches Auseinandernehmen einer vielleicht anderwärts her entliehenen Handschrii

halte ich nur in ganz vereinzeltem Falle für denkbar; für zahlreichere Fälle wirc

die von unserem Schreiber angewendete Methode Geltung finden, die auf der ün-

gefügigkeit des „Schreibleders*' beruht: er richtet sich völlig nach der Quaternionen-

Lagen-, Blatt- und Seitentheilung seiner Vorlage; beschreibt den zurechtgelegten

Quaternio nicht von Seite 1— 16, sondern lagenweise, zuerst f. l'^ dann S'^, IT

und 8\ 2*^ und 7^, 2^ und 7^ u. so fort; so kann er jede Lage, damit die Schrift

wohl trockne und keine ünsauberkeit entstehe (und wie selten ist ein Abdrücken

feuchter Schrift selbst beim dicksten Auftragen des „Schreibsaftes" in den älteren*

Hdss. za bemerken) bei Seite schieben. Auf solche Weise ist die auffällige Ueber-

einstimmung der Seitenabtheilung in der üeberlieferung zahlreicher Autorentexte

leicht erklärt. Der Beweis für die Boetiushds. liegt in folgendem: Das VorsQiiZ-

blatt (f. 1) ist Fragment einer von demselben Schreiber geschriebenen, wegen,

eines Versehens cassirten Lage, welche das 1 und 8. Blatt des Quaternio .IH. zu:

bilden bestimmt war: die Rückseite ist nämlich beschrieben Wort für Wort, Glos8e^

für Glosse mit dem Inhalt von f. 18^; der im Falz liegende Rest des einst dazu,

gehörigen Blattes zeigt vorn die Zeilenanfänge von f. 25 '^, auf der Rückseite die

Zeilenschlüsse von f. 25 '^. ©er Fehler bat ersichtlich in dem Einmaleins (p. 53

Friedl. , f. '^5^ unserer Hds.) stattgefunden. Auf der Vorderseite (f. 1^) ist di©j

Schrift säuberlichst mit Bimstein getilgt, dennoch erblickt man, aufinerksam ge-

worden, die Spuren besonders der letzten Zeile von f. 18 ^
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Die Bearbeitung des Fortolfus, die ich aus der alten und guten

R liediger sehen Handschrift mittheile, findet sich auch in einem Bruxellensib

1. 927 s. XIV. Vielleicht giebt auch die Hds. von Avranches (Abrincensis)

1. 145 mbr. s. XII in S^. dieselbe Fassung; wenigstens werden aus diesem

3itirt die Worte „liitmomaehia id est pugna nnmeri. Indessen ist das ein

^ar zu geringer Anhalt, auch Oddo's unten zu nennende Bearbeitung be-

ginnt: lUnjihmimachia gracce, numcrornm pugmi cxponitur latine.

Von den berühmteren Namen, auf welche die Tradition Bearbeitungen

ier Rhythmimachie zurückführt, dürfen wir als leidlich begründet nur den

des Hcrimannus Augknsis oder Hermnnnus Coniractus nennen, wenn gleich

Trithemius' Zeugniss nicht die genügende Gewähr bieten sollte, lieber ihn und

seine Werke vgl. Fabricius III 237 f., A. Potthast Wegweiser durch die

IGeschichtswerke des europäischen ]\Iittelalters p. 364, Wattenbach, Deutschlands

[Geschichtsquellen im Mittelalter, 4. Aufl. II 36 ft'., Giesebrecht, G. d. deutschen

iKaiserzeit II 523 f. Als sein Todesjahr wird 1054 angegeben. Das Jahr-

hundert also, in welches sein Leben fällt, seine genugsam erwiesene Theil-

nahme an den mathematischen Bestrebungen seiner Zeit könnten Trithemius

und seiner Zeitgenossen Zeugniss stützen, oder, wenn dieses nur auf eine

Muthmassung sich gründen sollte, indem sie die Rhythmimachie mit mathe-

matischen Werken des Herimannus in derselben Handschrift vereinigt fanden,

diese Muthmassung zur höchsten Wahrscheinlichkeit erheben. Eine solche

Handschrift ist die, welche G. Libri in seinem Cataloge^) 1859 p. 103 f.

unter n. 483 verzeichnet hat:

483 Hermanni Contracti Liber de compositione Astrolabii

— Incipit Rithmachia, Incipit: „Nomen materia intentio finis — Libri

Almogesti Ptolomei Philudensis (Abbreviatio seu Capitulatio) — Rhetorica

et Grammaticalia quaedam. 4*^. S^EC. XII on vellum. . . . The present

manuscript contains a text of the Liber de Compositione Astrolabii quite

different in the general disposition as well as in the details from the

two works {De Meyisura Astrolabii and De ütilitatibus Astrolabii) publi-

shed both by Pez [Thesaurus anecd. III] and M. Migne [Patrologiae

cursus completus vol. 143]. For instance the manuscript begins with

quicunque astronomicae peritiae, and contains a portion of the Liber primus

of the work published under the title of „De Utilitate Astrolabii (Migne

vol. 143 col. 389) and then gives the Liber de compositione AstVolabii

published by M. Migne under the same title of De Ütilitatibus Astrolabii^

1) Catalogue of the extraordinary collection of splendid manuscripts chiefly

upon vellum in various languages of Europe and the East formed by M. Gugli-

elmo Libri, the eminent coUector, who is obliged to leave London in conse-

quence of ill health, and for that reason to dispose of his Literary Treasures. 1869.
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in the volume allready quoted (col. 389). But there are great differences

between this manuscript and the edition. Besides the work, De Mensvra

Astroldbii^ as printed, the manuscript contains some additional matter, follow-

ed by several chapters, the first of which forms in the edition (col. 405)

the Caput primiim of the second book, De Utüitatibus Astrolahii. The

tables also offer considerable variations.

Obwohl diese Beschreibung des ersten Theils der Hds. manches zu

wünschen übrig lässt, habe ich sie mittheilen zu müssen geglaubt, da sie

bei Vergleichung anderer Hdss. des Hermann von Nutzen sein kann, der

Catalog aber selten ist^). Bezüglich der Rhythmimachie „a work of great

importance for the history of arithmetic and of the composite or figurative

numbers" fasst er sich kürzer. Der Text hat nichts mit dem der Ausgaben

Rom 1482, Paris 1496 (wiederholt 1510), oder dem der Hds. von Mont-

pellier zu thun; eine Stelle aus dem 1. Capitel lautet: i

„Non enim aliter arismefice opus rithmachia representat, quam musica

in cytharis et organis, et geomefria in ahaci opere et astronomia in horoscopis

et astrolahii sollertia consistit. Inuentor ludi huius apud Romanos Boetius

fuit, quemadmodum arismetice apud Grecos Fytagoras et Nicomacus et alii

quapropter his premissis ad negotium transeamus."

Geschrieben scheint die Rh. von derselben Hand, wie die Schrift über^

das Astrolabium, auf die sie unmittelbar folgt; denn „the abridgment oi

Ptolemy and the Rhetorica, consisting of five columes, closely written, ar(

in a different, alttough ancient hand-writing".

Weitere Bestätigung für Hermann — so weit spärliche Mittheilungenl

über Hdss. Schlüsse gestatten — und ein neues interessantes Zeugniss, dass

man sich in Süddeutschland angelegentlichst mit der Darstellung unseres

Spieles befasste, gewähren uns die Mittheilungen aus Bethmann's Papieren

in Pertz Archiv XII 232. Danach befindet sich in der „eigentlichen" Vaticana

unter n. 3101 membr. in 4'^ eine im Jahre 1077 von Benedictus Accolytus

mon. S. Arsacii — also im Monasterium Ilminense? — geschriebene „Rit-

machya" (sie!). Ihr Anfang lautet: Quinque genera inaequalitatis ex aequa-

litate procedere manif/'^) — Später liest man: Huiusmodi conflidum quidam

1) Mich hat Herr Prof. M. Cantor aufmerksam gemacht und die Güte gehabt,

aus dem Heidelberger Exemplar die ganze auf obige Hds. bezügliche Stelle ab-

zuschreiben.

2) Diesem Anfang zufolge könnte Vindobonensis 5216 f. 59*— 62* chart. s.

XV mit dieser Bearbeitung verwandt sein. Als Titel wird angegeben: „De ludo

Micliomacliie" siue tractatus de proeliis; er beginnt: Quinque genera inequitatis ex

cquitate — und schliesst: Si quis hec plane uiderit, Richomachiam scire ualebit.

Fs folgt eine tabula ludum repraesentans.

!
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ex clero Wlrciburgensi, si periti iudicent, dabit posteritati. Sit tahida — ac

si hms Sit. Die Hds. des Benedictus enthält vielleicht dasselbe Werk wie

die der Librischen Sammlung, von der thöricht genug die den Anfang

bildende Rubrica (Nomen materia intentio finis), aber doch nicht der Anfang

selbst mitgetheilt wird: indessen aus dem Titel Bitmaclnja statt Ryth-

mimacJiia, könnte man einiges schliessen: die Benennung conflidus stimmt

auffällig mit dem von Trithemius gegebenen. Die Hoffnung, in den folgen-

den Worten eine Hindeutung auf unsern Fortolf und damit den Ort wo er

sein Werk verfasste zu gewinnen, rauss so rasch wie sie aufgetaucht,

schwinden. Ein Codex Äbrincensis nämlich (Pertz Archiv VHI 383 ), der die

Compositio astrolabii secitndum Hcrmannum enthält nebst andern Schriften,

die wohl auch von ihm herrühren könnten, veranlasste M. Chasles in

Chartres in einem Briefe an Bethmann gelegentlich der Vermuthung, dass die

Ritmachya des Vaticanus gleicherweise auf diesen Mann zurückgeführt werden

könne, die oben ausgehobene Stelle vollständiger aus Cod. Parisinus 7377 C.

mitzatheilen. Daselbst lautet sie: Huiusmodi conflictum qiiidam ex clero

Wirzehurgensi nomine Asilo si periti indicentur [leg. indiccnt] dabit poste-

ritati. Am Rande aber stehen die Verse:

Nomen id expelle, quod dicis c^sar Agelle.

Asilo dicor ego, cui si mihi grammata toUo,

A remanebit et 0; quid erit praestantior illo?

Die Verse beziehen sich zweifelsohne auf ein Factum: einen Besuch,

den der Kaiser, bei welchem jener Asilo in Gunst stehen mochte, in Würz-

burg abstattete. Von dem freimüthigen Humor im Verkehr der jüngeren

und älteren Klosterinsassen mit geistlichen und weltlichen Vorgesetzten hat

uns ja die Klosterchronik von St. Gallen eine Reihe hübscher Beispiele be-

wahrt (vgl. Casus St. Galli c. 14, 26, 94, 123, 147). Zunächst bedürfen

die Verse der Besserung; man muss im ersten Asclle, im zweiten cum sil,

statt ad si, lesen:

Nicht Es eil in, Herr Kaiser, mit Verlaub!

Nennt Asilo mich! wenn das SIL ich tilge.

Bleibt A und SI: wer rühmt sich edlem Namens?

Da Asilo nur Hypokoristikon für Adalbert und Adalbero ist^) — wofür

auch Azilin, Ascelin^), Ezilin und gerade Mitte des 11. Jahrh. Aezelin

vorkommen — , so könnte man füglich an Adalbero, Grafen von Lambach

1) Vgl. Förstemann, Altd. Namenbuch I 192; F. Stark, die Kosenamen der

Germanen p. 92 f.

2) Auch Adalbero Bischof von Laon 977 wurde Ascelin genannt.
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denken, der zu Paris gebildet, Stifsherr am Dome zu Würzburg, durch

Kaiser Heinrichs IIL Vertrauen den Bischofsitz bestieg 1045 (*j* 1090).

Dieser Kaiser aber galt seinerzeit selbst hochgebildet als vielgefeierter

Gönner der Wissenschaften^).

Wer Asilo immer sein mag, — sein Licht wird er nicht unter den Scheffel

gestellt haben bei dieser Befürwortung, zumal wenn dieselbe wirklich von

Hermann ausgegangen ist — so wird man kaum den Gedanken zu kühn

finden dürfen, dass eine vierte Bearbeitung, aus dem 11. Jahrhundert, die

wie es scheint ziemliche Verbreitung gefunden hat, von ihm herrühre. In

jenem Vaticanus folgen unter anderen Werken kalendarischer Art die

regula metiendae sperae von Gerherf^ der Compotus Hermanni Sueui mit des-

selben Prognosüca, Ratio de obseniatione quattuor temporinn Gernngi et Berni^ -

Helpericus de comjndo, gegen das Ende endlich eine Schrift De arte arit-

metica „Quisquis peritus etc.". Letztere ist vielleicht identisch mit

einer Regula de rithmimachia „Qi(is(2uis peritus arithmetice huius imienti

noticiam'^) — sescuplet"' , die sich in dem Fragmentbande Vatic. Christ n. t3

598 auf einem Quaternio s. XI hinter einer Interpret, arabic. nom. astro-

labii, Recepten zu Farben, Goldschrift u. a., Beschwörungen, Horologium

regis Ptolomei (Pertz Archiv XII 297), ferner in zwei Pariser Hds. un-

bekannter Datirung (Paris. 7185 und Arsenal-Bibl. Sciences et arts n. 55,

s. Pertz Archiv VIII 383)^), endlich in der Handschrift von Montpellier

n. 366 membr. in 4^ s. XIV (nach andern Angaben s. XII, s. Albrecht

von Halberstadt, hrsg. v. Bartsch p. VII). In dieser soll die Rhythmo-

machia als Bestandtheil der oben citirten Vetula hinter letzerer stehen und

zwar unter dem Namen des Hermannus Contractus — ein leicht erklärlicher

Irrthum bei der Verbindung, die, falls die Vermuthung gegründet, zwischen :J

beiden Männern bestand, und der Verbindung, in die die beiderseitigen

Werke in den Handschriften traten.

Ausserdem haben wir aber noch eine gedruckte Bearbeitung, die

unter bestimmter Namenangabe überliefert ist:

Regulae domini Odonis de Rhgthmimachia.

1) Für die Abfassung von Hermann's Tractat würde sich daraus eine genauere

Datirung, vor 1045, ergeben. Der Name sammt der Anecdote können immerhin,

ohne dadurch an Glauben zu verlieren, in späteren Abschriften von Hermann's

Werk durch einen anderen zugesetzt sein. Ueber Adalbero s. Wegele in AUg.

deutsche Biographie Bd. I; Budinszky, die Universität Paris und die Fremden an

derselben iin Mittelalter, Berlin 1876 p. 115.

2) Cupit habere lauten die folgenden Worte in der nachstehend angeführten Hds.

3) Eine jedenfalls von diesen verschiedene Pariser Hds., St. Victor Paris. Cod.

620, führt Le ßeuf Dissert. II 91 an.

J
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Sie beginnt: Sesquialtcra proporlio est, qiuuido numerus maior — und schliesst:

quot unitates sifi^ulae continent pfiramides in latcre. Finiuufur.

Martin Gerbert hat dieö Stück aus einer Wiener Hdä. s. XUl (jeden-

falls Vindobonensis 2503) herautigegeben Scriptores eocles. de musica I

p. 285—295. Aus derselben Hds. giebt er p. 200— 302 Begulae donmi

Oddonis sujnr abacum, die wie schon Hankel j). 318 Anm. meinte, ganz

unbegründeterweise dem Oddo von Clugny zugeschrieben werden und nicht

vor das 11. Jahrb. zumckgehen, ferner p. 303 Eiusdem Oddonis quomodo

organistrum construafur.

Aus derselben Wiener Hds.\) gibt Gerb^-t I 25 ein Fragment der

Rhythmimachie: „Hoc Excerptum est de Rhjthmimachia „Sunt numeri qui

consonuntias creanf uel per quos ipsac discernuntur — ", Schluss: Nam
diopente et diatessaron iuncfae diapason consonantias creant." Dies Stück

findet sich auch im cod. lat. Monacensis 6360, einer aus Freisingen stam-

menden Hds. s. XI, f. 65— 66. In beiden Hdss. geht voraus: „Sententiae

Isidori Episcopi ad Braulionem Episcopum de musica, Excerpte aus Isidor's

Origg. III c. 14— 22, abgedruckt bei Gerbert I 19— 24); man hat darum

auch für das Fragment der Rythmimachie Isidor's Namen in Anspruch ge-

nommen, während es eine wörtliche Abschrift einiger Capitel von Oddo's

Werk ist, die sich p. 287 f. bei Gerbert finden.

Man könnte nun meiner Ausgabe des Fortolfus die Berechtigung

absprechen, da es gerade genug sei, die Grundgesetze einmal in Druck vor

uns zu haben, die Tüfteleien der weiteren Bearbeiter aber geringen Werth

beanspruchen dürfen. Und in der That, wenn wir an Oddo's Rh. das hätten,

was solche Einwendungen voraussetzen, dürfte ich nicht in der Lage sein, sie völlig

zurückzuweisen. Wie aber Martin Gerbert aus seiner Hds. sie sesreben hat,

ist sie ein wirres Durcheinander. Es beginnt der Tractat ohne Vorbemerkimg

mit Behandlung der Proportionen, danach wird plötzlich eine Tabula be-

schrieben, erst auf der siebenten von elf Druckseiten wird der Name des

Spiels genannt und erklärt. Dort nämlich p. 291, 1 ist in Wahrheit der

Anfang und von ihm geht es leidlich in Ordnung fast bis p. 295, 2; dann

erst müssen die Seiten 285, 1 bis 291, 1 folgen, die sich aber in trost-

loser Gonfusion befinden, die im einzelnen zu entwirren ich mir versagen

muss; ich will nur aufmerksam machen, wie p. 286, Col. 2, Zeile 3 mit

den Worten siue per anguJos faü in directum plötzlich in ein ganz anderes

Capitel hineingefahren wird. Die Disposition des Werkchens findet sich

p. 293, 1 in der zweiten Hälfte: danach kann man leicht den Faden durch

1) In ihr steht auch der Dialogus Oddo's, für den Gerbert (p. 252 S.) einen

anderen Viudobontnbis benützt hat, wie er Praefatio f. e^ augiebt; cod. 2503

scheint nämlich auf p. 259 col. 1 med. mitten im Stücke abzubrechen.
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das Labyrinth finden, wenn gleich hier und da die Verbindungen verloren

zu sein scheinen. Der Text selbst ist äusserst verderbt und M, Gerbert

hat dem Stücke wenig Mühe zugewendet, so dass grobe Fehler, wie z. B.

p. 293, 1 Zeile 2 v. u. deterosi statt de cetero si, p. 286, 1 Z. 12 non ita

statt nisi ita stehen geblieben sind u. a.

Die Altersangabe der Münchener Hds, s. XI, würde uns nicht ab-

halten dürfen, zunächst an Oddo abbas Morimundensis, "f 1161, als

Autor der Rh. wie der anderen bei Gerbert unter Oddo's Namen aufge-

führten Stücke zu denken, ünbezweifelt wird diesem ein Tractat de sacris

numerorum mysteriis zugewiesen, der z. B. im cod. Vindobonensis 1418 s.

XII erhalten ist. Vergl. Fabricius Bibl. med. et inf. lat. V p. 159 ed.

Mansi. Aber man muss doch die grosse Zahl von Schriftstellern dieses

Namens in jenen Jahrhunderten bedenken, die längst nicht alle von Fabri-

cius aufgezählt, und deren vielseitige Thätigkeit, wenn sie genannt sind,

von dem berühmten Litterator doch nicht immer erschöpfend angeführt

ist; als Beispiel mag der auch von M. Cantor genannte, in so vielen Be-

ziehungen rühmenswerthe Odo von Tournay dienen'); das räth uns, nur

auf die sichersten Angaben und bestimmtesten Beweise hin die Zuweisung

von Schriftwerken vorzunehmen. Mir scheint ausserdem der Tractat selbst

nicht gegen, sondern für eine frühere Zeit zu sprechen, als den Ausgang

|

des 11. Jahrhunderts. Freilich Odo von Clugny, an den Martin Gerbert
'

gedacht, hat wieder viel zu früh dafür gelebt (Abt 927— 942) und auf'^

des einzigen Anonymus Mellicensis Zeugniss hin möchte ich ihn selbst nicht

zum Verfasser eines Werkes über Musik machen; dass der Horizont seiner

Studien über die Theologie hinaus sich erweitert habe^), müsste durch zu-

verlässigere Angaben erwiesen werden.

Aber Odo giebt uns ja selbst einigen Anhalt seine Zeit zu bestimmen.

In der Einleitung p. 292, 2 sagt er: Nos uero uelut rüdes intelledu^ qui

huius non eil ae plantationis nondum satiamnr fructUj ipsius tarnen pomi

diilce fragrantis per ipsius exteriorem non (notitiam?) dulcedinem interiorem

palati adhuc esurientis summatimpraelihanimus gustu. — Tentemus saltem leiiiora,

sagt er ferner in der Einleitung p. 293, 1, qnibus haud posse suhest prius

discutere difficiliora, nee nisu temerario ea quae ipse huius artis pandiior,i

studiose inuestigata^ ut omnium liberalium artium imhutus scientia,
;

(in) notitiam futurorum stilo haud paruipendendo patefecit, repetamus. Sed

1) Bist. litt, de la Fr. VII p. 95 sq. vgl. p. 137. M. Cantor Mathem. Beiträge

z. Kulturleben der Völker p. 332.

2) Ich glaube Lier mit den Resultaten M. Cantor's in seinem „Odo von Cluny"

überschriebt nen Capitel (Mathem. Beitr. p. 292 ff.) mich eher in Uebereinstimmung
j

als in Disharmonie zu finden.

ii
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snlua ipsius personae aucforitafe ex ciusdem [et] scriptionis prafo flosculop'

Hif'llifluos legentes nostrae ignorantiae iitiles recondamiis. Caetcras ucro

rliijthmimachiae normas ibidem pleniter subtitulatas memoriae non subtrahamiis.

Ibi namque praelibaii conflictus certamen^ siqnod libeat, poterit cognoscere etc.

Dreierlei geht daraus hervor: Erstlich ist nach seiner Ansicht, die mit

unseren bisherigen Erfahrungen stimmt, die Rhythmomachie eine Erfindung

jüngster Zeit. Zweitens aber hat er für seine Darstellung einen Führer sich

erwählt, den er als einen Meister in den sieben freien Künsten und als huius

artis panditor bezeichnet — ich gestehe, ich habe diesen Ausdruck anfangs

falsch gefasst und sogleich auf Hermann Contractus bezogen, denn nur auf ihn

und keinen andern Zeitgenossen konnte dies Lob sich beziehen^). Ich glaube

nun geirrt zu haben. Das Wort panditor findet sich in den Lexicis, selbst

im Du Gange nicht, und dennoch ist es richtig: Odo hat es dem Guido ent-

lehnt, der am Schluss des Micrologus c. 20 (M. Gerbert II, p. 24, 2) die

Worte hat: Hinc enim incipiens Boetins panditor huius artis multam miramque

et difficillimam huius artis concordiam cum numerorum proportione demon-

strauit. Und nicht blos das Wort, sondern auch die Beziehung selbst: Odo

meint keinen anderen als den Boetius, auf dessen Lehren die Rh. sich auf-

baut. Von Odo von Clugny kann also als Darsteller der Rhythmomachie

nicht ferner die Rede sein. Vielleicht erstreckt sich dies Resultat nun auch

weiter auf die anderen musikalischen Schriften, die unter diesem Namen gehen.

Als Führer in seiner novella plantatio, der Rhythmomachie, dürfen

wir trotzdem den Hermann nicht aufgeben. Das geht zum dritten aus

dem Gebrauch des Wortes conflictus hervor, der der Bearbeitung des

Reichenauer Mönchs zu eignen scheint. Es kann hier die Erinnerung nützen,

dass wir letzterem auch ein Gedicht unter dem Titel Conflictus ouis et Uni

verdanken^). Bei einem häufiger gebrauchten Worte, wie pugna, würde ein

solches Zusammentreffen sehr gleichgiltig sein; bei dem wie es scheint

ziemlich seltenen Vorkommen des in Rede stehenden wird man dem Beachtungf

schenken müssen. Und Oddo hat nicht zufällig an obiger Stelle dies

Wort gesetzt, es kehrt bei ihm wieder p. 286, 2 in der 4. Zeile des Ab-

schnitts Nemo existimet^).

Ich habe unter dem Texte des Fortolfus mehrere Stellen angemerkt,

1) Es ist doch ein grosser Unterschied, ob man jemand unter vier Augen
rühmt, wie Hugo Metellus den Gerland Canonicus von S. Paul in Besannen in der

Briefanrede: Scietitia triuii quadriuiique oncrato et honorato^ (Hist. litt, de la France

VII 138) oder vor der ganzen gelehrten Welt seiner Zeit.

2) Reiffenberg im Annuaire de la bibl. de Bruxelles, 1844 p. 80—86.

3) In der Folge ist das Wort wohl häufiger gebraucht worden. Bekannt

sind mir Ilildeberti Ccnomanensis (geboren 1055) liber de querimonia seu con-
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wo letzterer wörtlich mit Odo übereinstimmt; es mag noch mehrere der

Art geben, ja es müsste noch eine ganze Reihe derselben sich vorfinden,

wenn Odo's Text unverstellt erhalten wäre oder der letztere seiner über-

nommenen Verpflichtung so sorgsam nachgekommen wäre, wie Fortolf. Es

ergiebt sich aus der ganzen Haltung beider Werke, dass nicht Fortolf den

Odo, nicht Udo den Fortolf ausgeschrieben, sondern dass beide einer und

derselben Vorlage in jenen Stellen, d. h. in den Grundgesetzen des Spiels,

gefolgt sind, welche klarer und knapper wiederzugeben kaum möglich war;

ein Verfahren, das unter die Rubrik der gestatteten Plagiate nicht blos

jener Zeit gehört. Der Autor, dem beide entlehnen, was sie brauchen

können, ist unzweifelhaft Hermann, und in seiner Rh. müssten sich diese

Stellen wiederfinden; die Schrift, in der sie nachweisbar originaliter stehen,

muss Hermann's Schrift sein.

Der Verfasser der von Gerbert edirten Bearbeitung hat also off"enbar

in geringem zeitlichen Abstände von Hermann dem Lahmen gelebt; näheres

über ihn festzusetzen, zunächst ob er wirklich auf den Namen Odo Anspruch

erheben darf, ist Sache weiterer Handschriftenforschung.

Du Gange führt nach einem mir nicht zugänglichen Werke von Abb6

Le Beuf (Var. Script. II p. 85) einen Tractat über unser Spiel von Wil-

helmtis Tegernseensis Scholasficus an. In desselben Verfassers Dissertations

sur rhistoire de Paris, Paris 1739—41 (3 Bde.) wird II 91 Ahaelard

als Verfasser einer Rhythmomachie genannt nach einer Angabe in Richard de

Fournivars Biblionomia (Mitte des 13. Jhdt.). Hier liegt wohl nur ein

Irrthum vor^).

flictu carnis et animae, eine Nachahmung der boetianischen Consolatio, bei

Migne vol. 171 p. 996— 1004. Feruer Carmen de con flictu uirtutiim et uitioriim

in den Münchener Hdss. lat. 4613 s. XII und lat. 3941 s. XV etc.

1) Richard beschreibt (nach L. Delisle, Le cabinet des raanuscrits II 426'

die Hand.scbrift so: 46 Prefati Boetii Über de aritlimetica ad Symmachum. Item

JPetri Ahadalardi Über de pugna niimerorum qui dieitur Rychmimachia. In

uno volumine. Man könnte an Adalbero denken. — Der Catalog von St. Amand
s. XII (L. Delisle a. o. p. 453) führt zwei namenlose Abschriften auf: 159 Item

regulae abaci et rimimaehiae. 160 Tabula rimimachiae, cum figuris numerorum

eiusdem artis. — Eine Berner Hds. der „Arithmomachie" (so wollte schon Le Beul

Dissertations II 91 das Spiel nennen) cod. 299 membr. führt M. Cantor Math, ßeitr

p. 412 not. 430 an: das sind jedoch die Versus Acbrhanui de ludo tabularun]

secundum numerum, die von mir nach H. Hagen's Mittheilung im Anzeiger des

German. Museums 1873 p. 249 f., dann von H. Hagen selbst in seinen Carmina

medii aevi m. p. inedita Bern 1877 p. 142 ff. herausgegeben und schon frühei

von demselben in der Schrift „Antike und mittelalterliche Räthselpoesie" Ben
1869 (und 1877 wiederum) p. 32 f. erläutert worden sind. Verschieden davor

sind die Versus Agbranii in einer Römischen Handschrift Cod. Vaticanus Christinae

1964 s. XI s. Dümmler, Neues Archiv IV 530 n. 5.
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Endlich erscheint noch ein spätes Machwerk, des IG. Jahrh. wie es

scheint, im Wiener Codex 327G f. 213'"— 220^' unter dem Namen eines

Johannes Primicianus: Pythagorae liidus nuper in aliam formam trans-

latus (Incip.: ^Jlsiis et practica . . .", Expl.: ,,dommim ^^rtr«»?/"). Dieser

mag dann schon aus neueren und nur im Druck erhaltenen Bearbeitungen

geschöpft haben, zu denen wir uns nun wenden, nachdem wir einige Stimmen

aus der Laienwelt citirt haben, die in die Zwischenzeit zwischen die obgenannten

Schriften und den ersten der zu nennenden modernen Mathematiker fallen^).

Jo. Saresberiensis Polycrat. I c. 5 (ed. Giles III 33) (de alea et usu

et abusu eins.) Attalus Asiaticus, si gentilium historiis creditur, hanc ludendi

lasciuiam [alcarum hidum] dicitur inuenisse, ab exercitio numerorum paulu-

lum deflexa materia. C*um enim antiquiores illud exercitium duntaxat appro-

barent, quod ad inuestigationem ueri disciplinasque liberales proficeret uel

recte uiuendi instrueret usum, hie subtili quidem, licet infructuosa inuen-

tione ueteris exercitii duritiam non temperauit sed emolliuit, multis adhuc

in pristina manentibus grauitate. A manibus namque Graecorum abacus

nondum excidit, aut ratio calculandi, aut ludus in quo plene uicisse est ad

denunciatum calculum in campis aduersarii constituisse pcrfectam et maxi-

mam liarmoniam. Cum uero in eisdem harmonica, arithmetica uel geo-

metrica trium terminorum medietate exultat, semiplena uictoria est. Quaeuis

alearum, etsi contingant citra triumphi gloriam, aut ludentis felicitatem

aut artis peritiam protestantur. Iiicundum quidem et fractuosum est nume-

rorum nosse certamina, qui depredationi inueniantur obnoxii et qua ratione

in castris sint alii tutiores, omnium periculorum ignari, nisi forte cir-

cumuenti ab hostibus captiuentur. Uuiiis uoliiptate certaminis, Ptotomaeum,

Alexandrum, Caesarem, Catonem, ipsiim qiioque Samium grauiores operas

legimus temperasse, quo etiam inter ludendum id agerent, unde essent

philosophicis negotiis aptiores. Alea uero exciso regno Asiae inter manu-

bias euersae urbis non sub una tantum specie migrauit ad Graecos. Hinc

tessera, calculus, tabula, urio uel dardana pugna, tricolus, senio, monarchus,

orbiculi, taliorchus, uulpes, quorum artem utilius est dediscere quam docere.

Anderswo soll bei Johannes nach Du Cange das Wort rithmacJiia im Sinne

von coticinnitas gebraucht sein, die Stelle ist mir bisher entgangen^).

1) Der Gründe, weshalb ich mich nicht auf kurze Angabe der Stellen be-

schränke, sondern diet?elben gauz abdrucken lasse, sind vornämlich zwei. Einer-

seits zeigt erst die ermöglichte Vergleichung mit dem Fortolftexte, dass bei den

citirten Schriftstellern wirklich von unserer Rh. die Rede ist, was z. B. D. de Fonce-

magne bei Du Gange leugnete, andrerseits kann sich für die Herkunft und Ver-

breitung der verschiedenen Bearbeitungen ein Fingerzeig in ihnen finden: so deutet

möglicherweise der Schluss der Honoriusstelle auf Fortolf.

t2)

Gemeint ist doch schwerlich epist. 236 (p. 431 ed. Masson): In Rithmachia
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Es mag weiter die Darstellung in cTem im Mittelalter dem Ovid unter

Behobenen Gedichte de Vetula^) folgen. Dort heisst es Buch I c. XXXV
p. 25— 28 in dem bekannten Nachdruck der Wolfenbütteler Ausgabe (ed.

1662 typis Sterniis):

utinam ludus sciretur Rythmimachiae

!

ludus Arithmeticae folium, flos fructus et eins

gloria laus et honor, quia totum colligit in se

ludus, ubi bellum disponitur ordine miro.

Campis in geminis congressio fit numerorum

quattuor imparium^ qui sunt in limine primo,

cum totidem paribus^ qui limite sunt in eodem,

principio numeri numeris non connumerato.

octoque sunt isti patres utriusque cohortis;

auxiliatores nam parti dantur utrique.

primo multipUces, quia ducto quolibet in se

quadrati subduntur eis, quibus ordine bino

sübsunt supraparticulares adicientes

toti particulam dictam patris a quotitate.

His alii subsunt, qui particalas superaddunt

dictas a numero uincente patris quotitatem

uno, sed numero patris aequales quotitati,

ordoque binus eis. Numeros hinc inde tabellae

seu Scaci portant, et sunt acies bicolores

ad discernendum
,
praesertim cum paritas et

imparitas mixtäe sibi sint in utraque cohorte.

distinguuntur item Scaci tabulaeue figuris:

hi trigonis, hi tetragonis, illique rotundis;

scilicet ut Scaci numeros utrinque rotimdi

primos octo ferant, trigoni sint octo sequentes,

tetragoni reliqui, nisi quod duo sunt ibi Reges

pyramidalibus ex numeris. Ideo quoque Scaci

pyramidales sunt: et habet pars utraque Regem.

In castris parium nonus decimus locus unam

perfedam dat pyramidem-. senarius in se

ductus pyramidi basim producit eidem

ludentium hoc indieat iocus, ubi quoties aufertur pyramis iutereepta, toties con-

eidunt latera eius.

1) Vetula in oben genannter Hds. von Montpellier s. XII und zahlreichen

anderen Hdss. erhalten: schon Richard von Bury im Philobiblon citirt sie als

echtes Werk des Ovid, ebenso Walter Burleigh.
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totaque pyramis est nonagenarius unus.

At locus imparium decimus bis pyramklem dat

tercurtum^ cuius basini octonarius in se

j

ductus producit, quam pyramidem coadunant

centenarius et nonagenarius una.

Istae pyramides sunt Reges bis aciebus

et sunt ex nuraeris quadratis omnibus ambae,

quod potes ex tabula subiecta noscere plane.

c. XXXVI:

utinam multis numerorum pugna placeret!

quae si sciretur, placitam se redderet ultro.

Sed Matbesis uix inueniet qui iam uelit ipsam. etc.

Zur Erläuterung finden sieb dahinter die Zablen nach ibren Species

und ibrer Vertbeilung an die Spieler angegeben.

Nocb einmal bezeugt der Verfasser 1. III c. II p. 57 seine Liebe zur

Rh., indem er von den Studien spricht, denen er sich ergeben will:

Adiciamque iocos dociles Mathesisque sequaces.

sumptibus exiguis aliquatenus aedificabo

concernens ad materiam geometrica quaedam,

sie abstracta quidem, quod non sine materia sint,

Algebraeque memor, qui ludus arithmeticorum

,

admittam ludum, qui Rythmomachia uocatur^).

Auf Alanus de Insulis poetische Schilderung der Arithmetik im Anti-

claudianus III 4 v. 17— 22 p. 350 de Visch macht mich Le Beuf Diss. 11

9 1 aufmerksam "^^
:

1 Quarta soror sequitur, quartae rota prima sororis

Iest
opus, huic operas operose dedicat illa.

et quamuis haec quarta foret, tamen esse secundam

4 se negat in facto, contendens prima uocari,

17 Mensam Pythagorac , quae menti patula donat

Delicias anirai sapiens, non corporis escas,

1) Der Verfasser schildert übrigens in anderen Capiteln auch den ludns

Deciorum (c. 24—30, p, 15—2H), das Schachspiel (c. 31-33, p. 23—25) und

andere aus der Zahl der alii parui ludi quos scire jmellas est decens (c. 34, p. 25);

ist also wenigstens nach dieser Seite hin nicht uninteressant.

2) Als Autoren der arithmetica werden von Alanus bezeichnet am Schluss des

4 Capitels: Nicomachus, Gilbertus, Pythagoras, Chrysippus.
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sustinet una maniis, pxtgnas manus altera monstrat,

agmina disponit numerorinn
^
praelia fingit,

indicat insultus uarios nnmerosque rebelles,

22 tandem siibtili concludit bella triumpho.

Ihm lasse ich folgen Honorins Augiistodimensis {\\m 1300), der in

seiner Schrift de animae exilio die Rh. mit folgenden Worten erwähnt:

Quarta ciuitas est Arithmetica. per quam quaerenda est patria. In

hac Boetio docente par et impar numerus multipliciter se complicant.

Cribrum simplices numeros per multiplices numeros reciprocat, Abacus per

digitos et articulos eundo multiplicat, redeundo diuidit, minutiis monadem

in mille particulas redigit. In hac Rhythmimachia pares et impares

numeros in pugnam prouocat, alea Scachos certo numero in certamen ordi-

nat, tabula iactis tesseris senaria sorte congregat. In huius urbis schola

uiator discit, qiwd deus omnia in mensura et numero et pondere disposuif.

Im ersten Viertel des 13. Jahrhunderts schrieb Jordanus Nemo-
rarius (um 1235 nach Fabricius IV 176) eine Rh. Seine Arbeit dürfte

erst am Beginn der Neuzeit weiteren Kreisen bekannt geworden sein, als

Jacobus Faber Stapulensis sie den Ausgaben von Nemorarius' Arithmetik

Paris 1496 und 1503 anfügte. Ausser diesen Ausgaben hat M. Cui-tze

von Jordanus' Rh. eine abgekürzte Form kennen gelernt in einem von ihm

in Bulletino Boncompagni Tom. I p. 140 bezeichneten, seitdem verloren ge-

gangenen Bande der Königsberger Bibliothek.

Im 14. Jahrh. soll nach Boissier's Angabe Nicolaus Oresmius (von'

jenem Orestinus genannt), als episcopus Lexoviensis "j* 1382, sich mit dem

Spiel befasst haben. Fabricius V 120 schweigt darüber, und M. Curtze,

der über „die mathematischen Schriften des Nicole Oresme" im Programm,

des Gymn. zu Thorn 1870 gehandelt, hat auch seit der Zeit, wie er mir

im J. 1878 mittheilte, trotz fernerer Handschriftenforschungen, die die

Schriften des Mannes betrafen, eine Rhythmomachie desselben nicht zu

Gesicht bekommen^).

Das Ende des 15., sowie das ganze 16. Jahrhundert scheint sich dem

Spiele mit einem Eifer, der an den des 12. erinnert, hingegeben zu haben.

Es sind vornämlich Engländer und Franzosen, die sich seiner annehmen.

Mein Bericht gründet sich, da ich von all den Ausgaben nur die jüngsten

in den Breslauer Bibliotheken vorfand, hauptsächlich auf Boissier, der aber

1) Hier will ich noch anfügen die Notiz des Breviloquus Benthemianua s. XV
in. (Progr. der Realsch. des Johanneums zu Hamburg 1879 s. 26): JRichmachia:

est tabula geometricalis , in qua pueri discunt algorismum uel in qua proprium est

disci algorismum^ uhi tractatur de numero et pugnatur. et dicitur a ricmos id est

numerus et machos pugna.
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selbst die erste der zu nennenden, die von Shirwood s. a. et 1. in 4^

[Rom 1482) nicht gekannt zu haben scheint.

Indem Boissier eine „altera Chaldaecn'um liulendi ratio" bespricht, sagt

er f. 41^: cum saepius ea mihi nenirent in meutern, qtiae Thomas Handol-

phiis Vir honarum literarum studiosissimus , cum Lutetiae opeinm liieris

dahat, solitus erat mihi dicere de uaria Rythmomachia hulendae ratimie, qua

Angli delectantur . . . ohtidit se mihi humanissimus uir Thomas Topcli-

phiis (ein Anglus, der wie B. bezeugt, praecipue in Astrmio^nia, Algebra et

Svenographia praestat) . . . eopiam mihi fecit cinusdam lihelli, qui, \d

nie retulit, deceiptas est ex quodam ueteri lihro Chaldaico ac anglico

sermone donato. Hie lihcllns quandam ludendae Bythmomachiae rationem

yaido a priore diiiersam coniinet. Einen französischen Freund der R. nennt

B. f. 17* (hinter f. 31^!) am Schluss eines Abschnittes Honoris litisque

Victoiia: „haec idtima species simplicium Victoriarum satis feliciter ejccogitata

est a nostro loh, Mesmio Marsano mathcmata Lxdetiae profdente. —
Er glaubt: hanc progressimiis formam (qnac Schachico respiondet) nostri ludi

perfectionem esse quamque neteres in ludendo secuti sunt. Qua de re coi-

iecturam capio progressum schachoriim et incessum indidem suam originem

traxisse. Hinc satis integnim est intueri, quam seuere et Stoice a quihusdam

ueterihus hie ludxis descriptus sit: qui dum contemplatione ludi contenti sunt,

contempserunt id in huius ludi exercitatione
^

quod neque ingratum neque

iniucitndum ludentihus fuisset: Hi uei'O sunt Gilhertus Papa, Hermannus

Contractus Castrensis^)^ Nicolaus Orestinus: quos hac nostra memoria

sunt imitati Orontius Finaeus Delphinas, lacohus Faher Stapulensis

neque ego hactenus ab eorum uestigiis discessi.

Des Orontius Schrift habe ich in dem bibliographischen Nomenciator

ß. Constantino authore Paris. 1555 und anderwärts vergeblich gesucht;

vielleicht ist sie ein Anhang seines dort p. 104 citirten Werks Arithmetices

practicae lib. 4.

Jacques Lefevre aus Etaples en Picardie 1455— 1537 „scripsit (wie

es dort p. 103 heisst) in Arithmeticem Boethii et Jordani. Et Rithmo-

machiae ludum". Und Boissier sagt f. 49*: „hidc meae opellae id quod

lacobus Faber Stapidensis scripsit adiungere uisum est'' und es folgt 49^

— 52* „Rythmomachia lacobi Fabri Stapidensis .Bialogus .Bcdhillus . Alcmeon

. Oronünus ." Libri führt von diesem Dialog, der, wie schon der Name

Orontinus zeigt, nicht von Jordanus herrühren kann, Pariser Folioausgaben

I
von 1496 und 1510 an; ich finde ferner eine Ausgabe von 1514 genannt

i im Verzeichniss alter Drucke der Joachimsthal'schen Gymnasialbibliothek zu

1) Wie kommt Hermann zu dieser Bezeichnung?

Suppl. z. hist.-lit. Abth. d. Ztachr. f. Math. u. Phya. 15
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Berlin Progr. 1878 p. 37: Arithmetica . . Musica . . Epitome in libros dim

Seuerini Boetii . RitJmimachie ludus . Haec secundaria sup, opp. ed. uenali^

habetur Parisiis: in ofßcina Henrici Stephani (1514). Inwieweit diese vor

den bei Jordanus genannten Ausgaben verschieden sind, kann ich nicht an-

geben. Nur nimmt mich Wunder, dass Boissier des Jordanus Namen sc

o-anz verschweigt. Sollte die äussere Verbindung mit dessen Arithmetik ii

Lefevre's Ausgaben verleitet haben, des Commentators Werk dem Commentirter

unterzuschieben?

Die verschiedenen Arten, auf die man das Spiel in England unc

Frankreich betrieb, mag wer Lust hat bei Boissier selbst nachlesen, dessei

Ausgabe nicht gar zu selten. Dass es wirklich gespielt und nicht blosf

theoretisch betrieben wurde, wenngleich in kleineren Kreisen und voi

ernsteren Leuten, ist nicht zu bezweifeln i). Thomas Morus (1480, 1

1535) empfiehlt es in seiner Utopia neben einem andern an Wibold's Alei

regularis (s. oben) erinnernden, zweifelsohne von demselben abgeleiteter

Spiele. Er sagt lib. II im Capitel de artificiis (ed. Helmestadi 1672 in 4^p. 69)

Aleam afque id genus ineptos ac pernitiosos ludos ne cognoscunt quidem

Caeterum duos hahent in usu ludos, latrimmlorum ludo non dissimiles: alterun

numerorum pugnam, in qua numerus numerum praedaiur; alterum in qui

collata ade cum uirtutihus uitia conßigunt quo in kido perquam. scite osten

ditur et uitiorum inter se dissidium et aduersus iiirtutes concordia-, item qua>

uitia quihus se uirtutihus opponant, quihus uirihus aperte oppugnent, quihu,

machinamentis ab obliquo adoriantur, quo praesidio uirtutes infringant; quibu.

artibus eorum conatus eludant, quibus denique modis altei'utra pars uictoria,

compos fiat.

Mit Boissier's Schrift ist doch wohl eher ein feierlicher Abschlust

dieser Beschäftigung mit der R. erfolgt, als dass man in ihr die Inau

guration einer neuen Epoche finden dürfte. Ihr Titel mag drum, gleichsan

als Epitaphium, hergesetzt sein:

NOBiLissiMüs KT ANmurssiMus ludus Pijtliagoreus (qui RytJmomacJiic

nominatur) in vtüitatem (& relaxationem studiosorum comparatus ad ueran

et facilem proprietatem & rationcm numerorum assequendam, nunc tädem p&>

Claudium Buxerium Delphinatem illustratus. (Das Bild einer Henne mit de:

Umschrift: IN PINGUI . GALLINA f) Lutetiae Apud Gulielmum Cauel

lat, sub pingui Gallina, ex aduerso collegij cameracensis. Abacus et calcul

1) Die nothwendigen Spielrequisiten, Abacus et calculi, waren, wie der Tite

der Boissier'schen Schrift anzeigt, käuflich „in Palatio apud loannen Gentil". Mein.

Erwartung, das Germanische Museum in Nürnberg würde in Besitz eines mittel

alterlicheu' Spielapparats sich befinden, war vergeblich.
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vceneunt in Palatio, apud Joannem Gentil, 1556 cum priuilegio regis.

(52 foll. in 8^)

Wie es scheint, wurde gleichzeitig auch eine französische üebersetzung

ausgegeben.

Nur als Nachzügler^) ist zu nennen die Bearbeitung des Italieners

Franz Barrozi, Venedig 1572^), mit deren Uebertragung durch den

Herzog von Braunschweig ^) im folgenden Jahrb. unser Spiel nochmals nach

Deutschland kam, sicherlich ohne sich der warmen Aufnahme von ehedem

zu erfreuen.

1) Id welcher Abhängigkeit des William Fulco MsTQo^axicc s. Ludus geo-

metricua, London 1566 u. 1578. 4*^, und desselben OvQuvofiaxi'cc i. e. Astrologorum

ludus, London 1571. 4'', von unserer Rythmimachia stehen, habe ich nicht erkundet.

2) II giuco pittagorico nominato Ritmomacchia per Franc. Barrozi. Venet.

1572. 4.

3) Rythmomachia. ©in öortrefftic^, unb u^ralteS ©piel, be§ Pythagorae: SBe(d)e§

Gustavus Selenus, aufe be§ Francisci Barozzi, @tne§ l^enebijc^en ßbelman?, tt)eljcf)em

Sractätlein, in5 beutjrf)e ubergeje^et, jetnem üorge^enben Tractat, öom Honig: Spiele,

(bieiüeil e§ ebenme)fig, ein jc^arffe^ nac^bencfen erfobert) jngeorbnet, unb mit nüfetic^en

gloffen, auf; bem Claudio Buxero Delphinate, öerbefjert. Cum Privüegio S. C. Malest.

Apud Henningum Gros. Jun. M. DC, XVI, in Folio. [Bildet p. 443—495 des

„Schach- oder Königspiels" von Gustavo Seleno. Lipsiae CIOIOCXVI; die Rück-

seite von 495 enthält Errata, das nächste Blatt Angabe des Druckers und Ver-

legers.]

15*
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DARSTELLUNG WILLKÜRLICHEK FUNCTIONEN
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DURCH TRIGONOMETRISCHE REIHEN

VON

ARNOLD SACHSE
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I.

Seitdem Riemann in seiner im Jahre 1854 verfassten Habilitations-

hrift^) einen geschichtlichen üeberblick über die Untersuchungen und An-

ichten betreJÖfend die Darstellung willkürlicher Fimctionen einer Variablen

durch trigonometrische Reihen bis zu den Arbeiten von Dirichlet einschliess-

lich gegeben hat, sind so viele fruchtbringende Untersuchungen auf diesem

Gebiete angestellt worden, dass es sich des Versuches vielleicht verlohnen

dürfte, die erlangten Resultate in Kurzem zusammenzufassen. Wenn man

eine willkürliche Function als eine solche definiii:, deren Eigenart in jedem

kleinsten Intervalle keine Bedingung über ihre Beschaffenheit in irgend

einem andern Intervalle in sich schliesst, so ist die allgemeinste Aufgabe,

welche den Arbeiten über die Darstellimg willkürlicher Fimctionen zu

Grunde liegt, die: eine solche Function in einer mathematischen Form dar-

zustellen, in der nur die Grundoperationen der Arithmetik, Addition, Sub-

traction, Multii)lication und Division sei es endlich oder unendlich oft auf-

treten. Die ausserordentliche Allgemeinheit des gestellten Problems hat

naturgemäss die Forschung zimächst auf die Functionen einer Variablen

hingewiesen, auf die wir uns auch im Folgenden beschränken wollen.

Im vorigen Jahrhundert fühi-te die Untersuchung über die schwingenden

Saiten auf die paiiiielle Differentialgleichung:

Ö'Alembei-t gab als allgemeine Lösimg die Summe zweier ganz willkürlicher

Fimctionen der Variablen x imd t an:

y = f{x-\. at) + (p{x — ctf),

und zeigte, dass nur eine willkürliche Function auftrete, wenn ij zugleich

der Bedingung genügen solle, an der Stelle x = und x = l zu ver-

schwinden. Daniel Bernoulli zeigte, dass die Differentialgleichung sowohl,

als auch die Nebenbedingungen durch eine trigonometrische Reihe befriedigt

werden könnten, und behauptete, diese sei die allgemeinste Lösimg,

1) Ueber die Darstellbarkeit einer Function durch eine trigonometrische Reihe.

Gesammelte Werke pag. 213—253.
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Euler formulirte das hiermit auftauchende Problem dahin: Kann eine

ganz willkürliche Function einer Variablen allemal durch eine trigonometrische

Reihe dargestellt werden?

Wie weit die Lösung dieses Problems bis jetzt gelangt ist, soll eben

hier dargestellt werden.

Zu jener Zeit wurde der Begriff einer willkürlichen Function weit be-

schränkter aufgefasst, als er oben angegeben ist. Man ging im vorigen

Jahrhundert durchaus von geometrischen Anschauungen aus, indem man
nur solche Functionen im Auge hatte, bei denen man sich eine Darstellung

in stetig fortlaufenden Linienzügen vorstellen konnte. Man sprach von
graphisch gegebenen Functionen, ein Ausdruck, dessen sich* Riemann trotz

seiner beschränkten Anwendbarkeit später auch noch bedient. Euler nannte

diese Functionen functiones continuae. Bei diesen glaubte man nach langem

Streit zu dem Resultate gelangt zu sein, dass sie sich durch eine trigono-

metrische Reihe darstellen Hessen. Ausserdem dachte man sich noch solche

Functionen, die an einer Stelle plötzlich unterbrochen und an einer anderen

fortgesetzt wären. Man sah sie aber nicht als eine Function an, sondern

als eine aus Theilen zusammengesetzte, und meinte, dass alle Theile zu-

sammen durch eine trigonometrische Reihe nicht dargestellt werden könnten.

Fourier's Behauptung, dass eine jede willkürliche Function durch eine

trigonometrische Reihe darstellbar sei, erregte daher nicht geringes Auf-

sehen. Denn sie widersprach durchaus dem bisherigen Functionenbegriff

und nöthigte dazu, künftighin eine Function, auch wenn sie in ihren ver-

schiedenen Theilen verschiedenen Gesetzen gehorchte, als eine Function

anzusehen. Die erste Mittheilung von seiner grossen Entdeckung machte

Fourier 1807 der Pariser Akademie. Seine weiteren ausgedehnten For-

schungen über die Darstellbarkeit willkürlicher Functionen, die sich an

Probleme der Wärmetheorie anknüpften, hat er in zahlreichen Abhandlungen

veröffentlicht und schliesslich in seinem umfassenden Werke der „th6orie de

la chaleur" 1822 niedergelegt. *

Soll die trigonometrische Reihe ^> (a/c sin kx -\- hk cos kx) die Func-

tion f(x) für jeden Werth von x darstellen, also

oo

f(x) = y^ {(Xk sin kx -\- hk cos kx)

sein, so bestimmt Fourier die Coefficienten a«, hn dadurch, dass er beider-

seits mit sin nx resp. cos nx multiplicirt, und von — n his -{- n integrirt.

Er glaubte behaupten zu dürfen: Wenn man in der Reihe

i
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X (ttk sin kx -\- hk cos kx)

* = o

f{ci)dct',

-\-7t 4-yr

hk =—
I

f{ci) cos kccdfc; ak = — 1 f{ot) sin kada

— n — n

setzt, SO stellt diese Reihe allemal für jeden Werth von x zwischen — tc

und + 7t die Function f{x) dar. Man hat seitdem die trigonometrischen

Reihen mit diesen Coefficienten Fourier sehe Reihen genannt und diesen

Namen schliesslich auf alle trigonometrischen Reihen übertragen. Erst in

neuerer Zeit nach dem Vorgange von Herrn Heine ') beginnt man wieder

trigonometrische Reihen mit irgend welchen Coefficienten und Fourier'sche

Reihen zu unterscheiden, um für besondere Functionengattungen die Mög-

lichkeit noch offen zu lassen, dass sie durch eine trigonometrische Reihe

dargestellt werden könnten, die nicht die von Fourier bestimmten Coeffi-

cienten besitzt.

Was nun die Geschichte des Ursprungs der trigonometrischen Reihen

aus speciellen physikalischen Problemen betrifft, so hat Riemann (a. a. 0.)

dieselbe ausführlich behandelt und wir bescheiden uns daher, nur auf zwei

Punkte aufmerksam zu machen.

Das Verdienst Fourier's, scheint mir, ist nicht in der Auffindung der

Coefficientenbestimmung zu suchen, sondern darin, dass er zuerst bemerkte,

dass eine trigonometrische Reihe mit den nach ihm benannten Coefficienten

auch eine ganz willkürliche Function darstellen könne. Denn die Coeffi-

cientenbestimmung an sick war nicht neu. Die Methode hatte Lagrange

bereits 1766 in den Miscellanea Taurinensia^) gegeben, wenn auch ohne

volles Bewusstsein ihrer Bedeutung, und wenn er sie auch nicht bis zu

Ende durchgeführt hat. Er löst die Aufgabe, eine gebrochene Linie derart

darzustellen, dass sie mit einer gegebenen in n Punkten übereinstimmt.

Er sagt aber ausdrücklich (a. a. 0. pag. 259), dass diese gebrochene Linie

immer genauer mit der gegebenen übereinstimme, je mehr Punkte man

nähme, und dass man durch Annahme unendlich vieler gemeinsamer Punkte

den Ausdruck einer stetigen Curve erhielte, die mit der gegebenen identisch

sei. Die Interpolationsmethode Lagrange's ist im Grunde dieselbe, wie die

Fourier's, nur tritt bei Lagrange das Wesen der Coefficientenbestimmung

1) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 71. pag. 354.

2) Tom. 111. Pars. math. pag. 251.
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viel schärfer hervor, und desswegen ist sie wohl auch von Dirichlet^) und

Riemann^) in ihren Demonstrationen bevorzugt worden. Aber auch die

Multiplicationsmethode, welche Fourier gegeben, gehört ihm nicht ursprüng-

lich an. Es scheint Riemann entgangen zu sein, dass bereits Euler ^) 1777

(veröffentlicht 1798) die Coefficientenbestimmung durch Multiplication ge-

geben hatte, worauf Jacobi*) aufmerksam macht. Da sich in dem dritten

Bande der Mise. Taur. auch Abhandlungen von Euler befinden, so ist kein

Zweifel, dass Euler die Lagrange'sche Entwickelung gekannt hat; eben-

sowenig kann ein Zweifel darüber bestehen, dass Fourier die Euler'schen

Resultate bekannt gewesen sind. Denn er führt selbst an (th. de la eh.

art. 428), dass man bei fast allen Mathematikern der Zeit Daniel Bernoulli,

Clairaut, Euler, Lagrange den seinigen analoge Resultate und Entwickelungen

fände.

Ferner dürfte vielleicht der Riemann'schen Geschichtserzählung noch die

Notiz hinzuzufügen sein, dass auch Poisson eine eigene Methode der Coeffi-

cientenbestimmung gefunden hat, die wegen der vielen Untersuchungen und

Folgerungen, welche daran geknüpft worden sind, besonders merkwürdig ist.

In der für r < 1 richtigen Formel^)

4" 7t

/.Wr 2 r cos {x — «) -h T'

7t

-{-7t -\-rt

da
\

— i f{ci)da -J I f(a)^ r" cosn(x — ajda

-^ 7t 7t

geht Poisson zur Grenze r = 1 über und sucht darzuthun, dass als-

dann das Integral links in den Werth der Functionen f{T^ an der Stelle x\

überginge.

Bei Fourier fehlt der Beweis, dass die unendliche trigonometrische

Reihe, welche er als Darstellung einer Function erhält, wirklich gegen denj

Werth der Function convergirt. Er gibt zwar (art. 177. a. a. 0.) eine;

strenge Definition der Convergenz einer Reihe, hält aber im gegebenen

1) Dove und Moser, Repertorium für Physik. Band 1. 1837. pag. 152—174. ;

2) Riemann's Vorlesungen über partielle Differentialgleichungen, herausg. von

Hattendorf. g
3) Nova acta Aead. Scient. Petrop. Tom. XI. 1798. pag. 114.

|

4) Crelle's Journ. für Math. Bd. 2. pag. 2. *,

5) Ausführlich angegeben findet man die Stellen, wo diese Formel steht, bei .

H. A. Schwarz: Zur Integration der part. Differentialgl. z/u = 0. Borchardt's

Journ. für Math. Bd. 74. 1872. pag. 226; hier sei angeführt: Journ. de Tecole

polyt. cah. 19. 1823 pag. 404 u. f., und M^moires de TAcad. Royale des Sc. de

rinst. de France. 1823. pag. 574.
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Falle den Beweis für die Convergenz ausgesprochenermassen für leicht ge-

nug, um ihn dem Leser zu überlassen. Es zeigte sich, dass in den speziellen

Fällen, die man überhaupt aufstellte, und für specielle Werthe der Variablen

die Reihe in der That gegen den Werth der Function convergirte; dass

aber dennoch ein von der Eigenart der Function unabhängiger und für das

ganze Intervall geltender Beweis ein dringendes Bedürfniss sei, scheint zu-

erst Cauchy^) empfunden zu haben.

Er theilte der Pariser Akademie im Jahre 1826 einen Beweis für die

Convergenz der Fourier'schen Reihe mit. In demselben wird das allgemeine

nie Glied der Reihe auf eine Form gebracht, die anzeigt, dass das Verhält-

sin ftx
niss desselben zu der Grösse A , wo A eine für alle Glieder gleich

grosse Constante bezeichnet, um so weniger von der positiv genommenen

Einheit abweicht, je grösser n wird. Daraus, dass nun die Reihe mit dem

SID Yl OC

allgemeinen Gliede A convergirt, will Cauchy die Convergenz der
w

Fourier'schen Reihe schliessen. Dass letzterer Schluss durchaus falsch ist,

hat Dirichlet^) gezeigt. Cauchy erkannte auch selbst, dass seine Methode

in manchen Fällen versage, und dass sie jedenfalls voraussetze, dass das

allgemeine Glied für n = oo bestimmt sei. Die Umformung der Reihe

aber, an welcher Dirichlet noch überdies Anstoss genommen hatte, da ihr

Princip nicht sicher definirt sei, beruht wie Riemann (art. 2. a. a. 0.) be-

merkt, nur auf der Annahme, dass es eine Function q){x -\- yi) des com-

plexen Argumentes x -\- yi gebe, welche für alle positiven Werthe von y
endlich sei, und deren reeller Theil für y = der gegebenen willkürlichen

Function f(^x) gleich wird. Riemann setzt hinzu: „Will man diesen Satz,

der in der That richtig ist, voraussetzen, so führt allerdings der von Cauchy

eingeschlagene Weg zum Ziele, wie umgekehrt dieser Satz sich aus der Fou-

rier'schen Reihe ableiten lässt."

Zur Prüfung dieser Behauptung fordert Herr H. A. Schwarz^) auf.

Die Behauptung zerfällt in zwei Theile. Dass erstens Riemann nur ge-

meint haben sollte, nach bewiesener Voraussetzung gelte nun der Cauchy'sehe

Beweis ohne Weiteres, ist (nach den Dirichlet'schen Einwänden) von vorn-

herein ausgeschlossen. Er kann vielmehr hiermit nur gemeint haben, es

sei möglich , eine Function (p{x -f- yi) des complexen Argumentes x -j^ yi

== re"* in eine nach Potenzen von x -\- yi fortschreitende convergente Reihe

zu entwickeln, 'deren reeller Theil für einen bestimmten Werth von r in

1) M^moires de l'Acad. R. des Sc. de Tinst. de France. Tome VI. pag. 603 u. f.

2) Crelle's Journ. für Math. Bd. 4. pag. 168.

3) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 74. pag. 232. Anmkg.
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die Fouriersche Reihe für die Function f{ci) überginge, und dass die Con-

vergenz der Fourier'schen Reihe aus der Convergenz der ersten gefolgert

werden könnte. Nun giebt es eine im Innern eines Kreises mit dem Radius 1

convergente Reihe:

f{y)dy + -^r^ ff{y) Gos n{a — y)dy,

welche für r = 1 formal in die Fourier'sche Reihe übergeht, aber es ist

die Frage, ob der Uebergang in gleichmässig stetiger Weise erfolgt. Die

vielfachen Untersuchungen über diese und einschlägige Fragen wurden zum

Abschluss gebracht durch zwei fast gleichzeitig erschienene Abhandlungen,

die erste von Herrn H. A. Schwarz^), die andere von Herrn Prym^). Herr

H. A. Schwarz beweist folgenden in seinen wesentlichen Theilen schon von

Riemann behaupteten Satz: „Wenn längs des Randes einer Kreisfläche mit

dem Radius 1 eine für alle Werthe des Argumentes u endliche stetige und

eindeutige reelle Function /'(«), welclie bei Vermehrung des Arguments um
2 TT periodisch in sich zurückkehrt, sonst aber keiner weiteren Beschrän-

kung unterliegt, willkürlich vorgeschrieben ist, so giebt es jedesmal eine

und nur eine einzige innerhalb und am Rande des Kreises stetige Function w,

deren Ableitungen i^— , k— ,
;^—ö, o^^ i

im Innern der Kreisfläche endliche,° cx^ oy^ Ox^^ öy^^ '

stetige und eindeutige Functionen von x und y sind, welche die Gleichung

^—2 -f- ^—2 = erfüllt, und längs des Randes mit der gegebenen Function

f{ct) übereinstimmt." Der Beweis dieses Satzes wird aber nicht aus der

Reihe, sondern aus dem Poisson'schen Integral

+ 71

hff(-"h
1 — r^

da
2 r cos (a — x) -]- r' ^.

4!

abgeleitet, welches im Innern des Kreises mit der obigen Reihe tiberein-,

^

stimmt und den reellen Theil der durch die Gleichung

^-71

1) Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft zu Zürich. Jahrg. XV."

„Ueber die Integration der Dfflgl. z/m = für die Fläche eines Kreises." Ein

Abdruck der Abh. nebst Fortsetzung und Erweiterung der darin enthaltenen

Untersuchungen in Borchardt's Journ. für Math. Bd. 74. 1872.

2) Ueber die Dfflgl.^ + 1^ = 0. Borchardt's Journ. für Math. Bd. 73. 1871.
' ox^ cy^
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für alle Wertbe von z = re"*, deren absoluter Betrag kleiner als 1 ist,

mit dem Charakter einer ganzen Function eindeutig detinirten Function des

compiexen Argumentes z = x -]^ yi darstellt. Das Poisson'sche Integral

verliert nun am Rande seinen Sinn. Wenn man aber festsetzt, die durch

das Integral im Innern des Kreises definirte Function solle am Rande mit

der Function /"(«) übereinstimmen, so lässt sich zeigen, dass die Wertbe

des Integrals in unendlicher Nähe des Randes in stetiger Weise in die

Wertbe der Function f{ci) am Rande übergeben. Der reelle Tbeil der im

Innern des Kreises definirten Function cp{x -\- yi) gebt demnach am Rande

stetig in die Function /*(«) über.

Andrerseits folgt aus dem von Dirichtet^) neu bewiesenen Abel'schen^)

Satze, wonach die Grenze einer convergenten Potenzreibe Cq -f~ ^i^ ~f"
^2'*''^

-f- ...., wenn r dem Wertbe 1 unendlich nahe kommt, gegen den Werth

^0 ~t" ^1 "f" ^2 convergirt, falls letztere Reibe convergirt, dass die mit

dem reellen Tbeile von (p{z) im Innern des Kreises übereinstimmende

Reihenentwicklung nach Potenzen am Rande stetig in die Fourier'sche

Reibe übergebt. An den Stellen, wo also die Fourier'sche Reihe conver-

girt, kann sie nicht verschieden sein von den zugehörigen Werthen von

/(a). Ob aber, und wann sie convergirt, können wir hieraus überhaupt

nicht scbliessen.

In dem Handbuche der theoretischen Physik von W. Thomson und

P. G. Tait^) wird ein Beweis für die Convergenz der Fourier'schen Reihe

gegeben, der, was Mangel an Strenge betrifift, wenig hinter dem Caucby'scben,

auf dem er sich im Allgemeinen aufbaut, zurücksteht. Die Fourier'sche

Reihe wird aus der Umformung eines Integrals erhalten, von dem gezeigt

wird, dass es zwischen einander immer näher rückenden endlichen Grenzen

eingeschlossen werden kann. Damit ist aber gar nichts bewiesen. Die

Herren W. Thomson und P. G. Tait versuchen ihr Verfahren sowohl im

Allgemeinen in der Vorrede, als auch speciell im citirten Art. zu recht-

fertigen. Die Berechtigung für ihr Verfahren leiten sie aber nur daraus

her, dass „jede der (von ihnen) äquivalent gesetzten Formeln einen

bestimmten arithmetischen Sinn habe, und die darin enthaltene Reihe

somit convergire".

An zweiter Stelle behauptet Riemann, es lasse sich umgekehrt der

pag. 236 angeführte Satz aus der Fourier'schen Reihe ableiten. Dieser Weg

1) Liouville. Journ. des Math. S^r. II. Tome VII. pag. 253— 255.

2) Crelle's Journ. für Math. Bd. I. pag. 314—315.

3) Treatise ou natural philosophy by W. Thomson and P. G. Tait. Vol. I.

Part. I. 1879. New ed. art. 77. pag. 59 and f.
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ist auch von Herrn Neumann ^) eingeschlagen worden. Dagegen sind aber

mehrfach Einwendungen gemacht worden. Herr Heine ^) gab hier den An-

stoss, indem er neben anderen Gründen auch deswegen die Neumann'sche

Methode für unsicher hielt, weil damit ohne jede weitere Voraussetzung

die Eindeutigkeit der Entwickelung einer Function in eine Fourier'sche Reihe

bewiesen wäre. Besonders betont aber hat die Einwände Herr Prym

(a. a. 0.). Man kann von der Fourier'schen Reihe gar nicht ausgehen, wenn

man den Satz in seiner vollen Allgemeinheit beweisen will, weil der Be-

weis fehlt, dass die Pouriersche Reihe für alle stetigen Functionen conver-

gire. Somit dürfte auch der zweite Theil der Riemann'schen Behauptung

nicht als zutreffend anzusehen sein.

IL

Dieser Versuch von Cauchy war, wie Dirichlet sagt, seines Wissens

der einzige, der bis dahin gemacht war, als Dirichlet im Jahre 1829 seine

Abhandlung über die trigonometrischen Reihen^) veröffentlichte, die Riemann

mit Recht die erste gründliche Untersuchung auf diesem Gebiete nennt.

Man hatte bemerkt, dass bis dahin als richtig angesehene Methoden sich

in speciellen Fällen als fehlerhaft oder unzureichend erwiesen, ohne dass

man einen Fehler der Rechnung auffinden konnte, und war zu der An-

sicht gelangt, dass der Fehler nur in den Principien liegen könnte. Die

Hauptvertreter dieser Periode der Aufklärung über die Fundamente der

Infinitesimalanalysis sind Cauchy, Abel und Dirichlet. Abel gab in einem

Briefe 1826 seinem Erstaunen darüber Ausdruck, dass die Theorie der un-

endlichen Reihen bisher noch so unvollkommen begründet sei, insbesondere,

dass man alle für Functionen, die aus endlichen Grössenoperationen entstehen,

geltende Regeln ohne Weiteres auf die unendlichen Reihen übertrüge*).

Damit hatte er den Punkt getroffen, aus dem so viele Paradoxa entsprungen

waren. Die Grundlage des Dirichlet'sehen Beweises, welche auf eben dieser

Erkenntniss beruht, die Auffindung des Unterschiedes zwischen unbedingter

und bedingter Convergenz der Reihen, hat Riemann (a. a. 0. art. 3) in

meisterhafter Weise klargelegt. Indem Dirichlet die strengste Definition

der Grundbegriffe der Analysis auf die Theorie der trigonometrischen Reihen

I

1) In seiner Schrift „Das Dirichlet'sche Prineip in seiner Anwendung auf die

Riemann'schen Flächen." Leipzig 1865. pag. 5 u. f.

2) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 71. pag. 361.

3) Crelle's Journ. für Math. Bd. 4. 1829. Sur la convergence des s^ries

trigonometriques, qui servent ä representer une fonetion arbitraire entre des

limites donnees.

4) Abel, Oeuvres compl. Bd. 2. pag. 265. Brief vom 16, janv. 1826.
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übertrug, gab er den Anstoss zu der mannichfachen Förderung und Klärung,

welche diese Grundbegriffe bei Gelegeillieit der Untersuchungen über die

trigonometrischen Reihen erfahren haben.

Ausser der genannten Abhandlung hat Dirichlet noch eine zweite Ab-

liiindlung über die trigonometrischen Reihen geschrieben (siehe pag. 234.

Anm. l), die jedoch wesentlich nur eine ausführliche Darlegung der in der

ten Abhandlung theilweise nur angedeuteten Methoden enthält.

Dirichlet stellt sich die Aufgabe zu untersuchen, wann die Fourier'sche

Reihe convergirt, und schlägt dazu folgenden Weg ein. Er untersucht, wie

eine Function (p{x) beschaffen sein muss, damit die Summe der (2w -|- l)

ersten Glieder der Fourier'schen Reihe:

+ « n f"
* S = —- t (p(cc)da -\ ^ cosÄ:^ i (p(ct) Go^hada

n-\-x

+ ~y]^mlix r(p(a)sm1cadcc=J cp(x - ^ ß)
^'"^

^\l,t
^^

^

d

ß

1. 1 ^ i\k= l

+/,(.+ 2^) !^^iii^^>-^.^
sm ß

mit unendlich werdendem n gegen den Werth der Function an der Stelle x^

nämlich gegen cpyx)^ convergirt. Die Untersuchung kommt daher auf die

Bestimmung eines Integrales von der Form

h

hinaus. Wenn man die Voraussetzung macht, f(ß) solle erstens zwischen

und h beständig endlich und bestimmt sein, und zweitens beständig positiv

sein und nie zunehmen, so ist das Integral in eine Summe von Theil-

integralen zerlegbar, deren jedes so beschaffen ist, dass die Function unter

dem Integralzeichen beständig von demselben Zeichen innerhalb desselben

Intervalles ist. In jedem Intervall lässt sich nun ein bekannter Mittel-

werthsatz anwenden, und alsdann erhält man eine Reihe altemirender Glie-

der, die immer kleiner werden. Vermöge dieser Eigenschaft der Reihe

kann man die Summe der 2n -{- 1 ersten Glieder zwischen zwei Grenzen

einschliessen und zeigen, dass beide Grenzen bei wachsendem n gegen

— /*(0) convergiren. Hiernach ist
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h

u

und daraus folgt unmittelbar, dass

11) Hm,= ^jV(/3)^./ß = Oo<,<._4j

9

ist. Mit Hülfe des Satzes II) kann man den Satz I) auf alle stetigen Func-

tionen ausdehnen, die nur eine endliche Anzahl von Maximis und Minimis
'

haben. Hierbei nennt Dirichlet eine Function stetig, wenn sie zwischen und

1i endlich und bestimmt bleibt, und bei der ausserdem noch f{ß -}- c^) — f{ß) \

mit 8 ohne Grenzen kiemer wird. Es lässt sich jedoch in Folgendem
\

überall die schärfere Definition zu Grunde legen: Eine Function f{ß)

ist in der Umgebung eines Punktes ß dann stetig, wenn es nach An-

nahme einer von Null verschiedenen, sonst beliebig kleinen Grösse f stets

eine Grösse 8' derart giebt, dass für alle Grössen 8'\ deren absoluter Be-

trag unter dem von 8' liegt, f{ß -j- 8") — f(ß) unter die Grösse von s

herabsinkt. Ist die Function f(^ß) an der Stelle unstetig, so convergiii;

die Fourier'sche Reihe auch noch, aber gegen den Werth lime= o^(/^(0 + f)

-\- f(0 — s))' -Dies geschieht auch noch, wenn ausserdem noch in dem

Intervalle von bis h eine beliebig grosse, aber endliche Anzahl von Un-

stetigkeitsstellen liegt.

Wenn man nun die Function (p(pc) denselben Bedingungsn unterwirft

wie f(ß)i so lässt sich unschwer zeigen, dass die Summe S für jede

innerhalb der Grenzen — n und -|- n gelegene Stelle a' gegen den Werth

lim£ = o^—

—

~~i
convergirt, für die Grenzen selbst aber gegen

den Werth lime=o^ '

—

-— convergirt.

Wir haben demnach den Satz:

„Die Fourier'sche Reihe für eine Function, die

1) nicht unendlich wird,

2) nicht unendlich viele ünstetigkeiten, und

3) nicht unendlich viele Maxima und Minima besitzt,

convergirt gegen den Werth der Function an allen Stellen, ausser an den

Unstetigkeitsstellen, wo sie gegen den Mittelwerth aus den beiderseitigen

Grenzwerthen convergirt." Die Bedingungen, denen hier die Function unter-

worfen ist, sind zumeist als die Dirichlefscheu bezeichnet worden.

.i

J
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Es fragt sich nun, was wir unter dem Ausdruck zu verstehen haben

„eine Reihe stellt eine Function dar". Wollten wir darunter verstehen,

dass der Werth der Reihe mit dem Werthe der Function für jeden im

Intervall gelegenen Punkte übereinstimmt, so müssten wir schon bei Func-

tionen, welche den Dirichlefschen Bedingungen genügen, auf eine Darstellung

durch eine Fouriersche Reihe vemchten. Wir werden daher folgende

Definition vorziehen: „Eine Reihe stellt eine Function in einem Intervalle

dann dar, wenn ihre Werthe mit denen der Function für alle im Intervall

gelegenen Pimkte mit Ausnahme einer endlichen Anzahl bestimmter

Punkte übereinstimmen". Dann wird eine den Dirichlefschen Bedingungen

genügende Function durch die Fourier'sche Reihe aUemal dargestellt und

die Ausnahmepunkte sind die ünstetigkeitspunkte. Nimmt jedoch eine

Function an den Unstetigkeitsstellen jedesmal den Mittelwerth aus den

beiderseitigen Grenzwerthen an (ein Fall, den auch Riemann a. a. 0. pag. 223

besonders in Betracht zieht), imd genügt sie den Dirichlefschen Bedingungen, so

ist sie ausnahmslos durch eine Fourier'sche Reihe darstellbar; und selbst

füi- eine Fimction, die nur der ersten Bedingung genügt, im Uebrigen aber

unendlich viele Unstetigkeiten besitzt, ist noch die Möglichkeit offen gelassen,/

sie ausnahmslos durch eine Fouriersche Reihe dai'zustellen.

Es würde nichts hindern zu definiren, dass eine Reihe auch dann noclT

eine Function darstellt, wenn man selbst an einer unendlich grossen An-

zahl von Stellen auf die Uebereinstimmung der Werthe verzichtet. Diese

Auffassung findet sich bei Riemann auch, a. a. 0. pag. 245, letzter Absatz,

im Gegensatz zu pag. 223, zweiter Absatz. Da es sich aber nur um den

Wortlaut handelt, so ziehe ich die erstgegebene Definition vor, da sie mir

als die natürlichere erscheint.

Wenn wir nun bisher nur von einer Darstellung einer um 2n perio-

dischen Function innerhalb der Grenzen — 7t und -|- it gesprochen haben,

so ist dies nur der Einfachheit halber geschehen. Man kann statt dieser

Grenzen leicht beliebige andere substituii-en und die bisherigen Sätze auf

Functionen mit beliebigen Perioden übertragen. Sie gelten aber auch für

eine gar nicht periodische Function, wenn sie nur den nöthigen Bedin-

gungen genügt, zwischen ganz beliebigen Grenzen, indem der Verlauf

einer willkürlichen Function innerhalb einer gegebenen Strecke eine be-

liebige Verfügimg über alle ausserhalb der Strecke gelegenen Werihe nicht

verbietet.

Wir haben nun noch auf einen Punkt aus dem Dirichlefschen Beweis

näher einzugehen, dass nämlich die Fourier'sche Reihe an den Unstetigkeits-

stellen gegen den Mittelwerth aus den beiden Grenzwerihen convergirt.

Es ist von Herrn Schläfli bezweifelt worden, ob dies angünglich und richtig

Suppl. 8. hist.-Ut. Abth. d. ZtscLr. f. Math. u. Phys. 16
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sei. ^). Herr Schläfli beruft sich auf Duhamel^), indem er von dessen Ab-

handlung meint, hier scheine dem Verfasser der Gedanke vorzuschweben,

dass es natürlicher wäre, der durch die trigonometrische Reihe ausgedrückten

Function an der Unstetigkeitsstelle alle Werthe, die zwischen den Grenz-

werthen in stetiger Folge liegen, beizulegen. Nun spricht freilich Duhamel

den Satz aus: Wenn man die Summe der ersten n Glieder einer Reihe,

deren einzelne Glieder stetige Functionen von x sind, zusammenzieht, und

statt X eine Function von n substituirt, die mit wachsendem n in einen

Werth x^ übergeht, für den die Function eine Stetigkeitsunterbrechung er-

fährt, so kann man diese Function von n so einrichten, dass die Function

gegen jeden Zwischenwerth zwischen den Grenzwerthen convergirt. Er

sagt aber zugleich, es gäbe zwei Wege, um den Werth einer Reihe an

einer Stelle x^ zu finden. Man könne zuerst x = x^ setzen und dann

Summiren, so fände man einen Werth, und diesen Weg wende man an,

um die Summe der Reihe wirklich auszuwerthen. Oder man bildet zuerst

die Summe formal und setzt dann den Werth x = x^ ein. Duhamel er-

kennt sehr richtig, dass bei stetigen Functionen beide Wege zu demselben

Ziele führen, bei den unstetigen aber der angeführte Satz gelte. Aber die

zweite Art und Weise der Aufsuchung der Summe ist überhaupt gar nicht

zulässig, denn man darf nicht behaupten, dass die gefundene Summenformel

für den Werth x = x^ mit der Reihe für x = x^ übereinstimme. Gegen
;

die Zulassung einer derartigen Definition ist mit entscheidendem Gewicht

ihre völlige Willkürlichkeit geltend zu machen. Es ist daher nur zulässig,

den ersten Weg einzuschlagen, und dann convergirt die Fourier'sche Reihe

nur gegen den Mittelwerth.

Auch Herr P. du Bois-Reymond^) hat den Nachweis zu führen versucht,

dass die Fourier'sche Reihe an den ünstetigkeitsstellen jeden beliebigen zwischen

den Grenzwerthen liegenden Werth annehmen kann. Er construirt an einer ün-

stetigkeitstelle x = x^ als Werth des lim„=oo, x= xi der Fourier'schen Reihe:

n{x — ar,

)

f (f{^. + 0) + f{x, - 0)) + (/•(*, + 0)- f{x, - 0)) lim„= „ r^ d„.
X— Xj ^y

1) Einige Zweifel an der allgemeinen Darstellbarkeit einer willkürlichen perio-

dischen Function einer Variablen durch eine trigonometrische Reihe. Bern 1874.
|

üniversitätsprogrm. pag. 15, und Borchardt's Journ. für Math. Bd. 72. Ueber

die part. Differentialgl. ^ = -^—r^ pag. 284. jl

2) Liouville Journ. des Math. Tom. XIX. 1854. Note sur la discontinuit^

des valeurs des series, et sur les moyens de la reconnaitre.

3) Math. Annalen Bd. 7. 1873. Ueber die sprungweisen WerthverÄnderungen

analytischer Functionen. Siehe insbesondere pag. 254 : ,,Also sind alle Werthe,
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Lässt man hierin erbt x = x^ und dann ^^=00 werden, so erhält

man den Dirichlet'schen Mittelwerth; lässt man erst /? = 00 und dann

TC = Xi werden, so erhält man die beiden Grenzwerthe, je nachdem man

äich 0*1 von der positiven oder negativen Seite her nähert; macht man aber

die Grenzübergänge gleichzeitig, so erhält man alle dazwischen liegenden

Werthe. Dies soll nach Herrn P. du Bois-Reymond die „eigentliche Werth-

bestimmung der Fourier'schen Reihe" sein. Dass sie auf einer nicht zu-

lässigen Ansicht über Reihensummatiouen beruht, ist nach dem Vorher-

gehenden klar. Es darf keine andere Reihenfolge stattfinden, als die,

zuerst X = x^ und dann 71 = oo zu setzen, und dann fällt hier auch die

sogenannte Stetigvieldeutigkeit fort. Andernfalls erhält man nämlich gar

nicht den Werth der Fourier'schen Reihe an der Stelle x ^ x^.

Man hat sich zu der irrthümlichen Ansicht, dass die Dirichlet'sche

Mittelwerthbestimmung nicht genau richtig sei, verleiten lassen durch die

oben erwähnte Betrachtimtj einer durch das Poisson'sche Inteo^ral im Innern

eines Kreises mit dem Radius 1 definirten Function von x und r. Wenn
die mit dem Poisson'schen Integral identische Reihe am Rande in die will-

kürlich gegebene, endliche, stetige und eindeutige Function f{x) übergehen

soll, so geschieht dieser Uebergang auf stetige Weise, und selbst dann gilt

der von Herrn H. A. Schwarz bewiesene Satz, wenn die Function an ein-

zelnen Stellen unstetig wird, wenn man nur auf die Uebereinstimmung der

durch die Reihe definirten Function mit der gegebenen Fimction an den

Unstetigkeitsstellen am Rande verzichtet. Herr Prym untersucht (a. a. 0.)

genau die Art und Weise des Ueberganges und zeigt: dass die Function

beim üebergange r = 1 an den Unstetigkeitsstellen jeden beliebigen zwischen

den Grenzwerthen liegenden Werth und diese selbst annehmen kann, je nach

der Richtung, in welcher man die Verbindungslinie zwischen dem Endpunkte

von r und der Unstetigkeitsstelle an dieser gegen Null abnehmen lässt.

Die Fourier^sche Reihe convergiii aber durchaus nur gegen den Mittelwerth,

da sich x dem Werthe x^ im Gebiete einer Variablen nähert, dagegen der

Endpunkt von r der Unstetigkeitsstelle im Gebiete zweier Variablen.

Die Dirichlet'schen Bedingimgen sind keinS nothwendigen, sondern nur

hinreichende. Nach ihnen blieb noch in Frage, ob eine Function, die

1) an einer Stelle unendlich wird,

2) imendlich viele Unstetigkeiten,

3) unendlich viele Maxima und Minima besitzt,

noch durch die Fourier'sche Reihe darstellbar ist.

welche die Fourier'sche Formel und die Fonrier'sche Reihe an der Sprungstelle

repräsentirt , eingeschlossen zwischen den Grenzen 7if{Xi — 0) und nf{Xi -f- 0)»

ein Intervall, das sie continuirlich ausfüllen, und kein Werth liegt ausserhalb."

16*
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Wird die Function an einer Stelle c unendlich, so stellt Dirichlet bei

Gelegenheit einer anderen Abhandlung^) die Convergenz des Integrals

f f{a)dci^ wenn es über die Stelle c erstreckt wird, als Bedingung auf, da-

mit die Fourier'sche Reihe auch dann noch die Function darstelle. Jedoch

hat Dirichlet diese Bedingung durchaus nur als eine hinreichende, nicht

als eine nothwendige aufstellen wollen. Wenn das Integral unbedingt con-

vergirt, so ist diese Bedingung in der That eine ausreichende, wie Herr

P. du Bois-Reymond bemerkt hat^).

Die beiden letzten Fälle, äusserte sich Dirichlet am Schlüsse seiner

ersten Abhandlung (pag. 169), seien auf die behandelten zurückzuführen.

Eine Function, die unendlich viel Unstetigkeiten besässe, sei durch die

Fourier'sche Reihe noch darstellbar, wenn sich nur zwischen zwei Stellen ;

{a b) immer noch andere (r 5) finden Hessen, so dass zwischen letzteren
j

die Function stetig wäre. Die Fundamentalsätze aus der Analysis, die zu i

dieser Erweiterung seines Satzes nothwendig seien, verspricht er in einer
i

späteren Note auseinanderzusetzen, in der er sich auch noch mit andern
j

merkwürdigen Eigenschaften der Reihe beschäftigen will. Dies Versprechen

hat er aber nicht eingelöst. Die Bedingung, die er für die unendlich oft

unstetigen Functionen formulirt, entspringt nach ihm aus dem Begriffe des
j

bestimmten Integrals, und man hat daher sagen können, Dirichlet behaupte
|

hier, für alle in seinem Sinne integrablen Functionen gelte die Fourier'sche

Darstellung. Die genaue Ausführung des Beweises hat Herr Lipschitz ge- ij

geben ^). Derselbe interpretirt Dirichlet's Ansicht über die Functionen mit

unendlich vielen Unstetigkeiten gewiss richtig dahin, dass es dann nur

eine endliche Anzahl singulärer Punkte geben dürfe, in deren Umgebung

unendlich viel Unstetigkeitspunkte liegen. Dann aber stellt die Fourier'sche

Reihe, wie er beweist, in der That die Function noch dar. Ob die Func-

tion auch an den singulären Stellen durch die Reihe dargestellt wird, J

bleibt unentschieden, und wir haben kein Mittel, diese Frage zu beant-

worten.

Wenn nun eine Function unendlich viele Maxima und Minima hat, so]

hindert nichts die Fourier'scTie Reihe für diese Function aufzustellen, wennl

1) Crelle's Journ. für Math. Bd. 17. pag. 54.

2) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 79. 1874. Allgemeine Lehrsätze über

den Giltigkeitsbereich der Integralformeln, die zur Darstellung willkürlicher
|

Functionen dienen, pag. 43—46, und Abhandlungen der Bayerischen Akademie

Bd. XII, II. Math.-Phys. Classe. 1876. pag. 43—44.

3) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 63. 1864. pag. 296. de explicatione

per series trigonometricas etc. Die Abb, erschien zuerst pro aditu muneris

professoris ordinarii in ord. phil. univ. Frid. Guil. Rhen. 1864 Mai.
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nur die Coefficienten einen Sinn haben und die Reihe convergirt. Aber

dass die so gebildete Reihe die Function anch wirklich darstelle, kann ertft

behauptet werden, wenn gezeigt ist, dass ihre Werthe in jedem Punkte

höchstens mit Ausnahme einer endlichen Anzahl bestimmter Punkte mit

denen der Function übereinstimmen.

Die Functionen mit unendlich vielen Maximis und Minimis sind in

solche einzutheilen, welche an einer Maximum-Minimumsstelle unendlich viele

Oscillationen mit unendlich kleiner Amplitude besitzen, und solche, bei

denen die Amplituden endlich sind. Die ersteren können stetige Functionen

sein, die letzteren sind unstetige. Dirichlet hielt nun jedenfalls alle stetigen

Functionen für darstellbar durch die Fourier'sche Reihe ohne irgend welche

Ausnahmepunkte, und er soll auch nach einer mündlichen Mittheilung von

Herrn Weierstrass, auf welche sich Herr P. du Bois - Reymond ^) bezieht,

diesen Glauben nicht verloren haben. Auch Riemann hat, nach mehreren

Stellen seiner Schriften zu schliessen, an die Dirichlet'sche Behauptung ge-

glaubt'^); und H. Hankel^) meint geradezu „es sei durch Dirichlet, Lipschitz

und Riemann erwiesen, dass alle stetigen Functionen in eine Fourier'sche

Reihe entwickelbar seien". Das Irrige dieses Glaubens hat Herr P. du

Bois-Reymond aufgedeckt, nachdem er nach mannichfachen vergeblichen Ver-

suchen, den Satz zu erweisen, zu der Ansicht gelangt war, dass er wohl

nicht richtig sei. In einer weitläufigen Untersuchung*) werden verwickelte

Bedingungen aufgestellt, unter denen die Fouriersche Reihe, welche sonst

die stetige Function darstellt, an einzelnen Stellen nicht mit den Functions-

werthen übereinstimmt. Da wir jedoch den Hauptwerth dieser Untersuchung

dai-in sehen, dass ein erstes Bespiel einer solchen stetigen Function gegeben

wurde, so werden wir nur am Schluss ein einfacheres Beispiel angeben,

welches Herr Prof. H. A. Schwarz in seinen Vorlesungen gegeben, und dessen

Mittheilung derselbe mir gütigst gestattet hat. Dasselbe ist zwar in dem

allgemeineren du Bois-Reymond'sehen Beispiel formal enthalten, zeichnet

sich aber sowohl in der Anlage, als im Beweise durch grössere Einfach-

heit aus.

Hauptsächlich aus der Annahme, dass alle stetigen Functionen nach

1) Abb. der Bayer. Akad. XII, II. pag. VIII. Anm.

2) Ges. Werke. Inauguraldiss. pag. 3. „Neuere Untersuchungen haben in-

dessen gezeigt ..." und Habilitationsschrift pag. 223. „In der That für alle

Fälle der Natur ...*', und pag. 224 „wenn man die unnöthige Voraussetzung ....".

3) Ueber die unendlich oft oscillirenden und unstetigen Functionen. Tübingen

1870. Universitätsschrift. § 3.

4) Abb. der Bayer. Akad. Bd. XII, II. Math.-Phys. Classe 1876. Unter-

suchungen über die Convergenz und Divergenz der Fourier'schen Darstellungs-

formeln. Cap. IV.
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dem Dirichlefschen Beweise durch die Fourier'sche Reihe darstellbar seien,

entspringt wohl auch Riemann's Ansicht (a. a. 0. pag. 223, 230 und 251),

dass Functionen, auf welche sich die Dirichletsche Untersuchung nicht er»

strecke, nicht in der Natur vorkämen. Wir wollen ss mit Herrn Heine
^)

schon dahingestellt sein lassen, ob die unstetigen Functionen überhaupt in

der Natur vorkommen, und es vorziehen, dieser naiurphilosophischen Frage

gegenüber zu sagen, dass wir darüber nichts wissen. Jedenfalls müssen

wir uns bewusst bleiben, dass wir zu den gebrauchten Hypothesen in der

Physik eine neue hinzufügen, wenn wir die Entwickelbarkeit einer auf-

tretenden Function in eine trigonometrische Reihe annehmen.

Die Functionen mit unendlich vielen Maximis imd Minimis, welche im

Uebrigen den Dirichlet'schen Bedingungen genügen , hat Herr Lipschitz

(a. a. 0.) einer Untersuchung unterworfen, und hat eine Bedingung ange-

geben, unter der die für eine solche Function aufgestellte Fourier'sche Reihe

sowohl convergirt, als auch in ihren Werthen in jedem Punkte mit deneni

der Function übereinstimmt. Herr Lipschitz betrachtet eine Function, die

innerhalb der Grenzen endlich und stetig ist, oder nur eine endliche Anzahl von

Stetigkeitsunterbrechungen erfährt, aber unendlich viele Maxima und Minima

sei es in Punkten oder Strecken besitzt. Die beiden andern von Dirichlet;

nicht bis zu Ende behandelten Fälle, dass die Function an einzelnen Stellen

unendlich viele Unstetigkeiten besässe, sollen hier nicht statthaben: „quia

duobus, vel tribus (sc. casibus) simul adcitis seriei species potius quam vis
'

et natura mutatur". Jedoch wird die Eigenthümlichkeit der Reihe nur

dann nicht geändert, wenn nicht in demselben Punkte mehrere der von
j

Dirichlet ausgeschlossenen Singularitäten zusammentreffen. Herr Lipschitz '

stützt seinen Beweis auf die beiden Integraltheoreme Dirichlet' s I und II

pag. 240. Er zeigt, dass sie gelten und damit, dass die Fourier'sche Reihe

noch gegen den Functionswerth convergire, wenn an allen Stellen, wo die

Function oscillirt, der absolute Betrag von f{ß-\-S) — f (ß) mit al)-

nehmendem ö rascher gegen Null convergirt, als das Product einer Constanten

B und einer Potenz von ö mit beliebigem positiven Exponenten. Bezeichnen

wir den absoluten Betrag der Schwankung f (ß -\- 6) — f (ß) mit 2), so

lautet die Lipschitz'sche Bedingung „Z) < 5 d'^", wo (v > ist. Diese Be-

dingung enthält mehr als die Forderung der gleichmässigen Stetigkeit.

Wenn die Function gleichmässig stetig sein soll, so muss es für alle

Werthe von ß einen von ß unabhängigen Minimalwerth ö' geben, so dass

für alle Werthe d'\ die dem absoluten Betrage nach kleiner als ö' sind,

f{ß-{- ^") — f {ß) unter dieselbe vorgegebene beliebig kleine Grösse 6 sinkt.

1) Handbuch der Kugelfunctionen. 2. Aufl. Bd. 1. pag. 55.
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Die Lipschitz'sche Bedingung verlangt aber mehr als gleichmässige Stetig-

keit, denn es ist sehr wohl möglich, dass gleichmässige Stetigkeit stattfindet,

aber wenn a = B6" vorgegeben ist, ist nicht gesagt dass der Minimal-

werth 6\ den die Bedingung der gleichmässigen Stetigkeit ergiebt, auch

]/— sei. Die Bedingung umfasst also keineswegs alle stetigen

V B
I

Functionen.

Die Lipschitz'sche Demonstration gilt nur dann nicht, wenn D schwächer

gegen Null convergirt, als B6'\ Herr Lipschitz sagt, diese Ausnahme träte

ein, wenn Bö" langsamer gegen Null convergirte, als 3^3-^, und beruft

sich dabei auf Gauss'), der diese Bemerkung zuerst gemacht hat. In der

That, da ö" stärker gegen Null convergirt, als ^^^, so convergirt D erst

recht schwächer gegen Null, als B6", wenn es schwächer als ^^ gegen

Null convergii-t. Es ist aber auch nöthig, das Umgekehrte zu betrachten.

Wenn D rascher gegen Null convergirt, als ^—-^, so ist damit noch nicht

gesagt, dass es auch rascher gegen Null convergirte, als Bö"". Ist letz-

teres nun nicht auch der Fall, so würde der Beweis von Herrn Lipschitz

schon hier seine Geltung verlieren. Das ist aber nicht richtig. Denn man

sieht leicht, das man ganz von vornherein, als beschränkende Bedingung

limj =0 -D log d = aufstellen konnte, welche identisch ist mit der Bedingung,

dass D stärker gegen Null convergirt, als j^—^- Herr Lipschitz bezeichnet

selbst den Angelpunkt seines Beweises (a. a. 0. pag. 310) „Atque hac in

re sunt nervi demonstrationis nostrae". Es wird nämlich der Rest der

Reihe zwischen zwei Grenzen eingeschlossen, und in dem einen Grenzwerth

tritt lim j = D log ö als überschüssig über die Null auf. Damit nun der

Rest gleich Null werde, setzt HeiT Lipschitz D<B8'' und hieraus allein

entspringt seine Bedingung. Man kann also die Lipschitz'sche Bedingung

sofort durch die umfassendere lim,r = o i) log d = ersetzen. Herr Dini^)

bedient sich derselben auch ohne Weiteres. Also die Fourier'sche Reihe

stellt auch eine Function mit unendlich vielen Maximis und Minimis dar,

wenn nur an allen Stellen, wo die Function oscillirt, lim
cj = -D log d ^

ist. Wenn aber an einer endlichen Anzahl von Oscillationspunkten die

Bedingung nicht mehr erfüllt ist, so kann man auch dann noch sagen, die

1) Allgemeine Lehrsätze in Beziehung auf die im verkehrten Verhältniss des

Quadrats wirkenden Anziehungs- und Abstossungskräfle. Art. 16.

2) Sopra la serie di Fourier. Pisa 1872.
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Fourier'sche Reihe stelle eine derartige Function dar; jedoch muss man

darauf verzichten, die Convergenz der Fourier'schen Reihe oder die Ueber-

einstimmung ihrer Werthe mit denen der Function an jenen singulären

Punkten mit den bisher zum Ziele führenden Mitteln zu erweisen. Der

Erfolg der Lipschitz'schen Untersuchung betreffend die Richtigkeit der

beiden Integraltheoreme lehrt schon, dass Riemann mit seiner Behauptung

(a. a. 0. pag. 224), dass die Integraltheoreme, im Falle die Function un-

endlich viele Maxima und Minima hat, nicht mehr ausreichten, im Irrthum

war. Es scheint mir überhaupt, dass eine Entscheidung, ob die Fourier'sche

Reihe für eine Function convergirt oder divergirt, nur auB diesen beiden

Integraltheoremen geschöpft werden kann , so lange die Function noch

integrirbar ist. Erfüllt die Function nicht mehr die Bedingung der In-

tegrirbarkeit, so haben die Integraltheoreme freilich ihren Sinn verloren;

in diesem Falle aber haben wir überhaupt noch gar kein Mittel zur

Untersuchung.

Durch die Bedingung, welche Herr Lipschitz aufgestellt hat, ist zwar

wieder von einer ganzen Functionenklasse nachgewiesen, dass sie durch die

Fourier'sche Reihe darstellbar ist , aber die nothwendigen Bedingungen

haben wir damit eben so wenig erreicht, als durch die Dirichlet'sche Ab-

handlung. Ob eine Function, welche den bisher bekannten Bedingungen

nicht genügt, nicht auch noch durch eine trigonometrische Reihe darstell-

bar ist, bleibt noch völlig unentschieden. Aber man kann vielleicht sagen,

es ist zu viel verlangt, die nothwendigen Bedingungen anzugeben, denen

eine Function genügen muss, damit sie durch die Fourier'sche Reihe dar-

stellbar sei. Neben der allgemeinsten Definition, dass eine Reihe positiver

Grössen dann convergirt , wenn die Summe der n ersten Glieder mit

wachsendem n sich in einer bestimmten endlichen Grenze nähert, giebt es

keine andere Definition, welche denselben Umfang hätte. Man kann da-

her wohl immer engere, dieser Definition immer näher rückende Bedingungen

aufstellen, und damit das Gebiet der darstellbaren Fimctionen immer mehr

erweitern. Hätte man aber die nothwendigen Bedingungen selbst, so

könnten diese nicht verschieden sein von den in der Definition gegebenen,

und eine Aussage über den Umfang des Gebietes, in dem die Functionen

noch darstellbar sind, würde wieder auf die Definition des Begriffes der

Darstellbarkeit einer Function zurückführen.

Wenn daher ein Versuch, noch weniger einschränkende Bedingungen

als die Dirichlet'sehen und die. Lipschitz'sche zu finden, nicht auf einfache

Resultate führt, so erscheint er insofern nicht völlig befriedigend, als die

Bedingungen eben immer noch weiter eingeschränkt werden können, ohne

dass man doch jemals zum Endziel gelangte. Es ist auch auf diesem Wege
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weiter vorzudringen nur noch ein Versuch gemacht worden, nämlich durch

die Abhandlung des Herrn P. du Bois-Reymond: „Untersiichungen über

die Convergenz und Divergenz der Fourier'schen Darstelkingsformeln" (a. a. 0.

Cap. I—III). Dieselbe scheint mir jedoch zu keinen greifbaren Resultaten

zu führen.

Nur das Eine wollen wir ihr entnehmen , dass in der That bei

Functionen, welche der Lipschitz'schen Bedingung nicht mehr genügen, be-

reits Divergenz der Fourier'schen Reihe eintreten kann.

III.

Riemann hat in seiner Habilitationsschrift einen folgenreichen Schritt

gethan, der das Verständniss aller folgenden Untersuchungen über diesen

Gegenstand eröffnet, und sie überhaupt erst ermöglichte, indem er näm-

lich den Dirichlet'schen Weg verliess, und die Frage so stellte: Welche

Eigenschaften muss eine Function haben, damit es eine trigonometrische

Reihe giebt, welche überall da, wo sie convergirt, gegen den Werth der

Function convergirt?

Ob diese Reihe dann die Function darstellt, wird hiermit nicht ent-

schieden. Von dieser Seite aus konnte Riemann nun allerdings die Frage

nach nothwendigen und hinreichenden Bedingungen, oder wie wir kürzer

sagen, nach „den nothwendigen Bedingungen" aufweisen. Und es ist ihm

in der That gelungen, die nothwendigen Bedingungen dafür aufzufinden,

dass es eine trigometrische Reihe giebt, welche, wo sie convergirt, gegen

den Functionswerth convergirt. Sobald er aber wieder den Dirichlet'schen

Weg betrat, musste er wieder zu bloss hinreichenden Bedingimgen seine

Zuflucht nehmen. In diesem Sinne ist daher auch nur die Bemerkung

Riemann's (a. a. 0. pag. 230) zu verstehen: „es müssen zunächst zur Dar-

stellbarkeit nothwendige Bedingungen aufgesucht, und aus diesen dann zur

Darstellbarkeit hinreichende ausgewählt werden". Dies erscheint jedoch in

einer anderen Beziehung nicht ganz correct; denn hinreichende Bedingungen

müssen allemal sämmtliche nothwendigen einschliessen, ebenso wie um-

gekehrt die Functionenklassen , welche in Folge der nothwendigen Be-

dingungen darstellbar sind, die welche in Folge ausreichender darstellbar

sind, umfassen.

Die Riemann'sche Habilitationsschrift zerfällt in drei Theile. Der erste

ist der historische, auf den wir oben mehrfach Bezug genommen haben.

Der zweite Theil enthält jene Auseinandersetzung über Fundamentalsätze

der Analysis, die schon Dirichlet für unumgänglich nothwendig zum weiteren

Fortschreiten in diesem Gebiete gehalten hat. Der Begriff des bestimmten

Integrals wird definirt, und untersucht, wann eine Function ein Integral
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besitzt. Diese Untersuchiingen sind allgemein angenommen, und wir können

ein näheres Eingehen darauf füglich unterlassen.

Die von Riemann anerkannte Definition des bestimmten Integrals

einer Function f(x)^ die innerhalb des Integrationsgebietes an einem Punkte

unendlich wird, ist auf mehrfache Integrale erweitert worden. Wird z. B.

eine sonst im Integrationsgebiete G stetige und endliche Function zweier

Variablen f{x, y) an einer Stelle ^ Yq unendlich, so schliesse man von

6r ein kleines Flächenstück, welches die Stelle X^Yq enthält, aus. Wenn

dann das über den übrig bleibenden Theil von G erstreckte Integral einer

festen Grenze A zustrebt, wie man auch das ausgeschlossene Flächenstück

gegen convergiren lässt, so versteht man unter dem Werthe des be-

stimmten Integrals eben jenen Werth A\ andernfalls hat das Integral keine

Bedeutung. Herr P. du Bois-Reymond nimmt in seinen Schriften über die

Fourier'schen Integrale einen Standpunkt ein, der von der consequenten

Fortentwicklung der Riemann'schen Definition verschieden ist. Er beruft

sich dabei auf Cauchy^). Herr du Bois-Reymond definirt nämlich^): „Ein

bestimmtes Doppelintegral j dx j dyf{x,y)^ wo X^Y^X^Y^ Zahlen be-

deuten, ist das Resultat des Ueberganges der variablen Grenzen x^x^y^y^ des

unbestimmten Integrals / dx j dy f{x, y) in die Zahlenwerthe X^X^ ^o-^i">

^o I/o

und wendet diese Definition auch für den Fall an, dass X^Yq ein Unend-

lichkeitspunkt ist. Die Folgen einer solchen Definition, auf welche Riemann's

Urtheil über die Cauchy'schen Festsetzungen in Betrefi" der Hauptwerthe,

dass sie schon wegen ihrer grossen Willkürlichkeit zur allgemeinen Ein-

führung wohl kaum geeignet seien, zutrifft, treten denn auch bald hervor.

Herr P. du Bois-Reymond giebt nämlich, indem er f{xy) = —^

—

^— setzt,

dem bestimmten Doppelintegral die Form:

F(x„ rj - F(x„, Y,) - F(x„ r„) + F(x„ r«),

und folgert nun, dass je nach der Reihenfolge, in der x^x^y^y^ ihre festen

Werthe annehmen, das Integral im Allgemeinen vierzehn verschiedene

Werthe (oder auch unendlich viele) annimmt^).

Der Standpunkt, den Herr P. du Bois Reymond in Bezug auf die Be-

rechnung eines bestimmten Integrals, in dem die zu integrirende Function

1) Math. Annalen. Bd. 4. pag. 366.

2) Siehe Borchaidt's Journal für Math. Bd. 69. pag. 70 u. f. u. 1)^
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einen willkürlichen Parameter enthält, einnimmt^), ist bei der Berechnung

des Poisson'schen Integrals, die a. a. 0. vorgenommen wird, unstatthaft,

wie aus den Erörterungen auf pag. 241— 243 einleuchtet.

Durch die Untersuchungen Riemann's über die Integrirbarkeit unend-

lich oft unstetiger Functionen wurde zugleich entschieden, dass eine stetige

Function nicht allemal einen Differentialquotienten haben müsse. Es hat

ich besonders durch die Untersuchungen von Herrn Weierstrass gezeigt,

dass die Nichtdifferentiirbarkeit grossen Functionenklassen eigen ist. Darum

erhalten aber nicht differentiirbare Functionen noch nicht den Charakter

derjenigen Functionen, über deren Darstellbarkeit durch eine Fourier'sche

Reihe wir nichts wissen. Die von Herrn Schläfli^) ausgesprochenen Zweifel,

ob eine nicht diffentiirbare Function überhaupt noch in eine Fourier'sche

Reihe entwickelbar sei, sind daher nicht begründet. Weder der Dirichlet-

sche Beweis, noch die Riemann'sche Bedingung der Integrirbarkeit setzen

die Differentiirbarkeit der Function voraus. Auch ist die Behauptung von

Herrn Schläfli (a. a. 0. pag. 13) irrig, die Convergenz der Fourier'schen

Reihe zu schätzen, begegne selbst dann noch Schwierigkeiten, wenn die

Function wohl einen ersten, aber keinen zweiten Differentialquotienten mehr

besitzt. Dem wird von Herrn Prof. H. A. Schwarz durch die Bemerkung be-

gegnet, man könnte dann statt der ursprünglichen Function f{^) eine

Function: f{d') -\- 31 d- einführen, wo M den Maximalwerth von f{^) im

Tntervall bezeichnet. Dann gilt für das in der Schläfli'schen Abhandlung

auftretende Integral: lim>; = o / f\d- -[- cp) sin n(p dcp streng der Dirich-

let'sche Beweis.

Im dritten Theile seiner Abhandlung, der sich mit der Darstellbarkeit

einer Function durch trigonometrische Reihen ohne besondere Voraussetzungen

über die Natur der Functionen beschäftigen soll, schlägt nun Riemann den

angegebenen Weg ein.

Eine trigonometrische Reihe A^^ -\- A^ -\- Ä2 -{- . . -\- A/^ -\- . . . wo

Aq = -^, Ak = aic sin kx -f" h^ cos kx ist, soll durch Sl bezeichnet werden

und ihr Werth an allen denjenigen Stellen, wo sie convergirt, mit f(x).

Ferner sollen die Glieder Ak für jeden Werth von x zuletzt unendlich klein

werden. Dann lässt sich zeigen, dass die durch zweimalige Integration aus

Sl erhaltene Reihe

Fijc) = c + Cx + ^„i^ _ 4^ _ ^^' - ^^1 _...._ ^; _. .

I

1) Math. Annalen. Bd. 7. pag. 257 u. f

2) Siehe pag. 242. Anm. 1,



252 - /
f.

eine für jeden Werth von ^ convergente Reihe ist, beständig endl^h ist,

und eine Integration zulässt. Nun beweist Riemann, dass aus der Convergenz

der Reihe Sl nothwendig folge (art. 8; 9, I), dass

. F{x-\- a-^ ^) — Fjx — a -{- ß) — F{x -^ cc — ß) -}- F{x — cc - ß)
^

4.ccß

gegen f(x) convergirt, wenn a und ß so unendlich klein werden, dass ihr

Verhältniss doch ein endliches bleibt,

c

(>:'Jf{x) cos ft(ic" — a) X{x) dx

mit wachsendem fi unendlich klein wird, wenn h und c willkürliche end-

liche Grenzen sind, X{x) und X' (x) an den Grenzen des Integrals gleich

Null und zwischen diesen immer stetig sind, und X" (x) nicht unendlich viel

Maxima und Minima hat.

Es ist nun zu untersuchen, ob diese Bedingungen auch umgekehrt hin-

reichend sind, damit es eine trigonometrische Reihe giebt, deren Coefficienten

zuletzt unendlich klein werden, und welche überall da, wo sie convergirt,

gegen den Werth der Function convergirt.

Riemann multiplicirt die Gleichung:

F(^) - Co; - ^„5 = C - 4^ - ^ . . . : . - J -

mit cos n{x-^—t) und integrirt von — n bis -{-%. Damit findet er für An
den Werth:

+^

Än==—'^l (f(0 - C't — ^0 coün(x— t) dt

— 7t

und behauptet nun. An müsste nach Voraussetzung 2) unendlich klein werden

mit wachsendem n. Dies leuchtet nicht unmittelbar ein. Es ist indessen

von Herrn H. Weber (in einer Anm. pag. 251 der Habilitationsschrift)

gezeigt worden, wie das schliessliche Verschwinden der Glieder An auf die

Voraussetzung 2) zurückgeführt werden kann. Herr Ascoli hat in einer

Abhandlung ^), die im Wesentlichen einen Commentar zu Riemann's Habi-

litationsschrift bildet, diese Stelle (a. a. 0. pag. 307 und folgende) aus-

führlich behandelt, und die Riemann'sehe Behauptung auf demselben Wege,

wie Herr H. Weber abgeleitet.

Es ist also zunächst bewiesen, dass die Glieder A^ der trigonometrischen

1) Annali di Matematica. Ser. II. Tom. VI. die. 1873 al genn. 1875. pag. 21

6 298. Sulla Serie di Fourier.
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Reihe zuletzt unendlich klein werden. Dass dann die Reihe, wo sie con-

vergirt, gegen den Werth f(x) convergirt, folgt aus der Voraussetzung l).

Die zwei Bedingungen 1) und 2) sind also für den behaupteten Satz

die nothwendigen.

Rieniann zeigt nun weiter (art. 9, III) den wichtigen Satz, dass die

Convergenz der Reihe an einer bestimmten Stelle nur von dem Verhalten

der Function an dieser Stelle abhängt.

Soweit bleibt die Riemann'sche Abhandlung ganz allgemein. Wenn wir

nun aber entscheiden wollten, unter welchen Bedingungen eine Function

durch eine trigonometrische Reihe darstellbar ist, so müssen wir darauf

verzichten, nothwendige Bedingungen zu ermitteln. Wir müssen mit Rie-

mann specielle Fälle aufsuchen, in denen die Bedingungen l) und 2) erfüllt

sind ; und dann ist nach Dirichlet'scher Methode eine Untersuchung anzustellen,

an welchen Stellen die trigonometrische Reihe nun wirklich convergirt.

Riemann zeigt nun, dass die beiden Bedingungen erfüllt sind, wenn die

Function l) nicht unendlich wird, 2) integrirbar ist, 3) nicht unendlich

viele Maxima und Minima besitzt. In diesem Falle sind die Coefficienten

Aft die Fourier'schen, und die Fourier'sche Reihe convergirt dann, wo sie

convergirt, gegen den Werth der Function. Die Reihe wird aber conver-

giren an allen den Stellen, in deren Umgebung nicht unendlich viele

Unstetigkeiten liegen. Sind diese Stellen nun bloss in endlicher Anzahl

vorhanden, so werden wir sagen, dann stellt die Reihe die Function dar.

Sind sie aber in unendlicher Anzahl vorhanden, so werden wir nach unserer

Definition im Allgemeinen nicht mehr von einer Darstellung reden, wenn

auch die Fourier'sche Reihe noch an einer unendlichen Anzahl von Stellen

convergiren und mit den Functionswerthen übereinstimmen kann.

Der Fall, dass die Function unendlich würde, war bisher ganz aus-

geschlossen. Es möge nun jetzt die Function an einer Stelle a unendlich

werden, jedoch ohne Maxima und Minima. Wenn in diesem Falle Riemann

die Bedingung aufstellt (art. 12), es solle f(a + ^) -|- f((i — ^) bis an die

Unstetigkeitsstelle heran integrirt werden können, und zweitens solle

f{a -^- S) ö und f{a — ö) 6 mit 6 unendlich klein werden, so will er damit

keine andere Bedingung, als die fmher angeführte geben, dass das Integral

unbedingt convergiren soll. In der That aber ist der zweite Theil seiner

Bedingung keine hinreichende Bedingung dafür, dass das Integral unbedingt

convergirt. Dies kann man sowohl an Beispielen zeigen,, als auch kann man

wie oben schliesseu, dass überhaupt keine Aussicht vorhanden ist, noth-

wendige und hinreichende Bedingungen für die unbedingte Convergenz eines

Integrals zu erreichen, welche von der Definition verschieden sind.

Riemann hat bewiesen, dass die Fourier'schen Coefficienten mit wachsen-
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dem Stellenzeiger unendlich klein würden, sobald die Function endlich bleibt,

und eine Integration zulässt. Es ist aber wünschenswerth, das ünendlich-

kleinwerden der Coefficienten in seiner Abhängigkeit von dem Wachsen des

Stellenzeigers schätzen zu können. Setzt man bloss die Integrirbarkeit

voraus, so ist dies, wie der Riemann'sche Beweis zeigt, nicht möglich.

Unter beschränkteren Annahmen kann man aber zum Ziel gelangen. Wir

wollen hier Sätzen von Herrn Heine folgen, die derselbe in seinem „Hand-

buch der Kugelfunctionen" pag. 59 u. f. mittheilt. Die Fourier'schen

h h

Coefficienten I f{ß) sin nß dß und / f(ß) cos nß clß seien mit An und B^

ü

bezeichnet. Wenn die Function f(ß) endlich bleibt, und für jeden Werth

des Argumentes ß kleiner als y ist, und zwischen und h nur eine end-

liche Anzahl von Maximis und Minimis und Stetigkeitsunterbrechungen hat,

so bleiben nÄn und nBn unter dem Werthe Gy^ wo Cr eine von n unab-

hängige Constante bezeichnet. Wenn aber f(ß) an der Stelle unendlich \

wird, jedoch so, dass ß^ f{ß) o<;r4i noch endlich bleibt, so sinkt '

w^~* An — x-^—-•
—

\
—— f{0) unter jeden beliebigen Grad der Kleinheit herab '

und desgleichen w^~*' Bn — tt^ \ ffO), wenn nur v < 1 bleibt. 1® 2rvcos-^i'7r ' ^ >'' ^

Die Producte n^~'^' An und n^~'^' Bn werden also, wenn man nur w stark

genug wachsen lässt, endlich bleiben.

Man gelangt auch noch zu einer Schätzung, wenn f{ß) im üebrigen

den angegebenen Bedingungen genügt, aber an der Nullstelle unendlich

viele Maxima und Minima hat, jedoch so, dass die Lipschitz'sche Bedingung I

h

erfüllt ist ^). In An = 1 f{ß) sin nß dß werden die beiden Theilintegrale

n 2 71

n n

abgesondert. Der Rest kann kleiner als — gemacht werden, wo

K eine von n unabhängige Constante ist. Die beiden ersten Theilintegrale

7t

n

geben aber / lf{ß) — f(ß -|
)) sin nß dß. Nach der Lipschitz'schen

Bedingung muss nun dem absoluten Betrage nach f(ß) — f(ß-\ ) < -ß (—

)

1) Siehe pag. 247. Anm. 2.
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oder auch <
xi + a»

" <^ ^ sein, und das Integral wird daher < ^ ( i

(log^)

,,ler < :rr--> wo B' eine andere Constante bezeichnet.
w(logw/+ "'

Kommen innerhalb des Intervalls mehrere Unendlichkeitsstellen oder

Maximum- und Minimumstellen von angegebener Beschaö'enheit, aber in

• lidlicher Anzahl vor, so kann man auch dann noch zu einer Schätzung

erlangen, wenn man das Intervall in Theile theilt, deren Endpunkte eben

jtiie singulären Punkte sind.

Da der Beweis Riemann's, dass die Convergenz der Fourier'schen Reihe

an einer bestimmten Stelle nur von dem Verhalten der Function in unmittel-

barer Nähe abhängt, so lange die Function integrirbar ist, nur aus seinen

allgemeinen Sätzen abgeleitet ist, so wird es nützlich sein, für diesen Satz

einen eigenen Beweis zu geben, der direct von dem Dirichlet'schen Integral

ausgeht, auf das der Riemann'sche Weg ja auch wieder zurückführt. Herr

Prof. H. A. Schwarz hat in seinen Vorlesungen eine Abschätzungsformel

für das Integral
h

f'Är"|f««"<«'<.t't5
9

gegeben, welche hier unmittelbar zum Ziele führt, und auch später noch

gebraucht werden wird.

Um das Integi'al

n

abzuschätzen, werde das Intervall von g bis h in die Theilintervalle

mn mn {m -\- 1) n in n
^ • • "F' X •

•

k ' ' ~r • • •
^''

im — 1) TT , .mit m'n
, ^ , (m'-\-l)n

ist, zerlegt. Dann setze man:

im ersten Intervalle f(ß) = f(^) -{-
'^i (ß)

im zweiten „ f{ß) = f(^"^) + *, (ß)

im dritten „ f(ß) = f(^^^) + % (ß)

im vierten „ f(ß) = /"(^^^^i^) + i', (ß)

u. s. f.
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und theile S in zwei Theile S' und S'\ von denen sich der erste auf die

Functionen /', der andere auf die Functionen ip bezieht. Es ist nun:

mTt (m-^ l) 7t

k

^'=fmifW'^+r^''^]
mtt

(m + 2) TT (m -{-5) 7t

+ fn^")if'^^ß+r^'^ß\+
(m + 1) TT

sin ß
(m 4- 2) TT

Es wird dann nach Dirichlet

Vit

T

(-^y-f'^'^ß=^'
(V 1) 7t

gesetzt. Berücksichtigt man, dass

J

mTt

sin^
(771 1) TT

dß = (- 1)
77J 1

srn^

ist, so wird

mTt mTt

^'=fm[f'^^ß-f'^^ß]
im — 1) 7t

+ (-')-[^(¥)(r.tj~».+.)+ '(^'H^)('-+--")+-]
Nun ist

mTt

"IT IT

J amß '^ J sm g '^ k si

2

sin^r

(771 — 1) 7t

Der zweite Theil von S' ist, wenn man den grössten Werth unter den

auftretenden Werthen von f mit c bezeichnet, und berücksichtigt, dass

Qn < ^« + 1 ist,

^ ^
[JcVm^

~ ((»'« + 1 ~ Qm-{-2) — (Qm + 3 — Qm-{-i) — • • • •

J
•
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Daher ist

ist, weil

S' < 7—r— , und da -.-<„. —
K sin g

^ sin g 2 ^

^ < 2 ist, so folgt S' < -^.

/^^'^<l/f''^.

Dazu kommt mm noch der zweite Theil von S: S". Bezeichnet man

mit Gg(ß) den absoluten Betrag der grössten Schwankung von f(ß) im (jien

Intervalle, so ist derselbe sicher nicht kleiner, als der absolute Betrag des

grössten Werthes der entsprechenden Function ilJq{ß).

Es ist also sicher

h h

9 'J

WO cy(|3) im ^ten Intervalle gleich Gq(^^ ist. Man hat daher endlich für S

die Abschätzungsformel

:

9 9

h

Das Integral / —^ dß kann nun beliebig klein gemacht werden durch

9

Vergrösserung von kj wenn nur die Function f(ß) integrirbar ist imd

endlich bleibt.

Denn es ist

h h

/f., <!/.(,).,.
9

I

J ö(|3) dß ist aber sicher kleiner, als Ea^iß) ^qß^ wo Jqß die Grösse

des (/ten Intervalles bezeichnet, und sich die Summe über all& Intervalle

erstreckt. Diese Summe muss aber nach dem Begriffe des bestimmten

Integrals durch Verkleinerung der Intervalle beliebig klein gemacht werden

können.

Um nun den erwähnten Riemannschen Satz zu erweisen, zerlege man
h

odas Dirichlet'sche Integral I fiß) "^^
a ^ß i^ ^® beiden Theile j -\- / ,

nv

g

g sehr klein angenommen werden soll. f(ß) möge zunächst nicht unendlich

tiuppl. z. hiat.-lit. Abth. d. Ztschr. f. Math. u. Pbys. 17
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h

viele Maxima und Minima haben. Wendet man auf das Integral / die

9

Abschätzungsformel an, so kann man Je so gross wählen, dass sowohl

h

, als auch |- j —^ dß sehr klein wird.
2 cn

kg

Durch dieses Verfahren kann man der betrachteten Stelle beliebig

nahe kommen, während immer alle Theile jenseits g einen Beitrag zu dem

Integralwerthe geben, der durch Vergrösserung von h unter jeden Grad der

Kleinheit herabsinkt. Damit ist bewiesen, dass die Convergenz der Fourier-

schen Reihe an einer bestimmten Stelle nur abhängt von dem Verhalten

dier Function in unmittelbarer Nähe dieser Stelle. Nach einfachen Mittel-

werthsätzen lässt sich dann zeigen, dass der Werth der Reihe an allen

Stetigkeitsstellen und einfachen Unstetigkeitsstellen mit dem der Function

übereinstimmt. Es lässt sich aber auch zeigen, dass dies selbst dann noch

stattfindet, wenn die Function an der betrachteten Nullstelle unendlich

viele Maxima und Minima besitzt, wenn nur die Lipschitz'sche Bedingung

erfüllt ist.

7t

y* sin Tcß

f(ß) —.—j- dß zu berechnen.

Man setze f(ß)= fiO) -{- g){ß\ und theile das Integral in die Theilintegrale:

7t 7t_

9

Der erste Theil ist gleich — f(0). Da f(ß) der Lipschitz'schen Bedingung

genügt, so muss (p(ß) = f{ß) — f{0) < Bß" (a > 0) sein. Der zweite

9

Theil J ist daher < ^ / ß« ^^^^ dß, und da - < ^^^ L 1 ist, so ist

9

J <lB - ' 1 ß^'-^dß <B^ '^. Der dritte Theil ist nach der obigen

Abschätzungsformel

2 c

^ gk-+J T"^^-
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Daher wird

mi,^f''ß-',m) + ^.
sin ß ^ 2

n
z

9

Nun kann zunächst g beliebig klein angenommen werden, und dann Tc

so gross gewählt werden, dass die Gesammtgrösse von K beliebig klein

wird, und wir an der Grenze erhalten:

n
T

womit die Behauptung bewiesen ist.

Riemann untersucht noch in Art. 11, ob eme trigonometrische Reihe,

deren Glieder Ak nicht für jeden Werth von x unendlich klein werden, zur

Darstellung einer Function geeignet ist. Es zeigt sich aber , dass bei

Functionen ohne Maxima und Minima die Reihe dann im Allgemeinen nur

in einer endlichen Anzahl von Stellen mit der Function übereinstimmen

kann (a. a. 0. pag. 242 und 245), und zur Darstellung einer Function

daher sicher ungeeignet ist.

Was nun die Functionen betrifft, die imendlich viele Maxima und

Minima besitzen, so giebt Riemann keine allgemeinen Gesetze an, sondern

illustrirt nur an Beispielen^) folgende beiden Sätze: 1) Es giebt Functionen,

die unendlich viele Maxima und Minima besitzen, und durchgehends einer

Integration föhig sind, ohne durch die Fouriersche Reihe darstellbar zu

sein. 2) Es giebt Functionen mit unendlich vielen Maximis und Minimis,

welche keine Integration zulassen und doch durch die Fourier sehe Reihe

darstellbar sind.

IV.

Die Riemann'sche Abhandlimg bildet den wesentlichen Abschluss der

Untersuchungen über die blosse Darstellbarkeit einer trigonometrischen

Reihe. Die mannichfachen Hilfsmittel, welche Riemann zur Behandlung der

trigonometrischen Reihen gegeben hat , haben erst ermöglicht , andere

1) Diese Beispiele sind von Herrn Genocchi einer näheren Prüfung unter-

worfen worden: Atti della Reale Acc. delle Scienze di Torino. Vol. X. 1875.

Interne ad alcune serie.

17*
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Untersuchungen über diese Reihen mit Erfolg durchzuführen, zu denen wir

uns nunmehr wenden wollen.

Cauchy hatte in einer Note den Satz ausgesprochen, dass das Integral

einer unendlichen Reihe von Gliedern gleich der Summe der Integrale der

einzelnen Glieder sei. Dieser Satz war unbestritten angenommen worden,

und alle Untersuchungen über Fourier'sche Reihen, die wir bisher angeführt

haben, beruhen auf ihm. Da zeigte Herr Weierstrass, dass der Versuch

den Satz zu beweisen, nur dann gelänge, wenn die Reihe innerhalb des

Integrationsintervalles in gleichem Grade convergirte, und verstand darunter,

dass für jeden Werth der Variablen der Rest der Reihe von demselben

Gliede ab kleiner, als dieselbe vorgegebene Grösse würde. Diese Bemerkung

findet zuerst in der Heine'schen Abhandlung^) „Ueber trigonometrische

Reihen" Anwendung. Herr Heine citirt daselbst eine Abhandlung von

Herrn Thome, in der bereits der Weierstrass'sche Begriff der Convergenz

in gleichem Grade als ganz bekannt erwähnt wurde ^). Der Begriff der

Convergenz in gleichem Grade war eigentlich schon in einer Abhandlung^)

von Herrn Seidel aus dem Jahre 1848 enthalten, doch scheint dieselbe lange

übersehen worden zu sein. Cauchy*) hatte behauptet, eine convergente

Reihe, deren einzelne Glieder stetige Functionen des Argumentes sind, stelle

allemal selbst eine stetige Fujiction dar. Bereits Abel^) bemerkte, ihm

scheine, dass dieser Satz zuweilen Ausnahmen erleide, und hatte zum Beleg

seiner Ansicht die Reihe

sin gp — ^ sin 2 g) + ^ sin 3 gp — J sin 4 qp -j-

angeführt, die trotz der Stetigkeit aller ihrer Glieder zwar für alle Werthe

von 9? zwischen mn und (m -\- 1) n gleich ^ — i/tt ist, wo m == 2v oder

= 2v — 1 ist und v irgend eine positive ganze Zahl ist, aber für q) = mn
selber {m >> 0) unstetig wird, nämlich den Werth annimmt.

Um eine Aufklärung über diesen Punkt herbeizuführen, beweist nun

Herr Seidel folgenden Satz: „Ist eine convergente Reihe, deren einzelne

Glieder stetige Functionen des Argumentes sind, eine nicht stetige Function,

so giebt es in der unmittelbaren Nähe einer Unstetigkeitsstelle Stellen,

an denen die Reihe beliebig langsam convergirt." Er unterscheidet zwei

Fälle: erstens wenn die Function das Verhalten zeigt, was .wir heute mit

1) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 71. 1870.

2) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 66. 1866. pag. 334.

3) Abh, der Bayerischen Akad. 1847 — 49. Note über eine Eigenschaft von

Reihen, welche discontinuirliche Functionen darstellen.

4) Analyse algebrique pag. 131.

5) Crelle's Journ. Bd. 1. pag. 316. Anm. u. pag. 336.
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Convergenz in gleichem Grade bezeichnen, so ist der Cauchy'sche Satz

richtig; zweitens wenn sich die Iveihe nicht so verhält, dann gilt sein Satz.

Dass eine unstetige Function niemals durch eine in gleichem Grade con-

vergente Reihe dargestellt werden könne, beweist auch Herr Heine, führt

aber alsbald den Begriff einer im Allgemeinen in gleichem Grade conver-

genten Reihe ein, wobei „im Allgemeinen" so zu verstehen ist, dass in der

unmittelbaren Umgebung aller Unstetigkeitsstellen auf die Convergenz in

gleichem Grade verzichtet werden soll. Herr du Bois-Reymond ') zeigt,

dass das Aufhören der Convergenz in gleichem Grade nicht bloss an Un-

stetigkeitsstellen stattfindet , was schon vorher Herr Seidel (a. a. 0.

pag. 393) vermuthet hatte. Es bedarf also eines Beweises, dass eine

trigonometrische Reihe, die eine stetige Function darstellt, in gleichem

Grade convergirt. Durch die Weierstrass'sche Bemerkung war klar ge-

worden, dass man bei der Coefficientenbestimmung der Fourier'schen Reihe

nicht ohne Weiteres die Multiplicationsmethode Fourier's anwenden dürfe,

weil diese auf der Voraussetzung beruht, dass das Integral einer Summe

unendlich vieler Glieder, die eine convergente Reihe bilden, gleich der Summe
der Integrale der einzelnen Glieder sei. Durch diese Schlussfolgerung wurde

aber bewiesen, dass, wie man auch eine Function in eine trigonometrische

Reihe entwickeln möge, man immer dieselbe Entwicklung erhielte. Auf

diesem Satze von der Eindeutigkeit der Entwicklung basirten nicht nur

alle physikalischen Anwendungen, sondern auch manche wichtige mathe-

matische Folgeining, wie z. B. Jacobi's Darstellung der Wurzeln einer

algebraischen Gleichung durch bestimmte Integrale. Dieser Satz war also

hiermit in Frage gestellt. Die Wiederherstellung desselben ist von Herrn

Heine (a. a. 0.) begonnen, und von den Herren G. Cantor und P. du Bois-

Reymond fortgeführt worden.

Herr Heine spricht sich dahin aus, es sei durch die Arbeiten von

Dirichlet, Riemann und Lipschitz nur festgestellt, dass eine Function von x

sich imter gewissen Bedingrmgen iu eine trigonometrische Reihe entwickeln

lasse, aber nicht auf wie viele Arten dies geschehen könne.

Man könnte nun vielleicht verlangen zu beweisen, dass eine trigono-

metrische Reihe, welche eine stetige Function darstellt, auch in gleichem

Grade convergirt. Doch da überhaupt noch nicht bewiesen ist, dass es

eine trigonometrische Reihe giebt, welche die genannten Eigenschaften hat,

so begnügt sich Herr Heine zunächst damit, zu beweisen (a. a. 0. § 7— 9),

dass die Fourier'sche Reihe für eine endliche, nur an einzelnen Punkten

unstetige Function, die nicht unendlich viele Maxima und Minima hat, in

1) Siehe Abh. der Bayer. Akad. Bd. XI l, I. pag. 119. Anm.
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gleichem Grade convergirt. Dazu hat aber Herr Schläfli (a. a. 0. pag. 7)

die Bemerkung gemacht, dass der Heine'sche Beweis nicht mehr stichhaltig

sei, wenn eine Maximum-Minimum- Stelle in der von vornherein der Aus-

dehnung nach definirten unmittelbaren Umgebung des Punktes liegt, an

dem die Function dargestellt werden soll. Diese Bemerkung trifft zu;

indessen lässt sich zeigen, dass auch dann noch der Satz gilt. Herr Prof.

H. A. Schwarz hat bei Gelegenheit einer Universitätsvorlesung diesen Beweis

ausgeführt; für den Fall, dass f(ß) stets positiv bleibt, sollen die Haupt-

momente des Beweises hier kurz dargelegt werden, da andernfalls nur ein-

fache Modificationen eintreten.

Es sei

h

sin Jcß
S-=fm sin ß

dß-o^hL^.^ 2

Wenn f{ß) zwischen den Grenzen und h beständig positiv bleibt, und

nie zunimmt, so ist, wenn m irgend eine positive ganze Zahl ist, so dass

2m -f- 1 < 17 und
^^ < h ist, und f(ß) L c ist,

S

Je

< 2m + 1(^(0) -^m)-
wo durch die senkrechten Striche angedeutet werden soll, dass der absolute

Betrag der eingeschlossenen Grösse zu nehmen ist.

Wenn f{ß^ beständig negativ bleibt und nie abnimmt, so gilt die Formel

8 m ^ 2 ??* ^ 2 {m-rm) f

Wir werden nun bei stetigem Verlaufe von f{ß) sagen: Die f{ß) im

Intervalle von bis h darstellende trigonometrische Reihe convergirt in

gleichem Grade, wenn eine Zahl m derart gefunden werden kann, dass

für alle Werthe von ß innerhalb des Intervalles die Differenz 8 — — f{0)

kleiner als eine vorgegebene beliebig kleine Grösse g bleibt.

Soll nun die Differenz f{ß-\- ^(ß)) — f{ß) kleiner als eine vorgegebene

beliebig kleine Grösse fj sein, so giebt es bei einer stetigen Function f(ß)

einen von ß unabhängigen Minimalwerth ö' von ^(/3), so dass für jedes ß

zwischen und h die Differenz f(ß -{- ^') — f(ß) < « ist, sobald dem
2 Wi 7t

absoluten Betrage nach ö'' L 6" ist. —t— ist nun so bestimmbar, dass es

< ö' wird. Zwischen und h möge f(ß) ^i Maximum- und Minimum-

stellen ß^ ß2 . . ß(JL besitzen. Alsdann wenden wir auf die Function f(ß)

folgende Zerlegung an. f{ß) ist überall zwischen und h gleich der Summe:
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fi(ß) + f-2'ß' + + f, + i(ß) + fQ> - 0),

wenn die (^ -(- 1) Functionen f\(ß) . . . f/^^i(ß) folgendermasöen bestimmt

sind: fi(ß) sei im ersten Intervall gleich f{ß) — /'(ft), in allen folgenden

gleich Null.

i(/3)(A = 2,3...ft+ 1) sei im Intervalle 0...lSi_i gleich f{ßx _i) — fißi)

ßx-i...ßx gleich f(ß)-f(ß,)
ßx...h gleich Null. (/3 « + 1 = Ä — 0.)

Auf jede der Fimctionen f^ (ß) . . . fu ^liß) ist nun die eine oder die

andere der obigen beiden Formeln anwendbar.

Ist 8' <i ß, so ist jedenfalls

I/m^)^ '^^ - Krto) - AP.))
I

<^ + 1 1

(Ko) - ^(A) - ^C^")) |.

Für jede folgende Function f\ ist f(—^.— ) constant und zwar gleich

f(ßi_ i) — f(ßi). Alsdann ist für A = 2, 3 . . . (ft + l):

/aW^^^ -1(^(^-0 -AM)

Ist aber ^' > |5j , also liegt die erste Maximum- oder Minimumstelle

zwischen und 6' und ist S^ <C ß^-, so wird

lfm^ "/*
-

1 im - f(ß^))
I

<4 + 1
!

(/-(o) - f(ß^))
I

ff^iß) t^' äß- i(Aft) - AP.))|<,-^+||(rtP.) - m) - /(^))

während alle folgenden Integrale ungeändert bleiben. Die Summe der In-

tegrale ergiebt im ersten Falle:

im zweiten:

«

-

1m
I

< (^ + 1) ^„ + 1
1

(/-(o) - f{ß,) - f(-^))
|.

Es muss mm sowohl

I

[rm - fiß.) - f{^))
I

als
I

{m -m - ^(i^))
J

kleiner als s^ sein.
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Also muss

2
'^-^^(O) <(^+l)^ + -~-^i sein

2 ?>i ' 2

Nun war e^ ganz willkürlich angenommen. Wählen wir e^ so, dass

7t

s — ^ ^1 > ö ist, so sieht man, das m immer von der Grösse gewählt

werden kann, dass ^S' — — f(6) unter £ sinkt.

TJeberträgt man die nämlichen Erörterungen auf die Summe der Integrale

so zeigt man leicht, dass die nämliche Schätzung für jeden Werth von x

gilt, womit unsere Behauptung erwiesen ist.

Ist nicht ö' < ß2^ sondern ist etwa |3;i < ^' < |3;i^_ i (A > l), so ist

das obige Verfahren auch dann noch leicht anwendbar, und es lässt sich

immer zeigen, dass die Reihe in gleichem Grade convergirt.

Die vorhergehende Erörterung trifft auch den Abschnitt über trigono-

metrische Reihen in Heine „Handbuch der Kugelfunctionen" pag. 61— 62.

Es ist also zunächst nachgewiesen, dass es überhaupt eine Reihenent-

wicklung giebt, die in gleichem Grade convergirt. Aber es könnte auch

mehrere solcher Entwicklungen geben, von denen nicht jede in gleichem

Grade convergirt. Herr Heine beweist nun , dass , wenn es überhaupt

eine in gleichem Grade convergente Reihe giebt, dieses die einzige in

gleichem Grade convergente Reihe ist. Ob es ausserdem noch andere giebt,

die nicht in gleichem Grade convergiren, bleibt hiernach fraglich. Es wird

die Identität zweier im Allgemeinen in gleichem Grade convergenten Reihen-

entwicklungen derselben Function dadurch nachgewiesen, dass ihre DiflPerenz

gebildet und dann folgender Satz bewiesen wird: Eine trigonometrische

Reihe, die im Allgemeinen convergirt und Null darstellt, existirt nicht, d. h.

die Coefficienten müssen sämmtlich identisch Null sein.

Riemann hat als nothwendig für die Convergenz einer trigonometrischen

Reihe in endlichen Strecken erkannt, dass Äk = a* sin Jcx -{- hk cos Jcx mit

wachsendem k unendlich klein werde. Herr Heine beweist nun, dass bei

einer im Allgemeinen in gleichem Grade convergenten trigonometrischen

Reihe die einzelnen Coefficienten ük und hk zuletzt unendlich klein werden;

und darauf gestützt, dass die Coefficienten der aus der Differenz der beiden

Reihen gebildeten neuen Reihe überhaupt verschwinden müssen, womit die

Identität beider Reihen gezeigt ist.

Das Resultat der Heine'schen Abhandlung ist also schliesslich folgen-
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des: eine endliche, nur an einzelnen Punkten unstetige Function, die nicht

unendlich viele Maxima und Minima hat, kann nur auf eine Weise in eine

in gleichem Grade convergente trigonometrische Reihe entwickelt werden;

und diese Reihe ist die Fourier'sche.

Es bleibt nun noch in Frage, ob es nicht noch andere Reihen-

entwicklungen geben könnte, die nicht in gleichem Grade convergirten,

und zwar ob noch mehrere. Mit dieser Frage hat sich Herr G. Cantor

beschäftigt. Derselbe schlägt den nämlichen Weg ein, wie Herr Heine,

indem er zunächst beweist, dass in jeder im Allgemeinen convergenten

trigonometrischen Reihe ^ (an sin nx -\-^bn cos nx) die Coefficienten an und

n =
bn zuletzt unendlich klein werden ^), ohne jedoch eine Voraussetzung über

die Art der Conveigenz zu machen. Alsdann beweist er, dass eine im Allge-

oo

meinen convergente trigonometrische Reihe ^ (c«sin nx -{- dn cos nx)^ welche

n =
überall mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Stellen Null darstellt,

nicht existirt, also die Coefficienten Cn und dn sämmtlich verschwinden

müssen ^). Der vorbereitende Satz ist aber nach einer Bemerkung von Herrn

Kronecker gar nicht nothwendig ^). Es sei die Differenz zweier im All-

gemeinen convergenten trigonometrischen Reihenentwicklungen derselben

Function

:

D{x) = C„ + C, + . . + C, + . . = 0,

wo Cq = -^, Cn == Cn sin nx + ^n cos nx ist.

Man bilde nun

D(x + ö) — D(x — ö) =
Cq -{- e^ cos X -\- 62 cos 2 X -{-... = 0^

so müssen nun die Coefficienten e„ = c„ sin (Jw -f- dn cos ön von vornherein

unendlich klein werden, wenn die letzte Reihe im Allgemeinen convergiren

soll, wie es nach Voraussetzung der Fall ist. Nun ist auf diese Function

das von den Herren Heine und G. Cantor benutzte Verfahren anzu-

wenden.

1) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 72. 1870. „lieber einen die trigono-

metrischen Reihen betreffenden Lehrsatz", und Math. Annalen. Bd. 4. 1871.

üeber trigonometrische Reihen.

2) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 72. 1870. Beweis, dass eine für jeden

reellen Werth etc

3) Borchardt's Journ. für Math. Bd. 73. 1871. Notiz zur vorerwähnten Ab-

handlung.



1) Math. Annalen Bd. 5. 1872. Ueber die Ausdehnung eines Satzes aus der

Theorie der trigonometrischen Reihen.
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Man bildet die Riemann'sche Function

:

SO muss

F{x 4- «) — 2 F{x) + F{x — a)

ausser an einer endlichen Anzahl von Punkten gegen Null convergiren.

Dann muss aber nach einem von Herrn H. A. Schwarz gegebenen Beweise J

F(x) eine lineare Function sein (pag. 265, Anm. 2), und zwar, wie Herr

Heine gezeigt hat, in jedem der durch Unstetigkeitspunkte getrennten Inter-

valle dieselbe lineare Function ex -f- e. Also muss

^oy— ea; — e =^^+^ + ^-1- sem.

Indem man nun mit cos n{x — t) multiplicirt, und von — tt bis -j- ^

integrirt, ermittelt man, dass für jedes n und jedes t c„ sin n^ -|~ ^n cos nt

und somit auch c„ und dn selbst verschwinden müssen. Damit ist

bewiesen, dass eine im Allgemeinen stetige Function, die nur eine endliche

Anzahl von Stetigkeitsunterbrechungen erleidet und nicht unendlich viele

Maxima und Minima hat, nur auf eine Weise in eine im Allgemeinen

convergente trigonometrische Reihe entwickelt werden kann.

Es ist aber Herrn G. Cantor durch die erfolgreiche Anwendung eines

Weierstrass'schen Satzes gelungen, den Satz von der Einheit der Ent-

wicklung auch auf Functionen auszudehnen^), die unendlich viel Unstetig-

keiten haben, wenn diese nur in gewisser Weise vertheilt sind. Wenn
eine unendliche Anzahl bestimmter Stellen gegeben ist, so giebt es nach

einem Satze, den Herr Weierstrass in seinen Vorlesungen beweist, in dem

Gebiete dieser Stellen mindestens eine Stelle, in deren Umgebung unendlich

viele definirte Stellen liegen. Es kann aber auch mehrere, und auch

unendlich viele solcher. Stellen geben, und wir wollen ihre Gesammtheit

mit Herrn G. Cantor die erste abgeleitete Punktmenge nennen. Enthält

diese wieder unendlich viele Punkte, so kann man eine zweite Punkt-

menge ableiten u. s. f. Kommt man auf diese Weise zu einer Punktmenge,

die nur aus einer endlichen Anzahl von Punkten besteht, so lässt sich der

Beweis für die Eindeutigkeit der Entwicklung auf diesen Fall ausdehnen.

Es kommt darauf an zu zeigen, dass in jedem der durch die Unstetigkeits-

punkte getrennten Strecken F{x) dieselbe lineare Function von x ist.

Nun lässt sich zeigen, dass in jedem der Intervalle, deren Endpunkte

1

N
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durch die Punkte der ersten abgeleiteten Punktmenge bezeichnet sind, nur

eine endliche Anzahl von Unstetigkeitspunkten liegen kann, so dass nun

wieder der Heine'sche Beweis für jedes dieser Intervalle eintritt. Durch

Iterationen dieses Verfahrens, deren Anzahl eine endliche sein muss, weil

die letzte abgeleitete Punktmenge nur eine endliche Anzahl von Punkten

besitzen soll, zeigt man, dass F{x) ül)erall dieselbe lineare Function ist.

Wir haben daher den Satz: „Eine endliche Function, die in der Weise

unendlich viele Unstetigkeiten besitzt, dass es eine abgeleitete Punktmenge

von einer endlichen Anzahl von Punkten giebt, und überhaupt in eine

trigonometrische Reihe entwickelbar ist, kann nur auf eine Weise in eine

solche entwickelt werden." Eine derartige Function ist, wenn sie nicht

unendlich viele Maxima und Minima hat, integrirbar; also convergirt die

Fourier'sche Reihe für sie, wo sie convergirt, gegen den Werth der Function,

und ist die einzig mögliche Reihenentwicklung.

In dem ganzen Gebiete dieser Functionen müssen daher die Coefficienten

der Reihenentwicklung die Fourier'sche Gestalt haben, und ein Beweis, dass

dies wirklich so sei, führt nur auf einem andern Wege zu demselben Ziele,

wie der Heine - Cantor'sche Beweis von der Eindeutigkeit der Entwicklung.

Ebenso wie umgekehrt ein Beweis, dass die Reihenentwicklung der Func-

tionen aus diesem Gebiete nur die Fourier'schen Coefficienten haben kann,

den Satz von der Einheit der Entwicklung in diesem Gebiete ersetzt. Der-

artige Beweise sind denn auch in der That von den Herren Dini ^) und

Ascoli'^) gegeben worden, sie gelten aber nur für ein beschränkteres

Functionengebiet, als dasjenige ist, für welches der Heine - Cantor'sche Beweis

gilt, geben also keine Erweiterung der Theorie.

Wohl aber haben wir eine Erweiterung der Theorie darin zu erkennen,

wenn Herr P. du Bois-Reymond ^) nachweist, „dass, wie man auch eine

Function f(x) in eine Reihe f{x) = ^ («„ sin nx -\- 6„ cos nx), deren

71 =
Coefficienten On und ?>„ zuletzt unendlich klein werden, entwickeln möge,

die Coefficienten doch immer die Gestalt haben:

"0-2
— TT

1) Siehe pag. 247. Anm. 2. daselbst Art. 4.

2) Siehe pag. 252. Anm. daselbst Art. III. und Math. Anualen Bd. 6. 1873.

pag. 231—240.

3) Abhandlungen der Bayerischen Akademie. Bd. XII, I. 1875. pag. 117

—

167. „Beweis, dass die Coefficienten etc."
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-f- 71 -\- rt

«„ = —
I

f(a) sin nccdcc] fe« == - / f(ci) cos nccda,

— TT — n

jedesmal, wenn diese Integrale einen Sinn haben". Der Zusatz „deren

Coefficienten (in und 6„ unendlich klein werden" fehlt zwar in dem du Bois-

Reymond'schen Satze, muss aber doch gemacht werden, da er in dem Beweise

(a. a. 0. pag. 141) nothwendig gebraucht wird. Der obige Satz schliesst

den Satz von der Einheit der Entwicklung nothwendig in sich, und indem

er die Folgerung enthält, dass es für alle Functionen, deren Entwickelbarkeit

in eine trigonometrische Reibe nachgewiesen ist, nur eine einzige solche

giebt, und dieses die Fourier'sche ist, giebt er allen bisherigen Unter-

suchungen die gewünschte Vervollständigung.

Es sollen nun die Grundzüge der du Bois-Reymond'schen Beweis-

führung angegeben werden. Bis auf Weiteres soll die zu behandelnde

Function endlich bleiben. Zunächst wird der Beweis für die stetigen Func-

tionen, welche nicht unendlich viele Maxima und Minima haben gegeben,

wie ihn im Allgemeinen auch schon die Herren Dini und Ascoli angegeben

haben.

Man bilde die Riemann'sche Function

<x>

an sin n.r -|- hn cos nx
I) F(x) = fc„|-^

71= 1

Es ist nothwendig für jeden Werth von x zwischen — it und -j- n

X a

dx
— n — n

Bildet man nun

X et

0(^) = F{:x) - j dajdßf(ß),
7t 7t

SO folgt

^ {x-{-8) — 2^{x)-{-^ (x— e) z/2 $ (x)
lim f = -^ — ^ — ^

und daraus (x) = c^ -\- c^ x.

Also

X a

n) F(x) =J daj dßf(ß) + c^ + c,x.

71 — 7i

Wenn man I) mit sin ncc^ cos na, 1 multiplicirt und integrirt, so folgt:
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/ F(a) sin 7ia da —
— ji

an

4;^

r F(a) COS na da — (- l)"
^'';^° bn

, • TT .

/ F{a) ,1a = - ^ . 6„ .

Man setze nun für F(x) den Ausdnick II) ein, und ermittele den

Werth der Integrale durch partielle Integration. Indem man 7i unendlich

werden lässt, findet man unter Zuhilfenahme des hier geltenden Satzes, dass

/ f(a) sin nadx und I /!(«) cos na da und «„ und hn zuletzt ver-

— n —n
schwinden, dass zunächst

1

o = 41./Vw(t -("-«)')<''';

?, = — ^J f{jc) (7t — a)da', hQ = ^J f(a) da

— TT

1

— TT — /t

ist, und alsdann, dass

+^7t -\-7t

ün "^ —
I
f(a) sin nada] hn = — 1 f(ci) cos nada

— TT — ft

für jedes 7i ist. Was für stetige Functionen somit nachgewiesen ist, kann

man nun nach der Heine -Cantor'sehen Methode auf alle Functionen aus-

dehnen, die nur eine endliche Anzahl von Maximis und Minimis besitzen,

imd in der Weise unendlich viele Unstetigkeiten, dass eine abgeleitete

Punktmenge von einer endlichen Anzahl von Punkten existirt.

Wenn aber die Function nur der Bedingung, int<?grirbar zu sein, unter-

werfen ist, so kann nicht mehr behauptet werden, dass dann lim ^—
e = *

überall gleich Null ist.

Denn die Function hat hier nicht nothwendig in jedem Punkte einen

bestimmten Werth; ihr Werth kann zwischen einer unteren und oberen

Grenze hin und her schwanken. Bezeichnen wir die Summe der oberen und

der unteren Grenze einer Function f(x) an einer Stelle x mit S(x), und

ihre DiÖ'erenz mit i)(jc), so kann man offenbar dem Werthe der Function
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die Gestalt f{x) = S(x) -j- jD (x) geben, wo j eine zwischen — 1 und -|- 1

liegende reelle Zahl ist, und S(x) und D(x) nun bestimmte Werthe sind.

Wenn man nun ganz nach der von Riemann (art. 8) angewandten Methode

z/* F(x)
limc = o 2— bildet, so findet man, dass dieser die Gestalt hat

lim .=„^^ = Ä(x) +i (f + 1 + i) Dix).

z/^ F (x)
Desgleichen hat man lim ^ = o— i zu bilden für

X a

Fi(x)=JdxJf(ß) dß

und erhält I

lin,.^,^llLM}^S(x)+j,.D(x),

WO j^ ebenfalls zwischen — 1 und -\- 1 liegt. Da nun O (x) = F(x)— F^ (x)

ist, so ist der grösste Werth, den lim e = o ir^ annehmen kann:

(l + ^, + 3 D(-).

Es ist also nicht nachweisbar, dass für jeden Werth von x lim j=o 2

—

= ist. Nichtsdestoweniger lässt sich mit Hilfe der Bedingung der

Integrirbarkeit für f(x) zeigen, dass 0(x) eine lineare Function von x

ist. Sobald. dies bewiesen ist, tritt wieder der pag. 268 und 269 geführte

Beweis in Kraft. Das Intervall von ic bis ic -f- a theilen wir durch die

Punkte:

0?, X -\- öi^ aj + ^i + dg, ...., X -\- öj^ -{- Ö2 -{-•.-{- an — 1^ X -\- a

in Intervalle, und bilden die Summe:

D(x + Q, ö,) ö, + D(x + 6,+Q,S,)ö, + ....

+ D (iT + di + ^2 + •• + ?« <^«) ^n^

WO die Q positive echte Brüche sind.

Diese Summe muss vermöge der Bedingung der Integrirbarkeit ver-

schwinden mit verschwindenden ö. Es muss also erst recht verschwinden

mit verschwindenden ö:

z/2

I

lim, = o ^ [0(x + Q,ö^)ö, + Q(x + ö, + Q., d^) ö^ +

+ 0{X -\- 6^ + Ö2 + ..Qn ^n) Sn]
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oder es ist

a

lim e = T / ^ (x -{- a) da = 0.

Daraus folgt nach dem von Herrn H. A. Schwai'z bewiesenen

Satze, dass

a

I
{x -{- a) da = Cq -{- c^ X

ist, wo CQ'^imd c^ Constanten sind. Nun ist

a a a

j {x -\- a) da = j F(x -\- a) da — j F^ (x -\- a) da.

ü ü

Bezeichnet a^ einen mittleren Werth der zwischen und a gelegenen

a

Werthe von a, so ist / O (x -{- a) da bei unendlich klein werdendem a

ü

gleich F {x + a,) - F, {x + o,) ='^ + '-^ . x.

Lässt man dann a gleich Null werden, so erhalten F(x) und F^^x)

c c
bestimmte Werthe, und dies muss demsjemäss auch bei - und — der Fall

sein. Daher wird

F(x) — F^(x) = Cq + c\x,

wo c'q und c\ Constanten sind, und damit sind wir auf den früheren

Beweis zurückgeführt.

Wird die Function an einer Stelle unendlich, so müssen die Kiemann-

schen Bedingungen (siehe pag. 253) eintreten.

Hiermit hoffe ich die wesentlichsten Untersuchungen über die Darstell-

barkeit willkürlicher Functionen einer Variablen durch trigonometrische

Reihen berührt zu haben, welche seit der Abfassung der Riemann'schen

Abhandlung erschienen sind, und es bleibt mir nun noch übrig, das von

Herrn H. A. Schwarz gegebene Beispiel einer stetigen Function anzu-

führen, für welche die Fourier'sche Reihe nicht überall convergirt.

V.
TT

Das Intervall von — bis sei in unendlich viele bis zur Null kleiner

werdende Theilintervalle:

11 7t 7t 7t X 7t 5r_
Y •

• • [i]' [1]
•

• • [2]'
•

• •' ir=T] "[ry""'M"



n n
"2 '

iÄ]

ü

sinWß^^

7t 71

7t
X— f.i

— \
J^

n

sin [fi] ß+ c,Jsm[ß] sin ß
7t

Diese vier Theile untersuchen wir nun einzeln. Das erste Integral

wird in Theilintegrale zerlegt, so dass in jedem derselben sin [|[^ + 1]|3

von demselben Zeichen ist. Dann folgt unter Anwendung eines be-

kannten Mittelwerthsatzes, dass das Integral nicht grösser sein kann, als

i

7t

'sin^i
sin ß

clßj also nicht grösser, als das Dirichletsche Qq^ und dieses ist

TT 2
nicht grösser als — -| Daher ist der erste Theil von J kleiner als

M 7t

:?„_l-i (— -| ), und verschwindet also mit wachsendem fi.

— 272 -

eingetheilt, wo [A] = 1 . 3 . 5 . . . (2A + 1) für A = 1, 2, 3, . . . |it und

lim jiA = oo sein soll. In dem Aten Intervalle sei eine Function f(^ß) durch

die Gleichung f(ß) == cx . sin [k] ß definirt, wo c^ , Cg , Cg , . . . c^ . . . eine bis

zur Null abnehmende Werthreihe bilden sollen. Diese Function ist von

vornherein stetig; sie nimmt, wenn sich ß der Stelle nähert, mit unend-

lich vielen Maximis und Minimis von unendlich kleiner Amplitude ab, und

es soll festgesetzt werden, dass sie bei ß = selbst den Werth hat.

Um nun zu sehen, ob die Fourier'sche Reihe, welche im Uebrigen die
"

Function darstellt, auch noch an dieser Stelle den Fujictionswerth ergiebt,

hat man den Werth des Integrals

7t

zu untersuchen. Es wird sich zeigen, dass dieses Integral nicht convergirt. Wir

lassen Ä; wie [jii] mit wachsendem |m, unendlich werden, und theilen das Integral ,

nach den vorbezeichneten Intervallen in Theilintegrale; so ergiebt sich:

I
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.

Für ein Theilintegral J'^ des dritten Theils ist die pag. 257 gegebene

Abschätzungsformel anzuwenden. Darnach ist:

n n
[l-n [i-i]

a[^] ist im ^ten Intervalle von ^^ bis (lf + l) f—
j

gleich ö^f/S), dem absoluten

Betrage der grössten Schwankung der Function sin [A] /3 in diesem Intervalle.

Da nun die Differenz zweier Sinus allemal kleiner ist, als die Differenz

der zugehörigen Argumente, so ist

Daher ist:

also ^<i(ß) < ^

1 ^

n

TT

-1]

2

Bildet man nun ^ ./'^, so erhält man für den dritten Theil:

X = IX — i

i. ^
f.1
— 1 i.= fi. —

1

x= II —

1

V r' — 9 . V W ^ !L' . (
tog(2|tt-l) log (2|it - 3)^ '^ >l ^ ^1 ^ [^]

^ 2 "^M 2,a + 1
"t"

(2(1. + 1) {2(1 _ T)
"1"

• •
•

^ = /< — 1 >l = ;< — 1

j iOg5
J"^

(2|iA + 1) (2/x - 1) 9.71'

X = fi — 1 X= jU — 1

»"
(2|iA — 1) (2|it — 3)

"^ • • '
(2|u, — 1) . . . 9 . 7 r

i. = fi — 1 ^ = /< —

1

mit wachsendem (i. Mit unendlich wachsendem
f*

wird nun

Suppl. z. bist.-lit. Abtb, d. Ztsclir. f. Math. u. Phyg. 18
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^ J\ — 2c,^ fi] gegen ^ J',

^ = /< — 1 X= jii — 1 ^= ^ — 1

zugleich aber auch gegen Null convergiren, da 2|w, + 1 stärker unendlich

wird, als log (2(i — 1). Ebenso wie hiernach mit unendlich wachsendem (i

der dritte Theil gegen Null convergirt, kann man dies mit Hilfe derselben ,

Abschätzungsformel vom vierten Theile zeigen. Es bleibt noch der

zweite Theil
,

n

^ f sin fJ
"^

7t

zu untersuchen übrig. Da sämmtliche Elemente desselben positiv sind, so

ist das Integral

) ^k^j ,ß = j" > 7^kMi aß.
J sm p

^ J sm ß ^

n n

Nun kann man leicht zeigen, dass auch

n

j"> f'^Mldß
7t

ist, und erhält daher durch Addition der beiden letzten Ungleichungen;

7t 7t

L^<
— 1

j t,w -

J" > -^ 1 -,^, also auch > ^ /

[/'-!] [,"-lJ

ß '

7t 71

Es ist daher c^ /" ^ i ^lu log (jtt 4" t)- Wählt man nun die Werthreihe der

Cju. so , dass lim^ = « c^t log (fi -\- ^) unendlich wird , während Cj endlich

bleibt, und Cu doch mit wachsendem (i unendlich klein wird, so wird der

zweite Theil von J unendlich gross. Dies tritt z. B. ein, wenn man für

die C/x eine Reihe wählt, die wie die absoluten Beträge von —=:=^=^
V log

(i"- 4- \)

mit wachsendem ft abnimmt. Denn dann wird der zweite Theil von J
selbst <C -J

log (jii -f" i) ^Iso unendlich gross mit unendlich wachsendem ^.

Damit ist nachgewiesen, dass die Fourier'sche Reihe, welche die angegebene

stetige Function sonst darstellt, an der Stelle Null nicht convergirt.



Anmerkung.

Vorstehende Abhandlung ist zuerst im Mai 1879 als Inauguraldisser-

tation in Göttingen erschienen. Herr P. du Bois-Reymond hat sich be-

wogen gefühlt, gegen dieselbe im Mai 1880 eine Schrift unter dem Titel:

„Zur Geschichte der trigonometrischen Reihen, eine Entgegnung" (Tübingen)

erscheinen zu lassen. Eine von mir verfasste Anzeige derselben findet sich

in den Göttinger gelehrten Anzeigen. 1880. Stück 31. Die Einwendungen

des Herrn P. du Bois-Reymond, soweit sie sachlich sind, habe ich in Er-

wägung gezogen und auf pagg. 241 und 248 mit Dank benutzt; auf pagg.

242 und 243 sind Aenderungen in der Wortfassung vorgenommen worden,

und grössere Ausführlichkeit ist der Kritik der du Bois-Reymond'schen Auf-

fassung des bestimmten Integrals auf pagg. 250 und 251 ertheilt worden.

Arnold Sachse.

Inhaltsangabe.

I. Angabe des Problems, dessen Geschichte behandelt werden soll,

üeber die Entstehung des Begriffes einer willkürlichen Function. Definition

der Fourier'schen Reihe, lieber die Priorität der Auffindung der Coeffi-

cientenbestimmung dieser Reihe. Das Poisson'sche Integral. Der Cauchy'sche

Versuch, die Convergenz der Fourier'schen Reihe zu beweisen, und daran

sich knüpfende Erörterungen, ob der Cauchy'sche Satz und ähnliche über-

haupt zum Ziel führen können.

IL Die Dirichlet'sche Abhandlung. Ihre Bedeutung für die Klärung

der Fundamente der Analysis. Dirichlet's Beweis für die Convergenz der

Fourier'schen Reihe. Reduction der die Function beschränkenden Bedingungen,

üeber den Begriff der Darstellbarkeit einer Function. Ueber den Mittel-

werth an den Unstetigkeitsstellen. Dirichlet's Ansicht über die von ihm

nicht erledigten Fälle. Seine Definition des bestimmten Integrals. Sein

Irrthum in Betreff der stetigen Functionen. Ueber das Verhältniss der

Darstellung einer willkürlichen Function zur Naturerklärung. Die Lip-

schitz'sche Bedingung für die Functionen mit unendlich vielen Maximis und

Minimis. üeber das Verhältniss der gefundenen Bedingungen zu den noth-

wendigen.

18
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III. Die Riemann'sclie Habilitationsschrift. Ihr Ziel. Die vorbereitenden

Auseinandersetzungen über einige Fundamentalsätze der Analysis. Die

beiden Riemann'schen Bedingungen; sie sind hinreichend, und auch noth-

wendig, aber in einem andern Sinne, als dem bisherigen. Die daraus ab-

zuleitenden Resultate über die Darstellbarkeit, üeber das Unendlichwerden

der Functionen, üeber das schliessliche Verschwinden der Fourier'schen

Coefficienten. Die Convergenz der Fourier'schen Reihe hängt nur von dem

Verhalten der Function in der unmittelbaren Umgebung der betrachteten

Stelle ab. Beweis dafür mit Hülfe einer Abschätzungsformel von Herrn

H. A. Schwarz. Mit deren Hülfe auch Ableitung der Lipschitz'sehen Be-

dingung. Ueber die Functionen mit unendlich vielen Maximis und Minimis.

IV. Ueber die Eindeutigkeit der Entwicklung einer Function in eine

trigonometrische Reihe. Die Aufklärung über die Cauchy'sche Ansicht be-

treffend die Integration einer unendlichen Reihe durch Herrn Weierstrass.

Definition des Begriffes der Convergenz in gleichem Grade. Die erste Auf-

stellung dieses Begriffes durch Herrn Seidel. Durch die Weierstrass'sche

Bemerkung waren eine Reihe der bisherigen Beweise in Frage gestellt.

Insbesondere der Satz von der Eindeutigkeit der Entwicklung. Heine's

Beweis, dass die Fourier'sche Reihe in gleichem Grade convergirt. Ver-

vollständigung dieses Beweises. Der Heine'sche Beweis für die Eindeutig-

keit der Entwicklung der stetigen Functionen, die nicht unendlich viele

Maxima und Minima haben. Cantor's Fortführung der Heine'schen Unter-

suchungen ohne Voraussetzung der Convergenz in gleichem Grade. Ihre Aus-

dehnung auf unendlich oft unstetige Functionen besonderer Art. Ueber das

Verhältniss der Heine-Cantor'schen Sätze über die Eindeutigkeit der Ent-

wicklung zu dem Satze, dass die Coefficienten einer convergenten trigono-

metrischen Reihenentwicklung einer Function die Fourier'sche Form haben

müssten. Beide erreichen dasselbe in einem gewissen Functionenbereich.

Ausdehnung des zweiten Satzes zu seiner weitesten Brauchbarkeit durch

Herrn P. du Bois-Beymond. Dessen Beweismethode.

V. Einfaches Beispiel einer stetigen Function, für welche die Fourier-

sche Reihe, welche die Function sonst darstellt, an einer Stelle nicht con-

vergirt.
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