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SUR LES FONCTIONS 

DE m VARIABLES COMPLEXES 

PAR 

PIERRE COUSIN 
à CAEN. 

Introduction. 

Dans un mémoire remarquable publié dans le tome 2 des Acta 

mathematica M. PorxcaAnÉ a démontré le théorème suivant: 

Si une fonction analytique de deux variables complexes n'admet à distance 

finie que des singularités non essentielles elle est le quotient de deux fonctions 

entieres. 

Le mémoire de M. Porncare est le seul travail publié sur cette im- 

portante question. Je me suis proposé d'établir pour les fonctions de » 

variables complexes un théorème plus général que celui de M. Porxcan£, 

en employant à cet effet un procédé de démonstration qui m'est personnel. 

Je me suis efforcé dans cette étude d'établir la plus grande analogie 

possible avec la théorie connue des fonctions d'une seule variable complexe. 

M. MrrrAG-LrrrFLER a, dans un théorème devenu classique, démontré 

lexistenee et donné l'expression analytique d'une fonction d'une variable 

complexe n'admettant pour points singuliers que des points donnés à 

l'avance et formant un ensemble dénombrable dont le seul point limite 

est le point co et telle qu'en chacun de ses points singuliers elle se 

comporte comme une fonction donnée. Deux théorémes importants dus 

à M. WEIERSTRASS peuvent étre considérés comme des conséquences suc- 

cessives, du théorème de M. Mrrrac-Lerrier; le premier est relatif à 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 avril 1894. 3 1 



2 Pierre Cousin. 

l'existence d'une fonction entiére admettant pour zéros des points donnés 

à l'avance; le second relatif à l'expression sous forme d'un quotient de 

deux fonetions entiéres d'une fonction d'une variable qui n'admet comme 

points singuliers que des pôles. Ces trois théorèmes forment un ensemble 

de trois propositions intimement reliées entre elles. Je crois étre arrivé 

à donner pour les fonctions de n variables complexes un groupe de trois 

propositions correspondant aux trois précédentes, et reliées entre elles 

d'une facon analogue. Toutefois, en ce qui concerne la deuxième de 

ces propositions, une différence importante s'impose entre le cas d'une 

variable et le cas de plusieurs variables; elle est due à ce fait qu'une 

fonction réguliére d'une seule variable n'admet pour zéros que des points 

isolés, tandis que les zéros d'une fonction de plusieurs variables complexes 

ne sont jamais des points isolés; le probléme ne se présente done plus 

de la méme facon dans les deux cas; les énoncés des théorémes VI et 

IX indiqueront comment on peut poser le probléme dans le cas de n 

variables complexes. 

Parmi les travaux se rattachant aux questions que j'ai traitées je 

signalerai, outre le mémoire précité de M. PorxcARÉ, deux extensions 

aux fonctions de # variables complexes du théorème de M. Mrrrac- 

LrrrLER données par M. ArPzLL! et par M. DavurHEVILLE. * ^ 

Pour l'exposition, j'ai divisé mon travail en quatre parties. 

La premiére contient la démonstration de quelques propositions pré- 

liminaires, qui sont, je crois, pour la plupart nouvelles; toutefois M. 

ParxsLEVÉ? a déjà donné une proposition analogue, moins générale. 

La deuxiéme partie est consacrée à la démonstration d'un théoréme 

qui est, pour la suite, d'une importance capitale. 

La conclusion de la troisiéme partie est le théoreme suivant: 

Si une fonction de m variables complexes n’admet que des singularités 

non essentielles à l'intérieur de m cercles ayant pour centres les n origines et 

dont chacun a un rayon fini ow infimi, cette fonction est le quotient de deux 

séries entières par rapport aux n variables, convergentes à l'intérieur des n 

cercles. 

"Acta mathematica, tome 2, page 7I. 

* These, Paris, Gauthier-Villars, pages 44 et 50. 

? These, Paris, Gauthier-Villars 1887, page 68. 



Sur les fonctions de ?» variables complexes. 3 

La quatriéme partie a pour but la démonstration de quelques 

théorémes qui sont, dans une certaine mesure, l'extension pour » variables 

des théorèmes donnés pour une variable par M. MrrrAc-LrrrrEn dans le 

tome 4 des Acta mathematica. 

En terminant cette introduction, qu'il me soit permis de remercier 

MM. Porncare et ArrELL pour le bienveillant accueil qu'ils ont fait à 

mes premières recherches, et de leur exprimer ici ma profonde recon- 

naissance. 

T 
Propositions préliminaires. 

1. J'emploierai pour les variables complexes la representation 

géométrique ordinaire: chaque variable sera représentée par un point 

d'un plan. 

J’établirai d'abord quelques propriétés de la fonction ¢(y) définie 

par l'égalité: 

(1) e(y) — | = a—y 

y et z sont deux variables complexes représentées sur le méme plan: 

l'intégrale est prise le long du chemin AEB de À vers B; je suppose 

pour plus de simplicité que ce chemin ne présente aucune boucle. Pour 

distinguer entre les points A et B, je dirai que A est l'origine et B 

l'extrémité du chemin d'intégration; lorsque cette distinction ne sera pas 

nécessaire les deux points A et B seront appelés les deux extrémités du 

contour d'intégration: aucune confusion ne pourra ré- 

sulter par la suite de cette désignation. A 

Soit CED un chemin supposé parcouru de C vers 

D et traversant AEB en un seul point E; je trace la 

ligne AMB ne traversant pas CE et telle que le point 

C soit intérieur au contour AMBEA: si le sens AEB 

est direct sur le perimetre du contour AMBEA, je 
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dirai que CED traverse AB dans le sens direct: dans le cas contraire 

CED sera dit traverser AB dans le sens indirect. 

La fonction e(y) qui est définie par légalité (1), est régulière en 

tout point qui n'est pas situé sur le chemin d'intégration AEB: ce chemin 

AEB est. une coupure pour la fonction ¢(y). 
V. HR ME I SUE Des EUR: ; 

L'expression explicite de g(y) est d'ailleurs, en désignant par a et b 

les valeurs de z correspondant aux deux points A et D: 

I b—y 
y) = — log : 

e(y) 217 Pa—y 

en prenant pour le logarithme une détermination convenablement choisie. 

De cette expression explicite de ç(y) se déduisent les propositions 

suivantes: 
i Si l'on fait parcourir au point y un chemin CED traversant 

AB au seul point E, la continuation analytique de g(y) est régulière au 

point E et en tout point de ED; l'expression de cette continuation ana- 

lytique est en tout point de ED donné par: 1 + ¢(y), si CED traverse 

AB dans le sens direct; et par: — 1 + ¢(y) dans le cas contraire. 

2°. La continuation analytique de la différence: 

I 

(y) — 2:,1og (b — 9), ' 

r 
est reguliere au point D; et la continuation analytique de: 

D 

¢(y) + >= log (a — y) 
est régulière au point À. 

2. Je considère une fonction f(x,, $,,..., 9, , y) des (n + 1) va- 

riables complexes 2,,2,,...,7,,)/ représentées géométriquement sur 

(n + 1) plans différents  7,,7,,...,7, sont » contours fermés, simples 

ou complexes, tracés respectivement sur les n plans des n variables 

v,.0,,..., 7,5; l'ensemble de ces contours sera désigné par 7; l'ensemble 

des valeurs 2,, 2,,..., x, sera le point x; je dirai que & est intérieure 

a7 Si 7,.2,,...,4, Sont respectivement intérieureg95752 y. ee ja 

' La determination à prendre pour log(b — y) est arbitraire. 
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Pour abréger l'écriture, j'écrirai f(x,y) au lieu de f(x,, 2, ,..., 2, , y) 

toutes les fois qu'il n'en pourra résulter aucune confusion. 

I désigne un contour fermé, simple ou complexe du plan de la 

variable y; (r,y) sera dit intérieur a (r, /") si x et y sont respective- 

ment à l'intérieur de 7 et /". 

Cela posé, je suppose la. fonction f(a, y) réguliére tant que x est 

dans 7 et y dans /". 

Je définis une fonction d(r,y) des (n+ 1) variables z,, 7,, ..., 2,, y 

par l'égalité: 

(2) 
O(c, y) = 2 (tee

, 

a—y 
AEB 

2 est représenté sur le méme plan que la variable y; le chemin d'inté- 

gration AEB est supposé tout entier à l'intérieur de /* 

La fonction ainsi définie est régulière pour z intérieur à 7 et y 

queleonque dans son plan, mais non situé sur la ligne d'intégration AEB; 

cette dernière est pour ®(x,y) une coupure relative à la seule variable y. 

Je vais étudier la continuation analytique de (x, y) lorsque y 

traverse le chemin AEB, x se deplacant en méme temps d'une facon 

quelconque à l'intérieur de 7. 

Pour cela, je remarquerai d'abord que la fonction 
a 

D 

est régulière pour z intérieur à 7 et y et z intérieurs a /'. Soit, en 

effet: z,.— 0, , 2, = 0,,..., = 6,5, — 0,8 — c un point intérieur à 

(p, I’); si b n'est pas égal à c, il est clair que la fonction considérée 

est régulière en ce point. Je suppose done c = b, et je pose: 

Ly = ©, + % (p=1,2,...,n) 

y=y T5, 

2—# +b. 

Je trace sur les plans des # variables x, n cercles de rayon R de 

centres @,,@ ., 4,, en supposant À assez petit pour que ces x cercles mur: 
soient respectivement intérieurs à 7,,7,,-..,73 et sur le plan de la 

variable y, je trace un cercle de centre 6 et de rayon p assez petit pour 

que ce cercle soit intérieur zw ge 
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Je désigne par C l'ensemble des (n + 1) cercles tracés. La fonc- 

tion f(x,y) est développable en série entière en zj, ;,..., v, , )', con- 

vergente à l'intérieure de C; soit: 

2 DAG OS Oe ey 
n 

ce développement; en y remplacant chaque coefficient A par son module 

|A|, les variables x par A, et y par p, on obtient une série convergente: 

(3) D 

On a à l’intérieur de C: 

A | Rage, 

10, 10. 

f(x, 2) — fle, y)  X4e a? ... en (GP — y4) 
z2—y a —y 

En effectuant la division par 2’ — y' de chaque terme du second membre, 

on est conduit a la serie: 

(4) SAG xj ee: coer = z/4- 29 ie M. i Ex gy? + ye) 

5 qui devient, en remplaçant chaque coefficient A par son module | A 

les x par À, et y et z par un nombre positif r: 

(5) 
2 | A | Reto tan 8-1 

cette dernière série est convergente pour r < p, comme étant la dérivée 

par rapport.à r de la série (3) ou l'on aurait remplacé p par r. 

La série (4) est done absolument convergente dans C; par suite 

Ne) 
zZ y 

y = 72 = b, ce que je voulais établir. 

est régulière au point r, — a,, v, Ln dis issued 

On peut dés lors poser: 

ee II oe 2.19.8 
2—y ( , y , 2), 

F(x,y,2) étant régulière en tout point (x,y,2) intérieur à (7,7). 

L'égalité (2) peut être maintenant écrite pour (x, y) intérieur à (y, /’) 

sous la forme: 

P(x, y) = al | F(z,y,z)de + 
207 

f(x, y) * da 

Zin 2 — 
AEB AEB 
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ou en posant comme précédemment: 

= I "da 
PUISE | 

AEB 

9(s,y) = [Fw,y,2de + gly) fe.) 
AEB 

L'intégrale qui figure au second membre est une fonction de x et y ré- 

guliére en tout point intérieur à (7, 7): il en est de méme par hypo- 

thèse de f(r, y); enfin la fonction g(y) a été étudiée dans le paragraphe 

précédent. On en conclut immédiatement les propriétés suivantes de 

P(x , y): 

ı°. Si l'on fait parcourir au point y un chemin CED (de C vers D) 

contenu à l'intérieur de /' et traversant AEB au seul point E, tandis 

que æ se déplace d'une facon quelconque à l'intérieur de y, la conti- 

nuation analytique de M(x, y) est régulière au point E et en tout point 

de ED: elle a pour expression O(r,y)-- f(r,y) si CED traverse AB 

dans le sens direct et pour expression: (x, y) — f(r,y) dans le cas 

contraire. 

2°. a et b étant les valeurs de z qui correspondent aux points A 

et B, la continuation analytique de la différence: 

o 
d(x,y)— — log (b — y), ' 

est réguliére au point B et celle de: 

ole, y) + EM log (a — y) 24 

est réguliére au point A. 

3. Soient » chemins d'intégration A,B, A,B,..., A,B tracés sur 

le plan commun aux deux variables y et z, et ayant l'extrémité B 

commune; le sens d'intégration est pour chaque contour de 4 vers B. 

Ces contours sont supposés ne pas se couper et n'ont par suite aucun 

! La détermination à prendre pour log(b — y) est arbitraire. 
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autre point commun que BD; de plus on suppose qu'en parcourant dans 

le sens direct un petit cercle de centre B, on rencontre les contours 

précédents dans l'ordre: A,B, A,B,..., A,B 

cest a dire par ordre d’indices croissants. 

Je trace alors la ligne A, MA, de facon 
qu'il n'y ait aucun des contours précédents 

à l'intérieur du contour fermé 4, DA,MA,. 

A chaque chemin A,B, je fais corres- 

pondre une fonction f,(x, y) de (n a I) va- 

riables z,,2,,...,2,,9 régulière pour x 

intérieur à un contour fermé 7' et pour y 

intérieur à un certain contour fermé C, enveloppant le chemin A,B. 

Le contour /' est le méme pour les x fonctions f,(x, y). 

I "Fa, 2)dz. 
| Pe) , 

ApB 

Je pose: 

l'intégrale est prise le long de A,B de A, vers B; la fonction £,(x , y) 

est de la forme de celle qui a été étudiée dans le paragraphe précédent. 

Je définis une fonction @(x,y) pour x intérieur à 7' et y intérieur 

à DA, MA,B par l'égalité: 

(v , y) = Xe,(o , y); ue cus 
cette fonction est réguliére en tout point intérieur à la région oü je la 

suppose ainsi définie. 

Je vais donner la condition nécessaire et suffisante pour que l'ex- 

tension analytique de O(r, y) soit régulière au point B, x étant toujours 

supposé à l'intérieur de J’. 

Si b est la valeur de y correspondant au point B, l'extension ana- 

lytique de la différence 

I 

gy , y) — 7 fe 3 y) log(b — y) 

est régulière au point PB; il en sera de méme de la continuation ana- 

lytique de: 
1 \ I ey, N Xe (o, y) — gz MG, y) log (b — v) =D 
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c'est-à-dire de: 

M(x, y) — 5; log (b — y) Xf, (x , y). 

La somme Xf,(r,y) est régulière au point B comme chacune des fonc- 

tions qui la composent (x restant toujours dans /’). 

La condition nécessaire et suffisante pour que l'extension analytique 

de M(x, y) soit régulière au point B sera done que: 

Zf,( , 9) — o, : 
identité qui a un sens bien précis pour y dans le domaine de B, x étant 

toujours quelconque dans 7”. 

4. Un cas particulier dont la considération sera utile plus loin est 

celui où la somme précédente se réduit à un multiple de 2iz; soit: 

Zf,(& , y) = 2ikm. 

La continuation analytique de la différence 

O(z , y) — log — y) 

est alors régulière au point B. 

Il. 
Démonstration d’un théorème fondamental. 

s. Les propositions qui sont l'objet du présent travail, sont la con- 

séquence d'un théorème fondamental que je vais exposer dans cette 

deuxième partie. 
Il sera tout d'abord question de fonctions de (n + 1) variables 

complexes de la nature suivante: chacune de ces fonctions est définie à 

l'intérieur d'une certaine région pour tous les points de laquelle elle 

n’est pas supposée régulière, mais dans laqueile elle est monotrope et 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 avril 1894. 9 
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n'admet pas d'espace lacunaire. Cette derniere condition signifie d'une 

facon précise que si M désigne un point quelconque de la région con- 

sidérée, il existe un point aussi voisin que l'on veut de JZ pour lequel 

la fonction est reguliere. 

Si deux fonctions de cette nature se trouvent définies simultanément 

à lintérieur d'une méme portion d'aire et si leur différence est reguliere 

en tout point de cette aire, je dirai que les deux fonctions sont équi- 

valentes dans la portion d’aire consideree; si leur difference est réguliere 

en un point, les deux fonctions seront équivalentes en ce point. 

La condition nécessaire et suffisante pour que deux fonctions Æ et 

Q soient équivalentes en un point JZ, est que lon ait pour les points 

situés dans le domaine de M: 

i 047 

f étant une fonction réguliére en M. 

Il est clair que deux fonctions équivalentes en un point à une méme 

troisieme sont équivalentes entre elles. 

Cela posé, soit 7' un ensemble de contours fermés simples ou com- 

posés py,. fj»... f. tracés respectivement sur les x plans des » variables 

£,,2,,...,*, . Dans tout ce paragraphe le point z ($,,2,,..., 9,) sera 

constamment supposé à l'intérieur de Z’ et pourra être quelconque dans 

I’; les seules distinctions à faire dans la position des points représentant 

des variables porteront sur une (nm + 1)"* variable y; de telle sorte que 

quand je dirai que la fonction f(r, y) de x, ,æ,,...,æ,, y est réguliere 

en un point du plan de la variable y, cela signifiera qu'elle est réguliére 

en ce point quel que soit x à l'intérieur de J’. 

Soit S une aire connexe du plan de la variable y: cette aire S est 

subdivisée en régions R,, R,,..., R,... en nombre quelconque mais fini, BR 

et dont chacune est limitée par un contour fermé simple. Deux régions 

BR; 

perimetre: cette portion commune sera désignée par /,,; / 

et R, seront dites contigués si elles ont une portion commune de 

np peut étre une 

ligne continue, ou bien étre composée d'un certain nombre de lignes 

continues distinctes mais en nombre fini: les extrémités de /,, seront les 

extrémités des différentes lignes qui la composent; /, est la ligne que 

y doit traverser pour passer de la région A, à la région À, sans entrer 

dans une autre région que ces deux-là; j'aurai à envisager des intégrales 
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pour lesquelles le chemin d'intégration sera /,,; jétablis à cet effet la 

distinction suivante entre les deux notations /,, et /,,: /,, sera parcourue ny pn np 

our l'intégration dans le sens qui est direct sur le perimetre de R,; 
eo n? 

I, sera parcourue dans le sens qui est direct sur le périmètre de R,: 

ainsi 4. et / np m designeront le méme chemin d'intégration mais avec des 

sens différents; il résulte de là que y, en passant de À, à AR, traversera 

I, dans le sens direct, et l,, dans le sens indirect. 

J’aurai encore à considérer les points qui sont communs aux péri- 

metres de plus de deux régions, tout en étant intérieurs à S (et non sur 

son périmétre); ces points seront appelés des 

nœuds; soit B un de ces nœuds; si j'appelle 

R,,R,, R,,..., H,, R, les régions que l'on tra. 

verse successivement en faisant le tour du point B 

B dans le sens direct, B est l'extrémité commune 

aux chemins d'intégration, dur , 5, , vr 05 das lus 

les régions R,, R,, R,,..., R,, R, seront dites 

attenantes au nœud B. 

A chaque région R, je fais correspondre une fonction des (n + 1) 

variables complexes z,,2,,..., 41,9, f,(r,y) définie pour x intérieur 

a J’ et pour y intérieur à un contour fermé 3 enveloppant R,: à l'in- 

térieur de la région où elle est définie f,(x, y) est supposée monotrope et 

sans espace lacunaire; on fait de plus l’hypothèse suivante: si R, et R, 

sont deux régions contigués, R, et 3X, ont une portion d'aire commune 

où les deux fonctions f,(r, y) et f,(~,y) sont simultanément définies; 

on suppose que ces deux fonctions sont équivalentes dans la portion d'aire 

ou elles sont simultanément définies; /,, étant tout entière dans cette 

portion d'aire, il résulte de là que la différence f,(r, y) — f,(x , y) sera 

régulière en tout point de /,,, y compris ses extrémités. 

Si A est un point intérieur à R,, je dirai que f,(r, y) est la fonc- 

tion correspondant au point A; et si A est un point commun aux péri- 

metres de plusieurs régions AR, , 

point A sera l'une quelconque, prise à volonté, des fonctions f,(x, y), 

ft, y). (y) etc. 
Voici le théoréme que je vais établir: 

R,, R, etc. la fonction correspondant au 

Théorème fondamental. I! existe une fonction F(x, y) monotrope et 
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sans espace lacunaire définie pour x intérieur à I' et y intérieur à S et 

qui, en chaque point intérieur à S, est équivalente à la fonction correspondant 

à ce point. 

L'expression point intérieur à S, employée dans l'énoncé précédent. 

exclut les points situés sur le périmetre de S. 

Definition des fonctions L,(z,w) et d(r,y) Pour le démontrer, je 
, 

pose, À, et À, étant deux régions contigués: 

D 

2 est une variable complexe représentée sur le méme plan que la variable 

y; l'intégrale est prise le long de J,,; si /,, se compose de plusieurs lignes 

continues distinctes, Z,,(r, y) est alors la somme d'intégrales analogues 

à la précédente dont les chemins d'intégration sont les différentes lignes 

continues composant /,. Comme en tout point de cette ligne [/,, 

f(x, à) — f(x, 2) est régulière par hypothèse, l'intégrale précédente est 

de la forme de celles étudiées au paragraphe 2. (v, y) est régulière 

pour toute valeur de y excepté le long de /,, qui est une coupure pour 

cette fonction. 

Il importe de remarquer que: 

LAG ? y) E Ton , y) 

car par la permutation des indices p et » le sens de l'intégration change 

en méme temps que le signe de la fonction intégrée. 

Soit posé: 
O(a , y) = 21,,(&, y), 

la somme X s'étendant à toutes les combinaisons des indices n et p 

correspondant à deux régions contiguës. La fonction $(r, y) admet 

comme coupures tous les chemins d'intégration J,,; elle est reguliere en np? 

tout point non situé sur un de ces chemins. 

Definition des fonctions g,(®,y). Je considère la fonction ¢,(x , y) 

qui à l'intérieur de À, est égale à P(x,y); elle est régulière en tout 

point intérieur à cette région, puisque Zi, ne renferme aucune des coupures 
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de (r,w) -La continuation analytique de ¢,(x,y) est encore régulière 

en tout point 4 du périmètre de À, intérieur a S. Soit en effet /,, la 

portion du périmétre de R, à laquelle appartient le point A. Si A n'est 

pas une extrémité de /,, la seule intégrale dont le chemin d'intégration 

passe par A est Z,,(r, y); il résulte du paragraphe 2 que la continuation 

analytique de /,(r,y) en tout point de /,, autre que ses extrémités, est 

régulière. Il en est done de méme pour e,(r, y), qui, à l'intérieur de 

R,, est donné par: 

gut. y) — Dir y — EL y. 

Si A est une extrémité de /,,, comme il est np 

par hypothèse intérieur à S, c'est alors un nœud; 

solent R,, R,, R,,..., R,, R, les régions que l'on 

traverse successivement en faisant le tour de À 

dans le sens direct; je partage la somme d'inté- 

grales ®(x,y) en deux parties; la première @, (x,y) 

comprenant toutes les intégrales dont le chemin 

d'intégration a pour extrémité A; la seconde ,(x, y) comprenant toutes 

les autres intégrales: 

0r, y) = De, y) + O(c, y) 
®,(x , y) est régulière en A; la continuation analytique de 4,(r, y) est 

aussi reguliere en A, d’apres le paragraphe 3; car les fonctions: 

ha) — hl, 9), 

f(t > 9) — foin s 9), 

fi, y) — fin, y), 

AC, y) — fiin ; 9) 

qui figurent dans les intégrales prises le long des chemins aboutissant 

en A, et qui sont toutes réguliéres en A, ont une somme identiquement 

nulle; par suite, ®,(x, y), considérée actuellement pour y intérieur à R,, 

est, par continuation analytique, réguliére en A; il en est de méme de: 

j Pa(x ; y) = O,(r,vy)-- D,(x, y). 
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On a ainsi fait correspondre à chaque region R,, une fonction 

c,(r,y) définie et régulière à l'intérieur de R,, et qui, par continuation 

analytique sera considérée comme définie et sera régulière en tout point, 

intérieur à S, du perimetre de À,. 

Relations entre deux fonctions ¢,(x, y) et e,(x , y) correspondant à deux 

régions contigués ow attenantes. R, et R, étant deux régions contigués et 

A étant un point de [, 

e,(r,y) et e,(x, y) et la différence f,(x , y) — f, (v, y) sont régulières au 

point A, c'est-à-dire regulieres à l'intérieur d'un petit cercle c de centre 

A; la ligne | 

à R 

autre que ses extrémités, les deux fonctions 

, partage le cercle c en deux parties: l'une c, intérieure 

l'autre c, intérieure à R,. On a, à l'intérieur de c,: n? p p , n 

e. (x , y) Fer P(x , y); 

pour avoir l'expression de ç,(x , y) à l'intérieur de c,, 

lorsque le point y passe de c, a c, il traverse /,, dans le sens direct: 

je remarque que, 

par suite la continuation analytique de 1L,,(x , y), lorsque y passe de c, 

a €, est: 

L,(t;y)-4- f(e,vy)— f(x, y); 

celle de @(x, y) sera done, dans les mêmes hypotheses: 

D( , y) + fon v) — Flos 9): 
on a donc, à l'intérieur de c,: 

e. (v , y) — D(x , y) sh f, (t , y) P f(x , y); 

e,(r, y) = Dx, y), 

(1) e(t, y) — LL 59) = faim.) — ha, v) 

cette égalité démontrée ainsi pour y intérieur à c,, subsiste à l'intérieur FR 

de tout le cercle c, puisque les deux membres sont des fonctions ré- 

gulieres dans c. La relation (1) est ainsi verifiee en tout point A de 

|, autre que ses extrémités; si une extrémité D de /,, est un nœud, 

la relation (1) subsistera encore dans le domaine de B; car les fonctions 

ex 4), 98,9%)» HT: v) —f.(xv,y) sont régulieres en tout point de 

lips Y compris le point B. Soient R,, R,, R,,..., R,, R, les regions tra- 
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versées successivement lorsque l’on fait le tour de B dans le sens direct. 

On a dans le domaine de B, par l'application de la relation (1) aux 

groupes de régions contiguës R, et R,, R, et R,,..., Rretinerh, etek. 

€, (x , y) er e, , y) = f. (€ , y) = f(x , y), 

g,(x , y) — Pal y) = af v) — foo 9), 

go, y) — em y) = fx, y) — fin, v) 

gx y) — ey) = (my) — fin 9) 

si À, et R, désignent deux quelconques des régions attenantes au point 

B, contigués ou non, on conclut des égalités précédentes par une com- 

binaison simple: 

(2) na, 9) — eiie y) = fi, y) — fo, v) 
Définition de F(x,w) Je définis maintenant une fonction F(x, y) 

pour z intérieur à J’ et y intérieur à S par la condition suivante: en 

tout point intérieur à R, et dans le domaine de tout point de son péri- 

métre intérieur à S, on a: 

F(a, y) = ev ’ y) 35 Ta (a , y). 

De là résulte que dans le domaine d'un point A intérieur à S et com- 

mun aux périmétres de plusieurs régions, on a plusieurs expressions 

différentes de F(x, y): il faut montrer qu'elles sont identiques; en effet, si 

£a (t , y) E 1 (a: ? y) 

et 

g(x,y) + f(x,y) 

sont deux de ces expressions, À, et A; sont contiguës ou attenantes au 

point A, et l'on a, dans les deux cas, dans le domaine de A, la relation: 

ex , y)— e; , y) = f(x , y) — fin (t , y) 

ou: 

e£» (€ , y) + fale , y) zu ec , y) =F f(x , y). 
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La fonction f'(r,) est done définie d'une facon unique à l'intérieur de 

S; elle est équivalente en tout point intérieur à S à la fonction qui 

correspond à ce point; car si f,(r,y) est cette fonction, on a, par dé- 

finition, dans le domaine du point considéré, la relation: 

Fe, y) = f(* y) + ex v), 

e,(x , y) étant régulière au point considéré. 

6. Le théoréme qui vient d'être démontré relativement à des fonc- 

tions monotropes et sans espace lacunaire, peut être étendu à des fonctions 

non monotropes d’une nature particulière: je veux parler des fonctions 

qui sont les logarithmes de fonctions régulières. 

La démonstration est analogue à la précédente; les notations que je 

n'explique pas à nouveau conserveront le même sens que dans le para- 

graphe précédent. 

A chaque région A, je fais correspondre une fonction w,(x, y) ré- 

euliére pour x intérieur à J’ et pour y intérieur à &,, et je pose: 

f,@, y) = logu,(2,9Y). 

f,(~, y) est une fonction dont la valeur n'est déterminée qu'à un multiple 

pres de 2iz; il n'y a pas lieu de chercher à distinguer entre ces diffé- 

rentes valeurs de la fonetion puisqu'en général elles sont susceptibles de 

se permuter entre elles. Chacune d'elles est d'ailleurs une fonction ré- 

guliére en tout point pour lequel w,(r, y) n'est pas nul. 

Je supposerai que les fonctions w,(r,) satisfont à la condition 

suivante: À, et R, étant deux régions contigués quelconques, la fraction: 
n 

Un(® ; Y) 

Up(@ , y) 

est supposée régulière et différente de o dans la portion d’aire commune 

à &, et &,. Il en résulte que la différence: 

le) ee) 

est reguliere dans la portion d’aire commune a &, et &,; cette fonction 

n'est définie qu'à un multiple pres de 2iz, mais chacune de ses dé- 

terminations est régulière dans la portion d'aire considérée. 
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Je vais démontrer le théoréme suivant: 

ll existe une fonction F(x, y) définie a l'intérieur de S à un multiple 

prés de 2iz et telle que, en tout point intérieur à S, F(x, y) est équivalente 

à la fonction f(x, y) correspondant à ce point. 

Je pose comme précédemment: 

T oy) = feet, 
a s—y 

Inp 

on prendra pour f,(r,2)— f,(r,2) qui est une fonction réguliére en 

tout point de /,,, l'une quelconque, prise à volonté, de ses determinations. 

Soit encore, comme précédemment: 

O(a, y) = EL, (x, y). 

Voici la particularité par laquelle la démonstration actuelle va différer 

de la précédente; si je pose, pour y intérieur à R,: 

€, (a , y) Y D(x , y) 

et si B est un nœud appartenant au perimetre de R,, on n’est pas 

certain que la continuation analytique de c,(r, y) soit régulière au point 

B; décomposons, en effet, f(r,y) en deux parties: l'une ®, (x, y) compre- 

nant la somme des intégrales dont les chemins d'intégration aboutissent 

au point B; l'autre ,(x, 7) comprenant la somme de toutes les autres 

intégrales: 
D(x , y) = O(a, y) + Ó,(v, y). 

(x,y) est régulière au point B; mais la continuation analytique de 

®, (x, y) n'est pas nécessairement régulière en B; car si, comme précédem- 

ment, 

f, (e, 2) —f, (x, 2) 

f(x , 2) FE CHR 2), 

f(x, à — f(x, 2), 

Z fala , 2) a5, f(x , 2), 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 21 avril 1891. 3 
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sont les fonctions qui figurent dans les intégrales dont les chemins d'inté- 

gration ont pour extrémité B, par suite des déterminations multiples 

parmi lesquelles chacune d'elles est choisie, on n'est pas assuré que leur 

somme est nulle identiquement dans le domaine de B; tout ce que l'on 

sait, c'est que cette somme est un multiple de 2iz, soit: 2i Kz. Des lors 

si b est la valeur de z qui correspond au point B, la continuation ana- 

lytique de: 

@,(x , y) — log (b — y)" 

est, d'aprés le paragraphe 4, réguliére au point B; il en sera de méme 

de la continuation analytique de: 

d (x , y) — log(b — y). 

Definition de W(x,y). Cela conduit à poser: 

V(r, y) = D(x,y) — Xlog(b — y)" 

la somme X s'étendant à tous les termes analogues à log (b — y)* corres- 

pondant aux différents nœuds. Il est à remarquer que "V(r,y) n'est 

définie qu'à un multiple prés de 2iz comme chacun des termes log (5 — y)". 

Definition de d,(x,»y). Je définis la fonction d,(x, y) à l'intérieur 

de R, par la condition: 
du mcs 

cette fonction est régulière à l'intérieur de R,: sa continuation analytique 

est régulière en tout point A du perimetre de R,, intérieur à $; si en 

effet A est un point quelconque de /,,, autre que ses extrémités, le seul 

terme de la somme #{r,y) pour lequel A soit un point singulier est 

1,,(@, y) dont la continuation analytique est régulière au point A. Si, 

en second lieu, A est un nœud, je partage "(r,) en trois parties; la 

premiere 7 (x, y) renferme la somme des intégrales correspondant aux 

chemins qui aboutissent en A; la deuxieme est le terme — log (a — y)* 

qui correspond à A; la troisième #'(x,7) renferme tous les autres termes 

de Y'(x, y): 
V'(x,y)-— W(r,y)—]log(a — y) + V. (m , y). 

(x, y) est régulière en A, et la continuation analytique de 

V (x, y) — log (a — y), 

€—Éuonun———"— 
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(considérée actuellement pour y intérieur à R,) est régulière en A, d'après 

ce qui precede. 
Ainsi à chaque région R, on peut faire correspondre une fonction 

d,(x , y) régulière en tout point de R, et en tout point de son périmètre 

intérieur à S, définie à l'intérieur de A, par la condition d’être égale 
à (x, y) et sur son périmètre par continuation analytique. 

Relations entre les fonctions qv, (v , y) et difx, y) correspondant à deux 

régions contigués ow attenantes. On verra comme dans la démonstration 

précédente que dans le domaine d'un point intérieur à S appartenant 

aux périmétres de deux régions A, et R; contigués ou attenantes, on a: 

Date, y) — dla, v) = (rv) — la, y); 

toutefois cette égalité n'a lieu quà un multiple prés de 2iz, lequel dépend 

des déterminations choisies pour les fonctions qui y figurent. 

Définition de F(x,y). Je définis F(r, y) pour y intérieur à S par 

la condition que l'on ait à l'intérieur de R, et dans le domaine de tout 

point de son périmétre intérieur à S: 

F(x E y) zT p, (a , y) 2r f. (x , y). 

F(r,y) n'est ainsi définie qu'à un multiple prés de 2iz. 

On a ainsi défini une fonction unique, puisqu'en un point intérieur 

à S et appartenant aux périmétres de À, et R,, on a, à un multiple 

pres de 2iz: 

Pn(& , y) — dv. y) = f(x. y) — fuv, v) 

ou: 

Ps 9) + fu(m, y) = diim. v) + fin, v) 

En un point quelconque intérieur à S, F(x,y) est équivalente à la 

fonction f,(r, y) qui correspond à ce point, puisque l'on a dans le domaine 

de ce point: 

F(a, y) SES Pp (x,y) + fo(* ; y), 

d,(x , y) étant régulière au point considéré. 

Le théorème énoncé est ainsi démontré et l'on en déduit le suivant: 

7. ‘Il existe une fonction U(x, y) régulière en tout point (x, y) inté- 
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rieur à (I', S) et telle que en un point quelconque intérieur a S son quotient 

par la fonction u,(x,y) qui correspond à ce point est régulier et different 

de o au point considéré. 

Je pose en effet: 
U) er: 

U(r,y) est définie, à l’intérieur de S, sans aucune ambiguïté, car le 

multiple de 2iz que l'on peut ajouter à volonté à F(x,y) n'altére pas 

la valeur de e"^?; de plus, en un point quelconque intérieur à S, on 
a en choisissant convenablement l'indice p: 

F,y) = d,(x, 9) + fn, v) 

on en déduit, en se souvenant que fj(z, y) = logu,(x, y) 

F(x,y) 

e — Un (x À een)
: 

ce qui montre que U(x,y) est réguliere au point considéré, c'est-à-dire 

en tout point intérieur à $. 

On peut écrire cette égalité de la facon suivante: 

U(x, y) == er) 
"8, 1) 

d'où l'on conclut qu'en tout point intérieur à S le quotient de U(x,y) par 

la fonction w,(r, y) qui correspond à ce point est régulier et différent de o. 

DT. 

Extension aux fonctions de n variables complexes des theoremes de 

MM. Mittag-Lejjler et Weierstrass. Théorème de M. Poincaré. 

8. Voici quelques considerations générales sur le probleme qui fait 

lobjet de cette troisieme partie et de la quatrieme. 

—— 
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Soit F(w,y,...,2,¢,u) une fonction de » variables complexes 

L,Y,+-.,%,6,u, monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur d'une 

région S. Je suppose que pour chaque point (a, 5,...,0c, d, e) intérieur 

à S, on connaisse une fonction f,,. ,;,(r, 9 ,..., 2, 6, ) monotrope et 

sans espace lacunaire, définie à l'intérieur d'un cercle /;, ,,,, intérieur 

à S, et ayant pour centre le point (a, b,..., c, d, e), et équivalente à 

EG 96545). à: l'intérieur. de. 1, a's 

Une condition nécessaire à laquelle doivent satisfaire les fonctions 

fiiis V 5*2, 0, u) correspondant aux différents points de S, est 

la suivante: si (u',0',...,c', d', e’) est un point assez voisin de (a, 5, ...,0, d, €) 

pour étre intérieur au cercle /;,. ,,,, les deux fonctions 

foo de (x , y, JEN | À , t, u) et fa v, de (x , y, due] 2; ( , u) 

doivent être équivalentes au point (a’,b,...,c’,d',e'); il faut en effet 

qu'en ce point les deux fonctions soient équivalentes à une méme troi- 

ame FK(r,w,...,2,1,u). 

Je me propose de montrer que si, sans se donner la fonction 

F(r,y,...,2,t, wu), on se donne pour chaque point (v, 0, ..., c, d, €) 

intérieur à S, une fonction fy» .;,(r, y ,..., 2, t, «) monotrope et sans 

espace lacunaire à l’intérieur de Z7,..,,,, et si les fonctions données 

fasse (0595.2, t, u) satisfont à la condition qui vient d'être ex- 

pliquée, il existe une fonction F(x,y,...,2,t,u) monotrope et sans 

espace lacunaire, définie à l'intérieur de S, et qui, en chaque point in- 

térieur à S est équivalente à la fonction donnée correspondant à ce point. 

J'aurai ainsi établi la condition nécessaire et suffisante à laquelle 

doivent satisfaire les fonctions données, pour qu'il existe une fonction 

F(x,y,...,2,t,u) définie à l'intérieur de S, et équivalente en chaque 

point intérieur à S à la fonction donnée en ce point. 

Il est clair que le théorème bien connu de M. Mirrac-LEFFLER, 

relatif aux fonctions d'une variable complexe, n'est qu'un cas particulier 

de celui que je viens d'énoneer. 

De cette extension du théorème de M. MrrraAc-LErrrER se déduira 

d'une facon immédiate le théoréme de M. Porncare. 

- Les énoncés des théorèmes qui suivent et leurs démonstrations vont 

préciser -ce qu'il peut rester de vague dans ces considérations générales. 
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9. Il importe, pour la suite, de preciser ce que jentends par point 

intérieur à une aire S, prise sur le plan d'une variable complexe: un 

point est intérieur à S, s'il existe un cercle, intérieur à S,, ayant ce 

point pour centre et un rayon non nul. Cette définition exclut les points 

situés sur le périmètre de $,; une aire s, sera dite complètement intérieure 

à S, si chaque point de s, et de son périmètre est intérieur à S,; les 

périmétres des aires 5, et s, ne peuvent pas avoir, d'aprés cela, de point 

commun. 

10. Lemme. Soit, sur le plan YOX, une aire connexe S limitée par 

un contour fermé simple ow complexe; on suppose quà chaque point de S 

ou de son périmétre correspond un cercle, de rayon non nul, ayant ce point 

pour centre: il est alors toujours possible de subdiviser S en régions, en 

nombre fini et assez petites pour que chacune d'elles soit completement in- 

térieure au cercle correspondant à un point convenablement choisi dans S ou 

sur son périmétre. 

Supposons, en effet, le lemme en défaut: partageons S en carrés 

au moyen de paralléles aux axes de coordonnées, de facon que le nombre 

des régions obtenues soit au moins égal à un certain entier n; il y a 

au moins l'une de ces regions, S,, pour laquelle le lemme est encore 

en défaut. 
Subdivisant S, en carrés et portions de carrés en nombre au moins 

égal à n», j'en déduis S,, de la méme facon que S, se déduit de 5; en 

poursuivant le raisonnement, j'arrive à une suite indéfinie de carrés ou 

portions de carrés S,, 8,,..., 8,,...; il est clair que S,, pour p aug- 

mentant indéfiniment, a pour limite un point M intérieur à S ou sur son 

périmétre; on arrive à cette conclusion que lon peut trouver un carré 

S, aussi petit que l'on veut entourant M ou attenant à M et qui ne 

soit pas contenu à l'intérieur d'un des cercles de l'énoncé; or cela est 

impossible puisqu'au point M correspond un cercle de rayon non nul 

ayant ce point pour centre. 

11. Dans les deux théorèmes qui suivent, je désigne par a avec 

ou sans indice une valeur attribuée à la variable complexe x, par 5 

avec ou sans indice une valeur attribuée à la variable complexe y. 

SE eee 
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J'ai rapproché les énoncés de ces deux théorémes parce que les dé- 

monstrations, à une légére différence prés, en sont identiques. 

Théorème I. Soient S, et S, deux aires connexes prises sur les plans 

respectifs des deux variables x et y; soient s, et s, 

contour fermé simple ou complexe, complètement intérieures respectivement à 

Sr eh. I 
On suppose qu'à tout point (a,b) intérieur à (S,, S,) correspondent: 

1? deux cercles: 1',, de centre a et y,, de centre b, intérieurs respec- 

livement à S, et S,. 

2° une fonction f(x, y) monotrope et sans espace lacunaire définie à 

l'intérieur de (I,,, Ya,) et telle que en tout point (a’, b^) intérieure à (D, ,, Tax) 

elle soit équivalente à la fonction f,,(v ,) qui correspond à ce point. 

Il existe une fonction F(x, y) monotrope et sans espace lacunaire dé- 

finie à l'intérieure de (s,,s,) et qui en tout point intérieur à (s,, s,) est 

équivalente à la fonction qui correspond à ce point. 

deux aires connexes à 

Théoréme II. Au lieu de supposer chacune des fonctions ft, y) de 

l'énoncé précédent monotrope et sans espace lacunaire à l'intérieur de (l,,, Ya») 

on peut supposer que chacune d'elles est le logarithme d'une fonction v, (m. y) 

régulière à l'intérieur de (1,5, ya») et telle qu'en tout point. (a, b') intérieur 

à (Ds; Ya) elle soit équivalente à f,,(v, y); cela revient à supposer que 

van (æ ; y) 
Il existe alors une fonction F(x, y) définie à un multiple prés de 2iz 

à l'intérieur de (s,, s,) et équivalente en tout point intérieur à (s,, s,) à la 

fonction qui correspond à ce point. 

le quotient est régulier et différent de o au point a’, b. 

Démonstration du théorème I. Soit, en effet, @ un point intérieur 

à S,: si au point @ j'adjoins le point à intérieur à s, ou sur son périmètre, 

il correspond au point à d’après l'énoncé un cercle 7,, intérieur à S,, 

de centre b: d’après le lemme, il est alors possible de subdiviser s, en 

régions R,,R,,...,R, en nombre fini n et assez petites pour que 

chacune d'elles À, soit completement intérieure au cercle 7,,, de centre 

b, convenablement choisi dans s, ou sur son périmètre; à chaque point 

b, correspond de plus un cercle 77,, de centre a et intérieur à S,; ces 

cercles Z,,, sont en nombre fini » comme les points b,,0,,..., 4,3 je 
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puis alors tracer un cercle 77; de centre a et intérieur à tous les cercles 

concentriques I; I’, sera nécessairement intérieur à S,. A chaque 

région R,, contenue à l'intérieur de 7,,, correspond une fonction de 

l'énoncé f,,(r,y) définie à l'intérieur de (I), jan) et à fortiori à l'in- 

térieur de (71,7,5,) de plus si R, et R, sont deux régions contigués 

en tout point (a’, D’) intérieur à (77, 7.) et à (1%, 7u,,) les deux fonctions 

aM) et fj, (0, y) sont équivalentes comme étant, par hypothése, 

équivalentes en ce point à f, ,(r, y) Des lors les n régions Fi, R,,..., E, 

et les » fonctions qui leur correspondent, f, (2 , y) , +++ , fa. (2, y) satisfont 

à toutes les conditions sous lesquelles le théoréme fondamental est appli- 

cable. Il existe, d’après ce théorème, une fonction ç,(x,y) monotrope 

et sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de (77, s,) et équivalente, 

en tout point (a”, b”) intérieur à la région où elle est définie, à la fonc- 

tion f,,(r, y) l'indice p étant convenablement choisi; mais au point 

(a”, U^), far, (r, y) est elle-même équivalente à fi. (7, y); par suite ¢,(x, y) 

et f», (r,y) sont équivalentes au point (a”, 5"). 

Ainsi, à chaque point a intérieur à S,, correspondent: un cercle 7", 

intérieur à S,, de centre a, et une fonction g,(r, y) définie à l'intérieur 

de (12,5) et qui, en tout point où elle est définie, est équivalente à 

la fonction correspondant à ce point d’après l'énoncé. 
On peut, d'après le lemme, partager s, en régions 7|, en es 

en nombre fini m et assez petites pour que chacune d'elles T, soit 

comprise à l'intérieur du cercle I1 de centre a, convenablement choisi 

à l'intérieur de s, ou sur son périmètre; à chacune des régions 7,, con- 

tenue à l'intérieur de 7}, correspond une fonction c,(r, y) définie à 

l'intérieur de (Z!,,5); si T, et T, sont deux régions contigués les deux 

fonctions ¢,,(7, y) et e, (r, y) sont équivalentes en tout point intérieur 

à la fois à (11,5) et a (I%,, 5), comme étant toutes les deux équi- 

valentes en ce point à la fonction de l'énoncé qui lui correspond. Des 

lors, on peut appliquer le théorème fondamental aux fonctions c, (v , y) 

et l'on est conduit à la fonction F(x, y) définie à l'intérieur de (s, , s,) 

qui satisfait aux conditions de l'énoncé; car en tout point (a^, 5b) in- 

térieur à (5,,5,), F(r,y) est équivalente à la fonction c, (v , y), l'indice 

p étant convenablement choisi, et c, (x, y) est équivalente elle-même en 

ce point à fj," (c , y). 

Démonstration du théoréme II. Cette démonstration est analogue à 
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la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions f, (x, y), 

Eat , y) et F(r,y) ne sont définies qu'à un multiple prés de 2iz. 

12. Conséquence du théorème II. Dans le cas du théorème II, si 

V T olay 

(: » y) j ^ 

elle est définie sans ambiguïté à l'intérieur de (s,, s,); de plus si (a, b) 

est un point quelconque intérieur à (s, s,), on a en ce point: 

Fa) = fan, y) + Mv 9) 

A(r, y) étant régulière au point (a,b); on en conclut, en se souvenant que: 

las Yy) = logv.s(z., y); 

(1) 
V (x : y) = v, o (t 5 y) eX 

ou: 

(2) : Ve,y) _ Jen. 

Va,b (t , Y) 

L'égalité (1) montre que V(r,y) est régulière en tout point (a,b) in- 

Vie, 
en est ré- 

UNE. y) 

térieur à (5,,5,); l'égalité (2) montre que le quotient - 

gulier et différent de o au point (a,b). 

D'où le théorème suivant: (S,, S,, 5s,, s 

fication que dans ce qui précéde). 

, conservent la méme signi- 

Théorème III. Si à chaque point (a, b) intérieur à (S, , S,) corres- 

pondent: 

deux cercles D',, de centre a et y,, de centre b, respectivement in- 

térieurs à S, et S,. 

2° une fonction V,,(x,w) régulière à l'intérieur de (I',,, Jar) et telle 

Vab(® ; y) qu'en tout point (a', b) intérieur à (Lin, as) le quotient N 
a,b AS , 4% 

soit ré- 

gulier et différent de o; 

il existe une fonction V(x, y) réguliére à l'intérieur de (s, , s,) et telle 

qu'en tout point (a,b) intérieur à (s,,s,) le quotient de V(x,y) par la 

fonction „da „(© , y) qui correspond à ce point est régulier et different de..o. 
Acta TEE 19. Imprimé le 25 avril 1894. 4 
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13. L'extension des théorèmes précédents va être donnée pour le 

cas de m variables: le procédé de démonstration reste le méme; il me 

suffira done d’indiquer les traits généraux de la démonstration. 

Les » variables sont désignées par 2,...,y,2,¢,u;a,...,b,c,d,e, 

avec ou sans indices, représentent des valeurs attribuées respectivement 

à æ,...,y,2,t,u. J'appelle point un ensemble de valeurs attribuées 

aux n variables ou à une partie des n variables; j'appelle cercle, ayant 

pour centre un point donné, un ensemble de cercles ayant pour centres 

respectifs les différents éléments composant le point et tracés sur les plans 

des variables correspondantes; dans ce systeme de notations un cercle J’ 

de centre (q,..., 0, c, d, e) peut étre considéré comme composé de deux 

cercles: 7" ayant pour centre (a,...,d,c,d) et I” ayant pour centre e; 

ou comme composé de 1 ayant pour centre (a,..., 5, c) et de I’, ayant 

pour centre (d,e); etc. 

Un cercle J’ est concentrique et intérieur au cercle 7, si I’ est 

composé de cercles, au sens ordinaire du mot, concentriques et intérieurs 

à ceux qui composent 7. 

Théorème IV. Soient 5,, 5,, ... , 8,, N aires connexes à contour fermé, 

simple ou complexe, prises sur les plans respectifs des m variables ©, ..., 

y,2,t,u et complètement intérieures respectivement aux aires S,, 8,,..., 5, 

prises sur les mémes plans. 

On suppose qu'à tout point (a, ..., b, c, d , e) intérieur à (S,, S,,..., S,), 

correspondent: 

1o un cercle, Wa, 

(o AR 

2° une fonction*des m variables, f, ,,4,(m,...,9 2, 0, w) monotrope et 

de centre (a,...,b,c,d,e) et intérieur à 

sans espace lacunaire, définie à l'intérieur de DT, ,,4, et tele que si 

(a^, ..., i, c', d'; e) est un point intérieur à Ty) V4, les deux fonctions 

fabae 5 9 2, 6, M) et fu, ve (5M 2, 06, M) Soient équivalentes au 

Pont (as 585b. Coa e). 

Il existe une fonction F(®,...,%,2,t,u), monotrope et sans espace 

lacunaire, définie à l'intérieur de (8,,5,,..., S) et telle quen tout point 

(a, OC Id, 6) onte PIS EEE 

fa, eas (Es 952, t,u) qui correspond à ce point. 

., 8,), elle soit équivalente à la fonction 

Théorème V. Au lieu de supposer, comme dans l'énoncé précédent, 
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chacune des fonctions f, .,,4,(m,.... , 2,t,u) monotrope et sans espace la- 

cunaire à l'intérieur de T',......, Om peut supposer que chacune de ces fonc- 

tions est le logarithme d'une fonction v,. veut; +: :,9,2,t,u) régulière à 

l'intérieur de I, yea, et tele que si (a,...;,b,c',d',e') est un point 

intérieur &@ I, node, les deux fonctions f, sat, ...,y,2,t;u) et 

fao, reae (f, y 2,6, u) soient équivalentes au point (a',..., V, c', d',e'); 

cette derniere condition revient à supposer que le quotient 

le se: 4,2%, t, u) 

Va',...,b'¢',d',e (x 25101542, t E at) 

est régulier et different de o au point (a’,..., ', c', d', e). 

Il existe alors une fonction F(x,...,y,2,t,u) définie à un multiple 

pres de 2iz à l'intérieur de (s, ,5,,...,5,) et qui en chaque point (a, ...,b, c, d, e) 

intérieur à (8,,5,,...,5,) est équivalente à la fonction f... au (ss y 2. 6) 

correspondant à ce point. 

Démonstration du théorème IV. Soit, en effet, (a,..., b, c, d) un 

point intérieur à (S,, S,,..., S, ;); si je lui adjoins le point e intérieur 

à S,, il correspond à e un cercle 77, ,,,, que je considère comme com- 

posé de [1 4,4, de centre (a,...,d,c,d) et de Tébos de centre e; on 
> peut alors décomposer s, en régions R,,R,,..., Zi, en nombre fini m, 

assez petites pour que chacune d'elles Zi, soit intérieur au cercle Ee. de 

centre e, convenablement choisi dans S,. Les m cercles 77 ,,,, étant 

concentriques et en nombre fini m, il existe un cercle /7 ,., concen- 

trique et intérieur à ces m cercles, 17 ,,., est certainement intérieur 

Aat US vta: 250 Au chaque, région KR, 

ats. ti) m)udelinie, à Lintériennade (Le aan 12.2080). 069 

fortiori à l'intérieur de (1%. peus Ta..oede); de plus si R, et R, sont 

correspond une fonction 

deux régions contigués, en tout point (a’,...,0',c’,d’,e’) intérieur à la 
OC S 7» 1 } "2 1 2 : 

fois a (Los eie Bete cha) et a Wann , dna ied) les deux fonctions 

To. tod (£5 595 By by Ul) Cb fu seas (5.219 52, 0,w) sont équivalentes. 

Il en résulte la possibilité d'appliquer le théoréme fondamental aux 

m fonctions f, ,,4,(7,...,9,2, t, w) et lon est conduit à une fonction 

Parodie 251,u) définie à l'intérieur de (I; sca ; $,) et telle qu'en 

tout point (a, ..., 0", c", d", e") intérieur à la région ou elle est définie, 

elle est équivalente à near (0, 452, 6, u), l'indiee p étant convenable- 
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ment choisi, et par suite équivalente à la fonction fr year (v, ...,9, 2, 0, wu) 

correspondant d’après l'énoncé au point (a",..., b”, c", d", e"). 

Ainsi à chaque point (a,...,b,c,d) intérieur à (8,, 8,, ..., S, 1) 

en un cerele We Tes ae ce point pour centre et mie 

(See en) Jette Lucian 5... bod £5 «54, 4,06, 4) définie à l'in- 

térieur de (7/7 

fonction de l'énoncé qui correspond à ce point. Je considere I? 5.4 

beds Sn) équivalente en tout point où elle est définie à la 

comme composé de deux cercles: l'un 7/7 ,,, de centre COR US et 

en régions 7 n—1 o 1? 

., Ty, en nombre fini m’, assez petites pour que chacune d'elles 

l'autre ;? ,,, de centre d. On peut décomposer s ffa,...,b;e,d 

rm RZ 

T, soit intérieur au cercle 77, ,.; de centre d, convenablement choisi 

dans 5, sou sur son. ‚perimetre;. je trace We "cercles sade entre 

(a,:..,b,c) et intérieur aux m’ cercles concentriques Tai les 15: est 

forcément intérieur à (5,,$,,.... S, ;); à chaque région 7, correspond 

une fonction £,. ;,; définie à l’intérieur de (13 oped, Ta... » Sn) et à 

fortiori à l'intérieur de (17. ,,,74,..554,: $); le théorème fondamental, 

appliqué à ces fonctions, conduit à la fonction d, ,.(x,...,9. 2, 0, wu) 

définie à l'intérieur de (/7..,,, 5, 4, 5.) équivalente en chaque point ou 

elle est définie à la fonction g,. ;,4,(v,.. y, 2, t, €), l'indice p étant 

convenablement choisi, et équivalente aussi par suite à la fonction de 

l'énoncé correspondant au point considéré. 

Des fonctions d, ,(r,...,9, 2, t, €), on conclura de la méme facon, 

en décomposant 7%,» en deux cercles 77 ,, de centre (a,..., 0) et 

fj 4. de centre c, l'existence d'une fonction y, ,(7, ...,9, 2,0, u) définie 

à lintérieur de (rs bs 2555.15 5,)5 (15... désignant un cercle intérieur à 

Ode contre (a...6), de rayon hiatal assez petit) et telle qu’en 

tout ant ou elle est definie, elle soit équivalente a la fonction de 

l'énoncé correspondant à ce point. En poursuivant ce raisonnement on 

parvient à une fonction P(r,...,9,2,t, w) définie à l'intérieur de 

(5,,8,,..., $) et qui en chaque point ou elle est ainsi définie, est équi- 

valente à la fonction de l'énoncé correspondant à ce point. 

Démonstration du théoréme V. Elle est analogue à la précédente: 

la seule différence consiste en ce que les fonctions f(r,...,9, 2, 0, u), 

(RS. 1595 251; 0), Da, 2,0, u) et KG, O55, 0, u)nessont 

considérées comine définies Eos un multiple prés de 2iz. 

| 

| 
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r4. Dans le cas du théorème V, en posant: 

Vi. 9, 2) ) eee. 
on obtient, comme dans le cas de deux variables, le théoréme suivant 

ou 5,, $,,..., S, et 5, 5,,..., 5, conservent la méme signification. 

Théorème VI. Si à tout point (a,..., b, c, d , e) intérieur à (S,, S,,..., S) 

correspondent : 

1° un cercle I’, 4, de centre (a, .., b, c, d, e) et intérieur à (S,, S,, ..., $,); 

2° une fonction v, ,,4,(m....,9 2,0, u) des m variables, régulière à 

l'intérieur de I, ,,4, et telle que si (a',...,0b',c', d',e') est un point in- 

Va,.. bod 5-2 22, 0, U) 
Mae Bio (2 8, b, 

térieur à l' ,,4,, le quotient soit régulier et 

different de oO en ce point; 

Il existe une fonction V(x,...,%,2,t,u) régulière en tout point intérieur 

à (8,,9,,...,8,) et telle quen tout point (a,...,b,c,d,e) intérieur à 

($5, 5,,..., 5) som quotient par la fonction D, ,,4,(2,...,9, 2,0, w) est 

régulier et différent de o. 

15. Ce dernier théorème conduit à un théorème important relatif 

à une fonction $(r,...,9,2,t,w) des n variables (x,...,y,2,t,u) n'ad- 

mettant à l'intérieur de (S,, S,,..., Sj) que des singularités non es- 

sentielles. 

Avant d'aborder ce théoréme il est utile de rappeler quelques pro- 

positions connues. 

M. Wetersrrass a démontré que si une série entiére en z, ...,59,2, 6,u, 

a(v,...,y,2,¢,u), convergente dans le voisinage de l'origine, s'annule à 

l'origine, on peut l'écrire dans un domaine 2 de l'origine (sauf un cas 

d'exception que l'on peut éviter par un changement linéaire de variables) 

sous la forme: 

as 95856, u) = Pw) aya. cu» 4,6, u) 

ou P(w) est un polynôme en w de degré m, dans lequel le coefficient 

de u” est l'unité, les autres coefficients étant des séries entières en x, 

..+;¥,2,¢, convergentes dans d, et s'annulant toutes à l'origine, et où 
BJ c, est une série entière en æ....,y,2,t,u convergente dans à et ne 

sannulant pas dans 3. 
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De la résulte que les zéros de o(a,...,y,2,¢, «) forment dans le 

voisinage de l'origine une multiplicité à 2(n — 1) paramètres réels. 

Si 0(2,....9,2,0,w) eb o(z,..-,9,2,t0, 4) sont deux. séries; en- 

tieres en 2,...,9,2,4, w sannulant à l'origine, deux cas peuvent se 

présenter: ou bien ces deux séries admettent un diviseur commun (au 

sens donné à ce mot par M. WEIERSTRASS); leurs zéros communs forment 

alors, dans le voisinage de l'origine, une multiplicité à 2(n — 1) para- 

metres réels; ou bien il n'y a pas de diviseur commun; les zéros communs 

à o et o forment alors, dans le voisinage de l'origine, une multiplicité 

à 2(n — 2) paramétres réels; dans ce dernier cas si le nombre des variables 

est n — 2, l'origine est un zéro commun isolé. 

Anne Un) 
La fraction : est dite irréductible à l'origine si ¢ 

DC s bot Ez tt 413) 

et g' n'ont pas de diviseur commun, c'est-à-dire si leurs zéros forment 

une multiplicité à 2(n — 2) parametres réels dans le voisinage de l'origine. 

La fraction 7 sera dite irréductible en un point (4,..., 5, c, d, e) 

ou les fonctions W et V sont réguliéres, si W et V étant développées 

suivant les puissances entières de 2 —4,...,y—b,2—c,t—d,u—e, 

la fraction obtenue est irréductible au point (q,..., 0, c, d, e), au sens 

qui vient d'étre donné à ce mot; la fraction y sera irréductible à l'in- 

térieur de (s,, 5,,..., s), où W et V sont supposées réguliéres, si elle 

est irréductible en tout point intérieur à (s,,s,,...,8,); ou bien, ce qui 

revient au inéme, si dans le voisinage de tout zéro commun à W et V 

INIETIEUT WES SL NES On ) les zéros communs a W et V forment une 

multiplicité à 2(m—2) dimensions; dans le cas de deux variables (n= 2), 

les zeros communs devront étre des points isoles. : 

Voici une derniére propriété connue des fractions dont les deux 

termes sont des fonctions régulières; si W, V, W,, V, sont quatre fone- 
1 1 

: , s; , : " : VW. 
tions régulières dans une méme aire et si les deux fractions — , — sont 

y , rg V ' Y, 
toutes les deux irreductibles et égales entre elles à l'intérieur de cette 

Ta 

aire, le quotient y est régulier et différent de o à l'intérieur de l'aire 
1 

considérée. 

16. Soit une fonction des # variables complexes »,..., y, 2, t, 



Sur les fonetions de n variables complexes. 31 

n'admettant à l'intérieur de (S, , S,, ..., S,) que des singularites non 

essentielles; ce qui signifie que si (a,...,b,c,d,e) est un point quel- 

conque intérieur à ($,, $,,..., Sj), on aura, à l'intérieur d'un cercle 

T',,..veae de centre (a,..., 0, c, d, e) et de rayon convenablement choisi: 

_ Wa,...,b,c,d,e 

Va,...,b,0,d,6 

OU W, 5.4, €t 9,. i.q, sont deux séries entières en 2 —A,...,y—b,2—c, 

t—d,u—e, convergentes à l'intérieur de J), ,.,;, et choisies de telle 

sorte que la fraction précédente soit irréductible à l'intérieur du cercle 
7 . 

,...,b,¢,d,e9 

petit pour être tout entier intérieur a (S,, S,,..., S,). Des lors, si 

(à, ..., !, c', d'; e) est un point intérieur à 17, ,,,,, on aura dans le 

ce dernier cercle peut toujours étre supposé de rayon assez 

voisinage de ce point: 

Wa,...,b,c,d,e p^ Wa',...b,chd',e , 
= ? 

Va,...,b,¢,d,e Va',...,b',¢,d',e' 

ces deux fractions étant irréductibles, on en conclut que le quotient 

Va,...,b,¢,d,e 

Va',...,b',¢,d',6 

On peut, d'après cela, appliquer aux fonctions v, ,,,, le théoréme 

VI: il existe une fonction V de z,...,9, 2,4, w, régulière à l'intérieur 

est régulier et différent de o au point (a', ..., 0^, c', d', e). 
eo ? 

de (s,,5,,..., $) et telle que le quotient ———— soit régulier et diffé- 
Va,...,b,e,d,e 

rent de o au point (a,...,d,c,d,e) intérieur à (s,,..., $,); soit: 

= Ag,...,b,0,d,63 

on a également dans le domaine du point (a,...,d,c,d, e) 

= Wa,...,b,c,d,e 

Va,...,b,c,d,e 

d’ou: 

(2 J = Wa, ...,b,c,d,e ; AIT d D) 

" 
égalité qui montre que le produit ®.V est une fonction W révulière en 
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tout point (a,...,5,c, d e) intérieur à (s,,5,,...,5,); par conséquent 

l'on a: 

W 
® a 2 , 

W et V étant régulières à l’intérieur de (5,, s,,..., 5,). 

i HW STR, : donar 
La fraction y est irréductible à l’intérieur de (s,,..., 5,); car on 

a dans le domaine de tout point (a,...,d,c,d,e) intérieur à (5,,5,, ...,5,): 

y = Va,...,b,0,dye 2 a. ,b,e,d,e? 

P 
W= Wa,....,b,c,dye* Às,... beo 

; 5 n : W 
Au... ne Sannulant pas au point (a,..., 5, c, d , e), la fraction py est 

irréductible en ce point comme la fraction ——^^** 
Va,...,b,¢,d,e 

On a done le théoréme suivant: 

Théorème VII. Si une fonction ® des m variables x,...,y,2,t,u, 

wadmet à l'intérieur de (S, , S,,..., S,) que des singularités non essen- 

tielles, elle est égale à l'intérieur de (s, , $,,..., s$,)) à la fraction Y dont 

les deux termes sont des fonctions régulières à l'intérieur de (s,,5,, ...,8,) 

et qui est irréductible à l'intérieur de (s, , $,,..., S,). 

17. Dans les théorémes précédents, il a été constamment suppose 

que (5,, $,,..., $,) étaient des aires connexes, limitées par des contours 

fermés, et, par conséquent, d'étendue finie; il a été supposé de plus que 

(G15 Sn, 20-595) etaient respectivement intérieures a. iS... 8, „= amerOe ade 

telle sorte que les périmètres de s,,s,,..., s, peuvent être choisis aussi 

voisins que l'on veut des perimetres de 5,, S,,..., S, mais non confondus 

avec eux. La suite du présent travail a pour but de démontrer que 

tous les théorèmes précédents subsistent lorsque s,, 5,,..., 8, sont con- 

fondus avec #8 ,8,,...,S,, ces dernières aires étant limitées par des 

contours fermés ou non fermés, dont la nature sera précisée plus loin. 

Cette extension, dans le cas général, exigeant la démonstration de 

plusieurs propositions préliminaires, fera l'objet de la quatrième partie. 

oo SE RE TT 
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., S, est un 
n 

Dans le cas particulier où chacune des aires S|. S,,.. 

cercle, le probléme est plus simple, et je vais l'exposer dans les para- 

graphes suivants. 

18. Théorème VIL Soit y un ensemble de cercles y, , y, , ..., y,, tracés 

respectivement sur les plans des m variables x,...,y,2,t,u et ayant pour 

centres les origines des coordonnées dans les différents plans et des rayons 

finis ou infimis. On suppose qu'à chaque point (a, ..., b, c, d , €) intérieur 

à y correspondent: 

1? un cercle I, ,,4, de centre (a,...,b,c,d,e) compris à l'intérieur de y; 

2° une fonction f, ,,4,(0,...,94 2, t, w) monotrope et sans espace 

lacunaire, définie à l'intérieur de I, ,,,, et telle que si (a', ..., V, e", d', e) 

est un point intérieur à D, ,,4,, les deux fonctions fy. eae +++ y 2,0, u) 

et fu, vea 5-9 52, 6, u) Soient équivalentes au point (a’,...,b',c',d’, e"). 

Il existe une fonction monotrope et sans espace lacunaire F(v ,...,y , 2, t, u) 

définie à l'intérieur de y et équivalente en tout point intérieur à y à la fonc- 

tion qui correspond à ce point. 

Théorème VII. Au lieu de supposer, comme dans l'énoncé précédent 

chacune des fonctions f, ,.4,(T ,..., 9 2, 06, wu) monotrope et sans espace 

lacunaire, on peut supposer que chacune d'elles est le logarithme d'une fonction 

Vaode& 5 2] 2, C, u) régulière à l'intérieur de I, ,,,, et telle que si 

(v’,..., b,c, d', e) est un point intérieur à 17, ,.4, le quotient 

Va, ... boda (€ ers YZ, i, a) 

Ug;,..., bc d.e (€ perry Ys Fy (P u) 

soit régulier et different de © au point (a’,..., V, c,d’, e). 

Il existe alors une fonction F(x,...,y,2,t,u) définie à un multiple 

près de 2ix à l'intérieur de y, et équivalente en chaque point intérieur à T 

à la fonction correspondant à ce point. 

Démonstration du théorème VIL J'imagine à l'intérieur de chacun 

des » cercles 7, (p=1,2,...,n) de l'énoncé, une suite indéfinie de 

cercles concentriques 75,75, ..., 77 ,... dont les rayons vont en croissant 

avec l'indice supérieur, de telle sorte que 7” ait pour limite ;, lorsque 

m augmente indéfiniment; dans le cas où le cercle y, a un rayon infini, 

le rayon de 77 devra augmenter indéfiniment avec m; je désignerai par 

7" l'ensemble des » cercles 77, j7,. .,;7.  D'aprés les notations et con- 
Acta mathematica. 19 Imprimé le 25 avril 1894. 5 
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ventions adoptées, nous dirons que 7',;^,...,;",... est une suite in- 

finie de cercles, tous interieurs a 7, dont chacun est interieur au suivant, 

et tels que 7” ait pour limite 7 pour m augmentant indefiniment: cette 

dernière condition revient à dire que si (a,...,b,c,d,e) est un point 

queleonque intérieur à y, on peut choisir m assez grand pour que le point 

considéré soit à l'intérieur de 7”. 

Le cercle 7” étant intérieur à y, il existe, d'après le théorème IV, 

une fonction monotrope et sans espace lacunaire, ¢,,, des variables æ,..., 

y,2,t,u, définie à l'intérieur de 7" et équivalente en tout point intérieur 

à 7" à la fonction de l'énoncé correspondant à ce point. Il est clair 

qu'on aura une autre fonction satisfaisant aux mémes conditions en re- 

tranchant de e, un polynôme quelconque entier en z,...,9, 2, f, «. 

A chaque cercle 7” (m — 1,2,...-- oo) correspond ainsi une fonction ¢,,. 

Considérons la différence 

^ . 

Om41 TUR Om = Om} 

elle est régulière en tout point intérieur à 7", car en un tel point ¢,,,, 
^ et c, sont équivalentes à une méme fonction; 2,, peut donc être considérée 

comme une série entière en &,...,%,2,t,u convergente dans 7". 

J'appelle A, la série obtenue en remplaçant dans 9, chaque terme par 

son module. 

Soit $,,5,,..., £,,... une suite indéfinie de nombres positifs dont 

la somme constitue une série convergente. 

Je dis que les fonctions de la suite indéfinie: ¢,, @,, ..., 9,,... 

yeuvent être choisies de telle sorte qu'à l'intérieur de 7”! on ait: { 7. 

INC << en: (m—2,3,...,9) 

En effet, supposons que les 5, — 1 premières fonctions: ¢,, €,, ..., €, 

satisfassent à la condition précédente; je vais montrer que ¢,,, peut être 

choisie de facon à y satisfaire également. 

Il existe en effet une fonction ¢,,, de æ,...,y,2,t,u monotrope 

et sans espace lacunaire définie à l’intérieur de z“*' et équivalente en 

tout point intérieur à 7"*' à la fonction qui correspond à ce point dans 
9, r p 5 é > n 
l'énoncé. On devra prendre pour ¢,,, une fonction équivalente à 4,,, 

à l'intérieur de 7^*', et satisfaisant de plus à l'inégalité prescrite. 
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Je pose: 

dua Eos €, EE or 

¢, sera régulière dans z*: c'est done une série entière en w#,...,y,2,¢, u 
. fh convergente dans 7". 

Je décompose la série $ en deux parties: l'une P, comprenant les 

premiers termes de la série, jusqu'à un certain rang qui sera determine 

ultérieurement, et l'autre 9, comprenant les autres termes: 

& = P, 9, 

Si A, 
son module, on sait que le nombre des termes de P, peut étre choisi 

désigne la série obtenue en remplaçant chaque terme de 9, par 

assez grand pour qu'à l'intérieur de 7" (qui est compris dans le cercle 

de convergence 7“ de la série), on ait: 

A usc EN 

Posant alors: g,,, = ¢,,; — P,, j'obtiens une fonction &,,, qui est équi- 

valente à d,,, à l'intérieur de 7,,, et telle que: 

N 

Put — Pp >On 

1 et qu'à l'intérieur de 7^, on ait: 

2 < Ene 

La fonction ¢,,, ainsi déterminée satisfait aux conditions imposées. 

On déterminera ainsi de proche en proche toutes les fonctions @,,,, 

Cus. satisfaisant à la condition prescrite. 

Je définis une fonction F(x,...,y,2,t,u) à l'intérieur de 7 par 

la condition suivante: à l'intérieur de 7’ (p> 2) on a: 

r-— o 

(1) F(r,.... 2, 0, u) = gp + Los, 

r= 

la série: Den est une fonction régulière à l'intérieur de y”; car à l'in- 
TT 

térieur de ce cercle on a la suite d'inégalités: 

à Are << Sur (r=1,2,...,©) 
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Des lors, d'aprés une propriété connue des series à double entrée, la 
r= 

serie 220,,, peut être ordonnée suivant les puissances entières et positives 
r=1 

de æ,...,y,2,t,u et conduit ainsi à une serie convergente dans 7’. 

L'expression (1) définit donc une fonction bien déterminée à Vin- 

terieur de 7’. Il reste à montrer que deux quelconques des expressions 

de F(r,...,9,2,t, wv) fournissent bien la même fonction. Soit (k étant 

un entier positif) les deux expressions: 

r=. 

T] COMETE Cr) Ce Zoo: 

et: 
r=n 

I Ye EU) ea PU 

dont la première définit F(x,...,y,2,t,u) à l'intérieur de 7? et la 

deuxième à l'intérieur de ;^*'; elles définissent done simultanément 

F(@,...5%,2,t,u) a l'interieur. de 72; pour. verifier que ces ideuxsex- 

pressions sont identiques, il suffit de se rappeler que: 

^ — 

Op+r = Pptrt1 — pr: 

La fonction F(x,...,y,2,t,u) satisfait à toutes les conditions de 

l'énoncé; car si (a,...,d,c,d,e) est un point intérieur à 7, ce point 

est intérieur à 7”, p étant choisi assez grand. La fonction est donc définie 

dans le domaine du point (a,..., 5, c, d, e) par: 

T-— 

PRE UNREAL ND) ee 25 

la série du second membre étant une fonction régulière dans 7”, 

R(&,....,9,2,8,4).est équivalente au point (@,...,d,c,d,e) à praet 

paryguitenuefe a road iis hr U sit ee: 

Démonstration du théoréme VIII. Cette démonstration est analogue 

à la précédente: la seule différence consiste en ce que les fonctions ¢,,, 

Qua, F(r,...,9,2,t,w) ne sont considérées comme définies qu'à un 

multiple pres de 2/7. Il n'en est pas de méme des séries 9 dont chacune 

est déterminée sans ambiguite. On est, en effet, conduit à poser comme 
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dans la démonstration précédente, les notutions conservant un sens ana- 

logue: 

Putt ih ae Oe 

chacune des determinations de ¢,,,—g¢, est régulière dans 7“; &, dé- 

signera le développement en série de l'une quelconque de ces détermina- 

tions, choisie arbitrairement; on décompose ensuite 6: 

hl à, est ainsi définie sans aucune ambiguite. 

19. Dans le cas du théoréme VIII, en posant: 

Eau 

par un raisonnement déjà fait, V(r,...,9,2,t,w) est une fonction ré- 

guliére dans y; ou si l'on veut, est une série entiere en 7, ..., y, 2, 6, w 

convergente dans y. D’ot le théoreme: 

Théorème IX. Si à chaque point (a, ..., 0, c, d , e) intérieur à y 

correspondent : 

1° un cercle D, pease de centre (a, ..:y 0, c,d , e) el intérieur à y; 

2° une fonction v, sca ($59,256, u) régulière dans I, 4, et 

telle que si (a’,..., b,c, d', e") est un point intérieur à Dy ya, le quotient 

Va) ...,b,0jd,e(% » Moss ae u) 

Vased (0, 2, 0, u) 
Il existe une série entière en w,...,y,2,t,u, V(x,...,y,2,t,u) con- 

vergente dans y et telle que, en tout point (a,..., b, c, d , e) intérieur à py, 

iac ap ECL, at) 

Val bois ossia oo 2, 6, M) 

Théorème X. Si une fonction ® des m variables x ,...,y,2,t,;u 

n'admet à l'intérieur de y que des singularités non essentielles, elle est le 

quotient de deux séries entieres convergentes dans y, et telles que la fraction 

obtenue soit irréductible dans py. 

soit régulier et différent de o au point (a, ..., U', c', d', e"). 

le quotient soit régulier et différent de o. 

Par une démonstration identique à celle du paragraphe 16, ou l'on 

remplace (S,, $,,..., S,) et (sj, 5,,..., 5) tous les deux par y, on voit 

que ® est le quotient de deux fonctions réguliéres dans y, et par suite 
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le quotient de deux series entières en %,Y,...,2,t,u convergentes 

dans 7. 

20. Supposons que les n cercles y,,y,...., y, qui composent p, 

aient tous des rayons infinis; le théoréme précédent devient le théoréme 

de M. PoıncARrE: 

Si une fonction ® des m variables x,...,y,2,t,u admet à di- 

stance finie que des singularites non essentielles, elle est le quotient de deux 

fonctions entières de x,...,9 2, t, Ww, telles que la fraction obtenue soit 

irréductible en tout point à distance finie. 

Généralisation des théorèmes précédents. 

21. J'ai indiqué précédemment le but de cette quatriéme partie. 

L'objet des propositions préliminaires que je vais établir est le suivant: 

je me suis servi dans la démonstration du théoréme VII d'une propriété 

bien connue: si une fonction f(&,...,y,2,t,u) des » variables complexes 

$2. Jo 2. 6, u est régulière à l'intérieur et sur le périmetre de » cercles 

tracés sur les plans respectifs des n variables, il existe un polynóme entier 

gq .,y,2,t,u tel que sa difference avec la fonction f(x, ..., y, 2, t, u) Mr 

ait, à l'intérieur des n cercles, un module plus petit qu'un nombre positif 

= donné à lavanee. Il s'agit d'étendre cette proposition au cas où, aux 

n cercles, on substitue » contours fermés quelconques; si chacun de ces 

n contours est à connexion simple, je montrerai que le polynóme existe 

encore; si les contours sont à connexion multiple, en général le polynóme 

répondant à la question n'existe pas; mais on peut, au lieu du polynóme, 

trouver une fonction rationnelle de z,...,9,2,*,w« satisfaisant à la 

condition précédente. 
J'entends par contour fermé simple, une ligne connexe fermée, ne 

présentant aucune boucle; d'après cela un contour fermé siinple partage 

— 
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tout le plan en deux aires connexes: l'une inférieure au contour, l'autre 

extérieure, la premiere d’etendue finie, la seconde d’etendue infinie. 

22. Je donnerai d’abord la démonstration sommaire des deux pro- 

positions suivantes. 

Soient /' et /” deux cercles tracés respectivement sur les plans des 

deux variables x et y, ayant pour centres les origines des coordonnées et 

pour rayons À et EM. 

ı°. Si f(r,w) est une fonction des deux variables x et y régulière 

pour x intérieur à I’ et pour y extérieur à I"; si, de plus, f(x , y) tend 

vers © pour y augmentant indéfiniment, x conservant une valeur constante 

intérieure à I’, la fonction f(x , y) est développable suivant une série entière 

I 1 LS n 1 . 
en x et "E absolument convergente pour x dans I’ et y extérieur à 1"; soit: 

f(x ? y) = ZA pty. (4=0,1,2,...,+%, §=1,2,...,+0) 

J'exprimerai plus brièvement les conditions auxquelles /(x, y) est 

supposée satisfaire dans cet énoncé, en disant qu'elle est régulière pour 

x dans I’ et y extérieur à Z” et qu'elle s'annule pour y = co. 

Le théoréme à démontrer revient au suivant: si l'on pose: 

— R° Y y 

5 ; k° en V vene ; 1 ; 
la fonction: f(z, a est régulière pour (x, y‘) intérieur à (J’, I”) Il 

ne peut y avoir de doute que pour la valeur y = o. 

Je trace un cercle y’ concentrique à I” et de rayon p> R'; comme 

f(r,y) sannule pour y — co, on aura pour x intérieur à I’ et y ex- 

térieur à 7": 
L 

; I f(x , 2)dz 
N) toc les 24m g—g 

5 

l'intégrale étant prise le long de 7’ dans le sens direct. En remplaçant 
T 

y par ae il vient, pour x intérieur à /' et y’ intérieur à un cercle 7; 

concentrique à 7" et de rayon p, — —: 
p * ^ p 
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Re IO f(v ,z)dz. 

dem = fF aig? ys- R*' 

on voit par cette expression que pour y'-— o, f(a, => | est réguliére: 
y 

le théoreme est ainsi démontré. 

o 2°. Si f(x ,y) est régulière pour x et y extérieurs à I’ et I" et si 

elle tend vers o pour x augmentant indéfiniment, y conservant une valeur 

constante extérieure à I” et pour y augmentant indéfiniment, x conservant 

une valeur constante extérieure a I’; f(x, y) est développable en série entière 

I I A H , 2 Y 2] > 

en — et - absolument convergente à l'extérieur de I et I", et de la forme: 
CORDES 

f(x 5 y) = DA Eye (a=1,2,...,+2, 8=1,2,...,+%) 

Jexprimerai plus briévement les conditions auxquelles satisfait par 

hypothèse /(z,y) en disant qu'elle est régulière pour (x, y) extérieur à 

(2', I") et qu'elle sannule pour x = co ainsi que pour y = co. 
5 R° lie ALAS : 3 San Der an 
En posant: x — — , y= —, le théorème revient au suivant: (7 7 | 

w y æ ^y 
est reguliere pour (z', y) intérieur à (/', /"); on a, effet, pour x extérieur 

a I et y extérieur au cercle 7’ concentrique à I’ et de rayon p > R': 

f(x , y) = — i | f(x , 2)dz 

2v g — y u 
y; 

n d) 5 NIST Tos 
ou, pour y’ intérieur à y; concentrique à 7" et de rayon —: 

1 2 

T a 
f(x TUS basti y f(x, z)dz . 

oF 217 * Dane? v 
Y 

)'2 
H i , ET "n. . 

cela montre que f(x, —) est régulière pour x extérieur a J’ et y’ in- 
y 3 

térieur a /”; comme cette fonction s'annule pour æ— co, en vertu de 1°, 
Q2 py = ; u Mor RO A = 

1 : =} sera régulière pour (x, y' intérieur à (J, 7”). 
v s : 

eis 
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23. Proposition I. Soient: 

C et C' deux contours fermés simples traces sur les plans des deux 

variables x et y; 

a et c deux points du plan de la variable x extérieurs à C; 

b et d deux points du plan de la variable y extérieurs à C'; 

f(x,y) une fonction de x et y qui est régulière excepté pour les valeurs 

r — a et y — b et qui s'annule pour x — co ainsi que pour y — X; 
I I I 

n" yu gus à tel Il existe un polynôme entier en ga gud» 

quen tout point (x, y) intérieur à (e, €), on ait: 

mod. [rte » Y) — Q( : )] <e. 
a—c’y—d 

s étant un nombre positif. donné à l'avance. 

Sur le plan de la variable x je trace une ligne ac partant de a et 

aboutissant à e, tout entiére extérieure au contour €; et sur le plan de 

la variable y, je trace d'une facon analogue la ligne bd extérieure au 

contour C'. Je marque sur la ligne ac, en allant de « vers c, n points 

45... , On, en allant de 5 vers d. 

Je suppose » choisi assez grand et les points assez rapprochés pour que 

0,,0,,..., a, et sur dd, n points 5, ,b 

la condition suivante soit remplie: dans les deux suites de points: a,a,, 

ER 

sécutifs quelconques est inférieure à une longueur À, plus petite elle-même 

que les distances des lignes ac et C d'une part, bd et C' d'autre part; 

de telle sorte que les cercles de rayon R et de centres «,, 

à leur extérieur les contours C et C' et comprennent à leur intérieur 

respectivement les points a, , et 5, ,. Les cercles le rayon R ayant pour 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 27 avril 1894. 6 

-+,@,,¢ et 5,5, ,0,,..., 0,, d, la distance de deux points con- 

b,, laissent 
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cetb,b d seront désignés e, An) 1? DEE n> centres les points a,, @,, . MU 

dans la démonstration simplement par leurs centres. 

Je considère les cercles a, et b,; les points a et b etänt intérieurs 

à ces cercles, la fonction /(r, y) est développable en série entière en 
I I A , . La . x 

Fi ne absolument convergente a l’exterieur et sur le perimetre 
x—a, y—bd, 

des cercles a, et b,. J’appelle P, (= ; ed le polynóme formé par 
1 

les premiers termes de ce développement, pris en nombre assez grand pour 

que, à l'extérieur des cercles a, et b;, on ait: 

mod | rz Pl; =) | < : 
z-——a, y —b, n ER 

I 
le polynôme P, ne renferme pas de terme indépendant de — : 

TU E 
pes 

!y— b, | 
Les points a, et b, étant intérieurs aux cercles tt. iet bou = 

LA LA e. CH] I 

est developpable en série entière en — — , - absolument convergente 
z—a,'y-—b, 

à l'extérieur et sur le périmètre des cercles a, et b,; soit P. (—— b; ) 
"y — 

le polynóme formé par les premiers termes du ae pris en 

nombre assez grand:pour que l'on ait à l'extérieur des cercles a, et b,: 

I I MEDI <n TT 3 5 

snl Zee em ENT 

En ‘poursuivant ce raisonnement on obtient une suite de (n + 1) 

polynömes satisfaisant aux (n + 1) inégalités: 

I DES aan, ; 
mod iG y) — P, Pu ) | Sand l'extérieur des cercles «a, et à, 

I I I I 1 € N ae 
mod |^ ims : e) = P, ( | ) | <> = à l'extérieur de a, etb,, 

DURE dz b, 

mod n zn t Pun E ) — A icem AE ) | <- = a lextérieur de 
+ — 2 N 

ü. eb Ol, 
n 

5 > EL. ! )-— dita Fe | , E 2 'Yaxtarı " c.n mod Bi ELI Als; : vm < pna lextérieur de c et d. — u 

n 
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Ces inégalités sont simultanément vérifiées à l'intérieur de (C , C’); on en 

conclut, le module de la somme étant moindre que la somme des modules: 

mod | ro yr e(—— j —) | <e à l'intérieur de (C, C"). 

Le theoreme énoncé est donc démontré. 

24. Remarque. La démonstration précédente suppose que chacun 

des points c et d est à distance finie: je vais montrer que c ou d, séparé- 
; d. : le wo v pter ] 

ment ou, tous les deux à la fois peuvent étre rejetes à l'infini, P^ yd 
DC = 

devant être alors remplacés respectivement par x et par y. 

Je trace en effet un cercle /' de centre x, enveloppant C et je suppose 

le point c pris à distance finie mais à l'extérieur de J’; je trace un 

cercle 7 de centre d et de rayon assez petit pour que C' lui soit complete- 

ment extérieur. 

Le polynôme Q( 
I I , \ "yn à , 

[mem —) du theoreme precedent est develop- 
= rl: 

pable en série entière en r— x, et absolument convergente pour x 
I 

y — d 

intérieur à /' ou sur son périmètre et pour y extérieur à y; ou sur son 

$i ob \ SM I a d , . 

périmetre. Soit Q, (s — n, —) le polynôme formé par les premiers 
y E 

termes de ce développement, pris en nombre assez grand: on aura pour 

x intérieur à J" et y extérieur à y, et à fortiori pour (r, y) intérieur à 

(0.769: 

10) mod | «( E Pu E 3) — ¥, (« Pins jen < 

et comme: 

mod KK » Y) — «( : : | <e pour (x, y) intérieur a (C, C^), 
~—c’y—d 

on en conclut: 

mod [fe ; y) — Q, (x —- 2, ; all < 2e pour (x, y) intérieur à (C, C^, 
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Q, (2 — 4, peur) est un polynôme entier en z et "9 ce qui montre 

que le point c peut être supposé rejeté à l'infini. 

Pour montrer que les deux points c et d peuvent étre rejetés à 

l'infini simultanément, je trace les cercles /' et /" de centres arbitraires 
hn > " 2 à D B = ’ v. = ne 4 

x, et y, et enveloppant respectivement C et C'; je suppose c et d pris 
he. wee : pie Pu ; n 1 1 
a distance finie mais extérieurs a J’ et 7"; le polynôme (( —— , . La DATE ) 7 Fu d 

est développable en série entière en x — i, y — Y,, absolument con- 

vergente dans /', /” et sur leurs périmètres; soit Q,(r — x, , y —y,) le 

polynôme formé par l'ensemble des premiers termes du développement 

pris en nombre assez grand: on aura pour (x, y) intérieur à (C, €^): 

mod [f(x , y) — Q,(x — x, y —34)) < 25; 

Q, étant un polynôme entier en © et y, on voit que c et d peuvent être 

rejetés tous deux à l'infini. 

Proposition II. Soient: 

C, et C, deux contours fermés simples pris respectivement sur les plans 

des deux variables x et y; 

C et C' deux contours fermés simples complètement intérieurs respective- 

ment a C, et Cj; 

f(x, y) une fonction des deux variables x et y régulière en tout point 

intérieur à (C, , Ci); 

a wn point extérieur a C,, à distance finie ou infinie; 

b un point extérieur à C, à distance finie ow infinie; 

: L I I I 

«iste yolynöme entier en —— DE ! ll existe wn poly e etr oO Q (. Sg i) te 

qu'en tout point intérieur à (C , C), on ait: 

; dor INA 
mod l/ (v , y) — go. bem 1) | < € 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 

Je trace le contour fermé simple C, enveloppant C et enveloppé 
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par C,; et le contour fermé simple C; enveloppant C’ et enveloppé 

par Cj. Le théoréme de Caucny donne pour (x,y) intérieur à (C,, C2): 

2—y 

I “tle, z)da 
Fes y) = | f(e s 2)da 

0% 

Je partage le contour d'intégration C; en » parties consécutives 

DB,B,, D,D,. B,B,,..., D, ,D,, D,D, assez petites pour que chacune 

d'elles B, D,,, soit comprise.à l'intérieur d'un cercle 7; laissant à son ex- 

térieur les contours C; et C' et par conséquent compris entre ces deux 

contours. Je pose 

le chemin d'intégration étant B,B,,,; cette fonction f(x, y) est réguliere 

pour x intérieur à C, et pour y non situé sur B,B,,,; de plus elle s'an- 

nule pour y — co. On a d'ailleurs pour (x, y) intérieur à (C, , C;): 

(1) f(x ? y) >= Xf. (x ? y). (q=1, 2, ...,n) 

Japplique le théorème de Caucuy à la fonction f,(r, y) et au contour 

C,; j'aurai pour x intérieur à C, et y quelconque mais non situé sur D, D, ,,: 

2 ) d 

fog x, | MO, 
TT [- m 

C; 
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Je partage C, en m parties 4 4,,4,4,,..., AnAı, telles que chacune 

d'elles A,A,,, soit intérieure à un cercle 7, laissant à son extérieur les 

contours C et C, et je pose: 

I 7 2, y)da CT zg | AEBS 200 Pp 
t 

ApAp41 

A, 4,4 étant le chemin d'intégration. La fonction e, (x , y) est régulière 

tant que rz et y ne sont pas situés respectivement sur A,d,,, et B,B,,:. 

De plus c,,(r, y) sannule pour y = co comme f(x , y), et sannule évi- 

demment pour x = co. 
Y On a pour x intérieur à C, et y non situé sur B,B,,;: 

(2) f(x »Y = EP » y). Wal) 

Les égalités (1) et (2) sont simultanément vérifiées pour (x, y) intérieur 

à (C,, Cy): on en conclut, pour (r, y) intérieur à (C,, Cj), l'égalité: 

f(x ; y) = 22€, (x 2 y). (n—1,2, ...,m5 971,2; oe) 22) 

Si j'appelle a, et 5, les centres respectifs des cercles 7, et 7,, la 

fonction e,,(r, y), réguliére à l'extérieur de ces cercles et s'annulant pour 

i — © ainsi que pour y = © est développable en serie entiere en — —— 
$ — ap 

I 4 ‚u: TNT. 
et ed absolument convergente a lextérieur et sur le perimetre de ces 

— b b q 

; / I I A ] 2 à 
cercles \ J'appelle .P,, | ———, | le polynöme forme par les premiers 

PI —adp y —— bg, E 

termes de ce développement, pris en nombre assez grand pour que à 

l'extérieur de 7, et y, et à fortiori à l'intérieur de (C, C’), on ait: 

mod | e,, (x , y) — PA: : E ) | = = [pour (x, y) intérieur a (C, C’)]. 
2m) 

: E 1 . RT 
Or le polynóme P (>, mE qui n'a pas de terme indépendant 

er a 2 pu rs b, 

I ; : : : ; ia 
de ——— et — —., n'a pas d'autre point singulier que x — a, extérieur 

€ — d y — b, o 7 

à C et y — b, extérieur à C' et de plus s'annule pour x ou y infini. 
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: ; I 
D'apré roposition I, il existe un polynóme entier en et : pres la proposition I, polynó tier e ee; 

ST I ) 
——— tel que: 

Cry I: — ay —b/? 4 

mod | P (- en pl () Pe N « ^. [pour (r, y) intérieur à 
Dy — ay? y— b Miy—a'y—b 2mn Ms 

: (AC 

En additionnant cette inégalité avec la précédente, il vient: 

[ I I € , OR ME ‘ a 
mod | £p (X , y) — al Cox i) | DE [pour (x, y) intérieur à (C, C?)]. 

J'imagine écrites les mn inégalités analogues à la précédente obtenues 

en faisant p— 1,2,..., m, q— 1,...,n: elles donnent, en remar- 

quant que: 

TT DES : à 
et que 2 erm : EE est un polynóme entier en edes i 

soit Q( rx ae ): 
w—a’y—b, 

I I 
mod iG ‚Y) — a : 

*—a'wy-—hb 
) | « e [pour (x, y) intérieur à (C, C?)]. 

C'est le théoréme énoncé. 

: Ww re ; P I 
Si a et b sont tous deux à l'infini, on aura au lieu de Q( —— i 

1 — t i ) 

un polynôme entier en x et y. 

Proposition IIl. Soient: 

C et C' deux contours fermés simples tracés sur les plans des deux 

variables v et y; | 

a et c deux points du plan de la variable x extérieurs a C; 

b et d deux points du plan de la variable y intérieurs à C': 

f(x,y) une fonction des deux variables x et y, régulière en tout point 

excepté pour les valeurs x = a et y — b et S'annulant pour x infini ainsi 

que pour, y infini: 
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: ; 2 I I I I 
Il existe un polynôme entier en — — et — —, e — ,——3) tel 

x — ce y :—d we — c’y—d 

que en tout point (x, y) intérieur a C et extérieur a C', on ait: q rf > 

mod fic yy e( — ; )| < € 
vw —e’y—d 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 

a Ru 

Je trace une ligne ac partant de a et aboutissant à c, extérieure à 

C; et d'une facon analogue une ligne dd intérieure à €. Pour le reste, 

la démonstration est identique à celle de la proposition I. Le point c 

peut étre rejeté à l'infini. 

Proposition IV. Soient: 

C, et C, deux contours fermés simples tracés respectivement sur les plans 

des deux variables x et y; 

C un contour fermé simple intérieur a C, ; 

C' un contour fermé simple enveloppant Ci; 

f(a, y) une fonction des deux variables æ et y régulière pour o intérieur 

à C, et y extérieur à C, et qui sannule pour y — co; 

a un point du plan de la variable x extérieur à C,, à distance finie 

ou infinie; 

b un point du plan de la variable y intérieur à C;; 

: ^ ^ I I I I N 
Il existe un polynôme entier en 1 su) ; ) tel que 

v vw—a’>y—b æ—- a y — b 

en tout point (x, y) intérieur à C et extérieur à C', on ait: dec 2 

mod | ro ‚Yy) — A— 33 = i) | aus 

e élant un nombre positif donné à l'avance. 
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Je trace le contour fermé simple Cj enveloppant Cj et enveloppé 

par C’; on a, en remarquant que f(x,y) s’annule pour y = co: 

u 

I x, z)dz TER ; NS EZ 
fe, y) = — — fies) da pour z intérieur à C, et y extérieur à C, 

: Qin 2—y : : 2 
LA 

l'intégrale est prise le long de C; dans le sens direct. Pour la suite, la 

démonstration est identique a celle de la proposition II. 

06 
25. Les deux propositions suivantes se demontrent encore comme 

les précédentes. i 

Proposition V. Soient: 

C et C' deux contours fermés simples tracés respectivement sur les plans 

des deux variables x et y: 

a et c deux points du plan de la variable x intérieurs à C; 

b et d deux points du plan de la variable y intérieurs à C'; 

f(x ,y) une fonction régulière excepté pour les valeurs «=a et y — b, 

et qui s'annule pour x = co ainsi que pour y = co; 

E I I I I \ 
Il existe un polynöme entier en ; AX ( . tel qu 

poy xr—c'y—d leg a gue 

en tout point (r,w) extérieur à (C , C) on ait: 

mod [fi , 9) — ( iss 
x 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 1 mai 1594. 1 
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Proposition VI. Soient: 

C, et C, deux contours fermés simples tracés sur les plans respectifs des 

variables x et y; 

C et C' deux contours fermés simples enveloppant chacun des deux pré- 

cédents ; 

a et b deux points intérieurs respectivement à C, et Cj; 

f(r,w) une fonction des deux variables x et y régulière pour (x, y) 

extérieur à (C, , Ci) et s'annulant pour «= co ainsi que pour y= Co: 

H I I I I 
viste un polynôme FAI Q - tel que Il existe un poly entie poe ea e q 

en tout point (v , y) extérieur à (C , C), on ait: 

mod fic SY) el : ) | len 
2 —a’y—b 

e étant un nombre positif donné à l'avance. 

26. Voici quelques notations employées dans l'énoncé et la de- 

monstration de la proposition suivante: 

S désigne une aire connexe prise sur le plan de la variable x et 

limitée par n + 1 contours fermés simples C,, C, , C, , ..., C,, dont le 

premier C, enveloppe S et chacun des n autres est enveloppé par $; 

, désigne un contour fermé simple enveloppant C,; 

C, désigne un contour fermé simple enveloppant Cj; 

Cl (p=1,2,...,n) désigne un contour fermé simple enveloppé 

par C,, et C7 désigne un contour fermé simple enveloppé par C7; 8, dé- 

signe l'aire limitée par les (m + 1) contours Cj, Ci, C, ..., C;; et 8, 

l'aire limitée par les (n + 1) contours Cj, C1, ..., C;; de cette sorte S 

est complétement intérieure à S,, et 5, elle-même complètement inté- 

rieure à $,. 

les” notations I8, (Co, Ch yo. sy CES NOR Ch S OLSEN C (US m3 m ? "m ? 

ont une signification analogue relativement au plan de la variable y. 

Proposition VIL Soient: 

Ay Uys 0,, 0, (m + 1) points du plan de la variable x dont le 

premier a, est extérieur à Cy; et dont chacun des n autres a, (p=1,2,..,n) 

est intérieur au contour C7; 

a ie. 
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Bop bre eg. 

façon analogue relativement aux (m + 1) contours 0%, Ci, ..., C55 

f(x,y) une fonction de x et y régulière à l'intérieur de l'aire (8,, S;), 
I I I I I | 

^,» Dus (m + 1) points du plan de la variable y situés d'une 

I 
€ LI a LLL) 2 FE , . 9 11535 

z—a, %—4, g—a,^ y—b,’y-b, P bin 
Il existe un polynöme a 

. I I I I I 
entier en —— , — estes ; , 

C— do IB —a, 2 — an y—b, 

en tout point (m, y) intérieur a (S, S), on ait: 

, et tel que 
De ee 

/ : I I I I ^ 
mod | r(» , y) — Cu eee UL ee 7 cmm res aa €, 

e étant un nombre positif donné a l'avance. 

J'applique à la fonction f(x,y) et au perimetre de l'aire 5; du plan 

de la variable y le théorème de Cavcny: j'aurai ainsi pour (x, y) in- 

térieur à (S,, Sj) 

» n "fi ‚2)dz I ns , 2) dz I "fi ‚2)dz 
Ts Y) == : : ake e NEUE MC 

te, y) = 2—y ds 2 — y Ed z—y 

OY e Cn. 

le sens des intéerations étant direct pour le contour Cl’ et indirect pour 
e 0 

Iv 

m* 

n^ n^ les m contours Gr , Cy, << 2:6 

Je pose: 

(9—0,1,2, ..., m) 

de telle sorte qu'on aura pour (x, y) intérieur à (S, , 5j): 

(1) f(x ; y) = Ze, (x a y). (q=0, 1,2, ..., m) 

Considérons la fonction e,(r, y), (qg— 0,1, 2,..., m); son expression: 

montre qu'elle est reguliere pour x intérieur à S, et pour y quelconque 

mais non situé sur C7 qui est une coupure relative à la seule variable 

y; de plus e,(r, y) sannule pour y = co. 
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J’applique à nouveau le theoreme de Caucny à la fonction c, (x, y), 

(q=0,1,2,..., m) et. au perimetre de l'aire S, du plan de la variable 

v; on aura pour z intérieur à S, et y non situé sar ©: 

I “G2. y)dz I ©, (2, y)dz I r,(z, y)dz 
€, ; My) > | SZ + | = + elle + | 3 - , 

2— x 217 2 — % 2in 
t e 

Co e Ch 

le sens des integrations étant direct pour C, et indirect pour les n con- 
S rl rl TOUT (CR ord Wag (6. 

Je pose: 
? 

N I Cale, u)dz 
i , a Pas : i e 

Da (À = Dir | EU (p—0,1,2,...,n) 

7 

de telle sorte que pour x intérieur à S, et y non situé sur C)’, on aura: 

(2) €, (x : y) — Ib, G : y). (=0,1,2,...,n) 

Considérons la fonction d, (r, y); son expression: 

en ees 

montre qu'elle est reguliere dans toute l'étendue des deux plans des va- 

riables z et y en exceptant la coupure C; du plan de la variable x et 
lv 

la coupure C? du plan de la variable y, (coupure qu'admet la fonction 

€, , y) elle-même); de plus d,(r,y) sannule pour x = co et s'annule 

aussi pour y = co comme la fonction @,(2, y). 

Comparons les égalités (1) et (2) qui ont lieu simultanément pour 

(x, y) intérieur a (S,, Sj); il vient: 

(3) f(x 3 y) => 224, (a , y) Cpzx0; 159279 tls = 07/192) 

pour (x,y) intérieur à (S,, Sj) et à fortiori pour (x, y) intérieur à (S, S). 

On obtient ainsi pour f(x,y), à l'intérieur de (S, S") une expression 

qui est la somme de (m + 1)(n + 1) fonctions d, (x, y), (p —0,1,2,...,"; 

q=0,1,2,...,m); je classe ces fonctions en quatre groupes: 

1° la fonction d,,(x,y) qui ne cesse d'être régulière que sur les 

———e 

Scb dise dh 

—— " ——— 

(C—— cote; 

—— 

i duum 

2 Sabana due qu 

TEE et 
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coupures C, et Cj’; elle est en particulier reguliere pour (@,y) intérieur 

à (C,, Cy); comme le contour (C,, C;) est intérieur à (C5, Cj), il existe 

E ; I ma 
proposition II) un polynöme entier en ——— , ——— tel que à l'in- (proi ) un poly Goo mur D ga 

\ 
terieur de (C,, Cj) et à fortiori à l'intérieur de (S, S’), on ait: 

mod |, (@,y) — ( <i are fh l'intérieur de (8,.SJ]s 
(4) [Pool 9) 3 Yoo] (m ir D(n + 1) E ( ? ys 

2° le second groupe est composé des m fonctions d, (x, y) (q— 1, 23..,M); 

chacune de ces fonctions d (r, y) est reguliere pour z intérieur à C; et 

y extérieur à C/’ et s'annule pour y = co; il existe (proposition IV) un 

‘ . I 

olynóme Q,, entier en ——— , —— p y Jo, a — a. , y — b, 

y extérieur à C), et à fortiori pour (x, y) intérieur à (S, S’) on ait: 

(Vase) 

tel que pour x intérieur à C, et 

(5) mod [dw (x , y) Er ds] < ET TO pour (x, y) intérieur a (S, S5 

a 

fonctions d,(z,y) (p—1,2,...,"); chacune de ces fonctions ¢,,(x , y) 

est réguliére pour x extérieur à C; et y intérieur a C et sannule pour 

le troisiéme groupe, analogue au précédent, est composé des x 

xz — coo; il existe un polynôme Q 
: I 

po entier en. — —— et PU S ut tel que 

Don as (pri. vm) 

(6) mod [4 (x , y) — Qn] < pour (x,y) intérieur à (S, S); 
(n + T (m + 1) 

4° les mn fonctions d,(2,Yy) (p — 1,2,...,»59 — 1,2,...,m) dont 

chacune d, (r,y) est régulière pour (x,y) extérieur à (C7, C;') et s'annule 

pour r — co ainsi que pour y — co; il existe (proposition VI) un poly- 
: : I I ; T. : 

nome ©, entier en ——, — tel que à l'extérieur de (C,, C;) et à 
= sp y— b, 7 T 

fortior! à linteneur de (S, 8), on ait: (po1,2,...,n;4— 1,2,...,m 
> ? , z , 

(7) mod [Pro (x ? y) M. i Qn] < ER pour (x, y) intérieur à (S, S). 

Jimagine écrites les (m + 1)(n + 1) inégalités analogues à (4), (5), (6) 
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et (7): elles sont simultanément vérifiées pour (x,y) intérieur à ue S 

je les additionne en remarquant que YXQ,, (p == 0, 1,2,...,5; Y=, 1, 2,..., m) 

; . I 1 1 1 
est un polynöme entier en > — ec) ; 3 

© 0, 20, €$— aj y—b, y—b, 

I 1 
LOUE: A. 5 1 - ae | et que, à l'intérieur 

UE GE ZZ Din 4 

f(a, Ji = PX PEE: y). (n50,1,2;...,n;:9—0, 152, ...,m 

Il vient: 

> I I er I I I s 
mod | rz. 9) — e( ; SE n po zen )|I<: 

1 d 
i tel qu— 5 yf S 7i 

à l'intérieur de (S, S). C’est le théorème énoncé. 

27. Aux propositions préliminaires qui viennent d'être démontrées, 

jajouterai la suivante, qui est connue. \ 

Proposition VIII. Soient: 

S et S' deux aires connexes prises sur les plans respectifs des deux 

variables x et y; 

Ey &gy eee Ema "ne suite indefinie de nombres positifs formant une 

serie convergente ; 

Kay) (eu) c fumo y). une suite indéfinie de fonctions toutes 

réguliéres a l'intérieur ee (S, S') et telles que, en tout point (x,y) intérieux 

(S, S), on ait: 
mod AC E y)] = En. (m=1,2,...,©) 

Si l'on pose: 
Q (zy) PT y) (m2; 2.0) 

la fonction D(x, y) est régulière à l'intérieur de (S, S7). 

28. Avant de démontrer le théoréme qui est l'objet de cette qua- 

trieme partie, il importe de préciser la nature des contours auxquels il 

s'applique et d'indiquer à leur sujet quelques remarques. 

Soit S une aire connexe qui a pour périmétre une ligne fermée 

connexe L; je suppose d'abord que S soit intérieure à L; L peut pré- 

senter des boucles, et peut par conséquent ne pas étre un contour fermé 
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simple; mais je suppose que L puisse être considérée comme la limite 

d'une suite indéfinie de contours fermés simples C,, C,,..., C, , ... tous 

intérieurs à L et dont chacun enveloppe le précédent; j'entends par là, 

d'une facon précise, que si A est un point quelconque intérieur à S on 

peut choisir m assez grand pour que A soit intérieur à C,,. 

De méme si S est laire extérieure à L, je supposerai que L peut 

étre considérée comme la limite d'une suite indéfinie de contours fermés 

simples C,, C,,..., C,,... enveloppant tous L et dont chacun est en- 

veloppé par le précédent. Dans ces conditions L peut étre supposée se 

réduire à une ligne non fermée, sans boucle, AB, limitée aux points A 

et B et qui est alors considérée comme un contour fermé indéfiniment 

aplati; l'aire S extérieure à L comprend dans ce cas tout le plan à l'ex- 

clusion des points situés sur AB. — D'une facon analogue Z pourra être 

supposée se réduire à un seul point 4; l'aire S comprend alors tout le 

plan à l'exclusion du point A. 

Les considérations précédentes s'étendent sans difficulté à une aire 

à connexion multiple; soit, en effet, S une aire connexe dont le péri- 

metre est composé de (n + 1) lignes fermées connexes L,, L,,..., Ly, 

dont la premiere Z, enveloppe S et dont chacune des n autres est en- 

veloppée par S; chacune des n lignes L,, ., L, peut être supposée 

réduite à une ligne AB ou à un point unique A, comme il vient d'être 

expliqué. Je trace le contour fermé simple C7 intérieur à L, et en- 

veloppant les » lignes L,, L,,...,L,, et je trace n contours fermés 

simples ©, are 

.., L, et laisse à son extérieur tous les autres contours et lignes tracés. 

J'appelle S, l'aire qui à pour périmétre C; 2 
p? C pas 

que S puisse étre considérée comme la limite d'une suite indéfinie d'aires 

C,,..., C, dont chacun enveloppe l'une des lignes L 

n 

.., C». On suppose 

$,,9,,..., $,,... dont chacune S, est limitée par (m + 1) contours 

fermés simples comme il vient d'étre indiqué et dont chacune est complete- 

ment intérieure à la suivante; de telle sorte que si 4 est un point quel- 

conque intérieur à S, il sera aussi intérieur à S, si p est choisi assez 

grand. 

La ligne L, a été supposée fermée; on pourra supposer qu'elle n'est 

pas une ligne fermée pourvu qu'elle puisse étre considérée comme la 

limite d'une suite de contours fermés simples au sens qui a été donné 

a cette expression. Par exemple, L, pourrait étre un cercle de rayon 
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infini, ou bien encore une hyperbole, en supposant S exterieure a cette 

hyperbole. 

Dans les theoremes suivants S designe une aire du plan de la va- 

riable x limitée par (m + 1) lignes L,, L,, L,...., L, satisfaisant aux 

conditions précédentes et S désigne une aire du plan de la variable y 

limitée d'une facon analogue par les (m + 1) lignes Ly, L1, ..., L,. 

Théorème XI. On suppose qu'à chaque point (a,b) intérieur à (S, S') 

correspondent : 

1° deux cercles: 1", de centre a et y,, de centre b, respectivement in- 

térieurs à S et S'; 

2° une fonction f(x ,y) des deux variables x et y monotrope et sans 

espace lacunaire, définie à l'intérieur de (l'y, ru) et telle que si (a'b') est 

un point intérieur à (l'y, Ta) la fonction f(x , y) soit équivalente au point 

(a’, b') à la fonction f(x , y). 

Il existe une fonction F(x,y) de x et y monotrope et sans espace la- 

cunaire, définie à l'intérieur de (S, S) et équivalente en tout point (a, b) 

intérieur à (S, S') à la fonction f(x, y) correspondant à ce point. 

Théorème XII. Aw lieu de supposer que chacune des fonctions f, (v , y) 

de l'énoncé précédent est monotrope et sans espace lacunaire, on peut supposer 

que chacune d'elles f(x, y) est le logarithme d'une fonction v,,(x ,3y) régulière 

à lintérieur de (l5, yu) et telle que si (a’, b') est un point intérieur à 

ta (à , y) 

ll existe alors une fonction F(x, y) définie à l'intérieur de (S, S) à 

un multiple pres de 2iz et équivalente en tout point (a, b)-intérieur à (S, S) 

(vs Ta) le quotient soit régulier et différent de © au point (a', b^). 

à la fonction f(a, y). 

Démonstration du théorème XI. Soit: S,, $,,..., S,,... la suite 

indéfinie d'aires ayant pour limite S et dont chacune est composée d'aprés 

les indications du précédent paragraphe, et soit S5, 55,..., S, ... la 

suite analogue ayant pour limite S’. 

Chacune des aires (S,, Sj) (p = 1,2,..., 00) étant intérieure à 

(S, S), il existe (théorème I) une fonction de x et y monotrope et sans 

espace lacunaire, définie à l'intérieur de (S,, Sj) et équivalente en tout 

point intérieur à (S,, 5j) à la fonction de l'énoncé correspondant à ce 

point. Il est clair que lon obtiendra une nouvelle fonction satisfaisant 

TT 

ee 

vibe 
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aux mémes conditions que c, en retranchant de c, une fonction quel- 

conque de x et y régulière à l'intérieur de (S,, Sj). 

Considérons la différence: 

NJ 
^ — C= V 513 7,90, Ops 

^ à, sera une fonction régulière à l'intérieur de ( CAPE. AA 

Soit ¢ 
pes 

43155 $55... une suite indefinie de nombres tous positifs - 22? 

formant une série convergente. 

Je dis que les fonctions Par Ps.» £pi. peuvent être choisies de 
î 

telle sorte que l'on ait à l'intérieur de (S, ,, S; j): 

mod (6,) < ¢,. (p-1,2,..., 9) 

En effet y étant un entier positif an moins égal à 2, supposons que 

les (y — 1) premiers fonctions €,, €;, ..., €, ,... satisfassent à la con- 

dition précédente: je vais montrer qu'on peut choisir la fonction ¢,,, de 

telle sorte qu'elle y satisfasse également. 

Il existe, en effet, une fonction &,,, de x et y monotrope et sans 

espace laeunaire à l'intérieur de (S,,,, S/,,) et équivalente en tout point 

intérieur à (S,,,, S,,;) à la fonction de l'énoncé correspondant à ce point. 

Il faudra prendre pour c,,, une fonction. équivalente à @,,, à l'in- 

terieur de ($,,,, Su) et choisie de telle sorte que, à l'intérieur de 

(S,.,, Sis), on ait: A—1 

mod[e,,,—9,] € &.  * 

Je considére pour cela la différence: 

(1) bar — pa =F 7 7 

qui est régulière à l'intérieur de (S,, S;). 

Je prends alors dans le plan de la variable x sur le périmétre ou 

à l'extérieur de 7, un point a, à distance finie ou infinie; si L, est un 

cercle de rayon infini ce choix ne peut se faire qu'en prenant pour «, 

le point co. Sur le périmètre ou à l'intérieur de chacune des lignes 

L,(»-— 1,2,...,n) je prends un point quelconque &,; si la ligne L, se 

réduit à un point A, ce choix ne peut se faire qu'en prenant pour a, le 

point 4 lui méme. D'une facon analogue, je prends dans le plan de la 

variable*y les (m + 1) points 5,, 5, , ..., b Les aires S, , et S; , sont 
Acia mathematica. 19. Imprimé le 3 décembre 1894, 8 

m* 
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limitées, la première par (# + 1) contours fermés simples C?_,, C; ,,.., C; 
, I \ plea Vaio cvs Yp-ı 

et la seconde par (m+ 1) contours simples C7';, QV 5 0555: les ppinte 
YO" . 

a, et b, sont extérieurs respectivement ho cet 0 S853) est an; 

térieure à (S,, S7) et la fonction C, est réguliére à l'intérieur de (5,, S,). 
Tr gs 1 D JL 7 

À "T à : I 
Il existe alors (proposition VIT) un polynóme P entier en = 

15 == 

I I I I 
tel que, à l'intérieur de (S,_,, S; ,). TTL m way c , , > = — a, 2 — a, y—b, y — On 

mod (C, — P) « e,. 

Je pose: 

€,41 T€ Ja ed Be 

Comme P est une fonction régulière à l'intérieur de (S, S") et à fortiori 

à l'intérieur de (S,,,, S;,;) la fonction ¢,,, est équivalente à d, à l'in- 

térieur de (5,,,, Si41)- 

L'égalité (1) devient: 

avec: 
mod (£ — P) « e, à l'intérieur de (S, ,, S; ) 

et en posa nt: 

jaurai: 

avec: 
mod (2,) < e, à l'intérieur de (S, ,, S; :). n—1 

On a ainsi déterminé la fonction c,,, satisfaisant aux conditions 

requises. On déterminera de méme de proche en proche la suite indéfinie 

de fonctions 9,45 €,435 >» 

Je définis une fonction /(r, y) à l'interieur de (S, S) par la con- 

dition suivante: on a, à l'intérieur de (S,, Sj) (p= 2, 3,..., co) 

p= x 

(3) x, 9 — Pratt 1 rl DS 
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On a ainsi une infinite d'expressions de la fonction F(r, 5); il faut 

montrer que chacune d'elles a un sens bien déterminé et que toutes dé- 

finissent la méme fonction. 

La série du second membre de (3) est une fonction réguliére de x 

et y à l'intérieur de (S,, 5j); car on a, à l'intérieur de (S,, Sj), la suite 

indéfinie d'inégalités: 
mod (dr) < m (r2 1,2,3, ..., 2) per 

La suite des z,,, étant une série convergente, il en résulte (proposition 

VIII) que la série: 

est une fonction régulière de x et y à l'intérieur de (S,, S;) comme 

chacun des termes qui la composent. 

L’expression (3) a donc un sens bien déterminé; il reste à montrer 

que deux quelconques des expressions de F(x, y) fournissent la méme 

fonction. Soit (k étant un entier positif) les deux expressions: 

=» 

y eyes. 
et 

r=& 

F(a ; y) = Cp ar li Orr 

fo 
elles définissent F(r, y) respectivement à l'intérieur de (S,, Sj) et (5,,,, Six); 

elles définissent donc simultanément /'(r, y) à l'intérieur de (S,, S); pour 

vérifier qu'elles donnent la méme fonction il suffit de se rappeler que: 

> = TL 
Op+r aa Pp+r+1 Pp+r- 

La fonction F(x,y) satisfait aux conditions de l'énoncé. Car si (a,b) 

est un point quelconque intérieur à (S, S), on peut prendre p assez grand 

pour que (a,b) soit intérieur à (S,, Sj); des lors F(x, y) est définie 

dans le domaine de (a,b) par l'égalité: 
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La serie du second membre est une fonction réguliere au point (a, b); 

done, en ce point, F(x, y) est équivalente à ç,,, et par suite à la fonction 

fut? , y) de l'énoncé. 

Démonstration du théorème XII Elle est analogue à la précédente 

avec cette différence que les fonctions F{x,y), ¢, ne sont définies 

quà un multiple pres de 2/z; il n'en est pas de méme des fonctions 0 

dont chacune est définie sans ambiguïté. On sera en effet conduit comme 

pour la démonstration précédente à poser: 

Das Pu = Que 

On prendra pour 6, l'une quelconque des déterminations de la différence 

b,,, —c,; chacune de ces déterminations est une fonction régulière dans 
"c6 (S,, S); le polynôme P se détermine comme précédemment et l'on pose: 

^ Ze 

Où => Bu Eee 

^ à, est ainsi définie sans ambiguite. 

29. Du théoréme précédent on déduit les deux suivants par un 

mode de raisonnement déjà donné. 

Théorème XIII. I! existe une fonction V(x, y) réguliére en tout point 
Vap(X , Y) : Fer 
~~ soit régulier et (a,b) intérieur a (S, S) et telle que le quotient WERE 
NES d 

different de o au point (a, 0). 

Théorème XIV. Si une fonction (x, y) n'admet à l'intérieur de (S, S") 

que des singularités non essentielles, elle est le quotient de deux fonctions W 

et V régulières à l'intérieur de (S , S") et telles que la fonction obtenue est 

irréductible à l'intérieur de (S, S'). 

Il est à remarquer que dans lénoncé précédent aucune hypothese 

n'est faite sur la nature des singularités que peut admettre P(r, y) sur 

le périmètre de (S, S); ce périmétre peut étre une ligne de points sin- 

guliers essentiels pour la fonction (x, y). 

30. Je signale un cas particulier du théoréme précédent pour montrer 

un exemple de l'application qu'on peut en faire, 
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Soient C et C’ deux contours fermés simples pris respectivement sur 

les plans des deux variables x et y; AB une ligne sans boucle intérieure 

à C et limitée aux points A et DB; A’B’ une ligne analogue intérieure 

à C'; soit M(x, y) une fonction de x et y qui n'admet à l'intérieur de 

C et C' que des singularités non essentielles; excepté sür les lignes 

AB, A'B' qui peuvent étre des lignes de points singuliers essentiels. En 

considérant AB et A'B' comme des contours fermés indéfiniment aplatis, 

le théorème précédent, appliqué à cet exemple, montre que P(x, y) est 

le quotient de deux fonctions régulières à l'intérieur de C et C', sauf sur 

les lignes AB et A’b'. 

31. Je me suis borné dans cette quatrième partie, pour éviter des 

complications de notations qui m'ont paru inutiles, à considérer le cas 

de deux variables complexes Les mêmes "démonstrations s'étendent sans 

aucune difficulté au cas de n variables complexes. 

Caen, le 28 octobre 1893. 
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ÜBER DIE DOPPELCURVE AUF DEN GERADLINIGEN FLÄCHEN 

VON 

A. WIMAN 
in LUND. 

1. Auf einer Regelfläche existirt bekanntlich stets eine Doppelcurve, 

welche jeder Erzeugenden in » — 2 Punkten begegnet. Andere besonders 

auffallenden Gebilde auf der Fläche sind die Torsalen, d. h. Erzeugenden, 

welche von einer benachbarten getroffen werden; die Ebene dieser Linien 

berührt làngs der ganzen Torsale, und ihr Schnittpunkt, der Torsal- oder 

Cuspidalpunkt, ist gemeinsamer Berührungspunkt jeder anderen Ebene 

durch die Torsale. 

Bei der Untersuchung der Regelflächen hat man sich nun besonders 

mit der Doppeleurve und den Torsalen beschäftigt." Ich habe in meiner : 

- Gradualdissertation gezeigt, wie diese Aufgabe, wenn die Fläche zu einem 

Tetraedraleomplexe (oder noch besser zu einem Abarte dieses Complexes) 

' So ist die Theorie. der Regelflächen 4. Grades von CHASLES, CAYLEY, SCHWARZ, 

Cremona und RoHN behandelt worden. Vgl. aueh SALMON-FIEDLER, Analytische Geometrie 

des Raumes, 2. Theil, 3. Auflage, S. 430, und Sturm, Die Gebilde 1. und 2. Grades der 

Liniengeometrie in synthetischer Behandlung, 1. Theil (Leipzig 1892), S. 52. Hine Ein- 

theilung der Regelflichen 5. Grades nach der Natur der Doppeleurve hat Schwarz gegeben, 

(Crelle's Journal, Bd. 67). Dieselbe Aufgabe bezüglich den Regelflächen 6. Grades 

haben dann BERGSTEDT. (Om regelytor af 6. graden, Diss., Lund 1886) und Frxk (Über 

windschiefe Flächen im Allgemeinen und ins besondere über solche 6. Grades, Diss. Aus 

dem Correspondenzblatt für die Gelehrten und Realschulen Würtembergs 1887) angegriffen ; 

doch mit wenig Erfolg, es seien denn die Irrthümer des Letzterwähnten. Die vollständige 

Lösung habe ich in meiner im Texte besprochenen Arbeit (Klassifikation af regelytorna af 

6. graden, Lund 1892) gegeben, deren Ergebnisse niichstens in diesen Acta dargelegt 

werden sollen. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 3 décembre 1894, 
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gehört, auf die Untersuchung einer viel einfacheren Curve in Bezug auf 

einen Tetraedraleomplex (oder Abart desselben) reducirt werden kann. 

Diese Methode lässt sich für alle Regelflächen 6. Grades durchführen, 

weil der genannte Complex durch 13 Geraden gelegt werden kann, und 

somit jede AR, zu einer (wohl im Allgemeinen endlichen) Zahl von Te- 

traedralcomplexen gehört. 

In der vorliegenden Abhandlung will ich aber Bedingungen ent- 

wickeln, denen die Doppeleurve einer Regelfläche beliebigen Grades ge- 

nügen muss. Die so erhaltenen möglichen Arten der Doppeleurve auf 

einer À, kommen sämmtlich vor, wie ich in der citirten Arbeit erwiesen 

habe. Somit lässt sich schliessen, dass man auch für die Regelflächen 

höheren Grades eine ziemlich gute Begrenzung der Möglichkeiten erhalten. 

2. Zu diesem Zwecke suche ich zuerst mittelst der Theorie der 

reciproken Flächen allgemeine Formeln für die Zahl ¢, der dreifachen 

Punkte einer Regelfläche sowie für das Geschlecht P ihrer Doppeleurve 

zu entwickeln." Es seien: 

n Grad (Ordnung und Klasse zugleich) der Fläche. 

a Ordnung des Tangentenkegels von einem Punkte an die Fläche 

oder Klasse eines Querschnitts der Fläche. 

à Zahl der Doppelkanten des Kegels oder der Doppeltangenten des 

Querschnitts. 

x Zahl der Rückkehrkanten des Kegels oder der Inflexionen des 

Querschnitts. 

b die Ordnung der Doppelcurve. 

D die Zahl der Punkte, in denen 2 Erzeugende mit gemeinsamer 

Berührungsebene zusammentreffen, und die Doppeleurve somit einen Dop- 

pelpunkt erhält; weil 2 Bedingungen bei einem solchen Punkte der Doppel- 

curve erfüllt sein müssen, lässt sich schliessen, dass es im Allgemeinen 

keine D giebt. 

£, (m2 3) die Zahl m-facher Punkte der Fläche; die m Mäntel 

Die entsprechende Aufgabe betreffend den (in dieser Hinsieht wegen der Cuspidal- 

eurve nicht als Speeialfällen der allgemeinen Regelflüchen zu behandelnden) abwickelbaren 

Flächen ist schon von CAYLEY (Quarterly Journal, Bd. 11) gelöst worden. 

— 
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schneiden einander in 5 m (m — 1) Doppeleurvenzweigen. Es ist einleuch- 

tend, dass es im Allgemeinen nur /, giebt. 

7 die Zahl der Torsalpunkte. 

p die Klasse der entwickelbaren Fläche, die von den Tangential- 

ebenen längs der Doppelcurve gebildet wird. 

p das Geschlecht der Regelfläche. 

Übrigens sei angenommen, dass keine Cuspidalerzeugende und nur 

eine endliche Zahl von /, (also keine mehrfachen Curven) vorkommen. 

Die Prücker’schen Gleichungen, denen die Querschnittscurve genügen 

muss, sind: 

(1) b= 2 (n—1)(n — 2) — p, 

(2) a = 2(n — 1) + 2p, 

(3) x = 3(n — 2) + 6p, 

(4) à = 2p! + 2p(2n — 7) + 2(n — 2)(n — 3). 

Die Bestimmung der Schnittpunkte der 2. Polarfläche eines beliebigen 

Punktes mit der Berührungscurve des Tangentenkegels von demselben 

Punkte und mit der Doppeleurve giebt die Gleichungen: ' 

(5) a(n—2)— xp, 

(6) b(n — 2) = p + yh Sm (m — 1)(m — 2)t,. 

Daraus folgt 

(I) bl ;m(n — ı)(m — 2)t, = HC — 2)(n — 3)(n — 4) — 3p(n — 4). 

(II) p ESTO — 2)(n — 3). 

! Vgl. SALMON-FIEDLER, Geometrie des Raumes, II, S. 650. 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 10 décembre 1894. É fe) 
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Im Allgemeinen hat somit eine Regelfläche 
z 

I 
g( — 2)(n — 3)(n — 4) — p(n — 4) 

dreifache Punkte. Aber es kann ein m-facher Punkt 5 mn(m — ı)(m — 2): 

dreifache ersetzen; es stossen ja auch in ihm eben so viele Gruppen 

von je 3 Erzeugenden zusammen. 

Die erhaltenen Ergebnisse (I) und (II) werden von etwa auftreten- 

den Cuspidalerzeugenden nicht gestört; da dies wohl schon a priori ein- 

leuchtet, übergehen wir den nach den Sarwow'schen Principen leicht zu 

führenden Beweis. Dagegen lässt sich die Ungleichung (II) nicht erweisen, 

wenn die Regelfläche sowohl eine mehrfache Curve als eine mehrfache 

Developpable besitzt, und Regelflächen mit solchen Singularitäten gehen 

nicht immer als Specialfälle anderer desselben Grades hervor, was den 

fehlenden Beweis durch Continuitätsbetrachtungen hätte ersetzen können. 

Das Geschlecht P der Doppelcurve ist durch die Gleichung 

P=-b — ı)b — 2) —k —D— » HC + 1)m(m — x)(m — 2)t,, 
1) | = 

bestimmt, wo % die Zahl der scheinbaren Doppelpunkte bezeichnet. % 

kann aus 2 neuen Gleichungen ermittelt werden: ' 

(7) a(n — 2)(n — 3) = 2(6 + ab — 2p — 7), 

(8) b(n— 2)(n — 3)= ab — 2p —7— TE + Y . m (m —1)(m — 2)(m — 3)4, | 

Aus (7) erhalten wir die bekannte von LtnorH gegebene Zahl der 

Torsalen: 2(n — 2) + 4p. Ganz einfach ergiebt sich 

(III) gus (n — 3)(v— 4) + pe — s) — 2. 
D I 

1 Die Gleichungen (7) und (8) enthalten die Analyse der Durchschnittspunkte der 

Curven «,b mit der Fläche von der (n — 2)(n — 3) Ordnung, welche die Berührungs- 

punkte der doppelt berührenden Erzeugenden des Tangentenkegels ausschneidet, und sind 

nach den Gleichungen (10) und (11) in SALMON-FIEDLERS eitirter Arbeit, S. 671, ge- 

bildet; weil aber dort nur ¢, angenommen sind, habe ich selbst in (8) berücksichtigen 

: 2 I s 5 
müssen, dass in einem m-fachen Punkte gm (m — 1)(m — 2)(m — 3) Paare von je 2 

Le . 

Erzeugenden zusammenstossen. 
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Wenn die Gleichung (I) besteht (entweder für die Fläche selbst oder 

nur für ihre Reciproke), können höchstens 2 

Erzeugende vorkommen, weil, wie man leicht findet, jede Doppellinie von 

(n — 2)(n — 3) — p doppelte 

(n — 4) anderen Erzeugenden in eben so vielen ¢, getroffen wird; und, 

wenn 2 Doppelgeraden zusammentreffen, vereinigen sich im gemeinsamen 

Punkte sowohl 4 ¢, als 4 der erwähnten Schnittpunkte. Also, wenn die 

angegebene Zahl doppelter Erzeugenden existirt, liegen alle mehrfachen 

Punkte auf ihnen. Allein es soll hervorgehoben werden, dass unter diesen 

doppelten Erzeugenden gelegentlich auch solche vorkommen können, welche 

die Ordnung der restirenden Doppelcurve um 2 reducirt: es sind diese 

aus 2 einander berührenden Torsalen mit verschiedenen Cuspidalpunkten 

zusammengesetzt; die reciproken Torsalen haben verschiedene Ebenen und 

gemeinsame Torsalpunkte und liefern somit nur Doppelpunkte im Quer- 

schnitte. ? 

Auf jeder doppelten Erzeugenden befinden sich 2 D: die Punkte, wo die 

beiden Mäntel einander berühren. Weil aber gleichzeitig die Doppelgerade aus 

der Doppelcurve ausgeschieden wird, reducirt sich P nur um je eine Einheit. 

Man kann nun die beiden in eine Doppelgerade zusammenfalienden 

Erzeugenden durch eine sehr kleine Veränderung auseinandergehen denken, 

ohne dass die Regelfliché anderwärts wesentlich verändert sei. Die Re- 

gelflàche mit der doppelten Geraden erscheint so als Specialfall einer 

Fläche eines um eine Einheit höheren Geschlechtes ohne dieselbe, somit 

auch ohne die darauf befindlichen x» — 4 ¢,; die Doppeleurve hatte in 

diesen »— 4 Doppelpunkte, deren Wegfall P um »—4 erhöht. Durch 

diese Betrachtungen werden die Gleichungen (I) und (III) bestätigt. 

Es erübrigt noch die Fälle von Berührungs- und Oskulations-Doppel- 

curven zu erwähnen. Im ersten Falle berühren 2 Mäntel einander längs 

der Curve; im zweiten oskuliren sie einander sogar, so dass die Erzeu- 

‚gende des einen Mantels zweite Haupttangente des anderen sein muss.” 

Beispiele und nähere Erörterungen solcher Singularitäten werden wir später bei 

Behandlung der Regelflächen 6. Grades geben. 

* Als eine hieher gehörende Art nenne ich die von SCHWARZ besprochene Regel- 

flächen 5. Grades mit 3 doppelten Kegelschnitten. Ich habe nämlich (Klassifikation ete., 

S. 87) erwiesen, dass sowohl 2 als auch alle 3 Kegelschnitte in speciellen Fällen un- 

mittelbar aufeinander folgen. ; 
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Die Regelflächen 6. Grades ohne vielfache Curven sind somit vom 

Geschlechte 0, 1 oder 2, haben höchstens 2, bezw. 1 oder o doppelte 

Erzeugende, und die bezügliche obere Grenze des Geschlechts der Doppel- 

curve ist 3,4 oder 5. Von den möglichen vielfachen Curven behandeln 

wir besonders die Leitgeraden. Die anderen Fälle sind: dreifache Er- 

zeugende, dreifaches Kegelschnitt und dreifache gewundene C,; im ersten 

Falle muss jede Ebene durch die dreifache Erzeugende einen Doppelcurven- 

punkt enthalten (somit, weil die Schnitteurve eine C,, p — 0); im zweiten 

soll von jedem Punkte des Kegelschnittes drei Bisecanten der restirenden 

Doppelcurve ausgehen, welche somit eine unicursale gewundene C, spe- 

cieller Art sein muss (also auch hier p— 0); im dritten Falle ist gewöhn- 

lich! s. 

3. Die Gleichungen (2) und (3) werden nicht durch eine r-fache 

Leitgerade verändert. Als b-Curve sei nur der restirende Theil der 

Doppelcurve bezeichnet. Also 

(n — 1)(n — 2) re 1) — p. 
tol = 

(te) b= 

Die Formeln (5) und (6) werden bedeutend modificirt. Der 2. Polare 

ist die Leitgerade (r— 2)-fach. Dort geht die a-Curve durch 2(r -- p— 1) 

Torsalpunkte* und durch » — r andere Punkte, wo die Leitgerade von 

den Erzeugenden getroffen wird, welche in der dureh die Scheitel des 

Berührungskegels und die Directrix bestimmten Ebene liegen. In diesen 

Punkten wird aber auch die 2. Polare von derselben Ebene berührt oder 

(wenn r—2) geht wenigstens dadurch, so dass jeder r— 1 Schnittpunkte 

giebt. 

Die Curve hat b — (n — r(n — r — 1) Punkte auf der Leit- 

gerade; denn jede Ebene durch diese enthält nur = (n — r)(n —r — 1) 

andere b-Punkte als Schnittpunkte der in ihr liegenden Erzeugenden. 

* Dass die erwähnte Zahl Torsalpunkte auf der Leitgerade liegt, wird im nächsten 

Paragraphen erwiesen. 
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Also 

(5) a(n—2)—=x+pt+2(r+p ie ir — 2) + (n — r)(r — 1), 

(6) b(n—2)=p+(r— 2)| 6 = (n — r(n — r — | 

a va = m(m — ı)(m — 2)t,. 

Dies giebt 

- 

(V) ». > m(m — ı)(m — 2)t, = A Oe AL =F |e 2ar-— 6) — 6p]. 

Daraus folgt, dass, wenn r < » — 2, 

I 
(IT) p x z(n iie — 1)(n + ar — 6). 

OM 

Wenn + = » — 2, verschwinden beide Glieder der Gleichung (I’); 

die b-Curve kann ein Kegelschnitt sein und somit p den Werth » — 4 

erreichen. 

Entsprechende Überlegungen lassen sich auch für die reciproke Fläche 

(wo r durch # — r ersetzt wird) durchführen, wenn nur die Ursprüng- 

liche keine vielfache Developpable (ausser etwa des Ebenenbüschels durch 

die Leitgerade) besitzt. Unter dieser Voraussetzung kann somit r in (II’) 

dureh » — r ersetzt werden, welches einen genaueren Werth für p liefert, 
n 

wenn * < a 

Ganz einfach ergiebt sich das Geschlecht P’ aus der Correspondenz 
zwischen den Punkten der b-Curve und den Erzeugenden der Regelfläche: 

jedem Punkte entsprechen die 2 durch ihn gehenden Erzeugenden, und 

jede Erzeugende trifft n—r— ı Punkte, welche ihm entsprechen. Ausser- 

halb der Leitgeraden befinden sich 2(n—r-+p—1) Torsalpunkte; ihnen 

entsprechen coincidirende Erzeugende. In der Ebene jeder der gedachten 

Torsalen liegen 2 — r — 2 andere Erzeugende, deren jede 2 coincidirende 

b-Punkte auf der Torsale ausschneidet. Dies giebt 

2(n — r — 2)(n — r + p — 1) 

Coincidenzen, welche Zahl indess mit 4 vermindert wird, so oft 2 Tor- 
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salen dieselbe Ebene haben, denn es entsteht dann ein Doppelpunkt D 

im Schnittpunkte. Dann kann P’ aus Zeurnen’s Gleichung! 

c—c' = 2e(p — 1) — 2e(P' — 1) 

hergeleitet werden, welche die bekannte Relation zwischen den Geschlechts- 

zahlen zweler einander entsprechenden Curven darstellt. Diese Gleichung 

gilt aber natürlich noch, wenn die Punkte der einen Curve eindeutig 

auf die Geraden einer Regelfläche überführt werden. Also ist hier: 

pro e=n—r—1, c — 2(n — r + p — 1), 

c = 2(n—r— 2)(n—-r + p—1) —4D, 

woraus 

(I) — Pai —r—2(n-—r—3)-pn—r—2)-—D. 

Für r — » — 2 bezw. n — 3, ergiebt sich P' — o bezw. p, wie auch zu 

erwarten war. 7" wird nicht durch das Auftreten einer doppelten Er- 

zeugenden reducirt, denn die beiden Mäntel berühren einander nur in einem 

neu hinzutretenden Doppelpunkte; der andere ist auf der Directrix. 

Die Regelflächen 6. Grades mit einer einfachen oder fünffachen Leit- 

gerade sind natürlich immer unicursal. In den übrigen Fällen (r=2, 3, 4) 

kann das Geschlecht höchstens den Werth 2 erreichen; ? es sei denn, dass 

auch eine 2. Leitgerade auftrete. Wenn r= 2, lehrt die Gleichung (IIT), 

dass 21, 3,5, je nachdem p — ©, 1,2. 

4. Die oberwähnte Gleichung Zeurnex’s kann auch benutzt werden, 

um die Anzahl der Torsalpunkte 7’ auf einer r-fachen Curve zu ermitteln, 

welcher jede Erzeugende nur in einem Punkte begegnet. In der Gleichung 

, c—c = 2e(p — 1) — 2e(p — 1) 

! Math. Ann, Bd. 3. 

* Fink glaubt indess 6 Arten vom Geschlechte 3 ohne. 2 Leitgeraden erhalten zu 

haben. Er geht aber von der unrichtigen Voraussetzung aus, dass eine eindeutige Cor- 

respondenz zwischen den einfachen Sehnittpunkten einer beweglichen Tangente einer ebenen 
e 

4 

rührende Geraden. 

2 vom Geschlechte 3 bestehen könne. Durch einen Punkt gehen ja 10 anderwärts be- 
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hat man somit c — o, ¢ =7, € =r, e— 1 zu setzen, wenn p(p’) das 

Geschlecht der Curve (der Regelfliche) bezeichnet. Also 
o 

"= 2(prp-r-—r) 

Aus dem Umstande, dass 7 > o, ergiebt sich eine obere Grenze für y, 

und zwar ist ersichtlich, dass, wenn r  p'— 1, nur 2 Lösungen mög- 

lich sind: 
p = 0, 7 = 2(r + y —1) 

jm d (pe) 

Jedoch giebt es nur die Lösung p = o, wenn p’ = o. 

Weil auf einer Erzeugenden »— 2 Doppeleurvenpunkte sich befinden, 

kann die Doppelcurve in höchstens » — 2 verschiedene zerfallen. Trifft 

dies bei einer rationalen Regelfläche ein, müssen jene »— 2 Curven auch 

unicursal und auf jeder 2 Torsalpunkte belegen sein. Wenn aber p' = 1, 

sind die Curven entweder vom Geschlechte 1 mit keinem oder unicursal 

mit 4 Torsalpunkten. Weil die gesammte Zahl der Torsalen 22 ist, 

müssen Curven dieser Art sein; somit ist es eine nothwendige Be- 

dingung des Zerfallens, dass n gerade. Es können aber auch höchstens 3 

solche Doppeleurven vom Geschlechte 1 vorkommen, denn auf einer ebenen 

C, können die Punkte nur auf 3 Weisen involutorisch-eindeutig einander 

zugeordnet werden, so dass die Verbindungsgerade entsprechender Punkte 

eine Curve vom Geschlechte 1 enveloppirt.' Zwischen den Erzeugenden 

der Regelfläche (p' = 1) bestehen also nur 3 solche Correspondenzen, und 

es mag wohl möglich sein, dass es Fälle giebt, in welchen jedes Paar ent- 

sprechender Erzeugenden in jeder der 3 Correspondenzen zusammentreffe. * 

Auf den Regelflächen höheren Geschlechtes kann nur eine jeder Er- 

zeugenden in nur einem Punkte begegnende rationale Doppelcurve vor- 

kommen; die in derselben zusammenstossenden Érzeugenden sind einander 

wie die ausgezeichneten Punktpaare auf den ebenen hyperelliptischen 

Curven zugeordnet. 

! Siehe CLEBSCH-LINDEMANN, Vorlesungen über die Geometrie der Ebene, S. 527, 607. 

* FrNK will zwar (S. 15 seiner schon erwähnten Arbeit) eine rationale À, entdeckt 

haben, zu deren Doppeleurve auch eine ebene C, vom Geschlechte I gehört. Eine solche 

fatale Entdeckung kann aber nur als Probe seiner unbefriedigenden Methode gelten. 



* X us 
4 Ex ‘i u n. Fe rs ME N ee "T A a 2 

LU Edo d cer ab}. ER 

i niu doit A E. © 154 Me x ̂  4 
= m u E 2 xg a * 

Et | a: e 5 a num this sehen 

ty Jtohedad dan dun] n te rer Tuo bin? 

| iat thy (gem $e Ke asset en re” ihr iu 

le iiti Ais aif satiny ‘ph bolt tony Tach "ai 

Far”, D geri afficher Tab, R “ghee: Mín „Dar Logs sina 

s idi 4 area ihn nsa iff she iUi: 

Ide rind & qd dn 

pn ems uta vee f wi 

day pu 

Maren ux sib. : 

P^ A LE) uto ,F. üt [M Lost { «T po
r 

"E ethica! 1 ath; fons a p 

f iii at an bao: xus 

er! FL Hal 

auth. inis 

"i neem Po: 

Vy pp ge iti mer yv 

Dan) Ree prn df 

una area d ! HA M^. 



SUR LES EXPRESSIONS ALGEBRIQUES 

PAR 

D. SELIVANOFF 
à St PÉTERSBOURG. 

Dans le mémoire posthume sur la resolution algebrique des équations 

ABEL a démontré quelques théorèmes sur les expressions algébriques 

satisfaisant à l'équation proposée. Les démonstrations d’ABEL ont été 

complétées et simplifiées par Marwsrrw, Kronecker et M. Syrow. Je 

veux ici reprendre cette question en employant les notations de KRONECKER 

(Monatsberichte der Berliner Akademie, 1879) et en introduisant 

quelques modifieations et simplifications. 

Avant d'aborder la question il est nécessaire de démontrer quelques 

théorémes sur les fonctions irréductibles. 

$ 1. Pour rendre la rédaction un peu plus simple, supposons que 

le domaine de rationalité contienne tous les nombres rationnels. Nous 

indiquerons dans la suite chaque fois quand ce domaine sera élargi aprés 

l'adjonetion des différentes quantités. 

Soit 

une équation irréductible, dont les racines sont 

ies 

Nous supposons connu le théoréme: 

Si une fonction entière F(t) avec des coefficients rationnels s'annule 

pour i — t, on a 

F(t) = e(t0)9(t) 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 7 janvier 1895. 10 
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et par conséquent 

«Ben HG) — e HE TON 

Ce théoréme a aussi lieu, si les coefficients de la fonction F(t) con- 

tiennent des quantités dont l'adjonction n'altére pas l'irréductibilité de 

l'équation ¢(t) = o. 

Nous allons démontrer les cinq théorèmes suivants. 

I. Si une fonction entière P(x, t,) est irréductible aprés l'adjonction 

de t,, la fonction ®(x,t,) est aussi irréductible aprés l'adjonction de t,, k 

ayant une des valeurs 2 , 3,..., m. 

Supposons qu'on ait 

Oe, t= dx) Vim, t) 

En remplaçant ¢, par la racine /, de l'équation irréductible c(t) = o 

on obtient la relation impossible 

Dé) = star Diet), 

W(x, t,) étant une fonction irréductible. 

IL. Le produit 

O(a, 6) (m5 t) c. O@ 5 ¢,,) 

est irréductible, sil me contient pas de racines multiples et si la fonction 

Dix, t,) est irréductible après l'adjonction de t, . 

Le produit 

(1) O(c ,1)90(r,1,)... O@, t,,) = F(z) 

est une fonction entiére en x avec des coefficients rationnels. En de- 

composant cette fonction en facteurs irréductibles on trouve 

(2) En) = Elle)... (x) 
La fonction (x) a des racines communes avec une fonction irré- 

ductible O(a, ¢,), k ayant une des valeurs I , 2,3,...,m. 
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Done 

& (x) = Or, 4). Merb) 
et a cause de l'irréductibilité de l'équation ¢(¢) = o on a les relations 

suivantes 

(3) 

Biz) = (m, ti.) V (m, à). 

Les relations (1) et (3) indiquent que chaque racine de (x) annule \ 3 1 ) 

3,(2). Il suit de la relation (2) que chaque racine de §,(7) annule F(x). 

Les mêmes conclusions sont applicables aux fonctions %,(.c), QS. (o), PI Oa) 3\ 

.., (x). Donc 

et par consequent 

(4) Q(r,t)0(r, 4). 0(»;1,) = [S ()]- 

Si le produit 
(x , t,) P(x, t)... (v , t) 

n'a pas de racines multiples, le nombre y est nécessairement égal à un 

et le théoréme énoncé est done démontré. 

M. FnoBENIUS m'a communiqué que la relation (4) se trouve dans 

un mémoire de SCHÖNFMANN (Journal de Crelle, t. 31, p. 273). M. Kxr- 

sER a donné une autre démonstration de cette relation (Mathematische 

Annalen, t. 30, p. 181). 

Supposons qu'une fonction irréductible f(x) devienne réductible aprés 

l'adjonction de /,, c'est à dire que 

AA UE ESSE CAU ER ICT M M 

Q(r,f,) étant une fonction irréductible. 

Dans ce cas l'équation (4) prend la forme 

2 (x , t) dx rb)... (x , tm) = ol. 
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Les degrés des fonctions f(x) et D(w,t,) étant n et v on a la re- 

lation 
my = np. 

Si » est un nombre preinier, il est nécessaire que m soit multiple 

de n,v étant plus petit que n. 

On peut done affirmer que 

II. La fonction irréductible du degré premier n ne peut devenir ré- 

ductible qu'après l'adjonction d'une racine d'une équation irréductible dont le 

degré est multiple de n. l 

La racine du degré x de l'unité satisfait à une équation irréductible 

dont le degré est inférieur à ». On a donc ce corollaire du théorème III: 

La fonction irréductible du degré premier m reste encore irréductible 

aprés l'adjonction d'une racine du degré n de l'unité. 

Le théoréme II peut prendre une autre forme, si la fonction irré- 

ductible e(t) a la forme 

g(t) =i"—a, 
4 

m étant un nombre premier. 

L'irréductibilité de cette fonction ne sera pas alterée aprés l'adjonc- 

tion de w, racine de l'équation 

gna T 

—=0. 
FN 1 

Supposons que la fonction M(x, t,) reste irréductible apres l'adjonc- 

tion de «. 

Nous allons démontrer que les fonctions P(x, f,) et (x, t), k ayant 

une des valeurs 2,3,..., m, ne peuvent pas avoir des racines communes, 

si elles ne sont pas identiques. 

Supposons que le plus grand commun diviseur des fonctions ®(x, t,) 

et O(x.,t) soit V ry 1). 

Une des quantités /, et /, s'exprime par l'autre au moyen de o. 

On peut done écrire 

V(r, t, t) = Vot) = Pix, t) 

a 
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Les fonctions V,(r,f,) et ®,(® . ¢,) divisent les fonctions irréductibles 

O(a, t,) et D(x,t,) Done 

Va, 4,4) = O(@,t,) = d(x,t). 

(On suppose que le coefficient de la plus haute puissance de x dans 

(x, t,) soit égal à un.) 

Par conséquent le produit 

O(a, t,) O(a, t)... O(a, 0) 

ne peut pas contenir des racines multiples, si les fonctions 

dr,5),0(7,1,.),..-, O(v , ba) 

sont différentes entre eux. 

On a donc le théoréme: 

IV. Le produit 

O(r,2)0(m,4)... 0(m,0,) = F(z) 

est. irréductible, si les fonctions 

(Dicto Ups lee Dad) 

sont différentes entre eux. 

Les nombres / .,¢, sont ici les racines de l'équation irré- DUET 
ductible du degré premier 

(a = ©. 

La fonction ®(x,t,) est supposée irréductible aprés l'adjonction de 
mm 

ft, et ©, racine de l'équation E 
: z— I 

Nous appliquerons encore le théorème suivant d'Anzr: 

V. Si dans le domaine de rationalité donné l'équation du degré premier 

ike EE a — O 

est réductible, cette équation a nécessairement au moins une racine contenue 

dans le même domaine de rationalité. 
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Supposons que la fonction /" — « soit divisible par 

win cu be pat. rr Re 

Le nombre 4, appartenant au domaine de rationalité donné est le 

produit des racines de l'équation V(!) — o. Done 

h étant un nombre entier. 

Déterminons deux nombres entiers r et s de manicre qu'on ait 

pr — ms = 1. 

On aura la relation 

(a 7)" = a 

et par conséquent le théoreme est démontré. 

Si le domaine de rationalité contient w, toutes les racines de l'équa- 

tion réductible 
"—a=o 

sont rationnelles. 

$ 2. On sait que chaque expression formée avec des radicaux peut 

étre mise sous la forme 

F étant une fonction entière de V,, V,,..., V, avec des coefficients v 

rationnels. Les quantités sont réunies par les relations 

7n 1 7 7 r 
a Ose Vets RESP 

ig! CURL pr CE 7 ee N el ee.) 

Ve vk = F, E ( V. \ 

p T 

Zr cb y 

où les exposants ",,",,...,", sont des nombres premiers; F,, F,,..., F, , 

sont des fonctions entiéres avec des coefficients rationnels des arguments 

indiqués et A est un nombre rationnel. 
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L’équation 
iA 

a n, racines. Une de ces racines est choisie arbitrairement et désignée 

par V,. 

Une des racines de l'équation 

pos = Tu 20 

est désignée par V, , et ainsi de suite. 

De cette manière tous les radicaux V,, V,,..., V, obtiennent des 

valeurs déterminées: nous désignons par z, la valeur de l'expression algé- 

brique qui en résulte. 

Done 

(2) DESEE E qud pnr 

Soient 
0|, Dis... €, 

1 

les racines primitives de l'unité des degrés 

"Us rues 31:3 

Si l'équation 
y" = A 

est réductible, la quantité V, est rationnelle, ou bien V, est exprimable 

rationnellement par ©, Dans les deux cas V, peut être exclue de la 

chaine des équations (1) et au lieu de V, ces équations peuvent contenir @,. 

Si cette équation est irréductible on pourra encore adjoindre c, sans 

altérer l'irréductibilité de cette équation. 

Si l'équation 

"e FL) 
est réductible aprés l’adjonction de V, et w,, on pourra exclure le radical 

V, , des équations de la chaine (1). 

Aprés avoir exclu de cette maniére tous les radicaux superflus, nous 

obtenons un nouveau systéme d'équations binómes contenant quelques- 

unes des racines de l'unité 06,5, 0,,..., O,. Exprimons ces racines par 
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des radicaux et éloignons de nouveau les radicaux superflus. Dans la 

chaine des équations (1) pourront entrer les racines de l’unite, dont les 

degrés sont inférieurs à m, , n,,..., »,. Ces racines de l'unité, nous les 

exprimerons de nouveau par des radicaux. 

Cette opération sera enfin terminée, car la chaine finale des équations 

binómes ne peut contenir que quelques-uns des radicaux V,,V,,..., V, et 

des radicaux servant à exprimer les racines de l'unité des degrés m,, n,, 

.,n, et des degrés inférieurs. y 

On peut done supposer que les équations binómes de la chaine 

n.. = 

WI IP Cos E V. ss SIE, V, (7=1, 2, 3, .., ) 

sont irréductibles aprés l’adjonction de 

(008.003 0552-5 0 cse Es c M UR. 

D'après le théorème démontré l'irréductibilité de cette équation sera 

encore conservée apres l'adjonction de «.. 

La fonction F, a la forme 

TA ST. IE T V2 T yi (3) pU UV + UV: te EN ficu À 

les coefficients D,, U,, U,,..., U,  _; étant des fonctions entières de 

Vis Vis -.., V, avec des coefficients rationnels. 

L'équation (3) peut être simplifiée en remplaçant V,,, par une autre 

quantité. 

Si U, est différent de zéro, nous poserons 

(4) Re wer. 

En élevant les deux membres de cette équation a la puissance »,,:, 

on obtient que W,,, est une racine d’une équation de la forme suivante 

(5) uic M P Op ce AEN 

F',, étant une fonction entière de V,,,, V,,,,..., V, avec des coefficients 

rationnels. 

Determinons deux nombres entiers r et s de maniére qu'on ait 

hr —n,4418 — 1, <BR 
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On dédüit de l’equation (4) que 

DRE NOTE Win. 
" rt 

Il en résulte que 
7 pate Tr (6) y UMS, 

U’ étant une fonction entière de V,,,, V,,,,..., V, avec des coefficients 

rationnels. 

En introduisant cette valeur de V,,, dans l'expression (3) on obtient 

ppp UMS e LCR DL We Ny+1 

L'équation (s) reste irréductible aprés l'adjonction de 

"ig 2 

aL ED re ray Bernau E, 

Dans le cas contraire W,,, serait rationnel en 

DE OR AN Ob Mery MD Pu 

d'aprés l'équation (6) V,,, serait aussi exprimable par ces mémes quan- 

tités, ce qui est impossible. 

Supposons maintenant que dans la série 

Fa VE A REP re 

la premiére fonction qui contienne V,,, soit 

RUE. , revs ge ee. 5 2). 

Cette fonction a la forme 

Y a T78 À Ea CC RAA ne 

y Les coefficients C sont des fonctions entières de V,,,, V,,,,..,, V. 

avec des coefficients rationnels. Au moyen de la transformation indiquée 

plus haut pour F, un de ces coefficients peut être mis sous la forme 

U, t Vin + DV +. + U,, a Wa. 

Nous dirons qu'une expression algébrique a la forme normale, si l’on 

a exécuté toutes les transformations indiquees. 

Les expressions algebriques de la forme normale ont des proprietes 

remarquables que nous allons étudier. 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 31 janvier 1895. 11 
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$ 3. Supposons qu'on ait identiquement 

(1) O(a , Ves QU CO) ne lo V3y Pot. 

® étant une fonction entière des arguments indiqués avec des coefficients 

rationnels. 

En égalant les coefficients des mêmes puissances de x on trouve au 

moins une relation de la forme . 

tas rates NEC Sa Vans. A) 

¢ étant une fonction entiere différente de zéro. 

L'équation 

Lm 
to 
— 

ol, Ver 4) = gov, ars 9) ol elle Las 

dont le degré peut être supposé inférieur à »,, est vérifiée pour V=V,. 

Mais V, est racine d'une équation irréductible du degré n,. Done 

l'équation (2) est une identité. Par conséquent les coefficients des termes 

semblables dans les deux membres de cette relation sont égaux. En 

egalant deux coefficients différents de zéro on trouve 

qu yr. COMES UM CE idees E 
4 / 

Il en résulte 

C'est impossible, p étant inférieur à n,. 

On peut donc affirmer que 

les fonctions 

Dcos Vet oin Vos WOE res y Vea stets ts); 

Na Be vo EOS QUI PI, SED, CREDE 

sont différentes entre elles. 

En appliquant le théorème IV ($ 1) on conclut que le produit 

ky=n,—1 

NERO pss com ned u) 
k=1 
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est irréductible aprés l'adjonction de 

iz SORS o ELLE LÉ ts ER V. 

Ce produit ne contient pas de radical V,, et en méme temps peuvent 

disparaitre les radicaux 

EE 2? gor? E a—1l* 

Pour la méme raison sont irréductibles les fonctions suivantes 

ka=Na—1 

Il D(x, Ka Vau eO, V = 9. (a, LE Vas rs V ba; 
el 

kb T7 7 7 ei iv, ^s y y » . IL 9, (x, o?V, , Pe RE PAPE SE: 
b 

kn T7 PEN lI n 
ILo,(, On Le , LE TE) 5E) ZA J (a). 

La fonction V'(z) est une fonction entière en x avec des coefficients 

rationnels. Le coefficient de la plus haute puissance de x est égal a un. 

Cette fonction n'a pas d'autres racines que les différentes valeurs de l'ex- 

pression. algébrique 

Be 5 Bi): 

De la méme maniere on pourra former l'équation irréductible avec 

des coefficients rationnels qui est satisfaite par l'expression 

\ 7 7 
e(V, , M bicis Re: 

» étant une fonction entière de V,, V,,,,..., V, avec des coefficients 
€ a? a+1 , v 

rationnels. 

Supposons qu'une fonction entière de » variables indépendantes avec 

des coefficients rationnels 

(3) qm us u$ np) 

sannule pour 

£ 9, — V. 
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Reduisons les puissances de v,,v,,...,v, au moyen des équations 

De CIPUE CIEL RT BR 

dg DD 0) 

La fonction ® aura la forme 

a3 
(5) O=a,+ 4%, Han +...+a ar, 

les coefficients a,, d4,, 4,, ..., 4, ., étant des fonctions entières de v, , v, 

...,, avec des coefficients rationnels. 

En posant 

on trouve 

tal at... + ua V1 0. 

Mais V, est la racine d'une équation irréductible du degré »,. Done 

, 
(s LI O, d = O, a, — © . D RCE) Ani == Qu 

Par conséquent la fonction (5) devient nulle, quand on pose 

en laissant v, tout a fait arbitraire. 

Apres avoir mis les fonctions 4,,a,,4,,...,4, ; sous la forme 

b, E b, U, =F b, v3 a NRI AF D. ne 

au moyen de l’equation 

CHA. Bie Uy Gis En Oy) 

on démontrera de la méme maniere que toutes ces fonctions s’annulent 

pour une valeur arbitraire de v, et pour 

y DE ee DT 
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Il resulte de ce raisonnement que la fonction (3) 

QU. m. san); 

étant réduite au moyen du systéme (4), devient nulle pour des valeurs 

arbitraires de v, ,9,, v... , 9,. 

Done en changeant les valeurs des radicaur dans la relation 

o (V, , Lo = | (o 

on obtient une autre relation 

QUEDA. At 

Voici une conséquence de ce théoreme. 

La fonction V(r) que nous avons formée s'annule pour 

go FV, V, 22 °°. XE). y 

Cette fonction devient aussi nulle pour toute autre valeur de l'expressron 

algebriques Zilk, Eure. V,). y 

On peut donc affirmer que 

toutes les valeurs de l'expression algébrique de forme normale sont racines 

de la seule équation ¥(x) = o. 

Une autre conséquence du théorème démontré est la suivante: 

Les équations binômes 

LE EU UE 7 va 
V. des; d UE) 

restent irréductibles quand on change les valeurs des radicaux V.,,, V, o, +, V,. 

Supposons que l'équation 

(6) E E 

soit réductible. On aura la décomposition en facteurs 

p» — FE, (V) = O(V, Y) .W(V , V:). 

En remplacant V; y? racine de l'équation irréductible 

ne y" A, 
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par V, on obtient la relation impossible 
y 

Vrai F y CANIN y) EV PD 

Il résulte de l'irréductibilité des équations (6) et (7) que si l'équation 

(8) pw, v) — o, 

€ étant une fonction entière de v, , et v, avec des coefficients rationnels, 

: est satisfaite pour 

PEE CN us pm 

la fonction c(v, ,, v) devient identiquement nulle quand on réduit les 

puissances de v, , et v, au moyen des équations 

n 

Du e) DR de 
y—1 

L'équation (8) sera donc aussi vérifiée pour 

D Nenn Dy = Ke 
v 

. Ld , . 

Supposons maintenant quon ait 

Ve ASE , Y) = OV z^ ; ^15 YI Wi Loon aS) y—1 

En remplaçant ici VW, et V, par V, , et V, on obtient une dé- y y 

composition en facteurs de la fonction irréductible 

p CHE AU | V), 

ce qui est impossible. 

L’irreductibilite de l'équation 

AN prep =O 

est done démontrée. 

La méme démonstration est applicable aux autres équations binómes. 

De lirréductibilité de l'équation 

y = PAYS ATE y, 7 
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résulte que les fonctions entieres à coefficients rationnels 

NEE GUMMI ecc a A Dial, Wu. 2 2); 7 T 

2 J = n,—1 +7, 
DUE m Hat Ras, RAC dila ast ES roe, TE) 

Z y? 

sont différentes entre elles. 

$ 4. Soit 

f(x) E + pau + 2,8" + ... + Prat + c o 

l'équation irréductible proposée, dont les coefficients sont des nombres 

rationnels. 

Désignons les racines de cette équation par 

Supposons qu'on ait 

gU ERES ern Mh 
1 y, 

F étant une expression algébrique de forme normale. 

Par le procédé indiqué dans le paragraphe précédent on forme la 

fonction irréductible ¥(x) qui s'annule pour # = x 

Les équations irréductibles 

1° 

V(a:) — gpfinenb...Am zc ER ete ue cas ERO 

f(x) = x" + pa Srna 9 

ayant une racine commune sont identiques. Done 

f(x) = (x), 

MAN, N. 
m 

Les nombres %,,n,,n,,...,n, sont les exposants des radicaux 

VER ode Pl ee eal nt 

En résumant les résultats obtenus, on peut énoncer les théorémes 

suivants d'ABEL: 

1) Dans l'expression algébrique d'une racine d'une équation irréductible 

du degré m sont nécessairement contenus les radicaux, dont les exposants sont 

les diviseurs premiers de mn. 
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2) L'expression algébrique satisfaisant à l'équation irréductible du degré 

n a m valeurs différentes, qui sont les racines de l'équation proposée. 

3) Si une racine de l'équation irreductible est exprimable par radicaux, 

toutes les autres racines sont aussi exprimables par radicaux. 

Nous allons encore démontrer le théorème suivant: 

4) Les radicaux contenus dans l'expression des racines de l'équation 

proposée sont des fonctions entières des racines de cette équation et des racines 

de l'unité. 

Soit 

ae V, + U, Vi +... Uli, 
2, = U, + 0, Vi BUS Vi. +: om Une 

(1) f= Uy on, © UV: +.. 2 agite ne 

gel icones an or Da V1 Ar A SCIE ^m 

En ajoutant ces équations aprés les avoir multipliées respective- 

ment par 
IG TERRE ORENSE CO) MR 

on trouve 

275 —1 (2) USERS + Cri CU El MS CO n 

En prenant les autres valeurs des radicaux on aura 

2 n—1 » 
(3) HI = + wm, + ex... oF Ty, 

les nombres h,,h,,...,h,, étant différents entre eux. 

Du systeme (1) resultent encore les formules 

n, U, = x, = T. =F Y. SF soo Y, 

n,U,Vi =a + wit, + 0% +... + erm, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . 

7ny—1 __ n—1 2(n4—1), (m—1)*, 
WU, fr = By + Oh, + oy" ts +... en d. ec 
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L'expression algébrique 

satisfait à une équation ¢(z) — o dont les coefficients sont des nombres 

rationnels ($ 3). Les fonctions rationnelles 

np I 
yi ; y y fI, yu 

de la racine de cette équation peuvent étre transformées en fonctions 

entières de V,. Par conséquent 

(4) Kore, DE eU, 

sont des fonctions entières de z,, r,,..., 7, et c. 

Toutes les valeurs des expressions algébriques (4) jouissent de la 

méme propriété. 

Passons au radical V,. 

Si le second membre de l'équation 

(5) pu ka à 

contient V,, on peut poser 2 

Es za zm V, FE: Uy V; a= wine = um. EI, 

Us Uy) -->5 Uy étant des fonctions entieres de V,, V,,..., V, avec des 

coefficients rationnels. 

Supposons que la valeur 

N. — 9 
se change en 

Yor Yyo es Un, 

quand on remplace V, par 

OE E cos Vas. ON: 

On trouve 

m,V,—4id- op+ o 05s. oT 

fi, s = y, + Yo + Yes Jn. 

? y? -— 2 4 2(n;—1), 
RU Ve = Yi + ont 05); +. + 067 Yn, 
. . . . . . . . . . . H . . E . 

N; Un. Was = Yi + oy Yo 3r ony. + co + ONE Va 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 2 février 1895. 12 
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Il en résulte que les quantités 

ee re 05-1 

sont des fonctions entieres de 

DT Leg Tus 10 5 s» 

Supposons maintenant que l'équation (5) ne contienne pas J,. 

Une des quantités U,, U,, U,,..., U, , qui entrent dans les rela- 

tions (1) contient nécessairement V,. Supposons que ce soit U,. On 

peut poser 

U, = A, ds V, E AV? +... Bis A 

AN, A,,--:, Ag, étant des fonctions entiéres" de V; V,...-, V, avec 

des coefficients rationnels. 

Designons par 
"oU SI) ZR 

les valeurs que prend 

CA Es BE 

quand on y remplace V, par 

Ome ee geb. S ai, Dee 

On trouve que 

aie 2 2 n,—1 n,V, = 2, + 02, + 02 an Es 

et par conséquent V, est une fonction entiere de 

a n 0e 0, 0, 

avec des coefficients rationnels. 

On fera voir de la méme maniére que les radicaux V,, V,,..., V, 

sont des fonctions enticres de 

Dy Dose es Un y 01, Day. , O,. 

Le théoréme 4) est done démontré. 

Les propriétés des expressions algébriques que nous avons étudiées 

ont une grande importance. Elles donnent la méthode générale pour 
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résoudre les équations littérales du deuxieme, troisieme et quatriéme 

degré. Elles servent pour base à la démonstration de l'impossibilité de 

la résolution algébrique des équations littérales des degrés supérieurs. 

Gatois a obtenu les conditions de la résolubilité algébrique des 

équations numériques en supposant que toutes les racines d'une équation 

solent exprimables par des radicaux. D’apres le théorème 3) il aurait suffi 

de supposer qu'une seule racine de l'équation soit exprimable algébrique- 

ment. 





93 

DEUX DEMONSTRATIONS 

DE LA CONVERGENCE DE CERTAINES FRACTIONS CONTINUES 

PAR 

ANDRE MARKOFF 
a St. PETERSBOURG. 

En considerant le developpement connu de l’integrale 

en fraction continue 

a2 + B, —- 

4,2 4- B, y 

I 

I 

2 
as? EIS ESTAS 

supposons les limites a et D réelles de méme que toutes les valeurs de 

la variable d'intégration y et de yf(y). 

Nous allons démontrer trés simplement, que dans ces suppositions 

on aura 

b 

{2 dy = lim. - > = 
Zu, n=% az + 8 = 

a 0,2 + P, — 

I 

Gaz + fei 

pour toutes les valeurs de z, qui ne sont pas sur le chemin d'intégration. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 2 février 1895. 
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Rappelons! à ce but, que l'expression 

I 

az + f, ay +B = 
2 2 

se reduit a la fraction 
dn(z) 

Pn(2)” 

dont le dénominateur ¢,(z) est une fonction entiere de z, de degré m, 

satisfaisant aux conditions 

b b b 

o = f'e.Qf(in)dy = [vera =... = fy e nro, 

et le numérateur d,(z) se determine par la forınule 

b 

6 ñ ) — n. EN 

d.) =| £0) — PO) (y) ay. 

On sait aussi, que l'équation 

gl) = o 

n’a point de racines multiples ou imaginaires et que toutes ses racines 

Yio Yo. ++» Yn 

sont comprises entre a et b. 

Il en résulte, que pour chaque fonction entiere 2(y), de degré moindre 

que 2%, on aura 

Sera = oe Q(y,); 

en particulier 

{Fe )dy = Y d») 
= qul) a 

' 0. PossÉ, Sur quelques applications des fractions continues algébriques, 1886, 
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et 

Yi) ee, | A 

E = | leis (yi) f(y)dy > o. (y — y)» 

D'autre cóté l'égalité évidente 

ne) Puy) 1 
En(2) m On (yi)2 == "Ut 

nous donne 

b 

mor s Eo dy — y Pee). 
BRU b Ld ee Yi 

a 

et par conséquent 

jets dy — 1:63 — ET — ty) rona z —y On (Ey 
c 

a 

Dn( Yi) 
— 2 = TEL 

(v) | ero 

quelle que soit la fonction entière @(y) de degré moindre que 2». 

Après ces remarques prenons un nombre z quelconque, satisfaisant 

seulement à l'inéealité 
x ee 

mod. < 1 
2 — 2 

pour tout le chemin d'intégration, et posons 

eS a Ee = = ++ = er 

Alors la difference 

une) 

sera reduite A 
(y — +)" 
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et par suite on aura 

b b 

j y In 2 2 (y ET a) a (i 1%
 

PT h, (1 i ea
: 

( =| (y)ay NE OMS v) dui) 

¢n(z) 2 — y) — x)" eye — 2)" ew). 
a 

Quant aux expressions 

b 

(y — x)?" vc Oi— 2)" dl) 
—— l t = TE D (z — y)(z — a)" f) y e > (@—yle — 2)" oh. (yi) 

a 

leurs modules sont plus petits que le produit de l'intégrale 

b 

[Fo dy 
a 

par le maximum du module de l’expression 

(y — ey" 
(s — ya — x)" 

sur le chemin de l'intégration. 

Or, x étant constant, ce maximum sera si petit qu'on voudra, pour 

les valeurs de n assez grandes. 

Done la différence 

tend vers zéro, à mesure que n croit infiniment. Les considérations pré- 

cédentes peuvent aussi indiquer une limite supérieure au module de la 

différence 

b 

ne 
far) dy 

2 —1 ^ I 
J a2 + f, Le 

a 

I 

an + An 
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A cet effet il est important de choisir le nombre x en sorte, que le ma- 

ximum du module de 
y — 

a m 

soit le plus petit possible. 

Conformément à cette condition nous posons 

ou eb 

my 2 
, 

si z est réel, et 
b EE 707 atyzı, 

si z est un nombre imaginaire: 

e=ce+d/_—1, 

en déterminant ¢ comme la racine positive de l'équation 

d* + (c — a)(c — b) /) — a Mh p LL t- (=) =0 

Avec la valeur de x choisie par nous, on trouvera que le module de 

la différence 

fem di 1 
m PES — 

I 

mat Br 
est inférieur à 

b Men s 
t 2 5 7 

WE (x) ffr) du ou à GT = fana 
a 

: 2 i ? 
ou à Bg (X) JA) dy 

pour 

2=c+dy-ı 

et est inférieur a 

I b— a I b— a 

ma ae fra )dy iis (=) front 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 8 janvier 1895. 13 
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p 

pour les valeurs de z réelles satisfaisant à la condition 

(z — a)(z — 0) > o. 

A propos de ces résultats, remarquons que pour les valeurs de. z réelles 

un autre caleul nous donne comme une limite supérieure du méme module 

le produit de 

4(b.— a)? “fren 

122 — a—b+ 2N(s — u) = + i 22 — a — b — 2y(z — a)(z nn 

1 
— b° 

La démonstration précédente suppose les limites a et T iln | 

Nous allons donner maintenant, pour les valeurs i 2 réelles, une 

autre démonstration, laquelle s'étend aux plusieurs cas : 

I 
ar ou par 

p: 6 D zZ 

de a=—ow ou de b — + co. 

Soit pour fixer les idées 

Tics INR RÉ EE EE 

En posant 

eu) = 2 SED 
et 

9) = (y — Yn)Qn(z) — (@ — Un) En (y) 
(z — yy — Yn)@n(2) 

on aura 

ja (y)f (y)dy E 2 (y)f(y)du = B 

Q (y) < ay pee TEST 

pour a € y € y, 

I gg. — n = b 
22 A Yn) pal) pour y, < y <0 

z—y (2 — uXb — ys)ex(2) 
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et par suite 

6 b 5 

Un ) : (2 —1 a (b = ‘(4 DER A CES | f(y) dy C un)en(b) I fin) "fr 
EK gn(z) . / ay (b.— pente) ) 2—4 

a Un 

t 

a 

La premiére de ces inégalités suffit pour conclure la convergence de notre 

fraction continue, eu égard à l'inégalité : 

Quant à la formule 

b 

"f I f(y) di - 
m NE sr az + b, 

I 

G52 2n P, uw 

az + B, 

elle découle immédiatement de nos inégalités dans tous les cas, où l'on 
peut démontrer, qu’une (ou toutes les deux) des quantités 

b 

(— umpalb) ob f/f d 
(b — yn) Gn(2) A 

Yn 

est infiniment petite pour n = co. 

Il n'y a pas de difficulté, si a est fini, car 

2n—1 (2 — yn)on(b) ba) 

(b SA" Yn) On(2) = | EC 7) 

En passant au cas de 

gi 200; 

nous posons 

ors op hy) — et 9) oy), 

A étant constant, et ajoutons les conditions À + 1 > o et g'(y) > o pour 

— © <y<oO. Alors, en appliquant à la fonction 

‘ 

V(y , €&) = e(— yy (y) 
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le théorème premier de ma seconde note! Sur les racines de certaines 

équations, on trouvera, que les racines : 

Yı» Ya» sera Yn 

de l'équation 

Pa(y) —o . 

sont plus grandes ( = 1) que les racines correspondantes (£ = 0) 

0 0 0 
Yis Ya es P 

de l'équation 
: 1^ 

ety ^ vie yt = o. 
b 

Par conséquent dans le cas considéré les valeurs de [£u et de 

Un 
6 

(2 m Yn) Gn( 0) 

(b — Yn) ¢n(2) 

E y} \ 2 -— y 2 A. ys i 

( t) Fi (Zr) ( M). Or l'expression 
2 Yi 2 — Yn-1 2 — Wn 

(=4) (4) (= 
a) ay) y)? 

sont respectivement inférieures à {a et a 

y? 

égale à 

2 n n(n —- 1) 2° —2 

=>) ake tees , 

est plus petite que la suivante 

n n(n — 1) 2" n(n — 1)(n — 2) ce =u 

ee en Ge ee EBER , 

laquelle devient infiniment petite pour » = co. Donc l'intégrale 

0 

"e'(— y)'g(y) 
J 2—y aly 

* Mathematische Annalen, Bd. 27. 
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se développe en fraction continue 

I 

d I 
az P, pru 

I 

4,2 a: Pa E 
ag + Bs — 

convergente pour toutes les valeurs de z réelles et positives, si g(y) >o 

et si les integrales 

0 0 

Seva, f'e(— yy*s(u)ar , . .. 

ont un sens. 

Et nous pouvons assurer, que cette fraction continue est égale à 

l'intégrale considérée au moins dans les cas où l'on a 

A+1>0 et g(y)>o pour —w<y<o; 

dans ces cas la difference 

0 

TES) | rero ge 
= in eg 

I 

E TENA 
est moindre que 

0 

2\ (e(— vy g(v) 
Lu — NN 
( = I) y 

vn 
n n(n — 1) 2 2° 

l por le DE RU a^ 

— y, étant la plus petite racine de l'équation 

n n(n — 1) 2° T 

Dr ri eue 1 Ce 
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On peut aller plus loin en démontrant ce théoréme. important. et 

simple: 

Théoréme. Si deux fonctions réelles 

f(y) et f(y) 

d’une variable reelle y satisfont aux inegalites 

Py) > Fy) > 0 

pour toutes les valeurs de y, comprises entre a et b; en dre nat les 

integrales 
b 

po» dy et JOD ay 
A ca 

t 

a a 

en les fractions continues 

I I 

I = I 

ae + Bi — ; de + — m 

ae + ff — ————À————— %2 + Pa — 2 Bs az = 2 Pa ae + a 

: | 

on aura 

b b 

f) I f(y) I dy > dy— 
e LEN y T a2 o f I t eom y 3 I ) 

a 1 1 dix. a an Dur ECOL. 

2 I * I 

aya À EYES 

pour z — b (dans le cas de z < a on doit changer le signe > en <). 

Pour démontrer notre théoréme posons 

V(y,& = fy) + etr(y) — fn] 

et considérons la fraction 

Pn(z , &) | 
En (z 5 &) ; | 

| 
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dont le dénominateur ¢,(z, €) est une fonction. entière de z, de degré n, 

satisfaisant aux équations 

b 

a= Î g,(y , &)V(y , €) dy = A ye, , S) V(y , E\dy =. 

- ; y— e,(y , Vy, Edy, 

et le numérateur d,(z, €) se détermine par la formule 

b 

Reape se Sp verna, 

Cela posé, l'inégalité qu'il faut démontrer, devieridra 

b b 

V (y , 0) $,G0,0).. [ V(y, 1) Sule, 1) Ae l * 1 = n £ 

3 | UA Pa ; O gala, 0)7 gc ay On(z, 1) 
a : à IT 

Or on aura / 4 : | ; 

"Y(y,6) ,' a, A , &) F(u, à D 
N a—y Md grle,& J gi(z,8) z—y dy 

et 
b 

d of, ASE) V ts c) 
EE £) z— y dy 

DPA(Y , &) EIS 
(y ghe Sign gest Orly » $)——À—- 

E [vos a * dy 
gis, à 2—y 

b aViy, à 

galy,€) 0€ 
= Sh + feet ET 

b a 

_ (ey. 5fy)—Frty) 
fas MESE eros o 
a 

d'où l’on tirera notre inégalité immédiatement. 
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En s’arretant au cas, où 

aa ai) eet 1), Aa el 4) vig); 
A+ 1 > Oe 0 fe, o< gly) <a. pom —co<y <0 

on trouvera, que la différence entre l'intégrale 

0 

e! ( — y} g(y) feum 
et la réduite 

I 

An? + 125 

de la fraction continue correspondante n'excéde pas 

1.2.3...nl (À 4- 1) BR n(n — I) 2" = 

(A+ 1) 4-2)...(A + n)z Soap ger ae tee j 



ZUR THEORIE DER ORTHOGONALEN DETERMINANTEN 

VON 

E. NETTO 
in GIESSEN. 

Nachdem im sechsten Bande der Acta mathematica S. 319—320 

Herr T. J. Srrerrses vermutungsweise den Satz ausgesprochen hatte: Be- 

deuten a,, und by, (x , A— 1,2,...,") orthogonale Systeme von der Determi- 

nante + 1, und verschwindet die Determinante |a, + b,,|, so verschwinden 

mit ihr gleichzeitig auch alle ihre Subdeterminanten (n — 1)** Ordnung, habe 

ich die Richtigkeit desselben im neunten Bande S. 295—300 dargelegt. 

Ich komme hier auf denselben Satz zurück, weil der eben angeführte 

Beweis des Vorzuges entbehrt, das Theorem in der Form einer Identitàt 

wiederzugeben; weil ausserdem die Determinante |a, + b,| noch in in- 

teressanter Weise gedeutet werden kann; und weil ich endlich eine Er- 

weiterung des STIELTJES'schen Satzes mit Hilfe einer Determinanten-Formel 

geben werde, die mir noch nicht bekannt zu sein scheint. 

Diese Formel knüpft an den LaPrAcEschen Determinanten-Zerlegungs- 

satz an, Es sei |c;| — C (i,k =1,2,...,) eine Determinante des Grades 

a=m, +m,; der Coefficient von c,; in der Entwickelung von C werde 

mit C,,, der Coefficient von c,,.c,, mit C,,,; u. s. w. bezeichnet. Dann 

können wir das LaAPrAcEsche Theorem so schreiben: 

Cy = iC. 
tim posi, (1) ; Lo, 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 9 mars 1895. 14 

en Mim, : 
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Bedeutet nun, unter Beibehaltung der Bezeichnungen, C eine Determinante 

des Grades v, wobei v > yp sein soll, dann ist . 

(2) A 
() m; my Yl 4 sel 

falls die Summationen in der Formel (2) genau so weit wie in (1) aus- 

geführt werden, so dass also bis auf die Folge stets 

In) a ER LUE QUOI sem] 

identisch ist. 

Der Beweis für diese Verallgemeinerung des Zerlegungssatzes ist 

einfach zu führen. Der Übersichtlichkeit halber gebe ich ihn nur für 

den Fall m, =m, —2; p — 4; » — 6 wobei der Satz dann 

Y Y" u Y Y Y 1 Y Y Y 

Co» Cas,aa Bs Cos Cas a= C 15,01 Om, =F Os 31,42 ap Cy n sas zs Cina Css 

—0.C 711,92,33,44 
(3) 

lautet. Entwickelt man die Determinante 8‘" Ordnung 

C31 Ci Co C54 C35 Cac o o 

Cu Co C45 Cas C45 Cac o o 

C51 5 C55 C54 C55 T o O 

CG I Cs 2 Cs 3 C. 4 C 65 Cs 6 o o 

6 1 6 2 6 3 6 4 o o 6 5 6 6 

C31 Cao Ca 3 (4 o O Cas Cog 

C51 C59 C55 C54 o o 55 C56 

C1 Coe Cos Coa o o Cos Coe 

nach dem Lapnacr’schen Satze in die Summe von Producten aus Deter- 

minanten der vier ersten und der vier letzten Zeilen, dann entsteht die 

linke Seite der obigen Formel (3). Eine leichte Umformung führt die 

aufgestellte Determinante in die Gestalt 
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| Ci Om Cu Ca, Cus Ge Cg. Cie 

Con Can a3 Cou Cos Cas Cos Coo 

ey Cas Cr Cas Cac : 

Cyr p^ Pg TT Zs 

Con Ga GG C4 Oss 56 | 

Cor C, 2 6s 3 CG 4 Cos Coe : r 

x c 00 Cs 

A 5 : 2: Ces Cos 

über, welche die rechte Seite der Formel (3) liefert. Genau in derselben 

Weise wie in diesem Special-Falle wird die Richtigkeit des verallgemeinerten 

Laplace'schen Determinantensatzes dargetan. 

Wir kommen nun zu unserem eigentlichen Gegenstand, bei dem wir 

die abgeleitete Formel benutzen werden. 

Es mögen a, und b,, (x,A=1,2,...,m) zwei beliebige orthogonale 

Systeme, cunda Un, (Jes 1,2, Noa 1, 2, 5.) zwei Systeme 

von unbestimmten Parametern sein. Dann wird bei Benutzung der Ortho- 

gonalitäts-Bedingungen 

au cns Sr ün Da Onis Manatee dan 500,0, 

HU de o TI PS ET ie s Natus vd» tois 

7 T Ge DEOS ge ED QU, eee One dr nd, 0:50 0, sae 

ih ut. thle, +, Om Ar ah. Bela. 

. D QM, POP ov PN 

Way ques Jia bet muro pesi xc cp LU Le RENE 

' ' T 
2105 a 20:0, Bevor ea UA 

RI qu ccc der ink, nal 
Q U icy ena aL EP RENS SUCCO 

du, 3, pat eal bbe NO, HIM og 
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und ebenso erhält man umgekehrt durch Multiplication die Determinanten- 

beziehung | 

Za,b,, te I, Za, b,, LME 22) Un, ER Uy 

Za, 0, ; 205, b, c: Lig ts NU ENT 

Deo OPERE 

biG see tO Or On On UE 

SIMO gb Stowe GO S ae: 

Of. LAC MOMIE OFEN, 

O4, «5 sis qz OEC AE nt 

Gi Wins ee > Unie Cine ees NDS Ui, 

r 

Ay) ar ba ESCHE } Onn =e a Sey) "nl. 99-625 Un 

by y? DOE veo ts] DAO, y MD DER INO 

Die Vie vus» U4 RETRO ETC 

Da die Determinante der 5, den Werth + ı besitzt, so folgt aus den 

beiden Gleichungen (4), (5), dass das System der A" Subdeterminanten 

von /a,+ b,| ganz, linear und homogen durch dasjenige der &*" Sub- 

determinanten von Farb, + y darstellbar ist, und umgekehrt jenes = 

durch dieses. Hier bedeutet ¢,, wie gewöhnlich o oder 1, je nachdem 

je von A verschieden oder gleich À ist. Der Satz gilt natürlich auch für 

EN, 

Mit den a,, und b,, bildet bekanntlich auch La, b,, gleichzeitig ein Ax" nx 

orthogonales System, und wenn |a,| = |b,| = 1 ist, so ist auch die De- 
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terminante von 2 aub. gleich r. Bezeichnen wir dieses neue, compo- 
x 

nirte System durch c,,, so sagt der SrrELTJES'seche Satz, dass mit der 

Determinante n‘ Ordnung |c,, + $,| auch alle ihre Subdeterminanten 

(n — 1)" Ordnung verschwinden. 

Bedeutet also c,, ein beliebiges orthogonales System mit der De- 

terminante + 1, so ist der Srrevrses’sche Satz zugleich eine Verall- 

gemeinerung und ein Specialfall des folgenden: Mit der Determinante 

le, + &..| verschwinden zugleich alle ihre Subdeterminanten (n — 1) Ord- 

nung, wenn c, ein orthogonales System mit der Determinante D = + 1 

bedeutet. 

Um diesen Satz zu beweisen, bezeichnen wir, ohne zunächst über das 

Vorzeichen von D = |c,,| etwas festzusetzen, |c,, + ¢,,| nebst ihren Sub- 

determinanten durch A, A,;, A,;;,.... Dann folgen aus den Gleichungen 

| Cyr Fly Cy yess Om [ey Cp sse Cu + 15695, Om 

L Same ee NE ee cle 

| C1, , Con » Es | Cun "is I ORTE KR Cu , Con IS el Cun ae I 

bezw. 

io nO 39 vor: Ou Css Cig ++ 

Cray Coot 1, On 5. Co1s Con Cog 5 * * - 

; ; Dir | 
Cig, Co 4 Cas À Lie: Cox» Csa Cans + | 

Cu sis LD; C1» , C13 ) 

CH 30615 Che "^ 

Car > 6 C3 +1, 

€ 3p I , C1» , Cis "Le Coo AF I ? Cog , 

== Can sat 1,Ca, T Ca Cx + 1, - 
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die Relationen 

(6) NID ENG 

bezw. 

Ay + D) = À 

oder statt der letzteren allgemeiner 

(7) AS 3F D) Tz Ar 

Ebenso liefert 

Cy + 1, 64, Ca 5 Cao o.c 

I » 95 Oo , o 1290 Cn » €i 5 | 

Cis, i029 Ce D» Cag ze: Cn » Co $e 

Cia > €» 5 C34 Cat Lore 25] 

= Cy ob Cant 9 oce 

C4) » Cas Ca 5 

die Relation 

A = am A; 

oder ebenso allgemeiner . 

(8) A,; D = — Ay (A+ x) 

Die angegebene Methode führt in derselben Weise auf weitere Gleichungen, 

deren Bildungsgesetz durch die folgenden Resultate leicht erkannt wird. 

Es ist 

es 
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DA N 

DA, = A—A,, 

DA, — — À,,, 

DA =  S—(A, DAS TAL 

DAS Exi. An is Saag i 

e BAG Rama 

DES ge a PA (NS Ae Ai) (A TAG A) 

— apse 

DA ais = — Aut (Au Anu) — Arm 

Dee An eee) 

DAy un = — Aqu 

Hier bedeuten x, A4,4,v»,p,c von einander verschiedene Zahlen. 

Aus den erhaltenen Gleichungen wollen wir nun die auf unser 

Theorem bezüglichen Schlüsse ziehen. Wir hatten D — 1 und A — o 

vorausgesetzt. Dann zeigt (7) sofort, dass alle A,, verschwinden, und 

zwar liegt dieses Resultat in der Form einer identischen Gleichung vor. 

Multiplicirt man ferner die bekannte Relation, die übrigens auch aus (2) 

entnommen werden kann, 

Bre fae ES Aa Aa — A. ZI 

mit (1 + D)' und trägt in das Product die Resultate (6) und (7) ein, 

so folgt 

(10) á Ai D(1 nis Dy zzi Al(1 =F D) Agia — A} 
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oder auch 

(10’) AZ(1 + D) = Alz(1 + D)A,ai— A} 

oder endlich mit Hilfe von (9) 

(10") 2(1 + D) = A{A — 2A,, — 2A, + AA al: 

Durch jede der Gleichungen (ro) ist der noch übrige Teil des STIELTIES"- 

schen Satzes in unserer Form mit Hülfe identischer Gleichungen aus- 

gedrückt; denn es wird klargelegt, dass bei A=0,D=+ 1 alle A,, 

verschwinden müssen. Will man auch die Voraussetzung der Orthogona- 

lität in die Formel selbst aufnehmen, so reicht es aus, nach KRONECKER'- 

scher Art zu schreiben: 

ANT d D) = A, 

AX (1 + D)’= Alz(ı + D)A„u — A}, 

(modd. C Ca + scie + Can Can 2 £,5)- RIS 

Wir können aus den aufgestellten Formeln noch weitere Schlüsse 

ziehen. Wir wollen voraussetzen, dass D — — ı sei. Dann muss wegen 

(6) die Determinante A — o werden; wir wollen weiter annehmen, dass 

auch noch’ die Subdeterminanten (y — 1)" Ordnung von A verschwinden. 

Dann liefert (9) die 3 Gleichungen 

"Im AVE A 2 AVES , 

ue Ay, i: = JE Au 

Sr AS, = ar PA , 

deren erster wir das Resultat A,,,, = o entnehmen. Die zweite liefert 

wegen der schon einmal benutzten Beziehung 

SEEN M * 5. (^v ZU = AN. CR 

in gleicher Weise A,,,, = o. Es erscheint wahrscheinlich, dass auch alle 

A verschwinden. Um diese Vermutung belegen zu kónnen, greifen xÀ,nv 

— ——— EB 
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wir auf die in der Einleitung gegebenen Formeln zurück und benutzen 

hier (3) in der Gestalt 

(1 1) Iia fa NS ES AI da A ev 3E ^ EN ER Sis Pa A 

3g A AN 3E A) AUS = AA xx, hi, pve * 

Da man in jedem A,;, die ersten Indices «, 7 oder die zweiten f, 6 

unter einander vertauschen kann, so bleibt links nach den bereits er- 

haltenen Resultaten wegen A,,,, = o und A,,,, — o nur Ein nicht ver- 

schwindendes Glied, nämlich 

2 

A AE a m xz IS rds 

zurück; und weil die rechte Seite wegen A — o verschwindet, so muss 

auch A,,, zu Null werden. Es zeigt sich also: Ist D — — 1, dann muss 

A — o sein; wenn auch alle Subdeterminanten (n — 1) Ordnung von A 

verschwinden, so verschwinden gleichzeitig auch alle Subdeterminanten (n — 2)'* 

Ordnung. 

Die Richtung, in welcher die weiteren Resultate zu suchen sind, ist 

jetzt ersichtlich: Wir nehmen zunächst D = + 1, A =o und alle A,,., 

bei gleichen oder ungleichen Indices — o. Dann giebt (9) 

E E sem Aus 

Au ENS AR , 

ER Pia i BN een : 

Betas er A : 

Hier folgt das Verschwinden der drei ersten Arten von Subdeterminanten 

durch die bereits zweimal besprochene Schlussführung. Für die letzte Art 

reicht es aus, auf (2) zurückzugreifen, darin m — m, — 3 zu setzen, und 

die erweiterte LAPLACE'sche Formel mit dem Anfangsgliede A,,,,,,A,,,,,, 

aufzustellen; auf deren linker Seite bleibt alsdann nur A,,,,,, A,,,,,,, von 

Null verschieden. Daraus folgt das erwarterte Ergebnis. 

Das allgemeine Resultat unserer Untersuchungen ist also das fol- 

gende: Je nachdem D= + 1 oder = — 1 ist, sind die ersten nicht sämtlich 

verschwindenden Subdeterminanten von A von der Ordnung (n — 2m) bezw. 

(n — 2m =— 1), wobei m eine positive Zahl oder die Null bedeutet. 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 16 février 1895. 15 
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Endlich möge noch erwähnt werden, dass, wenn man in (4) und (5) 

für die a, das Einheitssystem einführt, eine Reihe von Beziehungen 

zwischen den Subdeterminanten von A sich ergiebt. So findet man 

Burn 
‚|A SS DAV ee. aß 2 

*. 

Giessen d. 19. Mai 1894. 
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NEUE THEORIE DER EINDEUTIGEN PERIODISCHEN TRANSFORMATIONEN 

IN DER EBENE 

VON 

S. KANTOR 

Die Methode, nach welcher ich die Theorie der periodischen Trans- 

formationen in Angriff genommen habe,’ um das Typentheorem aufzu- 

stellen und diese Typen zu construiren, bestand darin, vorher ein rein 

arithmetisches Problem zu losen, welches sich in die Untersuchungen der 

Herren HrnwrrE und FnonENIUS über quadratische Formen einreiht, und 

auf die erhaltenen Resultate die geometrische Construction anzuwenden. 

Es eröffnet sich aber noch ein anderer Weg, um die Theorie auf- 

zustellen. Der Übergang vom arithmetischen zum geometrischen Theile 

bestand in der Herbeiziehung einer gewissen Art von Curven, welche 

unter ihren Punkten eindeutige Correspondenzen gestatten. Diese Identität 

eben des geometrischen Theiles der älteren Theorie mit diesem letzteren 

. Probleme führt zu einer ganz verschiedenen Art, die Theorie der exi- 

stirenden periodischen Transformationen zu begründen. Während ich in 

meiner Preisschrift a posteriori die cubischen und hyperelliptischen Curven 

allein anwandte, nehme ich jetzt allgemeinere Curven der vorher genannten 

Eigenschaft zum Ausgangspunkte. Ich verlasse das binäre Gebiet der 

Curve, um mich mittelst ihrer in der Ebene zu orientiren und reciprok 

studire ich die Correspondenz in der Curve, indem ich ihr eine Ver- 

wandlung der Ebene zuordne. 

‘ In der Preisschrift: Premiers fondements pour une théorie des transformations 

périodiques univoques, Naples 1891. Cf. auch den im Journale für reine u. ang. 

Math. Bd‘ 114, p. 50 erschienenen Auszug. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 16 février 1895. 
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Der unschätzbare Vortheil der neuen Theorie besteht darin, dass sie 

nicht die Kenntniss der Fundamentalsysteme nöthig hat; man kann sogar 

umgekehrt alle arithmetischen Eigenschaften der Fundamentalsysteme 

daraus herleiten. Andererseits wird die gegenwärtige Theorie die von mir 

als illusorisch bezeichneten Characteristiken nicht liefern und um so be- 

merkenswerther ist die Controle der existirenden Typen, welche durch die 

einfachen Methoden dieser Arbeit geliefert wird, während die ältere Theorie 

mühsam und Irrthümern unterworfen war. Die Entdeckung der Typen 

ist gegenwärtig auf drei berühmte Probleme zurückgeführt, an welchen 

die moderne Algebra emporgewachsen ist und ihre Tragweite erproben 

konnte: 

1. Die Berechnung der 27 Geraden einer cubischen Fläche, welche 

hier aber particular ist, 

2. Die Berechnung der 28 Doppeltangenten einer Curve 4. Ordnung, 

welche ebenfalls particulär ist, 

3. Die Berechnung gewisser dreifach berührender Kegelschnitte einer 

bereits von Herrn Nóruzn bemerkten Curve 6. Ordnung p = 4. 

Ich habe jedoch diese Kalküle durch die Vergleichung mit meiner 

Preisschrift ersetzt, umsomehr, da dieselben Kalküle in der Theorie der 

Gruppen birationaler Transformationen wiederholt werden müssen. 

I I EDU Ts. 

Untersuchungen über die invarianten Curven in einer 

birationalen Transformation. 

8 l. Allgemeines. 

1. Obzwar ich keinen directen Gebrauch davon mache, schicke ich 

einige Theoreme über die eindeutigen Correspondenzen in den algebraischen 

Curven i. A. voraus. Die Untersuchungen von Riemann über die ein- 

deutige Transformation einer algebraischen Function enthalten implicite 

ein Theorem, welches ausgesprochen werden móge: 
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Lemma. Wenn zwei Curven F,, F, eine eindeutige analytische Be- 

ziehung gestatten, sodass die Riemann'schen Flächen ohne Zerreissung und 

unter Gleichheit sämmtlicher Moduln conform auf einander abbildbar 

sind, kann man immer eine eindeutige Substitution finden, welche die 

Curve F, in die Curve F, transformirt, oder geometrisch: 

I. Theorem. Wenn irgendwie zwischen zwei Curven eine gegenseitig 

eindeutige Correspondenz entsteht, ist diese Correspondenz immer in einer 

eindeutigen Transformation 

(1) Jia iy, = D x): 0x): d.) 

enthalten, und indem man sich des eigentlich als Riemannisch zu bezeich- 

nenden Theoremes bedient, 

IL Theorem. Wenn man eine Curve C eindeutig in C' mittelst 

YU y, = 0, (c) : 0, (a) : ®,(x) 

transformirt, so ist die eindeutige Correspondenz zwischen C und C' auch 

in einer eindeutigen Transformation 

(2) Father 73 35 V (y) : V (y) : V.(y) 

enthalten, erhàlt man sofort 

III. Theorem. Eine eindeutige Correspondenz, welche geometrisch unter 

zwei Curven C und C' resultirt, ist immer in einer in den x und gleichzeitig 

in einer in den y rationalen Transformation enthalten.‘ 

IV. Theorem. Wenn für dieselbe Correspondenz zwei Transformationen 

(1) existiren, existirt eine Unendlichkeit. 

Beweis. Aus 

den Mm) EE (x) V i), 

m+Y m mv» 

4,:9,:9, = 9,( m): do): O,( x) 
folgt sofort 

E m y. m+y b m » mty d m » EN 

9S mU - Xe) + 9,2 )] US). X(0) + 0, C2): (42). X) 0, C2) 
wo X eine willkürliche Function sein kann. 

! Das L, II. und III. Theorem gelten genau so nicht nur für zwei M, ; im R,, 

sondern auch für zwei algebraisehe M; im R,, welche sieh analytisch eindeutig entsprechen. 
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2. Jede Transformation (1) ändert die Schnitte von C mit den ¢ 

in die Schnitte von C’ mit den ¢’ dieser, aber da eine adjungirte c, , 

eindeutig durch die Schnitte mit C bestimmt ist, findet man so, dass die 

Transformation eine lineare Transformation H unter den c, , und e,,_, (als 

Individuen betrachtet) hervorbringt, während sie die c, , selbst in ein 

anderes System als die c; , verwandelt. ' 

Sobald es möglich ist, den Singularitátencomplex der ¢ zu einem 

unicursalen Netze zu ergänzen (also im Systeme der ¢ eine solches Netz 

zu construiren) wird man unmittelbar eine Transformation (1) von C in 

C' haben. Denn das Netz und das ihm entsprechende (nicht unicursale) 

von ge’ bestimmen eine wahre Punkttransformation der Ebene, welche 

auch die Punkte von C in die entsprechenden Punkte von C’ verwandelt. 

Aber diese Ergänzung ist i. A. unmöglich, z. B. wenn der Singularitäten- 

complex eine Dimension # < o hat. 

Ein beliebiges Netz von Curven ce, , und das entsprechende Netz n—3 

, 

1'—3 von ¢ bestimmt eine Punkttransformation 

(3) ye) 10 (y) = CE QUE Ga) 

welche die Correspondenz zwischen C und ©’ enthält und man hat 

V. Theorem. Wenn zwei Transformationen (3) für dieselbe Correspon- 

denz existiren, existirt eine Unendlichkeit. 

Beweis. Man schreibt ihre Formeln wie folgt: 

O(y)e(y) + O(ye'(y) = V(x) P(e) + Vi(a)d'(a) 

wo ¢,@ zwei willkürliche Functionen sind. 

* Herr PAINLEVÉ begeht in seiner Abhandlung: Mémoire sur les équations diffé- 

rentielles du premier ordre, Ann. de | Ecole Normale, 1891—02, einen Irrthum, wenn 

er sagt, dass die einfach rationale Transformation die adjungirten €, 3 von C in die ad- 

jungirten Qu—3 von C' überführe. Sie führt die c, 5 in ganz gleichgiltige Curven über, 

nur der Schnitt der c, 3 mit C wird in den Schnitt der On'—3 mit C' übergeführt. Aus 

QUE 3 PN ù 1 
dieser Verwechslung stammt seine falsche Formel y = ——— Die Transformation z. B. 

jr 

x; = v; führt eine C, p = 3 in eine C, p = 21 über und es ist — 4. Dass für p = 1 

‚+ willkürliche Werthe annehmen kann, ist gewiss; aber es ist durchaus nicht bewiesen, 

dass eine I-4-deutige Correspondenz in einer elliptisehen oder auch nur in einer cu- 

bischen Curve stets auch iu einer I-s-deutigen Transformation der Ebene enthalten wäre. 

etes 
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3. Wenn die Correspondenz auf C allein ist, coincidiren die line- 

aren oo’ ' Systeme der c, , und c; , und die Homographie H stellt 

i. A. die Correspondenz dar. 

VI. Theorem. Wenn die Homographie H mit einer Punkttransformation 

(1) der Ebene identisch ist, ist diese Transformation nothwendig birational. 

Beweis. Die vorausgesetzte Transformation reproducirt das lineare 

System ©’! der eg, ,. Ein willkürliches Büschel dieses Systemes ist in 

ein anderes verwandelt, sodass die variabeln Basispunkte in die variabeln 

Basispunkte übergehen und (1) verwandelt also überall in der Ebene 

eine Zahl m von Punkten in dieselbe Zahl m, was erfordert, dass (1) 

auch von Seite der c; , eindeutig sei. Es bleibt der Fall p = 2. Wenn 

die c, , selbst p' = o oder 1 haben, transformirt man C in eine Curve 

C, mit a" oder in eine Curve C, mit 8 Doppelpunkten und die Trans- 

formation wird später wirklich construirt werden. Wenn die ce, , p' » 1 

haben, wendet man das im $ 2 zu entwickelnde Verfahren an. 

4. Es ist nothwendig, den Fall zu erwähnen, wo alle Curven ¢ 

zerlegt sind. 

VII. Theorem. Wenn alle Curven e sich zerlegen, so kann dies nur 

auf zwei Arten geschehen: 

1. Alle Curven @ zerlegen sich in eine feste Curve der Ordnung y 

und in eim cc" System der Ordnung m — 3 — p. 

2. Alle Curven © zerlegen sich in À variable Bestandtheile einer selben 

Ordnung p, welche ein lineares System von v» Dimensionen bilden, wo 

Au =n—3 und à» = p— 1. | 

Beweis. Die Zerlegung der @ ist immer eine Consequenz der Sin- 

gularitäten von C,. Wenn also in Folge dieser Singularitäten eine be- 

liebige der e,_, sich zerlegt, zerlegt sich jede in derselben Weise, etwa in 

c, und ¢,, wo alle c, dieselben Singularitäten haben und ebenso alle ¢,,. 

Wenn ¢, die Dimension o bekommt, bildet sie einen Bestandtheil aller ¢ 

und die c, sind co? *. Wenn e, nicht durch seine Singularitäten bestimmt 

ist und es also wenigstens ein Büschel gibt, sind durch p — 1 willkürliche 

Punkte 27! Curven ¢,+¢, bestimmt, sobald die e, von den c, differiren, 

was dem “widerspricht, dass die @ ein lineares System bilden sollen. 
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VIII. Theorem. Die Zahl » des Theoremes VII kann nicht > 1 sein. 

Beweis. Man kann auf 

D — 1\/D — 1 —» '2yN 

À » JUN y / \ Vs 

Arten p — 1 Punkte in À Gruppen zu » theilen und dies ist die Zahl 

der Curven ¢,_,, welche durch die p — 1 Punkte bestimmt sind, während 

doch durch die p — 1 Punkte nur eine c, , gehen soll. 

IX. Theorem. Im zweiten Falle von VII müssen die g, rational sein, 

wenn p> 2. 

Beweis. Der 2. Fall der Zerlegung kann nur eintreten, wenn die 

Zahl p' für die Basis der c <o ist. Mittelst einiger Hilfssätze, welche 

in der nächsten Nummer folgen, beweist man nun, dass die Basispunkte 

vollständig unabhängig sein und die ganze Basis des Büschels einschliessen 

müssen. Dann muss dieselbe Eigenschaft auch in Bezug auf die einzelnen 

Bestandtheile gelten, was für diese nur statt haben kann, wenn sie ratio- 

nal sind. 

X. Theorem. Im 2. Falle von VII ist für p> 2 die Curve C hy- 

perelliptisch. 

Beweis. Das Büschel von rationalen Curven, welches die Matrix der 

adjungirten c, , ist, kann birational in ein Büschel von Geraden über- 

tragen werden und hiermit nothwendig die Grundeurve in eine Curve C, 

mit (n— 2)-fachem Punkte, also hyperelliptisch. Für p — 2 sehe man XII. 

Man kennt das umgekehrte Theorem, dass für jede hyperelliptische 

Curve p 2, w2 0o die adjungirten c, , sich in mehrere Curven eines 

Büschels theilen, woraus sofort folgt: 

XI. Theorem. Jede hyperelliptische Curve mit p> 2, u > o kann bi- 

rational in eine Curve der Ordnung n mit einem (n -— 2)-fachen Punkte trans- 

formirt werden. 

Eine Consequenz dieses Theoremes, dass lineare Systeme hyperellip- 

tischer Curven p > 2 birational äquivalent sind mit Systemen C,a"— be- 

weist auch die von allen gj eines Büschels gebildete Transformation. 
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XII. Theorem. Jedes co! System, wo i> 2, von Curven mit p — 2, ist 

birational äquivalent einem Systeme von C, mit 8 Doppelpunkten oder einem 

Systeme von C, mit einem Doppelpunkte. 

Zum Beweise bedient man sich VII, $ 2, n? 1 und XXIII. 

5. Die bei IX erwähnten Hilfstheoreme sind: 

XIII. Theorem. Ein lineares System von Curven, dessen Basis eine 

Specialgruppe der Ebene bildet, kann niemals das vollständige System ad- 

Jungirter €, 4 einer irreductiblen algebraischen Curve sein, ausgenommen den 

Fall, wo eine Fundamentaleurve existirt. 

Ich habe dieses Theorem nachträglich in meinen Vorlesungsheften 

nach Prof. Curisrorrez (Sommer 1879) gefunden, wo es bewiesen ist 

‘durch die genaue Identität unter der Zahl der unabhängigen Integrale 

erster Art und der Zahl p, welche numerisch aus den Singularitäten 

abgeleitet ist. 

XIV. Theorem. Wenn das System ¢,_, einer irreductibeln Curve eine 

Fundamentalcurve besitzt, so. kann diese nicht p' > 1 haben. 

Man beweist das Theorem zuerst fiir Fundamentalcurven mit gleichen 

Vielfachheiten, indem man daraus herleitet, dass p <o und man schliesst 

daraus a fortiori auf die Carven mit willkürlichen Singularitäten. 

XV. Theorem. Das vollständige System der adjungirten ¢,_, einer 

"algebraischen Curve mit p> 2 kann keine von den übrigen abhängigen ge- 

_ meinsamen Punkte haben, welche nicht gleichzeitig vielfache Punkte der Grund- 

curve sind. 

Beweis. Entweder würde man Curven C, von verschiedenen p con- 

struiren können, welche dasselbe vollständige System ¢,_, haben, oder 

die Gesammtheit der Basispunkte- müsste auch ftir die C,,, eine noth- 

wendige sein, und ebenso für C,,,,.... Man beweist aber durch nu- 

merische Relationen, dass dies nicht stattfinden könne, ohne dass C,,, 

sich zerlegte. 

XVI. Theorem. . Es ewistirt keine irreduetible Curve, deren allgemeine 

Es sich zerlegt, ohne dass ‘p' — o. 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 13 mars 1595. } 16 
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Beweis. In diesem Falle muss die Zahl der Schnittpunkte von ©, ; 

mit einem der Bestandtheile excessif sein; dies gilt dann umsomehr für 

C,, welche also dieselbe Curve als Bestandtheil enthalten müsste. * 
n? 

82. Die Äquivalenztheoreme. 

1. Ich werde also jetzt eine Curve C, mit p 1 voraussetzen, welche 

dureh eine birationale Transformation reproducirt sei. In der Collineation 

H unter den c, , existiren p invariante Functionen, wenn nicht eine Un- 

endliehkeit, wobei der Fall eintreten kann, dass alle p Curven sich in 

eine einzige vereinigen und auch der, dass keine ¢ invariabel sei, welche 

p > 1 hätte. 

Meine Methode besteht nun darin, dass ich auf die invariante Curve 

€ des Systemes denselben Schluss wie den über C, gemachten anwende 

und es nur als ein scheinbares Hindernis betrachte, wenn in Folge einer 

particulàren Eigenschaft der C, die feste Curve @ nicht p > 2 haben 

sollte. Denn die wahre Wichtigkeit ist den allen Curven e gemeinsamen 

Singularitäten zuzuschreiben und statt also mich einer einzigen Curve ¢ 

zu bedienen, und daran die Bildung adjungirter ¢g’ zu knüpfen, sage ich, 

weil das System g’ dasselbe ist für jede allgemeine unter den c, dass die 

g’ das zweite adjungirte System der C, bilden. Es versteht sich von 

* Ich mache bei dieser Gelegenheit auf das folgende Theorem aufmerksam, welches 

von ganz besonderer Wichtigkeit scheint und von dem sich nirgends eine Spur findet: 

Wenn p das Geschlecht, w die Dimension, o die Anzahl der Punkte eines Singu- 

laritätencomplexes sind, so ist der Rang Ä des adjungirten Systemes & 

3p — w — e + 6. 

Beweis. Es ist 

6p = 3(n — 1)(n — 2) — 3 I (a — I)«, 

214 = n(n — 3) = 2 (a + ia 

und 

K = (n — 3)’ (a 1)2= (n= 3) Le toile ce. 
? 

woraus die Formel folgt. 
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selbst, dass wenn das System der Curven ¢ nach der ersten Art des VII, 

Theoremes zerlegt ist, die Curven ¢g’ nur für das Restsystem g’ zu bilden 

sind und was den festen Bestandtheil betrifft, ist es ganz gleichgiltig, in 

was sich derselbe verwandelt, ob in sich selbst oder, indem er als Fun- 

damentaleurve erscheint, in einen Fundamentalpunkt. Dieser Übergang 

zu den adjungirten Curven der adjungirten ist ein auch in anderen Un- 

tersuchungen sehr nützlicher Process und ich habe ihn in meiner ersten 

in den Comptes rendus der Academie de Paris, 9. Februar 1885, das 

Princip der Verminderung der Functionen ¢ genannt. 

Aber diese Reihe von Curven ¢ bietet manchmal Schwierigkeiten, 

welche ihren Verfolg und die Anwendung auf unseren Zweck, die Re- 

duction der Transformationen und der Curven, complieirt macht. Ich 

gehe daher so vor. 

XVII. Theorem. Eine birationale Transformation, welche eine alge- 

braische Curve C, in sich selbst verwandelt, verwandelt auch Jedes System 

der Reihe der successiven adjungirten Curven in sich selbst. 

Oder allgemeiner: Wenn eine birationale Transformation eine Curve 

C in eine Curve © verwandelt, verwandelt sie die Reihe der successiven 

adjungirten Curven in die zu C’ gehörenden Reihe oder 

XVIII. Theorem. Gegen birationale Transformation der Ebene sind 

nicht nur die von den adjungirten Curven ¢,_, ausgeschnittene sondern auch 

die von den successiven adjungirten Curvensystemen ausgeschnittenen Reihen 

invariant. 

2. Man hat bisher nicht bemerkt, dass man die Reihe der Systeme 

auch nach der anderen Richtung vervollständigen, also die Reihe der 

successiven Curven construiren muss, welche ein gegebenes System als 

»"* adjungirtes System haben. Unter Anwendung einiger Vorsicht kann 

man aussprechen: 

XIX. Theorem. Alle inversen adjungirten Systeme einer Curve C, sind 

invariant für birationale Transformation der Ebene und ebenso die durch 

diese Systeme auf der Curve C; ausgeschnittenen Reihen. 

Es ist nothwendig, hier auf eine Classe algebraischer Curven auf- 
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merksam zu machen, in deren adjungirter Reihe ein System hyperellip- 

tischer Curven p> 2 ‘vorkommt. Man kann sie Jonquieressche Curven 

nennen. 

3. Ich verfolge also die Reihe der successiven @ bis zur Ordnung 3 

oder 2 oder. ı, falls nicht zuvor ein hyperelliptisches System auftritt und 

mit Benutzung meiner Bemerkung über den Fall 1° des VII. Theoremes. 

Dieser Verfolg kann jedoch unterbrochen werden, und wird bei einer 

nicht typischen Transformation stets unterbrochen werden müssen, auf 

folgende Weise. | 

1) Es sei an einer gewissen Stelle 9 = 2, p' = o, also ein Büschel 

rationaler Curven ¢ eingetreten. Die birationale Transformation, welche 

es in ein Geradenbüschel verwandelt, zeigt, dass C eine Jonquièressche 

Curve ist und aber es gilt: 

XX. Theorem. Eine birationale Transformation, welche eine Jonquières- 

sche Curve in sich selbst verwandelt, ist dquivalent einer Transformation von- 

Jonquieres mit zwei coincidirenden (n — 1)-fachen Punkten. 

2) Wenn an einer. Stelle. sich findet p — 3, p' = o, also ein Netz 

“rationaler c, so verwandle ich dasselbe in ein. Geradennetz und hiermit 

die Transformation in eine Collineation. 

3) Wenn p>o und y' =o, reproducirt die Transformation ein oo’! 

System von Curven ¢ linear und daher wenigstens ein co^ ^, ..., co? System. 

Das co” System, welches immer existirt, ist birational äquivalent einem Ge- 

radennetze und die Transformation also übertragbar in eine Collineation. 

4) Wenn an einer Stelle p = 2, p' = 1, so reproducirt die Trans- 

formation ein Büschel elliptischer Curven und ist äquivalent einer Trans- 

formation, welche ein Büschel von Curven C, mit 9 s-fachen Punkten 

in sich transformirt,’ sodass alle Grundeurven ebenfalls elliptisch wären. 

* Der Beweis dieses Theoremes möge hier angedeutet werden. Die bekannte Formel 

von NÓTHER ( 

—.([0 + 2(r, +7, + v,) — 3r,] — 2(r,r, — 73) — K(r, — 1) 20 

wo 5 — f, +t, +7, + 0 und-K der Rang des Systemes, gibt für A = O, indem man 
2 : 1,7, — Ts und 7 COT, = ", voraussetzt, zwei Fälle n = 3r, oder n < 3r,. Mittelst 

XXV beweist man für n= 37,, dass das einzige mögliche Büschel jenes ist, wo alle 

Scheitel gleich vielfach sind und für n < 3r,, dass Reduetibilität eintritt. n > 3r, ist 15 

unmöglich wegen XXXI. 
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Der einzige Fall, welcher erlaubt, für die adjungirten Curven einen der 
L 

Basispunkte zu vernachlässigen, ist s = 1, die Grundeurve eine C, mit 8 

Doppelpunkten. 

XXI. Theorem. Die Curven p — 2 mit p'- 1 sind birational den 
Vz Di 2 2 Curven C,aj .. . ag. 

5). Wenn p— 3, p' = 1, erhält man ein Netz elliptischer Curven 

und man wird das Theorem anwenden,' dass ein solches Netz äquivalent 

einem Netze von C, mit 7 festen Punkten ist. Die Transformation ist 

also birational äquivalent einer anderen, welche ein Netz von C, durch 7 

Punkte reproducirt, da hier nur vollständige Systeme auftreten. 

6) Wenn p>3, p'- 1, hat man den Fall von n? 3 und wieder 

eine Transformation, welche die C, durch 7 Punkte reproducirt. 

7) Wenn p'> 1, würde man auf dieses lineare System die À quivalenz- 

theoreme anwenden künnen, was jedoch die Discussion einer grossen An- 

zahl Fälle erfordert. Ich gehe daher vorwärts in der Reihe der g. Wenn 

p'' =0, p' = 2, ist wieder der Fall 1) vorhanden. 

8) p' — o, p' =3 gibt eine Collineation und p" — o, p’> 3 erledigt 

sich wie 3) oder 6). 

-9) p'-— 1, p — 2 und p'— t, p' = 3 oder p" — 1, p'>3 erledigen 

sich wie 4), 5), 6). , 

Man sieht, wie man vorgehen muss für p" 1r, p" 1, u. s w. Man 

wird sicherlich zu. einem p”= 1 oder p? =o gelangen, eventuell nach 

Verwendung von VIL Wenn nicht, wird man fortfahren, bis die Ordnung 

der @ auf 3 oder 2 oder 1 redueirt ist. Alsdann wird man entweder 

haben : 

1) eine Transformation, welche ein oo‘ System (i 2) von C, re- 

producirt; 
2) eine Transformation, welche ein Netz und also auch ein Büschel 

von Kegelschnitten reproducirt und äquivalent ist einer Transformation 

von JONQUIERES; | 

3) eine Transformation, welche ein Netz von Geraden reproducirt, 

also eine Collineation ist. 

!- Das Theorem rührt von BERTINI her und ist neuerdings von MARTINETTI be- 

wiesen worden. 
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Für 1) ist das folgende Theorem entscheidend: 

XXII. Theorem. Eine birationale Transformation, welche ein System 

von C, mit 5,6,7,9 gemeinsamen Punkten in sich verwandelt, hat alle 

ihre Fundamentalpunkte unter diesen Basispunkten. 

q 

Beweis. Man hat 3n — La, = 3, wo q < c, die Zahl aller Funda- 

mentalpunkte, aber auch 3(n — 1) = Xj, was q = o erfordert. 
1 

4. Bevor ieh die Consequenzen hieraus ziehe, will ich von einer 

Formel.sprechen, welche ich in der citirten Note erwähnt habe.’ Es sei I , 

n,y,... y, ein Singularititencomplex mit den Zahlen p, ». Wenn p’, n’ 

die Zahlen des 1. und p", »" jene des 2. adjungirten Complexes sind, ist 

c 

2p = (n — 1)(n — 2) — Zy(y — 1), 

ap’ = (n— 7)(n— 8) — Ey — 2)y— 3) 
und nach Subtraction 

p —p + 3(n — 3) Z (y — 1), 

p" — p' + 3(n — 6) = Vly — 2) 

und durch neue Subtraction 

I 

(1) 2p. pp 0 eg. 

! Qf. auch die eitirte Preisschrift IV. Theil 8 4, p, 303. In n? 28 seiner Ricerche 

ete., welche er IS9I publicirt hat, schreibt G. CASTELNUOVO eine zweitheilige Formel, 

welche mit geänderten Bezeichnungen dieselbe ist wie 2) im Texte. welche ich bereits 

1885 in den Comptes rendus erwähnt hatte. Ich constatire, dass der eben eitirte Ÿ 4 . 

im Monate März 1889 in Neapel gedruckt wurde (dass ich die Ricerche im April 1892 

erhalten habe) und dass die Formel von CASTELNUOVO viel weniger sagt, weil sie eine Un- 

gleichheit ist, während ich eine Gleichung gebe; dass er niemals die Zahl o einführt, welche 

den Angelpunkt meiner Theorie bildet, und dass selbst so seine Formel ungenau ist, indem 

das eine Glied seiner Disjunction zu eng ist, und dass er wie natürlich zur Formel (3) 

nicht gelangt ist. 

————Ó—— 



Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene. 127 

XXIII. Theorem. Zwischen drei successiven Zahlen p, p', p" existirt 

die Relation 

(2) 2p — p — p" =o— 9. 

XXIV. Theorem. Zwischen vier successiven Zahlen p, y', p, p" existirt 

die Relation 

(3) a(p — p") = p— p”. 

[Wenn man will, kann man aus (2) eine neue Methode fiir die Frage 

der maximalen Dimension bei gegebenem p herleiten, denn damit fiir 

gegebenes p' das p ein Maximum sei, muss e + p" ein Minimum sein, 

woraus äusserst leicht die bekannten Resultate folgen.] 

Damit die Zahlen p gleich seien, muss ¢ = 9 sein. 

XXV. Theorem. Unter den Singularitätencomplexen mit denselben Zahlen 

p und o hat jener die kleinste Zahl n, für welchen die Werthe y am nächsten 

einander gleich sind. 

Beweis. Ich verweise auf Srurm: Über die Curven auf Flächen 3. 
Ordnung, Math. Ann, Bd. 21, p. 457, wo die anzuwendenden Formeln 

sich bereit finden. 

XXVI. Theorem. Man kann nur auf 4 Arten auf 9 Punkte einen 

Singularitätencomplex derart vertheilen, dass er p =n habe. 

Beweis. Für die Curven n = 3» hat man einen Complex »,...», 

welcher gibt p = w= 1, also gibt jeder andere # > p. Für die Curven 

w — 3» + 1 gibt der Complex y, — y, —»-4 1, Yy = = Yq, P=U =). 

Für die Curven «= 3» + 2 hat man einen Singularitätencomplex y, —.. 

= y, =D +1, 4—99, —9, — 9, =», weleher gibt p — « — v, oder 

y,7»4-2,9,—9, —v»-o- 1,39, —...—9, =», also p — u = 2y. 

XXVII Theorem. Die Reihe der Complexe p — p' —...— 1 ist nicht 

constructibel. Die einzige constructible Curve C,, mit 9 v-fachen Punkten 

besitzt eine adjungirte C, (v— ı)-fach gezählt durch die 9 Punkte. 

Beweis. Mit Hilfe der elliptischen Parameter für die 9 Basispunkte 

genommen auf der C,, welche sie bestimmen. 
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s. Ich führe noch die folgenden nützlichen Theoreme an: D 

XXVIII. Theorem. Es existirt kein Büschel von p —.1 mit weniger als 

9 Punkten. 

XXIX. Theorem. Es existirt keine Curve mit p= 2, u < 2 mit we- 

niger als 10 Punkten. S 
— ——A— AEN 

Diese Theoreme kónnen fortgesetzt werden und eróffnen eine ganz 

neue Kategorie von Problemen. 

XXX. Theorem. Es existirt keine Curve, welche p — 1, p'— 1, p'Z1 

haben würde, obzwar die Formel (2) hierüber nicht entscheidet. — 

Diese Theoreme beseitigen einige leicht zu bildende Einwürfe, welche 

man gegen das Vorwärtsgehen in der Reihe der successiven Curven ¢ er- 

heben kann. Aus dem bei XXI eitirten Theoreme schliesse ich: 

XXXI. Theorem. Es gibt kein büschel elliptischer Curven, wo nicht ein 
: T CH - 

vielfacher Punkt = existiren würde. 

Ich glaube sogar, dass man obere Grenzen der Ordnung angeben 

kann, über welche hinaus Büschel mit weniger als 2,3,4,5,6,7,8 

~ A TU . 5 * 

vielfachen Punkten = nicht existiren. 

-Ebenso kann man mit Hilfe des Theoremes XXV aus den Formeln 

s®—s-+2 H 
p-————— | 

s? 

für die Curven C,,9« schliessen: 
2 2. 2 

XXXII. Theorem. Es existirt kein oo” System a> mit p= eal tak 

. . 7L 
ohne einen Basispunkt = 

Im 2. Theile wird das folgende Theorem verwendet werden, 

XXXIII Theorem. Für die algebraischen Curven mit 5,6, 7,8 s-fachen 

P -—. | — = 
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Punkten ewistirt kein anderes lineares Curvensystem, welches auf C,, dieselbe 

Reihe ausschnitte wie die Curven C,, ,, (oder C,,,). 

Es wird durch die Berechnung der Ordnung der Reihen bewiesen 

und hieraus geschlossen 

XXXIV. Theorem. Alle einfach rationalen Transformationen, welche ein 

System von C,, mit 5,6, 7,8 s-fachen Punkten reproduciren, wo s jeden ganzen 

Werth > o annehmen kann, sind nothwendig birational. 

6. Ich gehe nun daran, das Gesammtresultat auszusprechen. 

XXXV. Theorem. Wenn eine birationale Transformation eine unend- 

liche Anzahl von Doppelpunkten oder von Cyclen eines selben Indexes à besitz 

und dieselben wenigstens eine irreductible Curve p > 1 erfüllen, kann man 

die Transformation birational in eine Transformation einer der folgenden 

Arten übertragen: 

1. Eine Transformation, welche nicht mehr als 4,5,6,7,8 Punkte 

in der Charakteristik hat, 

2. Eine Transformation von Jonquieres, welche zwei coincidirende (n — 1)- 

fache Punkte besitzt, 

3. Eine Collineation. 

Indem man sich der Resultate der cit. Abh. bedient, überzeugt man 

sich, dass die einzigen Transformationen der n° 1, welche eine Curve 

von Doppelpunkten mit p > ı besitzen, die zwei involutorischen Typen 

0, und X, und der von mir entdeckte Typus des Indexes 3 und der Ord- 
nung 13 sind, dass es keine aperiodische Transformation mit co! Cyclen 

eines selben Indexes in einer Curve mit p > 1, ausgenommen die lI. c. IV. 

Theil, $ 7 n. 7 entdeckte Classe von Jonquiéreschen Transformationen, 

gibt und dass die einzigen Typen, wo p> 2, jener involutorische, X, 

ist. Also: 

XXXVI. Theorem. Wenn eine Transformation eine Unendlichkeit von 

Doppelpunkten oder eine Unendlichkeit von Cyclen besitzt, welche eine irre- 

ductible Curve von p > ı erfüllen, so ist sie periodisch bis auf einen einzigen 

Fall von Jonquieres'schen Transformationen mit coincidenten (n — 1)-fachen 

Punkten. * 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 16 février 1895, 17 
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XXXVIL Theorem. Die einzigen birationalen Transformationen, welche 

co! Doppelpunkte in einer Curve von p > 1 enthalten, sind 0, und &,, der 

Typus N, und eine Classe von Jonquières'schen Transformationen. In diesem 

letzteren Falle ist die Curve hyperelliptisch. Für Y, hat die Curve p = 4 

und eine Particularisirung. ' 

XXXVIIL Theorem. Es gibt keine birationale Transformation mit oo! 

Doppelpunkten oder | co! Cyclen selben Indexes i, welche eine nicht hyper- 

elliptische Curve von p > 4 erfüllen.” 

XXXIX. Theorem. Es gibt keine birationale Transformation, welche eine 

nicht hyperelliptische Curve von p> 4 in sich transformirt, ohne selbst pe- 

riodisch zu sein. 

XL. Theorem. Keine birationale Transformation kann eine aperiodische 

eindeutige Correspondenz in einer Curve p > ı hervorbringen.” 

Die vorhergehenden Sätze beziehen sich auf die invarianten Curven. 

Ich habe in meiner Preisschrift bewiesen und einige Constructionen des 

$ 4 werden es ergänzen, dass jede periodische birationale Transformation 

wenigstens eine irreductible Curve p > 2 reproducirt. So gelangt man 

zum folgenden 

‘ Ein Theil dieser Frage, der sich auf die Doppelpunkte allein bezieht, ist der 

Gegenstand einer Note von G. CASTELNUOVO (Acc. Lincei, Roma 7. Februar 1892), 

gegen welche ich 1392 einen offenen Brief gerichtet habe. Indem ich das Wesen dieses 

Briefes hier bei Seite lasse, bemerke ich nur, dass CASTELNUOVO die Unriehtigkeit seines 

Theoremes unter Benutzung meiner Preisschrift hätte bemerken können und will von den 

3 mir zu Gebote stehenden direeten Beweisen für die Unmöglichkeit eines periodischen 

Typus Indexes 4 mit Doppelpunktseurve p > 2 die folgenden geben. Eine Transformation 

T der behaupteten Art vorausgesetzt, würde man für 7" eine Involution haben, deren 

Doppelpunktseurve sich in zwei Theile spalten müsste, deren einer Ort der Doppelpunkte 

für T, der andere Ort der involutorisehen Paare für '/ sein würde. Eine solche In- 

volution ist stets im Grade reducirbar, sodass nicht p > 2 sein könnte. Übrigens da 

oo' invariante C; vorhanden sein sollen, jede mit w — iu=y, so müsste die Doppel- 

punktseurve diese C; in je zwei Punkten schneiden, also sicherlich hyperelliptisch sein. 

* Oder: ausgenommen à =I, 2, 3 ist der Index in der Curve immer derselbe wie 

der Index der birationalen Transformation. 

Dieses Theorem folgt aus dem vorigen unter Hinzunahme einer Discussion der 

Curven, welche für aperiodische Collineationen invariant sein können. Das Theorem ist 

ein Theil des Theoremes von ScHwarz (Crelle's Journal, Vol. 87), das in der Func- 

tionentheorie eine so besondere Stelle einnimmt, 
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XLI. Theorem. Jede existirende periodische birationale Transformation 

kann birational in eine Transformation der folgenden drei Typen übertragen 

werden: 

1° eine periodische Collineation, 

2° eine Transformation von Jonquieres mit coincidenten (n — 1)-fachen 

Punkten (ab), | 

3° eine Transformation mit weniger als 9 Punkten (cf. Theorem XXI) 

welche also eine C,8a? reproducirt. 

XLII, Theorem. Die geometrischen Relationen unter den Punkten, welche 

als Cyclen des Indexes i in einer. periodischen birationalen. Transformation 

der Ebene auftreten können, sind im. Wesen dieselben als die, welche bestehen 

unter den i Punkten eines collinearen Cyclus oder eines Cyclus in einer 

‚Jonquieres'schen Transformation mit (ab), ausgenommen gewisse Ketten von 

5,6,8,9,10,12,14,15,18,20,24, 30: Punkten. 

Mit Hilfe der Netze birationaler Transformationen gelangt man zum 

Resultate, dass jede birationale Transformation als Bestandtheil eines 

Büschels betrachtet werden kann; deren Cyclen erfüllen eine Curve, für 

welche » > ı erhalten werden kann, also: 

XLIIL Theorem. Die Cyclen in den Correspondenzen auf einer Curve 

p sind nicht wesentlich verschieden von den Cyclen, welche in den aperio- 

dischen Transformationen in discreter Anzahl vorhanden sind. 

XLIV. Theorem. Jede birationale Transformation, welche ein lineares 

co' System von Curven mit p> 1 reproducirt, i — 1, ist periodisch, ausge- 

nommen die Collineationen. 

XLV. Theorem. Eine periodische Jonquieres’sche Transformation (ab) 

besitzt niemals ein invariantes co! System von Curven p — 1, i> t. 

XLVI. Theorem. Wenn eine nicht hyperelliptische Curve von p> 4 

eine eindeutige Correspondenz gestattet und sie in eindeutige Relation mit 

einer der Curven des Theoremes XXXI gesetzt werden kann, so enthält sie 

eine Reihe eines der folgenden Typen: | 

C2 / G 

1 1 27/1 , 7; Ax 3x 
— = = —1)2 = LE =, —1Y* rt zt 172 eV, tt? 1) RENNES 1) 

welche fiir’ die Correspondenz invariant ist. 
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Diese drei Zahlen sind geliefert durch die Berechnung der Dimensionen 

eines Systemes von (,, mit 6, 7, 8 s-fachen Punkten. 

Um die Theorie der existirenden periodischen Transformationen zu 

vollenden, bleibt übrig, die periodischen Jonquieres’schen Transformationen 

zu entdecken und jene mit invarianten linearen Systemen von C,, ohne 

sich der Fundamentalpunkte und ihrer Eigenschaften zu bedienen. Dies 

soll der Gegenstand des 2. Theiles dieser Arbeit sein. 

§ 3. Construction invarianter Curven für eine periodische 

birationale Transformation. 

1. Für die existirenden Transformationen kann man invariante 

Curven auf dieselbe Art wie l. ec. für die Characteristiken herleiten. Jede 

Gerade bestimmt mit allen ihren Transformirten eine zerlegte invariante 

Curve. Alle diese Curven bestimmen ein invariantes lineares System. 

2. Nimmt man für ein invariantes System die Jacobi’schen Curven 

aller Netze desselben, so setzen diese Netze wieder ein anallagmatisches 

lineares System zusammen. 

3. Man construirt eine involutorische Transformation, welche per- 

mutabel ist mit der gegebenen Transformation und man sucht für diese 

ein anallagmatisches lineares System z. D. jenes, welches Brrrini erhält 

durch Verminderung einer Vielfachheit einer Fundamentaleurve um eine 

Einheit. Dieses System wird auch für die gegebene Transformation in- 

variant sein. Die Construction ist aber nicht immer möglich, z. B. nicht 

für B,. 

4. Für zwei zusammengehörige Fundamentalsysteme ist der Ort U 

der Punkte, in welchen eine Gerade der Ebene X eine Berührung 3. O. 

mit irgend einer Curve des homaloidalen Systemes von X hat, durch die 

Transformation in dieselbe Curve U’, gebildet für das Feld 2’, über- 

geführt. Wenn die beiden Fundamentalsysteme wesentlich übereinstim- 

men, so haben die zwei Curven U, U’ dieselben Singularitätencomplexe. 

Lässt man überdies die Gruppen gleicher Vielfachheit (Constructibilität 

vorausgesetzt) coincidiren, so ist U eine invariante Curve. 
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5. Die absoluten Invarianten einer Curve fiir lineare Transformation 

sind auch absolute Invarianten fiir birationale Transformation, wenn diese 

die Curve in eine andere mit gleichen Singularititen verwandelt. Also 

ist die Einhüllende der Curven mit constanter absoluter Invariante in 

einem invarianten linearen Systeme invariant. 

6. Wenn man die Geraden sucht, welche eine beliebige der Curven 

des homaloidalen Netzes in einer Gruppe von x» Punkten schneiden, unter 

welchen 6 existiren, welche auf der Geraden und auf der Curve zwei 

projective Gruppen bilden, so ist der Ort dieser Sextupel invariant, falls 

das homaloidale Netz für beide Felder im Wesen übereinstimmt. Speciell 

der Ort der Tangentialpunkte der Undulationspunkte ist eine invariante 

Curve. Statt Projectivität kann man auch eine symmetrische Relation 

unter den absoluten Invarianten der zwei Gruppen verlangen. ' 

; 1n 7. Eine covariante Curve L,..., von a Curvensystemen s, ...5, ihe 

X ist durch T° in die covariante Curve L; , der y transformirten Systeme 

übergeführt. Haben aber s,...s, und s;...s, dieselben Singularitäten- 

complexe, so gilt dasselbe für LL, L'. Für Coincidenz von X, 2’ sind 
demnach y unter einander transformirte Singularitätencomplexe zu finden 

(u. zw., wenn transitiv, von gleichen Dimensionen). Es scheint, dass für 

eine willkürliche Transformation solche Systeme nicht existiren; für eine 

periodische liefert jede Curve der Ebene eine solche Gruppe. Indem man 

aus p solchen Systemen durch eine für alle Systeme symmetrische Eigen- 

schaft eine covariante Curve herleitet, wird man eine invariante Curve 

erhalten. Ein specieller Fall ist dann der, wo alle # Systeme selbst 

einzeln invariant sind. 

7. XLVII Theorem. Für jede Transformation des Indexes 3 ist der 

Ort der Punkte, welche mit ihren zwei Transformirten alineirt sind, eine in- 

variante Mannigfaltigkeit. 

! Für zwei nicht symmetrische Fundamentalsysteme erhält man auf diese Art sicher- 

lich Systeme derselben Ordnung, welche einander entsprechen. 

* Da die Singularitäten von L ganze Functionen der Singularitäten von*s, ... s, 

sind, befindet man sich dem Umstande gegenüber, dass die genannten arithmetischen 

Functionen durch eine lineare Substitution in sich selbst übertragen sind. 
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Für jede Transformation T des Indexes 4 ist der Ort der Punkte, 

welche mit den drei Transformirten in einem Kegelschnitte durch ein in- 

volutorisches Paar oder durch zwei Doppelpunkte von T sind, invariant. 

XLVIIL Theorem. Der Ort der Punkte in einer periodischen Trans- 

formation des Indexes i (im R,), welche mit den i— ı Transformirten einer 

algebraischen (oder transcendenten) Bedingung genügen, welche für die i Punkte 

sowie alle sonst eintretenden Punkte symmetrisch ist, ist invariant. 

Z. B. der Ort der Punkte, die mit ihren Transformirten ein i-Eck 

von gegebenem Volumen bilden. 

8. Für die Transformationen mit 8 Punkten in der Charakteristik 

erhält man invariante Curven durch die co' Büschel 0,,9a’, von welchen 

8 Scheitel die 8 gegebenen Punkte sind. Die 9. Punkte erfüllen eine 

Curve, welche auf jeder ©, des Büschels Punkte mit den Parametern 

Za + — hat, von welchen einige auszuschliessen sind. Für die rationalen 
S8 5 

Curven fállt eine Anzahl dieser Punkte mit dem Doppelpunkte zusammen. 

Die Ortseurve zerlegt sich in Bestandtheile gemäss den s'" primitiven 

Einheitswurzeln. 

9. XLIX. Theorem. Für eine Transformation der Ebene (oder des R,) 

besteht unter den Punkten p und den Geraden pp? (oder den R, durch | | p") 
p^... p?) eine einfach rationale Transformation. 

L. Theorem. Für die periodischen Transformationen, welche eine interne 

RAN "+, 
I, besitzen, ist die Transformation unter p und der Geraden p'p * 1-2- 

deutig. 

Beweis. Durch einen Punkt p der Ebene sind der Cyclus und die 

+: 3 
Gerade p'p ? bestimmt; die Gerade aber bestimmt, da /, von der r. 

Classe ist, ein einziges Paar, also zwei Punkte p, je nachdem man den 

einen oder anderen Punkt des Paares als p' nimmt, Ebenso beweist man: 

LI. Theorem. Für die periodischen Transformationen der Ebene, welche 

eine interne Involution I, haben, ist die Transformation unter den zwei Ge- 
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2 

; , 
vt— n z : . . . 

raden p'p * und p'p 7, wo m und v zwei ganze Zahlen <i sind, bira- p 1 , / ! , 

tional und periodisch vom Index . wo @ das kleinste Vielfache von i 
JE 

und p — vy. 

Ferner: Für die periodischen Transformationen, welche eine interne 
1 

. . ; . rs 
Involution J,, haben, ist die Transformation unter den Geraden p’p * 

und pp 4-4-deutig, aber periodisch. 

Die so entstehenden mehrdeutigen periodischen Transformationen ver- 

dienen Beachtung. Man erhält andere, indem man die Geraden (pp) und 

(p'p) eines selben Cyclus in Verwandtschaft setzt. Hier können sie dazu 

dienen, um invariante Curven zu bestimmen, da die in den Tangenten 

einer invarianten Enveloppe enthaltenen Punktepaare eine invariante Curve 

liefern. 

$4. Die parametrische Darstellung der Curven und die 

periodischen Transformationen. 

I; 

1. Damit eine Charakteristik in einer C$ enthalten sei, bestehen 

folgende Bedingungen. Die Projeetivität in Cj mit der Spitze als Doppel- 

punkt ist BZW +Cu+D=o oder w — — (C: D)u — (D: B).: Drei ali- 
Y 

neirte Punkte «, , x, , a, sind übergeführt in MH 

Parametern 5 eines der Fundamentalsysteme addirt geben 

, welche zu den 

D 3 + Ab ++ Bb, — 0, 
wo f, die Vielfachheiten der Punkte 6. Für einen Fundamentalpunkt 

erhält man durch Einführung des entsprechenden Punktes in die Funda- 

mentalcurve 

D C + (bi )h Pa... +B... = 0, 
\ \ 
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oder unter Voraussetzung der Coincidenz (a, b,) 

cn (Bu —g)*s + B30, EN. 48 basé; 

was a+ 1 Gleichungen gibt, deren Determinante 

a a as 

ESSI > Prec Pie 



T 
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endlich, weil die zweite Determinante — D ist, und mit = — x = ERI 

= 3Ar I 3Ar 

D= N ek 

LII. Theorem. Die Determinante, welche über die Existenz einer Cha- 

rakteristik auf C$ entscheidet, ist bis auf einen Factor x — 1 proportional 

der Determinante für die fundamentale Substitution der Characteristik. 

C : a pri 
Da der Werth von =F das Doppelverhiltniss der Projectivität auf 

Ci ist, so erhält man: 

LIII. Theorem. Wenn eine Characteristik in einer C$ construirt werden 

kann, so ist der Periodicitätsindex in C$ derselbe wie der Index der ebenen 

Transformation. 

2. Derselbe Calcül gibt für C, p — ı unter Ersetzung aller Gleich- 

ungen durch Congruenzen modulo der 2 Perioden von C, für die De- 

terminante dieser Congruenzen 

D=3A=: (mod K , ik’), 

wo die Correspondenz in C, ist w' + kw — r und gesetzt ist 

n—k P. B. | 

hup Pi Pu +k Bro |. 

Pi, Bee 

Die Vergleichung mit den Resultaten l. e. lehrt, dass diese Determinante 

E : M LRL rm I pm 
für die periodischen Typen und für k= /— r oder + SU us mecs 

stets einen ganzzahligen Werth hat. Wenn die Determinante verschwindet, 

so sind die Congruenzen für jeden Werth von y verträglich und mit dem 

Werthe von 7; rechnet man die Werthe der Parameter der Punkte der 
Characteristik. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 18 février 1895. 18 
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3. Die früheren Resultate sind dahin zusammenzufassen, dass jeder 

Typus eine C? reproducirt, ausgenommen nur /", H, und Hi. 
YI 5 2 fo) 69 6 

LIV. Theorem. Für jede construirbare periodische Transformation exi- 

stirt eine Varietät mit einer eigentlichen anallagmatischen C,. 

Beweis. Wenn der Typus eine C, reproducirt, kann man die Fun- 

damentalpunkte der Transposition, welche auf die vorgelegte Characteristik 

führt, so wählen, dass alle Fundamentalpunkte in einer selben der in- 

varianten C, sind. Also wird die äquivalente Transformation die trans- 

ponirte C, reproduciren. 

Regel. Um zu untersuchen, ob eine periodische Characteristik einem 

constructibeln Typus äquivalent sei oder nicht, hat man die Construc- 

tibilität in einer der Curven C5, C,, C, , C, mittelst der obigen Congruenzen 

zu untersuchen. ' 

IL: 

Die vorstehende Rechnung ist ein besonderer Fall einer anderen, welche 

sich auf invariante Curven des Geschlechtes p bezieht. 

Die Correspondenz auf C, verwandelt die p Integrale ı. Gattung 

unter einander mittelst der Formeln 

I, a 2n; is 7) T» + je © xis Fiplas 

2 = nat, + Hoty + ... Din Va T; 

I, = 25d + mb +... + Nop T» 

und eine Summe 41” +... + A, J‘? verwandelt sich in 

di Pom zb OA D ap ne 

Es sei nach dem AnEr'schen Theoreme die Summe der Integrale über 

n alineirte Punkte 
10 + ... + Im E Ke: (i—1...p) 

1 Ich bezeichne mit C,, C,, C; eine üquianharmonisehe, harmonische oder will- 

kürliche C,. 
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Die Entdeckung der birationalen Transformationen, welche diese 

Correspondenz enthalten, theilt sich in zwei Theile: 

1°. Sei 
m quM a n 

Ty: du 3498, 
(1) 

Ur A, se Ou 

die Matrix der birationalen Transformation, welche den gegebenen Singu- 

laritàtencomplex der Curve reproducirt. Wenn die Berechnung dieser 

Matrix ohne Erfolg ist, kann die Transformation nicht existiren. 

2°. Selen 

(2) AAN ee A (i=1,...0) 

die Integralsummen in den o Punkten der Characteristik. Ferner seien 

I, ...I?? (i — 1...p) die Werthe der Integrale in n alineirten Punkten 

und K, ihre Summe. Ferner seien [J,]’,...,[ZJ]" ( = 1...) die Inte- 

grale in den Schnittpunkten mit der transformirenden Curve. Die Con- 

gruenz 

(3) Balzer SN Sate se a d 

liefert 
aA +... + a, A9 + an K +... + a, K,=mxX,, 

GAP +... + a, AP + 4,4, +...+ 4,,K, =mk,. 
p 

Betrachten wir das Integral Z. Für eine Gerade durch den Punkt 5, 

gilt die Congruenz 

ID - IO +... + JC 4+ B=K,, 

wo Di" die Integralsumme der sämmtlichen Nachbarpunkte von 0, ist. 

Seien HP, H®,... die Integrale der Punkte des ersten Feldes, welche 

durch die Correspondenz in die Punkte 1,2,... » — b, übertragen sind. 

Dann. wird gelten 

HO Fo. + Hew E (a, — a) APE (a, = as) AP pr. SBR, 
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und weil 
H? — y! JO ’ JO 

D candi oe seit pen 

wo a, der Minor von a, in der Determinante der aj, so wird 

TERE = foe es IURE ee) p 

und 

ay, (Ky — B) +... + aj,(K, — Bi) + (a — a) A? +...=(m — b)K, 

und durch Substitution von (4) 

p 

b, kK, — Xa Bi — a, AP — ...— a, A9 = 0. 

Wegen der Coincidenzen der Characteristik wird man haben 

DES A7) -—- 1B AE b, = a. 

Die p Congruenzen werden 

p 

(5) a, K, — Zi a, AP? — aj AD —...—a,,A%=0 ton) 

oder 

À (1) 0) — EOS (6) Qu K, — 35 — a, AP —...— a, AD = 0. Gaze) 

Die Zahlen a sind bekannt als Resultat des arithmetischen Problemes und 

man hat so po Congruenzen unter den po Grössen A, welche man auf- 

lésen muss. 

Die Congruenzen (6) werden zur Bestimmung der Coefficienten der 

Curve dienen können. Dies ist die Form des Problemes, wenn man die 

anallagmatischen Curven in einer gegebenen periodischen Transformation 

sucht, z. B. die Curven C,, mit 6,7, 8 s-fachen Punkten. 

In allen Fällen, wo es möglich ist, die a, auf die canonische Matrix 

a... zurückzuführen, vereinfacht sich die Rechnung. Ein solcher 

Fall ist jener der periodischen Transformation, in Consequenz der Theoreme 

der Herren WEBER und Fropentus. (Annali di Mat. ser. 2. Bd. 9, 

Crelles Journal, Bd. 95, p. 264.) 
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[1] (m — a,,;)K, — a, AP — ... — a, AP — o, 

[2] (m — ay) K, — a, AP — ... — a, AP = o, 

[p] (m — a4).K, — a, A5) — ... — a, A? z o, 

m^ a, K, — a, A — ... — (ay, + a) AY? —...=0, 

(i=1...o) 

[» i] a,K, — ay, AD — ... — (ay, + 4) AY? — ...= 0. 

Die Congruenzen [1], [1,1],..-,[1, e] dienen dazu, die Aj? und 

K, zu bestimmen. Der Nenner dieser Grössen ist A,,, der Werth von 

A, für zr — a,,. Damit die A nur eine endliche Anzahl von Werthen 

haben, muss A,, eine commensurable Zahl sein. Also liefert die De- 

terminante A,, gleich Null gesetzt eine Gleichung mit ganzzahligen Coeffi- 

cienten, welche durch die Wurzeln der bekannten Gleichung von Herrn 

Weser befriedigt wird. 

Die einzigen Ausnahmen der vorhergehenden Rechnungen sind die 

zwei besonderen Curven C, 7a' und C, 8a‘. 

III. 

Es bleibt übrig, für eine der typischen Transformationen die Gleich- 

ungen der invarianten Curven zu suchen. 

1. Für die Typen mit 6 Punkten hat man 4 invariante C,:¢,,¢,, 

¢,,¢, und kennt (cit. Abh.) die Indices in der Collineation unter den 

co* C,, welche sein wird 

. . Pe rn I . . ee 

Pi: Pr: 903: Pa = 81941 1 8494 : 8395: 8494 

Man bildet eine ganze Function F(e,, ¢,, ¢,, ¢,), welche durch die Mul- 

tiplication der © mit den € nicht geändert wird und, indem man die ¢ 

durch die Ausdrücke in den x ersetzt, erhält man eine Function, welche 

invariant'ist für die gegebene birationale Transformation. 
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2. Ebenso für die Typen mit 7 Punkten: 

LV. Theorem. Alle algebraischen Functionen, welche durch einen Typus 

mit 7 Punkten ungeändert bleiben, sind als ganze Functionen dreier inva- 

rianter C, und ihrer Jacobischen Curve H darstellbar. 

Die Coefficienten der Collineation unter den g,g,g, und H er- 

geben sich aus den Resultaten der citirten Abhandlung. 

3. Für die Typen mit 8 Punkten hat man eine leicht zu schreibende 

Curve 6. Ordnung ¢ und die Curve D,, Jacobiana der C,(8a*), welche 

invariant sind. 

LVI. Theorem. Als Function von &, D, und zweier invarianter C, 

sind alle invarianten algebraischen Functionen ausdrückbar. 

4. Für die periodische Transformation des Typus von JONQUIÈRES 

drückt man jede invariante Function durch z,, z, und C, aus, wo Cy 

die Curve der Hemicyclen ist, und. die Collineation ist 

Tide palace EN : E 
Wy 2 Lo: Cy = Li: 844405 : — Enq Cy. 

Mittelst Quotienten solcher Functionen F wird man in allen Fällen Func- 

tionen haben, welche absolut invariant sind. 

SR: 

Methoden für die Auffindung der existirenden periodischen 

Transformationen. 

Nachdem in $ 2. I. Theiles 6 Classen gefunden wurden, unter 

welchen die Typen der algebraisch existirenden, periodischen Transforma- 

tionen zu suchen sind, nämlich jene von Jonquicres, dann jene mit 4, 5, 

6,7,8 Punkten, schliessen wir von Anfang an jene mit 4 und 5 Punkten 

aus, welche nothwendig quadratisch oder cubisch sind. Man verschafft 

sich nämlich sehr leicht die Bedingungen für die Lage der Fundamental- 

punkte und erkennt überdies, dass alle diese Typen in Wahrheit Colli- 
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neationen oder quadratischen oder cubischen Transformation mit (ab) äqui- 
valent sind. 

Die grösste Schwierigkeit in der Entdeckung der existirenden Typen 

trifft man bei den Typen mit 6,7,8 Punkten. Ich gebe also directe 

Methoden, um diese Typen zu finden und a posteriori die Identität mit 

den auf ganz verschiedene Weise in der Preisschrift construirten Typen 
herzustellen. 

§ 1. Die Typen mit 6 Punkten. 

1. Das co? System von C, durch 6 Punkte ist bereits oft für die 

Untersuchung der Flächen 3. O. angewendet. Ich habe zuerst eine Me- 

thode gegeben,' um umgekehrt die cubischen Flächen zur Auffindung 

von Eigenschaften der 6 Punkte in der Ebene zu verwenden. 

2. Eine birationale Transformation, welche ihre Charakteristik in 

den 6 gegebenen Punkten hat, verwandelt die co? C, unter einander und 

man kann sich eine Transformation des R, denken, welche dieselbe Ver- 

tauschung auf der F, hervorbringt wie jene, welche als ebenes Bild die 

birationale Transformation der Ebene hat und man sieht sofort, dass als 

diese Transformation der R, eine Collineation genommen werden kann. 

Statt nun wie soeben aus der Ebene heraus auf die Collineationen im R, 

zu schliessen, stelle ich zuerst die Collineation auf und mache dann die 

Abbildung der durch die Collineation in 7, hervorgebrachten Umwand- 

lung auf die Ebene. * 

3. Zur Entdeckung der Collineationen bediene ich mich derselben 

Methode, welche ich im $ 3. I. l. e. angewendet habe, um vollständig 

die Collineationen zu finden, welche eine ebene cubische Curve reprodu- 

ciren kónnen. 

Sei 

(1) PF(z,,2,,2,,2,) = o 

! Comptes rendus de l'Académie des sciences de Paris, 5 janvier 1885. 

* Der Erste, der die Untersuchung der projectiven Systeme auf Flächen u. zw. auf 

Flächen 2. Ordnung, auf synthetischem Wege unternommen hat, ist Herr ZEUTHEN, Ma- 

them. Ann. Bd. 26, p. 247. Es ist keine Frage, dass man auch zur Ayffindung der 

eollinearen Systeme auf Flächen 3. O. synthetisch gelangen kann. 
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die Gleichung einer P, und sei 

(2) Di. — Aa; 

eine auf ihre canonische Form zurückgeführte Collineation, welche Form 

hier stets vorausgesetzt werden kann, da es sich um periodische Colli- 

neationen handelt. Denn die Umwandlung auf F, muss ebenfalls peri- 

odisch sein und da F, als irreductibel vorausgesetzt ist, muss die Colli- 

neation nothwendig auch periodisch sein. Ich untersuche also die peri- 

odischen Collineationen, indem ich A, gleich Einheitswurzeln setze, die 

Substitution von (2) in (1) mache, wo ein Glied "xxx" durch die 

Collineation den Factor APAZ:APA;7* annehmen wird, sodass (1) nur dann 

invariant sein wird, wenn die Grössen 

(3) AP AT ASAP 

denselben Werth für alle Glieder haben. 

Um hierüber zu entscheiden, theile ich die linke Seite von (1) nach 

der Transformation in mehrere Aggregate gemäss den Factoren (3) Die 

folgende Übersicht ist das Resultat dieser Arbeit. Da alles von den Ex- 

ponenten abhängt und nichts von den Coefficienten, so werde ich diese 

unterdrücken. Auch schreibe ich (2) einfacher Az, : À,2, : À,v, : A,@,. 

1. 9.10, :0,:— X, 

Xi + Xi + XXE + XTX, + AX, + AX, + XX, + XX, + X, 

+ XX, + X?X, + NR + X,X,X,|| ei + vin, + apa, + Mit, + 0,2, %, 

+ LA, + Lt, |. 

20 p EG 

ZUR WOM, pOXIX 3 GN GX, RR eK, 
TON 

nue ecc s 

X; Is Xi sis XX; Er XiX, + XiX, xp XiX, 7 X, xls XiX, 

UNIX SENDER |: 

* Was die Reduction einer Collineation auf die canonische Form betrifft, hat man in 

neuerer Zeit Arbeiten von NETTO, KRONECKER, LiPscurrz, PRYM und neuerdings von Rost, 

welche sie ausser allen Zweifel setzen. 
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3. 022, NET, ; 

Xi + Xi X35 + XX, + XY X, + Xj X, + XX, + XX; HER + XX, X, 

+ x] 0 + iT. + %% | Wy 0,42, +9, +, + vix, +3 + 2,2, |. 

As : 2$ 10, NER XET,, A a | 

Ro Ah X E x + XX, + XX, | GL, + Lits + vim, + vim, + 08; 

+ 203%, | 0% + 932, + 942, + Um + 0% + Mots Ta | 

5 Um ia ser te, Be 

DIO XX OX eX, + XX, X,| OX, HIN 
TEE. Ripe JO E e XP MAI, Rz Je XM + XIX, 

+ XiX, + XiX,|. 

6. . 3, d — mi—D, ? = — 1, 

Xi + Xj; X, + AUX, + XX, + X}X, + X,X,X,| XiX, + X?X, + XX, 

+ XX, + MX, + M+ Mote, + ate, + ste, + mana, 
+ x, 7,0, + 2 |. 

ds ie, UE, % 

Xi + XX, XXX, Xi X, + ALX, || XIX, + XZ + XX, X, + XIX, 

+ XX; | + - 219, d- $31, | HL À 91952, -- 9$ HU + 9394 + UT, |. 

Xi a KR, =F X, X, X, a X; X, az. 1 Xe AX "Is XiX, + XPX, 2s Xi X, 

+ X,X,X,|Xi+ XX, + XiX, + XX, + XQXXQ Xi + XX, 
+ XX, + XIX, + X,%,X,|. 

OR d diit 9. iem S Em, CE T 

wi + a, tu + + 219, {| 2 + 05%, + 2,03%, | a + 2% + %8; 

+ 283%, | u + 939, + X49. À Mile + Ty, 23%, ++ ais; | 
Acla mathematica. 19. Imprimé le 19 février 1895. 19 
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10. D, : EX, : EL, : 

Di + o€iX, + 9% + %%% | % + %% + vim, + 90% | 2% + vm, + SAT. 

Ti | 3 + vim, + %% + 9.0.9 | + Mots + Ait + %%% |. 

1) CA Bi: 

i + u + Dita | X3 +20, + 230, + 25% + 4,45, | + um + Lit 

+ 23% + 98% | Di + 0% + %0 +0 + Lo Ts 2, | 2; + 52%, + vim, 

+ 22,2, | Dita + Las + 4v. |. 

1 AO Ar 

+ 232425 | Vix, + 3, + 5% + 99%, | v 5s. + ta, | mir, + mix, | aix. |. 

Icom ue S eee 1 2 “mn Vis 

Xi4 Xi4 XI MX, + XXX, (at + ate, + mur at, 
+ 2,23%, | Xi X, + XX, + XiX, + XiX, | XX, + XX, HL, 

+ XiX,|aim,- aix | 252, |. 

AN ee ET 

Di + Gi + Lilo + Dot + Titi + Dita] X$ + Xi + XX, X, + XX, 

+ XX, | cia, + im, || via, |, + rx, arm, + dia, + aix, + $32. ||. 

15. 20 JEMEN. E—G 

X + X2 + X + XX + XX, + XX, 

+ 05%, xix, + 90% + 99% | + dit + 988, | 2%, + 2,22. |. 

16. @,:€%,:— €%,:— Ex 

+ ++ 2, UM, | y + 44 + mu db By ig Te | $14, + 20, 

+ amie, + vim, + raie, + ds + ant, | ex, + ovv, + dix, ||. 
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17% &,:%,:—2",:— EX, CE à 

ai où + ale, + xia 2i + 22 + ole, + odes at + ate, + rim + ole, 
+ 2,03% + ©, 05%, | q,3,7, + 99% + viz, +, + 503 + 7 l. 

7 Lor, 4 1T ERN EU m. E 37 

4i + Xi + wiv, tim + Mots + Mint] ri ri] aix, + wi. + viv. 

+ Titi | Di Ty + Data + Xi. + 9%%, | $33, + 23%; dix, + dim |. 

ng TT SET NET, er ar 

wi + as aia, + aha, + | + via, + aja, + mn, | + vivi 

+ 230, || zia, + 23% + 9,82%, | 05%, | va, + mia, ame, + asc, |. 

ae) 
2€ @ 

= . 3, Ze 20. DER ABE e — I, 

Di + 23% + Ur | ©, + Lila + Lis | La + Lits + Yq M%gXy | Uy + dit, 
| 

| 

: + 21% | £19, + 910, | 2% + 2% + 9%, | 459, + %% + v, Uy |. E 
| 
4 

20198,5623 sea): e op g! = I, 

gj matter + ur + mt as + mn, + mm, | + mit. 

+ matt | {Ly + 8%, | 9% + iL + m |, + Mots + Did | 

und die übrigen Collineationen Indexes 7 liefern ebenfalls keine Typen. 

29. Mig s dm s ET, "= — 1, 

al + al + ate, + ale, + ala fat + ate, + ote, + aïe, fat + ate, 
+ atx, | i | atn + an, + ame, 

+ $$, 

CHE = 0% + 2,9% | TT 

2390, | 2,2,9, + 22,2, |. 

23 DT: — 10,2 its, t= — I, 

Di + Loti + 9% + 2% | 23 + Lila + LS | x3 + xix, + 2,%,%; | x 

+ 250,2, |; + mx, + un, | viv, + ca, 203% + vix. | x, 30, |. 
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24. et 

Xi + XX, + XX, + XX, | ei + 23+ wi + m | xia, | 

dox mv. | 439 + %3%, + 9%, | 0%, + 8,0% | 0%, + DUT |. i 

A 5 SR one ES = i; 

2%, | vio, || cc, 

25; p ics 

verlangt einen Doppelpunkt in der F,; ebenso die übrigen Collineationen 
3 

des Indexes 10 wie 

26: LE ote cote An g^ — I, 

dj 03%, + Bel + msn, | 28 + aa fé + xim | dit, | vix. + via, 

| gio, + 2,052, || x, 0,2, |. + 10,0, || 05%, + 20 + 250, || mx, 

Du Oe cq e 

X + 34 WX, + MIX Jal + atx, + ate, | | tns + he, as 
Ne anne Nor ce Aem Te ERE NIE | + 23%, | 22x, | 232. | on, || vay + 92.2, || s || nr gms || 98 |: 

Hiermit endigen die Collineationen, welche irreductible 7, invariant 
3 

lassen. Unter den obigen sind die zerlegten und jene mit Doppelpunkt 

auszuschliessen, wenn dieser invariant ist. Denn diese können keinen 

Typus liefern, weil die aus dem Doppelpunkte von F, gemachte Pro- 

jection dieser 7, als Abbildung ersichtlich eine Collineation in der Ebene 

liefert. Es bleiben nur die in grossen Lettern geschriebenen Formen, 
o unter welchen noch n? 6 ı. Form einen invarianten Doppelpunkt auf 

X, = O, $, =O hat, ebenso wie die zwei letzten Formen n? 5 und n° 13, 
1 2 

und aber die zwei Formen n° 2 gleichwerthig sind, ebensowie die zwei 
9 45 n? 7 und die vier n? 8. Die erübrigenden cubischen quaternären For- 

men sind: 

1. Xi + XP X35 + XTX, + XX; + XX, + XIX, 

+ RK + XTX, + XX, + AX, + X, xX, X,, I5 lis IT. 

2, OD ED ONUS q an en CX eee 
NN + X,X,X, + X,X,X,, 1,1,—1,—1. 

' Die übrigen Collineationen mit dem Index 9 verlangen Doppelpunkt oder De- 

composition der /^,. 
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3 Xi+ M+ M+ Xi + AX + MX + YX, 

+ X, + XX, 2n XX, + X, XQX, I, 17. RENTE 

+ UGS HG + Ki + ATX, + X°xX,, D MIN eier 

5. Xi T Xi + AE + Xi + XX, + XX, 

+ X, X, X, + X, X, X,. Ve iili Mani Es 

BEER DER. E Lom prd: 

RD. 4 0 eism exp xiu RER fou Agi 

8. Ai Me Xi XTX, + XX + XX, + XX, 1, 1 ,—1, 6 

9. + Xi + X5 ++ XXX, ee 

you Hep tuv X NER: Meghan, 

I. HB + X?X, + XiX,, hy 14:885 ES 

12. A] BI X1X, LXX, DI,— 1, -—i, Wi. 

13. U + RX, ON + X°X,, er aa = 

14. Xi + Xi + XX, + XiX,, ; ace IE 

I. Theorem. Wenn eine Collineation eine Gerade a, von F, in sich 

selbst verwandelt, so ist die abbildende ebene Transformation dquivalent einer 

Charakteristik mit 5 Punkten. 

Beweis. Nimmt man in das abbildende Sextupel die a,, so erscheint 

das Bild von a, als Doppelpunkt der Ebene w. z. b. w. Ebenso wird be- 

wiesen: 

IL Theorem. Wenn die Collineation zwei oder drei windschiefe: Ge- 

raden von F, unter einander transformirt, so ist die Abbildung dquivalent 

einem Typus mit weniger als 6 Punkten. 

Da es mir hier nur auf die Typen ankommt, so wende ich diese 

beiden Theoreme sofort auf die vorhergehenden 14 Formen an. n° 1 

hat stets;eine invariante Gerade durch X,, n° 2 die Doppelgerade X,X,, 
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n? 7 die Gerade X,X,, n° 6 und n° ro drei invariante Geraden in der 

4 enthält mehrere Ebene x, — o, n? rr; und)» ı2 die Gerade X,X,, n? 

eyclische Tripel windschiefer Geraden; denn die Directricen sind im All- 
1 

gemeinen von keiner Geraden der P, getroffen und die drei Geraden 

können niemals in einer Ebene sein. n? 5 und n? 6 gestatten ebenfalls 

windschiefe cyclische Tripel. 

Es erübrigen die Formen n? 3, 8, 9, 13, 14. Stellen wir zuerst fest: 

III. Theorem. Die Transformationen, welche man durch Abbildung der 

collinearen Systeme auf F, erhält, indem man verschiedene Doppelsechsen 

verwendet, sind birational Äquivalent. 

Es ist immer möglich, derart abzubilden, dass man den Typus erhält. 

Die Transposition mittelst der 6 Punkte liefert nämlich in der Ebene 

eine Transformation, welche wieder das Bild einer Collineation in JF, ist. 

Diese Collineation muss aber wesentlich dieselbe sein wie die erste, es 

kann sich also nur die Art der Abbildung geändert haben, also entweder 

die Directricen von Crzgsscu oder das Sextupel von Reye. 

IV. Theorem. Unter den Geraden eines Sextupels sind © oder 3 oder 

4, welche zwei und 1, 3,6 welche 5 des transformirten Sextupels schneiden. 

Denn die Thatsache, dass o oder 2 oder 5 Geraden eines Sextupels 

eine der übrigen Geraden treffen, überträgt sich in die andere, dass die 

einzigen Fundamentalcurven, welche die Transformationen mit den 6 

Punkten besitzen können, Gerade oder Kegelschnitte sind u. zw. in den 

bezüglichen Anzahlen. 

V. Theorem. Die Collineationen auf der F, n° 3 hat als Bild den 

Typus vom 4. Grade und Index 3, welcher l. c. als A, bezeichnet ist. 

Beweis. Man kann zwei successive Geraden wählen aa’, sodass die- 

selben in zwei conjugirte Sextupel eintreten, a’ wird eine Fundamental- 

gerade liefern. Zwei successive Geraden können sich nicht im selben 

Sextupel finden, weil sie sich immer schneiden; daher sind alle 6 Punkte 

fundamental und die Transformation ist biquadratisch. Die drei Geraden 

a, welche in Doppelsecanten transformirt sind, bilden ein windschiefes 

Tripel, ebenso die drei Doppelsecanten und da zwei successive Geraden 
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sich schneiden, ist (d,e,) , (d,¢,), (d,¢,) bedingt. Die andere Doppeldrei 

hat gleiche Verkettung. Überdies: Die Schnitteurve mit 2, — o ist Ort 

von Doppelpunkten und gibt als Bild eine C,, Ort von Doppelpunkten. 

Die C,, deren Ebenen durch X, gehen, sind C, und liefern in der Ebene 

das Netz, welches l. c. für A, gefunden wurde. Die Geraden der Doppel- 

sechs schneiden x, — o in 6 Punkten zweier Inflexionsgeraden, welche 
4 

sich als zwei Tangentialeyelen abbilden. 

VI. Theorem. Die Collineation auf der F, n° 8 hat als Bild den 

Typus D,. 

Beweis. Die Collineation ist die Zusammensetzung der vorhergehen- 

den mit einer involutorischen Collineation, welche die zwei Doppeldreien 

der abbildenden Doppelsechs unter einander vertauscht was die Wirkung 

hat, dass niemals zwei successive Geraden sich schneiden und dass nie- 

mals eine Gerade in eine Gerade des conjugirten Sextupels transformirt 

ist. n? 8 beweist die Existenz einer C, mit co! involutorischen Paaren 

und zweier invarianter Geradentripel, deren Ebenen durch X,X, gehen. 

So erkennt man die Figur, welche ]. c. für a’ in b, & inc, c in a 

oder B, gefunden ist. 

VII. Theorem. Die Collineation auf der F, n° 9 hat als Bild den 
3 

Typus 1° 6° 

Beweis. Die Ebene x, — Oo schneidet PF, in einer C,, welche eine 

Correspondenz w'— u=y vom Index 3 trägt; durch X, gehen drei Ge- 

rade der F, 

die Ebene ebenfalls in drei solche Gerade abbilden. Da man zwei Ge- 

raden finden kann, welche successiv und windschief sind, so erhält nian 

für die Ebene eine Verkettung und indem man beweist, dass nicht mehr 

als eine Gerade des Sextupels sich in eine Gerade des conjugirten Sextupels 

verwandeln kann, beweist man, dass 7 cubisch wird. Ohne ausfürlich die 

Configuration der 27 Geraden aufzuschreiben, ist es unmöglich, aus ihr die 

Characteristik (ab, ) ‚(ba,), (a,b,), (a,b,), b, in a, zu construiren, während 

man aus der Übereinstimmung der invarianten C, die vollständige Iden- 

in x, = o, welche ein cyclisches Tripel bilden und sich in 

tität erschliessen kann. 
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VIII. Theorem. Die Collineation auf F, n° 12 hat als Bild die B, |. c. 
3 

Beweis. Ohne die Configuration der 27 Geraden zu studiren, will 

ich n° 12 in diese andere Form bringen x; + à} + x + xj, was immer 

durch eine lineare Substitution z,, v, , r, allein möglich ist, indem 

230, vir, + rir, = Oo äquianharmonisch ist. Die Collineation wird die 

Form haben ex,:efx,:e"x :ex,, wo e’= 1. Die Sextupel dieser F, 

schneiden die Ebene x, — o in zwei alineirten Tripeln von Wendepunkten, 

woraus man im selben Sextupel zwei Verkettungen und also die Ordnung 

der Transformation ableiten kann. Die 4 invarianten C, stellen die Iden- 

tität mit D, fest. 

IX. Theorem. Die Collineation auf F, n° 13 hat als Bild die B,,. 

Die Ebene x — o enthält eine Cj, x, — o enthält drei Geraden 

durch X,, welche ein cyclisches Tripel bilden, x, = o eine C, und x, — o 

eine C,. Man sucht unter den Geraden 4, welche cine Succession bilden 

und hat hiermit Reduction auf die Ordnung 2. 

Conclusion: Die existirenden periodischen Transformationen mit 6 Punkten, 

welche nicht unter einander äquivalent sind, sind die folgenden: 

ABB By. a 
6 

odo quoder XX VILLA LE Kes 

also die in der citirten Abhandlung aufgeschriebenen Typen. 

Der Anwendung halber soll das Resultat der Abbildung der 14 

Collineationen auf p. 148 vollständig angeführt werden: 

1. liefert die cubische Involution (ec'), (a,b), 2. zwei Doppelpunkte 

und zwei involutorische Paare einer Collineation, 3. XXVII, 4. drei 

Doppelpunkte und ein cyclisches Tripel einer Collineation, 5. zwei cy- 

clische Tripel einer Collineation, 6. liefert (cc’), a’ in b, b’ in a nebst 

einem Doppelpunkte, 7. ein Quadrupel und ein involutorisches Paar einer 

Collineation, 82 2, 9. X1V,, X0. 0.10 0, 0 in bic, Wwe, FL. (ae ener), 

(ca’) mit einem Doppelpunkte und einem involutorischen Paare, 12. (ab’), 

(bc, a’ in aj; in c mit Doppelpunkt, 13. II,, 14. IIT,. 

Anmerkung. Die Flächen 4, 11, 13, 14 gestatten, unter der Form 

B+ 6&4 6+ & geschrieben zu werden. — Ferner sind die Flachen, 

welche durch jede der Collineationen reproducirt werden, eo^ und wenn 

— 



Neue Theorie der eindeutigen periodischen Transformationen in der Ebene. 153 

man die Abbildung aller gleichzeitig macht, was wegen der Vertheilung 

der Geraden möglich ist, erhält man in der Ebene ein co^ System von 

birationalen Transformationen. 

8 2. Die typischen Transformationen mit 7 Punkten. 

1. Das Netz der C, durch die 7 Punkte ist invariant, also auch die 

Jacobische Curve D,, auf welcher eine Correspondenz entsteht. Umgekehrt: 

X. Theorem. Durch die Correspondenz auf der Jacobischen Curve D, ist 

die ebene Transformation bestimmt. 

Beweis. ‚Jede C, des Büschels schneidet D, in einem Quadrupel von 

Punkten und diese Reihe gi ist in sich transformirt wegen des Theoremes 

XXXV. Die so entstehende 2-deutige Transformation zerlegt sich in 

zwei eindeutige Theile, von welchen der eine die Zusammensetzung des 

anderen mit der Involution (von Geiser) 6, ist, und der eine die Wieder- 

holung des anderen ist, wenn der Index des einen ungerade ist. 

Man kann jeder D, mit 7 Doppelpunkten eindeutig eine Curve Z, 4.0. 

p — 3 entsprechen machen. Die eindeutigen Correspondenzen auf C, 

haben als Bilder in L, eindeutige Correspondenzen. Diese aber sind stets 

in einer Collineation der Ebene enthalten. Ich wende nun die Umkehrung 

der Frage an, wie ich es im $ 1 für die eubischen Flächen machte. 

XI. Theorem. Für eine gegebene Curve L, erhält man sofort eine Curve 

C, mit 7 Doppelpunkten, welche zu jener in 1-1-deutiger Beziehung ist, 

mittelst eines Septupels unabhängiger Doppeltangenten. 

Beweis. Es ist die Umkehrung des Theoremes von ARONHOLD, welcher 

vom Netze der C, ausging. Die 7 Doppeltangenten bestimmen das Netz, 

welchem eine Jacobische Curve C^ (dual) angehört und der Ort der Be- 

rührungspunkte für die Büschel mit Berührung ist die gegebene Curve 

L,. Die eindeutige Relation hat also hier überdies die Eigenschaft der 

Incidenz, d. h. dass jeder Punkt von L, mit der entsprechenden Geraden 

von C* incident ist.’ 

' Solehes eindeutiges Entsprechen einer Curve C, und einer Enveloppe 7 mit 
+ 

Bedingung der Ineidenz erhält man sehr einfach durch Verbindung entsprechender Punkte 

Acta mathematica. 19. Tmprimé le 20 février 1895. 20 
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XII. Theorem. Jede birationale Transformation oder Gruppe von bi- 

rationalen Transformationen, welche 7 Punkte in der Charakteristik hat, bringt 

gleichzeitig eine Collineation oder Gruppe von Collineationen unter den Geraden 

der Ebene hervor. 

Denn die Transformation bringt eine Correspondenz auf D, hervor, 

welche wegen des Theoremes XI zum Bilde eine Correspondenz in der 

Curve 4. Classe von AroxHornD hat und diese ist in einer Collineation der 

Ebene enthalten, deren Index also die Hälfte des Indexes der Trans- 

formation sein kann. 

XII. Theorem. Wenn man jeder C, den Schnittpunkt der Tangenten 

in den 4 Schnittpunkten mit D, zuordnet, erhält man eine lineare Beziehung 

mit Incidenz. 

Der einzuschlagende Weg ist also der folgende. Ich stelle die bi- 

quadratischen Curven L, auf, welche eine Collineation gestatten, nehme 

unter den 28 Döppeltangenten ein Septupel von AnowHorp und verfolge 

die Verwandlung dieses Septupels durch die Collineation. Die verschiede- 

nen Doppeltangenten entsprechen nach Theorem XI. (dual gesprochen) Ge- 

raden oder Kegelschnitten oder C} oder den 7 Punkten des Septupels selbst. 

So. leiten sich die Characteristiken der zwei annexen birationalen 

Transformationen mittelst der Verwandlung unter den 28 Doppeltangenten 

der Curve L, her, und finden in dieser Verwandlung ihren vollständigen 

Ausdruck. 

3. Zur Auffindung der Collineationen mit invarianter Z, wende ich 

das dritte Mal die Methode der canonischen Formen an. 

Te) @, AR 

Xt + Xe + XS + XP XD + XD XS + XI X, + XX? + XX, XZ + AIR, 

+ xv, 03 + via, + 203% + 00,0% + 0,405 

zweier eindeutig bezogener Curven. Umgekehrt kann jedes Incidenzpaar C,, /'" auf un- 

endlich viele Arten so entstanden gedacht werden. . Es giebt stets unendlich viele einfach 

rationale Transformationen, für welche ©,, /'" die beiden Incidenzeuryen sind. Es giebt 

aber nicht immer einfach rationale Nullsysteme, in denen sie sich entsprechen. 

Dieselben Aussprüche gelten auch für eine My_, und eine Enveloppe Ms, von 

It; 1 im... 
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3 2," 32? ey m3 gu cq 

Xi + Xp + XX? + XAG + XL XS + AX, HN RU ta + ox 

+ tits + dim, | xiv: + wit. + 039.25 |. 

2 3 
u SU ii, 

Xt op MIX, X, + AMP XXI ER at + ake, + ate, + ame, 
+ atat 

dx ya SELS 

1 + + vit. +, + si. 

qo en, V=—1ı, 

NH X HIN FI + XX} || cia} + mimi + maxi 522i 

+ 2% + 9% + 8,230 + din |. 

aS mor ae dl, 

BE et ried + mat + ale, + atat | ae, 
+ 030, + nm | xxi + aia, |. 

maa. 2 = D wees 
6. D, : ET, : E T., e£ = I, 

wt + whey + male + aie? + xla, | ain? + ate, + matt + atone 
+ atas (af ++. 

d E QOEM 6° = I, 

Ui Ly + 219%, + aies + dx] ri + 2,03 + Lt 

+ 9% + mia + dix, |. 

Li + 00% + 2.0; 

SED: 

u ee ++ mal + win; | 212932; 

+ aim air, + dia, + xim. 

9. 2m :E0,:—eEe’%,, es, 

ho pan] EX MX 4 XX, 
[ + a, x3 x x2 + 2,23 || vix, + xx, |. 

[aos 2055 || ains 
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WOR dh Sob GAS tn [0] | Li - 1° 
3 

wa, Han | KIX, + Xo X „+ ^ m.m? a4 A nn i n2 + matt a Fi | X3 + 2,00% 

+ XX fans + xmv + 8]. 

11.0.0, 200, 5d, V=-—1I, 

mi + di di + via, + 90% |00, + 0% || + vix. + ati 

+ 2,25% | 0, || dit, x; ||. 

12. NEWS € 4. g? — I, 

d, Foxx + 2,95 || via} || de + mn | XX + NR, |, 

+ 225% || 932,205 | tx x, 

18: LT UE, Ed. j?— .—r, EF =1, 

Xi XQXj + Kama la + aia, || 2285 || xis: || 0285 

+ atas Ui La Le || $193 9s || Ma Lo Ts || LT 

XIV. Theorem. Wenn die Collineation eine Doppeltangente der L, in- 

variant lässt, ist eine der birationalen Transformationen, welche ihr entsprechen, 

äquivalent einer Transformation mit 6 Punkten in der Characteristik. 

Beweis. Man kann ein Septupel nehmen, in welchem die invariante 

Tangente vorkommt. Dann entspricht der Basispunkt der C,, welcher 

diese Tangente abbildet, sich selbst oder ist ein Doppelpunkt der Ebene. 

XV. Theorem. Alle Transformationen, welche man aus einer Collineation 

von L, durch die Variation des Septupels der Doppeltangenten erhält, sind 

birational Äquivalent und umgekehrt. 

XVI. Theorem. Unter diesen Transformationen kann man stets auch 

den Typus erhalten. 

XVII. Theorem. Jede Collineation auf LL, gibt zwei birationale Trans- 

formationen der Ebene. Man erhält die eine aus der anderen, indem man 

mit der involutorischen Transformation J, zusammensetzt. 

Wenn das unabhängige Septupel einmal angenommen ist, so hat 

man die folgende Regel, um die Curve zu finden, in welche ein Doppel- 

| 
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punkt a, von L, durch die birationale Transformation verwandelt ist. 

Man sucht den Doppelpunkt f, in welchen sich a, durch die Collineation 

verwandelt. Derselbe sei in einem gewissen Kegelschnitte durch 5 Punkte 

a. Dann kann man a, entweder diesem Kegelschnitte oder der comple- 

mentären Geraden a,a, entsprechen machen. Aber hierdurch ist die Trans- 

formation bestimmt und man muss einem anderen Punkte a, entsprechen 

machen, was bedingt ist. 

XVIII. Theorem. Wenn sich das Septupel a, ...a. durch die Collinea- 

tion in ein anderes verwandelt, das mit a,...a, A Punkte gemeinsam hat, so 

hat die entsprechende birationale Transformation 7 —  Fundamentalpunkte. 

Beweis. Jedes Paar von entsprechenden Punkten unter a a, AME C3 

liefert eine Verkettung in der Characteristik und einer dieser beiden Punkte 

kann nieht fundamental sein für das eine System. 

Um die Doppeltangenten von L, nicht berechnen zu müssen, begnüge 

ich mich hier, über die birationale Transformation durch Vergleichung 

mit meiner Preisschrift zu entscheiden, indem ich einige Bemerkungen 

über die Doppeltangenten einflechte. Die aus obiger Übersicht resulti- 

renden L, sind: 

mE DPI 
+ X,X, X; + XTX, L, RES eas 

2. Mit Xi XiXi + KX, + XiX, + X°X, + KX, AR ze 

3. Xi XX, + XX, + X7X, X, + RX, in Se 

4. KH Xi+ X$+ NN + X°X, + X°X, CER na 

5. Xj Xj Xi + XX; + XQXQX; Tey "Dy, 4. 

6. HR HN AH X,Xi Er u RES 

ERKENNT, Ein: TEE IE 

8. U + XX, + X, IN 2 

9. X5,-+ XX, + XiX, EVE Teer 

o [0] 10. Xj + XiX,4- Xl, ESI IW. 
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Lemma. Der Identität der Ebene entspricht der involutorische Typus 

0, (oder Jj). 
2 

XIX. Theorem. Die Curve L, n° 1 liefert durch ihre Collineation eine 

involutorische Transformation von Jonquieres. 

Beweis. Unter den Tangenten von X, existiren i. A. 4 Doppel- 

tangenten, welche fest bleiben, also ist eine der Transformationen re- 

ductibel in der Zahl der Characteristikpunkte. Sie besitzt eine C, mit 

Doppelpunkten, ist also von der Ordnung 3. Dann ist die andere noth- 

wendig eine involutorische Collineation, was anzeigt, dass man auf L, 

ein unabhàngiges Septupel finden kann, welches durch die Collineation in 

sich transformirt ist. 

XX. Theorem. Die Curve L, n° 2 liefert durch ihre Collineation den 

Typus A, und überdies 1%, (cit. Abh.). 
3 

Beweis. Die zwei Transformationen haben ein Büschel invarianter 

C,; die Tangente im Punkte X, an L, ist undulatorisch und invariant. 

Also ist eine der Transformationen auf 6 Punkte reductibel. Da jene 

des Indexes 3 eine Curve C, mit Doppelpunkten besitzt, welche durch 

den Punkt geht, welcher der Inflexionstangente entspricht, folgt, dass diese 

Transformation jene ist, welche man auf 6 Punkte reduciren kann. Der 

Vergleich mit Tafel I meiner cit. Abh. lehrt, dass die andere /% ist. 

XXI. Theorem. Die Curve L, n° 3 liefert durch ihre Collineation eine 

ebene Collineation und den Typus I. 

Beweis. Die Gerade x, — o ist Doppeltangente und eine Trans- 

formation kann also àquivalent gemacht werden einer Transformation mit 
o 

weniger als 7 Punkten. Es ist leicht zu sehen, dass man mit zwei cy- 

clischen Tripeln von Doppeltangenten ein unabhängiges Septupel ergänzen 

kann. Die Vertheilung der invarianten C,, nämlich C, + C, und zwei 

C, beweisen dann die Identität der zweiten Transformation mit J”. e 

XXII. Theorem. Die Curve L, 

Typus E, und die quadratische Transformation (cc), a’ in b, V in a. 

n° 4 liefert durch ihre Collineation den 

Beweis. Das Büschel invarianter C, enthält vier C, mit taenode. Man 

kann zwei, der Undulationstangenten in das Septupel nehmen, was die 
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Zahl der Characteristikpunkte einer Transformation um 2 reducirt. Man 

beweist aber auch, dass man nicht um mehr reduciren kann und also 

diese Transformation mit oo! involutorischen Paaren in einer C, die im 

Theoreme genannte ist. Die andere Transformation ist ebenso vom Index 

4, besitzt oo! Doppelpunkte in einer C, und ausserhalb ein involutorisches 

Paar, entsprechend dem Punkte X,, das in die Basis eines Büschels von 

C, eintritt. Ein Septupel ohne Undulationstangente enthält zwei succes- 

sive Doppeltangenten und, da die Verkettung der ersten Transformation 

angehórt, besitzt sie einen dreifachen Punkt und ist also sicherlich von der 

5. Ordnung ete. So schliesst man auf die Identität mit E,. 

XXIII. Theorem. Die Curve L, n° s liefert durch ihre Collineation 

eine cubische Transformation (ab), (a,b,) , (a,D,) , b, in a,, b, in a, und eine 

mit (cc) , (ab^) , a^ in b äquivalente Transformation. 

Beweis. Wegen X,X, besitzen beide Transformationen eine C,, Ort 
der involutorischen Paare. In der einen entspricht X, ein involutorisches 

Paar, X, 

X, ein Paar von Doppelpunkten und X, und X, involutorische Paare. 

Also ist in der ersten die Correspondenz in C, von der Art «+ w=; 

und in der letzteren von der Art w=j;. Diese letztere Transformation 

kann von der auf p. 223 l. c. beschriebenen nicht verschieden sein und 

und X, Paare von Doppelpunkten, in der anderen entspricht 

hieraus ergibt sich die andere Transformation. 

XXIV. Theorem. Die Curve L, m? 6 liefert durch ihre Collineation 

zwei Transformationen, welche mit B, und A, äquivalent sind. 

Beweis. x, — o ist eine Undulationstangente, also kann eine Trans- 

formátion auf 6 Punkte reducirt werden und die Existenz der Ortscurve 

mit W+ u=yr beweist die Aquivalenz mit B,. Die andere Transforma- 

tion hat eine C, mit w'— w-—; und da man J’, nicht erwarten kann, 

weil der einzige Doppelpunkt von /‘ mit zwei Punkten der Charakteristik 

alineirt ist,' muss ein anderer Typus supponirt werden. Ich besitze die 

Rechnungen, wonach die Zusammensetzung B,.6, auf A, führt, welche 

Characteristik also constructibel ist und eine C, mit w'—w-; besitzt. 

* Man kann auch (cc), @ in a, in b, b in b, in @ nicht erhalten, weil die 6 

letzten Punkte immer in einem Kegelschnitte sind und also die D, zerfällt. 
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XXV. Theorem. Die Curve L, n° 7° liefert durch ihre Collineation 

mittelst eines anallagmatischen Septupels eine ebene Collineation und die B,,. 

Beweis. Dass man ein solches Septupel finden kann, ist leicht zu 

beweisen und B,, ist die Zusammensetzung dieser Collineation mit 0,. 

XXVI. Theorem. Die Curve L, n° 8 liefert durch ihre Collineation die 

zwei Transformationen (ab^) , (be), a’ in a, in e und (cc’), (ab) , « in a, in 

a, im C. 

XXVIL Theorem. Die Curve L, n° 9 liefert durch ihre Collineation 

die zwei Transformationen B, und Die. 

XXVIII. Theorem. Die Curve L, n° 10 liefert durch ihre Collineation 

die zwei Transformationen B,, und Dj,. 

Beweis. Die eine ist sicherlich auf 6 Punkte reductibel und die drei 

Curven C,, C,, C; beweisen, dass sie B,, mit einem Doppelpunkte ist. 

Die andere hat dieselben invarianten C, und durch passende Wahl des 

Septupels kann man Pj, erhalten. 

Conclusion: Die existirenden typischen Transformationen mit 7 Punkten, 

welche nicht Jonquieres’sche mit (ab) sind, sind die folgenden: 

By, Bis, I5, 15 , Ac, E,, 0, 

oder. V, Vs, XV ER VI, ed EY, 5 LITT 

Anmerkung. Die Formen 1.—10, enthalten unbestimmte Coefficienten 

und jede gestattet überdies 273 Septupel (abgesehen von particulären 

Doubluren). Man erhält also durch Bildung der birationalen Transforma- 

tionen für alle diese Septupel co’ Systeme von periodischen birationalen 

Transformationen, welche sich in mehrere Systeme niederen Grades zerlegen. 

§ 3. Die Typen mit 8 Punkten. 

Eine Transformation mit den 8 Punkten a,...a, bringt unter den 

C, eine Projeetivität hervor, lässt den 9. Scheitel a, vollständig invariant 

Diese Curve wurde von Herrn KLEIN in seiner Darstellung der Transformation 

7. Ordnung der elliptischen Funetionen angetroffen und dann von Herrn GORDAN untersucht. 
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vertauscht je 120, mit gleicher absoluter Invariante S?: T? unter einander, 

transformirt auch die oo? C,(aj...a3) unter einander und also ihre Ja- 

cobische Curve D,(a}...ag) in sich selbst. Die D, hat i. A. keine Singu- 

laritäten ausserhalb a, und also p — 4. Daher mit Bezug auf I. Theil 

XXXVII: 

XXIX. Theorem. Die Curve D, eines Büschels von C,, welches die Cha- 

racteristik einer birationalen Transformation (ausser X,) zulässt, ist derart 
a 

special, dass sie eine eindeutige analytische Correspondenz unter ihren Punkten 

gestattet. 

Lemma. Eine Correspondenz unter zwei elliptischen Curven, welche 

selbe absolute Invariante @ haben, ist auf zwei Arten bestimmt für will- 

kürliche &, auf 4 oder 6 Arten für = 1 oder ö’= 1, sobald man 

zwei entsprechende Punkte kennt. 

XXX. Theorem. Durch die eindeutige Correspondenz in D, sind im A, 

zwei Transformationen bestimmt, welche ihre Characteristik auf a,...a, haben. 

Beweis. Jede C, schneidet auf D, ein Tripel aus und da D, keine 

andere gj besitzt, so sind diese Tripel unter einander transformirt. Dies 

gibt eine lineare Transformation unter den C, und man hat für jedes 

Paar entsprechender C, gemäss dem Lemma zweierlei Correspondenzen, 

bestimmt durch die Schnittpunkte mit D,. Die Gesammtheit dieser Cor- 

respondenzen bildet die 2 Transformationen der Ebene. 

Wenn jedoch in Folge besonderer Beschaffenheit von D, das C,-Biischel 

panharmonisch oder panäquianharmonisch wird, so sind 4 oder 6 Trans- 

formationen durch D, bestimmt. 

2. Das Problem ist also darauf reducirt, die Curven D, zu finden, 

welche eindeutige interne Correspondenzen zulassen. Es ist also passend, 

D, durch eine Normaleurve zu ersetzen, nach Riemannscher Terminologie. 

Hierzu kann die Transformation unter den Punkten einer Doppelebene 

und den Paaren der Involution ¥,(a,...a,) dienen, vermittelt durch die 

C,(a, ...a,), welche durch ein festes Punktepaar von X, gehen. Die C, 

schneiden D, in 6 Punkten, weshalb die Ubergangscurve von der 6. Ord- 

nung sein wird, Z,. Die Cj durch das feste Punktepaar bildet mit den 

co!C, &©'0,, welche D, nur in drei variabeln Punkten schneiden, weshalb 

Acla mathematica. 19. Imprimé le 20 février 1895, 21 
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Z, einen dreifachen Punkt hat. Aber die C} schneidet D, nur in 3 Punkten, 

welche die unendlich nahen Punkte des dreifachen Punktes darstellen, 

weslialb sich Cj in die Gerade verwandelt, in welcher die drei Tangenten 

des dreifachen Punktes R coincidiren. Die drei Zweige müssen also unter 

einander eine Oseulation haben, oder in R sind zwei dreifache Punkte 

unendlich nahe gerückt. Also (cf. auch NöTHEr, Erlanger Berichte 1878).' 

XXXI. Theorem. Die Curve D, ist derart particulär unter den Curven 

p=4, dass die Normalcurve Z, zwei unendlich nahe dreifache Punkte besitzt. 

3. Man würde die Ordnung bis auf 5 vermindern können, indem 

man eine quadratische Transposition anwendet, welche zwei unendlich nahe 

Hauptpunkte in AR längs der Tangente in A und den 3. Hauptpunkt 

willkürlich auf Z, hat. 

XXXII. Theorem, Die Curven p — 0, u=o mit a,...a, sind durch 

die zweideutige Transposition in die Kegelschnitte verwandelt, welche in R 

die Z, tangiren und überdies eine dreifache Berührung mit Z, haben.” 

Denn jede dieser Curven schneidet D, in 3 Punkten, ete. 

XXXIIL Theorem. Eine birationale Transformation mit a,... a, über- 

trägt sich durch die zweideutige Transposition in eine quadratische Trans- 

formation, welche zwei Paare (aa'), (bb) in R längs der Tangente hat und 

Z; 
b in sich transformirt. 

Beweis. Die Geraden der Doppelebene sind verwandelt in Curven 

C, und diese in andere Curven C, ausserhalb des transponirenden Netzes 

und diese gegen die Doppelebene in die beschriebenen Kegelschnitte. 

! Die wahre Particularität dieser Curve ist neuerdings durch Herrn SCHOTTKY im 

Journal von Crelle, Bd. 103, p. 185: Über specielle Abel’sche Functionen 4. Ranges 

klargestellt worden. 

* Die Curven p — 0, n =O sind jene, welche Herr Scnorrkv ]. e. als Gag; 

(Ordnung 2), H,; (Ordnung 3), J;,z (Ordnung 4), K,3 (Ordnung 5), Dayz (Ordnung 6), 

bezeichnet und fiir welche die Relationen bestehen Loz = PF;K,;, Las; = Gaz) a7, 

Tiggx = H,;;Hg, unter Berücksichtigung von @ = O, d. h. im Schnitte mit D,. 

Herr SCHOTTKY erwähnt auch am Ende seiner Abhandlung die Darstellung von 

(= D,) als Function von A, B, U, von welcher ich am Ende des I. Theiles gesprochen 

habe. Ich habe seine Arbeit am 8. Februar d. J. kennen gelernt. während jener Paragraph 

bereits im Winter 1892 geschrieben war. 
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4. Das Problem, alle Typen zu finden, ist so reducirt auf das Pro- 

blem, quadratische Transformationen zu finden, welche eine Curve Z, der 

beschriebenen Art in sich transformiren. 

5. Wenn es sich nur um die einzelnen Typen handelt (nicht um 

die Gruppen) kann man sich auf die Untersuchung von Collineationen 

beschränken. Denn wegen der Periodieität ist es unmöglich, dass beide 

Doppelgeraden der Projectivität in R sich in der Tangente vereinigen 

und ebenso dass beide Doppelpunkte auf einer solchen Doppelgeraden 

nach À rücken. Ist d ein Doppelpunkt in endlicher Entfernung von Zt, 

so wird die quadratische Transposition RR’d, wo RR =t,, die perio- 

dische quadratische Transformation in eine Collineation übertragen. Die 

Curve Z, wird in eine Curve derselben Art verwandelt. Man kann sich 

nicht auf den Fall einer Curve Z, mit tacnode beschränken, denn in dem 

Falle, wo der Index der Transformation auf Z, durch 3 theilbar ist, 

wäre es möglich, dass Z, gar keinen Doppelpunkt der quadratischen 

Transformation trüge und also die Transposition neuerdings Z, giebt. 

Man muss sogar andererseits nicht nur die Z,, sondern gleichzeitig die 

Z; betrachten, denn für einen Index >3 wäre es möglich, dass alle Dop- 

pelpunkte der Transformation auf Z, gelegen wären, sodass die Reduction 

der quadratischen Transformation auf die lineare und der Z, auf die Z, 

stets gleichzeitig einträten. 

XXXIV. Theorem. Um die Typen periodischer Transformationen zu 

finden, muss man die ebenen Collineationen suchen, welche eine Curve Z, mit 

zwei unendlich nahen dreifachen Punkten RR und jene, welche eine Curve 

Z, mit zwei unendlich nahen Doppelpunkten reproduciren. 9 

6. Ich wende also das 4. Mal die Methode der canonischen Formen 

der Collineationen an, u. zw. auf die algebraische Form 

Z, = UH; + vi (x, +5 +0, +) + M (ea, +++ 2,23 + 23) 

+ af + aies +33 + 23323 + X203 + 0,25 + a5 =o. 

XXXV. Theorem. Wenn in. Folge der linearen Substitution Z, oder 

Z, einen ferneren Doppelpunkt oder in R einen vierfachen Punkt annehmen 

oder sich zerlegen würde, dient die Form nicht mehr zur Bestimmung einer 

typischen "Transformation mit 8 Punkten. 
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beweis. In diesem Falle knüpft sich die birationale Transformation 

an ein Büschel a,...a,, dessen D, zerlegt ist. Dies hat nur statt für 

particuläre Lagen dieser Punkte, welche immer erlauben, die Transforma- 

tion in eine andere zu übertragen, welche einen oder mehrere der Punkte 

a, als gewöhnliche Doppelpunkte hat. 

Es muss jedoch bemerkt werden, dass man mittelst der D, alle Typen, 

auch jene mit 6 und 7 Punkten herleiten kann. Aber hiezu muss man 

der Zerlegungen und der Verminderungen des Geschlechtes Rechnung 

tragen. Denn es existiren Typen, wo man nicht 1, 2 oder 3 unter ein- 

ander transformirte Punkte hinzufügen kann und von solcher Lage, dass 

die zu den 8 Punkten gehörige Curve sich nicht zerlege. Diesen Typen 

entsprechen dann die degenerirten Fälle, welche also in der folgenden 

Übersicht Platz finden müssten. 

I. BI —%,:—&@,....U1¢, + 91 gs|| Xie. + e. 

ETS By: — ger... 4 Klee 4.20%) + T. (ur, + X33 + 43) 

+ dits + xix + mt |. 

3 mi —%: &,.... RK + Xi HR) + KR XX + Xj) 

DEEST ITEM 
4. XQ: Em Xj EHER FRE HE HN 

+ XX + X; 

Somos rt 80,.... Xj X5 + Xi X4 X; + X, X3 Xj + Xi + X53 X + Xi... 

Gr qr reme: ec Aq Xs + NK HANS + X, X84 X 

+ XX + X |... 

HORS, Crue cin COCA KOEN EX NX RN Te 

+ XX; + X]... 

8. TRUE Tg ones Dig ti + Mis + + omi 45%, Ham... 

Qu” bse T iL, .... Ti, + GG + m + X19; + mm]... 

. poe > ^9 3 n2 m9 m 2 IO! it 2 4p, .... 9189. + 00 + 90 1%, + LT | ds Le 
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. ee) " may 85.2 Bn? F mt 3 | npo) cde I. + + m J-orQv.2; + Midi... 

a ee NUM Ex ee el .. 

13. cz: m! ln, it +) - . - 

Ld Dinca ed u^ mU MILAN C RUNE I Y XX D X XS PUES 

6o Gee s etr Re a "ETS tee SU 

ub ws Ness etm et 112303 rt data. e° = 1. 

Wi ta cbse D, .... Ui he + Lits ta + Lots + Ml... 

18. ca Unt Clg sae 2403 a Fan + did ||... 

VO. Saas yt — EL, .... tat + 93253 ||... = le 

20. @,:—6%,: eu,.... X1 X3 FÜHREN + Xi]... e* = T, 

21. DI: er... NEFFEN RR HUND HR |. 2° = 1. 

22. 44:—62,: ee Xy Xs + Xi Xi + X |... Ep 

23. 0: 6@,:—eu,.... 9103 + aim, + am + ma]... g* = 1 

24. in EE ge ue 9195 À 0132323 + 2325 | -- - Ey. 

25. Iu sae aas ONE HN XX aX... CM Y 

26. %: ex,: s'z,.... gibt keine irreductible Form. ae 

27) Gi: m: Wer, a... sowie alle.,mit dem Index, 8 liefern reduc- 

tible Formen. 

28. m: ex: s'z,.... gibt keine irreductible Form. Er 

29. 4,:—62,:. 8m... Mm + $1939. + 2,9504 + 2i] - -- cA um 

30. St. em: u. NH XS + X, XG}... 2 — 108: m 

AU ANC Ver: en REN INN... ES = 

Invariante Z,, welche in Betracht zu ziehen sind, finden sich 5, welche 
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ich gleich an die hier folgende Übersicht als 14— 18 anschliesse. So 

entstehen also die folgenden Formen Z,, Z, mit Correspondenzen: 

I. 

einem Büschel angehören, dessen 

XiXi + XiQd X; + X) + XO X, HR N + M+ XX | 

LE NE 
D Ce EN 

Br 
x 
Ra OC Eee 
BO DE CE MT 

PO 
MOOR UM NE DM MEN 

+ XX; 

XX EX XD XG EX XX 4+ XL XG EX. = 

XP + OX 

Xi. 

XX + XX + XG. 

XiXi + 

Xi X3 + 

RER RE x 

ROLE RENE. 

X; + X, X;X3 + X. 

X; + X, X3. 

Re 
per 
Xp 
Xp 
XX X X e V MU 
IR RER, 
ab NUNG EU = 

REES, Tnm 

X, XX + Xo + X, X;. 

XX; + À + XM. 

Um aus diesen Formen die 

De ae Ba KO Oe 

we 7. 

1 

.. 

% 2° 

Transformationen zu erschliessen, 

D, die hier definirte Correspondenz trägt, 

5s 

Sm en | Sus UL | 

| 

und EUR. 

2 I EpL cem } 
: 

ee D 1 
EX, = 48 T.. 

1x 2 a == T. a 

NR: M Vs: 

= ET, 5 € PE 

et D E | 
= Ex, SEC. T... 

en: dne | 

UB Gu | 

= | 
(EX, p == T. & | 

ET; E 7j. | 

ml QUEE 

1%, : Le 

ER EC 

7%, : Ls 

cis —— D. 

welche 
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kann man so vorgehen, dass man die dreifach berührenden Kegelschnitte 

rechnet, unter ihnen ein unabhängiges Octtupel wählt und die Vertauschung 

dieser Kegelschnitte durch die oben erwähnte lineare Transformation ver- 

folgt. Statt der Rechnung bediene ich mich einiger Merkmale, welche 

über die Identität mit den l. c. gefundenen Typen entscheiden; nament- 

lich: wenn eine der unveränderlichen Geraden durch R 2$ liefert, be- 
13 zeichnet dies eine C$, wenn x} + x}, bezeichnet dies eine C,. 

Hier bietet sich jedoch eine wesentliche Schwierigkeit, welche bei 7 

Punkten nicht vorhanden war. Es existirt immer eine Transformation 

mit den 8 Punkten a,, welche als Index das Doppelte des Indexes der 

Correspondenz V in D, hat. Diese Transformation ist nicht immer die 

Zusammensetzung von 2, mit einer Transformation, welche denselben 

Index wie V hat. Dies hat nur dann statt, wenn der letztere Index 

ungerade ist. Ich erhalte also die folgende Vertheilung der Formen 1° 

bis 18° auf die Typen. 

XXXVI. Theorem. Die Curven D,, welche in eindeutiger Beziehung auf 

die Curven Z:1 —6,8 — 13, 16 — 17 eindeutige Correspondenzen tragen, 

liefern mit ihren 8 dreifachen Punkten auf die in Theorem XXX beschriebene 

Art periodische birationale Transformationen, welche respective Äquivalent 

sind den folgenden Typen: I; N, und E,; A, und E,; Collineation und 

vo; As; H, und H,; B, mit zwei Doppelpunkten und Hi; B.,; D, und 

By: E, und Transformation von Jonquiéres; Z, und I; D. 5 2 

Es ist hieraus ersichtlich, dass man die Formen 3. und 4., 7. und 

17., 12. und 16. als äquivalent betrachten muss, u. zw. auf Grund des 

oben zum Theorem XXXIV hervorgehobenen Umstandes. Es ist nämlich 

in diesen Fällen ein in sich transformirtes Büschel von Kegelschnitten 

vorhanden, welches durch die Transposition in ein in sich transformirtes 

Geradenbüschel verwandelt wird, wodurch eine Collineation mit anderen 

Doppelverhältnissen erscheinen kann. 

Conclusion. Die isolirten typischen Transformationen, welche in der 

Ebene construirt werden können, sind die folgenden: 

re Ne ee BLESSE. ASE, 02, Di, 2 Dole, 

By los ln, As, By, u, By’, Z, He, Hy, Ly, Ny, 2. 
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§ 4. Eine Abänderung der vorhergehenden Methode. 

In den in $ 3 discutirten Collineationen war stets eine Doppelgerade 

vorhanden, welche das Bild einer C,(aj...«;) ist. Die Collineation, welche 

co! Doppelpunkte in dieser Geraden hat, kann keinen Index > 3 haben 

und die birationalen Transformationen werden ein Büschel anallagmatischer 

C, besitzen, sind also N, und E, . Abgesehen von dieser E, wird es hin- 

reichen, eine Curve D,(aj...a;) mit eindeutiger Correspondenz zu unter- 

suchen. Durch diese Correspondenz ist die birationale Transformation 

der Ebene bestimmt, indem durch sie die Projectivitàt unter den C, und 

die Correspondenz unter den Punkten zweier successiven C, geleitet wird. 

Demnach: 

XXXVII. Theorem. Alle periodischen Transformationen mit 8 Punkten 

sind durch eine invariante Curve C, mit 8 Doppelpunkten bestimmt. 

Indem man C, mittelst der C, durch 7 der Punkte « überträgt, 

erhält man eine C, mit Doppelpunkt, wobei die birationale Transforma- 

tion nicht mehr in eine birationale Transformation übertragen wird. 

Jedoch kann man sagen: Jede Correspondenz in einer C, mit Doppelpunkt 

ist in einer ebenen birationalen Transformation enthalten. 

§ 5. Andere Methode für die Ableitung typischer Transformationen 

mit 7 oder 8 Punkten. 

Wenn man einen Typus mit 6 Punkten kennt, welcher einen Dop- 

pelpunkt d, besitzt oder einen Typus mit 5 Punkten, welcher zwei Dop- 

pelpunkte oder ein involutorisches Paar besitzt und man eine Trans- 

formation 6, mit a, :..a,,d, oder a)... d,,i,i, anwendet, erhält man eine 

typische Transformation mit 7 Punkten. Ein Beispiel war im $ 2: 2, 

und d, gibt mit 6, die A,. 

Wenn man einen Typus mit 7 Punkten kennt, welcher einen Dop- 

pelpunkt d, besitzt oder einen Typus mit 6 Punkten, welcher zwei Dop- 

pelpunkte oder ein involutorisches Paar besitzt oder mit 5, welcher drei 

Doppelpunkte oder ein involutorisches Paar und einen Doppelpunkt oder 
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ein cyclisches Tripel besitzt, und man eine Involution X, mit diesen 8 

Fundamentalpunkten anwenden kann, wird die Zusammensetzung eine 

Transformation eines neuen Typus sein. 

In der Anwendung muss man darauf achten, dass die neuen Punkte 

keine particulàren Lagen haben, damit die Transformation 6, oder X, 

sich nicht zerlege. Wenn z. B. d, der Doppelpunkt einer (;(a, ...a;) 

ist, wird X, (a, ...a,,d,) sich zerlegen, weshalb man also X, nicht an B, 

anwenden kann." Da die Typen mit 7 Punkten mit aller Sicherheit ge- 

funden sind, bleibt nur X, änzuwenden. Es ist hiezu nöthig: 

XXXVIIL Theorem. Y, ist mit jeder Transformation vertauschbar, 

welche alle Charakteristikpunkte unter den 8 Punkten von X, hat. 

Beweis. Diese letztere transponirt das C, Büschel in sich selbst, also 

a,, aber auch die Involutionen « + 4-—; in Involutionen «+ u=yr und 

ihre Doppelpunkte in Doppelpunkte, also alle Involutionen des Büschels 

in sich, daher X, in sich. 

1. B, mit einem involutorischen Paare liefert mit Y, eine zu Bi, 

mit einem Doppelpunkte äquivalente Transformation. 

2. lI, mit Doppelpunkt liefert mit X, eine zu (a), (ab), c' in c 

nebst eyclischem Tripel äquivalente Transformation, was sich widerspricht. 

3. I; und involutorisches Paar liefert mit Y, Äquivalenz zur Col- 

lineation und die 8 Punkte müssten in dieser Collineation ein Cyelus 

und 2 Doppelpunkte sein. In der That findet sich l. c. p. 225, dass 

das involutorische Paar conconisch mit 4 Punkten von I ist. 

4. A, mit Doppelpunkt liefert mit X, À quivalenz zu D, mit in- 

volutorischem Paare, was sehr interessant ist, da auch B, und d, mit 

6, die A, liefert. 

5. .E, und Doppelpunkt liefert mit X, Äquivalenz zu (ec), a^ in b, 

bin c nebst Doppelpunkte und, involutorischem Paare. 

* Diese Thätsache erweist sich öfters als identisch damit, dass man in einer perio- 

dischen Transformation des Indexes 7 einen Cyelus voraussetzt, dessen Index kein Divisor 

von 4 ist. So z. B. wenn man zu 77 einen Doppelpunkt hinzunimmt, kann die Zu- 

sammensetzung mit I, in A, nebst einem involutorischen Paare übertragen werden, was sich 

widerspricht. Das rührt davon her, dass die Doppelpunkte von /; theils Spitzen von C$, 

theils mit ^2 Charaeteristikpunkten alineirt sind. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 16 mars 1595. [oo] bo 
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6. (ab), (bc) , a in aj inc mit d,,d, liefert durch Zusammensetzung 

mit 6, eine Transformation, welche äquivalent ist zu (aÖ’) , (be’) , a^ in aj in 

c mit ài,. 

7. AH, mit X, liefert wieder eine zu H, àquivalente Transformation, 

wie man rasch mit Hilfe der Invarianz von m — » (Cf. Crelles J., Bd. 

114, p. 68) entscheidet. 

8. B, und zwei Doppelpunkte liefert mit Y, eine zu A} äquivalente 

Transformation, welche also existirt. ' 
^ 

Anmerkung. Man kann die Anzahl der Typen vermindern, indem 

man nicht als Typen betrachtet: ı. Die Zusammensetzungen zweier ver- 

tauschbarer Typen, sodass nur übrig bleiben B, , A,,4;; E T UNE EAS 

23,, 0, die Collineationen und die Jonquiéreschen Transformationen des 

Indexes 2^. 2. Die durch Coordination der Cyklen eines anderen Typus 
- r m . M v > . 

entstehenden Typen, sodass nur übrig bleiben Z,, N,, A,,2,, 6,, die 

Collineationen und die involutorischen Typen von Jonquieres. Man kann 

diese die Architypen nennen. 

§ 6. Die zweideutige NIE des quadratischen Kegels. 

Der Methode des $ 3 kann ein anderer Ausdruck gegeben werden. 

Die in R die Z, berührenden Kegelschnitte bilden ein co? System und 

man kann sie durch die Ebenen eines linearen R, darstellen. Dann 

liefern die Geraden durch R die Geraden eines Kegels, dessen Scheitel 

das Bild der Tangente RR’ ist. Die dreifach berührenden Kegelschnitte 

haben als Bilder dreifach berührende Ebenen einer Curve p, auf dem 

Kegel und die quadratischen Transformationen des Theorems XXXIII sind 

durch die Collineationen in ZA, dargestellt, welche den Kegel und die p, 

reproduciren und man kann sie durch stereographische Projection des 

Kegels erhalten. Umgekehrt: 

XXXIX. Theorem. Die Collineationen des R,, welche den quadratischen 

Kegel und gleichzeitig eine cubische Fläche reproduciren, liefern durch die 

' Die Begründung, welehe ich in der Preisschrift gegeben, und Crelles J., Bd. 114, 

p. 105 n. 5 reprodueirt habe, ist bis zum Schlusse richtig, wo aber eben die Verträg- 

liehkeit der gefundenen Bedingungen, also die Existenz von XL, gefolgert werden muss. 
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zweideutige Abbildung des Kegels die typischen Transformationen mit 8 Punkten 

oder auch alle isolirten typischen Transformationen. 

Wir haben also bereits drei algebraische Gebilde, welche durch ihre 

Correspondenzen zu den ebenen periodischen Transformationen führen: 

Die Curve C,, die C, mit Doppelpunkt, der quadratische Kegel zusammen 

mit einer cubischen Fläche. 

§ 7. Die unicursalen Flächen, welche in einer Collineation 

des Raumes invariant sind. 

1. Die Methode des $ 1 gestattet die folgende Verallgemeinerung. 

Wenn eine Collineation des Raumes eine Fläche reproducirt, welche ein- 

deutig auf eine Ebene abbildbar ist und man die in der Fläche ent- 

haltene Vertauschung auf die Ebene abbildet, erhält man eine birationale 

Transformation u. zw. eine periodische, wenn die Collineation periodisch 

ist. Umgekehrt: 

XL. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als Bild 

einer collinearen Umwandlung auf einer Fläche betrachtet werden, welche in 

einem Raume R, enthalten ist. ' 

Beweis. Man kann arithmetisch und geometrisch beweisen, dass jede 

‘ periodische Transformation ein lineares System von Curven mit demselben 

Periodicitätsindex reproducirt, dessen Dimension willkürlich gross gemacht 

werden kann. Dieses System dient zur Abbildung der Fläche des Theoremes. 

Ebenso: 

XLI. Theorem. Jede periodische birationale Transformation des R, kann 

als Bild einer collinearen Umwandlung unter den Punkten einer Mannig- 

faltigkeit M? (i Dimensionen, Ordnung k) in einem Raume R, erhalten werden. 

XLII. Theorem. Wenn verschiedene Abbildungsarten einer Mannigfaltig- 

keit M* verschiedene Transformationen liefern, sind letztere unter einander 

! Es gibt zwei Corollare dieses Theoremes: I. Ein Cyelus einer periodischen Trans- 

formation des R, ist stets die Projection eines collinearen Cyclus in einem noch höheren 

Raume. II. Die Cyclen in w —w=j einer elliptischen Curve sind stets die Projectionen 

collinearer’ Cyclen eines höheren Raumes, 
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birational äquivalent und die Transposition wird nach der Methode von Sturm 

erhalten. ' 

Beweis. Jedes Punktepaar von 7° entspricht algebraisch einem Punkte- 

paare in JM; und dieses einem Paare der zweiten Transformation 7,. Unter 
rp 

Te 

Transformation unter den zwei Trävern A,, indem diese als Zusammen- 
D o 

und 7, besteht also eindeutige Beziehung und sie ist auch eindeutige 
2 e e e 

setzung der 1. Abbildung von JM; mit der 2. Abbildung des À; auf den 

M* erscheint. 

2. Wenn man für A, eine Form in &,...%,;, kennt, welche ein- 

deutig auf einen R,_, unabhängig von der Natur der Coefficienten ab- 

bildbar ist, wie im A, die cubischen quaternären Formen, so kann man 

sehr leicht die Methode der canonischen Formen der Collineationen an- 

wenden, um die M,_, auszulesen, welche durch eine Collineation repro- 

ducirt werden, und hiemit birationale Transformationen im R,_, zu finden.” 

Als Beispiel diene: 

XLIIi. Theorem. Die Schnittmannigfaltigkeit von zwei M; , im R, ist 

eindeutig abbildbar auf einen linearen R,_,, wenn r > 3. 

Beweis. Ich bediene mich der eindeutigen Abbildung einer der zwei 

M?, und construire die Bilder der Schnitte mit den anderen M? 7 n , des 

R,. Diese M7, mit Doppel M; , sind abbildbar, was man beweist, in- 

dem man ein Fundamentaltheorem von NórHER über die Flächen, welche 

Schaaren rationaler Curven enthalten. auf M, verallgemeinert. Ebenso 

kann man die folgenden: Theoreme beweisen: 

Der Schnitt von drei M?_, im R, ist eindeutig abbildbar auf eine 

Ebene (und gestattet also die Anwendung der Methode der canonischen Col- 

lineationen), wenn r > 5. ' 

Von einem gewissen Minimalwerthe von r angefangen ist der Schnitt 

von k M?, im R, eindeutig auf einen R,_, abbildbar. Bis zu einem ge- 

wissen Maximum von r ist der Schnitt von r —k M7 , des R, abbildbar. 

XLIV. Theorem. Die Typen mit 7 Punkten sind die Bilder von col- 

linearen Umwandlungen auf Flächen 8. O. des linearen Raumes R,. 

* Dies gilt auch für mehrdeutige Transformationen in Mi. 

> Dies gilt auch noch für JM; im Run. 
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Beweis. Die Curven C,(aj...a2) schneiden sich gegenseitig in 8 Punkten 

und haben die Dimension 6; sie dienen zur Abbildung der genannten 

Fläche. 

XLV. Theorem. Die Typen mit 8 Punkten sind die Bilder von col- 

linearen Umwandlungen auf Flächen 9. O. des R,. 

Beweis. Die Curven C,(aj...a;) schneiden sich gegenseitig in 9 Punkten 

und haben die Dimension 6, ete. 

XLVI. Theorem. Jede Collineation des R,, welche eine abbildbare M; 

reproducirt, reproducirt auch eine cubische Fläche oder eine Fläche 6. O. 

oder eine M3 mit (n — 2)-facher Geraden, falls das Abbildungssystem nicht 

ein vollständiges aus x\xix, linear zusammengesetztes ist. 

Beweis. Dies ist ein anderer Ausdruck des Aquivalenztheoremes. 

Denn die Collineation des R, ist durch die Punktsysteme in der M, in- 

dividualisirt, woraus folgt, dass wenn eine ebene Transformation gleich- 

zeitig zwei verschiedene Curvensysteme reproducirt und man beide Systeme 

zur Construction von zwei Collineationen im A, verwendet, diese zwei 

Collineationen dieselben sein müssen. 

3. Ein wichtiger Fall sind die Formen 2. Grades. Hat man im 

R, eine M?_, mit einer Hermiteschen Substitution, so kann man eine ste- r—1 

reographische Projection auf den R,_, machen, um eine quadratische r—1 
2 

Transformation zu erhalten, deren M? , coincidiren, während die Scheitel r—3 

S', S verkettet sind.’ Für ungerades r hat man gemäss der Determinante 

+ 1 oder — ı zwei Arten von quadratishen Transformationen, indem 

jedesmal die Kegel SC, S'C' in Collineation sind, aber in der einen Art 

die R,_, jedes Systemes von C den Z,,, durch 5’ entsprechen, welche C 

im selben Systeme schneiden, in der anderen Art den À,,, durch 5’, welche 
2 

C im anderen Systeme schneiden. Die stereographische Projection liefert 

eine particuläre Transformation, wenn JM; , singular ist. Hat sie einen 

Doppel-R,, so hat auch die fundamentale M?_, 
3 einen Doppel-R, und jede 

Gerade, welche diesen À, schneidet, ist in eine Gerade verwandelt, welche 

* Cf. meine Note in den Rendiconti des R. Ist. Lomb. 8. November 1894 Sopra 

le trasformationt quadratiche periodiche nello spaxió a r dimensioni. 
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den Doppel-R, des anderen R, 

R, , hat, so zerlegt sich M?_,. Wenn M, einen Doppel-R,_, hat, so 

ist M; , ein doppelgezählter R,_,. Das homaloidale System besteht dann 

ines! 

rührungsraum haben. Wenn der Transformirte des stereographischen 

schneidet. Wenn M}, einen Doppel- 

Hyper-(r — 2) Kegeln, welche den Zi, , als gemeinsamen: Be- 

Centrums mit dem Doppelraume des Kegels M, in einem erzeugenden 

Raume ist, so ist das Centrum S der quadratischen Transformation un- 

endlich nahe an M; ,. 

5. Die bekannte Clebschische Abbildungsart der F, durch wind- 

schiefe Projection ist zu verallgemeinern auf ein oo’ lineares System 

windschiefer Curven, welche die Fläche und die Ebene in einem variabeln 

Punkte treffen, was bereits Herr Srurm angebahnt hat. 

XLVII. Theorem. Jede homaloidale Fläche gestattet die Abbildung auf 

eine Ebene mittelst einer windschiefen Projection durch Raumcurven eines 

co? Systemes. (Cf. $ 13. n. 3.) 

Der Beweis wird wie folgt geführt werden können. Die Fläche ist 

die Projection einer gewissen Normalfläche, welche ich mir nebst der Ebene 

im selben R, denke. Dann gibt es zwar i. A. keinen R,, welcher beide 

enthält, wohl aber eine M,, welche monoidal ist und beide enthält. Diese 

Mannigfaltigkeit wird durch die projieirenden Cliffordschen Räume in 

Raumcurven eines Systemes getroffen wie jenes, von welchem das Theorem 

spricht. Ich verhehle nicht, dass dieser Beweis den Unterschied zwischen 

homaloidaler und abbildbarer Fläche nicht ins rechte Licht stellt. 

6. Das Theorem XLI. tritt an die Seite einer Methode von Srurm 

und gibt Anlass zu einigen Betrachtungen, welche ich nicht unterdrücken 

will. Srurm bedient sich zweier windschiefer Projectionen derselben F, 

auf zwei Ebenen, um unter diesen eine birationale "Transformation zu 

erzielen. Für die periodischen Transformationen kann man an eine An- 

wendung dieser Methode nicht denken. Ich will aber beiden Methoden 

einen gemeinsamen Ausspruch geben, indem ich sie verallgemeinere: Man 

transformirt eine abbildbare JZ" in eine andere JZ? durch eine wenn 

auch nur einfach rationale "Transformation der umgebenden Räume und 

bildet beide JZ, auf zwei R, ab. Diese zwei Zt werden so durch eine 
i 
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birationale Transformation verknüpft sein. Lässt man die M, und die 

R, je zusammenfallen, so erhält man die zwei Methoden, je nachdem man 

die Systeme auf M, identisch macht, die beiden Abbildungsarten aber 

verschieden lässt, oder die beiden Abbildungsarten identisch macht, aber 

die beiden Systeme auf M, verschieden lässt. Ein Übergang wäre also, 

beides verschieden anzunehmen. 

7. Ein wesentlicher Fortschritt erscheint dann, wenn man beide 

Abbildungen als Theile einer Transformation denkt, welche den ganzen 

umgebenden linearen Raum beherrscht, insofern dies möglich ist. Eine 

Transformation Q, führt A, in eine M”, eine Q, M? in M7? und Q, die 

M; in AÁ;. Das Resultat Q, Q, Q, ist die birationale Transformation R,R;, 

welche aber nun in einer Transformation zwischen zwei À, enthalten ist. 

Um das Verfahren von Veronese, welches eine nicht ganz vollendete Ver- 

allgemeinerung der Methode von Srurm auf R, ist, als speciellen Fall 

hievon zu erhalten, hat man die Projection durch eine birationale Trans- 

formation der zwei Räume zu definiren, welche JZ? und den À, umgeben, 

in welchen projicirt wird. 

XLVIIL Theorem. Man kann jede centrale Projection einer .M? in 

R, auf einen R, als Bestandtheil einer birationalen Transformation des ganzen 

Raumes definiren.* 

Beweis. Man kann in jedem projicirenden Raume die beiden Punkte 

als einander entsprechend in einer sogar nicht ganz bestimmten Colli- 

neation betrachten. 

IL. Theorem. Man kann jede windschiefe Projection einer M? auf 

einen R,, welche durch ein lineares System von M, ;, welche M und R, in 

je einem Punkte schneiden, geleitet wird, als in einer birationalen Trans- 

formation des ganzen Raumes R, enthalten betrachten, gewiss in dem Falle, 

wo die M, , jede co" eindeutige Correspondenzen gestatten. 

* Es ist nicht möglich, in der Ebene jede rationale Curve durch birationale Trans: 

formation der Ebene in jede andere zu verwandeln. Ebenso ist im R, nicht jede abbild- 

bare Fläche und im À, nicht jede abbildbare M, , homaloidal. Aber mit Hilfe des 

obigen Satzes beweist man: 

Irgend zwei eindeutig bezogene M; haben die Correspondenz enthalten in einer ein- 

deutigen Transformation zweier Räume R,, wo v ein gewisses Minimum haben wird. 
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Hieraus folgt auch, dass wenn eine Transformationen ein invariantes 

Büschel von M, hat, sie birational übertragbar in eine andere ist, welche 

ein invariantes Büschel von R,_, hat. Und das Theorem: Wenn eine 

Transformation ein lineares oo’ System von M?_, mit einem gemeinsamen 

Punkte invariant lässt, ist sie birational übertragbar in eine andere, welche 

ein lineares co' System von Z, , invariant lässt. yt 

88. Vereinfachung der vorigen Methode. 

Die vollständigen invarianten Curvensysteme werden i. A. nicht die 

Dimension 3 haben. Aber für eine effective und periodische Transforma- 

tion gilt, dass die Collineation unter den oo’ Curven eines Systemes immer 

auch ein invariantes co’ System hervorruft. Also: 

L. Theorem. Jede periodische birationale Transformation kann als Bild 

einer collinearen Umwandlung unter den Punkten einer abbildbaren M des 

R, betrachtet werden. 

In den meisten Fallen reducirt sich gleichzeitig die Ordnung der M,, 

was ich in zwei wichtigen Fällen nachweisen will. 

d,d,d, ein co? System und bilden eine M? mit 7 + 21 + 21 + 7 = 56 

Kegelschnitten ab. Die C,-durch a, ...a;, d,d, bilden drei gegen einen 

1. Für 7 Punkte bilden die C;(a..a) durch 3 invariante Punkte 

Punkt convergirende Doppelgeraden ab. Die Anwendung der Methoden 

von CrrBscH und NÖTHER ist ohne Schwierigkeit. Es sind dann die 

Collineationen zu suchen, welche eine solche MZ} reproduciren. Man kann 

so das 5. Mal die Methode der canonischen Collineationen anwenden, 

indem man die M3 unter der Form mit willkürlichen Coefficienten schreiben 

kann: 

+2, + aurea, + xia? Hein + Er ++ €-33i-h no. 

2. Für 8 Punkte bilden die C,(aj...a;), welche doppelt durch einen 

invarianten Punkt der Transformation gehen, eine M5 des H,ab. Die C, 
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durch a,...a;, d ist das Bild einer Doppelgeraden, welche vielmehr cus- 

pidal ist, a, das Bild eines dreifachen biplanaren Punktes der Fläche, 

welche 8 + 28 + 56 + 56 + 56 + 28 + 8 = 240 windschiefe C, enthält, 

die eine Configuration bilden, welche ein treues Abbild der von den Fun- 

damentaleurven mit den 8 Punkten a gebildeten Configuration ist. 

3. Die G,(aj...ai,d,d,d,) bilden eine Mi in À, ab und wenn man 

d,d,d, auf einer A, des Büschel nimmt, kann man noch einen Punkt d, 

hinzufügen, so dass die Fläche M; wird. A, ist Bild eines dreifachen 

uniplanaren Punktes, die C, durch d, Bild einer Doppelgeraden 2,. Die 

osculirende Ebene in A schneidet M3 in 9, und drei einfachen Geraden 

4,54,, 9, durch A. Wenn durch dj nicht ein Büschel von C, geht, so 

sind alle ©, in Ebenen durch ö, inflectiv in A an ö, und der unendlich 

nahe Punkt ist das Bild von a,. Die Gleichung der Fläche ist in diesem 

Falle 
1 1 1 1 1 

DIT + Z3 T3€: (Da 1.359) A> Z0 Ca (0, à Las Le) — 0, 

sodass man ein 6. Mal die canonischen Collineationen anwenden kann. 

8 9: Die Flächen M: mit (n — 2)-facher Geraden, welche durch 

eine Collineation reprodueirt werden. 

Die Abbildung geschieht durch eine co? System von Curven C, a”? 

durch 32» —4 einfache Punkte, eine C, , a"? bildet die (n — 2)-fache 

Gerade ab. Die Gleichung ist 

(1). 250" ̂ (m , 25) + $191 (ar, 25) FE (9, , La) + no 7 (By y Bs) 

+ pi "(a , do) + 90 , 2;) = o. 

.Die Discriminante der Form in A, nachdem x, = Ar, gesetzt wurde, 

liefert die Ebenen der zerlegten Kegelschnitte, Eine birationale Trans- 

formation, welche das eo? System reproducirt, ist das Bild einer Colli- 

neation, welche M} reproducirt und umgekehrt. 

LI. Theorem. Die typischen Transformationen mit (ab) sind Bilder von 

collinearen Umwandlungen eines Punktesystemes in M mit (n — 2)-facher 

Geraden.‘ 
Acta mathematica, 19. Imprim& le 18 mars 1895. 23 
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Denn jede solche Transformation besitzt ein invariantes oo’ System 
n—2 von C, a Man kann also ein 7. Mal die Methode der canonischen 

Collineationen anwenden, welche die (1) reproduciren sollen. 

2. Dass die Collineation periodisch sein muss, folgt daraus, dass die 

3n — 4 Tangentenebenen unter einander transformirt sein müssen und ihre 

Berührungspunkte ersichtlich nicht in einer Geraden, aber auch wegen 

der Anzahl der Tangenten an die Schnitteurve von M; mit dieser Ebene 

nicht in einer Ebene sein können. 

Die Curve C, , a"? kann sich in m Geraden und eine Curve C, ,, , 

a?” zerlegen, bis zu  — » — 4. In diesem Falle hat die Fläche M3 eine 

(n — 2)-fache Gerade mit m stationären Tangentenebenen und n — m — 2 

variabeln Tangentenebenen. In (1) werden e, und e, einen gemeinsamen 

Factor m Grades haben. 

Ziehen wir endlich die Schlussfolgerung aus den $$ 1 und 4—9: 

LII. Theorem. Jede periodische birationale Transformation ist das Bild 

einer collinearen Umwandlung unter den Punkten einer Fläche 3. oder 5. O. 

oder n. O. mit (n — 2)-facher Geraden im R,. 

§ 10. Die durch eine rationale Transformation des umgebenden 

Raumes invarianten abbildbaren Flächen. 

1. Unter den Punkten zweier abbildbarer Flächen oder unter den 

Punkten einer einzigen besteht eine Unendlichkeit eindeutiger Correspon- 

denzen. 

Sei L das Abbildungssystem von 7/7; und sei durch die ebene bi- 

rationale Transformation, welche das Bild der Correspondenz auf M ist, 

L in ein System L, verwandelt, dem auf M; ein System A entsprechen 

möge. Nach dem Restsatze sind die Curven von / corresidual und es 

existirt ein co? System von Flächen, welche die A als Restcurven ausschnei- 

den und welche, geleitet durch die Correspondenz auf JZ}, eine einfach 

rationale Transformation bestimmen, welche in JZ} diese Correspondenz her- 

vorruft. Wenn das Flächensystem in speciellen Fällen homaloidal ist, so 

ist diese Transformation birational für den ganzen Raum.’ 
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Diese Methode, Transformationen zu construiren, welche eine gegebene 

abbildbare Fläche reprodueiren, ist ganz verschieden von jener, eine ge- 

gebene abbildbare Fläche in ein oo" homaloidales System einzureihen. 

Sie erstreckt sich auf alle Flächen, während diese nur die homaloidalen 

trifft. Sie kann einerseits dienen, um die periodischen Transformationen 

des Raumes zu construiren und andererseits, um ebene periodische Trans- 

formationen zu entdecken. Das erste Verfahren existirte bereits in der 

Ebene, aber das zweite war ohne Werth, da das Resultat im binären 

Gebiete p — o kein anderes als die binüren Projectivitäten sein konnte. 

Sogar die nicht abbildbaren M, der R, gestatten die Anwendung dieser 

Methode, sofern man nur die Geometrie ihrer Curven kennt. Ein Beispiel 

hat man in den C,, cit. Abh. I. Theil. 

2. Eine Anwendung der Methode im zweiten Sinne ist die folgende. 

Man kann Reciprokaltransformationen ? finden, welche eine gegebene Fläche 

2. Ordnung reproduciren, z. B. indem man mit F, eine C, (p — 0) 2. Art 

und dann mittelst der Methode des $ 4 der Preisschrift eine Transforma- 

tion construirt, welche C, reproducirt, und in Folge dessen auch F,. , 4 ) o 2 

Man kann auch eine Transformation construiren, welche C, (p — 1) repro- 

ducirt, und hiemit das Büschel von F, und also zwei dieser F,, welche 

Kegel sein können. 

Ebenso ist es möglich, Flächen P, mit Doppelgeraden zu construiren, 

welche invariant in einer Reciprocaltransformation sind. Sie müssen min- 

destens zwei Doppelpunkte besitzen. Eine Plückersche Complexfläche kann 

invariant sein in einer Reciprocaltransformation, welche in jedem Raume 

1 Dieselbe Methode lässt sich auch noch für M, im À, anwenden; indem ja der 

Restsatz auch für JM, , gilt. Man kann sogar genau so vorgehen, um Transformationen 

zu finden, welche eine gegebene abbildbare M; des R, reprodueiren. Für jede abbildbare 

M,_ı oder M; wird man sich die Frage stellen müssen, welcher der niedrigste Rang einer 

Transformation sei, in welcher eine Correspondenz in M,_ı oder M; als Bestandtheil ent- 

halten sein kann. 

Der Grundgedanke dieser Methode ist schon in meiner Note in den Comptes Rendus 

vom 5. Januar 1885 gegeben. Im November 1893 bemerkte ich, dass dieselbe Methode 

auf einige Specialfülle von Dom. MoNTEsANO, Atti dell Istituto Veneto, 1888, p. 1425, 

angewendet ist, ohne irgend einer Erwähnung meiner Note zu begegnen. 

I 
9 . " * , 

? Ich nenne so die Transformation 2; 
‘ lige 

wo L; homogene lineare Function der v. 
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zwei (regenkanten hat, die die Doppelgerade schneiden und die 8 Funda- 

mentalpunkte in den 8 Doppelpunkten der Fläche. ' 

3. Um diesen Gedankengang weiter zu führen, sei bemerkt, dass 

wie in der Ebene auch im AR, der Satz besteht, dass eine abbildbare 

M};_, im R, nur dann durch eine birationale Transformation in sich über- 

gefiihrt werden kann, wenn JM; , einen Bestandtheil eines ©" Systemes 

bildet, wo % ein Minimum und dass allgemein das Minimum des Ranges 

einer solchen Transformation von den Zahlen p, « der Systeme abhängt, 

in welche M^ , als solche eintreten kann. 

LIIL Theorem. Jede biralionale Correspondenz unter den Punkten einer 

homaloidalen M, des R, ist in unendlich vielen birationalen Transformationen 

des R, enthalten. 

Beweis. Es existirt wenigstens eine birationale Transformation T, 

welche die M, in eine Ebene überführt und die Correspondenz in eine 

birationale Transformation der Ebene. Th. LV beweist, dass diese in 

einer Unendlichkeit von birationalen Raumtransformationen enthalten ist, 

welche durch 7”' die Transformationen des Theoremes geben. 

LIV. Theorem. Jede quadratische Transformation Q° der Ebene ist in 

einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fundamentalpunkten 

und in einer Unendlichkeit cubischer Transformationen mit 4 Fundamental- 

geraden und von quadratischen Raumtransformationen enthalten. 

Beweis. Man überzeugt sich zuerst, dass diese Transformationen 

Ebenenpaare mit Q^ gestatten und construirt sie dann gemäss der Angabe. 

LV. Theorem. Jede birationale Transformation der Ebene ist in einer 

Unendlichkeit birationaler Transformationen des Raumes enthalten.” 

' Denn die 8 Fundamentalpunkte bilden eine Configuration von Môgius, für welche 

die Doppelgerade von F, eine der Schröterschen Geraden ist. Cf. SCHRÖTER, Journal 

für Mathematik, Bd. 91. 

* Wenn es nicht auf den Satz LIV ankommt, kann man LV sofort für À, beweisen. 

Die R,_ı eines Büschels mögen birationale Transformationen enthalten, welehe sümmtlich 

Projeetionen einer unter ihnen sind; dann ist die Gesammtheit eine birationale Trans- 

formation des À. 
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Beweis. Man zerlegt die ebene Transformation in Q? und construirt 

für jede eine der Transformationen aus LIV. Deren Zusammensetzung 

gibt die gewünschte Transformation. Hieraus: 

LVI. Theorem. Jede birationale Transformation des Raumes, welche 

eine Ebene in eine Ebene mit nicht degenerirter Correspondenz verwandelt, 

ist zusammensetzbar durch eine Reihe elementarer Transformationen, welche 

1) Transformationen mit zwei collinear und 2) Transformationen mit zwei 

quadratisch bezogenen Ebenen sind. 

Die Transformationen 1) und 2) sind in endlicher Zahl von Arten 

vorhanden, welche man elementare Arten nennen kann, und wir erhalten 

das wichtige Resultat: 

Die Transformationen unseres Theoremes sind alle zusammensetzbar 

durch Transformationen einer beschränkten Anzahl von elementaren Arten. 

Ich beweise ferner: 

LVII. Theorem. Jede Transformation des R,, welche ich oben elementar 

genannt habe, ist in einer Unendlichkeit von birationalen Transformationen 

des R, enthalten und jede dieser in einer Unendlichkeit von Transformationen 

des R, u. s. w. und schliesse hieraus: 

LVIII. Theorem. Jede Transformation des R,, welche einen R,_, in 

einen R,_, eigentlich verwandeln kann, und in diesem einen R, , in einen 

R,_, u. s. w., endlich einen R, in einen R,, ist zusammensetzbar durch 

Transformationen einer beschränkten Anzahl von Arten, welche man elementar 

nennen kann. 

4. Es möge noch die Methode der n° 1 im ersten Sinne u. zw. auf 

die Transformationen mit 7 und 8 Punkten angewendet werden. Ein cc? 

System von C, durch 6 der 7 Punkte, wird in ein System von Curven 

der Ordnung 3m — Xy; verwandelt werden. Für die Fundamentalsysteme 

mit 6 Punkten kann man die 6 Scheitel auf die 6 Fundamentalpunkte 

bringen und die C, werden in C; durch 5 der Scheitel und durch den 7. 

Punkt verwandelt werden, welche auf F, biquadratische Curven durch 

einen festen Punkt P von F, liefern. Indem man die C durch eine Cj 

ergänzt, welche a; enthält, erkennt man, dass die C, mit einem festen 

Kegelschnitte den Schnitt von F, mit F, durch P und diesen Kegelschnitt 
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bilden, also eine birationale Transformation liefern. Ähnlich für die 

Fundamentalsysteme mit 5 Punkten und für die Transformationen mit 8 

Punkten in der Characteristik. 

‚Jede Transformation mit 7,8 Punkten ist das Bild zweier biratio- 

naler Systeme auf einer cubischen Fläche des R,, welche durch eine Un- 

endlichkeit monoidaler Transformationen des À, reproducirt wird, deren 

zwei Centren coincidiren oder verkettet sind und deren Fundamentalcurve 

sich zertheilen kann, oder durch Transformationen mit (n — 2)-facher Fun- 

damentalgeraden. 

§ 11. Das Bild der typischen Transformationen auf 

den cubischen Flächen. 

Für die Transformationen mit 7 Punkten kann ein anderer Weg als der 

in $ 10 verfolgt werden, indem man die F, von einem Punkte P in ihr auf 

die Ebene // projicirt denkt. Man construirt eine F,, welche die gegebene 

Curve 4. Ordnung liefert und verlangt die Correspondenz auf F,, welche von 

P aus in die Collineation auf // projicirt ist. Sei 44,4, — /5—0 ...1) eine der 

unendlich vielen Darstellungen von L, in dieser Form; zjf, 4- 2,£, 4- (5— 0... 2) 

wird eine cubische Fläche der genannten Lage sein. Um 7, zu construiren, 

schneidet man den Kegel P(L,) mit einer Fläche @,, welche die Geraden 

von P nach den Berührungspunkten von # mit L, enthält. Der Kegel 

P(L,) und die Fläche (®,)’ bestimmen ein Büschel, welches auch Pt, 

und die gewünschte Fläche vereinigt enthält. Indem man nun die Col- 

lineation in // vom Centrum P aus auf P, projicirt, erhält man zwei bi- 

rationale Transformationen auf F,, von welchen die eine die Zusammen- 

setzung der anderen mit der centralen Involution P ist. Hiebei ist es 

wegen $ 10 nothwendig, sich gegenwärtig zu halten, dass diese Involution 

in keiner monoidalen eubischen Transformation enthalten ist, welche die 

Projection A, der L, auf die F, als Fundamentalcurve hätte. 

Man findet durch die Discussion der Typen, dass unter den zwei 

Correspondenzen auf /’, stets eine ist, welche in einer Collineation des À, 

enthalten ist. Ich beinerke noch, dass ınan mit dieser Discussion eigent- 

lich eine 2-deutige Abbildung der F, auf die Ebene // durchführt. 
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$ 12. Die Methode der Büschel von Curven 3. O. für die typischen 

Transformationen. 

1. Die isolirten Typen sind dadurch ausgezeichnet, dass jede von 

ihnen wenigstens ein invariantes Büschel von C, besitzt. Ich will daher 

auf das Problem eingehen, a posteriori die Transformationen zu bestim- 

men, welche ein Büschel von C, reproduciren. Dies führt zu zwei Discus- 

sionen: 

I. Wenn ein Büschel von C, bekannt ist, auf eindeutige Art in jeder 

Curve eine Correspondenz so zu bestimmen, dass das Resultat eine Trans- 

formation gibt, wo alle C, invariant sind. 

II. Jene Büschel von C, zu finden, welche unter den C, eine bi- 

näre Projectivität gestatten, und unter je zwei successiven C, eine Cor- 

respondenz auf eindeutige Art festzusetzen, sodass die Wiederholung der 

erhaltenen Transformation auf eine der Art I. führt. 

A. Die Büschel von Curven 3. Ordnung. 

2. Eine genaue, hier erforderliche Kenntnis der Büschel verlangt, 

die Probleme zu lósen: 

IIl. Alle Büschel zu bestimmen, welche unter einander durch die 

Alineationen und Berührungen differiren, d. h. welche durch Collineationen 
nicht. äquivalent sind. 

IV. Alle Büschel zu bestimmen, welche durch birationale Trans- 

formation nicht àquivalent sind. 

Die absolute Invariante der Curve L--AM =o ist von Wichtigkeit 

und indem man setzt 

qM er a AER ii 

(1 + ay(2— a)" (1 — 2a)" 

liefert die Gleichung S* — 4&7" =o 12 Werte von 4. Die C, mit gleicher 

absoluter Invariante bilden Gruppen einer Involution 12. O., der funda- 

mentalen Involution, welche 6 Doppelelemente für die C, und 4 drei- 

fache Elemente für die C, und 8 Doppelelemente für willkürliche « hat. 

Für das-syzygetische Büschel entsprechen diese 8 Elemente den 4 Wende- 
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dreiecken. Die Diseriminante (Kk) bestimmt die Natur des Büschels. 

Wenn S, =o oder 7,=0 Doppelelemente absorbiren, muss man mehrere 

der Coefficienten von 

S, RETTET, 

T= a Se er Mr aepo) esae 

gleich Null setzen. Eine Reduction im Grade der Involution ist nur 

möglich, wenn eine Curve existirt, welche der absoluten Invariante einen 

von k unabhängigen Factor gibt, d. h. eine Curve mit unbestimmter ab- 

soluter Invariante. 

LIX. Theorem. Jede C; des Büschels absorbirt 2 Curven der Invariante 

k, 1 Curve C, und 1 Curve C,, jede Z,, (Kegelschnitt nebst einer seiner 

Tangenten), absorbirt 3 Curven C,, 2 Curven C,, 1 C,, jede Z,,, (drei 

convergente Geraden) absorbirt 4 C,, 2 C, und 2 C,. 

Die Curven Z,, (Doppelgerade nebst einfacher Geraden) und Z, (drei- 

fache Gerade) vermindern den Grad der Involution um 6 und 8. 

Es miissten nun alle Falle, wo die vielfachen Punkte von Z, = C3, 

Zi Z,: 4, mit den Basispunkten coincidiren und die Reductionen der 

fundamentalen Involution aufgezählt werden. Man müsste ferner die 

Classification der Basisconfiguration mit der Classification der fundamen- 

talen Involution combiniren. Von besonderer Wichtigkeit sind die Büschel 

mit constanter absoluter Invariante u. zw. nach Weglassung jener lediglich 

mit Z,, und Z,, sind es diese: 

62, 32,5, 27% 4Z,, Z, xis e Z, AP 2 Z. Be Sr 27 

CES 6 6 8 6 6 7 

ERES 6 4 4 8 5 4 

Z5 CU 3Z, ES ae 42, Inn 3E 22, EU. = 22, 22;, + 32, 

e 6 6 6 8 7 

C. 5 6 5 5 5 

ee Zum Zia RZ LM 

C, 6 7 

C, 5 5 
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Diejenigen Combinationen, wo beide Zahlen die Normalzahlen 6, 4 

überschreiten, kónnen nicht geometrisch existiren. Indem man diese Com- 

binationen ausschliesst, bleiben: ? 

Panharmonisch 42, , Z BA. oy 24 ur. s, 
11 

ae 

Panäquianharmonisch 6Z, , 3Z DUE nu + 22,5 7%, AZ 111? 

Zn 2 4Z,. 

Das grösste Interesse knüpft sich an das Büschel 6Z,. Ich gebe einige 
Eigenschaften desselben: 

LX. Theorem. Die Seiten der co! Hesseschen Dreiecke umhüllen eine 

Curve I” und die Scheitel erfüllen eine Curve D,. Die zwei Curven be- 

rühren sich in den 6 Spitzen des Büschels, schneiden sich überdies in 6 

Punkten auf den 6 Cuspidaltangenten und haben ein- und umgeschriebene 

Dreieckslage. Die Curve I” ist mit einer anderen C, die Jacobische Curve 

des Büschels von C,, welche sich in den 6 Spitzen berühren. Die Geraden, 

welche die Punkte von D, mit den Berührungspunkten der gegenüberliegenden 

Tangenten verbinden, sind Tangenten von I". 

B. Die Correspondenzen. 

Nachdem man die 5 Correspondenzen entdeckt hat, ist das Problem 

I zu lösen. Um w' +=; in den Curven des Büschels zu construiren, 

hat man verschiedene Wege: 1) Man bestimmt sie durch das Centrum, 

welches in einem Basispunkte oder in den Schnittpunkten der C, mit 

einer rationalen Curve genommen werden kann. 2) Durch ein Paar ent- 

sprechender Punkte. Diese können zwei Basispunkte sein (was @, gibt) 

oder einer ein Basispunkt und der andere in den Schnittpunkten der C, 

mit einer rationalen Curve oder alle zwei in zwei Schnittpunkten der C, 

mit zwei rationalen Curven. 3) Durch einen Doppelpunkt. Dieser kann 

ein Scheitel sein (Y,) oder gelegen in den Schnittpunkten der C, mit 

einer rationalen Curve. Es ist interessant, diejenigen Fälle zu untersuchen, 

' Das einzige Büschel mit constanter absoluter Invariante % ist, wenn A willkürlich. 

wie mir resultirt, das Büschel, wo eine Inflexionstangente und die drei Berührungspunkte 

der vom Inflexionspunkte ausgehenden Tangenten gemeinsam sind. Diese 4 Tangenten be- 

stimmen das Doppelverhältnis. 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 21 mars 1895. 94 



186 S. Kantor. 

wo die Doppelpunkte zwei Curven erfüllen, von welchen jede die C, in 

zwei Punkten schneidet. 

Um w'+u=y, w+ eu=y, w +eu=; zu construiren, bedient man 

sich derselben Arten, indem man darauf achtet, dass w’ + iw- y, W+teu=r 

nur für panharmonische und panäquiharmonische Büschel anwendbar sind. 

Ich hebe besonders die Transformation 10. O. hervor, welche entsteht, 

wenn man mittelst zwei Basispunkten als Paar w'—-w-; construirt. 

Das Äquivalenztheorem von $ 2 I. Theil führt nun zum 

LXI. Theorem. Alle Transformationen, welche in Correspondenzen auf 

den co' C, des Büschels bestehen, sind birational äquivalent Transformationen 

derselben Art, welche Scheitel des Büschels als Doppelpunkte oder als ent- 

sprechende Paare von Punkten haben. 

Gemiss dem letzten Täfelchen verlangen die panharmonischen Büschel 

eine Alineation unter den Basispunkten und daher können die Transforma- 

tionen keine Typen mit 8 Punkten sein. Unter den panäquiharmonischen 

Büscheln ist das einzige, welches Typen mit 8 Punkten liefert, jenes 6Z,. 

Für dieses gilt nun: 

LXII. Theorem. Die Transformation, welche durch die Correspondenzen 

w + eu=y mit Doppelpunkt auf einem Scheitel des büschels 6Z, zusammen- 

gesetzt wird, ist 5. O. mit der Characteristik y in c, a;f,,, , abu, also E,. 

Beweis. Die Transformation wird die 6 Spitzen der C als invariante 

Punkte haben, also insgesammt 7 eigentliche Doppelpunkte. Irgend einer 

der anderen Scheitel wird in keiner Correspondenz sich selbst entsprechen 

können, woraus sofort zu schliessen ist, dass die Transformation 5. O. ist. 

Es ist unmöglich, dass zwei Scheitel ein involutorisches Paar bilden, denn 

dieses würde wegen den Cj © involutorische Paare liefern und die Wieder- 

holung der Transformation würde also co’ Doppelpunkte haben, welche 

eine Curve der 18. O. erfüllen würden. Da aber 6 Fundamentalpunkte 

in Coincidenz treten miissen, kann die Ordnung der zweiten Transforma- 

tion nicht grésser als 7 sein. Die Characteristik muss also in 8 Punkten 

bestehen und da sie keine uneigentlichen Doppelpunkte haben darf, ist 

sie unmöglich von anderer Art als 7 in c, a,ßyı , bir 

Mittelst des $ 2. II. Theil der cit. Abh. beweist man: 

ee 
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LXIIL Theorem. Wenn ein Scheitel des Büschels 3Z,,, als Doppel- 

punkt einer Correspondenz w + su=7 genommen wird, werden zwei andere 

Scheitel ein involutorisches Paar dieser Correspondenzen bilden und die Trans- 

formation wird quadratisch: a^ in a, b' in b, c in c. 

C. Methode zur Auffindung der Büschel von (€, mit particulärer 

fundamentaler Involution. 

1. Für das Problem II muss man die Büschel kennen, welche eine 

binäre Projectivität unter ihren C, gestatten. Es wird sich herausstellen, 

dass hiezu die Lösung des Problemes IV hinreicht. Da die Gruppen der 

Involution unter einander transformirt werden müssen, folgt: 

LXIV. Theorem. Die fundamentale Involution muss mit der binären 
' 

Projectivität unter den C, identisch sein oder sie als Bestandtheil enthalten. 

Hiebei sind natürlich die €, und C, je unter einander transformirt. 

2. Da man eine Correspondenz unter zwel C, mittelst eines Paares 

entsprechender Punkte bestimmen kann, so verificirt sich: 

LXV. Theorem. Wenn man zwei Büschel hat, welche unter einander 

mittelst einer bindren Projectivität der C, als Individuen so beziehbar sind, 

dass die absoluten Imvarianten erhalten bleiben, hat man immer eine bira- 

tionale Transformation der Ebene, welche das eine Büschel in das andere 

verwandelt. 

“Die fundamentale Involution begreift also alle Invarianten der Büschel 

gegen birationale Transformation in sich. Ich ergänze dieses Theorem 

durch das andere: 

LXVI. Theorem. Wenn man ein büschel von C, mit einer gewissen 

fundamentalen Involution hat, kann man jeden der 9 Basispunkte als bestim- 

menden Doppelpunkt von Correspondenzen auf oder unter den C, nehmen und 

diese 9 Transformationen werden dquivalent sein. 

Beweis. Es existirt iminer eine involutorische Transformation, welche 

das Büschel in sich verwandelt und das involutorische Paar a,a, enthält. 

Sie überträgt die D, für a, in die D, für a, und daher sind die zwei 
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D, birational äquivalent. Aber da die typische Transformation durch 

die zugehörige Curve D, bestimmt ist, sind auch die zwei Transforma- 

tionen äquivalent. 

Der Beweis bleibt aufrecht, insolange D, die Transformation bestimmt, 

was noch für zerleste D, bestehen bleibt, da eine Zerlegung in 9 Ge- 

raden, welche die 8 Punkte zu dreien enthalten würden, nicht Statt hat.’ 

3. Wenn eine birationale Transformation ein Büschel von C, 

producirt, ist es nicht nothwendig, dass die Transformation periodisch sei. 

re- 

Aber auch in diesem Falle existirt ersichtlich unter den Curven des 

Büschels eine Projectivität, welche die fundamentale Involution in sich 

selbst verwandeln muss. Also: 

LXVII. Theorem. Wenn eine aperiodische oder periodische Characteristik 

mit 9 Punkten diese 9 Punkte in den Scheiteln eines Büschels von C, hat, 

werden die C, unter einander durch eine cyclische Projectivität transformirt 

werden, welche den Index < 12 hat. 

Ein willkürliches Büschel von (, 

tionale Transformation als jene des Problemes I. 

gestattet also keine andere bira- 

4. Unter der Voraussetzung, dass eine eigentliche €, fest bleibt, 

kann man eine Menge von Characteristiken mit invarianten C,-Biischel 

construiren und es wird dann eine blosse Consequenz hievon sein, wenn 

die C, eine solche Vertheilung haben, dass die fundamentale Involution 

reproducirt ist. Dieses ist also die beste Methode, um alle Büschel mit 

projectiver fundamentaler Involution zu finden, u. zw. in Betracht des 

Theoremes LXVII. Man bemerke hiebei noch: 

LXVIIL Theorem. Indem man auf eim Düschel von C, mit projectiver 

fundamentaler Involution eine der Constructionen von B. I. 11. dieses Para- 

graphen für Correspondenzen unter zwei aufeinander folgenden C, anwendet, 

wird man i. A. eine aperiodische Transformation erhalten. 

LXIX. Theorem. Alle Büschel mit projectiver fundamentaler Involution 

‘ Ein ähnlicher Beweis für die Transformationen mit 7 unter den 9 Punkten kann 

nicht gegeben werden und das Theorem für die Typen, welche mit den Septupeln zu 

bilden sind, besteht nicht. 
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sind erhältlich, indem man Transformationen mit 9 Punkten auf einer ge- 

gebenen eigentlichen oder wneigentlichen C, so aufstellt, dass die 9 Punkte 

Basis eines büschels sind. 

5. Indem man diese aperiodischen Characteristiken mit 9 Punkten 

construirt oder rechnet, wird man in den €, des Büschels Correspondenzen 

erhalten, welche nicht periodisch sein können, da die Projectivität unter 

den C, schon periodisch ist. Also muss die Correspondenz w' —u=yr 

werden und eine Wiederholung wird alle C, invariant mit « — w — 7 haben. 

6. Man kann eine wichtige Anwendung dieser aperiodischen Trans- 

formationen machen, indem man eine beliebige über 9 Punkten construirt, 

welche die Basis eines Büschels von (C, sind,’ die Natur des Büschels 

und die binäre Projeetivität H studirt. Hernach stellt man eine neue 

Transformation 7' auf, so dass man einem beliebigen Basispunkte, indem 

man jetzt die Identität unter den C, verfolgt, die Schnittpunkte mit 

einer durch die vorausgesetzte Characteristik bestimmten rationalen Curve 

entsprechen macht. 

Indem man die ursprüngliche aperiodische Transformation mit 7” 

zusammensetzt, erhält man eine Transformation, welche die C, gemäss H 

verwandelt und einen Scheitel invariant lässt und welche folglich perio- 

disch ist. Was die Hilfstransformation 7' betrifft, kann man sie, sei es 

mittelst «+ w= , sei es mittelst «’ — u=y, sei es sogar mittelst u'-J-mu-;r 

(m —i,s) construiren. Also: 

LXX. Theorem. Alle periodischen Matrixtransformationen” werden er- 

halten, indem man aperiodische Transformationen mit 9 Punkten mit einer 

Transformation der unter B. 2) gefundenen Classe zusammensetzt, und das 

wichtige 

LXXI. Theorem. Die besonderen Büschel von C,, welche invariant sind 

durch aperiodische Transformationen mit 9 Punkten, sind dieselben als jene, 

welche invariant sind durch die periodischen Matrixtransformationen. 

LXXII. Theorem. Umgekehrt erhält man alle existirenden aperiodischen 

! Der Schluss in n° 5 zeigt, dass alle derartig constructibeln Characteristiken mit 

den in B. I) dieses § erhaltenen identisch sein müssen. 

* Ich nenne so die Transformationen mit weniger als 9 Punkten. 
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Transformationen mit 9 Punkten, indem man die Matrixtransformationen mit 

der unter B. 2) entdeckten Classe zusammensetzt. 

LXXIII. Theorem. Es gibt kein anderes Büschel mit projectiver funda- 

mentaler Involution oder panharmonisches oder pandquianharmonisches Büschel 

als die durch die periodischen Typen gelieferten und also in der cit. Abh. 

enthaltenen Büschel. 

LXXIV. Theorem. Es gibt büschel 6 C mit binärer Proyectivität eines 

jeden der Indices 2, 3, A, 5, 6. 

Beweis. Nach dem  Vorhergehenden müsste man eine periodische 

Transformation mit diesem Büschel haben. Aber unsere Aufzählung so- 

wohl nach der cit. Abh. als nach der Methode gegenwärtiger Arbeit 

liefert alle diese Büschel. 

LXXV. Theorem. Es gibt kein anderes panharmonisches Düschel mit 

4Z,, als jenes, wo die 4Z,, ein dquianharmonisches (Quadrupel bilden. 

LXXVI. Theorem. Es gibt kein Büschel ohne Berührung und Alineation, 

: : ; a ett S e un Ge 
wo zwei Scheitel auf allen C. eine elliptische Entfernung — hätten. 

i a 

LXXVII. Theorem. Xs existirt kein Büschel, wo die Gruppen des Biischels 

durch Abelsche Gleichungen bestimmt wären, ausgenommen jene, welche durch 

eine Matrixtransformation invariant. sind. 

D. Die Büschel von (,, mit 9 s-fachen Punkten. 

Man kann noch die aperiodischen Transformationen verlangen, weiche 

ein Büschel von C, (ga) reprodueiren und man wird sie auf einer vor- 

! Jedoch kann man gelegten invarianten C, construiren wie DITS En 

hier nicht mehr in jeder Curve eine Correspondenz wie in B. 1) 2) be- 

stimmen, weil man die s Nachbarpunkte eines Scheitels nicht trennen 

kann; man gelangt aber zu einer aperiodischen Transformation, welche 

das Büschel reproducirt, in folgender Weise. Man rechne für jede (4, eine 

Parametervertheilung die Summe der s Parameter für «, und die Summe 

der s-Parameter für «,, dann die Differenz ; dieser zwei Summen und 

man wird eindeutig eine Correspondenz w' — w— y auf jeder Curve C;, und 

‘Ich hebe den speciellen Fall hervor, wo die C, durch die 9 s-fachen Punkte von 

Cas in 3 Geraden zerfällt. 

| 
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in der Gesammtheit dieser Correspondenzen eine birationale Transforma- 

tion haben. Es ist aber nicht möglich, die übrigen Correspondenzen in 

diese co' C,, zu verlegen, da jede derselben einen vereinzelten ausgezeich- 

neten Punkt besitzt, nämlich 7 oder r(1 — i) oder 27s und es aber wegen 

der Relation k = 3sn — sXa = s(3n — Xa) für s> 1 keine Curve C, giebt, 

in je nur einem Punkte schneiden würde. Dieselbe Methode 

wie für s — 1 erlaubt ferner, Büschel von C,, (94) mit projectiver funda- 

Y 

38 welche ( 

mentaler Involution und, falls es deren geben würde, panharmonische und 

panäquianharmonische Büschel zu finden. 

8 13. Eine Classe mehrdeutiger Transformationen. 

Um den $ 8 zu ergänzen, bediene ich mich des Umstandes, dass 

jeder Typus ein mit gleichem Index invariantes lineares oo? System von 

Curven besitzen muss und übertrage mittelst dieses Netzes in eine andere 

Ebene. Ich spreche den Satz gleich für den R, aus: 

LXXVIII. Theorem. Jede periodische Transformation in R, kann durch 

einseitig rationale Transposition in eine periodische Collineation desselben In- 

dexes übertragen werden. 

2. In der cit. Abh. habe ich von der Möglichkeit gehandelt, zwei 

Ebenen in Correspondenz zu setzen, sodass den Punkten der einen Ebene 

die Cyclen einer Collinfation der anderen entsprechen. Um eine irrige 

Meinung zu widerlegen, bemerke ich, dass in einer Abhandlung: Sopra 

le involuzioni piane F. Cuizzonr, wo er von meiner Preisschrift spricht, 

vorauszusehen glaubt, die periodischen Transformationen werden Involu- 

tionen liefern können, welche nicht eindeutig auf die Punkte einer Ebene 

beziehbar sind. Indessen kann ich erklären, dass man für jeden Typus 

ein Netz von Curven finden kann, welche sich gegenseitig in nur einem 

Cyclus der Transformation schneiden. Also: 

LXXIX. Theorem. Alle periodischen birationalen Transformationen theilen 

die Ebene in oo? Cyclen, welche eine rationale Involution bilden. 

3. ‘Ich füge bei dieser Gelegenheit hinzu, dass auch der Zweifel 
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Cuizzonr's, welchen er für die ebenen Involutionen i. A.’ ausspricht, un- 

begründet ist, denn: 

LXXX. Theorem. Jede Involution in einem linearen Raume R, oder 

also in einer abbildbaren M" ist rational, d. h. durch v lineare Parameter 

darstellbar. 

LXXXI. Theorem. Jedes algebraische System von Punktgruppen in einem 

linearen Raume R,, wo durch jeden Punkt des R, zwei Punktgruppen be- 

stimt sind, ist rational, d. h. durch v lineare Parameter rational darstellbar. 

Und allgemeiner gilt: 

LXXXII. Theorem. Jede lineare oder quadratische ©"? Mannigfaltig- 

keit von M im R, ist durch rationale Functionen a r-—i + À linearen Pa- 

rametern darstellbar, auch wenn À = 0.” 

Neben diese Theoreme stellt sich begründend und weiterführend: 

LXXXIII. Theorem. Jedes in einem linearen R, enthaltene lineare co' 

System von M,_, kann als vollständiger Schnitt von i linearen co! Systemen 
Ki 

von M,_, angesehen werden. 

Aus LXXXII. folgt insbesondere für = o: 

LXXXIV. Theorem. „Jede Involution k. Stufe in einem linearen R, oder 

sogar auf irgend einer Mannigfaltigkeit M, d. h. ein co" System von Punkt- 

gruppen, von welchem durch k Punkte eine einzige Gruppe geht, ist rational 

(dureh rk lineare Parameter darstellbar). 

* Ich habe von der Abhandlung G. CastELNuovo’s Sulla raxionalita delle involuxioni 

piane in Math. Annalen Bd. 44 erst am 10. December 1894 hier Kenntniss genommen, 

bemerke aber sofort, dass in den Sätzen der ersten 6 Nummern ein nicht unwesentlicher 

Fehler unterlaufen ist. — (Zürich, 26. December 1894.) 

^ Es gilt sogar das allgemeine Theorem: Für À > O ist jede in einer nicht abbild- 

baren (also nicht unicursalen) M". enthaltene Reihe "+? von M;, aus welcher eine oder 

vwei M; durch A Punkte der M; gehen, rational durch r—i-+ À lineare Parameter 

darstellbar. 

Dieses Theorem enthält als speciellen Fall das Theorem von F. Enriquez, das sich 

in €. SEGRE's Introduxione alla geometria sopra wn ente algebrico semplicemente infinito 

(Annali di matematica, ser. II, t. 22) 8 6 aufgenommen findet. 
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4. Die 1-i-deutige Transformation wird in der i-fachen Ebene eine 

Übergangseurve haben. Es kann nun geschehen, dass diese eine ebene 

birationale Transformation gestattet, welche sie reproducirt, etwa vom 

Index i. Indem diese mittelst der 1-i-deutigen Transformation übertragen 

wird, erhält man in der einfachen Ebene eine periodische Transformation, 

welche mit der erst gegebenen vertauschbar ist. 

Anmerkung. Es bietet sich hier der folgende algebraische Satz dar: 

Wenn die in einem Curvennetze erscheinende m-deutige Transformation 

sich in eine birationale und eine andere zerlegt, so zerlegt sie sich sofort 

in m birationale Transformationen, welche sämmtlich periodisch sind. 

Anhang. Es ist nunmehr alles vorbereitet für die Berechnung der 

algebraischen Formeln der 29 existirenden Typen. Für einige kennt man 

die Formeln interner Transformationen, welche man also nur zusammen- 

zusetzen hat, wie B,, aus Collineation und 8,. Für einige bediene man 

sich der Methode des $ 5, um die Formeln aus einfacheren zusammen- 

zusetzen. Ähnlich wird man für gewisse Typen vorgehen, deren Cha- 

racteristik eine durch Formeln einfach auszudrückende Configuration bildet. 

So sind bereits die Formeln für a’ in a, 0’ in 5, c' in c in der cit. Abh. 

gegeben und durch Zusammensetzung mit Collineationen erhált man die 

Formeln für B, und andere Typen. Wenn endlich die Transformation 

eine invariante C, hat, was immer der Fall ist, und man kennt gründ- 

lich die Lage der Punkte auf der C,, was ich nach den eingehenden Un- 

tersuchungen der cit. Abh. behaupten darf, so kann man sie durch Formeln 

ausdrücken. Auch wenn man nur die Parameter, namentlich auf (5$, 

kennt, kann man hieraus ohne jede Schwierigkeit die Formeln in homo- 
genen Trilateraleoordinaten herleiten. 

' (Die vorstehende Arbeit war bis auf $ 3 des I. und $ 10, sowie $ 12 

C. D. des II. Theiles im Jahre 1885 abgefasst.) 

Paris, den ro. Juni 1894. 

4 
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-ÜBER REDUCTIBLE BINOME 

VON 

K. TH. VAHLEN 
in BERLIN. 

ABEL beweist in § II der Démonstration de l'impossibilité de la résolu- 

tion des équations générales qui passent le quatriéme degré den Satz: 

Wenn n eine Primzahl ist, so kann eine n° Wurzel einer rationalen 

Funktion beliebig vieler unabhängiger Variablen 2’, x”,... keiner Gleich- 

ung niederen als »'" Grades genügen, deren Coéfficienten rationale Funk- 

tionen von w', €",... sind. 

Wir stellen uns allgemeiner die Aufgabe: 

Wann kann eine nv Wurzel einer dem natürlichen Rationalitäts- 

bereich (x', z",...) entstammenden rationalen Grösse einer Gleichung 
ten niederen als »"" Grades genügen, deren Coéfficienten demselben Bereich 

angehören? 

Der Rationalitätsbereich sei zunächst der der rationalen Zahlen. Ist 

c eine rationale Zahl und genügt z= yc einer Gleichung niedrigeren 

als n‘" Grades, welche mit der Gleichung z"— c = o den irreductibeln 

Faktor a 4- a2 +a,2” +... + a, az"! J- 2" gemein hat, so zerfällt das 

Binom: 2" — c in das Produkt: 

(trabe scere ARTES C SU 

Durch Multiplikation des Dinoms mit einem geeigneten Faktor und Ein- 

führung einer anderen Variablen z kónnen wir bewirken, dass c eine 

ganze Zahl wird. Alsdann sind, nach einem bekannten Satze von Gauss,’ 

auch die Coéfficienten a, a,,...,6,6,,... ganze Zahlen. 

X . Fie ate . . 

Disquisitiones arithmeticae, art. 42. 

Acia mathematica. 19. Imprimé le 21 mars 1895. 
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Ist jetzt wenigstens ein Wert von y reell, so hat das Produkt der 

m Wurzeln der Gleichung: 

a+az+...-2°=0 

nm 

absolut genommen einerseits den Wert |a|, andrerseits den Wert |y 

Aus der Gleichung: 

folgt, dass c die »® Potenz einer positiven oder negativen ganzen Zahl, 

» ein Teiler von » ist. Wir erhalten also das Binom: 2” — y. 

Ist zweitens kein Wert von yc reell, d. h. ist » gerade, c negativ, 

so haben wir es mit dem Binom 2°” -F c zu thun, wo jetzt c eine positive 

ganze Zahl ist. 

Ist f(z) ein irreductibler Faktor von z" + c, so muss derselbe bei 

der Substitution 

2| e 

entweder in sich selbst oder in einen andern irreductibeln Faktor von z" + c 

übergehen. Im ersten Fall wäre f(z), also auch der complementäre Faktor 
z"-Ec . an : 5 5 : 
Eu eine ganze Function von z? und man erhielte durch die Substitu- 

Z oO 

tion z^|z ein reductibles Binom halb so hohen Grades. Von derartig 

abgeleiteten Binomen können wir natürlich absehen. 

Im zweiten Fall ist f(z).f(-- 2) eine ganze Funktion von 2°; wir 

kommen also nur dann nicht auf den ersten Fall zurück, wenn f(z) vom 

höchsten also »'" Grade ist. Es kommt also nur die Zerlegung 

(a+a2+a’2’+.. ta, 2 +2")(a—a, 2+a,2’—..+(— 1)" 7 a, 427 + (—1) 2) 

in Betracht, die aber für ungrades # auf das Binom a? — z^" führt. Es 

muss also » gerade sein, und daher ist nur noch die Zerlegung: 

+ — (a -F aged... 2J(a—azet...+ 2") 

zu untersuchen. 

ee 



Über reduetible Binome. 1 e =] 

Die Coéfficienten a genügen den Gleichungen: 

2aa, — a; = O, 

2aa, — 20,0, + a; — o, 

2A, — 20,05 + 20,4, — a; = O, 

20 — ft, 1.210 20» 05, 0 —— eens EN — Os 

Ist p ein Primfaktor von 2a, so folgt aus diesen Gleichungen der 

Reihe nach, dass auch a,,a,,..., «, durch p teilbar sein müssen, und 

dann aus der letzten, dass 24 durch p? teilbar sein muss. 

Setzt man 
ai pO; a; =p. 6; de1,2,...,n) 

so gestatten die Gleichungen: 

pbb, — b = o, 

pbb, — 2b,b, + bi = o, 

b — 206,5, 3 +... 35 =o 

denselben Schluss in Bezug auf einen Primfaktor von b. Durch Fort- 

setzung dieses Verfahrens ergiebt sich, dass 2a ein Quadrat, also a = 2c’ 

sein muss. Das Binom 2” + 4c* ist aber durch die Substitution 2 aus 

dem Binom: 

a+ 4 

abgeleitet, und dieses letztere ist in der That reductibel; es ist: 

2 +4 = (2? — 22 + 2)(2? + 22 + 2). 

Zusammenfassend können wir den Satz aussprechen: 

Alle im Bereich der rationalen Zahlen reductiblen Binome erhält man 

aus den beiden: 
m 2” —ı und 2’ +4 

durch die Substitution d =, wo c eine rationale Zahl ist. 
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Der Satz ist ohne Mühe auf den natürlichen Rationalitätsbereich be- 

liebig vieler unabhängiger Variablen auszudehnen, und bedeutet alsdann 

c eine rationale Grösse dieses Bereiches. 

Über das merkwürdige Binom 

BEE 

das also, von trivialen Fällen abgesehen, das einzige reductible ist, finden 

sich in Lucas, Theorie des nombres, interessante historische Notizen. So 

hatte schon SorHıE GERMAIN den Satz ausgesprochen: Das Binom 2* + 4 

stellt ausser 5 keine Primzahl dar. 

Für z — 2^" ergiebt sich die Zerlegung: 

gint2 + ne En + pti + i2? — gut + is 

aus welcher z. B. für » — 14 die Zerlegung von 2% + 1 folgt, eine Zer- 

legung, die Lanpry lange vergeblich gesucht hat, und die ihm von allen 

in seiner Décomposition des nombres 2"-- ı en leurs facteurs premiers, de 

n—1 à n-— 64, moins quatre (Paris, 1869) ausgeführten Zerlegungen 

weitaus die gróssten Schwierigkeiten gemacht hat. 



E Es l1 u‘ - . 

ÜBER DIE STEINERSCHE FLÄCHE 

VON 

K. TH. VAHLEN 
in BERLIN. 

Die merkwürdige Haupteigenschaft der Steinerschen Fläche: von jeder 

Tangentialebene in zwei Kegelschnitten geschnitten zu werden, ist durch 

eine ganz elementare Determinantenbetrachtung zu beweisen. 

Die homogenen Coordinaten z,, #,,#,,#, der Punkte einer Steiner- 

schen Fläche mögen durch drei homogene Parameter p,, p,, p, so dar- 

gestellt werden: 
4 "As 0, 

tL = Yaipp., 

, 2, = Xa pp 

a, 

v= La; Pipe 

d s La; pps WP ) ae a 
ar=an etc. 

Die Gleichung der Tangentialebene im Punkte (y, , y, , Y, , Y,) oder 

(do > 1 » A) ist: 
Lo DC lloc 
ag Ogee age 

et A 
en or dg Á 

zc ’ 

an ods, Ar 
? 0% 9%, 9% 

pe u. 
d * 9q, 9g, 9$, 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 21 mars 1895. 
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also die Beziehung zwischen den Parametern p,, p,, p, ihrer Schnitteurve: 

a—a?, a', a^, a" Lax Pi Pa 22,4, Lan Laid | = (0r Deren ) 

den: 

Z pi Pr | Cx Lan Sangh 25050, | = ©): 

Es ist nachzuweisen, dass diese ternäre quadratische Form in zwei Linear- 

faktoren zerfällt, dass also die Determinante: 

As An AS 

An An, A,, cs do 

| Als Ale An 

der Grössen A, = | 32,0, Land Lat | verschwindet. In der That 
| 

bringt man die erste Kolonne zum Verschwinden, wenn man die mit dı 
0 

(op. CE ‘ = E 
und 2 multiplieirte zweite und dritte Kolonne zur ersten addirt; denn 

q 0 
es ist: > 

Aud + Aug: + An = Lan, 22,4, Lanh 272,4, = © 
is h 

ie D = ©, à, 2 

Die analoge Betrachtung im Gebiete von n Dimensionen ergiebt, auch 

für n = 2, nur das triviale Resultat, dass das Schnittgebilde singular ist. 
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MÉMOIRE 

SUR LE PENDULE DE LONGUEUR VARIABLE 

PAR 

LÉON LECORNU 
à PARIS. 

Les Mémoires de l’ancienne Académie des sciences renferment un 

travail de dix pages, lu par l'abbé Bossur dans la séance du 5 septembre 

1778, et intitulé: Sur le mouvement d'un pendule dont la longueur est va- 

riable. L'auteur commence par rappeler que, dés 1707, CARRÉ avait 

publié un écrit sur le méme sujet, mais en se bornant au cas où le 

raccourcissement se produit par intermittences, à chaque passage du pen- 

dule par la verticale. Bossur entreprend de traiter la question des oscilla- 

tions planes dans toute sa generalite. Par des considérations de ciné- 

matique infinitésimale il forme, assez péniblement, l'équation différentielle 

du second ordre qui régit le mouvement considéré; puis, dans l'hypothése 

d'un raccourcissement proportionnel au temps, et en supposant en outre 

les oscillations infiniment petites, il parvient à une équation du premier 

ordre: équation de Ricca‘, non intégrable. Il conclut que, pour achever 

l'examen du probleme, on serait obligé de recourir à un procédé gra- 

phique ou à une intégration par series; mais il n'emploie ni l'un, ni 

l'autre, et il se borne à ajouter cette remarque, intéressante au point de 

vue pratique, que, par le fait des oscillations, la tension du fil étant va- 

riable, la force nécessaire pour enrouler uniformément le fil sur un treuil 

ne saurait non plus demeurer constante. i 

Le reste du mémoire est consacré à l'étude sommaire de différents 

cas dans lesquels le raccourcissement du fil ne se produit pas d'une ma- 

niére uniforme. Les résultats obtenus sont les suivants: 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 avril 1895. 26 
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1° Si le fil s’enroule sur un treuil mu par une force constante, la 

loi des oscillations, supposées infiniment petites, est encore exprimée par 

une équation de Rıccarı, non intégrable; 

2°. Il en est de méme si le fil, aprés avoir passé sur deux poulies 

de renvol, est sollicité à sa seconde extrémité par un poids qui tombe 

verticalement; 

3°. On parvient à une équation intégrable quand on suppose que 

lextrémité du pendule, au lieu d’osciller librement, traine sur un plan 

fixe horizontal: ce qui, à vrai dire, constitue un probléme tout différent 

de celui du pendule. 

Depuis 1778, ce sujet paraissait tombé dans loubli quand, au com- 

mencement de 1894, M. Haron DE LA GOUPILLIERE posa, dans I’ Inter- 

médiaire des mathématiciens, une question ainsi concue: 

»91[R7f3]. Le mouvement d'un pendule simple dont la longueur 

se raccoureit proportionnellement au temps (c'est le cas des oscillations 

d'une benne non guidée pendant son ascension dans un puits de mine) 

a-t-il été étudié?» 

Cette question me suggera la présente étude, dont un résumé fut 

inséré le 15 janvier 1894 dans les Comptes rendus de l’Académie des 

sciences. A la suite de cette publication j'appris, par M. BovsstNESQ, 

l'existence du travail de Bossur. Mon devancier s'était borné à écrire 

léquation fondamentale sans en dégager les conséquences; ici, je dé- 

veloppe les calculs et j'analyse les propriétés du mouvement. J’examine 

en outre, dans une derniére partie, le cas du pendule conique. 

IE 
Equation du mouvement. 

Soit / la longueur variable du pendule a oscillations planes. Soit, 

pour l'instant considéré, 6 l'angle d'écart, par rapport à la verticale. 

Solent, par rapport à deux axes, l'un horizontal, l'autre vertical descendant, 

menés par le point de suspension, x et y les coordonnées du point matériel 

qui termine le pendule. On a: 

sn VENT GOSIU 



bo [um] c2 Mémoire sur le pendule de longueur variable. 

D'ailleurs, en appelant 7 la tension du fil, on peut écrire: 

d’x a 

get i amio 
d’y y Li 

api kmh 9: 
d'ou: 

dy d^ 

ou bien: 

ou encore 

LA 4 dl dl 

(1) Labs? death Are 

Telle est l'équation du mouvement: on l'obtiendrait immédiatement 

en remarquant que l’acceleration areolaire est égale au moment de la 

pesanteur. 

La valeur de la tension T' se déduit aisément de ce qui precede; 

mais il est plus simple d'exprimer que cette tension est égale à la com- 

posante de la pesanteur suivant le fil, augmentée de la force centrifuge 

et diminuée de la force d'inertie due au glissement. On trouve ainsi: 

‘do d*l 
(2) = 9.050 + 1) — Er 

Nous admettrons desormais que la longueur / varie proportionnelle- 

ment au temps, et nous poserons en conséquence: 

| — a + t, 

a et b désignant deux constantes, dont la premiere est essentiellement 

positive. Pour fixer les idées, nous conviendrons que, sauf avis contraire, 

la vitesse d'allongement b est également positive, c'est à dire que la longueur 

du pendule croit avec le temps. Les équations (1) et (2) deviennent, dans 

ces conditions: 

“yy tend da 
(3) (a + bi) + 26, + 9 sind = 

dp? 
al“ ; T — g cos0 + (a+ My) : 
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En vertu des relations évidentes: 

l'équation (3) peut encore se mettre sous la forme: 

d* d A RE 
(5) mt?:7 + „sind = 0 

ou bien: 

d^ gue. 
(6) 4p 00 + sin 4 = o. 

Si, au lieu d’un pendule simple, on considérait un pendule composé, 

- la longueur /' du pendule simple équivalent serait exprimée, en fonction 

de la distance / du centre de gravité a l'axe de suspension et du rayon 

R de giration par rapport à ce centre, au moyen de la formule connue: 

rp. 

Pour un allongement uniforme du fil, on aurait, dans ce cas: 

2 > 
i 

cuc QU ADU ETE 

Apres avoir arbitrairement choisi l'instant initial auquel correspond 

la longueur a, prenons, à partir de cet instant, un intervalle de temps 
: bt c \ . 

assez restreint pour que le rapport — soit trés petit. On pourra alors 
(22 

écrire approximativement: 

I LIEN ij R? 22 

l'—2a-4b-T— (1 —<) = 4 + — + b(1 =") 
a a a \ Q2. 

On voit par là que la loi du mouvement du pendule composé est 

à chaque instant la méme que celle du mouvement du pendule simple 

équivalent, la vitesse d'allongement D étant simplement remplacée par 

Bre 
N a 
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Revenons au pendule simple et supposons les oscillations infiniment 

petites. L’equation (5) se réduit a: 

aaa. gh 

Si l'on remplace @ par ef", il vient: 

dz 2 g 

a MET BD? 

Posons ensuite: 2 — v —, et nous obtenons: 

dv 3 g I 

C'est l'équation de Riccart trouvée par Bossur. Malheureusement 
cette transformation de l'équation du second ordre ne facilite pas l'inté- 

gration et complique l'interprétation des résultats; aussi n'en ferons-nous 

pas usage. 

L'équation du second ordre relative aux oscillations infiniment petites 

prend une forme trés simple si l'on pose: 

or ws l—=— x; 
g 

il vient, d'aprés l'équation (6): 

d*u 
(9) LT LU = o. 

I% 
Etude des oscillations infiniment petites. 

Partons de l’equation (9) qui vient d’etre établie. Voici d’abord 

une methode graphique permettant de construire, par approximation, une 
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B ; . z 38 
intégrale quelconque. Si l'on remplace x par -, c désignant une con- * 

stante, on peut écrire: 

d du u 
—(z-—4u)+-=0. 
dz\ dz c 

Considérons la courbe ayant pour coordonnées rectangulaires 2 et w. 

L'ordonnée à l'origine de la tangente, relativement à l'axe des w, est la 

du dh Tm 
longueur: 2 —w—2—-..On-a done: — ——. 

É dz dz c 

Connaissant un point (2,#) et la tangente en ce point, on aura 

sensiblement la variation. Ah de lordonnée à l'origine, correspondant à 

une petite variation Az de l’abseisse, en prenant: Ah AS et l'on 

en déduira la tangente au nouveau point (+ Az, w + Au), considéré 

comme appartenant à la premiere tangente. En continuant de méme, on 

trouvera les cótés successifs d'un polygone, d'autant moins différent de 

la courbe cherchée que Az est plus petit. 

La construction peut être effectuée de la manière suivante.” Soit 

MM’ un cóté du polygone et P le point ou son prolongement rencontre 

laxe de uw. Soient A et B les points où lordonnée du point JZ coupe 

laxe des z et une paralléle à cet axe menée au-dessous de lui, à la 

distance constante c.  Portons au-dessous de P, sur l'axe des #, la petite 

longueur PQ, égale à la projection Az de MM’ sur l'axe des z. Soit enfin 

S le point de rencontre de BQ avec AP. La droite SM coupe l'axe des 

wen un point P’, qui détermine le côté suivant, P'M'M", du polygone. 
: nee ib 
Remarquons que, si la longueur c est prise égale a "E la courbe 

ainsi obtenue est précisément celle que décrit l'extrémité libre du penduie 

(les ordonnées w étant d'ailleurs amplifiées à une échelle arbitraire). En 

effet, comme les oscilations sont supposées infiniment petites, la projec- 

: : : ; 5 ee . 
tion verticale de la tige est égale à /, c'est-à-dire a —x ou bien encore 8 8 g 

à z, et la projection horizontale est égale à #l, c'est à dire à u. Comme 

est proportionnel à w, il est clair que la courbe posséde un point 
az 

d'inflexion chaque fois qu'elle croise l'axe des z. Donc: 

* Le lecteur est prié de faire la figure. 
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La trajectoire de l'extrémité du pendule présente une inflexion chaque 

fois que le pendule passe par la verticale. 

Au méme degré d’approximation, on peut encore dire que: 

La courbure de la trajectoire varie proportionnellement à l'écart horizontal. 

Une autre propriété résulte de l'équation évidente: 

Ji : Jude. 

Quand l'intégrale du second membre est prise entre deux valeurs 

de z correspondant à une méme valeur de A, cette intégrale est nulle. 

D'aprés cela: 

Si l'on considère, sur la trajectoire, deux points tels que leurs tangentes 

aillent couper en un méme point l'horizontale du point de suspension, la ver- 

ticale du point de suspension partage en deux parties égales l'aire limitée par 

la trajectoire et par les horizontales des deux points considérés. 

Cette propriété s'applique, en particulier, à deux points quelconques 

d'écart maximum, puisque, pour chacun de ces points, la tangente passe 

au point de suspension. 

J'arrive à l'étude analytique des fonctions # qui vérifient l'équation 

(9). Cette équation se rencontre dans la théorie des fonctions de Busser, 

appelées aussi fonctions cylindriques. Il serait inutile d'en dire davantage, 

_si nous n'avions pas à faire application de résultats connus au probléme 

du pendule de longueur variable. J’aurai soin, d'ailleurs, dans ce qui 

| - va suivre, de démontrer briévement les théorémes dont il sera fait usage. 

Par la méthode des coefficients indéterminés, on se procure sans 

| peine la solution particulière: 

(10) Pare re 

dont la vérification est immédiate. Avec les notations usuelles, la fonc- 

q tion ¢ n'est autre chose que \zJ,(2V/z), en désignant par J, la fonction 

cylindrique d’indice un et de première espèce. Il est évident que cette 

solution peut étre multipliee par une constante arbitraire. 
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A quelle condition le mouvement du pendule est-il represente par 

l'équation (10)? Pour le voir, formons d'abord la dérivée premiere: 

(11) = I — - + = = gU. 

qui est, par définition, la fonction d'indice zéro: J,(2 x), et considérons 

l'instant d'une élongation, c'est-à-dire d'un maximum d'écart. On doit 

avoir à la fois: 
b? 

- = ae | —-—z, qi) — © 
g 

d'ou l'on tire: 

dl MM do 

dz da 

ou bien: 

UE ig 
g de 

c'est-à-dire: 

poe 
(1 2) xz da 

d : : : 
En remplacant ¢ et i par leurs valeurs, cette équation devient: 

j da 

c'est-à-dire, en divisant par z: 

I DE ans us 

(13) i12 (Ray) GNIS ir Tu 

Soit £ lune quelconque des racines de cette équation. La condition 

cherchée est: 

gc 
g 

En d'autres termes, si / désigne la longueur du pendule correspondant 

à une élongation, la vitesse d'allongement 5 doit être égale à: \/T. 
S 
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Le premier membre de l’equation (13) est la fonction eylindrique 

d'indice deux: J,(2 x). Si done il existait une table de cette fonction, 

on aurait immédiatement les quantités £. A défaut d'une pareille table 

on peut se servir de celles de J, et de J, qui se trouvent, par exemple, 

à la fin de l'ouvrage de Lommen Studien über die Bessel’schen Functionen 

et chercher, par tätonnement, pour quelles valeurs de x l'on a, en vertu 

de (12): 
I 

ve J,(2 Ve) = Jı(2 Ve) 

ou bien, en remplaçant 2 x par 2: 

(14) 2J,(2) = 2J,(2). 
Deux circonstances viennent faciliter le calcul. D'abord, la con- 

naissance expérimentale que l'on a du mouvement du pendule indique 

que chaque élongation se trouve comprise entre deux passages par la 

= verticale, et que, par suite, chaque racine, M de l'équation (14) est in- 

£2 

tercalee entre deux racines de J,. On concoit méme que 7 ne saurait 

‚s’ecarter beaucoup de la moyenne des deux racines de J, qui l’encadrent 

(au moins tant que la longueur est assez grande vis-a-vis de la vitesse 

d'allongement): on sait ainsi dans quelles régions des tables doit étre 

effectuée la recherche. En second lieu, la fonction J, passe par un 
maximum ou un minimum vers le milieu de l'intervalle de deux racines 

consécutives: elle varie alors trés-lentement, de telle facon que, dans un 

premier aperçu, le premier membre de l'équation (12) peut être regardé 

comme constant pour chaque région. Aprés avoir ainsi obtenu une valeur 
22 
> 

grossière de chaque racine qu il ne reste plus qu'à procéder par inter- 

polation. 

En opérant ainsi, jai trouvé que, de o à 20 (les tables ne vont pas 

plus loin), il y a cinq racines de (14), qui sont: 

(15) SpA 8,41 11,62 14,980 172903 

Je neglige les decimales qui suivent la seconde. 

Ceci posé, considérons, par exemple, un pendule ayant un metre de 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 6 avril 1895. 27 
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longueur à l'instant initial. Pour que ce pendule, légérement ecarte de 

la verticale et abandonné sans impulsion, suive le mouvement defini par 

l'équation (10), il faut et il suffit que la vitesse d'allongement ves ex- 

primée en metres par seconde, ait lune des valeurs suivantes: 

bo Lio 0", 74 0", 54 o", 42 0", 35, etc. 

Adoptons, par exemple, o", 35, et supposons ici, pour plus de com- 

modité, que le pendule, au lieu de s'allonger, aille en se raccourcissant, 

ce qui ne change rien aux caleuls précédents. Les élongations successives 

correspondront aux valeurs de / comprises dans la formule: 

pii m do : 
== — 25 —'0,0031 32 

Do IN (16) | 

z désignant l'une des racines (15). On trouve ainsi les longueurs: 

: 
68 (^ - Ae (9211210 OMOS; 

m et, comme le pendule se raccoureit de o", 35 par seconde, les instants 

de ces élongations sont: 

Ou (OR 94 TES , 66 per x 23 ace ; OR: 

Au bout de 2“, 86, la longueur du pendule devient nulle. A ce moment, 

il n'y a pas, à proprement parler, une élongation: car la vitesse angulaire 

ne tend pas vers zéro en méme temps que la longueur du pendule. Si 

nous convenons néanmoins de faire figurer cette position limite au tableau 

d'ensemble, nous pouvons dire que les intervalles de temps séparant les 

positions limites successives sont: 

ore? f 94 (oe : 7 2 Où A 5 7 or 40 OL . 2 3 

Caleulons encore l'amplitude des élongations. Cette amplitude est 

mesurée par les valeurs maxima de 0. Or on a, pour ces maxima: 

_g veJ(2ye) 294,8)  g 
ange: jo. $a) 

—m- 

g z 
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D'ailleurs, l'angle d'écart initial peut étre pris arbitrairement (pourvu 

qu'il soit trés petit), à cause de la constante arbitraire par laquelle peut 

être multiplié e. Il suffit donc de comparer les valeurs de J,(z) cor- 

respondant aux valeurs de z comprises dans le tableau (15). Ces valeurs 

sont: 

— 0, 130 + 0,072 — 0,040 + 0,027 — 0,021. 

Pour l'écart correspondant a la longueur nulle, il faut chercher directe- 

MR 274(2) J(2Vx z(x xe , 
ment la limite du rapport ° E = ( = = == . Cette limite est égale 

ve 

à l'unité. 

D'aprés cela, si l'on désigne par 6, l'amplitude initiale qui correspond 

à z — 17,96, les écarts successifs ont pour valeur: 

+8 — 1,276, + 1,866, —= 3, 450, + 6, 196, — AT y 2H. 

On doit en conclure que l'hypothése des oscillations infiniment petites 

ne reste admissible, dans le voisinage de la longueur nulle, que si l'écart 

initial est extremement faible. 

Les positions vertieales du pendule sont fournies par les racines, 

autres que zéro, de l'équation J, — o. Ces racines sont: 

19,61 16,47 13,32 10,17 7,01 3,83. 

Elles correspondent, en vertu de (16), aux longueurs: 

TA 2] Où 06 OMS ON 22 Où 15 om ONE 

Pour réaliser le mouvement supposé, on peut, la vitesse d'allonge- 

ment étant de o", 35 par seconde et le pendule descendant d'abord suivant 

la verticale, donner à ce pendule un petit choc latéral à l'instant où il 

atteint l’une des longueurs ainsi calculées: les passages successifs par la 

verticale feront alors connaitre les racines de J,(z). De là un procédé 

mécanique assez curieux pour obtenir les racines de cette fonction en dehors 

des limites de la table. D’apres ce qui precede, la méme expérience 

fournirait: par la mesure des longueurs correspondant aux élongations, 

les racines de J,, et, par la mesure des élongations elles-mêmes, les va- 

leurs de gi correspondant aux racines de J,. 
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Considerons maintenant le cas general ou les donnees initiales sont 

incompatibles avec la solution (10). De cette solution particulière, on 

peut, par un procédé bien connu, déduire l'intégrale générale de l'équa- 

tion (9), qui est, avec deux constantes arbitraires A et B: 

T 

Ju 

da 
(17) w= Ag + Be |S 

2 
La dérivée est: 

T 

3 “di 
(18) w = Ag’ + —-+ Be’ at 

2 Jae” 
To 

L'on a, par suite: 

(19) gu — gu = B 

et aussl: 

: d /u B 
(20) da (^) poss 

7 7 

Prenons pour valeur initiale x, une quantité qui n'annule pas e(z), 

et solent a, (a — f) les deux racines consécutives de e(x) comprenant 

entre elles z,. L'équation (10) montre que, dans lintervalle de a à f, 
> : aL : : $ à 

la fonction - varie toujours dans le méme sens: elle ne peut donc avoir 
c 4 

qu'une racine dans cet intervalle. Cette racine, si elle existe, annule w: 

car c est toujours fini; il est aisé de voir qu'elle existe réellement. 

Cherchons en effet vers quelle valeur tend la fonction # quand x tend vers 
x 
"de 

B. Le terme Ag tend vers zéro. La quantité ?[5. si on l'écrit: 
4 [2 s 2 

m 

To 
X 

P4.) 

da 

CE E 
Zo , ^ eo 5 5 ©” I 

- , se présente sous la forme —: sa vraie valeur est: lim. —— = — —. 
eo c C3 

| 

Sin 

| 

6, 

— — ———————————————— 
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Si c; était nul, 9 serait une racine multiple de c. Mais une pareille 
d . . , . Lo . $ 

circonstance ne peut se produire: car l'équation 2 +e= o, diffé- 
da? : ? 

rentiée indéfiniment, donnerait alors pour c et pour toutes ses dérivées 

des valeurs nulles; la fonction e, essentiellement holomorphe, serait 

identiquement nulle. La limite de w, pour x = f. est donc finie et 

ale à — —5. On verrait de méme que, pour w = a, cette limite est: 

— —. Or, d'après le théorème de Route, les deux racines consécutives, 

a et 9, de e, donnent à ¢’ des signes contraires. Il est établi par là 

que w s'annule dans lintervalle de ces deux racines, et nous savons déjà 

que w ne peut s'annuler qu'une fois. 

L'interprétation mécanique de ce résultat est immédiate: # étant égal 

à Al, chaque fois que 0 sannule il en est de méme de w et réciproque- 

ment (le cas de la longueur nulle étant mis de côté). D'autre part, la 

fonction ç s'annule en méme temps que J,(2 yz) ou, ce qui revient au 

méme: J (2 =, Done: 

Si z et z, désienent deux racines consécutives quelconques de l'équa- 
e 1 72 

A DER 
tion J (2) = o, le pendule, en passant de la longueur = — z à la 

49 
Days : MT à 

longueur m 25, prend une fois, et une seule, la position verticale. 
C 

La formule (17) n'est applicable que pour l'intervalle «, 2 dans ji > À 

lequel se trouve comprise la valeur initiale  ; mais on peut établir une q X n p 
autre formule qui n'est pas soumise à la méme restriction. L'intégration 

par parties donne: 
* 

x T x 

| da fe I edz I I iE 

Bi CANON. D Go Lo 9.9 JE OS! 
To To To 

et, comme c"z = — e, il vient: 

T X 

je I I | dæ 
A C JN TAM zi 

j v? «9 pp ] xe” 
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d'ou: 

í b B "de BL N a Be] 
à (4 Ri al e E d 2 

> B 
ou bien encore, en remplaçant la constante A + Pr par C: 

Po Po 

x 

B "dx 
Y > NE HER IC = (21) u = Ce = Sung 

To 

Sous cette forme, la dérivée est: 

r 

mJ 1 

, "YS , ax 
(22) u= Ce — Be P 

et l'on a encore: 

we — ug = B. 

x 

La formule (21) est applicable, à partir d'une valeur initiale quel- 

conque, dans l'intervalle de deux racines consécutives de ¢’, c'est-à-dire 

de J,(2yz) Voici, dés lors, comment il faut procéder pour avoir la 

representation analytique du mouvement. Partant d'une valeur initiale 

x,, on détermine, au moyen des données, comme nous le verrons plus loin, 

les constantes A, B, C qui figurent dans les équations (17) et (21). Sup- 

posons, pour fixer les idées, que x aille en croissant et atteigne une racine 

p de e avant d'atteindre une racine de ¢’. Pour x > f, la formule (17) 

cesse d'étre applicable, et il faut lui substituer la formule analogue: 

dans laquelle la constante A a pris une nouvelle valeur, 4’, en méme 

temps qu'on remplacait Yo par un nombre Vi plus grand que P mais 

plus petit que la racine de ç’ immédiatement supérieure à 8. La con- 

stante B n'a pas changé. Comme la formule (21) continue provisoirement 

à être valable, il suffit, pour déterminer A’, d'identifier les valeurs de w 
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fournies par les équations (21) et (17’). Le résultat est immédiat si l'on 
: : : B 

se reporte à la relation C — A n. a et l’on trouve: 

RT I 
AA ;——— 

Mofa PGs 

Lorsque x, continuant à croitre, dépasse une racine de c', la formule 

(21) doit étre à son tour modifiée; il faut écrire: 

r 

(21’) u=C'g en Be | dæ 
, 

zo" 

x, étant plus grand que a’, mais plus petit que la racine de ¢ immé- 

diatement supérieure à a. La nouvelle constante, C", est liée à C par 

l'équation: 

Gres B( sib Pas: ). 
PoP: Poo 

En marchant ainsi de proche en proche, on parvient sans peine au re- 

sultat genéral que voici: 

Dans l'intervalle de deux racines consécutives, À et w, de la fonction 

c, le mouvement est représenté par l'équation: 

deg T da 
u = Ag + Bel rs) +. Be ] 

2777 077. tt NT 

x, étant un nombre arbitrairement choisi entre À et y. 

Dans l'intervalle de deux racines consécutives, 2’ et »’, de la dérivée 

c€', le mouvement est représenté par l'équation 

TI 

I I B da 
u= Ce Be(— ;— ) Be f E 

i s ? En On Yoo. © ji É =, to 2 

XA 

x, étant un nombre arbitrairement choisi entre 7’ et y’. 

Rappelons que dans ces formules, il faut remplacer « par 66, x par 
g " = - A = 

IP g(x) par yaJ,(2 yz) et enfin e'(x) par J,(2 yz). 
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Il nous reste à dire comment, connaissant les données initiales, c'est- 
da 

a-dire les valeurs de 6, m et /, à lorigine du temps, on peut calculer 

les constantes A,B,C. Pour £ — 0, la formule / — a + bt donne / — a. 

: x s : 10 ET 
Soit 0, la valeur de 0 au méme instant, et soit w, celle de =: Si l'on 

fait r = x, dans les formules (17) et (18), il vient: 

B 
th. — BAD uy = Ag, + oe 

Or: 
; du b* ab 

u,= a0, et m= (5), 7^ ES qr, Ds 

D'aprés cela: 

4, b £ 
pu D ; D 9 406, + aw,) — ag, 6,. 

à B 
En outre la formule: C = A e donne: 

TRADES 
g Po 

Si g et g sont tous les deux différents de zero, il n'y a aucune diffi- 

culté. Si c, est nul, A se présente sous forme infinie ou indéterminée, 

suivant que 6, est ou n'est pas différent de zéro. Il faut alors aban- 

donner momentanément la formule (17) et se servir de la formule (21). | 

Si c'est e; qui est nul la formule (17) est applicable et la formule (21) 

doit étre momentanément mise de cóté. Dans tous les cas, lune des 

deux formules subsiste et permet de calculer, pour un instant voisin du 

premier, les valeurs de 6 et de w. . On prendra ensuite ce nouvel état 

pour état initial, de maniére à avoir des valeurs finies, à la fois pour 

A et pour C. En résumé, le probléme se trouve complétement résolu. 

Ajoutons qu'une fois la constante B connue, la formule (19) fait 

immédiatement connaitre, sans intégration, une série de valeurs de u: à 

savoir celles qui correspondent aux racines de e =o. On a en effet, 
: B 

pour chacune de ces racines: u = — —. 

$ 
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Examinons enfin ce qui arrive lorsque x tend vers zero, et, à cet 

effet, reprenons la formule (17) en choisissant pour x, un nombre inférieur 

à la plus petite racine non nulle de la fonction ¢ = \/xJ,(2 Vx), c'est-à- 

dire au nombre © = 3,66. La formule va rester applicable depuis 

c — z, jusqu'à xz — o. Si l'on pose e = Mz, l’on peut écrire: 

r T 

"dae [ dz 
D —=0 rr ert 

Py gt?) Mat 
To To 

La fonction M, égale à l'unité pour x = o, reste finie et différente de 

zero dans l'intervalle considéré. Si done on désigne par p une quantité 

différente de zéro, on peut écrire: 

T 

"da (2) ( da [2 I I 
Ce „= á ui — — |. 

4 (02 py vc p Le, qu 
LA 

To Ty 

Faisant tendre ensuite x vers zero, il vient: 

T 

. "de . I I 
lim] e ;|^—lim4-2-——-. (1-9 
z=0 e e p q 

LES To 

\ "e : ; B E 
D'après cela, la limite de vu, pour z — o, est égale à ——, quantité 

2) 

finie et différente de zéro. Et, comme l'angle @ est égal à D c'est-à-dire 

I 
la longueur du pendule tend vers zéro. Mais ce résultat est incompatible 

avec lhypothése des oscillations infiniment petites: la solution générale 

(17) ne peut done convenir que pour des longueurs de pendule qui ne 

soient pas trop petites. Tout ce qu'on est en droit d'affirmer, c'est que 

lamplitude des oscillations tend à s'exagérer énormément à mesure que 

la longueur décroit. Nous avions déjà observé ce fait en étudiant le 

mouvement spécial représenté par la formule (10); mais alors l'amplitude, 

tout en s'exagérant, conservait un rapport fini avec l'amplitude initiale, 

et par consequent on pouvait toujours choisir celle-ci assez petite pour 
Acta mathematica, 19. Imprimé le 9 avril 189. 28 

on voit que cet angle augmente au dela de toute limite quand 
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atteindre la longueur nulle avec une amplitude inferieure a une limite 

donnée quelconque. Dans le cas général, il est impossible, d’apres ce 

que nous venons de voir, d'assigner une pareille limite, au moins quand 

on s'en tient à la premiére approximation qui nous occupe pour l'instant. 

L'emploi des fonctions J, et J,, fort commode tant que l’argument 

2x est inférieur à 20, devient plus pénible au delà de cette limite, 

puisque les tables ne vont pas plus loin. On a alors la ressource de 

recourir aux séries (10) et (r1); mais ces séries sont elles-mémes d'autant 

moins rapidement convergentes que l'argument a une plus grande valeur. 

Il est vrai que Hansen a fait connaitre des développements de J,(z) et 

J (2) procédant suivant les puissances négatives de z. Sans insister à cet 

égard, je vais maintenant écrire sous forme d'intégrale définie la solution 

o 
D 

il est inutile de s'étendre ici, on trouve: 

1 

To 
Le) 

'énérale de l'équation (9). Par des considérations analytiques sur lesquelles 

.»iA SIE 

D eos? © 
Go br [ cos (2 Ve cos © + 2) sin? e de + sing | give do ; 

0 

avec deux constantes arbitraires ( et a. La vérification se fait sans 

diffieulte. Si l'on pose: 

v = x [ cos(2 Js cos e + à) sin* edo 
0 

et: 

2 
js (110) WU = N tgw —+7 

; COS w 

0 

d'ou: # = C(v + wsina), on trouve: 

d’v le. 
x Tt DE Ts sina 

eu 

et 

d’w iy Va 
r— + w = —. 

dx? 2 

z : d'u 
On a done bien: E -J- w — o. 

ax 
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Cette solution a lavantage d'échapper aux difficultés que nous avons 

eu précédemment à discuter en rencontrant les racines de J, et de J,, 

et de fournir, par une seule formule, la représentation compléte du mouve- 

ment. En introduisant explicitement 0 et /, et en remplaçant C par 
b? i 
—k, il vient: 
g 

[TEST 

/ Vgl iet : mue 
(Loy 1 OS & | cos (2 “i cosw + a) sin’odo + sing | e * —-H 

^ ^ 

Quand / tend vers zéro, la seconde intégrale augmente indéfiniment; 

zn 
2 

la première tend vers cos a | sin’odw, c'est-à-dire vers LE La con- 
0 

dition nécessaire et suffisante pour que l'angle @ reste fini quand la lon- 

gueur devient nulle est done que l'angle a soit nul. Or nous avons vu 

précédemment que la solution particuliére représentée (à un facteur con- 

stant prés) par la série (10) est la seule pour laquelle 6 jouisse de cette 

propriété. Nous pouvons en conclure la relation: 

r= (x [cos(2 /x cos o) sin? edo. g 3 \ 
0 

Pour r = o, le rapport © tend vers l'unité tandis que l'intégrale tend 
xv 

7 

7 d UTE A 2 ; 4 
vers 5 la constante C qui figure dans cette égalité est donc égale a =. 

La formule (18) se préte bien à l'étude du cas limite pour lequel 

gl 
b?? 

vitesse d'allongement ou de raccourcissement 2, lorsque le pendule approche 

de la longueur nulle, et il se rencontre également, quelle que soit la 

longueur initiale, pourvu que la vitesse D ait une grandeur considérable: 

on trouverait, par exemple, de cette maniére, le mouvement d'un pendule 

qui, aprés avoir oscillé avec une longueur constante d'un métre, est subi- 

x est trés petit. Comme x = ce cas se réalise, quelle que soit la 

tement soumis à un raccourcissement de dix ınetres par seconde. Lorsque 
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x tend vers zero, la premiere integrale tend, nous venons de le dire, 

vers -cosa. D'autre part, si l'on pose tg « = A, il vient: 

OMIA 1 de à 2 bn a jo en: 
* 0 

cos? « 

0 

Soit « un nombre fixe, supérieur à l'unité, et considérons séparément 

les deux intervalles d'intégration compris de o à a et dea à co. L'inté- 
a 1 

grale prise de o à a tend vers la limite fa + 4")'dà, qui est égale a 
0 

I = - —— m , " - Ja . n 

5 le Vt +a? + log(a + V1 + e?)] Dans l'intégrale prise depuis a jusqu'à 

co, on peut, À étant supérieur à l'unité, écrire: 

1 
1 3 ; 

(1 +4) ii +35) = A(t +35; t e) 

d'ou: 

fe" = 23d e f 9539 ne “ave dà 
» (j Re V \ 2 À 

Ju ee. 
84 164° REN 

LZ 

a 

La dernière intégrale du second membre est inférieure, en valeur 

6a 

+ be TUR sala en lg I 
absolue, a = Jg c'est-à-dire a ——. D'autre part, on a: 

on 

fe dà = e?" Vs(r + 2a ya) 
x "rw 4x 

et: j 

oc oo h = 

er Ex £i few ze few. (n2 2a Vr) 

À : p 1 p : p 
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a 

enh 
Pu: quantité 

L he 
h 

HT ‚dp ry La AW atk NE N 
L'intégrale ni ri est inférieure à - [ e’dp, c'est-à-dire a 

h 

fixe si h est lui-méme un nombre fixe. 
h 

Reste enfin l'intégrale fer, pour laquelle on peut écrire: 
P 

= logh — log(2a yx) —h + 2ayz + | dp( =" = ee +.. jJ 

: 2aVz 

Il suffit de supposer A inférieur à 3 pour avoir: 

h h 
> 
PETS p "pdp 
| dikz ia vetas aded s e 

t 

2aVx 2a\.c 

ER qo h° 4 
c'est-a-dire < Pd aa. 

, , . , u 

En résumé, lon voit que, lorsque x tend vers zero, le rapport t 

calculé au moyen de la formule (18), est égal à un nombre fini, dont 

on peut aisément assigner une limite supérieure, augmenté de la quantité 

e2a\z(ı + 2n x I à 
un log x |. 

42 4 
En développant e^", on peut encore réduire la partie indéfiniment 

indefiniment croissante: sin af 

: ; - sina [I T 
croissante à la forme plus simple: x s log x |. 

zx 

On déduit de là, pour l'expression de 6 en fonction de la longueur /: 

: b* I b? 
ON sin a] F + A1 + „log; b 

F désignant une fonction finie. La constante & dépend de l'état initial. 



293 Léon Lecornu. 

Si lon part d'une longueur donnée, un métre par exemple, et d'une 

vitesse angulaire nulle, % est proportionnel à l'amplitude initiale. Si done 
. : ; ksina [ b° Ua 

cette amplitude est assez faible pour que la fonction S 5 + log | 

\ : Den, : . 
conserve une tres petite valeur tant que a dépasse un trés petit nombre 

fixe e, (condition essentielle pour que l'hypothése des oscillations infini- 

ment petites pulsse étre maintenue) le mouvement du pendule, dans le 
2 

voisinage de la longueur / = ¢—, sera approximativement représenté par 
y 

l'équation: 
k sing /b? b^ 

user, 
Tout ceci suppose que sing nest pas nul: dans le cas contraire, on 

est ramené, comme nous l'avons vu, au meuvement simple représenté par 

la formule (10). 

On peut également se demander ce que devient la loi du mouve- 

ment quand x acquiert une trés grande valeur, circonstance qui finit 

toujours par se produire, avec un pendule de longueur croissante, au bout 

d'un laps de temps suffisant. Sans entrer ici dans la recherche directe 

de la valeur asymptotique vers laquelle tend alors le second membre de 

l'équation (18), je vais vérifier que le mouvement final peut être repré- 

sente au moyen de l'équation approchée: 

(20) u = Ax? cos(2 Vz) + Bx? sin(2 Vx), 

A et B designant deux constantes, et lexposant p étant pris égal a 
an 

Considérons en effet l'expression: 

v = x? cos (2 Va). 

On a: 

et 

dv 

da” 

qmm 

== [p(p pe 1)a? m a] COS 2 Ve — (2p — le 3 sin (2 Ve). 
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: : e. : 
On voit que, si p = a’ il reste simplement: 

d’v 3 — 
(re Rt cos? Js 
da* Gee pr ) MS 

d'où: 
d’v 3 - 3"v S Ee; D el RE LPS. a de? da TL COS 2 Vx VOZ. 

De méme, si l'on pose: w = a^ sin (2 x), on trouve: 

d’w 3 w 

re Se ENT A 

Il s'ensuit que la fonction «, définie par l'équation (20), vérifie rigoureuse- 

ment l'équation différentielle: 

ou bien: 

qui se réduit à l'équation (9) quand on néglige = en présence de l'unité. 

Les constantes A et B se déterminent aisément quand on connait 

l'état initial, pourvu que celui-ci soit donné à un instant pour lequel x 

est déjà trés grand. La relation entre @ et / est: 

1 T REZ z = B = ay A eos G vil) + Bsin (; 
(21) 8 — (5 ; 

5 

Elle peut évidemment, par l'introduction de deux nouvelles constantes, 

vii) 

R et c, étre mise sous la forme: 

3 

(22) 6 = RU sin (Ng — e). 

Les passages par la verticale s'obtiennent en écrivant la condition: 

2 
(23) ^ vg — € = Ar, 



24 Léon Lecornu. bo 

À étant un entier quelconque, d'ou: 

b? 
| = —(¢ Are). 
ah 

Si l'on prend deux passages consécutifs, pour lesquels A ait les valeurs 

m et m + 1, laceroissement de longueur dans cet intervalle est égal à 

b? — : ea D Er 
pilis 4+ m+17)?—(¢ + mz)’], cestà-dire à Boe bee + (2m + 1)z], et, 
gu. 

comme le pendule s'allonge avec la vitesse 6, le laps de temps séparant 
; ; b : x 

ces deux passages est égal à re + (2m + 1)z), ou bien encore a 
( 

A , * 
f 7 , 1 5 \ l 4 ach \ \ 

T us E = cestadier a oz ve (1 + =) ou enfin à 
J 2(g + mz). $5 — Aygl v / 

l zb : ag \ 
AVE jos Dans cette expression, / désigne la longueur du pendule à y q 8 

l'instant du premier passage. La durée de l'oscillation se trouve done, 
5 2 sh Dr sabe cR 

par l'effet de l'allongement, augmentée de la quantité m indépendante 
E 9 

de la longueur /. 

Ce résultat peut être mis sous une forme plus élégante si l'on in- 

troduit, en méme temps que la longueur / à l'instant du premier passage, 
1 . Jo À zb ; 

la longueur /' a l'instant du second. En négligeant PR en présence de 

l'unité, on a évidemment la relation: 

D 

; AUS E D+ 
La durée de Voscillation d’un pendule ordinaire, de longueur e 

| i |. A WE iv ES | 
serait donc: vA — c = = v == vA (1 — |, D’apres cela: 

2g V. [^ 2g V g g " a) P 4 

L'intervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs d'un 

pendule lentement variable par la verticale est sensiblement égal à la durée 

de l'oscillation d'un pendule ordinaire, ayant pour longueur constante la 

longueur moyenne du pendule variable dans cet intervalle de temps. 
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, . , . , .,e dé 

Les élongations sont déterminées par la condition d’annuler di Ob 

: . : d ; SEA ; : 
ce qui revient au méme, 7, 6 étant lié a 7 par l’equation (22). On 

6 

trouve ainsi: 

, ‘ \ dre 1 2 — 

D'aprés l'hypothése, le second membre est ici tres-grand; l'arc Va — p 

differe donc trés peu d'un multiple impair de =, et l’on a, en confondant 

cette petite difference avec sa tangente: 

3b 

(24) IV p= (057m 
RE 

À désignant un trés-grand entier. Considérons les longueurs / et /" qui 
correspondent a un passage par la verticale et a l’elongation consécutive. 

Les formules (23) et (24) donnent: 

= | 
— Int ç AF ( e) p —2-[ze2— 

ou: 

49 n» c 3b T 3b V3 
i" —1) = 207 + 9 — —) + = — —— 
p> | ) Or c 9 Av gl E war) 

à FRE b? A 
ou bien, en negligeant m dans le second membre, ce qui permet de 

I I z b 
remplacer Jr par vis —iu 

MUR e E 
l 

Le temps 
zem : Mer 
j- qui sépare les deux instants considérés a done pour valeur: 

zo b ab mb | AVB 
= g 4g 10g 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 19 avril 1895. 29 
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Eu resume: 

L'intervalle de temps qui s'écoule entre un passage par la verticale et 

l'élongation consécutive est sensiblement égal a: 

t c jM b 
==\/ -—0, 13- UE CR PET 

| désignant la longueur du pendule à l'instant du passage par la verticale. 

On remarque que la durée de la demi-oscillation ascendante est 

légérement diminuée par le fait de l'allongement, tandis qu'il y a aug- 

mentation dans la durée de l’oscillation. L’accroissement de durée porte 

done exclusivement sur la demi-oscillation descendante: ceci, en supposant 

que la comparaison est faite avec le pendule ordinaire ayant comme 

longueur la plus petite longueur du pendule variable dans l'intervalle 

de temps considéré. Si la comparaison était faite en employant la plus 

grande longueur, les résultats seraient changés: le raccourcissement de 

; : i . 3 5 T° + 12b 
durée de la demi-oscillation ascendante atteindrait ia ̂ u et la demi- 

oscillation descendante présenterait elle-même un léger raccourcissement, 
ñ 1 \ T° = 12) 
oa a =o eg e EEG g 

Si, au lieu d'un pendule qui s'allonge, on avait affaire à un pendule 

qui se raccourcit, le sens du mouvement serait renversé: il suffirait, dans 

ce qui précéde, de substituer le mot »descendante» au mot »ascendante» 

et réciproquement. 

Quant à l'amplitude des oscillations, elle se déduit de la comparaison 

des formules (22) et (24). Pour une élongation quelconque, l'amplitude 

cos ( =) 

4ygl 
3 

"n 

est proportionnelle en valeur absolue à . Continuant à négliger 

) A I ; . 
le carré de —, nous trouvons simplement =. Deux élongations succes- 

vgl "n 

sives, correspondant aux longueurs / et /', sont donc dans le rapport 
3 

N PES AV LOG PUT C yee NER NN 
(7) 5 Mais / — | + bz g’ donc E — I Do zs Par suite: 
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La différence d'amplitude de deux élongations successives 0 ct 0', est 

sensiblement égale à 32 7; cette difference tend vers zéro à mesure que la 

longueur augmente. 

La formule (22) peut étre transformée de maniere a exprimer l’angle 

8 en fonction du temps: il suffit d'y remplacer / par sa valeur a + bt, 

ce qui donne: 
3 

0 = R(a + bi) ‘sin Car Fi eJ. 

J b 
ou bien, en posant: vi =y et —=p 

a vga 

3 3 

6 = Ra *(1 + prt) ‘sin (TR — e) 

Si la longueur initiale a est assez grande et si l'intervalle de temps 

( est assez petit pour qu'on puisse négliger p^??? en presence de pyt, il 

vient, en remplacant la constante Ra * par p: 

= pla —3pyt) sin (5 gt — ppt! — g). 4 p 4 / 

2 : 
Remplagons encore etr € par une nouvelle constante ¢ et continuons 

à négliger les puissances de pyt supérieures à la premiere. Nous pouvons 

alors écrire: 

(25) 8 = o(1 — 3 gt) sin t — à) — T cos qt — 9). 

' Dans la note communiquée le I5 janvier 1894 à l'Académie des sciences, j'ai 

k 
donné la formule: 0 = (1 — ht) sin (yt — o) + p 8 (1 — 77t*) eos(rt — v) qui, à 

première vue, ne parait pas concorder avec la formule (25). Mais il suffit, après avoir 

remplacé k par son équivalent p, d'établir entre les constantes arbitraires (^ et w la re- 

lation: © =  4- P et de négliger les termes d'ordre p? pour trouver un résultat identique. 9*5 3 
Il n'y a done, au fond, de différence que dans le choix de l'origine du temps. 
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Si l'on Suppose qu'à l'instant initial le pendule soit vertical, ¢ est 

un multiple de z: on peut prendre ¢ =o et il reste simplement: 

(26) = pi — pt) sin gt — "P^ cospt. 

La discussion de cette formule est aisee, et conduit & dresser le 

tableau suivant: 

Valeur du temps. 

Premiere position verticale o 

2 ; > sus m. ja 2 b 
Premiere élongation positive U: — (7° — 12)-, 

ER 225 x a zb 
Deuxiéme position verticale T V: = Pa 

oA 2 3 4 E 37 a I 3 b 
Premiére élongation négative em Zone 12) 

"n ak , a b 
Troisiéme position verticale 27 Vs +7 Pr etc. 

J 

Tous les caleuls qui précédent supposent qu'on traite le nombre 

Wee comme une quantité infiniment petite. On peut pousser l’approxima- 
ga 

tion beaucoup plus loin, en recourant a une autre méthode que je vais 

maintenant indiquer. 

Reprenons l’equation fondamentale (9), et remplacons-y la variable 

x par sa valeur a ou ps (a + bt), ce qui, avec les notations adoptees, 

7 PARES AE 
peut s'écrire: pu + pt). 

Il vient ainsi: 

d’u 5 
(27) (1 + a) + ruo. 

Imaginons que 4 soit développé en série ordonnée suivant les puissances 

entieres et positives de la petite quantité p: 

u=w+tup tun +... +WP" +... 
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et limitons-nous provisoirement au terme #,p". Si nous substituons dans 

l’equation (27), le premier membre devient un polynöme en p, de degre 

n+1, et nous pouvons profiter de l'indétermination des fonctions w,, 

WQ,..., 4, , pour annuler dans ce polynome les coefficients des diverses 

puissances de p, depuis la puissance o jusqu'à la puissance 5 — 1. Il 

restera ensuite une équation servant à calculer #,. On trouve de cette 

manière: 
uy + Tu = 0, 

u + pu = — jh, 

w + jus = uy, 

Usa + 1716.1 c^ Jiu, 2, 

(1 + pu, + pu, = — ylu,!;. 

Pour achever la determination des fonctions auxiliaires, convenons que 

toutes ces fonctions, ainsi que leurs dérivées premiéres, s'annulent à l'in- 

stant initial, exception faite de wu, et de uj, qui devront, à cet instant, 

prendre les valeurs, supposées connues, de « et de w'. Il vient: 

u, = Asinyt + B cost, 

t t 

u = cos rt fu t sin yt dé — sin paf wt cos rt dt, 
0 0 

t t 

Tee cos yt fuj' t sin 7édt — sin pf wt cos rt dt, 
0 0 

. . . . . . . . B . H . . 

t t 

Ur C08 rt f w, Sb sin yt dt — sin rt f uat cos ri dt 
0 0 

et l'on se procure ainsi, de proche en proche, par des quadratures aisées 

à effectuer, les valeurs de w,,w,....,w, ,. Toute la difficulté de l'in- 

tégration est reportée sur la fonction w,. Mais, si l'on néglige le terme 

prtu, en présence de w;, on a simplement: 

« t t 

^ . W, =:C08 rt f uat sin ré di — sin rt f utat cos rí dt; 
0 0 
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avec une erreur relative qui est du même ordre que pyt: il en résultera, 

pour w, une erreur dont l'expression contient en facteur p"*'. 

On pourrait discuter complétement les conditions de convergence de 

la série obtenue en prolongeant indéfiniment la répétition du méme pro- 

cédé; mais cette discussion manquerait d'intérét pratique, à cause de la 

longueur rebutante des calculs nécessaires pour former explicitement ,, 

des que l'indice » devient un peu considérable. Je me bornerai donc, 

pour terminer ce chapitre, à donner la valeur de w calculée en tenant 

compte de la seconde puissance de p. En vue de simplifier, j'admets 

qu'a l'instant initial le pendule est vertical, ce qui entraine la condition 

B — o, dou w = Asinzt, et je fais A — 1, sauf à rétablir ensuite ce 

facteur constant. On trouve, dans ces conditions: 

(28) ' ow sin rt + P (sin yt — rt cos yt) 

+ alert — 37t) cos rt + (3 — 37° — rt^) sin jt]. 

I] est aisé de s'assurer que cette expression vérifie l'équation (27), pourvu 

qu'on néglige les termes de l'ordre p*. Comme application, calculons 

l'intervalle de temps qui s'écoule entre deux passages consécutifs par la 

verticale, le premier passage étant celui qui correspond à £— o. Il 

suffit de chercher pour quelle valeur de ;£, voisine de x, s'annule le 

second membre de l'équation (28). En posant: jy? — z J- &, il vient: 

rt +43 — 27t*) 

EN p CU agar sm me dur vrac UM 

Cette formule montre d'abord que tge est du méme ordre que p: la 

différence tge — & est done de l'ordre p?, et doit étre négligée. En 

remplaçant dans le second membre y£ par z + ¢ et negligeant encore 

p^on a: 

a +36 ee p p pr 
(7+ De es == er ez + e+ (3 —2n°)|(1 —") 

a ae i 
4 
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ou bien encore: 

= ZU No Zee DI. pr um ze | 
ER Elr+T (3 27) + 27e ~ |=" + 8 2 + 27e , 

d'où 

Eon ODT | E? 
EN oue 2 = 2 (at + iT) 

EET 4 
2 

Il vient alors: 

pz 3p°T 
(p — 8 r a er 

ou bien, en remplacant y par v4 et p par —: 
a ag 

b? 
Gm a ii . 

pus bk gyag 

Ainsi que nous l'avons déjà fait au premier degré d'approximation, 

comparons cette durée de l’oscillation avec celle de l'oscillation d'un 

pendule ayant une longueur constante /, égale à la longueur moyenne 

On a: l— a4 b5, d'où 

a b pu - 
c Leaf: + à : =] 

y g Ta 32a 

En effectuant, on trouve: 

n bs 
7 ji = m dE ds + —e 

3 gVag 

La durée de loscillation du pendule moyen est un peu supérieure 

à celle de es du serie, gran la différence est égale à 

a(7n* — 3) 5 = = c'est-à-dire à 6, 47 — ui 

Nico 
atteinte à l'instant 

D'aprés cela: 

Pour déduire de la formule (28) l'angle d'écart # en fonction du 

temps, il reste à remplacer w par Ol, c’est-à-dire par 6a(1 + pyt). En 
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effeetuant, au degre d’approximation adopte, et negligeant un facteur 
c 

commun constant, on trouve sans peine: 

(29) 0 = sinyt u: sin 7t + 7t cos 7t) 

+ s; [10% — 37t) cos yt. + (3 — 437°” — r't‘) sin yt]. 

FLL, 
Etude des oscillations finies. 

Quand les oscillations ont une amplitude trop grande pour que 

Tangle d’ecart puisse étre a chaque instant confondu avec son sinus, la 

difficulté du probléme s’accroit singuliérement. Si l'on cherche à intégrer 

par un développement en série l'équation différentielle du mouvement, 

mise par exemple sous la forme (6), on se heurte à des calculs inextri- 

cables, et il ne parait guére possible d'obtenir la forme du terme général. 

Aussi nous contenterons-nous d'examiner deux cas limites: ceux ou la 

longueur du pendule varie soit trés vite, soit trés lentement. | 

Considérons d'abord un pendule dont le fil se raccourcit uniformé- 

ment avec une très grande vitesse, de telle façon qu'en prenant comme 

unité de temps la seconde, le rapport Ll s ait une trés petite valeur 

numérique. 

L'équation du mouvement: 

d°0 d : 
(a — dt) — 257, +gsin@ — 0 

dans laquelle nous mettons en évidence le signe de D, peut, en divisant 

a 
par ) et posant DE i — z, se mettre sous la forme: 

D 

d°0 dé : 
(30) Za + 4,4 sind = O. 
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Supposons 0 développé en série suivant les puissances positives de s, 

et négligeons les puissances supérieures à la seconde. Alors: 

0 — u + vs + ws’, 

u,v,w étant trois fonctions inconnues. En substituant dans l'équation 

(30) et continuant à négliger s?, il vient: 

z(w" + v"s + w"s) + 2 (uw + v's + w's) + s(sinu + vs cos w) = o. 

Egalons séparément à zéro les coefficients des diverses puissances de 

s, ce qui donne: 
U 2-1. 240, 

v2 + 25 = — sin, 

w'2 + 2w = — v cosu. 

Men a 
Enfin convenons que, pour la valeur initiale 2 — 2, — ;, corres 

) 

pondant à ¢ = o, les fonctions v et w doivent être nulles ainsi que leurs 

dérivées premières. Nous pouvons alors écrire, en appelant a et. deux 

constantes arbitraires et intégrant les équations précédentes: 

we c. 
2 

D ; 
v= — | 5 fzsin (a + )de, 

E 12.5 

n LE Se 
w= = ELS (x +) | 5 | ssim (s +) de. 

He CONDE 

Le calcul est ainsi ramené à une suite de quadratures. Ces quadratures, 

impossibles à effectuer dans le cas général, deviennent au contraire trés 

aisees dans le cas particulier où la constante 9 est égale à zéro, ce qui 

revient à supposer que la dérivée w' est constamment nulle. Comme, par 

hypothèse, u’ est égal a # pour / — 0o, on voit que ce cas se réalise quand 

le pendule a une vitesse angulaire nulle à l'instant initial. On trouve: 

ssina 
(31) @=a— 

s’ sin 24 Be 522, — 
EL 12 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 19 avril 1895. 30 
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Cette formule n’est applicable en toute securite que pour les valeurs de 

z qui ne sont pas trop petites, cest-a-dire quand le pendule est encore 

assez éloigné de la longueur nulle. Si l'on néglige le terme en s? et si 
, l : 
l'on remplace 2 par sa valeur ; en fonction de la longueur / du pendule, 

D 

on a une relation de la forme: 

C 
0 — A + Bi + 7 

ou A,B,C designent trois constantes: c'est l'équation polaire approxi- 

mative de la trajectoire de l'extrémité du pendule. 

Considérons maintenant un pendule qui s'allonge ou se raccourcit 

avec une trés grande lenteur. Pour préciser, nous supposerons quil y a 

b 4 . rey . 

allongement, et que le nombre —— est trés petit: nous avons déjà fait 
vga 

remarquer que cette derniére circonstance finit toujours par se réaliser, 

puisqu'on peut alors prendre une longueur initiale @ aussi grand qu'on 

le veut. Il est naturel de procéder comme on le fait en astronomie pour 

l'étude des mouvements troublés: c’est-à-dire d'avoir recours à la mé- 

thode de la variation des constantes. Posons, pour abréger: 

p b 
9) — g = — 
EE ver, z Vga’ 

L’équation (3) prend la forme: 

= O. 
d^ : d°0 d 
du + sin 0 + pus +2 | 

du 

En négligeant d'abord complétement le terme qui contient p en 

facteur, il reste l'équation: 

d°0 . 
23 -— +sind=o (3 3) du: 2s 

qui représente le mouvement d'un pendule ordinaire, de longueur a. 
” , TR Pr vr Q or 3 

L'intégrale générale de l'équation (33) peut s'écrire: 

(34) tg 
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avec deux constantes arbitraires, 0, et C, dont la premiere est égale à 

langle d'écart maximum. Le cosinus amplitude qui figure ici doit étre 
| 0 + E 3 

pris avec le module 5 = sin. En désignant, suivant l'usage, par k’ le 

module complémentaire yi — i? et résolvant par rapport à @, il vient: 

" y^ ; 
(35) 0 = 2 arctg E en (u + o) 

La vérification est facile: en remplaçant # + C par v, on a, d'apres des 

formules connues: 

dh 2kk snvdnv d*0 di 2kk env 

du k? +k? en?v’ quim dn? v 

eb: 

0 

" 44e 2 2kk env 
sind = jm 

I+ tg'- 

d'ou: 
d? 0 - 
=; + sin Ÿ — 0. 
du? a 

L'expression (35) de 0 renferme deux constantes k ét C. Considérons 

ces deux quantités comme des fonctions de uw, qu'il s'agit de déterminer 

de manière à vérifier l'équation (32). Si l'on s'impose la condition: 

2 9k du eCdu … 

lon a: 
d LE og 

s Cg 

d*4 3°A 94 dk 90 dC 

du? dw? 4 ou ok du "s aud du ' 

2 : 9*0 : à : 
Substituant, et remarquant que la somme sp sind est identiquement 

U 

nulle, on trouve: 
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N 24 cé = 20 
a m Ua | 2573 

FR dk E p au au’) 9C 

(37) du 1 + pu90 o0 90 o'0 ' 
aCoudk  okouoC 

dd el É du x ou?) ok 

du I+ pudd 070 00 90 
aCoudk okouoC 

9n 2 20 2 
P 

: 1 eder ik ; : dk dC : 
La fonction 6, qui sert ainsi à déterminer Bm et ED est fournie 

À aU 

par l'équation (35): elle dépend uniquement de k et de w+ C; par con- 

94 90 90 
sequent les derivees sont identiques a E Le probléme se 

U 

90 

9C ' dual ou? 
trouve en définitive ramené à l'intégration de deux équations simultanées 

du premier ordre, où les inconnues sont % et C; mais la petitesse supposée 

du paramètre p permet de faire un pas de plus. On voit en effet qu'en 

laissant de côté les valeurs particuliéres pour lesquelles le déterminant 
90 9'0 90 9'8 : ; jie eK à 
sO anak akauad BPProcherait de zéro, les dérivées 77 , 4, Sont elles-mêmes 

tres petites: d'ou il résulte que & et C varient trés lentement. On peut 

done, dans les seconds membres, qui contiennent déjà p en facteur, négliger 

les variations des inconnues, du moins tant que w reste compris dans des 

limites assez étroites. Le probléme ne dépend plus dés lors que de deux 

quadratures: si l’on veut, on peut, après avoir ainsi obtenu des valeurs 

approchées de k et de C, les substituer dans les seconds membres pour 

passer à une seconde, puis à une troisième approximation, etc. 

Malheureusement, ces quadratures ne paraissent guère calculables: 

la solution est done plutót théorique que pratique. Nous allons voir 

comment il est possible de parvenir à une solution effective, au moins 

quand lamplitude des oscillations n'est pas excessive. 
Y 25 : . k ) 

A cet effet, considérons d'abord la fonction 0 = 2 arctg (y ena) 5 
c ; 

qui vérifie rigoureusement, comme nous l'avons vu, l'équation (33) du 

pendule ordinaire, et cherchons les premiers termes de son développe- 

ment en série suivant les puissances entiéres et croissantes du module #. 

En tenant compte de 4? et négligeant k*, on trouve successivement: 

— 
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.s 
? 

ke? 

= 
d ig rts : 

OS ige de (1 + >sin g)=¢+ (p — sing cos e), 

0 eeu Gi 

„2 

g=amu=u ir — sin 4 cos 4), 

k? 

cna = COS AM 4 = cosu + 4 Sin u(u — sin # cos 4), 

k k*4 [. kh ^ 
penu = ki + = )| cos En yu u(u — sin u cos u) | 

k? ee ; 5 
= tes u + z COS + 4 Sn u (u — sin «4 COS «)], 

/k k* ke. ) bu, 
aretg (— enu) = kcosu + —cosu + —sinu(u — sinu cosu) — — cos! u, 

k 2 4 3 

E =: - ER 
0 = 2k cosu + k° cosu + —sin u(u — sinu cosu) — — cos’ u, 

3 

Te : 
0 = 2k cosu + s cosu + 3u sin — cos? u). 

Mais 
3, __ COS 3 + 3 cos u 

COS" u 
4 

Done enfin: 

- k° À ks 
(38) 4 — 2kcosu + 2419 cosu + 12u sin u — cos34] = 2k cosu + a4 IQ) 

en posant pour abréger: 

|. flu) = 9 cosu + 124 sinu — eos 31. 

: PEE 
L’erreur commise est de l'ordre k*, c'est-à-dire sin". Supposons 

2 2 

o . , rer . . y x 

par exemple 0, = 20°, ce qui représente déjà une oscillation tres notable: 

. , 4 . Tee , M I 

alors k* serait égal à 0,00091, inférieur par conséquent a coo bone 

un pendule oscillant de 180°, c'est-à-dire atteignant l'horizontale à chacune 

de ses elongations, on n'aurait encore pour k* que la valeur 0,25. 
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tevenons à l'équation (32), et, pour l'intégrer, posons 6 = © + pe, 

en admettant d'une part que p^ est négligeable, d'autre part que la 

quantité « est égale à langle @ de la formule (38), et vérifie par con- 

séquent l'équation (33). ll vient ainsi: 

(39) dui 6 cso = F(u) 

en posant: 
dq do 

F(u) = — («SS + 25"). 

L’équation (39) est une équation linéaire, du second ordre, par rapport 
; Qm k° : 
à c. Si l'on remplace w par sa valeur 2k cosu + z,/ 0) et si l'on con- 

tinue à négliger k*, l'on a: 

(40) = + (1 — 2k? cos’u)e = Ak + Bk? 

avec les notations: 

A = 2ucosu + 4 sinw, 

I [2 Y Be en u + 2f'u). 

Introduisons quatre fonctions auxiliaires a, 8,7, 0, en posant: 

€ — a + kB + ky + E, 

fonctions que nous assujettirons à s’annuler, ainsi que leurs dérivées pre- 

mieres, pour la valeur particulière # = 0; puis, après avoir substitué 

cette valeur de ¢ dans l'équation (40), annulons séparément les coefficients 

des puissances de A, jusqu'à la troisième inclusivement (la quatrième étant 

toujours regardée comme négligeable) Nous avons: | 

a 00, 

fb’ + B= À, 

ae ea COS 

ó" +0 = B+ 28 cos? a, 
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fonction a est identiquement nulle, et qu'il en est de méme, par suite, 

de y. On a donc simplement à calculer 8 et 9 au moyen des deux 

équations: 

On voit d'abord qu'en vertu de l'hypothése à = a’ = o, pour # — o la 

E" + B = A, 

0" + 0 — B + 28 cos*u 

et à prendre ensuite: 

e — kB + ko. 

Le calcul de 8 conduit à la valeur: 

9 u* sin u — 3u cosu + 3sin u 
Î = . 

2 

On en déduit: 

2 2 

28 cos’u = 3 (sinw + sin 34) + z (cos 3u + 3 cos uw). 

D’autre part, de la relation: 

f(u) = 9 cosu + 124 sin — cos 3u 

on tire: 

== — uf” u + 2f'u) 

1 ; : , 
Sia 12u* sinw + 39u cosu + 6 sinu + 9u cos 34 + 6 sin 34]. 

Done: 

: A : L. I ; tha 
eo + 0 — au’ sin a + au cosu + - sinu + ;u sin au + au cos 3u + 5 sin zu. 

Pour intégrer cette équation, il suffit de former la somme des inté- 

grales correspondant aux divers termes du second membre; on choisira 

ensuite les constantes arbitraires de manière à avoir d = 6’ — O pour 

u — 0. Le résultat est: 

320 = —- 4u? cos u + 11u?* sinu — u cos u — u? sin 3u — 3u COS zu + 4 sinu. 
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Finalement, les oseillations d’un pendule lentement variable sont 

représentées par la formule: 

ES 

2 

k s 
(4 1) 9 = 2k cosu + 2; 0 cosu + 120 sinw — cos 34) 

rk : - 
+ (u? sin wu — 34 cosu + 3 sin u) 

p? . . . 

ak ET (— 4w? cosu + r1u^ sinu — u cos — u’ sin 34 — 34 cos 3u + 4 sin u). 

Je rappelle que k désigne le sinus de la moitié de l'angle d'écart initial; 

, x . b « : . d E 

p, le nombre, suppose tres petit, Soon et x, la variable Vr. Cette for- 
V a a 

d 5 
mule donne dis pen? cor elle suppose done que la vitesse angu- 

at 

laire est nulle à l'instant initial. Le terme 2% cosu correspond aux oscil- 

lations infiniment petites du pendule ordinaire; le terme multiplié par 
3 

25 représente la correction nécessaire pour tenir compte du fait que les 

: : 5 FOROR pk pk? 
oscillations sont finies. Les termes multipliés par 2 et par e font 

connaitre l'influence perturbatrice de l'allongement. 

Quand on néglige £^, la formule (41) doit devenir équivalente a la 

formule (25). Il est aisé de vérifier en effet que, si l'on remplace dans 
* Y D 7 . . \ . 

cette dernière 7é par u et d par nt et si lon continue à traiter p 

comme un infiniment petit, il vient: 

= 192 e ca : 
= p cosu + 4€ sin 4 — 3u cosu + 3 sin «). 

L'identité a donc lieu en prenant p = 2k. 

Comme application de la formule (41), cherchons quelle est la durée 
d'une demi-oscillation, depuis l'élongation correspondant à l'origine du 

. . . . , A TT 
temps jusqu'au passage suivant par la verticale. Si l'on fait # — -, on D E 

trouve aisément: 

T | pk (x pk? 6, = P7 ETT (= 4 3) + (ar + 4) 
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et: 

TEA | eal Skpr , pk? fz* 

dt x ne ‘dus ‚| — ak of. cap + 32 (s 5 8x) | 
3 2 

La valeur «= correspond à l'instant t =—, ou Byes A cet 
2 27 2 g 

instant, le pendule, pour atteindre la verticale, a encore à parcourir l'arc 
: His a ed 2 

0. avec la vitesse négative = . La durée de la demi-oscillation est done 

= 2 
égale a: 

x V a e 
2 ei is ue 

di / x 
2 

En faisant le calcul, dans les conditions d'approximation déjà convenues, 

on trouve: 

Ve en 
: AC o) B c E 

En remplaçant k, c'est-à-dire sin, par l'arc, ce qui est évidemment 

permis puisque k n'intervient ici que par son carré, on peut encore écrire: 

(a2) TV (+6) e (ei) Mor n 

Précédemment, en négligeant p?, nous avons trouvé le temps: 

T duc MER cim 12b 
eng ig y 

| désignant la longueur à l'instant du passage par la verticale, pris pour 

instant initial. Ici, nous trouvons en négligeant également p°: 

z,/a m+ 12b zm 
Si l'on veut établir la concordance de ces deux résultats, il faut se placer 

dans des conditions identiques, c'est-à-dire considérer la demi-oscillation 
Acta mathematica, 19. Imprimé le 13 avril 1895. 31 
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pour laquelle la longueur du pendule est a à l'instant de l'élongation, 

et | à linstant du passage par la verticale. Ceci oblige à renverser le 

sens de l'un des deux mouvements et à écrire, par exemple: 
\ 

: Tove. dt A, 

r ZnyEg {ou 9^ 

a 
Puis il faut poser: | = a+ 0T — a + = ie d'ou: 

mb \ 2, /a zb z5— 12b Tit M -iV*( ze 
: 2 * g S aa) 200 19 m 4Vag 16 g 

; x, /a x + 120 

r= 7/84 UN 

On a done bien l'égalité T = T". 

TNR 
Pendule conique. 

Les équations, en coordonnées rectangulaires, du mouvement d'un 

pendule conique sont, en continuant à désigner par 7'la tension et par 

!.la longueur: 
| dz a 

ago Ws 
d*y AE 
analis uitio: 
d'a 2 

Si l'on pose: 2? + y* = r?, d'où r* + # = I on a: 

dx dy dr 

Tat Vag ae 
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D'autre part, le théoréme des aires donne: 

52 Lee, 

ta ae 

c étant une constante. On tire de là: 

e +0 Ga) + Gi) =e en) 

(5 (E) 

at rag + (ar) et) 

ou: 

On a aussi: 

et par suite: 
La ie REN Er 

Tre ra ri 

Mais: 

d’x d’y r° 
Ora t+ Yaa + T7=0 

On est ainsi conduit aux deux équations: 

d’r tee 

ap tr RUE 
d’z 2 

Fr A 
qui, par l'élimination de la tension, donnent: 

dz dr eZ 

pee ie Se hae 

Soit maintenant @ l'écart du pendule par rapport à la verticale. On a 

évidemment: 
y = l sin @, 

2 —:l cos@, 

p eee 
" dt? di di a) 
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et par suite: 

c? cos # 

sind 7 

d dé i 
(43) j ae a) + gl sin 0 — 

Pour définir complètement le mouvement, il faut encore exprimer, en 

fonction du temps, l'angle g que forme avec un plan vertical fixe le 

plan vertical mobile qui contient à chaque instant la tige. (Cette ex- 

pression est fournie par le théorème des aires, qui donne: 

; de 
(44) lsin* 67 ECL 

Si lon suppose, comme précédemment: = a + bt, l'équation (43) 

peut s'écrire: 
d°0 d : 
en + 20T + g sin 0 — 

c° cos 0 — = 

"sm ~? 

ou bien: 

d°0 Qo. djs c? cos 4 

unes qa oe! t) S 

Nous nous bornerons au cas des oscillations assez petites pour qu'on 

puisse remplacer sind par 0 et cosÓ par l'unité (ceci revient à négliger 

0*, tandis que, dans le cas du mouvement plan, il suffisait de négliger 

l : un 
07. Remplacons en outre 9 par i et 5 par x. Il vient ainsi: 

d'u AL be? I 

da? x gw 

Soit enfin v= Ye; nous obtenons l’equation tres simple, au moins en 
g 

apparence: 

— + -—-— — 0. 
(45) da? ur zu: 

Soit « une solution quelconque de cette équation réduite à ses deux 
H 

premiers termes, c'est-à-dire une solution de l'équation (9), et posons: 

v = dw 
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d’ou: 

dv dw da 

ea ee 

d’v E d? wo : dÀ do d'À 

d? "dg dede Ta 

En substituant, nous avons: 

di dw d^ À MI 

dede ' Cdp Fo 

ou: 
2d, d ( adà\ 2 da 

da dx ds) 

L'intégration est immédiate et donne, en appelant A une constante: 

d'ou 

Soit B une autre constante; une seconde intégration donne: 

2 

?-4- A ate) 

"Vis Au? e) : 

Pour interpréter ce ré- 

Done enfin: 

Telle est l'intégrale générale de l'équation (45). 

sultat, remarquons que les deux fonctions: 

dimi 0, = Yan a +B) 
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sont deux intégrales particulières de l'équation, (9), intégrales liées par 

l'unique condition: 

do, do, 

(46) PEN MR 

Si done o,, o, sont deux fonctions vérifiant à la fois les équations (9) 

et (46), on peut écrire: 
U = Joi + wi. 

hevenons maintenant aux notations primitives, qui donnent: 

oe! be 
7 q 

et soit de méme: 

oO, be RD be ’ 

bad ir 
Nous trouvons: 

(47) 0 = Ja + 6 

avec les conditions: 

| TAL 

d*8, dé, de 
IP +- 20 +90, = o, 

(48) | 

dd dé c 
2 1 

(49) ur va cru 

Les deux équations (48) montrent que 4, et 0, sont les angles d'in- 

clinaison de deux pendules plans, de méme longueur que le pendule conique. 

Les équations (47) et (49) prouvent d'ailleurs /qu'on peut écrire: 

0, — 0 cos o; 0, =Osing, 

sed, 2929€ l°0 de 

Cette dernière équation est identique, pour le degré d’approximation 

adopté, avec l'équation (44): la fonction g a done dans les deux cas la 

| 
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méme signification, c'est-à-dire qu'elle représente l'angle compris entre 

un plan fixe et le plan vertical du pendule. Nous concluons de là que 

0, et 0, sont les projections de l'angle # sur deux plans fixes, verticaux 

et rectangulaires. | 

En resume: 

Le mouvement du pendule conique s'obtient en composant les mouve- 

ments de deux pendules qui oscillent dans deux plans fixes rectangulaires, 

suivant les lois précédemment établies. 

Ce théorème aurait pu être énoncé immédiatement, en remarquant 

que traiter l'angle d'écart comme un infiniment petit, c'est confondre la 

longueur du pendule avec sa projection sur un plan vertical quelconque, 

d’où il suit que la projection varie uniformément, aussi bien que la longueur 

elle-même. Mais les calculs qui précèdent vont nous permettre de discuter 

complètement le problème, au moins dans le cas du pendule lentement 

variable. 

A cet effet, représentons #, et 0, au moyen de la formule (25), en 

attribuant. à la phase d deux. valeurs différentes, &, et d,. Soient en 

outre o, et o, les deux valeurs de la constante p. Nous avons: 

(G9 — lm) sin Gt — 4) — P eost — pn), 
4 PTE 

ie p,(1 —} ort) sin (y£ — 4.) = cos (rt — $,). 

Si nous écrivons que SAIS (49) est vérifiée identiquement: après 

qu'on a remplacé a par =, cest-a-dire par Fit — 2prt), il vient, 
(a i bty 

toutes réductions faites: 

(51) | pp, Sin (f, — d.) = + =a 

Supposons que les deux plans fixes rectangulaires viennent à tourner 

d'un angle © autour de leur aréte. Les constantes p, .9,, &, , d, prennent 

de nouvelles valeurs Pi» Pa» Pts Po, et un caleul elementaire montre que 

l'on a: 

20102 cos (d — d) = (o3 — pi) sin 2e + 20,0, cos (D, — V.) cos 2c. 
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Si donc l'angle c est choisi de manière à avoir tg 20 = rs cos (d», — di), 

“ces , X. Æ . . 
la nouvelle différence de phase est égale à 2t D'ailleurs, en choisissant 

convenablement l'origine du temps, on peut faire en sorte que d; soit 
, r \ T 

nul, et par conséquent d; égal à d Effacons en outre les accents, 

devenus inutiles, de p; et pj, et, pour abréger, remplacons 7¢ par u. 

Dans ces conditions les équations (50) et (51) sont remplacées par les 

suivantes: 
U 

= COS 4 — = (3 cosu + u cosu), 

(52) 

DIS DI» T2 

= sinu— (3 sinu + u sin), 

Pi? 1,52 E 

La dernière détermine la constante des aires en fonction de p, et p,. 

Les deux autres font connaitre, en fonction du temps, les angles 6, et 6, 

ainsi que l'angle e compris entre le plan fixe des 9, et le plan vertical 

du pendule; car on a, d'aprés ce qui precede: 

On peut aussi trouver la courbe tracée par la tige du pendule sur 

un plan horizontal fixe, mené, par exemple, à la distance ı du point 

de suspension. Si les traces des deux plans verticaux sur ce plan hori- 

zontal sont prises pour axes des x et des y, les coordonnées de la trace 

du pendule sont: 

% — i y = 0, 

et les équations (52) donnent immédiatement, en négligeant p*: 

(2) + a= =
 — Pare tg E 

C'est une courbe transcendante, peu différente d'une ellipse. On peut | 

encore dire que la tige rencontre constamment, sur le plan horizontal, 

—"—————— 
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une ellipse qui varie lentement, en restant concentrique et homothétique 

à elle-même. Les deux axes ont pour valeurs: 

pl: = pare tg 2" et e| 1 E. arc tg ̂ : 4 
1 

327 Au bout d'un demi-tour, le rapport d'homothétie est 1 —°"~, ce qui 

concorde avec le résultat trouvé en parlant de l'amplitude des oscilla- 

tions planes. 

Ces conclusions seraient évidemment modifiées si l’on cessait de re- 

garder les oscillations comme infiniment petites. Il est presumable, d'après 

ce qu'on sait du pendule conique ordinaire, que l’on trouverait alors une 

ellipse lentement variable, toujours semblable à elle-même, mais tournant 

autour de son centre. Reculant devant la longueur des calculs, je n'ai 

pas essayé de vérifier cette supposition, 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 17 avril 1895. 32 



Te à Lee PLNS 

pec ar hi POET LESC 

" A. sup "iow tf pére utis m, ts 

Hn . 2M | inal we "tomes AE 

| : eue s = Ei I 5 à purs Ah ae . 

| "2. e d or = af Ach aati «eta dat. 
+ itii "T " PEU, v. Wc LA k a lotes tv tho 3 2 Pk dn | 

TIN PU aln: vidit guai d. dieu m No del 

+ «nt bigot anligcaburh duri ] cle tiges 9.9400, casting ture. 

bá rs inae. M ANS too. TS" : mein 

op een nl In ensi equi. Wire forts aqu duoiamloaon- 180. 1*5 

ieu Te ido om ere He «uae TE visit ML. dri otfalffnao "agi hp - | 

a ron taf n s nhe t hi "uufftacn "nih with Ain ila’ vp 5; Fah 

Ferner Sint ardent Lei Se i ire Didi niámeTast. Ball; Du 

2 

£r ent ae Adi eae MCA ava Tati | Maria doa M Mure! Y: 

7 j + oie te n Hy AY ab Ame eli 7 

' ht : om : | 

té 
€ 

14 4 | " eae kr M. 

f 1 à 4 > - Erd 
4 : E Û - j 

ee ch 

_ 



a de 

SUR LES EQUATIONS DE LA DYNAMIQUE 

PAR 

" R. LIOUVILLE 
à PARIS. 

Introduction. 

L'Académie des Sciences de Paris avait proposé, comme sujet d'un 

prix à décerner en 1894, l'étude des intégrales algébriques des équations 

de la dynamique et partieuliérement des intégrales quadratiques. Le 

travail, que j'avais présenté à ce concours et auquel une mention ho- 

norable a été accordée, se composait de deux parties. La premiere, se 

rapportant à une certaine interprétation des équations de la dynamique 

et surtout à l'étude de leurs intégrales quadratiques, est reproduite dans 

le présent Mémoire, sans autre changement que la suppression de quelques 

détails, mieux à leur place parmi d'autres recherches. 

Zn ce qui concerne les integrales quadratiques, je n'ai point fait 

porter mes efforts sur toutes les categories dans lesquelles ces intégrales 

peuvent étre rangees. 

L'objet principal des premiers paragraphes de ce Mémoire est, au 

contraire, la définition précise d'une certaine espèce d'intégrales quadra- 

tiques, à laquelle celle des forces vives appartient toujours lorsqu'elle 

existe et qui jouit de propriétés trés distinctes. 

Le sujet ainsi limité se trouve en liaison étroite avec un autre pro- 

bléme, déja étudié sur certains points par plusieurs auteurs, c'est celui 

de la conservation des trajectoires. On sait en effet que, dans certains 

cas, les équations de la dynamique admettent des transformations, diffé- 

rentes de celles qui consistent dans un simple changement des variables 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 17 avril 1895. 
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et susceptibles d'étre employees sans altération des trajectoires. Le mouve- 

ment sur ces trajectoires est en général modifié, mais il peut aussi ne 

pas l'être et l'on construit sans peine des exemples pour lesquels se produit 

ce fait assez singulier. Quoiqu’il en soit à cet égard, les problémes ad- 

mettant les transformations indiquées font aussi connaitre, parmi les inté- 

grales du second degré des équations de la dynamique, des classes douées 

de caracteres spéciaux. Il faut toutefois séparer, dans toute cette question, 

deux points de vue presque opposés, car on peut faire l'une ou l'autre 

des deux hypothéses suivantes: 5 

A. 1' hypothèse. Les forces sont nulles, ou bien elles dérivent 

d'un potentiel et l'énergie est une constante donnée; il est bien connu 

qu'à ces deux conditions répondent des équations de méme espèce. L'étude 

des transformations conservant les trajectoires n'est alors rien autre chose 

qu'une question relative aux équations différentielles linéaires, à une seule 

variable; c'est ce que peuvent établir les § 1, 2 et 3 de ce travail et 

voici la question dont il s'agit: 

On donne un systéme d'équations différentielles linéaires, 

da — 2:49 dz, = o, 
(Ah) 

(1) 
dz? + >> pida? das 9; 

dans lequel les inconnues sont 2,2”, ...,2””; les coefficients p/ sont 

des fonctions données de m variables z,, 3,, ..., v,, liées elles-mêmes a 

lune d'entre elles, par m—ı équations qui ne sont pas connues.  Com- 

ment doivent être choisies les fonctions données p/, afin que le systeme 

linéaire précédent admette une, deux ou plusieurs intégrales, contenant 

au second degré les inconnues 2 et indépendantes des liaisons supposées 

entre les x,? 

Je démontre que, sil existe une intégrale de cette espéce, il y a un 

probléme de dynamique correspondant aux équations linéaires mentionnées; 

sil existe deux intégrales, il y en a m en général, distinctes ou réductibles; 

chacune d'elles définit un mouvement et, lorsqu'on passe de l'un à l'autre 

de ceux-ci, les trajectoires ne sont pas changées. De plus, les équations 

de ces mouvements admettent des intégrales quadratiques, d'ordinaire au 

nombre de m, ($ 3). 
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On peut imaginer que le systeme (1) n'admette aucune intégrale 

quadratique; cela n’empéche point quil lui corresponde des équations 

différentielles, analogues à celles de la dynamique et, comme elles, s'offrant 

sans cesse les mémes, quel que soit le choix des variables m,, ,,..., 2 2? m* 

Je dirai que ces équations ont méme aspecí que celles de la dynamique; 

certaines conclusions relatives à ces derniéres conviennent aussi aux équa- 

tions de méme aspect, dont la généralité cependant est plus grande. On 

voit qu'au contraire, les intégrales quadratiques dont il vient d'étre question, 

sont, d'aprés leur nature méme, réservées aux équations de la dynamique 

proprement dites. 

Il serait naturel d'étendre ces recherches en proposant d'attribuer au 

systeme (1) une ou plusieurs intégrales linéaires, une ou plusieurs inté- 

grales de degré supérieur à deux;' je laisse les intégrales linéaires, pour 

lesquelles le résultat est simple et sera développé dans une autre occasion; 

quant à celles de degré supérieur à deux, on serait tenté de penser 

qu'elles n'existent pas, si l'on n'avait pu former des exemples pour lesquels 

se présentent m intégrales quadratiques; or celles-ci permettent de con- 

struire des intégrales, de degré supérieur à deux et méme assez variées. 

La question est alors de savoir sil y a, pour le systeme (1), des inté- 

grales entiéres, hormis celles qui résultent ainsi des combinaisons de quel- 

ques autres, soit linéaires, soit quadratiques. Cela est impossible et la 

démonstration se fait en quelques mots ($ 4), sous la réserve d'un cas 

exceptionnel, dont l'examen complet ne m'a pas paru nécessaire en ce 

moment. 

La recherche qui reste à faire est celle des problémes de dynamique 

pour lesquels les équations linéaires correspondantes (1) admettent, soit 

une intégrale linéaire, soit une seconde intégrale quadratique. Sur ce 

point, voici les résultats contenus dans ce mémoire. 

Comme conséquence des relations précédemment établies, j'indique 

d'abord une solution assez étendue et qui convient quel que soit le 

nombre des variables x,. Afin qu'elle se présente, il faut et il suffit 

que les deux formes quadratiques conjuguées, je veux dire correspondant 

aux mémes trajectoires, puissent étre simultanément réduites à ne contenir 

x Les équations de la dynamique correspondantes auraient aussi des intégrales de 

ces mémes degrés et d'une nature spéciale, 



254 R. Liouville. 

que les carrés des differentielles; il entre, dans les coefficients de ces deux 

formes, m fonctions arbitraires et chacune de celles-ci dépend d'une variable 

unique. La solution ainsi trouvée offre une apparente analogie avec l'une 

de celles qui, liées à l'étude générale des integrales quadratiques, sont 

depuis longtemps connues, mais elle en est au fond tout à fait différente 

et constitue un cas d’integration nouveau, ($ 5). 

Au reste, à toute solution connue du probléme, le nombre des va- 

riables étant m, correspondent d'autres solutions, pour lesquelles ce nombre 

est un multiple de m et qui se déduisent de la premiere sans aucun 

caleul; ce théoréme est l'objet du $ 6. 

B. 2" hypothèse. Dans les problèmes de mécanique considérés, les 

forces appliquées ne sont pas nulles; ce sont des fonctions queleonques 

des coordonnées x, . X et, lorsqu’elles dérivent d'un potentiel, la 8559.4, 

constante de l'énergie doit rester arbitraire. Si lon veut étudier deux 

problèmes de cette espèce, différents et pour lesquels les trajectoires 

soient cependant les mémes, on rencontre d'abord une proposition, düe 

à M. Pamteve£: il existe en général, pour chacun des problèmes une 

intégrale quadratique, (S 7), une exception toutefois ayant lieu quand, 

aprés avoir fait évanouir les forces, les deux systémes auxquels on 

parvient sont de la catégorie examinée plus haut, (A). 

La démonstration donnée (S 7) se déduit des seuls éléments dont 

nous avons déjà fait usage; mais le théoréme acquiert par ce moyen une 

nouvelle signification et un degré de généralité tout différents; c'est ce 

que je voudrais expliquer iei, car cela est essentiel pour présenter la 

question sous son jour véritable. J'ai déja fait observer, au sujet de la 

premiére hypothése, que certains systémes d'équations différentielles ne 

sont pas susceptibles de définir l'ensemble des trajectoires dans un pro- 

bléme de mécanique proprement dit, mais offrent cependant le méme 

aspect que les équations de ces trajectoires et jouissent d'une généralité 

beaucoup plus grande. La méme chose a lieu dans le cas actuel et pour 

les mêmes raisons. L’intégrale quadratique, dont nous avons démontré 

lexistence, convient à ces problémes plus généraux que ceux de la mé- 

canique, dans les circonstances mémes qui étaient admises pour ces der- 

niers; cette existence n'est donc nullement liée, comme elle l'était dans 

la premiere hypothése, à celle d'un véritable probléme de mécanique 

correspondant aux équations étudiées; les deux faits sont au contraire 
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distincts, bien que sans doute leur réunion puisse motiver des conclusions 

spéciales. 

Il semble certain qu'entre les systèmes d'équations différentielles 

appartenant a des problèmes de dynamique et les systèmes plus généraux, 

de même aspect, il y a des rapprochements très nombreux. Le $ 8 de 

ce mémoire est consacré à en indiquer un, presque évident: s'il arrive 

qu'un probléme de dynamique admette une intégrale, rationnelle à l'égard 

des vitesses, il y a un systéme, de méme aspect, possédant une intégrale 

entiére par rapport à ces mémes quantités. 

Jajoute que les éléments employés dans toute cette théorie sont 

susceptibles d'applications assez différentes; c'est ainsi que d'une remarque 

faite au $ 2 résulte, pour tout changement des variables x, , 7, , ..., 2 12 "V m? 

le moyen de construire les invariants non pas seulement des équations 

de la dynamique, mais aussi ceux, bien moins accessibles, des équations 

de méme aspect, soustraites à toute restriction. 

La seconde partie du travail que j'avais présenté à l'Académie des 

Sciences de Paris concernait le probléme de la rotation d'un corps solide 

autour d'un point fixe; ce sera le sujet d'un prochain Mémoire. 

CHAPITRE I. 

8 1. Equations du mouvement, quand il y a une intégrale des forces 

vives, dont la constante est donnée. Systemes linéaires associés. 

Equations dw second ordre plus générales que celles de la 

dynamique. 

Quand un probléme de dynamique admet l'intégrale des forces vives, 

il eonvient souvent de regarder comme une donnée de la question la valeur 

de la constante qui représente l'énergie. Le probléme posé de cette 

maniére équivaut, on le sait, à celui des géodésiques généralisées, et, 

comme il est d'une importance et d'une simplicité particuliére, c'est à lui 

que se rapporteront un grand nombre des résultats suivants, notamment 
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ceux qui font l'objet de ce paragraphe. Si lon représente par 7 la 
demi-somme des forces vives, par 7,, 7,,..., r,, les paramètres, en 

nombre quelconque, servant à définir la position du systéme matériel à 

l'instant considéré, par ¢ le temps compté depuis une origine arbitraire, 

dans la formule 

2Tdt? = Xe, dx, dz,, 
(i. 4) 

qui détermine 7, les coefficients e,, sont des fonctions quelconques de 

2,,9,,..., m: Les équations du mouvement, 

Ern d /oTN. oT 
In a ( >) zr 
dt i. dt Nox; dti 

se développent alors ainsi 

(1) o, E D VS (tac Fenn den doy ( Zn ALE ALS he On, NS dad 
(A) : (A) TH 

et leur étude se rattache, comme on le va voir, à celle d'un certain 

systeme d'équations différentielles linéaires. 

Considérons en effet le systéme: 

dz — 252? dz, = o, 
(A) 

(2) 
de + 25 peda, =o, 

(nk) 

dont les coefficients sont des fonctions arbitraires des variables x, , x,, 

.,*,; je suppose ces dernières liées par m — 1 relations, qui d'abord 

ne sont pas données et je regarde 2), 2,..., 2” et z comme des in- 
connues satisfaisant aux équations linéaires (2). La derniére, z, qui joue 

un róle prépondérant, nullement influencé d'ailleurs par le choix des 

variables ,,...,%,, sera désignée sous le nom d'inconnue principale; 

les autres sont les inconnues auxiliaires. J’imagine que l'on veuille, dans 

les équations (2), isoler l'inconnue principale. Les relations établies entre 

les x, étant arbitraires, des differentiations, en général au nombre de m, 

permettent d'éliminer les inconnues auxiliaires et laissent une équation 

différentielle, d'ordre m, faisant connaitre z. Mais les relations adoptées 

peuvent être telles que l'ordre de cette équation soit abaissé. Pour qu'il 
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devienne égal à deux, les variables x, doivent étre assujetties à des con- 

ditions, qui les définissent d'une facon complete. En effet de la premiere 

égalité (2), on déduit 

d'z — Id dx, — Le” d’x, = o, 
(10) (A) 

, 
ou bien, d'aprés les égalités du méme groupe, 

(1) 
(3) 3) Les — r pida, da, | =o 

et le résultat cherché sera obtenu pourvu que ces équations différentielles, 

2 (h) ^) 
d'a, — 2; pi dei day Wg Din dae day: 

(4) (Gr) (i.k) 

de, de, 

soient vérifiées, quels que soient les indices h et 4. Cela étant, on en 

conclut la relation 

(5) dx, d?z — dz [de — X prado, da, | = 5 

ou l'indice h est à volonté. Le lien étroit qui existe entre ces équations 

et les précédentes (1) s'aperçoit sans peine. Ayant pris pour £ l'inconnue 

2, il suffit que les fonctions pl soient déterminées comme il convient 

pour que les systèmes d'équations (5) et (1) se confondent entierement. 

Je dirai alors que le systeme linéaire (2) leur est associé. On voit que 

les p^? ne sont pas des fonctions quelconques des variables z,.2,,.,.,7,, 

quand méme les coefficients e,, seraient regardés comme arbitraires. Mais, 

que l'on suppose au contraire, entre p/? et les x,, des relations à volonté: 

les équations (5) et, par suite, (4) conservent le méme aspect; la seule 

différence consiste en ce qu'il cesse d'y avoir des coefficients e,, corres- 

pondants. Dans ce qui va suivre, j'aurai souvent à considérer les équa- 

tions (4) dans toute leur généralité, mais j'imposerai d'ordinaire aux 

coefficients p{), que ces équations (4) ne déterminent pas d'une facon 

complete, une condition importante, c’est qu'il existe une fonction 2, dont 

les dérivées partielles s'expriment ainsi 

N 6 alogö _ Y yo 

(6) ; — — — im. 
9r, Q 

Acia mathematica. 19. Imprimé le 16 avril 1895. 33 
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Grace à cette hypothèse, si le systeme (4) et la fonction 9 sont donnés, 

toutes les quantités p(? sont également connues. Dans ce cas encore, je 

dirai que les équations (4) et le systéme linéaire (2) sont associés. 

On peut encore se représenter d'une autre maniére le lien qui 

rattache les équations (4) ou (5) au systeme linéaire associé. Considérons, 

sous la forme 

254,2" = constante, 
(A) 

une intégrale de ce systeme, pour un choix quelconque des liaisons 

établies entre les variables x; il est clair que les fonctions g, peuvent 

étre regardées comme des inconnues nouvelles, satisfaisant aux équations 

linéaires de ce systeme 

(2°) dq, — Y. Pat = 0, 

adjoint à (2). Pour définir les x, je suppose, outre les équations (2) et 

(2 les suivantes 

on vérifie sans peine qu'elles entrainent les équations (5) et n'en exigent 

aucune autre. En raison de sa simplicité, j'omets cette vérification. 

La nouvelle maniére, ainsi obtenue, de rattacher les équations (4) 

au systeme linéaire (2) ou plutót à son adjoint, est, à quelques egards, 

plus naturelle que la premiere, mais elle met moins en évidence l'un 

des principaux caracteres de cette connexion, son invariance pour tous 

les choix possibles des variables ©, , 2,...., r,. Au reste, alors que le 

systeme (2’) est en relations plus directes avec les équations de la dy- 

namique, telles que LAGRANGE les a construites, le systeme (2) est au 

contraire plus étroitement lié aux équations d’Haminron, c'est la con- 

clusion bien aisée à déduire des remarques précédentes. 

Lorsqu'il existe des coefficients e;,, leurs relations avec les quan- 

tites p^? peuvent être mises sous cette forme 

/ 96i 2) (h) 
(7) T is > (e, p + e (Pu) = ©) 

(A) 
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En effet, apres avoir remplacé z par ¢ dans les équations (5), on voit que 

pour les faire coineider avec (1), il est nécessaire et suffisant que ces 

identités 

(8) Y do, dz, | 5 — 10 + Eye, | = o 
Th ; 2 Oa; (k) 

soient vérifiées. Comme les indices h et h’ reçoivent toutes les valeurs 

< m, chaque produit dx,dx, a pour facteur 

9ej y I a I \ OCi.n I dew.n (S2 — 15 EY reu) + (PER + pie 
dr, 2 dry Ox; 

Mais la seconde parenthese a été déduite de la premiere en permutant 

h et À' et la somme des deux devant étre nulle, on en conclut 

dei. din Sen.n = (x) (9) mur p aua — EM pa dre, = o. 

Dans cette identité, je permute à avec h, puis avec #', ce qui donne les 

deux suivantes 

denn den dein' » X? 

2 dr; dry ot} : (k) 1 

(10) 
Mein | denn Oni 
FR dr, peto ES Yea = (x 

L'ensemble (9, 10) équivaut aux relations (7) et le laisse d'abord recon- 

naitre. On voit de plus que les pj? sont toujours déterminés quand les 

e,, le sont eux-mêmes, pourvu que le déterminant symétrique de ces 

derniers différe de zéro; or ceci est une condition remplie par les équa- 

tions de la dynamique. 
Soit 4 ce déterminant: il résulte immediatement des équations (7), 

eu égard aux propriétés bien connues des déterminants 

(11) dj + 242 piede, = © 
(i. A) 

et, d'aprés les formules (6), 

(12) A= co”, 

, . Ce . . 

B designant une constante arbitraire. 
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Soient //, des fonctions ainsi définies 

(13) Y Ee, LL Y Ee, on 

Voici, en tenant compte de (7), la conséquence évidente des egalites (13), 

(14) dE; A cd PGS: (E ih p^, sp devin, dr. = Oo, 
(hi) 

permettant de déterminer les E,, sans aucun intermédiaire. 

iéciproquement, si des inconnues doivent satisfaire aux équations 

(14), il est toujours permis de les supposer liées aux coefficients e,, par 

les relations (13); la facon symétrique dont les systémes (14) et (7) se 

correspondent suffit pour le faire voir. 

$ 2. Equations difjerentielles d’ordre supérieur formant un systeme 

incomplet. Invariants des équations de la dynamique ou des 

équations générales de méme aspect. 

Nous avons dit $ 1 qu'aux équations de cette espece 

2 py 2 Sa ne) 
dx, — À pi pda; de, d’ay — 2 Dia dac da, 

(1) (ik) (i.k) 
= a5) 

da, day 

qui comprennent comme cas particulier les equations de la dynamique, 

est associé un systeme linéaire, toujours le méme quel que soit le choix 

des variables #,. On peut a ce dernier rattacher toute une série de 

groupes d'équations entre les »,; ces équations sont analogues à (1), mais 

d'ordre supérieur a deux; elles forment des systemes incomplets, ou le 

nombre des relations distinctes est inférieur à m —.1. 

Il n'y a, pour les obtenir, qu'à différentier un nombre quelconque 

de fois la premiere équation (2 $ 1) et à supposer que les variables x, sont 

assujetties à des conditions telles que toutes les équations ainsi construites 

ne solent pas indépendantes. 
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Par exemple, si l'on pose pour abréger : 

Dax, = d’x, — D p)dz,dz,. . 

D'dr, = D.Ddz, = dDdz, m pt (de, Dax, + dx, Dax), 

etc., 

de la premiere equation (2 $ ı) il resulte 

d’z — 32" Dax, = o, 
( ) (A) 

2 
d’z — X3? D’dx, = 0; 

[C] 

ces relations et celle d'ou l'on est parti, 

dz — Za dx, = o, 
(A) 

cesseront d'étre indépendantes, si l'on imagine que les variables 

fassent à ces identités 

dx, dx, dx, 

(3) Dda, Dax, Dax, == 0, 

D dx, D’dx, TE das | 

représenter ainsi 

den, de, , day | 

(4) d'a. Dad», , Dds, | dg 

da, D'dz,, D’dx, | 

l’equation suivante 

(5)> f Lge = c 
(A) 

251 

x, Satls- 

dont m — 2 sont seules distinctes, Lorsqu’elles ont lieu, l'inconnue prin- 

cipale z satisfait à une équation différentielle du 3° ordre, qu'on peut 

Rien n'empéche de parvenir aux équations (3) et (4), en les rattachant 

au systeme (2’, $ 1). Eiles expriment en effet que, z étant donnée, il 

y a entre les 2 deux relations entiérement connues et non davantage. Or 
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peut étre substituée a Tune de celles qui constituent le systeme (2), 

puisqu'elle en est une intégrale et, les mémes conditions étant imposées, 

les équations (4) sont remplacées par celles-ci 

€ Au qi 

(6) dz (a, da, 

| 
| 

2,9% 
| 

d’z Dax, Dax, 

dans lesquelles la constante c est arbitraire. J’ajoute que les équations 

du second ordre étudiées au § 1 font connaître une solution particulière 

des équations (4) ou (6) de ce paragraphe. 

Jindiquerai une seule application des systèmes in omplets tels que 

(3); elle est relative au dernier d'entre eux. De l'égalité 

de — 34" dx, = o 
(A) 

peuvent étre deduites, on le sait, les suivantes 

d'a — > 2" Ddx, — o , , d"g—— 272? dy, = 0; 
(4) (A) 

mais, afin qu'elles cessent d'étre distinctes, il est nécessaire et suffisant 

qu'il y ait entre les x, une relation unique, d'ordre m, 

| dx, | 
| | 

Pan | * Dda m 
(7) | — : 

| || 

| Draz, | 

celle-ci constitue seule l'un des groupes d’equations lies d'une maniere 

invariante aux systèmes linéaires (2) et (2 $ 1 et, par suite, aux équa- 

tions (4) et (5) du méme paragraphe. Si done on considère, dans cette 

relation, l'ensemble des termes ne dépendant que des différentielles du 

premier ordre, cet ensemble est un covariant des équations (4) § 1. Il 

fait connaitre un moyen effectif de construire les invariants de ces équa- 

tions si générales, dans lesquelles toutes celles de la dynamique se trou- 

vent comprises. 
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Je me borne à ces observations sur un sujet dont l'étude détaillée 

n’est pas indispensable pour la suite du présent Mémoire. 

$ 3. Conditions spéciales aux équations de la dynamique. Pro- 

priétés correspondantes des systèmes linéaires associés. 

Généralisation du problème de M. Dini. 

Je conserve les notations du $ 1 et, admettant que les équations 

différentielles 
2 ( r ni 

| aa, — - pibda;dz, d'z, — = pip dada, 
(i.k) (i.k) | (1) = 
da, day 

sont celles d'un probléme de dynamique proprement dit, je considere les 

identités (7) $ 1, 

dei 
(2) SR a5 = (Deren + Divers) = O» 

ui traduisent cette hypothese. Elles ont, pour le système linéaire q yp P x 

(A) 
(3) da — 252? dz, = o, dz? + E pz? dy, =o 

(h.k) 

associé a (1), une signification tres visible: elles expriment qu’il possede, 

quelles que soient les relations établies entre les x,, m solutions telles que 

les expressions correspondantes de dz verifient la condition suivante 

(4) Yda- Zeadr da,. 
(Ah) 

Je deduis en effet des relations (3) celles qui sont satisfaites par les pro- 

duits z?2 et je trouve 

(5) d (e? 29) + x (pan Lip) ga. m 0; 

les équations (2) en definissent précisément une solution, indépendante 

des liaisons établies entre les «,, | 

(6) Be Sener ree 

et de laquelle on conclut la formule (4). 
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Le plus souvent d’ailleurs cette solution est unique, abstraction faite de 

l'indéterminée e qui la multiplie. Mais les conditions (2) sont susceptibles 

d’autres interpretations. Elles expriment que le systeme (3) possede une 

integrale du second degre, 

(7) I EB, 22 = constante, 
(A. A) j 

ou bien qu'il y a, pour le systeme adjoint à (3), une intégrale qua- 

dratique 

(74) 2 6,499, — constante, 
(h.h') 

quelles que soient les relations établies entre les x,. La constatation est des 

plus simples et ne mérite pas qu'on sy arréte, mais le fait est digne 

d'intérét, à cause de ses conséquences. 

Les conditions (2) étant supposées remplies, les relations (14) $ 1 P ? ? 

9E, 
N 

E 
ou : E (pi

 E,, cT Dy E
,.) = ©, 

sont aussi satisfaites; les notations suivantes 

Ein = fix KO , ü 

: I dlogd H (A) (A) 5 >> - (à) (i) ^ 
N° = (} jh) (is) © Pi pea Ar RT fied EE | 

(9) Dix ko? ( ys ) < , 1 i.k i.k am ; AE 

2 olog à 

m + I 0, 

permettent de les représenter sous une forme plus commode et changent 

les équations (1) en d’autres semblables, 

h 2 A ere à bY dada, d'y — Zi de; dar 
( I 0) = , 

dan da 

où figurent seuls les coefficients 4}. D'après les égalités (6) $ 1, ces 

derniers sont liés par les relations 

(11) Lb =o; 
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ils sont entièrement connus, si les équations (10) sont elles-mêmes don- 

nées et l'on voit qu'ils ne dépendent pas du déterminant 9. Il est aisé 

d'achever l'élimination de celui-ci entre les équations (8) et voici les re- 

lations ainsi. formées, 

tit = 2 EU fin s (iz) 
Oxy 

G) EG fat Weta)» [Ehe — B — 7) 20) 
Sfi. — „dir _ xU ia — OO fan — Uf bi h er 
dt; 9% BT 

mim — I)m Jh. 2 
leur nombre est "' EN ), ; jointes aux expressions des m dérivées 

A 2 log à H ee : : 
partielles, — 3 79 elles seraient équivalentes aux équations (8). De plus, 

vk 

à l'égard des quantités f,;, fix, le systeme (12) est purement linéaire. 

Ainsi et, comme conclusions des remarques précédentes, pour que 

les équations (10) appartiennent à un probléme de dynamique, il faut et 

il suffit que les équations (12) admettent une solution. Lorsqu'il en est 

ainsi, la forme quadratique correspondante 

(13) 2Tdt? = = e; dx, dv, 

se calcule sans difficulté, car les déterminants symétriques 

| E. tx | 

vérifient évidemment l'identité 

| E | : | e|
 = 1; 

par suite, d'aprés légalité (12) $ 1, 

I (14) [Eu = À 

et, faisant égale à 1 la constante c, qu'il est inutile de laisser arbitraire 

nne = Ifa] =o" 
Acla mathemalica. 19. Imprimé le 18 avril 1895. 3 34 
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D'ailleurs 

"pL 8 || By. x | 

p | me Br I 9E; 2 

c'est A dire 

(17) LE OS all fr.x | 8f | | 

Tel fa frere of 

de sorte que la forme (13) s'exprime de cette manière 

: TEE 2| fix | (3) due FE vo dr,dz,. 

On a vu que, les équations (10) étant données, le systeme linéaire associé 

ne l'est pas complètement: sa détermination n'est achevée que si l'on 

connait une certaine fonction caractéristique 2, dont le choix. d'ailleurs 

est à volonté. . | 

Ceci rappelé, jimagine que les identités (12) possédent, non plus 

une, mais deux solutions distinctes et j'accentue, pour les distinguer, les 

quantités qui se rattachent à la seconde. Il existe alors deux systémes 

linéaires, associés aux équations (10) et admettant une intégrale quä- 

dratique, quelles que soient les liaisons établies entre les z;. L’un d'eux 

répond à une fonction 2 définie par la formule, 

m + 1 

= fal ^. 
l’autre à 

jr | 5 

" Mais les équations (10) sont indépendantes de 4 et rien n'empéche de 

leur associer un systéme linéairé pour lequel la fonction caractéristique 

soit une constante. Soit ¢ l’inconnue principale de ce systeme, en sorte 

que, (§ 1) | 

2 S 40) 
dx» = = bi. dei da; ae 

18 pers = ==, (18) 7 
d en 
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Les relations (9) montrent qu'il en faut conclure 

FN Cn 2 . 
(19) de dee NE 7 4 log 9, 

c'est dire qu'il est permis de prendre 

(19) de = $t. da = |f. |de- 

Or les équations (10), qui sont celles des trajectoires du mouvement 

étudié, s'obtiennent en joignant au systeme linéaire 

(20) dy, — 2; Mr dz, = o, 
d (h.k) 

les equations suivantes 

dr; 

| (21) Eh 

et, puisque le système primitif 

(22) qi — DS, Pan da, = 0, 
| (hk) 

| répondant à l'inconnue principale z, à la fonction caractéristique 9, admet 

i une integrale wa 

ano! 1 3 
(23) se If PS — constante, 

lf E I? (i.k) fix 

le systéme (20) lui-même en possède une. 

(24) ve A A. = = ne 
ACRE) LE 

Les mémes choses étant vraies quand l'inconnue principale est z' et la 

fonction caractéristique ó', il en doit admettre une seconde, 

allel 
(i.k) ofı.r Al 

— constante; 
— 
to on Sr 

leur quotient, 

(26) 0 y ll [fe | des, dx, : c Verl eae, = constante; 
(i. fie (4) ick 

| 
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ou n'entre plus C, est done une intégrale des équations (10). Il est aisé 

de la transformer, en y faisant apparaitre dz ou, ce qui est la méme 

chose, dt, car l'équation (23) peut se représenter ainsi 

allie 2 HD da dan — e| fal |*at?, 

ce qui change (26) en une intégrale quadratique, 

I 9 fa k | de; dar ( | 
2 = - = constante. 
2) Il em Ofte dt dt = 

Mais il y a d'autres conclusions à déduire des relations (12). Comme 

elles sont linéaires, à l'égard des inconnues qu'elles renferment, s'il en 

existe deux solutions distinctes, les fonctions 

(28) Fa A fi =F Cfi; 

qui contiennent une constante arbitraire c, en font connaitre une solution 

plus générale, à laquelle s'appliquent aussi les considérations précédentes. g , 1 

Il a done en ce cas une intégrale quadratique 
ce -) 

I 9 | Py ye | de; day 

Ir] £z OF dt di 
(29) = constante, 

dont le premier membre est une fonction entiere de c; toutes réductions 

faites, cette arbitraire y figure en général a la puissance m— 1. 

Ainsi et pour conclure sur ce sujet: quand le systeme linéaire (20), 

associé aux équations de la dynamique, admet deux intégrales du second 

degré, ces équations elles-mémes admettent en général, outre l'intégrale des 

forces vives, m — 1 intégrales quadratiques, coefficients des différentes puis- 

sances de c dans le premier membre de l'équation (29). Au reste, si l'on 

considere les mouvements qui repondent aux deux expressions 

2Tdt? = Le, ,dx,dax,, 
(i.k) 

2T'dt? = Le’ ,dx,dx,, 
(i.k) 

(30) 

prises pour intégrales des forces vives, les équations (10) leur sont com- 

munes, et définissent leurs trajectoires. La question qui vient d’etre etudiee 
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n'est donc qu'une généralisation du probléme résolu par M. Dri quand 

les variables sont au nombre de deux. La transformation par laquelle 

on peut passer de l'un de ces mouvements à l'un de ses conjugués est 

immédiatement en évidence. Si l'on désigne, pour le premier, par f, 

pour le second, par /' la variable qui représente le temps, l'analyse 

précédente montre que l'on a 
3 

2 
a ——— "ml 

dg, wear dat-—a(ly , 

c'est à dire, à cause de l'égalité (15), 

(31) de |fz,] = dt|f..l- 

Quand 

d'ou suit 

lel = lealb 

la relation (31) se réduisant à dt = dt’, les deux mouvements considérés 

sont confondus; en d'autres termes, il y a deux intégrales quadratiques, 

qui peuvent jouer le méme röle que celles des forces vives. Afin qu'un 

pareil cas se présente, il est évidemment nécessaire et suffisant que les 

équations (7) § 1, 

9e, x 

Ov,’ 

NS h h 
dE Qo (Bere DIE Peux) zn 

où lon regarde comme inconnues les e;; et comme données les coefficients 

“), admettent deux solutions différentes. 

L'existence de semblables cas pourrait sembler incertaine a priori, 

mais ils ont été obtenus d'une facon explicite, lorsque les variables x, 

sont au nombre de 3 (Note de l'auteur, Comptes rendus, avril 1891). 

Quand il y a seulement deux variables, de tels mouvements ne peuvent 

se produire que sur les lignes géodésiques des surfaces à courbure con- 

stante. L'intégrale (26) a d'abord été signalée, pour ces cas, dans la 

communication qui vient d'étre citée. Le théoréme général a été donné, 

avec d'autres propositions, par M. ParxLEvÉ dans une note, insérée aux 

Comptes rendus de l’Académie des Sciences de Paris le 11 avril 1892. 

Le théoféme, établissant l'éxistence de plusieurs intégrales quadratiques 
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et les conditions pour qu'un système d'équations (10) appartienne à un 

probléme de dynamique, a été énoncé sans démonstration par l'auteur de 

ce Mémoire, dans une note inseree aux Comptes rendus de l'Académie 

des Sciences le. 25 avril 1892. 

CHAPITRE IT, 

§ 4. Imtegrales d’ordre supérieur a deux. Propriétés de certaines 

integrales, qui forment une classe séparée. 

Un point parait trés digne d'intérét dans la theorie qui vient d’etre 

exposée: les intégrales quadratiques trouvées forment une classe, dont la 

considération des systémes linéaires associés aux équations de la dyna- 

mique met en évidence les caracteres tout spéciaux. Voici en effet ce 

qui arrive d'ordinaire, quand les équations de la dynamique admettent 

une intégrale du second degré, 

SEN . dx; da, BE cun sts t 

end = constante, 

différente de celle des forces vives. 

Le systeme linéaire associé est adjoint au suivant 

(1) dq, — ande, = © 

et celui-ci possede, à cause des relations (5’) $ 1, une intégrale du second 

degré, 

(2) 2e,,q,q, — constante, 
(i.k) 

mais seulement, lorsqu'on suppose entre les x, les liaisons définies par les 

équations du mouvement, 

D NA [0] ‘ SD hy sat 
day — e pi uada, d YN Tin pig de; dag 

) G.A) (UA) 
to 

dx h d Ip 
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Tout autre est le cas étudié; l'ntégrale (2) appartient alors au systeme 

(1), quelles que soient les liaisons établies entre les x,, si pourtant la fonc- 

tion caractéristique est choisie comme il convient. Il serait naturel de 

faire, pour les intégrales d'ordre supérieur à deux, une distinction de 

cette espéce, en sorte qu'on est conduit à demander quels sont les pro- 

blémes de dynamique ou les problémes plus généraux répondant à des 

équations différentielles de méme aspect, pour lesquels l'un des systèmes 

linéaires (1) possède une intégrale d'ordre quelconque n, indépendante 

des liaisons établies entre les z,. La réponse à cette question est donnée 

par l'application d'un important théorème de M. DarBoux. 

Soit A cette intégrale d'ordre », que je suppose entière et homogene 

à l'égard des quantités 9. Quand les variables x, sont exprimées en 

fonction de lune d'entre elles, d'une manière quelconque mais défini- 

tive, le systéme linéaire (1) ne peut admettre une intégrale, telle que 

R — constante, sans en admettre d'autres, qu'on peut construire. Pour 

le faire voir, représentons par qj", 4°, , 9°”, m solutions distinctes 

des équations (1). Il est aisé de calcar is déterminant |4/?|, car, en 

tenant compte de (1), sa différentielle est donnée par la formule 

alge | = 2 PE | laf? | | dx,; 

en conséquence, 

le^] —5: 

c désignant une constante arbitraire; d'ailleurs à est une fonction des 

variables z,;, traitées comme indépendantes. D’apres la méthode de 

M. Dannsoux, tout covariant de R, où les g; sont prises pour les va- 

riables, multiplié par une puissance convenable de 9, donne encore une 

intégrale des équations (1) et cette intégrale est manifestement vraie, 

d'après la remarque faite sur à, quelles que soient les liaisons établies entre 

les z,, puisqu'il en est ainsi de l'intégrale R. 

De méme, tout invariant de cette derniére, multiplié par une certaine 

puissance de 9, doit étre une constante. Comme ce produit ne peut être 

une intégrale, ne contenant pas les q,, on doit, en égalant à une con- 

stante, trouver une identité satisfaite par les coefficients de l'intégrale R. 

La proposition précédente montre qu'il faut, pour l'examen de la question 

posée, distinguer plusieurs hypothéses. 
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1°. L'intégrale R est d'ordre impair: on sait qu'une semblable forme 

admet en général des covariants du premier degré; le systéme (1) possede 

alors, pour un choix convenable de la fonction caractéristique, une inté- 

grale linéaire à l'égard des q,. Le probléme correspondant est done l'un 

de ceux auxquels s'appliquent en particulier les méthodes du Chapitre I.’ 

2°. L'intégrale R est d'ordre pair: Elle admet en général deux 

covariants quadratiques; le systeme (1) posséde ainsi, pour un choix con- 

venable de la fonction caractéristique, deux intégrales du second degré 

et, comme conséquence, le probléme associé, qui est toujours wn probléme 

de dynamique proprement dit, se confond avec l'un de ceux qui ont été 

examinés. 

3°. L'intégrale R est exceptionnelle: ses covariants, soit linéaires, 

soit quadratiques, s'évanouissent ou bien ne constituent pas des intégrales 

différentes de R. Ces cas, s'ils existent, sont les seuls qui puissent donner 

lieu à des recherches nouvelles, analogues à celles dont le Chapitre I 

fournit. les éléments et cependant relatives à des problémes essentielle- 

ment distincts. 

8 5. Quelques solutions du probléme de la conservation 

des trajectoires. 

Les problémes de dynamique, susceptibles d'étre transformés sans 

altération des trajectoires, s'obtiennent, d’apres ce qui précéde, en ex- 

primant que les relations (12) $ 3 admettent deux solutions. Voici les 

cas les plus simples pour lesquels cette circonstance se présente. 

Considérons une forme quadratique,, 

(1) 2Tdt = aida, + aida + ...+ ada’, 

ou n'entrent que les carrés des différentielles et proposons-nous de choisir 

pour a,,..., &,, des expressions telles, 
1 

1? que les identités (12) $ 3. construites à l'aide de la forme (1), 

solent aussi satisfaites par une seconde forme quadratique, 
o 2° que cette derniére ne renferme, comme la précédente, que les 

carrés des différentielles. 

1 Tl est d'ailleurs possible d'obtenir tous les cas de cette espèce, donnés par une 

formule explicite. 

— 
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Or reconnait d'abord que, dans le probléme de dynamique attaché à 

la forme (1), les coefficients 077 sont déterminés par les formules 

PONE NN. log (aig) ACRI NC log (ai¢*) T eee a 9 log an 
i.k 92% 2 i.i 92, ) h.h a 9i; 

(2) | 
zd a 2 

BW =o, (i—k(k—h\i—h)z0, e-— ont — (CM IDEE dt 

en sorte que, pour la seconde forme quadratique, dont l'existence est 

supposée, les fonctions f,, fj,;, doivent vérifier les relations suivantes 

9 (fi..aie) ? log a; 9 (fix aia e") ur 94, , Gray E 
wes omoes ie. os re ere FRERE CN fis. zo z; Ie 

y Ox; 9x, di 

slip.) _ 202 yf ? E CC NC a(aan gf) y Mr oi 9 lo E gan 
9x, ii ER oz, LTD 

(3) 
2a; 9 log a; si Gi as 9 e) 

0,0. — 2 = or, —_ 1109) || —)}| 0, 
at fa ah Mh. te Wort Ln’ ? fin CEUX e Gi ; 

(Ua) 

(i — #)(i — h) Z o, (ji — M)(k — W) 0; 

de plus, fj, = 0, dés que à n'est pas egal à k. Le produit, 

um p, = Di 

est done une fonction de la seule variable z,, en vertu de la premiere 

équation (3); la deuxiéme équation du méme groupe est déjà satisfaite 

et la troisiéme peut se représenter ainsi 

9d i 

(4) 2 "n 2(d; — d, 
ME 9 E An 

| 

ce qui exige 

(5) a, = II (d, re Py) F mon) 
(KZ) 

ou bien, après une transformation évidente, 

(5) a, = II (¢, 2n d»). 
(Sh) 

"Les fonctions d, sont arbitraires, chacune d'elles dépend de la seule va- 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 20 avril 1895. 35 
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riable x, et le produit s'étend a toutes les combinaisons dans lesquelles 

À' est différent de ^. Comme d'ailleurs 

les coefficients de la forme quadratique Le,,dx?, conjuguée de (1), sont 
(i) 

donnés par les formules 
9 

m+1 2 
Torta Me Farms) I a; 

Fr = —, 

j fii 9,0, put Pm RC - P$ Pm fi 

Le probleme de dynamique attaché a la forme quadratique (1) admet 

m— ı intégrales du second degré, conformément au théoreme general; 

ces intégrales sont distinctes et comprises dans l'équation suivante 

(7) 
h dd Dn C ci de; 8 

NM (len - Er i 29 a; (=) = constante, 
() 

où la constante c est arbitraire. Entre ces résultats et ceux qui se 

rapportent à un cas bien connu, pour lequel les équations de la dyna- 

mique admettent aussi m intégrales du second degré, l’analogie n'est 

qu'apparente; les relations (5’) font connaitre en réalité un cas entiere- 

ment nouveau et répondant à des expressions tout aussi simples. 

§ 6. Transformation servant à déduire, d’une solution connue du 

problème, une autre solution, pour laquelle le nombre 

: des variables est plus grand. 

Je considere le systeme linéaire associé aux équations de la dyna- 

mique et je conserve les notations déja employées; je suppose que les 

æ, subissent une variation dx,; z et z^ éprouvent une variation corres- 
N. A) pondante dz, dz" et je pose 

(1) "e o, = ails agendi pon DI Fin, 
du systeme linéaire 

(2) dg — Zi” dz, = o, dg? + 95 pe" da, —10, 
(4) (h.k) 
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il résulte immédiatement celui-ci 

dé = X (C? da, J- CRED dis.) = 0, 

(h) 

(3) 
i i h he h NO h 9 M dee + y: | p'cdz, + EME + Beeren et dz, | NN 

(n.k) (A) 

Or il est de méme espece que la premier, mais le nombre des variables 

y est double; les equations differentielles qui lui sont associees sont 

ı° celles qui l'étaient aux équations (2), 

les suivantes 
dz, d C — dC s, a 

n 

+ Yael ner AL, Ami, + dr,dx, ,,) + N: 1 kx ae da da, — 
(i,k) (Quy. 

qui peuvent étre regardées comme représentant les variations des premieres. 

De méme, en posant 9g, = q,,,, on déduit, du système adjoint à (2), 

(2°) dq, — LE Di „IX, = O, 

celui-ci 

À | 2 X 

(3 ) Angi = à Ey (q, dz, 4x Ge Im+nd%,) boy d + m+h' dx; | 

(A.k) (A) 

qui est encore de méme espece. Je dis que chaque couple de formes 

quadratiques conjuguées, c'est à dire correspondant aux mêmes trajectoires, 

donne le moyen d'en construire une autre, où le nombre des variables 

est double. Pour le montrer, prenons un paramétre quelconque a, de 
9 ^ Y 

sorte que dx, = da. Supposons, de plus, que le probleme de dyna- 

mique associé aux équations (2) corresponde à deux formes quadratiques 

conjuguées: le systeine (2" admet une intégrale du second degré, 

(4) Ze, dix — constante, 
(i. 

donnée par la ee des formes considérées et de laquelle on conclut 

(5) ’ Fa (a Lan) ts DE $4 got, = constante, 
GE 9 
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c'est a dire 

dei.k 
(6) a ECTS mr In) + N Care s a, a: | = constante. — 

(i.k) (A) 

Voilà done, pour le systeme (3), une intégrale quadratique. Mais ce qui 

vient d'étre dit de la premiere forme attachée au probléme de dynamique 

considéré, peut étre dit de sa conjuguée, 

(7) Z eid — constante. 
(i. 

A cette derniere correspond donc une forme, semblable a (6), 

dei. 
(8) >». | e (d.d ex + did.) + did > Ven sd — constante, 

(EE (4) 

et constituant avec cette derniere une couple de formes conjuguées; c'est 

ce qu'l s'agissait d'établir. On remarquera que la construction des 

formes (6) et (8) n'exige aucun calcul et qu'une moitié des variables 

entre au premier degré dans leurs coefficients. 

8 7. Intégrales rationnelles. Propriété des équations différentielles 

de méme aspect que celles de la dynamique. 

Bien que la remarque, trés simple, contenue dans ce paragraphe, 

ne se rattache pas d'une facon iminédiate aux questions traitées dans ce 

chapitre et demeure en quelque sorte isolée, il m'a semblé utile de la 

présenter, avant de mettre fin à cette étude sommaire des problémes pour 

lesquels il y a une intégrale des forces vives. Je suppose donc quil 

sagisse d'étudier un mouvement pour lequel l'intégrale des forces vives 

existe et la valeur de l'énergie est une constante donnée. Les notations 

ordinaires étant admises, soient A et S des fonctions homogènes et entières 

APER da, R he, y N : 
des dérivées 7 ‚ une intégrale rationnelle, d'ou suit que R =o, S— o 

[i 1 

sont des équations invariantes. Construisons le système linéaire associé 

aux équations du mouvement et le système adjoint 

(1) dq; — 2 piaq,do, =O: 
(h.k) 
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da, 
On sait, ($ 1), que l'on peut remplacer m par g, dans chacune des fonc- 

tions R et S et, puisqu'elles donnent des équations invariantes, il faut 

avoir 

da f i oR dqi oR 
(2) aa a 2 

À étant une fonction linéaire des g,. Or, d'aprés (1), 

dqi 

(3) EDS > Dre did: 

et, Sl 

(4) = Aq. 

il en résulte 

oR é 
(5) E [ea ED: +: M our 2,4; | = RANG. 

(i) "i my Fi (A) 

Je représente par n le degré de À à l'égard des g,, de sorte que 

I oR 
R=- tu 

Gräce à cette identité, voici, sous une autre forme, l'équation (5), 

] +280 
(6) 53 [as i oc, mdi. voc "LI UAE qi An p | Oy 

zm I n 9qi 

Mais, aprés avoir posé 

( ) (mer - Lp (N) An po VO TD E ] \(h! A > 
7) Pin = ih? Dua poris Inns Priv = Ons (h s i)( Or: i) £O 

l'égalité (6) devient 

i8 > [e + an | = 0: 
(à) (h.A') 

comme consequence, les equations differentielles associees au systeme 

linéaire 

(9) ‘ . da — XL dz, = 0, dz + 2 Iz" dr, = o, 
(h.k) (A) 
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admettent À pour intégrale entière et homogene; mais celui-ci n'a plus 

d’une facon necessaire une integrale du second degre, rien ne prouve 

méme que, sans exception, 

dlogé = — Zu dx, 

soit une différentielle exacte. 

La conclusion est qu'a chaque problème de dynamique possédant 

une intégrale rationnelle, on peut faire correspondre un ensemble d’equa- 

tions différentielles, de même aspect que les équations de la dynamique 

et possédant une intégrale entière. 

CHAPITRE III. 

§ 8. Equations générales de la mécanique, quand Vintégrale des 

forces vives n’existe pas, ou, celle-ci ayant lieu, quand la constante 

de l’energie doit rester arbitraire. Systèmes linéaires associés. 

Equations différentielles de même aspect que celles de la meca- 

nique. Transformations avec conservation des trajectoires. 

Soit un système matériel, soumis à des forces quelconques X,, que 

je suppose fonctions des seules quantités z,, r,,..., ,.  Représentons 

E I da; dao 
Gf = — Sac = — 3 

encore par 

la demi-somme des forces vives: voici les équations du mouvement, 

(1) Y^. aa ae a 5 (es A’ mun. ue] de, day a x = 

“© Gan ^y Ov), 2 Qai ) dt dt 

auxquelles il est clair qu'on peut donner la forme 

(2) da, d^t — dt d?z, + dt. X pildz;dz, + p,di? = o 
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en déterminant les pl) par les relations déjà employées 

Q6j y dei.n den.n 
(3) 22 phares À + 0 

CE 92 9%; 

et, de plus, les p, par les suivantes 

(4) Lei pe = X. 

Considérons un systeme d'équations différentielles linéaires, 

dz — LA dz, = o, 
(5) b (ik, h «m 4 1) 

dz? + à pa das == O} 

dans lequel les variables sont 2,,%,,...,%m et Um4, = t, dans lequel 

en outre on suppose 

3 pi^ capitu 04 (ore irse qm , orsa sys O< hi << mi En), 

= Piımt = Pry (O< h<m), nr — 0. 

Les relations (2) dependent du systeme précédent comme, au $ 1, les équa- 

tions (4) dependaient du systeme (2). Nous dirons encore que les équa- 

tions lineaires (5) sont associees aux relations (2). Cette definition n’exige 

nullement, on le voit, qu'il y ait une forme quadratique 7’ dont les 

coefficients soient lies aux p/? par les identités (3). Si cette forme n'existe 

pas, les équations associées à (5) conservent le méme aspect que celles 

de la mécanique, elles sont cependant beaucoup plus générales, car 

1° les p, demeurent des fonctions quelconques de #,, r,,..., v 

2? les p/? ne sont plus assujettis qu'à ces conditions 

m 

(p) c Xu Es tees 

toujours supposées jusqu'à présent. 

Elimination faite de la variable z,,,, il y a, entre les x;, m — 2 

équations du second ordre, qu'on peut représenter ainsi 
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(8) ( p, AX,» — Py dr) (a x, — D ps? dax.) 

+ (Dy dx, Dh dz, (d*r, er » 2% dx; ax.) 

+ (pda, — p, dz, (dn, — E pito dz,dz,) = © 

ou, d'une facon plus simple, ($ 2), 

p, dz, Dis, 

(8°) pe da, Dex, — os 

py dt» Dax,. 

il y en a une derniere, d’ordre 3, cest la suivante 

(9) d log (dx, Ddx,, — dx, Ddx,] 

"nme n 
= dlog (p, dx, — p,dv,) + pa Dien — pw Bey] 

padaey — py den 

Les relations (8’) et (9) sont ce que j'appellerai les équations des tra- 

jectoires. 
Imaginons qu'il existe un second système linéaire, (5’), pareil à (5), 

qui corresponde aux mémes trajectoires et distinguons par un accent 

toutes les quantités qui s'y rattachent. Soient d'ailleurs 

2 2 

(10) SN ET dE GEL" 

Si, dans les équations associées aux systèmes (5) et (5’) on remplace z 

et 2’, respectivement, par €, C; elles conservent la méme forme, mais 

leurs coefficients deviennent 

D — po 1 dloga (ess 403 a OL à e log 2 
bir Ze Pix p m EI da, 2 bir > Pix) by; s Dii e m + ı 22; , 

UI i— kzo), i— h)(k — h)Zo, ih, km) < * E 

Po I dlogd 2 logo. ^d) — 10 — gy) 1@) — m 
DE = pi , bi = pus iv = pi + 

m + I 0% m +1 9%; 

2 2 

sr ESI DUPLO nen 
(12) b, = p.09", b, — p.075, 
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en sorte que ces deux relations, 

(h) 2 4 S^ 7 (1) , re 
d'g, — Z bY) da, da, — b, dC? pt d*x, — bir dada, — b,dC pe 

(13) (ik) a's ( ky te GES 
E KR GE TRE I —À— — rx 

day de den dc 

sont vérifiées à la fois, quel que soit l'indice h. Jen déduis d'abord 

(da die 
(14) P 10 — pU da;dr, + b,dé? — b,d£"| = ee Ne ao Te 

mais l’une des équations associées au systeme (5) était, d’apres (6), 

dx, ,1d^2 — dzd’x,,,, = 0 

et l'on en conclut 

am 7, (15) Oi he 

la constante c étant arbitraire; il y a une égalité analogue pour dé’. 

Dans l'un des deux problémes conjugués, par exemple le premier, je puis 

regarder c comme choisie d'une facon définitive, car c'est achever la dé- 

termination de l’inconnue auxiliaire df. Parmi les relations (14), j'en 

considere trois, qui répondent à des indices différents et j'élimine entre 

elles 
ditt dt 
dg’ dc 

far? (gE 

Le premier membre de l'équation obtenue est la somme de trois quan- 

tites semblables a celle-ci 

(idx — Md, )| (00 — 0) dx,dx, — b, de] 

et s'en déduisant par permutation circulaire des indices h, W,h’. On 

voit, en tenant compte de (r5), que cette équation est une identité ou 

une intégrale du premier probléme. Elle ne contient pas d'arbitraire, 

c'est done une identité. 

Par suite, les rapports 

h h be bon p 

Ge) í b, b, 
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que contient l'équation (14), ne dépendent pas de h, en sorte qu'on peut 

écrire 

20) (h) , , 
bir — bis __ dk ER 

b; B 2 by 2x Pg 
(17) 

Mais, pour rendre cette conséquence bien évidente, il est nécessaire d'entrer 

dans quelques détails. Dans l'identité 

(18) (b dac, — do) 3 (bx — b) dx;dr, — b,d£ À LD. 

je puis annuler dx, , dx,. La proposition devient ainsi manifeste, quand 

l'inégalité suivante 
(i — h\k — h) zo 

est vérifiée. Si jannule ensuite dx,, mais non dx, , dx,, jobtiens les 

conditions 

(19) uno gol ur pes elo 

d'ailleurs on sait que, d'apres (6), 

(20) Lo - L0? = 0. 

Il en résulte que les differences (19), dont la somme est nulle, doivent 

toutes s'évanouir. Les termes qui leur correspondraient ne figurent done 

pas dans l'équation (14) et la proposition énoncée est entierement établie. 

A cause des égalités (17), maintenant démontrées, les équations (14) 

se laissent représenter ainsi 

| by o dcc @c 
Ban al dC (21) | Ei dudo, + pac" — pac 

(ü.k) 

et, devant avoir lieu quel que soit A, elles exigent 

dic die 

= EIER 

(23) Da, ,dz,dx, + pag’? Lx pac tg: 
(ik) 
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De l'équation (22) on conclut 

(24) dé" = adt; 

la constante a est arbitraire et la relation (23) fait connaitre une inte- 

grale quadratique du probléme considéré. C'est ce qui justifie le théorème 
sulvant: 

Quand on peut passer du système (2) à wn autre semblable, en con- 

servant les trajectoires, il 4 a pour ce systeme une intégrale quadratique. 

J'ajute que les quantités 

sont des invariants de la transformation. 

Le théorème précédent a été énoncé par M. P. PAINLEVÉ, pour le 

cas particulier où les équations (2) sont celles d'un probléme de méca- 

nique. On voit qu'il sapplique également aux équations, beaucoup plus 

générales, de méme aspect. 

Il y a donc entre ce théorème et celui qui a fait l'objet du $ 3 

une différence essentielle et qu'il importe de signaler. Alors que ce dernier, 

d'aprés les considérations méme qui l'ont fait obtenir, caractérisait des 

équations appartenant à un probléme de dynamique, il n'en est nulle- 

ment ainsi dans le cas actuel. L'existence d'une forme quadratique 7’, 

dont les coefficients soient liés aux pl par les relations (3), impose à 

ces derniéres fonctions des conditions supplémentaires, qui ne sont point 

exigees pour l'existence d'une couple de systémes (2) correspondant aux 

mêmes trajectoires, ni pour celle de l'intégrale quadratique (23). 
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SUR UNE CLASSE D’EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES 

DU SECOND ORDRE, 

ET SUR LA THEORIE DES INTEGRALES INTERMEDIAIRES 

PAR 

E. GOURSAT. 

Le but final de ce travail est de faire connaitre une classe d’équa- 

tions aux dérivées partielles du second ordre dont on peut obtenir l'in- 

tégrale générale par l'application d'un procédé régulier, qui n'exige que 

l'intégration d'un systéme complet. Pour bien faire saisir la suite des 

idées, je suis obligé d'entrer d'abord dans quelques détails sur la théorie 

des caractéristiques et des intégrales intermédiaires. 

Les principaux résultats de ce Mémoire ont été résumés dans une note 

présentée à l'Académie des Sciences] e 19 mai 1891 (Comptes rendus, 

tome 112, p. 1117). 

ie 

1. Je vais d'abord rappeler les points principaux de la théorie des 

équations du premier ordre, en me placant au méme point de vue que 

pour celles du second ordre. Etant donnée une équation aux dérivées 

partielles du premier ordre 

(1) 1 Flo, y, 450, 9):='0, 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 23 avril 1895. 
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proposons-nous de déterminer une surface intégrale passant par une 

courbe donnée C, representee par les equations 

(2) a=f(t) y=g¢gt), #2=$(4), 

ou f(t), e(t) , P(t) sont des fonctions analytiques régulières du paramètre 

t dans le voisinage de la valeur ¢, qui correspond à un point (x, , y, , 2) 

de cette courbe C. S'il existe une surface intégrale de l'équation (1) 

(3) gi D(x , y), 

passant par la courbe C, d(x,y) étant une fonction analytique régulière 

dans le voisinage de la valeur x = x, ,y = y,, les coefficients du de- 

veloppement de d(r,y) ou, ce qui revient au méme, les valeurs des 

dérivées successives 
omn; 

== Wee 

y — Vo 

pourront se calculer comme il suit. Désignons par dz, dy , dz les diffé- 

rentielles relatives à un déplacement le long de la courbe C; le long 

de cette courbe, les valeurs des dérivées partielles du premier ordre p 

et q doivent vérifier les deux relations 

DEM (ENT ay: ENG) ER 

(4) | 
| dz = pdx + qdy, 

qui admettent, en général, un certain nombre de systemes de solutions 

communes en p et g. Prenons un de ces systémes de solutions; il dé- 

termine une développable 4, passant par la courbe C, a laquelle la sur- 

face cherchée, si elle existe, doit étre tangente. Pour calculer les derivees 

secondes r,s, ¢, nous avons d'une part les deux équations obtenues en 

différentiant l'équation (1) par rapport à z et à y successivement 

) + r+ S9 
of oF oF ol 

| Ou 92 1 op 2q 

(5) | 

| 
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d'autre part la relation 

(6) da — pd?y — qd^y = rdz? + 2sdedy + tdy’, 

ou da, d'y, d?z désignent f"(t)dt^ , e"(t)dt* , ("(t)d". On a done trois 

équations linéaires en r,s,t, dont le déterminant est, en posant 

oF ya pua ,_ 9F an eA AI. pl ng PME agit OE ib gp 9H. 9a Oy op 9q oz 

dx? 2dxdy dy 

Dish RP Q o | = (Qdz — Pdy)’. 

[e T Q 

Supposons que, pour le systéme de solutions adopté des équations (4), 

Qdr — Pdy ne soit pas nul. Les équations (5) et (6) donnent alors 

r,s,t. En différentiant de nouveau les équations (5), on aurait les dé- 

rivées du troisiéme ordre, et ainsi de suite. En général, les (n + 1) 

dérivées d'ordre x sont déterminées par (m + 1) équations linéaires dont 

le déterminant est 

dr" nda" dy es m g^ UR s. cA d" 

IP Q oO Oo 
D — 

Oo JP Q O 

Oo Oo Oo Q 

Pour trouver la valeur de ce déterminant, multiplions la 1*?* colonne 

par Q", lu seconde par — Q" ' P, la 3°% par Q'"^P', etc. et remplacons 

la premiére colonne par la somme de toutes les colonnes; il vient 

D = (Qda — Pdy). Si done Qdx — Pdy west pas nul, les valeurs de 

toutes les dérivées successives de z par rapport ax et à y pour x — «,, 

y — y, sont déterminées sans ambiguité de proche en proche. Il ne peut 

done y avoir qu'une seule intégrale analytique tangente à la développable 

4 le long de la courbe C. 
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2. Que la serie ainsi obtenue soit convergente, c’est une conse- 

quence du théorème général de Caucny. En effet, supposons que, pour 

( — t, f'(f,)) ne soit pas nul; on peut alors résoudre l'équation x = f(t) 

par rapport a ¢, et la courbe C est aussi représentée par l’ensemble des 

deux équations | 

y—f(v) . 2=8(x), 

f, et e, étant des fonctions régulières pour z — :,. Le changement de 

variables 

sz—X, y=f(X)+¥, 2=¢(X)4Z 
donne ensuite 

q= Q, p= P— Of: (X) + e&i(X), 

et on est ramené a chercher une intégrale de la nouvelle équation 

F= F(X, V+ A(X), 2+ eX), P— QA(X) + eX), Q) = 0 

. r Te - ee Re Pe X 
qui, pour Y — o, se reduise a Z — o. Si la derivee 50 nest pas nulle, 

l'équation précédente peut être résolue par rapport à Q, et on sait, d'apres 

les théorèmes généraux de Cavcny, qu'il existe une intégrale Z = (X, Y) 

répondant à la question et developpable dans le voisinage de X — o, Y —o. 

Or on a 
25 QD vc oF oF dyoF 
— = —— f}(X) + — =———_; 
24 9p 9g oq dx op 

si Qdr — Pdy west pas nul, comme on l'a supposé, on aura donc aussi 

25 | 

3975 

3. Si les équations (4) admettent un systéme de solutions pour 

lequel on ait en méme temps Qdx — Pdy =o, le raisonnement ne s'ap- 

plique plus; les équations qui déterminent les dérivées successives sont 

incompatibles ou indéterminées. Si entre les trois équations 

(1) ES Yq 2, 03.9) -—o 

(4) dz = pdx + qdy, 

(7) Qdx — Pdy = o, 

on élimine p et q, 



Sur une classe d'équations aux dérivées partielles. 289 

on est conduit à une relation 

(8) 0(r,y,2,dz,dy, dz) — o, 

qui définit des courbes gauches dépendant d'une fonction arbitraire. 

S'il existe une courbe satisfaisant aux trois équations (1), (4), (7), 

sur une surface intégrale représentée par une équation 

EE D(x , y) 

ou # est une fonction développable en série entière, on peut joindre aux 

trois relations (1), (4), (7) deux nouvelles relations. On a, en effet, 

X + pZ + Pr + Qs = 0, 

Y+gZ + Ps + Qt — 0, 

dp=rdx+sdy, dg=sde+tdy, on en déduit, en tenant compte de (7), 

de — dy — dz Fu. — dp sd 

(9) p Q. Pp4Qgq. K+. pe, 1.442 

Les valeurs de x,y,2,p,q déduites des équations (1) et (4) doivent 

donc satisfaire aux équations (9). Tout ceci est bien conforme aux ré- 

sultats connus. Les équations (9) définissent les multiplicités caracté- 

ristiques de l'équation (1), chaque multiplicité se composant d'une courbe 

C et d'une développable 4 passant par cette courbe. On sait qu'il 

existe une infinité de surfaces intégrales tangentes à la développable 4 

le long de la courbe C. 

L'équation (8) définit les courbes gauches qui ont les mémes tan- 

gentes que les courbes caractéristiques, c'est-à-dire les courbes intégrales. 

Or, on sait que, par toute courbe intégrale, il passe une surface inté- 

grale admettant cette courbe pour ligne singuliere. 

Avant de quitter les équations du premier ordre, faisons la remarque 

suivante. Etant donnée une courbe C, il peut arriver quil passe par 

cette courbe C une infinité de surfaces intégrales formant un système 

continu. Nous entendons par là que ces surfaces sont représentées par 

une équation 
j 0(r,y,2,0,,0,,..., à) =O 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 31 mai 1895, 31 
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dependant d’un certain nombre de parametres qui peuvent varier d’une 

manière continue. C’est ce qui aura lieu si la courbe C est une carac- 

téristique. Mais il peut se presenter deux cas. Si l’equation (1) nest 

pas linéaire en p et g, toutes les surfaces d'un systeme continu passant 

par € sont tangentes le long de C. Il n'en est plus de méme en général 

si l'équation est linéaire. Une distinction analogue, mais plus importante, 

a lieu pour les équations du second ordre. 

4. Prenons maintenant une équation du second ordre 

(10) Tipo 2,9, 1, qf = Où 

et proposons-nous de déterminer une surface intégrale passant par une 

courbe donnée C et tangente à une développable 4 le long de cette 

courbe. En un point de C, x,9y,2,p,q sont des fonctions connues 

d'un paramètre auxiliaire 9. Les valeurs de r,5,/ en un point de C 

doivent satisfaire à l'équation (10) et aux deux équations 

| dp = rdx + sdy, 

(11) 
| dq = sdx + (dy. 

Ces trois équations admettent en général un certain nombre de systemes 

de solutions communes en 7, 8, ¢; supposons que, pour le systeme choisi, 

le determinant fonctionnel des trois premiers membres par rapport a 

r,s,t, c'est-à-dire 

da dy o 

Do pe her Tda*? — Sdady + Rady’, 

Bs er ce wil 

ou on a posé 

oF A oF 
R= — 5 = — 5 [mm x 

or ès ot 

ne soit pas nul. On peut alors déterminer sans difficulté les valeurs de 

toutes les dérivées successives de z par rapport à v et à y, en un point 

quelconque de la courbe C. Ainsi, les dérivées partielles d'ordre » seront 

déterminées par (n+ 1) équations linéaires dont le déterminant est 

— 
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dx" mdz"-dy OO gong Try dy" o 

O da" ndx" dy +. nacdy ay” 

niu R S fh o c re Es O 
1 

o R S npn. [e 

o o o GNE HO. S 7 

On vérifie que l'on a D, = (Tdz? — Sdxdy + Rdy’)"; il suffit évidemment 

de montrer que D, est divisible par (dx + ady)", a désignant une racine 

de l'équation. Ta’? + Sa + R=o. C'est ce qu'on voit en multipliant les 

colonne par a, ceux de la 3'"* par a’, etc. et ajou- 
o „eme 

- éléments de la 

tant ensuite aux éléments de la premiére colonne. 

On voit done que, si Z'dz' — Sdxdy + Rdy’ n'est pas nul, il y aura 

une seule intégrale, développable en série entière, passant par la courbe 

C et tangente à la développable J. Pour démontrer que la série dont 

nous venons d'apprendre à caleuler les coefficients est convergente, on 

effectue la méme transformation qu'au n? 2, et on est ramené au théoréme 

classique de Caucuy. 

5. Lorsque Tax’ — Sdxdy + Rdy’ — 0, les équations qui détermi- 

nent les valeurs des dérivées successives peuvent étre incompatibles ou 

indéterminées. Lorsque ce cas se présente, tout le long de la courbe 

€, 2,9 ,2,p,Q,T,S,l vérifient les cinq équations 

i ^ P ^ g — Bl syn, a op. qu 85,0) —.O, 

dz = pdx + qdy, 

(12) dp = rdx + sdy, 

dq = sdx + tdy, 

Tax” — Sdxdy + Rdy’ = o, 

qui contiennent huit fonctions inconnues d'une variable auxiliaire, S'il 

existe une surface intégrale passant par la courbe C, . 
4 

= Ox, y), 
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(x,y) étant une fonction développable en série entière dans le voisinage 

d'un point de C, et telle que, pour cette intégrale, les valeurs de p, q, 

r,s,t vérifient les équations (12) le long de C, on peut ajouter aux 

équations (12) de nouvelles relations. Soient a, 8,7, 9 les dérivées du 

troisiéme ordre 

9?z Che 9'z HEC 
5) BE = sea zn 

2æ On OY 929, Oy 
o — 

qui, dans l'hypothése ou nous nous placons, auront des valeurs finies. 

On a 
dr = adx + Bdy, 

ds = Bdx + ydy, 

dt = ydx + ody; 

on en tire 
__ dt dy 
= dEP S Im , 

D > 08 dy ds dt dy dy 

e de (dz dx dede "t x). 

UT dy dr  dsdy , dt /dy\’ dy 

MES ce dee de Esp 0e (3) (a). 

Portons ces valeurs de a, #,7 dans les relations 

X + Zp + Pr + Qs + Ra + S8 + Tr — 0, 

Y + 244+ Ps + Qi + RB + Sy + To — 0; 

il vient, pour la première par exemple, 

- 7 : dr _ ds mat ds dy „dt daj 

nn cr scil el NE 

= ae sty dV e 

et, en tenant compte de la derniere des relations (12), il reste 

- 7 dr / dy\ ds 
X 4 Zp- Pr Qs Rr E (S — R$) 
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Remplaçons Sdz — Rdy par T. la nouvelle équation peut s'écrire 

(X + Zp + Pr + Qs)dzdy + Rdydr + Tdsdx = o, 

et on trouve de méme 

(Y+Zg + Ps + Qt)dzdy + Rdyds + Tdtdx = o. 

Il reste donc 7 équations entre les variables x ,y,2,p,q,r,s,t 

F(r,y,2.p,4, r,$,0) — 0, 

dz = pdx + qdy, 

dp = rdx + sdy, 

(13) dq = sdx + tdy, 

Tdx* — Sdxdy + Rdy’ = o, 

(X + Zp + Pr + Qs)dzdy + Rdydr + Tdsdz = o, 

(Y + Zq + Ps + Qt)dxdy + Rdyds + Tdtdx = o. 

Les 6 derniéres équations admettent toujours, il est aisé de s'en 

assurer, la combinaison intégrable dF = o. On peut donc négliger la 

relation F = o, et on a 6 équations différentielles pour définir sept des 

variables æ,y,2,p,q,r,s,t en fonction de la dernière; une des fonc- 

tions inconnues peut étre choisie arbitrairement. L'ensemble d'un systéme 

de fonctions 2, y, z, p, q,r, s, £t dune seule variable vérifiant les équa- 

tions (13) sappelle une caractéristique de l'équation (1); ces caractéristiques 

dépendent d'une fonction arbitraire. 

6. Toute surface intégrale de l'équation (10) est un lieu de carac- 

téristiques. Soit en effet 
2= (x,y) 

l'équation d'une surface intégrale; pour un point quelconque de cette 

surface 2, p, q, r, $, t et, par suite R, S, T sont des fonctions détermi- 

nées des deux variables indépendantes x et y.  L'équation différentielle 

du premier ordre et du second degré 

4 Tax? — Sdxdy + Rdy? = o 



294 E. Goursat. 

définit done deux familles de courbes sur cette surface; par chaque point 

de la surface il passe une courbe et une seule, en général, de chacune 

de ces deux familles Soit C une de ces courbes; le long de C, x, y 

2,P,49,r,s,t sont des fonctions d'une seule variable, x par exemple, 

et il résulte du calcul qui vient d'étre fait que ces fonctions satisfont 

aux équations (13). Toute surface intégrale admet ainsi un double mode 

de génération par des courbes caractéristiques. 

Il peut arriver que les deux systemes de caractéristiques d'une équa- 

tion du second ordre soient confondus; il faut pour cela que l'on ait 

(14) S^— 4RT — o, 

soit identiquement, soit en tenant compte de l'équation (10). Cette con- 

dition s'interpréte géométriquement comme il suit. Regardons x,y,2,p,q 

comme des paramètres, r,5,/ comme les coordonnées cartésiennes d'un 

point; l'équation (10) représente alors une certaine surface Y. Le plan 

mené par l'origine parallelement à un plan tangent à cette surface a 

pour équation 

lr + Ss + Tt =o, 

et la relation (14) exprime preeisement que ce plan coupe le cone (7) 

représenté par léquation 
gh qp 

suivant deux generatrices confondues. Done, pour que les deux systèmes 

de caractéristiques soient confondus, il faut et il suffit que l'équation (10), 

où lom regarde «,y,2,p,q comme des paramètres et r,s,t comme des 

coordonnées courantes, représente une surface développable, dont le plan tangent 

est constamment parallèle à un plan tangent au cone (T), qui a pour équa- 

tion s" — rt =o. 

7. Il resterait a examiner si a toute caracteristique, c’est-a-dire a 

tout systeme de solutions des équations (13), correspond une infinite de 

surfaces integrales ayant un contact du second ordre tout le long de 

la courbe caractéristique. Je laisserai cette question de cöte dans ce 

travail, pour m'occuper d'un probléme tout différent. Etant donnée une 

équation du second ordre, cherchons sil existe des courbes C jouissant 

de la propriété suivante: par la courbe C passent une infinité de surfaces 
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integrales, formant un systeme continu, ayant un contact du premier ordre 

seulement lé long de cette courbe. S'il en est ainsi, les valeurs de +, 

¥.2,p,q seront les mêmes pour toutes ces surfaces le long de la courbe 

C; il faudra done que les équations . 

(10) E'(m5,9.5 2.5.05 Q NS 8; 

| dp = rda + sdy, 

(11) 
| dq = sdx + tdy, 

qui déterminent r, s,?, admettent une infinité de systèmes de solutions 

formant un systeme continu. Pour résoudre ces trois équations, on peut 

tirer les valeurs de r et de / des deux dernicres, et les porter dans la 

premiere équation, d'ou l'on tirera la valeur de s. En écrivant que 

cette équation se réduit à une identité, on est conduit à un certain nombre 

de relations entre 7,y,2,p,q,dx,dy,dp,dq. Plusieurs cas peuvent 

se présenter: 1° il peut arriver que ces équations soient incompatibles 

(c'est le cas général); 2? il peut arriver que l'on trouve une ou plusieurs 

conditions ne renfermant que r,9.2,p,4q: 3° il peut arriver que les 

équations de condition renferment toutes quelques-unes des différentielles 

dx , dy, dp, dq et, dans ce cas, il pourra y avoir deux ou trois relations 

distinctes, car elles sont forcément homogènes en dx, dy, dp, dq. 

Géamétriquement, les résultats s'interprétent comme il suit. Re- 

gardons encore r,5y,2.p,q,dr,dy,dp,dg comme des paramètres et 

r,s,t comme des coordonnées courantes. Les équations (11) représentent 

une droite paralléle à une génératrice du cóne (T); pour que l'équation 

en s obtenue en remplaçant r et ¢ par leurs valeurs dans (10) se réduise 

à une identité, il faut donc que la surface X admette des genera- 

trices rectilignes paralleles aux generatrices du cöne (7). Si la fonction 

F(&,y,2,P,9,r,s,f) est arbitraire, il est clair que cela n'aura jamais 

lieu, quels que soient les valeurs des paramètres x,y,2z,p,q. Cela 

peut aussi arriver si les paramètres æ ,y,2,p,q vérifient certaines con- 

ditions. Enfin il peut se faire que, quels que soient + ,y,2,p,q, la 

surface Y admette des génératrices parallèles à celles du cône (7). Ce 

cas se subdivise lui-méme: en deux autres, suivant que ces génératrices 

forment un systeme continu ou non. Dans le premier cas, il y a deux 
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relations distinctes entre æ,y,2,p,q, dx, dy, dp, da pour que la droite 

représentée par les équations (11) appartienne à la surface X, qui est 

alors une surface réglée admettant le cône (T) pour cône des directions 

asymptotiques. Si les génératrices rectilignes de Y, paralleles aux généra- 

trices de (7'), ne forment pas un systeme continu, les paramètres ©, y, 2, 

p,q, dx, dy, dp, dq doivent vérifier trois relations distinctes. 

Placons-nous dans le cas où l'équation (10) représente, quels que 

solent r,y,2,p,q une surface réglée ayant le cône (7) pour cône des 

directions asymptotiques. Les équations d'une droite paralléle à une gé- 

nératrice de (T) peuvent s’ecrire 

y — ms + y, 

(15) | 
ls = mt + y; 

solent 

(16)  G(r,y,2,p,q;m, p.v) — o, G (0,9, 2, p.39, M DES 

les relations. qui expriment que cette droite est une génératrice de la 

surface X. Pour identifier les équations (11) et (15), il suffit de poser 

i dy | dp dq 
VLL ro eure) [ERO » qz? 

remplacons m, u,» par ces valeurs dans les formules (16), nous trouvons 

deux équations, homogènes en dx, dy, dp, dq, 

(13) | H(z y 2, p, adv, dy, dp, dq) = o, 
17 

| H(&,y,2,»2,9; dx, dy, dp, dq) — o, 

qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes pour que les équa- 

tions (10) et (11) admettent une infinité de solutions en r, s,f formant 

un systeme continu. Soient 

$—f(AÀ y = AU) cure A) p= y) "nya =A); 

CNE eO 
un système de solutions des équations (10), (11), (17); ce système de 

fonctions forme une caractéristique. Il suffit de montrer que l'on a 

Tax’ — Sdady + Rady’ = 0; 
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or, si lon revient à la représentation géométrique employée plus haut, 

on voit que dy*, — dxdy, dx” sont proportionnels aux coefficients an- 

gulaires de la génératrice (11), tandis que À, S, T sont les coefficients 

directeurs du plan tangent à X, et la relation qu'il s'agit de vérifier ex- 

prime simplement que la génératrice est située dans le plan tangent. 

Si on a choisi pour «,y,2,p,q des fonctions d'une seule variable 

vérifiant les équations (17) et la relation 

dz = pdx + qdy, 

on peut encore choisir arbitrairement une des trois dérivées 7, s,/, de 

sorte que l'indétermination se manifeste dès le second ordre. Ainsi, tandis 

que, pour léquation générale du second ordre, deux surfaces intégrales 

tangentes le long d'une caractéristique ont un contact du second ordre 

au moins le long de cette caractéristique, pour la classe spéciale d'équa- 

tions qui vient d'étre définie, deux surfaces intégrales peuvent n'avoir 

qu'un contact du premier ordre le long d'une caractéristique. Cette 

distinction est analogue à celle qui a été faite pour les équations du 

premier ordre, mais plus essentielle, car elle se conserve par toute trans- 

formation de contact. 

Pour abréger, nous désignerons ces deux espéces de caractéristiques 

sous les noms de caractéristiques du premier ordre ou du second ordre 

respectivement. 

8. Ceci nous conduit à une classification des équations aux derivees 

partielles du second ordre, basée sur la distinction des deux especes de 

caractéristiques: 

1? les équations générales qui admettent deux systémes différents de 

caractéristiques, tous les deux du second ordre; 

2° les équations qui, quand on y regarde z,5,2,p,q comme des 

paramètres, r,s,t comme les coordonnées courantes, représentent une 

surface réglée, non développable, admettant le cône (T) pour cône des di- 

rections asymptotiques. Elles admettent encore deux systèmes différents 

de caractéristiques, un du premier ordre, un du second ordre; 

3° les équations qui, avec les mêmes conventions, représentent une 

surface développable, dont le plan tangent reste constamment parallèle à 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 juin 1895. 38 
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un plan tangent au cône (T). Les deux systèmes de caractéristiques sont 

confondus, et ce systéme unique est du premier ordre; 

4° les équations linéaires en r, 5, £, rt — 8’, 

A(rt — s?) + Br + Cs + Dt + E=0; 

les surfaces X admettent ici deux systémes de génératrices, en général 

distincts, paralléles aux génératrices de (T).. Il y a done deux systèmes 

de caractéristiques, tous les deux du premier ordre. 

On voit le rôle particulier que jouent les équations d'AwrEnE dans 

la théorie générale. Il parait naturel d'étudier, aprés celles-la, les équa- 

tions de la seconde et de la troisiéme catégorie. 

bl. 

9. Dans ce qui va suivre, il sera question, presque exclusivement, 

des équations qui admettent au moins un systéme de caractéristiques du 

premier ordre. Rappelons d'abord quelques définitions empruntées à la 

théorie des transformations de contact de M. Sopaus Liz. Un élément 

(r,y.2,p,q) se compose d'un point (x,y,z) et d'un plan de coeffi- 

cients angulaires p,q 

Z— à = p(X— 2) + q(Y — y) 
passant par ce point. Deux éléments infiniment voisins (r, y , 2, p, q) et 

(© + dx ,y + dy, 2 + dz, p + dp,q + dq) sont unis lorsque le point du 

second élément est situé dans le plan du premier, c'est-à-dire lorsque l'on a 

dz = pdx + qdy. 

Une multiplicité M est une multiplicité d'éléments telle que deux élé- 

ments infiniment voisins sont toujours unis. Ces multiplicités peuvent 

étre à une ou à deux dimensions. Une multiplicité M, se compose en 

general d'une courbe C et des plans tangents à une certaine développable 

4 passant par C; nous dirons quelquefois, pour abréger, que la courbe 
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C sert de support a la multiplicité M,. Comme cas particulier, il peut 

arriver qu'une multiplicité M, se compose d'un point et de l'ensemble 

des plans tangents à un certain cône ayant son sommet en ce point. 

Une multiplicité M, se compose, soit d'une surface et de l’ensemble de 

ses plans tangents, soit d'une courbe et de l'ensemble des plans qui passent 

par une tangente quelconque à cette courbe, soit d'un point et de l'en- 

semble des plans qui passent par ce point. Il est clair que toute multi- 

plicité M, peut être considérée comme un lieu de multiplicités M,, dé- 

pendant d'un paramétre. Mais la réciproque n'est pas vraie. Considérons 

une famille de multiplicités M, dépendant d'un paramètre A. Lorsque 

À varie, la courbe C qui sert de support à la multiplicité M, engendre 

une surface S, et la multiplicité M, composée de la surface S et de 

lensemble de ses plans tangents n'est pas, en général, le lieu des multi- 

plieites M,. Il faut en outre que la développable 4 qui constitue avec 

la courbe C la multiplicité variable M, soit tangente à la surface S tout 

le long de C. Designons par 9 les différentielles x , 7,2, p,q prises 

par rapport au paramètre variable A; il faudra que l'on ait aussi 

02 = pox + qoy. 

10. Soit 

(18) EGY 22; qur, s, i-o 

une équation du second ordre qui représente une surface réglée Y, ayant 

ses generatrices paralléles à celles du cöne (7), quand on y regarde 

$S,J,2,p,q comme des paramètres et r,5,/ comme des coordonnées 

courantes. Cette équation provient de l'élimination de m, ar,» entre les 

quatre équations 

r=ms-+ y, 

s — mt + », 

(19) 
G(r,y,2, p, qs m, p, v) — o, 
Eh ^ . = 

Gí(x,y,2,p,q;m,p,v)-—o. 

m Lo du dp dg 
Remplaçons m, p,» par ng p. respectivement; nous appellerons 
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multiplicité caractéristique de l'équation (18) toute multiplicité M, dont 

les éléments vérifient les relations 

dz = pdx + qdy, 

| ; dy dp dq M 

(20) G(s ga po di—qoqou)-9 

: dy dp dg 
learn 

D’apres ce qu’on a vu plus haut (n° 7), sil existe une infinite de sur- 

faces integrales, formant un systeme continu, tangentes a une developpable 

4 le long d’une courbe C et ayant seulement un contact du premier 

ordre deux a deux, la courbe C et la developpable 4 forment une multi- 

plicité caractéristique. 

L'équation (18) provient de l'élimination de m entre les deux équations 

| G(r,y,2,p,qQ; m,r— ms, s — mt) — o, 

(21) 
| G(o,y 2, pq; m,vr— ms,s — mt) = o, 

: : à d ; - 
ou, ce qui revient au méme, de ^" entre les deux équations 

da 

dy d; dy | G(s y s p di — qur ss te) o, (22) 
le: X SW) s dy | dy 
| (nane Hore s ea) 

toute surface intégrale est donc un lieu de multiplieites M,, car, pour 

une telle surface, 2,9,9,r,s,t sont des fonctions déterminées de x 

et de y, et les deux équations (22) admettent une solution commune 

dy 
en ar 

dy a 
(23) 2 = 7, y). 

Par chaque point de la surface intégrale S, il passe une courbe C satis- 

faisant à l'équation (23). Quand on se déplace sur cette courbe, y, z, 

P,9,r,s,t sont des fonctions de x vérifiant les équations (22) et, par 

suite, les équations (20). Inversement, touté multiplicité M,, formée d'une 
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surface et de ses plans tangents, qui est un lieu de multiplicités carac- 

téristiques M,, définit une surface intégrale. 

Pour plus de symétrie, écrivons les équations (20) 

| dz = pdx + qdy, x 

(24) H(w,y,2,p,q; dx, dy, dp,dg) = o, 

| Hí(r,y,2,p,q;dx,dy, dp, dq) = o, 

H et H, étant des fonctions homogènes de dx, dy, dp, dq. Le probleme 

de l'intégration de l'équation du second ordre (18) peut alors être posé 

ainsi: Trouver toutes les multiplicités M,, composées de multiplicités carac- 

téristiques M,, satisfaisant aux équations. (24). 

11. Cette facon d'énoncer le probléme permet de tenir compte de 

certaines intégrales exceptionnelles, qui ne forment pas de surfaces. Con- 

sidérons, par exemple, l'équation 

(25) S+/&,y,2,p,g) =0; 

on a, pour un des systèmes de caractéristiques, 

dz = pdx + qdy, ds = 0, dp + f(z@,y,2,p,q)dy = o, 

équations qui sont satisfaites en prenant 

Vos Y = Yoo a 25 D —— Po 

To, Yo 2 p, étant des constantes quelconques. On a done une famille 

de multiplicités caractéristiques M, en prenant un point arbitraire (x,,#,, 2) 

et l’ensemble des plans passant par une droite issue de ce point parallèle 

au plan des zz. Toute multiplicité M, formée d'une courbe plane située 

dans un plan parallele au plan des xz et de ses plans tangents est évi- 

demment formée de multiplicités M, ; c'est dont une intégrale de l'équa- 

tion (25). De pareilles intégrales ne sont point à négliger, car il suffit 

d'une transformation de contact pour les ramener à des intégrales ordi- 

naires. Ainsi, dans le cas actuel, la transformation de LEGENDRE 

an, Zn, Br Pe gus 0 Z = pr + qy — 2 
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appliquee a l’equation (25) conduit a la nouvelle equation 

Z y) 0 (26) S + (S?— RT)'(P, Q, PX + QY 
P,Q, R, S, T désignant les dérivées partielles du premier et du second 

ordre de Z par rapport à X et à Y. Les intégrales M, de l'équation 

(25), trouvées plus haut, vérifient l'équation y — C; aprés la transforma- 

tion de LEGENDRE elles se changent en des intégrales de l'équation Q — C. 

On vérifie en effet que toutes les intégrales de l'équation Q — C appar- 

tiennent bien à l'équation (26). Or l'équation Q — C admet pour inté- 

grales de véritables surfaces. 

12. Regardons, dans les équations (24) $2,9,2,p,q comme des 

paramètres et dx,dy,dp,dg comme les coordonnées homogenes d'un 

point. Les relations H — o, H, — 0, représentent une courbe gauche 7°. 

Quand on effectue sur l'équation proposée une transformation de contact 

r 

C= Geo Be 5 

) & | ka vy’, 2,p', 7); 

, 
3 — Aw. 9125 ds); 

’ , 

( 

( 

p= P@,y,2,p', 7); 

( ) 
, 

, q — Q(x',y,2,p,q 

on a pour dx,dy,dp,dq des expressions linéaires en dz', dy’, dp’, dq’, 

aX , oX , ox TE A) , / , 9X I , oX Uu dx = = da’ + ay dy' + zs (p'dx' + q'dy') + BE dp' 4- 57 dy’, 

et la courbe /”, correspondante a la nonvelle equation, se deduit de la 

courbe /' par une transformation homographique. 

Lorsque la courbe /' est une ligne droite, les équations (24) sont 

linéaires en dx, dy, dp, dq et léquation correspondante est linéaire en 

r,s,t,rt— s". Supposons, par exemple, que des équations (24) on ne 

puisse déduire aucune combinaison linéaire, ne renfermant ni dp, ni dq; 

les équations (24) peuvent alors étre résolues par rapport à dp et dq, 



amu m 

Sur une classe d'équations aux dérivées partielles. 303 

| dp + Adz + Bdy = o, 

| dq + Cdx + Day = o. 

En remplacant dp et dq par rdx + sdy, sdx + tdy et éliminant dy on 

est conduit à l'équation 

(r+ At + D) — (s + Bs + C) = o, 

(27) 

ou 

(28) rt — s? + At + Dr — (B + C)s + AD — BC — o. 

Inversement, toute équation linéaire en »/ — s", r,s,/ peut se mettre 

sous la forme (28), pourvu que le coefficient de rf — s* ne soit pas nul. 

Cette équation étant symétrique en B et C, le second système de carac- 

téristiques s'obtient en permutant B et C dans les équations (27). Con- 

formément à la théorie générale, ces deux systémes de caractéristiques 

sont confondus si B = C, c'est-à-dire si l'équation (28) représente un cóne 

ayant ses génératrices paralléles au cóne (T). 

Lorsque les équations (24), linéaires en dx, dy, dp, dq, ne peuvent 

être résolues par rapport à dp et dq, l'équation (28) correspondante est 

linéaire en r,s,{ et ne contient pas r/—s*. Inversement, à toute équation 

Er+ 2Fs +G+H=o 

correspondent deux systémes de caractéristiques que l'on déduit des deux 

relations 
| Edpdy + Gdqdx + Hdxdy = o, 

| Edy’? — 2Fdxdy + Gdz? =o. 

Si les équations des caractéristiques sont linéaires en dz, dy, dp, dq, elles 

restent linéaires aprés une transformation de contact quelconque. D’ou 

lon conclut cette propriété remarquable et bien connue, que les équa- 

tions du second ordre linéaires en r,s,£, rt — s? restent linéaires aprés 

une transformation de contact. 

13. Les considérations qui précédent permettent de retrouver d'une 

facon presque intuitive un certain nombre de résultats connus. Con- 

sidérons une famille de surfaces S dépendant de 3 paramétres a, 5, c, 
+ 

0(25y,'2sa | dt} = o; 
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si on établit entre ces trois paramétres deux relations de forme arbitraire 

b = f(a), c — e(a), la famille de surfaces à un paramétre 

O(c, y,2, 4a, f(a), ¢(4)) =0 

admet une surface enveloppe E. Toutes ces surfaces E verifient, quelles 

que soient les fonctions f(a), g(a), une méme équation aux dérivées par- 

tielles du second ordre. En effet, la courbe de contact de la surface S 

avec son enveloppe est représentée par les deux équations 

D(x »Y,4%,4, f(«), e(a)) — 10); 

(29) 100 , 20 2d 
Le Faro (9 + apap?) = 9 

et les valeurs de p et de 7 le long de cette courbe sont données par les 

deux équations 
00 , 20 
5i "iugi Pas 

5 1 
(30) aa 2 

oy coos 

Si on regarde, dans ces relations, a, f(a) , g(a), f'(a) , g’(a) comme don- 

nées, on a une famille de multiplieités M, dépendant de 5 paramétres, 

et il est elair que toute surface enveloppe E est un lieu de multiplicités 

M,. Il nous suffit done de démontrer que toutes ces multiplicités 44, 
1 

satisfont à deux relations de la forme (22). Soient, d'une manière générale, 

OE PCRS ae), | 

2 PCT EN a) 

(31) LR 
P= Tl 915, Los , a,), 

Q = f,(%3 Gr %,, ; à) 

les équations d'une famille de multiplieites Mas parametres, CRC 

Si, entre les 4 équations (31) et les quatre équations 

dy = fi(x)ds, de = f,(")dz; dp = f;(x)dz, dq = fılz)de. 

on élimine les cinq paramètres à, il reste trois relations entre 7,3, Z,p, q, 
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dx ,dy,dz,dq;,dp. L'une de ces relations est précisément dz = pda + qdy, 

et il reste deux autres équations distinctes de celles-là. 

Dans le cas actuel, on peut effectuer le calcul comme il suit. Des 

équations (29) et (30) on déduit 

eds + dy + SE ds — o, 

ase) + TE | + ap — o, 

ad a0 a” 
(e) ay v) =e a, € — O; 

imaginons qu'on tire a, f(a), ¢(a) des équations 

od 20 od 20 
9 — o, a IUE d -{— = SS 0} 

oy 92 

et qu’on les porte dans les précédentes, il reste 

dz — pdx — qdy = 0, 

2d 3° ze 24 ad 0| 
Dix MACC ts "do ns» ur Fr tm: + [ao 

90 o! o! ?| o o! ao 4 

a + aas + Papas + Vonps + Maar |t lage arp uro 
On a deux équations de la forme 

dp = Adx + Bay, 

dq = Bdx + Ddy, 

ce qui conduit (n° 12) à une équation linéaire en rt — s?, r,s, f, pour 

laquelle les deux systémes de caractéristiques sont confondus. Les équa- 

tions ainsi obtenues sont, comme on sait, caractérisées par ce fait que 

les équations des caractéristiques admettent trois combinaisons intégrables. 

De méme, si on a un complexe de courbes 

ead coro, 

(2. M. 250, 38)—»6, 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 juin 1895. 39 

‘ 
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les surfaces obtenues en associant les courbes de ce complexe suivant 

une loi quelconque satisfont à une équation linéaire en r,s,t. On 

passe d'ailleurs de ce cas au précédent par une transformation de contact. 

14. Voici un autre exemple qui généralise l'équation des surfaces 

minima. Soient deux familles de courbes C et C, définies comme il suit: 

les tangentes aux courbes C sont paralléles aux génératrices d'un certain 

cóne ou, ce qui revient au méme, ces courbes satisfont à une équation 

de la forme 
f(dx , dy, dz) = o, 

ne contenant pas «,y,2. De méme les courbes de la seconde famille 

satisfont à une relation de méme forme 

g(dz , dy , dz) = Ch 

qui peut être identique à la premiere. Soit C une courbe de la premiere 

famille, C, une courbe de la seconde. Joignons un point quelconque m 

de la courbe C à un point quelconque m, de la courbe C,; le milieu 

P de la droite mm, décrit une surface S. Lorsque le point m reste fixe, 

m, décrivant la courbe C,, le point P décrit une courbe 7° homothétique 

à C,; de méme, lorsque m décrit la courbe C, m, restant fixe, le point 

P décrit une courbe 1' homothétique à C. Le long de la courbe J" le 

plan tangent à la surface S est un cylindre ayant ses génératrices pa- 

ralléles à la tangente au point m, à la courbe C,. Considérons les mul- 

tiplicités M, formées d'une courbe J” satisfaisant à l'équation 

f(dx , dy ,.d2) = o 

et des plans tangents à un cylindre passant par /' et ayant ses généra- 

trices parallèles à une tangente de la courbe C,.  L'intersection de deux 

plans tangents infiniment voisins 

Z—:=pX— x) + q(Y — y), 

(X — z)dp + (Y — y)de = ©, 

a pour paramètres directeurs dq, — dp, pdq — qdp. Les multiplicités 

M, vérifient done les 3 relations 

| 
| 
| 
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dz = pdx + qdy, 

f(da.,.dy ,.dz) = o, 

g (dq , — dp, pdq —qdp) = 0; 

on en tire 
dy + A(p, q)dx = o, 

dp + B(p,q)dq = o. 

Er d d 
Remplacons dp par rdx + sdy, dq par sdx + (dy et éliminons T on 

est conduit à une équation linéaire en r,s,t 

(32) E(p, dr + 2F(p,q)s + G(p, a) — o, 

dont les coefficients ne dépendent que de p et de g, à laquelle satisfont 

toutes les surfaces S. 

Inversement, pour qu'une équation de la forme (32) puisse étre inté- 

grée par la méthode précédente, il faut et il suffit qu'on puisse éliminer 

p et q entre les deux équations 

dz = pdz + qdy, 

Edy? — 2Fdxdy + Gdz* = o, 

qui conviennent aux caractéristiques. 

[erm 

15. Etant donnée une équation du second ordre (E), on appelle 

intégrale intermédiaire toute équation du premier ordre 

(33) V (may di, mig) —o 

dont toutes les intégrales, sauf peut-étre quelques intégrales exception- 

nelles, appartiennent à l'équation du second ordre proposée. Considérons 
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une multiplicité caractéristique M, de l'équation (33); il existe, comme 

on salt, une infinité d'intégrales de l'équation (33) passant par la multi- 

plicité M,, ou, d'une facon plus précise, une iffinité de surfaces inté- 

grales de l'équation (33), formant des systemes continus, passant par la 

courbe caractéristique C et ayant entre elles un contact du premier ordre 

seulement tout le long de C. L’equation du second ordre E doit done 

appartenir à la catégorie particuliere des équations du second ordre dont 

il a eté question au n? 7; ce qui nous montre déjà qu'une équation du 

second ordre, prise arbitrairement, n'admet pas d'intégrale intermédiaire. 

Soit done (E) une équation du second ordre, admettant des multi- 

plieites caractéristiques du premier ordre. Ces multiplicités caractéristiques 

doivent vérifier un certain nombre de relations 

(34) Hi(x,y,2,p,9;dc,dy,dp,dg) = o, Ho: 

homogènes en dr, dy, dp,dq. D'autre part, les multiplicités caractéri- 

stiques de l'équation (33) satisfont aux équations connues 

^ dx ug dy "x — dp — dq : 

(35) ey ae We OY al 
Ae OG con ae D a 

remplacons dans les équations (34), dz , dy, dp, dq par les quantités pro- 

portionnelles tirées des équations (35), et nous sommes conduits à un 

; i 5 Ono Y oV oV oV oV oV 
certain nombre d'équations de condition homogènes en — . , à n 

Qt Oy "oz ^op "eg 
, 

z^ oV oV oV oV oV 
6 Kx Po 2 n dog? 0 > — SEN a os MRS eo ire e) 

La recherche des intégrales intermédiaires est donc ramenée à la recherche 

des fonctions V(r,y,z,p,q) qui satisfont à un systeme d'équations si- 

multanées du premier ordre. 

16. On arrive aisément au méme résultat par un calcul direct. 

Soit 

(37) Eois His 28 DE is nes) =O 

une équation du second ordre, dont V — o est une intégrale intermédiaire. 

De l'équation V — o, on tire 
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oV ava oV 

e d Py np cm : rer "E 

wn lovr ov, 57. av aay ae Le SC LU MS ay fae Top To 

si on pouvait résoudre les équations (37) et (38) par rapport à r,s, f, 

l'équation (37) ne pourrait admettre toutes les intégrales de V — o, car 

on aurait 7,s,¢ et, par suite, toutes les dérivées d'ordre supérieur, ex- 

primées au moyen de z,y,2,p,q. Les intégrales de V — o, qui appar- 

tiennent à l'équation (37), dépendraient de cing constantes arbitraires au 

plus. Il faudra done qu'en tirant r et ¢ des équations (38) et portant 

ces valeurs dans l'équation (37), le resultat soit indépendant de s. En 

poursuivant le raisonnement, on est conduit, il est facile de le voir, aux 

mémes résultats que par la premiére méthode. 

Considérons en particulier les équations (37) qui admettent des inté- 

grales intermédiaires, dépendant de deux paramètres essentiels a, b, 

(39) V(x,y,e;p,9,4,b)-—0; 

l'équation (37) doit résulter de l'élimination de a et b entre les trois 

relations (39) et (40) 

oV eV oV oV 

N E dep du ET. xf 

Go) | oV oV V ol 
7 2 7 7 

E Ms disc mE Tes Tum 
, 

Si on regarde dans ces derniéres, «,y,2, p,q comme des constantes 

données quelconques, et r,s,t comme des coordonnées courantes, elles 

représentent une droite parallele à une génératrice du cone (T) 

yi — s* = 0. 

L'équation (37) doit done représenter une surface réglée (Y) dont les 

génératrices sont parallèles à celles du cône (T), quelles que soient les 

valeurs, supposées constantes, de 2,9,2,p,q. 

Inversement, étant donnée une équation (E) de cette espèce, elle 
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admet un système de multiplicités caractéristiques du premier ordre dé- i 

fini par deux équations homogenes en dz, dy , dp, dq 

(x ,y,2,9,9; dx, dy, dp, dq) — o, 

Hií(x,y,2,p.,g;dX,dy,dp,dg)-— o; 

pour obtenir les relations auxquelles doit satisfaire une intégrale intermédiaire 

; Ig DUE TS. ; e^ IO Re V: V oy 
V, il suffit d'y remplacer dx , dy, dp, dq pa SV ERE IE se D) 

= (= zs i) respectivement. Il résulte des développements du n° 10 

que cette règle peut être remplacée par la suivante: soient 

e(2,9,2,0,4; A, B.V, p) == 0} d(z,9,2,9,0; A, B.V, p) = © 

les conditions, homogènes en 2, p, v, p, pour que la droite 

À + pr + vs = 0, 

ptystvt=o0 

soit une génératrice de la surface (NX) représentée par l'équation (E). On | 
o “OW 9o PCT | 
oz 4 zB q ? ? y 92 'Op ' 9g 

respectivement. | 

, : oy 
remplace dans ces équations À,p,p,v» par LE + p 

17. Les équations auxquelles on est conduit sont homogènes par 
oV oV oV oV V oV, 

rapport à : : 
PP op ' eq ' ox opc ? ay aCe 

Si l'équation a la forme 

d’AmPERE, les équations qui déterminent V sont linéaires, et si on connait 

deux intégrales intermédiaires V,, V,, on en déduit une intégrale dé- 

pendant d'une fonction arbitraire ¢(V,, V. ;) = o. De méme, dans le cas 

general, si on connait une intégrale intermédiaire dépendant de deux 

constantes arbitraires a, 5, | 

| 

MT: Ys EL Deco 05.0) — 0, 

Bour a déjà remarqué que l'on pouvait en déduire une intégrale inter- 

médiaire dépendant d'une fonction arbitraire, par la méthode de la va- i 
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riation des constantes. C'est une simple conséquence de ce que la fonction 

V est déterminée par des équations du premier ordre. En effet, con- 

sidérons les trois équations 

ou g(a) désigne une fonction arbitraire de a; si on tire a et b des deux 

derniéres équations et qu'on porte ces valeurs dans la premiére, on est 

conduit à une nouvelle équation 

: : LR à C ee : oV 
qui est aussi une intégrale intermédiaire, car les dérivées partielles Pat 

a 

aN; 8. eV gay : : ar a ovo ar 
>>» => = ont les mêmes expressions que — , — , — , —, —. 

Oy 02 op 9q 0% ya 9p '9q 

La fonction V, satisfait donc bien aux mêmes équations que V. 

La remarque de Boum peut étre complétée comme il suit. Etant 

donnée une équation du second ordre (E), qui admet une intégrale inter- 

médiaire avec deux constantes arbitraires V(r, y, 2, p, q,«, b), proposons 

nous de déterminer une intégrale intermédiaire, dont une solution soit 

tangente à une courbe donnée C le long d'une développable donnee 4, 

passant par cette courbe. Le long de C, «,y,2, p,q sont cinq fonctions 

supposées connues d'une variable A, vérifiant la relation dz = pdx + qdy. 

La fonction arbitraire g(a) doit satisfaire aux deux relations 

[RPC Seis En Pe; 

(41) V ov | oo taf) =o 

où on suppose 2, ¥,2, p,q remplacées par leurs valeurs en fonction de 

À. Si on differentie la premiere des équations (41) en tenant compte de 
la seconde, il vient 

; wv, 
(42) ‘ Ox x "E 

SE i035 9E = Ux 
xd aX. pu 4 0 
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x,y’, 2, p', 7 désignant les dérivées par rapport à A. En éliminant A 

entre les équations (42) et V =o, on est conduit a une équation 

O(a, c(a)) = o 

qui détermine la fonction inconnue c(a).! 

18. Appliquons ce qui précède a quelques exemples. Considérons 

d'abord l'équation élémentaire 

SG 

et proposons-nous de déterminer une intégrale de cette équation passant 

par une courbe C et ayant un plan tangent donné tout le long de cette 

courbe. Soient 

Ly f(A), y f(A), a= f (2), D ¢,(A), gi ¢,(A), 

* Quand on élimine À entre les deux équations (41), on est conduit à une équation 

du premier ordre pour déterminer @(«) 

(e) R(a, g(a), € (a)) = 0. 

Il semble done que lon devrait trouver une infinité de fonctions g(a) répondant à la 

question. Pour expliquer cette apparente contradiction, imaginons qu on ait remplacé 

$,9,2.,p,Q en fonction de A et soit V(r,y2,p,qg, 0, b) 22 UA, a,b). Les 

équations (4I) deviennent ; 

\ aU 9T s 
(41 U(2,a,-¢(a)) — 0, — + —— (a) = 0, 41) ( g{a)) = 3g(a) * 

et la question revient à déterminer g(a) de telle sorte que les équations (41 ) aient une 

solution commune en 4, quelle que soit la valeur de 4. Or, si on remplace À par une 

constante arbitraire A,, la fonction g(a) définie par l'équation 

U(A,, a, o(a) —0 

aU QUE 
répond à la question, car on a aussi 3i + PT * (*) — 0. On a ainsi l'intégrale gé- 

nérale de l'équation (e), mais il y a aussi une intégrale singulière qu'on obtient en éli- 

minant A entre les deux équations 

aU 
—— O: 

aa 4 

c est cette intégrale" qui donne la véritable solution du problème proposé. 

ee eee TE PPT Fe 
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les valeurs de z,y,2,p,q le long de C. L’équation s = o admet 

l'intégrale intermédiaire 
p X, 

X(x) désignant une fonction arbitraire de x; cette fonction est déterminée 

par l'équation de condition 

g,(A) = X( (à). 

X étant ainsi déterminée, on a pour l'intégrale cherchée 

2 — f X(y)dz + My) 

ou, en posant æ = f,(P), 

2— fe, (6)fi(0)40 + My). 

La fonction //(y) est déterminée par les conditions initiales, mais, pour 

plus de symétrie, on peut se servir de la seconde intégrale intermédiaire 

— Y(y), et on trouve que l'intégrale cherchée est représentée par le sy- 

stéme des trois équations: 

«= fi(0), 

y = f(t); 

2 — fe) 00 + f'es (fid, 
@ et c désignant deux variables auxiliaires Pour 0 = c — À, les va- 

riables z,9y,2,p,q ont bien les valeurs données. 

L'équation 

£0) = X(A (À) 

ne détermine plus la fonction X lorsque f,(À) se réduit à une constante 

@,; si g,(À) ne se réduit pas aussi à une constante, le probléme est im- 

possible. Mais, si ¢,(A) est constant aussi, le probléme est indéterminé, 

conformément à la théorie des caractéristiques. 

19. Soit, d'une maniére générale, 

E s + ap + ba + e2 — 0 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 juin 1895. 40 
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une équation pour laquelle un des invariants et k est nul. Si on a, 

par exemple, 
oa 

h = — + ab—c=o0, 
eor 

l'équation peut s'écrire 

ios (s + a) + ES + az) = ©; 
Ou oy 

elle admet l'intégrale intermédiaire 

(43) „„r@=fFe ; 

Y étant une fonction arbitraire de y. Cette fonction Y est déterminée, 

si on se donne une courbe C par laquelle doit passer la surface cherchee, 

ainsi que le plan tangent le long de cette courbe, et l'intégration de 

l'équation linéaire (43) s'achévera par des quadratures. 

En général, toutes les fois qu'une équation linéaire 

(44) s + ap + bq + cz = 0 

est intégrable par la méthode de LarraAcE, le probléme de déterminer 

une surface intégrale passant par une courbe donnée et tangente à une 

développable donnée le long de cette courbe se ramène à des quadratures. 

Supposons en effet qu'une surface S, satisfaisant à l'équation (44), doive 

passer par une courbe C, le long de laquelle «,y,2,p,q sont des fone- 

tions connues d'un paramètre À. Si // n'est pas nul, quand on fait la trans- 

formation de LAPLACE 

à la courbe C correspond une courbe C, ; comme l'équation proposée peut 

s’écrire 
92, 
oz + bz, == hz, 

à oz : 
on connaitra la valeur de 5, le long de la courbe C,, et on aura ensuite 

1 
ez 5 
5, àu moyen de la relation 

1 

92 ez 
dz, — = dx + dy. 

4 y 

"uh. a QA amb: b.m adis uos bina RED cde 
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On sera done ramené à chercher une intégrale S, de la nouvelle équa- 

tion passant par la courbe C, et ayant un plan tangent connu le long 

de cette courbe. Si la série de LarrAcE se termine dans un sens, on 

n'aura donc en définitive que des quadratures à effectuer. 

20. L’equation 

(45) s —f(t.z,y,2,p,q) 

représente, quand on regarde r,s,t comme des coordonnées courantes, 

un cylindre ayant ses génératrices paralléles à la droite r — o, s — o. 

Pour que la droite 
À + pr + vs = 0, 

p T us +ri=0o 

soit une génératrice de cette surface, il faut que l'on ait 

À p \ 
p —:9; zx. 2952,04) = o. 

Done toute intégrale intermédiaire V de l'équation (45) doit satisfaire 

aux deux équations 

2 V oy I 

oV eV | 

oV 9 eV 
— 0, Din LII ASS op 2 

aq 

La premiere de ces deux relations montre que V ne doit par contenir p; 

on voit ensuite, en tenant compte de la seconde, que /(¢,7,y,2,p, 49) 

doit étre une fonction linéaire de p 

f(t,v,y, 2, pq) —9g(v,yo25q50 t pd(vo y 2, qt) 

et la fonction V(r,y,z,4) doit satisfaire aux deux équations 

oV oV\ 
+ 

0F ; oV ay ^ 294 
M gj as psi dotes] o, 

a wo Oy ER 
and T aab: imper = Oe 
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De l'équation V(x,y,2,g) = © imaginons qu'on ait tiré ¢=A(w,y, 2); 

la fonction À doit satisfaire aux deux relations 

oÀ 9À 

|» lan) | 
16 (46) IE fe "n nd 

m UNES er ios) =O 

Pour qu'il existe une intégrale intermédiaire dépendant d'une fonction 

arbitraire, les deux équations (46) doivent former un systéme en involu- 

tion. C'est ce qui a lieu dans les deux cas particuliers suivants: 

9e TC ELIO — — ©: 
? 2 oz ? 

ag 
DS — @ — 0: 

d ? Ou 

Dans le premier cas, l'équation proposée est de la forme 

s— £l2,9,9,)= 0; 

elle admet toutes les intégrales de l'équation du premier ordre q = A(x, y), 

pourvu que À vérifie la relation 

Dans le second cas, l'équation est de la forme! | 

s — pdj(y, 2,9, t) — 0; 

elle admet toutes les intégrales de l'equation du premier ordre g = A(y, 2), 

À étant déterminé par l'équation 

Oz 
OA ry, aA 
ERBE], 2 = = = O(ys2,4,2 4 ) o. 

* Dans une note récente (Comptes rendus, t. 118, p. 1188), M. BEUDON a été 

conduit à la même méthode pour intégrer les équations s — po (y ,z,q, 1) =O, par la con- 

sidération des groupes infinis de transformations. Les équations s — e* g(f, q, y) — Oo, 

étudiées aussi par M. BEUDON, se ramènent à la forme précédente en prenant pour nouvelle 

: 9 : . : : : : 
inconnue w= S9 Cette transformation s applique à toutes les équations qui ne contien- | 

7] 1 , | 
nent ni p, ni v, et à celles qui ne contiennent ni 2, ni v. 
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21. Il convient, pour terminer ces généralités sur les intégrales 

intermédiaires, de faire encore les remarques suivantes. . 

Lorsqu'une équation du second ordre ne représente pas une surface 

réglée (Y) ayant le cône (7" pour cône des directions asymptotiques, elle 

ne peut admettre d'intégrale intermédiaire dépendant de deux constantes 

arbitraires (n? 16). Mais elle peut admettre des intégrales intermédiaires 

dépendant d'une constante arbitraire. Par exemple, l'équation r* — st =o 

admet l'intégrale intermédiaire p—a—o. On les obtiendra toujours 

par l'application de la methode generale. 

Si une équation du second ordre admet une intégrale intermédiaire, 

ne dépendant d'aucune constante arbitraire, V — o, les équations homogenes 
SV A, ov oF ov 
or , y , os. , ap , Fr 

doivent étre vérifiées qu'en tenant compte de la relation V — o. Pour 

lever la difficulté, on peut imaginer qu'on ait tiré de cette équation une 

, auxquelles doit satisfaire la fonction V, ne 

des variables en fonction des autres, par exemple q — À(x,y,2,p). Les 

équations en V donnent des équations pour déterminer la fonction in- 

connue A. 

Eve 

22. Nous allons maintenant étudier en particulier les équations (E) 

du second ordre jouissant des propriétés suivantes: Considérée comme une 

équation en r,s,t, l'équation (E) représente une surface réglée (X) 

ayant ses génératrices parallèles à celles du cône (7); de plus, les deux 
; c 5 alas OV “OV oan OV : do. 
équations homogènes en —, ; : , =, auxquelles doit satisfaire 

0x Oy 02 Op '9q 

toute integrale intermediaire V, forment un systeme en involution. 

Soient 

(47) F(v y 2, 9,0, 1,5, 0) — 0 
l'équation considérée et 

| Hv, v, 

LATE 

2,9; dx, dy, dp, dq) = o, u 

(48) 
‚P,g;de,dy,dp,dgq)=o Qu 
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les équations définissant les multiplicités caractéristiques M,. On peut 

éoujours supposer, sans restreindre la généralité, que les équations (48) 

peuvent étre résolues par rapport à dp et dg. En effet, s'il n'en est pas 

ainsi, on peut éliminer dp et dg entre ces deux équations, et on obtient 

une relation ; 

G (2591 918 p ug: dir Wa, 

d'ou on tirera soit dx, soit dy. Supposons qu'on en tire dr, par exemple; 

les équations (48) pourront étre remplacées par deux équations de la 

forme suivante 

Kr yes ps dp , dq , dy) 10; 

der P(x@,Y ,2,9, aay — ©; 

De la première équation on tirera soit dg, soit dy, à moins que cette 

équation ne se réduise à dp — o. S'il en est ainsi, on tirera alors dy de 

la seconde, à moins que P ne soit nul. Donc, en laissant de cóté l'équa- 

tion s — o dont nous n'avons pas à nous occuper, les équations (48) 

peuvent toujours étre résolues par rapport à l'un des couples de diffé- 

rentielles ci-dessous 

(dp , dq) , (dp, dy), (dq, dx) , (dx, dy). 

On ramene les trois derniers cas au premier par l'une des transforma- 

tions de contact, dues à AMPERE et à LEGENDRE, 

Em X pue Qu. sens. ec E 
t=—-P, UE TN, DEE, UE Q, 2—— PX + 7, 

1 IEP 10) BR, gc. z= PX+QY—Z. 

Les équations differentielles des caracteristiques etant résolues par rapport 

à dp et dq, il en résulte que les équations auxquelles doit satisfaire 

"T Prod ‚ar. 107 
l'intégrale intermédiaire V seront resolues par rapport à Sr + De 

D zZ 

V = ee 
— + q—. Elles pourront donc s’ecrire 

^ M io 
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oV oV 3 Ove ey 
ae b Pa Ta Morviespia; ee), 

(49) | 
re ar EET =o(2,y,2,4 Time 

f et g étant des fonctions homogènes et du premier degré de = ‘ — 
; p q 

Prenons d'abord le cas ou les fonctions f et q sont linéaires en 
oV oV. 

, —; les équations (49) ont la forme 
ap ' oq" 

eV oV oV oV 

9x F2 E u un 

(50) ey eV eV oV 

oy i Lo 7 Oa a Ix 

A, B,C,D étant des fonctions de z,59,7, p, q, et l'équation du second 

ordre correspondante est 

ri — s’+ At + Dr — (B+ €)s — BC + AD = o. 

En appliquant la méthode générale, on trouve que toute intégrale com- 

mune aux deux équations (50) doit vérifier la nouvelle équation 

; eV 04 aC 9A ac 400 À oC ‚94107 

Cr a Oe c E Py Sage 

oB oD ob aD aD oB\oV 

le pb doe 245 DD mo 

qui doit se réduire a une identité si le Tue (50) est en involution. 

On trouve en particulier la condition B — C, ce qui montre que les 

équations (50) ne forment un systéme en involution que si les deux 

systemes de caractéristiques de l'équation du second ordre sont confondus. 

Supposons remplies les conditions précédentes. Les équations (50) 

ont trois intégrales communes distinctes w, v, w; en tenant compte de la 

relation B — C, on vérifie sans peine que l'on a 

La, v]. =o; [4,00] =, 6; so] —:65 

le crochet [w, v] ayant le sens habituel 

[w, v] = 
ou 9v ov /ou ou ou /9v ov 9v fou ou 

sj sre et) te: 
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L'équation du second ordre admet l'intégrale intermédiaire 

TI ed MOIR) 

dépendant d'une fonction arbitraire F'(w, v) de deux variables indépendantes. 

Cette équation du premier ordre peut toujours étre intégrée, malgré la 

présence d'une fonction arbitraire. En effet les trois équations 

fe — ACT 

D = TA 

| Dub, 

ou a,b sont deux constantes arbitraires, définit toujours une multiplieite 

M,, d'aprés les relations [w,v] = [u, w] = [v, w] = o, et il est clair 

que tous les éléments de cette multiplicité vérifient bien la relation 

w — F(u,v). Si done on élimine p et q entre les trois relations précé- 

dentes, on obtient une intégrale complete 

(D (anoo. 0,0, La a) a 

de l'équation w = F(u,v). L'intégrale générale sera représentée par le 

systéme des deux équations 

0(r,y,2,a,e(a), F(a, ¢(a))) — o, 

D|oF ge + ap FU aan tap UD] © 0a 

ou g(a) est une fonction arbitraire de a. Remarquons que F(a, ¢(a)) 

est aussi une fonction arbitraire de a, g(a); par conséquent l'intégrale 

générale de l'équation du second ordre est donnée par le système des 

deux équations 
O(@,y,2.4, 9(a), d(a)) — o, 

S ag ch a 
où T sp(a) (0 o apa?) = 9 

Ce sont ces propriétés, bien connues, que nous allons étendre aux équa- 

tions les plus générales pour lesquelles le systéme (49) est en involution. 
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23. Pour plus de symétrie dans les notations, posons dans les équa- 

tions (49), 

Yin... 4=2 

oV oV oV oV oV 

irse) SE tout Ba Fern ud 

elles deviennent 

| H =p, T 2,9, — FÜ, Vy Vey Ly, 9, 5 Pi» Ps) 10) 

| HER D, + BPO nl Ges Dy» D) = 0. 

On sait que toute intégrale commune aux deux équations (51) satisfait 

aussi à l'équation 
5 D(H, H,) (4, H,) = Soc do. 

i=1 

en développant les calculs, on trouve cette équation 

BH ner I te Aig MA ye af tee are (H Y H,) = ES v T, T &, da, s 9p, da, 9x, Op, 

of 9 of do ' of HE nn) 
Si le système (51) est en involution, cette équation doit être une consé- 

quence des deux premières, et, comme elle ne renferme ni p,, ni pas, elle 

doit se réduire à une identité. D'ailleurs elle est linéaire en p,; les 

fonctions f et ¢ doivent done satisfaire aux deux relations 

LER 
(52) op, Ps 

E D(f , €) D(f , e) of 20 of MC 

(53) DD. 1) = Dna) 15 om, dat, TE om, ' T. oa, ES 

La premiére équation montre que f et c sont les dérivées partielles d'une 

fonction de z,, 2,, 2,, 2,, 2,, p,, p, par rapport à p, et à p, respective- 

ment; et, comme f et @ sont homogenes et du premier degré en p,, p,, 

la fonction dont elles sont les dérivées partielles doit être homogene et 

du second degré et peut s'écrire 

pid(z,, v,, Uy, 7,, 0; ; u), 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 5 juin 1895. 41 
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Oe 
en posant % ats 

Pp 
4 

On aura done 

2d EN 
—— 20 mn —L == 

1 2p,9 5 99? Pons ou 

et, en portant ces valeurs de f et de ç dans l'équation (53), elle devient 

| og 2x 9 E Es eg de 9° CRU 

| ae da, au? dude, d Ou 0æ, — um, Hue is dude, 

| E ay [og 9| 92 Og! og 
(54) + 20 a Ou | Onda, | ou ae 0 au” | Ou 0%, " du 0x, 

+2 2 Dm 24 sp a he en 
2 9a, 

Cherchons quelle sera la forme de l'équation du second ordre q q 
pondante. Les équations (49) sont, dans le cas considéré ici, 

or‘ oV oV » 

9q oq ,,| 29 
= a ; = ’ 

oy or "| 97 

Sep op Np 4 

ou 

= 

we FE : ay 
pour remonter à l'équation du second ordre, remplacons - omo uio. 

zZ 

eV eV oV 

9 92 9p ^ 9q 

relations 

— anh u +) 5 4 

À EN (*) vp (*); 

corres- 

ad 

ey : 
+q—, : par A, p, 1,» respectivement, nous trouvons les deux 
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qui expriment les conditions nécessaires et suffisantes (n° 16) pour que 

la droite 

À + ur 4 »5— 0, P 

p + ps + vt = 0, 

où on considère r,s,/, comme des coordonnées courantes, soit une gé- 

nératrice de la surface réglée (X) représentée par l'équation cherchée. 

Les équations de cette génératrice peuvent donc s’ecrire, en prenant p — 1,. 

v=m, 

r + ms + 2¢(m) — md'(m) = o, 

s+ tm + d'(m) = 0; 

cette droite est la caractéristique du plan mobile 

r+ 2sm + tm? + 20(m) = o, 

ou m désigne le paramètre variable. La surface (X) est donc une surface 

developpable, et, par consequent, les deux systemes de caracteristiques 

sont confondus, comme dans le cas de l'équation linéaire. En résumé, 

on obtient comme il suit toutes les équations du second ordre pour 

lesquelles les équations, qui déterminent les intégrales intermédiaires du 

premier ordre, forment un systeme en involution; o» prend l'enveloppe du 

plan mobile 

r+ 2sm + tm? + 20(7, y 2, p, q 5 m) — o, 

2,9,2,p,q étant regardées comme des constantes, r,s, t comme des coor- 

données courantes, et m comme le paramètre variable. La fonction & doit 

en outre satisfaire à l'équation (54), où on aurait remplacé v, , 3,, X, v,, T,, 

par ©,y,2,P,q,m respectivement. 

24. Nous allons montrer maintenant que l'intégration des équations 

de cette espèce se ramène à l'intégration du systeme en involution (49). 

Soit V(r,y,2,p, q, a, P) une intégrale de ce systeme avec deux con- 

stantes arbitraires a et 5. En différentiant les équations (49) par rapport 

à a et-a b respectivement, il vient 
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ey ou fe Vi of V 

da dw UT LAS oV nee oz 

er / og 

o°V SUM. Xoos ep 9p oy 
CEU TY aa (2) 0a0q ' 

op og 

os N On PEM of Vi 

00e ! lobos — (7 | abap (07) abaq’ 
Op oq 

eu QUA op  9'V 9p 9°V | 

obey T 55; oV ) obap RE (7 aboq | 

al 9g 1 
On en déduit 

= OW or| U | 2° WG a*V | 

[ ' Qa. op [aoe À jecur [aaa * «5s | 

277 7 277 Ay m SOM Pac ede F ul 
dadp| de 02 | | 9a94|9y % | 

cal of oV oV oV oV 

"er aes sory (ae t i) 

| op ) op | 

oy | zi oV ap oV er T PA | 
2a2q ) 9p A LA oq y 1 92 ) | 

F es es 

en tenant compte de la condition (49), on peut encore écrire 
‘a 

= OV aV|( of eV Sf. OV ee ; 
| a |= da dp xu wel ya 

| op (24 | 

eV | op oV ao oV 
ar "Len Yen 9q MA 

op 2q 

et, comme f et e sont des fonctions homogènes et du premier degré de 

oV eue : 
= et) de —, ili vient 
Op og 
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: : ; pep > 
On verrait tout pareillement que l'on a | V, =| =o. Calculons mainte- 

da” ob 

eV oV e'V|oVy s'y e?"V|[o*V ey EE Tat ss 
19a ? Ob 9a9p | dbox °b9z dadq| oboy obo | 

eV | o°V QV | eV [oV oy 

obop | ade da dz | dbdq | 9a9y 9a dz 

En remplacant ae + Tos par leurs expressions, il reste acant —— + ; ee DAT '8 expressions 'este 
eet 9a9x P Sas I I 3 

oV o | 
E 5 —- = oO 

| da ' ob 

On obtiendra done une intégrale complete de l'intégrale intermédiaire 

Va; oes 24 qui 4516) io 

en adjoignant a cette équation les deux relations 

av aV 
= a, 
oa oh 

c jee 

a et # désignant deux nouvelles constantes arbitraires. Ceci suppose que 
eV oV 
da ^ ob 

*, sont des fonctions distinctes de 2,y,2,p,g; mais on peut 

toujours choisir une intégrale complete du systeme (49) satisfaisant à cette 

condition car, le systéme (49) étant en involution, on peut choisir arbi- 

trairement la fonction de 2,9,9,a,b à laquelle se réduit V pour x — z,, 

y — y. 

Si on élimine a et b entre les relations 

oy oV 
Jm E pq 59 30) — 96, baa): = + zn z(@) 0, 

ou z(a) est une fonction quelconque de a, on obtient (n? 17) une nouvelle 

intégralé intermédiaire V, — o, qui s'intégre aussi sans aucune difficulté. 
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En effet, prenons pour 6 une fonction &(a, a’, b'), dépendant de deux 

nouvelles constantes a’ et b’, et se réduisant à z(a) pour a’ — a, , b' = b. 

- La nouvelle intégrale complete dépend de deux constantes arbitraires a’ 

et b', et on peut lui appliquer la méme méthode qu'à la premiere. L'inté- 

gration d'une équation du second ordre de l'espéce considérée est done 

ramenée à l'intégration du systéme en involution (49). 

25. Si on a intégré le systéme en involution (49), on peut obtenir 

sous forme finie l'intégrale générale de l'équation du second ordre corres- 

pondante. Considérons toujours les trois équations 

bac E 
cmd Gao V =o, b= z(a), 

imaginons que des deux dernières on tire les valeurs de a et b en fonc- 

tion de w,y,2,p,q et quon porte ces valeurs de a et de b dans 

y, sv 
da ' ob 

en involution, quelle que soit la fonction z(«). Designons par « une 

, on obtient ainsi trois fonctions Vb E V. qui sont encore 

quelconque des variables 7,y,2, p,q; on a 

oV oV oV o. da oV 
=. + fe tz) : , 

où Ou Ou ou 2a ab 

9 V. oy sy QULA da er er 
ou 9a ou 9a” aadb | ou 

D'autre part, de l'équation qui donne a, on tire 

SU CHA [oV Eo Qul irc Ag? 9a Le E Ww ? m i it (a) aic Oh? Cie (a) ©; ob 2 Ole Fu 

3 da 
de sorte qu’en remplacant 5, Par sa valeur, on a des formules de la forme 

U 

QU Vo oy 

S c S bon’ 

9 V. ropa QE 
=A = , 

au da ou 5 db du 

A,p,X,p' étant les mêmes, quelle que soit la variable w. Les crochets 
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[V, ,V,]. [V, , V,] (V; , V,] sont done des combinaisons linéaires et ho- 
: oV ar oy oV À : 

mogenes des crochets | V, s | V ES | ; . et par suite on a aussi 
, da ob oa ” ob 

nl Elo LR, 5s. 
Il suit de la que les trois équations 

=a, V. =; 

où a et 9 sont deux constantes arbitraires, représentent une intégrale 

complète de l'équation V, =o. Cette intégrale complete s'obtiendra par 

l'élimination de p et q entre les trois équations, ou encore, d’après la 

signification de F. V,, V,, par l'élimination de p,q, a,b entre les cinq 
1 , 

relations 

er av. 97 oV V 
E - z'(a)-o, b za — — — = ff. 

J 9; Qa. * ob ( 1) : ( ^ da g ob B 

AE MES j ES É = oV 
Si on élimine d'abord p et q entre les trois équations V — o, ad 

a 

oV 
SN 3, il reste les trois équations 

ll(v.jy:8, @ b, a, f) = 0, 

a + z'(a)B — o, 

Gea a); 

entre lesquelles il restera à éliminer a et 5. Mais on peut substituer à 

l'une des constantes a, f, à a par exemple, la constante a définie par 

l'équation «+ z(a)f — 0, ce qui revient à éliminer D et « au lieu de 

a et b. Cette élimination se fait d'elle-méme, et on est conduit à l'inté- 

grale complete 
I(r,y,2,a,z(a), —fz' (a), f)=0 

avec deux constantes arbitraires a et 8. Si on remplace ensuite 3 par 

une fonction arbitraire de a,y(a), on a l'intégrale générale de l'équa- 

tion du second ordre proposée qui est représentée par le systéme de deux 

équations de la forme suivante 

$(r,y,2,a,z(aj, z (a), y(a)) — o, 

(55) lr 20 , 20 20 , 

da | 9z(a) z'(a) n ax (a) ^. (a) i wre) == (OF 
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z(a) et y(a) étant deux fonctions arbitraires. On peut donc énoncer le 

théoréme suivant. 

Lorsque le système (49) est en involution, soit V(r, y ,z, p, q,a, b) 

une intégrale de ce systeme avec deux constantes arbitraires a et b, telle 

Ol ol : : Jic es AR 
que V, amoto soient des fonctions distinctes de z,p,q; l'intégrale générale 

de l'équation du second ordre est représentée par les deux relations (55), 

dont la première s'obtient en éliminant p et q entre les trois équations 

T r 

> oV oy 
J =O, ages Fe a ve 

et remplaçant b par x(a), B par x(a), et a par — z'(a)y(a). 

26. l'équation (54) est du second ordre et la fonction inconnue d 

dépend de 6 variables. Il parait difficile d'obtenir l'intégrale générale 

de cette équation, mais on obtient une solution évidente en prenant pour 

d une fonction indépendante de 7,y,2,p,49, dépendant du paramétre 

m seulement. L'équation du second ordre correspondante, ne renferme 

que +,s,¢ et s'obtient en cherchant l'enveloppe du plan mobile qui a 

pour équation 

r + 2sm + tm? +.2¢(m) = o, 

d(m) ne contenant aucune des lettres z,y, 2, p, q. Nous chercherons 

une intégrale intermédiaire de la forme 

Vzetac+by,pta,a+b)=o, 

a et b etant des constantes arbitraires. Si on resout cette équation par 

rapport à p-+ a, on en tire 

(56) p + a + w(z + ax + by, q + b) — 0, 

et on a 

e an or oV 

og = gn pen = Pal a y. B dw ij 9: ow 

oy 9v SP. uy AV IE eA 
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en posant w — 2 + ax + by, v—=qg+b. Les équations (49) deviennent 

ow ow 9o Cron 
—() — = 2 h — — 14 — 

: ou f Go ov 7 ov ^ 

(57) 
| à 90 — y (2e , 

u T Qv : 

: 1 ; i ew 90 — x 
posons, dans ces équations, 7 =a, = = p. on en tire 

3 PE GH A) _ BY (B) — 24(8) NZ ^ D =, 
a a 

et en portant ces valeurs dans la relation 

ow ow 
do = —du + — dv 

Ou Ar Qv 3 

il vient 

20(8)da — ad (8)dB 

a 
= du, 

et, par suite, 

e (Bg) 
= = const. 
a 

w+ 

On obtiendra done une intégrale intermédiaire de la forme (56) en éli- 

minant « et A entre les trois relations 

bu 
z+ am + dy +") — o, 

hC 

(s8) | qb f, 
| | __ 29(B) — BY (B) 12 RP eee TE 

Imaginons que des deux dernières on tire a et f; en les combinant par 5 ; I 
DONE - r+ a 2 I 

division on aura d’abord pour 3 une fonction de aa puis pour - 
- q a 

une foriction homogene du premier degré de p+ a et de q 4- ). En 
Acta mathematica. 19. Imprimé le 2 juillet 1895. 49 
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portant ces valeurs dans la premiere, on trouvera done une integrale 

intermediaire de la forme 

V=z+a+by+G(p+ta,ga+b=o, 

G étant une fonction homogene et du second degré de p + a et de g + b; 

il est facile de vérifier qu'on a bien, quelle que soit la fonction G, 

oV oV SY Y] 
[r.]= e [5 z-]- e [zx] 

L'élimination précédente n'est possible que si la fonction d est donnée. 

On peut cependant appliquer la méthode générale du n° 25 sans par- 

ticulariser cette fonction. Pour la commodité des calculs, changeons «a en 
I 
= et posons 

V=-z+ar+by+a’b(P), 

a et f étant déterminés par les deux équations 

| ad" (P) = q + b, 

ei20 (8) — BY(B)} = p + a. 
On a 

oV da PELEAS t) or o ud (P) + ae, 
oV : da dB. 
ap = 9 + 20d (B) + e (B) 

da da df df 

da’ db’ da’ db 

nieres équations et il réste, toutes réductions faites, 

les valeurs des derivees partielles se tirent des deux der- 

oy oy 
——® — =| : 
da ae mes dio: og 

Pour appliquer la méthode générale, nous devons éliminer « et p entre 

les trois équations 

V=te + ar + by + ah (8) = o, 

oV ; eV a 
Pese eU p MEL amor b eB D. 

em tms rn pa) 

NS eem one tto ee 

- ee ET ne = = 

= 
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et remplacer ensuite D par z(a), b' par y(a) et a' par — z(a)y(u). 

Nous sommes conduits ainsi à l'équation 

0(r,y,2,0a,7(a), za), Hia 

= à + ax + yr(a) + (a. z'(a)y(a 2g} - -z(a) | 

"EROR 

et l'intégrale générale de l'équation du second ordre proposée est repré- 

sentée par l'ensemble des deux équations 

P(x 152; z(a) > z'(a) , x(a)) = 

(59) 90 90. 20 
— (a) + z"(a) + 
da oz(a) ez ( 7(a) 

z(a) et y(a) étant des does arbitraires du paramètre a. 

Remarque. Les équations précédentes paraissent au premier abord 

trés particulières, mais il convient de remarquer qu'on a une catégorie 

x'(a) = o, 

beaucoup plus étendue d'équations s'intégrant complètement par notre 

méthode en considérant les équations du second ordre qui peuvent se 

ramener à la forme précédente par une transformation de contact. Elles 

possèdent une intégrale intermédiaire de la forme 

Zaun DE GR ta, Out Wace Oy 

G étant une fonction homogene du second degré, et X, Y, Z, P, Q cinq 

fonctions de x,y,2,p,q donnant lieu à l'identité 

dZ — PdX — Qd Y = p(dz — pdx — qdy). 

27. Etant donnée une fonction absolument arbitraire 

Q(z,y,2,,z(a), x(a), x(a)), 

les surfaces enveloppes représentées par l'ensemble des deux équations (59) 

((r,y,2,a,7z(d), z (a); i» NS 

o® ao, 

da "Aa z (a) T y "(a) 

où z(a) et y(a) sont des fonctions des arbitraires de a, ne sont pas en 

général des surfaces intégrales d'une méme équation aux dérivées par- 

tielles- du second ordre. En effet, les valeurs de p, q, r, s, t dépendent 
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Pair 
de a, z(a) , z'(a) , z'(a) , z"(a) , y(a) , y (a) , Y (a), et on aurait à éliminer 

huit paramétres entre sept équations. Pour que l'élimination soit possible, 

la fonction ® doit satisfaire à certaines conditions, que nous nous pro- 

posons d'obtenir. Imaginons, pour cela, que l'on ait résolu l'équation 

d =o par rapport à z et soit 

2= F(x,y,a,z(a);z(à); y (0) 

la valeur de z ainsi obtenue. Les surfaces considérées sont aussi repré- 

sentées par lensemble des deux équations 

| E I(x »Y5%, z(a), z'(a) , z (0) 

| JOH VOR : (60) 
+ dn(a) z(a) + mer 

Oa 

Quand on regarde a, r(a), z(a@),7(a@) comme des constantes données, 

la premiere des équations (60) représente une famille de surfaces S de- 

pendant de quatre paramétres. Nous excluons le cas ou toutes ces sur- 

faces S seraient des intégrales d'une équation aux dérivées partielles du 

premier ordre, car les surfaces enveloppes vérifieraient aussi la méme 

équation du premier ordre. Nous pouvons aussi supposer que les quatre 

paramétres dont dépendent les surfaces S sont essentiellement distincts, 

et ne peuvent se réduire à trois; on sait en effet (n° 13) que les surfaces 

enveloppes d'une famille de surfaces à 3 paramctres satisfont à une méme 

équation du second ordre, linéaire en r, 5,4, rt — s?, quelles que soient 

les relations que l'on établit entre ces trois paramétres. 

Cela posé, considérons les courbes C représentées par l'ensemble des 

équations (60), où on regarde a, z(a) , (a), z'(a) . z(«) , z'(«) comme 

des paramètres. Les surfaces étudiées ici sont évidemment engendrées par 

des courbes de cette famille associées d'une certaine facon; de plus, les va- 

leurs de p et de g, le long de chacune de ces courbes, ont pour expressions , 

RER. | oF 
(61) Pa d = 5? 

et ne dépendent non plus que de a, z(a) , z'(a) , z'(a) , y(a) , xa). 

Nous definissons ainsi un systeme de multiplicités M,, et toutes les sur- 

faces enveloppes des surfaces S sont des lieux de multiplicités AZ. 
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D'ailleurs, par chaeune de ces multiplieites, il passe une infinité de sur- 

faces enveloppes, formant un systéme continu, et n'ayant entre elles qu'un 

contact du premier ordre. On peut, en effet, prendre pour z(a) et y(a) 

des fonctions telles que, pour a = a,, z(a,) , z'(a,) , z"(a,) , y (a) , y'(a,) 

aient des valeurs données à l'avance et, comme les valeurs des dérivées 

suivantes z'"(a,), y"(a,) , ... restent absolument arbitraires, les surfaces 

correspondantes auront seulement un contact du premier ordre le long 

de la multiplicité M, correspondante aux valeurs données a, , x(a,), (a); 

r'(a,), x(@&), y (a). Si on se reporte au n? ro, on peut conclure de 

là que le probléme proposé est équivalent à celui-ci: Quelles sont les con- 

ditions pour que les multiplicités M,, définies par les relations (60) et (61) 

verifient deux relations distinctes de la forme 

H(r,y,e,p,q;do,dy,dp,dqg)— o, H,(x,y,2,p,q; dx, dy, dp, dq) — o. 

28. Ecrivons toutes les relations entre 2,9,z, p,q,dv,dy,dp, dq 

ag — F(z,y,a,m(a), x(a), y(a)), 

Br}, 
PTS 2x ? 

or 
q = ay" 

o? p s Al 

= —— M l (62) dp au dx + oro, U; 

er 27; 

ty dy, 

oF oF oF 7 

af) + ds) z'(a 

en posant, d'une maniére générale, 

—— + E e Ale 
VEA, 
ed I 

al — 2 = + -— 

en 
© zx 2 mo 

NO E m Pees 
| 9 

eU aU 
Pear damp UE 

L'élimimation de a, z(a),z(a), z'(a) , y(a), y (a) entre ces sept équa- 
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tions doit conduire a deux relations distinctes. Les cinq premieres ne 

renferment que a,z(@),z'(a),y(a); l'élimination de ces quatre paramètres 

entre ces cinq équations ne peut conduire à deux relations distinctes. 

D'abord, on peut toujours résoudre les trois premiéres par rapport à trois 

des quantités «,z(a), z(a), y(a); sil en était autrement, on pourrait 

éliminer a, z(a), z'(a), y(«) entre ces trois équations, et toutes les sur- 

faces S seraient des intégrales d'une équation aux dérivées partielles du 

premier ordre, cas que nous avons écarté. Supposons, par exemple, qu'on 

ait tiré des trois premières équations a, z(a), z(a) en fonction de a, y, 

2,p,qQ,y(a); en portant ces valeurs dans les deux suivantes, on ne 

pourra obtenir deux relations distinctes entre x,y,2,p,q,dx, dy,dp, dq 

oU COMMON > ES RE 
que si —;,——, —, deviennent, aprés cette substitution, indépendantes 

ov"  Ox0y O1 

de y(a). La fonction 7 devrait donc satisfaire à trois équations de la 

forme 

= 3 A S > > EN 24:9 4:3), 

$8 — 98,932, q) 

av t= 9,(%,9,2,2,9); 

l'intégrale générale d'un pareil système dépend de trois constantes arbitraires, 

au plus. Les surfaces 5 ne dépendraient done, en réalité, que de trois con- 

stantes essentiellement distinctes; c'est encore un cas que nous avons écarté. 

Les quantités z'(a), y(a) ne figurent que dans les deux dernières 

équations (62). Il faudra donc que l'on puisse déduire de ces deux der- 

niéres équations une relation indépendante de z’(a), y'(a). La question 

revient à celle-ci. Soit 

or °F 
a Fc ta? a) 

m. ug pog. 

Y SERES ee 
si on considère a, z(a), z'(a), z(a) comme des constantes données, z’’(a) 

et y'(a) comme des paramètres variables A et D, l'équation 

U+AV+BW=o 

représente une famille de courbes planes dépendant de deux paramètres 

A et B. Pour qu'on puisse déduire des deux relations 

Acn ee eee 
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U+ AV + BW =o, 

dU + AdV + BAW — o, 
une relation indépendante de A et de B, il faut et il suffit que toutes 

ces courbes vérifient, quelles que soient les constantes A et B, une méme 

équation différentielle du premier ordre. S'il en est ainsi, les courbes 
= 

T - const. 

obtenues en supposant P — o, et les courbes 

TRE const., 

obtenues en prenant A = o, représentent l'intégrale générale de la méme 

équation; il faut et il suffit pour cela que l’on ait 

Ld 7*7) 
Lorsque cette condition est vérifiée, toutes les courbes 

U+ AV -- BW —o 

satisfont bien à l'équation différentielle du premier ordre 
* 

a(t) — 

En revenant à la question proposée, on voit que la fonction F doit 
satisfaire à une relation de la forme 

or + oF E oF 

oa ana). ‘ oz(a) ; 
(63) | A hon. E: sm quas z(a) , z' (a) , x(a)j; 

97 (a) 9r (a) 

oü la fonction ¢ ne dépend ni de z, ni de y. Cette condition est d'ailleurs suffi- 

sante. D'une manière plus générale, prenons pour P(«, y,2, a, z(a), z' (a), y (a) 

une fonction satisfaisant à une relation de la forme (63); de la seconde 

des relations (55) qui définissent les multiplieites JZ,, on tirera 

od 9D , 

a D. 

UN een 
n 97 (a) 
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K dépendant de a, (a), z'(a), z'(a) , y(a) , y(a) et étant indépendant 

de w,y,2, de sorte que les multiplicités M, ne dépendront en réalité 

que de cing paramètres, a, z(a) , z (a) , z(a), K. Done, d'aprés ce qu'on 

a démontré plus haut (n? 13) toutes les surfaces représentées par l'en- 

semble des équations (55) satisfont bien à une méme équation aux déri- 

vées partielles du second ordre. 
Comme vérification, reprenons l'exemple du n? 26, ou on a 

y — x(a) |: 9 — sp as yma) +(e + x (a)e(a)}e| 

on trouve pour les caractéristiques une équation de la forme 

y — ya) = Kia + z'(a)y(a)], 

et, par suite 

D— z + ax + yz(a) + {x + z (a) (a)] 9 (K). 

Les caractéristiques sont donc des paraboles ayant leur axe paralléle à 

laxe des z; elles dépendent bien de cinq paramétres seulement. 

20. Afin d'avoir des notations plus symétriques, nous poserons 

Dr ip (a) "I Ey) (a) >= £p x(a) SEND 

2a 2.” dx(a) . Pa» dz(a) . Ps» ay(ay Pe 

il suffira de prendre pour ® une fonction de &,, £,, €,, £,, contenant en 

outre 3 paramètres z,3/,2, et satisfaisant à une équation de la forme 

Pit & Ps Pes. 
(64) fe oh Sing oa NT ho 

; Ps Pa 

Imaginons qu'on ait résolu l'équation ® = © par rapport à €, | 

5 "EE: VE, ? &, Es); 

l'équation (64) est remplacée par la suivante 

4 
S 

oy = Le 
(65) (= T5 sau. > 98 » Si 



> 
E 
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D'aprés ce qui précéde, il suffira de connaitre une intégrale complete, 

avec trois constantes arbitraires z,j, 2, d'une équation de la forme (65) 

pour en déduire une fonction 4 satisfaisant à la condition trouvée et, 

par suite, une équation aux dérivées partielles du second ordre dont 

l'intégrale générale est représentée par un systeme de deux équations de 
la forme (59). 

Etant donnée une équation du premier ordre de la forme (65), il 

lui correspond une infinité d'intégrales complétes et, par conséquent, une 

infinité d'équations du second ordre s'intégrant de la facon précédente. 

Mais toutes ces équations du second ordre peuvent se déduire de l'une 

d'elles par des transformations de contact. Soit, en effet, 

(66) g(V,&,56,6; v,y,2) —0 

une premiére intégrale compléte de l'équation (65); pour avoir une nou- 

velle intégrale complete, il suffit d'établir une, deux ou trois relations 

entre æ,y,2 et trois nouveaux paramètres X, Y, Z, puis d'appliquer 

la méthode de la variation des constantes. Supposons, par exemple, qu'on 

établisse une seule relation entre ,9y,2,X,Y,Z 

(67) 4(r,y,2; X, Y,Z2)—0; 

pour appliquer la méthode de la variation des constantes, il faut éliminer 

x,y,2 entre les équations (66), (67) et (68) 

oy 99 9c 

Ou oy — ez (68) ern 
Ou oy 92 

Or, si nous regardons maintenant V,& ,&,,&, comme constants et (x,y, 2), 

(X, Y, Z). comme les coordonnées de deux points variables, le calcul pré- 

cédent revient à chercher l'enveloppe de la surface X, représentée par 

l'équation (67), où X, Y, Z sont les coordonnées courantes, lorsque le point 

de coordonnées (x,y, 2) décrit la surface S représentée par l'équation 

(66). Cette surface enveloppe se déduit donc de la surface S au moyen 

de la transformation de contact qui a pour- équation directrice l'équation 

(67). La conclusion est encore la méme, s'il y avait deux ou trois rela- 
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tions entre «,y,2, X, Y, Z; dans le dernier cas, la transformation se 

réduirait & une transformation ponctuelle. : 

On voit done que les équations du second ordre qui correspondent 

à deux intégrales completes différentes d'une équation de la forme (65) 

peuvent se déduire l'une de l’autre par une transformation de contact. 

Si lon convient de dire que toutes les équations du second ordre qui 

peuvent se déduire d’une équation par une transformation de contact 

forment une classe, on voit qu'à toute équation de la forme (65) corres- 

pond une classe d'équations aux dérivées partielles du second ordre a 

deux variables indépendantes, dont l'intégrale générale peut être repré- 

sentée par un système de formules de la forme (55). 

30. Proposons-nous maintenant d’examiner si deux équations di- 

stinctes de la forme (65) peuvent correspondre à une méme classe d'équa- 

tions du second ordre. Etant donnée une famille de surfaces S à quatre 

paramétres 

Dr 3,2 au Dee, 0) — 0; 

on peut évidemment, d’une infinite de manieres, remplacer ces quatre pa- 

ramétres a,b,c,d par quatre nouveaux paramètres a,/,7,0 en posant 

:a— fia, Br. 2) 

b= f,(a, B,7; 0), 

e — f(a 5 Bp 0) 

d= fa, Br. 9, 

et la famille de surfaces S est aussi représentée par l'équation 

9,(r,y,2,a, B, p, 0) — 0. 

Supposons maintenant qu'on pose b = z(a), c — z'(a), d=y(a), z(a) et 

y(a) étant des fonctions quelconques de a; 8,7, 9 deviennent des fonc- 

tions de a, et, si les formules de transformation sont telles que l'on ait 

df — cda = o(dß — yda), 

on aura aussi 
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La fonction ®, doit satisfaire à une équation de la forme (64) en méme 

temps que la fonction @, et il est clair qu'à ces deux équations de la 

forme (65) correspond la méme classe d’équations du second ordre. Par 

consequent, toutes les équations du premier ordre qui peuvent se deduire 

de léquation (65) par une transformation 

zi =f, Es 5 o LE 

+ = fa (Et , & , e , Vi), 

3, = len , & , Es , M 

WEGE EUR TED 

(69) 

telle que l'on ait 

(70) dé, ES £,d6, E p (dg C &, d&;), 

correspondent à une méme classe d'équations du second ordre. 

Remarquons que toutes les transformations de cette espece changent 

bien l'équation (65) en une équation de méme forme, car les caracté- 

ristiques satisfont à la relation 

dé, — & d£, = o, 

et inversement toutes les équations du premier ordre, dont les caracte- ? 

ristiques vérifient cette relation, sont de la forme (65). 

On trouve aisément toutes ces transformations, de la méme facon 

qu'on détermine les transformations de contact. Les valeurs de &, £,, £, 

ne doivent pas dépendre de V’ et les formules (69) prennent la forme 

sulvante 

& = AE, & » &); has) E, = f, (8, &» Es) 

PE HE: Sas, Sey V) 

la fonction f, étant arbitraire et les fonctions f,, f,, f, satisfaisant à 

l'identité (70). 

31. Supposons, par exemple, que l'équation (65) soit linéaire 

eV oV oV 
ee ESO 
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A et B étant des fonctions quelconques de &,&,,8,V. Toute inté- 

grale complete est de la forme 

Ve D(x,y,z, RN 

V. V. 
T 2? 

les surfaces S représentées par l'équation V =o, où l'on regarde x, y, z 

V, désignant trois intégrales particuliéres distinctes. On voit que 

comme des coordonnées courantes, ne dépendent que de trois parametres. 

C'est le cas particulier que nous avons laissé de côté. 

Considérons encore l'équation 

, Lu 

DS DET: Sucre 

qui admet l'intégrale complete 

(a +8) 
b 

PIE be, a +6; 

la fonction ® correspondante peut s’ecrire 

p (a z (a) — z + az + z(a)y + Peer x (a). ® 

Les caractéristiques des surfaces S sont des hyperboles ayant une asymp- 

tote parallele à l'axe des z et située dans le plan des xz. 

Paris, décembre 1894. 

I 

[ 
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SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA FORMULE 

PIU SUE. 

PAR 

CARL STÓRMER 

a CHRISTIANIA. 

I. La formule bien connue 

(1) oi Un UN ENS me 
2 I 2 5 ES 

est susceptible d'une généralisation assez curieuse, que j'ai publiée dans 

un petit travail paru en norvegien en 1892 (Summation af nogle trigono- 

metriske rekker, Christiania Videnskabs-Selskabs Forhandlinger). 
Voici le théoréme dont il s'agit: 

Si D, Piper Puy 04,,0,,..., Am Sont assujettis à l'inégalité 

VENTES REA ale EA CP dem 
on a 

AER sing, sin sin @ 
(2) LOU 2 rn P Ban Een COSia, Cosa; ...!cosq, 

2 I I I 

sin 2y, sin 2 sin 2 
== Pi au: f" cos oq Cus 20. —. * Cos2R 

2 2 2 2 m 

y. sin 3g, Sin 3e, sin 395 
COS 3a cos 3a sw" COS Ae 

3 3 3 ! : 3 
m 

oy ial ef 4 Te "ele e. af eo) eh ath el epe a Mat Tara s te 
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La demonstration est facile et peut se faire de plusieurs manieres. 

La plus simple est peut-étre celle qui suit. 

Supposons la formule vraie pour » quantités e et m quantités a. 

Alors, si lon a 

+ alt. ++ ar clesie m 
on aura a la fois 

[gi + au + | Lo 

fi 

+la|+...+,|<r +.:..+|% 

et 

| 1 — any | =F [go | ap ADN ae len | + | a, | RE re 

Par conséquent: 

5 

; 3 cos da, ... cos la, 
n x pee sinA(@ + «541)sin 4g, ^ sing; — = St mai Ti 

1 

(Gr — Gm) Po +++ Pn 
E 

COS Aa, .. . COS la. 
= Wi ya sin À(@, — anyı)sin dg, — sin gy, 

= À Ale t AA 

En faisant la demi-somme de ces deux formules, on obtient immediate- 

ment 

9195 - -- Qn = sin de, sin do sin Ac; (3) 1 REY (1) 1 i5 Manage = ; ; COS Ag, ... COS Âa,, COS Ag; 
1 

ce qui est notre formule pour les indices n et m + 1. 

De l'autre côté, en multipliant la formule (3) par da,,, et en inté- 

grant de zéro à g,,,, ce qui est permis si l'on a 

Altar. taten tat + [on] <2 
on obtient 

ae ER Pad GE „sin Ag, sim Agn SIN Agagi à (A) Arne (—— 1) Y^ i COS Àa, .. . COS Aa. 
2 À 

C'est la formule (2) pour les indices n + 1 et m. 

———— 

; 
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Notre formule (2) découle de cette maniére immédiatement de la 
formule (1). + 

En faisant dans (2) 

(MESSEN DOS NA QUEUE quod Oe 0s 

nous aurons la formule curieuse que voici 

(5) T — (= 3 cos" a — (S eos" 2a + (=) cos" 3a—... 
\ 

qui est vraie pour 
n|e| + m|a| « z. 

Des formules démontrées, on peut tirer une foule d'autres, plus ou 

moins intéressantes. Nous citerons quelques-unes des plus simples. 

En faisant dans (5) n — 1, e — 5, il vient: 
nia 

a cos" a cos" 34 cos” 54 

4 1 3 5 

et cette formule est vraie pour 

7 
| | 2 2m 

C'est une généralisation de la formule bien connue 

7 cos 4 eos 34 ei: cos 5a 

4 I 3 5 

; Faisant en (2) 

Oy St Oe SO ee Gat 2d Ch SS ECO) 

nous aurons l'égalité curieuse 

fole ! eye 39\"_, I (sin wy — 

47 | 1 Suri ssi 5 "n \ 

= 

qui est vraie pour 

hs ee 
T 

Ie ez 

à 
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Des résultats intéressants s’obtiennent aussi par derivation des for- 

mules par rapport aux quantités g et a. : 

Il y a lieu de remarquer que la formule (2) sous la forme 

oo = À sie 7 = . 

=> ea = deepens an Pn cos da, ... COS Aa, sin Ax 
ud AG, 29, An 1 

DIR 

en série de Fourier, où les 
NI 

représente un développement de la fonction 

coefficients ont wne infinite de valeurs différentes. Ce résultat est en accord 

avec une remarque de M. Jorpan (Cours d'analyse, Il, 2"* edit. p. 242): 

en effet, la fonction étant donnée seulement dans l'intervalle 

[e| a oues el aem oe] 

et cet intervalle étant moindre que celui de — z à + 7, les coefficients ne 

sont pas wniques. 

2. Il est évident que les considérations qui précédent suffisent 

pour déterminer la valeur de la série au second membre de (2) pour 

toutes les valeurs réelles de 9, ...9,, @ ...a,. 

Nous nous bornerons à considérer, à titre d'exemples, les cas les 

plus simples. 
Désignons par F(g, ,g,) la fonction représentée par la série 

sing, sing, sin 29, sin 2c, 3 sin 3¢, sin 39, 

I I 2 2 3 3 y 

C'est une fonction continue de ¢,,¢,, qui satisfait aux équations 

sulvantes 

F(g.,¢:)= Fa») 

Fe, + 27,¢,)= FY, %); 

F(— $1,9,) = — F(oi $i) 

E(zr—9,,7——9,)- Bio) 

Il suit de ces équations, qu'il suffit de pouvoir caleuler la valeur 

de la fonction pour des arguments satisfaisant aux conditions 

o € o, <7, OSG, S75, 

Pi + Pa LT: 
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Pour e, + e, < 7, on a, comme nous avons vu: 

9 ıfı I 1 

is Fo 0) 2t +9) +3 —2]-in 

done, parce que F(g,,0) = o 

I 

(a) Fe, 5.82) = z £ifs- 

On voit aisément que cette formule subsiste encore pour e, + ¢, = =. 

Si l'on a, au contraire: 

Sm en QOIS SU 
mais 

£&y +9,27 

on aura, par suite de la relation 

F(g,, ¢,)= Fa—¢,,7— $4); 

z— v, + p. eant <z, 

(b) Fy, e) =3(@ £X — £2. 

Comme on le voit, les formules (4) et (b) s'accordent pour le cas 

limite e to, = 7. 

Faisant e, = ¢,, on trouve que la série 

singY* — (sin 294^ sin 3ç\° _ 

= en a 

mais égale a 

Passons maintenant a 

sing, sing, sing, sin 2¢, sin 2c, sin 20, 
al E = m EQ,» Pa» €) "ans cede. = > de 
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Cette fonction est continue pour toutes les valeurs réelles de e, .¢,, ¢,, 

de méme que ses dérivées du premier ordre. Elle satisfait aux équations 

sulvantes 

F(p;, Gas Gs) = FG, : Ear G2) = F(6,: Gr > 93); 

Fe, + 27,9,9)= — F9»: t; 

(=; ee.) — — FE), 931563) 

Fa m Un ae (re ¢;) T F(e, » Cas £,)- 

Par conséquent, il. suffit de savoir la caleuler pour des arguments satis- 

faisant aux conditions suivantes 

Or on a 

; I 

20, i (¢ » Gas Ps) m = [F(e, a Ca €.) x E € Os e,)] 

I 
= 1055 

mais — 

ig, >, ey 
Intégrant, et remarquant que I’(¢,,¢,, 0) = 0, on trouve 

Fe;,e,, $s) = 7 

mais = 
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Dans le cas où ¢, + e, > +, on trouve 

Fear) = za Pi Pa) Por Sh 9 E guo £s 8 

ri I 

mals = 2 (s TE ez 2 £,); in z(x 

La dernière formule peut être transformée en 

I isl) MM Lo. MEINT. RE 18 
Fg, 5 Pas Pr) = 2 1293 at T £c f$ m) 

et est démontrée, nous le répétons, pour 

Pi = Fa 2 f£ 

of ¢, <a, o S ¢, <7, ol ¢, LT) 

gy, >|e +¢,—2|. 

Si nous faisons dans ces formules 

on trouve que la série 

sin @ + sin 2g? sin 3ç\ ° 

Gale VEN SC 
représente une fonction impaire, continue avec sa première dérivée pour 

x 

toutes les valeurs réelles de c, et qui est égale a 

et a 
NN ut: I 3 ~ ^ EN EE AA 

3% ge — 7) = (a4 

3. Comme on le voit, les résultats obtenus au moyen de ce mode de 

calcul, ne sont pas bien faciles à résumer sous une forme concise. Aussi, 

si on voulait déterminer, dans le cas general, la somme de la série 

2o B 5 B 5 = 5 

= 241 Sin 4o, sin2g, sin 6, 
me) ae B qos 2 cos/a, COS AX, ... COS 2a 1 2 m 
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il semble préférable de se servir d'un procédé que j'ai indiqué dans 

mon travail déjà cité, et qui ést basé sur la transformation du produit 

sing, sing, ...sing, cosa, cosa,...cosa, en une somme algébrique de 

sinus et cosinus des arguments de la forme 

lee, Er. eB. ta a Berne]: 

De cette maniere, tout est réduit a la sommation des series 

sing sin2o , sin3¢ 
S, (e) q?p41 ^ — 23p41 zl: gH Jp ELCH) 

5 cos c COS 20 COS 3c 1 m1 2 
C,(¢) ir 122 "Hi 2?p TIE Bap T i4 dv? 

sommation qui est trés facile. 
On trouve, en effet, en définissant le symbole [¢] par les conditions 

[v] 2 e, mod 27, 

—s« [ges 

que les sommes de ces séries seront 

(= 1 S (eg) 

a e 2s (eI. e MIT d "nam 
x 2p + aux [2p—1 +4, [2p Sar uno (— 1) a, E , 

aS,(¢) 

1 C 2 E 1 —— 
(2) ? [v] 

Les coefficients a, peuvent étre déterminés par la condition que 

S, doit s'annuler pour [g] = 7, ce qui donne: 

I I I I 

D. cu fes © NE 

ear ge pee © 
D'ailleurs on trouve, en faisant [¢] = o dans C,, 

et I I I eod LR PME 

DB, étant les nombres de BERNOULLI. 
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- 

Si l'on prend comme exemple la serie 

sing" - /sin 29\" sim gg\" =") 

Wk JJ ig ie: 

le resultat est tres facile a écrire. 
Puisqu’on peut écrire 

gin" e — AP sing + Ai” sin 36 +... + AP sin(2p + 1)e, 

sin’ c£ = BY) + BY” cos2¢ + Di? cos4g +... + Bi” cos 2pg, 

Ay”... AU, By... Bi” étant des constantes rationnelles faciles à dé- 

terminer, on a en effet les formules 

/singV? — (sin 224 'sin39V? ' $300] pistes E 
\ < 

= BYC,(0) + BP C,(2¢) +... + BPC, (2p¢), 

sin (= =) pet sin.3¢\ 2+! = d CN 
I 2 3 

= AP S,(g) + AI S, (3g) ++ AP S 2p + Ur) 

qui mettent en évidence les discontinuités que présentent, la dérivée 

d'ordre 2p — 1 de 

sing"? /sin 2gY? sin 3¢\ 7? 

el a ee ve 
pour 

T 7 a 
t= ie re er 

sz m js 
2p N2p — 2° ur d 

5x m (mod 27) 
2p ETE S Dr Ud 

(2p — 1)z 
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et la derivee d’ordre 2p de 

sin ¢\ P+! sin 20\?+1 _/sin 39\7?*! 

m HX iD ere nS 

pour g=7z, et pour 
» 

ES a TE z 
xe enr Nope 143,2 

Ir ZT 37 

2p+1 7 2p—1’ qoe 

T 5x 5x (mod 27) 

2p+1 ’2p2—2’ 4 1 

(2p — 1)z 2 

2P 1 

“Fevrier 1895. 



ÜBER DIE ANZAHL DER CLASSEN BINÄRER QUADRATISCHER FORMEN 

VON NEGATIVER DETERMINANTE 

VON 

A. HURWITZ 
in ZÜRICH. 

ie 

In der vorliegenden Abhandlung bezeichnet der Buchstabe P stets 

eine positive ungerade ganze Zahl, die grösser als 1 ist und ausser durch 

ı durch keine Quadratzahl theilbar ist. Ferner bedeutet 4(D) die Anzahl 

der Classen, in welche die eigentlich primitiven positiven Formen 

ax? + 2bxy + cy? 

der negativen Determinante 

Dp) 

zerfallen. Wenn zur Abkürzung der Schreibweise 

I 
Sen) 8 L 

gesetzt wird, so bestehen nach Diricuzer ' die folgenden Gleichungen, 

welche die Classenzahlen durch Summen von Legendre-Jacobischen Zeichen 

darstellen: 

* Vorlesungen über Zahlentheorie (herausgegeben von R. DEDEKIND) $ 106. 

Acta mathematica. 19. Imprim& le 9 juillet 1895. 
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dw F 

L  A(P Y 5): falls P= 3 (mod. 4), 

IL a(P)=2 Y (5), falls P=1 (mod. 4), 

Il.  A(2P)=2 Y (=), falls P= 3 (mod. 4), 

IV. han) 2 (5) u? (2) falls P= ı (mod. 4). 

Unter dem Zeichen 

ist hier, wie stets in der Folge, die Summe derjenigen Werthe der Func- 

tion f zu verstehen, welche den im Intervalle m...n liegenden ganz- 

zahligen Argumenten s entsprechen, so dass sich also die Summation auf 

alle ganzen Zahlen s erstreckt, welche die Ungleichungen 

MSS 

erfüllen. en 

Da jedes Legendre-Jacobische Zeichen einen der Werthe ©, 1, — 1 

besitzt, so leuchtet ein, dass die Classenzahlen (P) und A(2P)-einen 
I : ; : 

unterhalb - P, also umsomehr unter P liegenden Werth besitzen. Kennt 

man daher eine Zahl, welcher A(P) oder h(2P) nach dem Modul P con- 

gruent ist, so ist die Classenzahl h(P) oder h(27) als der kleinste po- 

sitive Rest jener Zahl modulo P eindeutig bestimmt. Von dieser Be- 

merkung ausgehend, bin ich zu einer Reihe von Sätzen gelangt, die ich 

im Folgenden entwickeln will. Zur Orientirung über die Natur dieser 

Sätze, will ich hier zunächst die einfachsten derselben, die sich auf den 

Fall beziehen, wo P eine Primzahl ist, angeben. 

1. Satz. Die Entwicklung von tg v nach Potenzen von x laute: 

a? e yeni 

toa mte gata dou eee Jj- WOW S iria e 
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Uber die Anzahl der Classen binärer quadratischer-Formen von negativer Determinante. 353 

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4n + 3 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(p) der kleinste positive Rest von 

nach dem Modul p. 

Beispielsweise ist die Classenzahl h(11) bestimmt durch die Congruenz 

h(11) ee > 3 
(mod. 11) 

und hat also, da a, = 16 ist, den Werth 3. 

(XU I 
2. Satz. Die Entwicklung von Tee nach Potenzen von x laute: 

I x? x* 
cose ^ that cob At 

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4m + 1 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(p) der kleinste positive Rest von 

nach dem Modul p. 

Zum Beispiel ist hiernach 

h(17) = 2. (mod. 17) 

und also h(17) = 4, da f, = 1385 ist. 

3. Satz. Die Entwicklung von 
Sin o 

nach Potenzen von x laute: 
cos 2x 

sin # inc 
schen‘ Ten 2n — I) 

2 
cos 2r — 

Wenn nun p irgend eine Primzahl von der Form 4m + 3 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(2p) der kleinste positive Rest von 
pt 

(— 1) *- To 
4 

nach dem Modul p. 
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Beispiel: (22) =— y, =— 361 (mod. 11), also h(22) = 2. 

E . COS & 
4. Satz. Die Entwicklung von = nach Potenzen von x laute: 

Sav 

COS & MD à + tat: EISE 
cos 2x 

Wenn mun p irgend eine Primzahl von der Form an + 1 bezeichnet, so ist 

die Classenzahl h(2p) der kleinste positive Rest von 

nach dem Modul p. 

Beispiel: h(26) = — 2, = — 2763 (mod. 13), also h(26) = 6. 
sr 

Um den Gang der Untersuchung später nicht unterbrechen zu müssen, 

knüpfe ich an diese Sätze gleich hier einige Bemerkungen: 

Die Tangentencoefficienten a, ,a,,... stehen bekanntlich zu den Ber- 

noullischen Zahlen B,, B,,... in der Beziehung 

or 1) 

a, =o 2n Br 

Daher ist 

: "*( pil ) ( =) ES 
I 2 2 > E ) 2 — z 29541552 aos pe m AME nass) (mod. p). 

4 4 4 4 

Der Satz 1. kann hiernach auch dahin ausgesprochen werden, dass die 

Classenzahl h(p) durch die Congruenz bestimmt ist 

h(p) = — 6 Ban (mod. p), 

wenn p eine Primzahl von der Form 8» + 3 und durch die Congruenz 

h(p) = 2B,,, (mod. p), 
a 

wenn p eine Primzahl von der Form 8» + 7 ist. 

Bei dieser Formulirung des Satzes ist aber der Fall p = 3 auszu- 

schliessen, was darin seinen Grund hat, dass fiir diesen (und nur fiir diesen) 

Fall B,,, einen durch p theilbaren Nenner besitzt. 
4 
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Die Coefficienten £, 

Bekanntlich sind diese, ebenso wie die Tangentencoefficienten a, , a, , ..., 

» fos sind die sogenannten Euler'schen Zahlen. 

positive ganze Zahlen. Das Gleiche gilt aber, wie ich jetzt zeigen will, 

auch für die Entwicklungscoefficienten 7,, 7,,... und 2,,9,, .... 

Dass diese Entwicklungscoefficienten ganze Zahlen sind, ergiebt sich 

unmittelbar aus den Recursionsformeln, welche man für dieselben aus den 

identischen Gleichungen: 

sin cos & 
cos 27 = sing, —— 082% = C08% 

cos 24 cos 2x 

erhält. Um zu beweisen, dass dieselben positive Zahlen sind, zerlege ich 

cos® + sina I I 

cos 2% m UB zr) 
V2 cos (« +) 

24 

in Partialbrüche: 
- k(k+1) 

cos z + sin x I k (— 1) À 

cos 2x z3 v2 : c 
2l - 1)— ( Ts ( » (— 1) 

wobei die Glieder der Summe nach wachsenden Werthen von k anzu- 

ordnen sind. Entwickelt man die einzelnen Glieder nach aufsteigenden 

Potenzen von x und vergleicht die Coefficienten von x" auf beiden Seiten 

der vorstehenden Gleichung, so ergiebt sich: 

= |(2n — 1) EN : 
PE 

I I I x 4 2n+1 TJ I 

0; 3 (2n) (2) V2 I ci gti gal o antl 5 9n E viet s etu 

Aus diesen Darstellungen der Zahlen ;,, 0, geht nun hervor, dass die- 

I I 
1 — md epu —— 

9 BER + yan E 

I 

9? n eee 

SE . . . I I 
selben positive Werthe besitzen. Denn die Differenzen ı — es eee 

2 

1 1 I I b : 1 I I 4 
gm pgm? gm gm ebenso wile D— gang? gant zane SI 

simmtlich positiv. 
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D) 
-— 

Zur Abkürzung der Beweise für die oben angegebenen Sätze und 

für andere Sätze ähnlichen Charakters, benutze ich den Begriff der Con- 

gruenz in einem erweiterten Umfange. Einerseits dehne ich den Begriff 

der Congruenz, wie dies auch sonst seit Gauss hin und wieder geschieht, 

auf rationale Zahlen aus. Zwei rationale Zahlen r und s mógen nàmlich 

nach dem ganzzahligen Modul m congruent heissen, in Zeichen 

(1) ‘=s (mod. m), 

wenn ihre Differenz r— s, auf die kleinste Benennung gebracht, einen 

durch m theilbaren Zähler besitzt. Dass derartige Congruenzen addirt 

und subtrahirt werden dürfen, d. h. dass aus der Congruenz (1) und der 

Congruenz 

ZT 
iS} 
WH 

= | = s' (mod. m) 

die neuen Congruenzen 

r+r'=s+s' (mod. m) 

folgen, leuchtet unmittelbar ein. 
Um die Gesetze für die Multiplication und Division solcher Con- 

eruenzen leicht aussprechen zu können, ist es zweckmässig noch folgende 

Definitionen einzuführen: 

ine rationale Zahl heisse endlich nach dem Modul m, wenn sie, auf 

die kleinste Benennung gebracht, einen zu m theilerfremden Nenner besitzt. 

Eine rationale Zahl heisse relativ prim zum Modul m, wenn sie selbst 

und zugleich ihr reciproker Werth endlich nach dem Modul m ist. 

Eine rationale Zahl, die man auf die kleinste Benennung gebracht 

hat, ist offenbar stets und nur dann relativ prim zu m, wenn sowohl ihr 

Zähler wie ihr Nenner theilerfremd zu m ist. 

Man zeigt ferner leicht, dass zwei nach dem Modul m congruente 

rationale Zahlen gleichzeitig endlich modulo m oder nicht und gleichzeitig 

relativ prim zu m oder nicht sind. 
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Was nun die Gesetze der Multiplication und Division für die hier 

betrachteten Congruenzen angeht, so sind dieselben in folgenden Sätzen 

enthalten, deren Beweise ich übergehe, da sie ganz elementarer Natur sind. 

»Besteht die Congruenz (1), so bleibt dieselbe richtig, wenn ihre Glieder 

r und s mit irgend einer (mod. m) endlichen Zahl multiplieirt werden.» 

»Aus den Congruenz (1) und (2) darf man die Congruenz 

rr’ = ss’ (mod. m) 

folgern, wenn r und »' endlich nach dem Modul m sind.» 

»Die Congruenz (1) zieht die Congruenz 

(mod. m) 

nach sich, wenn r relativ prim zu m ist.» 

»Aus den Congruenzen (1) und (2) darf man die Congruenz 

T "m 8 

= (mod. m) 

, folgern, wenn r’ endlich und r relativ prim zum Modul m ist.» 

Eine andere Erweiterung des Congruenzbegriffes, die ich im Folgen- 

den benutze, bezieht sich auf Potenzreihen mit rationalen Coefficienten. 

Es seien 

x? an 

(3) PRR) i "si frag she pr o 

(4) |44(r)—5 I E 

zwei Potenzreihen, die in der Umgebung der Stelle x =o convergiren 

und rationale Coefficienten besitzen. Die Congruenz 

(5) g(x) =¢(a) (mod. m) 

soll dann nichts anderes ausdrücken, als dass für jeden Index n 

(6) r„=s, (mod. m) 

ist. Ferner will ich sagen, die Congruenz (5) bestehe bis zu den Gliedern 
kt Ordnung, wenn die Congruenz (6) für n=0,1,2,...,k erfüllt ist. 
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Die Potenzreihe (3) e(x) möge endlich heissen nach dem Modul m, 

wenn alle Coefficienten r,,r,,7,,... endlich sind nach dem Modul m. 

Ist ç(x) endlich nach dem Modul » und zugleich das Anfangsglied 

‘, relativ prim zu m, so soll ç(x) selbst relativ prim zu m heissen. 

An diese Begriffe knüpfen sich nun die folgenden Sätze: 

) 

. ; : I , : 
1.) »Ist g(x) relativ prim zu m, so ist auch —— relativ prim 

g(a) 
zu m.» 

: I , , gem Denn ist SEPT Fo À ME + iplc -..,)80 hat man 
eux 2 

nn-—iX m+rnn=o nntzeintnn=o, 
A ies a ap! ne wy! nl ne c 

rn + 3T2Ti Hann nn =O, -- . 

Berechnet man aus diesen Gleichungen 1, 7;,75,-.., so erkennt man, 

dass diese Zahlen sämmtlich endlich und die erste 7; überdies relativ 

prim zum Modul m sind. 

Fasst man dieselben Gleichungen als Congruenzen (mod. m) auf, so 

ergiebt sich leicht der Satz: 

2.) »Ist ç(x) relativ prim zu m und c(x).e.(x) = 1 (mod. m), so 

ist (2) (mod. m).» 

Sind r und s nach dem Modul m congruente und endliche Zahlen, 

so sind auch ;" und s" congruent und endlich für jeden positiven ganz- 

zahligen Exponenten n. Daraus folgt: 

3.) »Sind r und s nach dem Modul m congruente und endliche 

Zahlen, so ist 

e(rx) = e (sx) (mod. m) 

wenn @(x) nach dem Modul m endlich ist.» 

Zwischen den Potenzreihen (3) und (4) môge jetzt die Congruenz (5) 

bestehen. Ferner sei 

x? an 
(7) de nr SEE NET 

2 

eine (mod. m) endliche Potenzreihe. Ein Blick auf die Gleichungen 
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a 

D | ex) — Eh + rie t E ant nS es 
(8) : 
| d(z)y(x) = st, + (s.t, + sh) + (st, + 25,6 + 8,4) 7 e 

[E 
lehrt dann, dass die Potenzreihen ç(x)7(x) und d(x)y(x) (mod. m) con- 

gruent sind. Es besteht also der Satz: 

4.) ist ç(x) =¢(x) (mod. m) und z(z) endlich nach dem Modul m, 

so ist auch ç(x)y(x) = d(x)y(x) (mod. m). 

Combinirt man hiermit den Satz 1r.) so erhält man 

5.) »Ist e(x)- d(x) (mod. m) und y(x) relativ prim zu m, so ist 

g(x) (a) 
z(«) zx(«) 
Sind g(x) und (x) congruent (mod. m) und relativ prim zu m, 

bezeichnen ferner für einen Augenblick c,(r) und ¢,(#) die Potenzreihen 
I I 

gj "^ gu) 

auch (mod. m).» 

, so folgt aus e(x) — d d(x) (mod. m) nach Satz 4.) 

1 — e(x)e,(v) 2 d(x)e,(r) (mod. m) 

und hieraus nach Satz 2.) ç,(x) = d,(x) (mod. m). D. h. 

6.) »Ist g(x) = (v) (mod. m) und e(z) relativ prim zu m, so ist 

auch (mod. m)». 
v 

g(x) (e) 
Es seien jetzt ç(x), d(@), e, (x) , d,(x) irgend vier Potenzreihen mit 

rationalen Coefficienten und 

| £(r)z (x) (mod. m), 

| e.) =d,(x) (mod. m) 

Dann gelten für die Combination dieser Congruenzen durch Addition, 

Subtraction, Multiplication und Division folgende Gesetze: 

(9) 

7.) Aus den Congruenzen (9) darf man folgern 

a) die Congruenzen e(x) + @,(x) = d (v) + ¢,(x) (mod. m) ohne jede 

Einschränkung; 

b) die Congruenz e(z)e,(z) = d(x)d,(x) (mod. m), wenn ç(x) und 

e,(x) endlich sind modulo m; 

g.(z)_ (x) 
p(æ) (e) 

und £(&) relativ prim zu m ist. 

c) die Congruenz (mod. m), wenn ¢,(x) endlich (mod. m) 
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Schliesslich habe ich noch einen in der Folge wiederholt zur An- 

wendung gelangenden Satz zu entwickeln, der sich auf die Frage bezieht, 

in wie weit eine Congruenz ¢(#)= (zc) (mod. m) durch eine mit x ver- 

schwindende Potenzreihe y(x) dividirbar ist. Ich nehme an, dass y(x) 

von der ersten Ordnung verschwindet, dass also 

a 17 
xm) — to + apes EXC pco 

ist, wo /, von Null verschieden. Ferner setze ich voraus, dass ç(x) und 

(x) für æ =o verschwinden, also r, und s, in den Entwicklungen (3) 

und (4) Null sind. Ist nun 

Re) 
, ' ae 

5 v , , ‚x 

ZU ES d, (x) = 8 + ST + Sj 0097) 

so folgt aus der Annahme ¢(x) = d'(x), oder ç,(x)y(x) = d, (v) (a) (mod. m), 

dass die Zahlen 

fol, , 27,6 + Tole, ob + Site + Tels, 

der Reihe nach (mod. m) congruent sind den Zahlen 

Syl, , 2814 + Soto , 3850, + 35 + Sols, es 

Hieraus ergiebt sich successive 7,2555, 7,28, 5... , 7,45, , (mod. m) 

unter der Annahme, dass /,,245,,345,,..., (p — ı)t, relativ prim zu m 

oT 
nahme ist erfüllt, wenn /, relativ prim zu m und p die kleinste in m 

und ¢ endlich nach dem Modul m sind. Die erstere An- 

aufgehende Primzahl ist. Hiernach kann man folgenden Satz aussprechen: 

8.) »Sind ç(x) und f(x) mit x verschwindende Potenzreihen und ist 

Ko) = he + SI gt 

endlich nach dem Modul m, während zugleich ¢, relativ prim zu m ist, 
1 

so folgt aus dem Bestehen der Congruenz 

e(z)z (x) (mod. m), 

——————— 
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dass die Congruenz 
Ss (x) _ gx) 
1(æ) z(x) 

bis zu den Gliedern (p — 1)" Ordnung gilt, unter p die kleinste in m 

aufoehende Primzahl verstanden.» 

(mod. m) 

9. 

Ehe ich zu dem eigentlichen Gegenstande dieser Abhandlung über- 

gehe, will ich die Sätze der vorigen Nummer an einigen Beispielen er- 

läutern. 

Nach dem Modul 3 bestehen (Satz 3.) der vorigen Nummer) die Con- 

gruenzen 
Co 3 =11; cos 20 = cos (— c) = cos z (mod. 3). 

Die elementare Gleichung cosx(2 cos 27 — 1) = cos 3x, ergiebt daher die 

Congruenz 
cos (2 cosa — 1) — 1 (mod. 3). 

Also ist (nach Satz 2. oder s. der vorigen Nummer) 

(1) =? cosy — 1 = — (1 + cosa) (mod. 3). 

9 

Der Coefficient von en) auf der linken Seite dieser Congruenz ist die 

Euler’sche Zahl Z,, auf der rechten Seite ist derselbe (— 1)'*'. Man 

erhält also den bekannten Satz, nach welchem die Euler'sche Zahl 3, von 

der Form 3k—1 oder 3k+ 1 ist, je nachdem » gerade oder ungerade ist. 

In ähnlicher Weise ergiebt sich die Congruenz 

(2) =! + 2 cosx — 2 cos 2x (mod. 5), 

welche den Satz enthält, dass die Euler'sche Zahl , = 1 oder o (mod. 5) 

ist, je nachdem » ungerade oder gerade ist. Aus der Congruenz 

. TU 
' sinz cosz = ~sin 2x — z (mod. 4) 

Acta mathematica. 19. Imprimé le 31 juillet 1896. j 46 
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folst 

cos p= Sin (mod. 4). 

M- E : 
Da der Coefficient von [ub auf der linken Seite | 

(2n + 1)B,=(— 1)"B, (mod. 4), 

auf der rechten Seite (— 1)" ist, so besagt diese Congruenz, dass die 

Juler’schen Zahlen sämmtlich = 1 (mod. 4) sind. | 

Multiplieirt man die vorstehenden Congruenzen (1) und (2) mit sina, a 
so erhält man | 

sin c : IE : ; Q 
—— = — (sin z + -sin 27) =— (sinw + sinx)=sinx (mod. 
COS & ( a 2 ) ( Ln ) ( 3), 

sin c A : a : : s | 
Sosa PD + sin 2% — sin 3% + sin x — 2(sinz + sin2x) (mod. 5). = 

D. h. der Tangentencoefficient «, ist = 1 oder 2 nach den Moduln 3 und 

5 (und also nach dem Modul 15) je nachdem » ungerade oder gerade 

ist. Um den Rest von 4, (mod. 8) zu beurtheilen, bemerke man dass | 

+ 4 eos 2x + eos 4v 
dos) cm E E 4" — (mod. 8), f 

folglich | 

SIDING E 2 sin 2x + sin 4z a 
= sin © COST = —r—2— (mod. 8) 

COS æ 8 [3 

ist. Der Tangentencoefficient «, ist also durch 8 theilbar, sobald n > 2.' 

Ähnliche Sätze gelten für die Entwicklungscoefficienten 7, und 9, der 
COS & = 2 sin © 

Functionen — und 
cos 2x cos 2% 

Beispielsweise folgt aus der Congruenz 

1 
B, Diese Thatsache geht übrigens auch aus der Gleichung a, = — 

hervor, naeh weleher 2°"? die höchste in 4, aufgehende Potenz von 2 ist, wenn 2^ die 

höchste in n aufgehende Potenz von 2 bezeichnet. 

Wegen der auf die Tangentencoefficienten und Euler schen Zahlen bezüglichen Con- 

gruenzen vergleiche man die Vorlesungen über die Bernoullischen Zahlen von L. SAAL- 

scHÜTZ (Berlin 1893), in welchen auch die Litteratur angegeben ist. 
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cos 2x = 1 — 2x” (mod. 8), 

I 
=! aa 2x7 (mod. 8) 

cos2u 1—2 

und hieraus weiter 

sing . 2 
cos 3p in a(t + 2x7) 

(mod. 8). 
cosa —— 2 
con ag = COR H(t + 22°) 

Die letzten Congruenzen besagen, dass 7, = 1 oder 3 (mod. 8) und 2, = 3 

oder 1 (mod. 8) ist, je nachdem der Index » ungerade oder gerade ist. 

. h * E pr— TE , 
Wenn p eine Primzahl ist und zur Abkürzung — =p’ gesetzt 

wird, so hat man die Congruenz 

ess (mod. p). 

Daher wird für den Fall, dass p — 3 (mod. 4) ist, 

h(p)z 1" + 2? + 3" +...+4 p" (mod. p). 

LI 

Die auf der rechten Seite dieser Congruenz befindliche Zahl ist nichts 
p—1 

anderes wie der Coefficient von (— 1) * Mrs in der Entwicklung der 

Function 
I p 

cos 5 «€ — COS > x 

e(z) = sinz + sin2z +... + sinp'z = = —. 
2 sin "L 

Nun ist nach dem Modul p 

I p I 
‘ COS i —— COS U C080 Ie 

2 2 2 
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und nach dem Satze 8 in N° 2 ist die Congruenz 

dal IR o(s) = Nee: (mod. p) 

bis zu den Gliedern (p — 1)" Ordnung gültig. Also ist h(p) nach dem 
gr ar 

Modul p dem Coefficienten von (— 1) * ie in der Entwicklung von 

I a A 200 . 5 ae 
== te, congruent. Da dieser Coefficient sich modulo p nicht ändert, wenn 

x durch 4x ersetzt wird, weil er dadurch den Factor 4” — 2" ! — 1 (mod. p) 
p—1 41 pl 

erhält, so ist auch h(p) dem mit (— 1) *^ = (— 1) * multiplicirten 
x 

Coefficienten von Ir in der Entwicklung von -tgz congruent, welches die 
Di 

Behauptung des Satzes 1 in Ne agt 

Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 1, so wird 

h(p)=2 ( 1, 42? p... ey) (mod. p). 

D yp’ 

Die rechte Seite dieser Congruenz ist der Coefficient von (— 1)’. |» in 

der Entwicklung von 

o(x) = 2 (cos x + cos 2% + ... + cos À x) =. + — . 

: ji sin-® 
2 

Bis zu den Gliedern von der Ordnung p — 1 ist aber 

Ed 
Sin - & ' 

o(x)=— 1 + La 1/2) mod. spe 
sin 5 2 COS— & 

Diese Congruenz enthält den Satz 2. von N° 1, wenn man die Bemerkung 

hinzunimmt, dass der Coefficient von |» sich modulo p nicht àndert, falls 

x durch 4x ersetzt wird. 
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Ist » eine Primzahl von der Form 4n + 3, so hat man 

3o 3w nen) = 2 ()=2¥ (JY (»- 

Die Summation in den beiden letzten Summen ist zu erstrecken auf die 

Zahlen 

DUR, 2, 0e Dezüalicha 3 —. 1; LS] SEA 

wo 

Ju 3T Je décrit. HR TR ces k= 2 h= à oder k = gu à 

ist, je nachdem p= 3 oder — 7 (mod. 8) ist. 

Die Classenzahl }(2p) ist nun (mod. yp) congruent dem Coefticienten 
p 

von (— 1) ? |» in der Entwicklung von 

LM 
sin- « 

2 

h Ss 

o(2)—2 > sin (sw) — 2 3 sin (sz) = = 2 
i 

Bis zu den Gliedern von der Ordnung p — 1 ist aber 

I 3 5 1 
cos 8 € — COS 8 X cos 8 € — COS 8 a 

p(z)= : — oder Perro abd. m) 
sin 5% sin ;* 

je nachdem p = 3 oder =7 (mod. 8). Ferner ist 

3 I AST 
COS © © — COS = æ sin =a 

8 8 8 

Kr = I 
sin — 2 eos — x 

2 4 

Ersetzt man nun x durch 8x, so wird sich der Coefficient von rJ) nicht 

ändern (mod. p) wenn p=7 (mod. 8) ist, dagegen den Factor — 1 (mod. p) 

erhalten, wenn p=3 (mod. 8) ist, weil im ersteren Falle 2 quadratischer 

Rest, im letzteren Falle quadratischer Nichtrest von p ist. Hiernach 

leuchtet ein, dass in beiden Fällen h(2p) nach dem Modul p congruent 
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DI a pti ch 

demamit (nt — (— 1) * multiplieirten Coefficienten von — in der 
P | 

ist. 
. sin 

Entwicklung von 
GOS 2x 

Ist endlich p eine Primzahl von der Form 4» + 1, so hat man 

[z0*x60-X0) Ci) 
oder, da > (5) verschwindet; 

0 

1 (2p) = 

aP . 

Die Classenzahl h(2p) ist daher nach dem Modul p congruent dem Coeffi- 
» 
2 cienten von (— 1)*. in der Entwicklung von 

: I : I 
k h sin (e + =} + sin (1 + js 

e(x) = 2% cossx + 22 coss; = — 1 + = —— 
a Pn sin- x 

2 

wobei 

SUD ofr AUOD ES Er Are > SEN, Bb = m f = à oder k= ET he 3 

zu nehmen ist, je nachdem p=1 oder = 5 (mod. 8) ist. 

Bis zu den Gliedern (p — 1)" Ordnung ist nun 

I 
cos = a cos. a 

e(2)=—ı+ oder = — 1 — (mod. p), 
COS — æ COS — & 

je nachdem p=1 oder =5 (mod. 8) ist, und hieraus geht durch eine 

ähnliche Überlegung, wie oben (indem man x durch 8x ersetzt), die Rich- 

tigkeit des Satzes 4. in N° ı hervor. 
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>. 

Die Sätze dieser Nummer beziehen sich auf die Classenzahl h(P), 

wo P mehrere Primfactoren enthält und =3 (mod. 4) ist. Ich zerlege 

P in zwei Factoren p und g, setze also 

Py 

Uber diese Factoren mache ich vorläufig nur die Voraussetzung, dass sie 

beide grösser als 1 sind. 

Nun ist 

= (2) = > SEM 
Pq p/ Mg 

: : I : 
wo der Summationsbuchstabe s alle zwischen o und - pq liegenden ganzen 

Zahlen durchlaufen muss. Indem ich diejenigen Glieder der Summe zu- 

sammenfasse, die modulo g congruenten Werthen von s entsprechen, er- 

halte ich 

n(P) = C) X (E22) + (2) c (25) + 

HOE) \ 

ney BEA) 
Die innere Summation erstreckt sich dabei über diejenigen Werthe von 

pq 
2 

oder kürzer: 

. 1 
, also k zwischen — - und 

Jj 
p—1 I AVR LE : : — I ENS I Ç —t) liegt. Es nimmt also & die Werthe 0, 1,2,.., " - 

9 

k, für welche gk + i zwischen o und 

y = 

: . p— 1 EN: 
an, wenn ie, dagegen die Werthe o, t, ANUS — wenn i-i. 

Daher ist 
q p BE 

= Ji ws (gh + à fi NS (qk ti w=) à 6 (9) s (05). 
? A0. M 0 i rae 9 Tor ( 
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In der zweiten Summe ersetze ich à durch g — + und erhalte unter An- 

wendung der Gleichung (= = (= (= ) =" 
E PY p \ ¢ 

q p 7 p 
2. /i\ es dei NS /i\ es (i gi 

RB) (^) k (FE — i 2 ;( . n-E9xe:5-x0x6;8 
Da nun die Zahl i + qk ein vollständiges Restsystem (mod. p) durchläuft, 

. ) P . . 
wenn Kk alle ganze Zahlen zwischen a und +! annimmt, so ist 

p p 
=< (yk + i vs fi — gle ; 
Y (t + x 1 ) — o, und folglich 

0 is 1 P ; 

q p 
2 2 

() Mj) — 2c (5) x (EE), 
0 0 

Es sei jetzt p eine Primzahl von der Form 4» + 3. Dann lehrt die vor- 

stehende Gleichung, dass 

q p 

h(pq) =(— 1) * |2 NU Di sin (i + gk)x| (mod. p) 
0 ‘ 0 

p—1 

Je . LI 

ist, wo die geschwungene Klammer den Coefficienten von „in der 
= 

2 

Entwicklung der eingeklammerten Function bedeutet. Nun ist weiter für 

jeden Werth von a und D und jedes ganzzahlige positive m: 

ieee Ne 1 Ay Hub 
" Fr A D ese n2) 

AI 
9 sin - b 

2 

. "m I 
sin ——— b 

>. . m 
EZ sın (a Are ») 

sin -b is 
> 
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und daher bis zu den Gliedern (p — 1)" Ordnung 

Pos RE AN I I xc I a sin (i + gk)x = cR (i —"q)e mer ( — a) (mod. p). 

Aus dieser Congruenz ergiebt sich für die Classenzahl A(pg) zunächst: 

p—3 

4 h( pq) = (— 1) (mod. p). 
I À >) i 1c 3 I 
= pis (^) sin ( —; a) 

Hier darf offenbar x durch 4x und (^) durch (#1) oder auch durch 
q rg 

cm ersetzt werden. Daher ist 

| Ee sin (4i — g)x| (mod. p). 

q 

2 

ı 

COS ge du 
E 
4 

Da in der ersten Summe 4 — 4i alle zwischen q und o liegende Zahlen, 

die —4-:1 (mod. 4) sind, durchläuft, in der zweiten Summe 4i — q 

alle zwichen o und 4 liegende Zahlen, die — — q — 3 (mod.4) sind, so 

ist in der vorstehenden Congruenz der Satz enthalten: 

I. Es sei q 1 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare 

positive Zahl grösser als 1. c 

Ferner sei 

g(x) = I [5 sin z — (3) sin 32 + () Bir 
eos qv | \q 

be (@ = 2) sin (y — 2s] 

Acta mathematica. 19. Imprime le 6 aoüt 1895. 47 
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und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute 

q2n— 1 í 

g(t) — eu J- e — hate + [2n—1 

Bezeichnet dann p= 3 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist | 

h( pq) =(—1) * p41 (mod. p). 

Beispielsweise werden also die Reste der Classenzahlen h(5p) (modulo p) 
sin z + sin 3a 

COS 5% 

Ist zweitens p eine Primzahl von der Form 4» + 1, so hat man 

nach (1) 

durch die Entwicklungscoefficienten der Function bestimmt. 

- a 
jg 2 

h(pq) — (— 1) * 22 QE «x cos (i + qk)v : (mod. p). 

Mit Benutzung der bekannten Gleichung 

si AY Suo eme sin | « + (m + jh — sin (^ ER ) 
u 

= 

(C) 2): cos(a + bk) = 
0 sin - b 

2 

MAI 
sin b 

2 Mm 
— 2 — cos (a +2) 

sin — b 
2 

findet man nun, dass bis zu den Gliedern der Ordnung p — 1 

1 3 I 
z^ cos (: —- JE 2t à 

2 Y cos (à + qgk)x = 
Q COS — qa 

4 

ist. Hieraus schliesst man weiter 

h( pq) =(— | = = i (3) cos (44 — 2] (mod. p), 
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und da 

a" as 
v (+) cos (44 — ge = — x (+) cos (q — 4i)æ 
v For q 

1 

ae p. 
At — se M 

1 
11 

ist, so enthält die vorstehende Congruenz den Satz: 

Il. Es sei q=3 (mod. 4) eine durch kein Quadrat theilbare positive 

Zahl grösser als 1. 

Ferner sei 

e(z) = |) COST — (3) cos 3r + () COS 5% — + ... 
^. eos qv | 4 

2 
+ cos (q — 2) | 

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute 

a a! an 

g(x) — e, + fs pio Lon eee 
|4 | 2n 

Bezeichnet dann p=1 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist 

p—1 

h(pq)- (—1)* e, , (mod. p). 
NS 

Für den einfachsten Fall g = 3 kann man diesem Satze, da h(3p) 

stets kleiner als p ist, die bestimmtere Fassung geben: 

Ist p eine Primzahl von der Form 4n + 1, ist ferner 

cos a a gn 
= 6, er Qe PL 

COS 3r — 

so stimmt die Classenzahl h(3p) mit dem kleinsten positiven Rest von 
p—1 

(—1)* e, 4 (mod. p) überein. 
4 
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6. 

Wenn P=1 (mod. 4) ist und P in zwei Factoren p und q zerlegt 

wird, so findet man 

E D» i gk non = SOE z 

wo die innere Summation über alle ganzen Zahlen k zu erstrecken ist, 

für welche 7+ gk zwischen o und Tel liegt, also über alle ganzen Zahlen 

k, die zwischen —* und + liegen. 
q en 

Ich trenne jetzt die Fälle p=q=1 (mod. 4) und p=q=3 (mod. 4). 
DELE v 

— DEP OR cour Im ersten Falle muss % die Werthe 0o, 1,..., 

fi durchlaufen, je nachdem ic oder i ist. Daher kommt 

1 1 1 
Ther EE q TE: 
> b+ gk x fi NS bak 

h(pg) = aie DO a 2 j 
—q 

4 

Ersetzt ınan in denjenigen Theilen der Summe, in welchen 1s ist, à 

durch q — 4, so erhält man nach leichten Umformungen: 

M OMM UE EY 
SS yd s(t + gk SS es Lr gk 

I pg) = 2 >: apr m 2 W- NE (ud. () HSE (ES X0 BCE) 
ra 44 Fr 

(p=q=1 (mod. 4). 

Im zweiten Falle findet man in ähnlicher Weise: 

1 1 1 1 

RET eee ; it Hat kes 
s/t vr + gk ES /7 = D qi 

2) h(pg) = 2 % (- > ( ) 2: =) by 3 

=F 11 Tm 
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Unter der Voraussetzung, dass p eine Primzahl ist, findet im ersten Falle 

die Congruenz 

d tr 
(1°) h(pqg)=(— 1) * 29 (D) cos (i + qk)x 

DEC ese 
4 

1 1 

HIS | 
+ 2» () ve cos(i + qk)r, (mod. p) 

Lina | 

im zweiten Falle die Congruenz 

1 1 

4 

2): () ye sin (à + gh) x 

r 

7 
t3 
> = 

eX "S HS EL 
| 
p LA 

E | 

1 = 

1 1 

pm ELE | 
7 . . 

N () * sin(i + qk)z( (mod. p) 
nm | 
n Cul 

statt. Dabei bedeutet die geschwungene Klammer, wie oben, den Coeffi- 

ra 
: a - F =, c A E . 

cienten von —— —— in der Entwicklung der eingeklammerten Function. 
Pp — I 

2 

Diese Congruenzen lassen sieh mit Hülfe der Formeln (S) und (C) der 

vorigen Nummer und der Sätze von N° 2 in die folgenden einfacheren Con- 

gruenzen überführen: 

V (£) COS Air 
COS Gv e— \( qug 

>19 

I x /2q — 4 au Pat | 

^ eos qu — ANTE ) cos (29 == 
4i)x (mod. p) 

L4 nu 
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bezüglich 
1 

= I e Ai E nn 3 AN COME 
h(pq) z (— 1) alg sin 4ix 

COS qv TÉ 

= Tee 

1 E eque | Le: (a : 2) T (inod. p). 

Diese Congruenzen enthalten nun folgende Sätze, die sich den Sätzen I. 

und II. der vorigen Nummer an die Seite stellen: 

II. Es sei q- 1 (mod. 4) eine durch kein (Quadrat ausser 1 theilbare 

positive Zahl grösser als ı. Ferner sei 

g(x“) = t [- (^) cos 2: + (9) COS 40 — (5) cos 6x + — ... 
COS qu 

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute 

2n 
v^ 

tat te +. 
2n 

Bezeichnet dann p — 1 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist 

p—l 

h (pq)  (— 1) * e, 4 (mod. p). 
4 

IV. Es sei q- 3 (mod. 4) eine durch kein (uadrat ausser 1 theilbare 

positive Zahl grösser als 1. Ferner sei 

RSEN wo Ve, LO em Is Cr) = ae =e, sin 2x (2) sin 4€ + () sin 6x +. 

+ = *) sin (gy — «| 
q 

und die Entwicklung dieser Function nach Potenzen von x laute: 

gen—l a? 
g(a) = C,% +- iis Tu ^ [a —d V ia 

— 

a amp tt 
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Bezeichnet dann p=3 (mod. 4) eine in q nicht aufgehende Primzahl, so ist 

h(pq) z(— dep Gt (mod. p). 

In dem besonderen Falle g = 3 hat man den bestimmteren Satz, 

dass — unter p eine von 3 verschiedene Primzahl der Form 4n + 3 

verstanden — die Classenzahl h(3p) gleich ist dem kleinsten positiven 
ptl q2n—1 

Reste von (— 1) * (pa (mod. p) wenn c, den Coefficienten von [au —1 Pra ERU 

c c sin 22 cy 
in der Potenzentwicklung von bezeichnet. 

cos 3x 

ih 

Analoge Sätze, wie sie für die Classenzahl (pq) in den letzten 

beiden Nummern aufgestellt sind, bestehen für die Classenzahl h(2pq). 

Ich gebe diese Sätze hier an, gehe jedoch auf ihre Beweise nicht ein, da 

die letzteren ziemlich umständlich sind, ohne gegenüber den Beweisen der 

Sätze in N° 5 und 6 neue Momente darzubieten. Die Sätze lauten fol- 

gendermassen: 

V. Es sei qz 1 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare 

positive Zahl grösser als 1. Ferner sei 

GE Pr LC) cos © — () COS 37 — (5) COS 5r + (7 ) cos 72 + . 

+ (72 7 *) cos (2g — r)r | 

o,(2) = eS sin æ + & ) sin 3v — (5) sin 52 — (2) sin 7% + .. 

nn (7 7 ) sin (29 — ie | 
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In 

Der Coefficient von [zu in der Potenzentwicklung von g,(x) werde mit c,, 

gh 
der Coefficient. von jm—1 in der Entwicklung von ç,(x) mit d, bezeichnet. 

Ist dann p eine nicht in q aufgehende Primzahl, so besteht die Con- 

gruenz 
p—1 

h(2pq)=(— 1) * e, 1 (mod. p) 
B 

oder die Congruenz 
pH 

h(2pq)=(— 1) * d,4, (mod. p), 
Qa 

je nachdem p=1 oder — 3 (mod. 4) ist. 

VI. Es sei q— 3 (mod. 4) eine durch kein Quadrat ausser 1 theilbare 

positive Zahl grösser als 1. Ferner sei 

e, (2) = are We) cosa + (9) COS 33 — I cos 5€ — & cos 72 +... 
q/ 

= (3) cos (2g — 1) 
q 

g(r) = I5 sin 2 — (3) sin 3r — (5) sin 5r + (2) sin 72 +... 
cos 2qu q 

ey T 3 sin (29 — «| 
\ / 

yen gen) 

und die Coefficienten von |; bez ; [ani in den Potenzentwicklungen von 

p,(x) bez. e,(x) mögen mit c, bez. d, bezeichnet werden. 

Ist dann p eine nicht in q aufgehende Primzahl, so besteht die Con- 

gruenz 
p—1 

h(2pq)=(— 1) * &-ı (mod. p) 

oder die Congruenz 
zur. 

h(2pq)=(— 1) * dos (mod. p), 
4 

je nachdem p=ı oder =3 (mod. 4) ist. 
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COS x + cos 5x 
In dem besondern Falle 9 — 3 wird g,(z) = und 

eos 6x 

sin z + sin 5x 
Pr) = 
Classenzahlen (6p) vollkommen bestimmt, da sie die Zahl p nicht über- 

HEC und durch die Congruenzen des Satzes VI sind die 
‚05 Or 4 

schreiten können. 

8. 

Die vorstehend entwickelten Sätze gestatten eine Ergänzung dadurch, 

dass man das Verhalten der Classenzahlen in Bezug auf die Potenzen 

von 2 als Moduln in Rücksicht zieht. Die Theorie der Genera lehrt in 

! Wenn À die Zahl der Primfactoren bezeichnet, 

! oder 2* theilbar, 

je nachdem P=3 oder =ı (mod. 4) ist, während h(2P) stets durch 

2^ theilbar ist. Bedeutet nämlich h,(2) die Anzahl der Classen eigentlich 

primitiver positiver Formen der Determinante — P, die in dem einzelnen 

dieser Hinsicht Folgendes. 

aus denen sich P zusammensetzt, so ist h(P) durch 2°” 

Genus enthalten sind, so ist bekanntlich 

RE SP), wenn P=3 (mod. 4), 
21—1 

h,(P) —-—-h(P) wenn P=r (mod. 4), 

Man kann aber hierüber hinaus in den Fällen A= 1 und A= 2 in ein- 

facher Weise entscheiden, ob 4,(P) bez. h,(2P) congruent o oder 1 (mod. 2) 

ist, ob also das einzelne Genus eine gerade oder ungerade Anzahl von 

Classen umfasst. 

Wenn zunächst À — 1, also P = p eine Primzahl ist, so bestehen die 

folgenden Congruenzen: 

* DiricHLET, Vorlesungen über Zahlentheorie. (Supplement IV.) 

w Acta mathematica. 19. Imprime le 7 aoüt 1895. 4 
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h,(p) = h(p)z 1 (mod. 2), wenn p= 3 (mod. 4),’ 

ee (mod. 2), wenn p=r (mod. 4), Ap) = ;h(»)= 
I , lE == li 

nop > h(2p)= 8 (mod. 2). 

Wenn A= 2, also P — pq ist, wo p und gq zwei von einander ver- 

schiedene ungerade Primzahlen sind, so hängt der Rest von h,(P) resp. 

h,(2P) (mod. 2) einerseits von dem Werthe des Legendre’schen Zeichens 
^ B 

(P). andererseits von den Resten der Zahlen p und g (mod. 8) ab. In 
q 

jedem einzelnen Falle lehren die folgenden beiden Tabellen, ob h,(pq) 

bez. h,(2pq) eine gerade oder ungerade Zahl ist. In den Tabellen be- 

( a (5) es Ist also. 
q/ 

S16 | ederet 

No] ex 
deutet e die Abkürzung für 

je nachdem p quadratischer Rest oder quadratischer Nichtrest von q ist. 

Tabelle für die Reste von /,(pg) nach dem Modul >. 

Et q=3/9=5|¢=7 

VEN O € € S 

pie E I € E 

p-—5 € E O € 

E € iE € O 

Die Einrichtung der Tabelle ist diese: In dem einzelnen Felde der 

Tabelle findet sich der Rest von A,(pg) (mod. 2), so oft p und q nach 

; [Dome Est P p —X 
! Nach dem Modul 4 ist h(p)=! = od. 1 = 3 je naehdem 1 = + I 

oder — I (mod. p) ist. Vgl. Jacopr, Observatio arithmetica. de numero classium. divi- 

sorum ete., Crelles Journal, Bd. 9 oder Werke, Bd: 6 pag. 240. 
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dem Modul 8 die Congruenzen befriedigen, welche die in dem Felde sich 

kreuzenden Horizontal. bez. Vertiealreihen characterisiren. Beispielsweise 

ist h,(pq) =e (mod. 2) falls pz: 3 und g=5 (mod. 8) ist. Die Anzahl 

der im einzelnen Genus enthaltenen Classen ist dann also gerade oder un- 

gerade, je nachdem p Rest oder Nichtrest von q ist. 

In der gleichen. Weise ist die folgende Tabelle eingerichtet: 

Tabelle für die Reste von /, (2p) = 4I (an) nach dem Modul 2. 

grege 34 qii uae 

psa O € € (6) 

p=3 S © I 5 

pes S : I I 5 

miM : LE € O 

Was die Beweise dieser auf die Zahlen 4, bezüglichen Sätze angeht, 

so möge es genügen, einen besonderen "all zu betrachten, bei welchem 

das Princip der Beweise klar hervortritt. 

Es sei P = pg=1 (mod. 4) das Produkt zweier Primzahlen; dann ist 

3 
pos 1] — pq - pq EL. | 

h, = h,(2pq) = ihn) = ae RE all 

5 on Tu SP : 
Wenn nun die Anzahl der Jacobi'schen Zeichen I die den Werth + r 

bY 

bezüglich — ı besitzen, in der ersten Summe mit A bezüglich B, in der 

zweiten Summe mit 4’ bezüglich B’ bezeichnet wird, so ist 

(4 — B+ A’ — B) =5(4 + B)  z(4 + B) — (B + P^. 
< D | = (CR 

Die Zahlen À + B und dA’ + B' geben an, wie viele Zahlen s zwischen 
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I ; 3 : 
o und „pq bez. zwischen o und a P1 liegen, die weder durch p noch 

€ 
durch g theilbar sind. Daher ist 

See pag | So Een Aa Plebe [sh 
, SPD] 34. 4 20-[2JI-[2|-09] 

wenn allgemein [x] die grösste in x enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 

Um den Rest von h, (mod 2) zu bestimmen, ist es hiernach nur noch 

erforderlich, festzustellen, ob B + B’ gerade oder ungerade ist. 

Zu dem Ende betrachte ich das Produkt 

"= IG TN Gy) 
wo s, bez. s, alle zu pq theilerfremden Zahlen durchläuft, die zwischen 

I 2 ; : 
o und &pg bez. o und m liegen. Offenbar ist // = (— 1)^*^ und daher 

o o 

B + D' gerade oder ungerade, je nachdem // — + 1 oder — 1 ist. Das 

Produkt // zerfallt nun in die beiden Produkte 
N 

"= TTG) TE) 

= TC) ING) 
. 5 . I . 

Die Zahlen s, zusammen mit den zwischen o und 3 P1 liegenden und 

durch q theilbaren Zahlen 

y 

Q.,2Q,;-.-5,0,q, (a = Isl) 

lassen sich in folgender Weise anordnen: 

T ee 2. Dal, 

p+! , pi-F32 a EC 

kp+1,kp+2,..., kp+a,, 
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wo k= i] und a, — [8] — »|4| ist. Nach dem Wilson’schen Lehr- 

satz wird daher 

oder 

[] à meri 
IT) = ( p ) ( / 

In analoger Weise làsst sich | i ( ) umformen, und so findet man schliesslich 

p 3p 

+] la 

: 

( a, | 4, | as | e." 
NI SEE 

die folgende Bedeutung haben 

Hbi 
| E) 

WO 04,0, , 0, , a, 

E ie __ [Pa qd 5 BEER 1130208 3d E ef) ef [7-0] 
Wenn nun g=1 oder 3 (mod. 8), so ergiebt sich leicht, dass a, = a,, 

4, — a, oder a, —a,,a,=a, und daher ( 
a, |a, a, |a ^ 
Dee = ae 

= thts 
Dasselbe Legendre’sche Zeichen hat dagegen den Werth el 

wenn q— 5 oder 7 (mod. 8) ist. Denn in diesen Fällen ist a, = [st 

qu [2] oder a, = [2] In ral 

Aus dem Wilson’schen Satze folgt aber, dass 

le" ve 1 
Zusammenfassend kann man sagen, dass 

el n (mod. p) ist. 
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ist, wo das doppelte Vorzeichen nach der Massgabe zu bestimmen ist, 

dass -- q-— 1 oder 3 (mod. 8) wird. In entsprechender Weise hat man 

natürlich 

wo das doppelte Vorzeichen wieder durch die Forderung + p= ı oder 

3 (mod. 8) zu bestimmen ist. 

Hiernach kann man für den Fall pg=ı (mod. 4) den Rest von 

h,(2pq) (mod. 2) leicht feststellen, wenn die Reste von p und 4 (mod. 8) 

à T 2 yp . 1 : 
sowie das Vorzeichen (2) bekannt sind. Unterscheidet man je nach den 

q 

Resten von p und q (mod. 8) einzelne Unterfálle, so ergeben sich die in 

der zweiten Tabelle auf die Fälle p=ı,5; g=1,5 und p=3, 7; 

g= 3,7 (mod. 8) bezüglichen Angaben. 

Mit Hilfe der Sätze von N° 8 lassen sich die Resultate der früheren 

Nummern noch ein wenig erweitern, wie ich nun noch an einigen Bei- 

spielen zeigen will. 

Wenn die Zahlen c,,¢,,... durch die Gleichung 

sin æ + sin 3« 

1) COS 5x2 

== C, x a. Cy 

erklärt werden, so findet nach Satz I in N° die Coneruenz statt 
? D 

pHi 

h(5p) = (— 1) * G41 (mod. p), 
4 

Em 
t3 
D 

unter p eine Primzahl von der Form 4n + 3 verstanden. 

h (sp) ) ; anderer- 
Nile 

Nun ist einerseits (5p) durch 2 theilbar (hup) = 

seits ist 
sinw + sin3®  sinz + sin(—a) 

=o (mod. 4), 
COS 5% x COS 54 
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d. h. die Coefficienten ¢,,¢,,... sind sämmtlich durch 4 theilbar. Daher 

kann die Congruenz (2) durch die folgende ersetzt werden: 
| 

pc! 

h(5p) =(— 1) * ej41 (mod. 2p). 
4 

mn 
t3 
SS 

Da nun weiter die Anzahl. der Jacobi'schen Zeichen, aus denen sich h(5p) 

zusammensetzt, ET — 1 — ia = 2p— 2 beträgt, also h(5p) < 2p ist, 

so folgt, dass h(5p) der kleinste positive Rest von (— 1) * ¢,,, (mod. 2p) 
4 

ist. Die Congruenz (2’) kann ihrerseits durch eine Congruenz nach dem 

Modul 4p ersetzt werden. Nach der ersten Tabelle der vorigen Nummer 

ist nämlich h(5p)= 1 — (2) (mod. 4), also h(5p)=0 oder 2 (mod. 4), 

je nachdem p= + 1 oder + 2 (mod. 5) ist. Hiernach leuchtet ein, dass 

pti 

(2) Alsp)=(— 1) * Gai (mod. 4p), für p= + 1 (mod. 5), 

p+ 

(2”) h(5p)=(— 1) * Coat 2p (mod. 4p), für p— +2 (mod. 5) 
4 

ist. Ähnliche Resultate knüpfen sich an die Sätze III in N° 6 und V 

und VI in N° 7, so dass man beispielsweise die Classenzahlen h(5p) und 

h(xop) in folgender Weise durch Entwicklungscoeflieienten bestimmen kann: 

Es seien die Zahlen c, d, e, f durch folgende Gleichungen erklärt: 

1 1 = 2n—1 sinw + sin 3% x 
Be I v, 

n cos 5% | 2n — I ) 

1 

a D 

cos 2x + COS 4x ] gn 
E yn « 

n 
, 

cos 5x Tm 2n 

1 1 2 31 , q1 " = + p2n—1 simae — sin 3v + Sin 72 + singr 2 v 
= n T—A 

n , 
cos IOx — 270 —— 9 

oo € 
cos a + eos 3v — eos 7a + cos 9x NS gn ey, 

‘ COS IO x = 
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Dann ist die Classenzahl h(5p) der kleinste positive nach dem Modul 2p 
p+) 2-1 

genommene Rest von (— 1) * c,,, oder (— 1) * d, ,, je nachdem p= 3 
Dar 4 

oder =1 (mod. 4) ist; die Olassenzahl h(10p) stimmt überein mit dem 
pl 

kleinsten positiven nach dem Modul 2p genommenen Rest von (— 1) * e,,; 

pac à 
oder (— 1) * f, ,, je nachdem p=3 oder = 1 (mod. 4) ist. 

4 

Unter p ist dabei irgend eine von 5 verschiedene ungerade Primzahl 

zu verstehen. 



ÜBER DIE STRUCTUR DER DISCRIMINANTEN UND RESULTANTEN 

VON BINÄREN FORMEN' 

VON 

FRANZ MEYER 

in CLAUSTHAL. 

1. Bricht man eine, nach steigenden Potenzen der Variabeln 2 ge- 
ordnete binäre Form: 

(1) Ay (A) =a, aya + a,À* 4E... ta. + aa + 0,428 +... E a, À" 

hinter der A^" Potenz von À ab, so möge die so entstehende Form: 

(2) (À) =a, +ari+...+aX 

als die »&* Theilform» von f bezeichnet werden, und entsprechend der 

nach Heraushebung des Factors A verbleibende Rest: 

(3) uA) = , ELS a, uA. 3F NS == On A” 5 

als »zugehörige Nebentheilform». 

Gewisse Gründe sprechen dann dafür, dass in den Ausdruck für die 

Diseriminante von f die Discriminanten sämmtlicher Theilformen (2), (3) 

als Bestandtheile eingehen werden. 

Die hiermit aufgeworfene Frage soll im Folgenden ihre Erledigung 

in bejahendem Sinne finden: ein analoges Resultat wird sich dann auch 

für die Resultante von zwei Binärformen angeben lassen. 

' Vgl. die vorläufigen Mittheilungen in den Göttinger Nachrichten 1895, N° 

I und 2. 

Acla mathematica. 19. Imprimé le 7 aoüt 1895. 49 
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Für zahlentheoretische Anwendungen dieser Ergebnisse hat man noch 

die Diseriminante einer binären Form vermóge eines geeigneten Zahlen- 

factors zu »normiren». 

Dabei wird sich zugleich die Frage beantworten lassen, was man 

überhaupt in der Zahlentheorie unter der Diseriminante einer, ohne Bi- 

nomialcoefficienten geschriebenen Binärform (1) zu verstehen hat. 

2. In der Formentheorie lest man den Coefficienten a, , a, , ..., à,, 4, Un 

von (1) Gewichte bei von den Werthen m,m—1,..., 1, 0; dadurch 

wird die Discriminante von (1), eine homogene Form der a von der Ord- 

nung 2(m — 1), zugleich isobar d. i. alle Glieder der Discriminante er- 

halten das nämliche Gewicht m(m — 1). 

Für unsern Zweck wird es sich indessen empfehlen, den %k ersten 

Coefficienten in (1) resp. die Gewichte k, 5 — 1,...,2, 1 beizulegen, 

allen übrigen aber das Gewicht Null. 

Dann werden die einzelnen Glieder der Diseriminante von (1) nicht 

alle das gleiche Gewicht besitzen, und es besteht die Vermuthung, dass 

gerade dem Aggregat der Glieder vom kleinsten Gewichte eine besonders 

einfache Eigenschaft zukommen wird. 

Um zu dem gemeinten Aggregate zu gelangen, setze man in be- 

kannter Weise: * 

(4) ANA, Cer a (Bee ln. TNT. 

entwickele die Diseriminante nach steigenden Potenzen von e, und er- 

mittele den Coefficienten C der kleinsten Potenz von ¢. Eben dies Pro- 

duct aus C und der kleinsten Potenz von e liefert, wenn man von den 

a’ wiederum zu den a zurückkehrt, das gewünschte Aggregat vom kleinsten 

Gewichte innerhalb der Discriminante. 

3. Um den Coefficienten C bequem zu berechnen, bedienen wir uns 

der Wurzeln von f (1). Zu dem Behuf schicken wir folgenden Hülfssatz 

voraus: 

Vermóge der Substitution (4) zerfallen die m Wurzeln von f (1), als 

! Die Buchstaben a’ in (4), wie die « und £ in (5) und (6) bedeuten Grössen, die 

nicht zugleich mit = verschwinden. 
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Functionen von e betrachtet, in zwei Klassen; die erste umfasst k Wurzeln 

von der Form: 

(5) ea, + 9B ,..., ea, + &'B,, (d 1). 

die zweite die m — k übrigen von der Form: 

(6) en +1 ate E* Pit >...) An DIR eB (e = o).? 

Hierbei sind die Grössen ea in (5) die Wurzeln von ç, (2), und die Grössen 

a in (6) die Wurzeln von ¢,,_,.(3)- 

Dass die Wurzeln von f die äussere Gestalt (5), (6) vermöge (4) 

erhalten, bedarf keines weiteren Beweises; auch, dass die 4,,,...,a, 

in (6) die Wurzeln von 4, , (3) sind, ergiebt sich fast unmittelbar, wenn 

man e zu Null werden lässt, wodurch ja f, in 24, , übergehen würde. 

Es handelt sich also nur noch um den Nachweis, dass die ea, , ..., £a, 

in (5) die Wurzeln von e, (2) sind. 
$ = re i ct (t ay F 

Wir betrachten zu dem Ende die Quotienten —^,—,..., —.. Mit 
dy dy dy 

Rücksicht auf (4), (5), (6) und die eben erledigte Bedeutung der a in 

(6) hat man zunächst: 

ok d es JOE (Ly, 5 

( 1)! e, a: Oe. a (ea, an eig) .. (ea, + e Ba + ef Hey)... (Em + &* 25) 

dx (= p)n-i el Gk--1* ++ Um 

On 

eier) +. 

wo die zuletzt rechterhand stehenden Punkte Glieder andeuten, die mit 

höheren Potenzen von s behaftet sind. 

Da aber linkerhand nur die X Potenz der willkürlichen Grösse ¢ 

auftritt, so muss dasselbe auch rechts stattfinden d. h. es ist 

; 
eta 

(7) (— 1)* — = (ea, )(ea,) - - . (eu). 
Gk 

Um nicht in unnöthige Schwierigkeiten zu kommen, lassen wir es ganz dahin 

gestellt, welchen (ganzzahligen oder gebrochenen) Werth die später doch wieder heraus- 

fallendeıf Exponenten d und e in (5), (6) besitzen. 
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Entsprechend verfährt man mit dem nächstfolgenden Quotienten —: 
OK 

k—1 4^ 
(— yc S 2 

ray 05 - Am - Hee ee 
k (— mE 

Om 

mithin kommt für den Zähler des letzten Bruches: 

k—1 4^ 
m—1 € Qi 

(as An CUT 

— lee Per (rc TRE So CREE cle ane) 

ss (ea, st: e" B) D (ea, ZR e" Be... sb s Bui) dc (a, re 3,)] 

+ [ (ea, ep)... (eu Re) Gear Ed. (ae). 

+ (ao + € 5.3) -- (an + eBu)} ]. 

Rechts muss sich wiederum Alles auf die (k — 1) Potenz‘ von e redu- 

ciren, und es wird somit, nach beiderseitiger Division mit (g,,,... @): 

(8) (—2aiy en (ea, )(sa,) . .. (eu) + ... + (ea,)(ea,) . - - (eu). 

Fährt man so fort, so erkennt man aus (7), (8) und den sich anschlies- 

senden Formeln sofort, dass die Grössen £a, , €2,,...,ea in (5) in der 

That mit den Wurzeln von eg, (2) übereinstimmen. 

Damit ist der zu Beginn dieser N° aufgestellte Hülfssatz ' bewiesen. 

4. Die Discriminante D, einer binären Form f, (1) werde, bis auf 

einen, später zu normirenden Zahlenfactor A,,, definirt als das Quadrat des 
m 

Dieser Hülfssatz findet vielfache Anwendung in der Theorie von Singularitäten 

von Curven, vgl. die grosse Abhandlung des Verf. in den Wiener Monatsheften für 

Mathematik und Physik 1893. 
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Differenzenproductes der Wurzeln von f, multiplieirt mit der 2(m — 1)'" 

Potenz des Coefficienten a, der höchsten Potenz von À, in Zeichen: 

2(m— ine 0 P ad | 2 ET 
(9) D, = A, ds VA (ca, 4- €" B, , ..., sa, Fs" B, a ui +e Beers ns late Ba); 

geinäss der Scheidung der Wurzeln von f in die beiden Gruppen (5), (6). 

Eben vermöge dieser Scheidung zerfällt das Quadrat des Differenzenpro- 

ductes in drei wesentlich verschiedene Factoren: 

1) A" (ew "et Bi.) + 5 6% + € B), 

2) Ned CPR sn € Bu se.) Ay air e* B,), 

3) das Quadrat des Productes aus den Differenzen je einer Grosse 

(5) und je einer Grösse (6). 

Für den Factor 1) gilt aber: 

i) Av (essel Eee he) Se PA "(a He Tine) 

EN (ates f ap Le Mb 

wo die zuletzt stehenden Punkte wieder Glieder bezeichnen, die mit hö- 

heren Potenzen von e multiplieirt sind. 

Entwickelt man andererseits die unter 2) und 3) aufgeführten Aus- 

drücke nach steigenden Potenzen von e, so kommt: 

2 

2) NOSE E RETTEN N any 

2k 

3) (CAREC Palo : arat) zm D DN 

wo es genügt, die (von s freien) Anfangsglieder zu notiren. 

Somit liefert die Entwickelung der Discriminante D, (9) selbst nach 

steigenden Potenzen von e:! 

, RR) A Creer A 2 2 \ yk 
(9’) D„=: AN (a,,2,,..,2,) A (2.415,95 parom Gg) (Qu Ya An) at 

Drückt man das hingeschriebene erste Glied von D, wieder rückwärts 
m 

durch die ursprünglichen Coefficienten a von f aus, so hat man genau 

m) das Aggregat der Glieder in D 

k(k — ı), besitzen. 

welche das Minimalgewicht, nemlich 

Dass die Entwiekelung von D, mit der k(fk—1)*" Potenz von € beginnt, hätte, 

auch ohne irgend eine Kenntniss von der Gestalt der Wurzeln von f, aus der Bezout schen 

Form der Diseriminante D, geschlossen werden können. 
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Bezeichnet man die Diseriminanten von c, (2) und 4», , (3) mit D, 

resp. D", so ist, nach Analogie mit der Definition (9), und mit Rück- 

sicht auf den Hülfssatz der N? 3: 

2(k—1) 2 NOE) ?(k—1) 2; (uo) D, AG e AC ences Bea E ait Ng mE us 

S 2(n—k—1) À 2 
(1 I) Ds == An 5 A (as , Apo EC) a), 

I 2k 
/ 2 dk 

(12) (Ar @epe u) = (2) 
Am 

Setzt man diese Werthe in das Anfangsglied (9) von D, ein, und be- 

achtet, dass sich die Potenzen von a, in Zähler und Nenner zusammen- 

ziehen, wie folgt: 

I I an 2(m+1) EAD 
(13) Un X(4—1) mr) 2% UE 

dx m m 

so ist das gemeinte Aggregat der Glieder in D, vom Minimalgewichte 

k(k — 1) identisch mit dem Producte: 

A m n m—k 

DD 
A k 4 m—k 

(14) 

Damit ist der Satz bewiesen: 

Legt man den Coefficienten a, , à, ,..., 0, 4, 0,,..., à, emer binären 

Form f,(A): 

f (A) = dy Had +. aaa + ad dua 

successive die Gewichte k,k—1,...,1,0,...,0 bei, so zerfällt das 

Aggregat der Glieder in der Discriminante D, von f, welche das Minimal- 

gewicht k(k — 1) besitzen, abgesehen von einem Zahlenfactor, in die Factoren: 

QI), DD 

wo D,, D die Discriminanten der Theilformen: 

| g.(4)=a,+aA+...4+ a, 

| Dur (A) =, Hd bo RATE 

bedeuten. 
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Für k =o (resp. k — m) wird der Satz bedeutungslos, während er 

für k — 1 (resp. k = m — 1)! noch gültig bleibt, nur dass der Factor 

D, (resp. D) dann gar nicht auftritt, oder, was dasselbe ist, durch die 

Einheit zu ersetzen ist. 

Symmetrischer hätte man den Coefficienten 4,,4,,..., t, ,,0,, 0,44, es Am 

die Gewichte k, k — 1,..., 1,0, 1,...,m — k beilegen können; dann 

würde nur an Stelle des Minimalgewichts k(k — 1) unseres Satzes das 

Minimalgewicht k(k — 1) + (m — k)(m — k — 1) treten. 

5. Haben wir soeben den algebraischen Charakter des Ergebnisses 

hervortreten lassen, so möge nunmehr unser Augenmerk auf die geeignete 

Bestimmung der in (9’) und (14) auftretenden Zahlenfactoren gerichtet sein. 

Für den Augenblick denke man sich die Form f,(4) (1) vermöge 

einer zweiten Variabeln y homogen gemacht. Man bilde sodann nach 
A : of of 

der Sylvester’schen Vorschrift die Resultante D’, der Formen T und I, 
À u 

also 

(15) D, 

| ma, , (m — 1)a, , red Lr ie Ms a : | 

ma,  ,(m—1)a,, ..., LT EP la, 

pM 2 s wong: (MM — 1)0,4 4, na, 3 

a, à 2a, : ; (m — 1)a, 4, ma,, 

Nennen wir die Wurzeln von f kurz A,, 4,,..., 4,, so ist nach 

einer bekannten Formel? (Vgl. z. B. Faa pr Bruno, l c. p. 88 (13)): 

1 
> m(m—1) 

(16) D;, = (— 1) a D AO WARE, pula.) fd). 
1? 2 

1 Der Fall E = m— LI findet sich bei FAA pr Bruno, Theorie der binären Formen, 

Deutsche Ausgabe, p. 9O unten. 

I 9 I 9 
? Die gemeinte Formel ist daselbst für die Resultante von I und noH auf- 

m 9À m Ou 

gestellt, nach leichter Umrechnung geht daraus die Formel (16) das Textes hervor. 
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Nun ist A?(A,, 4,,..., 4,,), als ganzzahlige symmetrische Function der 

A, eine ganzzahlige ganzrationale Function der elementar-symmetrischen 

Functionen der A, und zwar vom Grade 2(m — 1). Also ist das Product 

ak” AA, 4, ,..., Am) eine ganzzahlige homogene Form der Coeffi- 

cienten a. Da das Gleiche auch von der linken Seite D’, der Formel 

(16) gilt, so muss D”, durch m" theilbar ' sein. Vergleicht man dies 

Resultat mit der Definition (9’), so erkennt man, dass man den Zahlen- 
1 
;m(m—1) 

factor A, am geeignetsten gleich (— 1)? setzen wird: m 

(9") Dy = 
1 
= m(m—1) 
2 2m— 2 1 1 e = p qi DEN (sa, + eB, 3.) £0 4 £^ B, + € Bua Faro + e* B,,). 

Dann besteht zwischen D, und D’, (15) der Zusammenhang: 

I 

(1 7) Ds = m—2 m , 
m 

und D, ist ebenfalls eine ganzzahlige Form der a. 

: ; : A : 
Damit redueirt sich der Zahlenfactor zc HM in (14) auf 

k 4! m—k 

1 
5 m(m—1) 

(18) C4 = (— 1), 
GEI : k k—1) SA —1) gU )(m—k—1) 

Auf Grund unseres Hauptsatzes können wir aber noch einen Schritt 

weiter gehen, und zeigen, dass die Form D, (17) eine primitive ist d. h. 

dass der grösste gemeinschaftliche Theiler ihrer Coefficienten die Einheit ist. 

Denn wäre dieser Theiler von der Einheit verschieden, so müsste er 

auch in jedem Bestandtheile von JD, aufgehen. Setzt man aber 4 gleich 

m— 1, so ist, wie (14) lehrt, D,,, ein solcher Bestandtheil. Dann müsste 

der gedachte Theiler auch in D,,,, D, 3, ...,D 

D, = 494, — aj, also primitiv. 

, aufgehen; es ist aber 

Wir drücken dieses Zwischenergebniss als einen besondern Satz aus: 

Der grösste gemeinschaftliche Theiler aller Coefficienten der Discrimi- 

1 Die Theilbarkeit von D}, durch m”? geht auch direct aus dem Hauptsatze 

hervor, wenn man in (14) k = m — I setzt. 

^ 
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nantendeterminante D', (1 ist gleich m"—?, und demnach ist die durch (17 m I 2 / 

oder (9") definirte Discriminantenform D,, = —~, D', primitiv. 
m4 

Damit ist beiläufig die Frage entschieden, was man in der Zahlen- 

theorie unter der Diseriminante einer, ohne Binomialcoefficienten ge- 

schriebenen Binärform zu verstehen hat. 

Auf Grund der Formel (18) sprechen wir folgende Ergänzung unseres 

Hauptsatzes (N? 4) aus: 

Der in dem Hauptsatze nicht berücksichtigte Zahlenfactor des Productes 

a; D, D'"^— ist einfach gleich (— 1) "—^, falls die Discriminante einer binären 

Form durch (17) definirt wird. 

6. Einfacher gestalten sich die analogen Verhältnisse bei der Re- 

sultante zweier Binärformen: 

fn (À) = a, + aA+...+ 8,7 Hand +... + 0,4”, 

3! ; 1 yn 

94A) = b, OA... EUX TAS +... 54°. 

ten 

(19) 

Indem wir hier wiederum mit der k'™ resp. /"" Potenz von À abbrechen, 

erhalten wir die Theilformen: 

| ¢g.(A)=aq +adAt...+ 4%, 

lat CA SEIS Beata. ot di 

nebst den zugehörigen Nebentheilformen: 

$a (A) = 4, d 042 d- a AT, 

d au(4) = 5 + bu. + BA. 

Unter der Resultante R,, von f, und g, verstehen wir, wie üblich, die 

offenbar primitive Form: 

(20) 

(21) 

a, a, a, cu 

a, a, a, . 

(22) Jis = b b b - 

0 1 2 Das 

sans Poenis 
4 
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Vermöge der -Wurzelny A), Ay CAPES EDAX SS Dan VOTE 

drückt sich AZ, (Vgl. z. B. Faa ni Bruno, l. e. p. 53 (12).und p. 74 

oben) aus, wie folgt: 

(23) Ran = 0S0 (A, — BA, — B,)...(A4,, — B,) 

(4, Ve B,)(A, m B,) us (4,, TEL B,) 

© 

(A, — B,)(A, — B,)...(A,, — D,). 

Vermöge der Substitutionen: 

| to = sw; Gite uq) se En cae MER, 

(24) MA b N b eb) b, = 0; DE 0 i= ONDES 1) Mes 

nehmen die Wurzeln A, B die Gestalt an: 

| ea, + e" p, grey £8, + e" B, , Hr Bray > mt S Pn (d — 1e 0)» 

| EQ, + 6 Pis en Fear SF 6 Piada de Br (da er 10) 

Führt man nunmehr das Product (23) aus, so ergiebt sich durch eine 

ganz ähnliche Rechnung, wie in N° 4, dass das Aggregat der mit der 

niedrigsten, nemlich (kl)‘* Potenz von s multiplicirten Glieder überein- 

stimmt mit dem Producte: 

(26) (— p) eic ae: 

wo R,, RN" "^? die Resultanten der Formen (20) resp. (21) sind. 

Somit gilt der Satz: 

Legt man den Coefficienten a, 5G; , ae 5 51,035. 05510, 5 see, 

ba, b,+.+, 0, der beiden binären Formen f,(A) , 9„(A), (19) die Gewichte 

Hi GO Dy ss gL gO yO» à : 077689. t1 NE M OO Oma me. 

zerfällt das Aggregat der Glieder in der Resultante R,,, von f und g, welche 

das Minimalgewicht kl besitzen, in das Product 

(— ne 

wo Ru, H"-"— die Resultanten der Theilformen c,(A) , g;(à) (20) resp. 

der Nebentheilformen d», ,(A) , d, ,(A) (21) bedeuten. 
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7. Die für die Diseriminanten und Resultanten binärer Formen im 

Obigen aufgeworfenen und beantworteten Fragen lassen sich ohne Weiteres 

auch auf ternäre und höhere Formen ausdehnen; indessen stösst man hier 

auf solche Schwierigkeiten, dass eine Entscheidung vorderhand noch nicht 

möglich zu sein scheint. 

Clausthal, d. 6 Februar 1895. 
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