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w^: j • SECTION I i!^

'

Gh^. I. Da mouTemeiil d'un poinl géométrique.

g. I**. Dé r«ic!pr8tftoi» tftt mtmvmtM ^imfolnl. ... « 1

i. MoQteniMia. — 9. Tei^t. lasUnt. * t. Tn^jecloire. — 4..Ei|iia-

tioM da moQvemeDl d'mi point dsns i'«spaees«- M. B<|iiatioii dn mou- ^

voDent d'un point saifaat aa tai|ectoiR. ^ 0, Le tespo peot $tre né-

gttif. — V. Aiitns mo^eu d'eiprinêr le moirreiDent

§ 2. Du mouvement uniforme d'un point 6

9, Dé^iUon du mpQvement uniforme. ^ 9. Unités employées poor

exprimer la vitesse. ^ t#. Eqoation ^nérale do nooTement oui-,

tafee. — il. Bsemplé da nouvement miiforaie.

$ 3. Du mouvement varié d'un point sur une ligne donnée, . i2

tS. Mouvement varié. Mouvement périodiquement uniforme. — iS. Vi-

tesse. — i 4. Mouvement uniformément varié. — 15. Remarques snr

les équations et les propriétés da moftvemeBt oniformément varié.
'—

t«. Moovement oscillatoire.

S 4. BHermkMtkn graphique dê fa ffUme 1{|

i y. Courbe représentative des espaces. — Goiirbe représenlMiftl

des vitesses. ' *

g 5* .p» la tUuÊé (fMi.imjiif 4ofi4 ie.motttmiMiil eU exprimé

en eowéomées paraUèUg iiraU difies ; t%

19. Projection de la vitesse sur un axe. — ItO. Corollaire.— Pro*

jection sur un plan, d'un point en mouvement dans ilespace.
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g 6. Il« /a tiUsêè d'un pokU dont le mounmeni ett tx-

primé en coordonnées polairet 25

tt. Trajectoire plane. — tS. Trsgectoire quelconque dans l'espace.

g 7. IHi iNoiiviiiwiit d^un poini rHoHoimmU à un syHimfi

de eomparaiion inoaHMe en mounsement. Compatir

tion des vUeeeee et des eïmn/im élèmentatres,,', 30

• 4, Mouvement relatif. — *5. Trajectoire relative. — *6. Composi-

tion des mouvements. — %1 . Vitesse relative. — *8. Coraposilion de

deux vitesses. —> *9. Cas particulier, — SO. Exemples.— 81. Com-

position d'un nombre quelconque de vitesses. — %%. Remarque sur

la simultanéité des vitewet composantes et de la vitesse résultante. —
Sft. Projection du polygone des vitesses. — S4. Décomposition des

vitesses. — 8S. Composition des chemins élémentaires d'un point. —
Méthode de Robenral pour k tracé des tangentes anx courbes.

GiiAP. II. Dcsi diireiv aoweaieBto d'n eovfs •Ilie

ou système invariable.

§ 1". Généralités sur le mouvement d un système invariable 47

SV. Relation des vitesses de deux points dont la distance est constante.

—M. Cas parUcalier.'-i9. L'étude du mouvement d'un système in*

variable se réduit ceUe du mouvement d'un triangle.
^

§ 2. Classification des mouvements continue d'un système

invariable. Relation des vitesses entre elles dans chaque

cas « 48

4#. Divers mouvements oonlinus d*un système Invariable.

Mouvement simple de translation 49

4 1. Tranilation reetùigna on curviligne. •

s.

Mouvement simple de rolatUm autour if«in axe fixe, 49

4t. Rotation simple. Déplacement, vitesse, accélération angulaires.

Moumnent quelconque paralUle à un pikM fixe SO

4S. Roulement cylindrique. — 44. Lorsqu'un système invariable se

déplace parallèlement à un plan, on peut toujours l'amener d'une de ses

positions successives à une autre quelconque d'entre elles, soit par une

simple transiationi soit par une simple rotation. — 4 S. Lorsqu'un
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syslfeme invariable se transporte parallfelemenl à un plan, son mouve-

• ment élémentaire à un instant quelconque est une translation ou une

rotation. — 46. Centre instantané et axe instantané de rotation, —

,

411. Tout mouvement d'un solide parallèlement à un plan est géncra-

lement un roulement cylindrique.

Rotation autour d'un point fixe 56

4 H. Roulement conique. — 49. Lorsqu'un solide se meut autour d'un

point fixe auquel il reste lié, on peut l'amener d'une à une autre de ses

positions par une rotation effective autour d'un axe» — gO.Tout mou-

vement élémentaire d'un solide dont un point est sans vitesse, est une

rotation instantanée autour d'un axe.— 5 1. Tout mouvement d'un so«

lide autour d'un point fixe est un roulement conique.— 5». Analogie

(lu mouvement parallèle à un plan et du mouvement autour d'un axe.

Mouvement quelconque composé d'une translation et d'une ro-

tation S9

g 3. rremiëre image sensible du mouvement le plus général d'an solide;

Exemples de mouvcmenl parallèle à un plan 60

S4. Droite mobile sur deux courbes. — 55. Droite mobile sur deux

cercles. — 5 6. Cas particulier où l'une des directrices est une ligne

droite. — 5*. Epicycloïde et cycloïde. — 58. Développante d'une

courbe quelconque. — 59, Concholde.

§ 3. Composition des mouvements et généralement des vi-

tesses d'un syslèmc invariable 63

CO. Composition des vitesses de translation. — Ol. Composition des

vitesses de deux rotations autour d'axes concourants. ~ 6g. Compo-

sition d'iin nombre quelconque de rotations concourantes — ft3. Com-

position des vitesses de deux rotations dont les axes sont parallèles.

64. Cas de deux rotations parallèles, égales et de sens contraires.

— 65. Remarque sur l'instantanéité de l'axe de la rotation résultante

de deux rotations, — 66. Composition d'une rotation et d'une trans-

lation perpendiculaire k l'axe de la rolation. — 6'>. Composition ou

réduction à deux mouvements simples, au point de vue des vitesses, d'un

nombre quelconque de mouvements simples composants d'un système

invariable. — 68. Axe central du mouvement d'un corps invariable.

— ttii. Autres propriétés de l'axe central du mouvement. — lO. Se-

conde image sensible du mouvement continu d'un système invariable.

— "8 t. Au point de vue des vitesses, le mouvement quelconque d'uh
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système invariable se décompose en trois translations paraUfele8i> Iroit

nxes concouranla et trois rotations autour de trois axes concourant au

même point. — *> t. Cas où les deux systèmes d'axes concourants sont

rectangulaires et se confondent. — f >. Décomposition du chemin,

élémentaire décrit par un quelconque des points du système invariable

en mouvement. ;

g 4. Mouvement relatify glitsemenl el roulement de deux corps

tolides 8i

If 41. Mouvement relatif de deux corps solides. — y 5. Mouvement relatif

de deux corps qui se touchent en un point. — "gO, Mouvement relatif

de deux corps gui se touchent en plusieurs points.

ChaP. III» Des inonvemcnts simultanés de plusienrs

earps solide» liés entre enx dans les machines.

Ordre dfis matières de ce chapitre 82

Ky. Objet du chapitré. — tS. Des machines au point de vue delà

cinématique. — 19. Divers modes de liaison des corps dans les ma-

§ i^. Liaison de deux corps solides en contact et assujettis à

tourner autour de deux axes fixes })urnllc!es. Générali-

tés sur ce sujet 8â

80, Relation des vitesses de deux corps»— 81 . Remarques.— 8f . Cas

particulier d'une rotation et d'une translation perpendiculaire i l'axe.

-—83. Cas particulier de deux translations.

Cas où le rapport des deux rotations est constant. Cylindres

roulants. Engrcnaffes 94

84. Cylindres roulants ou de friction.— 85. Engrenages cylindriques

ou droits. Engrenage extérieur. Engrenage intérieur.— 8S. Le profil

d'une dent sur une roue est l'enveloppe des diverses positions qu'une

dent de l'autre roue prend relativement à la première. — 8V. Pro-

priété fondamentale. — 88. Premier procédé général pour détermi-

ner les profils de contact des engrenages. — 89. Deuxième procédé. <

Courbes épicycloldales. — 90. Remarque.— 91. Glissement de deux

dents d'engrenage. — 9t. Profils de contact pratiques des engre-

nages : i« Engrenages k lanterne ou à fuseaux cylindriques.— 99. 2« En-

grenages à dents épicyclutdales.— 94. 3° Engrenages à développantes
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de cercles. — 95. Généralités sur les dents d'engrenage : nombre,
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I04. Engrenage d'une crémaillère et d'une roue.

S 2. Liaison des deux corps solides en contact et assujettis à

tourner autour de deux axes fixes concourants.

Généralités sur ce sujet , 128

tes. Relations des vitesses des deux corp«.

Cas où le rapport des rotations est constant. Cônes roulants.

Engrenages coniques 129

fl06. C6ucs roulants dits cônes de friction. — 109. Engrenages co-

niques.

§ 3. Liaison de deux corps solides en contact et assujettis

à tourner autour de deux axes non concourants 132

198. Liaison d'une rotation et d'une translation. Vis et écrou. •-

199. Rotation et translation oscillatoire.

Vis sans fin ; 138

119. Liaison de deux rotations dont les axes non concourants sont

rectangulaires. — 1 1 1. Relations entre les diverses quantités à con-

sidérer dans une vis sans lin et sa roue. — lit. Cas de réciprocité

de l'engrenage de la vis sans fin. — 1 1 S. Exécution mécanique de la

roue d'une vis sans fin.

Engrenage hyperboloïde • . . . 1 44

114. Préliminaires sur ce sujet. — 115. Vitesses de Tun des deux

corps tournants relativement à l'autre. -> 1 19. Construction graphi*
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dettOTBiiles précédentes.— fliV. MouTement continu de l'un des
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Èt9. Relàtioli entre 1«8 eoordoanâës rc^UDgalaires'desli^rpfrbolâs

et la longueur de l'asymptote. «- • GonUét d^ deui h^^bo^

loldes. Ca8.particnl|er où les aièsde rolation joat^redlan^-
-

gnlairés. — i « Engrenage-hypcr|)ololde. — t Fonne et «^4- .

cntion des dents de cet engrenage.
'

g 4. Etwie comptéme nUiire sur la liaison de deux solides

dont les rolalions sont en rapport variable. Cas parti-

êulier d'^w rçtatUm. et d'une trai^lfitioi^ varMe ,

' Liaiiondêdeuw roialions,,** 4 tjj.

It4. Cylindres roulants non circulaires. — t * 5 . Détermination ^
courbes primilives. — 1S86. Exeinp.cs. Spirales logarithmiques. El-

lipses. Courbes déduiles de l'ellipse. Quarre dont les angles sont arron-
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/

et tige guidée. ~ 135. Excentriques ou cames a ondes menant une

tige guidée à roulettes. — 1 36. Bouton, excentrique ou came en con-

tact aveè un «utre oorps tournant.

' ^ 5. Liaison de deux corps solides tournants, par rMfsrmé»

.

diaire d'un Iroisième corps solide ou flexible.

io jD^^x solides tournants liés par une bielle ISi

tSV. Propriété générale de cette liaison. iS8. Balancier à bride.

^ A llfeglM praUqiies appUèâbléë auk Bat&tfdierif tlés'maintes 'à

tapeur. CaUnH des coordonnées d^la ^Ur6e de

f4i: Pn>priété dtf^ittogfaphe applidable àa' Attméro kûiv&nt. ^
14». PaniUélog»MBmeiuiticttlé é« Watl. '

' '

'

2** Deux aolides toumanUt^Hés par un croisiUon, ...... .191
• r lu.*» .'".v •

t4S. Joint brisé ounnl^neUT- 144. Relation des vitesses angulaires

dM irbt«sllès par le joinitriié;--* k4p; jolntdKS^
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2* genre. Axes non parallèles 261

196. Communication immédiate. — 98. Marteau à soulèvement latéral. .

~ 99. Balancier appuyé sur un excentrique conique. — 100. Balancier

appuyé sur nn filet de vis d'inclinaison variable. » 19 T. Communi-

cation par bielle. — lOi. Manivelle, balancier et bielle à joint brisé.
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i98/ Gomlniiftleatiott immédiate par ëxcèntri<|ltft. .102. Ifanivelle et
,

lige guidée à coulisse. — 103. EseeUtHipie eirealaire et lige guidée à

cadre. - 1Q4/Bxeeiilriqae son etreolaive el lige à cadre. — lOS. Eir

ceBtriçf^e cl lige k deux roulctt^. :r 106. fQjilisae ei^c^pc el (igt» ;

.

k boutoii. ,-^^1 07. Exc^nlii^que et tigt^ à ronlêU^ el à ressort.. ^

.

tM. GomiDUBication inunédiale par epgfenage «m came»?- 108, Pignok

partiell|pmettliieiit6 et cadre guidé k deux ,crém;iiUèi!e8k — 109. PI*. •

Ion et arbre à cames. — 1 1 0. Arlire k cai^es et cadre à |Qjen|Qnfteia iiu >

léricurs. — 111. Pignon et cadre à denture iplérieure coniiiwe..-

900. Comruunicalion par bielle ou par une corde.-rU3 eUl^ HanifcUe'

ou excentrique circulaire» bielle el tige guidée. — 114.- Manivelle,

double bielle el joug guidé, lié à une lige. — 115. Deux roues dentées

égales, deux bielles égales et un joug menant une lige. — llô Mani-?

velle tournant uniformément el balancier à coulisse el à bielle, dont

les courses sont de durées inégales* ^ 117. Manivelle et poulie de

renvoi. . >

sot. Communication par engrenage intermédiaire. — 118. Roo^è

mouvcmeiit épicydoldal de Lahirc. , ^ .
*

2p gewre, TrantUUUm pairattHê à Vtm de la raUiHm.

»0«. Communication immédiate. — 1 19 Plateau incliné tournant sur

un pivot, et lige à galet.— 120. Roue à ondes cl tige à galet. — 121. Rai-

nure continue dans un cyjindre tournant et cheville glissante.

Ghap. m. OrgMiesi swwaat ft éimhUrt iaiMMMpre •« m^dlflcr

Im UalMas^d«>aa««veMart «Muas Mm wàmmhÈnm,

g Ifoyeiu d'établir ou de faire cesser à voUmti une liaism

de mowfement •

Embrayage par mancbon mobile de deux arbres en prolonge-

raeul l'un de l'aulrc— 122. Embrayage à dents béliçoïdcs. — 123. Em-

brayage à cônes concentriques de friction. — 124. Dé8cmJ>rayage brus-

que. — 125. Embrayage à vis.

^•4. Embrayage de deux arbres à roues dentées. —- 126. Par manchon

glissant — 127. Par le glissement en long d'un des deux arbres.

Embrayage par ronleani on cftnes de friction. — 181. Embrayage
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de deux arbres parallèles. ~> 129. Embrayage par rouleau de pression

d'un arbre tournant el d'une lige guidée. — SOO. Embrayage des"

courroies sans fin. — 130. Par poulie folle. — 131. Par un tendeur.—

132. Par déplacement d'un palier. — t09. Embrayage par déclics.

— 133. Déclic appliqué à une poulie. — 134. Déclic appliqué à un

mouton.

$ 2, Mûyeiu de modifkr me liaUw dê numo^^ tlH

••8. Changement de vitesse angulaire par roues dentées et maocbons

d'embrayage. — 135. Axes parallèles. — 136, Axes concourants. —
137. Cas parliculier du mécanisme précédent.

S09. Changement de vitesse angulaire par le déplacement d'une cour-

roie sans fin sur diverses poulies égales. — 138. Axes parallèles. —
139. Axes concourants. — ZiO. Changement de vitesse angulaire par

'

tambours de rayons variables ou par poulies étagées. — 140. Courroie

sans fin sur deux tambours. — 141. Deux tambours dont l'un est cy-

lindrique. — 142. Poulies étagées.

Si i. Rapport variable des vitesses angulaires d'un cône et d'un plateau

circulaire et d'une roulette. — 143. Cône et roul';lte. — 144. Plateau

tournant et roulette. — Itit Changement de vitesse par vis sans fin.

— iib. Mouvement héliçoldai dont la iraoslation change à volonté de

MBS.
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AVANT-PROPOS

l.a Mécanique, dont le nom vient du grec [f^r^yx^-h, ma-

chine, n'est pas seulement la science des macliines; elle a

plus généralement pour objet les lois du mouvement des

corps et les relations du mouvement avec les forces qui le

produisent; elle comprend, en particulier, la connaissance

des conditions de l'équilibre des corps, c'est-à-dire de leur

repos en [)résence de plusieurs causes de mouvement qui se

comballent.

Suivant une remarque due à Ampère [Essai sur ta philo-

Sophie des sciences, 1855), il est logique et utile de com-

mencer renseignement de la mécanique par celui des pro-

priétés des mouvements des corps étudiés indépendamment

de la mesure des forces qui les produisent; et, comme il l'a

dit lui-même : « C'est à la science où ces mouvements sont

considérés en eux-mêmes, tels que nous les observons dans

les corps qui nous environnent, et spécialement dans les

appareils appelés machines, qu'il a donné le nom de ciné-

matique^ de y^rr^\J.x, mouvement. »

Tel est le sujet du Traité que je publie, et qui est, pour

ainsi dire, une sixième édition revue et augmentée de la



première partie des feuilles autographiées, rédigées pour

l'usage exclusif des auditeurs du cours de mécanique et

machines que j'ai professé depuis lannée 1851 jusquea

1860, à rËcole polytechnique.

L ouvrage est divisé eu deux sections.

La première, ayant pour titre Nôtions généraks^ est

purement théorique. Suivant les vues d'Ampère, après les

considérations fondamentales sur les notionsde mouvement

et de vitesse, soit absolus, soit relatifs, on s'y occupe des

rapports qui existent entre les vitesses des divers points d'un

système géométrique défini, et d'abord d'un corps solide.

6n expose à ce propos la théorie de la composition des mou^

vements, qui sera d'une grande utilité dans Tétude de la
' ' •

'

mécanique des forces ou la dynamique. On passe ensuite

au cas de plusieurs corps liés entre eux et à des appuis fixes,

comme le sont les diverses parties d*une machine. On est

ainsi conduit à étudier notamment les questions relatives
«

aux formes des dents d'engrenages, des cames ou excen-

triques, au mode de liaison des balanciers ou manivelles

par des bielles, aux rapports des vitesses angulaires dans

les systèmes à mouvements épicycloïdaux.

La seconde section, sous le titre AppKcntions aux mo-

ehines^ passe rapidement en revue la plupart des mécanis*

mes connus pour réaliser ce qu'on appelle communément

les transformations de mouvement, les embrayages, les

modiflcatîonsde mouvement. Ces divers appareils sont ran-

gés dans Tordre relatif au genre de service qu'ils rendeat,

au but qu'ils doivent atteindre, et non relatif aux moyens
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yaht-propos. XXI

qu'ils mettent en usage. Leur explication est brèVe et pres-

que uniquement descriptive, parceque toute la théorie qu'ils

exigent est contenue dans la première section, à iaquelle ie

lecteur est engagé, par des numéros de renvoi, à recourir

au besoin. Leur classification est rendue plus saisisâable, et*

la recherche de la solution d'un problème de transforma-

tion est facilitée par une suite de tableaux synoptiques où

les divers mécanismes mentionnés dans la deuxième section

sont- figurés par de simples croquis sur une petite échelle.

Quelque nombreux que soient ces mécanismes élémen-

taires, ils sont loin d'offrir une liste complète de toutes les

combinaisons qui sont employées dans Tindustrie, surtout

en ce qui regarde les mouvements variés et intermittents.

Des détails plus multipliés sur ce sujet me paraltrai^t ap««

partenir à la technologie mécanique, et risqueraient de n'a-

Toir plus les caractères de simplicité, de clarté et d utilité

générale auquel j'aspire pour cet ouvrage.

J'ai à peine besoin d'ajouter que la science de la cinéma-

tique ne peut suffire ni à la bonne conceplion d'un projet

de lâachine, ni à la détermination complète des parties

d'une machine bien conçue quant à ses dispositions prin-

cipales. Même abstraction faite de l'énergie du moteur né-

cessaire, l'étude des effets du frottement des corps en con-

tact, de la roideur des corps flexibles, de l'élasticité des

solides, de leur résistance à la rupture ou aux déformations

permanentes est toujours d'une grande utilité, et en certains

cas indispensable. C est l union des diverses branches de la

mécanique théorique aux connaissances pratiques acquises
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par la fréquent^tioD des ailiers, qui peu^ seule fonner^

iDgénieur construeteur de machines.

Plusieurs ouyrages pubjiés avaDt k mien m*OQt été Unri

utiles, et je me plais à les citer ici dans Tordre chronologi-

que de leur publication.

1 808.—Programme d'un cours élémentaire des machines^

à. (Ecole polytechnique, par 4). Hacliette, et Jj^ssai 'sur l0

composition des machines, [\ir MM. Lanz et Bélaiicourt.

€ei ouvrage m'a fourni jldée de ines tableaux synoptiques.

... Et 1845 (2*^éilit. impiimée à VxQ'^e). Traité de méca^

nique ùubistrielle, par Ai. le général f^pncele^ a)or$ çolou^^

du génie, membre de l'Inslilut, etc. Lu troisième partie,

inUiulée Des machines et des moteursjt traite» entre autres

sujets, des communicateurs et modi|icaj.eurs instautanésdu

mouyement et. des.engrenages. L'auteur, qui partage avec

lïavier l'insiguo houneur d'avoir créé daus nos cooies d'ap-

plication, celle de Tartillerie et du génie à Metz, e]t çe|le ç|eç

ponts et chaussées à Paris, j'epseignement (je la mécanicjue

^pliquée aux machines e\ ^jjt^ constructions, a repro<|uit

jes bases essentielles ^e cet enseigiienjcnt dans le cours (Je

physique mécajnique quUl «i fondé à la faculté des ^iepce^

de Paris. On doit regretter qu'il n'ait pas, jus(ju a présent,

liyr4 le texte de se^ leçons à la publicité.

.

|84|. — Principes de mécanisme (Principles ol mecjia-

pism), par M. It Wiliis, Londres. Cet ouvrage jouit d'une

Jiaute réputation mérilée, malgré queljjues erreurs, par

^'in^ressautes recherches mathématiques, mais surtout par

de nombreux détails descriutil'squi attestent une vaste éru-
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dition et iu)e graficje çopoaissa^ce des pcocé4^ de i'iûdus-

trie moderne.

. 184^ ef i§6i é4it.) Traifé de cinématiqm, par M. C.

Laboulaye. Cet ouvrage, dont le plan était conçu avant que

l'auteur, connût ce^ui de M. WIIU^, contient, jftvec deg em-

prunts nombreux et presque textuels Taits à ce dernier,

comme 11. La)K)ttlaye le déclare lui-même^ des additions

considérables, notamment sur rhorlogerie et les machines

outils. L'auteur a cru devoir intrQ4ï|ire dan^ son livre des

notions de dynamique sur les forces, leur mesure, leur tra-

vail et leur équilibre dans, les machipes, sur les trottement^^

sur les moteurs ^ûinaés et autres. Celte réunion serait as-

surément nécessaire, si un traité de cinématique devait

être l'unique « guide du mécanicien pour obtenir un mou-

vement voulu^ » Mais avec Ampère et Wiliis, il est bien

permis de penser autrement et de considérer la cinématique

comme ayant des théories propres, indépendantes de la

dynamique et de la connaissance des propriétés physiques

et expérimentales des corps. Du reste, il n'y aura pas né*

cessilé, ni même utilité, que lesjeunes gens qui se destinent

à la carrière d'ingénieur étudient et possèdent à fond toute

la cinématique avant de s'occuper des autres parties de la

mécanique. A TËcole centrale, ces deux genres d'études sont

suivis presque simultanément sous des professeurs dilTé*

rents, de même que dans renseignement universitaire on

entremêle sagement les éludes de l'algèbre et de la géomé-

trie, sans prétendre que ces deux parties des mathématiques

sû contondent ou soient insépai^ables.
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Sllf AVAUT-nOPOt.

1850. — Léifons de mécanique pratique. Cinématique,

par M. le général Morio, alors colonel d^ardllerie, membre

de rinstitatt etc. Cet ouvrage, destiné aux auditeurs des

' cours du Conservatoire des arts et métiers, exige chez les

lecteurs moins de connaissances mathématiques que n*en

suppose le présent traité, il contient d'ailleurs la description

des diverses machines utilement employées dans Tindustrie,

mais dont j'ai cru devoir laisser 1 étude à un autre ensei-

gnement, tel que le cours d*étabHssement et de conatruetion

des machines, qui est spécialement professé à r£cole cen-

tralë, par M. Ch. Callon, dont les leçons alternent avec

celles du cours de mécanique appliquée qui m'est confié.
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CINÉMATIQUE.

PREMIÈRE SECTION

NOTIONK «ÉNÉBJILES.

CHAPITRE I

DU MOUVEMENT 0'V\ POlJIT GÉOMÉTRIQUE.

§ 1.

DE l'expression DU MOUVEMENT d'uN POINT.

i. Houvcment. — Le mouvement d'un corps consiste en ce

que ce corps ou ses parties occupent successivement différents

lieux dans Tespace. Nous étudierons d'abord le mouvement d'un

point.

Deux sortes de faits constituent ce mouvement : les déplace-

ments successifs du point, et les teinps pendant lesquels ces dé-

placements s'effectuent.

Les déplacements se constatent et se définissent à l'aide de

points de repère, d'axes ou de plans de comparaison, formant des

1

r
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systèmes géométriques invariables. Si un tel système de cooir.

paraison est supposé fixe (et rien D*empéche de concevpSr eèt ' -

état de repas, quoique nous n'ayons aucun moyen de -le yéri ficr^

parce qu'il n'existe peut-êtro aucun corps immobile dans l'uni-

vers)^ le déplacement qui résuite du changeaient d'ui^e Ifu

niôins des coordonnées d'un, poii^, s'appelle son. déplacement
'

absolu. • ^
*

Si 1p système de comparaison a lui-même changé de positipn

par rapport à un autre supposé fis^e, le d^lacement du point

dont il s'agit est appelé son dépia^ement relatifdans k syàème .

de comparaison mobiffi* -
^

2. Temps, liistant. <— La notion simple du Umps ou. de .la .

durée nous est acquisè par l'expérience, comme nous avons .
* -,

acquis la notion de Tétenduê. Nous- avons l'idée nette de la^
continuité du temps, d'une durée égale à une autre, du rapport •

de deux durées ou temps quelconques ; dès lors les temps sont

des qmn$UésM par consé^iuent peuvent eatirer dans .le .calcul*

L'unité de temps qu'on bdopte IgéîiéràlemÈint dans les applica-

tion* des théories de 4a mécanique est la seconde (4»), c'est-

à-dire la partie du joiiir moyen solaire, ou de vingt-

quatre heures (*). '

'

Une portion quelcoÀi^iie du temps indéflUl est un temps limité;

• < • , .
.

- ^. , ' ^

(*) De même q1lr^ell éiiseignaDt tes aj^plications usvienes la géométrie^

of^ 4vUe d'entrer diinB .le délaijj des opérations déllcaies ix compliquées qui

«Dl servi à rétaitissémeidl ^^tiotre svstèÂe métffque/et d'expliquer le ' -

coaeonrs qu'elles ont exfgé de connaissances niaihémati(iues, physiques et
astronomiques, dé même il semblerait déplacé, au comnienc(iinent de l'é»

tude de la mécanique, d'essayer d'exposer les procédés savants et ingénieux
qu'emploient l'aslronomio et l'art de l'horlogerie pour résoudre le problème
de la mesure du leiup.s. Tout lecteur admettra, au moins provisoirement,

qu'tm temps quelconque {>eut être divise par la pensée en autant de parties

qu'on voudra proportioiinellemenl à des nombres donnés» et asprimé BU-
mériquemen^a en prenant la se(X)nde pouc. unité.
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"ÉQUATIONS DO MOUVEMBNT d'UN POfNT. 3

il a nn commencement qui s'appelle instant initiai, et une tin qui

s'appelle instant final (*).

5. Trajectoire. — Un point étant en mouvement, la lijjine

droite ou courbe qu'il décrit s'appelle sa trajectoire.

4. Équations du nouveuient d'un point dans l'espare.—
Pour définir le mouvement d'un point, il faut exprimer le moyeu

de trouver à tout instant la situation de ce point. A cet effet, on

introduit dans l'énoncé le temps écoulé à compter d'une origine

convenue, instant initial, et les coordonnées variables néces-

saires pour déterminer la situation du mobile. Si, par exemple,

ces coordonnées sont x, y, x, mesurées sur trois axes concou-

rants, et qu'on puisse obtenir trois équations distinctes (**).

^, y, t) = 0, (x, y, s, /) = 0, (.V, n, z,f) ~ 0,

les lettres j",, indiquant des fonctions déterminées, et la

lettre / désignant le temps écoulé depuis l'instant initial, c'est-

à-dire choisi pour origine des temps, jusqu'à l'instant où les

coordonnées du point mobile sont devenues x, y et r, le mou-

vement du point (x, y, z) est rigoureusement défini, car à toute

valeur de t, c'est-à-dire à tout instant choisi dans la succession

du temps, répondent trois équations qui déterminent le mobile

(*} Ou vuii «luu, dans le langage précis qui couvienl à une science nia-

IhéniaUquo, le mol instant a un sens plus nslrcinl qur dans le langage or-

dinaire, où il signiÛc souvenl un temps très-court. Ku niécanique, rin>lanl

n'a pas de durée, do même qu'on géométrie le point n'a pas àv. longueur.

L'instant n'esl pas m^me un temps infiniment petit, et nous évitons de dire

«rinslanl d/. »

(*•) Nous appelons équations distinctes un groupe dYquaiioiis qui doivent

être salisfaiies simultanément et dont aucune n'est une conséquence néces-

saire des autres. Deux groupes d'équations sont équivalents lorsque chacun

d'eux a les mêmes solutions que l'autre.
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A Cin£MATlQUK. S£CT. 1, CHAP. I.

par ses coordonnées. Ces trois équations ou leurs équivalentes

s'appeiieut. les équations du mouvement du point dans l'espace*

Lorsque, à pri&ri,ou par les procédésde réUminatioii» on peut

obtenir une des coordonnées variable» exprimée en Ibnc^n ihi

temps, cette équation définît le riiouvement de fa projection

du point mobile sur Taxe parallèle à cette variable; ainsi, par

exemple, jc =t^ (/) èxprime' le noonvement de la projection du

point dont il s'agit sur Taxe des x, projection ftiîté à ebaque

instant par un plan parallèle à celui des y et des z. Si Ton peut

obtenir deux équations indépendantes de l'une des trois coor-

données, comme
t

f(ac,y,#)= 0 et f, («,y,l)= 0,

elles expriment le mouvement de la projection sur le plan dea >

deux autres coordonnées, par exemple le plan des jc et ^ f). .

Trois équations "

qui donnent les trois coordonnées variables du point mobile, en

fonctions explicites du temps, ramènent Tétude du mouvement

qneléonque d'un point dans Pespaoe à celle de trois mouvements

rectilignes sur les axes coordonnés.

Si par l'élimination du temps / on obtient une équation en

X, y et £, c'est ré(|piation d'une surface sur laquelle le point se

meut ; si Ton parvient à deux équ^ions en x, y et ce spot les

équations de la trajectoire. Si entre ces deux équations on éli-

n>ine une des coordonnées variables, l'équation ^ {Xj
j^) = 0^

(*} Les projeeti4Mis ont ici une aigaitteatioa |d«sféiiéal«-qius4ians iss

questions ordtttSilresde la géométrie descriptive. Divers iMtoisse projeuent»

foit recisogoleiremeii|»soitobirqoemeat,sar noplftii pardes parles fcm
droite directrice; ils se projetient sar uné-^roite par des plans puiUèlas à

un plan directeur.
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ÉQUATIONS DU MOUVEMENT D'UN POINT. 5

par exemple, qui en résulte, est celle de la projection de la tra-

jectoire sur le plan des deux axes parallèles aux coordonnées

restantes (plan des x et des y), projection faite par des droites

parallèles au troisième axe (axe de z).

Ces aperçus généraux, sur lesquels il serait superflu d'insister

en ce moment, suffisent pour faire pressentir l'immense service

que rend aux théories de la mécanique l'expression algébrique

des projections des lieux géométriques suivant l'invention, aussi

admirable que simple, de Descartes.

^. Équation du mouvement d'un point suivant sa trajec-

toire. — i.orsque la trajectoire est connue à priori, pour défi-

nir le mouvement du point qui la décrit, il suffit d'une seule

équation 5 =
(p (/) ou ^ (s, /) = 0 entre le temps t, et l'arc s,

distance curviligne du mobile à une origine prise sur la trajec-

toire. C'est ce qu'on nomme Véquation du mouvement du point

suivant sa trajectoire (*).

6. L,e temps peut être négatif. — Dans toutes CCS équa-

tions, les coordonnées ou distances sont, comme on sait, positives

ou négatives. Il en peut être de même du temps, dont les va-

leurs positives sont des durées qui s'écoulent entre l'instant

choisi pour origine ou instant initial, et des instants postérieurs;

les valeurs négatives sont écoulées depuis des instants anté-

rieurs jusqu'à l'origine des temps positifs.

7. Autres moyens d'exprimer le mouvement. — Dans la

pratique on ne peut pas toujours trouver la fonction exacte qui

{•) Remarquons que dans l'équaiion s = cp (0» la dislance s peut êlre

l'espace parcouru pendant le temps t \ si l'on a, par exemple, s= a<*, ceue

équation exprime qu'à l'instant inilial où f = 0, la dislance s est nulle

aussi, c'esi-à-Klire que le point mobile est à l'oriKïue des disiauc^s 5;

qu'ensuite il a parcouru, au bout d'tine unité de lemps, l'ctpace a; au bout

de deux unités, l'espace 4a; et ainsi de suite. Mais il n'en est pas de m^me,
en général, comme on va le voir au numéro 10.

If
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lie l'espace au temps. On emploie alors deux moyens pour expri*

OMi*, au iQoius jtpproxiQQAtivemenl, la lo>. du moaveineat d'ua

p^t sur une ligoe «Donue : On dresse ua tables^ àéeaii€0>?

loupes dans Tune desquelles ou éork lei temps maffié^ à

partir d'un instant initial, par exemple les diverses valeurs de

ïàeui^e marquée par uue oioutre, un clironoaiètre, et dans l'autre

01^ inscrit les distaaces oorrespondauteis s du mobile à un^ on«

%me prise sur la trajaotoire ; ^ on eonsiraît nne courbe dont

les coordonnées sont propoi tionnelles, les unes au temps f, les

autres aux distances s. On peut, à cet etlét, faire usagç, soit de

coordonnées patallèles à deux axes concourants, soit de cbor-

données polaires^ soit de tout autre moyen d'expftner la ooexÎB-

tence de deux coordonnées susceptibles de valeurs quelconques.

Nous verrons plus tard (sect. II, chap. vu) l'indication d'appa-

reiis qui réalisent utilement ces divers modes de représentation

dNromouvemem.

nu Koovsnmr moFOMiB n'ot pontr.
«

%. néteMmi 4a moiiTeiiieitt nnirorme. •— Le mouvement ^

est rectiii(jnt' ou curviligne^ selon que sa trajectoire est droite ou

courbe. Dans l'un etTautre cas> il^ uniforme lorsque cepoiipLt

parcourt dans un même sens des longueurs ^^es en des tempo

é^aux, quelque petits que soient ces temps; d'où il suit que, tant

que ce mouvement subsiste, des portions quelconques de l'es-

pace .parcouru sont proportionnelles aux temps employés à les

parcourir. v

' Deux mouvements unirormes se distinguent Ton de Kaitre

par la grandeur dos espaces parcourus dans un même temps..

De là la notion de la vitesse. rSi l'on nomme
B' une certaine portion,deJ'e8pàoe finéaire que parcourt un

point,

Digitized by Google



DÉFINITION DU MÔOVEMBNT UNIFORME 7

T' le temps écoulé pendant qu'elle est parcourue,

E une autre portion d'espace, parcourue par le même point,

T le temps écoulé pendant le parcours de cette longueur E,

le mouvement du point considéré est uniforme lorsqu'on a,

quel que soit J?,

E T , , , E 0
-^f = 7;» ce qui équivaut à 7= 7, •

La première de ces deux équations exprime Tégalilé de deux

rapports ou nombres abstraits indépendants du choix des unités

de longueur et de temps. La deuxième indique l'égalité de

deux quantités dont l'énonciation numérique varie selon le

choix des unités. Elle suppose au moins que les temps T et T'

sont rapportés à une même unité, d'ailleurs quelconque, car on

ne comprendrait pas, sans cette opération préalable, la significa-

E e'
tion des quotients —, —, . D'ailleurs la deuxième équation

est homogène comme la première, c*est-à-dire que, si elle est

vérifiée pour certaines unités d'espace et de temps, elle le sera

également quand on changera ces unités.

E
Si l'on désigne par a le quotient -, la propriété du mou-

vement uniforme se trouve exprimée par l'équation

E— z= a ou E =: a 1\
T

dans laquelle a est une constante, tandis que E et T sont des

variables.

La quantité a qui, pour un mouvement unitorme déterminé,

dépend du choix de l'unité de temps, est, d'après la dernière

iormule, l'espace parcom*u dans l'unité de temps, ou au moins

celui qui serait parcouru dans l'unité de temps, si le mouve-

Diç]
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s CIMÉlUTiQUJB. S^CT. CHAP. 1.

mem était suflisamment prolongé en restant toujours uniforme^

Cette quantité ii ou — s'appelle Vih^nsité la pvsndm$r

abtolw de la ffUtêie du poiat doai; il s'agît.

Ainsi la vitesse dans le mouvement uniforme est mesurée en

grandeur absolue par respace parcouru dans C unité de temps, ou^

piuegénéraiement,par le quotient qu'on obtienten dimiont un4»
espaces parcourus par Pexpresaion numérique du temps employé

à'parcourir cet espace. Nous donnerons plus loin (13) pour la vi-

tesse une définilioa plus générale et plus complète qui a égard

au sens du moiiym^t et qui coniprend ied cas où ce mouve-

ment n'est pas unifornie. Dès à présent il estl)on de remarquer

et de retenir que dans te mouvement uniforme Vespace parcouru

est égal à la vitesse multipliée par le temps^ et que le temps est égal

à ^espace partouru divisé par la vitesse.

»
*

S. VaMés npléyéM pmw» ekprilner Im lieM. — L*ex^

pression numérique de la vitesse exige le choix de deux unités,

l'une pour les temps , l'autre pour les longueurs. L'unité de

temps adoptée généralement dans Tappiication des formules de

la mécanique est, comme nous l'a^ns dit, la seconde (!'). L'u-^

nité de longueur ou d'espace dont nous ferons usage dans les

exemples sera le mètre {!»). On exprime cette double conven-

tion en disant que la vitesse est comptéem mètres par seconde.

Néamnoiné on se sert quelquefois d'expressions' teHes que

celles-ci : vitesse de tant de pieds par minute, de tant de lieues

par heure. Un mouvement uniforme étant défini sous une, felle

forme» il est aisé d'en conclure la vitesse en mètres par seconde.

Par exempté, la vitesse d'une Keue (de 4 kilomètres) par heure

et celle de 100 pieds anglais par minute reviennent, en métrés

par seconde, Tune à

A000_ 1

3600-^ "*»'
,
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IQUATIOIV bU MOUVBIIBNT UMVOAHS.

l'antre à

iO. Agiultio* géBénUe ém MvreaiflMt ulfbraie. —- On

conçoit que, pour détinir le mouvenient uniforme d'un point

sur une ligne donnée, ce n'est pas assez de faire connaître ia

situation du mobile à uo instant déterminé et l'intensité de sa

vitesse ; il faut encore exprimer le sens de cette vitesse^ Or, ii

suffit d'avoir compris Tusage qu'en f^^éométrie analytique on fait

dès signes algébriques dans l'expression de la position d'un

point sur une ligne donnée» pour étendre leur emploi à la dé-

termination du sens de la vitesse, comme nous allons le foire en

résolvant la question suivante :

Problème. Connaissant^ i° la position {**) qu'occupe à un

certain instant m point^moHle sur une ligne déterminée Os

2° Lintensité de la vitesse de ce point en mouvement uniforme;

3® Le sens.de ce mouvement, soit de M, vers s, soit à fopposé;

il s^agit d'exprimer lapositionM du mobile après tmeertain temps

écouté depuis Finstani ok il se trouvait en M,.

• Pour le faire de la manière la plus générale, on nommera

t le temps écoulé à partir de TinsUnt où le mobile était en

instant qui est dit initialj parce que c'est à lui que com-

mence le temps désigné par t;

ia distance du point à un point G, appelé origine des

O Dans la navigation narilime, t'uoité de viteftse est le nonNi. La nombre

de nœuda. que /U» nn navire est égal, an aonbrct de milles. maHna qnHl

parcourt en une heure. Ôn sait que le mille marin est le tiera d*uBe Ueue

marine» on un aôixantième de degré terreMre $ ai longueur est donc à

peu près de isst'mèiieB. Ainsi, un nood répdné à une vitesse'de ISStmè-

tres par heure ou en,si4 par seconde.

("*} Les nqlaiions £o se lisent : M indice zéro, t indice léro.
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cmiaATiQuié skt. t, chap. i.

distances, et supposé connu sur la ligne Os; cette distance

doit titre comprise algébriquement» c'est-à-dire que c'est im-

plicitement une kmguemr agMée chm signe qui sera -H ou—

,

selon qu'elle sera portée à partir de O dans le sens adopté pour

positif ou dans le sens contraire; le point que détermine la

quantité s'appelle position initiale du point mobile, et par là

il ne ftnit pas entendre que le mobile est parti de cette position,

mais il (ùui entendre qu'il l'occupait au cammencemêfU^ ^ir

temps t ;

r la vitesse du mobile, quantité constante, mais positive ou

négative selon que le mobile marche dans le sens positif ou en

sens contraire;

.V la distance du mobile à l'origine O après le leiiips t, dis-

tance dont le signe fera connaître le sens dans lequel elle devra

être portée.

Cela posé, il est fodle de voir qu'on aura

€etté équation, dont on vérifiera aisément l'exactitude pour

toutes les hypothèses possibles relatives aux valeurs et 'd\i%.

signes des quantités q^i y entrent^ s'appelle ïéqmtim en terpm •

finis du mouvement du mobile désigné dims l'énoncé de la ques-

tion dont i! s'agit ici. Elle s'applique à un cas quelconque du

mouvement uniforme (Tun point, pourvu qu'on donne aux con-

stantes $^ et ^4es valeurs qui xïomlennent à ce cas», et qui ne

sont pas d'ailleurs toujours données explidtement, comme on
va le voir par un exemple.

11. i:xfn»iilt.* de mouvement uniforme. ^ Connaissant les

positions du mobile à deux instants donnés, et sachant d'aUleurs

,que son numeif^ent sur une Ugne connue est, unxférnm^ irtmer

téquation de ce mauvemeni» - -

L'équation chercbée est de la forme x = -f- 1:7, mais les
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ÉQUàTIOM du MOUfSHIIIT WnfOtME. 44

quantités constantes .s,, et F ne sont pas données immédiate-

ment ^ il s'agit de les calculer. A,c6t eti'et, oû prendra à volonté

l'origiae des distances et celle des temps.

et étant Içs distapces, à Tprigine O, des deux poflitiQDS

connues,

t^ et étant les temps écoulés depuis l'ijistant choisi pour

initialjusqu'à ceux qui corresp<u»deint à ces deux positions,

L*équation générale ci-dessus [1] doit, être vérifiée quand oiDi

y substitue pour s et / tes valeurs simultanées .v, et t^, puis

et
i on a donc deux équations pour calculer les constantes

faicontiqes.^. et ya savoir :

et f,=s»,+ n^

d'où

et Féquation du mouvement dont il s'agit, c'est-h-dire celle qui

donne la position du mobile à chaque instant, est obtenue par

la substitmlon de. ces expressions de r et de dans l'équation

^érfde [ij. Ob a ainsi ;

Cette équation peut être mise sous les ibniies

qu'ils d'ailleurs fadle d'écrire immédiatement» en considérant

qoe Tespace m -t par exempte, est parcouru dans Je temps

t— avec une vitesse égale à Fespace — s^ divisé par le

temps — employé à parcourir ce dernier espace.
^
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i

*

§3.

mi MOOVBMENT d'DN POOfT SDR 0KB UfiNB DOlfIffiS.

' 18. •«eneat varié. onvcMMC péffiodUqVMMiMt «ai-

forme. — Lorsque le mouvement d'un point n'est pas uniformé,

il est dit varié, li est pérwdiquement uniform si certains espaces

sùceeasifs égaux sont parcourus suîvani la même loi relative-

ment au temps mis à tes parcourir, sans que la même eondition

soit remplie par les parties de chacun de ces espaces. Tel est, par

exemple, le mouvement d'un point de raiguille d'une montre à

secondes. Tel est encore le mouvement annnel du soleil relati-

vement à la terre.

15. Vitesse. — Il importe de bien comprendre ce qu'on en-

tend par la viti^se d'Un point à un instant déterminéi dans le

mouvement varié.

Soit M la position de ce point à un certain instant , et soit A«

l'espace positif ou négatif qu'il parcourt ensuite pendant un cer-

tain temps Af• lequel peut être assez petit pour que pendant

tout ce temps te mobile s'éloigne constaminent de la position M.

Si l'on divise par l'expression numérique de Lt, le quotient

Ai— de même signe que A«, est l'expression de la viteaemoyemie

avec laquelle Tespace A« est décrit; ët la direction de cette vi-

tesse moyenne est suivant la corde joignant le point M à celui

qu occupe le mobile à la fin du temps A<.

Or si, dans le calcul,on fait décroître in^éfipiinent Tespace

A^ partant toujours du point M approclbe sans cesse et autant

qu'^m veutde zéro \ mais lequotient^ tend vers une limite dé-

terminée, positive ou négative, qui, suivant la notationdu calcul
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VinSSE DANS LK MOOTKHBlfT TARli. 13

és
ififférentiel» est désig^aée par > ^ ndme temps que la di-

xectbn de la corde approobe de se confondre avec la tangente

en M. Ces deux liantes de yalciu* et de direction constituent la

vitesse du mobile à l'instant où il occupe la position C'est ce

qu'on énonce d'une manière abrégée, en djsant que

vitesse ttm pomt en une patiékm déterminée est dirigée «tit-

vant la tangente è ia trqfectoire en ce peint et a sa grandetir ea^

primée par l'espace infiniment petit
^ positif ou négutif, quil décrit

à partir (k cette position, divisé par l'expression numérique du

témpi ènfninmt p^it eniployé à décrire cet espace»

Si donc l'éqmiMAaiidu ooav^entest et si .l'ona^
pelle V la vitesse à la fin du temps quelconque i, on a, confor-

mément aux notations connues du calcul différentiel^

v^^= f(t),

quantité positive ou négative, selon que le point marâie à cet

instant dans le sens positif des ou en sens contraire.

Réciproquement, si la vitesse était une fonction connue du

temps, on en conclurait la relation nécessaire entre le déplace- *

ment du moldle et le temps écoulé pendant ce déplacenbent*

£n efitety de

vs=:---=f(<), ontire d#=f(l)di, d'où s— s^=^ I t(t)éi.
éi Jo

rious allons ^pliquer ces considérations à deiff exenoiries.

14. mrreneBt nlfoniiéineiiC varié. — Le mouvement

d'un corps tombant librement dans le vide^ et le mouvement du

centre d'un corps sphérique homogène abandonné à l'action de

la pesanteur, et roulant sur un plan, incliné, appartieànent au

genre le plus simple du mouvement varié; l'expérience constate
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14 CUIÉI1ATI0U£. tICT. I, GB4P. 1.

que, si Ton compte l'espace parcouru et le temps écoule à partir

du point et de l'instaiit où le corps, d'abord eu repos, est sim-

plemeBt abaiidoDBéà la pesanteur^ l'etpaee variable décrit par

an -point qualconcfue dn eorps dans le premier cas, et le centre

de la sphère parallèlement au plan dans le socond cas, est pro-

portionnel au quarré du temps. Ce mouvement peut donc être

etprimé par-la formule

Si l'espace est mesuré à partir d'un point o quelconque d^ la

droite sur laquelle ae meut m point du premier oorpa ou le

oaiitr8dela8phère,el8irone<»meiieeàeoiiiplarieteiDp8lFttn .

instant ditférent de celui du départ, l'expression de la distance

du point mobile à l'origine après le temps <, e^i de la ioroie

qui convient encore, moyennant des signes convenables donnés

aux oonstantçs v^, k et au caa oj^ le point niQbile xkxit il js!ar

git, avant d*étre abandoniié, reçoit*d'un moteur quelconque on

mouvement, soit ascendant soit descendant, suivant la verticale

.ou suivant la ligne de plus grande pente du plan incliné.

11 a'ést p^ question d'expliquer, ici pourquoi réquatiônci-

déssos a lieu ; mats, en la regardantcommel'expression d'un fait

expérimental (*), il s'agit de faire mieux comprendre, à l'aide

de cet exemple, ce qu'on entend par la vitesse à un instant dé-

terminé dans le mouvement varié.

On peut y parvenir sans reboorir au calcul différentiel. Si L'on

suppose une valeur déterminée donnée k t, on a par la formule

(*) On le reconnatt en constatant que les distances du mobile i un point

fixe O, après des temps en progression arithmétique, fornienl une série

dont les différences secondes sont égales, d'où il suit que x est une tonclioii

du second d^gréda^
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la valeur correspondante x/qui fait connaître la position du

mobile à la tin de ce temps. Spit àt un petit temps écoulé à la

suite de.i» et soitji;,.la disUmee du mobUe à l'origine-den à la

fin de cet «sjornsseomt du tenips. On a pour déterminer x^,

l'équation

jc, = jc^ 4- a -H -h ^ U -i-

La différence x est l'espace décrit pendant le temps

succédant au temps t; son signe, dans chaque cas, indiquerait

le sens du mouvement, et, en divisant cet espace par A<>on au-

rait la vitesse moyenne pendant ce temps. Ainsi,

^ a 4- bAi ^ vitesse moyenne. .

A mesure que A< iiiminue^ cette quantité s'approche indéfi-

ninent éês qui est par eonséquent (19) li^VHesie cher-

chéeà la fin-da.lemps f. G'estee qui «'émitéM :
' ^

.

On parvient immédiatemi^t .à ^ résultat par jk £orm^ie

dx
V =; qui devient appliquée à l'équation. .

suivant les règles les plus simples du calcul différentieL

On conelut de'iie qui précédé :
-

4» Que, dans le mouvement exprimé par x=ac^4-<*^-i- ^'^>

» la vitesse varie à chaque instant ;

â** Que sa valeur, quand le temps t coàimence^ est 4»^ quantité

positive ou néga%e^ qu'on appelle nitme iidtiâXe éX que nou9

dési^nerontî souvent par v^; . * ,
-
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3* Que la vitesse s'accroît, par imité de temps, de la quantité

positive ou négative, mais constante, qui s'appelle accéléra'

tion eimtante, et que nous désignerons souvent par la lettrej\

La propriété d'accélération constante a fiiit Bommer le moa-

vement dont il s'agit mmnmient uniformément varié, Gemonve^

ment est donc caractérisé par les trois équations

dans lesquelles chaque lettre a une signification dont il imporie

de se bien pénétrer, en se rappelant que x^, v^ety sont des con-

stantes positives ou négatives.

iâ, Hmbamiub bw Im éqTOtto— et Ice propriétés te

MWMflMt mmiÊmrmèÊÊm^ irwlé. — Des tlOis équations

dessus , les deux dernières ont été déduites de la première.

Réciproquement, on peut de la dernière conclure les deux au-

tres, sauf les valeurs de et de qui restent arbitraires. Ën
effet» en intégrant les deux membres de l'équation 4if à

partir de I s= 0, on a

puis, en mettant pour v son expression -j^ dans c;ette dernière

équatiouy qui devient, par la séparation des variables,

\

et en intégrant, on obtient x— = -|- ^j^,

"1^ L'équation v = 4- jt donne, pour une certaine valeur
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de ip 0106 valeiir nuUe à la vinsse 11 foui bien remarquer

qu'eu général mm viti$$$ nulk n^est pas toujours la mène chose

fue le repos. Un point est en repos lorsque, pendant un temps

fini, il occupe constamment la même position. Un point en

mouTémenf a wia vitesse nulle à un instant déterminé lorsque

M vitesse moyenne pendant le temps Al qui succède à

cet instant a pour limite zéra, c'est-à-dire devient aussi petite

qit'on veut, à mesure qu'on ftit décroîtreM
9* En éliminant / entre les deux premières des équations [2],

on a

c'est-à-dire que, éom le mouvement uniformément variéy la rt-

tesie moyennependant un certam temps I, est ia moyenne arithmé-

tique des testes prises aux deux instant» extrêmn de ce temps.

4* De la première des équations [2] on tire

c'est-à-dire que, dam le mouvement uniformément variée la vitesse

l t

à un instant quelconque lùn du temps est la vitesse moyenne

du mehUe pendant un temps dont le milieu est ee même instant.

5° Ën éliminant le temps t entre les deux premières équa-

tions on obtient

i
-(va— V) —

de sorte que« dan» le mouivement tsmfùnnément varie, la moitié de

a
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i^ûemmmMnt'duquarpé 4f k m^em égat^AH produit4$/où-

çëèfotimk constante patr Ceij^ce p^rmmru.
,

16. Iloavement osetUfttolM. On SU'ppose ^u'un'poittl H
se meuve uniformément sur uue circonférence BAC (fig. 2), et

que ce poiat soit à chaque instant projeté rectaugu^iiemeut

Èat tm Àamëlre M. On dehwBde les équatioi» dit ttoweineM

de la projection P. . , .

iJoient y la vitesse constante sur la circonférence, * '.^

r le rayon OA,

X la distadoe 09

1

I le temps pendant lequel le nnobile passe de A en M
et sa projection de 4^ en P,

V la vitesse de la projeciion P à la ûn de ce temps.

On d d*abord

Vf
x= r sin AOM, et angle ACM = -«—=—

j

d'où

X= r sm — . [il
r

Fuis
• •

•

V5= — s?:rcqs— - — rcçs--. , lU
' df ^ r r ' r

'
- . . « »

•

On peut éliminer le temps, ce qui domie

y
if

r V

La vitesses est donc pfOfiirtloiaeUeii rontonnée MP» £Uft
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est nulle quand mobile jn'incipal est en B on en C Son niaxi-

mun\ 0$l y et a lieu quand le mobile est en A. Elle devient né*-

gative quand il sa trouve au-desseua du diamètre AC.

La durée de l'oscillation de B an-G ou de G en Best celle du

parcours de la lioiui-circouféreuce BAC, par je mobile atayaut

la vitesse constante y; c'est donc (8), ou tt divisé parle
•. «. r

coefficient de l'ordonnée dane l'expression [31 de la vitesse

RKHARgOB. Le nionvenient oscillatoire nous venons d'étu-

dier se tronve iréquemmeiU dans las applications de la méca**-

i^ique. Iputea les- fois qu'on rencontrera on monveipeot dans

lequel la vitesse d*un point soît exprimée par une fonction de la

forme 6x «-^ jc^, la distance variable du mobibè à

un point fixe de sa trajectoire étant oc, on en conclura, en chan-

geant l'origine des distances,

Que la vitesse peut être représentée par e y/^r^— x'^,

Qne le mouvement drjnt il s'aptit est le mouvi iuent oscillatoire

qu'on obtiendrait en imaginant qu'un point se meut unitormé-

ment sur une circonférence dont le rayon est r et en projetant

ce point à chaque instant sur un diamètre,
TT

Knôn que la4urée de chaque oscillation du mobile est ~, ce

qu'on trouverait d'ailleurs par le calcul intégral eu. posant

%z=zc I/r2— jc'a, d'où = 1 i et en iuté-
dr K

; ^j/F^
iraat depuis =s jusqu'à x'scsr.

MtnmaàXKm qiafoqui ra ta vmw.
•i K

17. CfOwbe représentative den espaces*. > S! le mouve-

.ment d'un point sur sa titijecioire est tiguré (7; par une courbe

4
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dont les coordonnées parallèles à deux axes représentent

(moyennant deux échelles convenues des temps et des espaces)

les unes les temps les autres les distances s du mobile à un

point fixe de sa trajectoire^ on peut en conclure la vitesse par

un procédé graphique :

1» Dans le cas où le mouvement serait uniforme, au lieu

d'une courbe on aurait une droite; et la vitesse serait repré-

sentée par la longueur constante positive ou négative dont va-

rierait l'ordonnée variable s pour chaque accroissement positif

de l'abscisse exprimant suivant Téchelie l'unité de temps.

Let^déleurs feront bien de s'exercer à tracer les différentes

positions de la droite représentant un mouvement uniforme^

suivant la diversité des échelles et suivant les signes des quan-

tités et y dans l'équation [1] du uutuéro 10.

^ Dans un mouvement varié quelconque, Tinclinaison de la

courbe représentative, en un point, relativement à Taxe des

temps donne, eu égard aux échelles, la vitesse à l'instant cor-

respondant : cela résulte soit de la définition de la vitesse (13)

ds
soit de l'équation v =— . La vitesse à la fin du temps t

s'obtient en menant , par le point dont l'abscisse figure ce

temps, une tangente à la courbe représentative, et en mesurant

à l'échelie des distances l'accroissement que l'ordonnée de

cette tângrate prend pour un accroissement de Tabscisse figu-

rant suivant l'autre échelle l'unité de tetnps.

Suivant que la courbe tourne sa concavité vers les ordon-

nées j positives ou du côté opposé, la vitesse est croissante

dans le premier cas, ou décroissante dans le second, pendant

que le temps crott. A un point dMnflexion répond un maximum
ou un minimum de la vitesse, maximum si à la concavité vers

les s positives succède la convexité, minimum dans le cas con-

traire. A un point où la tangente à la courbe représentative est

parallèle à Taxe des temps la vitesse est instantanément

nulle.
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Si. par exemple, le mouvement d'un poiot sar sa trajectoire

est uniformément varié (14) et a par conséquent pour équation

i
*= -I- vjt+ -zj^, la courbe dont les coordonnées paral-

lèles à deux axes représentent ce mouvement est une para-

bole (fig. 3) dont l'axe principal est une parallèle aux s. L'or-

donnée à Torigioe est la distance initiale ; la tangente au point

dont l'abscisse est nulle ayant pour équation «' as H» vjt^ ai

l'on appelle l'ordonnée de cette tangente qui correspond

à / = 1, et l'ordonnée de la parabole correspondante à la

même abscisse <= i, on a — «^= i;^, et s,

—

s^^^j.

18. Covrbe représentative des vitesses.—La loi suivant la-

quelle varie la vitesse dans un mouvement quelconque peut être

rendue encore plus sensible par une autre construction graphi-

que. On déterminera, comme on vient de le voir, les valeurs de

la vitesse correspondantes à diverses valeurs du temps. Cela

fiiit , on construira par points une courbe dont les abscisses

seront, moyennant une certaine échelle, proportionnelles aux

temps t et les ordonnées proportionnelles, moyennant une

autre échelle^ aux vitesses v correspondantes.

Dans le second mode de représentation du mouvement d*ùn«

point, la distance « (qui sépare la position initiale du mo-

bile de celle qu'il occupe à la fin du temps 0 étant (13) l'inté-

grale jvéi est représentée par Taire comprise entre la

courbe, l'axe des temps ot les deux ordonnées qui répondent

Tune à Torigine, l'aptre à l'extrémité du temps I, pourvu que

1*00 convienne que Tunité de distance est représentée par Taire

d'un parallélogramme qui aurait pour côtés parallèles aux axes

les ligues choisies pour représenter l'unité des temps sur Taxe

des abscisses et Tunité des vitesses portées en ordonnées. U. doit

être entendu que, si entre les deux instants extrêmes la vitesse
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chanfîc de sign^, il faut prendre positivement l'aire située au-

dessus de l'axe des teuips^ et négativemeui celle qui se trouve

aii*dessou9*

Ces considérations géométriques peuvent servir à démontrer

que, lorsque la vitesse est donnée par la formule r»=:Vo-f- /7,

distance du mobile^ après le temps k sa position initiale, est

1

vj-i-^ji^, quels que soient les signes de et de j. Nous ne

donnerons pas ici cette démonstration, parce que la proposition

a été établie précédemment (15) par le calcul.

DE LA VITESSE d'UN l»OINT DONT LE MOUVEMENT EST EXI'EIMÉ

EN COOROOMNÊBS PABALLtLES À TROIS AXSS.

19. Projection de la viteNHo sur un ane, —- Lorsquc la tra-

jectoire d'un point dans l'espace n'est pas immédiatement con-

i^e, le mo.yeale (i^us simple de définir son inouveni6ntest(5) de

rapporter ce pcnnt à trois axes concourants non situés dans un
même plan, et de fournir la possibilité de calculer pour toute

valeur du tempt» t cbacuoe de^ trois coordonnées^jc^ et s du

mobile*

Pre^eetiûn mr un axe â^ùn pomt m^mouveamni* Gela posé, il.

est aisé de vérifier les reuiarques suivantes :

1* Les expressions de jç, de ^ et de ^ en fonction du temps

font connattl^ le iiibiiveméât des projections conjuguées du
mobile sur les axeS;, chaque projection étant fiiite sur un u^e

par un j»lan parallèle aux deux autres;

Les déplacements Ax, ày, As de ces projections pendant

le temps AI sont les projections, sur les axes, de la côrde MM^
joignant les deux po<dHons M et M, que le mobile occupe au

conomencement et à la lin de ce temps;
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3* Parcops^enllesqiiotîenta 7^, .t- quisqntte
<i« A'

vitesses ino]feiines des projections do mobile sont les projec--

tioBB du quotîMOtt qui, à mesure que diminue, finit

pigr diSérpr eusdmien qu^q^ veut deJa vitesse moyenne du mo-

bile sur sa trajectoire pendant le temps ^t;

^ 4^ Par conséquent, les Itnkiti^ ir* --7 vitesses dèl
dt ûi 4Ul

projections du mqbile à la fm du temps f, smit les projectioo^ de

la droite qui, étant égaie à la limite — et dirigée suivant la

tangente à la trajectoire, exprimé la vitesse du mobile dans

l'esnace. Ainsi :

. , IboBftn. La vitesse de h projection, sur un ùcce, d*un point

en mouvement dans Pespace, est égaie à la projection sur Iç même

axe de la vitesse de ce mobile.

dx dy dz
, ,

Les vitesses —, -7^ sont souveoii représentées. Mit
Qf df Vf

^y^ (prononcez v indice etc.), notations qui incliquenl

tout à la fois les vitesses des projections obliques ou rectangu-

liûres du point dont l|i vitesse est v, et les jtrqjectibns de cette

lâtesse. Ces quantités sont positives ou négatives, de mèiiiès

signes que les accroissements d.r, diy^dc, tandis que v comme d^,

pouvant avoir toqtes les diiectioiis dans respace, n'a point de

signe*

La notation vz n'a une signification complètement déferroinée

qu'autant que l'on connaît la situation angulaire du plan yO«

coordonné avec Taxe Ox.

Lorsqu'il s'agit de projections rectangulaires, on a

1» eOS (v, X)> Vf CSi^COS (y, jr), Vg S= v COS (Vf s)

.

dt
• Oâns4»e^duiniiiiéroi6|libVitei^ ~ du point P
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est la projection de la vitesse V du point M , dirigée suivant la

taogeute à la cirooaDéreace. Ou a doue immédiatement

éx = F COS AOM.

90. CeMlittiM. — La viitm <ftm pimt ànm tètpaee esl la

diagonale d'un parallélipippde dont les arêtes contiguës sont égales

ét paraUèie$ aux vUeBies des pr^ictions du mobile mr troiê axeê

coM^donuês»

Dans le cas où ces trois axes sont rectan^iulaires, on a

Si* ProjectioB sar un plan d'an point en monveraent

ëtam rcapaee.— Imaginons que, pendant qu'un point se meut

dans Fespace, on le projette continuellement sur un plan nùw
par des parallèles à !*axe Os (fig. A). On a ainsi sur ee plan lu

trajectoire de la projection qui est aussi la projection de la tra-

jectoina du mobile- L'arc joignant deux pointa da cette

projection»est la pn^ection de Tare MM' compris entre les deux

positions correspondantes du mobile sur la trajectoire. Si Ton

suppose ces arcs infiniment petits, l'un est encore la projection

de l'autre ; il en est de môme de leurs quotients par l'exprès-^

sion numérique du temps df pendant lequel ils sont parcourùs;

ces quoti^its sont, Tun la vitesse de la projection suivant la tan-

gente en IV, 1 autre la vitesse du mobile suivant la tangente

en M. Donc

TaaoïÈiii. La vitesse de h projeetwn sur tm plan d^un ptmi

en mmwemeni dans Vespace est m grandeur et en direction la pro-

jection sur le même pion de la vitesse de ce mobile.

RaiÀEQUB. La vitesse de la projection suivant NN', a évidem-

ment les mêmes projections sur les axes Ox et Oy (jlie la vi-

tesse V suivant MM'. Elle est donc la diagonale d'un parallélo-
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gramme dont les côtés contigus sont égaux et parallèles aux

vîteises et V|.

PB Là VITESSE d'un POINT DONT LE MOUYEMENT EST EXP&UI^

m COO&DONKtlS POLàlRSS.

22. Trajeetolre plane. — Soient

O (fig. 5) l6 pôle et OL l'axe polaire auxquels sont rap-

portées les posîtioBS suceessites d'un point mobile
^

M la position qui correspond à It fin do temps i;

r le rayon vecteur variable OM ;

OL Fangle variable MOL.

DéQX équations i {r, a, () =z 0 et ^, (r, a, <) =0 « ou

phis simpisnient r= 9 (f) et «= 9, (<), définiront 00m-

plétemenl le mouvement du mobile dans le plan MOL.
' L'équation r= (f{t) seule fait connaître la loi du mouve-

'

ment de ce mobile le long d'une droite qui coKqcide continuel-

lement avec le rayon vecteur. La.vitesse de ce monvement, qui

est appelée t;tVe^ie relative du point mobile sur le rayon vecteur,

dr
et que nous désignerons par vr» est exprimée par ~ , quan-

tité positive on négative.

L'équation a = 9, (f) seule fait connaître la loi suivant la-

quelle varie la distance angulaire du rayon vecteur à 1 axe

polaire OL. La dérivée — est ce que Ton appelle la vitesse

' angulaire du rayon vecteur ou du point M autour du pôle <0.

On peut se représenter cette quantité commç étant la vitesse H-

maire du point ntué à fmité de distanm du pôle sur ie rayon

vecteur; mais on doit reqiarquer que, pour un mouvement dé-

terminé du rayon vecteur, l'expression de la vitesse angulaire

reste numériquement la même, quelle que soit l'unité de dis-
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tancé ou dé longueur; c'est donc tin nodibre absti'iiit C), et cela

devait être, puisque « est lui-même un simple rapport. No'uà dé-

signerons la vitesse angulaire ^ par tv.

Lorsqu'une droite, telle que OUI, tourne uniformément autour

d'un de ses points, cW-à-djre que les angles qii*elle décrit

sont propoitionu(;ls aux temps mis à les décrire, l'usage des

praticiens est de déterminer sa vitesse de rotalion par le noQÛ;)re

de révolutions ou de Umn qu'elle fait par minute. Si n est ce

nombce^ la vitesse angulaire — <da la-droite est, comme il
d/

est aisé de le voir> .

Gonnaiss^t r, ^ et ^ à un certain instant» ou

tant. Soit M' la positionconclut la vitesse w du mobile à cet \m

du mobile à la fin du temps / + d/. Menons ia droite OM' et

riffo eimilaire infinimeni petit MN. Nous aurèns le triangle

dilfiâreiitiel râbrangle WNtH fbrmé fte rar<5 de traje^oire VûHl!

ou df^ de rVH' égal à dr et de MIV égal à rda; ainsi

et par suite

ou

. . . r . »

f

^ SI, par exemple, b vitesse angutaire est 4j cela veut dire que, dans le

«MTvù le ravunM Ctorite aniformément, son point situé A >1 mèire du

eentre fixe parcouri i mètres par seeotide, ftndls'ctne lès pofrfts sttnê». I

1 décim^iro,à I kilomètre, ;» 1 pie«l, parroureni 4 dénimètres, * Wlortiètres,

i pieds, ce qui expriuie évUierriineul le. Miâ<ue d^épiaQQnittni du rayon iadé-

tinimeut prolonge.
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f>p produit rw est In vitesse d'un point qui, coïncidant avec M,

resterait imn)ol)ile sur le rayon vecteur, mais selrait entraîné aver.

celui-ci. C'est pourquoi on l'appelle vitesse dentraînement du

point \\.

On peut encore calculer l'angle p de la courbe MM' avec le

proionfîenient du rayon vecteur. On a

. cir Vr ^ rày. rw
cos8=— — — , sui 3 = — =—

•

^ As V ^ djî U

On pftul aussi exprimer la dislance variable p de l'origine o à

la tangente en M, savoir :

. ^ , *a « ^
w = r sni jS = — r2 —

.

^ As V

Enfin, il peut être utile de considérer l'aire M^OM décrite

par le rayon vecteur et dont l'accroissement pendant le temps

dt est l'aire MOM' que nous désignerons par dw. En négligeant

le triangle MM'A' connue infiniment petit par rapport au trian-

gle M0.\, on a

1 , .
«"^«J l da 1

dw z= - rMct d OU — = - r'^ - = - rHv.
2 d( 2 d/ 2

On obtient le même résultat en écrivant

1 1
d&)= - 2/ d*- z= - da.

C) ' C)

r . ,
dCf^

1 I • • Il i. •

La quantité <iui exprmie la loi suivant laquelle I airp w

croît avec le temps, s'appelle la vttessp aroolaire du point M au-

tour de O. Elle peut être constante, et alors les aires décrites
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par le rayon vecteur^ pendant des temps quelconques^ sont pro-

portionnelles à ces temps.

S5. TMfeetoipe «uleoaqne ibuui l'capaee. — La position

du point mobile à chaque instant peut être définie par trois

coordonnées polaires :

1<» Le rayon vecteur OH on r (fig. 6} ;

^ L'angle mOL on a que sa projection orthogonale Om sur

un plan fixe, mené par O, fait avec une droite immobile OL de

ce plan ;

3> L'angle MOm ou y que ce môme ityon vecteur fidi avec

le plan fixe.

Trois équations entre les trois variables r, a, y et le temps t

définiraient le mouvement du mobile. Si elles étaient ramenées

aux formes explicites

la première, seule> ferait connaître le mouvement relatif du mo-

bile suivant le rayon vecteur; la deuxième donnerait le mouve-

ment angulaire de la projection du rayon vecteur sur le plan

fixe mOL ; la troisième ferait connaître le mouvement angulaire

du rayon vecteur par rapport à la droite fixe Oz menée par O
peependiculairement au même plan mOL.

Cherchons la vitesse du mobile à l'instant de son passage en M.
Ce point se projette perpendiculairement e?i m sur le plan mOL,

et l'on a Om = r cos y. Soit MM' ou As l'arc infiniment petit

que le mobile parcourt pendant le temps ét. Le rayon vecteur

OH' est égal à r-f-dr; il fait, avec sa projection orthogonale Om'

sur le plan LOm, l'angle y
ciy

; et l'angle m'Om est exprimé

par dtf. Projetons rectangulairemei^t M eu .\ sur le plan M'Om',

N en Q sur la droite OM'^ et m en « sur Om'. Le chemin poly-

gonal qiH conduit de M en M' est ainsi formé de trois
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cAté8,dODt chaisuD est perpendiculaire aux dsn% autres; il s'agit

de les évaluer. Ou a d'abord

MN s= nu= Om,ûa= r COS yd«,

Ensuite les angles mOn et MOIV étant infiniment petits, les

projections On et ON ne différent de Cm et CM que par des in-

finiment petits du second ordre ; les triangles ObN et OwM peu-

vent donc être considérés comme égaux. Ainsi l'on a

ON =r OM= r ; angle NO»= MOm= y ;

angle llIOQ=4y; NQ= ON.«y= rdy;

et par suite

OQ =ON sr^ et QM'sOMW=: dr.

4

Il ne reste plus qu'à substituer ces valeurs dans l'expression

de MM'. On obtient

mt*= MN2 4- KQ'-i
-i- QM'^

OU

d'où ia vitesse clierchée :

.=S=|/.^,(j)V.(2)V(ï):

RnuiQuis. On arrive au même résultat par une transfor-

mation auxiliidre des coordonnées du point M. PrenantCL pour
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raxeydoi ^ ppur ei^ï jdasjv aU'«x« 4m f .|NHi9e»diouliiire

à Ox dans le plao mOL» on a

= Om COS çc =; r ÇO^ y COS a,

3f= Omsina= r cosysina,

xsrsiny.

On difféfewtie et substitue dans la toi tiiule

2» Si Ton faîl y= const = 0 , la trajectoire est plane, et l'ou

retrouve ds'^= H da'^ -f- dr*-*.

DU HOUYEMBNT d'uN POINT RELATIVEMENT A UN SYSTliAIE

DE COlIPARAiSON INTARIABLE EN MOUVJtAUiM:. .

COMPOSITION DES TITESSES ET DBS CHEMINS tLÉMEMlIAIIBS.

Î14. Mouvement relaiif. — Un point M ayant un mouvement

quelconque dans l'espace, concevons qu'un système de compar-

raison de figure constante, formé, par exemple, des trois arêtes

d'un angle triècfre invariable, se menve aussi d'une manière >

quelconque, et supposons qii un observateur, entraîné à sou

insu dans le mouvement du système de ces axes, les considère

comme fixes. (C'est ce qui nous arrive continuellement dans les

questions de mécanique, où nous faisons àtustriction du mouve-

ment de la terre;) Cet ohservalpiir attribuera au point M un

mouvement ditlérent de celui que ce mobile possède réellement.

Oe finou^manl s'appeUe nmvememt êfiparmi ou relêtiff dana le

systèiiié'deooiiiparaisott. '
*
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En résiuïié, le mouvement relatif^un pointdtm-^ iffiHmê

de compurmsi^n qui fi6t lui-mêinv m mouvement est le mouvement

o^u j§i^mKait ce pwiu k ^f^èmd^ttmpwdson^ de^fiemU

fim^ks 4i$taAe0s 4u mobile aux foinmU de ce $yttème étaieni ^m»

instants quelcotiqne» qui se suceèdent Je$ unême$ qu*elle$ stmt.pei^

iianf que4if,système, ^e îMUt,^ / . -

,25. Titaie«tolre velaiiTe* ~ Connaissant le mouvement affsokf

iun point ej^ le imufement absolu ^ du. syetè^ de-, ^tfngpt^rdwsfj^

trmwer h trajeetoire du momemmt du point relativement à cf

système et les positions que ce mobile y occupe à des instants

de^tfjieiâMw' .*<• •v*'^.^'' «.' 4.''

sûceessives du point M, et paient „ . . . ^ :

les positionscorrespondantes du système de comparaison à la

fto des tem|)s t^, ^'•* ^"^^^ reporter dans Tune des po-

skîonsde èë système, la prenHèfè jiMir exemple, le poiA ni avec

les coordonnées relatives qu'il a successivement. Un construit

ainsi la trajectoire relative M,, m^, m^,., dont les points

ll„ m^j ij.**. corresporiaenr aiix temps f,', •

Bunpi».' Le gyatètiie-d» çompatanoB toif(imeii«iftirniteti|t

autour d'un axe, et le point M a son mouvement rcctilîgne et

unii'orine dans un plan perpendiculaire à l'axe. Prenons ce plan

p^r c^i.de la figqsf ."iP. H&oil»o ejt^ i»i|t^otf»^aT6c Taxe^
rolation. Soient M> M'^ M''... des position^ successives et équi-r

distantes du mobile. Prenons pour axes du système de compa-

raison, l'axe rotatiop, proieté ^n o le r^ypn OAl qui^ à ^

i'io^tant imtipilf ^asse. pur to prwi^e,pQ8itia&;.<>C9i«idér^ du

moMle, P^mlant que celui>4nsetfansport6.6n ifVwAI'^*-<vl0

rayoH d'abortJ ^n ou $e transporte en OA', UA", pw-
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courant dans des temps égaux des angles égaux, puisque, par

hypothèse» le système de comparaison tourne uniformément.

€«lft |»oeé, pour avoir un fcàni de la Irajeeloire relative^ telle

cpi'efle serait pour un observateur qui, entraîné dans ee mouve-

ment de rotation, considérerait le rayon ()A comme fixe, il suffît,

par exemple, de trouver un point m' qui soit situé par rapport

à OA oomme if est situé par rapport à OA'; pour cela, on dé-

erit par le point M' un are de cercle P'»' autour de O , puis on

fait pui =:P'M'. De môme on décrit par M" lare PW, et i on

fait «"m' = p'V. Ainsi de suite.

8«tatl4Mi Muilyll%M ém WÊémm fnfcliia m a<«éwil

Soient jc, y, s, les coordonnées variables en fonctions du temps

du point mobile M rapporté à trois axes fixes Ox, Oy, 0«, sup-

posés rectangulaires. Soient a, c les coordonnées variables

relativement k ces axes fixes, d'un point O'^origine mobile d'un

système de comparaison formé de trois axes O^m!, oy, OV, rec-

tangulaires dont les neuf angles avec les trois premiers axes sont

comme les coordonnées a^b^c, des fonctions du temps déduites

des donaéei du problème, c'est-à-dire de la connaissance du

mouvemoat du système de comparaison. Les coordonnées du

point M relativement aux axes de ce système sont désignées

pai' jl\ j'y m. Ce sont les projections rectangulaires sur ces axes

O oy, OV de la distance Q^U, laquelle ferme le contour po-

lygonal dont les côtés sont x— a, 2^ s— e. On a donc

s^ss(x— a) cos (x, x') 4- (y

y=(«— «) oo« (». ?1 -H (îf

s'= (jc— «) cos (x, ') •+• (y

— b) cos (y, X ) -H c) cos (x. x')

,

— *)cos(T,f^H-(«— c)cos(»,t'),

— b) cos (y, «) 4- («— c) cos (», »')•

Ces équations, qui sont celles du mouvement relatif, sont les

formules ordinaires de la transformation des coordonnées, avec

cette différence que les coordonnées a, b, c et les neuf angles

indiqués sont variables, ëd éliminant le temps, on obtiendrait les
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COMPOSITION DES MOUVEMEIfTS. 33

deux équations qui définiraient analyliqiienienl la trajectoire

relative.

Cûs particulîef' où les axes de comparasion se meuvent parallèle-

ment deux-mêmes, et d'une nnanière d'ailleurs quelconque. On
peut les prendre parallèles aux axes fixes. Ici, comme précé-

demment, la figure M,, m^^, 10^... de la trajectoire relative

s'obtient en ramenant le système de comparaison do chacune

de ses positions successives à Tune d'elles, en supposant que

dans ce transport il entraîne avec lui la position relative corres-

pondante du point mobile.

^Les équations ci-dessus deviennent simplement

x'= X ^ a, y' =: y— b, z' =1 z — c.

m-

Cas plus particulier uù le point observé est immobile, les lignes

du système de comparaison se mouvant parallUement à elles-

mêmes. On peut supposer le point immobile à l'origine des axes

fixes. Ainsi, x=zO, y = 0 ,5 = 0, et les équations précé-

dentes se réduisent à x' = — «, y' = — />, z' = — c; la tra-

jectoire relative est donc, par rapport aux axes mobiles, tliamé-

tralement symétrique à celle que décrit dans l'espace l'origine

de ces axes mobiles par rapport aux axes fixes. Si cette dernière

trajectoire est plane, il en est de même de l'autre, et elles sont

superposables par simple rotation de l'une d'elles dans leur

* plan commun. Si les deux courbes ne sont pas planes et qu'on

en fasse tourner une, de deux angles droits, autour de l'origine

fixe et parallèlement à un plan passant par cette origine, elles

deviennent symétriques par rapport à ce plan. #

526. Composition dvs mouvement».— On résoudrait par des

moyens analogues le problème qui consisterait à trouver le mou-

vement absolu d'un point, connaissant et sojfi mouvement relatif

pour un système de comparaison et le mouvement de ce système de

figure invariable, La solution graphique de ce problème se ré-

4^
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duirait, k Hpitev un nombre $iii^sant dû posjlÎQO» lU^ooifit

du système de couipaiaison

.A

2« à y représenter les poâUions relatives, aui^ mèoïc^ instahts» àk

point mobile dont il s'agît : la* ligne joignant les points

ainsi oi)tenus serait la trajccloirc absolue de ce mobile^

La solution analytique serait exprimée par les équations .

• • * 1,. •. • . •
• *

!f=zb-^ X ces (x'^ y) + y' cos (y', y) 4- z cos (»', y),

« = c -h jc' cos (x', as) 4- ^ cosi^y', «) +«' cos (a', »).

4|ui suppoQjent, . ,

4® Que l€^ troî»ax6d fixes auxquels^ se rapportent ha
données x, if et r , définissant la position du n^obiie ^la tiu.^du

temps ^ont rectanguiaifea;

^ Que les eoôfdonnées > el « de l'ongiiie«H^»l^ ^' ^
fy^we dé e^mparaison y et leà angles dts axes •rectangulaires

.O'x', O'y' et O // avec les axes tixes boiu des fonctions du temps

déduites de la k>> doojaée dià mouvement du ay^atème de co»^

Qu'il en ést de mèàie des eoerdoiMiées se', et s' liées «n *

temps, en vertu de la loi donnée du inouvement relatif du inobUe.

Cett0 quesition est icomprise daj^ ceiies.qui sont désigfi^éSfK

sous te nom de eompmti^n 4es mowisiwiKi^efeil est d.'^88gi|i|i9

dire que le mou?emeni absolu d'un corps se compose de son

niouveiuent relatif dans un système de coiupaiaison, et du

mouvement absolu de ce système. On remarquera que» dam
tlft explicatioas <lui>pfécè(i6m» il s'agil' seulement du mouviez

m«Dt diHm i^obt et du moilircnMil é'xm système f^éoroétnquç

auquel on le i^apporte. . • 4>
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VITESSB RELATIVE. 35

Après nous être occupés de la trajectoire du mouvement
relatif d'un point, nous allons considérer sa vitesse.

27. Vitesse relative. — La vitesse relative, qui est celle du
Diouvement relatif, est en général ditlérente en intensité et en

direction de la vitesse absolue. Cette considtiration conduit à la

question suivante :

Ttvuver les relations entre la vitesse relative, la vitesse absolue

et le mouvement du système de comparaison.

Soit, à un instant déterminé^ (fig. 8) la position du point

mobile, et soit AV=i; une droite représentant en direction et

eu grandeur sa vitesse absolue^.

Soit.A£ vq une autre droite représentant de même la vi-

tesse avec laquelle le point A, considéré comme point géomé-
trique lié au système de comparaison, est entraîné dans le

mouvement de ce système ; celte vitesse est appelée vitesse

d'entraînement du mobile à l'instant t\t son passage en A, déno-

mination expressive queVappelle la notation wg; elle difiere en

général de celle d'un antre point pris à volonté et lié au système

de comparaison, sauf le cas où le mouvement de celui-ci est tel

que tous ses points décrivent des courbes égales et parallèles,

et où par conséquent toutes les droites joignant ses points se

déplacent parallèlement à elles-mêmes.

Dans un temps infiniment petit dt le mobile principal se

transporte ert M sur la tangente AV de sa trajectoire, à une

distance AM tandis que le point géométrique A, lié au

système de comparaison, est entraîné en A' à une distance

AA'rzrved^ Donc, Tobservatcur qui, emporté avec ce système,

considérerait le point géométrique A comme fixe, pendant son

transport en A , attribuerait au mobile principal un rtiouveméht

en vertu duquel celui-ci parcourrait un espace infiniment petit,

égal à A'M, pendant le temps d/. Donc, si Pou désigne par vt la

vitesse relative de ce mobile k l'instant dé son passage en A,

on a A'M = vrd<. Les côtés dû triangle AMA', égaux respecti-

â.

if
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veœent à vét^ et sonidomi ftofi&rtkmoékmi vitesses

V, «e, Vff ce qui détermiiie finlettsilé fie la vitesse relative

Vr= EV.

Quant à sa direction, c'est la limite des positions de la droite

A'M à mesure qu'on fait décroître le temps ét C'est donc une

parallèle à EV menée prtr A.

En achevant le parallélogramme AEVR, on conclut :

THÉORftiiii. La viieasc absolue est rejjrésenlée en yru/ideur et en

dinetien par la diagçnaU d'un paraliéiogramme dont deux càtés

conH^ représentent de mène , Fun la miéese étentrainement^

l'autre la vitesse relative, fin d'autres termes, ia vitesse absolue est

la droite AV qui^ partant du mobile, aboutit à l'extrémité d'une

ligne brisée A£V ou ARV, formée de la vitesse denirainement ^t

de la mteese relative^ Cwfte portée- paraXtélment à eAlMnêàne au

6tnt0deNiutre.

28. Composition de deux vlt^aaeft. — On voit que la vitesse

absolue reste la m^me, lorsque l'on échange entre elles la

vitesse d'entrat&em^nt et le vitesse retotive. C'est pour cela que

ces deux vitesses, dont les grandeurs et les dffeetimis coBtri-

buent géométriquement de la même manière à produire la vi-

tesse absolue,s'appeileut les vitesses compasofitfis, ou simplement

les eon^Msan/ss de la vitesse Absolue; et leette dnmière, i^osi-

défée en ses rapports avec les deux awtr^s^ s'appelle leur résulr

teinte. L'opération par laquelle on trouve la vitesse résultante au

moyen de ses composantes, .s'appelle la composition des tjitesses,

^BHAïKHn- On peut se proposer sur les trois vitesses ve^ i«r

et 'sur les angles qu'elles forment entra elles tous les problèmes

de la trigonométrie rectiligne, et les réisoudre^ soit par les pro-

cédés grapjiiques, soit {)âr le calcul.

Si, par exemple^ on cennatt la vitesse absolue v s AV.^ la

vitesse d'entraînement Afi, et l'angle qu*èlles forment» on

trouve la vitesse relative vr = AR , soit en achevant le triangle

AVËet menaot A|t parallèle ^ égal à £V, soit en .coustruisaiu,
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AR comme diagonale du paraHéiograinme dont les dem eôtés

sont AV, vitesse absolue, et A« vitesse égale et opposée à la vi-

tesse d'entraînement AE. Pour calculer une des trois vitesses en

fonotion des deux autres et de leur angle, on a

= Ve* -h tl|3 4- %VtVr C08 Vf),

s=: 4- Ve*— OOS (v, Vf),

sÈri»*+ tir*^ %Wr cos {v, v^).

29. Ca« iiartieuUer. — Lorsque la vitesse d'entraînement

et la vitesse relative c^uncident sur une ménae droite, la vitesse

absolue ést égale à lear somme on à leur différence, selon

qu'elles sont de* même sens ou de sens contraires; et dans ce

dernier cas elle a le sens de la plus grande. En d'autres ternaes,

elle est égale à leur somme algébrique, chaque vitesse ayant le

signe qui conviènt au sens de sa direction.

50. BmmmpÊm»— Un corps se ment verticalement «vee

une vitesse constante u (fig. 9) ; un système invariable se meut

horizontalementet uniformément avec une vitesse u': quelle est,

relativement à ce système, la .vitesse v du premier corps? On
Tobtlent en achevant le pMaUéiogramme dont m est la diago-

nale, et u un des côtés, ou bien elle est la dia£[onale du paraH4>

logramme dont les côté^sont u et —u'.

Un cylindre craux ayan#!ùn mouvement de rotation connu

, autour de son axe projeté en O (fig. 7>, on suppose qu'on

point mobile y pénètre en A avec une vitesse absolue repré-

sentée eu grandeur et en direction par AV, tandis que la vitesse

du point.A considéré comme appartenant au cylindre est repré-

sentée par la tangente AVe. En acheitant le parallélogranmie^

AVeWr , on obtient la droite AVr représentant la vitesse rela-

tive avec laquelle le mobile entre au premier instant dans le

cylindre ; sa direction est celle qu'il fondrait donner au piemier

4
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éièmexitrd'm toyMi^ dfoil^oa epurb» qiû adliérivnf*ini cj^inM»

eldaas l6qiidoBmidraHqii»leiaobye^§iiitredii^^^ ch^c.

51 . Composition d'un nombre quelconque de vites««f*K. -~

Un point ayant une certaiue vitesse relativement à un système

de comparaison^ eeioi-oi peut avoir liii*méaiÉFm eertaîo mouve-

ment relativement à un autre système également mobile : e*est

ain^si qu'on arrive à considérer une vitesse connue la résultante

d'autant de composaiiles qu'op veut. ^

Pour le faire comprendre, posons un exemple de trois vitesses

composantes. Le pentre O de la terre (iig. 10) tourne autoorila

soleil dans le plan de i'éeliptiipK^ avec une vitesse v'; c'est ce

qui cûusiitue le mouvemepl auuuoi du ^iobe. L'axe des pôles OiV,

emporté ayec le centre, s^ meut paraUèleoMst à lui^iolnie, ei.«i

Ton considère un, sy^ème de-comparaison formé dft cet axiS'

mobile et de l'interseelion <>K des plans de Téquateur et de i'é-

elipiique, laquelle intersection i^nsporte aussi parallèlement

à ellé-méme avec la vitesse v' , un point A de la surface de la

t«m a, reiafiveihent'àree système; un mouvement UBlfonrte de

rolation, ee qui eonsliiue le mouvement dîiimf* du giohe. Soit

I»" la vitesse relative due a celte rolalinn, vitesse qui dépend de

larlalitud^.dtt tMim dont il a'agit. 11 s'ensuit que> lelativement

au soleil el à Téoliptique, la vitesse it de ce point est la résilia

tinte de i/, vitesse d'entraînement, et de v", vitesse relative: *
'

Supposons mamtenant qu'uft boulet 60it ladcé, du point dont

.

nous venoiia de paHeiif avec une imsée apparente v^". Sa vitésse

absolue v, on pliit^H sa vitesse relativement a>i soleil et à réclfp-

lique sera la résultante de u, vitesse d'entraîncmenf, et de v'%*

vitesse relative. Si l'on connait leâ vitésses v', v'' et v"', on eti

conohira aiséihent V: eu construisant' une ligne Brisée AWtù,

Jbrmée de a B, représentant v' en intensité et en direetion ; de

BC» égale et paralltde k i»'', et de €I>, égale et parallèle à v"\ r»n

aura d'abord AC^ i», et ensuite AD, résultante de », et de v*^,

égale à II.

«
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En g^îitërSlisant 'c^sf'ftonsidérations, on voi^^e qu'il faut en-

tendre par la composition d'un nomby^e quelconque fie vitesses, on

par une vitesse résultante de plusieurs autres. L'une d'elles étant

prise pour vitesse d'entraînement et une autre pour vitesse re-

lative, on en conclut une vitesse absolue qui , étant prise pour

nouvelle vitesse d*entraînement et combinée avec la troisième

vitesse composante, donne une nouvelle vitesse absolue; celle-ci,

avec line quatrième vitesse composante, donne encore une vi-

tésse absolue qui est la résultante des quatre composantes em*^

ployées; ainsi de suite. II est facile de reconnaître d'après cela,

et par suite du numéro 27 ^ la proposition générale que"

voici :

Théorème. Lo résultante d'un nombi^ quelconque da. vitesses

AB, AC, AD, ... AL est en grandeur et en direction une droite

AL, qui, partant de leur origine commune A, aboutit à l'extré-r V
mité dune ligne brisée ABC.D,... L, formée de l'une des vitesses,

par exemple ARy et de Joutes les autres transportées en BC,

,

C,D^,... K,L, parallèlement à elles-mêmes^ et disposées bout à bout^

en conservant les mêmes longueurs et les mêmes sens. Cette brisée

s'appelle polygone des vitesses.

Par exemple^ la vitesse v d'un point dans Pespace est la résul-

tante des vitesses de ses projections coordonnées sur trois axes

concourants; et dans le cas traité au numéro 23, la vitesse v du

point M dans Tespacè est la résultante, 1» de la vitesse relative

dr •

- sûr le rayon vecteur OM, 2** de la vitesse d'entraînement
df

dcx.

r cos y ~ du point considéré comme instantanément fixe en

M sur le plan MOm, pendant que ce plan tourne autour de Or.

dûc
avec la vitesse angulaire —, et 3" de la vitesse d'enlraîne-

dt

ment —r^ de ce point, considéré comme fixe sur le rayon

Y
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vecteur OM, ptatei que eelni-ei «e nppmbe Aillv MtaoJa

vitesse angulaire —

52. Bemafqpe simp la simfaCMiél|è des viieaMB omiiv^

5|»Btoci,« et «de te Tltèiae «éa«taat«. On dit quelllliefois

qn^un point est animé simultaaénierif de plusieuis vileeits on

possède à la fois plusieurs mouveiiieuts. C'est une locution

abrégée qui ne peut être entendue dans le sens rigoureyj^ car,

à nn certain instant, m point n- a réeUement (^'^m ilMMivemenù

ë'ést dans la considération des monvements rehti& qu'on

trouve la v(!rilal)le interprétation de cette manière de parler.

Ainsi, dans l'exemple du nuatéro 35, il ne serait pas exact de

dire qoe ce boniel toiiHie autour du soleil pantièteraenl è' fé*

elfptique, en même temps qu'il tourne «ntdor defaxode»

les, et en mémo teiiips encore qu'il quitte son {)oiiit de départ

dans la direction de la bouebe à fèik U aurait le premieiNmau-

vemettl s'il était en repos sur la terre 41 qw* olIleHsi mnakx9^
ment autour du soleil ne tonmAt^pee autour é& son^axe ; il a«-

raît le second s'il était immobile sur la terre et que celle-ci

tourn&t autour de son axe devenu fixe; it aurait l& treisièjne si

la terre était tout à lait iomiobiie.

55. Projeetlon du polygone des vitesses. — On sait que la

propriété caractéristique d'une droite telle que AL^ qui ferme

.nn contour polygonal ABC^D^... l., est que la projection sur un

axe quelconque de cette droite prise dans le sens Ati, esl égale

à la somme algébrique des projections des côtés pris dans le

sens suivant lequel ils se décrivent à partir de A. Ainsi, étant

la résultante de plusieurs intiesses v\ xf^ v'" attrïbuéea à un

même point, on a pour uu axe Ok et pour un plan direcleor,

l*ua et l'autre quelconques, la formule

1^, 5s vx -h vx" -HW -H — ou y%;si%v^
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ebatyi^ picieetioii prise a?eo le signe qui eenmot à «eiLseM.

m les projectioDi «mt vMSUuigttknrss, la kmmiê préeMente

devient

ebâqiié Vitesse est positive^ et le epskias qa\ la multiplie e^t

celui de l'angle aigu eu obtus que la direction de la vitesse fait

avec la direction positive de 1 axe <>x.

Il ateuauil que l^résuUMUe AL, «bteaue par la construction

du pelygoslB des vitessast ue dépend nwWwneif de Tordre dans

lequel on dispose les composantes» et que par conséquent,dans
'

la composition de vitesses quelconques, on peut, sans rien chan-

ger à la résultante» |peuÉ^e.€eile des composanlpsqu'on voudia

peurpremière vîteÉse d'o(|ire>peD(icBtuet«(Btfre hh màlià les au-

tres vitesses dans un ordre quelc<^que.

Si deux vitesses composantes étaient égales et de directions

eppoeéety elles seraient sans influeuee sur la résHlMmlOf ou^

comme on te dit» eMes se détrjrtriiowl.

M. OéMmposiai»» des vitesseii. -r De l'équation.

on conclut

e'e8t-à-ij|^re que l'une des vitesses composantes peut s'o{>tenir

en composant la résultante avec les autres composantes prises

ei^ sens contraires de leurs directions. Par exemple, dans le cas

particulier du numéro 31. la vitesse relative Alt est égale à la

résultante de la vitesse absolue AV et d^une vitesse Ae égale et

opposée à la vitesse d'entraînement AE, ce qui est évident à la

simple inspection de la ligure.
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4i MÊOLmOé met^t^mâfti.

' itaaàtâè ttNpi^ft gépérri ot» ne ekmg6 pÊgMiilèummmê,^hm
rehtiwmmi ^'*fm système ée ^mparâmn;*ti m ifHpif&me

par la pensée à celui-ci un second mouvenient qui se conifme at^ec

eeitd qu'il possèdey pourvu que Ton compùse la wtem absolue du

point ûvéc une ffitesêe igak à la nouvette composant qu'a reçue

sa vtttsie d^trotnement. Le cas le plus simple où cette règle

s'applique est celui oii l'on réduit à zéro la vitesse d'entraîné-

mènt piiitiitivè prise négativâroent. ' *

*

lî arrive souvent qu'au lieu de dire qu'un f^oint t une Vitesse"**

dans une certaine direction, ce qui a une signification précise,

on iiî pflreoiiri iiiinr tin 4eh)ip» 41vn i&spaee iuftiiiittSnipêi*

^ oh ^m^^'MktMtBÏfe ^ éga^ à iMf
, qtii 8K|f|kise t|ti*ofi

Mi abstraction de la courbure de !a trajocloire et de la taria-

tion de la vitesse, comme on peut le faire quand on n'a pol^éb»

Jèt que de ùômpaf%r ënité ellës dee vitesses priM à' (W^ëM^iiis

4iMtaiitÀM''t;e'pdlnl tie en nons refWnliAtft* la qufMioii*^

numéro 29, nous remarquerons que le chemin élémentaire ab-

solu AM ou vdtt peut être considéré conune la diagonale du

paraUékHlMttiaie donft Iflrcôtés eoirtigtf» iwi^ le ohetahl AA^ou
véÊtj <)û au mouvement d^eDtrjBtnement, et le chemin A'si ou
vrdt, dû au mouvemènt retatifi '

*

En général, quand la vitesse V d'un point se compose de

lilusieurs vitesses v\ v'\ v'"..., on peut exprimer ce fait en disant

que lechemin ^lémenteM rai de cé point , pendant le temps d#,

est la droite qui ferme le contour polygonal formé de lignes

égales et parallèles en même sens aux chemins v'dt^ v^'ét,
^''^^f»

que leptfl^tpa)%ôurrait étk vèHii des vitesses comptM^tes prises

isolément. C'est ce qu'on pefft exprimer par là fômmle snlvilnliBi,

en supposant dans l'espace un axe de projection Ox et un plan

directeur» l'un et l'autre quelconques :

*V ' f ' '
:
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4

^6. Méthode de BoberYal pour traoé de» tanieentes aiix^

ronrbes. — Si line coiirbe esl considérée comme décrite par un

point dont la vitesse soit la résultante de plusieurs antres, il

suHit de connaître les directions et les rapports des vitesses com-

posantes pour en conclure la dirnotion de la taivgentfi. C(*t le .

principe de la méthode de Roberval, géomètre français du dix-

septième siècle.

Exemples. — I. L'ellipse dont on a un point M (tig. 41) et les

deux foyers F et f , étant supposée décrite par une pointe qui

glisse le long du rayon vecteur FM tournant autour de F, soit

MV la vitesse relative suivant le rayon ; la vitesse absolue est

l'hypoténuse inconnue MT du triangle rectangle HIVT, dont le

côté VT serait égal à la vitesse d entraînement du point M, en

vertu de la rotation du rayon vecteur FM. Mais on peut consi-

dérer aussi la courbe comme déciite par une pointe glissant sur

Mf avec la vitesse Mv égale à MV, pujsque le second rayon vec-

teur décroît autant que l'autre augmente <lans le même temps.

Donc, l'extrémité de la droite reprt^sentant la vitesse absolue de

M est en T, point de rencontre des deux perpendiculaires VT et

vT aux rayons vecteurs.

Les deux triangles rectangles MVT, MvT étant égaux, il s'en-

suit que la tangente MT à Tellipse est bissectrice de Tangle vMV

formé par un rayon vecteur et le prolongement de Tautrc ; la

normale MA' à l^ellipse est donc bissectrice de Pangle FMf des

deux rayons vecteurs.

H. La même méthode s'appliquerait à la courbe définie paj^

la condition que, ^es deux points A et B (fig. i^) étant fixes,

les deux rayons vecteurs \M ci BM sont dans un rapptal con-

stant. La courbe peut être supposée décrite par une pointe tra-

çante qui se meut de M vers A sur le rayon vecteur AM, avec

une vitesse représAitée |)ur la longueur MA, tandis que ce

même i-ayon vecteur tourne autour de A. Mais la même courbe

peut être simultanément décrite par une pointe traçante qui se

mouvrait 8ur le rayon BM avec une vitesse représentée par MB

y ^ Digitized by



I

a

44 cmÊÊkn^. «cr. €BàP« i.

(puisque les deux vitesses relatives sur les deux rayons vecteurs

seul proportioiindies aux longuenro de «es rayons, etqueTune

d'elles 11 été, peur sîmplîftep la figure, représentée par MA), fin

raisonnant comme clans l'exemple précédent, nous voyons que

la vitesse absolue du point déçrivaiU est l'hypoténuse cood"»

mime dea denx triangles rectangles MAT et MBT; donc, le

point de la tangeiM est à linterseetioB des deux perpendicu-

laircs AT et ET f).

lU. On trace d'une manière analogue la tangente MT (fig. 13)

a une section coniqne dont on a un foyer F, une direetriee AB
et le point M. Le rapport des distancesUN et MF du'point M h

la directiice et au foyer étant constant, on voit facilement que

la direction de la vitesse ou de la tangente en M passe en T,

point de rencontre de la directrice AB et de la perpendiculaire

FT, menée par le foyer an rayon vecteur.

RiiHARQUE. Certains auteurs, en appliquant la méthode de

Aoberval à TeUipse^ ont cru, pfu* inadvertance^ que la vitesse du

»

(*) On peut être curieux de vérifier que la coorbe définie dins Pexem-

ple H est line circoniérence de cercle^et que la taogente RIT est perpeudi-

CBlâirc au rayon MO (fig. 12).

1« Soil BQ perpt'iuliculaire à AB, le point Q Hlanl sur la courbe dont il

s'agit. Menons <^ perpendiculaire à Af| et décrivons la circonférence dont

le centre est O et un rayon Of^. Le point HI quelconque de cette ciiconfé-

reoce saiistait à la propriété éooncée. £a effet, le.s deux triaugtes rectangles

et semblables et QMÉ donaent ^ = ^r, O^obM; donc,

j^jU oB= K~ • trianglesMA eiMM ayant anmèm angla

compris ^alie'Côtés proporlioanelt» sont semblables. Donc,

BM_ OM _ OQ _ BQ

rapport constant, quelque part que soit le pointM sur la circonférence.

a^ Bémoùtrons qae la droite MT supposée perpendiculaire à on, et les

dfoiles AV et nr» respeenveMent parpeaittealairaiàAM et à M, coacos»

4
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point décrivant était la résultante des deux vitesses relatives

figaies JMV et Mv, dirigées suivant , les deux rayons vecteurs.

Conme ils q'ohI tiré, de o«tt« sumosition §smêù qu'une con-

séquence mrlie, savoir, que la • tangente* M.T k MlipBe dUvlie

l'angle VMv en deux parties égales, ils ont pu ne pas s'apercf-

voir de leur erreur, qui depuis longtemps a été signalée par

•M. Dutiamei. Ils Tauraient nécessairémeààt reconnue s'ils avaient

considéré les exemples II et III. Ceci nous donne occasion

d'insister sur ce point : que la saine théorie de la composition

de deux vitesses exige que l'une soit ia vit^e relative du point

considéré, dans un système de comparaiaqyi de figure invariable

et mobile dans l'espace, et que l'autre soit la vitesse d'entraîne-

ment de ce point hypothéliquement attaché au même système

de comparaison...
,

rent en un même point T. Rapportons ces trois droites aux deux um s rec-

UDgulaires Ox <3i Oy. Soient x' et y' les coordonnéesW elFH du point

M, et posons OA= a, OB= b, et OQ^r, en remarquant que triangle

rectangle QOA donne t^ssab.

L'éqoatioo de HT est

a?'

celle de HT

1

celle d« AT »
i

L*éUminalion de y, soit entre les équations [1) et [2], soit entre [11 et (3],

eu égard a la double relation y'* •+- a;'*=: r* = ab, donne dans les ileux

cas la même valeur x ~ a -i- b — x\ ce qui prouve que t'iotersecUon de

WK et de ME coïncide avec celle de AT et de MK,
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Mous wrons bieDtùt (r)4 et suiv.) d'autres exemples de U
déteriniiiatioii d'une tangente, fondée sur c» que sa dkeéUdii
est celle 0^ k.^!itwe du .f^ial qvr décrit l&»«oufK tor«|ae
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CHAPITRE II.

DES DIX ERS MOI VEME^iTS V^m CORPS SOLIDE OU SYSTEME

IMAR1A.BI.E.

§ 1.

<iÉNÉR4LITÉS SUR LE MOUVEMENT d'UN SYSTÈME INVARIABLE.

57. Relation des %ilipsses de deux points dont la distauee

est eonstanie. — Ihi système invariable, que l'on nomme sou-

vent, poui' abréger, un solide, est un ensemlile de points dont les

distances mutuelles restent les mêmes, quel qiie soit leur mou-

vement. Une loi fçénérale qui lie entre elles les vitesses de ces

différents points est celle que nous allons signaler.

vSoient, à un certain instant, A et A' (tig. 14) les positions de

deux de ces points situés à line distance finie l'un de l'autre et

ayant actuellement les vitesses v et v'. Pendant le temps df ils

se transportent en Bet B', à des distances infiniment petites, vdt

et v'ût.de A et de A'. Projetons rectangulairement la droite BB',

égale à A A', sur la direction de cette dernière, en bb'. L'angle

de BB' avec AA' étant inrmimenl petit, la ditrérence entre les

longueurs BB' et bb' est intiniment petite par rapport à la plus

grande des distances AA' et BB'. On doit la négliger auprès de

Ab A'b'
celles-ci et poser bb'mAA', d'où AbzziA'b', ou —=z-—',

* at di

Or, ces deux dernières quantités sont les vitesses des projections

rectangulaires sur AA' des deux points mobiles dont il s'agit.

Ce sont aussi les projections des vitesses v et v' (19). Donc,



TflfiottaR. Les vitesses de deux points dont la distance est in-

variable ont à chaque imiant leurs projetions rectw^ulçtyi'es

ig^ wr la droite qm^ au même inUanif jaim ces deux pakUa.

U. eam fMFtiMaier. — Si to droite 4A' esi normale è la

trajectoire de Pan des points, k vitesse de ce point'a sa projec-

tU)U nulle sur cotte droite, et, quant à Tautre point, ii faut de

deux eboaes l'une : que sa Inyeçtoire soit également {>erpeu(U-

cukûre à la droite AA\ ou que, si eile na l'est |M8, la vites^

de ce second point soit aduellement nuUe. Exemple : une

droite MM' (tig. i5) de longueur invariable se meut, l'extré-

mité M restant sur k droite AB, et l'extrémité M' sur AA' per-

pandiouMife à AB : lorit|ttd la' {awniièfe Ipasae cé A* vrac «ne

vitesse qàelconque, la seconde est en W non en repos, maia

avec une viteaso nulle. •
'

*éMt.a, amt émmmmemmt rrtÉiyiii'ipi«Ble>.^ Il^istlRaUe^

en eilit, deveoomntliR que, si Ton assipe à trms fotnlBHiiuel-

conques non en ligne droite d'un système invariable un des

mouvements qu'ils peuvent prendre, le mouvement de ciiacun

des soMi points da^yflfviieflsl déterminé.«coiiimO'imeeoiKé^

qnano^ de aette hypotkhe.

GU^SIFICATIOIH DBS MOUVBMÏNTS CONTmUS d'uN SYSTÈME INTA^IABU^

WHJLXimiS IffiS VII£SSfiS JiHXBS ELLSS DANS CHAqifl GiS»

— Ou peut distinguer dans le mouvement d'un solide cinq cas

qiT'ii est utile d'étudier séparément , «avoir :
.

>§« HdavcMat ^mplarde tranatetioav

Mouv^ent simple4ie rotatiop aaMw d^m axe &ce;
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MOUVBUENTS SIMPLES D UN SOLIDE. 49

3® Mouvement quelconque parallèle à un plan fixe ;

4* Mouvement quelconque de rotation autour d'un point

fixe;

5<> Mouvement quelconque composé d'une translation et d'un^

rotation.

Nous allons les caractériser et examiner dans chaqite cas la

loi qui lie entre elles les vitesses des différents points du sy-

stème. ^
MOUVEMENT SIMPLE DE TKANSLATION.

Ai. Translation rectiligne ou Piirvillgne. — Dans ce ras,

toutes les droites qu'on peut imaginer entre les poinls du système

se déplacent^ en restant parallèles à leurs situations initiales. Il

s'ensuit que tous les déplacements simultanés ont des cordes

parallèles et égales, et que tous les points ont, aussi lon^,'tenips

que dure la translation effective, des vitesses k chafjue insltnt

égales, parallèles et de même sens, pouvant d'ailleurs varier

ensemble, d'un instant à l'autre, d'intensité et de direction.

Dans le cas particulier où les vitesses égales restent paral-

lèles à une direction constante, le système a un mouvement de

translation rectiligne, sinon la translation est curviligne. La

translation recliligne peut être unilorme ou variée. La transla-

tion curviligne peut être circulaire : tous les points du système

décrivent alors des arcs de cercle égaux dans des plans parallèles-

II suffit que trois points, non en ligne droite, d'un système in-

variable, aient un mouvement commun de translation pour qu'il

en soit de même de tout le système (39)

.

MOUVEMENT SIMPLE DE ROTATION AlITODR d'uN AXE FIXE-

42. Rotation simple. Déplacement, vitesse, accélération

angulaires. — Lorsque trois points, non en ligne droite, d'un

système invariable, conservent sans changement leurs distances

à deux points fixes de l'espace, il en est de même de tous les
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autres points du système, et 1 on dit qu i7 tmrm autour de l'axe

fixe déterminé par les deux points fixes, ou qu'il a un mouoe-

ment de rotation autour de cet nxe.

Dans (;e cas, tous les points du système se meuvent dans des

plans perpendiculaires à Taxe de rotation ; ils y décrivent en un

même temps des arcs semblables, c'esl-à-dire d'un mênac

nombre de degrés, et par conséquent proportionnels aux di-

s|gnces de ces points à l'axe fixe. Le rapport de chacun de ces

arcs à son rayon s'appelle le dé/)lacement angulaire du système

dans le temps dont il s'agit. Il est numériquement égal à larc^

décrit pendant ce même temps par un point invariablement lié

au système et situé à l'unité de distance de Taxe.

Les vitesses des différents points du système, à un même in-

stant, sont par cette raison proportionnelles aux distances de

ces points à l'axe de rotation. Le rapport de chacune de ces

vitesses au rayon de l'arc décrit par le point qui la possède s'ap-

peUe la vitesse angulaire du système, à l'instant dont il s'agit.

' Ce rapport est numériquement égal à la vitesse linéaire de tout

point lié invariablement au système et situé à l'unité de di-

stance de Taxe. Il est d'ailleurs indépendant (26) du choix de

l'unité linéaire-

La vitesse angulaire peut être constante, et la rotation est

alors dite uniforme ; si la vitesse angulaire w est variable , la

quantité qui correspond à un instant quelconque et peut

être constante ou variable, est appelée Vnccéléraiùm angulaire

du système à cet instant.

MOUVEMENT QUELCONQUE PARALLÈLE A UN PLAN FIXE.

45. Roulement cylindrique. — On se fait une idée nette

du mouvement d'un solide parallèlement à un plan, en le cori-

sidérant comme un mouvement de roulement cylindricjûe.

Imaginons donc qu'un système invariable soit invariablement

>
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nttaché à une surface cylindrique à base quelconque, qui roule

sans glisser (*) sur une autre surface cylindrique supposée fixe

et dont les génératrices rectilignes sont parfillèles à celles de la

première. Chaque point du système décrit une courbe plane

dont le plan est perpendiculaire aux génératrices des cylindres.

Si ces deux cylindres sont de révolution et si le point décrivant

est sur la surface cylindrique mobile, la courbe plane qu'il dé-

crit se nomme épicf/cloïde. Elle est une simple cycloïde lorsque,

le cylindre mobile étant à base circulaire, le cylindre fixe est

remplacé par un plan. Si la surface cylindrique mobile est rem-

placée par un plan, la courbe plane décrite par un point du sy-^

stème, situé dans ce plan, est une développante de la section

droite du cylindre fixe. En général, ce genre de mouvement se

nomme mouvement êpxcycloidal plan ou roulement cylindrique.

Quelles que soient les sections droites des cylindres, la rela-

tion qui lie entre elles les vitesses des différents points du système

mobile, à un même instant, est facile à apercevoir. En effet,,

remplaçons les cylindres par des prismes inscrits à faces trèfrj

étroites et égales (pour plus do simplicité). Les courbes décrites

dans ce cas par les points du système en mouvement, pendant

un temps très-court, sont des arcs circulaires dont les plans sont

perpendiculaires à Paréte actuellement commune aux deux pris-

mes et dont les centres sont sur cette arête ; et les vitesses de

ces divers points sont proportionnelles aux distances des points

à cette même arôte. Ces deux propriétés, étant indépendantes

de la largeur des faces des prismes, subsistent par conséquent à

la limite, c'est-à-dire dans le cas des cylindres. Donc, dans le

(*) On comprend que, par roulement sans glissement d'une surface cylin-

drique sur une aulre qu'elle touche suivant une génératrice, il faut enten-

dre que, si par l'un des points de contact ou mène un plan per|)cndicuiaire

à la génératrice commune, les deux sections droites que ce plan déter-

mine dans les deux surfaces restent constamment tangentes Tune à raulre-*

pendant leur mouvement relatif, et, de plus, le point de contact se déplace

simultanément de longueurs égales sur les deux courbeit.
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inouvcrnent épicycloïdâl plan, les directions et les rapports des

v^tesses.sont à chaque instant les mêmes que si i'aréte de con«>

tact des deux cylindres était fixe à partir de cet instant. Q'ési

cê qu'on éxprime d'une manière abrégée, en disant que le moM-

venient élémentaire du sijstèim est une rotation autour de la

génératrice de contact, ou encore, q^ie cette génératrice est^un

€me ixMaUané dkrQtatkm,'

.
Jleniibpqueft» — En réalité, la génératrice de contabi des

deux cylindres, à un instant détenniné, n'est p.is tixe. Les points

du cylindre mobile qui, à cet instant, sont sur le cylindre fixé

il*y restent pas pendant ûnlemps fini, quelqùé petit .qti*il soit ;

mais la vitesse de ee^ pofnts est iknlle (ce qt)î est difiéréfilt de la

fixité ou du repos (15.2'')]. parce que, après s'être rapprochés de la

surlàce tixe^ ils s'en éloignent immédiatement : ils rebondissent,

pour ainsi dire, siir cetté surfkce, et leur vitesse change de

fsm en passant par zélro. L*aiéte de contact considérée comme
*?[ligne j^éoniétrique située sur le cylindre fixe se meut parallèle-

ment à^elie-inéme, avec une vitesse qui dépend de la xapidiiêdu

npiojfeoaéiH du éyfindre-aiobile. •

3* Les arcs décrits, méÉie pélidantdes temps très-edarts, par

: les divers points du système mobile ne sont pas des arcs de

cercle, ni même des arcs ayant même centre de courbure. Par

.exemple,- dans le cas le plus simple^^lui. d'un çeiple routent

dans son plan sur .une droite, les points de la circonférence

-décrivent des arcs de cycloide, tandis que le centre décrit une

ligne droite. .
^

.

On va voir (47) que, réciproquement, lorsqu'un système inva-

riable se déplace parailèfement à un plan fixe, pendant un teifi{)s

fini, son mouvement, s'il n'est pas une translation ou une

rotation effective^ est uu , mouvement de roulement cylin-

drique.

Pour le démontrer, nous établirons deux propositions prépa-

ratoires, et d!ailleMrs utiles en elicb-iucaies.
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A4. Lorsqu'on système Invariable se déplace parallèle-

snenl à un plan, on peut toujours l'amener d une de ses

positions successives à une autre quelconque d'entre elles,

soit par une simple translation, sott par une simple rota-

tion.— Quel que soit, en effet, le système dans Fespace, il suffit,

pour définir son mouvement, de considérer le déplacement de

sa projection rectangulaire sur le plan fixe. Soient AB, AB'

(li}4. i6), les deux positions d'une droite de cette projection,

soit O l'intersection des deux perpendiculaires aO, bt>, sur

A A', BB',en leurs milieux. Les deux triangles AOB, A'OB',dont

les côtés sont égaux chacun à chacun, sont superposables par

une rotation autour de O, qui amènera en même temps (42)

tous les points du système de leur première position à la der-

nière. Si les deux droites AB, A'B' étaient parallèles, O serait à

l'intini, la rotation deviendrait une translation. Ainsi, la propo-

sition est démontrée dans tous les cas.

Remarque. — Le déplacement angulaire du système pour

passer de la première à la seconde des positions considérées, est

l'angle des deux perpendiculaires égales menées de o sur AB

et sur A'B', angle égal à celui de ces deux droites.

Il resterait donc le même si, à la deuxième position A'B' du

système, on en substituait une troisième A"B", obtenue par une

translation à partir de la deuxième.

4o. Lorsqu'un système invariable se transporte parallè-

lement à un plan, son mouvement élémentaire à un instant

quelconque est une translation ou une rotation. — Par cel

ônoncé nous entendons que, sauf le cas où, à l'instant dont \\

s^agit, les vitesses sont égales et parallèles, elles ont les mêmes

directions et les mêmes rapports entre elles que si le système

tournait effectivement autour d'un axe perpendiculaire au plan

lixe. En effet, soient AA', BB', ix:'... (hg. H) les cordes des

arcsde trajectoires décrits simultanément parles points A, B,

de la projection du système sur le plan fixe. A mesure que ces
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\

^ arcs, de courbure qjielconque, diminuent, le point O, commune

iulersection des perpeiidiculaires menées aux milieux des
|

ootdes, approche d'une limite O^, intecseclioD 40tB0riiiales«eQ

A, ci .. , lés rapports des vitê38es approciheat tndéfidinSit

de ceux des distances o, A, 0,|i»0,C...
• , * • • * *

r
*

!

46. CiQMtte lasteBtatté et ax^e ln^aiil««é de rotation. —
.Si k mottveiuènt du systèoio était une f^tatton.effeotive, Taxe

de eeite r6tation serait droite doni le point O,, ioterseetioif

des normales, est le pied, et cet axe serait lixe pendant toute la

• durée de la rotation. Dans tout autre cas, les arcs décrits par

les points A , B, c... a*élailK plus eicealaires et oonoentrkitteSy

> le point et la droite dbni fil est le'pied changent oontinaelie^

inent de position dans respace..Ou les appelle centre instantané

et^âre «ns^an/one de rotation.

Le rapport conunua, à un instant déterminfl» des vitesses d6
tous les points du système aux distances de ces points à Taxe

instantané du rotation est. à cet instaiit^ la vitesse angutaire du

, systècpe. •
'

. ' .

Les poâitts.liés ad système mobi^ qui se trouvent à un certain

instant sur l'axe instàntané de rotation ont^ à ee même instant,

une vitesse nulle, sans être en repos. Cet axe, autour duquel le <

système ne tourne pas eflectivenieut, serait plus exactement

désigné-sons la dénomination d'axe central actuel des.i;t/ésies^

que sous celle d'aidé instantané de rotaiwa. - >

Bemarqve. — Il est facile de voir que, lorsqu'une figure

plane invariable se déplace dans son plan, pour déteroûner son

Centre itisuntané de. rotation il suffit de codnaltre le&(f^r«ô-

• Hàns des vitesses de deux de ses points, pourvu que ces vitesses

ue soient pas perpeudiculaires à la droite qui joint les deux

points. Si, ait contraire, elles, le sont, il.lant connaître teurfa|H

psr/ , «|tti est égal ad rapport des distanees des <tenx poin|ts au

ceutre instantané situé sur la droite qui les contient. Ainsi^ m
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les vitesses v et v' des points M et M' sont perpendiculaires,

dans un môme plan, à la droite MM', et si l'on a le rapport

v'—= n, oifa, pour déterminer le centre instantané O (tig. 17),
V

réquation

OM = MM' —î^, = —i—MM'

,

V— 1> i — n

formule générale eu égard aux signes. Le centre instantané une

fois déterminé, il ne faut plus connaître que la vitesse d'un

point de la figure et sa distance à ce centre, pour en conclure la

vitesse angulaire de la figure, et par suite la vitesse linéaire d'un

quelconque de ses points qui serait donné.

Nous pouvons maintenant démontrer la proposition annoncée

à la tin du numéro 43. «

47. Tout mouvement d'un siolide parallèlement à uu plau

est généralement uu roulement cylindrique. — Il s'agit ilt^-

faire voir que, lorsqu'un système invariable se meut pendant un

certain temps parallèlement à un plan fixe, ce mouvement équi-

vaut au roulement sans glissement d'une surface cylindrique

liée au système, sur une autre surface cylindrique fixe.

Pour le démontrer et reconnaître quelles sont les deux sur-

faces cylindriques roulant fune sur l'autre, il suflit de considé

rer une figure plane invariable qui se meut dans son plan. Substi-

tuons à la courbe des centres instantanés de rotation sur ce plan

une suite de points distincts O, O', O", O'"... (fig. iS) que nous

prendrons pour centres de rotations effectives, et qui pourront

ensuite être rapprochés indétininient.

Soit (F) une figure plane quelconque. Supposons qu'elle

tourne actuellement autour du point o et se déplace d'un an-

gle a; qu'ensuite elle tourne autour de O' et se déplace de a'^

qu'ensuite elle tourne autour de O" avec un déplacement angu-

laire à", et ainsi de suite. Avec ces données il est facile de
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construire le polygone MMTll"M'",..,qui, lié invariablement àla

figure (F), soit tel qu'en ie faisaut rouler sur , le. poly^pii#.

00'0''0'"... on fasse subir à cette figure les mouvements qni

viennent d'être exprimés.
^

A cel olïpt, tracez MM' égale à OO' et faisant Tangle M'00'=r a;

puis menez MW faisant ang. MM'm = ang. OO'O", et trac^

M'M" égale à O^' et faisant ai^. M"MW'.^ o^;. menez àm

même kW faisant ang. M'MW = ang. 0'0''<y", et traces

M"M"' égale à 0"0'" et ftiisant ang. M'"MV" = «";. ainsi de

suite.

'Npn-seûiement; pendant le mouvement supposé de la ^pire

.

(F), le polygone MM'lW'M'"... lié à cette figure roulera sur le

polygone OO'O'O'"...; mais, si Ton imagine le mouvement du

• polygone OO'O 'O'"... relativement à la figiu'e (F) prise ponr

système de comparaison, on voit que ce polygone 00'<y.'0'"...

•renie snr le polygone MM'Sf^'''...

En considérant los longnours (mV, OO"... comme infiniment

petites, pl ou étendant à ua système dans l'espace fie (jui viejni.

d'être dit d'une figure plane, on çonplut que quand, m^sytième

invariable se meut parallèlement à un plan^ la droite qui occupe

positions successives de l'axe instantané de rotation décrit dons

l'espace fixe un cylindre, en même temps quelle dérrit relatioe-

mené au système mobile un autre cylindre qm, peut être imaginé

roulant sans glissement sur le premier et entrainqnt avec lui le

système auquel il serait inoai^iablement lié,
.

AOTATION AUTOUR O*0TI .POINT PIXB.

48. Roaiencni eôiii^M. — Les considérations des numé-
ros 43 et suivants, se' rapportaiit à uti solide qui se meut paral-

lèlement à un plan, s'étendent au mouvement d'un solide dont

les points conservent leurs distances à un point fixe autour d^Ar

quel il pirouette. Elles peuvent, comme on va le voif, êtré ire-

, produites dans les mêmes termes, avec cette différence que lés

surfaces cylindriques sont remplacées par des surtaces coniques
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ayant pour sommet le point fixe, et les projections rectangu-

laires sur un plan sont remplacées par des projections coniques

sur une sphère donl le centre est le môme point fixe.

Imaginons qu'un système invariable soit invariablement atta-

ché à une surface conique de base quelconque, qui roule sans

glisser sur une autre surface conique, fixe et ayant même som-

met que la première. Chaque point du système se meut sur une

surface sphérique, dont le centre est le sommet commun des

cônes. Dans le cas particulier où les deux surfaces coniques

sont de révolution, la courbe que décrit un point de la surface

conique mobile se nomme épicycloïde sphérique. En général, ce

genre de mouvement se noiume mmvement épicycioîdal sphé-

fique ou roulenumt conique.

Quelles que soient les surfaces coniques, la relation qui lie

entre elles les vitesses des différents points du système mobile,

à un môme instant, se reconnaît aisément. En eftet, rem-

plaçons les cônes par des pyramides inscrites à faces très-

étroites et égales (pour plus de simplicité). Les courbes décrites

dans ce cas par les points du système en mouvement, pendant

un temps très-court, sont des arcs circulaires dont les plans

sont perpendiculaires à Tarête actuellement, comme aux deux

surfaces pyramidales, et dont les centres sont sur cette arête.

Les vitesses de ces divers points sont donc, quant à leur direc-

tion, perpendiculaires chacune au plan qui contient le point

considéré et Tarêle commune; et, quant à leur grandeur, ces

vitesses sont proportionnelles aux dislances des points à cette

même arête. Ces deux propriétés, indépendantes de la gran-

deur des faces des pyramides, subsistent par conséquent dans

le cas des surfaces coniques. Donc, dans !e roulement conique,

les directions et les rapports des vitesses sont à chaque instant

les mêmes que si la génératrice de contact des deux surfaces

coniques était fixe à partir de cet instant. Celte droite est donc

encore un axe instantané de rotation.

Les remarques finales du numéro 43 s'appliquent également



ICI. Les poiilts dù système mobHe cjbi sont sliués aetu^ltêtncM

sur l'axe instantaoé de lulaliun ont leur vitesse iiuiie. JL^ soin-

met du côna opdbild-est ie £eul point de ce ^stème qui $ôit>eà

vëço». ÏM poiato géométriqtteft formaBl & claque ioMnl la

droke de contact ou de roulement des deux c6nes se déplaeëilt

coutiuuellemeot, et sur le c6ue iixe et sur le cône mobile.

htm ce eaâ, eoÉnibd dm» eelul du foutemeut cylindrique,

lei'vitesaesli dn'mènie instant aoot tqales pamUèleà ^ un mèine

plan perpendiculaire à Taxe instantané de rotation, et te# vi-

tesses des points situés dans un uièiue plan .passant par cet axe

-sont tiërpcindiculaires à ce dernier plan. >

nâblissonf maântmiam troistliéorèm'esa^^

numéros 44, 45 et 47.

49. Lomqv'im système invariable se dépimee àatowr é'nm

point Axe auquel II reste lié» on peat toi^ours l'atmemeft d'une

me a«|i« de ues jiesltleKB si^iecMlTes pmt urne mlsHM
eVeetfve ««I0iir«l'on ase pÀMnnt'pnv ee point.—Il snQtt, pour

le dénionticr, d'applicjuer le raisonnement du numéro 14 à la

projection cç^iiique du système sur une sphère dont le point iixe

est le eei)tre« les lignes droites de la figure devenant des arçs de

grands cercles.

. oO. -Toaf.niow4lnent éUmmMte d^nsyatème tevôPMiIe
.» « ^ . ' • ' • .

dnni n* point «rt mis vftesse est une rotation instaniUnée

autour d'un aj^e pais«iant par ee iioint. — C'est une pousé-

quence d^ la prqpoattion précédente.

ââ. tmitê-.mMttmÊimait Û*mm uMàe aniour d'nn ^tnt Jlse

eÀt nu MNdtiaieiiièenl^ne.— Cest^à^ire qm lemmwetmnt fini

d un système inrariaOk dont un jjoinl est fixe si; ardait à un mou-

ntumnt épicydoïdal spliérique. La droite^ qui occupe les positions

gmm^m.de iaoce .inHar^an^ de tcdatM oU des vite$ses^ déerii

dam teepaee un càne fixe, en mêpè^ temps qu*eile déerii par ràp'

.part au systif^ne mobile un autre c(W» qui peut .être inmginé rou-

•
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MOUVEMENT COHFOSt. ' !)§

iant sans glissement sur le premier, el entraînant avec lui le sy-

stème auquel il serait invariablement lié. La démonsîralion de

cette proposition serait calquée sur celle du nunféro 47, en pre-

nant les points 0;,,0', O",... à une dislance constante du centre

fixe de rotation, et en considérant les angles indiqués dans lu

fij^iire conime des anj^les dièdres.

î$Si. Analogie du moiivcu&ent parallèle à. un plan et du

iiiotiveiueut autour d'un point. — Le mouvement de roule-

ment cylindrique el toutes ses propriétés ne sont que des cas

particuliers du mouvement de roulement conique, et des pro-

priétés qui s'y rapportent. Les positions successives de Taxe

instantané de rotation peuvent être, dans le premier de ces deux

mouvements, considérées comme se rencontrant à l'infini.

MOUVEMENT QUELCONQUE COMPOSÉ D'UNE iUANSLATlON ETD'uNE ROTATION.

35. Pi'emiére image sensible du mouvement le plus g;énë-

ral d'un »ystème invariable. — Quel que SÔit le mouvement

d'un système invariable^ si on le considère relativement à des

axes de comparaison qui soient eux-mêmes mobiles, le mouve-

ment absolu du système, à partir d'un instant pris à voloulé, se

trouve composé d'un mouvement d'entraînement (qui est celui

qu'il aurait si, à compter du même instant, il restait lié aux axes

de comparaison), et d'un mouvement relatif.

Appliquons celte idée générale en imaginant que le système

de comparaison mobile soit simplement en translation com-

mune avec un point choisi du corps ou système principal ; te

mouvement de ce dernier ensemble se compose de cette trans-

lation et d'un pirouettemcnt ou mouvement sphorique autour

du point choisi, puisque ce poiut est immobile dans le système

de comparaison. En rapprochant cette proposition de celle qui

a été établie au numéro 51, on conclut que

Tout mouvement continu d'un système invariable équivaut au *

roulement d'un é&ne lié au système, svr un autre cône qui aurait

s

V
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CINtaHÀTXQUK. suer, l, CHAP. Il,

nn mouvement de' translation dans l'espace, le premier e&ne é^nt

le lieu géométrique, dans le corps en mouvement^ des axes instan-

tanés de sa rotation autour 4^ point choisy le second eâne étant, le

iieudeêfaêm^ axes tns$antanéf dam le sy^èm 4^ compatatm en

translation (*).

Par coMséqueul, à un instant déterminé, les vitesses des

points du système sont les résultantes d'une vitesse commuoe à

une certaine translation^ et des vitesses dues h une rotation

simple autour d'un axe instantané suivant lequel les dei^c cAnes

se touchent. .

'

L^énoncé qui précède et eonr corollaire compi^ennent le ças

pavtSciilier oà le «KNimMol i^elatif dû lyslème principal serait

une rotatîoii effedtlve; Le* second «dVne se réduiraH alors à la

droite qui seijait l'axe de cette rotation, lixc dans ie sysiênie de

comparaison et se transportant en réalité dans l'espace parallè-

lement à lui-même* Ce cas est, à très-peu près, celui du mouve-

ment du^lobe terrestre rehUvement à Técliptique considérée

conime immobile.

La décompositionx^ue nous venons d'indiquer d'un mouvez

limit quelconque d'un solide, en une ^translation et une rota-

tion, peut se faire d*ane infinité de manières, puisqu^on peut

prendre, pour déterminer la translation, le mouvement d'un

point quiconque lié^nvaiial^ement au système solide. L'étude

des diverses déccfmpositions. possiblesid'un m$me mouvement

constitue là théorie dont nous allons nôvis occuper au para-

graphe 3. Auparavant nous présenterons comme exercices*

utilest quelques exemples, qui se rapportent au troisième cas de

monvement traité numéros .43 et suivants» .

sxEiiri.GS QE MQuvKionrr vARALLlEtB im nuuf*

M, DMitiD molille flmr deux mmsahea* Jkux poinis B eiS^

{') Nous verrous plll^ loin (09) une autre manière de be Uguref claire-
•

ineni le u)0UYemeiU queiç(^ru|ue d'un s^sjLèDiti iitvariable. *
'
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(fî^;. 19), flont la distance est constanfe, glissent sur deux lignes

BN et BN', fixes dans un même plan. On demaade les rapports

des vitesses des points B, Bf, et d'un point quelconque ll,!nya-

rfablémeritlié à la drofte 'BB%

L'intersection ô dos normales CB, <: it' est (50) le centre in-

stantané de rotation du système BMB'. Donc, si v' et u sont

, , ,
?» t/ /«

'

les Vitesses. de B, B et M, qm a — == -nr ; ce soiU
• BO BO flIO

trois expressions de la vitesse angulaire de BMB' autour de O.

Le point M décrit une courbe dont MO est la uormale.

Il n'est pas nécessaire de déterminer le centre G (qui peut .

être fort ékûgtté de B et de B-) pour obtenir le rapport De

^=^ on conclut, à cause du;triangle<BÔB\
*

V sîn OBB' == v' sin OB'B.
• * * •

'

Or, ces deux srnûs s<mt aussi les cosinus des angles de la Hrimfa

BB' avec les vitesses v et v' dirigées suivant Ips tangentes en

Bet JB'. La dernière équation exprime donc l'égalité des projec*

tions vèt^ngqlairesdes deux vitesses if et sur BBVconfornié»

aient au théorème du auméio 37.

o5. Droite mobile sur deux cerelc»». — ^i les courbes

BN, B'JX' sont des arcs de cercle dont les rayons sont r et r', ^t

dgnt les centres sont C et G'; et si w et w' désignent les vitesses

angulaires actuelles des points B et B' autoulr de ces centres, on

peut se proposer de trouver le rapport de ces deux vitesses an-

gulaires en foucli^û de lignes de la figure. £n appelant a et a

leè angles ci-dsnas désignés, et en'considérant les perpendicu-

laires CP, des oentres sur BB', on a, d'après la' dehiière

équation,
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Ainsi, les vitesses angulaires sont réciproques aux distanoMv

des oentresi soit à la droite BB , soit à Tintersection 1 ()e» droites .

Cette eupvêtnm do rapport de$ ims, vitesses angulairisis^-

applicable , comme nous le verrons , à certaines machines.

I^rsc^lie l'intersection l est très-éloignée des centres» il,e&t.

commode de traesr, par le centre c de Fuji des cercles» tme

dfoitd CL paraUHem rayon P'B' de l'autre et décrife ,Ia véh'^

tioQ •
.

' •

Lorsque riulersection de la droite des points tels que B et B'

avec la droite des centres C et C' se trouve, connue i, en dehors

de ia distance pc'ji les^d^ox rayons jcp e( C'B' tournent dfups le

même sens. Si Ton suppôt, au contraire^ que les deux poiots .

mobiles sur les deux circonférences soient situés comme B' et b,

. de sorte que la droite de longueur invariable soit B b et ren-

. contrit C€! eo le^^deux fiffcm Kj'B' el €b touraeiH an sens

eontflttfp»^ mais lâ-H^ÎQn ^DrécédeQté entw les 4èux vHesseï

apgollires subsiste. On trouvera aisément, en répétant les mêmes

rftjsQnc^^ipeots et ea ini^. Ci parallMe à €'B ^ies deux relation^

W.B'C'=tir.Gl et tt».Ci= w'.C'l.

Ces propriétés s'énonceraient dans les mêmes termes que

ppur le i>|ieaûerkCft8.

Cet.^emple jQ^yptrQ bieQ, l<( cfue la Kota^oo instantanée

BB' autour d» n*est pas une ^tâtlon «ffebtive, puisque B et

B' tournent rérllomenl autour de C et de C
; que le centre

instanta&é O n'est pas le centre de coui'bure des courba dé:-

CTÎH» 9^ les4^t6 ^, Vf U,4. du sjstèoli nobite.

M; GiMi fMPCMttev •« Vmm ém 9*teto B el B' g» Amt «m

UfwAMIlf. 4A 1% %>) étant la droite lixe que.doit suivre
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le point de la figure BMB' mobile, C-le centre ée la circon^

férencc sur laquelle se meut le point rintersection o de CEf

et de ^'O) perpendiculaire à AA, est le oentre io^ta^tené 4e J\

rotatioB-dô Bll1|.^i4ieet lavitesBe Hnèaire dupohit H'^.elviefti

vitesse angulaire éta rayon GB^ on en menant perpen^icQr

laire à A^., et prolongeant «'B, - • . \

OB . QB ^

.
• . - '

'

'^7. EpleyeiWiile et eyèloMe. deux courbes offrent de$

applications évidentes du numéro -i.T, notamment en ce qui

concerne leur tangente en un point quelconque.

58* DéveloiipAiite d'Hué eovÉbe ^veleoAfne; — Le centre

instantané,de rotation de la tangente est an point de contact et

se confond, dans ce cas, avec le centre de courbure de la courbe

décrite par im quelconque des points de la tangente mobile.

M# CMieiMide. AB (fig. 21) est une droite directrice ; le

poiftè O est fixe; (MI, rayon veé^toor du point mobile M ; «Al,

longueur constante. L'intersection o' de mO', perpendiculaire à

AB, et de OO', perpendiculaire à OM, est le centre instantané de

rotatiqitde la droite mobile mM^ entraînant avec elle le poîat

qui, actaeîleiiient situé en 0, a par conséquent sa vitesse smvaqt

OM. La droite MO' est normale à la courbe. '

«

co«?08iàoii los VDinnnniiTs^ bt sr^cumnoiT dm Trraa^
^

60. C#«npositioii «les vUe9«es de iranslaUea.—On sait déjà»

pair ee qid précède, que, si un syst^e ^ oomptCPÎmipi Gat eo

iQ^ei^eqt e^u>ii|tiitr0^y3tèmç p9ss^de;j|f|atïvai||ipl^«u pre-
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mier, un mouvement quelconque, le mouvemenl que le second

éyMam ft fiffisolivement dans Fespace e&l dit cmpoêé du motn^

ffwfi^ du's^èmt â* eomparaisim et âu^rknwmeni relàUfdumond
système, dam le premier. Nous considérons ici le cas Irès-siniple

de deux.translations, il est facile de voir que ^ si tous les points

dit meeê âa comparaison ontdes vitesses égales et 'parailèlei vé,' et

fue k corps ou système eommUrê éii en tous ses points desvitesses

relatives éf^ales et parallèles Vr, le mouvement absolu de ce système

est une translation^ au moins élémentaire, dont la vitesse v s'obtient

par fa am^itidn des vitems tèet Pr (39). Ce tbéorènoe s'étend

évidemment à un nombre quelconque de transhilions ae rédui-

sant à une translatioii unique, dont la vitesse s'obtient par la

règle, du polygone des vites^s (31).

.61. GmpMtdon .des vÉtenes de 4mml voSsMamm ^muîùw

d*«xe8 «oiM»oim«to. — Soient deux axes OA', OA'' (fig. 22),

qui, avec une troisième droite, par exemple avec la perpendicu-

laire projetée en jO»ibrineBl un eysième invariable de comj^rai-

aoi^ SuppQsona. que sop mouii^m^t alwola soit une rotafion

^ective ou seulement instantanée^ autour de la droiteOA vavec

une vitesse angulaire ^v', En même temps,, un autre assemblage

invariable, que nous appellerons € (et qu'on pe.ut se repré^en-

tfsr comme formant pn corps solide réel), par son. mounamept

relativement au système de comparaison OA'A", tourne autour

de OA" avec une vitesse angulaire w". Le point O, que l'on peut

considérer comme lié au corps €, étant aclueilement sans vitesse,

il s'ensuit (54) que ce corps a un axe instaotané de rotation pas -

sant par O; c'est à-dire qu'H y a actuellement une droite liée au

corps solid(^ C, dont tous les points ont leurs vitesses absolues

^ nulles, tandis que .tous les autres points de ce corps ont autour

d'elle une vitesse angulaire commune w^. ji^ ^'^^ ^® trouver la

situation aétîielfe àé cet axe de rotation, et de plus Tiiitensité et

le sens de cette vitesse angulaire w,.

Pour fixer les idées, supposons 1** que lesiongueurs OA', OA'
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soient propoitionnelles aux vitesses angulaires w\ w'\ et les

\
K^résentenl par fp^jséquenl moyenoioHieolioix d'une certaipe

VSf^é qfie jn^ sèos. de olMique rotatrâm tel si «n

«bsersiiteiH^iliioé enHMi^ vue, tantM Ver» A', tantôt

yers A*', il verrait les deux rotations se faire dans le sens où nous

«oyons, touraer une^ftigjttUiâ driiorlo^e (e'att ie sieDs les

JM^Qoimç appellent m^direet des rotittiMs, cètnme 'ilèlle de

la terre autour d'iaes (]ui, pi^rtaût de poînls cbisystèiiié solaire,

se dirigent vers la région céleste où se trouve le pôle boréal ;

xî'est enco9i|. .le .^gps; i^p 1^ fojtaiioa fl'une via 4»dinaire qu'on

^-wiprèa cès cSiBvenitoÉs^ les droites OAVOA" seront les axes

représentatifs des deux rotations (alignement ("/des axes, sens

et grandeurs des vitesses angulaires).

jj^ plosy^ ;pé«r >bMge». le tenge^ toi^poi^ns quç le plan

v On voit <fabord que, pour aucun des points du corps <: situé

faoors du.plan A'OA", la,vitesse ai^solue résultante des deux v^es-

sça^liiH^^^^ ée OA'fVmfre relatQte antour

de OA^, ne peut être nriiev- done^datis ee^plan' qu'est V«jt^

instantané cheroho. Pour trouver sa direction et en métne temps

hooB croyons aite 4*intfoiittire dûs le Janga^s dfe la «nence'oe inoi

ift^yMaiMl^doot nous iMré(teo$.îci la:9ignt8catliM;«laii^ cafte de quel-

ques autres exaresifonsliré(|iieaiiDeiti employées' et se rappoctant âa môme v

ordre d'i4tes : . * . . .

i)eux droites parallèles décrites en mène sens, 'dans l'espace, ont même
situation angulaire , parce qa*ellés fodl tes mômes angles avec trois axes

coordonnés ;
,

Deux droites limitées, situées sur iiii même axe indéflni, ont même aii^ill*

ment, quels que soieut leurs urigiiies el 1^ sens <idQ§ lequel chacune d'elles

est supposée engendrée (Ml dccrile
;

Deux droites de mt^me alii^nemeni et de môme sens cal une même direc-

tion; elles peuvent différer par r<HMj^iiie et l'étendue.

Deux droites de même alignement et de sens conuraires sont àireelment

oppotéu, •
*

5

<

s."
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f|4 viiesse angulaire abst^a du corps M, iaiaginons élevée^ .à

; {Artir de O, une dffUite Oo, vertical»» ei par coDsé.qtteDt {ter()ei**

H^MolaiM ànxaxesOA', OA"» et à J'axe' cherelié.^Msons cetl^

droite <''ffaIo à l'nniléde lonpjueur, et, en^la supposant liée inva^"

mblemeiU au corps il, cherclions la vitesse absolue de son

oxtréniité aupérieiire* Or^ ce éernier point a sa^ vitesse IHiéaini

d'entrttloemèiit égale'à w' et repréa^oÉie par rhorizoolâle

égale et rectangulaire à OA'; î! ïi sa V^tesN)* linéaire relative

égale à iv ' el représentée par l'horizontale oa' , égaU' et recian-

guiaireià OA '. ^a vitesse linéaire absoUie,. qui e^t eh mèoiç^

temps la vitesse angulaire abeoloe t», da oofps C (i^itfM. ce

pfînt <i est à une fKstance égale è VmM de i%xe de rotation

cherché, ]e(|uel t;st dajis le plan A'OA'' et passe |)ar <>),est doue

représentée par la diagonale oM. L'a^^e instantané de ifotl^ion

cherché est dont Ailvant une di^te m0i|ée daiw le pUm A'pA",

à angle èitoH snt^i ; et si sur eetfe drM#^n>f^oflé4anfti^ngle

A'OA", comme rindiqne la iijiure, une loii-iueur OB égale à ob,

on jMura, pour ralignenient^ le sens et- la grandeur^ l'aiie repr^r^

sentatif ée la rolilipn. absolue du éof|M O. Neiiis eB ctoaclli^

^^sèment les propositions suivantes : . f .

. Théokèmk. La droite Oi$, qm l'ejjrésente^ pour la (Jirectùm et la

yrandews la j'otatioH résultante de deux rotations concourante»

w', y, est la ihagqpale du parallélogrttfmhA'A'OX"B €on$trjut

S9tr les (listes reprf'tsentaiifi'des fptaUom composantes.

Corollaire. — .Si M est un point qu^ekonque du corps C, p sa

diiiance d Vaie ^^X'^ ^' sa distance à taxe OA"*, sa distaiice d

foicê OB, ia vitesse absolue du pçSht Al. résultante des vHtesses

nép' ff )o"p". respecfnmnenl ])prp"iy1icHlaire>i aux /j/ous <)A U.

tlA".\l, est ptrpcndiculaLre au plan OBM et éyale à ic, It fac-

teur IV, ét4mt obtenur comme il vient d^étre dit,
^

M. Coiiiposlliott é*nn nomlire queieoiiqiM) do v^iBUÊonn

iNtnfourauleN. — Le ihéorènie .précédent conduit à la conipu-
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sition ées vitesses angulaires d'un nonlfere quelconque de rota-

lions autour d*axes concouranls en un môme point. Uaxe re-

présentatifs
^
de lu rotation résultante est la droite qui ferme le

polygone formé des axes représentatifs des rotations eomposantes

transportés parallèlement et bout d Oout, en conscrtfùnt leurs sens.

Par suite de cette remaiYjue, et conformément au corollaîfe

qu'on vient de voir, lorsque le mouvement d'un corps résulte

de Ih composition de [)lusieurs rotations iv\ w\ autour

d'axes concourants OA', OA" si l'on désigne par p\ p
les distances d'un point M de ce corps aux axes dos rotations

composantes, sa vitesse absolue, résultante des vitesses

w'p\ w"p", resp(?clivement perpendiculaires aux plans

MOA', JWOA fest égale à lu^yt/,
,
produit de deux l'acte urs dont

l'un est la rotation iv^ obtenue paj* la composition des rotations

w'y lu"..., et l'autre est la distance du point M à l'axe OA,, de

la rotation résultante ; de plus, cette .vitesse w^p^ est perpen-

diculaire au plan MOA^ ; enfin, le sen« de cette vitesse est

déterminé par celui de l'axe OA,, suivant la convention du

numéro 60.

05. Composition des vitesses «le deux rotations dont Ie4

axes sont parallèles. — Le corps se mouvant parallèlement à

tout plan perpendiculaire aux deux axes, nous savons déjà que

ce corps a un axe instantané de rotation qui est parallèle à ces

derniers (45).

1° Si les rotations w' et w" sont de même sens, supposons-

les représentées par O'A' et 0"A" (iig. 23). Comme précédem-

ment, pour bien comprendre ce qu'on doit entendre par la com-

position de ces deux rotations, il l'aut se figurer que les deilx

droites O'A' et 0"A" constituent un système invariable de com-

paraison qui tourne autour de V une d'elles, O'A' par exemple,

tandis qu'un corps tourne relativement autour de Tauire. W
en résulte que le corps r. a actuellement, dans son niouveuknit

absolu, un axe instantané de rotation et iiut* vitesse angu-
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l^ir^ qo'il àé lirouver. Tovtes les vitesses absohies des

points du oorps c, qui sont acluellement dans le plan 0'A%\
sont perpeudiculaiies à ce plan comme les deux cqpiposantes.^

l'mie d entri^jDisi^t, Fautie relative. ËUes sonliiulles pour tous

les points de«la jparallèle 0^4^, dontjes itistsnces a' et a? «pir

deux axes O'Af et 0"A'' satisfont à la condition

IV a ziz w a ;

car le premier membre est une vitesse linéaire descendante^

su-éessous du pian O'A'A"^ le secoué membre une vitesse ascen-

dante;leur égalité détermine évidemment hute instantané A,^

dont la vitesse est nulle.

Pour avoir la vitesse angulaire résultante ou absolue du

eorps C autour de l'axe O^M»^, il suffit de remarquer que la

Titene absôlue d*un point ^^Icdaque M de ce corps» situé

étm le plan des aftës à* la distance x de O, A,, est tout à la fois

exprimée u\x et par la somme des deux vitesses composantes

(jc^ «') et (»— •"). On a donc

w^x z=zw' (xr^ a') -f» w" (x— «'.'),

oondition qui, eu égard à la relation tvV =: ttf"ii% est constam-

ment remplie, quelle que soit la distance x, par cette autre

relation :

• • • • '

Ainsi, Taxe représentatif de la rotation réeultante est parallèle

à ceux des rotations co/nponarUes; il est égal à leur somme ef dirise

leur distance en deux parties inversement proportionnelles aux

rotatim» eonmmntes.

3* Si les rotatiéns composantes, dont nous désignons les va-

leurs absolues par w' et tv\ sont de sens contraires, dans Tin-

teryaile de ^rs axes C'A' et 0"A'' (tîg. 24) les vitesses compo-

santes sont de même .aens; ep dehors de cet intervalle et da
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o6té de la plus petite îles deu^c rotations» l'une des deux vitesses

cdaipgsanttB i/emporteM Pàutie ; en dèhors de fintervaBe ét

du cbiM&'h Y^us grande vitesse angnWefiaVitesse èst aolle

^l^iDur tous les points du corps C situés sur la parallèle 0,A,, si

ona .

On a d'aillenrs pour ua point d*après Tobseryatton faite an

cas précédent :

iff^x = w' (af— a) — w" [x — a"),

d*où, à cause de w'a' = v/'a",

%

' Ainsi, Vaxe rej^réseniatif de kt nHaUon j
'rfurfOUg est mmrt

parallèle à ceux des rstatim^ eampomntes de sens contraires ; il est

égal à leur différence ; il est situé hwrs de leur intervaUe^ du côté

et dmu iê. sens de 4a pius grande, etm deux aux axes

dès roteâkm ixmmpmnt» sont inveràenmi proportùnàitUeg^è

cellea-ci.
.

Remarque. ^ Si i on se donne deux rotatioiiv^ parallèles

w' a( et la distance a de leurs axes, on tiouvera la disUace aî

de Taxe dék rotation lésnitaiitè iv. à Taxe de la pmnière rola*

tion composante, en remplaçant a" dans Téquation ti>'ii'=:wV

par son expression en « et a', c'est-à-dire en posant : ,
•

'\* Qu«àd les composantes sont de même sens»

w'a = w" ia— a), d'où a'= —; -=
^ w -f- tr

2" Quand les composantes sont de sens contraires.
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* 64. ^«t.^^ rolalloAtt pjftrallél«6 é(s;iaei» et 4e timmm

et = # . Ce^ une ^iNtioQ qu'oD pmirrtH hntisrprétc», ««rit.

qu'il vaiPt mieux 4^tenir ^directeaiénï* Pouf un point quelcon-**

que M du corps C (fig. î24) dans le plan 0'A'0"A", à la distança

x' de Taxe C'A', on a va =: wV, vitesse d'eotraiDemeot deseen-

dante au-de980iia de ce plan, et vr ss Wjfpr' «), vitesse feia-

ibe aseendante; dose la idtràe «éaitfliiite xlu point M dans le

sens descendant

vst^-^ Vr= w^x'

—

uf (x' —

Or, on suppose n/=:w"r=iv; donc v=:wa consfante. que!

que soit M pour Tinslant dont tl s'agit. Le mouvement absolu

'^lyil^uitaiit ^nc à cet instant une translation perpendi-

cufifire au plan des fk^ea.des vitesses coQiposantes. La vitesse

lînéaiip de cette translation est égflfle à la vitesse angulaire

ÇQinmune des dâux ral^itions, multipliée par ta distance de leurs

aiefi, lnfin> le' il^ns de ci^tte vitesse e^ celui de la vilisse d'im

des axes considéré comme tournant autour de TaDlre, en vert»

de la rotation composante autour de ce dernier.

*
. Un^tel système de deux rotations parallèles égales et de sens

iB«>iitrai|fis s'appelle tm entigik de rofa/ton^) ilM équivalellt à

mit. tmmitàtUMD à chaque instant perpendiculaire ati pla^ des

deux axes, et des propriétés qui viennent d'être démontrées il

résume que la traossiation à laqiieile se réduit un couple de

rotations ne change pas, si ion remplace oe couple par un

antre dont les deux axes de rotation soient dans un plan paral-

lèle à celui des deux prenners, les nouveaux axes pouvant être

tracés suivant des alignements quelconques dans ce second plan,

sous la double ^dition : 1^ 4iie, Tinteopité commune des npa-

velles rotations étant to' et la distance de leurs axes étant a\

le produit w'n soit égal au produit analogue wa correspond at^t

au premier couple; que le sen$ des nouvelles rotations w'
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soit choisi (Hg. ^5), de manière (jue le sens de la Iraiihlation

V ne soit pas changé.

6î). Keiuarque sui* l'instaiitaiiéite «It* l'ax.*' du la rotation

^rëHiiitanic de deux rotations.— Loi'squo le niouveiiientahsohi

d'un solide résulte de la composition de deux translations tinics.

il est lui-même une Iransiaiion finie. Mais, sauf le cas d'un cou-

ple, la composition d^deux rotations finies, dont les a.xes con-

courent ou sont parallèles^ ne donne lieu qu^'i une suite de

rotations instantanées autour d'un axe mohile. Cela résulté de

ce que l^axe instantané de la rotation absolue est à chaque in-

stant dans le plan variable qui contient l'axe fixe de la rotation

du système de comparaison et l'axe de la rotation relative.

Un exemple va rendre sensible celte obse#ttWl6n, en même
temps qu'il confirmera l'idée qu'il faut se faire de la composition

de deux rotations.

Une droite AB (fig. "16} tourne dans le plan fixe d«' la figure

avec une, vitesse angulaire constante w autour du point A, pen-

dant qu'une autre droite BD a autour du point mobile B une

rotation uniforme w' relativement a AB, de sorte (jue, lorsque

celle-ci a pris la position AB,, la droite Bi> a la position B,I),,

faisant avec ie prolongement de AB un angle qui est à l'angl^';

w'
H, \B dans le rapport constant — . Le point U dé(;rit une^

courbe f>D,i)j,,... dont les normales passent p;tr les centres

instantanés <), O,, O,... La vitesse angulaire absolue de B1K dans

ses positions successives, eut constamment w -\- w autoup du

centre instantané variable. La vitesse absolue du point i> varie

proportioiinellement aux distances OD, <>,l),, O^D^. Knfin, |>our

appliquer les considérations du uimiéro 47, portons, à partir

de des longueiu s

BM, m B,<),, BM^ B/>,, B\I. = B.O,...,

foi'mant les angles \

I>BAi, = l),B,0,. DB\I^ U.B^O,, l>BVI, r= n,B,0;^,.,.
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noaii okeocMi ainsi Ja eourbe OM,]ii,ii^ . , qai, en nmtauit sor kt*

oourbe 00,0,0^..., léiait prendroè la droite BD^entratiiée avec

elle, les positions successives B,l),, B,I)j, B^D,...; et, à cause

de linvariabitfté du rapport ^ = ~, ces deux cowbes tioA
• • • .

cîmlaira».

Si les deux rotations w et w' étaient égales et de sens con-

traires, la droite BD se transporterait parallèlement à ellerméme,

le pmnt B restant sur la çlteoQféreiice BB^B^^... La vitesse am^
inutte à tous les ^iwêfi' de cetl^droitQ serait iv«AB, et chaque

instant perpendiculaire àJ|a position qu'oceufie la droite AB.

QG, Comj
psoti^on d'ii«e rotadeu et d'iue tnuuOatioB

pettdtteiilaiM 40M*«mi*b* — Le mouvemeat aiMpta

qui, pour un eorps G quelconque, résulte de cette composition^

est évideniiuent parallèle à tout plan perpendiculaire à la rota-

tion, et par conséquent (4ô) il peut se réduire à une.rotalipa

simple, au moins instantanée, si ce n'est eliBctive oh finie,

autour d'un axe pci pendicuiiilltB à ce«éme plan.

Pour obtenir cet axe instantané et la grandeur de la rotation,

prenons le plan dont nous venons de parler pour celui de la*

iSgure 27. Soit Oie point où se peojette raxe«^e la rotation

composante, dont la vitesse angulaire est w. L'axe est supposé

dirigé on avant du plan de la figure, de sorte que le sens de la

rotation est jc|»lui de laJlàehe w. Soit f^'=zO\ la vitesse de la

translation, de sorte ifoe' la eemposition de cette translation et

de la rotation w signifie que, si un système de comparaison «st

actuellement en translation avec la vitesse V, l'axe <) en repos

dans ce s^tème et entraîné dans son mouvement^ est un axe

de rotationautour duquel towme,relativementau même système

de comparaison» le corps G avec la vitesse angulaire* d'cii il'

suit que la vitesse absolue v d'un point M de ce corps situé à la

distance r de 1 axe O eât la résultante de la vitesse d'entraîné- .

ment F parallèle à- la direction donnée OV, et delà vkess^ wr'
• • • ^
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|la»i laf««tfoD Mifti«0-«i»OHl>im tons l«s pofakfM qu'on

peut considérer, il en est donfi hi ^tësse est n«ile : tel est le

f^bït O, qui, situé sur la droite menée de O perpendiculaire-

n£ni à OV, en esl à une ctistaoce x satisfaisant à la condition

n£rs r. Totis les points do c(kps G ou liés à oq corps, qui sont

projetés en 0„ jouissent de la niéme propriété de vites^ nulle

ét-Bont par coitséljuent sur l'axe instantané de la rotation de ce

OÊmeat^ QuÊmh fa grtfdOit de cette rot^i^ii; ousa vitesse

aogulaue,^ il suffit de iMiarqiter que» tandis que dans Teàpace*

* ai»olu,*le point O, est saa» vitesse, le point O y a la fUtfsse V
perpendiculaire au rayon jc; la vitesse angulaire est donc

— ou w (d'après l'équation ci-dessus wx = la même que
X

oeliede toralation^doniiéefiatowriPileO.^e làcetbéotMe:

Une rotation et une translation perpendiculaire à t axe de la

rotation se composent en une rotation instantanée, unique, égale et

pmUèie en mêm» 9ms à la r^ksHon eiMipaaaiUe; 4éplàn qjii con-

Hmi taxe de-larotatwn rémkante et celui de la rotatnm mmpo*

santé est perpcndicutaire à la translation, et la situation du nouvel

axe dans ee plan est déterminée par la coruUiion que sa vitesse,

rénUtani des deué tmmvenmis eompoeanti, sait tmUef .

, RA#rêi|ueâlient, sansaltération de la Kaison des vitaves d'un

système solide, une rotation peut être remplacée par un mouve-

ment composé 1^ d'une rotation égaler jparalièic en même sens à la

pmnière et dailleurs siinée étunetnmâère quekonque^ et 9^ «ne

tremiatim perpundieuiaire au fdan *des deux axes* <

• En effet, soient O, l'axe de la rotation unique, w sa vitesse

ai^laire, O le nouvel axe, x la distance quelconque donnée ;

entonnant à la transèation #^ la grandeur wx etk dinaction due

àia rotationitfasféurde larotation0„ on as retrouve exactement

dans les conditions de la questïini directe qui précède; non-

seulement la proposition réciproque est démontrée, mais la

fandeur et la situation angulaire de la transiatiQiÉhC0iii|to6ante
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. UeiiiPfM.^ On pourrait etabiii' oetld deroièi^ prope«|^i0il

,tmm% um.^n^nem^ de lu (uroprioté d'up.Miple ri(^

tiens (^jul^nt donnée la rotation tti autodr ée Taxe O,, inlfe-

(luisons dans le corps en inouveiuent deux rotations aiiloin' de

ÏAik» O, ayaiit iaul^ftidepx. la «fiéine vkes§^ angulaire u»; l'^ae

de mâHie .fijiiis.qiie le iotation^ aulour Q, i'aiMredejev

opposé. Ces deux rotatÎQtts* égalea et contrains ne ehan^nt

rien an monveinonl absolu du^orps <>. Oi", la rotalion j
rimitive

-«aul^ur de o, et cei^ doiit iaxe est o et le s^is cooUuûrQ §^

eompuj>nt^ en unf^ trao^latien 4ont (a vkes^ eat yzs,vJi^

à lei|ueNe se joint anionide Kaxe a parallèle è raye 0« là vp\Br

tioQ égale en rnème seo£ à la rota^oi^ priniûiv e. .;

de moiivenientH ittiniples «ouiposanW d'un système invA-

riaiiie. —r iiua(^iuoo:» i|u'uu tel «y&Lème possède 4aus l'espace

ôxe^Ki (nonvainenl simple tDQus>iqppeloQ8^aiDai une traff^lalioii

on uneTQlation qui peut d'aiMeurs n'être qninsiàntànée) ; qu^Qp

second système, qu'on peut supposer coinridant actuellement

avec le preaéer,; ait, relativeuienk avec C6lui->ci pris pour sy*

stème-ijbi'ConqMriMBon, uaniiiouvemeht aio^le qw; wnjijÊÊéiftA^

éWère éa premier motivemttnt relatif ;'^[|Qe de même un iroi-*

sième svstèiïie ait, relativement au deuxième, un lioisienie

meuvemeiU simple, et aiftsi de suiteiusqu'àun dernier système

invariabte^ qui est pour nous ieV»rpspfMicipali;€ dont il'^'agit

dc'^létermtner^^w.vitesses aeftieDes' : e'e^^si qu'il faut com-

prendre la ctjinposition sons le rapport des vitesses, d'un nombre

quekionqjii^de, mouvei^ients simples, d un sy;)tènie invariable.

0'apfèi oe. -qu'on a vu au ^lunéro 3^^ le ijéMitat cherché^
iné^e^ani iefkirèfe dao^ièqtiel oq disp^ l«s roeoiwniiieiits

composants. ' -

ments composants peut être (66) remplaeée parj|nie«4iJLsef.>

H rotation quelconque, prise parmi les mouv
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parallèle, de même sens, dont Taxe passe en un point M ciioisi

à volonté, pourvu qu'à celle rotalion substiluée et, pour ainsi

dire, transportée parallèlement à elle-même, ou joigne une

translation qui dépend du choix du nouvel axe de rotation.

Concevons donc que ce déplacement soit tait pour toutes les

rotations composantes du mouvement d'un même corps, de

manière que tons les axes des rotations respectivement égales et

parallèles qui leur sont substituées passent par un même point M

lié învanablemenl au -corps. Elles se c(HTiposenl (02^ en une

seule rotation mdcpendanle du choix de ce point, quant à sa

vitesse angulaire et à la situation angulaire de son axe. Seule-

ment, ces divers transports des axes de ration auront donne

lieu à autant de nouvelles triuislatious (66) qui, se coBiposant

avec les translations primitives, en donneront aussi une seule

(60), et cette translation résultante variera en ;^iandeur cl en

direction, suivam le choix du point M, dont la vitesse absolue

est nécessairement eelle de la translation unique dont il s'agit,

puisque le point M situé sur Taxe de rotalion tinal n'a aucune

vitesse due à cette rotation.

En résumé, quels que soient les mouvements simples com-

posants d un système invariable, ils peuvent loueurs se réduire

à une translation comnmne à un point quelconque lié au sy-

stème, Pt aune rotation indépendante du choix do ce point, et

doiït l'aie représentatif s'obtient, quant à sa grandeur et à SH

situation angulaire, en transportant les axes représentatifs des

mtations conqiosantes parallèlement à eux-mêmes, en une

même origine, et en les composant alors en un seul.

68. Axe central dn moavemeiit d iin corps Invariable. —
Il y a une infinité de manières défaire la réduction puécédente,

puisqu'on peut choisir à volonté le point M dans l'espace en le

supposant géométrique«ient lié au corps il.

Parmi ces diverses décompositions d^m même mouvement,

il en est une (jui se distingue en ce i\ue la translation est parai-
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lèle à riute de rùiaiia$^ fovr 1» d^poQtrer» aiipposoiis:^^'

mouvement du ci&rps C réduit,comme nous eMfis de lé dire; à

une translation ayant la vitesse du point M, et à une rotation

autour d'un axe passant par ce .point. Mt .(fig* ^) AiV= v

la vitesse de translation/et soit siAç^w Taxe laqpiiéaenlalifde*la

rotation relative du corps C. L^angle ABIV est désigné par

Décomposons la vitesse v ou AlV en deux vitesses rectangulaires,

l'une v^, parallèle à MA. l'autre.V perpendiculaire. Le mou-

vement instantané du corps C peut Jors être -«wisîdéié

comme composé d*une Irauslalion donth vitesse eemitiuneiest

égale et parallèle à v,, et de deux autres mouvements (transla-

tion v' et rotation en vertu desquels le corps C se mouvrait

paimllMment au plan perpendiculaire, à MA, dont la iHiee sur

le plan de la figure est MV; ainsi, abstraction faite de la trans*

lation 1',, nous nous retrouvons dans le cas du numéro 66 et

nous en concluons que les deux autres mouvements équivalent'

à une rolaticin dont la vitesseangulaire reste'igale à ii»y«t dont

Taxe, parallèle à la droite MA avec laquelle se «ynfond sa pro-

jection sur le plan de la figure, est en arri^^re de ce plan (con-

sidéré de manière que MV soil à droite de MA)« à une distance x

déterminée par l'équation wx= v's v siki a.

En tenant compte maintenant de la transla^on r\ parallèle k

ce nouvel axe comme à MA, nous voyons réalisée la propriété

énoncée tout è 1 heure et que nous reproduisons en disant €||yi'À

un instant qmhmqti» du mounemmt le pins jj^piéral d^un wdukj

on peut décompoger ce nhuvèment en unfi rotation* instmtanée

autour d'un certain axe^ et une trandaiicn parallèle à ce nœme

axe.

C'est ceipi'oniexpcime par une Image sensiMe, en disant que

toutes tes liesses (fun système invariaèle-en mouvement sonf^ ê im

instant quelconque, les mêmes que s^il rtail lit' à une certaine vis

se mouvant dam son éorou immobile y cette vis ayant pour axe la-

droite dont nu. vient de voir la4étenmnation. Ën d^autres teMeâ^

encore, les vitesses de tous les piDtnts du système» à un înilhit

«
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quelconque, sont les mêmes que si, à partir de cet instant, ils

étaient assujettis à décrire des liélices de même pas autour de

celte même droite.

Cet axe remarquable, unique à chaque instant, mais pou-

vant varier avec le temps, s'appelle Vaxe central instantam'' du

mouvement ou Vaxe instantané de rotation et de glissement du

système.

Si l'on cherche le pas h c^e la vis fictive ou des hélices dont

il vient d'être question, on peut supposer que le mouvement

héliçoïdal soit uniforme, c'est-à-dire que les quantités v et w
soient constantes ; et en appelant T le temps d'une révolution,

on aura

2îTv COS X,

hi^vcosa-T, et ^7:=wT, d'où =—'—'

.

IV

69. Autres propriétés de l'axer central du inouveuieut. —
d"* La vitesse due à la translation parallèle à l'axe central étant

et la vitesse angulaire autour de cet axe étant w, si Ton appelle

n la vitesse absolue d'un point quelconque M situé à une dis-

tance X de l'axe central, cette vitesse m résultante de v^ et de

mv, vitesses rectangulaires, est dans le plan mené par HI tan-

gentiellement au cylindre de révolution dont Taxe de figure est

l'axe central et le rayon jc. Cette vitesse a sa projection sur l'axe

central égale à la vitesse t;, de la translation commune à tous

les points du système. Sa projection sur un plan perpendiculaire

à l'axe central est égale à wx. Sa valeur u — ^/v,^ -j- m^V^

est la même pour tous les points situés à une même distance

de l'axe et augmente avec celte distance. Les points situés sur

Taxe central sont ceux du corps C qui ont actuellement la

moindre vitesse, répondant, dans l'expression générale de w,

à .X= 0.

2" Si, à partir d'un même point K de l'espace, on imagine

menées un nombre quelconque des droites égales et parallèles



idstânt, teft tsxtrénHtés de ces di^ti» seit)ni fodfè9 d<iim iM

même plan poi pendioulaire à l'axo cenlral instantané; et si i on

abaisse poiiU H une pei pondiculaire sur ce pla^à^- elèd^ ii

iftreia ia gi^eitr .'^ la «Hreetioh 4e la tnuisiatioD

Pour déten«hier le fàén doni H s'agit, il mfRi^ii(f^l0ê0i mà<^

Ipnipnl ti ois vilessas simultanées qui ne soient paa parallèles a

uu même ^aii. Kfti se i-eportant ensuite aux poioti

èesJrels^^itesM^it en (Mrojélatdi les uDs et ted Bàtréa'

kirerneiit sur tin fflan perpe^iditHiIMpe h la trani)ttiiÉ^i|fiK#/

on déterminera sans dirticuité la position de l'ane central ou.4e

rotation et de glisseaient. i

3« Les poii}t6 du eorps C ou liés à ce corps gpUiiqilti; t^'^Ji^-

stant âiir faxè eentral.de son Mouvemertt
,
penvént n^fétce phis

à un autre iiislaul ; la position de i'axe central dans l'espace, la

yi(ess0 , Ja \utesse angulaire ii», la distance f d!i^^ii>êi)[ie|^it >

4»|^|gce^nl en gén^M variayes ^iiireole^iempiwi^

; Êès notions précédente^- comprennent éiSdeirtttf
"

deux cas particuliers d'une translaliou instantanée simple, ^t

dluue rotation iuslaiitanée simple. Dans le premier la rot

^sUiuiJe^^ap ie^sec!^e*^ la translaîjpn: r Vf ^

70. a^oné^ 'Sma^é ftetisl^êé '^ Hftonveûitimt continu d'né *
\

Bj^lèiiic invariable. — Nous avous VU.(j&i^^Ç.Voa/ TpouV&m^lHi^.

miUm li'un sjystèm inmriaide é^f3qf$i au rmlevfi^ smBl$.^ii&^^

temiini etm eàfkg" i$ê au système, sur un autre 01 trinmkii^

• Il faut ajouter ici que re ruimemouoement cquitaut àceluifi une

surfase rég4ée qHH, étant liée au sysièr^e, tàt^ckei^tj^mMknêh
hmênt^fuivant une génimifHee, utte autre turfâee ré^téêfiêeéim
t^iSfacifm^ kUfUeUe eHé rouUfmûm tfîisèant à chaqm imiant, lè

long de la génératrice de contact des deux surfaces,

Kn etiet, les positions successives dans l'espace^ d^ l^iÉté iiis-

taalanMe rotaliQà et4e#Ks6einfu^

' Digiii^ed by poogl
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c'est la siulaci- uamobile ; et les positions de ce même axe in-

stanlané, relativemeiil au système ourorps mobile, Ibrmeiil mie

autre sni l'ace ré£;lt'e uiobile, emportant le corps avec elle. A un

instant quelconque, ces deux surfaces ont une génératrice com-

mune 1>, c'est-à-dire deux tîénéi'afnces D, <'t qui comcidenl.

l'une analoiiue à Taxe d'un écroii tixe, l'autre analogue à 1 axu,

iluui' .vsen mouvement; el ia seconde surface £çlisse sur la pre-

mière, puisque tous les points de ont dans l'aligneuienl de

1), ta vitesse v. De plus, < s deux surfaces sont tangentes tout

le long de leur çîénêralrice coniuifine; car si nous ima'^inons sui'

la surface réglée mol)ile mu^ seconde génératrice U'^ iuHniment

prnrlic (\p h devant coïncidt^r après un temps ii/ avec une

secuiuic i;tiiit:iaiii. e U', de la première surface, et si nous 'con-

sidérons sur ces <lrux droites U\ et O , deux points (uii vont

coïncider, ces deux points ne peuvent être entre eux, à l'instant

initial de «i/, (\u'i\ une distance inlinimenl petite du second

ordre ,
qiuii le [parcours de cette distance ^emJant le

temps iU doimerait lieu ii une vitesse transversale iinie qui, coni-

binée avec la vitesse e longitudinale un de glissement, produi-

rait une vitesse résultante ayant une différence finie avec cette

vilcbse V, ciioi-e impossible en un point iidiniment proche de D,.

Cette proposition est, comme on le voit, une généralisation

de deux cas particulieis précédemment traité^. Si le corps se

meut nendant un temps tini parallèlement à un plan, les sur

fact^ réglées deviennent cylindriques (47). Si le corps pirouette

etl'ectivement autour d'un point tixe, ces surfaces sont co-

niques (51).

71 Au point de vue «tes viU^ssl*^. 1« moniemeiit C|ueleoiiquc

d iiii systèMK' Invîitiabie se «i»'eom|M»sc eu troi« «iau'<lalîoii>.

parallèles à ii ois îi:*Les CMUieouiauls. el uoîs rolatious nuloui

de trois axes coneouraut au mùuw poinl.— f.e mouvement (lu

solideC: peut d'abord se décomposer i:>:J et (*»7) en une translation

ronmnme à un point o a u- da ps. .1 eu unerolation autour
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d'unaxo passant parce point. Soit OV = v la direction ol la

grandeur de la vitesse de la translation. Si par <) on inèiie trois

axes, Ox, o>, <>•/., on peut <lécoinposer ov eu trois vitesses

^xy vy, vt, qui sont, suivant les axes, les arêtes contiguës d uu
parallélipipède dont v ou OV est la diagonale. Ainsi, la transla-

tion représentée parOV est remplacée par trois translations dont

les vitesses sont égales et parallèles à Vx, Vy, vz. Keste à consi -

dérer la rotation autoiu' d'un axe piissaiit par o et représentée

par l'axe OA = w. Kn menant par O trois axes Ox', 05', o-«

,

qui peuvent en général être dijïértînts des trois premiers, on

pourra décomposer OA ou w en trois rotations en wx',

autour de ces axes, lesquelles seront les arêtes coutigués suivant

Ox', Oy' et Oy/, d'un parallélipipède dont w est la diagonale.

C'est ce qui déinonire la proposition. En voici le corollaire.

Si, dans le système dont il vient d'être question, l'on considère

un point M dont la distance à l'axe OA soif et dont les di-

stances aux axes Ox, Oy et O/ soient n et Ç', la viU'ssti

absolue du point \l, qui est la résultante des deux vitesses v et

dont la première est parallèle à la vitesse du point O, et hi

seconde est perpendiculaire an plan MOA, est aussi la résultante

des six vitesses vx, vy, i^., i»'x ï', 'l'y/î', ivz''Ç, dont les trois pre-

mières sont ])arallèles aux axes (ht, Oy, O/., et les trois autres

sont perpendiculaires aux plans Aïox', MOy', MO/'. Ce corol-

laire doit achever de faire bien comprendre la signilication du
théorème précédent.

72. Cas où les di'ux systt^nios d axvj^ cojieuiirnnts sont

reetaiM;;uIaircs et se eoiifondeiit Si les trois axes Ox, Oy, Oz,
sont rectangulaires et se confondent avec Ox', Oy, Oz', on a les

trois translations composantes

Oy, == V COS (v, x), = V COS (m, y), vz =: v cos [v, z),

et les trois rotations composantes

i*;x= w cos {w, x)
,

a»y= w COS (lu, y), iv,. =z w cos (u», z).
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Si le point O était actuellement sur Taxe central du mouve-

ment du corps, les trois prèmiers cosinus auraient les mômes

vàlèfurs absolues que les trois deiniers, mais seraient de méine

signe ou de signes contraires.

75. Déeomposltieii du chemin élémentaire décrit par nu

tmitooa^imi de» foiate dm ajraiéflM lavavlAkle«n MvreneMt.

La remarque du numéro 35 s'applique à cette question.

Misi, le chemh) éiémentaire absolu du point M se décompose

en, 4" vdtj dû à la translation commune, c'est-à-dire à la vitesse v

du pojnt O pris arbitrairement dans le système, et pwdt, dû

à la rotalion du système autour de OA, ou bien il se décom«

pose en trois obemh» vxdt, v^dt, vzdt, parallèles aux axes

Ox, Oy, Ob, et trois chemins wx'^dt^ w^n dt^ wi'Ç'd/, dus aux

rotaliona autour de Ox', Q^', Oa!.

' § 4.

MODVXIgSNT BXLATIFfGLISSBMEM £T ROULEMENTW DEUX CORFS SOLIDES.

74. HonTemeat velaUff de écm ««rpa on systèmes invn-

rinbies.— (Connaissant les mouvements absolus des deux corps^

oa peut se proposer de trouver quel est le mouvement de i'im

d'eux relativement à l'autre pris pour système de coo^taraison.

Cette recherche comporte deux questions, savoir :

i'* La détermination des positions qu'un point quelconque

choisi ou désigné du premier corps occupe relativement au

second, à des instants donnés, positions dont l'ensemble con-

stitue la trajectoire relative à ce point ;

2® La détermination de la vitesse relative d'un tel point dans

une de ses positions sui^ssives.

La première question n'est autre que eelle qui a été traitée au

numéro 3S«

e
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. La deuxième est celle dont la solution est indiquée au numéro

3<^, lorsque la vitesse d'entraînement et la vitesse absolue du

poinl dont il a'i^ sontctoooétti. Dans km oii eliaa na smlent

pas immédiatement €0iiaiie8|U finidrait les dédairs dis4oimé0S

de la question.

Supposons, par exemple, qu'il s'agisse de deux systèmes dé-

signés par S et S', dont l'un 8 est animé d'un mouvemeiit

composé d'une rotation représentée par OA (fig. 29), et d^une

translation égale et parallèle à ()V, tandis que le mouvement

du système S' est composé de la rotation C'A' et de la transla-

tionO^V. Faisant usage de l'observationdu numéro 34, détruisons

les vîtt^sses du système S au moyen d'une rotation OA, et d'une

translation ()V, respectivement égales et opposées à OA et à OVi

Dès lors, le mouvement relatifdu système S' est composé de deux

translations OV, et O'V, qui se réduisent à une seute égale et

parallèle à 0'\"j et des deux rotations OA, et 4>'A\ Cela étant,

suivant le procédé du numéro 67, nous pourrons réduire le mou-

vement relatif du système S' à une rotation wr résultante de OA,

et de OA', autour d'un axe passant par un point choisi à vo-

lonté, et à une translation vr dont la grandeur et la sltuetien

angulaire dans l^espace dépendront de ce choix. Par suite, la vi-

tesse relative d'un point situé dans le système s\ à une distance

p de l'axe de la rotation wr, sera k résultante de vt et de Wrp»

Si Taxe-de la rotation uft est parallèle à la vitesse vr delà

translation, ce sera Taxe central actuel du mouvement relatif du

système S'. Dans le cas contraire, on pourra trouver l'axe cen-

tral, comme il est dit au numéro 68, et obtenir la vitesse de
glissement correspondante.

*

7*5. Mouvement relatif de deux cofii;^ (|ui se tonchent en

iuipoiat.i— Lorsque deux corps solides, en mouvement relatif,

sont constamment en contact , divenf cas sont à distinguer,

suivant quHls sont supposés se toucher en nn point on en
plusieurs.
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!• S'ils ne se touchent qu'en un point, et que ce point appar-

tenant à la fois aux deux surfaces soit iovariable sur chacuna

4'^, la nioav0Bi6Qt de Vm dea oorpa raluîraiiaiit à Tautia

ait évidemmeiit una latation ipUriqna auUNir do point da

contact.

S'ils se touchent constamnnent en un poioti mais da ma-

irièfa qu'an point lovariabla sor l'ini daa corps vianoersnaaes^

ahramaat aolnakler avec dlfiRârents points de la surfeee de Tantre

corps^ il y a entre eux un glissement simple. L'arc *is, décrit

4aDs le temps ài, par le point du premier corps, sur la surface

As
du second] est l'arc élémentaire du glissement. Le quotient ^
ast la vitesse de glissement à la fin du temps i,

3" Si le contact, unique à chaque instant, se déplace sur les

snrfoces des deux corps, il conviant de considérer sur chaque

aurfiice la lien géométrkpie daa pointa qni ooSncident aaoaaa"

ttvementavec Tautre surface. M et M, (fig. 30), étant les deux

points qui se confondent actuellement, et les deux lieux géomé-

liiqnea étant MIS et il|K,t oea deux courbas «ont tangentes en

Man M| an piu^timgant commiin au«dam larCMwa. End'au^
termes, chacun a sa tangente dans ce plan. Les deux tangentes

peuvent ou coïncider ou se couper. Or, si les deux lieux géomé-

Iriquea» MX et JftN,, du oontact ont à ahaqna instant la même

tankgeuu^ et- sly de plus, laa ares de-ces deux lignes parcourus

simultanément par le contact sont égaux^ il y a roaliaMiir iimipk

de chacun des corps sur l'autre. La vitesse du point en contact

de l'un des corps relativement à Tautre est nulle (43), et par

conséquent le mouvement du premiar aor|is lelativement au

second est une rotation instantanée autour d'utt axe passant par

le point de contact MM,.

4» Si, iea deux lieux géométriques a3fant même tangente^ les

amstntuttanésm et m^n, <fig. 3i), ou et d#„ sont inégittt,

la situation relative des deux corps, à la fin du temps est fà

môme que si la courbe MN commençait par rouler sans glisser
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0nr M,N, jusqu^à ce que le point N coïncidât avec cette se-

conde courbe, et si ensuite l*«rc MN se liansportait par (g^iase-

ment en MU'. Dans ce cas» qu'on peut considérer comme pré-

sentant un roulement et un glissement simultanés dans un même
plan y nous dirons qu'il y a glissement mixte tangentiel* L'arc de

glissement élémentaire pendant <U est la différence df,«-<<; et

attendu que les distances des points N et M' à la courbe M
sont des infiniment petits du second ordre, Tare de glissement

ds^— ds est égal à la distance IViV, qu'ont au commencement de

dt les deux points qui doivent coïncider à la fin de ce temps, ou

bien encore cet arc de glissement est égal à la distance M|M'

qu'auront à la fin de àt les deux points M, et M qui c6!ncîdent

au commencement. Par conséquent, la vitesse de glissement

d«. — dU MM'
égale à * ou précisément la vitesse du

«c fi»

pointM de la courbe MN, relativement à Tautre courbe M,]\\.

5° Enfin, si les deux lieux géométriques n'ont pas la même
tangente, û y ^.glissment mixte angulaire. L'arcade glissement

élémentaire pendant le temps ét est la distance NN. (fig. 32)

qu'ont au commencement les points N et qui coïncideront

à la fin. C'est donc

l'angle a étant actuellement celui des deux tangentes en M et

en M,. La vitesse de glissement s'exprime par

fonction de l'angle a et des vitesses avec lesquelles le contact

se tranq>orte relativement aux deux corps. Dans ce caS|comme
dans les deux précédents, les deux points N et ne sont qu*à

des d'stances infiniment petites du second ordre du plan tan-

COS OL,
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geiit en M, et la vitene de gliMement estia vitesse rektifé dn

poiniMde la eoorbeWN relstîveineiit è la oeurbe M.x,.

La (let iiière formule renferme, comme cas particuliers, le& ré-

sultats précédents^ suivant qu'on fait jj^O et 'j^^O»

ouseulement ^:^0, ou. a= 0 et ^= ^, ouen-
de ut nt

fin seulement a= 0.

76. Mowenent relatif de denx corps qui se toaclieiit en

i^usiears points. — Ce mouvement peut toujours se rame-

ner (74) à ce qui serait le mouvement absolu de Tun des corps

pendant que l'autre serait immobile; raisonnons donc daiis cette

hypothèse, phis simple à concevoir. En tout point de contact, la

vitesse du corps mobile, si elle n'est pas nulle, est évidemment

dirigée dans le plan tangent commun aiu deux surfaces. Trois

cas sont alors à distinguer : l'un des corps étant fixe, Tautre

peut êire, à un certain instant, en translation simple, ou en

rotation simple, ou en mouvement composé d'une translation

et d'une rotation.

1* Tramlafion simple, — Dans ce cas, toutes les vitesses de

glissement aux points de contact sont égales et parallèles. Les

plans tangents en ces points sont parallèles à la translation.

â« Botatim simple. — Si l'un des points de contact des deux

corps est sur Taxe instantané de rotation du corps mobile, la

vitesse de celui-ci en ce point étant nulle, il y a en ce même point

roulement sans glissement. Si plusieurs points jouissent de cette

propriété, ils sont par conséquent en ligne droite. Si les deux

corps se touchent en des points situés hors de l'axe instantané

de rotation du corps mobile, la vitesse de glissement en un

point de contact, n'étant autre que la vitesse du corps mobile en

ce point, est égale an produit tng» de la vitesse angulaire w de

ce corps, multipliée par la distance^ du point considéré à l'axe

instantané de rotation.
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a»*Jfoiimii«itf «ompoftf.--Le eorps tjant dans œ cas un axe

central de mouvement, aucun de ses points n*a sa vitesse nulle.

Ceux qui sont sur cet 'axe sont aussi ceux qui ont la moindre

vitesse, dirigée suivant l'axe. Les points du corps mobile qui

sont en contact avec le corps fixe, et en même temps situés sur

l'axe central^ sont par conséquent en ligne droite et ont la

moindre vitesse du glissement dirigée suivant cette droite. Si

lefe deux corps se touchent en des points situés hon de l'axe

eentralj( la vitesse de glissement en un point de contact n*étanty

nous le répétons, que la vitesse du corps mobile en ce point»

est la résultante de deux vitesses rectangulaires, savoir : la

vitesse due à Ja translation parallèle à l'axe central^ et la vitesse

ti7>, due à la rotation autour de cet axe.

Nous verrons bientôt des applications importantes de cette

théorie.
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CHAPITRE m.

DES MOUVEMENTS SIMULTAl^iÉS DL PLlSIEilUS COUPS SOLIDES

LIES ENTRE EUX DANS LES MACHINES.

OWklE DbS MAÏIKRBS DE CE UUAI>IiaK.

' 77. Après avoir considéré le mouvement en général et spé-

cialement la vitesse, d'abord en un point, puis aux différents

points d'un corps supposé rigoureusement solide, c'est-à-dire

de figure invariable, nous allons étudier, sous le rapport des

déplacements simultanés et des vitesses, les assemblages de

plusieurs corps tellement liés entre eux que le mouvement de

Fun d'eux ne peut avoir lieu sans le mouvement des autres.

Nous prendrons nos exemples dans les machines.

78. Bm teaeUMcs eosaldévées mm pmimt de Tve «le la eteé*

matiqne. — Une machine est un corps ou un ensemble de corps

en contact avec un ou plusieurs appuis fixes, et destiné à rece-

voir en quelques-uns de ses points Faction d'un moteur^ tandîi

que d'autres points dont les vitesses diffèrent généralement de

celles des premiers^ subissent certaines résistances. La dyna-

mique ou science des forces étudie à son point de vue les ma-

chines etcalcule les forces qui déterminent leurs mouvements.

Mais la cinématique les considère simplement comme propres à

faire que, étant donnée la loi du mouvement que doit prendre

un certain point d'un corps, un autre point lié au premier suive

dans son mouvement une loi également donnée et qui peut

être différente de la première. C'est ce qu'on exprime en termes *
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qu'il ne fiiut pas interpréter autromeiH» quand on dit que le»

nuwhines sont âet appareils propres â tranmeitre et â framfirmer

le mouvement.

79. Divers modes de liaison des corps dams les maciiinee*

— 1*^ Lorsqu'une machine se réduit à uuneul corps mobile en

contact avec des appuis fixes, comme dans le cas du levier ou

du plan incliné, les questions de cinématique qu'on peut se

proposer ne présenteut que des. applications immédiates du

chapitre précédent.

3* Une machine ou une partie de machine peut être formée

de deux corps solides mobiles, assujettis à divers modes de

liaison dont les cas les plus ordinaires dans la pratique et qu'il

importe d'étudier d'abord sont les trois suivants :

Les deux corps ont chacun un mouvement de translation

rectiligne ;

Ou l'un des corps est en translation rectiligne^ tandis que

Tautre tourne autour d'un axe fixe.

Ou les deux corps tournent chacun autour d'un axe fixe.

Théoriquement, ce dernier cas comprend les deux autres

comme cas particuliers, puisqu'une translation peut être consi*

dérée comme une rotation autour d*un axe situé à une distance

infinie dn corps dont il s*agit. En conséquence, nous nous occu-

perons d'abord de deux corps solides en contact et tournant

autour de deux axes fixes.

' Ces deux axes peuvent être parallèles.

Ou concourir en un point.

Ou n^étre pas situés dans un même plan.

De là trois espèces de liaisons à examiner entre deux corps

tournants en contact, en distinguant pour chacune les cas où le

rapport des vitesses est variable ou constant.

3'' Une machine ou un élément de machine peut consister

en trois corps solides mobiles dont l'un sert de liaison deux

' autres.
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EùûUy il peut entrer dans la composition d'une macbiae

mi corps flexible (corde, eottrroie^ chalae) ou tm liquide servaftii

de liaison entre deux porps solides.

C'est dans cet ordre que nous allons traiter les questions de

cinématique qui se rencontrent, ou isoiées^ou réunies, dans les

madiinea. Nous indiquerons dans la seconde section remploi

qu'on hit de ces considérations liiéoriques pour réaliser dans

la pratique les divers genres de transformation de mouvement.

§1.

UAISON DB DEUX COaPS SOUBIS IN CONTACT BT ASSOJSmS À TOUUIia

AUTOUK DB DSmL AXES FIZBB PABAUlUS.

eÉHÉHAUTis SVB CK SOJST.

80. Belations des vitesses des deux eorps. • Dcux COrps

aolides étant en contact et assujettis à ne ae mouvoir qu'en tour-

nant respectivement autour de deux axes fixes parallèles, on

peut se proposer et résoudre d'une manière générale cette

question : Trouver le rapport des vitesses angulaires des deux

corps à Chutant où iU occupent une position diomée, ei U$ rela^

tiom de ces fntesses aooe celies du glissemint relatif de ces deuas

corps.

L'intérêt pratique qui s'attache à cette question nous engage

à exposer deux méthodes d'en obtenir la solution : Tune directe

et élémentaire *, l'autre,scientifiquement préférable, qui se déduit

immédiatement de la théorie de la composition des mou-

vements et des considérations énoncées au numéro 76,

cas .

Panukai Mtnioi». — Soient M et M' (fig. 33) deux pointa

qui coïncident actuellement ; Pun appartient à un corps tour-

nant autour de l'axe projeté en C, l'autre à un corps tournant

autour de l'axe G'. Le plan de la. figure, perpendiculaire
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MX deux vues, passe par le point géométrique où se confondent

M et M'. Soient IVMP et \'i\rP' les intersections par ce pian des

surfaces qui terminent les deux corps aux euvironsrdu contact;

MT est leur tangente commune.

Pendant un temps très-court, les deux corps dont les vitesses

angulaires actuelles sont %v et w' se déplacent tiès-pcu, sans

cesser de se toucher. Le point M décrit autour de G un petit arc

de cercle Mlf„ tandis que le point M' décrit Tare M'M/ autour

de G'. A la Hmite, ces deux arcs peuvent être considérés comme
des droites respectivement perpcndiculairesà CMetàC'M'. A la

fin de ce déplacement infinitésimal, le plan tangent en à la

sutfoce qui a tourné autour de Taxe G fait un angle intimoiBnt

petit avec sa position initiale, c'est-à-dire avec le plan tangent

en M ; et puisque les deux courbes roulent on j^iiNsant l'iuie sur

lautre; le point M/ n'est qu'à une distance intiniuient petite du

second ordre du plan tangenten Bf, . Donc, la petite droiteM,111^'

esl^ à la limite, parallèle an plan tangent en lli, et par consé-

quent à la tangente TM. Si donc on mène dans le plan de la

figure la noi^male MI, les trois côtés du triangle intinitésimal

MillM/ sont respectivement perpendiculaires à MG, à MG' et

à MI. D'ailleurs^ ils soiit proportionnels aux vitesses w^CM,
lo'-C'M des points M et M', et à la vitesse de glissement l'g des

deux corps. Cela étant, pour former un triangle dont les côtés

soient parallèles à ceux du triangle intinitésimal, on mène IL

parallèle à CfM, i on a deux, triangles seml)lables MIL, MM^M/,

et

aOi\ MM, _ M,M\ w^MC^ _ wMitC _ *vg

IL ML ^ MI IL ML "^Ml'

or

. Il" ic' ^ SiL ic
'
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donc

iV'lGzsti^^lC et i;g= MI(w+ ti/).

Ainsi, les deux vitesses angulairesw et w' sont réciproquement

proportionnelles aux distances des axes C et C\ à rintersebtîoii

delà noriMteM avec la droite CC\ Elles sont dans le même
rapport que si les deux corps se touchaient en I sur cette droite.

La vitesse de glissement est celle qu'aurait le point M si la nor-

male MI totirnaît autour du point I avec la vitesse angulaire

«>-4-tv'. Cette vitesse est nulle quanidi ie contact est dand le

plan des deux axes, et seulement alors.

Eemarquons que la droite Ml peut n'être pas la normale

commune aux deux surfeces qui se toucbent en A. Mais elle est>

sur le plan de la figure, la projection rectangulaire de c^tte nor-

male, qui est, comme MI, perpendiculaire à la tangente MT.

Ainsi, la relation iv.l€= itf'*iç' peut s'énoncer en disant que

ies vitmes angulaire» wetv/ sont réciproques a^x distames des

axe» CetCâkt reneonire de la normale avec le plan de ces dewd

axes,

SacoifPB' XÉTHODB.^ Les deux corps étant situés comme l'in-

dique la figure 33, les rotations autour deC et de C sont desens

contraires ; savoir tvet— Si nous considérons le mouvement

du corps lié à l'axe C et à la courbe IVMP, relativement à l'autre

corps pris pour système de comparaison, nous voyons que ce

mouvement relatif est une rotation instantanée w^ résultante

de w, rotation absolue de CM et de tt/, rotation d*entratnement

prise en sens contraire de— w\ (34); donc (63) ^v^ =iy+tv', et

Taxe instantané de cette lotation relative contient tous les

points tels que I qui divisent la distance GO' [en deux parties
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féciproqueft aux vitesses angulairesw el ti/. De plus, la vitessê

de glissement en M, étant aussi la vitesse relative du point M,

est égale au produit Ml iv^ ; et celte vitesse étant tout à la fois

dirigée suivant la tangente TM (parce qu elle est vitesse de glis-

sement), el suivant la perpendiculaire au rayon HI de la rota-

tion relative (parce qu'elle est vitesse relative), il s'ensuit que

la droite Ml est normale aux deux courbes NMP^ N'M'P'.

ôi. Remarques. — 1» La rel^oQ w-lC= tv'*lC' est celle

du numéro 55 trouvée dans une questi^on qui a en effiet la plus

grande analogie avec celle dont nous venons de nous occuper.

Pour le reconnaître^ il suffit de considérer les courbes NMP et

X'M'P' (fig.33)x2omme deux cercles qui* se touchant en M, ont

leurs centres en O et O' sur la normale commune MI. 11 eai

clair que^ pendant que ces cercles, sans, cesser de se toucher^

tournent, Tun autour de C, l'autre autour de C, la dislance

OO' rest« constante, et par conséquent (55) leurs vitesses an-

gulaires sont dans le rapport inverse des distances Cl et CI. ;

2" S\y au lieu de tourner en sens contraires, les deux corps

tournent dans le même sens, les relations précédemment dé«

montrées subsistent eu égard aux signe» des quantités qui y

entrent.

Les cÔtësMM,, MM', et M,M', (flg. 34) du triangle infinité-

simal MM^M\ sont proportionnels aux vitesses linéaires wMC,
w''MC\ vg, et aux côtés du triangleMM qui leur sont respecti-

vement perpendiculaires. On a donc

W'MC n/»MC^ Vg

ML ""
il "^ÎM*

Or^ à cause des parallèles MG' et IL, on a aussi

Ht JÇ' IL W •
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donc

IC IC'— IC
*

donc

Itf.ICaw'-IC et Vg

Les vitesses angolaîres qui, dans ce cas, sont de même sèns«

étaient de àens contraire dans le cas de la figure 33, et il en

est de même des distances du point I aux deux centres C et C,

G'eal ce qui explique ponrqiioi Tune des deux dernières équa^

tions subsiste sans changemettt,. tandis que l'autre diffère de

son analogue par le changement du signe d'une des vitesses an-

gulaires*

0^ arriverait aux mêmes résultats par la seconde méthode.

perpesAlenlalre ft l'axe. — Un des deux corps tourne avec

une vitesse w autour de l'axe C (fig. 35). L'autre a une vitesse

de translation v perpendiculaire à cet axe^ et par conséquent

parallèle au plan de la figure. M et li' sont deux points de ces

corps qui coïncident actuellement; NMP et Nlff'P', les inter^

sections du plan de la figure avec les surfaces qui terminent les

deux corps. Au bout du temps.di, M etM' sont venus en et

MV On a

La normale MI, commune aux deux courbes, est perpendicu-

laire à M',M, ; et si l'on mène CI perpendiculaire à la direction

M!M\ de la vitesse les deux triangles MCI et M.M'M', sont

semblables; donc

donc vssw'd, et vg=:iv Mi.
CM Cl JMI'
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Ces formules se déduisent des relations précédentes

en remarquant que, à mesure que €'1 augmente, d^une partie

produit WC'I, vitesse du point I considéré comme lié à la courbé

A'M'P', approche de v, et d'autre part la vitesse angulaire v/

approche de sa limite zéro.

85. Cm i^aMieiiller de deux tnmslatlom.— Par le point

actuel de contact des deux corps, menons uti plan parallèle aux

deux tfîinslations, qui coupe les deux corps suivant les <k>urbes

NMP, IV'M'P' (fig. 36), V ot v' étant leurs vitesses, au bout du

temps dl, le point ai est venu en M,, à une distance MM,= vd(;

le point M' en M\, à une distance M'M',= v'&t; les deux points

M, et M', sont k la limite sur une droite parallèle à fa tangente

MT. De là on conclut, en désignant par la seule lettre T la direc-

tion de celte tangente,

V v' Vg

d'oil

sin (t/, T) ^ sin (v, T) sin (v, vf)
'

Ces relations sont des conséquences immédiates de la théorie

de la composition des vitesses, l'une des vitesses v et v' pou-

vant être considérée comme vitesse d'entraînement, l'autre

comme vitesse absolue, "et vg suivaAt la tangente étant alors

vitesse relative.

CAS OU LE RAPPORT DES DEUX ROTATIONS EST CONSTAMT. CTU(|iDRIS R0DLAHT8.

ENGRENAGES.

84. Cylindres roulants ou de frlellon. — Deux COrps de
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fonne eyltBdriqae à bases drcakifes (fig. 37) sont sssti)«Hfs à ne

se mouvoir qu'en tournant autour de leurs axes fixes et paral-

lèles. Ils sont pressés mutuellement^ de manière qu'ils roulent

sans glisser l'un sur Tautre lorsqu'ils sont mis en mouvement par

wi mdtenr qneleonque.

Si r et r sont leurs rayons, w et w leurs vitesses angulaires,

la vitesse commune des points en contact donne immédiate-

ment la relation

Suivant que les cylindres sont extérieurs l'un à Tautrej ou que

le petit est intérieur au grand (qui est alors un cylindre creux),

les rotalions w et w sont de sens coulraires ou de même sens.

Ce moyen de communication de mouvement n'est propre

qu'à transmettre de légers efforts ou à un emploi accidentel, à

cause des frottements que de grandes pressions occasionnent

entre les deux corps tournants et leurs appuis.

8^. Enicrenages Cfrlindi'iqiies on droits. Enicrenai^e exlé-

rtetir (fig. 38). EMM^^t» intérteiir (fig. 89). — Dans la plu-

pari des cas, tesrot^ é^enfrenage remplacent avanfageiiseraettt

les cylindres roulants; les saillies ou dents dont elles sont ar-

mées et qui se pressent mutuellement déterminent à chaque

instant le rapport des vitesse angulaires des deux arbres sur

lesquels elles sont fixées (80). Le problème à résoudre ici est de

donner, aux dénis des deux roues (jui engrènent, une figure d'où

il résulte que ce rapport de vitesses soit constant , comme si la

eommunicatkm de mouvement avait Heu par deux cylindres

roulant sans glissement Tan sur l'autre. Les cercles tangents

entre eux, qui sont les bases de ces cylindres, s'appellent cercles

primitifs. Leurs rayons proportionnels aux nombres de dents

égalemmit espacées des deux roues sont réciproquement pro-

portionnels aux vitesses angulaires ou aux nombres de tours

accomplis dans un même temps.
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Les dents des engrenages à axes parallèles sont ordinaîremenl

terminées par des surfaces cylindriques dont les génératrices

sont parallèles aux axes de rotation des roues. 11 suffît donc

alors d'étudier la figure des dents dans une section perpendicu-

laire à «es axes ; cette figure des dents est ce qu'on appelle leur

profiL

86* L.e jpvoAl d'usé dent sw umm imm» esl l'eaveleype des

divenes pmÊMkmm q«*Uie deat île l'astre mm pMsd vetail*

vement à la pFemiére. — Le mouvement relatif des deux roues

est le même que si l'un des cercles primitifs était fixe, l'autre

roulant, saçs glisser, en sens contraire du mouvement qui a

réellement lien à Tendroit du contact de ces deux cercles. On
Tqjlj d'après cela, que le problème cî-dessus énoncé a théori-*

queroent une infinité de solutions. Si on ne le considérait

qu'au point ée vue géométrique, on pourrait prendre pour la

dent d'une des roues un profil quelconque. Qu'on fasse, en effet,

rouler le cercle primitff de la roue armée de cette dent sur le

cercle primitif de l'autre roue ; la dent donnée prendra diverses

positions auxquelles sera tangent le protil cherché de la dent de
' la seconde roue j il sera leur envêloppe. Mais il est à remarquer

que, dans la pratique, le choix du profil enveloppé ne peut être

tout à fait arbitraire, parce qu'il est nécessaire que la courbe

enveloppe ne présente ni rebrousseuieat ni point multiple.

87. Freyviété ff«mdMc»iale.— Avant d-aborder les détails

relatifs à la distribution des dents sur leurs roues, à leur nombre,

à leurs dimensions en tous sens, nous allons nous occuper de la

détermination des courbes par lesquelles ces dents se touchent

mutuellement» sans préciser quant à présent les points où elles

se terminent. Ces courbes, que nous désignerons souvent sous le

nom de profils de contact, doivent toujours satisfaire à une pro-

priété qui découle de la proposition démontrée au numéro 80 :

Pour que les vitesses anguiedres soient dons un rapport edMant,
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il faut et il suffit que la normale commune atix deux courbes en

contact 'dam une pasiHon tguelconque passé par le point de contact

de» deux cercles j^mitifs, puisque ce point ditise la distance daï

centres en segments réciproques aux vitesses angulaires.

88. Premier procédé général pour déterminer les profils

de contact des en^renases. — Etant donnée la coUrbe mat

(fig. 10) adoptée pobrteë dent fiiée à larove G OtOn peut trou-

viMelIe qui convient à la dent correspondante de l'autre roue G'.

M«çons la courbe donnée dans une position quelconque rela-

tivement au point A commun aux deux cercles primitifs. Soit

A* là^ÊUi oonrie^ diatimoe dé A à la oouiite am.. Si Ton fait

arc AB'ssarc AB, les deux pointa B etB' doivent coïncider,

quand, en faisant tourner à droite de A les deux roues, ou

rouler à gauche Tune sur Tautre restée fixe, on amène B au

eonlaot des denx cercles. On a aiaâ deux points • et B' de la

courbe cherchée. La droite sA est sa normale en et on^ aura

la normale en B', si l'on trace par B' une droite faisant avec le

prolongement du rayon O B' un angle P'B'N' égal à l'angie CBN
que la normale en B à mm fait avec le rayon BC.

Pour «voir un peint intermédiaire, prenons entre * etB sur

mn un point d et menons la normale dD
;
lorsque dl> sera la

normale commune aux deux courbes, D coïncidera avec D' dé-

telMiiné en faisant arc AD'= are AD. DonC) si^ prenant D' pour

centre, on décrit un arc de cercle avec le rayon D'd' =M, cet

arc sera tangent à la courbe cherchée. Si même on trace D'd'

faisant avec le prolongement du rayon un angle égal à CDd, on

aura en é. le pcÂnt eherché de la seconde courbe.

On voit aisémenteomment on obtiendrait des points tels que .

e et e' devant coïncider en môme temps que les deux points

(') Afln d'abréger^ nous disons la roue C ou le cercle C pour la roue ou le

cercle dont l'axe ou le cenii e est C. Quand il y a lieu de désigner plus cow-

pléienieni un cercle, nous di&ons le cercle CA pour le cercle dooi le centre

eslCetlerajoaCA.
T
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¥r 6t des cercles primitifs, et les deux poiats f et f' qui coja^

cideront en même temps que F et F'.

Un petitnombre de poiats ainsi déterminésj^avec la dircctioa

de la normale et par conséquent de la tangente pour chacun

d*eux, fourniraient uo bon moyen de solution graphique (*); mais

(*) Ajoulons raôme que, ce qui serait Jhéoriquement bien préférable, on

pourrait en chaque point délerminé, tel que les poinis d', f',.,, de ia

courbe cherchée calculer, le rayon de courbure de cette courbe.

Pont cela appliquons les construciion<: précédentes à un point ai infini-

ment voisin de a sur la courbe mn. La normale ea, en ce point rencontre

la circonférence primitive G en et lorsqae^ par le roulement de cette eir^

conférence sur la circonférence C supposée fixe, le point arriY^ en A\
(délerminé par la condition AJL\= AA,), la droite a|4t venue en m\Jk\

sera la normale commune aux deux proflls. La rencontre en des deux nor-

males infiniment voisines Aa et Aiai détermine le rayon de courbure *X
de la courbe tf'M'j de même que la rencontre en a des deux normales en m
eren ai à la eoorlieimmdélarmioe la fa|on de aooflmreaa da eetie eeatbe.

Cila^nt oon^ris. aoieot

aXesp, aessf^ Aaan, angle aA€=sf, A€ssil, A0ssil'.

Il s'agit de trouver la relation qui lie ces six quantiiés.

A cet effet, on remarque que, pendant que la circonférence primitive mo-

bile passe du contact en A au contact en A, avec la circonférence fixe,

toutes les lignes de la figure mobile auront tourné d'un même angle. Ainsi,

A,a, venant en A/a,' aura tourné du même angle qne le rayon A|G ve«

nant dans la direction et en prolongement de CJk\,

Or, d'une part l'angle deA,a, avec A',a', (extérieur au triangle que ces

droites prolongées formeraient avec cX), est égal à la somme des deux an-
gles AcAi et AXA\, ce qu'on peut, auendu que AA^ égal à AA', est

infiniment petit, exprimer ainsi :

angle (A.a„ A «a «)» +

D*autre pari^ Tangle de A,G avec C'A'« (extérieur au triangle que ces

droites font avec €C), est égal à la somme A€A« ACA'«^ ce qui se

formule ainsi :

angle (A.C,C'A'Ox=^-i-^-
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si l'on prenait au hasard la première courbe, on risquerait,

siiivapt ia rao^rque déjà faite (86)» de rencontrer des impossi*

bilités pratiques dont on verra plus loin des exemplear

89. DMxième proeédé $^méwmï powr dèCemiliier Ibb profllih

des engrenagfcs. Conrbes cpicycloidalcs. — Soient C ci C'

(fig. 41) les centres des deux cercles prioiitiis. Soit, en outrd>

une courbe quelconque TN qui les touche en T. Imaginons que>

le cercle G' étant fixe, le cercle -€ roule sur lui, et qu'en même
temps la courbe TN roule également sans glisser, de manière •

que les trois courbes aient continuellement le même point de

contact. Pendant oe roulementf un point quelconque M, qu'on

suppose invariablement lié à la courbe TN et qui peut n'être

pas situé sur cette courbe, décrit sur le plan fixe du cercle C
une courbe MA ; et en même temps, dan^^ son mouvement re-

latif au cercle G et sur le plan mobile de ce oercle, il décrit une

conrbe MA. Ces deux courbes UA' etMA ayant à chaque in->

. stant le point commun M, ont ai|ssi en ce point une même nor-

male (43) passant au contact commun T des deux cercles. Si, à

partir d'une position déterminée, telle que celle de la figure

cî-cpntre, le roulement se fait à gauche, les'points des courbe»

MA, MA' obtenus seront les points successifs de contact pen-

dant le mouvement des dents à droite autour des centres fixes

G, G'. La, dispoHtion relative des deux courbes montre quelle est

m
» •

•

€n égalant ces delUL expressions d'un même déplacement angulaire, on

obtient: 11 / t 1 \

'

Geitâ formule, qui parait due à M. Savary, professeur à TEcole poly-

technique de isStàlSM, est reproduile par M. Duhamel dans ses Eléments

coleiiKft/InflAllRar EHe servira â trouver le rayon de courliure i eu fonc-

tion des quanlik^s iî, li', r, n el cos 9. Par exemple, pour calculei' le rayon

de courbure au point d' de sa courbe B'af, on IVra n ~ Dd' = Dd,

y « CDd, el r égal au rayon de courbure de la cqurbc/nn au point d.
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c$Ue des deux roues qui dans ce mouvement doit nêcessairemeni

pousser foutre, par exemple, dans le cas de la figuoe, si le mou-
vement autourde G et C a ]i^u dans le sens des flèches, la dent

teniiinée par MA ne peut que pousser celle que termine la

courbe MA' : la roue C est mouvante ou conductrice; la roue

C est résistante ou conduite. Ce serait tout îe contraire si l'on

feisaH tourner les roues en sens contraire des iièches. Dans le

premier cas, les surfaces tics deux dents MA, MA' se touclicnt

en M; avajit d'arnvcr àia ligne des centres; dans le second cas,

e*est après y être passées.

s'applique encore la réserve énoncée précédemment (96

et 88) : si l'on donnait aux courbes MA et MA', dont la généra-

tion vient d'être délinie^ une trop grande étendue^ il pourrait

s'y trouver des points singuliers qui en ren^mient TempUn im-

possible.

90. Remarque. — Les deux procédés indiqués (88 et 89)

ne conduisent pas à des solutions essentiellement distinctes ;

c'est ce qui résulte de la'^proposition suivante :

Quelle que soit une courbe nan (fig. 42) dont les nârmaks

rencontrent une autre courbe MAX, est toujours possible de

trouver une troisième courbe M'A'M' touchant la deuxième en un

point donné et quisoit t^Ue ques pendant qu'elle roule sur cette

deuxihne courbe en entraînant le point m, pied de ia norme^

menée de \ sur man, ce point a décrive la courbe man.

En eâet, soient bB» cC. .. des normales à ia courbe man inliui-

/ ment voisines de aA. Imaginons qu'une ligure quelconque lice

au point a tourne autour deA comme centre instanUmé, jusqifk

ce que son point a ait décrit le petit arc ab perpendiculaire

à Aa ; que, le point a étant ainsi parvenu en b, la même figure

tourne autour de B, de sorte que son point à décrive le petil

arc ibe, ainsi de suite. Donc, la figure invariable, mais mobile^

.

dont il s'agit décrit par l'un de ses points la courbe man^ et elle

a, dans son mouj^'emeiit^ tous ses centres instantanés de rotation
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norns du mmkm. m
sar MAN ; ce( qui, d'après te numéro 47, permet de conclure la

,

proposition actuelle (*).

Ainsi, la courbe man quelconque, choisie pour l'application

du premier procédé^ peut toiiyours être engendrée par le

deuxième.-

91 . Glissement de 4en deata d'éB^renage. — Quels que

soient les prolils eBaf et e'B'a't de deux dents en contact (fig.

40), si l'on appelle n la distance aA. du point de contact a au

point A où passe constamment la normale, en désignant par

vgla vitesse actuelle du glissement mutuel des deux courbes^

.

par V la vitesse linéaire commune des circonférences primitives,

par jR et H' les rayons CA et C'A de ces circonférences, on a

imji|Adiateinent, d'après le numéro ^9

Ainsi, les deux courbes ne roulent sans glisser l'une sur Taulre

qu'à rinstant où leur contact a lieu sur la ligue des centres,

qu'atteignent simultanément hm deux points B et B'. La- diffé-

rence des arcs B'a et Ba mesure le glissement total pendant que

les circonférences primitives parcourent les arcs égaux B'A

et BA. La moyenne arithmétique des valeurs extrêmes de la

vitesse de gltesement paidant ce parcours est

Ces propriétés géométriques nous serviront plus tard à appré-

cier l'influence du frottement des engrenages.

(*) Si Von vent se flgorèr là détermlnsUoii gtaphiqoe de la con^be WBT»

Iss arcs AB, M^. • . ëuot trës-|>etil8, et considérés-comme recdUgoeSt on

ooDstniif le triangle B'Aa^en faisant MMs^ MM etidr » WÊ, pais le

triangle CVaa sa liiiBanl VCssM et «CaeC, et ftinsl-de teitev:
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BS. PvoMb de MMitael iHMitl^es des «ni^iiacee. Le

problème des engrenages cylindriques a reçu dans la pratique

'trois genres de solution distincts. •

Pipeintére solatton prati^e. Eagnnage â Iwtcnie b« â
imeavx eyiuidviqacs. — La coupe OU profil des dents d*une

des roues c (tig. 13) est un cercle dont le centpe est sur la cir-

conférence primitive. Ces dents prennent le nom de fuseaux,

et la roue 8*appelie dans ce cas cnne lanterne* La figure repré-

sente, non divers fuseaux d'une même rQfae,inafs diverses posi»

tions successives d'un seul et même fuseau. Les roues étant

supposées tourner dans le sens indiqué par les flèches, la posi-

tion o de l'axe du fuseau est celle où sa circonférence passe

par le point A de contact des cercles primitifs, le centreO étant

au delà de la droite CC appelée ligne des centres des deux

roues. Dans la position O, le fuseau est au delà de cette ligne

des centres; la position • est une de celles où le fuseau doit

passer avant d'arriver àk position O.

Si l'on veut que la roue C mène l'autre pendant que le fu-

seau passe de O en o,^ il faut qu'elle soit armée d'une dent dont

la courba soit d'abord comme AB tangente en A au cerde O et

vienne ensuite en a^b^ pour être tangente au cercle au point

B, situé sur la droite 0,A. Le point A, est déterminé par la

condition que l'arc AA^ sur le cercle Ç' est égal à Uai'c GO,, sur

le cercle G, puisque, pendant qu'un point quelconque tel que O
du cercle € décrit Farc OO,, il faut qu'un point quelconque, par

exemple le point A, du cercle C décrive un arc de même lon-

gueur.

Cet aperçu montre comment om pourrait obtenir autant de

points qu'on voudrait de la courbe AB, enconsidérant autant de

positions diverses du fuseau au delà de la ligne des centres.

Mais on construit.plus simplement cette courbe en faisant usage

du principe posé au numéro 9^ : on remarque quele cercte<j

gui porte le loseau, roulant à gauche sur le oerele le CentreQ

ê
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décrit relativemteDt à celui-ci un arc 4'épicycloiâe OM, d'où ii

esl radie de conclure la courbe enveloppe AB.

L'exécution graphique de l'épicycloïde OM peut se faire

ainsi (*) : O étant pris pour point décrivant, sur le cercle C

actueilement tangent en A au cercle.C, on détermine l'origine N
en fidsani l'arc AN de mime longueur que Parc AO ; puis pour

avoir uil point il de Tépicylolde situé sur un arc' donné PU
tracé autour de C, on fait l'arc ^'Q de même longueur que l'arc

AP et l^on- détermineM par la condition que les distances rec-

lilignes QM et AP soient égates, Non^seulement l'épicycloïde

est ainsi construite par points, mais on a en chacun de ces

poînts tels que M sa normale MQ. On pourra même trouver

pour le point quelconque M son rayon de courbure UF=i^^

adt par la tamuieD

dans laquelle Jl et H' sont les rayons AG et AC\ et it est la

distance du point M dont il s'agit au point où la normale coupe

la circonférence^ ainsi » ;= AP ou MiQ^ soit par une construc*

<*) Nous rappelons ici ie procédé géoéial pour eonstruire ans épicyelitide

(ûg. 44).

On doDoe : !• l*originell de l'épicycloïde ; 2» une poslUoD quelconque du

cercle géDérateur C.

En Taisant Parc APIH' de même longueur que AN, on obtient le poinllli'.

Supposons qu'on veuille avoir le point Ifl sur l'arc circulaire décrit

autour du centre C. Pour l'obtenir on Tait : 1» arc MQ= arc AP' ou AP;
2» la dislance — corde AP, sans décrire le cercle indiqué seule-

ment pour la démonstration.

On pourrait aussi faire arc AQ' = arc AP' et corde Xill = Q'P'.

{'•) Celte formule se déduit de celle qui ternjine la noie du numéro 88,

quand oo faU : 1» r es 0, c'esuà-iUre qu'où réduit la courbe inj^^ ua

point unique ; a* cos =^ , c'est-à^Hce que« pokar^ mr te #Iob«
Sn

férenco .€X

Digitized by Google



tion graphique consistant à faire SB= AP et à mener BC ren-

contrant PA prolongé en ïi, ce qui dmme le rayon de eourbure

PE qu'on «porte de M en F, centre de courbare (*).

L'épicycloïde étant supposée tracée, on en conclut la courbe

AB en portant surjses normales du côté de sa concavité le rayon

<]u fuseau, de sorte que celte courhft AB et T^icycloïde JSM

ont une même développée. Or, on sait que la développée d*une

épicycloïde est une épicycloïde semblable à la première (*).

Donc, la courbe AB (dont la tangente en A est AT perpendicu-

laire à OA , et déterminée en faisant ST= AO) , a en dedans

du cercle Ç'^. aunlessous et près de A,, un rebroussement situé

sur répicycloîdc développée de NM au point dont la distance à

MIV est égale au rayon du fuseau. Il est évident que le profil

d'une dent ne peut avoir un rebroussement; ainsi, ia courbe

convexe AB et son prolongemflut intérieur au oercle-€' jusqu'au

rebroussement > et non aii delà, peuvent seuls former le profil

de la dent qui, fixée sur la roue C\ doit pousser le fuseau dans

le sens des flèches. Si le mouvement a lieu dans ce sens, le

contact devra commencer au point de rebroussement géomé-

trique dont nous venons de parler^ un peu avant que le fuseau

prenne la position O bientôt le fuseau dépassera ia ligne»

(*) Voir, à la saice de ce Traité, la aote sur ler%picyc1o!des planes.

C) On |>eutdéteraiiiier trèB-approximativement la distancfrenlre ta ligne

des centres elle point de relnoiissenient, origine du profilée la dent, à

finstant oil commence le contaci de cette dent et du fmeau. Soit X (Og. 45}

le point de rd)roa88emeBt à cet instant. La normale en ce point, commune

k la déni et ap duseao, passe an point de coniaci A des cci clos primitifs et

an centre O dn fuseau. La distance OX est (eut à la fois le rayon du fuseau

et le rayon de courbure de l'épicycloïde KO au point O; désignons-la doue

par o.La distance AO est celle qui, dans la formule citée dans le tcxte^

jt'-^aii'
"

est désignée par n, et la distance AX, égale à p — n, est à très-peu près

la distance cbercbée. parce que Tangle de XO avec la lisnedes centres.
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^des centres ce' et sera poussé par la partie AB de la dent, exté-

ipQeure au cercle primitif ^. ^ ^ « v
-

Supposons mSbtenant qué,1efiûe9n ayant été pousséjusqu'en

O, par cette courbé transportée en A,B, , on le fasse rétrogra-

der et pousser à son tour la même courbe de A,B,^|^AB. Il est

évident que la condition du rapport invariable des vitesses angu-

laires, ou du passage constant de la normale commune parltf

point de contact primitif reste rempUe, ét qu'elle Test eneore

si Ton continue tant soit peu le mouvement rétrograde jusqu'à

ce^queje feiseau toucbe^ courbe en son point de rebrousse-

de A. Mais çnsu^. si l'on fait

rétrograder encore les deux roues, en conservâHR rapport de

leurs vitesses angulaires, le même que si les cercles primitifs

roulaieo^'un sur i'mitre sans glisser, le contact cessera. Par

eÎ0m]^4lbppo6o#i|fae la courbe liée à la roue XI' passe de AB
en ab. Nous trouverons la position correspondante • du fbseau

" en faisant l'arc Oo égal à l'arc Aa. Or, la figure montre qu'alors

le fuseau ne peut pas mener régulièrement la dentxonvexe ab,

puisque aucune de&ÉIrmales de celle-ci ne passe au point A; elle

montre d'ailleurs que la courbe AB est entièrement en dehors

et à gauche du fuseau, de sorte qu'elle n'empêche pas le mou-

vement régulier des deux roues. ^
^ diffère très-peu d'un angle droit (si du» la ligure ii en dlllère sensibleneiil^

ce n*est que parce que la graifdeiir OX du nyen du ftiseaii y est exagéiée

pour éviterJa confusioi» ûes h'gnes). Or, la formule précédeiiie doone

r Y—^.

Jif ii'+sfl^îFHhîS p an' -H an'

Tel est le rapport de la distaoce AX cherchée au rayon f du fuseau.

Suivant qQ'm^tit

ss 1, 2, 3, 4,.., oc,

ou trouve

7^-4' î 8' i'
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GoDeiuons que, » la lanterne mène Taulre roue, le contact

des fuseaux de la première et des dents de la seconde a lieu

principalement avant la ligne des centres; il finit près et au delà

de cette ligne. Si, au contraire, la interne est menée par l'autre

roue, et c'est la cas ordinaire, le contact a lieu principalement

au delà de la ligne des centres, en commençant près et en deçà

de cette ligne (*).

05. Deuxième solution pratique. Engrenagi^ ft dents épt-

eycioidalca,— On applique ici la tU^prie du numéro 89 ; à cet

effet on prend le phis souvent pour la courbe TN (|p 46) la

eirconférenoe dont le diamètre est le rayon TC de l'un des cer-

cles primitilâ , et le point décrivant M est pris sur cette méaie
•

n Pour ptrier'aveo ploB de piécitloo, suppoié que, oommo tels doit Ure

en génénl, le ditmèlre ila la lanieroe Mit plas psiH qw celui de l'autre

roue, la dlalance ,k 1^ Ugoe des centres du pDiat oa oQmmeaee 1$ contact

(quaod la lanterne est menée), est an rayon du fuseau dans un fippertqui

varie de 7 à ^ : (voir la note précédente).

Les auteuiB qui» à ma oonnalssance, ont traité de rengteftage à lanloraOy

ont inexactement indiqué la situation du fuseau de la lanterne) à riosjianl

où commence son contact^Tee une dent de l'autre roue,

H. Wiilis, page 76 de ses PtineipUt o/msdMsm» dit que < le pre-

mier contacta lieu lorsque le centre du fuseau atteint la ligne de^ centres. »

GeUe erreur est aussi celle de Le Bianc^ auleur d'un ouvrage esUmé sur

le^essin des machines.

Leroy, auteur d'un exct'llcnl Traité de géométrie descriptive, adoptant l'o-

pinion précédemment émise par Savary, pn^scril de borner le prolil courbe

des dénis à la partie extérieure au cercle primitif de la roue, et de pro-

longer ce profil à l'intérieur, suivant la direction du rayon. Il en résulterait

deux conséquences désavantageuses: l'un»', que le ptotil présenterait un

angle saillant, une arête à la vérité obtuse mais sensible; l'autre, que le

contact ne commencerait (}ne sur la ligne des centres» à rinsiaot où l'ori-

^ne de la dent atteindrait cette ligne.

Du reste/les erreurs que nous relevons ici n^ont guère qu^un intérêt théo-

rique^ porce ({ue remploi des engrenages 4 lanterne est généralemdUt et

4ustement abandonné. • - '
-

*
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cfreonféronce-: la: courbeMA devient un rayon du cercle C (*) ;

la surface plane MA s'appelle jlanc; la courbe MA' devient un

arc d'éplcycloïde.
"

Des considérations indiquées au numéro 89 on conclut, l<>que,

dans le mouvemeiit des dents vers la ligne des centres (dans le

sens des flèches), le flanc MA de la dent de C, intérieur à son

cercle primitif, pousse ou conduit la face épicycloïdale MA' de

Iftjdent déC extérieure àson cercle primitif;^ qu'au contraire le

flanc HA serait jpoussé par la face épicycloïdale MA'^ si les dents

auxquelles appartiennent ces profils se mouvaient au delà de la

ligne des centres (dans le sens opposé à celui des flèches) ;

3* que^jiçur que le contact de deux mêmes dents commence

avànt WMgne deS centres et finisse au delà de cette ligne, Il

suflit que choque dent ait un profd mixte formé d'un flanc inté-

rieur à son cercle primitif et d'une partie épicycloïdale exté-

rieure, engendrée par un cercle dont le diamètre est égal au

rayon du cercle primitif de l'autre roue. Ainsi^ par exemple, les

roues C et 0/ tournent de A vers A, et de A' vers A/, la dent

•MAm de la roue C dans la position de la ûgure presse par le

point M de son flanc la dent MAW de la roue G'; et plus tard

la première dent venue, par exemple, en M^A^m^ presse par lô

point de sa face courbe le flanc de la deuxième dent venue

en M\A',m,. On voit que pendant le transport des dents, de

l'une à Tautre de ces positions, leiir point géométrique de con-

tact décrit dans Tespace d*abord TareMT du cercle GMT, pen-

dant que le flanc de la roue 0 pousse la face courbe de
|^

roue

(*) Si ron>iDiA et M à C par Ueas dMil«s, les angtea TOA et TCM

ont respeciivement pour mesure —y et t- ;
donc, si Af etMl sont

égaux, les ana^ le sont attssi; les trois points A, H, C sont en lignr

droite. Ml
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puis Tare Tai^ dn cercle tiakfi^ pendant que la face courbe

de la première roue pousse le flanc de la seconde.

Deux roues à flancs intérieurs plans et à courbes épicy-

cloïdales extérieures aux cercles primitifs doivent, d'après la

génération de leurs profils, être faites spécialement Tune pour

l'autre, de sorte qu'une même roue ne peut pas engrener régu-

lièrement avec deux roues de diamètres différents. On évite cet

inconvénient pour une série de roues qu'on veut pouvoir faire

engrener avec uàe mémo roue, en remplaçant dans les roues de

fa série les flancs droits par des courbes : on cboîsft pour cercle

générateur de cos courbes intérieures et de la courbe extérieure

correspondante de la roue unique un cercle constant dont le

diamètre diffère le moins possible des rayons des roues de la

série.

94. Troisième aofaitioii pratiqne. Engrenantes A Mvetop-

pantes de cercles.— Cette solution est fondée directement sur

la condition qui. veut que la normale commune aux prpfils des

dents passe eonstamment par un même point commun aux deux

circonférences primitives. Un caractère remarquable par lequel*

elle diffère de la solution précédente, c'est que la normale com-

mune conserve une position fixe dans l'espace pendant le niou-

' veroent des deux roues autour de leurs axes respectifs. Soit

TAT' (fig. 47) cette normale commune. On trace les circonfé-

rences dont les rayons sont les perpendiculaires CT, C'T',et l'on

prend pour profil des dents les développantes de ces cirottnfé-

rencea^ de sorte que M étant le point actuel de contact, et B
l'i^gine du profil BMN appartenant à roué C, on a

arcTB^Tli et PNf=sarcPB.

De même, pour l'autre «duo,

arc T'B' ;= rM et P'N's arc P'B'.

Il est aisé de voir que, dans quelque sens que' tournent les
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deux roues en se pressant mutuellement^ entre l'instant où le

point mobile B de la roue G est au point T âxe dans l'espace,

et rinstant où le point B'^de la roue G' est an point fixe T'^ les

deux mômes courbes se toucheront en un point de la droite TT'

et Tauront pour normale. On voit de plus que, pendant que le

point B parcourra un arc quelconque ayant le rayon GT^ le

point ifrde coptact avancera de la même longueur sur TT^^ et

le point B' dé la même quantité sur la circonférence ayant le

rayon C'T', ce qui démontre à posteriori que les vitesses angu-

laires sont réciproques aux distances G'T' ou aux distances

ÇA, C'A.

Les avantages spéciaux de ce système d'engrenage sont :

1° qu'une même roue peut engrener régulièrement avec plu-

sieurs autres de diamètres différents entre eux; â"* que, pour

deux roues dentées données, là distance GG' des centres peut

varier entre certaines limites, sans que la régularité de l'engre-

nage soit altérée. Les rayons CT et C'T des circonférences dé-

veloppées restant les mêmes, ainsi que le rapport des vitesses

angulaires, ce -qui change avete GG' c'est la distance

TT' = — (Cï -H C'T')3

CT -t- C'T'
et Tangle TAC dont le sinus est -—— ,—

.

ê

95. OéBéMdUéB mm les Acnls 4[es<jNlaes d'esgreMge t

aombre, pas» épadsseur» |ea» saillie, largeur. — Chaque dent

d'une roue doit,en général, avoir une forme symétrique par mp-

port au rayon qui passe au milieu de sa base, afin que chacune

des deux roues engrenées puisse mener Fautre de la m||pie ma-

nière, quel que soit le sens de sa rotation.

Quelaqiie soient les profils adoptés, les dents qui arment une

roue d'engrenage, comme celles que nous étudions ici, doivent

évidemment être toutès égales (dê même forme), puisque ces

.dents doivent tour à tour exercer la même fonction.
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Par la même raison, toutes les dents d*ane môme roue doivent

être également espacées entre elles. On appelle pas la longueur

obtenue en divisant la circonférence primitive par le nombre

des dents. Il est dair que le pas doit être le même p«ur deux

roues qui engrènent ensemble. Les nombres de dents de eea

roues sont donc eiitre eux dans le rapport direct des rayons de

leurs cercles primitib, et dans le rai^rt inverse de leurs,vitesses

angulaires. Si ces deux nombres entiers N et N' sont premiers

entre eux, chaque dent d'une roue touche successivement toutes

les dents de l'autre roue, et deux mêmes dents ne se retrouvent

en contact qu'après que la roue de A' dents a fait iV' révolutions.

Si N est un multiple. de N\ chaque dent de la grande roue se

retrouve, à chacune de ses révolutions^ en contact avedHpéme
dent de la petite.

La partie du pas d'un engrenage occupée par la dent se

nomme Vépaiueur ou le plein, de la jent ; le reste s'appelle i#

creux ou le vide. Les dents sept ordinairement d'égale épaisseur

sur les deux roues, si elles sont de la même matière, métal ou

bois; plus généralement il convient de régler les épaisseurs da

manière que les dents des deux roues soient à peu près égale-

ment résistantes : ainsi, les dénts en bois sont pHis épaisses qùe

celles en fonte avec lesquelles elles engrènent. Le creux excède

le plein de la dent qui doit y entrer d'environ i/lo. Cette diffé-

rence, nécessaire pour remédier à fimperfection de l'exécution

des roues, s appeUe

La saillie des dents en dehors des cercles primitifs se déter-

mine par la condition que» pendant le roulement fictif de ces

deux cercles, il y ait toujours contact-an Mins d'une pure de

dents, sans quoi il y aurait des chocs et des inégalités dans le

mt)uveiîtent des deux roues. Cette condition est d'autant plus

facile à remplir que le nombre des dents est plus grand; et elle

exige, comme on va le voir^ qu'il ne soit pas trop»petit.

La thé^ du frottement^ans les engrenages montrera phis

tard de quelle importance il est, sous ce rapport^ de multiplier
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l€8 dMte« EHe enseignera que, lorsque le contact de deux dentr

a lieu jusqu'à une distance notable de la ligne des centres, il

vaut mieux que ce soit au delà qu'eu avant de cette ligue.

Afin de ocoserver aux dents une solidité suffisante, malgré

leur petite épaisseur, on leur donne parallèlement à l'axe de

rotation une assez grande dimension qu'on appelle largeur de

la denture, et qui est de quatre à cinq fois Tépaisseur*

M. Mtelle ppéeirasm les «p«ffMMicee éfieyetoldam.—

Les engrenages dont le prolil se compose d'un flanc droit inté-

rieur au cercle primitif et d'un arc d'épicycloïde extérieure,

donnent lieu à deux cas diatincts» selon que les dents de la plus

petite des deux roues sont ou ne sont pas assez nombreuses

pour que le contact puisse commencer à la distance d'un pas

en avant de la ligne des centres et finir à la môme distance au

delà de cette même ligne. Dans le cas de l'affirmative, on borne,

comme nous allons Texpliquer, la saillie des d^ts de manière

à restreindre le contact dans ces limites, entre lesquelles il y a

toiyours deux paires de dent$ en contact, ou, comme on dit, en

Pâma cas. figure 48 présente un exemple de ce pre-

mier cas. A est le point de contact dea cireonférencés primi-

tives A^AjAA.A,..., A',AA',A',... dont les centres non figurés

sottt désignés par G et C\ et dont les rayons smi dans le rap-

port d« 1 à 2. Le nombre de dents de la petite roue est de 45.

Yoicl le détail des construotians très-simples à feire pour tracer

les profils complets des dents des deux roues.

. Diviser les deux circonférencea primitives en autant de

parties égales qu'il doit y avoir de dents» A étant un des pointa

de division. On a les points A^» a,, a,, a,... sur la petite cir-

conférence, les points A',, A',, A',... sur l'autre. Chacune des

parties des circonférences ainsi divisées est égaie au pas» que

nous désignerons par

^ Meqer les rayons CA,» CA„ C'A',, et les oofdea
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AA^, AA 3, AA'o, AA'j, ce qui détermine les points d'intersec-

tion T„ T„ T'„ T;.

3*> Tracer les deux arcs de cercles T,BT,, T',ET . autour du

centre C, et les deux arcs T'jB'T',, T.E'T, autour de C'.

4* Tracer l'arc d'épicycloïde AE et son égal A,T/qin touche

en T', le rayon A',C'. Ces épicycloïdes ont pour cercle généra-

teur (93) celui qui a pour diamètre le rayon du cercle primitif

€fA et qui roule sur l'autre cercle primitifCA. Tracer de même
l'arc d'épicycloïde AK' et son égal A'j^T^ qui touche en le

rayon GA, : le cercle générateur a pour diamètre le rayon AG
et roule sur le cercle C'A.

Faire Tare A* égal à Tépaisseur des dents de la roue C.

^ Dans la figure les dents sont d'égale épaisseur sur les deux

roues, et cette épaisseur est de 15/31 du pas. Porter cette

- même épaisseur en A,a|, Xm! et A'^a

6* Les points a, a,, a' et a*, étant ainsi obtenus, tracer les

épicyloïdcs ac et a,c, symétriques de AE et A,T\, et les épicy-

cloïdes a'ge'^ et a'e' symétriques de A'^T, et AE'.

Les arcs précédemment tracés (3*>) déterminent les troncatures

Ee, T',e,, EV, T,e'„ qui limitent les saillies des dents, les

points T,, b,, B, b, T,, où commencent les flancs rectilignes des

dents de la roue C, et les points analogues T',, b',, b
, ï'^,

des dents de la roue G'. Dans la situation indiquée par la figure,

il y a osjjÊÊ^ de trois paires de dents, en T^, en A et en Tg.

Hais cél^t^t est instantané, et immédiatement après il n'y a

plus que deux paires de dents en contact.

7» L^s flancs se prolongent vers Tintérieur des roues, soit

siml^lipipt en ligne droite jusqu'à la jante dans laquelle ief

delfits sônt encastrées, soit partie en ligne droite et partie en

courbe de raccordement lorsque les dents en métal font corps

avec la jante. Dans l'une et l'autre disposition Tespace entre les

dents d'une roue doit être suffisant pour y laisser passer, sans

contact, les parties saillantes des dents de l'autre roue.

Deuxième cas. — La figure 49 est un exemple du second cas.
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Les'dîaroètros primitifs étant encore dans le rapport de 4

la petile roue n'a que 40 dents. Les constructions qui viennent
^

ûl^ive expliquées s'exécutent encore ici, saui les modifications

Iqî^i^ arcs de cercles passant par T. et T^, et par

et (3*^ ci-âiessus) sont inutiles, et les troncatures Ee et E,e,

sont plus rapprochées du centre C que le point T'^, parce que

les (^çycloïdes A£ et ae, faces d'une même dent, étant suffi-

sammei^ prolongées, ne se rencontrent plus en dehors de la .

circonférence GT',; de. môme les troncatures des dents de la

grande roue sont plus rapprochées du centre C que le point T^..

. Ampiitvde de prise. — Il est intéressant d'étudier, dans le

second cas, à quelle distance de la ligne des centres le contact *

des deu^. dents commence, et à quelle autre distance de cette

ligne le contact des deux mêmes dents finit. Supposons que la

grande roue mène la petite. La dent R'AB\ qui actuellement

^poiilssa de gauche à droite celle qu'elle touche, en A, a com-

mencé à la toucher lorsque le point qui est maintenant en E de

la petite roue était en e sur la circonférence dont le dia-

mètre est le rayon C'A du grand cercle primitif. A cet instant

le flanc actuellement en ikB' était en tof; ainsi, le point de la

dent B'AE' qui est maintenant en A était- en a', et par consé-

quent le point de la dent BAË,qui est aussi actuellement en A,

était en a, obtenu en, faisant Aa =: Aa'. La même dent B'AE

cessera de pousser celle qu'elle touchers lorsque £' sera en e, sur,

la circonférence dont AC ëst un diamètre, et par conséquent le

point actuellement en A de la dent BiVE sera en a,, tandis que

le point A de la dent D'AA' sera en a\ obtenu en faisant

A«', = Aa,.

Concluons que, pendant que deux mêmes dents continuent de

se toucher, un point pris sur l une ou l'autre des deux circon-

férences primitlves«jbrcourt un arc égal à aa, ou aV,. Cet arc

est ce que j'appellerai, pom* abréger, Vamplitude de la prise de»

deux roues. £n exécutant à grande échelle la figure 49^ on

a
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trouvera que^ pour le cas qu'elle représente, le rapport de

Tamplitude de prise au pas est à peu près i ,70. Plus Tampli-

tude de prise approche d'être double du pas, plus l'engrenage

es( près de satisfaire à la coudilioo qu'il y ait toujours deux

paires de dents en contact.

L'examen de la figure 49 suffit pour partager .la durée du

parcours d'un pas dans les deux roues, en deux périodes, l'une

pendant laquelle deux paires de dents sont en prise, l'autre

pendant laquelle le contact n'a lieu que pour une paire. La pre-

mière période eonmnenoe à rinstant«ii le profil curviligne d'un^

dent de In petite roue arrive, avant la liirne des centres, en «e,

et est poussé au point s. par la dent qui lui correspond dans la

grande roue. A ce même Instant, il y a contact au delà de la

ligne des centres entre deux dents qui sont en avance d'an pas

sur les deux dont nous venons de parler et ont les origines de

leurs profils curvilignes en y et y', à une distance, au delà de A.

égale à a,oc et à Cette période de deux contacta finit

quand lés deux profils dont nous venons de parler arrivent en

a, et en a\; par conséquent, pendant toute sa durée, un pçiut

de la petite circonférence primitive a parcouru ïwm

ycLi = AA, — Ay— a,A,,

quantité qu'on peut exprimer en fonction de Tamplitudç dç

prise OLOL^ et du pas AA^^ car on a

Ay= a^pt= 2AA, — «a, — £^^«9

d'od^ en subslituani cette expressipu dans celle de y«,,

ya,.= âCûc, — AA^.

Dans le cas particulier de roués de IQ et de âO dents, nous

venons de diré que est égal à 1,70 AA^. On a donc alors

yet,?sO,7QAÀ„

Digitized by Google



pKOfm.m iwcuipiAW çvynDfUQUBs. iu

c'est-à-dire que l'arc parcouru pendant la période où deux

paires de deats«oat en prise est les 0,70 d*i]() pas, par^sé-
qqent, coimna onle vérifierait directément» la seconde période,

où le contact n*^ste qu'en une seule paire de dents^ ne dure

que pendant le pai cours de 0,30 d'un pas. Ajoutons, que si l'on

porte de A en et en doux arcs égaux k a^X^ « tm a en et

4y les aros que parcourent sur les circoilféi'eiices primi^

tives les profils des dents en contact dans la seconde période.

.Ainsi, pendant ce parcours, les roues ne se touchent qu'en une

paire de dents, mai& le contact a lieu plus près de la lign» dat

centres.

* Quelques professeurs^ Notamment Savary dans ses le<K>n8 à

l'Ecole polytechnique, et à son exemple Lerai, ont émis l'opinion

qu'on devrait éviter de faire toucher les deats des engrenages

avant leur piasiige à la ligne des centres. Mais, les motifs allégués

supposent dans l'exécution ou dans fétat d'entretien de ce^

dents des imperfections grossières; aussi, la pratique des con-

i^tructeurs ne tiept-ell^ point compte de cette prohibition. Nous

nvons dit (95) quoy lorsque le contact de deux dents a lieu

une distance notable de la ligne- des centres, et- surtout avant

leur arrivée à cette lijjne, le frottement devient plus nuisible

jque lorsque cette distance est faible. C'est dans la Mécanique

appliquée,. chapitre du frott^ent, que doivfunt se trouver les

développements nécessaires pour éclaireir cette question. Nous

nous bornons à dire ici qu'en général il est bon de nniltiplier

assez les dents pour que la plus grande distance du contact à

la li^e des centres pe soit qu'une petite fraolion du rayon» et

dans ce cas Fexpérience prouve que, pour obvier à Timperfection

îîlévitable de l'exécution des dents et à leur déformation par

rusure» ii est utile qu'il y ait constamment deux paires 4e

d^ls en prisçi une après- et Tautre avant la ligne des centre^

Cest ce qui se trouve réalisé dans le cas de la figure 48 où

l'une des roues a l;i dents et l'autre 30. Si ia plus grande des

.deux roues avî\it plus de 30 dents, à piu^ tarte raison suâirait-i{
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que l'autre en eût 15 pour que lamplilude de la prise fût de

dei» pas. Si les dem roues étaient égales, il faudrait qu'elle$

eussent cbaonne au moins 47 dents pour satisfaire à cette con-

dition, dont on peut d'ailleurs s'écarter un peu sans inconvé-

nient notable»'.

il est même certains cas où des lùotifs.tels que la nécessité

de réduire respaee occupé parun engrenage, portent à diminuer

autant que possible le nombre des dents , sans s' inquiéter

.beaucoup de 1 économie delà force employée à le mouvoir.

Dans cette hypothèse, la condition qui subsiste est qu'il y ait

toujours une paire de denta en contact pendant que les vitesses

angulaires des deux roues restent dans un rapport constant.

Il faut donc et il suiiit alors que ramplitude de la prise soit un

peu supérieure au* pas.* Or, un essai graphique facile à vérifier

constate que, sous cette condition, qiiand la plus grande des

deux roues a au moins 12 dents, l'autre peut à la rigueur n'en

avoir que 4; et que quand la première a moins de 12 dents,

il est nécessaire et rigourensement suffisant que l*autré en ait

au moins 5. Mais.il est à remarquer que de pareils engrenages

sont beaucoup plus sujets que les autres à se déformer par

l'usure, parce que la vitesse de glissement des dents devient

considérable à Tinstant oii Tune des dents touche l'autre vers

son extrémité (91), ce qui fait qu'après un certain temps de

service les pointes des dents s'eiïilent, tandis que leurs flancs

se creusent dans leur partie la plus rapprochée du centre, et le

mouvement des deux roues perd la prcfpriété du rapport con-

stant de leurs vttesses angulaires. Sans doute le même genre

d'usure a lieu dans les engrenages dont les dents sont assez

nombreuses pour que l'amplitude de prise soit de deux pas
;

mais cette usure est beaucoup moindre, parce que, à l'instant

où une paire de deiita 'est éa contact à une distance de 'la ligne

des centres qui rend leur glissement considérable, à ce même

instant une autre paire de dents est en contact près de la ligne

despêûtres sans glissement sensible el par conséquent ausu»
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sans usure notable. Cette cieconstanœ impose évldemmeat une

limite àTusuFe des pointes* ...

07. Détails spéciaux aar les engrenais à développantes

de eeri^cs. — Les deux cas mentionnés à l'article précédent
V

sont enogre ici à distinguer.

Premier cas.—-Lu figure 50 donne un exemple du premier

cas. jLa plus petite roue a 20 dents, Tautre 2S. C et C sont

leurs centres, et A, le point de contact des eirconférences

priùiithres. Yoici le détail des constructions à faire pour tracer-

les profils complets des deux roues.

1^ Diviser les deux circonférences primitives en autant de

parties égales qu'il doit y avoir de dents, A étant un des points

.

de division. On a les points A^, A., A^, A,... sur la petite

circonférence CA ; les points A'^, A',, A',, A', sur la circonfé-

rence C'A. '
'

â<» Mener lesr cordes A^ et AA, sous^tendant deux pas de
c

la petite roue. Prdonger ces cordes én N et IN' sur la grande

circonférence, en s'assurant que les arcs satisfont à la condition

AN=AN^ AA. • ~-. La droite N'A. est le lien des contacts

def^ents, dans Thypothèse que la^rande roue mène la petite

de gauche à droite.

3** Tracer autour des centres C et C les doux circonférences

tangçntes en. T., T',, T', aux droites A^N, A,N'. C'est sur

elles que se trouvent les naissances des profils de contact des

dents.

4» Mener la circonférence C'T, passant par T et déterminant

les troncatures des dents de la roue C. Mener les rayons A'fi'

et X\C rencontrant les cordes XHH et AN en K, et R. Décrire

la circonférence €i\, passant par K et déterminant les trônca-

• tures des dents de la roue c.

5» Construire les courbes BA£, ii|A,E,, PaAtE.) qui, passant

par les pointa A, A,, A., sont des développantes du -cercle

'
'

. l '
•
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QT 0» ^ lotinidnt leur ctfnyéxité en sens etontrftife dû lâoavè-

ment, la roue C étant supposée menée.

6« Porter de A et de A, dans le seos du jnouvemenl les

épa!tt6qrft Am et A,», égales à 15/31 du pas.

7* Construire les déveloi^ntes %ae^ symétrique^ de «

BAE, B,A,i:,.
•

8» Faire pour la roue C les opération^ analogues à celles qui

viennent d'être indiquées (3°, 6% 7*), ce qui doûqe les courbes

WAM', B'.A'.JË b>;e; et leurç symétriques bVe^ i>»;.
^ Prolonger les courbes vers l'intérieur et les raccorder de

manière à ménager entre deux dents d'une roue l'espace nécéà*»

saire pour laisser passer sans contact les parties saillantes des

dents de Tautre roue.

taMvqiM»— Un examen attentif de fa figure Tera recoà*

naître que l'amplitude de la prise des deux roues y excède

4jpielque peu deux pas.

DiunÈn CAS.— La igure^ est na exemple du second casi

dans rhypoihése où la petite roue n'a que 10 deâts, l'autre

en ayant 20. C et C sont leurs centres, CA et C'A leurs rayons

primitifs^ AA, et AA', des arcs égaux au pas* Les constructions

propres à obtenir les profils^ctifiteent en quelques détails ii(^ù%

qu'elles sont dans le premier cas.

La première chose à faire est de déterminer la droite AT lieu

n ua cmie C7f étant donné, ponr constraire M'déveldppante passant

poar un ^nt donné Ml sot Iv tangente AT, on prend une ouverinre de
'

compas gui ne soit pas plus grande qne du rayon ; on la porte à parlir

de A versT d'abord sur la tangente, puis à la sotte on porte une dernière

ouverture de compas aboutissant isur la circonférence; ensuite on revient

en sens contraire sur la circonférence par le aiSme nombre d'ouvertures

JUS [u'en B qui est rorigine de la (Jéveioppanl«. Après quoi on trace autant

de tangentes qu'on veut avoir de points du la courbe, et on répèle Topéra-^

tion précédente en sens inverse. Ce procédé esi fondé sur ce qu'une corde

qui n'excède pas 1/6 du rayon n'est inférieure à l'arc qu'elle spus-tend que

de 5 à 6 dix-millièmes. - - .
'
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géométrique des contacts, dont Tangle tîAT avec la ligne des

centres doit différer aussi peu qu'il est possible d'un angle droit.

Qr, vu le petit nombre de dents de la roue G .et l'impossibilité

d'une amplitude de prise de deux pas, il ne conviétit plus que,

comme dans le premier cas, la droite AT prolongée en P sous-

-tende un arc de cette même étendue de deux pas. M étant le

milieu de Tare AMP^ Ji le rayon AG de la petite roue, et » le

nombre de dents qu'elle doit avoir, on obtient une grandeur

suffisante de l'arc AM en posant

Cette formule empirique, déduite d'essais graphiques qu'il se-

ralt superflu de détaillef iei, eét applicable aut diverses valeurs

qu'on peut donner à n, depuis 5 jusqu'à 20. Dans ce dernier cas

AM devient 0,05 de la circonférence^ c'est-à-dire égal au pas,

ce qui doit être, parce que la roue C se trouve alors dans le

premier cas.

Le rayon CM et sa parallèle CT déterminent sur la droite

PA prolongée les points T et T' et par suite les circonférences

dont les rayons sont GT et G'T'. On construit alors les dévelop-

pantes BAE et B'AE'; puis il faut choisir lesf épaisseurs qu'il

convient de donner aux dents. On pourrait, comme nousl'avofts

fait dans les exemples précédents^ prendre les arcs Aa et Aa'^

sur les circonférences primitives, égaux entre eux et à.i5/3i du

pas. Mais il parait préférable de rendre égales entre elles les

bases des dents, Bb et B'b'^ prises sur les circonférences CT éi

C'T\ où sont les naissances des développantes. Cela est trèsr

facile : soit A»= x, Aa' sszx' , et le pas AA, = p. On a » en'

désignant par F et F' les intersections de la droite GG' et des

circonférences CT, C'T',

. . j 30
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TC T'C'
Bb=2BF + ac— , et BV= 2B'F' -h —7,

d'où^ à cause de .

TC TC
Bb=:;;BV et —=

AC AC

Ixinckit

et par ffiiite

46
, , , , AC

el

Ayant ainsi obtenu lés |>oints a et a^, on construit les déve-

loppantes bc et bV symétriques de BE et B'E'. Les deux courbes

B'£' et b e' lie devraient être prolongées à la rigueur que jusqu'à

la rencontre de la circonférence 9yant CI pour rayon, laquelle

fournirait Parc de troncature BV, panie que le contact dès deux

profils BE et B'E' doit théoriquement cesser quand le point E'

arrive en T, dernier poiiU du lieu des contacts; cependant,

comme la droite AT se confond sensiblement avec la circonfé->

fence qui la touche, dans une étendue appréciable^ sur laquelle

se ment l'origine B de la développante BE, on peut, pour

augmenter 1 amplitude de prise^ et sans inconvénient, placer la

troncature un peu f»lus loin du centre C,commeon le Voit dans la

figure., au delà de EV« Les deux courbes BE et be pourraient,,

au point de vue géométrique, être prolongées jusqu'à leur inter-
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• section; mais il parait piéfénibk en pratique d*en retrancher

une partie par une troncature figurée en £e. ^

AmiiUlode de la w*§afi des deax wmmem. —• Le^mouvemeill

des roues en A éijtant supposé de gauche à droite , la dent de la

grande roue, qui touche et pousse actuellement la petite en A,

a commencé à toucher quand le point £ de la petite roue était

en e sur la droite TT'; et alors, le point du profil BA£ qui est

actuellement en A était en a obtenu en menant EG et se, et en

faisant fuc= mA. La même dent de la grande roue cesséra ré-

gulièrement de presser la petite lorsque le point actuellement

en E' se trouvera en T; et alors le point actuellemeat en A du

profil BÀE sera en obtenu en fiûaant = BF et menant la \.

droite Cç»,. L'amplitude de prise est donc l'arc et pour. le

cas de la figure on trouve que le rapport de aa, au pas est 1,41.

On en condurait, par lin examen analogue à «elui qui a été

expliqué (96) pour les eâgrenagas épicydoîdaux, que Tare par-

couru pendant la période où deux paires de dents sont en prise

est les 0,41 d'un pas, et que la période où le contact n'existe

qu'en une seule paire dure pendant le parcours des 0,59 d'un

pas» mais que ce rânple contact a |îeu plus près de la ligne des

centres. •

Bit mBCPAftBS nrSBIlUBS.

98. FMfll» â ûmmm droits êm mmtsremmgm iatésimM.'—

Le centre d'un des cercles primitifs peut être dans l'intérieur

de l'autre (85). La jante de la grande roue est alors extérieure

à son cercle primitif. Sous le point de vue purement géomé--

trique^ toute la théorie précédente s'étend à ce genre d'engre-*

nage; mais son ap[)licaUon matérielle soutire des exceptions

comme on va le voir.

Vengrenage à flancs droits sur la grande roue est impossible,

c'est-à-dire qu'il est pratiquement inconciliable avec la conti-

nuelle égalité de vitesse des deux circonfér.ences primitives.

»
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liduroas sont à considéref, suivant qtle le diamètre de la petite

roue est plus petit ou plu*? grand que le rayon, de la grande.

Nous ne traiterons en détail que le premier cas.

Soient C et C (fig. tIS) lès centres des deux cercles primitifs

AA^A,, A'A^A', qui se toUdietit en A^^. Le rayon csi plus

i
petit que - CA^. Le fl^c drdt ABC, supposé appartenir à la

grande roue, semit décrit par le point B du cerclé adiéiliaire

fcA^B,, dont le diamètre est la moilié du grand diamètre primitif

et dont le centre est actuellement au milieu O du rayon CA^, ce

cercle générateur roulant dans l'intérieur du cercle primitif

Aa«A|. La courbe correspondante A'B' devant former le prodl

• de la deht*de la petite roue, serait répicycloïde décrite exté-

rieurement au cercle primitil de celle-ci, par le mémo {joint B

du même cercle générateur roulant sans glisser sur la ciiiconfé-

renee A'A^A't. Gelà étant, et les deux pAflls AB et Ét'W se trou-

' vaut à gauche de la ligne des centres, supposons que les deux

roues tournent autour de leurs centres respectifs^ à droite,

dans le sens des flèches> la gnihde ^oue menant la pètite^ Point

dé difficulté jusqu'à l'instant où les deux sut&ces èn contàèt

seront arrivées à se toucher en A^, sur la ligne des centres.

Mais au delà l'égaie vitesse des deux circonférences primitive^

. ne peut pluè subsister s si le flanc de la grande roue est supposé

transporté en A4B4
,
position symétrique de AB relativement à la

ligne des centres CCA^, de sorte que A^A, est égal à A^^A, on

reconnaît, en construisant le. profil A.\h'i, nouvelle position de

A'B', que ce profil courbe coupe le profil rectiligne A^Bt; que

|>ar conséquent les positions qu'ils devraient prendre simulfa-

nément sont inconciliables ; et Ton voit aisément que cette inter-

section résulte de ce que la droite A^C est tangente en B, à la

séconde brancbe d'épicycloïde ponctuée dans la figure et symé^

trique de* la branche •A'.B', relativement à là droite C'X\^ en

même temps qu'elle est symétrique de A'B' relativement à C'A^,.

L'impossibilité prs^tique de l'engrenage à .fiancs droits sur la

#

* *
, • '
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gtaftdè roitè se rooofitiftttrait d*ii|lè tmtnifiipe analogue pour le

second cas ci-dessns indiqué. •

*

Au contraire, l'engrenage d flancs droits surla rùia intérietà^

afpossièle, au moins lorsque le diamètre de cette petite roue

n'ej^e pas le rayon de .la grande. Le flanc rectiligne A'B'

(flgTO3) est décrit par le point B de la circonférence dont

le c^lHl^est 'actuellement en O et dont le diamètre est égal au >

petit tayoA t^A^. Le profil AB appartenant à la grande roue est

décrit par le même point B du même cercle générateur roulant

dans la grande circonférence primitive. Si les roues tournent

dans lesens ^aflèches, le flanc de la petite roue mène la courbe

AB de la gripR atum^ et jusqu'à la Hgnedes centres. Au delà,

le lïanc rectiligne A'iB', reste en arrière de la courbe A,B, pen-

dant que les circonférences primitives conservent l'égalité de

leurs,vitesses.

•

90. IPlP6ill MilUant épleyeloidal rar la mae lalérfe»»* —
Ce profil tel que A',E', (qui se trouve reproduit en A'E') et le

.

• profil A^E^ qui lui correspond sur la grande roue (et qui est -
^ '

reproduit en AE) sont décrits par le point E, d'un cercle auxi>-

liiure extérieur qui touche actuellement eii A^ les cercles pri-
'

mitifs sur lesquels il roule. Le rayon de ce cercle générateur

peut être pris arbitrairement, et la figure montre que^ si les roues •*

tônment dans le sens des flèches, la courbé A'B' de la petite

mèneia grânde au delà seulement de la ligne des eenffes. On
remarque ici que le profil AE de la grande roue est concave,

Ddais d'un rayon de coufbure toujours plus grand que "Celui
'

.

du profil dè.la petite roue> Tun et l'autre de ces rayons de coifN

bure étant pris au point dè contact commun,

iOO. Froflto mlxt^tt'Sii» ta éem it&wttu — En donnant à
'

.chaque deqt un profil miate^ coinme Findique la figuré» on fiiit «

que \ë contact des diettx roués' commence avant la ligne des .

centres et finit au delà. Si les roues tournent dans le sens des
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flèches* la
.petite roue mène la grande ; le flanc A'B' poitese la

courbe AB jusqu'à la ligne des centres, apiès quoi la courbe

AIE' convexe pousse lâ courbe concave A£. .

fOi. Profils en déireloppanles de cercles de deux roues«

dont Vmmt esi Intérieure.— LasolutiQU expliquée au nuniéro04

s'applique d*une manière analogue au cas de Tengrenaige inté-

rieur. C *etC' (fig. 5-4) sont les centres des cercles primitifs qui

se touchent en A^. La normale commune aux dents en contact

étant TT'A^, on trace les circonférences dont les rayons sont

les perpendiculaires GT et G'T', et les profils des dents sont les

développantes de ces circonférences. Les surfaces des dents de •

la grande roue sont concaves; mais on rend celte concavité peu .

sensible.en multipliant suffisamment les dents. Dans la pratique

l'angle de la normale TA^ avec la ligne'des centres ne doit pa&^

différer beaucoup d'un angle droit (cet angle est très-exagéré

dans la/igure, alin de rendre plus sensible la distinction des

deux proûls). Le contact des dents commence et finit à une

j^ite distance, avant et après la ligne des centres.

BROMHMBS tfCHILOinifS IT BMftBRAeSS BÉUÇOiOAlfX.

lOS. Easmaases ea mubsb éelieloiuéB A» Heoke. ^ La

considération du glissement des engrenages ordinaires, le-

quel (91) est à chaque instant proportionnel à la distance n cooIt

prise entre le point de contact actuel des dents et le point com-

mun aux deux cercles primitifs sur la ligne des centres, montre

Tulilité de multiplier, autant qu'il est possible, le nombre des

dents des deux roues, et par conséquent de diminuer leur pas.

Or le moyen de faire cette multiplication sans diminuer Tépais-

senr des dents, c'est d'en établir plusieurs rangs sur chacune des

jantes. Par exemple, trois rangs de dents également échelon-

nées, connue l'ijidiquo la figure 55, réduisent au tiers le pas

effectif. Supposé que les deux roues dont cette figure rqirésente

des segments tournent^, autour dé leurs'axes 6. et o', dans le
*

• • •

*
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sens indiqué par les flèches, la dent A va d'abord pousser la dent

A', après quoi la dent B du second rang poussera la dent B'; puis

succédera le contact des dents C et C du troisième rang, ensuilo

A, atteindra A',, puis succéderont les contacts de B, et B',, de

C. et C',, de A^et A'^, et ainsi de suite, absolument comme si

les dents, trois fois plus minces, étaient situées sur un même
rang, suivant Tusage ordinaire. On se fait une idée exacte de

cette disposition en imaginant que deux roues ordinaires, dont

les dents se projetteraient en A, A,, Ag,... pour l'une, et en

A', A',, A'j,... pour l'autre, aient été divisées par des plans per-

pendiculaires aux axes en trois plateaux égaux; qu'ainsi les

dents primitives aient été divisées en dents partielles trois fois

moins larges, restées adhérentes à la portion de jante qui leur,

appartient; qu'alors, les plateaux qui portent les dents C, C^,...

et C, C',,... étant maintenus fixes, on ait fait tourner d'un tiers

de pas les deux plateaux voisins, qui portent les dents B, B,,...

et B', B',,..., chacun dans le sens du mouvement que doit avoir

la roue à laquelle il appartient, c'est-à-dire que dans le cas de

la figure le plateau des dents B, Bi,... aurait tourné d'un tiers

de pas à droite, et celui des dents B', B'i,... d'un tiers de pas

à gauche; que de même on ait fait tourner le plateau des dents

A, A,,... et celui des dents A', A',,... de manière qu'ils soient

d'un tiers de pas en avance sur les deux plateaux des dents

;
qu'enfin les six plateaux, ainsi disposés en

gradins de sens inverses, aient été calés, fixés sur leurs deux

arbres respectifs..

Non-seulement la multiplication des dents permet, en dimi-

nuant leur saillie, de réduire leur glissement, mais cette dimi-

nution de saillie faisant décroître les chances de rupture des

dents, compense au moins en partie l'affaiblissement qui résulte

de la diminution de largeur parallèlement aux axes de rotation.

Nous n'insistons pas sur ce sujet, parce que les considérations

d'après lesquelles les dimensions des dents sont calculées eu

égard aux efforts qu'elles doivent subir, appartiennent à la
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partie de. 1* méeaoiqiia qui 4r«ito de la réti^ianee du titaté^

Haux.

105. Enipveiififee héll^ldal» sans «fliasmnevt, de II«ok« «t

de White.— Puisque, à mesure que le nombre des rangs éche-

loanés augmente, le glissement diminue, on est naturellement

conduit à Je faire disparaître complètement, en multipliant les
.

dents à l'infini, c'est-à-dtre en disposant les dents en hélice sur

' la jante. Dans ce cas la surface des dents, au lieu d'être cylin-

drique, engendrée par la translation du profil parallèlement à

Taxe de rotation de la roue, est héliçoîde, pouvant être engen-

drée par le même profil déplacé par un mouvement composé

d'une translation uniforme parallèle à l'axe, et d'une rotation

uniforme autour de ce même axe, de manière que tous les

points du profil d'une même dent décrivent autour de cet axe

des hélices de même pas
( j . Les hélices directrices tracées sur

les c"Jlîndres primîfîfs des deux roues, hélices sur lesquelles se

fait à chaque instant le cpntact, dans le plan passant par les

den|[ axes de rotation, ont, non le mémè pas, vùm une inclî-

naisoir égale sur les génératrices des cylindres ; et cettè incli-

naison est en sens inverses sur les deux roues. Les profils des

4ents, qui ont peu de saillie, doivent pour le mieux avoir dai^ -

cette petite étendue la figure qui conviendrait à un engrenage

ordinaire; mais la condition essentielle est le tracé exact des

hélices primitives^ sur lesquelles doit, comme nous venons de le

dire^ avoir lieu le contact. Cette ingénieuse disposition, imagi->

née par Hooke en 4666, était tombée daiis Toubli, lorsqu'elle a.

été inventée de nouveau par White, vers 1808. Quelque avan-

tageuse qu'elle soit sous le double rapport de la ré,2ularité du

• mouvement et de l'économie du travail u)écanique , elle ^
(*) Ob remarquera que ce qu'on appelle le jm» d'une hélice, élant^l^

dteianoe entre deux rencontres successives de cettei.courbe*aTec une même
j^ratrice du cylindre oà elle est tracée, o*;4 aucun rapport ayec ce qu'on

désigne sous le même nom. de pas (BS) dans une roue dentée.:
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paspiM^ D'un f.<<itèn.UHn. W
cependant peu employée^ prQba)}lemeatàcaiMa de la diffîcqlté

(le i'exéctttlon, et aussi parce gue la preasion mutuelle dei

roues ne se faisant à chaque instant qu'en an point, des rnptnref

pçuveut être à craindre si cette pression était très-grande.

GBflAILLÈRE ET &OUB DENTÉE,

104. Ouf^rena^e d'une erémaillére et d'une roue. — Cet

engrenage^ dont la 6gure 56 donne une idée/ établit une liaison

entre une translation uniforme et une rotation uniforme autour

d'un axe perpendiculaire à la translation. C'est donc le cas

particulier des engrenages autour de deux axes parallèles, où

Pua des cercles primitifs ayant son rayon infini devient une

ligne droite, axe primitif de la crémaillère. La vitesse linéairo

de la crémaillère étant v, la vitesse angulaire de la roue tu, son

àiyon priniilif r, le nombre de ses dents », le pas commun à

la roue et à la crémaillère on a entre ces cinq quantités les

deux relations

V zzzwr et npss^nr;

de sorte qu'on peut, par exemple, se donner m et r pour en

Goncluro t> et ott bien se donner t^^nelv pour en conclura

Les théories précédentes s'appliquent par extension à ce cas

particulier.

• Celle de Vengrenage à hnitéme (93) s'applique avec ces seules

différences que, si la roue est la lanterne, répicyclolde décrite

par le centre d'un fuseau relativement à la crémaillère se réduit

à une cycioïde, et si c'est ia crémaillère qui porte les fuseaux,

là conrbe décrite par le centra de chacun d'eux relativement k

la roue est bne développante de cerole.

La théorie de Vengrenage à flancs yiori/iaux (Vi'J) s'applique

avec cette modification, que répicyclolde adhérente à ia petite

roue (fig. 57) devient une développante de cerole^ tandis que*
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répieycloîde appartenant à la grande roue, c'est-à-flire à la eré-i

înainère devfent une simple cydolde. Le flanc reciiligne de la ,

grande roue , considéré comme lieu des contacts du profil

courbe de la roue avec la crémaillère, se réduirait à un point,

'81 ce flanc ne devait être prolongé pour laisser passer dans le

creux des dents de la crémaillère lé plein de celle de la roue. ^
, Le système d engrenage à nonnale constante et à développantes

de wcles (94) s'étend au cas de la crémaillère, avec ce(te diffé-

rence que^ pour la crémaillère, la développante est remplacée

par une droite perpendiculaire à la direction choisie pour celle

de la normale constante; le profil de la crémaillère, en dehors de

la barre qui remplace la jante est donc triangulaire, et Tengre-

nage jouissant de la propriété générale des profils en- dévelop-

pantes de cercles, la distance de la crémaillère à la roue peut

varier sans que la liaison des deux mouvements soit altérée, et,

chose spéciale au cas de la crémaillère, la ligne droite^ lieu des

contacts, reste entièrement invariable relativement à la roue.
*

§ 2.

UAISOq DE DEUX CORPS SOLmES EN CONTACT BT ASSUJIÎTTIS TOURNEE

AUTOUR BB-DEUX 1ZB8 nXES CONGOURAltTS.

eiMitMâji» 80» CB suibt,

105. ReUittOBB des vitesses des deux eorps* Dcux COrps

solides étant en contact et assujettis à ne se mouvoir qu'en;

tournant respeetivement autour de deux axes fixes concourants,

' proposons -nous de trouve?^ le j^apport des vitesses angulaires des

deux corps à l'instant où ils occupent une position donnée , et les

MiUùm de ces tfitesses avec celle du gUseémeni relatif des deu^

corps.

Celte qneslion, dont celle du numéro 80 n'est qu'un cas par-

ticulier, sç résout, comme celle-ci, par la théorie de. la compo-

sition des mouvements.
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Soient sc et SO (fig. 58) les deux axes, M le poiat de contact

actuel des deux corps» Ml la normale commune rencontrant

en 1 le plan G$0. Si le point I tombe dans l'angle €SO^ les

deux rotations sont de signes contraires; soit iy celle du corps

tournant autour de SC, et soit—w' celle de l'autre corps autour

de SO. £n considérant le- mouvement du corps lié à Taxe SG,

relativement à Tautre corps, nous voyons que ce mouvement

.

relatif est nne rotation simple instantanée ff^ résultante de w
rotation absolue du corps dont il s'agit, et de w' rotation d'en-

trainement prise en sens contraire ; donc Taxe de cette rotation

relative est dirigé dans le plan €SO» suivant la diagonale du

parallélogramme dont les côtés portés sur SC et SO 'seraient

proportionnels à w' et w; ou bien encore, tout point de cet axe

a ses distances aux droites SC, SO réciproques aux vitesses an-

gulairesw et ti/. De plus, les deux corps ne cessant pas de se

toucher, l'axe instantané de la rotation simple relative est dans

un même plan avec la normale MI ; donc il est dirigé suivant SI;

.

donc en abaissant de l les perpendiculaires lA, IB sur $G et SO,

on a la relation cherchée tt»*AI = ti/-BI, c'est-à-dire que le

point I aurait la môme vitesse si on le co.nsidérait à l'instant actuel

comme lié, soit à l'un, soit à l'autre des corps tournants. £n dé-

signant par a et ^ les angles.ISC,-lSO, on a la vitesse angulaire

résultante w cos a -f- tv^ cos |3.

Quant à la vitesse- de glissement vg, c'est celle du point M
dans le mouvement d'un des corps relativement à l'autre ; si

donc on appelle p la distance de Bt à Taxe SI, on a

Vg = = ;^ (itf COS«+W COS ]3).

CAS Od Ll BimilC vu BOTAtlom ISf CORSTASl. CtalS MULAHVf.

BHGmiRAOïr GomQiris.

106. €6nes roulants dits ednes de. friction. Deux troncs

de cdnes de révolution ayant même sommet se pressent mu-*

• .

*

* •

1
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tuellement,de manière qu'ils roulent sans glisser runsurl'autre,

lorsque, par Tefiet d'un moteur quelconque, ils tournent autour

de leurs axes fixes et concouraots.

Soient (fig. 59) $ le sommet commun^ A un point de la gé«

nératrice de contact des deux cônes, AO et AO' les distances

de À aux deux axes (ce sont les rayons de deux cercles qui

roulent simplement Fuâ sur l'autre), a, di /3 les angles OSA«

QfSKy OSO» enfin tv et W les vitesses angulaiies des deux

cônes.

Connaissant le rapport de ces vitesses et l'angle ^ des deux

axes, on calcule aisément les anglês a et a •

On a»
«

OA*tirsEsO'A*w^, d'où, wma^vJwaf'\

par suite, en renaplaçant «' par /3 — a

,

• *

^ sin a= sin p cos a — cos p sin «

,

doù

cot a= -r^ 4- cos û j

.

L'un des cônes peut être intérieur à l'autre (fig. 60). et alors

les rotations sont de mémo seos» au lieu que dans le cas précé-

dent elles sont de sens eontraires.

L'un des cônes peut être remplacé par un plan (fig. 61) dans

lequel doit sa trouver le souunet de Tautre.

107. Eng^renasfcs coniques. — Deux rOUCS dout les axes

concourent (fig. 62) sont armées dû dents qui se pressent mu-

tuellement pendant qu'elles /tournent, comme si la communi-

cation de mouvement avait lieu par deux cônes de friction que

l'on considère comme suriiaces primitives et purement géomé-
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triques entraînée» dans le mouvement des roues. 06 iFoit, par

analogie avec ce qui a été dit précédemment, qu'on pourrait

prendre arbitrairement la suriace liée à i'im des cônes, et en

conduire celle qui coavûuidrtit pour rautce* Les solutions ordi-

naires terminent les dents par des surfaces coniques ayant pour

sommet la rencontre S des deux axes. Dans ce cas, si I on ima-

gine la sphère dont le centre est S et le rayon SA^ et sur

laquelle sont par conséquIP^Jls circonférences OA, C'A, on

voit qu'on peut détermîncîr Ar- cette sphère les profils dès

dents coniques par des considérations et des constructions

analogues à celles qui ont été employées pour les engrenages

cylû|driques. Les droites sont remplacées par des arcs die

grands cercles, les épicycloîdes planes par des épicycloîdes

' sphériques. On est ainsi conduit à distinguer trois systèmes

analogues à ceux qui sont . usités pour les engrenages à aiLes

parallèles. On peut exécuter rigoureuseuient les constructions

•par les méthodes de la géométrie descriptive; mais dans la

pratique on se contente d'une approximation qui suffît. Par le

• point A de la génératrice de contact des cônes primitifs, on

mène perpeDdiculairèmeot à cette génératrice la droite CG'

rencontrant les Axes en € et €'. Puis on eooeîdère ces pmnts

C et C comme les sommets de cônes droits, ayant pour bases

les cercles primitifs dont les rayons sont OA, O'Aa et c'est sur

les surfaces développées de ces cônes que l'on trace les direcr

triées ou pro6ls des surfaces coniques des dents. A cet effet on

remarque que, pendant la rotation des deux roues, ces direc-

ti'ices doivent se toucher, et que dans le voisinage de A elles

s'écartent très^-peu du plan tangent projeté en CIC' et commun
aux deux cônes €AO, CAO'. De plus lès divers points de' ces

profils se déplacent en restant respectivement à des distances

constantes des centres C« G'. Ën conséquence on développe ies

deux surfaces coniques GOA, G'AO' en deux secteurs ayante

pour distance des centres, la longueur CG'; pour rayons, les dis-'

tances GA, C'A; pour ba^es, des arcs de mémos longueurs que
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les circonférences primitives dont les rayons sont OA, O'A; et

l'on prend ces arcs comme cercles primitifs d'engrenages dont

on fait le tracé d'après le système à fuseaux, à épicycloïdes ou

à développantes qu'on a adopté. Ce tracé fournit les panneaux

qui servent à transporter sur les surfapes coniques ÇÂ, C'A les

profils des dents.

§ 3. •

LIAISON DE DEUX CORPS SOLIDES EN CONTACT ET ASSUJETTIS A TOURNER

AUTOUR DE DEUX AXES HOSi CONCOURANTS.

i08. Liaison d'une rotation et d'une translation. — Vis

et é«ro«. — Considérons d'abord le cas particulier 40Ù Tuné

des rotations est remplacée par une traiislation parallèle à l'axe

de la rotation subsistante. Ce cas est celui dont une vis et sou

écrou offrent un exemplç vulgaire, soit que récrou tourue sim-

pleiqent, tandis que la vis se meut parallèlement à son axe sans

tonrner, soit que la vis tourne simplement autour de son axe,

tandis fjue T écrou ne pouvant tourner, se transporte parallèle-^

nient à l'axe.

Nous rappelons ici que l'on distinguedans une vis : i"* le noyaus

cylindre sur lequel 1^ fi^^ saillie ;^ le pro/?/ordinairement

carré ou triangulaire qui, situé dans un plan passant par Paxe

du cyliiidro, engendre le tilet en tournant et glissant de manière

que .chacun de ses points décrive.une hélice \ 3<> le pas, quantité

dont un point mobile sur le filet s'avance parallèlement à l'axe»

après un tour entier, en restant sur une même hélice et par

conséquent à une distance constante de cet axe (une partie de

filet correspondante à un tour entier s'appelle une spire); 4® le

nomhrè de filets distincts (le pas divisé pajr. ce nombre, s'il

est plus grand que i , donne l'espace de milieu en milieu de

deux iilets voisins parallèlement à Taxe de la viS; et deux plans
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perpendiculaires à Taxe et dont la distance est égale au pas,

comprennent entre eux autant de spires qu'il y a de filets dis-

tincts dans la vis); 5° enfin le sens à droite ou à gauche d^ la

vis,8uivant que la rotation autour de Taxe fixe, d'un point mo-
bile qui suit le filet en avançant dans le sens pris pour positif

de l'axe, est directe ou rélrogade, positive ou négative (61).

Les vis dites vis à bois, si fréquemment employées^ ont Leur pro-

fil triangulaire, un filet unique et le sens à droite.

En général, supposons qu^un point du corps en translation

soit assujetti à se mouvoir parallèlement à l'axe du corps tour-

nant, en glissant sur ce corps. Le point glissant décrit donc sur

ce corps une courbe située suriine surface cylindrique de révo-

lution autour de Tàsfe' de rotation; et de la figure de cette

courbe dépend la relation entre la vitesse de translation du pre-

mier corps et la vitesse augulaire du second. Pour que ces deux

vitesses soient uniformes, la courbe doit être une hélice dont

le pas est égal à l'espacé que parcourt le pioêmier corps pendant

que lè second fait un tour. C'est ce qui arrive pour la vis.

Une vis dont le noyau n'a qu'un mouveraeot de rotation sans

translation^ comme dans l'exemple indiqué par la fijgure 63,

imprime à Técrou, que ses guides empêchent de tourner, un

mouvement en vertu duquel il se transporte d'une longueur

égale au pas de la vis, pendant que celle-ci fait un tour, r étant

la distance .d'un point quelconque de la vis à son axe> un tour

fait parcourir à ee point la circonférence 2irr, tandis que Técrou

s'avance d'un pas p . Le tnéme rapport subsistant pour une

fraction quelconque de révolution, si l'on appelle iv la vitesse

angulaire de la vis et v la vitesse de i'écrou, o(i a, quel que

soit.r, '
, ^

V ^ p ' V p
'

Si c'est récTou qui tourne simplement, et que la vis ne puissé
'

avoir qu'nn^ mouvement de translation, la même relation existe/

.
•
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comme on le voit aisément, entre la vitesse angulaire w de

Técrou, la vitesse linéaire v de la vis, et leur pas commun p.

Une vis est ordmaireœent plus longue que i'écrou ; mais l'in-

verse peut avoir lien, sans que' rîen soit changé à la relation de

leurs mouvements. Quand c'est la vis qui tourne sans transla-

lion, on substitue quelquefois à l'écrou une sorte de crémaillère

dite peigne^ qui n'eu est qu'un segment compris entre deux

plans; parallèles à Tiulo de la vis ; le pèigne. guidé de manière à

ne se mouvoir que paraHèiément à ce mémè axe, peut parcou-

rir une étendue égaie à celle qu'occupent les dents dont il est

armé. ,

'

Si la courbe située à une distance r de raxe de rotation est

autre qu'une hélice, w étant la vitesse angulaire du corps tour-

nant, à l'instant où un point M du corps en translation occupe

sur cette courbe la position A, i étant l'angle que la tangente en

A à cette courbe £ait avec on plan perpendiculaire à Taxe de

rotation, on conclut aisément de ces données la vitesse v du

corps en translation à l'instant dont il s'agit, et la vitesse de

glissement vj» savoir:

vz^rw tang i et Vr = -r—r= -r—.

.

.
^ sm» C08»

Cette conception d'un point M du corps en translation assu-

' Jetti à parcourir une courbe tracée sur un cylindre appartenant

^ au cor[)s tournant, se réalise dànê la pratique en crensani dans

le cylindre une rainure où s'engage et se meut une broche

(dite bouton, goujon, etc.) fixée en saillie sur le corps en trans-

lation. Cette broche est ordinairement cylindrique, et son axa'

de figure rencontre perpendiculairementFaxe de la rotation. Les

\ faces de la rainure sont détermiricos par la condition d'être

continuellcmpnt tangentes à la broche pendant le mouvement

des deux coips : elles sont donc les envelôpjpes des positions

successive» que la broche prend relativement au corps tournant.
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109. lUtAltom el iMiislAliM oselllatoln. — Si la courbe

était plane et |mr conséquéit une ellipse, la rotation simple

de l'un des eorps toujours dans un mâme sens produirait

un mouvement d'oscillation de l'autre corps. Soit i l'angle d

plan de la courbe avec un plan perpendiculaire à l'axe de rota-

tion, que nous supposons vertical pour fixer les idées. A un

certéin instant, le point glissant sur cette courbe est en A (fig. 64),

extrémité de son diamètre horizontal. Au bout d'un certain

temps, le cylindre ayant tourné d'un angle a égal à AOX\ le

second corps se sera élevé d^une hauteur AN égale à AU ou

A'^ tang { ou OA sin a tang i ; d'où il suit que ce point glissant

du corps en translation a la même projection sur une verticale

qu'un point m qui se içouvrait sur un cercle vertical dont le rayon

•ft serait égal à OA tang avec la même vitesiise que tout point

qui sur le corps tournant est situé à cette disiance OA tang i

de son axe de rotation. Lorsque la rotation est uniforme, le

mouvement oscillatoire du corps en translation est celui qui a

été indiqué (18)) comme exemple dé ^louvément varié.

TIS SAM FIS.

• • •

tiO. LtelMB éàlétnK MtetlMM don* les mm wm*
••nuiis Mttt 9tctmmgmUA9€Êi* L*engrenage connu sous le

nom de vis sans fin réalise cette liaison dans le cas où les rota-

tions sont en rapport constant.

On se fiiit une idée juste, quoique ibcomplète^ de ce méca-

nisme, en imaginant qu'au peigne mentionné au numéro 108

soit substituée une roue dentée tournant autour d'un axe fixe,

situé à une certaine distance de Taxe également fixe de la vis,

et perpendiculaire à sa direction. On reconnaît au premier

aperçu que la vis^ en tottrn^at sans translation, entraîne la roue

au moyen de quelques dents engagées entre ses filets et conti-

nuellement remplacées par d'autres^ comme la même vis entraî-

nerait un long éccott qaî'ne pourrait se mouvoir.que phr trans-

Digitized by



i36 cmtMkTuxoB. 8ICT. I, au», in.
«

lation parallèle à Taxe de cette même vis. Gelle-ei prend dans

ce cas le nom dem sans fin, parce qu'elle peut tourner indéfi-

niment en menant la roue dans le même sens, ce qui n'a pas lieu

pour un écrou ou un peigne recliligne»

Frofils de« lllets de la tIs sans IIb et fonie des taiis de to

vene. — Une observation que chacun a pu feire, c*est que^

lorsque nous regardons une vis tourner sans translation, si elle

est un peu longue et que notre attention ne se porte que vers

son milieu, ou mieux encore si ses extrémités sont masquées»

il nous est difficile de nous défendre d'une illusion par laquelle

la vis nous semble se déplacer par une simple translation ; et

cette translation est uniforme si la vitesse angulaire de la vis est

constante : sa vitesse apparente linéaire est telle, qu'un parcours

recti ligne d'un pas semble se faire pendant chaque révolution

eftt'clive de la vis. L'explication fort simple de ce fait, c'est que

la perspective ou la projection, sur un plan fixe, des positioi^s

successives de la vis varie de la méftie manière, soit que la vis»

tourne, soit qu'elle se meuve sans tourner, et que, pour nous

faire admettre ce second cas moins simple, il faudrait que quel-

ques circonstances^ comme des taches on marques quelconques

sur^la vis nous avertissent de Texistence de la rotation. C'est

ainsi qu'une surface de révolution de couleur parfaitement uni-

, forme et tournant autour de son axe de figure nous paraîtrait

immobile.

De là il fésulte que les dents de la roue doivent, par leur

forme, satisfaire.aux mêmes conditions qu(» si elle engrenait avec

la vis qui, sans tourner, se transporterait en glissant le long de.

son axe fixe , à raison d'un pas par tour de sa i^tation

efiéctive.

La vis, dans cette hypothèse, ferait exactement la fonction

d'une crémaillère, sauf cette ditiérence, d'avec la crémaillère

ordinaire^ que le profil de celle-ci,ilans des. plans quelconques

perpendiculaires à Taxe de la roue, est toujours le mémei tandis
•
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' que les ioteisectioDs de la vis par ices plans varient avec leur

distance à son axe.

Cette remarque nous conduit à dii^e <|Qe dflÉAi >la pratique on

distingue deux espèces de roues engrenant avec une vis sans fin.

Dans la première^ la partie utile de la roue se réduit à une

tranche trè&-nunce dont le plan milieu passe par Taxe de lavis :

chacune des dents de' la roue actuellentent én contact avec la

vis ne la touche qu'en un point situé dans ce plan (point qui

varie d'un instant à un autre), et les dents sont terminées exté-
• • •

4eurement, comme dans une roue droite ordinaire, par des

troncatures fliguriant line surface cylindrique de révolution.

Dans la seconde espèce, renscml)le do la roue, abstraction

faite des entailles ou vides entre les dents, présente l'aspect

d'une poulie creusée à spn poiirthur extérieur en une gorge qui

embrasse partiellement le noyau de la vis^ en laissant un espace

convenable pour le jeu : une dent de la roue, en contact avec

la.vis, la touche simultanément en une suite de points qui for-^

ment une 'Courbe éhangeant d'un instant à un autre, et sur sa

voue et dans l'espace.

Etudions séparément ces deux espèces de roues.

Roue de pvemlère espèee ymup vie tmam 9m,» Puisque Jes

filets se déplacent et se succèdent dansle plan milieu de la roue

comme les dénis d'une crémaillère, le prolil de ces fdets et ce-

lui des dents de la roue^ dans ce plan, doivent être tels, qu'ils

conviendraient à une crémaillère et à sa roue cylindrique. L'un

de ces deux profils peut être quelconque, sauf certaines excep-

tions (86), et l'autre en est une conséquence. Dans tous les cas,

on commence par tracer la circonférence primitive de la roue

et la droite tangente parallèle à l'axe de la vis, lesquelles, cir-

conférence et droite^ étant entraînées l'une avec la roue, Tantre

avec la crémaillère fictive, doivent avoir à chaque instant la

même vitesse et porter des dents d'égal pas. Mais il y a lieu de

distinguer pour la pratique les deurderniers .systèmes dç profils

t .
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indiqués an nuipiéro i(>4, «avoir : le^e^tème à flanifis normaux

pux lignes primitives, et le système à normale constante.

' Dans le système des profils à flancs normaux, le profil de la

crémaillère, c est-à-dire du lilet de la vis, est composé d'un

flanc ou partie intérieure en ligne droite perpendiculaire à, la

tangente primitive, et d'une partie extérieure, arc de cyelofde

tangent au flanc droit et engendré par une circonférence, dont

le diamètre est égal au rayon de la circonférence primitive
; le

protil d^ la dent de la roue est composé d'un flanc droit (iirigé

suhrant un rayon et d*Qne courbe extérieure, arc de d^velop^

pante de la circonférence primitive.

Dans le système des profils à normale constante, les lieux

des contacts sur. les deux ftces des dents sont deux droites qui

se croisent au point commun des deux lignes primitives et sont

tangentes à une circonférence intériem^e concentrique avec la

circonférence primitive. Le profil du filet de la vis devient

; triangulaire, et celui des dents de la rotte est formé de dévelop-

pantes de la circonférence intérieure qui vient d'être mention-

née. Ce système a pour caractère spécial que la distance de

l'axe de la vis à celui de la roue peut varier dans certaines

limites, sans que les mômes profils cessent de convenir et que

le rapport des vitesses soit'changé.

Quant à la forme des dents de la roue hors du plan milieu, il

est facile de satisfaire théoriquement à la condition qu'à chaque

instant la vis ét,une dent la roué se toudient en un point de
'

ce plan. Pour.cela ôn peut limiter la dent par «ne surfiice réglée

dont voici la détermination. A étant, dans le plan milieu pris

pour celui de la figure 65^^ le point de contact de la circonfé-r

ronce primitive GA de la rôùe et de la droite^ primitive AB de

la vis dont la droite OZ est Taxe, d M est le point oil se tou-

chent le filet dont le profil est iMn, et la roue dont le profil est .

hMN, il suffit d'imaginer qu'on mène par ce point AI une tan-

.

gente à l'hélice qui sur la vis passé par lé même point pour avoir

la généçatrice rectiOgné correspondante de la surCiu^ réglée
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dont il ft*«gil; surface qui^éfidemment, est tangente enM à celle

du filet O-

Boves de dentéme espéee pour ttmmm Ha. — L'idée de
*

la vis considérée comme une crémaillère en translation rend

très-facile à concevoir la détermination de la denture de la

roue comme une conséquence de la figure adoptée pour la vis.

Supposons donnés H*» le protil des filets ;
2" leur nombre : 3° leur

pas^ 4° la plus courte distance de l'axe de la vis à celui de la

roue ; S** enfin le raymi primitif de celle-Q* Imaginoîis que Ton

coupe la vis et la roue piir un plan perpendiculaire à Taxe de

cette dernière. Si ce plan passe par Taxe de la vis, il rencontre*

les filets suivant ce que nous appelons spécialement leurs pro-

fils, formés ch^^b de deux parties symétriques refaitivemént à

une* droite perpHudîculaire à- Taxe de la vis. Bans toute autre

position le plan coupe les filets suivant des courbes qui, iiiciles

à construire par points, n ont plus la propriété de symétrie du

profil prîndpal» ]>ans tou$ les cas, le plan coupe le cylindre prî^

mitif de la roue suivmt une circonférenee dont le centre est

dans Taxe fixe de cette roue, et la connaissance de cette cir-

conférence et du profil particulier correspondant de la vis,

crémaillère fictive» suffit pour construire les courbes que doi- ,

vent présenter les dents de la roue> suivant le procédé général'

expliqué au numéro 88, et applicable au cas particulier où l'une

des circonférences primitives considérées dans cet article a son

rayon infini. Cette indication démontre^ si ce n'est la facilité, au

moins la possibilité de déterminer , par un nombre suffisant de

coupes pai allcles , la tigure qui convient à la roue, d'après les

cinq données que nous venons d'énumérer.

(*) iroas mI aoni afiêtons^pM à dénumirtr qiie,diiis le ^tèmo d^enip-

aage k flancs nomurax ci-dessus indiqué, It surfioe réglée de la dent, dans

sa partie extérieure au cjUndie primitif, est un bélicolde déyeloppable

dont les intersecUons par des plans parallèles an plan miUeu sont des dé-

veloppantes égales à cèHe du proU miUen de la dent.
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lit, SelattOBs éaÈrp |c8 diTevms «uaalltés àeoaaidéMë

émàmne vis swbé fls et s» ime. Ces quantités sont :*

(ians la vis, 4® le rayon moyen ou primitif ••.«•• r'

le pas des héHces

3<* le nombre des filets distincts, n'

4* fiEingle 'd?inclinaison de l'hélicé moyenne

sur le plan perpendiculaire à l'axe i
* * <

'

5*" la vitesse angulaire../. •••• w'

% dans la roue, l** le rayon moyen ou primitif. ... « • r

le pte mesuré sur la circonférence primi-

tive
,
égal à la distance de milieu en

milieu de deux spires voisines de la vis; p -

di^ le nombre de dents. • n
4* la vitesse angulaire. . ; iv

dans la vis et la roue, la vitesse de glissement que nous nous

bornerons à considérer au point de contact situé sur la

.perpendiculaire commune aux deux axes, de la vis et de la .

roue. Nous désignerons cette vitesse de glissement par. . . Fg.

Etablissons les équations (jui existent entre ces dix quantités.

: Lé pas de la roue est évidemment lié au nombre de ses dents

et aii rayon primitif par réquation .
* -

np=2irr. ,[4]
, »

Si la. vis n'avait qu'un filet, le pas h de ses hélices serait égal

au pas p déjà roue, parce qu'il serait égal au pas dQ la créodail-

ière fictive que figure la vis. Maïs sll y a plusieurs filets distincts,

c^est 1^ distance de dçux iilets voisins qui esl égaie au pas p. On

a donc

»>= *^ ... [2]

L'angle i est évidemm^t lié aux quantit<^ précédentes par

l'équation \ .

«

r
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Pendant que la vis fait un tour, un point de la crémaillère

fictive se déplace de la quantité A y tandis que la circouféreBce

primitive de la roue, s'avançant de la même quantité h, tourne

d'une fraction de tour qui est exprimée par ~ : c^est le rap-

port des, vitesses angulaires, lequel d'après [1J et [S] se réduit à

c'est-à-dire que les vitesses angulaires sont réciproques aux

nombres des dents de la roue et des tilets distincts delà vis. Cette

relation est analogue à celle qui a lieu dans un engrenage ordi-

naire. A ce propos, on renoarquera que, si Ton coupe une vis à

plusieurs filets distincts par un plan perpendiculaire à l'axe, la

section obtenue présente Taspect d' une roue dentée dont les

, dents n^ sont pas symétriques. En désignant par;»' le pas de

cette roue mesuré sur la circonférence moyenife de la vis, dont

le raypn est r', on a
*

•

, W
ce pas n'est donc pas en général égal au pas y de la roue engre-

nant avec la vis.

. Pour calculer la vitesse de glissement relatif de la roue et de

la vis, \ rinstant ott elles se touôhent sur la perpendiculaire

• commune a,ux deux axes, exprimons (74) la distance qui, au

bout du temps d^, séparera les deux points de la roue et de la

vis actuellement confondus au contact. Celui de ces deux points

qui appartient à la roue aura parcouru l'espace turdf parallèle*

/nent à l'axe de la vis, tandis que l'autre appartenant à la vis

aura parcouru l'espace v^lr^ï perpendiculaireuicnt au même

axe. L'espace qui les séparera est donc p/(iwV*4-w'V>) di.

r

*
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ce qui doaue la vitesse de glissement

c'est-à-diro que la vitesse de glissement est égale à Thypoté-

Quse d'uQ tnaogle rectangle dont les deux côtés d'angle droit

sont les Vitesses linéaires des deux cylindres primitife de la

roae et de la vis.

En résumé, il existe cinq équations nécessaires entre les dix

quantités énumérées au commencement de cet article^et parmi

lesquelles 1» et »' doivent être des nombres entiers. Suppospns,

par exemple, qu'on se donne :

Le rayon moyen de la roué r s=0*,4;

L'inclinaison de Thélice moyenne de la vis. • tang i =:0,3;

Le nombre des dents de la roue. . • ^ • • • . • . ustM):

Le nombre des filets distlnéts de la vis. • • • • n's 3.

On concinl :

w 3
. .

1*> Le rapport des vitesses angulaires (équation [A]) . = -

* '0 6^832
S* Le pasde laroue (équation [i]). p=:-^~-^— i=0*"»OI257;

3* Le pas des hélices de la vis [2] A=:;:0*,0377;

0 0377
4<'Lerayonmoyendelavis[3].. r^as ^ .^v, =*»»,a2

{oa aurait pu aussi bien se donner, r' et calculer tang »)•

5« Là vitesse de glissement comparée à celle de la circonfé-

rence primitive de la roue [5] ,

r.=w|/i+J^.^j=3,48w.

119. Cas de réciprocité de l'engrenage de la vis sans

Ijin. — Si l'un ne considère qu'au point de vue géométrique
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l'engrenage de la vis sans fin, il semble que l'on peut indiffé-

remmentjuener la roue par la vis (ce qui en est le ca$ le plus

fréqiient en pratique)^ ou la vis par la roue (oonune cela se

voit^ par exemple, dàns les tourne-broches^ ou dans l'apparelF

•* de M. A. Moi in servant à constater la loi de la chute des corps

sous Taction de la pesanteur, où Tarbre vertical de là vis porte

uii volant à ailettes tournant rapidement et destiné à modéfer

et régulariser le nibuvement du mécanisme par la résistance^fe

l'air). Mais cette faculté réciproque n'existe pas toujours pour

une vis donnée et sa roue ; le frottement inévitable des surfaces

en contact s^oppose à ce que la roue puisse mener la vis lors-

que l'inclinaison i est trop petite, et réciproquement la vis ne

pourrait pas mener la roue si cette inclinaison était trop grande.

Lorsque Tangle i diffère peu de 45^, et que les surfaces sont

suffisamment polies et onctueuses, on peut à volonté faire oon-

duivKfikià' des deux organes par l'autre. Nous nous bornons à

ces indications qui seront justifiées et complétées dans le Traité •

où nous nous occuperons de la théorie du frottemeni, ûsm les

machines/
'

115* Bzéentloift néeânique de I» rove .«l*«Be sums

fin. — Le glissement mutuel des surfaces dans l'engrenage de

la vis sans fin est» à cause du frottement, un inconvénient sops

•le rapport de Téiconomte de la force, qui» appliquée en un cer-

tain point de l'un des corps tournants, doit vaincre les résistances

exercées on certains points de l'autre corps. Mais cette propriété

de glissement a Tavantage de permetire de se servir de la vis

(somme d'un outil pour donner aux dents de la roue là forme

qui leur convient le mieux. Pour cela on exécute la vis en acier ;

on en fond les filets par des rainures étroites, à arêtes vives, et

suffisamment multipliées, dont le plan milieu passe par l'axe ;

puis on durcit cette pièce par la trempe; D'une autre part, on

prépare la roue en. lui donnant la forme d'une poulie à gorge,

et l'on ébauche la denture par des entailles en nombre égal à
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celui des dents qu'on veut obtenir, inclinées et assez larges

pour que les filets de la vis s'y engagent, quoique incomplète^

meBt. Ensuite on installe la roue et la vis respectivement sur

leurs arbres dont les axes sont à angle droit, celui de la vis étant

dans le prolongement du plan milieu de la roue ; ces arbres
*

sont d'ailleurs disposés sur leurs supports, de manièi^ qu!on

puisse peu à peu les rapprocher et les amener à la distance où

Us doivent être définitivement maintenus. Ces dispositions pri-

ses, on fait tourner celui des deux corps qui doit mener l'autre
;

les filets mordants de la vis liment les parties des entailles de

laÂÉiue<dan^iÉsquelles ils s'enfoncent pèu à peu> jusqu'à ce qué

ce1Ies-^i soiei^ltevenues les enveloppes des positions succes-

sives que prend la vis dans son mouvement relativement h la

roue. Ën continuant de faire tourner les deux corps sans rap-

prôcher les axes« et en exerçant sur la pièce menée une faible

Tésistance, on lise une face de chaque dent dé manière% obte-

nir le jeu que l'on juge convenable. La vis qui a servi d outil

est ensuite remplacée par une autre de même profil et de même
paSj mais polie et sans rainures.

Nous expliquerons plus loin le mécanisme au moyen duquel

on exécute facilement et exactement une vis dont le profil et

le pas sont donnés.

114. Préiîmînaîres sur ce sujet.— On emploie depuis assez

longtemps dans les machines de filature un genre d'engrenage

que, par tm trop rapide aperçu, on confond aisément avec m
engrenage cônique, quoiqu'il en dîfifère essentiellement, en ce

que les axes des deux corps tournants ne sont pas dans un même
piao^ et sont seulement très-proches. Nous no.us proposons d'ex-

.*po8er ici la théorie générale.de ce mécanisme, sans faire aucune
'

hypothèse restrictive, ni sur la distance deideux axes^ ni -sur

Taugle qu'Us forment dans l'espace.
•
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On sait (134 et 106) que le premier pas fait dans l'étude des

engrenages cyUndri<5ues el coniques consiste à remarquer que

la liaison entre les mouvements de deux corps, qui tournent

avec un rapport constant de leurs vitesses angulaires, autour

d'axes différents situiés dans un même plan, s'obtient au môyen,

soit de deux cylindres de friction (si les axes sont parallèles),

soit de deux cônes de friction (si les axes se rencontrent),

cylindres ou cônes qui se touchent le long d une génératrice

rectiligne commune^ et roulent sans glisser l'un sur raut|p. Ces

deux surfaces dites primitives une fois déterminées, d'après kk,

rapport connu des vitesses angulaires des corps qu'elles entrat-;i -

joent, on les arme le plus souvent de dents, ou plutôt on rem-

place les surfoces primitives^ devenues simAment ^É§^6s\ par

des dents dont les formes doivent être telles, que, m^qu'elles.

se poussent mutuellement, rien ne soit changé à la loi de liaison

des deux mouvements de rotation.

On a dû être ainsi CQuduit à demander quelles seraient les

sur&ces de révolution qui, en tournant autour de leurs axes

respectifs et en roulant relativement l'une sur l'autre, se tou-

cheraient suivant une ligue droite et remphraieiit, dans le cas

général où les ax^s ne sont pas dans un même plan, une fonc-

tion analogue à celle des surfaces primitives, cylindriques ou

coniques^ propres à deux axes parallèles ou concourants. Poser

ainsi la question, c'est dire que les surfaces cherchées, si elles

existent, doivent être des hyperboloïdes de révolution, et c'est
'

en effet ce qu'a énoncé M. TFt/£(<, savant auteur, d'un ouvrage

anglais justement estime, ayant pour titre: Principles of mecha"

nism, Mais^ faute d'uue étude suffisamment approfondie de la

question, il a inexactement indiqué la détermination de ces

deux surfaces, en supposant ^ comme d'autres auteurs Fonl :

admis après lui , que la génératrice de contact doit partager la

plus courte distance des deux axes eu deux parties réciproques
^ ^

aux vitesses angulaires. •
» v ;

' - >t

Les considérations qui suivent \onïteàt(Mv cette erreur.Ce •
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né sont que des déductions immédiates de la théorie eiposée au

dmpitre II de ce Traité, sur les divers mouvedients d*un ay^

stènie invariable.

Le problème qui se présente est celui-ci : En supposant que

deuxcorpi solides tournent simpleniietU et umforménmi autûur

de deux axes respectifè , fixes dam fespace et bailleurs quehon^
'

qucs, il s'agit de définir le mouvement de l'un de ces corps relati-'

vement à rautre. Ce mouvement relatif jouit évidemment des

propijétés générales du mouvement absolu d'un système,inva-

riablè. Ainsi :

Premièrement (08), ce mouvement, à chaque instant ) a un

axe cenlral ou axe instantané de rotation et de glissement, oe

qu'on exprime clairement par une image, en disant que les

vitesses du corps Telativement mobile (oe sont ici des vitesses

relatives à Tantre corps pris pour système de comparaison) ont

entre elles les mêmes relations que si ce corps était actuellemeat

lié à une certaine vis qui se mouvrait dans son écrou relative-

ment immobile. L'axe de la vis est Taxe instantané de rotation

et de glissement *, il change de position relative d*an instant à

un autre quelconque, et sans la condition de Tuniformité du

rapport des vitesses angulaires absolues, le pas de la vis change-

rait aussi.

Secondement (70), les positions successives de l'axe instan-

tané, relativement au second corps, formant une surface réglée,

et ses positions successives dans le système invariable dont fait

partie le, premier corps en formant un autre, ces deux surfaces

(qui dans le cas particnlier qui nous occupe vont être deux hy-

perholoïdes) sont à chaque instant tangentes Tune à l'autre, tout

le long de leur génératrice commune, et elles roulent l'une sur

rautrç en glissant suivant cette génératrice, axe central du moii^-

vement relatif à ce môme instant (*}•

n Un modèle on relief irès-bion exécuté par M. Clair, habile mécaoi-^

cien coQâlrucieur à Paris, d après les iusirucUous elles figures ooléesqueJe
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115. TItesses d« rvn des deux corps tournants rclatiTe-

nent A l'aiitre* Précisons ces généralités par leur application

aux deux cdrps désignés, et {wsods dabord ils données du

l^blèine* Bien que les deux axes dé rotation soient quelcon-

ques, on peut, pour faciliter le langage et les figures, les sup-

poser dans deux plans parallèles verticaux , et (^nsidére(.run

des axes comme lâomontal. "^f

Âiasii un corps que, pour abréger, ndns appelons corps €'

tourne autour de Taxe A'B' (fig. 66), supposé horizontal et dirigé

dé gauche à droite, avec une vitesse angulaire représentée par

la longueur A'B') et par le nombre ti/:

.

Un autre corps G tourne autour de AB, supposé datis un plan

vertical parallèle à A'ii
, ayec une vitesse angulaire représentée

par la longueur AB et pjMS^le nombre —xv, le sens de la rotation

de G autour de AB étant contraire à celui de la rotation w' de

tor autour de A'B'.

'•;La plus courte distance 6u perpendiculaire commune aux

deux axes est l'horizontale AA'= p.

' L'angle d^B et de 1,'horizontale Ab, parallèle à A'B' et de

même sens,, est désigné par BA1^= a.

I^our étudier, au point devue des vitesses actuelles, le mouve-

ment du premier corps relativement au second, imitant ce que

nous avons déjà fajt au numéro 75, imprimons à rensemble des

deux corps en ^^^olvement une rotation additionnelle et con-

' traire à -^w. Le second corps G est alors réduit au repos, et le

corps C a un mouvement composé de w' autour de A'B', et de iv

autour de AB.

lui ai remises eu février 1S60, modèle dont vn exemplaire appatUent au

Gofiiervatoire des Arts et MéUen> cMifirme an besoin rexaetitude de la

Uiéorie exposée ci-après. Il est Uea entendu qtt*en piatiqQe on engrenage

de ce genre se compose de deux tronçons sensiblefflent coniques, et qua

les surfaces éiimdues du modèle n*y sont qne poûr foire voir et comprendre

quelles sont sur ces surfacos primitives les dircciions des génératrices qui

doivent être les ligues de naissance des surfaces courbes des dents.
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Cherchons l'axe central de ce mouvement composé. Pour

cela (66), dans le corps C' introduisons autour d'une droite pas-

sant par A' (âg. 671 et parallèle à AB (droite qui étant pro-

jetée horizontalement suivant A'K et veiticalement suivant ÀB,

sera appelée la droite (AB, A'B )], deux rotations de gran-

deurs égales ej^re elles et de sens opposés : Tuue ii;^ =
l'autre ttf,=^^^^

La rotation w autcflir de AB et la rotation ou—w autour

de (AB^ A'B'), appartenant ainsi au mouvement relatif du corps

C, forment (64) un couple de rotations équivalent à une trans-

lation perpendiculaire au plan A'AB, savoir, parallèlement à la

droite AV de la figure

• »

Les deux rotations w' et w^, dont les axes représentatifs se

coupent en A' et se projettent en vraip grandeur en Ab et AB»

sont éqivvalantes à une rotalte unique dont Taxe repré-

sentatifse projetterait horizontalement suivant AB, et se projette

verticalement et en vraie grandeur en AW, dia^^onale du paral-

lélogramme BAbW, dont les côtés sont égaux et parallèles aux

axes représentatifs des rotations w et w\
Désignons par /B et |3 les angles BAW, bAW, que la diago*

nale AW fait avec les axes AB et A'B', çt nommons a leur

somme : les trois équations *
•

«

feront d'abord connaître les angles j3 et p, qfi9aid le rapport des

vitesses angulaires w et et l'angle a des deux axes seront

donnés, puisqu'on a^ par exemple,

ii> sin p= sin (a -r- ^)=W (sin a cos /3— cos « sin j3)^

'
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d'od

cot [3]

et de même

cot

puis on calculera, à volonté, soit

^ sin « fV sin a

La translation F perpendiculaire au plan BAA\ et la rotation

dont l'axe passe par A', étant ainsi obtenues, on en conclut,

par le moyen connu (07) et comme nous allons le répéter» la

direction de Taxe central^ et d'abord la vitesse de glissement

qiif s'y rapporte.

La vitesse F, perpendiculaire à AB, se décompose en deux,

l'une suivant AW» et l'autre perpendiculaire à cette même dia-

gonale. On a pour la première qui est la vitesse de glissement,

en ayant égard aux équations [i] et [2],
,

formule dont l'interprétation géométrique est très-facile, et sera

d'ailleqriB indiquée tout à TheullB. On peut en conclure, d'après

la relation [3], l'expression de la vitesse de glissement en fonc^

tion des quatre données a, wel w'.

La seconde composante de perpendiculaire ^ AW, est

l'g = *^8in ^=pw sin ^=pw' sin p'.

pww' sin «
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F cos |3=^ cos |3> translation qui se compose avec la rota«-

tion IV ^ autour de l'axe (A\V, A'Ii'), en une rotation simple,

dont l'axe, parallèle à AW et ayant une vitesse nulle, coupe la

droite AA' en oi^ point T, situé à une distance de A' qui, dési-

gnée par AT= a\ est déterminée par l'équation

IVaC — ^nv ces p= 0.

La distance TA, désignée par a, serait, à cause de Tanalei^e

des notations^ donnée par l'équation

ce qu'on vérifie d'ailleuçs en Ajoutant ces dernières équations,

qui donnent la relation ' f^pz=ip {w cos^-^vaf cos' p) évidente

d'après le parallélogramiuo UAbW.
De là on conclut, par divisioa et en recourant au^ équft»

tiens [â],

a tuf cùsp sin /3 cos p
«' w cos p siap'cos|3'

*

et finalement

? t^ng p'
'

\

Ainsi se trouvent déterminées par les équations [2] et [5] la

position et la direction de i'ai^ instantané de rota^içn et 4^
glissement du mouvement du eo^ C relativement au corps G;

la dernière équation [3] fait connaître l'intensité ^de la rota-

tion relative, et l'équation [i] donne la vitesse de glissement

qui se compose avec cette rotation.
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— Les équations que nous venons d'obtenir s'interprètent géo-

métriquement d'une manière trës-simple.

Connaissant Tangle a des deux axes A'B' et AB^ p =z

leur plus courte distancé, w* et w les vitesses angulaires des

deux corps autour de ces axes, exécutez les constructions sui-

vantes:

1° Faites le parallélogramme bABW dont les côtés Ab etAB
sont parallèles aux axes, proportionnels aux valeurs absolues

des vitesses angulaires w' et w, et dirigés de manière que, l'un

des corps, C, étant supposé tourner autour d'une parallèle à

Ab dans le sens positif, l'autre corps G tourne autour de AB
dans le sens négatif: la diagonafe AW sera parailèk h, Taxa

instantané de rotation et de glissement de chacun des deux corps

relativement à l'autre, et représentera, pour la grandeur et le

MRS, la vitesse angulaire du premier corps reiativemc^nt au

second.

2* Menez; perpendiculairement à la diagonale, la droite' telle-

ment située que sa partie aa' interceptée dans l'angle bAB du

parallélogramme soit égale à la distance /i des deux, axes : elle

se trouvelra divisée, à sa rencontré t avec la diagonale^ en deui^

parties «t et a't respectivement égales aux distances AT= a

et AT'=: a', des points X et \' au point T, où la perpendicu-

iairô AA' commune aux deux axes de rotation est coupée per--

. pendiculairement par Taxe central instantané du mouvement

relatifdes deux corps. En eflfet, les deux distances at et a't étant'

respectivement égales à At.tang |3 et à Atjtang jS' satisfont à

l'équation [5].

3» Portez de A en sur la diagonale une longueur égale à

p : si vous imaginez que le point a, ainsi obtenu, et dont les

distances à Ab et à AU sont p sin j3' et p sin |3 , tourne , soit

autour de Ab avec la vitesse angulaire w' , soit autour de AB
avec la vitesse angulaire w, la vitesse linéaire qu'aura "ce point

a, est égale à la vitesse de glissement Fg, oonfbrmément à

, l'équatiçn [4].
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117* KoaTemeat «oiitiiMi 4e l'an des eoT|M vebillTcnMnil

& l'antre. Hypepliololdes pvimitifisi. «— Nous venons de recon-

naître la loi du mouvement du corps C relativement au corps C,

à un instant quelconque, c'est-à-dire la loi qui, à cet instant^

lie entre elles les vitesses relatives du premier corps. Il ne s'agit

plus que de voir ce que devient, d'un instant à un autre, ce

même mouvement relatif.

Le p.oint A reste immobile; le point A' qui, dans l'espace, est

fixe aussi^ tourne, dans son mouvement relatif, autour de Taxe

AB» en vertu de la rptation additionnelle w attribuée au système

des deux corps pour détruire la rotation —w du corps C autour

de ce même axe AB. Le point A' décrit donc, relativement au.

corps G; un cercle autour de A, dans un plan perpendiculaire

à AB. Le point T en fait autant; et l'axe central instantané

passant à chaque instant par ce point, étant toujours perpendi-

culaire à AT et faisant toujours avec une parallèle à AB l'angle

invariable
fi,

décrit par conséquent un hyperboloide de révo-

lution dont le cercle de gorge a pour, rayon la distance a.

Ce raisonnement, s'appliquant aussi bien à Taxe À'B' qu'à

AB, on voit que le même axe central instantané décrit, relati-

vement au cqrps autour de A B', un byperboloïde dont le

cercle de gorge b pour rayon la distance a'= A'T, et dpntia

génératrice fait avec unë parallèle à Taxe A'B' l'angle |3'.

Or,, suivant la proposition générale démontrée au numéro 70,

les deux byperboloïdes ainsi engendrés par Taxe central instan-

tané jouissent de Ja propriété d'être continuellement tangents

tout le long de cette droite, et de rouler run sur l'autre en

.

glissant suivant cette même génératrice. Nous les appelons

hyperbolo/dçs^ roulante; ou pi imUifs, ps^r analogie avec les

cylindres (^1^. fnmiti& des engrenages ordinairea.

Quand orffi&nattra Tangle a des deux axes, leur distance p
et le rapport des vitesses angulaires w' et w, les constructions

indiquées au numéro précédent pourront servir à déterminer :

1<» les angles /3 et ^' de la génératrice commune dés dem^

lyuf^uu i_.y Google
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hyperbololdes avec leurs axR, 2* les rayons a et a* des cercles

de gorge, Z"" la vitesse de glissement donnée par la formule [4]

et correspondante à une vitesse angulaire donnée.

118. Equations des hyperboles méridiennes des hyper-

boioides prlmitifk. — Prenant Taxe.des x suivant AB (Og. 68)

et Tàxe desy suivant une perpendiculaire passant par A, attendu

queAW est une âsymptote de Thyperbole méridienne verticale

de l'hyperboloïde dont l'axe est AB^ on a pour exprimer cette

courbe ,

j,= ±J)/Ànpr^ et 6=^^,

formules où Ton peut mettre pour tang |3 sa valeur déduite des

équations [2% comme on l'a vu ci-dessus; ou bien, si l'on se

contente des constructions graphiques indiquées au nu*'

méro il6, on reconnaît immédiatement que b est la longueur

Ai de la figure 67.

La méridienne de rhyperbolqïde dont l'axe est A'B' est

obtenue de même par les équations

y=±^l/ + et J'=—

^

* b'V ^ lang/3'.

Or, il résulte de l'équation [5] que les deux demi-axes non

transverses b et b' sont égaux^ de sorte que Téquation de la

méridienne re|pli|[^ à Taxe A'B' peut s'écrire ainsi

et si Ton compare les deux ordonnées yeit^ qui correspondent

à'des abscisses xeia^ égales entre elles^ on trouve la propor-

tion très-simple et commode pour construire ou calculer Tune

des courbes, quand on a l'autre

— fi
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Si l'on veut n'employer que le calcu! pour déterminer les

lues principaux des deux hyperboles méridiennes, on com-

mencera par cftleuler le rapport de a à a', d'après les équations

[5J
et [3], savoir : •

"

. , -4-C08«0 .g w

-h COI «

d'où étant donné « -Ha' ss;»! op conclura a et a'; ou bien

directement

tv' tll

€;=^P ^ H'=zp .——-,

^+ -+acQ8«c _,+^+ âeo8«

puis oq ciiloulerft l'axe non t^niven^ d'après la formule [3] :

/^4»CÇS«)(^+ C03«)

smoe
i-.

(- 2 cos a

119. Relation entre les coordonnées re€t9Dgn|$iir^ 4cs

hyperboles et la lon^^ueur de l'asymptote. — Une autre dé-

termination utile est celle d^ Tabscisse ^ e( de l'ordonnée y de

Tune des hyperboles méridiennes, qui correspondent à une

longueur \M d'asymptote. M étant un point de contact des

deux hyperboloïdes, y est sa distance à l'axe AB cIb l'un deux,

et par conséquent c'est le rayoïi du parallèle passant par

{*) Çetle équation qui, dans le cas où les axes sont rectangolaires» devient

« ti^
constate rerieur signalée au iiuméro lli.
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pointm le même hyperbololde ; » est la distavee dhi panUèle

au cercle de gorge ; AM est égale à la distance, suivant la géné-

ratrice de contact^ du point M au point où elle rencontre ce

eerelè de gorge.

En dé^gnàni AM par s, on a pour la méridienne de l'hyper-

boloïde autour de AB,

jr=:zco8/3» e^parsuite jfc= qp J/'.^taog*j3-+-»*sin^p,

et, pour l'antre hyperbole,
*:

^

x'ssMeoi^' et y=3 ±p/*«langap'-|-»>8in«(y. ,
'

On en conclut que le rapport ^ des rayons des deux pa-^
,

on fiât s=:0 (c'est*à^dlre cjuand 3f et y sont les rayons a et a' des «

cordes de gorge), approcbi^ d*6tre (igal à ^7^, c'est^ànlire à

valeur.

120. CoBi^et de« dtJKf. iiy|^rbplQliles,— La théorie de la

composition des mouvamçnts^ qui iiofis a dirigés dans çette

recberchf , nous donne la certitude (70) que les deux hyperbo-

loïdes, tels qu'ils se sont trouvés déterminés, sont tangents tout

le long de leur génératrice commune. Mais il sera peut-être inté-

. ressent de vérifier ce fait directement^ par des considérations

pur^peQt géométriques.

Soit projeté en M et en M' (fig. 69) un point quelconque de

la génératrice commune. Désignops par ^ ça distance au point T.

Ainsi z= AM. Ce ppint se trouvant sur Thyperbolcude dont

Digitized by Google



f

i56 cniÉHinQiiB. bmt. i, ghap. m,

ITaxe est l'horixontale A'B', appartient à nn cercle vertical dont

le centre est O', et dont le rayon est égal à 0'M\ obtenu par

rabattement en taisant ^^'M^ = mM. La tangente au cercle en

ce même point est, en rabattenoent, M'^P' perpendiculaire à

O'MV Si trace dans le plan horizontal AA'B' est donc P'r et

la trace horisôiitale da plan tangent an premier hyperboloîde

en (M, M') (lequel plan tangent contient la génératrice qui passe

an T) est|)tf conséquent la droite TP'.

Le même point (M, M') appartient à un cercle du deuxième

hyperbolofde^ dont le centr* est O et dont le rayon est M^O,

^blenu en rabattant LO en LO, et L (M', M) en L'M,. La tan-

^f^te au cercle en ce même point est, en rabattement, M,P

perpendiculaire à Mfi^^ et la trace horizontale du plaq tangent

au deuxième hyperboloîdTe en (u!, M) est la droite Tl^ joignant
"

le point T au point où la tangente M,P rencontre LL'.

Il s'agit de savoir sous quelle condition les deux j^lans tan-

gents se confondent. Poor cela écrivons

P'M' PL'

TM' TL'.
/ 9 [6]

et remarquons que ces quatre longueurs s'expriment facilement

en fonctions des angles «, (3, et des distances a' et z :

Le triangle rectangle 9^\o' donne
«

pTMi*—
_*Mm)a_ Sin^ ^'

, .

"~ MO' 7" MO' ""a *

20 On a évidemment

TM'= Afn=:zcosj3';

Les triangles semblables PL'M, et O^M^m, donneni^
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d'où, à cause de G,», = OM =: z sln j3, de M.m, = « et de

I» I = LM= = 5- on oonclutj
cosa cosa

,
_g8m j3 «siii/3.

PL =:
a eos

4*» On a enfin
^*

TL'z=AL:=:
AO z cos |3

En sAstituant ces quatre expressions dans l'équation [6], on

obtient pour la condition cherchée» japrès réduction

tePg _ tang /3

c'est-à-dire l'équation [5] indépendante de z, ce qui prouve que

le, contact des deux surfaces précédemment déterminées exist#

tout le long de la génératrice commune. On voit aussi que deux

hyperbolo!des de révolution pHs arbitrairement pourraient ne

pas satisfaire à cette condition, puisque, le rapport des rayons de

gorge étant donné, ainsi qu'un des angles^ et l'autre doit

avoir une certaine valeur. ^

siiiaSm.^)! suffit, poûr obtenir les formules relatives à ce cas,

de faire a = 90° dans celles qui ont été établies ci-dessus.

On. a donc, au lieu de [2],

tu luî . 1 tu'

co8|3 sin|3 ^gj^'Vl^

La formule [3] devient

pww'
= sinp= /»w' cos /3=p7=^=.
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•L*é4iiation [5] donna

La valeur de b (113) devient

aw a'w'

~ w' w r * .

L'hyperbole méridienne,dont la vitesse angulaire est w^a tou-

jours pour équalioa ^

et sou paramètre est — . Hais, dans le cas particulier dont il

*^ • . .
•

«'agit, ou a

De méme^ l'^pétbole méridienne^ dont la vitessé angdlalrt

est tu' , a pour paramètre

• î!L = 2a.

Or, on sait* et il est facile de véritier qu'au sommet d*une sec-

tion conique quelconque , le rayon de courbure est égal au

demi-paramètre (c'est la sous-no^ale sur le diamètre au

sommet>|ilonG^ «

Quand les axes sont rectangulaires, le rayon de courbure du

fond de la gorge de chacun des hyperboloïdes est égal au rayon du

cercle de gorge de l'autre hyperboloïde.

Les de^^rfiioes sont» 8*il est permis d'employer cette
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image vulgairei en selle l'une sur l'autre, de la manière la plus

înliilie.
'

Itd. fEagremige kyperiioloide. Les deux hyperboloides

de révointion tangents, quel que soit Tangle de leurs axes, ont

une analogie frappante avec les cônes et les cylindres roulants,

employés comme organes de liaison de mouyement entre deux

corps tournant autour de deux axes fixes situés dans un méoM
plan, avec des vitesses angulaires qui restènt en rapport oon*

Etant. Si, en réduisant la distance p à zéro, on fait conrourir les

deux axes sous un angle quelconque, les hyperboloides devien-

nent des cônes;: si» en laissant à la distance |9 une valeur quel-

conque,' on réduit Tangle a à zéro, lea deux axes devenant pa-

rallèles, les deux hyperboloides dégénèrent en cylindres. Dans

ces deux cas particuliers, suivant la formule [4], la vitesse de

glissement f^g devient nulle.

En général, supposé qu'on exécute en ndfeft solides deux

troncs d' hyperboloides tangents (fig. 70), analogues à des troncs

de cônes se terminant à des plans menés perpendiculairement

aux.axes par les deux extrémités d'une portion MM' de la géné-

ratriee commune ;
qu'on y trace des striée rectilignes, fines et

très-rapprochées entre elles, suivant des génératrices qui doi-

vent être successivemeut des lignes de contact; et que ces stries

également espacées sur chaque hyperbololde soient en nombres

inversement proportionnels aux vitesses angulaires : elles rem-

pliront le mieux possible
,
pendant la rotation des deux troncs

autour de leurs axès^uue fonction analogue à celle des dents

três-multipliées d*tti engrenage conique» mais ave&deux diffé-

rences essentielles :

La première, c'est que ces stries, pendant le mouvement,

glissent longitudinalement avec une vitesse qui croît propor-

tionnellement à la distance p des .deux axes, quand on ne fait

,

varier ni l'angle « ni les vitesses angulairesw jpt iu'v(|>rmule [4]) ;

La seconde^ c'est que ces stries ou génératrices, devant être

f
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en noinbses réciproques aux vitesses angulaires, ne sont pas

espacées de quantités égales sur deux circonférences qui ont un

point commun sur la génératrice de contact, puisque (H9) les

rayons de ces circonférences sont dans un rapport qui varie

tanff 6 sin 6 w'
entre -— et -r-£ ou — sans atteindre cette dernière

tang p smp w
limité. En d'autres termes, le rapport des pas sur les deux cir-

conférences ayant un point commun, approche de l'unité à

mesure que ces circonférences augmentent, mais n'a nulle part

cette Valeur.

125. Foraie et exératloa des âeata de l'encreMace liyper-

boioide. — En général, dans ce cas comnie dans ceux des en-

grenages cylindriques ou coniques, la forme des dents de l'une

des roues est tl^éoriquement arbitraire, pourvu que les surfaces

des dents de Tautre roue soient les enveloppes des diverses

positions relatives des dents de la première, pendant que les

deux roues tournent avec le rapport donné de leurs vitesses

angulaires. Mais si l'on veut que la vitesse du glissement mu-

tuel des dents en contact soit aussi petite qu'il est possible, et

que ce contact ait lieu simultanément en plusieurs points, il

faut qu'à l'instant où l'un de ces points se trouve sur la généra-

trice commune des deux byperboloïdes primitifs, les autres

points de contact y soient également. De là découle naturelle-

ment ridée de terminer les dents par des surfaces réglées, qui

ont pour l'une des positions de leurs génératrices rectilignes

cette génératrice commune des deux byp^^|pïdes.

La détermination rigoureuse de ces surnfRs (qui se réduisent

à des cylindres ou à des cônes, lorsque les axes de rotation sont

parallèles ou concourants) serait un problème trop compliqué

pour la pratique. Mais la propriété du glissement inévitable dans

l'engrenage hyperboloîde , peut fournir un moyen d'exécution* -

mécanique, Jipaloraie à celui qui a été indiqué (li3) an sujet de

.
la roue engrenaiu avec une vis sans lia. Si^ par exemple, ou
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commence par ébaucher les dents.en adoptaot pour leurs coupes

transversales des profils semblables à çeux d'un engrenage co-

nique, et en dirigeant les naissances des faces courbes suivant

des génératrices des hyperboloïdes primitifs; qu'ensuite, les

roues étant montées sur leurs arbresyou le.5 fasse tourner assez
*

rapidement; le glissement des surfaces usera leurs parties trop

saillantes et indiquera à l'onvrier ce qui lui restera k Mre poor

perfectionner son travail.

.

0 m. « .

«

fiZUDE COUPL£ai£NTAIHB SUR LA. UiiSON DB DEUX COEPS SOLmSS DOKT

US moTÀTioics ÂUTomi db bbux AXIS FiXB8*8Cfinr m BAmm
ABUBUI. GAS PARTI€I)LIBE d'URB BOTÀTION BT D'iHtB TBAASLATIOK

VARIÉE (*).

. uAiio* DB mm moTAnoiB.

liti. CyUBiMÉ MvUuits non elMnlnlves. Lorsque denx
'

corps solides tournent respectivement autour de deux axes fîtes

parallèles, on voit, en considérant leur mouvement relatif et en

s'appuyant sur les théorèmes établis aux numéros 47 et 70,

qu'ib se meuvent comme s'ils "étaient respectivement liés à

deux surfaces cylindriques qui, roulant sans glisser Tune sur

l'autre, auraient à chaque instant leur génératrice de contact

dans le plan des deux axes de rotation.

L'élude du mouvement des deux corps se réduit à celle dQ
' mouvement des sections droites des deux cylindres roulants,

dans un même plan perpendiculaire aux axes de rotation. Nous

les nommons courbes primitives, par analogie avec les circonfé-

rences primitives des engrenages ordinaires.

n Ce paragraphe est destiné à compléler les trois précédents dans les-

qaels ont été étudiés pins spécialement les cas où le rapport d«s vitesses

angulaires des deux corps en contact est oon»unt. -
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Soient C et C, (fig. 7i), les centres de rotation de ces deux

courbes; O et 0« les deux points qui sa .trouvaient en contact

SUT la droite GC« , à Tiostaot indiqué pari= • ; le poiot de

contact sur cette môme droite à la fin du temps I ; et les

angles OCT et 0,C,T, déplacements angulaires des deux corps

pendant ce temps t ; soient enlia r et les deux distauc^s ou

rayons vecteurs variables» ayant actuellement les valeiin» GT
et G,T, dont nous désignons la somme constante €C. par e.

De ce que les deux courbes se touchent continuellement sur

la droite iA:^, il s'ensuit (80) : Que les deux vitesses angu-

laires sont réciproques aux rayons-r et , ce qui s'exprime par

réquation

rjj.= î-, ou simplement rdai=r,da^
;

»

2* Que les deux courbes roulent sans glissement Fune sur

l'autre, de sorte que les deux arcs OT et 0,T sont égaux; et

cette dernière propriété en(rm.ue réciproquat^^fU lei d^u;L

eutrea (contact sur gg, et rapport des vitesses).

1116. Détenninatiom des courbes prloUtlTM. f. Cette

détermination peut être obtenue comme une conséquence de là

loi, supposée donnée, du mouvement des deux corps que les

deux courbes entraînent. En effet, les angles a et a, étant

décrits dans le temps posons les deux équations suivantes

(en désignant par les notations ^ et ^^ deux fonctions quel-

conques) :

a=tf(*) et ;

chacune d'elles est Téqualion du mouvement de rotation de

Tun des corps ou de Pune des deux courbes. Les vitesses an-

gulaires de ces mêmes corps, à la fm du temps i, sont :

«.= -=#'(«) et «.,=-jjJ
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et puisqu'elles sont L'éciproques aux dislances r et r,, on a

<t'oùi caow ie vhr^zsi on oonclat s

équations qui, combinées avec les deux ci desaiia, a=: ^(0 et

oc^ conduisent, par l'élimiiialion do (, aux équali(»ns

eu coordonnées polaires des courbes OT et 0,T. Si l éiinii*^

nation est trop difficile^ on peut assigner à l uœ suite de veleurt

suffisamment rapprochées entre ell«s, et, par les formules pré"

• cédenles, calculer les valeurs simultanées corres[)ondantes de

r et a pour Tune des courbes^ et de r, et a, pour l'autre.

11. Une des courbes primitives et la distance des centres étanê

ionnées^ Fautre courbe s*eum$. ^ En etiét, supposons que

pour l'écj^ualion de la courbe donnée on ait ot en une fonction

^der: ^
Ën substituant 4la=:^'(r}dr et ensuite rsc— dans

réqoation r4«=:r,da. , on obtient

*

d^oùTon conclurait parune quadrature en fonction de r^, on

tout au moius autant de valeurs approximatives qu'on voudrait

de Tangle correspondantes à certaines valeurs du rayon

vecteur r^.

lii. Procédé graphique. —;.0n peut déterminer deux conrbes

primitives se convenant mutuellement par tout autre moyen qui
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assure que ces courbes, en tournant autour de deux points

fixes, se toucheront constaminent sur ia droite menée par les

deux centres de rotation, ou qu'elles rouleront sans glisser

l'une sur l'autre. De cette observation résulte un procédé gra«

phique pour construire l'une des courbes primitives lorsque

l'autre est donnée.

Soit TMBi^M.... ifig. 72), cette courbe donnée, qui doit tour-

ner autour du point G, ét soit G'j sur le prolongement de GT, le

centre de rotation de la courbe à construire. On prend sur la

première les points T, M, M,, M,... assez rapprochés pour que

les arcs qui les joignent se confondent sensiblement avec leurs

cordes. On détermine le point M' par la double condition

TM'=TM el C'M'=CC'—CM; puis le point M', par tes condi-

tions M'M',= MM, etC'M',= CC'—CM,
;
puis le point M', par

M',M'. =M.M. et C'M'.= ce' » CM. ; ainsi de suite. 11

est clair que les. deux courbes rouleront sans glisser Tune sur

l'autre.

IV, Courbes déduites les unes des autres .
— Remarquons enfin

que, lorsqu'on a construit deux portions de courbes qui satis-

font aux conditions de deux courbes' primitives correspondant

l'une à rentre, on en peut trouver deux autres, en donnant à

celles-ci les mêmes rayons vecteurs, mais en diminuant ou en

augmentant, dans un rapport constant, les angles qu'ils forment;

de sorte que si a=^(r) et = ^^(r^) sont les équations des

premières courbes, n^issi(r) et n|3, = ^,(rj sont celles des

secondes, qui, en effet, satisfont aux équations rd(3= r^d^^ et

r+ r, c, si n est un nombre constant et si P et ^^ sont

les angles des rayons vecteurs avec deux axes d*orlgine corres-

pondants.

126. Exemples.— I. Spirales logarithmiques.— Pour que les

deux courbes se touchent en T (fig. 73), il faut que le prolon*'

gement de la courbe OT^ à partir de T, fasse avec le rayon

vecteur GT prolongé le même angle que le prolongement de la
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coarbe TO. avec celui de C,T. Or, un moyen simple de satisfaire

à cette condition, c'est que, en tout point M, la première

courbe OMX, décrite dans le sons allant de O vers T, fasse avec

le prolongement du rayon vecteur un angle SMR qui ait une

valeur constante fi ; ce qui ^gera que la seconde courbei dé-

crite dans le sens T]ll,0,, ait la même propriété, c'est-à«dire

que l'angle S,M,R^ soit aussi égal à Pangle constant |3.

Cela posé, soient le rayon vecteurGM= r et l'angle OGM=«|
coordonnées polaires de la courbe DM. L'angle SMR a pour

tangente trigonométrîque —- . La condition dont il s'agit

est donc

5=taiigl3,

ou, pour préparer Tintégration,

et| par suite.

«=î^log^= Jî!?iilogl,
loge 0,43429 r/

étant le rayon vecteur CO, à partir duquel est compté

Tangle <x, exprimé par le rapport de Tare circulaire ON, qui le

mesure au rayou CO.

La courbe exprimée par cette équation, et dont une propriété

est que l'angle a est proportioiinel au logarithme du rapport du

rayon vecteur r à sa valeur initiale r^, est connue sous le nom

de spirale logarithmique,
*

11 résulte de là que Ton obtient deux courbes primitives, pou-

vant se conduire Tune l'autre par contact sans glissement^ en
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prenant deux spirales logarithmiques ayant pour pftles les

centres de rotation G et et caractérisées d'ailleure par le

même angle ^« «

Si l'on fait, par exemple, = > correspond

approximativement à tang ^ c= 1^30^ l'équation des courbes

devient

oc r

3= log-.

de sorte qu'aux valeurs ci-après de a en progression arithmé^

tique, répondent les valeurs suivantes de ~ en progrèsaon

géométrique :

«=s— 0,5 -0.4 -0,3 -0,1 0,0 0,1 O.i

^=0,68t 0,736 0,70 i
^

0,858 0,926 1,000 1,080 1,166

«cs0,8 0,4 0,5 0,6 0.7 0,8 0,8 1.0

-=t,a59 f.859 1,468 1,585 1,711 1,818 1,895 a,isi

ce qui permet de ecftistniire par peinfi la courbe OMT, à

laquelle doit être égale lâ courbé TM,0, décrite en tournant

dans le même sens (dans la figure ce sens est de gauche à droite

par-dessous). Quelle que . soit la distance des deux p^leaou

centres de rotation € et C,/deiix courbes ainsi tracées pour un
même angle /3 se conviennent comme courbes priinilives. Seu-

lement il sera inutile de prolonger aucune des deux courbes au

delà du point dont le rayon vecteur est égal à la distance GC^,

IL EUipm* Deux eliipsea égales AHIB...^ Ali,B,..i

(fig. 74), tournant autour de deux foyers F et F, disposés de

manière que leur distance FF, soit égale au grand diamètre AB,

roulent l'une sur l'autre^ans glisser ^ car si l'on considère deux



ârcs égâax AM Ht AM, > il est clair qii6 F' étant le second foye^

de la première ellipsë, on a M, F, =MF\, et par conséquent

FM 4- M,F,= AB. Ainsi pour deux pointsM et M, quelconques

satisfaisant à l'égalité

mku r-Hr| on a donc aiissi s '^«^i*

Do reste, il est facile de vdr, surabondamment, que les

angles des deux ellipses en M et en M, avec les rayons vec-

teurs MF et M,F, , ont l'égalité nécessaire pour le contact des

deux, cofurbes^i à Pinstant où les deux points M et il, coïncident;

Dans la situation indiquée pftr la flgtire^ le^ rapport des vl-

F A
iesses angulaires autour .des axes F et F, est ; et après

FA
une demi-révolution, ce rapport parvient graduellement à la

Titoirintersb

piii» il recroît et repasse dans lademi-révolulion suivante par

Courbe>i déduites de ïellipse. — Traçons (lig. 74j autour

de F divers rayons FO^ FI, Fâ..., F6 dont les angles sont égaux

ët éqtifvalelit «nsetnble à deitx angles droits. Formons tin angle

ifnelCdiMftie «nr (Hg. 75), et divisons-le en aotant d'angles égaux

que nous en avons lait de FA à FB (fig. 7-i). Portons les lon-

gueurs fO, f I , f2. .
.
, f6 respectivement égales à FO, F i ,Fâ. , F6.

Prolongeons i)a en faisant = AF, ; faisons af,i^,r=:iA,

il ré(>éto09 la eonstrueUon précédente qui donne la courbe

a54...ib, égale à la courbe ai2...5b. Ces deux courbes for-

ment, d'après la remarque IV du numéro 125, deux courbes

primitives 9 propres, dans lenr relation autour des points

r A
F B

OU
F,A '

le^ fleurs pAkédentes en ordre inverse.
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fixes f et f, à faire passer graduellement le rappoit des vitesses

de la valeur ^ à la valeur inverse ou —

.

mi;

Maintenant, pour obtenir deux courbes primitives suscep-

tibles de faire, chacune en même temps, une révolution entière,

aux courbes al ^2345b et «54321b, faisons succéder deux arcs

circulaires bb' autour de t, et h^h\ autour de f,, puis' deux
courbes b'5432U' et h\i^U&m\

, respectivement symétriques

aux courbes b5432i« et b, 12345a, enfin deux arcs circulaires

•'a et «',a; disposons d'ailleurs ces courbes de manière que les

arcs de cercles bb' et am! de rayons difiérents soient d'égides

longueurs, chose fiicile, car en appelant r le rayon fe, r, le

rayonÀ= r,a
, x l'angle alla' , et y l'angle bfb', on exprime la

condition dont il s'agit par rx= r^y ou (r -f- r,) jc= r, (jc -f-y),

d'où Ton tirera x , attendu que la somme x -f- y, égale à
quatre angles droits, moins le double de Tangle afb^ est

connue.

D'après cela, il est visible, premièrement, que les deux con-
tours curvilignes égaux, a'bbVa et Ab.b>',a, pourront tour-

ner autour de f et de ff. , en roulant sans glisser l'une sur l'autre,

et se touchant continuellement sur la droité des centres rr :

secondement, que le rapport des vitesses^ d'abord.égal à ^

,

mt

af
décroîtra graduellement jusqu'à — , puis restera constant

pendant le parcours de l'angle y pour la première courbe et de

Tangle x pour la seconde, après quoi il repassera graduellemeni

af,
à la valeur ^ ,

qu'il gardera jusqu'à la fin de la révolution

complète.

Ceci n'est qu'un exemple des divers emplois, faciles à ima-

l^ner, qu'on peut fiiire des courbes déduites de Téllipse*

IV. Easemple du procédé graphique,— L'une des lignes pri-

mitives est le contour d'un quarré dont les m^les sont ar-



169

rondis (fig. 76). Ceci est un exemple du procédé graphique et

général, indiqué à l'article 111 du niiniéro i25. Soit ABDEF...

la ligne qui doit tourner autour de C> et qui se compose de huit

parties égales à AB, et symétriques deux à den^. Proposons^

nous de déterminer hi seconde courhe, ayant la même propriété

et la même longueur de périmètre, de manière que ces deux

lignes primitives fassent en même temps une révolution entière

partagée en huit parties d'égale durée.

Sur le prolongement de l'apothèmettA cherchons le second

centre de rotation C,. Evidemment, ce point ne peut pas être

pris arbitrairement pour satisfaire à la condition que les deux

périmètres soientd'égale longueur. Pour une première approxi-

mation on le prendra en C, en faisant AC = CB. On con-

struira en conséquence (125) la courbe AM^B, correspondante

à la ligne mixte AMB, et l'on vérifiera si le point B, se trouve

sur G'b faisant avec C'A un angle AGB, c'est-à-dire un angle de

A& degrés. S'il ne s'y trouve pas, ce qui dépendra de l'arron-

dissement plus ou moins prononcé qu'on aura adopté en B, on

mènera par B, une parallèle à G'b qui rencontrera CA prolongé

en im point pour lequel on recommencera la construction

précédente; et si le résultat donne encore une erreur, qui ne

sera que très-petite, cette erreur même indiquera la correction

à faire pour obtenir plus exactement le centre cherché. On

achèvera ensuite la courbe AfifD,£,F,...» et à chaque quart

de tour deadeux roues en contact sanâ glissement, le rapport

des vitesses angulaires variera de

AC ^ BC
AC. BC,

'

«

nombres qui, dans la figure 76, sont entre eux à peu près

comme 16 est à 25.

On remarquera que le même procédé graphique et d'essait

successifs s'appliquerait aux cas où la ligne donnée serait un

triangle ou toute autre figure fermée, et à ceux où l'on voudrait
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qu'à un tour de cette IijS(ne correspondît un nombre entier

(2,3,...) de tours de la seconde, ou réciproquement. Si» par

exemple^ oa voulait que, pendant uo huitième de pévolation

de la figure ABDE^.. « la courbe cherchée fit un quart de touTi^

9 faudrait trouver le centre C, tellement placé que l'angle AG,B^

fût un angle droit.

V. Secleun eirculaireê succeaivement en contact. On peut

remplacer les courbes continues que nous venons de considérer^

pardes arcs de cereles se succèdent, comme on le voit dans

la figure 77. Autour du centre C sont disposés, par exemplOi

cinq-secteurs dont les angles sont désignés par «, ^, y, t et

valant ensemble quatre angles droits. Autour du centre C
sont de même cinq secteurs dont les angles sont (3 , 7',

Les rayons de deux secteurs correspondants sont récipnxjues

à leurs angles^ soit a et a', soit /3 et ainsi de suite, et ont

une somme e<mstamment égale à 1» distance des centres CG'.

U en résulte que les ares de oercles de deux secteurs corres-

pondants sont de même longueur et peuvent rouler sans glis-

sement Tun sur l'autre. Dans ce cas, le rapport des vitesses

iMSgttlfttres aotoor^ie G el prend snocessiveilieiit les valeurs

* P 7 * ^ * «iw

en passant brusquenièilt tfe i*tlne à l autre.

^27. £na;reiiagcs snbstitttés hujl courbes primitives. —
Lorsque nous avons défini les courbea primitives parla propriété

de rouler l'une sur l'autre sans glissement, pendant le mouve-

ment simultané des deux corps auxquels on les suppose adhé-

rentes^ nous n'avons pas dit rfue ces courbes étant prises pour

sections droites de deux cylindres solides, deax'CÎ pomraient,

eMime les cylindres oirenkrires, remplir la fonetion de rouleaux

de friction dont Tun quelconque peut conduire l'autre dans les

deux sens passibles de sa rotation. Les courbes primitive^s non
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fnmMteê tië jotiissenl pas de cette propriété, ce qui est mis

en évidence par le* qiiâtre cas^e lH figure 78. Sur deux arbre»

cylindriques, pouvant tourner rtutonr de letirS ftxeâ Cet C,

^enroulent deux cordes attachées, d'ailleurs, l'une à un corps

dotlt )e poids est P, l'autre à un traîneau portant une charge q.

Aux deux arbres soiit liés respectiiremeirt deux corps sohdes,

appelés cames, qui se touchent suWaut les profils AB et ATB'

supposés deux courbes primitives conjuguées. Dans les deux

cas indktués par les figures 78, et 78,, la communication

de mautement de l'an des corps à Fautre se réalisera, si le

poids P est convenablement proporlioniié àlrchargé Q. Dans

le premier, la came AB pousse à droite la caine aV -, da«s le

•eo<md< la catne AV pousse l'autre à gauche; dans l'un et

Fautre cas, le corps moteof, en^ descendant, tend la corde du

traînpau et l'entraîne. Il n'en est pas aittsi dans les deux der-

niers cas : dans c lui do la figure 7S, .
la came AB, en féumattt

Il jwchei se détache «an« glisiement i\e la came A B'
,

retenue

immobile par J« corde du traincaitt dans le cas de la figure 78„

c'est la came A'B' qui se détache à droite de TautTC restant sans

mouvement. On obvie à celte séparation des déux corps tour-

nants au moyen d'engrenages.

Pour que deux roues dentées, produisent par leur contact

la môme relâtîon de modfertienUpie le eooiaolJe courbes pd-

iniiives, il suffit que les profils des délits soient tracés suivanl

les principes des engrenages ordinaires. Si l'on se demie le

profil d'une dent, celui de la dent correspondante sur l autre

roue est Fenveloppe des diverses positions que prend le profil

donné pendant que la première courbe primitive fWite si<l' la

seconde; ou bien si l'on imagine qu'une courbe quelOOTique,

an eerele par exemple, roule sur les deux courbes primitives en

même femps que celles^ roulent Ttrae sur l'autre, un point

quelconque du cercle auxlfiaire décrit, felatWemeiit aux deux

courbes primitives , dea» autres courbes qui conviennent att

profil des dents; généralement, pour conserver la relation de
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mouvement déterminée par deux courbes primitives, il £aut et

il suffît que la normale commune à deux dents en cpotact passe

à chaque instant au point commun de ces deux courbes.

188. Roues de Hoeme». — La tigure 79 donne l'idée d'un

système de roue proposé par le célèbre astronome danois

Roemer (1644 à 1710) pour faire varier le rapport des vitesses

angulaires de deux arbres. Les deux axes AA,
,
BB, , sont paral-

lèles. Autour du premier tourne un tromî de cône armé dans

toute sa hauteur de côtes saillantes analogues aux dents des

roues d*engrenages coniques. Autour du second tourne un autre

tronc de cône dont le sommet B, est opposé à celui du premier,

et il est garni detcheviiles qui successivement viennent se loger

dans les cannelures de celui-ci. Soient r et R les rayons primi-

tif des bases supérieures , et R^ ceux des bases ii^-

rlenres.

Lorsque la cheville située dans la base supérieure engrène

avec le cône cannelé, le rapport dea vitesses angulaires autour

de AA, et BB^ 9 est égal à -
; lorsque c'est la cheville infé-

I"

jH
rieure^ ce rapport devient —2 ; les chevilles intermédiaires

établissent la transition de Tune à Tautre de ces valeursi et dd-

vent être disposées suivant une cotirbe qu'on trouvera par une

construction graphique exécutée sur le développement des

deux cônes primitifs*

SenMP«vMu — Lorsque le mouvement du cône cannelé est

uniforme, le mouvement du cône à chevilles est périodiquement

uniforme^ chaque période ayant la durée d'une révolution de

cette dernière roue. Si le nombre des cannelures et celui des

chevilles sont premiers entre eux» la mômiB cannelure est suc-

cessivement en contact avec les diverses chevilles de la seconde

rque.
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llssto dmrtée excentrique et lon^ pisnen, deHv^ffen.

— La [i^uve 80 représente une disposition applicable au cas où les

jdeuxaxes de rotation concourent et soiità angle droit. La grande

me dentée toarne autour d'an aj^e qui ne passe pas par son

centre. On comprend qull est difficile de donner à ce genre d'en*

grenage la précision d'un engrenage conique et qu'il ne con-

vient qu'à un mouvement lent.

130. En^rena^e tatenttltteBt.—-Aot A' (flg. 8i ) SOOtleS axeS

de rotation de deuxroues, dont la seconde ne fait qu'une fraction,

par exemple un dixième de tour pendant que la première fait .

un tour entier. Si cette condition était la seule à remplir, il suffi-

rait de deux roues dentées-ordinaires dont les nômbi*es de dents

seraient dans îe raj)port de i à 10, qui serait constamment

rinverse du rapport des vitesses angulaires.Mais, dans le système

représenté par la figure Si., pendant <pie la roue A accom-

plit, suivant une loi de^mouvement quelconque, les 9/10 de sa

révolution, la roue A' reste immobile, après quoi les deux roues

tournent à la fois de I/IO de tour. A cet effet, la première

roue A ne porte qu'une dent et est circulaire autour du

centre A, sauf le voisinage de cette dent, tandis que le ptofil-de

la deuxième roue A' présente dix erans séparéspar autant d*arcs
'

de cercle concaves, dont le rayon est égal à celui de la roue A. On
voit clairement que tant qu.e la dent uniquedeA n'appuie pas sur

l'un des côtés d'un cran de A', cette seconde roue ne peut tour-

ner ni à droite ni à gauche, parce que la convexité de la roue A
s'oppose au passage sur la droite AA' des pointes saillantes de

la roue A'. Mais, lorsque la dent de A tournant, par exemple,

dans le sens de la flèche, vient s'engager dans le cran qu'elle

rencontre, le mouvement simultané dans ce même sens des

deux roues devient possible moyennant les deux creux ménagés

en avant et en arrière de la dent pour laisser passer les deux

pointes de la roue A'; et le mouvement de celle-ci cesse dès que

la dent abandonne le cran qu'elle a hit passer d'un côté à

l'autre de la droite des centres de rotation.
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Gêlte diapontioD esl employée dans eertaîM appareib dits

compteurs.

Sur l'arbre de la roue A' est calée une autre roue A, pareille

à la première A
.
qui engrène avee une roue A', pareille à A',

dont Farbrenefait qu'un tour, tandis que celui de la roue A'en

fait 100 i ainsi de suite.

MVTOII BB lUnTlLiS, BfCfKBigni, CUm if V§B êmê$ «p flOiM tOWKUJKf»

151» 9I:iillvelle ou cxcentrit|iie cireuluire et ti^e (guidée à

«Mire.— Nous avons vu précédeiuuient le mode de IkisûQ

d'une tige dentée, û\\e crémaillère, armée de dents.et engrenait

avec une roue, qui, lorsqu'elle tourne uniforniémeol, détermine

dans la orémaillèro une translation également uniforme. Mais il

est souvent utile de lairo correspondre à, une rglalion uniforuia

une translation variée, et I un des cas de ce genre« qui se pré^

sente dans ta pratique, est celui qu'indique la figure g3. Un
cylindre, dont Taxe est projeté en O, est assujetti à tourner

autour d'un autre axe qui, parallèle au premier, est projeté

en (i< Çe même cylindre e§t compris ^ntre deux barres paraU

lèles AA' et BB', qui d'une part sont liées entre elles en AB
et A'B\ pour former une eoa/tmoù il peut se mouvoir, soit qu'il

louche les deux barres, chacune suivant une dos génératrices,

soit qu'il soit ettveloppé de deux coussinets formant une sorte

de botte rectangulaire, qui elle-même glisse dana la eoiiliase

auivant des faces planes. D'autre part la coulisse fait corps solide

avec les deux parties EF et GH d'une tige assujettie par des

guides à ne se mouvoir qu'en ligua droite, perpendioulaireiiiiat

4tix axes C, Q| et aux faces de la çoulisse.

Lorsque, çomtne daps le cas de la figure 83, l'axe € se trouve

boi s (lu cercle le corps solide qui lie le cylindre O à uu arbre

taurnaul autour de l'axe C s'appelle uue tiu^ùvelie,

' Une manivelle, dans sa plus grande simplicité, est une petita

barre ordinairement en fer qui cia fii^e pgr MU b(Htt à l'extrémiti
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d'un arbre tournant, à peu près perpendiculairement à i'axe dê

rptation« en deiiors de riotervalle des appuis, et qui» à l'anlr»

)K)Ut» est repliée parellèlemept k l'arbre sous forme û*nn manche

cylindrique sur lequel on agît delà main pour faire tournér

Tarbrc. Le ii^ncheest souvent red^placé par un cylindre court

appelé bouton ou mane/on et embrassé pardescoussinets, iesqueif

tantôt glissent dans une coulisse^ comme on vient de le voir,

tantôt sont fixés à l'extrémité d'une tige appelée éieâe et desti-

née à agir sur la manivelle ou à recevoir son action.

(^l^Mcfûis la barre-dç la m^aiveUe e^t tfè^-convenablement

ff()^la(%par une roue entièrfl qui, pouvant d'ailleurs aveif

una^^ptré fonction^ comme roue d'engrenage ou autre, porte Ui

bouton fixé (|ans l'un de ses bras, perpendiculaire à son plan

TOl^liQïi. : .

.l^epquc^ la maQiveUe .doit faire une révolution entière> et

0t placée dans rintervallÀ des appuis de l*arbpe tour^

nant, on emploie l'une des deux dispositions suivantes :

Tantôt le rayon du bouton est sensiblement plus petit que la

distance d^ l'axé de rotation k ceUii du bouton; l'arbre est aknrf
-

coudé, et il pe«t y avoir un nombre illimité de telles manlvellea

sur un même arbre.

Xaptôt le rayon du bouton excède lu somme du bras GO de

la manivelle ^t du rayon de l'arbre ; la forme de manivelle dis*

parait alors, quoique la fonction subsiste. Le bouton prend le

nom d'excentrique circulaire, et, s'il est articulé à une bîelle,

celle-ci se termine par un anneau qui Teaibrassie et s'appelle

b(^ue d'excentrique.

Si dans la figuré 89» nous remplaçons te bouton par un ai«

centrique, l'appareil prend Taspect indiqué parlafignre Si,

où O est le ççntre de ligure de r^xceni^ique et c; so4) centre de

rotation.

Dans les deux cas, le centre O reste toujours anr la Uffn$

moyenne MM de la coulisse, et, pendant qu'il tourne autour du

H^piC iUe, c^tte droite se (vput çomui^ l^^ projection
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rectangulaire du point O sur un diamètre de la circonférence

qu'il décrit. Ainsii par exflmpley lorsque Farbre et le point O
tournent willbraiéiiient autour de O, un point quelconque de la

ligne MJV et par conséquent de la lige, a le mouvement oscît-

latoire cité comme exemple du mouvement varié aux nu-

méros 46 et 49.

132. Ex«eatriq«e «pift»«iilAlve et tiare c«M<e.-^ On appelle
'

excentrique triangulaire un plateau cylindrique de peu d'épais-

aeur dont le profil ou la section droite ABC (tig. 84) se compose

de trois arcs circulaires égaux ayant pour centres les trois som-

fifets d'un triangle équilatéral, et pour rayon le c6té. Chacun

de ces arcs est donc 4 6 de circonférence. Cette pièce est fixée

en saillie à l'extrémité d'un arbre tournant dont Taxe de ro^

tatiott perpendiculaire au plan du triangle passe en Tun des

sommets, hent droites parallèles quelconques qui touchent

cette figure sont toujours entre elles à une môme distance égale

au rayon des trois arcs. Cette distance est celle de deux côtés

parallèles d'un cadre qui embrasse l'excentrique et qui est assu-

jetti par des guides à ne se mouvoir qu'en ligne droite, perpea-

diciilaii ement à ces deux côtés.

Soient MN et PQ ces deux côtés du cadre ; C est le centre de

la'fotation qui s'effectue dans le sens indiqué par la flèche.

Pendant que le sommet mobile le plus avancé se transporte

de Ben D, l'arc qui se déplace de CB en (]D pousse de PQ en

P'Q' le côté antérieur du cadre qui lui reste tangent, et par con-

séquent toujours à la môme distance en avant du second-som-*

met mobile qui se transporte de A en B. Dans le premier tiers

de la demi-révolution le mouvement du cadre est donc celui

de la projection sur AE du sommet A par lequel, d'ailleurs,

passe continuellement pendant ce temps le côté situé d'abord

en MIV ; le cadre s'avance ainsi de la moitié du rayon AC, vers

la droite.

Dans le second tiers de la demi-révolution le sommet le plus
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avancé allant de D en E pousse le côté antérieur de P'Q' en

P'Q'^, en lui faisant décrire des espaces égaux à ceux que par*

court en même temps 'sa projection sur A£, pendant que le

second côté du cadre reste tangentàrarc de Texcentrique opposé

à ce sommet.

Ënfin^ dans le troisième tiers de la demi-révolution, les deux

sommets mobiles comprenant entre eux le point de tangence

du côté du cadre parvenu en P"Q'' , celui-ci reste Immobile.

Pendant 1 autre demi-révolution, les mômes faits se reprodui-

sent dans le même ordre, mais en sens inverse.

Dans les deux premiers tiers de chaque période» la vitesse du

cadre (16) est à celle d'un sommet mobile de l'excentrique

comme l'ordonnée, par rapport au diamètre AE , du sommet

qui parcourt soit l'arc AB, soit Tare DE, est au rayon AC.

De croissante qu' elle était, elle devient brusquement décrois-

sante, ju8qa*à ce qu'elle soit et reste nulle. Il y a imps d^arrêt

pendant 1/0* de révolution de Texcentrique.

155. Ciéiiéralltéi sur les excestriiines memuit m eadve

& boFds poMiUéiM. — G (fîg. S5) étant Taxe de rotation

et TA le côté tangent supérieur du cadre, si l'on suppose

la rotation dans le sens de la flèche, pour savoir quel chemin

aura fait le cadre quand l'excentrique aura tourné de Tangle

a ssM'Glf, il fiiut mener la tangente T'A' perpendiculaire à

GM' , et comparer les distances GA' et GA dont la différence

est le chemin cherché. Si les tangentes opposées parallèles sont

toujours à la même distance^ le mouvement alternatif du cadre

est formé de deux périodes égales et opposées. En effet, de

GA-HGB=GA'-|-CB' il résulte GB^GB'=GA'—GA; donc

à partir de l'instant où, Texcentrique ayant fait une demi-révo-

lution^ GB aura pris la direction primitive de €A, si un angle <x

est alors décrit, le cadre baissera autant qu'il aura monté pour

le premier angle a.

Lorsque, outre cette condition de l'égalité de distance des
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ta^geiUes parallèles, Pexceotrique esl formé de deux moitiés

symétriques, choque période d^aller et de retour est aus^ ooni'*

posée de deux nioiiics symétriques, c'est-à-dire que la course

eptièie du çtidre étant ab^ il met le méove tevaps à parcourir

les espaces égaux am et nh ; car la première condîtioa lui fait

mettre le même temps à revenir de ( en n qu'à aller de a

en VI ; et d'apr«îs la syméti ie, il met le même temps à aller de

n en ^ qu'à revenir de b en ». (^'excentrique circulaire e|

le triangulaire, sont dans ce cas ; pour Texcentrique triangu-

laire, les deux périodes commencent et finissent au milieu dea

temps d'ari'ét.

Si les deux demi-asciilations ne sont pa9 égales en vitessa» W
cadre ne peut pas toucher Texcentrique par ses deux horda> et

Ton fait en sorte qu'il le presse continuellement dans le même
sfiOS, çn vertu, ^oil de la p<^i>iuUeur, sqit d'un rç&sor^,

154. Cmm» et tif« U arrive(réq«enime|itg«\i|ie

tige, d'abord en repos, doit être mue en ligne droite dans un

certain sens, en surmoutant une certaine résistance, au moyen

d'un arbre tournant^ et ensuite ramenée, en un mouvement

rapide et contraire» h sa première position par la libre aetiende

la pesanteur ou d'un ressort, indépendamment de l'arbre qui

continue de tourner toujours dans le même sens. Tel est un pi"

Ion qui est aUernativement soûlevévei'Uc^lemQnt par unepiècq

aiUlante» dite eam, implantée dans un arbre tournant horizoïh

tal, puis abandonné h VeSet de son propre poids qui le fait re-^

tomber. Tantôt, pour recevoir Taclion de la came, le pilon est

armé d'un corps saillant dit mentonnety tantôt, ce qui vaui

mieux, il présente à l'intérieur de sa tigure prismati^e uue

rainure ou entaille dans laquelle la came a'introdvU tout .le

temps qu'elle agit sur le pilon.

Lorsque, supposé que l'arbre à cames tourne uniformément^

on veut que pendant le contact de la came et de la tige guw

dée, ceUe-ci ait aussi sa vitesse ounatantet cette rela^on de
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mouvement est précisément celle qui a lien dans la crémaill^

mue par une roue dentée, et la (léterniinalion de la fij^urc de

la came poussant ua meuloauet plan suit la règle établie au

numéro iû4.

Si, au contraire, on veut varier la vitesse de la tige» en la fai«

sant d'abord assez petite pour atténuer le choc initiai, il suffit,

en donnant au inentonnet ou à Tentailie de la lige le proill

rectilignei perpendiculaire à la direction du mouvement» de

traiter la came comme une portion d*excentrique et d'appliquer

les considéralions du numéro précédent.

Soitj par exemple, ABDE (lig. 86) le prodl d'une came

tournant, ainsi que son arbre, dans le sens de la flècbe avec la

vitesse angulaire w autour de l'axe horixontal C, et pressant

la face plane horizontale AH
,
qui appartient à la tige verticale.

A cet instant initial du contact, la tige vient d acquérir brus-

quement la vitesse linéaire wAG. Si cette courbe ABBE
était la développante Aa du cercle dont le rayon est CA , la

tîge continuerait à s'élever avec cette même vitesse, et le point

de cofilact des deux profils serait coiiliiuiellenienl sur la verti-

cale passant eu A. Mais le.prolil de la came a pour développée

de A: en B la courbe AU, qui s'éloigne du centre C, et de

B en E la courbe Be, qui se rapproche de ce même eenlre.

11 en résulte (jue le uiouvciueul de la tige est varié. Lorsqu'im

point tel que B arrive au contact avec le mentonnet, la uoiv

maie Bb devient verticale ; le rayon Gb, qui lui est perpen<t

diculaire, est horizontal ; la tige s'est alors élevée de la lon^

gueur Bb transportée en B,b, ; sa vitesse est à cet instant

égale à w Cb , et l'arc parcouru > proportionnellement au

temps, par le point A de la came est égal k b'A , De méme>

lorsque le contact a lieu au point B de la came, la normale B<
devient verticale ; le rayon Cd devituit horizontal; la lige est

à la hauteur Dd au-dessus de sa position initiale, de aorte que

le point B de contact est parvenu en B^ , et le mentonnet eal

en A.D, -, sa vitesse est alors w-G«, et Terc parcouru par le
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point A de la came est Ad'. A partir de cet instant, la vitesse

de la tige diminue, parce que depuis D jusqu'à £ la normale

86 rapproche de Taxe €• Lorsque, enfin, le contact a lieu au

point E de la came, la normale Ee est verticale, le rayon Ge

vertical, de sorte que les deux points primitivement en A sur

le menlonnet et en £ sur la came, se} trouvent confondus en

Ag. La vitesse du mentonnet redevient w €e=stv*GA, l'espace

qu'il a parcouru est égal à Bo, tandis qrie l'origine A de la came

ne s'est déplacée que de l'arc Ac Iiiimédiatcment après, la

came échappe, et le mentonnet et sa tige sont Libres de retomber.

Cet exemple suffît pour faire comprendre comment, à Taide

de quelques essais, on trouverait le profil convenable pour la

came qui devrait satisfaire à des circonstances données d'élé-

vation et de temps. La figure 85 n'indiciuo qu une seule came,

mab on en place ordinairement sur le même arbre^fplusteurs

qui soulèvent successivement la même tige.

153. Exeentriqnes ou camea A ondes menant une tige

g«ldéeA Muiettea (fig. 87). — Les considérations du^^nu-*

m:éro 142 s'appliquent à ce mécanisme en substituant aux

distances entre Taxe de rotation et les tangentes, les rayons

vecteurs partant de cet axe et aboutissant à une courbe qui

serait décrite par le centre d'un galet circulant sur celle de Tex-

centrique. Ainsi> lorsque deux galets touchent constamnient

(la somme des deux rayons vecteurs opposés étant constante),

les deux demi-oscillations, l'une allant, l'autre revenant, suivent

la môme loi pour les espaces et le temps. Lorsque, en][outre,

l'excentrique est formé de deux parties symétriques, une sy-

métrie analogue a lieu dans chaque^demi-osclllatîon.

Ce qui distingue ce mode de communication, c'est que la

courbe de l'excentrique peut avoir des parties concaves.

Cnine en ecenr (fig. 88). — La courbe est une spirale d'Ar-

chimède; la translation de la tige guidée>st]uniforme et alter- .

native en même temps que la rotation de la came.
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Si le mouvement de la tige ne se compose pas de deux demi-

oscillations égales, on n'emploie qu^un galet (fig. 89) ou bouton

circulant dans une coulisse fixée à Tarbre tournant.

En général, les temps d'arrêt pins ou moins longs répondent

aux parties circulaires de Texceutrique ayant leur centre dans

l'axe de rolatibn.

L'inconvénient grave des excentriques, c'est le frottement

souvent considérable des deux pièces dont l'une conduit l'autre.

156. Bouton* czoeatriqne vm. ciime es contaot «vee n
MtM oorps tovnMQit. — Deux corps tournants ou oscillants

autour de deux axes fixes peuvent être en communication au

moyen d'un bouton de manivelle glissant dans une coulisse, ou

par remploi d*un excentrique ou d'une came qui, fixée sur

l'un des deux corps, agit sur une surface adhérente à l'autre.

On verra dans la seconde section plusieurs exemples de cette

liaison dont la théorie, d'après les explications qui précèdent,

n'ofire aucune difficulté.

§ ».

UAIBON 9B BEOX GOm SOLIDIS TOmUTAlfTS PÀft I»DITnaÉDUIIB

D*UN TROISIÈME CORPS SOLIDE OU FLEXIBLE.

i« Mvx 80UDBS TomAm uif PAR «m nsui.

157. Propriété générale de cette liaison. — Chacun des

corps extrêmes est assujetti, soit à tourner autour d'un axe

fixe, soit à se mouvoir en translation rectiligne (cas particulier

de la rotation) ; une bielle on barre rigide est articulée en deux

de ses points avec deux points invariables des corps extrêmes.

Chaque articulation, analogue à Vasiemblage à rotide d'un pied

de graphomètre, permet à la bielle de tourner en tous senSi

Digitized by Google



itt CmÉIIÂTIQlIB. SBCT. I, CQAP. lU.

TelativeiKient à l'un des corps extrêmes autour d'un de ses

points, (lit centre de Particulation.

Les vitesses des deux centres d'articulation, situées sur une

même bielle, ont à chaque instant la relation remarquable qui

a été démontrée au numéro 37. Ainsi, ks projections rectangu^

laires des vitesses de deux centres d'articulation, sur la direction

actuelle de la droite qui Joint ces deux points, sont égales et de

fnêniB sens*

Dans le cas particulier, le plus fréquent dans la pratique, où

les axes de'.rotation sont parallèles et les centres d'articulation

dans un plan perpendiculaire à ces axes, on sait (55) quelle est,

dans chaque position donnée du système, la relation simple

entre les vitesses angulaires des deux corps tournants, ou (56)

entre la vitesse angulaire de l'un et la vitesse linéaire de l'autre,

si celui-ci est en translation.

158. BaiMeler à brMa. — Le cas d*une bielle qui oscille

dans un plan mérite une étude spéciale, à cause de ses appli-

cations dans beaucoup de machines à vapeur. Un corps solide

appelé balancier
y
analogue au fléau d'une balance et représenté

simplement par la droite OA. (fig. 90), oscille autour d'un axe

fixe projeté en O, et que nous supposerons horizontal. G est

un second axe fixe parallèle au premier, et sur lequel oscille un

second système solide CB appelé contre-balancier ou bride^

formé de deux pièces qui laissent entre elles un intervalle,

comme les deux rênes d*ttne bride de chevtil, et qui sont symétri-

ques par rapport an plan milieu du balancier pris ici pour plan de

laÛgure. AB est un autre système de deux pièces symétriques,

formant un Ikn articulé à charnière d'une part suivant la droite

projetée en A , sur le balancier AO , et d'une autre part sui-

vant la droite projetée en B , sur les deux parties de la bride
;

les deux pièces du lien laissent entre elles un intervalle moin*

•dre que celui des deux pièces de la bride, dé sorte que celles-

ci embrassent le lien de même que les deux pièces du lienem-
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brassent le balancier OA, Enfin, en AI vers le milieu delà

distance AB et entre les deux pièces du lien est articulée la

téte d'une lige qu*U s'agit de faire mouvoir à très-peu près en

ligne droite. Dans la figure 91, le balancier OA , la bielle BG
et le lien AB sont supposés développés parallèlement h un

pian. Sauf les détails de construction dont nous n avons pas à

nous occuper ici, les figures suffisent pour faire voir que le

mouvement de la téte de la tige revient à celui d'un point M
pris sur une droite AB de longueur constante dont les deux

points A et B sont assujettis à se mouvoir sur deux circon-

férencés décrites dans un même plan/autour de deux centres

fixes, O et G.

La courbe complète qui serait décrite par le point M , si on

supposait à la droite AB toutes les positions possibles, a sa

forme analogue à celle du chitfre 8 dont le point multiple est

sur la ligne des centres OG » et chacun des deux arcs qui s*y

croisent diffère peu d une ligne droite aux environs de ce point.

C'est un de ces arcs que parcourt le point M, tandis que le

point A du balancier oscille entre deux positions extrêmes.

Le centre O étant connu^ ainsi que la longueur OA du ba-

lancier et les deux parties AM et 1ÀB de la longueur du

lien AB, on pourrait se donner trois positions possibles et

d'ailleurs quelconques M^, M, et M„ du point mobile M, en

ligne droite ou autrement, et déterminer le centre G et le rayon

GB de la bride, de manière à faire eflTectivement passer le point

M par ces trois positions \ car ces données suffiraient pour trou-

ver très-l'acilement les trois points A^, A, et A^ correspon-

dants de l'arc circulaire A^A,, puis les points B^, B« et B^, et,

par suite, le centre G.

159. Régies pratiques applicables aux balanciers des

maeblnes a vapeur. — Watt a utilisé les propriétés dont nous

venons de parler, pour guider presque exactement en ligne

droite Textrémité supérieure de la tige d un piston de machine
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à vapeur. Pour énoncer les règles qu'il a adoptées, désignons

par et A, (fig. 92) les deux points extrêmes, et par A, le

milieu de l'arc circulaire décrit par Tarticulation A du balan-

cier et du lien. Nous exagérons cet arc comparativement au

rayon, afin d'éviter, âans le reste de la figure, la confusion de

certains points qui, en réalité, sont fort rapprochés. A ces trois

points A^, A, et Ajj correspondent trois points M,, , M , et

de la courbe décrite par le point M du lien. Cela posé, les

quatre règles suivies par Watt sont les suivantes :

Première règle. — Les trois points , et M, sont pris

sur la droite passant au milieu D de la flèche A,P, et perpendi-

culaire à cette flèche.

De là deux conséquences qui deviennent évidentes, si l'on

trace la droite M,P : la droite M^M, est égale à la corde A^A^, et

le point M, est son milieu.

Deuxième règle. — Le point mobile M est placé au milieu du

lien AB.

Il en résulte que, les points B^, B, et B, désignant les trois

positions de l'articulation du lien et de la bride, premièrement,

les deux extrêmes B^, et B^ sont sur la droite menée par A^, paral-

lèlement à la corde A^^A,, et leur distance B^B^ est égale à cette

corde ; secondement, le point intermédiaire B, est sur la même

corde prolongée au besoin^ et sur la droite QB, menée perpendicu-

lairement à B^Bj par son milieu Q. D'où il suit que le triangle

isocèle B^BjB, est égal au triangle A^^AjA,; tare circulaire

B„B,Ba a donc son centre C sur B,Q prolongée, et a son rayon

égal à OA ; de sorte que, si l'on projette en H, le centre C sur OA
prolongée, le point D, milieu de la flèche, est aussi le milieu de OH.

D'ailleurs, la distance CH égale à B,P est l'un des côtés de

l'angle droit d'un triangle rectangle dont Thypoténuse est la

longueur A,B, du lien , et le troisième côté la flèche A,P.

C'est ce que nous exprimerons par la formule :
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Une autre conséquence des deux premières règles de Walt»

c'est que, comnoe la figure 92 le montre clairement, la courbe

M^MjM, a son point milieu M, sur la droite des centres €0,

point qui est un centre de la courbe, composée, entre et M„
de deux moitiés égales, situées, l'une du côté droit, l'autre du

c6té gauche de Taxe rectiligne M^M^. D'ailleurs, cette coUrbe

a sa tangente en M, dirigée suivant ce même axe» parce que, à

l'instant où le point décrivant est en M, Jesarticnfations A et B
sont en A, et , d'où il snil que le centre instantané de rota-

tion du lien, qui, en général, est à la rencontre des rayons OA
et GB, se trouve dans ce cas à Tinfini sur une perpendiculaire

à M^^f
, ; en d'autres termes, tons les points du lien, à cet in-

stant, se meuvent parallèlement à cet axe. Donc la courbe, pas-

sant tangenliellement de gauche à droite de M^^, a une in-

flexion en ; et, comme elle passe aussi en et en M,

,

elle a deux autres Inflexions, Tune entre M, et M^, l'autre

entre M, et M^. La figure 93 représente, en l'exagérant trans-

versalement, la forme de cette courbe.

Troinèm régie, — La diitanee OH, double de ia distance OD
de chaque eenire de rotation, O ou C,âla droite M^M, prolon^

gée, est faite égale au triple de la corde A^A, ou des droites M^M,

De là des relations également simples de la flèche A,P et do

rayon AO avec la corde A^A^.

et B.B,

Posons

A,A. = c, A,P=/;

OA=Ji, 0H= 2 0Ds=a,

La troisième règle de Watt s'exprime par

ii=s3e

oa
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De plufi AgP ou I eal moyenne proporiionnelle entre f ei

Donc

^=3c/', d'où /zr^.

Par suite

Si Ton veut exprimer les longneute ts /*et « en fonctions da
rayon B,^ on a

n résuite encore de la troisième règle que le sinus dé Tanglè

A^OA|. Par suite, en générai est égal à ~ d'où il suit

n ^'

que cet angle est de 55' 28".

Quatrième règle, — Une cinquième quantité qui peut varier

indépendamment des quatre précédentes, c'est la longueur AB
du lien; Watt la faiaait^aiir au phnà ktoréke^tt^Ummâux
6/7 de cette carde*

140. Calcol des coordonnées 4le la courbe de Walt.— LeS

moyens graphiques seraient absolum^it insuffisants pour con*

stater combien peu la courbe décrite par le point mobile M
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CALCUL DES COORDONNÉES DE LA COUBBE DE WATT. 187

s'écarte de la droite MoM,,. On y parvient par le calcul numé-

rique des coordonnées de cette courbe rapportée à deux axes

rectangulaires. Nous allons indiquer, pour £aire ce calcul^ uu

procédé un peu long mais facile. Nous poserons d-abord, sous

teor expression générale, les formules h appliquer, dans les-

quelles on introduira les données conformes aux règles de

Watt, ou d'autres qu'on voudra essayer.

O et G (fig. 94) étant les centres de rotation du balancier et

du contre-balancier, nous menons par O deux axés rectangu-

laires Ox et Oy, et par A une parallèle AQ à Ox ; et nous

posons :

rtyonOAsAI li«iiABâ*l
|
les coordortaées ^ Hllsa

rafonCBar UisuactAMsiil | «la point € { €M^h

ce sont six quantités constantes^ supposées connues.

Nous posons en outre

les angles
CAB r= ^

ClJi= e
les distances

le périmètre )

du ir. AUC)^

Ce sont sept variables auxiliaires à joindre aux deux eooi^

données x et y du point M, variables principales.

On a successivement, d'après la tigure,

y

Y

oo«|

s=A cos (X 4- n/ cos 7

=—H siû a^^nl sin y

=1/p (p— 2r)

P

z :

tang e

u

u

smc
u

a—R cos «

A+ it sin a

équations qui permettent, en remontant de la dernière aux

deux premières, de calculer xéXy quand on se donne a.
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Exoople «•forme mmK règles de IVatt.~ Les rayons il et

r étant égaux > prenons leur longueur pour unîtér Choisissons

Taxe Ox suivant la position moyenne OA, du balancier. Faisons

1
(3* règle) n^ ^ et (4* règle) l=c ; par conséquent (3* règle]

24 42 72
l= g, nl~ et «= 3^. Enfin (2« et 3* règles)

En attribuant à a diverses valeurs entre zéro et 18° 55' 28''

(3« règle), on trouvera les valeurs correspondantes de x et de y.

En comparant chaque valeur de x à la distance CD égaie à

a— =: 0,972 973 , on aura en une fraction très-petite du rayon

la distance du point cherché de la courbe à la droite M^M^; et

la différence -^h— y sera la distance du même point à la

droite perpendiculaire à M^M, , menée par le point central M,.

C*est ainsi qu'ont été obtenus les résultats consignés dans le

tableau suivant :

ËCARTBMBirr DISTAHCE ECAaTBIlENT DISUKCB
ANGLE. ANGLE.

a h a h
——ir
8

« X
8

0* 0,000 000 0,000 0 o,ono 278 0,240 8
5«» 0,000 025 0,086 9 U«30' 0,000 282 0,2i9 3
10° 0,000 158 0,172 7 15 0.000 281 0,257 8
11« 0.000 19t 0,181) 8 16 0,000 265 0,27i 7

120 0,000 228 0.206 8 17 0,000 217 0,291 7

0,308 6
0,888 8

18« 0,000 ass 0,223 S ta 0,000 188
0,000 ses 0.838 S 0,000 000

Ces nombres, qui pérmettent de construire la courbe de la
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figure 93, où les déviations horizontales sont amplifiées au

centuple, comparativement aux distances verticales, mpntrent

que le maximum d'ccartement est, à un millionième près, égal

à la fraction 0,000282 .du rayon OA, et qu'il a lieu à pefu près

aux 3/4 de la distance du point central au point extrême M,.

Remarques. — Quelque petite que soit la déviation de la

courbe qui vient d'être étudiée, on pourrait la réduire encore*

Rien n'empêcherait, en conservant les deux premières règles

de Watt, de s'écarter de la troisième et de diminuer le rapport

de la distance M^M^ aux rayons OA et CB, rapport qui semble

n'avoir été préféré par Walt qu'à cause de l'avantage qu'il offre,

quand la course MqM, est donnée, d'exprimer très-simplement

la distance OH qui en est le triple, et la flèche f qui en est le

douzième, et, par conséquent, contient autant de pouces et de

lignes que la course contient de pUds et de pouces.

Du reste, en diminuant l'intervalle des deux points extrêmes

M^M, en ligne droite avec le point milieu M, , on pourrait con-

server la longueur de la course égale aux 24/37 du rayon R, d'où

il résulterait que la courbe se prolongerait un peu en dessus et

en dessous des points et M, , mais en s'écartant moins que

la courbe de Watt de l'axe rectiligne passant par M..

i4i propriété dm paatographe» lemme applicable mm

mmméro mdvaat. — abBA (fig. 95) éiant un paralléhgramme

articulé en ses quatre sommets^ de sorte que les angles peutmt

varier simultanément ; si^ sur trois côtés consécutifs ab, aA, AB,

prolongés selon le besoin, on prend trois points m, M, en^Ugme

(*) Bien que les niiinéros lit et lii traitent de cas qui ne sont pascom*

pris sons le titre du paragraplie 5, puisqu'ils considèrent, i*an» une liaison

de quatre corps, et Tauire, une liaison de cinq corps mobiles» néanmoins

les {.ropriéiés (ia*ils démontrent se rattachent si étroitement à l'emploi du

simple bàlancier à bride, qu'il parait convoiabte de ne pas les séparer des

arlicies précédenis.

L.kju,^uu uy Google



i90^ cmtviTiQc». SECT, I, CQÀP, nu

droite, et éFailieurs quelconques ; et- qu^en fam mouvoir eetto

figurée plane^ en maintenant fixe [un de ses pnîniSy O, par exemple,

et en assujettissant un des deux autres poisUs à décrire une cer-^

taine courbe^ telle fue MM'; le troisiième point m ééerit une se^

eoade courbe mm' semblable 4 Ut première^ et semUabkment ploeée^

relativement au point O, pôle commun de similitude.

En eflet, de ce que les points m, M. O, ï^ont en ligne droite,

il 8*ensui( que les poiaU m\ O, «Aùsioot à la même condi-

mm aO ii'm' a'O
lion, puisque de même que

jjj
=

][q
o» a

Jîjjî
= jj^ i

par conséquent, le rapport des clblances vnriî^bles Om! et OM'

Oa' Oa
XT/ OU

.

OA' OA
Un pantographe est formé de quatre règles mO, ab^ AB, ta

arliculéfis aux quatre sommets a, B, A d'un [vai-ailélogranime.

Ou assujettit ruue des règles à tourner autour d'un aie iimuo^

bile 6; on fixe eo «s et M en ligne droite avee O, deux pointes.

Tune sèche, l'antre traçante; on promène la pointe sèohe sur

une ligne doiuiée, située dans un plan perpendiculaire aux axes

d'articulation et de rotation ; l'autre pointe trace dans le même

plan ime figure semblahtoi le r§ipport dft similitude est oelui

de^OA à 0%.

reste constant, étant égal à —
-,

ou

. 142, ParallélQer4Mii«naar|iciilê4e Wa)l(.«^Si OAa(rig. 96)

est un balancier, CB une bride assi^ettissant le poinl M du

lien AB à décrire une courbe presque droite, en achevant In

parallélogramme articulé AaliB, on obtient en m, à la rencontre

de ab et du prolongement de la droite OM, un point qui dé^

crira une courbe semblable à la première, presque droite, mais

plus grande dans le rapport de Oa à OA. Les deux points H
et m serviront donc à guider deux tiges parallèles. Tel est, en

effet, l'usage de cette disposition dans certaines machiues à

.Tapeur.

Pour fiiîre connaître les règles priitiquées par Watt» inventeur
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de cet appareUa U&uffit d'ajouter à celle» du miméro 138, qi»*aft

ùAi ordinairement 04 A» ea même (emps que MM^ WU*.
Il en résulte :

i» Que le point m, se coufQp(|ant ayac e&t u^ aoa^met du
parallélogramme

;

Que la courbe wikjm^w^ à longue inflexion qii*U déerit esl

double descelle MoM.m, que parcourt lepoipt M, et 6$t à une

distance double, de l'axe de rotation 0;
3® Que, par conséquent, la di^oite ^jm^ passe par l'axe de rcv*

tation G; et, comme le point est snr la droite CO (I3B

il s'ensuit que m, position moyenne de m, y est aussi et consé-

quemment en C
;

A'* Que la caur&e m^m, double de JH^M, ou de A^A. e«l égale

aux ' de la dislance du centre O à la droite m no,;

S< One le rayon Q» du balander est égal à cette course mul«

6« Que la flèche de Tare •«•«•^ décrit par l'articiilatioa %

est ^ de c^tte m^i^e course ««a. ou ^v^»

I4S« JktW Mié •« mlTefMl. «— €e mécaBlmie (Hg. d7),

qu'on appelle aussi joint de Cardan et yom^ de Hooke, établit une

communication de mouvement entre deux arbres tournants i

et K dont les axes fixes concourent en o. Ces deux corps sont

liés entre eox par un troisièroe corps MNu, dît eromllùn,

portant quatre tourillons, dont deux, M et ayant un même

axe qui passe par O, tournent sans glisser longitudinafement

dans des ouvertures pratiquées aux extrémités de deux bran-

ches adhérentes au premier corps, et les deux autres, N et n,

dont l'axe commun passe également par le point O et est

perpendiculaire à l'axe Mm, tournent sans glisser longiludina-»

lement dans deux ouvertures ménagées aux bouts de deux

branches faisant partk di» siooBd 6or|is»
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192 CQffiMÀTlQUB. SECT. 1, CHAP. UI.

Proposons-nous de trouver h rehtion des ééplacmenU on^u-

laires simultanés des deux arbres à partir d'une position déter-

minée, par exemple celle où l'axe Mm est perpendiculaire au

plan fixe IOR> tandis que l'axe Nb est dans ce plan.

Supposons que te premier arbre' tourne autour de Old'un
'

angle oc (en avant du plan lOM) ; le rayon OM vient en OM',

Tangle MOM' est égal k a et son plan est perpendiculaire à

l'axe OI. En môme temps, le rayon ON est venu en ON', en

décrivant un angle NON' que nous désignerons par |3, let dont

le plan perpendiculaire à OK contient par conséquent la droite

OU, de sorte que l'angle MON' est égal à ^ ~^ P ' I^'"^'

rinvariabilité dU croisillon fait que Fangle M'ON' est droit.

Ainsi les trois faces ou angles plans de Tangle trièdre formé des

droites Cil, OM' et <»r sont a, ~ + /3 et ^. Enfin,

rangle dièdre M'OMN', compris entre deux plans respective-

ment perpendiculaires aux axes OI et OK, a pour mesure l'angle

aigu POIV, que nous désignerons par et qui est supplément

de l'angle obtus lOK de ces deux axes. Cela posé, il ne reste

plus qu'à appliquer la formule connue de trigonométrie sphé-

rique, qui établit la relation entre les trois angles plans a, b, c

d'un angle dièdre et de l'angle dièdre A opposé à la face a,

savoir :

Gosascos&eoscH-âin^nnccos^

en faisant a= ^, et c=^+^> ce qui donne

0=—cos a sin ^ -h siû ce cos p cos^

,

.d'où la relation cberchée :

tang 0 s= tang a oos ^.
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Les angles |3 et « sont donc en même temps nab et en même
temps droits, mais inégaux dans l'intervalle. La transmission

de mouvement serait impossible si l'angle Â était droit, et qu'il

en fût par conséque^ de même de l'angle des deux axes.

144. M«lAltM êm vtt«iNM «hsbMm êm w»ms Ués

le loiBi hwtaé.— La différentîalion de rêqoation préoédente

doc
donne^ en appelante la vitesse angulaire ^ du premier arbre.

dj3 w cosA (1+ tangua) n;cos^ (1+tangV)

iT"" i-Htang>p ^ 4-Htang>«cos*^

w COS A w CCS A
cos^a-h sin^a cos^^ i — sin^^ sin^a

Ainsi, lorsque w est constant , -7 est variable, et croH avec
de

a> depuis la valeur wcos^ qui correspond à «sO^, jusqu'à

^
qui répond à az^W. Les deux vitesses angulaires sont

COS </t

égaies, quand a prend la valeur déterminée par l'équation

(1 -|-tang> a) COS itf= 1 +tang> «e COS*^ »

d'où

i^ COS^

146. Smimi a*oiiiMaiu— G*est une communication de mou-

vement par un croisillon entre deux arbres tournants voisins

et parallèles O, et O, (fig. 98). La différence «ntre cet appareil

et le précédent consiste : 1° en ce que les axes des deux arbres

tonmants sont parallèles et à une certaine distance l'un de

is
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l'^uitre; So.eDce que les tounlloos du croUillon glissent en long

dans les ouvertures des branches où ils sont introduits.

Il est aisé de voir que les déplacements angulaires simultanés

des deux arbres sont égaux, et qu'il en est par conséquent de

Btéme de leurs vitesses angulaires à un même instant. Soient O,

et les deux axes de rotation des arbres, projetés reetangu^

lairement sur le plan de la (igure 99. Soient, dans ce même
plan, AB et CD les deux axe> du croisillouj à l'inslant où l'un

d'eux AB est dans le plan des deux axes tixes de rotation, et

l'autre CD est perpendiculaire à ce plan. Supposons qu'à partir .

de cette situation le premier arbre tourne d'un certain angle ;

AB vient alors en A'B' passant toujours par O, , tandis que CD
vient en CD' passant en Og. Or, l'angle de A'B' avec CD'

étant égal à celui de AB avec CD, et ces angles étant dans un

même plan, il s*ensuit que les angles BOjB' et 1>0,D' sont égaux.

Les deux rotations autour des axe» parallèles O, ,
o,, sont donc

égales.

30 DEUX CORPS TOURNANTS U6» PAR Ult CORPS FLEXIBLE (*)

(COADB, COVftilOIE, OU CIUIHB).

146. Propriété céBévmle ûtm |i«ail€«* — Lespouheê et les

tamhour» sur lesquels s'enroulent et se meuvent sans glisser des

cordes, courroies ou chaînes inexleiisibles, offrent des exemples

bien connus de ce genre de liaison. Leur emploi se rattache à

une propriété générale à laquelle nous allons être conduit.

Soient deux corps solides pouvant tourner autour des axes

fixes parallèles C et O (fig. 100), et terminés par des surfaces

dont les sections faites par le plan de la figure, perpendiculaire

aux axes, comprennent les courbes BAJD et NMP. Une Corde

BAIIP est tangente de A an M aux deux courbes; eUa est en*

(*) La liaison de deux corps solides par un liquide sera indiquée par ao

eiemple dans la deuxième section.

Digitized by Google



DÉPLÀC£]f£IiT$ SIMULTANÉS DE DEUX P0UUE8. I9B

ronléd de Ben A aurla fireimère et deM em^ sur hi seeondtf;

On suppose que, le premier corps subissant un Irès-pelit dé-

placement angulaire, la courbe BAD se transporte en B'A'B'i

et que la corde» ne pouvant pas glisser, entraîne pnr éonaéqnèiit

le second corps dont la courbe IMP fient se mettre en N'iil»'.

Alors la corde est tangente suivant E'Q' et sa longueur B'E'Q'P'

est restée égale à ce qu'elle était en bamp. Do là une relation

nécessaire entre lesdéplacements angulairea de denx eorpe. On
conçoit aisémen l que si ces déplacementa sont infiniment petits^

ils ont entre eux le mônte rapport que si la corde était rem-

placée par une bielle articulée en A et en M, que par consé*

quant les vitesses angulaîrea w et des deux eorpe sont réel»

proques aux distances des centres C etO à la direeCioa actœlle

delà tangente Alf/On eonfirme rigoDrememenl cet aperçu en

remarquant que, dans la seconde position du système, la dis-

tance du point A' à la tangente £'Q' prolongée est on infiniment

petit par rapport à a!e\ que de mème^ dans la première posi-

tion, le point Q, qui doit ensuite venir en Q^, est à tme distance

inliniment petite du second ordre de la droite AM prolongée;

d'où il suit que les distances AQ, A'Q égales peuvent être con^

sidéréescomme rectiligne», ce qui établit l'analogie de ee mode

de liaison avec eekii qui a étérappelé au numéro Si la tan-

gente \M rencontrait la dix)ite CO dans l'intervalle dos deux

axaa^ les rotations seraient de sens opposés, tandis que, dans le

eae eoatraife, qni eat celui de la figwe, les deux rotations sont

demémeaens.

147. PomiiM ordinaiNa. — Lorsque^ comme dans les pou-

lies et tambours ordinaires» les courbes sont des circonférencaa

de cercles, ayant leurs centres sur les axes de rotation, les

vitesses de ces circonférences sont égales, et les vitesses angu*

laires sont réciproques aux rayons.

148. DéplMementa stmoltaiiés de deux poulies domt

Vwmm 9m eaniMifliHe> ^ Les poufies dont les sections par un
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plan perpendiculaire à leur axe de rotation ne sont pas des cer-

cles ayant leurs centres sur cet axe, sont diles poulies excen-

trigueê* Deux poulies, dont Tune est excentrique, établissent

entre les deux arbres» à axes parallèles, sur lesquels elles sont

ealées, une eoinmunication lelle
,
que si l'un a un mouvemeiit

uniforme, l'autre, au contraire, a un mouvement varié.

On peut se proposer et résoudre la question suivante : Coti-

naiitani la deux courbes de deux poulies sur lesquelles la corde

est enroulée^ tunedeces courbes dont uneportion estBAD (fîg. i 01 ),

étant quelconque et tournant autour du point fixe C, tandis que

foutre est une circonférence NMP tournant autour de son centre

O, trouwr la relation qui existe entre deux déplacements angur

leUres simultanés quelconques des deuxpoulies,

A l'instant où la première courbe avait la position indiquée

par la tigure, la portion de corde qui allait d'une poulie à l'autre

était tendue suivant la tangente AM. Après un certain temps,

la courbe BAD est venue en^'A'D' et la corde est tangente aux

deux courbes suivant E'Q. Le déplacement angulaire de la pre«

mière poulie est Tangle au centre de l'un des arcs semblables

AA', BB', DD'. Pour trouver celui de la seconde poulie, on

remarquera qu'une partie de la corde, qui s'étendait de A ven
M, est maintenant enroulée de A' en E' ; de sorte que, pour sa-

voir quelle est sur E'Q la position m' du point de la corde qui

était d'abord en M, il sutiit de faire la dislance recliligne EW
égale à la droite AM diminuée de Tare A'£' rectifié; or, pour

que ce point de la corde soit venu de M en m\ il faut que la

longueur de la corde m'M ait passé par le point géométrique M;
et comme elle n'a pas glissé sur la circonférence IVMP, le point

M de celle-ci a parcouru un arc MM' égal à la longueur m'QMy

c'est-à-dire qu'on obtient le point M' en faisant l'arc QM! rec-

tifié égal à Qm\ Enfin, le déplacement angulaire cberché de la

deuxiènio poulie est Tangle au centre de l'arc MM' ainsi dé-

terminé.

Maintenant^ remarquons qu'il n'est pas nécessaire de oon->
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struîre la courbe B'A'D'. £n effet, supposons que la figura

CB'A'E'QM'O tourne en sens contraire de la rotation effective

autour de G, de manière à ramener B'A'D' en BAD, le centre O
vient au point O, déterminé par la condition que Pangle OCO,

soit égal au déplacement angulaire AGA\ mais décrit en sens

contraire ; la circonférence NMP vient en N,iî,P,, la tangente

E'Q en EQ'. On obtient ainsi la longueur AEQ,M, et par con-

séquent son égale A'E'QM, ce qui suffit pour trouver le point

M'^ car on a :

101'=A'E'QM— A'ËW=AEQ^M.—AM

.

4fim% coBPS TOVBMAMTf uÉM »Aft 119 vRominm Houvmif fncToèltoAft.

149. HtfVTemeBt éplejeMJal plaa. — Autour d*un axe

géométrique fixe M\ que nous supposerons vertical (fig. 102)

tourne un solide qui peut être une roue dentée ou poulie, mais

qui peut se réduire à une simple barre A. Ce corpe entraîne

dans son mouvement un boulon ou arbre cylindrique vertical

PQ, sur lequel tournent deux pignons b et e formant un seul

corps solide. Ces deux pignons engrènent respectivement avec

deux roues dentées B et qui ont leurs centres sur MN, et

dont Tune» G par exemple, est immobile dans Tespace, tandis

que l'arbre qui la traverse tourne. Des deux corps A et B,

Tun, B par exemple, est invarial)lenienl fixé sur l'arbre dont

MN est i axe géométrique, tandis que la barre A tourne libre-

ment sur cet arbre. Ainsi les deux corps.tournants A et B sont

liés entre eux par Tintermédiaire du système solide et mobile

des deux pignons b et c : il s'agit de irouver le rapport de leurs

vitesses angulaires que nous désignerons par ii;^ et Wi et dont

le sens positif est celui qu'indiquent les flèches.

A cet effet, prenons pour inconnue auxiliaire la vitesse angu-

laire du système des pignons b et e relativement à la barre A qui

entraine leur axe PQ. Cette vitesse, que nous désignons par



681 oelld qoe eonstâtenit, comme une rotation absolue, on ob-

samtear <|at aérait entraîné à son Insu dans le mouvement de

ta barre A. Désignons, d ailleurs, par C et a, les rayons

4es quatre roues dentées B, c et e.

Gela posé) renavquons qu'au contact des roues b et le

point T, oonsfdM comme appartenant à la roue ib, a sa vitesse

linéaire absolue exprimée par la résultante, qui est ief une

somme algébrique de sa vitesse d'entraînement Wj^ B et de sa

vitesse relative <— f^-h, tandis que le même point T, considéré

comme étant sur la roue B, a sa vitesse linéaire absolue égale

à wm-B, Demême» «dMitact lies deux roues • et C, le point S

appartenant à la roue c, a sa vitesse linéaire absolue égale à

wx C— ^'C, taudis que ce point, appartenant à la roue G» est

immobile. On a donc les deux équations

Aeniaviines.— Selon que -r est plus grand ou plus petit que

les deux rotations tv^ et wb du bras iV et de la roue B sont

du même sens, comme nous l'avons supposé dans rétablisse-

ment de la formule^ ou de sens contraires. Si les deux rapports

M C
T* et - étaient égaux , wb serait nulle; la roue B serait en

repos comme la roue C Sans multiplier excessivement les

nombres de dents des quatre roues on peut faire que le rapport

des deux rotationa soit très-petit. Exemple : si Ton Mt

d'où

ou

B""19 ® €""37
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«Il adoptant pour les quatre roues ft, B, c et 0 les nombres de

dents 18, 19, 39 et 37, ou trouve

C'est à cause de cette propriété que le mécanisme dont il s'agit

s'appelle engremge éiffèrentiel.

L'une des roues B et C, ou toutes les deux pourraient être

à engrenage intérieur. Ainsi, par exemple, le rayon priinilif de

la roue immobile C peut s'étendre depuis l'axe MIV jusqu'à S'

où serait le contact de cette roue et du pignon e. Ën répétant

dans cette hypothèse le raisonnement précédent, on verra que

les équations obtenues tout à l'heure s'apphqueut, avec cette

seule diff(kence que le rapport - change de signe, de sorte
e

qu'on a

Dans ce cas d'engrenage Intérieur, on peut réduire les deux

pignons li et e à un seul (Bg. 103), qui engrène tout à la fois,

intérieiHcmont avec la roue ûxe C et extérieurement avec la

roue mobile B.

La formule devient alors :

tISO. HowemeBt éplejeloléai spiiMqve. — Ce mécanisme*

indiqué par la figure lOi diffère de celui de la figure 102, en

ce que l'axe mobile PQ de la rotation relative du double pignon

est perpendiculaire à l'axe fixe MN, au lieu de lui être parai-
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ièile. Les quatre roues qui engrèoent deux à deux sont coniques^

et l'une d^elles G est fixe.

En recommençant le raisonnement du nnméro précédent, on

retrouvera les mômes formules, savoir : la formule [1], si les

contacts des roues sont du môme côté de PQ en T et S; ]a

formule s'ils sont de côtés différents en T et S'; enfin

wb=^^wa si, b étant égal à c, les contacts sont en S et S'.

Les systèmes épicycloïdaux, dans lesquels il entre plus de

trois corfis mobiles, seront décrits et examinés dans la seconde

section.
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DEUXIÈME SECTION

APPLICATIONS Alix MACHIHBS

CHÀPITBEL

GÉNÉRALITÉS SLR LES MACHINES CONSIDÉRÉES COMME APPAREILS

DE COMMinaCATlON KT D£ TAAlfSFOEMATION DE MOUVEMENT.

GLASSOnCATION DBS KAGBOIBS tLtlIIIITAIUS.

151. Ancleniie classification simplifiée. — Hachette, d'à-

près les vues de Monge^ et plus tard Lauz et Betancourt (Esun

sur la compotUùm des Machines^ 1806) ont classé les mouve-

ments dont sont animés les divers points des machines en trois

genres, savoir : mouvement recttligne, mouvement circulaire et

mouvement curviligne suivant une courbe autre que le cercle; et

ils ont subdivisé chacun de ces genres en deux espèces, selon

qne le mouvement d'un genre quelconque est ce qu'ils ont ap-

pelé continu (c'est-à-dire progi essif, toujours do môme sens) ou

qu'il est alternatif (dit aussi de va-et-vient). Toute machine de-*

vant lier ou faire communiquer entre eux deux de ces mouve-

ments, sans exclusion du cas où ils seraient de même espèce»

Lanz et Betancourt ont indiqué vingt et un groupes de deux

mouvements considérés comme transformés Tun en l'autre.
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Hais le nombre de combinaisons binaires qu'il est utile de

distinguer est beaucoup moindre. D'abord, tous ou presque tous

les mécanismes qui établissent la liaison de deux mouvements

progressifs, servent également à lier deux mouvements alterna-

till, dont les instants d'arrêt sont simultanés. £n second lieu^

les seuls exemples que nous ayons à citer d'un mouvement cir-

culaire ou rectiligne allernatif produisant un mouvement recti- .

ligne progressif peut être considéré comme un cas particulier

d'un mouvement circulaire alternatif transformé en circulaire

progressif. Troisièmement, les mouvements curvilignes non

circulaires qui se rencontrent dans lu pratique ordinaire, sont

dérivés des deux mouvements simples circulaire et rectiligne»

savoir : le mouvement épicydoïdal ou simplement cycio'ïdaf, et

le mouvement hélîçoïdal. Ainsi les diverses dispositions dites

machines élémentaires, servant à lier deux mouvements, se

trouvent rangées dans les cinq classes que nous déOuissons

ci-après, en commençant par les mouvements circulaires, parce

qu'ils sont les plus fréquents dans les machines, les plus feciles

à régulariser, et enfin parce que le mouvement rectiligne n'est

qu'un cas particulier du mouvement circulaire. Chaque classe

se divise en genres relatifs aux couditions concernant les rap-

ports et les directions des vitesses) et chaque genre sera sub-

divisé, au chapitre II, en considération des moyens employés

pour réaliser les liaisons indiquées : soit coumiunication par

contact immédiat, soit emploi d'intermédiaires flexibles ou

solides*

L'ensemble el les détails de cette classification seront facile >

ment saisis, à l'aide des figures réunies, à la fin de ce Traité,

en tableaux synoptiques, sous des numéros d'ordre spéciaux.

Ges figures ne sont d'ailleurs que de simples croquis, destinés

seulement à thire comprendre le principe et le caractère dis-

tinctif de chaque mécanisme.
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I» CtASSB. Liaison de deux lOouvements dnsolaires simulta-

némenit progressifs ou alternatif.

1'' Ordre. Rapiortdes vitesses constant.

l«r Genre, Aies paraUëles.

8* — Axes ooB^onnntfl*

8« ~ Axes non sitoét dans un plan.

f> Orèr$, Rapport des vitesses variable.

Gmre, Axes parallèles.

S* * Axes non paraUbles.

Ib CtASSit. Liaison de deux mouvements,run circulaire, l'autre

fectiligne ou héliçolde, changements de sens

simultanés.
%

1» Gsnr». Translation paialKle an plan de la ralaUon.

S« — Translation paraUÙe à Taxe de la rotation.

III» Clàssb. Liaison de deux tnouvements rectiligAes.

seul Genre,

IV» Glassb. Liaison de deux mouveo^ents circulaires» l'un pro-

gressif, Tautre alternatif.

1«T Genre. Axes parant.

S« -> Axes non parallèles.

y GusSB. Liaison de deux mouvements, l'un circulaire pro*

gressif» l'autre rectiligne altématif.

1w Genre, Translation parallèle au plan de la rotation.

S" — Translatton parallèle à Taxe de la rotation.

(Voir, pour la subdivision des genres, le chapitre II ou la

table des matières.)
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MOYENS d'assurer LA DIRECTION DU MOUVEMENT CIRCULAIRE

OU RECTIUGKB DE CERTAINES PlIiCES DES MAGHIKES.

ittd. Appais àm mxhwmm tomnuMits.— Un corps qu'on vent

assujettir à un mouvement de rotation est ordinairement tra-

versé par une pièce solide sur laquelle il est fixé et qu'on ap-

pelle aràre tournant ou simplement arbre, nom qu*on ne devrait

pas remplacer, comme on le fait quelquefois, par celui û^axe^ qui

appartient proprement à certaines lignes géométriques, et no*

tamment à la droite autour de laquelle un arbre tourne.

Pour assurer la Oxité de cet axe, pendant la rotation de Tar-

bre, celui-ci a des parties exactement arrondies, par lesquelles

il est mis en contact avec des appuis immobiles. SI ces parties

sont cylindriques et convexes, on les appelle tourillons. Un
tourillon est terminé d'un côté au moins par un épauiement^

offrant une lone plane perpendiculaire à Taxe de rotation, et se

raccordant avec la surfiice cylindrique du tourillon par un congé,

pour obvier aux chances de rupture que présenterait un angle

vif rentrant.

Ln tourillon horizontal s'appuie sur m eoumnet formé ordi-

nairement de deux pièces de rechange dites eoquilkê. Tune in*

férieure posée dans un corps fixe, l'autre supérieure maintenue

par un chapeau. L'ensonible de ces diverses pièces s'appelle un

palier. Un coussinet est terminé au moins d'un côté par une

fiice plane contre laquelle s'appuie Tépaulement du tourillon.

Deux épaulenients en contact avec letfrs coussinets empêchent

l'arbre de se mouvoir parallèlement à l'axe.

Quelquefois, par exception, on fait reposer les tourillons d'un

arbre horizontal chacun sur deux ou trois rouktteê ou galets^ afin

de diminuer Teffet du frottement, comme nous Pexpliquerons

dans un autre Traité. Si le mouvement de Tarbre ne doit être
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qu'oscillatoire, les galets complets peuvent être remplacés par

des secteurs.

Un corps qui tourne autour d'un axe horizontal peut être

porté et assujetti par des pointes immobiles (comme les pointes

d^un tour ordinaire), qui entrent dans des trous coniques prati-

qués dans le corps tournant. «

Quelquefois ce corps, roue, poulie ou autre, est percé d'un

trou cylindrique appelé ,œily dans lequel entre avec un faible

frottement un essteti, qui peut être fixe ou tourner lui-même in-

dépendamment de la rotation du premier corps aiitonr du même
axe. Si le trou cylindrique esl un peu long, en comparaison de

l'épaisseur de la roue ou de la poulie, l'espèce de moyeu où il

est pratiqué s'appelle numehan ou canon. L'arbre est alors muni

d'épanlements faisant corps avec lui, ou de rondelles mobiles,

qui empêchent le canon de glisser parallèlement à Taxe. Un ca-

non porte souvent plusieurs roues ou poulies.

Lorsqu'un arbre tournant est vertical, il est ordinairement

supporté et assujetti dans sa rotation au moyen d'un pivot^ corps

cylindrique tournant dans une pièce creuse qu'on iiomme cra-

paudine,. Tantôt le pivot est une sorte de tourillon appartenant

au corps tournant , et la crapaudine est immobile ; tantôt c'est

le contraire. Au fond de la crapaudine est une plaque mince en

acier, appelée grain^ qu*on remplace si elle s'use. Quelquefois

on dispose la crapaudine de manière à pouvoir être facilement

élevée ou abaissée à volonté (exemple : arbre des meules des

moulins à blé).

A une distance plus ou moins grande du contact du pivot et

de la crapaudine, l'arbre vertical est presque toujours maintenu,

en un endroit où il est parfaitement arrondi, par un collier qui

, fait fonction de palier. Le plus souvent le collier est immobile

dans toutes ses parties; mais quelquefois^ si Tarbre qu'il em-

brasse est gros, on interpose entre lui et le cylindre creux et

fixe dans lequel il tourne un système de galets ou roulettes des-

tiné à diminuer le frottement*
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Lec plaque» tournante» clet chmins de fer doDneni Teieniple

d*un autre moyen d^assurer le mouvement de rotation d'un

corps autour d'un axe vertical.

Outre qu'elle a un pivot cylindrique inférieur; qui tourne dans

une crapaudîne fixei la plaque repose sur un système de galeu

qui ne sont pas cylindriques cooime dans le cas précédent) ils

sont en troncs de cônes ayant leur sommet en un point de Taxe

de rotation de la plaque; ils roulent entre deux surfaces coni-

ques qui ont leur sommet en ce même point, l'une fixée sur le

soi inférieur, Taulre molule avec la plaque à laquelle elle appar-

tient. Pour trouver la relation qui existe entre le mouvement de

la plaque, celui des axes des galets, et celui des galets eux-

mêmes, on remarque que ceux-ci roulent sans glissement sur la

sur&ce conique fixe inférieure ; que par eonséqnent, àun instant

quelconque^ leur arête de contaet sur oetle surface est leur axe

instantané de rotation, d'où il suit que si l'on considère une sec*

tiou circulaire faite dans un galet par un plan perpendiculaire à

son axe^ la vitesse du centre est la moitié de celle du point de

contact de ce cercle avee la surface conique qui ibrme le des-

sous de la plaque ; donc la vitesse angulaire de la pla(]ue est

double de celle des axes géométriques des galets. Quant à la

vitesse angulaire d'un galet, elle est à celle de son axe oomme
la distance d'une des deux baaes oiroulairea de ce galet à Taie

vertical de la plaque est au rayon de cette même base.

lus. AsMUiblAce tae dm ronctt mmt I«wni arbf«s. — Les

roues qui doivent être invariablement liées à leurs arbres y sont

fixées par des coins appelés cales, si les arbres sont polygonauic.

Lorsque la roue et Tarbre sont métalliques, Tune s'assemble fa«

diement et avec précision sur Tautre : l'arbre porte un renfle-

ment cylindrique de même diamètre qu'un œil ménagé dans le

moyeu de la roue; il s'introduit à frottement doux dans cet œil,

et fassemblage se fixe par une cale appelée languette ou ctavette^

qui se loge à lirottement dur dans deux rainurei ménagées dans

les deux pièces

I
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iK4U AvtiraMiiiMi à eiift»ièM. — Ce mode d'assembltge

se rattache par une grande analogie au sujet qui vient de nous oc-

cuper. Deux corps articulés à charnière tournent, dans leur mou-

vement relatif, comme les deux branches d'un compas, chacun

autour d'un axe géométrique invariablement liéaux deux corps.

Telles sont les articulations ordinairesdes bielles avec les balan-

ciers et les manivelles. Une téte de bielle (fig. i05 et 106) est

ordinairement formée d'une bande de fer AAA appelée chape,

qui embrasse les deux coquilles d'un coussinet destiné à entou-

rer le bouton ou tourillon fixé au balancier ou à la manivelle.

Cet assemblage des coussinets et du corps de la bielle est main-

tenu au moyon de deux c mus, nommés clef ot contre-clef à lalon^

ayant le même angle et posés eu sens inverses, de manière que

les faces par lesquelles ils ne se touchent pas, sont et restent pa-

rallèles, quand on les éloigne ou qu'on les rapproche Tun de

l'autre, en enfonçant ou en retirant la clef. Les talons de la

contre-clef empêchent les branches de la chape de s'écarter.

On distingue deux^espèces de têtes de hielle, ïune k chape nw'

bile (fig. 105)» l'autre à chape fixe (fig. 106). Quand on serre la

clefdans la première, on raccourcît tant soit peu la bielle; dans

la seconde, on l'allonge ; c'est-à-dire que dans Tune on rapproche,

et dans 1 autre on écarte du corps de la bielle le centre d'arti-

culation. Dans le premier cas la clef (àïi mouvoir la contre-clef, et

celle-ci agit sur la chape qui rapproche les coquilles du coussi-

net ; dans le second cas la clef agit immédiatement sur l'une des

deux coquilles. On emploie ces deux espèces de têtes aux extré-

mités d'une même hielle, afin que la distance des articulations

reste la même, malgré l'usure des boutons et des coussinets.

155. Ouidesda moavemeiit rcctilig^ne. — Plusieurs moyens

trè&43onnus sont employés pour assujettir un corps solide à un

mouvement de translation rectiligne. Nous citons notamment les

suivants :

V Rainures et languettes de diverses formes,
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9p OBUlefs ott douilles gliiBaiit le long de tiges fixes»

3" Tiges mobiles traversant des douilles fixes,

4" Galets cylindriques roulant dans des rainures immobileS|

5** Galets à gorge roulant sur des guides saillants,

6* Roues à un seul rebord, analogues à celles qui roulent sur

les rails des cbemfns de fer.

7° Balancier à bride (138), servant à diriger à très-peu près

en ligne droite une des extrémités d'une tige, dont Tautre se

meut sur la m^me droite suivant Taxe d'un cylindre.
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CHAPITRE II.

. HECAMSHES DES TRAAISFOEHATIOMS DE MOUVEUEM.

|n CXASSE. UAI90N BS DEUX MOUTEHENTS CIRCUtAIRES PROGRBSSIN,
• .

TEC CaAJ(G£l|lENT Q£ SENS SIMULTANÉ.

i«r 6BSBB. RAPPORT OBB TITB8&B> CORSTAKT^ AXB8 PARÀL|.£LE8.'

1^. C^ntftfit lateiédhit. 1. (Tableau synoptique.) Cylin'

dres roulant,— S. ^Engrenage extérieur»— ti 'Engrenage mté*

rieur, — 4. Emjvenagc héliçuïde. Nous n'avons rien à ajouter

ici, ea ce.qui concerne ces quatre niécunisines de deux corps

toùrnants, à ce qui a été dit au § i, chapitre ui de lii i'^^îioD*

Il n'y mahque, au point de vue théorique, que ce qui regarde

les forces, y compris les frottements, objets d'étude compris

dans un traité subséquent. On y verra, par exemple, quelle doit,

être, suivant les circonstances, la ]!>re5sion mutuelle de 4eux

cylindres roulants, pour qu'ils ne gtissént pas' l'un sur l'autre.

- ". >
»' •

il^7. Pouti^ et courroie, corde on chaîne dans un même
4

fÏM moyen. — 5. Courroie directe. » 6. Courroie créiséCé Ce

mécanisme est très-fVéquemment einployé, à cause de la sim-

plicité de son installation, même pour doux arbres fort éloignés

l'un de l'autre, et parce que le mouvement s'y accomplit sans

choc et sans bruit. Un fait important à remarquer, et dont la

théorîè sera étudiée. aiUeurs, c*est que le corps flexible qui em-

brasse et unit les deux poulies, peut glisser lorsqu'il n'est pas

u

*
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asseï tendu ; or ce glissement, qu'on doit et qu'on peut ordi^

aairement éviter, lorsque le maintien du rapport dois vîtestes

angulaires est une condition essentielle de la machine, est au

contraire un avantage dans certains cas de résistances acciden-

telles qui arrêtent brtisquement Tune des deiix poulies. L'emploi

d^une courroie est alors préférable à un engrenage, àoàt les

dents pourraient, en pareille circonstance, être rompues.

Lorsque la liaison des deux rotations se fait par une corde

sans lin, les .poulies ont une gorge d^ns laquelle cette corde

s'engage. Mais lorsqu'on emploié une courroie, les poiilies ne -

sont' ni creuses dans leur profil méridien, ni munies de rêbofds

saillants qui occasionneraient souvent un frottement nuisible.
*

Il suffît que ce profil soit un peu bombé pour que la courroie

en mouvement se maintienne d'une manière stable au milieu

de la poulie. L'expérience a inspiré l'idée de cette disposition

si simple : lorsqu'on se sert de poulies, ou plutôt de tambours,
"

eu forme 4^ troncs coniques^ on reconnaît quje la courroie, en

mouvement sur une pareille surfoce tournante, se déplace con-r

tinueliement«n se portant vers la plus grande base du tronc, à

moins qu'un guide n'y mette obstacle. On en a conclu que si la

poulie était formée de deux troues de cènes opposés ayant leur

grande base' commune, les causes qui tendént à faire monter là

courroie sur chacune des deux moitiés de la poulié la féraienf

rester au milieu. En pratique les deux troncs coniques sont

raccordés par un bombement curviligne.

Quant à la loi que suit l'ascension de la courroie sur un tam-

.

bQur<sonique, ellè ne paratt pas avoir jusqu'ici* été étudiée, et

elle est probablement assez compliquée, dépendant de la lar-

geur, de la nature plus ou moins élastique, et môme de la vi-

tesse de la courroie. On voit bien que si une'courroie, qui forme

naturellement une bande plane, est appliquée sur la surfaoé

conique, développable, sans allongement d'uu des bords et sans

froncement de 1 autre, ces deux bords, d'abord perpendiculaires

à une génératrice du cône^ sont ensuite obliques et de pbis ^
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plus obliques à toutes les autres en s'éloignant de plus ei\ plus

du sommet, de la même manière, que si ]st bande rêvant ptane

était appliquée sur la surface conique développée dans un plan.

Les choses ne se passent pas tout à fait ainsi dans la courroie

s'enroulant sur le tambour conique d'une machine; sa tension,

agissant plus fortement sur le bord le plus rapproché de la

plus grande base, l'oblige de s'allonger plus que l'autrOf ce .qui

atténue mais ne détruit pas entièrement sa tendance au dépla-

cement.

Lorsque les courroies ou cordes sans fin sont directes ou non

croisées (n° ê), les rtftation^ des deux poulies soidt dè même sens.

Si les cordes ou courroies sont crùisê€s{n^ 6), les rotalions sont

de sens contraires. Dans les deux ças les vitesses angulaires se-

raient exactement réciproques aux rayons augmentés de la -

demi'épaisseur de la courroie/si celle-ci, quoique paiffoitement

flc^xible, était fout à fait inextensible dans sa ligne moyenne.

Mais en réalité son allongement momentané dans la partie qui

se meut de la poulie conduite à la poulie motrice fait que la cir-

conférence de la première a sa vitesse moindre que cell^ de Tau*

tre. Suivant M. Kretï {Annales des minesy 6« série, 1. 1), ce ralen^

tissement est^ d'après Pexpcrience, d'oilviron un cinquantième.

Lorsqu'une courroie sans ûn est croisée, on la dispose de

manière que sa fàce rugueuse (indiquée en pointillé dans la

figure 6) s'ap{)Iique sur les deux poulies^ et qu*à l'endroit du

croisement, ses deux parties glissent à plat, presque sans frotte-

ment, Tune sur l'autre.

1jS8. ConB«»lgmtiaM âe deux rotolloBS pmw riMttwmé^

diairo de bielles. — 7. Roues accouplées. — 8. Arbres coudés.

— 9. Bras oscillants. Les ligures 7 et 8 indiquent connnent les

manivéUes et pielies peuvent lier la rotation d'un arbre à celle

. d'un autre> dans le cas où les axes sont parallèles et où les vi«

tesses angulaires sont à chaque instant égaies. Les roues accou-

plées des grandes locomotives de chemins de fer en oUVent des

*
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exemples. Dans la figure x\° 8, les arbres coudés ont chacun

trois manivelles/ et les bielles^ pouvant être flexibles, agissent

par tension.

Deux hras oscillanls d'égale longueur (fig. 9), et unis par une

bielle égale et parallèle à la dislance dos axes de rotation, ne

diiièrent (sauf les détails de construction) du cas de la figure 7

qu'en ce qu'ils n'accomplissent pas des révolutions complètes.
*

itt9. Commimieatloii par on eroislllmi. —-10. Joint à^Old-

ham. Ce mode de liaison a été expliqué (U5) page 193.

lÔO. Traliw de roues dentée^ ou de poulies à axes paral-

lèles. — il. Quatre roues déniées. Elles élablissent une rela-

tion entre les rotations de trois arbres. La roue i, montée sur le

premier arbre, engrène avec la roue % fixée^sur le second, le-

quel porte aussi la roue 3, engrenant avec la rone i. Si l'on dé-

signe par 1),, D^, D,, les diamètres priuiilifs des quatre

roues, par JX„ A,, leurs nombres de dents, par w, w',

les vitesses angulaires des trois arbres, on a, en exprimant que
la vitessi» linéaire e^t la même au point de contact de deux
roues, soit qnon le considère comme appartenant ù l'un ou à

i autre de ces deux corps,

wp^:=zv/p^ et WDizsw^B^,

d'où

• ^ P%'^A
^" \

'

Exemple:

i\,= 23, IV.=a, N^=25, Jtf,=9; 2^=^.
: w 72

Une serait pas possible d'obtenir ce n^éme rapport de vitesses

avec deux roues ayant moins de 575 et 72 dents. ,Ou voit d'ail-
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leurs que les deux roues extrêmes, 1 et 4, tournent en sens con*

traires si les deux engrenages sont extérieurs.

, La figure n^ indique une relation analogue obtenue par

deux cordes ou coumies sans fin, eiitre les rotations autour de

trois axes dont les distances peuvent être grandes. En désignaient

par D, , ,
D5, les diamètres des poulies, et par ir, w\ w'*

les vitesses angulaires des trois arbres, on trouve aisénaent que
' les équations précéd,entes subsistent. Le sens de la .rotation

change d'une poulie à celle qui lui est conjuguée si la corde ou

courroie est croisée.

13. Roues de vitesses différentes autour du même axe. Les deux

roues-extrémes i et 4, liées entre elles^ par les roues â et 3, peu-

vent tourner autour d'un même axe géométrique. Dans ce cas

Tune de ces deux roues est calée sur son arbre, tandis que

l'autre l'est sur un manchon ou canon dont la vitesse angulaire

est difiereute de celle dp i'arbre central. Si, ce qu'il est facile

de réaliser, le rapport des vitesses angulaires du canon et de

l'arbre est très-grand, à un grand nombre de tours de l'un, ré-

pond un petit déplacement angulaire de fautre.

161. Hmie ov poulie tatermécUalre. — Ces dispositions^

représentées par les figures n* 14, sont des cas particuliers des

précédentes. 1° Deux roues 1 et 3 sont liées entre elles par une

roue unique intermédiaire, avec laquelle elles «engrènent;

leurs rotations sont de même sens; elles, ont d'ailleurs môme
pas et le même rapport de vitesse que si elles engrenaient im-

médiatement ensemble. 2° Doux poulies 1 et 3 sont liées par

deux courroies embrassant un naême tambour^â, ou bien 3" une

même corde embrassé les trois pouliés 1, 2 et 3. Le sens de

rotation de deux poulies diffère ou est le même selon que la

corde qui les joint rencontre ou ne rencontre pas la ligne des

centres dans l'intervalle de ces deux centres.

162. Cmnmiudfl«ittoB*pw oiiniveaieat épIcyeléM»! pla^i.
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— Le mécanisme classé sous le n" 15 est une extension de

celui qui a été étudié au n*' (fig. 102). La barre A tournant

autour de Taxe HN porte et entraine un double pignon mobile

reiativement à la barre autour de l'axe PQ, parallèle à liN. Les *

deux roues b et c de ce double pignon engrènent respectivement

avec les deux roues B et G qui tournent autour de l'axe géo-

métrique MN. On demande la relation qui existe entre les vi-

tesÎBes angulaires iva » wb et wç de la barre et des roues B et G.

Désignons par les lettres italiques B, b et c les rayons

primitifs des roues que ces mêmes lettres en caractères romains

nous servent à indiquerdans la figure ; et prenons pourinconnue

am^iliaire la vitesse aogulairé ^du double ^iffum relativement

à la barre A.

En raisonnant comme au n*» 149^ nous avons :

(B €S\ B C

Ainsi, connaissant deux des trois vitesses angulaires autour

de MN, on calculent la troûième^.puis, si l'on veut, la vitesse

f^elative IP^.

Si par un mécanisme très-facile à imaginer on fait eii sorte

que le rapport de deux des trois vitesses ait Une valeur connue,

on en conclura le rapport de la troisième à chacune des fleux

autres.

Kenavvaei.— I, Si la roue B enveloppait la roue % et était

par conséquent à dents intérieures, les équations précédentes

subsisteraient moyennant lechangement de signe de comme

il est facile de le véritier.
« •
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IL Si l'une .des pièces. À, -B, G tourne en sens contraire du

sens que supposent les formules, celles-ci subsistent moyen-

nant !e changement du signe de la rotation de cette pièce.

Dans le cas particulier où les deux roues B et G ont des vi-

tesses égales (ce qu'on réaliserait par divers moyens^ et.entre

autres en fixant (fîg. 107) sur les canons de ces deux roues deux

roues coniques égales B' et C engrenant avec une troisième D
à axe fixe), la formule [1 1, dans laquelle il faut faire tl^o =s—

-

devient

«A (Àe— Cè)s (Be 4- C[^):

Soit» par exemple»

• •

il en résulte

AîDffl^ pendant que chacune des roues' 0 et G fait un tour,

le bras A, et son arbre en font 2500.

Les rayons des quatre roues du système épicycloïdal doivent

satisfaire à la condition B 4- 6= c^cf les nombres 61 , 51,

49 et 4i sont ceux de leurs dents.

III. Dans les figures n" 15 et 407 la barre A est liée invaria-

blement à l'arbre M\, qui ptu licipeà la rotation tvj,. 11 pourrait

en être autrement : les trois corps A, B, G qui tournent autour

du même axe géométrique MN peuvent' être libres sur Tarbre,

ou bien l'un quelconque des trois peut y être fixement attaché

et par conséquent l'entraîner dans sa rotalion. Dans la figure 15,

le double pignon est partie au-dessus, partie au-dessous de la

barre; il peut au besoin être tout entier d'un côté oude Taulre,

comme dans les figures 102 et 107.

Digitized by Google



316 cofÉiATiiiini. 8BCT. n^XBAP. n.

1 65. Exemple : Horlog^e hebdomadaire et lunaire.~ Dans

le système de rouages indiqué par la figure iôS, les rotations des

deux arbreé parallèles KL et MN sont liées de manière que,

tandis que le premier, KL, mené par un mécanisme d'horloge

ocdinaire^ fait un tour en une semaine, le second, MN, doit

faire le sien en un mois lunaire^ dont la durée moyenne est de

39 jours, 530 588.

Des aiguilles étant fixées sur ces arbres ou sur d'autres ayant

le même rapport de vitesses angulaires, la première marque

sur un cadran le jour de la semaine, et l'autre indique l'âge de

la lune. Le tour du cadran est donc divisé pour la première ai-

guille en 7 parties égales, et pour la seconde en 30 parties, dont

la dernière n'est que les 0,53 de chacune des 29 autres.

Le rapport des vitesses angulaires réciproques aux durées des

39,530 588
révolutions doit être - , ' •

"

7

Voici comment Pecqueur, mécanicien constructeur à Paris, a

réalisé cette condition trè&-approximativement.

La roue a, calée sur son arbre RL, engrène avec la roue A,

folle sur son arbre MIV, laquelle porte et entraîne un canon

crei^x où tourne librement l'arbre PQ) lié aux deux roues b et c
La roue b engrène avec la roue B, qui est immobile et dont le

centre est dans l'axe géométrique de l'arbre HN. La roue e en-

grène avec une roue C calée sur ce même arbre M^•.

En conservant les notations précédentes et faisant tUB= o

dans la dernière équation [i]» on en tire

Wc bc— cB'

d'où> à cause de Wj^-Jt= wa'^t on conclut

Wa A bc

Wc abc — cB* *•
^

Pour obtenir les valeurs qu'il convient de donner aux quan-
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tités A» a, B, 6» € el c, qui seront les nombres entiers de dents

des SIX roues, on remplace le rapport donné par uno fraction

ordinaire qui en diffère très^peu et qu'on obtient par la iné<

thode des fractions continues.

On décomp<Sse les deux termes de la fraction approxioiative

en leurs facteurs premiers. On est ainsi conduit à poser

w> _ 188190_ 2.27-5.i7«4i

ti^c
^ 44Ô09 31.1439

'

expression qu'on parvient sans grande difficulté à identiQer avec

la formule [2J en faisant, comme a fait Pecqueur,

A_K£ bC_ 8541

a 31 eB 62 33
'

ce qui donne .

.
w«_ 54 85*41 _ 54«S5«4I _ 188190

wc""31 '85.41 —62 33 3M439 44609
'

Cette expression fractionnaire ne diffère presque pas du rap-

port indiqué, car elle est égale à
y

29,530 585 7... ^ 29,530 588
= au lieu de —=
7 7

de sorte que l'horloge dont il s'agit pourrait marcher pendant

7000 jours ou 19 ans, avant de se trouver en relard de 0^0023

de jour ou 3 minutes 1/3 sur Tftge moyen de la lune.

Le nombre 1439, qui entre en facteur dans l'expression du

rapport approché, étant premier, on n'aurait pu réaliser ce rap-

port par un train de roues àaxes fixes, à moins que Tune d'elles

n'eût eu 1439 dents. On voit que la communication des ro-

tations par mouvement épicycloidal réduit la diflScuIté à rem-
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placer ce nombre par la difiPérénce de deux nombres^ dont Pun

soit le produit de deux facteurs de 188 190, et Tautre décom-

posable en deux làcteurs qui ne soient ni trop petits ni trop

grands pour être les nombres des dents des roues e £t B.

164. Exemple de remploi 4e pIvatevn aieiiTeneBts épt-

cycloidaux sur un même bras. — La pièce A (flg. 109) tour-

nant autour du môme axe MN que les deux roues B et G porte

trois doubles pignons formés des roues et B^, b et e, €" et é^.

En appelant W,W et les vitesses angulaires de ces trois

doubles pignons relativement au corps tournant A, on verra,

toujours d'après la considération de la composition des vitesses,

qu'on a

Ci/'

d'où

formule dont l'analogie avec l'équation [I] du n» 163 est facile

à Apercevoir.

Reauirqne. — Les communications de rotations qui viennent

d'être supposées obtenues par des engrenages pourraient être

réalisées par des poulies et courroies sans fin, si ce n'est que

FesEactitude précise dc^ rapports risquerait d'être altérée par le

glissement de ces organes.

i65< Communication par mouvement épicyeloidal sphé-
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ligne (n<* 16 du tableau syoopti(]ue).— Le mécanisme mis sous

le D« 16 est une extension de celqi qui a été indiqué précédem*

ment (150) par la figure lûi.

La pièce A, qui peut être une roue ou une poulie tournant

autour de l'axe MN, porte et entraîne un double pignon he mo-

bile» relativement à cette pièce A, autour de Taxe PQ, perpen-.

diculaire è MN. Les deux roues coniques b et e fixées sur un

canon engrènent respeclivenient avec les deux roues coniques

B et G, qui tournent toutes deux autour de l'axe géométri-

que MN.
On trouve,en suivant lamême marche qu'au n* i^, la relation

qui lie les vitesses angulaires et wc du corps A et des

deux roues B et G. .

En désijgnant par B, C, e les rayon^ prlnàitife des quati»

roues, et par la vitesse angulaire du doublé pignon'relativ^-

ment au corps tournant A, on a

en T, . Wifi—•Wc=:wcÇ ;

d'où

formoie générale quant aux signes des rotations, qui détenmne

une quelconque des trois vitesses angulaires autour de MN, en

fonction des deux autres, ou de leurs deux rapports en

fonction de l'autre.

^ Bamavqve. Si la roue conique G, au lieu d'^re au-dea^

sous de Taxe PQ, était au-dessus, du mêmec6té que la rouç B,

il faudrait dans la dernière formule changer le signe de c.

. Cas PAUTicouBE. Addition ds deux vitesses anguiaires. Si dans
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B C
ia formule précédente on fait - =: - , on,,plus simplement,

fig. ilO, si Ton réduit le double pignon à une seule roue en

mouvement épicycloîdal-, engrenant avec deux roues égales B
et ce qui revient h faire ^=i:c et en nu'ine temps B ==

l'équation devient, comme il serait très-aisé de le voir direc-

tementy

ainsi, lorsque et wc sont variables, tUA varie proportionnelle-

ment à leur somme.

166. Théorie nénénUè dca tnta» épieyeloldaox. — Les

exemples précédents indiquent une marche facile et sûre pour

résoudre tontes les questions analogues à celles qui viennent

d'être traitées; il sutilt pour cela de s'appuyer sur la notion évi-

dente de ia composition de deux vitesses de même sens ou de

sens contraires suivant une même droite. Mais les relations qui

existent entre les vitesses absolues ou relatives des diverses par-

ties d'un système en niouvoment épicycloïdal peuvent être ex-

primées par des formules générales^ dont l'emploi est utile, sur-

tout lorsque, comme dans l'exemple du n* 164, plusieurs axes

de rotation relative sont entraînés dans un même mouveaieiit

circulaire absolu autour de Taxe principal.

La figure 1 1 1 aidera à comprendre ce qu'il feut entendre par

un train épicycloïdal (*)•

AA est un corps solide tournant autour de l'axe géométrique

fixe MX. Il entraîne dans son mouvement un système d'arbres

tournants PP, QQ, RR, dont les axes sont fixes ifelativement

{*) Les notions qui suivent sont la plupart empruntées pour le Tond à

Tonvrage déjà cité de M. Willis {PriMiptes ofmtehùnism). pa^es SSt et suiv.

Les démonstrations qu'on va lire sonl différentes des siennes et plus sim-

parce qirellos çont tirées immédiatement de la tbéorie de la comfio-

siiion des rotations numéros SI et suiv*
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à co corps solide AA, lequel remplit à l'égard du système la

fonction du bâli ou support fixe d'un mécanisme ordinaire com-

ppsé de diverses pièces tournantes. Ce support tournant, auquel

M. Wntis a donné le nom de àras porte-train (train-bearing arm),

a le plus souvent la forme d'une simple barre; mais en général

sa ionne est appropriée aux pièçes qu'il soutient et emporte

dans son mouvement circulaire.

i: Les arbres PP» QQ, RR, ... ainsi entraînés par le support AA,

sont en relation entre eux par engrenages ou par poulies et

courroies sans lin, de manière que ces corps étant considérés

relativement au support pria pour système invariable de corn»

paraison, le mouvement de rotation du premier arbre PP se lie

en rapport déterminé à celni du second QQ, celui-ci à la rota-

tion du troisième RR, et ainsi de suite. (Les axes de ces arbres

successifs peuvent n'être pas dans un même plan, comme la

.
figure 11 1 les suppose pour plus de simplicité.)

De plus, le prêmièr des arbres entraînés^ PP, est lié par en-

grenage ou par courroie à une roue B tournant simplement,

comme le support AA, autour de l'axe géométrique MN, mais

avec une vitesse angulaire généralement différente.

Enfin le dernier des airbres entraînés (dans la figure 1 H c'est

l'arbre RR) peut aussi être lié par roue dentée ou par poulie et

courroie sans fin, à une autre roue ou poulie C, tournant sim-

plementcomme B et AA, mais avec une vitesse angulaire géné-

ralement différente, autour de i*axe UN.
Cet ensemble est appelé par M. Willis epicyclic train, qu on

peut traduire par train épicycloïdal.

Un cas particulier qui pourrait se réaliser est celui où les trois

vitesses angulaires des deux roues extrêmes B et C et du sup^

port AA seraient égales et de même sens. Alors tout Tensemble,

roues B et c, support et ses rouages, tournerait autour de l'axe

géométrique principal MN, comme s'il était solidifié. 11 serait

en repos relativement au support toiimant.

Un autre cas particulier utile à considérer est celui où le bras
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porte-train est en repos. Le mouvement de chaque pièce de

l'ensemble est alors une loUUion simple, et toutes les rotations

ont entre elles des rapports confor(nes au\règlesprécédemment

étabUes (159). .

Dans le cas général 4>ù. le support AA et la roné B ont des

vitesses angulaires différentes, le mouvement d'une quelconque

des pièces entraînées est un mouvement composé de la rotation

d'entraînement du support et de la rojtation simple de cette

pièce relativement au support pris pour système solide de com-

paraison.

Gela posé et bien compris, deux questions se présentent :

PaBwtoB QUBSTion. Lsè proportions des divers rouages étant

données t trouver la relation entre les trois vitesses du hras porte»

traM AA et des deux roues extrêmes B et C
Appelons ces trois vitesses ii^a» ^ ôt tvo, supposées positives

quand elles sont dans un certain sens autoiirde MBi, etnégatives

dags le cas. contraire; introduisons dans le calcul les vitesses

angulaires des roues B et € relativement au support AA, et

désignons ces vitesses relatives par #^^b et f^c, dont les valeurs

sont également susceptibles de l'un ou l'autre signe.

La rotation absolue wb est la résultante de la rotation d*en-

tïatnement et de la rotation relative ; et comme ces vi-

tesses sont autour d'un même axe, il en résulte, eu égard aux

signes, Téquation

De même wc est la résultante ou la somme algébrique de la

même vitesse d'entraînemefit et de la rotation relative f^c;

ainsi

Or les rotations f^m et ont entre elles un rapport facile

à trouver quant à sa valeur numérique et à son signe, lorsquè

les proportions du train sont données, puisque ce rapport, îa^
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dépendant du mouvement du support, est précisément celui

des vitesses angulaires qu'auraient les roues B et G si le bras

portertrmn était en repos et les rouages en mouvement-On est

ainsi conduit à tirer des deux équations précédentes la relatii

demandée

M. Willis désigne ce rapport —^, tantôt positif et tantôt

négatif, par la lettre unique s; en Fadoptant« maiS'en consef«<*

vant les notations expressives , et yoç, au lieu dés lettres

a, m et 71 par lesquelles il indique les trois rotations, nous afons

la formule

Cette formule, nous le répétons, s'applique à tous les cas

possibles, pourvu qu'on ail égard aux signes, c'est-à-dire aux

sens des vitesses angulaires. Les proportions des rouages du

Wc
train étant données et par conséquent le rapport e égal à

étant connu, on peut disposer à volonté de deiix des trois vi-

tesses angulaires Wa, k^b, et calculer la troisième. Ainsi,

par exemple, on peut mettre Téquation générale sous la forme

oii l'on remarque que est la somme des deux valeurs parti-

culières que cette rotation prendrait si Ton supposait successi-

vement les rotations iva du bras et iii^ de la première roue

séparément nulles.

Si l'une des rotations, î*'a par exemple, était constante, et

une autre variable^ la troisième wc se composerait de deux
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parties, Tune constanle proportionnelle à iva, l'aulre variable

proportionnelle à

Le lecteur vérifiera facilement l'accord de la formule générale

avec celles qui ont été obtenues directemeot pour les questions

posées aux articles 462. 464 et i65.

Dbdxîèhb qobstiok. Zes proportions des divers rouages étant

données depuis la première roue B jusqu'à un arbi^e quelconque Q
du train {dont le reste depuis l'arbre KK jusqu'à la roue. C peut

être supprime), trouver la relation entre les deux vitesses angu-
.

ibires absohtes tv^ du porte^train et de la roué B, et les vitesses -

qui caractérisent le mouvement eomposéde rarbre Q.

L'axe de l'arbre entraîné Q peut être parallèle à Taxe com-

IKMin MN de la. rotation du bras AA et de la roue B ; il peut

concourir en un point avec cet axe; enfin il peut n'être pasavec

lui dans un même plan. G^est ce qui constitue trois cas que nous

allons considérer successivement.

PaSMiBa CAS. Axes parallèles. L'axe de l'arbre QQ décrit

alors un cyljindre. Soit y sa distance à Taxe commun IfNT. Le

mouvement de Farbre QQ est alors composé d'une trahsla-

lion circulaire dont la vitesse linéaire est celle de son axe, ex-

primée par ^WAf et 2^ d'une rotation simple que nous dési-

gnions par wq, parce qu'elle est égale à la vitesse angulaire de

Tarbre. QQ autour de son axe instantané de rotation (66).

Le mouvement de l'arbre QQ peut aussi être considéré

comme composé de la rotation d'entraînement wa du porte-

train et de la rotation de Tarbre QQ relativement à ce

support. Or les deux axés de ces rotations étant, par hypothèse^

.
parallèles, on a (03), quels que soient les signes, l'équation

-).••'
Wq= Wa+«^q, [6]

laquelle, jointe à celle-ci qui subsiste, comme dans la première

question^ [i]^
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donne une équation semblable à celle qui a été tout à l'heure

obtenue, [3],

Ce dernier rapport dépend uniquement, grandeur et signe, de9

liaisons qui existent entre l'arbre Q et la roue B. C'est le rapport

des rotations de ces deux corps, dans le cas où le support AA
serait immobile et les rouages en mouvement. Oa peut encore

le désigner par la lettre unique €, qui signifiera toujours le quo-

tient algébrique obtenu en divisant la rotation, relative au sup'

port, du derïùei' arbre amsidêrê par la rotation, relative au mêmfi

support^ de la première roue* La formule devient ainsi

Wq Wj^
=c, ou WQ=WA(i--'€}+^^* 181

DsinuÉiiB CAS. Axes BIN et QQ concourants, L*axe de l'ar-

bre QQ décrit un cône, ou un plan s'il est perpendiculaire

à MX. Soit a son angle avec MIV. Le mouvement absolu de

l'arbre est une rotation instantanée wq autour d'un axe mobile»

mais passant constamment au point de concours des deux

axes (48).

Cette vitesse angulaire ivq est la résultcintc de la rolalion

d'entraînement et de la rotation de l'arbre considéré

relativement au porte-train. On a donc (61)

Wq»= -h -i- 2 cos a. [9]

On a d'ailleurs toujours [1]

+ OU t«B=WAH-~-^^Q»
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OU encore

tV^SSWA-l .

e

Le rapport —^ ou e est donné par les proportions du

train; il ne reste donc dans ces deux équations [9] et [1] que

deux inconnues et h'q.

TnoisikME CAS. Axp.s, MX et QQ non sitim dans un même

pian. L'axe de i'arbre QQ décrit un hyperboloîde de révolution

dont l'axe est MN et dont le cercle de gorge a pour rayon la

distance pcrpenrlicnlaire aux doux axes. Le mouvement de

l'arbre solide, quel qu'il soit, peut (67) se réduire à une transla-

tion circulaire et à une certaine rotation autour d*un axe instan-

tané. Nous désignons encore cette rotation par wq, en con-

tinuant d'appeler la vitesse angulaire du même arbre

relaliveiuent au porte-train.

On a toujours la relation [1]

et comme le rapport ^ est encore donné par les propor-
B

tions du train, on obtient /^^q comme précédemment en fonc-

tion très-simple des deux rotations de A et de B, savoir

et il ne reste plus qu'à composer /^q , rotation relative, avec w^,

rotation d'entraineinent, et avec la translation circulaire com-
mune à un point de Taxe Q, suivant les règles établies à Tar-

tide 67 et mises en pratique à Tarticle 115, pour obtenir

toutes les circoiislauces du mouvement de l'arbre QQ dans

l'espace.
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Emploi pratique des trains épicycloîdaux. M. Willis range en

quatre classes les^divers usages qu*on peut en faire.

pRBHiRR csAGB. Il a lîcu loMqiie le mouvement épi( ycloïHal,

c'est-à-dire celui d'un corps tournant autour d'un Jixe qui tourne

lui-même autour d'uu autre axe^ tixe, est le but spécial qu'où se

propose.

Tracé mécanique des courbes épict/chtdales. Si, par exemple,

Taxe de l'arbre QQ mobile est parallèle à l'axe fixe M\, un

poinL quelconque adhérent à cet arbre et plus ou moins éloigné

de son axe, décrit dans fespace une courbe plane qui peut être

dessin<^e sur ini plan fixe par une pointe traçante T.

Le niouveiîient du corps QQT est alors, comme nous l'avons

dit (2' question, \" ca.s), composé de la translatiou circu-

laire -i/wa et de la rotation Wq,

Mais il peut, plus simplement encore, se ramener à une rota-

tion unicjue, instarifani^o, é(|uivalente à un rouletnent eylin-

diitjue, suivant ce qui a été expliqué à 1 article 6(i. Le plan de

la figure 412 étant perpendiculaire aux axes de rotation»

soient M la projection de Taxe fixe, et Q celle de l'axe mobile

à un instant quelconque. La vitesse de la rolation n\ élaiil dans

le sens de la flèche, la vitesse de la translation circulaire est re-

présentée par QV^^'tvA^ La rolation composante wq étant

supposée de même sens que wa, l'axe instantané O du corps

entraîné s'obtient en écrivant que, considéré comme invariable-

ment lié à ce corps, il a actuellement et instantanément sa vi-

tesse nulle dans Fespace. Or en représentant la distance OQ
par X, on remarque que la vitesse du point O se compose de

la translation ff.ivj, drrigée au-dessus de MO, et de la vi-

tesse xavq en sens contraire due à la rotation wq. Donc la si-

tuation de l'axe instantané O est donnée par l'équation

x»WQZ=q,wji. . [10]

Ainsi il suiHrait de connaître le rapport des rotations wq et wj^,

et la distance q de leurs axes, pour en conclure l'autre dis-
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tance x, et se figurer que. le corps entraîné QQT se meut

comme s'il était invariablement lié à un cylindre dont le rayon

serait x, roulant sur un cylindre fixe qui aurait MX pour axe

et MO ou ^— jc pour rayon.

Les vitesses angulaires wq et wa sont d'ailleurs^ comme on

l'a vu, liées à la rotation wb par Téquation [8]

Wq= (1 — e) + £ .

Concluons : 1" que si l'on se donne un train épicycloïdal et

par conséquent les quantités e et ^ et si l'on assigne une va-

leur déterminée au rapport — des rotations de la première
Wa

roue B et du porte-train A, on pourra calculer ~ et par

suite X. Si Ton se donne en outre la distance r de la pointe

traçante à l'axe Q, la courbe décrite sera parfaitement déter-

minée et pourra être graphiquement construite par points.

Dans le cas particulier où la distance r serait prise égale à

c'est-à-dire à 9-^9 1^ point décrivant serait sur la sur-

face même du cylindre roulant et la courbe serait une épicy-

cloïde.

St** Réciproquement, si Ton se donne jc et ^— x, rayons des

Wq
deux cylindres dont Tun rouie sur l'autre, on en conclura —

égjal à 2 et il ne restera plus qu*à déterminer — ejt e de
X ^Va

riianière ù satisfaire à Féquation [8]

W'i Wa

Cela pourra se faire d'une infinité de manières; et ce qui sera

le plus simple^ sans altérer la courbe décrite, sera de
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faire Wb=o, c'est-à-dire de rendre la roiio B fixe dans l'es-

pace. La courbe sera alors décrite par l'effet du mouvement du
porte-train, et la dernière formule se réduira à

en laissant subsister l'équatiou [10]

Wa x'

Construction graphique de la courbe éptajcloïdale. L'équa-

tion [il] fournit le moyen de construire par points la courbe

dont il s'agit. Il suffit pour cela de considérér le rapport ^
comme étant celui des déplacements angulaires simultanés du
corps QQT entraîné et du porte-lrain. Ainsi la figure 113

étant dans le plan de la courbe, M son intersection avec l'axe

fixe MIV, et Qo son intersection avec l'axe mobile QQ à un
instant initial, soit la position à ce môme instant du point

décrivant. Pour obtenir un autre point T, de la courbe, on

supposera que le porte-train a tourné d'un angle a, ce qui a

an^ené l'axe mobile en , et l'on tracera Q,JVj parallèle

à QoT, , puis la droite Q,T, égale à Q,T^ et faisant avec Q,Ilî,

l'angle & égal à (1 — €)a, ce qui revient à faire avec le prô-

longementde MQ, un angle sa en sens contraire de l'angle a,

si £ est positif; (et en effet dans ce cas la rotation relative Wq
du rayon QT doit être de même sens que la rotation rela-

tive Wn, et puisque la roue B est immobile dans Pespace, sa

rotation relativement au porte-train est égale en sens contraire

à la rotation de ce support; c'est ce que dit d'ailleurs l'é-

quation [i] quand on y fait ivb=o).

La construction qui vient d'être indiquée est conforme à ce

qui a été décrit k l'article 65 pour la figure 26.
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Le tracé mécanique des courbes épicycloïdales fournit des

figures très-variées applic:il)les au dessin d'oruenient. Le Traité

de Cinématique de M. €b. Labouiaye, pages 583 à 587, en offre,

des exemples curieux.

Deuxième usage des trains épicycloïdaux. Ce genre de méca-

nisme sert à établir entre les vitesses angulaires de deux arbres

un rapport exprimé par deux nombrés dont les facteurs premiers

sont très-gnmds. Nous en avons vu un exemple à Tarlicle 163.

A cette classe des applications se rapporte le cas où. deux rota-

tions étant données, on en ol)lient une troisième égale à la demi-

somme des deux autres, comme il est expliqué à l'article i65.

Ttoisifciu USAGE, U a lieu lorsque» une rotation étant donnée^

on vent en obtenir une autre beaucoup plus lente. L^article 162

en iiidiijue un exemple.

Quatrième usage. Ce dernier emploi d'un train épicycloïdal

80 réalise lorsque, comme nous Tavons dit en terminant la so-

lution de la deuxième question, page 223, deux rotations étant

données, l'une conslante, l'autre variable, il s'agit d'en oblenir

tme troisième, composée de deux parties respectivement pro-

portionnelles à ces deux rotations*

8* fiBHEB. RAPPORT DK8 TITBSSBS COSSfART. AXIS GORGOURAVTI.

167. G^MtMi Immédiat.— 17. Cônes rouianU.-^i8. En*
grenage conique. Nous n'avons rien à ajouter ici à ce qui ajété

dit au chapitre III, articles t06 et 107. Les mécanismes indiqués

ci-après (1(>9, 170 et 171) sont applie.ibi(;s au cas particulier où

les axes extrêmes sont dans uu même plan.

9" CBRBK. RAPPOHT RBS VitBSlIBS GORSTART. AXBS ROR 8IT0ÉS DARS VR RIHB PLAR.

168. Axes reetangttlairest contael inunédial. — 19. Vis

sans fin, La théorie de ce mécanisme a été expliquée aux ar-*

tides 110 et suivants, où Ton a vu la distinction à faire entre la

vis bans fin à simple contact et la vis à contact curviligne con-

nue sous le nom abrégé de vis tangente.
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iC9. Axes poilvanC faire un ani^le qneleonqne, eontaet

immédiat. — 20. Engrenage kypcrboloïde. Ce sujet a été déve-

loppé aux articles 114 et suivants. Ce genre d'engrenage peut

être employé lorsque les axes sont trop rapprochés pour per-

mettre l'emploi de la vis sans fin. II est d'ailleurs plus favorable

sous le rapport du frottement.

1 70. Axe iBteniiédIaIre concoarant avcci les deux autres.

— Si. Quatre roues coniques. La figure indique suffisamment

cette combinaison.

171. Axe intermédiaire eèneoarant avec l'un dos axes

extrêmes, et parallèle à l'autre. — 22. Deux roues dentées co-

niques et deux roues cylindriques. Ces deux dernières peuvent

• être remplacées par deux poulies et une courroie sans fin.

172. Deux axes InfenAédfaires. — S3. Poulies de renvoi.

Quels que soient les deux axes A et B des deux rotations à

mettre en communication, on peut se les représenter comme

. horizontaux. Les plans moyens dés deux poulies sont vèrtîcaux

et se coupent suivant une verticale II. Des points C et D pris

à volonté sur celle droite, on nitmo les tangentes CE, CF,

DG, DH; dans les angles £GF, GDll, on dispose deux poulies

dites de renvoi, G et D, dont on assujettit les axes perpendi-

culairement aux plans de ces deux angles; la corde sans

fin ECFIIDGE eml)rasse les quatre poulies, de manière que

le mouvement de i'uue d'elles entraîne la rotation des trois

autres.

173. Gonnoie sans Un oMlqoe. — 34. Une seule courroie

sam fin sur deri.c pnu/ies iim parallèlf*^. Celle disj)()si(!on ost fon-

dée sur mi fait remarquable : lorsqu'une courroie passe sur une

poulie, il faut, pour qu*eilç< s'y maintienne, que la partie AB
(fig. 114) qui se transpoHé Vers cette poulie ait sa ligne-milieu

dans le plan moyen de la pculiû^ ;^^erpe»)diculaire à son axe de
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rotation ; mats il est sans inconvénient que la partie CD, qui

quitte la poulie, ait nne certaine obliquité. Gela vient de ce

que la courroie, uue fois appliquée en K sur la poulie, tourne

avec elle et y est retenue par le frottement. La force qui agit

suivant CD tend la courroie et lui donne cette direction à

mesure qu'elle quitte la ponlîe, maïs ne la fait pas glisser.

Aussi est-ce sur la paiîio Ali fju'on agit transversalement,

quand on veut désembrayer la courroie, la retirer de la poulie

en motivement, comme nous le verrons, article âiâ.

Gela posé, le mécanisme rèprésenté sons le n* â4 du tableau

synoptique, par deux projections verticales et une horizontale,

est facile à comprendre. Le mouvement a lien dans le sens

marqué par les flèches. La branche montante de la courtoie,

oblique sur le plan de la poulie inférieure qu'elle quitte, se

Tient dans le plan de la poulie supérieure vers laquelle elle se

transporte; la branche descendante, oblique sur la poulie su-

périeure d'où elle vient^ se meut dans le plan de la poulie infé-

rieureoù elle va. Si ton faisait tourner les poulies contrairement

au sens indiqué^ la courroie se dêsembrayerait spontanément.

La fîgurej:^ va nous servir à étudier d'une mânière plus
'

]^f^^ géométriques de cette disposition. On

ccfiiiiatt leé rayons des deux poulies, la distance h de leurs axes

supposés horizontaux, et leur angle a. On prend pour plan

horizontal de projection celui qui contient Taxe inférieur KO',

et, pour plan vertical de projection, un plan perpendiculaire à

Taxe dé la poulie supérieure. On trace à volonté la ligne de

terre x'x, puis, par un point quelconque M du plan horizontal

on mène l'axe KO' de Tarbre intV'ricur, faisant avec une per-

pendiculaire à la ligne de terre Tangle cl. Prenant à volonté le

centre O' de la poulie inférieure, on construit Tellipse BGA^

projection verticale de la circonférence de cette poulie. H ne

s'agit plus que de trouver sur 1 liorizonlale IVO, , située à la

distance h de x'x^ le centre O, d'une circonférence dont le

rayon est connu^ et qui doit satisfaire à cette condition : que
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AB ,et ]>A| étant les deux tangentes commuiies à la circonfé- .

rence et à Petlipse, les deux points de contact A et A, soient

sur 11 no même veilicale qui sera la conimiine intersection des

piaus moyens des deux poulies; de sorte que ie point A, où la

eourroie quitte la poulie supérieure, est dans le plan de la poulie

inférieure, et le point A, où elle quitte cette dernière est dans

le plan «le Taiilrt;. On lésout graphiquement ce problème par

tâtonnement, en essayant successivement quelques positions

du centre 0, et construisant une courbe d'erreur qui coupe

rborizontale NO, au point cherché.

Lorsque les axes des poulies sont sufiisamment éloignés l'un

de l'autre, comparativement à leurs rayons, les tangentes AB,

A,D sont à peu près perpendiculairesau plan parallèle aux deux

axes, et' par conséquent les distances A'Q' et A'O'i sont très-
^

peu différentes des rayons.

4* «nftB. RAPPOKT DES T1TBMB8 TABlABtB. AXE» PARAIIAKES.

174. Contact de deux cames. — Exemple : 2o. Spirale .

logaritàmigue. Voir pour la théorie des cames les articles

m et 136.

17*). Ensrenases filvers. — 26. Engrenage elliptique, '^

27. Engrenage dérivé de r ellipse. — 28. Engrenage de quarrés

arrondis. Voir pour la théorie de ces mécanismes les arti-

cles 126 et 127.— S9. Engrenage de trds roues dentées ordi-

naires dont l'une est excentrée. Ce mécanisme (indi(iué en plus

grand dans la figure 1 16) comprend trois roues déniées de même
pas. L'une, dont le centre de figure est A, tourne autour de

l'axé a fixe et excentrique; Tautre tourne autour de l'axe B
fixe en son centre; la troisième, intermédiaire, a son centre C

assujetti à se mouvoir en restant à distance invariable des cen-

tres A et B des deux autres. Appelons C les rayons

des trob roues, et soit r la distance aA> rayon de la circonfé-
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tence qne décrit le centre A. La distance constante des cen-

tres C et A est éjrale à C-f-^f. I.a distance variable Ca, à

cause du triangle CaA, est assujettie à deux conditions, savoir

d'être inférieure ou tout au plus égale à CA-\-r, et supérieure

ou tout au moins égale à GA-^r. C'est pourquoi le point G,

mobile sur un arc de cercle dont le rayon est ^H-C, oscille

entre deux positions, savoir : C' dont la distance C'a au centre

de rotation est C-H^+r, et G" dont la distance G"a au

même point est C-^Jl— r* Dans chacune de ces positions

extrêmes le rapport des vitesses angulaires Wa et tv^ des

roues a et B est facile à calculer, parce que le centre C est

sans vitesse^ et est par conséquent le centre instantané de rota-

tion de la roue intermédiaire. On a donc ,dans les deux cas 6x->

trémes :

Bwb= (a+ r) Wa, et BWt={A-^r) Wa.

Le rapport des vitesses angulaires ^ varie donc entre

A-^r . A — r— nr-'

de sorte que si Ton veut que .tva étant constante, varie

dans le rapport de n à i, il faudra faire

A-\-r A n-\-i— on —=A—Jl r n— I
'

SO. Cénei inverses de Roemer, La figure donne l'idée d'un

système de rouage proposé par le célèbre astronome danois

Roemer (1041 à 1710) pour fnire varier le rapport des vitesses

angulaires de deux arbres. Les deux axes AA, et BB, sont

parallèles. Autour du premier tourne un tronc de cône armé

dans toute sa hauteur de c6tes saillantes analogues aux dents

des roues d'engrenages coniques. Autour du second tourne un
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autre tronc de cône dont le sommet est opposé à celui du

premier^ et il est garni de chevilles qui successivement se lo-

gent dans les cannelures de celui-ci. Soient r et It les rayons

primitifs des bases siipérieuros; r, et /?, ceux des bases infé-

rieures. Lorsque la cheville située d^ins la base supérieure en-

grène' avec le cdne cannelé, le rapport des vitesses angulaires

autour de AA, et BB, est égal à lorsque c'est la che-
T

ville inférieure, ce rapport devient Les chevilles inter-

médiaires étàblissent la transition de l'une à l'autre de ces

valeurs, et sont disposées suivant une courbe primitive cpi'on

déterminera par une construclion graphique exécutée sur le

développement des deux cônes primitifs.

.

Remarques.— T. Lorsque le mouvement du cône cannelé est

uniforuie, le iiionv^ineut du cône à chevilles est pciiodi<jue-

ment uniforme, chaque période ayant la durée d'une révolution

de cette dernière roue; si le nombre des cannelures et celui des

chevilles sont premiers entre eux, la même cannelure est suc-

cessivement en contact avec les diverses chevilles de la seconde

roue. Cette propriété distingue essentiellemeni les roues dont

il s'agit ici de celles qui sont indiquées à l'article 174.

II. Les deux axes de rotation pourraient n'être pas paral-

lèles; il sutiirait que les deux cônes primitifs fussent tangents

suivant une génératrice commune et que, par conséquent, les

axes fussent dans un môme plan. L'iin des cônes pourrait de-

venir un cylindre.

SI. Secteurs fientéfi cngrenani alternativement. Ce mécanisme

est une application immédiate de ce qui est expliqué à l'ar-

ticle 426, V.

5â. Engrenage intermittent. Voir sur ce sujet l'article 130,

où les deux roues font simultanément un dixième de tour,

après quoi l'une des roues s^arrête pendant que l'autre achève
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d^accomplir un toar entier. Ajoutons seulement ici que si les

deux roues devaiont se mouvoir nisenihle pondant une plus

grande fraction du tour entier, il faudrait que la roue qui tourne

continuellement portât plusieurs dents consécutives s'engre-

nant dans un même nombre d'intervalles creusés au pourtour

de la roue intermittente. C'est ce qu'indiquent la figure 1 17 et

le n" 11 (lu tableau synoptique, dans lesquels la roue intermit-

tente G fait un quart de tour à chaque révolution coQiplète de

Tautre roue C
Les mécanismes intermittents ont en général un inconvé-

nient : c'est celui du choc qui a lieu chaque fois que la pièce

en mouvement continu recommence à agir sur Tautre pièce en

^ repos, choc d*autant plus sensible que la vitesse du corps cho- .

quant, à l'endroit du contact, est considérable. La figure H

7

montr(Min liioyen d'alléniior cet effet nuisible; deux cames AB,

A'B', sont lixées sur les faces latérales d'im même côté des

roues € et G' ; la came AB est en jsaillie sur la projection du

contour de la roue intermittente C, Tautre came, A'B', est èn

dedans du contour de la roue r/. Ces deux cames sont dispo-

sées de manière à se toucher en B et B', à l'instant où la dent

D' de la roue G', tournant dans le sens indiqué par la flèche,

va bientôt atteindre la dent D de la roue intermittente. Ainsi

au lieu d'un choc il y en a deux, mais beaucoup moindres.

Nous démontrerons théoriquement ailleurs l'avantage de ces

ekoci échelonnés.

Dans la figure 117, les rayons GT, G'T, des cercles primitifs

d(^ l eiigreuage sont égaux, mais celte condition n'est pas né-

cessaire.

I7è. HaalvelleR. Deux manivelles^ Vune à bauiùn^

Vautre â coulisse. Soient A et A' les axes de rotation proje-

tés sur un plan qui leur est perpendiculaire. Soit leur dis-

tance AX'= a (6g. 148), et soit r la distance constante du

centre B du bouton de la manivelle AB à son axe A. En ap-
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pelant a et a' les angles BAC et BA'G des deux manivelles

avec le plan AA', on a

rsîna „ , da' — «rcosa .
tanga'= , dou — = ^*««

— est le rapport des vitesses angulaire ti/ et w, qui vane

entre les deux valeurs qu'il prend quand les angles a et sont

Duls, et quand ils sont égaux à 180".

Les équations précédentes confirment, ce qu'on reconnaît

immédiatement, qu'on a :

dans le premier cas,
*

et dans le second

,

34. Deux manivelles égales unies par une bielle. Cette bielle

est plus grande que la distance des deux axes de rotation. Le

rapport des vitesses des deux manivelles est déterminé par la

théorie du n<* 55, déjà rappelée au n"" 137.

477. ComaraDieation paF un eorps flexible. — 35. Fusées,

Deux cônes, ou un cùno et un cylindre cannelés en spirales sur

lesquels s'enroule une corde ou une chaîne, servent à faire va-

rier le rapport des vitesses angulaires de deux arbres parallèlesi

suivant une loi évidente.

ô6. Deux poulies dont l'une est excentrique. La lliéorie de ce

mécanisme est expliquée aux n*" 146 et 148. Un poids dit ten-

deur sert à maintenir la tension de la corde sans fin.

57. Pédale du tourneur. Ce mécanisme imprime au cylindre

sur lequel s'enroule la corde une vitesse angulaire à peu près

proportionnelle à celle de la pédale où cette corde est attachée*

Le ressort supérieur maintient la tension*
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5* GBHftB. BirPOftT BBS T1TB8SB8 VABIAU.B. AXB8 BOB PABULftUES.

178. Communication par croi$iillon. — ZS. Joint bî'isé de

Cardan, Voir à ce sujet le n<> iA3. Lorsque rangle des deux

axes est trop grand pour qu'on poisse lier leurs rotations par un

seul joint, ou bien encore lorsque tes deux axes ne sont pàs

dans un mémo plan, on |)eut les lii'r par un arbrr intrnné-

diaire et par deux joints établis à ses intersections avec les deux

arbres donnés.

f79. GmnmaBlcfttlra Immédiate par encrenac®.*—B9 Roue

dentée excentrique et lonrj pignon. Co môranismfï, imaj^iné par

Huyghons, est applicable au cas où les dtnix axes concourenl et

sont à angle droit. La roue, armée d'un grand nombre de dents,

forme une sorte de couronne dont la base plane et circulaire

tourne autour d'un axe qui lui est poi pr^ndiculalre et qui passe

en un point intérieur autre que le centre. Le pignon parallèle

à celte base est assez long pour pouvoir engrener avec la roue

dans ses «diverses positions. Les dents du pignon étant cylin-

driques ne peuvent à chaque instant toucher celles de la roue

qu'en un point. Aussi ce j^enre d'engrenage ne pourrait-il être

convenablement employé que dans le cas où la pression mu-
tuelle des* dents serait faible et leur mouvement très-lent.

40. Vis sans fin à inclinaison variable. Si l'on modifie la vis

sans fin en doimant à ses (ilels parallèles unç inclinaison va-

riable, il en résulte que tandis que la vis tourne uniformément

autour de son axe, la roue avec laquelle elle engrène a une

vitesse angulaire variable par périodes dont la durée est celle

d'une révolution entière de la vis.

41. Engrenage d'angle intermittent. Le mécanisme décrit à

Tartide 174^ n<> §2, est applicable par analogie au cas où les

, deux axes de rotation, au lieu d'être parallèles, se rencontrent

en un point. Les coui bes de la ligure i 12 sont alors tracées sur

une sphère dont le centre est au point de concours des axes^
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et les surfaces de contact, cylindriques dans Thypothèse de la

figure 117, deviennent coniques» ayant pour sommet ce même
point*

idO. Connmnleatlon par Melle. — 4%. Deux Mmeiers

oscillant simultanément , Ces deux corps, assu jettis chacun à un

axe de rotation, sont liés par une bielle. Si les deux axes étaient

parallèles, les articulations de la bielle et des balanciers seraient

simplement à charnière. S'ils ne sont pas parallèles, et si les

arliculalious doivent être assujetties sans ballottement possible,

il faut qu'elles soient à rotule ou à joint brisé. Mais si cette pré-

cision n'est pas nécessaire, l'assemblage s'obtient en terminant

chaque balancier et la bielle par <les anneaux circulaires qui

s'euf^agenl nuituellemrnt l'un dans Tautriv, disposition qui ne

serait pas praticable pour un bulaiicier qui devrait (aire sa ré-

volution entière. Du reste, les vitesses simultanées des deux

articulations sont soumises à la règle de l'article 37, puisque *

ces dejix points sont à une distance invariable.

43- Benvois de sonnettes. Ce mécanisme, très-simple, est analo-

gue au précédent. Des tils métalliques faisant fonctions de bielles

sont attachés aux bras de? balanciers par de simples nœuds^

§2-

2« CLASSE. LIAISON DE DEUX MOL*A EMEATS, L'LIV CIRGULAIREi

l'autre rectiligiXe ou hélicoide,

AVEC CfLUHGfiJIlENIS DE SENS SlMliLTANES.

f OnSK. fRA9SI>ATI0K PARALLËU AQ VU» DB LA ftOTATIOH.

181. Commoiiicatioii Imnédlate. —^ 44. Bouleau menant

une Hge, Dans la figure la tige, étant horizontale, est maintenue

et pressée contre le rouleau par son poids. Si elle était verticale,

il faudrait ua autre moyen de pression dont on verra plus loin

un exemple.

Digiiize<J by Google



ClNfiHATlQUE. SBCT. II, CHAP. H.

45. Roue dentée et crémaillère, La forme dents a été étu-

dié à Tarticle i04. On voit dans la figure deux rouleaux qui

empochent la crémaillère de s'écarter de la roue. De plus, pour

rempêcher de se mouvoir parailèlemeut à l'axe de la roue, on

guide ses deux extréiaités, ou bien, si l'on n*en guide qu'une,

on munit la roue de âeux joues entre lesquelles glissent les

dénis d(î la créuiaillère.

46. Balancier à coulisse et tiye guidée à bouton. La (igurc

suffît pour montrer en quoi consiste ce mécanisme fort simple.

La relation variable de la vitesse linéaire de la tige et de la vi-

tesse angulaire du balancier se calcule ainsi que la vitesse de

glissement, comme l'explique l'article 8i.

47. Balancier à bouton et tige guidée à coulisse, La ligne*

milieu dîe la coulistô étant perpendiculaire à la translation de

la tige, un point quelconque de celle-ci supposée verticale se

meut comme la projection verticale du centre du bouton qui

décrit un arc . circulaire. 11 est utile, pour diminuer l'usure,

d'entourer le bouton d'un coulîsseau rectangulaire, suivant une

indication de l'article 131 ,
page 174.

182. Commanieation par l'intermédiaire «t'as eor|Mi

fleiLibie. — 48* Treuil, Ce mécanisme, très-simple, est bien

connu. Sur l'arbre cylindrique et horizontal, mis en mouvement

de rotation au moyen d'une manivelle ou d'une roue à che-

ville, s'enroule une corde qui s'y applique en hélice et dont la

partie verticale pendante supporte un fardeau. Le mouvement

d'un point de cette partie de la corde est rectîligne, mais non

exactement vertical, puisque à chaque tour du treuil ce point

s'élève d'une quantité égale à la longueur d'une spire de Thé-

lice tandis qu'il' s^vance horizontalement d'un pas.

49. Double treuil à gorges. Dans lè treuil ordinaire dont nous

venons de parler, la corde ne peut avoir qu'une longueur limi-

tée par celle du cylindre, à moins qu'elle lie s'y enroule par

couches, ce qui fait varier le rapport des vitesses. On évite ces
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deux coiidilioiis dans l'appareil indiqué par la figure 119 et le

n** 49 du tableau synoptique. Les deux arbres AA et A'A' sont

par^lèles dans un plan que nous
,
supposons horizontal, quoi-

qu'il puisse être quelconque. Ils tournent dans le mémé sens et

avec une même vitesse, au moyen de deux roues dentées

égales, calées sur ces arbres et engrenant avec un pignon inter-

médiaire fixé sur l'arbre- BB. Aux extrémités des arbres AÂ
et'A'A' opposées aux roues sont deux rouleaux cannelés trans-

versalement, offrant par conséquent la forme de deux systèmes

de poulies égales, By d'une part, C, D', £',••• de

l'autre. Une corde NN.-BOI S;engâge du c6té de MM dans la

poulie G oh elle occupe un quart de circonférence, passe en-

suite de cette poulie C à la poulie C par-dessus; elle occupe

sur C une demi-circonférence, puis elle passe, par-dessous,

de G' à la.poulie D; elle revient par-dessus et passe à la pour

lie B', d^où elle va par-dessous à la poulie E", puis par-dessus

à la poulie E', où elle n'occupe, suivant la supposition de la

figure, qu'un quart de circonférencey.aprèsquoi la corde descend

du côté de NN. Comme on le verra plus tard dans le traité où

il sera question du fh>ttement, une faible tension de la corde

en suilit pour empêcher la corde de glisser, quoique la ten-

sion en MM soit considérable. Il est évident que le mouve-^

ment uniforme de rotation de la manivelle et des arbres déter-

mine le mouvement uniforme et rectiligne de la corde du

côté MM, mouvement prolongé autant que le permet la lon-

gueur quelconque de cette corde.

50. Treuil conique. Dans ce cas, la vitesse de la manivelle

' et celle d'un point de la corde sont dans un rapport variable

qu'on pourrait même assujettir à une loi donnée en rempla-

çant le tronc conique par une surface de révolution d'un profil

convenable.

51 . Bobine, La corde, ordinairement plate dans ce cas» s'en-

roule par couches successives les unes sur les autres, et le rap-

port des vitesses varie en conséquence.

16
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5S. Treuil différentieL II est formé de deux cylindres ioé^

gaux sur lesquels les deux parties extrêmes d'une même corde

sont enrôulées en sens contraire. La partie intermédiaire

embrasse one poulie mobile dont )a ebape supporte un fardeau,

il et r étant les deux rayons des cylindres, pour un déplace*

ment angulaire a du treuil, la corde s'enroule d'un côté de aH
et se déroule, de l'autre de ar. La partie pendante de la corde

diminue de a (A — r)\ et la poulie s'élève à peu près de

4
- a (11— r), . tandis que l'extrémité de la .manivelle dont le
2 ...
bras est décrit Tespace kh\ Le rapt>ort des vitesses

peut ètne rendu aussi petit qu'on veut (d'où Ton conclut en dy-

namique que le rapport de l'effort exercé sur la manivelle au

poids du fardeau peut être aussi arbitrairement diipinué).

L'inconvénient le plus palpable qui s'oppose à remploi pra*

tique de ce mécanisme est la grande longueur de coi^e néces--

saire
,
pour une médiocre élévation obtenue. Soient h cette

hauteur et / la longueur de corde qui se déroule de dessus le

petit cylindre. On a, d'après ce qui vient d'être dit.

il faut donc que la longueur tqtale de la corde soit plus grande

que ' « .

53. Palan différentiel de Wilson. Cet appareil de nouvelle in-

vention a une grande analogie avec le treuil différentiel; il en

difière principalement en ce que la corde^ au lieu d'être tiiée

par ses demtextrémités sur les cylindres inégaux, est une corde

ou plutôt une chaîne sans fm. Les deux cylindres sont rempla-

cé& par deux poulies H et A' calées sur un môme arbre toumanli

À= -oi(ii— rj et /=ar, d'où . /=

JT—

r

ou
2Ajt

JR—-r

Oigitized by



I

MÉCANISMES. 2^ CLASSB. GENRE. $43

et creusées chacune en gorge dans laquelle la chaîne s'engage

sans pouvoir glisser loogitudinalement. Les quatre parties verti-*

cales de la chaîne supportent deux poulies peip' k Tune des-

quelles' est suip^ndu un fardeau qu'il s'agit d'élever en imprl«

mant un mouvement de rotation au système des deux poulies .

supérieures. La ligure montre comment la chaîne sans fin est

disposée. Un de ses points pris d'abord.sur la partie A montei

passe sur la grande poulie (descend suîvAnt la droite par-

cburt le dessous de la poulie p', puis remonte suivant C vers la

petite poulie R' ; il en parcourt la demi-circonférence supérieurOi

puis il redescend vers la poulie chacgée p spus laquelle il passée

après quoi il remonte suivant D vers la grande poulie supé-

rieure R, et ainsi de suite. La somme des longueurs des quatre

parties de la chaîne étant constante, il en résulte qu'autant la

pouHei» .monte> autant la poulie p desc^ndé 11 ne reste qu'à

trouver la relation de la vitesse angulaire m de l'arbre supé**

rieur ou de sa manivelle avec la vitesse linéaire v du centre de

la poulie montante//. Qr, pendant Tunité de temps^ un point de

la partie A. de la chirîne s'élève de wA^ tandis qu*un point de

la partie B s'abaisse de ivJf ; donc Tensemble de ces deux par-
'

ties s'est raccourci de tùR— wlt', et par conséquent la poulie p
s'est relevée de la moitié de cette quantité* Oa^ donc

d'oii il suit que danfe cet appareil, comme dans le treuil diffé«

rentiel^ le rapport de la vitesse wb de la manivelle âl la vitesse v

de la poulie ascendante est ' •
•

^4. Tambour ou secteur lié à une tige tangente, par des chaims
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ou des lamèru» Le tambour ou secteur est mis en mouvement

pâr une manivelle ou par on balancier plus ou moins long*

55. Tambour m secteur et éorâe passant sur deux poulies de

renvoi, Â la corde est attaché un corps dont le mouvement alter-

natif est guidé.

.56. Archet et foret. Ce mécanisme» bien connu dans les ate-

. lien, s'explique par la figure.

185. Communleatlon par l'intermédialjre d'un corps so-

lide. — 57. Balancier, bieUe et tige guidée. Le rapport des vi<-

teasfSB du balancier et de la tige se détermine par l'es considé*

rations dé Tarticie 56.

58. Balancier à support oscillant et tige guidée. Le balancier

est immédiatement articulé, d'une part^ en A à la tige assujettie

à un mouvement rectilîgne; d'autre part, en Bj au support oscil-

lant autour d'un axe fixe C. A chaque instant le centre instan-

tané de rotation du balancier est à la rencontre de la droite CB
et de la perpendiculaire en A à la direction de la tige.

59. Balancier à bride. — 60. ParaUélogramm articulé, de

Watt, ha, théorie de ces mécanismes est étudiée aux articles 138

«139.

6i. Zigzag, Ce mécanisme se compose d'une suite de lo^

sangea articulés, dont le premier a son sommet fixe en G, et le

dernier a son sommetA surune tige guidée AB; En appelant n
nombre des losanges, a la longueur de leurs côtés, a Pangle

variable de ces côtés avec la direction de la tige, jc la distance

de Taxe de rotation fixe C au dernier sommet A, on a

dx da '

«szSfuicosa^ d'où -^ss^Msinarr

,

. de df

relation de la vitesse linéaire de la tige et de la vitesse angu-

laire des leviers disposés en prolongement de deux côtés du

premier losange.
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184. Communication immédiate.— 62. Cylindre à rainure

et bouton glissant. Dans le cylindre est creusée une rainure de

largeur constante, où pénètre une cheville cylindrique dont le

diamètre est presque égal à cette largeur^ La cheville liée à tut

corps solide guidé ne peut se mouvoir que parallèlement à l'axe

du cylindre. Celui-ci, en tournant, détermine la translation rec-

tiligne de la cheville, suivant une loi qui dépend de Tindinai-

son de la rainure sur les génératrices qu'elle traverse.

63. Vis sans fin et crémaillère, — 64. Vis tournant simplement

et écrou guidé en translation. Ces deux cas ont une analogie évi-

dente avec le précédent. Dans Texeinple 62 la vis est assujettie

par un collier A à ne se mouvoir que circulairement et non

longitudinalement ; rëciou guidé ne peut tourner.

65. Tracé mécanique d'une hélice. La fonction de ce méca-

nisme est, pour ainsi dire, réciproque de celle du numéro ù%. Le

cylindre sur lequel il s'agit de tracer l'hélice est mis en mou-

vement de rotation à l'aide d'une manivelle ou autrement. Ce

mouveuxent, au moyen d'un engrenage, détermine la rotation»

sans translation, d'une vis dont Taxe est parallèle à celui du

cylindre. La vis fait mouvoir en translation on écfou guidé qui

porte une pointe traçante en contact avec le cylindre. Cette

pointe décrit sur le cylindre une hélice dont le pas e&t à celui

de la vis dans le rapport inverse des vitesses angulaires du cylin*

dre et de la vis, ou dans le rapport direct des diamètres primi-

tifs des deux roues dentées.

66. Foret à vis. Une tige verticale en forme de vis è fdets

fortement inclinés porté à une^extrémité un outil à percer les

métaux, dit foret; à l'autre extrémité est un pivot engagé dans

une sorte de pomme de canne qu'un ouvrier tient à peu près

immobile d'une main, tandis que de l'autre il saisit un long

écrou que la yiatraverse et qu'il fait mouvoir alternativement de
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haut en bas et de bas en haut; d'où il résulte que la vis et le

foret tournent horizontalement et altemattvemenidans les deux

sens. Ce cas est géométriquement analogue aux précédents; la

dift'érenre est qu'ici c'est l'écrou qui fait mouvoir la vis.

67. Eci'ou tournant simplement et vis en translation, \ chaque

tour de récrou, la vis 8*avance d'un pas des filets^, quel que

soit leur tiombre.

68. Deux vis inverses. Ces deux vis en prolongement Tiftie

de l'autre ont leurs filets de sens contraires ; elles s'engagent dans

^eux écroos qui, ne pouvant tourner, se rapprochent ou s!é-

loignent sultant qti'on donne à la vis à droite la rotation directe

ou la rotation rétrograde. •

69. Vis tournant clan& un écrou fixe. Dans ce cas la vis n'a

plus un mouvement simple de rolation> mais un mouvement

héiiçoide composé de translation et de rotation. La presse à vis

et la presse à timbrer offrent des exemples Vulgaires de cet

emploi de la vis.

Si la vis doit recevoir son mouvement héiiçoide d'un engre-

nage on d^une courroie, il faut que la roue dentée ou la poulie

qui tourne autour du même axe géométrique que la vis ait un
ïftouvenient de rotation, c'est-à-dire ne se déplace pas suivant

Taxe, On obtient ce résultat par la disposition qu'indique le

nooiiro 69 4u tableau. La roue ou poulie est liée à une gorge

toumaîit dans un palier fixe. L'arbre qui traversé la roue tourne

forcément avec elle, mais peut y glisser longitudinalement, ces

deux pièces n'étant assemblées qu'à frottement doux, avec rai-

nure et languette/ Ce même arbre a une portion filetée, c'est-

à-dire taillée en vis, qui, lorsqu'elle tôumé> s'avance ou recule

dans l'écrou fixe où elle est engagée.

70. . Vis différentielle. Deux vis de pas difierents sur un même
arbre tournent dans deux écrous, l'un immobile A, l'autre

guidé Vet ne pouvant avoir qu'un mouvement de translation. A
chaque tour de l'arbre, celui-ci s'avance d un pas de l'écrou im-

mobile et de sa vis; mais si le$ deux vis sont de même sens^



TéorOu mobile Meule, sur rarbre/d*un pas de sa vis; donc il ne

s'éloigne de.l'autre^erou que d*une quantité égale à rexcèsda

premier pas sur le second. Si, par exemple, la différence des

pas est de de millimètre, la vis tournant de S**, angle facile

à mesurer sur un limbe gradué» fera théoriquement mareber

l'éèrou mobile de 4/1800* de millimëtre. Mais ce mécanisme n'a

pas l'utilité pratique qu'on pourrait fui attribuer, parce que la

précision des mouvements est altérée par le jeu inévilublc des

vis dans leurs écrous» et de i'écrou>moblle entre ses guides.

185. Conmiaiileatloii par eng^iuiii^ InCennédlaipes. —

*

li. Machine d aléser. Un arbre cylindrique creux AAA'A' tourne

sans translation sur les deux paliers,fixes -B, B', reposant sur

deux poupées CB , C'B' . Il reçoit son mouvement par une

roue DD calée à l'une de ses extrémités; ileniraîne dans sa rota-

tion la roue EE calée aussi sur lui, vers l'autre extrémité, maip

dans rintervalle des poupées. A l'intérieur de cet arbre creux

est un arbre plein cylindrique FF', portant une longue vis 'à

filets quarrés dans l'espace compris entre la roue EE et la pou-

pée CB' ; et à son extrémité F, eu dehors de rintervalle des

poupées» est calée une roue HH, dont le mouvement est U^à
celui de la roqe EE au moyen des roues dentées I et calées

sur le petit arbre LL tournant sur deux paliers fixés à la pou-

pée C.

Sur la vis de l'arbre FF' se meut un écrou M foisant corps so-

lide avec'le porte^util NN, auquel se trouve fixé le elseau qui

rabote ou alèse la paroi intérieure du cylindre immobile OO.

L'écrou M, intérieur à Tarbre creux, et l'anneau extérieur qui

entoure ce même arbre et sert de base aux branches N, du

porte-outil , sont liés entre eux par une languette qui glisse

dans une rainure PP, ouverture longitudinale pratiquée dans

l'arbre creux. 11 en résulte que le portcroutil possède-un mou-
vement composé d'une translation le long de4a rainure (transla*

tion déterminée pa^la rotation de la vis relativement à l'arbre
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<reux), et d'une iiotation égale à celle de l'arbrç creux qui l'en-

traine.

Gomme il importe que l'outil aléseur une translatioa très-

iente comparativement à sa vitesserotatoire-dans le cylindre'OO,

les cii^M eiiagcs des roues E, K, I et II, sont calculés de manière

que la vitesse angulaire jde .la vis soit très-petite comparative-

ment à celle de l'arbre creux. Si les quatre roues avaient 4in

môme nombre de dents, les deux extrêmes E et H auraient la

même vitesse angulaire, dans le même sens ; la vis et son écrou

seraient en repos relatif dans l'arbre creux
;
par conséquent le

porte-outil serait comme fixé sur cet arbre; il tournerait sans

avancer. Pour obtenir une marche longitudinale très-lente, on

fait en sorte que la vitesse angulaire de récrou et par conséquent

de la roue E excède un peu celle de la vis et par conséquent de

la roue ce qu'on réalise en donnant à la roue £ moins de

dents qu'à la roue H , tandis que les roues I et R en ont un

même nombre d'ailleurs quelconque. Soient E et B les nom-

bres de dents respectifs des roues Ë et ^. Pendant que les

roues D et £ font B révolutions, le nombre de dents qui passe

au contact des roues E et K, et.par conséquent «usai au contact

des roues I et H, est égal à BE-^ d'où il suit que la roue H fait B
révolutions. Ainsi la vis, liée à la roue H, fait E révolutions pen-

dant que Fécrbu, comme Tarbre creux, en fait B; donc l'écrou,

relativement à la vis, fiait jr—-£ tours pendant <|ue les roues D
et E et l'outil en font H. Or, à chaque tour qu'il fait relative-

ment à la vis, l'écrou s'avance d'un pas de cette vis, ainsi que

Poulii qu'il entraîne ; donc pendant que la roue D, l'arbre creux

et routil'fontJr révolutions, l'outil avance de Bs-^B pas, ou

bien, le pas étant désigné par p, à chaque tour de la roue D et

de l'butil, celùi-di avance de — —
•p.B

£xB«pu : ir=40, £=39, ;9=:0",01. A chaque tour de la

roue D et de Toutil, celui-ci avance .de 0*,000^.

A<;iiiariiiie. — Les deux roues presque égales .U et £.pour-
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raient être situées Tune près de l'autre, en dehors de l'inter-

valle des poupées^ et les deux roues l et K confondues en une

seule. Oti sait en effet que, dans le système des profils de dents

en développantes de cercle, des roues différentes peuvent en-

grener avec une même roue, et que la dislance des centres, pour

deux roues données de cette espèce, eftt arbitraire mire cer-

taines limites; par conséquent elle^peut rester la même, quoique

le nombre de dents varie quelque peu.

§•3.

3« Glis^. UAISOH DB DSUX HOOTBMXNTS BBCTIUâimS.

186. Communication immédiate. — 72. Plan incliné en

iransiaiion conduisant une tige guidée, ou deux tiges guidées, l*une

àeùuUm^ Pauire à boutmm Ces mécanismes, qui, au point de vue

géométrique, ne diffèrent pas, offireni des applicationsr faciles de

la théorie de l'article 83.

187. ÇommiwleMlaB pur l'IiitenMUdre â'wêl émrgm aêm

Uda.— 75. Deux tiges guidées, uniespar une hielk» C'est un cas

particulier du numéro 55. Si les axes des deux tiges sont dans

un même plan, le centre instantané de rotation de la bielle est

à l'intersection O des droites AO et A'O menées par les centres

d'articulation A et A' perpendiculairement aux directions des

tiges. Donc, en désignant par v et v' les vitesses des tiges, on a

*

=3—- ou V sin a = v' sin a .AO A'O

Cette dernière relation résulte immédiatement de Tarticle 37,

et -subsiste même dans le cas où les articulations, étant à rotule

ou à joint brisé> ne se meuvent pas dans un méuie plan.
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188. Commun ication pur corde et poulies simples. —
74 a. Poulie fixei Oo appelle ainsi une poulie dopt Taxe géo«-

métrique de rotation est fixe. Les deux portions reetilignes de

la corde, courroie ou chaîne qui enveloppe parliellemenl la

poulie ont la même vitesse ; Tune d'elles doit avoir son axe ou

ligne moyenne dans^in plan perpendiculaire i l'axe de rotation

de la poulie; mais Tautre peut s'en écarter sensiblement (172)

i

.pourvu que la poulie tourne dans un sens déterminé. —

«

74 b. Deux poulies fixes ou de renvoi, La corde ou courroie a

trois parties reetilignes dont la seconde, intermédiaire, ren-

' contre les directions des deux: autres prolongées. Ponr que le

mouvement soit possible dans les deux sens, chaque poulie a

son axe de rotation perpendiculaire au pian des doux directions

qui lui sont tangentes.— 76« Povdie mobUe etpoulie fixede renvoi»

Si les deux portions reetilignes de la corde, tangentes à la poulie

mobile a, l'une en repos, l'autre en mouvement, sont parallèles,

ce qui est le cas ordinaire, un point de la portion mobile et de

son prolongement au delà de la poulie de renvoi h a une vitesse

double de Taxe et de la chape de la poulie a qui se meuvent en,

ligne droite. En effet la poulie mobile roule sans glissement sur

la portion immobile de la corde, et par conséquent sa circon-

férence a une vitesse double de celle de son ceatre.
• * •

1 89. GeBumnitealioB parne corde etm palan, -r-On ap^

pelle une moufle un assemblage de plusieurs poulies, tournant

dans une même chape, tantôt autour d'un même arbre, tantôt

autour de divers axes 'parallèles situés dans un même plan.

Deux nioufles liées par une même corde allant alternativement

de l'une à l'autre forment un palan. La chape d'une des moufles

s-attache à un point tixe^ l'autre chape est mobile et supporte

une certaine charge. L'une des extrémités de la corde s'attache

à là chape d*une des'deux moufles» Chaque portion rectiligne

de la corde entre les deux moufles s'appelle un courant. Tous

les courants sont très-approximatiyement parallèles entre eux.
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La djerfiière portion de la cprde, celle qui quitte une des mou-

flessans aller passer 9ur une poulie de l'autre, s'appelle le garant,

£n général la vitesse des deux courants consécutifs qui abou«

lissent à une même poulie fixe ont même vitesse en deux sens

contraires^ tandis que des vitesses en sens contraires des deux

courantsqui aboutissent à une poplie mobile, l'une est en valeur

absolue plus grande que l'autre d'une quantité égale au double

delà vitesse de la chape; c'est ce r|ui icsulte de ce que les deux

points de contact diamétralement opposés des garants et delà

poulie, étant considérés dans leur mouvement relatif à la chape

et à l'axe de cette poulie, ont de; vitesses égales et de sens' dp*

posés.

11 y a lieu de distinguer les deux cas ci-après indiqués; nous

supposons, pour faciliter l'explication^que les couraiits sont,ver-

ticaux ainsi que le giurant, et gue la moufle mobile monte avec

une vitesse v

.

76. Palan dont les deux moufles ont le même nombre n de poulies.

Bans ,ce .cas le premier courant peut être alt^çbé à la cbape de

l'une ou de Fautre des deux moufles. S'il est attaché àii^ mou-

fle fixe, 76 a, le premier courant est immobile et le garant des-

cend avec une vitesse égale à 2nt;; s'il est attaché à la moufle

mobile^ 76 b, le premier courut ala,vitesse v et le garant monte

avec une vitessé (Sffr -f- 1) V

.

77. Palan dont une moufle a une pouUe de plus que Vautre.

Dans ce cas le premier courant doit être attaché à la chape de

la jBOufle qui a. le moins de.pioulies. S'il est attaché à la moufle

fixe y . 77 m , le premier garant est immobile le garant monte

avec une vitesse (2ft+ 2) le nombre total des poulies létant

2n4-4. S'il est attaché à la moiille mobile, de n poulies,

77 b, le premier courant a la vitesse et le garant descend

avec une vitesse égale à (ân-h4)v.

100. Palans coiijug^aés. — Nous appelons ainsi deux palans

donties mouvements sont liés entre,eux comme on le, voit aux
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numéros 78 et 79 du tableau synoptique. Ces assemblages sont

de deux espèces.

78. Palan» conjugués liant deux, vitestes dont le rapport est le

produit de deux nombres entiers. Le garant du ftalan a est atta-

ché à la moufle mobile du palan b. Supposé que le palan a ait

4 poulies et .que le palan b en ait 5, si la moufle du premier a la

vitesse v, son garant a la vitesse 4v et par suite le garant du

palan b, dont le mouvement est. 5 fois plus rapide» a la vi-

tesse 20 v

.

79. Palans conjugués liant deux vitesses en rapport fraction-

naire. Le» chapes des deux moufles mobiles sont liées par une

corde distincte qui, dans la figure, passe dans une poulie de

renvoi. Supposé que le palan a ait 5 poulies et que le palan b en

ait 4, si la vitesse de la corde de communicatiou est v, la vitesse

du garant du palan a est 5v et celle du garant du palan b est 4v ;

le rapport des vitesses dés deux garants est donc 4/5.

* »

191 . €U»aiminiieatlon par des ehalnes. — 80. Balancier à

deux secteurs et deux tiges. C'est un double emploi de la liaison

indiquée à Tarticle 189, n*" 51. Les vitesses des deux tiges sont

dans lé rapport des rayons des secteurs qu'elles touchent.

192. Transmission de mouTemeiit par an llqolde. —
81 . Deux pistons et un tuyau de communication. Le liquide étant

incompressible et ne pouvant fuir entre les pistons'et les cylin-

dres où ils se meuvent; le rapport des vitesses des pistods est

inve rse de celui des aires de leurs sections droites. La garniture

qui s'oppose à la fuite du liquide peut être adhérente au piston

' mobile, ou au cylindre fixe. Dans ce dernier cas le piston est

dit plongeur ; c'est un cylindre convexe dont la bngueiir excède

celle de l'espace qu^il doit parcourini
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4* CLASSE. LIAISON DE DEUX MOUYEHENTS CnCULAlBES

l'un PROGBSSSIF, l'aCXBB ALTERNATIF.

Irr ouiAS. àJM PAIULI.ÂLI8. •

195. Communication immédiate. — 82. Balancier appuyé

mr un exemtrigue à révolution entière. — 85. Balaneier à bouton

gui circule dam une rainure-à révolutien entière, f-^ 64. Mùnwelle

à révolution entière dont le bouéon se meut dans une coulisse oscil"

lante. Le rapport des vitesses augulaires se trouve dans les trois

cas, d'après la théorie de rartidé 80« p. 89. Dans le troisième,

le bouton de la manivelle a dans la coulisse du balanciër oscil-

lant un mouvement relatif, rectiligne et oscillatoire, dont il peut

être utile de connaître la loi. Soient a la distance des deux cen-

tre de fotation G et C, b le bras GB de la manivelle, x la

distance variable BC du bontoii à Taxe G' de rotation de la cou«

lisse, a Tangle variable C'CB de la manivelle et de la droite des

centres de rotation. On a

dx doL

x^:=:a^'\-b^^^abcosck d'où ac = sina—

,

Ot Qt

dx
relation entre la vitesse — du bouton dans la coulisse, et lar

d# . . >

dHoL

vitesse angulaire -rr de la manivelle.
or

Dans la machine à vapeur à cylindre oscillant de Cavé, le

cylindre oscille avec la coulisse, et le piston participé au mouve-

ment alternatif du bouton dans là coulisse.

85. a martinet, h marteau frontal. Les dents qui font lever le

marteau s'appellent des cames. Le rapport des vitesses angu«

4a marteau et de Tarbre à cames résulte encore de là
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théorie de l'article 80. Ce qui distingue ces mécanismes des pré-
*

cédents, c*est que la came échappa et laisse retomber le inarteatt

par Taction de la pesanteur.

194. Communication par bielle on par enoliquetage. —
86. Manivelle^ bieUe et pédale, — 87. Manivelle^ bielle et balan^

eUr*— 88. JSxeentrique dreidaire et balancier. Dans ces trois

mécanisines Ja manivelle ou Texcen trique qui la représente

tourne à révolutions entières dans l'un ou 1 autre sens, à la vo-

lonté du conducteur de la machine. Cette disposition est fré-

quemment '.employée, notamment dans les machines à vapeur

À balancier. La théorie de Tarticle 55 s'applique ici. Les deùx

positions extrêmes du balancier, où sa vitesse est nulle et sur le

point de changer de sens s'appellent points morts du balancier

et répondent aux deux cas où les deux articulations delà bielle

et le centre de la manivelle sont en ligne droite. Les deuit points

où passe dans ces situations le centre du bouton de la manivelle

s'appellent points-morts de la manivelle.

S19. Mqnivelle, bielk et balancier intermittent avec c/^oc»

Autour de l'axe géométrique A (fig. 420) tourne un arbre au-

quel est lié invariablement le balancier AB. Sur le même arbre

est articulé it frottement doux un balancier auxiliaire AD, qui

peut par conséquent, se mouvoir en laissant le premiér^n repos.

Ce second balancier porte une coulisse BG dans laquelle est en-

gagé sans frottement un bouton B faisant partie du balancier

principal AB. De plus le balancier auxiliaire AD est lié par une

bielle D£ à une manivelle CE qui tourne à révolution e9tière

autour de O. Dans la position indiquée par la figure le balan-

cier AD mené par la bielle vient d'achever son oscillation de

droite à gauche et il a entraîné de ce côté le balancier AD«

Maintenant supposons que le balancier AB ne puisse pas, par

Ifr seule action de la pesanteur» se mouvoir yers sa position ver-

ticale (condition qui peut se réaliser soit parce que le système

soUde dont çe balancier lait partie a son centre de gravité dans
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Paxe soil par des frottements qui font que ce syslime reste

dans toute position où il est laissé sans vitesse). Cela étante pen-

dant que le balancier AD recommencera son oscillation de gau-

che à drqit)9« l6 bouton B, libre dans la coulisse^ restera immo-

bile, jusqu'à ce que l'extrémité G de cette coulisse vienne

ratleindre, ce qui arrivera lorsque les articulations de la bielle

auront pris l^s position^ I>' et £' faciles à déterminer. A partir

de cet instant le bouton sera entraîné à droite par la coulisse et

s^arrôtera en lorsque lés articulations de la /bielle seront en

et E". Il y restera jusqu'à ce que l'extrémité de droite de la cou-

lisse vienne le reprendre, ce qui aura lieu quand les articulations

de la bielle seront en D'" et après quoi le balancier auxi-»

liaire^ revenant à la position AU, ramènera le bouton en B. Ainsi

le balancier principal s'arrête dans la position AB pendant que

le bouton de la manivelle parcourt Tare £E'; il oscille à droite

pendant le parcours de l'arc £'£"; il s'arrête en AC" pendant

que Particulalion de la manivelle va de E'' en E!"; il oscille à

gauche pendant le parcours de Tare E'"E.

Ce mécanisme a rinconvénient du choc que la coulisse opère

sur le bouton B an commencement de chaque oscillation du

balancier principal, mais qui devient peu considérable lorsque

la manivelle ne tourne pas trop rapidement. (On va voir, n° 91,

un balancier intermittent sans choc.) La.coulisse circulaire du

balancier auxiliaiie a d'ailleurs l'avantagé de n'exercer aucun

frottement sur le bontôn pendant les temps d*arrétdu balancier

principal.

90. Mammlket balancier à quadruple oscillation par tour. Le

bouton d-une manivelle décrit Ja circonférence ABCk, fig.

autour de O* il est lié par ntte bielle BB' à un balancier O'B'

qui oscille autour de O'; une autre bielle B,B" lie ce balancier

à un second balancier O' B" qui oscille autour de O". Or il ré-

sulte des dispoeltions de la figure que, tandis que le bouton ^ de

la manivelle fait un tour entier, Tarticulation B' du premierbi^

lancier décrit deux foLs i>rc AC'ji en allant à gauche puis en
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levenanl à droite, et, dans la même période, Tarticnlation

du second balancier décrit quatre fois Tare A' £ en descen-

daut et remontant altemaiiTeiQeot.

Pour simplifier la figure, sur le prolongement du diamètre AG
on a pris les distances AA' et CC égalés à la longueur BB' de

la prenfïière bielle, et le centre O' à égale distance de A' et

de €' j ainsi A et C sont les points morts de la manivelle; puis

on a fait C'A, = O'G, ; ensuite sur la bissectrice 0'£, de

Tare A^EiG, on a pris les points A" et de manière que les

distances A,A'' et E,E" sont égales à la longueur B,B" de la

seconde bielle ; enfin qn a tixé le point O" à égale distance de A'^

et de
ê

On remarquera qu'en supposant la rotation de la manivelle

ùnirorme, les deux oscillations successives du premier balan-

cier, bien que d'égales durées, ne se font pas tout à fait avec les

mêmes vitesses prises en ordre inverse^ parce que si BB' et .hB

sont les deux positions de la bielle aboutissantau même point B,

les deux arcs AB et Ab ne sont pas exactement égaux. Quant

aux oscillations du second balancier, les deux premières ont

ensemble la même durée que les deux suivantes ; fOàis elles sont

un peu inégales entre elles.

94. MamveUe et haUmeier ifUermitiewt sans choc, Ge méca-

nisme consiste, comme le précédent, en un balancier intermé-

diaire O'B' lié d'une part à une manivelle OB par une bielle B

et d'autre part à un second balancier 0"B" par une bielle B.B''.

La différence de la disposition indiquée par la figure 122' et de

la précédente, c'est que la droite O'E' (dont le prolongement

contient la corde A"£'' de Tare décrit alternativement par l'ar-

ticulation de la seconde bielle B^B" et du second balancier),

divise l'angle A'<yG' en deux parties inégales, dont Tune est assez

petite pour que l'arc C,E, diffère peu d'une droite perpendi-

culaire à 0'£i) et soit d'une petite longueur comparativement à

la seconde bielle B,B''. Il en^résulte qùe^ si l'on foit £^D«=:G^E«,

pendant que Tupe des articulalionside la seconde bielle parcoorl



alternativement dans les deux sens l'arc D,G, , l'autre resie

sensibtement immobile en E". Ainsi Ton voit que si^ sur la

eirconférenoe décrite par le bouton de la manivelle, on détcr-

mine les poinis d et D de manière que les distances D'd et d'D

soient égales à la longueur BB' de la première bielle, l'articu-

lation du deuxième balancier parcourt Tare de E" en A'' pen-

dant que le bouton va de A en A, puis immédiatement elle

revient de A" en E" pendant le parcours de l'arc Al), après

quoi elle reste sensiblement stationnaire pendant que le bouton

va de D en A en passant par G; et ces diverses alternatives dé

mouvement et d'arrêt s'opèrent saiis choc.

92. Levier de Lagarousse. Ce mécanisme est susceptible de

deux dispositions a et b. Dans les deux cas, le levier oscille

autour d*un axe fixe et est lié par articulations à deux pièces

légèrement courbes, dites cliquets ou rochetSy dont les deux

extrémités s'engagent entre les dents d'une roue dite i^one à

rocket^ dents d'une forme particulière qu'indique la figure.

Lorsque l'extrémité de droite du levier tourne en montant, le cli-

quet supérieur oblige la roue de tourner dans le même sens,

tandis que le cliquet inférieur est successivement repoussé par

une dent sur laquelle il s'appuie, puis obligé par son poids ou

par un ressort de s'engager avec bruit dans le cran suivant.

Lorsque ensuite le moteur rabaisse le levier, c'est le cliquet

inférieur qui force la roue à rochet de tourner, toujours dans

le même sens que d'abord, tandis que le cliquet supérieur

glisse et saute d'un ou de plusieurs crans. Dans la figure 92a

les cliquets agissent sur la roue en la poussant. Dans la figure 9ii»,

ils agissent en tirant. Quant à la théorie de cette transmission

de mouvement, on voit que les cliquets fonctionnent comme

des bielles dont une articulation se déplace par intermittence

sur la roue.

93. Levier à encliquetage intêrmitient. Ce mécanisme diffère

du précédent en ce que la roue à rochet ne tourne que pendant

l'une des deux o&ciUations alternatives du levier. Dims l'exem-

17
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pie indiqué par la figure 93, le levier est terminé par un anneau

ou bague tournant librement, à frottement doux, autour d'un

cylindre quMI embrasse. Ce cylindre repose par deux tourillons

sur deux paliers fixes, et le levier, en oscillant, doît le faire

tourner toujours dans le même sens pour élever un fardeau at-

taché à Textrémité d*une corde qui 6*y enroule. A cet efTet, oft^

a fixé, sur le cylindre etcontre Tanneau, une roue à rochet dans

les crans de lariuello s'engagent deux cliquets : Tun moteur,

dont Taxe de rotation est fixé sur le levier mobile
;
l'autre, dit cli-

quet d'arrêt^ dont Taxe de rotation est immobile sur lé bftti de

la machine.Quandon abaisse le levier m, le cliquet moteur, qu'un

ressort maintient entre les dents de la roue à rochet, appuie sur

cette roue et la fait tourner ainsi (]ue le cylindre qui élève le

fardeau» tandis <pe (a cliquet d'arrêt saute d'une ou de plusieurs

dents^ Quand éi^tiltë on soulève le levier, la roue à rochet em<»

pêchée par le cliquet d'arrêt ne peut se détourner, pendant

que le cliquet moteur remonte d'un ou de plusieurs crans sur

la roue. 11 résulte de là que pendant l'ascension du levier l'ef*^

, fort des ouvriers est employé à le soulever, et (pie pendant sa

descente leur eftbrt agissant en sens contraire concourt avec le

poids du levier pour élever le fardeau.

,
jSî, comme le suppose .la description précédente» le cylindre

ii'est armé que d'une roue à rochet et d'un levieri le cylindre

ne tourne et le fardeau no monte que pendant que le levier

descend. Pour éviter les temps d'arrêt, on adapte au cylindre

.deux roues à rochet et deux leviers pareils» dont l'un descend

|»endant que l'autre monte.
. .

^-v^

Uemarque. 11 n'y a aucune nécessité que le levier portant

le cliquet moteur oscille autour de Taxe géométrique de la roue

à rochet. On emploie dans les scieries la dispositon indiquée

en lignes pointillces : quand le levier h se lève, la roue à ro-

chet tourne dans le même sens ; quand il s'abaisse, elle reste

stationnaire*



«

04. Fneliquetage Dobo. Un'^Brbi^e dont Taxe èst OO (fig. 1^),

ne peut, à cause d'un frottement ou d'une résistance analogue,

tourner autour de cet axe, si ce n'est moyennant une ou plu-

sieurs forces F d'une intensité suffisante* Sur eet arbre est

eaié à demeure un disque cylindrique ABC entouré d'un an-

neau DDEÇi assemblé avec lui à languette et à frottement

doux. C'est sur cet anneau qu'agissent, au moyen de leviers,

les forces P qui doivent faire toomer- le disque ABC et sojl

arbre, dans le senft de la flèche. Mais on veut, de plus, que

lorsque les forces P changent de sens, l'anneau tourne en seils

contraire de la tlèche sans entraîner l'arbre. On satisferait à

cette condition pa^ une i^oue à rocbet fixée sur le disque et on

btiqûet àdbérent à Tanneau; mais les oàcflk^ons déè leviei^

devraient correspondre à un nombre entier de dents de la roue.

L'encliquetage Dobo n'est pas soumis à cette restriction. Dans

le creux cylindrique lllKL compris entre la paroi intérieure

il*une partie dé l'annean et la faoé plane IL du disque sont

établies quatre pièces, dont chacune, telle que abc, poiivant

tourner sur le plan IL autour d'une goupille c solidement

fixée dans le disque AB, est en contact avec ri^térieur de Taja*

nean par une surface cylindrique Mb doat>le iiy<Ai éi$t, |0l|

Sôit peu moindre que cehii de Vanneau. Un petit réssoiri^^

presse faiblement cette sorte de secteur dans le sens de adb,

et la goupille e est située bors de la normale commune,

inxdeux surfaces, de manière que l'angle OAe lit au i^us^de-

infrés. La théorie du fh)ttement, exposée dans tifi anttè ti^ité,
,

démontre que l'angle Ode étant moindre que Yangle de frotte-^

ment des matières en contact, il en résulte que le tuoux^Qieitt

de Panneau dans le sens de la flèche est in^pcsslblé sans ei^^

traîner celui du disque et de Parbre^ et qu'an contraire^ dans le

sens o[)[)osé à celui de la llèche, un faible clibrt suffit pour faire
'

tourner l'anneau autour du disque resté fixe. '
•

. ; Oô. Baknàitr et dtmjbU erémaUière guidée. Ce méCin^mé,^
fi UDQ grande analogie avec le levier de Lagarouaseï établit une
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liaison entre le mouvement circulaire alternatif du balancier et

le mouvement rectiligne progressif de la crémaillère (cé mou-
vement rectiligne est considéré ici comaie un cas particulier

du mouYement circulaire).

i9ë* C«HUBnB^Mi«l«ii par cagMage. ^ 96. Bwlk à roue

dentée drciUante^ dite roue pkaiéiairè de WaU, La roue, dont

le centre C est à Textrémité inférienre de la bielle, est fixée

invariablement sur cette pièce et ne se meut par conséquent

qu'avec elle. Le point géométrique C, centre de cette roue,

tourne autour de l'axe fixe G' de la seconde roue dentée avec

laquelle elle engrène et qu'elle entraîne dans son mouvement.

Celte seconde roue est calée sur un arbre tournant qui porte

un volant destiné^ comme on le verra en dynamique, à régu-

lariser la rotation. L'invariabilité de distance entre les deux

centres des roues dentées est établie par une verge rigide €G'

articulée à ses deux extrémités et tournant autour de l'axe du

volant^ mais avec une vitesse angulaire diderente.

Soit w cette vitesse angulaire et soit €G'=:a, de sorte que

la vitesse linéaire du centre C est wa. Soit u/ la vitesse an-

gulaire du volant qui est aussi celle de la seconde roue. Pour

simpliOer l'expression du rapport de ces deux vitesses angulaires

w et «/, supposons que la bielle soit assez longue comparati-

vement au lien CG' pour qu'elle puisse être considérée comme
se mouvant parallèlement à elle-même, de sorte que tous ses

points et ceux de la roue qu'elle porte à son extrémité ont une

vitesse linéaire égale à wa. Cette vitesse est donc celle du point

de contact des deux roues dentée». Donc si Ton appelle le

rayon de la seconde roue, on a
t

relation cbercbée* Watt^ qui dans ses premières machines à

vapeur a employé cette dispositipn, faisait a^Sr', de manière

qu'il obtenait une vitesse angulaire double de celle qu'a le vo-
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lant qcmd on supprime, comme aujourd'hui, les deux roues

dentées et qu'on remplace le lien VA:' par une nianivelle fixée

invariablement sur i'arbre central. Le vdant faisait deux révo-

lutions à chaque double oscillation du balanciez; mais on a re*^

noncé» et Watt le premier^ à ce mécanisme^ qui ofifre peu de

solidité.

97. Boue partiellement dentée et pignon alternativement exté"

rieur et intérieur* Par cet ingénieux mécanisme employé dans,

les métiers de filature, un pignon tournant toujours dans un

môme sens imprime à une roue, doutée sur une partie seule-

ment de la circonférence, un mouvement circulaire alternatif.

L'arbre du pignon Vepose sur deux supports qui lui permettent
•

de petites oscillations dans un plan horizontal passant par le

centre de la roue : à cet effet, l'un des supports consiste dans

un coussinet à pivot, l'autre est une coulisse iiorizontale. Le

pignon peut ainsi passer de l'extérieur à l'intérieur de la den-

ture de la roue sans cesser d'engrener, son écartement étant

empêché soit par la coulisse du support voisin et par un butoir

fixé sur la roue, soit par une rainure continue creusée dans la

roue et où circule l'extrémité cylindrique de Tarbre du pignon.

La machine étant dans la situation indiquée par la figure, si

le pignon tourne dans le sens de la petite flèche, il oblige la

roue de tourner dans le sens de la grande, jusqu'à ce que la

dent extrême A étant venue en contact avec le pignon ne puisse

plus descendre, soit parce que le butoir touchant l'arbre dn

pignon s'y oppose, soit parce que la rainure arrondie amène le

piguon au-dessus de cette dent. Alors le pignon continuant de

tourner s*appuie sur cette même dent pour passer à Tinté-

rieur de la denture^ qu'il fait par conséquent tourner dans le

sens contraire à celui de la grande flèche.

2« GEARB. AXES HOM PARALLÈLES.

196. GomuleafloB inteiédttajto. —98. Martemâ smUèDe-

ment latéral. 11 diffère du marteau frontal (85) en ce que l'axe
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de rotation de l'arbre à cames et l'axe de rotation du marleaii,

situés dans un plan horizontal, spnt perpendiculaires l'un à

loutre. Les surfaces de contact des cames et dù manche doivent

être de forme conique, ayant le sommet à la rencontre des deux

axes.— 99. Balancier appuyé sur un excentrî/jue conique, 100. Ba-

lancier appuyé sur un filet de vis d'inclinaison variable. Si la

pression mutuelle des deux corps en contact était considérable,

ces deux dernières dispositions auraient Finconvénient d'Mne

grande résistance due au frottement.

197- Coaummicatioo par bielle.—101. Manivelle, balancier

et bielle àjoint brisé. Ce mécanisme, employé dans les métiers

de filature^ ne diffère du numéro 87 qu'en ce que la bielle

est articulée à joint brisé, ou plus simplement à double char-

nière, de manière à pouvoir s'écarter un peu (tantôt d'un côté,

tant6t de l'autre) du plan du cercle décrit par l'extrémité .du

braîs de la mapivelle»

§ ».

8* txim. UAUoirm snz uufmiiTit.'i.'inicncDuiu noauHip,
ïfàXTBM XBCmiGNB ALT£B!IATIF.

1*' GEHRE. TBAHSLATIOM PARALLÈLE AD PLAN DE LA ROTATIOH.

J98. Commnnlcatton immédiate par exetentriqiie. —
102. Manivelle et tige guidée à coulisse,'^ 103. Excentrique cir-

culaire et Hge ^itddée. à cadre. Pendant que. le centre du bouton

de la manivelle ou le centre de figure de l'excentrique décrit

une circonférence, le cadre ayant ses côtés à une distance in-

variable de ce centre^ parallèles au pian de la circonférence et

perpendiculaires à la direction de la tige» un poii^t quelconque

de cell&^n se meut comme là projection du centre mobile sur

cette direction (art. 131). Les changements de sens du mouve-

inent alternatif se font ainsi sans choc.
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104» Excentrique non circnloirp et tige à cadre. Ce genre de

liaison a été étudié à L'article Idâ.

105. Excentrique et tige â deux roulettes, — 106. CouHm
excentrique et tige à bouton. — 107. Excentrique et tige à i^ou-

lette et à ressort. Ces mécanismes, dont la théorie est très-

simple, ont été déjà indiqués à l'article 135.

199- Commiinicatiuu immédiate par (Migri^nage on came.

— 108. Pignon partiellement denté et cadre guidé à deux cré--

maiïïèrei. Ce mécamsiîie est représenté à une plus grande

échelle par la figure 424. Le pignon partiel tourne autour de

Taxe fixe <), dans le sens indiqué par la flèche, et porte un

petit nombre de dents^ trois, par exemple. A, B et C. Un

cadre lié à une tige assujettie au mouvement rectiligne par

deux guides HI, H'r, présente intérieurement deux crémail-

lères, abed, a'h'c'd', unies entre elles par deux arcs demi-cir-

culaires ad'^ a'd. On voit facilement que les trois dents A, B

et € du pignon poussent successivement vers la droite les

dents de la crémaillère afte, et par conséquent le cadre et sa

tîj^e, après quoi les trois mômes dents du pignon poussent à

gauche les dents de la crémaillère a'b c' et ramènent le cadre

de ce c6té. Mais si Fappâreil se réduisait aux parties qui vien-

nent d*étre indiquées, il y aurait au commencement de chaque

course de la tige un choc qui serait plus ou moins violent, selon

la rapidité du mouvement du pignon. On atténue ce choc au

moyen d'une plaque DEFG fixée latéralement sur le pignon^

et d'une came de même épaisseur defg fixée sur le cadre. A
l'instant où rappareil r-sl dans la situation représentée par la

figure, la dent A du pignon étant près de la courbe a de la

crémaillère et ne Payant pas encore atteinte, la courbe DE de

la plaque touche en é la courbe de de la came, et par consé-

quent commence par imprimer au cadre une vitesse égale à

celle du point D, et plus petite que celle qu'il acquerra à l'in-

stant du contact des dents A et »; et le passage de Tun^ à
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l'autre fie ces vitesses se fait très-rapidement mais sans choc,

si les courbes DE et de sont convenablement tracées.

109. Pilon et arbre à eames, La théorie de mécanisme se

trouve à l'article 133. G*est un cas particulier du marteau fron-

tal (art. 192). Nous ajouterons ici l'indication d'un moyen d'at-

ténuer l'intensité et les effets du choc qui a lieu entre la came

et le pilon. La figure 125 en offre un exemple. La came se com-

pose de trois parties à peu près d'égales épaisseurs et superpo-

sées ; leurs profils sont des développantes de cercles dont les

rayons sont proportionnels aux nombre3 i, ^ et 3. Ces cames

sont disposées de manière à attaquer successivement leurs

mentonnets respectifs fixés sur le pilon. Dans là figure^ le mé-
canisme est représenté à l'instant où la première came attaque

en A le mentonnet saillant du pilon. Lorsque l'arbre à cames

aura tourn.é de Tangle AOA' et que le pilon se sera élfivé de la

hauteur A',c égale à Tare AB, alors la seconde came A' atta-

quera le mentonnet A', parvenu au plan horizontal de l'axe O.

Lorsque, bientôt après, l'arbre à cames aura encore tourné d'un

secondangle a'OB'» moitié 4a AOB, et que par conséquent le

pilon se sera élevé d'une nouvelle hauteur \ "B égale à Tare

A'B' et à l'arc AB, alors la troisième came A", passant derrière

le pilon, attaquera le mentonnet A" parvenu à son tour dans le

plan horizontal de l'axe G. Les deux premières cames sont très-

courtes, parce que chacune d'elles cesse d'agir aussitôt que la

suivante est en prise. La troisième a toute Tétendne nécessaire

pour la course qu'on veut donner au pilon. 11 résulte de cette

disposition que la première came imprimé au pilon une vitesse,

qui n'est que le tiers de celle qu'il doit avoir définitivement, la

seconde came la double et la troisième la triple. De là trois pe-

tits chocs successifs substitués au choc violent qui aurait lieu

par remploi d'une came produisant immédiatement la même
vitesse finale du pilon. C'est encore un exemple des chocs éche-

.

lonnés dont on verra ailleurs l'avantage sous le rapport de l'é-

conomie du travail mécanique.
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110. Arbre à cames à mentonnets intérieurs. Un arbre por-

tant trois cames A, B et G (fig. iS6), et tournant continuelle-

ment dans le sens ABC autour de l'axé O, communique un

mouvement alternatif à un cadre aa'bc lié à une tige guidée.

Dans la situation représentée par la figure, la came C qui pous-

sait à gauche le cadre par son mentonnet o échappe au contact,

ët le cadre s*arréte. Bientôt après, la came A attaque le men-

tonnet a et le pousse à droite jusqu'à ce que leur contact arrive

en a'. Alors cette camç échappe, le mentonnet a et le cadre

8*arrèlent, et au même instant le mentonnet • amené .en tl est

sur le point de recevoir la pression de la came B. On voit que

la longueur de la course alternative du cadre est égale à aa'

ou hh\ et qu'il y a trois allées et venues à chaque tour de l'arbre

à cames. Le temps d'arrêt dépend de la distance de la came A
à son mentonnet a à l'instant où la came G échappe en «.

1(1. Pignon et cadre à denture intérieure continue. Le pignon

est disposé comme celui du mécanisme décrit sous le nu-

méro 97. L'arbre qui le porte repose donc sur dqux supports

qui lui permettent, en tournant toujours dans le même sens^

d'osciller très-peu dans un plan perpendiculaire à la direction

de la tige guidée à laquelle le pignon doit imprimer un mouve-

ment alternatif. Dans le cas de la figure, la tige étant horizon-

tale. Taxe du pignon oscille dans un plan vertical perpendicu-

laire à celui de cette figure. La tige est liée à un cadre denté

intérieurement suivant deux droites raccordées avec demi-cir-

conférences. A ce même cadre, mais en arrière de l'engrenage,

86 trouve solidement attachée njae barre rectiligne contre la-

quelle s*appuie, tantôt en dessus, tantôt en dessous, le bout cy-

lindrique ou tourillon de Parbre du pignon qui est ainsi forcé

d'engrener avec les dents du cadre. Cela étant» supposé que le

pignon toumerde gauche à droite par-dessus, s'il occupe la po-

sition indiquée par la figure, son axe géométrique est abrs

immobile, et ce pignon, par sa rotation, oblige la crémaillère

inférieure de se mouvoir vers la gauche jusqu'à ce que Textré-
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mité, à droite, de cette crémaillère, arrive dans le plan vertical

de l'axe du pignon. A partir de cet instant^ le cercle primitif dii

pignon, dans son mouvement considéré relativement au cadre,

roulera sur le cercle primitif de l'engrenage demi-circulaire de

droite de ce cadre ; et comme celui-ci ne peut se mouvoir qu'ho-

rizontalement, tandis que le centre du pignon ne peut se dé«^

placer que verticalement, le pignon sera forcé de s'élever et

viendra bientôt engrener avec la crémaillère supérieure qu'il

obligera de se transporter de gauche à droite. Pour permettre

au tourillon du pignon de passer alternativement au-dessus et

au-dessous de la bàrre directrice, celle-ci a deux échancmres

circulaires ayant mômes centres que les demi-cercles dentés du

cadre.

900. GmamiealUB pn hîéHp mm par mm» éofée. —
419 et 44 S. Mmiveile on eofemtrigue eireuknre, èwUe et tige

guidée. — 114. Manivelle^ double bielle et joug guidé lié à une

Hge. Ces mécanismes ont une analogie évidente avec ceux

des numéros 88 et 89, art. i94.

lis* Deux roues dentées égales, deux bielles égales et un joug

menant une tige. Les deux bielles égales sont articulées à égales

distances des axes respectifs des deux roues dentées. Si la lon-

gueur du joug, mesurée entre ses deux articulations, est égale

à la distance des deux axes de rotation, la loi du mouvement

de ce joug et de sa tige est la même que dans le cas précédent,

mais ici le joug n'a pas besoin d'être guidé.

1 16.» Manivelle tournant uniformémeui et balancier à coulisse

et à bielle dont les courses sont de durées inégales. Autour de

l'axe () (fig. 127) tourne une manivelle dont le bouton B dé-

crit la circonférence BG'B'G". Ce bouton glisse en même temps

dans une coulisse rectiligne BB' faisant partie d'un balancier

qui oscille autourde Taxe A. Au point D ce balancier est arti-

culé avec une bielle DE dont le point E est assujetti à se

mouvoir sur la droite D'après cela, en menant les tan-

jjiçjiii^ca by



idCAlimBS. 5* CLi89B. 1*' 6IIIIB. 267

gentes AC et AC", on a les deux positions extrêmes de la

ligne urilien du balancier et de sa coulisse. Le mouvement

étant supposé dans le seiis de la flèchë, Tosciltation de A€' en

AC" a lieu pendant le parcours du boulon sur l'arc C'Bï:", et

rosctiiation de AC " en AC' pendant qu^l parcourt l'arc C"BC'.

Quant à la bielle, en faisant AD'=AI>"=:AD^ puis B'£'=

B"Ë^=BE, longueur de cette bielle, on a les positions ex-

trêmes E' et E" de l'articulation E. Ainsi E'E" est la lon-

gueur de la course de la pièce guidée, et les durées des osoiU

lations de fi' en E". et de £" en E' sont proporlionnélles aux

aras CW et CBC*.

Ce mécanisme convient, par exeniplc, lorsque la pièce guidée

porte un. outil qui a une plus grande résistance à vaincre dans

un sens que dans Tautre»

117. Manivelle et pouHe de renvoi» Dans ce mécanisme, que

la figure fait imniédiatemeTit comprendre, une corde fait fonc-

tion de bielle. La théorie de cette disposition se i attache à celle

du numéro 144. Ainsi^ à chaque instant, le rapport des vitesses

angulaires de la poulie et de la manivelle égale celui du rayon

de la poulie à la plus courte distance de la corde à l'axe de la

manivelle. La longueur de la course alternative de la partie

pendante de la corde est égale au double du rayon de la mani-

velle.

201. Commiuicatioii par eagrenag^e intermédiaire. —

-

118. Jtoue à tnouvemeni épicychidal de Lahire. £n O est Taxe

de rotation d*un arbre tournant. Une grande roue dentée à

dents intérieures est innmobile, ayant son plan nnoyen perpen-

diculaire à cet axe et son centre sur cette même droite. Sur

Tarbre tournant est calée une manivelle dont le bras OC est la

mohié du rayon* primitif de la grande roue. Sur le bouton dont

l'axe est en C est assemblée à frottement doux une seconde

roue dentée dont le rayon priuùtif est égal à OC et qui engrène

avec la première, de manière que le cercle primitif de la petite
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roue roule dans le cercle primitif de la grande. On sait (93) que

dans ce cas un point quelconque de la circonférence mobile

décrit un diamètre de la circonférence fixe. Pour utiliser cette

propriété on fixe, en saillie sur une face latérale de la petite

roue, un second bouton dont Taxe passe en un point B de sa

circonférence primitive et Ton y articule une bielle qu'on assu-

jettit à passer en un autre point D , sur le prolongement de la

droite OB. L'élude de ce mécanisme, plus curieux que prati-

quement utile, se réduit à celle de la figure 128 dont toutes les

lignes sont dans un mémcplan. L'articulation B de la bielle

décrit ie diamètre B'OB", et la. distance B'B est parcourue

pendant que la manivelle OG décrit Tangle WOh. Donc le

point B de la tige est à chaque instant la projection sur le dia-

mètre B'B" du point mobile b situé sur le prolongement deia

manivelle OC et parcourant la circonférence de la grande roue*

C'est la même loi de mouvement qu'on réalise plus simplement

aux numéros IQ2 et 103.

• . - .

^ 9* «BIU. ffBAMUnOI rABAUftLB 4 L'AIB M LA BOTATIOI,

* »

208. GonaMwiteatloA inédUile. ^119. Plateau ineUné

tournant sur un pivot et tige à galet. La théorie de ce méca-

nisme est expliquée à l'article 109.

120. Roue à ondes et tige d galet. Si la tige est horizontale^jun

rèssort oblige la roulette de rester en contact av^ la roue; si

elle était verticale, son poids pourrait suffire.

121. Rainure continue dans un cylindre tournant, et cheville

gUmnte* Cette disposition est analogue à celle du numéro 62

mentionnée à l'article 184. Pour maintenir la cheville glissante

dans la rainure qu'elle doit parcourir aux points de croisement,

on la munit à son extrémité d'une languette effilée et mobile

autour de Taxe de la cheville.
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CHAPITRE m
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OB6ANES SERVANT A ETABLIR, INTERROMPRE OL' MODIFIER

LES LIAISONS DE MOUVEMENT DANS LES MACHINES.
• " - é

§1.

BKBBÀYAGSS^ WOTENS D'ÉTABUR ET DE FAIRE CESSER À YOL0NT6

mn UAISON PB MOmrBKBNT.

205. Embrayage par liiaiieliali mobile de deux arbres en

prolongement l'un de l'autre, r— 122. Embrayage à dents Âé-

hçotdes. Au bout d'Un des arbrtes est calée invariablement une

pièce dite mmehen é^mbrayagef ayant du côté qui regarde

Tautre arbre un certain nombre de saillies égales; sur l'auttie

arbre est monté un autre manchon pouvant glisser à frottement

doux le long de cet arbre, mais sans pouvoir tourner autrement

qu'avec lui. n a d'ailleurs des saillies égales aux premières et

par conséquent en même nombre. Il présente de plus une gorge

analogue à celle d'une poulie, où entrent les branches d'une

fourche dite fourche dembrayage^ formant un ^evier mobile au-

tour d'un axe fixe» et au moyen de laquelle on engage à volonté

les saillies du manchon glissant entre celles du manchon calé,

ce qui s'appelle embrayer; ou bien on les dégage, ce qui s'ap-

pelle désembrayer on débrayer. Dans le premier cas les deux

arbres tournent ensemble; daûs le second l'un peut tourner

tandis que l'autre reste immobile.

La forme des saillies ou dents des manchons d'embrayage

n'a rien d'absolu. Lorsque le sens de la rotation de l'arbre mo-



270 çnvfimTiQUB, sbct. ghap. m.

teur est déterminé et toujours le même, la meilleure forme est

celle qu'indique la figure 422 du tableau synoptique. Les stiT-

faces des derits destinées è se toucher sont des surfaces hé-

liçoïdes et des plans passant par l'axe de rotation: leurs profils

sur les surfaces cylindriques qui les terminent sont des portions

d'hélices et des droites parallèles à Véte. Il en résulte qu'à lin-

stant où les manchons rapprochés par la fourche conîmencent

à se loucher, ils frottent l'un sur Tautre jusiiu'à ce que les faces

planes se pressent mutuellement. Le frottement qui précède

cet instant peut commencer à mettre en mouvement i'arbrô

mené et atténuer un peu le choc.

Si le sens de la rotation de raii)r(i moteur est variable, les

dents idoiveot iivoir la forme de créneaux rectangulaires; mais

dans ce cas il est' incommode de faire Tembrayage pendant la

marche.

123. Ei/iùruyage à cônes de friction, l^es deux manchons se

touchent par des surfaces coniques, l'une concave, l'autre con'^

vexe. Moyennant une pression suffisante exercée paâr la fourcbe

d'embrayage ) l'un des deux cônes entraîne l'autre. SI une ré**

sistance exceptionnelle ou un obstacle absolu vient à s'opposer

au mouvement de l'aibre mené, les cônes glissent Tun dans

l'autre, et l'arbre moteur se ralentit peu à peui on évite aintfi

les chocs et les ruptures.

124. Désembrayage brusque. Il importe quelquefois de pou-

voir, en cas d'accident^ séparer rapiilement les deux manchons

d'embrayagO) malgré une grande résistance au glissement. Pour

cela» en dehors des deux surfaces cylindriques qui limitent les

dentures d'embrayage, on ajoute deux rebords, dont Tun, faisant

partie du manchon calé, a la forme simplement annulaire ou de

révolution* et i'autjre laisse entre lui et le premier un intervalle

dont la largeur, dans une partie seulement de son pourtour, eil

constante et un peu plus grande que la longueur des dents de

Tembrayage, tandis que, dans le reste du pourtour^ Tintervalle

des deux rebords se réduit d'une mamère coatiaue jusqu'à
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devenir nulle* â l'instant ok l'on veut désembtajer, un ouvrier

pousse dans l'intervelle une forte tige de fer, espèce de verrou

maintenu par des guides dans une direction perpendiculaire à

celle des arbres : la surface inclinée du second rebord rencon-

trant cette tige s'écarte de Tautre^ oe qui produit l'effet désiré.

185. Embrayage é vis: Dans les machines trèm-puissantes, les

manchons d'embrayage peuvent être trop lourds pour être ma-

nœuvres au moyen d'une simple fourctie. Daus ce cas, les bou-

tons qui s'engagent dans la gorge du mancbon glissant sont mis

en mouvement par une combinaison de leviers, de bielles et dé

vis dont la figure 125 offre un exemple.

S104. E«bMi7«fe de defix «Am A Miueir éeatéeii. —
126. Par manehom glimni> Deux roues dentées sont eontinuel-

lement engrenées; mais l'une a est calée solidement sur son

arbre, tandis que Tautre b peut tourner sur le sien sans l'en^^

traîner; c'est ce qu^on exprime en disant que cette roue esl

foUê sur son arbre. Ce mémë arbre porte un manchon d'em*-

brayage pouvant y glisser longitudinalement, mais no pouvant

tourner qu'avec lui. Ce manchon est armé de dents ou saillies

qui> lorsqu'il est suffisamment rapproché de la roue» s'engagent

dans les inijtervailes des bras de celle^d, ét alors les deux arbres

fonctionnent comme si la roue h était calée sur le sien.

Ce mécanisme peut être employé de deux manières : si le

moteur agit sur Tarbre à manchon, cet arbre tourne continuel-

lement^ les deux roues dentées tournent quand le manchon est

embrayé, sans quoi elles restent immobiles et, par conséquent

aussi, Tarbre de la roue a s'arrête. Si, au contraire, c'est sur ce

dernier arbre qu'agit le moteur, il tourne continuellement ainsi

que les deux roues dentées; mais l'arbre de la roue % ne tourne

que lorsque le manchon est embrayé.

La figure 126 indique deux arbres parallèles; mais cette con-

dition nr'est pas néoessaire.

IST • Embrayage «Ttm engrenage par le glismmi en bmg ttm
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des deux arbres. L'arbre glissant a porte deux gorges dans l'une

desquelles s'engage .un levier d'arrêt h pour ûxer la position de

cet arbre. Dans le cas de la figure on voit deux roues dentées

désembrayées. Pour embrayer on soulèverait le levier d*arrét,

on pousserait l'arbre m à gauche et Ton ferait retomber le le-

vier d'arrêt dans la seconde gorge. Les deux arbres peuvent

n'être pas parallèles. Le désembrayage se fait aisément pendant

la marche^ mais non l'embrayage.

Au lieu de &ire glisser Tarbre, on fait quelquefois glisser la

roue sur Tarbre; mais cette opération ne se l'ait pas ordinaire-

ment pendant la marche.

9M, EmbMiTase par vonleam ms eAnes de fflrietioa. —
128. Embrayage de deux arbres parallèles. Un arbre horizontal

tournant autour d'un axe fixe A porte un rouleau cylindrique;

un autre arbre, sur lequel est fixé un autre rouleau a un de

iBes tourillons porté par une poutrelle mobile autour d'un axe C.

Celte poutrelle fait un petit angle avec la verticale, de sorte que

sous Faction de la pesanteur elle repose sur un appui fixe

et alors les deux rouleaux ne se touchant pas, le second arbre

est sans mouvement. Mais si, par un moyen quelconque, comme
par exemple une corde, on relève la poutrelle et l'on force les

rouleaux de se presser mutuellement, il y a commimication de

mouvement de l'un à l'autre.

Si les deux axes de rotation n'était pas parallèles, au lieu de

rouleaux cylindriques de friction, on emploierait des cônes.

i2â. Embrayage, par rouleau de pression, d^un arbre tournant

età^une tige guidée. Un rouleau A tourne continuellement autour

d*un axe fixe horizontal ; une tige verticale BB le touche, mais
^

n'est entraînée dans son mouvement que lorsqu'elle est suffi-

samment pressée contre lui. A cet effet un autre rouleau, dit

roul/MLU de pression, est lié à un levier ou à un système de leviers

mobiles autour d'axes fixes €, C, sur lequel agit un ouvrier

pour transmettre la pression nécessaire. La tige s'élève jusqu'à
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ceeoé roùvnèf.lftdie là levier^ âiissitôt cette prèssion cesse, et
• • • « * '

le poids de la tige la foit retomber»
• '*..*.'
SÛ6. Embràyase éamwifoUm Mins fin.— i 30. Par poulie

ffjk. Dftfui^lreqiii.ii^st pas feprésenté dans la figure tourne

continuelleilieiit et porte on tambioar enfbrâssé par onecoarrme

sans fin. Un autre arbre parallèle au premier porte deux poulies,

ruae calée l'autre folle b. Une fourche d'embrayage^ pou*

VMit osciffér aiîjtotir dNin Hxe fixe G , sert à mèttre à vodonté la

Gônrroie'suf lâpimilîe folTê otf sér ia podie odée. Dans le^pre-

teier cas, le second arbre et la poulie calée restent immobiles,

tandis que la poulie folle tourne^ : la courroie est désembrayée.

BUDs lê secdod'icasyle ngrouveroènt est transmis à la poatie odée

et à iBon arbre, et la pOHlie'follef Ciai lai*épr<Nive presque aucune

résistance, tourne aussi entraînée par le faible frottenaent de

son arbre. »
'

• . •
-

a«mMNhMè."-^i« La foulpchèd*eml>fayage. placée prèsd^une

poulie doit (172) agir sur la partie tle la courroie qui se meut

vers la poulie, et non sur celle qui en sort.

i« La pcMilie calée ne 7>erd pas brusquemeoit ia vitesse de*

là teurroié au même Instant où celleHBl est embisâyéie; La cour-

roie commence par glisser, et Ton peut roéme fSàtre arriter-la

poulie à sa vitesse définitive par une gradation lente, en pous-

aiuit peu à peu 1» fourcb& d'embrayage. On emploie quelquefois

dMU cette intostion nne-foordie d'enlbrà]^è^à vis indiquée

ci-fli|iiè» à la figurer i88..

t3!. Embrayage d'une coun'oie sans fin par un tendeur. Une

oouvroie^nsL fin ne peut transmettre le mouvement,d'une poulie

uno'antre qu'autant ^'elle est safBsamment tendiieU Lftfigure

montre un moyen de prodslre et de ftàmceMr è volonté e^te

tension. Une poulie de tension a sa chape à une extrémité d'une *

des.-brancbe$ d!un levier coudé .tournam sur- un axe tixe -»f-it
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facUce branche est attachée une corde qui, suivant qu'elia^
tirée ou lâchée, presse ia pouii» de^ tensioB contre ta eçUrroîe

ou la laisse s'en détacher par l'effet de la pesanteur;

Embrayage d'une courjme sans fin par déplacement d'un

palier. £o écartant les axes des poulies on tend la courroie \

e^te fapproobant on la détend.

* ' '
' '

207. Embrayages par déclics. — io3. Déclic appliqué à

une.pçulie. Un arbre horizontai A tourne continuellement dans

le «ens indiqué par la âèobe» Il porte une poQlie foUe sur une

:fiiee de laquelle est fixé l'axe •> d'un petit levier pressé par un

ressort et terminé à un bout par un crochet ou loqueteau b.

Sur celui-ci s'appuie une pièce calée sur l'arbre. Dans cet état

Turbre en mouvement entraine ia peqiie qui peut servir à sou-

lever un corps suspendu à une cordé enroulée sur cétta poiilîe.

Mais bientôt la queue du levier vient rencontrer un obstacle e.

Le crochet b s'éloignant du centre, la pièce calée sur l'arbre

-échappe et laisse jEetomber le.corpe suspendu. Immédiatement

la queue du levler.^yant quitté rob$taële^ le1oqttél«mioslT»p

mené parle ressort à sa première position ; la pièce calée revient

le rencontrer, et l'embrayage est rétabli au delà de TobslacleJ

La poulie peut ainsi fair« enviroo uniour alternativement dans

les deux sens.

1 34. DéeHc appliquéé fin mouton. Deux pièces verticales dites

jumelles servent de guides à un corps d'un poids très-grand

appelé mouim, qui doit alternativement être élevé puis retond-

ber librement pour produire un choc. A cet effiit on aittié ^orfMt

également guidé par les jumelles est interposé entre le mouton

et la corde qui doit l'élever en passant sur utie poulie. Cette

pièce iiUermédiaire porte deux leviers articulés analogues aux

denx branches d'une tenaille , deux ressorts, en écartant lenra

bras supérieur^ rapprochent leurs mAdioires inférieures, qui,

étant introduites dans un anneau fixé au mouton , obligent

celui-ci de suivre le. mouvement ascendant de la corde* Quand



MODinCÀTi<m Dvs uiuoiifm oonfeiraT.

il BUeini Jé haîut de sft eotme, les bras supérieiiirs de ta tenaille

' auxquels on a donné une eonrbure convenable pénètrent dans

un orifice fixe qui les force de se rapprocher; par conséqueut

les mâchoires s'écartent et^ laissent échapper l'anneau du aiou«

ton qur-tombe.

f- *- ' - •

.

H

'
. 908. Gli«iigmmit4to iritcMiB a^galalre imr rihies dentées*^

'

•I maaelijMi «'émteayaifé. 13g. Axé$ paralièleB, — 196.

Adses eùhœuraitUê* '-r- '187.. -dus -partie»!^ du mécanime prér

cèdent. • ' '
' '

' '
' '

'

Deux, arbres dont les axes de rotation sont dans un même
. plan. portent deux paires de tonés dentées. Les deux ronès A
et B <fui ap{^rtienne>it \ u'ii de ces arbres ^ sont calées ; les

deux autres, engrenant constamment avec les deux premières,

sont folles sur le second arbre, et dans leur intervalle joue un

manchon d*einibrayage'analogue à celai de la figure 126, si cé

,

îi^est qdHI est (ImiAfi?^ c'est4i''dfre qu'il y a des dents Ou saillies

sur ses deux hases opposées. Suivant qu'il est engagé à droite

ou à gauche, c'est l'une ou l'autre des deux paires de roues qui

fonctionne comme si elle était seule.

Si, eomme an numéro 1^, les deux axes de rotation sont

parallèles ou se rencontrent hors de IMnlervalle des deux roues

folles^ le déplacement du manchon change seulement le rapport

des vitesses angnlalrés sans en altérer le ^ns ( tandis que st

les axes- de rotation se' rencontrent dans rintervalle des âeiix

roues folles, comme au numéro IBG, le transport du manchon

de Tune à Tautre chauge le sens de la rotation d'un des arbres

j

lé sens de l'autre restant le même.

\ Le mécanisme w 13T n*est qu'un cas particulier dû/précé-^ >
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dent : c'est celui 4>ù tes deux roaes criées se confondent ou

se réduisent à une seule. Dans ce cas, le rapport des- deux

rotations reste constant» et le sens de l'une d'elles change seu-

lément.

Conformément à la remarque feite sur le numéro les

dispositions dont 11 est îd question peuvent éfre employées de

deux manières, suivant que le moteur oblige de tourner conti-

nueUement Tarbre k manchon ou l'arbre des roues calées.

"•. • " • • - •

'

909, Cfeangemêat de TtlMM «airnUilte pair le 4iéplmée*

menC d'une courroie sans fin sur diverses poulies ég^ales. —

iè^^^Axes parallèles, —• Axes cofwaurants. Dans la dispo-

sition n* iS8, un méine arbre A porté qq|(tre poulies d'é^sal

diamètre^et voisines les unes des autres. La première à droite

est folle; la deuxième a est calée immédiatement sur l'arbre;

la .troisième b estpalée sur un canoji ou tube cylindrique tour-

nant librement sur ce même arbre; la quatrième e e&t calée

Star un deuxième eaiion qui est moins long que le premier et qui

tourne librement sur celui-ci. Sur ce même canon et à- côté de

la quatrième poulie est calée une roue dentée c' dont la figure

représente seulement une coupe; plus% loin à gauche est fixée

aulxmt du premier canoikune deuxième roue dentée h', plus

petite ((ue la première ; plus loin encore est calée stir Parbrè

même une troisième roue dentée plus petite que la seconde.

Sur un second arbre B parallèle au premier sont fixées trois

autresL roues dentées e'V ^"f •l'-, qui engrènent constamment

avec les trois précédenmient indiquées, et dont les diamètres

varient par conséquent en sens inverse. Une courroie sans fin,.

mise en mouvement par un tambour non représenté dans la

figure, est embrayée tour à tour, sur les quatre poulies et

ainsi varier la vitesse de Tarfore B, celles du tamboufeitle la

poulie embrayée restant la même. Le calcul du rapport variable

des vitesses en fonction des rapports des rayons des roues déli-

tées u'offre point de difficulté.
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. Si ies ârbres parallèles A et B étaient éloignés riui. de

l'autre, on «ubstftnerait auic rouies dentées des pouHes ^oonstam*

ment embrassées par trois courroies sans fin. Dans les deux cas,

l'arbre B arrive du repos à sa plus grande vitesse» en passant

{Mic^deux états intennédi^ircis.

Dans la dispo^ion du tiuméro 189, un arbre A supposé

horizontal porte ti-ois poulies accolées d*égal diamètre, Tune

au milieu qui est folle, une autre droite a calée sur Tarbre,

là. troisième à gauche b calée sur un canoir tournant librement

sur cet arbre.Sur ce canon est fixj&ë une roue dentée eonique b'

indiquée en coupe, et à une certaine distance à gauche, est fixée

sur ràrbre même une autre roue dentée cgnique a'. Ces deux

roues engrènent req>ectivemea|avec deux autres d' et b - tixées
*

sur nn arbre B pérpendieulaiite au premier A. Poiir.se rendre

comptede TefFet du déplacement de lacouripoie, qu'on, lasuppose

d'abord sur la poulie a, et lui imprimant le mouvement dans le

sens indiqué par la.ilècfae4.L'arb>re A et Ja roue a' participent

à cette rotation, et Parbre B tourne dans le sens de la flèche

et )a roue V suivant la flèche "Si Lorsque, au contnnre, la cour*

roie mène la poulie b, tous les mouvements changent de sens^

et il y a entre ces deux.étate^un temps d'arrêt pendant lequel

la oonmie emlNnEisse la poulie, folles £n changeant de sens la

rotation de Parbre % peut aussi changer de grandeur; il suffit

pour cela que le rapport des rayons des roues a' et a'' diffère

de. celui des rayons des roues b' et b".

Les rekiiârtïaes de rartide 212 s^applicpient à tous les chan-

gements de vitesse obtenus an moyen di| déplacement d'une
- • * »

courroie sans fin.

•

a$>0. ChoMmeirt de Titcne oc^talM par tamboww à»

Mymnt TsMablM paiillM éSagéM. 140. CùUrroii

sans fin sur deux tambours de rayons^ variables. Surdèux axes pa-

rallèles tournent deux solides de révolution ou longues poulies

«mbitessées par une courroie sans fin. Les diamètres variant en
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sens inverses sôut tels, que, quel que soît le plan perpendîcmlalre

aux axes dans lequel soit placée la ligne-milieu de la courroie,

celle^i^ étant d*une longueur invariable, soit toujours tendue

égalemeat et suffisainment pour que la rotation d'un des tain-

boufs entratne celle de Tautre sans glissement/On double guidé-

courroie muni, si Ton veut, de rouleaux et porté par une tige

guidée parallèle.aux axes^ détermine^ à volonté la position de la

e^urroie et par 9uite le rapport des vitesses angulaires de&deu^

tambours* Ce rapport variafile est inverse du rapport des^yons

des cercles actuëllenient embrassés^ la courroie étant supposée

inextensible. Le guide-courroie, analogue à la fourche d'em-

lÀrayage ordinaire, en diffère en ee qu'il doit agir incessamment»

^ns quoi la courroie» se portant vers le gros bout de cliaque

tambour, s'y placerait obliquement avec une très-grande tension." -

Si la courroie est croisée, la condition d égale tension ou de

longueur Invariable de cette courroie exige seglément que la

.

flonmié desrrayons eorréspondants soiteoniltailte. Soient en efflst

(fjg. 429) a la distance Ce des axes parallèles, R et r les rayons

des cercles actuellement embrassés, 2 la longueur AB ou A'B'

des parties rectilignes de la courroie sans An, a l'angle AGc ôtr

IM expHmé par le rapport de Farc quMI comprend nu rayon,

enfin la longueur totale de la courroie. On a évidemment
» •

. • .
- . •

,

i»B3^-irA-(ic«^<x)-i-r(x<^«), iiC0Sa=:li4-r et fzsasinW;

d'où il suit que a et L sont invariables quand la somme A-t^ r

reste cqnstanie* ...
Lorsque la courroie n'est pas croisée cette relation n'eristck

plus. On a '

li^f-j-jR(7c— a)+ ra^ /zi: usina et R^r^aoQsa%

trois équations qui déterminent les six quantités a, L, /, A, r

et a quand trois d*ântre éllea sont connues, que Time de ces

données est vemplâcéé par une qoatrlènM rèlatiiin.
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Si, par exemple, on adopte l'hypothèse limite r=i o, et qu'on

3
suppose a==:i et a=?-7c, on trouve

o

j <

.

* '
' '

. . - •
• ^' '

> Supposons, autre hypotbèsç extrême, qué les rayons A et r
soient égaux, et conservons lamême distance des axes et lamême*

longueur de laeounoie. SMenldono axsti et £3il,tf708<

Ou a alors

r

a=s^, Iszi et

d'oii .

0,6753H-;i2Ïl—= 0,2149.

Ainsi^ entre les deux cas extrêmes qui viennent d'être con-

sidérés, la somme de^ rayons varie de 0,38^ k 0^4298, et n'est

par conséquent pas, à beaucoup près, constante.

En conservant les valeurs précédentes de a et de L, et en at-
•*

^ ' .

tribuant à Tangle a diverses valeurs^ de g« à tc, on calcu^

iéra ffès-aisément autant de couples de vafenrs de 11 et de r»

Lorsque la courroie est croisée et que pnr conséquent la

somme R-^r doit être constante, le rapport des vitesses angu-

laires devient une fonction simple de Tun des rayons. Soient

ttf ét ff^ ces vitesses correspoiHiaÀtes aux rayons r etH : si

Ton pose ' ,

^
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tv c—- r c

1^ r r

Dans cette même hypothèse les deux tambours peuvent être

ooniqoes ; ces deux froncs^ de c6n6s à axes (larallèLes ont môme
angle au sommet, et sont posés en sens inverses, de manière

que leurs génératrices les plus éloignées aa' et bb' sont paral-

lèles> de même que les deux plus rapprochées aa et bb. Alors r

est proportionnel à la distance de la ce«irro|e au somjnet du

c6neauquel appartlént ce rayon r.

Lorsqu'on veut que lerapport — dépende, suivant jme

autre loi, de Ja poûtion de la courroie, les profils méridiens de

tambourà doivent être curvilignes, les deut courbes les plus

rapprochées aa et bb restant égales et parallèles pour satîsfairè

à condition R+ r^const*

w
Si, par exemple, on veut que soit proportionnel à la

^Ustance x de la courroie à un pian -fixe perpen^cuIiÂre aux

axes> on posera
*

c X•^—1^- d'où «csir (x-f-a);
#• Il

.

•
*

par conséquent le ptofil du tambour ayant ia rotation w est une
hyperbole équilatère dont l'axe de ce tambour est une asymptote.

141. Deux tambours dont l'un est cylindrique» Le tambour co*

niq^e monté à frottement doux sur un arbre carîré ou sur un
arbre rond à languette^ est lié à une gorge dans laquelle s'en-,

gage une fourche qui pousse le tambour à droite ou à gauche,

selon qu'on veut diminuer ou augmenter le rapport de la vitesse

angulaire du eône à celle du cylindre. La figure indique la po-
sition de deui poulies de renvoi P^^ dont les arbm glksent dans
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des coulisses parallèles à l'axe du cylindre ; elles déterminent

les deux plans où se meuvent les parties rectilignes de la cour-

roie sans fin, et font ei| même tempe fonction de poulie <to

tension ss. •

142. Poulies étagées. Les deux mécanismes précédents per-

mettent de faire varier, d'une manière continue et pendant la

marehe, le rapport, des vitesses angulaires^ Lorsque cette con-

dition n^est pas imposée, on emploie plosiean paires de pou*

lies disposées pour être, à volonté, embrassées par une même
courroie. L'inconvénient est le temps d'arrôt nécessaire pour

dianger sans danger la ponfion de la courroie; mais Tavantage*

est que la ^sourrde une fois placée ne tend pas à changer de pd» •

sition, et que Faction continuelle d'un guide-courroie n*est plus

indispensable.

211. Rftpyort variable des vitesses angnlaires d'an eône OB

4!m9UteMi«lreBl«ire et A'iuief!Mdette.»^l kl.Cà/OBet rmJeUe.

Un tronc de eône A (fig. 133) tourne *ântonr d'une axe fixe;

son arbre porte une roue ou une poulie dont le rayon est r; la

vitesse angulaire commune au cône et à la roue est w. Une

roulette dont le rayon est a touche le cône au point T et tourne

avec une vitesse angulaire autour d*un axe géométrique mm

situé dans un même plan avee PBxe dû cône> et parallèle à sa

génératrice la plus voisine. Il en résulte que le contact du cône

et de la roulette subsiste lorsque Tarbre de celle-ci se déplace

kmgitudinalemenU Autour de ce môme arbrè tourne une roue

ou pouHe dont !e rayon est r\ et qui a la même rotation w',

sans déplacement longitudinal.

Le rapport des vitesses angulaires ^ et «i^ dépend, de la

position variaUe de la roulette. jSoit y« sa distance TS au som-

met du fronc de cône, et soit f Tangle de la génératrice et de

l'axe. La vitesse linéaire commune de la roulette et du cône>

en leur point de contact T, est w*. et n/a ; ainsi
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. Pour avoir la relation des chemins d^; et dx' parcourjis

peniUuit le temps é#, paf deux points pris sur las oireonférences

dont léS.rayons sont r et t^, il suffit d'écrire^ dsessiwirêi 'et

doc ==wyd*, d'où Ton conclut

et en intégrant

^ r' sm

Y

de sçrte que si Ton considère les espaces x parcourus à partir

d'iioe. position déterminée^ peir un pdnt queleoAique de la eir-

conférence de rayon r, et si Ton assujettit la distance y à être

à chaque instant égale à une fonction t{x) de la variable

Tespaoe x!. parcouru depuis Tinstant initial par un point de la

eircûpfôrenee de rayon f^, étant alfeeté du coefficient oonstani

ra r
^

^, ^.^ , est numériquement égal à l'intégrale
J

f(x)dx^ prise

•depuis zéro fusqu'à l'instant ânaf. •

144i Pkttêttu taurHùntisi rmdeite. Ce mécanisme peut élre

consid^ comme un cas particulier du précétfenf. Un plateau

circulaire A, supposé horizontal, tourne autour d*un axe ver-

tical» ainsi qa*une roué ou poulie dont le rayon est r. Leur

vitesse arigidaire commune est i». La roulette dont le rayon

est a s'appuie sur le plateau et fbume autour d*un axe géomé^

trique fixe, horizontal et concourant avec Taxe vertical. La

vitesse angulaire de la roulette et d'une roue dont le rayon

est 1*^ est désignée par %x/, La distance y de la roulette à Taxe

vertical est variable/tandis que la rooeV n'a qu^un mouvement

simple de rotation.

La vitesse linéaire commune de la roulette et du plateau en

leur point de contact T donile l'équation
.
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et si dx et éx* sont les chemins parcourus pendant le temps d|

sur les circonrérences des roues r et r\ on a dx=wdl et

4x^=5wV^e, d'«ù l'on condut:
' • T .

et» en intégrant)

formule analogue à ki précédente, jet donnant lieu à la même
intèrprétafion.

Telle est la théorie fort simple du planimètre d'Ernst et du

dynamomètre compteur de MM. Poncelet et Morin.

SIfi, CShmcemait de ite—c f«v tIs Bansflii.— 145. Moti»

vement hélicoïdal dont la translation change à volonté de sens. Un
arbre^ qui dans la figure est supposé horizontal, tourne conti>

ttuellement dans un même sens ; il porte une roue dentée calée

qui engrène constamment avecune autre roue montée à rainure

et languette sur un arbre erftcal ; la languette est fixée dans

rœil circulaire de la roue, et la rainure est crousée dans Parbre,

de manière que celui-ci tourne continuellement, mais peut glis-

Éèr en montant ou en descendant, tandis que la seconde roue,

maintenue par un support fixe, reste toujours à la même hau-

teur. Le même arbre vertical est taille à sa partie inféricuree en

vis qui engrène sans tin avec deux roues dentées à axes hori*

lontaux. Celles-ci tantôt tournent librement sur leurs coussi-

nets, et tantôt deviennent momentanément fixes parce que Tune

des deux est enrayée par l'ouvrier qui emploie la machine.

Dans le premier cas, si le foret fixé à l'extrémité inférieure

appuie sur une pièce de métal ou de bois à percer, Tarbre

tourne en descradant à mesure que le trou se creuse : la vis et

les deux roues folies où elle est engrenée ne produisent alors

r
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ÎHà emluLTiQui^ sbct* u, chap. m.

auéuB effet. Mais dans le second cal cèa roues, devenant flxesi

fonl la fonction d'un écrou immobile; lavis remonte, entraînant

l'arbre vertical dans son mouvement hélicoïdal jusqu'à ce qu'elle

soit éntièrement hors de l'éorou.



NOTE

SUR LBS ÉPICTCLOÏDBS PLANIS

(Kfl&tioiuite à la faft toi).

On a TU (deuxième note ann»ée à Tarticle 88, pages 98 «i

99) qae

Lorsqu'une courbe BAF (fig. 40) mobile dans son plan roule

sans glisser sur une autre courbe B'AJt fixe dans k même plan et

entraîne dans eon mmÊvemeni me irùmème courbe témi invarie^

hkmmt liée avec eUe et dam k mèm plan, si fon eonnière la qua-

trième courbe é'd'af est l'enveloppe fixe des positions succès^

sives de la troisième, la normale commune aA, en un instant

quelconque, à la troisième courbe et à son envek^ppe,po^ au point

de contact actuel A des deuxpremières coûtées, et tert^^dçcduT'

dans laquelle

R et R' sont les rayons de courbure des deux premières courbes

pour le pomt de contact A,

r est le rayon de courbure de la courbe entraînée edaf
,
pour le

point »,

it est la dixtamee *A,

f est (angle mXC des deux normales A» et A€\
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286 non

Les termes de la démonstration que nous avons reproduite

supposent que les deux premières courbes sont des cercles et

que par conséquent les rayons n et R' sont constants ; mais

cette hypothèse n'est pas nécessaire, et la démonstration ainsi

que la fonnule {i] subsisterait si les deux courbes étaient quel-

conques et que leurs rayons courbure It et A' fussent

variables.

Bayon de conrbnre de l'éplcycloïdc. — Il s'agit ici d'étudier

le cas particuher où la courbe enveloppe est une éptcycloïde

pkne, NoQ^seuiemept les detix premières courbes sont alors des

cercles et par conséquent les rayons Ji et Jl' sont constants,

mais la courbe entraînée est réduite à nn point, de sorte que r

0$t nul, et de plus ce point est situé sur la circonférence mobile.

Il en résulte que dans la formule {i] il faut faire (fig. 130)

On a donc

r= 0 et cosç= jj.

d'où

Ainsi le point décrivant étant M , pour avoir le centre de

courbure X il jsuffit de prolonger MA égal à n en faisant

AX=

c'est ce que l'on construit en traçant le diamètre MD , puis la

droite DC' qui eoupe MA prolongée en IL ; car la corde
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étant parallèld et égato à AM , on a la proportion

ou

AX : n ;: : 2R+R'.

Développée de l'épieyeioide. — Le lien des points X est la

développée de l'épicycloïde décrite par le point M. Soit OMK
la moitié de cette épicycloide : les arcs OA et AM sont de

même longueur; Tare OAL=:icll; la droite C'KsszM'^^^

La formule [3] montre qu*au point O de la courbe OMR , où

n= 0, le rayon de courbure est aussi nul; et qu'au point K,

où H=2ii, on a

de sorte que le centre de courbure N correspondant satistait

aux relations

Cette longueur est le minimum de la distanee du point

yariable X au centre C\ et le tracé même Approximatif^ par

points, de la courbe OXi\ suffît pour faire pressentir son ana-

logie avec une épicydoïde. Pour confirmer cet aperçu, décri*

vons la circonféreiH» N9 autour de C'y puis la circonférence

dont le diamètre est AP. Il est facile de vérifier que le

point X est sur cotte circonférence, et 2° que l'arc PX est de

même longueur que l'arc NV,

Et en effet, 1« à cause du contact en A, le prolongement

de KA donne une corde dont le rapport à MA ou n est celui

de AP ou NL à :2/{ ^ ce rapport d'après i'expressiou précé-

dente de NL est . : la corde est donc égale à .
.

. ^

ouà AX.
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2* Us^ah» VJL et M» ou AD aoal jsemMablis. Donc

AP NL
arc PX =arc AD . = arc AL .

Vaitteiirs oa a

arc Pfli=arc AL . •

Jr

Or, d'après tes expressions [3] de NL et de C'N, ou a

NL ex

donc les ares PX et PBV sont de même longueur.

Donc la dévoloppéc NXO est une épicycloïde décrite par le

poiot X du cercle PXA roulant sur 1^ cercle NP, Les rayons

i
du cercle mobile et du cercle ûxe sont dans le rapport de ^ NL

à C'N ou de à R\ d'après les relations [3] ; donc la dévelop-

pée d'une épicycloïde est une courbe semblable à celle-ci, et

leur rapport de similitude est celuide C'N à R'^ c'est-Mire de

R à R'4-3R.

(Le fond de cette note est emprunté à i*exceIieDt oavnge inUtulé Élé'^

nmt$ d9 calcul mfimiétimal, pér M. DmmnLy tSM.)

m.

il
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