
Flächentheorie

Carl Friedrich

Gauss



I

IS Umschlages.



•0

Allgememe

FLÄCHENTHEORIE
(Disquisitiones generales circa superficies curvas)

Yon

CARL FRIEDRICH GAUSS
(1827).

~

Dentseli herausgegeben

von

A. Wangerin.

LEIPZIG

V£BLAG YON WILHELM £NG£LMANN

18B9.

Digitized by Google



i

JUN U 1891

/



I

i

illgememe Flächentlieorie

(Disquisitiones generales circa superßcies curvas)

Yon

Carl Friedrich Gau$$.

Aus «Commentationes socif tatis regiae seien t i ;irum Gottingensia receu-

tiores VoJL VI ad a. ib23—1827.« Göttingen 1828.

\

1.

[99] UntersuchuDgen, bei denen eine Mannigfaltigkeit von
Kichtnngen gerader Linien im Ranme ins Spiel kommt, laBsen

sich häafig übersichtlicher und einfacher darstellen, wenn man
eine Eugelfiäche za Httlfe nimmt, die mit einem Radius = 1 um
einen willkürlich angenommenen liittelponkt beschrieben ist;

die verschiedenen Richtungen werden dann durch diejenigen

Punkte auf der Oberflilohe dieser Hülfskagel dargestellt, welche
die Endpunkte der mit ihnen parallel gezogenen Radien sind.

Wird die Lage eines Punktes im Raum durcli drei Coordinaten

bestimmt; d. i. durch seine Abstände von drei festen, aaf einander

senkrechten Ebenen^ so sind vor allem die Richtungen der zu

jenen Ebenen senkrechten Axen ins Auge zn fassen: die Punkte
der Kugelfläche, welche diese Axenrichtungen darstellen, sollen

mit 1,2,3 bezeichnet werden ; ihr gegenseitiger Abstand beträgt

90 Grad. Uebrigens sind dabei unter den Axenrichtungen die-

jenigen Ilichtungen zu verstehen, nach denen hin die entspre-

chenden Coordinaten wachsen.

2.

[100] Es wird zweckmässig sein, einige Sätze, die bei der

folgenden Untersnohnng häufige Anwendung finden, hier im Zn**

sammenhaag Yorz«ftthren. . .
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4 Gul Friedrich Gauss.

I. Der Winkel zwischen zwei sich schneidenden Geraden
wird gemessen durch den Bogen zwischen dcujeni^^eii Punkten,

welche auf der Kugelfläcke den Richtungen jener Geraden ent-

sprechen.

IL Die Stellung einer beliebigen Ebene kann durch einen

grüssten Kngelkreis dargestellt werden, dessen Ebene jener

ersten parallel ist.

III. Der Winkel zwischen zwei Ebenen ist gleich dem Win-
kel zwischen den beiden grdssten Kngelkreisen, dnrck welche

jene dargestellt werden; der in Bede stehende Winkel wird da-

her auch durch den zwischen den Polen der beiden grösaten

Eugelkreise liegenden Bogen gemessen. Oletcherwdse wird der

Neigungswinkel einer Geraden gegen eine Ebene dnrch den
Bogen gemessen» der von dem der Biehtung der Geraden ent-

sprechenden Pnnkte der Kngelfläehe ausgeht nnd auf dem
grOssten Kreise, der die Stetlnng der Ebene darstellt, senkrecht

steht. /

ly. Bezeichnen x^y^ z\ x\ y', z' die Coordinaten zweier

Pnnkte, r ihren Abstand ; ist ferner L der Pnnkt derEngelflftche,

weicher die Richtung der von dem ersten jener Pnnkte znm
zweiten gezogenen Geraden darstellt, so wird

x' = X -\- r cos 1 Lf
y'^y-{-rcos2Lj
z* r= z -\- r coä3Zr.

Y. Daraus folgt unmittelbar, dass allgemein

co8«l JL 4- cos*2l» 4- cos^dr= 1

wird, dass ferner, wenoX' irgend einen andern Punkt der Kugel-

fläche bezeichnet,

cos Ii/ . cos \L'+ cos2i/ . C082L'+ cos 3X . cos^i^'= cosLL'

ist

VL Lehrsatz. Bezeichnen Z, X', X", L'" vier auf der

Kugel liegende Punkte und bezeichnet A den Winkel, welchen

die Bogen XL', I^lJ"y bis zu ihrem Schnittpunkt verlftngert,

bilden, so ist

eosXL".cos7yz"'— cosLL'". cosL'X"
= sin/vL' . sin L "

L"
. cos A.

[101] Beweis. Der Schnittpunkt von TJ/ nnd L"L"*
möge ebenfalls mit A bezeichnet werden ; ferner sei

AL^ AV= t\ AL"= r, AL " == t"\
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Allgemeine Flächentbeorie. 5

Daun ist

ciisLL" =^008^ co8^" +ziat nmi" twA,
cobX'X " 608^' CO« i'" -h sin cos^,
cosLL'" s 008 < 008 1'" -h 8iii ^ sin t'" cos

008VL" SB 008 008 1** + »int* mit" eosA;

folglicli

cos LZ" . Q>Q%L'L"'— cobLL'" . co%L'L"
= cos^ fcos^ cos#" sin^' sin^'" -|- cos/' cosT" sin^ sin^"

— cüb/ coä/" sin^' sini!' — cos^' cos^" sin^ sin/'"]

= cos^ (cos / sin/'— sin / cos/') (cos /"sin/"'— siii/"oo8/'")

= cos^ . sin (/' - /) . sin (/'" — /")

= cosA . sin LL' . sin L"L"'

.

Hierbei ist noch Folgendes zu beachten. Vom Punkte A
gehen je zwei Zweige der beiden grössten Kreise aii8^ und die-

selben bilden dort zwei Winkel, die sieh za 180^ ergftnsen; von
diesen Zweigen sind, wie ans unserer Ableitung hervorgeht,

diejenigen za nehmen, deren Kichtungen mit der Richtung des

Fortschreitens vom Punkte L naoh L' und yom Punkte L" naeh
L'" übereinstimmen. Daraus erkennt man zugleich , dass es

gleiohgttltig ist, welchen der beiden Schnittpunkte der grössten

Kreise man ausgewählt hat. An Stelle des Winkels A kann
auch der Bogen zwischen den Polen der gidssten Kreise, von
denen LV and L"L"' Theile bilden, gesetzt werden: offenbar

aber muss man diejenigen Pole nehmen, die in Bezug auf diese

Bogen gleiohe Lage haben, nämlich beide Pole zur Rechten,

wenn man von L nach L' und Ton L" naoh L'" hin fort-

schreitet, oder beide zur Linken.

VII. Es seien L\ L" drei Pankte der Kngelfiftolie» nnd
es werde znr Abktirfling geseilt

003 1 Zv = iP, coi'lL = y, C03 3L =z,
cos IZ' = :2:', Ci>s2lJ = cosZL' = z\
cos \L"= x", cos 2L"= y'\ cos3L" = z'\

(102] ferner

zif'z" -h x'y"z+ x'yz'— «y"«'— x'yz"— z'*y'z=
X mdge den Pol des grössten Kreises bezelohnen, von dem der

Bogen LL' ein Theil ist, und zwar denjenigen Pol, der in

Besug snf diesen Bogen ebenso liegt, wie derPonkt 1 in Boing
aof den Bogen 23. Dann ist naoh dem vorhergehenden Lehr-
sätze
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6 Carl Friedrieb Gauss.

yz' — ^'2; = C031Ä . &iii23 . sinLX'

oder, da 23 » 90%

yz'— y'z ^ eM^lX . flmLL', und ebenso

zx' —r z*x s= eos2it . mLL\
xy'— x' II — cos3il . visiLL',

Multiplicirt mau diese Gleichungen res]), mit x", y'\ z" und addirt

äie daniii so erh&it man mit HtUfe des zweiten in Y augeführten

Satzes

f\ = cosüX" . siniZ/'.

Kon sind drei Fälle zu nnterBcheiden. Erstens kann L' auf
demselben grössten Kreise liegen, von dem der Bogen LL' einen

Theil bildet; dann ist «90'' und daherA= 0- Liegt da-
gegen IT anaierhalb jenes grössten Kreises, so tritt der zweite
Fall ein, wenn 2/' nnd k auf derselben Seite, der dritte, wenn
beide auf entgegengesetzten Seiten des Kreises liegen : in beiden

FftUen bilden die Punkte L\ U ein sphärisches Dreieck,

md zwar üolgen diese Pnnkte im zweiten Falle in derselben

Reihenfolge auf einander wie die Pnnkte 1, 2, 3, während im
dritten Falle die Heihenfoige die entgegengesetzte ist. Bezeich-

net man die Winkel jenes sphärischen Dreiecks einfach mit Z,
L', L" und mit p die vom Paukte L' auf die Seite LL' geiftUt»

iphäriseke Hdhe, so wird

ferner ist

XL"= 90** q: p,

wobei das obere Zeichen für (icn zweiten, das untere fttr den
dritten Jb'aU gilt. Hieraus folgt, dass

d: A — 8inZy . siuLL' . BinLL"
SÄ sinZ' . sinLL' . sinL'L"
= BinL". mLL" . sini^X''

ist. UebrigOBS kann man den ersten Fall als sowohl im zweiten

wie im dritten enthalten ansehen ; nnd ebenso erkennt man Imeht»

dass d= £\ das seebsfaehe Yolnmen der Pyramide darstellt,

deren Ecken die Pnnkte L, L', IT nnd der Kngelmittelpunkt

sind. Endlich schliesst man hierans unmittelbar, dass derselbe

AnsdxQck dl |A aUgemein das Yolnmen einer beliebigen [103]

Pyramide darstellt, deren Ecken im Goordinatenanfangspankte

nnd in den Punkten mit den Goordinaten y, z; x', y% z*;

x% y", Hegen.

Digitized by Google



AUgtemeiDe Flächeotheorie. 7

3.

Von einer krummen Fläche sagt mau, dass sie in einem auf

ihr gelegenen Punkte A eine stetige Krümmung besitzt, wenn
die Richtungen der (Geraden, die von A nach den verschiedenen

dem Punkte A unendlich nahen Punkten der Fläche gezogen

werden können, sämmtlich von ein und derselben durch A
gehenden Ebene unendlich wenig abweichen. Diese Ebene be-
rührt, wie man zu sagen pflegt, die krumme Fläche in A.
Sobald dieser Bedingung in einem Punkte nicht genügt wer-
den kann, wird hier die Stetigkeit der Krümmung unterbrochen,

wie es z. B. au der Spitze eines Kegels stattfindet. Die folgen-

den Untersuchungen sollen auf solche krummeü Flächen oder

auf solche Theile von Flächen beschränkt werden, bei denen
die Stetigkeit der Krilmmung nirgends unterbrochen wird. Wir
bemerken nur noch, dass die Methoden, welche zur Bestimmung
der Lage der Berührungsebene dienen, für singuläre Punkte, in

denen die Stetigkeit der Krümmung unterbrochen wird, ihre

Bedeutung veriiereu uud auf Unbestimmtes führen müssen.

4.

Die Lage der Berflhrungsebene wird am bequemsten durch
die Lage des auf ibr im Ponkte A errichteten Lothes bestimmt

;

man nennt dasselbe eine Normale der krummen Flflehe. Die
Biehtnng dieser Normale soll dnreh den Punkt L anf der Ober-
fläche der Hlllfskagel dargestellt nnd

008 IZ/ = X, C032Zr Ä y, C0S3/> = Z
gesetzt werden, während mit x, y, z die Coordinaten des Punktes

A bezeichnet werden sollen. Es seien ferner x -f- dx, y+ dy^

z '\- dz diQ Coordinaten eines andern Punktes Ä der kmünmen
Fläche, ds der nnendlich kleine Abstand desselben von A\ end-
lich sei X der Punkt der Kugelfläche, welcher die iUchtong des

Bogenelements AA! darstellt. Dann wird

<£c s= d!9.coslA, s <29.cos2^ «fo» (if . cos 3il,

und da kL = 90" sein soll,

X cos U 4- Y cos 2k + Z cosU = 0.

[104] Ans dieser Gleichnng in Verbindung mit den vorher-

gehenden ergiebt sich

Xdx+ Ydy -{-Zdz^O.
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8 Cari i: riedrich Gauss.

Nun giebt es zwei allgemeine Methoden, eine krumme Fläche

analytisch darzustellen. Die erste Methode benutzt eine Glei-

chung zwischen den Coordinaten :r, y, z ; diese Gleichung soll,

wie wir annehmen wollen, auf die Form W— 0 gebracht sein,

wo Tf^einc Function der Veränderlichen z ist. £s sei das

vollständige Differential der Function W
dW=^Pdx -I- Qdy + Bdz,

80 Wird auf der krummen Flache

Pdx Qdy Bdz« 0

und daher auch

P eos U + Q cos 2^ + iScosSA » 0.

04 diese Oleiehimg, eben so wie die oben «nfgestellte, für

die Bioktnn^ aller auf der Flftche liegenden Bogenelemente d9

gelten soll, so flbersiebt man leicht» dass X, Yy Z den Ghrdssen

P, R proportional sein mftssen ; und in Folge dessen wird,

da noch
X2 + + ^ === i

ist, entweder

oder

]/p2 4. Q2 + VP2 4- -h
'

4- 4, i^i

Die zweite Methode stellt die Coordinaten als Functionen

von zwei nenen Veränderlichen j^, q dar. Durch Differentiation

dieser Functionen mögen die Gleichungen entstehen

dx = adp a'dq,

dij = hdp h'dq,

dz cdp -f- c'dq]

fl051 dann erhält man durch Einsetzen dieser Ausdrücke in die

oben aufgestellte Formel

:

[aX + bY+ eZ) dp + (a'X + h'Y+ c*Z) dq = 0.
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Allgemeiiie Fläohentheorie. 9

Da nun diese Gleichung stattfinden soll unabhängig von dem
Werth der Ditterentiale dp^ dq, so muss offenbar

aX + bY+eZ^O, aX + b'Y+c'Z = 0

sein: daraus schiiesst mau, dass X, Z, Y den Grössen

bc' — cb', ca' — ac\ ab* — Äa'

proportional dein mütsbcn.

Setzt man noch zur Abkürzung

\ ^hc — cb'Y \ca — ac'Y (ö^' — ba'Y ä^
80 wird entweder

be'— eb* ca —ao* „ ab'— ba'

oder

eV^be' ^, ac'-^ea' _ ba'-^ab'

Zu den beiden eben besprochenen allgemeinen Methoden
kommt noch eine dritte, bei welcher eine der Coordinaten,

z. B. z, als Function der beiden andern x, y ausgedrtlckt wird.

Diese Methode ist augenscheinlich nichts anderes, als ein Special-

fall der ersten oder zweiten Methode. Setzt man daher hier

dz = tdx + u dfff

so wird entweder

oder
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10 Carl Friedrich Gaoas.

5.

Die beiden im vorhergehenden Artikel gefundenen Lösungen
bezibhen sich, wie leicht ersichtlich ist, anf entgegengesetzte

Punkte der Kugelfläche oder auf enteregengesetzte Richtungen;

[106] und uatargemäsä rühren diese davon lior, dass die Nonnale
auf einer oder der andern Seite der Fläche errichtet werden
kann. Wenn man nun von jetzt an die beiden Seiten der Fläche
unterscheidet mid die eine die äussere, die andere die innere

nennt, so kauu man mit Hülfe des in Artikel 2 [YH] abgeleiteten

Satzes für jede der beiden ^i'onnalen die zugehörige Lösung an-
geben, sobald sich ein Kriterium zur Unterscheidung der einen

Seite von der andern aufstellen lässt.

Bei der ersten Methode lässt sich ein solches Kriterium ans

dem Vorzeichen des Werthes der Grösse TV ableiten. Denn,
allgemein zu reden, scheidet die krumme Fläche die Tbeile des

Baumes, in denen TV einen positiven Werth hat, von denen, in

denen der Werth von TV negativ ist. Aus dem vorher ange-
führten Satze aber ergiebt sich leicht, dass, wenn IV einen posi-

tiven Werth anf der änsaem Seite annimmt, und wenn die Nor-
male naeh aussen gezogen ist, die erste Lösung zu nehmen ist

Uebrigens wird man in Jedem EinzelfoOe l^ht benrtbeilen, ob
in Bezng anf das Vorzeichen von TV dieselbe Regel für die

ganze FlAche gilt oder ob fttr verschiedene Theile verschiedene

Begeln Platz greifen; so lange die Goefficienten P, Q, R end-
licheWerthe haben nnd nicht alle drei gleichartigversehwinden,

schliesst das Gesetz der Stetigkeit einen Wechsel ans.

Benntzt man die zweite Methode, so kann man anf der krum-
men Fläche zwei Systeme von kmmmen Linien ins Auge ftssen,

eins» fttr welches p veribiderlich, g constant ist, während für das

andere g verinderlich nnd p constant ist: die gegenseitige Lage
dieser Linien in Bezng anf die änssere Seite mnss entscheiden,

welche von beiden Ll^sungen zn nehmen ist. Sobald nämlich die

folgenden drei Linien, 1) der vom Punkt A ausgehende Zweig
einer Linie des ersten Systems, für denp wächst, 2] der ebenfalls

vonA ansgehende, dem zweiten System angehörige Zweig, für den

g wächst, 3) die in A nach aussen errichtete Normale, ähnUch
Hegen, wie am Anfangspunkt die Coordinatenaxen x, y, z (z. B.

wenn sowohl von jenen drei Linien als von diesen die erste nach
links, die zweite nach rechts, die dritte nach oben gerichtet ist),

so muss die erste L9sung genommen werden; sobald aber die

gegenseitige Lage der ersten drei Linien der gegenseitigen Lage
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Allgemeine Flacheotheorie. 11

der Axen z entgegengesetzt ist, wird die zweite Löaung
gelten.

[107^ Bei der dritten Methode ist zu ermitteln, ob, wenn z

einen positiven Zuwachs erhält, während x und y unverändert

bleiben, der betrachtete Flächenpunkt nach der äussern oder

innem Seite überseht. Im ersten Falle i?ilt für die nach aussen

gerichtete Normale die erste Lösung, im andern Falle die i^weite.

6.

Wie durch Uebertragung der Richtung der Normale einer

krummen Fläche auf die Oberfläche der Hülfskugel jedem Punkte
der ersten Fläche ein bestimmter Punkt der zweiten zugeordnet

ist, so wird auch jede Linie resp. jede Figur aut der ersteren

durch eine entsprechende Linie oder Figur auf der Kugel dar-

gestellt werden. Die Vergleichung zweier derart einander ent-

sprechenden Figuren, deren eine gleichsiim tin Bild der iiDdern

ist, kann aus einem doppelten Gesiclitspunkte stattfinden; mau
kann nämlich eiiunal allein die Grösse ins Auge fassen, sodann
aber kann man auch von allen Grössenbeziehungen abstrahiren

uud nur die Lage in Betracht ziehen.

Der erste Gesichtspunkt bildet die Grundlage einiger lie-

griüe. deren Einfuiirung iu die Lehre von den krummen Flächen
von grossem Nutzen sein wird. Wir schreiben jedem bestimmt

abgegrenzten Theile einer krummen Tlaehe eine Totalkrüm-
mung oder Gesammtkrümmung zu, die durch den Flächen-

inhalt derjenigen Figur auf der Kugeltläche gemessen werden
soll, welche jenem Theile entspricht. Von dieser Gesammt-
krümmung ist wohl zu unterscheiden die gewissermaassen speci-

fische Krümmung, die wir das Krümmungsmaass nennen
wollen. Dieses letztere bezieht sich aof einen Punkt einer

Bläche und mU des Quotienten bezeichnen, der entsteht, wenn
dieCtoMUBDiticrlnimiuigdes an dem Punkte liegenden Oberflächen*

etonentB dnreh den FlMmnhiit des Slmeiii ieUMit dividirt

wird; dasselbe giebt also das YerbSltBiBs BnendHoh kleiner Flä-

chen an, die einander auf der kmmmen Flftehe nnd der Htllft"

kvgel entspreehen. Der Nntzen dieser nenen Begriffe wird, wie
wir hoffen, ans den folgenden Uniersaehnngen noch dentlieher

hervorgehen. Was die Terminologie betrifft, so haben wir nnser

Angenmerk rot allem darsnf riäten an sollen geglaubt, dass

jeder Doppelsinn ansgesehlossen werde; deswegen haben wir es
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12 Carl Friedrich Gauss.

auch nicht für zweckmässig gehalten, die in der Lehre von den
ebenen Cnrven gewöhnlich benutzten ^obwohl nicht allseitig als

angemessen angesehenen) Ausdrücke olme weiteres auf unfern

Fall zn übertragen : denn [108] dann hätte das Kiüuinuingg-

maass einfach Krümmung, die Gesammtkrflmmung aber Ampli-
tude genannt werden müssen. Aber warum sollen wir uns in

der Wahl der Worte nicht frei bewegen, wenn dieselben nur nicht

inhaltleere Dinge bezeichnen und der Ausdruck zu einer irrigen

Auslegung verführt ?

Die Lage einer Figur auf der Hülfskugelfläche kann mit der

Lage der entsprechenden Figur auf der krummen Fläche ent-

weder übereinstimmend, oder ihr entgegengesetzt (die nmge-
k(^hrte) sein. Der erste Fall findet statt, wenn zwei auf der

ki urameu Fläche von demselben Punkt nach verschiedenen, je-

doch nicht entgegengesetzten Richtungen gezogene Linien auf

der Kugeiflächc durch ähnlich liegende Linien dai L'^stellt wer-

den, d. h. wenn das iUld der rechts liegenden Linie tdjenfalU

rechts liegt. Der zweite i lül tritt ein. wenn das Entgegenge-

setzte '/Ai. Beide Fälle wollen wir durch das positive oder

negative Vo r z e i c h e n des Krümmnngsmaasses unterscheiden.

Diese Lntei'scheidung kann offenbar nur insofern statthaben,

als wir auf beiden Flächen eine bestimmte Seite auswählen,

auf der wir die Figur liegend denken. Auf der Hfllfekugel

wollen wir stets die äussere, vom Mittelpunkt »bg^wandte
Seite nehmen: auf der kmmmeii Flftche kftnii ebenfalls die

äussere Seite, oder die, die ils ftUBere angesehen wird, gevfthU

werden, oder besser dieselbe Seite, auf der die Normale errich-

tet wird ;
augenacheiiilieh wird nimlioh hissichtiJeh der Ueber-

einstimmmig der La^ der Figuren niohta getndert, wenn man
auf der Flftohe sowohl die Figur, als die Normale auf der ent-

gegengesetiten Seite gezogen denkt, falls nnr ihr Bild immer auf

derselben Seite der KugelflBche besehrieben wird.

Das positive oder negative Vorzelehen, das wir je naoh der

. Lage einer nnendUeh kleinen Figur dem Krilmmangsmaass
snsehreiben, kdnnen wir aneh anf die gesammte Krflmmung einer

endliehen Fignr anf der Fliehe ansdehnen. Wollen wir jedoeh

den Gegenstand in seiner vollen Allgemeinheit abhandeln , so

sind noeh einige Erdrtemngen n<)thig, die hier nnr knrs berflhrt

werden BoUen. Wenn die Fignr anf der krummen Flftohe so

besehaffen ist, dass den einzelnen in ihr liegenden Punkten vor-
sehiedene Punkte anf der Kugelflftehe entspreehen, so bedarf

die Definition keiner weiteren Erlftuterung. Falls aber eine der-
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Aligemeine Flüchentheorie.

artijTP Bedmornnsr nicht stattfindet, wird es nöthig sein, gewisse

Tlieilp der auf der Kugeltiäche gele^eueu Figur 109j zweimal

oder melirmal» in RechnuDg zu ziehen. Dadurch kann, je nach-

dem die Lage übereinstinamend oder entgegengesetzt ist, eine

Vergrösserung oder ein gegenseitiges Aufheben entstehen. Am
einfachsten verfährt man in einem s* lohen Falle folgender-

maassen : man denke die Figur auf der ki ummen Fläche in solche

Theile getheilt, die, jeder ftir sich betrachtet, der obigen Bedin-

dung genügen, man bestimme sodaun fttr die einzelnen Theile

die Gesiimmtkriimmnng vermittelst der Grösse der Fläche der

entsprechenden Figur auf der Kugel, wobei für das Vorzeichen

die Lage maassgebend ist, und man nehme endlich als Gesammt-
krtlmmnng der ganzen Figur denjenigen Werth an, welcher

durch Addition der den einzelnen Theilen entsprechenden Ge-
sammtkrtlmmnngen entsteht. Allgemein ist daher die Gesammt-
krfUumnng einer Figur

fkdOf

falls da das Flächenelemcnt, /c das Krümmnnorsmaass in einem

beliebigen Punkte bezeichnet. Was die g-eoriif ti ische Darstellung

dieses Integrals betriftt, so kommt es dabei hauptsächlich auf das

Folgende an. Dem Umfang einer Figur auf der krummen Fl/iebe

wird (unter der in Art. 3 angegebenen Einschränkung) auf der

Kugelfläche stets eine in sieh zunu kkehrende Linie entsprechen.

Wenn dieselbe sich selbst nirgends durchschneidet, so wird durch

sie die ganze Kugelfläche in zwei Theile getheilt, deren einer der

Figur auf der krummen Fläche entspricht; der Flächeninhalt

dieses Theiles, positiv oder negativ genommen, je nachdem der-

selbe hinsichtlich seines ümfangs dieselbe Lage hat wie die

Figur auf der krummen Fläche oder die entgegengesetzte, wird

dann die Gesammtkrtlmmung der zuletzt genannten Figur aus-

drücken. Sobald aber jene Linie sich selbst einmal oder mehr-
mals schneidet, ist die Gestalt der Figur zwar eine complicirte,

jedoch kann man ihr noch einen bestimmten Flächeninhalt mit

demselben Rechte znachreibeii. wie einer Figur ohne Knoten;

und dieser Flächeninhalt, richtig ver-standen, liefert stets den

rechten Werth der Gesammtki lanmung. Indessen müssen wir

die weitere Erörterung dieses Gegenstandes, der die allgemeinste

Auffassnng von Figuren betritft, uns für eine andere Gelegenheit

vorbehalten.
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7.

Wir irollen nim eine Formel ftlr das KrflmmiiiigsmHa in

einem beUebigen Punkte einer krammen Fliehe ableiten. Be-
zeiebnet da den Flächeninhalt des betraehteten Oherfliehen-

elementB, so ist Z«fa der Flfteheninhalt der Pr<i(j.eotion dieses

Elements auf die Ebene; und ebenso ist, wenn dS der
Flächeninhalt des entsprechenden Elements [110] der Kngel-
fläche ist, ZdS der Flächeninhalt seiner Projeetion auf dieselbe

Ebene : das positive oder negative Vorzeichen von Z aber aeigt

an, ob die Lage der Projeetion mit der des priglcirten Elements

tibereinstimmt oder die entgegengesetzte ist; offenbar haben
daher jene Prqjeetionen dasselbe Grdssenverhftltniss und zu-

gleich dieselbe gegenseitige Lage wie die Elemente selbst. Wir
wollen jetzt ein Element der Oberflftche betrachten, das die Ge-
stalt eines Dreiecks hat, und annehmen, dass die Projeetionen

der drei Eckpunkte die Goordinaten haben

x^dx, y + dffj

Der doppelte Flächeninhalt dieses Dreiecks ki

dx . dy — dy . ör,

und zwar ergiebt dieser Ansdruck den doppelten Iiiliüit mit dem
positiven oder negativen Vorzeichen, je nachdem die Seite, die

vom f rstcn zum dritten Punkte fflhrt, in Bezu? auf die Seite, die

den ersten mit dem zweiten verbindet, cheriso liegt, wie die

Coordinatenaxe y zur Coordinatenaxe .r oder entgegengesetzt.

8ind ferner die Coordinaten der drei Punkte, welche die

Ecken der Projeetion des entsprechenden Elements der Kugel-

fläche sind, auf das Oentrum der Kugel als Anfangspunkt be-

zogen, ^ y
x + dx, r-hrfy,
X + 6X, y+dy,

so wird der doppelte Flächeninhalt dieser Projeetion

dX.öY'-dY .ÖX,

nnd von dem VorEeichen dieses Ausdrucks gilt dasselbe wie

oben. Daher ist das Erflmmnngsmaass an der betrachteten Stelle

der kmmmen Fläche

dX.öY^dY. dX
dx . dy — dy . dx

'
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Nehmen wir nünmelir an, die Fläche sei in der ^"111] dritten

der in Art. 1 betrachteten Formen gegeben, so sind X und Y
Fanctionen toh y, und es iat daher

'^^^ •

ax
dx -4- •

dY== bY
djp

SY^ hY

Durch Substitution dieser Werthe gebt der obige Aasdmek
in folgenden über:

k^— . — — — —
bx dy bx

Setzen wir, wie oben,

da? ' dy

hx'^"^' bxby^^' dy2

ausserdem

oder

dt=Tdx+ Udy,
du = Udx 4- ^rfy,

so geben die obigen Formeln

X= — F«— «Z, (l 4- ^^4-«*^)^^= l,

und daber

c/X = — Zdt-^tdZ,
dY = — Z(/t( — udZ,

(1 + ^2 _j_ u'i^fiz 4- Z[tdt 4- udu) = 0;

oder

e/X = — 4- u^]dt 4- i^3/?^f/?/,

= 4- ZHudi— 4- ^-^jc^w,

[IIS] und sebüessUob
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16 Carl Friedlich GaiiM,

Sabstituirt man diese Werthe, so geht aus dem vorher auf-

gestellten Ansdmcke yon k der folgende hervor:

k = Z%TV-~ Z72) (i -I- ^2 _^ ^ Z\TV—TP)

8.

Durch geeignete Wahl des Anfangspunktes und der Coor-
dinatenaxen kann man es leicht bewerkstelligen, dass für einen

bestimmten Punkt A die Werthe der Grössen m, Z7 verschwin-

den. Die beiden ersten Bedingungen werden ja schon erfüllt,

wenn die Berührungsebene des Punktes zur Coordinatenebene

xy genommen wird. Legt man ausserdem den Anfangspunkt

der Coordinaten in den Punkt A, so nimmt der Ausdrack für

die Coordinate z offenbar die Form an

:

wo ßü von höherer als der zweiten Ordnung ist. Dreht mau
dann die Axen y um einen solchen Winkel Jf, dass

2U
tang 23/= ^ ^

-*o— ^0

ist, so sieht man Idcht, dass eine Oldehimg von folgender Form
herauskommt:

nnd dadurch ist auch der dritten Bedingung genügt. Hieraus

ergiebt sieh Folgendes

:

[113] I. Wenn die kmmme Fläche durch eine zu ihr senk-

rechte Ebene geschnitten wird, welche durch die :r-Axe geht,

so entsteht eine ebene Curve, deren Krümmungsradius im Punkte
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A gleich wird ; dabei zeigt das positive oder negative Zeiolien

die Ooncavität oder Convexität gegen die Seite bin an, nach der

die dP-Coordinaten positiv sind.

II. Ebenso wird— der Krümmuxtgsradias im Punkt A für

diejenige ebene Carve, die dnreh den Sehnitt der kmnimen
Fläche mit der dnreh diie Axen p nnd 2; gelegten Ebene entsteht.

III. Setzt man x = r eoBtpy y r sin^, so wird

z = \{T cosV + y Bin V)»"* + Ä
Darüus schliesst man, daas. vvcini die Fläche von einer durch A
gehenden, auf ihr senkrechten Ebene geschnitten wird, die mit

der Axe x den Winkel rp bildet, eine ebene Curve entsteht, deren

Krtlmmungsradius im 1'unkte A
1

Tcosa^^ Fsin*^
ist.

IV. Wenn daher T = V ist, so werden die Krümmungs-
radien in allen ebenen Normalschnitten gleich. Sind aber T
und V ungleich, so ist daraus, dass Tco8^(p -h ^"sin^f^ flir

jeden Werth des Winkels (p zwischen T und V liegt, leicht zu

ersehen, dass die Krtimmnngsradien in den in I. und II. betrach-

teten Hauptschnitten die extremen Werthe der Krümmnug er-

geben, dass nämlich der eine die grösste, der andere die kleinste

Krümmung giebt, wenn T nnd V mit demselben Zeichen be-

haftet sind, dagegen der eine die grösste Convexität, der andere

die grteste Ooncavität, wenn T und V verschiedene Vorzeichen

besitzen. Diese Sehlflsse enthalten fast Alles, was Euhr znerst

Aber die Krttmmung von Oberfläehen gelehrt hat.

V. PHr das Krtimmungsmaass der Fläche im Punkte .1 aber

erhalt man den sehr einfachen Ausdruckt = TV\ wir haben
daher loigenden wichtigen

Lehrsatz. D as Krüramungsmaas 9 in einem belie-
bigen Punkte einer P lache ist gleich einem Bruche,
dessen Zähler = 1, und dessen Nenner '^114] das Pro-
duct der beiden extremen Krümmungsrad ien in den
durch Normalebenen gebildeten Schnitten ist.

Zugleich erhellt, dass das Krttmmungsmaass positiv wird für

concav-concave oder couvex-convexe Flächen (zwischen beiden

Ostwald's Kla8e»iker. 5. 2
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besteht kein wesentlicher Unterschied], dagegen negativ für

concav-convexe . Besteht eine Fläche aus Theilen von beiden

Arten, so muss an der Grenze beider das Krtimmungsmaass ver-

schwinden. Die Eigenschaften solcher Flächen, in denen das

Krtimmungsmaass überall verschwindet, werden weiter nnten

eutwickeU werden.

9.

Die am Schluss des Art. 7 für das Krümmnngsmaass auf-

gestellte allgemeine Formel ist von allen die einfachste, da sie

nur ffinf Elemente enthält; auf eine etwas complicirtere, die aus

nenn Elementen gebildet ist, werden wir gefOlirt, wenn wir die

erste Art, eine krumme Fläche auszudrücken, anwenden wollen.

Wir behalten die Bezeichnungen des Art. 4 bei und setzen

ausserdem

öy dz

so dasa

dP= P'dx + B"dy Q"dz,

rfa=i2V^-h Q'dy-irP"dz, -

dR s= Q'dx + P"dy + R'dz

p
wird. Da nun ^ -~ ist, so finden wir durch Differentiation

B^dt = — RdP -f- PdR= (PQ"— RP')dx + [PP"— RR")dy + {PR— Ra')dz

oder, falls dz ndt Hülfe der Gleiehung

Pdx Qdy -\- Rdz = 0

eUminirt wird,

^15] RMi == (- mP' + %PRCe— P^R')dx
4- (PÄP" + QÄQ"— PQR' — E^Ry^.

Auf ganz ähnliche Weise erhalten wir

R^du = (PRPa + QÄQ"— PQR' — R^R")dx
+ (— + 2 QRF'— Q^R'jdy.

Hieraus ersehen wir, dass
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Allgemeine Flächentheorie. 19

mu= PHP" + QRQ" — PQR' — mjt'y

ist. Substituiren wir diese WerÜie in Art. 7, so erhalten vir für

dasErttmmnngsmaass k den folgenden symmetrisehen Ansdmek:

10.

Eine noch complicirtere Formel, nämlich eine ans fflnfsehn

Elementen zusammengesetzte, erhalten wir, wenn wir ^e zweite

allgemeine Methode der Darstellung einer Fläche benutzen. Es
ist jedoch von grosser Wichtigkeit, auch diese Formel £n ent-

wickeln. Wir wollen wieder die Bezeiehnnng des Art. 4 fest-

halten und ausserdem setzen

8odann wollen wir folgende Abkürzuagen einführen

hc' cK = Ay
ra — ac' = Dy
ab' ^ba'= a

1X8] Zuerst beachten wir, dass

Mx ^- Bdy + 5= 0

oder

<fo=:— ^«te — ^
Ist; insofern daher z als Function von x und y angesehen wird,

wird

2*
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A
da?" C"

dy ~~ C*

Ferner sohUeasen wir aus den Formeln

dx ==s adp + a'dg, dy » hdp + ^V^,

das3

Cdp = h'dx — a*dy^

Cdq = — hdx 4- cidy

ist. Darans erhalten vir fttr die yoUatftndigen Differentiale Ton t

und u

= ^ - C ^) (i'rfx - « 't^y)

Setzen wir in diesen Formeln

t t
t fr

t t i M II II— s=ay -i-ca — ay — ca,

^ » Va' + aß"— fta" —a'ß'
]

nnd erwigen« dass die Werthe der so entstehenden Differentiale

dti du den Grössen Tdx + ^dy resp. {7<;fd; + Vdy gldeh sein
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müssen, und zwar für beliebige Werthe der Diflferentiale dxy dy^

äo ßadea wir nach einigen nahe liegenden Transformationen:

C3T= aAh"^ -f- ßBb"' + yCb'^
— %a'Ahb'— 2ß'Bbh' — 2y'Gbb'

+ tt"Ab^ -H 4. y"C?^2^

— oTAah^ ß^'Bdb — y^CaÄ,

— 2a'^on' — 2ß'Baa' — 2y'Caa'

Weuü wir jetzt nocli zur Abkürzung setzen

(1) Aa + Bß -i- Cy ^ D,

(2) Aa'-\- Bß'+ Gy':= D\
(3) Aa"+ Bß"+ Oy D",

90 wird

(ßV= Da'^— ^lyaa' + jDV.

Daraus folgt nach Ausiührung der Keclinung

= [DU'— D'^) Cß,

und mithin wird die Formel filr das Kr1lmmniig8mia88

DD"—m

[IIS] 11.

Die eben gefundene Formel bahnt nun den Uebergang zn

einer andent, die als einer der fmehtbarsten Sätze in der Lehre
von den krummen Flächen ansnsehen ist. Wir fähren folgende

Bezeiehnongen ein

:

a^+ h^ 4-0«
aa'+ bb' + cc' F,

(4) aö + V + cy

(5) aa'+bß'+cy'^m\
(6) aa"+Ä/^''+
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(7) aa -4- b'ß 4- c'y =
(8) a'a' -i-b'tr -^c'y' := ?i\

(9) a a"4-^'/^"+c>"= u'\

Eliminiren -wir aus den Gleichungen (1), (4), (71 die Grössen

ß, y, was dadurch geschieht, dass wir jene Gleichungen rc?p.

mit bc' — r V, h' C — c B, cB — bÜ moltipliciren und dann

addiren, so er^^ebt Bich

[A(bc'^ eh') -H « (b'C— c'B) + a' (cB— h€)] a
D(he*— ch') 4- m (Ä'<7— c'B)+ » (cB— bC),

eine Gleichung, die wir leicht in die folgende überführen können:

=s aA + a (»i^— mQ) + a' (mF— n£).

Auf gleiche Weise ergiebt die Elinunation der Grössen a, y oder

a, ß aus denselben Gleichungen

BD= ßl^ + b («F— mG^) + y (mJP— nJB),

OD^yA'{'e {nF— mCf) 4- (mi^— »JE).

Multipliciren wir die letzten drei Gleichungen mit a", (i", y" und
addiren sie, so erhalten wir

(10) Dir= [aa" 4- ßß"+ yy") A 4- m(?)

4- »"(mF— »jB).

Wenn wir sodann die Gleiehimgen (2), (5), (S) anf gleiche

Weise behandeln» fto wird

AU = a'A 4- a [n'F— m ' G) 4- a' (m'F— n'E],

BD'== ß'A-\- b {nF— m'U) 4- ^' [m'F— uE),
CD' = y'A^ c \n'F—m'G) 4- c' [m'F—n'E].

[119] und die Addition dieser Glaiohnogen, naehdem lie mil a',

ß\ y' mnltipUoirt sind, liefert

iyt^[a'^+ß'%^y'i) A 4- m'[n'F'-m'0)^n\m'F'^ n'Ej.

Eine Combination dieser Gleichung mit der Gleichnng (10)

führt zn dem Resultat

DD '— D'^ = [aa" 4- ßß" 4- yy"— «'^— ß'^ — y"^) A
+£[n'^—nn")+Fi,nm"—2m'n'-^mn')+G mm ").

Femer erhellt, dass
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— s= 21», -r- = 2i»', — =s 2n', ^ = 2« ,

oder

2^ '*""2di?''*~"2dy
ist. Ausserdem Iftsst sich leicht zeigen^ das9

2 5)^* öjo ö<7 2 ilip«

ist. Wenn wir nun diese verschiedenen Ausdrücke in der Formel
für das Krümmungsmaass, die am Schlnss des vorlicrg:chenden

Artikels entwickelt ist. Hnbstitiuren, so gelangen wir zu der fol-

genden Formel, die allein aus den Grössen E, F, G und deren

Ditierentialquotienten erster und zweiter Ordnung zusammen-
gesetzt ist

:

L hp bq I ]

^jrPA^^^ ^^_2^-^— -1-4—— — 2^—1
Ülj hq hp ^q hq öjo ^q öj9 bp]

12.

Da die Beziehung

nnbesohiftiikt gilt, bo erhellt, daaa
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der allgemeine Ausdruck für das Bogenelement auf der krummen
Fläche ist. Das im vorigen Artikel entwickelte BeBoltat zeigt

daher, dass man zur Auffindung des Krflmmimgsmaasses der

endlichen Formeln, welche die Coordinaten or, ^, z als Functionen

der Veränderlichen q darstellen, gar nicht bedarf, dass viel-

mehr dazu der allgemeine Ansdrack für die GrOsse eines be-

liebigen Bogenelements ansreicht. Gehen wir nun zn einigen

Anwendungen dieses äusserst wichtigen Satzes.

Wir wollen annehmen, dass unsere krumme Fläche anfeine

andere Fläche, sei dieselbe gekrümmt oder eben
,
abgewickelt

werden kann, so dass jedem Punkt der ersten Fläche, der durch

die Coordinaten Xy y, z bestimmt ist, ein bestimmter Punkt der

zweiten entspricht, dessen Coordinaten x\y\ z seien. Offenbar

können dann auch x\ y\ z' als Functionen der Veränderlichen

p, q betrachtet werden ; dadurch entsteht für das Bogenelement

ydx"^ -h (jfy'Jt -I- dz'^ ein Ausdmek der Form

YE'dp^-\'1F'dpdq^ 4- Q'd^,

wobei B\ F\ G' ebenfalls Functionen von/» und q bezeichnen.

Aber ans dem blossen Begriff der Abwickelnng einer Fläche auf

eine andere geht henror, dass Elemente, die einander anf beiden

Flächen entsprechen, nothwendig gleich sind, und dass daher

die Gleichungen

identisch erfüllt sein müssen. Die Formel des vorhergehenden

Artikels führt daher von selbst zu dem hervorragend wichtigen

Lehrsatz. Wenn eine krnmme Fläche auf ir-

gend eine andere Fläche abgewickelt wird, so
bleibt dabei das Erllmmungsmaass in den einzel-
nen Punkten ungeändert.

[101] Offenbar wird auch jeder endliche Theil der
krummen Fläche nach der Abwickelung auf eine
andere Fläche dieselbe GesammtkrUmmung be-
halten. Einen besonderen Fall, auf den die Geometer bisher

ihre Untersuchungen beschränkt haben, bUden die auf eine Ebene
abwickelbaren FUchen. Unsere Theorie ergiebt von selbst, dass

das Krümmungsmaass derartiger Flächen in jedem Punkte = 0

wird, weshalb ftlr dieselben, wenn sie nach der dritten Methode
analytisch ausgedrückt werden, flberall
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wird, ein Kriterium, das zwar längst bekannt ist, meistentheils

aber, wenigstens nach unserer Ansicht, nicht mit der erforder-

lichen Strenge bewiesen wird.

13.

Der in vorigem Artikel aiigeLdtete Satz fahrt dahin, die

kmmmenFlächen ans ebem nenen Gesichtspunkte zu betrachten,

nnd diese nene Betraehtnngsweise verdient von Seiten der Geo-
meter eine sorgfältige Ausbildung. Falls man nämlich die

Flächen nicht als Grenzen von Edrpern, sondern als Körper,

deren eine Dimension Tcrsehwindend klein ist, und zugleich als

biegsam, aber nicht als dehnbar betrachtet, hängen die Eigen-

schaften einer Fläche theils von der Form ab, welche dieselbe

gerade angenommen hat, theils aber sind sie absolute und blei-

ben ungeändert, in welche Foim jene auch gebogen wird. Zu
den letzteren Eigenschaften, deren Untersuchung der Geometrie

ein neues und fruchtbares Feld eröffnet, gehört das Krümmungs-
maass und die Gesammtkrümmung in dem Sinne, wie diese Aus-
drücke von uns aufgefasst sind ; ferner gehört hierher die Lehre

von den kttrzesten Linien und einiges Andere, dessenBehandlung

wir uns fttr später vorbehalten. Bei dieser Auffassung wird eine

ebene Fläche und eine auf die Ebene abwickelbare Fläche, wie

z. B. eine Oylinderfläche , Kegelfläche u. s. w., als wesentlich

identisch angesehen. Der eigentliche Ausgangspunkt fllr den

allgemeinen Ausdruck einer Fläche bei solcher Auffassung liegt

in der Formel

welche den Zusamm«nliang [122] eines Bogenelements mit zwei

Hülfevariabein daistellt. Aber bevor wir diesen Gegenstand

weiter verfolgen, müssen wir die Principien der Theorie der

kürzesten Linien auf einer gegebenen Fläche vorausschicken.

14.

Eine Raumcurve wird im allgemeinen dadurch gegeben, dass

die den einzelnen Punkten zugehörigen Coordinaten als Func-

tionen einer einsigen Variabein dargestellt werden, die wir mit
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w bezeichnen wollen. Die L&nge einer solchen Linie von einem

willkflrliehen Anfangspunkte bii zu dem Punkte» deszen Coordi-

naten Xf z sind, wird ausgedruckt durch das Integral

Wenn wir nun annehmen, dass die Lage der Carye eine unend-
lich kleine Vertnderung erfahre^ derart, dass die Coordhiaten

der einzelnen Punkte um d:r, öz geändert werden, so ergiebt

rieh die Aenderung der ganzen Länge

/dx . ddx dy . döy 4- <^ • däz

uud diesen Aasdrack transformircn wir in den folgenden:

ifa . da; -4- <i?y . dy 4- oto . dg

V</a;* + rfy2^ <fe2

dz.di
^ ^V öy . 4-, 1

In dem Falle, wo die Linie eine kürzeste zwischen ihren End-
punkten ist, muss bekanntlich der Aubdnick, dei hier unter dem
Integralzeichen steht, verschwinden. FaUö die Linie auf einer

gegebenen Fläche liegen soll, welche durch die Gleichung

Fdx + Qdy + Itcb » o

ausgedrfickt wird, mflssen auch die Variationen Öx, dy, dz der

Gleiehung

Föx H- Qdy + Möz = 0

genügen, woraus man naeh bekannten Begeln leieht sebliesst,

dass die Differentiale

dl-=^=Y dl
^

V
Xydx^-^dy^^dz'j \ydx^+ dy^ dz'^j

dz \

[ISSj fesp. den GrSssen P, (2, B proportional sein mflssen. Es
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sei ferner dr ein ElemeBt der Cunre, A der Pniikt auf der Kugel-

flMe, welcher die Riehtang dieses Elemeats darstellt » L der

Punkt der EngelflSelie, welcher die ]föchtnng der Nonude der

krammei Flidie darstellt; eädlich seien i^, ^ die Ooordinaten

des Punktes iL und X, Z die Ooordinaten des Punktes

sftnuntllch anf den Mittelpunkt der Kogel hesogen. Dann iat

da; = I . </r, dy =: , dr^ dz = dr,
#

worans folgt, dass die obigen Differentiale d^^ dti^ d^ werden«

Und da die Grdssen F, E den Xj Y, Z proportional sind,

so besteht die Eigenthllmlichkeit dner kflrseston Linie darin,

dass de den Gleichungen

X~ Y^ Z
genfigt. Uebrigens llbersieht man leieht, dass

ydS^+ dfi^ -H d^-^

gleich wird dem kleinen Bogen auf der Eugelflftche, welcher den
Winkel zwischen den Richtungen derTangenten am Anfang und

dr
am Ende des Elements dr misst, und daher = — , wenn o den

Krümmungsradius in dem betreffenden Punkte der kürzeaten

Liüie bezeichnet. So wird also

^»dS^fnX.drf Q.di}=^Y.dr, ^^di^^Z.dr,

15.

Wir wollen annehmen, dass anf der krummen Fläche von
einem gegebeneai Punkte A unzählig viel kürzeste Linien aus-

gehen ; sie unterscheiden sich von einander durch den Winkel,

welchen das erste Element jeder einzelnen mit dem ersten Ele-

ment einer von ihnen, die wir als erste nehmen, bildet: es sei

9 joier Winkel, oder allgemeiiier eine Function jenes Winkels,

femer r die Länge einer solchen kürzesten Linie vom Punkte A
bis zu dem Punkte, dessen Ooordinaten Xy y, z sind. Da jetzt

bestimmten Werthen der Variabein r, r/) bestimmte Punkte der
FlAche angehören, so können wir die Coördinaten z als

Functionen von r, g> ansehen. Die Bezeichnungen ^, i^,

X, y, Z wollen wir in derselbeB Bedeutnng beibehalten wie
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[124] im vorigen Artikel, nur flollen sich dieselben nnbeschtftnkt

auf einen unbestimmten Punkt irgend einer der kttrxesten Linien
beidehen.

Alle kürzesten Linien, die gleiche Lftnge r besitzen, werden
bis zn einer andern Linie reichen, deren Ton einem willkürlichen

Anfangspunkte ab gerechnete Lftnge wir mit v bezeichnen. Bis

kann dann v als Fanction von r und g> angesehen werden, und
wenn wir mit l' den Punkt auf der Eugelfiftche bezeichnen, der
der Bichtung des Elements dv enlspricht, ebenso mit $',17')

die Ooordinaten dieses Punktes, bezogen auf den Mittelpunkt

der Kugel, so haben wir

Hieraus, in Verbindung mit

S^"''^'

folgt

Ö£^^ ^5 _ hv

,
hv

a= COS •— .

ocp

Das erste Glied dieser Gleichung, das gleichfalls eine Function

von r und 9 ist, bezeichnen wir mit S\ die Differentiation des-

selben nach r ergiebt

hS bhs bx
^

b-ij by blh 5g

br Ör2 h(p br'^ bcp ör^ b(p

"^2
bq> •

brb<p br bq> br bg> 2

Es ist aber

4- -h ^2 = l

und daher die Ableitung dieses Ausdrucks = 0 ; und ans dem
vorigen Artikel wissen wir, dass, wenn auch hier q den Krflm-

mungsradius der Linie r bezeichnet,
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[12ÖJ h ^1 ^1 =

ist. Somit eihalten wir

da, wie leicht ersichtlich, l' auf dem grössten Kreise liegt, dessen

Pol L ist. Daraus schiiessin wir, dass .S' unabhängig von r und

daher allein eine Function von
(f

ist. Aber für r= 0 wird offen-

bv
bar 9 = 0 and ferner aneh — =s 0, desgleiehen S=(i tinab-

hängig von ff . Nothwendig muss daher allgemein *S' == 0 sein

and daher cos /// = U, d. h. II' = ÜO". Das Eeaoitat fassen

wir zusammen in folgenden

Lehrsatz. Werden auf einer krummen Fläche
TOB demselben Anfangspunkte ans kürzeste Linien
von gleicher Länge gezogen^ so steht die ihre End-
punkte verbindende Linie auf ihnen allen senk^
recht.

Wir haben geglaubt, dass es der Mühe werth sei, diesen Satz

aus der Fundamentaleigenschaft der kürzesten Linie abzuleiten:

llbrigens kann man die Richtigkeit desselben auch ohne Rech-

nung durch folgende Ueberlegung erkennen. Es seien AB, AB*
zwei kürzeste Linien von derselben Länge, die einen unendlich

kleinen Winkel bei A einschliessen. Angenommen nun, es wäre

einer der beiden Winkel, den das Element BB' mit den Linien

BA, BA' bildet, um eine endliche Grösse von einem rechten

Winkel unterschieden, dann müsste nach dem Gesetze der

Stetigkeit einer jener beiden Winkel grösser, der andere kleiner

sein als ein Rechter. Es werde angenommen, dass der Winkel

bei ^ = 90° — lü sei; bestimmt man dann auf der Linie BA
deigenigen Punkt fttr den

BC=^:
BO Wäre, da das unendlich kleine Dreieck BB'C als ein ebenes

behandelt werden kann,

CB' = J5C.C0SW

und daher
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AC-{- OB' = AO-h ÄC.cosw = AB — BC[\ — cosw
= Aß' — J5C (l — CoSfej),

d. h. der Weg vom Punkte A nach B' über CwÄre kürzer als

die kürzeste Liule, was widersinnig ist

[126j Mit dem Satze des vorigen Ai-tikels verbinden wir einen

andern, den wir folgendermaassen aussprechen. Wenn man
auf einer krummen Fläche eine beliebige Linie ge-
zogen denkt, von deren einzelneu Punkten unter
re e hte n Wink ein und nach derselben Seite bin un-»

zäliiige kürzeste l^iuicn von gleicher Länge aus-
gehen, so schneidet die Curve, welche die andern
Kiidpunktc derselben verbindet, jene siinimtlieh

unter rechten Wiiikcin. Zum Beweise braucht man in der

obigen Entwickelung nichts zu ändern, als dass
(f

die Länge dci

gegebenen Curve, von einem willkürlichen Punkte an gerech-

net, bezeichnen soll, oder auch eine Function dieser Länge.

Dann werden alle Schlüsse auch jetzt noch Gültigkeit haben,

nur mit dem Unterschied, dass das Bestehen der Gleichung

S—O für s=s 0 jetzt schon aus der Voraussetzung sich ergiebt.

Uebrigens ist dieser zweite Satz allgemeiner, als der vorher-

gehende, der sogar als in ihm enthalten aufgefasst werden
kann, wenn man nur als gegebene Linie einen unendlich kleinen

um A beschriebenen Kreis nimmt. Endlich bemerken wir, dass

auch hier geometrlsohe Ueberlegungen an die Stelle der Beck-
nnng treten können; doch wollen wir uns hei denselben^ da
sie -ziemlich nahe liegen, nicht aafkalten.

17.

Wir kehren zu der Formel
m

welche ohne Beschränkung die GrOise eines Bogenelements auf
der krummen Fläche ausdrückt, zurück, und prüfen vor allem

die geometrische Bedeutung der Ooeflieienten Schon
in Art. 5 haben wir darauf hingewiesen, dass man auf der

krummen Fläche zwei Systeme von Linien gezogen denken kann,
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eines, für dessen einzelne Linien allein p veränderlich, q con-

stant ist, während auf den Linien des andern allein q veränder-

lich, p dagegen constant ist. Ein beliebiger Punkt der Fläche

kann als 8chnittpnnkt einer Linie des ersten Systems mit einer

des zweiten angesehen werden ; und dann ist das Bogenelement

der ersten von dem betreffenden Punkte ausgehenden Linie, das

der Aenderung dp entspricht, = yE . dp: ebenso ist das Ele-

ment der zweiten Linie, daa zur Aenderimg dq geh(>rt, — yU- dq.

Bezeichnet man endlich mit co den Winkel zwischen diesen Ele»

menten, so erkennt man leicht, dass

wird. Ferner ist der Inhalt des parallelogrammfV^rmigen Fläclicn-

• h iiients, das von zwei Linien des ersten Systems, zu denen die

Werthe q und tj -j- ^/y gplioren, und von zwei Jyinien des zweiten

Systems, zu denen die W erthe p undp dp gehören, begrenzt

wird,

^yEQ^FKdp.dq.
Eine beliebige Linie auf der Flftche, die zu keinem jeoer beiden

Systeme gehört, entsteht, wenn man p und q als Fnnc^tionen

einer neuen Verinderlichen, oder eine von beiden als Fnnetion

der andern anfüust Sa sei « die Lftnge einer stieben Gurre,

on einem beliebigen Anfangspunkte an gerechnet und beüebig

nach einer oder der andern Seite als positiv betrachtet Es be-
zeichne $ den Winkel, welchen das Element

ds = y^dp^ 4- IJtdp dq + Qdq^

mit der durch den Anfangspunkt des Elements gelegten Linie

des ersten Systems bildet, nnd zvar soll, damit kein Doppelsinn
möglich ist, dieser Winkel stets als von der Seite jener Linie,

auf der die Werthe von p wachsen, anfangend und nach der
Seite hin als positiv angenommen werden, nach der die Wertlie

von q wachsen. Nach diesen Festsetzungen übersieht man leicht,

dass

cos(> . ds = y£. dp + coso^ . dq = ^^'^^
y

y^
• a ^ i/TT . j y^^ — i*'^ . dqsmß.ds^ yG. sinof ,dq ^ ^- ^

ist.
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18.

Es 8oU nun die Bedingung dafür geBocht werden, daas diese

Unie eine kILrzeste ist. Da die Lange von s durch das Int^al

S =/y£dpi + 2Fäpdq -h Gäq^

ansgedrttckt wird, so erfordert die Bedingung des Minimnms,
dass die dnreh eine nnendUeh kleine Aenderong in der Lage
der Linie entstehende Variation = 0 werde. Die zum Ziä»
fahrende Rechnung wird in diesem Falle am zweckmässigsten

durchgeführt, wenn p als Function von q betrachtet wird. So-
mit iat> wenn die Variation durch die Charakteristik d bezeich-

net wird, [128]

f^^dp^-h^^-^dpdq+^^dq^)öpM

Edp -4- Fdq ^=—s

—

p B dpi+ 2 ^^dpdq+^ dy»
, ^ , ^ J

+j6p[ iü» '^l—3;— )]'

und es muss bekanntlich das, was Mer unter dem Integralzeichen

steht, unabhiLngig von dp verschwinden. Es wird daher

= %ds . d{YE. cos 0)
^^Ldil^^ —2ds.dO. y¥. sinö

^ Edp + Fd^
. dB- iVm^FKdq. de

= äp + ^d,) - .yEö^.d,.de.

Hieraus ergiebt sich folgende Bedingungsgleichung fär dne
kürzeste Linie

:

yEG-F^.de^-^^^dp+-^-dq+-y^dp
bF , 1 öCf ,- ^ - 2 1^

'
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dieselbe kann mau auch so schreiben :

Uebrigens könnte man mit Hülfe der Gleichung

cotg ü == = • — -f-

[129J aus jener Gleichung den Winkel f) eliminircn und so eine

DifferentinlLTlt ichunir zwiselien p und q ableiten; diese würde
jedoch complicirter und bei den Anwendungen von geringerem

Nutzen sein, als die vorstehende.

19.

Die allgemeinen Formeln für das Krümmungsmaass und für

die Richtungsänderung einer kürzesten Linie, die in den Artikeln

11,18 abgeleitet sind, werden viel einfacher, wenn die Grössen

p, q so gewählt sind, dass die Linien des ersten Systems die des

zweiten überall senkrecht schneiden, d. h. dass allgemein w= 90°

oder i<'== 0 ist. Dann ergiebt sioh nämlich ftlr das KrtUnmungs-
maass

und fftr die Aenderung des Winkels d

Unter den versehiedenen Fällen, in denen die obige Ortho-*

gonalitiltsbedingung erftUlt ist, nimmt den ersten Platz der ein,

wo alle Linien des einen der beiden Systeme, z. B. des ersten,

kürzeste Linien sind. Hier wird ftlr einen constanten Werth von

q der Winkel 0 0, die eben aufgestellte Gleichung fttr die

}iE
Aenderung des Winkels 0 lehrt daher, dass = 0 oder der

Ooefficient ^ von q unabhängig sein muss, d. h. E muss ent^

veder eonstant oder eine Function von p allein sein. Am ein-

Oatwald*« Kl»Bii]t«r. & 3
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faclisten ist es, för^ die Länge einer Lini* des ersten Systems

zu wählen, und dieselbe, falls alle Linien des ersten Systems in

einem Pnnkte zusammenlaufen, von diesem Punkte ab zu rech-

nen, oder, wenn ein sremeinsampr Schnittpunkt nicht existirt,

von irgend einer Linie des zweiten Systems ab. Aus diesen

Festset/ungeii erhellt, dassj? und q jetzt dasselbe bezeichnen,

was in den Artikeln 15, 16 durch r und rp ausgedrückt war,

und [130^ dass E = 1 wird. Damit gehen die beiden vorher-

gehenden Formeln in folgende über:

•<^*-©'—

VO.M i^i,,

oder, wenn man j/ö^= m setzt,

Allgemein 2a reden, wird m eine Function von p nnd q nnd
mdq der Ansdmck fttr das Bogenelement einer Linie des zweiten

Systems. In dem besonderen Falle aber, wo alle Linien p Ton »

demselben Punkte ausgeben, mnss offenbar fttr js» 0 anch
m szs 0 sein ; wenn man femer in diesem Falle fttr q den Winkel
selbst wählt, den das erste Element irgend einer Linie des ersten

Systems mit dem ersten Element dner andern, beliebig gewAblten

Linie bildet, so wird für einen unendlich kleinen Werth Ton p
das Element einer Linie des zweiten Systems (die dann als ein

mit dem Radius p beschriebener Kreis angesehen werden kann)

gleich und daher wird filr einen unendlich kleinen Werth
von p anch p \ mithin wird fttr ~ 0 gleichseitig f» = 0

und — Ä 1.

20.

Wir wollen vorläufig noch dieselbe Annahme beibehalten,

dass nämlich j9 die Länge einer kürzesten Linie bezeichnet^ die

von einem bestimmten Punkte A nach einem beliebigen Punkte
der Fläche gezogen ist, und ^ den Winkel, den das erste Ele-

ment dieser Linie mit dem ersten irgend einer andern von A
ausgehenden kürzesten Unie bildet. Es sei B ein bestimmter

Punkt auf der Linie^ für welche ; 0 ist, und C ein anderer
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bestimmter Punkt der Fläche, für welchen der Werth von q
einfach durch A bezeichnet weiden soll. Die Pnnkte B und C
mögen durch eine kürzeste Linie verbunden sein; irgend ein

Stück derselben, von B an gerechnet, soll wie in Art. 18 mit

s bezeichnet werden, desgleichen, genau ebenso wie dort, mit 0

der Winkel, [131^ den irgend ein Element ds mit dp bildet:

endlich mit und 0' die Werthe des Winkels 0 in den Pinikteu

B und C, Man hat dann uuf der krummen Fläche ein von ktlr-

zesten Linien begrenztes Dreieck, und von den Winkeln bei B
und C, die einfach mit diesen Buchstaben bezeichnet werden

sollen, wird der erste die Ergänzaug des Winkels zu 180*^,

während der zweite 6' selber ist. Da iudeäsen bei unsern Ent-

wickelungen, wie üblich, alle Winkel nicht in Graden, sondern

durch blosse Zahlen ausgedrückt werden, so dass der Winkel
57° 17' 45", zu welchem ein dem Radius gleicher Bogen gehört,

als Einheit genommen wird, so muss, falls 2 tc den Kreisumfang

bezeichnet,

geaetst werden. Es soll nun die QeBammtkrttmmttDg dieses Drei-

ecks bestimmt werden; dieselbe ist

fftlla da ein Flftcbeaelement des Dreied^s ist Da nnn dies Ele-

ment durch mdpdq ausgedrückt wird, so muss man das Int^al

Über die ganze Dreiecksfläche ausgedehnt, ermitteln. Wird zu-

erst nach ^ iutegrirt, so ergiebt sich, da

^ 1_ ö^m

ist,

rf^(con8t.-g)

als Gesammtkriimmung der Fläche, die zwischen den Linien des

ersten Systems liegt, denen die Werthe q und q -\- dq zuge-

hören ; da diese Krttmmung für j9 = 0 Tcrschwinden mnss, so

muss die Intcgrationsconstante gleich dem Werthe von r— für

^ = 0, d. h. gleich 1 sein. Das vorige Resultat ist daher
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Ii»

wo mtn ffkT -r— den Werth nehmen mnss, der zu der auf der

Linie BC gelegenen Grenze der in Rede stehenden Fläohe ge-
hört. Auf dieser Linie aber wird nach ^em yorhergehenden

Artikel

'
'

^JL
. c/<^ = - do,

wüduicli der fragliche Ausdruck sich iu dq -f- dO umwandelt.

Da noch eine zweite von q = 0 bis q ~ A zu erstreckende

Inteirration hinzukommt, so crgicbt sich die Gesammtkrümmung
des Dreiecks

= ^ -h ö' ^ A -^B^ C— it.

[132] Die Gesammtkrümmnng ist gleich dem Flächeninhalte

des Theiles der Engelfiftehe, welcher dem Dreieck entspricht, mit

dem positiven oder negativen Zeichen genommen, je nachdem
die Fläche, anf der das Dreieck liegt, concav-concav oder con-

cav-convex ist. Als Flächeneinheit ist dabei das Qnadrat zu

nehmen, dessen Seite = 1 (gleich dem Kngelradias) ist, wonach
die ganze Rngelfläche ^ wird. Es verhält sich daher der

Theil der Kngelfläche, welcher dem Dreieck entspricht, znr

Fläche der ganzen Engel wie ± + + 0— fc) zn 4 ;r.

Dieser Satz, der zweifellos zn den elegantesten in der Flächen-

theorie gehört, kann anch folgendermaassen ausgesprochen

werden:
Der Ueberschuss der Winkelsnmme eines von

kürzesten Linien auf einer concav-concaven Fläche
gebildeten Dreiecks ttber ISo^, oder der Fehlbetrag
der Winkelsumme eines von kürzesten Linien auf
einer coneav-convexen Fläche gebildeten Dreiecks
an 180** wird gemessen durch den Flächeninhalt des-
jenigen Theil s einer Kugelfläche, der jenem Drei-
eck bei Abbildung durch gleichgerichtete Normalen
entspricht, falls die ganze Kugelfläche = 720^ ge-
setzt wird.

Allgemeiner ist in jedem Polygon von 7i Seiten, deren jede

eine kürzeste Linie bildet, der Ueberschuss der Winkelsnmme
ttber (2« — 4) Rechte oder der Fehlbetrag an (2?^ — 4) Rech-

ten, je nach der Art der Flächenkrttmmung, gleich dem Flächen-
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Inhalt des entsprechenden Polygons auf der KugolÜilche, falls

die ganze Oberfläche der Kugel = 720^ gesetzt wird. Ks ergiebt

sich dies unmittelhar ans dem vorhergehenden Satze durch Zer-

legung des Polygons in Dreiecke. . .
.

21.

Es soUeu jetzt wiederum die Zeichen p, (j, JL, 1) (J, lj in dem
allgemeinen Sinne gebraucht werden, in dem sie oben angewandt
waren ; es werde ferner angenommen, dass die betrachtete Fläche

noch auf eine andere Weise durch zwei Variable j)', g' bestimmt

werden kann, wobei das Bogenelement durch

ausgedrückt werde. [133] Dann gehören zu jedem Punkte der

Fläche, welcher durch bestimmte Werthe der Variabeln q ge-

geben ist, auch bestimmte Wertiie von p', q\ weshalb diese

iefoteren Fnnetionen vonp und q siad« Ihre Däferenüation möge
ergeben >

dp* s=s a dp -j-

'dq' ydp -f- ödq.

Ks soll die geometrische Bedeutung der Coefficienten «, /9.

gesucht werden. Man muss dazu vier Systeme von Linien auf

der krummen Fläche ins Auge fassen, für welche resp. y, q\
j>' constant sind. Denkt mau durch einen bestimmten Punkt,

welchem die Werthe p. ({. />'. </' der Varrabeln zugehr»ren, die

vier Linien gezoH-eT!. welche je einom joner Systeme angehören,

so werden die den positiven Aenderungcn dp^ dq^ dp', dq' ent-

sprechenden Elemente derselb.en . .
•

ys.dp, yw dq, yjs\dp\ yip.dq*:

Die Winkel, welche die Richtungen dieser Elemente mit einer

willktirlich gewählten festen Richtung bilden, sollen mit 3/, A ,

31', jS ' bezeichnet werden, wobei die Winkel nach der Seite

üin als wachsend angenommen werden, auf welcher das zweite

Element von dem enlen 9m liegt, so dass sinfiV— M) eine

positive Grosse wird : es werde ausserdem (was ohne weiteres

freisteht) angenonunen, dass das vierte Element in Bezug auf das

dritte die gleiche Lage hat'/ so daiss aueb sin(iV'— M') positiv

ist. Wird nach diesen Festsetzungen ein aadrer Puiikt ins Auge
gefassti der von dem ersten eme unendlich kleine Ihiifeniung
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hat, und dem die Werthe p + dp, q -\- dq, p' -\- dp\ q' -f- dq'

der Variabein zn^cliüren, so sieht man ohue Mühe, dass allge-

mein, d. h. unabhängig von den Werthen der Variationen dp^ dg,

dp\ dq\

YE. dp . sin Jf 4- YO^q . siniV

= yW. dp', sinitf' -h l/G" . rfy' . Bio
^'

iät; beide Ausdrücke sind ja nichts aiideiea, als der Ahstand
des neuen Punktes von der Linie, an der die obi;^^en Winkel
sämmtlich ihren Anfanor nehmen. Nach einer schon früher ein-

geführten Bezeichnung ist aber

JV— Jf«= w,

und analog werde

N' — M' = w',

ausserdem

gesetat. Bann kann die eben gefiindene Oleiohiuig folgender-

maasBon ansgedrflckt werden: [134]

YE. dp^m{M'— a> -h I/;) ^yö. dq , sin {M' + ip]

= YE' . dp' . sinitf ' -h j/Cr' . dq'. 8m(Jlf' -h w')

oder auch

YE.dp.&m{]^--(jj--iü' -^-xp)+yG.dq .sinil^-^iü'i'tp)

=yW .dp' . sm(N'- w') -^yJr. dq'.ioRy'.

Da diese Gleichung offenbar unabhängig von der Anfangsrich-'

tung stattfinden muss. so kann man letztere willkürlich an-

nehmen. Setzt man daher in der zweiten Form iV' = 0 oder in

der ersten M' = 0, so erhält man folgende Gleichungen

:

1/F.8in<a'.rfp'_

= yW, 8in((o -{-ta* ^ tp) .dp yG . dn(w'— tp) . dq,

. sincu'. c;^' = yE . sin{^ — ut).dp + |/6r .sin^ . dq\

und diese Gleiebnngra ergeben, da sie mit den Gleiohnngen

dp' = adp 4- ßdqy

äq' = ydp ddq

identiseb sein mtssen, die la bestimmenden Coeffidenten a,

y, 6. Dieselbett werden
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Mit diesen mau mftn die GleiehnDgen

OOBO» aas -7--^, COS Ol =F , F
yßG y£'G'

1X110=: 1/ - SIBCO = 1/

yerbinden, und daher können die vier obigen Gleiehnngen aneh
80 gesollrieben werden:

a YE'G'^r^^ YEG^. Bin{w + — V')»

^ YE'G' - F'^= yOG^.smiij'—
y yE'G'— F'^ = l/lF . ain (V>

— m),

d VjE'Ct'— jF"^ = . 8in

Da dnrch die Substitution von

cjp' = ttfljp -j- ßdqf dq' = ydp 4- ödq

[186] das Trinom

Umgekehrt muss das letztere Trinom wieder in das erste über-

gehen durch die Subsiitutioa

m

{ad — ßy) dp = 6 dp'— ßdq\
(ad— Mdq =— ydp' -f- adq'f

und daher ergiebt sieh

— 2Fyd + Gf^ = EG — F^
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- Eßd + F [OLÖ 4- ßr) -~ Gay = ^f^^. • i^',

22.

An die allgemeine Untersuchung des vorhergehenden Arti-

kels soll eine nahe liegende Anwendung angeknüpft werden, bei

der, während ji?, q noch ihre allgemeine Bedeutung behalten,

für p\ q' die in Art. 15 mit r, ip bezeichneten Grössen ge-

nommen werden sollen ; auch sollen diese Buchstaben beibe-

halten werden, so dass ftlr jeden Punkt der Fläche r seine

kürzeste Entfernung von eineui bestimmten Punkte ist und (p

der Winkel, welchen im letzteren Punkte das erste Element von
r mit einer festen Richtung bildet. Dann ist

E = 1, F' = 0, u' = 90°

Es werde ansserdem

YG" = m
gesetzt, so dass irgend ein Bogenelement

wird. Dann geben die vier im Yorhergehenden Artikel für or, ß^

d entwiokelten Gieichnngen

:

jj |/±;.cos(w — tpj =
^^,

2) V^.CQSI/;-^,

3) yF.8in(V^.— w)= m.|^, [136]

4) VTF. sin = m •^ •

' ^9 * , .

Die letzte und vorletzte Gleielinng des Torhergekenden Artikels

aber giebt

\ oq' opl \ Oq hpl op
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Ans diesen Qleichnngen können die Grössen
(f i ^ wd

(falls es nöthig ist) tn dareh p ^nd ^ bestimmt werden : die Inte-

grsüon der GleiehuDg 5) erg;iebt nftmliehV, und wenn dies ge-

funden, Mefert die lategration der Gleiohnng 6) ff, femer eine

der bdden Oleiehnngen 1), 2j ip; endlieh erhält man m ans

einer der beiden Gleiehnngen H] , 4).

Die allgemeine Integration der Gleiehnngen «5), 6) mnss netb-

wendig zwei willl^ttrliohe Functionen ergeben, deren Bedeutung
man leicht erlcennt, wenn man erwägt, dass die Gflltigkeit jener

Oleiehnngen Aieht auf den hier betrachteten Fall besehrftnkt ist

sondetn dass dieselben eben so gelten, wenn r nnd q> in der all-

gemeinen BedentuDg desArt 1 6 genommen werden, so dass r die

Länge einer kttrsesten Linie ist, die zu einer bestimmt gegebenen,

aber an sieh wiUkfirtiehen Onrve senkrecht gezogen ist, und

, eine willkttrliche Function der Länge de^enigen Theiles dieser

Curve, der zwischen: einer imbestimmten Eftrzesten und einem
bestimmten, wÜlkttrUch zu. wählenden Punkte liegt. Die allge-

meine Lösung muss nun alles dies unbestimmt l|»sen, und die

willkflrlichen Functionen gehen erst dann in besftimmte Aber,

wenn Jene willkttrliche Ourve und die Function Ton Theilen der-

selben, die> <p, darstellen soll, vorgeschiiiebenei Werthe annehmen.
In nnserm Falle ißt an Stelle 4erOurre der.unendlich kleine Kreis

jga nehmßn, der seinen Viltt^pun^ in^ dem Pmikte hat,, von dem
aus die Längen r gerechnet werden, und q> bezeichn,et Theäe
dieses Kreises, durch denRadins dividirt; daraus kann man leicht

schliessen, dass die Gleiehunjsen S)j 6) für unsem Fall völlig

hinreichen, wenn nur über das, was unbestimmt bleibt, so ver-

fügt wird-, dass r und rp für jenen Anfangspunkt und die dem-
selben unendlich nahen Punkte den obigen Fesl^tzungen ent-

'sprechen.

[137] Wa« übrigens die Integration der Gleichungen 5}, 6)

betrifft, so kann man dieselbe bekanntlich auf die Integration

gewöhnlicher Differentialgleichungen reduciren; doeh sind die-

selben meist so verwickelt, dass daraus wenig Nutzen entspringt.

Dagegen unterliegt die Entwickelnng in Reihen, welche für

praktische Bedürfnisse völlig ausreichend sind, so lange es sich

um nicht allzugrosse Theile einer Fläche handelt, keiner Schwiep
rigkeit, und damit eröffnen die aufgestellten Formeln eine er-

giebige Quelle zurXdsung vieler sehr wichtiger Aufgaben. Hier
soll indessen nur ein einziges Beispiel entwickelt werden, um
das Wesen der Methode klfiv zu legen.;
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23.

Wir wollen den Fall betraehAe&t wo alle Linien, HUr die j>

oonstant ist, Isflneate Linien sind, welelie die Linie, fDr welehe

^ SS 0 ist, nnd die wir gewissermaaaaen als Abscissenaxe an-
sehen können, senkrecht sehneiden. Es sei A der Punkt, flllr

den r =s 0 ist, D ein unbestimniter Punkt auf der Abseissenaxe

AD = p, B ein unbestimmter Punkt auf der kttrsesten Linie,

die aufAü in D senkrecht steht, und BD = ^, so dass p ge*

wiBsemuMSsen als Abscisse, q als Ordinate des Punktes B an-

gesehen werden kann. Die Abseissen nehmen wir positiv auf

dem Zweige der Abscissenaxe, dem r/) = 0 zugehört, während
wir r stets als positive Grösse betrachten ; die Ordinaten nehmen
wir als posiüv auf der Seite an, anf welcher q> von 0 bis 180^

wichst.

Kach dem Sali des Art. 16 haben wir

itf s 90®, 0, femer G ^ l\

dazu setzen wir

Dann wird n eine Function von p nnd und zwar «ne solche,

die= 1 werden muss für ^ =: 0. Die Anwendung der in Art 1

8

aufgestellten Formel anf unsem Fall zeigt, dass ftr Jede kflr*

zeste Linie

sein muss, falls 0 der Winkel zwisclieu dem Element der Kürzesten

nnd demjenigen CurvenelemeDt ist, fllr welches q constant ist:

da nun die Abscissenaxe selbst eine Kürzeste und fflr dieselbe

flberall 0 s=s 0 ist, so erhellt, dass fDr ^ « 0 ttberall ^ =^ 0

werden muss. [138] Daraus schliessen wir, dass, wenn n in eine

nach Potenzen von q fortschreitende Beihe entwickelt wird, diese

die folgende Form haben muss:

« s= 1 + 9^ + hq^ + etc.,

wo y, h etc. Functionen von p sind, und zwar setsen wir

:

/= /o -h/ij» 4-/2/?^ 4- etc.,

9"= 9^ 9\P 9%P'^ + etc.,

A= ^ 4- hxp+ h%p'^ -H etc.

oder
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» « 1 4-/o?2 -^fxpq''^ fiP'q'- 4- etc.

( +yo2^ 9\Pq^ + etc.

+ A»^^ + etc.

24.

I>ie Gleichungen des Artikels 22 geben in unserm Falle

Mit HllUe dieser Gleichungen, deren fünfte und sechste bereits

in den andern enthalten sind, können Keiheiifär r, ^, ^, m oder

fUr irgend welche Functionen dieser Grössen entwickelt werden

;

Yon diesen Reihen wollen wir diejenigen, die Tor nllem der Be-
achtung Werth sind, hier aufstellen.

Da für nnendlich kleine Werthe von /», q

p- 4- j2

werden muss, so wird die Reihe für mit dem Gliede p'^ -\-

beginnen : die Glieder höherer Ordnung erhalten wir nach der

Methode der anbestinimten Ooefficienten*) mit Hfllfe der Glei-

chung

[139] So ergiebt sich

4-^* -^y^P^q^ + yiP^q'
+ {i^--hfo'}P^9*+ etc.

Ana der Formel

r sm^ = ^
erhält man femer

*) Die Beehnnng, die durch einige Kunstgriffe etwas abgekürat
werden kann, hier ausinftlhreo, haben wir für Überflüssig gehalten.
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-i- etc.

und ans r cosüf = i -~^ bq

[3] r eosi^= ^ + If.p^^g + 4/i p^q + - ^Vo'; P'9

+ etc.

Hiermit Bt zugleich der Winkel bestimmt. Ebenso werden
znr Berechnung des Winitels q> am zweckmässigsten die Reihen

fOr rcosrp und rsin^ entiriekelt; däza dienen die partiellen

DifferentialgleiehQngen

:

ilr'eos(f) . . , ha»

h
'

p
=• « ^ »in i/;— r 8iny • —

,

^* = cos
(f

cos i/' — r sm ^ •
,

- — » sm ^ 8in <// + r oosf/* • ^

,

d(raina)) , ,
hrp

•'^^ ^ = sm y €08 (/i H- r cos f/) • ^

,

» COS (/^ • ^ + Bin^ • = 0

;

eine Combination derselben ergiebt;

r sin ' h(r cosop)
,

d[r eosco)i . . + r cos W • —^ = r cos cp,
w ep ' ^ hq ^

[1401 r sin ifj hir siucp] . ^ V sin^p)
J ^ . — + r Gosi/; • -^-^—^ = r sin cp.»dp ^

Hieraus werden die Reihen für rcos g). rshiff, deren erste

Glieder offenbar />, sein mtlssen, hergeleitet, nflmlieli

[4] r cos ifi=p+ if,pq^+ tV/, /^^^ 2 4. (^3j:^ - j\f^^)p^q^

4- etc.
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[5] r siu (p=q'- i/oi>2 ^— ^3 ^ _ (^i^/;, _ ^f^^^p* q

4- etc.

Ans den Gleichungen [2], [3]. [4], [5] könnte man eine Reihe

für coB{(p + 4^) und daraus durch Divialon mit der Reihe [1]

eine Reihe fflr eos {ip + ^p) ableiten , und von der letzteren

konnte man zn einer Reihe für den Winkel ii> (p selbst ge-

langen. Eleganter erhält man jedoch diese Reihe auf folgende

Weise: Differentiiren wir die erste und zweite von den Giei-

chungen, die am Anfang dieses Artikels aufgestellt sind, so er-

halten wir

Birnp^ ~-^ n cos^ . - + srni/^ . ^ = Oi

verbinden wir damit die Gleichung

;2 cos I/; • + sin t// •^ = 0,

80 entsteht

Aus dieser Gleichung können wir mittelst der Methode der un-

bestimmten CoetTicienten leicht die Reihe für ip -\- cp herleiten,

wenn wir envüoren, dass das erste Glied derselben \7t sein muss,

falls der Kjidius als Einheit genommen wird und 27t den Kreis-

umfang bezeichnet. Die genannte Reihe wird

— [K— \fo-]pq^— ete.

[141] Es ist der Mühe werth, auch den Flächeninkalt des

Dreiecks A B C in eine Reihe zu entwickeln. Zu dieser Ent-
wickelung fUhrt folgende Bediugungsgleichung, die sich aus

ziemlich nahe liegenden geometrischen Betrachtungen leicht ab-

leiten lässt, und in der S den gesuchten Flächeninhalt bezeichnet:

— • r—h *" cos • r—= — I nag.n hp ^9 » .•/
^'

wobei die Integration mit = 0 beginnt. Darans erhält man
nach der Methode der anbestimmten Coeffioienten
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[7] S

— etc.

25.

Von den allgemeinen Formeln des vorhergehenden Artikels,

die sich anf ein von kttrzesten Linien gebildetes reehtwinkliges

Dreieck beziehen, schreiten wir zu denen für Dreiecke im all-

gemeinen fort Es sei C ein anderer Punkt auf derselben kür-

zesten Linie DB^ und fttr diesen mögen, während p bleibt, die

Buchstaben q', r\ q>\ %p\ dasselbe bezeichnen, was r, ^,
xp, S für den Punkt jß sind. 8o entsteht ein Dreieck mit den
Ecken B, (7, dessen Winkel mit Ay B, O bezeichnet werden
mögen ; während die gegenüberliegenden Seiten a, 6, c seien,

der Flächeninhalt aber das Krttmmungsmaass in den Punkten

Ay Bf C soll resp. durch er, ßy y ans^edrftekt werden. Wird
noch (was stets zulässig ist) vorausgesetzt, dass die Grössen

qy q— q* positiv sind, so ist

A^g>— (f'j B^ipy C=n— V'>
q — q\ 6 = r'y c= r, a S— S*,

Vor allem soll der Flächeninhalt o durch eine Reihe darge-

stellt werden. Vertauscht man in TTl die einzelnen auf B be-

züglichen Grössen mit denen, die sich auf C beziehen, so ergiebt

sich eine Formel für *S'', aus der man weiter, bis auf Grössen

sechster Ordnung, [142]

o= ^p{q— q').{i — J/o + ^2 _|_ ' _|_ y '2;

(9 + 9') (^P^ -h -f 4^'2^}

erhält. Diese Formel geht mit Hfllfe der Beihe [2], die

e sinB = p{l — 1/0^2 — — y^g' }

ergiebt, in die folgende über:

ü — ^ac ainB . (l — J/n 'p'^— + gq' + q"^\

- ^APi^P' -Sq^^lqq-^ 7 q'^)

— ^Sfo (3p2? ^^piq'^Qq^-^4qY
^4qq'^+Aq'%
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Das KrümmuDgsmaass wird für jeden Punkt der Oberfläche

(nach Art. 19, wo m^P: q dieselbe Bedeutnng hatten, wie hier

n hq'^ l -hfq^ '
• ' '

"

Daher wird, da jo, sieh auf den Punkt B hesieheD,

(12Ä0 - 2/o2)j2 _ ete.,

ebenso

y = — 2/o — — 6 sro?' — 2/jjp2— 6^,p— (12//0 — 2/o2]^'5— etc.,

Setzt mau diese Krümmungsmaasse in der Reihe für o ein, so

erb alt man folgenden Ausdruck, der bis auf Glieder sechster

Ordnung (exd.) genau ist;

Die Genauigkeit bleibt dieselbe, wenn man ffir ^, q' setzt

c sini^, c cos^, c C08^— a\ dadurch wird [143]

[8] ir= lai? sin jl5{l + j4^a(3«2^_ 4o^^ QaccosB)
4- Tiü/^(3a2 -j_ 3e2— I2ac cosi?)

+ Täü/'l**^**^ + 3c2 — 9ac cosi^)}.

Da aus dieser Gleichung alles verschwunden ist, was sich auf

die Linie AD bezieht, die senkrecht zu B O gezogen war, so

kann man noch die Punkte A, C und alles, was sich darauf

bezieht, mit einander vertauschen; es wird daher nut derselben

Genauigkeit

[9] a = i*£?sin^{l + a (3 _j_ 3^2— 12 cos^)

+ T2ir (3 + 4 c2— 9 hc cos^)

-HTilFJ'(4^^-i-3c2— 96c cos^J},

[10] a = |a5 8inC{l + tIü« (3»* -h 4**— 9aÄ cosC)

+ rk/^ (4a2 + 352_9aicosC)
4- tItf y (3 «2 + 3 — 1 2 aÄ cosC)}.
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26.
*

Sehr ntttzlich ist die Vergleichung des betrachteten Dreiecks

mit dem ebenen geradlinigen Dreieck, dessen Seiten gleich b^e

sind. Die Winkel dieses letzteren, die wir mit A*, B*, V* be-

zeichnen wollen, unterscheiden sich von den Winkeln des Drei-

ecks auf der Fläche, nämlich von A, B, Cy um Qrdssen zweiter

Ordnung ; undes ist lohnend» diese Unterschiedegenau zu ermitteln.

Die Kechnnngen ftber, die mehr umfangreich, als schwierig sind,

wird es gentigen, hier in ihren Grundzügen anzuführen.

Vertauscht man in den Formeln [1], [4], [5] die Grössen,

welche sich auf B beziehen, mit den auf C bozti^rlichen, so er-

hält man Formeln für r'^, r' QO%g>\ r'üiig>\ Dann -ergiebt die

Entwickelang des Ausdrucks

r*+r'^— {q
— fj'y^— 2rcos^/) . r'co8(p'— 2r sinijp.r'sinf/'',

welcher

= ^2 _|_ ^2 — — 2bc cos A = 2bc icos A* — cos^)

wird, in Verbindung mit der Entwiekelung des Ansdmcks

r sin^ . r' cosy ' — r coBtp . r' siurp',

welcher
SS bc 9mA

wird, folgende Formel

:

cos^* — cos^
==— {q— q')pdmA{i/o'^ifiP'^iffo (q + q')

Wof2-^f^P'-h^ffiP{q+q')

[144] Daher wird, bis auf Grössen fünfter Ordnung,

A'-A= {q- q')p {i/o + if,p+ iff, {q+ q')+ A/j/»*

— ^Mlp'+ 7 + 12 qq' + 7 y'^l}.

Verbindet man diese Gleichung mit

2ff =. a/» {1 - i/o(p»+ S^ + qq' + ?'»)— •• •}

and mit den im vorigen Artikel an^iesteUten Werthen tob a, li,

y, 80 erhfttt man bis «nf GrSssen fSnfter Ordnnag

[i 1] ^*= ^- ff {i « + x'j + A /' + r^Ap''

+ ii^i (? + ?') + i^o (3 - 2 ?? + 3 f'ä)

+ A/i' (4/»*- 1 1 + 14 yy'— 1 1 q'%
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Ganz ähnliche Operationen führen zu loigenden Entwicke-

lungren

-,V/.'{V+8?»— 8??'+ 11«'*)},

L131 C*= C— fi'j
a + Vi,* 4- i / + ^\rf,p'

- + 11 ?»- 8j?' 4- 8?'»)}.

Hieraus folgt, da die Summe A* B* ~{- gleich zwei Rech-

ten ist, zugleich der üeberschuss der Summe A B -\- C über

zwei Hechte, nämlich

[14] A+B+C=;c + a{ia+ iß+y + ytp^
+ f (?+ *') + (2^-iM (?*— 99' +

Diese letzte Gleichung hätte auch aus der Formel [6] hergeleitet

werden können.

. 27.

Ist die betrachtete FlAche eine Kngel mit dem Radius so

wird

also

24
Daher wird die Formel [14]

[145] ^ + i? + e = .r + -^,

und diese ist absolut genau. Die Formeln [Ii]

—

[iZ] ergeben

aber

B^^B—

0 a

180JK*

a + a

a
+

a

oder ebenso genau

(^twald't XlM8i1{«r. 5.

Digitized by Google



50 Carl Friedrich OausB.

gmV u

180

o a

180

Q a

2 «2),

2^

(a2 4- ^2_ 2c2}.

Bei Veniuclil;is3i«rnno' der Glieder viertt^r Ordnung iolgt hieraus

ein bekannter, zuerst von Legendre aulgestellter Satz.

28.

Unsere allgemeinen Formeln werden bei Weglassung der

Glieder vierter Ordnung sehr einfache, nämlich

An den Winkeln A, B, C sind daher bei einer nicht kugel-

förmigen Flache ungleiche Reductionen anzubringen, damit nach

der AeuderiHig die Sinus den gegenüberliegenden Reiten pro-

portional werden. Die Ungleichheit wird, allgemein zu reden,

von der dritten Ordnung sein, indessen kann dieselbe, falls die

Oberfläche nur wenig von einer Kugel abweiclit, eine höhere

Ordnung erreichen : selbst bei den grössten Dreiecken auf der

Erdoberfläche, [146] deren Winkel man noch messen kann,

kann die Diff"erenz stets als unmerklich betrachtet werden. So

hat z. B. bei dem grössten unter den Dreiecken, die wir in den

letzten Jahren gemessen haben, iiamlich dem zwischen den Funk-
ten Hohehagen, Brocken. Inselsberg, für welches der Ueberschuss

der Winkelsumme — 1 l".hr);i4S war, die Kechnung folgende

Reductioneu für die einzelnen Winkel geliefert

:

Hohehagen 4",95113,

Brocken 4",95104,

Inseisberg 4",95131.

29.

Zum Schluss wollen wir noch den Flächeninhalt eines auf

einer krummen Flftche gelegenen Dreiecks mit dem Flächen-

inhalt des geradlinigen Dreieeks yergleichen, dessen Seiten
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a, c sind. Den letzteren Flächeninhalt wollen wir mit a*

bezeichnen. Derselbe ist

a* = ^bc %\ViA* SS ^ac f&nB* s= ^ah sin (7*.

Wir haben bis auf OrOssen vierter Ordnung:

sin^* = sin^ — c; cos^ • (2 a 4- /if -j- y)

oder mit gleicher Genauigkeit

sia.-l = sin^* {1 + ij^bc cos .4 . (2 a + /? 4- y))-

Substituirt man diesen Werth in Formel [9j, so wird bis auf

Grössen sechster Ordnung

:

+ -xhß (3 -h 4c»— cos^)

oder ebenso genau

Für eine Kugelfläche nimmt diese Formel folgende Gestalt an:

statt dieser Formel kann auch, wie leicht zu beweisen ist, mit

derselben Genauigkeit folgende genommen werden

:

Wird diese Formel auf Dreiecke angewandt, die auf einer nicht

kugelförmigen krummen Fläche liegen, so wird der Fehler, all-

gemein zu reden, von der fünften Ordnung, doch unmerklich
bei allen Dreiecken, wie sie auf der Erdoberfläche gemessen
werden können.

G
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Anmerkttiigeu.

^, Die Bedentang der vorstellenden Abkandlang von Gauait

Vemht theilfl in der Eröffnung neuer Gesiehtspnnkte für die Be-
handlung der Lebre von den krommen Fläehen, theils in der

Abfoitang neaer wiebtiger Resaltate. In ersterer Beziehung ist

yor allem die Anfstellnng der Begriffe des Erümmnngs-
maasses nnd der GesammtkrUmmung (Art. 6) hervorzn-

heben, sowie die Seheidung der Eigenschaften einer Flflche in

solchei, die eine bestimmte Form der FUehe im Räume voraus-

setzen, nnd solche, die bei einer Verbiegung nngetndert bleiben

(Art. 13). Hinsichtlich der Methode ferner ist wichtig die Be-
natzung der Darstellung einer beliebigen Fläche durch zwei

Httlfsvariable. Diese Darstellung bildet die Quelle einer grossen

Zahl YOn neuen Sfttzen, von denen besonders erwähnenswerth

sind: der Nachweis, dass das Erflmmungsmaass bei der Ver-

biegung einer Flache ungeindert bleibt (Art. 11, 12), die Satze

der Art 15 und 16 Aber geodätische Linien, der Satz des Art. 20,

endlich die am Scbluss abgeleiteten Besiütate, welche die Be-
ziehung der von geodätischen Linien gebildeten Dreiecke zu ge-

radlinigen Dreiecken, mit i^dch langen Seiten betreffen.

Veröffentlichtwurden die Disqnisitiones generales circa super-

ficies cunras zuerst in den Gommentaäones societatis regiae

Bcientiarum Qottingensis recentiores Vol. VI (ad a. 1823—1827),

Gottingae 1S28 ; Commentationes classis mathematicae p. 99 bis

146. Dies Original, dessen Seitenzahlen dem Text beigefügt

8ind, ist der vorstehenden Uebersetzung des Herausgebers zu

Grunde gelegt. Später wurde die Arbeit wieder abgedruckt im

Anhange m der von Liouville herausgegebenen fünften Auflage

von Monge*$: »Application de Tanalyse ä la geom^trieff (Paria

1850), ferner im Band IV der Gaw«6'schen Werke (Göttingen

1S73). Eine französische Uebersetzung findet sich in den Nou-
velies Annales de Math^mat. T. XI, eine deutsche, vom Heraus-

geber jedoch an keiner Stelle benutzte , in der »Analytischen

Geometrie des Kaumes« von Böklen (2. Aufl., Stuttgart 1884).

Digitized by Google



Anmerkuugeu. 53

Von Gauss selbst ist eine Anzeige seiner Arbeit in den Göttinger

gelehrten Anzeigen vom >. November 1S27 veröffentlicht.

Art. 1. Die Einführtm«- der Ilfllfskiigel kommt, wie Gauss
in der eben erwähnten Anzeige bemerkt, im Grunde auf das Ver-

fahren hinaus, welches in der Astronomie in stetem Gebrauch
ist, wo man alle Richtungen auf eine fingiiie Uimmelskugel von
unendlich grossem Halbmesser bezieht.

A r t. 2. Der Ausdruck »Stellung einer £bene<( ist von Staudt
(Geometrie der Lage Nr. 40i eingeffihrt.

Neu ist von den Resultaten dieses Artikels der Satz VI,

«igenartis: die Aldeitung der Resultate von VII.

Art. l. Di<^ zweite Methode der Darstellung einer Fläche

(Ausdrufk dt r Coordinaten durch zwei Htllfsveränderliche ist

für beliebige Flächen zuerst von Gauss bei der Aufgabe der

confornien Abbildung benutzt [Astronomische Abhandlungen,
herausgegeben von H. C. Schumacher, drittes Heft. Altona

1S2d; Gausi Werke IV p. 189. — Vergl. auch Gauss /rheoria

attractionis corporum sphaer. ellipt.«, roniment. Gott. II. IS 13:

Gauss Werke H'l. V p. 10]. Hier wird diese Darstellung zum
ersten Male zur Bestimmung der Richtung der Flächennoi-male

verwandt, weiterhin auch in der Lehre von der Knlmmuns:- und
von den geodätischen Linien. IM*^ ^reonu^tri.sclii ]lt deutung der

Vaiiabeln p. q wird in Art. 17 ausfuhrlicheM- * rrnt, ]t.

Als eine Erweiterung dieser Darstellung kann man die Be-
istimmung der Punkte des Kaumes durch krummlinige Coordi-

naten ansehen.

Art. 5. Zur Entscheidung der Frage, welches der beiden

in Art. 4 fttr X, Zgefnndf^n'^n Wei thsysteme der nach aussen,

welches der nach innen gericlileteu Normale zugehört, bedarf

es der Anwendung des isatzes Art. 2 (VIF nnr, falls man die

zweite Methode der Darstellung einer Fläche benutzt. Ist da-

gegen die Fläche durch eine Gleichung W — 0 zwischen den

Coordinaten gegebt n. so führt folgende einfachere Ueberieguiig

zum Ziele. Vom l^unkte A ziehe man die Linie du nach der

äusseren Seite, so ist, wenn dxj chj^ dz die Projectiouen von da
sind

Pdx -j- Qdy + Rdz > 0.

Andererseits ist der Winkel zwi&ehen o und der äusseren Kor*
male ein spitzer, also

da da da
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Diese Bedincrung ist. da da positiv ist, mir der vorliergelienden

nur zu vereinigen, wenn für A, Y, Z die iiöte Lösung ge-

nommen wird. — Auf ähnliche Weise ergiebt sich das Kesnltat^

wenn die Fläche nach der dritten Methode analytisch ausge-

drückt ist.

Art. 6. Die Einführung der Begriffe Gesammtkrümmung
und Krtimmnngsmaass motivirt Gauss in der Anzeige seiner

Arbeit folgendermaassen : »Je geringer die Abweichung eines

Sttlckes einer krummen Fläche von der Ebene ist, desto kleiner

wird der entsprechende Theil der Kugelfläche sein, nnd es ist

mithin ein sehr natOrticher Gedanke, zum Haassstabe der Total-

krtlmmung, welehe einem Stflck einer krummen FUche beizu-

legen ist, den Inhalt des entsprechenden Stflcks der Kugel-
fliche zn gebranehen. Ausser der Grdsse kommt aber zugleich

noob die Lage der Theile in Betraeht, die, ganz abgesehen von
dem GrOssenverhältnias, in den beiden Stflcken entweder eine

ähnliche, oder eine yerkehrte sein kann: diese beiden Fftlle

werden durch das der Totalkrflmmung vorzusetzende positive

oder negative Zeichen unterschieden werden kOnnen.« Weiterhin

heisst es dann : »Die Vergleichung des Inhalts zweier einander

correspondirender Stflcke der krummen Flftehe und der Ober-
fläche der Httlfskugel ftthrt nun (auf dieselbe Art, wie z. B. aus

der Vergleichung von Volumen und Masse der Begriff von
Dichtigkeit hervorgeht) zu einem neuen Begriffe«, dem des

Erttmmungsmaasses. Durch Einftthrung dieses Begriffes ist zu-

erst der bis dahin ganz vsge Ausdruck FlAchenkrflmmung präcis

definirt, und zwar vollkommen analog dem Begriff derErttmmung
einer Onrve [vergl. Bertrand »Trut^ de calcnl diffi$rentiel § 720].

Den Ausdruck »Erttmmung einer Cnrvecr hält Gauss zwar nicht

für angemessen (darauf bezieht sieh dieBemerkung p. 12Z. 2—3),

derselbe hat sich aber doch so eingebflrgert, dass er zweck-
m&ssiger Weise beibehalten werden muss.

Die in Rede stehende Definition des ErUmmungsmaasses,
deren Aufstellung zn den werthvollsten wissenschaftlichen Lei-

stungen von Gauss gehört, ist allseitig acceptirt, während eine

abweichende, von Sophie Germain vorgeschlagene Definition

[Creüe Joum. Bd. VII], die als Maass der Fläehenkrammung
in einem Punkte das arithmetische Mittel der reeiproken Haupt-
krttmmungsradien (die sogenannte mittlere Erttmmung) ergiebt,

verworfen ist. In neuester Zeit hat CasoraU [Bendiconta del R.

Istituto Lombardo, Serie IL Vol. XXII, Fase. VIU, 1889] die

Gauss^Wih» Definition der Flächenkrttmmung durch eine andere
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zu ersetzen geBucht. die (Inraiif führt, die Krümmung durch die

halbe Sum nie der reciprokou Quadrate der Haiiptkrümmungs-

radien zu mcs^ n. Dciss diese neue Defioitiou allseitige Zu-
stimmung ßndeu wird, möchte der Herausgeber bezweifeln.

Seit etwa zwei Jahrzehnten hat man den Begritl' des Krüm-
mnngsmaasses auch auf drei- und mehrdimensionale Mannig-
faltigkeiten ausgedehnt. Docli sind hier verschiedene Erweite-

rungen möglich. Die wichtigsten derselben sind die von Rie-

mann
!
«Ueber die Hypothesen, welche der Geometrie zu Grunde

liegen«, Götting. Abhandl. XIII, lb68 ; Riemann ^ Werke, her-

ausgegeben von H. Webe)\ Göttingen 1876, p. 254], ferner die

von Kronecker [«lieber Systeme von Functionen mehrerer Va-
riabelna, Monatsber. der Berl. Akad. 1809], die auch von Lip-
schitz Borchurdf Jonrn. IUI. 71 und Bd. 81) adoptirt ist. Man
vergleiche auch das Duch von lulliuy »Die niehteuklidischen

Raumformen in analytischer Behandlung«, Leipzig ISS').

Die am Schluss von p. 1 3 in Aussicht gestellte Erörterung

über die allgemeinste Auffassung von Figuren hat Gauss nicht

veröffentlicht.

Art. 7. Dass die Betrachtung eines Oberflächenelements,

welches die Gestalt eines Dreiecks hat, zur Berechnung des

Krflmmungsmaasses genügt, ergiebt sich daraus, dass das Ver-

hältniss einer unendlich kleineu Figur auf der Fläche zu ihrer

Projection von der Gestalt der Figur unabhängig ist

Art. 8. Die Arbeit Ton Euler^ in der die unter I—^IV mit-

getheilten Resultate zuerst abgeleitet sind, steht in den M^m. de

1 Aead. de Berlin, T. XVI, 1760. Auf die Ertimmang sehiefer

Schnitte, die von Meunier erledigt ist [M^m. de Math, de i'Aead.

des seienees, T. X, Paris 1785], ist Gauss nicht' eingegangen.

Die hier abgeleiteten Resnltate erfordern übrigens eine Modi-
fieation, wenn d^e Tangentialebene eine Bmrflhrang höherer Ord-
nung mit der Flflche eingeht (vergl. Plüekery CreUe J. Bd. III).— Die Erttmmnng in sii^^ftren Punkten einer Flftche ist neuer--

dings Ton de Sahert behandelt fAnnales de la soei^t^ seientif.

de Bmxellee VII, 1882).

Dem Lehrsatze V dieses Artikels hat JR. Sturm (Mathemat.

Annal. XXI p. 379, 1883) das folgende Analogon an die Seite

gestellt: »Besehreibt man um einen Flftehenpunkt P eine Kugel
mit unendlich kleinem Radius und bildet die dadurch in die

FlAehe eingeschnittene Gurre mittels paralleler Normalen auf
der Hfllfskugel ab, so ist der Grenzwerth des YerhSltnisses der
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Umfänge beider Gnrven die mittlere FiftehenkrümmuDg im
Pnnkte P.«

Art. 10, 11. Die Grossen F, G pflegt man als Fnnda-
mentalgrössen erster, die Grössen ]), IT . I>" als Fundamental-
grössen zweiter Ordnung zu bezeichnen. An Stelle der letzteren

sind von Hoppe '»Principien der Flächentheorie«, (rt tinert At-
chivBd. 59 : anch als besondere Schrift erschienen, Leipzig I87t>j

andre Grössen eingeiilhrt, die in der Bezeichnung von Gauss

D D' D'

Yeg^^W' VEG—F'^ yEG—F^
lauten würden : die Hoppe schvn Fundamentalgrossen sind auch

von Knoblauch (»Einleitung in die allgemenif^ Theorie der Flü-

chen«, Leipzis: 1 ^8S) adoptirt. Noch andere Fundamentalgrössen

haben J^ofrr inid Lipschitz in ihren bei Art. 12 zu erwühnenden

Arbeiten benutzt. Manche Fm^-en erfordern die Einführung von

Fundamentalgrössen dritter Ordnung, so z. B die Bestimmung
desjenigen Normalschnitts, welcher von dem zugehörigen Krüm-
mungskreis in der dritten Ordnnng berührt wird.

Eine directe Herleitung des in Art. 10 gefundenen Ausdrucks
für welche die Betrachtungen des Art. 7 nicht voraussetzt,

findet man bei Hoppe § II der erwähnten Schrift) und bei

Escherich [Grunerf Arch. Bd. 571.

Unter Zugrunde Ic^rung von speciellen Variabein lässt sich,

wie Lionrille Joui ii. Math^m. XII nnd Anhang zu der schon

erwähnten Ausgabe von ^Longe\ gezeigt iiat. dem Kesultat des

Artikels i 1 eine einfachere Form geben. Noch eine andere Ge-
stalt hat die in JUnie stehende Formel bei Weingarten An-
merkung zu Art. 1

2'

.

Art. 12. Den wichtigen Satz des Art. 12 haben Bertrand
xai^Puiseux [LiouviUe J. XIII. cf. anch Anhang zn LiouvilU^
Ausgabe von Monge. Note IVj dureh Berechnung des Umfangs
einer geodätischen Kreisfläche von sehr klein > in Radius abge-

leitet; Biguet hat dann den Beweis durch Ermittelung des

Flächeninhalts einer solchen Fläche vervollständigt. Andere
Beweise rühren von Beltrami (Atti d. Ateneo Veneto V, 1869)

und Chelini (Mem. di Bologna (2) VIII, 1868) her.

Ein instructives Beispiel zweier auf einander abwickelbarer

Flächen bilden das Catenoid und die windschiefe Schrauben-

fläche. Von anderen Beispielen sind besonders erwähnensweithdie

Fl&ehen eonstanten Krfimmnngsmaasses. Dieselben sind nament-
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lieh atudirt von Belirami [Brioscki Ann&ü di MAtem. (l^ VII,

(2) II; Battaglini Giomale VI], Schlüfli [Biiosehi Ann. (1) V],

Dini [Battaglini Giorn, V], Enneper [QOttinger Kachr. 1868,

1876], Lie [Arch. for Math, og Nat IV, V, Chrbtiania 1879»

ISSO], Weingarten [Kroneeiter Jonrn. Bd. 94, 95], Bianehi

i^Math. Ann. XVI, Battaglini QiOTB. XX].

Die FUchen constanter Erftmmung spielen insofern eine be-

sondere Rolle, alB für sie auch die Umkehrung des Goti^^'sehen

Satzes gilt; d. h. wenn zwei FUehen in allen Pnnkten gleiche»

eonstantes Krtlmmuugsinaass haben, sind sie anf einander ab-

wickelbar, wfthrend bei zwei Flfichen mit variabelem Erttm-

mungsmaass die Gleichheit des Krammangsmaasses in entspre-

chenden Punkten noch nicht znr Abwickelung genügt. [Vergl.

Minding y Crelh Joum. Bd. 19].

Hinsichtlich der sehr reichhaltigen Litteratnr, die im An-
schluss an Game die Abwickelbarkeit von FUlchen auf einander

weiter nntersncht hat, müssen wir nns hier mit einem kurzen

Hinweis auf die wichtigsten Arbeiten begnügen, da ein näheres

Eingehen auf den Inhalt zu weit ftlhren wflrde. Folgende Auto-

ren sind vorzugsweise zu nennen : Bcvr [Joum. de P^cole poly-

teehn. Bd. 22 (Cah. 39) 1862], Bannet [Joum. de iVcole polft.

Bd. 24, 25 (Cah. 41, 42) 1865, 1867; X<ottn7/e Joum. XVI]

,

Aouet [Comptes rend. 1850, 1862, 1863, 1868; Bcrchardt
Joum. Bd. 58], Beltrami [Battaglini Giora. Bd. H, lU, Hemor.
d. Bologna (2) VUI, Mathemat. Ann. I], Dini [Brioschi Annekli

dl Hat. (2) IV], Enneper [Gotting. Kachr. 1874, 1875], Lip-
schitz [Ber. d. Berl. Akad. 1882, 1883], Weingarten [Bor-
chardt Joum. Bd. 59 ; Festschrift der technischen Hochschule

zu Berlin 1884; J&on^c^^r Journ. Bd. 100, Ber. d. Berl. Akad.

1886].

Art. 13. Das Versprechen, andere Eigenschaften aufein-

ander abwickelbarer Flächen später zu behandeln, hat Gauss
nicht erfdUt. Dagegen hat Minding gezeigt, dass bei Verbiegnng
einer Fläche die sogenannte geodätische Erttmmung, d. i. der

Grenzwerth für das Verhäitniss eines Bogenelements zu dem
Winkel zwischen zwei auf einander folgenden geodätischen

Tangenten, nngeändert bleibt [Crelle Jouid. Bd. VI].

Art. 14. Die hier abgeleitete Fundamentaleigenschaft der

kdrzesten Linie, die darin besteht, dass ihre Hauptnormale
überall mit der Flächennormale zusammenfällt, ist zuerst von

Euler gelunden [»Methodus inveniendi lineas curvas mazimi mini-

mive proprietate gaudentes« etc., Lausaanae 1744].
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Gauss untersclieidet hier nicht zwischen eigentlichen kür-

zesten und geodätischen Linien. Darauf, dass diese Unterschei-

dung nöthig ist. hat vor allem Jacobi hingewiesen [Crelle Journ.

Bd. XVli, Gesammelte Werke Band IV. p. 49. : Vorlesungen

ttber Dynamik p. 40, 47]. In neuerer Zeit i.st die Frage, wann
eine geodäti»clie Linie aufhört, kürzeste Entfernung- zwischen

zweien ihrer Punkte zu sein, ausführlicher erörtert von Braun"
müJtl Math. Annal. Bd. XIV j und Mangoldt [Kronecker Journ.

Bd. 91).

Art. 15, 16. Die beiden hier aufgestellten Sätze rühren,

wie schon oben bemerkt, von Oauis her.

Art. 17. Die Darstellung einer Fläche mittelst der Para-

meter zweier Curvenschaaren . die auf ihr liegen, hat sich seit

Ganses allgemein eingebürgert und wird gegenwärtig als die

grundlegende angesehcTi. Von speciellen Cnrven auf Fläclien sind

zu erwähnen die Kriimüiungseurv^'ii, die asymptotischen Linien

auf den Flächen mit negativem Krniiii!iuH-s[ii;i;i=;s die isometri-

schen Curven. d. h. die. welche eine Fläche in unendlich kleine

Quadrate theilen, endlicii die weiterhin im Art. 19 be&proclieDeii

Curvensysteme.

Art. 18. Gauss begnflgt sieh hier damit, die Differential-

gleichnngen aufzustellen, von denen die Bestimmung der geo-

dätischen Linie einer Fläche abhängt, ohne diese Bestimmung
für specielle Flächen wirklich durchzuführen. Das wichtigste

Beispiel einer derartigen, allerdings nach einer ganz andern

Methode durchgeführten Bestimmung ist die Ermittelung der

geodätischen Linie des dreiaxigen EUipsoids von Jacobi [Qrelle

Journ. XIX: Gesammelte Werke Band II p. 59; Vorlesungen

über Dynamik, Vorl. 28]. Eine andere diesen Gegenstand be-
treffende Untersuchang rflhrt to& LioucilU her [Zusätze zu

Monge, Note III], der zeigte, dass man für eine grosse Klasse

von Flächen die geodätischen Linien durch Quadraturen finden

kann.

In analoger Art wie die geodätischen Linien lassen sich nach

Darboux [C. R. Bd. 9G, 1883] die Curven constanter geodäti-

scher Krümmung behandeln.

Art. 19. Die hier auftretenden Variabein pflegt man als

geodfttisohe Polarcoordinaten, die Curven, welche auf den von
einem Punkte ausgehenden geodätischen Linien senkreeht stehen,

als geodätische Kreise zu bezeichnen. Analog werden die aus

dem Satze in Art. 16 entspringenden Variabein, falls die Grund-
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curve eine geodätische Linie ist, geodätische Parallelcoordinaten

genannt.

Art. 20. Diesen wichtigen Satz hat Jacohi [Crelle Jonrn.

XVI p. :M4] folgcndermaassen verallgemeinert: Ein Dreieck

werde von drei beliebigren Raumcurven begrenzt, die nur der

Beschränknngr unterworfen sind, dass je zwei der Cnrven in

ihren Schnittpunkten dieselbe Hanptnormale haben. Zieht man
dann durch den Mittelpunkt der Hülfskugel zn allen Il.anptnor-

malen des Umfangs des Dreiecks parallele Radien, so sclineiden

diese auf der Kngelfläche ein zweites Dreieck ab, dessen Inhalt

gleich dem üeberschuss der Wiiikelsumme des gegebenen Drei-

ecks über >t oder gleich dem Fehlbetrag jener Summe an ti ist.

Art. 21. Die vorletzte Formel dieses Art. S. 40 Z. 1) hat

bei Gauss sowie im jLtoMCiV/e'schen Abdruck falsches Vorzeichen.

Art. 23. Die Formel für dO (Mitte von S. 42) hat im Ori-

l^nal sowie in Gams^ Werken Bd. IV falsches Vorzeiclien.

Art. 24. Um die Art der Rechnung, die zur angenäherten

Losung der in den vorhergehenden Artikeln aufgestellten Diffe-

rentialgleichnngen ftthrt, zn kennzeichnen, möge hier die voll-

ständige Ableitung der Formel [1] Platz finden, jedoch mit Be-
schränkung auf die Glieder fünfter Ordnung. Man setze

,•2 + q' -f- Ih H- + Äs,

wobei der Index von 7^ die Ordnung des betreffenden Gliedes in

Bezug auf jj und q bezeichnet. Dann wird, falls man die die

ftlnfte Ordnung übersteigenden Glieder fortlässt,

+ + * ~ 2 "W + 2 17 17J

da nach einem bekannten Satze
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ist. Ferner ist mit Vernachlässigung der Glieder vierter Ord-
nung

also wird

welche Gleichung, ebenso wie , bis auf Glieder sechster Ord-

nung genau ist. Die Differentialgleichnng fflr r aber Iftsst Bich

sehreiben

In den Ansdrftcken a) und b) mUssen daher die Glieder gleicher

Ordnung ttbereinstiinmen. Das giebt, da b] ein Glied dritter

Ordnung nicht enthält,

femer

womit die Formel [1] be^viesen ist. Analog wflrde sich auch das

Glied sechster Ordnung ergeben.

Art. 24, Formel [6]. Dass das erste Glied rechts = \ 7t

ist, folgt so: Nach 8. 38 ist M = w, N— M' — ip,

also M' — M = lü — f/'. Andrerseits ist (für unendlich kleine

Werthe von r] M'— M— (p und w ist = \ jCy folglich (p \p

= i >r.

Art. 24, Formel [71. Die Differentialgleichung, aus der

[7] folgt, lässt sich folgendermaassen ableiten. Man verlängere

AB um BB' = dp, ziehe durch B' die zu AB' senkrechte

,<re()dätische Linie, welche AI) in D' treffe. Endlich mache man
>>"V/' = Bl)^ so dass ])!)" auf B'D' senkrecht steht. Dann
ist, wenn unter ABD die Flache des Dreiecks ABD verstanden

wird,

ABD'-- ABD BDD'B'
jj;
« hm

j^^y hm -jjjjr-

BDD'B' BB'

da die Fläche BDD^B' sich von BDD'B' nnr nm unend-
lich Kleines zweiter Ordnung nnterscheidet. Es ist aber
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BDD 'B ' dp
,J*

ndq, also lim —-ß~ß,— =j ndq^

ferner

mithin

also auch

BB'

Endlich folgt aus den im Anfang des Art. 24 angegebenen

Wetthenvon— etc.
op

hp \ 'brj

-2- = — sim// ~i = cos ü> ,

80 dass schliesslich

bS 8in0 , bS sinfl; /*
,

r ^ + cos (/; =—^ I nag
op n bq n J ^

wird, q. e. d.

Art. 25. 20. In diesen Artikeln sind bei Gauss mehrere

Zwischenformeln fehlerhaft, vermnthlich in Folge von Druek-
fehlern. Die bctri ll'enden Fehler sind auch in Liouvilh'^ An-
hang zu Mo?i(p\ sowie in (Jauss^ Werke Band IV übergegangen.

Es sind lolLLiide ; In der ersten Formel für a [8. 4t) Z. 10—8 von
unten] heilst bei Garns die letzte Klammer

Hier ist das Glied Aqq' zu tilgen.

In der Formel 8. 47 Z. 16— 18 steht zum Schluss ^qq*y
während es 4 q"^ heissen mnss (bei Lioutille verbessert).

Die Formt 1 s. 48 Z. H— 10 von unten hat bei Garns falsches

Vorzeichen, ötatt

^•-^ = -{?-?•) i» •{•..}

muss es heissen

A'-A={q-q-)p. {...).
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Art. 27. Das8 f^ — — ^7^' -^^^^ ei^ebt sich auch

noch folgcüdermuusseu: Für die Kugel ist

also

ds^ = eos2 . dp^ -i- (7^2.

9* ^ 9*— • • •

d. h.

/u = ~
24Lß** ~ = ^1

=
Der Satz von Legendre findet sieh in den M^m. de Paris

1787 p. 338 und Trigonom. Append. V.

Art. 28. Der Hobehagen ist ein Berg zwischen 65ttmgen
nnd HaimSversch-Hflnden. — Die Seiten des in Rede stehenden

Dreiecks sind nngefUhr 69, 85, 107 Kilometer lang.

Art. 29. Ableitung der letzten Formel. Nach den vorher-

gehenden Formeln iBt für a == li — y

daher bei Vernachlftssigung von

sin-4 . sin . sin C * . / « . . «t

^/^Jt^^*"^' = 1 + ^ i«' + + ^')-

Die die Yergleichung kleiner geodätischer Dreiecke mit ge-
radlinigen Dreiecken von gleicher Seitenlftnge betreffenden Ent-
wickelnngen sind durch Berechnung der Glieder nächster Ord-
nung weiter geführt von Hansen geodätische Untersuchnngen,

1865), Schering (Gdtting. Nachr. 1867), Weingarten (Astro-

nomische Nachr. Bd. 73, 1869). Ferner ist die allgemeine

Theorie der geodätischen Dreiecke weiter ausgebildet durch

Chrüioffel [Abbandl. d. Berl. Akad. 1868), Weingarten [Ber.

d. BerUner Akad. 1882], Brül [Mttnch. Abhandl. 1883], Man-
goldt [Kronecker Journ. Bd. 94, 1883].

Halle a. S., den 11. Juni 1SS9.

A. Wangerin.

Drijck von Breitkopf A Hftitel In Leiptiif.
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den Gebieten dar Mathematik, Astroiioiiiie, Physik, Chemie
(einflehliesslich Krystallkundc] und Physiologie enthalten.

Die allgemeine Bedalctloü fdbrt Dr» W. Ostwald^ o. Profeaaor

an der Universltit Lelpaig; die einzelnen Ausgaben werden durch

hervorragende Vertreter der betreffenden Wissenaehafcen besorgt

werden. Fttr die Leitung der einaelnen Abtheilungen sind gewonnen
worden: fdr Astronomie Prot Dr.^rnne (Leipzig), fUr Mathematik

Prof. Dr. Wangerin (Halle), fdr Krystallkunde Prof. Dr. Groth
(München?, für Physiologie Prof. Dr. G. Bunge (Basel), Ittr Pflanzen-

physiologio Prof. Dr. W. Pfeffer (Leipzig), fttr Physik Prof. Dr,

Arth. Ton Dettingen Porpat).
'

Um die Anschaffung der Olassiker der exakten Wisse^ischaften
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ist der Preis fUr den Druckbogen a IQ Seiten auf M —.20 fest-
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