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Berichtigungen
im 64 Teile:

Seite 171. Zeile 1 von uut statt pour setze par

10

„ Anreihang „

173. „ *w ^ „

»» 176. „ 10' „ „

im (>.'). Teile:

Seite 168. Zeile 2 v. unt. statt AsyiniJtoteu

„ 169. 7 V. ob. „ Bildebene

„ „ „ 7 unt „ (««,')(«»') „
>» » 1» « M »> ,t

„ 170. „ 17 v. ob. „ Geraden X>|, iD/ „

im 67. Teile:

Seite 33. Zeile 3

est

Anreizong

setze Asymptote

n Spar S

„ II
W)

Gerade Z>i

1 1
V. ob. statt —I— setze

40. „ 11 u. 12 „ statt

1+?.

Sie teilt das JJetz iu symmetrische Hälften;

setze :

In die 6 davon begrenzten hohlen Pyramiden setzen wir 6 01s-

taeder; dann ist die Oberfläche nur die umgekehrte, die ttbrige

Coostmction in umgekehrter Folge dieselbe;

Seite 40. Zeile 13 v. ob. lautet nun:

— = 1+8+ 6+8+1^24} . iV-288
Seite 4S. Zeile 21 v. ob. muss lauten:

V. 6 Okt. 24 96
i
96 j 24

Seite 43. Zeile 7. v. ob. muss lauten:

V. 8V2= 11^137085 | 2

Seite 43. Zeil 6 t. unt muss lauten:

y. 6,72717
I 1,12838 | 1,33333R

Sdte 112. Zeile 23 v. ob. statt A'B*

«9

204.

13

13

14

»1

a

sin a

setze A^C

>» «

asina

n
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« w 8 nnt Yor viele ff uiieiiiuicii

M 4 „ statt ±^w

» n 3 „ 11 w 11 ^
>»

911 w 13 V. ob. 7} X « ^—

y

w » 7 V. unt 1»

n 3 „ 11 h

)f
91 fi n 15 V. ob. 11 »1 T^«

n n 5 V. unt 11 11 ''^iFil'jfl/

^1 n 14 „ »> ?1 -«»4,1«8,8

ft n 10 „ »» 8 33 18

n ^W. n 8 « 11

11 i> 4 V. ob. i> zweistelligen trvtkAaf 1 1crnn
{§1 UrUatOlil^UU

n n 9 1, . 1'
27

1»

n 248. > 9 „ i>
4«?* „ 4n

1» n 16 V. out. if

n 249. w 1 V. ob. » «M W *il8

» 251. w 4 „ 11 n *te+S,l

M 253. 11 1 1, 11

»» 281. 11 2 V. nnt AR* „ y^jR*

»» 282. »1 1 » » 5\R» V iR*

» 283. 1) 2 ^ M ß^4R* « T^R*

M >» 1 « II 1, iR*.

Digitized by Google



C9ub*r: Diu Peter»burger Problem, 1

I.

Das Petersburger Problem.

Von

Emaauel Czuber.

Unter den Anwendungen der Wahrscheinlicbkeitsrecfanung nehmen
insbesondere diejenigen weiteres Interesse in Anspruch, welche sich

mit von Ungewissen Ereignissen abhängigen Geldsummen beschäftigen,

als da sind Wetten, Glücksspiele u.dgl.; manche dieser Anwendungen,

wie die Versicherungs- und Rentcnrechuungeu, sind von hervorragen-

der praktischer Bedeutung. Einige wenige einfache Grundsätze bilden

die theoretische Basis dieser Anwendungen. Wenn sich nun . ein Fall

ergibt, wo die auf dieser Grundlage erzielten Rechnungsresultate mit

anderen Erkenntnissen im Widerspruche erscheinen, so wird man es

erklärlich finden, wenn die Grundlage geprüft und Anstrengungen

gemacht werden, den Widerspruch zu lösen.

Auf einen solchen Fall führte das Petersburger Problem, und

die eigentümlichen Schwierigkeiten, welche sich seiner Lösung ent-

gegenstellten, haben die Mathematiker immer von Neuem angeregt,

ihre Ansichten über das Problem zu äussern und Vorschläge zur Be-

seitigung des Widerspruches zu machen. Trotzdem ist die Frage bis

zum gegenwärtigen Augenblick offen geblieben, wenn auch eine Lösung

allen übrigen den Rang abgelaufen hat.

Dem Vennche einor Ldsnng des PeterBburger Problems ans dem
BegrÜfe der Wabrschefoilicbkeit und der matbematiBcheii Erwartang,

welchem die nacbstehenden Blfttter gewidmet sind, gebt eine kritische

TeULXm 1
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2 Cxuberx Da» PUertburger iVoUle«.

ZmaiiimenBteUaog der wichtigsten Arbeiten Ober den Gegenstand vmnxk.

Die Abhandlung wird femer Gelegenheit bieten, Betrachtangen ttber

die moralische Erwartung anzostellen, ein Beg^, welcher dem in

Bede siehenden Problem seine Entstehung verdankt

1. Das Petersburger Problem ist eine von den Aufgaben, welche

Nicolans BernouUi in einem Briefe vom 9. September 1713 dem
französischen Mathematiker Montmort vorlegte and welche dieser

in der zweiten Auflage seines „Essai d'aualyse sur les jeux de ha-

zard" (Paris 1713) *) verötioiitlichte. Doch hat die Aulgabe ihre ur-

sprüngliche Form nicht bohaltcu und ist in die späteren Schriften

im "Wesentlichen in der Fassung aufgenommen worden, welche ihr

Daniel Bernoulli in den Acten der Petersburger Akademie**)

gegeben; daher rührt auch der Name des Problems. Es lautet an

der erwähnten Stelle folfrendermassen ***). „Peter wirft eine Münze

in die Höhe so lange, bis bei dem Fallen das Bild auf derselben ein-

mal oben zu stehen kommt. Wenn dieses bei dem ersten Wurf ge-

schieht, so muss er Paul einen Ducateu geben; geschieht es bei dem
zweiten, so gibt er ihm zwei Ducaten; bei dem dritten vier; bei dem
vierten acht; und so bei jedem Wiurfe immer doppelt so viel Da-
caten. Kon wurd gefragt, wie hoch Pauls Hofihung zu schätzen sei?^*

Die Anwendung der Gmndsfttze tlber die mathematische Erwar-

tung auf diese Au%abe bietet keine Schwierigkeit Paul hat nim-

Hch die Gewinnste von

1, 2, 4, 8,. . .

Ducaten mit den bezQglichen Wahrscheinlichkeiten

1^ tV» • • •

zu erwarten; seine mathematische Hoffnung oder die Summe, welche

er an Peter vor dem Spiele auszuzahlen hätte, damit dasselbe matbC'

matiscb geordnet sei, ist durch die Summe

) Oettingcr (Crcllc's JournaK Bd. 36, pag. 300) führt diese Auflage mit

der JAhreuahl 1704 on, was mit dem Datum des Briefes im Widerspruche

steht.

**) Specimeo thcoriae novac de mensara sortis. Comment. acad. Fetrop.

T. V.

*) Dieser Wortlaut ist dem „Hamburgischcn Magaain" I. Bd., 1747,

5. Stock, pag. 73 ff. entnommen, woselbst sich ein Aussog ailS d«r oben an-

gefahrten Abhandlung D. Beroönllis in wOnli«her üabenetanng Torfindet
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Czuber: Das Petersburger jh-oblem. 3

dargestellt, welche, well « priori aDe Combinatioiim svisdien Schrift

lod Bild gleich znlaBsig sind, aus unzählig vidOE Summanden besteht

und demgemABfl auch einen unendlich grossen Wert reprftsentirt

Der Widerspruch liegt nun darin, dass die Beehnung
Ton Paul einen unendlich hohen Einsatz fordert, wäh-
rend er den Eingebungen seiner Vernunft folgend nur
SU einer sehr mässigen Summe sich entschliessen
könnte.

Die Versuche, das Paradoxon zu lösen, können füglich in zwei

Gruppen j^cschieden werden- die einen suchen die Ursache des Wider-

spruches in den theoretischen Grundlagen der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung und wollen ihn von da aus beseitigen

;

die andern streben das gteiehe Zid durch Heranziehung von Um-
ständen an, welche ausserhalb des Problems gelegen
sind. Wir ziehen es Tor, die einzelnen Arbeiten nach diesem Prin-

cipe zu ordnen, statt sie in ihrer historischen Beihenfolge anzu-

lilliren.

2. Zu denjenigen, welche die Ursache des Widerspruches in der

Mangelhaftigkeit der Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

gesucht hahen, gehört vor allen d'Alemhert*). Er wendet sich

an die Prüfung der grundlegenden Annahme der Wahrscheinlich-

keitsrechnung, dass alle Conibiuationen desselben zusammengesetzten

Erfolges gleich wahrscheinlich sind, dass also beispielsweise bei hun-

dertmaligem Aufwerfen einer Mttnze hundertmal Schrift mit derselben

Wahrscheinlichkeit zu erwarten ist als irgend dne andere bestimmte

Gombination, in welcher Schrift und Bild beliebig abwechsehi. Er
gibt zu, dass in mathematischem Sinne bdde Combinationen gleich

wahrscheinlich sind, leugnet aber, dass es im physikalischen Sinne

auch der Fall sei; daher seine Unterscheidung zwischen „mathematisch

möglich'^ und „physikalisch mögliches

Auf das Petersburger Problem übergehend, bekämpft d'Alem-
hert zunächst die Annahme, welche bei der Lösung gemacht wird,

dass sich Schrift in einer unendlichen Anzahl von Malen zutragen

könne, oder, anders gesprochen, dass Bild niemals zu fallen brauche.

Er bezeichnet dies als „physikalisch anmöglich'' aus dem Grande,

weO uns die Erfahrung lehrt, dass es nicht in der Natur gelegen sei,

denselben Erfolg beständig wiederkehren zu lassen, sowie es ihren

*) Doutcs et qucstions sur le calcul dos ])robabilitcs. (Mdlanges de littd-

ratare, d'histoire et de philosophie. T. V, 1 7 73). — Schon früher schrieb

d'Alembert in seinen „Opascolct mth^Batiqnes*' (T. II, M^m. X, pag. 1 seq..

1761—^17S0) Aber denielben Gegeiutimd.
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4 Czuber: Das Pttersburyer Problem.

Grundsätzen nicht entspricht, dass alle Menschen und alle Bäume
einander ähnlich sehen. „Physikalisch gesprochen'* kann also Schrift

nur in einer beschränkten Anzahl von Malen eintreifen; auf die Er-

mittelung dieser Anzahl geht d'Alembert weiter nicht ein.

Doch mit dieser Betrachtung ist der Widerspruch nicht völlig

behoben, es ist erst der unendlich grosse Wert des Einsatzes oder

der Ilotfüuug Pauls ausgeschlossen. L'm zu xcIkcu, Jass diese nur

einen sehr beschränkten Wert besitzt, versucht d'Alembert in

seiuen weiteren Botrachtun^^^cn iiaclizuweisen , dass auch solche Coiii-

binationen, in denen dasselbe Ercigniss sich einigermassen oftmals

nach einander wiederholt, zu den ^^physikalisch unmöglichen" ge-

hören, auf welche daher ein verntinftiger Mensch nichts wagen wird.

So, führt er au, sei es alU r lin^^s ^juathciitatisch möglich", dass 100

gleichzeitig Gehörne ein (lurchschiiittlic hcs Alter von 60 Jahren er-

reichen, „i)bysikalisch" sei dies aber uiimöglicb, indem die Erfahrung

gelehrt hat, dass die durchschnittliche Lebensdauer des Menschen

27 Jahre beträgt Er weist ferner darauf hin, dass crfahrungsgemäss

jeder Unternehmer des Pharaospicls durch dieses Gewerbe sich be-

reichert hat; dies liege darin, weil ihm mehr Fälle günstig als ab-

träglich sind und diesem Verhältnisse entsprechend nach einiger Zeit

die günstigen Fälle wirklich häutiger eingetreten sind als die un-

günstigen. Diese Betrachtungen führen ihn zu dem Schlüsse, man
müsse alle Combinationcn, in weichen dasselbe Ercigniss oft auf ein-

ander folgt, als ,.physikalisc]i unn)()glic]i^' ausscheiden, und zu dem

weiteren Schlüsse, dass unter den noch übrig bleibenden Combina-

tionen diejenigen, in welchen dasselbe Ereigniss öfter auf einander

folgt, minder wahrscheinlich sind als andere von sonst gleicher Zn-

sammensetzung; denn je öfter nach einander ein Ereigniss sich zu-

getragen, desto kleiner, meint d*Alcmbert, wird die Wahrschein-

lichkeit, dass es das nächste mal wieder eintrifft. Das Gesetz, nach

welchem diese Vorminderung der Wahrscheinlichkeit vor sich geht,

sucht d'Alembert nicht, ;;laubt auch, dass die Aut'liuduug desselben

niemals gelingen werde.

Er kommt weiter auf die regelmässigen Ereignisse zu sprechen,

in welchen sich ein gewisser Plan, ein Gesetz zu erkennen gibt und

die Laplacc als aussergewöhnliche Ereignisse bezeichnet*). Diese

erklärt er für „physikalisch'* minder wahrscheinlich als die mit ihnen

mathematisch gleich möglichen Combinationen , zum mindesten sind

sie mit weit grösserer Wahrscheinlichkeit das Werk eines denkenden

Wesens oder einer regelmässigen Ursache als die unregelmässigen

*) Theorie analytiquc des probabib'tds, III. ed. (Introduction, pag. X.).
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CMub^r: Das BOert^tirfor ProUem. 5

Qttd unsymmetrischen Gombinationcn. So wird, meint d'Alembert,
ean vemttnitiger Mensch die Bachstabencombinationeii

eonttantinopolitanentibut

aabceiiilnjinnnooopssstttUf

welche aus genau denselben Buchstaben znsammengesetat sind wie

die Combination
nb4iaeptolHoiauo8tHi8nictitj

ymaa er alle drei aof einer Setzertafel erblickt, mit dieser letzteren

Hiebt für physikalisdi gleich wahrscheinlich halten, obwohl alle drei,

mathematisch gesprochen, dieselbe Wahrscheinlicbkeit besitzen, und
zwar deshalb , weil die erste einen nns geläufigen Sinn hat und in

der zweiten eine Ordnung sich äussert Wer diese drei Combinationen

ansieht, wird all« s in der Welt darauf wetten, dass die zw^ ersten

nicht ein Werk des Zufalls sind.

Zur Bekräftigung dieser Anschauung beruft sich d'Alembert
auf Daniel Bernoulli, welcher aus der aberans kleinen Wahr-
scheinlichkeit, die er dafQr findet, dass die Planeten (Saturn, Jupiter,

Mars, Yenus und Mercur) innerhalb einer so schmalen Zone — von

nur ^ der ganzen Sphäre — um die Ekliptik angeordnet sind,

sddieest, diese wirklich vorhandene Anordnung könne nicht einWerk
des ZnfiiUs sdn, mftsste vielmehr einer besonderen Ursache ent-

sprangen sein, die er dann zu erforschen sucht

Dass der von d'Alembert gemachte Unterschied zwischen

mathematischer uud physikalischer Möglichkeit, zwischen mathemati-

scher und physikalischer Wahrscheinlichkeit keine wissenschaftliche

Berechtigung hat, braucht nicht besonders dargelegt zu werden; be-

stünde ein solcher, dann wflrde das ganze Gebäude der Wahrschein-

lichkeitsreehnnng zerfallen. d'Alemberts Zweifel und Beflezionen

sind sämmtlich dem Umstände entsprungen, dass man gewohnt ist,

der gelingen Zahl regehnässiger Combinationen die ungleich grossere

Zahl der unragelmässigen entgegengehalten, statt die Combfaiationen

als einzelne IhdlTiduen zu er&ssen; dass man daher dem Eintreffen

einer regelmässigen Combination weit geringere Holbiung entgegen-

hringt als dem einer bestimmten unregelmässigen Combination, weil

man die Begriffe Comblnationsgmppe und einzelne Combination ver-

wechselt; dass man endlich, wenn ein Erfolg vorliegt, der ein Ge-

setz, einen Plan, eine gewisse Regelmüssigkeit aufweist, aus dem-

selben Grunde zu der Annahme gedrängt wird, dieser Erfolg könne

nicht dem Zufalle, sondern müsse einer Absicht entsprungen sein.

Dies alles aber hat seinen Grund in unserem stark ausgeprägten

Sinn für Kegelmässigkeit, Gesetzmässigkeit, Symmetrie.
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6 Csubtrt Dm FiUerMlmrgtr iVoUc».

Dass man, wcnu ein regelmässiges Ereiguiss vorliegt, über dessen

EntstehuDgsweise nichts bekannt ist, unter den beidon Annahmen, es

sei dem Zufalle entsprungen oder durch die Wirkung einer regel-

mässigen Ursache zu Stande gekommen, der letzteren eine weit

grössere Wahrscheinlichkeit beimisst und nach der Ursache forscht»

bat seine volle IJerechtigung. Dass man bei einem unregelmässigen

Ereigniss nicht dasselbe tut, liegt darin, weil man nicht seine Indivi-

dualität, soodem mir seine Unregelmässigkeit in'a Ange fasst Hätte

z. B., nm aa das Beispiel d'Alemberts auolniüpfen , Jemand die

die dritte, regellose Bnchstabencombination vorher beseichnet, so

würde er, wenn er sie dann aof der Tafel erblickt, ebenso erstaunt

nnd ebenso zu der Annahme geneigt sein, hier könne nicht der Zu-

fell gewirkt haben, als wenn ihm eine der beiden ersten Znsammen-
stdlnngen entgegengetreten wäre.

3. Begnelin's Abhandhing steht mit der vorgenannten in

engem Zusammenbango, sie ist durch dieselbe hervorgerufen worden.

Doch geht Beguelin insofern weiter, als er manche der von

d ' A 1 e m b c r t offen gelassenen Fragen weiter verfolgt und Vorschläge

macht, um die an den Grundsätzen der Wahrscheinlichkeitsrechnung

bc/eicbneten Mängel zu beseitigen } dabei lässt er sich mitunter zu

lucousequenzeu verleiten.

In der Einleitung erklärt B^gnelin einige GmndbegrifliB der

Wahrscheinlichkeitsrechnnng vom Standpunkte der Metaphysik nnd

grenzt die An^j^abe der WahrschdnlichkeitBrechnnng ab. Bann ge-

langt er zn der Frage, ob regelmässige nnd symmetrische Ereignisse

die man dem Zufall /. useh reibt , unter tlbrigens gleichen Umständen

ebenso wahrscheinlich sind wie Ereignisse, die weder Ordnung noch

Regelmässigkeit aufweisen, und woher es in dem Falle, als sie gleiche

Wahrscheinlichkeit hätten, kommt, dass uns ihre Regelmässigkeit so

frappirt und dass sie uns so seltsam erscheinen. — Beguelin er-

kennt die gleiche Wahrscheinlichkeit derartiger Combinatiouen an

und sucht dann an einem Spiele mit sechs Würfeln die Gründe dar-

zulegen, warum uns regelmässige Combinatiouen so seltsam und daher

weniger wahrscheinlich vorkommen als die uuregelmässigen. Die Be-

trachtungen bieten nichts neues; es ist wieder die Entgegenstellung

der Ilegelmässigkeit und Kegellosigkeit statt der Erfassung der In-

dividualität jeder einzelnen Combination. Die gezogenen Schlüsse

sind nicht immer ganz richtig. Beguelin rechnet beispielsweise

*) Sur l'asngc du principe de la raison süffisante dnns Ic calcul des pro-

babilitcs. (Histoirc de Tacadeiaie royale de scieoces et bellc«*iettrefi de BerÜD}

annöe 1767, pag. 382—412).
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aus, ein Wurf mit deu 6 Würfeln, welcher eine unregelmässige Com-
bination herbeiführt, sei 7775 mal wahrscheinlicher und weniger selt-

sam als der Wurf, welcher deu Pasch von 6 bringt, statt zu sagen,

welcher irgend einen Pasch herbeiführt. Hierauf stellt er folgende

Beti'achtung an. Augeuommeu, man hätte seine Aufmerksamkeit

den bestimmten Zahlen 2, 5, 3, 4, 3, 1 zugewendet, so wird der Wurf,

der sie herbeif&hrt , viel weniger and zwar 720mal weniger seltsam

endieineii ab der Wurf, wo secbsmal 6 fillt, wei! es woU kaum
Jemandem einfrilen durfte, genau an ontersachen, weldier Würfel

gerade diese and welcher jene Zahl gebracht hat Dagegen moss

eingewendet werden, dass es , sobald man sich anf die erwfthnte Un-

tersnchnng nicht einlassen will, auch keinen ffinn hat, die Ordnung
der Zahlen festsoateUen; aber abgesehen davon wäre die Zahl 720

unrichtig, weil die bezeichneten Zahlen nnr 360 verschiedene
Anordnungen zulassen.

Die zweite Frage, mit welcher Bcguelin sich befasst, ist diese:

Bewahrt ein E]reigniss, welches bereits ein- oder mehreremal ein-

getroffen ist, für sein künftiges Ersclieineu dieselbe Wahrscheinlich-

keit wie das entgegengesetzte Ereigniss von ursprünglich gleich grosser

Wahrscheinlichkeit, das bisher nicht eingetroffen istv Mit anderen

Worten: Stehen die aufeinanderfolgeuden Würfe mit einer Münze,

oder die Ziehungen ans einer Urne, welche weisse und schwarze Ku-

geln enthftlt (voranagesetzt, dass die gezogene Kugel jedesmal zu-

rückgelegt wird) in einem Zusammenhange, welcher die Wahrschein-

lidikeiten der Ereignisse boeinflusst, oder ist jederWur^ jede Ziehung

als ein selbetständiger Act, der weder von den vorangegangenen be-

einflnsst wird noch die folgenden beeinflussen kann, anzusehen?

B^gnelin ist der ersterwähnten Ansicht und führt zu ihrer Be-

stfttignng folgende Aussähe vor. Eine Urne enthält zwei Blfttter, ein

vrMeaea und ein schwarzes; eine Person zieht aus der Urne und legt

das gezogene Blatt jedesmal zurück. War es weiss, so verliert sie

den Einsatz; war es dagegen schwarz, so erhält sie das doppelte des

Einsatzes. Nun richtet sich die Person das Spiel derart ein, dass

sie vor der ersten Ziehung \ Thaler setzt, und wenn sie verliert,

setzt sie vor der zweiten 1 Thaler, und wenn sie wieder verliert, vor

der dritten 2 Thaler u. s. w., allgemein: wenn sie bis zur n— Iten

Ziehung jedesmal verloren hat, setzt sie vor der «ten Ziehung '2"--

Thaler. — Indem er nun stillschweigend voraussetzt, das Spiel werde

unter allen Umständen so weit geführt, bis der Spieler einmal ge-

winnt, gelangt er zu dem Schlüsse, dieses nach den gewöhnlichen

Grundsätzen richtig geordnete Spiel sei für den Banquier entschieden

von Kachteil, weil ihm die in deu voraugogangenen Ziehungen er-
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zielten Einnahmen den in der letzten Ziebang erlittenen Verlust

nicht ersetzen, und dies beweise die Maugelhaftigkeit der Grundlagen.

Denn tritt das schwarze Blatt erst im nteu Zuge ein, so hat der

Spieler eingezahlt

Tbalcr, dagegen empfangen

2.2»-« — 2*-»

Tlialer, alw» um einen hilben Tlialer mehr als er ansgegeben , ond

dieser halbe Thaler ist des Spielhalters Nachteil. B^gnelin sagti

dieser Naditell • könne nnr in dem — der WahrschehilichkeitBreGh-

nnng fremden — Falle anshleiben, wenn der Spieler durch hestin*

diges Yerdoi^n seiner EinsAtse an den Punkt gelangt, wo ihm snr

Fortsetsnng des Spieles Ctold fehlt — Weiter unten wird von dieser

Anfigabe noehmals die Bede s^n.

Nachdem B6guclin durch diese und ähnliche Betrachtungen

seine Ansicht von der Abhängigkeit der Ziehungen begründet zu haben

glaubt, schreitet er zur Darstellung des Gesetzes, nach welchem sich

die Wahrscheiniichkeit ändert Am natflrlicbsten erscheint ihm die

Annahme, jede Gattung gleichartiger Falle vereinige in sieh die

Bechte aller sie znsammensetsenden Individuen und die einzelnen

Individuen seien gleich berechtigt in erscheinen. Oer Anspruch

eines Individnnms zu erscheinen Ueibe so lange aufrecht, als es

nicht zum Vorschein gekommen, und eiKteehe mit seinem Eintreffen.

Enthält also eine Urne je eine wdsse und schwarze Kugel, und wiU
man • Ziehungen vornehmen, die gezogene Kugel selbstverständlich

immer wieder zurücklegend, so vereinigt vor den Ziehungen die weisse

wie die schwarze Kugel s Ansprache in sich zu erscheinen. Hatten

nun die ;z— 1 ersten Ziehungen die weisse Kugel gebracht, so wären

dieser z— 1 Ansprüche erloschen und nur 1 Anspruch für das künf-

tige Erscheinen geblieben, während die schwarze Kugel alle z An-

sprüche bewahrt hätte. Vor der zteu Ziehung hätte man demnach z

gegen 1 zu wetten, es werde die schwarze Kugel zum Vorschein

kommen.

Ist also die weisse Kugel Imal nach dnander erschienen,

so hat nach B6guelin die schwarze Kugel die Wahrscheinlichkeit

z 1
—TT» die weisse blos die Wahrscheinlichkeit —r~iy der nächsten

Sehnng einzntreien.

In dem Falle, wo die gezogene Kugel nicht zurückgelegt wird,

combiuirt Begueliu die nach den üblichen Kegeln gerechnete Wahr-
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scheinlichkeit mit der eben abgeleiteten wie folgt. Enthält eine Urne

weisse und schwarze Kugeln , von jeder Gattung 71 , und sind in z

(kleiner als «) aufeinander folgenden Ziehungen nur weisse Kugeln

zum Vorschein gekommen, so hat man, um die vollständige Wahr-
scheinlichkeit des Erscheines einer weissen Kugel in der nächsten

Ziehung zu erhalten, folgendermasseu zu schliessen: nach den ge-

wöhDlicben Regeln wäre auf das Erscheinen einer weissen Kugel 7t—

z

gegen n, nach Obigem aber 1 gegen z-\-l, im (ianzen ist also

(n— «) X 1 gegen n X (^+1) wetten, so daai sich ala Wahr*
adieinüdikeit des erwarteten EreignisaeB dör Braeh

nnd für die schwarze Kugel der Bruch

2n-|-iMf—

»

findet.

Es soll non gezeigt werden, in welcher Weise B^guelin seine

eben mitgeteilte Theorie zur Auflösung des Petersburger Problems

vorwertet. Wenn im Wurfe von der Ordnungszalil den Paul zu

tun sich eben anschickt, Bild fällt, so erhält er 2"-i Thaler, und da

die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses ^ ist, so ist Pauls Uoffnung
^.2»»—^ «= 2«-2 Dies setzt voraus, dass in den n— 1 Torangcgan-

gcncu Würfen Bild nicht erschienen ist; dann aber hat man auf sein

Eintreffen im nten Wurfe /* gegen 1 zu wetten. Mit demselben

Rechte, schliesst B<'gu(>liu, ist vor allen Zidiungen n— 1 gegen l

zu wetten, dass Bild vordem «ten, «— 2 gegen I, dus Bild vor dem
u— 1 ten, u — 3 gegen 1, dass Bild vor dem 2teu Wurfe er-

scheinen werde u. s. w. Im Ganzen ist also (u— — 2)(n— 3)...

3.2.1 gegen 1 zu wetten, dass Paul den erhotitcu Gewinn nicht

rcalisirt, seine Hoffnung in Beziehung auf den betrachteten Wurf
beträgt also nur

1.2.3...(n—l)+l

Bei im Vorhinein bedungener Anzahl der Würfe hat man die Werte,

welche dies^ Ausdruck fiir « » 1 bis » der vereinbarten Zahl

annimmt, zu snmmiren, um die gesammte Erwartung Pauls und somit

seinen Einsatz zu ünden. Für eine unbestimmte oder unbegrenzte

Anzahl von Wttrfen ist der Einsatz durch die nneudliche Beihe

Ij-lj- 2
_i

2.2 2.2.2

2 '"2 "T" 2+1 "^2.3-1-1"^ 2.3.4
+1"^"
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gegeben. Ohne auf eine nähere Betrachtung derselben einzugehen,

beschränkt sich B6guelin unter Hinweisung auf die rasche Ab-

nahme der Glieder auf die 10 ersten und äodet so für den Einsatz

den Betrag von 2.454 Thalcrn *).

Im weiteren Verlaufe der Abhandlung gibt B6guelin, auf ver-

schiedene willkürliche Annahmen und unklare Betrachtungen sieb

sttltzend, noch andere LOsnngeii des Problems. Dabei lässt er, um
der TorgefiasBteii ICeinung, der Einsatz Panls dürfe dfd Tbäler niclit

ttberschrelteD, Geltang zn Terschaien, die Qmndsätie der Wahr^
sclieinliGhkeitsrechnnng zaweilen ausser Adit So stellt er in Art
XXIY. zur Ermittlang des Einsatzes e, den Paol bei n Würfen zu

leisten bfttte, die Gleicbang aof

(•-i)|+«Ji-(»^*-«)ä;'

indem er sagt: Peter gewinnt entweder die Summe e— 1, wenn Bild

aof den ersten Worf feilt, oder den ganzen Einsatz Faols, wenn Bild

gar nicbt feilt ~ die entsprecbenden Wahrscheinlicfakeiten sind

I
und dagegen verliert Peter den Betrag 2*-^—e, wenn Bild

im letzten Wurfe eintrifft, wofttr ^ die Wahrscbeinlicbkeit ist} die

anf Gewinn and Verlost bezQfl^cben Erwartungen müssen gleicb sein.

— Wo bleiben aber die andern mdi^cben Fülle?

Das Mitgeteilte wird hiureichen, um die Unhaltbarkeit der Aof-

stellungcu Beguelin's darzutun. Indem er die Grenzen, wcldie

d'Alombert in richtiger Würdigung der Schwierigkeit des Gegen-

standes gesetzt, zu überschreiten sucht, gerät er auf Abwege.

*} Eine obere Grenze für die Summe der Reihe ergibt lieh ana

2 2.2 2.2.2 2.2.2.2
e2 = 1+ 1+ 172 + 1. 0'^ 1.2.3.4+ • * '

wobei « die BaiSt der natürlichen Logarithmen bede«tet$ darane folgt nimlieh

2 ,2.2 2.2.2 8

2+ 2.8+2.8.4+ 2
'

daher ist

2 2.2 2.2.2 8

2-f-l+ 2.3+1+ 2.3.4+1+ • •'^ 2

und sohliesslich

1 1 2 2.2 2.2.2 ^^^-l^aiQA
2'T-2~'"2+l^" 2.3+1"*" 2.3.4+l*^-*-'^ 2
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Eine Kritik der besprocheuen Arbeiten d'Alcmbert's und

Bcgueliri's hat Lichtenberg*) gegeben; er tritt den Anschau-

uugen der beiden Genannten in klarer Weise entgegen und verteidigt

die Lösung D. Beruoullis, von welcher weiter unten die Rede sein

wird. Seine Betrachtungen zielen dahin, die bezweifelte Gleichheit

der verschiedenen ComlnnatioBen, die idch bei mehrmaligem Auf-

werfen einer Mfinze ergeben kOnaen , in Beziehnng auf deren Wabr-
Bcheinlichkeit Uar zn stellen. Er yeigleiclit zu diesem Ende das 20-

malige Werfen einer Mttoze, wobei 1,048.676 verschiedene Combi-
nationen zwischen Schrift (0) und Bild (1) möglich sind, mit dner
ans ebensoviel Zetteln bestehenden Lotterie, anf deren jedem eine

der Combinationen (z. B. 1001110 . . .) verzdchnet erscheint; hier

fällt die Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten der einzelnen Fftlle un-

mittelbar auf und erkennt man die Analogie beider Formen des

Spieles an, so ist damit auch die Gleichheit der Wabrschdnlichkeiten

aller Combinationen beim Werfen mit der Mttnze erwiesen.

Wir gelangen nun zu jener Kategorie von Lösungen, welche

ausserhalb der Aufgabe liegende Umstftnde heranziehen.

4. C ramer war wohl der erste, welcher seine Ansicht über das

Problem aussprach; er tat dies 17'2S in einem Briefe an Nico laus

Bern ou Iii, welchen letzterer seinem Neflfen Daniel (1732) mit-

teilte**). Gramer erblickt den Grund der Ungereimtheit darin,

dass „(in der Betrachtung) der Mathematiker das (ield blos nach der

Grösse schütze, (in der Ausübung) dagegen vernünftige Leute seinen

Wert nacli dem Gebrauche achten, den sie davon macheu können''.

Er meint nämlich, dass der Gebrauchswert einer Geldsumme, nach-

dem sie einen gewissen sehr hohen Betrag erlangt hat, nicht mehr

mit ihrem physischen Betrage wadise; und um der Rechnung eine

Grundlage zu geben, nimmt er an, eine Summe, welche 10 Millio-

nen oder, „um die Bechnung zu erleichtern**, 2** — 16777216 Tha-

ler aberschreitet, sei immer nur dieser selben Summe gleich zu ach-

ten. Dadurch &idet er für Pauls Hoühung den Ausdruck

Q • 1+ i
• 2+^ . 4+ . . . + 2^2^^) + (j^l

2^'^ + . 2"+ . .

.)

oder

*) Betrachtungen über einige Methoden, eine gewisse Schwierigkeit in der

Berochnnng der Wahrscheinlichkeit beim Spiel zu heben. (Lichtenbcrg's phy-

sikalische und matbem. Schriften, 4. Bd. 1806. — Die Abhandlang itanamt

»OS dem Jahre 1770).

**) Specimen theoriac etc., 1. c. und „Hamburgisches Magasin", 1. c.

üiyitized by Google



12 C^uber: Du» PUtrAmrgtr PirMm,

• • •

»

dessen Wert 13 Thalern gleich koount

DaDicl Bernoulli bemerkt mit Um'echt, dass man, wenn

C ramers Annahme richtig ist, die Summen, welche nach dem 25.

Wurfe fallen kcjiinten, gar nicht in Rechnung ziehen dürfe, weil man
vor dem 26. Wurfe bereits 2^^*— 1 besitzt, was mit 2^ gleich zu

achten ist. Es ist aber möglich, dass Paul erst in seinem späteren

als dem 25. Wurfe gewinnt und daher vor dem 26. Wurfe noch

keinen Gewinn erzielt hat. Nath Bernoulli's Meinung wäre also

der zweite Teil obigen Ausdruckes fortzulassen, sein Wert ist dann

12^ (nnd nicht 12, wie Bornoalli in Folge eines Irrtams in der

Zfthlnng der Würfe findet).

An der Willkür in der Wahl der Summe 2" braucht man nicht

Anstoss zu nehmen; Gramer hat sich für eine bestimmte Summe
ohne Zweifel nur deshalb entschieden, um seine Idee au besonderen

Zahlen besser zur Klarheit zu bringen. Es hätte gentigt, zu sagen,

dass Summen, welche über einen ginvisstn, endliehen, wenn auch

noch so grossen Betrag hinausgehen, für den Gebrauch keinen grösseren

Wert besitzen als eben dieser Betrag.

Dass Gramer selbst der Summe 13 keine besondere Bedeutung

zuschreibt, geht aus seinem Briefe her>'or. Er sagt dort, es lasse

sich für die Hoffnung Paals auch ein kleinerer Wert finden , man
dürfe nur den Gebrauchswert einer Geldsumme anders, z. B. nach

der Quadratwurzel aus ihrem physischen Betrage, schätzen; dadurch

erhält man als Gebrauchswert der Hoffnung Pauls

Der zweiten Darstellung wäre in formaler Richtung insofern der

Vorzug einzuräumen, als sie den Unterschied zwischen physischem

Wert und Gebrauchswert bei allen Geldsummen macht und nicht erst

bei einer willkürlich ani^noTUmenen Summe eintreten lässt In sach-

licher Richtung kann man ihr nicht beipflichten, vor allem deshalb

nicht, weil sie seiner unendlich grossen Summe auch einen unend-

lich grossen Gebrauchswert beimisst; auch wird niemand zugeben,

dass KX) Thaler in Bezug auf den Gebrauch, den man davon machen

kann, nur lOmal mehr wert sind als 1 Thaler. Den tatsächlichen
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Verhftllnissen kommt die erste Darstellung näher; weDn aber Summen
aber 2^^ Tbaler für den Gebrauch nicht mehr wert sind als 2'^ Tha-

ler, dann hat es auch keiueu Sinn, solche Summen voll zur Aus-

zahlung zu bringen , es genügt, an ihrer Stelle Thaler zu erlegen.

Unter diesem Gesichtspunkte hat aber das Petersburger Problem

in der ursprünglichen Form, wo die Gewinnste über jede beliebige

Höhe hinaosgeheu küiinen, seine Bedeutung verloren.

5. Pols so u*) erblickt die Ursache des Widerspruchs in der

Ausserachtlassung des Umstandcs, dass Peters Vermögeu begrenzt,

er also nicht in der Lage ist, alle Summen, die sich den Bedin-

gungen der Aufgabe znfolge heranssteUen können, aii82a2a]ü»i.

Bringt man die Zahl, welche Peters Vermögen ausdrackt, auf die

Form Sßil+h)^ wobd ß eine ganze Zahl and h einen echten Brach

bedeutet, so kann er alle Gewinnste bis 2ß indnsive den Spielbedin-

guugen entsprechend auszahlen; sollte aber Bild später als imT-Flten
Wurfe eintreiren, dann mfliste er an Stelle des rechtmAssigen Betrages

ein Vermögen hergeben. Panls Holbang beträgt hienacfa

2^(l+ A) + ...)
.

— 2 "^ 2 2 '
»

ihr Wert ist endlich vnd durch Peters Vermögen bedingt.

Gegen Poissons Lösung muss der gewichtige Einwand erhoben

werden, dass sie den Boden der Spielbediiigungeu verlässt und daher

dem gestellten Problem nicht entspricht. Denn, ist Peter nicht im

Stande, alle Gewinnste auszuzahlen, von welchen in der Aufgabe die

Rede ist, zahlt er statt dessen andere Summeu, so hat mau es uicht

mehr mit demselben Problem zu tun.

6. Daniel Bernovlli's**) Lösung, von Laplace^) wieder

anfgenommen, hat sich die weiteste Anerkennung erworben, ^e stfltit

rieh auf den Begriff des moralischen Wertes einer Gehlsnmme, fttr

dessen Benrteilnng Daniel Bernonlli die bekannte Hypothese anf-

gestellt hat

*) Rccherchcs sur la probabilite des jugements cn matiere criminelle et

en ooatierc civilc. 1837. (Deutsch von Schnuso, 1841, pag. 44 ff.)

**) Specimen tbeoriae etc. 1. c. und „Hamburg. Magazin^, 1, c.

Tbterie aiudytiqiifi des probabilite, 3 ed., pag. 439 seq.
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Die LOsang, wie La place sie dorehlBhrt, viitencheidet sich

yon der ursprünglichen Behandlung des Problems durch.Daniel Ber-
noulli nur durch zwcckmässigerc Form und eingehendere Entirick-

lang des Resultates. Sie lässt sich in Kürze so wicdorgehen. Be-

zeichnet n dasVermögen Pauls vor dem Spiele, x den Betrag, den er

einzusetzen hat, so wird nach dem Spiele sein Vermögen einen der

Werte
a— aJ-f-1, a— sc-\-2, a— «-{-4, a—«+8, . . .

angenommen haben; die Wahrscheinlichkeiten dieser Werte sind be-

ziehungsweise

hi i» Äi "Ar» • • •

Das moralische Vennögen Panls, in dessen Besitz er dnrch diese Er-

wartungen versetzt wird, ist ansgedradct durch das Product

(a—a;4-l)*(a—«+2)l(a— «+4)i(a-«4-b)A . . .

BernoulU und Laplace stellen nun die Forderung auf, dieser

Betrag soUe dem ursprünglichen Vermögen Pauls gleich sein, damit

ihm aus der Annahme des Spieles kein Nachteil erwftchst, und er^

halten so zur Bestimmung von m die Gleichung

a =» (a—a;+l)4(a— a;-|-2)t(a—«4.4}*(a—a;-i-8)A . . .

Laplace transformirt dieselbe behuft Ermittlnng yon a durch

Division mit a—« wodurch sie sich verwandelt in

die Factoren der rechten Seite convergiren jetzt bei einigermassen

grossem a' rasch gegen die Einheit; ans gegebenem a' wird der Wert
a

von daraus der Wert von a und aus diesem eudlich der ver-
a

langte W^ert von x ermittelt. Einen ähnlichen Weg schlägt Lacroix
(Trait6 elementaire des probabilites. 1816, deutsch von Uuger, 1818,

pag. 157 ti.) ein. Laplace findet mit a' ^ 100 zunächst a=107.89

und daraus a:= 7.89; Lacroix berechnet näheroogswcise aus a's>100

erst a = 104*38 und daraus a; = 4*38.

Auf eine Besprechung dieser Lösung wird spftter eingegangen

weiden.

7. Im Folgenden soll versucht werden, den Widerqinieh, auf

welchen die mathematische Lösung des Petersburger Problems führt,

ohne Zuziehung fremder Umstände, aus dem Begriffe der Wahr^

scheinlichkeit und der mathematischen Erwartung, zu lösen.
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Sowie die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses, erlangt auch die

mathematische Erwartung erst in dem Gesetze der grossen Zahlen

ihre eigentliche Bedeutung. Die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses

ist für den einmaligen Versuch mehr weniger bedeutungslos; es kann

ein Ereigniss eine der Einheit noch so nahe Wahrseheinlicbkeit be-

sitzen und der ciunialige Versuch doch sein Gegenteil hervorbringen

:

das ist eben das Spiel des Zufalls, über welches für den einzelnen

Versuch keine Rechnung Aufscbluss geben kann. Aehnliches gilt für

eine kleine Anzahl von Versuchen; erst mit dem beständigen Fort-

schreiten der Wiederholungen beginnt durch das unregelmässige Spiel

des Zufalls ein Gesetz hervorzuleuchten.

Diesen Umständen mttss bei dem Begriffe der mathematischen

£rwartang auch Rechnung getragen werden.

Bedeutet o die Anzahl der Wiederholungen eines vom Zu&U ab-

hängigen Ereignisses, dessen Wahrseheinlichk^t p ist, in m Yer-

snchen, so lehrt das J. Bern onlli 'sehe Theorem, dass das YerhUt-

niss — mit der Wahrscheinlichkeit

enthalten ist. In dem Ausdrucke für P kann übrigens bei einiger-

massen grösserem y das zweite Glied seiner Kleinheit wegen unter-

drückt werden.

Dieser Darstellung zufolge ist die mathematische Wahr-
seheinlichkeit eines Ereignisses die Grenze, welcher

das YerhältnisB aus der Anzahl der Wiederholungen
dieses Ereignisses in einer sehr grossen Anzahl von
Versuchen zur Anzahl der Versuche selbst mit einer

der Einheit beliebig nahen Wahrscheinlichkeit zu^

strebt, wenn letztere Anzahl beständig wächst.

Ist mit dem EintreüBu des Ereignisses der Crewinn einer Summe
f Teikntlpft, so besteht mit derselben WahrBchelnliehkeit P die Un-

gleidibeit

0

zwischen den Grenzen

ps— y*
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nmi itt «M die ganze im YerlMif der Vemiehe §ewonnene Samme,

— der anf eiueu Versuch entfallende Auteil derselben; bezeichnet
TO '

man diesen mit A*, so liat man mit der Wahrsclieinlichkeit F

Das Schwanken des Wertes von E ist als eine Folge der Wir-

kungen des Zufalls anzusehen; mit beständig wachsendem m und bei

einem der Einheit beliebig nahen Werte von P nähern sich die bei*

den Grenzen and mit ihnen E dem festen Werte p$»

Darnach erscheint die mathematische Erwartung als

diejenige Grenze, welcher sich der durchschnittlich
auf einen Tersnch entfallende Gewinn mit beständig
wachsender Zahl der Versuche nähert, oder als der vom
Einflüsse des Zufalls freie auf einen Versuch entfal-

lende Gewinn.

In der Ilerleituug ist auch der Weg angedeutet, welcher zu dem
Grenzwerte von E führt, er besteht in der unbegrenzten Wieder-

holung der Versuche; in aller Strenge ist dieser Grenzwert demnach

im Allgemeinen unerreichbar, man kaun sich ihm durch fortgesetzte

Wiederholung nur nähern.

Um von dieser Annäherung eine VorstcUnng zu erhalten, wählen

wir die Geldeinheit derart, dass das Product der Einheit gleich

werde; die Ungleichheit fär E schreibt sich dann in der Form

Je grösser nun desto kleiner wird « (wegen jm = 1), desto enger

sind die Grenzen bei demselben Werte von m, oder desto früher er-

geben sich für E gewisse gegebene Grenzen bei gegebener Wahr-

sclieinlichkeit P, wie dies aas der folgenden kleinen Tabelle hervor-

geht.

p »

Grenzen von E
für r= 0-9999779 (y = 3)

m — 1000 m — 10000

A 1*

1 + 0 40249

1+0-13416

iq:0<y4472

1 + 012726

i:f0O4243

lT0<tt414

1 + (

ihF(

ITC

)01273

)-00424

>00141
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Haben mehrere Personen ein Anrecht auf eine Summe s inso-

ferne, als für jede die Bealisirung dieser Summe von dem Eintreffen

eines Ungewissen Ereignisses abhängt, und einigen sie sich dahin, die

Summe unter sich zu verteilen, bevor das Los gezogen wird, so haben

sie es aufgegeben, den Zufall eutscheideu zu lassen, folf,'eri('htij,' ge-

bührt jeder einzelnen Person der vom Einflüsse des Zufalls befreite

Anteil au der Summe, d. h. der durch die betreffende mathematische

Envartung ausgedrückte Betrag. Hier ist es gloichgiltig^ ob der Weg
von der Ungleichheit

]/§p(l--£) l/^l-y)
p'—y'f

—
m— <^<p«-fy*r

—

m
—

SD der Oleichnng
lim £ — jM

wirklich oder nur in der Idee zurückgelegt werden kann.

Ein anderer Fall. Will Jemand das Anrecht auf den von dem
Eintreffen eines nngewissen Ereignisses abhängigen Gewinn einer

Snmme erwerben und die Entscheidnng dem Zufall überlassen, dann

mnss der Preis dafür ebenfalls dem vom Einflüsse des Zufalls freien

auf einen Versuch eutfallendeu Gewinn, also der mathematischen Er-

wartung gleich sein; denn die (gUnstitje oder ungünstige) Wirkung

des Zufalls soll sich erst nach der Kntscheidung äussern. Auch dies-

mal ist es ohne Belang, dass die strenge Eiiminirong des Zufalls nur

in der Idee durchführbar ist

Will aber Deijenige, welcher ein Sj^el unter obigen Bedingungen

angenommen, den Einflnss des Zufidls einschränken, so hat er zn

bedenken, dass er sich diesem Ziele nur durch eine in sehr grosser

Anzahl ausgeführte Wiederholung des Versuchs nähern kann. Hier

'darf nicht mehr ausser Acht gelassen werden, dass diese Annttherong

mit der Abnahme der WahrscheinUchkeit des Gewinnens oder dem
Wachsen des Gewinnes immer langsamer vor sich geht. Wühlt man
nämlich, wie schon früher geschehen, die mathematische Erwartung

als Geldeinheit, so folgt aus der Gleichung

welche erfüllt sein muss, wenn in zwei Fällen dieselben Grenzen von

K mit derselben Wahrscheinlichkeit F eingehalten werden sollen, die

Proportion

«»1 S «• — («1— 1) ! <•»— 1)

oder

MI uro. t
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wobei r,, den jeweiligen Keingewinii bedeutet. Mit dem Rein-

gewinn wächst also die zur Erzielung gegebener relativer Grenzen

uötige Zabl von Versuchen in geradem Verhältnisse und wird uueud-

lich gross, wenn der Gewinn ins Unbegrenzte wächst.

Vom mathematischen Standpunkte erscheint ein nach dem Grund-

sätze: „Die mathematischen Erwartungen der Teilnehmer sollen gleich

gross sein^' — geordnetes Spiel als gefahrlos fflr heide Teile, für den

Spieler und den Spielhalter. In Wirklichkeit aber steht bei

beiden der Aussicht auf eine Yermdgensvormehrnng die

Gefahr einer Vermögensverminderung entgegen. Jenach.

dem nun einer Person das eine oder das andere grösser erscheint,

hUt sie das Spiel fOr Torteühalt oder fElr nachteilig.

Doch die Abwägung der Iloifnuiig gegen die Gefahr ist eine rein

subjective Angelegenheit, eine unanfechtbare, für alle Fälle giltige

Regel zur ziftermässigen Durchführung dcrselhen wird sich niemals

angeben lassen. Die Umstünde, welche dabei in die Wagschale fal-

len, können von mannigfachster Art sein; gewiss wird auch darauf

Rücksicht zu nehmen sein, ob den Spiclvcrhältnissen zufolge au eine

Einschränkung der Wirkungen des Zufalls durch Wiederholung des

Spieles zu denken ist. Ferner wird die Erfahrung mitsprechen, dass

Ereignisse, für welche die Rechnung eine sehr geringe Wahrschein-

lichkeit ergibt, in Wirklichkeit äusserst selten vorkommen.

Es gibt Falle, wo kein Zweifel flbrig bleibt, ob die Hoffnung auf

Gewinn oder die Gefahr des Verlustes das grössere ist, und zu den
Fällen dieser Art gehört auch das Petersburger Problem.
Hier ist die Gefiihr, welcher sich Paul durch die Annahme des Spieles

aussetzen würde, eine augenscheinliche. Vorausgesetzt nämlich, dass

Paul den von der Rechnung geforderten Einsatz und Peter alle Ge-

winnsto auszuzahlen im Stande wäre, welche nach den Bedingungen

des Spieles eintreten können, werden die Erwägungen, welche Panl

zur Ablehnung veranlassen, etwa folgende sein. Dem Einsätze, wel-

cher der Rechnung zufolge unendlich gross sein soll, stehen aller-

dings nicht nur Gcwinnste entgegen, welche ihn decken, sondern auch

solche, welche ihn in einem über alle Grenzen liinausreichenden Ver-

hältnisse übertretfen. Doch selbst den Gewinnsteu der ersten Art

kommt eine verschwindend kleine Wahrscheinlichkeit zu, ihre Reali-

sirung ist ebenso wie das Eintreffen jener Ereignisse, von denen sie

abhängen, erfahrungsgemäss nicht zu erwarten. Demnach ist ein

Verlust zu gewärtigen, und zwar mit sehr grosser Wahrschein-

lichkeit ein Verlust, dem gegenüber die gewonnene Summe verschwin-

dend klein zu nennen ist.
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In der eben betraehteton Fom hat das Problem nur rein mathe-

matisches Interesse, weit es sich sowohl in deu Bedingungen als auch

im Besnltate ausserhalb des praktischen Bodens bewegt Ein Spiel,

in welchem die Gewinnste über alle Grenzen hinausgehen können,

hat ebenso wenig Sinn wie etwa die Frage, zu welcher Höhe ein

Capital anwächst, wenn man es für ewif^e Zeiten auf Zinseszins liogpu

lässt Der unendlich f^rosse Wert, weldicn die Rechnung für den

Einsatz liefert, ist hier in ähnlicher Weise ein Symptom dafür, dass

die Auf|jrabc ungereimt ist, wie es ein negatives oder imaginäres

Resultat bei einer geometrischen Aufgabe sein kann. Diesen Um-
stand bringen auch die Lösungen von Gramer und Poisson zur

Geltung-, beide verwerfen die unendlich hohen Gewinnste, der eine

mit der Motivirung, weil man davon keinen Gebrauch machen könnte,

der andere, weil das Geld zu ihrer Auzahluug nicht vorhanden Ist

Um also dem Sinei ]>niktische Bedeutung zu gehen, muss die

Zahl der Würfe im Voriii nein vereinbart werden und zwar

innerhalb jener Grenzen, iunerlialb welcher Peter wirklich im Stande

ist, alle eventuellen Gewinnste anszuzahleu. Ist letztere Bedingung

nicht erfüllt, so fehlt der Kechiiufig die Grundlage.

Ist die Zahl der Würfe einigermassen gross, so lassen ähnliche

Betrachtungen, wie sie oben angestellt worden, das Spiel für Paul

nachteilig erscheinen. Setzen wir beispielsweise, man hätte sich ge-

einigt, über 30 Würfe nicht hinauszugehen ; der grösste Gewinn, der

dann fallen kann, beträgt l>^" - 536, 870 . 912 Thaler, so viel muss

Peter besitzen. Paul hätte vor dem Spiel 15 Thaler zu erlegen,

aber selbst diese verhältnissmässig unbedeutende Summe wird er,

wenn das Geld für ihn einen Wert hat, vernünftiger Weise nicht

wagen. Denn um sie wieder hereinzubringen, dürfte Bild nicht vor

dem fünften uutl müssto überhaupt einmal fallen, ein Ereigniss,

dessen Eintreffen in Ansehung der geringen Wahrscheinlichkeit,

^— oder weniger als f^, bei einem einmaligen Versuche ebenso

wenig zn erwarten ist, wie etwa das Troffen eines roten Aas ans

ein^ Spiel von 32 Blättern auf einen Zng. Ans der Wiederholung

dea Spiels anter gleichen Bedingungen ist eine Ausi^eichung auch

nicht zu hoffen; denn die Anzahl dieser Wiederholungen mflsste

eine ungeheure sdn, um der Erwartung Baum m geben, dass das

TeiiiftltmsB der Wiederholungszahlen der dreissig möc^ichen FfiUe des

Grewinnens : Bild im ersten, erst im zweiten, . . . erst im dreissigsten

Wurfe — sich innerhalb enger Grenzen dem Verhältnisse ihrer

Wahrscheinlichkeiten nfthem werde. Auf diesen Umstand macht

8»
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auch Fries*) aufmerksam. Seine Betrachtungen auf das hier er-

örterte Beispiel angewendet lassen sich etwa in folgender Weise wie-

dergeben. Damit jeder der angeführten dreissig Fälle sich in der

seiner Wahrscheinlinhkoit entsprechenden geringsten Anzahl von

Malen, der letzte i^all also einmal, zutragen könne, sind 2'^ =^

1073,741.824 Wiederholungen des Spiels erforderlich; und solcher

Gruppen von 2^ Spielen müsste eine sehr grosse Anzahl ausgeführt

werdra, um aach die Wiederholung des letzton Falles, dem die ge-

ringste WahrscheiolicUrait zukommt, in einor dieaer Wahrscheinlidi*

keit nahe proportionalen Anzahl von Hialen erwarten zu dürfen.

Setzt man beispielsweise das halbe Intervall y |/
^^*^ zwischen

den Grenzen von E gleich 0*01, d. i. gleich einem Procent, nimmt

für y wie früher den Wert 3(P ^ 0-9999779), so ergibt sich, weil «

in halben Thaleru ausgedrückt 2^^ ist, aus der Gleichung

es müsstcn also 180000 Gruppen von je 2^ Spielen ausgeführt wer-

den, um mit der angeführten Wahrscheinlichkeit erwarten zu dürfen,

dass der aus dem letzten der dreissig Fälle stammende Gewinn nicht

mehr als um l^o von dem rechtmässigen oder vom Einflüsse des

Zn&lls freien Betrage abweichen wird.

Die weitere Ausführung dieses Beispiels hatte nur den Zweck,

zifiermässig zu zeigen, wie sehr man fohlgehen würde, wolltt' mau bei

einem derartigen Spiele aus der Wiederholung eine Ausgleichung

zwischen Einsatz und Gewinn erwarten; denn hier schon, wo die

Anzahl der vereinbarten Würfe nur IK) beträgt, führt die Kechuung

auf Wioderholuugszahleu, die man kaum zu lassen vermag.

Hier nehmen wir Gelegenheit, auf das in Art 3. angefahrte Pro-

blem näher einzugehen, welches B^gnelin erihnden hat, nm daran

die Unzulänglichkeit der Grundlagen derWahrscheInlichkeitsrechnnng

zu demonstriren. Dieses Problem hat ebenso wie das Petersburger

keinen praktischen Sinn, so lange man die Anzahl der Ziehungen

unbestimmt lässt Gesetzt aber, man hätte vereinbart, über «

*) Versuch einer Kritik der Frincipien der Wahncheinlichkeitsrechoang,

1842, pag. 114 £

mit hinreichender Annäherung

•2»
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Ziehungen nicht hinauszugehen, so stellt sich die Rechnimg folgen-

dermassen. Peter — so möge der Spielhalter heissen — gewinnt
nur, wenn das schwarze Blatt in den i» Ziehongen gar nicht erscheint,

wofilr die Wahrscheinlichkeit ^, ist, nnd zwar gewinnt er dann die

ganze von Paul eingezahlte Summe von + Tha-

lern-, dagegen verliert Peter, ob das schwarze Blatt im 1, 2, . .

.

» Zage, wenn es also überhaupt erscheint, wofür die Wahrscheinlich-

keit 1— ^ ist, und zwar Teriiert er in jedem dieser Fälle ^ Thaler.

Die auf den Gewinn bezügliche Erwartung Peters ist demnach

beide sind gleich gross, das Spiel ist also tatsächlich geordnet nnd

bleibt es aocfa, wenn man » in's Unendliche wachsen iSsst — Die

Ueberlegnng, welche trotz dieser Gleichheit Peter veranlassen wird,

schon bei einigcrmassen grosserem n-das Spiel zurückzuweisen trotz

der Möglichkeit sehr grossen Gewinnes, gipfelt darin, dass die Wahr-

scheinlichkeit, er werde in dieser Reihe von Ziehungen einmal an

Paul zahlen müssen und daher ^ Thaler verlieren, der Einheit sehr

nabe kommt — sie beträgt bei n= 20 schon 1— YÖ^'blQ ' ^®

Wahrscheinlichkeit, den weuu auch beträchtlichen Gewinn von

i4-l4-2-j- . . .
-j-2*»-2 2»'-i— i Thaieru zu erzielen, wird in dem-

1 . ^
selben Masse sehr kldn — bei n — 20 beträgt sie

j~ö4T576'

Gewinn ist also erfahrungsgemüss nicht zu erwarten, wol aber der

Verlust.

Die Resultate der Betrachtungen, aof welche wir im Obigen die

LOsiing des Petersburger nnd des mit ihm verwandten fi^goelin'schen

ProUems gestutzt haben, &ssen whr in folgenden Sätzen zusammen.

1. Die mathematische Erwartung ist der Grenzwert,

welchem der im Durchschnitt auf einen Versuch entfallende

Gewinn mit wachscnrler Anzahl der Versuche zustrebt, sie

hat daher für den einmaligen Versach nur theoretische Be-

deatmg.

2«*—

1

2H-1 '

die auf den Verlust bezügliche Befürchtung
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2. In jedem ponrdnoton Spiele steht bei jedem Teil»

iiehmer der Ilotriiuug auf Gewinn die Gefahr eiues Ver-

lustes entgegen; beide können nur durch eine in sehr grosser

Zahl ausgeführte Wiederholung des Si)ieles einander ge-

nähert werden. Bei dem einzelnen Versuch nimmt mit dem

Kleinerwerden der Wahrsclieinliehkeit zu gewinnen oder

dem Wachsen des Gewinnes die Gefahr zu und die Hoff-

nuug ab; gleichzeitig verringert sich die Möglichkeit, durch

Wiederholung des Spiels einen Ausgleich zwischen Gewinn

nnd Yerlnst herbeizufahren.

3. Die Annahme eiues Spieles oder einer Welte ist umso
unvernünftiger zu nennen, je geringer die Wahrscheinlich-

keit, dass mau den Einsatz wieder heimbriiigt.

Anknöpfend an diese Satze wenden wir uns der von BernovUi
ZOT Lösung des Petersburger Problems erfundenen Theorie Yon dem
moralischen Werte der Geldsummen und der Betrachtung dieser Lö-

sung selbst zu.

Wie oben erörtert worden, unterscheiden sich die im üblichen

Sinne geordneten Spiele, Wetten u. dgl., welche vom mathematischen

Standpunkte für gleich erkhirt werden, in dem Verhältnisse der mit

ihnen verknüpften Gefahr und Hoffnung. Bei der Abwägung dieser

beiden gegen einander können die mannigfachsten Umstände in Be-

tracht kommen, eine allgemein giltige Regel Iftsst sich aber deshalb

nicht angeben.

BernouUi's Theorie gibt nun ein Yerfahren an die Hand,

diese Yergleichung nach einer festen Regel durchzu-
fahren, nnd zwar unter Zugrundelegung eines Umstandes, dem
allerdings in vielen Fällen eine hervorragende Rolle eingeräumt

werden muss, nämlich das Vermögen der beteiligten Person.

Aus di^r Auffassung ergibt sich dann, in welchem Sinne
diese Theorie anzuwenden ist Sie lomn dazu dienen,

«) zu entscheiden, welches von mehreren Spielen für dieselbe

Person das relativ günstigere ist;

ß) für welchen von den Beteiligten ein Spiel relativ ganstiger

ist, d. h. die geringere Gefahr in sich birgt, vorausgesetzt, dass ausser

dem Vermögen kein anderer Umstand massgebend ist.

Soll eine Person, deren Vermögen i> ist, zwischen zwei (geord-

neten) Spielen entscheiden, bei deren erstem dem Einsätze e und der

Wahrscheinlichkeit q zu verlieren der Gewinn g mit der Wahrscbein-
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Uchkeit pC**» 1— zn gewinneD, und bei deren zwdtem die aoalogen

GrMen e\ q' mid g\ l^q') einander gegenllberstehen, so wird

sie das erste oder das aveite wäUen, jenacfadem der numerisclie

Wert des Aasdmckes

kleiner oder grösser ist als der Wert des Ausdruckes

diese Ansdrftcke sind nach bekannten Entwicklungen negativ und

stellen gleiehsam den in Geldeinheiten ansgedrflckten Ueberschass der

Qe&hr an verlieren über die HofBanng an gewinnen vor.

Wenn die Person deren VennOgen v ist, mit der Person J?,

deren Vermögen ist, an dnem geordneten l^ele skib vereinigt,

wobei a, b die Summen sind, welche die Personen vor dem Spiele zn-

sammenlegeu, und q{= l—p) die respectiTen Wahrscheinlichkei-

ten des Gewinnens bedeuten, so ist dem B gegenflber im Vorteil

oder Kachteil, jenachdem der nnmerische Wert des Ausdruckes

kleiner oder grösser ist als der Wert des Ausdruckes

Die Theorie von der moralischen Hoffnung ist aber noch in einem

andern Sinne verwendet worden, nämlich zur Berechnung des
Einsatzes. Da dies auch bei der Bemoulli - Laplace'schen

Lösung des Petersbarger Problems der Fall ist, so mnss auf diese

Art der Anwendung näher eingegangen werden.

Zwei Personen A und B treten zu einem Spiele zusammen. Die

Person welche die Wahrschoinliclikoit q besitzt, dass sich das Spiel

zu ihren Gunsten entscheiden werde, setzt den Betrag fj ein; wechen

Einsatz hat die Person A zu leisten, wenn v ihr Vermögen uuvl

p = 1 — q die Wahrscheinlichkeit, dass sie das Spiel gewinnen wird ?

— Zur Lösung dieser Aufgabe hat man den Grundsatz aufgestellt:

Der Einsatz ist so zu bemessen, dass die moralische Hoffnung der

Person A der Null gleich werde, mit andern Worten, dass das mo-

ralische Vermögen, in dessen Besitz sie durch die Annahme des Spiels

gelangt, dem .ursprüDglichen Vermögen gleich werde. Auf solche

Weise erhält man zur Berechnung des Einsatzes « die Gleichung

(t>+jr)'(»—«)*—»= 0 (1)
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Dieser Vorgang entbehrt jedoch der Berechtigang, weil er eine

wesentliche Bedingung nicht erfüllt, die VermögensumstäDde der beiden

Teilnehmer am Spiele nicht gleichförmig beachtet. Dieser Bedingung

würde man gerecht werden mit dem Grundsatze: Die Einsätze sind

so zu regeln, dass die moralischen Iloffnaiigen (YermÖgeusänderuQgen)

der Spieler gleich gross ausfallen.

LiBSt man den Grossen j», g, v ihre frflbere Bedeutung, beceidmet

mit y die Eissätse der Personen Ay ß und mit v' das Vennflgeii der

letsteren, so ist obiger Grundsatz durch die Gleichung

— (t''—y)P(t>'+»)«— «'' ... .(2)
ausgedrUdct

Die Rcchnuugsweise nach Gleich. (1) kann als besonderer Fall

der zweiten aufgefasst werden, welcher eintritt, wenn das Vermögen

v den übrigen Beträgen gegenüber unendlich gross angenommen wird;

dann verschwindet die rechte Seite von Gleichung (2) und sie wird

mit (1) gleichlautend, wenn mau g für y schreibt

Zur Veigleichung der beiden Rechnnngsmetboden unter einander

und mit der mathematischen Spielregel mögen einige Beispiele folgen,

wobei der Einsatz x des Spielers A als Geldeinheit dienen soll} die

Gleichungen (1),- (2) lauten dann, wenn man

setzt, wie folgt:

(v-j-i,)(v—l)t—v-0 • . .(!')

(v+if)i'(v—l)«—v= ij)F(v'-|-l>ff— . . . .(2')

Zunächst erhält mau für v = lOU, = iV» a = und

v'-lOO, 500, 1000
ftlr n die Werte

ly — 8-9769, 9176Ü, 9 2112
j

dagegen nach Gldcfamg (1') ohne Bücksicht auf das VennOgen des B

i}=s 9-4645.

Die mathematische Spielregel würde ^ — 9 ergeben. Die Rechnung

nach Gleich. (2') liefert also fOr 17 einen umso grösseren Wert, je

grösser das Vermögen von B im Vergleich zu dem Vermögen von.^;

die Bechnung nach Gleich. (1') führt zu dem grössten Werte von

Wagt A sein ganzes Vermögen auf das Spiel, so ist v s » und

daher v — 1; während Gleich. (!') fttr diesen Fall

1J
«s» OD
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ergibt, findet man ans (2') irenn beispidsweise v*« 100 gesetzt «ird,

ij — 17-31
i

hier ist der ünteracbied ein besonders anffidliger. Bas erste Beinitat

wird gewöhnlich dahin gedeutet, man dfirfe niemals sein ganzes Ver-

mögen auf ein Spiel wagen.

Eine gewisse Analogie mit der mathematischen Spielregel erlangt

die zweite Rechuuugsmethode, wenn man bei beiden Spielern gleiche

Yermögensamstände voraussetzt Die Gleichung (2')^ welche jetzt die

Form annimmt

liefert

X—

1

f) = V —r - »
' K-J-1

P

wenn zur AbkOrznng y;;^^ j
— » gesetzt wird. Ans der nftheren

Betrachtung dieser Formel ergibt sich, vorausgesetzt, dass v grösser

als 1 ist.

So lange p h ^ grosser sIs der nach der mathematischen

Splebregel sich ergebende Betrag, der Unterschied zwischen bdden
fiUlt nmso geringer ans, je grösser v ist.

Wird p = \ ^ q, so erhält man för denselben Wert, den die

mathematische Spielregel ergibt; in diesem Falle kommt die Gleich-

heit der moralischen Hoffnungen mit jeuer der mathematischen ttberein.

Für p<i \ wird 17 kleiner als der nach der mathematischen

Spielregel gefundene Betrag, und zwar nmso kleiner, je kleiner p
wird, nnd nfihert sich mit gegen 0 abnehmendem der festen Grenze

Vy während der nach der mathematischen Spielregel gerechnete Ehi-

sats von B unter denselben Umständen ins Unbegrenzte wachsen

wttrde.

Wir kehren mm zu unserem Gegenstände zni'ück. Die Ber-

noulli-Lapluct'scbe Lösung des Petersburger Problems beruht auf

der Anwendung der Theorie von der moralischen Bedeutung des

Geldes anr Berechnung des Einsatzes in dem ersten hier entwickelten

Sinne. Dies machen wir der erwähnten Lösung zum Vor-
wurf, nnd zwar nicht allein, weil diese Art der Bechnnng die b^den
Sj^er nicht gleichmassig behandelt, bei dem einen ein endliches,

bei dem andern aber ein Vermögen voraussetzt, dass zur Begleichung

aller Gewinnste ansrdcht, die den Spielbedingungen zufolge eintreten

können, kurz, ein unendliches Vermögen, sondeni weil die Ber-
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nonlli'sche Theorie cur Regelung derEintfttie flberhftvpt

nicht snl&ssig ist

Wer sich in ein Spiel einlüsst, tut es — wie in der Theorie au-

genommen werden muss — in der Absicht, sein Vermögen zu ver-

mehren und will durch niemand anderen entsckeiden lassen als durch

den Zu&ll. Werden aber schon bei der Regelung der Einsätse fremde

Umstftnde in Rechnung gezogen, soll der Spieler deshalb, weil er ein

grosseres Yermögen besitzt oder mit grosserer Wahrscheinlichkeit

den Gewinn zu erwarten hat als sein Gegner, mehr einsetsen als mit

Ausserachtlassung der Wirkungen des ZuftUs oder nach der Reg^
von der Gleichheit der mathematischen Rrwartungen sich ergibt, so

wflrde er durch Annahme eines solchen Spiels seiner Absicht entf-

gegenarbeiten.

Die Sätze von der müialisclien Jluft'iiung können, wie schon ein-

mal hervorgehoben, nur dazu dicueu, mehrere Spiele oder mit Un-

gewissen Ereignissen im Zusammenhange stehende Geldunternehmungeo

in Bezug auf die Höhe der damit verbundenen Ge&hr sn vefgleichen.

Von dieser Art sind die bekannten interessanten Beispiele, welche

Bernonlli und Laplace behandeln, die Untersuchung nftmlich, ob

es vorteilhafter ist, eine ungewisse Summe einer einzigen Ge&hr
preiszugeben oder auf mehrere gleiche Gefiihren g^elchmftssig zu ver-

teilen»; ferner die Untersuchung, was vortdlhaiter ist, ein Gut, das

einer Gefahr ausgesetzt ist, zu vernchem oder unversichert zu lassen.

In ähulichcm Sinuc hat Oettinger*) die Bernoulli'sche Theorie

auf das Petersburj^'er Problem angewendet. Er schreibt dem Problem

auch nur dann einen Sinn zu, wenn die Zahl der Würfe endlich und

bestimmt, also im Vorhiueiu ausbeduugcn ist, und untersucht, wel-

cher von den Personen, ob Paul oder Peter aus der Annahme dos

Spieles grössere Gelahr droht Dab^ ist, wie sich durch BeobadituDg

der Gleichungen 9 und 10 der citirten Abhandlung erweist, ein Irr-

tum unterlaufen. Bei der Berechnung des moralischen Vermögens

bei Paul beachtet Oettinger ganz richtig, dass dieser seinen Einsatz

einbflsst, ob nun Bild im 1., 2. . . . nten Wurfe oder gar nicht fUlt;

bei der analogen Rechnung fflr Peter geht er aber so vor, als ob

dieser den Einsatz Pauls nur dann behalten wttrde, wenn Bild gar

nicht ftllt. Eine ähnliche Unklarheit in der Auffassang der Aufgabe

findet man bei Liagre**); dieser flbersieht n&mlich, dass Peter den

*) üntersneboDgen Aber die Wahraehtialidik«itifeehnttag. Grelle*! Jour-

nal, SS. Bandy pag. 800 ft

Caleal dei prdbabilitte et tb^rie des erremi. IlaM 4^ remie pw
C. Peny. BrueUei, 1879, pag. 189 leq.
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EiBBttts Pauli aneh daim behilt, wenn Bfld gar nicht eintrült, und

erhält dadnreh für diesen Einsatz einen von dem sonst berechneten

abweichenden Wert

Die Anwendung der BeruouUi'schen Theorie auf das Petersburger

Problem im Sinne 0 ettingers wird sich folgcudermassou darstellen

lassen; wir führen sie weiter aus, weil sie ein bemerkenswertes Re-

sultat ergibt. Ist r das Vermögen Pauls, v' das Vermögen Peters,

tt die Zahl der vereinbarten Würfe, so ist g der rechtmässige £in-

sats, den Paul sa leisten hat; dnrdi die Annahme des Spiels erlangt

er das moralicbe Yermdgen

r-(.-=+iy(.-i+2)'(.-|+4)'...

Peter dagegen das moralische Vermögen

•"-(•' + H'('' + ü-='y(-' + i-^)--;

jenachdem der Wert von V grösser oder kleiner ist als Wert von

V\ ist das Spiel fbr Peter, besiehongsweise Panl gofthrlioher. Die

Ansdrficko üftr V und F' werden imaginftr, wenn einerseits

^^i» oder w>>2t»,

andererseits

2«-i > + oder 2»'— n > 2«'.

Die niedrigere dieser Grenzen von »ist massgebend; bis dahin sind V
und V' vergleichbar, darüber hinaas entbehrt das Spiel ohnehin der

Grundlage, weil der einen oder andern von den beiden Personen das

zur Einhaltung der Spielbedingungen nötige Geld fehlt Ist beispiels-

weise o— '— 100, 80 ist 6 die Grenze von n, und man findet für

« — 1 F— F'- 99-995

n 2 F= V = 90 990

n = 3 - V = 99-975 F' — 99-974

« 4 v= 99-933 F'= 99-926

»-5 99-S34 F'- 99 -786

» — 6 99*638 F'=. 99-840;
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ist 1000^ BO ist 10 die Gfenie you «, mid ss eiigllit sich flir

fl— 1 F' — 999-9998

»=: 2 V = 999-9995

»- 3 999-9991 ... F' — 999-9991 ...

n- 4 9979 ... — -9979 ...

»i- 5 * 9949 •.* *99^9 ...

n- 6 •9884 - -9881

7 •9749 «- 9733

n*- 8 •9472 - 9402

1»= 9 •8937 QOOU

« — 10 •7986 — -6702

Yon » -* 3 snge&Dgeii ist also •< f; der UntenGbied

mit der Anzahl der Würfe immer grösser^ Peter erscheint Pavl
gegenüber immer mehr im Nachteile*). Dieses Resaltat steht

mit den Ergeboisscn anderer Betrachtungen im Widersjjtmche; denn

ist die Anzahl der vereinbarten Würfe einigermasscn gross, so er-

scheint uns Paul als derjenige, dem das Spiel mit grösserer Gefahr

droht. Um ein recht augenfälliges Beispiel zu haben, denke man
sich, Peters Vermögen r' betrage ü^'*— Y 549 . 755, 813 .868)

Thaler und es mögen 4^) Würfe vereiubai't werden; die Rechnuug

ergibt dann V' — O^ dagegen für reinen von Null verschiedenen

Betrag, sobald Pauls Vermögen mehr als 20, z. B. auch nur 21 Thaler

beträgt. Selbst in diesem Falle erscheint also Paul dem Peter gegen-

über im Vorteile, würde aber trotz dieses Rechnongsergebuisses ver-

nünftigerweise auf das Spiel nicht eingehen.

Damit ist der Nachweis geliefert, dass es Fftllegiht, wo
die Rechnung nach Bcrnoulli's Theorie von der morali-
schen Hoffnung zu Resultaten führt, welche mit den Er-
gebnissen anderer Erwägungen im Widerspruche ste-

hen. Bei Beurteilung der Gefahr, welcher man durch Annahme eines

Spiels, einer Wette o. dgl. sich aussetzt, genügt also die alleinige

Rücksichtsnahme auf das Vermögen nicht; namentlich erfordert die

Grösse der Wahrscheinlichkeit, den Einsatz wieder heimzubringen, be-

sondere Beachtung, wie dies bei dem oben unternommenen Versuche

der Lösung des Petersburger Problems geschehen ist.

*) Oflttingsr» 1. e. pag. 306, ist in Folge des oImb benrocgebolieneD Irr-

tniu sti dem enlgegnigeietsrten Resultate gelangt.

Digitized by GoQgle



I

Moppet BagdmMuig9 Immr i^grmmtt Figtirtn «fe. 29

U.

Regelmässige linear begrenzte Figuren

von vier Dimensionen.

Von

R. Hoppe.

Die regelmässigen linear begrenzten Figuren von 2 und 3 Dimen-

sionen, d. i. Vielecke und Polyeder, bieten zwar analoge allgemeine

BegriiTe dar, welche Anwendung auf jede Diraensionenzahl gestatten,

doch ist darin nirgends ein Fortschrittsgesetz zu erkennen. Von der

unbegrenzten Zahl regehnässiger Vielecke kommen wir zur Zahl 5

der regelmässigen Polyeder. Es scheint also, dass, wenn überhaupt ein

Gesetz gefunden werden soll , die Reibe mit 3 Dimensionen erst be-

ginnen miiBs, 8ö dass der erste Fortsdiiitt bei 4 Diaumsionen an den

Tag treten würde. Es wird sich nmi zeigen, dass auch diese er-

weiterta Betrachtung ttber die Frage den erwarteten Anftehlnss nidit

glebt Es treten liier wesenfUcfae Aendemngen hinzu. Gerade diese

aber scheinen mir von Interesse sn sein.

§. 1. Der Eulor'sche Satz von den Polyedern
in seiner Erweiterung auf vier Dimensionen.

Wenn wir, wie bei allen Uer betrachteten Flgnren, dn&cben

Zusammenhang zurYoTansetKiing machen, so kann man die Oberflftche

eines Polyedera anf einer Ebene in 2 sich dem Umfiinge nach decken-

den Netzen, mit Abetraction von allen Giössenbesiehnngen abbilden.

Die Betraehtong wird dadurch erleichtert, dass man mit dem nntem

Neti nnr eine Seite, die Schlnssseite, mit dem obem die ganze ftbrige

OT)erflftche darstellt
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Eine leidite Betrachtung' orjfiebt, dass in jedem Netze vou Viel-

ecken die Suinnie der Eckpunkt- und Vieleckszahlen um 1 grosser

ist als die Zahl der Linien. Die Schlussseite vermehrt als Vieleck

jene Summe um 1. Daher ist wie bekannt

«+/-fc+2 (1)

Ebenso kann man die Grenze eines Tolytops (Viclraum, so will

ich die linear begrenzte Fif;ur von 4 Dimensionen nennen) auf dem

, Räume abbilden durch ein Ketz von Polyedern und ein sie alle um-

fassendes Polyeder als Schlassacite. Fügt man zu einem Netze ein

neii68 Polyeder hinzu, das durch einen Gomplez von FlAchen damit

in Verbindung steht, so vermehrt sich die Anzahl der Echen e um .

e", die der Kanten k nm k'^y\ die der Flächen nm/'— f^
die der Polyeder p nm 1, wo e% h\ f sich anf das neue Polyeder,

e", }S\ f* auf den Grenzflächencomplez beziehen; and man bat:

e' -\-f =1' +2

folglich wficbst e'{-f—k nm 1, und bleibt nnverAa-

dert Da nun fiClr 1 Polyeder

ist, so ist es auch für jeden Complex von Polyedern » 1. Zur Yer*

vollständignng der Grenze des Polytops ist nun bloss als Schluss-

seite ein Polyeder hinzuznfllgen, dessen Ecken, Kanten, Flächen schon

im Netze enthalten sind, so dass nur um 1 wächst Der dem En-

ler'schen analoge Satz von den Polytopen laotet also:

Dass hier die Helation eine homogene ist, was beim Polyeder

nicht der Fall war, hat einen wesentlichen Unterschied in der Theorie

zur Folge. Der Grund des verschiedenen Verhaltens ist leicht zu

sehen: bei den uugeschlosseneA Flächen- und Polyedemetzen stimmte

die Relation der Zahlen noch flberein; die Sehlnssseite aber kommt
beim Polyeder additiv, beim Polytop snbtractiv hinzu. Bei successiver

Vermehrung der Dimensionen mnss dies Verhalten stets abwechseln,

weil die Schlussseite immer die zuletzt eingefllhrte Zahl vermehrt,

^ese aber abwechselnd zur Linken und Rechten der Gleichung steht.

Das gldche Gesetz bestätigmi auch die regelmässigen Gebilde von

weniger Dimensionen:

1. Dim. c -= 2 Gerade Linie

2. e-=A: Vieleck •
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3. Dim. e+f^k-{-2 Polyeder

4. e+/ssh+p Polytop

nftndich fftr ft Dimensioiien die Oldchmig

WO ap die Anzahl der Grenzfiguren too v DlmeDBiooeii bezeichnet

Die allgemeine Gültigkeit folgt analog dnrch den Schlnas Von fi aof

woranf wir hier nicht eingehen.

$. 2. Bestimmung der regelmässigen linear
begrenzten Figuren.

An eine regelmässige linear begrenzte Figur stellt man die For-

derung, dass seine Grenze aus lauter congruenten regelmässigen linear

begrenzten Figuren von 1 Dimension weniger besteht, und dass diese

congruenten Teile, sowie deren Ecken, Kanten, Flächen, Räume

u. s. w. von einem Mittelpunkte gleichen normalen Abstand haben.

Ein regelmässiges Polytop ist also begrenzt von lauter congruenten

regelmässigen Polyederu.

Am diesen Bedingungen folgt, dass eine regelmässige linear be>

grenzte Figur durch die Beschaffenheit einer Eclwe vollständig be-

ftimmt ist. Lassen wir die durch die Eantenlänge reprftsentirte Grösse

ausser Acht, so giebt es von jeder Art solcher Figuren nur ein In-

dividuum. Wir können daher, statt von verschiedenen Arten, direct

von verschiedenen Figuren sprechen.

Ein Polyeder ist dann bestimmt dnroh die Anzahl der um eine

Ecke liegenden Flftchen m nnd durch die Anzahl von deren Ecken it,

woraus:

Es folgt weiter: zu jeder Kante gehören 2 Ecken, zu jeder Ecke m
Kanten, also ist

«:ik— 2:m

zu jeder Kante gehören 2 Flucheu, zu jeder Fläche n Kauten, daher

woraas:
2 2

nnd nach Einsetzung in Gl. (1):

i»"^n 2
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ein Ausdruck der, mit Beachtung dass m uud »i nicht -< 3 sein kön-

nen, nur für die bekannten 5 Wertpare von m, n ein positives, dann

aber audi stets ein ganzes k nebst ganzen e and / ergiebt.

Hieroach reicht der £uler*sche Sats aus, alle möglichen r<^-
massigen Polyeder und die Anzahlen von deren Edcen, Kanten,

Flftchen m bestimmen.

Zar Bestimmung eines regelmässigen Polytops werden nötig sein

die Werte Ton i», » lAr die hegrensenden Polyeder, ferner die Zahl

und Gruppirung der Polyeder am eine Ecke. Die Gruppirung erhält

man aof folgende Weise. Man schneide das Polytop dnrch einen

Banm, welcher normal zom Radios einer Ecke dordi einen Ponkt

einer von der Ecke aoslanfenden Kante geht Der Schnitt ist dann

ein rogelmässiges Polyeder, dessen Ecken die Schnitte der Kanten,

dessen Kanten die Schnitte der Flächen, and dessen Flächen die

Schnitte der Polyeder sind. Die Polyeder am eine Ecke des Poly-

tops sind dann ebensovicle und ebenso grnppirt wie die Flächen des

Schnittpolyeders. Zur Bestimmang gehören also 2 Zahlen /n,, n^,

welche angebeu, wie viel Flächen zu einer Ecke, and wie viel Ecken

zn einer Fläche des Schnit^olyeders gehören:

Sachen wir nnn die Verhältnisse der Zahlen /, p und be-

zeichnen Torlänfig mit ^, ft die Werte von «, ib, / fttr das Schnitt-

polyeder durch fi fir it» Seitenpolyeder, so gehören zu einer

Ecke .des Polytops e, Kanten, 1^ Flächen, fi Polyeder; zn einer

Kante 2 Ecken, «4 Flächen, «h Polyeder; zu einer Fläche n Ecken,

Ii Kanten, 2 Polyeder; zu einem Polyeder «t Ecken, Kanten,

Flächen. Daher hat man:

e:ib»>2:«|

« :/ — «:*!

* n :

oder nach (3):

« :/ = n : i'j

k : f = n :

kip'^kg'.m^

woraus nach Elimination von «, f:

fip — Is^:«

m <=» »4

SO dass nor die Belationeii Ueibeii:

km^ fn = pk^

Digitized by Gy^e



VMT Z>MMM«filll«».

Diese erfüllen bedingungslos die Gl. (2), so dass keine BeBtünmung

daraus hergeleitet werden kann. Dagegen hat sich ergeben:

§. 8. Einsebrftnkiing der möglichem Fftlle.

Die Combination der Worte 3, 4, 5 für m, w, ergiebt, mit

Beachtung dass die Werte 4, 5 nur Combinationeu mit 3 zulassen,

im ganzen 11 verschiedene Wertsysteme, eine Zahl die sich jedoch

wegen folgender Bedingung mindert. Die Summe aller vierdehnigeu

Winkel um einen Punkt herum ist = 16 R*). Legt man einen Raum
dnrch den Puukt, so ist die Winkelsurame auf jeder Seite des Raumes
= 8R. Ein convexes Polytop muss sich nun mit einer Ecke so in

jenen Punkt legen lassen, dass es ganz auf einer Seite jenes Raumes

liegt. Dann ist der innere Polytopwiukel an jeuer Ecke 8R.

Dieser wächst mit den ihn einschliessenden Polyederseiten bis 8R,

also nmas aaeh die Snnuiie der innern PolyederirfaikBl •< 8B wSxl

Nan Ist ein Polyederwinkel

für Tetraeder 0,35096R

für Hexaeder — R
ftr Oktaeder = 0,86589B

für Dodekaeder = 1,88650B

für Ikosaeder s= 1,67720R

Dividirt man mit diesen Zahlen in 8£, so hndet man in gleicher

Reihe die Quotienten:

Sie bilden die obere Grenze der f^.

*) Unter B witd lüer der Winkel switehen 4 normalen Binnen, r«8p. S
Bonnalmi Bbemo Tentanden.

(7)

22,79465

8

9,24443

4^290
4^76964

8
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Ist nun (las Seitenpolyeder ein Tetraeder, so ist «, = = 3
und »*! hat die Worte 3, 4, 5, denen die Werte 4, 8, 20 von /j ent-

sprechen, säramtlich die Grenze nicht erreicheud.

Ist die Seite ein Hexaeder, so ist n| m » 3, dieWerte von/j
sind dieselben, doch schon der zweite erreicht die Grenze, and nur
» 3 ist möglich.

Ist die Seite ein Oktaeder , so ist «, s m = 4, also = 3,

fi — 6, unterhalb der Grenze.

Ist die Seite ciu Dodekaeder, so ist »i » m =s 3, nor /, -* 4 ist

möglich, also »»i
» 3.

Ist die Seite ein Ikosaeder, so ist — m » 5, m, = 3, /i » 12,

was die Grenze flbersteigt

Es ist daher nur möglich 6 verschiedene regelmässige Polytope

zu construiren, und zwar liegen um eine Ecke

m 1«
I. 4 Tetraeder 3 3 3 3

n. 8 Tetraeder 3 3 4 3

m. 20 Tetraeder 8 3 5 3

IV. 4 Hexaeder 3 4 3 3

V. 6 Oktaeder 4 3 3 4

YI. 4 Dodekaeder 8 6 3 3

(8)

Ikosaeder können kein regelmässiges Polytop einschliessen.

Ans den Werten von m, «, »4, n| mass anch der Wert von N
notwendig folgen, doch liefert das Yoriiergehende kein Mittel ihn zn

finden; nnr soviel ist zn ersehen, dass N die Faetoren nnd

haben mass, damit e und p ganze Zahlen werden.

S. 4 Bestimmung des Mittelpunkts.

Yon einer Ecke A eines regelmässigen Polytops gehen «1 Kanten

AB aus. Legt man durch die Endpunkte B einen Kaum, so geht

dieser durch den Mittelpunkt D des regelmässigen Schnittpolyeders.

Ist C der Mittelpunkt des Polytops, so ist AC normal zum Schnitt-

raum und geht durch D. Man hat also das gleichschenklige Dreieck

ACB mit dem Höhenlot BD^ worin wir AB and BD als bekannt

annehmen dürfen. Dann ist
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Dieselbe Formel lässt sich auch zur Berechnung von BD auf das

Schnittpolyeder anwenden. An die Stelle von AB tritt dann die

Diagonale (oder Kante) BB, welche 2 benachbarte Kantenendeu B
verbindet, und an die Stelle von BD der Eckradius des analogen

Vielecks BE, so dass

BD
, , (10)

und zwar ist BB die Diagonale eines necks, Flftdie dei Seitenpoly-

eders, also zur Kante AB\ und BE der Eekradias eines M^eoks,

dessen Kante Diagonale eines «necks, nflmlicli der Flftclie des Schnitt-

polyedera znr Kante BB Ist Daher hat man:

2R
cos

BB^2ABm-^i BE'^BB-^-^
Sin

und nach Einsetzung in (10) ond in (9):

2B
i^i^sin

21/ sin*— —cos*—
V All

2R .2R
ccw»—-

*>H *i

R . „2R „2R— Sin* cos'

—

(12)

Der AbsUnd der Polytopkante von C ist dann

. o • 2R 2R
^^sin— cos '

^(^C7)*-(^) ^ WT7,R . ^2B 32R
2|/sitt*— sm* =-C08*--

(13)

und, wenn F der Mittelpunkt der Fläche eines Seitenpolyeders, der

Abstand dieser Fläche von C
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2R 2RAB cot— C08—
n «1

2 1/ sm^ am* cos*—
(14)

Bezeichnet endlich G den Mittelpunkt des Seitenpolyeden, so ist der

Abstand dieses Polyeders you C

r^^CG = V{aW^~IaG)^

Wendet naa die Fofmel (10) anf das Seitenpolyeder, also mit der

Kante AB uad den Zahlen m, n an, so kommt:

AG
l/ , »2R ,2R

2 1/ sin* — — cos^ —
r flt n

worans, mit Beachtaog dass n^^^mi

2R 2R 2R
ABoos — cos — cos—

"H » » _
— MI«,*«lA «iJlt 52R i/ . :2R . „2R

8 1/ sin* cos*— 1/ sin* ~ sm* cos
r m n f n

Eine Polyederfl&che ist

ihr Abstand vom Mittelpunkt G

AU 2R 2R
^-ßcos - cot—m n

.1/ . ,2R %2R
21/ sin* cos*—
f m «

folglich du* Polyeder, dessen Fiichenzahl

2 1

•^*^»1 ,1 1

ans 61. (3) (4) bekannt ist»
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(.lB)»C0B^C0t«5^

IMe Aiuühl der Po^jreder war aieh (7)

folj^cb ist dar Umfang (Grenze) des Po]|yto|^

J^M5)«co8^?cotä —
^ (le

^ol/ «2R .2R
• r m II

Diese multiplicirt mit ^ ihres Abstandes vom Mittelpunkt, ausgedrückt

in (14), giebt den Inhalt des Polytope

.T/.m4 „2R 2R „2R
N{AB)^cos — cos^ cos - cot''

//ij m n n

96 l sin*~— cos«—
j j/ sin*— sm* --—cos*~

(17)

A^cb der Winkel zwischen 3 Grenzrftomen eiigiebt sich leicht

planimetrisch. Die ICitfcelpnnkte des Polytope, des Polyeders nnd des

YieleclES bilden das Dreieck CGF rechtwinklig in G. Das Vieleck

ist der Darchschnitt zweier Polyederräume, nnd der von letztern da-

selbst gebildete innere Winkel w wird von CFhalbirt; daher hat man:

^2 " CF

das ist nach GL (14) (15):

2R . 2R
OOS— sin

—

am - . 2R1/ . _2R 22R
l/sm'» cos*
v m n

4R . ,2R ,
. 2»

co8^sin^-4-cos*-
«0»«

. .2B
^1^^

sm' cos*—
11» ti

1
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§. 5. GonBtraction der Netze.

Zur Beredmuig der aUein noch unbekaimteii Zalü N Ueibt uns

kein anderes Mittel ils das Nets jedes eSnselnen der 6 Polytope zn

Gonstmiren. üm dareb svcceeslTe Anfiftgang nener Polyeder das ganze

Nets mit Sicherheit nnd bestfindiger Uebersicbt des jedesmaligen Er-

iblges sn gewinnen, ist es nnr nOtig anf die Anzahl der nm jede

Kante liegenden Polder zu achten, die betragen muss. Ist diese

Zahl voll, 80 gehört die Kante nicht mehr der Oberfläche an; fehlt

1 daran, so tritt das Polyeder als Keil zwischen 2 Flachen, die dann

zugleich ins Innere verschwinden.

Polytop I. Um jede Ecke 4, am jede Kante 3 Tetraeder.

Legt man 4 Tetraeder nm eine Ecke, so haben die anstossenden

Kanten die volle Zahl, für die Oberfläche bleiben nnr 4 Dreiecke,

die ein Tetraeder begrenzen. Dieses ist Schlnssseite, folglich die

Anzahl der Tetraeder

-5i ^v = 30

Polytop IL Um jede Ecke 8, nm jede Kante 4 Tetraeder.

Legt man 8 Tetraeder um eine Ecke, so ist die Oberfläche die

eines Oktaeders. An jeder Kante der Oberfläche liegen 2 Tetraeder.

Setzt man also auf jedes Dreieck ein Tetraeder, so vermehrt sich die

Zahl am 2, folglich verschwinden alle vorherigen Kauten ins Innere,

die neuen Dreiecke gleidiiisUs, und alle Spitzen fallen in einen Funkt
Die 8 neuen Tetraeder hflden also ein . Oktaeder um jenen Punkt,

symmetrisch zum ersten Oktaeder. Die Tetraederzabl ist

Polytop m. Um jede Ecke 90, um jede Kante d Tetraeder.

Um eine Ecke n legen wir 20 Tetraeder aUb. Die Oberfläche

ist die eines Ikosaeders bbb ... Au der Kante ab liegen 2 Tetraeder.

Anf die 20 Dreiecke setzen wir 20 Tetraeder bbbe. An der

Kante ib liegen 4, an der Kante be 1 Tetraeder. (Man hat nur
immer die hinzutretenden zu den schon angegebenen hinzuzuzahlen).

An die 30 Kanten f>f> setzen wir 30 Tetraeder b/^cn. Die bh ver-

schwinden von der Oberfläche, desgl. die Dreiecke bbc. An den bc

liegen 3, an den cc 1 Tetraeder.

Die 12 fttnfseitig pyramidalen Concavitäten beecee fttllen wir mit

12mal 5 60 Tetraedern beed an, so dass die Pyramiden in con-
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vexe mit der nenen Spitze d flbergehen. An der Oberflftcbe sind nur

die Kanten ee mit 3 und die od mit 2 Tetzaedern.

Auf die 60 Dreiecke ccd setzen wir 60 Tetraeder eed«. Die «0

verschwinden ins Innere, die Dreiecke eee fidlen parweiie zusammen.

An der Oberflftebe liegen die Kanten mit 4, die c» mit 2 nnd die

de mit 1 Tetraeder.

An die 60 Kanten «/, wo nur je 1 Tetraeder fehlt, legen wir

60 Tetraeder edee. Die ce haben jetzt 4, de 2, die ein Te-

traeder.

Die 20 tetraedralen Goncavitäten eee» fallen irir mit 20 Tetra-

edern. Die de liaben dann 3, die m 2 Tetraeder.

Die 12 fünfseitig pyramidalen Concavitäteu deeeee füllen wir mit

12 mal 5 = 60 Tetraedern deef. Die ee haben 3, die e/ 2 Tetraeder.

Auf die 20 Dreiedce eee setsen wir 20 Tetraeder eeeg. Die ee

haben 4, die ef 2, die iv 2 Tetraeder.

Zwischen die 60 Dreieckspare ee/, eeg legen wir die 60 Tetra-

eder eefg. Die ef haben 4, die eg 4, die 1 Tetraeder.

Zwischen die 60 Dreieckspare e/g legen wir 60 Tetraeder ^gg.

Die fg haben 3, die ^ 2 Tetraeder.

Auf die 60 Dreiecke fgy setzen wir 60 Tetraeder fygh. Die gg

haben 4, die gh 2 Tetraeder.

Wir verbinden die h und vollenden die 30 Tetraeder ggkh. Die

gh haben 4» die AA 1 Tetraeder.

Wir fttUen die 20 Concavitftten ghhh mit 20 Tetraedern gkhk

ans. Es giebt nur noeh Kanten AA, jede mit 3 Tetraedern. Die 20

Drdecke AAA schliessen ein Ikosaeder ein.

Wir setzen auf die 20 Dreiecke hhh 20 Tetraeder hkhi, dauu

fallen alle Spitzen in einen Punkt i zusammen, und das Netz ist

geschlossen.

Die Anzahl der Tetraeder ist

- 20+20+30+60+60+30+20+60

+ 20+60+60+ 60+ 30+ 20+ 20

=» 600

2^—3600

Polytop lY. Um jede Ecke 4, om jede Kante 3 Hexaeder.
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Auf die 6 Quadrate eines Hexaeders setzen wir 6 Hexaeder. Za
jeder Kante gcbörto vorher 1 Hexaeder, also nachher 3. Daher ver-

schwindet die Kaute, alle seitlichen Flächen fallen zusammen, und

die übrigen 6 Quadrate bilden in Form eines Hexaeders die Ober-

fläche. Kommt dieses als Schlasseite hinzu, so ist die Anzahl der

Hexaeder

Polytop V. Um jede Ecke 6, um jede Kante 8 Oktaeder.

Auf die 8 Dreiecke eines Oktaeders setzen wir 8 Oktaeder. Die

Kanten und mit ihnen 4 Dreiecke jedes neuen; Oktaeders verschwin-

den. Die neue Oberfläche bilden 24-}- 8 Dreiecke. Sie teilt das

Netz in symmetrische Hälften j daher ist die Anzahl der Oktaeder

Polytop VI. Um jede Ecke 4, um jede Kante 3 Dodekaeder.

Auf die 12 Fünfecke eines Dodekaeders A mit den Ecken a

setsen wir 12 Dodekaeder B mit den je ö Eeken o, 5 Ecken 5

Ecken 5 Ecken d. Dann liegen mn jede Kante ein A und zwei

also Torschwindet oo, mit ihm die Fischen abeba und die Kanten ab.

Die Oberfläche bilden 12 Dodekaederimppen, jede bestehend ans 5

Fünfecken bedde und 1 Fünfeck ddddd. Zu ihr gehören 60 Kanten

b« mit 2wei ß, 60 Kanten cd mit einem B und 60 Kanten dd mit

einem B. Die be laufen je 3 in einen Punkt b zusammen, wo eine

concaye dreiseitige Ecke bleibt

In jede dieser 20 Ecken fügen wir eine Ecke eines Dodekaeders

C mit 1 Ecke i, 3 Ecken c, 6 Ecken 6 Ecken e, 3 Ecken f und

1 Ecke g. An jeder Kante be liegen zwei B und ein C\ daher ver-

sdiwittden die be nebst den je 8 Finfecben badde. Hieraus folgt,

dass auf jedem dieser Fttnfedce ein C steht, und dass, weil in jeder

Spante ed zwei derselben zusammenstossen , jede ed zu zweien C ge-

hört, daas sie alsOt weil sie auch an einem B liegt, ins Innere ver-

schwinden muss. Auf der Oberfläche bleiben die 60 Kanten dd mit

einem B und einem C, die 120 Kanten de^ die 120 Kanten e/ und

die 60 Kanten fg^ s&mmtlich nur mit einem C. Die Oberfliche wird

gebildet von den 12 Fflnfecken diUltld und von 20 auf der Ecke

stehenden Dodekaederkuppen, jede bestehoud aus 3 Fünfecken de/ed

und 3 in die Spitze g zusammenlaufenden Fünfecken efg/e.

Setzen wir jetzt auf jedes der dfhUld ein Dodekaeder so ver-

schwinden zuerst die dd nebst den angrenzenden Flächen dcfed\

auf jedem d«r letztem »teht aUo ein D\ die stossen ^er in den
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Kanten de zu 2 zusammen; daher gehören zu de zwei D und ein C7,

to dass die de gleichfalls verschwinden. Die Oberfläche wird gebildet

Ton 60 Fünfecken efg/e und 12 Dodekaederkuppen, jede bestehend

ans 5 Fünfeckon efhhf und 1 Fünfeck hhhhh. Die ee haben zwei

C; die ein C und ein i>, die ig ein C, die /A nnd die hh ein D.

An die 30 Kauten ee Stessen je 2 Fünfecke efgfe. Zwischen

diese setzen wir ein Dodekaeder so dass ee zwischen C\ C, R
verschwindet. Desgleichen verschwinden die ef zwischen C, /), E\

daher fallen 2 Flächen von /•; in 2 verschiedene efhhf. In jedem

fg Stessen 2 verschiedene K zusammen; daher verschwindet fg

zwischen Cy Jb, E. Jedes E grenzt aber mit 4 Kanten fg an 4 ver-

schiedene E. Folglich TerBchfrinden ftnsser den 4 schon benannten

Flftcben 4 neue, hfgik^ und jedes E erreicht nnr mit 4 Flachen die

Obeiflaehe. Biese wird gebildet von 12 FflnÜBcken AMAA, 60 Fünf-

ecken JUtttft nnd 60 Fünfecken ttftt. Die Kh haben ein D nnd ein

Ey die ik nnd die jUb zwei E, die iU nnd die ü ein £.

Wir setzen auf die 12 Fünfecke hhhhh 12 Dodekaeder F. Dann

verschwinden die hh zwischen 2>, A', die ÄA- zwischen A', F.

Die Oberfläche wird gebildet von 60 Fünfecken Ikikl und 12 Dode-

kaederknppen, jede bestehend aus ö Fünfecken klmml und 1 Fünf-

eck mmmmm. Die haben zwei die kl und die ein E nnd

ein die Im und die »««n ein F.

Wir fügen in jede der 20 dreiseitigen Ecken i die Ecke eines

Dodekaeders G. Dann verschwinden die ik zwischen E^ E, (?, damit

zugleich die Fl&chen IkiM^ also anch die U und U zwisdien E^ F^ (7,

mit ihnen die Flächen müdm. Anf jeder von diesen steht ein (?,

folglich verschwindet 2m, das zwei dieser Flächen begrenzt, zwischen

F, (?, <?. Die Oberfläche wird gebildet von 12 Fünfecken

und 60 zu je 3 in die Spitze;? zusammenlaufenden Fünfecken mnpnm.

Die mm liaben ein F nod ein 6r, die mn zwei 6r, die np ein G,

Setzen wir jetzt auf die 12 Fünfecke inmm„nii 12 Dodekaeder

so verschwinden die mm zwischen f\ (r\ 7/, die mnpnm werden

bedeckt, die m n verschwinden daher zwisclicn <f\ (7^ i/, die «;>

zwischen ^r, //, //. Demnach wird zuniu hst die gtin/e vorige Ober-

fläche bedeckt. Da aber die neuen aufsteigenden Kanten /wischen

je drei 7/ fallen, die Flächen zwischen ihnen sicli decken, so bleibt

auf der Oberfläche von jedem H nur die oberste Fläche iibrig. Also

ist die Öberfläche nur die eines Dodekaeders »/, das als Schlussseite

hinzukommt.

Zählt man die Podekaeder zusammen, so sind es
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1 A+l2B+iOC+l^D+90E+12F+70G+12ff+IJ
— 130 Dodekaeder, daher

-^(l+ i— i) = 120; iV-= 3600

Will man sich von dem körperlichen Netze eine Vorstellung ver-

schaffcD, so kann man nach Anfügung der B, dann der C, dann der

D das ebene Netz der jedesmaligen Obcrfiächo zeichnen. Diese 3

ebenen Netze sind dann auch in umgekehrter Folge die der Ober-

flftche nach Anfügung der der ^, der nur aiiid die EcUmdi-
Btaben

Cy «, /, g, h zu vertauschen ndt

p, «, II», l, ky », h

§. 6. Resultate.

Aus den Worten von N folgen nun nach den Formeln (7) auch

die Zahlen der Ecken, Kauten, Flächen. Stellen wir sie zusammen
80 ergicbt sich folgende Tabelle.

Um jede Ecke. Ecken Kanten Flächen Polyeder

I. 4 Tetr. 5 10 10 5

II. 8 Tetr. 8 24 32 16

m. 20 Tetr. 120 720 1200 600

IV. 4 Hex. 16 32 24 8

V. 6 Okt. 18 72 72 18

VI. 4 Dodck. 600 1200 720 120

Die Ixadien der Ecken, Kanten, Flächen, Grenzräume ergeben

sich aus den Gl. (12) (13) (14) (15) nach Einführung der Werte (ö).

Die Kaute sei = dauu wird die Tabelle:
1

r 1

a a
n

j

a a

1.

IL

m.

IV.

V.

1/5+1
2

1

1

2V 5

1

2

V(H-i)> |/^

2

y3
2

n
1

2y3

n

2|/io

2r 2

yö+2
2y2

1

2

Vi

VI.
3+y5
V2

(y5+i)j

1 8y2y5

7+3y5
4
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Für Umfimg ü nod Iihalt V geben die 6t. (16) (17)

U

III. öoy2

IV. 8

VI. eVÄ

VL 80yö(7-f3V6)

0,öbü2öö7

1,8856181

70,7106781

8^2814

919,5742752

96

1

6

4(V5+2)

1

3
2

^V5(47+21V5)

0,02329237

0,1666667

26,4754249

1,5

787,8569810

Setet man Fi* 1, so ergeben sieh nach Elimination von a für

ü die folgenden Werte, die wir mit dem der runden Vierdehnnng

entsprechenden Werte TT^, dem Minimum fOr alle Vierdehniingen, in

Vergleich stellen. Der Tabelle fügen wir zum Schluss die Werte w
des innern Winkels kwiachen 2 benachbarten Grenzrftnmen nach der

Formel (18) bei.

ü !

^ w

I. 9,88310 1,65774" 0,88914R

n. 7,22882 1,21252 1,33333R

m. 6,05850 1,01622 1,82753K

IV. 8 1,34188 R
V. 6,26034 1,06008 l,d3383R

VI, 8,18874 1,03723 1,6R

5,96180

jSnr in I. und III. sind die w nicht rational zum Kcclitcuj es ist hier

1

4
cosw üQr

m. —

—

8

1
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m.

Grundzüge der Geometrie des Cirkels.

Von

Frani Bessell.

(1).

Unter der Geometrie des Cirkels verstehen wir den Inbegriff aller

deijenigen elementaren Constructionen, welche sich in einer Ebene
ohne Hülfe des Lineals, durch alleinige Anwendung des Cirkels als

Constructions-Instrumontes ausführen lassen.

In derselben hat man es nur mit Kreisen and mit Ponkten za

tan. Eine geradu Linie wird jedesmal nor durch 9 isolirte Punkte

dargestellt, welcher man zwar mit Leichtigkeit noch beliebig viele

andere in derselben Richtung liegende hinzufttgen kann, denen jedoch

der continuirliche Zusammenhang fehlt und prineipiell fehlen mass.

Von den drei fundamentalen Aufgaben, auf welche schliesslich

alle elementaren Constructionen zurückzuführen sind, nämlich den

Durchschnitt 1) zweier Geraden, 2) eines Kreises und einer Geraden,

3) zweier Kreise zu bestimmen, erledigt sich die letzte ohne Wei-

teres; die Grundlage der Geometrie des Cirkels wird daher gelegt

sein, wenn mau im Stande ist, mit dem Cirkel allein folgende beiden

Au^ben zu lösen:

1. Es liegt ein vollständig ausgezogener Kreis, des Mittelpunkts

C und des Halbmessers r, und daneben ein Punktepaar .1/^ vor ; man

soll die beiden Punkte finden, in welchen die KreisÜnie von der durch

dies Paar bestimmten Geraden geschnitten wird.
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n. Gegeben eiad xwel Panktepaare AB nnd CD; gesacht wird

der Punkt, in weldiem sich die durch diese Paare gegebene Oeraden

begegnen.

(2).

Wir geben vorerst die LOsuug dieser beiden Aachen ohne alle

nähere Begrflndnng nnd bedienen nns dabei folgender Terminologie.

Wenn drei Punkte O, P, P' in einer und derselben Richtung so

li^en, dass O der Mittelpunkt der Entfernung PF' ist, so sollen

letztere, P und P\ Gegenpunkte gegen den Centralpaukt O
heissen.

Wenn zwei Punkte P und P' gegen ein anders Paar QR so

liegen, dass die Gerade PP' senkrecht auf der Geraden QR ist uiid

die Strecke QR halbirt, so sollen P nnd P' Spiegelpnnkte in

Bezog auf das axiale Paar genannt werden.

Endlich möge ein Punkt P, welcher von zwei axialen Punkten

QR gleiche Entfernungen besitzt, ein Seitenpunkt dieses Paars

heissen, und wo es nötig ist von andern seines Gleichen durch aus-

drOekliche Angabe der betreffenden Entfernung unterschieden werden.

Es ist dann klar, dass alle Seiti'npuukte eines axialeu Paars QR
in einer und derselben Geraden liegen, und paarweise sowol Spiegol-

punkte in Bezug auf QR als auch Gegenpunkte gegen den Mittel-

punkt von QR sind.

(8).

Rticksichtlich der Aufgabe I. ist zu untersclicidcn, ob die Gerade

des Paars AB durch den Kreismittelpunkt C führt oder nicht. In

letzterem Falle hat mau nur zu C seinen Spiegelpunkt C iu Bezug

anf AB zn suchen nnd um denselben einen Kreis des Halbmessers r

m legen. Die DurehsdmitCspunkte bdder Kreise sind die verlangten.

Dieser Weg füht aber nicht mehr zum Ziele, wenn C in der Ge-

raden AB liegt, weil dann nicht nur die beiden Spiegelpunkte, son-

dern auch in Folge hiervon beide Kreise zusammeufallcu.

Ueberhaupt wird diese Construction praktisch um so weniger

brauchbar, je nfther die Gerade AB bei C vorbeifllhrt Später wer-

den sich Anskunftsmittel für solche Ffille darbieten, jetzt, wo es sich

zunächst nur um theoretische Möglichkeit handelt, gehen wur suf der-

gleichen nicht wdter ein, sondern wenden uns nur nodi zu dem

Grasftlle selbst, als in welchem die Hauptechwierigkeiten, welche

sich in der Geometrie des Chrkels darbieten, concentrirt sind. Dabei
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begnügoii wir uns, unter den möglichen verschiedeneu Constructiona-

weisen, welche alle auf einem und (li iiisrihcii Grundgedauken (8. Nr. 8)

buruheu, als wol die eiufacbste lulgüude auzudeutea.

Auf der gegebenen Kreislinie w&hlt man 2 Punkte Djy, welche

Spiegeipnnkte in Bezog auf die gef^ebone Gerade CA sind; legt za

DD* die ihr parallelen nnd gleicbeu Strecken ei-: und CE' (indem

man von D aus Dl' = r, CE = DD\ und ebenso von D' aas

D'E' r, CE' ^ DD' nimmt; ooustruirt nun zu AT-;' den Seiten-

punkt Flu der Entfernung £F== ED' oder E'F^ E'D\ worauf

dann schliesslich die beiden gesuchten Punkte XX sich als Seiten-

punkte zu KK' in der £ntferQuug iiX » CF ergeben.

(4).

l^m die Autgabe II. lösen zu können, zeigen wir zuvor, wie man
durch 3 gegebene Punkte ABC einen Kreis legt

Zu einem derselben C bestimmt man seinen Spiegelpunkt C mit

Bezug auf die beiden andern AB^ beschreibt um C mit dem Halb-

messer C'C einen Kreis und trägt in denselben von C aus die bei-

den Längen CA und CU als Sehnen ein. Sind nan A! und B' die

andern Endpunkte dieser Sehnen, so beschreibt man um A! mit A!C
und um B' mit B'C als Halbmesser Kreise.

Diese schneiden sich zum zweiten Male in einem Punkte X
dessen Entfernung von C der Halbmesser des gesuchten Kreises ist

Darnach ist es leicht den Mittelpunkt desselben zu finden, als

den Durchschnitt der '6 um A^ J?, C mit dem Halbmesser CX be-

schriebeneu Kreise.

Um nnn den DnrchsGhnittspnnkt zweier durch die Pnnktepaare

AB und CD gegebenen Geraden zu bestimmen, wähle man in der

Ebene einen beliebigen Punkt S and snche an diesem sowohl in Be-

zug auf AB als auf CD seine Spiegelpunkte, welche bzhw. S' und S"
heissen mögen. Daun ist der Mittelpunkt des durch die drei Punkte

geführten Kreises der gesuchte Punkt

(5) .

Bevor wir auf Grund dieser Andeutungen die Behauptung auf-

stellen dürfen, dass es möglich sein müsste, alle elementaren Con-

structionen lediglich mit Htllfe des Cirkels auszuführen, ist es erfor-

derlich, noch einem P^inwande zu begegnen. Wo nämlich Punkte als

Durchschnitte von Kreiseu bestimmt werden sollen, da hat man immer
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zu gewärtigen, dass dieselben unter Umständen imaginär, nnd in Folge

davon weitere Operationen mit denselben iiraktisch unausführbar wer-

den. Rücksichtlich der oben angegebenen Construrtionen kann dies

nur in dem einen Falle eintreten, wo es sich darum handelt durch

3 Punkte einen Kreis zu legen und tritt dort in der Tat unvermeid-

lich ein, sobald die 3 Punkte so nahezu in einer Geraden liegen,

dass die Sinus aller dieser Winkel des betretfenden i)r»'iecks kleiner

als ^ werden. Man kann dann aber — and so auch in ähnlichen

später sich darbietenden Fällen, Abhülfe dadurch erreichen, dass mau
den*vorliegenden Punkten andro substituirt, fGlr welche jener Uebel-

stand nicht mehr Statt findet Hier wird man den 3 gegebenen Punkten

leieht noch einen 4ten nnd nach Bedarf sogar noch mehrere hinzu fügen

können, die ehenfaUt in der gesuchten Kreislinie liegen, indem man
Uber einer Seite des Breiecfcs als Basis ein 2te8 Dreieck construirt,

Wiehes sich von dem ersten nur dadurch unterscheidet, dass die

Schenkelseiten in ihrer Lage vertauscht erscheinen.

Uebrigens ist es keineswegs ratsam in jedem einzelnen Falle den-

jenigen Weg Schritt für Schritt zu verfolgen, welcher bei uneinge-

schränktem Gebrauch beider Uttlfs-Instrumente als der zweckmftsigste

bekannt ist

Darüber zwar, wie man jedesmal am kürzesten, bc(iuemsten und

sichersten zu dem gesteckten Ziele gelangt, lassen sich nicht wol

allgemeine Regeln geben ; doch werden die nachfolgenden Ausführungen

einigen Anhalt in dieser Beziehung gewähren können. Dieselben

sollen xuuächst die Begründung oben genannter Coustructioueu ab-

geben und alsdann einige Auweuduugeu derselben zeigen.

(6).

Die Bestimmung des Gegeupuuktes Ä' eines Punktes A gegen

ein Gentrum O geschieht wohl am einfiushiten und auch häutig am
angemessensten dadurch, dass man um O mit dem Halbmesser OÄ
dnen Kreis beschreibt und in denselben OA drei mal hinter ein-

ander als Sehne eintrftgt Dies Yer&hzen ist jedoch nur als ein

spedeller Fall des folgenden allgemeineren anzusehen.

Man wählt in der Ebene einen beliebigen Punkt und wieder-

holt das dadurch bestimmte Dreieck ABO dreimal hinter einander,

so dass

AU BC'^ ÜA\ AB = 0C\ OB A'a
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Setzt man dies Verfahren zunächst so weit.fort, bis raau wiederum

au A angelaugt ist, so hat man die 3 Paare Gegenpuukto AA\ BB\
CC'\ wir wollen dasselbe noch weiter und zwar unbegrenzt fortführen,

indem wir an jedes der vorhandenen Dreiecke noch ein neues ihm
coiigrueutes so anschliessen, dass beide sich stets wieder zu einem

Faralklügramiii ergänzen. Auf diese Weise wird die Ebene mit

eiueni System von Punkten übersäet, deren gegenseitige Lage und
Entfernung einerseits von der Grösse und Lage des Original-Drei-

ecks OAB und andrerseits von der Anzahl and Anordnung der Drei-

ecke abhängt, welche den Uebergang Ton einem solchen Punkte mm
andern vermitteliL

Bezeichnen wir die Längen der drei Strecken (JA, Oli, OC bzhw.

durch a, 6-, so ist zunächst ersichtlich, dass die Entfernung des

Centralpuuktes O von je eiueni derjenigen Punkte, die sich iu der

Richtung eint r der 3 Geraden (JA, Oli, OC betimKin, ein (positives

oder negatives) Vielfaches einer jener '6 Einheitsstreckeu a, 6, c ist.

Der allgemeine Ausdruck Air die EntfSenning des O von ürgend

einem beliebigen Systempnnkte ist in der Form

enthalten, wo «r, /}, y algebraische ganze Zahlen sind, von denen je

zwei einander zu einer Qnadratzahl ergänzen ond velche überdies der

Bedingnng a/}-{-j3y-|-)fo — 0 genflgen, so dass also eine derselbeu

stets negativ sein mnss, während die andern beiden positiv rind-

Dies erkennt man leicht, wenn man irgend zwei der 3 Bichtungeti

OA^ OBf OC, etwa die ersten beiden, als Coordinateuaxen behandelt.

Sind dann na nnd mb die Goordinaten eines Systemponktes so ist

Und beachtet man, dass jeder Punkt des Systems als Central-

punkt angesehen werden kann, so erkennt man, dass die Entferunng

je zweier beliebiger Systempnnkte in der nftmlichen Form ihren Aos-

dmck findet

Yorzttglich bemerkenswert, weil gübranchsfiUiig, sind diejenigen

Systeme, in welchen 2 Kinhdtsstrecken gleich sind. Man erhält dann

als Maass f&r die Entfernung zweier Systempnnkte dnen der beiden

Ansdräcke:

so folgt

und da
COSAGB -» ia*'{-b*'-e^)i2ab

y(« -|- «•)*a* —tnnc* oder l^nV-f- »»(i» -j- n)6*,

Digitized b;



Bf tili GruMig« der Gwmeirk du OrMa, 49

welche flbrigeiis der Haoptsache nach glddibdeiiteiid sind, da sie in

einander flbergelien, wenn man 6 mit e nnd mgleich ^
Tertanaclit.

Das eiufaclistc aller Systeme ist aber das aequidistantc d. i. das-

jenige, in welchem alle 3 Strecken ein ander gleich sind, und somit

der allgemeine Kntferuungsaosdruck sich auf a\ m^-^-n^-^^mn re-

ducirt.

(7).

Aus einem gegebenen Punktsystcmc kann man neue Systeme, in

unbegrenzter Menge, dadurch ableiten, dass mau irgend drei in jeuera

ersten vorfindliche Entfernungen zu Seiten eines neuen Original-

Dreiecks nimmt, vorausgesetzt, dass die Summe irgend zweier dieser

Entfernungen grösser als die dritte sei.

Eb ist für nnsern Zweck nicht nötig, diesen Gedanken im all-

gemeinen weiter zu verfolgen, sondern es gouQgt, zanflehst ein ein-

ziges neues Dreieck zu bilden, nämlich daigenige, dessen Basis AA*
ist, nnd dessen Spitze D so liegt, dass

ADis^AC naii A'D^A'B

ist. In Folge hiervon wiid

nnd da

so ist

201)» -= 2a2-f 4«+.«?«.

Hat man nun von vorn herein 6 — 0 genommen, so ist

OD =

Hierin liegt die Bechtfertiguig der in Nr. 3. angegebenen Con-
straction zur Bestimmung des Dnrehschnitts der Geraden CA und
des Kreises vom Halbmesser CD = r. Denn sieht man dort ECD
als Original-Dreieck an und setzt E(J ^ a, CD » ED — r, so er^

giebt sich CF and somit auch das ihm Reiche

(8).

Alle elementaren Constructionen lassm sich zurückführen auf

die Herstellang von Ponkt-Entfemnagea, deren algebraiicher Aus-

T«ii uvn. 4
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druck in einet der flinf Fonuen: a— *, ya«-(-ft», Va«—
oi:« enthalten ist, wo o, 3, « gegebene Entfernungen sind.

Die bisherigen Eutwickelungen zeigen, wie maa zur Coustructiou

der ersten drei Ansdrücke gelangt, und uamoutlich auch, dass die

DarsteUaog von a±,b diejenige von Va^-f-^" zur Voraussetzung hat.

Die principiell onvenneidfiche Weitläufigkeit dieses Weges,

den man Überall da notgedrungen einschlagen muss, wo die Auflösung

der 2ten und 3ten Angabe des ersten Buchs der Elemente des

Euklidcs iiidit zu umgehen ist, drängt dazu, in allen einzelnen Fällen

tnnlicbst solche Wcuduugen einzuschlagen, welche auf die Construetion

eines der letzteren beiden Ausdrücke hinauslaufen, da diese auf ver-

hältuissmässig bedeutend einfachere Weise zu erreichen sind.

<»).

Die Herstellung von Va^—l/'^ bedarf kaum der Erörterung, denn

es genügt zwei Gegenpunkte in der Entfernung 2b und zu diesen den

Seiteupunkt in der Entfernung a zu bestimmen; wir verweilen nur

deshalb einen Augeublick länger dabei, um daran die Bemerkung zu

knüpfen, wie mau alle Entfernungen des Betrages a-^m construiren

kann, wo 7» eine absolute ganze Zahl sein soll.

Ist nämlich P em Seitenpnnkt von AÄ' in der Entfernung «ms,

80 ist OP» «y»»— 1, und wenn man wiederum zu ÄA* den Seiten-

punkt Q in der Entfernung OP nimmt, so ist C>Q = aV«*— 2.

So fortfabrend gelangt man weiter zu aVn*—3 etc. und da man
n beliebig gross nehmen kann, so ist klar, dais auf diese Art jede

Entfernung aVm beretellbar ist.

Auf einem meistens erheblich kurzem Wege wird mau jedoch zu

diesem Ziele gelangen, indem mau das im Eingange von Nr. 7. an-

gedeutete Princip auf ein System aequidistauter Punkte anwendet

In einem solchen liegen zunächst, wie oben am Ende ven Nr. 6. be-

reits bemerkt, die Entfernungen der Form a \' m- -\- jun-{-7i- unmit-

telbar vor, und wie man mittelst zu anderweitigen derartigen hieher

gehörigen Ausdrücken gelangt, werden folgende einfiache Beispiele

gcuugsam erkennen lassen.

In gedachter i'igur ist CE = ay2 dadurch bestimmt, dass

zu dem Paare BD, dessen Distanz 2a ist, der Seitenpunkt E in der

Entfernnug BE — BA'—ay^ genommen wurde. Alsdann ist zu

OA" der Seitenpunkt /"in der Entfernung ay2 construirt. Dadnrcb
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mrd AF— ay 5. Die Strecke ay6 kann man erhalten, wenn man
zu CE das Paar Seiteupunkte QQ' sacht, welchem eben dieselbe Ent-
fernung C£ = aV'2 zukömmt; man hat dann GG'=a-^&. Die
Länge ay? findet man ohne Weiters in AD vor. Um ay 8 zu be-

kommen, brauchte man nur zu AA' = 2a das Paar Seitenpnnkte der

£ntfemaDg ay3 zu nehmen, n. s. w.

(10).

Den Weg zur Constructioii der 4teu Proportionale ab:c und

damit denjenigen zur AuÜüsuug der Aufgabe II. eröffnet uus der

Sats, dass das Frodaet zweier Seiten eines Dreiecks gleich isl dem
Pnxhicte ans dem Halbmesser des umschriebenen Kreises nnd dem
doppelten Perpendikel, welches you dem gemeinscbaftlidiea Eck-
pmilct jener beiden Seiten auf die dritte geftllt ist

Beschzeibt man daher mit dem Halbmesser MC=s€ einen Kreis,

trägt in denselben die Sehnen CA*»a, CB ^ b nnd legt nm A
einen Kreis des Halbmessers a, so wie um B einen solchen des Halb-

meeeers 5, so ist die Entfernung der dadnrch erhaltenen beid^
S^egelpuikte CO' =sabic

Hieraus ergiebt sich dann durch Umkehrung die Richtigkeit des

obeu unter Nr. 4. beschriebenen Verfahrens, um durch drei gegebene

Punkte einen Kreis zu legen , und damit auch in leichter Weiter-

folgerung diejenige des dort augedeuteteu zur Lösung der Aufgabe II.

Allerdings setzt die Ansfabrbarkeit der so eben erörterten Me-

thode zur Gonstmction des Ausdruckes ab:c voraus, dass sowohl a

wie h kleiner sd als 20. Die hieraus entspringende Sdiwieffic^elt

Usst nieh im Allgemeinen stets dadnrch überwinden, dass man statt

e ein angemessenes YielfiMshes nimmt, dessen Itoppeltes grösser als

a nnd h ist, nnd dann hinterher das gefundene CC*= abine ebenfalls

Ter- n^&cht'; spedell aber betreiEs der Lösung der An%abe TL kann

man dieselbe durch geeignete Wahl des willkOrlichen Punktes 8 ganz

umgehen. Eine- dahin zielende Andeutung ist bereits unter Nr. 5.

gemacht, woraus zu ersehen ist, dass man nur darauf Bedacht zu

nehmen hat, dass das Dreieck SS'Sf' mindestens einen Winkel er-

halte, dessen Sinus grösser als i ist. Eines n&heren Eingehens anf

diesen Umstand enthalten wir uns hier um so mehr, als, wie sich

unter Kr. 12. zeigen wird, die praktische Behandlung der Aufgabe

U. noch einer erheblichen Vereinfachung Wng ist

4*
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(11).

Besonders beacliteiiswert ist die Constrnction der sogenanuten

dritten Proportionale. Wenn nändicli in der Fignr der vorigen Nr.
die beiden Sehnen AC nnd BC gleicli sind, so liegen die drei Punkte
Af, C, C in einer und derselben Bichtnng. Und in weiterer Folge

daran schliesst sich die Beschreibung eines Kreises nm ein gleich-

schenkliges Dreieck sehr beqnem.

Bringen wir tlinse Aufgabe unter die etwas mehr drastische Form
den verloren gegaiigeiieu Mittelpunkt eines Kreises wieder zu tindeii,

80 liefert die Geometrie des Cirkcls die in folgender Figur aus-

geführte nette Autiüsuug.

Um einen beliebigen Pankt C der gegebeneu Peripherie ist ein

Kreis beliebigen Halbmessers CA « beschrieben, zu Csein Spie-

gelpunkt C' in Bezug auf AB genommen nnd um C ein neuer Kreis

des Halbmessers C'C gelegt, welcher den erst gezogenen Hülfskreis

in A' und Ii' sehneidet. Dann ist der Spiegelpuukt X des C in Be-
zog a.til A'B' der verlangte Kreismittelpuukt

Sowohl um ein mögliches Imaginärwerden der Punkte A'B' zu

vorincideu, als auch damit die betreffenden Kreise sich nicht unter

allzuspitzen Winkeln schneiden, wählt niiiu zweckmässig die Punkte

AB so, dass einer der sie verbiudeudeu Üugcu zwischen die Grössen

1200 240« fällt.

(12).

Nunmehr entdeckt sicli leicht als die kürzeste und sicherste Spe-

cial-Methode zur Auftindung des Durchschnitts gegebener Geraden

AB und CD diejenige, welche sich darbietet, wenn man in der oben

unter Nr. 1. lieschriebenen allgemeinereu als willkürlichen Punkt S

einen solcLcu wählt, welcher in Bezug auf das eine gegebene Punkte-

paar, etwa auf vl/^
,
Spiegelpunkt ist eines in der au den Geraden CD

befindlichen Punktes, also etwa des C oder D selbst i denn dadurch

gestaltet sich das Dreieck SS'S" gleichschenklig.

Die nötigen Gonstmctions-Scbritte sind mithin folgende.

Zu C ist in Bezug auf AB der Spiegelpuukt zu diesem in

Bezug auf CD der Spiegelpuukt C", ferner wieder zu C bezüglich

auf CC" der Spiegeljiunkt C" zu nehmen und um diesen mit dem

Halbmesser C"'C der Kreis zu beschreiben, welcher den mit CC
CC*' beschriebenen in D' und D" schneidet.
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Alsdann ist der ra D'Vf' in der nämlichen Entfenmng jyc^CfC
oder I>"C'= C"C genommene Seitenpaiikt X der Terlaiigte Dorch-
schnitt von AB and CD,

Es ist bereits oben mebrfiwli (in Nr. 5 und Nr. 10) darauf hin-

gewiesen, dass diese Methode ihren Dienst yersafft, wenn die beiden

Geraden sich unter einem so spitzen ^RHoikel schneiden, dass sein

Sinns kleiner als f ist

Dem dort gleichfalls schon angedeuteten Auskunfts-Mittel geben

wir nunmehr eine praktisrli bequcniero Form, indem wir den Bc-

grilf der Spiegel-Goraden zu Hülfe ziehen. Darunter ist eine Gerado

A'B' zu verstehen, deren beide bestinimcude Punkte Spiegelpuukte

zu A und B in Bezug auf CD sind. Offenbar gehen alle drei Gerade

A'B\ A' Ii\ CD durch denselben Punkt A' und die ersten beiden

davon schneiden sich unter einem doppelt so grossen Winkel, als die

letztern zwei; und nötigenfalls würde eine wiederholte Verdoppelung

bald zu dem gewünschten Ziele fuhren.

(13),

Eben dies selbe Tlülfsverfahren kann auch dann mit Nutzen an-

gewendet werden, wenn der betreffende Winkel allzu nahe au 00^

liegt Zwar werden in solchem l'nlle die beiden Punkte D' und D"
keineswegs imaginär, aber C und C" rücken so nahe zusammen,

dass der Durchschnitt C" der beiden um dieselben beschriebenen Kreise

uudeutlich wird. Und vollends, wenn .1/^ und C7> genau rechtwinklig

auf einander stehen, so kann C"' auf diese Weise gar nicht mehr

gefunden werden. Indessen ist derselbe keineswegs wirklich unbe-

stimmt; er geht vielmehr über in deu Gegeupuukt des C gegen den-

jenigen Punkt als Cenimm, in welchem nnnmehr C und C" coin-

eidiren. Da aber alsdann auch JT genau in die Mitte zwischen diesen

Doppelpunkt (C'C") und C su liegen kömmt, so ist damit zugleich

die Lösung der Aufgabe geliefert, eine gegebene Strecke (CC) zu

halbiren.

Dieselbe lässt sich jedoch noch auf mancherlei andre, am allge-

meinsten wohl auf folgende Art behandeln. Man sieht die zu halbi-

rende Entfernung AB als Diagonale eines Parallelogramms ACBD
an, dessen einer Eckpunkt (C) willkürlich gewählt werdeu kann,

und bestimmt dann deu Durchschuitt vou AB und CD.

Man wird also etwa um die beiden gegebenen Punkte AB ein

Paar gleiche sich UkE und E' kreuzende Kreise legen und dieselben

on E und E' ans mit beliebigen doch gleichen Halbmessern in C7,
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ly^ C schneiden. Alsdann bat man nicht weniger als 4 Gerade
{AB, EK \ CD, CD') welche sämnitlich durch den gesuchten Punkt
führen. Mau braucht daher nur für irgend zwei derselben (etwa

nicht senkrecht auf einander stehende) den Durchschnitt zu suchen.

Die weitere Avifttlinmg dioier Conetnietioii, welelie wir hier unter-

lassen hiiben,um die prindpiene Bänfaoliheit der Sedie nicht durch eine

überladene Dehnung za trftben, wird dann noch weaenüich gefördert

dnrch den Umstand, dass die 4 Hlllispnnkte C/, A ^ bereite

Spiegdpnnkte-Paare in Bezog auf AJi wie anf EB' abgeben. Da
dieselbe ansserdem als Eckpnnkte eines Becbtecks anznsehen sind«

so bleibt es aach nnbeoonunen, nach Uaassgabe Ton Nr. 4. dnrch
irgend drei davon einen Kreis zn legen, dessen Mittelpunkt ja n^eich-

&lls das hier Geforderte leistet

(14).

Gehen wir über zu der allgemeinen Aufgabe, eine gegebene Ent-

fernung in einem gegebenen rationalen Verhältnisse zu teilen, oder

ss^en wir lieber, eine solche Aß mit einem rationalen Bruche mtn
zu multiplicireu.

Es würde zwar, namentlich in den einfachsten Fällen, nicht

schwierig sein, den gemeinüblichen Methoden, welche auf Construction

von Parallelen beruhen, auch hier nachzugehen, aber dem Geiste der

Geometrie des Cirkels angemessener ist es wohl, auf die in Nr. 10

und 11 beschriebenen Vorfahrungs-Weisen zur Construction von Pro*

portionaien zurück zu greifen.

Man mag dabei unterscheiden, ob es nur darauf ankommt, flber-

hanpt eine Entfernung zu finden, welche gleich m,AB:n ist, oder ob

dieselbe auch sofort in der Richtung von AB liegen und ihren einen

Endpunkt in A und B selbst haben solL

Stelleu wir zunächst in dem letztern strengeren Sinne, auch vor-

erst m = 1 setzend, die Forderung, auf AB einen Punkt X so zu

bestimmen, dass AÄ = AB : n werde.

Zu diesem Ende vervielfaehe man AB Aber B hinaus nmal (in

der Figur ist n = 3 genommen, so dass AC » n : AB\ und beschreibe

um C einen Kreis des Halbmessers CA, welcher den um A mit AB
beschriebenen in D und schneidet. Alsdann begegnen sich die

beiden Kreise, welche um D und D' mit dem Halbmesser AB be-

schrieben sind, in dem gesuchten Funkte X\ denn man hat

AX :AD = AD : AC und AD = AB.
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Diese Bestimninng des X leidet jedoch noch an dem Uebclstandc,

das8 sie sogar schon bei kleinem n unter einem allzu spitzen Winkel

geschieht, und dadurch bei grösserem n geradezu unbrauchbar wird.

Nimmt man indessen dieselbe Construction . welche bei A voi^enom-

men ist, auch bei C vor, d. b. beschreibt man auch um C einen

Kreis des Halbmessers AU uud schuoidet denselben von ^1 aus mit

dem Halbmesser AC in K und /•;', so erhalten diese beiden Punkte

bzhw. vou D und D' die f^ntfernungeii {n— l)AIi : n. Mau wird

daher A' zweckmässig als den Durchschnitt des um D oder /)' mit

Ali und des um C mit KD bescliriebonen Kreises bestinimeu. Diese

beiden Kreise schneiden sich um so melir unter rechten Winkeln, je

grösser n.

Ist M^l, BO kann man sowohl durch nachträglifibe Yerviel-

jfachuDg von AX^ als auch meist besser wol dadurch znm Ziele ge-

langen , dass man den Halbmesser des zuletzt um A beschriebenen

Kreises gleich m,AM nimmt.

Kommt es aber nur darauf an m . ilB — n In iigend einer andern

Bichtnng, als in der von AB selbst zu finden, so braucht man die

Consrudion nicht mit der Yerrielfachnug der AB zu beginnen, son-

dern kann letzterer irgend eine andere Entfernung a substituiren.

Man bildet dann na und «no, und sucht die 4te Flroportionale in der

Proportion na : ma •» AB : X. Doch setzt dies, wie bekannt, voraus,

dass a "^ AB:2n genommen werde.

(15).

Ein anderes hier und zwar in dem Falle, wo mehrere gegebene

Entfernungen in einem und demsdben YerhiUtnisse geteilt werden

sollen, mit Yorteil zu verwendendes Hfllft-Mittel beruht auf dem
Satze, dass, wenn zwei Kreise sich berflhren, auf jeder der durch den

Berflhrungspunkt fahrenden Geraden Abschnitte entstehen, welche

sich verhalten wie die beiden Kreis-Halbmesser.

Sei z. B. 0^f : ÜN = vi : n = 3 :
;') und es solle eine Strecke AB^

welche jedoch nicht grösser als 20A' sein darf, in diesem Verhältnisse

geteilt werden. Da trage mau AB von O aus in den grösseru Kreis

als Sehne ein {OP AB) und bestimme nun ihren Durchschnitt mit

dem Kreise des Mittelpunkts M, Zu dem Ende ist auch um O ein

(ständiger) Kreis des HEÜbmessers OM gelegt, der nun von P aus mit

PM in Q zu schneiden ist Dann liefert der Seitenpunkt, welcher zu

QM in der Entfernung OM genommen ist, eine Strecke

OR^m,ABin.
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Wollte man diese auf AB selbet haben, so bmiolite man sur
ein Dreieck wie etwa OPQ, deBsen Basis oftmlicb OP son mvaa,

wlhrend M Spitse (hier Q) belieing wo angenommeii werden kann,

an Jenes AB als nene Baris m transportiren, um dort sofort auch

den dem R entsprechenden Pnnkt X sa finden, iBr welchen

AX = m.AB ; n

(16).

Auch die Herstellung einer Entfernung, welche zu einer gegebenen

AB in dem irrationalen Verhältnisse ym'.yn steht, lässt sich ganz

auf die nämliche Art vornehmen, wie solches für rationale Verhält-

nisse am Schluss von Kr. 14. angedeutet ist; denn es ist aus Nr. 9.

bekannt, wie man von einer Basis « ausgehend zu Strecken gelangeu

kann, welche sich zu u verhalten wie \ m: 1. Und da Coustructionen

der letztern Gattung fast ausiiiihiiislos bequemer auslührbar sind, als

solche von a.in, so wird man sich jener reclit wohl bedienen können,

um vermittelst derselben hinwiederum zu rationalen Teilungen zu

gelangen; denn hat man etwartVm:»» gefunden, so ergiebt sich

a.mm leicht als dritte Proportionale in

a : 0 y8» : tt =s aVm : n : JT.

Ein Beispiel möge das Nähere zeig^.

Es soll 3/1 /i: 7 ermittelt werden. Wir suchen vorerst AB.V'3:7^

indem wir ein System aequidi.stanter Punkte bilden, dessen Basis AB
ist. Demselben gehören die Punkte .1, //, C\ D, D\ K an; und

ist DD' ^ AB \/:i so wie CD ABy l. Der nun um 6' mit CD zu

beschreibende Kreis führt durch die Ijcreits vorhandenen Svstem-

Punkte IC, -D, D' und es linden sich auch dort in ED =^ AB und

Diy AB-^B sdion die erforderlichen Sehneu eingetragen, so dass

man nnr noch nm E mit ED und nm D mit Diy die sich in F
kreuzenden Kreise zu legen hat, woraus sich DY =- yl/iV 3 : 7 er-

giebt Schneidet man endlich von A aus den Kreis des Mittelpunkts

B mit dieser Länge i>r-« AZ=ss AZ\ so wird der Spiegelpunkt vou
A in Bezog auf ZZ* der gesnchte X sein, welcher von A um die

Entfernung AB,Zil absteht.

Zorn Schlüsse wollen wv die Aufgabe, einen Kreis in n gleiche

Teüe zu teilen in degenigen Allgemeinheit behandeln, welche hier

ttberhanpt znltosig ist.
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BckauDtlich lässt sich dieselbe auf dementar geometrischen Wege
in allen denjenigen P'ällon erledigen, wo n eine Primzahl und zu-

gleich n — 1 eine Potenz von 2 ist ; und ihnen gesellen sich dann

sofort noch diejenigen bei, welche aus jenen durch fortgesetzte Hai-

bining hervorgeben.

Was nun zunächst diese letztere Aufgabe, der einen gegebenen

Kreisbogen zu hällteu, anlangt, so ist das dazu Erforderliche ohne

Weiteres aus Kr. 3. zu entnehmen, wenn man iu der dortigen Figur,

den Punkt A ausser Acht lassend, den Bogen Djy als das Gegebene

ansieht.

Indessen ist es itlr den voiliegenden Zweck, namentlich vom
praktischen Gesichtsponkte ans betrachtet, kaum nötig, von genannter

Coustrnction irgend welchen Gebrauch zn machon; denn jetzt, wo die

za halburendeu Bogen priucipicll schon aliquote Teile der Peripherie

sind, Stelleu sich, wie wir unter Xr. 22. näher sehen \verden, meist

von selbst erhebliche Verein£schungen jenes allgemeinen Verfahrens

ein. Zum Uebertiuss raacheu wir nur noch darauf aufmerksam, dass

sich die Halbirung eines Kreisbogens als ein sperielltT Fall einem

Probleme unterordnen lässt, mit dem wir uns sofort eingehender

werden zu beschättigeu haben.

Da nämlich in jenen Ilauptfälleu, wo n eine Primzahl der Form
14-2"* ist, die Theorie der Kreistoilung stets auf quadratische Glei-

chungen zurückführt, so ist es hier von so wt sentlicheni Belaug, Me-

thoden austiudig zu machon, wodurch mau die Wurzeln solcher Glei-

chungen mittels des Cirkels allein herstellen könne, selbstverstttndlich

mit der Toranssetznng, dass dieselben reeU sind.

Die zu lösende Gleichung nehmen whr in einer der beiden Formen

a^+oas oder *»*

als gegeben an, wo dann im letztem Falle a ]> 2& sein mass.

Die beiden Zahlen a und h seien dnrch die Entfernungen zweier

gegebener Pnnktepaare dargestellt, ÄB= a, CD<^b,

Auch ist es gestattet, den Coefficienten a stets als positiv anzu-

nehmen, denn eine Zeichen-Aenderung desselben hat nur zur Folge,

dass die Wurzeln der Gleichung in ihr Entgegeii^'csctztes übergehen,

w ährend die absoluten Längen der sie darstellenden Strecken , als

worauf es hier vorzugsweise nur ankommen kann, unverändert bleiben.
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(18).

ÜBi die Wurzeln von x^-\~ax='h^ zu bestimmen, stelle man
b — CD als Kathete eines im Ucbrigen beliebigen rechtwinkligen

Dreiecks CDE dar, construire in Bezug auf a AB das Paar Bpie-

gelpunkte lOt in der Entfernung der andern Kathete D^nnd wrtler

irieder ein Paar Spiegelpunkte XT in Bewg auf MM' in der Ent-

fernung der Hypotenuse CE. Man hat dann in AX und AT oder

auch in BX und BT die beiden verlangten Wnrseln.

Denn legt man etwa von X aus eine Tangente XV au einen der

Bogen AB, so ist dieselbe = CD und somit die mittlere Proportio-

ualo der beiden Strecken Xü and BY. Folglich ist das Product

XB.BF— 6*, während XB+BTs^a,]

üur die Vorsicht ist zu beachten, dass 2DK AB werde.

Behufs Auflösung der andern Qleichung => ax hat man
dieselbe Reihe von Operationen vorzunehmen, jedoch hier die Kathete

DE und die Hypotenuse CE ihre Rollen vertaoschen za lassen.

(19) .

Eine andere zu demselben Ziel führende Methode, welche nament-

lich für den Fall der zweiten Form, der vorigen vorzuziehen sein

kann, besteht darin, dass man an den einen Endpunkt von a,

etwa vi, eine Richtung AE anbringt, welche gegen AB unter einem

Winkel von 60'^ geneigt ist . und nun diese Gerade AE von B aus

mit einem Kreise des Halbmessers Va* — welcher in der Figur
» BX ^ BY sein mOge, schaeidet

Alsdann repräsentiren Ax und die gesuchten Wnneln; denn

es ijBt

ilB»+^jr»— 2i4jB.iUr.cos60» — BX^
oder

a*-^«^—

—

woraus folgt w. z. b. w.

Wollte man ein analoges Verfahren auf die Form x^-\-ax » ft*

anwenden, so brauchte man nur v'a*— 6* durch V a^-f^^ zu ersetzen.

(20) .

Beide Methoden setzen voraus, dass das von x freie Glied der

Gleichung io Form eines Quadrates {jbb) gegeben sei, während die
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im allgemeinen stettbafte Fonn dessellien doch nur die eines zwei-

factorigen Froductes (bß) ist. Wir mflfsen deshalb, ehe wir zu An*

Wendungen übergehen, noch mit ein Paar Worten derjenigen Con-

stniGlaon gedeulcen, wodurch die hier nötige Umgestaltung zn voll-

ziehen ist, m. a. W. der Herstellnng der mittieru Froportionale zweier

gegebener Längen.

Dabei dürfen wir uns gestatten, den ersten der zn diesem Ziele

erfordarllchen Schritte bereits als geschehen anzusehen, indem wir

aonebmen, dass die beiden Strecken in einer nnd derselben Bfditiing

inimittelbar neben oder auf einander vorliegen. Dann ist der kftrseste

QBter den veracfaiedelien znlftssigen Wegen wohl der folgende.

Seien A, C drei in einer Bichtnng li^^de Ponkte nnd es

soll das geomelriBche Mittel von AB nnd AB bestimmt werden.

Zu der kleineren der beiden Entfernungen (AB) bestimme man
irgend 2 Spiegelpuukte M, M' und ferner noch den Spiegelpunkt C*

des C in Bezug auf ^f^f'. Wenn man dann um C und C ein Paar

Kreise mit den gleichen Halbmessern CA = C'li construirt, welche

sich in X schneiden, so ist AX oder BX div verlangt« Strecke j denn

die gleichschenkligen Dreiecke ABX und AXC sind ähnlich.

(21).

Um einem Kreise ein regelmässiges Fünfeck einzuschreiben , ist

es nötig, den Halbmesser im Verhältuiss des goldenen Schnitts zu

zu teilen oder die Gleichung x^-\-x ^ 1 aufzulösen.

Will man die Methode in Nr. 19. anwenden, so genügt es, YOr-

au^sesetzt, dass AB — 1 sei, BX— y2 zu madien.

Auf Grund von Nr. 18. aber gelangt man zu folgender allge-

mdnoren Verfiilirungs-Weise.

Nimmt man den bdiebigen Halbmesser

AM = Vm, SO ist MX == Vm^l

zn machen. Fttr m -» 1 erhält man wieder die so eben angedeutete

Construction, nur in etwas anderer Anordnung. Essel f» «= 3

gewählt, so dass

AM'^CC' nnd MX^C'D.

Man bat In i;r nnd BX die Längen (:f lH-y5):2.
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t)0 B0»M«U. GruudtSgt sw* Gtwmtbru dt* CSiMt,

(22).

Stellen wir «mmehr kurz diejenigen Regeln snMmmeii, mittels

welcher die Teilung des Kreises inn gleiche Teile ansgefohrt werden
kann in allen denjenigen Fftllen, wo n in 120 aofgeht.

Zuvörderst bestimme man vou dem gegebenen Halbmesser AB
ausgehend ein System aequidistanter Punkte C, C', D, D\ K
u. s. w. , alsdann den Scitenpunkt F zu DK in der Entfernung

CC = .1/^ . y 3, und eben so den Seiteupunkt Jzu DD' in der Ent-
fernung VF=^ Ali.i'L

Schneidet man nun von A und B aus die Kreise, worauf sie sich

befinden, mit der Länge AB.-^I bzhw. in G ond so hat man in

AQ nnd BF ein Paar Bogen von

Den Bogen AK — 36* todet man, indem man AK.-=- JB und
ebenso AL -> 72*, indem man JL'^ AB oder anch AL — JO macht.

Schneidet man ferner von II aus den Kreis um B mit der Länge
CC"= ^äV3 in iii; so ist GfJf= 4ö«i denn HB^-^BM* -= C'C».

Werden endlich noch zo K nnd X ihre SpiegeSpunkte K' nnd
i^' in Bezug auf OQ* bestimmt, so hat man in den anfdnander fol-

genden Bogen AK^ KC^ CL, LG^ QL\ DM^ MK* bzhw. solche

von 36*, 24* 12* 18*, 18*, 12*, 15*, 9* welchen sich dann mittels

Substraction etwa der beiden vorletzten anch derjenige von 3* noch

leicht hinzufügen lAsst.

(23) .

Mehr des theoretischen Interesses halber, als um der praktischen

Brauchbarkeit willen möge auch die Teilung des Kreises in 17 gleiche

Teile hier Platz finden.

Dieselbe bemht auf der AnflQsnng von vier quadratischen Glei-

chungen, welche wir in folgender Form ansetzen:

erstens: to^-^«o = 4i ihre positive Wurzel heisse to^, die ne-

gative tTg,

zweitens: t*—tw^ «- 1; ihre positive Wurzel hdsse «i, die ne-

gative

drittens: **— tw, «=» 1; ihre positive Wurzel heisse «4, die ne-

gative

Alsdann kann man als vierte eine der folgenden vier Gleichangen

wählen:
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B t»99lU QnmdtUffe zur GtamOru dt» GMeb. gl

—14«+^= 0.

Die acht Wurzeln derselben geben die Längen von Sehnen ab,

welche, im Kreise des Halbmessers 1 siebzehn mal wiederholt abge-

tragen , eine ungerade Anzahl von halben Peripherien durchlaufen.

Deuten wir letztere Anzahlen durch dem * angeliäugte Indices an, so

sind die Wurzeln der ersten jener vier Gleichungen und «jg, die

der zweiten and — der dritten — #j und — «u, der letzten

«5 und — «3.

Man wird demnaeli die ndtigea Ck»ii8tnie(ioiieti etwa in folgender

Weise anordnen. Zuvörderst bildet man ein System aeqnidistaater

Pankte, dessen Basis der Halbmesser AB — 1 ist Ihm gehören in

der Figor die mit B^ C7, Z>, E bezeichneten Ponlcte an.

Die Lösung der Gleichung to^-fw — 4 geschieht nun dadurch,

dass zu AB das Paar Seitenpunkte MM' in der Entfernung CC'—'^Z
nnd weiter zu MM' das Paar Seitenpunkte WxW%ixi der Entfernung

y? bestimmt wird. Bann ist

AWx^tOx nnd AW%^w^

Um die zweite und dritte Gleichung — tw = 1 zu lösen, stelle

man die Länge als Kathete eines T)reiecks dar, dessen beide andre

Seiten y.') und 2 sind. AlsJaun bestimme mau sowohl zu A\\\ als

zu AWi ein Paar Seitenpunkte, bzhw. NN' und PF' in der Ent-

femang y3, nnd zu jedem dieser beiden Paare wiederum ein Paar

Se&tenpunkte, bshw. 2\T^ und 'i\T^ in der Entfemang 2. Demzu-

folge ist

AT^^tt it^i^lf AT^^t^ uir« — #4

Von den vier Gleichungen, deren Wurzeln die verlangten Sehnen

liefern, sei die dritte gewftUt:

«*— «<a+<, ü.

Um dieselbe lösen zu können, ist zuvor nötig, dass in Form eines

Quadrats gebracht werde; man hat also die mittlere Proportionale

zu Al\ und AB zu suchen. Zu dem Ende ist zu der Spiegel

-

punkt 'l\' in Bezog auf Djy und alsdann zu 2\'i\' der Seitenpunkt

Q in der Entfernung AT^ — B*T* genommen, in Folge dessen

wird.
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Nun ist mit Hülfe des Gegenpnoktes des Q gegen B' die

Strecke 13' Q als Kathete des bei ß' rechtwinklit^'on Dreiecks Q'BH
dargestellt, mit dem Vorhedaclit , dass die Hypotenuse QR grösser

als die Hälfte von .473 werde. Weiter ist in Bezug auf AT^ das

Paar Seiteupuukte fJU' in der Kutfernung Qr und schliesslich

ein letztes Paar Seiteupuukte uud S^^ in Bezug auf ÜU' in der

Eutlerumig B'Ji construirt

Dadorch erhält man in A8j und AS^i ein Paar Sehnen, welcbe

17mal wiederholt im Kreise des Halbmessers AB abgetragen, bzhw.

einen Bogen von 7 . 180^ und 11 . 180^ durchlaufen. Die Ab-

tragnogsponkte sind daher Eckpunkte des dem Kreise eingeschrie-

beneu regelmässigen 3-ieclu and geben somit ancb das verlaugte

17 eck ab.
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IV.

Beiträge zur Theorie der Convergenz

unendlicher Beihen.

Von

Gustav Kohn,
Gymna&iallehrer in Mioden.

Die gebr&ndüichen Kriterien Ober die Convergenz oder Divergeni

der unendlichen Bethen mit positiven ahnehmenden Gliedern von der

Form

(lÜBttN SS 0 ÜBr « — od)

zerfallen im wesentlichen:

1) in solche, die sieh anf die Verftndemng des Gliedes «<» selbst,

3) in solche, die sich auf die Yeränderong des Quotienten

beziehen.

Die Kriterien der ersten Art, wie sie von Gauchy, daiiu auch

für sciiwächere Grade der Convergenz und Divergenz von Morgau

und nach des letzteren Vorgang in anderen Formen von Bertrand,

Bouuet, Paucker ^) angestellt wurden, finden ihren klarsten, dem

1) Canchy, coon de snalyM alg^briqne p« 195>

Moi|;aa tn ninem 1889 »i London eraclilenen Lehrbuch der DUSureitsUd-

nnd Integndrechmmg.
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64 iToAft: Batrigt tur Tktorit dar Cmumiftm Mimdlidur Bmken,

ihnen za Grunde liegenden Princip der Reiheuvergleicbuug ent-

sprechenden Ausdruck bei Bonnet:

Die Reihe mit dem Glied Un ist convergent, wenn von einem

bestimmten Werte des n an beständig bleibt

«

dio lieihe ist divergeutf wenn

WO d nnd k positive endliche Zahlen bedeuten.

Ueber die Coiivcrgciiz oilcr Divergenz derjenigen Reihen, welehe

znr Atit'stL'llung der erwaljiitcu Kriterien benutzt worden sind, liess

sich entscheiden durch zwei Sätze von Cauchy'):

Die Reiben

»1+«4+ •••+««•+•• •

nnd
otta -j- a*iio» -|- . .

. -|-a"iifl?»+ , ,

.

convergiren oder divergiren gleichzeitig, wenn a eine ganze Zahl

ist; und

Ist /(») eine stetige Function von welche von einem be-

stimmten Werte an, z. B. /(l), dasselbe Vorzeichen bebalt nnd ab-

nimmt ohne Aufhören mit ^, so convergirt oder divergirt die Reihe

/a)-f/(2)-h...4./(«)+...

gleichzeitig mit der primitiven Function F{x),

Bertrand, r^gles rar la convorgence des sine». LiouTille'a Journal 8er. I.

Bd. 7. p. 35

Bonnet, notc sur la coDvergence et la divergence des seriei. LiouT. Joura.

Ser. 1. Bd. 8. p. 77.

Pauckcr, note rehitive a quelqnei r^gles 8ur la convergence des s^ries.

Crelle's Journ. Bd. 42. p. 138.

1) Ciiuciiy. cours d*analyee alg. p, 135. and sur la convergence des s^ries.

Exerciceii de oiath. Ud. 2. p. 221.
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Kohm Beitr&fe zur T^eoiie der Ckmvenfenz unendluAer Reäktn. 65

Ein die Convergenz oder Divergmz aller Reilien entscheidendes

Kritorium der ersten Art in specieller Form aufzustellen, wäre nur
dauQ möglich, weun eine Beihe V bekauut wäre der Art, dass, wenn
man

Un = ifn Vu

setzte, die Beihe IT jedesmal divergirte, sobald

lim^n= oc,

in allen andern Fällen aber oonvergirte; oder, dass ü conveigirte,

sobald

in allen andern Fällen aber divergirte. Es wurde dann das eine Mal
V den denkbar geringsten Grad der Convergenz, das andre Mal den

denkbar geringsten Grad der Divergenz besitzen. Dass eine derartige

Reihe nicht existirt, ist schon von Abel^) nachgewiesen worden.

Anch eine fortgesetzte Anwendung der logarithmischon Kriterien ge-

nügt nicht, um alle Fälle der Cou\ '>r;i;( iiz und Divergenz zu er-

schöpfen-). — Einen allgemeiiicu Ausdruck für den Gedanken, auf

dessen Anwendung in speciellen Fällen die gebräuchlichen Kriterien

der ersten Art beruhen, giebt du Bois-Heymond ^)

:

Bringt man das Glied un irgend einer Reihe U auf die Form

l|K(,0-K(«-i-l)j,

so convergirt dio Beihe U sU ts, wenn die Differenzen T'(7i)— F(n-f-l)

ihr Vorzeichen nicht wechseln, lim !'(?*) endlich und liniA,, nicht

gleich Null wird; sie divergirt stets, wenn die Düforenzen \'(t>) —
l'(7i-\-\) ihr Vorzeichen nicht wechseln, liinr(») unendlicli ^ndss

und lim kn nicht unendlich ist. rn},n'wisslicit herrscht in dein l'all.

dass liml'(u) nicht unendlich uud limA« Null oder lim l' («) uuoud-

lich and lim Au unendlich wird.

1) Abel, uotc suf Ic niemoiic de M. Ülivicr ayant j>our titro „remarques

sur les scries infinics etc.*'. Crellc's Journ. Bd. 3. p. 79. — OUrier hatte,

Bd. 2. desselben Journals, p. 35. geglaubt, die Convergens ron Reihen auf die

«innge notwendige and hinreichendo Bedingung xnrflckfBhran tu kOnnen, im
lim (nUn) =» 0.

2) du Bois-Rcymond , eine m'uo Thonrie ilcr Conver;^enz und Divergent

TOn Reihen mit positiven Gliedern. Crellc's Journ. Bd. 76. p. 61.

3) du BoiS'Reymond, 1. c.

TbU IiXTIL
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66 Kokn: BeitHtg* zur 27Uort« der (onrengwiw «iMnd/uAer Baiktn.

Mau erhält Kriterien für immer sehwäeher werdende Grade der

Convergeuz oder Divergenz, wenn mau für {'(n) eine Folge von

immer schwächer abnehmenden oder zunehmenden Fniictionen setzt,

ludern du Bois-Reymoud als| solche Folge vou Fuuctioueu wühlte

wo « eine positive endliehe Zahl, ergehen sich die bekauuteu , von
Cauchy, Morgau etc. gebildeten Kriterien.

Aach die gebrftächlicbeii KriterieD der zweiten Art, welche den

Ausdruck lim oder lim zum Gegenstand haben, siud iu den

verschiedenen Formen, in denen sie aufgestellt wurden von Raabe,

Duhamel, Bertraud, Bonnet. Paucker, Catalaii
,

gebildet auf Grund
der Vergleichung mit deu entsprechenden Ausdrücken derselben

Keiheu, welche die Kriterien der ersten Art lieferten.

Schon 1835 hatte übrigens Kammer *) ein aUgemeines Kiiterimn

der zweiten Art aofgestellt, welches sich allerdings nar auf den Fall

der Gonvergenz bezieht, worin die sftmmtlichen übrigen Kriterienf

teilweise in den ihnen eigenen Formen enthalten sind. Dieses Kri-

teriam stimmt flberein mit dem einen Teil des Ton du Bois-Rcymond

aus seinem allgemeinen Kriterium erster Art dadurch abgeleiteten,

dass er seine Function V{u) setzt

V(n) = Wm«)P(w)-

[limqp(n) == QcJ.

Es soll nuu im Folgenden gezeigt werden, wie aus jeder Reihe

neue Reihen abgeleitet werden können, welche, im Falle der Gon-

vergenz der ursprünglichen Reihe, je nach der Beschaffenheit einer

einzuführenden Function, schwächer oder stärker convergiren, im

1) Raube, Unieraucluingeii übei die Convcrgcnz und Divergenz der Reihen-

Zeitscbr. für Math, und Physik, heniuigegeben von Baumgartner und t. Ettings-

hausen. Bd. 20. p. 41.

Duhamel, nonvelle r^les sur la oonvergenoe des Barles. Liouv. Jonm.

Bd. 4. p. ai4.

Bertrand 1. c.

Bonnet I. e.

Paucker 1. c.

Catalan, traitc eli^mentaire des E^rics p. 23.

2) Kammer, Ueber die Convcri^eiiz und Dirergenz der unendlichen Reihen.

Cretle's Joarn. Bd. 18. p. 171.'
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Fallo der Divergenz schwächer oder stärker ilivergiron, und welche

so ein neues allgemeines Kriterium der ersten Art ergeben . das in-

sofern auch Verwandtschaft mit den Kriterien der zweiten Art hat,

als man den charakteristischen Ausdmdc derselben ersetztdurch

, wo/(») eine Function ftt, w^che gleicbtig mit n nnendticb

gross wird.

I) Lehrsatz: Weuu u eine Function von x ist, welche von

einem bestimmten Wert der unabhängigen Veränderlichen an, z. B-

SB =s 1, eindeutig, stetig und positi? ist, welche Überdies derartig

fiUlt, dasfl

limus — 0 für a; 0;

wenn ferner f(x) eine eindeutige, positive, für eudliclie Werte von

X endliche Function ist, welche gleichzeitig mit x unendlich wird;

dann divergirt im 1- all der Divergenz von

auch die Reihe

l/'(2)-/<l)la*/(i)+l/(3)-A2)|«/(2)+ . . .

+ {/(nH-l)-A«) !«/(«)+...;

im Fall der Couvergenz von U convergirt auch die Reihe

{/(2)-/(l)}«/(2,4.{/(3)-/(2)}tt/(S)+ . . . .

+fAn4-l)-/(*)l»>w+i+ . .

.

Beweis: Denkt mau sich der Reihe nach die Werte der Func-

tion ttrx von X = 1 an als Ordinaten aufgetragen, so bilden die Eck-

punkte derselben eine Curve, welche sich inimerniehr der Abcissenaxe

nähert. Bezeichnet man die Fläclie, welche eingeschlossen ist von

der AbflciBsenaxe, von den Ordinatcn 1 und x und von dor Curve

durch wttf so ist

Somit wird wn gleichzeitig mit U unendlich werden oder endlich

bleiben In folge der for f(n) gemachten Voraussetzung wird w(/s)

mit wn und also auch mit U unendlich werden oder endlich bleiben.

1) Vcrgl. hierxu Cuuchy, sur U\ convcrgence des series. Exerc. de matb.

Bd. U. p. 221.

«
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68 Kohu: Beiträge tur 7%«erM der Convergent uneitdtiiAer Refften.

Ferner ist

{/(2) > "7(2) -^/(h > {A2) -/(!) l«/(2)

• • •
• • •
• • •

1)—/(«)!«/ (•») > wv(».+if— «•/{„)

>l/(«+l)~A«)l«/(i.+lj,
somit

n

-^Li/C^+ l) —/(»*)«/(n-l) > — «^/U)

>i[{/(«-|-l)-/(«)}u/(„+iJ,

woraus sich die Behauptung ohne Weiteres ergiebt.

Anmerkimg: Es ist

In allen Fullen, in welchoi

stets kltiucT als eine endliche Grösse A- und stets grösser als eine

von Null verschiedene positive Grösse ist, d. h.

*!«/(»){(/(»)— /("— -l)} < «/(.o !/(«— D- A")}

<^^/(»){A")-/("-l)l,
wird

[«/ {
An + 1) - fi") } J < {/("+ !) -/•(«)}]

1 2

< Ari[u/(„+i){/(n-f 1) -/-(n)}].

Es convergiren oder divergiren demnach unter der gemachten Vor-

aussetzung gleichzeitig mit Sicherheit die lieiheu

II) Anwendungen.

1) Setzt man
y(«)-fl^(a>l),

80 wird
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Kohnt Beiträge zur Theorie der Omvergetu unendlitAer Bethen. 59

/(« 4- !)—/(«) — a«+i — o*» =• a^«(a— 1),

A«)—/(«—!) a«— Ä»-» ~* a—Ha— 1)
~~ ***

Da der constante Factor (a— 1) in RttckaiGht auf die Gonvergenz

oder Divei^enz ohne Einflnss ist, so convergiren oder divergiren

gleichzeitig die Reihen

Fttr ein gaazzahügee b erhält man hieraus den p. 2. erwähnten

6ats Cauchy's.

2) Die Reihe

convergirt, wie bekanntlich dnreh Snmmimng unmittelbar zn finden,

wenn

und

oi*K 4~ "f" • • • 4"<»'*"a»"l" •

a<lj
sie divergirt, wenn

a oder > 1

ist Setzt man

so wird

limsii»0 f%lr »»od;

Nun ist aber einerseits

andererseits
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70 Kohn: ßaiträg« zur Jluorie der CpnoergeitK wundlicher .Reihen,

1 1

1 "v~r
n—

1

folglicli

l

l

Man er]iält demgeoiABS unter denselben Bodingongen, irie Hir

die Convergenz oder Divergenz von £ { > nnd

2 Setzt man

SO ist

Im Falle der Couvergenz ist la stets negativ, im Falle der Di-

vergenz Null oder positiv. Nennt mau a den absoluten Wert von

lOf so erhiUt man die Couvergenz von

die Divergenz

und

1 "l" p+i + • • • + ^1+«+ • • •

»

^ "f" 4" • • • ~f "i:^+ • • •

3) Setzt man in den zuletzt genannten Beihen wieder
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SO erhält mau unmittelbar die Convergonz von

und, wenn man in gleicher Weise fortfahrt, diejenigen von

dagegen die Divergenz von

s± z-i. ... 2 i--
nlii'' nln l^ii^ nlnlitn . . . /r»

und von

2: \ s ^

4) Ist (p{3r) eine eindeutige endliche Function von a;, und con-

vergirt oder divergirt die Reihe

SO couvei'giren oder divcrgircn gleichzeitig auch die Boihen

2 L_ X ^-

wie unmittelbar folgt, wenn man wieder

fix) = Ix

wählt. Durch dieselbe Einsetzung ist aus der Convcrgenz oder Di-

vergenz der Reihen

zu schliesseu auf das entsprechende Verhalten von

•

• *

5) Geht man von den unter 3) abgeleiteten Reihen aus und

setzt man

fix) = V{x),

-v*4
Google
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80 convergirt immer die Reihe mit dem Glied

V(n+l)^V(n)

dagegen die Beihe mit dem Glied

V(n+1)-V(n)
K(»)U'(n)/,K(«) .. .

uar dann mit Sicherheit, wenn

. ^ V(n-{-l)— V(?i) ^, „,
*•< »'(,)->-(«- 1J

<* Wp-88)-

Es divergiren immer die Reihen

Vin)lV{n)liV{n) . . . lrV(n)

und

V(n+ 1) Vin)

Weuü gleichzeitig

Setzt man

80 divergiren mit Sicherheit auch
|

V. V(n-\-l) -V(n)
\

K(»4-l)n'(n-f 1) ...Ir V{n-\-l)

nnd

y i

^ K(»+l)ZF(n+l)i,7(«-|-l) . . . (ir K(nH-l))i-«' ,

9>(n)
'

wo also 9>(n) mit wachsendem /< sieb der Grenze Null nähert, so

convergirt stets die Beihe mit dem Glied

y(n)— y(n-i-l)
1 -| a »

es cüuvcrgirt ebenfalls stets diejenige mit dem Glied
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y(n)— y(n4-l)

und, sobald

i+« (1)

g>(n)

kleiner bleibt als eine endliche Grösse k. auch mit Sicherheit die

Keihe

5,
y(n+ l)

Dagegen divergiren immer die Beihen mit den Gliedern
»

und

1) Di« obige Behauptung ist ohne weiteres klar, sobald

cp{n)

einen von 2iull vcrschiedenea Wert bi hält. Ist dagegen

so ntmmt -
, derartig su dass \ ^ ^ ^'df Jb eine poiiUre cnd-

liehe Ziihl ist.

Denn aetzt man

so wird

hm r -= hm—^n^r- = « *.

In diesem Falle convergirt die Beihe in gleiehem Grade wie

^ L_
Wird

so mnss

werden. Die Beihe conTeigirt also itirker oder doch mindestens in gleiehem

Grade.
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desgleichen, solange
^^^^^^

kleiner bleibt als eine endliche Grösse

kl die Reihen

<p(n) <?>(«-f ij

nnd

a>(n)/ ""T \ • • • / %^ 9>(«) VW
y(n)— qp(n+l)

1—

a

sowie

and

(pjn) — (p(n-{- \)

§3.

Ks mögen znnftclist oiniirc Bomorkungoii Platz finden, woli hc der

p. 65. citirtcu AI liaiuUuug da Bois-Reymond's cutuouimcn sind uder

sich doch unniittclbur auf dieselbe stützen.

1) Wenn das Glied einer Reihe auf die Form gebracht werden

kann

«^((F(«)-F(n+1)),

nnd wenn \- von Noll nnd nnendlich verschieden ist, so ist die Fnnc-

tioa V{h) das Mass für die Couvergcnz oder Divergenz der Reihe

Bezeichnet man nftmlich mit Sh die Summe der n ersten Glie-

der, mit Rn den Rest der Reihe, so ist im Fall der Divergenz

lim V-
F(n)

im Fall der Gonvergenz

lim ? (^)

weder Null noch nnendlich.
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2) Setst man

WO im Fall der Divergenz .

Uh — •
. +it«-l

80 ist

— Ii

im Fall der Convergenz sei

Un — tt»+M»+l+«»+2+ . . .

»»— IT«— CTn+l ,

somit wird

3) Bezeichnet man die entsprechenden Ansdrttdce einer zweiten

gleichzeitig mit ü convergenten oder divergenten Reihe Svn durch

Ftf, 80 ist, wenn

lim-^— 00, anch lim——«
Dquii bliebe

"" — ^

8t^ nnterhalh einer endlichen Grenze, so wflrde im Fall der Diver-

genz sein

lim.v = lim 1— - »lim --p—^ ^

^ ^j^gK+t'2+ > • • H- ^'» -i) _

wo (I ein Mittelwert ist zwischen q^q^ . . . Qh-i , welcher mit diesen

Grössen unterhalb derselben endlichen Grenze bleiben muss.

Im Fall der Convergenz wOrde man entsprechend haben

— lim
^('^+*^'*-*^"' " ^ 0

wo für 9 dasselbe gilt wie vorher.

Wenn
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and wenn k oiue von Kail and unendlich verschiedene Grösse ist, so

kann aach, wenn sich — einer bestimmten Grenze nähert, diese

keine andere sein als k.

Gesetzt, es sei

lim — « ib j- d.

Im Faß der Divergenz kann man » nnd m gleichzeitig unendlich

werden, aber so gegen einander wachsen lassen, dass sowohl

H-l

m+l
hm „ ~

£un
1

— 00

als auch

lim

wird.

H-l
JS Vn

m
£ Vn
1

B 00

Nun ist

lim

m «—1

m n—\

1 m+l
m

• M— 1

£ uh

m+l

n-1
2: Um

m+l

H-l
£ tr»

ffi+l

m 1,

m+l
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lim— ^i±6',

wo die beiden Ungleichheitszeicheii dem Vorzeichen von ent-

sprechend idnd und
0<e'<i.

Demnach wflrde sein

TT \
-2: j

*
f ^ V« I

was der Yoranssefznng widerspricht.

Im Fall der Convorgenz führt misoro Annahme, wio leicht zu

ersehen, auf denaelbeu Widersprach mit der Voraussetzung.

Setzt man

so ist

lima» = 0

för alle Reihen, dig'enigen allehi ausgenommen, welche so stark con-

Tergiren, dass

Hm^* < 1.

Für divergente Beihen ist die Behauptung ohne weiteres klar.

Es brandit nur noch der Fall

lim Z/i, = 0

herflcksichtigt zu werden. Fflr diesen folgt aus

Wenn

so ist

Ferner hat man

lim Oh= 0,

Um-^-1.
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Nuu ist Oh das Glied einer divcrgireadeu lieilie sumit

daher auch

hm ff— =» 1.

Man kann domuach durch Auwenduiig von Fuactioneu, welche nur

so stark abnehmen, dass

niemals gelangen zu Reihen, bei welchen

ist

Wenn

80 hat

lim «<1

lim a„ >• 0

t«H tt« tt»

denselben Grad der Abnahme wie d. h. es ist auch

hm <Z !•

1} Ein Froduct von unendlich vielen Factoren

• p-a+«,)a+«t)a+a8)...,

worin die Grössen a von einer bestimmten Stelle an dasselbe Vorzeichen l)e-

halten, hat einen endlichen Wert, wenn an das Glied einer convergircnden

Reihe ist; im eotgegengeaatsten Falle ist es entweder angleich oder gleich Null,

jenachdem die GrOseona alle poeitiT oder negatiT werden. (8. Kammer, üImmt

die Conveigenx der anendUehen BeiheOt Grelle*« Jonm. Bd. 13. p. 188).

Die obige Bchanptang folgt sofort aus dem angegebenen Theorem, wenn

man ün auf die Form bringt

^* ^ • • • Li(l -«,)(! -a») ... (1 -an-i).
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§4.

1. 1) Es werde zanächst die Reihe U divergent TOraoBgesetzt

Bezeichnet man wieder die Fläche, welche eingeschloasen ist von

der Absdssenaxe, von den Ordinaten 1 and x nnd von der Gurre

(8. Fig. 1. p. 5.), durch w», so ist nach § 2. I.

«1 • • • +««-1> wta !> . .

.

oder

lim^-1.

Bildet man femer eine Reihe V dergestalt, dass

« •

Vn-l W/(«)— W/(H-1),

SO ist

oder

^/(n)]

Eudlich bat mau

{f{n+l}—f{n){uf{u) >tiy(M.l)—w/(n)>{/'(«+l)—/(n) )«/

oder

{/(n-fl)-/(n)| tt/(„) >vn> {/(»+!)-/-(«) jw/f+U-

3) Es sei die Reihe Ü convergent

Bezeichnet mau deu Wert, welchen die von der Ordinate a-, der

Absdssenaxe, der Curve und der Ordinate x-^m eingeschlossene

Fläche für ein über jede Grenze hiuauswacbseudes m annimmt, mit

xv'xi so ist

1-1+«»+8+ . . . >• «o'i.> «n+i+«i»+2+ . . .

oder

Sieht man zanftchst von demjenigen F&llen der Gonvergenz ab, in

welchen
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Uin-^'*'<1«),

80 ist for alle ttbrigen nach | 3. 4)

somit

Um^ -0,

hm-j^ - 1.

Bildet mau wieder ciuo Reihe F dergestalt, dass

• • •
• *

j j

80 erhält man

. . . te'/(ii)

oder

und

l/^(n+l)—/(n) > »'/(f.)—wV(n+i)>|/(«+!)—/(«)l«V(H+l)

oder

{/•(«+!) -/(«;l«n(«)> ti« > {/(»+i)-/(»)j«/CH+i).

n. Es sei von einem bestimmten Wert an

-/(«)>!,
dauu ist offenbar

n

grösser oder doch mindestens gleich 1.

1) Wenn IT» nnd wn Uber jede Grenze hinaus wachsen, d. h. die

Reihe U divergurt, ist

grösser oder mindestens gleidi 1.

Es war nun

also

I) Es wird spftter geielgt worden, dass anch fDr diese Reihen die absn-

leitenden CSonvergeiiiregeln gültig bleiben.
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^ ün Un

grOsfleff oder mindeBtenB gleich 1.

DarauB folgt nach § 3. 3) dass

um

—

^—— rr- , d.i. lim

—

grosser oder mindestens gleich 1 wird. Nun ist aber nach § 4. I)

woraus hervorgeht, dass für jede divergente Reihe

grosser oder mindestem der Einheit gleich ist

2) Wenn dagegen Un und wn sich mit wachsendem n der Grenze

Noll nähern, d. h, die Reihe U convergirt, so ist

kleiner oder höchstens gleich 1.

Es war aber

also

hm^^ =1,

w
lim—=

—

, d.i. lim-fT

kleiner oder höchstens gleich 1.

Daraus folgt nach § 3. 3), dass

kleiner oder höchstens gleich 1 ist Nun ist aber nach $ 4. I)

woraos hervorgeht, dass für Jede convergente Beihe, zunächst nach

den S 4. I) 2) erwähnten Fall ausgenommen

^^ l/(n+l)-/(«)h/(«>+i)

kleiner oder höchstens gldch der Einheit ist

Ten liXYlL •
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UieraiiB ergiebt wk folgender Sats:

Ist f(x) eine eindeutige, positive, fOr endliche Werte ycm

X endliche Function, wetehe mit wadisendem m derartig zn-

nimmt, daas von einem bestimmten Wert an beständig

/(«+!)-/(») >i
bleibt, 80 conveigirt die Reihe

sobald

sie divergirt, sobald

Km ^^^^'^^^ " fMm»^i) ^ .

«Im

wird.

Anmerkung: Wenn /(»-f-l)— /*(«) stets unter ciuer bestimmteu

endlichen Grüsse k bleibt, für welche mau immer eiue ganze Zahl

annehmen kann; wenn ferner dureli /{n)— d die unmittelbar unter

f{n) liegende ganze Zahl ausgedrückt wird, wobei nicht ausgeschlossen

ist, dass ö 0 wird, so ist u/(n) kleiner oder höchstens gleich

»/(»)— d, somit

f»/oj+i)^ «VW— ^4- A 4-1

Es ist aber

' «/(«)— d ' d+ 1
* '

lyc«)— d-H*

Die einzelnen Factoren des Productes uuterscheiden sich von der

Einheit um negative Glieder, welche bei unendlich wachseudem n

unendlich klein werden; da die Anzahl der Factoren endlich ist^ wird

sich auch das Product nur um eiue unendlich kleine negative Grösse

von der Einheit unterscheiden können. Andrerseits ist
*

(H-l) < W(nh
somit

Uf(n)

Setzt man daher in der für die Divergenz geltenden Bedingung

so kann
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«»

III) £s sei von einem bestimmten Werte an beständig

/(n+l)-/(*)<l»
dann ist

n

Jdeiner oder höchstens gleich 1.

1) Wenn wieder L\, und 7Cn über jede Grenze hinaus wachsen,

d. h. die Reihe ü divergirt, so wird

kleiner oder höchstens gleich der Einheit. Es war aber

Um "'^'^K d.i. B«''"

also

UdMr oder höchstens f^eich 1.

Daraus folgt nach § 3. 3) dass

kleiner oder höchstens gleich 1 ist. ,

Femer halte num nach § 4. I) dass

kleiner oder höchstens gleidi 1 ist, woraus hervorgeht, dass Ibr jede

divergente Reihe

lim
^'^^^'m—/(«»«yw)

und, wie aus § 4. II) Anmerkung unmittelbar folgt, auch

6»
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Um

klefner oder höchstens gleich 1 ist

2) Wenn dagegen U„ und w'n sich mit wachsendem n der Grenze

Null nähern, d. h. die Keihe U couvergirt, so ist

grösser oder doch mindestens gleich der Einheit

Es war aber

limj^-=l,

also

t/H Un

grösser oder mindestens gleich 1.

Daraus folgt nach § 3. 3) dass

grösser oder mindestens gleich 1 ist Ferner hatte man nach § 4. I)

Vn
^

grösser oder mindestens gleich 1 , worans hervorgeht, dass für jede

conTergente Reihe, znn&chst nach den I) 2) erwähnten Fall ausge-

nommen

grösser oder mindestens gleich 1 ist.

Hieraus ergiebt sich folgender Satz:

Ist/(«) eine eindeutige positive, fOr endliche Werte von

« endlidie Fnnction, welche mit zunehmendem m nnendUch

wkd, aber von der Beschaifenheit, dass von einem be*

stimmten Werte an bestftndig

/(a+ l)-/(«)<l

bleibt, convergirt die Reihe

sobald
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sie divergirt, sobald

«I«

wird.

IV) 1) Wenn von einem bestimmten Werte an

bleibt, und wenn die Reihe mit dem Gliede «'n stärker divergirt als

diejenige mit dem Qliede «m^ so ist

{A»+i)-/(«)l^Wi)

jjjn
^

grösser oder mindestens gieicti 1.

Denn es ist

lim T71—r'i\ Vi ™= lim
"

{/(»4> 1)—/(») ISfi!±il'

«f» «N

Da nun u'x weniger stark abnimmt als t^, so wird mit wachsen-

dem n *

somit

lim

grösser oder mindestens gleich 1.

Wenn die Reihe mit dem Glied «'n starker convergirt als die-

jenige mit dem Glied u«, so ist

lim

kleiner oder höchstens gleich 1.

Der Beweis ist dem des ersten Falles dnrdians analog.
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2) Wenn von einem bestimmten Werte an

bldbt, 80 ist

lim

wenn die Reihe U' stärker divergirt als U, kleiner oder höchstens

gleich 1 ; wenn U' stärker couvergirt als Uy grösser oder mindestens

gleich 1.

"Der Beweis wird wie ad 1) geführt

W« daher ftr Irgend welobe Beihe dne FntteHon geihnden

ist, deren Anwendung eine EntscMdnng Aber die Gonvergenz oder

Divergenz gestattet, so entscheidet die Anwendung derselben Function

auch fttr jede Reihe, welche stfirker divergirt oder starker convergirt

als die entere.

V) Es werde gesetst» einmal

/(») = qp(n),

das andre Mal
Jin) ^ (!»);

68 sei i'emer von einem bestimmten Worte an

»(ii+l)-9(n) >^(«+l)-^(«)
und daher

lim^<^

grosser oder mindestens gleich 1 >).

1) Im FaUe der Divergens von ü ist, wenn die Beseichnnngen

von I 4. 1. angewandt werden,

{<pn-\- 1)— >»f(*»+l)— l<)P(»-fl)— <P(n)

I) Die Fanetiooen ^(n) and v»(n) bruehen nor die in § 1. 1. ffir /(n)
gerteUten Bediiigimg«n m erfUlaii; es bleibt also gleicbgliltig, ob

g)(n+l)— 9>(n), resp. V^(n+1)-^V(«)

von eiaen gewinea Worte en grSeeer oder Udaer ele die Einbeit ibid.
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Nun ist aber

lim^'"> und lim l'^ .

somit avch

grösser oder mindesteus gleich 1, woraus folgt, dass für jede diver-

gente Reihe U •

Um 1^^**+^)—
{^(n+l) --^(«)

grösser oder mindestens gleich 1 ist

2) Im Fall der Convcrgciiz von U erhält mau entsprechend,

wie iu Bücksicht auf § 4. I. 2) ubuc weiteres klar ist, dass

kleiner oder höchsteus gleich 1 ist.

Anmerknng: Wenn qp(n-|-l) — <p(«) nnd demnach aach if>(tt4"l)

— %f(n) stets unterhalb einer endlichen Grenze k bleiben, so kann,

wie aas § 4 II) Anm. unmittelbar folgt, sowohl

{ ti; (n -|- 1)— 1^ (n) I
w,^(»+i)

alt auch

lim
1)
—

ersetzt werden dnrch

VI) Mit Hilfe der unter IV) und V) abgeleiteten Sätze Iftsst

sich nnn zeigen, dass die unter II) und III) gebildeten Convergenz-

reigeln anch ihre Gültigkeit behalten für die fieihen, bei denen

lim^^<l

bleibt; sodass also die dorch den Ansachlnss dieser Reihen der An-

wendung der Kriterien notwendig Torangehende üntersnchnng des

lim ausnahmslos wegfallen kann.
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1) Weun von eiaem bestiiumteu Werte an

/(n+1) -/(«)>!

bleibt, 80 folgt am der Ableitung in II) 2), dass, wie in allen übrigen

convesgenten Beiliflii aneh bier

^ {/(«-hl)—/(»)|ty(«-n)

nur kleiner oder bOcbstens glelcb,! sein kann. Man hat nur, wie

aus D 2)

i5.>«'»>t;.(i~^)
wegen

berrorgeht, statt

zu setzen

lim->0

lim^-.l

lim^

klaner oder gleich 1, wodozeh an der weiteren Entwiekelong aber

nichts geändert wird.

£s Iftsst sich übrigens leicht zeigen, dass, sobald anch

• lim|An4-l)-A«)l>l

ist, für die Beihen der zn betrachtenden Art stets

^^
{/•(n+ l)-/(n)}u/(,+i)

wird.

Denn setzt mau
«»1 1

«n 1+ «»

lim an > 0,

0 •< « <; limiKH,

so convergirt die Reihe U stärker als diejeDige mit dem Glied

«'« —
^^i^räyi- letetfire wird aber

|/(ii+l)-/(«)l«V4.1) \f{n+ l)-f{n)\(l+a)n

D igitiz edAi^cGoogle
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Ist N

lim(/(n+l)-A»)}-o«>.
so wird

(/(i>-f-l)-/-(n) }(!+ «)» {f(n+l)-f(n)\(l-^a)A»)

{An+ 1) -/•(») ^ /"O^-fD— An)
(1+ «)/(»+!) (lH-o)yiH-i)-/(i^*

Der Ausdruck rechts hat aber die Null zur Grenze, man erbftlt also

denselben Grenzwert fflr

Ist

l<lim|A»+l)-./(n)}<ife,

so kann mau setzen

lim xi») = 00

,

und es wird

{AnH-i)~AO}(iH-«)** ^ ^(1 4- «)"

(1+ (l+a)»»+i+jt(«+i)*

^An+l)-An)}(l+ «>)^ ^ *

(1 +«)/!•+») "^(14- «)i+jr(»+«'

wo sich der Ausdruck rechts wieder der Grenze ^uli nähert.

2) Ist

fin+l)-f{n)<l

80 unterscheide man zunächst den Fall, dass

limlAn-hD-rOOl-l '

wird. Setzt man

so wird

welcher Grenzwert niemals kl^er werden kann als 1.

Ist

*<lim{A«+l)-r(«)l<l

m
§

SO wird, wenn man wieder

f(n) — »— x(<»).
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setzt,

FttM man, wie unter 1) die schwächer convergirende Reihe mit

dem Glied u'n = (i^^yi

{/ (»+!)-A«)iti'y(H) |A»-f 1 ) - f(») +
tt'« (1 -!_«)/(».)

Der letzte Ausdruck wächst aber über jede Grcuzo hinaus, somit auch

Es sei schliesslich

Km(r(«+1)-/'(«)|=0.

«1+«'Die Beihe mit dem Glied u'n — tix:;« fOr welche

lim—r- = 1,
u'n •

coDvergirt schwächer als die Beihe für weldie

Un ^

bleibt Setzt man ftr die erstere R^e

an) - ß»

0<p<l,
so wird

\nn-]~l)-f(n)]u'f^n) |<3(n+ l)--/?n}nH« 1_

Stets grösser sein als die Einheit. Es wird also, wenn^

lim{f(«+l)-f(«)} = 0
und daher

A«) <
erst recht sein

n^lAn+l)-A»))u>)^
1,

tt II

also auch nach IV) 2)

^ {f(n+ l)-f(n)]unn)

Un
.

'
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I) Wons von eSaum beitimmteB Werte an

^p(n+l)-v(«)<l

^(«+1)-^(»)<1

bldbt *, wenn man ferner berücksichtigt, dass

|g)(n+l)— y(»))ti»<»)

{(p(n-|-l)— <p{n)\u^(n)

so geht aas den ErörteruDgcn des § 1. Y) hervor, dass für den Fall

An+1)-A«)<l

die Entscheidimg Aber die Gonveigenz oder DiveiKeiiz um so sicherer

geliefert wird, je schw&ciher znnelimeiide Functionen f{n) man wählt

Baes 68 ftr jede Beihe mit Sicheriieit entscheidende Functionen

gi^t, ist daraus zu entnehmen, dass, wie schwach auch die Zunahme

oder Abnahme von ün und ist, es doch immer Functionen f(n)

glebt, dergestalt, dass

lim-^^ <! 1,

würde.
10 n

Sind nämlich &n und &'n irgend welche positive, eindeutige,

endliche Fun(!tionou, deren Grenzwert für die erstcre kleiner, für

die zweite grösser als die Einheit ist, so würde die Auflösung der

Gleichung
= 1^1»

resp.

ftat X Functionen von der geforderten Beschaffenheit liefern.

Ist aber

< 1,

80 ist nach § 4 I) auch

somit auch
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Entsprechend wird ftr

ftttch

FOr dlcdeoigen Functionen A«), Ittr welche

A« +!)-/"(«) > 1

ist, Iftsst sich die entsprechende Behauptung nicht ohne weiteres all-

gemein aofstcllen, sondern sie wird beschrftnkt bleiben mftssen auf

das Gebiet, in welchem

1< +D- An) >*

bleibt, innerhalb dessen von böbem und niedem Graden der Zu-

nahme AlgUch nicht geredet werden kann.

Bei allen divergenten Reihen würde die Anwendung von

selbst genügen. Denn dann ist

also

II) Innerhalb des Gebietes der Conyergenz und IHvergenz, wel-

ches Ton den gebranchliehen logarithmischen Kriterien beherrscht

wird, reicht die Wahl Ton

A») = e»*(An+l)-A«)>l)
und von

A»i)-W(n+1)-An)<l)
ans. •

1) Es sd
A«) -

BUdet man den Ansdnick
iAn+l)-/-n)|^^/(n-n) ^

gente Reihe mit dem Glied

1

tU»l^ . . . IfU
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BO ist

^ e«(e— 1)

^» (n-1- 1) i(«+ 1) l^in 4- 1) . . . /r-l(n4-l)

und

[fn-^ 1)— /"(»)
I
Ußinj-l) e— 1 ^'i^s^iL • ^r-mlrn

14, « •(n-i-l)i(«4-l)i,(»+l)...ir-r(n-|-l)

daher

Bildet raan den Ausdruck
^)'-'fM\^flß)

conver-

geilte Reihe mit dem Crlied

1

fUnl^ . . . (ir«)*+«
'

BO ist

nnd

{/^»4-l)-A^0}^A>») _ (e—lWnZgn ...(^r«)<*'*

daher

3) Es sä

dann ist für die Beihe £
^

{/•(«+ - ^l^nT.7lrnlrn»

Man hat nun

lim Cn= 0,

somit

und
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daher

In Bezug auf die Beihe ^ -7-1 ist

und

also

m) Wttrde die Anwendung von

fähren zu

dann wflide die fWtion Wn so langsam zu- oder abnehmen, dass

Wh

werden wflrde. Benselben Grenzwert würde — haben, wenn m
irgend eine gleichzeitig mit n uaendlich werdende Zahl bedeutet.
Daraus folgt, dass auch

sein würde, somit auch

demielben Grenzwert sich nfthem wttrde.
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Kntsprecheiid würde auch

und, nenn man dnrch beseiebnet,

Im— • • . lim—

—

gleich 1 Bein, somit anch

lim-^ and lim

In allen anderen Fällen der Convergenz oder Divergenz, in

denen

Jim

grtaer oder kleiner ale 1 ist, genügt demnach die Wahl von

fin) = In.

£s folgt aus der vorhergehenden Erörterung noch, dass, wenn

diese Wahl nicht anareicht, anch die ?on it**, ^« . . . ^ itelne Ent-

scheidung liefert.

lY) Aas § 4) V) geht nnmittelhar hervor, dass die unter § 4.

n) und III) abgeleitelen Convergenzregeln sich noch unter folgender

Form verallgemeinem lassen:

Sind q){x) und t^;(jr) eindeutige, positive, für endliche

Werte von x endliche, mit x unendlich werdende Func-

tionen } ist ferner von einem bestimmten Wert au

so convergirt die Beihe U, sobald

sie divergirt, sobald

ist
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V.

Miscellen.

1.

Ueber allfemelBe Fllehentheorie.

Anf pag. 10. meines Werkchens: „Faadamentalfl&tKe d. allg.

Flächeutheorie" findet sich vor;

YEd7i,^~^2Fdudv ^Gdv

Nnn bedarf aber dieser Ausdruck einer Berichtigung.

Ich sagte an der betreffondon Stelle, da» du das dem d» der

Flftche entsprechende Bogenelement der Emheitskogel ist and somit

d« sich ansdrflclEen lässt durch:

Dies ist aber nicht richtig, da die im Punkte (u-f-c^, v-^-do)

zum Normalschnitte des Punktes (u, v) errichtete Normale nicht

Flächeunormale ist und somit das Bogenelement der Einheitskugrt,

welches die Endpunkte der durch den Mittelpunkt derselben zur

Fiftchennormale in (i», v) und zur genannten Normale parallel ge-

zogenen Radien begrenm, nicht das dem entsprechende Element

ist und sonach die Grössen <2u, dv^ durch welche sich da ausdrückt,

nicht dieselben sein können, welche in

dä^ — Edi^'{'2Fdvkdv'\-C^
vorkommen.
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Nur dann, wenn der Normalscbnitt in (w, v) so beschaffen ist,

dass die im Punkte (u-}-f77», v-\-tlv) zu jenem Normalscbuitte ge-

zogene Normale zugleich Flächcunormale ist, ist

sonst aber ist!

Jedoch ist klar, dasi, wenn du und dv gegeben sind, also elta

bestimmter Normalscbnitt vorliegt , jene Normale nnd somit der

zu ihm parallele Radius der Einheitskngel gegeben sind; d. h. es ist

dann in defl ^ fSdUj* \-2^tiu^(lvi'{-^khi* anch du^ und dif^ be-

stimmt, oder dui nnd dvi sind Functionen von du nnd d».

Das Problem lautet also:

Der Krtlmmnngsradins eines beliebigen Normalschnittes ist

groben durch:

VEdvß+^Fdudv'^Gdi^

wobei und rf», bestimmte Functionen von du und d» sind;

der Krümmungsradius eines Normalschnittes, dessen Normale im
Punkte (u-\-dUj v-^-dv) zugleich Flächenaormale ist, ist gegeben

durch:

* ~~
Vmu^^-ftdudo-fW^

*

wir fragen nun: „Giebt es unter Jenen Werten von p, deren zuge-

liöriges Wertsysteni von du und dr so beschaffen ist, dass die diesen

Grossen du und dv entsprechenden Grössen </U| dv^ die Werte

du^ = dUf dv^ = dv •

haben, ein MaTimum oder Minimum ? ^

Die LösttDg dieser Frage ist auf pag. 11. des genannten Werk-
chens g^ben und die dem Maximum und Minimum entsprechenden

Werte q wurden Haupt-K rftmmungsradien genannt

Wien, 31. Mai 81. Eduard Mahler.

«

MLZVU. 7
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2.

Wahneheinllcker Qn4 der HomogeBdftt elaer MlMhuf

•

Sind in einem Räume beliebige Qaanta niehreror vcrscbicdenen

Stoffe ohne Cohärenz und gegenseitige Einwirkung ibrer Teile ein-

geschlossen, so pflegt man, oline sich irgend eines Grundes bewusst

zu sein, sofort anzunehmen, tlass, wenn die Teile lange genug in

mannichfaltige licwegung versetzt werden . eine Gleicliniassigkeit der

Mischung bis auf jeden Grad der Annüiierung erfolgen müsse. Will

man für diese Annalinie die Erfahrung geltend niaehen, so ist, ab-

gesehen davon dass die Theorie nieht dabei stehen bleiben kann,

dagegen zu erinnern , dass dann der Satz aueli nur in den Grenzen

der Erfahrung Anspruch auf Geltung hat. Erstens aber entzieht sich

der Endzustand und die unendliche Kleinheit der Abweichung der

empirischen Feststellung; der Satz darf denmach als empirischer

nicht so ideell ausgesprochen werden. Zweitens sind in neuster Zeit

zahlreiche Untersuchungen auf der Basis der Kröuig'schen Gashypo-

these erschienen, welche ia der Anwendiitig aller möglichen Analeren

des obigen Satzes, deren Bichtigkeit sie ohne Begründung ToraiiB-

setzen, die Grenzen des £rfahrnngsgebietes weit ttberschreiten. Der
vielfiMh erweiterte Satz tritt hier als ideelles Prindp aof , das der

Antor weder dnroh Erfohntng noch durch Beweis, sondern rein dnrdi

das Beispiel seiner Yorigftnger rechtfertigt

Die vnlg&re Meinung sttttzt sich, von der Erfahrung zu schwei-

gen, auf mancherlei, wicwol unzureichende, Gründe. Gewöhnlich

beginnt das Mischen in einem Zustande starker Anhäufung der Stoffe,

so dass anftngs eine zunehmende Ausgleichung unausbleiblich ist,

die man dann als eine fortgehende betrachtet Femer giebt es Fälle,

wo Kräfte direct auf die Ausgleichung hinwirken, wie bei der Diffu-

sion von Lösungen; dem Umrühren, welches die Ausgleichung be-

schleunigt, schreibt man dann den ganzen Erfolg zu und ttbertrSgt

die vermeintliche Wirkung auch auf indifferente Stoffe.

In der Tat existirt ein Endzustand, dem ein Gemenge mehr und

mehr zugeführt wird, das ist die völlige Zufälligkeit der Anordnung

der Teile , indem die mannichfaltige Bewegung allen kenntlichen

Causaluexus zunichte macht. Diesen gesetzlosen Zusand wollen wir

als erreicht voraussetzen; es handelt sich dann um seine Beziehung

zur Homogeneität der Mischung.

Wenn, wie wir angenommen hahen, die Teile keine Wirkung

auf Lander oben, so kann man jeden Stoff fttr sich betrachten und
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nnr dessen Dichte nntersuchen. Was toh dieiem Falle jplt, lisst

sieh auch auf den anwenden, wo die Teile einander absperren, wenn
sie nur nicht durcli ungleiches specifisches Gewicht znr gesonderten

Lagerung getrieben werden.

lu einem Räume ~ 1 seien n gleiche Atome (oder kloine Kör-

per) eingeschlossen. Alle Lagen eines jeden seien gleich wahrscheiu-

lidi. Innerhalb jeoM Baumes denken wir nns einen kleineren Banm
— a abgegrenzt, in welchem sich in einem Angenblicke k Atome
befinden. Unsere Anfgabe ist dann die folgende.

Um welche Grösse differirt wahrscheinlich k von
seinem wahrscheinlichen (oder mittleren) Werte?

Die Wahrscheinlichkeit, dass h bestimmte Atome im Baume a

sind, ist

Die Wahrscheinlichkeit, dass die übrigen n— fc Atome nicht im

Baume a, mithin in einem Baume « 1— a sind, ist

= (1— 0)»«-*

Treten beliebige Conibiuatioiieu von k Atomen an die Stelle der

bestimmten, so ist deren Anzahl gleich dem Binomialcoefticienten

{n)k. Folglich ist die Wahrscheinlichkeit, dass überhaupt k Atome

und nicht mehr im Baume a sind,

= (n)kn*(l-a)»-* (1)

Multiplicirt man das beliebige A- mit dieser seiner Walirscheinlichkeit

und nimmt die Summe über alle Werte von so erhält man den

wahrscheinlichen oder mittlem Wert von ki

^2 ik(«)»a*(l— — « (n— l)»-ia»(l— a)*-*
4=0 *=l

li=0

ein Bsenltat das sieh voraussehen Uess.

Von diesem mittlem W erte differirt nun k um die positive Grösse

jb

—

an oder an— ib, jenachdera k^a» ist Beide Differenzen multi-

pliciren wir mit ihrer Wahrscheinlichkeit (1) und nehmen die Sum-

men über diejenigen Werte, für welche jede positiv ist -, dann ergiebt

sich als wahrscheinliche Differenz vom mittlem Werte:
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£ (*— an)(»)»a»(l--a)"-* + 2 (an— Jk)(n)4a*(l—a)«^

« £ (ib— an)(«)ka*(l— a)'-*-i-2 ^ ((an— ifc)(»)AaHl— a)"-»

Erstere Summe ist nach dem Vorigen mit Anwendung des hinorai-

scheu Satzes = 0. Daher ist die gesuchte wahrscheinliche Differenz

k—Hii

jr= 2 2; (au— k)in)kaHl— «)"-* (2)
ft-0

Um einen angenäherten Ausdruck für grosse n in entwickelter

Form zu erhalten, nehmen wir au, dass die mittlere Zahl der in a

enthaltenen Atome
0 — na

bei wachsendem n constant bleibt, indem a verkleinert wird. 61. (2)

lässt sich schreiben:

K'-a" s--ir'('-;)('-!)- ('-*-?-')('-r

Entwickelt man das allgemeine Glied der Beihe bis auf 2. Potenz

von 80 findet man:

..-(.-!)(.-i)...(.-i5i)(-r

I
ibc— fc^

, 4~ 1)^'— Ar^•gC -f-
-j-

« 1 j.
- 4. (3^3+ '2/ci)c +3k^+

Vermöge einer Eigenschaft der Binonnalcoefficienten lässt sich dies

zerlegen in

Nk - + IZifirJ) + ^,{L(*-l)+iy - [3(ä:- 1),

+2(A— 1)]«+3(A- l),+2(ib- - Äi-i

Ä

WO

Ä - ^:i+^(2(*-l),c-.3(*-l),+ (A~l)«"-2(*-.l>,}
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Setat man nan

so wird

Ck-i

daher
.c — Je , c*"H^ 4^

Ist m die grösste gauze Zahl^ so hat man:

1-
)
^^^^
£^f(-Mi+C»)-(Jf*-i+ a-i)|

und zwar ist

ml ( • « I

Dies eingelEÜirt giebt:

m! ( ' n

Setzt man e ^ m+c, wo also 0^ << 1, so wird

^ _ _ C'+M,
,
3m— «2

,
211»»—2m(l+ 9£2)— (8-3e)e8>

- •
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Die Khunmer ist ^ 1 und urftchrt mit was bei liiareichender

lüeinheit von - oder a durch die Termo höherer Ordnung nicht

anfgeboben werden Sie sei — l-f-'« Sei nun sngldch m nnd

— aehr gross; dann hat man annähernd:

« INF ^1 -|- ^j"* — mW •

Dies eingeführt giebt:

l/Rm

wo B einen rechten Winkel bezeichnet

Das Ergebniss best&tigt die gewöhnliche Annahme insoweit, als

in der Tat innerhalb eines noch so kleinen Teiles des Gesammt-

ranms die wahrscheinliche Differenz der wirklichen und mittleren

Atomzahl relativ zn dieser, wenn sie unendlich gross wird, ver-

schwindet Aber dieses Yerschwmden geschieht nur im Yerhilltniss

ihrer Qnadratwarzel; die absolute wahrscheinliche Differenz ist

selbst unendlich gross, wieder im Yerhtitniss Jener Quadratwurzel.

Hieraus ersieht nian, dass die Aunalinie einer durch zufällige

Bewegung herbeigeiiilirten api)roxiniativen Ausgleiclinng einer sehr

grossen Menge schon in Anwendung auf zwei der eiufachsteu Fragen

bezüglich auf die eine richtig, auf die andre unrichtig ist. lu An-

wendung auf andere, hier nicht untersuchte Fragen bezüglich auf

weniger einfache Fälle niuss daher jene Annahme solange als völlig

grandlos gelten, bis der Beweis geführt ist, dass die wahrscheinliche

Abweichung verschwindet B. Hoppe.

B.

Note snr nne elasse de fonctions sym^triqnes.

Soient yiy« • • • ^ 9 racines d'une 6quation

et soit en ontre pour une qnelconque des valeurs « — 1, 2, ... ^:
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je mc piüpose de d^termüier, m ^taiit im aomliro entler et positif,

la somme

en fonctioü des quantiUs Aq^ A^ . . . Ag^i et Ä.

Examinons d'abord la fonction symötriqae

En "^liminant p entre les ^nations

(1) z = AQ-j-A^y-^-A^y^ + • . ^-ly«-'

et

(2) - Ä

OD obtlendra nne ^qnation da degrc cn z, dont le« radnes sont

Gette öqnatioii ordonn^e snivant les pussances d6-

croissaates de la variable «, anra ponr terme constant

Ponr tronyer la rösnltante des iquations (1) et (2) on procöde, d'aprös

Caachy, de la manitee snivaBte. On mnltiplie la premiire par y et on

d6dmt de celle-d et de la seoonde ces 4—2 öquations qni sont tons

du degr^ 9— 1:

Aq-\ Aq-zy'i-^-i- . . . A^y^ -\- {A^—z)y

1 ^ —

Ä

A^l Jf-sy*->+ . . . iliy*+ «)y

y - -Ä

Si Ton adjoint ä celles-ci , apres los avoir mises BOOS forme entiere,

reqoaüon (1), on aura ie Systeme:

L'^liminatioQ de y, y^, ... yf-^ CQtre ces 6qaatiou8 fournit la re-

soltante demandee:
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Jo^ff, Itilf»!, JL1«.9 — 0

^—a, . . . -ßylg, Ä^j, iJili

En sabttitoMit daos 6qiialioii s — 0 on aiira la fonction

Aq-i, . . . A^^ Aiy

iV— «i«t . . . «g
—

Aq—2^ Aq~Z^ • * • ^1 RAq—\

Aq ig
| .^—49 • • • RAq^2

ou aara toigours:

donc:

r/z

JBilf • . • RAgt RA^ RAi I

Soicnt r un nombre ontier positif et p un nombre cntier positif <C2

En introdinsant daiu eette ezpreuion

«1

au lien do ou obtient

:

R*
dAp

,
dAp

,
liilp

"TT • • •

oa

Utrecbt. AtiU 1881. Dr. W. Kapteyn.

4.

Ueber einige Eigemieliaftea der KegeLsebnitte.

Ist K irgend ein Ki-eis, welcher die Hauptaxe der Ellipse K in

einem ihrer Scheitel, z. B. in A berührt, so schneiden sich die Tan-

genten dieses Kreises aus den Brennpunkten / und in einem

Punkte m der Ellipse, denn es ergibt sich unmittelbar aus der Figur,

dass mf-\-mfi = fA-\-f^A = 2a. Ist o der Mittelpunkt von K, so

ist cm die Taugeute T der Ellipse E in m. Aus analogen Betrach-
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tungen ergibt sich, dass die Leitstrablen des Punktes m Tangenten

eines Kreises A'j sein müssen, welcher die Hauptaxe im Scheitel Aj^

berührt und seinen Mittelpunkt w im Schnittpunkt von T mit hat,

wenn die Tangente der Ellipse im Scheitel ^Ij ist. Die Geraden

/« vüä fw find normal, weil sie die Nebenwinkel Afm and mfw
lialbiren, ebenso ist /jo nomud zu fiw. Man schliesst daraus: Die

Strecke oto, w^che von den Tangenten aS, Si in den Sclieiteln der

Hanptaze aöf Irgend einer Tangente T bogrenzt wird, projicirt sieb

ans einem Brennpunkte unter einem rechten Winkel. Die Punkte

o^/tfi nnd w liegen auf einem Kreise, der seinen Mittelpunkt in

dem Sebnittpnnkt Ton T mit der Nebenaze bat. Nebenbei sei noch

bemerkt, dass der Schnittpunkt t Ton T mit der Hauptaxe das &U8*

sere, nnd m das innere Aehnlichkeitscentmni Ton K und ist; die

Punkte C|, w sind Tier harmonische Punkte.

Dem Dreiseite 7«/*,, ffj lassen sich ausser den Kreisen K und

JTi noch zwei Kreise einschreiben ; die Mittelpunkte a und a * dieser

Kreise resultircu als Schnittpunkte von Geraden, welche die Punkte

o und w aus den Funkten / und /, projiciren, sie liegen ausserdem

noch in der Normalen N des Pnnktes m. In dem ^ a * o to sind

/; fi, m die Fusspunkte der drei Höhen, <j der Halbimugspunkt der

Seite o to. Diese vier Punkte , so wie auch die Mitten der

Selten oo* und wa*, liegen auf einem Kreise"'), der flbrigens

auch den Schnittpunkt n der Normalen N mit der Nebenaze ent-

halten mpss, da letztere ein Durchmesser des Kreises ist und der

Winkel ^mn 90® betrügt Daraus folgt: Der umschriebene Kreis des

Dreiecks, welches durch die Tangente, Normale nnd die Nebenaze

gebildet wird, schneidet die Hanptaze in den Brennpunkten. Be-

schreibt der Punkt m die Ellipse IS^ so erzeugt seine Tangente T
auf den zwei Scheiteltaugenten iS und zwei proJectiTische Punkt-

reiben. Projicirt man die I'uuktreihe S aus dem Brennpunkte f^^

die Punktreihe aus dem Punkte /, so cutstehen zwei projectivische

Büschel, deren Erzeugnisa, der geometrische Ort des Punktes «, eine

Ellipse H sein wird. Den vereinigt liegenden Strahlen /
/" und fif

entspricht in jedem Büschel ein zu normaler Strahl, daher ist ffi

eine Axe von //, /' und /*, die Scheitel derselben. Projicirt man die

Reihe S aus f, und Sj aus /j, so erhält mau, als geometrischen Ort

des Punktes e*, eine Ellipse //*, welche ebenfalls die Punkte f und

/j zu Scheitelpuukteu hat. Die Mittelpunkte der den £\fBt\ und

f t\ eingeschriebeneu Kreise begrenzen die zweiten Axeu der

Ellipsen U und if*, ihre absoluten Längen ergeben sich aus der

*) Der Feaerbacb'sche Kreis, siehe St«iaer Geometrische Const. pag. 50.
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bekannteii Belatioii, zwischen dem RadiiiB des tinem Dreiecke um-
geschriebenen Kreises nnd den Längen der Dreiecksseiten. Beieichnet

man die Lange der Azen von £ mit 2a nnd 26, die lineare Excen-

tricität mit 2e, nnd in analoger Weise mit 2«, 2/1, 2)r nnd 2a*, 2ß*,

2y* die gleichen Grössen der Ellipsen J7nnd H*, so erhält man:

' a-\-c^ a— c'

Ist n ein Pnnkt der Ellipse H respectlTO J7*, so kann man eine

Nonnale N aus diesem PuDkte an die Ellipse E construiren , indem

man ttber n als Mittelpunkt einen Kreis besclireibt, welcher die

Hauptaxen berührt; der Schnittpunkt der zwei durch f and fi gehen-

den Tangenten des Kreises ist der Fnsspankt von i^^).

FasBt man eine der Ellipsen H oder als gegeben anf, so

gelangt man dnrdi Umkduiing der firOheren Betrachtungen zn fo^n-
dem Satze:

Zieht man aus den Scheitelpunkton einer Axe Tangenten an

einen Kreis Ä", der diese Axe berührt nnd seinen Mittelpunkt a auf

der Ellipse hat; so beschreibt der Schnittpunkt m dieser Tangenten,

während a die Ellipse durchläuft, eine Ellipse £, welche die ge-

nannten Scheitel zu Brennpunkten bat.

Für die Hyperbel ond Parabel ergeben sich ans fthnlichen Be-

trachtangen anidoge Sätze.

Graz, März 1881. Josef Blaschko.

5.

Die Poteni eines Pnnkfees In Besag nnf den Umkreis oIbm Breiecks.

Mit
ARS flSfr jRe

pa pb pc

seien die trimetrischen Pnnktcoordinaten der Punkte X nnd P in der

Ebene des Axendrdecks ABCiBC'^ a) bezeichnet Der Umkreis

dieses Dreiecks liat die Oleichnng:

1) Die Fusspunkte der drei ausser N noch möglichen Normalen ergeben

sich als Schnittpunkte eines Kreises mit E. Siebe: £ckArdt in SchlömUch'i

Zeitschrift fOr Math. n. Fh. II. Jahrg. 4. Heft.
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IHeser Kreis werde von der Geraden

mm ssweitemnale in 9« getroifen.

Hierant erhalten wir die Coordinaten von fß«:

S — apbpe ptibpc+epi) pc(*i>*+cp»)

Die Potenz des Punktes P in Bezug auf den Umlureis ist gleich dem
Producte

und muss für einen Symraetriepuukt P eine symmetrische Function

der a, c sein. — Die Formel für die Distanz d der Punkte

lautet:

„ _ <i^C^<^ipbQ— Übp) (pcq — qcp)

So findet man:

1»V

Fttr erhalten wir, indem wir in der allgemeinen Distanz-

formel (2^ $a setzen:

3« — «jwF«

56 = Phihpc-^epi,)

qe = pdbpe-^cpb)

' pbq— qbp'^ — apb^apbpc

Pcq —qcp •= — ape£apbpc

Pmq—
— a^aPbpe-\-(^aptp*+hepapb^-{'bepaPe*+ abpb*pe-\rOCpbpc*

= {bpb-^cpe) Sapbpe

Diese Werte geben:
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—-Ä^d*«— «II») (Pcq— qep)

Ä a{Zaph Pc)^ [— a^pbpc+ ^pdf^pb+ cpe)+ cpbihpb -|- <7>f)]

=r a(Zapbpc) * [— a^pbpc+ *Vk/^c

+

C^bPc+ Ät^i^+ Ä<ye*]

Also ist:

aHeiSapbpe)*

Sonach ut:
ahcZapbpe

Da für innere Punkte des Fundamcutaldreiocks dieser Ausdruck po-

sitiv ist; so hat man, da in diesem Falle die Potenz negativ wird,

demselben das Zeichen — vorzusetzen.

Derselbe Wert fhr die Potenz von P wird avch erhalten, wenn
man mittelst der allgemeinen Distanzfonnel die BHferens

berechnet, wo U und r Centrum und Badins des Umkreises be-

s^chnen.

Diese Formel kann dazu benutzt werden, verschiedene symme-
trische Ausdrücke zwischen den Grössen a, c zu constmiren. So
wird für F=J, dem Inkreiscoutnun des Axendreiecks

äbeSapbpe obe

Errichtet mau auf der Vorbinduugsgcraden des In- und Umkreis-

centrums des Dreiecks ABC mit den Seiten «, c im Inkreiscentnun

J eine Senkrechte, bis sie den Umkreis in D trifft; so ist

DJ

Die geometrischen Oerter der Punkte, fttr irelche

sind die Kegelschnitte:

für +£FA\

Digitizeo Ly ^pi/s^ii-



109

Beido Kegelschnitte erweisen sich nach dem bekannten Eennzeidien

als Kreise. Wir liaben somit folgenden Satz:

Ist ein beliebiges Dreieck einem Kreise eingeschrieben; so ist

der Ort der Punkte, deren Potenzen in Bezug auf diesen Kreis gleich

sind den Suiniiieu der Quadrate der Abstände dieser Punkte von den

Ecken des Dreiecks, sowol für den Fall der äusseren als inneren

Potenzen ein Kreis.

Der Abstand des Punktes r von der Geraden

9i S aifls»+iia;6-|-c^arc == 0

ist gegeben durch den Ansdnick:

10, sei eine zweite Gerade, ihre Gleichung lavte:

Ist w ein Proportioualitätsfactor und setzen wir:

so gewinnen wir folgenden leicht zn specialiairenden Satz:

Die Punkte, deren Potenzen in Bezug auf einen Kreis propor-

tional sind den Kechteckeu der Abstände dieser Punkte von zwei

festen Geraden in der Ebene des Kreises, liegen auf einem Kegel-

schnitte. Diese Kegelschnitte gehen durch die vier Punkte, in wel-

chen der gegebene Kreis von den beiden Geraden getroü'eu wird.

Wien, Februar 1881. Emil Hain.
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6.

Auf «^inom Billard ABCI) soion in M und N zwei Kugeln. M
wird iiuralhi zu JiC in dor lituug go^cn A gostossen. Die Kugel

iV soll zu gleicher Zeit so an die Wand HC gestossou werden, dass

sie nach der lietiexiun dit' Kugel M treffe. Nach welchem Punkte A'

der HC niuss A' gezielt werden, wenn angenommen wird, dass die

GescUwindigkeiteu der beiden Kugeln A' gleich sind.

£s sei:

MMi senkrecht aaf BC\ JHJf, m

NN^ senkrecht auf BC\ ifN^ = «», M^N^ « d

Die Geschwindigkeit der Kugeln sei r. Beim Zusammenstosse, der

in der Zeit t erfolge, betinde sich M in O.

Ferner sei 00^ senkrecht auf BC. Dann hat man:

OX m

m-|-«' m-f-n

Weiter gibt die Figor:

d. i.

d= €i+ VäX«— n»

Diese Gleichung liefert:

Also ist:

A7jr
»g« _ n[rf»+ (">+»)']

2d(«+n)
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Für d = m-\~n wird ÄN^ «=> 0. Die Formeln werden für den

Fall, dass die Geschwindigkeiten der beiden Kugeln nicht gleich

sind, ebenso leicht erhalten; nur sind sie umfangreicher, da die

Grössen e nicht ausfallen.

Wien, Ißbrz 1881.

Emil Hain.

Sin Beitrag snr Krelslelire.

Die llalbiruugsgeratle BD eines Peripheriewinkols AJiC läklot

mit der zwischen seinen Scheukelu gclegeucn Kreissehue AC und

der Tangente BF im Sdieitel B entgegengesetzt gleiche Winkel.

Beweis.

Wkl. DAC DBC als Peripheriewinkel ühor arcöC
Wkl. ABD— DBC wird vorausgesetzt, l^'olgiich

Wkl. DAC^ ABD
Wkl. ADB^ FBA als Peripheriewinkel Aber 91Q.AB

Wld. DAC+ADB » ABD+ FBA oder

Wkl BEA — EBF q. e. d.

Lftsat mao den Winkel ABC sich so ftndem, dass ihn BD stets hal-

birt, dann erhSIt man eine- Reihe paralleler Sehnen AC\ wird WU.
ABC^ Oy dami entsteht als Verlängerung der Sehne AC die Tan-

gente In D : DG, Hieraus folgt :

1) der bekannte Satz, dass die Tangenten BF und DQ in den

Endpunkten einer Kreissehne BD mit dieser entgegengesetzt gleiche

Winkel büden {FBD - QBD),

2) dass je zwei Kreispunkte A und C, welche von einem dritten

Kreispnnkte gleich weit abstehen, auf einer zur Tangente in D
parallelen Geraden liogen {AC\ DQ),

Dieser Satz lehrt uns eine ganz ein&che, bis jetzt unbeachtet

gebliebene Gonstmction der Tangente im Kreispunkte D. Man con-

stroire: DA — DC und DG | AC,

Auch begründet er den Satz: Wenn man in dem Eckpunkte N
eines regulären Polygons an den umschriebnen Kreis eine Tangente

zieht, so ist diese parallel zur Diagonale der beiden Nachbarecken

oder zwei anderer gleich weit von N entfernter Ecken. Als wdtere

Anwendungen obiger Sfltze erw&hne ich folgende.
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Ist einem Kreise ein Dreieck ABC eingosrhrioben und halbirt

mau dessen Winkel durch die Kreisselinen via, liß^ Cy: dann sind

die Kreistangenten der Punkte «, /3, y beziehungsweise zu den Drei-

eckssciton: BC^ CA^ AB parallel.

Wenn man einem Kreise ein Dreieck ABC einschreibt und ein

zweites Dreieck ohc so umschreibt, dass ayb
\\
AB, Lac

\\
BC\ aßc

\\
AC

ist; dann halbiren die Kreissehiicn a.l, ßB, yC beziehungsweise die

Dreieckswinkel vi, B, C (und gehen denujach auch durch eineu Punkt).

Hat ein Sehneuvicreck ABCD zwei gleiche Seiten DA und DC\
so bildet die Diagonale DB mit der zweiten Diagonale A(' und der

Tangente in D gleiche, mit der Diagonale AC und der Tangente in

B entgegengesetzt gleiche Winkel.

Nehmen wir an, dass der in Fig. 1. gezeichnete Kreis ein in der

PapierflAche liegender grösster Kugelkreis ist, so köimen wir BF als

die Tangentenebene der Kugel in B und AC als einen Kugelkreis

betrachten, der auf der Zeichenfläche senkrecht stellt. Projiciren wir

diesen Kreis AC und dem Projectionscentrum B nach A'C\ auf eine

zur Ebene BF parallele Projectionscbene PP: dann ist A'C die

stcreographische Projection AC und muss nach obigem Satze ein

Kreis sein, weil AC und A'C' autiparallele Schnitte des schiefen,

projicirenden Kreiskegels BAC sind. {BD muss nämlich als Halbi-

ningsgerade des Winkels der grössten und kleinsten PIrzeugenden des

Kegels liAC die Kegelachse sein: AC und A'B' bilden aber mit ihr

entgegengesetzt gleiche Winkel und stehen auf der Kbene BAC
senkrecht, erfüllen also die Bedingungen für Kreisschnitte des Kegels).

Somit begründet vorgeführter Lehrsatz die für die stereographi-

sche Projection wichtige Tatsache, dass der Kugolkreis ÄC in der

Projection wieder als Kreis ÄC erscheint.

Eisenstadt, Joli 1881. Franz Sehiffner.
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VI.

Geachichtliclie Eutwickelung der iiiaUieiiiatisclieu

MektricMtslehre und Bedeutung des Potentials

f3r die letztere.

Von

August Kiel.

Benutzte Litteratur:

a) Elektrostatik von KOtteritsch.

b) Anwendung der der mechanischenWärmetheorie zu Omnde lie-

genden Prindpien auf die Elektridt&t von Clansius.

e) Ablditnng des Ohmtschen Gesetzes ans dem eiektrost Grund-

gesetze: Kirchhoff. Poggend. Ann. Bd. 78.

d) Die bcidt u Abhaudluiigeu vou Neumauu in den Abhandlungen

der Berliner Akademie vom Jahre 1845 u. vom Jahre 1847.

e) Heimholtz: Borchardt's Journal Bd. 78.

Zu den ersten Physikern, welche die Mathematik auf die Lehre

Ton der Elektridtftt anwendeten, gehört Gavendi&h. Zur selben Zeit

wie Cavendish Terdffentliehte Aepinus ein tentamen theoriae electr.

et magn. Er nahm dabei ein dekrisches Fiuidum an und legte dem-

selben die beiden Eigenschaften bei, dass sich seine Teilchen ent-

weder mit einer Kraft anziehen, weldie mit dner Yerringerung ihres

gegenseitigen Abstandes wächst, oder seine Teilchen sieh andernfalls

mit einer Kraft abstossen, weldie demsdben Gesetze folgt Coulomb
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prftcisirte dieses Gesetz der gegenseitigen Andebmig, resp. Abstossiing

noch näher, indem er es als Gonform mit dem Newton'schen Gra-

vitationsgesetKo Dachwies. Mit Hälfe dieser VoraossetKaog konnteii

die Gesetze der VerteUniig, Auziehung und Abstossnng nntersncht

werden. Wollte man jedodi die Berechnung auf einzelne Ffille an-

wenden, so zeigten sich sehr viele analytische Schwierigkeiten. Die-

selben worden erst durch die späteren math. Arbeiten von Lcgendre

und Laplace besiegt. Coulomb selbst wendete zwar mit Tielem Scharf-

sinn die analytischen Kunstgriffe seiner Zeit an, aber diese genttgten

noch nicht und er sah sich infolgedessen zu manchen mcU richtigen

Annahmen genötigt, so dass seine Rechnungen zwar im Allgemeinen

den Gaug der £rsdieinuugen nachweisen, aber ohne dass eine völ-

lige Uebereinstinmiung stattfindet

Durch Poisson wurde dann zuerst der Gegenstand ausführlicher

untersucht. Derselbe legte im Jalire 1811 der Pariser Akademie 2

Abhandlungen vor, welche sich auf die Verteilung der Kiektricität

auf der OberHiiclie von leitenden Kugeln beziehen, die vorher elektri-

sirt und einander ^uMiäliert wonlcu sind. In ihrem Wesen beruhen

diese Abliandlungen aut denselben Betnu iitungen , wie sie iu der

Potentialtheorie zu Tage treteu. Obwohl nun viele der in den vorher

erwähnten Arbeiteu angewendeten Methoden wegeu ihrer Eleganz

bemerkenswert sind, so waren dieselben doch nur ganz bestimmten

Problemen angepasst, und es fehlte noch eine allgemeine Mehode, die

sich in jedem Falle anwenden lässt. Diesen Mangel empfand Niemand

mehr als Green. Indem er nun Uber die Vorteile nachdachte, welche

bei der Losuug vieler schwieriger mechanischer Probleme sich er-

geben, wenn man von einer gesonderten Uutersachung jeder der

Kräfte, welche auf die verschiedenen Körper eines Interna wirken,

ganz absiebt und seine Aufinerksamkeit ansscbUesslIdi auf die Func-

tion beschränkt, von deren Bifferentialien sie alle abhängen, befestigte

sich in ihm immer mehr die Ueberzcngung, dass dasselbe Yerfiahren

auch in der Elektridtätslehre nur von dem grössten Erfolge sein

könne, da'ja hier dasselbe Grundgesetz wie in der Mechanik herrsche.

Auf diese Weise wurde er zu der Untersuchung aber die allgemeinen

Beziehungen geführt, welche zwischen der genannten Function und

der filektridtätsmenge in den Körpern, von welcher sie abhängt, be-

steht Besonders die grossenTorteile, welche Laplace im 3ten Buche

der m^caniqne Celeste aus der Anwendung der dort gegebenen par-

tiellen Diffisrentialgleichung zweiten Grades von dieser Function ge-

wonnen hat, erregten die ganze Aufmerksamkeit von Green und ver-

anlassten ihn, diese Gleichung seinem Zwecke dienstbar zu machen.

So wurde Green sowohl zu einer weiteren Ausbildung der Lehrsätze

von dieser Function, welcher er den Namen „Potentialfunction^* bei-
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legte, geführt, als auch zu einer Torteilhaiteu Anwendung denelhen

auf die Elektricitätslehre.

Von jener legt schon der Umstand Zeugniss ab, dass man einen

von ihm aufeestelltcii Lehrsatz, der in der ganzen Potentialtlieorie

eine hervorragende Kolle spielt, nach ihm den Grecn'scheu Satz be-

nannt hat. Bczüglicli der Anwendung des Potentials auf die Elektri-

citätslchro war er überhaupt der erste, welcher diese Function in

dieselbe einführte. Es geschah dies in seiner ersten Abhandlung,

welche er 1828 in Nottingham veröffentlichte und „Leber die An-

wendang der Analysis auf die Theorie der Elektricität und des Hagne-

tismus" betitelte. Gerade das Potential war es, welches ihm zuerst

eine solche Anwendung ermöglichte und zwar in einer fest begrün-

deten und ausgedehnten Weise. Und was Green begonnen hat, ist

durch die spfttercu Forschungen von F. £. Neumann, Kircbhoff,

Helmboltz und Gausins mit dem schönsten ISrfolge weiter gofohrt

worden, so dass jetzt eine ziemlich fest abgeschlossene matb. Theorie

der Elektridtftt durch Einführung des Begrifis des Potentials in die-

selbe geschaffen ist Um dies darzutun, sollen die hauptsächlichsten

Gesetze entwickelt werden, welche aus dem Begriffe des Potentials

fftr die Elektricit&t abgeleitet wurden.

Nennen wir das Potential einer elektrischen Masse, die in be-

liebiger Weise durch einen Raum verteilt ist, qp, so sind:

d(p dfp , _ d(p

ose üif oz

die Anzieliungscomiiont nteu der elektrischen Masse auf den Punkt

(r, y, z). Da nun die Coordinatenaxen beliebig gelegt werden können,

so folgt daraus, dass die Anziehungscompoueutc nach einer beliebigen

dop
Bichtung » gleich: —

Denkt man sich die Fläche ^ const durch einen beliebigen

Punkt {x^tfi») hindurch gelegt, so ist ^ = 0, und mithin steht die

Bichtung der Kraftausserung der elektrischen Masse auf diesen Punkt

senkrecht auf der Filiche 9 = const, vorausgesetzt natürlich, dass «>

das Potential der elektrischen Masse in Beziehung auf den Punkt

(«, y, c) ist. Die Fläche const heisst eine .Fläche gleichen Po-

tentials. Ein System von solchen Flächen giebt leicht eine Anschau-

ung, wie die Grösse der Componente einer Kraft sich ändert.

Denn besitzt eine Fläche das Potential 9>, die andere auendlich

s*
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nahe 9»', und sind beide um « von einander entfernt, so ist —-—
die Grösse der Kraft in qp' weil ja — «-« ——^ ist. Da nun qp

und qp' coustatit sind, so ist ersichtlich, dass für die verschiedenen

Punkte der bei<len Flächen die Kraft sich mit £ ändert und zwar um-
gekehrt proportional, also umgekeiirt proportional mit dem Abstände

der beiden Flächen.

Diese Eigenschaft des Potentials macht dasselbe änsseht wichtig

fftr alle Untersachnngen aber die YerteUnng der Elektridtät. Vor
Allem wollen wir den Gleichgewichtsznstand in's Ange fassen. Da die

KraltäQssemng nach einer beliebigen Richtung c^eich der Aendening

des Potentials nach derselben ist, so erhellt daraus, dass, wenn diese

Aendemng gleich Null ist, auch die Kraftftnssemng verschwindet.

Wouu daher die Elektiicität auf einem guten Leiter im Gleich-

gewichte sein soll, so niuss das Potential der auf ihm verbreiteten

Elcktricitüt für ji deu Punkt im Leiter eonstant sein. Die Discussiou

dieser Bedingung go =-= const für den üleichgewichtizustand ergiebt

mannigfaltige Relationen.

Nach dem Poisson'scben Satze ist for alle Punkte eines Leiters

wo k die Dichtigkeit der Elcktricität bedeutet Da nun im Gleich-

gewichtszustände 9 = const ist, so mnss anderseits:

_ n

sein. Beides ISsst sich nur dann mit einander verbinden, wenn k^Q
ist Daher ist im Gleichgewichtszustande die Dichtigkeit der £lektri-

cität im Inneren eines Leiters gleich Null und die Elektridtät be-

schränkt sich auf eine unendlich dflnne Schicht an der Oberfläche.

Da nun das Potential im Gleichgewichtszustande für alle Punkte

der Übt rHächc denselben coustauten Wert besitzt, so ist dieselbe zu-

gleich eine Nivcautlächc der in ihr vcrbreitcteu freien Elektricität.

Durch diese Bedingung ist eine gauz eindeutig bestimmte Verteilung

der Elektricität gegeben. Denn mit der Verteilung der Elektricitäts-

menge ändert sich notwendig auch das Potential, mitbin ist die Form

der Niveauriäche, welche durch einen bestimmten Wert des Potentials

gegeben ist, ebenfalls von der Verteilung der vorhandenen Elektri-

citätsmenge abhängig. Daher kann auch umgekehrt einer gegebenen

Niveauflftdie nur dne bestimmte Verteilung entspredien.
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Wonu die Dichtigkeit einer auf einer Fläche ausfjfebreiteten elek-

trischen Masse, welche wir kurz mit Flächenelektricität bezeichnen

/dg
A . ^ , wobei

das Integral über die ganze Fläche, deren Element ds ist, auszu-

dehnen \h, und r die jedesmalige Entfernung eines P^leinents von

dem Tunkte bedeutet, in Bezug auf welchen das Potential zu be-

stimmen ist. Dasselbe ändert sicli stetipf, auch wenn der Punkt, auf

den es sich bezieht, durch die Fläche hindurchgeht. Mit Hülfe des

Potentials lässt sich nuu im Falle des Gleichgewichts die Verteilung

der Eloktricität auf der Fläche leicht bestimmen. Es ist alsdann

nämlich das Potential fttr alle Punkte derselben constant Aus dem
Green'schen Satze lässt sich ferner ableiten, dass das Potential inner-

halb eines umschlossenen Raumes kein Maaimnm oder Ifinimnm

haben kann, sondern zwischen dem grOssten nnd kleinsten Werte

liegt, welchen dasselbe auf der Oberfläche hat Wenn daher das

Potential auf der Oberfläche constant ist, so mnss es f&r alle Punkte

des von der Fläche umschlossenen Raumes denselben constanten Wert

behalten. Nun erleidet der erste Differentialquotient des Potentials

beim Durchgange durch die Fläche eine Sprungdifferenz von ~4ffft)

d. h. ea ist:

wo der Index (-f") andeuten soll, dass der Paukt von Aussen, (— 0),

dass er von liuicu kommt. Da aber sowol für die I'uiiktc der Fläche

als auch lür die des umschlossenen Raumes q> = const, mithin:

ist, so muss:

{^) inh

sein. Da nun im Gleichgewkshtszustaade die freie Elektridtät, wie

wir oben gesehen haben, sich Oberhaupt nur auf der Oberfläche des

elektrischen Körpers bc^det, so ist durch die vorstehende Formel

allgemein die Verteilung der Eloktricität im Falle des Gleichgewichts

bestimmt.

Derselbe Satz, welclier der Berechnung der Verteilung der Elek-

tricität auf vinom einzelnen Leiter zu Grunde liegt , setzt uns auch

in den Stand, die Verteilung der Elektridtätsmcnge auf 2 Leitern

zu berechnen, die durch einen leitenden Draht verbunden shid. Da

durch die leitende Verbindung die beiden Leiter zu einem einzigen

vereinigt werden, so ist die Qleichgewichtsbedingung dieselbe wie fftr
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den einzelnen Leiter, das Potential der ganzen elektrischen Masse

muss an jedem Punkte im Innern und an der Oberfläche der ver-

bundenen Leiter denselben constanten Wert haben. Daraus ergiebt

sich sofort ein allgemeiner Satz darüber, welche Ladung mau einem

gegebenen Leiter durch kurz dauernde Verbindung mit einem ge-

ladenen Cunductor erteilen kann. Während der Verl)iuduiig geht auf

den Leiter eine solche Menge Elektricität über, dass das Potential

der gesammten Elektricität auf der Oberfläche des Couductors und

des damit verbundenen Leiters denselben Wert bat. Wenn ferner

ein Leiter mit der Erde verbnnden wird, so liat das Potential anf

seiner Oberfläche den spedellen Wert Null, weil alsdann der Qe-

sammtleiter mit seinen Dimensionen so weit reiebt, also r nngehener

gross wird. Wenn aber » 0, so ancb A s= 0.

Die bis jetzt abgeleiteten Tk'ziehungen gelten für jeden Gleich-

gewichtszustand. Bei der ferneren Entwickelung unterscheiden wir

die beiden Fälle: entweder der Leiter ist ein einziger, isolirtcr, d. h.

von allem Einflüsse fremder elektrischer Massen befreiter, oder er

befindet sieh in dem Wirkungskreis anderer elektrischer Massen. In

jedem von diesen P'ällen wird sich die Elektricität im (ileichgcwichts-

zustande auders auordueu.

1) Ist ein Leiter isolirt, so mniB, wie Kötteritscb in seiner Elelc-

trostatik ansftthrt, die Elektrizität auf demselben überall einerlei

Vorzeichen besitzen. Denn das Potential der elektrischen Oberfläche

auf sich selbst:

wo Q und p' die Dichtigkeiten der Elektricität in den beiden Fläehen-

elementen ds und r/./ bedeuten und i- ihre gegenseitige Entfernung,

muss ein Mininmm sein und dies ist, wie ebenfalls Köttcritsch aus-

führt, nur dann möglich, wenn q und (j' dasselbe Vorzeichen haben.

2> Ist dn Leiter unter der Influenz eines anderen elektrischen

Körpers, so braucht nicht die Etektricit&t auf dem Leiter nur einerlei

Vorzeichen zu haben. Ist zunächst der influenzirende Körper ein

Nichtleiter, so muss im Zustande des Gleichgewichts die Potential-

fnnction des Nichtleiters, vermehrt um die der Elektricit&t des Lei-

ters für alle Punkte des letzteren einen constanten Wert haben. Da
nun die Potentialfnnction der Elektricität des Nichtleiters ihrem ab-

soluten Werte nach fftr die näher gelegenen Punkte des Leiters

grösser ist als f&r die entfernteren, so muss umgekehrt die anf dem
Leiter befindliche Elektricität sich so anordnen, dass ihre Potential-

fqnction fttr die dem Nichtleiter näher gelegenen Funkte kleiner als
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für die anderen. Wenn daher ttberall gleichartige Elektricit&t ver-

breitet ist, so muss die Dichtigkeit derselben in der Kfthe des Lei-

ters kleiner sein als an den Stellen, welche von demselben entfernt

liegen. Wenn dagegen verschiedenartige Elektricität auf dem Leiter

ist, so mnss die Dichtigkeit anf den dem Nichtleiter abgewendeten

Stellen dasselbe Vorzeichen aufweisen, wie die Gesammtmasse des

Nichtleiters, dagegen verschiedenes an der dem Nichtleiter zugewen-

deten Seite.

Wenn der Leiter mit der Krde in Verbindung gesetzt ist, so

muss das Gesammtpotential dieser Ladung Null betragen. Dies ist

nur dann muglich, wenn die Elektricität auf dem Leiter entgegen-

gesetztes Vorzeichen besitzt wie auf dem Nichtleiter. Auf diesen

Principieu beruht die Theorie einer für die Elektricitätslehre sehr

wichtigen Gruppe von Apparaten, nämlich des Condensators, der Frank-

lin'sdien Tafel and der Leidener Flaschen,

Wenn die elektrischen Körper, welche in gegenseitigerWechsel- -

Wirkung stehen, aus einem beliebigen Systeme von Leitern und Nicht-

leitern bestehen, so ist das Gleichgewicht der Elektricität auch hier

an die Bedingung geknflpft, dass das Potential der sämmtÜchen im

Systeme enthaltenen Elektricität innerhalb eines Leiters ttberall den-

selben Wert habe. So einfach nun auch die Bedingung für das elek-

trische Gleichgewicht lautet, ist trotzdem die Bestimmung desselben,

besonders im letzten Falle mit grossen Schwierigkeiten verbunden.

Die YerteiluDg der Elel^tricität auf 2 benachbarten leitenden Kugeln

ist bis jetzt das einzige Problem gewesen , dessen Lösung auch iiäx

die Influenzclektricität, welche die beiden Kugeln auf einander her-

vorrufen, voliständig gelungen ist. Poisson hatte zuerst das Problem

gelöst und seine Rechnungen in den 2 Abhandlungen an die Pariser

Akademie niedergelegt, welche wir schon oben erwähnten.

Kirchhoff verarbeitete diese Poissou'sclie Rechnung weiter in

einem Aufsatze: „lieber die Verteilung der Elektricität auf 2 leiten-

den Kugeln^^, den er im liorchardt'schen Journale hat erscheineu

lassen.

Wir haben bis jetet gesehen, wie das Potential über das Ver-

halten der Elektricität im Gleichgewichtszustande Aufschluss giebt.

Wir gehen nun dazu Aber, die Anwendung des Potentials bei den

stationären Strömen wenigstens in ihren HauptzOgen anzudeuten.

Es liegt nahe, die elektrischen Erscheinungen mit denen der

Wärme zu vergleichen. Wie das Potential constant sein muss, wenn

die Elektricität sich im Gleichgewichte beüuden soll, so muss bei der
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Wttrme die Temperator conetant sein, wenn keine WflnaestrAniiiiig

vorlianden sein boIL Besdchnet nun 4^ die Temperatur und ist

so fliesst eine gewisse Wärmemenge dnrch das P'Iächeneiement cb,

dessen Normale n heisst, nnd Jfwar ist dieselbe gleich

Dil' Analopio im Glcichgowichtszustaiulo führt leicht dahin, für

den Fall , dass dio £lektricität sich bewegt, eine entsprechende Hy-
pothese za machen nnd zwar ist darnach:

Cn

dio Eloktxicitütsmeuge, welche in der Zeiteinheit durch das Fiächen-

element di strOmt Dieselbe ist gleich Noll, wenn ^ =s 0 ist, d. h.

wenn die Strdmuug senkrecht auf der Fläche = const steht. Wenn
daher die Oberfläche des elektrischen Körpers zogleicfa dne Fläche

gleichen Potentials für die Elektricität in demselben ist, so kann die

Elektricität sich in keiner StrOmnng befinden. Daraus erhellt, wie

die Hypothese mit dem Fraheren in Einklang ist. Dieselbe hat

Ohm zuerst im Jahre 1827 aufgestellt, freilich nicht mit der Allge-

meinheit ausgesprochen, wie es hier geschehen, weil damals der Be-

griff des Potentials so gnt wie gar nicht bekannt war.

Die Hypothese ist mit der Erfahrung nur bei den sogenannten

stationäi'On Strömungen im Einklänge, also bei Bewegungen elektri-

scher Massen, wo die Quantität und Geschwindigkeit der positiven

und negativen Elektricität, welche in irgend einem Elemente enthalten

ist, im Verlaufe der Zeit unverändert erhalten bleibt Ist nun

— ^1 p der Ausdruck fQr die Elektrieitätsmenge , welche in

der Zeiteinheit in die Fläche eindringt, so kann nur dann ein sta-

stionäror Zustand vorbanden sein, wenn ebensoviel aus der Fläche

heraustritt, daher muss:

sein. Nun ist aber
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wenn (ix ein ElcDicut des vou « umscblosscueu Raumes uud

8*qp 3'<p

bedeutet also moss auch

/ dt.Jg^ — 0
sein, mitbin

(1) JifO .

f&r jeden Teil des nmscblosseiien Baames. Wir iiaben aus dieser Be-

dingung firfllier geschloasen, dass im Gleicbgewichtssustande keine

Elcktndtat im Inneren des Körpers vorbanden ist Ebenso kann man
ans derselben Gleicbting bei der stationdren Strömung folgern, dass

keine freie Elektridtät in das Innere dringt

Wir wollen uns nun eine Reihe von Leitern vorstellen, welche

sich zu je zwei P'lächeu berüliren. An den Stellen, wo das Leiter-

systom nicht unter sich in Verbindung steht, soll es mit einem Nicht-

leiter in Berührung sein, und die P'läche des Systems, wo dieses ge-

schieht, heisse die freie Oberfläche. Durch dieselbe tiiesst alsdaun

keine Elektricität, mithin ist daselbst:

W ^ - 0.

Soll nun der Zustand ein statiouärer sein, so darf sich au den Bc-

rührungsstellen keine £lektricität ausamnielu; dabor ist für jede Be-

r&liruDgsiiäche Ton 2 Leitern:

WO n| und Hg die Kormalen nach dem Inneren des jedesmaligen Lei-

ters bedeuten. Mithin:

für jedeA Bertthrnngspunkt Bei der Wftrmeleitang gilt dieselbe Glei-

chung, also auch hier:

Während jedoch hier — ^det die entsprechende Bedingung

bei der Elektridtät nicht statt Denn das Potential kann einen

Sprung erleiden, wenn man von dem einen Leiter zu dem andern

geht Aber diese Discontinuitftt, welche das Potential bei dem
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Uebergaugo von einem Leiter zam andern im AUgemoincn erleidet,

mo88 for jedes Element der BextUiningBflftclio constant sein. Diese
constante Differenz

(4) g>i
— <3P8 = (1, 2),

welche man elektrische Differenz genannt hat, ist nur von der Natur
der b(ii(lon Leiter al))i:ingig. Im Falle des (ilt ichgewichts bat nun q>

innerhalb desselben Leiters einen constanten Wert, alsdann mithin

:

— — (1, 2)

V»

—

9t = («, 1)

Mithin: 0 = (1, 2)4-(2, U)-}- . . . +(», 1)

Es giebt nun eine Classe von Leitern, welche in irgend einer

geschlosseneu Cornbination diese Bedingung erfüllen; es sind die Kör-

per, welche der sogenannten Spannnngsreihc angehören und auch

Leiter erster Classe genannt worden. Dieselben haben nämlich die

Eigenschaft, dass man für die elektrische Differenz einzelne Zahlen

finden kann, derart, dass:

(l,2)-(l)-(2)

(2, 3) = (2) -(3)

(n, 1) =n-l

Mithin: (1, 2)+ (2, 3)+ . . . 4-(«, 1) - 0

Wenn daher ein System nur ans Leitern erster Classe besteht,

so befindet sich die Elektridtftt in demselben im Qleicbgewichte. Die
Leiter zweiter Classe haben die erw&hnte Eigenschaft nicht; wenn da-

her unter dem System von Leitern erster Classe ein oder mehrere

Leiter IL Classe sind, so findet unter der Erfüllung der Obrigen Be-

dingungen stationäre StrGmung statt.

Durch die 4 Grenzbediuguugeii, die wir vorher für das Potential

bei stationären Strönuingeu aufgestellt haben, ist dasselbe bis auf eine

additive Coustaute eindeutig bestimmt. Daruu.s folgt zugleich
,

dass,

wenn ein Potential diese Bedingungen erfüllt, die Elektricität, für

welche dasselbe gilt, sich in einer stationären Strömung befindet

Die 4 Grenzbedingungen sind in ihrem Zusammenhange zuerst

von Kirchhoff an^stcllt worden. Derselbe hat auch nachgewiesen,

dus das, was man bisher bei elektromotorisch differenten Kdrpem
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als verschiedene Spannung oder Dichtigkeit der P^kktricitut bizeich-

ncte, identisch sei mit der Differenz der verschiedenen Potential-

werte. Im Anschlüsse hieran hat Kirchhoflf zugleich eine Ableitung

des Ohm'scbeu Gesetzes gegeben (Puggeud. Ami. Bd. 58). Darnach

ist:

(l,2)-h(2,3)-f-...4-(n,l)

wo i die Intensität des Stromes und ti^ . . . to^ die Widerstände

der einzelnen Leiter bedeuten.

E
Diese Gleichung schreibt sich dann: t ~ , wo E die elektro-

motorische Kraft und W der Gesammtwidcrstand des Systems ist.

Aus beiden Gleichungen ist ersichtlich , dass die elektromotorische

Kraft gleich der Summe der verschiedeueu elektrischen Ditforenzcn

ist. Ohm ist bei der Ableitung seiner Gesetze der Strömungen in

der galvanischen Kette von Voraussotzuiij^en über die Elcktricität

ausgegangen, welche nicht in UebLieiaitimmung sind mit deu Folge-

ruDgeu, die mau aus dem Verhalten des Potentials für die Elektro-

statik ziehen miiss nml unter deren Annahme man allein die elektro-

statischen Erscheinungen erklären kann. Im Widerspruche damit

nimmt Ohm nämlich au, dass die Elcktricität in einem Leiter sich in

Kühe befindet, wenn sie den Bauminhalt desselben mit gleichmässiger

Dichtigkeit erfüllt Durch Einftthrnng des Potentialbegriffs in die

£lektrl6ltftt8lehre kann man daher nieht nur die elektrostatiscben

Er8ch6iniuig6& auf rein mathematischeni Wege erklaren, sondern

anch im engsten Anschlösse an die Theorie der Elektrostatik die

Ohm'schen Formehi ans dem elektrostatischen Gesetze für die gegen-

seitige Abstossnng der Elektridtfttsteilchen ableiten.

Den ausgeführten Betrachtungen über die stationären elektrischen

Strome ist noch folgendes zuzufügen, \vüraus eine weitere Bedeutung

des Potentials erhellt. Bei der Bewegung der Elektricitätsteilchen

wird Arbeit geleistet. Dieselbe lässt sich auf sehr einfache Weise

bcstininien. Ist dii ii-gend ein Elektricitätselemcnt , welches sich auf

dem "Wege .s- fortbewegt und ferner qo das Potential der gesammten

Elektricität auf eine Elektricitätseinhcit, so ist die in die Eichtuug

der Bahn faileude Compoueute der Kraft, die auf lU^ wirkt,

dg)

Die hei der Bewegnog nm das Bahnelement dt von der Kraft

getane Arbeit ist demnach:
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aad somit die auf der Strecke von and getane Arbeit

Man sieht hieraus, dass die geleistete Arbeit durch die am Aufangs-

und Endpunkte der Bahnstrecke stattfindenden Werte des Potentials

vollständig bestimmt ist, ohne dass man den Weg zwischen diesen

beiden Punkten zu kennen braucht. Ferner ist gp . <lq das Potential

der Elektricität auf so das«? der obige Ausdruck die eingetreteno

Abnahme des Potentials darstellt und da derselbe Ausdruck ebenso

für jedes amiere Klcktricitätscleinent gilt, so folgt daraus, dass die

bei einer Bewegung einer Klektricitiitsnicnge geleistete Arbeit gleich

der dabei eingetretenen Abnahme iles Potentials ist. Hat man nun
eine geschlossene FlUche, deren Kleineut </co heisse, und ist die iu

der Zeiteiiilit it durch dasselbe strömende Elektricitätsmenge iVZco, so

ist die innerhalb des Raumes, der von der Fläche umschlossen wird,

von eiuem statiouäreu Strome geleistete Arbeit A nach dem ange-

führten Satze:

Es muss nun die geleistete Arbeit von einer ebenso grossen Zu-

nahme au lebendiger Kraft begleitet sein. Wenn man hierbei keine

äusserlich wahrnehmbare Bewegung der itondcrahlen Massen annimmt,

so bleibt nur die Vennehniiig od^r Veriiiiuderung der Wärmemenge
übrig. Ist die Wärme nach mechanischem Masse gemessen, so ist

die erzeugte Wärmemenge gleich der von der Kraft gelcisteteu Arbeit,

und die für ^4 gegebenen Formeln gelten auch für die erzeugte Wärme.

Ist dagegen die Wärme mit gewöhnlicliem Masse gemessen, so ist

dieselbe proportional der geleisteten Arbeit und

Ist der Leiter ein Draht, der seiner Länge nach von der Elek-

tricität durchströmt wird, und betrachten «!r von ihm ein zwischen

2 Querschnitten liegendes Stück, so braucht die Integration nur f&r

die Flächen dieser bddea Querschnitte ansgefährt zu werden. Inner-

halb desselben Querschnittes ist aber 9 oonstant, wenn derselbe senk-

recht gegen die Aze geftthrt wird. Denn legt man ein rechtwinkliges

Goordinatensystem so, dass die Goordinatenaxe der » mit der Axe

des Leiters parallel ist, so stellt — die ganze Kraftäusserung nach

der Voraussetzung dar, und ^ und ^ sind ^'ull. Mitbin ist 9
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innerhalb der YZ Ebene nnd jeder damit parallelen constant. Aber
jene beiden Qnerschnitte sind, falls sie senkrecht gegen die Axe ge-

fahrt werden, der YZ Ebene paralleL

Kithin ist für jeden der beiden Querschnitte:

fq> idw -B ^ fidu> = <pJ
Daher

Nnn ist nach dem Ohm'schen Gesetze:

.
,

WO / den Leitangswiderstand des betrachteten Stackes bedeutet; also:

Dies gUt für die Zeiteinheit. In der Zeit t wird die Wärme:

Wt =- h.J».l.t

Es ist dies das von Joule gefundene und Yon Lenz nnd Becquerel

bestätigte Gesetz. .

Aus (lern elektrostatischen Grundgesetze, welches den vorange-

gaugeiieu Betrachtuugeu zu Grunde liegt, lassen sich die Ampere'scheu

Formeln und die luductionserscheiiiungen uicht ableiten. Weber hat

ein allgemeineres Gesetz gefunden, durch welches es ihm gelungen

ist, jene Erscheinungen zu erkläreu, ein Gesetz, in dessen Ausdruck

die relative Geschwindigkeit der Tuchen, deren Wirkung auf ein-

ander betrachtet whrd, vorkommt and das In das elektrostatische

Obergeht, wenn die Geschwindigkeit verschwindet Das Ampire'sche

Gesetz ist davon verscliieden. Jedoch führen beide für geschlossene

Ströme zu. demselben Resultate. Nun ist die Grösse der elektro-

dynamischen Krftfle bisher erst für die Wirkungen von je 2 oder

mehreren geschlossenen Strömen auf einander und für die Wirkungen

eines geschlossenen Stromes auf seine einzelnen Tdle bekannt und,

wir dflrfen das Amp^re'sche Gesetz als einen tatsächlich richtigen

Ausdruck dieses bis jetzt , bekannten Bereichs von Erscheinungen an-

sehen. Wenn wir uns daher jetzt zu der Betrachtung der elektro-

dynamischen Kräfte wenden, so werden wir dieselbe nur auf ge-

schlossene Ströme beziehen und hier von der Amp^'schen Formel

ausgehen.

Die elektrodynamischen Kräfte zerfallen in elektroponderomotori-

sehe und in elektromotorische Kräfte. Das Amp^re'sche Gesetz be-

zieht sich zunächst nur auf die ponderomotorischen Kräfte.
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Es ist nnn F. E. Nenmami saent gelangen, ans demselben einen

Potentialansdrnck abzuleiten, welcher anch fflr die Theorie der elek-

tromotorischen Kräfte von der wichtigsten Bedentnng igt Wie daher
das Potential die Elektrostatik mit der Theorie der stationären elek-

trischen Ströme vorbiudot, so verbindet es auch die Lehre,von den
ponderomotorischcn Kräften elektrodynamischen Ursprungs mit der

von den elektromotorischen Kräften.

Das elektrodynamische Poteutial, wie wir es nonneu wollen, spielt

deu pouderomotorischen Krälten zweier Stromleiter gegenüber dieselbe

Rolle wie das magnetische oder elektrostatische Potential den magne-
tischen oder elektrisrlien Anziehungskräften gegenüber. Ks giebt in

diesem Sinne die potentielle Energie der poiideroniotorisehen Kräfte

an, welche, wenn die Stromstärken unverändert bleiben, bei den Be-

wegungen derselben in mechanische Arbeit verwandelt werden kann

Und zwar ist hierbei die bei einer bestimmten Verschiebung der Leiter

und bei unverändert gebliebenen Stromstärken von den ])onder()motori-

schen Kräften geleistete Arbeit gleich zu setzen der Ditl'erenz, um
welche der Wert des Potentials während dieser Verschiebung kleiner

geworden ist. Daraus folgt zugleich, dass die mechanische Arbeit der

ponderomotorischcn Kräfte von geschlossenen Stromkreisen bei con-

stant bleibenden Stromintensitftten nur Ton der Anfisngs- und End-

lage, nicht Yon der Art des Ueberganges abhängig ist

In der Tat zeigt eino kleine Becbnung. dass der ans dem elektro-

dynamischen iPotential abgeleitete AnsdmdL für die bei einer Yer-

schiebung der Leiter geleistete Arbeit gleich dem von Amp^ auf-

gestellten ist Wir wollen dabei ausgehen von der Gleichung:

wodurch das Potential zweier geschlossener Ströme ausgedrückt wird,

deren Elemente dl und dl' heissen. ill und dl' sollen bei dieser Ver-

rückung keine Veränderung, mitbin der Stromleiter keine Ausdehnung

erleiden.

Alsdann:

rr ( ar ar 1 , , 1 aar ar , 1 ör d8r\

^^?JJ \
~

ä/ ar r» + r 'dl al -^rdl'df]

Nnn ist:
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Der in der eckigen Klammer gtefaende Ansdrnck ist aber Nnl), da bei

einem geschlossenen £ftrome die beiden Grenzen snsammenfaUen,

mithin:

Ebenso

:

Daher:

/l8r tdr ^„ Pd „f

r U'W'^ J ^'[rdir- ^

da

pJJ '^^'^
\""r« äf + r 070/'

r*"

^JJ^ "r*^
^ cos 2 cos iU')j

|

ar
g^^-cos^;

^= cos^

und femer

, dg tlae' . dy dy* ,
ds d»'

cos(Ä)-.^.^> + ;^.^4-^-^,

?r ^ ^
Aas dieser Formel ist ersichtlich, dass die beiden Elemente dl

and ctt' eine Anziehung Yon der Stftrke

p — v^' ^3 OOS^cos 2cos

auf einander ausüben, wie es Ampere ausgesprocheu bat

Es kann wo! hier gleiehaeitig bemerkt werden, dass Claosios in

seinem Buche: „Anwendung der der mechanischen Wftrmetheorie zu

Grunde liegenden Principien auf die Elektricität", gezeigt hat , dass,

wenn man sowol den Strom welcher eine ponderomotorische Kraft

erleidet, als auch den Strom der dieselbe ausübt, durch ein magno«

tisches Flächei^MUur ersetzt, und das Potential beider Flachenpaare
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auf einander berocbnot, man denselben Ausdruck crbält, welcber sich

aus dem Ampere'scben Gesetze ergiebt Damit ist zugleidi auch

theoretisch der Bewds ftr den schon vorher experimentell fest ste-

henden Satz gebracht, dass magnetische KOrper dieselben Krftfte ans-

ttben, wie elektrische nnd sie daher anch gleichmftssig anf einander

wirken. Diese Wechselwirkung gilt besonders in Bezug anf die

elektromotorischen Kräfte. Eine elektromotorische Eraft wird von

einem Magneten oder einem Strome in einem Leiter indncirt, wenn
sidi die Intensität des Magneten oder Stromes ftndert oder ihre Lage

oder anch beide zugleich.

Für diese luductiun ist zuerst von F. E. Neumann ein Gesetz

aufgestellt würden, und zwar hat derselbe es aus dem von ihm pe-

fundt'uon Potential abgeleitet. Wenig später erschien der erste Ab-

schnitt von W. Webor's „Elektrodynamischen Massbestimmungen'', iu

welchem er alle bis dahin bekannten Wirkungen der Elektricität, die

elektrostatischen, elektrodynamischen und inducirendcu , unter

einen Gesicbtspuukt zusammcnfasste. Das daraus hergeleitete In-

dnctionsgesetz war natürlich von dem Nenmann'schen ebenso ab-

weichend, wie dieWeber'sche Formel von der Amp^'schen. Aber

auch hier zeigte die darauf folgende Discussion, dass bei richtiger

Anwendung des Weber'schen Gesetzes es fttr alle Falle, wo der in-

dndrende Strom geschlossen ist, genau dieselben Besnltate giebt wie

das von ^enmann angestellte Gesetz. Es kann daher dasselbe Ar
diesen Fall als unzweifelhaft richtig betrachtet werden.

Neumann geht in seiner Theorie der inducirten Ströme von der

durch einen Magneten bewirkten luduction aus und betrachtet auch

hier zunächst den Fall, dass die Induction durch Hewegung des

Magneten geschehe. Er legt seineu Betrachtungen ausser dem Satz

von Lenz den von Weber experimentell bewieseneu Satz zu Grunde,

dass die bei einer Bewegung stattfindende Induction iu jedem Augen-

blicke der Geschwindigkeit der Beweguug proportional sei.

Durch mathematische Eutwickelungen gelangt dann Neumann zu

dem Satze, dass der indudrte Strom allein von der durch die Orts-

verftttdemng hervorgebrachten Yerftnderung des Wertes des Poten-

tials aCbhftngt, durch welches die Wirkung des Magneten auf den Leiter

oder umgekehrt dargestellt wird. Und zwar ist die elektromotorische

Kraft, welche in einem geschlossenen Leiter durch einen Magneten

erregt wird , sei es , dass der Magnet^ oder der Leiter bewegt wird,

proportional der Differenz der Werte, welche das Potential des Mag-

neten in Bezug auf den Leiter, der von der Stromeinheit durch-

strömt wird, am Anfange und Ende der Bewegung annimmt. Daraus

folgert dann Neumann weiter, dass man den Grund fttr die Induction
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nicht in der Bewegung an sich, sondern allein in der dadurch her-

Yorgebrachteu Aeuderung im Werte des Potentials zn suchen hahe
und dass es daher gleichgültig ist, wodurch diese Yerändening ge-

schieht. Jeder Umstand demnach, wodurch das Potential Terftndert

wird, kann als die Ursache eines Iiiductionsstronies angesehen werden.

Ein solcher Umstand ist die Veränderung des magnetischen Zustan-

des. Da nun aht r das Potential eines Magneten ersetzt werden kann
durch das Potential eines rloktrischon Stromes, 80 war dadurch die

Theorie der ganzen Induction gegeben.

Nenmann hat seine Betrachtungen in den Ahhandlnngen der

Berliner Akademie Tom Jahre 1845 und 1847 niedergelegt, wovon
besonders die Abhandlungjon 1847 „Ueher ein allgemeines Prindp der

mathematischen Theorie indudrter elektrischer StrOme*^ zu obigem

Ergebnisse kommt

Während nach Neuniann die olcktrouiutorische Kraft dem nach

der Zeit genommeneu Dittereutialquoticnton des Potentials proportional

ist, hat lielmholtz und auch Clausius gt/eigt, uass, wenn für elektri-

sche Ströme und die von ihnen geleistete Arbeit das Gesetz der Er-

haltung der Energie gelte, die sogenannte luductionscoustante c — 1

nnd damit die elektromotorische Kraft der genannten Aendcruug des

Potentials nicht nur proportional, sondern gleidi sein mnss. Dabei

muB8 jedoch zur Messung der Stromintensitäten das mechanische

Mass angewendet sein.

Wir sehen demnach, wie das Potentialgesetz unter denselben

Ausdruck die sämmüicheu Erscheinungen

1) der ponderomotorischen Kräfte,

2) der Induction durch Stromesäudernug,

3) der Induction durch Bewegung, also überhaupt das ganze Ge-

biet der bisher bekannten Tatsachen der Elektrodynamik vereinigt

Mit Recht bezeichnet daher Hehnholtz die Aufiindung des Poten-

tialgcsetzes als eine der glücklichsten und gläuzeudsteu Errungen-

schaften der mathematischen Physik. Denn weicht man von dem

Potentialgesetz ab, so braucht man für jedes der genannten (iobiete

besondere Gesetze, wobei das für 2) mit dem Poteutialgesetz über-

einstimmt, die beiden anderen coniplicirter sind als jenes. lielmholtz

bat es versucht, einen allgemeineren Potcntialausdruck aufzustellen,

wovon der Neumann'sche ein sj)ccieller Fall ist, wenn das Potential

von geschlosseneu Strömen herrührt. Jenen allgemeinen Potential-

ausdruck iässt Helmholtz auch von den ungeschlossenen Strömen

gelten und überträgt damit die oben entwickelten Eigenschaften der
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elektromotorischen Krftfte hypothettsdi aveh auf uigeBcliloMeiie StrOme.

Freilich hahen die Avefllhroiigeii von Hehnholts, die er im 75. und
78. Bd. des Borehudfechen Journals TerOffentUchte, einen lebhaften

Streit hervorgemfen, an dem sich hesonders Carl Nenmann beteiligte.

Wenn nun auch das Gebiet der Elektrodynamik noch nicht mit

derselben Sicherheit und Abgeschlossenheit von der Theorie beherrscht

wird wie das der Elektrostatik, so möchten unsere Betrachtungen

doch bleibenden Wert besitzen. Denn dieselben sind allgemeinerer

Natur. Mag man noch ein umfassenderes Gesetz aufstellen wie das

von Amp^ro und Weber, stets wird man durch die Ableitung eines

l-otentialausdruckes aus demsclbeu zu den von uns eutwickolteu Sätzen

kommen.
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•

Berechnung der Lichtmenge, die von einem

gegebenen leuchtenden Funkt auf ein gegebenes

Bllipsoid fällt

Von

August Kiel.

Wenn man um den leuchtenden Punkt ah Mittelpunkt eine Kugel

mit dem Radius 1 beschreibt und gleichzeitig von ihm aus einen

Tangentenkegel an das gegebene Ellipsoid legt, so ist derjenige Teil

der Kugeloberfläche, welchen der Tangentenkegel ausschneidet, mit

der Lichtraenge proportional, welche auf das Ellipsoid fällt. Setzt

man daher diese Lichtmenge = M und den betreffenden Teil der

Kugeloberfläche « O, so ist:

WO k eSae Ckmstante bedeutet Biese Conetante ift ganz Yon der

Natur des Lichtes abbftagig. Setzt man dieselbe so Torans, dass die

on dem Punkte ansgestrahlte Liditmenge gleich 4» ist, so ist

und alsdann:

Es kommt somit das vorgelegte Problem darauf hinaus, den TeU
der Evgeloberflftche der Berechnong sa unterwerfen, der von dem
Tangentenkegel ausgeschnitten wird.
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i I. AHÜBteUiiuf der Uieieliuiig des Tangeutenkefels.

Die Gleichung des EUipsoids laute:

Wenn die Coordiuaten des leuchtenden Punktes (xq^ z^y) sind,

so ist die Gleichuug des vou ihm an das EUipsoid gelegten Taugeu-

teukegels:

Wenn man nnn den Mittelpunkt einer Oberfläche 2ter Ordnung zum
Coordinatenanfangspuukt wählt, so verschwinden diejenigen Glieder,

welche die erste I'(ttenz der Variabein zu Factoren haben, weil ilauu

jede Coordinalenebene Symmetrieebene der Obertiäche ist. Da nun

ausserdem bei dem Kegel der Mittelpunkt auf der Oberfläche selbst

liegt, so vorschwindet bei dieser Transformation auch das absolute

GUed.

Wenn wir daher das Goordinatensystem vom Uittelpiinkte des

EUipsoids nach der Spitxe des Kegels («tq, y«, parallel mit ddi
selbst yerschieben, so geht die linke Seite obiger Gleichung in eine

homogene Function 2ten Grades der Yerinderiichen (oy») über.

Zu dieser Transformation führen die Substitutionen:

Durch Einfllhrung derselben erhilt man:

Daraus geht alsdann die Gleichung hervor:

wo
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bedeutet IMe8e Gleichung Tereiiifiusht sich noch mehr, warn man
sie anf die Hanptazen transformirt Dieses Problem kommt alge-

braisch darauf hinans, die linearen Snbstitationen m bestimmen,

welche die Gleiehmigen:

vnd

zu identischen Gleichungen machen, wobei <p(L D die obige Glei-

chung des Tangentenkegels darstellt. Wenn nun gewisse lineare Sub-

stitutionen die homogene Function <P(a;, z) der 2teii Ordnung trans-

formiren in

80 transfoimiren die Anflösnngen dieser Snbstitntionen die redpreke

Function ^(1, 17, £) in

(8. Hesse, Yorleenngen Aber analytische Geometrie des Baames,

pg. 240 ff.).

Die Transformation der reciproken Function ^(ar, y, ») giebt so-

mit zugleich die der vorliegenden Function qp(|, (;) an. Da nun

die Gestalt der recii^roken Function einfacher ist als die von yd,
^, so ist es vorteilhaft, von jener auszugehen.

(Pix, y, z) aufzustellen, muss man die Sub-

y= Wiv)

If»») - *{«0'(»)+ir«>'(»)+«<P'(»)|

Die hier angedeuteten algebraischen Operationen zur Bestimmung der re-

ciproken Function y, «) führen wir auf die folgende Art aus.

Wir setzen:

Um den Ausdruck für

stitutiouen machen:

Alsdann:
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1 /»oi 1 »Ol 1 !ot\ _

MoltipUcirt man diese Gleichoogea resp. mit j» ^* j and addirt

Kon ist aber:
«0*

, Vo* I
«0*

daher:

Mithin:

nnd

Wir haben somit das Besoltat, dass di^enigen Snbstitationen, welche

die Function

tmuformiren in:

die nrsprttugliche Fonction 9(11^«^ tiansfomiiren in:

Nun bestimmen sidi aber die Grössen Ao, ili, At bei der redproken

Fanetion <P(a;,y,s) als die Wurzeln der irrednctiblen kubischen

CHflichmig:

i?+Ä A^«»+ A""^
"
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Also muM nach Auflösung dieser knlilidieii Gleichung die end*

giltige Gleichung des Taogenteiike^ laoten, beoogen auf seine Haupt-

v(feii,0--r+T+ i:""^-nn 0M

f S. IMreete Ksthea« snr Bestfanfliuig des Ten tai TMfeiikefel

ans der Kngelefeerllleie anigeseluittteBeB Mies.

Setzt man in der Gleichung des EUipsoids Yorans, dass a' << 6'

ist, nnd ist l^Kh'^^ liegen bekanntlich die 3Wnrseln

der obigen knbischen Gleichung zwischen folgenden Grenzen:

JIq zwischen — nnd —II*

It awischen — nnd —
zwischen —a* nnd «.

Da nun a\ 6' und wesentlich positive Grössen sind, so sind

Ao nnd 1^ negattv, nnd At l^iuui sowohl positlT wie negathr sehi. Mit-

hin kann man setzen:

Dabei ist ««>^« nnd wenn Ij- — y», so «*>/J»>y«.

Es lautet demnach die Gleichung des Tangentenkegels:

Bei dieser Gleichung ist jedoch nur das obere Zeichen des letzten

Gliedes von geometrischer Bedeutung, da die Gleichung für den Fall

des unteren Vorzddiens nur den Goordinatenanlangspunkt darstellt

Die Gleichung des Tangentenkegehi ist also:

Die Gleichung der Kugeloberfläche ist:

Der Inhalt des gesuchten Fl&chenstflckes ist gegeben durch das

Doppelintegral:

dxdy

JT
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wenn dasselbe auf alle Werte von x nnd y ausgedehnt wird, welche

den Punkten der Projection dos Flät)i'Mistückes auf die xy Khc.n^

cntspreelien. Die Gleicliuug der Bcgreii/ungscurve erhält man aber,

weuu mau zwischen obigen beiden Gleichungen s eliminirt.

Es lautet daher diese Gldduuig:

oder

Mithin können wir die Gleichung der Begrenzuugscurve schreiben:

a«»«+*»y« == 1

« — «S » ^= '

np dxdy
Es ist daher obiges Doppelintegraljj y|==^=| «nsamdehnon

auf alle pesitiTen nnd negatiTen Werte von m nnd y, welche der Be-
dingnng genOgen:

Dehnt man das Integral Uos anf die positiTen Werte von « nnd y
aus, so erhält man den 4. Teil der Flftche, weil die Begrenzuugscurve

der jcy Projection, Uber welche die Integration anszndehnen ist, eine

Ellipse darstellt, mithin die Integration über den positiven Teil der-

selben nnr den 4. Teil von der ganzen Integration beträgt Es ist

daher die Fläche gleich 4 / / - i^-^^

Ftthren wir nun in diesem Integrale 2 nene Yariabeln ein, welche

mit dB nnd y dorcfa die Gleichungen verbanden sind:

1

so haben | und ij die Bedingung zn erMlen:
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and das Integral selbst wird:

1 Vi-C

In diesem Integrale führen wir nun die Sabstitation ein:

i — ^cosfl»

1}—* (rin».
Alsdann ist;

/ai _ öi a^x

Qdg da

Da nun die Integration sich auf alle positiveu ^ und i} bezieht,

für welche:

ist, so bleibt der Paukt (|, 19) innerhalb eines mit dem Radius 1 be-

schriebenen Ereisqnadranten. Führen wir daher für S und 17 die

Polarcoordinaten g und co ein, so muss, damit alle Punkte innerhalb

des entra Quadranten dnrchlanfen werden:

Q Ton 0 bis 1 und

» von 0 bis ^

gehen. Ifithin ist der Unit der geeachten Flflche gleich:

Nnn
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Daher ist der lohalt der FlAche i^eich:

4a6

Wir können nun, ohne der Allgemeiulieit der nachfolgenden Be-

trachtungen Eintrag zu tun, voraussetzen, dass b"^ >> ist.

Denn im entgegengesetzten Falle brauchten wir nor die 8nh-

stitutionen:

sa yertanschen, um in den folgcndon AusoinaudersetziiDgeii anch a

nut h vertauschen zn können.

Ist nun > a*, 80 ist das erste Integral

:

S 8

P dm p d»

Substitoirt man dann:

dn di

. ij. by
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» «* 0} « -"00

SO folgt ans olAgm Integral das andere:

139

/dz 1 r n

Was das zweite obiger Integrale betrifft, so kann es auf elliptische

Integrale zorackgefOhrt werden. £8 ist:

2

/. l/- (c08*co
,

8in-ü)i

sin*«4" ^8*»

2

Setst man in dem letE<genannten Integrale ^^^^rirx) ^ ™^

stituirt ferner:

sin» 0089

cos o>da = — sin 9 <^9>

dm — d?»

80 geht dasselbe tther in:

ff

ff

8

8

1 _ /» <fy(l+n»cos'y)

^*"*"V i6^-(i*--a«)cos«9)|/l~j^
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n«cos^>+ 1
:
~ (6«- a*) cosV -^b* j^TZ^+ ,^^^08«^

Ifithiu ist:

n

J {»•-(Ä«-a«)C08M|/l-i^'^.8inV

wobei

~ 1+1»» ^ a^Ä^»- 1)
- «« -l-y«

Biber iat endlicb:

a B

wobei
1

ist

Um diese Integrale weiter zu vereinfachen, muss vor Allem das

in der LegeDdre'acben Form geschriebene Integral ^ in

die Jacobi'iGbe IKbonetit werden. Jaeobi beid«äinel nun in der ?on
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bei ans ^ ^^^^^-^jtDiX^MiskhmA,

Es lat klar, dass diese DarBteUnngsweise nur Bolaoge zulässig ist,

als 0 >>«>*— ist Soll sie auch noch dann anwendbar bleiben,

wenn n zwischen andere Grenzen fUlt, so mnss A imagninftr werden.

Nun liegt in dem yorliegenden Falle « wirklieb zwischen anderen

Grenzen, nämlich zwischen oo und 0, also mfiasen wir ftr die Trans-

fbnnation

n ft>sln>amil» - ^^j^ ^
setzen.

Nnn:

n,{cp, ^*«8in%m^) - «+ n{u,A)

daher:

Da aber

ist, so

linamiitss ^

iy
tgamil* =

Mithin:

^am^»-|l/^'

"i \2 ' + iSV ^ a(/3*+ y') ^ ' ^
nnd folglich das Doppelintogral:
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Und wenn es um gestattet ist, in der BeseichnitngsweiBe von Dnrtge

forteofiüiren, so können wir setsen:

Alter i

E{U) — iigm{A, h^)Jam(A, y)^iE{Ä^ y)+iA
Daher:

Nun:
»tgam(^, k') = sinam ^»

also:

tgam(^ *') -
^.

Uaauitt

Mitbin:

mid folgUdi obiges Doppdintegral

^'5' JT—JS^

Ist mm ferner:

80
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Ferner bezeichnet ]>ar^ge mit der eHiptisehen FonctioD E{A^ k')

das elliptische Integral:

Mithia laatet schliesslich der gesuchte Inhalt der Fläche:

Der in der Klammer stehende Ausdruck, den wir kurz mit W
beseichncn wollen, schreibt sich noch einfacher in den Thetafonc*

ÜoDen. Za dieser Umwandliing gelangen wir auf folgendem Wege.

Es ist:

J.«.l'd(a', »') — F*,EW, V)^E^F{a!, k')

wo

iBt. Nun
F v'

daher

Ferner ist:

Daher:

« I MX ^ ^ t ,tx ^ F(a\ k')

j. '^«', v*) - F.JS(«', -i^—

^
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p'^ia\ v')^FE{a\ k')^EF{c<\ k')

-^FFia ,
A;)— 2 . p

F ^ v'F' ~ v'V^(ö, v')*
~

v'

Daher:

Dabei ist

a

Nnn iit:

2F'

a'»

daher:

Mitbin:

^,(a», v) = . . -^a', tr')

da v'
* da ' da' ' da

«n^g(a*, v) _ 2a' dl»(a\ v') 1 /v'

Daher auch:

Dabei ist:

a

Da niiiii

ist, 80

ff Fia\ k')

,
n.F(a\ k')

OB»/ .

Daher aafih:
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F=2«— 2(»'l'^(a', v')+ 2a')

dl . v)

145

27r— 275 .

»-2» li-

eft!

da

f 3. Indtreete Methode s«r Berttinmiiiif des FlielieiilBMtes

TOB hetreffeadeB Sttteke der KngellUelie.

Zur Bestimmung des Flächeninhaltes der von dem Tangenten-

kegel aus der Kugel ausgeschnittenen sphärischen Ellipse kommt uns

eiu Princip wesentlich zu Statten, dessen Hesse am Ende seiner 22.

Vorlesung über analytische Greometrie des Baumes Erwähnung tut.

Dasselbe lautet:

Die Summe des Flächeninhaltes einer sphärischen geschlossenen

Curve und des Um&nges ihrer Polarcurre ist gleich 29c. Man kann

mithin von dem letzteren auf dcu gesuchten Flächeninhalt der ur-

sprünglich gegebenen sphärischen Curve schlicssen. Da sich nun der

Flächeninhalt einer sphärischen Curve als ein Doppelint^;ral, der

Umfang der Polarcurven dagegen als ein einfaches Integral darstellt,

so wird durch die Berechnung des letzteren ein bedeutender Vorteil

errungen.

XJuter Polarcurve einer auf einer Kugel gegebciieii (.ui ve ver-

steht mau diejenige, welche von dem grossten Kreise berührt wird,

dessen Pol die gegebene Curve beschreibt. Wenn daher die gegebene

Curve vou einem Kegel ausgeschuittcu wird, dessen Spitze in dem

Mittelpunkt der Kugel liegt, so wird die Polarcurve vou dem Kegel

ausgcschuitteu, welcher beschrieben wird von den in der Spitze dieses

Kegels auf seinen Tangentenebenen errichteten Kormalen.

Nach 15 der 14. V^orlesuug des genannten Werkes von H^e
lautet aber die Gleichung des Folarkegels von

ebenso wie die reciproke Function der linken Seite gleich Null ge-

setzt, also:

Hierbei ist nach Froherem

TaULXTIL 10
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Es ist daher unsere Anfgftb«, die Grösse der Curve za berechnen,

in welcher sich dieser Kegel schneidet mit der Kngelflftche:

Um nnn den Ansdrncfc filr die Liage des Bogonelements

im vorliegende Falle möglichst einfach zu gestalten, führen wir die

nene Tariabele 9 ein, weldie mit den anderen den Zusammenhang

haben soll, dass:

seL Da ansierdem:

ist, so lassen sich ans diesen 3 GMchnngen und 1^ dndentig

bestimmen.

£s ist:

0

1

1— y«b

1 1

wobd:

«»

1-1- o«p 1— y«»

«>

1 1 1

Die Klammer des Zahlers lässt dch noch Yerein&chen- Dieselbe ist

nftmlififa:
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Addire ich hierbei y^a^^tß—fl*) and rabtrafaire es gleichzeitig, so er-

halte ich:

—«« - /JS»)+ y\ß^ -f- y2)_ y2 tt2( y2 _|_ „2)

Mithin

;

Ebenso findet man:

Hieraus ergiebt sich, wenn man

setzt,

Daher:

Mithin, wenn man auf i^eidie BenennuDg briugt:

Also:

4_ l/. — 1>

* ± 2 r a4:^xr)(i+/j«a)(i— yV) *

'^'^

Bei diesem Integrale ist nun sowohl die Bestimmung des Yor-

zeiehens ivie die der Grenze ansznflUiren. Beides geschieht folgender-

Die Iiäuge des Bogenelementes war in der ursprünglichen Form
gegeben:
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Bfit Hfllfe der beiden Gleichongen

lässt Bich offeuitar diese Gleidiaiv in die folgende unwandeln:

wo /(x) eine positive reelle Function von « bedeutet Damiu ist

ersichtlich, dass f{x)dx dorch die Gleichung:

transformirt werden kann in den Ausdruck:

^ 2 r (i4-a^)a+/3Ma— y'^)

Da /(x) positiv ist, so wird bei dieser Transformation auch der

daher rührende Wunelansdruck positiv zu nehmen sein. Es hingt

mithin die Wahl des Vorzdchens nur davon ah, oh hei der Trans^

fönnation von <fe ein positiver oder negativer Ausdruck snm Tor^

schein konunt Nun nimmt aber, wie sich aus der obigen Gleichung

zwischen » und v eigiebt, v mit zunehmendem x ab, mithin ist jeden-

ftUs:
dx = —/i(t>)cfo,

wo /i{v) einen positiven reellen Ausdruck bedeutet. Daher ist in

obiger Gleicliaug für « das negative Zeichen za wählen. Mithin:

Bezüglich der Grenzbestiniinung kann mau ebenfalls von dem
Integrale fj{j)tlx ausgehen. Die Grenzen von x bestimmen sich aus

der Gleichung der Projectiou der Curve auf die xy Ebene. Dieselbe

läutet*

Weil diese Projection eine Ellipse ist, so wird das Integral,

welches blos über die aus dieser Gleichung sich bestimmenden po-
sitiven X auszudehnen ist, den 4 ton Teil desjenigen Integrales be-

tragen, welches sich über alle x erstreckt, die der Gleichung geuttgen.

Kun erstreckt sich aber das positive « von 0 Ms -f l^ci^^Tp'
hin:
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• — 4 / f{x)dx

Transformiren vir nan den za intogiirendeD Aiudrnck auf v, so be-

stimmen sich die Grenzen von v leicht ans der. Gleichung:

nftnüich:

© — — ^ für « = 0

f,--^ für «- K;?Hrp
Daher:

0 I X

^
(1

+

ah) (1 4- ^^») (1— Y*v)
•

Substitnirt man hierin:

so geht das Integral über in:

Um dieses Integral anf die Kormalform zn rednciren, snbstitahrt

man:

y«)
^yl(««- j|«)8inV

" - «a-j-ys— («»— |}>)Bin^p

Alsdann ist:
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dz (Irp

und
«»

«y(i:::a»)(«-/j»)(«+y^

w
2

7

ff

Daher:

2

1— ifc^sinV r/(p

Folglich:

Der iü der Klammer stehende Ausdruck ist identisch mit dem in

§ 2. S. 143. für W gefundeneu. Um nuu den gesuchten Flächeninhalt

der ursprünglich gegebenen spliärischen Curve zu erhalten, ist 4. IT

zu sabtrahireui mithin erhält man auch auf diese Weise:

jf«. 2«—41K
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$ 4 Bereehnaiig eiaes DumerUchen Beispiels.

Der gegebene lenehtende Punkt habe die Coordinaten:

» — 6} y •= 9i Ä = lö.

Bas Ellipeoid aber beätie die Azen:

Alsdann ist znnftchst die Oleichnng des vom Punkte (6, 9, 16) an das

Ellipsoid gelegten Tangentonkegels anzustellen.

Die Fom dieser Gleiciiung ist:

wo ff, /}, y die 3 Wurzeln der kubischen Gleichung;

t

sind. Unsere nächste Aufgabe ist mitbin, diese Gleichung aufz ulöscn

Wenn wir dieselbe nach, Potenzen von k ordnen, so lantet sie:

IS— 249A«— 13281 k— i)4436 = Ü

Sabstitnirt man bierin:

so geht dieselbe über in:

»s—33948«—2340333 - 0

Setzt man nun den Coefficientcn von n = p und das absolute Glied

g, so sind nach der Theorie der Gleichungen die durch die Glei-

chung 1*^

—

pv>— 2 — 0 bestimmteu Werte von ui

wobei

2 J(^|8ino;

2)/|Bin«K>— «)

2|/|sin(«)+«),

dg
8in3a

ist Mitbin:
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7080999
sind« — 67896in 316

logliaifi — 4,0536929

logVImg = 2,0268466

log 67896 4,8318442

log(67896.y11316) =: 6^86907

log (7020999) = 6,8463989

log sin 3« =9,9H77Ü82

3a — 760 25' 57"

tt » 250 28' 39^'

ttj = — 2
J/

^sina.

logam« — 9,6336266

log|/| =2,0268465

log 2 =: 0,301

Nan:

Dabei:

log ^siua |/| . 2^ = 1,9615031

wm. 91,5173

«1 = — 91,5173; Aj = — 8,5173

«,=:— 2j/|.8m(60— tt)

log8iii(60— ft) - 9,7533761

log j/^ = 2,0268465

log 2 U,3Ü1U3Ü0

log (2
|/|.siii(60-«)) - 2,7812526

num. = 120,5737

«,- — 120,5737 ; «- 37,5737

.3= 2}/|̂.sm(60+o)



leuchtenden Punkt auf ein gegebenes Elltpsoid fallt.

log 8in(60H-«) = 9,9986457

log|/| = 2,0268465

153

log 2 = 0,3010300

log (2 sin (60 -f «))= 2,3265222

Us = 212,0910; A3 = 295,0910

Nach uusercn früheren Bestimmungen (cf. S. 151} ist nun:

ftg = 37.5737

/J» = 8j5173

y2 _ 295,0910

Aus diesen Grössen berechnen sich k und die damit zusammenhängen-
den Modulen.

Es ist nämlich:

k^ =
„2_ßi ^ 29,0564

»2 _^ y2 — 332,>,öl7

log 29,0564 = 1,4632418

log 332,6647 = 2,5220067

logA;^ = 8,9412351

logk = 9,4706176

Setzt man k — sina, so ist also auch:

log8intt = 9,4706176

a = 170 11! 24!'

Nach diesen vorbereitenden Rechnungen können wir zur näheren Be-

stimmung der Grösse W übergehen.

, m F(a\ k')

Dabei ist o' durch die Gleichung bestimmt

tg
295,0910

ß-V^Ti <«fS. 142).

I
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log 295,0910 — 2,4699560

log 8,5173 0,9303019

logtg^a' = 1,5396541

;

logtgo' == 0,7698270

«'-800 21' 28", 66

Mithin haben wir für die Bestimmung von a

1) Das unvollständige IntegralJ y===|^=
0

2) Das vollständige Integral K' zu berechnen.

ad 1). Für die Berechnung von F{ti\k')^ welches wir mit «' be-

zeichnen wollen, benutzen wir, da die obere Grenze de« Integrals

zwischen ^ und ^ liegt, die Formel:

21og«cos ^
Uüd

Iog»'-log(logtgi4)+0,06118570- 4logco8
^

dabei ist

ib'= Bina — cos «; m » IT^ 11' 24";

Vsina = Vcos « cos/S

sina.Mn9 = 8iar; V=W 21' 28^,66

cos/?, cos y .

cosy ^ ^

8in4 = tgjtgg+ d)

(cf. Sch^bach, Lehre d. eil. Int § 49.)

logcos/3 — log — 9,9900767

;

|j „ 120 12' 5"i7

|x=60 6' 2",8ö
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logfliaa = 9,9801634

log flin9 = 9,9988196

logsiny -= 9,9739729; y= 70» 21' 4<y',82

log COS jS
. =9,9900767

logCOS 9 — 9,2289943

— logcosy -0,4736480

logtgd -9,6876189; d = 25« 58' 14",71

log t«
(f + = 0,4623760

21ogtg| —8,0578184

log sin ^ —8,5201962

Da log4g I
positiv sein mnss, so liegt | im 2tea Quadranten, daher :

{— 178Ö6' 5",60

1= 89^3' 2", 80

logtg| - 1,7807164

log(logtg|^ - 0^946

-41ogcos| - -9,9901336

0,2604609

0,0611857

logtt' — 0,3216466

«'- 2^7232

ad 2). K'=
2C08^

0^1601616+logpl«!

logtf.eosy
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logJST' -» log ^0,15015154- log ctg +0,36221569 -41og cos
^

|3

(cf. Sdieilbach, L. d. eU. Integr. § 49.).

Dftbei

Mithia:
VnDa — C08/3.

logctg| = 0,9710908

0,1006150

a l,1216a^>8

logo = 0,0498399

0^22157

ß~ 4 log 008^ — 0,<,0098664

log/:' 0,4219220

2,641934

2 ' K*

n
log 2 = 0,1961199

logu' -»0,3216466

logX* -0,^19820

loga' =0,0958245

a' - 1,246937

v'
Es erfibrigt uns nun noch g bereclmen.

IK«',v') - 1—2g'c082«'+2g'*c084a'~2g'9coB6a'+ . .

.

^'(o',v') — 4{fl'8iii2a — 2ä'*8m4a'+3g'»siii6a' . .

.

^(a'y) g^ainaa^—2g'*8in4a'+ag^'>BiB6o^- . .

.

^a'y) **1—24'C082a'+2g'*C0i4a'— 2i'»C0B6a'+

.

Daher:

Oigitized b
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wo

g'8in2a'— 22'*8in4a'-f-Vä8in6a'— . . .

• %

Wir werden zunächst q' uud daraas v' berechueu uud dann a'

iu Gradeu autiürückeu.

«

C08/S' = Vcosa = Vsm« y sin 17'" 11'

logfiiil7<» 11' 24"= 9,4706182

logcosjS'« 9,7353091

/|'-67» 4' 6^81

|'==28^32'3",16

logtg|' »9,7353826

logtgy «9,4707602

log( - 9,6989700

logJl' =9,1697362

r — 0,147806

= 5,8486750—10

log 2 0,3010300

Daber

log(2A'^) == 61497050—10

21'« = 0,0001412

iQgk'» =r 2,6276168—10

log 15 = 14760913

log(löA'») == 3,7057081 — 10

nnm. —0,0000005

«'—0,1478206 +0,0001412-1-0,0000005 « 0,1479623
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log«' -> 9,1701511

l/— —
I»«'— log 7 . 2,30258^1

v'— — 9,1701511 .2,3025851 = 0,829ö489 . 2,3025851

log 0,8298489 — 9,9189991

log 2^25851 = 0,3622156

logy' = 0,2812147

1/ = 1,910798

Um a' in Graden aiiBsadrflcken, ist zn bemerken, dua

2 Y'

Da nnn » » 180<> ist, so

log90 * 1,9643485

log«' = 0,8216466

logiT' =0,4219220

log {^p^^ =- 1,8539671

mithin:

a' -710 26' 39", 19

Weim wir nun zur Berechnung von V übergehen, so brauchen

sowohl im Zähler wie im Neuner die Glieder von derajeuigen au nicht

mehr berücksichtigt werden, welches als Factor outhält.

log«' — 9,1701511

log sin 2a' —9,7805828

Iog(9'8in2a0 — 8,9507339; nnm. -0^27584

log 2g'* =s 6,9816374 1 Das Product 2q.sm^' ist negativ,

log sin 4a' — 9,9833230 \ weil 4a' im 4. Quadranten liegt.

l0g(V^.8in4a')- 6,9649604; nom. 0,0009225

q' 8in2a'— 22''»8in4a' — 0,0901983
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log^ = 9,4711811 ( Das Prodnct 2a' ist negativ, weQ

log cos2a' — 9,9017108 ( 2a' im zweiten Quadranten liegt.

Iog(2fl'co82o') = 9,3728913; num. = - U,23ö98b9

t

log2ä'* — 6,9816374

.
logOO&4a' » 9,4343802

log(2ä'*coB4a') — 6,4160176 j num. = 0,0002607

Daher:

Daher:

1—2i'cOB2a'+2ä''*co84«'= 1,2362496

0,0001983
^ " 1,8862496

log 0,0901983 — 8,9551983

log1,2362496 — 0,0921413

log V - 8,8680570

logv' — 0,2812147

log 2 =0,3010300

log l'^a\v')
I

- 9,4463017

^r«(a',v') -> 0,2788068

— 0,2788058-1-1,246987

— 1,5257428

F-> 8»—4Tr^ 6,2831853

—6,1029718

. # — 0,1802141.
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Will.

Sur les e(xuations fondumeutales de la

dynamique.

P«r

Monsieur Janaud,
profeitear k Baint-Qaentin.

Parmi les bypoth^ses qni servent de fondement ä la dynamiqiie

se troQTe oelle de la contümitö dans )a Variation des forces. Nous
nom proposoDs de rechercher comment les ^quations de la dynami-

que doivent dtre modlfi^es lorsqa' on laiase de cotö cette hypotbtee

de la oontinuit^ des forces, en admettant toas les aatres prlncipes.

Nous supposons qno la notion de force et la mesure des forces aieot

6t6 d^dmtes de consid^ratioDs de statique.

Cette rcchcrcbe est justifiee i)ar la consideratioii suivante qui

montro Texistencc de nouveineiits ne pouvaut etre ])roduits quo par

des forces discoutiimos daus tuut iutervalle. Supposons, eu etfct, sur

une droite OX un mobile dout l'abscissc x est uue fonction coutiime

du temps admettant uue deriv6e premiere continue mais n'admettant

de d^rivße seconde povr aacwie valeur de la variable; U foree qni

prodnit un pareil mouTement est n^cessairement discontinue dans tont

intervalle, ainsi qn'fl r^ulte du § m.

I. Nous nous occupons d'abord du inouvciuent rectiligne. Seit

uu poiut materiel de masse egale ä ruiiite mobil(» sur une droite OX
sous l'action d'une force /' ilirigte ronstammeut suivant cette droite.

On pcut toi^ours imagiuer que la iorce soit exprimee eu fonction

du temps
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mais, eile est assujettie a rcstur comprisü eutre des liniites fiuies

daiis les intervalles de temps consid^r^s.

Appclons vitessc k l'instant t la ^ites8e du monvemeDt auiforme

que prendrait Ic mobile k cet instant si la force F cessait d'agir.

Cette Titesse est une fonction continue da temps. £u effet, soit v

la -vitesse ä Tinstant et soicnt A et a les limites finies entre les-

qucUes reste comprise la force F dans un intervalle de temps fiui

coniprenaiit Tinstant t. Designous par t-\- dt uu instant compris

(lans cet intervallo de temps et par v-\- Jv la valeiir de ia vitosse

4 cet instaut
i
ou a, quel que soit dt.

ce qvi dömontro la contmiüt6 de o. Cette öquation (2) est Evidente,

car raccroisaement Jv est ^videinment compris entre celni qni anrait

Uen 8i la foroe restait constamment ^gale k sa limite sop^rieure A
et celni qni anrait lieu si eile restait igale k la limite inffirienie a.

II. Proposons-nous mainteuant d'etudier la Variation v— vq de

la vitesse peudant l'intervalle de temps qui separe deux instants

et t. Iiitercalons , eutre et {n— 1) valeurs t^^ et

posous pour abreger

Nous formons ainsi n intervalles et nous desiguous par 3/, et tm la

limite maximom et la limite minimnm de la fonction <p{t) dans le

«te« iniemlle (voir Memoire sor les fonctions discontiuues par

H. Darboux, Annales de r£cole Nomale, 29 sirie, t lY, p. 65).

L'accroisseme&t de vitesse dans rintervalle it est an plus ^|al k

Midi et WL moins k m^df. Si donc Ton oonsidire les denz sommes

l'accroissement <y de vitesse dans rintenraUe t) est an plus

£gal kM ei 9a moins k m. Oda pbsö, fusons crottre n ind6finiment

et temdre les interralles ii vers z6ro; les denz sommes Jlf et m ten-

dent vers des limites ind^endantes de la IB19011 dont les 9i tendent

vers z6ro; en appelant ces denx limites M{tQ^ t) et m(^, <)« on aara

(2) Adt >• > aJtf

(3)

(4)

T«ULim 11
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(6) v--t>o= / 9it)<U.

Cette derui^re formale s'applique toutes Ics fois que la fünctiou g>(t)

est snsceptible d'integration ; eile s'applique en particulier lorsque

g>(t) est une fonction continue, ce qui est le cas supposö ordinaire-

meut eu m^cauiquc, et alors on d^duit de (5) la formale habituelle

dv

Si Ton sappose 1a m^rne force F exprim^e en fonction de Tab-

scisse

on formera par la m^thode precedeute deox limitcs qui daus tous les cas

eompr«Dni«trac€roi88e^ ^
- com^pomiaiit

k un d6placement fini de a-o k x. Et, on verra encore que, ai la

functioQ '*^{x) est susceptible dlutcgratlou, l'ou a

«

III. Sapposons, inTersemeiit, quo Vom connaisBe la viteflse en

fonction continne dn tempe

(7) V ^f{t),

et qne Ton veniUe les expreuions des foroes capables de prodnire

vn pareü mouTement

ffi la fonction f(t) admel nne dikMe q>(t) susceptible d'integra-

tion, on ponira prodnire le monvement conBid6r6 par nne force ^gale

L'on obtient de cette maniöre denx limites entre letquellee est compiis
j

raccroisaement de vitesBO.

Mais il est un cas particulier remarquable oü l'inegalitd (4)

determine Taccroissement de vitesse ; c'est le cas dans Icquel les deux

limitcs 0 et m(/fi, t) sout egales. La fouctiou q)(t) est alors

susceptible d'iutegratiou d'aprös la delinitiüu do Kiemaiiii (Mathema-

tische Werke p. 225), et la valeur commune des deux limites est

rint^grale d6üme ipit)€U» Ou a donc dans ce cas ^

Digitizod bj . .m>
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k ()d(0, aiiin qu'il rösalte de r^iiation (5). Hals cm olitieadra en-

core le möme mouTemeiit' en changeant la yaleiir de la force ponr

QU nombre Iimit6 de valenrs de ce qni ne change pas Tint^grale

(5); et l'on ponrra m^me, sans ohanger le monvement, modifier la

Tidenr de la force pour nne infinite de Taleiin de i de teile manik'e

qne la force deyienne nne fonetion da temps non snsceptible d'int^-

gration. Getto demiire propoeition r^ulte de Texemple traitß dana

le § lY.

Si la fonetion /(O n'ailmet pas do döiiy^e, la force qui prodvit

le mouvement est nne fonetion du tempe discontinne dana tont inter-

Talle; car si eile ^tait continue dans nn eertain intenralle^ eile aerait

ansceptible d'intdgration, et d'aprös (5) eile aerait la d£riv^ de la

vitesse; ce qui est oontre l'hypothtee.

IV. Soit X(t) uuc fonctiou d'uuc vaiiablc t qui poss^de la pro-

priöte d'etre egale a 1 pour uuo valeur comuieusurable de la variable

t et k 0 pour ono valeur incommensurable. Supposons qua Ton

prenne pour ezpression de la force F en fonetion du temps

et Tvyons qnel mouTement prodnira cette force. Kons dteignons par

la Titesse du mobile au temps «- 0. Si, les denz limites dd-

sign^es en g^u^ral par M(tj ^) et m(^, i^) sont < et 0; et l*on a

d'aprös (4)

t_ V— Vq _a ü.

Nous allons montrer quo v— vq 0, c'est a diro que le mouvemont

est uniforme. Pour cela nous demontrons d'abord que le mouvemcnt •

est unifonn^ment vari^.

La fonetion tp{t) admet pour Periode tont nombre commensnrable;

il cn rdsulte que la vitessc croit ä quantites egales en des iutervalles

de temps egaux, si petita qu'ils soient, commeiK^ant ä des instants

commensorables. On a donc pour tonte valeur commensurable de t

(8) »—»0 — «*,

h 6tant une constanto. Et Ton moiitrc facilcment en s'appuyant sur

ce que v est uiie fonctiou coutiuuo du temps que cette fonnule (8)

s'applique aussi aux valeurs incoramensurables de«. Cela pos6, il

nous reste ä faire voir que la constante k est nulle. Pour cela,

considerons des iutervalles de temps tous egaux ü, O- eommen^aut ä

des instants /j, . . . tn etant tels qu' aucune des difterences — tj

ne soit commensurable. Pendant chacun de ces intervalles l'accroisse-

meut de vitesse est ce qui revient ä dire que les forces
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agissant aar le mobile pendant quo t varic de 0 ä 0, lui imprimeut '

diaeineiiiie accroissement de vitesse k&. A cause de la condition im-
|

poiie anx nombreB tt, lorsqn' un des nombres ti-\-t est comraeDsu-
rable, toos les antres aont fncommensurables; et par suitc, lorsqu'

nne des foroes Ft est 4gale k 1 toates les antres sont nulles. On
a donc Constammeiit

» l'on foisait agir nne force 6gale k 1 pendant l'intemUe « eUe
prodninüt nn accroissement de vitesse d; chacune des foroes F4 pro-
dnisant dans le mdme intervalle nn accroissement b»^ on condnt de
nn«gaUt6 (9)

mais n est anssi grand qa' on le vent; done & sO.

Ainsi, en r68nme, raction de la force F = X{t) sur un mobile est

uuUe ; et ü en est de meme de tonte force dont rezpresslon aoalyti-

que est

oi ei ti Stallt des constantes. On peut douc ajoutcr, ä une force qui

prodnit nn monvement qaelcouque, nne force teile que sans

älterer le monvement

On conclut encore de ce qui pr^cMe que, lorsque les denx limites

M{to, t) et Trt(«o, t) sont distinctes, la counaissancc de ces seules

limites ue peut pas servir k d^termiuer raccroissemeiit v— r\,. En
effet, eu ajoutaut ä la force qui produit le mouvement une force teile

que <!>(/), on ne change pas le mouvemeut, mais ou peut determiner

les constantes a, de teile fa^on que la limite superieure dcvienne un

nombre quelcouque plus grand que t), et la limite iuferieore

un nombre quelconque plus petit que t).

V. L'bn 4tend les considtetions pr6c6denteB an monvement cnr-

viUgne en pro(jetant le point mobile et les foroes snr trois axes cor-

donnte..

I 1
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IX.

Bewegung und Stabilität eines laufenden Bades.

Von

R. Hoppe.

Ein Rad, welches ohne Einwirkung äusserer Kräfte ausser seiner

Schwere auf einer horizontalen Ebene rollt, sei, um nur den ein-

fachsten Fall zu Grunde zu logen, mit Absehen von seinen axialen

Dimensionen, als eine Kreisfläche betrachtet, deren Dichte nur radial

variirt, so dass der Mittelpunkt Schwerpunkt, und das auf die nor-

male Axe bezügliche Trägheitsmoment doppelt so gross als für jede

diametrale Axe ist. Bezeichnet c den Radius, m die Masse, c^mn das

Trägheitsmoment für die diametrale Axe, so ist stets

0<n<i
indem die Grenzen den extremen Fällen entsprechen, wo alle Masse

im Mittelpunkt, und wo sie auf der Peripherie liegt. Bei proportio-

naler Variation der Dichte mit dem Badius von a bis ß wird

^ 20 a+2ß
mithin bei constanter Dichte

§. 1. Differentialgleichungen der Bewegung.

Es fleten die Azen der im Baume fest, die der in der

Gnindebene, die der « vertical nach oben. Die oys bestimmen die

Lage des Massenelementa dm, die Lage des momentanen

BerOhnmaspiinkts.

Digitized by Google



166 Mopp*: Bemegtmg u$ui StabäitiU «mm laMfenä«» Eadu.

Nimmt man die momentane horizontale Tangente des Rades zur

Axe der r^, die darauf senkrecht horizontal, die veitical, und

bezeichnet ^ den Winkel zwischen der x und Axe, so lauten die

Relationen:

« — a*o-j"^i cOBf»— j^iSin/it

y yo+acjsinfi+yicosjt

Das AxenBystem der »iPt»t, um die Badtangente gedreht, bis die

WiMi Ebene in die Radebene ftllt, gehe in das Azensystem der x^y^^
tlber, nnd v sei der Drehnngswinkel, mithin R— v die Neignng des

fiades gegen die Omndebene. Dann lauten die Belationen:

a?, — a?<j

y, 2^2 COS V— «gSinv

zi » 3f2^iiL¥ -|-asCOSv

Bezeichnen ferner rgp die Polarcoordinaten von dm in der Rad-
ebene, anfangend im Mittelpunkt und fest am Rade; — o in gleichem

Drehungssinno den Centriwinkel vom Radius des Berührungspunkts

zum Anfang der <p, so dass om den vom Berülumngspunkt anf der

Gmndebene geseichneten Bogen, nnd den Winkel von der

negativen ssf Axe znm SadiaBveetor von Bm darstellt, so ist

— rBin(9— 0») j yt *~ 0

«f — fl— rcos(v—

•

Nach Einsetzung dieser Werte erhält man:

« — + r Bin(^— «)cos + [«

—

rC08(9— »)] sin v sin

y — jfo+rsin(9— •)8in|»

—

{e—rcosC^— fl»)]sinvcosf»

—reOB(9— f0)]co8y

Wendet man diese für beliebigen Punkt in der Badebene gel-

tenden Gleichungen auf den momentanen und consecatiTen BerOh-

mngspunkt an, so ist für erstem r c; p— a =^0-y xq] y =«= yoi

« = 0; für letztern x = a^Q-^Ha^; y yo4~^9 während 9— « in

d« ttbergeht Folglich hat man:

0aE^ =5 ß9i»cosf(; ^Q= od»Ümi (1)

nnd die Gleichungen lauten nun:

g m 0/9i»cosft-f-r8in(9)— (»)cos ji4 -f-
[<?

—

reoB{<p

y = c/öa)8infi-|-r8in(gp— Q))sin/4— [c— rC08(g»

a = [c— r co8(y— n)1 cos v

— Ca)] sin V sin a (2)

— a))J sin vcüSft
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Zur Erläuterung ist hierbei zu bemerken, dass die Increraente

von a^o, yo zwar nicht dircct durch Bxq^ dy^ dargestellt sind. In bei-

den ist einesteils der Kreisbogen statt seines Sinus gesetzt, andern-

teils die seitliche Verschiebung vernachlässigt, welche der consecutive

Punkt bei seiner Niedersenkiuig erleiden loinn. Doch ditbriroH sie

angenfUlig nur in höherer Ordnimf toh ftto, dy^.

Hiermit sind aUo Variabeln auf die 3 Functionen der Zeit ab,

fft, V und die 2 bloss die Lage des Elements bestimmenden Grössen

r, cp zurückgeführt. Jetzt ain4 die Ausdrucke von y, « in die

Alembert'sche Gleichung

wo die Accente die Differentiation nach der Zeit bezeichnen, einzu-

setzen. Die Rechnung kürzt sich in doppelter Weise.

Die 4 ersten Grössen stellen sich in der Form dar:

öx = 5^co8^— ÄKsin^i; x"= ^^cosfi— FiSin^

dJCsin^+^^'^cosf*» }f'^ X^us^^^Y^m^

80 dM8 01: (8) flbergeht in

Sei nun

mithin

dann ist vermöge der Eigenschaften des Schwerpunkts und der

Hauptträgheitsaxen

/in7i8m-0; /^ii(r,8m»0; Mdm»0 (5)

Wir teilen daher die Ausdrücke, jenachdem die Tcrme die Factoren

iV, oder den Factor haben. Die Differentiation der Gl. (2)

giebt:
8jr— ^(8»+sinvdfft) >

ar«— JVBveosv— iV,(aü8inv-f-a;t) > (6)

8s «— — iVövsinv 4--^iß«cosv '

anzuwenden sowol auf die Yerrückungen als auch auf die actuelle

Bewesong; in letsterm Sinne geht durch aweite Düfereatiation daraus

hervor:

c- ;r"— r>' — iV((o"-|-f4"8inv-f-2fiVco8v)

+iVi(a'«+fi'»+2o)y8inv)
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— iVgCw'^siii v-|- w'ft')— .Yi(u"-|- aj"sinv-f- ^w'v'cos v)

«" — iV(v''8mv-f- v'*co8v)+iVj(iii''co8v-|-iV'i(<»''co8v— 2ai'v'8mv)

Nach Etnlllbniiig dieier Werte wird Gl. (4):

(to"4- |Li"siiiv-f- 2ji*'v'cos v){öai-\- djtisinv)/N^Bm
— v'^)sin V -j- to'ft'— v"co8 vjdvcOB v/JV*öj»

-|-(a)'*8in v-f- a>'fi')Jv cosvfNN^dm

+(^"+ n"smv -f-2»Voos v) (da» sinv+dfi)/^i*diii

+ (w^cos V— 3fli>Vsin v)öm cos v/N^*dm

— ydvsinv/iVöm = 0

und zwar bat man:

fN*Bm = c^m{l-^n)

I
(7)

Die Goefficienten der nnabliftiigigen Tariationen d», d^, dv sind jetit

nach Diviflioii durch

(l-|-2»)(a)"+;*"8mv)+ 2(l4-u)/v'cosi/ == 0

(l+»)(v"— f*'»8mvcosv)— (l4-2n)ai>'co8V"- ^siüv = 0 (8)

Von diesen Gleichungen ist ein Integral bekannt, die Gleicfanng

der lebendigen Kraft:

S{x'^^y"'-\-z'*+2gz)om - COnSt
oder *

r'Ä-h^^+Sff»)*» - const

oder nach den Formeln (6) mit Berücksichtigung der Werte (5):

J |Är"[(»'+f»'sinv)H-v'«]+ -yt*(«'H-f*'H-2»V'sinv)+2^a»- const

folgüch nach (7): (9)

(l+2«)i»'H-[«+(l+«)8m2v]|i'2-|-(i+«)v'24-2no)V'8ini^

«

Durch Elimination einzeln von jit" nnd co" erhält man statt der

2 ersten^Differentialgleichangen die 2 einfachem:

(1+ 2u) (ü)"co8 V— 2i»Vsin v)+ 2(1+ «)/*'»'c08«»= 0 (10)

;t"cosv+2öV= 0 (U)
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Zu fernerer Yereinfachiuig sei

woraus

:

Dttm werden die 4 erhaltenen Gleichungen (10) (11) (8) (9):

ff'cos V— 2av'8iü V -f- 2pnv^C0B*v -= 0 (13)

w'cosv-h2<Jv' = ü (14)

T-j-(tf-j-ff8inv)»+ (l—i>)«»cos«v = (2p— 1) (1$)

f. 2. Integration.

Macht man p znr nnabhftngigen Yariabeln, so lauten die 2 ersten

Gleichungen:

^ C08V— 3tfBiny+SS(»9rcOB*v — 0 (17)

|^C08v+2ff= 0 (18)

woraus nach Elimination von «:

Q-sCOSv—B. sinv-^^^rCOBV -»0

Hierin setzen wir
sinv =s <

dann kommt:

eine Gleidiung von der Form deijenigen, weleher die* Ganss'sdie

Function

Fi^,y,z,v)^2^f^ (Ä+1)W)
genügt, und welche lautet:

d^F Bf
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Mit ihr lässt sie sich durch 3 verschiedene Substitutionen identifi-

ciren. Sei erstlich

• -.Iii

dam ist zu setsen

woraus:

und man hat die 2 Spedallösiiiigeii:

Die Convergeni der Beihe steht ausser Zweifel, da <*<1 ist Dass
ferner beide LOsimgeB onabhäigig siad, ist gleieh&Ite deatlich; demi
sollten sie identisch sein, so mflssten die Coefficienten der ungeraden

Potenzen Ton t Terschwinden. Dieae bestehe« aber (Ar oberes Zei-

chen) ans lauter positi?en Termen. Statt ihrer wollen wir ihre halbe

Summe ond halbe Differenz emf&hren und das voHstAndige Integ;ral

schreiben:

Nach Gl. (18) ist nun

<r--i^|^ « Aai+Btf, (22)

Zur Bestimmung von A und j8 müssen die Werte von n vnd c für

ehien Zeitpunkt gegeben sein. Setzt man fUr s -=> 0

so erhfilt man:
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Eine dritte Sabstitation ist

» - «»

Gl. (20) geht dabei über in

d^F [2z— 1 IdF
a-«*)äir+[-2 (2*+2y+l)fjg^~4aifi^-0 (23)

und wird identisch mit Gl. (19) fOr

Die BO erhaltene Spedallösang kann, da sie aar gerade Potemea

TOB f enthlllt, bloss bis auf einen constanten Factor identisdi mit

7t^ sein. Dieser bestimmt sich dadurch, dass, fhr e » 0, ^» — %
aein arass. Man bat also:

*=« 9**2* A=*-l
An^ - n, 2 ^ H CÄ(2ÄH-3)+2p]

Eine neue Lösung, welche darstellt, findet man anf folgende

Weise. Gl. (23) diirerentiirt giebt:

a-oi^[?i-^-(i»H-s^).]g-[V-HM-iKaH-«f^

Die derivirte wird identisch mit (19) fOr

dp

woraus:
2A—

1

daher wird

(W! ^ [("+l)(2A-l)+2p] (84)

Der entsprechende Wort von n enthält nur ungerade Potenzen von

stellt also bis auf einen constanten Factor dar. Zur Bestim-

mung desselben hat mau für c = 0

:

wofaiis:

C
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Differentiirt man Gl. (24), so wird 2p— 1 gemeinsamer Factor der

Reihe, hebt sich also nach Multiplication mit C. Setzt man noch
k-\'l für k und h-^-l für A, so laatet das vollständige Integral:

.2,
H»+«)(»+i>+W (26)

Nach GL (22) geht daraos hervor:

( *=«>2jk— 14-2» »s=»-«
\

~"»S öÖl)! W2Ä+3)+2pJ (26)

Nachdem n und <s bekannt Bind, giebt Gl. (16} den Wert von
T, dann Ol. (12) den Wert:

8,= 8vj/|=a.)/^ (27,

woraus weiter die Werte

a,»- «acj/^jj^:^; 9« - ^^s« )/i(r£ii) (28)

erhalto)) werden. Endlich ergiebt sich die Bahn des BerUhntnga-

punkts auf der Grondebene nach den GL (1), nämlich:

m

§. 3. Permanente Bewegung und Stabilität

Bei der Integration ist Yoransgesetat, dasa i wUrt; fOr oonstante

Neigung des Bades haben die Besnltate keine Bedeutung.

Ist nun mithin auch v' == 0, so werden nach Gl. (13) (14)

n und G constant, und nach Gl. (12) r = 0.

Ist, umgekehrt, n constant, so sind es anch v und tf. Ein con-

stantes ^ 0 wtirde fllr Tariahlee v ergeben:
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tfsinv ^ oBv

was unvereinbar ist. Folglich kann von v, tt, a jedes nur coDstaut

sein, wenn es alle sind.

In Gl. (15) ist die Unke Seite = pv" 0; daher ergiebt sie

zwischen den Constanten sc, ff, v die Belation

;

•= ^ {j»««cosv+
f } (30)

Die Klammer ist stets podtiT. Denkt man, was freisteht, a positiv,

80 muss st das entgegengesetzte Yorzeiehen von v haben nnd kann
nur gemeinsam mit v verschwinden.

Bedingung der permanenten Bewegung ist demnach, dass 1) das

Bad beim Aufsetzen keinen die Neigung verändernden Anstoss er-

hält; 2) der tangentiale Anstoss genaa mit der Geschwiadigk^ (27)

geschieht

Bei constantam », a ist nun

(dn constanter Addend würde nur für die Lage des Axcnsystems

Bedeutung haben). Die auf der Grandebene beschriebene Bahn hat

dann nach (1) die Gleichungen:

cß cd
av, = — 8in(»<)i y^"—— C08(»0

ist also ein Kreis vom Badins

— — = cp8mv-f^(%>—1)^

der in einer Zeit — durddanfen wird. Ans 01. (30) ist zu er-

sehen, dass a ein Minimum wird, nämlidi

bei kleinerer Laulgeschwindigkeit ist die Bewegung nie permanent

Für den Fall v 0 sagt die Formel nichts, als dass dann ent^

weder n oder ff noll sein mnss. Dauernd verticale Stellung des

JEtades ist also nur möglich, wenu das Kad entweder in gerader Linie

Iftnft oder anf einem Pnnkte sich wie ein Kreisel dreht

Du
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Dies Ergebniss ist indes muEoreichend. In der verticalen Stel-

long ist die Wirkung der Schwere null. Daher können bei Voraus-

setzung der Permanenz die Formeln nichts weiter ergeben als das

selbstverständliche Gleichgewicht. In Wirklichkeit aber hat dieses

keine Bedeutung, wenn es nicht stabil ist

Zur Berechnung der StabiUtftt, welche bei jeder Neigung statt-

finden kann, nehmen wir den Fall Yerticaler Stellung voraus nnd
suchen die Bedingung einer osdllirenden Bewegung bei unendlich

kleiner Ausweichung aus dieaer Stellung.

Sei e unendlich klein; dann ist bis auf 2. Potenz entwickelt

nach (25) (26):

7to(l+2/>£»)-2ffot

Dies in Gl. (16) eingefilhrt giebt:

t + V(l-i>)-f V+2'ro<?o(l-4pH-2p2)£-}-(V-i-2aoV* -

(%»—Dfft+const

Um die Gonstante zu bestimmen, sei Tq der Wert von v für s =s 0.

Dann wird

* - 15,- 2«o<yoa- 4p -f 2p^)i- [(»0^+ W)p- (2p - 1) e«

Setit man

To+(V+2V)P~«p-l)f (32)

aß = ^H-V)
80 hat man:

s(i-«»)-t^+^«-(«+/J)«

und Gl. (27) giebt nach Integration:

y^g^sin:^-^

Bedingung dieser Periodicität ist erstens, dais « reell, also

^0+ (V+2V)P > (2p-l) ; (83)
C

ist Zweitens mnsB, weil t anendlich klein vorausgesetzt, die Ampli-

tude der OscUlation
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unendlich klein sein, was wieder nur möglidi, wenn «o lui^ ß
endlieh Udn sind. Letzteres erfordert, dass oder ^ nnendlidi

klein ist Jenachdem es aber n^^ oder tfo ^^^^ ^^^^ gi'oss

genug sein um die Bedingang (33) xa erfüllen. So gelangen wir

wieder anf dieselbe Scheidung zweier Fälle, zwischen denen kein

Uebergang möglich ist, wie sie sich für i = 0 gezeigt haben, die

Fälle eines gerade laufenden and eines rotirenden Bades.

Lftsst man jetst »o *o verschwinden, so bleibt als Bedingong

der Stabilitftt in Terticaler Stellang übrig:

1)9

2pc

Ffir kleinere Laabeschwindigkeit wird das Bad anfangen sich za

neigen.

Fflr Rotation anf dnem Pnnkte (So 0) wird die Bedingnng

der StabiHttt:

^o>y ^
Die Oscillationsdander bei anendlich kleiner Gleichgewichts-

störung ist _ ^

d. i. beim gerade laufenden Bade

4»

beim rotirenden

9

p c

4R

Sie verlängert sich ins unendliche, wenn das Rad durch Friction

ermattet Je grösser die Geschwindigkeit, desto näher ist dieser die

Osdllationsdaaer umgekehrt proportional.

Bei permanenter Bewegung in endlicher Neigung e kann gleich-

fisUs nach der Oscillation infolge unendlich kleiner Störung gefragt

werden. Denkt man w, ff, % durch (25) (26) (16) bestimmt, so lassen

sich die GL (13) (14) (15) als Differentialformeln gültig für jede

Variation von c anwenden, ohne dass diese der actaellen Bewegung

an entspredien braneht Man hat also:

Digitized by Google



•' 1
I

(34)

176 Boppt: Bwegtm^ und StabUm tku J^h/Mn Badu.

woraus

:

(1— - - 2i)«*(l-«*)-4(2/,-l)Ätff-4a«-|-2(2i,-l)

Geht mm t durch Störnng ftber int+tt, w geht t(l— «>) Aber in

t(1-«=*)+x ^1—^+ ...- y+2a/J»—«V
wo

a/J- 1(1-««)^--« (36)

y - (1— ««)t (36)

61. (27) laatet nun, wenn in t+» nnr % vanirt:

woraus nach iDtegration

:

Demnach ist die Osciilationsdauer

er

Erst jetzt kann man für 9i, tf, t die GleichgewichtBwerte einfiUiren,

wo nach (30)

pnh'\-nc+(2p''l)^^y^-^<i, (87)

also nach (34) (35) (36)

wird. Dann ergiebt sich:

««=|,»>(l-ti)+2(%»-l)««+2ö«--(%,-l) Z^-, (38)

oder, mit Zuziehung der Gl. (37):

Solange diese Grösse positiv ist, ist die permanente Bewegung stabil.

Es ist leicht hieraus zu berechnen, zwischen welchen Grenzen des

Yerhftitnisses —^ die StabiUtftt fehlt
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Kegelschnittbüschel-GonstructioneiL

Von

• Hemi Franz Bergmann,
k. k. Fraleisor in Jigenidorf (Oiterr. Schlesien}.

1. Zur Construction des Kegelschnittbüschels nimmt man be-

kanntlich auf zwei willkürlich gewühlten Trfigeru t und r (Fig. 1.)

Punktinvolutioneii — durch je zwei Puiiktcpaare o, A'; und

jS, /3' — an und projicirt sodann aus je einem Puuktcpaarc der

Involution t die Punktinvolution auf t] ein jedes iu solcher Weise

auftretende Stralileiibüsclielpaar ist projectiviscli und erzeugt eiuen

Ke{,'els('liiiitt. Alle iu dieser Weise erzeugten Kegelschnitte sind nun

tlenieute eines Kegelschnittbüschels: deuu sie eutlialten zweifellos die

Doppelpunkte ^Z, uud der Involution t\ sie gehen aber noch durch

die beideu Punkte Dj uud J)^ iu welchen die Geraden </, uud tf^ö^^

d^ö^ und iLÖ^ sich schneiden, wobei uud 6^ die Doppelpunkte der

Involution t bedeuten. Die gegebenen Involutionen t und r liegen

nämlich bezüglich der Punkte J)^ uud peräi)ectivisch, indem aus

leicht begreiflichen Gründen jedes Strahlenpaar, welches aus einem

derselben zvei luvolutorisch zugeordnete Punkte des Trägers t pro-

jicirt, auch den anderen Träger t in zwei solchen Panlcten trifft, und

umgekehrt; bezeichnen also a nnd a* iigend ein Punktepaar der In-

Tolntion r, so projicuren die Strahlenpaare l>|(a, a') nnd Ds(«, *»')

auch ein Pnnktepaar der anderen Involntioh nnd werden deshalb

allen den erwähnten projectivischen Strahlenbflscheln, und die Punkte

Dl and allen von denselben erzengten Kegelschnitten angehören.

Der Kegelschnittbflachel besitzt somit die Mittelpunkte Z>|, i>,»
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welche leicht zu construireu sind; jeder Kegelschnitt enthält ausser-

dem uüch die Mittelpunkte der ihn projicirenden Strahleiibüschel,

also eiu Puuktepaar der Involution r. Dabei bemerken wir, dass der

Puukt wie auch der Funkt ß dein Schuittpuiikte ß' der Träger

t und t iuTolutorisch entspricht, woraus wir entuehmen, wie die stets

reelle Gerade DiD^i'^ T) zu construireu ist, wenn die Doppelpunkte

der Involution imaginär werden.

2. Die beiden Strahlcubüschel, durcli weUlie ein besonderer

Kegelschnitt des Büschels itrojicirt wird, BchneidLH, da sie projecti-

visch sind, auf der Geraden 7' zwei projectivisclR' Puuktrcihen aus,

und wir werden dera^tiJ,a^ Punktreihen auf 7' oftnuil vortinden,

als Kegelschnitte erzeugt werden könnon. Siinnntlichen diesen Punkt-

reihen kommt jedoch dasselbe Paar vdh Do]tpelpunkten (/>, und D^)

zu, und ausserdem ist ihnen das Punktopaar ß - entstanden durch

Projiciren von b und b' aus einem willkürlichen Puuktepaaro von t

— gemeiuBohaftlich : es sind somit alle diese Puuktreihcu auf 2*

identisch. Das letztere Punktepaar ist ausserdem, wie stdi ohne MObe
zeigen lässt, ein doppeltentsprechendes und wird auch durch /^^ und

Z)« harmonisch getrennt; die projectivischon Punktreihen auf 2' bilden

demnach eine Involution, welche sich ohne Mühe aus den beiden ge-

gebenen ablöten Iftsst Indem wir also aus willkttrlichen zwei Punkten

des Systems t die Involution t projiciren, projiciren wir gleichzeitig

auch die Involution T mit den Doppclpunkten Di und D^^ so dass

Wir also die Kegelschnitte auf scheinbar zweifache Weise entstehen

lassen können: durch Protection 1) der Involution t oder 2) der In-

volution T aus den Punktepaaron der Involution v.

Drei von den Kegelschnitten des Büschels degeuerireu in Ge-

radenpaare. Verlegen wir beispielsweise die Mittelpunkte der Strahlcu-

büschel nach ß und ß', so erhalten wir durch Projiciren der Involu-

tion auf '< die Gmde I, durch Projiciren der Involution auf T hingegen

die Oerade 2*; das Qeradenpaar t, T gehört somit dem Bflschel an.

Fallen die Mittelpunkte der projidrenden Strahlenbflschel in zu-

sammen, so wird, wie man sich leicht Qberzeugt, das in d^ sich

schneidende Qeradenpaar und <^Z>a erzeugt und analog erhJUt

man durch die Projection aus das Oeradenpaar d^D^ und d^Di»

Von diesen drei Oeradenpaaren ist das erste stets redl, die beiden

letzteren sind entweder gleichzdtig reell oder gleichzeitig imaginär.

3. Es sei nach diesen einleitenden Bemerkungen das Dreiseit

tiT (Fig. 2.) der Träger der drei soeben besprochenen Involutionen.

Durch die gegenseitigen Schnittpunkte dieser drei Geraden wird be-

kanntlich von jeder Involution schon ein Punktepaar bestimmt und

werden zudem noch die Mittelpunkte a und o der ersten beiden
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Involutionen angenommen, so siii4 dieselben auch vollständig fixirt.

der Schnitt] »unkt der Geraden ao mit T ist sodann der Mittel-

punkt des dritten Punktsystems 2'; denn werden die Punkte coand
zu Mittelpunkten von zwei projectivischen Strablenbüscheln ge-

wählt, so eutsi)riclit in denselben dem Strahle 10(0) offenbar die un-

endlich ferne Gcrad«' lier P^bonc und dein Punkte O auf der Geraden
7' der uueiullich ferne Punkt 7'x • Gemäss unserer Annahme sind

beide Involutionen t und 7" elliptisch, der Kcgelschnitthüschel wird

mithin vier imaginäre Mittelpunkte besit/en. Zur Construction ein-

zelner Punkti'paare von t bedienen wir uns eines durch ö gehenden

Kreises Ä", auf weU lien wir die Involution t aus projiciren: F ist

für diese neue, am Kreise erscheinende Involution der Pol. Irgend

ein aus F geführter Strahl bestimmt auf dem Kreise die Punkte /

und //j diese liefern wieder, aus ö projicirt, auf x zwei iuvolutorisch

entsprechende Punkte nnd J^s, in welchen jener Bflschdkegel-

schnitt H die Gerade t treffen wird, dessen erzeugende, das Pnnkt-

system t projidrendo Strahlenbttschel in Jf^ und 74 Mittelpunkte

besitzen. Ein jeder aus F gezogene Strahl gibt also zu einem be-

sonderen Bflschelkegcischnitte Entstehung und so viel Strahlen aus

F möglich sind, ebensoviel Kegelschnitte werden uns auch im Bfischel

auftreten. Gleichzeitig bemerkt man, dass eine Anzahl der Kegel-

schnitte mit der Geraden t imaginftre Schnittpunkte liefert, indem

einzelne Strahlen aus F am Kreise K ohne zu schneiden vorflber-

gehen; insofern also diejenigen, solche Kegelschnitte erzeugenden

Strahlcnbüschcl aus inia^/iiiiin ii Punktepaaren der Involution t die

Involution t projiciren, sind sie selbst imaginär. Es folgt jedoch

weiter, dass auch der durch solche imaginäre Strahlenbüschel eut-

stebende Kegolschuitt imaginär ist. iJenu das Punktsystem auf t be-

sitzt, weil elliptisch, ausschliesslich reelle Punktepaare nnd projiciren

wir nun irgend ein reelles Punktepaar von t aus einem imaginären

von T, so ergeben sich uns zwei imagiuär(? Strahlen, die in ihrem

Schnittiiuukte einen Punkt des Kegelschnittes erzeugen; dieser kann

jedoch in keiner Wense reell sein , indem sofort au die Stelle der

imaginären, reelle Mitteli)unkte treten würden. Die Existenz dieses

Kegelschnittes ist deshalb imaginär und die Gesanuntheit aller Büschel-

kegelschnitte trennt sich in unseren) Falle iu die Gruppe der reellen

und imaginären.

Zu dem reellen Kegelschnitte ^zurflckkehrend, erkennen wir in

dem Strahlenpaare HH^) und biii^) die in JB^ und JET, berübrenden

Tangenten desselben, indem nach Froherem die (reellen oder imagi-

nftren) Punkte 4i, und D^^ von den Punktepaaren b und b'

res^ b und ß harmonisch getrennt werden, weshalb die €torade t

die Polare des Punktes b bezttglich aller Bflschelkegelsdmitte ist
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Und constraircn wir ferner die Doppelpunkte ^, , von r, so er-

scheint uns, da die Punkte [ö^ und 6^ bezüglicli jedes Büschelkegel-

sehuittes conjugirt sind, in dem Dreiecke Ar),<5.. das sänimtlichen

Büschelkegelsclmitten gemeinsame Tripol coiijujiirter Tole. und alle

von ^, (\ oder zu den Kegelscliuitten getuhi tcu Taugenttjupaare

berOhreu längs der Geraden t, resp. bö^ oder öö^.

4. Eb ist fenier bektnut, dass die Involntion, welcbe gebildet

wird dorcb die aas b za den Asymptoten sftmmtlicher Bflschelkegel-

schnitte parallel geführten Strahlen, dnrch die beiden Strahlenpaare

h(T) and — welcher letztere Strahl znr Geraden oOt»

paralld ist— fixirt ist Die von derselben gleichzeitig aof dem Kreise

erzeugte Punktinvolntion besitzt ihren Pol in Wird nun ans dem
Pnnkte 0 irgend ein Strahl gezogen und seine Schnittpunkte mit

dem Kreise aus 6 projicirt , so gibt uns dies die Asymptotenrich-

tungen irgend eines besonderen Bttschelkogelschnitts.

" Zur Cüustructiüu der Asyuiptuteurielitungcn des besonderen Krgel-

sebuittes // jeignet sich nun folgender Weg: Wir verbinden ar

(den Schnittpunkt des Strahles F{J1I) mit der festen

Kreistangente in tt)mit<DQnd verfolgen diese Gerade bis

zn ihrem Schnitte und y, mit dorn Kreise K. Das
Strahlenpaar %i) nnd %2), welches aus b die letzteren

Punkte projicirt, liefert die gewünschten Asymptoten-
richtungen.

Werden nämlich die beiden, den Kegelschnitt // erzeugenden

Strahleubüschel mit dun Mitti'li)unkten //j und parallel zu sich

selbst nach b verschoben, so erzeugen sie in ihrer neuen, coucentri-

schen Lage auf dem Kreise zwei ]>iujectivische Punktreihen. So ge-

langen bci.spielsweise die zugeordneten Strahlen //^(A) und Il-A^>')^

ferner //i(p') und H^{h) nach der Verschiebung in die Lage und

Ä(u), b{%i) und b{ll)^ und auf dem Kreise sind J und ?t, ferner u and

// zwei Elcmcuteupaaro dieser projectivischcu Puuktreihcn; indem

wir dieselben kreuzweise verbinden , d. h. die Tangente des festen

Punktes u mit dem Strahle FUJI) zum Schnitte bringen, erhalten

wir einen Punkt a der Vervollständiguugsaxe der beiden projectivi-

sehen Punktreihen. Die Vervollständiguugsaxe enth&lt ausserdem noch

die Doppelpunkte der projcctivischon Punktreihen und diese ent-

sprechen wieder den Doppelstrahlen der nach b parallel verschobenen

Strahlenbflschel; die Doppelstrahlou ferner sind zn den Asymptoten-

richtnngen des Kegelschnittes Jf parallel, troffen daher nach Früherem

den Kreis K in zwei Punkten, deren Verbindungslinie durch ^ geht:

die Yervollständiguugsaxe selbst wird daher durch den Punkt 0
gehen und, da sie den Punkt x enthalten soll, mit dem Strahle <P(«)
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zusammen fallen. Dadurdi ist der Nachweis der angefülirten Con-

struction geliefert

IHe Axenricbtimgeii der beiden Parabeln des Bttschels finden wir

nun ohne Schwierigkeit, indem wir die Polare q> von <P in Bezog

auf K constmiren und ihre Sehnittpunicte % nnd »t ans b projiciren.

Und am die zngehdrigon Durchschnittspnnkte der Parabeln mit der

Geraden t zu erhalten, haben wir den unter 3) angegebenen Weg
eiuzu8ch]agcn : wir schneiden die feste Tangente des Punktes u mit

den Strahlen 0{7ti) und 0{n^)^ verbinden diese Schnittpunkte mit

wodurch wieder auf dem Kreise Schnitte entstehen, welche aus b auf

T zu projiciren siud. Für die gleichseitige Hyperbel ist der Strahl

<I>(fi) zu nehmen, denn für denselben wird Wkl. i/i b ein Winkel im

Halbkreise. Ferner ist ersichtlich, an welelieu Stellen die Gerade x

von Ellipsen, Hyperbeln odrr Parabeln getroffen wird, und in welcher

Weise sich die reellen Kegelsclniitte in Ellipsen, Hyperbeln oder Pa-

rabeln gruppiren. Der von den Hyperbeln erfüllte Teil der Ebene

wird durch die beiden Parabeln und die unendlich ferne Gerade

vollständig begrenzt; ausserdem treten in zwei getrennten Gruppen

die Ellipsen auf, welche das Innere der beiden Parabeln erfüllen.

Die iinagiiuLreu Punkte der Ebene werden durch die imaginären

Ellipsen des Büschels erfüllt; ihre Begrenzung im Endlicheu ge-

schieht durch die beiden, unendlich kleinen Ellipsen iu dj und dg.

5. Fällen wir vom Mittelpunkte fi des Kreises JSTein

Perpendikel auf den Strahl 0{x) und projiciren seine
Schnittpunkte und mit dem Kreise aus dem Punkte
hy so erhalten wir in den Strahlenpaaren i(8i) nnd d(%)

die Azenrichtungen des Kegelschnittes J7.

Denn die Punkte nnd halbiren die beiden Bügen y^-, somit

halbircn die Strahlen b{z^) und h{z..) den Winkel yihif., der Asymptoten

und geben somit die AxcnricLtungen. Die Constructiou hangt von

der Realität der Punkte und y^ nicht ab, ist somit für reelle, wie

für imaginäre Kegelschnitte mit imaginären Asymptoten durchführbar*

6. Soll das Axenpaar des Kegelschnittes IT dem Orte

nach bestimmt werden, so constmiren wir in den eben
gewonnenen Punkten «i und die Tangenten und führen
dieselben bis zu ihrem Durchschnittspunkte resp.

mit dem Strahle F{ttt)\ sodann beschreiben wir aus den
gewonnenen Punkten («| und die Kreisbögen resp.

und projiciren aus h das Punktepaar und ^ nach

tfi nnd ^2- In diesen letzteren Funkten treffen die Axen
unseres Kegelschnittes H mit der festen Geraden r zu*
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sammen und zwar geht durch die zum Strahle

durch 0f die za parallele Axe.

Um den Nachweis dafür za liefern, erwll^en wir, dass die zo
einer Axe des Kegelschnittes H parallele Gerade M'i)« da sie eben

durch b geht, ihren Pol anf t besitzt; anssordcm befindet er sich

auch noch — wegen des Parallellsmns der genannten Geraden mit

der ersten Axe — auf der zweiten Axe des Kegelschnittes: folglich
^

hat dieser Pol (o^ genannt) im Schnittpunkte der Geraden t mit der

'

zum Strahle senkrechten Axe seinen Ort Nennen wir —
welcher Punkt in der Figur nicht hezck.huH ist — den Schnittpunkt

des Strahles Hz^) mit r, so haben wir in Folge dieser polaren Be-

ziehungen in //, und Z/^, fwm^r in und ffj /woi Paw sieb har-

monisch trennender Punkte, von welchen uns der Ort der ersten drei

vollkommen bekannt ist. Die Construction des vierten erfolgte auf

dem Kreise A', indem daselbst die Punkte /, // und Projcctioncu

von //i, //_. uiul 0/ sind, und wir können dem Punkte die Bedeu-

tung des einen Doppeiiuinktes jeuer Involution beilegen, zu welcher das

Punktepaar / und // als ein entsprechendes angehört, deren Pol wir

somit in a-j finden. Der andere Doppelpunkt
-i,

dieser Involution,

dessen Bestimmung entweder durch die zweite von zum Kreise Ä'

fübrende Tangente, oder einfach durch den Bogen z^^^ geschehen

kann, ist der zu /, // und zj vierte hannonisclic auf dem Kreise;

deswegen ist es auch seine Projeetion zu den Punkten /T^,

und 01 ' auf 6er Geraden t.

Ein analoger Gedankenweg lässt sich ohne Zweifel bei der Be-

gründung der Construction des Punktes einschlagen. Die Gerade

Ifiz^), weil parallel zu einer Axe d^ Kegelschnittes, hat auf der an-

deren Axe ihren Pol, ausserdem aber auch noch auf der Geraden t,

weil diese die Polare des Punktes ^ ist: der Pol der Geraden h{z,>)

— 02 genannt — ist also der Schnittpunkt einer Axe von IJ mit t.

Uni ihn zu con.struiren, erwägen wir, dass a./ - der Schnittpunkt

von h{z^ mit r — und 0^ conjugirtc Punkte bezüglich des Kegel-

schnittes 11 sind, weither die Gerade r in den Punkten //j und 11^

trifft; demzufolge trennen sicii diese beiden Punktepaarc harmonisch,

und da uns von denselben die drei letzteren ihrem Orte nach voll-

kommen bekannt sind, kiuiii der eine von ihnen (ffg) ohne Schwierig-

keit gefunden werden. Seiue Construction wurde wieder auf den

Kreis K verlegt
;

//j, und ö^' wurden zu dem Zwecke aus h nach

II und projipirt, iu ^'(^ Tangeute gezogen und ans dem
Centrum x% der Bogen z^jg beschrieben. Vom Punkte gelangen

wir schliesslich auf die bekannte Weise zum verlangten Punkte «r,.

Da die Construction des Punktes oder besser ^ lediglich
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darauf zurflckgeht, zu drei bekannten Kroispunktca den vierten bar-

moniscben zu suchen, so können wir auch — indem / und II diesmal

als Doppelpunkte einer Involution angesehen werden — in / und //

die Tangeuten bis zu ihrem gegenseitigen Durchschnitte (oder auch

eine derselben bis zu ihrem Durchschuittspuukte mit der festen Po-

laren / von F) ziehen und diesen Punkt mit z-i (resp. to) verbinden,

wobei wir in der Verlängerung dieser Geraden bis zu ihrem Schnitte

mit K den Pimkt (resp. 32) erhalten. Beide Couätructiouon lassen

sich überdies combiuiren.

Eine Probe für die Genauigkeit der Construction gibt uns der

Schnittpunkt M des gewonnenen Axenpaares, der Mittelpunkt des

Kegelschnittes H. Wir beschreiben zu diesem Zwecke ans

dem Punkte x den Bogen u% nnd erhalten in dem Strahle

b{ui) sofort einen neuen — den zur Richtung der Geraden
t oonjugirten — Durchmesser der Gnrve welcher daher

mit den bereits constmirten Axea. nur einen einzigen Schnittpunkt

liefern darf.-

Denn der Halbirungspunkt der Strecke HiH^ ist bekanntlich zu

den eben genannten Punkten und dem unendlich fernen der Geraden

t der vierte harmonische; anl den Kreis K projicirt, tixiren wir da-

selbst eine Involution, von welcher ein. Punktepaar /, Jl und ein

Doppelpunkt u (welcher entspricht), daher auch schon der Pol

X bekannt ist; ihren zweiten Doppelpunkt bestimmt die zweite zum

Kreise A' geführte Tangente aus x oder einfach der aus dem Centrum

r beschriebene Bogen Kelchen also in irgend welchem ^iotfalle

die vorigen beiden Constructionen nur zur Bestimmung eines einzigen

von den Punkten Jj oder aus, so [kann auch von dieser i^robe-

constructiou Gebmuch gemacht werden.

7. Wollen wir zum Gentrum von H auf einem directeu Wege
gelangen, so haben wir Mos zu erwägcr taas der Ort der Mittel-

punkte sämmtUcher Bfischelkegelschnitte eine neue Kegelschnittlinie

M ist, welche in unserem Falle eine durch die Punkte di nnd

filhrende Hyperbel mit den Asymptotenrichtungen b{n^ und 0(71^) ist.

Zur Erzeugung derselben sind hinreichend Tiele Sttlcke vorhanden;

b und (oder auch i^) können zu Mittelpunkten der beiden sie er^

zeugenden Strahlenbaschel genommen werden, von welchen der letztere

wieder nach b parallel yerschoben wird. In ihrer neuen concentri-

sehen Lage besitzen dieselben offenbar die Doppelstrahlen b(3t^) und

b{n^ nnd wenn wir die projectivischen Ponktreihen betrachten, welche

diese in b conoentrischen Strahlenbüschel auf dem Kr^c auss( hnei-

den, so eigibt sich, dass ihre Yervollstftndigungsaxe ist Zu dem
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Strahle b(uj), auf welchen das Centrom von H liegt , haben wir nun

den im Bttschel resp. imBlIseliel entsprechenden zn finden, was

offenbar auf die Weiae geecbefaen kann, dass wir die Geraden'

%« nnd TTjTr^ bis znm gegenseitigen Schnitte verlängern,

diesen mit u resp. mit 1» verbinden, um auf dem Kreise
die Punkte u' resp. t>' zu gewinnen. Sodann ziehen wir
im ersten Falle durch eine Parallele zu £(u')> im zwei-
ten durch dt oitt® Parallele zn 6(t>') und erhalten bei ricii-

tiger Construction einen und denselben Schnittpunkt
mit dem uns bereits bckanntcu Durchmesser ^(u,): das
Gentrum Af nämlich des Kegclschuittes H, — ö^Af uud dj,J/

sind somit neue Darchmesser des Kegelschnitts. Dieselbe Construction

ist auch für die imaginären Kegelschnitte verwendbar.

8. Um die Grösse der Axen dos Kegelschnittes //,

und zwar vorerst jener zum Strahle ^(sg) parallelen in

einfachster Weise zu erhalten, verbinden wir die Punkte
«j und 5j, wodurch sich auf der Geraden ^1^2 Schnitt-
punkt ergibt; die Gerade ctj^'j liefert uns auf dem
Kreise Ä" zwei Schnittpunkte « und «', und indem wir
dieselben aus ö auf die vorhin genannte Axe projicireu»

erhalten wir darauf ihre Scheitel luiukte A und A'.

Analog ist mit der zweiten, zum Strahle paral-
lelen Axe zu verfahren: Die Punkte «i und ^2 sind zn
verbinden, diese Verbindungslinie ist mit der Geraden
z^Zi zum Schnitte (cg) zu bringen, und schliesslich sind die

Punkte ß und ß' — die Schnittpunkte der Geraden :>\^'i2

mit dem Kreise K — aus dem Punkte auf die erwähnte
Axe zu projiciren; dies liefert das zweite Scheitelpaar
B und ß\ welches in unserem Falle, da die Gerade j-.^U am Kreise

ohne zu ^schneiden vorübergeht, imaginär ist, wie schon aus der

Realität der Asymptoteurichtungen vorauszusehen war. Sonach ist

AA' die reelle, BB' die imaginäre Axe der Hyperbel H.

Wir haben nämlich in einem vorhergehenden Abschnitte, um den

Ort der Axe AA' aufzusuchen, den Pol des zur anderen Kegel-

schnittsaxc parallelen Strahles hiz^) in Bezug auf den betrachteten

Kegelschnitt ff construirt ; derselbe lag auf dem festen Träger t, war
zu den drei Punkten //j , /A. . n/ der vierte harmonische und war
gleichzeitig auch der Schnittpunkt dieser Axe mit dem Träger x.

Aus dieser polaren Beziehung von <jj und folgt, dass der (in

der Figur nicht bezeichnete) Schnittpunkt r,' der ersten Axe AA'
mit b(z^) und der Punkt jener Involution angehören, deren

Doppelpunkte die auf dieser Axe vorhandenen Scheitel A und A' sind,
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und deren Contrum mit dem Kcgelschuittscentrum M zusammonfäUt.

Das Wesen der Construction der Scheitel A und A' besteht demnach

in der Construction der Doiipelelcmcntc der erwähnten Puuktinvolu-

tion, was sich wieder auf dem Kreise A'am vorteilhaftesten ausführen

lässt. Daselbst wird eine Involution durch die Punktipaare und

ä, (eutsiirecheud z^' und aj), und (entsprechend M und dem un-

endlich fernen Punkte der ersten Axe) tixirt; (ihro Polare zeigt uns

die Doppelpunkte derselben. VAn Punkt dieser Polaren ist sicher

der von uns bereits construirtc Puidit , weil darin die Tangenten

des Punktepaares und 5, zusanuneiitreflon ; ein zweiter Punkt der-

selben ergibt sich bekanntlich im Schnitte || der Geraden z^z^ und

5i indem durch dieselben zwd Pture involntorischer Funkte kreuz-

weise yerbnnden werden. Es ist somit o^l^ die Polare der Punkt*

involation anf dem Kreise und ihre Schnittpunkte a and «' mit

demselben sind ihre Doppclelemente, welche wir ans 5 za projidren

haben, tun die Scheitel A und A* der ersten Axe zu erhalten.

Analog lässt sich auch die Begründung der Construction des

Scheitelpaares auf der zweiten Axe fühn u ; hier wurde ebenfalls zum

Strahle biz^) der Pol gesucht und nach frühereu Auseinandersetzungen

in (Jg gefunden, wohin zugleich au<'h der Schnittpunkt dos Trägers t

mit dieser Axe fiel. Nennen wir ferner z^' den Schnittjuiukt der

zweiten Axe mit dem Strahle bh.,). so sind %' und Jo zwei Ijezüii^licb

des Kegelschnittes // conju^artc l'uukte, welche somit jener Involution

augehören, deren Mittelpunkt wieder nach ^1/" fällt, deren Doppel-

elemente die Scheitel dieser Axe sind und welche ellipti:5ch ist, wie

wir sofort aus der Situation dieser zwei Pnnktepaare entnehmen.

Diese Involution wurde abermals aus dem Punkte // auf den Kreis A'

projicirt (worauf die Punktepaare z^, j^; und erschienen) und

ihro Polare construirt, welche durch den Schnittpunkt der Tan-

geuten in den einander entsprechenden Punkten % und ^9, aber auch

durch den Schnittpunkt der Goraden «|% und »1^3 ging. Die (ima-

ginären) Schnittpunkte ß und ß' derselben mit dem Kreise werden

auf die Axe projicirt, wodurch sich darauf das (imaginäre) Scheitel-

paar B und B* ergab.

9. Eine andere Construction des ersten Scheitclpaaros A und

A' kann anf die Weise geschehen, dass wir zum Beispiel in //j zu

der betrachteten Axe eine Senkrechte fällen; diese, und dann die

Tangente bestininien auf unserer Axe zwei Schnittpunkte, welche ,

zu derjenigen Involution gehören, von welcher der Punkt ^f das

Centrum ist, die Scheitel A und .1' ferner die Doppelpunkte sind.

Ihre Construction kann ebenfalls auf dem Kreise A' geschehen.

Auch .können wir uns mit Hilfe der Tangenten billi) resp. &(J^)
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und der beiden, ihrem Ortt^ nach construirten Axcu die Brennpunkte

des Kegelsschuittt's // verschaffen, indem wir der Tangente und der

Normale des Punktes //, resp. IL einen Kreis umschreihen, welcher

die Brennpunkte enthält. Diese liefern uns wieder die Leitstrubieu,

der Punkte uud H^f also auch die Axeuläugeu.

Die Constraction der Tangenten nud b(ll^) kann dabei von

vornherein mit der grösstcn Genauigkeit geschehen ; die Geoauigkeit der

Construction der Axen ihrem Orte nach kann hingegen durch dio

bereits angeführten Proben stets goprüit werden, weshalb ancb diese

Construction mit Erfolg verwendet werden kann.

10. Construiren wir im Punkte / die Tan{?ente zum
Kreise A' uud verfolgen dieselbe bis zu ihrem Schnitt-

punkte /»] mit der festen Tangente in u; es sei ferner m
der Sehnittpnnkt der Geraden z^Zf mit q> (der Polaren
von 0)i so zeigt sich^ jo nachdem die Gerade nuiij mit
dem Kreise JTreelle oder imaginftre Schnittpunkte
und V liefert; ob der von uns betrachtete Kegelschnitt
j7von dem Durchmesser &(%) reell oder imaginär — in

«1 und — getroffen wird. Diese letzteren finden wir
durch Construction der Parallelen fri(«i) i| K^i') und üjC«^) ||

biti). Desgleichen kann im Punkte J7 die Tangente zum
Kreise construirt und bis zum Schnittpunkte (nicht
in die Figur aufgenommen) mit der festen Tangente in u

gezogen werden; die Gerade mni^ zeigt uns wieder, Je
nachdem sie den Kreis A' i n v^" und V' ' ßß^^ oder ima-
ginär schneidet, ob der Durchmesser b{ui) vom Kegel-
schnitte // in reellen oder imaginären Punkten und
getroffen wird. Man findet diese letzteren analog durch
die Parallelen: i und

|1

Es kann nämlich der Punkt i^j, um den ersten Teil nur der an-

gefahrten Construction nachzuweisen, als Centrum von zwei Strahlen-

involutionen angesehen werden: 1) jener Involution, deren Doppel-

elemente die Strahlen H^ib) und HiiBf) sind; welche somit das

Strablenpaar Hi(Si, s^) sicher enthält, weil es von den genannten

Doppelstrahlen harmonisch geteilt wird; 2) jener Involution, welche

die Endpunkte sämmtlicber Durchmesser des Kegelschnittes H pro-

jicirt, mithin zur Involutiou der coujugirten Durchmesser desselben

parallel ist und ebenfalls das Paar «2) enthalten wird. Dieses

letztere, beiden Involutionen gemeinsame Strahlenpaar haben wir zu

construiren. Wir verschieben zu dem Zwecke beide Strahleninvolu-

ticnen parallel zu sich selbst nach h und untersuchen, welche Punkt-

systeme sie auf dem Kreise erzeugen: die erste liefert uns eins mit
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den DoppelclemeDtcn / und ?/, also mit dem Pole in ; die

zweite (da ihre Doi)i)olstrahlcn dio Asyuiptotni sind), besitzt ihren

Pol auf (p und «war, weil die zu den Axenriclituugeu von H paral-

lelen Strahlen b{z^) und b{z2) cbi iifalls zu der unter 2) angeführten

Involution zählen, im Punkte m. Die Gerade ifun^, welche die beiden

Pole verbindet, bestimmt auf dem Kreise das beiden Involutionen gc-

raoinsame Punktepaar «/ und «^'j •''ä') ^^t also das den Involu-

tionen in b gcmeiusamo Strahleupaar, und mithin ist es auch 'das

Strahlenpaar «s) filr die in couoentrischen Involitioaeii,

wenn H^isi) || b{9i) und Hiisi) \\
^(«2')- — NachwdB des zweiten

Teiles der Constraction ist analog.

11. Zn den einzelnen Kegblscbnitten Iftsst sich schliesslich, da

bS^df das allen Baschelkegelschnittcn gemeinsame Poldreieck ist, von

(resp. S^) ein längs der Geraden bd^ resp. bd^ berührendes Tan-

gentenpaar fahren; so können wir znm Kegelschnitte beispielsweise

vom Punkte d^ m reelles, vom Punkte 62 ein imaginäres Tangenten-

paar ziehen, dessen Coustruction in folgender Art und Weise aas-

geführt wurde:

Wir beschreiben vorerst einen, durch die Punkte ^1 nnd

fahrenden Kreis k (dessen Mittelpunkt in Fig. 3. in a gewählt wurde),

bezeichnen den Schnittpunkt von dib resp. mit demselben mit £1
Tctip. 2^s, ebenso den Schnittpunkt dieses Kreises mit dem aus ^1

(resp. 9t) zu 9^ (resp. parallel gezogenen Strahle mit £f (rosp.

Si*) und ziehen sodann die fttr sämmtliche folgenden Gonstrnctionen

festbleibende Cterade d,^,' O^V- '1^1')* Ferner bestimmen wir uns

den Durchschnittspunkt <D| (resp. der Kreistangenten in den

Punkten X, und ^2 (rosp. £2 'i)* Um nun das aus 9^ zum
Kegelsch uitte /Tführeude Tangentenpaar zu finden, pro*

jicireu wir den Mittelpnukt^/ dieses Kegelschnittes aus

9^ auf den Kreis ^• (nach ;u,) und suchen ferner den Schnitt-

punkt 2 der festen Geraden d^S^' f^i^i\ Gerade
0^2^ bestimmt uns sodann auf dem Kreise k zwei Punkte
1 und 2, und diejenigen, diese beiden Punkte aus dj pro-

jieirendou Strahiou 0^(1) und 6,(2) liefern das verlaugto
Tangenteupaar.

Denn sämmtliche von d| fiihrenden, bezflglich des besonderen

Bdschelkegelschnittes H coigugirten Strahlen erfallen eine Involution

mit dem Mittelpunkte in d^, deren Poppelstrahlen die von diesem

Punkte zum Kegelschnitte führenden Tangenten sind. Die Involution

dieser Strahlen ist durch folgende zwei Paare fixirt: 1) ö^iö^) und

9iib) — da d,d^ ein Poldreieck des Kegelschnittes ist ; 2) ^1(^2 )

und 9iiM) — von welchen der erste Strahl zu 9^b) parallel ist und
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der zweite den Mittelpunkt des Kegclseluiittes // i)rojicirt. Somit

geht die Lüsuug der Aufgabe auf die Coustnictiüu der (reellen oder

imagiuäreu) Doppelstrahlen der so charakterisirteu Involution zu-

rttck. Za dem Zwecke betrachtos wir wieder die auf dem Kreise k
auftretende Punktinvolntioii 9^ und S^' nnd ^ und finden Im
Schnittpunkte der Kreis-Tangenten des ersteren Pnnktepaares

einen Pnnkt ihrer Polaren, wfthrend ein zweiter {S) im Schnittpunkte

der. Geraden SJ9^ (fix) nnd fii^i sich findet, so dass die Po-

lare selbst, die Punkte 1, 2 die Doppelpunkte der Involution auf

dem Kreise, die Strahlen ^^(l) und di(2) somit die Doppelelemcnto

der aus führenden Involution bezOglich H conjugirter Strahlen,

also die gewünschten Tangenten sind.

Für jeden einzelnen Büschclkegelschnitt erscheint in dieser Weiso

im Paukte eine besondere Strableninvolution ; allen ist jedoch das

Strahlenpaar ö,((52) und sowie auch ferner der Strahl

gemeinschaftlich, und der Charakter der Strableninvolution verändert

sich nur dadurch, dass dor dem letztern Strahle 6^{ZJ) zugeordnete

variirt. Es sind somit auch säniMitlichcn Involutionen, welche

auf der Peripherie von /• crscliciiieii. die drei l'unkte dj,, und -To'

gemeinschaftlich, und die Bestimmung jeder einzelnen hängt nur ab

von der Lage des Punktes ft,. AHe, die Punkte 1 und 2 enthalten-

den Polaren gehen somit durch einen tixen Punkt (P^ und werden

iiier Lage naili durch den vuriirenden Straiii ^j.Hj bestimmt, welcher

den zweiten Punkt ^ derselben bestimmt. Die Gcsammtheit der

Tangeuteupaare aus 6^ zu den liüschelkegelschnitten bildet daher —
wie bekannt — eine Strahleninvolution mit den Doppelelementen

und

Analog verhält es sich mit den Tangenten aus 8^ ; auch diese

sind die Doppelstrahlen einer durch die Paare: ^^((5,) und ^JJA^

ferner 5.^{Z^') '|
^^{i,) und '55,^/) tixirtcn Involution. Dieselbe erzeugt

eine durch die Punkte (^j , und ft._. liinreichend bestimmte

Involution auf l\ und indem wir die Tangenten in den Punkten des

ersten Paares zum Schnitt bringen, erhalten wir einen Punkt <2>2

ihrer Polaren. p]in zweiter ergibt sich im Schnittpunkte @ von

6^2"/ (tix) mit ö^u... und wir haben die Schnittpunkte des Kreises

mit dieser Polaren aus 8^ zu projiciren, um die gewünschten Tan-

genten zu erhalten. Auch jetzt gehen alle Polaren durch <t>^,

12. In der Fig. 4. werden schliesslich die angegebenen (3on-

structionen für einen imaginären Kegelschnitt ansgeftihrt

Zu diesem Zweck wurde der Strahl F(a-) gezogen, dessen Schnitt-

punkte mit dem Kreise K imaginär sind; der entsprechende BUschel-
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kegelsclmitt E trifft somit die Gerade v in zwei imaginären Punkten

^1 und E2 und die imaginären Strahlen h(E^) und HK^) berühren

denselben in den soeben genannten Punkten. Der Strahl durch

dessen Snhnittpunkto und mit dem Kreise K die Asymptoten-

richtungen bestimmt werden, wird ebenfalls an diesem Kreise vor-

übergehen, woraus wir folf^orn, dass der imaginäre Kegelschnitt E
keine Hyperbel, sondern eine Ellipse ist und es ist gleiehzeitig leicht

aus der ganzen Situation der Figur zu ersehen, dass unter den ima-

ginären Kegelschnitten blüs Elli])S( ii vorkommen, wie dies auch au-

dereu Umstünden vollkommen entsprechend ist

Die Axenrichtungen des von uns betrachteten Kegelschnittes,

sowie auch sämmtlicher imaginären Kegelschnitte des Büschels sind

jedoch reell ; deun die aus fi zum Strahle 0{x) rechtwinklig gezogene

Gerade s^^s triHt den Kreis stets in zwei reellen Punkten, welche

immer ans dem Punkte b durch reelle Strahlen projidrt werden

können. Und auch der Ort der Axen lässt sich ohne Schwierigkeit

angeben, indem wir ans dem Punkte (resp. «r«) den Bogen «jj^

(resp. 9^) beschreiben und den Punkt 2^ (resp, ü«) aus b nach

(resp. ffg) projiciron; und tf« sind, wie uns nadi froheren Aus-

einandersetzungen bekannt ist, die Schnittpunkte der Kegelschnitt-

axen mit der festen (geraden t und ?rir haben nur noch durch ^
eine Parallele zu ^(«2), durch üf eine Parallele zu b(z^) zu ziehen,

um die Axen des Kcgcischniltes E zu erhalten. Ihr Schnittpunkt M
ist der Mittelpunkt des imaginären Kegelschnittes und ist ebenfalls

reell.

Die Genauigkeit dieser Gonstmctioneii lässt sich nach in den

frftheren Abschnitte erklärten Methoden eben&lls prüfen; so wurde

in der Fig. 4. beispielsweise aus dem Punkte « der Bogen «u^ be-

schrieben und so in dem Strahle b(tti) ein neuer Durchmesser des

Kegelschnittes gewonnen.

Selbstverständlich sind die beiden, in den Axen liegenden Scheitel-

paare des K( geLschnittcs, ferner die Tangenten von den Doppel-

punkten und etc. imaginär, wie auch durch ihre specielle Con-

ßtructiou mit Leichtigkeit gezeigt werden kauu; die Brennpunkte des

Kegelschnittes dagegen sind reell.

Ziehen wir nämlich durch M zu den Strahlen b(iij) und b{n^

die Parallelen: b{nj)
j]
Mid^) und b^Tt^)

||
M(tl^), so sind diese be-

kanntlich ein Paar coujugirter Durchmesser des Kegelschniites E
und der Punkt M ist der Mittelpunkt der auf denselben erscheinen-

den Involutionen cöt^ugirter Punkte. Ein solches Paar eoi^ugirter

Punkte auf dem Durchmesser bilden der Punkt j> und der Schnitt-
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punkt a (iu i1(T Figur nicht bezeichnet) des Durchmessers rl^ mit

6(7t,); denn weil x di«^ Polare von h und der Durchmesser d., die

Polart! des nnemllii Ii lernen Punktes des Durchmessers </, ist, ist auch

die zu </, parallele (ierade /'(rr,) die I'uhire des Schnittpunktes p vou x

und (L, weshalb die Paukte /> und 0 bezüglich des Kegeiscbuittes Jb'

cuujugirt siud.

Schneiden wir nun die Axe AA' durch die von p za senk-

rechte Gerade, wie auch durch den Strahl b{nj)^ 80 erhalten wir

darauf oiu Punktepaar jener Involution , deren Centrum Jf ist und
deren Düppeli)uukte / und /

' beluinntlick die Brennpunkte des ima-

ginären Kegelschnittes siud.

Jägerudorf, dcu 17. Febr. 1801.
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XL

Ein Beitrag zur Theorie der merkwürdigen

Punkte im Dreieok.

Fortsetzung.

Von

J. Lange.

13. Bie Ausdrücke für die Flächen F findet man auch direct

in folgender Weise:

Es ist

OJhO, ^ OaIiC-\- OiAC-^ OcAB^ABC

OOkOt — OBC +(hAB-^OeAC—ABC

d. h.
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14. Die Punkte O und P cntspreclicii sich als Uinkreiscentra

der ähnlicli liegenden ahnliehen Dreiecke ÜV>^ und OJhOc^ folglich

geht O/' durch ihren Aehuiichkeitspuukt A, uud mau hat in Verbin-

dung mit XII. allgcmciu

XV. Je drei entsprechende Punkte NOP (mit gleichem Index)

Hegen mit M in einer Graden.

15. Zieht man im Umkreis die Durchmesser AA^ BB^ CC^^ so

sind die Dreiecke ABC und A^B^C^ congruent uud ähnlich liegend

für ^f nis inneren Aehnliclikeitspunkt. Nach XII. entsprechen sich

in diesem .System die Punkti^ () und I\ letztere sind also die Be-

rührungskreiscentra für A^B^C^ und bilden ein vollständiges Viereck,

dessen 0 Seiten von dem Tnikreis M halhirt werden, und welches

dem durch die Punkte O gebilde'eu cougrueut ist. Ausserdem folgt

XTI. Je zwei Seiten der Vierecke O nnd P sind gleich nnd
parallel, urie <hOt und i^F«, je zwei andere halbiren sich unter

rechtem Winkel auf dem Umkreis, wie OkOe nnd PP«.

16. Die Punkte O" bilden nach 5. ein Viereck, welches mit

dem aus den Punkten O gebildeten ilhnlich und fthnlich liegend ist

für das Aehnlichkeitsverhältuiss 2 : 1, folglich

XVII. Die Verbindungslinie zweier Punkte 0^ ist parallel der

Verbindungslinie der entsprechenden Punkte O und doppelt so gross

als diese.

17. Zwischen den Strecken der bisher betrachteten Figur finden

merkwürdige Beziehungen statt, welche einerseits durch die Radien

QaQbQe, andererseits durch die Grössen ?• p * am zweckmüssigsten

dargestellt werden. — Es sei X die Mitte von OOa und Y diejenige

von ObOc^ so ist XY ein Durchmesser im Umkreis und seht senk-

recht auf BC\ weil sie die Mitten der zu BC gehörigen Bogen ver-

bindet. XV geht demnach durch A'. Im Trapez Oilil„0„ ist

XA' ^ ^(Qa— q) als Verbinduujfsliuie der Diagonalcnniitten und im

Tra])e/ Oi^liiXcOc ist YA' = liob-j- i>c) als Verbindungsliuie der

Schcukelmitleu. im rechtwinkligen Dreieck XYB ist aber

XB» — XY. XA' — K^«— p)

Kß» = XY. YA' =- riQb-{-Qc)

und da ausserdem ^
00« 2ÄIi, ObOc = 2YB

ist, so folgt
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OOc^ - 4r(^e— () - 4r(^«4- p»)

OO.« -f 006*+ OOc^H- OftOc=*+ 0«0*« H- 0«0»s = 48r>

Wendet mau auf die Breiecke OaObOcy OObOc ctc den all-( nu iueu

Pytbagoras an, so findet man mit Hülfe der lotztcu Gleich uugeu

XIX. OA .00„ = OB MOb — OC ,OOc — 4rp

OaA.OaO « OaB,OaOt -» OaC.OaOh -* 4rpa

Otil.OkOc — OhB,OkO OhCObOu — 4rpft

OeA.Oe(h OcB.O^Oa — OcCO^O = 4rp(,

Wegen OO« und r>?,r>c — i^o^,)' ist nacli XIX. rM.r5A'-= 2rp

und Ofc/l.OfcF^- 'IvQh. Drückt man die l\)f('iiz der Piiiikto O in Be-
zug auf den Und^rcis dnrrli iliic l'jittVrnnng vom Mittelpunkt uud
durch dcu Radius (h'S Kreises aus. so eriuilt man OA.OX = r^— OM^
uud ObA.ObY ^ OiM^-r-, oder GM- ^ OP^ ^ ri — ^^rg, (h,^n
r^'\-2rQb. Da ferner die Punkte O und M vou ABC deu Punkten

und H von A"B"C" entsprecijcn, so wird

XX. PO* = WM* = O'H* == 4(r«— 2*-p)

= 40alf«= = 4(r«+2rp.)

= 406ilf«+ Oft"lf» = 4(r«+2rp6)

PcOc*= 40rJlf« H- 0."J?« == 4(r«+ 2rßc)

PO«-i-l'aö«24- = i(0AP-\-OaM^-\-OiM*-^OcM*)^
Of'H^J^ Ob"H^+Oc''H* - 48r«

18. Aus deu bekanntem GleichuDgen

9,) ys(a-a)is^b)(s-^e) -^ - p*

J J J J
P « — P« w P( — Oc =

liest man sofort die folgenden ab:

b)

ad bd cdW-f-üj^ »«-«-iC.-.,

4/*

T«a LXVIL Ig
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g^g = (^g—l,)(s—c) ^bQ = («—a)(«—c) QcO =- (8—a)(s—b)

9t9t+M — — +

2Pag _?P*9<^ ^ ^

d) (ßa— (9b—9) (Qc—9) = = 4r«*

(t»a—p) (e«+^*)((>«r|-^tf) =
abe

iQb—g) (Qa+<lb){Qb-]r9c) = (.-*)«^

iQe—9) i9tr{-9eH9b-\r9t)= (.-.)»^

Aus XVUI. und XIX, folgt

9a— 9 +
und dies giebt mit 18d):

XXI.

OA^ =(P6—p) ii^c—9) OB* ~'(9a'-9) i9c—9) OC* —(p«— p) {9b—9)

OaA^^{ifa-\-9b)(9a-\-9c) OaB^^iga—9) (€>a+p6) öaC'-= (p«- p) (pa+pc)

6^6il^=(p6-p) (pa+P6) <'^/^=^=(pa+pft)(pfr+Pc) Ö66'=*= (p6— p) (p6+Pc)

Oe-4«-(jr~tf) (Pa+P») Oc2i^=(pc-p) i9b-\-9c) Oc6'^=(pa+Pc)(p6 f Pc)

aS«(9«— (9r\-9c) c''-(*c—p)

(cf. 18b>

XXII. OA .OB .00 — 4rp»

0aA.0aB.0aC 4rpa'

OhA.OhB.OhC « 4rp»'

OcA.OcB.OeC — 4rpe*
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XXIII. OA.OaA (hA.OcA = hc Qh\ic-\-lfaQ (cf. 18b)

Oß.ObB = OaB.OcU = 00=^ 9aile-\-(ihil

OaOtC — OaC.OkC ^ab^ 9a9h+Qe9

0aC.0iÄ,0eB — OmB.ObCOeÄ — o&e *-> 4rif»

Ans XVIII. uud 18d) folgt:

XXIV. OOa^OOh.OOt — 16r«p

(hOa.ObO .(hOe — 16r*9»

OcOa.OcOb.OeO — 16r«pc

0»0b.0a0e.0bOc ^ l&r*t

19. Nach 12. ist:

und deswegen mit Holfe von XVllI.:

XXV.

t»2- 7-(<?.-|-<»»)

Midi*

]9tfBaCi ist ein glcichschenltliges Trapez, also ein Kreisviereck;

zwcd gegenüberliegende Seiten desselben sind l^Ua = tftfa = a, die

beiden andern X^(£ und IJatfa, die Diagonalen Btfa und folglich

nach dem Ptoiemftos und mit Uülfo von XXL und XXV.:

XXVI.

Auch }5^<£öl5c<£c ist ein gkicliscIuMikliges Trapez, demuacli ein Kreis-

viereck; zwei gegenüberli( ;:onde Seiten desselben sind T^b^b und Bctfc,

die beiden andern V>b^c '^c^b, die Diagonalen Hb^c = *ib^c — a,

demnach mit Benutzung von XXV.:

IS«
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XXVII.

XXVUL

20. Es ist

AB .MC = Jiai^.il«C' — tf) o. ^(
atB.MeC— il|A.JI»C — o) — «»p«

amlororseits sind die Potenzen von i1 und ilt in liezug auf den Um-
kreis r'— M:^' und MUb' — r*, folglich hat mau:

MM^ — MtU* « r*—M — r*+p»pe

Jf — Jü»»•— r»— p»p Jlf - Jf»c«« r»-|- p«pe

K«» - Jflj;.» - r»- qc9 Mi? - — r«+ ^atf*

Wegen

ist

und wegen

ist

aber

Jä=|— i4'JI und il(7=|+u4'il

il,B«-il'j«,-| and ilc6'-i4'Jlc+^

üila = 2^'ü uud AhAc =
folglich

:

XXX.

ÄÜ»» -a»— 4v«p -45»— 4p»p «tf«« -0«—4pep

ilftÜc* - a«+4p»p» »«Uc« - *«+4pape W»* - «>+4p«p»

Mit diesen Gleichungen erhält mau aus den Dreiecken Ü'Üila, Üa'ÜaÜ,

Üft'ÜtÜe uud üc'ileilft
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Als entsprechende Seiten ähnlicher Dreiecke sind

und als entsprechende Strecken in den ähnlichen Systemen Ä'Et'C"
und ABC
€f*A^20A* . 0a'*A=:2OuA' WA=^^(hA* Oc"A= WeA'

daher 0"A = ü'Üa etc. oder die Punkte O" und il' liegen syiiinio

trisch auf der Transversale A^^^^. Setzt mau scliiiesslich für den

Wert aus XXI. ein, so wird

0"C7^ = (Pc-p) (pa+Pö-4p)

Denkt man Ü ü, üa'üa auf AA^ projidrt, so wird

ih'MetMiA=Ot"A:(h"Me =^9ii^9k—ha=9b+ Qc:Qb etc

folglich

:

(h''A:Ob**Mt'^ 9h+9ei9i (h"Bi(hn — p»— ^ :ffs

O«"^ : 0«"JI» « ^+ : Oe"JB : - +

:

«TU : (/'Ü. -= Po— P : P CTB : O^'Uft = p*— p : p

Oa"C: Oa"tf6 = pa+ p6:pa

06"C7: = pa4-p6:p6

(9c"C: = pc-p
Cf'C iCf'Üc P :p

Denkt man die Seiten der Dreiecke ABAy ABM^ ABAb^ AB^c
durch je eine Transversale 0£, 0£a, 0£b, Ö£e geschnitten, drOckt

die Abschnitte auf den Seiten von ABC durch «, »—b, a—e
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am vnd setit ftr «—5 : «— c ^ : ^ und hiernach Ar : «—
etc., 80 erhalt maa mit Hfllfe des Ceva:

XXXIII.

LA : L!^ Qb-i- de i Qa LcB : Lc"^, Qb— Q l ffm

LeÄiLeM« ^ ^--Q :9h LB iL^ -"9a+9«:9»

LkAi LhMk — pa— 9 ! -i^Ä : AiB« = 9»— ^ :

« p : ^«

ZaC: La(£a — (ff—

p

LC \L^ =paH-p6:p<r

.L»C: /««(^ = e«+ tf* • *

21. Es ist Wkl. BAA^= BCC^^ und weil AB^HC^ imd CiiJX&,

KreisTierecke sind, so ist aadi BAA^ — C^B^H nnd BCC^ » A^i^^
folglich Ci^iJSr = ^i^i/f d. h. im Dreieck ^,B,C, wird der Winkel

i?, durch BB^ halbirt, ebenso durch AA^ und C, durch CC,.

Daher sind HABC die Berührungskreiscentra ittr uli^jCj. Im Fol-

gendon soll immer ein spitzwinkliges Dreieck voransgesetzt werdeu,

für stumpf- und rechtwinklige Dreiecke erleiden die Formeln, in

welchen Höhcnabschnitte auftreten, geringe und leicht erkennbare

Modificatioaen. Der Umkreis für A^B^C\ ist der Feuerbachscbe

Kreis von ABC^ sdn Radins ist |, sein Mittelpnnkt M* liegt na<!h

I. in der Mitte von HM. Die Radien der Berührungskreisc für

A^B^C^ mögen mit q^Qu^qi^Qc^, die oberen Ilohenabschnitto HAMB
HC mit ha hh'hc, die unteren HA^ HB^ HC\ mit hd' h" hr" bezeichnet

werden, dann hat man mit Auweudung von XIX. auf das Dreieck

A^B^Ci'.

XXXIV. - 3r««

— cAC^ -W
oBA^ ^eBC^

— aCA^ '^bCBi

Nach 8. ist

folglich

:

XXXY. hjia' = 2rpa> = ^e—

Digitizc
^-



der merkwSrd^ Fünkle m DnieA. 199

Kit Hfllfe von XX. erhftlt man:

xxxn

4Af'A* — r«-f 4r()„» = r«-f 2AaAa' — -\- QtQc — QaP

In den ähnlichen Dreiecken ABC nnd J^&C* sind JZA und MA!
entsprechende Linien, folglich ha' ^2MA\ ht,'^2MB', he*=^2MC\
Ferner ist (cf. 17) J£A' — MK-^MÄ nnd Fi'— Jfr+1£4', daher

gldch&Ils nach 17.:

XXXVU. Pa— ß = 1t— h: Pft+ = 2r+ Aa'

? = 2r — At' pa+ Pc = 2r-j-Aft'

^c— p = 2r— Äff' pa H- ^6= 2r4-Ä*'

2A»' po— pfc-|-pc-|-p

2hc Qa-\-Qb— Qc-\-Q

22. Die Projection von OA anf ist A«— ^, folglidi im

Breieck OHA nach dem allgemeinen Pythagoras

— j(^a— p*— Pc -f p) — 2r^*+ 2Aa'p

wo zunächst ha'* — VCAa—A«") nnd dann fiBr Oil*,W nnd ha'ha"

die Werte ans dem vorhergehenden gesetzt sind. Ebenso findet man

OaH^ — p«(p«+pi+p«+p)--2rpi--2Aa'p

Nimmt man jetzt die Werte ftr 2V ans XXXVn., so folgt

XXXVIII.

0//2 2p» — 2rp» OiH^ = 2p62— 2rpi

0.il^ — 2Qa*—2r9^ OcH* ^ 2pe>—2r«^

Im Breieck ABA* ist

nnd im Dreieck ACA'
^

foldich:
44U»= 2i«+2ö"-««
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Entsprechend also in den Dreiecken OHM^ üaHM etc.

r^-i-4rea+ 4^«^

daher

XXXIX. If'O -^-e M'(h^^+H

d. h. Der Feaerbachscbe Kreis berttbrt die vier Berfthrongskreiae,

23. Eine Reibe von je drei gleichartigen Strecken sind die

Wurzeln kubischer Glcichaugen, deren Cocfficienten in den vorher-

gehenden Formeln durch die Grössen rp und « bereits ausgedruckt

sind oder doch sehr leicht ans ihnen ermittelt werden können. Ans
18a) und b) nnd XYIII. hat man:

XXXX. a-f i+ c = 2s

ab'-\-ac-\-bc = «*-f-4r(»4"^*

XXXXL ^a+ Cfe+ Pc ^+^

Qame =

Es war AA^ ein Durchmesser im Umkreis. Ans Aehnlichkeit der

Dreiecke ACA^ und ABA^ ergiebt sich b:2r= ho:e, daher ist:

2rftr, = hc 2rÄj = ac 2rÄf = ab

Ar^hjib — c.abc Ar^ahc = b.abc ^r^li^hc — a,abc

XXXXU. Äa+Ä»4-Ac - ^(s^+^if-^g*)

Aus XXXYII. folgt:

a) ha'+hb'-hh' = 2ir-{-Q)

und hieraus wegen

Digitized by G



mwkmSrügmi Punkte im Dreitck. 201

Schneidet AA^ den Umkreis in so ist A^ Gegonpunkt von H in

Bezug auf BC, folglich:

mid im Dreieck A^BC nach 20.

:

c) W-2rV W-2rA»" yA»' -* 2rV
daher

E» ist

daher
e) ÄaVA«'= 2r(i«-(2r+^)«|

Ferner

4r«.A.V= hc',ha'hh%' 4f».Jia''he" = h'.ha'h'hc'

Ar^M'hc" = hn'.ha'hi'hc'

Sr^ha'hb'he" = (ha'hb'he')*

daher

xxxxni. Ä„'-|-Ä6'4-;/.' = 2(r-|-(;)

A«"A*V->^{«*-(2r+^)^«

22. Nach XXXVII. ist

(W - e) = 4r«- 2r(A.'+ A*') +Aa'Aft'

= 4r»+2KA«'H-Ä»')+»a'A»' etc.

Bezeichnet man noch die Strecken 06>„ 00^, 00c mit n?, »c , ObOc
OaOc OaOb m\i ma vih 7iic ^ 13(? iJ(£ ÜB mit fl ^ c, so erhält man aus

XVIII. und XXIV. mit Hülfe von XXXXIII. leicht:

XXXXV. « 8r(2r— p)

««•mW — 256r*f•
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2Ui# Langt: Ein Beitrag zur J'heone der merkwürdigen Punkte im Ureiedc

XXXXVI. ma»+m6*+ mc« = 8r(4r-he)

''mV = 2ö6r**«

XXXXVU. ««4- l>»-f C« -~ i4r+9)

24. Die Strecken OB OC mögen mit »r^ O^A OtB OcC
mit va vb vc bezeichnet werden, so ergiebt sich aus XXI. mit Hülfe

von 22. und aas XXII.:

XXXXVm. wa^+nn^+wt* — «t~8fv+f'

ahc abC iianhUc ii'a^''bifc Q

VaVbVe hah^e mambtHc abc S
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XII.

Miscellen.

1.

Zar Theorie der aiymiitetlseheii Puikte.

Es ist üblich, den Curveupunkt, welchem sich ciac Curve in un-

endlich vielen, immer kleiner werdenden Windungen nähert, einen

asymptotischen Pankt zu nouueuj so z. H. ist fUr die Curvo, welche

in den Polarcoordinaten r und t* die Gleichung r — - hat, der Pol

ein eolcher Punkt

Mit gleichem Bechte werden wir anch jenen Ponkt einer Cnrre

als einen asymptotischen Punkt hezeichnen können, den die Cnr?e

erst erreicht, nachdem sie anendlich Tiele OsdUationen gemacht hat,

die dem betreffenden Pankte immer n&her rfldien und dabei immer

kleiner werden. Wir schonen ans ja anch nicht, ausser der Geraden«

welche irich einer Curve immer mehr und mehr nfthert und sie erst

im Unendlichen erreicht, (wie z. B. die Abscissenaxe OX die Gurre

y =• -), auch jene Gerade eine Asymptote za nennen, um welche
SC

sich die Curve in unendlich vielen, immer kleiner werdenden Schwin-

gungen bewegt und erst im Unendlichen in sie übergeht (z. B. die

Abscissenaxe 0J[ für die Curve ... v ^ - sin«).

Stellen wir uns zwei Curven der erst genannten zwei Arten yor,

so werden whr sogleich erkennen, dass sich der Badinsvector r in

bdden FAllen dem Grenzwerte Null nfthem muss, wenn der Polar-



204 Muedlm.

Winkel u ins Unendliche wächst — nur wird im 1, Falle u alle Worte von

0 bis X) durchlaufen können, während sich u im 2. Falle nur inuor-

balb gewisser Intervalle bewegen darf. Dies wäre z. B. der Fall bei

der Curve mit den Gleichlingen (r » - Vl+5*sin^ tang« hwaa)

oder (« —
^,
yas^nna), wobei « die unabhängig Variable ist

Wenn wir die genannten vier Curvenarten Tergleichen, so finden

wir gewisse Uebcreiustimmongen nnd Gegensätze, die sich am deat-

iichsten bei den Werten für or, y nnd r zu erkennen geben.

Z. B. haben wir bd den erwähnten vier spedellen Cunen —
wenn wir ttberall et als Veränderliche einfähren ~ für ein zunehmeu-
des «!

X zunehmend

y abnehmend

r zunehmend

sing

a

r — - yo*-|-a*sin*«
et

« annehmend

y zu- nnd abnehmend

r zunehmend

Asymptote der ' Asymptote der zweiten

ersten Art. i Art.

cos a

a

sin a

a

s= a

y= a

a
r = -

a

tt= o

« ah- nnd zunehmend

p zu- und abnehmend
r abnehmend

Asymptotischer Pnunkt
der ersten Art

sm«

r = -yi4-6»sin«a

fang« = Asin«

x abiielimend

zu- und abnehmend

r abnehmend

Asymptotischer Punkt

der zweiten Art

£s ist wohl nicht notwendig, die Analogien und Contrarien,

welche sich diesem Schema entnehmen lassen, besonders horvorzn-

beben --^ auch brauchen wir nicht erst weitere und allgemeinere
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Bctrachtongen «nzaBtellen um darzulogen , dass der asymptotische

Punkt der zweiten Art in die Beihe der asymptotisclion Elemente

aufgeuommon werden mass, wenn diese nicht lackeubaft bleiben 'SoU.

Betrachten wir nun jene Corve näher, welche nach Obigem einen

solchen Punkt haben soU. ^

In orthogonalen Ponktcoordinaten lautet ihre Gleichung:

a
y = bxsin-. Diese lässt uns sogleich erkennen, dass die Curve zu

X

beiden Seiten der Asymptotenaxe ¥¥' symmetrisch verläuft-, denn

2/ = /(^) ^at für a? — +a"i und x = — denselben Wert. Wir
brauchen daher nur die eine Hälfte der Gnrve, z. B. die rechtslie-

gende, zu untersuchen.

Um dies leichter tun zu können, führen wir eine neue Yeräuder-

a
liehe a ein, und setzen ~ «.

X

Die Garre C ist dann besthnmt durch die zwei Gleichungen:

Nimmt «r stetig zn^ so nimmt x stetig ab und nähert sich, wäh-

rend flt ins Unendliche wächst, der Grenze NulL

Anders y! sina durchläuft periodisch alle Werte von Null über

(-f-1) bis Null, und von da über (—1) bis Null; es wird daher

p c» äncfa stetig aus dem Positiven ins Negative und umge-

kehrt flbefgehen, wobei aber— da shi « <C a ist, nud der Unterschied

immer grösser wird — der absolute Wert von y in immer kleiuer

werdenden Intervallen sich bewegt

Bis a unendlich gross wird, hat sin« und auch 7j uneudlichmal

Null nach der positiven und negativen Seite hin überschritten und y

schliesslich deu Grenzwert Null erreicht, weil ja sin« nie unendlich

wird.

Die Curve C kommt also von dem unendlichen Punkte U her

und nähert sich, um die Abscissenaxe XX' oscillirend, dem Anfangs-

punkte O in unendlich vielen, immer kleiner werdenden Oscillationai.

Dem Werte a=:0 entspricht sc und y -» ^as

— a.b oder der Punkt U oo, y aö).
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In Polarcoordinaten sind (r — -yi-f-^'fin'a, tg« — 6 sin«) d
er

Gleich uQgeu der Gurve C,

Die zweite Gleichmig läset ans sogleich eilretmen, dase u nie

alle möglichen Werte annehmen kann, sondern wegen sina nur soleh

welche in den Grenzen:

O. . . arcUug(-i-&) ... o . . . arctang(

—

b) .

.

. liegen: diese

kehren aber periodisch wieder, wenn sich a stetig ändert

Was r betrifft, so sieht man, dass, fttr o = 0, r — oo, mit wach-

sondom a aber immer kleiner wird und sich dem Grenzwerte Null

nähert, wenn a ins Unendliche wächst

Somit wird das bestätigt, was wir oben über den Verlauf der

Curve C gesagt haben und nuu dabin ergänzt, dass die Schwingungen

um XX' die äussern Schenkel y und g' der Winkel C+Wj) und
(— Wj) nicht tiberschreiteu dürfen. (tguj = 6).

Wäre iu der Gleicliuug der Curve C . . . w «- tesin - der Factor

sin^ constant, so hätte diese die Form der Gleichung einer Geraden

die durch O geht Nun ist sin «j =— sinotg wenn — (2nil)»
oder wenn «j— = 2«n:; also liegen alle jene Punkte p,n (^m,ym)

auf einer durch O gebenden Geraden, bei welchen sich die Quotienten

— zn (2» l)n ergänzen oder um 2nn unterscheiden' (In der Figur

liegen die Punkte p], pg, ... auf der Geraden g^, die Punkte p,',

Pii Pa! • • • der Geraden g^') ... 1).

Für den Abschnitt OT der Tangente anf der Ordinatenaxe hat

dv tly o ob a
man OT =» y—

«

-f. Hier ist :f — Asin cos-, daher OTs=

o&cos -. Dieser Wort ist bei allen Punkten gleich , bei denen die
06

Summe oder Differenz der Quotienten — . . . 2nit beträgt (z. B. für

Pi und pi oder und pi) und entgegengesetzt gleich, wenn diese

Summe oder Differenz {2n±,l)3t gleich ist (d. i. z. B. der Fall Im
den Punkten pi und pt oder p^ und pi'). OT wird Null, wenn

2a 2a 2a»——».• • • • —rriA~- Für diese Werte findet sich

2^ = ^' - 3«' ^ i2a±lj^ Ä= Die entoprechei-
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den Punkte i',, J\\ i'^, F^' . . . genagen auch der Bedingung 1) und

liegen somit auf ddn xwd Geraden g und g\ welche zugleich vielfache

Tangenten der Curre sind. (Es sind das jene zwei Gerade, in deren

Winkel die Cnnre C osdllirt).

.
02*« oft cos - hat den grOssten, hesiehoogsweise kleinsten Wert

OT^ mm i «ft, wenn u —od, ^. Für diese Werte, welche

den Ponkten 17, W% ... entsprechen, ist aber anch -y^ ->

büa OOS- ein Maximum oder Minimom (0, -t-hn. . .),

denn ^ ~" ^ ^in;^ ist w&hrend ^ niur ftlr (0: *» o»

y — oft) . . . 17 Null, sonst aber abwechselnd positiv und negativ ist.

Die in XZ' gelegenen Punkte TTi, TTt . . . sind also Wendepunkte

der Curve, die Geraden T^W,, T^W^^ ^i^» T^Wi , , . ihre Wende-

tangenten; ü aber ist der unendlich ferne Punkt der Curve C und

TiU oder O eine oscullrende A^mptote derselben — daher kehrt

auch die Curve d auf derselben Seite von G, links von FF' aus dem
Unendlichen zurttdic.

Eisenstadt, Jan. 18Ö1.

Franz Schiffnor,

Lehrer an der k. k. Militär-Unterrealschule

in Eisenstadt (Ungarn).

2.

Ueber eine Bauncurve mit einem asymptotischen Punkte

und deren TangentenllSche.

Unter deu Raumcnrven, welche man bisher in der analytischen

Geometrie des Raumes und der Projectionslchre besonders stndirt

hat, nehmen die cylindrischo und konische Schraubenlinie einen her-

vorragenden Platz ein. Erstere entsteht, womi sich ein Punkt nm eine

feste Gerade A dreht und mit wachsendem Drehungswinkel gleich-

mässig in der Richtung der Drehungsachse A vorwärts schreitet (oder

sich gleichmässig von einer zu A senkrechten Ebene entfernt) ohne

seine Entfernung vüu A zu ändern; letztere, wenn sich der drehende

Punkt bei zunehmendem Drehimgswinkel gleichmässig vou der Dre-

hungsachse A und einer zu ihr senkrechten Ebene entfernt
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Efl liegt nun die Frage nahe, was fOr eine Gnrve entsteht, wenn
sieh ein Pnnht nm eine feste Oerade A dreht and die Entfernung

desselben von der Brehnngsachse sowohl, als auch von einer zn ihr

senlcrechten Ebene mit dem I>rehungswin]tel in einem nmgolKehrten

VerhAltnisse stehen?

Nehmen wir die Drehungsachse A als die verticalo Z Achse eines

orthogonalen Coordinatensystenis an, so werden sich die Acnderungen

in der Richtung von A im Aufriss, der Dreliuiigswiiikel und die Ent-

fernung deg erzeugeudi'u Punktes von A im Gruudriss in ihrer natür-

lichen Grösse projiciren. Nennen wir den Drehungswiiik« 1 >r
^ den

Radiusvector der Raumcurve r und dem entsi)recli('iid den Kadius-

vector der Gruudrissprojectiou so ergeben sich iür die Curve ü

folgende Bedingangagleichnngen: r' » » - cos w,

a , h

Wenn der Winirel, welchen der Radiusvector der Banmcnrve Ci

r — Vr'* ~ Va*+ h* mit der horizontalen Bildebene macht,

r' a
mit n bezeichnet wird, so hat mau cos « — oder cos« •= . .~ —

r l/«>»-|.4«

d. ist ein constanter Wert

Der Leitstrahl r der Raumcurve C ist also gegen die horizontale

Bildebene und gegen die Drehungsachse .1 immer gleich geneigt, und

es liegt deshalb die ganze Raumcurve C auf einem Rotatioi skegel K
mit dem Scheitel 0>, (Anfangspunkt des Coordiuateusystems) der Achse

A und der Neigung — nj seiner Erzeugenden gegen die Achse A.

Als Gleichung dieses Kegels A' ergibt sich: a:*-j-y* = dcuu

es ist y^onix mau daraus w mit Berucksichtiguug

h
vonV — eliminirt, so erhält man jene Gleichung, welcher aller

Curvenpunkte genügen mtlsaen.

Mau erkennt, dass der Kegel K in der Entfernung z = b von

der horizontalen Bildebene deu horizoutaleu Kreisschnitt x^-^y'^=a^

hat; dies oder cos«= -y--^^ lehrt uns den Kegel K einüsch con-

struiren.
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Hierauf gestfitzt können wir die Baimcorre C leicht abbilden.

Die Projeetion C der Care C a«f der horisoBlatoii BUdebene ist

a
nämlich eiue hyperbolische Spirale mit den Gleichungen z»— siutr,

r' — deren CoMtmction bei gegebenem Werte flOr a eise eanfacbe

ist, besonders wenn man berücksichtigt:

1) dass ihre SoVt:jigente den constanten Wert —a hat,

2) dass, wenn der Pnnkt P' der hyperbolischen Spirale C/ and

dvT Pankt (P) der EreiaevoWente, welche von einem belieUgen

Punkte der Absdssenacbae OX beachrieben wird, demselben Drehmigs-

Winkel besiehnngsweiseWälzungswinkel, entsprechen, die Tangente des

Punktes P' parallel ist mit dem Radiusvector des Punktes P. (Siehe

vorigen Aoisatz.)

[Wir haben, nm mit der analytischen Geometrie in der Ebene

in Uebereinstimmuug zu bleiben, bei der beigegebenea Figur die

Drehong entgegengesetzt jener der Zeiger einer Uhr, als die positive

angenoflunen].

Hat man die hyperbolische Spfarale €' gezeichnet, so kann man
zu jedem Punkte P' des Grundrisses den Aufriss P" finden, wenn

man jene Kegelerzeogende von K sucht, auf wdeher er Uogt Alf
jeder Erzeugenden des Kegels K werden sich unendlich viele Punkte

der Corve C finden lassen, weil ja C'^ unendlich viele Windungen um
O nmcht und immer wieder dieselbe Gerade O' trifft, wenn ic um
jhm gewachsen ist. Das geht überdies auch ans dem Umstände her-

vor, dass die Gleichungen der Gnrvc C ganz denen einer durch O
gehenden Geraden entsprechen, wenn cosf und siii /r constant wären.

Dies ist aber der Fall für alle Werte von f\ ilie sich um ^nn unter-

scheiden ; also kehrt der erzeugende Punkt immer wieder in dieselbe

zurück, wenn w um 2na gewachsen ist

Es Hessen sich wohl auch einzelne Punkte der Cnrve C durch

Vermittlung der Rechnung darstellen. Man hat so z. B.

fftr «0

9» »«00
Ttil LXVIL

O ... (0 — 0, y — 0, s as 0)

U
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Verbindet man die gefundenen Punkte P' . . . und r" . . . durch

je einen stetigen Zug, so erhält man zwei Bilder, den Grundriss C
und deu Aofriss C", der fiaumcorve C\ welche diese vollständig be-

stimmen.

Der Anfriss ist eine Cnnre, die von dem tineadlidien Punkte

der einen Kegelcontonrkante herkommend in unendlich vielen, immer
kleiner werdenden Schwingungen innerhalb der Kegelcontonr, dem

Punkte O" sich nähert Die Gleicbangen derselben ^= ~ cos w

,

b ab
« — oder X = ^«COB^ bestätigen dies vollinhaltlich.

Aehnlich verläuft die Kreuzrisscurve , deren Gleicliuugen

0 . b ab
y wm -sintp, « oder ys ;»8in- sind. (Nftheres ttber diese

Curve ^he vor. Anfe.).

Wenn wir den Begriff des asymptotischen Punktes einer ebenen

Curve erweitem und nicht allein jenen Punkt einen asymptotischen

nennen, welchen die Curve erst erreicht, nachdem sie unendlich viele,

immer kleiner weidendi; Windungen um ihn durchlaufen hat, sondern

auch denjenigen, iu weh heu die Curve durch unendlich viele, immer

kleiner werdende Schwingungen übergeht, so haben wir nacJi Obigem

eine Raumcurve C vor uns , dereu Grundriss , Aufriss und Kreuzriss

ebene Curven mit je einem asymptotischen Punkte sind. Das deutet

denn wohl auf einen asymptotischen Punkt in der Kaiimcurve selbst.

Ihr Verlauf ist auch wirklich dem outsprechoud.

Die fiaumcurve C geht von dem unendlichen Punkte 0,

ff^a, z ^<x>) ans, dreht sich — auf dem Mantel des Kegels K
weiterschreitend — fortwahrend um dessen Achse wobei sie dieser

und dem Funkte O immer näher rückt (denn r' — und

r
J
Va'-j-** werden bei wachsendem io immer kleiner), bis end-

lich, wt nn IC ins Unendliche gewachsen ist, also viele Umdrehungen

erfolgt sind» die Curve iu deu Puukt o ubergeht.

In einem sweiten Teile, welcher den negativen Werten von «?

entspricht, entfernt sich die Curve nach der entgogengesetiten Seite

hin in derselben Weise vom Punkte O; denn setzt man w

80 hat man afj = x — cosw^, = ~ smw,, a — — und sieht,

dass jedem Punkte P« ... +*•••) Punkt

(Pn) ... (stn, -j-pm — Sit, — r») auf derselben Seite der Goordi-
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natenebene XOZ, aber zu verschiedenen Seiten der Coordinatenebenen

XOY, YOZ und mit gleich langem, aber entgegengesetzt gerichtetem

Radiusvector entspricht. Es liüiintc daher der zweite Teil der Raura-

curve erhalten werden, indem mau ihren ersten Teil um die Coor-

dinatonachse YY' um 18(y {n) dreht Aus diesem Grande braacben

wir aueh den zweiten Teil von C nicht näher zu ontenaehen, und

werden deshalb in Hinkunft nur immer positive Werte fiUr w vorans-

setzen.

(a a
m= -cosu», y = - sin tr,

)

h

w

Bezeichnen wir die laufenden Goordinaten der Curventangenten

mit I, 97, t, die Coordinaten ihres Bertthmngspunktes mit y, %,

80 sind bekanntlich ^-7-^= ^-r^ = ^—r-- die Gleichungen der Tan-

TT • » *^ * • ,
f^y o

geutc. Hier ist x ^ = ~ ~8inw—^ cos y ^~ = -cos«?—

A sin IT, 3'= ^Ä — - i und somit hat man:

— annw co« » acosw nnw — —

als die Tangenteugleichungen. Durcli eine einfache Umformung lassen

sich hieraus die Gleicliungen: — «^(cos «•-[- ""siu = — «Asiu?/,

hii— af(sin ic— h-cos u:) — ab cos ^(siu u— «'Cos<t')— »/(cos w -\- u-siu^'-)

^ —a ableiten, oder kann man schliesslich die Curventangenten in

der Form:

£ — |£(co8ip+wsinw)— asinw, = |t(8^«^^wcoBw)+aco8i0

ansdrOcken.

Setzt man hierin, um den Schnittpunkt mit der Ebene XOY m
bestimmen, i = qp, SO ergibt sich £ = — asintr, 1/ = acosw oder

=. a> d. h. die Schnittpunkte aller Curventangenten mit der

horizontalen Bildeboie bilden einen Erois A, , dessen Mittelpunkt 0'

nnd dessen Halbmesser a ist.

Es lässt sich sogar auch der Spurpunkt 8 jeder Tangeute bei

gegebenen Werte to dircct finden. Es schneidet nämlich dio Gerade,

welche durch O' geht und mit OX den Wld. bildet, den Kreis k

14«
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in dem Pankto 3 ... (jt^ == acoswi, y, =» asinwi). Setsst man
TT

"~ 2 ^ cosiT] » «-sin» und smuri — cosw, Bomit haben

wir a-, = — asiiif, y = acosrr d. s. die Worte für den Spurpunkt

jeuer Taugeute, welche zum Wkl. ir gehört. Weun also der Puukt

P dem Drehungswinkel <r entspricht, so schneidet die Curventangente

im Paukte P die horizontale Bildebeue in dem Punkte, in welchen

die zu P'o' senkrechte Gerade den Kreis k trifft. Da für alle Cur-

venpunkte, welche auf einer Erzeugenden des Kegels K liegen, cosw

und sin iv dieselben Werte haben , so ist auch der Spurpunkt iu der

Ebene XOY für die Taugenteu iu allen diesen Punkten derselbe.

Damit sind ans die Mittel zur einfachen Lösnng vider Aufgaben

gegeben, von denen wir erw&hnen:

1) Die Tangeute der Banmcurve C zn constmiren, wenn ihr

Berfthvnngspuukt /^gegeben Ist Die m P'C senkrechte Gerade (ys

schneidet den Kreis k im Spurpnnkte SiS') der Tangente T, S'P'

ist also die erste, S^P^.die zweite Projection der Tangente 7. {8"

liegt in der Projectionsachse).

2) Bei gegebener Taugente T ... (T\ T") ihren Berührtings-

punkt zu finden. 1" trifft den Kreis k in S'{S). Die Normale 0'
P'

zu O'S' schneidet T' iu /'', der ersten Projection des fraglichen

Berührungspunktes P. P" iu T",

3) Die deydoppable Flflche der Banmcurve C an bestimmen.

Wiederholt man die nnter 1) angefahrte« Constmctlon f&r eine Reihe

von Curvenponkten, so erhält man eine Keihe von Tangenten 7, die

in ihrer Gesammtheit die entwickelbare Fläche der Raumcurve bilden.

Die Spur dieser Fl&che in der horizontalen Bildebene ist der Kreis

Jfe; nach Obigem mnss dieser Kreis eine vielfache Linie der develop-

pablen Fläche sein. In der beiget,^ol)enon Figur ist nur jener Teil

der Fläche abgebildet, welcher zwischen dem vielfachen Kreise k und

der Kaomcurve liegt

4) Die Schmicguugs- oder Osculationsebene eines gegebenen

Punktes der Baamcnrve an suchen. Da die Schmiegungsebene einer

Ranmcnnre aoj^eich Tangentenebene ihrer doTeloppablen Fläche ist,

so enthiUt sie ausser dner Tangente der Baumcnrve andi immer eine

Tangente jedes ebenen Schnittes der entwickelbaren Fläche. In u-
serem Falle ist der Kr^ k ein ebener Schnitt der deTdoppabfain

Fläche {Ck) und ee enthält also jede Schmiegungsebene auch eine

Tangente des Kreises k, nnd ä ist ihr Bertthmngspnnkt, der Sporponkt

jener Coordinatentangente, welche die Ranmcnnre in dem Punkte be-

mhrt« dessen Oscolations^ne gesucht wird. Die Schmiegangsebene
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F der Raiimcune für ihren Punkt P ist also bestimmt durch die

Curvcntangcnte rS(T) und die Tangente A', , welche den Kreis k

im Spurpunkte S der Geraden T berührt. Wie K^'sagt , ist diese

Ebene E zugleich eine Tangeuteuobene der entwickelbaren Fläche

(CX-) und hat mit dieser dio Erzeugende FS{T) gemein.

Ber Bichtiiiig8k€gel der developpablen FIftche (C, k).

Die Gleichungen der Curventangeute T sind nach Früherem:

£ — ^i;(co8w+icsinM')— asintr, ij -» ^^[(sintc— «'C08tt>)~i-ac0Stt7.

Bezeichnen wir die Coordinaten eines bctiebigen Ranmpuuktes

C mit Ii, ^1 und die laufenden Coordinaten einer durch C parallel

zu T gehenden Oeradea G mit i, ^, so mflssen dieser Geraden die

GHeiGhangen f Ii — «*

—

ti)] 9— »/i
=

(i
—

i^i) entsprechnn.

Weil Gl so muss m =^ (cosu^^u^inw) und ^(sintc—tocosto)

sein; es hat also G die Gleichongen:

j—5i— J(co8«H-«Binw)(a—fe), 9—i}i=|(8ini0>-toco8t0)(|—

Setzen wir 3 0, so erhalten vir die Basis des BiehtnngslLegels

in der horisontalen Bildebene bestimmt durch:

S—Ii —— |(cosw-|-«9Bini0)(^ and ^— = — ^sinw— wcostp}^

welche Glachongen uns eine EreiseTolvente erkennen lassen.

Für den Punkt P... — 0, i^^ssO,^ — als Kegelspitze

ergibt sich ^ = — a(cos*r+ ^t sin tr), ^== — a(siu'"— »rcostr) als

Eegelbasis. Das ist aber die Evolvente k, des Kreises welche der

Punkt . . . (x = — a, y = 0) beschreibt und also leicht zu constrairen

Damit ist auch der Bichtungskegel Fkg leicht bestimmt

Zu jeder Erzeugenden (@) ... Pö des Richtungskegels Plt lässt

sich eine parallele Erzeugende (S der developpablen Fläche {Ck)

finden, und umgekehrt. Offenbar sind auch die längst correspoudi-

reuden Erzeugenden d und (ö) die Flächen (CJc) und Pkg berühren-

den Ebenen parallel, und somit liabcn die Spuren ^• und ke dieser

Flächen parallele Tangenten 7nn und m^)>^ in den Spurpunkteu s und

a correspondireuder Erzeugenden @ und {Ü).

Der Richtungskcgel kann wieder vielfach sur Lösang von Con-

stmctionsaujfigaben benutzt werden.
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Sollen z. B. jene Curvcntangcntcn, boziehangsweise jene Erzen-

gcnden der enkwickelbaren Fläche (Ck) gesucht werden, welche zu.

einer gegebenen Ebene e parallel sind, so wird inaa durch die Spitze

F des Richtungskegels eine zn ß parallele Ebene logen und den Schnitt

derselben mit dem Kegel Fkt suchen. Parallel diesen Schnitterzeu-

gendeu gehen die verlangten Geraden und können nun leicht gefunden

werden, weil ja die Tangenten der Kreisevolvcnto h mit den Tan-

genten des Kreises k parallel sind, wenn ihre Borübrangspuukte Spar-

punkte correspondirender Erzeugenden sind.

Die Tangenten der Banmcnrre C von bestimmter Horizontal-

n^gmig Bind parallel Jenen Eraengoiden des Bichtongakegels

wdche xngleieh einem ans Pbesehriebenen Botationakegel angehören,

dessen Erzeogende die verlangte Horisontalndgong haben.

Wären jene Osculationsebenen der Raunicurve zu bestimmen,

welche durch einen gegebenen Punkt Q gehen, dann würde mau durch

Q einen zum Richtuugskcgel Fht parallelen Kegel Q(^-«) legeu. Die

Basis {k,) dieses Kegels in der hräizontalen Bildebene ist auch eine

Kreiserolyente und wird von dem Spurpunkte A jener Oeraden Cq

beschrieben, welche zur Curventaugente (£o ..• (| — ^j^« ^ a) pa-

rallel ist Bie zn suchenden Ebenen sind gemeinschaftliche Berüh-

mngsebenen der Flftchen (Ck) nnd Q{kt) und ihre Spuren in XOY
berllhren also k und {k«). Geschieht dies beaiehungsweise in den

Punkten b und («), so ist die fragliche Ebene (in der beigegebenen

Figur ist nur dne solche Ebene MNO gezeichnet) durch die paral-

lelen Geraden («)Q und sp bestimmt, von denen letztere eine Tan-

gente der Cnrve C sein muss.

Stellt Q einen leuchtenden Punkt vor, dann bildet die gefundene

Gerade ap die Selbstsehattengrenze der developpablen Flftche (Ck).

Die zur Richtung L parallelen Tangenebenen der entwickelbarcn

Fläche (Ck) sind zugleich parallel mit den Tangentenebenen eines

Richtungskcgcls , welche eine Gerade von der Richtung L enthalten.

In der Figur ist mno eine solche Ebene; ihre Berührungserzeugeudo

@2 Ist die Selbstschatteugrenze der developpablen Fläche für in der

Richtung L einlalieude Lichtstrahlen.

Eisenstadt, Febr. 1S81.
Franz Schiffner,

k. k. R. Lieutenant,

Lehrer a. d. k. k. Militär-Unterrealschule

in Eiseustadt
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3.

Velber (Ue panteUlNurkeit tou PriiufthleB dareh 4ie Fora

Bekanntlich lässt sich jede Primzahl von der Form 4/i-|-l und

jede zusammengesetzte Zahl, Nvelche nur Primfactorcn von dieser

Form enthält, durch die Summe von zwei Quadraten, also durch die

Form a^-|-i* ausdrücken. Die Zahleutheorie lehrt auch die Frage,

welches die jedesmaligen Werte von a und h sind, beantworten. In

den vorliegenden Zeilen soll versucht werden, eine Antwort auf die

umgekehrte Frage zu geben:

Zunächst ist als selbstverständlich anzunehmen, dass die beiden

darstellenden Zahlen relativ prim zu einander sind, sowie dass eine

derselben ungerade, die andere gerade ist, Dass a und h keine pytha-

gorälschen Zahlen seien, d. h. fOr ein ganzzahliges e nicht der Be-

dingung genagen dürfen, ist zwar ebenso selbstverständ-

lich, aber nicht so leicht zu übersehen; auch verlangen die nach-

stehenden Notizen eine Absonderung dieses Falles nicht

Weiterhin ergibt sich aus der Anwendung des dekadischen Zahlen-

systems Folgendes: Ist a ungerade und b gerade, so sind alle (^ua-

dratzahlen enthalten in den Formen

Somit übersieht man direct, dass ausser der selbstverständlich

nicht brauchbaren Verbindung

Wie kann man entscheiden, ob durch ^^'^ Prim-

zahl oder eine zusammengesetzte zahl dargestellt wird, ohne

dass man nötig hätte, a'-j-ft* wirklich zu berechnen?

a>5 1, 9, 5 ft*^0, 4, 6 mod. la

Diesen Formen entsprechen die Grundzahlen

as d: 1, 3, ö d= ±0, 2, 4 mod. 10.

as 5, 6^0 mod. 10
auch die Formen

keine Primzahlen darstellen kOnnen, weil für sie

a^-^b^=Eib mod. 10, also auch

sO mod. 6 wird.
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Durch diese Benmlniiig wird nuui direct aaf daijenige HiUsmittel

gewiesen , welches ermöglicht, die vorliegende Frage nmftswiider zu

beantworteD, nftniUch anf die quadratischen Beste.

Tst nämlich p eine Primzahl von der Form 4/i-|-l und q eiuo

solche von der Form 4i»4~3i uberzeugt mau sich für cia beliebiges

«, welches nnbedenklicfa *< 2~ 2~ <^^oi>^^ werden

kann, sehr leicht vou der Kicbtigkeit der lielationen

©- (t)

d. h. für die Primzahlen p sind die Zahlen a und — ir gleichzeitig

Reste oder Nicbtreste , für die Primzahlen'9 ist stets eine derselben

Best, die andere Nichtrest*).

Sobald sieh demnach eine Primsahl p finden Iftsst, für welche

die Congmeozen

jis_«J™od. 1)

gleichzeitig stattfinden, su luuss a^-\-b* durch p teilbar sein. Da
femer jede zusammengesetzte Zahl a'-|-&' notwendig mindestens

einen Prim&ctor haben muss, der ^ ya^-^-b* ist, und da ferner

ist, so hat mau nur nötig, zu eutscheideu, welche kleinsten Beste a

*} Ans den GrundsftUen über quadratische Beste lisft sich übrigens auch

ein beksonter Ssts der elemeatareii Matbeinatik aUdMo. Fftr iwd beliebige

ZsUm p md m igt tM»

«•S (flt— a)* mod. iit.

Ist also a ^ m und relativ prim zu m und bezeichnet man den quadratischen

Beet von a* mod. m mit eo ist «, abgesehen vom Voraeichen stets kleiner

alt ~; «Iflo hat man, wena m—o =s 6 gesetit wird

a*^b^ = ± 2o mod.

d. h. die Summe zweier Quadrate, welche relativ prim zu einander sind , ist

durch die Summe ihrer Grundzahlen nicht teilbar. Aehnlich liesse sich auch

zeigen, dass a*—b* durch a-{-b teilbar ist.
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und h darch Bivirion mit den PrimzaUen p, welche uiterhalb a+b
liegen, ergeben, sodann die qaadratiflehen Reste zu diesen linesran

Besten fOr die betreienden Hodnli zu bestimmen, nm danach dürect

die obige Frage beantworten zv Icönnen.

Handelt es sich darum, diese Untersuchungen in grösserem Mass-

stabe anzustellen, so dürfte es sich empfehlen, Tabellen aufzustellen,

welche für die in Frage kommenden Primzahlen angeben, bei welchen

"Werten von a und h sich die Reste von und zur Summe p er-

gänzen. Dana fiele das jedesmalige Berechnen der quadratischen

Beste fort

Nimmt man die direct untereinander stehenden Zahlen als zu-

sammen gehörig an, so findet man fUr die ersten fünf in Frage kom-

menden Primzalrien p folgende Gombinationen, deren jede 4

Möglichkeiten, im Ganzen also fUr jedes p p— 1 Möglichkeiten um-

schlicsst •

cß+bß ist durch p teUbar fttr

« — 5, wenn ±1 ] . ^

p = 13, „ a

b

17, „ a

h ±4! 8,' 5,' 7}"*^

29, „ «=± 1, 2, 3, 4, 6, 8, 11
\

„ h=± 12, 5, 7, 10, 14, 9, 13 j

mod. 29.

p - 37, „ a = ± 1, 2, 3, 1, 5, 8, 9, 10, 15
(

„ * = ± 6, 12, 18, 13, 7, 11, 17, 14, 16 i

In dieser Tabelle kann a resp. b sowohl die ungerade als auch

die gerade Zahl bedeuten.

Beispiele, a. Ist 7*+d2> eine Primzahl? AU kleinste Beste

findet man
7 = 2 32 =^ 2 mod. 5

7 S — 6 32 = 6 „13
7s 7 32= — 2 „17
7= 7 325 3 „ 29

1= 7 32= — 5 „37.
Die so gefundenen Bestepaare follen in der Tabelle filr |> » 29 und

jy =s 37 zusammen, also ist die Torliegende Qnadratsummo durch diese

Primzahlen teilbar. Und tatsächlich ist

73+32» «1073 — 29.37.
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ß. Ist 18*4-33^ eine Primzahl ? Die Berccbnang der kleinsten

Beste ergibt

18 2 2S= ^ S mod. 5

18= 5 23s— 3 „ 13

18= 1 23= 6 „ 17

18 = — 11 23 = — 6 „ 29

18= 18 23s — 14 „ 37.

Keia 80 gefundenes Bestepaar gehört nach der Tabelle zusammon*

also ist

18>+28> • 863 dne Primzahl.

In vielen Fällen >vird sich die Untersuchung noch durch folgende

Bemerkungen vereinfachen lassen.

Wenn eine der beiden darstellenden Zahlen a und b selbst eine

Primzahl von der Form 4n-|-l, oder ein Vielfaches einer solchen

ist, oder weuu Beides fQr a rosp. b zusammenfällt, so fällt die Probe

mit diesen Primzahlen fort, weil das Quadrat der jedesmaligen andern

Zahl durch diese Primzahl selbstverständlich, weil a und b relativ

prim zu einander sind, nicht teilbar sein kann.
^

Hat man z. B. IC+l^' zu untersuchen, so fiült die Probe mit

ö nnd 13 fort, es genügt diejenige mit 17. Da nun

10 = — 7, 13 = — 4, mod. 17

so ergibt sich aus der Tabelle, dass

10*— 23* — 269 eine Primzahl ist

Ist a-\-h ein nn^ciades Vit lt'aclies einer solchen Primzahl, so ist

zufolge der früheren Note, unter dem Texte der quadratische Rest

von für diese Primzahl derselbe wie derjenige von i^, also eine

Teilbarkeit durch diese Primzahl unmöglich. Ganz ähnlich Iftsst sich

nachweisen, dass anch, wenn a—b eine Primzahl 4ii+l oder ein

ungerades Yiclfiiches einer solchen ist, die Probe mit dieser Prim-

zahl in Wegfisll kommen kann. *

Endlich kann man häutig diroct erkennen, ohne die Quadrate zu

berechnen, dass

wenn unter die letzte, d. h. grösste Primzahl p ^ iu-\~l nnter

a-{-b verstanden wird. Besonders wird dies oft der Fall sein, wenn

die Grössen a und b erheblich differiren. Daun würde also auch die

Probe mit jj» fortfallen; denn wenn «--f auch durch pn teilbar

wäre, so mtlsste es anch noch kleinere Teiler enthalten, also schon

früher als zosammengesetzt erkannt worden sein.
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FOr das besonders gfinstigc Beispiel 84*4'^' findel man, dass

nacli dem ersten Teile dieser Bemerkungen die Probe mit 17 and 5,

nach dem zweiten diejenige mit 13 und 29, endlich nach dem dritten

diejenige mit 37 wcg&lieu kann. Damit sind aber alle in Frage

kommenden Primzahlen ansgeachlossen, also ist

34*+5* rr: 1181 eine Primzabl.

Berlin, 9. JoU 1881. Tb. Harmuth.

4.

Ueber den Sehnitt zweier Kegel zweiter Ordnung nach Curven

zweiter Ordnung.

Hat die Darchdringnngscnrvc zweier Kegel 2. Ordnung zwei reelle

oder imaginäre Punkte, so zerfällt sie in zwei Curven 2. Ordnung.

Zwei reelle Doppelpunkte sind vorhanden, wenn die beiden Kegel

zwei gemeinschaftliche Tangentialebenen zulassen, und für diesen

Fall ist die Construction conjugirtor Durchmesser der Schnittcurven

bekannt. Liegt die Spitze des einen Kegels innerhalb des zweiten,

so werden die gemeirischaftlirbou Tanu;cMtialeboncu imaginär; es fragt

sich nun, wann solche vorhaudeji sind oder besser, waun sich die

beiden Kegel 2. Ordnung nach (,'urvon 2. Ordnung schneiden, und wie

man coujugirte Durchmesser der Schuittcurveu hndet.

Nebmen wir an: die beiden Kogel 2. Ordnung schneiden sieb

nacb Cnrven 2. Ordnnng, welche wir mit D und bezeichnen. Die

Spitzen der beiden Kegel seien 8 und eine gcmeinschafUicbe

E^^ebene E schneide die Kegel nach den Curven B und B^. Pro-

jicbrt man D und aus S und ^ auf E, so erhält man B und B^.

Sollen sich also die beiden Kegel nach Curven 2. Ordnung schnei-

den, so müssen ß und coUinear gegen den Durchstosspunkt der

Verbindungslinie der beiden Spitzen mit E sein.

In Figur 1. sind Ji und 7i, die in der horizontalen Projections-

ebene liegenden Basen der beiden Kegel 2. Ordnung mit den Spitzen

und deren horizontale Projectionen S' und <S,' sind; r ist der

horiz. Durchstosspunkt der Verbindungslinie der beiden Spitzen. B
und B^ wurden coliiuear gegen c coustruirt.

Projicirt man D und i>i aus 8 und dann orthogonal auf die

horiz. Projectionsebene, so erhält man B^ D' und Dt', welche Cnrven

gegen 8* collinear sind; ebenso sind auch Dj, und D^* coUinear

gegen i^' gelegen.
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Ziehen wir uuu eiuen beliebigcu Strahl dnrch c und verbindea

die Schnittpunkte desselben mit B und mit den entsprechenden

Spitsen, so erhalten wir vier Punkte der Schnittcorveu
;

je zwei

Punkte, welche nicht in einär Eneugenden der beiden Kegel liegen,

gehören einer Schnittcunre an (Fig. 2.).

/ und U sollen der Curve D angehören.

Fflr diese Girve D sind p," und pj* oder und pt einander

zugeordnet, wovon man sich leicht durch projidren von / und n ans

8 und iS| auf £ ftbeizeugen kann.

Fttr Z>j haben wir die Zuordnung jj,'] oder i»^'].

Conatruiren wir in p^ und f% die Tangenten t und ii\ sie

achndden sich im Punkte d in A, dj ist der Schnitt der Tangen-

tialebenen in den Erzeugenden spi* und StPf^'^ daher T* eine Tan-

gente an jy im Punkte /' ist.

Es bandelt sich um die parallele Tangente zu T' an um
diese zu finden, ziehen wir durch S' oder S^' eine Parallele g' be-

züglich g^' zu T'. Die Schnittpunkte von g' und t oder ^/ und

geben Punkte von Gegenaxen der Systeme S', B und Si\ mit

der Axe Ä.

Benutzeu wir den Punkt J und ziehen von diesem die Tangente

an Ii. Wir erhalten den Berührungspunkt m und bei der Zuordnung

für D den entsprechenden Punkt %, wie man sich leicht mit Hülfe

der Geraden mp^ und n^p^' ttberzeugen kann.

Im Schnitte von m8' und m^S^' erhalten wir einen Punkt 3 von

ly, in welchem die Tangente paraHel zu T ist Die Endpunkte des

% coiijugirten Durchmessers sind leicht gefunden.

A ist die horizontale Spur der Ebene von D.

Nehmen wir die zweite Zuordnung» bo erhalten wir auf dieselbe

Art wie früher coi^ngirte Durchmesser von D^*,

ö ist ein Punkt der horiz. Spur von /), ; einen zweiten Punkt

können wir leicht auf ähnliche Art finden, oder indem wir den Scbnit-

punkt von mit der Taugente in p^ aufsuchen.

Bd unserer Annahme ist eine Schnittcurve eine Hyperbel

Die Asymptoten - Kichiuugcn erhalten wir, indem wir durch S

oder eine parallele Ebene zur Ebene der betreffenden Schnitt-

curve coustruiren und die Schnitterzeugenden aufsuchen oder indem

wir durch ^ (oder ) eine Parallele zur horizontalen Spur der be-

I
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trefFenden Schnittcurve zeichnen, und wo diese die B (resp. B^) trifft,

erbalten wir die Punkte, welche mit den hctreffenden Kegelspitzen

verbunden, die Richtungeu der Asymptoten geben. Haben wir die

Asymptoten, so können wir leicht die Axe der horizontalen Proj. der

Hyperbel finden.

Die Leitlinien zweier K^l 2. Ordnung sind in der horii. Proj.-

Ebene collinear gegen den horiz. DorchBtosepunkt der Terbindnngs-

linie der Setzen gegeben. 8 ist die Spitze des einen Kegels. Wir
können die Spitze des 2. Kegels (iS^) so bestimmen, dass eine Schnitt-

csurve eine Parabel wird (Fig. 3.).

Wir nehmen £h als hpriz. Spur der Ebene dieser Parabel an.

Ziehen wir paralj^ zn Zh die Tangenten an B und B^. Fftr

unsere Schnittcurve sind dann p," nnd oder und zugeord-

nete Punkte. Der Schnittpunkt der durch p^' zu p"S' geführten

Parallelen mit S'c ist die horiz. Project der Spit/p (los 2. Kegels.

Die Erzeugende S'p^' gibt ans die Richtung der Axe der horiz.

Proj. der Parabel an. o'h ist ein Durchmesser derselben, und o'd

die zagehörige Tangente. Die Lage der Axe ist leicht bestimmt.

Für die 2. Dorchdringongsconre haben wir die Zuordnung (p^',

Ps')» oder (pi", p^'). Es ist dann I*II** ein Donshmesser, nnd

die Bichtang des co^jagirten Dorchnessers der 2. Schnittcurve.

Denn I6 ist eine Tangente der 2. Curv(\ Wir haben nun durch

»S' eine Parallele zu lö zu ziehen bis t getroflen wird (in der Figur

in z/) und durch diesen Punkt eine Tangente an B zu legen. Diese

Tangente ist aber schon /(, da pJ das Aehnlicbkeitsceutrum der Drei-

ecke und S'pi'J ist, und daher die Parellele zu Jö durch S'

im Schnittpunkte von t und t eintreffen muss. Dem Berührungs-

punkt pi" von t entspricht jetzt der Punkt pi\ daher der Schnitt-

punkt H der Erzeugenden p^'S nnd p/S, ein Punkt der 2. Schnitt- .

cnrre ist, in welehem die Tangente parallel zu der in J ist

Wir können auch von der Tangente ///> ausgehen und durch

die Parallele zu IIB- zeichnen u s w. Wir linden dann, dass / ein

Punkt der Schnittcurve mit einer zu II& parallelen Tangente ist.

Jg. Dickl,

Hörer der k. k. tech. Hochschule

zu Graz.
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' 5.

TMifentenaoastraetloB 4er Astrol4e*

Die beiden hübschon Coiistructioncn, welche A. Sucharda, auf

die Rt'tnii'htuüg projectivischer fÜgcnsrhafteu gestützt, im 3. Hoft

(S. 321. flgd.) des OG. Teils dieses Archivs veröffentlicht hat, habcMi

mich veranlasst, die Aufgabe auf analytischem Wege anzugreifen.

Der Hinblick auf das bekannte Ergebniss gestaltet die Lösung zu

einer sehr einfachen.

1) VerallgCDieinert man die Aufgabe, so heisst sie folgender-

massen: Eine Gerade von gegebener Länge a gleitet mit ihren End-
punkten auf zwei Geraden, die sich unter dem beliebigen Winkel ir !

schneiden, und umhüllt dabei eine Curve. Verlangt, von einem
|

Punkt ^, n aus die Taugenten au die Curve zu legen.

Wir nehmen die beiden festen Geraden zu Coordinatenazen, deren

Dnrchachnittspnnkt 0 beiase. Die Stacke, welche die bewegüche Ge-
rade von den Coordinatenazen abschneidet, soUen p und q heissen.

I) Diese Aufgabe lautet auch, durch einen gegebenen
Punkt zwi sehen die Schenkel eines gegebenen Winkels
eine Gerado von gegebeucr Länge zu legen.

Wir haben die beiden Bedingungen

Setzt man n — ~, so wird liieranfi die Richtung der durch den
P

Punkt I, 7i
gehenden Tangente durch die Gleichung bestimmt

.

^^^^'(»2^2fico8»+ l) - (U)

Zieht man zu den 4 Tangenten Parallelen durch 0, so ist ihre Glei-

chung
y « «UV.

Diese 4 Geraden schneiden den Kreis um 0 mit dem Radius a

in vier Punkten, welche als die Durchschuittspunkte des Kreises mit

einem Kegelschnitte betrachtet werden können. Da hiemach von dem

Kegelschnitte nur 4 Punkte gegeben sind, so kOnnen wir noch die

Bedingung hinzufügen, dass er auch durch den An&ngspunkt der

Coordinaten gehen soll. Seine Gleichung ist demnach

my^-\-2bxi/ -l -f 2di, -f- 2«ß « 0,

während die Gleichung des Kreises ist:
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Eliminirt luan z and y zwischen diesen Gleichnngen und der

Gleicbang y — ne, so erhält man

Diese Gleicbang wird identisch mit II), wenn man setzt

Der gesuchte Kegelschnitt hat also zur Gleichung

iay+ly—^ = 0 <in)

Die beiden durch diese Gleichung dargestellten Hyperbeln, deren

Asymptoten den Coordinatonaxen parallel sind, genügen also der Be-

dingung, dass die Vorbindungslinieu ihrer Durcbschiiittspunkte mit

der Kroisperipheric mit dem Punkte U der vou I, »/ aus gezogeuen

Tangenten parallel seien. Obgleich wir auf diese Weise acht Durch-

schnittspunkte erhalten, gibt es nur vier Richtungen, weil die Ver-

bindungslinien zu je zweien auf einander fallen.

Die Hyperbel, welche für w 90*' zu einer gleichseitigen wird,

ist nicht von a, sondern nur vou s. ri und co abhängig. In beiden

FAllen ist ihre Öl^ehnng, auf diesen ids Aa&ngspunkt der Coordi-

naten 'bezogen,

— — Ii?-

Die Axen der Hyperbel sind a » 2Va;y cos^, 6 <— 2 V^^sin ^*

Die Hyperbel ändert also nur ihre Lage und nicht ihre Form,

wenn I und >/ sich so ändern, dass ihr Produet constant bleibt, das

beisstj wenn der Punkt, vun welchem aus die Tangenten gezogen

werden sollen, eine Hyperbel beschreibt, die die festen Geraden zu

Asymptoten hat. Da uuu nur die Richtung der Taugenten bestimmt

werden soll, so kaun mau in diesem Falle sich mit einer einzigen

Hyperbel begnügen, während der Kreis verschoben wird. Wie aus

dem Vorhergehenden ersichtlich ist, ergiebt sich nunmehr folgende

eiuÜMshere Constmction: Bewegt sich der Punkt |, tj anf efaier Hy-
perbel Jij, welche die beiden festen Geraden zu Asymptoten hat, so

constmirt man die coi^agirte Hyperbel und sucht deren Dnrch-

schnittsponkt mit mnem Kreise von Radius a, dessen Mittelpankts-

ooor^inaten | und — i} oder — IS nnd +i} sind. Den Yerbindnngs-

Italien dieses Mittelpunkts mit den Durchschnittspunkten sind die

gesuchten Tangenten parallel. Wenn nur oin Punkt i^'fi gegeben

ist, so lassen sich bekanntUch die bdden Hyperbeln leicht constmiren,

welche dieselben bleiben fttr jeden Wert von a.
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2) Ob die zweite Aufgabe, auf der beweglieben 0eradj
in jeder ihrer Lagen den Berahrnngspirnkt m find)
sieb also allgemein fiir jeden Winkel c» lösen lässt, erscheint mir«
jetzt noch zweifelhaft. Ich teile daher vorläufig die Entwickelung'

für den bcsondoru Fall co =r90^, auf den sich auch Sucharda bcschi

Sind x\ y' die Coordinaten des Berflbmngspiinlcts, 80 hat man
beiden Gleichungen

£liminirt man zwischen beiden 9, so kommt

IMe Derivirte dieser Gleichung ist

Rekauiitlii'h inüsson beide Gloi('lning<Mi gleichzeitig durch x\ y'

befriedigt werden. Multi])Iicirt man die erste mit 2 und die zweite v

mit uud subtrahirt, so erhält mau

a«»'«-f»'(j»»+t»«>4y - 0; -1

Daraus «= ^, iCg'— folglich — 9, ^i'— Nur die zweiton

Worte genflgen der Oleichnng V^'= Bio Normale im Paukte^

«y hat daher zur Oleichnng

oder

qSf
—px

('-Ä-;('-5)-

Da diese Gleichung durch y = q, r p befriedigt wird , so or«

gibt sich folgende Constroction. Durch die P^ndpunkte der gegebenen

Tangente zieht man Parallele zu der festen Geraden und fallt von

ihrem Durchschnittspunkt (der auf dem Kreise um 0 mit dem Radius

a liegt) eine Senkrechte auf die Taugente. Der Fusspunkt ist der

verlangte Berührungspunkt Dr. Stamm er. ;

XJ
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Sehneil: Der Bemü de» Ptokmaueeekm SalM». 225

XUL

Der Beweis des Ptolemäusschen Satzes.

Von

Herrn Dr. Schnell.

Das Product der Diagonalen eines Selincnviorecks ist gleich der

Summe der Prodacte der gegeuüberliegeudeu Seiten.

§ 1.

Sehnenviereck kann nur ein Viereck sein, dessen Gegenwinl^
gleich 2 Rechten sind.

Daher sind Sehnonvierecke:

1) Quadrat und Oblongum,

2) Gleichschenkliges Trapez,

3) Jedes Trapezoid, welches die allgemeine Bedingong erfüllt

Unter den Trapenriden yerdient dn Viereck lier?orgehoben zn

werden, dessen je zwei Nebenseiten gleich sind. In ihm stehen die

Diagonalen senkrecht anfeinaader; die grossere Diagonale halbirt ihre

Winkel nnd die kleinere Diagonale; die Gegenwinkel, welche die

letztere teilt, sind gleich. Wir wollen es zur kurzen Bezeichnnng

der Aehnlichkeit wegen Draco nennen. Die i^dchen Gegenwinkel

dea Sehnendraco suid rechte.

§2.

Der Ptdemäns lAsst sich behn Quadrat, OUongnm nnd Sehnen-

draco schon ans den SAtzen des rechtwinldigen Dreiecks beweisen.

Tan izvn. ift
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226 Schnell: Der Beweis dea Ptolemäusschen Salzes.

Bei den beiden ersteren beweist der Pytbagoras, weil die Dia-

goualen so wie die Oegeoseiteii gleich Bind.

Beim Sehnendraoo beweist der Satz, dass im rechtwinkligen

Dreieck das Product der Katheten dem Product der Hypotenuse und
der Höhe auf. dieselbe gleich ist, in Verbindung damit, dass zwei

Nebenseiten gleich, die kleine Diagonale aber halbirt ist

S8.

Die Diagonalen eines Vierecks können entweder sämmtliche vier,

oder zwei oder einen Winkel halbiron. Das erstere ist im Qnadrait,

das zweite im Draco und dem gleichschenkligen Trapez, dessen eine

Grundlinie dem Schenkel gleich ist, der Fall, das letztere kann in

jedem andern Trapezoid der Fall sein.

Geht man von einem halbirten Yiereckswinkel ans, so ergiebt

sich der Beweis des Ptolemftns aus der Aehnlichkeit der Dreiedce

ohne Ziehung einer HfllfiBlinie.

Nehmen wir den Fall eines Trapezoids mit einem halbirten Win-

kel in Fig. 1.

Yoranssetznng. WkL. a «= WkL ß.

Dann ist:

Dreieck ABE oo ADO
Dreieck ADE oo ABC

folglich: AB.CD^ BE,AC
AD.BC-» DE.AC

addirt: {AB,CD)+(AD,BC) — BD.AC

Die Anwendung auf die übrigen Fälle ist selbstverständlich.

§ 4.

Wahrscheinlich, obgleich der Almagest keine directe Andeutung

darüber enthält, bat diese Wahrnehmung den Ptolomäus auf die Idee

seiner Beweisführung gebracht. Er bertlcksichtigt nur den Fall, dass

Wkl. A durch AC ungleich geteilt ist. Um nun den Beweis der

Fig. 1. auch hi(T analog anwenden zu können, niuss offenbar in

Fig. 2. der Wkl. BAE dem Wkl. CAD^ und damit der WkL DAE
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dem Wkl. BAC gleichgemacht werden. Daim Teriftnft der Beweis

ganz mit der Bezeichnung der Fig. 1. *)

"Während dieser Beweisführuug der Vorzug der piaktisclien Ein-

fachheit und Kürze nicht abzustreiten ist, leidet sie vom wisseu-

schaftUehen Staadponkt ans an dem Maugel :

dass sie nicht gradezu auf das Ziel losgeht: uuter Anle-
gung eines gemeinschaftlichen Flächenmasses
die Inhaltsgleichheit der bezüglichen Producte nachzuweisen.

Dass diese Beweisfilhrang m(^ch ist, ergiebt das Folgende.

§ 5.

Bie natürliche Masseinheit für alle Flüchen, die za dem Kreise

in Beziehung stehen, ist das Quadrat des Radius, aus dem der Kreis

erwächst, oder des Durchmessers als grOsster Sehne und 2r.

Nehmen wir zunüdist den Quadratdurchmesser als Einheit

an. Daun stellen sich die bezüglichen Producte als Rechtecke dar,

deren Grundlinie der Durchmesser ist, und dereu .,Höhenlinie" ge-

funden werden soll. Der analytische Plan geht demnach daraut hinaus:

die Gleichheit der Höhenlinie des Diagonalenproducts und
der Hüheuliniensumme der Producte der Gegenseiten nach-

zuweisen.

Der entscheidende Satz ist:

Das Product der Schenkel eines Peripherie-
Winkels ist gleich dem Product aus dem Durch-
messer und der Höhe auf dieKichtung der Sehne
des Winkels.

Es sind hier 3 Hauptfälle zu unterscheiden:

a) das Centrum liegt in der Winkelflüche (Fig. 3.),

b) der eine Schenkel ist Durchmesser (Fig. 4.),

c) das Contrum liegt ausserhalb der Winkelflüche (Fig. 5.).

Im ersten und dritten Fall ergiebt sich der Satz aus der Aehn-

lichkeit der Dreiecke AJJü und ACE, denn auch im dritten Fall ist

*) Unterer Ansieht nach sollten in den Lebrbfichent beide XWe gleiche

BerAcknebtigang finden, weil die gewöhnliche einseitige Behandlung anf den

Schüler SU leicht den Bindraek der blossen ZufUligkeit nnd Willktti* macht.
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228 Sehne II: Der BemeU dea PtolemdMea^Aen Sattte.

der gemeiDSchaftUehe Bogen der Winkel ABD nnd AEC arcos ABC
Im «weiten Fall ist die Kathete AB selbst Höhe anf die Bichtnng

der Sehne BC.

Es ist hier noch der Fall zu Ijcrilcksichtigen, dass beide Schen-

kel sich docken, also der Poripherievvinkcl JJAC = (y^ ist. Hier

verschwindet zwar die reelle Sehne, allein aus den progressiven

Sehnonrichtungeu bei progressiver Anniihcrung der Endpunkte der

Schenkel eines Peripherie- oder Centriwinkels lässt sich schliesseu,

dass als Richtuugslinio der zwischen den vereinigten Endpunkten za

denkenden ideellen Sehne die Richtnng der Tangente des Yereinignngs-

pnnktes anzos^en tot

Die Richtangslinie der ideellen Sehne des Winkels BAC liegt in

der Tangente JCF^ und die Höhenlinie darauf ist der Durchmesser

selbst

Die Bichtnngslinie der ideellen Sehne des Winkels GAH liegt

in der Tangente FJ und AJ ist die Höhenlinie. Hier Iftsst sich zu-

gleich Probe der Bichtigkeit der Anschauung machen. Zieht man
AK» AG, so ist die Höhenlinie ihres Products AL und diese muss

AJ gleidi sein. Die Gleichheit folgt aus der Congmenz der Drei-

ecke AGJ und AGL-f denn

AG = AG
Wkl. L = Wkl. J

WU. AGJ— Wkl. AGL

weil die dazu gehörigen Bogen AG und AK gleich sind.

Zu bemerken ist noch , dass , wenn die gleichen Schenkel eines

Peripheriewiukels sich iiiclit dcrken, wie AH und AK, die Höhen-

linie stets in der Richtung des Durchmessers von der Winkclspitze

aus liegt

§ 6.

Soll nun der in § 5. enthaltene Satz Anwendung auf den Ptole-

mftus finden, so mflssen die. Gegenseiten in Nebenseiten yerwandelt

und die Diagonalen zu Schenkeln dnes Peripheriewinkels zusammen-

gelegt werden. Die Verwandlung geschieht am ein&chsten durch

Umlegung zwder Kebenseiten.

In Fig. 7. ist ABCD das gegebene Sehnenviereck, AC und BD
sind die Diagonalen. Indem BC und CD ihre Plätze wechseln, ent-

steht das Viereck ABZD. Die Diagonale BD bleibt in ihrer Lage.

Wenn wir nnn die Bogen AB = o, BC« CD^c und DA — d
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uunnon, so ist die andere Diagonale AC Scbne der Summe der

Ncbciibogen a-\-/j oder c-\-d. Man kann sie an oder D legen,

hier gescliieht es an B, indem man auf dem Bogen ADZ ODtwedor

ö yon A oder ä von Z aus nach E abträgt. Dauu soll sein:

(AB,BZ)+(AD,DZ) = BD.BE

Beweis. Um die Fig. 7. nicbt zu sehr zu überladen ist das

neu gebildete Sehnenvierock ABZD mit BD uud ßE iu Fig. 8. be-

sonders gezeichnet

Pa nun
Bogen AB •=» h oder

Bogen ZDE d

* 80 ist die Bicbtoog der Sehne DE des Diagonalonwinkels DBE
parall^ zu AZ^ der gemeinschaftlichen S^ine der beiden Snpple-

mentär-Peripheriewinkel ABZ and JJ}Z,

Die Höhenlinien der Schenkolproducte dieser beiden Winkel sind

BF und DG, die Höhenlinie des Schenkelproducts des Diagonalen-

^Vinkels BH, und da
DO — FH

80 ist

womit der versprocheuo Beweis ausgeftthrt ist

Denn da
{AB.BZ)+iAD,DZ) — BD.BE

und
BZ^CD
DZ'^BC
BE — AC

m

80 Ist (AB, CD)^(AD.BQ = AC.BD

Man verfolge diese Beweisführung auch an Sehnenvierecken,

deren eine Seite Durchmesser ist oder deren Fläche ausserhalb des

Centrums liegt, so wie am Quadrat, Oblongum u. s. w. Für Beur-

teilung aller dieser speciellen Fälle ist durch den § 5. gesorgt

Als Nebensatz des Ptolemäos aber ogiebt sich aas vorstehender

Betrachtang der Satz:

Die Schenkelprodnctensamme zweier ein Sehnen*
iereck bildender Peripherie winkel ist gleich

dem Schenkelproduct eines Winkels, dessen
einer Schenkel Yerbindangslinie der beiden
Winkelspitzen, der andere Sehne zweier sam-
mirter Oegenbogen des Vierecks ist
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Stellt man diesen Satz voran, so crgiebt sich der Ptolem&ns von

selbst. Denn» wenn man die Schenkel diT „zwei^ Winkel zu Gegen-

seiten eines Sehnenvierecks macht, so sind die Schenkel des „einen**

Winkels Diagonalen des Vierecks.

§ 7.

Nehmen wir lant Eingangs des § 5. den Quadratrad ins als

Flächcnmass der zu bildcudcn Schenkclproductc au, so ist die Be-

woisfiihruug, mechanisch angesehou, svlir eiufach, indem man ledig-

lich die vorstehend gewonnenen Höhenlinien verdoppelt Denn

A.dia]n=s2A,r

Wir ziehen jedoch die selbststäudige Lösung der Aufgabe vor,

weil sie an sich mchreres Interessante bietet

Wie im Yorsteheudeu der Durchmesser als constante Grundlinie

der fragUchnn Rechtecke angenommen und die Höhenlinie gesucht

ist, so nehmen wir hier den I{adius als constante Höhe an und

suchen die Grundlinie oder „L&ngenliuie*^ dazu.

Wir werden bald sehen, dass sich diese Längenlinie nur au-

nahmsweise als eine einzige , in den meisten Fällen aber als Sunns
oder Differenz zweier Linien im Kreise darstellt

Zur kürzeren Bezeichnung und loichtoreu Handhabung der For-

meln trostatte mau mir die fjinführuiig cinos Begriffs, der auch in

andern Beziehungen wiclitig werden kann, desyenigea der „Cochorde"

(cocb), worunter verstanden wird:

Die Sehne (chorde, ch) eines Bogens, welche mit einem

gegebenen Bogen oder dem Bogen einer gegebenen chorde

oder eines gegebenen Winkels 180^ ausmacht

Die coch wird construirt, indem man von einem Ende des ge-

gebenen Bogens ans den gegenüberliegenden Endpunkt des Durch-

messers bezeichnet; die Gerade von diesem Endpunkt zum andern

Bogenende ist die coch.

Bezeichnet man den gegebenen Bogen mit ai'C, so ist die coch

desselben,

1) wenn arc 180", ch(18ü*^— arc) und positiv

2) „ arc = 180^ — cli(ü)

3) „ arc> ISO», » ch (arc— ISO^) und negativ

4) „ arc « 0^, — ch ISO*' und positiv

5) „ arc — deo*», — ch und negativ.

1
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Der einfachste und gewöbulicbe Fall ist der erste, wie in Fig. 9.

A.TCAC ist gegeben und da B der Endpunkt des Durchmessers von

O aus ist, so ist arcAB =^-- 180°— arc^C, also AB die cocbarc^C.

"Wäre der erhabene arcC'^lZ^i^ gegebeu (dritter Fall), so würde die

coch desselben BF and negativ sein.

Ch und coch bilden einen rechten Peripheriewinkel, dessen Sehne

der Durchmesser ist

Die Summe der Gentrivinkel, denen sie angehören, ist = 180^,

der bezQgliehen Peripheriewinkti = 90".

Der Zusammenhang der ch und coch des Periphcriewinkels a

mit sin CE und co8i>£ des gleichen Goitrivinkels ist miTerkennbar.

Fragen wir mm snnttdist nadi der Längenlinie des Schenkel-

prodttcts eines einzelnen Peripheriewinkete bei Annahme des Ra-

dius als Höhe des Products und benennen die den Schenkeln zuge-

hörigen Bogen mit a und 6, so zwar, dass, wenn sie nicht gleich sind,

a den grösseren bezeichnet, so ist der entscheidende Satz:

Das Schcnkelproduct eines Pe^il)herie^vinkels

ist gleich dem Product aus dem Radius und den
Cochorden 1) der Differenz der Schenkelbogen
und 2) des Bogens des Peripheriewiukels.

cha.chft — [q^cochCa— »)7 coch(360^—a~d)]r.

Beim Beweise dieses Satzes sind verschiedene Fälle zu unter-

scheiden:

1) Der gegebene Winkel ist stumpf, Winkel ABC ist gegeben,

die Schenkelbogen sind a und 6, der Bogen des Winkels axcADEC.

Um die coch(a— b) zu finden, trägt man b auf a von A nach H
ab, von H bemerkt man den gegenüberliegenden Endpunkt des Durch-

messers in D und verbindet D mit B,

Ebenso verbindet man, um die coch des Winkelbogcns oder

(360^— a— &) zu finden, den A gegenüberliegenden Durchmesser-

endpunkt E mit C.

Die erste coch ist positiv, wdl (a~5)<180", die zweite nega-

tiv, wefl (3600-a— Ä)> leO».

Es soll daher sein:

AB,BC =5 CE)r
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Um dies zu bewcisou, verläugert mau EC\ bis EF= BD, daun ist

Zieht mau nun noch die Hilfsliuieu BF^ BG und AG ^ so lässt

sich die Aehnlichkeit der Dreiecke CBF und ABG beweisen. Denn,

da BH parallel AC^ BD senkrecht aaf BH^ und EC senkrecht auf

AC^ so sind BD und CE Parallelen, und da DE= sowohl BC nie

CJF; 80 ist BC— ^F, also Dreieek OBjP ebenso wie ein gleich-

schenkliges Dr^eek, nnd da endlich Winkel BCF^ BFC=sBDB
mit Winkel BAG denselben mECB hat, so ist die AehnUcfakett

bewiesen. Dann Twfailt sich

ABiAG CFiBC

AB,BC^ CF.r — (BD-^CEir

8) I>er lIHnkel ist ein rechter.

Dann ist die zweite coch 0, es bleibt nur coch(a— b) nnd der

Beweis ist einfach.

3) Der Winkel ist ein spitzer.

Hier haben wir xa mterscheiden

:

a) ia— b) < IdKfi

b) (a— 6) = 1800

c) (a-*)>1800

Der Fall sab

Sa) hat das grösste Gebiet.

ABC ist der gegebene spitie Winkel, a^h BH) ist eben-

sowohl wie arc^{7<180>, folglich sind beide coch BD m»d CE
po^tlT. Nachdem CE nm BD bis F verlängert ist, ergiebt sich die

Aehnlichkeit der Dreiecke AGB und CBF. Also ist;

AB '.r (BD-j-CE) : BC

AB,BC— (BD+CE)r

db) (a—b) des spitsen Peripheriewinkels ist 180^.

Dann ist coch(a

—

b) -» 0.

iUB.SC— ooch(d6(y^—«—

Beweis einfach.
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3c) (a—6)>1800

Dann mass a> 180^ und »< (a—lSOf^ eein.

ABC ist der gegebene Periphericwinkel; als Bogen des Schen-

kels AB ist nicht etwa avc ACIi . sondern aic AH/'JB zu betrachten,

weil sonst a und b in oiuauder übergeben würden.

a—h (b=s'AH) ist arcBD^H, also >180^ demnach codi

<a— = £Z) negativ, wfthrend die zweite ooch CB poBitiv ist.

I>aher:

Der Bewds folgt, nachdem man DF*^ CE gemacht hat, iviedernm

ans der Aehniichkeit der Dreiecke AOB und BCF.

Damit sind offenbar alle möglichen FlÜle erschöpft and in allen

hat sich die Formel:

cha.chd = [HFcoch(a— :Fcoch(360ö—a— *)]r

als zutreffend enviesen.

Wir raugiren die Fälle kurz so:

Im Fall 3a) sind beide coch positiv,

„ „ 1) ist die zweite coch negativ,

„ „ 3c) „ „ erste coch negativ,

„ „ 2) „ „ zweite coch = 0,

» „ 3b) „ „ erste coch = 0.

Dahei erinnere man sich ans § 7, dass coch (fi (wie auch 0^

entstanden sein mOge), der positive Durchmesser ist

§ 9.

Wie verhält es sich mit der Summirung der Schenkelprodncte

zweier Supplementftr-Peripheriewinkel?

Satz: Die Schenkelprodactensamme zweier ein

Behnenviereck bildenden Peripheriewinkcl ist

gleich dem Product aus dem Radius und den
summirten + Cochorden der Differenzen der
Bogen der Schenkelpaare.

Sind a und h so wie c und d die Schenkelbogcn der beiden

Peripheriewinkcl, und bedeuten a und c, im Fall der Ungleichheit,

die grösseren Bogen, so ist

(cha.chft)+(chc.ch<0 [=Fooch(a—d)=Fcoeh(0— d)]r
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Beweis. Hier sind zwei Fälle möglich:

a) entweder sind beide Winkel rechte; dann ist sowohl coch

(860*— a—ft) als auch Goch(d60*—0— <0 » 0 nnd es bldben nur
die beiden positlTen

coch (a

—

b)-\- coch (c— d)

b) oder der eine Winkel ist stumpf, der andere spitz. Dann ist

coch(360<>— a— h) und coch(36(y^— c— <0 dieselbe Linie, die coch

des spitzen Winkels aber positiv, die des stumpfen negativ; sie heben

sich daher bei der Sanunirnng auf, und es bleibt wiederum nur

coch(a— d) vnd cochC«— <2)

Da wir jccloch bei der allgomeincn Fürmulirung nicht wissoii könneo,

wolcho Bczeichaung den W iukcln zufallen wird, und die erste coch

des spitzen Winkels (Fälle 3a und 3c des § 7) positiv oder negativ

sein kann, so müssen wir an sich beide Cocliordeu mit -j_ bezeichnen.

Wenn aber a und b die Scheiikelbogeu des stumpfen Winkels be-

zeichnen, so sind die betreffenden Längenliuicn

ch(a— 7 eoch(«

—

d)

und der Fall der Negativität der letzteren tritt selten ein.

§ 10.

Bei Anwendung des vorstehenden Satzes behuf Beweises des

Ptolemäus können wir uns auf blosse Kcchnung beschränken.

Nennen wir die Gegenbogen des mit seinen Diagonalen gege-

benen Sehnenvicrecks a nnd b bzhw. e nnd d, and bezeichnen, im Fall

der üni^eiehheit, die grösseren Bogen mit a nnd c, so ist nach § 9.

die Schenkelprodactensnmme der Gegenseiten:

(cho.chi)-|-(chc.cbd) = [ij- coch (a— 6)
ip coch (c—rf)]r

Die beiden Diagonalen können an sich als Sehnen betrachtet

werden Ton bzhw.

1) arc(a-|-'^0 oder arc(Ä-|-c)

2) arc (a+c) oder axc {b-\-d)

Wenn aber, wie zum Beweise erforderiidi, die Diagonalen zn

einem Peripheriewinkel zusammengelegt werden sollen, so darf die

Summe ihrer Bogen begreiflicherweise das Mass von 360^ nicht ftber-

Bchreiten. Dies würde geschehen, wenn einer der grösseren Bogen

a oder e in beiden Diagonalenbogen vorkime. Deswegen ist
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arc(a-|-tf) von der Znsammeiilegaiig anszaschliesaen, weil er oitweder

mit (a+<0 oder (b-^-e) zosammentreffeii wflrde.

Die Schcukolbogea des Diagouaieuwiukels erscbeiaen demnach:

1) entweder als arc(a-f-<2) and arc(6-|~<0

2) oder als «rc{b-\-c) und BTC(b-\'d)
,

TJoi der orfol{i;»^n(len Borccliimn^' der Schciikt'ljjroducti! aber sind

bi'idt! coch mit ~f zu bezcichucü, weil wir uiciit wissen, ob ein und

welcher arc etwa |> 180^ ist.

1) Das Schenkelprodnct ad Nr. 1 beredinet sich, wie folgt:

ch(a-f rf).ch(*+rf) =- IT coQhiai-d—b—d) T coch(3600—a— 2d)Jr

Da in der ersten coch die beiden d sich aufheben, in der zwei-

ten aber von 360^ nur e nach Abzug des einen d flbrig bleibt, so ist

ch (a-^d). dl {ö-\-d) = [+ coch(a— ft)^cocb(c— <i)Jr

2) Das Schenkelproduct ad Nr. 2 berechnet sich:

chib+c).chib-\-d) = [q: cocb(Ä-|-c—i—rf)+ coch(3600—26—c—cOJr

In der ersten coch heben sich die beiden b auf, in der zwdten

bleibt von 360^ nur a nach Abzug des einen b flbrig, also:

ch(b-{-c).ch{b-\-d) — cocb(c— rf) T coch(a— 6)]r

Damit ist der Beweis erbracht Die geometrische Construction

zu den beiden letzten Paragraphen kann, namentlich nach Ansicht

der Fig. 7 und 8, keine Schwierigkeiten bieten.

Anhang 1. Vielleicht intoressirt es, die halho T.änfie der nach

§§ 5— 6. gewonnenen Iloiicnliniou gegenüber den nach §§ 8—9. ge-

wonnenen Längenlinicu dnndi geometrische Construction zu erkennen.

Es sind daher in den Fig. 10—12. die Höhenlinien mit liJ bezeich-

net, und dass diese die Hälfte der Liingenlinien CF bzw. BF sind,

bedarf keiner Ausführung. In den Fällen, wo eine der coch gleich 0

wird, ist die Sache noch einfacher. Nur den gewöhnlichsten Fall

der Suraniirung der beiden Supplementär-Peripheriewiukel mag
sclüiesslich die Fig. 13. veranschaulichen:

Gegeben sind die beiden Pcripheriewinkel ABC und ADC\ die

Höhenlinien der beiden Schenkelproducte ^nd BE und DF^ die

Läugenliuien BG und DH. Dann soll sein:

BE+DF^ BG+DH
2
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Mau errichte in D und M die Senkrechten DJ und HK auf DH^
dann ist

LM« DH

Da aber

BL^ BE-^ DF und

Anhang 2. Der etwa gewünschte Nachweis der Concordanz

der alten und neuen Beweisführung ist kurz folgender:

Nehmen wir znvörderst in Fig. 14. den ein&cheren Fall der

Fig. 1.

Wkl. o ~ Wkl. also auch BC — CD,

Nach der alten Bewdafahmng ist

AB,CD^ AC.BB
AD.BC"- AC.DE

oder da BC^CD
AB.BC'^ACBE
AD.CD" AC.DE

Nach der neuen Beweisführung (§§ 5 uud 6) sind diese Producte

gleich, weuu ihre Höheulinieu gleich sind.

Beellglich der ersten F^oductengleichnng ist BF die SU^henUnie

Ton AB.BC^ nnd trftgt man BE von A nach J5r, so ist^ die Höhen-

linie von AC.AH^ ACBB.
Die Breieeke BMF nnd AHJ aber sind congrueut, da

BE-^ AH
Wkl. F = Wkl. J

Wia. so - Wkl. 9j

(weil arc des Wkl. x, als innerexcentrischen Winkels — arc(j5C4-^Z))

und da BC= CD^ so arcvlDC, welcher Bogen auch dem Wld. y
als eiusehnigem Peripheriewinkel zukommt), folglich

BF'^AJ

In gleicher Art beweist sich aus der Congruenz der Dreiecke

DEG und AKL, dass Höhenlinie DG von AD, CD und Höhenlinie

AL von AC.DE oder -46'. gleich sind.

Das Resultat bleibt natürlich dasselbe, ob nun BE nnd DE anf

der einen oder anderen Seite von A oder C angetragen werden.
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In dem oomplidrtereii Falle der Fig. 2. ist der Nachweis der

Coneordans fuA derselbe.

In Fig. 15. ist ABCD das gegebeno Viereck mit den Diagonalen

-4 6' und BD. Nach Vorschrift der alten Beweisführung ist Winkel

JBAC au getragen, indem der Bogen DKZ dem Bogen BC gleich-

gemacht und die Grade ZA gezogen ist. Dadurch ist Wkl. HAC =
Wkl. DAZ. Wird nun Z mit B und D verbunden, so entsteht das

neue Sehnenviereck ABZD, in welchem die bisherigen Gegenseiten

zu Nebenseiten und zu Schenkeln der beiden Winkel ABZ und A DZ
werden.

Nach der alten Beweisführung soll nunmehr sein

AC.SE— AB. CD ^ AB,BZ
AC.DE ^ AD.BC^ AD,DZ

Man trage BE von A nach H und DE von C nach Ä', construirc

die Höhenlinien BF" und AJ bzhw. DG und CL. deren bezügliche

Gleichheit, wie vorhin, aus der Congruenz der Dreiecke BEF und
AHJ bzhw. DEG und CKL folgt. Es versteht sich, dass auch hier

BE und DE von A oder C nach beiden Seiten abgetragen werden

können.

Ein praktisch leichterer, aber schwftcheirer Nachweis der Gon-

oordanz ist der folgende:

Man lege, wie in Fig. 14, ausgeführt ist, von A (oder C u. s. w.)

den Barchmesser AM imd Terbiode M mit C. Dann ist

Dreieck AMC eo BEFoi DEG
denn

Wkl. ACM^ Wkl. F= Wkl. 6? = Ä
Wkl. AMC Wkl. X = Wkl. DEG

weU
arc WkL AMC — mADC

arc WU. » — aro WkL DEG — ue(BC+AD) « ueADC

fol^ich BFiBE^ACiAM'^DGiDE
ACBE — diam.

ACDE^ diam.2>(?

In Fig. 15. ist

iircWkl«=arcWkli>i;(?=arc(.8Z^^Z>) arc(Ci>-f^)=arc^C.

Hannover, August 1881.
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XiV.

lieber magische Parallelepipeda.

Von

Th. Harmuth.

In Uebereinstiniminig mit frfiheren Bezeidmungen möge unter

eineni magischen Parallelepipedoo ventanden werden die rftamliche

Anordnung von pqr anf einander folgenden ganzen Zahlen in der

Weise, dass in jeder Reihe der einen Richtung je p, der zweiten je

q und der dritten je r Zahlen stehen, und die sämmtlichen Zahlen-

summen einer und derselben Richtung unter sich gleich sind. Nimmt
man zur Herstellung die ersten pqr ganzen Zahlen, von 1 ange*

recliuet, so wird mau, da die Gesammtsumme ist, uud in

den einzelneu Richtungen der Reihe nach ^r, pr, pq Teilsummen vor-

handen sind, sofort flbersehen, dass die diesen Richtungen entspre-

chenden Teilsummen =s

p(PQ.r-{-l) g( pqr-{-l) rjpqr-^l)

2 * 2 ' 2

sein müssen. Aus der Form dieser Teilsummen gewinnt man leicht

den Schluss, dass magische Parallelepipeda nur darstellbar sein kön-

nen, wenn die drei Zahlen 5, r sämmtlieh f^'prade oder sämmtlich

ungerade sind, weil für andere Anuahnien die Ausdrucke lUr die

Teüsammen teilweise auf gebrochene Zahlen fahren.

f. 1. Eine theoretisch leicht nachweisbare Lösung Ton allgemeiner

Giltigkeit fftr beide Fälle ist folgende, die wegen ilirer grossen Sym-

metxie znnftchst ins Auge fidlen muss.
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Setit man inir AbkOnmig

Oikl = (i— l)qp -j- (,k— l)p
-f- 1

»= 2, 3...r, ib«^ 1, 2, 3 ... 9, i — 1, 2, 3...i>

SO kann man das System der za verwendenden Zahlen folgender-

masaen bezekhnen:

«in • • • aiip

• »

aigi -«1»

. . a2ip

. . a22p

fl2?2 . . . a2qp

Ofll OrlS . * • Orlp

arai Ortt . • . 4h9p

arql

Bezeichnet man ferner die drei Dimensionen des PareUelepipe-

dona als horizontale, verticale und laterale Dimension und Tersteht

Bodann unter
£Ha, -SKa, ÜLa

die Summe der «ten Indices in den Horizontal-, Vertical- und Late-

ralreihen, 80 ist das obige Zahlensystem so nmznstellen, dass folgende

Bedingongen erfüllt sind:

a 2

g(q+i)
2

rjr+l)

GUed
Beweis. In jeder Horizontalreihe stehen p Glieder. Da jedes
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ist, wie obm angenommen wurde, so ist die Somme der sftmmtlichen

Glieder einer Horixontalreihe

(•''-p)M+(*'-J»)P+^

wenn uutor i", k\ l' die Suiiimo tlor Werte von », Jk, l verstanden

wird. Ersetzt man darin die Ausdrücke t", l' der Reihe nach

durch die obigen Werte von l?//,, SU^ Zu^^ so erhält man:

V 2 -^Jm+V—2 +—2 2

wie Terlangt wird. Dorcli ein ganz analoges Yerfkliren erbftlt man
den Nachweis fOr die beiden anderen IMmensionen.

Ob sich nnn das obige Zahlensystem der ooi so transformiren

lässt, dass die angestellten Indexsnmmen erhalten werden, möge da-

hingestellt bleiben. Im Folgenden soll gezeigt werden, dass nnab-

httngig von diesem Yerfahren, magische Parallelepipeda sich in be-

stimmten Fälllen ans den fftr magische Quadrate nnd Rechtecke vom

Vorfiasser gegebenen Lösungen — cf. Teil LXVI, Nr. XXI und XXXII
dieses Journals, welche Arbeiten im Folgenden knrz mit I und II

bezeichnet werden mögen — herleiten lassen.

Bemerkt sei übrigens, dass die in I, §. 15. gegebene Lösung für

magische Kubcu. deren Argument ungerade oder durch 4 teilbar ist,

auch in dieses Gebiet fällt, da die magischen Kuben als Parallelepi-

peda mit 3 gleichen Argumenten resp. Seitenzahlen aufzufassen sind.

Im Uebrigen ist die Darstellung sehr verschieden, jeuachdem nn-

gerade oder gerade Argumente zur Darstellung vorliegen.

1) Magische Parallelepipeda mit ungeraden

Seitenzahlen.

Dieselben sind natürlich nur denl^bar, wenn jedes Argument min-

destens = 3 ist

§. 2. Am einfachsten ist nächst den Kuben die Form PCpi^'is)

— in welcher demnach zwei Seitenzahlen 'gleich sind — znr Bsr^

steihing zu bringen, znnftchst <C ^ , so geht man Ton p auf

einander folgenden nnd nach demselben (besetz gebanten Bechteckea

ans. Diese sind:
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^(Pt «) gebildet ans den Zahlen

^2(P, 9.)

bis

241

99 P '3

Bezeichnet man nnn die Hozizontahreihen von

Rtip, q) mit ^,,1 Hi,2 . • . -ö,,,,

80 ist das System derselben, welches, sobald die Rechtecke neben-

einander stehen, die Form:

M,i Ho l . . . Hp,i

Hifi H2^ . . . Hp^

• • • •

hat, nach II, §. 6. so omzoforroen, dass jede Grösse J9a in ihrer

Horizontalreihe bleibt, dass jedoch die Snmme der ersten Indices in

allen Yerticalen gleich gross ivird. IKese Anordnung Iftsst sich, wie

a. a. 0. gezeigt worde, yersehieden treffen; seiner Ein&chheit wegen

empfiehlt sich das nachstehende Schema:

^91

^+S 9 fii»+5
,2

2 ' S

tta die drei ersten Beihen nnd fOr die folgenden dann paarweise:

Hp-2,5

i^S,g—

1

Hp-l.4,

Beieichnet man nnn die so yerflnderten Yerticalen von

E^p^q) mit Fa . . . Vi^p^

so Ist das ToDsttadige Yerticalsystem

0

Fftl F#,s . V,

T«a LXYXL 16
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nach I, S. 1. oder 2. jftandicb so asznordneii, dass nicht zwei Glieder

irgend einer wagrechten oder senkrechten Reihe denselben vor-

deren oder denselben liinteren Index behalten. Dadurch erli&lt

man direet das verlangte Parallelepipedon.

Ton der Richtigkeit der DarsteUmig flberzeogt man tlch filr Ho-

rizontalreihen und Lateralreihen einfach dadnreh, daas in Folge der

Anordnong jede derselben in ihren p Gliedern die p Glieder einer

Horizontalreihe des zn Grande liegenden Rechteckes enthält, nur

ermehrt in irgend einer Reihenfolge nm diejenigen Zahlen, am welche

gleichstellige Zahlen der Rechtecke diiferiren, d. h. am

Für die Yerticalreihen war der Beweis schon angedeutet.

Ist p !> 9, so besteht die Abweichung in der Darstellung nur

darin, dass die Ilorizonialreiben der Rechtecke als Yerticalen zu be-

liandeln sind, und ihre Yerticalen als Horizontalen.

Beispiel. Geht man von der Form

2 10 12

5 16 4

9 1 14

11 6 7

13 8 8

ans, so erhält man unter Bonntznng Ton I, §. 2. die Lösung

2 25 42 27 32 10 40 12 17

20 45 4 34 5 30 15 19 35

39 1 29 14 24 31 16 44 9

11 21 37 22 41 6 36 7 26

43 23 3 18 13 38 8 33 18

P(3, 3, 5)

mit den Teilsnmmen 69, 69, 115.

§. 3. Durch weitere Ueberlegung findet man, von P{p.j>^q) aus-

gehend, Darstellungen für P(p,sj), q) und ^(»y>V»3) worin r und <

beliebige ungerade ganze Zahlen sind.

Man gehe von den Parallelepipeden

P\ip^Vy(i) gebildet aus den .Zahlen bis p\
2ph

»»

uiyuizuu
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ans und beieicliae die Horiacntalebeneii — d. Ii. die Grappen von

Horizontalreiheii, welche in gieicher Höhe stehen —
von Fiip^p^q) mit H'i^i . . . //',,„

SO ist das System H'i,k ebenso zn behandeln wie das System Biijk im

vorigen ParagrapheD. Dadurch orreicht man, wie dort, zunächst

gleiche Summen in allen Verticalreihen. In den Horizontalreihen ist

die gleiche Summe vorhanden, sobald die Piip^p^q) einfach neben

einander gestellt werden. In den Lateralseiten, deren Summe nur

um Vielfache von p^q verschieden sein kann, erreicht man den Aus-

gleich, wie leicht ersichtlich ist, dadurch, dass man — die Tertical-

ebenen der trausformirten TeüparaUelepipeda mit

V'i,i V'ijt . . . »• - 1, 2 . . .6

bezeichnet — das System

^'m ^'m • • •

F'jtt ^'»»t • • • y'%9

y a,l V '$,2 ' . . V't,py

ohne ein Glied in eine andere Horizontale zu bringen, so umstellt,

dass die Summe der zweiten Indices für alle Yerticalen dieselbe ist

Das ist nach frühereu Angaben leicht ausführbar, folglich ist die

Darstellbarkeit von nachgewiesen. Der Beweis ist dem
vorigen aualog.

Bildet man nnn ferner das Pacallelepipedon

JPi(p,8p,q) aus den Zahlen 1 bis sp^q

und hat J:'»{pi sp, q) diu Uorizontalebenen

so sind diese zunächst ebenso wie die Horizoiitalreihen im vorigen

Paragraphen zu ordnen, damit die Verticalsumme durchweg die ver-

langte wird. Stehen die so trausformirten Parallelepipeda dann mit

den. Seiten neben einander, welche dem Argument sp entsprechen,

so findet sich anch in den zu dieser Bichtung senkredit stehenden

Seihen sofort die verlangte Summe. In der dritten Biehtung ist sie

1«»
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dadurch zu crr^ehen, dass man — di^eiügeii Teflpanllelepipeda, -

welche in dem so veränderte System ihrer Ausdehnung nacSi den
nrsprAnglichen Bechtecken Pip^p, g) entsprechen, mit

Pi.l Pi,2 . . . /»,« » = 1,2. . . r

bezeichnet — das System

All -'iii • • • •'^.»

^in • • • -ft*«

• •••««•«•
"PfiS • • • Pr,»

in der mehrfach erwähnten Weise so nmformt, dass jedes Glied in

seiner senkrechten Bethe stehen hleiht, aber die Summe der vorderen

Indicee in jeder vagerechten Weise dieselbe wird.

Damit ist die Form P(f7,«p,^ dargestellt

Auch hier ist der Beweis ohne Schwierigkeit zu führen, da er
,

den vorigen beiden analog ist.

§. 4. Dass eine Herleitnng von Parallelepipeden mit drei belie-

bigen- ungeraden Argnmenten sich nicht in ähnlicher Welse beweilE-

stelligen lAsst, kann dum folgendermassen zeigen.

Geht man zur Darstellnng von F(p^ q, r) Ton r Rechtecken

Btip^q), . .JZr(p,g)

aus, so kann man nach dem Vorigen durch Vertauschung ganzer Ho-

rizontalreihen zunächst sehr leicht erreichen, dass die Vorticalroihen

in allen Rechtecken dieselbe Summe erhalten. Durch eine darauf

folgende Vertauschung der vcräiulorteii Verticalcu wird man auch

sämmtlichc Horizoutalreihen gleichsummig machen köniicu, weil die

ursprünglichen Glieder durch beide Vertauschungen nur darin geän-

dert werden, dass diejenige Grösse hinzutritt, um die sich gleich-

stehende Glieder in den einzelnen Rechtecken unterscheiden. Wie
nun aber auch die weitere Anordnung getroffen werden möge, auf

keinen Fall wird man für jede Latcralreihe r Glieder aus den p
Gliedern der llorizontalreihen der zu Grunde liegenden Rechtecke so

auswählen können, dass die Latcralreihen notwendig gleichsummig

werden mtlssen, da eüie Anordnung TOn der Regelmässigkeit, wie sie

den gleichen Argumenten der Quadrate entsprechen würde, fHat die

ungleichen Argumente der Rechtecke nicht bekannt ist
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Es lassen sich demnach magische Parallelepipeda mit ungeraden

Argumenten auf Zahlentiguren von zwei Dimensionen nur dann zu-

rückführen, wenn mindestens zwei Argumente derselben gleich sind

oder einen genieinschafUichen Factor haben.

2) Magische Parallelepipeda mit geraden
Seitenzahlen.

Dieselben lassen sich zunächst aUgeooein iddit darstellen /wenn
mehr als ein Argument » 2 angenommen whrd, da eine Zahl nicht

mit zwei verschiedenen anderen dieselbe Snmme ergeben kann.

§. 5. Durchweg darstellbar sind zunächst diejenigen Parallele-

pipeda, bei denen wenigstens zwei Argumente= 0 mod. 4. sind, also

allgemein die Formen P(2i, 4m, 4n).

Geht man von dem Falle 1=1 aus und verwendet ein Rochteck

iZ(47n, 4») von der Eigenschaft, dass je zwei Glieder, welche in der-

selben Horizontalreihe glcichweit vom Ende stehen , dieselbe Summe

haben — cf. I. §. 8. und 9. (13) — so hat man folgende Darstellung.

Ift

«111 01,4ot

• • •

eilie in diesem Sinne abgeleitete Darstellung fiOr Bi4m, 4m); ist ferner

ein nach demselben Gesetz gebautes Kechteck aus den Zahlen

4nAm+l 4ii.4i»-|-2 . . . 2.4f».4m,

so ergibt sich das verlangte Parallelepipedon dhrect durch Zusammen-

ttellnng folgeyider zwei Rechtecke:
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und

ai.awfi aijM4« .«.oi^

^.3iii-|-l &2aiw-f8 «.^M«

<»4n-l,ia4»l-l,2...«4M—l,m/>'4»i—l.m->-lÄ4M-l,mi2...Ä4l»-l>»..

64N,lm-fl d4igb»f8 •••Aah.^ii»

d4N-l.«»-l..«&te-l.l

OiM^M <l4M,m-l •..0411,1

Die Richtigkeit der Darstellung ist sofort zu übersehen. In jeder

Horizontalreibe steht eine Horizontalreihe des Rechtecks, vermehrt

um 2m.4mAn » 32m^»; in jeder Yerticalreibe 8teht eine Yertical-

reihe des Beditedcs, um 2».4m.4« «« S2iim* winefart Jede Lateral-

reihe endlich enthält zwei Glieder der Reehteeke, die sich zu der-

selben Summe ergänzen, aus jedem der zu Grande liegenden Bechtecke

eins genommen. — Dass die Anordnung in verticaler Bichtang auch
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anders stattfinden kann, ohne dass die Kicbtigkeit beeinträchtigt wird,

ist leicht zn sehen; es kommt nur darauf an, dass eine Hälfte der Ho*
rizontaircihcn so gebaut ist, wie oben die ungradsteUigen, die andern

so, wie oben die zweistelligen Horizontalreihen.

Beispiel Ton it(4,8) in I., f. 8. (18) ausgehend, erhält man
danach:

F(2, 4, 8)

1 34 63 82 64 81 2 38

35 4 29 62 30 61 36 3

28 59 38 5 27 6 27 60

58 25 8 39 7 40 57 26

24 65 42 9 41 10 23 66

U 21 12 43 11 44 53 22

13 46 61 20 52 19 14 45

47 16 17 50 18 49 48 15

Nun übersieht man sofort, in welcher Weise für den Fall vor-

zugeben ist, dass ist Man hat für ein beiiebigefl i einfach die

21 Rechtecke aus den Zahlen

4in.4n-f-li

2

4m.4n+2

4iM «411

2 • 4m« 4a

(2Z-l)4m.4w-fl, (2i—1)4»».4»+2 . . . 2i.4m.4«

nach den genannten Paragraphen — natttrlich nach demselbeB Go>

86te — zu bilden. Bezeichnet man deren Glieder, abgesehen von den

unteren Indices, mit

a(»), «(«), «(»). . .aW

so sind dieselben wie vorher je zwei und zwei paarweise zu com-

biniren, nämlich die Rechtecke mit den Gliedern

nnd

a(2) a({2l-l)

Der Beweis läset sich leicht für diesen Fall verallgemeinem.

f. 6. Geht man zur Darstellung von Faraliepipedea von den-

jenigen Rechtecken jR(4ni,4ii) aas, welche in I., $. 6. und 7 (18) be-

handelt worden, in denen also die Glieder einer und derselben Yer-

ticabrohe paarweise dieselbe Summe haben, nftmlich das erste nnd
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zweite, dritte nnd vierte u. s. w., so findet man folgeudermasson eine

Darstellung für i'(4/, 4m, in).

Für den Fall l » 1 yerwendet man 4 Beditecke dieser Art,

nftmlich das gewöhnliche

il(4m,4n)

ans den Zahlen 1, 2 . . . 4m.4nn nnd die drei folgenden

aus den 2^Iilen 4m.4n-|-l bis 2.4m.4n,

ff ff ff
2.4m.4n-}-l „ 3. 4m. 4»,

ft ff ff 8.4m.4i»-|-l ff
4.4i».4i»

mit den Gliedern c,,«, <i<,i, > = 1, 8 . . . 4m, ib 1, 2 .

Das Parallelepipedon ergibt sich dann durch directe Zi

stellang folgender vier Rechtecke:

4l». ti

len-

dm «118 <^»4 - • ai.4M-i

Otis «»2,4 • • <fe,4m—

1

• . a3,4m—

1

4m <^«4

««»•U <iDi»-l.4

d4iikA <Mii^ cI«m3

n . <^,4ii|.l

4w • •

4li8

• • • <Hjlm^l di,4m

tn-l.l ^?4m-1,3 a4n—1,4 . • • 1,4m-1 0*H-1.4m

a4M,l d4M^ a4«,8 «i4n,4 • • a4H,4m-l <^4n,4m

hfl <^ • •

«Iis *H4 • •

*4il *4}S «1.4 * • ^,4m~i 04,4m

*3i4 •
• C3,4m—

1

64M.8 C4fi,4 . .• • ^4m-l C4m4«»

• <Ml»-l,lM-l>4ll-l,<M
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hü
«IIB

Ky4 •
• . ti«»4m~l Am»

C4h,3 ^4».4 . .

AlN-lA ««iu=l.t <^--1.4

Beweis. In jeder HozizontalreShe steht eine HorizontalreUie des

orsprüBgUchea Bechtecks, in der entweder eine HSlfte der ZaUen

QDTerftndert geblieben nnd die andere nm 3.4m.4i» gewachsen oder

dne Hfllfte nm 1.4m.4n, die andere nm 3.4m.4» gewachsen ist.

Demnach sind alle Horizontalreihen gleichsnmmig. Für die Yertical*

rdhen ist der Nachweis derselbe. In jeder Lateralreihe stehen 4

Glieder, nftmlich 2 Paare, die sich im ursprünglichen Bechtecke sn

gleichen Summen ergftnzten, in irgend einer Beihenfolge Termelirt nm

0, 4f».4n, 2.4m. 4n, 3.4m.4n.

BeispieL Geht man Ton der nach L §. 6. gebildeten Form:

1 8 10 15

16 9 7 2

3 6 12 13

14 11 ö 4

m 4)

aus, so erhält man danach für P(4, 4, 4) folgende Darstellung mit

der jedesmaligen Teilsumme 130

:

1 56 10 63 49 8 58 15 32 41 23 34 48 25 39 18

64 9 55 2 16 57 7 50 33 24 42 31 17 40 26 47

3 54 12 61 51 6 60 13 30 43 21 36 46 27 37 20

62 11 ö3 4 14 59 5 52
1

35 22 44 29 19 36 28 45

Für einen beliebigen Fall Z >• 1 liat man natürlich nur die ent-

sprechende Anzahl von Rechtecken mehr zu verwenden, bis zn dem
jedesmaligen letzten En(4tM, U), Biese sind zn je 4 nnd 4 so zn-

sammen zustellen, wie fftr den Fall Z « 1 gezeigt worden ist Be-

zeichnet man die Glieder dieser Ü Bechtecke mit

nnd bezeichnet femer das ^tem der ersten beiden von obigen 4
Bechtecken als («d), das System der beiden folgenden als (^), so sind

zusammen zn stellen
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wie (ad): wie (be):

ad) und d*^ und a(«'-i)

Der Beweis folgt direct aus dem speeiellea FalL

Dass zur Darstellung ciucs Parallclepipedons auf diesem W^e
zwei Rechtecke, wie im vorigeu Paragraphen, nicht ansreidieii, iflt

leicht zn sehen. Dieselben mimten, am gleiche Lateralsnmmen zn

geben, je eins nach dem System (od) nnd eins nach dem System (ie)

gebaut sein; sie würden demnach, da in jeder Lateralreibe ein Glied

des nrsprOnglich ersten ond eins des nrsprflnglich zweiten Becht-

eckes stehen mfisste, notwendig 4m.4n Zahlen gar nicht enthalten. —
Beachtet man die Darstellung der Rechtecke, in denen das Yerticalen*

Argument = 2, mod. 4 ist, so überzeugt man sich direct, dass genan

ebenso auch die Form P(4I, 4m, 4n-\-2) behandelt werden kann.

§. 7. Will man solche Parallclcpipeda darstellen, in denen zwei

Argumente = 2 mod. 4. sind , so hat man von den Rechtecken aus-

zugiehcn, welche sich an die in I. §. 10. und 11. (13) behandelten

Quadrate auschliessen. Dieselben haben die Eigentümlichkeit, dass

ihre beiden mittelsten Yerticalen so gebaut sind, dass je 2 in der-

selben Horizontalreibe stehende Gliedw gldebe Snmmen haben, will-

rend in den übrigen Yerticalen die in derselben Yerticalreihe paai^

weise anf einander folgenden Glieder gleichsammig sind. Danach

llbersieht man leicht, dass sichaof diese 2m ftasserenYerticalenpaare

dbrect das im vorigen Paragraphen gelehrte Yerfthren Qberlnigen

l&sst

Um die Behaudlung der beiden mittelsten Verticalreihen zu zei-

gen, wählen wir den Fall, in welchem überhaupt nur zwei Yertical-

reihen Torhanden sind, stellen nns also die Aufgabe, ans dem Becbt-

edce i2(2, 4n-|-2) das Parallelepipedon P(4, 2, 4n-{-2) darznstellen.

Die Anfldsnng ist direct folgende. Es sei

eine Lösnng fllr JZ(2, 4a+2)« gebildet ans den Zahlen 1 bis 8»+4
= 2(4n-{-2). Kan bilde die analogen Rechtecke ans den Zahlen

«III



f
r

8»+ 6 bis 16»+ 8

16»+ 9 ^ 3411+13

34»+13 „ 83»+ 16

and bezeichne ihre Glieder mit 6«^, c^jk, tiijt. Daun ist

251

dm
«fit

4)2

-1-2,1 Ote+S^

diu

«4)1 ^4)1 <?4n

C4nfl,2 64m+1,1

das yerlangke Parallelepipedoii.

Beweis. Die Horizoiitalroihen ontlialteii jedesmal eine Horizontal-

reihe des Rechtecks, die einzelnen Glieder vermehrt um

oder um 8n+4
und 3411+13

„ 16»+ &

Die Lateralreihen enthalten jedesmal zwei vollständige Horizon-

talreihon des Rechtecks, und zwar dieselbe zweimal, die einzelnen

Glieder vermehrt in irgend einer Reihenfolge um

0, 8»+4, 16»+8, 34»+12.

Die Yertiealreiheu enfhalten eine Yertiealreihe des Rechtecks,

in der 3»+l Glieder noT^rftodert und ebensoviel mn 34»+13 ver-

mehrt, oder in der 2n+l Glieder nm 8»+4 und ebensoviel um
16»+8 Tennehrt sind.

In welcher Weise zu verfahren ist, wenn statt des Lateral-Argu-

meutes 4 das Argument 4Z gewünscht wird, ist nach dem Vorigen

sofort vcrstaudlich.

Beispiel Geht man für J2(3, 6) von der Form

12

2

«(2, 6)

«

1

11

3

9

8

7

10

4

5

6

ans, so erhftlt man danach ohne Mühe

Digitizod by Google



252 Harmuthi Ueber magucke AraUd^npaäa

^(4, 2, 6) -

II

^ ^ 37 12 24 25
1
36 13

U7 2 11 38 26 23 14 35

1 9 ^ 39 10 27 34 15

46 4 9 40 28 21 16 33

8 41 44 5 17 32 29 20

43 6 7 42 30 19 18 31

mit deu Teilsummcn 98, 49, 147.

Stellt man die Lösuug dieses Parajiraphcu mit der des vorigen

znsammeo, so ist danach auch jede Form P(4/, 4m4-2, 4i»-|-2)

lOsbar.

§. 8. In dem Vorigen ist es als Uebelstand bezeichnet worden,

das« die lor Yerwendiing gelangendea Beditedce la einem TeUe aaci

einem andern Gesetz gebaut sind, als in dem andern.

Die DarsteUnng der ParaUelepipeden wQrde sich offenbar rer-

ein&ehen lassen, wenn es gelänge, fOr die Rechtecke eine n^elch-

mSssigere, einem Gesetz folgende Lftsong zn finden.

Eine solche erhält man auf folgendem Wege. Man setze sich

das Rechteck /2(4m-f-2, 4n-f-2) aus 2m-f-l Rechtecken von der

Form iZ(2, 4n4-2), die der Reihe nach aus deu Zahlen

1 2 ... 2(4n-{-2)

2(4ji-(-2)4'l> 2{4i»+2)+2 . . . 4(4»+2)

4m(4fi+2)+l, 4m(4n-|-2)+2 . . . (4m+2) (4»+2)

gebildet sind and die Horizontalreihen

enthalten, zusammen. Am dnfiachsten erhält man das gesuchte Recht-

eck dann dnroh die Zusammenstellung
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. • lf2m,4u} 1

^2m,in f2

Bespiel Geht man von dem im Torigen Paragraphen für JS(2,6)

gegebenen Schema ans, so erhält man fttr J2(6, 6} » (2(6) — dass

beide Aigmnente gleieh sind, ist unwesentlich — die Fem

1 12 13 24 25 36

35 26 23 14 11 2

3 10 15 22 27 34

33 28 21 16 9 4

8 6 20 17 32 29

31 SO 19 18 7 6

Das auf diesem Woge erhaltene Rechteck ist vollständig so ge-

baut, wie in der früheren Form die beiden mittelsten Vcrticaleu, d. h.

diejenigen Glieder, welche in derselben Horizoatalreibo gleich weit

vom Kudo stehen, haben dieselbe Summe.

Mau wird demnach zur Darstellung von Parallelepipeden aus

diesen Rechtecken ein einheitliches Schema nach Analogie des in

§. 7. behandelten Falles P(4/, 2, 4m 4-2) ableiten können und da-

durch P(4/, 4m-f 2, 4n4-2) erhalten. Immer aber bleiben 42Becht-

eeke zur Dantellnng erforderlidi; das eme Aigoment 42 kann also

nicht dvreh 42+2 ersetzt werden.

Da nun diese Fem der Beehteeke auch eine Behandlang nach

Analogie von % 5. nicht znlftsst, weil in einem Rechteck von 4m4-2

YertiGalreihen nicht 2«»+l mittelste Yertiealen abgesondert werden

können, so sieht man leicht, dass man, von R{4m'\-2, 4»4-2) aus-

gehend, immer einer durch 4 teilbaren Anzahl von Rechtecken zor

Darstellung von Parallelepipeden bedarf, dass mithin die Form
P(4l+2, 4m+2, 4n+2) mitden vorliegenden HUlfsmitteln nicht zu

lösen ist

Demnach sind magische Parallelepipeda mit geraden Argumenten

auf die Losung von magischen Quadraten resp. Becfatecken zurück-

zuführen, wenn wenigstens eins der drei Argumente durch 4 ohne

Best teilbar ist

Berlin, den 3a Mai 1881.
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XV.

Sur quelques corps engendr^s par la r^volution.

Fnr

Georges Doetor.

1. Th^rÄme fondamental. D'un point S (Fig. 1), ext6-

riear a uu cercle O, on mene ä cc cerclc la tangente SA
et au centre la secanto SO, qui coupe la circoiifcrence

cn B et C. Si Ton fait tourner la figure autour do SO,

lc8 trianglcs mixtilignes SAMB (»t SANC engcndrent des
volumos, qui sont equivaleuts aux cönes, ayant pour
rayous de base les deux segraentsSß et5Cde la secante
et pour haatenr commane la projectiou OD da rayon de
contsct OA snr eette s^cante;

c*e8t-it-dire qne

TOl. SAMB ^xäE^.OD,

Ol. SANC - inSC'.OD.

Kons avons 6videmiiieiit

Ol.SAMB» Ol SAO+vol. ASÖ,

Ol. SANC ^ Ol.SAG— vol. ACO\
on

Ol. SAMB — intlS^JSO+ivAC^^D,

Ol. SANC — JirJD*.iSO~ |7tiÖ*.CJD.

Conune le triangle rectangle SAO noas doune

AÖ* — 80.0D,

Digitized ix^lfmü
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il BOUS vieut

MOl SAMB = ^n(SD-\-2AD)S0.0D,

yolSÄNC = ^niSD — 2CD)S0.0D;
ou bieu

vol. 8A3£B= ^n{SB+ BD)80,0D,

Ol. 8ANC= — CD)80,0D,

Or, de ce quo

SA^ - SB.SC
et

üA' = iso.sn,

nom ftTona

8BJ3C'^80MD,
ou

SÄ _ SD
SO " SC'

et

ÄO " Sä'

La premiöre 6galitö nom donne

SB ?^I3--SD _SB^(SB— SD) SB -\- BD SB -\- BD
SO ^ 2S0—SC " SÖ-{- (SO—SC) ^ SO-f Öb"^ SB

'

d'oü _
(8B'\'BD)80= 8bF,

De la seeonde ^galite uoas tirous

^ ^SC—SD SC— (SD— SC) SC— CD SC — CD
80 " 280^8B 80— (SB—SO) SO—OC^ SC *

d*oü

(SC—CD)SO = SC^.

Dono noQS tronvons que

vol. SAMB = \nSB^.OD,

TOL iSil-yC = ^tt8C*,0D.

2. Remarqne I. La difference de ces deux volumes
doit etro egale au volume de la Sphäre ayaut OA'^R
poar rayou.

Getto difi^renoe, en effet» a potur expresBion

\n{SO 4- uyKOD— \n{SO— R)\OD

— ^nB^O.OD — inM,ÖÄ* » |»iZS.
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3. Reiuarque II. Si Ton pose SO d'oü
,
par le triangle

rectuigle 5^10, 0I>= — . ob «nia
a

(I) y<A.8AMß
a

(II) . vol. SÄNC - \n ^^^^

4. Yolnme coniprls eatn de«x ^ktoes 6t l6 e6iie eireouerit.

Par les centres O, O' des de« sphdrei (Fig. 2) el par le aommet 8
du oöne, lesqueüs sont en ligne droite, condoisons od plan; oe plan

coupe les sarfiicefl des denz sphdres snivant les drcoDf^rencei ÄBC^
A'B'C\ et la snrface laterale da cAse Baivant les tangentes

EBf'S commimeB an deiix eendes O, O'.

Le volume V en qaestiou i38t evidemment cngendr^ par la rtvo-

latiou dn qnadrüatire miztfligne ANCB'AtA' antonr de la ligne dea

oentres 00'. Noas aTons donc

V — vol. SÄNC— vol. SA'M'ß\

ou, d'aprds les formnles (II) et (I),

oü Ton a posd

OA-^B, iSO — O'A'^E', SO''^a'.

Par los triangles semblabes AdO et 8A'(y il nons vient

SO so' so— so' 00'
.

Ä "
iZ' R—B' " R—B' '

nons en tiions, en repr^ntant par D la distanoe 00' des oentres

et, par saite

R{D-\-R'-R)R^ '

iZ(Z)+J8~JZ')R^ •

Si noas mettous ces valears dans Texpression (1) de K, oeUe-d
deviendra

im\ . mD-¥R'-KY~n'\DJtR-R')^

Digitized b;^^OOg^e



DoMton Sur quelques corps engendr€i par la rivohoion. 257

Le mun^ratenr s'^vanoiiit ponr J{««J2'; il est donc diviiible

par M— ü'; en effectoaat cette diviBion, on tronve qne

(IV) .^^ [(ÄM-ÄÄ'H-Ä'«)Z)«-2(JlH-Ä'»)i)4-(Jl*-Ä'»)(Ä-Ä')].

Cette expreasion peat enoore 8*6cnre

(V) ^(Ä»-|-ÄÄ'+Ä'«)(D-fÄ—Ä'XD+Ä'—Ä)

- ||[Ä«(D+Ä'-B)H-Ä'»C/>4-Ä-ll')].

5. Si los dcux spheres sont tangentes, on anra DssB'\'M\
et la formale (III) deviendra

on apr^ sta^McatioB,

II est ais6 de cah nl( r dii ectx ment cette valeur. A cet effet nous

^tabliroDS les tb^oremes suivauts.

6. Tli^or^e L Si d*an point C (Fig. B), pris bort d'nn

cerclc O, on mdne les denx tangentes CA et CB^ et qne
dn poiut de contact A on abaisse la perpendicnlairo. ^Z>

8ur lo diam^trc qui passe par le point de contact ü
de Tantre tangonto CB, on a

BCXAD'^ BDXBO.

Tirons la droite CO et menons la corde AB,

Kons formons denx triangles rectangles BCO et ABD^ qni, ayant

lenrs cöt^s perpendicnlaires, sont semblables et donnent

BC BO
.

Bi>
^ ÄD '

on en dödnit

(VII) BCXAD^ BDXBO.

7. Probleme. Gonnaissant la longuenr a de la tan-

gente BC ou AC et lo rayon BO^R da cercle, trouver

la Talen r de la projection BD de AC snr le diamdtre BE.

Menons la dzoite AB (Fig. 3). Le triangle ABB itant leetangle

et semblable an triangle BCO, on a

TeilLXYU. 17
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BD Ub^ BC* ^
de'" JE*'' BÖ^'^ X*'

il vient doDC

SD DE BD-}-DE 2R

on en tire

2a*E
(VllI) BD=:

8. Th6ordnie II. Si Ton fait touriuT la figure ACBD
(Fig. '.i) autüur du diametrc JIIJ, Ic triaiigU- inixtiligne

ÄMBC cugeudrc uu solide, qui est equivaleut au cdnc

engendri par le triangle rectaugle BCb (Tirer la droitoCi)

dans la figure)

Lo solide engendre par Ic triaugle mixtiligiio AMBC est cqui-

valciil Ii la diftVrciuM' ciitrc Ic trouc do cunc decrit par lo trapeze

birt'ctanglc At'Bl) i't Ic scgiiictit splirrlijue oiii^ciidrt' par le demi-

segineut circulairo AMBJJ. 2sous uvoiiä par cousequcut

vol.AMBC- J«fiD(iD*4.AD.BC'^BC*)—(lnAi?.BD+^3fBff)

-= ^nßC\BD-\- }kBD(2ÄD^-\-'2A1J.B(:~ ^A l/ — BD~)

^nBC'MD— ^nBD{AD^ -^BD^— 'ZADMC).

AD^-\-BD^ =. AB^ = BD.BE ^ IBD.bO

Mais, puisqae

et que (VII)

2AD.BC= 2BD.BO,

la difference eotre parentb^ses se r^duit ä z6ro.

Dono on a

(IX) vol. AMBC = ^nBC\BD.

9. Th^ortoie III. LorBqne deux cercles O et O' (Fig. 3)

sont tangcnts cxterieurement, la perpendiculaire BC ä

la ligiic des contrcs 00', raen^c par le point de contact

B jusqu' ä la tauge iite coinmuue exterieure AA\ est

moyeiinc p r oportiouaelle eutrc les rayous B et B' des

deux cercles.

Tirons les droites OC et O'C. Les droites OC et O'C sont les

bissectrices des deux angles suppl^mentalres ACB et A*CB] elles

sont par snite perpendicnlaires entre elles et le triangle OCO' est

n»ctangle en C.
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On a donc

ou

(X) 5C*= ÄB'.

10. Corollaire. Dans rexprcssion (VIII), mettODS ä la place

de Celle (X) de BC^\ nous trouVous qao

on

(XI) BD = R^R'

11. Tolnme engendr^ par la r^Tolatlon 4a triau[?le Eiixtllig:ne

AMBNA' autonr de OO' (Fig. 3). Poisque AC--^CB^ CA\ on a
Bjy « BD, Bonc les deuz triangles mixtUigues AMBC et A*NBC^
en tonmant aotonr de OO', engendrent des volnmes ^ux. On a
ainsi

vol. AMBNA'= 2vo]. AMBC
on« d'aprds (IX),

vol. AMBNA* — inBC^BD,

Si. ä la i)laco de BC' et nous mettons lenrs valeura (X)

et (XI), uous trottverons que

TOl. AMBNA' « ^n.RR\ ^^Tß!*

(XU) Tol. AMBNA'

12. Si les deux sphöres, sans etre tangentes, avaient le meme
rayou R = R\ le coue circonscrit devieudrait uu cylindre, et l'ou

aurait, en vertu de (IV),

(xni) r=«Ä»D—|»Ä»

Paus le eas oü les deux spberes sout taugeutes, cette valeur se

r6dQit i

(XIV) V = lnR\

13. Les denx splidres sont ineerites dans les devx naiipes da

etee. Dans ce cas, le sommet B da eöne (Fig. 4) est sita6 eutre

les denx sphdres, et tont plan de section principale eoape la snrface

laterale da cöne saivant les deax tangentes intörieores aox cercles

de section A8A\ E8E^,

17*
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En poMUlt to^jonra

le volume compns entre lo conc et Ics deax sph^rcs est

V— voL 8ANC+ ToL SÄ'N'C,

oa, d'aprös la formitle (II),

r= —-

—

-i-^^a - a'

Bepr^sentons toiqoiin par i> la diatance des centrea 00'; nova

avona

Ä0_50; gO+iSQ' D

d'oü noas tirons

et, par anite,

Notre yolmne aera donc

on

(XV) r-t«^^i=Ä«3J^^)J.

Ce Yolnme a'iranoiiiti lorsqae Ds R'\'^,

14. Lorsqne Ics dcux spheres out memo rayoD R == R\ l'ex-

pression (XV) se r6dait k

(XVI) ^_ nmD-2m\

Si, däDS cc cas, on a I> — 4if, il viendra

(xvn) r-jfjB»
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15. Rajens des deux sphdres, Tane inserite et rsutre ex-

inscrite ä un cöne. Par Taxe SC d'uii cune (Fig. 5) conduisons un

plan, qui y determine la section triangulairc isocelc SAB^ et coupe

les dcux spheres suivant les cerdes O et O' tangents aax trois cöti^s

du triangle SAB.

Designons les rayons OD^ O'D' de ces cerdes par r et r\ et

soient
AC = SC = //, SA=^ C

le rayon de base, la hantenr et le o6t6 da odne.

Chacun des denz triangles 80D, S&I/ 6taat semblable au

triangle SAC^ on a les proportions

ou bleu

on en tire

OD_SO O'D' _ SO^

AC SA' AC ^ SA*

r _ H—r _ H-\-r'
.

JI~ C ' Jl~ C * •

Ces ^alit^s donnent les exprossionB

ponr les n^ons de nos denz spböres.

ü est utile de faire remarqae que Ton a

r C—R

16. Saiipert <«s lajeas 4« den spMNi Ms6eatiTes lasevites

«laas le etee. Par Teztr^mit^ C\ da diam^tre CC^ de la sph^re O

(Fig. 5) menons an plan parallele ä la base da cöne; oe plan deter-

mine dans le cdne ane section drcnlaire, dont le rayon est -^iCj; et

cette section est la base d'an cöue SA^B^ homoth^tique an cöne donne.

Le rapport de similitade lin6aire est

2RH

sc E " H "

PoBons, pon» plus de nmpUdtö,

C—R
C-^R'^^'(1)
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Si nous desiguons par le rayon de la spb^rc iuscrite dans Ic

cöne SAiß^^ nous aurons

— -» m.
r

Ob eo tire

C—R

17. Bajons des sphdres inserltca niee«MlTes. Le rayon de

la Sphäre suivante sera de mSme

on, en Terta de (XIX)»
rj e» mV

Ob aorait semblablement

r, -» mr« » mV.

Donc OD a, en g^n^ral,

(XX) rn — m»4*.

Si, (laus cctto cxpressiOD, nons rempla^ons m ot >• par Ion« ?a-

lean (1) et (XYIII), noas obüeBdrons la formale g^n^rale

RH /C—Ä\»
(XXI,

18. Soinme des sphdres Inserites dans le edne* Les rayons de

ces spheres successives sout

i*t mr, mV, mV, . • •

;

les volumos des memcs spheres sont par suito

|»r*, |3«mV*, iwmfir% f«mM, . .

.

Ob obtient aiusi, pour la somme de ces olnmes,

F— j^38r»(l+m»-i-m«-f»3+ . . .),

ou

' 1— m' •

Or, d'aprös (1), bobs aTon«

1 (^ij'^)' _ (c-l-n)^

1— (C-f (C— Ä)3 — ^üCSC'ä'^-Ä*)

Nous trOUTOBB dOBC

^3/r3 _(C-|-i?)3 _
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pour la somme des volames de toateft les spberes inscrites daoB le

cöae.

Oetto expression pent ae mettre soiu la fonne

(XXII) V- ^B^H. ici:^R2-

19* EspMe l«itB6 flde dmifl le etae par tontea les BpMres !•
seiltM. Bepr^aentons cet espace par E, Nons avons övidemment

Pnisqne J7> — iZ*, fl vient

Donc nons troavons qae

20. Plutie du oftse eompilse entre deux q^litees eoBsfoatiTeai

Si rw-i et r» Bont les rayons des dcax sphöres, Pespace e compris,

dans le cöne, entre cee denz sphöres, est

e —« T-—

t

ou, li'apres la formule (XX),

c'est'äpdire

e 4»r*. r-i—

•

* 1+1»

Mais l'^aiite (1) donue

fl vient par snite

e = inr\ m*»-«

Bempla^ns r et m par letirs Talenrs (XVIÜ) et (1) ; nons obtenons

uijiu^od by Google
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Dana la fraction
^^^_|_^,

rompla^^ns par son äquivalent

C*— Jl*; fl noaa Tiemt

WC*— E}) 2E(C— R) 2R/C—R\

1(008 aYOBS donC) en definitive,

p

Oigitize^rb2^||j||[6
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XVI.

£elatiouä entre certaines sommes de carr&i.

Georges Dostor.

1. Carr^ €gal h la somme de trois earr^s. Noas avons idcnti-

quement

et, eil flevaat an carr6,

-f 2ab(a i)2— 2aÄ [a(a+ i)+ 6(a -|- 6)]

;

or il est ais^ de Toir qne le Uuckmt entre crochets est 4gal ü (a-|-6)*;

donc U vient

2. Oan< <gal la Mume 4e toatn eanli. Poisqae

(a2-|_52_j_c«-}-a44-rt<;4-6c)2 = (o+ö+ c)«— (oÄ+ ac+ ic)

= a(a-|-6-f-<^)H~*(ö4-*'|-c)-i-c(a-|-Ä-j-c)— {ab-^ac-\~bc)y

DOOS obtenoDS, en Aevant an canr6,

-f ^^(a-j-H-c)H-^qg(a-f^-H)*

+ <>«(H'H-<^)H-8^»f»f<y)^

4- (oH-ac+ic)»—2(a-|-&+c)'(gH-«H-ftg)«

Digitizod by Goüßlc



• " . • • •

266 iJoBtor: Relation» entre certaines sotmMs de corrA.

Mais Ic polynöme form^ par les termcs soulign^s se r^doit ä

z^. On troQYe dono qae

8. CtaH <gal la mmm 4» «üui eanlt. On a encore

= {a-}7y-fc-{-J)=^~ iab-^a<'-\-arJ-^hc-\-hd-\-cd)

= aia-\-lj-{-c^</ ) -f- b(a-\-b-\-(-\-d) -j- r(«-|-Ä-j-c-j-rf)

Afin de 8iini»1ifier, reprtsentons par P le polyndme

Si nons ^Icvons au carre les deoz membres de i'identit6 pr6c6-

deute, nons obtcnons T^galit^

-\~ hHa-\~b-]-c-{-d)^-\- 2ac(a-j-b-{-c-{-d)^

-f c^(a-i-H-c-j-ri)*+ 2arf(a4-H-<»+<<)»

— 2P(o-fH-c-M) (o4^-f»fc|).

Or il est aise de voir que reusemble des termes souligues est

egal ä zero. Donc on a

(III) (a^-{-b^-\-c^-{-d^-^ah-\-ac-\-ad^hf:-\-hd-{-cd)^

= aHa-\-b-\-c-\-dy^-^b\a-^b-\-c-\-tiy^-{-c-^(a'\-b-{'C^d)*

4. En sniTant la mime m^tbode, on pent obtenir on carr6, qni

seit ^gal k la somme de six carrts, on 41a somme de sept can^a,

etc.; et, en g^ntoil, nn caiT6 £gal k la somme de i» carr^.

Aiiisi, etant doiniees n— 1 quantitös quelconques a, ä, <% ?,

cnti^TCS ou frai tionnaires, positives ou negatives, reelles ou imagi-

naires, nous avons la formule generale

(IV) (a»4^»-H!«-i-.. .-foH-«<?+*<?+ •)^

dout lo second membre est la somme de n carres.

Oigitized by^^OGsl«
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5. JSgalite entre denx Bommes de quatre canr^s

S. 1. Quelles qae soient les qnantit^s a, c, <2 et ji, on a les

identit^s

(p—a)* «— — 2ap +o*,

(p— c)«— I»»— 2q»+fl«,
(p_ rf)«= p«— 2rZp+ f/«,

qoi, etaut i^outees membres 4 membres, dounent

(j,-"a)«+(p-*)«+fj»-c)«+(i»-.*l)*

Supposons que Ton alt

les deiix premiers termos du second inembre s'entred^truiseut , et

uous obtcuons la relation assez carieuse

(1) Cp-a)«+(p-.6)»+(p-e)«+(p-d)«.

§. 2. Si la qttaatit6 d devicnt uullo, cetto relatiou se r6duit k

r^galit^

qai a remarqate par M. Catalan (Nottvelle Gorrespoiidatice ma-

thömatiqae, 1878, Tome lY, page 3 (3).

f. 3. Ou peut somblablemeut d^composer une somme de n carr6a

eu uao aatre somme de n oa de n^-l carr^s.

Gar, 8i Ton ly'oute Tidentitö

(p— a)^ — 2ap-\-a^,

oü p ddsigne nne qaantit^ qnelcouqae, anx n— 1 identit^s analognes,

que fournit ia permutation de la quantito a avec les »—1 antres

qnantitte 6; . .
. ,

ib, /, on obtiendra T^galitö

- a)2 = npst_ 2(a _|_ i -I- c -I- . . . -f ^•+ J)^+ SaK

II noos soffira d'y poser

(2) . . . - inp,

ponr avoir la relatiou

i
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OQ

= (p-a)«+(p-4)«+(p-c)^4....H-(p-*)»+(|,-/)«.

§. A. Daus cotte relation faisons l^Q\ eile &e reduit äT^Iitc

(IV) a24-Ä=ä+ c2+ ...+Ä;«

= P^^- (l» (l>- (|>- c)>+ . .
.+ (l»- ij)*,

oü le prämier membre se compose de 1 carres, taudisque le

second membre contient n cante.
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XVII.

Berechnung einiger yierdehnigen Winkel.

Vqii

R. Hoppe.

In T. LXVI. S. 448. habe ich eine Formel entwickelt, welche

die Berechnung eines Winkels von 4 Dimensionen aof dne Enbalnr

znmckflUirt Hiervon mache ich im Folgenden Oebranch flftr 2 Fftlle.

Wird nämlich erstens der Winkel von ehiem Banme in einem Kota-

tionskOrper geschnitten, nnd liegt die Spitze normal Aber einem Punkte

der Axe, so ist unter leicht ersichtlichen Bedingungen die Enbatur

in endlicher Form ausführbar. Ist zweitens der Schnitt ein Polyeder,

so enthält das Resultat eine Function in Form eines einfachen be-

stimmten Integrals. Die Eigenschaften dieser Function sind wol

bisher nocli nicht untersucht Da aber der schneidende Raum will-

kürlich ist, so enthalten die Argumente der Function willkürliche

Elemente, von denen der Ausdruck des Winkels unabhängig sein muss.

Hiermit ist ein Weg eröffnet, eine vor der Hand nicht übersehbare

Menge linearer Relationen verschiedener Werte derselben Function

zu tindcu , deren Beweis durch reine Aualysis und euklidische Geo-

metrie Schwierigkeit haben würde. Es zeigt dies Beispiel, dass die

Untersuchung mehrdehniger Gebilde fruchtbar ffir die gowöbDliche

Mathematik worden kann.

Die für beliebig viele Dimensionen aufgestellte Formel auf 4
Dimensionen angewandt lautot:

(1)
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270 Hopp f. Berechnung einiger vierdekntgen Wütkel.

WO sich die iDtegration Uber den Körper F, d. i. den linearen Schnitt

des Tierdehnigen Winkels W erstreckt, h den normalen Abstand der

Spitie Yom schneidenden Banme, und r den Radinsvector des Elements

Bv von der Spilse ans beseicfanet

S. 1.

Die Winkelspitze sei Anfang; der rechtwinkligen Coordinaten

«yffw, die w Axe normal zum schneidenden Ranme k?=ä. Setzt man

so wird
y = Q cos (p\ z = Q8m(p

und, wenn man ttber eiueu Rotationskörper, dessen Axe die der z,

integrirt,

«o 0 0

= 2R (arctg - arctg - hf^^j^^^ (2)

wo p als Function von x den Meridian bestimmt. Es ist leicht zu

sehen, weiche Formen des Meridians die Ausführung der Integration

gestatten.

Ist z. B. der Meridian ein Kegelschnittt, die « Axe eine seiner

Axen, so ist

nnd man findet:

a±^fi±i_.„etg^i±f^]j

W - 2E |arctg —arctg

— -I arctg

FOr den FaU dnes Kugelstttcks ist a ss— 1, nnd man hat:

fttr die volle Kugel

(3)

(4)
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insbesoiuUTc weun die Wiukelspitze uormal über dem Mittelpuukt

steht, wo 6 — 0,

Der logarithmische Term tritt ein beim EUipsoid, Paraboloid

nnd zweischaligeii Hyperboloid für

beim eiusclialigeu Hyperboloid, (Jyliuder uud Kegel nie. Im Greuzfall

1+a
Wird

Tr= 2R|arc<g-^ — arctg-;— . \ . .+ \ tA

für das volle Eilipsoid

Tr=» 2R|arctg ^ arctg ^T.

S. 2.

Für eine ungleicbaxige Oberfläche 2. Grades von I' würde die

direete Berechnung von schwierig sein; doch kann mau durch Er-

weiterung des Resultats für Rotationsflächen auch zu diesem Ziele

gelangen. Lässt man nämlich den durch ein rotatives V bestimmten

Winkel Ton eiuem beliebigen nenen Baume schneiden, so ist die

Oberfläche des Schnitts wieder eine Flftche 2. Grades und im allge-

meinen ungleichazig. Zar Terfttgnng' stehen, nach Abzng dernnr die

absolnte GrOsse der Gesammtfignr bestimmenden, noch 5 Gonstante,

2 in der Gleichung der Rotationsfläche nnd 3 in der des schneiden-

den Raumes, gerade die genttgende Zahl, um die Azenrerhiltnisse nnd

die Coordinaten der Projectiou der Spitze beliebig zu bestimmen. Ich

will indes hier nnr den einfachsten Fall in Betracht ziehen, wo der
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schneidendo Raum nur um eine Parallele mit der tj/ Ebene gedreht

wird. Seiiun normalen Abstand von der Spitze, welcher gleichgültig

ist, setzeu wir wieder =h\ 4ana hat seiuo Gleichung die Form:

Ein Strahl von der Spitze durch den laufenden Punkt xj/zJi von V
gezogen schneidet jenen Kaum im Punkte x^i^^w^^ wo

W " f ff —S t M ^

wird. Kimmt man ihm paraUel den Goordinatenranm der x^yi-»

durch die Spitze, so ist za setzen:

«s — «t» ys — ysi •$ Asin^— S|C08^; ic^ = Äcos^-f-sjsin^

— A (8)

Führt man diese Werte in die Gleichung der Oheiflache von V

ein, 80 kommt:

oder:

(«s —^ sin^— jScos^y +y,»H-(«iC0S^--A8in^)«

sind -h y 008

oder, wenn man zur Abkttrznng

setzt:

2/2*+ (1+ 1 sin«(»«i« ^ - «r^

— 2»«/J cos d . «»-f- 2«Ä sin d cos^ . (1 -t- € C08*d)A* = 0

Nimmt man die Axen dieser Fläche zu Axen der tB^|^^»t, bezeichnet

dorch o, c ihre Halbazen, so geht durch die Substitution

ar, -= a-, cos T/ - 2, sin -fM yi — yi \

^^^y« a-j 8inij+ «iC0si^-|-i; f

ihre Gleichung aber in

md zwar ist
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A'ffcog» A(Ä^-fy^)8in»'coi»
* — Ä»cofi«^— y«8in«^» A*cos*»— /»ein*»

i. « /t^cos^^— y^sin^^ /l+ c'+CBio^^ a^i3 sin ^\

Für hinreichend klf ine sind letztere 3 Grössen positiv, der Schnitt

des Winkeis mitbin ein £lUp8oid.

IHe Goordinaten der Frojection der Spitze auf den Baom des

Ellipsoids sind:

«3 -= — 0; ai=»Ä8in^i «»3«Acosd

woraus nach Gl. (8):

ar^i s= » % «= Oj iTj == Ä

und nach Gi. (10):

»I ==— Scosi^— f;8ini?} yj = Oi «1 =» f sinij— Scosi?; = A (12)

Die BedeutuHg dos Resultats ist folgende. Ein Strahl, Aec vom

AnÜEingspankt der -r-^^iZ^-ic^^ das ist dem Endpunkt eines Im Paukte

(12) auf dem Baume des Ellipsoids (11) enricbteten Lotes = A,

ausgeht, erzeugt, wenn sein Durchschnitt mit diesem Saume das

Ellipsoid beschreibt, denselben vierdehnigen Winkel, wie der Strahl,

welcher vom An&ngspunkt der mymo ausgeht, während sein Durch-

schnitt mit dem Räume des Botationsdlipsoids (9) eben dies Botations-

ellipsoid beschreibt

Letzterer Winkel ist durch die Formel (4) ausgedrückt, in welcher

a — — 6 a*^; «= — a^ß*

gesetzt werden muss um Gl. (3) mit (9) zu identifidren. Ausserdem

rind die Grenzen der x

dnzusetzen. Dann wird
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arctg
aß—Y

ha
-arctg

ttß±a-t^)Y—arctg
ji

e — y(A*-f y») (1— ««)

—

Die Grenzet bis zu welcher a* positiv bleibt, ist

h

(13)

Hier Torachwinden beide Faetoren you zugleich, ndthin aach

and ^. Dem entspricht das Verhältniss:

woraus zu erseiien, dass überhaupt allo Axcnvcrhültaisse müglich sind.

§. 3.

Ein beliebiges Polyeder werde auf folgende Art im Tetraeder

zerlegt Man ftUe Jtm einem beliebigen Punkte D, den wir zorPro-

jection der Winlcelspitze B auf den Baum des Polyeders machen

wollen, ein Lot DC anf jede Seitenflache, von C wieder ein Lot CB
anf jede derselben angehörige Kante, die Kante endige in der Ecke
A. Dann bilden die sftmmtlichen Tetraeder ABCD zusammen das

Polyeder (wenn wir nnter Umständen einige derselben negativ rech-

nen); and wenn dem Volum V ABCD der vierdehuige Winkel W
bei E entspricht, so ist HW der Winkel Uber dem Polyeder.

Nach dieser Constntetion haben wir das folgende Systmn ortho-

gonaler Geraden, die wir zu Richtungen der Axen der a;, y, «, to

wählen. Vom Anfangspunkt E gehe die Axe der « in der Sichtung

BA, die der sr in der Bichtung CB, die der « in der Bichtang DC^

die der w in der Biditung ED. Sei der el>ene Winkel

dann wird

ACB = a
i
BDC = ß: OED = yj DE— h

CD = htsY

BC^CDtgß^htgßtgf
AB=s BCtgtt ^ktfiutgßtgy
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Das Tetraeder V wird erzeugt, wenn js Ton 0 bis ytgn, y von

0 bis «tg^, ff von 0 bis ktgy Tarürt; folglicli ist nach der Formel (1)

*»ty **fi» irtg«

Substituirt man erst a^tga iür dann ystg^ fttr dann «Atgy

für ff, so kommt:

1 1 1

• 0 0 0

Integrirt man erst nach dann nach dann nach so kommt:
• •

1 1//* dx ( 1

-isia/jtgv r ...tg-^g^'°-g ŷ-

<=:0

sin/?«
/* atgasinjS .= / arctg - °—!:-8arctg-

^yffM-<JOS»f* ^1VffH^B'f* ^Vff^i-cos»/*

Dies hat die Form:

«=*sy

wo zwischen u und tr die Relation besteht:

IT— arctg Mdarctgi

sin/?tffasiiid
and tt vanirt von

. „ ^ bis 0, und » von -.-—-r^^^^
yi4-co8»/Joot»y Vtg^y+cosV

bis tg/}. Setzt man

siu^ = sin/^cosy; u » tgg)} « = tg^
80 wird

IS*
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(14)

Hiernach ist die Grösse des Winkels über dem Polyeder eine

Summe von Wirten derselben Fundion (14) von a, y. Von den

o, die sich für jede Seitenfläche zu 4K ergänzen (bzhw. die Summe
0 haben), h&ngt nur 9 ab, dessen Werte parw^se bei gemeinsamen

Integralgrenieii sieh einüuh addiren ; die sind fülr jede Beitenflftche

§. 4.

Der Winkel ZH'wird bestimmt durch das System von Strahlen,

die von K aus nach allen Ecken des Polyeders gehen. Im einfach-

sten Falle, den wir bcfnu litcn wollen, dem eines Tetraeders, hat der

Winkel 4 Kanten. Deren Gleichungen in Bezug auf ein beliebigefl

orthogonales Coordinatensystcm mit dem Aulaug in E seien

m y 9U\ 10 " dt.

Vi % —
y» «t

—
«8 Vi = ^31*3

;

H =

WO die a, etc. Bichtongscosinos bezeichnen. Der beliebige Bum

Am^By^(h+Dwh (16)

schneide auf ihnen die Strecken u, u^, u,, t«» ab; dann ist

" " iiÄ-|-Ä*H-G»-|-2M*» ®^ ^^^^

Die Endpunkte dieser Strecken sind die Ecken des Tetraeders ^V,

die 3 ersten die Ecken der Seitenfläche , die 2 ersten begrenzen die

Kante, der erste ist die Ecke, die wir betrachten wollen.

Die Frojection der Spitze £ aof den Banm (16) hat die C!oor-

dinaten:

Yon diesem Punkte fällen wir ein Lot auf die Seitenfläche

iuv^u^). Letztere wird bestinunt doxdi den Dnrdisehnitt des Baumes

(16) und eines Baumes, den wir dorch den Anfangspunkt nnd die 3

Ecken der Seltenflftche Iqsen, nftrallch des Baumes:
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6
6ji &t ff

0 Ci €f 8

ä dl äfi w

0 (18)

Ist (xyzie) ein variabler Punkt der Seitenfläche, so ist das Quadrat

jenes Lotes

(htgy}* -Mininram ^)>+(y—

Zur Bdsthnmoug der Gobrdinaten des Fiisspunkts haben wir die 3

a 00

» + «8b +10810 » 0

c c« dz

d dl (I2 dto

-0

woraus:

(19)

wenn A^JJ^C^D^ die Richinigscosiniis der Normale des Raumes (18)

bezeichnen* Fuhrt man diese Werte in die Gl. (16) (18) ein, und

80 erhält man zur Bestimmimg vob k und f»:

wo»»

Acos^

Jetzt ist

(Ätgy)* = [(A- A)^-i-Mj*+C(*-Ä)iB+/i-öiP + . .

.

— (Acotd)«
also

Von dem Punkte (19) ist nun ein Lot auf die Kante {nuj) zu

fHUen. Ist k die Länge der Kante, so sind ihre Kichtungscosinas:

• • •

und die Gleichung eines liauuies, der normal zu ihr durch den Punkt

(19) geht:

T-*— (X—U— fi^i) H

—
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Nnn ist

Äia+B^h+ . . .= 0; Äiai+Bthi+ ... — 0

daher reducirt sich die Gleichung auf

—-

—

X —ir~y+ - =o (2ü)

Dieser Raum srhiioidet von der Kante die Strecke Atgatcr j3tgy ab,

daher sind die Coordinatea seines Durchschnitts mit der Kaute:

<m— Ol«. _
« — ot» —•higu\%pigy\ etc.

und nach EinfOtming in Gl. (20) erhält man:

Atg«tg/3tgy - au (21)

Das Quadrat der Länge des Lotes ist dann:

('*tgiStgy)2 = ^au-Ail—fi^ —^^^^^^^^^ ÄtgotgiStgyyH- . . .

Man findet aber:

(a«-iil-|*^)-H- . . .= tt*4-^-2ilti(ila+ . . .)

sin*d cos7
daher wird die vorige Gleichung mit Anwendang von (21):

\ C0S7,

^^^^yV j^t^^^'y-^ (22)

cos^a

iroraiu:

Setzt man

80 giebt GL (21):

und nach Elimination von igß durch Gl. (22):
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M — tt, COSf
(23)

woraus:

cos«
1 1 AS*8fa**C08V—

W

sing cos y

GOS/I
iMii sine COS

f

(24)

In diesen Ausdrücken für a, jS, y sind gegeben die 16 Grössen

a, c, f/, rTj, etc., dadurch zugleich A^^ C,, /\ und f. Will-

kürlich sind dagegen die '^ Verliältiiisse von n, C\ 7). in denen

sich nach den obigen Foniiehi u. 7*^, «3 und k entwickelt dar-

stellen lassen. Pennutirt man die Indices der 16 Gegebenen, so er-

hält man 24 Wertsysteme für «, jS, y, ö, und dadurch die 24 Terme

der Suunne

Betrachtet man jetzt die Verhältnisse von A, B, C, D als Variable,

80 hat man, da EW coustant ist, eine lineare llelation von 24 Func-

1 ionswerten, die sich durch die besonders zu bestimmenden Cou-

stanten unterscheiden.

Bern ftnsserBt complidrten allgemeinen Besoltate stelle idi noch

dne Reihe einfacher specieller Ergebnisse zur Seite.

Im Aufsatz II. d. T. habe ich die Bestimmungsstücke der 6

regelmässigen Polytope (d. i. linear begrenzten Gebilde von 4 Di-

mensionen) berechnet. Hiernach hängt die Gestalt eines regelmässigen

Polytops von 3 ganzen Zahlen /, j/i, n ab. Bezeichnet man ein regel-

mässiges Polyeder, um dessen Ecken je m Vielecke zu n Kauten

liegen, dnrch (m, n), so ist ein solches Polytop dadurch besümmt,

dass um jede Ecke eine gleiche Anzahl Polyeder (m, n) in Form
eines Polyeders (2, m) gmppirt sind. ISn vierdehniger Winkel nun

mit der Spitze im Ifittelponkt ttber der vollstindigen Gh^nze des

Polytops, bestehend ans p Polyedern, als Basis £V constroirt, er-

füllt die unbegrenzte Vierddmnog, ist daher

§. 5.
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Zerlegt mau jedes Polyeder (m, n) nach §. 3. im Tetraoder r, so

gehören deren 4 zu jeder Kaute. Folglich ist dio Gesammtzahl aller

TetnedfiT V

m~n 2

Durch diese deD vollen Wlnkfll dividirt, gicbt für den Winkel anf

der Basis Vi

^'''i«+^ = l; aina-sinjJcosy (26)
t«»osin»/S~ tg«iS

Es sind die Constenten «, ß, f, 9 m bereelinen.

Nach d. cit. Aufs, ist der Abstand des Mittelpunkts vom Baume
eines Polyeders (die Kante -= 2 gesetzt):

2R 2R 2B
cosT C03 — COS —

I m n
MN

wo
,^ «SR . ,2R ,2Rs 8in*-r cos*—

(27)

II t»

Ferner ist bekannfUdi der Abstand des Polyedermittelpnnkts Tom

Yieleelc

2B ^2R

htBf

der Abstand des Videcksmittclpunicts von der Kante:

211
htgßtgy cot —

dio halbe Kante
htgatgßtgy »

1

Durch Division ergiebt sidi:

2B. ^ N ^ M
tg« = tg-; tg/J tgy= 2R . 2R

cos— COS Sin

worans weiter:
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2R . 2R
2R . , N «OST^n ^

n '
«^ß-—^'^ «osy

2r
sin—

n

IHe Belation (26) wird:
2R „2R

C08^— COS*

—•-+—,--1 (28)

Es zeigt sich , dass von 2 nichts weiter als 8 abhängt; daher unter-

scheiden sich far gleiche Polyeder die Integrale (25) nur durch die

untere Grenze, nnd ihre Werte (25) nur durch den Factor p.

Bezeichnet man das den Zahlen I, m, n entsprechende Polytop

durch (/, m, n), so giebt es, wie a. a. 0. gezeigt, fölgoide 6 regel-

massige Poljrtope:

(8, 3, 3) von 5 Tetraedeni,

(4, 8, 3) von 16 Tetraedern,

(5, 8, 3) von 600 Tetraedern,

(3, 4, 3) von 18 Oktaedern,

(3, 3, 4) von 8 Hexaedern,

(3, 3, 5) von 120 Dodekaedern begrenzt.

Setzt man diese Zahlenwerte in (25) (26) ein und drückt ip in

* ans, 80 ergeben sich die 6 Formeln:

3*arctgy2-tg»if; = ^R« (29)

arc tgy2— tg^^ =- ^R» (30)

iR
uctffV'3

aij»arctg 1/2 —ig»* - ^B? (31)

ft-aw«|V'S

a^aretgVi — .2tg«* — ^R»

iR _r a^arctg l/i^^ « ifi« (33)
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»rctg—^1

—

AR

woraus durch Subtraction uod Addition;

H«otgra-tg»* -^* (35)

FR

f 8V' arc tgV - ^^^^ (36)

f (arcl« 1/2 -tg«<»- arcl« j/^^'' ) =-

JR

oder

|R _ ( IrO
y at/^arctg

öü^ö-
W

2 (37)

iR \ 15 )

lutegrirt mau teilweise nnd drückt nach Gl. (28) in aus,

so erhält man Integrale derselben Form nicht nur, Sündern mit Aus-

nahme der seth.stcu Furnicl bogar Integrale derselben Function

zwischen neuen Grenzen. Ks ergiebt sich iu Uerselbou lioiheufolgc

:

arctgVI

y* ag»arclg V2^^^V? - gR (g»+arct«j/|) (88)

iR
109

c(3parctgV2— tgV goQ^*
•

0

AR

f öy«rc1«)/i=^-^B« (41)
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iR
dgrarctg Vi—2tgV - ^» (42)/

""vT"

Diese Formeln lassen sich wieder unter einander nnd mit den

vorifTon verbinden; man erhält aus (20) (3()) (31) (38) 39) (40), indem

wir das reelle GesammtintervaU in seine kleinsten Teile zerlegen nnd

die.Abkantongen

/ (I)
=ya9)arctgl/2~-l?^

<Po
= J^arctgy2 = 0,6081734

7i - 1 arctgj^l » 0,5804308

gebrauchen:

m -no) -=^nR*

/(Vi) -AI) -K9i-tt)R"
AI) -/(vi)-i(H»-Vi)B»
Ay»)-A|) --i^B'

fivo^-AO) -»|R*

Sei femer

l~tgV
2

dann ergiebt sich aus (32) (42),

/i(i-«Po)-/ia)- AR«

/ia-Vo)-A(0)-ÄR*
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uad aus (33) (41):

/.(l)-/i(0)-ÄB«

/f(i)--/^0) -

Auch lassen sich wie in (37) die Gl. (41) (42) durch Subtraction und
Addition verbinden.

Ob diese IntegralformolQ ohne Hülfe der YierdlmeDsionen-Geo-

metrie gewonnen oder bewiesen werden können ^ zweifle ich. Ist e8

der Fall, so stellt sich die weitere Frage ein, ob sie speciell in einer

allgemeinem Formel enthalten sind. Da in dem urafassendeu Aus-

druck des Integrals (25) die bisher noch keinem Gesetz unterworfene

Zahl p vorkommt, so steht auch die Ermittelung dieses Grcsctzes mit

jener Aufgabe in Verbindung. Nimmt mau das Reciprocitätsgcsetz,

demzufolge für jedes Pulytui) ein /weites existiren muss, dessen Ecken,

Kanten, Flächen, Räume den Räumen, Flächen, Kanten, Ecken des

ersten entsprechen , und welches sich für die 6 regelmässigen Poly-

tope bestAligt hftt, 80 redudroD dch die GWerte Ton p auf 4 Denn

setst man

W,m,») = 6j,(i+^^-i)

SO hat man:

JP(3, 3, 3) — 6

F(4,S, 8) = F(a,3,4)-.8

F(8, 4» 3) - 9

Fib, 8, 8) - TO, 3, 5) - 120

Die Vertauscbbarkeit des 1. und 3. Arguments folgt apriori aus dem

Beciiirocitätsgesetze und aposteriori ans den resoltirenden Zahlen.

§. 6.

Nach dem obigen Verfahren würde ein Tetraeder als Basis in

24 Elementartetraeder zerlegt werden müssen. Hierdurch werden

offenbar mehr Constanten eingeführt, als zur Bestimmung von V nötig

sind. Wir wollen nun die Aufgabe fUr ein beliebiges Tetraeder ohne

Zerlegung in Angriff nehmen.

Wir nehmen die eine Ecke D des Tetraeders AßCD zum An-

fang der xyz, die z Axo normal nur Ebene ABC^ die y Axe normal

Kante AB, mithin die « Axe parallel AB,
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Parallel ABC durch das Element dV gehe der Schnitt A'B'C,
parallel A'B' durch dasselbe der Schnitt A"B". Das Höhenlot

DE = g schneide A'B'C" in ü', das Höhenlot C'F schneide Ä'B^'

in 6^, das Lot E'H in J.

Folgende Strecken sind « proportioiial:

folgende proportional CG —
» y+^s

A"G = c{y-\-hz); Gß" =- tiy+bz)

Es yarürt zunächst m bei con&tanten y, n

von — — JO-^Ä'G= a»— c(y+ ftz)

bis y^" =
-i- Gii" «. as+ e(y+ bz)

dann y bei oonstantem s von — ft» bla/ii, endlich » von 0 bis 9.

Die Goordinaten der Projection der Winkelspitze anf den Te-

traederranm seien nßf. Zur Abkttrzung setzen wird

« — 0»— «-|-

wo A wie oben den Abstand der Spitze von V bezdchnet Dann ist

nach Gl. (1) der vierdehnige Winkel

Zar Integration sei gesetzt

"'"cosil»

Die Grenzen von 9 und V i^^i^u bezeichnet darch fp^ ipx und

so dass

tgti=-^- ««V'o ^
tg9)i ^ ooBi|)4'^^^$ ^g^Po = ^cosip— esin^ (46)

oder, wenn num überdies
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setzt,

tg<p, tgpC08(i/^— A); tg<3Pg — tg«C08(V»— f*)

wird. Dies eingefiUirt giebt:

0

ein Ausdruck der die Form bat:

0
wo

Ans Gl. (45) liest dch entwickeln:

-In^
atoAtg», j:cosAytg»g-tg'yi

woraus:

ya^i C08« 9)i8ini|> =- 1^ 8ia»^Pi ±
^^^J*^^

CQsViVtg^e—tg*9,

sin (pj cos / . _ cos k —j—\

und nach Einfübnmg nnd leichten Rednctionen:

^ cosViVsinV—sinVi^

oder, wenn sin^j =s sin^sinx,

fy, siin/;^ % cos A sin p"| *^'=^
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Hier ist

siB<pi tg^i ^ 1

daher

<P, - - «Fo) i ^^^0 = ^(^t- 'Po')

wo

»Fi=siuii;,arctg[t«^8(^i-A)]Tco8Ämparctg^^^j^^

a«;»-8inij;oarctg[tgpco8(^o-^)]TcösA8in«arctgj^jjj^^^

yc'-BiiitiaretB[1«tfC08(iPi-|i)]T cosiisinuMctg

Wo'=8ii»J;oarc tg[tgffco8(n-"W]+ cos^tsinoarc tg
coBtftgC^o—f*)

Diese 8 Kreisbogen haben parwciso gemeinsamen Coefficientea , 80

da88 sie sich auf 4 redaciren. Man erhält dann:

2(<Pi— ^o) = -fiTsin 1/;, — Z« sin% 4^ Mcos Asin p i iVeos sin a

wo

= arc tgLtg Q cos( i/^j — A)]— arc tg[tg a co8(ti
—

= arc tg cos + c sin V',^ — arctg ^^cos ip^—« sin

= arctgl cosi/;i — — arctg [cos ^-^—^\

-= arctff
' — arctff * ^ ^-r /^gj

-«*'»(/«_-^)»+„,*4-{[a+e(6+/)>-a{{[a-c(6+/)>-a}

i. = arc tg[tg ^ cos(i//o— k)] - arctg[tg 0 cos(i[;o— f*)]

asarc tg cos ^0+ « ^'"^ ^oj — arc tg cos ^0— c sin

=arctg cos^o
J

^ Ico84>o » J

[OS'—oi r OK'— «1 .
cos^o „ I

— [cofl^o
I
^ ^
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* " H-C08»etg(Vo-^)tg(t/^l-A)

^ cosü(tgi:'o-tgt^^)(i-l-tgn)

~[u(i^4-^)4.c«,»][u(/2-/3)-eu=^J

analog tg±\\ wo für »»«,10 noch die Werte zn setsen aind. Dann
lautet der Ausdruck:

^ y(«a0-«i [(^-y)'^H-Ä*J
^

^&-«i)'+(«''H-i)[(«-y)-4-A'-^J{(

-{(a,«-«,)(*^-}-|3)4-<.[(.~y)2-|-Ä2j|{(a,2_ai)(/,--jS)_e[(a-y)HA*]|

wo
* -(«+«)(*+/)

•1 — «+«(*+/) f «b — »—«(*+/)

Von dieser allgemeinen Formel machen wir zunächst Anwendung

auf den Fall eines regelmässigen Tetraeders in dessen Mittel-

punkt üherdies die Projcctiou der Spitze des Winkels W fällt. Hier

ist, die Kante 1 gesetzt,
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«kl— «s = — ^» «0=0

Ferner ist hier der AnsdrodL (46) fttr IT vonazieheii. da beide Teile

einander gleich werden. Ausserdem &Uen der 2. nnd 3. Term za-

flammen, da if — iv; nnd die Coeffidenten beider j^eich sind. So
findet

oder nach Sabstitnilon von für «:

nur das obere Zeichen möglich ist, ist zu ersehen, weil der
zweite Teü grosser ist als der erste. Addirt mau die beiden Arcus,

80 Irommt:

y^.. (4.-3)«-fm«

FOr ff >A>4.| ist 3B zmn Arcns zu addiien.

T«n unrn.
1^
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Dio Grösse dieses Winkels ist bekannt, wenn er der Centriwinkel

eines regelmässigen Polytops iKt, der auf oiiior Seite desselben steht.

Kuii giebt es (s. p. 42.) 3 ivgelnuissiKe l*olytoi)e. die bzhw. von 5,

16, G<H) Tetraedern begrenzt sind, und zwar sind die Abstände des
Mittelpunkts von den Tetraederräumeu bzhw.

'*""2yiO* 2V2' 2y2
«

Die ganze Vierdehnang, d.i. die Summo aller Winkel um einen Punkt
hemm, ist (nach T. LXVI. p. 203) — 8R'. Setzt man die 3 Werte
voD h in Gl. (48) ein, so erhfilt man: (49)

/
4.^-6.4-3 ^"^ ^ 1-2. > •k''-4«4-2

~

X

Entwickelt man die Bestimmmigsstacke des allgemeinen Tetra-

eders aus dem Schnitt eines mit 4 Parametern Tariirenden Baumes
und eines festen vierdehnigen Winkels W und setzt sie in Gl. (47)

ein, 80 erh&It man einen Ausdruck in 3 bestimmten Integralen, deren

Samme dann gegen die 4 Parameter constant sein mnss.

Auch bei nnverandertem Schnitt kann man Transformationen ans

Gl. (47) erhalten, indem man nor die Ecken des Tetraeders ver-

tauscht Beides will ich hier nor andeuten and komme vielldcht

später darauf snrflcfc.
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xvm.

üeber daß Kubiren und Kubikwurzelausziehen

nach Horner's Metbode.

Von

Herrn Moril Rusch
in Wien.

Wohl auf keinem GeMete menBChlicher Tätigkeit vird eine neue

Methode, tin neues Lehrverfahreii mit soviel Vorarteil cmpfaiigcn,

als auf dem des Unterrichtes. Die Erklärung dieser Tatsache ist

nicht schwer: ein Lehrer hat jahrelang nach seiner Weise unter-

richtet, sich In diese ganz hineingeleht, schöne Resultate damit erzielt

und nun soll er einen ganz neuen Weg einschhi^n, soll Altes, ihm

Geläufiges dem erst zu Erlernenden opfern. Da prüft er denn das

Nene nicht einmal grttndlicb, sondern geht rulüg den bisher gewohn-

ten Weg weiter. Die jtingeren Lehrkräfte folgen im Grossen und

Ganzen derselben Mctliode, nach der sie unterrit-htet wurden, um so

mehr, da ihnen au der Hochschule, wo zumeist nur dii' höheren

Disciplincn gepflegt werden, ein eingehendes, wissenschaftlich ver-

tieftes Stuiliuni der niedern Mathematik nicht gehotcn wurde. So

bricht sich denn nur selir laugsam eine neue Ansicht Bahn. Wie
gross die Scheu vor dem Neuen ist, zeigt sich z. Ii. auch darin, dass

noch immer die allgemeine Anwendung des metrischen Masses in

sonst trefflichen Lehrbflchem der Geographie nicht durchgedrungen

ist Und diese Scheu ist desto sdiwerer zu' flherwinden, wenn das

alt Gebrauchte nicht eben schlecht, das Neue wenigstens auf den

ersten oberflächlichen Blick, sich nicht von vornherein als entschieden

besser empfiehlt

IS*
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Dieses Vorurteil gegen das Neue mag wol auch der Hauptgrund

sein, weshalb die so sihüne Hoiner'sche Methode des Kubircus und

Kubikwurzi'lauszieheus trotz ihrer grossen Vorzüge bis jetzt so wenig

Anhänger und so geringe AuweuduDg im Mittpelschuluuterrichte *)

gefunden bat.

Zweck dieser Zeilen soll nun sein, dieser Methode, die schon

1819 von Homer in ,,philosopbicai transactions. London." gleich-

zeitig mit seiner leider auch zu wenig bekannten Methode zur Auf-

tindung der reellen Wurzeln höherer numerischer Gleicbaogeu be-

kannt gegeben wurde, das Wort zu reden.

Die VonOge dieser Methode vor der gewöhnlich gebrBnehliehen

lassen sich wol in folgende Punkte sosammenfassen:

1. Alle Operationen sehreiten in einem ununterbrochenen Zuge

fort, so dass nicht jede Arbeit bei der folgenden Stufe neu gemacht

weiden mnss, wie dies bei der Bildung des 3fachen Quadrates nach

der gewöhnlich gebrftnebllchen Methode nOtig ist

2. Man recbaot nach ihr sicherer und kürzer; sie ist somit

praktischer.

a empfiehlt rie sich der Ordnung und UebenichtUehkeit der

damaGh aasgeftthrten Bechnnng wegen.

4. Das abgekürzte Kubiren und Kiibikwurzolausziehen gestaltet

sich nach dieser Methode besonders einfach und lässt ohne vorher-

gegangene theoretische Untersuchungen und ohne alle Complicatlon

der Bedinung eine grössere Genanigkeit m.

5. begreift der Schüler diese Methode ebenso leicht als die ge-

wöhnlich gebräuchliche und erhält dabei, besonders beim abgekürzten

Verfahren, eine grössere Anregung zum Denken.

Jeder, der nnbelhngen an diese Methode^ die im folgenden ent-

wickelt werden soll, herantritt, wird gewiss mit vorstehenden Punkten

einvesTStanden sein, besonders, wenn er es sich nicht der Mühe ver-

dxieeeen lässt, einige Beispiele nach dieser und auch nach der sonst

Üblichen wirklich durchzuführen. Nur der letzte Punkt wird vielleicht

einiges Bedenken erregen, aber amli dieses sofort schwinden, wenn

der Versuch gemacht ist. Schroibor dieses hatte selbst, so sehr ihm

die Methode auch von vornherein petiel, grosse Sehen, sie im Unter-

richte zu verwenden, bis er den Versuch wirklich wagte und sich so

durch die Erfahrung von der Richtigkeit des unter 5. Angeführten

') Gymnasien nnd RealBchalen.
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überzeugte. Aber nicht die eigne Erfahrung allein, vielmehr die Er-

fahrung anderer bewährter Lehrer — so wird an der k. k. Staats-

Obcrrcalschule im III. Bezirke Wiens seit fast 30 Jahren nur nach

dieser Methode unterrichtet und wurden damit schöne Erfolge erzielt

— sind dem Schreiber dieses eine Gewähr für seine Behauptung.

Die Horner'schc Methode wurde zuerst von Dr. Schulz v. Strass-

nitzky, w. Professor am k. k. polytechnischcu Institute in Wien, in

seinem Buche: „Neue Mothcxh; zur Auffindung der reellen Wurzeln

höherer numerischer (T]LÜcliuiit.'en und zur Auftindung der dritten und

höheren Wurzeln aus bestinunteu Zahlen. Wien 1H42" in deutscher

Sprache bekannt gcgelion und auch in sein „Lehrbuch der Arithmetik

für Practiker. Wieu 1814" von ihm aufgenommen. Leider fand dieses

viel Wertvolles enthaltende Bach seiner zu grossen Breite und Aus-

f&brliehkelt weg«n nicht die terdiente Verbreitung mid somit anch

die Homer'sche Methode nur wenige Freunde. Der k. Bath Prof.

Dr. Zampieri, durch langjährige Erfiihrang von der Trefflichkeit die-

ser Methode ttberzeogt, nahm sie zwar in die Ton ihm edirte Aus-

gabe des «Jjebrbnchs der Elementarmathematik für Oberrealscholen

Ton Salomen. 3. Auflage. Wien 1865*' auf, aber schon in der

nächsten Auflage dieses Buches, die von Prof. Sevcik besorgt wurde,

trat wieder das alte Verfahren an Stelle des nenen. Erst in jüngster

Z(üt wurde sie von Prof. llaberl in sein „Lehrbuch der allgemeinen

Arithmetik und Algobra. 3. Auflage. Wien 1880" und von Prof.

Glöser in seine „Gruiidzü^'e der allgemeinen Arithmetik für die

3. Klassen oestr. Mittelschulen. Wieu IbbO'^ aufgenommen.

Um nun der in Bede stehenden Methode eine weitere Yerbreitang

und grosseren Eingang im Unterrichte als dies bis jetzt der Fall war,

zu verschaffen und zur Rechtfertigung der oben dtirten Vorzüge der-

selben, glaubt der Verfasser dieses Aufsatzes, ehe er zur Vergleichung

der erwähnten Methode mit der sonst üblichen schreitet, eine Dar-

stellung derselben voranschicken zu sollen, wobei er sich an den von

Prof. Dr. Schulz v. Strassnitzky eingeschlagenenW^ zu halten gedenkt

Bekumtlich ist;

oder wenn b als Factor herausgehoben würd:

d. h. man findet den Kubus eines Binoms, wenn man za dem Sfachen

des ersten Teiles den zweiten Teil addirt, die Summe mit dem zwei-

ten Teile multiplicirt , das Product zu dem Sfachen Quadrate des

ersten Teiles addirt, die Summe abermals mit dem zweiten Teile
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raultiplicirt und schliosslic h dirscs Prodiict /n dem Kubus des ersten

Teiles addirt, oder in ächomatisclier Durstollung:

1. IL HL
a* 3a* 3a

[3a>-h(3a-fft)»> i^+b)b b

Wir sehen, die ganze Rechnung gliedert sieh in 8 Colnmnen, von

denen die erste mit dem Knbns, die zweite mit dem ^uhen Quadrate,

die dritte mit dem 3&chcn des ersten Teiles beginnt. Zur dritten

Columne addirt man den zweiten Teil
,

multiplicirt die Somme mit

diesem, schreibt das Product gleich in die zweite Columne, addirt,

multiplicirt die Summe abermals mit dem zweiten Teile, schreibt das

Product in die erste Columne und addirt. Die Summe ist der ver-

langte Kubus.

Wie diese Regel sich direct auf das Kabiren ddoidisdier Zahlen

anwenden Iflsst, ist leicht einzusehen.

1) Es sei der Kubus von 4^ zu bilden. Wir setzen a = 40,

ft » 9 und erhalten:

L n. . m.
64000 4800 120

53649 1161 9

117649 5961 129

(49)' « 117649.

2) (ö7)3 = ? a — 80, 6-7
L n. m.

512... 192.. 247

146503 1729

658503 20929

(87)» = 658503.

Die Nulleu wiirddi nur durch Punkte markirt und in III. die Addi-

tion gleich ausgeführt.

Um dasselbe Verfahren filr das Enbven mehrzilEnger Zahlen

anwenden zn können, setzen whr in obiger Formel statt a a-|-d nnd

statt b c, dann wird:

oder in schematischer Darstellung:
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I n. lu.

(a+*)» 3(<i-|-*)« 8(«+*)

{8(a+*)H-[B(a+A)-KWe [3<«-K)-h> o
% _

bildet man auf obige W^se.

Um 3(a-f-^'')* zu erhalten, was bei der gewöhnlichen Kobiruugsmethode

immer von Anfang an zu geschelieu hat , ist weiter nichts notwendig

als in der Entwicklung für (a^b)'-^ zu den beiden letzten Poston der

Mittelcolumne zu addiren, denn luau hat:

= dCaH-SoH-^") =- 3(a+&)*.

Die ganze Entwicklung von (a-f-i-f-c)' lässt sich demnach in fol-

gendes Schema bringen: •

I. IL m.
a* aa« 3a

3(o-j-i)-i-c -= o,

Die Klammer in der Mittelcolumne zeigt an, dass diese 3 Posten zu

addiren sind, nm ^{a-^b)^ zn erhalten.

1) Es sei der Enbns von 792 sn bilden.

0 = 700 Ä= 90 cä2

Znnficbst bilde man a', 3a' nnd Sa, welche Zahlen die 3 Co-

Inrnnen erOllkiflii, addire zu 3a das ft, mnltipliciro die Snmmo mit

schreibe das Product in die zweite Colnmne, addire nnd multiplidre

abermals mit b. Das Product 8chreil>e man in die erste Coinmne.

Man erhält:

343000000 1470000 2100

1Ö0039000 197100 90

1667100 2190
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Nnu addiro man za den 2 letzten Posten der Mittelcolamne

A* « 90* — 8100 und bilde das SÜMhe von (a-f 6) d. !. Ton 790;

addire za letzterem die nun in Bedmung kommende Züfer der Wur-
zel 3, mnltiplicire die Snnune mit 2, addire das Prodoct zu dem
letzten Posten der Mittelcolamne d. i za 8(a+&)*, maltiplicire die

Summe abermals mit e= 3 nnd addire sehliessHcli za den Zsblea

der ersten Gohmme. Es wird:

I. IL m.

343000000 147(X)O0 2100

150039000 197100 \ 90
^"^^^^^^

1667100 [ 219Ö

496793088 8100 ) 2370

1873900 t
4714 8372

1877044

Bei Beracksichtigong des Stellenwertes der einzelnen Sffiem —
der ja beim Bechnen nie ansser Acht gelassen werden sollte — er-

giebt sidi leidit, dass in der Mittelcolamne jedes nene Frodact am ^
in der Hanptcolomne am 3 Stellen beraosgeschrieben werden mnss

nnd in der 3. Golamne die Addition der nen hinzntretenden ZSOn
der Worzel dadorch geschieht, dass man sie eia&ch neben das Brei-

&che schreibt Die ganze Rechnang gestaltet sich also fo]gender-

massen:

343 147 219

150039 1971
j

2372

3754088
16671 [

496793088 81^

18723

4744

1877044

Es ist leicht einzusehen, dass dieses Verfahren auch für mehr

als dreiffrige Zahlen dasselbe bleibt, da man, um das 3fache Quadrat

des schon in Rechnung gezogenen Teiles der zu Icubirendcn Zahl zu

bilden, immer nur das Quadrat der zuletzt benützten Ziffer zu den

beiden letzten Posten der Mittelcolumne zu addireu hat Z. B. es

soll der Kubus von 7964 entwickelt werden.
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343

150039

11319336

760721344

505119057344

immA Homo*» Mäkod».

147

1971

297

219

2876

23884

16671

81

18723

14256 \

1886656(
86^

1900848

95536

190180336

(7964)» - 606119057844

Wir wollen nun zum besseren Vergleich mit der üblichen Me-

thode, dasselbe Beispiel nach dieser rechneu.

848

1828

1701

729

113388

8683

216

7603392

88208

64

606119067844

(7964)»= t

49X27
98

'

343

21X81
168

1323

(79)«

49

126

81

1701

79X108

8532

796X48

6241 X 18

49928

8184

U2888

(796)»

6241

948

86

633616 X 12

1267232

88208

7606892

Es ist wol nicht nötig, erst noch die Frage aufzuwerfen, welche

TOD den beiden Methoden kürzer, sicherer, praktisclier ist; welche
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der beiden ReehnuDgen geordneter und übersichtlicher erscheint.

Aber aseh dann, wenn wir bei der gewöhnlichen Art des Kubireus

alle Beehnnngsvortefle, die man ttbrigens von einem SchtUer kanm
noch verlangen darf, anwenden, stellt eich der Yorteil anf Seite der
Homerischen Methode, wie sich dnrch den Vergleich ergiebt:

(7964)3 = ?

343 49 X 27 81X21
1323 126 ' 387X36
1701 81

711

6241 X 18 1422

^86 2388X 16

633616 X 12

729

112:^38

8532

216

7603392

38208

64

5051190Ö7344 •

Es sind hier die Prodncte ans a' and 36 gleich im Kopfe ent^

wickelt, an die entsprechende Stelle der Hauptcolnmne geschrieben

nnd das a* ist im fortlaufenden Zuge znr Bildung des (a+&)* etc.

benutzt worden, und trotz alledem hat man nur um eine Ziffer we-

niger geschrieben als bei der nach Homer ausgeführten Rechnung.

Wieviel Zeit ist aber verloren gegangen, wieviel Fehler4neUen sind

durch diese Künsteleien zugewachsen I

Aber noch deutlicher zeigen sich die Vorteile dieser Methode,

wenn es sich darum handelt, einen Kubus, etwa jenen einer irratio-

nalen Zahl nur bis zu einem bestimmten Grade der Genauigkeit ab-

gekürzt zu entwickeln, wie dies an folgendem Beispiel erörtert wer-

den soll.

Es sei der Kuhns der irrationalen Zahl 9v — 3-1415926 . . . etwa

bis znr 5. Decimalstelle genau zu entwickeln.

Mau wird hier wie bei jeder abgekürzten Ilechnung der Genauig-

keit wegen um eine Decimale mehr als unmittelbar verlangt wird,

rechnen; in diesem Falle somit das Resultat der Bechnung in 6 De-

dmalen entwickeln.

Man wird nach dem oben beschriebenen Verfahren die Rechnung

zunächst so weit führen bis man in der nauptcolumue bei der 6. De-

cimalstelle angelangt ist; wobei man jedoch die Rechnung mit der

zuletzt in Anspruch genommenen Ziffer der Wurzel ganz zu Endo

führt, d. h. auch ihr Quadrat zu den zwei letzten Posten der Mittel-
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columue addirt and das Sfacbe des bereits berücksichtigten Teiles

der Wurzel bildet Sonach haben wir:

— (31415926585

27 27* 91
2-791 0-91

1-168144

28-83

0-3736

29-2036

16

9-34

9*42

29*5788

Von nun an wird die Abkürzung eingeleitet. Dabei ist stets

darauf zn achten, dass sich die Genauigkeit der Bechnnngsresaltate

iii der zweiten Columne nach jener des Resultates in der Haupt-
columue, und die Gcuauigkcit iu der letzten Columne (bei welcher

stets die Rechnung beginnt) nach jener der Resultate in der Mittel-

columne richten rnnss. Die Genauigkeit des Resnltates in der Haupte
columne bleibt während der ganzen Rechnung stets unverändert, so

erstreckt sich dieselbe in unserem Falle stets bis zur 6. Decimale;

aber die Genauigkeiten iu dun beiden anderen Coluinnen ändern sich

stets beim Ueb^gange von einer Ziffer der Wurzel auf die unmittel-

bar folgende.

In dem vorliegenden Falle kommen wir nun zur dritten Decimale
der Wurzel, d. i. zu 0 (K)1. Da dio 3. Decimulo, das sind die Tau-
sendtel Wieder mit Tausendtel niultiplicirt werden müssen, um die

6. Decimale zn liefern, so folgt, dass wir bei der Rechnung mit O'OOl

in der Mittelcolumno nur die dritte, der Correctur wegen die 4. De-
cimale und (l(!nizufolg(5 in der letzten Columne nur die erste, der

Correctur wof^cn die 2. Decimale benötigen, weshalb wir in der

3. Columne Ü ÜOI nicht weiter einzuzahlen haben. iSonach stellt sich

die Bechnung folgendttrmassen dar:

27' 27- 91
2-791 0*91

1*168144 2791
29588

1

28-83

0-3730

9-34

9*42

29*2036

16

29*5788

94

29*5882
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Zum Zwecke der weiteren Rechnung wäre nun das Quadrat von

0"001 zu den beiden letzten Posten der Mittelcolumne hinzuzufügen;

allein dies Quadrat hat nur einen Eintiuss hier auf die 6. Deeimale

uud im AUgemeiueu höchstens auf die 5. Deeimale der Mittelcolumne,

on welcher aber schon jetzt nur die vier ersten Dedmaleu iu An-

fljpmcli genommen worden, worana folgt, dass zur weiteren Bedmnng
nicht einmal diese Ctonanigkeit erforderlich sein wird; wir daher in

der Uittelcolinnne nur die 2 letzten Poaten m addiren haben. (Den

dritten hier enteilenden Posten wollen wir hier dnreh einen Punkt

maiUren.) Aach dio Bildung des Sfachen des bereits in Ansprach
genommenen Teiles der Wurzel ist nicht weiter notwendig, da nor

noch die höchsten Ziffern dieser CJolnmne benötigt werden und diese

unverändert bleiben.

Wur gehen nnn znr nächsten Ziffer der Wnizel, d. i. (HX)06 über.

Diese ZUfer erheischt als 4. Dedmale mit gehöriger Bflcksicht aof

die Gorrectur in der Mittclcolamne eine Genauigkeit von 3 Decimalen,

somit in der letzten Golumne ebenfalls mit Rücksicht auf die Gor-

rectur nnr eine Genauigkeit, welche bis zn den Einsern reicht Wir
erhalten:

37-

2-791

1-168144

29588

14801

27*

0-91 \

27-
91

1

28-83

0-3736

29-2036

16

29-6788

94

29*5882

91

9-34

9-42

29*597

5

29-602

Da das Qnadrat von 0*0005 keinen Einfinss mehr auf die noch in

Anwendung kommenden Ziffern der Mittelcolumne besitzt, haben wir

wieder nur die beiden letzten Posten der Mittelcolumne zu addiren;

natürlich entfällt auch dio Neubildung der 3. Columne. Die jetzt in

Rechnung kommende Ziffer der Wurzel 0 00(X)9 erfordert in der

Mittelcolumne nur mehr eine Genauigkeit von 2 Decimalen, in der
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letzten Columne eine, welche bis zu den Hunderten reicht. Es hat

somit diese Columuc gar keinen Eiufluss mehr auf die weitere

Rechnung.

Schon an dieser Stolle zeigt sich, dass sich nur uocli die zur

Correctur nötige Ziffer der Mittelcolunme ändert, die andern Ziffern

aber unverändert bleiben ; dies wird um so mehr der Fall sein bei

Anwendung der weiteren Decimalen der Wurzel; das Kubiren wird

somit in eine abgekürzte Multiplication übergehen.

Die ganse Bechnong stellt sich demiiAcU folgendermassen:

(31416926635...)'» ?

27-

2-791

1168144

29588

14801

2665

69

17

1

31006276

27-

0-91

27-91

1

28-83

ad736

292036

16

29-6788

94

29-&882

•

29-697

29*608]

91

9-34

9-42

29-61

So recht «dBUUg wird der YortoQ auf diese Art za rechnen

beim Enbiren eines periodischen Decimalbrnches, wobei auf sehr

einfache nnd kurze Weise eine Genauigkeit erzielt werden kann» die

weit alle praktischen BedOrfhisse ttberstdgt.

So sei z. B. der Kubus von 0-75367 . .
.

, wobei 367 die Periode

ist, bis auf 9 Decimalen, der Genauigkeit wegen also auf 10 Deci-

malen zu entwickeln.

Da 0'753 im Kubus 9. 0-7536 aber schon 12 Decimalen gibt, so

entwickle man zunächst den Kubus von 0'753 ohne alle Abkürzung

und führe auch die Bechuung mit 0003 ganz zu £ude. Also:
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0-343

78875
5062777

1-47

01O75\

15775}
251

1-6875

07591

16d4259
9]

1-7U1Ü27

215

2*253

2259

Nun kommt die 4. Decimale der Wurzel, d, i. OOOOG in Rech-
nung. Da die 4. Decimnlo. das sind die Zehntausendtel, mit der G.,

das sind diu Millioutcl, multiplicirt werdeu müssen, um die 10. De-
eimale zu liefero, so wird sich die Genauigkeit in der Mittelcolomne
auf 6 und der Correctur wegen auf 7 Decimalen erstrecken, somit

in der 3. Columne auf 3, der Correctur wegen auf 4. Man wird da-
her 0*0006 noch in der letzten Columuo ciozähleu, aber bei der wei-
teren Rechnung nnr als CorrectQrnfTer benfitzen.

Von da an wird nun in derselben Weise, wie dies am vorigen

B^pielc gezeigt wurde, abgekarzt weiter gerechnet, wobei natürlich

die Perioden/.ifiVrn der Wurzel so weit fortgesetzt worden, als durch
ihre Multiplication mit der Mittelcolumno sich noch ein Eintiuss auf

die Uauptcülumue ergibt Im vorliegenden Falle hat die höchste

Ziffer der Mittelcolamne den Stellenwert der Einser, mithin wird

noch die 11. Decimale der Wurzel in Rechnung gezogen werden müs-
sen, da diese noch den Einfloss der Correctnr auf die 10. Decimale
der Hauptcülunmo hat

Wir erhalten:

0-S43
78875
5082777
10213697
1192728
51122
10224
1193
51
10
1

0-4281046796

(0-753673673673..)'= ?

1-47

01075|

r5775>
25]

1-6875.
• 6759i

1-6942Ö91

9»

1.701027
13558)

1-7023828
4

215

2-253

2-2596

2-2608

1703739
158)

1-708897

1-70406

1

170407
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Hat man einen unvollständigen Decimalliruch zu kubircu, so er-

gibt sicli die Genauigkeit, mit welcher der Kubus berechnet werden

kanu, ohne weitere theoretische Untersuchungon von selbst.

Es' sei der Kubus von 81*536237 za entwickeln. Wir bilden

wie gewöhnlich a\ 3a' und 3a d. i.

512... 192.. 24

fand bestimmen nun den Grad der Genauigkeit des Kubus. Die letzte

bekannte Ziffer der Wurzel darf, wie auch hei der abgekürzteu Mul-

tiplicatiou auf das Endresultat nur den Einilnss der Correctur haben,

somit wird die vorletzte Ziffer der Wurzel d. i. 000003 mnltiplicirt

mit der höchsten Ziffer der Mittelcolamne, deren Stellenwert sich

nicht mehr ändert, die (Jenanigkeit des Besnltates in der Hanpt-

columne bestimmen. Im vorliegenden Falle hat die höchste Ziffer

der Mittelcolamne den Stellenwert der Zehntansender. Zehntansender

mnltiplicirt mit Hnnderttansendteln geben Zehntel ; wir können daher

den Kubus nur mit einer his zu den Zehnteln reichenden Genauigkeit

entAvickelu. Der übrige Gang der Eechnnng bleibt derselbe wie in

den früheren Beispielen. Also:

(81-536287 ...)»=?

512... 192.. 241

19441 241 \

9902 4 \

5980 1 ) 2435
119-6

40 19683

0-1 19804'8|

5420657 3

'

19927

19934

1994

Dass diese Art des Kubirens wirklich die eingangs erwähnten

Yorzttgo besitzt, wird wohl niemand bezweifeln, wohl aber werden

manche, die vielleirbt aucli zugeben, dass die Methode an und für

sich dem Schüler nicht mehr Schwierigkeiten bietet als die gewöhn-

liche, dies für das abgekürzte Verfahren bestreiten. Allerdings scheint

es, dass das Bestimmen der jedesmaligen Genauigkeit dem Schüler
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viele Schwierigkeiten bereitet und dadurch viel Zeit vergeudet wird.

Das wird auch wirklich der Fall seiu bei Scbüleru, die das abgekUrzto

Maltiplicireu and Dividiren nur schablonenmässig gelernt haben, bei

SchOleni, die nie im Bestimmen des SteUemrertes geübt «Ofden aind.

Diese Bestimmmig des SteUenwertes eines F^dnctes oder eines Quo-
tienten erst jetst einttben m wollen, wftre freilich za spftt und nicht

am Platze, aof diese nimrot aber ein rationeller Untenricbt gleich

beim Beginn des Bechnens mit Dedmalen die gehörige Bflcfcsicht

Will sieh aber jemand absolnt nicht dazn Terstehen, Bogeln so

viel als möglich zu vermeiden, so kann er ja anch dieses Yerfthren

in Begeln kleiden, die sich wol anch nicht complicirt gestalten wor-

den. Etwa anf folgende Weise:

Man rechne auf gewöhnliche Weise bis die Hanptcolnmne die

verlangte Genauigkeit hat, bestimme die fftr die nftchste Züfor der

Wurzel erforderliche Genauigkeit der zweiten und letzten Columne

und streiche bei Inanspruchnahme einer neuen Ziffer der Wurzel in

der Mittelcolnmne eine, in der letzten Columne zwei Stellen ab und

benutze die abgestrichene Ziffer zur Correctur.

Hält aber vielleicht der eine oder der andere die Methode an

and fttr sich für zu schwierig, so kann er die Schüler schon beim

Quadriren darauf vorbereiten und sie an die Schreibweise in Columnen

gewöhnen. Andeutungsweise wäre dabei folgenderinassen zu verfahren:

Z.B. 1) (69)*-?

=• 60

6- 9

L
o* = 36..

i2a-^b}b — 1161

2a-\-b — 129

(a+6)> - 4761

2) (847)*

64

687

120409

3) (0-274836)2 = ? (5 D. genau)

004....• • • •

329

2176

439

16

0-47

0-544

3

0-076534



Wer bis dahin diese Methode des Kubircns aufmerksam verfolgt

hat, wird wol zugobou, dass sich dieselbe für das Ausziebeu der

Kubikwurzel vorzüglich eignet.

Wir wollen dies an einigen Beispielen zeigen.

1) Es sei die Kubikwurzel von 247673152 zu bestimmen.

Man ver&bre ganz so wie bei der gewöhnlich üblichen Methode

bis die zweite Ziffer der "Wurzel bestimmt ist. Sobald diese gefunden,

hätte man die drei Glieder Sab^ und zu bilden und deren

Summe vom Radicauden abzuziehen. Nach Horner geschieht nun

die Bildun«^ dieser Summe genau so wie beim Kul)ircn in fortlaufen-

dem Zuge, niciit indem man wie sonst jedes Glied einz(>ln berechnet.

Mau schreibt wieder das 3fache Quadrat der ersten Zitier der Wurzel

in eine, das Dreifache derselben Zitfer in eine zweite Columne, addirt

zu letzterem die zweite gefundene Ziffer der Wurzel, multiplicirt die

Summe mit dieser Ziffer, schreibt das Product gleich unter das 3fache

Quadrat, addirt und multiplicirt abermals die Samme mit der zwdten

Wnrzelziirer. Das Product repräseatirt, wie schon vom Knbiren her

bekannt, die Summe der 3 an bildenden Glieder; man zieht es vom
Badicanden ab und setzt zom Beste die nächste Classe. Mithin

erhalten wir:

y247
216

673jl52 — 62

I
108.. 182

81 673 ^
9345 11164

Um die nächste Ziffer der Wnrzel za finden, hat man wie be-

kannt, die erhaltene Bestzahl dnrch das Sfiiche Quadrat des bereits

gefundenen Teiles der Wurzel zu dividiren. Die Bildung dieses 3-

facben Quadrates gestaltet sicli bei dieser Methode, wie schon beim

Kubiren erörtert wurde, sehr einfach, man bat nämlich nur das

Quadrat der zuletzt gelundenen Ziffer der Wurzä ZU den b^en
letzten Posten der Mittelcoiumne zu addiren.

Nun könnte man die Division ausfuhren. Es ist jedoch angezeigt

Mher noch das Dreifache des gefundenen Teiles der Wuzzel zu bil-

den, was in die letzte Columne zu schreiben ist, damit die Bechnung

mit der zuletzt gelfundenen Ziffer vollständig beendet sei und man
sofort nach Auffindung der nächsten Ziffer zur Bechnung mit der-

selben schreiten kann. Dann dividire man und verfahre mit dem
Quotienten, das ist mit der nächsten Ziffer der Wurzel genau in der

angegebenen Weise. Somit erhalten wir:

TWiiiXTiL so
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* 1Ü8 1Ö2
y247 673152»628
216

11101.
31 673

^) 1853
9 346152

0 11582

14944

1168144

2) So ergibt sich die y 0 048007321013 nach dem eben beschrie-

benen Verfahren in folgender Weise:

s

yaÖ4öiö07

_27| ,

21507

321 013= 0*3647

027 0 96

576)

1 851 321 0-3276

278777028 361 1*08*

^ 0-8888

4336v
10927

0-383m
161

0-397488

76489

0*39825289

Da bekanntlieh das Ausziehen der KubikwnnEel gerade so me
das der Quadratwurzel als Division au^e&sst werden kann, bei

welcher sich aber der Divisor bei jeder neuen Ziffer der Wurzel

ändert, so kann man, fiüls die Kubikwurzel nur in einer bestimmten

(Genauigkeit za berechnen ist, ebenso das abgekürzte Verfahren in

Anwendung bringen wie bei der Division, wenn man nur die Aende-

rungen des Divisors gehörig berftcksichtigt

1. Es sei z. B. y382156885 in 5 Decimalen zu entwickeln.

Der Genauigkeit wegen wird man natOrlich 6 Decinuden rechnen.

Zunächst handelt es sich wie bd jeder abgekOrzten Division um
Bestimmung des abgekürzten Dividende. Die Genauigkeit des Divi-

dende ist abbftndig von dem Stellenwert der höchsten Ziifer des IK-

visors d. L des drei&dien Quadrates der ersten Ziffer der Wurzel.
Die erste Ziffer der Wurzel ist hier 7 und hat den Stellenwert der

Einser, das dreifache Quadrat davon ist 147; die höchste Ziffer des

Divisors hat somit den Stellenwert der Hunderter. Dieser SteUen-
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wert ändert sich währnnd dor Rochiuinf,' nicht mehr. Um nun bei

der Division durch Hunderter im Quotienten zur Deeimalc zu

gelangen, muss dor Dividend 4 D(H'iniaU_Mi erlialten. Wir werden

somit vom Radicand(Mi nur i DceimahMi in Reclinung zu ziehen liaben

und machen daher um jeder Irrung' vorzubeugen nach der 4. Decinial-

stelle einen Verticalstrich, den sogenannten „Sicherheitsstrich". Nun

rechnen wir auf gewöhnliche Weise ^i8 wir die 4. Dedmale heranter-

gesotzt haben.

147 21-2

4-24;V382'1668
843

39156
8-90Ö9

85 = 7-2

4) 21*6

155-52

Nachdem man mit 0 2 die KetdmuAg beendet, d. h. auch ihr

Quadrat zu den beiden letzten Posten der Mitteleolumne adtlirt und

die dritte Colunine neu gebildet, beginnt das abgekürzte Verfahren.

Gerade so wie beim Kubiren ändert sich die Genauigkeit in der

mittleren and letzten Colunine bei jeder neuen Ziffer der Wurzel,

die der Hauptcolnmne bleibt nngeftndert.

Die 3. Ziffer der Wurzel ergibt sich wieder durch Division; der

neue Divisor ist bereits gebildet; man erhält 0()5. Da die Genauig-

keit der Haupteolunino nur bis zur 4. Deciniale reiebt, wird die der

Mitteleolumne sich auf 2, der Corrcctur weg(^n jedoch auf 3 Deci-

malen erstrecken müssen und die der letzten Coluinne nur auf 1, der

Correctur wegen aber auf 2. Man wird also 0 05 noch in der letzten

Columne addiron, diese Ziffer aber nur als GorrectnrzüSer beaatzen.

Um die Rechnung mit 0 05 zu Ende zu führen, hätten wir noch

das Quadrat davon zu den beid(Mi letzten Posten der Mitteleolumne

zu addiren; dieses hat aber nur Eiulluss auf die 3. und 4. Deeimale;

in der Mittekolumne war jedoch jetzt schon nur eine Genauigkeit

bis zur 3. Deeimale erforderlich, die im folgenden noch geringer sein

wird; daher dieses Quadi'at nicht mehr zu bilden ist*); auch die

letzte Columne wird nicht neu zu rechnen sein, da nur die höchsten

Stellen derselben noch in Rechnung kommen, diese aber imveränder-

lidi bleiben.

Die Beclmung gestaltet sich daher wie folgt:

*) Wie schon bdm Kubina es anob hier ratsam, behnft einer ITach-

eodtroUe der BecUmmig an Stelle des hier entfallenden Quadrates einen Punkt

sn setnn.

90*
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212
1/383*1568

843

8'd08d

10787

85-7*25
147

4-24|

löTSj

155 52

1*083

156^

21-65

157*69

Als nächste Ziffer der Wurzel ergibt sich 10787 : 157-69 = 0 006.

Da Tausendtel mit Zehntel multiplicirt Zehntausendtcl, d. i. die Ge-

nauigkeit der Ilauptcolumne geben, so wird in der Mittelcolumue die

Genauigkeit nur auf 1, der* Corrcctur wegen auf 2 Decimale reichen

und in der dritten Columno somit bis zu den Einsern, die jedoch

nur zur Gorrcctur zu benutzen sind. Natürlich wird auch hier die

Bildong des Quadrates dieser IQifer 0*006, sowie auch die Neobildimg

der letsten Colnmiie entfWen. Wir erhalten:

y382l568

343

"39*166

8*9089

10787
0*1318

85 »7*256
147

4*84]

151*24|

155-52

l-088
j

156*603

21*2

21*65

157*69

0*18\

157-82|

•

158*0

0*1318 : 158*0 gibt als 4. Decimale der Wurzel 00008. Wie leicht

einzusehen ist jetzt in der Mittelcolumne nur eine Genauigkeit bis

zur 1. Decimale (schon mit Berücksichtigung der Correctur) erforder-

lich, während die letzte Columne ohne Einfluss bleibt. Die noch in

Rechnung kommenden Stellen der Mittelcolumne bleiben unverändert,

die ganze Bechnaog geht in eine abgekürzte Division Uber:
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nach Bonut't U$Aod$. 309

y8821568|86= 7*266884

813

39156
8-9089

1-0787

01318
54

7

1

21-2

21*65

147

4-24j

151*24j

15552

i-oesi

156-60a!

157-69^

018 k

157*82?

1580

2. yO002867 - ? (in 5 Dec genau).

a

V0(X)2:857 = 01

Die höchste Ziffer der Wurzel ist O l, das dreifache Quadrat

davon 003; der Stellenwert der höchsten Ziffer des Divisors ist also

der der Hundertel. Um aber bei der Division durch Hundertel die

6. Decimale zu erhalten, niuss die 8. Dccimale dividirt werden, somit

benötigen wir im Iladicaudcn ö Decimalen; da nur 6 gegeben sind,

werden wir die fehlenden Stellen durch 2 Nullen ersetzen und nach

diesen den „Sicherheitsstrich" macheu. Die EechnuDg wird nun so

lange nnabgekflrzt fortgesetzt bis auch die Nnllen herabkommen md
erst von da an wird die Abkflmng eingeleitet Abo:

yÖÖ^5700
1857

11300

2378

584

45

0

0141265 — 014127

003
1361

irf

888

421)

8922l|

8964

§1
8972

03

0-421

0 423
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In derselben Weise wird man vorgehen, um aus einem periodi-

schen Decimalbruche die Kubikwurzel zu ziehen. Selbstverständlich

wird mau dabei die Periode so weit fortsetzen, als es die Genauig-

keit erfordert.

s

Z. B. Vo-81ö36 ist auf 6 Decimalen genau anzugeben.

Vo-siöise = 0-9

Die erste ZitFer der Wurzel ist 0-9, ihr dreifaches Quadrat 2 43;

der Stellenwert der höchsten Zifler des Divisors ist der der Einser,

folglit:h muss der abgekürzte Divid(>nd 7 Decimalen enthalten. Mau

setzt also die Periode bis zur 7. Deciraale fort und rechnet wie im

vorigen Beispiele.

0-729

6 — 0-9342234 » 0*934223

86365
11008 4

584 9

614
90
11
1

2-48

8191

2-5119|

9'

2-5947

2-6058S

!2

2-6171

2-6177

2-73

2-794

2-802

2-618

Hat man ^us einem unvollständigen Decimalbruche die Kubik-
wurzel zu ziehen, so bestimmt sicli die Genauigkeit, mit welcher die
Wurzel gefanden werden kann, von selbst

Es sei y31*006270 , . . zu bestimmen.

3

y31-00627ö = 3'....
*

IHe höchste Ziffer der Wunsel ist 3, ihr drei&ches Qnadrat 27

;

der Stellenwert der höchsten Ziffer des Divisors der der Zehner.

Die letzte Stelle des Radicanden hat den Stellenwert der Milliontd.

Milliontel dividirt durch Zehner gibt Zehnmilliontel; wir erhalten so-
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nach Morner's Methode. 311

mit die Wurzel in 7 Decimalen, wovon jedoch die 7. Decinialo nicht

mehr ganz verläs>lich ist. Uebrigens ist diese ganze Ucborleguug

nicht notwendig. Man rechne ein&eh luabgekflrzt bis die letzte nicht

mehr ToUBtlBdige Glasse des Bad!c«ikden herabgesetzt ist nnd leite

von da an das abgekürzte YerfiUiren dn.

V3rOÖ^76 . . — 31415926 » 3*141593

4-006

1*215275 27- 91

47181

17643 27-911

2741 ' 1' 934

76

17
28-83

0 _l 9-42
29-2036

ig'

29-5788

941

29-58822

29-598

5]

29-603
(

29*61

Diese Beispiele dürften wohl zur Belvräftiguug der am Eingange

dieses Aufsatzes aufgestellten Behauptung über die Vorzüge der

Horner'scheu Kubirungs- und Kubikwurzclausziehungsmethode genü-

gen, und der Verfasser schmeichelt sich mit der Hoffnung, dass der

geneigte aufmerksame Leser dieser Zeilen seine diesbezügliche An-

sicht teilen nnd zur allmäligen Einbürgerung und allgemeineren Ver-

breitung der in Bede stehenden Methode nach Tnnlichkeit das Seine

beitragen wird.



3l2 Htm Ueber Integrale eüüger DiffhrentialyUichunyen.

XIX.

Ueber Integrale einiger Dif^erentialgleichnngen.

Von

Norbert Herz.

Im zweiten Bande seiner Integralrechnung behandelt Euler die

seither vielfach betrachtete Differentialgleichung

deren Integral

ist [deatsche üebersetxang von Salomon p«g. 339.], wenn 0|,«^... a»

die LOningea der algebraischen Gleichung

sind. Dieses Integral bleibt auch giltig , wenn einige der Wnneln
einander gleich werden; sind jedoch sämmtliche ^yu^ze]u von ein-

ander Terschieden, so ergiebt sich das Integral einfacher in der Form

Sind nnn die Goeffidenten derart beschaffen, das« man die nnend-

Beibe
P«».4+jB«-f CSi«+. . .ininf. (1)
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durch einen ^geschlossenen Ausdruck darstellen und die Nullpunkte

dieses Ausdruckes angeben kann, bo wird mau auch das Integral der

Differeutialgleidiung

X-^Ay+B^+C^-^^, . .inM (2)

erhalten können. Wenn nun die an Stelle der Reihe P gesetzte

Function unendlich viele Nullpunkte hat, was immer dann eintreten

wird, wenn dieselbe eine trauscendente Function ist, so wird man in

einem gewissen Sinne (wenn man nämlich die Benennung von den

DÜfeFentialgleicbiingen einer beliebig hohen aber endlichen Ordnung

anf die betrachteten anendlich hoher Ordnung übertriigt) dadurch

ein aUgemdnee Integral der Gleichung (2) erhalten.

Fttr die Differentialgleicfanng

ergiebt rieh die algebraische Gleichung

i.--!--

0

1— M

für die man nur die "Wurzel s = oo erhältj daher verliert das von

Euler für die endliche Dififerentialgleichung gefundene Integral in

diesem Falle seine Bedeutung.

Für die Gleichung

wird

Die Nullpunkte sind die Lösungen der Gleichung

mit Ausnahine von o; = 0 ; also

± 2k9ti

Pemnach ist jedes particnlftre Integial in der Pom enthalten
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314 Btrmi üther JntegroU watigtr D^treiUüAgkkhm^m^

WO nunmehr alle positiven ganzen Zahlen, di«* 0 ausgeschlossen,

zu durciiaufcu hat. Führt man für die E-xponcutialprosge die trigo-

nometriscli^u Functionen ein, so erhält man das von Euler auf an-

derem Wege gefundene Integral

m

Die DÜferentlalgleiGhiig

• • •

ergiebt, vrie sofort zu sehen

2Jfc+l
deren Nnllpankte in « — ±— ^

—

itb liegen , so dass das Integral

dieser Differentiali^chiuig

—00

wird. Dasselbe Integral güt auch für die Gleicbuug

indem nur b mit M zu vertauschen ist. Auch dieses Resultat wurde

von Euler auf anderem Wege gefunden.

Aehnlich findet man als Integral der Difierentialgleicbiiiig

^ "~
6 «& 316» «to» 5 1 6* <fc*

Für die Gleichnng

ivird

SV«

deren KnUpnnkte aus der Gleichnng « « — 1 folgen i sie sind
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Her»: Ueber JtUegraU «üugtr D^iwentialgUiehMmjfen» 315

also ist das lutegral

Es wird Don sofort o^dditliGli, welches die unendlichen Differential-

gleichungen sind, deren Integrale angegeben werden können. Ist

nämlich ^{x) eine Function, deren Nullpunkto'*arj, . . . x« inner-

halb des ConTergen2bereiches der fOr <P(«) bekannten ^Beihenent-

wickelong

liegm, 80 wird die Differentialgleichnng

das Integral

haben. [Wird •» 0, so gehen alle Integrale in Coustaate über].

So folgt beispielsweise fttr die Gl^chvng

^ , llfV . 16 A ,
272

deren Goefficieuten die Bemoulli'schen Zahlen sind, das particuläre

Integral

jr ==^Xdx

während die andern aus dur obcreu Formel folgenden ungiltig werden,

weil die anderen Lösungen ±,kn der Summe

ausserhalb des Gonvergeuzbereiches der Keihe fallen.

Desgldchen hat die Differentialgleichung

wo

»
31

öl
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und für

das particnlaFO Int^al

If—y*Xdat

weil P= sn 2- und in den Convergenzbereich nur die Wurzel
X =-0 fällt. Es ist bemerkenswert, dass das Integral von dem Werte
von k unabhängig ist.

Eine Ähnliche Behandlnngsweise gestattet die Oldchnng

(«i,+Äo»)!f+(«i+«i«)2+(«i+V)^+...-0 .

Integrirt man diese Gleichmig nach der Laplace'schen Methode, nnd
setzt

OoH-aitt-j-aguää-f- ... — r/o ^

SO wird das Integral der Gldchnng (8)

wenn die Grenzen «ig, % % . . . Lösungen der Gleichung

e «'i =0 . (6a)

sind. Man hat es also hier zanächst mit dem Ausdrucke

(6)

zu tun. Lassen sich die Keihen Uq, f/, summireu, und ist es mög-

lich Nullpunkte dieser Function F anzugeben, so sind hiermit Inte-

grale der Gleichung (3) bestimmt Es müssen aber ebenfUIs die

Nullpunkte innerhalb des GouTergenzbereiches beider Reihen fallen,

weil ja nur fbr solche Punkte die Reihen mit den für sie gesetzten

Functionen znsammenfidlen.

Es sei die DiffBrentialgleichang

Dl^itized by Co
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dy d^y . d^y . a* d^y d^y

ZU integriren: es wird

— sinau

t/j = GOSOM

al80

2 a

9£Hhi» ?£+}!!

2^ £ cosau •

welche Integrale stets einen Sinn haben, da ^^-^fürpositiveaimmer

Ueiner als 1 ist Wenn aber a negatlT wilre, so würden diese Inte-

grale keinen Sinn haben, weil sie für die Grenzen unendlich worden;

dieser Fall Ist also nicht weiter zn betrachten. Die einzelnen Inte-

grale lassen sich in allen Fftllen, wo der Exponent des Nenners eine

ganze Zahl ist, in geschlossener Form darstellen; da aber, wenn

a—

1

m
a

sein soll,.

1—»

folgt, und a 0 sein muss, so wird nur für m= 0, also a = 1 die

Integration wirklich ausgeführt weiden können, nnd dann ist das nn-

bestimmte Integral nnd wenn man nnn von allen einzelnen Teilen

die Werte, die sie fUr die unteren Grenzen annehmen, zusammenzieht:

Van findet ebenso bei posItiYem a tta die Gldchung

,
dy d^y a* <i*y

,
a*<i*y

,
a* d^y
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demoach

Merz: Ueber Integrale einiger Differentialgleichungen.

Uq -= COS au

Ui = sin au

a

y

—

atao f&r a — 1

,/ sinai» «

Di« Glddrang

0= (.±%-2,«-^+jj«J-
hat das Intagnl

a a

2a

WO die oberen und unteren Zeichen zusammengehören.

Die Gleichungen

tly

0 - ±«jfH-<w ^

haben die Integrale (je nach dem oberen oder unteren Zeichen):

oder

—• •/ sin«

siuautg^au''

Bezeichnet man für das folgende der Kürze halber
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H^rz: Ueber Integrale einiger Differentialgleichungen. 319

«" — 12 *^""~2!

= + öl— = + -lün

71 61
— SS

10 iM. ftr die Diffarentialgieicliiiiig

= Al(u)o

dann wird

1,
l+^sng-

2
oder

— ^log[dnti—ftcn«];

also
1

F«- [dm* —Ach»]*

Die Lösungen der Oleichang P«* 0 mOsBon die Gleicha^g

ibcn» '
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320 Herz: ütbw InUgraU «inigtr D{fferentialgUichungen.

erfüUeu, gleicbgiltig ob k positiv oder negativ ist*), wie mau sich

leicht ttbeneogt; sie sind, wenn k' eia Paar £lementarpcrioden

dar an baseicbnen:

tt-=2aA+(2<j'+l)j

denmadi das Integral

2

Hat man die Diifcreutialgleiciiuug

(fiy f-^y
0 — (l-f-%-[-C3i^-i-(cj,-fasx)^+ (c3-j-a,a;)^ + . . .

80 ilt:

=/cnud.= log[dn«-*8n«y

P— [dn«—Asn»]^

Ob nun k positiv oder uegativ , so werden die Lösungen von P= 0

die Gleichung
idnu —4-1

erfttnen, also

fi-.a^+(2a'+l)|!

demnach das Integral

^la' Caa' / ^^[^(^ C*^^'*~"*^°*0*''*

2

Berücksichtigt man uau noch, dass

dn«— cn»

*) Im letatMvn Falle lit k der poeltiv geoommeiM Betrag des Int^raU

nodnlk
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Al(u), ** cn« "
Jbi cn»

1—du«
SU«

dn«

r^j't*- log
«/ Al(»)i J süu sau

/Al(««) /*cnM
, 1 , l+ fcsnti

/ T-.--f-du^ 1 - duss log

1 — CD»

dn«

l-f-snii

CDU

ist, 80 erhält man noch folgoado Differentialgleichangen mit ihren

otttoprecheudea Integralen:

(cni»»^8iiit)'<lM

y^SoS^Ceg' I -jTrvX—er, )

^0 = (l+»)»+ei«^+(ot+«»*);^+(a.+V)^+

i
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322 Berat IMer infa^rafe ein^ I^attUialf^udmHfftM,

[o-(l+«Jy+ci,x£^i+(«,+d^)0+(«.+c^l»)g+ .

4
~2"

I 1 ''y I
^^^y

•
'^^y

0

«. «. ^ /* 1— cnt* ,

0

[o=a+»)»+(«.+<^«^)^+(<%+4^»)^+ • • •
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(4<T-l)^^ + <T'A'

r

£s erübrigt hier uocli zu bemerkcu, dass die Lüsuugen

fttr welche sn«= cii«c * dntissoo werden, keine Grenzen filr das

Integral geben, weil wol der Nenner unendlich wird, aber auch der

Zahler und, wie man sich leicht flberzeogt, der Wert von P für obige

V ein endlicher von Nnll verschiedener ist.

Wien^im Aprü 1881.

ai'
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XX.

Miscelleu.

1.

lieber das Tollstlndife Yiereek.

Es sei abed ein vollständiges Viereck und Oj^O^O^ sein Diagonal-

drcicck ; sncht man die Schnittpunktepaare 1 und 2, 3 und 4, ö und
6 der Gegenseiten des Vierecks mit den Diagoualdreiecksseiten, so

bilden diese — wie bekannt — die 6 Ecken eines vollständigen Vier-

seits; dessen Diagonaldreiseit iJeutiscb ist mit dem Diagonaldreiecke

des vollständigen Vierecks abcd.

Nimmt man nnn solche 4 dieier 6 Ponkte, Ton denen nicht 3
auf einer Geraden liegm, so bilden diese wieder ein Tollstftndiges

Viereck, dessen Diagonaldreicck so beschaffen ist, dass 2 seiner Ecken
die andern 2 der genannten 6 Punkte, und dessen 3. Ecke jene Ecke
des abed gehörigen Diagonaldreiecks ist, Reiche der Diagonaldrei-

ecksseite, auf welcher eben die ersten 2 Ecken liegen, gegenfiber-

liegt (Siehe die Figur).

Nachdem sich aber die 6 Punkte 1, 2, 3, 4, 5, 6 dreimal zn je

4 anf der genannten Weise oombiniren lassen, so gibt es 3 solche

Vierecke nnd swar 1324, dessen Biagonaldreieck 660, ist, 1265 mit

dem Diagonaldreiecke diO^ nnd Viereck 4668, dessen Diagonaldrei*

eck 120t i>t.

Betrachten wir nun eines dieser 3 Vierecke, etwa das Viereck

1234 und denken uns die Ecken desselben als Basispunkte eines

Eegolschoittsbflscbels, so bilden die Schnittpnnktepaare der tinsdnea

Elemente desselben anf der Geraden bd eine Pnnktinvolntion; es

werden daher anch die Schnittpunktepaare der Gegenseiten des Vier-
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ecks 13 24, welche als die deg. Kegelschnitte des Büschels aufzu-
fassen sind, mit der Geraden Pnnktepaare der Involution aein.

Nun geht aber die Gerade bd durch den Doppelpunkt O3 des
einen und dorch den Doppelpunkt 5 eines 2. Geradenpaares, während
das 8. Geradenpaar die Gerade bd in ß nnd 9 schneidet, daher
und 6 die Doppelponkte der genannten Inyolntion sind. Da aber —
wie aus den Sfttzan aber das ToUstAndige Viereck bekannt ist — die
Punkte b, d die Strecke 6O5 harmonisch teilen, so bilden auch ^ d
ein Puuktcpaar der luvolution, daher dnrch die b^den Punkte d
ein Kegelschnitt des Büschels 1324 gehen muss; d. h. die 6 Punkte
1, 2, 3, 4, 6, d liegen auf einem Kegelschnitte. Ebenso geht durch
rt, 1, 3, 2, 4 ein Kegelschnitt. Was aber bezüglich des Vierecks 1324
gesagt wurde, gilt natürlich auch bzgl. der beiden andern Vierecke
1265 und 45 63, und wir haben folgenden Satz:

„Wenn man in einem vollständigen Vierecke dio
Schnittpunktepaarc der Gegenseiten mit den Diagonal-
dreiecksseiten sucht, so liegen jene 4 dieser Punkte,
welche ein Tollstftndiges Viereck bilden, mit 2 auf einer
nicht durch einen der 4 Punkte gehenden Seite des voll-
ständigen Vierecks gelegenen Eckpunkten auf einem
Kegelschnitte".

Man erhftit auf diese Welse 6 Kegelschnitte, von denen je zwei

4 Punkte und je drei 2 Punkte gemein haben.

Wir suchen nun bzgl. eines jeden der Vierecke 1324, 1662
und 4563 jene 3 Vierecke, welche sie bzgl. des gegebenen Vierecks

oÄcrf sind, so ist unter diesen je eines, welches das Dreieck O^O^O^

zum Diagonaldreieck hat. So hat das Viereck ctßyd, welches bzgl.

1324 dieselbe Kollo spielt, wie dieses bzgl. ahcd^ das Dreieck 0,OgOg

zum Diagonaldreiecke. Sucht man aber dann jenes Viereck 1'3'2'4',

welches ixßyS gegenüber dieselbe Rolle spielt, wie dieses gegenüber

dem Vierecke 132i, oder Letzteres dem Vierecke nhcd gegenüber

so hat dieses wieder das Dreieck 66 O3 zum Diagoualgreiecke, während

das auf ihn folgende a'ß'/ö' wieder 0^ O3 zum Diagonaldreiecke

hat Wird dies so in der ent^recbenden Weise fortgesetzt , so er-

hSlt man eine ganze Gruppe von Vierecken, welche dem gegebenen

Vierecke abed gegenflber folgende Bolle spiden: die Vierecke aßyi,

a'ßyi'i tl*ß>'f(r ... haben das Diagonaldreieck des Urviereeks

(wie wir das gegebene Viereck nennen wollen) als Diagonaldreie^

gemein, wfihrond die Vierecke 1324, 1'8'2'4 ... das Dreieck 660
als Diagonaldreieck gemein haben^.
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Auch kann in ganz analoj^cr Weise wie oben bewiesen wonlon

(es wurde bewiesen, dass bdl32k und acl324 auf je einem Kegel-

schnitte Hegen), dass ^dl'2'3'4' und auf je einem Kegel-

schnitte Uegen; ebenso liegen /}'d'l"2"8"4'' nnd «yi"2"3"4" auf je

etnesi Kegelschnitte n. s. w., so dass man ein ganzes System Ton

Kegelschnitten bekommt, welchen das Ihreieck b%0$ als grau, sich

selbst coqjngirtes Dreieck entspricht Qeaui in derselben Weise sieht

man, dass ^^aßyd nnd l^afiyi anf je einem Kegelschnitte liegen,

wie anch ^'d'a'ßys nnd l'^'a'ß'fi' je einem Kegelschnitte angehören

0. s. w. nnd dass alle diese Kegelschnitte dasselbe Dreieck O, Og 0^

als gem. sich selbst conjugirtos Dreieck besitzen, welches auch das

gem. sieh selbst conjugirte Dreieck bzgl. der Kegelschnitte dee durch

abcd bestimmten Büschels ist

Nachdem aber eine jede durch eine der 3 Ecken des einem

Systeme von Kegelschnitten gem. sich selbst coujugirten Dreiecks

gehende Transversale die Kegelschnitte jeucs Systems in Punktepaaren

einer Involntion schneidet, so wird auf jeder der durch gehenden

Geraden und somit auch auf bd eine luTolntion entstehen, deren

Elementenpaare ßö^ ß'i* . . . sind, und deren Doppäpunkte — wie

bereits oben erwähnt wüde — und 5 sind. Ebenso entsteht auf

der Geraden 0^0^ eine luTolution,deren Doppelelemente nnd und

deren Elementenpaare 12, 1'2'
. . . sind. Ueberhanpt wird, nachdem

die Ecke und die Seite O^O^ sowohl zum Dreieck O^O^O^ als auch

zu 56^/, (indem r> nnd (J auf 0,0, liegen) gehören, also 0^0^ Polare

des Punktes O3 bezüglich aller Kegelschnitte der beiden genannten

Systeme ist, jede durch o., gehende Transversale die Kegelschnitte

beider Systeme (des Systemes, welches f\0^0^ zum sich selbst con-

jugirteu Dreiecke hat, und des Systcinos , welches oGO^ zum Dreieck

hat) in Punktepaaren einer Involution schneiden, deren Doppelpuukte

der Punkt O3 und der Schnittpunkt jeuer Transversale mit OjOg sind.

Ganz aualog wird auch 0,0^ Polare des Punktes (K bzgl. einer

Gruppe von Kcgelschuitteu sein, die jede durch gehende Trans-

versale in einer Punktinyolution schneiden, deren Doppelpunkte

und der Schnittpunkt jener Transversale mit 0^0^ sind. Dasselbe

findet auch statt bzgl. des Punktes und der Geraden 0%0^,

Wien, 21. JuU 1881.

Dr. Eduard Mahler.
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2.

Uelier oeiere Foeimb tob MheMn MImu

1.

Unter der YonnssetKoiig, dasB ans der Beihe

, . , Of . .

.

anf die bekannte Art sieli die Differenzen dorcli die Formen:

<i*"+i<^i-» «Tom— d*'ai».i (1)

und
d'oi»-! — o»— On-l (2)

wobei statt des Operationszeichens ^, wie wir spSter sehen werden,

der Einheit halber d als solches gewählt wird; ansdrUeken —> erhftlt

man fittr das allgemeine Glied der Beihe:

«»=a,+ (i)^S+(2)^%-f (3)

Aus dieser mit ihren Eigenschaften als bekannt vorausgesetzten

Reihenform erhält man für den Fall als die Ableituugsformen für die

Differenzen durch die Formen:

Ö^On-l = an-1 — Oh (4)

nnd
dr^^on-i — 8^a»-i—B^o» (6)

gegeben sind, für das allgemeine Glied a** folgende Gleichong:

«•-*^-(l)^S-f (2)^«b (6)

da man, wie sich durch Vergloichung der entwickelten Differenzen

zeigen lässt, bloss zu berücksichtigen hat, dass die geraden Diffe-

renzen dasselbe, die ungeraden das entgegengesetzte Vorzeichen in

Bezug auf die Differenzen der zuerst entwickeltou Reihe haben werden.

Diese zweite Reihe könnte man in Bezug auf die erste Reihe

(Grundreihe) also auch als Reihe mit conträr gebildeten Differenzoi

anffiassen. (Gonträre Reihe).

Geschieht die Weiterbüdnng der abgeleiteten Beihenformen statt

wie bisher dorch Düferen^nlnidnng dnreh Snmmirang der gegebenen

Beihenglieder, so hat man « als Opei^onsseichen gewShlt znnftchst

für die AUeitnngsfonnen:
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-» an-^a»-i (7)

and
— •'a«_i+»'a» («)

und hieraus für das allgomeine Glied der Reibe

Diese Fonn wird doreli anccesslTe Snbstttntioii gewonnen, wie dieser

Weg als beluumt YoraosgeBetzt ebenso bei obiger DiÜereiuEreihe ein-

geschlagen wird; es lassoi sich anch an dieser Beihe dieselben Anf-

gaben darcbfthren wie bei obigen Beihen.

2.

Bildet man jedoch ans der Beihe a^oxo^a^, . .die folgenden

Gtiederreihen dnrdi Division des nachfolgenden dnreh das TOrher-

gehende Glied, so wftren für das Bildongsgesets folgende Gleichungen

massgebend:

«'««-i-^, (10)

und

.("J

wobei wieder q das Operationszeicbeu bedeutet.

Auf Grand dieser Glekhongen erhielte man dnrch sacoessiTe

Entwickelang:

a»=-«o(ä^ao) ^(2=^aor^ (12)

oder Meraos

log««= logflo+(i)log(«*«o)+(2)log(fl%)+. . .(13^

Vergleicht man die Gleichung (13) mit der Gleichung (3), so ergiebt

sich der Zusammeuhang sehr leicht; man sieht, dass zur Auflösung

„höherer geometrischer" Reihen (diese P^ormen können so genannt

werden) es nur nötig ist, dieselben mit Hülfe des logarithmischcu Cal-

culs auf höhere arithmetische zurückzuführen, wobei der Logarithmus

des Aüfanj^bgiicdes und die Logarithmeu der Quotienten der geome-

trischen Beihe das Anfangsglied und die Differenzen der aritbmeti-

sdien Beihen vorsteUen wflrden.

Eine Anwendung kann darin gefunden werden, dass man berech-

tigt wäre zu schliessen, dass eine Reihe höherer Art geometrischer

I^atur eine arithmetische Heihe ebeusovielter Ordnung geben müsste*
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Da z. B. die Logarithmen der natürlichen Zahlen ungefähr eine arith-

metische Keihe bilden, so müssten die diesbezüglichen Zahlen eine

geometrische Reihe ebensovielter Ordnung (d. i. 2ter Ordnung bil-

den ; dies ist aach näheruugsweise umso eher der Fall, je kleiner die

Interyalle sind.

•

Ans dea Formen (10) bis (13) ergeben sich ftr die höheren geo-

metrischen Reihen vßt contrttr-gebiideten Quotienten zunächst znr

Ableitung

j«^, - "-^/i (U)

und hieraus wieder:

On^OQ. t;^ (16;

oder

loga» = logao-^j)log(2>ao)-i-Qlog(fl%)-. . .(17)

Bilden wir die nächstfolgenden Glieder der Reihe statt durch Division

durch die Multiplication, so erhalten wir, — als Operatiouszeicheii

gewählt — : für die Bestimmnogsglieder

:

, <tn-l — Ott . On-l (18)

p'-^^
. On-l = p"" an .p^On^i (19)

und hieraus

Om r-. .ao(—1)" • • (20)

ip-'aor^.ip-^a^r^ 9 •

logo» = log (p'^oq) — log (j3»*-%)+ . . . 4-(— l)»log«o • . (21)

Wie man sieht stehen die Reihen (17) und (20) mit den Reihen (6)

und (9) in einem ähnlichen Zusammenhange, wie dies schon von den

beiden Reihen (3) und (17) nachgewiesen wurde; ja dieser /nsanimen-

hang erstreckt sich selbst auf die Reihen untereinander und auf die

Bestimmungsglieder (10) (11) (14) (15) (18) (19) und (1) (2) (4) (ö)

(7) (8).

Man ersieht hieraus auch, dass die hier entwickelten, den vier

Grandreohnungsoperationen entsprechenden Reihen mit einander ähn-
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lieh Torknüpft sind, wie diese Operationen selbst; der logarithiniscbe

Calcul ist jene Operation, mit dessen Hilfe man diese Reihen in ein-

amler überzuführen im Stande ist. Mit diesen Reihen ist auch SOZU-

sagen eine Gnmdfiamilie der Reiben dargestellt.

Wien» Mai 1881.

Franz Carl Lukas.

3.

Heber efaten geometrlsehen Ort.

Unsere Aufgabe ist den geometrischen Ort jener Pankte zu be-

stimmen, in welchen zwei durch A und B Punkte gehende und zur

Lbeue E gleicbgeneigte Geraden sich schneiden.

Betrachten wir die von A und B anf B gefiültea Senkrechten,

deren Fn8spQn]^te M und dnd, als die Axen zweier Botations-

Icegel, deren Seiten sich zur Ebene E unter gleichem Winlcel neigen,

80 wird die gemcinschaMiche Linie dieser Kegel dem gewflnschten

geometrischen Orte angehören.

Bezeichnen wir die Entfernung A!B' mit 2d die Differenz der

Entfernungen dar Punkte AB von der Ebene E mit 2« und betraehten

wir die durch AB senkrecht zu E gelegte Ebene als XZ die durch

den Halbirungspunkt O der Strecke AB parallel zu E gelegte Ebene
als XY Coordinatenebene eines Systemes mit dem Ursprung O, so

werden die Gleichungen der erwälmten zwei Kogel

sem, worin h den von dem Nelgunpwinkel der Seiten und Kegelaie

abhängigen Parameter bezeichnet. Eliminirt man aus diesen zwei

Gleichungen so erhält man die Gleichung des gewflnschten geo-

metrischen Ortes:

Aus dieser Gleichung folgt:

1. Die XZ Ebene schneidet die Fläche in der Geraden AB und

in einer gleichseitigen Qyperbel, deren Asymptoten die X und Z
sind.
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2. Die Fläche wird durch diese Ebene in zwei symmetrische

Teile geteilt

3. Jede m E parallele Ebene schneidet die Fläche in einem

Kreise; die orthogonalen Frojectionen der AB Punkte auf diese Ebene

sind coi^ngirte Pnnkte bezilglich des Kreises. Der Kreis geht über

in eine Oerade, wenn die Ebene durch O geht

Von der Gestalt dieser Fläche können wir uns dne klare Yor*

Stellung machen, -wenn wir in der X? Ebene eine Hyperbel beschrei-

ben, welche durch AB geht, JC2r Azen zu Asymptoten hat, und einen

Kreis mit veränderlichem Durchmesser so bewegen, dass seine Ebene

zu E parallel liegt, die Endpunkte eines Durchmessers aufAB^ resp.

auf der Hyperbel bleiben.

4. Jede durch die Y Axe gehende and zu E unter (p Winkel

geneigte Ebene schneidet die Fläche ausser der Y Axe nach Ellipse,

<c
Gerade oder ^rperbel, je nachdem tg9> = Die Azen dieser Gurren

liegen in Y und in der XZ Ebene und werden rosp. gleich:

1 /djeewtp—dsiny) _ cd

r 8in9 * sin^cos^

Die Asymptoten dieser bjrperbolischen Schnitte bilden dne Kegel-

d
fläche, deren Gleichung: x^+y^— 3,^__-o ist. Die Kreisschnittc

dieser Kegelflädie mit der zu E parallel gehenden Ebene werden

durch die Z Axe und AB Gerade in den Endpunkten eines Durch-

messers geschnitten.

Jede durch AB gelegte Ebene schneidet die Fläche nach einer

Hyperbel.

Aus der Entstehung der Fläche folgt ferner: Verbindet man iHo

Endpunkte eines Durchmessers AB einer gleichseitigen Hyperbel mit

einem beliehii^en Punkte dersclljen, so neigen sich die Verbindungs-

geraden uuter gleichen Winkeln zu den Asymptoten.

Da man diese Eigenschaft der gleichseitigen Hyperbel, wie auch

den geometrischen Ort in jeder zu E parallelen Kbene elementar

linden kann, so lässt sich die Aufgabe elementar behandeln.

Wir können ferner sagen:

Das Bild des A Punktes ron B betrachtet, würde auf einem

Planspiegel als Kreis erscheinen, wenn die Ebenen des Einfallswinkels

und £eflexions¥rinkeis nicht zusammenfiallen möchten.

Pressbnrg, den 8. Sept 1881. L. Klug.
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4.

Heber 9lMh IberlhrenAe Kegeliekiiltte odt TOivegebeneiii

BieBB|Ni]ikte*

Die Lösung der Aufgabe „einen Kegelschuitt zu construiren, der

einen gegebenen festen Punkt B zum Brennpunkte bat und einen

gegebeoea Kegelschnitt K im Berübrangspunkte A der gegebenen

Tangente T mögUcbst innig berflhrt^* scheint mir ein habecbes Be-
spiel für eine allgemein giltige Methode zu liefern, eine Methode,

welche dazu dient Sätze ans der Ealdidiscben Greometrie, welche sicli

bei ihren Gonstmctionen schliesslich immer anf 2 gewisse feste Ponkte

stützt, zn llhertragen in eine Geometrie, die man recht wohl „die

Geometrie des einen Brennpunktes'^ nennen könnte. Der bei dieser

üebertraguDg leitende Gedanke ist die Analogie, die ofifenbar besteht

zwischen einem Kreise, als einem durch 2 feste Punkte gehenden

Kegelschnitte, und einem einen fest gegebenen Punkt als Brennpunkt

besitzenden Kegelschnitt, der seinerseits 2 feste imaginüre Gerado /u

Tangenten hat*). Vor Allem ist bekannt, dass der Mittelpunkt

eines eine Gerade an einer bestimmten Stelle berührenden Kreises

auf der im Berdhrungspunkte der Geraden errichteten Senkrechten

liegt: daher:

Die Dircctrix unseres gesuchten Kegelschnittes geht jedenfalls

durcli jenen Punkt, in welchem die im Brennpunkte B auf der Ver-

bindungslinie AB errichtete Senkrechte die Tangente T schneidet.

Die ans der Theorie der Kegelschnitte bekannte Constniction des

d&ch berührenden Kreises fährt dann fort: ^ alle im voigegebenen

Punkte berührenden Kreise schneiden den Kegelschnitt so, dass die

2te gemeinschaftliche Secante von Kegelschnitt nnd Kreis dnrch einen

festen Funkt der anendUch fernen Geraden geht — : — construirt

man beliebig viele Kegelschnitte, welche den festen Punkt B zum
Brennpunkte haben und K mit berühren, so liegt der Schnit^nnk

jenes Tangentenpaarcs , welches ein solcher Kegelschnitt ausser der

doppolt zählenden T mit Ä' gemein hat , auf einer festen durch B
gehenden Geraden. Man braucht daher nur diese Gerade, zu deren

Bestimmung ein einziger Hülfskegelschuitt genügt, zum Schnitt mit

der vorgegebeneu Tangente T zu bringen : die vom Schnittpunkte S

aus an A' mögliche 2te Taugeute C'muss vom gesuchten Kegelschnitt

berührt werden.

*) Dosielbe Prindp findet aich tni ginilteh TenchiedMem Qedaakoii»

gang» shgdeitet in Salmon-Iledler Kcfelichnitls % ass.
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Demnach ist die Aufj^abc als gelöst zu betrachten, insofern als
'

von dem gesuchten Kegelschnitt 4 Tangenten, daranter 2 imagin&re

und ein Berührungspunkt gegeben sind.

Doch sei hier als weiteres Beispiel der betrachteten Methode die

endliche Bestimmung; der üircctrix, sowie die Construction der um-
hüllenden Tangenten unseres Kegelschnittes wirklich durchgeführt

Um den Mittelpunkt eines Kreises zu finden, der eine gegebene

Gerade A m T berührt, sowie durch C j?elit, errichtet man im Mit-

telpunkte von TC eine Senkrechte, welche die auf A in T errichtete

Senkrechte im verlangten Centrum M schneidet. Um den Kreis

punktweise zu criialten, wird man DM= CM machen, hierauf durch

C beliebig viele Strahlen ziehen; die Fusspunkte der von D aut diese

Strahlen gefällten Senkrechten geben Punkte des Kreises.

Demnach: Man suche jenen Strahl des Büschels (S, welcher mit

dem Punkte B die Strahlen T und C harmonisch trennt. Dieser

Strahl wird irgendwo geschnitten von der in B auf SB errichteten

Senkrechten; dieser znletzt erhaltene Schnittpiinkt ist ein 2ter Ort

für die Directrix unseres Kegelschnittes, für welche ohen schon ein

erster Ort bestimmt wnrde.

Man bestimmt nun jenen Strahl A weldier mit der Taugente C
die Directrix nnd den Brennpnnlct harmonisch trennt; derselbe ist

eine weitere Tangente unseres Kogelschnittes. Verbindet man dann

immer paarweise 2 Punkte, welche — der oine auf C, der andre aaf

D liegend — Ton B ans unter rechtem Winkel erscheinen, so geben

diese Yerbinduugslinien die einhollenden Tangenten unseres gesuchten

Kegelschnittes.

München, September 1881.

Fritz Hofmamn.

UebuBgsanl^abe fUr Schttler.

In einem gegebenen Quadrate durch Zdclmung von 4 Geraden

unmittelbar ein Quadrat herznstdleD, dessen Inhalt gleich einem

Fflniteil, und dessen Hittelpunkt der des gegebenen Quadrats ist

Lösung. (S. die Figur).

Man halbire vom gegebenen Quadrat Q die Seite DA in JS, AB
in i; in (?, CD in und verbinde A Mi G, S mit JJ, C mit

E und D mit F, Das durch diese 4 Oeraden begrenzte Viereck

JKLM ist das gesuchte Quadrat P.
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Behauptung 1. F ist ein Quadrat.

Beweis. 1) Die 4 gezogenen Geraden sind paarweise parallel,

denn sio begrenzen aof den Gegenseiten Q gleiche gleidi gerichtete

Strecken.

Folglich ist P ein Parallelogramm.

2) Die rechtwinkligen Dreiecke DAF, ADG
,
BCH, CDE sind

einander congruent wegen Gleichheit der Katheten, woraus ronftchat:

Wkl. ADF = DCE

Daher ist BJE ein Bechter als Aussenwinkel im Drk. CDJ.

Folglich ist P ein Bechteclc.

8) Drk. CJD ist congr. BMC, und CJf congr. BLO (alle Winkel
und 1 Seite gleich). Demnach ist

CJ^BM und CM^BL^ wonuia:

ikfj= LM
Folglich ist P ein Quadrat

Behanptong 3. P= \ Q.

Beweis. Wir ziehen HT parallel CJ\ dann ist Drk. C'ü^ congr.

HTD (alle Winkel und 1 Seite gleich). Demnach ist

CM'^HT^MJ, oder

Die 4 Dreiecke CJD, DKA, ALB, BMC sind «= P, weil sio

gleiche Grundlinie und doppelte Höhe haben, und ergänzen sich mit

P zu Q.

Folglkh Ist Q — 5P.

Behauptung 3. Die Mittelpunkte von P und Q fallen zusammen.

Beweis. Die Diagonalen AC und JL miigen sieh in N treffisn.

Drk. CJN ist congr. ALN (alle Winkel md 1 Seite gleich).

Folglich ist N die gemeinsame Mitte beider Diagonalen und als

solche Mittelpunkt von P und Q.
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Bemerkung 1. Die Behauptung ist ist auch einfache Folge des

Pyülogorfiiscilen Satzes bezüglich auf das Dreieelr CJD.

Bemerkung 2. Die Geraden AG, BS, CE, DF fOnft^en aoch

einander.

HaanoTer, Jtili 1881.

Schnell, Dr.

6.

DMtodigKtM.

I. Lebraatz: Wenn H der Höhendurchschnitt und O derMittel-

ponkt des nmaehriebenen KreiseB eines Dreiecks sind, so gilt die

Oleiehnng

Beweis: Es bedeute 8 den Abstand des Mittelpunktes O von a,

sowie den halben obern Abschnitt von A, ferner die Projcction von

b auf a. Die Mitte von OH heisse iV, so dass N das Geutrum des

FenerlwGb'sclien Kreises ^mit dem Badins ist Von O auf A ist

das Lot OB gefiint Man schliesst

. d>+9r»—So»—<9»— 6ad.

V 2

Nnn ist

und

Äd= (2ö+ÄD)a

Die Snbstitatiott dieser Werte giebt:
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geordnet

Off^ — (3r)«— (a«-f-6«-f-(^).

II. Aufgabe: Es ist ein gloichschcukliges Dreieck und an be-

liebiger Stelle ein Punkt gegeben. Mau soll durch den Punkt eine

Gerade legen, welche die Schenkel des Dreiecks so schneidet, dasa

der obere Abscbnitt auf dorn einen gleich dem untern auf dem andern

Schenkel ist

Auflösung: Sei ABC das Dreieck, P der Punkt, PJTF die zu

eoBStmirende Oerade. Wenn man den Mittelpunkt O des dem Drei-

eck umschriebenen Kreises mit X, mit Y und A verbindet und von

O auf die Schenkel AC und AB die Lote OD und OK fällt, so ist

Dreiock ODX congruent OKY wegen der Uebereinstimmung iu den

rechten Winkeln und in den Katheten (DX ist = AT, weil DC= AE
\

und CX-^AY). Daraus folgt, dass Wkl. 0A'/> = Ol'i:; ist. Mau I

schliesst weiter: AXOY ist ein Sehuenviereck, Wkl. XYO = XAO
|

d. h. Wkl. PYO = IßAC. Denigeinäss bestimmt sich der Puukt Y
,

durch den Kreisbogen, der durch i' und O geht und als Peripherie-

winkel einen Winkel ^BAC fasst.

Posen, Joni 1881.

K Jackwitz.
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XXI.

Die Entwickelung des Euler'schen Algorithmus.

Von

Leopold Klug.

Zähler und Nenner eines in gewöhnliche Brache verwandelten

Kettenbruches

wurde von Ealcr durch . . . y«], "[y« . . . yn] Algorithmen be-

zeichnet

Als Defiuitiou derselben können wir folgende Gleichungen

annehmen, nod fragen nach welchem Gesetze bildet man die Glieder

des Algorithmus [y^ ... y**] i^nd aus wie viel Gliedern wird dasselbe

bestehen?

Aus der Dctiuition folgt

[hy»yj — yi/trsH-yi

+y$

[yiysy»yj = yiy»ysy4+yiyÄ+i

+yiy4

H-yay*

TM Lxrn. 92

i
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LYiytYiY^Ybl - YifiYtYAYb+YiYtYi+Yi

+Y%rm+Yi
+YiY4Yi+Ys

-^YüYiYb

Wcnu wir die y,)'j, . . . >•« Grössen, Elomonte des Algorithmus

nomien, so schon wir aus den obigen Beispielen, dass in der Ent-

wickelung des Algorithmus ein Glied aus ebensoviel Factoreu besteht,

als das Algorithmus Elemente bat, die übrigen Glieder aber um
2, 4, 6, . . . Factoreu weniger haben.

DioB ist allgemeiD gültig, denn wenn [^'i • • . yn-2] nor Glieder

mit n->2, n— 4 . . . Factoreu, [yi • • • )'»*-Ö ^""^ Glieder mit «— 1,

n—3 . . . Factoren bat, so wird nach der erston Gleichung, welche

als Definition diente, [/i . . . y»] nur Glieder mit n, 2, «—

4

etc. haben.

Wenn wir nun die Glieder in [yi - • X«]- welche /<, 7t-- 2.1 . . .

n — ^iH Faetoren haben, als zur Isten, 2teu . . . m-f-lten Gruppe
angehörend betrachten, dann können wir sagen, dass die m-f-lte

Gruppe in [yi • • • y»] a»s den Gliedern der mten Gruppe in

J'H-2] und aus den Gliedern der m-|-lten Gruppe in

[/!••• besteht, ferner dass die Anzahl der Gruppen von

[/!••* r«]i 2"'"^ 2^ betragen, je nachdem n eine gerade

oder ungerade Zahl ist

Die Bildungsweise der Gruppen.

Wir nennen erstes Glied einer Gruppe dasjenige, welches aus

den n, n — 2.1, n— 2.2 etc. ersten £lementcn besteht, es ist daher

das erste Glied der m+ltön Gruppe des Algorithmus

[/!••• y«]» YlY% ' • • yw-äm.

Alle Glieder einer Gruppe werden aus dem ersten
Gliede derselben dadurch gebildet, dass man die Indexe
vertauscht, und zwar wird ein gerader Index nur mit
einem von ihm grösseren geraden, ein ungerader, mit
einem von ihm grösseren ungeraden Index vertauscht,
aber so, dass in jeder Gomplexion der Indexe dieselben

in natürlicher Ordnung seien d. h. ein höherer Index (Zahl)

stehe niemals vor einem Niedrigeren.

Bilden wir in der Tat nach diesem Gesetze vom ersten Gliede

YiY» • • • /N-9m der m*4-lteu Gruppe die übrigen.
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Vertanschen wir zu dieedm Ende bloss den letzten Index mit, von

ihm nm zwei Einheiten grösseren Zahlen, bis wir zu n gelangen ; da-

durch erhalten wir m Glieder. Vertanschen wir femer den vorletzten

Index mit einer, von ihm um zwei Einheiten grösseren Zahl und auch,

damit die Gomplexion nach dem Gesetze gebildet sei, den letzton

Index, 80 bekommen wir

Wenn hier der letzte Index immer um zwei Einlifiten erliöht

wird, bis er die Zahl n erreicht, wühreud aUe übrigen Indexe un-

verändert bleiben, so kommen m— 1 neue Glieder zu; es gibt daher

m solche Glieder, in denen der vorletzte Index um zwei Einheiteu

erhöht ist, währeod die vorhergehenden uuveräudert sind.

Vertauschen wir in («) den letzten und vorletzten Index mit

n~2m-|--d resp. n—2m+4 und erhoben wir in der erhalteneu

Gomplexion der Indexe bloss den letzten, so bekommen wir m—

1

neue Glieder.

Wenn man nun dies Verfahren fortsotzt, so ist leicht ersiclitlich,

dass die Anzahl aller Glieder, welclio entstanden sind, dadurch dass

der vorletzti' Index alle für ihn möglichen Werte annahm, während

die vor ihm Bteheudeu Indexe unverändert geblieben sind,

„+ (™-l)+(»-2)+ . . . +2+ 1 - = ('"+ !)

ist.

Vertanschen wir jetzt die drei letzten Indexe im ersten Gliede

der Gruppe mit den nm zwei Einheiten erhöhten Zahlen, so erhalten

wir

uuct wenn vrlr (ß) ganz denselben Verftnderungen unterwerfen als das

fm-{-l\ •

Glied (a), so bekommen wir 1 ^ ) Glieder.

In iß) erhöhen wir n— 2m und die folgenden Indexe um zwei

Eiubeiteu und machen mit dem erhaltenen Gliede dieselben Verände-

rungen als mit (o), dann bekommen wir neue Glieder.

Setzen wir dies Verfahren so fort, bis der drittletzte Index die

(für ihn in Folge seiner Stelle mögliche) höchste Zahl erreicht hat,

80 wird die Anzahl' aller Glieder, welche durch Veränderung des

drittletzten Indexes entstanden sind

22*

\
»•
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Ein analoges YerfalireB liefert uns die Olieder, welche dorch
Veränderung des vierüetzten Indexes gebUdet werden, ihre Aii«aM ist

("'r)+rr)+---+*+-m
Endlich wird die Anzahl der Glieder, welche durch Veränderung

des Index 1 (des von rückwärts gezählten n— 2«*teu) entstanden sind,

\ n^im J>»otragen.

Es ist daher die Anzahl aller Glieder der m+ltenGmppe
in • • rJ gleich mit der Anzahl aller Glieder, welche durch
Verändemng der Indexe entstanden sind, plus 1, nfimlich hinzozn-
zfthlen das Glied, von welchem sie gebildet werden, oder

(D + rr)+•••+rrr^) = Cr)
Nehmen wir nun an, dass für [y^ . . . y,, -2] und [y^ . . . )'n 1]

die angegebene Bildungsweise der Gruppen richtig ist, dann hätte die
m+ lte Gruppe in . . . yn-i]

„_i /n—»— 1\

und die wte Gruppe in [yj . . . y»-2]

Glieder.

Die erstereu mit y» multiplicirt und zur letzteren addirt, bilden
aber die Glieder der m -fiten Gruppe in [y, . . . y,.] und da dies

A^'gr< gat nur nach dem angefahrten Gesetze gebildete Glieder ent-

hält, ferner

so ist das ansgesprochene Gesetz bezüglich der BUduog der Glieder
richtig.

Wenn man daher das Algorithmus [yt . . . y«] entwidceln will,

so bildet man die ersten Glieder der Gruppen nnd von diesen die

ttbrigen. Ist n eine ungerade Zahl, dann bestehen die Glieder der
letzten Gruppe aus einem Factor; ist aber n eine gerade Zahl, dann
haben die Glieder der vorletzten Gruppe zwei Factoren und die letzte

Gruppe ist die Einheit

f
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X

Die letsten Glieder der einzelnen Gruppen erhftlt man, wenn von
den in umgekehrter Ordnung geschriebenen allerersten Gliede

ynyn~i . • . rs^i-je zwei Elemente weggelassen werden.

„Die einzelnen Glieder irgend einer Gruppe köuueii durch Ver-

tauschen der Indexe von dorn in umgekolirter OrdiiuiijL,' geschriebenen

letzten Gliede der Gruppe gchiUU^t werden und zwar wird ein gerader

Index mit einem von ihm kleineren geraden Index, ein ungerader

nnr mit einem von ihm kleineren ungLraden Index vertauscht, aber

so, dass in keiner Complexion ein kleinerer Iudex vor einem grösse-

ren stehe."

Das letzte Glied der in-|-}ten Gruppe ist

y«y»-i . . . y2»»+2)'2m+i (ö)

Wir ^ erkleinem hier den letzten Index m-mal nm zwei Einheiton,

wodurch wir m neue Glieder bekommen, ferner verkleinem wir dio

zwei letzten Indexe in (d) und in dem erhaltenen Gliede

YnYn-l . . . y2»«}'2m-l («)

nur den letzten Index nm je zwei Einheiten, bis er 1 wird, wodurch

m neue Glieder entstehen. Ebenso verkleinem wir in (c) die zwei

letzten Indexe, in

Y»Yn-i . . . /SM-sysm-s ii)

nnr den letzten Index, so erhalten wir m— 1 neue Glieder.

Wenn wir das Verfahren so fortsetzen, bis der Index 2m-f-2 in

('^) den kleinsten Wert erreicht hat, den er in Folge seiner Stelle

erreichen kann, so wird die Auzahl der Glieder, welche wir durch

Yerändemng dieses Indexes bekommen, (^~!^^^ betragen.

Analog können wir mit dem drittletzten Index in (d) vorgehen

und wir erhalten ^'^3^^^ Jieae Glieder.

Wenn .wir nun alle Glieder bilden, welche zu dieser Gruppe ge-

hören, so ist ihre Anzahl

+ i 2 j + - •• + ( «-2« j

d. h. gleich mit der Anzahl der Glieder, wdche aus dem ersten Gliede

der Grappe gebildet wurden. Aber nicht allein die Anzahl der Glie-

der, sondern auch ihre Werte sind gleich, ob wir sie vom ersten

oder letzten Gliede der Grappe bilden, und da dasselbe für alle

Grappen gilt, so ist
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CriT» • • • r«] — [y«y—1 • • • yj.

In der zur Defiaition dienoudcn Uloichoug

lYi • '
' yJ = [yi • • • yH-i]y"+[yi • • • y«»-d

setzen wir

Yt Btatt yn und fn statt

yi » Yn-i n yiH-1 »« y«

and erhalten

[y»» . • . yi] [y» • • yj/i-f [y» • • • y

J

welche mit der ersten Gleichung verglichen za

[y, . . . y«] = [y . . . yjjyi +[y» • • • ya]
'

führt. Die zur Definition dienenden drei Gleichungen involviron da-

her diese letzte Gleichung.

Pressborg, den 4. September 1881.
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xxu.

Einige Beziehungen zwischen den Integralen

der elliptischen Functionen.

Von

Norbert Herz.

Ich betrachte im Folgenden die Integrale solcher Fnnctioneu,

die rational ans den drei elliptischen Fanctionon mx, cnr, dn« zu-

samraengesetzt sind, und zwar vorerst die ganzen Functionen.

Jede ganze Function dieser 3 Grössen wird notwendig ein Aggre-

gat von Gliedern von der Form

sn jB"* cn «E** dn xi*

sein, und man kann demnach das ganze Integral in eine Snmme von

Partialintegralett zerlegen, von denen jedes einzelne also die Form

J =/sn«"*enjB**dn«Pcfo

haben wird (unter m, «, p ganze positive Zahlen verstanden), welches

uns nun beschäftigen wird.

Zur Bcstimmnng dieses Integrales kdnnte man einen doppelten

Weg einschlagen. Man setze z. B. sn«= s, dann wird:

also das Integral auf ein algebraisches zurückgeführt. Wiewol in

manchen Fällen diese Substitution Vorteile bietet, so wird im allge-

meinen die Behandlung in der ursprünglichen Form einfacher, wes-
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halb ich hier auf die zweite nicht weiter eingehe, und nnr gelegent-

lich von ihr Gebrauch machen werde. Man kann nun auch

i-i r«i
J^— /gna!^(l— sn»«)^J(l--*«8na!«)»^*Jcn«'dn ästete

setzen, wobei dem in der Zahloutheorie eiugeführteu Gebrauche gemäss

j
die grOsste in ^ enthaltene ganze Zahl bedeutet, und demnach

/ und /' nur <) oilrr 1 bcdouteu können. Da jfdocb hier eine Knt-
wickluiif^ uacii dem biiioinisihfii Satze vorzunehmen ist, und man
schlit'sslicli doch nur relativ einfaHioro Integrale (mit nur einer der

3 elliptischen Functionen) erhält, so wird es zumeist vorzuziehen sciu,

hier so wie in vielen anderen Fällen lUductionsfornielu aufzustellen;

die Ableitung derselben ist nun die uächste Autgabe.

Es ist zu bemerken , dass «wischen den drei eUiptischen Fano
tionen die folgenden Beziehungen bestehen:

sn«* — 1— cn«* •= ^^(1— dn«*)

cn«* — 1— sn»* — pdn«>— — pdn«*—

^

dn«> — 1— **gn«« — (1—ife«)+Jb«cna!« —

Nun Iftast sich J folgendermassen darstellen:

a) J 8na"*cna;'»düa:Pf/ar «= / 8ax'"cna:»-^dua:^-i.cnxdu«<te =»

gn«"*+' n—

1

—-j-^cuÄ^-Muar^' 1 -\ -j-^ / 8n»'*'+2 cnx^-sdnaPcto

+ —'^^-/8na;«»+»cu«"dnaM^«fe

Da diese Formel nicht an die Bedingung geknapft ist, dass m, n, /»

ganze positive Zahlen sein mQssen, so erhftlt man daraus eine Re-
ductionsformel für negative m, denn dann ergiebt sich:

da» » —

n^l /^ cna;'*-gdnxP V^y—Vl /' cna^dngP-^

Durch Truisposition erhält man aus a) ähulicho Formeln ; sacht man
erst das 'zweite Glied rechts durch die anderen auszudrucken, und

setzt dann m für «n-|~2 und m für n— 2, so lindet man
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^—1 /*8n a;'«-2 dngJ* /? — 1) /*8nar'»dna:P-2

und ähnlieh

_ »»—1 /* 3na;*>*-2cng" ?t— 1 sn a cn a:»-2

Enetet man in a) rechter Hand sn^^M-t-^ einmal durch 8n«M(l-^cn«*)

das audcrc Mal durch psaa;'"(l--dna;^), so ergiebt sich:

/— "iii^f"
dnarP-l ^ m^lj ^"^^'^

+^Xf / Bnaj^cnÄ^dnasf-acte
— 'i^y— ^'^ij-

folglich

^ an cn ag*~^ dn gJ»-*

+ JJZf^^iysux-cu^-^düori'r^«.

H r^-f^—r / 8n«*cn«»dn«i'""2<te

Verfährt man ebenso mit den ans a) dnrch Transposition entstehen-

den (die ich nicht anfgeschrieben habe), die man übrigens auch durch

eine andere Gruppimng in J und nadihcrigc partielle Integration

erhalten könnte, so findet man ferner:

2*)
h:^?^--^!

H 1

—7 / sn«»-2cn«»dnafi»rfa!

' «ir^-n-f^p—1 ^
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80 jt^3cno^ dll2l* dg:

q*\ r
gng*"-^ cng**"^ dnary***^

. , m—

1

Diese drei letzten Formeln werden jedoch in gewissen Fällen ungiltig

;

wenn nur eine der drei Zahlen m, «, p gleich 0 oder 1 ist, so wird

eine derselben uuanwendbar, dann wird aber stets eine der beiden

anderen zum Ziele führeu, und zwar die 1*}, 2*) oder 3*), je nach-

(loin in, n oder ]> j^loicli 0 oder 1 sind - wenn aber zwei dioscr Zaiilen

0 oder 1 sind, ist keine mehr zu verwcudcu. Mau üudet aber un-

mittelbar

8na;'"+^
/8ua^cn«dn«dk =B -

—

r-tm-|-l '

cn x**"^^

4*) { / cn«»» sn X düx dx — -r-r- -|~ C

/duarFsnaicnaJito =--p
^_|_^ -f- C

welche, wie man sofort siebt, auch noch ans 1*), 2*), 3*) hervor-

gehen, indem dann die noch zu integrirenden Teile wegen der Fac-

toren (m— 1), (n— 1), (p— 1) verschwinden. Auf dem bereits betre-

tenen Wege findet man femer:

1 i}i 1
fsaa^cmdsD «B^^7jj-8näB"»-idn«-|-'j^»i^ fsaa^'^cmdx

1 Iii - 1
fsm^dmdx —— - an«*-* cmc-j- —^/smc^-^dnacd»

I r . l
, ^ (n—1)(1— r ^ « j/cns^sn«€fe —— cn«»»-*dn«— ^ /cna:*-*8n»«fe

5*)/

1/ cnx'^duxtix = -cua;'»-i8n»+^^^—i^/cna-*»-'dn«<to

/ dna:'' sux ilx duxP~^ cnx+ —— y düxP-^ snx dx

1 p—

1

Sind zwei der Exponenten «», it, p gleich 0^ so lässt sich keiue solche

Rednctionsformel anistellen. Hier könnte man sich nnn etwa der

Formen
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6*)

/ ana;"» <te —/ [1— cn«*]^ * an«* die etc.

bedienen; einfacher ist jedoch wieder

wodurch der Exponent der zu integrirenden Functionen nm 2 Ein-

heiten erniedrigt wird, hingegen noch Teile hinzutreten, die zwei

Functionen enthalten, und die sich naah dem Formelsyiteme 1*), 2*},

3*) würden behandeln lassen, f&r die sich aber durch die folgenden

einfachen Betrachtungen weitergehende Reductionsformeln finden lassen.

Es ist nftndich

/sn»*»cn«*<ia} «» —p /8n«*»-icna;rfdna5

-» — p snflBi»-^cn«dna!+ /sn«*-2cn«*dn«2 ite

— p /suflt*dn aß dx

o. — p8nff~'-icnardn«-|--p— /sno^'cns'iftB

— (m—1)/sn«* cn«*dlB— p / sno^ dnff'dis

Transponirt man jetet das dritte und vierte Glied, ersetzt im letzteren

pdu«* durch Cüa:*+ - p~ und dividirt durch so tiudet mau

/snac^cnas'däf= — 7^7—

r

^.fsnacf^tl»— ts7 . v snas^-^cnxdn«

+ Tsr~T\ ^ / 8n««»-*cn«*diB

und indem man im ersten Gliede rechts snae^ sn»"*~2^— cn«^)

BOtzt und gehörig reducirt:

Eine andere Reduetionsforinol fftr diws Integral s. Briot n. Bonquct»

doppell-periodische Functionen pag. 285. Fonnel 14.
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nnd ebenso:

/SU dn <te =——V < sn a;'"—^ du x cn x

l 1-2 l

1 ,n—1—niJb>+ / dnx"«-2f/a!-| ^
I
^
— / dn«'"--8Dx*rfx

/dnac'^cux^iü! = ^^^^düx^-^ cnx&nx

Wendet man nun auf das lutcgral J saccessive die hier abgeleiteten

Redoctionen an, so wird man schliesslich anf Fonnea geführt, deren

Integration entweder auf elliptische Functionen selbst oder auf ellip-

tische Integrale zweiter Gattung derselben führt. Man erUUt näm-
lich zum Schlüsse eine der folgenden Formen:

ö*)

/snxcn«dn«c/<^' =» ^snaj^+Ci — Jcuaj*+C^ gp*^"' ^»

j
/snjBcn«<fo — pdn«4-C

9*) i / sna;dna;<l!B » — cnaj4"^

\ / cnxdüxdx = iUx-\-C

10») { /cn««dic— »- JB(sn«)+C.

fdnx*dx — «—A«£(8n«)+
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WO E{x) das elliptische Normalintegral zweiter Gattnng ist, und

schliesslich noch die drei Formen

fsaxdx, fcnxdx^ fdüxdx

Zur Bestimmnng dieser Integrale hat man zanftchst *)

1

—

cii2m snjidnu

Sil 2u cu u

1— dn 2« k^snucüu

8n2u dnu

Durch Integration folgt demnach

11*)

/l— cn2u^
,~^^du logcn«+(7

/l--dn2u— du log dn «+ O

Betrachtet man zunächst das erste Integral, so ist:

X X XX
Abu r.cn7.dn^d^

atkxdx = / zi
—

snxdsnÄ

^ 1— Jksnsr ^ 12 *^ l+^sn^-

^ l-*snj

Beachtet man nnn die Belationen

SU« —
ibsn

*} Die Fandamentalformeln sind dem Werke „KOnigsberger, Vorlemngeii

aber die Theorie der elllptiechen Fonctionen** entaomien.
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cux — —
/ dn

k

du» ——

: SU i^x
-

g en

80 findet man mit BerUcksiclitigaug vou 11*)

»"(— t)
K. . ix Ä'\

, ^

und hieraus durch Substitution des Wertes fär / ^nxtht denjenigen

von fcuxdx. Auf dieselbe Weise erhält man auch /da«<£r, so dass

also:

/ l+^•8n2

1— i^-SU^

du
x'

1— kBTL
2

\2 447

dnosd^ — — »log

l-[-Jfcsu
22 /X Ä'V

1 — Ä; SU
2

Bas erste lutegral hätte mau durch die Substitution cn» = in fol-

gender Form gefunden;

fsaxdx= —
j.
log[dn«+Äcna?]+C7'

da aber darch Einfühmng der halben Argomente
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wird} 80 sieht man sofort die Identität der beiden Integrale. Uebri-

gens ergeben sich ähnliehe Formen ftlr die beiden anderen Integrale,
^

wenn man darin y s= sn« setzt und für die entstehenden Integrale

die logarithmische Form (statt der reellen cyklometrischen) wählt.

Man findet

/snffdiiv » — ^ log[dua;+^-cnx]+C *)

feaxiix — —j^ log [»iSU«-}- dn +

/ dxkxdx — — » log [» sna; -|- cnaj]+^

'

Es ist hierdurch gezeigt, dass das Integral jeder ganzen, rationalen

Function der drei elliptischen Functionen sich wieder durch diese

selbst oder Logarithmen derselben oder endlich durch elliptische

Integrale zweiter Gattung der sn darstellen lässt Es mag noch

bemerkt werden, dass mit Backsicht auf die Relationen, die zwischen

elliptischen Functionen bestehen, deren Argumente sich um Perioden

oder deren Teile unterscheiden (Köuigsberger, elliptische Functionen),

sich noch die folgenden bemerkenswerten Integrale ableiten lassen.

/ u,e^'^— + c*)^ sna; ® sna: *
'

1/dx 1 du a; -4- Ar. sna; .

J diuc

— —d£7— +^

J sn« ^ sn« '

Pcnx 1, 1+ ^
I ^

J snx ® sna;
'

\ r^Ji^ax-logy^+C
J cn» *^ cn» ^

*) Far diese beiden Integrale „Brlot und Boaqnek, doppelt-periodteehe

i'anctiolM]l^ dentaeh v. H. FMer, pag. ««0 und a«l.

Digitized by Google



352 Btrzf Mnig« Bexitkungen gwüeken dem Irnttgralen

Es ist nämlich

--^;iog[du(.±^-)+tc(,±f)]+o

logfq: = + i. . 1 + 0=- log£5^"^ . c'

Für das zweite Integral ergeben sieb zunächst zwei Formen, denn

es ist:

= T i log
[
« « + f) + d.(.+f + f)]+a
tdua; //•', siix

• - 4- -^
cnx ' cu*

und

_^ 1 , dnarHh^', sna;
, ^,

+ 0

dx

-T^log[^-8n(a;-^±^-)+dn(«-^±^)]+ C

==:^llogf-^±^^ + C'^
*i

*
L cn» cns J

'

Der zweite Ausdruck ist mit dem ersten ideutisch, da mau

T Gonstante hineinziehen kann; da aber Termdge

der Beziehung k'-\-kj^^ = 1 auch

1^ dna?— ÄgjSn« 1 cna;(dDa;4-^i8Par)

cn« dn«e*—Van«*
1 , cua-fdii j -f-A-, snx)= ^l°8 Si^

ist, so folgt die Identität der Ausdrücke für beide Zeichen. Ebenso

werden die anderen Formeln der Gruppe 13*) erhalten.

Geht man nun auf gebrochene Functionen tlber, so ^ird man sofort

sehen, dass die Mannigfaltigkeit der bierhex gehörigen Integrale

keine ebenso einlache Behandlungsweise gestattet. Mau kann zu-

nächst den Nenner so nmformen, dass er nnr eine der drei ellipti-

schen Functionen enthält; denn es geht
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N— F[sn Xy cn «, dn x]

durch die Substitutionen

cn«^ = 1— an«*, dn«* — 1

—

k^snx*
Über in

= q?! (snar) -{- qpjj (sn a*) . cn aj -|- gjg (sn x)^ dn a:+ 9>4 (sn«) cn a:dn

»

wo auch 7a,'g>8 ^^^^ 74 verschwinden können; also:

Multiplicirt man nun Zähler und Nenner mit

80 gebt der Nenner ttber in

und wird noch Zähler und Nenner mit

multiplicirt, so wird scbliessHch der Nenner NN'N" eine reine Func-

tion der Sil X. Das Vei'fahroa bleibt dasselbe , wenn man je nach

Bequemlichkeit im Neuner blos cna: oder dua; haben wollte. Der
Zähler wird dadurch weitläufiger (weshalb iu specioUen Fällen oft

andere Mittel rascher zum Ziele führen werden), bleibt aber eine

ganze, rationale Function der drei elliptischeu Functionen. Nunlässt

sich auf den Nenner eine Art Partialbruchzerlegnng anwenden, und

es wird

1 _ . 1 __ y. y, na

0 (sua?) (sn«— tt4j^
' ^(eu<p) (cna?

—

*

JCCdn«) (dna;— TT,)*

Multiplicirt man mit dem Zähler, so ergeben sich nun die folgenden

Integrale

:

/
8na;**cng:**dn a;P

^ /*snx*"cna:"dua;P

sn j "' cna:'*dna;P

{aidux-{-ai)Q

Man findet fiOr das erste dieser Integrale, indem

mx =:^[(asn»+&) — &]

gesetzt wird:

T«U LXVIL 23
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CD SB* 'du

Hierdnrch gehuigt man also teib in ganzen Functionen, fheils za
Aasdrttcken, die sich weiter folgendermassen bebandeln lassen:

/ cng**dngy<to pcna^-* dn^i'-iflsn«

cn<^*dngy~^ /*(n'^l)cnfl^-^gngdna^d(g

— l)cnjt»gn«dna>^<ig

a(r— l)(a8n*H-&)«-l

also

/*cnj-**dn r/^/r cn^"~UiuT/'-i

a(r— 1) Ut/ (aenx-f 6)r-a (atn^+fr^-^ i

Diese Formel gOt bis onscbUesslicb r » 3 und wird ftür r — 1 nn-

brancbbar; scbliesst man filr's erste diesen Fall ans, so wird man

hierdurch den Neuoer erniedrigen kouueo, so lange n^ 1, j> ^ 1,

weil die mit cnx^-^ resp. dn^~> vorkommenden Ausdrucke wegen

der Coefficienten 1), filr den Fall « — t oder p^i
verschwinden; fttr den spedellen Fall, dass n^p^i^ wird

cn«dn«d!»

(a SD X +hy a(r— 1) (asn x-j-J/-*

Es ist femer:

/
cnx**<fo P cgx^-^dx /*cnx**~'8nx«<ig

(asnx + *)r —J (a8nx + J)r J (am^+by

(asn^+^V^ J (amie+by

also

, ^ /* cna:»-^(g8ng4-&) /* cng"»~^
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(äsua-j-Ä)'' — y (dsna; -f-i)

16*) ^ und

welche Formeln auch noch ftlr r -« 2 und m = 2 giltig sind , fflr

m = 1 wird endlich noch folgender Weg einzuschlagen sein. Es ist:

d r dn T
1

a(r— l)duy^cnx itr'sn a-cnar

Setzt man hier
1 h

SU« = -(asna;4-i)

dn»»= 1 - -2 [(asnar+Ä)*—2ft(a8H«+*)+6T

rcducirt gehörig und geht auf die Integrale über, so ergiebt sich:

/{a -\-hY adna?

7I_T II y (a sn X 4- Z^)' - *

(»^— 2)/.-' cna-f/a-

(

17«^ y und ebenso:

/
dna;<to acng

2r-^B h r dn x dx.

(r— 2) /* dngdia

+ (r— l)(a«-6«)J (asnjr+Är-»

,r-l

dii«<2v

Auch diese Gleichungen gelten noch für r = 2 und werden flirr—

1

ungültig. Da ferner

SS*
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356 fferzi ^nigt BeMtehungen gwiitehen de» Integralen

ist, 80 ist hiermit alles auf die einÜMsliere Form zurflckgefllbrt , wo
dor Nenner nur die erste Potenz (asnflE+^) enthJUt Man findet
ebenso die analogen Formeln:

[J (acn«+*)' "^J

14a*}

15a*}

(acn«-|-*)*'~'

sna;"* cca?»*~*'dnae»<fa

(acna5+*)'

sng"* cnar" dn xP-*da

sna:*"cn«» da «f-*<te

/Sil x»' cn dn arPdx P

-if

{ac\\x-\-bY ~ a{r—\){ac\\x-\-by*

_ "Lnl_ [i /*sn *•*•-- dna-^'r/x b /*Süg"' --dil xP <Ir^

" 'a{r'^)\aj {acnx -{-by-'^ aj T«cnx-f Ä)'

J

h\p— 1) ri /* Sil a-"» dn xP - - tix b Psu x"" du xP cLc 1

an x"» du xP r/x snas^* dn xP-'

{adnx-fly^ ^ äk^(r~ 1) (adTi x -f

w»— 1 ri /*snx"»-2cn x"r/x ^* /^sux'"-2cnx"rfx"|

~"aA«(r— 1) [aJ \a^x-\-by^'^~ aJ JaKux -^hy-^]

,
n— 1 ri /^snx^cnx^-^rto & P sn x"* cn x**-^ dxl

'•"Äb«(r— l)[äy (adn«4- ladnac+i/-! J

(acn«+5)' ^ J (acn»4~^)''

a*J {aenx'\-hy-^j (ai!cnx-|-6)»-«

i
/• dnx;«^/x a-^•^'^4-^>-F dnx'^-gga;

[J (acnx -f «/ (acnx-j-Ä)»"

26^•3 /» dnx'^-^c/x , Jb« P dn^"^-2rfx_

16a*)
j '"~a^J ä(cnx+Tj^ rtV (acnx-f ö)'^-»

(odnx + ^ "^Jc^J (adnx.+ ir

^ 8nx>»-2rte _ J_ s»_^ '"""^^^

J (adn«+&r " «/ (adn«+ft)'

26 /• cnx"»-2rto 1 P cn



17a*)

18a*)

dtr tUiptinchen Functtonen. 35?

/
sn a- dx a (In x

2r— 3 k'^b n
r—l aH'^^-{-b'^k'^J {acux^by-^

(r— 2)k^ r mxdx

/
dng<fa rtsnaj

(a cnX+ Ä.)3 (o«— ^2) (r— l)(aca«-f Ä)»--!

_ 2r—
3

b^ r _
r — 1 —b^J {a

. r

ÜVLxdx

!Cnx -|- by-"^

üxixdx

%\ixdx atXix

\S (dn (a«*,«— *«) (r- 1) (dn«+ i)'-!

r— 1 a^^—l^J (dn^+i)'-!

\

J^ia&ax+by ~~ (a*— 6«)(r~l)(adiifls+*^-i

— r— 1 a«— («dn»+a)'-i

r—

2

/* cagrfic

H-(r— l)(a«— (adn«i+*)'+*

/«to (-,l)r-iar- l />

(d Cn «-f *)»• (r— 1) !
86''-lJ a cü ;c+i

(adnaj+ft)' " (r— l)!8ft*--V adna+6

Es erübrigt jetzt noch den Fall za erledigen, der bisher stets

ausgeschlossen wurde, wo nämlich r » 1 ist Man erhalt nach dem
für 14*) gewählten Vorgänge*):

*) Die Fonpeln 14b^) find Dtir der ydletliidigkeit wegen engeflQhrt, und

liesseo «ich atich aiM den entspredienden 14*) nnd 14a*) fftr r — l ableiten.
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358 Her»; Einty Badtkmuftit xmischen den Integralen

811 jjj^Ca(Bednar' , 1 ^ .

14h*)

f

/snas^ense^diixP 1—
^^^^^^

— cte — -/ süx"*cn^** ~^ düxPdx

b P sux** CD je»-' dn xP ^

'/
a du a- -f ö

^ ä

ada»-f-i

Diese Formeln verlieren ihre Giltigkeit fttr n, j» gleich Noll } es

i8t aber

a8n«+* J a8n«-|-6

-/ cna;»dna-/'--— /.2cna:»dna^-2sna:* ,
T-£ <fe

Wendet man auf den zweiten Teil dieser Integrale Formel 14b*) an,

so ergiebt sich

/cnaj^dnari»
,

/•cn«^-*dnaB' , 1 ^ - « , „ ,

/ — da;
• «j/ asnx-|~^

-/

Das letzte Glied kann mau mit dem ersten vereinigen, nml hieraus

findet man nun, wenn man gleichzeitig die sich aus der zweiten oben

hingeschriebenen Form ergebende Gleichung und die analogen audom
Formeln beifügt, das folgende System:

cnas"~2dnaP , 1 . « ,—:

—

r-i
— dx / &xixcxix*^-^QjtixPdat



dar tU^ptiaehm fSmdimen. 359

— r-r dx^ /snaJCüaJ^^daoi'ite

, b . , .
a>— /*Cii«»-»diia!«' ,

4- -•/ciiflc""'*dn«i»«fe H s— / —^ k, dx

mm— — / 8n(eciiff*dncy~^<jiB H'^/^^^<>^~^^

19b*) / <to = / 8na:"»-2cu«dna:P<te

, i . . o*— SB as»»-*dn^ ,

— — /8B«»»CBflfdn«*-*db—^/8B«*daa*-2<te

' 3^ J ciia;4-^

19c?»)

a*— /'sme^'ciia^ j

.—die

Die wiederholte ABweaduBg dieser FormelB führt stets auf soldie

lotegntle, wo m, j» gleich 1 oder 0 und, dasB aber mflssen die-

selben durch andere ersetzt werden. Hiefttr ist nvn

/
cnajdnaj , 1» # i »v i ^

dx SS - log (asn«+6)+ C

acna»+ft
^ 1^""^ (acna:+ 6)+ C

f^^h"^ Sfe^log(adn*+i)H.C'

Znr Bestimmitng des Integrales

asux-^-b
kann mau
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«am —» y
setzen; dann' wird

fly dl/

Casaaß = r - = ,

diLc yx
also

J

und mittels der Substitution

1 d»= «, dy ^ — —^ ;
oy-|"* ' ^ Off'

^y=^,log{^^^W-^^^^H

und durch Kestitutiüii des Wertes z ==» ^r-i uud gehörige Re-
asn«*^o

dttction:

uud nach Absonderung des Factors 2a unter dem Logarithmus'*'):

21*)

/cnxdx 1 a-\-bki^$nx— Va^— b'^ie^düx
, ^

und für die anderen Integrale:

/
dng<fa 1 g+ ^ sna — Va» —b* cn« .

asn«-|-^ Va* ^ asnas+ft

/ sng<to ^ 1 aki*''bl^cnm+Va^k^-fb*k*dnas .

^,

acn«+Ä'*y^»j^iIjI^2p^^ acna5+*
*"

/
dngcto 1 _ a-\-bcnx-\-Va^— ft^sno;

, ^

I •

*) Ueber d«s Zeichen s. die Bemerkang nach den Formeln Sl*).
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der elliptischen Functionen. 361

/
lo« Tj^Tinri ~ + ^

Aus den Formeln 21*) gehen für a = 1, ---- 0 wieder die auf an-

derem Wege gefundenen Formeln 13*) hervor; das Zeichen der

Quadratwurzel ist ganz beliebig, indem die für das positive und ne-

gative Zeichen entstehenden Ausdrücken identisch sind.

Endlich geht;

durch die Substitution

über in:

/
dx ^ 1 r rfy

22»)

(1 —^V)

und ebenso:

so dass (diese Integrale also sich durch elliptische Integrale dritter

Gattung ausdrücken.

Hiermit w&ren nun auch die gebrochenen Functionen auf die

einfachsten IntegralausdrQcke redncirt, und somit die eingangs ge-

stellte Aufgabe gelöst Ich will jedodi hier noch einige bemerkens-

werte Integrale anfahren, die sic^ unmittelbar durch Zurflckftkhrung

auf das System 21*) integriren lassen, nämlich Integrale von der

Form
Pdmf aM+hN

wo M, A' und P irgend welche zwei elliptischen Functionen bedeu-

ten; idi will die Lösung für 7' = 1, 3f= snx, N = mx durch-

führen und im Anschlüsse an das Resultat auch wieder die analogen

Ausdrücke zusammeustcllen. £s ist
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362 JUerz: Einige Beziehungen twiecheii den inteyralen

1

c ^ ^ r
cn»

QDd mittels der mehrfach erwftbiiteii TraoBformatioiiafoniieln

// , a , si'\ I ,
Ä

,

ß'\

Xlog ,

,

-«^Ä'x
,

ifc,^

log I ^

—
_ :_ lOff ~ * C

wobei schliesslich der Aasdmck — Va^4~^'i^<^^iog^^;^ iu die Gon-

staute bineiiigezogeii wurde. Es ist aber auch

und in der oben aasftüirlich hiDgeschnebeuen Weise fortfahrend:

Multipliciit man uuu Zabkr uud Neuner des Logarithmos mit
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difr eUiptüchen Functionen, 363

a cn o;— bh^ sna; -|-V 4~*a^*dn«,

80 wird der Z&hler:

= a*(cn«*—dn«*)^ dadVsn»«^^— V^i'o^')

80 das8

_ , 1 ,
— h^^{asTix-\-bcvix)

«/»-j . log —— . —^

wird, welcher Ausdruck mit dem zuerst erhaltenen identisch ist*).

Man erhftlt auf diese Weise die folgenden Integrale:

/dx
4-öcna;

1 gen ag— bk^ SD g-—Va*H- b^Jc^

ilX

afsiia-\-bGSiK

snx-j-idna;

1 , adng-i-^^i^sP^^'^^^~^''^^
I
o

o^x+ ^^dua;

log
asna;-|-^daa;

1 a^x+bcnx-\- l{\''ni-'b^SQx . ^
'

*) Man kOnntd auch

dx
sn»

sn« '

fictztn ; führt man hiefür die Kechiuinf: wie oben durch, so erhält man (wie

auch stets bei den verschiedenen Rechnungsjirten der folgenden Integrale) den-

selben Wert.
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364 lierx: ßiH^ Beeiekuitgfin zwüehen den Inttfnlen

/ dpa; dx

1 . &6ng— qcpg-t'V^-t"^'

asnx

log

1

sn z (Ix

Äifc* 8U a:— a (in X -|"V«*+

,

^ acDx-|-&dn«

1 . adnx+*ft>cux -f Va»—

W

log aCDx^-^dnx

Ich kehre nun wieder za den Relationeu Id'") zurück, um aus

deuselben einige weitere Folgeraogen zu ziebeo. Es ist:

log
cnx+dnaf

SD»
— logc'

, cn«*—du«* , , ,
—h^Vix

'8Dx(cnx—dnx)

cnx— (lux« — log-

lOgc'

t— dux , / c' \

8BX '««I-Vj'
also:

cnx-[-d sn^

IV.

snx

CU JC
-

- A'

-.hl« VJTl/ 81«

uud aus deu auderuu:

V.

dux-f A'jsnx ^ ^,+ hj ^
CHX

/fZx
Ol«



I

VI.

vir.

VUI.

IX

X.

XL

1^ tU^^uekM JWnefKmcn. 3ö>

... /^i?^

dnx

CHX

CHX «

/snx

P&nx

/cnx
r/jc

1-f dnx _ /;2
^ J gj^^

snx cj)

dna:

/CÜX
dni'**

du« 04*'

8»« *

an«
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366 Ber«: Emipt Bnukungtn zwischen den Integralen

XII.

/dux

cnx e;^

~

Werden nun je zwei zusainmeiigehörige Aosdrflcke einmal addirt
eirnnal subtrahirt, so findet aich

IVa.

Va.

Via.

Ylla.

VUIa.

SU-«

an* " '<f'

cnx

^0

cn
J cnx cn*^



,
/" cn .T Pcü x

Xa.
4

Xlft

Xlla.

/'dnx /»an* ,

1 4" 1 — ~~

CO«

_! I 1 — / darspg

Ans den Ansgangsgleicbungon 13*) lassen sich nun die unteren

Grenzen der Integrale leicht so bestimmen, dass die Constanten mög-

lichst einfache Werte annehmen. Setzt man nftndich für die unteren

Grenzen der Reihe nach

I

- (2m'+l)^ +«'Ä'; «"- I»" -f+n^Ä'!

Sl Sl
«4 — »»4 «« — (2«5+ 1)J +«5Ä';

Sl

«^S — »»6 2" "I"
"6*^'
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368 JStrt: Kiniye Beaiehungtn xmwAtit d$» Jnttyrahn

80 werden die ConstaQten:

^
- (-.1)«. ^^3

l
~ (-1)«. l ^ U, ^ (-ir«

Cft — 1)'"-, c«-~- (-1)'».+«.

Wie man siebt, drAcken sieb jetzt die eUtptiscben Fauctionen (bzbw.

Quotienten derselben) dnrcb die Summen und Differenzen von £z-

ponentialfnnctionen ans. Setzt man znr Abkflrznng

snx ,

eng

sn« ^ Q
26*)

c/ar

sua: — £

, P (lux



I

26*)

•

dtr eü^ttiaeken I\mettonen, 869

1 _
JJ

tf,(«) u

1

X

I — 1
/•(«)

1

^1
~

1

Bo findet man non das folgende System von Formeln:

,dna5 (—1)'»'
, . [ * ^2(^)

f
= ft, —yo(a;) ( dux = 2^^ r-r-

1 if;4(»)
sn»

dnaß —

cno? == — "

2(—l)»^

2(— 1)
^"^

TeU LXTU. 24
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8110=

dkm —

»

2(—
<)06(a;)

Zwischen di u Functionen -S, A ^» 80 wie unter den 6 Func-

tiOBen C\ D finden einige bemerkenswerte Relationen statt,

die sich durch Yergleichung der einzelnen Gleichungen ia 27*) hei^

leiten lassen. Es ist nämlich:

2 «^iW -Ii;»
^^^^^

l)m- 2
^i-r.(-)-(-«--,7(i)

nnd durch die Snbstitatioii ans 26*) und entsprechende Reduction:

(r»—1) =- — 4(- !)«*'+«'+«•';sr

(-S«+l)(^«— 1) — 4»(— l)«'+"»H«»'£^

+ (-^»+1) = 4(- !)«•'+«"' Tz/

Da nnn

ans der ersten folgt, so wird:

Setzt man nun
j» ««= r/i = 1» = n = n = n = U,

so wird

«'=j, a"=0, «'"-0

nnd

Um fllMr das Zeichen zti entscheiden, kann man einen spedetlen

Fall vornehmen nnd h^O setsen, wodurch dann

wird. ]>a nun



der dlqtdseheu flinetöHMti. 371

_ (r-iy r- 1 tg(45-fi^)~i .
f;

und

r^— 1 ~~r— 1~ 2

ist, so sieht man, dass die oberen Zeichen beiznbehaiten sind, and

es wird

^ - r+i

Da imii die crsto Formel XIII. symmetrisch in Bezug auf ^
nnd r ist, so wird auch

Durc)i Spocialisirung findet man aber hier, dass die unteren Zeichen

Geltung haben, also:

was auch ans der obigen Formel für S gefunden werden kann.

Genau so kann man für die beiden anderen Gleichungen iu XIII vor-

gehen und findet dann (fikr m'— i»"=m'"-» n'— n**"—0):

2: — i — 1 2:+i
T-\- 1

•
p - i

j—l
"2:+ »•

^»

Mnltiplidrt man die Gleichungen XIII. miteinander, so wird:

29a*) -S*—l)(r*— 1) - — ^i£W^J^

Da ferner ans 28*)

r£= r— 2;— 1 •

folgt, so findet mau durch Mutiplication dieser drei Gleichungen,

indem mau nachher rechts die PiDducto jo zweier der drei Grössen

£f r, J wieder durch obige Gleichungen hinausschafft:
»

oder

24«
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372 Berz: Knige Betiehungen $etn$ek€u den IntegraUn

daher auch

29b*) (^*— l)(r*-l)(-4*-l)

= — 64»{(Z+2— 2»)»—(r-2—2i)»+(^—2+20*}+1024

Ans den 12 letzten Formeln iu 27*) erhält man ferner, wenn man
Klr die ip und ^ die durch 26*) definierten Werte einsetzt:

(— 1)'"» 2C _ 1 7)^— 1 2E

X z
+ !)+(- _ 2/.^(-l)"»Zj

_ (C«-l)+ (-l)"»^a(C»+l) , , 2i>

(C^-i-l) - (— — 1) ^ Z>»-f1

Sucht man nun ans b) durch il auszudrucken, so findet man
dafttr

+ (— 1)«./.,]— 2ik{—iy"iA - [1 — (— l)"iÄr,]

Multiplicirt man Zähler und Nenner dieses Bruches mit dem Kenner,

so lässt sich die Quadratwurzel ziehen und mau findet:

„ .
£1=-'[i4-(-i)'"/m]4-[i-(-1)«'/^'i]

Um iihci' das Zeichen zu entscheiden, könnte mau wieder spe-

cielle Brülle der Integrale (etwa /. 0) betrachten; kürzer gelangt

mau hier zum Ziele, wenn man Ji'--{-l bildet, seinen Wert in c)

substituirt und daraus B bestimmt, denn oftenbar niüsseu beide Aus-

drücke denselben Wert für ß liefern; in der Tal wird

qoa*i Ä-r-n».

Ebenso erhält man aus c):



dtr elliptiseheu Functionen. 37B

und durch Substitation dieses Ausdrackes in b) entsteht:

Ebenso folgen ans der Verbinduug von a) uud c) die fülgeadeu Re-

lationüu zwischen C und D

31*) <

/ l)«.ifc, />— (— 1)»»4
f IV"»

—

~ - . ^ —

Und aus a) uud b)

:

32»)

£ = (-1)-» jrf^i)äü^

Auch zwischen den vorderen Integralen bestehen Beziehungen, deren

Herleitnng nach obigem nnmittelbar klar ist ; es ist jedoch zu be-

merken, dass diese Relationen nicht mehr linear ausdrückbar sein

werden, d. h. dass sich die Integrale nicht mehr rational durch ein-

ander ausdrücken werden; mau übersieht sofort, dass mau Qua-

dratwurzeln hineinbekömmt} in der Tat ist z. B.

V. 8. f.

Schliesslich will ich noch die einfachsten Beziehungen zwischen

den IhtQgralen ansetzen, welche aus den Formeln 30), 31), 32) ent^

stehen, wenn man in denselben die sämmtlichen m und n gleich 0
setzt; sie sind:



374 U«rti Eins« BtMuihmgM xwisehen Inttgrakn

33*)

ikk., I
1- /

. dx
an»

(1+*.).+V 55 ^-(i-ko.- 2^

0

'CHX ,
j— cto
an»

7*cii«

- dx
sua;

T 4

a ^ 0

^
. /*dna-

cn« +

1

+ / —dx Ä

dnx ,

I
, — ax ^

A
4

S ' ./

Wien, im Jnli 1881.
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xxm.

Untersuchungen über algebraische Gleichungen.

Von

Alfred 8iob«l.

FortMfanuic von H. XXY. ia T. LXT.

Artikel YUL (§ 47-f 61.)

Zar BestimmuQg der complexeu W.urzclu.

§ 47.

L Wir setzen die algebnuBche Gleidnusg in der allgemeinsten

Form ToraoB:

WO
i

— am(cot^R+>Bin^M), a«*>0, il»^0
1

« — — 9(co8^4-»8in^>, ^> 0, * ^ Oi

so dass
tt

P -« 2; «,„ ß»-"» cos U„» 4- (/t— m)^)
0

„ 8in( „ ).

0

(1)
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376 Siebeli Untertu^iigtH S6er aJg^raisehe Ghiektmgtn,

Es seien die Warzeln dieser Gleichung zn trennen
nnd näliernngsweise zu berechnen, oder, geometrisch, indem

wir ein Axensystem OXY zn Gmnde legen: die den Wurzeln w
x+pi entsprechenden, sogenannten Wnrzelpnnkte TT mit den Coor-

dinaten «, y an&nsnchen.

i Die Wnrzelpnnkte sind die Durchschnitte der Corven

\ P-=0, Q= 0.

Betrachten wir die Hültsgleichuug

g{z) = £ßm s'"« = 0

(3) { worin ßnt == &m(COSi^m+ /Sill B,n), Cm = l-am, Ihn = A,u -j-^j

em n'-{'l—m, k und t beliebig reell und constaut.

Es ist

^» Shame^tnCOBVfm — J(;«^(C0St.P—sin<.Q)
0

(3)a i £ham^m^v>m = ik^^(6int.P-f-cos«. Q)
0

wo

(3)b « jfe(co8T+»sinT)

woraus folgt:

Diejenige Gleiclmng (3), welche ans der nrsprflnglichen entsteht,

indem man die Moduln der Cocffieienten mit k mnltiplicirt, die Argn-

mente derselben um t nnd die Expouentcn von z xm l Termehrt,

hat ausser den Wurzeln Ton — 0 dieselben Wurzehi wie /(9)«asO.

[
8®^™ * Curven f=0, 6^ = 0 gehen durch die

\ Wurzelpunkte W,

Statt (lor ge ^'ebenen Gleichung behandeln wir daher
der Willkürlichkoit von ^•, t, iL wogen mit Vorteil die

allgemeinere

worin k der Einfachheit halber =1 sei.

(Letztere gebt in erstere ttber wenn 0 und t *- 0).

Die erste Derivurte von ist
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0

(5) { F'^Zleamem^'^COSiAf^+x+iem'-tW
0

<?'-=2; „ sm( „ ).

0

Auf Ilülfsgleichuugcu von der Form (3), wo ^• gewisse Fuuctioueu

von m siud, werdeu wir im Folgeudeu wiederholt gei'Ulirt.

n. Die Ansdr&cke, welche entstehen, wenn man F nnd G mit

mnltipliGirt, unter

p vorläufig eine beliebige reelle Zahl verstanden, mögen

mit H und K bezeichnet sein,

sodass

(1)

n r

JET— 2?ifca«p»»+J»-"»C08iPii» — kQ{cost.r—s\nt.Q)
0

N r

K=2 „ 8inu^= kQ (8in<.P-{~ cos«. Q)
0

ferner diejenigen, die ans JT hervorgehen, dadurch, dass statt om,

Amt « : «M>in, n-\-w gesetzt wird, wo « eine Function von

m oder constant sei, hezfiglich mit

(2) K, K. N

Nimmt man die Iste nnd 2te Aendemng vor, so entstehe

K etc.

Bann können wir schreiben

(8)

jy— - H = K
(±180) (±00)

(±160) (±«9

(4) Kh — — hQP{ü\it.Pu-\-cost.Qu)

n. s. w.

(5) F= /\ C?= Q

uud zur Abkürzung
« statt 0M eingeführt:



I
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(6)

-1
F'^F0SB Q-i (sin*. Gg+ cos ^ . /;)

-1 -1

Zwiflebea den partietten DiC-Qaot von JPnnd O nach ^« ^ y be-

stehen die BelaClonen:

(7)

(8)

dF cG ^

Die Gleichangen (7) und ebenso (8) sind die notwendigen
nnd hinreichenden Bedingungen dnffir, dass die complexe
Function

F-\^Gi eine Function der complexeu Yariabeln z sei.

Die Einen lassen sich aus den Andern ableiten.

IIL Hat die Gleichung /s » 0 keine gleichen Wurzeln, so ist

il)
nicht zngldch P^O, Q-G, F'»0 und G'—

0

2} „ „ P=0, Q = 0, /; = 0 und Ge^O
(siehe II. (6))

geom.: Die Wnrzeljnukte W von 0 und diejenigen der

Derivirtcn g'{z) = 0 von giz) = 0, die zugleich der Glei-

chung ge{z) = J't-\'G^ =^ 0 angehören, liegen von einander

(l)a l
getrennt,

allgemein gilt dieses von den einfachen Wur-
zeln einer beliebigen Gleichung ^(») =0.

Die Curven F= 0, ö = 0 schneiden sich in jedem Wurzei-

ponkt W rechtwinklig.

Denn die trigonometrischen Tangenten der Winkel, welche die

Tangenten in IT an diese Curven mit dem Badiusvector OTT bilden,

sind ^ und — ihr Product ist = — diejenigen der Winkel

/
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F' G'
der Tangenteu mit der JT-Achso: ^ und —^ (das Product ist

1).

AUg^ein^ Die Carven

»P+uQ = 0,

unter «nnd « einwertige, endliche,' stetige Fanctionen von

^ nnd Q (x und y) verstanden, gchn durch W nnd
schneiden sich in jedem einfachen Wurzelpnnkt
rechtwinklig.

(2)a speciell gilt dies von ^=0, K'=-Q (jP=0, &= 0).

§ 48.

I. Im Folgenden bezeichnen wir Bingstttcke, begrenzt von 2

Kreisbögen ans 0 nnd 2 Radien dnreh 0 nnd Beditecke mit zu den

Goordinaten-Achsen parallelen Seiten, in welchen Gebieten K (§ 47.

n. (1) dasselbe Vorzeichen besitzt, bezüglich durch:

(K) nnd [i:],

analog
(H) „ [H];

ferner solche, wenn sowohl 2/ als iT ihr Zeichen behalteu, mit

(JT, K) und [ä; K].

Die Gebiete in erster Reihe lassen sich, wie wir zeigen werden,

in einfacher Weise bestimmen, mithin wegen // ^ K (§ 47. II. (3)

aiuh die in *2tor, schliesslich die in 3ter als (2/) und {K) gemein-

sames Kiugstück, bezüglich

[/f] und [JT] gemeinsames Rechteck.

Hierbei können die in // und K vorkommenden p von einander

verschieden angenommen werden.

Die Ecken solcher Gtebiete seien der Reihe nach

A B C D

und zwar die Coordinaten hierin:

^iQt ^\Q% ^»(h ^»Qt
resp.

xii/i «ijr,

wo
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^, >> ^, 0» 9]

Kriterium I. In jedem Gebii t der Zahieii-£beiieii,

speciell in: (K) und [iC], in welchen das Vorzeichen von
K dasselbe bleibt, liegt keine WurzeL

(§47. I. (4), e^O).

(Bf B€f\

Fg' 'dg}'
^^^^

höchstens Eine Wurzel, und dieselben haben folgende

Eigenschaften.

BF BF
Da ^ und ^ (§ 47. IL (7)) ihre Zeichen nicht ändern, so

li^ anf jeder Seite des Um&ngs, sowie innerhalb anf jedem Kreis-

bogen ans 0 nnd jedem Badins-Yector höchstens Ein Punkt, worm

0 nnd zwar keiner, einer, je nachdem die Yorzeichen von F in

den Endpunkten gleich oder entgegengesetzt sind.

Daraus folgt, dass in dem Bingstflck entweder flberall ^das-
selbe Zeichen besitzt oder die Punkte, in denen F^O
ist, eine zusammenhängende Gnrye bilden.

BCr BCr
Es behalten aber auch ^ und ^ (§ 47. II. (7)) ihre Yor-

zeichen, sodass dasselbe in Bezug auf die Curve G=0 gilt

Ferner: In eiuein der beiden Cur vc iib ögcn entspricht

jedem grösseren d- ein grösseres g, in dem anderen da-

gegen ein kleineres, beide können sich daher höchstens Ein-

mal schneiden, nämlich unter rechtem Winkel (§ 47. III. (2)a).

Das Gebiet enthält

a) keine Wurzel

«) weuu in Ji, C\ D die Vorzeichen von H (oder, imd die

von K) mit einander übereiustimmeu, und zwar findet dieses statt,

falls

1) Ke>0, Ä>0 und ^»[^^ oder ffinJ^^O
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3) iäi<ü, Jai>0 imd Ainj^ oder Äin|^^0

iS) wenn in den 4 Ecken weder H noch K gleiche Vorzeichen

haben und diejenigen Punkte des Um&ngs, wo F^O ist, auf Einer

Seite der Verbindungslinie derjeuigon zwei liegcu; worin & « 0.

b) eine Wurzel

falls die Einen auf entgegengesetzte Seiten der Verbindungslinien

der Andern fidlen.

[Bf h(jr\

gj^
. [He^l, Ä^fl]

liegt höchstens eine Wurzel, und es gilt für. diese Ana-
loges wie für die ad Kriterium II.

Das erstere, letztere jener Bechtecke ist ein solches, in dem die

Vorzeichen der Bcstandteüe der ersten Derivirten von g{z) = F-^Gl,
+1 +1 fi

g{js) » F'\-Gi (siehe § 47. II. (2)) dieselben bleiben.

II. ]>urch wiederholte Anwendung der Kriterien L und II. oder

1. und in. Iftsst sich jeder einfache Wurzelpunkt IT von
den übrigen trennen, d. h. jeder itlr sich einschliessen in ein

Gebiet der Polar- resp. rechtwinkligen Coordinaten.

Denn wegen der WillkürUchkeit von % können die Ausdrücke

He == qP-^- Fe == kQP{CO% t . Pe— Siu « . Qe)

JU = G4= jt^Csin^.f.+cos^Q)
ebenso

für jeden einfachen Wurzelpunkt und wegen § 47. III. (l)a auch für

jeden hinreichend benachbarten Punkt von nuU verschieden voraus-

gesetzt werden.

I 49.

L Sei

^ Polarcoordinaten-Gebiet, begrenzt

emerseits von und ^']>^o
. anderseits „ „ q'> Qq
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und bezeichneii w eine untere Grenze einer Function ^(^, in

Bezug ftuf 9 durch

< <
qp(^, kurzer durch 9,

femer solche Grenzen« 9 als Function und von

^ oder ^ autgefasst,
mit

< <

ähnlich obere Greuzeu, und zwar

< < <
ip couBtant, ip{&) nur von ^, und tou ^ abhängig.

^ < >
(pemgemäss ^s ... ^ « ^').

Unter

< <

wollen wir dia Ausdrucke ipi-d) worin q 9\ verstehen,

Ist

ip(fi) — >• 0 zwischen ^ und q\ so ist

> 0 Im Gebiet 0.

<
Dies ist der Fall, wenn ^(p) >> 0.

Hiemach hissen sich zunächst

1) Gebiete: (A') mit gcgebeuer Ecke z. D. A

bestimmen.

Ehe wir hierzu übergehen, schicken wir zwei dabei zu lösende
Hälfeaufgaben voraus.

Die gegebene Ecke habe die Goordinaten und q^.-

n. Ad 1. 1) ist die Bedingung im erfüllen:

(1) -S^(^i, ^i)> 0.

Es ist

•K(^iPi) = ßi^(sinii.P+cos<j .Q)

wo
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Fflhrt man

ein, 80 entsteht

(2) Ki^t 9i) = Qi^ i^r+h).

Daher moss:

( ^i''>0, d. h. fa»8 ^-t):i)-0
l und siü(ö-j-«i) > 0 sein,

woraus dcfa fOr t nnd k die lineare Relation ergiebt:

if+ti » einem WkL zw. 0 und 2R oder 4K und 6R . .

.

!Bei gegebenem k und p ist

Ki&iQj) ein Maximum

wenn
tf'^'t^ » i2 oder 5^ . .

.

III, Ad I. 2) bat man, damit

Ä>0, Ä>0
die Bedingungen:

> 0 (p — 0 wenn = 0)

8in(tf+«i)>0, co8(tf+*t)>0.

Dies giebt zw. t und k die Gleichung Isten Grades:

«r-j-Tj » Wkl. zw. 0 und R oder 4ß nnd 5JR . .

.

ifi: ist ein Maximum, wenn

M 1— 2* • * *

'

oder was dasselbe, indem H=iKi

Vermehrt man dieses i|

um R, so ist ir<0, ir>0
^ ,^ t
i und i/iTabRol." ^ " ^ (ein Maximum.

„ 3Ä, „ > ^ ^
um.
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Bestimmang voa Gebieten: {K) mit einer gegebenen Ecke.

$ 50. ^

Besonderer i^'all: 0 oder 9, »od, ^1 «» 4/£ » 360 1

I. 9i » 0. I

Gesucht d. h. eine untere Grenze der Moduln der

Warsein.

Es ist:
I

Wir setzen i*»o,p»0,i;«i 90—^1«, sodass Ä^(^iPi)=aM>0.

Für ^0 = ^1 beliebig, di4-4/^ Jiat man (siehe § 49. L):

<

Ist ^0 eiJie uutcre Grenze der positiven Wurzel vou = 0, so

genügt

9s = 9oi I

Oh *)
specieU —r^^^

, den grOssten der Modaln or, om . . . mit ota

bezeichnet.
I

n. ^ "-Qo.

Gesucht d. i. eine obere Grenze der Moduln der

Wurzeln.

FQr die Ecke B ist:

Ä'C^iPi) = aoßj«+P8in(^+T+ («-J-^)^i) 4- . .

.

Wir wftlOtn |»-iO, X— — — 90— ilo, wodurch öo>0

In Bezug anf die Grenzen &q = und = ^^-f 4^*^ i'*^

Q^== g's^ obere Grenze der pos. Wurzel vou i^ig) = 0,

eine solche ist

«0

*) und **) Veigl. J. A. Serret, Handbuch d. hoberan Algebr», dentwb

Ton G. Wertfaein.
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#

in. Zahlenbeispiel.

Hier ist ao 1, a, = 5 ... og = 6
4

ilj ^ -^4 ^ ^ ™ 0

Mau ündct die Modulu der Wurzeln zwisclien ü, 3 und 7 liegend.

«

§ 51.

2ter Fall: Qi = 0 oder =qo, und beliebig.

I. = 0.

p2 gesucht, d. h. eine untere Grenze der Moduln der-
jenigen Wurzeln, deren Argumente zwischen ^| nnd
liegen.

Für — *i «od ^9 «t

< > <
0

HO

Sei

so ist, wenn

Ist

SO kann t so gewülilt werden, dass die Grenzen Di uud IJ^ zwischen

0 uud 2A' fallen, mithin

< >0
sintcM —

Nämlich wie folgt:

0 0

Die T = 0 entsprechendenWerte von £>i und seien und Dg.

*) F. C. Jeliiiek S. J., diu Aufi. U. höheren numer. Gig. (Leipzig 1865).
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386 Sie bei: Umeenmekmii^ Oer alqthni$€ke GkiAwifem,

Im Fall «•>0 Bei hUt du grOaste ganze Hd&die tob

AJi = ^iöu, das IQ Z>j entbalteu ist {jk^ 0) i'eruer

0 0

Liegt u zwischen 0 und 2J7, v zw. 0 und 2iZ, so liegt

T zw. 0 and 2R—v oder

„ 411—«ondilZ;

ander&Us ^ 4S—» „ 6iZ— «.

Im Falle e., <C 0 setzen wir

0 d

WO A: eine ganze Zahl sei, so, dass 0-<«<C4iZ, im Uebrigen wie tot.

Ist hiernach

<
oder <C« 0, sintTH-i> 0, j»= — 1

so ist

Ps =s untere Grenze der positiven Wurzeln von i^^) =^ O.

JL f, «OD.

gesiteht Qi, d. h. eine obere Grenze der Modola der
ihre Argamente zwisehen und l^t habenden Wurzeln.

Ist iü Bezug auf die Grenzen = ^'— ^»

<
oder

„ =0, sinir, >.0

uud macht p das letzte von null verschiedene Glied in ^(p), wenn

Q unabhängig, so genttgt

9j «r. obere Grenze der positiYen Wurzeln von #^(^) = 0.

$ 52.

L Bspie. zu $ 51^ L, Gig. wie in § 50., m.

1) ^1-0, ^,-45-|.
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9ä « 0,35.

2) ^1 === f, = Ä.

8) ^, - 0, - 10.

A — 0, p = 0, r = Ä:

= 0,8.
4) ^, - 10, ^8 = 20.

^ — 0, j> — 0, T — Ä:

« — 8iii30.p«-ÖBin40.p*+ll8inlOp*-. ITsinßO.p«

+188inö0.p«- 128m80.p+6

P> - 0,6.

6) =r 80, - 90 =p Ä.

A-'O, ij = -.l, » — 2ä:

ih « 0,6.
6) = 70, ^2 = 72.

A — 0, p = 0, T — Ä:
Qi = 0,7.

7) ^, == 30, = 32.

A = 0, p « - 1, T = 2i2:

= 0,6.
r

II. Bsple. ZU § 61., wie vor.

1) ^1 = 0, ^, = 10.

a) Ä = 0, p — 0, T Ä (zw. 0 und 120):

s= obere Grenze der Wurzeln der Gig. in I. 8)

Pi - 9.

b) 1-»— 6, p — 0, T = Ä:

^(p) = p*^-5p'4-llsin70.p*— 17p»+188m50p*— 12p+6sia30

Pi — 4 (gaostiger als ad a».

SS*
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2) ^, = 10, dt — ao.

X^O, — — 1, t=0 (zw. 0 und 60):

if{Q) = ^6O.9^9H-llUD4O.9^178m6O.e«+l^iu^*^^2»ii20

3) d, - 70, ^8 - 72.

a) A * 0, p — — 1, T — 0:

^(^) sinöO. 4-0.^^—11 8ma).p^-t-178iü 30^-4- 18siu30p—128iD72

b) A — 6, p 0, T — Ä:

,|,(^) ^8—Ö8in20e^—Il8in54p*-|-178iii54^^-i-18sml0^*—12e+6siult

^8)< 0, > 3, d. i nngefthr wie ad a).

4) 0, 30, ^8 — 32.

A « 0, p =• 0, T= 2ä (wie I. 7)).

§ 53.

Allgemeiner Fall, late Methode.

L A^(»t 9i) gegebeo, C - (#,fi) gesnebt

Wir wählen ^i» d' — ^o+^» ^ ^w. 0 nod einem öjOO).

welches so kidn sei, dass fOr die Grenzen und jedes ^^a^-f^

sowie ff» = 0, 1, ... n:

(1) sinwm entweder — smw« oder — sintcM*

Ist

«»,> 0, so «Pm — il«+t+««*o» 80i « Wm

\ sonst uiugekehrt.

In Bezug auf Jenes feste nnd variable 9' (zw. »nd «o+tfi)

bat mans

<C 0 0

(3) Ki&) -= -£ar^«+P-''8inwr+ -Sa, ^w+P-'sin iw,-\-e,e) ,

d. i. eine Fuuctiou von ß -» d'— ^o»
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0 0

tfrCOS Wr J> 0, ««COS ic« <^ 0,

d. h. die 1 8te, 2te ausgedelmt Aber alle m für welche cos ur» >

,

<0.

Es sei

(A) W = vCö)

(6) <)p(0) - > 0 (siehe § 49., II.)

(6) ^' eiue untere Grenze der pos. Wurzeln von 9(6) = ü,

(siehe weiter) sodass

Schliesslich

(7)

(8) 9a 80 nahe an q^^ dass V'(p) =» ^ (^) -= 0 zw. und

Das pos. Vorzeichen behält (^((^ 9(6') >- 0).

EnmttliiQg TOD B\

Die beiden ersten Derivirten von (p{B) sind

^' (6) = — at^i*»+i^*cosi*

^"(ö) — ^Sotpt'^-'sinw«

/ 0
Da wegen (1) cosict und cosw« gleiche Yorzeichea haben, so ist

eiC08Wt<C0.

Zwischen ö = 0 und = ^, ist folglich q>'(ß) < 0 and hat so-

mit 9(0) — 0 höchstens Eine Wurzel und zwar

jenachdem ^(^^0: solche.

Im Isten Fall kann man selsen:

Im 2teu lässt sich B' leicht durch Probiren finden.
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Soll exact vcrfahreu werden, so uutersclieideu wir folgende Fälle,

indem wir beachten, dass q/'(B) mit 0 wftchst (da siuir« abnimmt
Air jedes «):

1) 9"(0) > 0.

ist > 0 zw. 0 and ö^, daher genügt 6'=— (Eul.,

Nfth.-W.).

2) 9>"(ö,) < 0.

Hier ist 9"(ö)>0, folgl. d'- «i^o)-^^(6,)

3) ^''(0) < 0 und tp'iSi)> 0.

wenn >0
sonst

9 (0)"^r W''(0)j~9'W

IL €7 oder D gegeben.

wie ad L statt ^ nnd gesetzt

2) 6' oder D.

4»^»^,— 0, i9i wie ad I., so dass W -=

2«^ß"fP-'^siU2/v-f- '2:a«ß"+i'-»8in(«:!*— C«ö), «rCOSWr < 0, «•C08U78> 0

u. s. w., wie vor.

§ 54.

Zahlenbsplc. zu § 53.,/(s) wie Iriilier.

. 1) «1 = 30, = 1.

i n A ^ Q(3(M) -0,38526 ^ • «i-0,p = 0,tga=y^3,,Y^==q:^^,, 4Ä-9,

so dass nach § 49. II. r 99: ein Maximum von Ä(30, 1) entspricht,

r sei IK), so hat man

Anwendung des Kriterium II. Artikel I. § 3. aof die transcendentc

Gig. 9(6) = 0, das dortige F{x) = — A)-.
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<
K{&) = — 5 8in60. llßin (30+4Ö) . + 0.^»

+ 188in(30—2ö).ß2__i28iü 60.^+6 :

wenn 6ö< 360, 56< 60, 4«< 60» ^0< 180, 26<ia0, Ä< 300,

d. i.

Öj = 12.
Da

ip(l) - — l+58m60-ll8in34+0+188in2B—128m60+6
— 1,237 >0, 80 genügt

- 1.

Nun bat

— 128m609+6»0

zwischen 1 und 1,4 keine Wurzel, daher

dt -31, ^, = 1,4.

2) Wir nehmen an, die reellen Wurzeln von /(») -» 0 Bden an-

nähernd — 1,54 und 2,26 gefunden. Zwischen denselben ist

P- <l<0, daher Q >0, d. i Ki^,Q)>0, worin Jl«0,
(90) (3Ä)

|) » 0, f » 3i2.

Setzen ?nr -^o = ^ ^» bo ist

^(d) -- ^«+6co85Ö. p*—Uß*+ 17cos3«.^»— 18p=*+12co8Ö.|^—6:

wenn 69, 40, 20< 360; 50, 30, 0< 180, mithin

0< 36, sei — 1.

Daun ist

K{-») = ^,(q) > 0 zw. ß = 1,6 und q =• 2,1,

welche Werte, wie vorauszusehen war, zwischen jenen Wurzeln

liegen, was die Aufsuchung jener erieicHtert

Daher tritt zwischen 0^ = 0 und ^2 ^ einer- und =^ 1,6 u.

= 2)1 anderseits kein ZeichenWechsel von iC = — F ein.

3) Es sei d« — 90, ^ «- 1 gegeben.

q(!)0, p) - — 5p«*+17p3_i2p = — ß(p2_i^(5^2_i2)

/»(OO, ?) — p«+lle*— 18^^+6

Q(90,l) 0, ^(90,1) » —2, das 0 in § 49. II. — 2i2.
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Vi) wird ein Maximum, wenn 3Jl oder

i — 0, ji — 0 gesetzt: r^BM.

Fir ^'-90, ist

<
Jr(d)— CO860 . -I- 0 . p5_ 11^4 _i7Bin3fl. p3+ 18C082Ö . — 6

faUs 6«<21I ... Ö<2i2, also 6^30.

Sei ö ^ 1, 80 Ä(^) > 0 zw. ^ = 0,8 und f - 1, sodass

-89, =0,8
(Oder wenn ^j = l: ^1 = 89, (», = 1,1).

$ 56.

Ute Methode.

I. Gegeben diu Ecke A = (^^ ^J.

Es sei p und i beliebig, t an die Bedingung geknttpft (f 49. II.)

(1) Ki^iQi) > 0.

K lAsst sicli anf die Form bringen:

(2) Ki^^ ff)
= + g)

WO Xl({^,9) eine ganze Fanction von nnd ist:

• Sin--
2

-

— ^öii»^"+J»-"»— cos ^K«

0

worin

D ^^^^ 6",)



(4)

Siebelt Unttmiekungen ä&«r «dgdtrauch« Cfleiehmgen, 393

Wir wählen die Grenzen des Gebietes <B in § 49. I. wie folgt:

^0 ^ Pi> q' beliebig (> ^o)j
"=

und

< ^iR

3) „-«-iKO: „< „ nnd<^
sodass

(6)

ad 1) ««.>0, -ß«,>0

<
> >
< < >

Folglich ad 1) resp. 2):

> >
< < < > <
UP) — -Sa»(>»»ii'-»«iB»(co8}K«)4-+ -£a«e"+i'-'»i^«(co8Trm)-,

die Iste, 2te Z ansgedehnt Aber alle «i » 04 . . . n fttr welche

>
cosHm das 4~> " Zeichen besitzt; wie in der Formel augedeutet.

ad 1) ist

(6)
\

/ ^ 28in——5—^ ^
l*«- ^dle^ -^«1 Äi — ««£qq«ä

entsprecbeod 4^= 9«

ad 2) umgekehrt

Unter »S irgend eine Summe von positiven und negativen Glic-

(lern verstanden, wollen wir im Fülf^eudcu die Gesammtheit der pos.

mit die der negativcu mit: — bezcichueu, sodass

B= 5+ —Ä—

.
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3d4 Sieheh ünUnuchutgtu Mer alyebraüek« Glwhungtn

Darnach:

< < <

. < > <
ad 1} L^i^) = ±-£ami3«J»+/' "'(C08W^M)t

>„ < >
-) 7) = ± ^Omßrn ß«+f-«» (cos Wm)^

< r < n >
(8) 1 ^ r ^

Z-(<^) = —i:awÄ,»tf»+#-«(cOBTK«)-
o

« 0 >— 'Sa«i^„(CO»WW)+
•4-1

WO

r

Eine uoch \ uii & und p abhängige, in Bezug auf ^ lineare un-
tere Grenze von A"(^, ^) ist

< <

<
1. Faü: Ji(^) > 0.

Wegen (1) ist g>{^j q^) > 0.

<
Daher genttgt

<;
(10) ) — ^ > (^ss v^(9) zw. 9^ nnd ^ positiv

( bleibt

2. Fall; ilf(^)<0.

Man hat für 9^ und die Bodiuguugeu

i <P(^.*i)>0

I
9(^1^) — > 0 zw. ^1 nnd 9,



Siebel: Untgrmchmigtn über aigebrouek« GhUhmgm. 8l95

IL Ecke D » (ds ^) g^bea.

(1) ... (6) wie ad L, statt ^, gesetzt, -^sC^o < ^s)

< >

> > >

^ <
ftd L 1) L^{^) = ±£amBmn^P^icoB Wm)^

<
> <

ad L 2) L^{^) « i:-ra«Ä«^«+i'-«»(C08Tr«,)T b. 8. W.

Ist 1) M(q) < 0, 80 genügt

^1 ^2'= 9'i so luihe an ^j, daas Ei'&^o) > 0 zw. u. ^2-

2) Jlf(^) > 0.

9(^1 9i) ^ ^ liefert 9) ^ 0

:

. III. B oder 6' gegeben,

wie unter L, n., statt ^1 : eingeftUirt

Illte Methode.

I. Gegeben sei Ecke A= (a-i

Wir wählen das Gebiet & (§ 40. I.) so, dass A in dasselbe fällt

IA

nnd ^'—^0 we in § 55., I., (4), FaU 1), 2), 3).

2> 0 (oder ganze pos. Zahl) *)

t so, dass K(9i p,) > 0 (S 49. II.),

und bringen K auf die Form:

) Ist anmn(An+T -f-ia) » 0, so ist p — 1 zulässig (siehQ

$ 59. n.).
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396 6iebel: Untersuchungen über ahjehraUche (JleidtunyeH.

WO

L und Af sind ganze Functionen von d^, ^iPit wenn ik und solche

sind, am einfachsten

t « - jfej « 0.

Bann ist

(3) q) wie im § öb. I.

(4) if(^, - ^O«. ^ 8iBM»+»+Ä,„*,)

^, Q seien bezdglicb > Qi und mit diesen innerhalb ® variabel.

Untere Grensen ?on £, üf, sind

<

vie in § ÖÖ. I., statt Wmiwm gesetzt

Jf(^) - X«,»* —s 8inw~ =
9
—

(n

< < <

linear in Bezug auf ^ und ^

< <

*) Auf ähnlich« Formen husen sich die ganaen Faodionen beliebig Tieler

Variebeln bringen:

. -- 'uw L will '1 «—Digiti



Sithei: Ükurnuhungm S6«r aig^rais^ GlMwigen, 397

ad (1) 1):

< < < < . ,

> >
B B

ad (1) 2):

(6) \ i+ =- Ä-(d, ^o), X- = - Ä|.(d, p')

^ B
ad (1) 3):

< < >

wo zur Abkürzung jB = -B«, Ä'= Bm' (S 65^ L (6))» -^(^«ä) • • •

wie iu § 49., I., IT die Summe der ersten r+l Glieder, H*' die

der übrigen von J7, r ^ n-^-i < r+l

< <

< < < <
.

(7) Äf(*fc), Ä^(^P')

< < < < < <
(8) ,2i4.— X-, Af-3£|.— if--

SohUc»Blich ^ nnd ^ hinreichend nahe au

und 9t vi^d

i.>Onndilf>0, 80 ^, — ^ * = p'

n. Achnllch wie vor, wenn eine der Ecken C, D gegeben.

An die Stelle von I. (5) tritt bezüglich

(9)
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398 Siebtl: Vntvauekm^en über atg^rtuatAe GUiehvn^.

< < >

> >

> <

Wir untendieiaeii ivieder die 3 FäUe 1), 3), 3) in $ 66., L (4).

s.

ad 1) ist /vf

> >

>
B

>

<
B

11

<

<
B

<
^ H(»^)

>
B

w 3) 11

>

0

< >
ähnlich

0

B

> >

n-^p—m
> >

goM,== K- (^,po')

U. B. W.

III. Wir können im Vorigen auch von der Bedingung A {iy^ g^) <0
>

ausgehen nnd bewirken, dass K{^q) < 0.

Ad I. tritt dann an die Stelle ?on (6):

> > >

Beides lisst sich wie folgt zusammen (Susen.

Es sei r beliebig, bezeichncu wir die iu unserem Gebiet @ will-

kürlich gegebene Ecke von (A) mit h:^ = (d^iPi)i die gesuchte mit

«a nnd ermitteln wir nach dem Vorigen , wenn K{&^q)=0

^^loblrl Grenze von JT:

<

wo IaIIs
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Siebet: Umienuckunge» äber afydMruiedie Gfeishungen, 399

< <
> >

<M
>
<
L

n

<
>M

(wio früher diejeuige Ecke des zu suchenden Gebietes (K) mit

( ^ ) , , . . i
kleinsten ) „ , ^ , . 1 ^ )

{ \ bzhw.,w6lc]iedie { , ; Polar-Coordioaten, mit die-

jenige, die dasselbe » wie
| ^! |

hat). Dann haben wir die Bedin-

gungen zu erfttUen, dass E ein Punkt in sei und bezüglich

'

«^(^ Q) < 0, ^ 0, <p{^, ^) ^ Ü, p,) ^ 0).

Mittelst (liesiT Foriiirln köiiuoii wir eine Reihe zusammenhängender

Gebiete (Ä") bestimmen, iu denen keine Wurzel liegt. Sind V und

V einnuil berechnet, so ist bei jeder neuen Lage von nur noch

^(^i^i) auszurechnen.

• § 57.

Bspl. zn § 56. IIL,/(«) wie froher..

I - 70, - 72, 9o - Ii 1,2

A=0, j5 0, T = ÖO, sodass ÜT« Q=i', ä'— -r-Q = Q
(§ 47. II. (2)) (90) (180)

1) E^^A= (70,1)

Jr(70,l) — 0,3155 > 0
<
K{»Q) = 0,3155 — 70)ü+ — 1) K= 9)(^r^)

< <

< >
iTm= sine, = i», wo e —«--«, *

<
Zar Berechnung von L hat mau zunächst
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400 Sic fr«/: UnUnuekuiigtH Sbtr algebraUdu Gtetekungei».

- (^) zu büden:

Q - •iii6<r.p«-j-ÖMn(2Ä-f-5*).pS+ ll8iB4^.p*-fl78iQ(2Ä4-3i^)V

>

>
Q+i^) - «n72.^«H-Ö8iiil0.jft+17ßla36.e'+18Bin40.^«

< >
L^. — — n8in48in72+ 128iDl8iii70 SS 0,927

< > n
X- - Q j 1^) - (6 . l,2«8iii72+5 . 5 . 1 .2»8in 10

H-3.17.M»Bm86+2.18.1,2«8iii40) - 1,972

U'^ 0,927—1,972 = — 1,U45.

<
Ferner zur Berechumig toh M:

< <

i>+C^^) « c<»72.p«+llco880.^*+17co836.p«+6

<
P-(*) 5f6+l8CO836.p«+ 12cO870.^

< <
3f+ = i^-|-(^rilj = 6cos724-4.11co8804-3.17.C08 36 = 50,75

< 1 <^ 12 =-6.6.1,2*+2.18.1,2co836+12co870= 90,89

F« 50,76— 90,89 - — 40,14

q) = 0,3155— l,04ö(^— 70)— 40,14(^— 1) > 0

z. B.

« — 1,001 i * = 70,26
oder

*-70,2; ^-l/)026

2) = ^ = (71 ;1)

jr(71; 1) = 0,2533 > 0

= 0,2533—1,045(^—71)— 40,14(^—1) > 0
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Siehtls üiU«rntehungen Sbtr alfebroi$dU OUi^mgen. 401

Z. B.

Q = 1,001; ^ = 12'

* — 710 6'; ^ = 1,0037.

3) — il — (710 16/. 1^15)

Ki^^.Q^) » 0,00525 (Fehlergrenze ±3 in Einheiten der 5ten

Decimale).

q>i&^) = Ü,0ÜÖ25— l,04ö(^— 71,2ö)--40,U((?— 1,15) > 0 etc.

4) iZ, — £> (71* 17'; 1,154)

J^i^iQi) — 0,00415 (Fehlergrenze wie vor).

y(#p)- ^0,00416— l,045(^—71,25)-4O,14(^—l,154)<0 etc.

U. ^0 = 70, 72, tfo — 2, 3

1«.0, p»0, T<»90, sodASS JT« Q — JSr» P — Q.
(90) (dO) (180)

Gegeben sei £4 = ^ = (70; 2).

JfC^i^i)-— .34,59<0
(p{&Q) — 34,59+ (^— 70)i/+(e— 2)F:

> >

> <

<
Q_((^) = Il8in80.^*+128in72.ß

<
Q+(^) = sinGOe'^ f 178m30.^»+188iu36.^*

L+ = k Q-(<^,3) = ^g^j(44.3^.8in80+12.3sin72) = 61,856

> >
L-^ Q (ö-,2) = 268in68in60+17.238in3siu30

Bin(»—w) 4- . 22 siu2 8in36 = 10,824

IT= 61,027.

Weiter iet

> >

— co860.p«+llco872.9*+17cog30.^»+6

T^u Liyn. 86
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402 Siebe I: Untersuchungen lAer ahftM»eh4 GlenAungm.

n—m

V- - 3/-=4 P-(^, 2) - 462,78

V— 1040,84.

^(^^^) . — 34,59+ (*~70) 61,03+ 2) 1040,84 < 0.

Z B
^-2,02; 70,26= 70» 15',6

^ - 70,5 - 70» 31', (. = 2,0087.

$ 68.

Bestimmung von Gebieten: [F] und IG} mit einer
gegebenen Ecke (Ay C, £>).

L Oegeben iif, — ^, gesucht E^C,

Die Coordinaten von A', seien irjyjt'^, p„ die von «y^^p.

Um zu einer praktisch brauclibaren Lösung zu gelangen, gehen

wir von der Gig. § 47. (3)'' aus:

g(z) = k (COS X+ »sin x)z^f{z).

wo ib 1, 1 eine ganze Zahl ^ 0 sei.

Alsdann ist g{») eine ganze Function von «:

— ««i(COS(ilm+*)+»sin<il»»+T))

und

eine ganze Function von « = und «t = «i+iü».

Emerseits ist
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Sitbeli OnUrntehmgeu i6er algebraiteke GkidiuiufeH. 4Q3

H»9) - «ö(*+^-*C08(Jo+t+(»+X-l)^>)

(p^ COS (An-l+1+ 19)

+ gi9^^C08(An-l-\-t-^tf, -|-(A— 1)^)+ . . . )

l{»if) *-> wie hi^jQ) statt cos: sin gesetzt.

Diese Ausdrücke sind vou der Form:

(1)
wo

Cr — pr COS (Jn | A-1 -r4" T+r#)

+ (?i^-*C08(^,+A.l-r+T+^+(r-W+ . .

.

Anderseits:

Ä'lV**!} J 1 J

Durch Gleichsetzen der beideu Ausdrücke für g^izz^) entsteht:

(2)
{ G{xy) - G'(x^i)+ (a;-a:ji)/(d^)+ (y-yjM(i^^)

ähulich wie § 56. I. (2).

Diese Formdn bieten den Vorteil dar, dass die Coeifidenten

OQ ar— AT] nnd y—yx in einfacher Weise dnrch die Polarcoordinaten

ausgedrückt sind*).

*) AU Fanctiooeu dor reclitwiiikligeD Cooidlnaten erbilt man dieselben

in der Yonn der Brttche:

(a: - a-O (F- Fx)+ (y- y^) {G- G, )

(X^X^){Q^G^)^{y^y,(F- Fr)
(«-ar,)«+(y-y^)S

wo
F{x,y), F^ == Fix^y^) . .

.

Ana dem tten Anedmck fAr y^ (««,), indem man cssx-f-J^ 't='i'fyi*
nbatitnirt, ergielit lieli, daaa diese Brftche ganae Vnnctionen ron sg*iif\ sind.

«6*
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404 Sitbtli ünhnrmehmigtn über t^hrm$d^« Gl/tiehungem,

Wir wählen wieder wie in f 66. ein Oobiot ® (§ 19. I), welches

die gegebene Ecke eiuschUeBSt, und belialteu die früheren Be-

zeicbnungea bei.

In Bezog anf O ist:

< <

daher

^^^J = fl,>(v*<-^i+ftp«+A~a4- . . . )c^(^4.»-|.(tt+ jt— 1)^)

< <
aualog ifri^^t) l{^^t).

< <

<

also:

< < < <

(3)
I axialog

< < < <

wo F' nnd G' die Bedeataog in § 47. 1. <&) haben. Femer

(4)

Schliesslich

(5)

> > > >
Ä+ - q'), A_ - FJ({t, Po)

> > > > .

> > <

< < <
> > >

Diese Grenzen sind lineare Fonctionen yon x nnd y.



Siebel: Unt§rniehmgea über algehraktke Gleiehmgint, 405

Man hat die BediDgangen za erftllen:

(6) *(«iyi)<0, ^{x,y)'^0, ^(«y,)^0, ^ixtf)\o,

sowie, daas das durch die Ecken A^ix^y^) und C'^{xy) be-

stimmte Rechteck ABCD ganz in das Gebiet ® fedle.

!d. i. falls 0 < < ^' < 90: ,

IL Aehnlich wenn eine der andoren Edcen gegeben ist. An die

Stelle von I. (5) treten

< < > >
falls - B: F{&,q) - i^(^i^J+ («-ar,)A— (y-yj

i

< > <

analog F und (?

n. 8. w.

§. 59.

I. Es ad nach § 48. Kriterinm n. und einer der Methoden in

§50. — f. 57, etwa § 56., der Wnrzelpnnkt getrennt durch
ein Bingstttck ABCD mit den Grenzen ^i^g^iVs (worin

BF BO
g^» f ihre Yorzeicheu behalten).

Die beiden Punkte des Umfangs, wo

i^-» 0, seien 9i and Bt,
wo

und zwar der Reihe nach, wenn man Ton A ausgehend den Umfong
ABCDA dnrchläuft (entgegengesetzt der Richtung, die der Uhrzeiger-

Bewegung entspricht).

Die Bögen i^i^a schneiden sich nach § 47. Iii. recht-

winklig in Tt'--^(v^. o) und man erhält in den PoUircoordinatcu joner

4 Punkte Grenzen von ^ und 9, die zum Teil enger sind

als obig§.

Um dnen besonderen Fall vor Augen zu haben, mögen die ge-

nannten 8 Punkte in nachstehender Weise aufeinander folgen, ABCD
ist als Bingstttck im ersten Quadranten XOT zu denken:
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4U6 Siebel: UnUrtuchungtn über algebraische GUichua<fen.

D & c

Dana liegt:

^ — WkL XOW zw. WU. XOB und Wkl XO^i

II. Zahlenbeispie), /(«) wie froher.

Wir wenden Kriterium II. iu § 4Ö. auf deu Fall

BQ dP
A = 0, T = U, p « — 1 au, sodass Kg = Bt —

Für = 71, Qi
=- 1,10 ist Ä'« = + 1,837, Iis = — 1,722

71 1,15 4-0,7818 — 2,425.

Diese Werte von 4^, and ^ liegen zwischen

= 70, = 72

^ = 1, 1,2.

In Bezug auf Tftriable g^y ^ > und 9 > innerhalb

dieser Grenzen findet man nach dem Verfahren des § 56. HI. (Fall

A — 0, * — 0.p« — 1, a«« «mö«):

<
A,(i^e) - 2,923(i^— 89,052(^—

ferner (i all A = 0, r = 90, /> =» 1, am = ««,««»):

>
- Ä(<^ife)+2,811(*-^^t)+69,79(^-ei).

Woraus folgt:

JST« > 0 z. B. zw. den Systemen — 71, <«i
» 1,10 und ^ 71<'ia'

^ - 141

71 I4Ö 71« 15'

1,1508

„ ^ „ « 71 1,10 „ 710 20'

141

71 1,15 71» ao'

1,17



Siebel: UtUermAmgtn über algebraucke GindkuayeH. 407

Zwischen den Systemen:

1) - 71 ; = 1,10 ond * — 710 18, g = 141

2) 71 1,15 710 15', 1,1503

liegt daher höchstens eine Wurzel and da 47(^^) > 0 keine

(§ 46. L 2)).

Weiter ist für i'^j 71^ lö'-, ^1 = 1,15;

0.6823.

<
^^(^^9) = 0,6823— 2,923(^— <>,)— 89,052 (p— pi) > 0

z. B. zw.

3) ^j = 7mö', ^ = 1,16 und ^«710 20', ^ = 1,154

Innerhalb dieser Systeme ist ausser Ke > 0, nach Obigem auch

//« < 0 und liegt folglieh keine oder eine Wurzel.

ad 3) haben
| ^( den Ecken (t^^g^) ... folgende Werte,

ausgedrückt in Einheiten der 5ten Dedmale:

in Di +414, in C: —511
—448 — 208

„ Az +525 „ B: —415

65 +190.

Es liegt obiger besonderer Fall vor, in dem Gebiete 3) befindet

sich genau eine Wurzel und es ist:

& — Wkl XOW<XO^ = 71«17',4

^= Oir > Oga > 1,1517

< <; 1,1523.

S 60.

Das RingstUck ABCD im vorigen § sei hinreichend
klein. Dann können annfihemd die Bögen AD und BC als Gerade

betrachtet, sowie die Punkte @]@2 mit Hülfe der Regula falsi

gefunden werden, au Stelle der Curven kann man die

Sehnen setzen nnd den Durchschnitt

8

beider als einen Nahemngspnnkt von W ansehen.
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408 Sie bei: Untersuchungen über algebraische Uleichungm,

Für den b es ou deren Fall in § 59. heben wir unter den
verschiedenen Methoden *S zu bestimmen, folgende beiden hervor.

(Die Figuren wird sich der geneigte Leser leicht vorstellea können).

Die PolarooordiDaten ^, 9 von C sden ^1^; 4^s(t

die Yon 8^ ®i, Si^ ^ h^t \ h* «*f

1) als Fusspuukt des von auf Q^^Q^^ gefällten Perpendikels

aufgefasst

Mit a den Winkel bezeichnet, welche <&i®t mit der JT-Achse

bildet, ist

r" =r,»8in«(#—li)+r,»cos*(l— I,)

oder, da ^ ~* ^it eui^ftcher

:

Setzen wir /J «—^1, y= «— * 80 entsteht:

* - ^i+ß—f

(1)

y - arctg A
^,

wo il=

(2) r2 = rg2— (rj,2— r^^) siu^ (/3 — y).

In dem

ist

Bspl. 3) in § 59.

rj = 1,16102, rj — 1,15223

190 109 63= ^BC=7t = 0,00298.

/l-160 35'5ri .

y= 15<»34'6rj**~''*"^

«— 7in6'} r=. 1,1522.

Dies sind in der Tat Ntthernngswerte des Arguments ^ nnd des

Moduls Q der Wnrzel w*).

•) * - 410 15' 68"

9 = 1,15216.



Sitbeli üntenwMmgmi Mber alffOraitek» GUiiAungm. 409

(Eine obere Grenze von t ist der WU. i' der von O an den
Halbkreis &t^di gezogenen Tangente mit der JT-Acbae; es ist

2) Die Flächen, deren Gleichungen in Bezug auf die orthogonalen

Coordinaten «, v: v — F{x^ y) und w = G{x^ y) sind, somit durch

den Wnrzelponkt W gehen , beträchteu wir als eben über dem Drei-

eck ABC^ 8 als Durchschnitt beider.

08 schneide BQbt in T.

TjTiT Unterstützung der Anschauung dirno statt der figar folgendea Bild

dui'selbcn

C

S T
0 A B

Tin Dreieck i?®^®!» durchschnitten von der Transversalen TSO
ist (nach dem Satz von Ftolemäas, eigentlich Menelaos):

BT <P,g <gtQ

— 1.

und in 2tBft<8, darchschnitten von Bfl^Oi

SO TB^ ®2%
OT ' @jiS

Hieraus erbalt man, wegen

Ga Gb

und
.Fin®t _ %xB,FA-\-A%^.Fa BC

3&t~ Fin ®2
"~

®iO. Fb+JJ®, .Fe' AB

wo 6U ... das & in ^ bezeichnet, für t und r die Belationcu:

^ - Gc)D^ -{ga-^^ Gb^ Dr

wo
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410 Siebeli UiUer»uehungeH über tUgebraüche GUichungtn.

Bspl. 3) iu § 59.
lo unserem

finden wir:

Fa, Fb Fb, Fe

Gßt Gc

710 15' 56"; r- 1,15215.

Diese Werte iiugeu ^ uud r uäher als die ad 1) (siebe die Au-

merkang).

% 61.

T. Ist der Wurzelpunkt TV nach § 48., Kriterium III. nuter

Auweuduug des Verlabreus in § 58. durcli eiu It echt eck ABCD

getrennt, in welchem ^J^ t^- > ihre Yonelchen nicht An-
' 0x01/ cx Oy

dcru, so erhält mau iu den reclitwinkligeu Coordiuateu dcrjeuigcu

Punkte

des Umfangs, in denen jP« 0, Cr = 0

Grenzen der Goordinaten x nnd y von die

zum Teil enger sind als x^x^ y^y^ mit x^yi \
x^y^ ^

Ton A nnd C bezeichnet

Sind die Seiten des Rechtecks hinreichend klein, so können an-

nähernd (^iSa als Gerade und der Durchschnitt beider

als ein benachbarter Punkt von W betrachtet werden.

n. Statt dessen kann man mit Hftlfe von § 60. wie

folgt verfahren.

1) Näherungswerte für x und y sind die rechtwinkligen Goordi-

naten des Punktes ßi
rcost, rsint.

In dem BspL 3) des § 59.:

« — «"0,3700, y=cn,0911*)

2) Um Grenzen für » nnd y in exacterWdse zn ermitteln, ver^

engere man die Grenzen der Polarcoordinaten des nach $ 59. dnreh

ein Bingstttck ABCD getrennten Wurzelpanktee W so, dass das dem

neuen Bingstflek Ä'B^C'J/^ welches W einschliesst, omscbriebeBe

*) GeDMtr
X= 0,370039

y - 1,091123.
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Rechteck A"B"c"D'\ deflsen Seiten den Achsen ]iaraUel imd, ganz

innerhalb ABCD fiült

Alsdann enthält Ä'W^Clf* nnr den Wurzelpunkt W,

Im AUgemeinoTi hat aber ein solches Rechteck nicht die Eigen-

schaft von ABCD ad I., sondern die partiollen Diflerentialquotientcn

von F und G nach « und y können ihre VorzeiGheB ümerhaib des-

selben andern.

In anserem
Bspl. 3) in § 69.

fanden wir eine Wurzel %o zwischen

^1 —W 15' and 4^, =sW %^ einer- and

^ = 1,150 „ 9s — 1,154 andrerseits.

Engere Grenzen sind

fllr^j 71«l'5(r und 71*16'

„ q : 1,1521 „ 1,1522

nnd es ergeben sich nach Vorstehendem

für X die Grenzen 0,37001 und 0,37015

„ y „ 1,09104 „ 1,09117.

Im folgenrlen Artikel wollen wir uus mit der Bestiiumuug der

Anzahl der Wur/clpuukte iu beliebigen Gebieten beschäftigen (Satz

von Cauchy) behufs Unterstützung der obigen Methoden.
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XXIV.

Zwei reciproke Relationen einer Integralfunction

nebst Anwendung.

Von

R. Hoppa.

$. 1. £r8te Relation.

Gehen wir von der Identität

»»(t»*+l)C08V+»*(»*+l)8mV =• N
wo

gesetzt ist, aus und dividiren durch iV(tt*-|-l)(t>*+l), so kommt:

Dies mit Budv multiplicirt und von 0 an iutegrirt giebt:

uZ^ß ^^^^
«=0

4- arctg
uV^y-cos^^-

^ Vt»«+C08V
«8U1/3 ^ sin/}

arctg uarct^t)

§. 2. Zweite Relation.

Sei lür positive w, v und 0 < /? <C R
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sin/J vsinß
y = arctg;-;=

i
= arctg —==~^ (2)

dann iindet man dnreli Elimination von »:

Jetat laBsen sicli neue Constauten u^, /3| so bestimmen, dass

ltg^?J + U^jJ~^
wird. Bedingung ist

^ - 8in/J . - sinÄj

Setzt mau
M == cot«} = cot«j (5)

so wird

cosaj = 8incfCOs/3} cüsa = sin«, cos /Jj \

tgft = tgasiu/ii tg^ = tgaiSin/Sj )

Nnu ist

Dies von v — 0 an integrirt giebt:

— g)^ (7)
ß 0

Setzt man in QU (1) « « oo, so l^ommt:

Rarctgu

Hierbei ist zn bemerken, dass nach (5) (6)

cos/} " 8iüacos/i ^

ist Wendet man ausserdem die GL (2) an^ so Iftsst sich die erhal-

tene Gleichling sciireiben:

das ist-
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/i^dgf R(a-J-ai— R) (9)
0

Da sich a, ß, (p, i^f mit a^^ ^j, r^, q) vertausr.beu lasseu, so muss
auch seia

0

Dies Bubtrahirt von Gl. (8) giebt:

f^dq> -\-f<pdilf — R(R—«— cri)-}-^ (10)

oder, um anf die Form (1) rarackzageben:

/vsiskß . sin 5
arctg— . . oarctg > .

=
VzzQ

4-/ arctg—/ . . .^ gftrctg -7 : - * - .y- — (11)

R(arc.g«+ arctg».-B)-«ctg^^'^£= tg

WO

C08<3 M
I
/t;'+ COS*^

•^^Vii'+flln'fl'
^^^^

§. 3. Anwendung auf Winkel von 4 Dimensio nen.

Gleichwie man den von 3 Ebenen begrenzten körperlichen Winkel
ein „Trieder" nennt, wollen wir den von 4 Räumen begrenzten

4dehnigen Winkel ein „Tetratop'^ nennen. Hat man ein beliebiges

Polytop (linear begrenzte Figur von 4 Dimensionen), fällt von einem

beliebigen inuern Punkte E ein Lot KD auf jedes begrenzende Po-
lyeder, vom Fusspuukt D ein Lot DC auf jedes begrenzende Vieleck,

vom Fusspunkt C ein Lot CB auf jede begrenzende Kante AA^ und

betrachtet die Punktsysteme A', />, C, A als die 5 Ecken von

lauter Peutatopen, so zerlegt sich das Polytop in Elementar-Penta-

tope ABCDK von der Eigenschaft, dass die 4 Kanten AB^ BC^ CD,
DE orthogonal, d. h. jede gegen jede normal sind. Zu ihrer Be-

stimmung reichen (ausser einer Lineargrösso, die hier nicbt in Be-

tracht kommt) 3 ebene spitze Winkel

ACB'^aj BDC'-'ßj CED ^ y
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hin. Gleicbzdtig zerlegt sich der YoUwinkel von 16 vierdehnigen

Rechten = 8 B' um £ hemm; welcher die ganze Vierdehnnng ans-

macbty in ehensoYiele Elementar-Tetratope, welche die Ecke B jedes

Pentatops bilden and durch dieselben a, /}, y bestimmt sind. Im
Artikel XVU. 8. 276. 61. (14) (16) ist Air ein solches Tetratop W
folgender Ausdruck gegeben:

W{a, ß, y) = i/^gy (13)
o

wo und 9» gemäss GL (3) in Bdation stehen, und

sin ^= sin /} cos y (14)

gesetzt ist, und a, ß ihre Bedeutung behalten. Das Integral (13)

wird mit dem zweiten Integral in Gl. (1), nur mit vertauschten Gren-

zen identisch, wenn man tgy zur obern Grenze der v macht, und für

die Arcus ihre Complemente setzt. Da die der u bereits cot « ist,

80 erhält mau das erste Integral aus dem zwoiten durch Substitution

der Complemente von y, ß, « für «, ß^ y. Zugleich geht dann d in

B— «1 über. Die Fürmcl (1) lautet zuuächst:

/(i|;-B)av -f/*"(V'-ß)öj)'= y(E-«)
ß Ä-i»

und jetzt nach Gl. (13):

2 W{a, /3, y) 4- 2 R-a) = R((Vi-ö) -f y(«-R) (15)

Gl. (10) lässt sich nach Einsetzung der obern Grenzen 6^

unmittelbar schreiben:

2ir(a, ß, y}-|-2ir(«i, i3„ yi) = R(a+ßj-R)-3ai (16)

wo analog

zu setzen ist

§. 4 Cyklus von 6 auf einander reducirbaren
Tetratopen.

Durch abwechselnde Anwendung der Relationen (15) (16) ergänzt

durch die aus (3) für 9 =s ip s= dj und aus der reciproken Be-

ziehung hervorgehenden Belaüonen

tgdi =" tgatgytgö; tgatgy tgcf, tgyj == 1

und der Relationen der Complemente in umgekehrter Folge erh&lt

man folgende Reihe ?on Systemen der a, /}, ^:
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«1 A r» *

coscTi — 8inaco8/2; tgß^ — tgasin/!^

tgyi -» cot« coty cot o^; tgd, — tgotgytgd

«, =-R — yi; = R~ft; y» = R— d, — R—

a

tgysin«! cot« , . .

^ ^ cotacosd
Cosa« => Sinao cosp«; tg«. = -r—5—;

tg ya — cot«2 cot cot ya = ^

tgd« = tg«,t«yjtgdt; ^= y

«4 — R— ra; /^i — B—Ai n — R— «»

fr4i»R—d; C0Ba4 « sin/IcOBy

sin y
tg/34 — cos/Scoty; <^'*A=^

tgosingsiuy
^ ^ ^ • •

• cos « cos i3

IgysincT 5 **= yt

Cosas = 8ina4C08/J4; — R—

y

tgft « tg«48inA; ft-B-^, J (19)

Igys -= cot«4cot74oota» ; yj R—

a

sin^s » 8in|?5C08y5 sinacos/?; ^5 =
Hiermit ist der Kreis geBcblOBsen} denn es würde folgen:

«6 = R—n — «; i^ö—R— ft — /J; y6=R— «5= y

Bezeichnet man nun die diesen numerirten Wertsystemen entsprechen-

den W mit gleichem Index, so finden zwischen den successiven W
abwechselnd die Relationen (15) and (16) statt. £s ist demnach

2(11^ + "i) = R(« -f «1 - R)- y8y4 (20)

2( + t
» 2) = K(a 4- «3- II)- y,

2( H a 4- 1^3) = R(«8+ «3- R)- ysy . .

2(1^5+ w,) = R(«2-f«5-R)~y»y4

2(1^4+ in)= B(«4+«k-B)-yiyi

2(F5+ 1K )= B(«4+ -R)- yjy

woraus durch Sammatiou mit abwechselnden Vorzeichen:
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2(lK+TKi) - B(« +«i-R)—y^y^ (21)

2( ir+ F3) « R(efi+ «2~ R)+ y,}'.- - 7ör

2( IT- W4) - R(ai- «5)+ y,y2- y^y

Ist also ein W bekannt, so sind es anch 5 andere, wofern sie nicht

znsanunenfiillen.

§. 5. Drei Tetratopwerte, die von einer Variabela
abliaugeu.

Identifieirt man in vorstehenden Bdationen W einzeln mit H^,

IK5, so gehen die erste, dritte und fünfte über in

4>K-B(«i+«,—B>+yiy,~y(y4+y5) ( (22)

4ir-R(«,+«4-R)-y'
\

Als Bedingungen der Identität erliült mau leickt aus den Gl. (17)

(18) (19) für alle 3 Fälle;

ausserdem beziehungsweise:

co8/5 = tgy; smß = igy
;

2/3 äR
Bemznfolge wird im ersten Falle

u=, ^ s=, arc sin y' cos 2y

im zweiten

y — - n — r5

y^ OB y, . R— = R— a, — arcsinycos2y

im dritten

cosy
«1 — «4 = arc cos -y^ — IR+ 1 arc sin (sin*/)

und die entwickelten Formeln lauten:

4lf(R— y, aiccosCtgr)) f) — R*--2Ry— (arccos(y2siny))« (28)

4W(R— y, arcsin(tgy), y) « (arcsin(y28iny))«— 2y« (24)

4 W{B,— y, iR, y) = R arc sia (siu^y) — y2 (25)

Die beiden ersten setzen Torans:

«•n LXTIL S7
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Fahrt man diese 3 l^ekannteii Werte in den Cyklos (31) ein, so

werden die sechs IT jedesmal parweise identisch, sind also sftmmtUch

berdls bekannt.

§. 6. Eesultireude Eiuzelwerte von Xetratopeu.

Ist das iu §. 3, augciiuinnR'nc Polytop rugi'lmüssig, E sein Mittel-

puukt, wird es begrenzt von p Polyedern, jeiles Polyeder von f Viel-

ecken, jedes Vieleck vuu k Kaateu, so ist

die Auzahl der Elemcutar-Pentatopo, aus dcDen es besteht, dalier

wird am Mittelpuukt iu jedem derselben ein Tetratop

gebildet. Im cit. Aufs. S. 281 sind die Formeln für n, /3, y, im Ar-

tikel II. S. 42 die Werte von 7) und die Arten der Polyeder auf-

gestellt, woraus die f und /. hervorgehen. Die Arten der regel-

mässigen Polytope waren daselbst durch Zahlen /, w, n bestimmt,

welche ausdrücken, dass m Seiten von u Kanten um jede Ecke eines

Grenzpolyeders, und ebenso l Seiten von m Kanten um jede Ecke
desjenigen Polyeders liegen, nach welchem die Grenzpolyeder um die

Polytopecke gruppirt sind. Nach jeneu Formeiu berechnet ergiebt

sich folgende Tabelle:

(26)

(/, w, n)
1

tg« tgy 2Jc.f.p 9.

(3, 3, 3) V3 V2 2.3.4.5 120

(4, 3, 3) V3 y2 Vi 2.3.4.16 384

(5, 3, 3) V3
yö—

2

ys 2.3.4.600 14400

(8,4,3) ys y* yi 2.3.8.24 1152

(8, 8, 4) 1 1 2.4.6.8 384

yö—

1

2(8, 8, 6) y6—2y5 2.5.12.120 14400

Uuter diesen 6 Systemen von a, /i, y sind bereits 3, nämlich ftir

(4, 3, 3), (3, 4, 3), (3. 3, 4), welche bzhw. den Argumenten von W
in den Formeln (23) (24) (25) spcciell eutsprechen. Daher wflrde

der mit ihnen beginnende Cyklus nur bekannte Werte liefern. Die

3 übrigen ergeben die folgenden Cyklen:
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W{^n, arctgV^, arctgyj)-« (27)

W(iB^ arctgV2, arc<«yJL) - - -5„c(gyj

R' R
>K(arctgyiö, arctgVi, iR) ==

£5
—

3 arctgV JL

ir(arc1»yi, arotg V5, JR) fj + arc1«y

x

Wi^R, arctgVi, arctgyi)-^^— g arctg yJL

TTCarcl^yj, arctgyj, JR) « - + ^arctgyj

wo zo bemerken, dass

arctgyj-R-arctgyt-iarctgyiö- |— larctgy^ (28)

ist. Ferner(1/5 2\
|R, arctgy2, arctg-^^y-j = (29)

Tk(|R, arctgy2, arctg^^^^) = 191R«

1800

Tr(arct«(y3(y5-2)), arctgyi, iB)= - ?aw<«^|±^

WiiU, arctg(yö~2), p) = _ ^^^^+ f arctg

TTdR, arctg(y5+2), JR) = -
^
arctg

>K(arctg(y3(y5+2)), arci^y^, i^) = - e ys^
Hier ist zu bemerken, dass

8—syö , y5+2 .
ys—

2

arctg •= 2 arctg arctg -J^y^j 2R

} (30)
. 8+3y5 -

^
" yo—

2

, ^ yö4-2
"^^—^3 - 2arc1g-i^:p73-+arctg-*^

ist Der dritte CljrkluB giebt:

»7*
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ir(fR, arctg3^, ^r) «^ (31

.
3-y5 ^ V5+2\ 69R» R ^ V5^2

l^(arctg(y3(y5+2)),arct«-^^^iR)--S+6^^^

«rctg- , arctg^g- j
=

jggo ~"6 "^^Ä-^/sys / 1880 6 y3

V5+ 1 191B«

1880

§. 7. Innere Polytopwinkel.

Es M>U der Winkel bestimmt werden, welchen die in ^er Ecke

sttsenimenstossenden Grenzrftnme eines regelmftsdgen Polytope (1, m, n)

nach innen zn bilden. Derselbe besteht aus 2jtf gleichcoi Elementar-

Tetntopen, für welche die Werte der a, /}, y zn snchen sind. Wir
schneiden das Polytop durch einen Baum normal zum Radius KB
eines Eckpunkts welcher die von E ausgehenden Kanten 2a in

den Punkten A halbirt und KE im Mittelpunkt des Schnitt-Polyeden

D trüEL Letzteres ist dn Polyeder (Im) (I mecke um jede Ecke),

dessen Kante die halbe Diagonale des necks

o 2R
26 — 2a cos

—

n

ist Bezeichnen wir wie oben das Elementar-Pentatop der 4deluiigen

Pyramide EAA ... mit ABCDE^ so ist B die Mitte der Kante AA^
C der Mittelpunkt des mecks, D der Mittelpunkt des Polyeders (Im),

und man hat» wenn man zur Abkürzung

rt • «2B »2R
J&*= Bin"-3— cos*

—

. «2B . 92R 2R31*= 8m*T sin* cos*

—

In m
setzt:

^» » 2R
fi
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BC «=» ö cot— s= a cot— COB—m m n

h 2R 2R a 2R 2R 2RCD^ y cos -r cot — yCOS-r- cot— C08—

I)a ferner Dreieck KEA rechtwinklig in A, und AD aenkrecht anf

ICE iutf 80 ergiebt sich:

Der Wert des Eckradios r ist ans Gl. (12) Seite 35 im Art II

^tnommeni wo «»i « »i » m.

Durch Division erhält man:

AB 2R 2R

COSy

CD 1 2R ^2B 2R

nnd in Anwendung auf die 6 f^gehnfisslgen Polytope:

ft ») a
Anzahl der

ElenL-Pentatope

(3, 3, 3) fR V2 ' 15
2.3.4 =r 24

(4. 3. 3) Vi Vi 2.3.8 =s 48

(6, 3, 3)
3—y5

2
y5+2
ya 2.3.20 = 120

(3,4,3) iß 1 1 24.6 s 48

(3, 3, 4) |R V2 Vi 2.3.4 » 24

(3*3,6) iK y2
y5+2
ya 2.3.4 s 24

Es uä(^ sich, dass die innem Winkel aller regelmsäsigen Poly-

tope, mit Ausnahme des ersten, welches von 5 Tetraedern begrenzt

ist, bereits bekannte Werte haben. ZvnSchst sind identisch die

neben einander stehenden:
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(33)

Eckwinkel Centriwinkel « ß y Grösse

(4, 3, 3) (3, 4, 3) arctgVi iB

(3, 3, 4) (4, 3, 3) arc1gy2

(3, 4, 3) (3,3.4) Iß R«

Die Angabe der Grösse bezieht sich auf dcu ganzen Eckwinkel,

welcher ebensoviel Elemcntar-Tetratope enthält als der aaf dem Po-
lyeder stehende Centriwiukel.

Die Eekwinkel (5, 3, 3) und (3, 3, 5) sind zwar keinen Centri-

winkeln congnient, doch bilden ihre Elementar-Tetratopo das zweite

Glied bzhw. im dritten und zweiten Qjrklns. Man hat daher: Eck-
winkel ftr

(6, 3, 3) = 1201k(iR, arctg^^, arctg^^^:^) =

5^R«-20Karctg;fc^

(3.3,6)-.24Tf(|R, arctgy2, arctg ^"t-) = ^R«

Ans den obigen 3 Congruenzen, die ebenso Tom Complex der

zusammengelegten Elementar-Tetratope wie von diesen einzeln gölten,

geht hervor, dass sich 24 Tolytope (4, 3, 3), 16 Polytope (3, 3, 4)

nnd 8 Polytope (3, 4, 3) einander berührend mit einer Ecke zasam-
men legen lassen, dass also in einer regelin:i<^sit.'oii linear begrenzten

Fignr von 5 Dimensionen nur höchstens bzhw. 23, 15 nnd 7 der

genannten Polytope am eine Ecke liegen können.

$. 8. Resultate für bestimmte Integrale.

Die auf Seite 281—283 aufgostellteii Iiitcgralwerto worden durch

§. ö. 6. beträchtlich vermehrt^ man hat nur die Gleichung (13), wo

ZU setzen ist, also die Gleichung

I
c<p arctg(tgßsin^ Vi— (coti3tg9))^) = 2W{a, y)

aresin (sinß cos y)
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auf alle daselbst beredmeteu W anzuwenden. Die 6J. (23) (24) (25)

geben:

arcco8(tg}')

if 8rttcte|/cot«y-^ =
arc cos (y 2 sin y)

R«—ä»y— (arc cos(V 2 sin y)Y

arcBhi(lgy)

2/ 8yarc<g
^^-^^^^^^^^^ -

y

COSqp

(arc sin (V2 Biny))*— 2)r*

. cosy
a«s8iny^

Barc8m(BlnV)—y*

Diese 3 Formeln sind ohne Anweudoiig der Geometrie gefunden. Die

18 £iuzelwerte hingegen, welche ans §. 6. hm^oigebeii, haben ach
ans der Gleometrie Ton 4 Dunenaionen ergeben.

Bemerkang.

Jkx ans der Formel (24) restiltirende, in Tabelle (38) angoge-

bene Wert ^B' fikr den Eckwinkel von (4, 3, 3) nnd Centriwinkel

Ton (3, 4, 3), welcher nicht mit der frOher gefondenen Grenz-

Oktaeder-Zahl 18 stimmt, sondern die Zahl 24 erfordert, führte

mich zur Entdeckung eines auf Seite 40 begangenen Fehlers, wo ich

6 einzuschaltende Oktaeder vergessen hatte.

Die Construction des Netzes für Polytop Y. ist folgende.

Auf die 8 Dreiecke eines Oktaeders setzen wir 8 Oktaeder. Die

Kanten, und mit ihnen 4 Dreiecke jedes neuen Oktaeders verschwin-

doL Die neue Oberfläche bilden deren 8 Endflächen und 24 Dreiecke,

deren je 4 den Raum einer vierkantigen Pj^mide lassen. Setzt man
in jede dieser 6 Concavitäten ein Oktaeder, so behält die Oberfläche

ihre Gestalt, die ferneren Operationen sind daher nur die vorigen in

umgekehrter Folge, und die Anzahl der Oktaeder ist
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m+i-i) - 1+ 8+6+8+1 = 24

*

Infolge dieses Fehlers sind mehr^ auf das Polytop (3, 4, 3)

bexOgliche Zahlenangaben falsch, die ich zn beriehtigen bitte.

Seite 42 Zolle 21 inuss lauten:

y. 6 OkL
I
24

I
d6

I
96 1 24

Seite 43 Zeile 7 muss lauteu:

V. 8y2 — 11,3137085 | 2

Seite 43 Zeile 6 von unten nrass lanten:

V. 0,72717
1
1,12838

]
1,33838R

Seite 281 ZeUe 2 v. nnt statt setze V^R^

„ 282 „ 1„ „ „ ÄR« » iB«

283 n 2 AB» » AB«
„ 283 „ 1 „ „ „ „ ^R*

Zu dem betrefienden Ao&atz II. habe ich noch nachträglich die

Erklärung zn geben, dass die regelmässigen Figuren tob 4. Dimen-
sionen bereits 1880 von W. J. Stringham in einer umfassenderen

Arbeit Sylvester, Am. J. III. p. 1 u. f. nach ganz yerscbiedenen Ge-
sichtspunkten, aber gleichem Resultat bebandelt sind, insofern die-

selben gleich begrenzton 6 regelmftssigen Polytope daraus hervorgehen.
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XXV.

Die ersten Formeln für die Rechnung mit

trimetrischen Funktcoordinaten.

Von

Emil Hain.

L

Der Punkt.

ABC sei ein beliebiges Dreieck, seiner Grösse und Lage nach

in einer Ebene vollkommen bestimmt Und zwar sei:

BC = a Winkel CAB a

CA = b Winkel ABC = ß

AB^c Winkel ßCA — y

Dreieck ABC^F
P sei ein beliebiger Punkt iu der Ebene dieses Dreiecks, welches

wir das Axen-, FuudaineDtal- oder Urdreieck nennen. P(a), lXb\

P{e) seien die normalen Abstände des Punktes P beziebungsweise von

den Geraden (den Axen) BC, CA, AB.

Betreff des Zeichens der Grossen P{a) ist folgendes zn bemerken:

Jede der drei Axen teilt die Ebene iu zwei Hälften ; eine der-

selben enthält das Dreieck ABC und werde die positive Seite (Flanke)

der Axe genannt, die andere Hälfte heisse die negative. Fällt nun

P{a) in die positive Seite von BC, so ist l\a) positiv bezeichnet;

das Zeichen — gilt für ein in die negative Seite von BC fallendes

P(a). Ebenso verhält es sich mit dem Zeichen von P{b) und P(c).
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DaniiB «rhellt, da» Ar jeden Pankt innerhalb des Azendreiecks

aUe drei Orttasen

Ha), m
positiv bezeichnet sind. Für alle ruukte, welche ausserhalb de<

Dreiecks liegcu, sind dit'üc drei Grössen ungleich bezeichnet. LieiTi

z. B. P in dem Ebeneuteil, der vou dcu Scheukelu des Scbeitelwiukcls

von a begrenzt wird, so ist

P(a) positiT

P(b) negativ

P(c) negativ

Wird P mit den Ecken des Axendreiccks verbunden, so erhält

mau bei Festbaltnng der eoeben erwAfanten Zeicbenregel die funda-

mentale Besiehnng:

Dreieck PBC+ Dreieck PCA -f Dreieck PAB = Dreieck AUC

oder in anderer Schreibweise:

£aIXa) = 2F

Es können nnn F(a), Fifi), I^e) einen gemeinschafilichen Factor l

besitzen. Dann können mr setzen:

iXa) = kpa

Für X erhalten wir:

aXpa 4" ^h^b cXpe =» 2F
k2apa = 2F

^ ^ 2F
£apa

Die Grössen

!»• Ph P9

hdssen die trimetrischen Punktcoordinaten des Punktes PI Wir
können dies knrE andenten dnrch

F= pa pb p«

Dies kann anch noch ansgedrttckt werden, indem man sagt: der Punkt

P hat die Form:
pa ph p9

Während die P{a) an die Relation
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gebunden sind, also für einen Punkt P blos zwei der Grössen /'(«),

JX^^)^ /'(O willkürlich angenommen werden können, fällt diese Be-

schränkung für die Coordinaten pa, pty pc weg und können irgend

drei Zahlenwerte die Coordinaten eines Punktes vorstellen. So ist

z. B. der Paukt
P=l 1 1

da« Inkreiscentnim des Azendreieeks. Es ist dann n&mlich:

pa = 1

J?»
— 1 i — 2JP 2F

2F

^*) = ^i>* = ;;+Ä+^

Der Schwerpunkt des Axendreiecks hat die Form:

be ea ab

Denn für den Schwerpunkt «5 hat man:

2F 2F

2F 2F

„ , 2F 2F ,

Scheiden wir den gemeinsamen Factor

2F
Softe

aii8| 80 erhalten wir

iS= fttf Ml <i6

Die Sfiitennormalen von A sind:
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Wir babcu also:

0 0

1 0

6' = 0 0 1

Trifft AP (PS|>a ph pc) die BC ia P«, S^lttti (Fig. 1) die

Proportionen:

P«(6) : Po(c) = ;

Wir erhalten:

p«^0 Pe

n 0 Pc

Pc 0

n.

Die Entfernung zweier Punkte.

£s BoU die Entfernung der Punkte

P= pa pb P9

mittelst der Grössen a, pa^ qa ausgedrückt werden. Zu diesem Zwecke
stellen wir zuerst eine Formel auf für die Entfernung zweier Punkte)

welche auf der Geraden BC liegen. Diese Punkte s^en:

^ ~ 0 1 ti

A^^O 1 ^
Sonach ist:

Atüa) » 0 A^ia) - 0

2P 2F
Mb) = i-cr Mb)

MO = Mo) =^
Nach Einsetzung dieser Ausdrücke für A^{b)y A^{b) in die Gleichungen:

smy» siny

bekommen wir den absoluteu Wert von A^A^



-
(*+«f,)(Ä-H«,)

Die Punkte P, Q seien in beliebiger Lage. Wir ziehen die Normalen

von r, Q auf BC., die Fusspunkte seien Ap^ Aq. Ziehen wir femer

von Q auf PAp eine Senkrechte, so gibt das so erhaltene rechtwink-

lige Dreieck (Fig. 2):

PQ* - d» - 2^,'

+

lP(a)- Qia)y

Die Seitennoniialen von gewinnen wir (Fig. 3) auf folgende Weise:

Die von Ap anf AC senkrecht gezogene Gerade trelFe AC in D.

Anf ApD werde Ton P dn Lot gezogen, das ApD in E treffe. Eb

ist dann:
Af{b) AfD -i ApE-^-BD

— PApCOBy+Fib)

— iXa) cos y+P(*)

Sonach ist:

Ap= 0 p^emy+pb pm cosß+pc

oder

Ap= 0

A,= 0

paCOBß+pc
paCMf+ph
qa COS ß-\-qe

g«cosy+5»

Indem wir diese Werte in die Formel für A^A^ einsetzen, bekommen
wir:

^ (ptq* —ptgk)~ (Pcqa— Paqc)C03 y— (paqb—pkqß)COBß

(l»«cosy+i>*)(s[»cosy-|-fl»)

' * pa cos y -f- i?i

. ,
^aqa

^
2o COS y+ gft

Ferner ist

OS*
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Mit den Abkürzaugen:

kann mau scbruibeu:

" («1— *i008y—«iCOSÄ

P(«)-Q(a) = ^(ic,-cÄ,)

Also ist:

PQ" - <l» - :p7+[P(a)-Q(a)]«

a^b^cHüi — &| COS y— C | cos ß)^'\- iFHbc^— cb^)^

Es handelt sich nun danim, diesen Ansdrnck symmetrisch zn ge^

stalten. Wir bekommen:

(oi
—hicosy— cos ß)* —

Oj* -\- bi*cos^Y -\-Cj^cosß'-\-2h^c^cosß cos Y

— 2fjrt| cos ß — 2«!^, cos y =
aj*+5i*-|-C|^— 26iCiCOSa — 2c,a, cos^— 2ai6i cos y

+2biei{eosa-^co%ß cosy)—4i*sin*y— C|*sin*/S

Nun ist:

F
cosa-|-cos^cosy = —

ÜBT

äbe

'-4F
also:

^i<7i(co8 o4- cos cos y) » ib^Cibc.

V«ny*+<»i*8in/J»= (dV+«V).^
Diese Werte geben:

= ^ (-Soi* - cos a)

+ ^
— C-Sdufie—p«»)*— 2i;(jicg«— p«ae)(l»«8»—JP»S!«)C0S«J

Wir erhalten:

PQ—
P9.
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Drucken wir cosa durch a, e aus, so folgt:

obeN^ abc^Ea^^ —2Sb^e^ cos«)

=" £a{boa^+a^^^ci—a^Oj— oooi&i

)

Also:

Es ist:

„ abeSaiob*—ba,) («o«— oe«)= *

6üj— e6i = i(j9ag»— ins«)— «Kpefla—janffe)

FUr die Entfemuug d der Punkte

P^pn ph pe

Q= qa qt

gelten demnach die Ausdrücke:

^ äbeZaiptq— qtp) ipcq— qcp)^ W
= SjNi^oiptqc+M»)—Ji»«-£<i5»ae—««^WJ

p rss q SS Zaqt

Die Gleichung der Geraden.

P»pa pb Pe

Q~ qa qt qe

seien zwei Puukte ia der Ebene des Azendreiecks und X ein solcher

Punkt der Geraden PQ, dass

XP: XQ = p^:q^

Wir ziehen (Fig. 4) von P, Q, Normalen aof BC, Die Längen
dieser Seitennormalen seien

Fiß), Q{a), X{a)

Oigitized by Google
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Die Gerade PQ treffe BC in A^, Daun ist:

A^P_ Pia) J,P

Die EUnünation Yon A^P ergibt:

Wir haben Bomit folgende drei Gleichungen:

(Pi - ^Xciki - (Mpi = 0

^{^) + Qi) - mqi - Q(b)Pi - 0

Für jeden Punkt X der Geraden ru gilt sonach die lielatiou:

-0

oder

P{b} m
X{c) P(c) Qic)

Pa qa

Pb Qb

pe

Svaipbqc— peqb) — 0 — i^OgO^

WO und aus aj durch cyklische Vertauschung der Indices a^b^e

gebildet werden. Die Gleichung

ist also für constante a^, und variable xa, a;», die einer Ge-

raden &. Wir schreiben dies kurz:

0= aj 5i 0|

oder deuten dies an durch den Ausdruck: die Form der Geraden @
ist:

*h h ^

Wir haben dieser Bezeichnung gernftse, da fOr die Aze BC =0
ist:

BC=1 0 0

CA^O 1 0

AB&O 0 1
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Die Yerbiudaugsgerade zweier Punkte

liat die Form:

F= pa

Q^qa 9
pt

qe

\pe

Ige

\pa

So ist also /. Ii. für r= jja pb pei

AP^ 0

CP= J)6 —pa
P«

0

Für den Scbnittpuiikt i.,, zweier Geraden = a,

= «Tj &8 02 gelten die Gleiclmngeii:

Diosetben bestimmen die Yerhaltnisse:

n

:

Der Schnittpunkt zweier Geraden

hat also dio Form:

0

0

«I. Ol

lag dg

So erhält man für die Schnittpunkte einer Geraden (9 mit den

Azen BCi

(Cil, = =— <^ 0

{AB, ®) = = i, — a, 0

Dio Ocrade ®, (h^rou Gleicliiing gegobon ist, kann also construirt

werden, indem man zwei der Punkte durch Zeichnung bestimmt.

IV.

ParallelismuB zweier Geraden.

Für einen Punkt welcher unendlich fern in der Ebene des

Azeudreiecks liegt, wird:

TM1 £XTU. 28
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JC(a) — 09, Xib) — OD
, X{e) — oq

Sind ar«, n, «r, die Coordinatenwerte ?on Jt, endliche Zahlenwerte,

so iBt:

2Ibti 2En 2J^«

Es inuss also fllr alle solche Puukte A', welche uueudlicU fern liegeiL

die Beziehuug gelten:

Saarn = 0 '

So ist z. B. far den Pankt

X=h— ö e— a a—

A* ist also ein aueadlich ferner funkt der Coordinateuebeno. Da nua

die Gleichung

für constante oj und variable ffir alle Pankte einer bestünmten

Goraden gilt, so kann analog gesagt werden: alle unendlich fernes

Punkte der Coordinatenebene liegen auf der Geraden

IHeselbe heisst die unendlich ferne Gerade der Coordinatenebene.

Sind nun zwei Gerade

®i = «I *i «1

&f^ A|

purallcl, so liegt ilu* Schuittpunkt aiiendlich fern; er liegt auf der

Geraden
a b e

Für die Coordinaten |a des diesen drei Geraden gemeinsamen Punktes

gelten also die Gleichnngcn

:

*hU+^h+^^ — 0

Zwei Gerado (S^„ sind demnach parallel, wenn

«1

= 0

a h e

Gegeben sei ein Punkt

• Ps Po ph pe
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und eine Gerade

®= *i «1

Es soll die Gleichung derjenigen Geraden gebildet werden, welche
durch F z\L & parallel gezogen werden kann.

Wir Sachen den unendlich fernen Pnnkt von ®, das ist den
Schnittimnkt der beiden Gieraden:

Er hat die Form:

c a I« b

h
= hc-i— cÄj <JOj—oöi

Die Gerade, welche durch die Punkte

he^—«i^ eai — oß^

Pa pb

geht» hat die Gleichung:

pe

Pa bc^— cij

0

Dies ist somit die Gleichung der durch P= />« pb

0 = 0} c, parallel gezogenen Geraden.

pe zu

V.

Abstand eines Punktes von einer Geraden.

® sei eine Gerade, P ein Punkt iu der Ebene des Axendreiocks

ABC, Es soll der Abstand des, Punktes P von der Geraden 6^ be-

stimmt werden, wenn

P= Pa pb Pc

® == Oj bi

A{&\ F(®) seien die Abstände dw Punkte il, P von der Geraden
0. Ziehen wir die Kormalen von A und Pauf ®, verbinden A mit
P und verlängern AP, bis diese die ® in ^ trifft; so haben wir
(Fig. 6.):

P(®) P^a

18»
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Ziehen wir ferner von und ^.ß« die l^ormaleu auf CA^ so tiuden wir

AP Pib)

Es ist:

r = Pa

A =1
AP ^0

Pc

0 0

pe —1»»

h «1

2/'«j j)i

Also ist:

apa-th^i'-i'^'pe

UD-m—?|^"
. „ i

Hieraus folgt:

-IW 'Mb) a^£apa

Es bandelt sich also darnm, A{i&) zn bestimmen.

£s trcä'e die BC iu Ks ist dann:

2 X Dreieck i4i/i6'j = IJj(\Ai&) = yli^i.^C'isina

Da

reducirt sich die Aufgabe auf die Bestimmuug der Strecken AB^^

AV^, Die Figui' gibt;

liun ist:

' sin« ' ' sinur

Bi= —Cj 0 ö,

SB —aj 0

Digitizc



Also erhalten wir:

jiJi = 1 ^(H, ^

X [(c<»i— — 2(ca,— acj) (a6|— &a|) cosa].

Wir" erhalten weiter:

+ j (oc*— a'c

—

ab^c)

1 " ^i'^'i
• ~[" ^*''—

^ be — fjOj . oA (a^ c- — b^)

— «»(JSax*—2X&jCiC08a) = a«iV«

Wir erhalten demnach:

Das gewornene Resultat lautet:

Der Abstand doB Punktes

YOU der Geraden

ist g^ben durch den Ausdruck:
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VI.

Orthogonalität zweier Geraden.

Es ist die Gleicbmig der Geraden zu bilden, welche von einem
Punkte

F= pm ph pe
auf die Gerade

«1

senkrecht gezogen wird.

Um diese An^be zu lOsen, ziehen wir durch A eine Parallele

zu dieselbe treffe BC in Va, Der Eflrze halber bezeichnen wir

vorläufig

:

F«=0 Vb Vc

AVaSQ Ve —n.

Die in A auf A Va errichtete Normale treffe BC in TKa.

Es sei nun: (Fig. 6.)

Winkel BVaA -= X, Winkel V^AB = e.

Dann ist:

Winkel ilH'aJSs 90»— A» Winkel ^SullK, « 90<>—e

e sinA c cosA

BVtt sin s * BWa~ cos e

Oder wegen ß-^k+ t = 2R

c sin -\-ß) c

BVa
cos(€+/5)

sine BWa

Isoliren wir c, so bekommen wir:

cos«

BVa
e

008^4
Bin/3

Femer ist

tange

—-cos/J+ sin /J tang«

Wir setzen diesen Wert in die Gleicliuug für und den hier-

aus resultirenden Wert ftlr tange in die Gleichung für „„7 ein. Dio

Rechnung gibt:

Digitized Qflf^k^
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I
i. i

= ^osp-*-;—

-

bvb'f'eve tangt

avc sin ß
* Ä»4 -|- c»c—a»c cos |S

Die Substitution dieses Wertes von BWa in folgende aus der

Figur sich ergebende Gleichungen:

Wi^h) ~ (BWa+a)KlkY

gibt:

Ka ist der Schiiittpunkt der durch A zu @ parallel gezogenen Ge-

raden mit BC. Per anendlich ferne Punkt von & hat die Form:

Also ist:

Für die Coordinaten von Wa erhalten wir also:

«»co8a-|-O0= (uö,— a<jj)co8«+,4ä*i

—

ä«i

=» a|((;C08a— J)+ ai»A— aciCOß« = a(ii— qCÖS«— «j Cosy)

«|-(-tfe008tt — — a(0j 008/3— ^iCOB«)

Setzen wir:
«1—Ajcosy— ciC0«/5 « ««

—C^COB«— OiOOSy«-«»

C|^a|008|I—A|C08«=lf*
80 iBt

Die Form der Kormalen AWa von A auf ^Fa, also auch auf

%y ist danach;
0 «e — «4.

Wir babeu jetzt blos, um die ciugaugs dieses Paragraphen .ge-

stellte Aulgabe zu lösen, durch den Punkt P zu Ä Wn eine Parallele

. zu ziehen. Der unendlich ferne Punkt von AWa ist:
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bm, -f- CUc

Die Gloicbmig der durch P zu A Wa parallel gozogoncn Goradeiif

welche zugleich die von P auf O gefiülte Normale ist, lautet:

bUk-\-CUc

— 0116 = 0Pb

— aue

Nuu ist:

^»(oi—ijcosy—CjCOBft = Äij(a— Äcosy— cco8|J)

Wir haben also das Kesoltat:

Die Gleichung der von einem Paukte

P^pa Pb Pe

& = Ci

gelten Kormale lautet:

auf die Gorade

pa

Pb «» ^ u

Pc Ue

VII.

Flächeninhalt des durch drei Punkte oder drei
Gorade bestimmten Dreiecks.

P= l>a pb Pe

Q=qa qb qe

R = ra n U

seien drei nicht in einer Geraden liegende Punkte. Es soll der

Flftcheninhalt <P des Dreiecks PQR bestimmt werden.

JiiJ'Q) bezeichne den Abstand des Punktes Ji von der Geraden
ro, so dass

2 X Dreieck rQR — PQ.R{PQ).

Nun drücken wir PQ nach II. aus. Wir erhalten:

Digitized by Google
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Weil

ist nach Y.:

iV« = 2^4^— 2£biei cos o

N£ara

Dieso Werte für oie LiiagCÄ jP(^, ä(P^) geben:

^ ^ ' pq NEoTa M-Sor«
Da nnn

Ta pa qa

n pb qf'

Te pe qt

SO erhaltou wir die Lösung der gestellten Aufgabe:

Der Fläeheniobalt <P des Dreiecks, welches Ton den Pooktcn

Sa^ra = £ra ipbqe—pcqb) =

P^pa 1* Pe

Q^qa qe

R^ra r»

als Kckeu gebildet wird, ist gegeben durch den Ausdruck:

pa qa

0 F, p& fl*
rk

p« qe *«

Setzen wir in dieser Formel P= (^s)« Schnittpunkt der

Geraden i&f, ebenso

uud ist

80 wird:

«1 ^»1

-Vi



442 Baim DU ergien Formeln für dU Btcknutuf

Pa qa n,
|

pt pc

1» ^ » i ^« ^ 9e
I

I

P'' fjc re
I

r„ n n
= Pa(2*rc— q^Yh)+ g« {npc— Tepb)+ {pbq<i—peq.b)

Nun ist:

Also wird:

Ebenso erhält man;

Demnach ist:

Pa pi Pc

qa qb fl'

Va n r

I «1 *i ^"1

= Ol^lÄ-H»«»*«)* = öj Cg

08 ^
Femer ist:

a
.

C

«i

1« h 0

£aqa = h «'s

«1 «l

« h e

h

Nach Substitutiou dieser erhaltenen Werte in den Ausdruck für Drei-

ck rüR bekommen wir:

üiyiii^ed by GoogI(
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Das von den Oeraden

®1 = «1 »1 «1

®8

cbildete Dreieck hat zum Flftcheninhalte den Ausdruck:

Dreieck (OktO^sOs)

abcF

o, dl 01

«2 ^2
j

«• h i

a h 0

a, ij c,

a & c

bf 6>2

<I8 ^

•

ad«
«3 h «8

l «1 ^1

Tin.

Der Winkel zweier Geraden.

Um den Sinns des Winkels zweier Geraden

= *i

s % dy

zu bestimmen, fällen wir (Fig. 7.) von yl^, dem Schnittpunkte der

Geraden ® und BC\ auf ©j eine Senkrechte, welihc ihren Fuss-

punkt in A' hat. Die Geraden @2 treffen sich in D. Ferner

sei Winkel A^DÄ'^ tv. Daun folgt aus der Figur:

Wir bestimmen nun A^D nach II. uud A^A' «=» nach V.

Zunächst erhalten wii* uach der Formel

abcN

M

jy*= £ipiq« —pcfj!^)^— ''i^ipcqt—paqc) ipaqt —pbqa) COS«.

wenn rar:

Q = ^, = 0 —d,
setzen:
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J)b*lc
—pcqh = n., {b^c^— &j<?,)

peqa—paqe *2(^i<^s— ^t^'i)

Also ist:

FMTuer erhalten wir:

Somit ist:

FOr don Winkel tc der Geraden

®i = ^1 0|

®gS frf Cf

gilt also der Ansdmck:

JV,«= Zoi*— 2-r*iCi cosa

Es ist also:

co8*ir - 1- .
iVrA-,^- [Xsin «(»iCk—

Ftthron wir nun iii diesem Aosdnicke folgende Werte ein:

= 2Ja,- —

2

-SäjCj COS«

sina's 1—cos«*

F
8inj:jsiny s= ^ * cosa+cos/Seosy,

so erhalten wir für den Ziüüer von costo^ folgenden Ansdruck:

— 22 cüs ß (^i<^2-|- ^ac'i) («i«2 -f"hh "h ^1*^2)

-j- cos «^(iic'2+ ^2<?i)^ 22^008 13 cos y (cjiij+C7tti)(a46j|+a,*j)

-f- [-2?C0S«(*iC^+*,<?i)]* — [^^Ojaj— ^C0S«(&jCi+6,<»i)]*
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Es ist also:

ZülOg— -{- b^c^ ) COS g

Zwei Gerade
= «1 *1 «l

=
sind somit auf einander seukrccbt, weuu

SoiOf = £(&]Cs-|-&j<;i)C08ft

Schliosslicii ergibt sich:

Wien, Joni 1881.
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XXVI.

Miscellen.

Benerkuifea m der In Teil &&• Seite 426 ^egel»eMB AallOswiiri

der GleieliBMfeii ?lertoM Grades.

Aus No. 13. der genannten Abhandlung erstellt man, dass die

Gleichung

1) a;*-faa:3+te2+ cx+ d = 0

ersetzt werden kann durch

2) - 0.

Entwickelt man No. 2., so erhält man durch Vergleichuog mit

Ko. 1.

3) i'+fl-

4) «(p+g)—l(f»-«)-2c
6) M=Ä

Setzt man zur Abkürzung

4ft— = und

so ergicbt sich

6) -y-

7) ^= "^"^^
nnd hieraus

"
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®> ^ T" —sT"

9) « - --g

Mit Hfllfe von No. 4. eutsteht:

(Ä-|-a*2)«— 64<ä2 — 0 oder

10) <«+(2il—a«)«*+(^>-2aB—64d)««— «a
Zur Bestimmung der Wurzeiu der Gleichung vierten Grades h^t

mau uuu:

11) «*+-2 ^~ 8"" k^^^ ^
12) + Ä + 4- hieraus:

wio in Teil 55. Seite 428

Kiel im November 1881. Ligowski.

2.

Zur Tangenteneonstractiou der Astroidd.

Herr Stamaifflr hidt es in seinem Anfintze fkher Tangentencon-

stmction der Astroide (Arciiiv 67, 2. pag. 224.) fdr zweifelhaft, ob die

Aufgabe, auf der bew^lichen Gknraden iu jeder ihrer Lagen den Be-

rttbruugspunkt zn finden, sich allgemein Air jeden Winkel w lösen

hisse, und giebt deshalb Toiiänfig nnr die Entwiekelnng für den be-

sonderen Fall w <-» Man hat aber fttr den allgenidnen Fall mit

Anwendung schiefwinkliger Goordinaten, die den Winkel w bilden,

die Gldchungen : 1) p^-\-q^— 2pq cosw— a*= 0 nnd 2) py-{-qx^
^=>0. üm die Enveloppe der durch die zwdte Gleichung aus-

gedruckten Geraden zu finden, differentüere man beide Gleichungen,
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(ünmal partiell nach p, und dann partieli nach 9, und setze die Vir-

liültoisso der Differentialquotienten einander gleich; man erhiilt sb

die Bedingung:

Die Elimination von p nnd q ans diesen :s Gleichungen liefert

die Gleichung der Enveloppe. Nimmt mau aber in Gl. 3) die x nod

y als laufende Coordinaten an, so bedeutet sie eine Gerade, auf der

der Berahruugspunkt liegt Dieselbe steht, wie leicht gezeigt werden

kann, auf der durch 61. 2) daigostellteu senkrecht, und geht durch

den Punkt « i>, y 9. Man hat daher, gerade wie in dem spe*

ciellen von Herrn St ausgeführten Fall, von den Endpunkten der

Tangente Parallelen mit den Axcn zu ziehen und von dem Scllnit^

punkte derselben eine Senkrechte auf die Tangente zu fällen; der

Fusspunkt derselben ist der gesuchte Berührungspunkt.

Dieses Resultat lässt sich auch noch in anderer Weise gewinnen

wenn man den Berührungspunkt einer Erzeugenden der Enveloppe

als den Durchschnittspunkt zweier unmittelbar aufeinander foIgentfeD

Erzeugendon ansieht Seien AD und HD die beiden gegebenen unter

den Winkd w geneigton Goraden, Aü und A'B" zwei Erzeugende

der Enveloppe, die in T den vorerst als endlich angenommenen

Winkel ö bilden nnd beide die Längo a haben, so hat man, wenn «, ß

die Winkel zwischen BA und AA\ BB* bezeichnen:

B T an(ß+8) BT sin(«— 6)

B't" sinß B't'" sin«
'

Daraus ergiebt sich durch Elimiuatiou vou ß'Tna,ch ciuigou leichten

« ^ . „ , , . 2ST [siu«— 8in(«-a)]8in (/34-(5)
Bechnungen das VerhWtniss: —=

siiT^i (^+ 6)-^/i8m (a-d)

Der Zahler auf der rccbtcu Seite geht über in das Product

2siQ^dco8|(2a— d)sm(/5-|-d), der Kenner durch Entwlckelung und

Reduction in sinÄ8in(«-l-i!^), und da sich dann sin^ö weghobt, so ist

BT cosi(2«— 6)8m(/5+ d) ^ ^ ^ ^ .
zuletzt — «—~—r^-^/ -

1 flv Dadurch, dass man 0 bis zur
a cosio8m(o-l-p) '

Null abnehmen lässt, findet man hieraus den Grenzwert des Verhält-

BT coscTBin/S ..... , . ^ • / j /*v
nisses —=^^^^y Weil aber asinjS »» ^Z>sm(a+/3), seist

BT— ^cos« d. h. wenn man von D aus eine Senkrechte auf AB
fällt und ihren B^usspunkt JF*nennt: BT^AF^ woraus sich nnniittel-

bar die oben gezeigte Gonstruction ergiebt.

Bensheim. Dr. Stell.
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Lüterarut^ BeMt CCLXV.

Litterarischer Bericht

CCLXV.

Lehrbliclier, Sammluugen und Tabellen. •

Systematiscbe Eotwickdung der gesamten Algebra. I. Teil : Die

vier Speeles. Von I)r. E. Such Bland. WisseuscbaftUcho Beilage

fOr das Programm des Gymnasiums zn Stolp. Stolp 1881. G. Scbra-

der. 51 S.

Das Buch soll eiu Leitfaden für Lehrer und Schüler seiu und ist

es, hervortretend aber ist gleichzeitig sein Charakter als j)hilosoidii-

sche Arbeit. Mit ungewoliulicher Sorgfalt ist der Verfasser bemüht

gewesen jeden Punkt, der zur vollständigen Auffassung der Lehr-

gegenstäiulc gehört, zum Hewusstseiu zu bringen. Die hier geübte

Logik ist indes eine sachliche, nicht in formellen Bedingungen befangen.

Die Definitionen machen nicht den Anspruch die Begriffe zu geben;

manchmal würden sie, formell betrachtet, si( h als idem per idem ent-

hüllen; dabei aber machen sie auf den Inhalt aufmerksam, und dies

scheint ihr eigentlicher Zweck zu sein , dem gemäss ihnen "wol keine

grosse Wichtigkeit beizulegen ist. Zahlreiche Punkte Hessen sich

nennen . in denen sich das Lehrbuch durch correcte Bestimmungen

hervortut, die sonst häufig fehlen oder ungenügend gegeben werden;

dut Ii gehört die Besprechung derselben dahin , wo die Mängel vor-

kommen. Iiier muss vielmehr von denjenigen Punkten die Hede sein,

wo im Gegenteil oft geiiigtc Mängel und Unrichtigkeiten sich auf's

neue produciren. Es sind dies die einzelnen folgendeu. Der Anfang lau-

tet: „Rechnen heisst, aus zwei oder mehreren gegebenen Zahlen nach

bestinnnten Regeln neue bilden." Solange nur im allgemeinen vom

Kechucu und Eechnuugsarten die licdc ist, fällt freilich die Uurich-

TailLXYU. Heft L 1
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2 Lüttrarucher Bericht CCLJCV.

tigkoit der Detinition nicht auf. Doch wo liiidet man im Bereich de?

wirklichen Hcchuons cint n cin/i^'cn I''all. auf den sie passt? Sie is^

ein bet rettend« '1- Tiele^r des satirischen Ausspruciis eines bekaiuiteu Gt-

Ichrten: „Alljzenieiu riihtiti; heisst, was auf keim'u spcciellen Fall an-

gewandt werden kann." Aus zwei Zahlen 7 und !S die neue Zahl

bihlen. (his ist im allgemeinen mit der Krtindung der Multii)licati(iii.

im hesundern mit der Auft;al)enstellung geschehen, dass ist es uie.

was der Schüler lernt und übt. Dessen Tätigkeit besteht, nach all-

gemeinem Sjirachgebrauch — weder die Schüler noch die Lehrbücher,

das vorliegende nicht ausgenommen, kennen einen andern — darin

die gegebene Zahl 7.H in dekuilischer Form i)6 , allgemein zu rede«,

in beabsichtigter i orm darzustellen. Ik'im numerischen liechnen ist

die falsche Detinition wirkungslos, man vergisst sie und denkt trot?

ihrer das Richtige. Für klare Auffassung der I{uchstal)enrechnun^^

ist es unerlässlich zu zeigen, dass alles Uechneu ein Transforiuiren

ist. Es entsi)riclit dem sonst so glücklich durchgeführten Gesichts-

punkt des Lehrbuchs nicht, dass es diesen Sachverhalt verschweigt

und den IJegrill im Dunkeln lässt. Der zweite Punkt betriftt die als

unrichtig längst verurteilte Detinition der Multiplication , die um
heutzutage selten hört, und die übertlüssigerweise und nicht im Ein-

klang mit der vorausgehenden Krläuterung hier aufgestellt ist. h
brauchte imr das Vorhergesagte zusannnengefasst zu werden, dauu war

die Delinition in Ordnung. Drittens wird hier gesagt: um unbe-

stimmte negative Zahlen zu schreiben, setze nuin ein Minuszeichen

vor die i)ositive. Plicruach könnte mau unbestimmte Zahlen, von

deueu auch nicht bestimmt ist, ob sie positiv oder negativ sind, gar

niclit schreiben. Es ist aber schon vorher bekannt, dass a— 6 eine

solche Zahl ist, mithin die Lücke in obiger Aafstelluug ofioubar. Soll

es nun nicht erlaubt sein a — lf^c zu setzen, d. h. eine Zahl too

unbestimmten Vorzeichen mit 1 IBuchstaben zu schreiben? Da in der

Lehre von den allgebraischeu Gleichungen, die in einem spätem Teile

folgen «oll, und auf die der Verfasser das grösste Gewicht legt, nie-

mand daran denkt dio Bedeutung von x auf positive Zahlen za be-

Bchränlcen , so ist es offenbar iucorrect , den Schüler vorher an eine

so besehrankte Anffassaug zu gewöhnen. Doch schon ehe mau soweit

kommt, treten oft CfdUaionsftlle mit der Erklärung auf, die ans Uo-

anfmerkaamkeit unbeaditet bleiben. H.

Die trigonometrische Auflösung der quadratischen und kubiscben

Gleichungen bearbeitet von A. P. L. Cl aussen, Lehrer am Königl.

Seminar in Eekernförde. Schleswig lÖöO. Julius Borgas. 64 S.

Da in Lebrbfldieni der Algebra die trigonometrischen Aufldsoii-

gen oft wenig beracksicbtigt sind, so halt der Ver&sser eine gcson-
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derte Bearbeitung des Gegenstandes für nützlich. Das Vorliegende

ist demnach als Ergänzung der betreffouden Schulbücher zu betrach-

ten. Seinen Zweck erfüllt es reichlich; man findet darin alles zur

Sache gehörige, die vor^ängige Umformung d* i (Gleichungen, die loga-

lithinische Gestaltung mit Zuziehung von Hüllswinkeln nach den l»e-

kaiiuten Methoden in bester Ordnung entwickelt. Der Vortrag geht

in hinreichend laugsaniora Schritt, so dass die Schüler leicht folgen

können. Ausgeführte numerische Beispiele sind zur Verdeutlichung

jedem Abschnitt beigegeben. H.

Lehrbuch der Arithmetik und Algebra mit Uebungs-Aufgaben für

höhere Lehranstalten. Von Dr. Th. Spieker, Professor an der

Realschule zu Potsdam. Krstcr Teil. Zweite, verbesserte Auflage.

Potsdam 1881. Aug. Steiu. 378 S.

Die erste Auflage ist im 231. litt. Bericht besprochen. In der

gcgonwiirtigen haben niancherloi forinello Aendc^ruugen l']iii|4aii;U: ,uo-

fuudcn. Ausserdem ist lU r Inhalt vermehrt durch die Aufnahme der

Bezout'schen Kliniinalionsmetlindc nnd die speeielie Einführung der

Determinanten bei Auflösung der linearen (ileichungen für 2 und I)

Unbekannte. Der Verfasser erkennt an, dass gegen letztere liedcnken

UKjglich sind. Hier, wo sie nur als Sache einer leichten Heobaehtuug

auftritt, also kein Anfang einer Theorie sein soll, ist sie wol minde-

stens unschädlich. Zu erinnern ist nur, dass die (jtli ;ifnlieit sie vor

den Schülern durch einen augenfälligen Kutzeu zu motiviren versiiumt

worden ist. Auf div. l alle der Abhängigkeit der gegebenen Glei-

chungen, ihrer Unbestimmtheit oder Widerspruclis, wird nämlich aus-

lülirlicli eingegangen. Bei der Urage hingegen, woran die Fälle zu

erkennen seien, bleibt es ganz unerwiilmt. dass die Determinante null

das Kriterium bildet. Ausser einem Zusatz zu den periodischen

Kettenreihen und der indepcndenten Bestimmung des «ten Nähernngs-

hnichs eines Ketteubrnchs besteht eine bedeutendere Vermehrung in

der Aufnahme der quadratischen und kubischen Gleichungen, die

eigentlich für den 11. Teil vorbehalten waren, weil dessen Ausgabe

aber in nächster Zeit nicht zu erwarten ist, zu besserem Abschluss

heiliber genommen sind. £.

Lehrbuch der ebenen Geometrie mit Uebungs-Aufgabcn für

höhere lichranstfilten. Von Dr. Th. Spieker, Professor an ihr

Realschule zu Potsdam. Mit vielen in den Text gedruckten Holz-

schnitten. Vierzehnte, verbesserte Autlage. Potsdam löTÜ. Aug.

Stein. 33Ö S.

1*
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4 LiUerarücher Bmekt CCLXV.

Die 6. Auflage ist im 217ten, die 8te im 1^22 sten, die 13te im
251 steil litt. Bericht S. 31 besprochen. Auf das Gesagte hat der

Verfasser Ivciue Kücksicht genommen. Auf den falschen Beweis zum
Parallelensat:^ hat er nicht verzichtet. Die Winkelgrösse ist noch
undetiniit gelassen, das bekannte Kriterium der Gleicliheit und Uu-
gleiclihcit der Winkel, welches die Lücke jenes Beweises verraten

habeu würde, ist verscbwiegeu ; anderes uicbt zu erwäbncn. U.

Lebrbucli der Geometrie für Gymnasien uud andere Lehraii-

stalteu. Vui! C. Meyer, weiland Professur und Prorektor am Gym-
nasium zu Potsdam. Herausgegeben von Prof. H. C. E. Martus,
Direktor der Sophieu-Kealschulo iu Berlin. Erster Teil: Plauimetrie.

Dreizehute AuÜagc. Leipzig 1Ö81. C. A. Koch. lÜS S.

Der 2. Teil des Gesauuntwcrks, euthalteud die Stereometrie, iu

ti. Auflage, ist im 245. litt Bericht S. 5 besprochen. Die Sorgfalt

der Bearbeitung, welche iu jenem Teile anerkannt worden ist, bot

sich hier im Anfang der Boctriu noch mehr zu betätigen Gelegen-

heit. Sic cliarakterisirt sieh durch die erstrebte systematische YoU-
ständigkeit, in welcher zaerst die der Betrachtung unterliegendeo

Objecto , dauu dio doctriuäroii Anordnungen behandelt werden. Die

AuslOhrliehkcit in solchen ftussorlichon Punkten geht weit flb» das

gewdhnliche Mass hinaus. Besonders zu nennen ist etwa die Anf-

stellnng und Erklärung der rechnenden Elemente innerhalb der Geo-

metrie, welche sonst nicht erwähnt zu werden pflegen. Sonst ist der

Lehrgang der gewöhnliche, die Lehrform die Euklidische. Kur ist

der Flächcugleichheit kein besonderer Abschnitt gewidmet, der Ge-

sammtumfaug der hierhin gehörigen Sätze gering, ohne jedoch Not-

wendiges vermissen zu lassen. Ein Punkt iu der Vorrede des Ver-

fassers, dessen Ansicht der Herausgeber doch gewiss vertreten wird,

erfordert eine Antwort Er betrifft den Parallelensatz, in dessen De-

dnction das Lehrbach zwei Schritte zurttckgreift. Er wird zurflck-

gefahrt auf den Satz, dass jede von einem Punkte innerhalb eines

Winkels ( •< 2R) ausgehende Gerade einen der Schenkel schneidet

Da sich dies nicht beweisen lasse, sagt der Verfasser, „habe er sich

ans pädagogischen Rücksichten mit einer gewissen Art von Induction

zur Anschauung begnttgcn mttssen, welche immer noch besser sei,

als ein ganz unerwiesencr, eingeschmuggelter Grundsatz.^ Ja wenn das

geschehen wäre! Das factischo Zuwcrkegehen entspricht dem nicht im

entferntesten. Es wird nicht auf Annschannng, sondern aufVermeidung

des Einblicks gebaut Das Viarfahren ist eigenttlmlich, aber die Ab-

sicht klar zu machen darin nicht zu erkennen. Der Satz steht nicht

wie gewöhnlich vom an mit nachfolgendem Beweis, sondern als Re-
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sultat einer JBntwickeliiiig ohne Ueberachrift. Statt dossen geht als

Lehrsatz voraus eine Behauptung, die in ihrem zu weitem UmfiiDge

nur zum Teil richtig ist, dass nämlich in einem Dreieck nach W^-
nahme einer Seite das im vorigen Lehrsatze Gesagte unverftndert

fortgelte. Das Resultat bleibt freilich gültig, der 'Orund woraus es

hervorgieng hingegen fehlt Die oben erwähnte, nun folgende Ent-

wickelung, obwol nicht Beweis genannt, unterscheidet sich in nichts

von einer Dednetiou, ausser dass sie eine Lflcke enthält Es wird

stillschweigend vorausgesetzt, dass jeder Punkt innerhalb eines Win-
kels auch innerhalb eines Dreiecks liegt, das'jenen Winkel hat Was
also eingesehen werden muss, wird nicht einmal ausgesprochen, ge-

schweige denn durch nähere Betrachtung zur Auflassung gebracht

VerhtUlung des nicht beweisbaren Punktes ist es also, worauf das

Manoeavro ausgeht Motivirt wird dies durch pädagogische Rflck-

sichten. Ist es pädagogisch, den Schalern die Tatsache zu ver-

schweigen, dass mitten in den Elementen der Geometrie ein jSatz

ozistirt, den noch niemand hat beweisen können? Meint man, es

werde durch diese Wahrheit die Achtung vor der Wissenschaft ge-

schmälert? Wenn dies Vorurteil noch verbreitet ist, so liegt es daran,

dass die meisten Gelehrten keine productiven Forscher sind; denn

diese wissen aus eigener Erfahrung, dass die Anerkennung der Tat-

sachen, begriffen oder niclit, die erstd Bedingung ihres Erfolges ist.

Es siud uicht die Urheber, sondern die Ausbeuter der wissenscliaft-

lichen Eotdeckungen, die gegen die Wahrnehmnugcn , welche nicht

in ihr System passen, die Augen verschliessen. Man stelle nur ge-

genüber deu Wissensflünkel, der, weil ihm schon vor dem Verständ-

niss die Beweisbarkeit aller Sätze garantirt ist, das Einzelne gering

schätzt, derjenigen Geistesbildung, die für jede Erweiterung der Fähig-

keit dankbar ist, und es kann kein Zweifel sein , dass wir durch

offene, wuhrhcitsgcmässe Darlegung des Sachverhalts, die ohnehin als

moralische PÜicht gelten sollte, der Geistesentwickelung der Schül^

einen besseren Dienst leisten, als durch solche dialektiselie Künste,

durch welche hier der Glaube an die mathematischo Unfehlbarkeit

gerettet werden soll. Wie der auf die angeführte Stelle der Vorrede

folgoude Satz sagt, kümmert es den Verfasser nicht, ob die getroffene

Auskunft von der Kritik verurteilt wird. Er baut also auf genügende

Beistimmnng von andrer Seite. Hat er darin Reicht, so war es um
so mehr geboten, in seinen Aeusserungen das Verborgene ans Licht

zu aehw, dl«' Nicht-Uebereinstimmung der in der Vorrede ange-

gebenen und der im Buche betätigten Grundsätze zu constatiren und

die pädagogischeu Pflichten, auf die er sich beruft ohne sie zu nen-

nen, uäher zu beleuchten. Traf damit zugleich das Lehrbuch ein

partieller Tadel, so sollte dessen Brauchbarkeit nicht angogriffen

sein: der Lehrer wird leicht die vermisste Aufklärung geben
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kditnon, wenn gleich die kflnftigo Abftnderung des Textes zu wfln-

schon bleibt Wflnscbentwert möchte ferner sein der Wegfall der

inissbräacblichen Erkl&mog des Wortes „Fignr^, die der Verfasser

bei dessen hftnfigor Wiederkehr hat jedesmal selbst omsttest. Im

fast gleichen Falle ist die Definition des Kreises als Fläche: *8owol

in der vnlgftren Rede, als auch im grössten Teile der Doetria ver-

steht man darunter die Linie, was aach logisch das allein correcte

ist. H.

Lehrbuch der elementaren Planimetrie. Von Dr. JaL Peter>
sen, Docent an der polytechnischen Schnle in Kopenhagen, Mit^ed
der königlich dänischen Gesellschaft der Wissenschaften. I>eiit8che

Ausgabe, unter Mitwirkung des Verfassers besorgt von Dr. R. von
Fischer-Beuzou, Oberlehrer am Gymnasium in Kiel. Kopenhagen
1881. Andr. Fred. Höst u. Sohn. 105 S.

Das Lehrbuch ist vorzaglich, sofern es der Pflege der Anschauung

gewidmet Ist Von dii^scm Zwecke giebt die ganze Bearbeitung

Zengniss durch die praktische Verwertung aller der Betrachtongen«

welche dazu führen können; auch wrniou die Mittel die Sätze klar

zu machen nie Beweis gcuannt, und kein Grund als ein zwingender

hingestellt. Dass die Besi hriinkuu^j: des Zweckes auf die Auschauang

mit Absehen von den logischen Krt'ordernisseiu welche auf «lern Titel

nicht ausgesprochen ist, auch in der VorrtHh; des Uebersetzers ver-

schwiegen bleibt, ist nicht zu l)ilIig(Mi Dieselbe macht crklärter-

masscn den Anspruch , dass das liuch den Zweck des Unterrichts in

der Geometrie überhaupt /u erfüllen ju^eeiguct sei, und zwar auf dem

Wege, dass der Schüler dadurch die Fähigkeit zur Lösung van Con-

structions-Aufgaben erlange und hierbei im logischen und consequeutoii

Denken geübt werde. Diesen so allgemein hingcstellte)i Erfolg wolleu

wir nicht bestreiten, wol aber, dass der Schüler je dadurch begreife«

lerne, welche Gründe hinreiilmud zmii llewoise eines Satzes siuii

Dazu genügt ein Beispiel. Das Lelirbuch macht fruchtbare Anwen-

dung von der Drehung einer Geraden, aus der sich die Summe der

Winkel eines Polygons ergiebt. Dies Verfahren ist höcbst geeignet

eine übersichtliche, umfassende Anschauung von den liicbtuugea der

Geraden einer Figur zu geben. Wird aber zugleich der Schein er-

weckt als ob das Resultat bewiesen wäre, so ist dies eine Täuschung.

Denn genau dieselben IJetrachtuiii^en haben auf der Kugelfläche Platz,

und führen zu einem falschen Kesultat. In der Ebene nämlich ist

der Wechsel des Drehpunkts ohne Kintiuss, auf der Kugel hingegen

ist die Wirkung der Drehung um verschiedene Punkte verschieden.

Da nun vou dieser Eigenschaft der Ebene gai* nicht die Kede ist, so
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wird auch der Grand des Erfolges nicht erkannt Schon die Er-

klärung des Winkels, die sich gar nicht auf die Frage dulftsst, wie

sich zwei Winkel der Grösse nach vergleichen lassen, zeigt, dass

der Verfasser die logischen Erfordernisse als Nebensache ansieht

Mit einem so. einseitigen Unterricht kann sich das Gymnasinm, wel-

ches auch die Yorbildang fQr das wissenschaftliche Stndinm zu geben

hat, nicht begnügen. Wohl kann er fOr Solche, die von den Ele-

menten der Geometrie bloss praktische Anwendung machen wollen,

recht nfttslich sein. Nnr sollte man nicht von einem so beschränkten

Standpunkte Aber das Ganze des geometrischen Unterrichts urteilen,

wie es hier in der Vorrede geschieht Das Lehrbuch handelt nach

einander von der Lage der Geraden, hierbei von den Winkeln, Kreis-
,

bogen und Parallelen, von den Beziehungen der Lange von Geraden

im Dreieck, dann von Constructionen. Congruenz und Symmetrie, den

Polygonen, namentlich den regelmissigen, dann von der Aehnlichkeit,

insbesondere von den Proportionen am rechtwinkligen Dreieck, von

der Potenz eines Punktes in Beziehung auf einen Kreis, hierbei der

Lehrsatz des Ptolemftus, dann von der Teilung und Länge dos Kreises,

dann vom Flächeninhalt. An geeiguctcn Stellen folgen zugehörige

Uebungsaufgaben, im ganzen 228. Die Figuren sind in dou Text

gedruckt U.

Geometrie.

Untersuchungen ttber die Flächen mit planen und sphärischen

Krflmmungalinion. Zweite Abhandlung. Von Alfrod Ennepe r.

Aas d. 26. Bd. d. Abhdl. d. Kön. Gesellschaft der Wissenschaften zu

Göttingen. Göttingen 1880. Dieterich. 4<^. 139 S.

Die erste Abhandlung,' nntersuclit«' die Idäciien mit iilanoii Krüm-

iiuuigsliiiien, die jet/t erseliieiiene Forfsetzun/^' l^^ewiiint, zum Teil mit

verseliiedoneiii Verlalin'iu analoge Krtfchnisse für die Fläelieii mit

sphärisL'heu Krümmuugslinieu. Insbesondere kommt birr der Satz iu

Amvenilting, dass auf zwei sieli naeh reciprokcn Radieuvectoren ent-

sprechenden Flächen der gemeinsame Radiusvcetor gleiclizeitig Krüm-

mungslinien besclireibt. Weiterhin wird auch der Fall in Betracht

gezogen, dass das Product der Railienvectoreu uur nach dem einen

Parameter constant ist nach dem andern aber zugleich mit dem Aus-

gangspunkt variirt. Die Ergebnisse davon werden angewandt, wo

sich um die Flächen handelt, die von den Kugeln, anf ileuen die

sphärischen Ki^Ümmungsliuten liegen, orthogonal geschnitten werden.

YoQ Anfang werden für den Fall eines Systems sphärischer Krüm-
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iDttBg0liuioii die Gh i( Inuiircn entwickelt nnil Folgerangen daraus ge-

zogen. Die transi'ormirto Fläche hat dann gleichfalls ein solches

System. Ist das eiuo System concentrisch , so ist das andre plan-

Aus den Gleichungen geht die Bedingung hervor, unter der beide

Systeme sphärisch sind. Der Fall, wo das eine System Kreise sind,

führt zur lletrachtung des Ortes der Mittelpunkte der Kugeln, welche

von der Fläche eingehüllt werden; dieser ist eine Curve, auf deren

Tangenteufläche die Curve der Mittelpunkte der Kugeln des sphäri-

schen Systems liegen; otwn<< analoges findet überhaupt bei sphäri-

schen Krünimungslinicii statt. Der Satz, dass alle Fliiehen mit "J

Systemen sphärischer Krümmungslinien Parallelfiilchen solcher Flächen

siud . die durcii recii)roke Radien einer Flüelje von planem System

entsprechen, erhalt hiVr /.um ersU'nmal einen Yollständig;en Beweis.

Das Problem der expliziten Darstellung der Flachen mit 1 System

sphärischer Krünimungsllnien in 2 rarametern wird sodanu so all-

gemein als möglich ^^ehist, ein Problem das die Bearbeiter Bonnet

und Seri-ct unerledigt gelassen haben und für die verschiedenen

Specialfälle, welche die Curve der KuL^elmittelpunkte darbieten kann,

durchgeführt. Der trstc Anhang l)ctiitlt dw. Flächen, deren Krüm-
nuingsliuien vom ciiuMi System geodätische Linien sind, der andre die

KriinimnngsniittelpunktsHächen , bi'souders für Flächen mit 1 planen

System. Hierbei werden diejenigen Flächen, dei-en eino Mittelpunkts-

hächü ein Kegel 2. Grades ist, analytisch dargestellt. H.

An lutroduction to the ancient and modern geometry of eonics.

being a geometrical treatise on the conic sections with a collection

ot' Problems and historical uotes an<l prolegomena. By ('harles

Taylor M. A. Fellow of St. John's College Cambridge. Cambridge

1881. Deighton Bell and Co. London, George Bell and sous.

384 S.

Das Buch ist eine reeht reidihaltigc nnd umfassende Bearbeitaug

der gcsammten Theorie der Kegelsclinitte naeh syntlietiseheni Lehr-

gang und vorzogsweise constructiver Methode. Der Vortrag hat die

Eaklidischo Form in Lehrsätzen nnd Beweisen; letztere sind nach

Möglichkeit einflMsh nnd elegant, die Figuren in den Text godrnckt

Voraus geht die Qesehiehte der Lehre von den Kegelschnitten, be-

ginnend mit den ersten Anföngen der Geometrie der Aegypter und

Griechen, dann flbergehond zn den sncccssiven Entdeckungen in Be-

treff der Kegelschnitte, mit Angabe der Quellen und Ausfahrung des

Inhalts, dann von derWiederauftiahme der Wissenschaft durch Kepler

bis zur neuesten Gestaltung der Theorie. Die nun folgende sachliche

Darlegung geht aus von der Definition der Curve durch das constaate

üiyiii^ed by Google
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Yerhältniss dor Abstände vom Brennpanlct und vou der Birectrix.

Das Nächste bezieht sich anf ihre Constractlon and der Charakter!-

siruog ihrer Oestalt Es folgen die Sätze Ober den allgemeinen

Kegelschnitt, dann ttbor die Parabel, dann ttber die centralen Kegel-

schnitte, Aber die Asymptoten und insbesondere die gleichseitige Hy-

perbel. Jetzt wird die Cnrve ans den Schnitten des Kegels her-

geleitet und Torflbergebend mit dem Kegel in Beziehung gebracht.

Weiter behandelt das Bach: die Krflmmung, die orthogonale Pro-

jection, das Doppelverfaältniss nnd die Involatiou, die konische Pro-

jection, die Beziehung der Bedproken nnd Inversion. H.

Beiträge zur Theorie der Rionianu'schen Fläche. Inaugural-

Disscrtatiou von Job. Iieinrieb Graf. Bern 1878. Hnber n.

Comp. 46 S.

Der Verfasser wählt das Beispiel einer sccbsblättrigeu Riemann-

sehen Fläche mit 2() Verzweigungspunken , um die von Lüroth au-

^ebene Verwandlung und Gruppirung durchzuführen. Dies geschieht

nachdem er vorher nach Clebsch und Gordan die Relationen zwischen

den primären und secundären Kreiswegen aufgestellt hat Hierzu

waren darzulegen: die Vcrzweißungspunkte und Umgänge, die Fuu-

damentalpunktc, der grosse Umgang, die secundären Kreiswege, die

primären Kreiswege, die Transformation der linearen Relationen.

Es folgt nun die Ueberfilhruug der Kreiswege in das Normalsystem.

Zum Schluss wird die sechsblftttrige Fläche in die Oberfläche eines

Körpers mit einer bestimmten Anzahl von Borchbobrnngen verwan-

delt. Als Vorbereitung dazu wird gezeigt, wie eine zweiblättrige

Fläche mit 2 Uebergangslinien sich in die Fläche eines geschlossenen

Ringes verwandeln lässt, und umgekehrt; dann bei 3 Uebergangsliuieu,

worauf dann die Lösung der An^iabe fflr die anfängliche Fläche folgt.

H.

Ueber eine Fläche vierter Ordnung mit reellem Doppelkegel-

schnitt nnd ihre Anwendung zur Lösung der Aufgabe : „Drei gegebene

Gerado im Räume nach einem Dreieck mit vorgeschriebenen Winkeln

zu schneiden.^' Inauguraldissertation. Von Walfried Marx.
Mttnchen 1880. 4^ 21 S.

Die beliaiidelte Fläche wird beschrieben von der dritten Ecke

eines sich beständig ähnlieh bleibenden Dreiecks, Aveun die erste Ecke

tost ist, und die zweite auf einer festen Geraden gleitet. Ueber ihre

Eigcnscbafti'u werden 21 Sätze entwickelt. Mit Hülfe derselben löst

der Verfasser dauu die genannte Aufgabe. U.
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Löhrbach dor ebenen Polygonometrie nebst Beispielen ssd

Uebungsanfgaben znm Gebranche an höheren Lehranstalteii und bein

Selbststodinm. Von Dr. Carl Spitz. Mit 30 in den Text ge-

druckten Figuren. Zweite, verbesserte Anflago. Leipzig nnd Heidä-

berg 1881. G. F. Winter. 85 S.

Di(^ Böhaiiiiluiig dos gewählten Thomas ist oine eutscliiedfu und

ausschliesslich analytische, nicht weil Coordiiiatcu angewandt werden,

sondern weil die Gestaltung der Theorie vom allgenieinsteu Gesichti-

punkt in Angriff genommen wird. Das «eck wird aufgefasst als dor

in seinem Anfang « ndigonde i.inienzug, der ant eine der '.k 4. . . .

(n — i) möglichen Weisen n Punkte der Ebene durch (lerade ver-

bindet. Es werden zuerst über di(! entstehenden inneni und äussern

Winkel, die Teiidreiecke und die llestinunungsstucke die nöti^eu Fest-

setzungen gemacht, und die allgenuinen 1 uli^en davon eutwickcii.

dann das schief- und rechtwinkligt; Coordinatensy.steni zugezogen,

dann die Azimute eingeführt, diese aber nicht mit den Radieu-

vcctoren, sondern mit den Polygonseiten und Polygouwinkelu in Re-

lation gebracht, dann der Inhalt des Polygons, dann die restircndeu

Stücke aus den ausreichend bestimnienden berechnet. Dies ergiebt

eine grössere Anzahl von Aufgaben, die als principielle zur Theorie

gehören. Ausser ihueu werden am Schluss UÜbungsaufgaben ge^telli.

H.

Exposition g^om^trique dos prbpriet^s g^n^rales des conrbes

Par Charles Ruchounet (de Lausanne). Qnatriömo ^ditiou

angmciitce. Paris 1880. Gauthier-Villars. Lausanne, Georges Bridel.

Zürich, Orell, FttssU et G. 174 S.

Das Werk ist in dritter Auflage besprochen im 221). litt Bericht

p. 3. lu der gegenwärtigen Ausgabe sind die Figuren sehr vermehrt,

einige Heweise durch einfachere ersetzt, gewisse Theorien vervoll-

ständigt. Wo vorher vom Polygon oder Polyeder die Ivede war,

welche bzlnv. in die Curve onvr 1 lache als Grenze ubergieugcu, wird

jetzt direct die Curve, Fläche genannt . H.

Die Fnudamentalsätze der allgemeinen Flächentheorie, eine neue,

selbständige, leichtfosslicho Dearbeitong der wichtigsten Sätze der

allgemeiuen FIftcheutheorie. Von Dr. £ d n a rd Mah 1e r. Mit 5 Fi-

guren in Holzschnitt Wien. 1880 und 1881. L. W. Seidel u. Sohn.

1. Heft 28 S. 2. Heft 32 S.

Wesentlich neu ist an dem gegenwärtigen Versuche die Ein-

führung der Fundameutalgrössen 2. Ordnung
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«-©+©+©
^ litt 3« 5ü 3» 0»

-©V© + (?J
wo I, 77, f die Richtungscosinus der Normale bezeichnen. Das Motiv

der Einführung ist deutlich ; denn sie sind auf der (hier sogenann-

ten) Einheitskugel i^-^rf-\-^- = 1 das Analoge für die auch hier

anfgonommeuen Fundamcntalgrösscu 1. Ordnung D, F. 7a\ ihrer

Empfehlung kam es nun auf den Versuch an. ob sie gegenüber den

Gauss'scben Fandamcotalgrössen 2. Ordnung, die wir mit Ausschei-

dang des Factors A = V^Vr'— F'^ schreiben wollen JS^ A»
Gx Ai und iu denen sie sich 00 darstellen

irgend welche Vorzüge erkennen lassen. Nun ist aber gleich dio

erste Anwendung, und infolge dessen die darauf get^niiulctc Theorie

der Kriüninungen unrichtig. Den begangenen L ehh i- hat der Ver-

fasser T. LXVII. S. •.)('). zur Anzeige gebracht und dabei bemerkt,

für welchen besondern Fall die Argumentation und das Resultat zu-

tritt't. Zur Berichtigung jt<doch n-icht dies nicht hin: es ist weiter

zu fordern die Angabe, was in ilerleitung, Ucsultat und Folgerungen

au die Stelle do^, I nrichtigen zu setzen ist, und welche Teilt? der

Schrift vielleicht unberührt vom Fehler fortgclten. Von Vergleichung

mit andern Bearbeitungen der Flächentheorie ist nirgends die Rede.

Es zeigt sieh, dass die Parameter der Krümnmngslinien ebenso durch

F== § a» 0 bedingt sind, wie sonst durch F = F^ = U. Den Para-

metern der asymptotischen Linien hingegen entspricht keine so ein-

fache Bedingung wie A", G\ = 0. In der Theorie der parallelen

Fischen, wfirden dio %^ zur Verwendung kommen, wicwol die

11 ^x-> ganz ersetzen. Im I. Hefte wird weiter dio Dif-

furcntialglcicbttug der geodätischen Linien entwickelt; im 2. Hefte die

Theorie der Abbildung der FIficheu nach Gauss vorgetragen. H.
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matik. Querfurt, Rötscher. 1 Mk. 75 PI.; geb. 2 Mk.

Sitzungsberichte d. k. Akad. d. Wiss. Math.-uaturw. CL 1. Abtli.

88. Bd. 1. u. 2. Uft. Wien, Gerold's S. 4 Mk.

— dass. 2. Abtb. 83. Bd. 1. u. 2. Uft. Ebd. G Mk.
dass. 3. Abth. 83. Bd. 1. n. 2. Hft Ebd. 3 Mk

Wolfs natorwissensefa.-mathemat Yademecum. Leipzig, Kuss-

Hug. 50 Pf.
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Litterarischer Bericht

CCLXVL

Methode und Frincipieii.

Die Einheit der Natarkrftfte und die Dentung ihrer gemeinaamen

Formel. Mit fünf Fignrentafoln. Von 0. Schmitz-DnmoBt Ber-

lin 1881. Carl Dtincker. 168 S.

Der Verfasser verspricht, durch blosse Abstossung nach (—2)ter

Potenz der Entfernung, ausgeübt von Masseiipuukten, mit Unter-

scheidung von Körper- und Aetheratomen, beide für sich aber unter-

schiedslos, die Grundlagen aller physikalischen Theorien herzuleiten.

Die Aufgabe wird analytisch in Angritt" genommen, und zwar soll

zuerst die Existenz unveränderlicber (iruppirungen von solchen Massen-

punkten, d. i. starrer ausgedehnter Molecülc, dann deren Attraction

nach (—2)ter Potenz der Entfernung, u. s. f. als Resultat der Rech-

nung auf Grund jener Hypothese erscheinen. Aber nur ein einziges

mal, S. 11, wird ein Deductionsglicd in einer entwickelten Formel

dargestellt, und diese Formel ist falsch; im tibrigen wird der angeb-

liche Rechnungsgang nur durch Zeichen, aus denen sich nichts ent-

nehmen lässt, angedeutet. Dass der Verfasser die fehlende Vcrbin-

düDg in Gedanken durcligeflihrt habe, lässt sich hiernach nicht wol

annehmen; wir wollen ihn deshalb nicht auffordern davon Rechen-

schaft zu geben. H.
•

Das Quadrat der Bildung. Mathematisch-philosophische Erwä-

gungen von 6. M. Schnltzky. Mit einer lithographirten Tafel

.Berlin 1881. Theobald Grieben. 382 S.

Teil LXYU. EMI 2.
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Der Yer&Bser ordnet die ethischen Begriffe in ein Quadrat and
dentet deren Stellangen and Comblnatfonen, indem er ihnen Werte
nnd Kräfte zuschreibt, wie eine Eartenlegeriu, bezüglich anf die Ele-

mente des Menschenlebens. H.

Sta, sol, ne moveare. Von Aagust Tischner, Arzt and
Katarforscher. I. Leipzig (1881). Gastav Fock. 31 S.

Der Verfasser eifert aas Unkenntniss dafür, dass die Astronomie,

nachdem die Bewogang der Sonne erwiesen sei, sich entschliesse, ihr

ganzes anf der Coppernicanischen Annahme einer fixen Sonne er-

baates System als anntttzo Arbeit fortznwerfiBn and ein neaes za be-

gründen, das von der sp&ter entdedctcn Tatsache aasgehe. Aaf die

Einwürfe eines Laien kann man sehr wol eingehen, wenn derselbe

nar die Fähigkeit hat sein Urteil anf das za beschränken, was er

ans seinem beschränkten Wissen folgern kann. Da die Schrift viel-

fach vom Gegenteil zongt, so mass es hier genfigen, mit Uebergehang

aller nebensächlichen Irrtfimer, nar diejenigen za nennen, mit denen

allein schon das ganze Räsonnement hinfällt. Der Yer&sser weiss

nicht and wfirde es äls Nichtmathematiker anch schwerlich verstehen,

dass nnd in welcher Weise die Bewegnng der Sonne, soweit sie darch

Anziehang der PUuieten bedingt ist, bei der Bestimraang der Planeten-

bewegnng vollständig in Rochnnng kommt. Er hat irgendwie in Er-

fshrang gebracht, dass die hentige Astronomie noch anf demselben

Boden steht wie ^e des Coppemicos, was Ja in gewissem Sinne richtig

ist, sogar in Betreff der Kreisbahnen^ n&nlich wenn vom Ansgangs-

pankt der Betrachtang die Bede ist. Dies scheint ihm aber mit der

Lehre von der Bewegnng der Sonne im nnlflslichen Widersprach zn

stehen. Sagt man vielleicht, dieser Irrtum sei natOrlicli, wo das Yer-

ständniss einer Bechnnng darch Correction fehlt, so ist dagegen za

erinnern, dass der Unknndige im Specialfsch, wenn er nar entwickel-

ten Verstand besitzt, ttber die darch die Wahl des Aasgangspankta

einer Rechnang, die er nicht versteht, bedingten Folgen keine Be-

haoptong an&tellen wird. Dass der Verfasser von der BelatiTität

aller Bewegnng 'nichts weiss, nnd es für widersprechend hält, die

Bewegnng der Sonne zu lehren nnd sie doch als ruhend zn betradi-

ten, teilt er gewiss mit Manchem', auch mag es wol vorkommen, dass

in der Schale and in populären Schriften dieser Unkenntniss Vor-

schub geleistet wird. Bei andern relativen Begriffen wird die Ab-

hängigkeit durch den Genitiv hinzugefügt. Bei der Bewegung wird

sie gewöhnlich nicht aasgedrückt. Daun sollte wenigstens der, welcher

Anfänger belehren will, auf die Fälle Acht haben, wo der Ausdrack

der Relativität zom Verständniss erforderlich wird.

uiyiii^uü üy Google '
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Elemente der Quaternioaen von WiUiftm Rowan Hamilton,
Mitglied der königlichen astronomiBcheiL Gesellschaft zn London,

correspondirendes Mitglied 'der königlichen Akademie der Wissen*

Schäften zn Berlin, der kaiserlich-köuiglichen Akademie der Wissen-

schaften zu Wien etc., Professor der Astronomie an der Universität

zu Dublin und königlicher Astronom von Irland. Herausgegeben von

seinem Sohne William Edwin Hamilton. Deutsch von Paul
Glan, Privat (Incoiit für Physik an der Universität zu Berlin. Ersten

Bandes erster TheiL Leipzig 1881. Johann Ambrosius Barth. 132 S.

Nach dem Urteile des Uebersetzers kann die Quaternionenlebre

nur soweit von Nutzen sein, als sie nns eine einfache Zeichensprache

bietet, durch die wir Beziehungen zwischen Grössen ausdrücken nnd

ohne logische Uebcrlegungcn neue Beziehungen ableiten können, und

zwar hat er nur den Nutzen für Anwendungen der Mathematik, also

weder für elementare Schulbildung noch für wissenschaftliche For-

schung im Auge. Er setzt diesem Teile der Lehre einen andern,

schwierigeren entgegen, dem er keinen Nutzen zuerkennt. In der

Tat enthält der jetzt erschieneue Teil nichts, was der Auffassung

irgend Schwierigkeiten darböte; auf ihn passt das Gesagte augenfällig

vollkommen. Dass die Methode sachlich neu wäre, wird man schwer-

lich behaupten wollen; sie ist vollständig in der analytischen Geo-

metrie enthalten: die Projectionen der Gebilde auf eine willkürliche

Axe ergeben ganz donstlben Additionsalgorithmus wie die Vectoren;

CS bedarf dazu keiner bcsondorn Einführungen. Im Gedanken des

Einzelnen vollzieht sich von selbst diejenige Abkürzung, welche in

der Vectorentheorie gelehrt wird. Einen oft wiederholten Gedanken-

gang fangen wir mit der Zeit an kürzer zu durchlaufen, indem wir

von denjenigen Bestimmungen, die für den momentanen Zweck gleich-

gültig sind, keine Kotiz nehmen. Nur um die Abkürzungen auch

für den Verkehr nutzbar zu machen, war es nötig sie systematisch

zu gestalten ; in diesem Sinne hat die elementare Quaternionenlebre

etwa die Bedeutung einer Stenographie. Der Inhalt des Gegenwärti-

gen ist folgender. Nach einer sehr ausführlichen Auseinandersetzung

des Wesens der Vectoron werden Anwendungen gemacht erst auf

Punkte und Linien in der Ebene und zwar gehandelt von linearen

Gleichungen zwischen 2 und zwischen 3 coinitialen Vectoren, von
Netzen, von anbarnionischeu Coordinaten und Gleichungen von Punk-
ten und Linien, von anharmonischen Gleichungen und Vector-Aus-

drücken für Curven. In den Anwendungen auf Vectoren im Räume
wird dann gesprochen von linearen Gleichungen zwischen nicht com-
planareu Vectoren, von fünfzahligen Symbolen für Punkte und Ebe-
nen, von anharmouischen Coordinaten, von Netzen, von Schwer-
pankteu von Punktsystemen und einfachen und zusammengesetzten

^\-ju.^cii by Google
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Mitteln von Vectoren, von auharmoniBchen Gleichungen nnd Vector-

Ansdrttcken von FlAchen nnd Cnnren, sehliesaUcli Yon Differentialen

von Vectoren. H.

Elemente der Mathematik für gelehrte Schule« und zum Selbst-

studium. Von Dr. J. Worpitzky, Professor an der Königl. Kriegs-

Akadeniie und am Friedrichs-WerdtTschrn Gymnasium zu Berlin.

Zweite, umgearbeitete Auflage. Erstes Heft: Die Arithmetik. Mit 6

in den Text eingedruckten Holzschnitten. Berlin 18dl. Weidmann.

156 S.

Die 1. Auflage ist im 217. litt Bericht S. 2. besprochen. In

Betreff der Aendeningen in der gegenwärtigen betont das Vorwort

solche, die das unverändert aufrecht gehaltene Princip verschärfen

sollen. Jedenfalls sind es hier die Principien, die in der Begriffs-

erklämng geübte Logik, was sich uns zur Bcsprechnng darbietet.

Gehen wir zuerst auf die Aeusserungen im Vorwort ein. Der Ver-

fasser vermisst im mathematischen Schulunterricht sowol wie in den

Vorlesungen an Universitäten die Sorge für die Klarheit über das

System der Gruudbegrille. In letzteren werde vorausgesetzt, was der

erstere sich nicht zur Aufgabe gemacht habe. Einzelne Punkte sind

nicht genannt; auch über die Art und Weise der Forderung gerecht

zu werden, die der Verfasser vielleicht für selbstverständlich halten

mag, tindet sich kein Wort. Er verlangt erklärtermassen nur, dass

diese Klarheit nicht durch die Gewöhnung an schiefe Auflassung ge-

hindert werde. Diese Mahnung ist gewiss nicht ohne Grund. In der

Tat werden noch öfters BegriflFseutstellungen durch pädagogische

Rücksichten, nämlich bald durch die niedere Verstandesstufe der

Schüler, bald durch den ausschliesslich technischen Zweck zu recht-

fertigen versucht. Zwischen solchen Vorkommnissen und dem Zweck

ihrer Anführung au dieser Stelle liegen aber gar manche Fragen,

die der Verfasser mit Stillschweigen übergeht. Um Unterlassung

bewusster Fälschungen handelt es sich für ihn gar nicht, sondern

um die Sorge für die positive Beschaffung der richtigen Begriffe.

Wie dies zu geschehen habe, lässt der Verfasser unerörtert, obgleich

doch sein factisches Zuwerkegehen in doppelter Hinsicht vom ge-

wöhnlichen stark abweicht: erstens soll ein vorbereitender Abschnitt

enthaltend die Bestimmung der Gruudbegrifte in grösster Allgemem-

heit die Klarheit ein für allemal geben, während die gewohnliche

Praxis der Ansicht entspricht, dass diese Klarheit nur durch exacten

Ausdruck und exacte Behandlung am Orte der jedesmaligen Ein-

führung und Anwendung zu erreichen sei; zweitens ist auch die in

den Defluitioueu kund gegebene Aufi'assung der Begrifte von der ge-

wöhnlichen sehr verschieden und hätte daher einer Bechtfertigong

Digitized by Googl
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bedurft. Der VerSueer setzt Yoraofl, dass, wer nicht za seiner Anf-

ISmiiDg gelangt ist, die Sftebe nicht gehörig liherlegt hat; denn er

sagt im Vorwort: „üm das Gewicht dieses Torhereitenden Abschnittes

richtig zu würdigen, moss man ,,,,eben bedenken^^** (statt: mit mir

einverstanden sein), dass die Arithmetik fflglich nicht anders definirt

werden kann als: die Discnssion des aOgemeinen GrOssenbegriffs

nebst seinen statthaften nnd zweckentsprechenden formalen Erweite-

rongen nnd denjenigen der Zahl/* Hiemach hätten alle diejenigen

gedankenlos an dnem Irrtum gehangen, welche die Arithmetik die

Lehre von der discreten Zahl nannten und sie zur Geometrie in das

Yerhftltniss setzten, dass beide von den zwei, dem Verstände am
nftchsten liegenden verschiedenen Seiten aus, vom 2ifthlen und räum-

lichen Anschauen, zu der, nur in seiner Beschränkung exacten Anf>

Fassung des GrOssenbegriffo hinführen. Uebungsbeispiele machen An-

wendung davon auf Zeit, Gewicht u. s. w. Die Fälle sind zu ein&ch,

als dass die Analogie fehlgehen könnte; in andern Fällen führt die

Uebertragung zu Täuschungen, welche wol die Meinung widerlegen

können, als sei nur der altgemeine klare Begriff speciell angewandt

worden. Der Verfuser stellt sich eine grosse Aufgabe, wenn er es

unternimmt den Qrössenbegriff allseitig umfassend in einem Schulbuch

festzustellen. Sehen wir zu, wodurch dieselbe gelöst sein soll. Es

werden in der bestimmten Folge definirt die Begriffe „verschieden

unabhängig von Raum und Zeit, oongruent. Ganze, TeUe, Zahl (oder

Anakhl), zählen, Grösse, gleich, kleiner, grösser, Qualität, Quantum,

Null.** Dem sonstigen Gebrauch nicht entsprechend sind die Bestim-

mungen von „Ganzes'* und von „Grösse**. Nach gewöhnlicher Auf-

fiissung setzt die Bezeichnung als ein Ganzes den Gedanken mög-

licher Teilung voraus, selbst wo die Teilbarkeit negirt wird. Dir

kann also auch nur efne Definition entsprechen, welche auf den Teil-

begriff Bezug nimmt Die Abweichung möchte unerheblich scheinen,

doch die dadurch erzeugte Undeutlichkeit pflanzt sich ft>rt und macht

sieh bei Definition der Grösse recht fühlbar. In letztere hat der Ver-

fiuser die Bedingung unbeschränkter Teilbarkeit aufgenommen ; diese

gehört nach gewöhnlichem Gebrauch nicht zum Begriff, sondern kann

höchstens Resultat der Beobachtung nnd der theoretischen Einfüh-

rungen sein. Kann es nun auch dem Autor nicht verwehrt sein den

Wortgebrauch abzuändern, so liegt es ihm doch ob, den beigelegten

Wortsinn mit genügender Dentlichkeit darzulegen; er ist dann nicht

berechtigt, Bekanntes und Geläutiges unausgesprochen zu übergehen,

namentlich hier, wo die Abweichung nicht erklärt und auf bestimmte

Begriffe beschränkt ist, wo man also nicht wissen kann, ob er das

Gdäafige anerkennt. Die erstere in Bede stehende Definition lautet:

„Man nennt jedes Ding, wenn man es für sich allein betrachtet, ein

Ganzes.*^ Wenn man es also in Verbindung mit seinen Teilen, seinen

uiyui^ud by Google
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Attriliiiteii n. 8. w. betrachtet, Ist es kein GanseB? Bas würde §. 3.

widersprechsD. Wenn man es in Yerbindiing mit andern Dingen be-

trachtet, ist es kein Ganzes? Dann wttrde man nicht von mehreren

Ganzen reden können. Die dnzige Angabe also, die den Sinn Uar

machen soll, trifft nidit zn. Znr Erklärung von „Teil** beisat es:

,Jjftsst sich die Yorstellnng eines Ganzen dadurch erzeugen, dass man

andere Ganze nur ihrer Folge nach mit einander YerknApft, so heisaen

die letzteren die Teile des ersteren.** Nnn ist aber die Folge gerade

das Gleichgflltige am Teilverbftltniss. Ihre Zuziehung leitet daher den

Gedanken Ton dem, was zu beachten ist, ab. Auch das Yerlcnttpfen

ist in dem Falle; denn meistens tritt das Teilverhaltniss beim Ab-

trennen ein. Ferner ist das Yorstellen des Ganzen nicht notwendig:

die Erde ist du Teil der Welt, wenn wir auch nur einen Körper

ausser ihr kennen. Die bisherigen Ausstellungen bestreften noch

nicht die formelle Richtigkeit der Definition. Was diese betriift, so

widerspricht es im W.*schen Sinne der vorhergehenden Bestimmung,

dass mehrere Ganze im Gedanken verknöpft werden; nach natHrllcliem

Sinne aber ist es incorrect, Ganze unmittelbar Teile zu nennen; wir

können nur sagen, dass dieselben Düige in Hingeht auf ein anderes

Ding Teile, in Hindcht auf noch andere Dinge Jedes ein Ganzes sind,

aber als Ganze sind sie nicht Teile. Der Hauptfehler aber ist ein

principieller, der in ziemlich allen genannten Definitionen wiederkehrt;

er liegt in der Wahl angeeigneter, ohnmächtiger Mittel den In der

Anmerkung ganz richtig angegebenen Zweck der Definition zu er-

reichen. Die in Rede stehenden Definitionen begnflgen sich damit,

Bedingungen aufzustellen, welche ausschliesslich der gemeinte Begriff

erftUlen soll. Damit wird aber der Sinn des Wortes nicht bezeichnet,

sondern ein Rätsel aufgegeben, sogar zur Glasse der schlechten Kätsel

gehörig, über deren Auflösung, selbst wenn sie uns einfällt, man in

Zweifel bleibt, ob sie die richtige ist Wird z. B. jemand, wenn in

der citirtcn Definition statt des Namens „Teile" die Frage nach dem

Kamen stünd*-, und das Wort „Ganze", das wir freilich schon relativ
'

zum Teilbegritf zu verstehen pflegen, gemäss dem Vorhergehenden

durch ,tl^inge ftlr sich allein betrachtet" ersetzt würde, daraus ent-

nehmen und gewiss sein, dass der Verfasser Teile gemeint hat?
j

Eine nnerlässliche Forderung, die als selbstverständlich erscheint,
{

und die sonst fast jedes Lehrbuch erfüllt, setzt der Verfasser in sd-

nem ideellen Streben ganz ausser Augen: dass alle zur Bestimmung

dienenden Angaben den Begriff charakterisiren, d. h. directen Bezug '

auf das haben, was zu seinem Inhalt gehört und notwendig mit ihm 1

gedacht werden muss. Bei W. beziehen sie sich auf Prüfungsappa- '

rate, die dem Begriffe fremd sind. Mit Erfüllung dieses Erforder-

nisses ist nicht alles geleistet-, mag W. au gewöhnlichen Definitionen

Mangel entdecken} selbst wo sie im Grande Tautologien sind, können
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sie durch sachgemäese Nebenordniing zur Klarheit der Begriffe hei-

tragen, während jene Bätsei auch, nicht einen Anfang dazu reprftsen*

tiren. Basselhe gilt nun auch von der Definition derGrOsse, auf die

hier alles anicommt: ,^in Gktnzes heisst eine Grösse, wcou es 1) un-

beschränkt teilbar ist
; 2) ein Merkmal besitzt, welches sich bei keiner

Teränderung der Einteilung oder der Folge der Teile ändert und bei

einer gewissen Einteilung auch vou der Wiederholung eines Teils fttr

einen andern nnberflhrt bleibt/* Sie ist ein Rätsel, das an UnbiB-

stimmtheit alle andern fibertrifft. An weiches Merkmal soll man

denken? An Qualitäten: elastisch, schwarz, unbrauchbar, sinnlos?

Gar manche würden wol zutreffen bei Dingen, die der Verfasser nicht

gemeint hat. Vermutlich soll das Merkmal die Grösse im eigentlichen

Sinno, die Eigen srhaft so oder so gross zu sein, ausdrttcken, während

der Terminus „Grösse" für das Ding, welches gross ist und welches

ein abkürzender Gebranch gleichfalls Grösse nennt, vorbehalten bleibt

In der Tat sagt man dann und wann „das Dreieck" statt ,,die Grösse

des Dreiecks*^, hezeichnet somit das abstracto Merkmal durch das

Goncretum, dem es zukommt. W. will nun, wahrscheinlich weil er

meint, dass das Goncretum für den Schüler £assbarer ist als das Ab-

stractnm, diesen gel^entlichen Gebrauch zum ersten und definitiven

Gebrauch machen; er will unter Grösse stets das grosse Ding ver-

stehen. Ob dies durchführbar ist, wieviel durch diese Abweichung

wieder in Frage gestellt wird, bleibe unerörtert. Jedenfalls musste

ttber den Sinn nach allen Seiten hin genaue Rechenschaft gegeben

werden. Ist also mit dem „Merkmal" die Grösse gemeint, ist also

factisch Grösse durch Grösse definirt, so durfte dieser Umstand dem
Leser nicht verschwiegen werden. Beeinträchtigt die Collision des

Namens die Deutlichkeit, so wird das Uebel durch die Namenlosigkeit

auf der einen Seite nicht gehoben, sondern verschlimmert. Offenbar

sind in §. 3. I. die Bestimmungen zweier Begriffe in einander ge-

schoben, und 1 Satz daraus gemacht. Der Verfasser will die Grösse

als Grosses definiren, kann aber dazu die Grösse als Merkmal nicht

entbehren und zeigt damit, er mag wollen oder nicht, dass in der

natürlichen Folge exacter Auffassung das Abstractum das Erste, das

Goncretum das Zweite ist. Dem entsprecheud hätten auch müssen

zwei Dehnitioneu aufgestellt werden , wenn Klarheit das Ziel war.

Diejenige, auf welche alles ankam, ist nun die Dehnitiou der Grösse

als Merkmal. Sie wird sehwor verständlich durch den ungebräuch-

lichen Ausdruck „Wiederholung eines Teils für einen andern", bei

dem man in Gofalir kommt den Sinn zu verfehlen. Im übrigen könn-

ten wir nur wiederholen, was über die Definition von .,Teil" gesagt

ist. Wie durch solche Detinitioiicn die Klarheit der Begriffe gefördert

werden soll, ist nicht abzusehen. Wir machen an dieselben keine

unerfttUbaren Ansprüche: Definitionen können den Inhalt von Grund-
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bogrifsii nidit gebeiL Letstere werden aaf prtktisoliein Wege f^
Wonnen, nnd die Definition soll sie nnr ftr die wissenschaftliche ye^

Wertung sduurf genng bestimmen. Bas ist aber nicht möglich ohne

Anwendung nnd Einschrftnimng anf das Gebiet nnd die OegenstSade

der IfathematUc. Das Gegenteil geschieht hier. Der Begriff ,,coii-

gment^S welcher den Schfllem auf dieser Stnfe vielleicht schon ab

geometrischer bekannt ist, wird ohne andre als negirende Bezog-

nähme auf Mathematilc so definirt, als solle er fOr ganz beliebige

Lebensverhältnisse passen. Congrncnt hcisst übereinstimmend-, worin

übereinstimmend wird nicht gesagt, das Wesen des Begriffs bleibt im

Dunkeln. Das Vorstehende sollte nur nachholen, was in dem citirtes

frflhem Berichte noch nicht berührt worden war. Es ist inzwischen

von manchen Seiten geäussert worden, das Lehrbuch eigne sich nicht

zur EinfiÜirung in Schulen. Bei einer so unmotivirten Abweisai^

sollte man es aber nicht bewenden lassen, wo ein Werk vorliegt, da«

mit so grossem Fleisse in conseqnentcr Durchfuhrung eines Godankeni

zu dem Zwecke bearbeitet ist, dass es sich für Schulen eignen soll.

Ist dieser Zweck nicht erreicht, so hat der Yeriasser wol Ansprach

darauf, dass ihm die Gründe der Abweisung genannt werden, und er

dadurch Gelegenheit findet gegen dieselbe Einsprach zu tun. Unsers

Erachtens liegt der Gruud nicht in der Form der Bearbeitung des

Einzelnen, sondern das Ganze ist im Priucip verfehlt; deshalb ist

ansschliesslich das Principielle und zwar mit grösserer AnsfttiirUch-

keit besprochen worden. H.

Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen.

•

Lehrbuch der Elementar -Geometrie. Von Dr. E. G linzer,

Lehrer der Allgemeinen Gewerbeschule und der Schule für Ban-

bandwerker in Planiburg. Zweiter Theil : Stereometrie. Mit 142 Fi-

guren und einer Aui^bensammlnng. Hamburg 1881. F. H. Nestler

u. MeUe. 148 S.

Der erste Teil, enthaltend die Planimetrie, ist im 258. litt. Be-

richt besprochen. Auch der gegenwärtige zweite Teil ist, wie über

jenen bereits bemerkt worden, mit grossem Geschick bearbeitet und

zeugt von einer Umsicht, einer Bcliensehuug des Lehrstoffs und einem

durchgehends klaren Festhalten am pädagogischen Ziele, wie es uar

bei hoher Begabung möglich ist. Ilurvortreteud ist auch hier das

ausführliche Eingehen auf alle Fragen, die zu einer vollständigen

Aulfassung und einem gründlichen Verständniss gestellt werden müs-

sen. Mit Recht legt der Verfasser dem Abschnitt über die Lage der
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Geraden und Ebenen die grOsste Wichtigkeit bei nnd bebandelt

sämmtlicbe hier sich darbietende FftUe erschöpfend nnd in solcher

Ordnung, dass dem Schüler nach einmaliger Barchnahme leicht das

Ganze gegenwärtig sein kann. Er beginnt mit der Bestimmung der

Ebenen nnd ihren Barchschnitten. Dann folgt die senkrechte nnd

schiefe Lage von Geraden nnd Ebenen, dann die parallele Lage,

dann beidea besonders in Betreff sweier Ebenen. Alle erdenklichen

nfthem Umstftnde werden dorch hinzngefftgte Fragen znm Bewosst-

s^n gebracht Hieran schliesst sich ein Abschnitt Ober den prisma-

tischen und den pyramidalen Baum (Ecke), in welchen alle sonst

dem Prisma nnd der Pyramide zugeordneten Sfttze gehören, die mit

den Endflächen nichts zu tun haben. In dieser Aussonderung giebt

sich am ganz geeigneten Orte das wissenschaftliche Prindp der Iso-

lirung kund. Der II. Abschnitt, von den KOrpem, zeichnet sich durch

gi^osse Reichhaltigkeit unter dem Gesichtspunkt praktischer Verwertung

aus. Die Zahl der in Betracht gezogenen ebenflädiigen Kdrper ist

etwas grösser als gewöhnlich. Mohr noch zeigt sich die Beichhaltig-

keit in den instructiven Seiten der Betrachtung eines jeden. Das

Zugezogene hat sichtlich den Praktiker im Auge, kommt aber den

wissenschaftlicheu Erfordernissen im yoUen Masse nach. Eine Be-

merkung ist jedoch daran zu machen. Schon bei der Gleichheit der

Pyramiden wird Anwendung von der unendlich kleinen DiiFerenz ge-

macht Alles ist sorgfiUtig und zweckentsjNrechend yorbereitot; auf

sinnreiche Art ist die Differenz der einscbliessenden Grenzen auf die

unendlich kleine letzte Schicht redncirt. Es blmbt nur der definitive

Schluss zu ziehen, und — hier fehlt die Pointe, statt ihrer findet man
Oberflflssige, nicht einmal zutreffende Worte, die sich kaum anders

erklären lassen, als dass der Verfasser die ein&che, exacte Schluss-

weise doch nicht verstanden hat; denn da in der Ueberschrift der

Beweis indirect genannt wird, so kann nicht die Abgebt gewesen sein

ihn als directen erscheinen zu lassen. Der exacte Schluss ist folgen-

der. Die Differenz der Pyramiden ist unveränderlich, folglich entweder

null oder eudlich. Letzteres ist unmöglich, weil sie kleiner ist als

die unendlich kleine letzte Schicht
; folglich ist sie null. Nach den

Teztworten würde sie nni* so klein sein, dass sie sich nicht mehr
angeben lässt; die Mathematik kann aber jede noch so kleine Grösse

angeben. Eine so unklare Aeasserang hätte man in diesem Buche

nicht erwartet. — Der Behandlung der krummflächig begrenzten Kör-

per, Walze, Kegel, Kugel, die jetzt folgen soll, geht in logisch cor-

rccter Folge voraus die Theorie der sie begrenzenden krummen
Flächen. Dann erst werden die Oberflächen und der Rauminhalt der

genannten Körper sowie ihrer Tciile nach Grösse berechnet. Ans
dem Kegel wird dann die Thcoriu der Kegelschnitte hergeleitet und

zwar deren Aufnahme durch die Wichtigkeit der Ellipse auch fOx
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den Praktiker motivirt Es ist, soviel dem Bef. bekannt, unter den

Sohnlbflehem das gegenwärtige das erste, welches von der vortrefflidi

ein&chen Stdner^schen Herleitnng der Focaldgenschaften ans dem

Kegel mittelst zweier die Scknittebene nnd den (geraden) Kegel be-

rahrender Engeln Anwendung macht Die Hjperbel geht voraiu;

bei ihr nftmlich genOgte die Betrachtung des SpecialiaUs, wo die

Schnittebene der Axe parallel, die Engeln einander gleich sind. Bd

der Ellipse bot sich keine solche Erieichtemng dar; der Schnitt lA

beliebig schräg genommen. Ein Anhang behandelt die regelmässigen

Polyeder, ein zweiter enthält 212 Uebnngssätze ,nnd AaSgßben. .

H.

Elemente der analytischen Geometrie für den Schulunterricht

bearbeitet von Dr. J. 0. Gandtner, Geh. Ol)er-Regierungs-Rat und

vortragenden Rat im Königl. preuss. Ministerium der geistlichen.

Unterrichts- i^nd Medizinal-Angelegenheiten. Fflnfte Auflage. Her-

ausgegeben von E. G r u h 1 , Direktor der Realschule I. 0. zu Barmen

Mit 49 in den Text eingedruckten Holzschnitten. Berlin 1881. Weid-

mann. 92 S.

Der Yeriasser hält den Unterricht in der analytischen Geometrit

nnr dann für fruchtbringend, wenn er sich auf die ersten fUemente

beschränkt Darf man nach der wirklichen Bt doutung der analyti-

schen Geometrie urteilen, so liegen die Gründe für die entgegen-

gesetzte Ansicht sehr nahe, für die nämlich dass nur durch Voll-

ständigkeit innerhalb natürliclier Grenzen irgend ein Growinn zu

erzielen ist. Das gegenwärtige Lehrbuch giebt die EinfQhmng der

Goordinaten, die Gleichung der Geraden, die Discussion ffkr beide

nnd einige ausgewählte Elementaraufgabon, bei deren Lösung die

Fignrbetrachtung einschliesslich der constrnirten Coordinatenlinien

nirgends erspart wird, dann die geometrische Definition und einige

Eigenschaften der einzelnen Kegelschnitte, die hernach in Beziehang

gebracht und aus dem Kegel abgeleitet werden, zuletzt eine Reihe

leicht lösbarer Aufgaben. Durchweg erscheinen hier die Coordinaten

als willkürliche Vermehrung der Fipur, die Aufgaben als bloss her-

vorgerufen durch die Zuziehung jeuer Liuieu. Dasselbe gilt von der

anfänglichen Erweiterung des Coordinatenbogrirts, indem derselbe mit

Einschluss schiefwinkliger Coordinaten detinirt wird , ohne dass eine

nennenswerte Anwendung davon vorkommt. Einen Zweck der Coor-

dinateneinführung können die Schüler daraus nicht cntnehmeu, die

Bedeutung des analytischen Verfahrens dadurch nicht erkenne»;

dazu ist nicht das mindeste gegeben: denn zur synthetischen Geo-

metrie kommt nur eine neue Synthese hinzu Sollen wir also in der
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Aufnahme der. hier behaudclten Dottriu als Unterrichtsgegenstaiid

einen Zweck finden, so würde es etwa der sein, ein neues Feld für

Beschäftigung zu erötfuen, den Primauerii, welche die elementare

Planimetrie für abgetan ansehen mögen, durch Vorführung in neuer

Gestalt neuen Reiz zum ferneren Betreiben derselben zu erteilen und

liicsen durch den Hinblick darauf, dass sie mit dem Erlernten einen

Gt ^^'custand künftigen, höhereu Studiums im voraus kennen lernen,

zu erhöhen. Der Erfahrung des Verfassers wollen wir es gern glau-

ben, dass .sich der darauf bezügliche Unterricht in dem Sinne frucht-

bringend gezeigt hat, sofern die Schüler mit Lu.-st und (xolingen dem
gezeigten Wege gefolgt sind. Auch spricht die tadellos correcte Ab-

fassung;, der leichtfassliche Vortrag und die Wahl der Aufgaben,

welche wol auch Minderbegabte nicht zu schwierig finden werden,

für einen solchen Erfolg. Nur möchte statt des Titels „analytische

Geometrie" der Titel „Coordinatcnlchre'* zutreffender sein, da ja die

Oeometrie hier nicht analytisch getrieben wird.
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Litteramcher Bericht

coLxvn.

Geschichte der Mathematik and Physik.

Bnlletino di bibliografia e di storia delle scieoze matemafiche e

fisicbe pubblicato da B. Boncompa'gnL Tomo Xni. Roma 1880.

Tipografia delle suienze matematiche e fisiche.

Der Iiibait der 6 letzten Helte ist folgender.

IL Steinschneider: Notiz flbor die, Peter III. von Aragon

zogescbriebenen, astronomischen Tafeln.

C. Henry: Krpäiizuiig zu der .\rl)oit (T. XII. p. 177) „Uuter-

suchuugL'U über die Maiiiiseriiite von Pien t' de I'ennat uebst uuge-

drucktcn Fragmenten von I^achil und Mah'l)raii!:lu'"\

G. Govi: Neues D()( ument in Bezug auf die Eriiudung des

Biuocular-Fernglascs mit Abbildung.

A. Favaro: Die englischen Vorläufer Newton'». Uebersetzong

aus Edinburgh Review.

A. Marre: Notiz über Nicolas Cbuquet und seine Dreiteilung

in der Zahlenlebre. £s folgt der Text des Werkes nach dem Ma-
nuscript.

B. Boncompagni: Michel Chasles.

Michel Chasles geboren in i]perou (iMiru et Loire) den 15. No-

vember 1793 war Zr)gling der Polyteclmisclieii Schule zu Paris zu-

gleich mit Gaetano Giorgini, ward an derselben nach Savary's Tode

am 6. November 184L zum Professoi' ernannt, gab iJ-föl diese Stel-

lung wegen einer von ihm gemisbilligteu Aenderuug au der Schule

TtilLXTU. HAltS.
. 3
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auf, 1846 ward er Professor an der soeben gegrflndeten Facaltät der

Wissenscbaften za Paris, 1851 ]|fitg]ied der Akademie der WiBsen-

achaften des Institat de France, später Mitglied des Conseil de per-

fectionnement der Polytechnischen Schnle, 1860 Präsident der Aka-

demie, starb den 18. November 1880. lieber seine Sdiriften nnd

seine Lehrth&tigkeit enthält der Nekrolog viele Angaben.
H.

Testamento iiicdito di Nicolo Tartaglia i»ubblicato da B.

Boucompagui. Milauo 1881. Ulrico Hocpli. 4ö S.

In dieser Schrift wird znm Schlnss mitgeteilt der gednickte

Wortlaut des, im Notar-Archiv zn Venedig befindlichen, vom Notar

Bocho di Benedetti aufgesetzten Testaments, femer einer nicht gani

übereinstimmenden Copie und ein Facsimile des Originals. Nach dem

beigefügten Zengniss des Notars ist N. TartagUa (Tartalea),- gebOrtig

ans Brescia, gestorben am 13. December 1557. Zn Anfang werden

zusammengestellt die Angaben seines Tode^ahrs von G. Libri (HisL

des sciences math. en Italic), J. C. Poggendorff (Biogr. litt. Hand-

wörterbuch), 0. Merlieox (Nouv. biogr. g^n.), H. Hankcl (Znr Gescb

d. Math, im Alt u. Mitt.), sämmtlicb auf 1559, 0. Tcrqnem (M
de bibl., d'hist. et de biogr.) auf 1556, N. C. Papadopoli (Hist. gymn.

Patavini) und C. Saxe (Onomasticon litcrarium) auf 15G0, G. M. König

(Tartalea) auf 1566, G. B. Chiaramonti (in einem Briefe von 1784)

auf Anfang des 17. Jahrhunderts — welche hiermit als irrig uacb-

gewiesen sind. Das richtige Jahr 1857 findet sich angegeben von

Job. Jak. Hoffmann, Joh. Bapt. Ladvocat, J. St. Montucla, G. Tira-

bosclii, F. S. Do Feller, P. L. Gingueue, P. de Angelis, G. B. Cor-

niani, J. G. Th. Graesso n. A. Andere ans Licht gezogene Doca-

mentc liahen Bezug auf N. Tartaglia's Vater Michele und Bruder

Zampiero (d. i. Giampietro).

H.

Biographische Skizzen aus der Geschichte der Naturwissenscfaaftoi

und der Mathematik. Von A. Erflger, Bealschul-Direktor. Berlin.

1881. W. Weber. 38 S.

Das Buch ist ein luich den Niinicn der Autoren geordnetes Lexi-

kon der wisseuschattücheu Entdeckungen, mit gesonderter Behandlung

der 4 Zweige: L Tliysik und Astronomie, IL Chemie, IIL Natur-

gescliichte, IV. Mathematik. Von den einzelnen Autoren sind ange-

geben: Geburts-Jahr und -Ort, mehr oder wenij^er biographische No-

tizen und ihre namhaften Entdeckungen. Es scheint nicht Grundsatz

des Verfassers gewesen zu sein die wichtigsten Entdeckungen aafza-
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nehmen, sondern nur die, welche ihm xnii&Uig bekannt waren; zu

letztern gehören nicht die Entdeckungen von Legendre, Abel, Jacobi,

deren Namen im Abschnitt tob der Mathematik gar nicht erwähnt

sind, während ein Heransgeber einer Aufgabensammlnng darch diese

Leistung allein einen Platz in dem Buche erworben hat.

H.

Methode und Principien.

Die Bückläufigkeit des Baumes ein Lrihum und Ursache weiterer

Irrthttmer. Von Rudolf Otto Gonsentius. Karlsruhe und Leipzig

18&1. H. Beuther. U S.

Was der Verfasser für Irrtum erklärt, ist die Behauptung, dass

die unendlich fernen Punkte einer Geraden in beiden Richtungen

zusammenfallen. Er nennt sich Dichter, Schauspieler, Laie in der

• Mathematik, sagt, dass er als Laie sonst freundliche Belehrung er-

fahren habe, dass aber ein so principieller Angriff wie hier doch

hinter der Grenze freundlicher Aufnahme liege. Zunächst ist dazu

zu bemerken, dass der Verfasser durch Arbeiten wie die im 213. litt.

Ber. besprochene anerkennenswertes Geschick in der elementaren

Geometrie bewiesen hat, dass also seine Selbstbezeichnung als TiUio

nicht recht zutritlt. Auch zeugt die gegenwärtige Schrift zum grossen

Teil von klarer cxacter Logik. Sollte derselbe, wie er erwartet, das

Schicksal haben ignorirt zu werden, so liegt das wol nicht an der

Misachtung seiner Befalii^ning; ebenso unbegründet ist seine Bcsorg-

niss, dass zur Abwehr seines tötlichcu Angriffs das Iguoriren als

einzige Watle in Anwendung kommen würde vielmehr wird der An-

griff' vielleicbt deshalb unbeachtet bleiben, weil er so ganz und gar

nicht neu und wol schou zu oft beantwortet worden ist. Der Ver-

fasser führt durch, dass, wenn man aus der Gleichheit des Doppel-

Ycrhältuisses zwischen 3 festen Punkton einer Geraden und einem

unendlich entfernten nach der einen und andern Seite » und

(2 — 00 ) auf die Einheit des letztern schliesson kOnnte, man mit

gleichem Rechte das Zusammenfallen aller Punkte des Baumes folgern

dürfte. Diese zu allen Zeiten häufig angewandte Art der Wider-

legung ist keine exacte: zwischen Unsinn und Unsinn einen strengen

Zusammenhang statuiren ist überhaupt unlogisch. Dennoch kann

dadurch der Gegner, wenn er Bede steht, dazu geführt werden, seine

persönliche Incompetenz einzuräumen. Objectiy wird die Widerlegung

erst durch Einsetzung haltbarer Begriffe. Der Fehler in dem ange-

griffenen Schlüsse ist kein verborgener. Die genannten Doppel-

8*
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Terhältnisse sind nicht gleich, sondern nur ihre Grenzwerte; aus dem

unendlich kleinen Fehler, den man durch die Unterschiebung begeht,

crgiebt sich aber ein unendlicli grosser Fehler im Resultat, wie eine

leichte Rechnung zeigt Bekanntlich mnss der durch jenen Trug-

sdiluss hergcloitoto Satz symbolisch gedeutet werden. In gleichem

Falle sind die zalilreicheu „Irrtümer", die der Vcr&Bser als ver-

ursacht durch jenen falschen Satz aufführt. Bemerkenswert ist, dass

er einmal die Nützlichkeit eines solchen einräumt. Nun ist aber .der

Verfasser, indem er dem Fohlschluss auf den Grund gehen wollte,

selbst auf einen Irrweg geraten. Er sagt, eine unendliche Grösse

ist keine bestimmte, ein unendlich femer Punkt kein bestinimter,

daher sind sie ideell. Den Gegensatz zwischen variabel und coustant

verwechselt er jetzt mit dem zwischen ideell uml wirklich, und bildet

sich eine Theorie der Beziehungen beider, in welcher ihn die sonstige

Klarheit verlässt, und die ihn in Verwickelungen und Irrtümer führt.

Zu letztern gehört z. B, die Behauptung, dass zwei uneudlicb ferne

Punkte nicht einander unendlich nahe sein könnten. ludem er sich

den Fehler in jenem Schlüsse zu erklären sucht, kommt er zwar der

Entdeckung nahe, doch sind hier seine Acusscruno-en zu undeutlich;

hätte er den Fehler erkannt, so würde er ihn einfacher ausgesprocbeo

haben.

Gemein&ssliche, leicht controlirbare Lösung der Aufgabe: ^
ein ringförmig geschlossenes Band einen Knoten zu madien*' und

verwandter merkwürdiger Probleme. Von Dr. Oscar Simon y, a.

0. Professor an der k. k. Hochschule für Bodencnltnr, Privatdooent

an der Wiener Universität Dritte, erweiterte Auflage. Mit 42 Holz-

schnitten und 4 lithograpbirten Tafeln. Wien 1881. Gerold n. Comp.

Die Tendenz der Schrift ist offenbar, das Interesse des PnUiciims

an gewissen in neuster Zeit vorgeführten und mfü besproebenes

Zauberkunststücken durch Erläuterung der darin enthaltenen geome-

trischen Fragen zu erhöhen. Der Titel scheint Unmögliches zu ver-

sprechen, doch nur sofern er eine nähere Bestimmung verschweigt.

Von einer Lösung im empirischen Baume ist nicht die Bede, sondern

nur mit ZuhOlfenahme vierter Dimension, und auch von dieser nur

ganz kurz am Schlüsse; eine solche eingehend zu erklären mag der

Verfasser doch fEür zu schwierig gehalten haben. Es werden zuerst

einige Anfänge einer Theorie der Knoten ausfflhrlich und mit Ab-

bildungen gegeben, dann die Whrkungen der Längsschlitzungen eineB

im tordirten Zustande geschlossenen Papierstreifens besprochen, dauii

einiges ans den Elementen der Yier-Dimensionen-Geometrie behandelt

H.

56 S.
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Dann folgen, bezQglich auf einzelne Stellen, zahlreiche hiBtorisch

litterarische Noten, welche u. a. die ersten Urheber der betreffenden

Fragen ans Licht ziehen. Zu erwähnen ist daraus der Bericht des

Prof. Zöllner Aber die von ihm und einigen Gelehrten angestellte

Prttfnng der vom Zauberer Slade unter ihren Augen vollzogenen

Enflpfung von 4 Knoten in einen geschlossenen Bindfaden, worin

jedoch nur von ihren Vorsichtsmassregeln, nichts hingegen vom Er-

gebniss und von dem was sie gesehen zu lesen ist Ferner findet

sich darunter ein Abdruck einer dentschen Uebersetzung des Dialogs

zwischen Sokrates und Glankon, welcher die Deutung nahe legt, dass

darin Piaton die Möglichkeit der Existenz eines Mehr-Dimensionen-

Baumes und einer entsprechenden Dingwelt, von welcher der Mensch

nur die Projectionen auf den Sdcliuigen Baum wahrnimmt, begreiflieh

macht Aus Aeusserungen des Verfassers lässt sicli entnehmen, dass

derselbe nicht nur von dieser Existenz tiberzougt ist und in diesem

Sinne die oben genannte Lösung der Aufgabe für eine wirkliche aus-

giebt, sondern auch Slade für das Analogen jenes Entfesselten hält,

von dem Sokrates spricht, der nämlich in seine beschränkte Welt

zurückversetzt kein Verständniss für seine erweiterten Begriffe bei

sehnen Genossen findet

H.

Die imaginJIren Grössen und ihre Auflösung. Von Heinrieh
Friedrich Theodor Boyda. Stuttgart 1881. J. B. Metzler.

60 8.

Der Verfa?^sor entwickelt über die Bedeutung der imaginären

Grössen seine Gedanken, in denen jedoch sehr elementare Fehler

vurkunimen. Er hat sich tiberzeugt, dass die Quadratwurzeln aus

negativen Zahlen reell sind, und schreibt Gauss diese Entdeckung

zu, das ist uugcfalir das gleiche, wie wenn jemand sagte, Thaies habe

die Namen der Planeten entdeckt. Existiren solche Wurzeln nicht,

so ist der Name disiionibel und kann in neuen Theorien mit reeller

Bedeutung zur Verwendung kommen, nur darf kein Widerspruch

herbeigeführt werden: jedes reelle Kechnungsresultat muss stimmen.

Letzteres nachzuweisen hat der Verfasser bei seinen Aufstellungen

sich gar nicht zur Aufgabe gemacht. Er sagt, enttregemzesetzto

Grössen si>alteten sich zum zweitenmal in plus und minus ; denn eine

nach oben positive, nach unten negative Linie habe ausserdem links

und rechts eine positive und negative Seite, -f-^ und —4 k(»nntcn

wieder jedes als Vermögen und als Schulden betrachtet werden.

Dass letzteres in anderem Falle ist, wo naudich die Gegensätze sich

decken, und nur eitier übrig bleibt, entgeht ihm. Von beiden Fällen

macht er die Anwendung in folgender Weise; ein (.Quadrat links und
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rechts, oben und nntOE habe eine reelle Seite, die sich in allen

4 Richtungen denten lasse; die Quadratwurzel ans 4 kOnne man
cbcusowol als ans 4 Einheiten Schulden wie aus 4 Einheiten Yer-
mOgcu auffassen. Er hat also aus der Bechenschule nicht behalten,

welche Operationen mit benannten Zahlen allein gestattet sind. Es
wurde nicht lohnen auf das Weitere einzugehen, und mag nur zur

Erklärung des Titels bemerkt sdn, dass der Verfasser unter Auf-

lösung die Operation ohne Rüdtsicht auf das Vorzeichen versteht

H.

Arithmetik, Algebra und reine Analysis.

Neue Integrations-Wege. Von Prof. Dr. P. Helmling (an der
Kaiserl. Universität Dorpat). (Aus den Memoiren der Kaiserl. Aca-
demie der Wissenschaften in St Petersburg.) Dorpat 1881. Verlag

Leipzig, G. A. Koch. 4<>. 39 S.

Die Scitritt liaiuk'lt vuu der approxioiativcu numerischen Be-

recbuuQg der lutegrale

^«föx, fe-9dx

wo 9 eine bestftDdig positive mit ob wachsende ganae Function ist

Durch wiederholte teilweise Integration wird ersteres in der Form
entwickelt

/V»8. - (l + + + .. ! -"^i») + f'"^9x

wo 9i = , 0} etc. ganze Functionen von x sind. Sie werden

recurrent bestimmt und durch eine Determinante^ ttbereinstimmeud

mit der von Hess gefundenen, dargestellt, in welcher von der Dia-

gonalreihe nach einer Seite hin alle ihr parallelen Reihen von der

zweiten au null sind. Diese lässt sich leicht so transformiren, dass

auch die erste parallele Bdhe verschwindet, und nur das Prodnct

der Diagonalreihe flbrig bleibt Da von letzterem aber wieder alle

Factoren bis auf das letzte Element sich auf beiden Seiten der Glei-

chung heben, so drflckt das letzte Element das gesuchte a aus. Bei

entwickelter Darstellung zeigt sich, dass dessen numerische Haupt-

masse in dem Term
1.3.ö...(2v— l)<p,»

liegt. Es wird uun über den iu Iiitegralforin gebliebenen Rest eine

längere Untersuchung geführt, iu Betreff deren wir auf die Schrift

L/'lLjlii^UÜ Oy
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selbst Terweisen mllsseii. Hieranf wendet sieh der Yer&sser zn' dem
.Thema seiner frflhern Schrift, s. d. 264. litt Ber. S. 43, nämlich der

Biccati'schen Gleichung. Diese wird in der Form dai^stellt:

Für Ä = 0 ist die allgemeine Lösung auf Grund des ersten Parti-

cularintegrals ^ sogleich vorhanden. Es wird nun gezeigt, dass mau

die rechte Seite stets so transforrairen kann, dass A' klein wird. Die

api)roximative numerische L(isuug geht dann vom so erhaltenen Haupt-

wert ^ ans und corrigirt denselben. Im allg(>mciuen Integral ist im

Nenner ein Integral von der vorher behandelten Form enthalten und

giebt dadurch Gelegenheit von der approximativen Berechnung des-

selben Anwendung zu macheu. Zur Erläutcraug wird schliesslich ein

Beispiel gerechnet.

H.

Handbuch der algebraischen Analysis. Von Dr. Oskar Schlö-
milch, Geh. Schulrath im K. S. Cultusministerium. Sechste Auflage.

Mit in den Text gedruckten Holzschnitten. Jena 1881. l'riedrich

Frommann. 413 S.

Das Buch behandelt, mit durchgehender Vermeidung des Diffe-

rentialbegrifEB, zuerst die Elemente der Functionstheoriö, Functionen

als Grenzwerte von andern, einiges von der Stetigkeit, die Integration

einiger Functionen, dann die Theorie der unendlichen Reihen, die

binomische Reihe, die Reihen fOr Exponentialfunctionen und Loga-

rithmen, für Ereisfunctionen und deren Inverse, dann die Functionen

complezerVariabeln und die Reihen fftr solche, dann die EettenbrUche

und die Verwandlung von Reihen in solche, schliesslich in einem An-

hange die Theorie der höhern und transcendenten Gleichungen. Die

Prindpien der Theorien werden ausführlich und sorgfältig erörtert

Da das Buch in weitem Kreise bekannt ist, so bleibt nur in Betreff

der neuen Auflage zu erwähnen, dass darin das Nötigste Aber die

Grenzwerte der Functionen zweier Variabein, ein neuer Fall von

simultaner Convergenz und Divergenz zweier Reihen und mehrere

neue, dem Theorem von Gotes analoge Sätze hinzugekommen sind,

dagegen die Auflösung der Geichungen 8. und 4. Grades weggdassen

worden ist. ,

H.

Herleiding van eenige integralen met den ^ortelvorm

Vi -\^p sin-x cos'^a;

tot elliptische en andere integralen. Door D. Bierens de Haan.

L^iyiii^ud by Google
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Uitgegeven door de Koninklijke Akademie van Wetenscliaiipen te

Amsterdam. Amsterdam 1881. Johannes MfiUer. 4^. 50 S.

Es wird erst eine grössere Anzahl von Formeln entwickelt, die,

wenn wir obige Quadratwurzel mit J bezeichnen, Integrale der Form

/ ^^-9x, unter g>(x) eine ganze Function yon sin^ yerstanden, in

der Giuiiilfuriii 1. und 2. Gattung darstcdleu, die Fälle positiver und

negativer p gesondert behandelt. Eine Differentiation nach 2^ bildet

-^dv. Die Wiederholung

fülirt zu einer linearen Relation zwischen einer Reihe höherer Diffe-

reiitialquotienten nach 7), die dann in symbolischer Form sehr ein-

lach ausgedrückt wird. Weiterhin kommt auch die Substitution

in Anwendung. Im ganzen ist wol das Ziel der Arbeit neue Ueber-

gäugo von einer Formol 2ur andern zu gewinnen.

Vermischte Schriften.

In memoriara Do mini ci ('hclini Collcctanea Mathematica

nunc i)rinuim odita cura et studio L. Cremona et E. Boltranii.

(Neapoli) Mediolani (Pisis) 1881. Ulrich Hoepli. 424 S.

Nach einer Anrede an die Leser, aus der wir ersehen, dass die

Ton C. W. Borchardt gelieferte Arbeit unniittolbar vor seinem Tode

abgesandt ist, enthält die Denkschrift folgende Aufs&tze.

E. Boltrami: lieber das Leben und die Werke von Domenico

Cheliui.

* C. Her mite: Ueber Jacobi's Functionen und H(x).

F. Siacci: Das Central liyperboloid bei der Rotation dor Körper.

A. Gayley: Ueber eine Differentialgleichung.

Gr. Battaglini: Ueber die kubischen temftren syiygetischen

Functionen.

T. A. Hirst: Ueber die von 2 entsprechenden Ebenen erzengten

Gomplexe.

E. D'Ovidio: Note über einige au die kubische Raumcurve

gekuüplto Hyperboloide.

uiyui^ud by Google
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A. M a 11 u h oim : Ebene Constractionen der Krümmangselemente

der Wellenfläche.

E. Padova: üeber die Integration der partiellen Dilfercntial-

gleichnngen 1. Ordnung.

H. J. S. Smith: Uebor gewisse Kettenbrüche.

£. Caporali: lieber die linearen dreifach unendlichen Systeme

algebraischer ebener Curven.

y. Cerrnti: Ueber eine Yerallgemeinemng einiger Sätze der

Mechanik.

G. Bardel Ii: üeber die Gleiclij,'e\vichtsaxeu.

6. Darboux: Ueber die Kiccaü'sche Gleichung..

C. W. Borchardt: Ueber 2 Algorithmen analog dem des arith-

metisch-geometrischen Mittels zweier Elemente.

y. Brioschi: Ueber eine binäre Form 8. Ordnung.

F. Brioschi: Die Besultante zweier binärer Formen 3. und 4.

Grades.

L. Kronecker: Ueber Potentiale »facher Mannichfaltigkeiten.

E. Betti: Ueber die Fortpflanzung der Wärme.

T. Heye: Ueber quadratische Kugelcomplexe und coufocale

Cykliden.

U. Dini: Einige Sätze über Functionen einer complexenYariabeln.

J. Schläfli: Einige Bemerkungen über die Lamö'schen Fnnc*

tionen.

R Wolf: Ueber die Abspiegelung der Sonnenfieckenperiode in

den zu Born beobachteten magnetischen Variationen.

C. F. Ge iser: Ueber die dreifachen Secanten einer algebrai-*

scheu Kaumcurve.

-F. Casorati: Eine Fundamentalformel betreifend die Discrinü-

nanten der Differentialgleichungen und ihrer ToUständigeu Primitiven.

E. Bertini: Ueber die rationalen Banmcurven 5. Ordnung.

G. Jung: Ueber die schiefen Momente eines Systems von Punk-

ten und über Hesse's imaginäres Bild.

E. Beltrami: Ueber die Theorie der Rotatiousaxcn.

B. Boncompagui: Ueber ein uugcdrucktes Testameut von

Nicolo Tartaglia.

L. Cremona: Ueber eine gewisse Fläche 4. Ordnung.

H.
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Wolfs natnrwissenschaftlicb - mathematisches Vademecum. Al-

phabetische und systematische Zusammenstolliinß der iieoereii und

besseren Literatur-Erscheinungen auf dem Gebiete der Naturwissen-

scliafton und Matbematik. Mit Vorwort von Dr. Luersseu. Privat-

Docent in Leipzig. Nebst Vcrzeichniss vou Antiquaria, z. Tb. die

Bibliothek des f Dr. A. B. Reicbeubach iu Leipzig enthaltend.

Leipzig 1881. Kössliug (Gustav Wolf).

Bas Yorli^nde ist ein alpliabetisehes Verzeicfaniss der deatschen

Litterator jener Fächer, ans den letzten 6 Jahren so vollständig als

möglich war, ans den frflheren Jahren znräck bis 1850 das Gangbare

enthaltend — nnd zwar Namen der Yerfiasser mit Gegenständen,

allgemeinen nnd speciellen, in eine alphabetische Reihe gestellt, bei

letztern aber anf erstere verwiesen. Die Ladenpreise sind angegeben.

Das Yerzeichniss der Antiqnaria folgt gesondert
H.
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Litterarischer Bericht
CCLXVIII.

Lclirbiiclier, Sammlungen und Tabellen.

Lehrbuch der Buchstcabenrechnniii^ und der Gleichungen mit einer

Saniinhintr von Aufgaben. Von F. Kummer, Proft-ssor a. I). am
Gymnasium und a. o. Professor der Mathematik au der Universität

zu Heidelberg. Erster Theil. Die Buchstabeurechuung bis zur Lehre

von deu niederen Reihen (einschliesslich) und die Gleichungen vom

ersten uud zweiten Grade enthaltend. Fünfte Auflage. Heidelberg

1881. Carl Winter. 408 S.

Das Buch ist für den Zweck eingerichtet nicht sowol Mathema-

tiker als vielmehr algebraische nnd nmnerische Rechner auszubilden.

Der Verfasser hebt im Vorwort, wo von Fordemngen der Logik,

wo von Theorie und Beweis nicht das mindeste steht, als anter-

scheidcndo Eigenschaft hervor, dass zn jeder Hegel eine genügende

Meuge Uebnngsbeispielo (ohne Lösung, mit Resultat) hinzugegeben

sind um jede andere Beispielsamrolung entbehrlich zu macheu. Die

Aufgaben sind fast sämmtlich neu, wenigstens was die Zahlenwerte

betrifft; auch sind einige über die Auwendung der allgemeinen Arith-

metik auf Geometrie und Naturlehre unter denselben. Die zur Lö-

sung nötigen Sätze sind kurz aufgeführt, bei den geometrischen Auf-

gaben ist auf das Lehrbuch des Verfassers (Heidelberg. J. C. B. Mohr)

verwiesen. Die Worffassung der Sätze ist stets correct und verständ-

lich, doch die Begründung fehlt fast gänzlich. Zuerst auffällig ist

dies bei der Multiplicatiou der Brüche, die mit einfacher Aufstellung

der Regel uud Einübung abgetan ist Beschränkt man den Zweck
des Lehrbuchs auf Erzieinng praktischer Fertigkeit, so zeichnet es

sich durch Vielseitigkeit und Reichhaltigkeit aus. lu der neuen Auf-

lage sind mehrere Abschnitte ausführlicher behandelt als in den

frühem. H.

uiyui^ud by GoOgle
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zu ersehen, warum überhaupt hier von Unendlichkleineu (ihre Erklä-

rung fehlt gänzlich) die Rede ist, da überall „(Null)'* dahinter steht.

Wenn der Verfasser beides für dasselbe hielt, so konnte er ja direct

Null sagen. Die fernem Gegenstände sind: Zahlcutheoretisches, Po-

tenzen und Wurzeln mit ganzen und gebrochenen Exponenten, ima-

ginürc Grössen, Irrationalzahlen, Wiirzelauszichen ans Zahlen und

Buchstabeuausdrückeii, Logarithmen, Progressionen, tigurirte Zahlen.

Zinseszills und Renteureclinung, Periimtationoii, Combinationcn und

Variationen, der binoinisclic Satz für ganze und gebrochene Expo-

nenten (die Bedingung der Convergenz wird oliiie Beweis aufgestellt,

und zwar ungenau: statt r •< 1 muss es heisseu — 1 -r;^ x <C Ii und

das Wort ,.nur" niuss wegfallen), ferner Wahrscheinlichkeitsrechnung,

Kettenbrüche, und im 8. Ahschnitr: dio Gleichungen 1. Gra^h s mit 1

und mehrern Unbekannten, die Proportionen, die Gleichungcu 2., 3.

uud 4. Grades, die diophantischca Gleichuugeu.

Grundriss der ebenen Geometrie, zum hcuristischou Unterrichte

für Gymnasien. Vou A. Zicgler, Gymnasial-Professor in Freising.

Zweite, unveränderte Auflage in nener Rechtschreibung. Landshut

Ph. Krau. 60 S.

Der Ver&sser verwirft schlechthin alle deutschen Scbulbttcher

fttr Geometrie mit Ausnahme eines einzigen, das ihm &kr seine Be-

stimmung nicht passt, ist dagegen von den französischen sehr befrie-

digt. Um dieser Bevorzugung Ausdruck zu geben, war wol die in-

volvirte indirecto Behauptung, dass es in Deutschland „für eine

Schande gehalten werde ein gutes Schulbuch geschrieben zu haben**

— eine Behauptung dio er doch gewiss nicht zu verteidigen denkt —
nicht nötig. Die Gesichtspunkte, welche seine Anforderungen charak-

terisaren, sind reichlich dargelegt. Dass die ausgesprochenen Grund-

sätze richtig seien, hlllt er för zweifellos, erwartet hingegen die £ntp

Scheidung der Kritik, ob ihnen die Ausarbeitung entspricht Eine

weitere Frage an dio Kritik , liegt uns als innere Angelegenheit eines

andern Staats zu fern. Zweifel an der Richtigkeit seiner Grundsätze

musste der Yer&sser im Gegenteil für wahrscheinlich halten, da wol

im allgemeinen joder der Autoren, Aber die er sich so ungflnsttg

ausspricht, aus bewusstem Gründe von den hier beliebten französi-

schen Mustern abgewichen ist. Auorkannt ist in der Tat das vor-

zügliche Geschick der französischen Mathematiker im einfachen Yor^

trag der Doctrin auf dem Boden des gereiften Yerstandes; ein Zurttck-

schauen hingegen auf dessen Entwickelung kommt nie vor; was sie

vermissen lassen, ist, dass sie sich die Grundbegriffe nie zur Frage

gemacht haben. Das gleiche zeigt sich auch im vorliegenden Lehjr-

4*
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buch. Hier z. 6. heisBt es: ,^it der gleichzeitigeil VorsteUnng zweier

Punkte ist auch die der Bichtoug gegebenes Der Eandigc freilich

Tersteht, wie; der Anftoger hingegen kann es nicht Terstehen,

denn ohne Verschiedenheit der Richtung hat Richtung keinen Sinn.

Gleichheit and Verschiedenheit derselben wird erst durch Parallelen

und Winkel genügend deutlich, von Winkeln ist erst 10 Sätze später

die Rede, und ohne Bezugnahme darauf. Der Winkel ist hier erklärt

als eins der 4 Felder zwischen 2 sich schneidenden Geraden; dass

er eine OrOsse ist, dass Winkel gleich, grösser, kleiner sein können,

und wie, bleibt yerscbwiegcn, kommt aber bald in spedeller Anwen-
dung Yor, als ob es bekannt wäre. Indem wir ein so achtloses Zn-
werkegehen als einen Mangel an Grttndlicbkeit bezeichnen, die nun
einmal in französischen Schulbüchern nicht zu finden ist, soll damit

nicht das Verfahren derjenigen empfohlen sein, welche die Khirbeit

in den Grundbegriffen durch philosophisch formulirte Definitionen za

geben meinen, Definitionen die meist dem Vcrständniss ferner liegen

als ihr Ziel. Der Mangel ist ein ganz materieller. Wir haben zu

fordern, dass in- Betreff der elementarsten Dinge die Gesammtheit

der Beobachtungen, welche zur exacten Auffassung notwendig sind,

sich vollständig, in guter Ordnung nahe bei einander; explicite aus-

gesprochen findet, welche Satzform man auch zur Erörterung wählen

mag. Der Ausdruck „heuristischer Unterricht'^ bezieht sich auf den

Grundsatz, die Selbsttätigkeit der Schaler soviel als möglich in An-
spruch zu nehmen und ihr, wo es gebt, uuausgefährt das zu ttber-

lassen, was den Kräften der Schaler angemessen ist; eine besondere

Entwickelungsmethode scheint damit nicht gemeint zu sein. Der

Verfasser schreibt ferner der consequcntcu Einteilung und übersicht-

lichen Anordnung eines Schulbuchs Wichtigkeit zu. Diese ist hier

einfach so gestaltet, dass die obersten Tcüo die Gleichheit nud Pro-

portionalität bilden, in jedem wieder der Kreis von der geraden Linie

vollständig gesondert erscheint, dem entsprechend auch die Constnu'-

tionsaufgaben in der geradliiiigeu Geometrie mit Lineal und Winkel-

haken, in der Kreislehre mit Zirkel und Transporteur ausgeführt wer-

den sollen. Diese Systematik bat der Ordnung nach dem Deductions-

gange nicht im Wege gestanden: es ist das gesammte Gebiet der

Sätze, welclie unabhängig vom ParaUenaxiom bestehen, beendigt,

bevor zur Parallentheorie übergegangen wird. Die Beweise sind den

Euklidischen entspreclicnd, der Beweis für die Proportionalität in-

commeiuuralieler Strecken bricht leider da ab, wo die letzte Schluss-

folgorung zu ziehen war, als ob diese keine Wichtigkeit hätte. Jedem

A1)S( hnitt sind Ucbungssätze und -Aufgaben zugeteilt, im ganzen 196.

Die Figuren stehen auf lithographirten Tafeln; auch in diesen ist es

den Schalern zum Teil Uberlassen die Hülfslinien hinzuzuziehen.

Um auf die obige Frage des Verfassers an die Kritik zu antworten,
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80 haben wir keine Stelle des BncheB bemerkt, die nicht seinen aus-

gesprochenen Gmudsätzen angemessen wfire oder sich doch durch

deren Deutung motiviren liesse.

IL

Lehrbuch der ebenen Geometrie mit Uebuugs-Anfgaben f&r höhere

Lehranstalten. Von Dr. Th. Spieker, Professor an der Bealschulo

zu Potsdam. Mit vielen in den Text gedruckten Holzschnitten. Fflnf-

zehnte, verbesserte Auflage. Potsdam 1881. Aug. Stein. 338 S.

Im 217., 222., 251., 265. litt. lier. sind 4 der frühem Auflagen

besprochen. Die gegenwärtige zoichuct sich durch eine neue Behaud-

lungsweise der Lehre von den Winküln and Parallelen aus, welche

allen Anforderungen durtli vollständige, wol geordnete Darlegung

aller Seiten des Gegenstandes Goimirf^ tiif. Ausser der Ausführlich-

keit in Aufstellungen, welche das Lehrbuch durchweg charakterisirt,

ist zu erwähnen, dass es in einem besondern, nachfolgenden Cursus

durch Behandlung der Lohre von den Transversalen, der harmoni-

sclien Teilung, den Achnlichkeitsi)unkten, Chordalen, dem Tactions-

problem und den Kre.ispolaren ziemlich weit in die neuere synthe-

tische Gcoinotrie einführt, dann die Anwendung der Alg('l)ra auf

geometrische Probleme, metrische Relationen am Dreieck und der

I^'igurou am Kreise enthält und zu einzelneu Abschnitten Uebungs-

auigaben stellt.

H.

Lehrbuch der Planimetrie mit Rücksicht auf Wöckels Sammlung
geometrischer Aufgaben bearbeitet von Th. £. Schroeder, Pro-

fessor der Mathematik und Physik am königl. Gymnasium zu Nürn-

berg. Dritte Auflage der Planimetrie von Fischer. Mit 6 Figuren-

tafeln. Nürnberg 1882. Friedr. Korn. 288 S.

Gleich im Aufaug des liuchcs macht sich eine ungewöhnliche

(Gründlichkeit beinerkiith. indem sich die IIy|M)thoseu, auf welchen

die Geunietrie beruht, ausgesprociicu linden, und weiterliin alles, was

zur richtigen Vorstellung und Begritisbildung notwendig ist, z. B. die

Uutersclieidung des /xw Versinnlichung dienenden Korpers von dem
gedachten Object, au.>t'ührlich erörtert wird. Diese Gründlichkeit ist

jedoch nicht olme wesentliche Lü< k('n. liei der Erklärung des geo-

metrischen Kürpers ist die wiclitigste Hypothese vergessen, ja sogar

durch die Aussage, dass vom Stotf ganz abgesehen werde, ausge-

schlossen. Eine pjgenschaft des Stoflcs lässt sich nicht entbehren;

ein Gummiband kann mau nicht zum Messen gebrauchen. Auch

kann man die erforderliche Eigenschaft der Starrheit nicht apriori
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doliiiireii, sondern nur aus der Erfahrung nahezu starrer Körper ab-

strahiren. Die Iiyi)Othese der Starrheit der geometrischen Körper

liegt der niedorn Geometrie überall zugrunde. Man sagt, zwei Ge-

bilde seien congruent. wenn sie sich zur Deckung bringen Hessen.

Dies Kriterium würde aber illusoris* h sein, wenn sie sich bei der

Bewegung veniudern könnten; ein Würfel von Brei lilsst sich auch

mit einer Kugel zur Deckung bringen. Ferner ist der Grundbegriff

der Richtung ganz ohne Erklärung gelassen. Im Gegensatz zu sol-

chen einzelnen Lücken kommt auch logisch fehlerhaftes Zuviel vor.

Es werden erst 12 Relationen der Winkid an zwei von einer dritten

geschnittenen Geraden aufgestellt •, eiu Lehrsatz sagt, dass. wenn deren

eine erfüllt ist, es alle sind, ein zweiter Lehrsatz, dass, wenn eine

nicht erfüllt ist, es auch die übrigen nicht sind. Beide Sätze sind .

offenbar identisch. Es war gestattet, den Satz in beiden Formen
auszusprechen, dann hätte die zweite Form Folgerung oder Zusatz

heisseu können. Hier aber wird der Satz in zweiter Form noch ein-

mal ausführlich bewiesen ; der Verfasser scheint also die Identität

gar nicht gesehen zu haben. Der Paraltclt iisatz wird ohne nähero

Bezeichnung (weder als Lehrsatz noch als Grundsatz) hingestellt,

nebst einer Betrachtung („Erklärung'* genannt), welche im Anschluss

au die Dehnition der Parallelen als Xichtschueidende — nicht als

Gleichgerichtete — eine Vorstellung von einer Parallclbcweguug zu

geben sucht, jedoch unerklärt lässt, wie das Nichtschneiden die Nicht-

drehung bedingt. Ucber diesen Punkt würde noch Auskunft zu geben

sein. Vorstehende Ausstellungen sind an der Bearbeitung des Lehr-

buchs gemacht worden, um das reichlich betätigte Streben zu ivür-

digen keioe wichtige Frage nncrGrteit zu lassen. Infolge dieses

Strebens hat der Vortrag zum grossen Teil dne pragmatische Form
angenommen, obgleich die Eoldidischo Form nicht grundsätzlich ver-

worfen ist, vielmehr flberall die Basis bildet Za erwähnen ist noch

besonders die reichliche Zugabe an althistorischen Notizen. Der Um-
fang des Ganzen Überschreitet die gewöhnlichen Grenzen durch Auf-

nahme von isoperimetrischen Sätzen; der algebraischen Auflösung

geometrischer Aufgaben wird auch hier Beachtung geschenkt Ton
Uebungsaufgaben sagt der Titel das Zubemerkende, doch fehlen sie

auch im Buche nicht ganz.

H.

Vorschule der Geometrie. Ein methodischer Leitfaden heim

Unterricht in der geometrischen Anscbaunngslehre lär die untern

Klassen der Gymnasien, Realschulen, Lehrerseminare, sowie zum
Selbstunterricht, besonders fttr Volksschulhdirer. Von J. C. V. H o ff

-

mann. 2. (Schluss)-Lieferung. Zweite Hälfte der Planimetrie nebst
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Carveulchro. Mit in deu Text ciiigLHiruekteu Holzschnitten. Halle a.S.

1881. LouiB Nebert. Mit der 1. Lief. 241 S.

Die 2. Lieferung lehrt die Verwaudluug und das Ausmessen

ebener Figuren, vorwaltend nnter dem Gesichtspunkt technischer An-

wendung. Die S&tze werden mit Fragen, teils die nähern Umstände,

teils die BcgrOnduug bctrcfifond, begleitet, letztere hauptsächlich iu

der vorangegangenen Lieferung enthalten. H.

Grundloliren der Geometrie. Ein Leitfaden für den Untorriclit

in der Geometrie und im ^^^comctrischen Zeichnen an Realsclmlen,

mit vielen C(»nstruftions- und Hiidmun^saufgabeii. Von Josef Men-
ger, k. k. Trofessor au der Staats-Oberrealschule in Graz. Zwi-ite,

vermeinte und verbesserte Autlage. Mit 1^2 ürigiuaiholzschnitteu.

Wien 1881. Alfred Holder. 163 S.

Das Buch ist für den Lehrplan der (totcrreichischen Bealschnlen

bearbeitet, entspricht dem Zwecke der geometrischen allgemeinen

Vorbildang f)ir Techniker anf directem, kürzesten Wege in pragma-

tischem Vortrag nnd umfasst die Planimetrie, Stereometrie nnd die

Lehre von den Eegelscbuitten. Die Ab&ssnng ist corrcct und sorg-

föltig in der Berücksichtigung alles wissens- und beachtenswerten.

An die Behandlang jedes Themas scbliessen sich Aufgaben.

Mathematische Unterrichts-Ihiefe. Für das Selbst-Stndinm Er»

wachsener. Mit besonderer Berücksichtigung der angewandten Ma-
thematik nnt(>r ^litwirkuü j hervorragender Fachmänner und Gelehrten

bearbeitet von W. Burckhardt. Brief 1. Einführung in das Stu-

dium der Mathematik. — Historische Einleitung. — Studien-Plan. —
Lection 1. und 2. Leipzig 1881. Gressner & Schramm. 32 S.

Zu dem, was der Titel sagt, ist wenig hmzuzufftgen. In der Tat

ist das Yorliegende für Erwachsene berechnet und zwar für Nicht-

matiiematiker, welche wissen wollen, was die Hathematiker treiben.

Dass solche durch die Lectfire für das Studium eingenommen werden,

mödite man wol bezweifeln, wenn man das Gapitel Aber die mathe-

matischen Grundsätze liest Die allgemeine Charakterisirung, welche

eunen ziemlieben Teil des 1. Briefes ausmacht, ist wol durebdacht

und enthält manches vernünftige, auch die Erklärungen können be-

friedigen. Ob die dann folgende Behandlung der Sätze über Gerade

nnd Winkel nebst ihrer technischen Anwendung belehrendes darbietet,

müssen wir dem Urteil der Leser anheim stellen. H.
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Die Gruudk'lirou der ebenen und spliäriscbon Trigonometrie.

Von A. Steginann, kgl. Gynmasiaiprofessor iu München. Kempten

1881. Jos. Kusel. 81 S.

Das Vorliegende entepricbt dem Gebraach als Lehrbnch an Gym-
nasien. Es schliesst sich an des Yer&ssers „Grnndlebren der Stereo-

metrie** (s. litt B. 235. S. 28) an, ans welchem beim Beginn der

sphärischen Trigonometrie die Lehre von den Dreilianten als bekannt

vorausgesetzt wird, so dass sie als deren Fortsetzung erscheint Die

Methode ist die gewöhnliche, weder originell noch elegant, die Syste-

matik zwar leidlich zu durchschauen, doch die Zcrspaltnng des Inhalts

grösser als es wol nötig wäre. Bei dem vorausgesetsten Standpunkt

war wol kein ersichtlicher Grund das rechtwinklige Breieck beidemiU

vor dem scbiefwinUigeu zu behandeln, wie es vielleicht in einem
Vortrag f&r Handwerker gut sein mag, noch dazu mit dem Anschein,

als ob die Sätze für das letztere keine Geltung Mr das erstere hfttten.

Fttr die Trigonometrie, welche in der Theorie nur die Bedentnng

eines erfhndenen Httlfsmittels hat, ist es wichtig, den Umfang des zu

erlernenden nicht grösser erseheinen zu lassen, als er der Idee nach

ist An Vollstäudigkeit ist nichts zu vermissen, in Betreff der Ck>r-

rectheit, auf welche gleichfalls Sorgfalt verwandt ist, nur zu erwähnen,

dass sich eine Formel colgO ~ oo keiuenfalla rechtfertigen läset

Als Symbol müsste sie lauten = i oo und bedürfte einer Erkliirung,

die sich leicht geben liess. Wollte der Verfasser darauf nicht ein-

gehen, so brauchte er nur zu schreiben: „cotgO existirt nicht, der

Fall ist durch Umformung zu vermeiden^S Zum Seliluss folgt eine

Zusammenstellung von Formeln, die nicht bloss die einfache Grund-

lage, sondern auch manches daraus abgeleitete umüssst, dann eine

reichhaltige Sammlung von Aufgaben zur Uebung.
H.

Goniometrie und ebene Tri^'unometrio. Barriostellt von Dr.

E. Suchsland, ordentlichem Lehrer am Gymnasium zu Stolp.

Stolp i. P. lööl. C. Schräder. 32 S.

Die Methode ist folgende. Erst wird aus der Bemerkung der
Abhängigkeit zwischen Dreieckswinkeln und Seitenverhältoissen dio

Idee der Trigonometrie entwickelt und reaUsirt, wobei namentlich

die Periodicität ausführlich erörtert ist, dann die resultirenden For-
meln mit allen f^t die Elemente wichtigen daraus abgeleiteten ein-

fach zusammengestellt und nachträglich der Weg der BegrOndung
der einzelnen in der Eflrze angegeben, und zwar nacheinander das auf
Goniometrie und auf Trigonometrie bezügliche so behandelt. Aas
der Sinns-Proportion wird der Projectionssatz, aus diesem durch
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Quadrirung der Gosinus-Seiteii-Satz (erweiterte Pythaiforäer) alge-

braisch hergeleitet

a

Aufaiigsgründe der Mechanik fester Körper mit vielen UobiniGis-

aufgabt n zum Scliulgebrauche an Gymnasien und verwanilteu Lolir-

anstalten. \un Dr. Jo Ii. Chr. Walbcror, Profe^isor ani königlichen

Gymnasium in AmbcrL'. Vierte, durobgeseheiic Auflage. Mimcliou

IHÜl. Theodor Ackcriuauu. 100 S.

Die 2. Auflage ist im 228. litt Beriebt S. 34. besprochen. Be-

merkenswerte Aendenmgen sind nicht zn verzeichnen. Eine correcte

Fassung hat das Buch nicht gewonnen. Der falsche Satz, dass 1 Kraft

ohne Mitwirkung anderer keine andre als geradlinige Bewegung be-

wirken könne, ist nicht berichtigt, obgleich das Vorausgehende und

Folgende nicht damit stimmen. Der Begriff der Buhe ist noch ganz

im dunkeln; was heisst Buhe in einer bewegten Welt? Der Aeusse-

rung des Verfassers, er habe Sorge getragen Becensionen . . . soviel

als möglich zu berflcksichtigen und „den differirendcu Meinungen

entgegenzukommen** — ist zu erwidern: Um Meinungen kann es sich

in einer ezacten Doctrin, wie die Mechanik, nicht handeln, differirendo

Ansichten verlangen Entscheidung, nicht Concessionen.

Vermischte Schriften.

Mathesis recueil mathömatique k Tusage des 4coles sp^ales et

des Etablissements d'instruction nioyenne public par P. Mansion,
Anden ölöve de T^cole normale des sciences, Professeur ordinaire

k rUniversite de Gand, Docteur special en sciences math^matiques,

etc. et J. Neuberg, Ancien el^vc de r£cole normale des sciences,

Professeur k TAth^neo royal et k TJ^ole des mines de Lidge, avec

la coUaboration do plnsieurs professenrs beiges et Etrangors. Tome
Premier. Gand 1881. Ad. Hoste.

Dies neu gegründete Journal ist die Fortsetzung ihr, 1874 von

Catalan und 31ausion gegründeten Nouvelle Corrospondance Mathe-

matique, welche von 1870 bis ISi^O Catalan allein fortgeführt hat.

Das Proyramm ist dasselbe geblieben. Es erscheint monatlich ein

Bogen in gleichem l 'ormat wie früher. Der Inhalt des 1. Uaudes au

Abhandlungen ist folgender.
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P. Mftnsion: Elementarer Beweis des Taylorschen Satzes fftr

Functionen einer imaginärea Variabein. — VeraUgemeiDerung oiner

Eigenschaft der Fusspunktcimren. — lieber ein neues Princip der

Wabrscheiaiichkeitsrechnnng. — lieber die näbenmgsweise Inhalts«

berecbnung ebener FlÄchenstücke. — Eine uene Formel aus der

Differentialrechnung; nach Teixeira. — Discussion der Gleiclmog

II Grades; nach Liebrecht. — Uebcr ein bestimmtes Integral. —
Theorie der periodischen Brüche. — Uebcr die harmonische Reihe
und die Stirling*sche Formel. — Definition des Wortes Grenze.

J. Neuberg: Ueber eine Anwendung der Algebra der Bich«
tung. — Ueber den Punkt in der El)C'ne eines Dreiecks, dessen Ab-
stände von den Seiten sich wie deren Längen verhalten (centre dos

medianes antiparalleles). — Ueber das gleidiseitige, einem Dreieck

eingeschriebene Sechseck; nach JoHbek.

Ch. Her mite: Ueber eine Reihe.

Verstraeton: Corre derBcrttbning eines einem Helikoid am-
scbriebenen Cylinders.

Mister: Dieselbe.

E. Cosaro: Ueber die harmonische Keihc.

P. Ruex und J. Neuberg: Uebcr einen gcomotrischeu Ort.

£. Lucas: Noten Über analytische Geometrie.

S. Günther: Note ttber die Strophoide.

Barbarin: Potenz eines Punktes in Bezug auf einen centriachen

Kegelschnitt

Ph. Gilbert: Studien Aber inÜnitesimalo Geometrie.

E. Cesaro: Elementarer Üeweis und Verallgemeinerung eiuigcr

Sätze von Berger. — Ueber die harniüniscbe liuiho.

D'Ocague: Teilung der Vielecke.

E. Catalan: Ueber die Snmmation gewisser Reihen.

S. Realis: Üeber eine Summe von Knben.

Der 1. Band enthalt zahlreiche neue Aufgaben uud Lösungen

Bezüglich auf zwei Berichte sind mir Eridämogen zugegangen,

die ich im folgenden mitteilen und wo nötig mit meiner Erklftrung

verbinden werde.

solcher.

Erklärungen.
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I Biographischo Skizzen ans der Geschichte der Naturwiss. u.

der Math., von A. Krttger (s. p. 24). Hierzu crkUirt der Herr Ver-

fasser, dass das Buch ausschliesslich zum Gebrauche in Schulen be-

stimmt ist und diejenigen historischen Notizen enthalten sollte, welche

den Unterricht zu Ijegleiten pflegen. Diese Angabe, welche weder

auf dem Titel noch in einem Vorwort steht, macht das Motiv der

Auswahl deutlich, und lässt den Grund erkennen, warum die bedeu-

tendsten Entdeckungen in der Mathematik nicht erwähnt sind. Meine

Bemerkung hierüber ist dadurch eriedigt

II. Gemeinfassliche, leicht controlirbare Lösung der Aufgabe:

In ein ringförmig geschlossenes Band einen Knoten zu machen etc.

von Dr. 0. Simony (s. p. 25). Am Schlüsse des Berichts habe ich

die Vermutung |ausgesprocheu, dass der Verfasser von der Existenz

des Mehr-Dimensionen-Banmes Überzeugt sei. Seiner Erklärung zu-

folge Ist diese, wie die sich daran schliessende Vermutung irrig; in

einem Vortrag hat er sich darttber ausgesprochen. Die Vermutung

war aus seinen Aeussemngen auf S. 39 geschöpft, wo er die Hypo-

these eines solchen Raumes rechtfertigt Auf S. 40 wird die £nt^

Scheidung durch Erledigung von Vorfragen bedingt, auf die er nicht

eingeht; die obige Annahme war daher mit keinem Worte ausge-

schlossen. Femer giebt seine Erklärung Auskunft darüber, wo d^e

Lösung des Titel-Problems zu finden ist. Den Worten entsprechend

wird dieselbe vollzogen durch Längsschlitzung eines um 6R tordirten

Bandes. In der Tat ist auf dem Titel die selbstverständlich schei-

nende Bedingung, dass das Band unverletzt bleibe, nicht ausgesprochen,

auch heisst es nicht „knflpfcn^S sondern „machen*^ Die Lösung ist

daher wörtlich geleistet, wenn der Knoten auch schon vorhanden war

und nur herausgeschnitten wird. Dass dies hier der Fall ist, sieht

man leicht, wenn man einen Faden 2 mal um einen Cylinder schlingt

und die neben einander gehenden 2 Fäden als die 2 Teile des Ban-

des betrachtet. Soll das Band vor der Schliessung 3 mal gewendet

sein, so muss der Faden 1 mal durchgesteckt werden, wodurch ein

Knoten entsteht. So interessant der Erfolg dieser Procedur auch ist,

so lag mir doch der Gedanke zu fern, dass der Verfasser sie für die

Lösung des Hauptproblems ausgeben wollte. Die Besprechung der

Vier-Dimensionen-Geometrie hingegen schien mir zu dem auf dem

Titel genannten Thema nur dann zu gehören, wenn die darin vor-

kommende Lösung eine wirkliche sein sollte.

B. Hoppe.
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