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Vorwort.

Die kleine ScLrift soll einen Überblick über die modernen

Theorien der Kräfte in der Natur vermitteln. Unsere jetzigen

Anschauungen haben vieles vereiufacbt; auf der anderen Seite

aber, namentlich durch die Relativitätsleliren, die hier voll be-

rücksichtigt werden mußten, die Darstellung so sehr erschwert,

daß ich kaum hoffen darf, alles hinreichend klar vorgeführt zu

haben. Ich kann nicht einmal sagen, ob ich Vollständigkeit er-

reicht habe, denn die Zahl der Theorien ist fast unübersehbar.

An sich ist es kein günstiges Zeichen für den Zustand einer

Wissenschaft, wenn so nel Yerscfaiedenes geboten wird, und wenn

das Einzelne mit kompliziertestem mathematischen Apparat aus-

gestattet werden muß, daß di« Formeln fast nicht mehr auszu-

messen sind. Aber wir dürfen doch hoffen, daß bald eine Klärung

eintritt, die nach manchen Anzeichen sich jetzt schon anbahnt

Vielleicht trägt diese Schrift einiges dazu beL Ich habe yor allem

die Spannungstheorien der Kräfte, die ja für die moderne Wissen-

schaft zur Hauptbedeutung gelangt sind, behandelt, darunter yoU-

standig die Theorie der elektromagnetischen Kräfte. Außerdem

sind die Gra^itationslehren besprochen. *EötTÖs auf ^erimen-

tellem, Einstein auf theoretischem Gebiet, haben in diesen

Lehren namentlich Berücksichtigung gefunden. Dem ersteren bin

ich zu hohem Danke für Mitteilung seiner Beobachtungsergebnisse

verpflichtet, die ich in diese Schrift habe aufnehmen dürfen.

Daü so oft mein Buch „Physik der bewegten Materie und die

Kelativitätstheorie" augefüln-t ist, bitte ich niciiL ungünstig zu be-

urteilen; nachdem ich mich einmal für dieses Buch durch die

berghohe Literatur durchgearbeitet habe, glaubte ich von seinen

Darlegungen Gebrauch machen zu sollen. Doch sind selbstr

verständlich die Hauptarbeiten namhaft gemacht.

Gharlottenburg, im Mai 1914.

Weinstein.
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1. Ursprung der Auffassung Yon Kiäften.

Es ist in der Art: wie wir die Welt auffassen, begründet,

daß wir zu allen Begriffen auch ein ^yEtwas" bilden, ein Gegen-

ständliches, daß wir also, kurz ausgedrückt, Begriffe auch yer-

gegenständlichen. Wir meinen sogar die Begriffe dadurch erst

unserer Vorstellung zugaiiglick gemacht zj. haben, dal» wir ihnen

ein Gegenständliches an die Seite setzen. Ob dieses für das

gesamte Gebiet der Begriffe oder nur für einen Teil zutrifft, zu

untersuchen, ist hier nicht der Ort. Das darf aber mit Sicherheit

behauptet werden, daJ] die Kräfte, mit denen wir es hier besonders

zu tun haben, durchaus Vergegenständlichungen sind zu unserem

StammbegrilEe der ürsächUchkeik Wir sind diurch unsere G^tes-
beschaffenheit gezwungen, alles zu Terknüpfen, alles ursachlich

aufzufassen, sowohl das Bestehende wie das Geschehende, gleich-

gültig, ob wir das a priori tun, weil die Ursächlichkeit über-

haupt zu den Eigenarten unseres Geistes gehört, wie ich persönlich

glaube, oder a posteriori aus der Erfahrung in der langen Beihe

der Wesen, deren Endglied wir sind, wie so viele andere annehmen
zu müssen meinen. Der Begriff der Ursächlichkeit ist bei weitem

umfassender als der der Ursache, wie das nicht anders sein kann.

Nicht jede Yergegenständlichung zu einer Ursächlichkeit ist eine Ur-

sache. So z. B. müssen wir auch den Zufall als Vergegenständlidiung

zur Ursächlichkeit auffassen, oder auch den Gegensatz, oder ein

koordiniert Nebenhergehendes usf., was aber niemand als ürsachf

ansehen wird. Das Ursächliche gibt allgemeinen Zusammenhang,

die Ursache unmittelbare oder mittelbare Verbindung. Während
sich darum das ürsächlii he nach rückwärts an oiner endlosen

Kette abspielt, sozusagen zum Beginn der Schöpfung führt, geht

die Ursache auf ein Bestimmtes. Und selbst wenn wir Ursachen
W«istteiA, JLrftfte uxui Spanaongea. i



für Ursachea ansetzen, kommen wir immer zu einem Anfang. So

z. ß. kann das Hemmwirbeln eines Magnetpols um einen elek-

trisclien Strom die Kraft dieses Stromes zur Ursache haben, diese

Kraft wiederum zur Ursache ein Bewegnngsmoment von Elektri-

zität, letztere eine Potentialdifferenz, diese wieder einen Wärme-
strom. Hier hört die Beihe nach rückwärts gerechnet auf, wenn
wir uns nicht in Unwesentlichkeiten verlieren wollen. Wir gehen

in der Reihe so weit, als eines für das andere unmittelbar be-

stimmend ist, in dem Beispiel also bis zum Wärmestrom. Dieser

seinerseits kann selbstTerständlich noch besondere Ursachen haben,

die wiederum Ursachen aufweisen usl. Aber iür die Bestimmung

des Endergebnisses, des Herumwii'belns des Magnetpols, kummt es

auf sie nicht mehr an; der Wärmestrom mag so oder anders

bewirkt sein, auf die von ihm hervorgebrachte Potentialdifferenz

hat OS keinen Einfluß. Da es noch viele andere Mittel gibt, die

Potentialdifferenz zu schallen, so hätten wir auch schon bei dieser

stehen bleiben können. Ja auch schon bei dem Bewegungsmoment
durften wir die Beihe abbrechen, weil auch dieses in mannigfacher

Weise hervorgebracht zu werden vermag. Es entspricht aber der

gesunden Entwickelung der Wissenschaft, wenn wir jede Beihe an
sich so weit verfolgen, als die Natur den Weg in jedem Falle

zeigt. Um Schwierigkeiten in der Darstellung und in der mathe-

matischen Entwickelung zu vermeiden, bricht man aber meist die

Beihe sehr viel früher ab. ' Für unsere Zwecke genügt es völlig,

nur die unmittelbaren Ursachen zu betrachten.

Damit, daß wir Ursachen setzen, brauchen wir noch nicht zu

meinen^ daß solche auch vorhanden sind. Aus der Verwechselung

von Ursächlichkeit und Ursache ist der Wissenschaft viel unnötiger

Streit und Hader erwachsen. Wir halten beides scharf auseinander.

Daß Ursachen überhaupt vorhanden sind, wird niemand leugnen

können, der z. B. ruht und dann nach einem Stoß plötzlich sich

bewegen muß, oder eine Anstrengung machen muß, sich nicht zu
bewegen. Was wir aber an uns erkennen, übertragen wir sofort

auf die Außenwelt Es ist neuerdings eine große Kontroverse

darüber entstanden, wie weit wir zu einer solchen Übertragung
berechtigt sind. An sich ist diese Kontroverse uralt, und sie wird
noch in die Ewigkeit gehen, weil sie metaphysische Fragen betritt,

die überhaupt nicht gelöst werden können, da das einzige, was
der Mensch als Sonderwesen^kennt und nur zu kennen vermag, er



— 3 —
selbst, als Wesen für sich, ist. .sprechen wir rein physisch, so haben
wir die Berechtigung zur Übertragung zweifellos, und wir könrton
gar keine Menschengemeinschaft hilden, ja nicht einmal in der
Welt leben, wenn wir yüu ihr keinen Gebrauch machen wollten.
Physisch mii^sPTi wir also sagen, es gibt in der Welt Uisachen.
Und das muß seilest der Zwangsmechanist sagen, für den der Stoß
und die Bewegun- oder die Anstrengung, sie 2u vermeiden, nicht
verbunden, sondern durch den Zwangsmechanismus der Weit so
aneinandergeordnet sind, daß die Bewegung oder die Anstrengung
nach dem Stoß folgt, denn er wird nie behaupten, daß dem Stoß
jemals keine Bewegung oder Anstrengung folgt. Wenigstens bin
ieh einer solchen Behauptung noch nicht begegnet Eine andere
Frage ist es natürlich, ob auch überall Ursachen da sind, wo wir
solche annehmen oder ansetzen. Aber auch das kann sich nur
auf bestimmte Ursachen beziehen. Das bekannteste Beispiel ist

die allgemeine Annäherung der Körper aneinander. Wenn wir
als ihre Ursache in bestimmter Weise die Anziehtmg, die die

Körper aufeinander ausüben, bezeichnen, existiert denn auch
wirklich eine solche Anziehung? Wollte jemand behaupten, die

Lebenserscheinungen hätteu, :iui h nur zur Leitung, die Seele als

Ursache, so würde er bei den physischen Monisten einen so-

genannten Sturm der Entrüstung erregen und mindestens als

rückständig gekennzeichnet werden. Die moderne Physik beschäf-

tigt sich eifrig gerade mit der Frage nach der Art der von ihr

augenommeuen Kräfte, und ich habe sogleich von diesen Ergeb-
nissen Rechenschaft abzulegen. Doch löst die Belativitätslehre

die Kräfte entweder ganz auf oder setzt ihnen wenigstens ein

Erscheinendes an die Seite.

2. Elementargesetze.

Es ist eigentümlich, daß wir yon den Kräften formal bei

weitem besser unterrichtet sind als sachlich. Wir kennen ihre

Gesetze, Tielfach bis zu einem hohen Grade der Genauigkeit, so-

weit es sich um Wirkungen ausgedehnter Substanzen (wozu wir
überhaupt alles Wirksame und Wirkende rechnen) auf ausgedehnte

Substanzen handelt, also soweit Beobachtung in Betracht kommt.
Aber über die Natur der Kräfte sind wir auf Vermutungen an-

gewiesen. Selbst ihre Gesetze werden Tieldeutig, sobald wir Yon

1*



den ausgedehnten Substanzen übergehen zu den Elementen, aus

denen die Substanzen bestehen, z. B. zu den Atomen oder zu den

Stromelementcn oder zu den P^lektronen, und es ist nur Überein-

kommen, wenn für die Elementargesetze die gleichen Ausdrücke

festgestellt werden, die in gewissen Fällen für ausgedehnte Sub-

stanzen eich als zutreffend erwiesen haben. So ist das Elementar-

gesetz der Grayitation eine Übertragung des Anziehungsgesetzes

zweier ausgedehnter, konzentrisch geschichteter Kugeln auf zwei

Atome oder Korpuskeln, oder welches die letzten Teilchen der

greifbaren Materie sind. Die Form der Summanden wird gleich-

gesetzt der Form der Summe im Ausgangsfall, und wie wenig das

zuzutreten braucht, ist ja bekannt geworden namentlich an dem

Ampereschen Gesetz für Stromelemente, das in unendlich nel-

facher Weise abgeändert worden kann, ohne daß im Ergebnis für

geschlossene Ströme etwas Verschiedenes herauskommt. Mehr und

mehr hat man in der neueren Zeit ermittelt, daß in den letzten

Teilchen der Substanzen ganz besondere Zustände herrschen, die

sich an den Vergesellschaftungen dieser Teilchen mit Ausnahme

weniger Fälle fast gar nicht verraten. Ein Staat kann nach außen

als Gcmzm durchaus den Eindruck eines stabilen, fast neutralen Ge-

bildes machen, und doch aus Individuen bestehen, die der wildesten

Leidenschaften und Taten fähig sind. So yerhält es sich mit den

Vergesellsohaftungen der letzten Teilchen und diesen letzten Teil-

chen selbst. Die Yei^esellschaftung wirkt wie im menschlichen

Staate ausgleichend nach Baum wie nach Zeit. Wo sie es nicht

tut, da sehen wir den fortschreitenden oder explosiTen Zerfall.

Und nichts war in dieser Beziehung so lehrreich wie die neuzeit-

liche Untersuchung der radioaktiven Stoffe und der Strahlungen,

die uns einen Einblick in die ungeheuren Energien gewahrt haben,

welche gei-ade in den letzten Teilchen, wie aufgespeichert, sich

finden. Umsomehr müssen wir Zweifel hegen, ob die Übertragungen

der Gesetze mif diese letzten Teilclieu zulässig sind. Allein wir

können von diesen Übertragungen nicht absehen, denn die Über-

tragungen geschehen aus besonderen Vergesellschaftungsfällen,

und wir bedürfen ihrer nun für alle Fälle, um die Berechnungen

ausfuhren zu können. Oft glaubt man, daß die erfahrungsmäßige

Bestätigung der Ergebnisse der Berechnung die Richtigkeit der

Übertragung feststelle. Das ist keineswegs der FaU. An dem

Beispiel der geschlossenen Ströme sieht man das unmittelbar;



welche Gestalt und welchen Umfang diese Ströme haben mögen,

die zu dem Ampereschen Elernentargesetz hinziifüi^brueD Gliedei-

heben sich unter allen Umständen auf. In anderen Fällen, z. B.

in dem der Massenanziehung, erweist die bezeichnete Bestätigung

nichts weiter, als daß für unsere Unter8uchung8m(%lichkeit die

Ausgleichung zwischen den letzten Individuen schon nicht mehr

yon der Größe und der Form ihrer Vergesellschaftung abhängt.

Manche glauben exakter sich auszudrücken, wenn sie die Elementar-

gesetze nicht auf die letzten Individuen beziehen, sondern auf ihre

Vergesellschaftungen, die sie dann so zusammengedrängt annehmen,

daß ihre Abmessungen gegen die Abmessungen in unseren Unter*

suchungsfallen nicht in Betracht kommen. Bann soll man die

Form und die innere Verteilung so annehmen dürfen wie in den

Ausgangsfällen, von denen aus die Gesetze übertragen werden.

Das ist mathematisch gedacht, nicht physikalisch, und gewährt

selbstversländlich nicht die genu^ste Einsicht in das Wesen der

Sache. Allein es läßt sich im gegenwärtigen Stande unseres

Wissens noch so gut wie gar nichts zur Aufhellung dieser Ver-

hältnisse tun. Wir müssen hier noch bei den alten Methoden

bleiben. Und so hat man beispielsweise nicht einmal Bedenken

getragen , die elektromagnetischen Kraftgesetzo unmittelbar auf

ein einzelnes Elektron zu übertragen, obwohl dieses, es mag sich

noch so rasch bewegen, keinen geschlossenen elektrischen Strom,

nicht einmal ein Stromstück, abgeben kann, worauf sich doch

jene Eraftgesetze beziehen, und für die allein sie als der Er-

fahrung entsprechend nachgewiesen werden können. Und gerade

die moderne Physik ist auf solche Übertragung angewiesen, da

sie die Welt überhaupt in letztes Einzelnes auflöst.

3. Vektoren und Tensoren.

Alle Kräfte, mit denen wir es gegenwärtig in der Physik zu

tun haben, verhalten sich erfahrungsmäßig in ihrem Wirkungs-

gebiet (der dreidimensionale Kaum oder das vierdimensionale

Raumzeitgebiet Minkowskis) wie die Abmessungen dieses Ge-

bietes oder wie deren Quadrate und Produkte. Wir haben so

Vektorkräfte und Tensorkräfte. Der Satz für die Vektorkräfte

ist nichts anderes als der alte Satz vom Parallelogranim der

Kräfte in seiner allgemeinsten Fassung. Man drückt den ganzen



Satz bekanntlich auch so aus, daß man sagt: Beim Übergang von

biiiciii Bezugssystem (Koordinatensystem) im Wirkungsgebiet auf

ein anderes ändern sich die Komponenten der Kräfte kovariaut

zu den Komponenten der Abmessungen, oder zu den Quadraten

und Produkten dieser Komponenten. Dementsprechend haben
auch Yektorkräfte so viele Komponenten wie ihr Wirkungsgebiet

Dimensionen, Tensorkräfte so viele me das Quadrat der Dimen-
sionszahl dieses Grebietes.

Das Gebiet habe n Dimensionen, ein Vektor V die Kompo-
nenten Fl, Fj, F», ein Tensor T die 2i„ Tm; Tji,

2*82, 2in> Tnu ^k8» •••1 ^nn (dio Komponenteu T«, k

= 1, 2, ...n beziehen sich auf den Tensor Ti gegen die Ebene
senkrecht zur Koordinatenachse wenn x^, mfn diese Ko-
ordinatenachsen und Längen auf ihnen bedeuten). Betzen wii noch

so ist für ein Achsensptem a^, af^ das mit ^^s, Xn
den gleichen Ausgangspunkt hat,

1) iK< = ^OHtXi,
1 = 1

l = n

2)

3.)

1= 1

1 = M

l-i

i^k = 1, 2,

n

Die Gleichung für die Tensoren kann auch durch eine dop-
pelte Vektortransformation gewonnen werden. Man bildet erst

yektoriell Größen:
m= n

4) Tih =2 ^'"»»

«=1

SO ist abermals in Yektortransfoimation:

1=1

Wir nennen deshalb die Tensoren auch Vektoren zweiter

Ordnung, wie die Skalaren, Stufengrößen, auch Vektoren nullter



Ordnung heißen könnten. Ob diese drei Arten Ton Vektoren aus-

reichen, ist zweifelhaft; sollten sich noch weitere Arten als er-

forderlich erweisen, so worden die Transformationen sidi lediglich

fortsetzen. Hiemach bestünden die Transformationen für Vektoren

hier Ordnung aus k sich, aneinanderschließenden Tranöfüriua-

tiouen erster Ordnung, die sich aul Größen iu je k Gruppen

erstrecken würden, wobei bei jedem Übergang von einer vekto-

riellen Transformation zur folgenden die Indizes dieser Größen

sich in bestimmter Folge vertauschen müssen. Doch könnte die

Transformation auch nacb dem Schema der Transformation von

XisA.^.Xn mit a -\- ß -{ -f V — k durchgeführt werden. Statt der

Bezeicbnung' Vektor wird auch der Tensor angewendet Tensoren

nullten Kanges sind die Skalaren, solche ersten Ranges die Vek-

toren, zweiten, die sonst überhaupt Tensoren heißen usf. [Neuer-

dings nennt man auch in Ausdrücken: T!^i^,.,{. dxi dxz... dxn

die GroiSen T Tensoren, und zwar vom Eange A. Die Trans-

formation geschieht also nach dem Schema^):

2* und T sind Kovariant-Tensoren vom Range X. Kehren

wir diese Gleichungen gewissermaßen um und schreiben:

wo ßi^k^ ist die zu «f^i^ adjungierte Unterdeterminante der Haupt-

determinante \oci^k,,
I

noch dividiert durch diese Hauptdeterminante,

80 bedeute 0\ S KoLitravariant-Tensoren vom Range A.]

Im Minkowskischen Raumzeitgebiet könnte man noch einen

Tensor vom dritten Range mit 64 Komponenten begründen, von

denen je 16 zu einem der vier dreidimensionalen Normalschnitte

zu den vier Achsen gehören würden. Drei sich in der angegebenen

Weise aneinanderschheßende Transformationen erster Ordnung

würden die Transformation dieser Vektoren ergehen.

5)

^) Marcel Großmanu in der >p&ter m be&ataenden Arbeit von Ein-
stein n. Großmann: „Entwurf einer verallgemeinerten Relativitätstheorie

und einer Theorie der Gravitation**. B. 0. Tenbner, 1913.



Wenn die a den gewöbnlichen Transformationsfonneln ge-

nügen, nämlich:

1=1 1=1

l=n l=n

8i) ^auaiu = 0 {i^h\ 8^ ^CHK^i ^ 0 (H^k),
1=1 1=1

9) = + 1

so nennen wir die Transformationen kongruent. In solchen

kongruenten Transformationen ist:

wobei die Summen sich auf alle Kuinpouentenquadrate beziehen.

Nichtkougruente Transtormationen hat Einstein in die ^Physik

eingeführt (s. S. 56).

L Die Maxwellschen Spauiiuno^eii im elektro-

magnetifieben Felde.

Die Unterscheidung der Kräfte als Vektoren und Tensoren

hat auch physikalisch eine bestimmte Bedeutung. Zu den Vektoren

können wir alle treibenden und hemmenden Kräfte rechnen,

wie Anziehungen, Abstoßungen, drehende Kräfte, Widerstände usf.

Den Tensoren weisen wir Zuge und Drucke — wir sagtii all-

gemein Spannungen — zu. Während jene Kräfte anscheinend

durch den Raum von Stelle zu Stelle wirken und darum auch

als Fernkräfte bezeichnet werden, sollen diese die Stott'e un-

mittelbar angreifen, so daß man sie als Berührungskräfte
ansehen dürfte. Angesichts unserer jetzigen durch die Erfahrung

au^ezwnngenen Auffassung der Materie, sowohl der greifbaren

wie der Elektrizität, des Magnetismus, des elektrischen Stromes,

als durchaus atomistisch gebaut, kann es fraglich erscheinen, ob

die Berührungskmfte wirklich in der Berührung wirken, ob sie

nicht auch Femkrafte sind, die nur durch die Art ihrer An-
wendung in den mathematischen Theorien als Vektoren zweiter

OrdnuDg erscheinen. Indessen hat man immer in der weit über-

wiegenden Zahl der Naturforscher und Philosophen die Wirkung



lebloser Dinge in der Berühruag für vorstellbar gehalten, die in die

Kerue dagegen nicht. Darum war man auch immer bestrebt, die

Wirkung der Fernkräfte auf solche von Berührun<Tskräften zurück-

zuführen. Der Versuche hierzu ist Legion, namentlich in hemg
auf die bekanutestc Fernkraft, die aUgemeine Masseiianziehimg.

Da ich hier nur von den jetzigen Lehren spreche, habe ich ledig-

lich die Yerbindimg der Vektorkrafte mit den Tensorkrafien zu
behandeln. Der bequemeren Ausdrucksweise wegen nennea wir

erstere nunmehr einfach Kräfte, letztere Spannungen.

Ausgangspunkt für die Herstellung dieser Verbindung bilden

die genialen Untersuchungen Maxwells, die einleitend abgeführt

werden müssen. (Electricity and Magnetism, deutsche Übersetzung
von Weinstein, Bd.I, S.152ff. und Bd.ll, S. 331 ff.) Es seien

JS,, zwei Elektrizitätsansammlungen mit den wahren Dichten

^1, ^2 i^a freien Raum (wo die Dielektrizitätskonstante gleich 1

angesetzt wird). Die Kraftwirkung toe auf in ßichtuBg p
beträgt dann, wenn

i^i ==
III j

dy^ dz^ , =
|j|

Ö d dy^ dz^,

= (^2 - ^/+ +
gesetzt wird, wobei nach Laplace-Poisson

sich findet)
'

^
WJ If «»'.^ - ;i III IJ'

^ -»y.

Setzt man

und bt achtet, daß in Ji^^ die GröÜen und Null sind, und
daß auch

j^Qidx^dyidg^ = 0

sein muß, als Kraft der Ansammlung auf sich selbst, so findet

man leicht
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genommen über den ganzen Raum t ansschlieljlich des Teiles,

den die Ansammlung is^ ausiüÜt. Indem man nun bemerkt, daß

difd*ilf_ d /d±d±\ id_/d±y

ist, findet man

4x dp Zx ^ dy ^ de ^ ' ^ '

und es ist

12)

mit

|2y=r,=r^xr, T,=Zy=:^YZ, z^=x,t^^zx

8a;*- 8y' 8^?' ^ ^

Da hiernach wird

-|- Xy COS (w, ^) Xg cos (», if)] d ö,

-f CO« («, y) -i- r, cos («,^f)] d <f,

-|- ^» COS (n, y).4- cos (», jsf)] i <y,

wo ö eine Oberflache bedeutet, die J^i ganz einschließt, ganz

ausschließt, also die Oberfläche i Ton Ei selbst sein- kann, und n
die Kormale angibt, so können die P als Spannungen angesehen

werden, die an der Fläche angreifend auf die Ansammlung

die gleiche Wirkung ausüben wie die Kraft der Ansammlung Eg.

Die neun Größen P sind die Tensorkomponenten.

Im allgemeinen Falle eines beliebigen Mediums, innerhalb

desseu die elektriscbe Kraft wirkt, hat man, wenn Öa;, die

Komponenten dieser Kraft an einer bestimmten Stelle auf eine



daselbst beimdiiche oder gedaclite Elektrizitätseinheit angebea

und S)^, die der elektrischen Polarisierongen daselbst^).

2

«1

2

t
14) = 49K (5,3)., = 4«

Entspieohende Gleichungen finden statt für die magnetischen

Wirkungen, nennt man ^y, ^« die Komponenten der magne-

tis<di6n Ejüfte an einer bestimmten Stelle auf eine daselbst

befindliche oder gedachte Einheit Magnetismus und f^se^ 9f die

zugehörigen Komponenten der magnetischen Polarisierung, so wird

15) ^(2«^««. - ©«SB,+ + «,«,),

^(m)^ ^^^^ _ ^^^^^ ^^^öy ^ «),iö.),

= 4« §.3^, r?' = 4«

rf>= 4« z;r' = 4ä «>,8y,

t
15) 4'*^=4ä«^Ä, Zr' = 4«<>.iö^

Diese beiden Systeme yon Gleichungen lassen wir gelten,

welcher Art auch die elektrischen oder magnetischen Kräfte sein

mögen. Li Materien, die nicht isotrop sind, vertreten diese

Spannungeu die Kräfte auch im statischen Felde, jedoch nur dann,

Mit der Ändertmg, daü noch der Faktor 4 n hinzugefügt wird, wegoi
der später noch zu berücksichtigenden Spannungen.



wenn zwischen den Dielektrizitätßlconataiiteii JT,^; p,p* — x,y, z

xukd zwischen den Magnetisierungskonstanten (ip^\ p,p' = x^ff^ a

die BeziehungdiL bestekeu

-wobei mindestens im Eubezustande ift

16) 4.7C^p = + +
17) 431 33p =/*i»«C)»-f f*i»i>Öy-|-*«p«4>r

Bildet man cämlicli dem Ausdruck der Erafk Ap in Bielituiig einer

Achse nach den Formeln 18), 6. 10, so wird in der Sehreiliweise der

Yektorrechnong ^)

18) Ap = - JJf(Q?p<lwÄ).+ (3)V)e, - lj^(my^i P = ^y*^

^) lek stelle die wichügsien Formeln dieser Becbnnng zosammen:

ff) (AB) = AaBK'\'AyBy'\-AMBs, skalares Produkt zweier Vektoren A, B,

ß) lAB]^ = ;^^;|, lAB]u =
I

, [AB], = , Vektorprodukt,
\AsAx

y) eitrig ^=^~dy
dAu , . dAx
dz ^ f dg

^-^t ^ _ ^Äff dAx
Öse * • dx dy '

statt curl auch rot.

dAa d Ay , d Ag
* dx ^ dy Qz

0 = (BÄ).

n) IAB} = ^[BA}.

»] iUBC]) = mcJl) = (CIÄB])
=

0 {AiBC}] = 5(J5)- C{JB).

3?)(3?)

Bz By Bt
CmCyC»

*)(]

X) HAB] [GD]] = B{A[VD\) -' AiBiCI>\).

/t) dh[AJS] = (BeurlA) '~ Ue«rlB).

v) eurlp tmrlA ^ -^dioA— dA.

i) dheurlA = 0.
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Da div'^ ^ Q und im fllekfcroitatiMdkeii Felde

Ut, to mfiMenm liab«n

Setsen wir fftr S> dan Wert umIi 16), S. 12 ein, so geht diese Oleiohimg

über in

das gibt

Also müssen wir haben [K] ^ 0, d. h.

die angefebene Bedingong. Ähnlich folgt

Koch sei darauf hiogewiesen, daß die Anuaiuueu der Elaati-

zitätslehre

Xjf = Y«, X, = ^y, Zm = Xg

hier nur in isotropen Medien erfüllt sind, in kristallinischen Stoffen

würden die Spannungen also Zerreißung bewirken können.

Die Größen | (1^) und | (^) sind die Energiedichten des

elektromagnetiBciien Feldes. Setzen wir

so werden die Gesamtspauuuugeu

19)

t

W)

2- SB),

«),

z. 4 jr fp, 'S). + f(. a.

—

«).

r.
I.

4«(e, SV+ «>.»»)•
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&• Minkowskis Erweiterung auf das fiaumzeitgebiet

und für Bewegungen.

Minkowski^) hat diese Darstellungen auf sein Ranmzeilr

gebiet aasgedehnt, es treten dann noch eieben Spannungen zur

Berücksichtigung der Zeitdimension hinzu. Die Darstellung er-

folgt zusammen mit den neun obigen Spannungen bei Minkowski
in folgender Weise. In allen Maxirellschen Spannungen sind

Produkte der Kräfte und Polansieningen enthalten, er betrachtet

sie darum als aus dem Produkt zweier Matiizes hervorgegangen,

die beide Kräfte und Polarisierungen enthalten, und zwar eine

Matrix magnetische Kräfte und elektrische Polarisierungen, die

andere elektrische Kräfte und magnetische Polarisierungen. Sie

sind

20,)

21,)

0 4ff$«

0

-49r%

0

4*58«

0

f(5.

- 4 Ä i 2)y

^4«f3),
0

0

Ihr Produkt setzt Minkowski gleich

22)

Nach den Kegeln der Multiplikation solcher Matrizes erhält

man dann für die JC«, früher angegebenen Werte und
außerdem folgen als Spannungen zur Berücksichtigang der Zeit-

dimensionen:

1) Ges. Abh., Teubaer 1911, Bd.II, S.352ff.
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23)

= - = [6

X|= (4 Jr)2 (iö, — ®, Öy) = (4 [2) 5BJe,

r,= (4jr)2(!8x®,-^.35,) = (4jr)a[^53]„

^ ==: (4«)»(S^®,-<JV^) = (4«)«[5>»i.

Hiemach sind T«, Ty, T« toh X|, Fi, Zt auch für isotrope Körper

Terschieden, und nur im freien Äther (£^= 1, s 1) einander

gleich. Die Spannungen Xa^, Yy^ Z,, J« erfüllen die Gleiohnng:

24) X, + Yy + + = 0.

Minkowskis Ansätze hängen zusammen mit seiner besondereu Fassung
der elektromagnetisohen Gleidrangeik. Bezeichnet man die Gröi^en in den
angegebenen ICatrisee mit /i», Jlt; «, ifc = 1, 2, 3, 4, so daß dieee Matrizes
die Form haben:

23)

20.)

^obei

fn

fn
hl

f41

fn
fsi

f4%

fl3

fu
hi

/48

fl4

fu

fu

21,)

^1

F.
11

31

-^18

^23

-P88

i?'48

-^24

^84

^4*

fu = 0^ = 0;

ist, nnd seist femer:

25)
4.. 4 71

wo Jxi Jy, J» die Komponenten eines elektrischen Leitungsstromea be-
deuten, so lautet die Minkowskisohe Form dar bekannten Maxwellsohen
Gleiehongen

:

26)

dxi +

+

27)

daBg

d/is

dsPji

+

d«8

days

d/i.

da%

d^-*i»
I

d/a4 _

dF^,

dXi '

. d.FV4
,

dJP« = 0i

^^12 _= 0,

^ däT
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Dabei stehen x^, für x, iCt^ und C bedeutet eine

WeltkonstMite, nämlich die reBoltiereDde Bewegungsgesehwindigkeit aller

Dinge der Welt — ob sie im Räume ruhen oder dort sich irgend wie be-

wegen — im Raumzeitgebiet. Man setzt diese Konstante bekanntlich gleich

der Yerbreituitgsgeschwindigkeit des lichtes im freien Raum, nach früherer

AuffaBsimg im freien Äther. Die Gleiöhungssyateme 19) und 23) für die

16 Spannungen gelten naeh Minkowski auch wenn das Feld und die Sub-
stanzen nicht in Ruhe verharren, sondern sich bewegen, die Werte der Größen

^5 % 5Ö, "3) beziehen sich dann auf den Bewegungszustand. Minkowski
hat gelehrt, di^ Gleiehuagen so umzuformen t daJß als Kräfte und Polari-

sierungen nur Großen vertreten sind» die aus dem Buheanstand abgeleitet

iresden.

Es seien die elektrischen und magnetischen Kräfte im Ruhe-

zustand und ^' entsprechend die Polarisierungen ^ und

Wir setzen:

28) Ce;,= 0«, a|>; = 5'x, C4xVn = ip^, C43r«t = i(^,;

X = 1, 2, 3;

SO ist für isotrope Stoffe, und auf diese soll sich die

Rechnung beschränken:

29) <p^ = K0^, tx = ^*^«.

Wir fahren noch Werte für 0« und ^4 ein nach] den Be-

ziehungen:

so daß also

30) (15) = 0, (fl^) = 0

ist Die g bedeuten die Geschwindigkeiten der Bewegung in den

vier Bichtangen des Raumzeitgebietes, wobei als Zeit die Min-
kowskisehe Eigenzeit r zu benutzen ist, welche definiert wird

durch:

31) * =
J V<<ajf + dx} -h dxi— CM*«,

80 dali wu^ iiabeii:

33) 9. = ^. 9. = -^. 9.= ^. 9* = -5^

und «a ist:

88) 9?+ 9,' + 9,'+ 94'= -C».
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34) 6x

34)

Aua Minkowskis Belatifitätslehre folgt dann^):

j {ö*<^>i-gi«4+/*(ö89't-9>^i)»)

j l9* - Öa ^4 + (9i ^3 - & ^i) ^,

= {£(98 - öl + ^ (9«^*- 9*^«» ^»

= (X(gi^,-ö«<^i) + »(9.'*'4-9*^.)J

43rS)w = 4 |X(94<I>.-9»<3^4) + »(9i«^8-98«^i)l ^»

4«S>, =i{Ä(9,4»3-g,<I>04-»(9«^i-9i^.))

4«».= {(g,!l>,-ft,«P0 + K9i5'4-9*'Pi)<}

4« »i, = {(93^,- 0s)+ f»(9i9»;- 94 'P«)
*} ^»

Ffihrt man diese Werte in die Ansdriicke für die Spannungen

ein, 80 erhält man, wenn

35)

öl ^9 03

01 <X>a

m Uf ut

9s 94 Gl

0t ^4

1
»4»

03 03 9*

^2 ^3 ^4
Uf Uf Ufarg i'g "r^

94 9i 03

04 4^1 0^

und

86) 0*=ßl + 0i+ 0}^0l W*=V}-^W?-{-Wi+ Wi

1) Die vollständige Ableitung liabe ich in meinem Blielid: Die Physik

dtr bewegten Materie und die BelatiTitatsiehre gegeben* Im folgenden ist

es mit Ph. d. b. M. beieioliiiet.

•Inttsth, Kiift* vad g|»niniiigwn. 2
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gesetzt wird:

37) C*Xa,= — JJTC««»»— }f4C«5»*«-|-X(C«0»— 8«#8)

= — 1r ^»— 1 ft C* + K{C^0l— g?

+ 1* ((72 - m)- (1 +A» 03 ,

= — i JE Ü2^2— i
JA Oa 2 ^ ^((72 02_ gS02)

C* = K{C^ 02- 0)2) + ^ (C 2 - ^P^)

0* X,= IT (C* 0, 0,- g,
0

«) + ( !Pi ^»'s- 9i ÖS

- 1 04 = i:(C2 0^_ ^2) ^ ^(^2 ^<p^ _

C*r,= -ff(O^02^x -g.8x0O + |*(a«3',!P,~0,9,^»)

r,= ^((7*02 03- 02 B; H (^^'^ ^2 - Öa &^i^*)

- % C* Yi = K(0^ 0J, 0,— ga g, 0*)+ ^ (0^ —
g^ g^q^«)

0* ^« = r(C«03 01- 03 g, 02) + fl(C» ?p-^r^ _ g^.gra)

= (C 2 03 0,- 93 g, 02) ^- ^ (C« a*i - g, gj 9^«)

- » Z, = K(C^ 03 0, - Ö3 02) _|_ ^ (Cfj 9^3^^^_ g^^f1)

- i = i:(6'«0, 0, - g, g, 02) ^11(0» W^W^ - g,
g,ya)

I
- * 0* T, = 0, 03 - 93 02) ^_ ^ (0* !P-,'P,— 9,

g.il'«)

37) -d*^-^f*g8Ä,.
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Die Gleichungen sind trotz ihrer Lange sehr Uhersidhtlieh

gehant. Es folgt ans ihnen:

88)

i
X, — -

1 Xu.
(9a -ßi

Y.-z. (98 -^a—

-i 1 jr»
(91^8

l — JTft
(04-^1 - Si '^4)1

-r. L
—

-9*^4)1
iC*

I.
l — JTft

(94^ -ÖS ^4).38)

Im freien Äther, wo Äjti = 1 ist, haben wir

= IT«, = ^tf» ^« = -X,, = ^> = IT«, = ^
Gleiciies würde gelten, wenn

9iJfla:fls:Ö4 = ^J^8J^JÄ4

sein sollte. Da man aber aus 35) leicht erschließt, daß

39) (55) = 0

ist) so würde jene Beziehung ergeben:

Öi'+ 9l + Ös'+ 94' = 0,

was nicht sein kann, weil %^ immer yon Null verschieden ist

Aus letzterem Grunde sind auch stets, in der Ruhe wie in der

Bewegung, Ii— ^t» Ty— T«, Tg—Zt von Null yersdiieden,

während Zy^r^, Yg^Zy, i^— X« wenigstens im Ruhezustand

Null sind.

Ich will hier die Ableitung' d. r Siiannungsgleichungen nachholen, die

Minkowski uicht gegeben hat und die auch in meinem S. 12 gcmniiteii

Buche übergangen ist, die Z^niMhenformeln brauchen wir. epftter. Wir

haben nur die in den nrsprungliehen Gleiehnngen 19) and 28) enthalteneii

Produkte <IS>, ^SB, ^9 nach den Olmchnngen 84) tu ennitteln. Als

Abkfirsungen dienen fOr 82 Determinanten ans den 9 und 4» und aus den

Q und V*:

f,* = l,2,S,4»

2*

•
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Tcm denen jedoch nur 12 in Frage kommen

:

41) C*An%^^ = -{KAh -^(l^K^yA,^<u,^),

C*4 n (f
, 5), = - (A' -I- ^ + (1 + iT^) a^a).

(7* 4 n jg^ = fi + TT A/. 4- (L 4- iv «) a,, ,

C4 4 rz 53^ = ^< -h^ , + (1+A» ^31 ,

0*4 W = A:428 ^81 + ^ «14«94 4- %4 + -K"^ ^23 «84»

a* 4 TT SB, = JT^gg + i" flu %4+ ^12 «14 4- ^A« ^3 %4 i

C* 4 ;r 58^ = TT^si A.23 + + 0^4 -f- -T^ Agi 0,4

,

C*47r ^y«, = A^3i + «24 «34 + ^12 «84 + ^i" ^81 Ö84»

C* 4 71 ^,18^. = KAi2 A2s-\-fj (^34 + Ass -f- ^li »i*»

C* 4 » = KAj^ >|- «84 «ii+ -^n <^ + -fi^ /* ^1« «<4*

CU»(5,®^= -(/uaMa8,+jS:Ai4 424 + aBi^4+ iriM<i88il44),

C* 4 TT ( T ^ = — ojs -h jK" Ai4 ^34+ ffia Äi^-\-K^ a^s ^,4)»

C* 4n — 0«öa^3+ ^ ^24 + öas^*+ -S^A» -^14)

.

(7*471 3)^ = — öia.-i- A^4 ^84 + ^84+^ «81 ^3<)»

C7*4jre,2)^ - -(^Öu<lM+ Ä:j.a4 ^14+0« ^84 + ^/* »12^14)»

C*4jie,S>y = ~0<aiaa8i+^'^S4^84+«8i'^84+ -2tiuais^4).

C* @y = —
I {K -h -i- <ä24 «84 4-A> 0«),

= —T-C^^-^si+ ZKOn »14-1- ^«4014 H--2f^'<ij8«ia)t

0*^^ = —j(Ä^-4j4+ i»«a8%4+-^u«84+JSr/*iä,iaaB).

0*«,$y = — iC»aij«844-irilsi^+ «a4-^+ ^^<»i*^)»

C* @. = — ^ C« Om 084 4-Ä^19 -il4+ + iC^ Osa ^1>) f

^'*^yOäB= —i0*«8l«l4+-'ä^-^'^+ «14^24+ ^*" Osi^äag).

C* (4»)* 33, = *~7 (-^-^4 ^13 + «84 »81+ Aa «M+ JäTA«^ «w)

.

C*(4«)«»^3), = -Y(2rj84^ja+ /"«i4«M+ -^öiJ+ Jf/«-^»*«i4)»

6'*(4 7z)2 i^^^^ = ~ J(Ä'A4^Sl^-/«öä4«28^-•^3la23+K^"^l4«a4)•

C*(4^I)*2),iöy = -i<^iai4Öi«4-i^-^84-^i+ »i»-4ti+-Ki"«a4^a4),

^
(;*(4,).«).».= -i(.«.4a28 + i^^4^.+ a.^i.+^.a34A4),

41) C*(4«)»«S)yfB,= -i0iai4aji+ jr^4ilgj+ fl8i^»+^A««i4^4)-
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Die Gleichungen sind mhr übersichtlich gebaut, ich habe die Über-

•idiiliohkeit durch die Tr«imung8Btridi6 m. er]ioh«xi gesndit. Die beiden

dordi einen aoliweclien Stricli geschiedenen Syiteme zwischen zwei sterk«i

Strichen gehen dardh Vertanschen Ton K nnd ft nnd der A mit den a in-

einander über.

Aus den beiden ersten Teilsystemen bekommt man noch fttr

die beiden zur Bildung der . . erforderlichen Energie-

diditen:

-h fi (ftf
- wi)+ ^ e> y/« -h (1 + icrt^Äj,

+ ®*- C« 0|) + JTC« ^« + (1 + ^rt 9. '^^J.

Bei der Ableitung dieser Ausdrücke hat mau die Gleichungen 30)

und 88) sn beachten.

llisn bekommt nämlich in dem Ansdrack für die elektrische Eneinie-

dichte als Faktor von ^K:

das gibt — C><r»/.

Der Faktor von — ju ist:

+ 0»% + - («8 «^3- 93 '^'s)' - (33 ^'i - 9i '^^a)' - (Si '''2- a« V'j)^

+ fls (fe '''i H- «1 V'i) H- «1 (08 V'g+ 8, v,)

+ 98V',(geV',+ «jVi).

Die Glieder in den letzten beiden Zeilen kann man anoh schreiben:

- «8^8 (IteV^s+ «i^'J- «1V'i («1 ^'i+ Ä*^'*)- Ö»V/, (8,V'j V4).

also alle Glieder zusammen:

- («i« + ö.^ + ii)- n (a,' + + - V',« (8,* + 4- 9,«)

oder +(C2-|-g«)(«P«— !!»»)+ g«V'/, also -f «fV«— C*«f'«+C» V«.

Endlieh bekommt man für den Faktor von ~ {1 -\- K/u}'.

Ai «23 + ^24 «31 H- ^34 *'l2 = » [(Öä '''4— fii ^2) (9l "^'b— 83 '''l)

+ (92 - 84 ^'a) (98 "i'i - Öl '''s) + (93 'i'i- 84 ^'3) (fli "i'^ - 02 V'i)].

Kach der Ausmultiplizierung heben sich sechs Glieder paarweise auf

nnd der Bstt gibt:

» 84 l8i (*i ^3- •'•3 ^''2) -f 92 («/'s '''i- ^»1 V's)+ 88 (*i «^2- *a '^'i)].

was eben nach 35), S. 17, gleich 84-^4 ist. Ebenso leitet mau jRm ab.



— 22 —
Insgesamt ist die Energiedichte

:

Will man nun 2. B. Xm hüäm^ so hat man alt Faktor von K aus

Die doppeltOL IVodokte solireibe loh sufol^ (g^) = 0 in der Form:

— 2 82 83 ''^2 = + (Si'/'i + Sa'^s ^ ilt'=''4) ßa'^'s (öi'^'i "h ß2*''2+ 9 Ss'^'i!

+ 2 81 Ö4 -/'i = — (gj 4- 02*/'2 -j- 93'/>8) 8i*''i— (Ö2*''ä+ Sä*'*«+ Ä*'''*) Ö4''*4.

Sie geben also zusammen

so daJ} man hat:

.4.;3 -A,\=W+ (ifcf+ 8«)- 4- 'P:) (0,^ -i- 8 «)

nnd zufolge 33), S. 16

:

Ai,- = -W+ ^3*) (G^+ 01*+ fliO- ('^'i+ */) («I*+ «4*)

Vereinigt man das mit dem entsprechenden Glied© in ^

—

4jiJR, so er*
geben rieh die im Ausdruck ffir OXxvdiK multiplisierten Grlieder. Enfe-
Bprechend folgen die mit f* multiplizierten Glieder, da ja Symmetrie herrseht»
Ffir die (l'\-K/i) multiplizierten hat man als Faktor:

Nach Ausführung der Multiplikation und Hin«ufügung der Größe+ ^4^4
von dem Betrage der Energiediehte heben sich von den U Gliedern 9 paar-
weise auf und die 6 übrigbleibenden Glieder geben ^iSl^, Ahnlich sind alle

anderen Dmckkomponenten zu berechnen.

Zuletzt bemerke ich noch, daß die Differenz der Energie-

dichten die Beziehung gibt:

45) L = 4«(9l« - = ^^(K0^^iiWj.

Die Spannung Tf entspricht der elektromagnetischen Energie-

dichte ^ im Baume. Man hat nach 37), S.18 und 44), S.22:

46) «=i2'«-
Die Spannnngen T., Ty, 1\ sind proportional der Poynting-

schen Energiestiömung im Kaume. Bedeuten ^^a, 5^^, deren

Komponenten, so hat man:

1 1 1 ,

,

47) ^^jp =r= 'q ^^v ^ ^» ^ ~
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Die Spannungen X,, Yt, Zt gleichen Poyntingschen Vektoren,

jedoch nut Polarisierungen statt der Feldintensitäten, abgesehen

vom Faktor
^^J^^

' Eukezustande und für isotrope Stoffe sind

sie den Poyntingschen Vektoren proportional; es ist dann auch

C C

Hiernach berechnen sich die ans der Annahme der vierten

Dimension folgenden sieben Spannungen nach dem Muster von

ans der Lehre des Elektromagnetismus bekannten Größen.

Besiehen wir diese Spannungen statt auf die Zeitachse auf

die ic^-Achse, so haben wir ihre Werte mit i zu multiplizieren,

weshalb in dem System 37), S. 18 sogleich die Formeln für

— iT» usf. gegeben sind.

Aus den Spannungen berechnet Minkowski die Kräfte im
elektromagnetischen Felde nicht nach dem Muster unter 13), S. 10

sondern er fugt zu den nach diesem Muster anzusetzenden Kräften

noch besondere Kräfte hinzu. Hat man nämlich nach diesem

Muster:

48)

^TT 1 »
C Xi C X,

d Igt , Ö 1^ dY, d(-iYt)

d{-iT,) dj^iTy) d(~tX)

80 nimmt Minkowski für die Kraftkomponenten nach den vier

Koordmatenachsen an:

49)

x = 9. (H).

r =

z = «.(H).

• *

• •••



Die BegTÖitdimg für diesen Ansatz verden wir tfäiet kennen

leruAn. Vit sohieiben in leicht Tera^dlioher AbkBrznng:

r.
SO)

—iXt ^21

T. —iTt
z, Z. — iZ,

-iT. 21 «14 8u 8u
80 ist die Energie aller Spaimiingjan im Ranmzeitgebiet V gleich

JJJi
^'^^^ ^^"^ gegeben durch

61) P= ^ Ä dx^ dxs dx^\ i, = 1, 2, 3, 4.

6. ilax Abrahams x^iisätze für das elektro-

maguetisclie Feld.

Max Abraham 0 setzt in Beschränkung auf die Verhältnisse

im dreidimensionalen Raum:

52x)

dx +

dt

dGy
dy dt

4-
da,
dt

Die X« usf. haben die früher angegebenen Werte, g bedeutet

die Geschmndigkeit im Raum und in der Zeit t. G nennt

Max Abraham die Impulsdichte und definiert sie durch die

Gleichungen in Yektorschreibweise:

dt dt )•

so daß für die drei Komponenten Ton a zwar Tier Gleichungen

bestehen, von denen jedoch nur drei Tooeinander unabhängig sind,

wenn die FeldinteDsitäten und Polarisierungen der Bedingung

genügen:

56) (ZW^TM]) = 0,

^) Rendiconti de! Circolo Matematico di Palermo 28 (1909), 2. «emestre.

YgL Fh.d.b. M., S.242ff.
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was bei den bis jetzt aufgestellten Theorien im allgemeiiien der

Fall ist. Man hat dann auch:

56) ( 6^[(fe5)+ 0»]) = 0

als Oegengleichnng zu 55) und bedarf yon dem Satz yon Glei-

chungen 54) nur einer Gleichung.

d G
Beachtet man die Bedeutung yen , so folgt:

dt -l-^*»»^^- dt^^'^dx^^'dy^^'dl^^Kdi^d^'^dl)
_da dGg, dGgy

,
dGg,^ dt dx ^ dy ^ da

'

Die Gleichungen für die Kräfte werden also auch:

520

G.

dx ' dy ^ dz dt '

y^ e(r,~0yjyj diJy^Gygi) dj l^-^G^g,) dGy
dx ^ dy ^ dg dt

'

d{Z^-G,g.;) d(Zy-G,gy) d(Z,-G,g,) dG.
dx ^ dy ^ de dt

'

In der Form entsprechen diese Gleichungen den Minkowski-
schen Iiir die Kräfte K nach 48), S.23, und es wäre namentlich:

Ö7) CG^ = Xt CGy=Tt, CGs=^Zt.

Aber die neuen Spannungen:

j
= — Gxgx

I
Tk= Yx— Gygg

j

Zg = Z«^ Ggg»

58) ^ Xy— G^gy Yy = Gygy Zy = Zy— G^gy

[ Xi = X, - G.g.
I

- - G^g, \Z',^Z,^ G,y,

würden nicht den Minkowskischen gleich sein, sie unterscheiden

sich yon ihnen dnrch die Glieder Gg. Max Abraham nennt die

Spannungen X^, ... absolute, die X,, ... relatiye. Das relative

Spannnngssystem X«, ... hat ein Drehungsmoment, da allgemein

Xy^ Tte usf. ist. Im absoluten Spannungssystem ist z. B.:

Xy— = Xy— -f Gygx— Gggy

^ ^
= 4« (6;,^^ + Qs^y- (5sr5)« -C)y53«) - Gigy + Gyg^^,

X;-ri= -[Ö47]+ 43r[@3)+ §8] =0
nach 54). Also wird:

59) Xy — r«, Y,' = Z«, == Xj,
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das absolute SpaunuDgssystem genügt der Bedingung der elastischen

Spannungen. Wir werden später sehen (S. 38), daß HeinrichHertz
der gleichen Bedingung auch für die relatiTen Spannungen mit

anderer Voraussetzung zu entsprechen suclit.

7. Spannungen nnd Striktiou.

Wir keliren zu den Ansgangsgleichiingen 12), S. 10, den Max-
welhohen für isotrope Stoffe, zurück. In diesen Gleichungen ist auf

die durch die Spannungen selbst etwa yenirsachten Deformationen

der Stoffe keine Rücksicht genommeiL Heimholtz und Kirch*
hoff haben sie darum abgeändert, indem sie allgemeiner schreiben:

60)X*^= ^(2L;XJ-XiJB|)

vt«) 1

2J"=
fz(ß} 1 T" Y v- ^(«») ^ r" V 7

-^If A<in m -«^w

60) 4" = ^i"'=j^i4^-X, 61)

Die i/', L' sind Größen, die in folgender Weise zu bestimmen sind^).

Kennt man X^, die drei Hauptdilatationen, y;, C ibre Riclitung und
5", tf, Z die Komponenton der elelctri sehen oder raagnetisclien Kräfte; sets'.t

man ferner in üblicher Annahme für die Komponeaten der dielekti'isohea

Polarisierung in Richtung dieser Hauptdilatationen:

i^f = -Klh+k+ h]-K K) ,

62) P« = («e-«;[*i+ *s+ i«l-«;A2)H.,

- = K-< + + isl-< A«)
.

und entapreeliend für die magnetische Polarisierung:

63) I Pf>= (x^-«;„[ÄiH-x,+ Aj~*;;*.)H^,

1) V|^. meine Thermodynamik nnd Kinetik der Körper S, 1, S. 270£.
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so ist

und zugleidL liaben wir:

66) l'\-l7ix^ = K, l-\-An fi,

64») x;' = ^+^^, = jr-47r»;,

6öa) x-=A*+^^, x;^=^-4««;.,

x" beetiiiimeii sioh aus den. obigen Gleichungen.

Bilden wir Dim die Kräfte, so ist iür emt; itaumeinheit:

Im Fall die Enifte eixi Potential besitzen, wird

. dilß 8y d0 dp ^ dp dp 2dp'

also

68.) A;= L"F9'+ l^iL".-L')^; F= X,T,Z, p = x,y,»,

WO die freie Dichte q* bestimmt ist durch

.
1 (dx

I

ar dZ\
^ ~ 4«\dx dy^ dg/

Nach den Werten Ton L*\ L* findet sich so:

68.) j; = Z,"P^' + i-(x''+2»')||^-

Bei Deformationen bestimmen sich also die Kräfte aus den

Spannungen anders als nach der Tkeorie der i<ernkräite. Die

Untenohiede betragen Die Spannungen bewirken

hiernach eine akzessorische Kraft, die ein Potential —j— J?*

hat Die Anwesenheit einer Ladung oder eines Maj^ets bewirkt

so überhanpt in dem sie umgebenden Medium, ob dort andere
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Ladungen vorhaudeu sind oder nicht bestehen , deformierende

Kräfte, die mau bekanntUck der Elektrostriktion oder Magneto-
striktion zuschreibt 1). Die modernen Theorien nehmen auf diese

aus den Deformationen fließenden Kräfte keine Rücksicht Man
kann sie jedoch auch hier in gleicher Weise in Rechnung nehmen.
Wir bedürfen dazu aber einer anderen Darstellung für die Span-

nungen. Indem mr yon ursprünglichen Formeln 19) und 23),

S. 13, 15, ausgehen, ersetzen vir sie durch folgendes System, das

dem Helmhol tz-Kirchhoffsehen entspricht:

r, = 4«{jv;^^$),+j^^^,«,-ijj^al5)-i^;(Il^^

= 4« ^n;' ^, ^. + iV-ö. 33, -

1

Ni(m)-^Nu (£§)},

Ii = 4 ^
{I im) + ~ m)} »

= 4« (Nn^^y + n;;,^,^,\

X, = 4 7c (.Vr (5^,% -f N'[ «Ol

= 43r 2),+
r, = 4« + Jsr^c>^«,)t

t= 4 3r (iVr -I- JS^;: |),

Zy = ^fc (jy; (g, 2),,+ JV£ C), Jöy),

= Jf, - Äf^ <Qy i„

= (43r)»(ilfi'18.S),- JtfiSä^S).),

^
= (4 (M; ~ .li^ ^, 2).),

'

69) 4 =(4«)H-afi^^«— J6«.«V>
Die ^, Jlf sind die neuen Konstanten, und man hat wohl

Jfi = JI4 = 1 zu setzen. Die Ausdrücke durch die Ruhekräfte

erhält man durch Einführung der Werte für die (S,% ^, S3 usl
nach den Gleichungen 34), S. 17.

1) Eingehende Beispiele habe ich in meinem 8. 2iß genamiteu Bache
gereehnet.
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8. Bedeutung der Spannnngeii.

Da die elektromagnetischen Störungen so verbreitet werden

wie das Lioht, so ist der Sitz der Spannimgen der Äther, der

freie oder der in den Körpern enthaltene. Nun war es bereits

Maxwell nicht zweifelhaft, daß gewöhnliche greifbare Materie

Spannungen, wie sie z.B. durch seine Gleichungen 12), S. 10, dar^

gestellt sind, von denen ja alle anderen nur Verallgemeinerungen

bedeuten, nicht standhalten kann, denn diese Spannungen zerren

die Materie sowohl längs den Kraftlinien als auch quer dazu.

Mazwells ^) Ableituug besteht in folgendem. Ist S eine Niveaufläche

mit d«r ftn <l nach aaÜeii geriehteten Normale », so bat man

^ = "??' ^^--7^»
»

wo «, y die Bichtmigskosiniis der Normale » bedeuten« Also

Da die Komponenten Nm, -Ny, JV» der za dS senkrechten Spannung N emd:

jr«= «x> + ^x,-hyi:„ Ny = «r«+/jr»-hyr„
iV, = «Z«-|-i8^+ y2#,

80 erbftlt man hiemach

d. b. die Spannung sieht senkrecht aur Niveaitflftdhe und mit der Kraft

Nehmen wir für S eine KraMaehe mit der Normale n' und den

Biehtungskosiuus t^, ß^, so ist s. B. die -Komponente der Spannung

senkrecht za dS* gkieh

Andererseits muii

eein, die obige Gleichung und die ihr entsprechenden türN^, geben also

V'--^«' ,Y/ = _^.

^) £lectrioity and IfagneUsm, deutsche Übersetsung, fid. I« 1, 156 f.



N' ist liiemaoh entgegengesetzt geriohtet zn parallel den Kiveau-
fläolien besteht so ein Ih*aok von gleicher Grofie vie der Zug senkredit
£u ihnen«

*

Übertragen mt unsere Anschaunngen Yon der greifbaren

Materie auf den Äther, so muß ako dieser Äther unter dem
Einfluß dieser Spannungen in Bewegung geraten. Helmholtz^)
hat für diese Bewegung die GleichungszuBatze anfgestelli Bas
Problem ist aber sehr verwickelt, da die Bewegung die Spannungen

ihrerseits ändert Vermehrt worden die Schwierigkeiten, wenn
man mit Maxwell und Heinrich Hertz annimmt, daß der Äther

in den Körpern unlösbar an diese Kör])Hr gebunden ist. Das ist

wohl mit ein Grund, warum die Annahme von H. A. Lorcntz
in seiner Elektronontheorie, daß nämlich der Äther überhaupt

unbeweglich ist und seinerseits zwar auf Körper wirkt, nicht aber

von Körpern irgend eine Gegenwirkung erfährt, so yiel Anklang

gefunden hat. Es genügt dann die Aufstellung der Spannungen,

ohne daß es nötig ist, zu untersuchen, wie sie den Äther beeinflussen,

denn er soll ja seiner Natur nach durch sie nicht in Bewegung
Torsetzt werden können. Indessen ruckt dann die ganze Be-

trachtung in das formal Mathematische, denn von den elastischen

Verhältnissen in absolut starren Stoffen wissen wir aus der Er-

fahrung nichts. Die mathematische Behandlung wird aber durch

die Annahme deir Starrheit freilich sehr erleichtert.

9. Spaunimgeu oud Enei^ie.

Die meisten elektrodynamischen Theorien, die man bisher

aufgestellt hat, führen zu den 1 ormelsjstemen

70) +Ccwr^p$ = 4«:^-h43rc7p,

71) — C?cur^g = 4»-^^; ^^x^ye^

72) ^ssdiv%,
73) 0 = cTwa

Dabei bedeutet D/Di die Operation

1) Wied. Ann. f. Phye. S8, 135 (18d4).

>)Pb. d.b. M., S.190lf.



— 31 —
in der

d 8 8 ^1 ^
dt — dt^^'d^^^'d^'^^'di

ist und gx-t yyy g, die Komponenten der etwaigen Bewegimgs-
geediwindigkeit im. Baume nach der Zeit i angeben i). Hieniach
haben wir

Die linke Seite dieser Gleichung wird nach ft) in der Anm^ S. 12

wo

76) C^[SS)]p = ^^p; P = oc,y,z

den Pojntingschen Vektor bezeichnet. Die Glieder .der rediten

Seite geben nach der Definition 74) und in etwas anderer An-

ordnung

Setzen wir hiemach

76) lySi'^^'dt^^'di^^-di)^^'
((S(g)V)g-t-^(^v)g) = a.

43r(@J)= Qy

BO wird also

Da

ist, wo (?F ein Volnmenelement darstellt, so hat man

1) Fh. d. b. &181f. und 242ff., wo anoh di« Bedeuteng für die

veracbifldenen Theorien behandelt iet
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Das ist die Energiegleichung. Die Gröüe ^H! ist in der Maxwell-
Hertischen Theorie gleich Null. Die Größe ^^^divg stellt die

mechaiÜBche Energie dar. Ausgeschrieben und etwas zusammen-
gezogen haben wir

Fügen wir die Größe

—

^ftdivg hinzu, so wird die mechanische

Energie in der Baumeinheit

78)

' da? da dx * ^ dy

und die usf. haben die uns schon bekannten Werte. Für den
Baum V ist diese Energie

79i)

Nun hat man z. B.

wo i9 die Oberfläche Ton F bedeutet Und ahnlich für die anderen
Integrale. So bekommt man mit

81) üp^ga^X^ + g^Yp-^g^Zp; p=:x,y,s.

H- Jj(l7«<»s(n,a?)H- l/y(x>s(«,y)+ ügeos(n,g))dS.

Die £ bedeuten also mechanische Kräfte, wie früher.
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Ich habe iiau einige Bemerkiingen zu machen. In den

Theorien von Maxwell-Heaviside-Hertz und Cohn bedeuten

(§, 4^, ^, 1) die Feldintensitäten und Polarisierungen im Zustande

der Bewegung, falls eine solche besteht. Das gleiche gilt für

Minkowskis Theorie, jedoch stellen hier die Formeln 70), 71), 74)

nur Annähenmgen dar. In der vollständigen Theorie Minkowskis
ermAg man in der angegebenen Weise nicht zu rechnen. Min-
kowski hat aber seine Matrixrechnung (S. 14) so eingerichtet,

daß für die Spannungen formal die gleichen Ansätze heraus-

kommen, die auch jene Gleichungen finden lassen. Diese Matrix-

rechnung gibt zugleich auch die Spannungen zur Berücksichtigung

der Zeitdimension seines Baumzeitgebietes, die man sonst nicht

erhalten kann.

J^iir die Theorie von H. A. Loren tz kann man zwar die

gleichen Formeln 70), 71), 74) benutzen, aber dann bedeuten nur

@, 3!), 33 die Werte dieser Größen im bewegten Felde, § dagegen

ist die magnetische FeldIntensität in diesem Felde, wenn keine

Bewegung stattfindet. Ist jedoch Bewegung vorliarnleiL, so stellt

^ eine andere Größe dar als die tatsächliche niii^netische Feld-

intensität Wird letztere mit bezeichnet und der Wert von

^ in reinem Äther mit 2)of so hat man

und dieser Wert wäre in die Spannungsgleichungen einzutragen.

Nach einer von mir selbst aufgestellten Theorie') wurden im
reinen Äther Spannungen unter Umständen, nämlich wenn er sich

sollte bewegen kÖnUen, überhaupt nicht vorhanden sein, sondern

nur im Äther, der die greifbaren Stoffe erfüllt Es kommt darauf

hinaus, daß, sofern Bewegung besteht, in den Spannungsgleichungen

aUe elektrischen üroiien mit dem Faktor 1— ^j^f magneti-

schen mit dem 1 — Ä;— multipliziert werden, wo K^t ^ich auf

reinen Äther beziehen, k eine Eonstante bedeutet, die auch 1

sein könnte.

1) Ph. d. b. M., S.210, 242, 258.

^ i. c. S. 188 und 249.

^ Weinstein, Krifle md Spamnuig«!!. 8
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Im ganzen ist die Begniiidung der Gleichungen für die

Spannungen keine bcfrit ligende. Ich führe darum noch die

Tbeohe hierüber von Heinrich Hertz an.

10, Theorie der Spanaimgeu von üeinricli Hertz.

Heinrich Hertz ^) geht Ton dem Ausdruck für die Energie

aus. So ist die magnetische Energie

= i jjj ^ + 4>v + 4>Ä) dät>dy d^.

Wenn das Medinm sich bewegt, so kann es Translationen, Bota-

tionen und Deformationen erfahren. Nur die letzteren sollen in

Betracht kommen. Sie bewirken aber, daß selbst ein isotropes

Mittel sich entweder wie ein kristallinisches yerhalt, oder daß es

wenigstens Verdichtung oder Verdünnung erfährt. Also ist all-

gemein entsprechend 17), S. 12

^ + f>y »,f,+ ^M^, = -I- 1 2 $y + • • •

und die Änderung der magnetischen Energie im Raum dV wird

Darin setzt Heinrich Hertz (i'it — (tij. Dann wird unter Be-
rücksichtigung ?on 17) und weil d{dV)= Vdtdivg ist:

1) Ges. AbliaadL 2, 275 fi.; Wiedem. Ann. d. Phys. 969 iE. (18Ö0).
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Da die mechanisciie Arbeit nur für die Deforination zu be-

rechnen ist, behalten wir in den Gleichungen 71 j zur üagtimmniig

der nur die Ton den Defonnationsgroßen ^ usf. abhangigea

Glieder, setzen also nach 74) ein

^ dt - ^a^/^^ay+^'al'

" dt \dx dy / dx ' ^ dy

Die Glieder in der ersten und die der letzten Zeile geben

daim:

J (€>« 33« -^y'^y-& + i (£)y 33,- ^,- ^)^

Man schreibe z. R:

so h&ngt das zweite Glied Ton der Rotation \ (^^^ — der

Teile des Mediums ab^ Heinrich Hertz wirft dieses Glied ab,

dann kann man die zweite und dritte Zeile schreiben:

Beide Zeilen geben, indem wir die usf. überstreichen:

82) if' = [x.^' +T,U + z.^+4(3,+T.)(^-+^)
+ KT.+ ^) +^) +4(2. + Ä.) (II

+ F.

s*
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entsprechend früheren Darstellungen. Ob es zulässig ist, die von

der Rotation abhängigen Glieder fortzulaBBen, kann iraglich er-

scheinen, man gewinnt aber dadurch die wünschenswerten Be-

ziehungen: ^ -wr X7 y iz T"

£8 bleiben in der Theorie Ton Heinrich Hertz noch die

Yon den^ abhangigen Glieder. Nennt man die elastischen Ver-

Schiebungen |, i}, ^, so nimmt er die ^ als bestimmt an durch

die Zeitändentngen der Deformationen ^+

— + %^ + 1^1 80 daß, wenn wir sie bezeichnen mit oe,

dz oy ox 00

Vi 9i ^1 Xi allgemeiu hat:

dfi d(ida djidß d (i dy dji ä(p d^dt d^i d x

di^dädt^dßdi'^drdt^dipdt'^di^dt^dxät'
und da ^ ^ 1 ^ usf

dt cx dt^

gesetzt werden darf, weil die ^, nur kleine Größen sein

werden, so hat man:

d«_^dgx dß^dgy dy^_dg» dip dg^ . dg^,

dt^dx' dfdy' dt^dß' dt^dy'^dx'

dt di? ' dt Zx^ de*

Hiemach treten zu den früheren Gliedern weitere Glieder hinzu,

die Yon den Terzerrungsfaktoren in dexselben Weise abhängen wie

diese, und man hat nunmehr für die Spannungskomponenten:

88) X" = 4^ [$.^ -\<M) + 22 M^l%%^,
1 P 9

p q

P 9

4«
r;*^ = ^ (©,93, + 22 BpB,),

83) 2^^^= ^ (Ö, «X + & «, + I X i< Ü3p ««).
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P 9

P 9

4« [(5,5). - J(f^+ 2 2 E^, ^J,
P 9

£ p q
'

^ P 9

^ i^.^. + 2), + V V ^^SD,).
^ P 9

Die entsprechenden Gleichungen für die elektrischen Druck-

komponenten mit (5, ^ nnd an Stelle Ton |), SB nnd M^^
sind gleich hinzugefügt Die Jlf; sind ans den je sechs Difieren-

tialquotienten der (t\ K* nach den Größen ce, % zn bilden.

Die Gleichungen erinnern an die Helmholtz-Kirchhoffschen

Formeln unter 60), 61) S. 26, in denen die Striktion herück-

siditigt ist. In der Tat weist Heinrich Hertz nach, daß sie

für Stoffe, die trotz der Deformation isotrop bleiben, in diese

Gleichungen der Form nach übergehen. Doch sollen die in ihnen

mit X«, L'm bezeichneten Konstanten gleich K und werden.

11. Die meclianisclien Krälte.

Noch schwieriger wird die Lehre Ton den Spannungen, wenn

wir zu den mechanischen Kräften übergehen. An Rieh gelten für

alle Kräfte, die ein Potential besitzen, die einfachen Maxwell-
schen Eotwickelungen S. 10. Wir könnten also die Maxwell-
scheu Formeln 12), S. 10, ohne weiteres auch auf ein Feld über-

tragen, in dem z. B. lediglich die allgemeine Schwerkraft herrscht

Und die Verhältnisse sind hier noch besonders einfach, weil diese

Formeln dann allgemein gelten dürften, denn für die Schwer-

kraft ist^ soviel wir wissen, in allen Stoften £^ 1, = 1. Auch

würden die Gleichungen zunächst ebenfalls bestehen, wenn im

Medium Bewegung herrschen sollte. Daron sprechen wir noch

(S. 38). Diese Übertragung der elektromagnetischen Verhältnisse

auf mechanische hat man schon ziemlich früh Torgenommen.

Allgemein aber verdanken wir ihre Ausbildung Minkowski, der

sie gleich für sein Kaumzeitgebiet durchgeführt hat

84)

t
84)

yW
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Maßgebend für Minkowski ist, daß jede Bewegung eines

Körpers im Ranm oder im Raamzeitgebiet aUiängt von Span-

nungen in seiner Umgebung, die unmittelbar auf ihn wirken und

so ibn drängen oder stoßen.

Die Arbeit dieser Spauaungen, die auch liier St^] ife = 1,

2, 3, 4 bezeichnen, fiii- irgend welche virtuelle Verrückuiigen özjt,

= 1, 2, 3, 4 — Minkowski nennt diese Arbeit die Span-
nuügswirkung — setzen wir entsprechend 51), S. 24:

85) dTT= —^IUI
Sijt dxi dx^ dx^ dx^.

Mit dieser Spannungswirknng und dem, was er Massen-

wirknng nennt, leitet Minkowski nach einem dem Ilamilton-

scheu Prinzip dir khiäsischen Mechanik nachgebildeten Prinzip

seintj bekauuluii < >li;ichungen der Raumzeitmechanik ab. Indem

er zugleich die Bedingung, daß in der fundamentalen Beziehung 31),

S. 16, für die Eigenzeit t die Größe C eine absolute Weltkonstante

sein soll, einführt, erhält er für die Raumzeitkomponenten der

mechanischen Ki'äite als Ausdrücke durch die Spannungen mit

86)

^32
-1-

dx^

dx^ öa?sdXi

d8,,

dXi ^ dx^^ dx^ ^ dx^ '

dx^'

dx^'

die Werte:

87)

r =

CT=z

wobei

88)
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ist. Die Zusatzglieder zu Xj, Zj, Zj, Tj, wir nennen sie Min-
kowskische Zusatzkräfte, ergeben sich aus der angeführten

Bedingung für die Weltgröße C\ und sie dürfen nicht fortgelassen

werden, ohne die Minkowskische Theorie grundsätzUch zu

ändern i). DemeDtsprechend sind die Gleichungen 48), 49), S. 23

für die elektromagnetischen Kräfte angegeben.

Aber wie sind nun die Spannungen S. 24 anzusetzeii? Im
Yergleicli mit den elektromagnetischen Spanuimgen liaben irar

nach dem Schema ani S. 24:

1^31 = ^83 = Yg, S53 = Zgy = —
84X = — •^t» ^43 = ^^ti 5^48 = ^iZti 8^1 = I^f.

Für die Spannungen im Raum allein könnte man, wie schon

hervorgehoben, die Max well sehen Beziehungen 12), S. 10 be-

nutzen. Max Abraham 2) hat darum diese Beziehungen auf das

Eaumzeitgebiet schematisch erweitert Es seieo im Baumzeit-

gebiet Kräfte jß^^, i2("> mit den Gesamtkomponenteti

J^, i2t, Torhaiideii; so setzt er:

90) 4« = - i je»),

43r«,s=^(12»-ii2^),
4*5« = ^(12,-1^2),

49E S21 = 4:9 81^ ^= JS(IiiIi2}')

4n Ä32 = 4« iSus ^»(-Bajßg),

4« := 4« Sil = Z(H,2Ji),

4ä = 45r = -2?(J?i -R*),

f
4;r = 47r S,, = Z {E,B,),

90) 4 -S^3 = 4 Ä .Ö34 = 2: (J^3 B^),

ist

Es mag sein, daß diese Gleiehungen auf die mechanischen

Kräfte angewendet werden dürfen. Von den Ansdriicken für die

elektromagnetischen Spannungen sind sie weit entfernt, nament-

lich hinsichtHch der Zeitdimension und des Wegfalls der Unteav

Weinstein, Ann. d. Phys. 48, 929 (1914).
S) Phys. ZeitBclir. 1912, ai, 810» 793.



Scheidung zwischen Feldintensität und Polaribieiung, zumal sich

bei den mechanischen Kräften oft auch jedes Feld als isotrop

darstellt. Diejenigen Ki'äfte, die sich "momentan verbreiten, wie

abermals die Gravitation es zu tun scheint, sind auch von den

Bewegungen unabliängig, für sie berechnen sich also die Span-

nungen wie im statischen Felde, wenn auch gerade hier die ße-

redmnng mehr formale als sachliche Bedeutung beanspruchen

kann (S. 44>

Eine andere Ton Max Abraham gewählte Form für die

Spannungen ist Tielleicht noch bedeutnngSToUer. a sei eine Funk-

tion Ton 0^ y, jt, ^ die aus folgender Gleichung zu bestimmen ist:

Öl) JE=g..Xi-gyY-^g,Z

_ J^e« Id^G) d^o) d^(o 18 /l

« iöica "^a^a +ö;fa Cdt\C dtjy

woselbst a eine uniyerseUe Weltkonstante bedeuten soll. Es wird

i(i-r)"+i(if)"j+i''-.

•»"=H©+(SM-:)]+ÄeÄ=i'''.

er Q dfOdiO

Q a dcj dOD

_ l dadm

t ^ a a 1 ^®
92) «^«=«^ = -c äi'
mit

»> "-©vig/Hi-ry+Aö?)--
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Für die Kraftkomponenten geltcu m beiden Fällen die An-

sätze unter 52), S. 24, und es ist die impulsdichte G im letzten

Falle bestimmt durch

94,) C6^,= iS« = /S|4, CGy= i>ti= i!>M, CG, = 8,^ = iS^*»

Zu den Minkowskischen AnsatzeD für die Kraftkomponenten

yerhalten sich die Max Abrahamschen wiederum so, als wenn

in jenen die Zusatzkräfte, die aus der angenommenen Konstanz

Ton C sich ergeben, fortfielen i). In der Tat läßt auch, wie wir

nucli bellen werden, Max Abraham C variabeL

Indessen ist die Abweichung von Minkowskis Schema für

die elel^tromagnetischen Spannungen doch gar zu groß und zu

wesentlich.

Da nun die einzigen Spannungen, für die Aubdrücke wenig-

stens mit einiger Wahrscheinlichkeit angesetzt werden können,

gerade die des elektromagnetischen Feldes sind, wird man besser

yersuchen müssen, die mechanischen Kiüite auf elektromagne-

tische zurückzuführen, also ein System yon elel ti omagnetischen

Kräften aufzustellen, das im Ergebnis z. B. solche Kräfte dar-

stellt, wie die allgemeine Gravitation, oder die elektrische Kraft

yon statischen Ladungen, oder die magnetische Kraft yon ruhen-

den Magnetpolen. Dazu ist noch nicht einmal ein An&ng ge-

macht Selbst Minkowski hat in dem allein yon ihm be-

handelten Beispiel, nämlich der astronomischen Bewegung für die

Newtonsche Grayitation, im Baumzeitgebiet einen bestimmten

Ansatz gemacht, ohne auf die Definition durch die Spannungen

einzugehen. Darüber sprechen wir noch. Will man aber yon

den gesicherteren Maxwellschen Formeln 12) wenigstens im Raum
Gebrauch machen, ohne auf Berücksichtigung der Zeitdimension

ganz zu Torzichten, so wird es einer Umrechnung der Baumkräfte

940

dt dß
d. h.:

im ersten durch

^) Pli. d. b. M., S. a78ff., wo der Dnxckfebler bei S^^ za verbeaiem ist.
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nach den Lehren der Relativität bedürfen, iudem man sie mit

dem Faktor —^ multipliziert, wo g die Geschwindigkeit des

Stoffes im Raum allein bedeutet.

Minkowskis Lehre führt zu der eigenartigen Folgemng, daß
im Raumzeitgebiet die Kräfte ein Potential nicht haben können,

was im Raum Ton den Kräften gerade so oft angenommen wird.

Seine Mechanik ergibt nämlich als Energiesatz:

96) 9,X+ 8.r+fl.-^+(U2'=-|J^((7«),

WO in die Maße des sich bewegenden Substanzpiinktes bedeutet.

Nun soll aber 0 absolut konstant sein, also bleibt

97) 9,X+ g,rH-g,Z+g,T=0.
Hätte nun die Kraft ein Potential 0 im Raumzeitgebiet, so

wäre hiemach

d. h.:

dt^ dt " ^'

Diese Gleichung kann aber nicht bestehen, da unter allen

Umständen mindestens von Null, also -3— von mindestens

um das Glied d«g^ verschieden ist Kur wenn 0 von o;«, also

Yon der Zeit nicht abhängt, kann ein Potential wenigstens im
Ruhezustand im Raum bestehen. Unabhängigkeit der Kräfte von

der Zeit wurde früher fast immer angenommen, sie liegt aber

nicht im Sinne Ton Minkowskis Vierdimensionallehre, denn sie

könnte selbst bei größter Allgemeinheit hier überhaupt nur vor-

handen sein, wenn die Bewegung im Raum konstant ist, also

nur in einem ganz besonderen lall. In Minkowskis Lehre ist

die VerhinduDg der Kräfte mit dou L>6wegiintTen eine bei weitem

engere als in der früheren Mechanik. Und das kann auch nicht

anders sein angesichts des Umstandes, daß die Arbeit dieser

Ki^lfte im Raumzeitgebiet immer Null ist, die Bewegung im Raum
mag sein wie sie will. Bis sm einem gewissen Grade trifft das

für die Relativitätslehre überhaupt zu. Der Begriff der konser-
vativen Kräfte findet in diesen neueren Theorien keinen Platz.
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Sicher nicht in der Minkowskischen Theorie, wie ja schon die

AuBdrücte 87), S. 38 für die Kraftkomponenten unmittelbar lehren.

Wenn die Bewegungsgeschwindigkeit g im Kaum aUein gegen

die Weltgeschmndigkeit C (die also der JUchtgeschvindigkeit im

freien Äther gleichgesetzt wird) gering ist, kann man freilich

bis auf Größen von der Ordnung ^ die J^i, r^, Zi an Stelle

on X, F, Z ansetzen. Alsdann kann wenigstens für den im

Raum wirkenden Teil der Kraft ein Potential angenommen werden

(s. n.). Die Kraft T wird aber unter gleicher Vernachlässigung

gleich ^ ^ Fl -|-^ sie kann also an jenem etwaigen

Potential nicht teilnehmen.

Max Abraham hat in seinen Theorien nicht nur X, F, Z
durch -Xj, Ii, ersetzt, sondern auch T durch Leicht ist

dann zu bewoisen, daß, wenn in dem GleichuugHsystem ÖO), S.39

die II ein Potential besitzen, dieses Potential auch fiir die durch

die Spannungen darzustellende Kraft gilt, d. h. eigentlich, daß

die Gleichnngssysteme 90) und 86) widerspruchsfrei bestehen.

Wir nehmen nur eine Kraft und setzen

-^-"d^'
mit der Laplaoe-PoissonBchen Bedingung

80 haben wir

alflo nach 66):

2
— d»* d»* d» d»^

,
d*^d**

, d<^ , «f»
,

d'/» .d*P ^'i> d«^

d^ d xf '^JxidXi dxj d^ d«i d«id ^ d«/ ' da;4d

d

x^

Die OHeder reohtB vom Qleichheitssnchen siehen sich susammen zu der
d<l>

Laplaeeeehen Größe , die gleieh —4tnu iein sollte , moltipliziert mit

also bekommen wir für die Xi, ITi, Jj dieselben Ausdrooke wie für

die multipliziert mit

i>Jach der Minkowskischen Theorie ist aber der Ersatz von

T durch nnter allen Umständen, selbst für geringe Bewegungen,
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unzulässig. Die modernen Theorien räumen eben mit früheren

fast selbstverständlichen ABnahmen von Grund aus und unnacli-

sichtig auL

12. Die Grayitation und das G-rayitationsfeld.

Eine erschöpfende Barstellung der AnschaiitiTigen über die

allgemeine GraTitation, fast bis zum Schluß des Tergangenen

Jahrhunderts, verdanken wir dem so liebenswürdigen und leider

so früh dahingeschiedenen Drude i). Wir haben es hier nur mit

den neuesten, wesentlich diesem Jahrhundert angehörigen £nt^

Wickelungen zu tun, müssen aber einiges aus früherer Zeit wenig-

stens kurz dabei erwähnen. Am meisten Schwierigkeit bereitet,

daß fiir die Verbreitung der Gravitation eine endliche Geschwindig-

keit nicht hat nachgewiesen werden können. Alle seit je gemachten

Versuche hierzu haben lediglich das Ergebnis gehabt, daß, wenn

eine solche Geschwindigkeit vorhanden sein sollte, sie jedenfalls

selbst gegen die Geschwindigkeit des lichtes außerordentlich groß

sein müsse. Die Astronomie, die hier die Entscheidung gibt, stellt

sie nach der niedrigsten Schätzung 10-miliionenmal, nach anderen

Schätzungen gar an ÖOO-millionenmal so groß fest Dadurch ist

die Auffassung der Gravitation als durch Spannungen in der

Umgebung verursacht, erschwert Denn Spannungen in einem

Stoff bedürfen zu ihrer ordnungsmäßigen Herstellung Zeit, und

es ist kaum noch zu begreifen, wie sie sich bei der Bewegung

der Körper immer sofort bis in äußerste Weiten so genau der

Lage der Körper entsprechend herstellen sollen, daß es nicht

möglich ist, irgend eine Abhängigkeit von dieser Bewegung nach-

zuweisen. Gleichwohl wird gegenwärtig angenommen, daß die

Verbreitung der Gravitation nicht mit absoluter Unendlichkeit

der Geschwindigkeit erfolgt, sondern mit endlicher; ja nicht

wenif^e halten die Verbreitungsgeschwindigkeit des Lichtes für

diese Geschwindigkeit. Warum man sie im letzteren lalle gleich-

wohl nicht merkt, wird aus der Relativitätslehre zu erklären

versucht. Die konsequenteste derartige Theorie, die Einsteinsche,

wird bald dargestellt werden.

1) Ann. d. Phys. 68, 1 bis 49 (1897).
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Eine eigenai-tige Anschauung hat Jaumann') entwickelt.

Er nimmt an, daß die G-ravitation sich durch den Äther mit

ungeheurer Geschwindigkeit verbreitet, aber nicht wie das Licht

oder wie die elektromagnetischen Wellen, sondern wie die Wärme

in Stoffen, also diffundierend. Seine Theorie hängt noch mit

folgendem zusammen.

Seit langer Zeit weiß man, daß die Planeten, Monde und

Kometen in ihren Bewegungen Erscheinungen bieten, die sich

aus dem Newtonschen Grrayitationsgesetz nicht ableiten lassen,

die darum als Anomalien aufgefaßt werden. So bleibt in der

Säkulai bewegung des Perihels des Merkur ein so irroßer Betrag

wie 40 bis 41 Bogensekunden auf das JahriiuudüiL unerklärt.

Das gleiche gilt von eiii^^r Beschleuniiniüg des Mondes in

seiner Bahn, die 6 Bogensekunden im Jahrhundert beträgt,

von Eigenheiten in der Bewegung der Knoten der Venusbahn,

von der jährlichen Beschleunigung von 2Va Stunden des Encke-

schen Kometen usf. Außer durch die Annahme von Störungen

durch Massen (Meteore, Staubwolken usf.), deren Vorhanden-

sein an den betreffenden Stellen aber noch nicht hat fest-

gestellt werden können, von Beibungswiderstand im Äther usi

versuchte man durch andere Fassung des Gravitationsgesetzes

der Schwierigkeit Herr zu werden, indem man z. B. den

Exponenten 2 vergrößerte oder einen Absorptionsfaktor hinzu-

fügte oder Glieder, die von der Geschwindigkeit der Bewegung

ab Iiau g( II, einführte. Aber das hatte nur den vorausgesehenen

Erfolg, daü, was an dem einen Himmelskörper gebessert wurde,

an anderen Himmelskörpern zu einer Verschlechterung führte.

Jaumanns Gedanke besteht darin, die Korrektion des Gravi-

tationsgesetzes sozusagen in die Himmelskörper selbst zu ver-

legen, sie jedesmal finf diese Körper unmittelbar zuzuschneiden,

was die Einführung von Gliedern bedingt, die nur an diesen

Himmelskörpern einen angebbaren Wert haben, und zwar einen

von der Beschaffenheit dieser Körper abhängigen. Dieser

Gedanke ist sehr anmutend. Jaumann fügt außerdem noch

ein Glied hinzu, welches die Verbreitung der Gravitation von

der Zeit in der schon angegebenen Weise abhängig macht.

^) Sitsimgsber. d. iDatliem.*naturw. ElasBe der EaiserL Akademie der

Wisaeniohaften zu Wien 121, Abt IIa, 8. 95 ff. (1912).
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Hiernach schreibt er an Stelle der Laplace-Poissonschen
Potentialgleichimg

_

Darin ist q die Dichte des Stoffes an der Stelle, für die das

Potential 0 bestimmt werden soll, q—q— ^0; 'vo ^0 «üd Dichte

des freien Äthers feststellt, entspricht a einer Wämekapazitilt,

n einer Wärmeleitungsfahigkeit, gibt die Verbreitnngs-

gescliwiüdigkeit der Gravitation und hängt h ab von der Gravi-

tatioüskoiistante. Ist ^ = Qq, die Stelle im freien Äther g biegen,

so findet sich, da dann q = sehr kleinen Betrag besitzt,

^0 = 0. Also im freien Äther herrscht das gewöhnliche
Newton sehe Gesetz. Nur in den Körpern, wo q von ^0 ver-

schieden und erhehhch ist, tritt Abweichung ein, die jedesmal

durch den betretenden Körper selbst bestimmt wird. Die
schwierigen Störungsrechnungen, die Jaumann hiernach aus-

führt, muB ich übergehen. Er gelangt aber zu dem, wenn seine

Theorie sich bestätigen sollte, höchst bedeutenden Ergebnis, daß
die Weltsysteme gerade durch die in ihren einzelnen Körpern
liegenden Zusatzkräfte nach dem obigen allgemeinen Gesetz in

Stabilität gehalten werden, selbst größeren Störungen gegenüber.

„Wenn durch eine solche Störung die l'.lemento der Planeten-

hahnen gänziich verändert würden, doch so, daß die Bahnen
nicht nahezu parabolisch werden, so würden die neuen Gravitations-

kräfte beträchtliche Variationen der Bahngroüe und Exzentrizität

Yon dem Sinne bewirken, daß die Planetenbahnen im Laufe langer
Zeit genau in die Form zurückkehren werden, welche sie g^gen»
wärtig haben.'^ Doch ist es schwer angesichts des Umstandes, daß
die Gravitation sich so sehr als Ton jeglicher Materie unabhängig
erwiesen hat, daß sie fast mathematisch -symbolisch sich äußert,

einer solchen Theorie sich sofort anzuschließen. Was innerhalb

eines Stoffes alles geschehen kann, wissen wir freilich nicht, wie

ja auch nach der alten Theorie die Kraftberechnung im Inneren
der Stoffe durchaus willkürlich ist. Jene Theorie verlangt eine

Äußerung der Stoffe aus sich heraus und verletzt damit das

Prinzip der Gegenwirkung. Das hebt aber Jaumann selbst

hervor, und an solche Abweiclmn^^en stoßen wir uns nicht mehr
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seit der modernen Elektroneutheorie, die das gleiche Piiuzip bei-

seite schiebt

Zu den anderen Theorien, die zum Teil anf der Helativitäts-

lehre beruhen, ist folgendes YorauszüscMcken. Die BelatiTitätslehre

hatte zu dem Ergebnis geführt, daß die träge Masse eines Stoffes

durch seinen Energieinhalt bestimmt ist Wächst der Energie-

inhalt um c2^, so beträgt die Zunahme der trägen Masse dEI C^,

Und man hat überhaupt die träge Masse als durch den Energie-

inhalt gegeben angesehen und sie geradezu gleich E/C^ angesetzt.

Von der „trägen*' Masse müssen wir unterscheiden die „schwere^

Masse. Es ist das außerordentliche Verdienst Ton Eötvösi),

experimentell nachgewiesen zu iiabeu, JaÜ, wenn diese beiden

Massen von einer konstanten Proportionalität abweichen sollten, die

Abweichung kaum ein Fünfzigmiliiontel ihres Betrages erreichen

düi*fte. Mit Erlanbnis dieses Forschers drucke ich hier einen

Abschnitt ans einem Brief ab, den er an mich auf meine Bitte

geschrieben hat.

„Setzen wir die Anziehung der Erde auf die Masseneinheit

eines Stoffes gleich ^ auf die Masseneinheit eines anderen Stoffes

gleich |)', so schreibe ich

|)' = §(1+Ä;),

wo ^ und proportional sind den Gravitationskonstanten be-

treffend die Anziehung der Erde auf beide Stoffe. Als Normal-

Substanz, für welche ^ gelten sollte, wählte ich Piatin. Ihre

Frage bezieht sich nun darauf, .,ie groß der Wert ron h ist, den

ich in meinen Beobachtungen noch erkennen konnte?

Bie ersten Versuche, deren Ergebnisse ich 1890 bekannt

gemacht habe, geschahen mit äußerst empfindlichen Apparaten.

Eine Drehung des Torsionskastens um ISO^ aus einer Ostwestlage

in eine Westostlage hätte, wenn k = tAAAAAAn sollte, eine
10 OOÜüüü

Drehung des Wagebalkens um 1 Minute (gleich ein Skalenteil der

Ablesungseinrichtnng) bewirken müssen. Der mittlere Fehler einer

Beobachtung betrug aber uui* ungefähr die Hälfte einer Minute,

i> Mathem, u. Naturw. Berichte aus Ungarn 8, 65 ff., Berlin und Buda-

pest 1890i Ann. d. Phys. 59 , 354 ff. (1896); Die Niveauflächen und die

Gradienten am Baiatotisee, Budapest 1908 j XV. u. XYI. Allgemeine Konferenz

der Intemationaleii Erdmessnag 1907 und 1910.
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so daß ich die Grenze des bemerkbaren Wertes Ton h zu

ansetete.
iOOOOOOü

Heute und zur Zeil lueincr Beobachtungen für dio Göttioger

Preißschrift steht die Sache noch günstiger. Im Laufe zweier

Jahrzehnte ist es mir gelungen, die Torsionswage zu einem Prä-

zisionsinstrument zu vervollkommnen, mit dem ich die Eiliptizität

der xSiveauilächeQ und die Krümmung der Schwerkraftiinien auch
unter freiem Himmel beobachten kann. Derartige Arbeiten yer-

anlaßten mich zur Benutzung yon Apparaten etwas geringerer

Empfindlichkeit, aber bedeutend größerer Präzision. Bei Be-

nutzung dieser Apparate müßte die Drehung von Ostwest nach

Westost, im Falle daß k = ^^^^^^^^ sein sollte, eine Drillung

Ton 40 Bogensekunden (ein halber Skalenteil der Ablesungs-

einrichtuDg) bewirken, der mittlere Fehler einer Beohachtung war
aber immer kleiner als ein Zehntel eines Skalenteiles, das ist

kleiner als 8 Bogensekunden. Der Grenzwert des noch feststell*

baren h darf also sicher als unter
5qq(jq qqq

liegend angenommen

werden. Die nach diesem Verfahren erzielten Besultate waren
die folgenden.

Als NormalstofE Platin geirählt, war in

Magnalium ä?— fcp« = -f 4 x 10-«±1 x 10-»

Schlangenholz „ = — 1 x 10-»±2 x 10-»

Kupfer „ =+4x 10-»±2 x 10-»

Wasser „ = — 6 x 10-9±3 x 10-»

Kupfersulfat in Kristallen = + 1 x 10"»+ 3 x 10-»

Kupfersuifaiiuöung ... „ = — 3 x IQ--'i 3 x 10-»

Asbest „ =+lx 10-9 -f 3 ly-a

Talg „ =— 2x 10-»±ä X 10-»

Die angegebenen Werte sind Mittelwerte aus je hundert

Einzelwerten mit ihren mittleren Fehlern. Diese Mittelwerte sind

in drei Fällen etwas gi'ößer als ihre mittleren Fehler, berechtigen

aber doch nicht zu dem Schiuli, daß k von Null verschieden ist.

Eine Ausschließung herausfallender Beobachtung, selbst wenn
fremde Einiusse yermutet werden durften, hat bei der Mittel-



bildung nicht stattgefunden. Erwäbnen muß ich noch, daß im-

glücklicherweise eben zur Zeit dieser Beobachtungen in unmittel-

barer Nähe des BeobachtuDgsraumos (15 m entfernt) ein Neubau

ausgeführt wurde. Jedenfalls darf heute noch nicht das letzte

Wort in dieser hochwichtigen Frage ausgesprochen werden; die

von mir erprobten Methoden lassen eine noch vielfach ver-

größerbare Genauigkeit ihrer "Reantwortung zu. Mit Bestimmtheit

getraue ich mich aber schon heute auszusprechen, daß für die

ob.» RBgefübTten Stofie ft kidner als
yöooJooöö

^"^^

snchmig radioakÜTer Stoffe hat Eötvös begonnen, jedoch wegen

zu geringer ihm zur Verfügung gestellter Mengen noch nicht

durchführen können. Soweit EötTÖs, dem die Wissenschaft für

seine mühseligen Versuche, die auch für die Bestimmung des

Geoids so große Bedeutung gewonnen haben, nicht dankbar genug

sein kann.

Einstein 1) identifiziert hiemach schwere Masse und träge

Masse Tollständig, so daß die schwere Masse in derselben Weise

dem Energieinhalt proportional (der Proportionalitats&ktor wäre

l/C^) sich ändern würde wie die träge Masse. Er stellt dem-

zufolge als ÄquiTalenzhjpothese auf, „daß ein (unendlich

wenig ausgedehntes homogenes) Schwerefeld sich durch einen

BeschleuniguQgszustand des Bezugssystems physikalisch Tollständig

ersetzen lasse.^ Er drückt das anschaulich auch so aus: „Ein

in einem Kasten eingeschlossener Beobachter kann auf keine

Weise entscheiden, ob der Kasten sich ruhend in einem statischen

Gravitationsfelde befindet, oder ob sich der Kasten in einem von

Gravitationsfeldern freien Kaurae in beschleunigter Bewegung

befindtt . die durch au den Kasten angreifende KnLfte aufrecht

erhalten wird.**

Wenden wir die Lag ränge sehen Gleichungen in (3er Helm-

holtzsehen Form auf die zweite Betrachtungsweise an, so ist

mit M als Bezeichnung für die Wirkungsfunktion

99} -TT "s-v- = — 1181.; X = -TT- •

^ di dx dx ' dt

^) Azm. d. Phys. 8S» 8960. (Xm)\ 88, 855 fE. u. 443ff. (1912); Entwurf

einer Ttrallgeonementen RelatilTitfttsiheorie und einer Theorie der Gravitation.

B. G. Tenbner, Leipag 1913*

Watasteln, Kritfte und SpannangCD. 4
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Im Falle eines einzelnen Punktes wird nach Max Planck
im Sinne der älter üil ilelaüviiätstheorie gesetzt

ds
100) fi= mjj, ds =! y— dir«— dy»— de*+ C^dt%

und so ergil»t sich

101) ^(7,^) = -4=1^ usf.

Die Große rechts vom G-leichheitszeichen spieli die Rolle

einer Krait , und diese Kraft hätte bis auf eine Konstante ein

Potential \C^— g^, wo C als Variable, g als Konstante zu be-

handeln wäre. Für p = 0, im Zustande rlf^r Kiibe, wäre dieses

Potential geradezu C—Cq selbst, die Diherenz der Verbreitungs-

geschwindigkeit des Lichtes im Ireien Äther gegen einen Anfangs-

wert.

i iiiliere Berechnungen Einsteins 1) hatten ein anderes Er-

gebnis zur Folge gehabt» indem im Buhezustande }((7>— C|) das

Potential war.

Es genügt, wenn ich Max Abrahams 2) Ablaitmig anführe. Er geht
von Minkowskis Energ-iesatz, Gl. 96), S.42, aus, läßt aber MinTf o-^skis
Zusatzkräfte failen. Dann ist ein Potential zulässig ($.43), und es wird
nach diesem Energiesatx

/d* dxi.d^dw^.d^dxt.d4» dXj S _ mdC^
\^«^ dz dxi dt dx^ dt '^Txl dz) ~ 2

m\

oder

d. h.

dz

dx dt'^ dy dt'^'öY dt "dT ~ 2 dt
'

d*P _ IdC^
dt ^ ^ dt

oder

102) 0—0^=:^ (0«— c}y

Diese Gleichung oder für Btatisohe YerhältniBse die frühere

103) (7— a> = <P— ^0
stände mit der älteren Relativitätslehre in Widerspruch, wenn
man nicht annehmen will, daß die Gravitation ein überall kon-

stantes Potential besitzt, also Kräfte nicht äußert. Die vollständige

Minkowskische Theone, unter Einbeziehung der Zusatzkräfte

^) In den erwähnten Abhandlungen in den Aunalen.

*) PhysOu Zeitochr. 1912, 8.1 ff., 810 ff.» 798 ff.
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(S. 39), gibt eine solche widersprechende (Tleiclinng nicht. Selbst

weiia die M (S.43) ein Potential haben sollten, ündet man^)

104)

Und diese Gleichungen erfüllen Minkowskis Energiesatz gerade

wenn C absolut konstant ist. fi giebt die Masse des betreffenden

Körpers für Bamneinlieit Die Anwendung dieser Gleichungen

liegt außerhalb der Aufgaben dieser Schrift Will man die An-
wendung auf den Raum beschränken, jedoch der Theorie Rech-

nung tragen, so sind die Gleichungen für a;, ^, ir noch mit

Eine andere Berechnung hat Max Abraham auf Grund
seines zweiten Ansatzes für die Spannnngskräfte 92), S. 40 aus-

geführt. Er setzt yoraus, daß m nur von C abhängen soll, also

so weit Tariiert, als diese Größe yeränderlich ist. Alsdann gibt

eine einfache Rechnung für die Kräfte, bezogen auf Volumeinheit

des substantiellen Punktes:

106) X -«.g^.

wo

106) 01 = «"^ 8ä« CdAo di)

ist Die Größe ^üo yertritt die Dichte der betreftenden Materie

an dem Orte, wo die Kraft wirken soIL Wo Materie nicht Tor-

handen ist, wird deshalb

107) 4» = 0

^) Pb.d. b. S.876.

4*



— Ö2 —
gesetzt. Für deu mit Materie eriiillten Baum, ist Qw von Null

verBchieden, und ZWM soll

108) üa^=£-n

sein, wo f] die Dichte des Enerffieinhalts d^r Materie bedeutet.

Die Leistung ±} der Kräfte ist dauu [Grleicliung 91), 40]:

109) E=M^.
Nun md

110) m = iö
angesetzt Dadurch erhält man:

111) « :— ^ cYöib- ) + v^^ ) ^ (^^ ) J

112) z_-^^, r-^-^^,
üüd wenn mau II düii GcHamtenergieinhalt des substantiellen

Punktes nennt, für diesen ganisen Punkt ak KraftkompoDenten

Max Abraham setzt nun:

lU) J?=Jf(7, Jtf=f,

worin M eine Konstante und unabhängig sein soll von (7. Hier*

nach wäre die Kraft:

= — ^odR= — Mffrad C,
d. h.:

113,) Jt. ^ Jtf||. = - 1^, = - JlfU.
oder:

1133) ^« = -2Jf«i||, ft, = -2Jtfe|^, ß,= -2Jfa,|^.

C entspricht so einem Potential Die Größe M ist dem
obigen zufolge so bestimmt, daß die Schwere eines ^tems pro-

portional ist seinem Eneigieinhalt, undM ist der Proportionalitäts-
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faktor. Die träge Masse selbst wird iiir den Ruhezustand (wegen

der Ableitung ist auf die Abliandlung zu yerweisen):

115) m = ^J=:gj3
gesetzt, wo t Zahl bedeutet, die in der früheren BelativitätB-

tiieorie 1 sein sollte. Die obigen Gleichungen für die Schwerkraft

sollen für ein ruhendes wie für ein bewegtes Feld gelten. Daß

seine Anätze mit derBelatintätslehre nicht zosammenstinunen, hat

MaxAbraham selbst hervorgehoben, und dieVergleichtaig mit den

Formeln der Einsteinschen Theorien lehrt dieses auch unmittelbar.

In diesen Theorien ist dem Grantationsfeld ein Strahlenfeld

äquivalent an die Seite gesetzt, so daß die Verbreitungsgeschwindig-

keit des Lichtes oder eine Funktion von ihr so variiert, wie das

Potential der Gravitation in dem Felde. Hieriiacii verhält sich

das Feld wie ein an verschiedenen Stellen verschieden brechender

StoflF, in dem also auch die Strahlen gekrümmte Wege einschlagen.

Was ?ranächst hildlich scheinen könnte, ist als ein dem ruhenden

Beobachter wirklich Erscheinendes aufgeffilit worden: die Licht-

strahlen sollen im Gravitationsfelde H. der Sonne krumme

Bahnen einschlagen wie etwa in der Atmosphäre. In seiner ersten

Theorie herechnet Einstein die Ablenkung a eines Lichtstrahles

auf einer Wegstrecke bis Si nach der Formel:

"
''äs.

C dn

wo n die Konnale an $ bedeutet und die Ablenkung positiT sein

soll, wenn sie nach Richtung der wachsenden n erfolgt. In dieser

ersten Theorie hatte er nun als die dem Gravitationspotential O

äquivalente Ghröße bis auf eine Konstante ^ G* gefunden, also war:

»1

und indem (I* gleich dem gewöhnlich angenommenen Wert

setzte, erhielt er z. B. für das Gravitationsfeld der Sonne:

. r 1 xM dr ^
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wo X die GraTitationsküiistaiite, ßl die bonueninasse bedeutet. Für
einen iStralü, der an der Sonnenoberfiäohe vorbeigeht, ist hiemach:

cosd'ds.

wo ^ 5en Winkel bedeutet, den r bildet mit einem zum Strahl

senkrechten Sonnenradins. Und da man mit binlänglidier Annähe-
rung d$ = rd» und r = dem Sonnenradius B und C konstant

setzen darf, ytwte die Ablenkung vom Herantreten des Strahles zur

Sonne bis zum Abgehen yon ihr:

1 xMC"=
735 ^irj

n
s

Mit den bekannten Werten für die einzelnen rechtsstehenden

Großen findet Einstein a =r 0,83 Bogensekunden, um welche ein

unmittelbar an der Sonne stehender Fixstern you ilir fortgelenkt

erscheinen würde.

Max Abraham hat zwar ebenfalls ein Strahlenfeld äquivalent

dem Gravitationspotentialfeld, allem es gilt für dieses Potential

eine andere Beziehung, als die übliche Theorie voraussetzt, nämlich
die Beziehung unter 106), die z. B. für statische Verhältnisse gibt:

Im freien Räume gilt das gewöhnliche Potential Schreiben

wir es + B/r, so folgt nach 113,) für die Gravitationskraft, da0
das Newtonsche Gravitationsgesetz die Form haben sollte:

wo B*/A* = 10-s betrüge, so daß das zweite Glied zu klein wäre,

um die Planetenbewegimg merklich zu beeinflussen. Für C
hätten wir:

wodurch die Yariabilität von C bestimmt ist.
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£insteini) aber hat seine Gfayitationfllelire sehr erheblich

erweitert Die Erweiterang kommt darauf hinaus, statt des Ans-
druckes unter 100), S. 50, für ({9 in den Formeln 99) auf S. 49
den allgemeineren zu setzen:

116) da = j/2 ^ik äxt dxt\ i, Ä = 1, 2, 3, 4;

Xi = Xi = iff, X^ =
WO die 6 Fanktionen sollen sein können der x, und

117) öa = (Ski

ist Hiernach wäre

1 18) — mV^ (fikXiXt,
' ik

und es ist mit denselben Bedingungen:

m) || = ff.= -,«2«u'^.

Die erste Gleichung gibt die Impulse, die zweite die Kräfte,

die dritte die Energie. Einstein dehnt diese Gleichungen auf

Aggregate unzusammenliängender Sul^tanzpunkte m ans und
reclmet hiernach auf Yolumeneinheit um, dividiert also durdi

das Volumen F im Bewegungsgebiet Für das Yerhältnis dieses

Volumens mit dem BnhTolumen (in Minkowskis Theorie: dem
Volumen im Baumquerschnitt senlErecht zur Weltlinie) leitet

er die Beziehung ab:

die eine Verallgeineiherung der in der gewohnlichen Belatifitäts*

lehre und auch in der Minkowskischen Lehre geltenden darstellt

Indem er noch m/Fp = ^0 erhalt er so:

^) Siehe die S. 49 g^umnte Abbsndluig.
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123)

124)

V

1

ff

dxi d$ d$
tk

125)

i,Ä;=l,2,3,4;

1, 2, 3.

Die GroBe:

126)

T?ird von ihm kontravarianter Spaiiüungs- Energietensor

der materiellen Strömung genannt. Marcel Grossmann,
dem der rein mathematische Teil zu Einsteins S. 49 an dritter

Steile genannten Abhandlung zu verdanken ist, hat bewiesen, daß

die Divergenz dieses Tensors die Form hat:

127) (div 0a), =2^ -^(V^ ®") +S
IVj

®"'

woselbst

ist und die zu (J.-m adjungierte Unterdetermiuante der Deter-

minante i) angibt, dividiert durch D. Diese Divergenz ist ein

kontravarianter Vektor. Bildet man dazu den reziproken ko-

TanantenVektor lli= ^&ijt {div ^t»)«» ^ welchem die ^ Stufen-

großen (Skalare) sind, so hndet sich nach einiger Zwischenrechnimg:

ik ik

Diesen Vektor setzt Einstein gleich Null und bekommt so:

^ - I W IM j IUI-,. I

^
ik

dxi

Die Gleichung stellt vier Gleichui^en dar. Die drei ersten

Gleichungen (l = 1, 2, 3) sollen die Impulsgleichtingen abgeben,

die letzte Gleichung (? — 4) soll der Energiesatz sein. Doch heißt

es: „Man vermutet aus dem Vorhergehenden, daß der Impuls-
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Energiesatz die Form haben wird../ Zufolge der Gleichung 124)

ist hiernach weiter auch:

180) - -Sg^C^«"®") =S^2<.V^«"®")-

Die Größe rechts setzt sich additiv aus einzelnen DifEerential*

quotienten zusammen. Nun besteht zwar auch der unmittelbare

Ausdruck 124), S. 56, für die Kräfte aus Gliedern, die Differential-

quotienten enthalten, diese sind aber mit den yariablen Faktoren

y

—

D 0 multipliziert Einstein bemerkt aber, daß z. B. in der

Elektrostatik die Kräfte in der Form ausgedrückt werden können:

^ 4« -7^ dXk \dXi dxu) S7C^.dXi \8a:J '

wie sich auch ans den Maxwell sehen Gleichungen 12), 13), S. 10,

sofort ergibt. Hiemach stellt er die Forderung auf, daß in der

Gleichung 124), S. 56, für die Kräfte St die Größen 0 so

bestimmt werden sollen, daß diese Gleichung die obige Form für

die J4 annimmt Die Beziehung 129) oder 130) enthält dann in

beiden Gliedern nur DiSerentialquotienten, die additiv mit kon-

stauten Faktoren aneinandergereiht sind. Der Tensor 0 ist dabei,

weil die ö fekalare bedeuten, so daÜ auch y—D einen Skalai

ergibt, ein solcher gewöhnlicher Art, d. h. er verhält sich gegen

lineare Substitutionen wie Produkte und Quadrate von Vektoren,

obwohl er von der Art einer Dichte ist. Die i'rage, ob im

Gravitationsfeld der Tensor & nicht höherer Art sein kann, will

Einstein offen lassen. Es zeigt sich nun, daß in der Tat eine

Formel vorhanden ist, die eine Größe, welche dem zweiten Gliede

der Gleichung 129) entspricht, in lauter Differentialquotienten mit

konstanten Faktoren auflöst Diese Identität ist^):

1) Der Beweis ündet sich in dem xnailiAiiuitiaehen Tefle von Gross-
mann and ist aoch sonst leicht ra fähren.
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7 hat die früher angegebene Bedeutung. Hieraus folgt, daß
die in

{ } stehende Größe bis auf einen konstanten Faktor A für

0ik zu setzen sein würde. Das zweite Glied der Gleichung 129)
geht dann in die links vom Gleichheitszeichen geschriebene Größe
über, die aber nur aus IMerentialquotienten mit konstanten

Faktoren besteht. Und da alles nunmehr durch die y und
bestimmt ist, so wäre auch das Gravitationsfeld bestimmt

Einstein führt noch folgende Größen ein:

TT,
und hat hiernach:

184) A®« =^ifc(y)-Ad<».

^ wird als kontrayariante Spannungs-Energietension
des GraTitationsfeldes bezeichnet, während 0 der Tensor war
der materiellen Strömung; jener also bezieht sich auf das statische

Gravitationsfeld, dieser auf die beschleunigte Substanzbeweguijg

in gravitationsfreiem Felde. Und die Gleichung zeigt, „daß der

Tensor ^ des Gravitationsfeldes in gleicher Weise felderregend

auftritt wie der Tensor 0 der materiellen Vorgänge", und damifc

ist eine Forderung erfüllt, die nach Einstein „an eine Rela-

tivitätstheorie der Gravitation notwendig gestellt werden muß*.
Diese Relativitätstheorie löst eben alles in rein Erscheinendes

auf, ohne für sie eine Ursache zu statuieren.

Da man nach 134) hat:

135) -^«(y) = A(0,»+ ^«),

so geht die Identität 131) über in:

Dieses zusammen mit der impuls-Energiegleichuug 129) gibt:

1") 2^ ««< + »«)] = 0; i,h,l=l, Ji, 3, 4.

ih

j^Hieraus sieht man, daß für Materie und Gravitationsfeld zu-

sammen die Erhaltungssätze gelten.^
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Einstein gibt noch eine andere Form für seine Gleiehnngen

an* Setzt man:

138) eiM = ^0iaituß0aß,

80 geht zunächst die Formel 129) üher in die entsprechend gebaate:

und indem man entsprechend den Formeln 132) und 133) als

Abkürzungen einfuhrt:

erhält mau als Gegeustück zu 134)

142) l* &tk = -^« (tf)- «i*,

femer zu 135)

143) - A% (<J) = + «1*)

und zu 137)

Die Gleichungen 135) oder 143), je 16 an der Zahl, sind

die Gravitationsgleichungen des Feldes und sollen der Laplace-

Poissonschen Potentialgleichung entsprechen. Da aber ®y& von

derArt einer Dichte sind und A, X* durch die Gravitationskonstante

bestimmt werden, so entsprechen eigentlich die r= J{y)— A^,

r' = — ^'(<J)— A'^' der Laplaceschen Operation -^4», wie

übrigens Einstein a. a. 0. hervorhebt Die je 16 Gleichungen

bestimmen die tf, wenn die Bewegungsbabn gegeben ist.

Als ßo großartig diese Theorie bezeichnet werden muß, so

sehr widerstrebt die Unsicherheit ihrer Grundlagen und die fast

nicht melir zu übersehende Kom|)liziertheit der Formeln und

Ableitungen. Und dabei hat Einstein schon sehr viel zu ihrer

Vereinfaciiung getan und manches deshalb auch an AUe^enieinheit

geopfert Ihr Wert wird erst gewürdigt weiden können, wenn

»
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v:V..;

*

besondere Anwendungen Torliegen. Mit der Minkowskischen
Theorie läßt sie sicli nioM Tereinigen, nach dieser ist eine Dar-
stellung der Kräfte durch Eeihen Ton Differentialquotienten mit

konstanten Faktoren nicht möglich, können also Gleichungen

schon Ton der Form 131) nicht yorhanden sein. Das liegt an
den Zusatzkräften, die Minkowski im Sinne seiner Theorie hat

emfuhren müssen, und die für diese Theorie so kennzeichnend

sind.

Es ist auch noch nicht alles ganz klar in dieser Eiustein-
bcheu Theorie. So sollen sämtliche ö Stufengrößen, Skalare, sein,

also auch die und die ihnen gleichen 6^. Einstein sagt

ausdrücklich, daß X4 in Länge gemessen werden soll. Aber wie?

da nach ihm .^4 lediglich für t steht. Bei Minkowski ist

x^:=iCt, wie in der älteren Kelativitätslehre. Soll das doch

auch hier der Fall sein? Nehmen wir als Beispiel die ältere

Belativitätstheorie. Für diese ist ff^ = tf^g = = — 1 , (5^4

lassen wir noch so stehen, die anderen sind Null. Dem-

entsprechend haben wir y,, = y^j = y,, = — 1, y^^ =
und die anderen y gehen Null. Hiemach wäre nach 132), S.Ö8

Sodann nach 133), S. 58

dxß

überhaupt bleibt nur

alle anderen J('y) sind ^ull.
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Fassen wir als skalar auf, so kann hier (in der gewöhn-

liclien Relativitätslehre) kein anderer Wert stattfinden als 1. Dann
wären aber aiie ^ und gleich Nnll, und es müßten auch die 0
Null sein, was unzulässig ist. Also darf hier tf^^ nicht 1 sein

und stände in der Tat für U Ist dieses aber der Fall, so

kann (^44 keine Stnfengröße bedeuten. Und wenn man die er-

weiterte Tbeohe Einsteins Ton der Annahme, daß C eine Variable

ist, freimachen will, so müssen die 6u, entweder überhaupt

von C frei sein, wodurch die Bedeutung dieser Größe für die

Relativitatslehre yerloren ginge, oder sie müssen für i ^ 4 außer

C, für ft = 4 außer C7^ noch einen Faktor enthalten, der skalare

Eigenschaften besäße, und die YariabUität bezöge sich auf diesen

Faktor. Ein Rückgang auf die gewöhnliche BelatiTitätstheorie

wäre dann freilich ausgeschlossen. Ich weiß nicht, ob der Er-

finder dieser Entwickelungen sich die Verhältnisse so gedacht hat.

Minkowski stellt für die Gravitationskraft Ausdrücke auf,

welche die Form haben, die man ihr in der gewöhnlichen Mechanik

zuschreibt, mit Ausnahme der Kraft für die vierte, die Zeit-

dimension. Im Raum haben wir nach ihm, wenn die Anziehung

vom Koordinatenursprung ausgeht und t die Eigenzeit bedeute^

wie in der gewöhnlichen Mechanik

d^iß mx
dz^ ~ " {x^ 4-2/2-1-

'

Für die Zeitdimension gibt er als Gleichung

Die Grundgleiohungen seiner Theorie sind durch diese Ansätze

erfüllt. Man kann diese Gleichungen schreiben

?i— 7)^ düi

> dt^'^dy' d%^~d0' dt^^dt '
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so daß die Gravitation im Baumzeitgebiet das gleiche Potential

besäße wie im llaumgebiet i).

Wisuiewskiä) hat die obigen Minkowskischen Ansätze für

die Kräfte im Baum noch mit dem Faktor dtjdt multipliziert.

Das liegt nicht im Sinne der Minkowskischen Theorie

13. Die Tuduktionskräfte in der ßelativitätslelire.

Nirgend spricht sich die Neigung der Belativiiätslehre, als

vorhanden Angenommenes durch Erscheinendes zu ersetzen, so

scharf aus wie bei den Induktionskräften. Die alten, klassischen,

Theorien faßten diese Kräfte als real eintretend auf, sobald in

einem elektromagnetischen Felde irgend welche Yeränderungen

Torfallen, z. B. Bewegungen. Demgegenüber sieht die Belativitäts-

theorie Ton der Bealitat dieser Kräfte ab; die Kräfte des Feldes

gleichen an sich trotz der Bewegung völlig den Kräften in der

Ruhe, wenn nur der Beobachter die räumlichen und zeitlichen

Abmebbungen so vornimmt, wie sie für den Ablauf der Erschoi-

nuDgen nun entscheidend sind. Diese Abmessnugcii sind aber nicht

diejenigeD, die ein ruhender Beobachter yon seinem Ruhezustände

aus zugrunde legt, sondern mit ihnen durch die Relativitäts-

transformation (die Lorentz-Einsteinsche oder die Minkowski-
sche oder die jetzige Einsteinsehe) rerbunden. Urteilt ein

ruhender Beobachter nach Abmessungen, die seinem Buhezustand

entsprechen, so erhält er nicht die Kräfte, die im Buhezustand

des Feldes herrschen, sondern Teränderte Kräfte, deren Abweichung

Yon jenen Kräften er als Induktionskräfte auffaßt Es seien die

Baumabmessungen und die Zeitabmessung, nach denen die elektro-

magnetischen Vorgänge sich abspielen, wenn Bewegung besteht,

ri\ z' und die entsprechenden Abmessungen für den ruhenden

Beobachter, genommen wie in einer rahenden Umgebung, x^y^0\iy

^) Ich habe aber Minkowskis Argumeutatiuu für diese Gleichuugen

mekt folgen kdnnen und weiß auch nicht, wie ich sie mit seiner toU-

ständigem Theorie vereinigen soll, da in dieser Theorie es einen festen

Funkt im Baumzeitgebiet überhaapt nicht gibt, so dafi es nicht einmal

möglich ist, die Gleichungeu auf einen Beobachter zu beschränken, der die

Bewegung des angezogeien Punktes yon dem imBanm als fest angenommenen.
Anziehnng^spunkt -verfolgt.

2) Ann. (L PhyB. 40, 387 u. 6G8 (1913).

3) Weinstein, Ann. d. Phys. 4^ 929 (1914).
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80 ist z, B. nach der Lorentz - Einsteinschen rransformation

für jede gleicbförimge in Richtimg der a;-Achse erfolgende Be-

wegung von der Geschwindigkeit ^:

ir = /J(r+ pr'),

148)

l' =

S'= «;

t' =

Und die llelativitätslblire ergibt, daß, wenn man mit |', t'

die elektrischen und magnetischen Kräfte (5', ^' des Feldey so

berechnet, als wenn Ruhe herrschte, d. h. nach den bekannten

Maxwellschen Gleichungen für diesen Fall, etwa noch unter der

Annahme des Leitungsstrames als Elektronenstrom im Sinne der

H. A. Lorentzsehen Theorie, daß alsdann der ruhende Beobachter

mit seiner Beurteilnng der Abmessungen als g; i nicht

diese Kräfte erhält, sondern Kräfte @, ^, die sich aus

jenen bestimmen durch

149) @

Abgesehen vom Faktor 1
PL der der Lorentz-

£insteinsehen Lehre an sich eigen ist, stellen die GröÜen

""[^^']' "'"[^^'] Indnktionskräfte dar. Sie irären also

keine durch die Bewegung an sich neu auftretenden Kräfte, sondern

für einen Beobachter, der in einem Raumzeitgebiet |', ri\ t'

lebte, überhaupt nicht vorhandeu, und sie bestellen nur für einen

Beobachter, der alles von seinem Raumzeitgebiet ans beurleilt,

als Transformation der Erscheinung aus jenem Kaumzeitgebiet

i') ^'t t!i ^ dieses sein Raumzeitgebiet» Man berechnet hier-

nach mit I', 7}'^ z' als Koordinaten und Zeit die Kräfte so^

als wenn Buhe herrschte, bestimmt darauf das Feld an allen

durch I', 1}', fixierten Stellen und transformiert nun mit
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den Loren tz-Eiii stein sehen Beziehungen zwischen f, rfy if

und x^y^ s\ f, so erhält man das Feld des ruhenden Beohachters,

und dieser findet nun die Kräfte wie oben angegeben und faßt

den durch Transformation neu hinzukommenden Teil als

neue, induzierte, Kraft auf.

Welchen aui^erordentlichen Schwierigkeiten diese Auffassung
nicht allein der Anschauung» daran kann mau sich ja schließlich

gewöhnen, sondern auch der objekÜTen Darstellung hegegneti

und wie Tiele Nehenhypothesen sie einschließt, habe ich an
anderen Stellen auseinandergesetzt Diese Schwierigkeiten sind

selbst in der Minkowskischen, konsequentesten, Theorie vor-

handen. Sie sind überhaupt nicht zu yermeiden, weil eine

mathematische Transformationslehre eine physikalische Yorgangs-
lehre nun einmal nicht ersetzen kann.
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