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S. 76. Z. 4 V. oben statt g Bteken F"
. 76.-6 m y'r - W^'^
. 77.-1 • • wo die - wo c die

-77.-2 unten vertausche in d. Fofinel r^'^... r v. ^r, mit einander.

. 78. -16 oben statt iPo Bind n118g eg heiggen
|t

lind

- «0. - 6 - - l
- 8a - 9 von E'S - - • £'8

. «0. - 1 m OBten - - - 1—>w
* 80. • 1 da - - - dag

-83.-3 oben • - - -

- 84. -18 • m ... j»»

- 86. • 6 unten - ± ... T
- 86. -11 - - - «1

-87.-4 - - - - »(»^+
-87.-3 auteu - >o . - - <0
-365. - 6 m • • nor • • • non

Digitized by Google



VI

Nachträgliche Berichtigung:

S. 388. Z. 6 V. oben statt diesclbcu Detcrminautcu muss es bcisscu

die Detemiuautcn

Bx Bx

B^' ^'

dp

8^

Be'

uud

Bx Bx dy
Bp BpBq

d^y

k BpBq
1

dz dz dh
i

dp da

Drnckfehler in Teil LYIIL

S. 41. Z. 10 unten statt u setze

- 47. . 9 - . -

-147. - 1

-148. - 15

-148. - 15

- oben

u
Bx

bequemen

logsinlOv

log sin**»

V

Bx

log sin 0

Iog8inlO*x

-148.

-149.

- 149.

-150.

- 153.

6

2

14

4

23

unteu)

oben )

- Nennziffer - Kennziffer

logsec - ilogsec

1000 - . 10000

sccIOj" - seclO"«

- 156. Ende der ersten Tabelle statt 1 setze
'

- 157. Z. 4 Y. oben statt 23" seUe 23'

-157. - 9- - - loc - ^
- 160. - 11 - unten - gegogeu - gegeben

- 162. - 9 - - - 8,370%79 - 8,3709670

- 287. - 6 - - - 2a"u - 2a"v

Auf Seite 148 lautet nun die Zeile 15 wie folgt:

, , ,
logseclO^a-

logsinoB =» log sin 10»*x-l-J logsec 10"«— n—J.—

—

. • At
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Do$t9r: iRcblraw aiire'Ua »um» «Cct'fMä^ inklfm'/ini^ >af' 1*

L

Relfttioiis entre les siiiiis des qnatre MMra
formes par qnatre droites issues d'an ui^me polnt^

avec applieatiou an t^traMre.

Für

Georges Doetor.'

1. NoQB ETons doiiii6 ces relatioiiB aa moto de Septembre

1874, k 1a page 257 du LYI« tome de oes ArchiTes; nona yavoni
supposc quc l*ane des quatre droiles füt dirigto dans le triddre Uanik

par Ics trois autres.

Dans cet article nous admettrons qua chacnne des quatre droitee

soit ext^rienre an triidre fonn6 par les trois aatres droites.

Soient douc OAj OB, OC les quatre droites donn^es, qa|

flont issues da meme poiut O et satisfout aox couditions 6noiicte.

Koos ferons les angles plana

iSOil — «, SOB^ß, 800
• BOO^v^^ COA^f\ ÄOB^'/',

et nons repr^senterons, en g^n^ral, par ^Sn le sinus da tiiMre qni

dans le qrstdme est oppos^ k la droite OJÜ. Ainsi nons poserons

le sinus en O du triedrc OABC^ ou sin (a'^'y*) — d»\

le Sinns en O dn triödre O&BCy ou sin(/3ya') —
le Sinns en O dn triödre 080A^ on sinCya^O * ^»S

le sinus en O dn triödre OSAB^ on zvainßy') =
Tsil LTUL

I
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2. Gela eonvena, il est facilo de votr qu'on aara les n^lations

demaud^es od rempla^^ut, dang los formales de la pagc 24i) du LVI*
volamc de ce JouTual, d.'abord

flf, A y et fi, V

reapeetifeinent par

«— «, K -ß, jr— y et IV', ß\ y'i

piiis en snlntitiiaiit

^i, ^a,

^» 4r«» ^«v«

Oes lojjDu^e^ dey|e.iHutn(

, -f cos a Ja+ COS ßJb-{- fos )• 0
,

) cos « 4, -|- 4o -f COS y' ^6 -[ < fc -= 0,

^ cosy cos /J' + cos tt' y*»+ = 0;

-» ^/««+^r+ ^cH^C«8«'-^*^«+2cO8/^'//«J«+2c08y'^a^»,

Ma»— -rf*H--^«*+^»*+ 2C08«'^/»'.'c+2C0S/f^f»^. +2C08y^r^.,

i//4« — ^c*+i^«^+-i^»«+2c08/J'-jre^l«-|-2c08y//e-;^. + 2C0S<r/f«^fi,

^Jc* = ^/«-+^A*4-^,-4-2Cü8/^a^4+2c08«^/a^g + 2cOSj3 ^i.

;

!<^«'4-^«*+9)^« ^«COSa =t Jk^+4J^+iJt^teOBa\

-^^c^+W.^+ a^/c^^.COSy «- ^a-4-^»--h2^a^»C08/.

8^ Bnpposons adueUeniciit qne K puiiit ou sommet O solt le

eoittre de la 8pli^rD circouscrite &u t{:tni6(lro SABC*^ les droitos OS^

04, Olt 0% OC sermut «Egales uu rayou U de ^etto splidre.

BiSpriseiitoiis par

«, z», c et a', #'

les aretes

iS^, 6C et i^C; 6!^ .

q^ut 8oiii respcctivcmeot oppc^sto anx aiigles an cciitre

idOÜ», «OC et iK>C', CX>w4, AOB,

que U0U8 avous desiguc par

«, ^, y et y'.

8i l^'«« Vmt et Kc rei^'^seuteut los voImoiW d^s tri^dres OAJJC\
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Mlu MWM iPm «Im« pcmt, omc appUcalüm au Ubraidn. $

08BC^ OSCA, OSAB doni noQB wom &tmga& par ^a, ^o» ^ft,

lei 8iiiiu des tri^dres an Bonunet O, nons auont

(1) F. - • Ä»^., K.= i Ä»^«, n - i F« = oÄ»-^/«,

attendu quo, dans cbacon de ces qaatre trUdres, lei troiB an

sümmet aout Egales k R.

La premifere de nos formules (I) , 6taiit mnltipliee par iR\ de-

yieat ainai, aprte sabaütation des ?aleim iXU

(2) r.+ C08aV'a+ CO8/3r4+ CO8yKe= 0.

Mais ü est ais^ de voir qne le triangle OSA donne

Äd*= SO*+-dO»— 250.^40 cosiSO-d ou a« = 2i2*— 2Ä*C08«,

de Sorte qu'on a

cos« — 1— CO»/' — 1 ~ 2ä«* *^^^y=^~2Si

Sabetitnant doac dans (2), U vient

V.+ r.+ n+ Fe -^ (a« K.+6«r»+c«rc),

OB, 60 d^soa&t par r le voliime total da t^traödre SABC^

2/2^ F= a« Ka+ Ä + F«.

En traitant de 1a mfime mani^re les troia dernitees dei ^nattoiia

(I>, ou forme lu Systeme des quatre «qnationa da premler degr^

o. F.+a^F. +c«Fc - 2i2«F,

6^ r.+ c'^ + o . F» +a'« Tc - 2Jl»F,

c«F.+6'»Fa+a'«F*+o.Fc =21I«F;

entre les quatro inconnues F,, Fo, Vk et F#.

Ce Systeme doime, par eiemple poiir F«,

Gr tm sait «lur le multiplicatcMir de \\ est t'f?al ä —576Jl«F« taadis-

que ie coeöicient de 2Ä* F dans le socoud membre rcvient k

0 a» 1

1

0 0 fl* c« 1

a> 0 2R*V Ü — 2ä«F
1 0

0 0 «'« 1 0

0« 6'« 0 2ä* F 6'* a'* 0 1 6'=» 0
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4 JJoMtor: RJaiiottM ttttnt U» »i$tu* des qmtrt trUdre* f*»rmi* par tic.

0 ^ b* e*

1 ai«'t(Ä'»+4/t-a'«)

Noni avons donc

(IV)

On trouverait scmblableraout que

i988Fr.-«««'*(*«-|-««-«'«)+W«(c«+« «-&H-<Aj'«(«'H-**-«*),

Kous laisflOM an Icctonr le soin do chiTcber les antres relations

entre les voluincs K, 1«, \\,, r^, 1« et K*8 six ardtes du tetra^dre,

qa*oii peut deduire des formulos (II) et (III).
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Dolitor: ApftiicatioH Je* JjixcrimHauU aux Cnurbe* tt Sur/actA rJc 5

IL '

Application d<w DiscrimioMitfl «ux Cosrbes ei 8iiif«CM

dw sMoiid 4egr&

George» Oonimr,

i dcHx Tuiiibleiif

rvpr^ate de«x dr»ll«8 qml se eo«f«Bt* Duis ce cM le oentre qoi

eil ie point d'intenectioii des deoz droites, est nteessairement tÜM
SV Ia conrbe (1).

Soicnt douc a, 6, c les coordouuees bomog^nes de co centre, et

(2) /(ir,y,a) = Ax»+A'y^+2Bxy+2CxM+2C'yz+ DM» - 0

r^QftCion homogtee de la conrbe. Le point (a, e) appsrteiMuit

ä cette ligne (2), on dem mir

2/(«, c) = A/»' = 0.

Mais on snit qne les coordonn^es dn centre uinnlent les d^v^es
/«' ^ /y'

;
pftr >uite d'sprds T^galit^ pi^c^ente clles anDalcroot aussi

la (lmv6c f/. Les coordouuees «i, 6, c satisfout donc simultaD^ment

aox trois ^qoatious
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6 2>d«for: Af^Ueatum de* JXterimmantB

qni, ponr £tre compatibles, exigent qoe leur d^tcrminaiit Boit niil.

Öa trom ainsi la relation de condition

A B C \

(I) B A' a =0,
CCD

qoi reviont 4

(II) DiB^'-AA')+AC*+A*C^^ 2BCC' = 0.

Dono Ponr quo r^qaation du Becond degrö & deox va-

riables repr^sente deaz droites concourantes, il faut
et il ssffit qne le dlseriuiinaiit du premier membre,
rend« homogene, seit 6gal i a^ro.

2. Condition ponr quo la droite

(8) «c-f^y+«*^0

Ott taageate 1^ la eoaiqae (2). Soient x', y\ les coordonnta

hemogtaee da point de contact L'iqnation bomogdne de la tan-

geate sera

eUe aeim Idflotlqae avee P^aation de la droite (2), si Ton a

übe '

0«

Notis avons ainsi, pour d6terminer x\ y\ J et X, les qaatre

^oaüons

—o.il+««'+6 y+c j'-O,

— * A + -f- -f-ev— 0,

doDt la premi^re cxprime qoe le point de contact y\ m') est

litii6 Sur la tangente (3).

Ces ^quations du premier degre sont homogenes par rapport

anx quatre inconnues x\ y\ a' et elks iic seront compatibles quc

si leur d^torminant est nol, c'est-ä-dire, si Ton a
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aus Courltrx et Surjaccs du secoiid tif(jr€

0 a b c \

(lU)
d A B C

e C C D
c'est r^quatiou de condition denLind^e.

3. Btnaildii tam^htes m^n^ei^ |A»tiil ext^riemr« 1»

«•Hille 4«' secoiid deipr^ (2). Sbicnt r„ »/,, z, los coordouneos homo-
genes du point donni P, et y, z crlk's d'im point «juelcoiiquc M
de Tone des donx tan^entcs menees de co poiut r ä la c* oiqao (2).

L cquation de cetto tungeiitc i'M sera

Z ekuit les coordoimecs oonnuiteb de oette droifte.

Dosignons p«ar r\ i/\ z* Ics coordonuöcs du point de conUct C
de la tangciite (4)*, on a evideiniueut

oü ^ est une indeterminec dont la valonr depend de la position da

point jlf 8ur la tangente (4).

Paisqne le point C appartiont ä la courbc (2), uous avöus

/(*', y', O - 0,

00, en ayant egard anx valoors (5),

Or OD aait qa0

p«r softe DOOS avons, poiir ditcrroiner la valenr de r^qnation di

second degrt

Mais la droite ( i) 6tant tangente, k ne saimiit avoir qa*ane senle

et memo valfur; il s'ensiiit quo los doux rftoinos de requation pröce-

dente sont egales, ce qui nuus fuuruit la relatioo
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8 du DUeriminmntt

(V)
2/(«, y, ») = 0.

Utendn qae

La relation (V), existant ontre les coordonnees d'on poiut qucl-

conque M de l'une ou Tautre dos dcux tanj^ontes isaues du poiut, est

jir^c^meut requatiou de ces deux taugeutcs.

4. BquilioH Im iMgeiites meii^es \ nii« eosrbe du sceond

depr< (2) par les Inteneetions de cettc coarbe atee ane droite

(6) jw+gy+r» — 0.

Si nous appelons a;,
, «/j , 2^ les coordonn(^C8 iuconnues du point

de concours P de ces tanjjpnt(?a, lo poiut P scra le pölo de la droite

(6), qui elle-Diemc est dite la corde de contact des deux tangeutes.

Or r^(|uation de la corde de coutact des deux tangeutcs issuos du

point (dBi, yj, «i), c'est-ä-dire l'^quation

devant etre ideutique avec (6), ou a uecessairemeut

CT) /i/-2a|», /ir.'-2A«, A/-2ir,

oü i est oue indetenuiu^e.

Multiplions ces trois ^quations (7) par le« coordonnees rcspcc-

tives x^^ 2^1, et ajoutons*, nous obtcoouä Tegalitc

•tfmt-^-tftfwt+Hf'! Ott 2/(af„y„»,) = 2i(jKr,+fljfi+r«,),

qoi, jointe aux ^quations (7), fouruit le Systeme des quatre ^quatious

— Aji -f +Z?^i + C'^, =0,

-Ar +Cr, +C'jfi+i>iii - 0,

entre les trois iuconnues a*, , , . Ces ^quations sont n^cessaire-

meut compatibles; par suite leur determiuaut est uul, ce qui fouruit

l'^galite de coudition

A«i»y»*i) ^
Ap A B C ^
Iq B A' C
kr CCD

Digitized by Google



tmx Outrbu tt Sur/aees du second degri. 9

(8)

Od en tire

o p q r

p A B C

q B A' C
\r C C D

oü ^ Mt ^gal an dlseriminant (I) de T^uAtioii de la coniqne.

Lea relatious (7) donnent anisi

II nous n sto a substituer los valcurs (8) et (9) daus requation

(IV) pour avoir l'6quatiou demaud^e dos deux taugeutes. Celle-d

est doac

(VI)

\o p q

p Ä B
r

C
q B A' C
r C C D

\A B C

+(l)«+fly+ra)« B A' C
CCD

5. CoadlttoB paar qae r^aatlaa g^a^rala 4a seeoai Aegr^ &
Irait fariables repT^seata aa etae. 8i aoos rpmplavous les wiaUee

X, jr, 9 par lean rapporta - ä ane qaatri^e variable a,

qne, ä la fin, nous remplaccrons ])ar Tuuite, noas poorrons rcpr^-

scQter la surfacc par reqaatiou liomugene

(10) /(«, r« «, m) =5 -A»»+ilV4.JV+2Äy»+2S'«»+2ir«y

+ 26'xM+ 26"ytt+2C"«ii+ />» — 0.

Ol) sait que l'^aatioa da plan tangcnt aa point y', m')

do la snrÜEu» (10) est

(11) «'/.'+y'V+*'A'+uV - a

SapposoDs qae r^aaüon (10) reprisente an oAne; le plan tan-

gent pasaera par le sommet, et, si y, «, « lont les ooordonn^ de

ce sommet, l'^aation (12) dem 6tre satisfaite qaelqae seit le point

de contaet («', y', f', «') da plan tangent, c'est-i-dire paar toates

les valears de oes variables qai virifieat T^qnatian (11). On obtient

ainsi lea qaatre iqnations de condition

ifx ^ Ax +li"y^B'z-\-Cu =0,

\f; = I^'x-\-A'y-i-Bz 4-C'n = 0,

- B'm-^B^ 0,

\fn' — Cm 4.C7V+C*«+öa— O
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10 Vostor: Application des Discriminantt

Ces quatro 6qaations, etant homogenes, nc sauraiont etrc v6ri-

fi^s par Ics niemö* vaUnirs des variables, quo si Icur determiuaiit

est uul. La relatiou de coudition est donc

(VU)

A sr & c
BT A ' B €f

B' B Ä' er

c a D

= 0.

Dono Pour quo requation dn stu'onil do^re a trois va-

riables roprcscnto un cöiie, il fant ot il suffitquelc
discriminant de sou premier membrc, rendu homogöiie,
soll egal 4 z6ro.

6. Coudition ponr qne le plm

\12) aaj-f + C5+ rf» :*= 0'

oit taagvil k I» wCmo da seeon«! degr€ (10). Soicnt m\ y*, s', u'

le» ooordoniiios homog^nei d« point de oootoct L'^ualioii homo-

gdoe da- plan tangeat aera

eile scra identique avec l'^quation (12) du plan donne, si l'oa a

(18) jr/-2ftA, /«/-2€a,

Nous avons ainsi, eutro les ciuq iuconnues y', u' et k ies

cinq ^qoatioas homogenes
.

—d.l+aaj' +Ä.y' —0,
— aA+ ^o-' +7/y-[-/r2'-f-C'u'

^bk+B"x'+ A'y' -f ßz' +6'V = 0,

.-ck+B'm* +B^' +^'V+CV - 0,

^dk+Ctt' +Cy +CV+i>u' =0,

doni la praotöre exprime que \(*. poiut de contact {x\ jf% s\

apparticnt au phm taiigent (Id). Pour qne ces ^qtrations eoient

GompatiUea, il« üait ot il soffit quo leor detorminaat soit nal, o'oat-^

dire qao Pon ait

a

(VUl)

ö d

a A B" B' C

h B" A' B 6"

d e c €r B

= 0.
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aux Courbes et Surjace* du »econd degri. 11

Les coordoiiiiees du poüit de contact s'obtienaont cn rcsolvant

le Systeme des quatre ^qaations (13), ou

W +A'y' +BV +CV =2*1,

ß'x' +By' +A"z' +6"V = 2a,

Pour avoir la valcar de x\ mulüplious ces equatiuus respective-

dd dd d/1
menl ptr -^^7« j^, o> ^ reprteente le discriiiiinalit

da Premier meml»re de l'equation (10) de la surface, puis ajoutons,

les coefticieuti» de v', s', s'evanouissent d'eux meines et requation

nsolta&te uoub duimcra la valeur de x ca fonctiou do L

Qn troavera semblablement les valenn de y\ z\ u' eii fonction

de K

Ces Tatenn soiit ainsi

2z/ ,
dJ dd dd

,
dJ.

2/1 , dd dd . dd , dd

II taffira de diviier les trols premiires dgalitte par la dcniito

at de iH>Ber «' = 1 , pour avoir d'ane maniöre absolae les valears

des coordonn^es x', y\ s' da point de contact

Si nous mettons les Yaleurs pr^dentea dans requation (12) do
plan tangent, nous vcrrons qae l'^natlon de condiüon (VUI) potirra

«ossi se mettre soos la forme

dd . . , <M , , dd
, ,

dd
,
dJ .

dA « + rfj'*"+ r7:r^+ r/y/^ + dß*'''+ älP'^

, dJ , dd , dd , dd ^+ dc"'^+ dc' + dc"^+ d/>
=

(IX)

7. Ceaditloa pemr qne la snrfbee dm seeeai de^rd (10) seil

tmfente i Tan des plaas de eeerdeaades, an plaa y«, par ezcaple«

L'^qvatloa da plan tangent (12) sc r^doisant — 0, ii fandra

Diire 6 — «= 0 dans (VIII). La condÜkNi demudte sera doac

4
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12 Dosion Apftlieatioi 4it Ißüenmimmtt

Ä' B C*

(XI) B A" C"

C C D

La snrfiMse (10) sera tangente anx deuz plan» de coordonnto

eile le sera ä la fois anz trois plana de coordonndes yi, «r, «y pour

8. Coaditleii pour qae la droite

(14) a«+^y+<»>+<^ — 0, ff'»+6V+<^«+<fi» — 0

solt tanfrente h la surface da soeond depr«^ (10). Los plans con>

duits par rintorsoction des deux plana (5) sout rcpr^sent^s par

r^oation gönörale

(15) {a+ n'i)x-\-{b-\-b'i)y+ {c-\-c'k)z+Ul-\-,Vl)ur=«0,

Or Tun de ces plana oat tangont ä la snrface (10) an point de

contael («,y,s,«) de la droite (14). Si l'^qoation (15) repr^aonte ce

plan tangent, on dem avoir lea ^galit^ de conditiou

a+n'k^ b+ b'k c + c'i d+ d'k

Loa coordonn^es du point de contact {r^y^z^u) et Ics dcux in-

d^tennin^ea A et k devroot douc satisfairc aus 6quatioD8

hk+ A^' + //V -f- A'y +Bz-]- Cu - 0,

cfe+c'Aife +ilV +^''»+C'"i.== 0,

dont lea deux preini^res exprimcut que Ic point de contact appartieut

au denx plans (14) et par suite k Icur droite d*interaection. Pour

qme eea six 6qnationa, lindes et homoginea par rapport anz in-

oonnnea ib, AJt, a*, y, s, «, aoienl T^nfi^s par les m§mea valeurs de

oes inoonnnoa, il fsaX et il anffit qne leor d^terminant aoit nnl. La
cbefvhie eat donc
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«wr CWftw 9t Smr/aee» dm namd deyri. 13

(XIV)

u u o 0 4t

0 0 *' «• iT

a ir Bf C

b ^' ^' B C
e «' ^' B C"

d C C* D

= 0.

9. Equmtion ^^n^rale des surfaoes du second degr^ qul ton«

fhent ]e§ trols uxes de coordonn^es. Les ^qaations de Taxe des %

^tant ^ = U, y = 0 nous obtcnons la eondition pour que Taxe des«

loit Umgent 4 la surface (10)« eu iaisaut dana la relaüou (XIV)

«r =0, a — 0, e

a' - 0, 6' = 1, c'

0, d — 0;

Ü, d' - 0.

Maiseette conditioD se ü^tormiue plus rapidement en ftisaiit «—y^O
dana riqaatiou (10) de la surface, ^ en exprimant que les deox

raeuNt de r^aation r^snltante en n

sont egales. Donc Taxe des « sera taugent k la surface (10),

• i l oa a 6"* «-= Ä'D.

De mtoe les deox aatres axes de coordonn^s sent tangeots ä

la mlue d« seeoud degr^ (10) poor C* =- i4'i!>, C* — AD,

Snpposons que la surface (10) seit 4 la fois tangeute aux trois

axf« de coordonu^es. Multiplions l'^quatioii (10) par Z> et dans le

Heultet rempla^M AD^ A*D^ A''D respectivement par C\ C'^ C^.
L'^uation de la surface sera, eu posant « >-> 1,

CV+ 6" + C + 2 Ii Ihjz+ 2Zy'D«

+

IB'Dvu

+2(jri>— CC")arf = 0.

AiBii, an repr^seuteut par ^i*, —(2, — les coefficienta de

ya, ae, cy, OU VOlt QUO

(XV)

eat r^quation gin^rale des surfaces du second degrd,
qui tottchent k la fois les trois axes de coordonn^es.
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14 XfoatQrt AppUcaium de* IMunmimmis

Si Ton d^signe pur #i, « les distanees k Torigine des troia

points de coutact, cette ^quation prendra la forme

oü p^, q\ sont les quoticuts de B* par r, Q, Ii,

Gonsid^rons le t^titi^dre ayant ponr sommet Torigine et poiir

ar6to8 laterales lea louguenn 2c, dirigees saivant Ics^ axcs.

La surface (XYI) tonchera ccs aretes en Icurs milieux et coupera les

arStes oppos^es aux poiuts

.-0. |-i±)/x-£. ^i±|/i'^=

,-0. :-l±[/x~£. l-^±V^-'

.=0. i-^±V^i i'^±V^-
Elle tonchera ces ai^tes, et forcdment aiissi en lenn milieux,

li Ton a

— bc, q^ssea^ ab,

Dono la snrface dn second degr6

am U+i-+,--0 = L+c« +
ry

ab

toncbe en lenra milienz lea aix arStea dn t4 1ra^dre OilüC,

dont lea arStea laterales OA, OB, OC^ isanea de l'origine,

et dirig^ea aniTant^lea axea dea coordonn6ea aont re-

spectivement So, 2b, 2c\ de plua la anrface a aon centre

sitae au centre de gravit6 du t^tra^dre.

10. Equation du c6ne Issue du poiiit i^a*!, ^i, «i, "i) » qu»

cireonscrit ä la surfaee du second degr^ (10). DcsigiioiiB pai*

2, u les coordouuf^es homogeues d'un puint quelcoiique .\f d'uuo

geueratrico du cönc et par j\ y', c , u' celles du point de coiitact C

de cette gen^ratrice avec la auriiace (10). lious avous ^videmnieut

(17) »'==Y+r' f ^i+A* • -Tpf-T+T'
0^ rinditermin^ X dopend de la poaition dn point M aor la g^n^-

latrice PC,
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mix Courbe» et Surjw:es du feeoHd dr^. • |5

Le point de coutact C appartiaiant k la surface (10;, nons avons

T>6voloppant le sceond membre, on obtient, poar d^nnüier A,

Lea deux raciues de cotte ^quatiou dcvant etro Egales, ou tronve

(XVni) (*A/+8f/»/+^*/+i^«;)«-4A«,y,^«)/(*,,3fi,^^

poar l'eqaation du cuuo demand^.

11. S|utlM du eine eireonaerH h U ««rÜMe 4b leeeid 4efr<

Ot> et 4b1 Uieho ectte Burfaee aalTaat mh InteneetiMi ftree le pUm

(18) |M»+gy-l-r»+«i Ol

Soient x^, . z, , U| les coordouuees du sommot P da cone ; le

plan polairc da poiut r sera

Ce plan sera idciitiqae avee (10), ai Ton a

(W) « iJi>^, /V, = 2^1, /i, - arl, =^ 2mL

Mnltiplioiu ces qaatre dquationa par lea coordonndcs respcctives

«I, ft, S|, et ijoutoiiB; nona obtenons l'^galit^

qpiy Jolnte aax ^oatioiis (19), fonndt le tysUme des ciuq ^qaatioi»

— kp+ As, -f B"y + //'^
-i- 6'ii, 0,

- + JV, + Bz^ H- C 'n, = 0.

•otra les qnatre ineonnnes «i, y^, s,, «i an premier degi^« Eliminaot

eea iacoimaea, ou trooTe la relatSoa
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16 .Dottor: AppUeati^ det IHurmmaiU» aux Courhes ef Smfaee» *te

fißuVt^Hy^) Ip Iq Ir U
Ip A B" Ii' C

B" A' B C
It B' B Ji* C"

U C C C" D

0,

qni donne

(20)

0 p q r a

p A B" B' C

q Bf' A' B C
r B^ B A" C
9 C C* C" D

Des relatioiu (19) on tire ausi

(21) - 2A(2>»+<af+ri+#u).

U raffira mainteoaiit de substitner les Talenrs (2C)) et (21) dans
F^nation (XVIII), ponr avoir requation demande du cuue, dont lo

Bommet est le p61e da plan (18). Cettc equatiou est

(XIX)

/(«Jf*«!«*)

0 p q r B

p A B" B' C
qB" Ä B C +(j»+2y-J-„-j^)«
T & B Ä' c"

;

9 C C* D

A Bf' B' C \

Bf' A' B C
B' B A" C*

C 6" C" D .

—

0
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Do$tori AppHeatum de» DiUrmmtati» an* türfmou 4§ hSmMm «tek 17

lU.
fl

AppUcution des Dctcrniinatits aux snrfaces de r^TOlation.

ety en pHrtieulier» h eelles da second degr6»

Par

GeorgeM Dotier.

1. Conditton pour qa'one siirfkoe

(1) /(»,|f,»)-0

soll üe revolötion, Soicnt x\ y\ s' Ics coordoniucs d*un poiiit quel-

cüuquo de la surfocc dounec la normale cu ce poiut a pour

eqnations

^2)
y-y^

^I''

La surfaco (1) sera evidcinmcut do r^volution autoor de la droite

w a b c

Ii oette droito est rencontr^e par la normale (2) , qnel qne soit le

poiat {x\y%s') do la snrface. Pour ocla, il faoi et ü suffit qae lei

^oations (2) et (3) admettcnt an in^me lystime de Talenrt pour les

inconnacs y, «.

Cos equations, au nonibro de six, coiitionnont les cinq incou-

nnes j-, »/, 3, n vt v au pieinier di'gre. Si douc ou t'liinine cos cinq

inconnues oiitn les six e<juations (12) et (3), on obtieiidra une rclation

entre los paranii^tros dos l'equatious (1), (2) et (3); GCtte relatioa

ezprimera la coaditioa demaad^e.
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13 Doiton 4pfUealUan des IJtttrmimamU omx furfactM de rivohiU'om

Lea ^qnations (2) et (3) pouvant s'ecrire

OO— = 0, bv—y+g = 0, cv— z-\-r = 0,

on ilüninera y et en ajontant yerticaleineiit, oe qni foornit les

troiM ^qnations

c»— s'+r — 0

entre les deux inconnues u et v,

Penr qne oee trols ^qnatioas da premier degr6 soient coropatU

bles, tt ÜMit et U saffit qne lenr d^tenninant seit nul. On obüent

ainsi la rdatton

a — fx'' —

j

dans la quelle nous pouvons changer les signcs des Clements dans

lc9 deux derui^res colouues, ce qui uous douuo i'^alit6 do condition

cherchde

a »' 0?'—ji

(I)

CrOtte relation est l'^quation anx difförences partielles

des snrfaoes de rtvolntion.

2. Gondttloiis ponr qne la sarfaee da seoond degr^

+ 2Qb+2 C'9+2 C"»+ Z>= 0

soit de revolntloii. L'axe de rcvolution passe uöcessairt inent par le

ceutre de la surfaco (4), lequel est determioti par le Systeme des

trois ^qnations

Les equatious de cct axe sout, par suitc, de la forme

(5)
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id

oä «, flont troif oonstantM ind^termüita, el 0 «ne inooninie.

Sabstitaons daus ces 6quatioii8, ä Ja place de fl^y,«, leun valeun
«

des iqnatioiiB de la normale (3); la preaddie devieiift

av « ^i(x'4-M/-x'')+i^'V+«*/^'')+ ^'(»'+t*V')+C

Nona obteuoas ainsi les txois ^qaations

t,'v^f/-u{B'%.'+A'f/+Bfy) = 0,

eiln lea deu inconniies —v et — EHniiiaiit eet

tnwfe la rdation de condition

laeB, on

qui tierieut, aprös muUiplication des trois lignos par les coefficients

respc'ctifs B' et B" qae nous sapposons toas diff^rents
de zcro.

(6)

Bti Bfr* ABU''-^ Bf'Bfy'+ BB'f,'
'

a

Le Premier membre ici doit Stre identiqaement nal, qneUee

9W loient les Talenrs des coordonnto s', y', satisfidsanl i l'^nap

tkn (4) de la snrCftce; or les ^limenta de la premidre colonae loiil

eoastanta et dUförents de x6ro, tandisqae cens des deox demi&rei

coloBBea wient a?ec la poeition da point y\ /) sv la tur-

ftflsi il fSandra donc qne les 616ments do la seconde eoloime» molti-

pli^ par an eertain fftcteur constant soient dgavx k eeaz de la

troisiteie eolenno, qaelles qne soient af^ j/ et s', sonmiiea dTalllean

i la coBdition (4).

La prani^ igalit^ qid en rtalte

+BB^'fp^*+BB'^'
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20 l>9»ior: AppUeaUon de» Dfitrminanl» aus tHrfaee» de ribobitmt

Oü troirrerait de m^me qoe

+ Bf/^ B'Bt'f^'+B^'Bfy+BB'fy,

(—^"+ ^r) Bl'f,*' « B'ir'r/+BrBU'-{'BB*ry.

Ob en d6diiit

Or, dans cos trois produits, les facteurs B'fg'* et sont

variables; car leurs valeurs chaiigent avec la positions du point

{x\y'yz') Sur la surface (4); par suitiN pour quo ces egalites puisseut

snbsister, 11 faut et il sufÜt quo l'ou ait

Ou ea d^duit les relations de condition connues

B'B^ B"B Bä'

8. EqnatloBfl de Tne de r^olstloiu Nons les obtiendrons an

moyen des ^galit^s (6), cn y sabititnaat les valeors propres de a,

et que nous allous calculer.

Dana le d^temiiiiant (6) retranehons de la demidre edomie la

produit de la seconde colonne par les valenrs respectiTes (III) de «;

ce d^terminaiit devleudra

-0,

Ba Bfj,' D'B"fx''+B"Bf/+nB'f^'

BW B'fg»' B'Bt'f/'^'BCBr/^BB^f/

BTi^* B^'f,,' B'BrY^''+B"Bf/+BB'r.''

Ott, en divisant la demi^re colonne par B'Bftf'+B''Bfg''+BB'fg»\

: Bit lifs'' 1 !

Ba Jfff/ 1

BTiT BTfy 1

0.

Pour que cettc efialite puiss(» avoir liru, il laut et il suftit que

les colouQcs ä elements coustants ue diff^rent que par uu facteur

constant ib^ on a donc
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et, M particulkr, ä etiles du second degri. 21

d'oü on tire

La Substitution de ces valoors daus ^qoations (5) donne im-
medialemeiit

(7) Ä(ila?+^'y+^ - B'{jrm+A'y+Bx+C')

(IV) ^/i»' - B'/i»'- ^'/v

'

pov Im 6qiiatioii8 de Taxe de Involution.

4. Formo d<^TelopiN^e (Ie8 d<|iiations de Faxe de r^Tolatlon. Dans
les ^galit^s (7) rempla^ons A, A' et A" par leim valeon tirto de

*

(in)-, le Premier proioit devient

Btx+B'B^'x+B^'By+BB'z-i-C = B{$x+C)+B'0'x+B"Bjf+BB'M,

Lat deux atitret prodvits deviendront de mime

B'isy+C) +B'B^'r+^'By+BB\
B^'{$M+C") +B*Bf'm+B^'By+BB'M',

de Sorte que los ^quations de i'axo peuvent aassi s'^cnre

CO Jlt«+ C) - ^(tjf+C') - BTim+C^.

5. Equation dn plan ^natorlal. Los cosinns des angles d'incli-

naiaoUf de Taxe do revolution sor les axes de coordonnöes etant pro*

poitioiinels i ^ et Jr.' le plan de rdqnatenr au» ponr ^qaation

«« en d^feloppaat et ordoDDant par rai^rt i jr,

Or, si nous posons

S+2t - Ä+A'+A"
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^ Dpgiort AppUeaHoH du MtmuitmU qHue sutfaeu dt rd^ktm» tie.

et qne bou obienrions qoe

„ SB* EST

noas aarons les relatious

qnl (apiinient sons ime antre forae les conditioiu de r^volation de

la BurfiMse (4).

Oes Talenn changeut r^quation (8) en la suivaute

qn'on peat encore mettre boqs la forme

~B—' —W " ^ '

celle-d präsente ane oertaine analogie avec les ^qnations (V) de faxe

de röTolation.

Digitized by Google



I

I

Zmkrudniki RalianaU «Uim (knm drÜBt Ordnung. £3

I

I

1

IV.

BaUonale ebene Curyen dritter Ordnung,
WotMvng TVB H. XIL im M. T«U«.

Von

IC, Zahradnik,

Bevor wir uns zur Theorie der Curvcn dritter Ordnung mit einom

Doppelpunkte wenden, wollen wir zeigen, wie sich die zum II. Ab-

schoitte reciproken Sätze über C^^ diroct ableiten könnea

Einer rationalen Gnrve dritter Ordnang mit dnem Bflckkehrpnnkte

als Coordinatenanfang in Ponktcoordinaten entspricht eine rationale

Oilr?e dritter Oasse in Liaienooordinaten mit einer unendlich fernen

Woidetangente. Bezeichnen wir mit |, 17 die Lbdencoordinaten

floier Tangente der C^^ so ist ihre Gleichung

aS»+64*i?+c{iy«+dij» =r «,« (1)

Ans einem jeden Punkte der Wondctangcnte lässt sich bloss

eine Tangente zur C,^ legen (ausser die Rückkohrtangentc) und die

Coordinaten derselben ergeben sich folgendennassen: Bezeichnet u,

80 ist

i - uij (2)

die eines Punktes in der BAckkehrtangente. Fuhren wir den Wert ÜAr

l in die 61. (1) ein, so erhalten wir nach Unteidrftckang des von

der Wende tangcntc herrührenden Factors i^*, für die Coordinaten

der Tangente mit Kücksicht auf Gl. (2)
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24 Zahradniki ÜadonaU ebtM Qwrvm dritUr Ordtmng*

Die Grösse u ist dor Parameter der ontsprechondcn Tangeute

der Cg^, und wir sehen so, dass sich die Punklreihe (2), dereu Träger

die Wendetangente ist aad die TangODten der Corve dritter Ciasae

eindeutig ODtaprechen.

S» Die Parameter der vom Punkte

zur gelegten Tangenten erhalten wir, wenn wir die Worte für £

und $1 aus den Gl. (3), (4) in die Gleichung des Punktes einfahren

alB Woneln nachstehender cobischen Gleichung

(5)

Bexekhnet (u), die Summe der Wimelii «i, m folgt am der

OL (ö)

(«)x - - 1 (6)

Da in dieser Gleichung sich weder m noch n vorfindet, so ist

dieselbe unabhängig von dor Lage d( s Punktes und drückt uns dem-

nach die Bedingung aus, unter welcher drei Tangenten der O^^ durch

einen Punkt hindurchgehen. Mittelst entsprechender Transformation*)

können nir die Gleichung der. C^^ zurflekfahren auf die Form

und die Gl. (3), (4), (6) gehen dann über in nachstehende:

d

(7)

(9)

(10)

(tl)

Ist die Summe der Parameter dreier Tangenten einer C^^ gleich Null,

so schneiden sich dieselben in einem Punkte.

Die Parameter der unendlich fernen Tangenten ergeben sich nach

(9), (10) aus der Gleichung

d. L Die unendlich fernen Tangenten einer Q> schneiden sich in

einem Punkta

*) Vergleiche pag. 136 des 56. Teilet.
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Zakradnik: Rationale ebene Curven dritter Ordnung» 25

Wenn — uj .~ u ist, so liegt der Puukt auf der Curvo aud
die Gi. Ui) golit über iu

— 0, (12)

wo u der Parameter der Tangente eines Cur^enpunktes und w' der
Parameter der diesem Punkte zugeordneten weiteren Tangente ist

3. Gegeben seien zwei Punkte p und p'.

Durch (loa ersten gehen zur 63^ die Tangenten üi, durch
den zweiten (4'» ^'i ^s't iu^<i nach GL (11) ist

"1 +"8 +«*a =0
(18)

Ziehen wir ans dem Schnittpankte der Tangente JJt

mit der Tangente IT/ (» — 1,2,3) die weitere Tangente
xnr Cs^ 80 schneiden sich dieselben in einem Punkte p".

Denn die Parameter der Ui' sind W> und so bestehen demnach
uacbstehcude Gleichungen

«.+".'+«."-0.

Addireu wir dicsu Gleichungen, 80 erhalten wir mit BUcksidit auf

GL (13j
•

<+«."+«."= 0,

als den verlangten Beweis.

Racken die Punkte p und p* anendlich nahe, so sind dann UiUt

Bertibrungsi)unkte, und U" die dem Punkte UM zugeordnete Tan-
gente uud so ergibt sich der Satz:

Zieht man aus den Bertthrungspnnkten der aus einem
Punkt p zur C»^ gelegten Tangenten die denselben zu-
geordneten Tangenten, so schneiden sich dieselben iu

einem Punkte.

So ergibt sich, analog der Untersnchnng in Punktcoordinaten

(I, 6), als Bedingnngsgleichung, dass sechs Tangenten der einem

und demselben Kegelschnitt angehören:

Aus dieser Relation folgt:
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26 Zakrad»ikt BaitoauU Ouvm dritUr Ordmai§p'

Schneiden wir 6^^ mit C,, so bilden die g einoius c b af t-

lichen Tangenten ein Secbsseit. Die sechs Tangenten
aus den Ecken desselben sn Cg^ gehören wieder einein
Kegelschnitte an.

Die Tangenten ans den Durchschuittspunktou dor
Gegenseiten za C^^ gehen durch einen Punkt.

Durehsehnittspunkt sireler Tangenten, BerUkrungspiinkt*

4. Die Gleichung des Durcbacbnittapunktes zweier Tangeuten

^(kni)f Unikv^ ist

1 i V

1 Si % -0.

1 Ii %
Führen wir iii diese Gleichung fttr ^ iji die Worte aus (ß)^ (IQ) ein,

so erhalten wir:

1 -

1

d

duf d
— 0

oder nach bekannter Umformung

ä t i|j

oder entwickelt

ai*iiij(%4-u,)]4-S[*+a(t*i'+ttji*a+Us*)] — <f (14)

Fttr « »1 » u, erhalten wir die Gleichung des Dorcbschnittos

zweier unendlich nahen Tangenten, nAmlich den BerOhrongspnnkt der
Tangente ü nnd zwar

(15)

Diese Gleichung gibt uns die Relation an zwischen dor Tangente

und irgend einer durch den Berührungspunkt gehenden Geraden.

Sind I, fi Coordinatcn einer bestimmten Geraden, so erhalten wir die

Parameter der Tangenten in den Durchschnittapnnkten der Geraden

Oigilie



Zakradnik: RalhiiaU tbnie (Xtrven dritter Qrdmu^, 27

mit C^^ wenn wir die Gleichling (15) nach u anflöBen; und da dieselbe

in Bezog anf u vem dritten Grade ist, so sehen wir, dass eine Cnrre

dritter Classe mit einer Weudetangente dritter Orduang ist

5. Die BnrchAlhroiig itt identisch mit der, die wir bei der

PmktinTolQtion gegeben haben weshalb wir anf den L Abschnitt

Terwdaen. Die Glcichoog der SMileninTolation der Pnnktreilie

i| Ist

n(«+«»i«i«i>+i[*—K«i+«i«^+<%%)3 — ^

oder in Normalform

ai^^'\-bl-{'Ctj— d-\-aX(uri— ^) = 0.

Die Doppelstrahlen der InTolntion bestimmt die Gleichung

nd Teigleichen wir dieselbe mit GL (15), so erkennen wir dieselben

ais TsLügenUiVL in den DnrcbsebnittspnidEten der Geraden t, i] mit C\^.

6. Ebenso kOnnen wir in Bezog auf §. 9 des I. Abschnittes **)

aachstehenden Satz bloss erwähnen. Jede Tangente können wir dop-

pelt anffBunen als eine dem Parameter u entspreehende oder als eine

dieser zugeordnete. Im ersten Falle entspricht ihr IT,, Im zweiten

Falle U^. Diese Tangenten schneiden sich im Punkte m — l\ r .,

und der Ort dieser Sihuittpunkte Ij\U^^ wenn die Tangente U die

Cj3 beschreibt, ist wieder eine Curv-e dritter Ordnung und dritter

Cl-isse, welche mit der gegebenen C^^ eine gemeinschafUiche Wende-

taogente hat Ihre Gleichung ist

Die Gleichunt: einer rationalen Curvc dritter Ordnung, wenn man

ihrtn Doppelpunkt zum Coordinatenanfang und die Doppelpunkts-

tiaffintfin zn Coordinatenaien w&hlt, ist ?on der Form

SMhleolnTelotioo aof Q^K

IV.

(1)

•) ftf. 141 T. 56.

*0 fif. 14a T. SS.

J
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28 Zahradnik: RaiioitaU dtene Cwven dritter Ordnung

Die Gleichung eines durch deu Doppelpunkt gehenden Strahles

Q ist

QSy^nas — 0. (2)

Benelbe schneidet die Curve in einem Punkte, dessen CSoordinaten

sich als gebrochene rationale Functionen **) des Parameters u ein-

deutig bestimmen lassen und zwar

hu

(3)

____ ÄM»

2. Die Parameter der Durcbscbnittspunkte dner Geraden mit

der Curve erhalten wir, indem wir die Werte ftr « und y ans den
Gleichungen (3) in die Gleichung der Geraden

«»+ii|f+l 0

eini Uhren, als Wurzeln nachstehender cuhischeu Gleichung

Aus dieser Gleichung folgt die bekannte Relation zwischen den Para-

metern **) der Durchschnittspunkte

Das Product der Parameter irgend dreier auf einer
Geraden liegenden Punkte einer ist eine constante
Grösse.

Nehmen wir statt der Geraden eine O, so erhalten wir den
froher schon erwähnten Weyr'scheu Satz:

^Das Product der Sn Schnittpunkte einer beliebigen
C* mit einer rationalen Curve dritter Ordnung ist eine

constante GrOsse, n&mlicb

Aus diesem Satze ergibt sich mit Leichtigkeit eine grosse An*

*) Sind T}, die Doppelpunktstangcnten, so ist der Werl von

Sin (r^ Q)

**} Dr. Em. Wcyr: Sitsangsbericht d. k. bOhm OeaclUch. d. Wiwenseh

Tom 27. A[)ril 1870. Prag.
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Zakradmiki RationaU «öcm CkrvM driOtr Ordmuig, 29

zahl ?ou Sätzen über rationale Carven dritter Ordnung, welche H.

Dr. Em. Weyr in seinen Abhandlungen vom Jahre 1870— 1873 in

den Sitmngsbericliteii der k. böhm. Gesellschaft der Wissenschaften

19 Png und der k. k. Akademie der Wissenschaften in Wien, so wie

in SchlOmilchs Zeitschrift für Mathematik und Physik entwickelt

hat.

In nachstehenden Zeilen entwickele ich einige weitere Eigen-

schaften der 64^ vermittelst des rationalen Parameters, und als spe-

cieUe Fälle wähle die bekannten rationalen Corven dritter Ordnung
wie daa Descartes'sche BhMit, Strophoide etc.

Seeante, Tangente.

3. Die Gleichung der Secante als einer Verbindungslinie zweier

Punkte »1, 14 der Curvo ist

h 9 y

= 0.

Dieselbe geht nach Unterdrückung des gomeinschaftiiGhen Factors

(«t—«t) <^her in:

h ^9
«1 «l' 0,

oder entwickelt

(5)

Für Ui = M, = n geht die Gleichung der Secaute in die der Tan-

gente über und wir erhalten in diesem Falle

«(<l»»—*»«-aoy)+y(a—Ol«— . O! (6)

Diese Oleichang löst uns auch das Problem von einem Punkte

in der Ebene der rationalen Curve dritter Ordnung an dieselben

Tangenten zn legen. In diesem Fälle sind 0, p Coordinaten eines

festen Punktes nnd die Parameter der Berflhmngspunkte ergeben sich

als Wurzeln der 61. (6\ Diese ist in Bezug auf u vom vierten

Grade; es lassen sich demnach von einem Punkte in der Ebene der

Cnrre an dieselbe vier Tangenten legen, somit ist sie vierter Glasse'

Jede durch den Punkt (0, y) gehende Gerade schneidet die Curve
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30 Zakradnik: BoHomU Aent (kavtn dritler Ordmmg*

in drei Pimkteii t^» u^, mid es wird im folgenden von Nntsen sein

in die Oleicbnng der Secante die Paramotcr aller dreier Punkte ein-

zuführen. £8 ist klar, dass

Wir erhalten domuach durch cyklische Vertanschniig der Imlicos aus

der Gleii^huug (o) zwei neue Gleiiliiui;^'en für dieselbe Sceaiite. Es

besteheu für S dcmuach gleichzeitig uuchstcheudu drei Gleichungen:

-f-At%ii,= 0

Addiron wir diese drei Gleichungen und bezeichnen mit (tt)t die

Summe der drei Parameter, mit («)f die Summe der Amben, so er-

halten wir nach kurzer Umformung mit R&eksicht auf die Gl. (4):

als die verlangte Form der Gleichung der Secante.

Coujngirte Punktet quadrattseke luYolntlonen auf

4. Setzen wir in der Gl. (4) t*, = = «' und i*j = so er-

halten wir eine Relation zwischen dem Berührungspunkte und dem

entsjEurechenden Xangentialpunkte. Dieselbe lautet

utt'»=-5 (8)

*%
Jedem Punkte ti als Tangcntialpunkt aufgofasst, entsprechen zwei

Berührungspunkte, deren Parameter sich aus (8) ergeben und zwar

-.'-+^/^
(9)

Solche zwei Punkte nennen wir conjngirte Punkte*). Zwei

*) Dr. Bm. Wejr: Theorw der mehrdemigen geometritchon Blenentar*

gebilde. Teabner, Leipzig 1S69, p«g. S1. Besio nennt eolche mi Fankte

conjngirte Volt, Cralle, SS. Band.
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Zmkfdniki Rationale them Otmen driUer Ordmmg, 31

onjugirte Punkte haben demnach eineii gemeinschaftlichen Tangcn-

tiaipuikt QBd iwiachei ihren Parameteni besteht nach (9) die Belation

tt,'+V»0 (10)

Berähnen wir eine Gerade, welche den Punkt «n mit dem Doppel-

pankte Terbindet, mit Qr, bo können wir die Gleichung (10) mit

ROiisiGlit auf die geometrische Bedentang des Parameters schreiben

ond wir eriialten so den Satz *)

:

„Die Paare conjugirter Pankte bilden anf Ca* eine

quadratische PnnktinYolntion, deren Doppelpankte die

Berflhrangspuukte der Doppolpunkttangenten mit der
Curte sind.^'

»Die Paare conjngirter Pankte aaf projiciren sichm dem Doppelpankte in einer quadratischen Strahlen-
isTolution, deren Doppelstrahien die Doppelpunkts-
Uigenten sind.*^

Bie Gerade i^^i' schneidet die C«^ noch in einem Punkte V*
^•oh GL (A) habea wir

«jVV (12)d
«id sas GL (9) folgt

a

«hl'

F&bren wir den Wert für Ugu^' in die Gleichung (12) ein, so er*

hiUsa wir
ug'+u= 0 (13)

oder in anderer Form

(r,r,H'to—-1.

^Verbindet mau zwei conjugirtc Pankte, die dem
Tangeotialpnukte u entsprechen, so schneidet ihre Ver*
^iudnngslinie die C^^ noch in einem Punkte der dem
dankte « harmonisch sugeordnet ist**

Bie Panktepaare uug' projicircn sich aus dem Doppolpunktc in

quadratischen Strahlcninvolution, deren Doppeipunktsstrablen
^ Boppelpouktstaugenten sind.

*) Dr. Em. Wejr, nebtt L e. noch SchUtanilch't „Zeitichrift iUr Math,
•od Fh^rik IS70. pag. 34S.
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82 Zalira dnik: Rationale ebene Otrven äriiter Ofdnung.

Diese quadratischen Punkt- und Strahleninvolutionon sind mit der

früher erwäbuteu ideiitibcU, da sie dieselben Uoppelpuiiktseleiuente

besitzen.

5. Betrachten wir cmon Punkt u der als Scheitel eines

Strahlenbfischels, so bestimmt 'derselbe auf eine centralo Ponkt-

involution; denn ein beliebiger Strahl 17, schneidet die ausser in

t* noch in zwei Punkten n,', und nach (4) besteht zwischen ihren

Parametern nachstehende Relation:

wo u der Voraussetzung gemäss constant ist Die Projectivität der

Punktsystenio und u^' auf erhellt aus dem eindeutigen Ent-

sprcdicn der Punkte u^' und m^", und aus deren Vertaiisclü'ähigkeit

folgt ihre iuvolutorische Beziehung.

Die Doppelpunkte der centralen PonktinTolation ergeben sich ans

der Gleichung (18), wenn wir in derselben u^' » ti^ setzen*,

wir erhalten so

. Vergleichen wir dieses Resultat mit der Glcichnug (8), so folgt:

„Die Doppelpunkte einer centralen Punktiuvol 11 f iou

erhalten wir als Berührungspunkte der vom Oentruni u

an 6'^^ gelegten Tangeutenj sie sind die dem Ceutrum u

conjugirten Punkte/^

Umgekehrt haben wir den Satz:

„Zwei conjugirto Punkte bestimmen auf eine cen-

trale Punktinvolution, deren Cfiifrum der ihnen ge-

meinschaftliche Taugentialpunkt ist''

6. Die Verbindungslinien conjugirter Punktepaare liidlen einen

Kegelschnitt ein, dni wir nach Herrn Dr. Em. Weyr*) den Invo-

lutionskegelschnitt benennen wollen.

Die Gleichung der Verbiiuiunj^slinie eines conjugirten Puiditc-

paares erhalten wir, wenn wir für 1*1' und u,' die Werte aus Gl. (U)

*) Theorie der mehrdeutigen Ekmcuturgebilde, png. 103.

(U)

ttU^

InTolntionakegelsehnitt«
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in die Gieichang der Secante (5) einflAhreiL Wir erhalten so dieeelbe

als eine FunetioB der Parameter is nftmlich:

p{du*—eu)+x(a^lm)+ku — 0 (16)

Aas der Derivirteu dieser Gleichung nach u ergiebt sich

ouer

A

wenn wir

(16)

setzen. Führen wir diesen Wert für u in die GL (16) ein, so er-

halten wir als die gesachte Gieickong der Enveloppe

A*—4a(ixif = 0 (17)

Wir sehen demnach, dass die Euveloppe ein Kegelschnitt Ist, der die

Doppelpunktstangeiiti'u berührt und dessen Berührungssehne -4 = 0
ist. Es ist also A 0 die Polare dos Anfangspunktes in Bezug auf

deu K* ;.'o] schnitt Derselbe ist eine üyperbel, Parabel oder Ellipse,

je nachdem

>

Ans der Gleichnng (13) erkannten wir, dass 41^' mit u eben&lls

ttD conjngirtes Punktepaar büdet und dass es sa derselben LiYolation

gehört. Es wird demnach die Yorbindnngslniie der Punktepaare «^^ u
denselben Involntlondccgelschnitt einhflllen mflssen.

Da ist, so ist die Gleichnng ihrer TerbindnngsUni» «7«

a!(di**+^»tt*)+j^(a+ctt*)— Au* — 0

oder

Die Derivirte nach u ist

2die»*+A — 0.

£limi]iiren wir ans diesen zwei Gleichungen «, so erhalten wir

also wie früher (17), w. s. b. w.

MiiVin. s
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Cnbisehe InToIntlo» wKfC^,

7. Die Gleiehnng der Secante ist

a![6-d(t*)J+y[c+r/(«),]= A (7)

Nehmen wir in dieser Gleichung a?, y als Coordiiiaten eines festen

Punktes an, so stellt uns (7) die Gleichung der durch das Strahlen-

büschel {xy) auf bestimmten Punktinvolution dar. Jeder Strahl

bestimmt auf ein Punkttripel einer cubisclien Involution

und die Parameter dieser Punkte erfülleu die Gleichung (7). Die

Involution (Yertao8chiähigkcit> folgt aus der Symmetrie der Glei-

chung (7).

Im Folgenden wollen wir die Gleichung dieser Punktinvolution

in der Normalforni aufstellen. Jeder Strahl des Strahlen büscheis (u-, y)

bestimmt auf 6^^ drei Puukte, deren Parameter sich als Wurzeln
einer cubischon Gleichung

«»+Att«+fi« + 1/ — 0 HB)

darstellen lassen. Zwischen den Coefticiouteu dieser Gleichung be-

stehen zwei lineare Relationen, vermöge welcher wir zwei Ueraeib«!

eUmittiren können. Die erste ist

v«|= -(«), (19)

vnd die sweile erhalten wir, wenn wir in die Gleichung (7) statt

• C«)! —— ^1 —

setzen. Wir bekommen so die Gleichuug

(Ä— rf|»)aj+(c— #/a)2, h (20)

Eliminiren wir nun aus diesen drei Gleichungen die Grössen .u, v,

io erhalten wir als die verlangte Gleichung der Involution in dar

Nonnalfbrm

«lnt*+(&r+ cj^—A)ii+i»r+AcAi(«cy) — 0 (21)

Eline cubischc Involution hat vier Doppclpunkte; wir linden die-

selben, wenn wir die Discriminanto der Gleichung (21) gleich Null

setien, somit

«will*—2^«—(te+cy — Ä)tt«— 2aaT4+ay = 0 (22)

Die Wurzeln dieser Gleichuug sind die Parameter der Doppel-

paukte der Involution. Die gcometri8(!he Bedeutung derselben erhellt

ans der Yeigleiehung der Gl. (22) mit d^ Gl. (8).
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Die Doppelpunkte der dnrch das StraUenliflidiel (oEy) auf C4*

bestimmteii Ponktinvolation sind die BeriUmmgspnnkte der TinaPunkte

*) an C^^ gelegten Tangenten.

Nennale und B?einte der C^.

a Die Oldchnng der Tangente im Punkte « ist

demnach ist die Gleichung der Normale*) im Punkte m, wenn

6 = cos(y\2's), nämlich cosinus des Winkels der Coordinateoaxen

bedeutet,

(23)

JV=0 (a-f/yu+cu'-f f/u^)— /tu«] [(«- ütt—2f/M3) (</»4*—iu^—2au)]—

Diese Gleichung ist in Bezug auf u vom siebenten Grade und wir

seheü sumit, dass aus oinem Punkte zur C4' sieben Kormalen ge-

fallt wertlon künnon. Da iiuu die Anzahl der Normalen eines belie-

bigen Punktes zu einer Curve die Classe ihrer Evolute angibt, so

aehen wir, dass die Evolute von 64^ siebenter Classe ist und die

*) Im vorigen Artikel gill die dort entwickelte Gleichung der Normalen

pajf. 140 unter Vornussctzung rcohtwinleiigen Coordinatcnsyntenieu, da wir aber

dort die Eutwickelnng der Sätze über C'/ nllgemcin für schiefwinkliges Coor-

dinatensystein gegeben haben, so wolle der gflUge Leser dies folgendermaiMB

berichtigen.

,3ind die Richtangsconstanten der Tangente und der Nonnale beziehnngt-

weise A, A' und $ ooiintt« des Winkele der Cootdinatenuen, so gilt bekannt-

Ueh die Belation

AA'+ l = {A+A')e

Somit, da A an« der GL (SS) bekannt ist, ergibt sich der Wert ifa A'

/
2au»+(ft+W)a

^ " (tf-."W)d+(i+8ai*«)

vnd dio Oleichnng der Normalen

N^—yl(b— 3« u')+ ö (c— 2au^)] (au^+ + c)+
+ a: [(Ä—W) ö+ (c— 2au8)] («„s^bu+c)+

Bntsprechend folgt der Wert flBr = 0 pag. 148, aber wie man liidit ein*

litlit ftndart sich am Texte an beiden Scellea niohtt. Fttr = 0 geht dieea

Femwl hl die froher angegebene ttber«
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Gl. (2a) ist somit auch dii^ GltMi lmiig «ler Taiigeutc dor Evolute von

C'^^. I>i(^ DcriviiU) vaa A' gibt uns dii' GU'ithung der beuaiUbarti'ii

Normale A^', welche die A' iin ("eutruiu des dem Punkte t* ent-

sprecheiideu Krüminuugskrcises schneidet. Die Coordinateu desselbeo

(^« y) iTgebeu sieb aas deu Gieichuugttu

du

als rationale gebrochene Pnuctionen vom zwölften Grade in Bezug

auf DemHusb ist die ETolnte der eine rationale Cnrvo aiobenter

Classe oad zwölfter Ordunug.

Im folgenden Artikel wollen wir ona anr Anwendung auf bekannte

rationale Cnrven wenden, wo die Resultate durch ihre Ein&chheit

vIeUeiehl genug Intereaae darbieten werdcNyL
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«abaalar AMUL P«ilwlnwf tm V. XlT. i. v«r. %m4m.

Von

iL //«fi|i«w

Zu den berdts a«%eflklirltti LOnngMi triflil Mü Mgenie kSmtki'

znfQgcn.

Entlich ist der Fall noch sieht in Anwendnng gebracht, wo
Gl. (279) homogen swische t i und 10 ist, wo sie also lautet:

unter « ehie GeMtanto wmtiia^n. INtih nlwh Mohrnttan Verfaht^n

integrirt giebt:

fi— (l+ £)Trl {i-f),rl «— eonst (280)

Demnach erh&lt tian ein orthogonales Flftchensystem, wenn man (271)

verbindet mit

il — 1» -(i+t)«-J M«- (1 -«)w|^ «

16 (1

[-1
t

{«- (1

(1 -i)w\

1^ (1
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Hoppe: Zum Problem des dreifach orthogonalen Flächensystems.

Die Flächen sind algebraisch für jedes rationale f. Transcendentc

Flächen erhält man für irrationale und für rein imaginäre c. Der

Wert « = i 1 entspricht dem coufocalon Flächensystem 2. Grades.

Femer lässt sich eine unbegrenzte Anzahl von orthogonalen

Flächensystemen der Form nach aufstellen, wenn gleich die von tc

allein abhängigen Ooefficieuten nur durch Differentialgleichungen be-

stimmt werden können. Multiplicirt mau Gl. (279) mit

*=o

setzt zur Vereinfachang Q' =— i , und denkt die in als Functionen

von vo so bestimmt) dass

Mitdt+tdw—dR)

ein vollständiges Differential für die Unabhängigen <, ir wird, so giebt

zunächst die partielle Integration nach t für constantes ic

^_|_2
= W (Function von w)

Bedingung dos Multiplicators M ist dann, dass

j-Q /r-|-2 3tr 9»r \ die)

für jedes t ist. Da der Grad der Linken um 1 höher ist als der

der Rechten, so muss tr^ constant sein und lässt sich = 1 setzen.

Vergleicht man die Coeffi<'ienteu der übrigen Potenzen von t, und

bezeichnet der Accent die Differentiation nach «?, so erhält man fol-

gendes System von n+ 2 Gleichungen:

W* = t^iQ R'

0 = M^o— ^\R'

= ,r,— jfg R^

(281)

ten-2 — v-n-lR'

»r„_i — R'

1

3'

n— 1

tr„_ 2'

n
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Eliminirt man, mit Uebergehung der ersten, zwischen den n+ 1

übrigen Gleichungen die « Functionen /r, , . . , /r„_i, so bleibt

eine Gleichung («— l)ter Ordnung durch Ii' zu erfüllen. Ist dann

R' bekannt, so tindct mau nach cioander tr«-!, tr»-2, . . . irg, und

schliesslich

Tr=/«'oSÄ+coii»t

Die letzte IntegrationscoiisUiute ist in der Differentialgleichung nicht

enthalten und resultirt daher aus der Integration der GL (279) selbst.

Das Integral hat nnn die Form:

^2 * *+ f ^ «PA-ai*—/•BböÄ— conit (382)

wo das constante Increment des zweiten Goef&denten w, weil es snr

Allgemeinheit nicht beiträgt, wcggolassen ist Man kann nnn flir die

eonst. zur Rechten nach einander ^1, C\ ti, r and gleichzeitig be-

ziehentlich für t die Werte «, A, r, /.-, / setzen und die so entstehen-

den 5 Gleichungen mit den 3 Gleichungen (271) zum Ausdruck eines

orthogonalen Flächensystems verbinden.

Die wOlkOrlichen Gonstanten, welche das durch Integration zn

findende R enthfllt, tragen znr Allgemeinheit der LOsong bei, sind

aber nicht wesentlich fttr eine Lösung, wie es bei der Gonstanten in

W der Fall war. Vielmehr besteht der ganze G^ewfain der Trans-

formation der Aufgabe dann, dass, obgleich das System (281) nicht

leichter zu integriren ist als die Urgleichung, jede Special lösung des

Systems eine ebenso 8j)eciell(\ aber vollstündige Lösung der Aufgabe

liefert, während eine Speciailösung der Urgleicbung ganz nutzlos ist.

Das System der 61. (281) hat eine f&r beliebiges n gültige Spe-

ciailösung

indem es sich nach £infahrang dieser Werte auf Relationen zwischen

den Omstanten a«, ß reducirt Doch wird ihr gemäss die Gl. (279)

bomogen. Sie kann daher nur unter die Lösung (280) fidlen.

Geht man die niedrigsten Werte von « durch, so wird für « = 1

die Urgleichuug ebenfalls homogen. Fttr n » 2 lautet das System

(2öl):

«Vi tTi ; »0* 2#<»,— 2Ä'
; W|

ond giebt nach Elimination von u^q, w^i

8ipi{'+ 2JZssdir>

und nach Integration:
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3 9

27 9
/w^dB -= 1^*— ^gw^—g^

Dies in (282) eingßftlirt giebt:

1 /9 \ 27 9
|t*-f l^w* — 2^piir-lj««— j<7^rl+^*w-# — oonat

Setzt man für t die Werte a, 6, A-, für die coiist. die Werte

B, C, u, t7, so geben die 5 Gleichungen zusammen mit {271} ein

algebraisches orthogonales Flächcusysteni.

Fttr «= 3 lautet das System (281):

nnd giebt nach Elimination von uq, ir^, tr,:

(2tc«— JS)(i?"—2)— tt'Ä' - 0

Znr Transformation setzen wir

woraus durch Differentiation hervorgeht:

Kach EinflUmmg dieser Werte gebt die Gleidiimg über in

3r^+ (21t;+ 4) r+ 2t; (t>— 1) (9»+ 16) = 0

und hat demnach wieder die Form der Urgleicbuug.

Höhere Werte von n bieten keine Aussicht anf Integrabilität

Wir haben bis jetzt unveränderliche Axenlago der Fläche 2. Gra-

des angenommen. Es soll nun noch bewiesen werden, dass einer

variabeln Axenlage kein orthofioiialt's FlUchensystem entsprechen kann,

vorausgesetzt dass a, 6, c ungleich sijid.

Fttr die in (271) mit r, jr, * beseeichneten Grössen schreiben wir

jetit iTi, und betrachten sie als Coordinaton in Bezug anf ein
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mit dem Parameter w variirendes Axonsystem, sa welchen die auf

ein festes Azenqrstem bezfigUchen Coordinaten y, t ia der Rela-

tion stehen:

9 yo+"2^i+ß^yi+YiH I
(288)

Fahrt man diese Werte in OL (272) ein nnd setat rar AMcIlnag

— «t«o'+«iyo'+ «s«o' « — ßiYi+ßfYi+ßsYs \

M geht aie ttber in

Die Summe der 3 ersteu Terrae ist bereits berechnet und in Gl. (273)

= 0 j?esetzt; sie ist die rechte Seite weniger der linkeu dividirt durch

^ik'—a)ik—b){k'—c). Ferner ist

fei _ , gl . 9yi 1 yi .

*

daher wird die Gleichung:

/ Sk \
Pik -a)(ik~Ä)(*-c)-(ifc-0 (^/Ag^+PÄ^-PjÄ+Aj

+2^ 1
«0 — />) (Aj— + i?u !/i

- '^^^ (^^' -^)+ YoH -a){k-b)

+ayjai(c--i)(i~a}+/J*,ar,{a~c)(A— i»)+ yaiyi(*--a)(Ä--c)}-0

Diese Gleichung ist algebraisch in und zwar haben rj, y, , «i,

bzbw. die Factoren V/— ö, V/— — hangen aber sonst nicht

von n ab. Daher ist die Grüs>e in der Klammer j] in Bezug auf

die Unabhängige l stets irrational, so lan^e irpjend einer der Coefti-

cienten «o, yn, «, ß^ f nicht null ist, und kann den, in / linearen,

übrigen Teil der Linken nicht aufheben. Folglich ist der Fall, wo

die 6 Grössen noU sind, der einzige, welcher eine Lösung zulässt.

In diesem Falle werden o^, yo« «6) ^ Coefficienten der Sab-

sütation (288) constant, also <tte Axenlage nnvOTftnderlicb, w. z. b. w.

Dieser Beweis hat noch keine Anwendung auf Rotatioustlächen.

Er lasst sich hier ebenso, und zwnr olino Boschrftnkung auf Flächen

2. Grades führon. In Parametern der Krammungslinien, d. i. der
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Horidiane und Parallelkreise, dargestellt, sind die Gleichnngon einer

beliebigen RotatioiMfläche, deren Axe die der «| sei (mit Ansnabgie

der Kngelfläche):

womit die Gl. (283) zu verbinden siud, und wo k Function von (m, ir),

und l von (r, //•) ist. Führt mau diese Werte in die Gl. (2Öö) und

in ihre analoge, l k gesetzt, ein, so lauten beide:

[+©] £+L'S+[-+'('-4')J-'

+[*+•(•»-»)]'*"+'•»-»

Jbg^+(/5o— ag))co8Z— («o+/3qp)8in/+ >& — O (287)

Difforeutürt man die letzte Gleichung nach u, und dividirt durch

A , so kommt:

g^-«gjCOSJ-/JgjSin/+,-0

Hiernach ist, wofern nicht u und noll sind, ^ Function ?on «c

allein. Sei also

^^-«'oi 9> = M+«^ (388)

Der letzte Wert zeigt, dass die Fläche ein gerader Kegel, fOr «v, 0

ein gerader Cylinder ist In Jedem andern Falle ist u^ßssO,
In der ersten Gleicbiing mftssen die Coeffidenten von cos 2 nnd sini

mschwinden; daher ist auch = /f^ =; 0. Ans ot « /9 *-> 0 folgt,

dass yj, y^, ^3 constant sind, dass also die Rotationsaxe eine f 'ste

Richtung hat, aus i^o ^^^^ sich nur längs ihrer selbst

verschiebeu kaun.

Es bat sich also eingeben, dass mit Ansniüime von Kegeli Cylin-

der und Kugel eine Schar von Rotationsflächen nnr bei fester Axe

einem orthogonalen FlAchenqystem angehören kann. Da ein solches

System immer durch Rotation eines orthoguualen ebenen Linien-

Systems um eine Axe in derselben Ebene entsteht, so bedarf es keiner

besondem Untersuchung.

Fflr den Fall einer Schar von Rotationskegeln (einschL Qylindeni)

durch (288), lauten die Bedingongsgldchiuigen (S86) (887):
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dl
g^—wo(«co8l+/ir8iiif)+y — 0 (290)

Zur Int^^ratfon setoe man (mit AnsscUiiM des QjrUnden)

" 'iidk^l^k ^^^^

wo X eine willkürliche Function von w bezeichnet. Dann kami man
^ sweite Gleicbimg befriedigen durch

und es bleibt zur Beetimmmig von te«, to^:

aiogi«i SS.-
I
Wo («tg ^ - H-ytg ^ 1

8i0 (298)

di9f iu's(t0o«-f-y)^ (294)

GL (289) ist linear in k and giebt sofort:

k - ^ L_ ^y+ ro^A
(296)

Hierzu kommt noch die Bestimmung von vq und ßQ durch Gl. (286),

der zufolge ihre Werte sein mflssen:

worass:

A> - 0 (297)

Dies ist. dauii die einzige Bcschränkuug, der die Be\vcj,'iing der Ro-

taiionsaxe uuterworfeii ist. Führt man die Werte (284) ein, so geht

GL (297) über in

nui drückt ans, dass die Botationsaxe einen Coincidcnzpnukt bat,

also abwickelbare Fläche erzengt Demnach wird jede Schar

TOS Botationskegeln, deren Axen eine abwickelbare Fl&che bilden,

von 2, sich rechtwinklig schneidenden FUehensoharen rechtwinklig

geicbnitten. Eine dieser beiden ist selbst abwickelbar, weil die Kegel-

seite ihre Srflmmnngslinle ist, die andere wird von bewegten Kreisen

eneugt

— 0 (298)

Oigitized by



44 Boppt: Zum Pi-ohkm de^ dififadk nrtkogonakn FtUkmufttem».

Die 3 GL (396) (898) wettten erflIDt dnreh

V-Xoyi-w'iyi'? ifo-Y9r/—^Y*i H'^^frs—^r» W
Um jetzt das orthogouale Flächensystem darzastelleu, kann man das

orthogonale CoeMcientensjstem

^9$ ßst Yb

ferner y«, A und v, wiUkflrlich t» «• Imtiinint annehmen, darans nach

(284) «, /?, y, dann nach (291) ir^, nach (l>99) x^, .y„, »a^b (-^3)

M»iY nach (294; nach (295) ik und nach (2Ü2) / berechnen; daiw

hat man:

«1 — &C08/; l^=Asini; ijMv^Jb^trj

nnd die Gl. (388) sind der gesuchte Ausdruck des Flächensystems.

Im Fall des Cyliuders »r^ = 0 ändern sich nur die Integrale dw
GL (289) (290), welche hier HMtenr

Anf die Engel Hast sich unsere Methode, dio von gegebenen
KrOmmnngslinien ausgeht, mdbt anwenden. Dagegen wollen wir im

folgenden Paragraphen Ton einem orthogonalen System von lauter

Kngelflftchen, welches sich wol als bekannt bctraclitcn hisst, eine An-
wendung anf andre orthogonale Flilcheuaystomo machen/ Ferner
Ütet sich beni.Tkcn, dass Rotationsflächen nicht diejenige Verallgemei-
nerung gestatten, welche durch Integration der GL (8) gewonnen waiil,
weil sich diese hier auf 0 =x o reducirt

Es bleibt noch übrig die vorstcihcniicn Untersuchungen auf Para-
botoide zu übertragen. Die Darsteiluug eines Paraholoids in Para-
metern der Krümmuugslinien ist:

Sie geht aus d^r dncr centnüoa FlAche 2. Grades dnrch Substitution

> »• v>+ ^*' • hervor, wenn man nachher

c — 00 setzt.

Oigitized by Coogl



h9p^e: Zmm J'irobUm du dny'aek oithttgoMoku fVoticnj^wlMM. 46

Die Resultate vou §. 14. blciln n im weseatlichen dieselben. Die

ÜäEerentialgleichiiiigen (248) tAr die üaaptkrflmmnngsradien m, n siud

ganz onabhängig von b, c mul gelten auch hier, sowie ihre Lö-

mgen. Die daraoa abgeleitete l>lftche (264) l&sst sieb uninittelbar

nf den Tortiegeodea Fall ftbeitrageQ, ladem sao Hon e — ao setit,

so da»

0

vird. Die Coordinaten habt^i ciueti gomeinsamen willkOrlicben con-

s(aiiC«o Factor und bedflrfen deshalb keiner Snbsti'ation.

Dagegen ist die Ui^bertragiiüg dor Resultate von §. 15. durch

Sal»titutioQ iiiclit su einfach, und eine ueae Rorhnuug hier ober am
Orte, Wir scbreiben wieder i-, /, sr,

, y,, ij für t>, or, y, z und

uefamen die Gl. (283) (284) (285) auf mit gleicher fiedentuug der

BichitabeD, ao dass die Gl. (300) «hergehen in

NfeA BtafUming dieeer Werte wird Ol. (986):

+2yo(i—«U^— *)+yC^— =0

Dt «1 den Factor Vr^ö, y, den Factor VT^i bat, im übrigen

^ Gldchung rational in l ist, so mflssen die Coefiicieiitee der irra-

tionalea Tenne einzeln, und jswar nnabhftagig von l verschwinden;

^ist
«^0 « 0; /^o

= Oi a = Oi = U; y = 0 (802)

«I^Ul ist die Gleichung liuear in l uud zer&llt in die beiden:

*<JrW8 nach Elimination von gj^s

aa'-M'+2yo(«— =0 (304)

Ittis^ dessen wird GL (303):
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Zerlegt man ffl. (904) in

und eliminirt so kommt:

folglich Bind a, k Lösungen derselben Differentialgleichanif

und ebenso mnss es l sein, wie es die zweite Bedingnugsgleichung

fordert. Diese stimmt mit Gl. (27^) ganz übitrein, sofern man >'o und

s als willkürliche Functionen von ir, gleichwie dort Q' und Ii' an-

sehen darf. Es ist dann nur der Unterschied, dass bei der centralen

Fläche c eine LOsung, wie n und />, ist, bfini Paraboloid hingegen

sich der Ort des Scheitels dircct aus dem Werte von ergiebt. Da

nämlich die Richtungen der Axen der y,, ^/,, 3, zufolge (302) unver-
|

äuderlich siud, der Anfangspunkt sich nur l&ugs der Axe yerschiebeu \

lässt, so kann man setzen

«

und der letzte Term bestimmt die Variation des Scheitels. Die Ar

die centralen Flächen angestellten besonderen Lösungen werden dem-

nach auf die Paraboloide abertragen, indem man bloss die Ott (301)

statt der GL (271) mit den gefundenen Integralen verbindet
|

16. Bnhstitmtlon einer orthogonalen Transformation in eine andere.

Sind «, M Goordinaten eines Punktes im Baume im allgemein- '

sten ^ne, so lAsst sich dieser Punkt als Durchschnitt dreier Flficliflii

anffisssen, welche er beschreibt, wenn einzeln ae, s constant gesetzt

werden, während die beiden andern variiren. Ifocht man or, « zo

bestimmten Functionen tou », tr, so sind u, w als neue Goor-

dinaten desselben Punkts in gleichem Falle , die Flächen u =s const,
'

V const, w «= const sind andere. Die Vcränderui>g , welche die

analytischen Ausdrücke des Punktes, der von ihm erzeugten Raum-

gebildo und ihre Relatiojun bei iMiilühruiig von m, t>, w für r, y, x

erfahren, ist es, was wir hier unter Traustormatiou verstehen, indem

wir die Gleicbongen
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die TraDsformatiousgleichangen, oder kürzer die Trattafonnatiooen

DODDon. Sie heisst eine orthogonale TransfoniiatioD, wenn sowol die

Flächen s als auch die Fl&chen einander rechtwinklig

icbndden.

Wir nehmen nnn aiUBer der orthogonalen Transformation (905)

oae zweite

*i — «1 (•*!» »11 »i) ; fi — Jfi (»1. »1» I «1 = «IKl »if »i)

ih hekannt an. Femer Beien r, 3/, a nnd xj, yj, 2, cartesische Coor-

dinitai, vorläufig ohne Beziehung der beiderseiügeu Ajtensysteme.

8ilit mau uuu

(306)

so erbalt man nach Substitution der Werte (305) eine dritte Trans-
iormtioü

El sollen die Beiliuguiigeu aufgestellt werden, unter denen dieselbe

gleichfalls orthogonal ist.

Sind Mj
,

f,
,

?r, cartesische Coordinaten, so wird durch die Re-
taäoneü (1306) das Flächensystem 1*, v, ?r ohne innere Veränderung

transpouirt, daher ist die Bed ngung immer erfüllt. Es fragt sich,

welche andere Coordinatensysteme, ungeachtet der Alteration des

Fläcbensy Sterns, doch die Orthogonalität bewahren. Unmittelbar lauteu

die 3 Bedingnugsglcichongen des rechtwinkligen Durchschnitts:

(Ätj Bx Bxi dy Bx^ B»\ /dxi dx . Ätj dy Bxi Bz \

\Bu^Bv'Sv^Bo*Btr^^/ \Bufdw ' Si»|Öw ' dir, Bw)

\öuj 5© Bvi Bv* bici ci'J Vöiij bit: bv^ Bw ' 0«-^ bwj

«bst zwei analogen, die man durch Yertauschung von m, r, ir er-

Erfüllt man die erste unabhängig von den partiellen Differen-

^'Älquotii nten der 3, mit Beachtung, dass letztere die Bedingung

Orthogonalität befriedigen, so werden auch die beiden analogen

^^t, und mau bat nur folgende 2 Gleichungen:

£| IS JStg

WO
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*

gesetzt ist. Genügt eine bekuuute Orthugoualtrausformatiou dieser

Bedingung, so kann nuui niitti'lst Substitution in dieselbe aus jeder

bekannten Orthogoualtransformation mindestens eine zweite ableiten.

Die Bediuguug lässt sich leicht noch erweitern. Ist

= IJ^M'^ Et= F«Jf; — W^M

wo U Function von u,, V von v^^ TT von tci, M von (uj, to,) ist,

BO braucht man nnr statt (906) za setzen

Der genannten Bedingung entspricht in der Tat eine bekannte

Ortiiogonaltransformation. Ein orthogonales System dreier Kugel«

scharen hat die Gleichnagen:

_ «1 IT,

denn hier wird

_ 1

Man kann daher aus jedem orthogonalen Füieliensystem //, dar-

gestellt in tt, Vy ir ^ ein neues ableiten, indem man in (^J^^Tj //, — x\

tjj = y; //'j = z setzt. Zu bemerken ist hierbei, dasa di«' Wieder-

holung der Operation kein neues Flächeusystem ergiebt. Denn löst

mau die 61. (307) nach ui, vj, ir^ auf, so tindet utau:

Die Wiederholung der in Bede stehenden Transformation führt also

auf das ursprflngUche System zurflck.

V
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VI.

Ein Ueitrog zur oiechanischen Quadratur.

Voa

i 1.

1. Im d28ten Baude des Archivs habe ich geseigt^ dan, wenn

r=0

das Integni von 0 bis xi

/(a:)da; — ^i^Orjjq^ auch =^x£Krf(^x)

gesetzt werden kann. Zur Bestimmung der K und ^ ergeben sich

sofort die folgenden Gleichungen:

T*U LTUl.
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12 3
Setzt man in diese GleiGhangen fDr |i die Werte 0, - • -

M n n
4 n
- big flo ergeben sich die Cetesischen Nfthemogsformeln; issit

man aber alle JT nnd fi nnbekaimt sciu, so erhält man die Gauss-
Bcben Näherungsfürmeln.

2. Eine Beihe anderer Niherangsformeln ergeben dch, wenn
man für |i die Werte:

1 8 6 3»—

1

Bezeicbn« ^ lSiii«e«WMWMk9 f[^^ /'(^) * • der Beihe

nach durch ^, /'s, /i . . ^ ergiebt sich:

•

Fttrn - 3i AxM« = g[3(A+/,)+%]

Fto • - 4; IV.y - ^[l3(A+/i)+U(/i+/i)]

Für « - ö; y.j Mdx - i^2C27ö(Ä+/i)+100(A+/'4)-HO^J
«Ii

3. Von diesen Formeln ist besonders Nr. III. bemerkenfwert,

da dieselbe, eben so wie die Simpson'sch^ Be^: ^
naue Werte für das Integral liefert, wenn:

Wie sich ans der Vergleichung am Schlüsse der Abhandlung er-

giebt, ist der Fehler bei Anwendung der Fqrmehi auf Funetiouen,

welche den Sten abersteigeu, bei der Simpson'schen Regel nahe

18

Y mal grösser als bei der Formel Nr. III.
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4 DqkIi wifiderholte Amronduiig der Fofmel HL ergiebt sich,

wem ^ fWctionswerte wie in Nr. 2 beseichnet woden:

also:

flW*-\ P(Ä+/l+/l+/« .../W-(/i+Ä+/i ... /*..-»)]

f

5. Um den Fehler der Formel Nr. 4. zu bestimmen, setze ich

h - uud = e^, alsdaim ist nach Nr. 4. , wenn flU: den Fehler

die i orm

iigenommen wird:

«der:

Aus der Kndfonnel in Nr. G. ergiebt sich, wenn man die Zähler

and Nenner der beiden Qaotieuten durch resp. 0^ dividirt» und
beachtet, dass:

« 28iiU, sowie e^^ — e-«* = 2©iii3;i ist;

fii
- 1+ ^(-i)'<4'-2)

(2rr ^"^i *> 0 «od

^ 80 ergiebt sich:

K4-©4i) - l-i^(-l)»(3^-'-3)(4*-2)g;)-ri"'

HQü daher:
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Man ersieht biemu, dass r 2^— 1 ni aetieii ist, daher anch» wenn

A » ^ gesetzt wird

:

9>'l dafür — 0 wird. Man hat daher:

nA

10. y/la:>to=^[3(^i/,+^+/;+..7i^.)-(^+^^-/Si-../^^^^

11. Bezeichuet man deu Wert des Integrals durch F, den durch

die allgemeine Simpson'sche Regel gefundenen durch »S, so wie den

durch die Fjormel iu 4 gefuiideueu durch so ist fOr Ideine A

sehr nahe:
F-8 18 ,

T hieraus

^

ir— 0,28(ir— fi). j

12. Seist man in Nr. 1. alle K einander gleich, so ist

J[0 JE) s B Kn^l =s ^•

Zur Bestinuniuig der hat man alsdann die Gleichungen:

,o «

t «

»=1 n

» *

•=1 n

ftoi Hl« f^s ••• Sind die Wnrzefai einer Qleichong »ten Grades.

Ist n eine ungerade Zahl, so ist eine Wnnel gleich ansserdem

betragen je zwei Wurzeln zusammen 1, wie ich im 82. Bande des

Archivs gezeigt Labe.
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Ligowtki: £im Beitrag mar wuekamtcken Oßadniw. 53

13. Ist die in Kr. 11 genannte Oleicfaang:
«

(0 ist nadi dm SUmu Ober die SnrniM der Waneln eiaer Oleiduug

•tat Oradea:

8

14. Für n gleich 2, 3, 4 und & erhAlt man hiemis:

1) ,i>-.^4. ^ = ^> ^ =^ ^ erste GMUs'sdieFonnel)

^ ^ 1 2+V2
2) |»»-jH'+8^*-i6-0; N oder m

durch i»—i dividirt glebt

i'*-2|'»+^l'»- 2i«»+Ü62
= 0, Oder «Mh

15. Der in Nr. 12 besprochene Fall Iftsst sich leichter behan-

^dn, wenn man tob
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54 Ligowiki: Ein Beitrag xur mechanischen Quadratur,

das Integral zwischen den Grenzen — sc und -{-x bestimmt. Ks ist:

•

Man kann aach

X

aetnn» dabei wUl K^'^ K^'^ , . . Kf sein.
r-j-l

16. Für «= 2p ist r= 2p— 1 und

Far • %>+l ist r —

17. Die folgenden vier Formein geben genaue Kesultate, weuu
— aQ+aiÄ-j-afOP^-J-aj«' ist

l ^,-j[A0)+4/-(|)+A»)]
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IV. li-5(/(^««ar)+ /(f*,x)+ /(,i,ar)]i H ^ i\

jig oder |4=:i± J/g^

Benicknet mao mit J^, nnd die Fehler an ff{x)dx^ wenn
i"^ >o hat Jüan bei deh FonodBl.

bis IV., m(iünjfix)dx — F

- ^— - - 4320****^

34

^4 - -+^
Wendet man die Formebi toh L bis lY. nur Besttanmimg irgend eines

IntesraU an» ao hat man, nm so kleiner « ist, nm so genauer:

—36 "~
14 " 24 9

Es ist also F4 am genauesten, dann folgen in Besq« auf 6enauigfcnit

Ff, F^ ond Fl, Die Simpson'sche Regel gewibrt also Tpn dieaep.vier

Formeln dKe geringste Genauigkeit, sobald man dieselbe auf Fune-

tioncn anwendet, welche den dritten Grad ttberstoigen.

•

19. Verbindet man F^ mit 80 erhält man ans Nr. 17 und 18.

ToUndet Un ttit s« erglebt si«h'i

- 1(F^+IF^ - ^4+ J(/i -/«)

IMa beiden letates Formeln (eben genaiie Werte dee lategraisi mm
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56 Ligowski: Ein Beitrag zur mechanitchen QutulrtUiati.

20. Eine Formel, ebenfalls genaa für

eiigiebt sich, wenn man filr ftQ, iin m die Werte

Fttr^/{«)ab= i% erbfllt man:

^- ^.-f7[«Wi)+Ki))+"Kö]
Wendet man diese Formel auf eine Function vierten Grades an, so

findet man:

.

Diese Fonnel Ist also genauer als jede der Formeln von 1. bis JV.

Veiglfilcht man mit J,, so ergiebt sich:

-g-'~-=^ 3^ und daher

t

31. So wie man dnrch Verbindung der Feblerverbäitnisse der

Formeln I. bis lY. genauere Formeln erhielt, so kann man auch die

Formeln von 1. bis IV. aus den Fehlenrerhältnissen solcher Formeln

herieiten, welehe nur genau sind fQr Functionen ersten Grades.

n

4

Es ist genau fOr den ersten Grad:

2) ^t-lm+n^))

Wendet man diese Formeln auf Functionen zweiten Grades an,

80 ergeben sich, wenn J der geuauc Wert des Integrals ist:

1—2 3 , aiso

r I

-
1
[aO)+ 4/ + , die Simpson'sche BegeL
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Liyowski: Ein Beitrag zur mtchanUcktH QjmdrailMt^ 57

Formel II. ergiebt sich aus:

und Formel V. entsteht ans:

Jx = xf{x) und

iMi)+'S)]

22. Ist das FeblerverhiUtuifla negatlT, so liegt das Integral

zwischen ./^ nnd

Für den Fall, dass

— =—1, hat man

23. Ist

(laoii ist das Fcblervorhältoiss gleich —1, wenn ft i± |/g ist

1

24. Für A») = i4^ imd J=f Ut:

0

^1 - ^ - 0,72 und

J = 0,6933

^ des wahren Wertes 0,6931.

26. In dem Folgenden soll zn jeder der Formeln

1) ^i»|[m+4/(2)+A^)]

Digitized by Google



Eae Formel, ebeaalls fenm für

«p?« äci. w«m atia ^. die Wme

I

^.ova^ laa m>Ä? T imti «f fcK rxi-rriM fi^ea Grad« aa. so

^•-<f r r-R-.^ >c jLJV x^ jjaj^r v-m ikt rTOtii tob L bis TT

1



JLigoirxki: Ein Beitrag zur mtchaniächen Quadratur. 57

Formel II. ergiebt sich aus:

and Formel V. entsteht aus:

Ji = xf{x) und

X

22. Ist das Feblerverhältniss negativ, so Ii^?gt das Intr^^rral

zwischen und y;*.

Für den Fall, dass

J—J^
=— 1 , hat man

Ist

l^t das Fehlen erhältniss gleich —1, w^ nu - i

24. Für f(x) =
^

und



— 1

Ligowtki: Em BeÜrag gm- wnäkemiickM Qimlratm',

eine swdte gesadit werdeh i^), ko dass, wenn F den wahren
Werl des Intognls beseidmet, ugenihert:

F—F
^

F—Fj F—Fj

ist Man hat alsdann näheruugswdise

:

2

26. Bei Nr. 1. in 25. ist der Dehler ^^--^a^^- Duiut

der Fehler bei gleich + j^«»««* werde, rnnss, wena

• = » [«i/(ft.«)+-Ki/"(^)+ -^A<«t*)] Witt wU:

2) J£ij.o+^*«. = i-§

6)W+W = l-§
sein. ^0 iiod fi, sind die Wurzeln einer quadräüäcbcu Gleichung:

Mnltiplicirt man die Gleichungen

1, 2, 3,

2, 3, 4,

3, 4, 6,
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Ligowshil Ein Bekraff tur MecKamieAm Quodirafifr. 59

der Reihe nach mit 1, und und addirt je drei solcher Pro-

dacte, 80 erhftlt maa zur Bestinunung von A^, und die Glei-

ehangen

:

^ (1- _
I)+J_ _ 0

^(4-f)+A(i-f)+i-f-o

£b masa also:

^«(i-f)+^.(i-f)+,12,-§-o

•dn. Iffierans:

3—3^1, 3— 3^",, 20— löiTi

3—3Ä1, 4— SiTi, 30— 16Äi

4— 3Äi, 6— SJTi, 46— löJT,

-0

— 0, and

31^

ans welcher Gleichung^dch .

1

ergiebt. Hit Hfllfe diesea WeMes Ton findet man:

fi*— =» 0 uud

Mo = 4 — i^y^i f»*==i+i^V5, sowie

J[;> » « I, und daher:

1, 3, 20 + 3, 1, 20 + 6 8, ». 1 3, 3» 20

1, 4, 30 3, 1, 30 8, 4, 1 !- 3, 4^ 80

1, 6, 46 4, 1, 46 4, 6, 1 4, 6, 46
i

^1 ^l[HfM+fM)-¥{^^

27. Bei Fi ist der Fehler
=+2i60****'

Fehler

7
bei «/f gleich — 2jgö^^'^ werden, wenn
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I**— |i+^ — 0. Hieraas

|io-*-^yi70 uid |i,=«i+4vi70, sowie

60 Ligowski: £iH Beitrag zur mechanischen Uftadratur,

Ji =r »[jSi/-(Mo«)+ ür,/*(|) + K^nH^)[

80 hat man zwischen den Unbekannten die Gleichnugen 1 bis 4 in

Nr. 2^ und

Äoff -2i60~16

In denelben Weise wie in Nr. 26 eigiebt sich:

•Äf — ^ nnd

15

68'

/. - ^[l6(/(f«ü»)+Al4-))+3v(|)].

2ti. Da y 170 sehr nahe gleich 13, so ist angen&hert

und 14 * Also ist aach angen&hert

29. Bei ist ^=+^^^4^* ^^^^ ^'^ Fehler an «/, gleich

Ji - •[ÄiAN»)+ir,/(|)+^Ai4«)}

so hat man swisehen don Unbekannten die Gleichnngen 1 bis 4 in

Hr. 26 and
. 267 K.

in derselbe Weise wie in Nr. 26 eigiebt sich hieraus:

78
^" 153*

320
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Lif—kit üw Btärmf ar medkmmtdU» QiwA««ir.
. tfl

40
Äi — Ji — rr« nadsomll

90. Bi y255 sehr nabe gleich 16 ist, so ist angenähert

1 9
^ and H = ^q, daher ist aneh aogenSbert:

Die Fomelii in Nr. 28. und Kr. 80. gelten« da lAr |io nnd

h HlWimgiwerte eingeaetct sind, nicht mehr genan für Functionen

Grades. Für dieselben Fnnctionswerte geben die beiden fol-

psdea Foimeln genaue Werte ÜDr Functionen dritten Grades.

f. 2.

Z n 8 ft t s e«

Weim wie in den frühem Abhandlnugeu

/(|— 1«). »•=/(!+»«)

80 ist nach dem Vorigen

^ Senaae Integral einer Function dritten Grades. Bei Anwendung
<^^r Formel auf die Berechnung des Integrals einer Function Tierten^ hatte sich als Fehkr am Integral ergeben:
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62 Ligowkii Min Betrag zur mit^aniaehtH QMidnUmt.

Fttr ^ s= 0 ist:

3. aoa«+;i2)+3 - 0 und

20(12A*— 1)

"Wenn die Gloichniig Nr. erfüllt wird, so gicbt die Formel Nr. 1.

oder aut h, wenn die Werte von fi* in dieselbe eiügelulirt wird, die

dadurch sich ergebende Formel:.

das genaue Integral einer Fiinction vierten Grades. Wendet man die

Formel Nr. 4. znr Berechnong des Integrals einer Function filnften

Grades an und bezeiclmet wiedenim durch J den Fehler am Inte*

gral, 80 ist:

^ir. 1

^ 6L 240A*—40iLH^

(4(i-A)^+(i+A)^0+^(12il»-l)^((J-fi)^+(i+f^)')]«i^'

^
6L 240*-40A2+3

•
16

und wenn man fttr i»* seineu Wert aus Kr. 3. einführt

ii

16(24DA*—40iH-3

.(4(l-|-40A2+ÖÜA'*)4-3520il*-Ö(XlA"-H4) Ja^^

Die Formel Nr. 1. ist daher auch, weuu zwischm n und A dio

Glcichuug Nr. 3. besteht, das genaue Integral einer 1 uiictiou fünften

Grades.

Berechnet man nach Formel Nr. 1. unter der Voraussetzung, dass

die Gleichung Nr. 3. erfüllt wird das Integral einer Function sechsten

GradM, so ist der Fehler am Integral:
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JLt^owtki: Jän Beiln^ zur mtchaitischen Quadratur*
t5Si

((i-i2i»»)((i-i;>HH-i)')-(i-i2i«)((4-i;)H<*+i»wk«'

Ana

ergebt aidi nich euugea Umformiuigeii mit BerOdpiichtigiiqg von Kr.8.

Bellt man -» 0, so ergiebt sieh:

is-l*«=iy30 ienier:

i = J/^^^^= 0,4305682 und

Ftr Fdigiebt sich:

= 0,17892742

i+ = 0,32607208

Die Formel Nr. 5. ist die dritte der Gauss'scben Foi^mel^.

Geht man znr Borochnung des lategrals F einer Functioii vierten

Grades von den beiden Formeln:
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54 Ligowtki: Ein Ueilrag zur mechwUichen Quadratur,

7. ^1 2^(^+2 (12f*»—l)s^+%) aiu, so sind nach ft

8. ^1- «4^*^ und

^ ^ 3— 20^i« , , » .

* ^ —240
uauer Lst genau:

(3-20^')/;- (3- 20X')^,
/» uaa wonn mau für

Fl und i'2 dio Werte aus Kr. 6. uud 7. einsetzt:

«

Diese Formol ist nach der Kiitwickeluug ge^au für eine Function

vierten Grades lux- jedes k uud fi.

Wendet man die Formol Nr. 11. zur Berechnung des lutegrals

einer Function fuulteu Grades an, so ergiebt sich als Fehler am

•

"
'

ri
'

2 /(3fi«—20ft^)( l +40A^+80A^)

; ^ jjas^.
• • •

jafiV^ oder
104QXVH-20(^H-f*";-H-240AV-20(i»+ /i^}

+

3

16

Die Formel Nr. 11. giebt also auch das Int^ral einer Function

fiUiften Grades genau.

Wenn man die Formel Nr. 11. zur Berechnung des Integrals

einer Function sechsten Grades anwendet, so ergiebt sich der l' ehier

J am Integral

. (1 ia64-12a^+ ^^)~8QAV^
^-"1,7 960
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Ligowski: Ein Beürmg zur mechanischen UM<tämiur» 65

Soli dieser Fehler gleich Noll sein, so moss

19. 6601V— + + 0

aeiiL Wendet man nnn die Formel Nr. 11. zur Berechnnng des Inte-

gnls einer Function siebenten Grades an mid zwar unter der Yor-

amsetzöng, dasa zwiseiien l nnd die Gleicfanng Nr. 12, besteht, so

evglebt aidi der F^Ier am Intejp«! gleieh NnH Setzt man i — i,

3
so ergiebt sich ans Nr. 12.: ^< — und mit diesen Werten von l

md fi erbftlt man aas Kr. 11.

18. ^|^(9(jfi»+y,)+64y,+49(ii+ii^)X

wekhe Formel in %. 3. obwol auf lAngerem Wege gleidifiüls resoltirt

Da die Formel Kr. 11., sobald zwisehen A nnd |» die Gleichnng

Kr. 12. besteht, genan fftr Functionen siebenten Grades ist, so ivird

SS saeh einen Wert fttr diese geben, fSr welchen die Formel Kr. 11.

das genaue Integral einer Function achten Grades ist Bei Anwen-

dung der geuaimten Formel auf dne Function achten Gerades ergiebt

sich der Fehler am lutcgral:

dab^ die Gleichung Kr. 12. berücksichtigt

Setzt man diesen Fehler gleich KuU, so ergiebt rieh;

5

18

ssd w^gen Gleicihnng Kr. 12.

i«-,i««4v^0 und

^ _
^
y^-V^ ^ 0,26923466

Bringt man die Formel 11. für diese Werte von 1 nnd fi auf

die Form:

TtULTUL ft
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06 Liyowski: Juin LitUrag zur tutcMauischeu Quadratur,

80 eigiebt sieh ans Nr. 11.:

_ 322— 13V70
Ai - — ^öQQ

^- 0,11846344

* ^ - 0,2ö444444

Die Formel Nr. 14. ist die vierte der Gaass'scheu Formeln.

Sollen in Formel Kr. 4. «He Faetoren der Fnnotlonswerte gleich
sein, so mnss

5(12A'— 1)^ — 4 seiü, woraus sich

30

ergieht. Man vergleiche diesen Fall in §. 1.

Wenn iij l'onnol Nr. 11. die Factoreu diT Fuuctiouswerte gleich

uud alle positiv sciu solion, so muss:

a) 3-20^4»= 96(A«-M*M*

h) 201«—8 = 96(l»-fiV*

sein. Ans diesen Gleichungen ergiebt sich:

7

1152

uud hieraus die iu der obeu citirteu Abhandlang fUr diesen Fall ge-

gebenen Argumente der Ordinaten.

Wie man Foniiclii aus siebe» und mehr Ordinaten in derselben

Allgemciubeit wie die gegebenen berieilen kann, Ubersiebt man aus

dem Vorstehenden.

§. 3.

SoU angenfthert

m

4^-



Ltfwahi: Em Beüng wr neigiiMcleii Qfttdnttu: 67

adii» eo bftl man nir Bestimmmig der ünbelnumtea die Gleiehimgeii:

1.

3.
2

3.
1

-8 4

4.
1

~4 s

'

-*«

5.

•

•

1 Äi
16'

6.
1"6 Jft

7.
1

""7
JTt

64

Die Üiibekaiiiileii fi| und /a, lind die Wnnelii einer GMdiung 2ten

Grades:

MiütipUcirt mau die Gleichungen:

1, 2, 3

2, 3, 4

3, 4, 6

4» 5, 6

5, 6, 7

der Reihe nach mit yl^, ^, uud 1, und addirt je drei solcher Pro-

dicte, so erhält nian:

& ^l-^-*i-Ji)+^,Q-|'-*i)+3-f'-Jli-0

9. ^^-f-^4)+^(|-f-'K«)+i~f-<.-0
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Litjownki: JCiu Üeüiatf zur iturliauiM-hen Quadrafur.

Aus 9, 10, 11 und aus 10, 11 und 12 orgiebt sich:

18. j:^.

4

1 ^-^iT

8

1

4

^' 5
~" 16^*'

4

1

5

1^

6

~ 16^«

- ^ Ä'

2 8

1 Ijr 1 1 Ijr
3 "4^* 6 ~16^
Ii

14

Ij. 1 1 IjjigA„ 1, g —32^

+1 tisr ^ Lat 1

8

1_^A' ^—

1

4 8 *• 5 16 *•

1

L_ii- L_l.i-
2

1

3

1

4^«' 4

8

8

-I 4 8^^'ö

5

1

16 6 *

16

1

14. £4.

1» 4 -8 5 ~ 16^« ' 3 ~4^ ^' 5 ~ 16^*

I

• 5 16^*' 6 32^*

U^» 6 82 7

;8 4*»' 4 8^'

4 8^** ö

1

16'
--.A,, 1

64

-.=11 1

.3

1 1

4

1 1

1

4

1

5

1

4

1

o

1

^-A 1
^ ^-AT

1

8

1

16

1
A ^-^iT

16^*' 6

Ia i
16 6

1

1

32

1

32^«' 7 ~64^« I

Dio in Nr. 13. aud 14. vorl^ommendeu Determiuauteu liabeu alle die

Form:

16. 2 2»

—

P

1, Aj, c, «11 Ii ^1 —rj a„ ft„ 1

«1» «1

1 a«t ^9 ii,

Für die linken Seiten der Gleichungen 13. und 14. ist p = 0.

Entwickelt mau die iu 13. und 14. vorkommeudea Determiuanteo»

80 ergiebt sich:
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1«. ^4(60^ - 16.60 32,60 " i±6Ö+ Ö.^"^"^12.60~ deo"^^^)
~

e^i (8— loÄ,) = 4— 9AV

^*Ve0^10 32.70^64.60 16.210^16.70 64.60^60»

^ \ ^ ^1 1 __^J

16.6O"''32.60; 30.60.210 16.60.210 16.60.210"^ 64.60^60 •

nl hienMu:

120ir4(8— 151^) — 64—135£^

Att Nr. 16. uid 17. eriiAlt man:

- 16 ^ 1

Fiener ms den «adeni Gleichlingen:

ilj — 1, -iij = > uud endlich;

3

28

£• ist daher angenähert:

18. Jhx)dx - i^[9(/»)+/'(x))+ 49(/(^i,x))4-64/"Q].

Ncich den aufgestellten Gleichungen sollte die Fonnol nur genau

üieio für Functionen 6ten Grades; dieselbe ist aber noch genau für

Fanctionen 7teii Gradca. Fflr eine Function 8teii Grades ist der

Fehler ^ =—
3920 9*'*^ '

daher, bei irgeud einer Function /(x) das

erste Glied des Fehlers gleich:
""^aoSTi* A?"*

Berechnet man nach Formel 18. das Integral

/ j - logn2 - 0,693147 •

10 eisiebt tich all Nfthenmgswert: 0,69314a
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70 Lig9wskii Em Btkrag mt «McAanueAM QfMdrmlmr.

f. 4.

Nach der Interpolationsformel Yon Ligrange hat man fior dni
FunctionBwerte: y«» ^ M

1. y» — -^jro+Ayi+'^Hi wobei bekanntlicli:

^ _ (g—'gb) (g--g>) -

Multiplidrt man beide Seiten dieser GHeichimg mH nnd inte^rirt
«wiwAeii den Gieuen 0 nnd so eiglebt sich nach gehöriger üm-
fonunng:

2. F

—3« 1, »9 +6

1,
j

Für sf« ist Jos*. FoU fttr diesen Fall das Integral Nr. 3
genan sein, so rnnss, wenn ib-IM?;«i = Hi«iind«i-|ita? geseCst
miden:

= 2 1, -3

1,

1» f*oS <t*0^

4. Setit man in Nr. 3. fllr jio, ^i,, ^ der IMhe nach i -A, *
und J+i, so eigiebt dch fftr diesen Fall, als Bedingung dafür; dass

m

das Integral^ durch Formel Nr. 2. genau gegeben wird:

Digitized by Google



Ligowski: Kin Beitrag zur mcchanifchcH Quadratur 71

1, H-A,

1, i, i

Durch EatwickcluDg der Detcrmiuantcn crgicbt sich:

3A» = 3A»,

so dass dio oben gestellte Bediugung fUr jedes k erfüllt ist

5. Wird in Nr. 2 für 'ii der Reihe nach (J — j^.

H-\-l)x gesetzt, so crgicbt sich:

2 1, 1, +6 yoi

1, i |yii f i

1,
1 y«, 1, (i+A)«

1

12A''

od hieraus nach Eutwickdung der Determinanten:

6. F= 24V^^o+ 2(12A»-l)y,+y,).

Fftr jeden Wert von A crgiebt sich eine Formel , welche das genaue

htegral einer Function dritten Grades ist.

FtUr A = 1 ist

7.

Fttr A = i

8.

Für A = J

9.

(3(yo+y»)+ 2y,)

^=3(2(yo+i^»)-"yi)

FQr A = Tr
3

8

10.

Für A = 3^

10

11 F=^(25(yo+ y,)+ 4y,)



72 Ligowski: Ein Beitrag zur mechanischen Quadratur.

12, -F-^(26(yo+yj)+^J^i) o. B. w.

Wenn man in der Formel Nr. 6 den Factor von $i ^eich Noll

setzt, 80 eijgiebt sich k » und man hat:

welohes die ernte Ganas'sehe Formel ist

Wenn in Formel Nr. 6 der Factor von pi gleich 1 gesetzt wird,

80 ist k -» und man bat:

Soll bei Anwendnng der Formel Nr. 6 auf eine Function ierCen
Grades der Jß*ehler gleich Nnll werden, so mnss

sein«. Ans dieser Gleichung ergiebt sich: i'^^« also j/<
3^

20
und somit ist:

16. /^ = lg(5(i^o+yi)+^yi),

welches die zweite der Gaoss'schcn Formeln ist.

Wenn es nnr darauf ankommt, die Formel Nr. 6 herzuleiten,

ohne die Bedingung ihrer Gflltigkeit zu geben, so kann man in fol-

gender Weise ver&hren.

Es sei

1«. F, - 0/(1)

17. =

welche Formeln genau sind für Functionen ersten Grades. Berechnet

man das Integral einer Function 2ten Grades nach diesen Formeln,

80 hat man, wenn F das genaue Integral ist:
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Ligowski: Ein Beitrag zur mechanutAmt Qßtadrotur, 73

Ji — j2 und

» «•(1-121")F— — ^
^, daher ist

/'—/^i F— F,— F,"1 r:=iS?"""W-

^
läP

Setit man die Werte von und ^ in die letzte Foimel ein nnd
beaeichaet die Fnnctionswerte wieder dnrdi y^, nnd yf, bo hat

naii die in Nr. 6 g^beoe Fonnd.

i 6.

Zusätze.

In f. 4. hatte ich gezeigt, dass, wenn

alsdann jedes X das Integral F einer Function dritten Grades

gefonden wird durch:

^' -''-2i;i^(yo+2(m«-i}yi+yf).

Diese Formel ist- nur ein speciellcr Fall einer Formel, welche vier

Fanetionswerte enthalt Zar Hcrleitung dieser Formel sei f(x) zu-

erst eine Function ersten Grades und

und ebenso

alsdann ist ^, die Mittellinie eines Trapezes und yoi ^
Bind gleich weit von dieser Mittellinie abstehende Parallelen. Setzt

man
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74 Litfowski: Ein Beitrag zur mfckatiischen Clun/irniitr.

2. ^1 =2^yo+y8) und

so ist sowohl als der Inhalt dieses Trapezes. Es sei nun:

f(ir) = a^i-{-air-\-a^x^, also

X

4. F

Wendet man jede der Formeln Nr. 2 und Nr. 3 zur näherungs-

weiseu Berechnung von F an, so wird nicht mehr F, ^- F,, sondern

es crgiebt sich:

5. F— F, = "^(1— 12-1») nnd

6. F-F, =^^2- (1-1 2,i*)j

hieraus durch Elimination von a^x^i

_ F— F, F-F, Fl— Fg

8. F = Fl+ ^2(A«-ft«) ^«^ ^^^'^

(l-12/ti^)F^ -(l-12A^)F,

und wenn man für F, und Fj die Functionsworte einführt:

Für jii = 0 ist ÄQ = *2 = ^1 w^^i ergiebt sich für diesen Fall

:

10. F=24^^(yo+i^(15^i'-l)yi4-y2), die Formol Nr. 1.

- Nach der Entwicklung giebt diese Formel nur genaue Wert«

für das Integral einer Function zweiten Grades-, es Iftsst sich aber

zeigen, dass die Formel Nr. 9 auch das Integral einer Function

dritten Grades genau giebt.

Es sei jetzt:

f{x) = a^-\-(iiX-\'a^x^'\-a^x^^ so ist;

Coo
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z

/* gc* X* ai^

0

Wenn die Formel Nr. 9 zur nähcmngswcisan Berechnung dieses In-

tegrals «igewendet wird und der Fehler am Integral gleich ^ ist,

•0 iit:

. 12. ^-^*-ä4(^f4^)K<*--^>'+<*+^>^^

03^ (1+12A»K1—12|*»)—(l+12M»)(l~12il»)" 4 24 (A»-,*») 4

«gg* «aar* 24(Jl«--fi«)

4 24(A*— |»»y 4

mis folgt, das» die Formel Nr. 9 das Intogral einer Function
dritten Grades genan giebt

Bei Anwendung der Formeln Nr. 2 und Nr. 3 auf eine Function
zweiten Gra^iHS sind nach Kr. ö und Nr. 6 die Fehler Ji und
fiiebea durch

13. ^, =^\l-12A») and

na ^1 .^t sein, so mnss

1— 12k* (1— 12|*»), also:

U. A*+^^=-^ sein,

^«•a 1 ond der Gleichung Nr. 14 genügen, so ist:

Ist noa

/^(») — ag+oiÄ+dgÄ^+ a^x'+a^«* und
X

16
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76 Ligowtki: Ein Beitrag tw meekanuchtn Quadratur.

80 ist, wenn man F nach den Formeln in Nr. 17 berechnet und die

Fehler an F durch and Jf bezeicbaet, nach einer einfachen

Rechnung

lö. —— — ****

Soll hierbei ^— sein, so niuss

3—201«=— (8-20/1«), also

19. 1'+^^ =
Iq

sein. Besteht zwischen den X und in Nr. 17 die Gleichung Nr. 19,

80 ist:

ao. F^^^^.

Geht man von den beiden Formeln

aus, um F in Nr. 16 nüherungsweise zu bercchuon, uud bezoichnen

wiederum und die Fehler am Integral, so ergiebt sich:

Soll nim —— sein, bo hat man:

24. 120(AV+Vf4*)-10a»+M»+ Ai»+|ti»)+3= 0.

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist:

Soll ^1*0, also Fl — F werden, so mnss die Gleichinig

26. 24üAV^— ^Ä>U«+fi^)+3 — 0
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Ztigowxki: Ein Beitray zur mechaitUchtn Quatlratut, 77

efffllllt werden. Für X i giebt Nr. 26: fi » imd Jueniu

nach Formel 21:

27. ^-j^(ya+yt+ö(%»+*,))

2 1 /

1

Ist iL == ^, 80 wird =
y2

§. 6.

Die Yon mir in $. 5. gegebene Formel

mslclie fOr Jedes A nud ^ das genaue Integral einer Function dritten

Grades ist, Ifttot sich auch in. folgender Weise herleiten.

Es ist:

Wenn

to hat maii

Es soll nnn vntersncht werden, wie viel Glieder des Ansdmcks:

mit dem Integral iu Kr. 2 übereinstimineüd gemacht werden können.

Da

/(|±A«) ao+a,(i±A)^+a,(i±Ä)V+a,(4±Ä)V+a,(l±Ä)V,

SO erh&lt man:
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78 Ligowski: Ein Beitrag zur mechttniMhen Quadratur.

4. 2a^{A+B)x+a^(A+B)x^+a^(^^-+2{Ai^+Bii^^^^

X

Es ergiebt sich nun sofort, dass die vier ersten Glieder von ff{x)dx
0

und ü übereinstimmend gemacht werden können. Die Gleichsetzung

der Coefticienten von x und x^ gicbt die von einander abhängenden

Gleichungen

:

5. 2(^+5) = 1 und 6. A+B = \.

Setzt man für A-\-B seinen Wert J in den dritten und vierten Coef-

ficienten von U und vergleicht die erhaltenen Ausdrücke mit den

entsprechenden Coefticienten von Jf{x)dx^ so ergiebt sich:
0

7. J+ 2MA»+Z?fi2) = j und 8. l-\^{Ak^-\- B^l^) ^ \.

Aus jeder dieser Gleichungen folgt:

A\^-\-B^^^^.

so dass man zur Bestimmung von A und B die beiden Gleichungen:

9. A-\'B = \ und 10. Ak^-^B^^

hat. Aus diesen Gleichungen ergiebt sich:

Hieraus folgt, dass t7 oder F in Nr. 1 das genaue Integral oinor

Function dritten Grades ist. Wendet mau die F'ormcl Nr. 1 zur

Berechnung des Integrals einer Function vierten Grades an, so er-

giebt sich aus Nr. 2 und Nr. 4 der Fehler am Integral:

13, (p - la,a:5-a, [^+- +3(^A^+ ^f*') +2^^*+ V)]

Setzt man für A und B die gefundenen Werte ein, so entsteht:

3- 20a»+^»;4-240AV , ^
14. qp

= ^4^» oder, wenn

/i= 3—20(A*4-fi«)+ 240AV^ gesetzt wird:
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Hat man die beiden Formeln

:

zur Berecbnuug des Integrals einer Function vierten Grades benutzt,

so sind nacb Nr. 14 die Fehler am Integral F gegeben durch:

17. F—F,=,f^a^x^ und

18. F—F^ ^240"*^* daher ist auch:

19. —
.— = —^— und hieraus

Die Formel Nr. 19 giebt nacb der Herleitung das genaue Inte-

gral einer Function vierten Grades; dieselbe giebt aber auch, wie

sogleich gezeigt werden soll , das genaue Integral einer Function

fünften Grades.

Setzt man in Nr. 19 für F, und F^ ihre Werte aus Nr. 15 und

16. ein, so entsteht:

^ ^ _J: r((l-12.u,»)(.yo+y,)-(l-12A,«)(^o-H,))J,

{il-l2u^')(V,+V,) - (l-12V)(fc,+^))J, 1

Wendet man diese Formel zur Berechnung des Integrals einer

Tanction fünften Grades an, so ergiobt sich uach einigen einfachen

Umfürmuugen der Fehler <p am Integral

:

(IG— — (IG— ^/,)^,
21.

24(^^,— J^)

0.

Wendet man die Formel Nr. 19 zur- Berechnung des Integrals

einer Function sechsten Grades an, so wird der Fehler am Integral

nicht gleich Null.

Setzt man:

Ai'+^h*-/', und V+f*,'=f>.,
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80 ergiebt sieb för den Fehler tp am Integral einer FanetioB
Grades der Ausdruck:

^"ölV? 6(z/8-z/J

Hat man nach zwei yerschiedenen Formeln F, and welche dit

lutegral einer Function fünften Grades genau geben, das Integral «ner

Function sechsten Grades berechnet, so ergiebt sich wie in Hr. 17.

bis 19. das genaue Integral einer Function sechsten Grades:

lat ^1+^9 — 0, oder ^+9% — Q, so ergiebt sich:

In den früheren Abbandinngen' habe ich bei Formeln mit drei Fonc-

tionswerten einige solcher Formeln abgeleitet, iDr welche

war, die denselben eut3})rechenden Werte ?on lg waren aber aUe

irrational und daher fDr die Rechnung nnbequem.

Nach vielem Rechnen habe ich bei vier Functionsworten ein PMUf

Formeln Fj und Fo gefunden, bei denen J^-^-J^^^ ist , und die l

und n rationale Werte haben.

Es ist n&mlicb:

1 8
Für — i, <»i

— jQ, — —
g

w *1 — It '^t
—

Jq,
^1 — -Tg"-

Diesen Werten entsprechen nach Nr. 1.

25. Fi = ^[ll(i^o+y2)+25(^+«*)] und

- ß [-(na+5t)+2ö(£o+W].

Teilt mau x in fünf gleiche Teile und boj^eichnet die Functions'

werte der Beihe nach durch:

yo9 yi> yt) y«» h ^^a^ «nan anch:
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Ligowski: Ein ßeitrag zur mechanischen Qundrafur. ^\

26. -P, -.^[ll(yo+y5)+25(y.+ys)]

ft - ^[-(yo+y5)+ 25(y,+y4)].

Da es schwierig ist bequeme Formeln F, und zu finden, für

welche = 0 oder + = 0 ist, so habe ich einige einfache

Formeln gesucht, bei denen ^/j, d^, ^^i^s positiv, teils uegativ

önd, welche also auch Grenzen für die gesuchten Integrale geben,

ud durch deren Verbindung nach Kr. 19. und Nr. 23. sich der Wert

des Integrals genauer berechnen lässt

Ich gebe in dem Folgenden die einfachsten der gefundenen

Fonneln:

27. Für i = i, fi - 0, /i 2

^ = ^(yo+y2+4yi)-

1 31
28. FütA — 1, ^^vr ^

18

F-^(ll(yo+y,)+ 24(«o+«,)).

29. Für A - 1, fi -g, d
g

-F-|(yo+yi+3(«o+«i))-

5 ^ ^ 17
30. Für = 0, ^=--36

1 2
31. Für A = 1, = ^,

^
5

F- (13 (yo+ y,)+ 50 + «s) ).

2 1
32. Für A-^, /A=-0, ^

g

F-^* (25(yo+y,)+4Gyi).

33. Für Ä = ji-0, ^ =

F=2V8(yo+y,)+ lly,).
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aö. Für A-i, ^ = 0, ^«+'1

1 26
30. FürA = i, ^"=+27

43

36

i4(3(yo+yf)+4(^+a,)).

7
3fi. Für A=--i, ft=0, ^/=+j

^-g(2(yo+y.)-yi).

Bctraclitot man Nr. 30. ab und Nr. 34. als Ff^ so ergicbt sich:

Qo Ji+ ^'i . ^i — ^'a A i i
39. g—i ö

56

Kiinmt man Nr. 27. als uuU Nr. 35. als Fg^ so entsteht:

r

40. i^«—2
iö^^i-^t)y ^ =+ 9 66'

^^ ird nun Nr. 3U. als uud Nr. 4(). als i'^ gcuommcu, so crgiebt

sich

:

Zur Erläuterung wende ich diese letzten Fonnclu au auf die Borech-

jqp^
logn2. Es ist:

Nach Nr. 27.: 2^—0,69444444

„ „ 30.: 2^-0,69342252
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Ligowaki: Jskn Beitrcig tur nuchanucken Quadratur. 33

Nach Nr. 34.: F= 0,69285714

n n 36.: -* 0,69264069.
j

I

Hieraos nach Nr. 39. and 40.:
I

Aus Nr. 39.: F= 0,69314791

„ » 40.: ^—0,69314574

Mit Hfllfe Ton Nr. 41. ergiebt sich ans den beiden vorstehenden i

Wclea:

J>a 0,69814748

wUumd der genaue Wert: 0,69314718 betrflgt

Kiel im Jannar 1875.
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84 Baim VAtr den GrM»dkem Pkuda,

vn.

Heber den Orebe^eehem Punkt.

Von

BmH Hain.

L

Verzeichnet man über den drei Seiten eines Dreieckes A.BC

Quadrate, Ycrlängert die den Dreieckseiten parallelen Seiten öa

letzteren bis zur Erzeugung des dem ursprflnglichen ähnlichen Drei-

eckes A'B'C, so schneiden sich die Gerade» AA'^ BB\ CC iß

einem Paokt» der von Orebe (Archiv VIII.) zaerst mitersacbl wurde

und den wir mit O als den Grebe'schen Punkt bezeichnen wolki*

Ist pti seine Normale anf o, so findet man znnflehst:

WO F den Flicbeninhalt des Dreieckes und sa die Halbireude der

Seite a bezeichnet. Ferner ist, wie Grebc bemerkt hat,

ein Minimum. Beim Schwerpunkt ist die Summe der Quadrate äfi

Ecktransversaleu ein Minimum. Solche Analogien zwischen dei

bcideu Puuktcu lassen sich im Verlauf der näheren UntersuchuDi?

des Punktes Cr noch weiter verfolgen.

n.

Sind GaOkGc die Fusspunkte der von (7 anf die DreieckseiteB

gefUIten Kormalen, so ist:
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£s ist nemlicb:

A /3 /arr sin« 4FS

ieh «ogleich Dach Grebe ergibt, dass G der Schwerpunkt
seines NonnaleufusBpaiiktdreiockes, des Dreieckes GaG^Gc^ ist.

Setzen wir

so kOnn«!! wir ferner achreibea:

GaGkGc

F

Der Umkreisradius eines jeden Dreieckes G„ (r Gf, ist gleich der

Hüfte der zngebörigea Ecktraiurersale diurcli G, Ea ist nemlich:

4i^* ..... ^ . 4F*

alio:

wemis flieh ergibt, dass das Dreieck GaGbGc demjenigen Dreieck

llnfich ist, das aus dcu Seitenhalbirenden des Urdreieckes gebildet ist

Es ist nim:

2aF 2hF AFhc 16aÄ«,F*
GuO.OhG.GaGb

£a* £a* (£a»)^

Bezeichnen wir mit rc den Umkreisradius des Dreieckes GaGGt, so

haben wir:

Sind nun Sa St Sc die Fusspunktc der vom Si'lnv( ri)uukt S des Ur-

drf'ieckc's auf dessen Seiten gefällten Normalen, so ist auch der Um-
kreisradius eines jeden Dreieckes SaSSb gleich der Hälfte der zugc-

börigen Ecktraosyersale darcb S, (Archiv LVI. S. 101.).

m.

Das Dreieck ans den Schnittpunkten der Ecktrans-
Tertalen des Orebe'echen Pnaktes mit den Gegenseiten
hat snm Flächeninhalt den Ansdrnck:
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Es treffe AG die Seite BC in A! . Die Normalen von A' auf o,

seien 2-(MXa«2act <Ue von A and auf a bzhw. Aa imd ^o* I^ie Figur

gibt dann:

9tac AA!

ilf? A«

—

^

—

9% *'+c*
Es i8i also:

SabcF^

2F [II(a«4i»)]»

flfll dBior

a;6a Xbb Xhe

ffM ^ flBev

0 (aH-Ä*)(aM-c*) (a»-H»)(aH-*l>|

(a«+i«)(Ä«+c») 0 (a^-H'OC^H«^

IV.

Es ist der Flächeninhalt des Dreieckes zu bes timmen,
welches die Harmonikaion des lukreiscentramSy Höhen-
pnnktes and Grebe'sfiben Panktea bilden.

Diese drei Oeraden haben beziehungsweise die Gleichungen:

^ sei der gesuchte Fl&cheninbalt, es ist dann:

he cm obIII
Cosa Gosß cosyIII
Cosa cos^ cosy

a h ü

bo ea ab

III
a b c

Cosa cos/? cosy

^ ca

a b e
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8^ ü Schwerponkt, In- und ümkreiBcentnim, so hat man:

r

2F

r

2F

2 F 2 F 2 F
3 a 6 b 3 e

Q Q Q

rcoB« rcosß

2 F 2 F 2 F
3 a 3 Ä 3 c

P P

2aF Af E* icr

Q Q

rCOSa rcoBy

reos« rcogy

2 F 2 2 F
3 a 3 Ä 3 c

2oF 2hF 2cF
£ä*

~ D
3a*c-^

9

A - '^4- ^ ^^^^

^ach erfolgter Substitution erhalteu wir:

V.

Werden vom Orebe'schen Pnnkt eines Dreieckes zu

den Ecken Gerade gezogen und die HOhcupunkte der so
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88 Uain: Ueber den Grtbe'sehen Punkt.

entstandenen Dreiecke mit einander verbunden, so hat

dieses Dreieck der Höhenpunkte mit dem Ürdreieck
gleichen Flächeninhalt.

Es sei Ha der Höhenpunkt des Dreieckes BGC, Winkel BGC^^a'^

wir haben dann:

HaG = acoto', Winkel HaGHb = 2R— y

oh sin V
A HaGffb = —^"'^cota'cotlS' Fcoto'cot|3'

CSHaHbHc = Fi: cot a' cot /J'

Nun ist

COta'

16F»(2:aycoto'cot/S' = c8—a8-ft8+4aW(4c>—a«-i«)

+ 2a*6*— 4<;6 (a«+ 6»)+ 40» (a^+ Ä«)

16F>(Za»)»2:cota'cotj5' = 22:a*i* — Za^+SaW^a»

also:

2: cot a' cot /3' = 1

Verlängern wir die Hohen auf übe über ihre Schnittpunkte mit

den Seiten bzhw. um a'b'c' und füllen auf jede Höhe in dem End-

punkt ihrer Verlängerung eine Senkrechte, so erhält man ein dem

ursprünglichen ähnliches Dreiork A'B'C. Suchen wir die Normalen

des Ilomologiepunktes der Dreiecke ABC und A'B'C*. Die zu b

und c parallelen Seiten des letzteren Dreieckes schneiden sich \n A'.

Die Coordinatcn von A' seien TaardbXac Es ist dann:

Xdb = b', Xac = C*

.

Die Verbindungsgerade der Punkte ia und la' hat die Gleichung:

ZxaiUlc'-hclh')^-^

Die Coordinaten von A sind &c, 0, 0; also ist:

AÄ ^c'xb—h'xc — O
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Schneiden sich zwei Gerade

in dem Punkte JT«, so ist:

«1 *i

h H
a h c

«1 ^
*t ^

a 6 9

0 +«'

+a +i +c
iliio:

2a^

Selnii wir nim o^^la» so erUteii wir den Grebe^seiieii Punkt»

itt ilso nach L comtndrt wird, wenn man Aber den Seiten des

Meckes Quadrate beschreibt Es kann dies nnn entweder nach

oder Aussen geschehen. Ist

10 iu

ih.

Siod die Abstände je zweier paralleler Seiten zweier
'•ü einander ähnlich liegenden Dreiecke den Höhen des
einen dieser Droiecke proportional, so ist der Schwer-
punkt dieses Dreieckes der Homologiepunkt beider.

Oigitized by



90

vni-

lieber die Winkelluilbireiideii des Dreieeks.

Von

Mmil Hain.

{

Die Halbirende des Winkels A in dem Dreieck ABC sei tr«, die

seines AussGuwmkels i^a . Die Schnittpunkte der Seite IJC ^ a mit

ira und f'a' seien bzhw. A^ und XaaXabXac und »aa' Xalt' Xae'

Normalou auf ade.

Man findel:

2F
und

— 0

2F
6—

c

WO / «=-A ^^C?.

Es Ist dann:

AeholM^ findet man:

0
2F 2F

0
,

0
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weshalb die Punkte A^' in Mner Oeraden liegen.

Die Gleiclmng der Verbindongsgeraden asweier Pankle U^ W
ist:

2?«.(fofc'-.fr'fc)= 0

Danach findet mau:

Dies ist aber die Gleichung der Harmonikaien des Inkroisccn-

frums; folglich liegen die Schnittpunkte der äusseren Wiukclhalbi-

reoden mit den Gegenseiten in deijenigen Geraden, in welcher die

Verbindongsgeraden der Fusspunktc je zweier inneren Winkelbalbi-

renden die zugehörigen Gegenseiten treffen.

IL

Die Fläche des von den äussern Winkelhalbirenden
gebildeten Dreieckes ist gleich der Fläche des Recht-
eckes ans dem Umfang des Urdreieckes und dem Um-
kreisradias desselben.

Bezeichnen wir den Schnittpunkt von JiB^' und CCV mit 91, so

^^'gtu die Punkte A^^ §1 in einer Geraden. Ferner steht ^-l^l^

senkrecht auf Daraus ergibt sich, dass die inneren Wiukel-

balbirenden des Urdreieckes die Höhen des Dreieckes sind d.h.

<ia$s das Dreieck ABC das Ui^benfasspnnktdroieck des Dreieckes

^^ist

Es ist also:

«0 « . CAB
QDd:

A«»(ä;=~--^ cos| -2«
"^2 "2^

Nadi den Eigenschaften des Höhenfnsspnnktdreieckes ist femer der

Umkreiiradins des von .den äusseren Winkelhalbirenden gebildeten

Dniecfcs zweimal so gross als derselbe Radios des Urdreieckes.

Wenn Tom Umkreiscentrom des Urdreieckes auf dessen Seiten

Senkrechte gesogen nnd bis zur Peripherie des ümkreiBes verlAngert
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werden, so bestimmen diese Peripheriepunkte ein dem Dreieck

ähuliches und viermal kleineres Dreieck.

Wenn vom Inkreisccntnim des Urdreicckes auf dessen Siiten

Senkrechte gezogen werden, so bilden die Fusspunkte derselben

Ä B'C als Ecken ein ebenfalls dem Dreieck ähnliches Drei-

eck, so dass

(Archiv LVI. 102.)

ra.

Sind Oj die Abstände der Ecken des Urdreieckes von

den ihnen gegenüberliegenden Seiten B^C^ des Foss-

punktdreieckes der inneren Winkelhalbirenden und a

die Abstände des Inkreiscentrums von den Seiten B^C^

desselben Dreieckes, so ist:

Der Abstand eines Punktos P, dessen Normale auf a mit pa be-

zeichnet sei, von der Geraden

wird ausgedrückt durch:

Es ist nun

Ferner ist für A

y£aj*— 22aibi cosy

Bj Cj = Xb-\-Xe— Xa

2F
Pa = » pb = pe =^ 0

a

und für J als das Inkreisceutrum

= />6 = i>c = p

Somit ist:

oj : a = — : pa

2a'F
€Ut* = = a 2*a

9
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IV.

Die Harmonikalc des Inkreiscentrams ist parjuUel
der Polare dieses Punktes in Besag auf den Umkreis.

Die Gleichung des Umkreises in trimetriscben Coordinaten ist:

SexaXh 0

Du hat die Polare einet Ponktes U in Besag aof diesen Kreit die

(SIsMiTOg:

ilr{aM||«-{e — Ibat man dann:

IKe OleichuDg der Uarmonikaleo des Inkreiscentmms ist aber:

Nun sind zwei Gerade:

parallel, wenn die Determinante ^a^b^e^—b^c^) Null wird, was in

Tat far die Geraden

faKUeht Denn et Ist:

2;a{6-c) — 0

Iknelbe Satx Uttt sieh auch noch ändert aotdrttcken. FttrdenPankt

l^— fo, d. L iür den Schwerpunkt det Urdrdeckes hat man alt

QMdrang seiner Polare in Bezog aaf dem Umkreis

Et itt alto die Harmonikale det Inkreisoentromt sagleich die

Polsre des Sehworpanktes in Bezug auf den Umkreis. Die Umkrsit-

polsron det Schwerpunklet and Inkreitcentnims tind alto einander

ptnIkL

V.

Die Kormalen det Polet der Harmonikaien det In-

kreiseentrnms in Besag aaf den Umkreis tind za be«

itimmen.
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Schneidet die äussere Winkelhalbirende tca die Seite a in J/,

d. i. im Punkte (0, +1, —1), so liegen die -4»' in der Harmonikaien

des Inkreiscentrnms. Es schneiden sich also die Umkreispolaren der

Ai in dem Punkt, dessen Normalen gesucht werden sollen. Kick

lY. sind die UmkreiBpolazeii von A^' nnd B^'

(b— c)xa'\-axk— axc = 0

Aus diesen Gleichungen ergeben sich die Coordinaten Sa des Scluntt-

punktes beider Geraden, nämlich:

ti — a(6+c— a)

Die Normale des Pimktes fci auf a hat dann die Lftnge lUt wenn

Der Pol der Harmonikaien des Inkreiscentrums in Bezug auf den

Umkreis hat also zum Abstand von der Seite a den Ausdruck

:

YL

Die von je zwei Fusspunkten der inneren Winkel-
halbirenden und dem Schnittpunkt derselben als £ek6B
gebildeten Dreiecksflftchen sind den Bnmmen je sweier
Seiton des Urdreieckes proportional

Nach den irOheren Bezeichnuigen ist:

t/-4j ^= äfft— a"c

JJB^^ Xc—sca

Es ist dann:

abcF.D^

WO
0 +1 -1
—1 0 +1
+1 +1 -1

0 +1-11

=+1

-1 0 +1
a h c
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Somit ist;

-1 0 +1
+1 +1 —1
a b c

[

I
+1 +1 -1

0 +1 -1

a b c

=:b+C

abcF
AJA,B,^

^^^^^^
. (a+i)

m
Die VerbindungsgcradcQ der Halbi rungspunkte der

Seiten eines Dreieckes und der zugchörigcu inneren

Winkelhalbirenden schneiden sich in einem Punkt

Die Yerbiiidongsgerade der lüttoD ton AÄ^ nid JBC^ d. L der

Punkte (6+ a, a) and (0, c, b) hat di« Gldchuig

a(b'^e)8i^^b(b+e)n'^e(b-^e)aBes 0

Dieie drei Geraden bilden ein Dreieck, dessen Fläche »

Hier ist:

-(a+Ä),

Diese Determinante kann in zwei Determinanten zerlegt werden, deren

Samme Null ist

Jede der Determinanten dea Nenners redncirt sich anf

^abe£ab

Es gilt also der so bewiesene Satz ohne alle Einschrlnknng.

Wien, den 6. Jfinner 1875.
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IX.

ffiscellen.

1.

Herleitun; der ron rHulller regebfnen Formel fBr den

sphSiischen Excess.

Bezeichnen -4, B, C die Winkel und «, /J, y die Seiten eines

sphärischen Dreiecks und ist

^+-B+C» 180+ 2ij;, sowie a+/J-j-y = 2(J,

60 ist

E - 90 und daher

1, cos£= sin } +^+
C C= smi(A-\-B)cos^-\-coBi(A'\-B)sm^.

Nach den Gauss'schen Gleichungen ist:

cos J(o— /J) cos
2

8in}(^-f- B) = und

cos|

C08i(c+/3)sin
2

cosJ(-44-B) =» mithin wegen Nr. 1.

cos|

cos ii^—ß) cos + cos i(«+ /J) sin

2 cos£ =

Y
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E* 1-coBjE
80 ist aach

y C« ...... C«
COS^— C08j(a— /3)C0B y— C08j(«+i5)ttn-2

^ 2——5;; c

8dit man Statt cos^ . (siu
2
+cofi-2-Jcos|^, so ergieU sich:

— (cosl(a+/?)—cOB08iny+ ^cosl— cos i(«—ft)co8^

8i]i2«in-2^nn-2— ein— tüi-y^cosy

cosg cos—2^am +C08-2— cos—j""
^""J"

Da

£! _ siii((y— g) Bin(g— /3)

S
~"

sinttBin/l

^ 4 sin j (g— g) Bin^ (g— cos i (g— o)«*«^ (<— /^)

""
siaosiu^

^jP*^ «ntfgm(tf--y)

9 sinaainy

4gm~ y)co8| C08i(tf— r)

siaasm^

M ergiebt sich aus Nr. 4.

COBi(a— «) COBJ(«—ft—cos C06 J (•— y)
M^ I I M I M I - -

sinJ(a— «) sin1 (•— <J)+slii j sinK«—r)

/<y— «
,
G—ß\ (a tf—

y

\ , .

Digitized by Google



98 ümocUm.

cot ir) GOBi (a— ^)—uni (a— «) sini (tf— /})

— C08^c084(tf— y)+8m^ gini(ö-y),

mithin ueh:
a

cos J (a— «) COB J (ö— ^)— cos 2 coB J (a— y)

=ss Bini(«- «)Bin f (tf sin aini(ir-yX

worans folgt, dm der letste Factor in Formel Nr. 5. gleich 1 ist

Zieht man aus Nr. 6. die Quadratwurzel, so erbftlt man

;

6. tg| = |/tg2 l(a~«)tgi(a-«l«4(a-y)

im Man 1876. Ligowski

3.

TrlBectioB eines beliebiaren Winkels mit HflUe der gleiehseitlyeB

Hyperbel.

1. Der hl drei gleiche TeUe in teilende Winkel ^AOB (s. d. Fig.)

sei snerst ein spitier. Man siehe O/fsenkrecht auf Oü, constmire

eine gleichseitige Hyperbel, fQr die OH nnd OB Asymptoten sind.

ICache AD = 2 , CA s=i AC\ holbirc AD in A', ziehe OhJ, so ist

Z.EOB= i^AOB.

Beweis: Bukauutlich ist AG = DF,
nach Coustructiou ist AE =. ED

mithin ist EG — EF.

Da nun {^GOF rechtwinklig ist, so ist

anch OE^ EF\ mithin ^AEO « 2^ EOF.

Nun war aber nach Constmctiott AD =s 2A0^ mitliin AE ^ AOy

demnach

Z. AEO = Z. AOE also auch AOE= 2^ EOF
d. h. Z.EOF^^AOB.

9. Ist der in drei gleidie Teile zu teilende Winkel ein stumpfer»

so halbire man diesen, teile den dadurch eutstaudcneu spitzen in 3

gleiche Teile und nehme 2 solcher Teile.

Berlin, den 9. Mai 1875. F. Kosch, Ingenieur.
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D^monsimtion de la propri^t^ fondamentale des 6qiuitioM

diff^reDtielles lin^alreB.

Cfmnd^miB pour pfais da aimplicit6, nne ^natioii Unteire du

((lairi^ ordre:

olit, ilf, ilf , sont des fonetioiiB de x, BappoBom qoe seit

ne Mlition particnli^ de l'^qnatioii (1), de manidre qoe

Je (Iis qD*en prenant u, ou v, pour nouvello variable dependantei

reqnation (l)se r^daira au troisiöme ordre. On a» ea effet»

EUminons y\ entre les ^qnations (1), (2), (3), (4), (6),

(6). ÜTiendra:

1^ ^
1

0, 0, (1-

0. 11- Kl
{•}•

1-3^1*11
•

Mnlüplioos la demitoe colonne da dötermiDant par tyoatons yo

^ antres mnltiplito respectivement par wP^, z*", J\ »\ U viiBdra 0,

<i'apr^ les propri^t^ des coefücients du biuome:
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1, ^1, ^1. 0

0, 0, V

0, 0,
11

v'

0.
11

11 1-%' 1-3«")
• t/»

1

1

Cette ^qnation oH du troteiimo ordre en v ou ea i»« ot, par

cons^quent le tli^pr^roc est dciuüuU'c.

3. Nona avons donii^ trois aiitres dömonstratioiis de ce tli^

rtaie: la promito, daus les M^moires on 8* de l'Acadimie
de Belgiquo, tXXII, rc])iodiiite avec quelques am^Uoratioiis dm
les Bulletins de BruxoHos, 2"* serie, t XXXVIII, la seoondB

dans CO m^me tome des Bulletins, la troisiömc dans le Messes-
gor of Mathe luati CS, New Sories, t. IV, p. 177. Daus la prcmiero,

nous prouvons qu'eu posaut u ^ y' — ay^ requation ne s*abaisse qne

si a est determiue par la relation 0 z — «c, z etaiit unc Solution

particuliere. Dans la sccoudc et la troisiemc deoioustxation , noas

ooontrous ä post^^riori qa'ane valcar de a de cette forme ccnduit i

la leduction de l'^quation, ce que noDS ferons äussi dans la präsente

note. Mais les trois premiires demonstrations oot uu defaut, ellei

snppesent qn'ane ^natlon d'ordre n a n de Solutions distinetei,

taMis q«e la pröcMoato ne s'appuic que sur Texistenee d'nne senle

solatioii particuliere.

Anvers, 12 juiu 1875. P. Mansiou,
l>rofiii«vur )i rniiiTinit^ «Ic Ouiid.

4.

Note Uber DilTereutlal^lcichun^eu der Form

leb babo mich ziemlich oft mit der latpgration von Diiferoiitiai-

gleichungoa der Fora <l) befasst» bin su manebcn Sfttsen aber solche

Gleicbangen gelangt, aber eine vollständige Integration der Gleicbaog

(1), die Ar alle SpacialOUe passt, ist ndr noeb niolit gegfuokt.

Es gibt bebanatlicb viele Wege eine Differentialgleichung

integriren. Bisa setst oftmals das Integrale in beslsnmter F^mtib
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Toraas und sucht die in dem vorausgeftetzteo IntcgfÄic tinbestimint

gelassenen Grössen oder Functionen so zu bestimmen, dass sie der

torgelegten Differentialgleichutig Goottgo )cisteü; mauehmal setzt man
auch das Inti'gralo in bestimmter Form voraus, nnd frägt nach der

Differentialgrcichaitg, welche darcii das voüalisgesettta» Me^rlüe be-

friedigt wird.

So Ycmdite ich so sotsen:

, (2)

Dvch Üifferenilircn erhftlt naa:

— a:»-! (»4.W). (8)

Durch Elimination von e"** ans den beiden Gleichnngen (2) ttnd (3)

crh&it mau die Differeutialgleicbuug:

««' ^ (/i+ 2aa:»)«. (4)

Wird diese Oleicbung 1» mal differentürt, anter » eine ]|M2e |K>Kittte

Zahl TentaedeD, so erhftlt mant

oder reducirt:

ri(»»*i) — 2<M5'a<")+4ajiapa<'»-*)-f.2afi(ii—

Sctit man bioriu

if^"^ ^ y, (5)

fio eriiält man:

-i 2fl«V+4afiay'+2<tA<i»— l)y (6)

und dieser linear« n Differentialgleichung Ster Ordütttig, welche die

Form der Gleichung (1) hat, genügt offenbar:

Üteiii dieses Integrale ist Mos ein particnlAres Integrale der Glei-

chnog (6). Um das vottstftndige Integrale der Gleichnng (6) an finden»

Ktte ich iu dieselbe

y««H-2)
(5)

lud erhalte sodann:

IBA Iflflst Msk aaeh so schreiben:
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oder kürzer auf folgende Weise:

ä^[««'-(»»+ 2ax»),]==0. (8)

Dieser Gleichung wird Genüge geleistet ftlr jene Werte von a, die

folgender Differentialgleichung Iter Ordnung Genüge loistet:

und hieraus folgt:

. „ £d^^^+^i^.«-«.a,. (10)

Man kann das Integrale

auch so schreiben:

denn ans der Gleichung:

J ^ x'*+*

folgt durch Differentiiren:

C,+ C^+C^x^+...+ Cnxn-i K,+ K^

K,+2K,x+ ...+ (n-^)^ni-'^ .

i a,n—
•

-»
iiTM

^

Dividirt man beiderseits durch und befreit die Gleichung von

Brüchen, so erhält man:

Ci+ C^+ CsX^+...+Cnx^-^ = K,+ K^+K^x+2Kry+3Ke^+•
...+ (n— 3) Knx^-^— (n+ 2ax«) (K\+ + ÄjX« +...+ Kn x""').

Entwickelt man den rechten Teil der Gleichung und ordnet denselben

nach Potenzen von x, so erhält man:

Googl
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+a!*[(4-n)Äi-8ciJ:J

+

Mi Uerans folgen nachstehende Olmchangen:

Cg JC| wJKji

Ci-(2~n)/r5-2«Ä'3

Oi-i ——2«ä;~i— 2air^.

Ais diesen Gloichungen lassen sich der Reihe nach sehr leicht

Ah ATm-i ATm-s . . . AT^ ATg ATf ATg

sIs Fnnefeionen der wiUkttrlichen Consttnten

Ci Cf 63 . . , 1

berei haeu, und bat mau dies getan, so gestattet s folgende Schreih*

«eise:

^^/*-'^/^.«-^*fc+Ar3+A;x+Ar5a:»+...+i:,^^^^

ia weicher nun , . , Km willkürliche Constaate sind.

Dt nnn

ht) so hal man ftr y folgenden Wert:

^ dies ist das vollständige Integrale der Differeutialgleicbung (6).

Professor Simon Spitzer.
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5.

Zw Tlieorle im AailehugHPeaelie.

Eine Kreislinio (Fig. 1.) sei der Art mit Masse belegt, dass die

Dichte derselben in einem beliebigen Punkte umgekehrt proportional

dem Quadrat der Verbindungslinie dieses Punktes mit einem belie-

bigen Punkte S ist, der in der Kreisebene von dem Mittelpunkte des

Kreises um die Grösse r absteht £s ist die Anziehimg der so bü
Masse belegten Kreislinie anf einen Punkt P innerhalb des Krelsei

sn bestimmen.

Verbinden wir den Punkt P mit S und construiron wir auf der

Verbindungslinie einen Punkt Ty welcher die Eigeuscbaft besitzt, dass

wobei a den Radius des gegebenen Kreises vorstellt Durch T möge

eine beliebige Sehne gezogen werden, welche den Kreis in den Punktes

JT, schneidet Die Verbindungslinien KS und ä'S schneiden alsdsBD

die Kreislime in den Punkten E und E^. Denken wir uns

£y 9^ Linienelemente des Kreises, so entspricht jedem linisB-

element K ein Linienelement E und Jedem Linienelement /C m
Linienelement E'. Denkt man sich durch T alle möglichen Sehnen

KK' gezogen, so werden die corrcspoudirL-nihMi Linienelemente E und

E' nach und nach die ganze Kreisperipherie ausmachen. Dieses

vorausgeschickt wollen wir nunmehr ein Auzichungsgesetz zu Grunde

legen, wonach sich zwei Massenpunkte proportional ihrer Masse

und umgekehrt propiortional ihrer Entfernung von eia-

ander ansiehen.

Beaeichnen wir mit * die Dichte des Linienelemenles 90 U
die ijudehung F dessdben auf den Punkt F ansgedrilckt durch:

Nach dem zu Grunde gelegten Dichtigkeitsgesetz ist nun

. wobei C eine constante Grösse bedeutet Hierdurch geht der Aas-

drack f^ $ Uber in:

Wie aus der Figur ersichtlich liegen die Elemente E und K
Durchschnittslinie gleich geneigt. Da sie weiter in demselben Strahles-

winkei, dessen Spitze S ist, liegen, so gilt die Proportion:

(1)

C

C.E_
EF,SE^
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BzK'^SEtSä oder

K.SE

Dieses io den Aasdrock F eiogesetet ergibt:

Nebmeu wir die Relation (1) zn Httlfo

PS,ST'=> r^— a*

uud vergloicheu dauiit die leicht erweisliche Gleichung:

«Ä.fi*^— r*— a«

m folgt, dMB
FS.Sr-^SE.SKy (8)

od dass weiter

^ A ^ Ä"^ und

Winkel P» Winkel K.

Am (2) wird also:

C.K C.K
EP.J^S.ST

°°
Er.ir^—d')

Dts Element JT ist nnn

F ^ _ _ ^ - (4)

JT» oder da
COSqp

iriT — 2aC081>,

Bertcksichtigen wir noch, dass nach on^äliiitcr Aehnlichkeit der

Mecke FES c\) A TK8 die Proportion statuindet:

EF:FS= TKiKS,

TK.PS
""''^ K8~'

«|Bkt (4) Aber in:

Fir die Anziebang des £lcmento8 E' ergibt sich ebenso

:

2atr.KS
r - C.ßr^^^_^-

Fftr die Anziehung sämmüicber Elemente E erhalten wir:
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und für die Anziehung s&mmtlicber ElemeBte

hieraus entsteht die Proportion;

£F' " iCS

Berücksichtigt man weiter, dasB

Winkel KPS - Winkol TKS und

Winkel E'Fß - Winkel TK'S,

80 findet man, dass die Resultante R mit den Componenfc« £F und

SF' ein Dreieck- bildet, welches dem Dreieck JTrs ähnlich wt Die

RcsultaiiK R ist daluT nach ilS gerichtet, und ihre Grösse enmttdt

sich aus der Proportion

SFiR^KS'KlC oder

^ KIC, LF

Dies eingeführt in (5) liefert

2a« L

Ist daher eine Kreislinie der Art mit Masse belegt, dass die

Dichtigkeit in einem beliebigen Pimkto umgekehrt proportional M»

der Verbindungslinie von diesem Punkte nach einem ausserhalb ge-

legenen Punkte iS, so wirkt diese Kreislinie auf einen Punkt Fi«

Innern des Kreises grade so, aU wäre in S eine Masse angesammelt

-5-
, wobei C eine noch weiter n bestimmende CoMlaiite

(r*

—

ary

bedeutet

Der genau gleiche Sats gUt auch, wenn 8 innerhalb und PauMe^

halb des Kreises liegt, die Constante C bat jedoch hierbei eines

andern Wert und der Nenner wird, da a > r ist, r*.

•

Um die Constante fttr den ersten Fall zu bestimmen denken wir

uns die Hasse m als eine elektrische Masse auf der Kreisperipheric

ausgebreitet und setzen diese mit der Erde in leitende Verbindung.

Ein in S bctindlicber Massenpunkt m, whrke nach dem angegebenen

Gesetz verteilend auf die Kreisperipherie und es ist alsdann die

Grösse von m, zu bestimm, ii. Zu dem Knde bemerken wir, dass IW

diesen Fall das logarithn.isclie Potential v<.ii in Bezug auf eines

Punkt im Innern dos Kreises plus dem logarithmischen Potential d«r

Belegung m in Bezug auf den gleichen Punkt im Innern gleich NoU

ist oder:
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Milogr— mloga — 0| wonutt:

loga

logr

Man kano sich daher für den Fall, dass S ausserhalb und P

innerhalb lie^ in 5 einen Massonpnnkt denken, welcher die-

selbe Anziehung auf einen Paukt JP im Innern ansttbt, wie die Masse
m dar Kreisbelegung.

Auf diese Analogie zwischen der Engel nnd dem KreiBe bat

CKonmann in den matbematiscbon Aniialen durch eine kurze Notiz

üherksam gemacht Offenbar aber ist dieses Resultat ein uube-

ftimmtee, da der Wert Ton
^^^^

von dem Werte der den Grössen a

und r zu Grande gelegten Längonoinhoit abhängig ist. Setzen wir

beispielsweise a = 1, so wird dieser Ausdruck gleich Null etc. Der
Grand dieser Eigentümlichkeit liegt in der Eigenschaft des logarith-

nisGhen Potentials in nnendlicher Entfernung nicht Null zu werden,

«ie dies bei dem gewöhnlichen Potential der Fall ist. Ans diesem

Omde ist aacb die GHeichnng

fnjlogr—snloga*—

0

nidit riditig.

Liegt in dorn zweiten Fall der Punkt S innerhalb und der an-

gezo^'ene Punkt P ausserhalb, so ist die Wirkung der angegel)enen

Belegung der Kreisperipherio, wie sicli leicht aus den Green' srhen

Sitzen ableiten lässt, grade so, als wäre die ganze Masse in dem
Ptakte F vereinigt

liegen bdde Punkte 8 und P ausserhalb oder innerhalb (Fig. 2.),

10 vihlo man einen Punkt 8^ auf der Vorbindnngslinie von 8 mit

den mttelpnnkte C des gegebenen Kreises der Art» dass die Propor-

stattfindet: «
Der Punkt Sj wird innerhalb des Kreises liegen, wenn S ausscr-

lialb desselben sich befindet und umgekehrt. Bedeutet E einen Punkt

der Peripherie, so ist leicht die Proportion nachzuweisen:

-^=«-, daher ist:

C
Setzen wir Q = , so wird dieser Ausdruck für die Dich-

tigkeit— nach dei^ Betrachtungen, welche zu I. geführt haben,

geht die Resultante in der Richtung S^E and die Wliknog der sn
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Anfang zu Grunde gelegten Belegung ist daher so gross, als wenn i&

dem runkte /S, die Masse „ ^ oder ^ j,
concoutrirt waren,

je nachdem beide Punkte 8 und P innerhalb oder amcrbaH» der

Kreisperipherie sich beüuden. Hierbei bedentot die Entfornnng

des Punktes St von dem Mittelpunkte des Kreises.

In dem VorhiTgelKMKk-n ist i;v/.v\^l wurdeu, wie nacli «loni Vor-

bilde der iu dem liaudhdch der tlioon't Ischen Physik von Tliuin-

8011 iSc Tait (deutseh von Dr. II. Helmliolt/. und G. Werthriiii) IM. I.

2. Teil. |). 10

—

22. angegebenen Metode Sätze über das logarithmischc

Potential elemcutar abgeleitet werden köunen. Man kann aber um-

gekehrt zeigen, dass wenn diese Sätze rxistireu sollen, das Gesetz

der IHehtigkeit dasjenige sein moss, welches wir oben detinirt babea

Nebenbei bemerkt liefern die Grecn'schen Sätze dieses Gesetz m-

mittelbar, es kann si^h also hier nur um eioe andre Ableitung handsb.

Es seien (Fig. 3.) J und 2 zwei glcirlu^ Miisscnpunkte, wclcheu

jedoch in ihrer Wirkung entgegengesetzte N orzficlicn zukommen möppn

Bestimmen wir das logarithmische Potential beidtT Punkte in Bw
aut einen i'unkt <J, welcher um vuu 1 und um von 2 abttekt^

SO lautet dieses: log^j— log

Wählen wir nun lauter solche Punkte 0, bei welchen dieses logft-

rithmische Potential constant ond stwar gleich logC, so erhalten wir

logg|)=logC oder ll^C,
welches einen Kreis darstellt. Die Niveaulinie oder die Linie gleichen

logarithmischen Potentials ist für unsem Fall also ein Kreis. Bringt

man auf dieser Linie eine Massenverteilnng an, die gleich der abso-

luten Kraft ist, so wird im Innern des Kreises das NiToau constsat

Pieae absolute Kraft ist aber:

— eo8(pi») — - cos(^fi),
Vi Vi

weidier Ausdruck übergeht iu:

wenn man Fig. 4. berücksichtigt. Denken wir uns nun iu beiden

Ausdrücken die Division vorüborgeheud ausgeführt, so erhalten wir

eine weitere Vereinfachung:

n^— fj^_ 7?2— rg»

Nach der Figur ist aber: «
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Ebenso fällt dor Mitidpaakt onseres Kreiset der Art, dass:

ffierdnrcli geht der Audmek fikr die abeolote Kraft Aber in

nd die Dichte ist daher nach der Potentialthcorie gleich:

Dmit also das Niveau im luiierii des Kreises constant seiu soll^

muss auf der Kreisplieriphcrie eine Massenverteilung angeordnet wer-

den, welche umgekehrt proportional dem Quadrat der Entfernung des

^Qiites 1 Yon einem beliebigen Punkte ü der Kreisperipherie ist

Offenbar wirkt diese Masscnbelcgnng auf innere Punkte eben so, als

liie in dem Punkte 1 eine gewisse Hasse vereinigt

In ganz gleicher Weise Iftsst sich zeigen, dass die Dichte der

Belegung umgekehrt proportional dem Quadrate von sein iimss,

wiuu die Wirkung dieser IJelcgung auf uuss^ rlialb gelegene Punkte

grade so sein soll, als wäre im Punkte 2 eine bestimmte Masse

vorbanden. Q. Bender.

6.

Bnreü, dass 2" '*lr «1>2 in g-anzen Zahlen nicht aul-

IQübar sei, nebst einer ucueu kurzen AuIlOsung fUr n =^ 2.

Xachlolgmider Beweis wurde angeregt durch eine Bemerkung in

^bttm's Elemente der Mathematik 1. Bd. p. 261., wo es in der An-
Mkuig «u A. anch heisst: „dass die Gleichung iDir

•>2 in ganzen Zahlen nicht auflösbar sei, hat Fermat bemerkte.

En allgemdner Beweis dieser Behauptung ist sur Zeit nicht bekannt

^setzen zum Behufe des Beweise« x = z— o und y = x— ä, was

SWiss erlaubt ist. Ein 2ter möglicher Fall ist der, dass man
>»- ar-|-o und y = x-^b seL&t, da mau ab die kleinste Zahl neh-

men kami.

Wir hAttfln daher folgende 2 FftUe:

L « (c—a)"+(«— ... a<&

wobei in I. der Conformitüt haibor ifi anstatt 2 geschrieben wurde.

Dass im Grunde nur 2 FäUo denkbar dnd, erhellt daraus, dass wenn
die Summe zweier Potenzen von derselhen Grundzahl wieder Potenz

reellen Grundzahl von demsdben Grade sein soll, diese

trtsser sein mnss als Jede der andern. Sollte dies nicht zugegeben

werden, so könnte man z. B. sdireiben:

III. («+«)*•+ (»+^)'* -= a^-
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Es wird sich jedoch während der Untersnchiiiig ergeben, da« diei

fOr die üednction der Arbeit gjeicfagflitig sei. Entwickeln wir die

Oleichnng 1. IL nnd m. nnd redndren anf NnD, so hat man:

Wir wollen jedoch nnr die Reihe I. hauptsächlich in ünter-

suchnng nehmen, da man bei Reihe IL immer nnr, wie ans der Ent-

wicklung ersichtlich sein wird, {a^—l^) statt (a^-^-b^) n. s. w. so

setzeu hat und sich büchstens einige Kigeiischafteii bezüglich der in

{a^— Ä») entbalteueii Factoren (a— />) oder ergeben, was je-

doch hier keine Bedeutung besitzt. Auch wird eine Zeicheuäuderung

vorzuuehmou seiu. Aehuliches gilt von der Kciho III.

Wie man sieht, handelt es sich nor dämm, zn uatersndien, ob

diese Gleichnng reolle ganze Werte als Wurzeln besitzen kann und

fttr welche Werthe von n dies möglich ist

Nehmen wir zuerst die Reihe I. iu Untersuchung. Wir wollen

die Wurzeln der üleicbung = 0 ... I. tr^ ... jr„ heissen. Aus

ciuer Betrachtung der Gleichung erkennt mau, dass alle Wurzeln

positiv sein müssen, was übrigens schon die Bauart nach dem Bino-

mischen Lehrsatz zeigt. Noch besser erkennt man dies, wenn man

die Gleichnng entwickelt, nämlich:

(x— irj ) (x— trj) (x— Wj) (»— tt?4) . . . (äC— Wn) = 0 OdOT

:

Da diese mit der obem dem Zeichen nach conform ist, so geht

diese Behauptung zur Geniige hervor.

L

...+(^l}-(a-+Ä*)-.0,

oder da <i>>^ ist, so hat man anch:

Digitized by Google



MueeUmt, Hl

ersleidit naii diese Beihe mit der gegebenen, so hai man fthn*

wie nach dem Satse der nnhestimmten CoeMcienten folgende

Resultate:

-SC»=— ia+bh£C*= (2)(««+Ä«).2;C'«= Qdiß+Aa) ...

Naa liegiDüt der eigeutlicho Teil der Arbeit ; man hat uämlich:

2C» — — Or,+»r, ...+ir„) — ^^*j(a+ Ä) oder

» s-l"^ ~ ^^er ganzen Zalil , da a und 6 als solche angenommen
wurden. Geht man nnn zn aber nnd bildet die Summe tc^^-f-**

so erhalt man also:

(»1+ . . . wn)* — n* (a+&)* oder anch:

. . . tr»«)+ 2 2: = «« (a+Ä)«, also ist:

(tr,*+ ... wn*)+2, - i»«(a+4)« oder:

\i^i*+^*+'''+ufn^'-^n{a+b)^-{n'-lHa*+b^), also endlieh:

i(ic^*-l-ir,*+,., -|-wm^) «= a*4-*^+^»^^ = einer ganzen Zahl

Ku baA man ni überlegen, flUr welche n diese 2 Gleichungen

Wie man sieht, geht dies nur tür n 1 und n=2 au; für alle

Zahlen, wchhe grösser als 2 sind, geht d'ivs uicht Ihuu erübriget

Aocii zu sagen, warum es für n = 2 möglich ist

Hat man n&mlich die Summe ^(irj-f-ir^) *— a » einer ganzen

Zahl, 80 mnss anch i(ir^'4'*<^t')'^^= einer ganzen Zahl sein. Denn
ea kann nur nnd gerade oder beide zugleich ungerade sein.

In jedem Falle sind auch die Quadrate entweder resp. gerade oder

ungerade, da (2n)*^4n* und (3n x D^'—^n^i 4n+ l—4n(fi±l)+i.

ist Die Summe dieser Zahlen ist immer gerade, was aus folgendem

enichüich ist: (2fi±l)+ (2»±l)«{J[|||;^^^_^ und 2|*±2v-

3(fi-fv). Für höhere Werte von n triü't dieses Gesetz nie zu, wie

z. B. far 3, 4, ö tt. 8. w.

Zn bemerken ist noch, dass der Beweis geradeso geffthrt wird,

wenn man nicht annimmt, dass die Wurzehi alle negatiT seien, wie

nan diee bei IL (ß) sehen kann, wenn man Aber die Natnr der Wur-
idn durchaus nicht im Klaren ist.

"Wir wollen noch den Fall w = 2 ausführen; man hat daun:

irj-|-M'j == n^{a-\-öy^ und ir^^^ -\- ir^-= n{n— l){a-\-h) oder + ?r« =
und wi^-^-Wf* » 2 (a 4-6)1 woraus man und bestimmen
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konnte. Bentr geichieht dies ais: te*—2(a+^)»-f(a^+^ ^0»

also SB — (a+b)± V{a+b)*— (a*+b*) oder x= (a+ft) ± VS.
Ks kommt daher darauf au y^2aö = q oder 2ab zu machen.

Um daher diese Gleichnng aafculfieen, xeilege man alle Quadrate

(die durch 2 teilbar sind, also ausserdem nocli andere Factoren oit»

halten mflssen) in ihre Factoren nnd bestimme a nnd 6. Efai sin-

fiusher Fan ist Jener wo 2a —h^q ist; was jedoch nicht sein

muss z. B.: a = 3, = 24 also y2aÄ = Yl4A = 12. Ebenso kann

a oder h = 1 sein u. 8. w.

Zur Beihe H. («) (ß) erw&hnen wk folgrades:

Nach dem Ansehen kann die Reihe posit und negat Wands
haben, was aus der Reihe U. (a) nicht so ersichtlich ist, da dort

(b—a) doch negat. ausföUt

Für ... +«r»*) hat man:

... +^n^) — (2n~l)a«— und für n = 2:

ar*+2(Z»— a)x+ b^—a^ = 0 also a: =« (a—b)± /2^^i) wo a>*

ist Wie man sieht, ist dieser Ausdruck nicht so bequem, wie

der obige.

FOr die R^e m. erfaUt man alle Wnneln negathr imd

Für « — 2: »•+2(a+Ä)a;+(fl*+Ä») — 0 also:

fl. -- (a+&) ±V(a+Ä)«-(a«+6«) ia+b) ±V2Ü.
Wie man sieht, ist diese letzte Form ebenso bequem, wie die erste,

nur sind die Wurzeln negativ, denn = (a* +6=*)-f-^'»*»
^^^^

(a+i)^>M oder (a+6) > V^ab. Da die Potenz gerade ist, so

ist {—x)^ immer |M)B|tiY, also die eigentliche Gleichuim^: (a—
0)' — c*. Wie man rieht, ist die hier angegebene Methode sur

Bestimmmig der Wnnelwerte yiel ein&cher nnd bequemer als die

bisherigen.

Die Aufgabe löst fenier das Problem, die Quadrate der Wurzel-

werte als eine Function der Coef. der Gleichung darzusteUeA. Ißt

u^mÜQh die Gleichung:

«!»- J?i^— Cfe»-»+ ... + ü— 0.

+ ... — A und ... — -4*— 2B.

Dasselbe gilt für eine andere Gleichung, nur hat man auf das Zeichen

Bttcksicht zu nehmen.
Franz Lukas in Wien.
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X.

lieber das Fotentiai des EUipBOidB»

Von

Oberb^ek*

Seit den ersten Anfängen der Analysis und analytischen Mechanik
hat das Problem der Anziehung eines homogenen Ellipsoids die Auf-

raorksanikeit der Mathematiker auf sich gezogen. Die Special-

g':is<lncbte dieses Problems gehört jedenfalls zu den anziehendsten

Capitehi der Geschichte der Mathematik, einmal weil sich die henror-

ngendsten Mathematiker von Newton und Mac-Lauriu bis nnf Gauss,

Dirichlet and Chaales an demselben Tenncht haben, ferner weil fast

BDI jedem Fortschritt der Wissensdisüt im aUgemdnen ein Fortsehiitt

in der LOsoog dieser An^ben verbonden war, so dass man Jetst

^jnihetisehe and analytische Lösungen von gleicher Yollkommenheit
bnilrt. «

Was die letaleren bolrifit, so durften dieselben ihren Höheponkt
ü dfir Aofiitellnng eines geschlossenen Ansdmcks fttr das Potential

da EOipsoids eneicht haben, den man Dirichlet verdankt^). Diese

FiOQ der Ldsnng scheint dem Verfasser die . vollkommenste an sein

flnuBsl, weil aus derselben mit Leichtigkdt äße teils analytisch, teils

synthetisch gefundenen Sätze abgeleitet werden kümieu, deren mau
früher zur Lösung der besprochenen Aufgabe bedurfte, ferner weil

die Keuntniss gerade des Potentials unentbehrlich bei den meisten

l) Lejcunc Dirichlet, Abh. der Bcrl. Akad. 1839. — CrcUe J. Bd. 32.

8. 88. Vcrgl. ftuch Schell, Theorie der Bewegaag und Kr&fte. I^eipsig 1870.

TtuLvoL a
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Problemen der mathematischen Physik ist Dirichlet leitete in der

oben citirtea Abhandlung das Potential des EUipsoids mit Hilfe des

„discontinnirlichen Factors*^ ab. Diese Methode erlaubt nach zwei

Seiten hin Erweiteraiigeii. Einmal kann mit Hilfe derselben die Po-

tential anderer Körper von homogener Dichtigkeit gefimden werdfis.

So hat I. B. Mehler ^ die Potentiale von Schalen bestimmt, weldie

durch Flächen zweiten Grades begrenzt werden.. Andererseits Ist m
möglich, in derselben Weise die Potentiale solche EUipsoide lo be-

rechnen, deren Dichtigkeit eine Function der Coordinaten ist Dioe

Erweiterung ist noch nicht vorgenommen. Es ist daher der Zweck

der vorliegenden Arbeit die Potentiale dreiaxiger EUipsoide vüü

variabler Dichtigkeit und ellipsoidischun OberHächen zu ermitteln,

welche sich durch ähnliche, geschlossene AusdiUcke darstellen lassen.

Zwar stellte sich hierbei heraus, dass es nur in einigen, spedellen

Fitten gelingt, Potentiale in der graaimten Form aufeufinden. Doch

gestatten auch diese sdion eine Reihe von Anwendungen ans ta
Gebiete der Mechanik, der Elektrostatik und des Magnetismus.

Nachdem vermittelst der Dirichlet'schen Methüde die gesuchtai

Potentiale aufgefunden waren, bot sich nachträglich ein erhebüch

einfacheres Mittel dar, dieselben herzuleiten. Dasselbe besteht darin

zuerst eine Reihe von Functionen aufzustellen, welche gewisse, all-

gemeine Eigenschaften haben und danu nachträglich die BedeutQug

derselben nach bekannten Sätzen der allgemeinen Poteutialtheerie

festzusteUen.

Das mehrerwihnte Dirichlet'sche Potential:

a) für eineu äusseren Punkt:

I) Veigl. KirclihoO; Vuth^inngcn Ober Mechanik. Lei|itig 1S74. S.

bis SSI.

S) Borcb. J. Bd. 60. 8. 8SI-S4S.

2.

b) für eineu inneren Punkt:
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kann man sich geschrieben denken:

=/o(0)+/i(0)a:*+/,(0)y«+/,(0)«*.

bt die Okichimg des Ellipsoids:

w bedentet 0 die positive Wurzel der Gleichung dritten Grades:

ffienns ageben sieh znn&chst einige Hiliirfomieht Seist man

iDiat:

a<r 2x_ 1

(3)

£b boU nun snn&chst die einfache Aufgabe gelöst werden, eine Fuie>

fon so ermitteln, so dass:

BOdet man:

dann iat:
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Aus den Gleicbongcn (3) und (4) ergiebt sich dann:

Setzt man:

80 ist:

Bedeutet — die IntegrationscouBtante, so ist:

ilf —

j

_^

Danach ist die gesuchte Function, die mit Q bezeichnet werden soll

:

/' d$

zur Bestimmung der Constanteu t soll festgesetzt werden, dass für

a = OD Q verschwindet. Diese Bedingung soll auch hoi alh^i folgen-

den Aufgaben gelten. Also:

(5)

er

In derselben Weise hissen sich noch die folgenden Aufgaben lösen

:

a) Eine Function Qj ermitteln, so dass:

JQ^ -= 0

ßy

b) Eine Function Qj ermitteln, so dass:

Qt = €'yz.U<5)+ßr^'fti<i)+)^y'fM

(6)



i

06«r»<cii tUw das fMuUial tU$ £Uipniih. 117

c) Eine Fnoction <)b ennitteln, lo dast:

= ksey».f(a) und

Es wird sich henunsteUen, dass man hier eine Beibe Ton Fltches-

ialen gefimden hat, deren Oberflftcfaendichtigkeit nachher er-

mittelt werden soU.

In derselben Weise kann man die Potentiale voller Ellipsoido

ermittelu, welche zu den eben i)estiinmten Flächcopotentialen in ein-

fachen Beziehungen stehen. Als Heispiel soll diejenige Entwicklung

gegeben werden, welche auf das Dirichlet'sche Potential führt.

Es soll eine Fnnctlon P gefunden werden, so dass:

Beachtet mau, dass:

«od dass analogo Beziehungen fttr/j und/j bestehen, so kauu mau

sclirciben:
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118 . Oberbeeki Ueber das FoUntial du EüiptoidM.

Setzt nuui die Klammern einzeln = 0, so ergiebt sich:

ä» 1

d»_ 1

Hau fibeneogt sich Idchti dass dann auch der sweito Teil der Glei-

diimg Tendiiffndet, da:

A+Zi+Z.
y(a»+tf)(Ä»+<f)(«»+tf)

ist. Es wird sich nachher als uotwcudig herausstellen, die in Glei-

chang (5) dargestellte Function welche ja ebenfalls der Bedingang

—1 0 genügt, hinznznfttgen. Die Function P ist dann in der Tat

das DiiicUofsche Potential:

/
9

In ahnlicher Weise findet man leicht die folgenden Fnnctionen:

p / oH-* c=^+g ( ora; /3;/
^

/t_ _

IT (y(a*-H)(^*)(c*+*))'
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WeoAjdte Lösangon in dieser Form zu finden, itt »ir Im Jetit

nicht gelungen. Man mnss daher Air aadore Potentiale so Reihen-

oitirickelangen ttbergehen.

Was nun die Bedeutung der gefundenen Functioncu betrifft, so

genflgen aio ihrer Ableitang nach alle der IMSereBlialgleMNng:

8fe können also angesehen neiden als Pütonllale Ton Massen, welehe

Inauhalb des Ellipsofds oder anf der Oberflid» desselben Hegen.

Für die Oberfläche ist bei allen FineHoaen:

nad soll dieser Wert für alle inneren Punkte beibehalten werden.

Bann bleiben die Bämmtlichen Functionen contlnttirlich beim Eintritt

de^ Punktes ;8 in das £llip6oid. Anders verhält es sich aber

mit den ersten Diflferontialqootienten. Wenigstens haben dieselben

bsi dten TnnctieMB Q eine Biseontinnitit, »Mvenfl sie bei allen

FiBCtloDon P conCinviitfch Mdbea. Hiemaeh sindtSlse die Ftalsesnn

<2 Fliehenpotentiale, die Functionen'P Potentiale von Massen, welche

das EUipsoid conturairlieh erftllen.
•

t) ISs soll snnftchst die Oberflädicndlditigkeit der Fnncttonen Q
betfnmt werden. Dies geschieht nach der bekannten Formel:

8.

0= 0

1 (rfQa
,

r/Q^l

4» \dnm * dnt i'

lA zaerst:

nabc

80 ist:

1
(13)

Setzt man ferner;
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und eBtaprecheod das innere Potential mit der Grenae «ssO^ ao iit:

In derselben Weise erhält mani wenn man den Potentialen <h vnd

<4 den Factor nahe giebt:

ya a»—
^ / . . %— (1^)

b) Die Massendiebtigkeit für die zweite Reihe voo FonctiiM
ergiebt sich mit UUlfo der bekannten Differentialgleichung:

Giebt man ebenMs den Functionen F den Factor: nabe^ so eriiiUt

für P : j - 1 (17)

„ = + + (18)

4.

Die Aelmlichkcit der entsprochenden Potentiale r und sowie

ihrer Flächen- und Massendichtigkeit Hess darauf schliessen, dass es

möglich sein wfirdo von don Potentialen einen directen Uebergang

zn den Potentialen Q zu finden. In der Tat kann man vermittelst

der Functionen P zuerst Potentiale ollipsoidisGher Schalen von end-

licher Dicke ausdrucken, und dann diese Dicke unendlich klein werden

lassen. Da man auf diesem Wege neue Reiben von Flficbenpotentiafea

entdecken kann, so soll derselbe kurz besprochen werden.
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Das Potential einer Schale von endlicher Dicke, eingeschlossen

loi den £Uip8oiden mit den Halbaxen b, e ond Ot, «ti

*>^> c>ci

iit die Somme der Potentiale der Ellipsoido, das grössere erfüllt mit

der Dichtigkeit 4-^9 das kleinere mit der Dichtigkeit — 1. Also

a) filr dnen iosseren Punkt:

«« / ^

^ y(a»+«)(4»+.)(c«+.)

b) einen Punkt in der Mssse der Schale:

(»)

!^ dt (22)
f KlOi'i-'MV-t-'HV'

'

«1

c) ftr einen Punkt innerhalb des kleineren Ellipsoids:

«« ^ ^
J y(«'+»)

7=^T-^—.
7— . r-T- (23)

y<V+») (*»*+•)

^oa der Bichtigkeit der angestellten Formehi kann man sich leicht

^'^'^fzsngen. Lftsst man die Axen ff^, b^^ wachsen , bis die Schale

•^•^sdlich düiiii wird und also in eine Oberfläche übergeht, so

össen di(i Grenzwerte der Potentiale F und P" Flächeupoteutialo

gebcu Hierzu ist es aber nötig:

^) die constante Massendicbtigkoit in dem Maasse unendlich gross

^^^^ea zu lassen, als die Schale onendlich dttnn wird;
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b) eiae Beziohaiig zwisclien den Axea a,i, e md Oi, ^, fe&t-

zustellen.

Nimmt man die £UipBoide als ähnlich an, so dass:

und i^Mit der oonilaiitei Dichtigkeit den Factor: ^IIIÜ' ^ ^
selbe für e -=> 1 , anendlich werden müsste , so geht nftch einer ein-

fachen Grenzbetrachtang P and F" aber io das äoasere aad ianm

FlAehenpotential Q.

Ebenso geben die KOrperpotentiale: F^ die flächen^

tiale: C^^, (4.

Andere Flächenpotentiale erhält mau dagegen, wenn man andere

Beziehungen zwischen den Axeu der beides Ellipsoide festsetzt Sind

z. B. die beiden Ellipsoide confocal, so crMlt man aus den Poten-

tialen F und F" die Flächenpotentiale:

a) für einen uuäsereu Punkt:

Q.^na,c(K+l+\) /'v'^&ÄZffirf, ,24)

b) für einen inneren Punkt:

Die Fl&cbeadichtigkeit ist in diesem Fall:

a*^ b^^ a^W^b^^ey

In derselben Weise erhält man neue Flächenpotentiale, wenn

bei ij, P«» A ähnliche Grenzbetrachtungen anstellt. Hiermit ist OT-

gleich eine nicht uninteressante Aufgabe gelost. Es ist nämlich die

Oberliächendichtigkeit desjenigen Flächenj^oteutials ermittelt, das m

äusseren Punkten dieselben Werte hat, wie das Körperpoteutial P-

Dass eine derartige Belegung einer geschlossenen Oberfläche stets

möglich ist, hat Gauss bekanntlich zuerst bewiesen

I) Gaus Wark« Bd. V, AUgemeiae LdinttM ctc & «40.
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6.

Wenngleich die Anwendungen der gefundenen Functionen, auf
welche wir hier zum Schluss eingehen wollen, keine wesentlich neue
Resultate enthalten, so wird doch die Art ihrer AUeitang doroh die
vonDgelieode K^uitniss der Potentiale erheblich yerein&oht

a) Es sollen die Potentiale zweier hoinü^^^onor Ellipsoido mit glcich-

g;erichteten Axen «, b, c und aj, h^, in Bezug auf äussere Punkte
verliehen worden. Die Gleichungen der beiden JEUUpsoide seien:

«*

Hihmin wir znerst au, dieselben scieu confocal^ so dasi:

M rind die Potentiale in Bezug auf oiucu äusssürcu Tunkt ^, zi

CO _l

Dneh die Sabstitution:

^ dis Hielte Integral dem ersten gleich, so daBS:
^

^enn 3/ und die Massen der Ellipsoide bedeuten. Dies ist der

^'iofacfaste Ausdruck des berühmten Mac-Laurin'schen Satzes. Sind

<%ge& die beiden £lüp«oide fthalich, so erhält man ebenfalls eiien

^iB^hen Satz, wenn man ihre Potentiale in Bezug auf zwei Ponkto

^Qgleiefat, welche man als ähnlich gelegen bezeichnen kann. Be-
"Mhnei nu wieder mit V md die Potentiale der beiden Ellip-

loUe, iHr welche:
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0} » Ca

und berechnet K in Bezog auf einen Punkt «ys, dagegen in Beng

auf einen Punkt «i sj, wo:

80 findet man, wenn man in dem zweiten Integral die Substitotioi:

— « macht,

dass die Potentiale bis auf den conatanten Factor f' AbereinatimmMj

d. h.

F— f«. K, (28)

die Potentiale ähnlicher Ellipsoide in ähnlich gelegenen Punkten ud-

tcrscbeiden sich nur durch den cousUautcn Factor Alle goust in

Lehrbüchern der Mechanik vorkommenden Sätze, besonders auch dii

Ausdrücke für die Componeuten nach den drei Axen, lassen sich so

leicht aus den gefundenen Potentialen lierleiteu, dass hier nicbt nilier

darauf eingegangen zu werden braucht

Die KeuuUüsB des Potentials Q und seiner Oberüäcbendichtigi^i^

1

löst die dektroatatifiche Aufgabe: „die Verteilung der freien £l6ktri*

citat auf der Oberfläche eines leitenden EUipsoids zu bestiman''.

Die Verteilung muss bekanntlich eine derartigt^ sein, dass das Poteatiil

für jeden inneren Punkt eineu constauten Wert bat Dies leistet i»

der Tat die Function Q,

Mit Benutzung des Potentials Qi (61. 6) kann leicht die weitab

Aufgabe gelöst werden: „die Verteilung der freien Elektricttit

einem abgeleiteten Ellipsoid bestimmen, welches von elektriadi*

Massen inducirt wird , deren Potential eine lineare Function der

Coordinatcn ist". Die Lösung dieser Aufgabe erfordert bekanntlich

eiiK» Oberflächen Verteilung, so dass die Summe der Poteutiak' J*^^

inducirenden Massen und der inflncirten Elektricität für joden inueren

Punkt veracbwinden muaa. Ist das Potential der äusseren Masses:

80 kann man Qi als Potential der tndudrten ElektridtftI amebefl'

Setit man noch:
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OB

dB

j y (c^+*)

MUt:

Ol — «.J«+/}.lly+y.Cli

F+Qi — 0. Also:

HienoB erh&lt man die Oberfl&choQdichtigkeit:

e) Schliesslich mag noch die Lösung des analogen Problems für

die Inductiou von Magnetismus in einem Ellipsoid von weichem Eisen

angeführt werden, welche Aufi^abe zuerst von F. Neumann mit llilfo

voD Reiheneutwickelungen gelöst worden ist. Das Potential der indu-

Gueoden Massen sei wieder:

Btn 1BII88 flllr Jeden Punkt im Innern der Eisenmaaee:

Min. Setst man:

Das Potential mit dieser Oberflächendichtigkeit ist aber die Function

Qii also:

I) Cralle J. XXXVH 8. 89. 40.
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126 Oberbeck: lieber da* Potential des EUipaoids.

f ^ ^ 2\aAx+ßBy+ yCz\',

WO C dio Bcdentung der Gleichungen (29) haben. Hiernach

erhält man aus Gleichung (31):

__ K
(> — _ ^

^
\ 1+ 2*^ l+2kB 1 +2kC f

Da die magnetischen Momente nach den drei Axen durch die For-

meln dargestellt werden ^)

:

^flxdydz^ etc. 80 ist:

^y-i+2kB

Mz = k.Mv

1+ 2kC

WO V das Volumen des Ellipsoids bedeutet.

Berlin, April 1875.

1) F. Netimann 1. c.
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XI-

Unteraaehmigeii fiber algebraisehe Gleiehnngeii«

Von

Alftßd SiebeL

FMMlnaf fo« V. XXIT, 4. Tit. N.

ArUkel lY. (§13-8 l^,)

Bpoelelle Bebandlung des Trennongs-Problems.

Einleitung.

Wir haben in § 10. eine aligemoine Methode angegeben, die

reellen Worzeln von

HO a^>>0, «i, at*..am beliebig reell, in po«iti?em oder negativem

SiBB ZU trennen.

Eine nähere Betrachtung des geometrischen Trennungsverfahrens,

§ 2. Aufg. III. und § 3. Krit. II., aus dem das arithmetische hervorgeht,

Usst erkennen, dass die Trennung in neg. Sinne wenig brauchbar ist.

Dies schUesBt nicbt ans, dass sie sieb in einzelnen Fullen oiit Vorteil

anwenden iSsst

Beschäftigen wir uns im Folgenden eingehender mit der Trennung

in pobitiveni Sinne und stellen uns die Aufgabe di>n Parameter a

(I 10.) so zn bestimmen, dass der jedesmalige Fortschritt bei der

TiemiQng möglichst gross wird. Wir werden an Beispielen zeigen,

daiB dies Verfahren rationeller, d. b. schneller znm Ziele fShrendi

i8tsUdasbi|10.,wowbra oder • wülkttxlieb anaabmen.
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128 Sie bei: Untersuchungen über algebraische Gleichungen.

Um die Hauptuntersucbnng nicht aufzuhalten, vorweisen wir in

Betroft einiger Kcbenberecbnungen auf dcu folgenden Artikel.

§ 13.

1. Problem. Auf der positiven Seite einer Nicbt-

wurzel är, von /"(r) = 0 ein Intervall (ar,, Xi-{-x) zu be-

stimmen, in welchem höchstens eine Wurzel liegt.

Dies Problem ist in § 10., Problem I., enthalten und eine Lösung

ergibt sich aus § 10. und § 2. Wir erhalten folgende

Specielle Lösung.

Wir behandeln gleichzeitig die FäUo

;j
} > 0

Bestimme

1) <? = «4 )
'

r = oder > Exponent des ersten
| |

Gliedes von

d. h. im Fall a) r^ n

2) kf = 1:^2 = absol. kleinsten i Wert unter

wenn jener Exponent ^ 2 , sonst im Falle b) h beliebig <C 0, wo

allgemein

:

\m/ Cm-ui

a>0

4) z > 1 so, dass

9>r(3) =
wo

•) Diese Annnhmo cmiöi;1i<'ht eine cinfnohc Lr»sung <lc« ProblcmB in § 16«

Siebe die Bemerkung am Schlosse dieses §.
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SS (r-Dif—r*^-l-f 1

S) s - a(f—1)

Dnreh wiedfirliolte Anwendung dieBer Formeln Insien sich die

neOn Wmdn sooeessire trennen. (| 10., Problem IL).

E Wir begnügen nns, wie gesagt, mit dieser LOeuig nicbt,

Mten gehen einen Schritt weiter, Indon wir » als Fanetion Ton •

los 3) and 4) resoltirt

ar-* /(»,)

wegen ö)

/(an)

/ 1^1/

W

« — (»— 1) f ~7"v
•

odei^ wenn vor Abkttrzaug

D -i^ _ Fr^(M) oder kurzer — F*),

ist e eine der ganzen Zahlen

h-, fi-^lj ... 2

«1

•) E» ist

r

Von diewai Werte werden wir hinfig Qehmdi inachem
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130 Sie hfl: Untersuchungen iihtr nlyehrniscKe (jlenhiinifnt.

Der Exponent e ist im Allgonieinen abhängig von «. Es lässt

sich von vornherein übersehen, Jass e coustant bleibt für eine Reihe

von Werten der unabhängig Variabein a. Fassen wir nur solche iu8

Auge und nehmen r constant, z. B. ^ Miuimalwert (I. 1.) än, so ist

also in 4)

X cxplicite als Function von z dargestellt.

Ziehen wir in ErwÄgunj?, wie eine solche DtirHtelluiig kich ergab. —
Durch die Annahme c r= ar, (= Maxiinnlwcri) erreichtcMi wir, dass in dfr

allgemeinen Formel

einereeilB der erste Factor eine Potenz %*o« o, nÄmlich nndcrcrseiti der

Kweite von a nicht ubhän<;ig wurde.

§ 14.

lu beiden Fällen /(a-,) ^ 0 führt nns die Maximalbcstimmuiig

von X auf die

Hülfsaufgabe I.: Gegeben ist eine vollständige Reibe

von ganzen Functionen*) von a

wo Co, C\ . . . Cm>0 (endlich oder xgross). Für welche

Werte der Variabein a ist das kleinste Glied A ein gani

bestimmtes
A = Au'^

Wenn Potenzen fehlen, so können wir diese mit oo grossen posi-

tiven Coefficieuten versehen eingeschaltet denken; diese kommen

nicht in Betracht

Lösung.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen dass

•) Wir empfohlen diese and die folgende Auf^^nhc für die alljfcmeinercn

Functionen A^,, Ai ... Am *u lösen, welche in einem Intervall von o eindeutig

und stetig sind nnd die wcitei'e Rif^enschnft besitzen, dass ollgemcin

Ab — Aq

höchstens cinoiAl In jenem Intervall null wird.
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2 8 _ *»

• dagegen

(1) ••• r CS.

8) -Jk,

s

dagegen 5' r

1/5
• • r

a. 8. w.

£a treten hier die reellen Wnneln a je tweler der Gleltfanngon

oder geometrisch aafgefasst, die Abscissen a der Dorchschnitte der

dvcfa dieee Gleicbimgen daigesteüten Cnrven anf.

Beseichneu wir allgemein den Wert von für den

Am ^ Aq

«•^

ud bilden das Schema

(2)

mit

und in Conaeqnens mit

d. k

(3)

J,= Ca« 1
C»a5 C4d* . .

'hm «(hl «o« «OH •
•

^ • •

^ — Cifl« «HO

«»u «»u
0

«a»4 • •

^410 «4«
•

• • • • * • • • •
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132 SUhtli ümieraMekuitgtn über al^thraUeke ÜletchuH^n.

worin allgemein im DurchschniU derjenigen Horizontal- und Yertical-

reihe, welche bezüglich

Am und Aq
entspricht:

at,f stehL

/ Eis sei in jeuer Horizoutalreihe

(4) j der kloinste der Worte vor dem * mit a«'

' „ grOsste n 9, hinter n * n ^» bezeichnet

Obige Lösaiig (1) nimmt folgende Gestalt an:

1) Die notwendige und hinreichende Bedingung, dass

A=sA,
sein kann, ist

a, < at

3) Ist diese Bedingung erfüllt, so ist il =5 ^« Air alle Werte

von a im Intervall

(«»» «•')

und nur fttr diese.

Hfllfsaufgabe II« Den Verlauf von ut, des kleinstes

der Werte A^^, yl,, A^ . . . Amy als Function von o fflr das

Integral (0, oo) tostzustellen.

Wir verstehen unter od stets -{-co.

£s Iftsst sich in jedem beliebigen Falle die Aufgabe dadurch

lOsen, dass die Intervalle in (5) der Reihe nach für « =: 0, 1, 2 . .

.

bestimmt werden.

Bei grösserer Gliederzahl wird im Allgemeinen die I^song*)

dnrch folgende Betrachtang wesentlich vereinfacht.

Jedem As outspricht eutweder eiu Intervall (d*, a,') oder keins,

jedem a entspricht ahcT umgekehrt ein jL'aiiz hestimmtes Ag. Hieraus

folgt leicht, dass sich sämmtiiche Intcrvulle aneinander anschliessi

der Anfangswert des einen zugleich Endwert eines andern ist und

umgekehrt

Die Intervalle (of , a/) erhalten wir in folgender Weise.

Um einen b(^stimmten Fall vor Augen zu haben, sei

. . • C4 eudüch.

Lassen wir a die positiven Werte in negativem Sinne von oo bis

0 durchlaufen, so ist nach dem Vorigen, wenn von den Werfen

') Siehe 2. Lteung.
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^ ^li ^ •o^
der grösste

1) ist: fttr a zwischen V

S) «iHs ilt: a ^ V —

00 and oq = das ^ ^o^^

Dana kommt ein Int<Tvall, dessen Endwert ^„,3 ist. Denselben Wert

<h< «o»3 tinden wir in dem Schema (3) in der 4ten Horizontalreihe

vor dem *, das dem besagton, zu suchenden Integral entsprechende

list also nnd das Intervall selbst nach Obigem begrenit durch

das grössere a^' a^^ (» oq,,) und das kleinerc = 0^,4

I.S. w. Wir bemerken, dass das Schema (3) gedacht mtd nnd nur

(He nötigen Werte desselben auszurechnen sind. So ist ad 1) die

Berechnung der Werte in der 2teu, 3tcu ... Ilorizoutalrolhe ttberflttssig.

Wir gehen anm allgemeinen Falle Aber nnd können uns darauf

bescfarioken die Lösungen anzodonten.

i. Lösnng.

(Nur bei 1, 2, 3 Gliedern zweckmassig).

Bestimme die Intervalle («r«» ot') nach Halfsaofgabe I. (1) der

Uienach Dir «= 0, 1, 2 . . .

2. Lösung.

Bestimme die Intervalle (a*, at')i wie oben ad 1) und 2), mit

Hohe folgender Sätze.

Hülfssatz I. Bei
| |

nehmendem a fogt auf eine

I
höhere

) ^on a in -4, Ca» stets eine
I liedrlgere )

I
niedrigere l

^

I höhere j

'

(Wenn wir z. H. ad 2) «0,3 in a^^o verwandeln, springen wir in

Schema (3) aus der Iten in die 3to üorizontalreihe über).

Htllfssatz II. Ist <i« — r/a./, SO ist = s d^lf o« und

es folgt in negativem Sinne SLuf Ag iAt.

Als Erläuterung und Anwendung diene:

Httlfsaufgabe 11^ Die ttberbaupt möglichen Fälle au

classificiren.
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]^34 Siebe l: Untersvchungen über algebraische Gleichungen.

Ist speciell, wio oben ^

I» = 4, Co, Cj . . . endlich,

80 haben wir folgende ZasammenstcUang.

Classification der

r alle.

Indices der -4

bei wachsen-

dem a.

Symbolische

Bezeichnung

der Fälle.

Von «011 ... 00,4 sei der grösste

:

4, 0

4, 3, 0 -^(43,0)

ni. oa,«

4, 2.

0

-4(4Ä0)

4, 3, 2,

0

^(43Ä0)

IV.») Oo,,

Von Oj,}, O],,, 64,4 sei der grösste:

4, 1,

0

^(4,1,0)

2) «1,3 4, 3, 1, 0 -4(43.1.0)

3)

4, 2, 1, 0 -4(4.2,1.0)

2) «8,3 > «2^4 4, 3, 2, 1, 0 -4(43.2.1,0)

Die Intervalle von a mit den zugehörigen A ergeben sich ans

der 2ten Columne nach Hülfsaufgabe I. (2), z. B. ad Fall III. 1):

0 aj,4 A^ «0,, A^ QO

Sind Co . . . C4 oder ist ein Teil dieser Coofficienten oo gross,

so fallen die entsprechenden A fort.

Ist z. B. Co = 00 , so in vorstehendem Falle III. 1):

0 A^ <ij,4 A^ 00

.

*) Ist von ao,l . . . «0,4 : «0,1 <^cr grösetc und

1) «0,4 der zwcitgrö88tc, so liegt Fall IV. I) vor,

2) 003 M „ IV. 1) oder IV. 2),

3) «0^ IV. 1) oder IV. 3) I,

wenn dabei ao3 < «0,4 (< «0,2 < «0.1).

Gc:



Siebtl: Untersuchungen über alt^ebrßUcht GUichungen» 1^

Denken wir uns die Curvc y = A für a >> 0 conßtruirt. Die-

telbe setzt dcb aas Bogen der Curveu y A^y . . . zusammeu.

Die allgemeino Classification fttr ein beüebigfis m IftaH sic^ au
ersehen.

I 16.

Die Maiuuall{e8ti9^pttiig von x (§ 13. U. 4)) führt ans weiter

uf die

Hftlfsaafgabe IlL Den Verlaaf der Function

1/0F

13. IL 3)} für a> 1 zu liostimmen.

Lösung.

Iit r — 0 — 8, SO F«« eoost — 1.

In jedem andern Falle ist das Vorzeichon

Derivirten F' idcqti^ph nfit dem der ersten DerlTirlen Ton

9r{»)
*

Beachten wir, dsss

<Pr(«)
-= (as— 1)^(1+ 23+ 3««+. ..(r-l)»''-2)

g»r'W-r(r-l)(«-l)irr-a,

80 ergeben sich siiccossive folgende Ausdrücke mit dem-

selben Vorzeichen

0) { 1) fpy(z).e{z— lY-^—(»—'iyq>r'(z)

2) «((r-l)««-— r.3»--i + l)— r(r— l)(z— 1)«.»'-?

3) «(1+2,-1-3,«+ . . . (r-2)a'-^)-(r -l>(r— €)fr-?.

Der letzte Ausdruck ändert höchstens einmal sein Zci(iien^

wenn » von 0 bis ^ übergebt oad ist

< 1) für s «» 1 t (i^l>(t^) — 22 ^» ^*A.—

2

2) für 3 = i , wenn « r : ^ (X
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136 Siebel: Untersuchungen über algebraische Gleichungen.

Ans (2) folgt:

Ist l)«^2<r, go8=— ftrl<«<ao

2) e = r>2, „85=+ „ 1< »< «

3) 2<e<r, „ « =+ „ !<»<*.,
n

—— „ «.,r<»<»
(3) WO

m

die Wurzel, > 1, von (1) 2) oder (1) 3) bezeichnet,

r— «,

8 also dieselbe Bedeutung hat wie in § 14.

Das Vorzeichen fß belehrt uns über das Wachsen und Abnehmen

zu

ab
Ton F. Diese Function nimmt

| |
• ^^^^^ SS = ±

Ißt a) « — r = 2, 80 ist F constant = 1.

b) e ^ 2< r, so nimmt -Fab von Fr,e(l) bis FrM.^)= 0.

(Es ist Fr.l(l) - 00, /v.2(l) = 1).

c) c = r > 2, so nimmt F zu von iv,r(l) = 0 bis

(4)

T

m
d) 2 <C e <C r, so nimmt F zu von F(l) = 0 bis F(z$.r}

m
und ab von F(z9,r) bis F(<x))=0

m
F = Max. für z = a,,r.

Bei der Auflösung numerischer Gleichungen wäre die jedesmalige

Berechnung der Wurzeln
m

ZU zeitraubend. Wir werden daher im nächsten Artikel fttr die Wurzeln

m m

Näherungswerte angeben uud zeigeu, wie für die weiteren Wurzeln

durch eine kleine NebeurechnuDg ein erster Näherungswert gefunden

worden kann, mit dem man sich in den meisten Fällen begnügen wird.
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f 16.

Probl ein. Das Probien in § 13. mit der Bedingung
zu lösen, dass der Fortschritt x *) ciu Maximam wird,
c = und r s= constaut angenommen.

Lösung *).

1) Bilde zunächst nach dem bekannten Schema (Art L f 3.)

Wir nnterscheiden 2 Fälle:

mit B den Eiponenten Jenes Gliedes beodchnet

4) Löse Hal£saa%abe U». in § 14

Ist m 4, so kann man sich dabei an die Classification (§ 14.

Halfsaufgabc 11^.) anlehnen.

Die sich hierdurch ergebenden Intervalle von a, in welchen

seien wie oben allgemein mit («•, a»') bezeichnet^).

Wir könnten nun weiter fortfahren, indem wir für jedes der e

die Hfllfsaufgabe III. in § 15. lösen, die Fmtu in den entsprochouden

Intervallen von »i {z»\ z,) bestimmen, o. s. w. — (£s ist das ot

entspr. «• > das oi' entq^r. m»').

*) Wir setzen voraas « dass die Gleichung wcnigstcus 2 Wechsel hnt ;

sonst ist Tmaz = ^ •

•*) Für gewisse Kategorien der Gleichung (c) , rharakterisirt durch die

Voricichen der Gücilcr, gelen wir in § 17. direct das Endresultat.

6) sicho sp&ter.

r—§
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138 Sie bei: Untersuchungen über algebraifche Gleichungen.

Einfacher golangen wir zum Ziel, indem wir Folgendes beachten.

Zunächst führen wir einige Bezeichnungen ein:

m m
1) zt statt za,r wenn ein bestimmtes r vorliegt

2) a«) = vorteilhaftester Wert a«')\ d. h. für den x

» ( von a im Int UO, od)*! ein Max.:
o 1

(1)

.... oder ktlrzer, wenn ein bestimmtes « ins Auge ge-

fasst ist:

a statt aj.

3) Sich nach § 13, II 2) und 4) entsprechende Werte

von a, 3, X seien durch dieselben Indices bezeichnet;

80 entspreche z. B. a» dem z«, dem a,, ar = a^iM»

dem a.

Aus § 15 (4) folgt:

a) wenn e = r = 2, so ist also auch a beliebig

b) „ « = 2 << r, „ „ « = z,' also a = ei,'

c) „ 6 = r > 2, „ „ 3 = », „ a = a,

d) „ 2 <; e << r, „ « » = mittl. d. Werte »«, an', h ,

mithin fpr{z) = mittl. d. Werte (pM^ 9r{^«'), 9'r(»»)i

9 Ol

r m

„ l0grt= „ „ log«,, lognr,', log««*).

r

Hiernach liessen sich für jedes der Partialintervalle die bestim-

men und schliesslich x = dem grössten dieser Worte.

In gewissen Fällen können wir uns einen Teil dieser Arbeit er-

sparen. Sind nämlich zwei aufeinander folgende Intervalle

(2)

m
) Die Berechnung von logOf ersiehe aas Art. V.
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so das5 nach unserer frühereu Bezeichnung in dem Iten A = Aa^ in

dem 2tGa As=i At^ so können anter andorm folgende FiUio eintreten

1) ogssa/ und gldchieltig «1 — 1%

(3)

a »

2) ot » Ob' od. ot „ „ tn^ at' bes. ot'

V

ad 1) ist in (oto«') : a — <i«'

M ^) w f9 w : a » a<' bez. o*; es kommt also hier

dr« bezügl. ar< nicht in Betracht

Kub (fieten Eüischaitangen fiahren wir in unserer Lösung fort

5) Bestimme nach (2) mit Rücksicht aof (3) die ,»in Betracht

koffim^iden^^

Mtwete mit HOtfe der Formeln § la, I oder § Id, n.

Einige Beispiele werden das Vorstehende klarer machen und

>6iSBB, dass die Lösung einfacher ist, als sie sich darstellt

Beispiel

80«»+199W—14937«+öO0O - 0»)

IMe tieinfte Wansel sa trennen.

Hier ist a-i - 0, c — 0, /(O) > U, » = 4, r - 4.

Der Yerlanf von Asssk^i

0 yd83 l;« OD

a-a— Vddd; s-1,062..., - 0,062.V838 — 1,496...

Zvischei 0 und 1,496 liegt also höchstens eine Würzet l^an ist

>(0)>0; f{l)<0, atoo enthält

(Oi 1)

tioe und nur eine Wurzel (zwischen 1 ond 1,496 liegt keine).

*) The Analysit and Solndoo of CaUe and Bi(iiiwiratic Eqvaliona* By
^•L Toong, London 1849, 8. SIS nnd:

Di« Theorie nnd Anfl. der höheren algebr. nnd der tmnec. 61g. ?on Dr.

Gi H. Sefanue, Braanichweig IS50, 8. SIS.
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140 Siebell UnUrtuehungen Uber alffebraische GM^nngen,

Beispiel 1\

Die 2to Wurzel der vorigen Gleicbang:

(0) *) ... 8ar'+199iic«—I4937a;+500ü — 0

ZU troonoiL

'Wir setzen « «i « l und erhalten:

(1) ... 35*— 76a;»-i-1764*^— 11177ar-8Ulb = 0

(4 Wechsel)

(3 Wechsel}

4, rsd, 0^3, ^ »— 1^«^^ Ar jedes a in (0, «)76

• • ' l/l
«1^ Ol » — od; Dach § 13, n,: y ^

•

8018

76
3" r

j ^ O • • • )

da /'(3,76) <10, so hat (0) zwischen 1 und 4,75 keine Wurzel.

Für c — C| — 5 ist

(5) ... ar*—60^ -f-94ar>—4670—29110 — 0 ... (8 Weohsel).

Hätte (5) weniger Wechsel als (1), so müsstcu wir wieder rttckwärts

gehen und die Wunsel in (4,75; 5) suchen**).

Wir üudeu, ähnlich wie vorher, den neuen Fortschritt:

Fttr c — «1 — 13 ist:

(12) ... 32i;*—iar*+5367a;—4036 — 0 ... (3 Wechsel).

Da kein Zcichenwechsel verloren gegangen, so können wir weite^

gehen.

Es ist /(12) — — 4U36 < 0, also r = 3. Die 6 3 uud

entsprechenden Intervalle (OfOi') sind: ^^^^ und ^0, ^^j«

a
3 ^ «"3

i z = 21, X =
ji^^-^^

••• 3,75.
16

*) Die nach c trunsfurmirtc GIcichang bcscivhacn wir in bckunnicr Wc'M

mit (c), also die nnpranglicho mit (0).

**) Die Einflecbtunf? dei Foorier'schen Thoureios in unB«!re Metbode ist

nichl nötig, aber wie die früheren and die folgenden Boiepielo leigvn dnrcb«flt

sweckmisiig.
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SUb^li üfti^suekmgm Aber algebrauek» OUkkungeiu UI

Zwischen 12 und 15,75 liegt folglich höchsteus eine Wurzel.

(IS) weiter nach 4 tranafonnirt giebt:

(16) ... a^—16««—iiU>«^+ 3943^:4-10302 = 0 ... (2 Wechsel),

b (12; 16)

U ako flOMii eine Wnnel enthaltea.

(2 Wechael)

Beispiel K

Die 8te Worte! von (0) zu trennen.

In obiger Weise fortgeÜAhren, findet maa in

(16; 32)

Inbe Wwnd. £s ist:

(S2) ... «*+4ar3+462B«— 1753«?+104 - Ü .

/{32) = 104> 0, also r — « — 4.

e:s 4 8 2

• 0 1 2

1 JL^ g

Der Verhuif des kleinsten dieser Werte » l;f ist:

*t *4 f

«on - 12; o,^ - g= 6,4166 ... (Oo,.= V77 « 8,775 ...)

i,- 0^-12 (da«-r>2)
» 77 m
0, - dem mittl. der Werte j^i 12 vnA a^,i

-g (nicht - 12)

9 77
0, (hier ist « = 2 <1 »*)

» 77«-5
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142 Siebe l: Untersurhungen über algebraische Gleichungen.

Wir können c = 2 oder = 3 wählen, das Resultat ist dasselbe.

_ 9 I.
('^\^ 104 _ 104 104.144

« — A * =
V2j 462

^ 77' ^ " 77 '

a*
~ 77a« ^ (77)»

a;=i = 0,07. j^ = c«0,45.

Da /•(32,4)< 0, dagegen /•(32, > 0, so befindet sich die 3te Wund

in (32; 32,4),

die 4te Worzel in (32,4; oo).

Beispiel IL

(§ 10. Bspl. I. § 2. Bspl. IIa, (3)).

a;«+6it'+9ar*— 5a:»—15»«+0.x+ Ö = 0.

Man findet r = 6 ; für a? — 0 sind die Intcnalle (at, a«') mit den

zugehörigen A = kt:

0 0,6 1 00

k^ i*5 ^•Q

a = 0,6; 2 = 1,82; » = 0,492 <0,5
während wir nach der Methode in § 10 den ersten Fortschritt = 0,4,

den zweiten =0,1, zusammen 0,5 fanden.

Beispiel III.

f(x) = x"—2a:"+xio+3xö+5a;6—3a:*+x«+l = 0*).

Es sei X so zu bestimmen, dass zwischen 0 und x höchstens eine

Wurzel liegt

n = 14; r = 14; Ar =— kleinster der Werte:

^ = Coa«, = C^a\ A^ = Ct,a\ A^ = C^a\ A„ = C„a»»

• WO

•) Die Aufl d. höheren neuen Gig. von P. C. Jelinck, S. J., I^eiFP

1865, S. 32 und ausführl. Lehrb. d. höh. Math, von A. Burg. Wien 1832

Bd. I, S. 164.
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Der gitate dieter Werte ist:

1

Der YeriMif A^hnt ällo:

0 1^ 00

» 1 i
•= <^ ^r/—

,
ji — = 9H = ^pj^C«), I « 1^69, a =0,68067

y 91 ^

i«» — 0,245 und da /(0,245)> 0, so liegt zwischen

0 und ««-0,M5
kaiiie Wurzel.

I 17.

LAinng des Problemi in § 16 für gewisse Kätegorien
der Oleicbnng (e)

(llr welche enttredor 1) 0 — 2 oder — r oder 2) e— 2 ond -i r).
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144 Siehel: Untersuchungen über algebraischg Gleichungen.
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Durch die Punkte seien Zeichen angedeutet gleich denen, zwischen

welche jene stehen. Diese hier durch Punkte getrennten gleichen

Zeichen können auch zusammenfallen. Wir erhalten so für die

kubischen Gleichungen

Bämmtliche Formen mit 2 und 3 Wechseln:

H 1-+ ad 1); H h ad 1); +H 1- ad 2) und H—+-
ad 3).

(Für die Formen mit keinen oder einen Wechsel ist x — rmna =

Google



£• bedeutet in obiger ZoBaimiieDBtelliing:-

r X» Exponent dos ersten neg. Gliedes von (c)

Beispiele.

4

Iii. 1) B^piel ^, (16): «=s«= - 8,46.

Die Gleichnog (0) hat also zwisdieii 16 Und 24,45 höch-

stena eine Wnnel und da /(24,4ö)>0 so keine aolche.

2) fl;*-2«'—80*—1350^+769 =5 0 (2 Wechaei)

4
• 1 /769 *

e= »|-Oi V2ö6,33«-4,...

Die nach 4 Tranafonnirte ist: a«-f-14a^4-69«>+0+300
SS 0 (Steine Weehael)

Es folgt also einerseits: In (0-,4) liegt höchstens eine Wurzel

und da /(4) = 309> 0 sowie /(O) = 769> 0 so keine;

andreraeita: In (4; 00) liegt keine Wurzel; beides zusam-

men gefuat: die Gleiehnng liat keine positive Wurzel; die

in (0; 4) n>ngeadgten** beiden Wnneln sind imaginAr.

id 2. 1) Beiapiel l\

2) lOOte^—2«*—30»+a;«—0,77«+l — 0 (4 Wechsel)

e= - 0; a - Vft(i»)
- 10», log g>t{z)= 3;

Die naeh 0,2 Tranafonnirte liat keine Wechsel, also sind

in (0; 0,2): 4 imaginäre Wurzeln angezeigt

adl 4b«—24OkBS+89960 -14987 -O "»)

e=«i«0;««[/ « 7,ÖÖ, A7)>0, also enth&lt

(0; 7) eine nnd nur eine Wurzel.

ad 1 1) ic*—3Ox3+700»«+15132a;— 1804Ö27 - 0*»)

•) Bchmuc, BraunBchwcig 1850, 8. «01. ••) ebenda 8. «SS.
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146 Siebt l: Omitnudiuitgtit Mer alfebnuMcke GlMtuigM.

1 1804827
2* 30

— 81,1; f{31)<a

Also bat die GleichuDg in (0; 31) keine Wurzel.

2) Beispiel P (5) in § 16.

ad 6. BeUpiel P (12).

Wir sind bei der vorli^enden Trennmigs-Methode wieder auf

die LOsuug von Gleichungen der Form

w&hrend frikher, als es unr daranf ankam Ton einem Werte «i n
einem grosseren x^+x fortsaschreiten» nnbelLQmmert nm die Grtw
des Fortsebritts:

« beliebig 1 geirihlt nnd dann a berechnet werden konnte.

(Artikel UI. § 10, Modif. Yerf.j.

Die BcstimmuDg von z bildet eine Hauptarbeit bei der Trennung,

weshalb es im nächsten Artikel unsere Aufgabe sein wird, dies<in

Aufwand an Kecheuaufwand erbeblich zu reducireu.

angewiesen, oder genauer auf die Bestimmung von

s>l, sodass 9r(«)sJP»
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P/mH: Zmr btqumm J^^Mk^ der I^utktkmem kUuur Wutkä «Id 147

xn.

Ut hmtumaen Anllliidiing der Fuktlaneii kleiner Winkel^

ans Tafeln Ton 5 Deeimalstellen.

Vun

L. Graf von Pfeil
in Onadeuliti.

Li Band 42 des Archivs eraddeii 8. 905 n. iL ein Anftats yon
nir, betreffend die Anwendoiig der Setomten »ir Anffindong der

8m, Tangeuten und Bogen kleiner Winkel, ans TalBln von 5 De-

Indem icb auf die in Jenem Aufsatz enthaltenen Entwickelongen

Beiog nehme, will ich der Benntzong der Maskelyn'schen Begeln, nnd
teit dem Gebranch der Sekanten eine allgemeinere, nnd wie ich

M)e, praktischere Anwendung geben, als es bis jetzt geschehen ist

Es lassen sich nämlich bei 5ste]ligen Tafeln die Funktionen ans

Winkeln, nnd diese ans jenen mittelst Yerzehnfachnng der

Vinkel dnrch nnr einmaliges Nachschlagen leichter nnd be-

qvemer finden, als es anf irgend eine andere Weise mOglich ist, in-

lofiBrn die Tafeln darauf eingerichtet sind.

Bekanntlich lauten die Maskelyn'schen Begetai fttr kleine Winkel

», m
tSokm= X y cosos nnd tang« — t—

Vcös?

oder logarithmisch:

logsia« M iogfl;-|"| log cos« und log tang :c ^ loga;— a log coso;

,

10»
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14b P/eil: Zur ittgunttenu ÄuJlfitidimg der Pktdetimut^

oder bequemer:

logBioff » log«— ilogsecoB und logtang» -= logs+HogBecc

Die gewöhnliche Auwenduiig dieser Regeln, welche auch bei 7-

stclligen 'J afelii gebraucht wird, uud unterhalb der Zahleulogarithraeii

bei iS und 2' sich tiudet, ist in folgenden Formelu ausgedruckt (Bre-

miker, estelligo Tafelu, Einleitung 8. 27):

logwua; >= log«+i logCosas— 5,3144251,

und

logtangx — logdejlogoos«—5^144251.

Bequemer für die Anwendung bei 5 steiligen Tafeln würden uuu

die folgernden Formeln sein, bei denen, wie gesagt, stets ein nur

einmaliges Kacbscblagen, und die Addition weniger Ziffern ge-

nügte/ wenn die Tafeln dafür eingericbtet würen; and zwar, wenn

der Logarithmus gesncbt wird:

lofifsoc iO**«
logsinlO«= logsin^-f \ logseclO*«—n— J .

—
. . . A.

und

logtang« s=s log8inlO*«-t-JlogseclO»»«—n+i.— — . • . .n.

Wenn dagegen zom Ijogaritbmns der Winkel gesncbt wird. Je nach*

dem logsinfli oder logtangs gegeben war:

, ,
logseclO« n

logtanglO'a; = log8iua;4-»+*l^gseclO"«+i.—^^Qä»
'* •

oder

logtanglO^-logtang«+ii+llogseclO^— J.^2£^i2::f . .D.*)

Das Ver&bren bemht, wie man sieht, anf einer Yensehnfochnng

des Winkels nnd anf einer Umwandlung und Zurflckverwandlung der

Sinus uud Tangenten in Bogen. In Formel A. uud B. geben die

beiden ersten Glieder den Logarithmus des Bogens des verzehnfachten

Winkels. Davon n p]inheiteu in der Kennziffer abgezogen, giebt den

Logarithmus des Bogeus des einfachen Winkels. Das vierte Glied

endlich verwandelt diescu Bogen in seinen Sinus oder seine Tangente.

1) Die Formeln A, B, C, D sind so gestellt, dass eiu ue^ativer

Werth von logseclO^ vermieden wird, dagegen ist dieses Wer*

thes nur eine sehr iüoijie, oft verschwindende Ziffer.

'S.
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HnW WmM, mu Tafeln von S IkdmaUtUlUm. 149

In C Qiid D glebt das erste und letzte Glied den Logarithmus
des Bogeos des einfachen Wiukels, die Erhöhung der NcnnzifTor um
u KiDhoiteii giebt den Bogen des verzohnfaebten Winkels, und die

Addition des dritten Gliedes verwandelt diesen Bogen in seine Tau-
gente, wie dieses noch näher gezeigt werden solL

In Worten ausgedruckt ist das Verfahren das folgende.

A ond B. Wenn der Winkel gegeben ist, nnd die Funktion ge*

tndit wird.

1) Man verzehnfacht den Winkel, bis er (als leicht zu merkende
Grenze) zwischen 2(XXy' und 20000", also zwischen 33' 20"

nnd 33' 20" fällt. Man könnte als Grenze anch 1800" nnd
1800a', also nnd 5<» wählen«).

8) Man sucht logsin des Terzehnfiiehten Winkels.

3) Man addirt Ipgsec des verzehnfachten Winkels.

4) Man vermindert die Kennziffer um soviel Einheiten, wie oft

man den Winkel mit 10 mnltiplicirt hatte.

, „r. , , o. , 1,- 1
llogseclOx

5) A. Wird der Siuus gesuclit, so addirt man noch —g

—

j^q
—

»

wenn man den Winkel mit 10 mnltiplicirt hatte.

2) Die Grenzen sind willkührlich, des leichteren Merkciis wogen,

gewühlt. Sie reichen in 5 stelligen Tafeln, wenn in den beiden
ersten Graden die Funktionen von 10" zu 10" angegeben
sind, viel weiter, und zwar von 0^17' 30" bis 8<^37' 43". (s. den

citirten Aufsatz § 12, Anmerkung).

Es werden nftmlich Ober IV 2ff' die Seknnden und ihre Bruch-

theile aus den Differenzen von 10^' zu lO'' noch richtig bestimmt,

weil deren Yeranderungcn nur in der letzten Ziffer liegen und 5 nicht

übersteigen. Es lässt sich darum durch Interpolation leicht der rich-

tige Faktor für die Sekunden wählen, z. Bsp.

:

logsin 0« 17' 42,6" = logtang.

logtang — logsin 17' 40^' = 7,71068

40,8X2»S - 106 pp ^fi" - 106

logtang = logsin = 7,7irJ4

Genauer logsin —7,7111)128

logtang - 7,7119485.

Man sieht, dass hier noch ein Schwanken in der 6ten Deeimale

stattfindet (yergl. Bsp. 16).

Dieses verschwindet bei grösseren Winkeln und insbesondere bei

30' und mehr, z. Bsp.
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150 Pfeils Zur 6i9iiMMrm Ai0i»d»sitg der ByMmm

5) B. Wird die Tangente gesaclit, so addirt num in glekliem

Falle noch +3 ^qq
—

'

Hatte man den Winkel mit 100, mit 1000 inultiplidrt, so

enchwindet bei 58toUigen Logarithmen bei?»

3 lOÜÜÜÜü"

G nnd J>. War die Funktion gegeben, und wird der Winkd

geancht, so findet man den yersebnfocbten Winkel aof folgende Art:

1) Man erhöht die Kcnuziflfcr auf 8, sodass der Winkel zwischen

0^34' 30" nnd 6<»42'30'% also zwischen 2070 nnd 20560"

Mt*).

2) Mau geht mit der, so veränderten Funktion, gleichviel, ob

sina; oder taugx gegeben war, in die Taugentenspalte eiu,

sucht alogscc neben der zunächst höheren Tangente nnd ad-

dirt es.

Zu C. War sin2 gegeben, so addirt man, falls die Kennsüfer

mn eiBeEinhdt rennehrt w«rd.,.och

Zu D. War tang« gegeben, so addirt man in gleichem FsUa

21ogsecl0g
""8 100

•

logsin 0«> 30' 17,4" = 7,94502

logsin 30' 10" «7,94325
23,9 X 7, 4 — 177 pp 7,4'' = 177

log sin 30' 17,4" — 7,94502

Der genauere Werth ist = 7,945019^.

logtang 00 30' 17,4" -» 7,94504

logtang 30' 17" — 7,94326

24,0 X 7,4" — 178

logtang 30' 17,4'' = 7,94504

Der genauere Werth ist * 7,9450366.

Nach der andern Seite gelten die Haskelyn'schen Begeln Ar 5»

stellige Tafeln bis 37' 43" weil erst hier der Fehler eine halbe

Einheit der 5ten Stelle erreicht. Bei 5'^ 42' 30" erreicht der Fehler

noch nicht eine Einheit der Gten Stelle.

(Vergl. den citirten Aufsatz ans Archiv,. Band 42, $ 4).

*) S. Anmerkung 2.
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War dagegen die KennziffDr um mehrere Einheiten vormehrt

21o88eclOQx
worden, so giebt inöBtelügen Tafeln

3 jiJqqö
— ^^^^^ bedeutende

2 loiz seclOOObc
Ziffer mehr. Ebenso verschwindet bei Tstelligen Tafeln ^

~
louuooo

'

Ich gebe zur Erläuterung der Formelu sogleich einige Beispiele,

ood zwar, der besseren Ueborsicht ^Yegcn, auch mit Tstelligen Loga-

nüuneu. Bei Tstelligcu Logahtbmoa sind die Maskelyu'schen Kegeln

Iis ni 2^44' 10" giltig, weil sie erst hier einen Fehler von einer

Einheit der 7ten Stelle geben.

Beispiel 1. a) Gesncfat logsln und logtang von (fiW 12,23"

=W2,2Sr.

l0-«=iaf-»9122,3"-2» 32' 2,3"

^log8eclO*dc .

n = 1

. log sec 10*a;

log sin 2* 82' — 8,6454282

pp 2,3" — KK)8,6

J log sec «= 141ü,ü

—n- —1
- logseclOflC

KM)
" 14,2

logsin 15' 12,23" = 7,6466777

. 2 logseclO*HB
^5 lO»»

. 2 logscclCte ,000+ 8' 100""""*"^

logtang 15' 12,23" — 7,6456820.

Die Fraktionen wttrdon dnrch nnr einmaliges Nachschlagen
M 2*82' 2,8^ gefanden werden *).

Dasselbe Beispiel mit 5stellig6n Logarithmen.

Beispiel 1. b) «= 15' 12,23"= 812,23".

3) Durch die Zahleulogarithmeu gerechnet:

15' 12,23" =s 912,23" (Nach-
j

log - 2,9601044

schlagen bei 91223)

(Nachschlagen bei 912) S » 4,6855734

T ^ 4,6855776

— 7,6456778

-7,6466820.
log sinX

logtangx

Dveh sweimaUges Nachschlagen erhalten
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152 P/eih Zur Uqu^meren Aujfindung der FunktioMn

lO»«- l(k= 9122^"- 2^ 32' 2,3" logsin 2^ 32' « 8,64543

pp 2X — 10,9

ilogsec = 14»3

—II— —1
, logsec

logtin 15' 12,23" 7,64568

I 2 loffsec

logtang 15' 12,23"
j

- 7,64568.

Beispiel 2. a) Gegeben logsin^;= 7,6456777, gesucht «,

logdn«
I» —

1

}.logsoclO»aj = }. logsec Kk
log8eclg»a; logsec 10a;

lo«» - iöö~

= 7,6456777

— 1

-= 2833

— 14.

log taug 10*0(— lOx)

logtang 2<» 32' 2,3"
« 8,6459624.

Bsp. 3 (vergl. 1. a)). Gegeben logtaDga; — 7,6456820, gesuchte

logtang»

«= 1

llogseclOv

_ 2 logseclO^g 2 logseclOr
3' lOft» "3 Kio~'~

- 7,6456820

+1
- 2833

- —28

logtang I0"x = log taug lO« =
logtang 29 32' 2,3"

— 8,6459625. .

Ans beiden Werthen folgt » » 15' 12,23".

Dieselbeu Beispiele mit östelligeu Logarithmen.

Beispiel 3 (?ergl. 1. b) G^ben logsin - logtanga?.

logsin« » logtang«

J.seclOa; . . .

. seclOv
*• 100 • •

•

- 7,64568

28

00

logtanglO£(» 20 32' 2,3")

logtang 2^32' =• 8,64585

11X60 ^„
-285 "^'^ 1^2,3" 11
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Hw Bauzeit viri» H^eaaJm iap± -iiu&.^r^i 3«.x*
•eklagei aki2aa iparaaL. mimjai ja 7«- m 2 ^Q:.I:^x I^ev-

8db« ä Bock »f tu ^moäusbho, 3^j=n^»^ iius ct:

oben VBtv iL S. C. D «wLiaiir« Finu- Ji 2*;i ;rr:JLr 5L Ti?

sehr 1% i i:c A^Ln^inx .-r 7 : n r- v .jr^i. ji^ a fir: a 1

Zi&m crf.n-rra- Iis jsci ^ „ i i- r J r-ituo. A 3^ j«^ so. _ *:r

¥Bi dank eiZff Su:^ V-n«iiii, ixi^ ä:* "^jiits* ifuj^-^ «zm
Beb* Iddite Sidbi. Si.c«li üe T^li iiruf szipirj^-c s:<£. Tai
ifei fified ia CJi9en F^nattj,. l VrLrl«^ f V^i-sK 1 'axi tut zz

Tenndenng ote T<rwin3^ S=r E-imTrfvar xa fm» n^aaee

was jjjl i'.h fvivri:: r* r: -»^rj^z «..!_ E$ -s.;!! i^r

UmvaDdiGLg des u driä Scrsf ccrr ^ T&^r;< 1^
gekehlt« uui e:.üXt ia osCcZi^-^o Jkz-tix iy^fC^as eni» Hilitr: ;iir

Siei Stolle. Dieses Glir«! v^ri la t* bstz.:^ S »x «^t!u
Moi MB die T)tcii^Xs^.tZ£s. d:»es GI>eC'flfn 2» St-C-es, sib:! rr.its

itckt; wie die aa eKm ^L^rüne« Bci<;«=> »cj.!^ £r*£*?9.

Li den Form-lL C uTid I> -l-zi -l rt erB-Ür-rr- ixi^ ]!. * ««lOr
unwr den bi-kani:» Orrrf-'n i:ifr*r:üirt »irl »iu^tzhi

bekannt, er«t g^» faLi«-n wer: :n ^jH. Verüiirvn rechtfertigt sich

didnrth, da?s die S-Ainte iii drn ftr d:-? Itvbn::n2 tu Kmitz- n i^Q

Grenzen sich sehr Uii^«am Ändert, BodASS sie damni, xuclirm naa
den ge:;olKnen iM^sinr oder logtancx in der Kennzif-T Terindert

ite dieeeB Wenk okiie Kadükeil nni«>es«clit vcfdvn kann.

4) Durch die Zahlenlogahthmcn (ü^ch Bremicker S. XXV;.

r für 15' ' — 4,6iö57i6

?e|Aflrite ZiUss 912^—
15' 12,2r

Es mosste in deu SekuiuK'ntiiniroiiU'n 7,6463725 als die Taugt'iite

TOB 15' 12", dann in den Zahkulucarithmen T für \W \T bei 912,

oleUt die Zahl 912,23 bei dem bezüglichen Logarithmen nachgo«

idlagea werden. Also ein dreimaliges Nachschlagen»
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154 Pfeil: Zur bequemeren Auffindung der Funktumen

TT /. , 1 log 8ec lOr , , , , , .

Das Verfahrcü ^
— — für ilogsccx zu setzen, rechtfertigt

sich durch die Enväguug, dass bei kleinen Winkeln die Diflforcnzen

der Sekanten bei :ahe im Verhültaiss der Quadrate der Bogen wachsen.

Es seien nämlich a, Ä», A die Seiten des Funktious-Dreiecks des

kleinen "Winkels x (s. d. Fig.).

Es ist dann secx = 7 und bezeichnet man die Differenz von h
o

und b mit d, so ist seca; = = 1+ ^. Es ist aber h^={b-\-d)*=

b^+2bd+d^ und auch = i^+a«, also

a» = 2bd+d^.

Bei der vorausgesetzten Kleinheit des Wiukels verschwindet rf*

neben 2 b d. Es ist darum == 2bd^ woraus d ^ und schliesshch

durch Substitution secx = 1 + fo\gt

Es stellt hier ^^-^ denjenigen Werth vor, um welchen in kleineu

Winkeln die Sekante grösser ist als 1. In diesem Werth ist aber

2^, eine constanto Grösse. Setzt man darum für a verschiedtMie

Wcrtho, ar, .^xap, r^jtx . . . 80 müssen sich die Werthc voü
' 10 ' 100 Itr

o* 1 X* 1 1 X*
demgemäss verändern in

iöÖ'2b*' lÖÖÖÖ ' P lÖ^ b^'

Das von den Sekanten Erwiesene gilt aber auch von den Loga-

rithmen der Sekanten, weil diese bekanntlich bei geringen Zahlen-

Unterschieden im Verhältniss dieser Unterschiede wachsen und ab-

nehmen.

Als Beispiele mögen folgende Werthe dienen:

10000" = 20 46' 40"

1000" = 0« 16' 40"

100" = 0^ 1' 40"

10" = 0^ 0' 10"

sec = 1,0011764 I logscc = 0,0005106

sec = 1,0000118

sec = 1,0000001

sec = 1,0000000

ferner:

log sec = 0,0000051

log sec 0,0000000,5

log sec = 0,0000000
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kleiner Winkel, aus Tafeln wm 6 DeamaUtelUn. 1&5

sec — 1^7194
sec — 1,0000470

200" = QO 3' 20" sec = 1,0000005

90". 0^ 0^20"
I
MC -> 1,0000000

log See -"0,0020448

log sec — 0,0000204

log sec 0,0000002

log sec — 0,(

Man sieht, dass in Tstelligen Logarithmen der Winkel 5** 33' 20"

die für die Kegel giltige Grenze bereits überschroitet, wenn man die

Sdttotea Ton 20000" nnd von 2000" vergleiclit

Es würde hiernach zweckmässig sein, 5stellige Tafeln etwa in

folgender Art anzuordnen.

1) Es mflsste bis zn OO' die Yerwandlnug in Sekonden neben

den Graden ond Minnten stehen.

2) Es müssten bis zu 1® 60' die Logarithmen der Siuus uud

Taugenten von 10" zu 10" augegeben soiu.

3) Von 2^ 0' bis zu 5^ 60' genügen zwar die Minuten fUr die

Bedmnug, indess dOrfte die Angabe von l(f Mia X(f' be-

qnemer sdn.

4) Ebenfalls bis 5^ 60' mUsste * des Logarithmus der Sekanten

angegeben sein, und zwar bis iu die 6te Stelle*).

5) Von 0^ 0 bis 0<> 20' würden die Differenzen der Sinns und

Tangenten besser wegbleiben, nm YerwimiDg zn vermeiden,

weil sie fftr die Rechnong nidit braachbar sind.

€) Es könntm bis so 5^ 60^ oder mindestens bis tal^W die

Logarithmen der Cosinus füglich abgekürzt werden, um Raum
zu sparen.

7) Die Spalte Ssec bleibt besser von den Qbrigen getrennt, weil

sie zwischen diese gestellt, die Harmonie stören würde, indem

sie für die untere Beaeichnong der Winkel von 45<> bis 90^

nicht passt

Ich will hier ein Musterbild geben, wie derartige Tafeln wohl

<iS|vichtei werden könnten:

5) Es müssen 1 dor Sekanten anj^epcbcu werden, weil sich dar-

^ \ uud die ganze Sekante, als der negative Cosinus leicht uieder-

•cbeibt

Die 6le Dedmale ist nothwendig, weil sie bei den Sekunden«

berücksichtigt werden kann.
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156 Pfeili Zur btqumneren Av^dnaig der Funkiiom

Von 0» 0' bis zu 1^ 60'.

ff Isec
0^000«

Siu. D Tang. De, Cotang.
Cosin

!
9,99

if

1

4800
4810
4820
4830
4840
4850
4860

07,8

07,9

07,9

07,9

08,0

08,0

08,0

20

21

0
10
20
30
40
50
0

8,36678
8,36768
8,36858
8,36948
8,37038
8,37128
8,37217

90
90
90
90
90
89

8,36689
8,36780
8,36870
8,3G9G0
8,37050
8,37140

8,37229

91
90
90
90
90
89

1,63311
1,63220
1,63130
1,63040
1,62950
1,62860
1,62771

...988 i 0

...988 ' 50

...988 40

...988

...988

...988

...988

30
20
10
0

40

39

i I

'
I I

Co^n.
I
D Cotg. \Dci Tang,

l
Sio.

t

''
i 1

88»

Voa2«0' bis 6« 60^

(mit MinatendÜferenzen, wenn nicbt, wie oben, mit 10^ Differenzen).

4».

n ! » sec

0.< H M

)

// i

Sin. Tang. De Cotang.

15600 82,9 20;

15660 83,5; 211

15720
15780
15840
15900

84,2
;

22
84,8 23

85,5

86,1

24
25

8,87829'

8,87995 f

8,88101

8,88326
8,88490
.00004

165
164
164

8,87953
8,8H120

8,88287
8,88453

8,88618
8,88788

167
167
166
165

165

1,12(M7

1,1 18^^
1,11713
1,11547
1,11382
1,11217

Co sin If

9,99_
...876

...875

...874

...873

...872

1

...871

1

40

39

38

37

d(

96

I I
'

I I Coflin. I
D I Cotang. | De

|
Tang. ! Bin. I

850

Ich gebe sogleich noch einige Beispiele mit Benatziuig des vor-

stehenden TabellenstüGJu.

Beispiel 4. Gesacht logsin nmd logtang Yon o^— 0^8' 2,46"

— 482,46".

lOa? — 4824,6" 1*' 20' 20" log siu = 8,36a58
10 20' 24,6" 4,6"

(s ' ^ verschwindet^

pj) — 41,4

isec => 3,9

-1,
2 sec

Siöo" +^'^

logsin« logtang x
|

7,36903. ^)

6) Mit Zahlenlogarithmen gerechnet

482,46

b^ 482
\

log

s
T

logsin

logtang

2,6834613

4,6855745

5756

7,3690358

7,3690369
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Beispiel 5. Goraeht logsin und logtaug von 0 -> 0^ 26' 21,2^

= 1581,2 lOte - 15812" - 4« 23' 32".

a) iVlil Miuutendifferenzcu gorechuet.

40 23*

164X32:60 — 87,5 82"

logsin - 8,88826

PP —• 87,5

^sec- 42^

-•100- -0**

+ 1 . loc + 0,8

0» 26' 21,2"

1

log sin = 7,88456

logUug = 7,88457.

b) Mit Zehnsekundeudifferenzcu gerechnet

40 23' 80^

2,8 X 2 = 5,6 r
logdn - 8,88408

pp^ 5,6

\ sec — 42,6

logsin — 7,88456

logtaog - 7,88457. 0

7) Durch Zaldenlogaritlimen |

•

0* 26' 21,9^ =s 1518^ log - 34888868
a - 4,6855706

7— 5834

logsinx . • • • .

logtangs • • • .

1
^ 7,8845574

1 — 7,8845702
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158 P/*il; Zur bt^umtnn Aujjßmdmig dtr /VuiibfipiiM

Beispiel 6. Gegeben log ein» — log tang« * 7,86803, gs-

sacht X.

l+logsin —
• «AI»

8,36903

0,1

10s = 4824,6" = 1<> 20' 24,6" log taug IOk — 8^911
9= 482,46" = 0» 8' 2,46". 870

l>P 4,6" - 41

Beispiel 7. Gegeben logsinc — 7,88466, gesncbt ».

a) Mit Miimteudiffereozeu.

l+logsinar =
K sec —

^^*100

8,88456

8ö,&

+ 0,4

40 23' 32" logtaDglOsB = 8,88542

0^ 26' 21,2" 453

j = 32) 89

Gegeben logtaag» « 7,88457, gesneht e.

l+logtango;

fsec

sec

8,88457

85,5

*100 ^

Wie oben . * .

b) Mit Seknndendifferonzen .

(6X10:28 =r 2) lOc= 4« 23' 32"

logtanglOe =s 8,88543

536

«=0» 26' 21,2" wie in a).

8) Durch Zablonlogarithmen gerechnet.

Nachzuschlageu in den SekundcDlogaritbmcn

log sin — 7,36903

8 —4,68557

neben 7,36862. Man findet fttr 8'2"

in den Zahlenlogarithmen . . .

nnd schUessl. 0» 8' 2,46" = 482,46" |" log~^2,68346

Es ist ein dreimaliges Kachschlagen nöthig.

9) Durch Zahleulogahthmen.

logtang - 7,88457

T — 4,68558

• - 0» 26' 21,2" - 1681,2" log = 3,19899
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Mau tidit ans den Bebpielen 7. a) und 7. b), ömb das Besiiltat

merindert ist, ob Minuten- oder ZehnHeknmlendiiferenzen angewendet

ffvdeiL Nor die Berecbnnog der Sekunden ist bei Letzteren be-

quemer und kfirzer.

leh will, der Yollstftndigkeit wegen, die Bechnung mittlen Funk-

tioMB einiger sehr kleinen Winkel geben, und zwar ra 7 Stellen,

1^ bei 5 Stellen das Element | • ^^^T^ hinreichend deutlich

lirt. Die 5 stellige Rechuuug crgicbt sich durch Abstreichen der

Men letzteu Zilfcru, welche ich durch eiu Comma getreuat habe.

Beispiel 8. Gesucht logsin — logtang 0' IQT

10000" — 2<> 46' 40" lug sin = 8,08540,47

2 „aP-^fc«s„HAt
Jlogsec- 17,02

3 lOOOOOQ
^®'*^™*"®** . 8j

logsinsslogtaog . . . . — 5,68&57,49

Beispiel 9. Gesucht logsin und logtang 1' 40" — 100*

IWXf^^W 4if logsin =r S,6854(M7

isec - Xlfli

-2,

3 lOOüO ^
^8 10000

logsin SS logtang . . . . »6,68557^
Es ist hi<T bei l(»g sin eine Differenz in der 7ton Stelle, welche mehr

Iis derea UMfte beträgt Die letzte Ziffer heisst richtiger b, nicht 9.

Beispiel 10. Gesucht logsin und logtang Qi» 16' 40^ — lOOCT

S* ist lOac - lOUUU" logsin 8,68r)40,47

iaec-* 17,02

1 scc

3 100
^

nPiß'in"^
logsin .... «7,68557,32

^
\ logtang ... — 7,60557,83

10) Eine Einheit der Tten Stelle entspricht bei r dCT efnem
1''

Hnchwuuieaden Bruchtheil von
jggn*.

r
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IGO Pfeil: Zur hequtmtreil Au(finJutig der Funktionen

Um einen Belag zu geben, wie scharf sich die Rechnung nach

dem gegebenen Verfahren führen lässt, diene

Beispiel 11. Gesucht log sin = log taug 0^ 0' 10,001"

1(X)01" -= 20 46' 41" log sin = 8,68544,81

i sec = 17,02

— 3

log sin = log taug 0« 0' 10,001"

Es war log sin -= log tang 0<^ 0' 10,000"

Differenz für 0,001"

= 5,68561,83

= 5,68557,49

4,34

Mati sieht, dass die 5te Decimale bereits eine Differenz ?on 4 Ein-

heiton enthält.

i

Beispiel 12. Gegeben log sin« = log tang» = 5,6855749, ge-

sucht X.

(1
•
iÖÜOCXX)

»«^wctwindet

j

34" log sin :

i sec

:

8,68557,49

34,04

lOOOx = 2° 46' 40" 1 ACT fQ TIfT '

lüg laug .

a? = 00 0' 10"

Beispiel 13. Gegeben log tang 6,6855749

2-1- log tang 8,68557,49

Jsec 34,04

2 sec
0,3"3*10000

lOOx = 2« 46' 40" log tang 8,68591,53

x = 00 1'40"

Beispiel 14. Gegcgen log sin 2 7,6855732

1-j-logsin 8,68557,32

1 sec 34,04

1 sec

+ 3 iöö + 17,0

lOx = 20 46' 40" log tang 8,68591,53

X = 16' 40"

Beispiel 15. Gegeben log tang a; 7,6855783

1+ log tang 8,68557,83

isec 34,04

2 sec

3'iöö
— 0,34

Wie im vorstehenden Beispiel log tang = 8,68591,53
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Beispiel 16. Es folge noch zum Vergleich das Beispiel durch

VerzehafachuDg gerechnet, welches in der Anmerkong 2) ans den
10" Differffliaen unmittelbar gerechnet wurde.

Gesucht log sin und log taug 17' 42,6" = 1062,6"

Ite= 10626" SS 2» 67' 6'' ^ 57' logsin= 8,71151

er pp = 24,5

isecss 19,2

— 1

1 sec^

""3 100"" ""^

bgBin 7,71194

log taug SS 7,71195

Man sieht, data dieae Rechnungaweise den Iddnen Unterschied zwischen

Süras und Tangente herateUt, welcher bei der Bechnung ana der Zehn-

sdnindendifiBrens Terachwindet

Alle dieae Beispiele kdnnton durch nur einmaliges Nach-
schlagen gerechnet werden.

Es dürfte für 5stt*llig(» Tafeln wohl kaum ein Verfahren auf-

gefunden werden, welches die Aufgabe, die Funktionen sehr kleiner

Wiukel schnell und genau zu finden, leichter h)8t, als das hier vor-

geschlagene, und OS würde darum eine werthvolle Bereiche-

rung der mathematischen Uülfsmittel sein, wenn sich

Jemand die Mahe nehmen wollte, 5stellige Tafeln in der

angegebenen Art einzurichten*).

Es bedürfte dazu in etwa schon vorhandenen Tafeln nur einer

Enreiterung der eraten 6 Grade.

In Benehung auf 78teUige Tafeln enthalte ich mich des Urtheila.

Zweckmässig jedoch würde es sein, die Anwendung der Zahlenloga-

rithmen mittelst S und 7' weiter auszudehnen, als es jetzt geschieht,

(bis 10000" = 2^ 46' 40") etwa bis zu 5^ wo sich die Zehnsekunden-

differenzen bequem anwenden lasseuj indem das Ermitteln aus den

*) Ich sprach diesen Wunsch bereits in der Anmerkung an § 12.

dea mtHahßh gedachten Auftataes im Archiv, Band 42, asa.

Ttil LVIU. 11
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162 P/eil: bequemenu Aul/indung der FuHkiioneu

SekaBdenlogaiithmeii sehr weiti&ufig ist Es würde eine solche Aus-

dehimiig eiue kleine negative Correktur nötbig machen, da die Mas-

kelynsclion Begdn nnr bia etwa 10000" (genauer bis 2*» 44' 10" =
9850") einen Fehler geben, welcher kleiner ist, als die Hälfte der

8ten Decimalc. üeber diese Grenze hinaus würden jene Regeln den

Bogen, also aus S und T ein wenig zu gross geben.

Diese Correktur erreicht bei ö^C erst eiueu Wert von 05,611

der siebenten Dedmalstelle. Der Werth ändert sich sehr langsam,

da der Fehler bei 4«51'W schon 04,999 der 7ten Dccimale beträgt.

(Vergl. § 9. dt's mehrfach citirten Aufsatzes im Archiv, Band 42.).

Es kommen also hier auf ö' 3U" Aonderuug des Winkls nur 00,612

der 7tdn Decimale *).

Die Bachnnng nach der gewöhnlichen Form der Maskelyn-

scbea Kegeln

logsin« = log«+ JlogcoB«—5,81443&L

und

logtaags « logo;— } logeos« 5,3144251

scheint wohl für den gewöhnlichen Gebrauch völlig werthlo«. leb

gebe als Beleg für diese Behauptung da» Beispiel, welches ^emicker

in seineu 6 stelügeu Logarithmen S. 27. aufOhrt, jedoch mit 7 stelligen

Logarithmen.

Es werden gesucht logsin und logtang von 1^ 20' 45,207', so

loga:(l« 20' 45,207 ') - 3,r>H53l23 A.

5,3144251 B.

logcosx ^y^99 802 — 10. . . . C.

ilogcosx -9,9999601 —10. . . . D.

log*— 5,31... - 8,a708ö72 E.

Uogcos« — 9,9999202 —10. ... F.

logsinsr — 8^708473

log lang a: 8,3709679 ^

Man muss bei A., B. und C. also dreimal nachschlagen, dazu bei

B. die decadische Ei^uzung nehmen, bei C. durch 3 dividiren am

D. zu finden, B. von A. abziehen, D. verdoppeln für F., zuletzt G.

durch Addition von D. und E., H. dnrch Subtraction aus F. und £.

auftiuden; alles dieses mit Zahlen von 8 Ziffern.

Auch hier würde folgende Abänderung der Formeln bequemer

sein; vorausgesetzt, dass die Taieiu für kleine Winkel die ü der Sc-

kantenlogarithmea enthielten.
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UnWr WuMj au» J^febi von 5 JJeamabldttH, m
logsinc — log«— ^logsees-f-logl'^

logtangx logÄ+ iiogsecx-j-logl"

Dasselbe Beispiel Gesucht lagsin ond legtang von 1* 9(K 45,207^

logx(lo 20' 45,207")- 3,6a')3123

logl" = 4,6855749

— Jsecx = — 399

+ J8ecaj — 4-798

log sin« — 8^706473

logtang« — 8^709670

Oder wenn die Fonktion gegeben ist nnd der Winkel gesncht wird

lege — logsinar+ilogsec«—logl"

und

logff —' logtang«— {logsecc— logl''

Gegeben log sin a: = 8,3708473

— logarcl" = 5,314-4251

+ i sec — + 399

log«(- V^WUr^ - 4846^^,207 - 8,6863128

Gegeben logtang« — 8^709670

—logarcl" - 6,3144261

+ l8ec — —798

Wie oben log» — 3^3123

Es ist ebeufalls zweimal nachzuschlagen, bei 8,37... in der Slnus-

Cbeztlglicb der Tangenten-) spalte, um seca: zu finden, und bei 3,68...

in den Zahlenlogarithmen. Dio Bechnung ist jedoch ersichtlich kürzer.

11*
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Hain: Utlfr den SpuJcer*scheu Punkt»

xin.

Ueber den Spieker'scbeii Ponkt

Von

Emil Hain,

I.

P sei ein Symmetricpuukt des Dreieckes ABC^ seine Normale

auf BC ^ a werde mit bezeichuet. Ist A' die Mitte von BC^ also

A'B'C das Mittendreieck von ABC\ so hat auch das Dreieck A B C'

einen Punkt, dessen Beziehungen tür dasselbe dieselben sind, wie die

von P für das Urdreieck. Im AUgemeiuen fallen diese beiden Punkte

nicht zusammen, wir nennen also den dem Punkte P entsprechenden

P\ Die Normale von P' auf B'C ist dann ^p«. Der Paukt P'

wird aber für das Urdreieck ein anderer Symmetnopnnkt p^* Und
wenn A« die Höhe auf a bezeichnet, so gibt die Figur:

woraus sich zugleich ergibt, dass Urdreieck und Mittendreieck blos

einen gemeinsamen Symmetricpuukt besitzen. Ist also so

muss pa* » pa sein, d. b.

Ä«

—

Pa Q .
gf-» öl)« =— ,

Dieser gemeinsame Symmctriepnnkt ist also der Schwerpunkt. FQr

P als das Um- und Inkrciscentrom ist JP' schon ontersucht worden,

im ersten Fall von Fcncrbacb, im zweiten später von Spieker (Archiv

U). Wbr wollen also den Pnnkt flBr P als das Inkreiscentnim

den Spieker'ichen Punkt nennen und ihn mit E bezeiebnen. Es er-

folgt ninächst:

Digitized by Google



Hain: Leber den iSfneker'sehen Punkt. Iß5

^ 2 2 a

WO p der Inkreisradius des Urdreieckos. Die Goordiiiaten von K
— das Urdreiück zum Fiuidamentaldrcieck gewftit — siud daun:

bcib+c).

Das Fusspunktdreieck der Ecktransvcrsalen des

Spioker'schcn Punktes bat zum Fläcbeuiuhalt den Aas-
(iruck:

2/7(rt+i)

AK trctfe BC in A^. Die Coordiiiaten von K und A sind bzhw.

bc{b-\-c)y ca(c-|-a), aZ»(a-j-i) and 1, 0, 0.

Somit ist

Es ist aber aiich

Sind nun raay rai^ «ae die Normaiea Ton auf abe^ so folgt ans den

Gidchimgeii f&r ilJSr imd

wo
2F

Wir erhalten dann:

gyprg • Ac

0 <?(a+c) 6(a+ft)

c(6+c) 0 a{a+b)
b{b+ c) a{a+c) 0

iI(2a+6+c)
.F.

m.

Das Fusspunktdreiock der vom Spieker'schcn Punkt

»Qf die Seiten gefällten Perpendikel hat zum Flächen-

inhalt den Ansdrak:
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156 Hain: Uther den Spieker*sehen PunlU.

sei der Fusspunkt der Normalen von K auf -SC, ^ ACB
dann ist:

2 a

KR

A j w P'siny

(&+c)(c+ a)

Es ist also:

^4^^2 2:(a«2:oi+a*).

IV.

Das Inkreiscentrum, der Schwerpunkt und der Spie

ker'sche Punkt liegen in einer Geraden.

Die Coordinaten von 5, K sind bzhw.

1, *c, ftc(Ä-|-c).

Es ist also:

JK= £a{b(a+b)—c{c+a)'}xa

= £a[ab-\-b^— ac— c^jxa

= £a[a(b—c)+{b— c){b'\-c)'\xa

= 2a(b— c)xa'

•

Also liegen JSK in einer Geraden und zwar, da K, J einander ent-

sprechende Punkte sind, S aber sich selbst entspricht, so, dass

JS:SK== 2:1.
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V.

Die Abstände der Ecken eines Dreieckes von derHar-
monikalen des Spieker'schen Pnnktes verhalten sieb wie
die. reciproken Summen je zweier Seiten desürdreieckos.

Die KA trifft BC in A^. Die B^C^ treffen die BCixi Punkten

einw Geraden, der Harmonikslen von K, Die Gleicbong der Har>

monikaleu dos Pouktos ja ist ^^ » 0. Der Abstand eines Punktos,

dessen Normale anf a mit bezeidmet wird, von der Geraden:

iat mm Ansdmck:

N
wo JS* — Sa^—^Sa^h^eonY.

Es ist also die Gleichung der üarmoiükaion von Ki

£a (a+ 6) (a+ c) a?« — 0.

FOr ^ Ist:

2F
, ^

Pa ~» I* ~ |>» 0-

Der Abstand a' dos Punktes A von den Harmonikaien von K ist also:

2Fia+b) ja+c) 2Fn(a+b) 1
' N ^ 'b+e

Somit ist:

# r/ / 1.1.1
b-f-c c-j-a a-f-b

VI.

Die Entfernung des Spieker'schen Punktes von seiner

Harmonikaien ist zu bestimmen.

Sa p
'

Nach V. erhalten wir dafür - Hier ist

also

a 'i

aiPa^la+b)(b+ c)(c+a)
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Nun ist

Die Entwicklung gibt:

Zoi« = 2:a«(a+5)»(a+ c)» =
2;«6+ 2 -SaS 2: oÄ (a+ Ä»)— JTa* c*)

Ferner:

JSaib^cosy = 2:a6(a+i)(a+c) + COS

y

= n(a+b) £ab {a+b) COS

Es ist aber:

n(a+b) = 2flÄ<?+-Sa5(a+J)

2:a6(a+*) cos y =
also

2:01 5i cos y = 2 a6 c 2:a»+ -SaS -Ta 6 (a 4- i).

Es reducirt sich demnach auf den Ausdruck:

£a^+3a^b^c^— Xa* c«).

Die Entfernung des Spioker'schen Punktes von seiner Harmonikalen

ist also:

^JUa+b) Q

vn.

Die Verbindungsgeraden der Ecken eines Dreiecks

mit den Berührungspunkten des Spieker'schen Kreises

schneiden sich in einem Punkt

Ist die Mitte von BC und berührt den Inkreis des Mitten-

dreiecks die Seite B'C in A^^ so ist:

A'B, = A'C, =^
B'C, = B'A, =^
C'^, = C'B, =

Mit xaay aroA, «/c Seien die Normalen von A, auf aic bezeichnet.

Das Verhältniss der von A, und C auf -4(7 gezogenen Normalen ist

A^B' iC'B'. Nun ist aber die Normale von C auf gleich der

halben Höhe von B auf AC. Es ist also:

Gc
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Ml ^
= 57""

F

1^ Goordinalen von il^ tind alao:

Somit ist:

= b{ß—c)2|— c(«

—

b}xc

BBfs— a(t— — ö(«— a)re.

Hieraus findet man die Coordinaten des Schnittpunktes beider Geraden,

ae lind:

bcis—a), eo(«— d), ai(«— c).

IKe AAi sdmddea sich also in einem Ponkte, dem Symmetriepmikt

seine Konnale anf o ist 2^.^^^; er ist sngleicli der Ponkt, der

in der Verbindungsgerade des Punktes A mit jenem Punkt der B C
liegt, in welchem diese Seite Yon dem zugehörigen äusseren Be-

rührungskreis berührt wird.

Ist J das Inkreiscentrum , 8 der Schwerpunkt des ürdreieckcs,

so kann man nachweisen, dass die Punkte JSKQ harmonisch in der

Geraden;

liegen.

Wien, Febmar 1875.
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XIV.

lieber den Schwerpunkt des Dreiecks.

Von

EmU Hain.

L

Werdeu die Mitten der Seiten eines Dreiecks mit den Gegen-

ecken verbunden, so schneiden sich diese in einem Punkt, den da-

zigen Symmetriepnnkt, der dem Urdreieck nnd seinem Mittendreieck

zugleich angehört. Ist a die Seite BC des Dreiecks ABC nnd

die Mitte Yon BC^ so schneiden sich die AA' in diesem Punkt» dn
wir mit i8 bezeichnen wollen. Er ist zugleich der Punkt, der dordi

seine Ecktraoäversalen das Dreieck in drei gleiche Dreiecke teaÜ

2 F
Die Normale von 3 mt a ist ö • wo JF*— ^ABC. Somit sind

ö a

Ic^ C(if nh die Coordiuaten von wenn das Urdreieck zum Fuuda-

mcutaldreieok gewählt wird oder kürzer: der Schwerpunkt ist der

Symmetriepunkt be. Die Harmonikale des Punktes 1« hat die Glei-

chung

Für $a » 5c wird somit die Harmonikale die unendliche Grorade der

Dreieckebeue. Es kann also auch S als der Symmetriepunkt definirt

werden, dessen Harinouikale im Uueudlichen liegt.

IL

. Schneidet die Normale von P auf a diese Seite in so kann

man das Dreieck A^B^C^ das Normalenfhsspunktdreieck des Punktes

P nennen.
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Zanächst ist:

WO pa die Normale von P auf a and r den Umkreisradius des Ur-

dreiccks bezeichnet

FQr P= 5 ist also:

Dl B,Cj — ^» wo

10 sind die Seiten des Normalenfusspnnktdreiecks des Schwerpunkts

den Rechtecken aus den Seiten des Urdreiecks und dessen Seiten-

balbirenden proportional.

Es ist:

ilso

worans

BAi^—CAi* = BS*— CS« = ^W— Sc')

Kon ist:

BAi+AiC= a

BA,-CA,^-^

^^»^
6^

Die Dreiecke A^B^C^^ und liegen nur collinear, wenn

UBA^ = nCA^
^ L wenn

oder

n(a«— = 0

»onus folgt, dass nur in einem gleichschenkligen Dreieck die CoUi-

*<*rit4t der beiden Dreiecke besteht Das Normalcufusspunktdroieck

Schwerpunkts eines ungleichseitigen Dreiecks liegt nie mit dem-

selben coUinear.
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m

m.

Das Rechteck aus der EntfornuDg des Inkreisccntrnms
von einer Scitenhalbirenden und ans der letzteren selbst

ist die Hälfte von dem Rechtecke aus dem Inkreisradivs

nnd der Differenz der beiden andern Dreieckseiten.

Die Entfemong. eines Punktes 1« von der Geraden

wird durch die Formel

an^gedrAckti wo

wenn

Fflr SAshtck— ex^ Ist

iVi - 28a

nnd beseidmet da die Entfernung des Inkreisoentmms von SA^ so ist

Jst p,i die Normale eines beliebigen Puuktes r auf a und H«

seine Entfernung von ^S^, so folgt:

TT ^Pb— Cpc2^

d. h. eines der Becbtecke 77a ist so gross als die beiden übrigen.

IV.

Das von den Seitenbalbirenden eines Dreiecks als

Seiten gebildete Dreieck kann in der Ebene des erste-

ren so gedreht werden, dass die Schwerpnnktecktran«*
versalen desselben parallel den Hoben des Urdreiecks

werden.

Sei n der Höhenpunkt des Dreiecks ABC^ A! ein solcher Punkt

anf AM aber U gegen A hin, dass

A!H^\\
dann ist:
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Der Höhenpunkt H des Urdreiecks ist also Schwerpunkt des Dreiecks

Ä'B'C. Die UöheoponktccktraiMTeraaie des ersten Dreiecks wird

SehwapoiiktecktnuisTerBale de« xweiteii.

V.

Die Polare des Punktes in Bezug auf den Umkreis des Fun-

(Umotaidreiecl&B AUC bat die Gieichong:

Sonit Ist ^a(^4- — 0 die Gieichong der Umkreiapolere von S.

Botmimt man den Schnittpunkt dieser Symmetriegeraden mit den

Hirmonlkalen des Inkreiscentmms, der Oeraden £»»=^0, so hat

BUI als Cüordiiiatcu dieses Symmetriepunktes

(5— c)(«e—a*)

Ist k= a% SO liegt dieser Punkt auf BC^ d. h,

Ist in einem Dreieck eine Seite die mittlere Propor-
tionale zwischen den andern Seiten, so schneiden sich

auf der ersten Seite die Umkreispolare des Schwer-

punktes und die üarmouikale dos Inkroisceutrums in

einem Punkt.

VL

In den Mitten der Dreieckseiten werden auf die Seitcnhalbirenden

Senkrechte gelUlt Diese Normalen bilden ein Dreieck, dessen

^^Idieninhalt za bestimmen sei

Die Mitte von BC sei ^'^ 0, c, b, GAB — a.

Die Gleichung der vom Punkt ia auf die Gerade

t^ten Normalen ist:

<f« I« «1— Äjcosy— e^cos/}

—«icos/3— COS a+<j|
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174 Hain: Uebtr den Schwerpunkt den Dreiecks.

SO ist die Gleichung der in A' auf SA Scnkrecbten:

Das Dreieck, welches die Geraden

bilden, bat zum Flächeninhalt den Ausdruck:

abcF
«1 *i

«3

«1 h «3 *3

• «3 «1

a b c a b c a b c

Die Determinante des Zählers wird in unserm Fall:

Jede der Determinanten des Nenners reducirt sich auf:

4ÄabcF^

Somit ist der Flächeninhalt des zu bestimmenden Dreiecks gleich

12288/^6

VII.

P sei ein Punkt in der Ebene des FundaraentaJdreiecks, seine

Normale auf a. Der Schwerpunkt des Dreiecks DPC sei Sa. Das

Dreieck Sa St Sc ist zu bestimmen.

Ist A* die Mitte von BC, so hat man zunächst:

9 A ^'^'C
4 A SaSbSc

^ SaSbSc =

Die Coordiuaten von Sa sind:

somit:

2F
,

215'
,

^ iSfl = (2F+ cpc) a-6— (2F+ 6) j^c 0
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Das Dreiock Sa St Sc liegt mit dem Urdreicck collincar; denn dio

äS^ schneiden sich in dem Symmetriepunkt hci'JF-^-apu), Somit

entspricht jedem Paukt F ein Punkt F', Man findet:

FF* S £albpb— cpc)xa — 0

Dieser Gleichung leistet anch der Punkt he Genflge, somit liegen die

Pvokte P, P\ 8 in einer Geraden. Fftllt P mit S zosammen, so

ist auch

P'sP.

Wien, den 14. Februar 1875.
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XV.

Ueber SymmeMefimkte des Dreleeks.

Von

Bmil Hain.

L

Mit dTso;»«« seien die Coordinateii eines Punktes X bezeichnet

und zwar die von Ibrem gemeinschaftlichen Factor befreiten Jot

drUclce fflr die Lftngen der Normalen von X auf die Seiten a, ^ e

des wn Fnndamentaldreieck gewftlten Dreiecks ABC. Wir woUoi

den Pnnkt mit den Coordinaten knrz mit ou bezeichnen, wess

rk nnd bloss dnrch cyklische Yertanschnng von abe ans her-

vorgehen. X heisst dann ein Sjrmmetriepnnkt des Fnndamentaldrel-

ecks, wenn xa eine nach b und c symmetrische Function ist.

Sind frcnare die lanfenden Coordinaten einer geraden Linie vod

ist ihre Gleichung:

80 wollen wir diese Gerade kurz mit % besdchnen, wenn and ^
dnrch ^Uische Yertanschang der ahe ans erhalten werden. M
dann €4 eine nach t nnd e symmetrische Function, so nennen irir

die Oerade eine Symmetriegerade des Dreiecks ABC.
•

Was die Einteilung der Symmetriepnnkte des Dreiecks betrifft)

so ersehet sie am einfBkchsten durch den Grad der Dimension be*

stimmt, auf welche ar« redndrt ist So nennen wir also s. B. des

Symmetiiepunkt

wo 9, ^ constante von ahc unabhängige Grossen sind, einen S;m-

netriepunkt der s». Ordnung.
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Nach dieser Eioteilnng ist das Inkreiscentnim ein und zugleich

der'emsige Symmetriepankt nnllter Ordnung.

Der Grebe'scho Punkt a gehört der 1. Ordnung au, der Schwer-

piokt he der 2., das Umkreisoentmm aip^-^-t^—a^) der 3. Ordnung.

n.

AileSymmetriepiinkte erster Ordnung liegen in einer

Gertden.

Die Verbindungsgerade zweier Punkte t„ h/ ist die Gerade

^^'—1^' 1^. Der Punkt ^a-^-^b-^x^c und das lukreiscentrum liegen

also in der Geraden:

womit die obige Behauptung bewiesen ist. Zugleich erhellt, dass <p

Qud ti) nicht bloss Constantcii, sondern auch gleichgradige symmetri-

sche Functionen der Seiten sein können. So enthält die Gerade h—c

nicht bloss alle Symmetriepunkte der ersten Ordnung, sondern auch

anderer Orduung wie z. B. das lukreiscentrum, den Punkt a2;a^+
(*+e);Bfl« u. 8. w.

Voi\ den Syninietri('i)unliten der ersten Ordnung ist nur ein ein-

ziger biejetzt näher untersucht worden, näudich der Punkt o und

zwar von Grebe. Mau construirt über der Seite BC nach aussen

(oder nach innen) das Quadrat JJCJJaCa. Die HaCa bilden ein mit

dem Urdreieck gleicbätimmig ähnliches Dreieck. Der Punkt der

Homologie ist dann der Grebe'scho Punkt

in.

Die allgemeine Form ^os Symmetriepunktes zweiter Ordnung ist:

wo
9>, (p\ ii;' constant. Es zerfallen diese Symmetriepunkte in

verschiedene Classen. wovon wir folgende spcciell hervorheben.

<pbc -\- i//ca -|- Jl/ab,

Alle Symmetriepunkte der Form yo«+^i«+Vw»* liegen

in einer Goraden.

TtU LTOI. 1*
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jijg Baint üeber Sjfmmetriepunktt it» Drtlcks.

IMe Verbindmigsgerade der Puukte 9a*+if;6»+^c^ und ist

die Oerade

Alle Paukte der Form <pa«+iM6*+il'<^ W««««^ » Geraden Ä«—c'.

Für g) und ^p gelten diosclben Boinerkungcu wie iu II. Zugleich

geht die Gerade 6*— auch durch deu Puukt 1.

Auch alle Punkte der Form ^ibc-\-^\>ca+^ifah liegen in

einer Geraden.

Die Verbiüduügsgeradc der Pnnkte fpbe-^f^ca+ifah und hc itXi

q>ab -}- ^fbc-\- ^»ca^ ab

Alle Punkte der Form ipbc+^ca+t^tab Ucgcu also m der Geraden

a(b— ü).

Nennen wir die Puukte

ipbc4" -j- ^ab

Symmetricpuukte 1. Ordnung bezhw. 1. und 2. aaase, so ergibt «eh

der Satz:

Durch das Inkreiscentrura gehen die drei Geraden

aller Symmetriepunkte der 1. Ordnung und der 2. und

8. Classe der 2. Ordnung.

IV.

Die Punkte f±ga liegen in der Geraden b—e. £s ist nämlich:

Hier bcdeuteu /, g beliebige symmetrische Functionen von ä, «•

Nur muss die biineiisiüu von um 1 kleiner sein als die von /.

Die Polare des Punktes {« in Bezug auf den Umkreis des Fun-

damentaldrciccks ist die Gerade bfc+efh somit ist die ümkreispolare

von f±ga die Gerade f{b+e)±2gbe. Der Schnittpunkt dieser Ge-

raden ist:

f(a+b)+2gab, /(a+b)'-2gab
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Die Uiukreispolareu aller Punkte Z+ z/rt schneiden sich somit im

Punkt a^{b— somit ist n-{h — c) der Uinkreispol der Geraden h— c.

Dieser Symnietnt punkt wird sonach construirt, wciia mau die Polaren

des Inkreiscentrums und des Grebe'schen Punktes in Bezug auf den

Umkreis des Fundamentaldreiecks zieht Ihr Schnittpoukt ist dann

ein Symmetriepnnkt 3. Ordnung, nftmliqh: a'(6— ü).

y.

Die Punkte /i^a* liegen in der Geraden ^»*— c*. Es ist nämlich:

Die Umkreispolaren der Punkte /±:ga* sind ib-{-e)(/±,gbe)\ ihr

Schnittpunkt ist:

(-+6) (a+c)
I ^r-lZ I

- i^a-'K^+iH'+c).

Der ümkreispol der Geraden ist also a{b— e)(a-\-b)(a-\-c),

ein Symmctrici)unkt der 4. Ordnung. Die Punkte f-\~ghc liegen in

der Geraden, in welcher dio S^mmetriopunkte 1. Ordnung 2. Classe

liegen. Ks ist nämlich:

£4i{h—c){f-\-ghc) =f£a{b— c)'{-gabc2:(h—c)^0.

Die UmkreiBpolaren der Punkte f±.ghe sind die Gerade

Ihr Sclmittpiuikt ist:

/•(e+ «)+ <ß + / + «) - 9^ H- «*)

I

b{<^+a% c+a

HO 2#=»a+i+c

Der Symmetriepnnkt a(6—c)(2«— te) ist somit der Umkreispol

der Geraden a{b— c). Man construirt das Inkreiscentnun und den

Schwerpunkt, da beide Punkte nach III. in der Oeraden «(6— c)

liegen. Man wält nun zwei beliebige Punkte dieser Geraden und

zieht ihre Polaren in Bezug auf den Umkreis. Ihr Schnittpunkt ist

dann dieser Symmetriepaukt 4. Ordnung.

Wien, den 14. Februar 1875.

11*
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XVL

Beiträge zur Lehre vom Tetraeder und vou den Ecken.

Von

Herrn C. Hellwig^

ProfcMor iu Erfnrt.

Die Kigciischaft dos Tctradirs, welche Herr Dostor in Xr. XXI.

des 5G. Bandes des Arcliivs bewii-sen hat, pfle^jt man insofern anders,

wie dort geschehen, auszudrücken, als man die Inhalte der Grenz-

dreiecke mit den Sinus der gegenüberliegenden Ecken
selbst, nicht mit deujcnigeu der Supplementär- Ecken proportional

sein l&sst. J)i("'e Abiiudemiig ersciieint nicht zweckmässig. Ahmt

maD uAmlicb die Ucrleitong des Horm Dostor an den Fnnctioneii

der ebenen Trigonometrie nach, so gelangt man schliesslich zn der

Oleichnog

. \ —1 COSB , ,„ —1 COSil

Icosi? -1 cos^ -1

worin die Factorcn von — und demnach sini^^ und sin^' sind.

Man wOrde bei dieser Art der Betrachtung von dem Cosinus aus-

gehen und den Sinus alsdann durch die Gleichung sin^'= l—cosA'

definiren, ein Gedanke, den ich in meiner Abhandlung: Die Tetrae-

dromctrie und Trigonometrie (Archiv Bd. 55. Litt Bericht) ausge-

sprochen und der auch Horm Desto r bei seiner BoweisfQhruDg ge-

leitet hat. Um den obigen Satz vom Tetraeder darzustellen, bedient

suh Herr Jung hau im 31. Bande des Archivs des Zeichens // für

die Kckentunctiou und ich habe iu der genannten Schrift dasselbe

beilicbalten. Ich glaube aber, dass es von Vorteil ist, für dicsolöe

nicht nur den l^ameu Sinus zu gebrauchen, wie dies schon Herr

Digitized by Google



HtUutig; BtMfft zur Lehn vom Teinud«r wtd von den Eäetn* \%\

Janghan getan hat, sondern sich auch beim Schreiben der Formeln
des Zeichens f&r den Sinns zn bedienen, wie Herr Dostor tnt Es
möchte aich aber empfehlen, nicht das Zeichen sin, sondern znr Unter-

scheidung von dem gewöhnlichen Sinns das Zeich<^n Sin anzuwenden.

Ferner wOrde ich vorschlagon, die von Herrn Jung Ii an mit P be-

zeichnete Function, weil sie für diejeni^^'c Ecke, svolclie durch die

Normalen auf den Seitcni'bcnen der ursprünglichen Kcke bestiuunt

wird, dieselbe Bedeutung hat, wie die Function //für die letztere,

als Cosinus der Ecke anzusehen und mit Cos zu bezciclmtin. llier-

üurch gewinnen dio für Ecken «flfondcn Formeln grosse Aehnliclikcit

mit denjenigen, welche sich auf Winkel in der Ebene beziehen. Dies

mil ich im Folgenden nachzuweisen versnchen, indem ich die von

Herrn Dostor in Nr. XXII. des 56. Teils und schon früher von

Herrn Janghan (s.o.) hergeleiteten Gleichungen auf anderem
» ohne das Hfllfsmittel der Coordinaten — entwickele.

Ich bezeichne die Kanten einer dreikantigen Ecke mit h und c,

die durch sie bedingten Winkel mit a/;, nc und hc und die Neigungs-

winkel zwischen den Seiteucbcnen au den Kanten a, b und c bezüglich

mit bac^ abc nnd a^A. Bekanntlich verhalt sich

Sinai ; %ivLbc = ÜTiach : hinbac

oder 68 ist

sinoft.sin&ae =s sin^.sinofl^ (1)

Ferner hat mau:
Cosair = ^sinaft.sinoe.sindoff (2)

wenn das hinter dem Zeichen Cos stehende abc die durch die Kanten

a, b nnd e bestimmte Ecke bedeutet. Denkt man sich jetzt in der

Ebene ae zwischen den Kanten durch den Scheitel der £cke die

Gerade y gezogen, so wird hierdurch ^ ae in ^ nnd ^ ey zer-

legt Wenn man daher in (2) ^ oe durch diese Teile ersetzt, ent-

wickelt und dann (1) beachtet, so ergiebt sich:

2.G08a6e sina6.sinay.sin6ae.cosey-|*sin6e.sin«2f*8ina<^.cosa|r.

Weil das erste Glied der rechten Seite dieser Gleichung abgesehen

von dem Factor cost;// mit 'I.Go^aly nnd das zweite unter AVe^-

lassung des Factors cosay mit 2XQ^bcy übereinkommt, so entsteht

hieraus:

Cos €ibc = Cos<% . cos -h Cos . cos (3)

eine Formel, welche entschiedene Aehnlichkcit mit der för cos(^+ i?)

geltenden erkennen lässt, da ja aby und bcy die Xeilecken von alc sind.

Auf entsprechende Weise leitet man, indem man von sinay=
^(ae— «y), oder von sinc^ sin(ae—ay) ausgeht, die beiden fol-

S^den Gleichungen her:
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CoSnit/ = Cos ahc. COS i/C— Cosbyc.COSac und
\

Cos cbi/ = Cos cba . COS ya— C'os bt/a . COS ca
)

Wir wollen uns jetzt in der Ebene by zwischen den Kauten b

und y eine neue durch den Scheitel der Ecke gehende Gerade x

denken. Dann gelten in den Ecken axy und nxy die Beziehungen:

COSax— COSay.COSory
COSav^; = — -. —: UDü

* sniaT/.Slüxy

cos ca:— cos . COSxy
COS cijx = ;

^ smcy .smxy

Weil aber die Summe der beiden Winkel ayx und cyx 180" beträgt,

80 entsteht hieraus

(6)
COSax— cosay.cosary Sin ay

cos cy . cos xy — cos cx sin cy

Femer verhält sich

sin ay ismab = sin ahy : sin ayb und

sincy : sinbc = sincby : srnbyc,

woraus man, da sinayb = smbyc ist, folgert:

sin ay ^ sin ab . sin ahy

sin cy sin bc. sincZ»^

Fügt man im Zähler und Nenner des Bruches auf der rechten Seite

dieser Gleichung den Factor siubx hinzu, so wird der Zähler zu

2, Cos abx und der Nenner zu 2.Cos^cj:, und man hat daher;

Cosabx siua^

Cos bcx sinc^

Die Gleichsotzung der linken Seiten in (6) und (7) ftlhrt nun nach

leichten Umänderungen zu folgender Gleichung:

Cos a^a; . cos ca-+ Cos Äcx . cos rta;

«= Cos oÄa;. cos cos a;y-]- Cos ifx. cos f7^. COS (8)

Nach der Relation (3) lassen sich bilden die Beziehungen:

}
(9)

Cos bay = Cosbax .COS yx-\-Cos ayx .cosbx

Cos bcy = Cos bcx . cos yx -\- Cos cyx . COS bx
und

Cos axc =« Cos axy . cos cy -(- Cosxcy . COS ay (10)

Man substituire hierauf die Werte (9) in (3) und fasse das erste ond

dritte Glied, sowie das zweite und vierte Glied des Resultates zu-
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sammeo; man erkennt dann in der ersten Snmme die rechte Seite der

Gleichung (8) nnd in der zweiten die mit cos&r mnltiplidrte rechte

Seite der Gleichung (10). •Somit erizieht sich die von Horm Dostor
unter (V) aufgeführte Gleichung, und zwar in einer Gestalt, welche

sie den Formeln der Trigonometrie ähnlich raaclit ; also

CoBabc = Co8afo.co8üsc4-CosaM;.cosfo-|-Gos6€is}.cosa« (11)

ffierill sind ctbx, aex und lex die Teilcckcn von eAe»

Hätte man Cosabx entwickeln wollen, so wttrde man dies so*

riehst nach Analogie der Gleichungen (4) durch Couabp nnd Cosoaey

Üben bestimmen mflssen» ehenso Gosory durch Gosocx nnd Cosesey

nid Coshcx durch Conhetf und Cosca*^; an die StoUo der Hfllfs-

gleichungeu (6) und (7) wären zu setzen

cos ^'C— cos //r . COS hl/ sin hy

oos«0—cosytf.oosay
°"

sinoy
und

Cos abc sinfiy

Qosamc " 8in«y'

durch deren Benutzung man schliesslich zu dem Resultat gelangt:

Co%ahx = Cosoic.COSafC— CosoxcCOSÄC— CosixcCOSoc (14)

Dabei erscheint abx als Unterschied zwischen der ganzen Ecke abe

nnd den Teilecken axe nnd hxo. Hiemach kann man ohne Weiteres

auch die Werte fhr Cosocv und Cos&ojd bilden.

An die Torstehenden Betrachtungen lassen sich mit Leichtigkeit

die entsprechenden Bestimmungen aber die Sinus der £cken an-

schliessen. Denkt man sich nämlich, dass die drei Ebenen

eine Ecke bilden und eine vierte durch den Scheitel derselben gelegte

\ dieselben schneidet, dass ferner auf diesen Ebenen im Scheitel der

Ecke Normalen errichtet seien, welche mit h, c und x bezeichnet

werden mögoii •, so bostirumen h und c eine Ecke, die Supplcmentar-

Kckc der urspriinglicheii, welche zur letzteren die Beziehungen hat,

dass den Grössen CosaAr, Cosa/>x u. s. w. cutsi)recheu Sina/?/, Sinf</3§

u. s. w. und den Functionen fos/M-, cos^a; u. s. w. die Werte — cosa|,

— Cüs/S| u. 8. w. Weil nun von der Supplenientar-Ecke die Gleichun-

gen (11) und (14) gelten y so kann mau also bei der ursprOnglichen

folgende Relationen bilden:

Sin ttßy =— Sin aß^ . cos — Sin ay^ . cos /JJ— Sin ßyl . cos

Siu j = Sin ctßy . cos iy+ Sin a|y . cos j?y+ Sin ßiy . cos oy etc.

Dem Vorstehenden will ich eine Bemerkung hinzufügen über die

Herleitnng der im 56. Teil Nr. Y. und im 57. Teil Nr. V. bewiesenen
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184 MtHwig: Beiträgt zur Lehre vom Tetraeder umd von den Ecken,

Formel für das Yolamen des Tetraeders, nämlich dass wohl die ein-

ÜBushste Art der Bestinmumg diejenige ist, welche ich in meiner ohen

erwähnten Arheit Oher Tetraedrometrie mitgeteilt habe. Es ist weiter

nichts nötig, als das durch das Gmnddreieck dos Tetraeders bedingte

Parallelogramm zu construircii und die vierte E( ke desselben mit der

Spitze des Tetraeders zu verbinden. Hierdurch entsteht ein dem ur-

sprünglichen gleiches neues Tetraeder, an welchem das gesuchte

Volumen gefunden werden kann. Die eine Seitenfläche desselben ist

ein Dreieck, iu welchem zwei Seiten — gleich zwei Gegenkanton a

und a, des Tetraeders — den von den letzteren bedingten Winkel A
einschliesseu, so dass dessen Inhalt ^a.Oi.sinA ist Die £bene dieses

Dreiecks hat aber von der gegenaberliegenden Ecke denselben Ab-

stand e, wie jene Kanten a and von einander, womit nun die io

Bede stehende Yolnmenbestiromung erwiesen ist

Endlich möchte ich noch einen Satz anführen, welcher als eine

einfache Folgemng ans einer ebenfalls in meiner mehrfach erwähnten

Abhandlung Aber das Tetraeder enthaltenen Eigenschaft dieses Kdr-

pers hervorgeht (Seite 19 ohen). Derselbe erscheint als Analogon

zn der Eigenschaft des Kreises, dass die sn demselben Bogen
gehörigen Peripheriewinkel gleiche Grösse besitzen, —
und lantet:

Alle diejenigen dreikantigen Ecken, deren Scheitel

anf einer Calotte einer Kngel liegeji nnd deren Kanten
durch drei beliebige Punkte des Kreises der Grandebene
der Calotte gehen, haben einerlei Modnlns.

Unter dem Modnlns einer Ecke wird hier das Yerhftltniss zwiscben

dem Sinus nnd Cosinus der Ecke, oder zwischen dem Sinns eines

Flächenwinkels und dem Sinns des gegenttberliegenden Linienwinlreto

verstanden. Die Punkte des Gmndkreises, welche in dem Satze er-

wähnt sind, können b^ jeder Ecke andere sein.

Erfurt, den 24. Februar 1875.
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xvn.

üreazwertieclmang nebst UriUMlzügen der Theorie der

Lateralearreiu

Von

Herrn Prof. Dr. F. E. Thieme,

emeriu Gyiuuusialoherlebrer.

«=1
§ 1. Wenn mau die Summe l-j-2-|-3 ... n bezeichnet mit S x

M ist

iSx— — — , daher ^ « = H^+i)*

grösser man n setzt, desto nie!ir nähert sich die Summe dem
Werte |, man bezeichnet diesen Grenzwert mit Lim und es ist daher:

Lim 8 -1—

i

«SS»*

HienuM folgt nmi leicht

^ « iwir Moh unendlich gross, aber ~ einen endlichen Wert hat;

uch igt

^ derartige Grenzwerte kann man einen besonderen Algorithmus

^'^ben, wodurch eine der Integraheclmung ähnliche Kechuung cut-
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Thieme: Grenzwertrechnung nebst Grundz&gtn

Steht, welche Quadratur-
,
Cubatur-, Schwerpunkts-, Gowichts-. Trag-

heitsmomoutau-Aufgabcii mit Leiclitigkcit löst und doch im Ikreicbc

der ScbOler höherer Austaltün (Gymnasien, Realscl\,ulen, Gewerbo-

schulen n. s. w.) liegt

§ 2. £s ist nach dem binomischen Lehrsätze:

Bezeichnet mau mit die Summe li'4-2i'+3F ... -f ni», so er-

x—n
giebt sich:

«=M X=n XSSM ^

Kon ist aber

X=S|»

Trügt man diesen Wert ein und transfonnirt,. so ergiebt sich:

Bezeichnen f^;,, or/,-i u. s. w. endliche Coefficienton, welche nur von

p abhüngeu, so kaim mau für die obige lieihc auch setzeu:

xsl

Daraus ergiebt sich:

x=i.«^^^ n «3

Der rechte Teil des Gleichheitszeichens nähert sich je mehr der Greuze

ß^*®®^ ^''^ ^ M =QD erhält mau:

Lim 5
^

Hieraoä folgen auch zugleich folgende Grenzwerte:

""2Ä=;4-K-l:-)"')
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der Theorie der Laterakurven* 237

§ 3. Man kanu dem Satze des vorigen Paragraphen noch eine

weitere Aasdelmuag geben, indem man dieselben SdüOsso anwendet
p

auf iSx«, woraus sich ergiebt:

Z

Lim S ^ ^.

Der Orenswert der Potenzensnmme der Reihe der
Zahlen, sei es mit ganzen oder gebrochenen (daher anch
fflr irrationale) Exponenten, ist das Beciproke des Ex-
ponenten des Nenners.

£s folgen leicht auch folgende Sätze:

p

nf
and

Lim Ä

§ 4. £s seiAMB (Fig. 1.) der Quadrant eines iüreises \ man teile den

iladbmesscr MA in n gleiche Teile und es sei 3Ä7«=-r; C£7 sei ein

Teil, also -r. Mau ziehe CD und £2?' senkrecht auf FDG und

EJK I jlüi nnd verbinde if mit i>. Es ist EFDC>BBDC>EHJC\
der Unterschied wird immer kleiner, je grösser n, je kleiner also

EC wird, so dass er kleiner werden kann als Jede angebbare GrrOsse;

4ao]in Ci>= r|/l—^ ist, so kann man setzen EHDC

Setzt man nun 2^1, 2, 3...», so ergiebt sich,

wenn man anf den Grenzwert flbergeht: Qoadrant

AMB= r^Lim S :

der Quadrant ist aber anch ^'if, folglich:

Lim S ' ^ « in.
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XS8 Ihieme: Grenzwertredinuny nehst Urundzügen

Hatto mau die Summe nur von a; 1 bis x = m geuommeu, so

dass MC «a ~r ist, so hätte man die Figur MBDC d. i.

erhalten, daher

T r ^ ,«»1A I 1

A

Lim ^ 1/ 1— -jj -j- J Are am - •

sssm « « r » n

§ 5. Bei hinreichender Grösse von n Icann man den Bogen
HD 8x als gerade Linie, also A BDJ als ein rechtwinkliges, dem
Dreiecke CDM ähnliches beti-achten und es ist:

^ 1 l/ ?
Sgl - r-»r:rl/ 1

folglich:

r

Setzt man r = 1 uud uimmt den Greuzwort der Summe, so crgicbt

sich

Lims'—7L=|= J«»).

Hätte mau aber die Snmmation nur von as — 1 bis «^ m fortgesetzt,

so ergäbe nch:

, 1 m
Lim iS — — «» Are siu

f 6. Es ist

daher

ferner hat man

8in-90<^«cos^^90^
I» n

8in-9üö^ _ co8^^90<>^
n n '

*) Eine Formvl, die nar durch loterpretatioD cfnen Sinn erhält. D. Red.

Digitized by Google



der Tkemw dtr LaitnJcinvtn* 180

n ' n

addiit mAn Auf beiden Seiten

«ergiebt sich

ad

8 sin -900*,

sin 2 90»»

Lim 5 — f

I 7. Gegen eine einen >I»'tt r lauge liaudc wird « ine KuKel zwei-

oul hintereinander gerollt, man soll die Wahrscheinlichkeit heHliininon»

im der Abstand der Anscblagpnnkto anter drei Decimeter fällt

Mau teile den Meter in n gleiche Teile, ix'zcicline den «Tsten

Teil mit 1, den zweiten mit 2, den 7/<ten mit m u. s. w.; «Icr Ab-

sUnd der Auschlagpunkte betrage nicht über m — 1 Teile. Da man

hier zwei Reihen von Elementen hat, so sind Variationen zu zwei

mit Wiederholmigen anzuwenden, n Elemente sind, also ist dio An«

aU der mOglicben Fftlle n*. Die günstigen Fälle sind , wenn A dio

Ordmmg der Variation und B die Anzahl derselben bezeicbnet:

i 1, 2, 3i| ... m, ... n—m, n—m+l» »—»4-2, ... «— 1, n

Ü », w+l, m-l-2 ... 2m— 1 2m~l ... 2w— 1, 2i»— 1, 2m—

2

Anzahl der günstigen Fullu ist daher

(3i«— l)m+(ii— 2mj(2m— 1).

Uer ist die Wabrscheiiüichkeit, dass der Abstand der AnfaUpnnkte

UteaU ' ist:

--):+(- 7) (t-I)

fBlliuA ^üi den Grenzwert über, so crgiebt sieb:

5«« 2m 4m« «?*

^ Digitized by Google



1^90 Thieme: Grenzwettrethnung utbst Grundtügen

Setzt man — — 0,3, so ergiebt sich als Wahrscheiiilichkdt, dssB
Ii

der Abbtaud der Anschlagpunkte nicht grosbcr als 3 Becimeter ist

0,51; dio WahrscheioUclikeil also^ dass derselbe grösser ist 0,49*).

§ 8. Mau nehme ein ParaUelogramm eines dreiseitigen Prismu

als Grundfläche g an; von einem Punkt<^ der daza parallelen Kante

falle mau eine Senkrechte h auf die Grundfläche, teile dieselbe in «

gleiche Teile und lege durch die Teilpunkte Ebnen, parallel snr

Orundflftche, so sind die Bnrchschnittsfiguren ParaUelogramme, wdche

sich zur Grundfläche, wie die senkrechten Abstände von der Spitie

verhalten; also in dem Abstände von der parallelen Kante ist die

Dnrchsdmittsfigur ^g, kvl jede Durchschnittsfigur stelle man eis

senkrechtes Parallelenpipedum von der Höhe dann ist die Sumise

aller, auf diese Art entstandene ParaUelepipeda

9^ ^ ...

Je grösser man n setzt, desto mehr schliessen sich dio Panülelep^
au und sie fallen damit zusammen, wenn man » = oo setzt, das beuA

der Baumiulialt des dreiscitigou Prismas ist

x=l
gh Lim S = \gh^

*z=.H

d. h. halb so gross als das Parallelepipedum, das mit ihm gleich

grosse Parallelogrammengmndfläche und gleiche Hohe hat

Nimmt man aber die Summation nur Tor von « » m bis « — «i

SO ergiebt sich der Prismastnts — i^AU

—

^^\}'~"^)
—

%
—

nun aber ist h{^—^ die Höbo des Stutzes Ai, g das UBtefSi

-g das obere Parallelogramm g^^ daher der Banminhalt des Stotsei

*) Vorgl. Conrnoto Oroodlohren der WahrtcbeioliehkeitorechnaDg § 1^
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der llieorie der Lateralcurven. 191

TTm die Höhe dos Scliwerpunkts dos Prismas übor der Gniud-

Üäche zu finden, bestimme man die Summe der Momcute in Ucziebuug

anf dieselbe; der Abstand des Parallclopipodnms ^^ffh vonderOnind-

lic ist ^1 — ^) daher das Moment —
^jj

; von dem ganzen

Fnsma ist die Momentarsumme

»> ~ «»,

dt aber der Kaumiuljalt des Prismas \gh ist, so beträgt die liöhe

dB! Schwerpniikto
'^^^

^h.

Das Prisma bestehe aus einer Masse, welche an der Basis rij,

au der parallelen Kante ist (d. h. die Gewichtseinheit wiege i^,

fk) und der Uebergang von auf ci, folge progressiv, so dass die

Dichtigkeit des Parallelepipedums ^gh ist — -(tij— «ig), so ist das

Clewiebt dieses ElementarkOrpers

"8— i7ÄK— ^k) -3

»

nimmt mau den Grenzwert der Summe, so ergiebt sich:

ighd^— ighiii+ ighd^ - Ighä^+ ighä^^ lgh{d^+ 2di).

Um den Schwerpunkt zu finden, suchte man zonftchst das Moment

des Parallelepipedums -f^A, dasselbe ist:

nimmt man den Grenzwert der Summe, so ist das Moment des

Prismas:

d i. }\0h*{dt+di)\ da das Gewicht des Prismas c^A(«ft+ so ist

die Höhe des Schwerpunktes Uber der Grundfl&che:

l\9hHd,+ d,)
( H„\ „ (. -Jb \
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192 Tkiemt: QrmumuindtmMg GnmdtSgtn

§ 9. Man fälle von der Si)itze einer Pyramide eine Senkredite k

auf die Grundfläche //, teile die Höbe in n gleiche Teile und lege

durch jeden Teilpunkt eine zur Grundfläche parallele Ebene, die zte

Dnrchschiiittsfigur (von der Spitze an gerechnet) ist -^g\ auf jede

Dorchschnittsfigor stelle man ein Prisma, welches die Höhe hat»

so betrilgt die Snmme aller n Prismen gh 8 der Grenzwert giebt

den ßaamiuhalt der Pyramide ^gh.

Hätte man die Snmmation von e m his « — n gomaebt, so

ergäbe sich der Baominhalt des Pyramidenstntzes igh ^1— ^

ih{l'-fjg(i +^+^; A(l-^)=*iistdieHöhede8Pyr».

mideustatzesj bezeichnet gi die obere Fläche, so ist

m* ,
VI in

daher der llauminhalt des Stutzes ihiig-\rV9ffi-\~9i) wie bekannt

Die ganze Pynunide bestehe ans einem Stoffe, von welchem die

Gnbikeinhcit an der Basis an der Spitze wiege; verändert sksk

sc

die Dichtigkeit progressive, so ist sie iu dem Abstände -h von der

Spitze cfi — daher das Gewicht des betroffenden Prismas

^€ii — ~4 (<Z|— tfff)j Der Grenzwert der Snmme

giebt das Gewicht der Pyramide.

Um die Höhe dos Schwerpunktes Über der Grundfläche zu fintleu,

suche man das Mouiout des Gewichtes des a:ten Prismas, dessen Ab-

stand von der Grundfläche ^1 — ^ k ist;

r -2x" gfi

^(L — . (L 4- ~. iL
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Jitr Umrie dtr iMUrdkMrvm, 193

Dito du HomeDt der Pyramide

das Gewicht der Pyramide war aber

Uier die Hohe des Schwerpunktes:

Setzt man <^ = so ergiebt sich der bekannte Ausdruck Ih.

§ 10. Es stelle Fig. 2. eine Kugel dar; AMB sei eiu Haupt-

kreis; in dem Mittelpuukte MC senkrecht auf der Ebene desselben;

man teile diesen Halbmesser in ii gleiche Teile; DF sei der a-tc

Teil; durch die Teilpunkte lege man Ebenen, parallel zum Kreise

AMB\ man kann dann EGLKil^ einen Kegelstutz auflassen; HJ^tv
ad der mittlere Halbmesser, so ist die Oberfl&che dieses Kegelstutzes,

wenn man KO mit bezeichnet, 2««rc>s. Fällt man in der Ebene

AOB^ GN senkredit auf £1>, so ist

dsher:

folglich:

limmt man den Grenzwert der Summe, so erhalt man als Oberflftche

4er Halbkugel 2r^n, der ganzen Ar^n,

Addirt man aber nur m Brttche, so dass einen endlichen Wert
n

hat, so erhalt man als Oberflftche 2 - r<K. Bezeichnet h die Hdhe

der Kugelhanbe, so ist die Oberflftche der Kngelzone, da —r—

A

ist, 2r(r— A)^ folglich der Kugelhaube 2rhn.

Stellt man auf jeden Durchscbuittskreis einen Cylinder Ton der

Hdhe -r, so ist der aste

Ml hWL 13

«*:-rÄr:r,,

1 « , ^ 2r*«.

n
- r* und 2imrm* -= »
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194 Thiemt: OrtnnoftirteSmung wAtt Grundgügen

Nimmt mau hiervon den Örenzwort der Snmme, so ergieM sich

4
daher der Bauminhalt der ganzen Kugel g**'^* Addirt man aber nur

die m ersten Teile znsammen, so erhftlt man:

Setzt man —r = r— /*, so erhält nian

zieht man dies von der Halbkugel Sr'is ab, so bleibt Kugolsegment

— rkhf—^h^Jt^ %o h die Höhe des Segmentes darstellt

Man teile den Halbmesser der Kugel in n gleiche Teile und le^e

durch die Teilpunkte eoncentrische Kugeloberflachen , dann ist der

Bauminhalt der a;ten Kngelschale

Bei der Summation wflrde das zweite und dritte Olied ansÜEÜlen vd

man erhält als Rauminhalt r'is d. h. die dünne Kugelschale ist

gleich der betreflfenden Kugeloberfläche multiplicirt mit der Stäite

der Schale. Die Dichtigkeit der Kugel nelinu^ von dem Mittelpunkte,

wo sie <2| ist, nach der Oberfläche, wo sie li^ ist, progressive ab, so

hat die miß Kugelschale die Dichtigkeit c^i— e/,), daher ds8

Gewicht

^»

Nimmt man den Grenzwert der Snnuie, so ergiebt sich als Gewicht

der Kugel ir^nid^+Sd^).

Man kann der vorigen Aufgabe noch eine Ausdehnung geben,

indem man annimmt, eiue Kngel, deren Halbmesser r ist, sei voo

einem conceutrischen Ringe von der Höhe h umgeben, welchen eine

Masse erfüllt, deren Dichtigkeit von der Oberfläche der Kugel bis zar

äusseren Oberfläche des Biuges gleichförmig von <l bis 0 abntmoit

Teilt man A in n gleiche Teile und legt durch dieselben Kugelob<^

flächen, so ist die Dichtigkeit des «eten iünges (l—
Gewidit desselben
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4 + ^ h {l^^^dn^\ r^lidn+^rh^dn+^h^dn

ä T^hdn ST rii^dn j- h^dTt,
n" «» n*

Nimmt man hiervon den Grenzwert der Siunme, so ergiebt sich als

Gewicht des Ringes:

IKeses Gewicht sei so gross als dos Gewicht eines dieselbe Kugel

umgebenden Bingcs, der mit einem gleichförmigen dk dichten Stoffe

erfüllt ist nnd die Stärke t hat, so beträgt das Gewicht:

i[,ir+i)^-^r»]dkn — (4r«i+4r»«

setzt man dieses Gewicht gleich dem gefundenen, so ergiebt sich:

i[P+4rÄ«+6r«A] - (ArH+^r{^+lr^)k.

Mnltiplidrt man mit 3, dividirt durch und setzt ^ » a;, so ist:

Wendet man dies anf die Atmosphäre der Erde an, so ist r« 859,5

Meilen, t = 2^ Fuss, k s= 10624 (das specifische Gewicht des Queck-

silbers, das der Luft gleich 1 gesetzt), die Meile » 22842 Fuss.

Hieraus ergiebt sich die Gleichung:

afl+iß^+ex — 0,01515ia

Die erste Derivation dieser Gleichung hat zwei imagmftre Worzeln,

daher dieselbe nur eine reelle Wnnel hat, diese ist:

flj — *- 0,0025211,

daher

h= 859,5 X 0,0025211 = 2,1669 Meüen,

d. h. wenn die Atmosphilro von der Oberfläche der Erde gleichförmig

abnähme, so milsste sie eiue Huhe vou 2,1669 Meilen haben.

Dieses Resnltat wurd durch eine einfoche Betrachtung wenigstens

annähernd bestätigt Ein Gylinder, dosiCn Grnndflächenhalbmesser

X Fuss und di-sscn Hüln.' h Fuss ist, enthält eine Masse, deren Dich-

tigk<'it von unten, wo sie d ist, nach oben, wo sie verschwindet,

gleichförmig abnimmt; das Gewicht beträgt ^rVuln. Ein anderer

Gylinder von derselben Grundfläche, aber einer üöhe von 2^ Fuss,

IS*
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196 TkUm^i Grtmwmtrtrtdumng i^h»t GrundwSgtn

sei mit einer Masse Ton gleichförmiger Dichtigkeit gleich 10624 <2»

80 ist:

\^»hdn - f»,^A(^mdn, d. iik - 49579 FoBS - 2,17 Heaen.

§ 11. Es stelle Fig. 3. das halbe Segment einer Parabel dar,

deren Glcichnng imc ist Es sei AB— o, BC= 6, daher » jmi.

Man teile AB in » gleiche Tmle nnd es sei

m 1

n ' » '

errichtet man die Ordinalen DO nnd £F, so ist

und das Tersehwindend tdeine Bechteck

-^/^

Nimmt man den Grenzwert der Summe, so ist (§ 3.) ABC^ {oft.

Yoräudert sieb die Dichtigkeit der Parabel von A bis B proper-

tiona) der Absdflse, so dass sie bei DO d^— ^{<f^~tl^) ist, so be-

trägt das Gewicht des betreffenden Streifens

"Vir 1

n

daher das Gewicht des halben

2 2 2

Sollen die horizontalen Schichten ihre Dichtigkeit proportional

der Höhe sich ändern, so teile man ^ in n gleiche Teile, dann ist

die Dichtigkeit in der Hdhe : dg— 4). Ein horizontaler

X 1
streifen ist, wenn die zu -b zugehörige Absdsse <^ ist, -(a— ab)&.

Es ist aber
^

— oder flu
= -^a,

daher daa Gewicht deo Streifens
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d. L

^'immt mau deu Grenzwert der Summe, 80 findet man

Um den Abstand des Schwerpunktes des halben Parabelsvgmcutcs

VOM der Absdssenacbse zu finden, bestimme man das Moment des

Streifens DEFG in Beziehung auf die Abscissenachse, es ist ^o^xbx\

es ist aber

d. i

X

X
daner das Moment ^ab^ -f* Der Grenzwert der Summe ist iab*\

dvrcb die FIftche %ab dividirt
, giebt den Abstand des Schwerpunktes

Ton der Abscissenachse {b. *)

Um den Abstand des Schwerpnnktes von der Ordinatenacbse za

bettimmen, hat man das Moment jenes Streifens

- abz .
- a

n n
d. i.

0'

dsvon ist der Grenzwert der Summe 'a'Ä, daher der Abstand von

der Ordinatenacbse |a, daher von der Ordinate BC \a,

§ 12. Drolit man das halbe Parabclscgment ABC (Fig. 3.) um
Afi als Achse herum, so ist dec Cylinder, den DEFG beschreibt,

1 ,

Z^* i^\ nun ist aber

*) Brandes, Lehrbach der Gesetze des Gleichgewichu und der Bewegnog*

Tbl. 2. S. 204 o. f.
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daher der Bauninhalt des BotatLonakörpers

n

Setzt man a negativ und für b: by—1, so erhält man denselbeii

Wert, so class die über dem negativen Teile der Ahscissenachse be-

ündliche Curvo bei dem Umdrehen denselben Rotationskörper erzeugt

Man drehe das Segment nm die Ordinatenachse hemm, so ist

der von EF erzengte Cylinder — a^bxn der von DG erzeugte

-^aHsic {b kann gleich b» gesetzt werden), folglich der Cylindenring

~^&7r; es ist aber ^ — daher jener Bing ^^^^^^t daherder

KOiper |a>6.

Setzt mau n negativ und für Är^y— 1, so erhält man einea

imagii)ärcn Ausdruck. Dies orklärt sich dadun li, dass mau annimmt,

auf dem negativen Teile der Abscisseuachse befindet sicli eine gleiche

Parabel, deren Ebene jedoch auf der Ebene der reellen senkrecht

steht

Diese Erklärung wird durch die Theorie der imaginären oder

lateralen Grössen in ein helles Licht gesetzt*;. Es sei i'AA' die

FumlaineiitaU'bcne, AX die Abscissen-, A Y die Ordiuateuachse; 3', JA'

sei eine zweite Ebene, Eateralt'bciie
;
}\AY = ip der p'lächenwinkei

beider, daher Ay\ die Ordiuateu- und --lA' die Ahscissenachse; dem

y in der Fundamentalebene entspricht dann y(cosqp+isin9)(»-=y—1)

in der Latcralobene. AJC heisse die Lateralachse.

Stellt nun u- eine Curve in der Fundamoutalebeue vor,

so wird (b'rselbeu in der Latorak'bt'ne, die Abscisseuache als Lateral-

achse genommen, die Curve x /if (cos fp-\'i sin <p) entsprechen.

Diese Gorve heisst die Lateraleurve. Für ^ 9 = 90<> wird die

Lateralcurre x in dem obigen Falle also =-=• x oder
p

— ^ P^i daher für den n(»gativön Teil der Ahscissenachse y'==7"-

Daraus folgt: Die Latoralcurve der Parabel ist wieder eine

ParabeL

Die Gleichung der Ellipse ist « — ^y^t—.^a. Kimmt man

Coarnot, Blementarlehrbttch der Theorie der Functioucn , denticb m
Dr« Scboiuc, § 76. Anmerk.

1
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all Lateralachse und geht anf die Lateralcnnre Oher, so ergiebt sichW—«y d. L die Gleichung der Hyperbel: Die Lateral*
carve der Ellipse ist die Hyperbel und umgekehrt

Von dem Erdse y'-f-^ ''i' daher die Lateraldurve

s*—y*» ri* d. i. eine gleichseitige Hyperbel sein. Kimmt r ab, so

oShem sich die Scheitel der^beidon E^erbelftste Schnittpunkte

der Asymptoten, und wird r =: 0, so sind in dem Pnnkt der Fnnda*

nentalebene zwei Geraden, wovon die eine unter einem Winkel von

45*, die andere unter einem Winkel von 135^ gegen den positiven

Teö der Abscissenachse geneigt ist. Die Gleichung a-*+y* = 0 stellt

daher zwei unter einem Winkel von 45" und 1:^5" sich schneidende

Gemden dar, deren Ebene auf der Fundamentalebene senkrecht steht

IHe Gldchung j^s-f = o lässt sich in drei Factoren zerlegen:

(ycosi»+ty siniiB—») (y+«f) (y cos })K+»y«in { «—«),

sie stellt demnach eine Gerado in der Fundaraentalebenc dar, die

tuter einem Winkel von gegen die Abscisscnaclise geneigt ist

snd zwei unter einem Winkel von 45^ und 135*^ gegen die Abscissen-

actaso geneigte Crorade in einer unter 60^ gegen die Fundamentalebene

geneigten Ebene.

Hierdurch erklären sich nun auch die imaginären Differential-

quotienten. £s ist nämlich:

Ben gewöhnlichen Diflfercntialquotienten erhält man, wenn man mit h

dividirt und dann auf beiden Seiten h 0 setzt; man kann aber

aach mit AH'i^+i^ dividiren, dann diese Grösse gleich Null setzen,

so erhalt man auch einen Differentialqnotienten:

— 3(a;(oo8jTt+iSinjÄ))«

£s ist dies demnach die Tangente des Winkels der geometrischen

Taqgente an der Lateralcnrve in der Ebene von

Es sei y s= a:'+«x-+ ^>:f+c eine Curve der Fundamcntalebene,

«0 ist, wenn man die Ordinatenachse als Lateralachse der Lateral-

ebene nimmt, welche unter einem Winkel von 60^ gegen die Funda^

Mtalebene geneigt ist, die Lateralcnnre:

daher
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Setst man a und 6= Q, so erh&lt man den obigen Ansdrock.

1 13. Der allgemeine Ansdnick einer parabolischen Cnrve ist

ist dalior a oino Abscisso and b die zagohönge Ordinate, so ist:

Teilt man a in n gleiche Tdle, so ist:

d. L
r

off™ Ä~ »

das Elementarrechtcck DEFG (Fig. 3.) daher

r

n 9

daher der Fl&cheninbalt des halben Segmentes:

r+q ab.

Um den Abstand des Schwerpunktes des halben Segmentes von

der Absei ssenachsc zu suchen^ bestimmt man das Moment in Be-

ziehung auf diese Achse:

ir

n <

daher das Gesammtmoment

dividirt durch den Flächeninhalt giebt den Abstand des Schwerpunktes

von der Absdssenachse

Das Moment des Elementarrechtecks in Beziehung auf die OnÜ-

natenacbse ist
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i L

äker

nider AbHtaud des Sdurerpuiktes von der Qrdinatonachfie

r+q
(»•-f2g)

Man dreke die Com un die Abcdssenacliaey m beschreibt 4*

detQyüBder

n
II

f

oft« -.

daher der liotationflkdiper

Es Behme die Dichtigkdt de« Paimbololda vom Scbeitol, wo sie ci,,

Ml wo sie Ist, progressiTe ab, so ist die Dichtigkeit des Cylin-

1
den -abshtid^ (<^— daher das Gewicht dcssolbcü;

Gewicht des Rotationskörpers:

j,-^.»«»rf.-j^^^j<.i*;.(./.-.i.)=2^^;J^^[4.<.+(2r+«)./J.

Man bostimmr den Abstand dos Sohworpnnktos dicsos Körper«

^ot der Ordinatouachse, so ist da» Moment des Eleinuularcyliudcrs

Sr^f ^"^ff
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daher die Moineuteusumme

d. L

diviUirt man dies durch das Gewicht des Körpers, so erhält man als

Abstand des Schwerpunktes vom Scheitel:

2
Setzt man r » 1, ^ 2, «i^ = = r, so findet man 3 *)

§ 14. Es sei iu Fig. 5. der Mittelpunkt eines Kreises, dessen

Halbmesser r ist; AB eine Gerade, um welche der Kreis als Achse

herumgedreht wird; der Abstand MC des Mittelpunktes von der Achse

sei E, Mau teile den Halbmesser r iu n gleiche Teile und C'J) m
m 1
—r: DG sei r; man ziehe DE und seukrecht auf Aß : es ist

dann

und

DE=^ R+rYl-^^,

DGE ^ R— r j/l —

Es Süll 1. (li(; Oberfläche, 2. der Rauminhalt des Kotationskörpcrs

gesucht werden, bezeichnet mau FE = JH mit so ist (§ 5.):

Die von DEFff erzeugte OberflAche ist

d. i.

|7.-1'

*) Brnndca 8. 206.
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der Grenzwert der Summe ist die von dem Halbkreise erzengte Ober-

fläche iJtrn^ (§ ö.); der ganze Kreis erseogt daher die Oberfläche

Der Tim EFJff erzeugte Rotationskörper hat den Ramninhalt:

Der Grenzwert der Summe (f 4) ist Jlr*«*, daher der von dem
gutta Kreise erzengte KOrper 3i7r*jf*

Setzt man = so wird AB Tan*7ente und es ersieht sich:

Die Oberfläclie des Rotationskörpers, der durch Umdrehung eines

Kreises um eine Tangente erzeugt wird, ist so gross als ein Quadrat,

welcLes den Umfang des Kreises zur Seite hat; der KauminhaU, so

gross als ein Cylinder, der den Ereis selbst zur Grundfläche und den

Lmfäng des Kreises zur Höhe hat

§ ir>. Das Trii^lieitsmoment einer Geraden einer Figur in Jie-

ziehuug auf eine Gerade als Drehuugsachse eines Köri)ers ist die

8amme der Productc jedes Elementes eines Gebildes in das Quadrat

des senkrechten Abstandes des Klementes von der D. ehungsachse.

Es sei ABCD (Fig. (').) ein Ilechtcck; zur Grundlinie Ali = fj

parallel sei die Drehungsachse FQ-^ der senkrechte Abstand derselben

von AB ist EF = a , und FG = h die Höhe des Rechtecks ; mau

teile dieselbe von > an in » gleiche Teile, AfU« J7«/« —A sei der
n

xte Teil, so dass

* n '

^er das Trägheitsmoment von HKLJ

Kmmt man den Grenzwert der Summe, so ergiebt sich als Trägheits-

Bomcnt von ABCDi

oder das Trägheitsmoment eines Rechtecks in Beziehung auf eine zur

Grundlinie g parallele Drehungsachse ist:

r— pÄ(o«+aÄ+lÄ«) (A)

Coamot, Elementarlebrbacb der Theorie der FonetioneD, 1 34» n. 3S0.
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§ 16. Es sei die DiTliuugsachse von ADCD in E soiikrcclit

auf der Ebene des RcL-htecks und AJ = Jli =- \g. Oflfeubar steht

jede von E nach einem Punkte des Rechtecks gezogene Gerade seuk-

rccht auf der Drehungsachse. Man teile wiederum die Uoho h in

1 X
n Reiche Teile, Mü ist -h aud FM^ -A. Dagegen HM^ \g tdle

man von 3f an in $ gleiche Teile, NR ^hg und AIN ^ ~g. DasH 9,

Element NRST ist dann ät- gh und {EF^ a gesetzt)
m % ^

-(-+:".)+ v^.

daher das Trägheitsmoment des Elementes:

Nimmt mau die Summe von y««lbisy«9»Q0, so ciigiebt

das Trägheitsmoment des StreifBns HJJJM

daher des Streifens BKLJ

1 a:* 11

Die Summe von x = 1 bis oo giebt das TrägheilB-

momeut des Bcchtecks:

Das Trägheitsmoment eines Rechtecks in nezirhuug auf eine

senkrecht in einem Abstände a über der Mitte der Grundlioie auf

der Ebene stehende Drehungsachse ist:

r-yA[a«+«Ä+ jA2+^^^^2] (B)

§ 17. Die Drehungsachse des Dreiecks ABC (Fig. 7.) sei die

Grundlinie BC (g). Die Höbe AD teile man in n gleiche Teile und

X 1
es sei A/— -A, JjT o- ^-ä, so ist nach § 15. Gl (A) das Trägheite-
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X 1
Bornent des Streifens EFUH^ wenn man für g setzt fttr A : -A,

fllr a: ^1 —

IKe beiden letzten Posten der Klammer Terscbwinden g^en die erste^

^te erhalt man als Trftgheitsmoment des Streifens

d. i.

d. h. das, Trftgbcitsmoment eines Dreiecks in Beziehung auf die

Grundlinie als Drehungsachse ist:

^T-^yA» (C)

% 18. Die Drehungsachse des gleichschenkligen Dreiecks ABC
(Fig. 8.) sei die durch die Spitze Ä desselben gehende Crerade AD\
es sei BD^l^ Z.ADC'^Z.u^ BC^g^ senkrecht aufSC=A
snd BF nnd CB senkrecht auf AD. Nach $ 17. OL (C) ist das

Trägheitsmoment des Dreiecks ABC in Beziehung auf ADt

indem man von dem Traghoitsnioniente des Dreiecks ABC das Triig-

Witsmomont des Dreiecks ADB abzieht.

Nun ist aber

AD^ CE^ ll+g) sin«, BF- Isin«,

<bher das Trägheitsmoment

£• ist femer

folgMch

1 — Acotgtt— iff;

triigt man diesen Wert in r ein, so ergiebt sich:
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T^^gh [ig^ sin + 3/i» cos a^].

Oder wenn man ^ DAG mit ß bezeichnet:

T= ~ghligHosß^+3h^smß^].

Das Trägheitsmoment eines gleichschenkligen Dreiecks in Be-

ziehung auf eine durch die Spitze desselben gehende Drehungsachse,

welche mit der UObeulinie des Dreiecks den Winkel ß bildet, ist:

T= Y2^h[ig^cosß*+ 3Ä^'8in/5«] (D)

§ 19. Es sei die Drehungsachse des Kreises um M (Fig. 9.)

der Durchmesser AB\ man errichte MC senkrecht auf AB und teile

X
den rechten Winkel AMC in n gleiche Teile, so dass ^ AME = ~d(f'

n

ist
;
jeden Halbmesser, wie ME^ kann man als ein Dreieck betrachten,

durch dessen Spitze Af die Drehungsachse geht, daher Gl. (D) an-

wendbar ; es ist aber g = ,v ^n, daher

wird oflfeubar gegen verschwinden, daher erhält man

y rijt+ r'i Bin
2n ' n

Nach § 6. aber ist

Lim S — = J

X—l „

n

daher, das Trägheitsmoment eines Kreises in Beziehung anf eineo

Durchmesser als Drehungsachse ist:

r=ir^7t (E)

Man kann das Trägheitsmoment des Kreises auch noch durch An-

wendung der Gl. (A) bestimmen T = gh(a^-^ah-\'h^). Hier ist

^ = 2r 1/ 1 — - , Ä =i -r, a = - r,

es wird daher ah und gegen a verschwinden und man erhält
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daher für den Halbkreis:

x= l ^2 I / Ii
r-2r*Lim S -^j/l ^,

folgUch fOr den ganzen Kreis:

§. 20. In Fig. 7. stehe in ^ die Drehungsachse senkreclit auf der

Ebeoe des gleichschcukligcu Dreiecks; weudut mau auf ElGH Gl.

(B) au, so ist:

g -g, A = - /<, a — ~Ä

und es eigieibt dch als Trägheitsmoment von EFQH

Bfe beiden mittlem Postcu verschwinden gegen die übrigen und es

bleibt

+r2

liamt maii den Oreiuiwert, 80 findet man:

Baraus folgt:

Das Trftghcitsmoment eines gleichschenkligen Breiecks ist» wenn

^ Drehungsachse senkrecht anf dem Dreiecke in der Spitze |iteht:

l^\gl\h^^\^g^'^ . (G)

§ 21. Die Drehungsachse stehe senlvrecht in dem Mittelpunkte

des Kreises Fig. D. Mau teile die rcripherie in n gleiche Teile,

verbinde die Teilimnkte mit dem Mitte lpunkte, so kann man jeden

Teil als ein Dreieck betrachten uud daher Gl. (G) anwenden, g ist

2
hier - A » r, es whtl daher g gegen A* verschwinden und man

n

erhilt als Trftgheitsmoment eines Teiles
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nimmt man den Grenzwert der Summe, so ergiebt sich:

Das Trägheitsmoment eines Kreises, in dessen Mittelpunkte die

Achse senkrecht steht, ist;

ir*7r (H)

§ 21. Um das Trägheitsmoment der Parabel Fig. 3. zu finden,

wenn die Achse AB die Drehungsachse ist, teile mau die Ordinate

BC = welcher die Abscisse AB = a entspricht, in n gleiche Teile;

X 1
es sei BK == ~ * wnd JK = -b\ man ziehe JM und KL parallel

zur Achse und fälle darauf NOP senkrecht, so ist das Trägheits-

momeut JKNO^ wenn AP = ax ist

:

1 Ix*

da aber
b* x^

rr p n'

80 ergiebt sich als Trägheitsmoment jenes Streifens

73 7.3—- ao^ i cu/^

Nimmt man den Grenzwert, so ergiebt sich für dasselbe Parabel-

segment

daher : Das Trägheitsmoment des Parabelsegments, wenn die Parabel-

4
achse die Drehungsachse, ist

^j-^
ab^-

Steht aber die Drehungsachse in der Ebene der Parabel senk-

recht auf der Abscissenachse , ist also die Ordinatcuachse , so erhält

man durch Anwendung von (A) das Trägheitsmoment des Streifens

DEFG

oder da

^ 7 2

1 /x xi 2

und auf den untern Teil ausgedehnt, erhält man: Das Trägheits-

moment des ParabelSegments in Beziehung auf die Ordinatenachso ist

j
Goo<;Ie
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Es stehe die Drehnogsachse in dem Scheitel senkrecht Mf der

Ebene der Parabel, so hat GL (B) § 16. anzuwenden, es itü hier

1 X
3 » 26«, A=>-a, a = -a (dio beiden mittleru Glieder fallen aus),

diliflr das Trägheitsmoment eines Streifens

dl jmn

so ergicbt sich:

Himmt man hiervon -den Grenzwert, so erhfilt man

Das Trägheitsmoment der Parabel iu Beziehung auf eine in dem

Scheitel auf der Parabelebeiie sonkrecht stehende Achse ist so gross

als die Summe der Trägheitsmomente in Beziehung auf die Abscissen-

and Ordinatenachse.

I 22. Es sei ADBE (Fig. 10.) eine Ellipse, deren Gleichung ist

^ teile CA d. i. a in n gleiche Teile, nnd es sei
«

n '

daher

oder

1 ^

KL sei -a. man errichte senkrecht GKF und HU^ nehme DL als

fl
'

Diefauugsachse, and wende in Beziehung auf OFJH GL (A) §16. an,

so ist
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daher das Tr&gheitsmoment des bctrcffcudeu Streifens:

2&I/1 2
-^«-j,«'

r n*

(die beiden andern Teile tob (A) fiaUen wegX d. L

Geht man aaf den Grenzwert Uber und dehnt das Resultat taf die

ganze fillipse aus, so erhält man, da

(Gl. (F) § 19): }<7»Ä d. h.: Das Trägheitsmoment der Ellipse in JJe-

ziehung auf die kleine Achse als Drehnngsaze ist ^a^b,

£beu so wird man erhalten, dass das Trilgheitsmoment in Be-

ziehung auf die grosse Achse ist

Wenn die Drehungsachse in dem Mittelpunkte der Ellipse senk-

recht auf der Ebne der Ellipse steht, so hat man, um das Trügheits-

moment von FGIIJ zu bQ«timmcu, die Gl. (B) § 16. anzuwenden i
e&

ist dann

— 2i 1/ 1 k, A -= - a und a = - a,

daher das Trägheitsmoment des Streifens:

d. L

Ott'"'!/, 2 «»

Geht man auf dem Orensweit Uber, ao ist das Trägheitsmoment

der halben Ellipse

daher für die ganze Ellipse \<ih{a*-\-h^): Das Trägheitsmoment der

Ellipse in Beziehung auf eine in dem Mittelpunkte senkrecht stehende

Achse ist so gross als die Summe der Trägheitsmomente iuBczieliUug

anf die beiden Achsen.
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§ 23. Es sei C (Fig. 11.) der Mittelpunkt eines Cylinders, der

den Halbmesser r und die Stärke h besitzt j mau teile die Starke iu

9 gleiche Teile, den Halbmesser r in a, C0 — - 1 dann stellt

^ - TT .
- einen Qylinderring dar, dessen Al>stand vom Mittelpmikte

% ist; teilt man diesen Bing wieder in p ^che Teile, so ist

g
P

än Element des Ringes, daher das Trägheitsmoment desselben

—r r*7t —
n* 5———_—

^

folgUch des ganzen Ringes:

—T* r* — Jt.
«* q

KinuQt mam die Summe in Beziehung auf 9, so ist

»*

das Trägheitsmoment des Ringes von d.^r Stärke ä, der Grenzwert

\r^hn giel)t demnach das Trägheitsnioineut des Cylinders. Das

Volumen desselben ist = r^hn^ daher das Trägheitsmoment ^MrK

Verändert sich die Dichtigkdt des Cylinders progressiv vom

Mittelpunkte {tl{i nach der Oberfläche d^, so betrftgt das Gewicht

to Hinge« in einem Abstände von -r t

1^ Grenzwert hiervon ist

Das Trägheitsmoment des Ringes ist

Der Grenzwert giebt als Trägheitsmoment des betreffenden Cylinders
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oder da

das TrBgfaeitamoment dea betraffiBnden Cylinden:

f 84. Ea sei C der Mittelpaiikt einer Kugel, weldie dea Halb-

messer MÄ — r hat; man tefle denselben In n gleiche Teile, ei sei

m 1MB « - r und BC « - r. Durch jeden Teilpnnkt lege man Ebnes,

welche auf dem Halbmesser senkrecht stehen, und auf jeden Durch-

schnittskreis einen Cylinder von der Höhe ~r, so ist das TrSgbeiti-

momeut des Cyliuders VEFG;

i^(,-:-:)-.K.a-s+S)

4
Der Orenswert giebt jg^^» tad beide HalbkngeUi ausgedehnt erfallt

8 4
man als Trägheitsmoment der Engel jgi^ir« oder ist Jf ^r'«,

»

ist das Trägheitsmoment der Kngel ^Mr'.

Man lege dnrch die Teilpnnkte ooncentrische Kugeloberflichen,

so entstehen Kugelschalen von der Stärke — r. Das Trägheitsmomeat

der «pten Kogelscfaale iat:

8 8 5ar* . , 8 lOx» ,8 lOx^
, ,

16 - 16 1?«^«+16 +16 ^r'^'»+

15 n» ' 15 n*
'

8 X*
von dieser Summe bleibt nur der erste Teil K^-sr^n, Die Dichtig-

keit dieser Kngelschale sei

daher das Trägheitsmoment derselben

8 8

3 „5 «^'^«"^
3 -«(«fi-^Wr*«.
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Geht mau auf den Grenzwert Uber, so ergiebt sich

8 4 4 4

Es ist aber uach § 10. das Gewicht der Kngol M = Jr3ji[f/j

Daher das Trägheitsmomeut der Kugel, dcreu Dichtigkeit vom Mittel-

pankte {jd^) bis zur Obcrfl&che (<^) progressi? sich vorändert:

§ 25. Die Gleichung oines EUipsoids ist*):

Man tolle die Achse e in n gleiche Teile» lege durch Jeden Toilpunkt

eine Ebne, parallel zur Ebne, y«» so ist die Dnrchschnittsfignr in

der Höbe u ^ —e eine Ellipse von der Gestalt:
n

Die eine Achse dieser Ellipse ist a ^1 — ^* die andere ^»

Auf diese Ellipse stelle man einen Cylinder, von der Höhe — c, so ist

^ Rauminhalt desselben afteiv^^—^y^, daher das halbe EUipsoid

"~
j j
— 3 folglich das ganze ^

Yerftudert sich aber die Dichtigkeit der Masse des EUipsoids

progressiv von u^O{d^ bis u — ±«(ds), so ist das Gewicht des

ton elliptischen Cylinders

Der Grenzwert hiervon ist:

«Isher das Gewicht des ganzen Ellipsoides 'a6e»[5ii|-f'8(^]*

*) Fuihsuii, TiAitc de M^canique Tiirit läll Tom Ii. § 349.
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Um das Triigfa^tamoment des Ellipsoids in Besiehniig mf die

Achse e so bestimmeii, suche man das Träghdtsmoment des «ten

elliptischen Cylinders, es ist (§ 22):

Der Grenzwert giebt

4
daher das Trägheitsmoment des ganzen EUipsoids ^ adcCa'-f'^"*

4
Es war aber der Ranminhalt desselben ^aben « Jf, daher das Trftg-

heitsmoraent des Ellipsoids in Beziehung anf die Achse eTe —

^ M(a^^b*), Ebenso werden die Trägheitsmomente in Bcäehang

auf die Achsen a und b sein:

Ta -
l

^f(b*+i^), 2^ = ^ J/(a«+c«).

Es verändere sich die Dichtigkeit des Ellipsoids auf die oben

angegebene Art, so ist das Trägheitsmoment dos artou Gyünders:

[1
« 2ic* . 2äB* X*

-
«*i-p «*i

-
-s" -jjr <*.+ -» -

Hiervou ist der Grenzwert

d. L

daher ftr das ganze Ellipsoid:

— l^ahc{a*+b*)n{nd^+bd^

Es war aber das Gewicht dcä Ellipsoids gefunden worden:

daher
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xvin.

Hlseelles.

1.

Ueber das Problem der Oemdraiirangr eines Punktes«

In der praktischen Mechanik hat es seit lange als ein Problem

gegolten, mittelst eines Systems drehbarer Stangen einen Punkt in

gerader Linie zu fahren. Dem Bedürfmss hat man bisher durch eine

Anordnung genügt, welche die Bedingung nur annfthemd erf&Ut. Nun
ist aber schon im Jahr 1864 das Problem in voller Strenge nnd so

ein&ch, als man es nnr wünschen kann, gelöst von Peancollier in

Noüvellcs Annales do Mathematiques, 2. ser. t. III. p. 414. Der Ver-

fasser zfrk'gt es auf höchst sinnreiche Art iu Probleme. Das

Resultat i\vY Verbindung beider entspricht eiueiii ullgcineiueren Pro-

blem als dem oben genannten. Man kann durch die gleiche Anord-

nung einen Punkt in einem Kreise von unerreichbarem Mittelpunkt

füliren, der speciell in eine Gerade übergeht. Es ergiebt sich nämlich

folgende Construction (s. die für den folgenden Artikel bestimmte

Figur).

Die Punkte E, G sind fest, die Geraden EB, ED^ BA^ DA^
BCf DC und GA haben constante L&nge, und zwar

EM— ED -, BA ^ DA ^ SC ^ DC

und drehen sich frei in der Ebene um ihre Endpunkte; dann bewegt

sieb C für GA = GE in gerader Linie, für GA^ GE im Kreise.

Ich erneuere die llütteilnng dieser Losung, cdnesteils weil sie

bekannter zu sdn TOrdient, als sie es zu sein scheint, andemteils

wdl sie gewiss instmctiy fsct Schüler der Geometrie ist, und dazu

auffordert, einfache Beweise dafür zu suchen. Ich vermute, dass sieh

Bolctao von verschiedenen Seiten angreifen lassen, so dass sie sich wol

daoenul als Uebungsaulgabc betrachten lässt. Hoppe.
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2.

Beireis des Peaucellier^sehen Satzes«

Vier Stangen Yon der Länge a Bind an ihren Endpunkten durch

Ghamiore der Reihe nach verbanden, so dass sie einen Rbombns

ABCD bilden. In zwei gegenüberliegenden Eckpunkten B und D
ist dieser Bhombns eben&lls durch Chamiere mit zwei Stangen Ton

der Lftnge h verbunden, deren andere Endpunkte in dem feston Punkte

E 60 an einem Chamicr angebracht sind, dass jede sich frei um JS;

in der Ebene der Figur drehen kann, mit der Beschr&nkuog, dass

BD <i 2a sein muss. Die Diagonalen des Rhombus schneiden sidi

in F\ die eine derselben, nfimlich CA geht, nötigenfalls verlängert,

durch und es ist EC. BÄ^ EF^—EA* b*^a*j also constant
Beschreibt mau also mit A irgend eine Figur, so beschreibt C dne

andere Figur, welche eine Abbildung durch reciproke Radien

oder eine i n v e r s e Figur der ersteren hcisst. Beschreibt ins-

besondere A einen Kreis um irgend einen festen Punkt G, was be-

wirkt werde durch eine Stange GA = c, welche um den festen Punkt
,

G drelibar und mit dem K( ki)unkt A des Rhombus durch ein Cbarni^r i

verbunden ist, so beschreibt auch (' einen Kreis, dessen Mitteljainkt
I

H auf der Geraden EG — d liegt, und der leicht construirt werdea

kann. Es ergiebt sich JSÄ^— Radius HC— jj2Z:^'

Wenn der Radius des Kreises, den A beschreibt, e gleich fl gewühR

wird, so geht dieser Kreis durch E und der reciprok entsprechende,

den C beschreibt, geht über in eine Gerade, senkrecht zu EG. In

diesem Falle entspricht also durch die Verbindung der 7 Stangen

der Kreisbewegung des Punktes A eine geradlinige des Punktes C.

Es ist zu beachten, dass, wenn ist, sich A und C nur in

solchen Teilen ihrer Bahnen reell bewegen können, die innerhalb

eines concentrischen Ringes liegen, der begrenzt ist durch Kreise mit

dem Mittelpunkt E und den Radieu (*+a) und ±(6—«). Wenn

d >" a gewählt wird, so wird das Besultat illusorisch, wie leicht ss

erkennen ist August

3.

Lehrsati» eine gewisse Raumcurre sechsten Grades betreffend.

Wenn drei windschiefe Gerade von drei andern ge-

schnitten werden und durch die neun Schnittpunkte eine

Fläche dritten Grades (y^) gelegt ist, die keine jener Ge-
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raden gani in sich enthalt, so telineidet die Fliehe /g
dee Hyperboloid Atf welches die sechs Geraden in sich
enthalt, in einer RanmcnrTO ü^, der sich nnzfthlig viele
derartige Systeme ?on je sechs Geraden einschreiben
lassen; and darch jeden Pnnkt « der Ranmcnre i^^ gehen
xwei einem solchen Systeme angehörige Gerade.

Beweis. Seien ABC drei windschiefe Gerade, A^^i^'i drei

ThuisveTsalen derselben. Man nehme anf einen beliebigen Pnnkt
IIB, dorch welchen die Generatricos D und von gehn. D schneidet

Jtf socb in % nnd Xj schneidet dieselbe Curvc noch in * und A.

Uta lege durch 14 nnd noch die Generatrices der zweitem Schaar

TOa sie seien i^iZ», , und durcli x und A die der ersten Schaar

K nnd L. Man projioiro nun die ganze Figur von rc aus auf eine

beliebige Ebene, dann projicireu sich die Geraden I) und in die

Punkte 6' und ; die übrigen Generatrices der ersten Schaar A,

Ii, C\ K, L in Gerade durch 6^' (bezüglich A\ B\ C\ A", //); die

der zweiten Schaar ^j, ii,, C^, A\, A,, in Gerade durcli 6' (bezüg-

lich .1,', C\\ A'/, i^i'); 72^ in eine Curvc für :)ten Grades

welche durch die neun Durchschnittspunkte v' von A' Is' C mit

^,'/i,'C,' geht und in ö' und Doppelpunkte hat mit den Tan-

geuten A\' und K' L* (da ja DK^ Tangentialebene von in 34

ist, etc.).

Die 5 Geraden A'B'C'K^^ L^' bilden nun eine Curve fünften

Grades «sy, welche mit 65' ein Curveubüschel bestimmt. Jede Curve

dieses Büschels geht erstens durch die neun Durchschnittspuukte v'

je einer Geraden A'B'C mit je einer Geraden A^'B^'C\'\ zweitens

bat jede Curve des lUischela in 6' und in 5/ Doppelpunkte, deren

Aeste unveränderte Tangenten behalten, und endlich drittens geht

jedes (ilied durch die zweimal zwei Puidvte ju', in welchen die Haupt-

tangenten im Doppclpunkt d', nämlich A'/ und A/ die Curve C,*

schneiden. Stellt mau die Bedingung, dass eine Curve dieses Büschels

<larch einen beliebigen Punkt der Geraden C/ geht, so folgt, dass

^ese Curve aufgelöst sein rauss in die drei Geraden .1/ C'/ und

ia einen Kegelschnitt, welcher in 6^' einen Doppelpunkt hat und zu

Tangenten im Doppelpunkte die Geraden K' und L' \ der also in die

beiden Geraden K' und L' zerfMlt; folglich geht jede der Geraden

und L' durch zwei der vier Punkte ft'-, also schneiden sich die

Tier Tangenten in den zwei Doppelpunkten 8' und 3/ wechselseitig

in den vier Punkten fi' der Curve C5', und jeder Punkt ^' ist die

Projection eines Punktes f*
der Curvc Rq\ nun achneidet aber jede

der Geraden KL wiriüicb Jede der Geraden nnd in einem

P&nkte fi, nnd die Gerade »fifi' bat mit/t ausser ss nnd 1» keinen
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'Pnskt gemein» folglich mnae jedev Pmikt f» ein Punkt der BAnok-

corve Bf sein. Es und also die sechs Geraden DKL D^K^Li der

Baamcnrve in derselhen Wdse eingee^eb^i, wie die Geradei

ABC A^B^C\ w. B. h. w.

Es möge noch nachgewiesen ' werden , dass die Raumcurve Äj

tatsächlich existirt d. Ii. dass sie im allgemeinen nicht in jene sechs

Gerade aufgelöst ist. Zu diesem Zwecke denke mau sich durch jede

der G(Taden A B C eine Ebene gelegt, deren jede das Hyperboloid

noch in einer Geraden der zweiten Schaar schneidet, etwa in

D, 7'i, welche nicht mit yl,7^, f'j zusammenfallen sollen , ebenso

durch A^B^(\ je eine Ebene 2h*h'^^'> deren jede //, noch in einer

Geraden der ersten Schaar, etwa DEF schneidet, weiche nicht mit

ABC zusammen fallen.

Dann kann man die drei Ebenen pqr als eine Fl&che dritten

Grades auffassen, die drei Ebenen p-^q^Ti als eine zweite, und das

Hyperboloid mit einer willkürlichen Ebene jw als eine dritte. Durch

die 27 Dorchschnittspunkte dieser drei Flächen wird ein Netz tob

Flächen dritten Grades bestimmt Zn jenen siebennndzwanzig Ponktea

gehören die nenn Dnrehschnittspunkte von ABC mit AiB^Ci'y (ausser-

dem auch die nenn Durchschnittspunkte von DEF mit D-^B^Fi nnd

neun in der Ebene ^ liegende Punkte).

Irgend eine Fläche dieses Netzes hat aber im Allgemeinen mit

keiner der Geraden ABC a^b^C^ oder DEF D^K^l\ einen vierten

Punkt gemeinschaftlich, also schnddet eine beliebige Fläche dieses

Netzes das Hyperboloid in einer Raumcurve i^g, welche die be-

sprochene Eigenschaft hat.

Berlin, im August 1876. F. August

§ 1. Es sei iu der Gleichung:

x^+ Axy\-By^ = Q

4/^^ A^^ woraus zugleich folgt, dass B positiv sein muss, so stellt

dieselbe zwei imaginäre Gerade dar, deren Gleichongen sind:

4.

Ten den lateralen oder inaglniren Geraden*

(1)
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MS9 - [/^ — 1, folglich 0089= sin 9 = |/l— Die

Gleicbimgea (1) erbtdten dadurch die Form:

oder:

«+yy£ (eoB (d60' 9)4- 1nn(36(y»—9) )

;

co«qp-}-'siii qp uinl co>(?a\{)— tp) -|-/sin(36<)— g)) sind die Richtungs-

coeflicicnt^n von Ebnen, welche re.sjHjctive unter ^ <p und 'My{)— qt

gejieu die Fundanioutalebue geneigt siud und dieselbe in der Abscis-

seuachso scbueidou; jede Gerade ist auter einem >\'iuki'l gcgcu die-

Mibe geneigt, dessen Tangente — ist

f 2. Die allgemeine Gleichung hat die Form:

x^+Axp+B^+Cx+D^+E^O (3)

Bestimmt mau den Wert vonx, so erhalt mau:

*+ ^^^^=± 4 VU* - 4Ä)jf«+2(^C-2D)p+C^i£: . • • (4)

Sollen dadurch zwei Gerade dargestellt werden, so muss die unter

dem Wnrxelieichen stehende Grosse ein voUst&ndiges Quadrat sein,

d.h.

VU»— 4ä)(C?»-4£) 2Z) (5)

Enti^ickclt mau Gl. (5), so erhält mau die bekannte Bcdmgungs-

gleichuug

:

A^E+BC*+D^+ißE-ACD^O (6)

SoO aber die Gleichung (3) zwei laterale Gerado darstellen,

•0 aflnsen anaser GL (6) auch noch gelten:

^>A\ ^>C* (7)

Dadarch wiid GL (4):

«+ -±4«y(4JJ-^«)f«^^C^^^2^+Ö?^« • (8)
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\

Es sei IB—A^ — (ü* 4£-C' — v*, so ergoben sich:

ftv=sAa'-2ED und

C+iv
2

-0
(9)

I 8. Um die GL (9) constrnirbar za machen, verändere man die

Coordinaten so, dass, wenn y verschwindet, anch x gleich Null wird,

zu diesem Ende setze man x = sr^-\-ct^ y == ij^-^ß, Trftgt man diese

Werte in Gl. (3) ein, so ergiebt sich:

Um die angegcbeuu Bcdiiiguug zu erfüllen, setzt mau;

€fi+Aaß+Bp+Ctt+Dß+E — 0.

Aus Gl. (8) folgt:

Man mache fi/S— v = 0, daher:

= 2—

•

Tragt man diese Werte von « und ß in Gl. (10) ein, so wird der

Goef&cient von Null, der Goefficient von wird:

i[i^Ji—A^)ß^iAC—2D)} ^ iltiv—iAC—'JD)^ — Ü (§ 2).

Die Gleichung (3; erhält demnach die Form;

V+^iyi+-öyi*-»0 (11)

Nach Gl. (2) erhftlt man:

und wenn mau lur Xj und die Werte einsetzt:

Digitized by GoogI(e



j

Müetitm. 221

(12)

wono

JHb L«ge der Latenlebnen nnd der Geraden in denielben wird daher

in der allgemeinen Oleichong nicht Terändort, nur der Pnnkt wird

ein inderer, in welchem die lateralen Geraden die Fondamentalebne

idiBeiden.

S 4. Geoige Salmon giebt in seiner trefflichen „Geometrie der

K^gelflduitte, M bearbeitet Ton Dr. Fiedler** 2ta Auflage S. 116.

& Oleichntg:

«*—ary+y"—«—y+1 — 0

•nd bestimmt daraus als die beiden Gleichungen der imaginftren

teaden:

worin ^ eine imaginäre Kubikwurzel aus '.\ giebt. Au8 diesen Glei-

chungen l&sst sich keiue Cunstruction ableiten. Wendet man aber

i 2. and f S. an, so ergeben sich die Gleichungen:

. = 0.

Diese Gleichungen kann man auch schreiben:

iL
(g.-.l)_(y-l)jco830üö+isin3Ua^l= 0,

(«— 1)- (y- 1 ) Icoe60»+*sinW|- 0;

lie stellen demnach zwei laterale Geraden dar, welche die Funda-

iMBtalebne in dem Punlrte a; — 1 nnd y — 1 schneiden. Durch

diesen Piakt als Anfangspunkt der Coordinaten lege man eine Gerade

Digitized by Google



222 MitceUen.

parallel zur Abscisscuachso (Lateralachse); durch dieselben Ebenen^

wovon die eine mit dein positiven Teile der Fundaraeutalebene einen

Winkel von 3()0^ die andere von 60° bildet und in jeder eine Ge-

rade, welche mit dem positiven Teile der Abscissenachse einen Winkel

von 45^ machen, so sind dies die gesuchten imaginären Geraden.

F. E. Tbieme.

5.

Bemerkung: zum Aufsatze des Herrn Bostor Uber das Trieder.

Im Aufsatze „Lo tri^dre etc." des Herrn Prof. Dostor (Teil 57.)

befinden sich auf S. 115. die bekannten Formeln der sphärischen

Trigonometrie

:

gl^d _ l/8in(p— fi)8in(p— e)

2 f sin&sinc

cos - = 8in/>8in(;,-a)

2 r sin^sinc

tg 2-=K-
sin ( /?— h) sin {p— c)

8in/> sin (jp
— o)

Bin^ = . , .
— V8iDP8in(«— a)8in(«>— i)8in(p— c),

ain^sinc ' ^ * \r t w >^

wo

2p = a+*H-^' Lehrbüchern steht * statt

Aus diesen Formeln erhält man analoge für die Functionen der

Winkel, indem man obige Formeln anwendet auf das Supplementär-

dreicck, dessen Seiten und W^inkel a', h\ c\ A', B\ C den Rela-

tionen genügen

A' — n— Oy B' = n— C = n— c,

so dass

a'J^VJ[-c' ^ 3»— (^+ i?+ C) und

A'+ B'+C = 3«— («+ Ä+e).

Um nun die Transformation erstgenannter Foraeln zu bewerk-

stelligen, führt man gewöhnlich die Abkürzung ein:

2S = A +2f -f C and



votec^ I. & <fie Formel

2 ""r tüii'W

2

3s

ftbogeht in folgeode:

a 1 /cos H) t os 1
6'— C)

C08o =1^ ^
• Mj '

Alf dieie Weise erliftll man noch:

• « l/— C085C08(5— vi)

•"2 —imiTc-

« l/ — C08iSC08(iS—^)
r coe(Ä—B)oo»(5—

Ö'

Der Herr Prof. Dostor fahrt jedoch die Abkürzung ein:

2S=^+Ä +C— « und

wodurch dieselben Formehi tranaformirt werden In die Oeetalt (VlII)

inf 8. 11&

Heine Bemcrknng bezieht sich nan auf oino solche Abkürzung,

dorch wcU-be die erzieltcu Formeln den nrtprOngUchen gnnx conform

«erden. Setzt man nAmlich

2S A+B -\'C'\-n uüd

» weiden leicht die Relationen abgeleitet:

p' — B) und
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wodurch die erstgenamiten Formeln angewendet auf das Sapplementw*

dreieck in folgende übergehen:

'sin(iS— i^)8in(i8— C)^^^-^
SETBifiC

a i/8iD(^-.4) flm^

Anch (IX) auf S. 118. erhält eine ähnliche Gestalt. Da im
diese Formeln aus jeucn durch Vertauschung der grossen Buchstaben

mit den kleinen und links der Cofunctionen mit den Functionen her-

vorgehen, so ist meiner Ansicht nach eine elegantere Form Uieaer

Gleichungen gewonnen.

Freilich ist um
«<Ä<2«,

allein ich finde auch diese Grenzen bequemer als die bei Dostor, wo

2-<5<3

indem die Unterschiede 5

—

S— S— C in meinen Formeln nie

negativ worden können.

KöniggräU, den la April 1875. F. Hoza.
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!

XIX.

Untorsnelnuig der Bahn efnes Pnoktos^ welcher mit der
k

imift ^ angezogen oder abgestossen wirdj wobei k eine

CODStante und r die EutfemuDg vom Kraftccutrum bedeutet.

Von

Herrn Eduard K&rg^t^

Ordentlichem Lohrer an der Realschule erster Ordnung zu Posen.

Der Punkt welcher von dem festen Kraftcentmm O mit der

Kraft angezogen oder abgestosseu wird, möge im Allgemeinen bei

Beginn der Bo^'CgUQg in irgend einer Richtung eine gewisse Geschwin-

dic^t vq erhalten haben. Dann findet die notwendig krummlinige

Bewegung des Punktes M nnr in derjenigen Ebene statt, welche durch

tie Richtung der Anfangsgeschwindigkeit nnd dnrch das Kraft-

emtrom O bestimmt ist, da aosserhalb derselben keine Kräfte anf

Ptakkt M wirken. Diese Ebene wollen wir zur Coordinaten-Ebene

<ier XY wählen nnd O sei der Anfongspnnkt des Goordinatensystems.

Die An&ngsentfemnng des Punktes M von O sd r«, womit zugleich

die X Axe znsammea&llen mOge. Feiner bilde die Richtung der

Anüuigsgeschwindigkeit d. h. die Tangente der Bahncurve in dem

An&ngspaakte der Bewegung mit der Jt Axe den Winkel c^. Dann

ist fbr die An&ngslage:

« — rq, y — 0, ^-«iiSinao, «^,€08^

Betrachten wir nun zunächst den Fall der Anziehung, so ist in

dem Punkte der Bahn die im Sinne des Radius wirkende Kraft

Ii^ — und ihre beiden Compoucuteu nach dcu Axcu der X und X

sind demnach =—^ resp. =—^« Wir haben also die allge-

mdnen Bewegmgsgleichuogen:

TaULYZU. Ift
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tfix

dt*

kx

ky

1)

2)

Multipliciro 2) mit a*, und 1) mit und subtrahirc, so kommt:

Nun ist die linke Seito ein vollsUlndigcs Diflfcrential, nämlich:

3)

d ( <ly dx\

Vdi-yjt)^
dt^ ^<U^ dt

folglich kommt durch Integration der Gleichung 3)

oder auch

dy dx

xdy— ydx = cdt

4)

5)

<lx dy
Setze für a-, ^ und die obigen Anfangswerte ein, so folgt aus

Gleichung 4)
o = rQVQBincfQ. 6)

Multiplicire ferner Gleichung 1) mit 2tlx^ 2) mit 2dyy und addire,

so kommt:

Nun ist:

olglich

:

Femer ist:

d^x il^u k
2<lx^, + 2dyJ= -^^{2xflx+2ydy)

^

2xdx'\-2ydy = 2rdr,

7)

8)

tdx^+dy

\ dt^
)

d»*

9)

,
Googl
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Au deu Gleichimgeii 7), 8) and 9) folgt also:

? •

227

und durch Integration kommt:

3P
21b

10)

WO itao ö — m gesetzt ist. Bantm ergiebt ddi fOr die Anfiuigilage:

folglich: — 2mro-*. 11)

IMm in den Wert fBr eingeeetst, eigielit:

-> V+2i»(r-8-ro-3). 12)

Ei 8^ mm 9 der Winkel, welehen der Radius r mit der positiTen

X Aze bildet, dann ist:

y » rsinq),

alao:

fol^ioh:

oder:

5 — tang9>i

" cosV

Ans GlMchnng 6) nnd «ssrcos^, folgt:

oder: 1^)

Feuer ist:

dm — 00S9<ir—rsin^if^

sin9«ir-|-rcos^d^.

Qoadrire diese Gleichungen und addire, so kommt:

Knn ist

d^+V— = «^Ä*;

folglich: . ^ .

15*
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Aus Gleichung 10) folgt dann:

dt*

ÜDlf^ch nach Gleichang 13):

oder:

folgMdi:

«i» SS r
- 14)

Durch Integration in den Grenzen vq und r ergiebt sich dann:

cfr

Vir*—««r»+2mr

wo der Abkflnmng wegen hr^—0*r*-|-2toirs JZ gosetct ist A»
Gleichung 13) und 14) folgt ferner:

Ä«-—^S™. 16)

Durch Integration in den Grenzen und r ergiebt sidi dann:

I

17)

77 ist nun in Bezug auf r vom vierten Giade, also haben wir es mit

elliptiachen Integralen m tun. Um diese auf die Normalformeo

bringen zu können, müssen wir die Wurzeln von R= 0 untersucheOi

oder die Gleichung Ar*

—

€*r^-\-2mr = 0 auflösen. Eiue Wurzel der-

selben Ist r= 0, da r gemeinschaftlicher Factor ist Es Ueibt also

nur noch so nntersnchen die cnbische Glelchnng:
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ScUvw wir aus den Gleichungen 6) und 11) für e nud h ihre Werte

ein, 80 geht die Gleichung 18) Uber in:

^_ r.V«in'.^
,^ t ^ ^ -01 19)

Zar Untersuchung dieser Gleichimg woUen wir vorerst die voU-

tfbidige cobiiche Oleichoog:

betrachten; ihre Wurzeln nennen wir r^, r$ and r«, und bilden aas

ibnea folgenden linearen Ausdruck:

I ist hier eine der coi^ogiricn oomplexen Wurzeln von = 1, folglich:

i+p— 1.

Durch cyklischc Yertaaschong von r^, and r, erhalten wir für t

wedtu Werte; erheben wir aber dieselben in die Sie Potenz, so er-

geben sieh nur 2 verschiedene Werte. Diese smen nud ti\ wo

T* und T,* sind daher symmetrisch nach den Wurzeln r,, r», r,, also

auch ihre Summe uudProduct; sie müssen sich also als ganze Func-

tionen der Cocfticienten der gegebenen Gleichung darstellen lassen.

Fehrea wir die Bechnuug aus, so erhalten wir:

^3 4- - - (2tfl—9de+ 27/)

—— </.

Die Resolvcutc, deren Wurzeln and T|* sind, lautet dcnmach:

also:

Daraas erhalten wir dann:

s
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Nehmen wir nun für r einen der drei Wnrzelwertc, »o ist dftmit

auch vollständig bestimmt durch die Gleichung:

Wir haben also folgende GleichtiDgen:

» — »•i+ l'-»+ ^*»*s

also: 3r,—
8r. i_i±Ii+I^.V8

9r, d-^-^-^.V3.

Somit haben wir rj, rg, durcli die Coefficienteu der gepebenrn

Gleichung ausgedrückt, und ist eiu Wert für r fixirt, so sind dadrirch

alle Wurzeln der gegebenen Gleichung bestimmt. Die Ik schaffeuhoit

derselben betrachtend sehen wir, dass es auf den Ausdruck q*—4p'

ankommt Dracken wir diesen durch die Wurzeln der Gleicbang ans,

80 ist:

wo D die Discriminante der Gleichung ist; also:

D ^tf-V).

Nach der Bcschaffenhett TOD D haben wir nun in Betreff der Ww-
seln folgende 3 Fälle:

Ist so sind die drei Wurzeln reell und ungleich

;

/>^ 0, so sind zwei Wurzeln conjugirt complez und eine reell;

i> » 0^ SO sind alle drei Wurzeln reell, und zwar wenn

j»^ 0, zwei einander gleich;

p -> 0, alle drei einander gleich.

In onsiBreDi Falle ist nun:

dies eingesetzt, giebt:
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gas 2^9 -9(20 4. 27/

s

od:

Jetit können wir R nach Bchrelben:

R . 6r(r— ri)(r— rt)(r— r,).

In Bi'troff der Beschaflfonheit der Wurzeln ist nun D zu untersuchen
j

zoD&chBt aber folgt uumittclbar aus Gleicbnng 19):

A 55tf-4p«)

^ ^ 97«.!O-
^'-'"o'sinS> )

8o weit nun die Ik schuttVnlieit von D in Frage kommt, ist nur nötig,

den zwiüteu Factor /u untersnchen, den wir kurz mit bezeichnen

«ollen, da der erste Factor als ein (Quadrat auf das Vorzeichen von

D keinen Einfluss bat

Kadi AnfeteUang nnserer Bew^ngsgleichnngen findet bei poii-

Cifw Werte von h Anriclinng statt; bei negativen aber Abetoeenng,

denn die Componenten wiricen dann im Sinne der positiven Azen,

Danach eriialtan wir folgende verschiedene Fllle:
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L

*>05 d.h. «>a

1) Z>| 0; dum sind also alle drd Wurzeln reell and nnglelcli.

Aus der Bedingung folgt, dass ^i^2wro^^ ^ ^
wiss positiv ist Da non der Zähler des Braches positiT seüi

rnnss, 80 mnss es auch der Nenner sein: also auch —s—5—15

positiv. Das Prodact der drei reellen Wnrzeln ist also negativ.

Da ferner ihre Summe gl* icli Null soiu soll, so können nicht

alle 3 Wurzeln negativ sein, sondern nur eine: — r^, und dio

beiden andern und müssen positiv sein. Aus demselben

Grunde ist dem absoluten Werte nach die negative Wurzel

die grösste.

2) /l| s 0; dieser Fall ist ein speciellor des ersten Falles. Ist dsan:

3r ^sin^cy ^"^^

«) o a 0, 80 sind zwei Wnrzeln, also die bddes
1^*

—

^mrQ

positiven, und gleich, während die dritte negatir

and dem absoluten Werte nach dop]>olt so c^ross als ciae

positive Wurzel ist, wie aus Fall I. 1) und der Somnio

der Wurzeln folgt Wäre aber:

P)
- \ 5 - 0, so hätten wir drei gleiche reelle Wll^

zeln. Dieser Fall aber kann nur eintreten, wenn ro=^i

»0 =» 0; «0 = Ö oder n.

3) i5i<C0; in diesem Falle sind also zwei Wurzeln imaginär: fr

und r;j, wiilirend die dritte reell ist. Aus Di<^0 folgt nuü

i^7^'>7;t ro^< 27m*; folglich kann der Brach sowohl negativ

wie positiv bis zur Grenze 27m'^ hinauf sein, d. h. vq*— 2i»ro"'

kann positiv oder negativ sein. Ist

2k
a) V - 2mro-8 >^ 0 d. b. V > 3^1, so ist SuA

2

—

n 0; niitbin ist das Product der drei w^l^

zeln negativ. Da nun das Product der beiden cotunghtea

complexen Wurzeln als Snmme zweier Quadrate positiv

ist, so rnnss die reelle Wurzel negativ sein, und zwsr

wA sie gleich — r,. Ist aber
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2k
ß) D^'—2mro-^<<0 d. h. V< o ^ ittns»^ wie ans der

vorigen Betrachtung erhellt, die reelle Wurzel positiv

seiu, und sie sei in diesem Falle gleich gesetzt. Für

den Uebergaugsfall, wo also;

2k
y) V—2i»ro-3 = 0 d. h. t>o* = .r-^ wird, verschwindet

unter der Wurzel das Glied mit r\ weil eben sein Coeü-
cient b gleich Null wird. Dies deutet an, dass zwei

Wurzeln der Gleichung unendlich werden, also rnttssen

es die beiden imaginären sein. R ist dann in Bezng auf

r nor noch Yom zweiten Grade, das Integral ist also kein

elliptisches mehr.

n.

k<0\ d.h. m<0.
m ist jetzt negativ, nnd sei gleich gesetzt, wo '»i^^

fsriMr wild - -27iiH«+^',^2^^

4) Z>i > 0 ; Da jetzt das Product der drei reellen Wurzeln

2ffi,+ Ts r —Tsi *lso positiv ist, nnd ihre Summe gleich Null

sein soll, so können nicht alle drei Wur/iln |)ositiv sein, son-

dern ('S kann nur ane positive sein: r.^^ und tlie beiden aiukin,

— r, nnd — r^, müssen negativ sein. Ans «It inselben (Irnnde

' niu>8 von den drei Wurzeln dem absüluteu Werte nach die

grüsste sein.

5) I^i « 0; ist ein specieUer Fall des vierten, nnd es ist hier das-

selbe sn sagen, wie bei Fall 2). Ist dann:

0) 1^0. so sind die jUL;ati\eu Wurzeln — r«

und ~rj gleich, w&hrcnd do]>peIt so gross ist, als der

absolute Wert einer negativen Wurzel. Für

ß) ^/^i^'^J^
- 0 gilt dasselbe, was bei Fall 2) gesagt ist

l>) <^ 0; Dann smd also wieder zwei Wnrzeln Imaginär, nnd die

reelle Wurzel ist poslsiv, weil das Product aller positiv ist.

Sind also für ro, tq, und bestimmte Worte gegeben, und wir

deaiceB uns k also auch m veränderlich, von — oc bis -|- od alle Werte

80 verteilen sich die verschiedenen F&Ue folgendermassen:
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234 Kärger; Unttrsuchung der Bahn eines nach inverser 4. Potenz

Wächst A; von — 00 bis zu dem negativen Wert, fttr wcIcIilü die

Gleichung:

ifc«(3V— 2A:ro->) = Wain^Oo

erfüllt wird, so hat Fall 6) statt. Für diesen Grenzwert von htk»,

der obiger Gleichung genügt, tritt Fall 5) ein. In dem Intervall WB

diesem Wert bis 0 findet dann Fall 4) statt. Wird k = 0, so bewegt

sich der Punkt Af natürlich geradlinig mit der constautcn Anfangs-

geschwindigkeit r„ in der erhaltenen Anfangsrichtung weiter. In dem

Intervall von Ü bis zu dem positiveu Wert, für welchen die Gleichung:

orfallt wird, findet Fall 1) statt Fttr diesen Grenzwert aber ist es

Fall 2) «). Von diesem Werte ftr » bis — bli A - +»

findet FaU 3) ß) statt.

Wenn im Laufe der Bewegung r den Wert 0 durchläuit, so werden

unsere Bewegnngsgleichun on 1) und 2) discontiuuirlich, und verlieren

daher für die Bewegung ihre Giltigkeit. Die Curven, welche wir dann

ans den Gleichungen erhalten, geben aUo nicht mehr die Dahn des

bewegten Pnuktes an, sondern sind nur rein geometrische Gebilde,

die dem aualytischen Ausdruck als solchem entsprechen und daher

na<:h dieser Seite hin ihre Berechtigung habcu. Wir wollen also die

resultironden Cnrven aus diesem Gmnde bei Behandlang der einzelnen

Fftlle in ihrer ganzen Yollstftndigkoit bestimmen, indem wir vorlflufig

von ihrer Giltigkeit fttr die Bewegung absehen.

Es fragt sich nnn znnftchst, wie sidi der PonktM bewegen wird»

wenn r dem Wert 0 annimmt Es ist

fttr r=sO würd also od*. Fttr diesen Punkt ist aber die be-

wegende Kraft gleich oo^ sie flberwiegt also die unendlich grosse

Geschwindigkeit um od. Der Punkt M wird also bei Anziehung ia

dem Kraftcentrum 0 festgehalten werden. Findet Abstossung statt,

d. h. ist k also auch i» negativ, so wird r> — oo -, folglich ist v

imaginär d. h. der sich bewegende Punkt M kann überhaupt nicht is

das Kraftcentrum 0 gelangen, r also auch nicht gleich Null werden.

Nimmt aber r die Werte ioc an, indem es aus den positiven Werten

in die negativen übergeht, so werden hier die resultironden Cnrvcn

selbst discontinuirlich, können also nicht mehr für die Bewegung des

Punktes M gelten. Auch in diesem Falle werden unsere Bewegungs-

gleichungeu ungiltig, weil die im Sinne des Kadius wirkeude Kraft
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k k
bei üfigatiTeii Werten toh r nicht mehr —^ tondern +p ist bt

also der Pankt 3f im qo , d. h. ist r = od, so geht er dann , wie wir

aus der Gleichung v* = t\,*— 2m tq-^ ersehen, mit constanter Ge-

schwindigkeit in + OD weiter, die bei positiven Werten von k kleiner,

bei negativen aber grosser als die Anfangsgeschwindigkeit i'o ist. Die

Bewegung ist also dann eine geradlinige und gleichförmige. Diese

Bewegung wird natürlich auch stattfinden, wenn ro=»oc ist; denn

dann ist die Centraikraft gleich Noll, also ist die Bewegung des

Fonktee M nur bestimmt durch f^.

Die Curven, welche dem analytischen Ausdruck entsprechen, wenn

r negative Werte annimmt, babcu zwar mit der in dem betreffenden

Falle stattfindenden Bewegung nichts mehr zu tun, sind jedoch auch

nicht ohne Bedeutung für unsere Aufgabe. Ihren Sinn giebt uns der

Grund der Ungiltigkeit unserer Bewegungsgleichungen von selbst an;

denn derselbe wird hinfällig, wxnn mit r zugleich auch k sein Vor-

zeichen ändert. Dt iikou wir uns nämlich von da ab, wo r aus -f-^
in — oc übergellt, iiii lit mehr k sondern — A- wirken, so haben unsere

Bcwegungsgleiiliuiigeii wieder volle Giltigkoit. D.h. also diese Curven

geben uns diejenigen Bahnen, welche der Punkt i^f bei sonst gh'icheu

Bedingungen aber entgegengesetzt wirkender Centraikraft beschreiben

würde. Die negativen Curven des einen Falles werden daher zu po-

sitiven in dem entgegengesetzten Falle, wo dieselben Verhältnisse

gelten und nur k den entgegengesetzten Wert hat. Entsprechende

FftUe sind demnach, wie aus der obigen Zasammenstellung folgt:

Fall 1) und 4)

FaU 2) and 5)

Fall 8) und 6).

Wir haben also nur nötig, die Fälle für positive Werte von k aus-

zuführen, um auch zugleich die Bahnen zu iindou, die der Puukt M
bei negativem Werte von k beschreibt

Wir kehren nnn sarttck rar Betrachtnng des eHiptischen Diffe-

rentials ans Gleichung 14):

Je nachdem r mit wachsendem 9 sonimmt oder abnimmt, ist hier das

positive oder negative Yoneichen der Wnnel zn nehmen. Ferner

folgt daraus:
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Dlewr ente Diffdrentialquoticnt, gleich Null gesetzt, zeigt un
die Maxima und Minima der Function r an. Die rechte Seite irird

aber gleich Noll ftür die oben nnterraefaten Wnrzelwerte von r, welche

also, wenn sie re(älen Werten von ^ entsprechen, die Maxima und

Minima von r darstellen. Für dieso Werte steht dann die Tangente

der Curve in diesen Punkten senkrecht auf dem lladius. Wenn also

rg oiucr der Maximal- rcsp. Minimal -Werte sein soll, so mu^

Nennen wir nun !den Winkel , welchen die Tangente im Punkte

der Curve mit der positiven JTAze bildet, a; so ist der Winkelt

woldien die Tangente mit dem Badius nach dem Berührungspunkt

gezogen bildet, gleich «—9. Dann ist:

Ftlr den Wert r « 0 wird die rechte Seite unendlich, also ist

tt^ip m^Ol d.h. wenn die Cnrve durch das Kraftcentrum 0 geht, so

fällt in diesem Punkte die Richtung der Tangente mit der des Radius

zusammeo. Dies hätte des Beweises eigentlich gar nicht bedurft;

denn der Radius in diesem Punkte ist ja die Verbindung zweier un-

endlich nahen Piwkte der Curve, und dasselbe ist die Tangente dar-

(Iber hinaus verlängert Wird aber r »od, so ist cotg(a

—

q>) eben-

falls «OD, und tt— 9»= 0. Daraus ersehen whr also, dass wenn die

Curve in's Unendliche geht, die Tangente an den unendlich entfernten

Punkt d. i. die Asymptote der Curve dieselbe Richtung hat, wie der

nach diesem Punkte gehende Radius, oder dass die uueudlich grossen

Radien AsymptoU-u der Curve sind. Wird r gleich eiuum der Wur-

zelwerte von Ä= 0, 80 wird cotg(o—9) — 0, also a—^ —
'Sn

^2 , wie wir schon bemerkt haben.

Ehe wir ftlr die verschiedenen Fälle, welche wir in Betreff der

Gestaltung der Wurzelwerte von R^O festgestellt haben, die Bahn-

curven untersuchen, wollen wur ermitteln, wie sich der Punkt bewegt,

wenn die gegebenen Grössen ihre Grenzwerte annehmen. Die Fälle,

in denen Je (), r^, = Ü und = 00 ist, sind bereits iu Betracht ge-

zogen, und es leuchtet ein, dass dies bei k 00 uud bei = od nicht

cotg(a—

=

dr

rd<p

mr
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nötig ist; denn in diesen Fällen würde die Bewegung nur von h resp.

von t'o abhängen, also geradlinig sein. Die Grösse geht nicht

selbst in die Gleichungen ein, souderu sin«o, welche F'unction nur

zwischen — 1 und -j-l liegen kann. Es ist also hier nur in Betracht

zu ziehen der Wert sin «(, = 0 d. h. Cq 0 oder n. In diesem

Falle ist nach den Gleichungen 5) und 14) dtp ^ 0, also (p constant,

der Ponkt M bew^ sich daher in einer geraden Linie, nAmlich in

der RiGfatang von r^, mit der dann die Bichtang des Impolses zn-

sammenOUt Nach Formel 12) ist:

Es fragt sich nun, ob v ÜBr einen Wert von r ^ich Null wird; dar

SB setzen wir:

also:
9im

Dieser reinen cubischen Gleichung entspricht nur ein reeller Wert r|

nnd zwei imaginäre and r«; also kann v nnr IHr einen Wert von

r gleich Noll werden.

Bei der geradlinigen Bewegung ist nun

also:

^ = „,»+2m{r-«-ro-ä),

wm ——————

r^dr

Wr*+ 2;/.ro ^Cr»'—H).r

r^dr

y(V—a»ro-»)^+ 2fiir

V6 , r . (r - r\) (r- r,) (r- rg)

Der Kadicand wird hier gleich Null für r = 0 und für die Wurzel-

werte der oben angeführten reinen cubischen Gleichung. Ist nun bei

positivein k der Nenner 2mro-'—V des Bruches für r' negativ,

2/'

also * positiv, d. h. > rr 3> so^ negati^i «ad die Quadrat-

wontel wird in dem Intervall 0 bis imaginilr, also aach t imaginär,
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d. h. es giebt keinen Zeitpunkt, also auch keinen reellen Wert für r,

bei welchem r = 0 wird. In diesem Falle wird also bei -» 0 die

Anfangsgeschwindigkeit v^y die Anziehung überwinden, und der Punkt

geht mit verzögerter Geschwindigkeit in's Unendliche, wo tr* = Vq*—
2fiir-^, also die Geschwindigkeit constant und kleiner als die An-

fangsgeschwindigkeit ist. Bei = n aber nähert sich der Punkt M
dem Kraftcentrum 0 mit beschleunigter Geschwindigkeit, bis er vaii

ihm zusammeuO&Ut und von ihm festgehalten wird.

Ist V ön ^t^^i M ^n^d ^ Punkt Jf bei 0

erst im Unendlichen die Ctoschwindigkeit Noll erfaaltfin, wHuend er

bei ag ^ TT, wie vorher, nach 0 ginge.

Ist aber b negativ, also v^^ <i g—ä, so wird positiv und der

Badicand ist dann gleich ^^.r.Crj—r).(r— rs).(r~r8). Die Qua-

dratwurzel ist also in dem Intervall 0 bis reell; folfl^eh ist auch

I reell, d. h. in diesem Inten'all giebt es einen reeUeu Wert ftr r,

bei welchem v « 0 wird, nämlich r,. Wird der PunktM angesogen,

so wird er also bei = 0 Yon der Anfangslage r bis sn dem
Punkte gehen, der von 0 um entfernt ist; hier wird seime Ge-

schwindigkeit gleich Null und nun kehrt er wieder rarOck mit be-

schleunigter Geschwindic^eit, hat bei der Entfernung vq wieder die

Oeschwindigkdt und geht dann schliesslich nach 0. Bei s «
bewegt sich der Punkt M gleich nach dem Kraftcentrum 0, kann

also den Punkt, wo «= 0 wird, und der Jenseits 0 liegt, nicht er-

reichen. Würde der Punkt ilf in 0 nicht festgehalten , so würde er,

nachdem er durch 0 hindurchgegangen, im ersten Falle mit verzö-

gerter Geschwindigkeit bis in's Unendliche gehen, wo er dieselbe con-

stauto Geschwindigkeit hat , wie bei cfy = 0. Da wo r «= tq wird, ist

V wieder gleich vq, wie auch bei den audem Fällen.

Im zweiten Falle verliefe die Bewegung ebenso, nur dass imün*
endlichen wieder v gleich Null wird. Im letzten FaUe würde sich

aber der Punkt M mit yensdgerter Geschwindigkeit nur um von 0
entfernen; bei r « die Geschwindigkeit Null erhalten, und dami

wieder znrflckkehren. Diese Bewegung würde sich fortwährend wie-

derholen; der Punkt M würde also hin und her pendeln, indem er

sich von 0 immer um entfernte. Die Bewegung für negative Werte

von also im Falle der Abstossung, ist, wie wir gesehen haben, in

Obigem durch den negativen Wert von r, für welchen v gleich Null

werden soll, mit enthalten. Der abgestossene Punkt M wird sich also

von seiner Anfangslage, wenn = 7t ist, dem Kraftcentrum 0 mit

verzögerter Geschwindigkeit bis auf die Entfernung r — nähern.
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woselbst seine Geschwiudigkeit v gleich Null wird. Dann geht er

wieder zurück , hat bei r = wieder die Geschwindigkeit vq und

geht mit bcschU unigter Geschwindigkeit bis iu's Uuendlicho, wo jetzt

t?> =s vq' -\-2mrQ-^^ also die Geschwindigkeit constant und grösser als

t'o ist. Ist aber = so verläuft die Bewegung ebenso, wie im

andern Falle, nachdem r wieder deu Wert erhalten hat, also gleich

in's Unendliche.

Endlich kann noch tv» «*• 0 sein, dann ist, da Beginn der Be-

wegung aaf Pnnkt M keine Kraft eingewirkt hat, auch sin = 0 zn

setzen. Dieser Fall ist also ein spedoller des vorigen, and die obige

reine cabische Gleichung, für deren Worzehi v gldch Kall wird, gfiht

dann Uber in » tq', es ist also = tq. Die Bewegung des Pnnktes

M ist also dann wie oben angegeben. Bei positivem h nähert sich

der Punkt M dem Kraftecutrum 0 mit beschleunigter Geschwindigkeit

wie oben, wenn << .. 3 und 0 ist, nachdem r den Wert

erhalten hat. Was oben von einer eventuell pendelnden Bewegung

gesagt wurde, würde auch hier stattfinden. Bei negativem k entfernt

sich der Punkt M von dem Kraftcoutrum U mit beschleunigter Ge-

schwindigkeit wie oben bei oo = », nachdem r den Wert rj erhal-

ten hat

Hat at>er der PnnktM ^e Geschwindigkeit erhalten, die in ihrer

Richtung von der dnrch die Punkte 0 and M bestimmten Linie ab-

weicht , und haben die gegebenen Grössen nicht jene Grenzwerte, so

müssen wir die oben unterschiedenen Fftlle untersuchen.

Im ersten Falle waren alle Wurzeln reell, eine negativ: — rg,

und von den beiden positiven sei r^<i,r^ Nach Gleichung 14) ist

dann;

c.dr

folglich:

°
y&.r.(r-ri)(r-rt)(r+r,)'

^""y* V VV.(r-r,)(r—r,) (r+r,j

Damit nun qp nicht imaginär werde, rauss sich r bewegen in den

Grenzen 0 bis r,, oder bis —r^ durch ±od hindurch. Im erst^^n

Intervall ist also 0 ein Minimum und r, ein Maximuni von r, ausser-

dem aber giebt es keine andere. Die Curve liegt also ganz inner-

halb des mit um 0 beschriebenen Kreises, den sie stets, wenn
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r «— r, wird, berührt, der also die EiiihüUonde der Bahn ist. Femer
geht sie stets von dem einen l^Liximum des lladius r zum folgenden

durch 0 hiüdurch, hat also iu Ü einen unendlichen Doppelpaukt und

ist eine continuirlichc Curve.

Um nun das eUiptische IXiffarential auf die Konnalform bringen

zu können, benutzen wir flir dieses Intervall die Snbstitation:

(S. Schellbach Theta-Fanctionen S. 270)

r^ry sin*^

r^^rgsin^

ra+ri.cos*^^

und wenn r stetig wachsend von 0 zu Ubergeht, wächst & eben-

fiUs stetig von 0 bis ^* Dann ist:

2r^r8 sin ^ COS^ . jr^ coe<»)+ sin^coB

d

^ W+ü^^ •

2iy^i -\-r^) sin ^ . cosd .d9

»*3+r,C0S*<>

rirgSin^—r^r,—fafg (1—sin^^)

r3+ r,C0S*^

r^r^sin'^+rs'4-r^r3 cos^»
r5+r|C0S*d

r,+r,cos*^'

Setzen wir diese Worte in die obige Gleichung ein, und beben gleich

die; gLiiiüiuschaftlichen Factoren des Zählers und Nenners fort, so

kommt:
2c dd'

also:

y^r,(r,+r^ l/ , ^ ^V. (r.+ rg^
^
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Nach der Voraassetzang ist r, «C^r, also r^rj <C **8»*3 »'i^^ä+^'s) <C
r, . (rj -|- Tj) ; der Cocfficicnt von sin*^ ist also oiu positiver echtor

Brach, den wir gleich sutzüu woilcu. Feruer setze:

2e 1

ten ist:

1 rf^
Ja » - , - -

;

9

_ 1 rf» _1 <i»

Setwn wir du letzte Integral, welches conetaat ist und dem Integral

/cdr
entspricht, glcieh 9>0) nehmen also als Polaraxe die Richtung

des Badiiis r — 0 an, so ist:

also:

und:
r,r8 8in*am«a(y+yo)_

rs-j-'-iCe8'.«».ö(9'+W)

Die Periode von ai^p^tp^) ist nun 4Jr, wo

,.|.,.+©V+(g)V+(gi)V+ „

r aber erhalt wegen des Quadrates von sin and cos schon b^ der

Periode 2K denselben Wort, also ist, wenn wir den Winkel, am
welol>en 9) wachsen miiss, damit r wieder denselben Wert bekomme,

oder der zwischen '2 auleiuaudcr folgeudeu Maxiuia liegt, mit <P bo-

z/eichueu

:

«(V+ 9>o)+2^-«(9>+9o+<'^)

(p —

,

a

woraus sich (P nach den gegebenen Constauten bestimmen lasst. Von

Ml ufxn. 10
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einem Maximum bis zom daraof folgenden Minimum mnsi also r den

Winkel J(2>
— — beschreiben, denn der Zunahme von ^ 0 um

7t

2 entspricht die von um K. Je nachdem nun 2;t grosser oder

kleiner als ^ ist, wird die Lage des zweiten Maximums von r im

Vergleich zu der des ersten zurückbleiben oder vorrttcken.

Die Gestalt der Curvc würde also /.. H. für gewisse Anfangswerte

so bcschaflen sein kOnueu, wie es dargestellt ist iu Fig. 1.

Nach Gleichung 13) haben iiir:

e

und wenn für r und d(p ihre Werte eingesetzt worden, so kommt:

~ ae' (rg+riCOS*^)« VilTj^siu«*

rjV sin*»

Um dieses elliptische Differential auf die drei Normalformen anrSck-

flkhren zu kOnnen, setzen wir

sin*» A
(••i+'s- rt 8in^)« (ri+rg-rj sin»»)«

also:

sin*» «= -4+i^(r,+r3—ri8in»»)+ C.(ri+ra—risin«»)«

- A+B{r^+r^^rim*^)+C.\(rt+rs)*
— 2ri (r,+ r^) sin«» +ri«8in*»};

also ist:

folglich:

B+2C(r,+r8)=0

„ 2(r.+'-,)

" =-a •

Setzen wir diese Werte ein, so kommt:
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Ans obiger Differoutialgleichung für €U folgt uon:

a.e I (rj+r,—rjam»^)«-J^

a.c J (rj^-J-rj— rj8m^^)*^d*

Setzen wir hier wieder das zweite lutegral, welches constant ist uud

Oi^tspricht) gleich so kommt:

nach Einsetzimg der obigen Werte:

DiTidirea wir uun die ZiUUer uud Noimer der beiden Brüche mit

(•"i
+»'»)' ''^sp. mit (ri+i jj nnd setzen dann jVr=^ so kommt:

Das erste Integral ist sn zerlegen (s. Schlömilch Comp. T. II.

393) in: ,

a+isin^^)^ Ji> ~ ya U+^sitt*^)
"J ypa+ Asiu'«^)-^^
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WO die / Constanten sind, und zwar:

Das letzte Integral Iftsst sich ferner zerlegen:

sin^cTd

J Yo^^ yo J Yq J M
• o o

J ^»~rJ^ J
Alle diese Werte eingesetzt, giebt:

#-Li. . r«*
sIB '». cos^.^I»

V(2yo+yi) / ^

I

V(yofe'-ya(^'^+A)) /

^ 8in^.COS4^4^^
. , „ . , .

wenn wir n&mUcb setzen:

V(2yo+y»)

-ü^y»F
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Bemnacli ist;

SetMn wir das erste Glied der rechten Seite snr AbkOnang gleicb

/(v), und A, d. L ~—7— i:«8iii«ai»f , also sin'omf —

wenn für sein Wert: eingesetzt wird, so ist
—

ein positiver echter Brach, mithin hat die Constante i einen reellen

Wert

Dann ist (s. ScblOmUch Comp. IL; ellipt Fnnet 11. Abschnitt):

Der nicht periodische Teil der rechten St-ite ist:

der periodische:

/•/-.^.L 1 v^^^aii. i
^ [«(y+yp) -g]

I jf,
®i [^_(?>+ <rn)]

Wenn nnn ^ nm <P wftchst, dann wird der periodische Teil wieder

denselben Wert erhalten, oder wenn 9-i-9o §^ ^^'^ um

1^ wichst, dann wird er ^eich Null worden; denn Ihr den letiteron

Fall ist entweder 8inama(9-|~9>o) oder cosaHia((;p-f9>o) gleich NbD,

also immer /(9>) gleich NnlL Femer ist:
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— 1— 2(7COB 2(t>— |g)+ 2(?^ cos4(r— /?)
—

~ i—2gC082(»+/S>+2g*C084(i;+ft— ...

1— 2q COS 2r COS 2j3 -f LV* <'084t'C0s 4/3— ...— 2«2 sin 2p sin 2)3 -|- ..

.

1— 2g cos 2i;co82^+ 2</ cos 4v cos 4/3— . . .+ 2^ sin 2t; sin 2j3— . .

.

WO "^^2^ ^ ^ 2k^ ^ gesetzt ist Dieser Bruch wird

n 7t

immer gleich 1 fttr o= -2~> Logarithmus gleich NuUj d. h.

. a(«p+ q>o)7t nn nK , 2K
lür ~ "2~ V+Vo ~» ood nan war <P —

also fOr 94-9o=^2^ wird aach das zweite Glied des periodiseben

Teils gleich Null. Endlich ist :

e(«(9+«Po))= tA^'^"")
=l-2gco83.,+Vcos4i.--...

also: ^i[a(^-|-q9o)] » 4s8in2«— 8^8in4t;+... Dies wird auch fftr

t>
= -g- gleich Null, folglich wird auch das dritte Glied für

g)-J-g>0=^<p gleich Null. Ist aber ^J+^o^^^ 9 nimmt um

<^ zu, 80 erhält /(q>) wieder denselben Wert wegen des Prodnctcs

von 8inama(9-|-9»o) und cosamaiip+ipQ) und wegen des Quadrates

im Nenner. Beim zweiten und dritten Oliede stehen, wie wir sehen,

in den Entwicklungen immer Vielfache des doppelten Arguments, und

da der Zunahme von 9 um 4^ die von a(4p-h9o) ™ ^JT entspricht,

so ist hier der Zuwachs immer ein YielfEM^bcs von 4Jr, also erhalten

sin und cos wieder dieselben Werte, also auch die ganzen Glieder.

I nimmt dann stets um einen bestimmten Wert zu; nennen wir ihn

7, so Ist:

Um diesen Wert nimmt t stets zu, wenn q> nm O wachst d. h. wenn

diT Punkt ^f von einem Maximum zum fol^'ciideii ^v\\t, oder über-

haujit von einem beliebigen Curvenpunkt bis zu demjenigen, der von

dem Rraftceutrum O gleichweit entfernt ist, und in welchem der

Tunkt M in Bezug auf O dieselbe Bewegungsrichtung haben würde.
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T n
Um 2 wird i zanebmen, wenn ^+9o 2^ am i(P wächst,

wenn also der Punkt M Ton einem Maximum bis znm benachbarten

Minimum geht, und umgekehrt Ton der ganzen Cnrve wird aber

der Punkt M nnr einen Zweig, von einem Minimum bis znm näch-

sten, beschreiben können, nnd ein solcher allein steDt also fftr dieses

Intervall die Bahn des Panktes M dar. Jeder Punkt eines solchen

Zweiges kann Anfangspunkt dor Bowopung sein mit Aasnahme des

Kraftcentmms 0, und Punkt M wird dann je nach der erhaltenen

Richtung einen der beiden Ropen dos Zweiges durchlaufen, bis er in

dem Kraftcentrum O ankommt, und hier festgehalten wird.

Das zweite Interrall für r geht Yon durch ±qo bis — r,.

Die Cunre ist also discontinuirUch und geht unendlich oft durch

sie zerfiUlt somit in positive und negative Zweige, d. h. solche, zu

denen positive resp. negative Radien gehören, nnd diese wiederholen

sich, einer um den andern. In diesem Intmall sind zwei Minima,

r, für den positiven Zweig und — far den negativen, der in Bezug

auf positive Radien ein Maadmum wäre; ausserdem aber gicbt es

keine andern. Mit ihren positiven Zweigen liegt sie ganz ausserhalb

des mit am O beschriebenen Kreises, und mit iiren negativen

Zweigen ganz ausserhalb des mit um O beschriebenen Kreises.

Beide Kreise berührt sie stets, wenn r = resp. =— rg wird; dieser

ist daher der Kmliüllende der neijativen Zweige, jener der der posi-

tiven. Wie wir obeu gesellen lialicii, hat jeder Zweig 2 Asymptoten.

Für dieses Intervall benutzen wir, utu das (•lli])tisclH' Difl'ercntial auf

die Nornialforni bringen zu küuueu, die Substiiutiou (s. Schellbach,

Theta-Fuuct. p. 270):

'•»('•i +''8)—U (^2+ sin^»

r,+r3-(r,+r,)8in»i^
'

Dabei geht, wenn r stetig zunimmt von r^r, bis r»±« und
n

weiter bis r^—r,, ^ stetig wachsend von 0 bis ^ über, und für

r I r
sm'd * ^T ^ wird r 00, und da dies ein positiver echter Bruch

ist, so liat auch ^ einen reellen Wert, für den r = ao wird; dann

erhalten wir für die andern Factoren:

"° rj+r,— (r,-|-r,)sin«*'
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r— r, =

rj+ rg— {r2-|-r3)sin*^'

rj+r,—(r,-|-r,)8in^

{

— ri(r«-f>-3) +^3— siu^

^ l«-,+r8-(r,+ra)8m«<^3« )

[ri+r3-(r,-fr3)sm^0^]«

Diese Worte in unsere Differentialgleichung eingesetzt, und gehoben,

ergiebt:

2e
d<p=

V ^ y (rj+ rs)- (r, H-rg) siu^^

und wenn wir hier dieselben Substitutionen machen, wie oben, so er-

halten wir:

1

Dies ist derselbe Ausdruck, wie im ersten Intervall, wir finden dem-

nach ebenso:

^ = ama((p+ Vo)» ist hier

^ »'i+ra— (rj+r5)sin*ai»a(9+9o)

a

r bt'S('hrcil)t als^o von der MinimallaKC bis zur fclgomlon Minimal

-

läge r.y iniiiKT den Winkel und bis zu der zwiscbou beiden liegen-

den Min iinallafj:e — rj des lU'^^ativen Zweiges den Winkel Ueber-

baui)t nimmt /• jedesmal, wenn der Winkel O beschrieben ist, wieder

denselben W ert au wegen ^m^ama{<p-^'q>Q).

Die Gestalt der Curve f&r dieses Intenrvll wfirde also 2. B. bei

gewissen Aniangswerten so beschaffen sein können, wie es dargestellt

ist in Figur II.
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Zur Bereelmiing der Zeit setzen wir wieder in die Gleicbnog:

c

die Werte lOr r und dip ein, so kommt:

j^,.,
1 {>-i('-,+rs)— nt(r,+rii)gin«d|« d9

.

•"i "r ''s

and wenn wir in diesem lutervall A gleich — ^^i'*'* setzen, so kommt:

acj (1

m

Scucu wir imn wieder das zweite constautc Integral, welches dem

entspricht, gleich fo» (y>'^ haben also in diese

»-»

Intervall zur Polarazo gewählt), so kommt:

^^^^QcJ (1+ i Mn»^^)« ^

tim dmes elUptiscbe Integral anf die drei Konmdformen xorackfllhren

n kiOimeii, setzen wir wieder:

(l -il»siii« j>)« ^ L
(1 + A8in«>)» (1+A8in«d)*'*"l+A8in*4^"^^»

oder:

(1— sin* d)« = ^ -f (1+ A sin« ^)+ C(l+ A sin«
;

folglidb ist Mer:
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A(i?+2(7)=-2ib»

darans folgt:

Dieso Worte eingesetzt, crgiebt:

folglich erhalten wir:

Setzen wir nun die ol)('ii entwickelten Integrale, in welchen aber unter

A der jetzige Wert zu verhtcheu ist, fOr das erste Integral ein, so

kommt:

_ V(A4-i'^)* sin^cos^^^

yoA«flc y (l+Asin'iO^^

0

, V[yoA^-y3(A+*^')'] /j^

sin cos ^ . _= -i-Ä./7o(A',A, C?.F(A-,^).

WO also jetzt:
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2,= !^^^+^!*

Setien wir jetrt für ^ seinen Wert, so ist

,
Dsinama{q>-{- <Pq) cos um a{q>-\~ (p^) A am 0(9-4- Vo)

0
-j- 1, sin^am a (9) -|- qp^)

Wird nnn r=±«, so wird sin«* d. i. sin*aina(<p+9o) = '^'1"-

t

nnd X ist =

—

-
\

% folglich wird der Nenner des ersten Gliedes

IJnll, also dieses Glied =x, mithin auch t-\-t^ = x; d. h. wenn

der bewegte Punkt im Unendlichen ankommt, so ist die Zeit, die er

daza gebraucht bat, ebenfalls unendlich gross. Es findet demnach

liier, wie schon ans der Natnr der Cnrve erhellt, keine Zeitperiode

statt Der bewegte Punkt M kann nur ^nen positiven Zweig durch-

laufen, durch den also die ganze Bahn dargestellt wird. Joder Punkt

dieses Zweiges kann Anfangspunkt der Bewegung sein, mit Ausnahme

des im Unendlichen liegenden Punktes, und der Punkt M wird dann

nach seiner erhaltenen Richtung auf dieser Bahn weitergehen bis in's

Unendliche, so lange er nach dem Eraftoentrum O hingeht mit be-

sddennigter iiA entgegengesetzten Falle mit verzögerter Oeschwindig-

k^t Im Unendlichen aber, wo der Radius also die Ajqrmptote ist,

hat der Punkt M nach der Gleichung:

constante Geschwindigkeit.

Den negativen Zweig würde der Punkt J/, wie wir gesehen haben,

unter denselben Bedingungen bei gleichem aber entgegengesetztem k

beschreiben, and da dieser Fall dem Fall 4) entspricht, so muss d.07
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hier rcsiiltircnde negative Zweig im Fall 4) als positiver auftreten

und umgekehrt. Und in der Tat muss sich im Fall 4) r innerhalb

der Grenzen r« bis — nnd — r, bis 0 bewegen, so dass wir die-

selben Curvcn aber entgegengesetzt erhalten. Wir liaben also mit

dem Fall 1) zugleich Fall i) gelöst. In dem letzteren wird also die

ganze Bahn des bewegten Punktes M anch nur in einem Zweige be-

steben, und die Bewegung kann von jedem Punkte dieses Zweiges

ausgeben mit Ausnahme des im Unendlichen liegenden Panktee. Eine

Zeitperiode kann also nach Obigem hier auch nicht eintreten. Der
Punkt M gebt dann gemäss der erhaltenen Ricbtnng weiter bis in's

Unendliche, so lange er anf das Kraftcentmm O zagebt mit ver-

zdgerter Geschwindigkeit, im andern Falle aber mit bescUeonigter

Geschwindigkeit; Im Unendlichen aber ist:

also die Gcschwindi^eit constant und grösser als die Anfangs-

geschwindigkeit

Im zweiten Fall, der nnr ein besonderer des ersten ist, wird

daher werden die beiden positiven Wurzeln einander gleich, nflnüidi

nnd wir können für rt setzen. Dann geht die Gleichung 14)

ttber in:

C . dr

y4r(r-ri)Hr+ra)

e dr

WO r alle Werte von 0 Aber ±oo bis — annehmen kann. V»ir

haben es also in diesem Falle nicht mehr mit einem eltiptischeD

Differentia] zn ton. Dann ist:

9
c P flr

yb j (r-rjl/r(r-pr,)
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" V* '7 (r-r,)Vr(r

_ 0 /* dr

7* / (r-r,)yr(7.

oder das letzte Glied gleich gesetzt» giebt:

Setzen wir jetzt:

r — flf'Cr+r,) oder

»•sä*

(1—it«)«

i> (3x^-1)

wefl rt — 2rij und endlich:

also erbaltea wir:

(r— r^) Vr (r+r,) (3«e*—1)

£s ist demnach:

c r %dm

X

c /•/ dx \

—^(uyä»-i)-./Hi)-i(y3»+i))

Oigitized by Google



254 Kärger: Unler*ucitun<f der Bahn eines nadi inverser 4. Potenz

Setzen wir jetzt wieder fOr x seinea Wert

ein, so kommt:

Lassen wir jetzt r = werden, so wird qo+ 'Po — wenn sich

also r rückwärts (Irolit<^ d. b. die, seiner wirklidicn Bewegung ent-

gegongesotzte Bewcgnng auuehmc, so würde nach unendlich vielen

Umdrehungen r = Tj werden. Die Curvo ist also eine Spirale, die

zwei Zweige hat, von denen der eine ausserhalb, der andere inner-

halb des mit um den Punkt O beschriebenen Kreises liegt, welchem

sich beide fortNvälirend nühern ohne ihn zu treffen. Der Kreis ist

demnach Asymptotenkreis der Curve, d. h. die Curve geht in den-

selben über, nachdem sie, sich demselben nähernd, unendlich >iele

"Windungen beschrieben bat. Der negative Zweig aber verläuft ebenso,

wie im ersten Fall, indem r aus — x kommend bis — geht und

dann wieder bis — oo. In Bezug auf den Winkel, welchen r von der

Anfangslage Vq bis r = 0 resp. r = x) beschreiben muss, wissen wir,

dass innerhalb des Asymptotenkreises der Winkel <Pq durch entgegen-

gesetzte Drehung, ausserhalb durch dieselbe Drehung entstanden ist,

wie der Winkel 9; Jener ist also in Bezog anf diesen im ersten Jb^aUe

negativ, im zweiten positiv zu nehmen. Kennen vir nun 9+90» ^
müssen wir also im ersten Fall den Wert von zuz&hlen, um 9
zu erhalten, Im zweiten aber denselben abziehen. Setzen wir in dcf

obigen Gleichnng r ro, so ist 9 — 0, und wir erhalten:

^ Vro+rj+ ySro'

setzen wir aber r « 0, so erhalten wir den ganzen Wert von 9+90»
n&mlich:

9+ 9>o
-

Folglich ist nach Obigem in diesem Falle:

Setzen wir ferner, nachdem wir den Bruch mit ^ erweitert haben,

r -> OD, d6 erhalten whr für die ausserhalb des Kruses liegende Sfdrale:

,
c 1-V3
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folglich ist dann:

« l
(V'-o+^+ Vgro) . (1-1/3)

"ri.yai' *(yro+r,-y3r.).<l+y3)'

Wenn endlich r alle negativen Werte dorchlänft, so ist der Winkel,

den es beschreibt, doppelt so gross, wie der zwischen — und dem
nnendlich grossen Radius liegende Winkel. Den letzteren erhalten

wir, wenn wir von dem Wort für <p=9oi welcher dem Radius r —>

—

eatspridit, denjenigen absiehettf welcher dem Radius r od entspricht

Ersterer ist bei r —— r:

ff

demnach ist der Winkel qn, weh her von den beiden Asymptoten eines

negativen Zweiges eingeschlossen wird:

a. , V3+1
* r.VsTi'ya-i

Die Curvc würde also in diesem besonderen Falle für gewisse An-

fangswerte solche Gestalt haben können, wie wir sehen an Figur III.

Ans der Gleichung

e

erhalten wir nach obigen Substitutionen:

1 2iix
4m Ä

r,y4 (l-»«)» 3««— 1"

r, 8ir*(fa

'i*
f

1
I

1
|_

^ L-4
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Ii.
\ ( ^

I ^ / ^hLzi^\

"V* U—« 1—V'*"y3*(l/3a:+l)(V3xo— 1)J

y*i ?j

yi • (y8r+ yr+r.) (ySro- yro+r,))

Die Zeit also, die der Punkt gebrancht, am von der An&agalage
nach dem Kraftcentrnm 0 so konmien, wo r= 0^ ist daher:

y* "^ysi-'-yro+r^-ysTo*

bis in's UneDdliche aber brancht der Punkt M eine nnendliche Zeit,

denn da das erste Glied — oo wird, so ist auch:

«=00.

Ist sehliesslidi der Anfimgsradins ro — r„ also ^ SW—S^ oder

^9 = —^y 80 wird die Corve zn dem mit am den Panl^t 0 be-

schriebenen Kreise werden. Dann ergiebt sieh ans der Bedingungs-

gleichnng fftr die Gldchheit der beiden Wnrzehi nnd r,, dasa

abro-») — (fotibsinflft)«,

oder:

and wenn wir für V seinen Wert \ einsetzen, so ist 8in%—l, also

0^—2 <^ ^ Y' ^ Centrifogalkralt - in diesem Falle

gleich nnd die Centripetalkraft ist dann in demselben Punkte
'0

h
aneh gleich - 41 also jener Kraft gleich, folglich mnss dann der Pnnkt

M un das Kraftcentram 0 eiueu Kreis mit dem Radius beschreiben.

Die Bahneorre besteht also anter der Bedingung dieses Falles

und, wenn V *° ^ ist, in einem Kreise, den der bewegte PonktM
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mit dem Anüaagsradios and der constantan Geschwindigkeit um
Je

das Kraftcentnim 0 beschreibt Ist jedoch vq* <i —» überwiegt also

die Centripetaikraft, so ist auch <^r^y und der PnnktM wird sich

l-

nf der iuncreu Spirale bcwegeu, ist aber t-^^ > überwiegt also

die Centrifogalkraft, so ist anch r^^rj, und der Punkt bewegt sich

auf der Analeren Spirale. Diesem ganzen Fall entapricbt Fall 5), wo
^ JeCiigen positiven Cnrren als n^gatlTe resnltiren, und umgekebrt

1» Allgemeinen hat nun In diesem Falle der negative Zweig dieselbe

Osstiltnig wie im vorigen, mithin ist anch im filnften Falle der posi-

tive Teil der Gurre ebenso gestaltet, wie der im Fall 4), und die

Bewegung des abgestossenen PunktesM wird daher ebenso rerlanfen

wie dort

Im dritten Fall sind erstens, wenn ä>0, dieWurseln eine negativ

reell: —Ti und die beiden andern imaginir: r, und Bami Ist also:

B - 6.r(r+r,^(r--r,)(r-rs)
folglich:

e dt

Jetzt kann sich r in den Grenzen U über i a bis — r, bewegen,

Utgt also ausserhalb des Intervalls — bis 0; wir können uns daher

zor Reducirung des elliptischen Differentials auf die kanonische Form

loigeiuiar Substitution bedieueu: (s. SchcUbach, Theta-i^'unct. p.2ti7.):

r^ r^. (coe»—n)
2T"2.(1—ncos^)

" 2 (1—»OM«)
•

I>abei gebt, wenn das IntervaU 0 bis n stetig wachsend durch-

llnft, r stetig von 0 tu 4-^ Al^r, weldien Wert es Ar eoi^ —

-

w

annimmt, and dann von — od zu — Uber. Durch diese Substi-

tution wird:

. {U—iicoi^)(m+l)sind— (n+ 1) (1—coa^) agin»{<i»

r, (n« —

D

sin^Jd^
"2* (1— ncos^)«

•

_ rj («-DCl + cos I»)

'T''»"""'«* (1—«eoa^}
ran. 17
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-r,(l+n)~2r,+[r^(l + n)-f 2iir,|coB»

2(1- «cos^)

—r,(l+«»)-2r3+trt(l+ n)+2itr,}C0B^
' 2(1—«C08^)

w bestimmen wir so, das8 iu dorn Product (r— i*j).(r— r^) der Coef-

ficieut von cos^ gleich Null wird, also.*

Jrt(ii+l)+2'tMr, («+l)+2»ra|+
{ri(n+ l)+ 2rs|.{r, («+ l)+ 2nr,| = 0

worans sich mm n bestimmt Diese quadratische Gleicbiiiig fsr n lissl

sieh rnnformeii in folgende:

ri*(n+l)='+2(«+l)r,r, = 2r,r.i

foli^ieb erglebt sich fttr » der Wert:

Damit nun r unter den negativen Worten keinen annehmcs kann, der

dem absoluten Betrage nach kleiner als ist, muss der absoluta

Betrag von n grösser als 1 sein, wir müssen daher das negative Vor-

zeichen der Wurzel nehmen. Dieser Weit resultirt auch, wenn wir

in die, bei Schellbach angegebene, allgemeiue Form für n unsere

Wurzclwerte einsetzen, den Nenner rational machen, und das Resultat

mit Berücksichtigaug der Gleichung <» ^t-^-fz vereinfachen. Setien

wir dann noch:

|ri(«+ l)+2«r,|.|r,(n+l)+2nr|= Q
und

(r,(n+l)+2r,|.|r,(ii+l)+.2r,|- P,

so kommt, wenn wir die obigen Werte einsetzen und die gleichen

Factoren haben:

2cV«*— 1 d^

2c . V/i* -T d»

1 d»
o Vi — it»8in*^
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wenn wir nimlieh in dleeem Falle:

und

« 4,

Si tzen
; ist also ein positiver ecbtor Brach. Durch lutcgratiou er-

halißu. wir dann:

9

0

ad wenn wir wieder das leiste constante Integral, weichet dem Inte-

y* dr
y-^ entspricht, gleich q>Q setzen, so kommt:

» . aiii.a(9+9>o)9

— (n-t-l).(l—COS.om.fl(y 4- <ro))

Die Periode von a(9>-f>9>o) und weil in dem Worte für r nnr

der einfache cos steht, so erhftlt r erst denselben Wort wieder, wenn

^(7+70) um 4^^ zng^onunen hat) nennen wir den Winkel , den r

beachreibt, 0^ so ist:

a

Wenn also r sich nm den Winkel 0 gedreht hat| so erhftlt es wieder

diasalben Werte.

Dio Cur\*o hat also zwei Zweige, einen positiven und ciiu 11 nega-

tiven, welche sich fortwilhrond, einer nach dem andom, wiederholen.

Beide kommoii ans dem ün<Midlichen, gt>hen dann bis r = () resp.:

rs=— and dann wieder in's Unendliche. Die Curvc hat also in

IT«
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0 einen uuendlichfachen Doppelpunkt und geht anendKcli oft dnrch

ioD; ferner berührt sie mit ihrem negativen Zweige immer den mit

— Tj um 0 beschriebenen Kreis, welcher also die einhüllende Curse

der negativen Zweige ist. Die Gestalt der Curvc würde also z. B.

für gewisse Anfangswerte, so beschaffen sein kennen, wie es darge-

stellt ist iu Figur lY.

Setzen wir in die Oleichong:

für r nnd dip ihre Werte ein, so kommt:

1 r|^(n+ l)^(l — cos

a.c' 4.(1— ncosi^jMtt

_ !li
(»+l)'(l-C08^^)^

~4a«' (1—ncoB^)"

üm dieses Differential auf die kanonischen Formen bringen zu können,

müssen wir erst den darin steckenden algebraischen Teil absondern;

dazu setxen wir cos^ » «, dem Werte « 0 entspricht also « 1,

nnd es ist:

dv

Folglich wird:

(1— cosif)*<«r

Vi—««

(1—
(1— MC08.*>)'^ft

(1— n« . >/(l - iT^)
(
V+PV«

(1 —II«»«)« . Vd-^) Tiic^h,"^)

. [2»(n— 1) — 2(n— l)v \dv

wo === 1— gesetzt ist. Der zweite Teil ist ein rein algebraisches

Differential nnd lässt sich aach schreiben:

(n— 1)A

(1— n^v^)* . y (1— v^)(,ki^+k^^) (1 —nh)*. Vä —z) (V+
wenn « ist, ond dem Grenzwert v^l entspricht dann derGrenz-

wert s— 1. Betzen wir femer:

Digitized by



oder:

80 Ist;

(11«+*«)«
•

and es eutopricbt dem Grenzwert s= 1 der Wert u — oc. Dies oiu-

gcsetzt, giebt:

(«—l)(n«— 1)<& 2(;<— l){(u^+ A-') («— 1) — n\du

(1 -Ii«»)«. y(l-») .(ifci»+A:«*) i(»'+A*)a -««)+i»«|«

2(n—

2(n— l)«»«<to

(Is«+n«V—(••— 1)«')*

(ib^+ — {n*— 1)
*

WO »«— 1 pontiy ist, da n seinem absoluten Betrage nach grosser

ab 1 ist Selsen wir das erste Glied der rechten Seite gleich

S(ii—l)«^«r«, nnd das tweite Glied ^eieh 2(l^n)ik*+ttk^^)Jdu, so

erhalten wir dorch Integration:

Hdu
u

2(»«-.l)(*»+««V— 1)»*)

^ 4(ft«+„H-,2) y(Ir2+ ««ifci«) (««-1)

y Är« 4- n» ifci«+ yn«— 1 . i»
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Setaen wir diese Werte ein, so erhalten wir lür den algebraiflchen

Teü:

2(n-l)^

2(1—M)(l-»+nifc^«)tt

+ 2(ibH***i')(*"+«V-(«"-iW)

[(n-l)^(/.^^+ nn-^^)+ (1- n) »Ä>^^Hn»-l)|.i>

in*— 1) (A»»+f»«*i^} yA«-f-n«i^«—(n«^l)^

w(n— l)«tt

.
_(il--l)«(»+2(Ar«+««V))

y*?«+ n«jb,«+ytT^i .

«'

Nchmcu wir das Integral für die Zeit in den Grenzen ^ = 0 bis

so cutspricht der unteren Grenze, wie wir oben gesehen haben, hier

die Grenze ?« = a . Flir diesen Wert wird das erste Glied der rechten

Seite gleich Noll and das sweite Glied gleich

Wir erhalten demnadi:
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»(n~-l)^tt

(ü—l)»(ii+2(ib«+n'V»

Öotzeu wir uuu wieder rflckwArU für u leiiiett Wort oin:

so wird dieser Ausdruck:

t/ (i-ii««)y(i—»)(v+*"«)

XI

2(n«— 1) n=*^-,=^) V ik^-^n*k^^) 1)

Tu dem nicht algi'braisrhen Teile des obigen DüfcreutiaU seUeu wir

wieder o ^ co8<^ and erhalten:

2(1 ^2m+h^— (1 — 4» -f 3>t^) 8iü»%t+ii»ginV

Um nun dieses elliptische Integral auf die kanonischen Formen rc-

daciren n können, setzen wir wieder:

2(i--w)«— (l--w)(lj- 3«) 8in^|2+ »f
8in*/r

(1— n*+w-siu-.'0*

A _B
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fuhren wir dann die Maitipücaüonon aus, so ist:

A+B(l— n*)+ C(l— n*y = 2(1— w)^;

Z?n«+ 2n«(l—n*).C« — (1—n)(l—3n)

Ol* — 1»«;

nnd daraus ergiebt sich:

Setzou wir diese Werte ein, so kommt:

/ l+ (1 -- 4n4- n«) COS»»+ n« C08*j» d»

J n»(l- n»+ ii'Bilt«»)*^
0

_ (l-n) (3-n

J »«(l-n«+ «i8ii
0

— «)(3— n)r/»

8in^)<^^

(l+ABiii>4>)>^^

_ 3— n /•

(1+A8in«»)^%'>
0~

WO wir jetzt
^ ^,

«= A gesetzt habeu. Führen wir non die im Fall

1) aog^bene Bnftvickdiiiig des enton Gliedes der reditea Seito hier
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ein, in welcher iHr uns aber fOr k and l die Werte dieaet Falles

sobstiUiirt denken mOssen, so kommt:

/ (1—«"C08^)" ^»

Kon' war:

also ist:

' 2yt4-(3-n)(l+ n)yo

n«(l+«)«yo

.
-2y,(jfci+ A)+yoifc'(l+ii)«

»«(l+*)"yo(l+Ann*^)

V(l+n)« g—COB^)« dl
'^'^

4ac (1—«cos^)«*
•

*— 4ae J (1— ncost*^)^ Jif

4a0
lO! (1— COS^)«

J (1-'4ae J (1— «cos*)*^^
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Setzen wir cUuin das letzte Glied, das dem oonstanten iDtegnl
r,

y~ entspricht, wieder ^dch so kommt:
•I

1-

*1

400 \J (1—««cos«^^)" ^^ rt^(l+ n)^ ty ^ 1 +(l'-4i»+n«)C08^+il«C08^ rffr

2a«n>yo(l+Asin«fr)

1 ^tf — VA-Ii _|_ „2 1,^^ sin

Folglich ist, wcüu wir der Kürze wegeu wieder setzen:

r '
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«od für <^ seiaeii Wert «»a «-r* *jLiilrta--

i>gmam -h 'T.^M«J^gg— g ^sn-'W^y

ff

~Eaf

sinaMo/^qp+V. — «.

Wichst r bU », so wird cos^ = ^.
^*r»« •-^•/

ondwbt: i^fZ-i. ^^-^'^^ i.r-»«»«'i^+f./

Der Nenner dos ersten Gliedei wird al-* NaU, f /- :
'i*«

Gfied selbst gleich Unendlich, mithin nach 1+^. I>'r ^ri^ -^rU'

Funkt brmncht also eine nnendlich grosMj Zi-it, um im ( n uaiKh^-n

anzukommen, c lindet demnach in di*^ Kalle k7''/>
^'"jf

statt wie schon aus der Natur der Cnnre fol,ft AU ^^^^^^^'^^
\f cilt für (Ii. s. n Fall nnr ein positiver Ziii;g. »•4ch«'n d«r funMt

»her bö(h tens Ms zur Hälft- dnrcWaofvn kaun; d«ui entuc-kr g**hl

der Tunkt V in las Kraftc-ntrnm 0 oder in's Uw-ndlicbe oud mird

in jeib-m von hvuUn verhl-ib n Dann hat die Bewi-gnrig Aebnlich-

kcit mit dt'iji'nitron. die lur da.s zweite Intervall des Fall 1) sUtt-

ündot. nur mit dnn Tut. r- hi.,de. dü-.^ d< r I'uiikt dann nicht wie

dort einen gauzi ii Zw' i^' durrhlauf. u kann. hon I,. m«Tkt »nrdo,

•ondem nur eimn hallH ii Z^^.•ip. .1. r l'uiikr kann dunu Anfangs-

pnnkt der Bewegung s. ii» , mit AuH.ahin.- d- H An/.it liung'.centrum's 0

nnd des im Unendlichen liegrnden Punkt, s. denn in j.'d.-m von beiden

wird er verbleihen. Weim sich der Tunkt von ih*m An/.i. hung^-

0 mit verzögerter Ge^chwindi^krit ••ntfernt, und Behlioshcb

grosse Entfernung erhalten hat, so bat er im ünend-
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liehen nach der Gleichung »V— äinro'-* eine constante Geachwin*

digkelt^ die kleiner als die Anfangsgeschwindigkeit ist

Ist aber in diesem dritten Falle 6 <C0, also negativ , 80 ist die

reelle Wurzel positiv^ sie sei gleich r,, nnd dann wird:

Damit nnn die Quadratwurzel nicht imaginftr werde, muw sich r be-

wogen in den Grenzen 0 und r^; wir benutzen daher die Substitution:

(s. Schellbach Theta-Fnnet p. 265)

2 2 (1+ »C08<^)

'

^i (l^ »0 (1 — cos^)
'"2 (l^nCOBir)

^immt r stetig von 0 bis rj zu, so wächst ^ auch stetig von 0 bis

w. Dann ist:

_ ri (l+ttCOS^)(l— «) sin.'^ + (1 — cos»)» sin ^
- "^2 (l+i»cos<r)*

r^(l— n*) 8in,'>^/i*>-,

2(l+ nC08^)^^'*

r,(l +^)fl4-C08.-0
.

2a+ncosv^)
'

ri(l'-»)--2r2 (t'i (1 —

n

)+ 2ttrg)cos»)
.

2(l+ncos^)

rj(l— w)— 2ra— (r, (1—n)4- 2 ur^^coSi'»
" 2(r+«co8i^)

II bestimmt sich wieder aus der Gleichung:

|ri(l-»)-2r,){r,(l-n)+2«r3|

+ |r,(l-fi)~2r,| K(l-»)+2nr,| - 0.

Aber jetzt muss das Vorzeichen so gcwält werden, dass n seinem

absoluten Betrage nach kleiner als 1 ist, damit r nicht grösser als

werden kann. Diese quadratische Gleichung für n lässt sich um-

formen in:

r»« (1-n)«+2(l- ») r^r, =r r,r,

;

daraus folgt:

^_ '•,«+ r,r3 ± Vr^r,^+Wr^nn ,
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£s ist daher der negative Wnrzelwert zu nehmen. Ferner sei in

diesem lotervall:

jr,(l-»)-2r,} {r,(l-«)~3rs| - i>,

{ri(l-»)+ 2nr,l {r, (l-«)+2nr,} - Q

gesetzt, dann ist wenn wir diese Werte in onsere Differontialgleichong

einsetxen:

Setsen wir wieder:

und ^ u
P+Q '

wo aber jetzt P nnd Q die eben angegebeuen Werte haben, so tindcn

wir, wie im ersten Fallej (6 0):

a

•lio:

and
(1— n) (1— C08 am a{fp +jqPo) .

2(1—nc08ama(9+Vo))
ferner

:

a

^ ist der Winlrel, den r beschreilien arass, mn wieder densellien

Wert zn erlwlten; und von einer Msiimallage r= r| bis snr be-

naehbarten Minimallage rs 0 wird r den Winkel

beschreiben. Da nun die Curve in diesem Intervall einen ähnlichen

Verlauf hat wie in dem ersten Intervall des Fall 1), so gilt anch hier

im Allgemeinen über sie und über die Bewegung des Pnnktes M bei

positivem k d. h. bei Anzii'hung dasselbe wie dort. 0ie Bahncorve

wird also übnlich derjenigen gestaltet sein, welche wir als Beispiel

für jenen Fall construirt haben. Da in diesem Intervall keine nega-

tiven Curven resultiren, so müssen wir daraus scbliesscn, dass es

keine Bahnen giebt, die der Punkt anter gleichen Bedingungen
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aber bei negativem k d. b. M AbBtosanng bescbreSben kAnnte. Es

kann auch keine geben ; denn bei negativem ü; ist ja 6 «-* V+g^
also stets positiv, also kann die Bedingung dieses Falles: 6<C0 d. b.

negativ, für negative k auch nicht eintreten. Aus der Gleichung:

dt = ^
c

erkalten wir dnrcb Snbstitntion:

Aoß (1-ffico»^>My

Vorfahren wir hier ebenso wie im vorigen Intervall, so kommt:

4m (i-|-ilC08^)*^^
II

(1— COg^)^/t^ (1— nt;)^(l-v)«</p

(1+ ncosfr)«^^ " ~ (1—«V)2 Vä — «^«) (aThF^-^)

"~
(i--n«i»yy(f^*y(VHf^"»*)

(1— y(1—»*)(v+^^
Wir brauchen also in den obigen Werten nur das Vorzeichen von «i

an wecbaeln, da aber jetzt n^—l negativ ist, so erbalten wir:

• (I4.t,)(«t'2__i)2t»cte 2(l+ n)2tta</u

2(1 -f w) (^2_ ;i/:,5rftt_

(^2+ m2 _(r(l _ „2j „2|

Setzen wir wieder das erste Glied gleicb 2(1 -f«)'^«^ nnd das zweite

Glied gleicb 2(1 -^n^lfl+nk^^Jdu, so erbalten wir dnrcb Integntion

:

u

+
- J

2 (1— n)2 y(^•2+^2;(1— »8)
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+ ^ -

X arc tg -7
-

F«li|ieh ist das Integral des algelnraiicfaeii IMfferentials gleich:

nCl-f-n)^«

. (l+ «)'(2(A'^4-n2ik,a)— n)

Die antere Intcgrationsgrenae Ittr ^ ist 0 and dieser entspricht fOr

ai die Grause oo. FOr od wird das erste Glied — 0, aber

n *

arc tg ^ wird =» ^ . welches also dann noch abzuzieheu ist. Dem-

ist, wenn wir wieder für u seinen Wert
^jj^

einsetzen:

(l+ n)(7l^•2 + l)2t;^/^•

fiV)V(l--»=^)>r+Pt;2)
—

( 1— »0 (i-^

+

k^-)
1
(ik^

+

u^k^') siu-0+ (1— I**)

— ^———«
—

' —:r^_L— ^ (arctff -= —o l
'

Dies Iii dir sweite Teil des gansen Integrals; mn den ersten in er-

hallea, bramshen wir nur in dem entsprechenden Teil des yorigen

iBtenraUs —n fikr « sn setzen. Folglieb eilialten wir, wenn wir wieder

der Karze wogen setzen:

« '•1^12/1+ (3 -f>o(ir-^oyui.
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2acn*YQk**

uad fOr ^ Semen Wert ama(9-|-^) einüfthren:

^ I
^ D sinama (q> q)Q) cos am a((p-\-cpQ) dam a(q>'\-q>f^)

0

/H-Fa^ Jhma{<p+g)Q)d(p+Ga((p+ (pQ)

w
Lsmama(qp -}-(pf^)J ama{q>-{- qpy)

"~
{k^+ ki^) aiü*amai(p+ 9o)+d— «»« (g>+ gv>)

+ I arctg
^^-(T+(rn)Vl^^_

Zur Bestimmiiiig der Zdtperiode Yer&hren wir, wie bei dem emen
Intervall in Fall 1), indem wir l mnWe, also:

smW.

Selsen; dann ist f imaginär. Bezeichnen wir ferner das erste, fünfte

und sechste Glied resp. mit D{(p), L{(p) und Ni<p), so kommt wie
in jenem Falle:
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Der nicht periodische Teil von i-f-l» ist also:

und der periodische Teil ist:

7v«^

_

§ 1 (y+yo)—^] , « Qi[«(y+yo)]

Die OUedier, in denen t vorkommt, die also unter imaginärer Form
enebelnen, sind alle beide reeU und lassen sieb in reeller Form dar-

stellen; denn Jami ist reell, tangomt imagin&r, ebenso <^o

das ganze zweite Glied des nicht periodischen Teils reell , und ver-

wandelt man den vorkonnaenden Logarithmus in arctaug, so erhält

auch das ganze zweite Glied des periodischou Teils reelle Form.

Wenn nun ^ um <^ wftehst, dann nimmt der periodische Teil

urieder denselben Wert an; uud ist 9+90 2 ^* perio-

dische Teil bei der Zunahme um ^0 immer gleich Null, wie wir in

jenem Falle gesehen haben. Denn weü hier 0(9+9^) um zu-

nimmt, wenn 9 um <P wächst, so nehmen dann alle Functionen von

{<p-\-(Po) wieder denselben Wort an, im andern Falle wird immer

^a(9-f~9o) = ^) ^(9) ^(^^ ebenÜslls, und in N((p)

wird antaagoo — ^> also auch iV(9>) 0. Die Zeitperiode, nach

welcher r immer wieder denselben Wert erhält, ist atoo:

Um diesen Wert nimmt t stets zu, wenn <p um (p wächst, d. h. wenn

der Punkt ^f von einem Maximum zum folgenden geht. Uoberhaupt

gilt hier, wie schon bemerkt, tiher die Bewegung des Punktes M
dasselbe, was für das erste lutcrvall des Fall 1) stattlaud.

Wird, beim üebergang aus der einen Bedingung dieses Falles in

2h
die andere, 6 » 0 d. h. V 3^ - *o Torschwinden die beiden

imaginilren Wurzeln und es wird:

Ä-r(3»-ü«r),
alao:

Miifin. i<
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2m

Dann kommt:

^ " yr(2»—«V)
*

folglich:

r

^ P dr /*__*__

Mcoa wir dis xwelte eonstante Glied wieder gleleii 9^ ao id:

<P+9o =• arcwn^—5~/""T
oder

Als PolarBxe ist abo die Tangente der Cunre in O gewlUl^

wo r 0 ist, während r bei der Bewegung des Punktes M dann

•chon den Winkel y znrflckgelegt haben kann, wenn nftmlich 9^ss0

gesellt wird; denn, ist r — 0^ also ^ 0, so ist sin(^+^)
mir 9«— Setien wir dies ein, nehmen mithin den grOsslen

Winkel, den r von seiner Anfangslage bis r — 0 beschreiben kann,

so ist sin^ 1, ond flBr^ — Oistr — ^«;^^ nach obigem

Wert von r|, d. h. der Ausgang der Bewegung wird von dem Eadius

gcreehnet, während lllr r — 0 der Henkel 9 ss ist Fttr

r — 0 ist also 9>+g>o — 0; fttr r — ist (p+ (Pq — ±3 »

Är r = 2* V+ qfo = ±3; fiH* j^^i iBt 9+9>o — + »T3

— ± y » ftr r — r, ist ip+Vo — nnd für 9)+g)o -= ± (^T j)

wird r-.(2Ty3)^*.
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Daraus ersehen wir, dass die Corvc eine goschlossene ist; denn
wenn 9+7o ^ wächst, so nimmt r wieder denselben Wert an;

ferner, dass sie znr Polaraxe, also zur Tangente in O, wo sie eine

Spitse liat, symmetrisch liegt

Ans obigen Gleichungen folgt auch:

r — |i+8in(9+9o+^)| ^»

md wenn 9 um » wächst:

r= |l—sin(v+gv>+Y)l 2
•

also die Summe beider Radien d. h. jeder durch O gezogene Durch-

messer der Cnrve ist gleich rj.

2m
Selsen wir schliesslich in für « smnen Wert rot^sina^,

und dtmi fltar V ^ ans — 0 resnllirenden Wert V ~~i ein,

so kommt r, = nnd da jedes r zum Anfiuigswert ro genommen

werden kann, so ergiebt sich daraus immer der zugehörige Winkel

f
man hat also aHgmnehi — Soll also ro den Wert haben,

ff 3n
80 muBS sin*« — 1 sein oder sin« — ± 1 d. h. « — j T

'

die Bichtung der Anfangsgeschwindigkeit r,, mass also mit cioon

rechten oder flberrechten Winkel bilden. Die Bewegung des Punktes *

M ist von der Lage r ^ ^ aus gerechnet, also ist in diesem Punkte

der Winkel «^0« welchen die Eichtuug der Geschwindigkeit % nut dem

Radius = ^ bildet
,

gleich 45'^. Die Curve wird also in diesem

besonderen Falle eine Gestalt haben Ähnlich der in Figur V.

Aus der Gleichung: dt — erhalten whr durch Substitution:

r*<ft^

dl= -7=^-
yr(2m— rc«)

folglich:

{2m— <rr)

18»
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Setzen wir wieder das zweite constante Glied gleich to» &o erhalten

wir:

— — V r(2i»-c*r)+ |^ (v+9o)-

Beseichnen wir dea Sector mit u, so ist;

folglich iit:

Wenn nun 9 am 2tc wachst, dann nimmt r wieder denselben Wert

an, folglich wächst dann i immer am ein bestimmtes Zeitintervall:

und die ganze Flttche, die dann r beschrieben hat, ist also:

^-•2? 8"-

£b ergiebt sich also für diesen Fall bei verschiedenen Anfangsradien

aber gleicher Richtung der Geschwindigkeit vq die Relation: Die

Fliehen Teriialten rtch wie die Qnadnle homologer Radien.

Jeder Punkt der Curve kann als Anfangspunkt der Bewegung

betrachtet werden mit Ausnahme des Anziehungspunktes O. Der

Punkt M geht dann gemäss der empfaugenen Richtung auf der Bahn

weiter, bis er in O ankommt; und zwar mit verzögerter Geschwin-

digkeit, wenn er sich von O entfernt, im entgegengesetzton Falle mit

beschleunigter Gesehwindigkint. In O erreicht die Bewegung ihr

Ende ; der Paukt M kann also fast die ganze Bahn dnrchlaufeu, aber

nor einmal.

Negative Zweige d. h. Bahnen, weldie der Ponkt Jlf miter sonet

gleichen Bedingungen aber bei negativem k oder bei Abstossung be-

schreiben würde, können in diesem besonderen Falle nicht resultiren,

da derselbe fftr negative k überhaupt nicht möglich ist} denn dann

ist b immer grösser als 0.
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Don negatben Zweig, welchen wir unter der Bedingung b>0
in diesem Fall 3) erhalten haben, würde der Fnnict If, wie wir wissen,

unter denselben Bedingungen bei gleichem aber enlgegengetetstem k

d. h. bei Abstoesnng beschreiben. Dieser Fall entspricht dem Fall 6),

denn in letzterem kann sich r bewegen innerhalb der Grauen -f-**«

bis + 00 nnd von — oo bis 0 nnd wieder xuUck ; der negative Zwdg
in Fall 3) tritt also in Fall 6) als positiver anf nnd umgekehrt Wir
haben also mit Fall 3) zugleich Fall 6) gelöst Im Allgemeinen hat

iian in diesem Falle der negative Zweig dieselbe Gestalt wie im Fall 1)

resp. Fall 2), mithin ist auch im Fall 6) der positive Teil der Cnrve

ähnlich gestaltet wie dieselben In Fall 4) nnd Fall 5). Ueber den

Verlauf der Cune und der Bewegung des Punktes M gilt also im

Fall '6) im Allgemeinen dasselbe wie im Fall 4) und 5) d. h. das, was

in Betreff der negativen Zweige im zweiten Intervall des Fall 1) be-

merkt wurde. Bei negativen Werten von k d. h. bei Abstossung

resultiren stets ähnlich gestaltete und sehr einfache Curveu, während

bei positiven Werten von k d. h. bei Anziehung eine grössere Mannig-

faltigkeit in der Gestaltang der Corven auftritt
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XX.

Die Brennpunkte der Differentialcnrve der ParabeL

Von

Adolf ßoehheim.

1) Ein Punkt F wird oin Brennpunkt einer Corre genannt, wenn

die von ihm nach den nnendlich fernen Kreispnnkten gezogenen Oe-

raden die Cnrve berühren. Die Differentialcnrve der Parabel, daren

Gleichung

ist, gehört der dritten Classe an; sie kann demuach 9 Brennpunkte

bcflitzon, wt'lclu' mit doii Schnittpunkten der sechs Taui,n'nt('n. die sich

im Ganzen von den Kreispunkten construircu lassen, zusauimentallen.

Yun diesou 9 Punkten sind indessen nur 3 reell, die übrigen 6 sind

imaginär.

Ist Af-\-Ni 0 die Gleichung, welcher die von dem einen nn-

endlich fernen Kreispnnkte ausgezogenen Taugenton entsprechen, so

ist M—Ni^O die Gleichung der von dem anderen ausgehenden

Tangenten, woraus folgt, dass durch

die Schnittpunkte der beiden Gcradensystcmc bestimmt sind.

2) Zur Bestimmung der Belationen (2) mege die Gleichung

kW+^{U, +iü,)+ ( Un+2iU,,^ ün)
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die&CD, in dor

C7„ üi die mten,

Üuj Uj2y die zweiten,

^ui» ^ut9 ^in» ^nt <^ dritten

DhlSnentiale von 17 (der Gletchiiog der DUüBrentialGiirve der Parabel)

nach m resp. y sind. Man entwiekell die Discriminaate denelben,

d. h. man differentürt die Gleichung (3) nach X and «, bildet in den

beiden sich ergebenden Gleichungen

(;) ^>+» + i( t^'ii +2« t/,,- U„)

durch Elimination Ton - die Resultante und setzt den reellen Tdi
u

derselben, so wie den Coefficlenten von » gleich Noll.

Da hier

t/n-O, ü„-2y,

üi„-0, I/,„-2, 17^-0

ist, so ergeben sich nur Besthnmnng der Coordinaton der Brennpanlcte

die beiden Gleichungen

y3 0. (öb)

3) Nach der Gleichung (5a) liogeii die drei Brennpunkte der

Differcntialcnrvp. der Parabel auf oinor Curve dritter Ordnung, welche

aus drei gotroiinteu Teilen besteht. Zwei derselben breiten sich rechts

von d(T F-Axe symmetrisch zur J^-Axc aus, haben die Y-Axe zur

gemeinschaftlichen Asymptote nnd besitzen für

Culminationspunkte. Der dritte Teil breitet sich symmetrisch iura

negativen Teile der iT-Axe ans ond schneidet denselben in der £nt-
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3

fenrang
2 r 2 CoordinatenftnfiMiOTmdrta Zwiichra c

0

und • 11/5 beimdot nch kein lett der Cnnre.

Aas Gleichuiig (5b) folgt

Ton 4en drei Brennpunkten mnss demnach der eine auf der JP-Axe,

die beiden anderen auf den Oeraden liegen, welche dnrch den Goor^

diuateuanfangspuükt geben vnd mit der X-Axe Winkel von 60* ud
120^ einschliessen.

4) Die Brennpunkte mögen mit Fj, F^, bezeichnet werden.

Nach den Gleichungen (6a), (Öb) sind <tie doordinaten

TOB F.: j^/f, -rl- K 2'

Die Brennpunkte der DifferentialeurTe liegen also

auf der Peripherie eines Kreises, der mit dem Radios
a

2y 2 ""^ den Coordinatenanfangspuukt beschrieben ist,

und zwar bilden sie die Ecken eines demselben einbe-

schriebenen gleichseitigen Dreiecks.

5) Da sich in jedem Brennpunkte zwei von den unendlichen

Knispunkteu ausgehende Tangenten schneiden, so mnss sich von

jcdt'in noch eine liritte Tan^'euti' an (iie Diticrentialcurve ziehen lassen.

Die durch den Punkt I\ gehe?ule fiillt mit der A'-Axe zusammen uud

berührt die DifVt'H'ntialcnrvc in dem Hückkclirpunkte in der Unend-

lichkeit. Du* von ilen Punkten F.^ und F^ ausgohoudeu Taugcutou

dagegen haben ihre Berttliraugspujiktc in
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Diese drei Tangenten schneiden sieb in dem Pmkte

Ql^' »)

den wir knrs mit li bezeichnen wollen.

6) Im Punkte (r,, y,) sei an die Differentialcurve der Parabel

eine Tangente t gelegt FäUt num TOn den Punkten -Ff, -Fg, ^
tnf die Gerade (i) die Lote p^^ p^^ ji«, so ist

(7)

d. h. das Product der drei Rrennpti nktsabstäudo einer

Tangente ist der Entfernang des Pttul^tes d Ton dersel-

ben Tangente proportional.

7) Ton den Punkten F|, F^^ seien nach dem Berflhmngs.

pokte der Tangente (0 die Strahlen ^i, fi, «s« ^4 gezogen. Be-

aaicluMt man die Projectionen dieser Stralden avf die Tangente mit

fij ^ ^ ^4« M lisst sieh nü Hfllfe des TOiigen Saties leicht soigen^

dass
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oder

cotV,+ cot + cot q>i— C0t94 = 0, (8)

wo qP], q)2^ ^'^^ Ncigaugswiükel der Strahlen ^, Pti 9m% ^«
gegen die Tangente sind,

d. h. Zieht man nach einem Punkte der Differential-
curvo drei Breuustrableu, so ist die Summe der Cotan-
gcuteu derjenigen Winkel, welche dieselben mit derTau-
gentc eiuscliliesscu gleich der Cotaugente des Winkels,
unter dem die von dem Punkte |, nach demsel beu P uukto
der Differcutialcurvü gezogene Linie gegen dieXangente
geneigt ist.

8) Betrachtet man die Brennpunkte JP|, F^, als Pole, so

die Gleichnngen der conischen Polaren derselben hezflglich der Düfe>

rentialcurve der Parabel in homogenen Hesse'schen Coordinaten

a

«,*-o (91)

ut*- 2V3 y, -y2fcv «,«= 0 m
Daraus folgt: Die conische Polare dos Punktes f\ besteht aus zwei

imaginären Geraden; dagegen sind die conischen Polaren der Punkte

Fj, und Fg zwei coiigruente Hyperbeln, deren Mittelpunkte im Coor-

dinatenanfangspnnkte zusammenfallen. Beide haben die A'-Axe zur

gemeinschaftlichen Asymptote und berühren die Differeutialcurve im
Kuckkehrpunkte in der Unendlichkeit. Die Axen derselben schliessen

mit der ^-Axo supplementäre Winkel ein.

9) Die Gleichungen der geraden Polaren der Brennpunkte F„

/'s, -^s bezüglich der Diü'erentialcurve der Parabel sind:

«i - 0 (IOä)

aa^-eVsj^-8 = 0

(10b)

(10c)

Die gerade Polaro des Punktes F^ ist demnach die nnendlich ferne

Gerade; dagegen liegen die geraden Polaren der Pankte F^ und F^
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in der EndUdikeit aymmetriflch nur X'Ax» und sdineiden sieli in

dendben In dar £iitfeniiiiig om Goordinatenanfangsponkte.

10) Betrachtet man dio beiden Geraden, welche den Gleichungen

(10b) und (10c) cntsj)reclK'n, als gerade Polaren bezüglich der Diffe-

rentialcurve , so ergeben sich zur Bestimmaug der endlichen Pole

derselben die Relationen

^-ä|/?V= 0. .l+¥|/?i^ = 0 (IIb)

Daraua folgt: a) Zieht man in dem Brennpunktkreise durch
einen der beiden Brennpunkte oder einen Durch-
messer, 80 fallen die geraden Polaren der Endpunkte ,

dieses Darchroessors bezüglich der Differentialcurve

SQSammen. ß) Die conischen Polaren aller Punkte der

Geraden, welche der Gleichung (10b) [oder (10c)] ent-

spricht, bezüglich der Differentialcurve, bilden ein

Bftschel yon Hyperbeln, welche durch die Endpunkte
des Durchmessers gehen, der sich durch [oder

im Brennpunktkreise ziehen lässt, und sich im Rttck-

kehrpnnkte der Differentialcurve herflhren.

11) Erklärung. Zieht mau von dem Punkte m Tangenten au

die conische Polare des Punktes n in Bezug auf die Diffcrentiakurvc,

und von dem Punkte n Tangenten an die conische PoUre des Punktes

so liegen die vier Beri.hrungspunkte in einer Geraden, welche die

gemischte Polare der beiden Punkte m und n genannt wird.

Die Gleichuugoii der gtmischtou Polaren von /j und /'j,, und

/j, Ff und F^ bezüglich der DiÖereutialcurve der Pai'abel sind

3

|V3y+^/f. = 0 (12.)

|«+j/^» = 0 (12c)
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cL h. Die gemischtcu Polaren Ton mnd Ff, und tod
Fl und F^ laufen der X-Axe, dagegen die gemischte Po-
lare Ton Ft and F^ der F-Aze parallel

12) Gegobou sei oiuo Gerade welche der Gleicbang

«i«+««y+«i*= o (13)

entspricbt Constmirt man zn jedem Punkte derselben bezOgUch der
Differentislcurve der Parabel die gerade Polare, so ist die Enveloppe
derselben (Poloconik der Geraden G) eine Parabel, deren Gleiehun^

ist

0 Ol Ol Og

Of 2y 2x 0

o, 0 0 —4**!»»

13) Lässt mau die Gerade G durch zwei Brennpunkte der Diflfc-

reutialcurve der Parabel hiudurcbgehen, so ergeben sich folgende

Besultate:

«) Die Poloconik der Geraden FfF^ ist eine Parabel, deren

Scheitel im Goordinatenan&ngspunkte liegt, deren Aze mit dem n^ija-

tiven Teile der Absdssenaze znsammenfiUlt und deren Paraaslar

gkkb |)/^tot

ß) Die Poloconiken der beiden Geraden F^F^ and F^F^ besitzen

denselben Parameter

sr a

und ihre Azen laufen in gleichen Abständen der X-Aze paralleL

14) Durch den Punkt M sei ein System von Geraden G', , ö^,,

G^s . . . gezogen und zu jeder derselben die zugehörige Poloconik con-

stmirt. Da der Punkt Af auf jeder der Geraden Hegt, so muss auch

jede Poloconik Yon den geraden Polaren des PunktesM bezüglich der

Dififerentialcurre der Parabel berührt werden.

Hit Berflcksichtigung von 9] findet man hieraus:

Schneiden sich die Geraden G, ... in dem
Brennpunkte F^, so besitzen die denselben zugehörigen
Poloconiken die unendlich ferne Gerade zur gemein-
schaftlichen Tangente.

Magdeburg, im Februar 1876.
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XXL

Application des Determinante aux snrfaces de r^TOlntion

et en j^urücnlier k Celles da second degr^.

Par

G9org0» Doslor,

1. Couditiou pour qu^une surface

mH de r^Tolatlon. Soient a-, z \es coordonn^es d*uii poiut quel-

coitqoe de la sorfaco (1). La normale oii point a pour ^quations

im aiee des ooordoxmöes 6tant rcctangolairea, et Y, Z d^ignant

Im coordoBBÖee oonnuiteB de oette dioite.

La Borface (1) sera ^videmment de r^volntion autoor do la droito

a * c

ti oette ligiu' est toujours reucuulrec par la normale (*2), quel que

loit le point M ou do la surfacc (1). Pour quo ccla ait tou-

joars lica, il faat et il suftit qao les tquatioiis (2) et (3) admettcat

10^)00» ttn mdme syst^e de Taleiirs pour Z,

Ces ^quations au nombro de six, contienncut au premier dcgr6

J<*s cinq incounu<'S X, F, Z, u et v\ si donc nous cHnimouR res cinq

ini onnaes entre los six iMiuatioiis (2) et (3), nons obtiondrous uno

n latiou entre les parametros de la surfaco donn6e (1), coux de l'eqoa-

tioA (3j et lea coordona^B c, « da point
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Gette relatioii se calcnle aia^ment £ii effet, les dqnations (2) ot

(3) ponvant B'6crire

or—JC+j» — 0, 6»-: Y+q — 0, eo^Z+M — 0^

nous elimimrous d'ubord JT, F, Z eu ajoutaut vcrticalcment, ce qui

i'ourmt los trois 6quatious

«»—n/i'—(»—p) 0,

— (»— r) — 0,

entxe les denx inooimiies » et «.

Pour quo cos trois ^qnations soient compatibles, il faut et il

suffit quo lenr d^tenninaut soit nol. Nons troavoiiB ainsi la relatioa

demand^e

(I) b fj = 0,

dans la quelle nous avons chang^ les signos des ^l^ments det denx

derui^rea colonues.

Cette relation est Tequatiou aux differcnccs partielles

des Sur fa CCS de revolutioii. Elle doit cxister quelle que seit la

pOBiüou da poiut if aar la aurlacc (1), ou quelles que soient les

valenn des coordonn^ «, y, • satiafaisaut & l'^quatioa (1).

Or on sait qu'un detcnniDaut s'annule, lorsque dcux Ugnea oa
denz colonnes deviuuuent ideutiques ou qu*elles'ue diffdrent qnc par

nn facteor constant II fandra donc que Tune des deux colonnes

Tariables, la seconde par cxemplc, soit egale ä la troisieme multi-

plite par nn facteor constant m. Ou obtient ainsi les 6gali(6s

qni doiment

«—p y— q r
(H)

Oes 6galit6s devant ayoir lien quels qne soient % on en d6*

duit inun6diatement les relations anzqnelles devront satisfiüre les

paramötres on les coeffidents de l'öqnation (1) pour qne ceUo-d

repr^sente nne sorftce de rövolntlon.
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*

La reUtion de oondition (I) ötant d6velopp6o prend la fonne

(lU)

2. GoBdtttoBi pour r^aatlon ftfn^nle 4a M«aa4 4egi4

une sarfuce de r^volution. L'axe de revolution passe

Dt-u'ssairouuMit par le centrc de la suriace, Ici^uel est determiu6 par

ie sjrslemo des trois ^quatiuas

* A'=o, //-o. //-a
Lea 6qaation8 de Taxe sont par suite de la forme

J3^'Y+B'Z+ C __ Ji"X+A Y-^-BZ+C
a

oü a, o', gont trois constantes ind^terminees et v une iuconnao.

Daas oes ^quatione (5) Bnbttitaons Ii X, Z leon Yeleora

tir^es des equations (2) do la normale; la premidre devient

KoM obtoaoni ainai lee trois 6qaaftion&

-2aD 4-/,'+ 2u (vi /•/ +W) =0,

-aÄ"ii+//+a»(i»'/.'+^A' +^"//) -0,

entre Ics d«'ux iucounues —2?' et 2u. EUminant ces incoimace noas

troarOOS la relation de conditiou

(IV) -0.
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Ce d^terminant doit etre idcntiquement nul, quelle que 8oit la

Position du poiut (x, z) sur la surface (4); par suite 11 faat et il

suffit que les deox colonnes variables, la secende et la troisieme ne
diffärent que par un facteur constant

Soit 8 le facteur constant qui rcnd les 616ment8 de la secondo

coloune 6gaux ä ceux de la truisi^me; nous obteuous les trois ^alit^s

(6) { Bfy' = 3"^'+ A'f,'+ Bf,\

Ne consid^rons que le cas oü les coefficients B, B*,

B>* des reclangles des variables soient tous diff^rents

de z^ro.

Si nous ^liminons fi eutre la promi^rc et la seconde des ^qua-

tions (6), fx eutre la seconde et la troisieme, il nous vient

{Bs-AB+B'B")/x'= {B's—A'B'+B"B)/f,'= (B"9—A"B''+BB')f,.

Or dans ces trois produits les facteurs fx\ Z^', sont variaWes;

car leurs valeurs changeut avec la positiou du point {x, y, x) sur la

surface (4); par suite, pour que ces egalit^s soient possibles, il faul

et il Bufüt que Ton alt

0 = Bs—AB+ B'B"^ B'»— A'B'-\-B"B = B"9— A"B"'^BB\

On en d^duit les relations de condition connues:

(V) 8 A ——^ A — = A

3. Forme Inipllcite des equatious de Taxe de r^folution. Neos
les obtiendrons au moyeu des ^galites (5) en y substituant les valeurs

propres de a, a" que nous albus calculor.

Dans le determinant (IV) multiplioiis les trois lignes respective-

ment par B^ B\ puis rempla^ons daus le rcsultat AB, A'b\
A"B" par leurs valeurs Be^B'B", B'8-\-B"B, B"8-[-BB' tirtes

des relations (V); l'^quation (IV) devient

Ba BJx' B8fx' +B'B"f^'-\-B"Bfy' +BB'f,'

B'a' B'fy' B'sfy'+ B'B'fx'+ B^'Bfy'+BB'f,'

B^'u" B^'fy* B"8r/+ B'B"fx'+ B^'Bfy''\-BB'f;

= 0

;
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oa en retraucbant $ fois la seconde colonne de la troisieme et on

diYuautla :roisi6me colonne resaltantoptf ü'J/'/s+It'Mfg+JiJiyM^

// 1 — a

Poor qne cette ^galite pnitse avoir lien, «jnelt gue soient te, y, «,

ü iMt ei il snffit qne ks coIobdm 4 ^l^meiits eoMtante ne diÄient

qp0 par «i fMlev coBStant m; ob % doae

d'oä on tire

Ba=z B'a'=i ßf't^' =^ 1.»-=»

1 1 1 ^— » —— • -TÄ —

•

« «• « m «r fl»

Siibfititnaiis oei valem daii» ks ^galifc6s (5) et prenonB ab^ jr et

• poar lee cooidonnte oonniitee, nons obtenens ünm^diatement

= Bf'iB'x+By+Ä'M+C)
on

B/,' = B%' - Ä^y,'

poor les öqnntioDS de Taxe de r6voliition.

Nous reuvoyons, pour plus de detail a rArticle XXVT de ce

Journal, 1873, t LV, page 302, oü nous avons ilunuö la Theorie
generale des surfaces de revolution du sccod degrö d'one

maniiro indöpendante des d^tenninants.

xxn.

SsprasiOB en d^tmniiuuit de la aorface dHui triaagle de

rea[Mice^ od Taleora dea coordoiiii6es de aea troia soaimets.

Par

1. Snpposons d'abord qne le sommet Ä da triangle ABC seit

4 l'eflgiae des coordonste, et soient «^i fi« h\ «i» % ^
MLfm. it
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coordüuiu'c's des dcux autres sommets U et C. Si nous dcsi^nons

par S la surface du triangle, et par A et e los cötes AC et Ali qui

80Qt oppoB^s aux sommets B et C, il uous vieudra de suite

OQ

Representous par ff,, /J, , et les incliuaisous des

di ux t otes et AC sur les axes de eoordoimees, sapposes rectau*

gulaires, uous aurons

«t &e08O|, = bcosßjt, «8 » &C08

et, comme

nous obtenons, en nmltipliaiit par be, puis eo rabBtitaant,

becMÄ — aPi«%+|fiJii+«iaf

}

OQ sait d'ailleurs qao

Donc Ott obtieut, eu mett&ut ces vaieors dans i'^galit^s (1)

n n'est pM inntilo de remarqner qua ce d^terminaiit est la sonune

des carrte dos trois d^termiiiants qal sont eompris dans le d6tar-

minant multiple

et qui expriment les doubles projeetious de ia sorface du triaugle

AJJC sur les trois plaus de coordonuees.

3. Transportons actuellement l'origine dos ooordonnto en qb
poiot qnelconqiie 0 de Tespace dont los eoordonnte sont — "*9^

— s; et soient w\ y', x'\ y'\ les nonvelles coordonntes dos denz

sommets et C; ks coordonntes dn sommet A par rapport iln
nouTolle origiie sont x, y, jk.

Celft pos6, noos avons

«i — «' —c, in y' — y, »j - «' — »;
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d'oü nous tirons

8i BOUS posons

,
x'.+,"+."-m,

'"liiiv^-cr"*

La «ibrtltiitioii de cet vrteon dut la formole (I) wm donne

1 r 9

o«, Ol lyoutaut U premiere Uguc aux dem tnivantes,

jl 0 0 0
II r 9 ' / 1 r «

n^ns (lernier d^termlMiit BHÜtipKoBß la aeeoade colonne par

ai^utons la soBune de. de« P««ÜÄ«» i ch«»ii6 de.

deaz iuivantes , U noai ttoit

1 0 1 1
I |0 1 1 1

1 r m pr 1 m
gif« 1 « I» «

Ri nou8 rompla^ons ici los 616menta * et p, 5, r pw"

(2) noü8 obüeudroüB eafin poar 4S« la «deor cherehÄe
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1 srx'-fyy'+aa' x'*+y'*+z'* a:V'-|-yV'+=

1 aa^'-Hy"-fW «V'+yV'-HV

n est fkdie de T6riier qiie ce d^temdiuuit est le produit des

deax d^termiuauts multiples

10 0
0 1 8

Ol«'
0 1

0 0 II 0 1 0 0 0
1 0 ff y «

1 0 a»' / /
1 0 *^ iT

8. tarflMe 4m U \uit d*iii MtnMn ea taleu Mi
aittM Iftft^ratot a, 6, e et i6 lein iMlIaatsou M«taellet 1» m
Goaiid^roitt le t6tnMre A^iBC qiii a le triaaglo ÄBO pov baae

et 8on sonunot 8 placö l'origine des ooordonnte. Fosons

l'arSte ßA^a^ 8B= h, iSC— e,

et rangle ^iSCssl, CS&l — äSB-^¥.

Noas avons ^videmmeut

imis

dioä on tiie

^» a6»*4- ««WS fi,

II Tient donc, en sabBtitnant dans (II),

Ol 11
(IH)

aftcosv oacos|»1 a«

1 oftcosv ^ tecosX

1 caCOSfi bcQjQ^i

Si noiis diTiflons respectivemeiit par a, 6, e d'abord los trois

deniiöres Ugnes puls les trois derni^res colonnes et qne nons midti-

plions ensnite par abe la premito Ugne et la premiire colomie rt-

sttltante» nons transfoimerons cette cdonne dans la saiyante

(IV)

ca ab0 bc

bc 1 COSV COSfA

ca C08V 1 COSi

i ab C08|l GOSi 1
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fupaee^ en thkun de$ eoordotmit» de ses Irvw fontiiiete. 293

4. tarflMe 4a IrUngle Mmdii^ f«r !«• latcneettom i^wm

plmn svee les trois plnm 4e eoordona^cs. Le plan Ax-\'Bt/-\-Cz-\-

2>«0 coupe les trois axes de coordonn^es ä des distances a, b, c de

l'origiiie qai sont

(8)
Z)

c ^
Ges distances aont le« ar^tee latteloB d'an t6traddre qai a son toni-

met 4 l'arigine et dont les am^ea aa boiihmI diina lea &eeg lattalea

sont respoctiTement FOZ« A, ZOX^ fi, v. Far snite, ai

dam la formule (lY) nons rempla^ons a, c par lenrs Talours (3),

DOOS obtieudroufl apres avoir divis^ la prcmi^ro liguo et la promi^re

oolonne par
^

(V)

ABC
0 A
A 1

B cosv

C cosfi

cos V COSft

1 COSA

cosi 1

On pont comparor cette m^thode ä oetle qae aoaa avona ndvio

aiix pagcs 152 et 153 da LVII« tome de ces Archiv es.

XXIU.

Application des D^terminants anx Snrfaees eyllndriques,

et en particalier aax cjrlindres du seoond degr^.

Pur

Georges Doalor,

1. Conditlon pour qu'une surfacc /(r, y, = 0 solt cyllndrique.

Cette Borface sera uu cyliudre parallele ^ la droite

(1) «-»"«•
ai le plan taugont
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294 Zfottor: Application des Lf^tenninant* atix Sn^oees lylindrii^ucs^

(2) (jr~a:)y/+(F-y)//+(Z-z)// = 0,

men^ en an point qndconqne (0,y,s) de la surÜMe, conttent la droite

a b e

men^e par le indmc point (x^ z) paraUMement k \a Ugne (1). On
obtient de la torte, entre les qnatre iBConnues X^sr, F—

t

et — tt, les qnatre ^qnations homogenes dn premier degr6

(Z—«)+0 . (F— y)+ o .(Z— a)— a« — 0,

o.(Z—0)+ (F—sr)+o.(Z— — 0,

o,{X—x)+o.{Y-y) 4- (-^— «)—<?«= 0,

qui, poiir dtre compaübles» exigeiit que lenr ddterminant soit miL

Od trouTe ainsi 4a relation de conditioii

(I)

1 0 0 a

0 1 0 A

0 0 1c
/« fj // 0

0,

qni doit oxister qnel quo soit le point (a;,^,«) de la surfaco A^^V\A^^'

Getto relation, qni revient i

(U) af»'+hfj+ef»'- 0

ee nomme rüquation aux differouccs partielles de toutes les

surfaccs cylindriquos paralleles ä la druitc (1). Elle s'obtient iiniiie-

diatemcnt en rempla^ant dans (2) Jl— a-, Y—tj et Z— s par leurs

valcnrs tirees des 6quatiou8 (3).

2. Conditlons pour que reqnatlon pt^iu^rale des surfaees du

seeond depr^ rcpr^seute un cylindre. Dans la relatiou (11) rem-

plagons /x\ et f» par les expressions qu*en foomit r^qoaüon

(4) /(J^jy,«) - ila!»+iiy+^V+2Äya+2Ä'«;+2Ä"a!y

4- 26'a:+2CV+2C"*+Z) -= 0;

nons obtenonB P^galit^

a(uto+ Bf'y+ iB'i+ C) (iß"« -f- -f C '

)

oa, en ordonnant par rapport & tt, y et
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et em pofikMikr mx ^ftindre« du teamd ihyre. 295

x{Aa+B"b+ ß'c)+ y{n"a+ A'b+ Bc) +z(Ä'a+ //Ä+ Ä'c)

CoOe-d, devant exister ponr tootes les Taleun do ;r, y, s qui

Mtisfont i riquattaii (4), ezige q«e Ton ait 4 Ift foii

(6)

(7)

(8)

Aa +i^'«^-f jö'o — ü,

Bf'a+A'b + ir« -X 0,

Ca + C'b + — 0.

Ces quatro ^quatioiis sont homogenes et du premier dcgre par

rapport aux trois incoimucs a, />, r; jxuir qu'cUes soinit compatiliU's,

il faut t't il siittit qu'etaiit considtTei s trois par trois, elles fouruisüeut

dus detcrmmautä iiuls. Ou obticiu aiusi les quatre rclatioiis

A b:' u n" A' Ii

W) BT A' B j-ü, B' B A" j— 0,

]^ B Ä*\
\
C C C

i

IJ' B A"
,

C C" 6 '! «ü,

A B^' B'
i

C C C"

A Bf' B^

ET A' B
-0»

ioit deux qoelconqnes tont nne cons^aonce des donz antrus.

Erd^veloppuit OOS d^tennioMits, oa a les ^qnations

(IV) AÄÄ'-^lBB'Bf'—At^'-AJB'^^Al'Ef'^ - 0,

(V) |c'(J»'«-^"^) +C"(^ —B'B")+ C {Ä'Bf'-BB' )

0,

0,

3. Dlrectlo« dm oyliadr«. Cctte diroction s'obtiont en ^liminant

d*sbord e ontrc (5) et (6), puis a entre (6) et (7): on trooTO aiiisi

leiigalit^

« * a{AB— B'B^') - dU'Ä'— = €iA"B^''^BB )

et par saite

Cfl) giAB^B'ET) — ^A'Bf^BTB)= •(il''Ä"-Bfr')

poor les equations de la droite menee par Tor igiue parall6-

leme&t aa cylindre.
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296 Do9tor: A^ppihaiimi du IMUrmuiantB amx Smrßuet «yiuidMfifCf,

4 8! 11008 diTisoDf 166 troi« termes de (8) par les troii pro*

dnitB respectife (9), nons Temns quo r^^t6

peut rcmpIaccT Tuue des trois relatious (Y).

5. Cylliidrcs du second decr^^ ä sixe central. La Borfftcc (4)

representera un cyliudre dou6 d'uu axc ccutral, si Ics trois 6qaaüoua

B'x+ By +A"z+ C" =0
repr^sentent trois plana qni ae conpent ainvant ane aeide et mte
droite. Getto droite sera Taxe da «^lindre.

Afiu de dooner wie forme sym^triqae anx ^uationa de cct axe,

mnltiplioiis les öqaations prec^^dontes rospcctivement par B^ B\ £l*

et rctranchoiia chaqne r^oltat da pr^cH^eut; nons obtenona lei

«galit^

{AB ^B'B")x— {A'B' ^B"D)y+BC — B'C — a,

(A'B'^B^'B)y ^{Ä'Bf' —BB')» +B'C'''Bf'C" — 0,

d'oü nons tirons

(vm)

{AB—B'B")x+BC — {A'B'—B "B)y-\-B'C*^ {A"Bf''-BB')z-\-Bf'C'

poor lea iqaatlona de Taxe da eylindre.

H 8*en8uit que lo plan jiu iie par l'originc pcq)eudiculaireÄieat

aux göneratrices da cyliudre est repr^seute par requatioa

• j y ,
• ^

AB^&W A'B'-^ETB WW^^^bS " ^

6. Eqaatloa du eyliiuln parallele \ ane droite dornte (1) qui

eat elreonaerit % la snrfiMe da seeond degrd (4). Dteignons par

y, « lea coordonn6es d'nn poiut quelcouqae M d'nne g^n^ratrioe CU
da ^Undre et par x\ y\ %* ceUes da point de contaet C de cette

g^ntetrice ayec la sorfacc (4). Cette g^n^ratrice, devaat 6tre paral-

lele & la droite (l), est rcpr^sentte par les ^quations

"^^^f a b ü

qai donneat
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x'~'x+al, 3^'=y+a, a'-a+ci,

oä ]a valenr rmdötemiiite X dopend de la podlioii du fwint If rar

la g6ii6ratrioe CAU

Le point de coDtact C apparteoaut 4 la snrface (4), on a

en poeaiit

Mili la g6n£ratrioe (10) ne renoontnuit la rarliwe (4) qa'en nn poiat

la qnaiilit^ l ne tanrait avoir qa'ane tmle valenr; par mite let deax

radoes de r^qoation pr6c6deote sont Egales. On tronTe ainsi, entre

lea ooordonnte d'on point qneleonqne If(«,y,s) da cyliadre la relation

qni est l'6qnation demand^e du cylindre.

7. Gearie de eeataet de ee eyliaire* L'^qaation prMdente
est eatisfiüte par les coordonn^ dee poinU sitaeB ä la foU aar la

iuriace (4) et dans le plan

par cons^quent Ic cylindre (IX) touchc la surface (10) le long de la

ooorbe aitaee daus le plan (11) ou Uaus le plau

+ Ca+C"6+C"c = a

8w Saeaple. Cireonserire Telliptolde

an cjrlindre parallele i la droite («). Puisque

//-2Aß, /v'-a^V, //-aii"«»
el qpa

F(a,6,c) - ^«+-d'A«4--dV.

V^qaatioo du cylindre sera

(Amt^-A'hf^A^cif - (^+AV+^V-l)(^«+aV+-d"c^.

Si T, = d^signont Ics coonioniiee.s de r»'xircmit^ da demi-dia-

metre parallele au cylimlrc, «, jS, y los indinaison» de ce domi-dia^

tee aar lea trois axes, noas aorous les valeors

/
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298 lf»*tor: Application tU» Ü^ermiwnl* omx Surfitcet fi^indripte*

0 SS 17 COS y = J7co8/}, zs Rco%y^

qai, 6taut snbstitnies dans T^quation de Tellipsoide

Ä=«

donnent

-'^ ^-^-1- ^1 -t- ^ }-^'

L'equation du cylindre cirooiiscrit ä ce dcraicr eliipBoldo sora donc

g/a^cosa yCOS fl , «COS a-*
, ,

-

9. Eqnation dn cylindre circonscrit la surfacc da secood

degrre (4) et qui touche eette sorface siüTaut son intemction aiec

le plan

(12) pa.4.^+„+* - 0.

Ce ryliodre sera parallMe ä la droite (1), ai lo plan (11) est

idcotiqae avec lo plan donnd (12) on (X), c'eat-ü-dlre si Ton a ka
ögalit^

9

Maltiplious les denx termes des trois prendöres de oob iractious

respoctivcmont par o, 5, c et faisous la soniinc des numerateora et

cellct dos d^nommatcnrs; nons obtcnous Tegalite

qni jointo aax trois premi^res des ^galit^s (13), foarnit lo Systeme

dos qaatre öqnations

— F{a,hyC)-\-kpa-{' kqb-\- krc 0,

— kf>-\-Aa + ti'h+ li'c • 0,

^lrJ^B*a'\-m ^
entre les trois inconnaes a, b^ e an prenii<»r dcgrd. EUminant oes

inconnaes, on trouve la relation

Xp h kr

A BT

kq BT A' B
kr B' B Ä'
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qui douue

(14) F{fl,h,e) ^ 1«

0 p q r

p A B" B'

r ^ B A"

A BT &
ti* A' B .

B' B JC'\

Multiplions los doux tcrmes des qaatre fractions (13) respective-

mont qar 2^, 2^, 2z et 2, ot faUons oncore la sonime des namöratcurs

ei oeUe des d^nominateon; uom obtorons aotsi requation

%Aa+ B^'h+ B'c)m+ 2( Bf'a A'b-\- Bc)y-{-'-2.{n' Bb-^- Ä'c)z

qai peut s'ecrire

H nous suffira maintenaut du substitucr les valiius (Ii) et (15)

daus r^quatiou (IX), pour avoir l'equatioii

V A ff' B'
^A Bf B'

rffB aA

= 0

du cyliiidre circonscrit a la surfacn du socoud degrö (4),

qui toucho cctte surfaco suivant sou iulersocliou avec
le plan (12).

10. Kxeniple. Circouscriro au ]>arabüloidü

(1$) - = 0

an cylindro qui touche la sorfacc suivaut lu plau

(17) te-l-m^+ uj+ r = 0.

Fov les parabololdos le d^terminaut

: A B ' B'

i A' B
ff B A"

te ridiiit ä par coQfi^uout la formale pr6c6deuto lenr est

lisypIkaUe.
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Bans ce cas on a rccours k T^qnation (IX), oft l'on remplace

b, c par les valcurs quo l'ou troave eu idcatiliaut

af»+b/p'+c/M'^ 0 et iK+mv+tu+r^O,

On voit d'abord quo Z 0, ce qoi reduit le plau de la ligue de
coutact ^

Donc, lors qa'an cylindre est circonscrit ä an para-
bololde, la coarbe de contact est sitnöe dans im plan
parallele k Taxe dn parabololde.

Ou trouvo onsuito que

oe qoi doirne
viX nk

et, par snite,

SabsUtaant cos valean dans requation (IX), on obtiont

ponr r^oatiou da cylindre circonscrit an parabololde (16) et toocbaot

cetto sorfiue sairant nne coarbe sito^e dans la plan (17).

Si le plan de la courbe de coutact est eii meine tcmps parallele

k l'axo da y et situ^ ä uue distauco ü du plan des xy^ le cylindre

drconserit an parabololde ^q'^ ' poor 6([uation

Ponr c2 — 0, le «^lindre toncbe le parabololde saivant la parabole
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XXIV.

Neuer Beweis fQr die Realität der Wurzeln einer wichtigen

Gleichiing,

Von

Herrn N, L. A, Gravelaar
in Grüuingeu.

In Beiner Scbrift: „Lessons introdnctoiy to the modern higher

Algebra'' giebt Salmon einen Bewds iBr die Bealitftt der Wnrzehi

der Qleichnng, auf welche die Bettimmnng der linearen Snbstitationen

Ifthrt, welche eine gegebene homogene Function zweiten Grades von
n Tariabeht in eine Summe von n Quadrate transfonairen und in-

gleich die Function

Tenrandeln.

IMeier Bewds setzt Jedodi voraus, dass die Werte der Gonstanten

Tdlüg unbestimmt blieben. Hätten diese gewisse numerische Werte,

80 wftrde der Beweis nicht in derselben Weise su fuhren sein. Denn
die Behauptung des Antors, dass die Beihe von Hilfsfunctionen,

deren er sieh bedient, die Sturm*8che vertreten könne, würde in

einem solchen Falle nicht gerechtfertigt erscheinen.

In der Sturm'schen Reihe kennen bekanntlich nicht zwei auf-

eimnderfolgende Tenne für denselben Wert der Variabefai Tersehwin-

den, — in deijeoigen, deren Salmon sich bedient, hingegen woU,

wie ans einem Beisplei ersichtlich wird.

Wenn weiter in der Sturm'schen Reilie für einen Wert a der

Yariabeln ein Tenn gleich KuU wird, so haben die beiden beuach-
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302 Gravtlaar : Neuer UeweU Jür die Healität

barten Fnnctionen ebcu sowohl cutgcgcugesetzte Zeichen, wenn man
der Variabclu deu Wert a—r, als wenn mau derselben den Wert

a-f-»' erteilt

Auch nicht diese Eigenschaft luid ich bei den HUfsfnnctioncOi

welche Salmon benutzt, bcstfttigt, wenn den Constanten bestimmte

Werte beigelegt worden sind.

Indem ich mich immer derselben ffilfefbnctionen bediente, welche

Salmon bei seiner BeweisfUhrang benutzt, gelang es mir den Beweis

auch auf deu Fall auszudehnen, in welchem die Constanten nnme-

rische Werte erhalten.

Es dürfte nicht ohne Wichtigkeit sein, diesen neuen Beweis mit

den nötigen Entwickolnngen hier vorznfähron.

Der Beweis des Satzes sttitzt sich auf einige Eigenschaften der

symmetrischen Determinanten, welche ich hier voUstaudigkeitslialbcr

vorausschicke.

Ihre Beweise entnehme ich dem Werke Baltser^s über Deter*

minanten.

1. Die Entwickolung der Determinante nten Grades

^1 «if ^ • • • «I»

cfji ^8 • • " ^hm

Oni Owf On§ • • •

nach den Elementen, welche mit Onn in dmelben Zeile imd Oolonne

stehen, giebt:

wenn mit A die Determinante

öll . • • •

und mit «a der Goeißdent von o« in JI beseichnet wird.

Das Summonzcichen erstreckt sich über alle Werte von i und k

von 1 bis II— 1. (BalUer $ 3, 16).

3. Isl ^ Q, 80 nimmt die Formel folgende Gestalt an:

8 ««— -Sfliuartff«.
ik
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In diüsem Falle vorscliwinden alle Minoren des R adjungirteii

Systems vom 2teu, 3tcu . . . Grade, weil sie deu Factor Jl enthalten.

(Bftltzer § 6, 5),

Aus der Gleichung

I

«A «V»

I «$i «I»

felflon dann die Proportionon:

Vfi : afk ttyi : a^k
\ Ufi : — a/k : «y*

^/i '• ^/i ' "/j ^'gi • ^gt '• f'ya : . . .

(4< : «s« ; • • . . «ik : «s* : Ost : • • •

a4ai<:ff4fl^:«^a|^: . . . — iKi|ft«:«Maw

.

wenn an nicht gleich Noll ist

3. Ist R eine symmetrische Determinante, so dass man hat

Oft = ow« mithin auch «r« — tnn^ so folgt ans 2.:

-» «*i = y«Äyotti

in welchom Ansdrncke das Zeichen einer Wnnel Ton dem Zeidien

der andern abhängt Bei jedem i, ftr welchoe «w nicht Terschwindet,

kal man:

4. Sind alle Elemente der Determinante reell, so sind die

Grössen «^*, . . . nie noRaliv, folglich haben die Ilauptminoren

*ti« 'st« *ts» • • • « insoweit sie uicht verschwinden, einerlei Zeichen.

Venchwinden alle Hauptminoren, so folgt ans der Formel

Ott — «w— y«»v«ii,

aA bei jedem Werte von i und k der Null gleich ist

5. Wir können somit folgenden Sali anssprechen:

Wenn in der symmetrischen Determinante «ten Grades

«11 "Ht ' ' ' ^H»
I

%i • • • ^
5 —

bk weleher alle Elemente reell sind, der Goeffident B von omm ver*

•dnrindel nnd nicht alle Hanptminoren (n — 2)ten Grades von E
Holl sind, ao ist iS ein vollständiges Quadrat nftmlich
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Gravelaar: Neuer Beteeiä Jur die Realität

Die Glieder dieser Samme werden gebildet, indem man i alle

Werte von 1 bis n— 1 erteilt

Verschwindet nun S nicht, so hat diese Determinante das ent-

gegengesetzte Zeichen von oitf welches für alle Werte von t das-

selbe ist.

Sind jedoch auBMr R alle ihn Haoptmincweii («—2)teii GndM
gleich Nnll, lo venchwindet 8 identisch.

6. Nach diesen Vorbemerkungen beweisen wir folgende Sätze.

Es sei:

Oji—« Ojt Ogn

-0

Oni Öi«t Ahm—«

eine Gleichung nten Grades, in welcher die gegebenen Grössen reell

sind und a»k au ist.

Bilden wir nun die Reihe der aufeinanderfolgeiideii Abgeleiteten,

80 finden wir dnrch Differentiation leicht:

«11—« «1»

/'(«)

« • >

,

—

m

On—1,1 •

• • •

• • •

- (-l)»-M.2.3...(«-l)2:(a„-.«)
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in welchen Formeln das Sommenzcicbon sich auf alle HaupUninoren

desielbea Grades bezieht

Wenn nnn die Gleicbnng /(x) =- 0 m der reellen Grösse a gleiche

Wurzeln besitzt, so verschwinden für x « alle Abgeleiteten bis

y(«~iy^ji;). /"«(o) verschwindet jedoch nicht.

In diesem Falle sind flBr « -> a alle Hanptminoren («—iii4-l)ten

and höheren Grades einzeln gleich NnlL

Denn, weil /(«) = 0 ist, so hätten die Hauptminoren («— l)ten

Grades, wenn sie nicht alle versehwänden, nach (4) dasselbe Zeichen,

oad könnte folglich /'(a) nicht gleich l^ull sein.

Wiren nicht alle Haaptminoren (n— 2)ten Grades der Nnll

gleich, so würden diejenigen, welche Haaptminoren ein und desselben

Hauptminors (n— l)tcn Grades sind, einerlei Zeichen haben, und

letzterer könnte oiithiu nicht verschwinden. U. s. w.

Darans folgt weiter, dass für «= a alle Minoren (n—>m-|-l)ten
«nd höheren Grades einzeln verschwinden. (4).

Sind umgekehrt alle Minoren (m— w+l)ten Grades für einen

Wert a von x gleich Null, so verscbwindon fOr .diesen Wert alle

Minoren höheren Grades.

Damit ist folgender Sats Bewiesen:

Damit die Gleichnug f(x) = 0 m der reellen Grösse a gleiche

Wnmln habe, ist es notwendig nnd hinreichend, dass alle Minoren

(a—fli4.l)ten Grades fOr s — a verschwinden.

7. Ans diesem Satze geht hervor, dass, wenn die Gleichung

f(ff) » 0 eine «t-foche reelle Wurzel a besitzt, die Gleichungen,

wcidie man erh&lt, wenn einer der Haaptminoren (n—l)ten Grades

gWeh Nnll gesetzt wird, wenigstens (m— 1) solche Wurzeln haben,

nd dass nicht alle diese Gleichungen eine grössere Anzahl derselben

besitzen können. Denn wäre dies der Fall, so Wörden alle Minoren

hk sun («—»i)ten Grade ftlr «— a verschwinden, nnd die Gldchnng

/(z) s 0 beslsse naeh (6) mehr als m solche Wurzeln.

& Enthält f(x) den Factor (x— a)*", so sind nicht nur die

Hauptminoren durch (x— a)"»-* dividirbar, sondern alle Minoren

fflB i)ten Grade. Man hat nämlich, wenn in der X>eterminante

/(«) der Coeffident von aa mit bezeichnet wird:

er« «A
I

df{x)

M&VOL 10

Oigitized by



806 Gravelaar: Neuer Bewei» Jur die Realität

oder, weil «a

df{x)

df(x)
Nun enthält /(«) den Factor (x— a)"»,

t

Plaaptminor (m—2)ten Grades den Factor (c—a)'"'~^i indem (0—«)»-^

Divisor von er« nnd ou ist (7).

Folglich ist «ift* entweder durch («—a)*(»-i) teilbar, mithin ««

dnreh («—a)«*'^ oder dieser Minor versehwindet idoitisefa.

9. Aus der Gleichung (1) geht durch Division mit (x— a)***»-*^

und nachherige Substitation von «s a hervor:

AiiAkk— Aar = 0,

wenn wir durch die Verwandlung der kleinen in grosse Buchstabea

ansdracken, dass beide Operationen ausgefittnrt sind.

Wdl nun nicht alle Att verschwinden können (7), so müssen die

nicht venchwindendeii dasselbe Zeichen haben, yfdter hat man noch:

10. Mit diesen Daten gerüstet gehen wir au die Lösung oosercs

Problems.

Die gegebene Gleichung nton Grades sei:

j
an—m Ol»

—X

-0,

flat • • • •

in welcher sftmmtliche Constanten reell seien und oa — ot^ voraus-

gesetzt werde.

Nehmen wir uuu von der Determinante tpuix) eine Hauptmiuor-

detcrminaiite («— l)ten Grades, von dieser eine Ilauptniinordetcr-

minante vom («— 2)ten Grade u. s. w., so erhalten wir eine Reihe

von Functionen von r, deren Grade von n bis 1 regelmässig abuehmeo»

und welche wir durch eine positive Constante schliessen.

Wir stellen diese Reihe in folgender Form dar:

üfx—«...•Ol,«»! I

4 l,(aa—a:),ia,j u^~x
• • • •

afi-i,i...aii-i.N-i

—

X
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imd beidcliiieii diese Fimctioiieii der Efai&chheit w^gen mit:

99i 9lt 99» 99 ' ' * 9» 2.

wo die Indices den Grad der bezüglicbeu Determiuaute ausdrückcu.

Haoptsats. Sobstitiiirt man in diese Fanctionen fttr x iwei

beliebige reelle Grossen a nnd ß<C» nnd zahlt nach jeder Snbsti-

tadon die Zeichenwechsel, welche sieh in der Reihe der Substitotions-

rssoltate vorfinden, so ist der Ueberschnss der Anzahl der Zeichen-

Wechsel, welche die Beihe filr « =s « enthalt Aber die Anzahl, welche

ikh In derselben töi »^ß vorfinden, genan der Anzahl der zwischen

mmi ß enthaltenen Wurzeln der Gleichnng 9» » 0 gleich.

Lässt man x coutinnirlicb von a bis ß abucbmen, so kann die

Zekhenrribc der Functionen (2) nur dann Acndemngen erleiden,

wenn x durch einen Wert hiadarchgcbt, für welchen eine oder mehrere

dieser Functionen Terschwinden. Setzen wir voraus, für « *-> a wür-

den eine oder mehrere dieser Functionen gleich liulL

Bezeirbnen wir weiter mit t,„, wie \iele der Grösse a gleicbe

Wurzeln die (ileichung <p„ = 0 besitzt und mit die boim lieber-

gaoge von x » zu a:= a — d iu der Keibe

99i 9ty 99f * • • 9m

verlorenen Zeicbenwecbsel.

Di9 Grosse 6 ist positiv und so gewählt, dass keine der Glei-

chungen 9r» 0 zwischen a+9 und a^9 eine andere Wurzel als a

besitgt.

Bilden wir nun die beiden Keiben:

^09 ^19 ^9% ^9* * • * ^n—U ^» ^
^t» • • • ^

80 behaupten wir, dass man fttr jeden Wert von m habe:

L Um diese Behauptung zu rechtfertigen, bemerken wir zuerst,

dan man olfonbar hat:

^r+i — ^r— 1, oder — Jft oder — +
IL Weiter werden wir nachweisen, dass ebenso zwei anfeinaDder-

iblgende Tenne dw Beihe (4) einander entweder gleich oder um eine

Einheit verschieden sind, dass man also andi für diese Bdhe haben

mnss:

^H-i "~ oder tfy oder — ^+1-
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Denn weil cpp eine Hauptminordetcrminantc der Sjrmmctrischen

Determinante (pp-^x Ut, so ist (7) erstens wenigstens gleich

T,+l— 1.

Weil weiter die Entwickelang von fpf^i nach (1) giebt:

!tt welcheni Aiudracke efai Hiiior {p^l)\ea Gndee von ^ iil,

üod die Zahlen t* and h alle Werte von 1 bis p annehmen Minen,
— nnd fpf nnd «tt lespocIiTe durch (0—«}'' nnd («—a)v-i leBbar

sind (8), so ist sweitens (s—a)^^ JedenfiUls ein Faetor ven ^^i.

IIL Endlich beweisen wir, dass nuui gleichzeitig hat:

fp-^\ = tp nnd ^^+1 =
oder Tp+i — fy+l und ^p+i = .^^,+1

oder und ^^^1 — ^^—1

o. Für Tpfi = xp ist auch ^fpf 1
=- dp^ wie aus folgenden

Zeichoncombinatiouen unmittelbar eiuleuchtct:

9f

(0 — . . . ±

(r-a+d)...±
(« — o— d) . . . T

^ oder ^

i: ±^ oder
-r +

T 1 wenn xp^\ — 1>

T ^ gerade Iii

. ^ \ weaa T^fi — xp

i: ) ungerade ist

ß. Man hat gleichzeitig:

T|ifi = Tp+l und Jp^i Jp'\-1.

Weil a eine %fi -fache Wurzel von tpp^iz=0 ist, so haben

bokanntüch tpp^i niid deren erste Abgeleitete, welche aus der negativ

genommenen Summe aller ihrer Hauptminoren pten Grades, nnter

welchen sich auch fpp vorfindet, besteht (6), fttr msssa—6 entgegen-

gesetzte nnd fftr JB = a-f- 6 gleiche Zeichen.

Nach (7) enthalten alle diese Minordctcrininauten den Factor

(x— ayp und, wcuii iiuiii sie durch diesen Divisor dividirt, erhalten

dieselben für x = n, insofern sie fiUr diesen Wert nicht verschwinden,

dasselbe Zeichen (ü).

Darens folgt, dass g>p nnd die erste Abgeleitete von ^4.1 ftr

fls s= a— d nnd fir e a+B entgegengesetzte Zeichen haben, wenn
d so gewählt ist, dass keine der gleich Nnll g( setzten Hauptminoren

pten Grades zwischen a-^-Ö und a— d eine andere Wurzel als a besitzt
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der Wurzeln einer wichtigen Gleichung» 309

Mithin erhalten q>p und (fp\\ für x = a-\-6 eiitgomengesctste

und für ac «= o— 6 gleiche Zeichen , so dass beim Uebergange vou

X = a-\-6 zu x^a— d ein Zeicbeuweclisel verloren wird, und mau
sumit hat:

^ji+i == /lp-\-\.

f. Im Falle tp^\ — ^—1 ist ancfa « dg-^l.

Die symmetrische Determinante (fp^i giobt nach Kntwickcluug

(10. n.):

Im Falle, von welchem hier die Rede ist, enthalten qtp^i und 9p
reqiectiTe die Factoren (sB^ayp-^ und (0—a)'!*, Indem alle v« als

Minoren von fpp durch (2—a)'/-^ teilbar sind. Nach Division und

SahsÜtation von « a erhält man fol^^ch:

*k

indem wieder durch die Vortauschuug der kleinen mit grossen Buch-

staben bfzoiilnu't wird, dass genannte Operationen vollzogen sind.

Weil die linke Seite dieser Glt'ichung nicht verschwindet, so kann

auch das rechte Glied nicht NoU sein. Nan hat man (9):

indem nicht alle Am verschwinden.

Op^i ist mithin ein vollständiges Qoadrat and hat das entgegon*

gesetzte Zeichen von A,,.

und ß„ haben mithin für x = a-\-ö und für x = a — d

entgegengesetzte Zeichen, indem q^p und er,, für den ersten dieser

Werte entgcgeugosetzte, für deu letzten gleiche Zeichen haben (10.

ni. /?.).

Daraus schliesseu wir, dass q>p \ 1 und q>p für x » a+ d dasselbe

und für X = a— ö entgegengesetzte Zeichen erhalten, woraus un-

mittelbar die Walirheit unserer Behauptung erhellt, dass man fOr

tp^i — tp— 1 auch habe:

IV. Diese Entwickclungen haben gezeigt, dass in jedem Falle

ist, aus welcher Oleidiung man nun ohne Weiteres auf die Wahrheit

der Behauptung

ZU schliessen berechtigt ist, weil augenscheinlich

,Jo — To =« 0.
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310 Gravelaar : Neuer Beweis für die Realität

Die Ergebnisse der vorstehenden Betrachtung lassen sich fol-

geuderniasseu zusaniiueufasseu

:

Wenn x continuirlich von « bis ß abnimmt, so erleidet die An-

zahl der Zeichenwechsel, welche <lic Reihe der Functionen (2) ent-

halt, nur dann Aenderunj^en, wenn x durch einen Wert a hindurch-

geht, für welchen qr« verschwindet, und zwar geht bei jedem solchen

Durchgange eine Anzahl von Zeicheuwcchseln verloren, welche genau

dem Grade der Vielfachheit gleich ist, mit welchem a unter den

Wurzeln der Gleichung qp„ = 0 vorkommt.

Damit ist unser Hauptsatz bewiesen.

11. Substituiren wir nun nach einander in die Functionen der

Reihe (2) x =+ oo und x = — x, so erhalten wir, weil die jedesmal

höchste Potenz von x in den Functionen abwechselnd -f*l und — l

ist, im ersten Falle nur Zeicheuwechsel, im zweiten nur Zeichenfolgen.

Der Ueberschuss der Anzahl der Zeichenwechsel im ersten Falle

tiber die im zweiten ist somit genau n.

Die discntirte Gleichung hat folglich n reolle Wurzeln.

12. Weil alle Functionen der betrachteten Reihe dieselbe Form

haben, so erkennt man, dass die Wurzeln einer joden der Gleichungen

9i = 0 sämmtlich reell sind.

Wir bezeichnen mit

^1» «'ii <*3? • • • 1? ^ff^

die verschiedenen Wurzeln der Gleichung qp„ = 0, von links nach

rechts nach der Grösse geordnet, und mit

«1, Wj, «3, . . . Ww—1, »im

die Grade der Vielfachheit dieser Wurzeln, so dass

n = ni+ »2+ W3+ • • . +n,n_i-t-n«,.

«. Die Wurzeln der Gleichung q>n-i = Q sind zwischen am-\-^

und o,— d enthalten.

Denn die Reihe (2) verliert beim Ucbergango von « = a»,+^

zu « = «1— ^ genau n Zeichenwechsel.

Der Teil der Reihe, welcher die n ersten Termo umfasst, mnss

somit wenigstens (n— 1) Zeichenwechsel verloren haben; mehr kann

sie jedoch nicht verlieren. Dieser Teil verliert mithin genau (n— 1)

Zeichenwechsel, folglich u. s. w.

ß. Die Gleichung <;pm-i = 0 hat wenigstens rtj — 1 Wurzeln o,,

n,— 1 Wurzeln a,, . . . i»«,— 1 Wurzeln am-



dtr WwmU 811

f, Zwilchen swei anfeimuiderfolgeiideii Wurzeln op^i nud op

der Gleidinng 7n — 0 kann nicht mehr als eine einzige Worzd Ton

fn-i — 0 liegen.

Denn wären zwei Worzcln der Gleichung — 0, a und ß^«^

swischen ap^\ and op enthalten, so wttrde die Reihe (2) beim lieber-

gango Ton x = a-f-^ zn ar «- keinen nnd die Reihe der » ersten

Tenne zwei Zcicheowechsel veriiereu. Das ist aber nach dem Torher-

gehcudou unmöglich.

d. Die Gleichnng — 0 kann nicht mehr als «m Woneln
tm nnd nicht mehr als 14 Wurzeln besitzen.

Denn hätte die Gleichung + 1 Wurzeln a«, so niüssten <pn

nnil für r = am-\-6 dasselbe Zeichen haben, und das wider-

spricht der Voraussetzung, nach welcher alle Wurzeln beider Glei-

^^K^^ ^^ flir cs om+' entgegengesetzte Zeichen

ittr diese beiden Functionen bedingt U* s. w.

r. Wenn (jPn-i 0 np+l der GrOsse nach gleiche Wurzeln

hat, 80 kann sie nicht «p-i+ l Wurzeln ap-\ oderiip^i4~l Wurzeln

fl/fi besitzen.

Denn die Reihe (2) verliert beim Uobergangc von x ==« ap-{-6

ii« = ap_i— <5 eine Anzahl von Zeichenwechsel, imhm

der Teil der Reihe, welcher die n ersten Termo umfasst, («,-|-n^i)-|-2

Zächeawe^hsei veriiereu vhlrde, u. s. w.

l Die Wurzeln der Gleichnng (^»-isO lassen sich folglich

alau darstellen:

WO die angehängten zweiten Indices den Grad der Vieliacbheit der

Velreifendeii Wurzel bezeichnen.

Das Ungleichheitszeichen schliesst die Gleichheit nicht ans.

13. BinsichÜich der Gleichung dritten Grades, auf welche die

Haaptaxen-Ti«nsformationen der Oberflachen zweiter Ordnung führt,

ftgso wir noch Folgendes zumal als Anwendung des Satzes (6) hinzu.

Unter Vorauss(^tzting eines reclitwinkligen Coordinat^njsystcms sei

4ie gegebene Obcrtiäche zweiter Ordnuug:

/(x, a) = <jp (a-, y, «) -f 2a, < x+ 2a,4 y+ ^084«+ «44 — 0

b welchen Formeln die Goeffidenten reell seien.
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Wir tnuiBfonrnren diese Oberfläche auf ein nones rechtwinkliget

Goordinatensystem mit demselbeii AnfangBpmikte und suchou die

Bichtungon der Axen so za bestimmen, dass in der neaen Glttcknqg

der Oberflftcfae die Coefficienten von «ey, yn nnd «c Terschwinden.

Die Transformationsformcin, welche den Uebergang zn einem

solchen System ermöglichen, seien:

y ^hX+ b'Y+h"Z L
B^cX+c'Y+c'Z

#

Die Substitutionen (1) macben die Oleicbnng

zu einer idcutischeu, weil jede ihrer Seiten die Entfifimimg «nes

Punktes vom gemcinsamcu Anfangspunkte beider Systeme ausdruckt

Werden in diese Gleichong die Werte Ton y, s aus (1) ein-

gesetzt, mid beide Seiten der Gleichong vere^chen, so erhält man

die ^"zwischen die SnbstitntioDscoeffimenten obwaltenden Rdationeo

+^.2 -f c2 =1 aa'+ii'+ cc' = 0

«"t+Ä^i+c"«- 1 a"a+6"6 +i^'e - 0

Das» diese 6 Bediugungsgleichuiigon hinroichon. um unter der

Voraussetzung, dass das erste Coordinateusystom ein rechtwinkliges

sei, auch das andere zu einem rechtwinkligen zu machen, gebt aas

der geometrischen Interpretation dieser Gleichungen hervor.

Wenn wir die durch die Substitutionen (1) identische Gleiehnng

(2) nach den Yariabeln X, r, Z difforentüren, erhalten wir die Anf-

Idsnngen der Substitutionen (1):

X^ a X'\-h y^e »

Z^a"x+b"y+c"z

Weil die Thuisformationsfbrmeln linear nnd homogen sind, wer>

den sie ^(c, y, «) in eine nene homogene Function zweiten Grades

überfilhren nnd die zn lösende Anigabe lässt sieb somit ahio ans-

drucken:

Die Substitutionen (1) so zu bestimmen, dass sie die Gleichung

y, «)= Jr»-|-il,y»+ A,Z« 5.

zn einer identischen midm.
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Dübreatlation der Gleichung (5) nach der Tnrinheln X giebt

:

welche Gldchiing nach Snbetitatton Yon (4) sich nach so darstellen

tot:
m9'M+yip'{b)+»ip'(c) = 21,(aas+Äy+«).

Diese Gleichuug, welche unabhängig ist von den Werten der

Yariabeln in ihr, aerläUt in folgende drei Gloichongen:

<p'(&) . 2A,Ä 7.

<p'(c) = 2AiC

Durch Differentiation der identischen Gleichung (6) nach den

Variabaln Y nnd Z erhAU »an in gleicher Weiae:

g)'(o') = 2A,a' g>'(a") «JA^a"

Wenn es mithin Substitutionen giebt, weh'he ilir GhMohung (5)

7u einer Identität machen, so müssen die Sabstitntionscoofficientün

den Gleichungen (7) und (8) genttgcn.

Weil die Gleichungen (8) von derselben Form sind als die Glei-

ehangen (7), so kAnnen wir ans damit b^gnftgen, die Werte der in

diesen Gleichnngen enthaltenen Coefficienten zu bestimmen. Oio

Gleichniigen itellen sich entwickelt also dar, indem wir der Beqnem-

Behkeit wegen ow setzen:

<^«+«st*+(«»— — 0

Damit aus diesen Gleichungen Werte hervorgehen, dir der ersten

Gleichuug (3) genügen können, ist es notwendig, dass die Dct^irmi-

nante dieses Systems Null sei.

Die Gleichungen (8) fordern ebenso das Verschwinden einer

Ihiilich^ Determinante.

Wenn es also Snbstitntionen giebt, welche die Gleichung (5) zn

etaer identischen machen, so werd(Mk die Werte der Unbekannten A|,

Wwieln sein der cnbischen Gleichnng:

|eta «SS— A %s — 0-
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(Siehe fBr diese Entwielcelmigen : Hesse, Yorlesungen über ssa-

lytische Geometrie des Raumes).

er. Sind die Wurzeln dieser Glciclmng, welche alle reell sind,

ungleich, so verschwinden nicht alle Minoren zweiten Grades für eine

dieser Worzeln A,.

Dann lassen sich somit ans zwei d(!r GleicLungen (*J) die Ver-

hältnisse (i'.b'.c eindeutig bestimmen, und diese werden auch der

dritten f^euügen. Um die genannten Substitutionscoefhcicnten selbst

zu bestimmen, wird die erste Gleichung (^i) zu llilfe zu nehmen sein,

Nachdom wir also für a, c endliehe, bestimmte Werte erhalten

haben, bestimmen wir a\ h\ e und a'\ 6", e" aus den Gleichungen

(8) mit Hilfe der beiden andern Wurzeln der Gleichung (10). Be-

nutzte man zn deren Bestimmung dieselbe Wurzel 1), so würde man
f&r diese Substitutionscoofficieuten dieselben Werte erhalten ak ftr

b, e und nicht allen Gleichungen (3) könnte geuflgt werden.

Die mit Hilfe der drei Wurzeln erlialtencn Substitutionscoeffi-

cienten hingegen genügen auch den drei letzten Gleichungen (3).

Denn multipliciren wir die Gleichungen (7) respectiTO mit a\ b\

0*, und die Gleichungen des ersten Systems (8) mit a, 6, c, so er-

halten wir durch Subtraction auf Grund der Identität:

die Belation:

Nun sind Jl, und Ag ungleiche.Wurzeln der Gleichung (10), mit-

hin hat man:
aa'-\-bb' -\-cc' — 0

U. 8. W.

Hat mithin die Gleichung (10) drei verschiedene Wurztin, so

kann es nur ein System Trausformationsformelu gebtai, welche die

Function qpCx,^, z) in

A,JC«+A,r«+ A,Z«
überfahren.

Es lässt sich umgekehrt h>icht nachweisen, dass die erhaltenen

Substitutionen wirklich diese Transformation vollführen.

Ans den durch die Substitutionen (1) und ihre Auflösungen (4)

augenscheinlich identische Gleichungen (6)

a fp'{x)+ b cp'(y) +c q>'{z) = li^X

«V(«)+*>'(y)+cV(») = 2A, r
«V(«)+*>'(y)+c>'W= 2A,z
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erhftit man nämlich, wenn man sie respective mit iX, i Yy \Z mnlti-

plicirt und nachher addirt, unter Vermittlung der Gloichnngen (1):

ß. Untersnchen wir nun den Fall, iu welchem die Gleichung (10)

zwei gleiche Wurzeln besitze.

Die notwendigen and hinreichendcii Bcdingmigon, d«B8 Ii eine

zweifache Wurzel sei, sind (6):

Oll—1| Ojf

«11—^1 *h3

«11 %t

= 0,

-0,

—*i
I « 0

«8t «88~^I

a^—it «n
«IS %i*~^

-0,

-0.
a,8 Ott 1

1%«—^1 o«i

Die Entwidceliiiig der dm letzten Gleichungen giebt:

«is*i «ii<'»-"<'fi«ii? *'«*i — «"»«"«""«««^i

«19 Aj = ^«11— «l8«St'

Verschwindet keine der Grössen a^t» ^ ^> ^^^^

«fs «ii «1»

Unter diesen Bedingnngen verBchwinden anch die drei ersten

Hinordetennlnanten.

Multiplicirt mau zum Beispiel in der ersten Determinante die

erste Zeile mit a,3 und addirt zu ihr die mit multiplicirto zweite

Zeile, 80 verschwinden die Eicmeute der ersten Zeile iu der neuen

Determinante, o. s. w.

Wir können somit folgenden Satz aussprechen:

Wenn keine der Grössen «i^, «,8^ «31 verschwindet, so ist die

notwendige und hinreichende Bedingung, dass die Gleichung (lOJ zwei

gleiche Wurzeln habe:

I4s «81 ^«

Ist dne der Gritesen a^^ «if gleich Null, z. B. oni » «nss

nodi one z. B. 0» Tonchwinden und man hat:

^ = «8f

Dadurch ist auch der zweiten und dritten Bedingnngzgldehung

genügt, und damit auch die erste bestehe, nmss man haben:
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(«11—«»)(«»—«89)—«11*— 0.

Hat man mithin er... ^ =-0, so ist die notwendige und hin-

reiclionde Bediuguug für die tileiclüicit zweier Wurzeln der Gleicbaog

(10):

(«II

—

«m) - «as)— «M^ = 0. 12.

Sehen wir nun, wie es sich nm die Bcstimmnng der SnbstitiitloiiB*

Goefficienta verhftlt im Falle, wo die Oldcbang (10) nnr zwei i^iche

Wurzeln hesitst

Seien düe Worzeln dieser Gleichung li^lt und k^.

Mau überzeugt sicli leicht, dass die Substitutionscoefficieuteu uur

iu folgcudcr Weise bestimmt werdeu können:

Ans dem ssweiten System (8) nnd der dritten Gleichnng (2) orhftit

man fftr a*\ h*\ endliche nnd bestimmte Werte.

Das erste System (8) rcducirt sich auf das System (7). Alle

Minoren zweiten Grades, aber uidit alle diejenigen vom ersten Grade

der Determinante dieses Systems verschwinden, so dass dasselbe

zweifach unbestimmt ist: die Werte, welche der einen Gleichung ge-

nügen, genügen auch den beidun andern. Wir bestimmen nun die

6 Substitutionscoelficienten a, 6, e und a\ b\ e aus den folgenden

5 Gleichungen:

.
a'i+ b'^ + c'* =1
aa*+ bb' + ce' »0

welche Bestimmung auf unendlich viele Arten möglich ist

Weiter hat man wie oben:

a'a"+ ö'b"+ c'e" = 0

und die erhaltenen Substitutionen transformiren in der Tat die

Function (pix,y,z) in k^X^-\-k^Y*-{-k^Z^y so dass die Gleichung der

Oberfläche die Form

Ä,jr«+Jljy«+As^*+2fli4'Jr+2ö,4' Y+ia^'Z+a^= 0 13.

annimmt.

Die Oberfläche ist dne Botationsoberflftche. Denn die Ebenen,

welche senkredit auf der ^Aze stehen, schneiden die Oberflflehe In
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Kreisen, anner ifemi <— 0, in welchem Falle die Sdiiiiittcnrve eine

Gerade ist

Die gegebene Gleichung repräseatirt dann entweder einen pan^
bolischen Cylinder oder die Verbindung zweier parallelen Ebenen.

Biese Flächen sind Grenzfölle der Rotationsoberflächen: jede Nor-

male SQ beiden Ebenen ist eine Rotationsaze im letzten Falle, und

der parabolische Cylinder ist die Grenze einer durch Rotation einer

SBlpse am ihre kleine Axe erzeugten Fliehe für das Anwachsen der

grossen Axe za nnendlicher CMsse. Dieses Factum ist anch nicht

in Widersprach mit den Ansichten der analytischen Geometrie, nach

welchen dne Gerade aach als Kreis mit anendUdi grossem Sadias

betrachtet wird.

Umgekehrt Iftsst sich jede Rotationsoberflftche aaf die Form (13)

zorackfohren.

Man hat. folglich den Satz^:

Damit eine Oberfläche zweiter Ordnung eine Rotationsoberfläche

sei, ist es notwendig und hinreichend, dass man habe:

on ^
wenn keine der Grössen o», oai oim verschwindet, oder:

wenn «aa
^ aji = Ö ist

y. Betrachten wir nun noch den Fall, in welchem alle drei

Wurzeln der Gleichung (10) einander gleich werden.

Die notwendige and hinreichende Bedingung, dass If eine drei-

fache Wurzel dieser Gleichung sei, ist (6):

ojäi -= a,a — o,t — 0; du — a,t " «SS — ^» 14

Die Gleichungen (7) und (8) sind in diesem Falle Identitäten.

Die Substitutionscoeffidenten brauchen mithin nur den Gleichungen

(3) zu genügen, und dies kann auf unendlich viele Arten erreicht

werden.

Die auf diese Weise bestimmten Substitutionen führen alle die

Gl^ang der Oberfläche auf die Form:
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zurück, welche, weil nicht Null sein kann, eine Kngel repräsentirt.

Umgekehrt hat die Gleichung jeder Kugel die Form (15).

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, unter welchen

eine Oberfläche zweiter Ordnung eine Kugel sei, sind mithin

:

«11 = 0,3 Oj, = 0
16.

a„ — = a^.

Gröningen, 25. März 1875.

(Die Niederlande).
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XXV.

Zur Seholtrigonometrie.

Von

L. tiiaf von Pfeil.

NachiblgeDde Eutwickelimg der FnncÜoneii ftür die Summe und

Differenz zweier Winliel ist so einfach, and wenn man will so elegant,

dass sie ?ieUelcht verdient, in die Lehrbttcher anfsenommen zu werden.

Es seien x und z zwei innere Wiakcl eines Dreiecks, so ist der

äussere gegenüberstehende v gleich ihrer Summe. Zieht man die

Senkrechten h und //, so erliält man 4 Functionsdreiecke i deren 2

für den Winkel x and je eines fUr s and «.

Es ist nun die Aufgabe, die Fnnetionen fta die Snmme % welche

in dem Functionsdreicek (die Seiten durch je Einen Buchstaben be-

zeichnet) HXo liegen, durch Functionen der beiden Summanden x

und z auszudrücken, und zwar durch Functionen iu den beiden Drei-

ecken, welche die Seukrechto h gemeinsam habcu. Diese Dreiecke

sind hmX und hnZ,

Die Snbstitotion geschieht, indem man das zweite Fimction8dreied£

fttr das Dreieck HVp zu Hülfe nimmt

Folgendes ist die Entwickelung. Ich gebe sie, der grösseren

Deutlichkeit wegen, für den Fall Fig. 1. zunächst, wo die Summe ein

spitzer Winkel ist

8in(«+2) -» sin» ^ x^~X ^—

» sinffCOBf-t"^"^**.

(m+n)

X
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Ebenso

Ol»(a+») = e«l» — ^— — =

nm— /i* n m h h

~xz z'x'^z'z

OOBccOBs'— Bmsfiiiiff.

Soll die Fonetion ftr die Diflferenz gefonden wetden, m setit

num V—« » s und substitiiirt aas dem FnnctionsdFeieck ftr s in die

beiden Fonctionedreiecke Ar v nnd welche H gemeinsam haben,

also in die Dreiecke XB» nnd VJip, indem man ebenfiüls das zweite

Fnnctionsdreieck fOr c, das Dreieck Zhn zu Httlfe nimmt

Es ist sodann

Bin(v—0) — Bint SBS - ass—- «XX X

FX "xr'^x'F
— sinvcos«— eostfsiii«.

Ebenso

008(0— ff) — COS« — j—

vx

" ^ FX ""JC K+X K

— cosveos«-f~si]ivsin«.

Die Eutwickelung macht sich besonders hübsch und belehrend,

wenn stumpfe Winkel auftreten, also die Cosinus negativ werden, wie

in Fig. 2. und Fig. 3. z. B. wenn v ein stumpfer WinlLel, k nnd s

spitze sind, Fig. 2.
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«

myx-^-t) •= CO81; ^ ^

"""" ZF"
nm A*

zx zx CO8CCO0S— BUlfBtlllS.

Oder wena einer der Semmanden ein stumpfer Winkel iat Ge-

nebt Fig. a.

H h

Bin(»+«) smt) = ^ —^ =—

—

= siiucosa:— sinx(— cos»)

Oder gesucht Fig. 3.

C08(«—s) — C08S = — -a."-—X X

~~
JT vx " kj:

— — ^ — — ci»«(— C08»)4-rinflP8in»

Auch die Tangenten der Summe oder Differenz lassen sich an

derselben Figur leicht entwickeln, z. B. Fig. 1.

cotg(«+a) - COtgü- ^ — —g
" V — V

|(m+ll)—
«m-|-r.«-Z«

— Ä* m« 1— tangT tang»

IM im tl
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Allerdings ist hier die arithmetische Entwickelung einfacher.

Die mehiÜAche Umwandlmig der Zeichen dient gewiss, die Anf-

merlnainkeit der Schttler anzuregen, ohne doch dgentliche Schwierig-

keiten zn haben.

Die Entwickelang der Formeln für li)g(^-|~^) und log(a

—

b)

nnmittelbar aus loga nnd log6, noch mehr aber die trigonome-
trische Auflösung der quadratischen Gleichungen und

deren Entwickelung gehört wol zn den besten Aufgaben für Schttler,

woO, zumal die letztere die wichtigsten Formeln der analytischen

Trigonometrie in sich schlieest und diese Formeln darum dem Ge-

dächtniss auf eine ungezwungene Weise einprftgt

Die Formeln für log(a-|-^) nnd log(a— fahre ich der VoU-

stftudigkeit wegen hier an, und flbeigehe ihre sehr leichte Entwicke-

lung. Sie lauten bekanntlich, wenn a>>6: Fflr die Summe, wenn

j = tangV

iog(a+*) =- log a— 2 log sin g>

oder
iog(a+^) » log6—21ogeoB9;

wenn man ^ <^ tangV gesetzt hätte

l0g(a+Ä) = loga~21ogcos^?
oder

log(«+&) *° log6—aiogsin^.

FUr die Difi'ercnz lauten die Formeln

wenn man - — sin'9 gesetzt hat

oder auch
log(a— = loga+ 21ogcosg),

log(a— *) — log Ä+ 2 log cotg q> ;

wenn man = cos*«» gesetzt hätte
a

oder auch
log(a— i) -= log a4- 2 log sin 9)

log (a— = log *+ 2 log tang

Die Formeln für die quadratischen Oleichnngen finden sich t.B.

in den 5stelligeu Köhlor'schen Logarithmentafeln hinter den Loga-

rithmen der Sinus und Tangenten. Sie lauten:
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I. Wenn x^-^-px = q.

Aiifl Oeling.

tang^l - -

1) ap — ttoggVfl

2) »=— cotg^Vg.

Aa/iösang.

2

1) — tanggVa

2) «=:— COtggV«-

Entwickelimg von L

II. Wenn x*—px = g.

AnflOsnng.

2
tang.<l -= - y q

1) « ——Ung^Vs

2) « — cotg^y«.

IV. Wenn ap*—f» — — g.

Auflösung.

1) ar^tang^y«

I ^
I

2) » — cotg-^yg.

taug 4, 2 tangil

(tangM+l) sec«J » (|8<^c^y » (2^^)'

2cosii

2V^ coiii y

y« -f-l— cosil (±1—COS.l)
,

1) «-
1—COSvl

sinii
y«-

X

28in«

28UI
2 2

2rin-^608
2

tangilcoBil

sm

y«
cos

2

C08^

•in
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Uud eudlicb

1) X ^ taug

2) ar — — cotg ^q.

Die EiitwickeliiDg für den zweiten Fall, » «, fot ebeoao.

£utWickelung von III.

«+| — ±|cOBil

- (±COB^- 1) = ^.(±00.^-1)- .V,

1-cos^ , 2
«J"^

«•^
«nJ- V«^——i—^.y«^

3un j OOS ^ CO80

2) . ^__.y, . -—X- ^ Y, |.y.

Und endlich

1) «— — tang-^Va

2) — cotg^y*^.

Die Entwickelnng für den vierten Fall, 0*—jw — - ist ebenso
wie fftr den dritten.
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Die trlgOBometriflclie Entwicketong der quadratiacheD Gleichuogen

Yenrendet biemaoh folgende Fonnelii:

i) l+tang'« — aec*«; 2) 1—aiu*» — cos^;

3; WC« —
eM»*

iangxcosx — aina:;

X X
h) 1—coe« — 2siii*^; 6) l+cos« = ^cos'^*

X T sili X
7) Bin« — asin ^ cos ^ ; 8) ^^^^

— tang«;

cos X
cotg«: also nenn Formeln.

Ich glaube dnrch das Vorstehende den hohen pädagogischen

Gatzen dieser Entwickelnng dargethan zo haben.

Auch die Vorwcntlung ento|irecbeudor Zahlcubeispiclc ist fUr den

Scbttlor sehr belehrend.
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XXVL

Miseelleiu

1.

Beweis eines fiftties aus der Theorie der geemetrlsehen Addltten

der Streekeii In Raue.

Es ist bekannt, dass wenn man mit Einheiten gewisser coü-

stautcn Strecken, mit 2^n Cocflicieuteu bczcicbuot, so wird die

Gleicbuug

eine Ciirve oder eine Fläche darstellen, Je nachdem p» Ftocüonen

einer oder sweier Variabeln sind.

Ein Beweis dieses, für Theorie der geometrischen Addition sehr

wichtigen Satzes tiudet sich, meinem Wissen nach, in keinem Lcbr-

bnche*). Daher scheint es mir, dass ein solcher nicht ohne Katzen

für Anfänger sein wird.

Es mögen zuerst die pn Functionen einer Veränderlichen t sein

Da, wie bekannt, jede Strecke sich in drei andere, nicht in einer

Ebene liegende zerlegen lässt, so kann man jede Strecke pnc^n in

drei Strecken a-,,«,, //.»«j, zn»^ parallel zu den Coordinaten-Axeu zer-

legen, und erhalten dann

*) Vergleiche: TaU An Elementarjr Tremicc on Qnateniioni pp. IS

und 9S. Hüinilton. Element» of Qoaterniont.
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Fuiictioncu der Variabeln t sind, «j, uud «3 aber

Eiuheiteu ddjoiiigeii Stracken siiid, die pnalicl den Goordioatcn-

Axeu laufeu.

Wonu man also diese Zerlegung mit allcu Strecken vollzieht,

so wird

WO M Fnndionen der Verftndcrlichon 1 bezeichnen.

Aus der Uehuitiou der geometrischen Addition folgt, dass x, z

die Coordinatcu des Endpunktes der Strecke q bczuicliuen; wuou wir

also aus den Gleichungen

die Veränderliche t eliminiren, so werden wir swoi Gloichongcn

zwischen den Ck>ordinaten y, s erhalten, die wie bekannt, eine

Carve darstellen.

Im Falle, dass die pn Functionen zweier Veränderlichen t uud u

sind, wird
ttsM

11=1

wo y, X Fonctionen der beiden Yerftnderlichen u nnd i sind,

das hdsst

sc = g>i(w, 0» y = 0» «= ^»("i 0.

Wenn man ans diesen Qleichnngen die beiden Yerftnderlichen

u und I eliminirt, so bekommt man ehie Gleichung F{sb^ y, «) » 0,

die, wie bekannt, eine Fliehe darstellt.

Warschan, den 1. Juli 1875.

Dr. Carl Hertz,
Lchrrr nm »weiten GymnMittm sii WanichNtt.
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2.

Minlnmm-OberlUtehdB to drei entan Classen tob Polyedern.

§ 1. ClasBifidniiig der Polyeder. Unter dem Netze ^es Po-
lyeders versteht man bekanntüch die Anordnung der Eckpunkte,
Kanten nnd Seiten ohne Jede quantitative Bestimmung der Dimen-
sionen nnd Winkel. Man kann nun yerenchen, alle möglichen Netze
mnerbalb definirter Bezirke aufzustellen, der Art dass sieh diese Be-
zirke ins unbegrenzte systematisch erweitem lassen nnd ins unend-
liche erweitert die Gesammtheit umfassen. Das nächst liegende Princip
ist, die grOsste Kantenzahl einerseits einer Ecke, androrsoits eines
Polygons als massgebend für den Bezirk anzusdieu Da )>do( h die
Aufgabe eine sehr verwickelte ist, so wird mau sic h gtru daiuit be -

gnügen, nur nach einer Seite hin aufzustei^jon. D<Mikon wir jodos
Polygon durch Diagonalen in Dreiecke zerlegt, uud hotra.-htm die
^agonalen als Kanten, so stellt sich jedes Polyeder mit molirkantigen
Seiten als Specialitat eines Polyeders mit lauter dnieckigeu Seiten
dar, iudem our gewisse Flächenwinkel K^'stnrkte sind. Jet^^t unter-
scheiden sich die Netze blos durch die Kantenzahl der Ecken. Rech-
nen Wir alsdann zur ersten, zweiten, dritten Classe u s w die
Polyeder, unter deren Ecken l./.hw. dn^-, vier-, fünfkantige n. s. w.
und keine mehrkantigen vorkommen; .lann wird schon durch den
Euler'schen Satz die Anzahl der möglich. ,! Netze derart umgrenzt,
dass sich die 3 ersten Classen erschöpfen lassiMi. Die höhern Classen
sind unbegrenzt. Um auch hier systematisch fortzuschreiten, würde
man nach einan.hT 1, 2. 3, . . . secliskautigo, nachher ebenso einzeln
siebenkautigo Ecken zulassen u. s. w.

Es ist nun in der Tat möglich einen Algorithmus aufzustelleu,
nach welchem man sicher und leicht die mögUchen Netze jeder c lasse
bzhw. jeder UnterabteUung der höhem Classen erschöpfend eutvsickehi
kann. Schwerer ist es unter den gefundenen Netzen die identischen
au&ufinden, und zur Anzahl der verschiedenen zu gelan-en ich
flbergehe den von mir angewandten Algorithmus, weil es niir eine
angenehmere ArbeU zu sein scheint, sich einen eif^nen zu erdenken
als in solchen Dingen einer fremden Beschreibung zu folgen Das
Resultat ist, dass die erste CJasse l, die /.weite 2, die dritte 8 ver-
schiedene Netze enthftlt Diese sind in folgender Tabelle autgestellt
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^fT'-'M dar ftkitn*

tigen Ecken

»-.8 4 6

I 4 Tetraeder.

II 2 3 dreiseitige Doppelpyramide.

m 6 OktMder.

IV 2 2 2 Yertrfndting von 3 anstomendenTotracdom.

V 1 3 3 Oktaeder mit 1 aufgesetzten Tetraeder.

VI 6 2 fünfseitige Dopiielpyramide.

vu 2 6 Oktaeder mit 2 aof Gegonseitea aniSge*

setsten Tetraedern.

VIII 4 4 PolTedfT dfts ftna dein Oktttuder durch

Spaltung einer Ecke and deren Kanten*

erbindungeu in je 2 henrorgeht

IX 3 i\ dreiseiti|;e5 Prisma mit 3 aufgesotzteu

4 seitigcn Pyramiden.

X 2 8 Verbindung zweier vierseitigen Pyramiden

mit zugekehrten OefTnungeu durch

einen Kranz von 8 Dreiecken.

XI 12 Ikoaaeder.

Man sieht daraus, dass die 3 ersten Classen noch innerhalb der

mehrfach symmetrischen Anordnung bleiben. Unter einem syromo>

frischen Netze ist ein solches zu verstehen, dessen Ecken zu beiden

Seiten einer schneidenden Fliehe, soweit sie nicht in diesdbe hinein-

fallen, einander paarweise entsprechen, und entsprechend durch Kanten

und Seitenflächen verbunden sind, mit der weitem Bedingung» dass

alle Kanten, welche jene Flache schneiden, Je 2 entsprochende Punkte

verbinden. Die in der blossen Anordnung bestehende Symmetrie des

Netzes lasst stets die ihr gemisse wirkliche Symmetrie des Polyeders

m. LOsst man die genannte weitere Bedingung fallen, so kdnnen die

beiden Teile des Netsos und des Polyeders symmetrisch sein ohne
symmetrisch zu liegen. So wird z. B. ein Oktaeder geteilt durch eine

FUche, welche zwischen 2 Gegenseiten liegt

I 2. Minimumfl&chen der 11 Polyeder 1., 2. und a Glasse. Die

Variation eines von lauter Dreiecken begrenalen Polyeders sei durch

die Bedingungen beschrankt, dass sein Volum eonstani, sein Netz

voigeachrieben sei, und jede diesem Netse zukommende Symmotrie

auch am Polyeder statthabe; ee wird seine kleinste Oberiliebe gesucht.

Bei dieser Stellung der Aufgabe wird die allgemeine Frage Ober-
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ganges , ob es ÜBr gegebenoe Nets ein Polyeder tos Ideioster Ober»

flftche bei constaatem Volam geben könne, in welchem nicht jede

dnrdi das Nets solilssige Symmetrie lealisirt ist Es bandelt sich

demnach bier nnr um einige Spccialrechnungea, Ober deren Gang in

Betreff der genannten 11 Netse ich nur die notwendigsten Angaben

machen will, nm hernach die Resultate snsammensnstollen.

Bei Bestimmung dreikantiger Ecken kommt folgender Satz zu-

statten:

Die Oberflache einer dreiseitigen Fyrandde von fester Bads ist

ein Minimum bei constantem Volum, wenn die Spitze auf der im
Inkreiscentrum errichteten Normale der Basis liegt

Hieraus folgt nämlich, dass der Scheitel jeder dreikantigen Ecke

auf derjenigen Normale der Ebene der 3 umliegenden Punkte liegen

muss, welche durch das lukreiscentrum des durch letztere bestimmten

Dreiecks geht

Die Netze I, m und XI verlangen kdne Untersuchung: die

regelmässigen 3 Polyeder lOsen die Au^be.

Alle Übrigen Netze, bloss IV und VIII aasgenommen, haben eine

Axe der Symmetrie, nm welche hemm die Ecken und Kanten in

regelmässigen Kränzen liegen müssen. Unter ihnen lassen sich die

Doppelpyramiden II, III, VI zusammenfassen. Die Basis eines solchen,

ein regelmässiges Polygon, sei = a^g, wo a deren Seite bezeichnet,

ihr kleiner Radius = ar, die Neigung aller Seitenflächen gegen die

Basis = Setzen wir hier, wie auch künftig, das Volum » j», die

Oberflftcho «- 9, so ist

und a, ^ allein variabeL Eliminirt man da zwischen op U und
dg 0, so kommt: •

tg^-y2

ein Wert, der dem regelmftssigen Oktaeder zukommt, und der hier-

nach auch für alle andern Doppclpyramiden gilt

Jetzt können wir wieder die Netze VII, X, XI zusammenfassen.

Sie werden gebildet durch 2 einander mit den Oeffnungen zugekehrte

nscitige Pyramiden verbunden durch einen Kranz von 2n Dreiecken.

Sei nun a die Seite, ar der grosse, ag der kleine Radius, a^g der

lohalt der Grundflächen der Pyramiden, ak ihr Abstand, aV der In-

halt des Mittelschnitts z\^ischen beiden, 4^, 1} die Neigung der Seiten-

flachen der Pyramiden und des Kranzes gegen die Grundflächen, so

dass I; (r—9)tgi|, » die Seitenzahl der Pyramiden. Dann wurd
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Hier ftriiren nur a, i|. EUmmirt man da zwischen cjp 0 nnd

dg «» 0, 10 erhilt man als Bedingungen des Minimums qi

+ " ^S^)
- » * 1 2i/P tg^+ (2/+ <7) (r- tg 1/

}

Eliminirt man jeUt if, so ergiebt sich eine Jrabische Gleichung für

sin«».

Einfacher gestalten sidi die Oleichnngen fBr « » $. Hier wird

und die BediDguugen dos Miuimams qt

sinif « 2sin»; dcosdcosif —

1

woraus:

cos^ — ; cM*n - ~ ^ 6~ ^

1 3l/vy7+6 3 ,l/5 y97-ll
'-6''T 2 «-i'-T 2

all LAeung fOr VIL

Ist n = 4, 80 lautet diu ruducirto kttbisclic Gleichung für siu^{^:

jy»— 9^— A+36— 2$ V 2 = ü

wo

gesetzt ist. Nach ihrer Aul'lösuug hudct man

sin 1} « *y'2

—

üiormit ist die MiaimalHäche lür X bestimmt

Mit den Torigen NetM hat noch IX gemein, dass es nasser der

Symaetrieaxe eine Symmetrieebene besitst, die normal zur Aze hier

durch die 3 PyramidenspiUen geht Die Kante an der Endfliche des

Keraprismas von IX sei » o, die Höhe des Prismas ydoAtgdi

die Höhe der aufgehetzten Pynmidon ^ dann wird
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Kach Elimiiiatioii tob 9a zwisctai ^= o und =sO «lUlt maa
als Bedingongmi des IGnumuBS 9:

2 'Xh

38ia«^+yi+^Biii^-2 ==

Die uumoriscbc AuflOsuug ergicbt:

ik — 0,4778106; log sin 9,6946902

Das Netz V ist mir synuaetrisdi za emer Axo, die durch die

Spitze der Pyramide geht Seieo B zwei Gcgeasciten des Okta-

edefs, auf B stehe die Pyranide C. Der grosso IMias tob A sei

= 06, der voB B der AbstaBd zwisehea (deu paralleleB Ebeaea)

A oad ^ » die Höhe tob C = nad zur Ablcarzung

daua ist

Die BeüiBguogen des Miuimui) ^ werden:

aud geben die Werte:

a — 0,766274; 1,124911; A - 0,310284

Die beidea aoch ttbrigea Netze lY uad YIII haboa aar 2 Ebeaea

der Syauaetrie, doch liat VIII dea Yorzag, dass es sich selbst wieder

deckt, weuB maa ihm um dea Dardischaitt beider EboBea eiae Yiertel-

umdrehuag uad um die eiae ihrer beidea Nonaalea eiae halbe Um»
drehaag erteilt. la der erstea Ebeae Uegea die Eekeu A^ A' and

j9, B' (die g^eichea Buchstabea bezeichBea die symmetrischea Eckea);

diese gehea bei dea 2 geaanatea BotatioBea aber ia die oatsitrecheB-
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den Eckpunkte in der zweiten Ebene A^' und B^^ und um-
gekehrt Yerbondea dnrcli Kanten Bind BAA'B\ B^A^A^B^^ and
die A der einen Ebene mit den B der nndern. Sei AÄ— 2a6,

i/J?' 2^, der norauOe Abstand der Kaatea AA* nnd ^il, 26Aifc,

der der Diagonalen BBf nnd B^B^^ SM, and znr Abkflrsning

r-yi+ib«(A-l)>; 9 - y 2*«|(A+a)«+(l-a)«)+(l-a)«

dann ist

p-SW(A+2a); g= 46«(ar+rt

und die Bedingungen des Minimomfl ^ werden:

r a(a+ i)(^- l)

A»Ä ?

-(*-l)(A-l-.a»)+2(A+l)
j

a|*«(A-l)«-2|+2|*«[(»+a)«+a-«W-(l-«Wj-0

Ana ihnen ergeben sich die Werte:

a- 0,1762692; A-i 2,8887284

Die 8 Tetraeder, ana denen daa Nets IV besteht, haben eine

gemeinaame Kante, Axe der diese wird normal haUiirt von der

einen Synunetrieebene, Ebene der i^, anf welcher die allein noch

ftMgen 4 E^en liegen; die andre Symnetrieebene, Ebene der «,
fffklL dnrdi die gemeinsaae Kante und halMrt normal die Gegenkaate

des mittleren Tetraeders. Die gemeinsame Kante sei ^ 2A, die Ba-

dienTeetoren der Ecken in der ay Ebene seien I, A, die Amptttuden

OB der • Axe an /I, a-|-/l (gegenflber »/I, Ansserdem

seien ^, if die Neigiuigen der sehrigen SeiteoflAchen gegen die sy

EiiBiie, so dass

dann ist

p - |A<(A8ln«+ltinj3 cos/7)
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334 MUcellen.

Da das Polyeder 2 nicht gleichseitige, obwol gleichschenklige, drei-

kantige Ecken hat , so sind nach dem im Anfang von §. 2. aofge-

stelltcn Satze im voraus die Geraden bekannt, auf denen diese Ecken

liegen müssen. Man ündet demzufolge die Relation:

Erfüllt man sie dnrdi die Werte:

j
Äcoay^

j
2Aco8y

" Cosa * ~ sin'jr

80 ergeben sich als Bedingungen des Mlniminn» q die Oletdmngen:

_ Bin»y

*^"'2co8/Jco8y

/ , sin*y \

2Bin*tt

sm*y

<-dsin»a+G08a8in/} (smir ^~')
sin'y

2sin*a 2cos_a sin j3 cos |3

1 -J- C08^ sin*y

/ l+ COS^W A . \ ^(cosy— ' — Sein «1—0
\ ' COSIJ /

welche nnmeriach an4;el(tot eigeben:

a = 0,4916193 Rechte

ß 0,2458096 Rechte

y — 0,6560191 Rechte

1^:^0,4183803 Rechte

Es zeigt sich, dass bis auf 7 DccimalstcUen a » 2/} ist Das Ver-

bältniss algebraisch nachzuweisen ist mir nicht gelnngen.

In den folgenden Tabellen sind die Werte der Coordiuaten der

Ecken der 8 nicht regelmässigen Polyeder für kleinste Oberfläche und

Volum = 1, und zwar die Polarcoordiuatcn r, <p und die zur Ebene

der rtp normale Goordinate « aufgeführt:

n VI

Nummer
der Ecke.

r 9 I-
Kammer
der Edce.

r 9 •

0 -h 1 —

A

2,3, 4 a 0 0 2,3,4,5,6 a 0 0

5 0 h 7 0 *

n= 1,17759

h = 0,83268

««-0,82003

h = 0,93820
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IV

Nummer
der Ecke.

r '
1

•

1 0 -Ä
2, 3 a —X 0

h -3Ä 3i 0

6 0 k

Nummer
der Ecko.|

1

2.3,4

5, 6,7

r 9

0

0a -I»
b -I« 2R

8
R

0

h

a — 1,4<)441

b — 0,72087

A=s 1,00388

A-0,34681R

vn

a = 0,84678

6 =0,64886

A — 0,26274

k - 1,81629

vm
Nummer
der Ecke.

r 9 •
Nummer
der Ecke

r 9 •

1 0 —

A

1, 2 a 0 2R —h

2, 3, 4 a -I« 0 — ifc

6, 6 a

0

R
2R
3R

k

k

5. 6, 7 a -1« 2R
,

*
7,8 b R 3R -*

8 0 •

1 k

a= 0,75113

*= 0,85724

ks 0,60181

a

k.

k

k

0,16120

0,91972

0,77298

0,32427

Nummer
j

der Ecke.!
9

1, 2, 3

4, 5, 6

7,8,9

a-^R

-I»

OUR-*

2R|R| 0

.|-3R|0

a — 0,60093

b — 0,73119

^«0,64601

Nummer
der Ecke.

r
I-

1 0

2, 3, 4, 6 a 0 R 2R 3R—

*

6, 7, 8, 9 2«

10
1

Ol 1 1

0 = 0,68502

k = 0,70295

iks0^7068
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336 MUcelUn.

Die Oberflächen aller 11 Polyeder habcu für ein Volum = 1 folgende

kleinste Werte:

Polyeder Oberfläche Polyeder Oberfläche

I 7,20562 VII 5,55106

n 6,24025 vm 5,98543

III 5,71911 IX 5,31612

IV 5,67443 X 5,26016

V 5,62806 XI 5,14835

VI 5,53841 Kugel 4,83598

R. Hoppe.



V^tlmmmnt Kriterien der hingßdäreu Integrale der ete.

xxm
Kriterien der sfnipilftreii Integmle

der Diirereutialgleicliiingeii erster Ordnung.

Von

Herrn W. Vel tmann^

RcalfichuUehrer sa Dflren.

Von einer Differentialgleichung der ersten OrduoQg

wo y die Flttxion von y nach sei eine AoflOsong

(2) y » tpix)

gegeben. Es soll untersucht werden , ob diese Auflösung oino sin-

galäre oder ptrticaläre ist Foigonde Definitioiien legen wir hierbei

n Grunde.

Wenn für die Auflösung y c^U) in der ganzen Ausdehnung,

iu welcher y als Function <p{jr) von x gegeben ist, keine benachbarte

Auflösungen existiren, so nennen wir sie eine singulare. Unter be-

nachluirten Auflösungen MTsteheu wir liier solche, die entstehen, wenu

man in Gleich. (2) die Function (p{jr) unendlich wenig \ai"iiren lusst.

Stellen wir y ^ gj(j-) durch eine Cnrve in j als Abscisse. y als Ordi-

nate dar, so nennen wir also die Gleichung dann ein singnlürt s inte-

gral, wenn die Curve keine noch so geringe Fornikiulernng erleiden

kann, ohne das sie aufhört, eine LOsong der Differentialgleichung

darzusteüeiL

Wenn dagegen in der ganzen Ausdehnung, iu welcher tpir) ge-

geben ist, beuachbarte LOsuugou ezistiren, wenu also obige Curvc

Oigitized by Google



338 Veitmann: Kriierkn der tingiiiSrtn JntegraU

durch stetige Forniiiiulenm^' in andere Curvcn übergehen kann, ohne

das sio aufhört, ciuc Auflösung der Gleichung (1) darznstelleu, so

nenuen wir y » ^(x) eine particnläre Lösung.

Verhält sich die Gleichung y = qp(x) teils in der einen, teils in

der anderen Weise, hat sie in einem Teile der Ausdehnung der Func-

tion (p{x) benachbarte Lösungen, in anderen Teilen nicht, so ist sie

aus singulären und particulären Lösungen zusammengesetsst Wir
wollen zunächst annehmen, dass y » ip(x) in ihrer ganzen Ausdeh*

nung entweder eine singuläre oder particulftre Lösung sei Lassen

wir in Gleichung (2) die Fuuction fp(x) unendlich wenig varitren, ad-

diren wir also zu y ciue nneudllch kleine Function ip von Dann
ist in Gleichung (1):

(3) 6f{x,t,,y ) = ^^^d, +^^, ^ 2 +V 1.2.3

1.2.3

Wenn nun die durch die Variation von (p(x) veränderte Gloirhung

(2) cbonfiills ein Integral von (1) sein soll, so muss di(^ rechte Seile

der Gleichung (3), wenn man // und //' als Functionen von x aus (2)

entnommen iji oinsot/t. *) werden für alle Werte vou x, (itr

welche 9>(x) gegeben ist. Wir unterscheiden folgende Fälle:

1. ^ und -j^ sind nicht beide gleich ü. Dann ist das Integral

ein particnlftres oder singulftres, je nachdem

für irgend ein von Null verschiedenes 6y der Null gleich gemacht

werden kann oder nicht, da die übrigen Gliedir in (3) rechts von

höherer Ordnung sind. Wir betrachten nun hier wieder folgende Fülle:

a) Es ist nicht

Dann können wir die Gleichung (4) so schreiben:
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(bt i^ _ Ä

Der Quotient rechts ist eine P'unction von a-, welche auch identisch

= 0 oder = oo sein kann. Setzen wir denselben = t/;'(x) , wo t^f'ix)

die Fluxion eiuer Fanction %t(x) nach x ist, so erhalten wir durch

Integration

(6) ^= c««K«)

wo « die Basis der Neper'schen XiOgarithmen und e eine onendliGh

klein zn nehmende Constante.

Wenn xlf'ix) und also auch unendlich gross ist, so kann die

unendlich kleine Constante c nur dann so gewählt werden, dass dy

überall unendlich klein wird, wenn t^fir) ein constantes unendlich

Grosses und deshalb rM^) für alle Werte von x ein unendlich Grosses

von gleichbleibender Ordnung ist. Ist das nicht der Fall, so hat man
ein siugoläres Integral.

Wenn tp'(x) »0 oder endlich ist, so HefiBrt die Oleicimng (6)

stets dne braachbare Variation; der Gleichung (2) sind andere Auf-

lösungen benachbart und das Integral ist particulär.

In letzterem Falle könnte man ein zweites particnl&res Integnü«

welches mit dem gegebenen stetig zaaammenhftngt, sich aber um eine

endliche Grösse davon unterscheidet, auf folgende Weise erhalten:

Man setze

lfm— ^-i

+

e e*i»-i

wo pm aus 3^111—1 auf dieselbe Weise abgeleitet wird, wie pt aus y.

Die Grösse e sei der »te Teil einer willkOrlieh, aber hinreichend klein

gewählten Grösse C. Beim Uebergange von ym-ii auf y wachst

f{x,y,1f') um eine Grösse, welche nach Obigem bei gegen 0 conver-

girenden also anendlich grossem n, im Vergleich zu c unendlich

klein wird. Der gesammte Zuwachs von /(x, y^ y) bleibt daher gegen

ne oder C ebenfiüls unendlich klein. Nun sind aber die gesammten

Zuwachse von y, nämlich c«^), eeM^ii«) etc. mit e von gleicher Ord-

nung, stellen also zusammen gleich wie m eine endliche Grösse dar.

21»
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Mitbin wächst ij um eine Function von endlicher Grösse, während

der Zuwachs vou /{x^y^y) unendlich klein bleibt, d. h. = <? : Q.

Demnach ist

y — SN»

ein particolärcs Integral von (1), welches von (2) um eine cndlicho

Grösse abweicht, jedoch stetig durch andere particnl&re Integrale in

dasselbe Obergehon kann.

b) Es sei

Da, wie Toransgesotst in Oleichnng (2) nicht auch

dy

ist, io MBS ^ — 0 sein. Es eiittiri also dann keine benachbarte

Auftösung; das gegebene Integral ist ein singulirei.

2. Es sei

Dann müssen in (3) die Glieder der 2ten Ordnung zusammen 0
sein, also

oder

oder

Wenn nun ^^r« » 0 ist, so wird (7) eine Gleichung Iten Grades ftUr

für welche dieselbe Discnssion gilt, wie oben Air (4). Ist

äy'
dagegen j ,^ nicht = 0, so kann man die Gleichung 2ten Grades

d{\}l6y)
autiöscu und erhält für - einen Ausdruck, den man ebenfalls

auf obige Weise zu nntersncheu hat

3. Wenn auch die Glieder 2ter Ordnung in der Gleichung (.'>)

v»Tschwindeu ^ so setzt man die der 3t4.'n ^ 0, wenn auch diese ver-

schwinden, die der 4 ton u. s. w. Es seien nun die Glieder der nten
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Ordnung die niedrigsten, wolclie nicht iftnuntKch verschwinden. Setzt

man ihre Summe = 0 und dividirt dnrch dy", so erhält man eine

dÜaöy)
Gleicbuug wten Grades in ^ , In dieser Gleichung sei die mto

Potenx die liOchste, deren Coel&dent nicht vorschwindet Dividirt

man durch diesen Coefficienten, so hat man eine Gleichung von der

Form

worin a, o^, ... Fonctionen von x siud, nnd s » Igdy ist

db 1 dög d8»
Da ^ — "5» ' dx

*^ ®^ Grösse von gleicher Ordnung

dB
mit dgr ist, so ist ^ eine endliche Grösse. Wenn also die Gleichung

d»
(8) für ^ einen endlichen Wert gibt, d. h. wenn alle Coefficienton

eudliche Grössen shid, so ist das gcgobono Integral ein particulärus,

im outgcgeugcsetzten Falle ein singuläres.

Soll ein singul&res Integral einer gcgehonon Differentialgleichung

erst gefunden werden, so stelle man nur nach Ohigem die Gleichungen

auf, deren Jede die Existenz eines solchen bedingt und climinhro dann

/ iwisehen jeder von diesen Gleichungen und der gegebenen Diffe-

rentialißelchnng.

f
Digitized by Google



342 Vtitmannt (/tber eine betinukn AH

xxvin.

Ueber eine besondere Art fon raceesslTen linearen

Sabstitollonett.

Von

IT. Feltmann,

Durch oiiio Untersucliuiifjr über die Wirkimgswoise der Iiiflueuz-

maschine wurde ich zu einem Verfahren geführt, die Resultate von

successiven linearen Substitutionen, deren Coeflicieuteu immer die-

selben sind, als Functionen der Anzahl der Substitutionen darzu-

stollou. Dieses Yerfahreu soll im Folgcudeu aaseinandorgeseUt werden.

Die Anzahl der Substitutionen bezeichnen wir mit die Varia-

bcln ursprünglich mit a-,,, //o, • • i 'lach der ersten Substitution

mit 2*1,^1,31 . . ., nach der zweiten mit r^, so dass

also, wenn r/, c, ä^, r, . . . die Coefhcieuteu der Substitution

sind, diese durch die Gleichungen gegeben ist

«tt4.1 — a tfn+h Ifu+e »» . . .

(1) yH+ l = "i^H+ f'^yn+ c^Zn . . .

!• Nor eine Variable. In diesem Falle sind die Besnltate der

auf einander folgenden Snbstitationen die Glieder einer geometrischen

Bdhe. Denn wenn

WO o eine Constante, so ist
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Als stetigo Fnnction von und n, welche für ganze Werte von

II dioBdbon Werte antümmt, welchö die auf eiDander folgenden Sub-

stitutionen liefern, kann man daher x dnrch die Oldchung darstellen

Wir werden sehen, dass bei einer grosseren Anzahl von Variabein

die Rosnltato der Snbstitationen ans den Gliedern einer gleichen An-

zahl von geometrischen Reihen zusammengesetzt sind.

2. Zwei abhängige Variabein x und y. Die Substitutions-

glcichnngen seien

wo a, rt, ß irgeuil welche Constauteu. Diese Gleicliiiugen gelton

zunächst uur fOr ganze Werte von n. Mau kanu durch dieselben

X| und ^1 aus aud daraus dann und i/^ etc. erhalten. Um
die Functionen x und y auch auf gebrochene Werte von n auszu-

dehnen, ohne dnss sie aufhören, für ganze n die auf obige Weise

sich ergebenden Werte anzunehmen, könnte man auf folgende Weise

verfahren.

Man setze z. B.

bubstituirt mau aus (Ii) in (4), so erhält mau

yti f 1 = («lOj+ ^1 «1 ) + («1 '-»i

+

ßi ') yn

Biese Gleichungen mOssen mit (2) abereinstimmen, also

Hieraus könnte man nun a,, /j, berechnen und die Gleicbuugcn

(3) oder (4) würden dann tur ganze Werte von n dieselben Werte

für X und // lieferu, wie (2), ausserdem aber auch noch welche für

** — i» j • • •

Ebenso könnte man setzen
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Bann ans (6) in (7), daranf aus (7) in (8) rabsütoiren, die Coeffi-

ciontcn von (8) denen in (2) gleicbsetzen and ans den erhaltenen

Gleichungen a„ berechnen. Die Functionen k und y wären

dann auch flOr » » 1 , 1^ . . . gegeben, bfttten aber fttr « 1, 2
etc. noch dieselben Werte wie frtther.

Auf dieselbe Weise könnte man das Intervall 1 der ganzen Werte
von u in beliebig viele Teile zerlegen und die Functionen x und y
auf die entsprechenden Bruchzahlen ausdehiion Wir woUeu die Zahl

dieser Teile unendlich gross nehmen und jeden derselben '^dn setzen,

so dass wir x und y als continnirliche Functionen von n erhalten,

die aber fOr ganäse Werte des «i die den Gleichungen (2) entsprechen-

den Werte annehmen. Da, wenn n sich um ein unendlich kleines

<tn ändert, te und y ebenlidls nur unendlich kleine Aenderungoa er-

leiden dürfen, so können xn^dm und ^\4n resp. von je» und y« nur

um Grössen von gleicher Ordnung mit än verschieden sein. Wir
mflssen daher setzen

Wenn wir auf beiden Seiten in der ersten dieser Gleichungen ;rii, in

der zweiten y» subtrahhren, so können wir dieselben so schreiben:

ffo»^ « 0,0-«+ Ä,y«

^ — ^SBn+ ßtVn

Die Auflösung dieser Differentialgleichungen hat die Form

^'^^
yü — ^i*iri"+y,&,r,-

wo iti uinl l^-s. die InteuTiitionsoonstaiiteii sind, /"j, 7,. /s,, y^, r, und r,

aber von o, und abhängen. Letztere sowie aucli die Diflfc-

rentialgleicbun^zen berücksichtigen wir jedoch nieht weiter; vielmehr

gohou wir, nachdem wir als die Form der gesmhten F'unctionen die-

jenige in den Gleichungen (9) erkannt haben, unmittell)ar von diesen

aus und bestimmen siimmtliche Constanten in derselben der Bedingung

gemäss, dass uud yn fUr ganze Werte von n dieselben Werte an-
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nehmen, welche sie gemäss den Oleichnogen (2) erhalten. Hiem
ist nnn zonftchst erforderlich, dass ar» nod in den Qleichnugeu (9)

flir Ii 0 die Werte nnd annehmen, also dass

^^^^^
yo = i7,*-i+yt*i

sei. Setzen wir jetzt in den Gleichungen (2) » 0, und nehmen ftür

nnd die Werte aus (10), so mflssen sich hierdurch fttr und yi

ans den Qleichnngen (2) dieMlben Werte ergeben, wie ans (9), wenn

wir dort » » 1 setzen. IMeielbe Uebereinstimmnng zwischen den

Gleidinngen (2) nnd (9) mnss bestehen beim Uebergange von Xi,

anf y^ von Cf, anf n. s. w. AUgemein: Wenn wir in (2)

für r» nnd y« die Werte aas (9) setzini, so mflssen sich fBr stn^i

nnd ^ni-i dieselben Werte ergeben, wie ans (9), wenn wir hier n-{-l

statt n setzen. Wir haben daher die Gloichangen

^^^^ ffi*ir,«+l+y,i^ri»+l - («/,+^F,>*,r|-+(«/,+/ly,)A»rt-

Diese Gleichungen kcnincn für alle ganzen Werte von »» nur stiitt-

tindeu, wenn man die Glieder mit jj;leicher Potenzlta^is gleichsetzt,

und sie gölten dann flbcrbaupt für alle Werte von u. Es muss also

^^^^
9i ri — ofi+ (igt, 9t rt =» «/a+ ßgt

Sehl. Die beiden Oleichongen links unterscheiden sich von denen

lechts nur durch die Indioes. Beide Paare kOnnen daher roprftsentirt

werden durch die Gleichungen ohne Indices:

gr = af+ßg
oder

US) ^tif+{r-ß)g = 0

Diese Gloichangen haben in Bezug auf/ nnd g die Auflüsuug

(14) fig^r—fiim

unter der Bedingung, dass die Determinante der Cooffidonten

(1.5) (r-a)(r-/J)—Ä«= 0

Letztere Gleichung liefert

(16)
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Wir wollen

(17) yia+("-^)'^ «

setzen und den Wert von r mit +w fttr r^, den mit —w fiBr

nehmen. Wenn wir dann in der Gleichung (14) anch su f and g
die entsprechenden Indices setzen, so kOnnon wir

nehmen.

Ans den Gleichangen (10) erhAlt man

oder nach (18):

\

(19)

Nach (9), (Ib) uud {X^) ist also, wenn wir jetzt den iudex h von

X uud y fortlassen:

••=^-2-+"; ^
1 2 +")

(»)

¥i 1-2-+ «')

-«».+ ("7 +'")»<> /o+ P \-+ 5; ^-ä "j
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Alw (17) ergibt sich

C-i-'+")(V-")-»-
und IBM kian daher die Oleichniigon (20) verwuddn ia

»
2i l~ä~+"j

+ U—
»

äs;
+ "-j

(21)

—«<%+(•
+ ^ — (-2

—

n2w

Fflr ganze Werte von n erhalten diese Ansdmcke dieselben

Werte, welche man für dr« und y» durch soccessive Snbstitatlonon

gemäss den Gleichnngen (2) erhält

F'erncr: Wenn man statt von und von don Wcrton der x

und y aasgeht, welche sich aus den Gleichungen (21) fttr ciuou

zwischen 0 nnd 1 liegenden Wert ^ Yon n ergeben, so liefern die

Gleichungen (2) für « — ^+1, |-|-2 ... die nämlichen Werte,

welche man ans (2) für « — -4-1, ^-4- 2 .. . erhält. Hätte man also

mittels der Gleichnngen (21) die Functionen r und y für alle ge-

brochenen Werte von n zwischen 0 und 1 berechnet, so könnte man
sie ittr die abrigen gebrochenen Werte des « auch mittels der Glei-

chnngen (2) erhalten.

3. Wenn die Wurzel w imaginär *— ui ist, so kann man

I
—2~"dL«» = ^ (cos a -t: »si^i

(22)

setzen, wo
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a+/J a— ß

Wonn wir aas (32) in <21) einsotieii, so wird

oder, wciiu man die Glieder mit ar^ sowie die mit zasaanncniioht:

9«b8i]i(«tf+^) - 1
AÄfi»8iÄ«<y ^^ ^ _

y « - ^ e"H ;;; ^

Setzt min kier ^sinv —i—tosinr statt so wird

flfg^8in(iitf+^)~^>^'>*<^ .

ifdü^
"•^

(23) ....—gp sin ng— />> yo sin (»tf— t)' " dsint ^

4. Wenn die Gleicbnog (15) zwei gleiche Wurzeln hat, also

w » 0 ist, so werden die Formeln (21) nnbrauchbar. Man muss

dann, um » und y als Functionen von n zu «arhalten, ebenso Ver^

fahren, wie bei dem entsprechenden Falle der Mmnltanen Unearen

IMiferentialgleichnngen. Nehmen wir also flir diesen Fall statt der

Gleichungen (9) folgende:

Damit » und y f&r i» «-* 0 die Werte a^o und erhalten, mas8

^4— Jfb
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sein, also

« — {T(^+ 9in)f»

Die den Gleichiuigeii (11) entsimeheiideii sini Jetit

Dftait dieselben für jeden Wert von n stattfinden, mnss

oder

«yi+(/J-r)^,-0

sein. Nehnei wir non lAr r den einigen Wnnelwert der Gleiehong

(16), niio

(28) '--2

and seilen dieeen in die Olddrangon (26), so aMten wir ans dieieB

?HE?~
s

•«^+ 2
iTi

^^f^

Da aber die Gleicbung (15) statt tiniiet, welche die Bedingang der

Auflösbarkeit der Gleichungen (27) nach und darstellt, so er-

hall man ans diesen

(30)

Die Gleichungen (29) und (30) harmoniren mit einander, da in erstc-

ren die Coefücicnteu sowohl von als von dasselbe Vcrhaltuiss
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babou wi(^ nnd in (30). Setzen wir nun aas (28) und (29) die

Werte von ^„ uud r iü (25), so wird

5. Drei Variable a-, y, s. Die äubstitoUoueu seien dargestellt

durcli die Gleichungen

(81) Sfn+i — ai«*4-*iy»+<ri«^

Dieselben liefern a*«, yn und nacli und nach für alle ganzen Werte

von ». Um anch solche für alle Zwischenwertc von n einsiisclialten,

gelangen wir ganz auf dieselbe Weise wie früher zu zwei, so jetzt

za drei simultanen linearen Differentialgleichmigen mit coostanten

Coelfideuten, woraus sich dann die Form der gesnebten FuncÜonen

ergibt Die den Gldchongen (9) entsprechenden sind nftmlich Jetzt

Den Gleichungen (10) cutsprecbcu diese:

/i*i+/f*i+/s'^

(88) Vo^8ih+9fh+9ih

and den Gleichungen (11) folgende:

(34)

A ib| ri«* i^
»+/, Aii r,"M+4 r^n j 1

= (a/t+*<'i+«*i)n*+(«/i+*Ä+«*t)V+(«/s+*ft+<'*s)V

= M+hfi-h^Mn"*

+

(öi/t-Hift+«i*s)V+ (ai/»-i-*iys+«t*t)V
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Setzt mau die GlicikT mit gleicher Potenzbasis eiuauder gleich und

divitlirt r,", r^", r,»', sowie ,
k-^ und Ar, heraus, so erhält man

9 Gleichungen in 3 Gruppen, die sich nur durch die Indices unter-

gcbeideu und die daher reprftsentirt werden können durch die Glei-

chungen ohne Indices

/r a f-\-b g-\-c h

kr — o^'i'bfg'^'e^h

oder

atf+ih—r)g-\-c,h = 0

Diese Gleichungen sind uuliöäbar in Bezug auf /, g und h und ihre

Auflösung ist

(35)

f:gih = — r)(ci— r)— CjZ»J : [c^oj— — r)] : [o^i,— {b^— r)ti^\

nnter der Bedingung, dan die Determinante

a—r * e

(36) oj r «0

seL Wenn diese Oleichnng 8ten Qndes drei Terschiedene Wnneln
hat, so nohmMi wir eine für r^, dne andere flOr, rt» die dritte für r«.

Der Proportion (35) gemäss können wir nun

/il
- (4j— ( — r,)— tfj 6j

fc
— — »'s)

nehmen Setzen wir diese Wert*» in (IKi) ein, so liefern uns diese

und il-, Damit sind dann alle Constanten der Gleichungen (32)

bostimmt und können in diese eingesetzt werden.
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Sollten nrol WnnelB te 01eiehiiiig (36) oder anch alle drei

einander gldeh sein, so Yerftbrt man ganz in denelbon Weise, wie

in den entsprecchondcn Fällen bei der Auflösung von linearen Diffe*

rentialglcichungeu. Für den Fall von zwei gleichen Wurzeln r und

einer diitteu q /.. B. würden y und z lulgeudc Formen erbalton:

Im FaOe dreier gleichen Wurzebi r wären die Formen

« - (Ai+*i»+*s»*)»-i*

6. Cbuiz in derselbon Weise wie bei zwei oder drei verfkbrt

man anch liei einer beliebigen Anzahl Variablen. Hat man deren

f», 80 ist die LOsang der AvQsabe von einer Gleidrang mten Grades

abhängig.
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XXIX.

Theorie der Holtz'schen InfluenzniAScbmo zweiter Art.

Von

IT. F0ltmann,

In Band 151 von PoggendorfTs Anuälen der Physik und Chemie

psg. 613 habe ich Apparate beschrieben and deren Wirkungsweise

theoretiflch abgeleitet, welche dem Princip nach im Wesentlichen mit

der Holtz'schen Maschine erster Art flbereinstimmcn. Bas dort an-

gewandte Verfahren war jedoch nicht geeignet, alle Eigentflndich-

keiten jener Apparate erkennen zn lassen; namentlich ergab sich da-

durch nicht, dass bei den nnter gewissen YoraQSsetznngen eintretenden

bestftndigen Umkehrungen der Ladung eine fortwährende Zunahme

der positi?en Maxima und negativen Minima stattfindet Inzwischen

haben mich die der gegcuwäiti^tu Abhandlung Torhergehenden Ent^

Wickelungen successi?er linearen Substitutionen in den Stand gesetzt«

die aufeinander folgenden Ladungen durch analytische Ausdrücke dar-

KusteUen, wodurch man dann dne TpUstftndige klare Einsicht in die

Wirimngsweise jener Apparate erhalt Da lästere noch nidit ana-

geführt sind, so anterlasse ich es vorläufig, darüberWdtms zn ver-

öflbntlichen. Dagegen soll eine auf dieselbe Weise erhaltene Theorie

der Holtz'schen Maschine zweiter Art hier auseinandergesetzt werden.

!• Mehreren von einander isolirten Leitern ^ etc. mögen

beliebige elektrische Ladungen B e/tc erteilt werden. Im Zustande

des Oleicfagewichts ist dann die Dichte in irgend einem Punkte so

wie auch die Ladung eines beliebigen Teils der Gesammtoberflftche

eine lineare Function der einzelnen Ladungen.

Man erkennt dio Richtigkeit dieses Satzes leicht, wenn mau zu-

erst 'Ü, dauu 33 u. s. w. allein elektrisch macht und dann die so .

erhaltenen einzelneu elektrischen Zustände übereinander lagert, d. h.

In jedem Punkte die stattgeiundenen Dichten addirt Die in den
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cinzolnon Leite« COmOllten fOt«*We «ddi«« «cb dann

„„,1 (las filcicbgewteht bleibt «bo bcttAe«. Da mm die der Ladung

eines cinzehu u Leiter. e«tepreche«dea Dichten derwlben vrom^on^

,ind, so kaun man, wenn B die Dichte in irgend einen. Pnnltte oder

die Ladung irgend eines FlädwnteUe iet,

E—aA+bJi-{-cC ...

,et7on wo a, * cte. .on.tante Gröwen «ind. Wir nennen

^Co'emncnten der In.iuenz des betreffenden Pnnkte. oder Fttehon-

teil« resp. durch 8, ^ etc.

2. Eine Udnng der MMchine. bei welcher einander diametral

'

aeuenülKrliegcnde mid von der geometriechen Axe gleichabstehcnde

l'nnkte eutgegeuge«** «nd gleichet«* elektriech «ind, nennen wir

eine symmctriscbe.

t Die Maschine habe zunächst statt <lor Glasscheiben zwei ein-

.ader «n»dllie««)ndo Ringe von sehr dünne,, z.ur Axe parallelen nnd

deshalb in der Flg. 1 als Punkte erscbeincnden Metallstal.,-lu «
,
du

Ser «Ar «ri« riH» «ujlcich «. isoUrt sind, 1''!^"'"

^Bektridttt «fischen denselben nieht eintritt D.c Conduetoren

ÜThL m 8pit«» 8, S; T, r. Die S.abche„ d<. äusseren

Binge« «eien in der rechten Hälfte alle gleich stark positiv in der

Uaton ebenso stark negativ elektrisch. Die Ladungen, «e c k. die

den SpiUea S nnd S' gegeottberstehenden Stäbchen ft und M des

inneren Bmgcs erhalten, sind dann lineare Functionen der Ladungen

der äuss«reiSttbche« nnd, da diese dem absoluten Werte nach alle

gleich sind, einer derselben proportional. Man kann al»" «enn man

die Ladungen -»it den entopröchenden lateinischen Bnchstaben bo-

zeichnet

:

(1)
iC--«*

scuen wo -9 die Summe der (sänunüich negativen) Coeffldenten

der Inüuen. von Sl durch die äusseren Stübchen irt. Obscbon nn

jeder einzelne der lety.teren kleiner «Islist, «0 Wird doch ttre Snninie

bcleutend grösser sein. Die benachbwten Sttbch«! »i nnd t| «0 me

und stehen nur wenig seitwärt« nnd wiAcn Aüior bemahe

ebenso stark, wie f «nd !'. Da nun für letztere beiden «Uem d»

InHuenzcoelllrieiit.M, zusammen nur weuig kleiner als 1 sind, SO WWden

Sie Wo» for die sechs l, f», t,, t', t.', ^ ^^^'^^ beträchtlich gr«s.er

Bein'*).

•) Vt r-kichc rtic AbhumMwnir W. Halt« Tu Bd. ISO von Poggcnd.

Ann. p"g. 128.
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Lassen wir die Stäbchen einander anendlich nahe rücken, so er-

halten wir zusammenhängende Hohlcylinder. In der Gleichung (1)

können wir nur dann, um dioselbo zwischen endlichen Grösaen so

haben, unter K und k die elektrisclKMi Dichten auf dem inneren und
dem äTisseren Cyliuder verstehen. Verwirklichen lässt sich dieser

Fall durch dttunc Ringe aus nichtleitendem Material; die innere Fläche

des inneren und die äussere des äusseren Ringes stellen dann Jene

beiden Cylinder dar. An die Stelle der einfachen Spitzen mflssen

dann än den £npen der Condnetoren MotaUkämme treten. Dass wir

hier solche Ringe statt der Scheiben nehmen, geschieht blos der

grösseren Deutlichkeit der Zeichnungen wegen.

Nehmen wir, geniäss Vorigem statt der btal)chon gliiscrne Ringe

voraussc't/end , auf dorn äusseren Ringe wieder eine solche symme-
trische Ladung an, dass die ganze rechte Hälfte positiv eleksrisch

ist-, jedoch sei die Dichte in den beiden Hälften nicht constant, ohne

sich übrigens in der Nähe der Kämme S und S' schnell zn ändern.

Wenn man dann die Wirkung der entfernteren Punkte vemachi&ssigt,

so kann man auch hier

iT—— ^Jb

setzen.

Zugleich sei auch der innere Ring in der Weise symmetrisch ge-

laden, duss die obere Hälfte positiv elektrisch und die Aenderung
der Dichte wenigstens in der Nähe der Spitzen T und T' keine

rasche ist. Der Conduetor wird dann auch durch die benachbarten

Punkte des inneren Kiuiies intiu<Mizirt und die Dichte, welche hier-

durch den Punkt f erliält, kann man der mittleren Diclite der benach-

barten (entgegengeset/.t olektrisclien) Punkte proportional setzen. Wenn
also etwas oberhalb S die Dielite - A'^ und etwas unterhalb *-*

ist, so kann man den betreffenden Teil von K

(2) =-Ä(i:j+A',)

setzen, wo b eine positive Constanto, bei welcher hinsichtlich ihreic

GrOsse zu berücksichtigen ist» dass in ihr der Divisor 2 mit enthalten

ist Der Wert von iT ist also Jetzt

(3) K ^^biK^+K^).

Dabei ist es gestattet, für und JT, die Dichten zu nehmen, welche

der Punkt, der augenblicklich dem Kamme S gegenaber ist, kurz vor-

her und kurz nachher hat.

Alles hier Gesagte gilt auch für die Ladung des äusseren

Ringes durch die Kämme T und T' in Folge der Inflaenzwirkung

des inneren Ringes so wie der benachbarten Punkte des äusseren.
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3. Joder Punkt jedes der beiden Ringe geht während einer

halben Umdrehung einmal au einem denselben landenden Kamme vor-

über. Wir wollen deshalb die Ladungsändeningen in Intervallen

von einer halben Umdrebani; bestimmen Verfolgen wir za dem Endo

die Wechselwirkung zweier Flächeuelemente A des inneren und B
des äusseren Ringes (Fig. 2.), welche nach der «ten Halbdrehung der

Maschine in .4, und li^ betindlich um deu gleichen Winkel tp von der

Linie SS' abstehen. Wir nehmen au, dass beide Ringe mit derselben

Geschwindigkeit sich drehen, der innere nach rechts, der äussere nach

liuks. £8 ist ohne Weiteres klar, dass, wenn die Ladung anfönglich

eine symmetrische von der in 2. augegebenen Art war, sie dies auch

stets bleibt

Nach der uten Halbdrehung' bi'zeichuen wir die Dichten in den

Punkten /l, und J^i mit o-,, und Wird nun weiter gedreht, so

treften die beiden Kingelt-nient^ A nnd B dem Kamme S gegenüber

zusammen und A erhält durch Intiuonz von Seiten des B aus dem
Kamme ^ die Dichte:

Unmittelbar vorher war die Dichte des A'^ rni unmittelbar nachher

ist sie dieselbe, mit welcher nach der n-t-lton Halbdrehung A in A^
ankommt, also >-— mithin erhftlt A femer noch durch Influenz

von Seiten der benachbarten Punkte des inneren Ringes die Dichte:

Die gesaramte Dichte wird demnach

— — —flBnfi).

Mit dieser konmit nach der n-|-ltcu Halbdrehung A in A^' au; folg-

lich ist sie dann in A^i

(4) «N+i — 9S^+&(fl^—«^-l-i).

Nachdem A und B nach ihrem Zusammentreffen bei S sich noch

um 90"* weiter bewegt haben, stehen sie einander und den Kftmmen

T und T' gegenüber in A^ und B^. Die Dichte in A^* ist dann

dieselbe, mit welcher A nach der »-{-Iten Halbdrehung in A^' an-

kommt, also mithin -f-'N-l-i ^ ^^t-, so das also B durch

Influenz von Seiten des inneren Ringes die Dichte

erhalt. Unmittelbar vorher hatte U die Dichte y«, unmittelbar nach-

her diejenige, mit der es nach der w-f-l**'" Halbdrehung in an-

kommt, also — ii»At\ \ mithin erhiilt B noch durch luHuenz von Seiten

der auf dorn äusseren Ringe benachbarten Punkte die Dichte
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—^öffi— yii+i).

Die güsanimtc Dichte wird also

Mit dieser kommt B nach dor n-|-lteii Halbdrebiuig in B^' au*, folg-

lich ist sie dann in Jüii

Wenn mau dio Gleichungen (4) und (5) anders ordnet und zugleich

den Wert von a-n^i aus (4) in (5) einsetzt, so kommt:

oder

(6)

Dicso Gleicliuiigcn stimmen mit den Gloichuugou (2) iu der voriitT-

gebcudcu Alihaudiung übtToln, wenn wir dort

setzen. Wir könoen daher anch dio dort erlialtoiicn Formeln

("2^+"')'''+*»7«+/3
, V .

~^~f~"h' ''*7«+u \"

2^ r2"+'7 + ~ a^r ^A~2 j

(7)

((X,

anwenden, worin jetzt tfo anfänglichen Ladungen in den

Punkten und sind, und n die Anzahl der Halbdrehungen ist.

Es ist jetzt
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rj 2~^'' 2

2(1+0*

Die Quadratwurzel ist, da j 1, grössor als wäre sie dieser

gleich, so würde

1+21+1*

Atta folgt also aach f*j —» ^ ^ ^ wachsen da-

her die Ausdrücke für x und. y in's Unendliche. Die Ladnng der

Maschine wird demnach zunehmen so weit es die UnvoUkommenhcit

der Isolirung zulässt. Was r, bctriflft, so sieht mau leicht, dass es

in jedem Falle positiv ist.

Die Oleichongeii (7) liefern den elektrischen Znstand nach einer

beliehigen Anzahl Ton Halbdrehungen lür alle Punkte der Quadranten

n des inneren nnd III des ftnsseron Ringes und somit auch für die

diametral gegenQberliegcnden FV des inneren und I dos äusseren. Um
die entsprechenden Gleichungen auch für die übrigen Quadranten zu

erhalten, kann man von den Punkten C des inneren und D des aiff-

seren Ringes ausgehen. Da von diesen D zuerst, bei dem Kamme
T nämlich, zu einer neuen Ladung gelangt , so braucht man nur die

Dichte inD mit x und itf C mit y zu bezeichnen und kann dann die

Formeln (7) unverändert zur Anwendung bringen. Da die Quadrat-

wurzel //• =
v'<i' -|- 4 (/'^/-|-4<y in den Gleichungen (7) bei jedem Werte

von
<i
und l reell ist, so können periodische Grössen iu diu Glei-

chungen nicht erscheinen; eine Umkehruug der Ladung kann also

niemals eintretoa.

Um die Maschine in der hier angenommenen Weise in Tätigkeit

zu setzen, könnte man aus den Kämmen 8 und <S' durch gleich stark

wirkende entgegengesetzt elektrische Inducenten während einer halben

Umdrehung Elektricität herausziehen. Wenn man statt dessen nur

einen dieser Kämme influenzirt, so wird die Ladung zunächst eine

unsymmetrische; indes stellt sich der sjrmmotrische Zustand durch

die Tätigkeit der Maschine nach und nach von selbst her.

4. Die Maschine sei in der vorhin bctraciitetcn Weise in Tätig*

keit, so dass also in den Quadranten II und I\' beide Ringe gleich-

namig, in I und III entgegengesetzt elektrisch sind. Wenn man dann

auf dem einen Ringe, etwa dem inneren, zwischen den Quadranten II

und lY einen dritten, unterbrochenen Conductoren (mit verschiebbaren
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Elektrodeu) anbringt, so wird hicniurch dio Tätigkeit der beiden an-

deren nicht IxH'iiitnichtigt. Obgleich nämlich anfänglich durch die

aus den Kämmen des neuen Conductors ausströmende Klektricität

die des inneren Iiinji;es neutralisirt wird, so treten denselben doch

immer wieder neue Punkte des let/.t<'ren jiccenüber . welche ebenso

stnrk elektrisch sind, wie die früheren. Indem nun hierbei die beiden

Hälften des neuen Conductors sich mit immer grösseren Mengen von

üutgegcugesetzten Elektricitäten laden, wird die Ausströmung aas den-

selben immer geringer und schliesslicli = 0. Dann ist also der innere

Ring den Spitzen des neuen Conductors gegentiber ebenso stark

elektrisrh, wie früher, und da an diesen Stellen beide Ringe gleich-

namig elektrisch sind, so wird die Spannung in den £lektrodeu sehr

bedeutend sein. Ist dio Distanz derselben klein genng, damit bei dem
Maximum der Ladung oder noch früher Funken überspringen, so wird

diese Erscheinung in regelmässigen Zeitintervallen fortdauern. Eine

Umkehmug des Stromes kann auch hier in keinem den drei Con-

dnctoren eintreten.

Die liirr beschriebene Einrichtung entspricht der Ildt/'scben

Maschine mit einem sogenannten sclirüRrn Conductor (PoggeudortT,

Aunalen Bd. 15(). i)ag. 21.), nur dass hier der schräge ('onductor

nicht einer der geschlossenen, sondern der unterbrochene ist. Diese

Anordnung ist auch wohl die natürlichere. Die Glasringe mit den

geschlossenen Conductoren stellen den eigentlichen die Elektricitüt

stets in gleicher Stärke erzeugenden Apparat dar; der offene Con-

ductor wird hinzugefügt, um die erzeugte Elektricität zu irgend wel-

chen Zwecken zu benutzen.

Wenn man. statt einen liesonderen unterl)ro('henen Conductor

hinzuzufügen, einen der bciilen anderen, etwa den horizontalen selbst

unterbricht, so inuss dann die Schlagweite aus zwei Gründen geringer

sein. Erstlich ladet sich nämlich jede Hälfte des Conductors schon

bei den ersten Umdrehungen mit der entgegengesetzten derjenigen

Elektricität, welche sie ausströmt. Hierdurch wird aber dem intiu-

enzirenden Einfluss der Ringe entgegengewirkt und die Ausströnmng

gogon letztere vermindert. Ferner ist oberhalb und unterhalb der

Spitzen dieses Conductors der innere Ring entgegengesetzt elektrisch,

während er dem schrägen Conductor gegenüber, wenigstens so oft das

Maximum der Ladung eintrat, an beiden Seiten gleichnamig elek-

trisch war.

Dass auch die einander zugewendeten Flächen der ScluMben der

Holtz's(-hen Maschine zweiter Art nicht unelektrisch bh ilu n, wofür

Hr. Poggcndorrt" in IM. InO. der „Aunah'n der Physik und Chemie''

gewisse Lichterscheinungen an derselben als Beweise ansieht, konnte
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von vorn herein keinem Zweifel unterliegen. Wenn man eine isolirendc

Platte auch blos auf einer Fläche clektrisirt, so wirkt sie doch nach

beiden Seiten hin auf die Luft. In den Quadranten der Maschine,

wo beide Scheiben dieselbe Elektricitiit haben, wird die entgegen-

gesetzte auf beiden inneren Flächen aus der Luft herbeigezogen ; die

gleichnamige mnss deshalb in den äusseren Ranm entweichen und

verursacht dort die bekannte Lichterscbeinung. In dem anderen

Quadranten, wo die Scheiben entgegengesetzt elektrisch sind, begiebt

Bich die positive Elektricität der Luft nach der einen Scheibe, die

negative nach der anderen und ein AnsstrAmen findet dessbalb nicht

Statt. Für die Theorie der Maschine kommen diese YorgSnge nn-

mittdhar nicht in Betracht Da nämlich die Punkte der Äusseren

Flftchen ihren elektrischen Znstand während Jeder Umdrehung zweimal

wechseln, so gilt dasselbe auch fOr die inneren Flächen und diese

haben also nicht Zeit, irgend erhebliche Ladungen anzunehmen. Die

Influenz im Glase selbst, auf welche Hr. Rieck' ein besonderes Ge-

wicht legt, kommt aus demselben Grunde noch viel weniger in Be-

tracht

Die hier dargelegte Theorie steht mit der Erklärung, welche Hr.

Poggendorff in Bd. 150. pag. 5. seiner Annalen von der Wirkungs-

weise der doppeltrotirenden Maschine gibt, in einem wesentlichen

Punkte in Widerspnich. Er sagt nämlich (pag. 6.), die ans einem

Kamme ausströmende Elektricitiit werde immer zur Hälft*; durch die

Ladung der Scheibe neutralisirt, während die andere Hälfte zur neuen

Ladung diene. Wäre das richtig, so wttrde die Ladung ihrem ab-

soluten Werte nach constant bleiben und blos beständig in allen

Punkten ihr Zeichen wechseln, also eine fortwährende Zunahme gar

nicht eintreten.

Es sei noch bemerkt, dass Ix'i den Maschinen, welche Strom-

umkchrungen zeigen, in den Fornulu, welche man für die Ladungen

erhält, sich dies dnrch imaginäre Wurzeln zu orkeunen gibt, die sich

zu periodischen Factoren vereinigen.

Dtkren, 15. Juni X»75.
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XXX,

Note Uber MlferoiilialgleiclniageB der Fem
(a,+*,«)y"+(ai+&ix)3r'+(ag4-^»«)|f= 0 (1>

Simon Spitzer,

Ich habe die Gleichnogeii der Form (1), in welcher Of, Oi, o^,

^ «nd ^ coustauto Zahlen beidehnen, oft in Betracht gezogen.

Bekanntlich erscheint das Integrale der Gleichung (1) nach Laplace

in der Form:

9^J*««FA» (2)

in welcher

K-i (3)

ist^ und dio Intrgrationsgrcuzen m, und sohhe constante 2^blou

bezeicbucu, welche sieb aus di*r Auflösung der Gleichuug

^•"+/^-«0
(4)

etfleben. «nd habmi in obiger Oleichnng (3) nachitehende

Werte:

Will man das in {%) stehende y weiter entwickehi, so hat man den

Brach
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362 SpItter: NoU fi6er Imean O^ffemUialgieiekmigen

in Partialbrücbc zu zorlegcu. Hierbei konimou zunächst 4 verschle'

U
dene Fälle in Betracht, je nachdem nämlich eine der 4 nach-

stc'hcudcu Forineu bat:

• u— a ' tt—

p

Ich will uon in diesem Memoire jenen Fall bcsprocheu, wo

—= m+utt+--^ (6)

ist, wo also die Gleichung (1) folgeiule Gestalt bat:

uuter f?^ n, ^ und a coustauto Zahlcu vcrstaudcu.

Der Weg von Laplace führt hier in dem Integrale

(«— «) a )t fte (8)

woselbst u, uud Wurzeln der Gleichung

— a) 0 « — 0 (9)

sind.

Ist 4 positiv, so genflgen der Gleichung (9) nachfolgende Auf-

lösangeu
u = a, nu* =— flo

also für positive Werte von n
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2. Ordmmg mit tm§areH Coq/tfidenm, SQg

and für negative Werte von n

Demnifih ist das vollst&udige Integnde der Gleichnng (7) fttr positive

Worte von Ä und n

(10)
-f00V—1 —00V—

1

y=Ci / (tt~o) 6 ^ du -\- Cf f (u— a) e *

nnd für einen positiven Wert von A und einen negativen Wert von n

(11)
-4 00 —

«

(tt— a) e * dtt + CW (tt— o) 6 * <ii*

hierbei bedeuten und wiUkOrUdlie Constanten.

Im Falle A eine ganze positive Zahl ist, habe ich das voU-

Btäüdigo lutcgralo der Gleiciiiii)g (7) in folgondor Form güfuudcu:

und im Falle A Noll ist, oder ganz nnd negativ, fand ich

" -1/ I "t" a„ /

Es bleibt also nur noch jener Fall zn besprechen flbrig, woselbst

A negativ nnd gebrochen ist, und die Untersnchnog diräcs Falles

bildet den eigentlichen Gegenstand dieser Abhandlung.

Es sei also gegeben die Gleichung

Ich setze in selber

y =s ««« (12)

unter z eine neue Variable verstanden, und erhalte bierdur

Uz"-\-(m -j-x-f- na) z' -\- Am = 0

Nun führe ich \vi>it( r fOr k eine neue Variable | in Ree

mittelst der Substitution



Spitzer: Note über lineare Differentialgleichungen

w»+ac-|-«a = nX\ (14)

woselbst k eine einstweilen noch unbestimmte Constantc bezeichnet.

Da nun
, dz dz 1 dz

* ^ dx 8|
' 3«

"~
nA 9|

dh 1 a«a

ist, so bat man:

dx* ^ nU» 8^«

1 dz

oder von Brtlchen befreit

^^^-{^nkH^+ Ankh = 0 (15)

Wählt man nun k dermasscn, dass

nA»=-l (16)

wird, so erhält man die Gleichung:
«

d*z ^dz
, _= «84+^ (17)

welche ich nun auf folgende Weise weiter behandle.

Ich diffen ntiirc die Gleichung (17) mal nach unter fi eine

ganze positive Zahl verstanden, und erhalte hierdurch

= ^ e|:"+ '
+ ^'^

+

df

Nun wähle ich fi so, auf dass vl+ f*
ein positiver echter Bruch

wird. Ist dies der Fall, so lässt sich die Gleichung (18) nach La-

d'"z
place'» Methode behandeln, und man erhält für durch Anwendung

der Formel (11) folgenden Wert:

.« —

•

^=C\Ju^ e 2 _|_ / ,4
^ g 2 (19)

was wir kurz so schreiben wollen:

b

Integrirt man beiderseits ^ mal, so erhält man:



2. Ürdnumg mit linearen Coej^/icienten. 365

,^Ju e 2 ^,uS^l^^t^—^—^_^-—^-

denn dioso Gleiithung führt, fi mal differcntiirt, wieder auf die Gloi-

chang (2(>) zurück, aos welcher sie durch lutogration hervorgiog,

ipt{u)y . . . tpf^u) bezeichnen willkürliche Functionen von m.

Der in der Oloichnug (21) Rcwonneue Wert von z soll aber

nicht blos der Gleicbuug (20) geiiügeu, sondern er soll geuUgon der

Gloichimg

^ = «31+^ (17)

Dies beschränkt die WiUkOrlichkeit der mit (^,(«), 9.(11), . .

.

9^«) beseicbneten Functionen von «, wie sogleich dnrgetan werden

soll. Zu dem Zwecke ist es nötig und zu bestimmen. Es ist

folglich hat man:

du dz

y^M*^« 2 j^,»«^««.^— 1-,4-
21 31 • (f«-3)r

21 31 01^2)1.

21 '31

+ 1.29s(t»)-il9i(«)

+ i(2.3v4(u)-U+ l)9,(u))
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+ ^«(3.49)5(ti)-U+ 2)9,(u))

+
+ 3) (fi- 2) - 4)fp^H))

+ 1'^-«
((f*
- 2) (/X - 1) gp/.(u) - (^1+ ^_ 3) 9/*-2(u))

-(^+,»-2)fM-«V/.-i(»)

— (yl+ - 1)
g/'-i g)p(w)j du (22)

Setze ich naii das unbestimmte Integrale des soeben anfsestellten

Ausdruckes gleich

so muss der mit ^/m niultiplicirto unter dem Integralzeichen in (22)

stellende Ausdruck gleich sein dem nach u genommeueu Differential-

qaotieutcn des Ausdruckes (23), d. h. es muäs sein:

A-\ -
% e

21 31
"

(**-3)l.

21 3!
••^

(f*-2)!

21 31 ••'""(jr^Di

+ ^(2.3«)P4(w)-M+l)(3P,(«))

+ 4*(3.4qP5(~)-(A+2) v,(u))

+
+ 1''-^ - 3) (/i- 2) (p^_i(u) - (yi+ ^ 4) ()P,.-3(t*))

-h - 2) (^i- 1 ) - (^+^- 3) gp^-2(u))

-(A+ - 2) 9^.i(«) (24)

— (^-J-ji-l)4^-ig)^(u)j =

— II « *

„3|8

31
•— (,1-1)1

31 (^-1)1

31 (<•- 2)!.

Oigitized by Google



ä. Ordnung mit Uneartn 0^(ficienten. 367

Dividirt man beide Teile dieser Gleichung durch

.4-1 -|.

und hlRst man dio, sich auf beiden Seiten der Gleichung aufhebenden

Glieder weg, so erhält man

:

+{[2.894(«)-W+l)Vi(«)J

+ [3 . 4 g),(t*)-U+ 2) g>8(u)]

+ * (25)

+ f^-* [(^- 3) (^-2) (p;,-i(u)- - 4)9^-a(u)]

+€^ - 2) (I*
- 1) 9|i(t»)-U+ -3) flP^8(ti)]

und aus diosor Gleichung, weh-lio für jeden Wert von I stattfinden

soll, gehen iiervor nachstehende Gleichungen:

3.394W-(^+l)v*(«i)

8.496(1») -U+2)<P8(t*)

(m-3)(^»-2)(3p^-i(m) = (^4-^_4)(r/i-i(")

(|i - 2) (i*
— 1) v^(tt) - (il+/4 - 3) 9>/i-2{i»)

+ ~ 2) V^-i(u) = ^-_

und hieraus ergibt sich:

- (i+^-2).(^*-2)!

9»^«) -
-j. ^- 2KZ+ ^»- 4)M+ M- öTcm^ ö7i
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308 Spitzer: Nole über lineare Differentialtfleichungen etc.

Der iu (23) stehende Ausdruck lässt sich auch so schreiben:

und in dieser Form ist er»ichtlich, dass er Null wird, sowohl

für M = 0 als auch für f* = i ao

folglich ist wirklich der iu (21) stehende Wert von z das Integrale

der Gleichung (17) unter der Voraussetzung, dass <Pi(m), 9>s(«), «PsC»*)»

. . . <)0|m(u) die iu (26) angegebenen Bedeutungen haben.

Recapituliren wir das bisher Gefundene, so hat man:

Ist zu integriren die Differentialgleichung:

ny" -^{fn+ x-na)y'+ lA--a{m^x)]y = 0 (7)

in welcher m, n und « beliebige constante Zahlen, A aber eine nega-

tive und gebrochene Zahl bezeichnet, so setze man

y = ««z (12)

woselbst s eine neue Variable bezeichnet, man erhält dann

:

m"+{m+ x+ na)z' Az = 0 (13)

In diese Gleichung führe mau für x eiue neue Varihble £ ein mittelst

der Substitution

m-j-fic-j-wa = { y—

R

man kömmt hierdurch zu der Gleichung:

dz
,

und diese gibt iutcgrirt :

FOD

z=C,Ju e 2 j^,«^.i_„f_-^___^__...____

-t-C,yn e 1
21 31 (fi-1)!

0

+ 9>, («)+ 5 gca(«)+ S^»(w)+ .+ f/'-^ g:>^(»*)] '/w

unter ^ eine solche ganxe positive Zahl verstanden, auf dass

A+ tL

ein positiver echter Bruch wird. C, und bezeichnen willkürliche

Constanten, g>,(tt), 9s("), fPi(n)... ergeben sich aus den Gleichungen (26).



Pfeil: Einige Wütuche^ die Pianimetrie betreffend. 369

XXXI.

Einige Wünsche, die Planimetrie betreifend.

Vou

L. Graf von Pfeil.

Die Lehrbücher der Planimetrie cnthaltcu vielfach Aufgaben und

S&tze, welche gar keine practischc Bedeutung haben: was ich im

Allgemeinen nicht tadeln will; dabei aber entbehren sie der Lösung

solcher Aufgaben, die in der Praxis vorzugsweise, ja allein, gebraucht

werden, und die gleichwohl, auch theoretisch betrachtet, nicht minder

correct sind, als jene. So sind, mit Ausnahme des Kreises, wo man
sie nicht umgehen kann, alle Annäherungsmethoden gleichsam ver-

pönt, und doch halbirt kein Mensch einen Bogen oder eine gerade

Linie durch zwei gleichscheukliche Dreiecke. Um Parallelen zu ziehen,

wird eine weitläufige Construction angegeben, während man solche

bekanntlich durch Verschieben eines anliegenden Winkels leichter und

sicherer herstellt Man schneidet nur Teile von Linien ab, während

mau sie häufiger absticht

Ferner fehlt in der Planimetrie der Begriff des Symmetrischen
und damit der des Positiven und Negativen, der entgegengesetzten

Grössen, den die Alten allerdings nicht gekannt zu haben scheinen-

Man subsumirt ihn, sehr uneigentlich, unter den Begriff der Con-

gruenz. Es sind jedoch z. B. die beiden Hälften eines gleichschenk-

lichen Dreiecks keineswegs congrucnt, sondern nur symmetrisch, denn

man kann sie nicht auf einander decken, ohne Eines davon aus der

Ebene heraus zu nehmen und es umzukehren; was doch nicht erlaubt

ist, da mau alle Constructionen der Planimetrio als in einer Ebene

liegend denkt
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370 Pfeil'. Einige Wünsche, die Planimetrie hetrtffemd.

Auch die Lehre der Parallellinien, insbesondere der berficbUgtc

Ute Grundsatz dos p]uklid, dieser Scandal für die heutige Wissen-

schaft, sie lässt sich völlig corrcct behandeln, sobald man
die, durchaus unrichtige Annahme fallen lässt, welche
die grade Linie als einen einfachen Bcijriff betrachtet*),

und wenn man alsdann die Eigenschaften derselben in gewohnter

Weise regelmässig entwickelt — Eine correete Bciiandlung der graden

Linie und der Parallellinien würde noch den Nebenvorteil haben, dass

sich die Sätze der Planimetrie harmonischer anordnen Hessen , als es

jetzt möglich ist

Endlich fehlt ttbenll die LOBitng der Aufgabe, deren Entdecknng

ich mich rflhmen darf, Kreise oder Kreisbogen nach belie-

bigen Terhftltniasen einzuteilen: eine Aufgabe gleichwohl,

welche sich mit den elementarsten Kenntnissen lösen Iftsst Die Lö-

sung, theoretisch wie practisch gleich wichtig, gleich richtig und gleich

leicht und einfach wurde von mir bereits ror 12 Jahren veröffmt^

licht, und dann noch in ein technisches Journal abgedruckt, dass man
sie aber in irgend ein Lehrbuch der Planimetrie aufgenommen hätte,

ist mir nicht bekannt geworden. Die Lehrbticher enthalten nur die

Halbtcilung des Bogens und Kreises, die practisch wenig genaue Tei-

lung des Letzteren in 6 Teile, und eine practisch ganz unbrauchbare

in 10 Teile. Sollte die allgemeine Teilung des Kreises und Kreis-

bogens vielleicht weniger wichtig sein, als die in 10 Teile, als die

Teilung der graden Linie, welche doch die Lehrbücher, wiewohl in

sehr nuvollkommener Weise, bringen?

Die angemeine Teilung des Kreises könnte aweckmissig nach den

Sitzen folgen» welche das YerhAltaiss des Durchmessers zum ümfeng
darsteUen, weil jene Sfttae ebenfeUs eine Anniherungsmethode ent-

halten. Nur die Halbimng des Kreises und Kreisbogens, wie der

graden Linie durch die, hei Weitem genauere Annfthemngsmethode

mttsste frfther, gleich neben der sogenannten strengen Melhode ge-

bracht werden.

Idi gebe hier die Andeutung der Sätze, indem ich mich wegen

der genaueren Ausfühmng, welche die Neuheit der Entdeckung wegen

nötig ist, auf den bereits citirten Aufsatz in Teil 49. des ArchiTS bc-

mfe. Dort sind auch zahlreiche Beispiele und Figurmi zu findsih

welche ein umsichtiger Lehrer beliebig vermehren oder verindem kann.

•) Die grade Linie nmscliliesst sogar drei völlig v crs c Ii i c tl c n-

•rtige Begriffe: Länge, Richtung, nnd deren Unver&nde rlirh-

keit. Ba mfiMen viete Sitn tber die gmde Iiinie erwiesen werden. Ich

tlhlt deren lebt nL (Mein Anftate Teü 49. Heft t. det AreUra>
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Dio Sätze köuutea etwa iu folgender Ordnoiig in die Planimetrie

eingefügt werden.

Unmittelbar hinter der comctenSPalbintng der graden Linie and

des Kreisbogens.

•
•

Halbirnng einer graden Linie, eines Kreisbogens
oder Kreises durch Annfthernng.

Man schuüidc von den Endpunkten der zu halbirenden Linie

Teile ab, indem mau kleine Kreisbogen durch die zu teilende Linie

zieht. Diese Kreisbogen lassen sich eiuander beliebig nähern, und

die Mitte zwischen den genilhertcn Bogen ist der Punkt der Halb-

tcilung, weil dieser Punkt von den beiden Kreisbogen, und damit

auch von den beiden Endpunkten der zn teüendcn Linie gleichweit

entfernt ist

Soll der ganze Kreis geteilt werden, oder ein Bogen, der sich

dem Kreise sehr nähert, so mnss man zaror gleiche Teile davon ab-

stechen, um den Bogen zu verkürzen. Erst dann wird man den.

Ueberrcst des Kreises durch zwei kreuzondo Bogen halbiren.

Hinter der Ermittelung des Verhältnisses vom Dnrcliniosser mm
Umkreise worden folgende S&tze kommen.

Ein, im Verhältnlss zam Ganzen gegebenes Stflck des

Kreises, des Kreisbogens, oder der graden Linie*) ab-
zuschneiden, so das» der dabei vorkommende Fehler
kleiner wird, als eine gegebene GrOsse.

Man denkt die zu teilende Linie durch Halbteilung so geteilt,

dass die einzelnen Teile kleiner sind, als die gegebene GrOsse. Dar*

aof setzt man

wobei Z das abznschneidcude Stück der Linie, » und » das Zah-
lenverhaltniss eben desselben, von dem Ganzen si abzuschneiden-

den Stückes, q eine Potenz von 2 bedeutet» deren einzelne Teile

kleiner sind, als die gegebene Minimalgrflssn.

Die gewöhnliche Methode , ein gegebenes SiQek einer graden Linie ab-

zuschneiden, hai, wo es sich um grosse Genuuigkcit handelt, kcineB pmctiMhea'

Wert.

S4*
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Nunmehr halbiit man q nach einer Reihe, welche die Form hat

1+1+1+1+ +L

bis man auf den verlangten Teil gehwgt ist.

Beispiel Htm weUe ein Stflck eines Kreises abschneiden,

welches die Länge des Durchmessers hat, und es solle der Fehler

dabei weniger betragen,
3Y4

Umfiuigs, so dass das Yerhftlt-

niss des Durchmessers zum Umfang, wie 1:3,14 angenommen, noch

als richtig dargestellt betrachtet werden kann.

Man setze q grosser als 314. Die n&chst grössere Potenz von

2 ist 512. Es folgt

Z=: 512.^ = 162,97.

Doreli fortBeielitaB HalUren findet maa «ni 612, 266^ 138 alao

1, ^ ^ des Ganzen und dann

256 und 128 . • . 192 ...

192 - 128. . . 160...
1

16

160 - 192. . • 176 ... ^32

176 - 160. • • 168 ...
1

""64

168 - 160. . .164...
1

""128

164 - 160. . . 162 ...
1

""266

162 - 164. . • 163 ... + 1

^612

Daa riehtige Ifaasa Uegt also in dem gegebenen Beispiel swisdien

162 and 163. Da nun bereits £ine Abteilung,^ des UmkieiseSi

Oigitized by Google



a78

also das Stück von 162 bU 163, kleiner ist als ^ des UmkreiBes,

80 kum der TeUpimkfc ?0ii 168 als der xiclitige betnehtel mdeB*).

Durch Anwendung dieses Satzes lässt sich der Kreit
oder Kreisbogen oder die grade Linie in Jede beliebige

Aniahl gleicher Teile teilen.

Man kann nämlich die Anzahl der verlangten Teile n stets in

zwei Sammanden zerlegen, deren einer p eine Potenz ?on 2 ist^ sich

also durch HaibteUung bis auf 1 teilen l&sst

Der nach der Hinwegnahme von p nodi bleibende Beet sei m,

80 wild man stets setsen können

• — also, p — «—«»

Um z. B. den Kreis oder Kreisbogen oder die grade Linie in

n —• 19 Teile zu teilen, kaim man setzen j> ~ 16, m= 3, also

19 = 16+3.

Da jedoch die ZaU m grosser sein könnte als j», nnd diesesVer-

hflltttiss filr <fie Anafilhmng der Teilang UnbequemUciikeiten bietet,

so wird man in solchen Fällen den Bogen oder die grade Linie ver-

Ungem, was nach bekannten Sfttien stets angeht, so dass p grosser

wird als <•.

Beim Kreise fällt die Verlängerung in die Kreislinie selbst Es

entsteht daraas ein Bogen, dessen Lftnge den Kreisnmfuig ttber-

Bchreitet

Ich habe solche Bogen von mehr als 360 Graden übergrei-

fende Bogen genannt Sie werden bei der Kreisteilung oft ge-

braucht

In einem solchen FUlo ist also

n — I»
— m nnd p n+« ........ B.

Der Fankt ISO weicht tod dem richtigen Teilponkt nm -1.
Ö18

g
0,000069 «Im wb etw» des UaMiSt «bi

100000

In der Braxis geht man mit der Halbteilnng nicht so weit. ICi

trachtet den suletzt bleibenden Bogen alt eine grede Linie nnd

TerhiltnisemiMigen Teil deTon.
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ynf ejnen Krais, cii^ea BLrei^bogcn oder eine griMte Linie za

teilen wird znerst ein Stück von m Teilen nach dorn vorigen S-

recknet md dnnsb Halbteilong abgemenen, dessen Tlinweguluna

von n, oder dessen Hinznfttgung zn n die nächstliegende Potenz von

2 gicbt, d. b. eine solche Zahl, beiflgiich einen loldien Bogen, deren

Halbteilnng bis anf 1 möglich ist.

Ob man die Form u ^ p-\-m oder p— m wählen will, ist

im Allgemeinen willkürlich uud richtet sich lediglieh nach der Bc-

qnemlicbkeit der Ausführung. So kann man z. B. für die Teilung in

28 Teile entweder setzen

28= 16+7
oder

23 — 32— 9.

Im leisten Falle flbenchreitet der Bogen » — 9 den ganm
9 i(y'

Kcois am ^ desselben, also am 14i0<^ 52' 10^ • Der üborgrei-

10"
feinde ^ogen \(\rd also 500^ 52' 10^ lang seiiv

Dagegen würde es unbequem sein, wollte man f&r a^17 setzen,

17 -»32— 15 anstatt 17 = 16-f 1. Ebenso wärR es unvorteilhaft,

^wVte man dir » ^ seuen, 31 — 16+15 anstatt 31 32—1.

JPIe Teilung des Bogens p teilt anch glrichzeitig den Bogen m,

weil äessen Teile in p enthalten sind, und damit wird auch /)+;m= n,

also der ganze Kreis» der Kreisbogen oder die grade Linie geteilt sein.

• n
*

Der letstere Umstand gewährt ein leichtes nnd dcheres Mittel,

ainof^ Kc^hl^ i(fl «n^deqken n«d zn b.eri4;htigej|, deir bei

d«tr Äbm^Aaiing ifon m vorgel^omm^n sein, kdnnta

Es sei dieser Fehler x, wo x eine kleine positive oder negative

Grösse bedeutet £s sei also m' t%±9.

Es ist dann in d^ falle A

p — n—(mi«) — n^m^m
nnd in dem Falle B

p — •+(«±») " ii+«±Ä

Es ist also, da n und m ihrem sein sollenden Wert nach genan

bestimmte Grössen sind, in dem Falle A die Länge von p Teilen am.

m SU klein, wenn m' zn gross war, and nmgekehrt
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Ta dem Fallo B wird p am s zu< gross oder zu klein», wenn m!

zu gross oder zu kluiu war.

Da die Lftngo von m Teflon einmal anmittelbar beieichnet, das

andere Mal ans der Halbteilnng von p ermittelt wUrd,. so mmsali

beide Lftngeu genau flbereinstimmen, sobald m im jUifimge ricbtig
bestimmt war.

Wörde dagegen m' um die aogenommene Grösse x fehlerhaft ab-

gemessen, 80 muss sich der Fehler auch in der L&nge der m Teile,

welche aus der Halbteilnng von p gefunden wurde, verhältnissmAssig

zeigen. Beide Lftngen werden dann eine Differena d gebem

Es ist nnn in allen Fällen der begangene Fehler
p

und kaun somit durch die bekannten Grössen n und d

oerrigirt werden.

Beweis. Ist die fehlerhafte Lftnge m'^m±,9 nm « zn grosa^

oder za klein, so ist im Falle A, wie gezeigt wurde, j» um c zu klein

oder zu gross. Mithin ist 1 Teil vou |> um ~ zu klein oder zu gross,

und 1» Teile sind um — zu klein oder zn gross.

Der Unterschied beider fehlerhafter Lftngen, nftmlich der Lftnge

mx
von I» — mi:«, und der Länge »» -i- — beträgt d m i « —

r

(«T^) ^ j-ü??= ^£f±ü?f . i^.«, umi dain dem
\ p) P P P

|,+w«n, seist

d— ±-.« und also m — ± -.A
P *

Im Falle B, weim man n = p— m, also p = n-\~m gesetzt hatte,

ist p um a* zu gross oder zu klein, wenn m' um z zu gross oder zu

klein war. Mithin siud m Teile, aus der Halbteilung von p bestimmt,

um ^ zn gross oder zn klein, wenn m'-> m±c mn 0 zu gross

oder zu klein war.

tnx
Der Unterschied von m±,x und m±~ beträgt also d— m±m

-L± -^^^= ±.T - - ±«=5-±«^.*
\ p J p p ^ p

1

I
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Da nun in dem Falle B der Wext p

«f«4--.x und «-
P

«tano nie fm FaDe A.

• • •

Um den Kreil« den Kreisbogen oder die grade Linie

nach einem gegebenen Verhältniss in ungleiche Teile aa
teilen, sucht man für die Teile ein gemeinschaftliches Maass, mm*
mirt nach diesem Ifaaas die Teile, und bestimml die Teilung nach

der Summe. Mui flkhrt jedoch die Teilmig nnr an dem betreflEeaden

Stetten am.

Beispiel Es sä du Kreis se teilen nach dem YeihiltiDas

8:4:6:9, so selie man 3+4+6+9 =:S3, teile den Kreis in

93* 11 Teile, indem man 11 — 8+3 oder 11 — 16—5 setit, and

halbire zwischen 2 T^en, we es n<>tig ist Die BeMichnnng der

Teile wArde dann tauten 3, 7, 13, 22. Der Bogen von 22 (als dem
Aaluigspankt) bis 7 giebt beiläufig die Länge des Durchmessers, ein

Weniges genauer als 3,14*).

Die Genauigkeit dos, in dem Aufsatz in Teil 41. des Archivs

ausgeführten, liior mir an fj;» 'deuteten Teilungsverfahrens hängt ledig-

lich von der Scliärfe der dabei verwendeten optischen und mechani-

schen Holfsmittel ab. Sobald eiu Fehler noch wahrnehmbar bleibt,

ebensobald lässt er sich nach diesem Verfahren auch berichtigen.

Ich will hier diese Gegenstände verlassen, indem ich in Beziehung

auf die ausfohriichere Behandlnng, wie sie dem Lehrer gegenttber

seinen Schülern entspricht, auf die bereits citirten Aufsätze in Teil

41. und 49. des Archivs verweise. Dass die angeregten Gegenstände

nicht geeignet, oder nicht würdig seien, in einem Lehrbuch behandelt

zn werden, durfte sich schwerlich behanpten lassen: man müsste dann

mathemalische Entdeckungen der Nenaelt verwerCsn, nicht obgleich,

sondern weü sie in das Gebiet gewerbliche Tätigheit mächtig ein-

greifen.

M^e Anregung hat ihren Zweck erfhllt, wenn sie denkende

Lehm veranlasst» die hier bertthrten Gegenstände In den Krds ihres

Lehrplans aufzunehmen.

•) SS:7 s=3,USSft7l

w a8a.l4l5SS7

SS
Differens -jr und n =0,0012644

7

Piffmnt w und 8,14 = 0,001 59S7.

—w » », so ist ebeanJls
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xxxn.

Etnrlehtoag dM KessUsehas auf drei Punkte.

<Hi«r«a ein PUn).

L. Qaivon Pf9il

Die hier folgende Methode, den Messtisch auf drei Pankte ein-

zorichten, ist in den mir bekannten Lehrbüchern nicht enthalten.

Es seien Fig. I. (1. nnd 2. in zwei Lagen geieichnet) O
drei, ihrer Lage auf dem Felde nach bekannte, und auf dem Mess-

tiach anter a, e hesetchnete PnnlLte. Ein vierter Ponkt, Aber dem
man den Messtisch einstellen will, sei L. (0ie Punkte A^B^C sind

anf dem Plan nicht gezeichnet» sondern nnr ans der Bichtang der

Yiflirlinien an erkennen).

Man stelle den Messt! scb über L uud drehe ihn so, dass das

Dreieck abc ungefähr nach der Bichtung ABC zu liegen kommt.

Ton einem beliehigen Pnnkte « des Hessttaches Yisire man nach

B and C und tiehe die Yisirlinien «il, eB nnd eC

Man habe ein, ana recht steifem nnd festen Papier geschnittenes,

dem Dreieck abe congrucntcs (oder ähnliches) Blatt*). Man lege

dasselbe in ußy so über die drei Yisirlinien , dass dessen Winkel-

Bpltien Aber die drei Yisirlinien fidlen. j|H

*) Am swcckntaigtten ist die Fotb Flg. HL, bei weleher die geM^
LinleD die kleinen Kreise eehr sdiarf halbireii. Man k«m sieh imslstt'

Dieieeks «ach eines dreUOssIgeD Zirkels bedienen.
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Es werden alsdann, nach bekannten Sätzen, die Linien aß, ßy

und ya den Linien auf dem Felde AB^ BC und CA bezttglich

parallel sein.

Hiordurch ist also der Winkel bekannt, welchen die Linien

bc und ca gegen die Linien aß, ßy und ya, also auch gegen die

Linien des Feldes AB^ BC und CA bilden.

Es ist darum leicht, den Messtisch so zn drehen, dass" das Breieek

€he des Messtisches mit dem Dreieck ABC des Feldes parallel wird.

Man darf zu diesem Zweck nur den Winkel, welchen irgend eine

der Seiten yon aßy mit der correspondirenden Seite von ahe bildet,

an irgend eine der Yisirlinien entsprechend anlegen, den nen gezo*

genen Schenkel des Winkels als neue Yisirlinie betraditen, und

nach dieser den Messtisch drehen.

Man habe z. B. den Winkel gewählt, welchen tiy (oder ihre

Parallele fy\ Fig. I, 1.) mit der correspondirenden ac bildet, den

Winkei /. Man lege yV« =s/ an irgend einen Punkt irgend einer

der Ton « ans gezogenen Yisirlinien, etwa an den Pnnkt/' und die

Yisirlinie e«, bringe das Diopterlineal an /VY' vnd drehe den Mess-

tisch, bis die Diopter f wt A eingestellt ist Fig. II. beaOg^ 1.

und 2.

Es ist dann der Messtisch um den Winkel y'f'a gedreht worden,

welcher Winkel gleich gleich dem Winkel ist, den die Seiten des

Dreiecks ahc mit den Seiten von «j3y, und also auch mit ABC bil-

deten, und es wird dämm jetzt ^ abo parallel ABC sein.

Fig. II. zeigt die neue Stellung des Messtisches.

Um nnn den Punkt 1^ auf den Messtisch zu legen, ist es nur
nütig, Aber a, h und c in der neuen, richtigen Lage des Meastlsclies

nach A^ B nnd C zu visuren. Die Yisirlinien werden sich alle drei

In l schneiden mfissen, wenn man mit SorgfiUt yer&hren ist

Es bestimmen tlbrigens, nach der Parallelstellung von
ahc und ABC, schon zwei Yisirlinien die Lage des Punktes l\

die dritte dient nur zur Controlie.

Ea ist darum der Punkt l 9xd dem Messtisdi der richtig tlber-

tragene Punkt L des Feldes.

Das hier dargelegte Verfahren beruht auf der Aunahmo, dass die

Punkte e und l des Messtisches bei der Drehung des Letzteren ihre

räumliche Juage auf dem Felde nur unmerklich verändern, oder genau.
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dass dio Eutfernang el, auf das Feld bezogen, als Null betrachtet

wci*dcu kann. Es wird diese Annahme in der Praxis jederzeit richtig

sein, zumal wenn mau e in der ungefähren Lage von / wählt.

Der Beweis der Richtigkeit des angegebenen Verfahrens beruht

auf folgenden Gründen.

Visirt man Fig. IV. von einem Punkt l des Messtisches, der über

L auf dem Felde liegt, nach B und C, und denkt die Linien ah,

bc und ca parallel AD^ DC und CA auf dem Felde, so sind die

Dreiecke ahc und ABC ähnlieh, und die Seiten, wie die Entfernungen

stehen iu Proportion. Es ist also der Punkt l auf dem Messtisch

über L auf dem Felde richtig eingestellt und bestimmt.

Das Dreieck abc lässt sich über den Visirlinien M, IB und IC

schieben und drehen, so dass der Punkt a in lA^ und der Punkt b

in IB bleibt: eine Bedingung, welche ausführbar ist, bis a oder b in

l fällt, und so lange die kürzeste Entfernung beider Linien AI und

Bl nicht grösser wird als ab.

Die neue Lage des Dreiecks ahc sei ab'c'.

Wird das Dreieck abc in der angezeigten Weise geschoben und

gedreht, so wird der Punkt o' die Visirlinio IC in der Regel verlassen

und nach c' rücken.

Fiele dagegen der Punkt c' ebenfalls iu die Visirlinie /C, so

müsste Z^b'lc == Z^blo sein, weil es ihn deckte.

Diese Bedingung findet bekanntlich nur dann statt, wenn o, ä, c

und / in der Peripherie eiues Kreises liegen: ein Fall, bei welchem

die Lage des Punktes L duxch A^ B und C nicht bestimmt wird.

In jedem andern Falle wird A parallel A sein, wenn

a, b und c in die bezüglichen Visirlinien fallen. Es wird also auch

l auf dem Messtisch richtig angegeben sein, wenn man es aus zwei

Punkten unter den drei bekannten durch Rückwärtseinschneiden be-

stimmt hat.

Man dürfte durch das hier gezeigte Verfahren bequemer, kürzer

und genauer zum Zweck kommen, als durch das fehler/ . idft.^rciu

und durch die Methode, welche z. B. in Vegas' B^l

S. 360. der 5. Auflage angegeben ist.
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xxxm.

Heber den ümkreto des Dreieeke.

Von

Bmil Hmiu.

P sei ein beliebiger Punkt der Ebene eines Dreiecks ABC^ pa
Boine Normale auf BC => o, iiir Fusspouktj es ist dann:

^A'B'C' "^^AABC.

Liegt F auf die Peripherie des Umkreises« so ist:

Sdn^ibt maa statt pa die trimetrlsdien Panktcoordinateii le^, so ist

demaaeh die Oleichnng des Umkreises:

Setzen wir hier:

WO ia,h' zwei beliebige Punkte, also l^+mU der Sehnit^mikt der

Secante mit dem Umkreis, so folgt:

l

Die beiden so durch - bestimmten Schnittpunkte fallen zusammen,

Digitized by



Hain: ütbtr den Umkreis de» Dreiecks. 381

Wird nun selbst als ein Punkt des Kreises angenommen, so ist:

Dieser Bedingung muss der Punkt la genügen, d. h. er muss ein

Punkt der Geraden

sein und dies ist die Gleichung der Tangente an den Kreispunkt

Obige nach ^ quadratische Gleichung gibt zwei (absolut genommen)

l

gleiche aber entgegengesetzt gleiche "Werte für — , wenn

Dann wird die Strecke ^a^a durch den Kreis harmonisch geteilt

Lassen wir U constant d. h. bilden wir ein Secautenbüschel aus dem

Scheitel ^a> so gibt es nach der letzten Gleichung eine Gerade, die

alle Punkte fa' enthält, für welche die Strecke fa^a' durch den Kreis

harmonisch geteilt wird. Diese Gerade heisst die Polare des Punktes

und ihre Gleichung ist:

Trifft PA die Seite BC in A' und construirt man den in Bezug

auf -ßC harmonisch zugeordneten Punkt -4"; so liegen die A" in einer

Geraden, welche die Harmonikale des Punktes F heisst Ihre Glei-

cbung ist 2?r-«= 0, wenn die Coordinaten von Psind. Umgekehrt
Sa

kann man, wenn ^a^xa 0 die Gleichung einer Geraden ist, den

Punkt — den harmonischen Pol dieser Geraden nennen.

Die Gleichung des Umkreises ist SazbXc ^ 0\ sei ein Punkt

seiner Peripherie; seine Harmonikale hat die Gleichung Z~ — 0.»

Diese Gerade geht aber durch einen festen Punkt, weil -= 0

welche Gleichung eben die Voraussetzung einschlicsst, dass £a auf

der Peripherie des Umkreises liegt Der feste Punkt, in wel

sich die Harmonikaien der Peripheriepunkte des Umkreises s

den, ist also der Symmetriepunkt a d. i. der Grcbc'schel

(Schendel, Elemente der analytischen Geometrie der Ebenem
linearen Coordinaten, Seite 44). Um den geometrischen Ort de
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monischen Poles aller Tangenten des Umkreises zu erhalten, be-

stimmen wir zunächst den harmouischcu Pol der Tangcuto au den
Punkt la des Umkreises.

Nach I. Ist ihre Oleichmig

somit ist
I

der harmontoche Pol der Tangente von Im» Setiea wir

80 ist _ "

Die Gleichung des gesnchteu Ortes ist also:
I

eine Gurre 4. Grades, welche dorch die Ecken des Urdreieckes hin«
j

durchgeht
]

m.

Die Unkrdspolare des Ponktes C« ist die Gerade flie+els; ÜBr

t« ^ o, d. i. flir den Grehe'schen Punkt wird die Unikreispolaro die

Gerade be; dies ist aber anch die Harmonikale desselben Punktes.

Die ümkreispolare des Grebe'schen Punktes ist die

Harmonikale dieses Punktes.

Es sei U der Ort der Punkte, deren Harmonikale mit der Um-
kreispolare zusammenfällt Daun ist die Gerade hu die llurmoui-

kale von ^ nnd bU-^c^ die Umkreispolare desselben Punktes.

Die Auflösung der drei Gleichungen:

gibt = a d. h. der Grebe*sche Punkt ist der einzige, der die Eigen-

Schaft hat, dass seine Harmonikale mit der Umkreispolare zusammen-

fiUlt; er kann also auch durch diese Eigenschaft detiuirt werden.

Die Hanaonikale des Grebe'sehen Punktes ist auch diejenige

Gerade« in welcher die Schnittpvnkte der Seiten des Uidreiecks mit

den ümkraietangetttaii an den Gegenecken liegen.
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Nach I. bat die Tangente an den Punkt ^1 s 1, 0, 0 die Qlei-

cliang

:

l>cr Schnittpunkt dieser Geraden mit der Seite BC\ deren Gleicbnng

» 0 ist, hat die Coordinaten 0, — -^e und also in der

Symmetriegeraden be»

17.

Die Umkreispolare des Inkreiscentrums ist i+c. Der Schnitt-

punkt dieser Geraden mit der Harmonikaien
,desselben Punktes ist:

1» c+ a

1, a+b

d. b. er gehört der. unendlich fernen Geraden der Breieckebene an.

Die Umkreispolarc dos lukreiscentrums ist parallel

seiner Harmonikale.

Es sei r« ein Punkt, dessen Umkr^polare pinllel adaer Har^

monikale ist

Es muss dann sein:

a, <?

exm-^arcj aflc*-|-&sr« «= 0

ffC«» CSrSii» tfaS^

Der Ort von ist also:

eine Curve 3. Grades, welche durch die Mitten des Dreiecks und

sein Inkreiscentrum hindurchgeht.

V.

Die Ilarmonikale dos Inkreiscentrums ist die Gerade 1; es sei

ia ihr Umkreispol, der Punkt L, Ks ist dauu:

woraus

laS a(*-fü— ä)s «(«— a).

Wenn mit (/ der Symnietriepunkt a bezeirhnot wird, so ist LG^
bcib— c)\ ihr Umkreispol sei L^^ er ist bestimmt durch die Glei-

chungen:
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1*1 ist somit der Symmctriepankt a(b— e)\ er li^ in der Polare
Ton & und in der Harmonilaien des Umkreiscentninis.

Die LG trifft die HarmonÜLale von G in dem S/mmetrieponkt

a(6-|-e—2a).

Es sei Z der UmloDeispol der Geraden

ist dann für ilin:

5 a(bbi-{-eei— aa,)

am welcher Formel licli dvrcli Linealconstmctionen eine nnbegrenste

Henge yon Symmetriepnnkten eigibt Kan bestimmt s. B. den Um-
kreispol X einer gegebenen Geraden nnd die Harmonikale von X,

mMnb die erste Gerade in T scbneldet Man bestimmt den ümkrns
SS nnd bannoniscben Pol der n. s. w.

Wien, Mftn 1876.
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XXXIV.

lieber sjinmetriflehe Fmiktiqrsteme des Dreiecks.

Von

Emil Hain,

L

Ist pa die Normale eines Panktos P in der Ebene eines Dreiecks

ABC auf die Seite BC = a desselben ; so heisst P ein Symmetrie-

punkt des Dreiecks, wenn p« eino nach b und c symmetrische Function

der Seiten o, 6, e ist und |«, pt durch cyklisdie Yertauschang mu
pm folgen.

Ist pa aber nicht nach b und c symuietrisch
,

folgen aber noch

immer pa, p6, pc durch cyklische Vertauschung der fc, c ausein-

ander; so kann ein solcher Punkt ein Halbsymmctriepunkt des Drei-

ecks genannt werden. Und zwar entspricht einem jeden solchen ein

zweiter. £s sei z. B.

wo 9>, t^', X beliebige Functionen nur von der eingeschlossenen Va-

riablen sindy/ aber ganz beliebig ist; man bat somit:

Baim gibt ei einen Ponkl pa\ so dast:

p.'=/[g,(a), ^c), z(4)]

J»»'-/W*), 2(«)]

IUI iiTin.
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Die Verbindangsgerade dieser beiden Pankte hat zam Coefficienten

on ar« in ihrer Gleicbimg die Determinante:

/[»w. fi<m, («), !(<»)]
1

fifi"), «(»)], fW«), (*). !(•)] I

Werden in dieser Determinante A und c mit einander vertauscht,

so ändert sie nicht ihren Wert; sie ist somit nach b und c sj-mme-

trisch. Somit ist die VerbindiuigagenMie dieser Halbaymmetnepunkte

eine Sjmunetnegende.

Wie die Symmetriepunkte nach der Dimension ihrer Coordinaten

in Symmetriepunkte 1. 2. 3. ... Grades eingeteilt werden kOnnen; ist

dies hier Mch bei den Hnlbsymmetriepnnkten möglich.

Pj, Pf seien Halbsjmmetriepunkte ersten Qrados, so dass

wo 9y ^, t constante Grossen Yorstellen.

Dann ist:

worans sieh ergibt:

Die PjPf gehen durch den Schnittpunkt der Geraden a*—be
und a6-|-ae—d*—0* d. i durch den Punkt:

c*— a^, ca-^-cb— -6* "~

d. h. die YerUndongsgeraden je zweier conjugirten Halbsjmmetrie*

punkte obiger Form suid einander parallel nnd zwar der Harmoni-

kale des Inkreisoentnuns.

Denn die Oerade xm+^'h'Bt^ 0 gebt durch die Halbsymmetrie*

punkte b—e, e— weldie mit ihrem unendlich fernen zusammei-

fidlen.

Ist = 0, 80 ist die Gerade I\P^ die Symmetriegerade a^— bc

d. h. alle Halbsymmetriepnnkte der Form ipb-^j^e^ fpe-^-^fb liegen

in der Geraden a*—iö,

Ist 9— — V', so ist PjP, = ai-t-ac— und die Halb-
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symmetriepünkte sind vod der Form v^— ^-^-ia^ fpc—tftb-\'ia oder

Die Ponkte endlich der Form

liegen in der Gteraden:

««- 6«—««+a4+««—4t.

n.

Bezeichnen wir den Symmetriepunkt a mit (?, die Halbsymmetrie-

ponkte i, 0 mit &|, so sind die Normalen ton nnd nof a:

wo F'^ ^ABa
Die EntfiBnrang sweier Punkte F\ deren Seitennonmlen pa

nnd |>a' sind, wird dnieh die Fennil nnsgedi'Ackts

tibe

sielgiht:
abc

i£aby

= ^
Sind Pi, Pfi A Pnnkte adt den «i Ceerdineien «i, »g

nnd ifaid Ittti« ii^H Nomuüen anf so ist:

obc

oder weil

«1 ßi Vi

«f Yt

H ßu n

2F

Diese Formel gibt:

>v >^ oheSaAbc— o*) ^
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WO «1 die Coordinaten des Panktes P| sind. Für specielle er-

gibt sich z. 6.

^G^GG,^
2:ä«7(-SoäT"

•

A G^JG^ =
2{£lhT^

wo J das Inkrciscentrum and p den Inkreisradius bezeichnet

Die Entfernnng eines Panktes ta von der Geraden ist

Za^^aiN^ wenn die Seitennormale auf a und = Za^*—
2 Za^b^cosY («1 ^» y die Winkel des Fnndamentaldreiecks).

Ist O] » 1 , ist also der Abstand eines Panktes von der Har-

monikalen des Inkreisceutrnms zu bestimmen, so ist N = </:r, wo d
den Abstand des Umkreisceutrums vom Inkreiscentrum and r den

Umkreisradins des Fundamentaldreiccks bezeichnet

Für = G^ erhalten wir:

^<hh r 2F st

wo

2s=^a+b+c, t-^^^

Für erhält man denselben Ausdruck mit demselben Zeichen,

weil die Gerade G^G^ = a^— bc nach I. parallel zur Uarmonikalen

des Inkreiscentrams ist

Um nun zar Gonstractioo der Punkte Cr, und Gf zu gelangen,

denken wir ans G^ mit A verbanden.

Die AGi schneidet BC in = 0, a. Die Seitennormale von

A^ sind:

2/ 2aF

Fällen wir von A^ aaf eine Senkrechte, so hat diese die Länge:

. « 2aF
BAi smp = -7—j-rr I

* c(a-|-6)

Bomit ist:

ab

welche Gleichungen zur Constraction von G, führen. Dabei kann

bemerkt werden, dass
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Die Transvcrsalcufusspunktdreiecke der dem Grcbe'schen Punkt zu-

geordneten Halbsymmetriepunkten haben gleichen Flächeninhalt mit

dem Fusspoiiktdreieck der üuiereii WinkeUulbirenden des Urdreiecks.

m.

Der Symmetrieqniikt he werde mit die Hilbaymmetriepankte

oft« ac mit iS|, bexeielmel Ihmn ist i^i^= he{he—a>). lit alio

in eiiiem Dreieck die eine Seite die mittlere Proportionale der beiden

andern, so geben dorcb das Gegeneck der Mittelsdte die Yerbindongs-

geraden der coi^ngirten Punkte sowol des Sebwerpnnktes als anch

des Grebe'scben Punktes.

Die Harnionikaleu von und haben die Formen c, a, h und

b^tto, Ihr Schoittpuukt hat die Coordinaten a^— 6c und liegt also

für o —• "Vhe auf BC\ er liegt zui^eidi mit S auf der Geraden h^c^

in welcher die Symmetariepnnkte der ersten Ordnung liegen.

Treffen AS^ und äS% die BC in und so findet man wie

In IL:

IV.

ifi, Jt4 seien dio Halbsymmetriepunkte m-|-6» m-f-c* £s ist

dann:

wo

Am

Sind ebenso die Punkte «4"^« ^"^r^ ioi^i

N^N^ " " 2m«+Xaft

Man findet femer als Gleichongen der Yerbindnngsgeraden di<

Punkte:
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Diese b^den Geraden schneiden sich im Symmetriepiinkt:
*

!
m(2c—a—6)4.1?*— a&, fi(2c—a—i)-fc«—«6

2ä— c— a, — Ca

2c— a— 6, c*— a6
— (m—«) s(*-r)

Die J^J4 stnd elso der Harmonikale des InkreiseeBtniiiis p*-

raUel imd ftllen filr Jedee Dreieek xosammen, in dem eine Seite sowol

das arithmeCitdie als geometrisdie Mittel der beiden andern ist

Man findet ftmers

Dio Afji^,, 3f2iV2 liegen also in zwei fosten Geraden, die sich im

InkreiscenUrum treffen.

V,

IPüTerlge* vor^ aii^gePnnkli nnfetrsneltt vondfr Fcqrmt dass

dnrch Yerschiebnng der Coordinaten vollstftndige Spnmetriepopd^tß

entstellen. So vorden 1. R ans dem SchwerpnQkt i9» 6« die Halb-

^ymmetriepnnkte ee «ad «6 hergeleitet Ans der aUgemeinen Form
der Halb^ymmetrlepunkto in L folgt aber, dass dnrch die Yerschie-

bnng der Goordinaten oiphl immer ToUstandige Symmetriepankte sich

ergeben müssen.

So geben die Halbsymmetri^nnkte

oÄ», hc'^, ro» =
ac», b€k\ cb*=

dnrch TersehieboDg der Coordinaten folgendes Slystem tob Qift»

^mmetriepnnkteiis

6c», ca», ab*=

6*e, a%=

•Vi

Als Gleichnngen ihrer Yeirhln^nngsgerfden erh<llt man:

TKiir,= 6«c*(a«— 6c)
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DIeie Qonden geben also fta a*^be durch

Trift ÄVi die ACin ^i, so findet man wie In II.

2ahcF

Die Transversalfusspunktdreieckc der Punkte ftc', b*c haben mit

dem Transversalfusspaoktdreieck des Inkreiscentrams gleichen Flä-

cheninhalt

Trifft AUi ö»BC\n «o Ist:

Wird Oy der Synimetriepnnkt «, mit Terlrnnden und trifft AO
die in Ä\ so findet man ebenfiüls:

VL

Es litmö^ch durch Conttroetionen, welche Hilb^jmmeliiepankte

betreffen, Tdlbtflndige Symmetrieponkte m erhalten. So gelangt man
I. B» nur Constmction des Symmelrieponktea iweiten Grades:

anf folgende Weiie.

Man verlingere die 9eite BC aber ^ and C um Ad* and Od«
ao hinaos, daaa:

AifB-^'BC-\' CAc = A^e «=• a+b+e

AkB s=s CAt— *
Man erhalt dann:

Bt = —c, 0, *+a
Cksc+^t — a, 0

Diese Coordinaten müssen der Reihe nach mit

V V V

maltiplicirt werden» damit sie Seitennormalen werden.

Oigitiz^^^Ogle



Die Sdiwerponlcte der tUdiesgleidien Draiecln A^BgCt «ad

AcBaCk seien 5^, S^. Ihre Nonnalea auf « siiid:

OB» 2/^
3^(**+*c~ar) und 3;^

jDer Halbiraogspankt der Strecke ^iS, ist der Symmetriepmikl

£§ werde ül>er and C hinaas am m veriftngert, so dass

AhB — CJ«= M

Die Seitennomuden toh ä^^ M nnd dasii:

Ah=Of +(m+ o)8my, — mtilif

Je5 0, —»nny, +(ii»+a)sin/3

Die Schwerpunkte £1, ^ dierar Dreiecke Ja^C^ ileB«a haben

als Seitennormaleii:

3 • 3

Die Mitte von /S^i^ ist der Panet bc, der Schwerpunkt des Urdreiecks.

.

vn.

Ist pm ein Symmetriepunkt, so kann aus seinen CkKurdinaten lolgen-

dea fjminetriiches System abgeleitet werden:

Fa S 9pa, p», Pe

P05 Jte» pkf 9!Pf

wo ip constant oder eine beliebige symmetrische Function der Seiten

a und zwar von der Dimension Null ist

Die Pm kOmien dann dem Symmetriepvnkt Pspm nach dem
ladffiK 9 angeordnet genannt werden, oder da sie erst in ihrer Drei-

beit ein qrmmetrisches System bilden, analog den froheren Beseieb-

nnngen, Drittelsymmetriepmdcta

Es ist APa =pcZb—pbXe, woraus sich ergibt, dass die APa fÄr

jeden Index <p sich in P treffen. Die Ecktrausversalen von F ent-

halten also alle in dieser Art angeordneten Dhttelsymmetriepnnkte.

Vorzugsweise wnrde bisjetzt der Fall 9 =— 1 nntersucht. So

2. B. sind die Ponkte: —1, ^-1 die Ankreiscentra des Fnnda-
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mentäldreiedn. Gonstniirt num Aber BC als Basti nadi Amsen so

ein ^cbsdieiikliges Breleek, dass die Winkel an der Basis i^eich

ihrem Gegenwinkel im Urdreieck rind; so erhält man als Spitien

dieser gteichschenkligen Dreiedra die Ponkle: —o, -|-&, +e.

Für den Fall 9 = — 1 gilt noch die Bemerkung, dass die Har-

monikaien der i'tf die Seiten des Transversalenfasspimktdreiecks von

büden.

Die Harmonikale von P« bat nämlich die Oleichong:

Wird BC von AP in A^^ geschnitten, so ist:

C, = Po, J>6, 0

Die Harmonikale von Pa fallt mit BjC, zusammen. P« ist der

harmonische Pol von C, in Bezug auf das Urdreieck. Die P«

können somit, wenn P gegeben, durch Linealconstniction erhalten

werden.

Wien, April 1976.
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Hain; U^r Bildung neuer i^fmmetnepunkie.

XXXV.

Ueber Bildung neaer Symmetriepankte.

Von

JSmil Hain,

I

Da jeder Punkt in der Ebene eines Dreiecks in gewitien symme-

trischen Beziehungen sa den Seiten desselben stehen kann: so ist die

Untersnchnng dieser verschiedenen SymmetrieverhAltnisse nnbegrenst

und ebenso wenig abznschliessen, als die Theorie der Gorren. Jeder

Symmetriepnnkt des Dreiecks kann anf nnendlich viele Arten con-

atmirt wwden, ebenso wie einer nnd derselben Cnnre Yerschiedene

BUdnngswdsen angehören. Ist ^e gewisse Anzahl von Symmelrie-

pnnkten gegeben, so kann man ans ihnen als ConstmctionaelementeB

eine Beihe neuer ^mmetriepnnkte durch mehr oder minder elnfiMshe

Zeichnung erhalten. Im Folgeadan wird besonders der Umkreis dea

Dreiecks^ das Inkreiscentmm, der Schwerpunkt, der Grebe'sche Punkt
als gegeben betrachtet

Wenn ein neuer Punkt P mit den trimetrischen Coordinaten

la 1* |c bestimmt ist, wo im der Normale von P auf die Seite PC a
des Dreiecks APC proportional ist; so ist die Gleichung seiner Har-

monikaien (Archiv LYU. Seite 316.)

Ist ts ein Symmetriepunkt, so ist s^ae Hannonikale eine Efymmetrie-

gerade und man kann den Ausdruck gebrauchen: (^fe ist die Har-
monikale von Die Coeffidenten von «i«^ werden dann durch
cjkUscfae YertMischuqg der a&c eriialtea.
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liMioiilMheM dir QTmawMegonideBs

ist also der Symmetrieponkt b^e^

THb P<dare des Pimktas U in Bezog «if den ümkrais ist die

Omde hie+ptki der UoriMipol dar Omümt Xa^wn — 0 kl der

Pankt: «(ä&j+cci— aoj).

Die Yerbindiiiigigiarade zweier Pwkla U» die Gerades

Der Schnittpunkt zweier Geraden oj, ist der Pankt:

Trifft die Seite BC in und nehmen wir auf BC bo einen

Punkt Ai an, dass i^vl, =» Cylj, CM^ /Mj-, so müssen die AÄ^
sich in einem Punkte P' schneiden, welchen mau als den zu P ge-

hörigen Punkt mit denselben Seitenabschnitten bezeichnen kann. So

gewinnt man also zu jedem Punkt (den Schwerpunkt ausgenommen)

dorch eine sehr einfache Constmctiou einen zweiten.

Die 80 angedeatoten Erzeugungsarten neuer Symmetriepniikte

worden In Folgendem angewendet BetraehCel werden jedoch n«
solche Punkte, deren trimetrfielie Panktooordiuaten rationale Fnnc-

ttonen Ton abe sind nad die Ihifte Dhnension nicht ttbersCeigen.

n.

Der einzige Syrametriepunkt nulltcr Dimension ist das Inkreis-

contrum ./. Es treffe AJ die Seite BC in so sind die Coordi-

naten dieser Symmetnepunkte

:

^,sO, 1, 1

Cisi, 1, 0

Damii diese Goordinaten Seitennormalen werden, sind sie noch bshw.

mit

b-^-e* c^a* a-J-^

za mnltipliciren. So sind dann die Seitennormaien von Aii

2F 2F
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396 Saint üthtr BiUhutg

Der Scbwerpniikt des Dreiecks A^B^c^ ist dann, wie nuui ntch ge-

höriger cyklischer Yertauschung findet, der Symmetriepnnkt:

= (4+c)(2a+i+<,)=

Denken wir uns diesen Punkt mit J verbunden, so ist:

(c+a)(2J+c+«), 1

(a+*)(2c+«+Ä), 1

Der harmonisciie Pol dieser Oeraden Ist:

(o«—*«)(a«— tf«)= J\

und ihr Umkreispol:

Die Umkreispolare von J ist die Gerade ihr harmonischer

Pol ist:

lie tcüt die PiJ im PonkCe:

= (a+6)(a+c)(6+c—2a) = A

Die Normale von J auf i3C treffe diese in Dann ist:

Die Noimale von ift auf iiC hat die Lftnge

21

ab

2F

Die Seitennormalen von sind also:

Der Schwerpnnkkt des Dreiecks A^B^C^ ist also der Symmetriepnnkt:

Verbinden wir P« mit Jj so erhalten wir:

I
ca+o*4-2<.4-«'-4«, 1 1

= (»—)(»+—)

Der haimonische Pol dieser Geraden ist:

(a— c)(aH-i—tf)(a+c—6) = Pj
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Hain: Uebtr Bildung ummt SywuMtritpunkl», 397

Die P^J schneidet die Umkreispolare von J in:

m.

Trifft J die in ^„ so ist:

atf oft

Wir nehmen nun aof i^C einen solchen Punkt an, dass

Die Konnale von ^ aof iiat die Lftnge:

Somit ist:

= 0, c», fr«

Die aduMidBii liGfa alao im l^ynmietriepiuikte

Die Seitennormalen von sind:

Der Schwerpunkt des Dreiecks AgB^C^ ist:

Die Harmonikale Ton s 6*0* ist die Gerade a'; aie trifft die Um*
kreispolare von J in:

Die Gende Irifl die PtJs^—0* (IL) in:

Der Umkreispol der «* iil:

e»-a», fr«

«*-fr«, c»
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308 Boint ÜAtr BSUmng mmt Sfmmttntfmmkm,

Mui findet fanier:

nr.

Die Hftrmonikale des InkreisceDtrums hat die Gleicboog:

Ihr Umkreispol ist:

a(6+c-a)= Pj4

YerUndeii nir diesen Pnnkt mit dem Intodsoentnim, lo erbalten wir:

_\be+ha—b\ 1

Sonach liegen das Inkreiscentmra, der Schwerpunkt seines Normalen-

fusspunktdreiecks und der Umkreispol iu einer Geraden. Diese trifft

die Harmonikale von J in

:

Die Uarmonikale von 5 a(&4~^

—

^) ^ Harmonikale von

Jin:

= a(6— c) a)«= Pj,

Mit der Geraden (UL) bildet die Harmonikale von J den Punkt:

Mau ündet:

WO P,g (Ion Schnittpuukt dßt PyJ—h*— mit der Harmonikalen

von J bezeichnet Der harmonische Pol der P,,J ist:

V.

Die Gerade « ist die- Yerbindungsgerade aller Symmetrio-

pnnkte der ersten Dimensionen. Da in ihr der Grebe'sche Punkt

^B a und das Inkreiscentmai liegt, so ist ihro Constmction gegeben.

Wenn wir den Pnnkt ^VsP» (UL) mit dem Sehwerponkt des

Fondamentaldreiecks 8^he verbinden, erballoi wit

:
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a>&^ ab

Diese Gerade trifft die b^e im Punkte:

b^(c— a), ü—

a

Die Harmonikale dieses Punktes ist die Gerade (a+i) («+<?)> sie

trifft die Umkreispolare von J in:

Die Umkreispoiare von b-^c ist: a6-|~^'i~^^~i~^^> harmonischer

Pol:
(Ä<;+Äa+ c^+ a^)(ca+ c6+a^+Ä2) = P„

Dio Gerade a&+<x'+^+^ triift die Harmonikale tod J in:

Wird dem Punkt a (&-|>c— a) = Pu (IV.) verbmideii, ao folgt:

Der hamonische Pol dieser Geraden ist:

Es treffe AF^ die i^C in A^^ so ist:

Die Seitennonnaleii sind daim:

_ 2i^(c+a) 2F(a+ b)

Der Schwerpunkt des Dreiecks A^B^C^ ist:

Bestimmen wir auf BCso den Punkt A^, dass 6'^,, Ci4,dteJ5yij.

Dann ist C/4, gleich der Normale von -4^ auf dividirt durch den

Sinus des Winkels C, sonach:

2F(c-\-a) 1 ab(a+c)

&c-f-^<>^ siny bc-^£ab
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400

Die Nonatle tob auf bat also die Lftnge:

Die Coordinaten von siud:

Die schneiden sieb im Punkte; 6V(a+i)(a+ c). Verbindet

man diesen Punkt mit dem Punkte b^c*, so erhält man die Gende:

a^ip^—t^)= F^J (HL) Sie trifft die Harmonikale von J in:

Die Harmonikale des Punktes: ^'«'(a-j-AXa-f-e) ist a*(&+e)
bildet mit der GenMlen (IIL) den Punkt:

VI.

Der Grebe'sche Pnnkt wird erhalten, wenn man Aber den Seit«

des Dreiecks nach Aussen öder nach Innen Quadrate oonstmirt; dto

den .Dreieckseiten parallelen Qnadratseiten bilden ein Dreieck, dessen

Homologiepunlct in Beeng auf das üfdreieck der Grebe'sche Pükt

ist Seine Seit^onnalen sind: 2aF: Xa*. Die ümkreispolare m
G^a fitfit mit, der Hannonikalen desselben Punktes znsanunen, de

Ist die Gerade te. Sie achneidet die Harmonikale von «7 in:

Es ist:

Der hannonisokie Pol dieser Oeraden ist:

Ferner Ist:

*
I
— «ft^ 9

2a}

Der harmonische Pol dieser Geraden ist:

und ihr Umkreispol

:
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Hain: Udber Bildung neuer üjfiHutetriepunkte, 401

Ferner hat man:

~ he{b—e)

Diese Gerade, deren harmonischer Pol:

«

schneidet die Harmonikalc von J iu:

ea{e— a), 1

üb{a—b)^ 1
= a(6*+c*—oft— oc)=

Es treffe AG die i^C in ul„ dann ist:

Der Schworpunkt des Dreiecks A^B^Ci ist also:

Die Mitte Ton sei Die Seiteunonnalen von A' sind:

2F
0,

Cr= 'er» » ~S"~5» -« •

Somit ist der Schwerponkt des Dreiecks A'B^Ci .
.„•^'^

1 ^/i

vn.

Trifft die BC in ^j, so ist:

sehen wir diese Seitenabschuitto, so dass:

CA^^BA^'^

T«u lvhl 86
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402 Hniu: Üehtr Uilduny neutr Syiumftriepuuktt.

80 hat die Normale von auf AC die Lilnge:

£s ist also:

^ = 0, c\ b^'

Die AA^ schueiden sich also im Punkte ^^^t*^. Obwol dieser

Punkt von der sechsten Dimension ist, so werden doch einige nie-

derer Dimension von ihm abgeleitet. So ist z. B. die llarmouikalo

dieses Punktes, sie trifft die Harmonikale von J in:

und die Harmonikale von G in:

Der Umkreispol der ist:

Die Verbindungsgerade der Punkte b^c^ und b^c- (III) ist a\b~c),

sie trifft die Harmonikale von J in:

bh-\-bc^—aI,^—ac^ =
Dieselbe Gerade trifft die b~c in:

b^(c—a), c—a)\_
c'(a— i), a— b)

\

' '
*"

nnd die b^—c* in:

^X-tl I

- ab^+ac^+ bc^+b^c+b^+c^+ ahc = P„

vm.

Die Gerade b— c enthält alle Symmetriepunkte erster Dimension.

Ihr harmonischer Pol ist:

und ihr Umkreispol:

(a-b)ia-c) = P^i

aHh''c) = P^

Die Gerade Pi^J ist von der Form:

= b^c-\-bc'^— ab*— ac*
b^ic—a), 1

c«(a— 6), 1
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Haim: Ueber Bädung neuer Sgmmtiri^naihti»

Sie trifft die Harmonikale von «/in:

Die >0 trifft die Harmoniluile Ton J ia:

i+c— 2a = P45

vnd die F^J^bß-i^ (U) In:

Die ft—tf trifft die ümkrelBpoIare von J in:

5 hü-^a*5 P47

Die Harmonikalc von P47 ist die Gerade: {ab—c)(fle^b*)^ 8io Bclineidet

die Harmomkale von J in:

(ca— b*){cb—a^), 1 48

Mit der Hannonikale des Grebe'achon Ponktet bildet die 0 den

Punkt:

Die Hannonikale von P^^=^ b-\-c—'2a ist die Gerade —26)

(a-|-6— ihr Durchschnitt mit der Harmonikaien von J ist:

(a+i— 2c)(Ä-f-c— 2a), 1

IX.

Eine der einfachsten Formen der Symnietriepunkte zweiter Di-

mension hat der Schwerpunkt S = Ic Seine Umkrcispolare ist die

Gerade a{b^-\-c^), sie trifft die Harmouikale von G in:

0(ll>+^)9 San6«-ü«)sPtt

Die &/ ist die Gerade a(6— c), ilur harmonischer Pol ist:

bc{a—b) (a—«)s i^,

und ihr Umiureispoh
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404 Hain: (Jeher Bildung neuer S^mmeirie/ntukte.

a{b^c){a^+<Uf'{'a€—bc) =.-Pm

Dieselbe Gerade a{h— c) sdmeidet die h'\-e in:

= 2ahc—aH'^a^c^aL*'-ac*+b'c+b<^s

und die Harmoiiikale von J in:

= ab-\-ac— 2bc = J*^
«), 1

Wird das Inkreiscontrum Jmit den Eck<'n A vorbundcu, so entstehen

die Dreiecke JiJC, deren Schwerpunkte JSa seien. Es ist dann, wenn:

gesetst wird:

2F 2F

B =0, hh, 0

C =0, 0, hc

Der Schwerpunkt des Dreiecks SaShSe ist dann:

Wird in dieser Coustructiou (r statt o/" gesetzt, so siud die dreifachen

Scitennormalcn des Schwerpunktes Sa des Dreiecks BGC;

2aF 2hF . 2F 2c F 2F

Der Schwerpunkt dieses Dreiecks SaSbSc ist:

Dieselbe Construcdon allgemein für den Punkt P, dessen Seitemior-

malen pa sind« ausgeführt, gibt:

P =pa^ pbj Pe

B 50, Ao, 0

C 5 0, 0, he

8a=Pa, + pc'\~bc

8' = ^pa+2ha

So erhftit ma^ a. R ftr Psi«««sP9 (HI.)

3pü+2has ^(5^+2a6+2ac) = P^
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Hain: üeber BüduHg nmer ^mmttnt/mitkH. 405

Ferner ffkc Ps fte— 5 P„ (VTH,)

Spa-\-2ha = Äc(9a*c—5a»— 26»— 2c>) = P.59

Wird = &c(öa-+2i^+2(") mit S verbunden, so entsteht die

Gerade a(fi*^e*)\ sie trifft die Harmonikale Ton J in:

Trifft die Normale von 8 anf BC diese in so ist:

4- c2_ 3a»+ —c*

Die Scitcnnormalcn von sind:

3o8-|-^8^c« 2F 3a»+c»-6» 2f" 6a '06* 6a ' ae

Der Scliwerpuiikt des Dreiecks A^B^C^ ist:

1^ 1 = a(66V+a*6*+aV—A*— e*)s P„

Eine der einfachsten Formen unter den Symmetriepunkten dritter

Dimension ist: be^b-^-ey^ dieser Punkt ist das Inkreiscentrum des

Utttendreiedcs und wurde zuerst von Spieker untersucht £s sei nun

ksbe{b+e); wird k mit dem Punkt b+e^P» (V.) verhunden, so

ist a(b'-~e){a+b)(a+€) die Form dieser Yerbindnngsgeraden; ihr

harmonischer Pol ist:

Die Harmonikale von h ist die Gerade a{a+b){a+cy, sie trifft die

Pfok = a{b— c){a+b){a-^c) in:

\bib+e){b+ a), b{e—a){b+ c){b+a)
, , « x—

p

|c(e+o)(0+6), c(a—6)(«+a)(c+6). *•

AK trifft iiC in .4,, dann sind die Coordiuaton von ^1^: 0, oc(a-(-e),

a6(a-{-6) und die Seitennormalen:

^ac(a+c)P
a6o(2ä-f6+e)*



406 Hain: üeher Bildung ntufr Symmetriepunicte.

Der Schwerpunkt des Dreiecks A^BiC^ ist:

Femer ist:

VerUuschen wir mit CA^ , so erhalten wir auf BC den Punkt

80 dass:

2n + * ~ 2a+6+c
Die Normale von auf >4C hat die Länge:

. a(a+*) 27^ 2F

Somit ist:

y|j = 0, c(a+i), 6(a4-c)
oder:

u4j = 0, ac(o+i)(6+ c), ab(a+ c){b+c)

Die treffen sich in:

bc(a+b){a+c)~P^

Die Harmonikale dieses Punktes ist a{b-{~c)] sie trifft die b— c in:

XI.

Das ümkreisccntrum hat die Coordinaten:

Man findet:

= bc(b*^c*)

Der harmonische Pol von UG ist:

o(a«-Ä*)(a*-c*) = />e7

I7(r trifft die ümkreispolare von G in:

ai(a»— 6«), ab
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Hain: Ueber Bildung ntuer Synunttriepunku, 407

ferner die Gerade b'^—c^^P^J (II) in:

imd die Harmoaikalc voa J in:

= a(4+c)(4«+c«—a«-.4c)=

Die Harmonikale von ü ist die Gerade 4c(a*4"**—c*)(a'+c*— 6*);

ihr Umkreispol iat:

a(2a^i^+2a^c*—26V+Ä*+c*— 3a*) = P^^

Dieselbe Gerade trifft die Harmonikale von O In:

XIL

TreffiBn die Äusseren Bernhmngskreiae des Fnndamentaldrolecks

die i^C in iltf *o

Die yl^l, treffen sich im Pimkt bc{b-^-c— a). Der Schwerpunkt des

Dreiecks A^ß^C^^ ist:

6a ca

Wird dieser Punkt mit (i»—c)(6+c— a)s (V.) verbunden,

so folgt:

(e+a){c+a—b), («—a)(c+o—*)

Der barmonische Pol dieser Geraden ist:

(Ä^c—a)(iS— a6) =S P^

Tertaisdieii wir BÄi mit Cd|, so dass:

a-{-c—

6

2~' a-|-&—

g
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408 Bain: tMer BUduug nmar ß^mmUrkinmkla.

BO orbalten wir als Sclmittpuukt der AA^:

xm.

Der Höheoponkt des Fandamentaldreiecks Ihat die CooidiiuiCeii:

cosjS cosy. Sind die HöhenfasspaDkte, so Bind die Seitenaomialea

von A^iOy A,{Cos/, hacosß. Der Schwerpniüct des H0henfii88pii]ik&-'

dreiccks ist also:

Die Harmouikale des Ilülieupunktcs ist die Gorado co8o = a(Ä*+

c*— o^), sie trifft die Harmouikalö vou J ia (6—c)(6+c— (V.).

Ist Hm die Mitte von AA^^ so sind die Seitennormalen von H^i

FF F

Der Schwerpunkt des Dreiecks Ha Hb He ist:

i + +£^S a(a«6«

+

a^c^+ 4^»V- - c*} = P„

"Wenn wir die Höhen über um a' bis verlängern, so sind

die Seitennormalen von A2: — a\ (n'+Äa)cosy, {a'-\- h,i)cosß. Der

Schwerpunkt S' des Dreiecks A^B^Cg ist: — a'+(6'-J-A») co»y+
(c'+Mcos^. Fttr a'-» p^A« wird:

5'i= a(6+<?)(4ic+««—5«— <J«) = P78

Fttr a'=a— erhalten wir in 8' den Schwerpunkt des Fondir

mentaldreteclcs.

XIV.

Sind Ai die Ecken des HOhenfnsspnnktdreiecks, so ist: BA^ —
ccosA CA^ = beoBY. Vertauschoo wir diese Seitenabschnitte, so er-

halten wir anf BC einen Punkt Jt, so dass BA^ ftcosy, CAg —
ecos|l vnd A^sO, eßconßy ft'cosy. Die AA^ schneiden sidi in:

äVcos rt = bc^b^+c* - a*) = jP^g

Die Seitennonnalon von A^ sind: 0, ccos/?siu}', 6cos/8in/?; der

Schwerpunkt des Dreiecks A^B^C^ ist:

eoo8a8iny+6cosctsin/95 cos«s aCdH^X^-«^*) s Ae
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Es ist:

cosy, cos y

Diese Gerade trifft die Harmonikale von U in:

(<?•— a*) cos y 008 o, C08 y cos a

(a*— 6^)cosacos^, cosocos/^

Ist P ein Sj mmetriepunkt des Fuudameutaldreiocks
, ;>„ seine

Normale auf 13C und ist P' derselbe Symmetriepuukt für das Mittel-

dreieck des Fuudanientaldrcicckfl, pa dio Normale von F' aof B0\
80 findet man aus der Figur:

Setxen nir js^ a« d. b. bestimmen wir den Grebe'scben Pankt des

UittemMecks, so ist dieser;

Die Harmonikale dieses Punktes a{a*+b^]{a^+c*) bildet mit der

Barmonikaien von J den Pmodct:

c(c«+a^>(c^+n 1
i

= ^^ +' ^
(63-c>+ a«5-aM =

Die SeitcDuormalea von = 5c(Z»^+c*) sind:

2bc{b*+ c*)F 2F.

Selsea wir also:

ud bestimmen den Punkt des lüttendreiecks, so ist dieser:

Ebenso erimlten wir:

Ai' = i
- ^'^^t'' = Äc(2a«+36«+3c») = Pas

o. s. w.
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410 Hain: ütber BUdung neuer S^mmetriepunkte,

Die Seitennormalen von 6+<; = P,q (V.) sind:

also isl:

XVL

Sind Pf P* Symmetriepankte« so ist der Halbümogsininkt, wie
jeder TeApuikt der Strecke PP* Symmetriepiuikt So ist z. B.

der HslIiiruQgspiuikt der Strecke zwiscben dm Inkndscentniiii und
Schwerpunkt:

+£= bciU+b+c) = r„

Ebenso sind die Mitton von G und «/, K and Ji

^ + I
. S Je(2a+Ä+c) S

IMe Seitennormateii fon a Pm (V.) sind:

Die Mitte von P^ nnd J ist hiermit:

3aft+8ae+4te+^+0*= P^

Ebenso sind die Mitten Ton P^ß nnd Pio&:

6c(5o^>+5ac+2^»c) = P^

Die Seitennormalen von ('«'sPg (III) sind:

Somit ist die Mitte von nnd Si
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XYIL

YerilBgert man die Höhe von A anf BCflber ihren Schnittpunkt

Ag mit dieser Seite his so dass — a' and rieht man durch

Af m BC eine Parallele; so hUden diese normalen auf die Hdhen
ein Breieck, das dem Urdreieck ähnlich ist Wenn die Normalen in

Bf und auf uud CC^ sich in A^ schneiden; so ist, wie aus

der Fi^r unmittelbar erkaimt wird,

wenn UUh die Seitonnormalen von A^ bezeichnen. Es ist also:

A^l, 0, 0

A^ trt, — h\ — c'

AA^^ c' th—

Die AA^ sdmddea sieh im Pmikte a^ Dieasr Poakt ist somit der

Homologiepuukt der Dreiecke ABC^ A^B^Cy

Fttr a'— 6+«—« erhalten wirs

Setzen wir

, 2F

so ist:

Sind die Coordinaton, pm die Seitennonnalen des Punktes so ist:

Setst nuuk — p^-hp*^ so erhalt man den 8|]rmmetriqmiikt:

So bekommen wir aas aV» (III ):

ans 3s a«:

a(b+e) = i>„

Setzen wir o' = p^-^pc — so erhalten wir aus 6VS Pj:

aM5 i>M

aas Asae:
«64*00—6e5
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412 Uaim ütbet Büdmg neuer Sjfmnuiri^^iHkta,

Für a' bekömmt m«i den Symmetrieponkt:

Ist h — ^e*, 80 erhalten wir:

(a«+6»)(a«+c«) = /'ioo

Scblieselich sei noch bemerkt, dass durch diese Constrnction mittelst

der Höhen des Dreiecks alle Syninii triopankte erster Dimension er-

halten werden, indem man a = (pa -\- ri'b -{- ri'c m setzt, wo <]p,

numcTische ConstantcD und m oiuo von o, 6, c uuabhäugigc gegebene

Strecke bezeichnet.

XYIU.

Ans dem Vorhergehenden erhellt, dass die Anzahl der so gebil-

deten Symmetriepunkte sich leicht vermehren Hesse. Im Nach-

stehenden sind die Synmietriepuukte, deren Construction hier auge-

gebeu worden ist, nach ilirer Dimension geordnet. Die arabischen

Ziflfcrn bedeuten die Nummer des Punktes, die römischen den Para-

graph, in welchem die Construction dieses Punktes augegeben.

Paukte erster Dimension:

b+e s y. 20

b+o—a = XVII. 94

Punkte zweiter Dimension:

(b+e)(^ia+b+e) 5 IL 1

(a+Ä) = n. 4

ab+ ac+ 2öc—b^--(^ S II. 6

a(*+c—a) = IV. U
b^+t^^^t^+ab+ae-^Sbe = lY. 15

ft«— «J» 5 17. 17

l,i^c*—2a* = IV. 18

(6—c)(i+c-a) = V. 23

a(6 -e) = VL 28

a(b+e^2a) = YL 31

= Vn. 40

(a—^)(a— c) = Vm. 42
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Hain: L'ebtr Bildung neuer Sjfmmetnepunkte.

be— a* = VIII. 47

(i— c)(6+<j— 2a) S VIII. 50

SIX. 65

lh+e)(b+e—2a) 5 XIL 78

= XVI. 88

M+ 3ac+Uc+ b*+e^ ^ XVI. 90

(a+6— c)(a+ü— 4) 5 XVIL 95

»xm97
= XVU. 99

Punkte dritter Dimension:

(a+b) {a+ c){b+c— 2a) = II. 5

= II. 8

a6«— c» 5 III. 11

5 y. 21

a(a-f Z»— 2c)(a+c— 26) = VI. 30

a(a— Ä) (a— <r) = VI. 32

—ab—ae) = VI. 33

= VU. So

ofc« -f ac*+ bh+bc'+b^+c^+abe »m 41

a^ib— c) = VIII. 43

ih^ c) (2a^+a6+«?— 6c) = VIII. 44

(a—d) (a

—

e){b+e-- 2a) = VUL 46

(6—e)(6e—a«) = Vm. 48

rt ( a/y -|- rtc— 2^) = VIII. 49

2ahc— 0*^»— a*r

—

ab*— ac^-J" 6-c+6c* = IX. 54

6tf(5a+26+2c) = IX. 66

(*+e)(6e—a«) = DL 60

2a6<r+ a*b+ a«c— a6*—«c»—5c*— X. 66

o(/,i-^c»— 2a>) = XI. 68

a(a+6)(a+c) 5 XI. 69

6c(4a+&+e) 5XVL87
6<r(2a+ Ä4-c) = XVI. 89

(6-f c) (3tt^+ 4- f^)+ 2ö6c = XVI. 92

Punkte Yierter Dimension:

(a«— 6«) (a*~r«) = II. 2

a(a—e)(a+6)(a+c) = IL 3



414 Hain: Ueber Bildung neuer Symmeiriepunkte.

(a—d) (a— c) (o -1- &—

,

= II 7

= IIL 9

5 in. 12

s nL 13

a)t = IV 16

(aJJ-|-^,2_2c«)(a«+c»- = IV 19

s V. 22

ibe+ba-'2ea)(ea+eb

^ VI 35

b^c -\~ bc^—ah^— ac* = VII 39

be{fl— b){a— e) » IX. 52

5 IX. 53

= IX. 57

== IX. 58

bc{b+c){b+e—2a) S X. 63^^am m^m W
te(a-|-«)(a+0) s X. 65«itav Alk»

s XI. 70

d<?(o+6--c)(a-|-c— Z») = XII. 75

a (Ä+ c) (4ä<?+ a«—

—

S XI II. 78

s XIV. 79

s XV 82

= XV 84

= XV 85

= XV. 86

4-500+260) 8s xvr 01

ft0(a6-|~<i0-{-4^c) = XVI. 93

= XVIL 96

5 XVIL 98

(a«+6«)(a«+c«) 5 XVIL 100

Paukte fanfter Bimension:

heib+a){ab+ae+2be) s III. 10
(i+<,_a)(Äe+te—fl«-a«)(<w+i*—a»— V. 24

{b+c)iab+ac+2bc)i'6al+'6ac+2bc) = V. 25

— c) S V. 27

«(*»+0»)(*«+««+2«») s TL 34
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Uain: (Jeher Bildung neuer Symmetriepunkte.

= VII. 37

o(M+ c*— a*) = VII. 38

= IX. 51

beigäbe— 5a»— 2^.3— 2c=») = IX. 59

o (6ä* + + aV— Ä*— c*) = IX. 61

bc{a— b){a'-c) {b+ c) = X. 62

ic(Z.+ c)(2a+ i+ c)(2a+ 3A+ 3c) = X. 64

0(0=^— A»)(a«— c2) = XI. 67

a ( 2a« + 2a« — 2^* -f i<+ - 3a*) = XI. 71

a(Ä«— c«)(A«+c»— a«) = XI. 72

ib+ c— a) (6»— o^) (c«— ab) = XII. 74

a{aH'^+ a^c^+ Wc^-b^— c^) = XIII. 76

0 (a*Ä« -i- a« c«+ 4^»« —M— <:*) = XIII. 77

a(Z.»+ c«) {b^-^-c^-a*) = XIV. 80

(fc»
+ - 0«) (i^+ c»- 2a-) = XIV. 81

c«) (^.»— c3+ a«6— aM = XV. 83

Wien, Juni 1875.
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XXXVL

Die Fimdaiiieiital-Gleicliiiiigeii der nieht-enUidiseiiea

Trigonometrie a«f olementareiii Wego aligoleitet

Von

Herrn Dr. Morim Räthy^

Profe»»or an der Univertitftt Klaatcnburg.

1. Die Definitionen, Axiome nnd PoBtalate, welche der nicb^

euklidischen Geometrie (in einem homogenen Raame Ton drei JÜia»

siouen) zu Grunde liegeu, sind von dreien derselben abgesehen iden-

tisch mit dcnjeuigeu, auf welche die euklidische aufgebaut ist Di*

Definition, das Axiom und Postulat, dereu Gültigkeit dahin gestellt

gelassen wird, sind bekanntlich der Begriff des Parallelismus, tUs

Parallelen-Axiom uud das Postulat von der Geraden ; und zwar siebt

man von den ersten beiden vollständig ab und formulirt das Postuiat

von der Geraden auf die Weise, dass wenigstens durch zwei solche

' Punkte, dereu Abstand kleiner ist als eine gegebene Grüsso, nof

eine Ck^rade mOgUch sei.

' *
2. Wir wollen uns einen Raumteil von der Eigeuschaft ^

'••grenzen, dass durch je zwei Punkte desselben nur eine Gerthe

.
möglich sei. Innerhalb eines solchen Raumteils werden vor AUei"

-
' folgende Sätze gelten:

„ ^ ]J. • Der Satx von der Oleichbdt von Scheitelwinkeln.

'jjf'jj^^tf. Die Sätze von der Congrucuz ebener geradliniger Dreieck»

r ' . UL Wenn die Bögen AB und AC eines Kreises ebenso grosw«

Centriwinkeln entsprechen, als die B^en JUi' nnd

elnefl andern Kreises, dann hat man

AB iAC" Arb'iAC'
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TrufOiMUMtrie auf eUmenlartm Wege ab^kiUU 417

IV. Die Sätze von der Geraden, die auf zwei sich schneidenden

Geraden senkrecht steht, und die [Jmkehrangen derselben.

Y. Wenn zwei Gerado auf derselben Ebene senkrecht stehen,

so liegen sie in ein» Ebene.

Wir haben diese Sätze angeführt, weil die spätem sich auf die-

selben stützen j die Beweise dürfen wir wol übergehen.

8. Wir wollen uns im folgenden die An^be stellen, die trigo-

nometrischen Fnndamental-Gleichnngen lOr rechtwinklige geradlinige

Breiecke abzuleiten, die innerhalb eines Ranmteils Ton der Eigen-

schaft liegen, dass ein beliebiges innerhalb des Banmteils gelegenes

geradliniges Dreieck höchstens einen rechten Winkel besitzt Wir
nehmen uns vor diese Aufgabe zn lösen ohne den Ranmteil zn ver-

lassen, und setzen demgomäss ein für allemal fest, dass all unsere

Constructionen im folgeudon sich auf ciucn Kaumtcil von der soeben

ausgesprochenen Eigenschaft bcschrauken. Die Existenz eines

solchen Raumteils folgt daraus, dass widrigeufalls das Postulat von

der Geraden selbst in der modihcirteu Form (1) nicht bestehen könnte.

§ 1.

Form der Fnndamental-Gleichnngen.

1. Es AGB irgend ein Winkel; wir errichten aus den Punk-

ten A' und A" des einen Schenkels OA die Geraden A' B' und Ä'B"
senkrecht auf den andern Sehenkel OB (resp. dessen Verlängerung).

Man denke sich dann, dass die entstandene Figur um OB als Axe
eine volle Umdrehuug ausführt: dabei beschreibt OA eine Kegel-

flache, die Geraden B'A' und B"A" beschreiben Ebenen, die Pnnkte

A* nnd Ä' Kreise. Bezeichnen wir dann die Peripherie eines Kreises

Yom Radius r mit or, so besteht der Satz:

oB'Ä' :o OA' = oB"A":o'OJ!'

0er Satz reducirt sich nemlich , mittelst Abwlckelnng der durch OA
beschriebenen KegelflAcfae anf eine Ebene, anf den Satz in.

Der Lehrsatz erlaubt uns obiges Verhältniss als Function dos

Winkels AOB = aufzufassen. Bezeichnen wir diese Functioiv mit

/(a), so haben wir für ein beliebiges rechtwinkliges Dreieck mit^d'igB^'^
*'

Seiten abc aud den gegenüberliegenden Winkeln A^B'^dO^ die^B^^^^I
tionen: n

TL oaiobzoe^fiA)if(B)il

2. Es sei BB'B" eine Linie, deren Punkte in gleicher Ent-

fernung liegen von der Geraden AA'A"'f die Punkte A^A\A" seien

TaULVUL f7
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418 BUhpt DU FundawutUal-GUickmi^ai der nickt-enkUducktM.

geradezu die Projectionen der Pankte B'^ Bf'. Bexeidmen wir

dam ciMa Bogin BB* mit BB^^ so bat man dea 8ats:

BBf'.BBf ^ AJ^\Ä^

Dir 8alB a^giebt aldi iMitttalliar, wena vad 27 dn gemda-

lehalttidies liiaa babeB iL a. w. — Er eriaabc ims daa YerblllB«

BB'iAÄ als Function des Abstandes a der Linie BB'£>' Ton der

Geraden AA'A" aafzaüasseiL Bf7f>?^bHMW wir diese FuactiOA nui

9(a^ so haben wir also:

3. Es sei BB^ eine Linie gieicben Abstandes (a) tob der Ge>

iiadsB AA' and ÄA' gendesa die ProjectieB toii BBl'\ sei fam
BC seümsbt anf A'Bf. Denkt man deb, das Yiereck BB^A'A labe

dne ToUe Umdrehung um A'B^ als Axe aosgeAlhrt, so bat msa

TUk. 0BC1 oAÄ! — 9>(a)

Dieser 8ats wird aemlicb» mittelst Abwidielnng der dnrcb AB \^

scbriebenen Cyttoderfllebe auf eine Ebene, anf den Satz YIL. ndr

cirt (Die Abwickelbarkeit selbst folgt daraus, dass die Erzeugenden

auf derselben Ebene geniu-echt stehen, mithin n|u;h V. je zwei in eiiiff

Ebene liegen).

5. Man riebe die Diagonale BA! des obigen Yiereeks BBfJ^^

Dann bestehen nacb Tl. die Oleicbongen:

oBC-^oBÄ'f{BA'O
0AA'^0BAfAABA')

daher durch Division:

oBCioÄÄ' SB/(BA'C) if(ABÄ)

folgücb mit Bertteksichtigmig Yon Yllb.:

f{ßA!0 if(ABA') i- tpiß)

Wir haben daher ftr efai beliebiges recbtwhüdiges Dreieck (wenir

steas innerbalb des begrenslen Baames), wenn man die Sdten nit

obe^ die gegenüberliegenden Winkel mit A^B^^ bezeichnet*):

/(900— ^0) ;/(i^) — 9(a)

•) Die Entwickclungcn 2—5 incl. sind im Wcaeutlichen denen von J. ^
lyiti Appendix, cientiAn tpAtii abtolute veram cxhibeu etc.'* % 86. f

nachgebildet.
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§2.

Die Functionen /(«) nnd ^(s).

1. Die Function f(x) bestimmt sich durch Uebergang auf un-

endlich kleine Dreiecke, indem man der Aeihe nach folgende Sitze

beweist:

a) lunerhalb des abgegrenzten Raumteils ist die Hypotenuse eines

jeden rechtwinkligen Dreiecks grösser als die Kathete^

b) Eb mo88 iBr genflgend kleine Werte von r die Beihe gelten:

WO a^oadg . . . Coustanten bedeuten und zwar oj ^ 4 ist

c) Itt c die Hypotenuse eines recbtwinkligen Dreiecks, ferner •

eine Kathete desselben und A der gegenüberliegende Winkel,

so ist für unendlich abnehmendes c

/W)-lim^

d) Die Winkelsumme eines geradlinigen Dreiecks convergirt gegen

180^, wenn die 3 Ecken sich unendlich nähern.

e) Bezeichnet mau die Seiten eines recbtwinkligen Dreiecks mit

aZ>c, die gegenüberliegenden Winkel mit A^B^dQP^ 80 hat

für verschwindendes c

lim

f) Besteht zwischen 3 Winkeln die Relation:

CAJi' -» CAB-^-BAB'

constroirt man femer

CB senkrecht auf ilB; BB' senkrecht auf AB'

CC seukiecht auf AB'\ BD senkrecht auf CC
so hat man fOr verschwindendes ACi

^AO^^Bc'^Ää'^^ÄB^Ää
Der Satz a) besteht, da sonst innerhalb des abgegrenzten Baumes

ein Dreieck mit zwei rechten Winkehi sein mtlsste, gegen Yorana-

Setzung. Die Obrigen Sätze ergeben sich dann der Reihe nach ftst

Yon selbst

Die Sätze c), d), e) und 0 Sprechen aber aus, dass /(«) den

beiden Functional-Gleichungen genflgt:
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420 Jtitkjf: DU Fundamental-GUiekungm der mcki'eukUdu^em

woraus folgt, dass

wo h eiue Coustante bedeutet.

Die Gomtante h bestimmt sieh endlich aus der Bdhenentwicke-

Inng fiBr nesin/ix^) and darans, dass /(9C^) *-i 1. In Folge davon

ist nemlich

also A-j^

2. Beseichnen wir nach alledem hx^ = n = |, so hat man

ttr ein rechtwinkliges Breieck, dessen Seiten abe nnd gegenftber-

liegende Winkel oß^ siud (immer noch innerhalb des abgegrenzten

Ranmes):

YIIL oaiobioe ^ Mmaithkßil

Cosa: sin^ » <p(a)

^ cos/):sina —
3. Zur Bestimmung von (p{x) beweisen wir die folgenden zwei

Hülfss&Ue:

1. HfllfiMats. Für einen Kreis vom Badins r ist

wo C eine Constantc bedeutet

Sind nemlich o, ^, c die Seiton, ^ die gegenttberliciieiideii

Winkel eines Dreiecks, so wird nach VIIL and DL:

ob 0«sin^

^a) « cos«: sin/)

Mnltiplicirt man diese Gleichungen mit einander, so hat man

1) 069(0) i— 00 COStt

Nimmt man die Relation hinsn

2) aa ^ oosins

und qnadrirt und addirt die Oleichungen 1) nnd 2), so hat man
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Trigonometrie auf elementarem Wege abgeleitet» 421

Nun verändert sich die rechte Seite dieser Gleichung nicht, wenn

mau a mit b vertauscht; man hat daher

mithin ist

2. UüIfssaU. £8 ist

Ifan siehe zum Beweise dieses Satzes dne Strecke AB^e^-^ef

und teile die Strecke im Punkte X), so dass = c,, DB ^ e^.

Man errichte ferner in die Gerade />C senkrecht auf AB und

verbinde C mit ^ und i/. Man bezeicbuo endlich BC « a, = 6,

2]9»e, DC^m, Winkel J9C1>» Winkel jiCD =: C^.

Man hat dann nach VIIL:

1) omsinCi ^ oe^%\hB

2) omsinC^ = sin j4

3) Ol» oasin^

4) om -a oftsinil

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt nun fUr ein schiefwinkliges

Dreieck:
oaiob = sin ^-1 : sin B

folglich hat man auch

5) oaioe^mAi^C

Mnltiplicirt man andererseits 1) und 2) mit cosCs resp. cosC^ ond
addirt dieselben, so bat man

6} om sinC = ocj sinjy cosCj -j- oc^ sin^ cosC^

Fenicr folgt ans 3) ond 5)

7) (»n sinC oasin^ sinC «*• oesin^ sini^

Man erhält daher, indem man 5) and 6) gleidisetzt und durch

sin^sini? dividirt:

cosCg cosC\

^-*^»sin^+^'^^iä]»

Diese Gleichnng spricht aber mit Berücksichtigung von IX. den zu

bewdsenden Hfllfssatz aus.
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Di« beiden HAlfsaAtio reichen war Bestimmnog toh ^(x), bis aif

eine Constante, die unbestimmt bleibt, voUstAndig.aiis. Dieselben

sprechen nemlidi ans, dass ^(a;) der Fnnctional-GieichuDg genOgt:

woraus folgt, dass

wo ib eine beliebige Constante bedeutet Zufolge der geometrisehen

Bedeutung von ^x) kann Jedoch diese Constante blosa reell oder

rein imaginär, keinesMls aber oomplex sein, da sonst das Yerhftltniss

iweier reeller Strecken complez sein mflsste.

Die Fundamental - Gleichungen der nirlit-euklidiBchon Tripono-

metrie sind demnach für ein geradliniges Dreieck mit den Seiten a,

c und den gegcDflberliegenden Winkeln a, /}, ^
siniba : sintt : sittie SS sin« : sin/9 :

1

cosfta S3 cos« : sin/}

coskb = co&ß : sina

WO h eine beliebige reelle oder rein imaginftre Constante bedeutet

Sie werden identisch mit bekannten Formeln der spfaaeriachen Trigo-

nometrie, wenn man k^X setzt, und es lassen sich aus denselbes

sftmmtliche trigonometrische Formeln filr geradlinige Dreiecke auf

dieselbe Weise abieitra, wie man aus diesen sämmtUche spbaeriscbe

abzuleiten pflegt

Die Ottltigkeit der Formeln erscheint bisher auf einen Baumteil

beschrftnkt, innerhalb dessen kein Dreieck mit zwei rechton Winkele

liegt Dies bildet jedoch im Falle eines imaginären k gar keine Be-

schränkung, da dann die Fonneln selber aussagen, dass die Summe
der Winkel eines Jeden Dreiecks kleiner ist als zwei Bechte; fbr des

Fan eines reellen k hiugegen können wir ein beliebiges Dreieck

jeden&lls in solche zerlegen, die unserer Bedingung (genügen, die

Formeln ahf diese anwenden und hernach mittelst Klimiuatiou der

Httlfsgrössen uns von jedweder Beschränkung freimachen.

Klausenhurg, Januar 1S75.
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XXXVIL

JMe rediiroke Polare der IMffereiitlaiGiirTe d«r Panbel

in Besog auf elaeii Krete.

V<m

Jdolf Hoehheim.

1. Die Gleichung der Differeutialcarve der Parabel

»»«j« (1)

ist, wenn zur Constmction derselben die Strecke k benutzt wird,

(2)

Betraditet man jede Tangente dieser Cnrve als Polare beittglich

eines um den Coordüiatenanluigspmikt beschriebenen Kreises

a;»+y«= r«, (3)

SO liegen alle zugehörigen Pole auf der redproken Pohuren der Diffe-

rentialcnrve in Bezug auf diesen Kreis.

Die Gleichimg einer Tangente der DifferentialcurTe am Paukte

(r, y) ist

Bczcichuct man die Coordinaten des zugehörigen Poles mit «|,

yj, SO ergeben sich zur Bestimmung derselben die Relationen
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424 Moehk€iMt Dk rwc^rak« F^lare der Vifferwtiakime

Durch Elimination von m nnd y crgiebt sich die Gleichung

16r«
(6)

d. h. die reciproke Polaro in Besag auf den Kreis (3) ist

ebenfalls die Differentialcnrve einer Parabel.

Beide Diifereiitialcurven haben die Asymptoten gemein, bertthren

sich also in der Unendlichkeit

Die Parabel, deren Differeutialcurve der Gleichung (6) entspricht,

besitzt einen Parameter, der gleich

2. Der Berührungspunkt der Tangente (4) möge kurz durch k

and der derselben entsprechende Punkt der Curvo (6) durch k' be-

zeichnet werden.

Ist die Tangentß mit dem Boriihrunpspunkte k gegeben, so lässt

sich die Lage des Punktes k' mit Leichtigkeit bestimmen.

Man fUlt vom Coordinatenan&ngsponkte anf die Tangente ein

Lot, zieht femer nach einem der Schnittpunkte der Tangente and

des Kreises einen Radius nnd errichtet im Endpunkte anf demselben

ein Lot Der Schnittpunkt der beiden Lote ist der Punkt k'.

Mit Hülfe der Proportionen

kann man sehr leicht dio Coordinaten des Punktes k' construiren,

wt-nn man berticksichtigt, dass 3a- und die Abschnitte sind, welche

vuu der Taogcutc (4) auf den Coordinateuaxeu gebildet werden.

Ans den Gleichungen (5) folgt:

a) Die beiden Punkte k und k' liegen stets auf der-
selben Seite der x-Axe.

ß) Das llechtock ans den Abscissen der Punkte k und
k* ist halb so gross als das ans den Ordinaten dorselbea

3. Aus der Theorie der reciprokcn Polaren folgt:

Die DifTercntialcnrve (2) ist zugleich der geometrische Ort der

Pole, deren Polaren in Bezug auf den Kreis (3) Taugenten der Diffe-

rentialcnrve (6) sind. •

ist

m
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der I^trabel in Bezug auf einen Kreis, 425

Wie sich deinnacb die rcciprokc Polare (6) aas der Differential-

curve (2) ableiten lä8st, so muss sich umgekehrt auch die Difforential-

corve (2) aus der redproken Polare (6) entwickeln lassen.

Zieht man tob einem Punkte rj) an die Bifferentialcnrve (2)

die drei Tangenten, so werden die drei diesen entsprechenden Punkte

der reciprokcu Polaren (6) auf einer Geraden

liegen, welche die Polare des Pauktes (I, i}) in Bezug auf den Kreis

(3) ist

Ebenso lomn man umgekehrt schlicssen:

Schneidet eine Gerado die reciprokc Polare (6) in drei Punkten,

so werden die diesen Schnittpunkten cutsprocbenden Tangeuten der

Diflferentialcuryc (2) dnrch einen Punkt gehen, welcher der Pol der

Geraden bezüglich des Kreises (2) ist

4. Die Tangoute (4) schneidet die Dififerentiaicurve. (2) in dem

Tangentiaipnnkte /, dessen Goordinaten 4dB, — | sind. Constndrt

man an diesen Punkt eine Tangente, so entspricht derselben ein Paukt

/' der reciprokeu Polaren, dessen Goordinaten

iL

sind.

Daraus ergiebt sich: Ist /der Tangeutialpunkt der Tan-
gente am Punkte k der Diffo rentialcurve (2), so ist k'

der Tangcntialpunkt der Tangente am Punkte /' der
reciprokeu Polaren.

5. Constmirt man nm den Ck>ordlnafeBanfangspnnkt ein ^tem
Goneentrirter Kreise und in Bezug auf jeden derselben die reciproke

Polare der Diflferentialcurve der Parabel, so bilden alle diese ein

BOsthervon Diffcrentialcurven, die sich in ihren Rückkehrpunkten

uud Wendepunkten berühren.

Wenn man zn einer Parabel mit Hülfe verscbiedener Strecken

k ein System Ton Differentialcnrven (8) constmirt, so schneiden sich

alle Tangenten derselben, deren Berahmngspunlcte in einer Parallelen

zur y-Axe liegen, in einem Fonkte der JT-Aze.

Daraus folgt:

Constmirt man zn jeder Differentialcurve des Sy-
stems {S) die reciproke Polare in Bezug auf den Kreis (3),
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to lUgei tlle Paakte derselben, welche dem Tangenten-
bflickel entsprechen, dessen Berflhrangspnnkte in einer
Parallelen snr r-Aze liegen, in einer Geraden, welche
ebenfalls der F-Axe parallel länft, nftmlich in der Po-
laren des Kreises, deren Pol der Schnittpunkt jener
Tangenten in der Jt-Axe ist

6. Setst man in Gleichung (3)

so geht die Gieichang (6) der redproken Polaren über in

d. h. beschreibt man den Kreis (3) mit der Normaleh der
Pifferentialcnrve, die dnrcb den Goordinatenanfangs«
pankt geht, als Badins, so f&llt die reciproke Polare in

Besttg aif denselben mit der DifferentialenrTe (2) sn-

sammen.

Der Tangente an einem Punkte k der I>iiBrentialcarve entqiricht

demnach ein Punkt k\ der mit k auf demselben Teile der Curve

(3) Uegt

Die beiden Punkte k und mögen kurz als reciproke bezeichnet

werden.

Ist einer dieser Punkte gegeben, so lassen sich die Lage und

die Coordinaten des andern leicht nach den in 2. angegebenen Ke-

geln bestimmen.

Daraus eigiebt sich: FftUt man von einem Punkte der
DifferentialenrTe (2) auf die am reciproke n Punkte ge*
zogene Tangente ein Lot, so geht dasselbe stets durch
den Goordinatenanfangspunkt

Fällt man vom Coordinatenanfangspunkte auf jede Tangente der

Diiferentialcarve (2) ein Lot, so ist der geometrische Ort der Scheitel

der rechten Winkel eine Fusspunktencurre der Düferentialcurv«^

deren Gldchung

(e+nV-fQ^pin" (10)

ist Dieselbe besitst im Goordinatenan&ngspuhkte ekien dreifiMhea

Punkt, der ans der YeremiguQg Ton swei Knotenpunkten und einer

Spitie entstanden ist
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der ^rabtl in Bezug auf einen KreUm 427

Jede Gerade, welche durch den Coordinatcnanfangspunkt geht,

Bcbncidet ausser in diesem die Fasspunktciicurve uur noch in einem

reellen Punkte (/).

Zieht man demnach durch den Coordinatcnanfangs-
punkt eine Gorade, so sind die Schnittpunkte derselben
mit dep FusspHnktencnrve zugeordnete harmonische
Punkte ZB den beiden Punkten« in welehen der Kor-
malenkreis von der Oeraden geschnitten wird.

8. Verbindi't man die rcciproken Punkte eines Berührungs-

punktes (ar, y) und seines Tangentialpunktes durch eine Gerade, so

ist dieselbe nach 4. ebenfalls eine Taugente der DifferenÜalcurve.

Bezeichnet man die Neigungswinkel dieser Tangeuten gegen die X'
Aze mit ip und tp^^ so findet man

tg^tg^i — — 4.

Das Product der Tangenten der Neigungswinkel
dieser beiden Geraden gegen die X-Aze ist constant.

Ausserdem lassen sich mit liOichtigkeit folgendo Resultate al^-

leiten:

tt) Legt man .an reciproke Punkte der Differential*

curTo der Parabel Tangenten, so ist das doppelte Pro-
duct der Neigungswinkel derselben gegen die JT-Aze
gleich der Einheit.

ß) Constrnirt man die Normalen in reciproken
Punkten der Diffcrontialcurve der Parabel, so besitzt

das Product der Tangenten der Winkel, unter welchen
diese gegen die JT-Axe geneigt sind» einen constanten
Wert

y) Das Rechteck aus den Subtangenten reeiproker
Punkte, sowie das aus den Subnormalen besitzt einen
constanten Wert und zwar ist das erste viermal so gross
als das zweite.

9. Gegeben seien die Coordinateu omes Punktes der Diflferen-

tialcurve x, y. Constrnirt mau au dem reciproken Punkte desselben

die Taugente uud die Normale, so findet man, dass die Längen des-

selben ausgedruckt durch die Coordinaten dos ursprOnglichen Punktes

sind
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428 Hochheim: Die reciproke Polare der D^erentialcurve

Daraus folgt:

NiT'^xiy (11)

d. h. Normale und Tangente eines Pnnktes der Differen-

tialcurvc verhalten bicli wie Abscissc und Ordinate des
reciproken Punktes.

10. Gegeben sei ein System ?on parallelen Oeraden, welche die
' Differenttalcorve schneiden. Eine derselben mdge der Gleicbnng

ny+ix—l-^k^^O (12)

entsprechen, dann ist für alle das Yerbältniss ^ constant Da die

drei Tangenten an den Punkten, welche don Schnittpunkten einer

Oeraden reciprok sind, sich in einem Punkte schneiden, so folgt:

Die Mittelpunkte der Tangentoubflschel, welche einem
Systeme paralleler Goraden entsprechen, liegen auf

einer Geraden, die durch den Goordinatenanfangspnnkt
geht

11. Zu»ht man in den Schnittpunkten einer Geraden und der

Differentialcurve Tangenten an die h tztore, so liegen die zugehörigen

Tangentialpuukte in einer Geraden, welche die Begleiterin der nr-

sprttnglichen Geraden genannt wird.

Gegeben sei eine (Icradc G und die Begleiterin derselben G*.

Coustruirt man an die Differentialcurve die Tangenten in den Punk-

ten, welche den Schnittpunkten reiiprok sind, so bestehen zwischen

den Coordiuatüu der Mittelpunkte der beiden Büschel die beiden ein-

fachen Belationen

2:^1 1

12. Zieht man von dem Punkte (i, ?/) die drei Tangenton an

die Ditl'erentialcurve. so ist die Gleicliun«^ der Geraden, welche durch

die drei Puuktc geht, die den Berührungspunkten reciprok sind,

dagegen ist die der geraden Polare des Punktes (|, i?) in Bezug auf

die Differentialcurve

Daraus folgt: das Product der Tangenten der Nei-
gungswinkel dieser beiden Geraden der JT-Axe ist con-
stant, n&mlicb gleich \,
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dtr Pareibei in Bezug auf Minen Kreis, 429

13. Von dem Puukte rj) seien drei Tangenten an die Diffe-

rentialcurve gezogen. Die Germle G möge durch die drei Punkte

gehen, welche den Berührungspunkten reciprok sind. Betrachtet man
die Gerade G als gerade Polare der konischen Polaren des Punktes

(I» v)t ^^<>'h'he durch die drei Berührungspunkte geht, so ergehen sich

zur Bestimmung des zugehörigen Poles (l^, i/^) die beiden Gleichungen

Lft88t man demnach den Punkt auf einer Ge-
raden fortrflcken, die durch den Goordinatenanfangs-
pnnkt geht» bo bleibt die La o des Punktes (Iti^) un-
verändert

Elimiuirt man das Yerbültniss ^ aus diesen beiden Gleichungen,

80 ergiebt sich

Erteilt man demnach dem Punkte alle möglichen
Lagen in der Ebene, so rückt der Punkt %) auf einer

Parabel fort, die sich symmetrisch zur JE-Aze aus-
breitet

14. Construirt man zu allen Punkten der Geraden G die ge-

raden Polaren in Bezug auf die Differentialcurve, so werden dieselben

von einer Parabel, welche die Polokonik der Geraden G genannt

wird, eingehüllt. Geht die Gerado G durch die drei Puukte, welche

den drei Berübrungspuuktcu der Tangenten, die sich von dem Punkte

(I, fj) au die Differentialcurve ziehen hissen, redprok sind, so ist die

Gleichung derselben:

demnach die Gleichung der Polokonik

8|i|
,

4|«

Der Parameter der Polokonik ist demnach nur ab-

hftngig von der Abscisse des Mittelpunktes des Tan-
gentenbüschels und zwar ist er dem Quadrat desselben
proportional.
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430 äoehheim: Die rtdproke Polart der D^tarttUüäeurue tie»

Betrachtet man in der Gleichung (17) | als variabel, rj als con-

stant, 80 ist die Gleichung der Euvoloppe des zagehörigen Parabel-

systems

oder

.--i^ (18)

Gleitet dennacli der Ponkt (f,i|) anf einer Parallelen
snr X-Aze fort, so werden die sngehOrigen Polokoniken

^dMngehallt Ton der JT-Aze nnd einer Parallelen zur
IT' Aze.

Magdeburg, im April 1876.
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XXXYUI.

MiseelleiL

1.

nMUufoiMtiim iir VmmMmt

Et soll cUe Fonctioii

y

in welcher X eine constante, aber von NnU verschiedene, nnd n KnU
oder eine ganze poBiti?e Zahl bezeichnet, in der Form

dargestellt werden.

Ich habe diese Aufgabe bereits im 59. Bande dieses Archivs «if-

gelflst, aber vor Kurzem ist mir eine vid dn&chere LOsang derseibea

Aufgabe geglückt, ich erlaube mir hier dieselbe mitzuteilen, nnd dies

um 80 mehr, als sich bei der froheren Auflösung ein kleiner Fehler

in die Kechnung eiuschlich.

Es ist

wie sich leicht beweisen lAsst

Wird diese Gleichimg beiderseits mit m moltipUcirt, so erhitt'

man{
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L .

— 00

uud dies gestattet folgende Schreibweise:

xe^** — —= 7--^ / c 2 ^ du

und gibt nach der Methode des teilweisen Integrirens behandelt:

(
_« 4.,«^2Ä n r de 2

_ 00

Nun verschwindet e~ 2 " sowohl für u=— oc als auch für

M = -j-GD, folglich hat man:

— OB

Wird genau derselbe Weg nochmals eingeschlagen, so erhält mao;

V2n {V2ky J du^

und wenn mau wiederholt diesen Weg einschlügt, so erhält mau:

(y2;)''V27r (y2;i)« t/

Hätte man die Gleichung (1) auf folgende Weise geschrieben:

\ OD

^•=4- / c-"'+2«'VA,

so hatte man genau denselben Weg einschlagend, gefuuden:

(— l)n n d**e-***

— a>

Simon Spitzer.
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3.

P^l^ri^Us des nombres,

1. Premmt une progression aritbm^tique qaeloonqM

que nous sapposerons croissaute et ä termes entiers; et soit r la

raison de cette progression. Cherchfons s'il est possible d'y d^ter-

miner n termes coDSCcutifs, dont la somme jS soit egale ä une puis-

sauce euliere du uombru n.

ffi 4? est le Premier 4e ees » termes, le demier de ose tenoes

se» s+in-'iyr ei Ton am

Ä — g .n

pour la somme des » termes. Nous devons aiusi avoir l'^galit^

2x4-(n-l)r __ ^

d'oä BOOS tirons

pour la valeur du premier de dob n termes.

Deox ess sont 4 consid^rer» saivsiit que la raison r eit an nombrs
pair ov an nombre impalr.

2. PreinitT cus. Si la raison r est paire tt ^gale k '^2q, le pro-

blöme sera toi^ours possible j le premier de nos u termes sera

et

sera le doruier de ces termes*, car la somme des n termes aura pour
Taleor

3 — j — »«.

Koos condnons qae:

TMertee L Dans tonte progression aritbm6tiqne k
lermes ontlers, dont la raison est paire, on pent tom'oors

tronver « termes «onsicntifs, dont la somme soit ^galoj

ane paittance onli^re donn^e de n,

M LVIIt

öurs
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434 AJUcelUn,

Les tenues extremes de cctte suite de n termes serout

„a-i _ („— 1)~ et 1) -

oü r desigue la raison de la progression.

3. Su})i)()Soiis qut' notre progrcssion soit formee \)ar la suite

], i'i. 7. \K ... de.s uombrt's iiiijmii"S. Les termes extremes des w

termes serout
n«-l—«4-1 et n^-l+n— 1,

atteiidn que r 2. Donc

Tlieurt^ine II. Vuc puissani'e eiitiiTc (j u c 1 co n (j uo u"

d'uii iKniiitrc ciitifr (luelroiuiiu' u est toujours egale U la

summe de u uumbres impairs cousecutifs.

44. Kons voyous aiusi que Ic cube d'un oombre ciitior n est

egal h la somme des n iiombres impairs

Si iious liouijoiis ;"i )i sucfcssivcnu'iit les valcurs eutit^res 1, 2,

Oj i, 5, . .
,

, uüus uhtieiiiirous les e^alites

2«— 3+5,
3»- 7+ 9+ 11,

4S = i3+iö_j-i74-i9^ etc. Donc

Th^or^me III. Si \*oi\ prend la suite des uombrcs im-

pairs, 1, 3, 5, 7, et qu'üu la s6parc cn groupos dont
le i)romicr ait un terme, Ic seeund deux tenues ... le

n*"* groupe n ternu's; la sonune dos termes d'uu meme
groupo est egale au cube du uumbre des termes que reo.

ferme ce groupe.

5. Ajontons les n premidres ^galit^s pr^c^entes. Le premier

mcmbre r^sultant scra la somme

l^+2^+3»+4S+ ... +u3

des cubes du 7t premiers nombres eutiers-, le second membre seia

la somme des

1+2+3+4 ... +«

Premiers nombres iini)airs, c'est-ä-dire des ^— premiers nom-

bres eutiers; or on sait que cette derniere sooune est ^ffiXe ä
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^IfüiH* _ (1+2+3+4+ ... +»)».

Th^ordme IV. Ainsi La somme des cubes des n premiers
nombres entiers est 4gale an carr6 de la somme de ces

mdmoB n premiers nombres entiers.

6. Deuxi^nie cas. Si la raison r est impaiie, l'inspection de

Tcxprossion (1) fait voir que le i)rüblenie iic sera possible quo pour

Ics valeurs impaires ^^^-j-l de n. La preuüer (1) de dos » termes

sera alors

et

y = (2i>+l)«-i+2>r

sera le demier de ces termes. On voit donc qne

Theoreme V. Daus toute progression arithiiietique ä

termes entiers, dont la raisou est iinpaire, on i)eut tou-

jours trouver un nombre impair H = 2p-\~i de termes
cousecutifs, dont la somme seit 6gale k uue puissauce
enti^re douu^e de ^l'+L

7. Si notre progression est formee par la suitc des nombres

uaturels 1, 2, 3, 4, 5, uous aurous r = 1 et les temes extremes

de uotre groupe de n termes serout

(2p+l)«-i-l) et (2,)+l)—i+p.

l^aisous o "* 2 et dounous u p successivement les valeurs U, 1,

2, 3, nous obtiendrons les d^veloppements

3^ = 2+ 3+4,

7« — 4+5+6+7+8+9+10, etc. .

Si noas faisions o = 3 et que uons doonions ä /> les memes

valeurs successives, nous trouverions qne

33=. 8+ 9+10,

63 — 23+24+26+26+27,
7« -.46+47+48+49+50+61+52, etc.

Georges Dostor.
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3.

]>^teriniiiatioii du ehiffre <ial termiDe

les pnisnnecs sneecssiTes des nombres cntlen*

1. Prilu'ipc. Lors(j[ue le der nicr ehiffre d'uu nombre
oiitier est au g inen tu d'une unite, le dernier ehiffre de

la ciuquiemc puissaace de ce nombre est aussi augmeutä
d'uoe unit^.

Soit a Uli nombre eutier; si nous augmentons Ic deniicr chiffra

d'uue unite, le nombre resultant sera a+1. Gr uoub avons

(ö+l)» - a*+6Ä*+10a»+10««+6a+l,
ou

(a+l)ö = (a*+l)+5a(a»+l)+ 10a^(a+ l).

Qne le nombre a soit pair ou impair, l'an des denx fketeiirs da pro*

düit a(o*+l) sera pair et Tautre impair; par suite le {irodait

ba(a^-\-l) est un multiple de 10. D'ailleurs le produit 10a*(o-|-l)

est aussi uu nuiltipk' de 10. Donc lo dernier ehiffre de (a-f-l)*

sera le nieme que cclui de o-'+l.

2. €or#llalre I. La puissance de 1 ^tant 1, le dermer

Chiffre de ^ «era l+l on 2; par ssite le deniier cbiffre de 3* sera

2+1 on 3; celiii de 4*^ sera 3+1 on 4; et ainsl de suite. Or toute

puissance d'un nombre eutier est termin^o par le m6me chift« qne

la m^me puissance du dernier cbi&e de co nombre. Dono

La cinqnieme puissance d'un nombre entier est termi-

ii6e par le uienie ehiffre que ce uonibre.

3. Corollalre III. On condnt de \k que la (6+4)^** ou la
9*iM puissance d'un nombre« puis la (9+4)^ ou la 13^ puissaaoe

de ce nombre, ensuite la (13+4)^* ou la puissance, ... sont

termindes par le mdme ehiffre que ce nombre. Dono

La (4f/H-l)^""' puissance d'un nombre eutier est termi-
nee par la meme cbiffro que ce nombre.

4 CerollaSre III. Soit m — 49-fr, oü r est moindre que 4
On a €1* = » fl*»+i.Ä^>; or a^*^ est temiin^o par le mkm
eldftre que a, donc le produit de aM+^ par a'^^ on o^vU sera ter-

mittle par le mime chiflire que le prodidt de a par ou que

a^. Donc

La m^'"'' puissanoe d'un nombre entier est termin^e
par le memo cbiffre que la pnissauce de ce nombre d'un

degr4 ^gal au reste de la division de m par 4.
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6. ConelasloB. De ce qai prtcöde il r^lte qne

Si Ton forme le tableaii des chiffres qui torniinciit

les quatre premieres puissaiices dos innif prciniers nom-
bres, le cbiffre, qui t er mint' une pui ssauee qiielcouqiio

d'un uombre ciitier, so trouvo k la roncoutrc de la co-

lonne vorticale et de la ligue horizoutale de cc tableaa

Dcgr6s
des pntosanceB

1 2 3 4 ö 1^ 1^

4h+ 1 i
1 2 3 4 5 6 7 8

4n+2 1 4 9 6 5 6 9 4 1

4A+d 1 8 7 4 5 6 3 2 9

1 6 1 6
1

e 1 e 1

colonne et ligne qui commenceut, Tune par Ic dernier
Chiffre du nombre, l'aatre par le degr6 de la paissance*

6. L'imputioQ de ce tableaa fait aussi voir que

1^ les nombres termin^s par 1, par 5 oa par 6 ont
toates lenrs paissances termin^es par le mdme chiffre;

2^ les nombres termio^s par 4 et par 9 ont tous lours

pniasaaces termiii6e8,le8 premierspar les chiffres 4et6,
les seconds par les chiffres 9 et 1.

3*^ deux nombres tormines par doux chiffres comple-
mentairos ont toutcs leurs puissauces pairos torminöcs

par les momes chiffres, et leurs puissances impaires pay
deux chiffres complementair es.

Georges Dosier.

4.

Bemerkuig Uber die Berechaang TielstelUger Logarithmen.

Nachdem man das Verfahren kennt, den Logarithmus jeder auch

noch so vielziffrigen Zahl auf beliebig viele Stellen durch eine kurze,

leichte Rechnung zu linilt.'ii, sind wiodorholt Tafeln herausgegeben

worden, welche diese Rechnung, freilich auf begrenzte Stellenzahl»

noch sehr abkürzen. Zwei von diesen, die eine von Sedlaczek be-

rechnet » die andere in Bertram's Ausgabe von Meier üirsch's Auf-
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gabousainiiilung bctindlich, sind im Y.W rarischeu Bericht 230. bzhw.

231. erwähut, erstere näher erläutert. Alle bis jetzt erschienenen

Tafeln dieser Art aber geben die brigg'schen Logarithmen, keine die

natürlichen an. St'immtliche Berechuer haben also nicht daran ge-

dacht, welche unnütze Mühe sie sich und Allen, die von den Tafoln

Gebrauch machen, durch die Multiplication mit dem Modulus auf-

bOrdeten.

Gesucht kann der Louaritliinus einer bestimmten Zahl nur in

zwei Fällen sein: entweder wcini er im Ixcsiiltat einer analytischen

llechnung vorkommt, mithin seine Auswertung letzter nnd eij;ent-

lichcr Zweck ist, oder wenn er zur Reduction einer Potenzrechuung

auf Multii)lication (auch wol der Multiplication auf Addition, was

hier weniger Bedeutung hat) dienen soll. Im ersten Falle ist es stets

der natttrlicbo Logarithmus, nach dem gefragt wird, es müsstc denn

jemand irgend welche numerische Coeflicieuten in der Formel erst so

umgerechnet haben, dass der brigg'schi^ T^ogarithmus eingesetzt werden

moss. Im zweiten Falle aber ist die Grundzahl ganz gleichgültig,

sofern es sich nicht nm ein System von Logarithmen handcdt, viel-

mehr für die Torkommende Zahl der Logarithmus, und fflr den

Logarithmen wieder die Zahl erst berechnet werden mnsa. Hier lUlt

der Vonng der Grundzahl 10 ganz nnd gar weg.

Nun haben aber ihrerseits die natürlichen Logarithmen einen

grossen Vorzug, der bei jeder neuen Aufsuchung eines solchen mit-

telst der Tafeln empfunden wird. Um ihn recht deutlich zu machen

gebe ich noch einmal auf die Einrichtung der Tafel ein. Sie sei auf

40 Stellen berechnet, von denen jedenfalls 38 im Resultat noch genau

sind. Die Tafel giebt dann zuerst die 40stelligen natOrlichen Loga-

rithmen der Zahlen 2 bis 99, jeden auf einer Zeile mit Trennung

von Je 5 zu 5 Ziffern, im ganzen auf 2 Seiten; dann die von 1,01

bis 1,09; von 1,001 bis 1,009; von 1,0001 bis 1,0009; etc. schUess-

lieh von 1-flO-» bis 1-f 9,10-3^, im ganzen 180 Logarithmen aof

4 Seiten; endlich die MultipU von log 10. Biese Tafel auf 7 Seiten

reicht filr alle Falle zur SdstelUgen Berechnung der Logarithmen und
der Zahl in doppelter Weise hin.

Das einfachste, aber nicht kürzeste Verfahren der Anwendung ist

folgendes. Sei gegeben die Zahl 4631847 ... mit beliebig gesetztes

Komma. Man dividire sie durch 10^, so dass das Komma hinter die

zweite Ziffer kommt, dividire dann weiter durch 46, dann das Re-
sultat 1,006928 . . . durch 1,006; dann das Resultat 1,000918 . .

.

durch 1,0009; dann das Resultat 1,000018 ... 1,00001; und füire so

fort, indem man immer die erste positive Bruchziffer durch Divisiini

SB 0 nacht, bis die ersten 21 Bruehziffern Nullen sind. Ist das letale
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Resultiit l+^f Bo ist dessen oatOrlicber Logaritlimus auf 40 Bruch-

stellen gcnan = d. Die Summe der in der Tafel stehencien Loga-

riünnen aller Divisoren -{-d ist hernach der Logarithmus der ge-

gebenen Zahl.

Ist der Logarithmus einer gesuchten Zahl gegeben, so subtrahire

man das sweitniedere Muitiplnm von log 10, dann den nächst niodem

Logarithmus aus der ersten , dann ans der zweiten , etc. bis 21 steu

Tafel. Der letzte Rest ist =ö. Das Prodiict der Zahlen, deren

Logarithmen mau subtrakirt hat und der Zahl l-\-ö ist die ge-

suchte Zahl.

Weit kürzere Rcchuunj^ und weit be»iueniercs Sehenia hat man,

wenn man gleich anfangs mit der nächst höheren [jaii/en Zahl, hier

mit 47 dividirt, und das Besultat durch beständig«; Mul tiplication

mit den in den succossiven Tafeln aufgeführten Zahlen bis zu einem

Werte vergrössert, der um eine Zahl d <; 10~* Itleiner als 1 ist.

Man schreibe die snccessiven Resultate negativ genommen mit nega-

tiver 1 und positivem Bmch; dann besteht das ganze Schema aus

einer blossen einziffirigon Multiplication abwechselnd mit einer Snb-

traction des Products von der darQber stehenden Zahl, einer Sub-

traction von immer kleinerer und zuletzt verschwindender Ausdehnung.

Diese Rechnuugsvorteile deute ich vorläufig an, um zu zeigeu,

bis zu welchem Grade sich die lli rcchnung der Logaritlimen leicht

machen lässt, woraus erhellt, dass die Sache s«'llist, um dir es sich

handelt, Aufmerksamkeit verdient, und die lI<'rausL';ilM' solcher Tafelu

ein sehr lohueudes und wenig kostspieliges L'utcruehmen ist.

Doch vom Gebrauche der Tafeln kann weiter die Re«le sein, so-

bald erst solche vorliegen. Zunächst ist es mir um die Bemerkung

zu tnn, dass d nur dann die £rg&nzung des gesuchten Logarithmus

darstellt^ wenn durchgängig natürliche Logarithmen in Anwendung

kommen. Wählt mau die Grundzahl 10, so muss jedesmal ,

—

' log 10

an die Stelle von d gesetzt werden . was die bei jedt r Anwendung

erneuerte Multiplication einer 20zif}'rig(>n mit einer ^zitfrigen Zahl

erfordert Erleiehtert man diese Multiplication auch durch Zugabe

einer Tafel der VioUachen von |^jq> so bleibt noch immer eine

langwierige Bechnung übrig, welche die gesammte Arbeit ungofilhr

verdoppelt. Hierg^n ist die ersparte Addition von mlog 10 zu ge-

ring um in Anschlag zu kommen.

Demnadi vereinigen sich alle Gesichtspunkte zu Gunsten ans-

scbliesslicber Anwendung natürlicher Logarithmen. Die B(Technuug

eines jeden ist weit leichter, und die Nachfrage geschieht im einen Falle

nur uach diesem, im andern verhält sie sich gleichgültig. Ii. Hoppe.
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Problemft seometrleuü«

ProbL Gentro ellipsis datae pnnctisqne extremis
Beiiiittkilim potiliToram liiteris O, A, B respective de-
ignatii ejnamodi panctam P in ellipai iiiTenire, nt
ÄP^'^'BP^ mazimnm aot minimnm fiat

Aeqaatio ellipsis datae sit

a«/+4»af« =r a«i« (1)

ei aamma AP*-\-BP* » # ponatnr. Tam erit

» = y)»+ (a-x)2+y« (2)

qua« aeqnatio bis diflbrentiaiido dabit

£-4.+(|)V(,-|)g]

DeriTita ^'^^ poiita prodit aeqnatio

qvae est aeqnatio normalia e puncto y^ |^ dnetae. Qnod si

—^ pro ^ et — pro ^ snbstitnerimnB, babebimns

2(a«—6«)a5y—aV+*^= 0 (4)

Acquatio (4) dosiguat by})erbolam per origiueni trauseuntcm, cujui-

que asymptotae ac(^uatiouibus

definiantor. Exterminata x intra (1) et (4), iuvooitur

—4**(a«— — 0 (7)

Qnoolatn byperbola per originem tranait, neseaae est, dnae eaitem
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ndloes eint Mlesi fieri tmmk poteit, nt onmes qnatiior reales rini

Qaae qvidein res primnm omniun exploranda est Ut cslenlns com*

modior fiat> ponamiis d l et 2(a*—l)y — «, quo ftcto aequatio

(7) nmtatiir in

E sigiiis terminorum clucct, aequationem (8), si omnes radiccs sunt

reales, uuain radiccm positivam et trus negativas habere. Si igitur

radices habet aequalcs, patet oas esse negativas. Quum vero solita via

radicf's aequalcs iüveuieiidi,quae in quaerendo maximo communi divisore

aequationis et primae derivatae ejus contiuetur, longa sit atque ar-

dua, aliam ingrcdiamur, ad quam oo duciraur, quod uulla alia quan-

titas cognita atque a in aequatione (8) inest. Duabus igitur radiciboB

« — ^ positis, aequatioaem habemus hij^ua formae

i»*+(2U+p)««+{ß»+2fr+5V+«fr+2g)ii+/J«« - 0

ubi quantitates ß, q determinandae sunt vel potius cxterminandae,

ut inveniatur ejusmodi valor quantitatis ut duae radices tiant ae-

qaales. Aequationo illa cum (8) comparata, abi brevitatia causa

ponator a'— 1 s inveoinntur aeqnatioues

onamm prima dat

p= 2(1-/1)
et ultima

«—

7

His yaloribos in ceteris substitntia, prodennt aeqnationes

— 3ß*+ 4|33 4- (3ifc»— 2a^)ß''— 4ib« - 0

/>»(l-P)-4t«(l-«

Quum vero sit 1— ß factor utrius(iue membri hujus aequationis nec

nihilo aequalia esse possit, quia ita k==0 evadit, aequatio posterior in

nmtatnr, alqne ideo prior in

unde.reperitur

3ifc»—2a« i/2
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Yalor raperior adhiberi dod potest, quia tum a negatira evadit.

sitperiore nti poterimiu, neeease est, sit

a>^*^ yü a>l,8802

Qua re pomta, habebimna aeqnationem

yd

qnafi concinnata dabit

qnae evidentor est aeqnatio redproca. Diviaione per a' facta el

a-|-^ <=» V posita, facile inveuitur

1

et aequatio traosit in

cniüs radioea soUto modo iaveniuntor esse

«I - J/|
+2 y2Bin20«»- 1,7838756 ...

=
|/|+2 y 28m4(y> - 2,63457449 . .

.

i^=j/|-2y28mÖÜö- — 1,96896238 . .

.

Qaomam est a »
g±^ — 1* et neceaae eat, ait a >> 1, aecundo

tantnm valore qaantitatis « oti posanmiia et aoperim ?aIore ipsioa

a, qui iude deducitur. Ita inveuiemus

a — 2,174751929 ...

quando duac radices suut aeqaalea. Si eat a <^ 2,174 . .
.
, duae

tautum radicea aunt realea.

Digitized by Gc)



MücelU». 443

Hostat, nt vicUMinus, qaiiiam valores quantitatis y maximiim aat

mioimum 8uppeäitent. Ponamus igitur

Potita uss2k, evadit /{2k) > 0

„ ü-Oi „ /(0)<0

„ tt 1, „ /(~1)>0

atque idoo buhi mus uuam radiceni iuter 2k et 0, alteram intcr 0 et

— 1. lUque est

1 > >• 0", 2^ >> 0 et « miiiimiim

1 d*«0>y>— ^2 < 0 et # mudmiiiD.

Qaod 81 est a ]> 2,17475 . .
. , babebimiu qnoqae doas alias radiees.

Posita enim

2, evadit /(—2)>0

I « /(-ö<o

""•"2'
" ^l-2)>^

u = - 2A „ /(-2ft)<0

atqneideonnaestradixiiitra—2et— ^ altera ioter —

^

ilaque est

—
^ y ^ —

i ; < (», et « maximom

3— - >'y>' — i; ^^>0, et# minimiun.

Dat. a. a. kal. Jun. a. 1872.

Doctor Chnstianus Fr. Lindman,

Lcctor StreDgucbieDtjis.
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S E-^-Ei y

Durch Division von Y. in lY. entsteht:

oder:

fttr I» » 2 wird:
(fi«-l)(i9+t0i+^)=

^ L d. h.

der Widerstand iu beiden Elemonten — die zu einer

Kette verbunden — sammt Tangciitenbussole ist gleich

dem Widerstaude den ein eingeschalteter Neusilber-
draht von der Länge L dem Strome eutg cgen setzt, und
die Stromstärke der bitrelfenden Kette auf die Hälfte
ihrer Stärke ziurUck bringt

Obige zwei Zinkkohleuelcmento gaben zur Kette verbanden bei

keiner weiteren Drahteinschaltung einen ablenkenden Winkel von < *

40^ 45'. Damit nun die Ableukuug auf 23*^ 18' zurückging — welcher

Winkel dem halben Tangentenwert von 40" 45' entspricht — musste

545 cm. Neusiiberdralit eingeschaltet werden. Bleiben nun diese

545 cm. Draht eingeschaltot, und werden beide Elemente zu einem

Deflagrator verbunden, so muss die Ablenkung an der Tangenten-

bussole kleiner werden. Dieselbe war nun 19^ 15' also 4^ kleiner als

vorher; der Widerstand in den Elementen war in diesem Falle nicht

mehr so gross als der Widerstand im SchUessungsleiter.

b) In der Taugentcnbussole.

"'s.-z, üm den Widerstand in der Tangentenbnssole zu bestimmen, ver-

'^Übo^ ich wie folgt Von zwei Elementen wird das schwächste ans-

gesncht, lllr dasselbe besteht bei keiner weiteren Drahteinschaltong

die Gleichnng:

VL

alsdann wird das stärkere Element durch eine Drahteinschaltung /,

mit dem vorhergehenden anf dieselbe Stärke « gebracht^ man hat für

diesen Fall:

• :^rf vk

Werden nun beide Elemente zu einer Ketto verbunden, nnd

gleichfalls durch eine Drahteiuschaituug L auf die Stromatarkc « ge-

bracht, so besteht für die Kette der Ausdruck:
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Man hat hiernach weiter nichts zn tan^ als das Element ohne

N^QsUberdrabt einzuschalten, den ablenkenden Winkel an der Tan-

gentenbnseole abzulesen, dessen Taagentenwert zu haibiren, den be-

treffenden Wert als Tangente anfznschlagen, alsdann so viel Neu-

silberdrabt einsnscbalten bis an der Tangentenbnssole der betreffende

Winkel abgelesen wird. Die ITangentcnbnssole, welche sn diesen Yer-

snchen gebraucht wird, moss wenigstens den Winkel bis anf 15' genaa

angeben können.

Für die Richtigkeit der oben aufgefundenen Werte wurde noch

eine Bestimmung wie gewöhnlich Torgenonumcn, und die Widerstände

der JBleniento sammt Tangcntenbnssole nach der Formel:

berechnet Das kommende T&felchen enth&lt Ae Besdtate.

Bezeichnung!
der

Elemente.

Eingeschal-
tete Draht-
längon in

cm.

Ah-
lenknngen.

Werte der
der

Tangenten.

A.
i 144

l 288 22» 15' 0,40911 }

886

B. f
0

l 434
1

39" 45'

18^ 45'

u,8:nG9
^

0,33945 )

299

Die kleinen Unterschiede in den Werten vou(ir4-y) sichern den

Gebrauch des ersten Vurfahrcns.

Eine Anwendung von diesem experimentellen Verfahren mache ich

bei dem Versnche, der zeigen soll, dass nur dann der grAsste Effect

der Stromstärke erzielt wird, wenn der Widerstand im Kkniciit ge-

rade bo groiss ist als der Widerstand im Schlicssungsleiter Zwei
Elemente werden vorerst 2U einer Kette verbunden, es besteht die

Gleichung

:

wenn 8 die Stromstärke bei keiner Drahteinschalting» £ mid JS^ die

elektromotorischen Kräfte, w nnd trj die Widerstände In den Ele-

nealeii allein, nnd g den Widerstand in der Tangentenbassold be-

deoten. Isl X die Länge des Nensüberdrahtss der die StresBitäite

S anf den «ten Teil snntlekbringty so bat maiu
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7.

UeW das TeriilltDtos eines Ueiiiplettifeii s« einem

grossplstti^en Elemente.

Fflr das Element mit klonen Platten besteht die Belation:

* = —
.
- L

iittd ebenso fftr das von mmal grösseren Platten, die folgende:

E— n.

- + 9

ß
Wird S auf - geschwächt, durch ciue Drahtlängc l, so erhält

man:

^ ^ m.

Aus II. und Ul.eutstebt vorerst:

für « 2 alsdann:

mt E '* MVÄ— y • IV.

und taerauB aus I. uud IV.: .

— /:(«'+^),

d. h. die Stromstärke eines klciiiplattigen Elementes verhält sich zor

Stromstärke eines grossplattigen Elementes wie die Dämpfungslänge

des grossplattigen zum Gosammt-Leitungswiderstande — D&mpfnngs-

länge — des kleinplattigen Elementes.

Für zwei Elemente, von denen das eine noch einmal so grosse

Platten wie das andere hatte, wurde wie folgt gefunden:

tg520 15' m
tg61<> ""204

oder:

0,715 - 0,759.

Edlp.
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Litterarischer Bericht

CCXXIX.

Geschiclite der Mathematik und Physik,

Balletino di bibliografia 5 di stona delle scienzc matomatiche e

fisiche. Pnbblicato da W. Boncoinpagiii. Tomo VII. Roma J.874.

Tipografia delle scieuze matematiche o üsichc.

Im Octoberheft befindet mdi die Fortsetrang der Arbelt toh

Antonio FaTaro, nnd ein Pablicationsverzeichniss. Erstere nimmt

noch das folgende Heft ein und wird im letzten vollendet Ton der

gesammten Arbeit ist auch eine besondere Ausgabe erschienen.

Ansserdem enthftlt das Decemberheft Dr. Alfonse Sparagna's
italienische üebersetznng von Dr. 8iegmund Gttnther's Schrift:

„Vergloichung zweier Metbodeu zur nähoningswciscii rJestinnnuug

irrationaler Grössen" in den Sitzungsberichten der physikalisch-niedi-

cinisclien Societät zu Erlangen. 187!i. November, gleichfalls besonders

herausgegeben — und ein Publicatiousverzeichniss. H.

Intomo alla Tita ed al lavori di Monsignore D. Barnaba Tor.
tolini. Genni del Prof. Yineenzo Diorio, Secretario dell' Acca-

demia Pontifica de' Nuovi Liucei. Estratto dagli atti dell' Ac(;ad.

Pont, de' Line, anno XXVIII. sessione 1*. del 20 dicembre 1874.

Koma lö75. Tipograha delle scieuze matematiche e tisichc.

Barnaba Tortolini, geboren zu Born den 19. November 1806,

trat zuerst im Jahr 1835 als Docent der Mathematik und Physik am
GoUegio Urbane di Propaganda Fide auf, ward 1836 zum Professor

für Mechanik und Hydraulik am ArchigiBnasio Bomano, 1887 zum

TdlLYIZL HaAl. 1
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Professor für Differential- und Integralrechnung an vorgenannter

UTÜvcrsität, 1840 zum Professor für Mathematik und Physik am
Poutiticio Semiuario üomano, 1856 zum Dircctor der tipogratia della

Propaganda Fidc ernannt, welches Amt er bis 1865 behielt 1866

ward er Titular-Canonicus an der Basilica di Santa Maria ad Mar-
tyres. Von 1869 an hinderte ihn best&ndig zunehmende Gicht an

aller Beschäftigung. Den 24. August 1874 starb er zu Ariccia. Ein

grosses Verdienst hat er sich erworben durch die Heransgabe der

mathematischen Zeitschrift, welche von 1860 bis 1857 unter dem Titel

„Annali di sdenze matematiche e fisicho*^ erschien, und die er im
Verein mit Enrico Betti, Francesco Brioschi und Angelo Genocchi

von 1858 bis 1865 unter dem Titel „Annali matematiche pnra ed

applicata^^ fortlohrte. Das Vcrzeichniss seiner Arbeiten nennt eine

Separatschrift und 109 wissenschaftlich mathomatische Abhandlungen

in 10 verschiedeneu Joumaleu. H.

Studien über Mac Laurin's geometrische Darstellung elliptischer

lutegralc. Von Dr. Felix MttUer. Progr. d. königl« Bcaischule

zu Berlin, Ostern 1875.

Die YorH^nde Schrift verdient Beachtung wegen eines Auf-

schlusses, den sie zugleich über die Arbeiten Hac Laurin's und Aber

die Entwickelungsgcschidite der Theorie der elliptischeu Functionea

giebt Dass der Entdecker der nach ihm benannten Reihe und des

gleichfafls nach ihm benannten Satzes Aber die Anziehung confocaler

Ellipsoide auch der Erste gewesen ist, der die Aufmerksamkeit auf

die elliptischen lnt ( gi ale richtete, dass er selbst einen grossen Auteil

au deren Untersuchung gehabt und ihnen, wie leicht ersichtlich, den

Namen gegeben hat, ist gewiss Wenigen bekannt. Sein Werk „Trea-

tise of tluctious", welches diese Arbeiten enthält, ist äusserst mühe-

voll zu lesen ; daher wird uns in Kegeuwärtiger Mitteilung der Ein-

blick in die Methode dadurch sehr erleichtert, dass mit Beibeluiltiiiig

des Entwickelungsganges die ein/eliien von IMac Laurin gelundeui-n

Sätze durch einlachen; lieihnung hergeleitet wurden sind. Auf dem
von ihm vertretenen Standpunkt «1er Theorie waren die elliptischeu

Integrale noch uicht auf die 3 Grundformen reducirt, was zuerst

Legendre iu Ausführung brachte, vielmehr ward dem Integral Bedeu-

tung zugeschrieben, sofern es durch Bogen bekannter Curven, Kliipse^

Hyperbel, darstellbar sei. Die Curveu wurden als Orte des Schnitts

zweier rotirenden Creraden bestimmt Den Anfang macht der Bogen
der gleichseitigen Hyperbel

m
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wo m die LäAge einer vom Mittelpunkt ausgehenden Gt-raden dar-

stellt, die von der Axc um die doppelte centrische Polar-Amplitude

des laufenden Paoktes absteht, and deren Prcjection die reelle Halb-

aae ist. Es mrd dann die Differenz des Bogens und der Tangente,

dann die des Bogens und des Radiusvectors, dann die Summe ersterar

Differenz nnd eines Ellipaenbogons durch Integrale ähnUcher Fomi
aioagedrttokt; diese Simme ist daim ümer gleicli einem Lemniscatea»

bogeit HienMif folgt die Untenmehiing der Qjrperbel- «nd EUipiea-

bogen von belielrigem AzenTerhftltniw; unter der Wurael im Kenner

kommt dann ein Term mit enter Potem hinzu. Die mmeriBclie Be-

rechnung statzt Mac Lanrin auf die Beihenentwickelnng nach Potenzen

ansgehend von der Legendre'schen Integralform. SchlieesUch macht

Mac Laurin Anwendung auf Probleme der Mechanik, die Bahn eSuea

Punktes unter Centralanzichuug, Pondelbeweguag und elastiadie Cnrve.

H.

Geometrie.

Exposition g^om^trique des propriit^s g^n^rales des courbea.

Par Charles Ruchonnet (de Lausanne). Troisiöme Edition ang*

mentto et en parlie refondue. 1874. Paris, Gauthicr-Villars. Lau-

sanne, Georges Bridei. Zürich, Orell, FueesU e. G. 169 &
Das Vorliegende ist eine Bearbeitung der analytischen Curven-

theorie auf dem Standpunkt neuerer Zeit, und hat insofern Bedeutung

als eiu Zeuguisa, dass si(;h unsere Zeit dem Studium der Curven-

theorie im echtcu Sinne wieder zuzuwenden angefangen hat Die

Theorie ist analytisch, denn sie fasst die Curve in voller Allgemein-

heit, unabhängig von der Form der Functionen, auf nnd ermittelt

die besümmendeu Gnindelemente. Sie vertritt auch , bis auf einige

noch zu nennende Mftngel, den neuen Standpunkt, wie sich durch die

reichhaltige nnd Yollstftodigkeit anstrebende Untersuchung von Fragen

bekundet, die erst in neuerer Zeit die Aufmerksamkeit auf sieh ge-

lenkt haben. Die Methode beruht auf dem consequent durehgeflihrten

, Prindp, alle Herleitnngen an der Figur zu vollziehen. Dies würde

niebta anIßUliges haben, wenn daa Ziel der UntersnchuDg ein con-

Btmctives wäre, wenn nur Gestalt und Lage ohne quantitative Be-

stimmung ins Auge gefasst wflrden. Hier aber handelt es sit h durch-

weg um Ermittelung und analytische Darstellung von Quantitäten;

da war jedenfalls das gewiüdte Verfahren nicht an die Hand gegeben.

So anerkennenswert nuu auch das Unternehmen einer durchgeführten

rein geometrischen Begründung als Versuch und als ein Mittel zur

Aufündnng manches einfacheren Zusammenhangs ist, so l&sst sich

Digitized by Gc)



4 LiUerarucher Bericht CCXJCJX.

doch vom Aüsfall des Versuchs uicbt anders sagen, als dass die

jresanuute Gestaltung, welche die Doctrin so bekommen hat, rlie

grosseu Nachteile erst recht ans Licht stellt, die sich davon cr\vart^*u

Hessen. Den Vorzug der Einfachheit kann ihr wohl nur der zu-

schreiben, welcher die rechnende Geometrie bloss nach alten, schwer-

fiUiigen Metboden kennt. Ihr Hauptuachteil besteht aber darin, dass

man nie ^e Einsicht gewinnt, welches Gebiet die eriernien Sitse

umiaBBeii, dass man demzufolge die Identität der Probleme nicht ge-

wahr wird« und unnötigerweise Jedes von vom anfängt AngenfiUlig

sind besonders die zahlreichen Vorantorsnchnngen Aber die Ordnung

der Unendlichkleinen, die bei rechnender Deduction ganz wcgfiUlen,

da sich die Ordnung mit dem Werte zugleich ergicbt Ausserdem ist

die bei jeder neuen Figur zu omeuemde Orientimng und die mit

Verglcichung der Buchstaben verbundene Dnrchlcsung der Figur-

erklärung eine ermfldende Arbeit, welche sich in den aufzufassenden

. Untersuchungsgang einschaltet, die Darstellung in die Länge zieht,

und den Ueberblick des einfachen Zusammenliangs beeinträchtigt. Die

Formel giebt uns alles, was wir zu wissen brauchen, diiect, das We-
sentliche vom Unwesentlichen geseluedon. An ilir lassen sich, wenn

man nur ihre geometrische Deutung im Auge behält, alle geometri-

schen lieobachtuugen leichter nud sicherer machen als an der Figur,

in welcher z. IJ. eine Uneudliclikleine l. Ordnung gerade so aussiebt

wie eine 1. Ordnung. Schlüsse an der Figur gezogen erfordern

Erinnerung au Sätze und deren Bedingungen, bei deren Anwendungen

Fehler leicht unbemerkt bleiben; in der Rechnung tritt an deren

Stelle eine Substitution gleicher Grössen, bei der man nicht ßn
vielerlei zu denken braucht. Die genannten Umstände mögen es er^

klären, wenn die auf Erleichterung des Verständnisses berechnete

Methode doch nicht die Wirkuncr haben sollte, den Gegenstand als

so leicht lasslich erscheinen zu lassen, als er es von Natur ist

Was den Umfang des behandelten Stotfes betrifft, so sind zwei,

wenn gleich nicht ganz neue, doch jedenfalls neben dem mehr Ge-

wöhnlichen erwähnenswerte Gebilde in Betracht gezogen, der Durch-

messer einer ebenen Curve, d. i. die Gerade vom laufenden Punkt

nach der Mitte der unendlich nahen, der Tangente parallelen Sehne,

und die osculirende Kugel, deren Mittelpunkt im Coincidcnzpunkt der

Krflmmnngsaxo liegt, erstercr, wie der Verfasser angicbt, nach Vo^
gang von Transon, letztere als eine Kugel, deren Abstand von dar

Gurve von höherer als 3. Ordnung ist Die alte, durch kein ver-

nünftiges Motiv gerechtfertigte, auf blosser Gewohnheit beruhende

Kinteilung der Curvcnlehre in ebene und nicht ebene ist beibehalten.

Kin Zweck des vorausgehenden Abschnitts über ebene Curvcn ist

durch keine Anwendung zu ersehen. Der Begriff der Curve ist bei
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der nicht ebi'iicii ein durchaus neuer, und die Bedingungen aller vor-

her aufgestellten Sätze treten nicht wieder iu Geltung. Durch ein

ebenso IcM'res Vorurteil ist es nur zu erklären^ dass dor Verfasser

die nicht chcne Curvenlchre auf die Fläclu>ntheoric sttttzen sa mflssen

geglaubt hat. Diese setzt er im Anfang als bekannt voraus, während

doch alles Folgende, insbesondere die eingeschaltete tJut^TRuchung

fiVcr Hegolflächen, zeigte dass die Curven das cinfar.liero Gebilde sind,

die Flächen natnigemäss mit Hfllfe der durenlelire vorstanden wer-

den* Den Gegenstand dos bei weitem grössten Teils der Untersncbung

bilden die nnondlich kloinen Abstftnde nnd Richtnogsabweichnngen.

In der Tat enthalten diese die Gmndelementc, wodurch die Katar

dor Gnrve bestimmt wird; nnr hfttte mit ihnen die Theoiie nicht ab-

schliossen sollen; es ist das Feld gebaut, nnd dann die Emto im

Stich gelassen worden. Das Verhältniss hat sich geradezu umgekehrt

:

statt mit Rechnung zu beginnen inul mit einer TotalanschauiniL^ zu

schliessen, wird hier mit Anschiimuig angefangen, und das Resultat

ist eine grosse Anzahl von Werten, deren Verwendung nicht gezeigt

wird. Auch wird nirgends gesagt, wieviele der ermittelten Grössen

zur Bestimmung der Curve gerade notwendig und ausreichend sind.

Ein Gehiet von grossem Umfang und gro<^S('r Hedeutnng, welches

keine der gewöhnlichen Bearbeitungen tiaergeht, ist hier durch den

Lehrgang völlig ausgeschlossen, nämlich sämmtliche Relationen, die.

mit der Annahme von Coordinatenaxcn in Verbindung stoben. Aller-

dings ist einzuräumen, dass alles, was man hier vermisst, blosse

Httlfsmittcl sind. Solitc es aber hiernach als eine Leistung erscheinen,

dass der Verfiasser ohne dieses HOlfsmittel so viele Resultate bat her-

leiten könnon, so ist leicht zu ersehen, dass der ganze Vorzog illu-

sorisch ist Denn er hat nicht gelehrt, wie man auf dem genommenen

Gmndo weiter opcriren kdnno, namentlich nicht, wie man ein gege-

benes Problem anzugreifen habe, nnd woran sich erkennen lasse, ob

seine Lteong innerhalb der bekannten Sätze zu finden sei. Hierzu

ist die Rednction der gesammten Theorie auf gemeinsame Form, wie

sie die Goordinatenrechnnng darbietet, notwendig. Dass wir sie inner-

halb irgend welcher Grenzen entbehren lernen, hilft uns gar nichts,

sobald wir dieselben ttberscbreitmi wollen. Der spätere Uebergang

zu den Coordinaten würde weit schwieriger und umständlicher sein,

als die ganze Basirung der Theorie auf die Coordinatenrechnung.

Von diesem Gesichtspunkt betrachtet ist die Vermeidung der Coor-

dinatenrechnung, fern davon einen Gewinn zu bieten, nichts weiter

als Vorenthaltung notwendiger Kenntnisse, und im vorliegenden Lehr-

buch ein wesentlicher Mangel.

H.
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lieber Pole und Polaren der parabolischen GnTten dritter Ord*-

iiung. Von Dr. Ad. Hoch heim, Oberlehrer au der höheren Gewerbe-

schule zu Magdeburg. Halle 1875. Louis Ncbcrt. 4^. 16 S.

Die Arbeit besteht in einer Diacossion der parabolischen Curvon

3. Grades nach den Gesichtspunkten der folgenden Begriffe. Ana-

gehend von der Gleichnngsform, wo der Mittelpunkt An£uigspnnkt|

ond die y eindeutig in m sind, werden nach einander eutwidcelt die

konische und die gerade Polare, der Durchmesser, die Pole einec

Geraden, die Bt'zicliung der Polaren zn einander, die gemischte Po-

lare zweier Punkte, die harmonische Polare, der begleitende Kegel-

schnitt, die Polokonik, die gemischte Polokonik zweier Goraden.

Mittelst sehr einfacher Rechnung mit nachfolgender geometrischer

Deutung wird eine grössere Anzahl von Eigenschaftini der betrach-

teten Gebilde hergeleitet. Gleichzeitig erhalten dabei die genannten

Einführungen ihre Erklärnnpr. Man kann, wenn man will, letztere

als Zweck auffassen; dauu dieut die Curve als iustructives Beispiel,

an welchem die Bedentang der Einffthrnngen anf leicbtfasslicbe Weise

daigekgt ist H.

Ebene geometrische Gebilde erster und zweiter Ordnung Tom
Standpunkte der Geometrie der Lage betrachtet von Dr. Johannes
Thomae, a. o. Professor in Halle. Mit 46 in den Text eingedntck-

ten Holzschnitten. Halle a/S. 1878. Louis Nebert 4^ 44 S.

Das vorliegende Buch ist nach Angabo des Verfassers die erste

rein durchgeführte Bearbeitung der Geometrie nach Staudt'schem

Princip. Letzteres ist weder durch den Nameu „Geometrie der Lage'',

noch durch den Gegensatz gegen die Geometrie des Masses hin-

reichend gekennzeichnet. Bei Abstraction von den Abmessungen, die

sich also bei Transposition eines Gebildes auf eine ausser Frage ge-

stellte Weise ftndom kOnnen, kommt es darauf an, was man als fest

stehend betrachtet. Dies ist die gerade Linie und Ebene, die Bdhen-
folge der Punkte auf der Linie, die Reihenfolge der Strahlen eines

ebenen Büschels, die Winkd null» 2 Rechte *und dessen Vielfache.

Dadurch bedingt werden offenbar die Abmessungen auf den Linien

gemäss der Perspectivität von einander abhängig. Die Projectivitit

behält noch Bedeutung, sofern die Uebertraguug der P'igur auf per*

spectivischem Wege geschieht

Der Ständische Gedanke hat viel AnUang gefhnden. üeber die

Berechtigung der Untersuchung als einer wissenschaftlichen kann kdn
' Zweifel sein, ihr Wert stellt sidi mit der Zeit durch den Erfolg Tun

selbst heraus und bedarf keiner Schätzung. Einige Punkte aber nn-
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terliegen yerschiedener Auffassung, wenn gleich die Entsclieidung

nicht sch\Nierig ist, sobald sie einmal besprochen werden. Zunächst

beruht das Princip niclit, wie es leiclit scheint, auf Beobaclitung und

Anschauung unter beschränlitem Gesichtspunkt, sondern auf Abstraction

und Verallgenu inerung. Die Wirkliclikeit bietet Anordnung innerhalb

der Gebilde zugleicli mit den Grössen, die Auffassung beider un-

terstützt ?ich gegenseitig^ in der gemeinen Anschauung', und es gehört

erst ein neuer Denkact dazu, sie von einander zu trennen. Diese

Abstraction ist ferner dno frei gewählte; es lag kein natOrlicher Be-

atimmungsgrand vor, wamm sie gerade soweit ging und nicht weiter;

Toa der Grösse wttrde erst vollstindig abstrabirt sein, wenn anch Ge-

rade nnd Ebene nidit festgehalten würden, Tielmehr die Absperrung

durch Linien nnd Flftchen die einzige Basis wftre. Irrig ist also die

dnreh den Namen bogflni^tigte Meinung, die Staadfsehe Idee vertrete

die Sonderang der zwei geometrischen Elemente, Grosse mid Lage,

md bestimme sich aus dieser Fordening. Was nmi den pfldagogi-

eehen GesfehtsimnlLt betrifft, so sagt der Yerlksser: „Eilken ganz be-

flonden RoIk hat die synthetische Geometrie, wenn sie von der der

Ranmwissenschaft an sich fremden (?) , aber in die Eaklidische Me-
thode vorwebten (?) Hypothese des Vorhandenseins eines vom Orte

(in seinem Masse) unabhängigen beweglichen Körpers d. h. einem

Massstabe absieht . . Die eingt schaltcto Behauptung widerlegt sich

leicht Oline die Hypothese beweglicher fester Körper würden wir

die vollständige Bestimmung des Raumes, wie er ist, nicht erhalten,

folglich ist die Hypothese der Raumwissenschaft an sich nicht fremd,

sondern höchstens einem RaumliegriÜ', den sich jemand nach hngirtem

Princip zu bilden vermag. Ebenso ist sie nieht erst durch die Eukli-

dische Methode hinzugebracht, sondern es ist die notwendige Basis

unserer Raumvorstellung im Zirkeliustrument auf die cinüachste Form
reducirt. Sind nun obige zwei Attribute, welche die Aeussemng moti-

viren uud unterstützen sollen, unannehmbar, so fragt sich weiter,

welcher Reiz gemeint sei, den jene Abstraction übe. Einen solchen

würden wir gewiss der wissenschaftlichen Au^be zuerkennen, ans

der entwickelten geometrischen Doctrin daeijenige Element ansznson-

dem, welches sich in logischer Crontinnität auf der adsschliosslichen

Basis der Perspective , für beliebig viele gleichzeitige Sehcentra er-

giebt Doch in diesem Sinne ist hier nicht davon die Bede; der Yer-

&8ser spricht unmittelbar vorher von Anftngem, er setzi also nicht

die Doctrin voraus, sondern hat ein nrsprOnißiches Erlemen auf der

inseitigen Basis im Auge. Die theoretische Bedeutung ist hier un-

bekannt und kann den Reiz nicht gowfthren. Was beim Kundigen

Abstraction ist, kann beim Anßluger nur Unterlassung einer Tätig-

keit sein. Nun wird der Anfänger nicht das Mit<lenken des Masses

uutorla&scu^ denn dann müsste er gegen die gewohnte Anschauung
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ankämpfen. Wol aber entspricht es der Neigung Vieler, das Mass

nicht cxact zu donki n, d. i. nach einer Seite bin fahrlässig zu lemcn.

Es wird anfänglich als Erleichterung empfunden, was im weitem Fort-

gang das Lernen erschwert. Mit geringerer Mühe wird zuerst ein

geringerer Erfolg erzielt; nachher i^t der einseitig wirkenden Fähig-

keit selbst die geringere Leistung schwieriger. Da der Schüler dies

nicht YoranswlBSon kann, so ist das Unternehmen, sofern es der liei-

gang entgegenkommt, anf T&uschung gebaut. '

^

Ein ganz anderer Fall liegt vor bei Verwendungen einzelner

Teile der syntlietischen Geometrie für den Elementarunterricht, so-

fern dieselben erst auf der Stufe geschehen, wo die Congruenz- nnd

Gleichheitssätze bekannt sind. liier ist nur der umgekehrte Fehler

der betreft'enden Lehrbüchor zu rügen, welche den P»egriff der Pra-

jectivität auf die Verhältnisse der Strecken gründen. Es kam viel-

mehr darauf an, eine Methode zu wählen, wo der, obwol bekannte,

Grössenbegriff zum Beweise nichts beiträgt, nnd eine solche Methode

bietet die Ständische Geometrie dar. Dann erst wird eine allgemei-

nere Anschaamig ohne Einbnsse an exacter Anfhssong angebahnt

Die vorliegende Bearbeitung selbst bedarf keiner ausführlichen

Besprechung. Die Methode wird durch die Sache gefordert, und die

dabei zu lösende Aufgabe erledigt sich durch die Continuität des

Systems der synthetisch fortschreitenden Sätze. Es werden nach ein-

ander behandelt die Grundbegriffe, die harmonischen Gebilde, die Per-

spectivität und Projectivität, die Gebilde zweiter Ordnung, Pol and

Polare, Gebilde in Involution, Durchmesaer nnd Mittelpunkt, harmo*

nische Gebilde 2. Ordnnng, Beziehungen von Winkeln und Strecken

zn den Darchmessem einer yoig^ebenm Ellipse, Beispiele and Auf-

gaben. Die Sätze sind gemäss der Bedprocität zwischen Panktreihen

und Strahlenboscheln neben einander gestellt Die Pnnktreihe 2. Ord-

nung geht aus 2 Strahlenbfischeln , das Strahlenbflschel 2. Ordnnng

aus 2 Punktreihen erster Ordnung bzhw. durch Schnitte und Yerbin*

dung hervor. Die Darstellung der obwol durchweg ebenen Geometrie

erlangt um der Projectivität willen Öfters die Betrachtung verschie-

dener Ebenen. H.

Die Principicn der mathematischen Physik und die Potential-

theorio von Theodor Wand. (Leipzig, 1871. B. G. Teubuer).

Wir hesitzen in diesem Weiice von Theodor Wand die einzige

Arbeit, welche die so fruchtbare Potentialtheorie in ihren verschie-

denen Anwendungen übersichtlich darsti'Ut. Gerade hierdurch unter-

scheidet es sich wesentlich von früheren Arbeiten über diesen Ge-

genstand,
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Der Verfasser begiuut in seinem Werke mit allgemeineu physi-

kalisclieii Betracht un^fcn über Bewegung, Kraft und Masse and kommt
dabei zu dem fuiKiamt ntak'ii J>atze, dasfs die Natur bei ihren Ver-

äuderuugi n nur diejenigen Gesetzt« befolgt, welche uuserem Verstände

am fassliclisten ersclieineu. Naeb Einführung einiger analytischer

Hülfssätzü werden wir zur rdtoitiaitlieorie selber übergeftihrt. Unter

diesen Hülfssätzen finden wir ein Kapitel über das Gefälle der Func-

tionen, welches eine besondere Wichtigkeit besitzt Verfasser benutzt

hierbei das Princip, vrclches bei topographischen Anfiiahmen eines

hügeligen Xerraiu's mitanter Anwcuduag findet Legen wir in der

Gleichung

dem C eine bestimmt^! Bedeutung bei, zum Beispiele die Bedeutung

einer Höhe, so stellt die, durch die Gleichung fKx,y) = C dargestellte,

ebene Curve, eine Curve gleicher Höhe dar. Denken wir uus zwei

dicht auteiiiauder folgende Curvou aus deu Gleichungen

/(«,y)

gebildet, so ist der Weg, welchen das berabflleesende Wasser verfolgt,

offenbar diejenige Gerade, welche senkrecht aof swei Curvenelementeu

der beiden Cnrven steht Nennen wir dn eine solche Gerade der

Grosse nnd Bichtnng nach, so bedeutet

du
^ das Gefalle der Function u =/(a:,y)«

Unter eiuer Function vou drei Veränderlichen

kann man sich irgend eine durch Zahlen ausdrückbarc Eigenschaft

des Stoff erfüllten Raumes denken z. B. die Tenij)eratur. An die

Stelle einer Curve gleicher Uöho tritt nun eine Fläche gleicher Tem-

peratur. Die Schnelligkeit, mit welcher die Wärme durch eine

Fliehe gleicher Temperatur strOmt, darf ebenso mit dem Kamen Ge-
du

fälle bezeichnet und analytisch durch ausgedrückt werden. Sehen

wir zu, in welcher Weise das eben Gesagte seine Verwendung findet

Das Kewton'scbe Anziehungsgesetz geht von der Anschauung aus,

dass die Kraft in einem constanten Strome gleichsam von den mate-

riellen Punkten in den leeren Raum ausströmt, so dass auf verschie-

denen, einen Massenpunkt einschliessenden concentrischen Kugelfl&chen

immer dieselbe Oesammtkraft sicli ausbreitet Denkt man sich, dass
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von einem Punkte ein Strom von Wärme ausgehe, der immer gleiche

Stärke besitzt, so wird, sobald der dadurch entstandene Strom con-

Btaut geworden ist, durch jede concentrische Kugeltiäche in der Zeil-

einheit die gleiche Wärmequantität hindurchgehen. Man kann daher

die Wärme, welche in der Zeiteinheit durch ein Element einer solchen

Kugeltiäche geht, gleich der Kraft setzen, welche in der Kichtung der

Normale wirkt. Denkt mau sich, dass die Wärme, welche in der

Zeiteinheit durcli eine Flüche gleicher Temperatur strömt, propor^

tional ist dioaer Flftche iiad dem Gefälle und bezeichnet man die

Temperatur sdt «, so strOmt durch die Kngelflftche vom Badius r

die Wftrme

Da dieser Ausdruck nach Obigem constant sein soll, so muss sein

wodurch derselbe übergeht in ^n. Diese Grösse drückt alsdann die

Mächtigkeit der in dorn Centram befindlichen WürmequoHe ans; - be*

deutet dagegen die X'oteutialfuuction eines Masseupuuktcs 1 in

Entfernung r von einem beweglichem Punkte, während, wie erwähnt,

M die stationäre Temperatur darstellt. Wir sehen daher, dass die

Potentialfitnction des Massenpnnkies 1 gleich der stationären Tempe-

ratur des unendlichen Baumes ist, in welchem sich statt des Massen*

Punktes eine Wärmequelle Ton der Mächtigkeit 4» befindet EbeDM

ist die Potentialfnnction eines Systems von Massenpunkten gleich der

Stationaren Temperatur des unendlichen Baumes, wenn man sich jedea

Massenpunkt m als eine Wännequello von der Mächtigkeit 4 jm»denkt

Die Analogie zwischen Wftrme- und Kraftströmaug (wenn man sieh

so ansdrOcken darf) Iftsst eine Beihe von Sätzen aus der Potential-

theori(\ welche sonst dner Immerhin mehr oder weniger umfassendeo

analytischen Behandlung bedürt'eu, mit Leichtigkeit ableiten. WählSB

wir folgendes Beispiel:

Die Summe aller Krülto, welche auf einer g( schlusseneu Ober^

fläche in der Richtung; der Normalon nach Aussen wirken, ist gleich

der Summe der inncriialb dieser Flache bctindlichcn Massen nmlü-

plicirt mit 4 t. Bczeiclinct man die Uichtung der ^'ormale der ge-

gebeueu Fläche durch so lautet dieser Satz:

1
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wenn man unter fl6 ein Element der Oberfläche und unter V die

Potentialfunction der Oberfläche (auf welcher die eingeschlossenen

Massen geeignet v<Ttoilt gedacht werden küuuen) versteht und die Inte-

gration über die ganze Obertlilche erstreckt. Oflfoubar ist diese Gleichung

richtig, wenn man sich die Massen als Wärmequellen vorstellt. Die

gesammte Mächtigkeit dieser AVarraequellcn ist alsdann 47t mal der

gesammten Masse. Denkt man sich um die Masse eine geschlossene

Fläche gelegt» so moM die gleiche, Wärmemenge durch diese tiiiidurch-

. da dargestellt

werden, da nach einer gemachten Bonerkong dieie W&rme propor-

tional dem GefiUto und der Oberflftche ist

Dnrch geschickte Anwendnng tlcs Ganss'sdien Satses hat der Ver-

ihsser besondere Tereinlhchiuigen' erzielt Sind Äf^ und zwei

Massensysteme und und K, deren PotentialfimctioBen, so wird der

Oanss'sdie Sats ansgedrackt dnrch die Oleichnag:

Hat man nun zwei geschlossene Oberflftchen F] und und ladet

man Fi mit Electricität bis zum Niveau Cj, d. h. bis die rotential-

fuuctiou der electrischen Masse auf der Oberfläche von F^ gleich C\

ist, so sammelt sich auf F^ eutgegeiigeset^te Electiicilät, dcrcu (Quan-

tität ii heissen soll. Man hat daher:

Hassensystem

Masse auf F^ — h auf F^

Potentialfunction „ Fi 0 „ f^.

Ladet man umgekehrt M< mm Nivean imter gleichen Um-
ständen, so hat man:

Massensystijm iV/,

auf F^ —4 auf F^

PotentSalfiuiction- Cf „ Ft 0 ^

Die Anwendung dos Gaus8*scheu Satzes gibt:

Da aber wieder nach dem Ganss'schen Satso Zm^C^^ ^«4^19 bo

folgl:

Sind die Spannungen und Q einander gleich, so wird
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und wir erhalten den 8ate:

Sind 2 Massen und Rogcbcu und verbindet mau ontwodor

mj mit einen) Conduetor der Electrisirninschino, wäiurend ableitend

berttbrt ist od r verfährt man umgekehrt, so wird im crsteren Falle

auf Iiis dieselbe Klectrieitiitsmenge inducirt, als iiu zweiten Falle auf

iit], vomusgesetzt, dass die Kraft dos Conductors dieselbe geblieben ist

Man verjrleiche die einfaelK^ Ableitung dieses Satzes mit »lerjeni-

gen, Avelclu' Clausius in seinen AblKiinllniigeu über di(^ Anwendung
der niecli. Warnietheorie ant" tlii' eb etrischen Erscheinungeu (Brauu-

schweig, Fr. Yieweg und Sohu p. 92— p. Ü7 gibt.

Mit Hülfe des Gefillles der Functionen und des Taylor'scheD

Satzes finden wir (p. 38. der Potentialtheorie} die Tempcratnrznnahme

^eines Elementarwürfelchens von der Temperatur U aus der Gleiehnng:

Ä*" dx\'dxj + djfy'dyj
~^ dM ydzy

In welcher Gleichung t die Zeit und r die Warmeleitungsfthigkeit

bedeutet. Setzen wir x = einer Function 1' und u= einer Function

80 geht dieser Ausdruck über in

:

dU^ y(<^'^U^^^\'^U\i<^^^ dÜ dV dU dV dU

Intogrircn wir den Ansdruck rechts tlber einen geschlossenen Baum,

so stellt derselbe die Zunahme der Gesammtwärme des Baumes dar,

wenn sich innerhalb derselben keine Wärmequelle befindet. In diesem

Falle findet die Wärmezunahmo durch Wärmezufuhr von aussen statt

und diese lüsst sich auch ausdrackeu durch^ K^<ia, wenn man

bedenkt, dass die in einen Raum eindringende Wftrme proportional

dü
der ^Yärnielüituugsfähigkcit F, proportional dem Gefälle ^ (ti Nor-

male) und der Oberfläche ist Wir orhaltrn also:

wobei das Integral links sieh erstreckt über alle Oberflächeuele-

mente des g(»gebenen Raumes, dageg»;n die Integrale rechts über alle

Yolumelemeute des Kaumes sich ausbreiten. Es bedarf kaum der

Erwähnung, dass in obiger Gleichung
Uy^ fU^

^ ^
setzt wurde.

Säninttlicbe Resultate dieser Art fiudcu wir auch auf rein ana-

lytischem Wege abgeleitet.
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Mit besonderer Leichtigkeit führt uns der Verfasser in die Ku-

gelfunctiouen ein und zeigt uns ilire ganze Ikuloutung als unentbehr-

liches Ilülfsniittel hei C()mj)li('irt(Tcn Anwendungen der Potential-

theorie. IJci Betrachtungen über die Gestalt der Erde erfahren wir,

dass die gegenwärtige Art der Nivellemeutzusammenstellungeu, ein

gerade iu gegenwärtiger Zeit wegen der europäischen Gradmessung

wichtiges Kapitel, nicht ganz richtig ist. Es wird vorgeschlagen die

Höhendifferenz zwischen 2 Orten durch dio Arbeit anszndrücken,

welche man hrancht nm eine bestimmte Masseneinbeit von dem einen

Orte zo dem andern zu heben. WiU man also dio Höhendifferenz

zweier Punkte durch ein Nivellement in correcter Weise bestimmen,

80 muss man nicht blos die Höhendifferenzen zwischen den einzelnen

Punkten des Nivellements, sondern auch die Schwerkraft an diesen

PnnktoA messen. Dieser Vorschlag bleibt so lange ohne practische

Bedeutung, als man nicht im Stande ist die Erdschwere auf eine be-

queme Art sehr genau zu bestimmen.

Bei der Theorie des inducirten Magnetismus geht Verfasser etwas

weiter als Poisson. Letzterer nimmt au, dass dio regelmAssig um ein

Atom gelagerten Atome auf diese keine Wirkung ausüben. Eine

solche Analogie zwischen der Newton'schen Attraction nnd der magno*

tischen Anziehung findet Jedoch, wie sich aus der Potentialfunction

magnetischer Massen leicht ableiten lAsst, nicht statt Fohren wir

daher auch dieses Moment noch in unsere Betrachtung ein , so ge-

langen wbr zu Gleichungen, welche den Poisson'schen zwar fthnlich

sind, sich aber durch eine additionale Grösse von denselben nnter-

Bcbeiden. Diese Grösse ist von der Art und Dichtigkeit der als

kugelförmig angenommenen Atome abhängig,

W&hrend die meisten Werke üher die mathematiaebe Physik die

Potentialtheorie eingehender bei der Electridtät entwickeln, sehen wir

in dem Werke vonWand die Potentialtheorie auch bei der Praeces-

don und Kutation der Erdachse, bei der Wirkung von Ebbe und

Flut etc. verwertbct. Diese schwierigen Kapitel sind im Ganzen

klar abgehandelt Bei nur einigen Figuren mehr wilro jedoch die

Auffassung noch bedeutend erieichtert worden.

Uebcrblicken wir das etwa 12 Druckbogen starke Werkchcn, so

fühlen wir uns mehr als befriedigt, bezüglich dos Inhalts und der

Uebersicht, welche bis jetzt noch nicht in dem Masse gegeben wurden*

Auch heute noch, nachdem die vorzflglichen Werke von Thomson und
Tait und diejenigen von G. Kirchhoff zu erschehien begonnen haben,

wird die Potentialtheorie von Wand ihre Stellung behaupten. Dieses

Werk hat damit nicht angehört einem dringenden Bedflrfhiss abzu-

helfen. Bender.
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Preisanfgaben
der

Firatiicli JaUtMWskrsdiMi CfMllichalt der Wimm-
scfcaftei im Leipzig.

Ans der Mathematik und Natarwissenadiaft.

1. Fttr das Jahr 1876.

Die Frage nach der Lage der Sehwingaiigsebeno des polarisiiiii

Lichtes ist trotz nuuinigfiMsher Bernfthnngen bis jetzt ntelit eotschiedci

worden. Die Qesellsehaft stellt daher die Aufgabe:

ist darcb neue Untersuchungen die Lage der

Schwiugungsebene des polarisirton JLicbtes tmi*

gllltig festzustellen.

Preis 60 Ducaten.

2. For das Jahr 1876.

Trotz der nu'istorhaftcn Arbeiten Leverrior's über die Beweguug

des Merkur kann die Theorie dieses Planeten noch nicht als enii-

gUltig abgeschlossen betrachtet werden. Die Gesellschaft wttnscbt

eine ausfttbrlicho

Untersuchung der die Bewegung des Merkurbs*
stimmeudeu Kräfte,

mit Rttcksicfat anf die von Laplace (in der H6cani^ e^lesle), tos

Leverrier (in den Annales de rObservatoiro nnd den Cemf^
rendns de TAcad^mie des sdences), von Hansen, (in den BeridM

der Ken. Sftchs. Gesellsch. d. Wiss. vom 15. April 1868) nad vos

Wilhelm Weber (vergl. ZöUner Aber die Natnr der CoiMten 8. 881)
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angedeuteten BinwiriiiuigeiL Aoaaer 4er ToUetladigeii BeNdmnig
der Sförnugcn ist eine YergleicbuDg mit den Beobacbtangcn imer-

lässlich, um zu zeigen, bis zu welchem Grade der Genauigkeit sich

die eingehenden Coustauten bestimmen lassen. Die Coustruction von

Tafeln zur Ortsberechnung behält sich die Gesellschaft vor zum Gegen-

stand einer späteren Preisbewerbuug zu machen. Preis 700 Mark.

3. Fflr dfts Jalir 1877.

Der nach Eneke benannte nnd von diesem Astronomen während

des Zeitranmes von 1819—1848 sorgföltig untersnchte Comet 1, 1819,

bat In seiner Bewegung Anomalien gezeigt, welche zu ihrer Erkift-

ruug auf die Hypothese eines widerstehenden Mittels geführt haben.

Da indessen eine genauere Untersuchung der liabn nur über einen

beschränkten Thcil des Zeitraums vorliegt, über welchen die Beob-

achtungen (seit 1786) sich erstrecken, so ist eine vollständige

Neubearbeitung der Bahn des Encke'schen Cometen um so mehr

wünschenswerth , als die bisher untersuchten Bewegungen anderer

periodischen Cometen keinen analogen widerstehenden Eiuliuss ver-

rathen haben. Die Gesellschaft wünscht eine solche voUstündige ^eu-

bearbeituDg herbeizuführen, und stellt deshalb die Ao^be:

die Bewej^ung des Encke'schen Cometen mit He-
rücksii'htigung aller störenden Kräfte, welche
von Einfluss sein können, vorläufig wenigstens
innerhalb des seit dem Jahre 1848 verflossenen
Zeitraums zu untersuchen.

. Die ergftnsende Bearbeitung fflr die frtthere Zeit behftlt sich die

Gesellschaft vor, eventoetl zum Gegenstand einer spAleren Preis*

bewerbnng za machen. Preis 700 Mark.

4. Fttr das Jahr 187a

Die Entwickeluug des reciproken Worthes der Entfernung r
zweier Paukte spielt in astronomischen und physikalischen Problemen
eine hervorragende Rolle. In der Theorie der Transformation der

elliptischen Functionen wird die zuerst von Gauchy entdeckte Glei-

chung bewiesen

„Iii'''
9^q* l^na*

;(l+2e ^'+2« + 2e' +2e ...)-
>rr* 9nr* Unr*

- l+3d~- +2«''«' +2«" ...
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in welcher mit Bflckaiclit auf die so enidende 6«iiain||ceit die poti-

tive willkttrliche Constaate a so gms gewfthlt werdea kann, daas die

£xponentia]grt«e « ^ waaehlftaBigt werden darf. Altdaan liat

l
- +20" +2r

eine Betttenentwickeliing von nngerndn rasclier Gonvergenz. Eb aleht

zu erwarten, dass eine auf die vorstehende Formel gcgrflndele Eni-

wickclnng der StAninggfiinction in dem Problem der drei Kdrper sich

für die nnmcrisebe Rechnung als vortheilhaft erweisen werde. Die
Gesellschaft wünscht eine unter dem angedeuteten Ge-
sichtspunkte ausgetührto Bearbeitung des Störungs-
problems zu crhaiteu.

Indem sie dem Bearbeiter die Wahl des besonderen Falles ttber-

Itat , in welchem die nnmerisdie Anwendbariceit des YerfthreiiB ge>

zeigt werden soll, setzt sie voraus, dass 'das gewählte Beispiel hin-

länglichen UmCsng nnd Wichtigkeit besitze, um die Tragweite der

vorgeschlagenen Methode nnd ihr Veihaitniss zu den bisher ange-

wandten hervortreten zu lassen. Preis 700 Mark.

Die Bewerbnngsschrifien sind, wo nicht die Gesellschalt im be-

sondom Falle ausdracklich den Gebrauch einer anderen Sprache

gestattet, in deutscher, lateinischer oder französischer
Sprache zu verfassen, müsseu deutlich geschrieben und paginirt,

ferner mit einem Motto versehen und von einem versie/^elten Couvcrt

begleitet sein, das auf der Aussenseite das Motto der Arbeit trägt,

inwendiu; den Namen und Wohnort des Verfassers angiebt. Die Zeit

der Einst iidung endet mit dem 3r>. November des angegebenen
Jahres und die Zusendung ist an den Secretär der Gesellschaft (für

das Jahr 187;') Prof. Dr. Scheibuer) zu richten. Die Resultate der

Prüfung der eingegangenen Schriften werden durch die Leipziger

Zeitung im Mürz oder April des folgenden Jahres bekannt gemacht

Die gekrönten Bewerbungsschriften werden Eigeuthnm der Ge-

sellscbaft.
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LiUercurischer Bericht CCXXX. 14

Litterarischer Bericht

ccxxx.

Geschichte der Mathematik und Physik.

Saggio di crouogratia dni matomaticlii dcll* antichitu (A. 600 a. C.

— 400 (1. C.) Per Antonio Favaro, ProtVssorc noUa R. Univer-

sita di Padova. Padova IHTf». Preniiata Tijjogratia Francesco Sac-

chetto. Nozzo di Fabio-Marzolo. 16 S. 1 Tat'el.

In den gelehrten Erdsen Italiens bemcht die fattbache Sitte,

Familienfeste durch litterarische Geschenke zu verherrlichen; diesem

Usus verdankt auch die vorliegende Sclirift ihre pjitstehung *) Herr

Favaro, ein um mathematisch-historische Forschung bereits nicbrlacli

verdienter Gelehrter, hat es in derselben unternommen, eine tabella-

rische Zusammenstellung all der Männer zu liefern, welche sich im

Verlaufe des augcgcbeucn Jahrtausends mit Mathematik und ver-

wandten Wissenschaften beschäftigt haben. In der Vorrede erwähnt

der Verf. selbst Priestley's „Chart of liiography" und Poggendortfs

i^bcnslinien*' als seiner Vorbilder-, indes bat es anch sonst nicht

an derartigen Versuchen gefehlt: der Engländer Bonnyrastle hat seiner

Ucbertragung von Bossnt's „Geschiebte der Mathematik" eine Liste

der Mathematiker beigefügt, nnd gerade für die Periode, welche Herr

Favaro bearbeitete, existirt eine immer noch schätzbare Arbeit Die

Schrift Yon Lüders (1776—1822) meinen wir, welche im Jahre 1809

•) Man erinnert sich ilcs hei Gelegenheit der Verheiratung einer Tochter

Bnoschi's unter dem Titel „AUa Sposn*' Ruugegnngrenen Wcrkchens, welches

einen Exeurs Crcmona's auf graphische Statik und Casorati's Untcrsnchiingcn

fibcr die Eigentchoften eines nicbt-ceotrirteo Lineeottystems enthielt.

MlLTm. Hella. 2
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15 Litterarischer Bericht CCXXX.

ZU Alteiiburg und Leipzig orschien und trotz ihres seltsamen Titels

„Pytbagoras und Hypatia'' und einer scliwülstigen Einleitung doch in

jener Zeit viel Anklang gefunden zu haben scheint. Der Ilauptteil

des Büchleins besteht in einem anerkennenswert genauen VerzeichniivS

aller antiken Mathematiker, und zwar geht es in Detailangabeu uoeh

weiter als die dafür auch weit compcudiusero italienische Arbeit. In-

des ist uatttriicb Loders so weit überholt, dass ein neues auf deo-

solben Grundlagen erbautes Unternehmen dieser Art — znmal bei

den annoch so sehr goringfQgigeu Hülfsmitteln zum Studium der Ge-

schichte unserer Wissenschaft — Ton vornherein als verdienstlich zo

bezdchnen ist A.uch hat unser Autor anstatt der von Laders be-

liebten qrnchronistischen Anordnung die alphabetische gewählt, was

bei einem hauptsächlich doch sum Nachschlagen bestimmten Katalog

gewiss nur gebilligt werden kann.

Was nun die Ausführung selbst anlangt, so hat sich die Arbdt

^ohr, wir möchten fast sagen allzuweite Grenzen gesteckt, denn Herr

Favaro rechnet auch Naturkunde, Geographie und Aehuliches mit

herein, sodass in seiner Aufz&hlung auch Leute wie Pausanias, Tad-

tus, Flinins figuriren. Bei dem bekanntlich sehr engen Connex Jedoch,

in welchem im Altertum diese verschiedenen Disdplinen standen,

mag man sich mit dieser Aufhssung einverstanden erklären; nur hätte

dann auch der Titel etwas modificirt werden sollen.

Die Aufnahme der einzelneu Namen ist offenbar eine schwierige

Arbeit gewesen, und man wird im Allgemeinen zugestehen müssen,

dass mit sehr grosser Sorgfalt zu Werke gegangen wurde und dass

ohne ein grandliches Studium der antiken Schriftsteller — und swar

nicht bloss der dem Fach angehörigen — eine solche YoUständigkeit

nicht erreicht werden konnte. Dem weit angelegten Plane zufolge

sollte nämlich jeder Name berttcksichtigt werden, dessen Träger

irgendwo als Bcfbrderer oder Kenner der Mathematik citirt wird, und

so treffen wir denn hio und da auf Persönlichkeiten (z. B. Julia

Domna, die bekannte geistreiche Princessin des Severs*schcn Hauses),

welche man eigentlich in dieser Gesellschaft nicht suehen wttrdo,

welche aber ein Autor, der sich absolute VollsüUidigkeit zum Ziele

gesetzt hatte, wohl beizieheu durfte.

Dass diese YoUständigkeit nicht erreicht wurde und werden konnte^

wird freilich Niemand wunder nehmen, der einen Begriff von antiker

Mathematik hat. Wenn wir also nunmehr eine Bdhe von Gelehrten

namhaft machen, die unbedingt eine Stelle verdienen, so geschieht

dies nicht, um Herrn Favaro*s Leistung herabzusetzen, sondern ledig-

lich um auch an unserem Teile etwas zur LOsung der von ihm vor-

gelegten gewaltigen Aufgabe beizutragen. Es feblcu die vorpytbago-
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ri sehen Geomotcr Mandryatos und Amcristos (Bretschncider, die Geo-

motric otr 8. öO ). es fohlt der gewandte Aritbmetiker Tymaridas

(Cantor, Matheni. lieitr. S. 97.), dor zuerst ein gewisses System linearer

Gleichungen aunöste, es fehlt endlich unter den Griechen der Optiker

Heliodorus v. Larissa, der durch diese AasUssung gegen seinen Schüler

Damian znrflckgesetzt erscheint

lu der Reihe berühmter Körner vermissen wir den gewandten

und mit der praktisclien Geometrie .^i incr Zeit wohl vertrauten Agro-

nomen Coluni( l!;i; iibcrliaupt sclieinen uns die Agrimensoren ein wenig

stiefmütterlich hedarht wurden /.u srin. Frontinus liiidet sich aller-

dings vor, ebenso Aggenus Urbicus. nicht aber Dalbus, Niphus und

Hyginus; das Gleiche gilt sogar auch für den Namensvetter des letzte-

ren, den Verfasser des astronomischen Lehrgedichts. Dass die Namen
der griechischen Feldmesser, welche Julius Caesar zur Vermessung

seines Reiches berief, umsonst gesucht werden, die Theodotus, Poly-

clitus, Zenodoxus, Didymus und wie sie alle heissen mochten, daraas

ist in keiner Weise dem Bilchlein ein Vorwurf zu machen, denn die-

selben sind verborgen in einer auch in Deutschland wohl nur wenig,

auswärt« also gar nicht bekannt gewordeneu Abhandlung unseres

grossen Philologen Bitsehl *); nur zwei dieser Männer kommen schon

im zweiten Bande des Humboldt'schen Kosmos Tor.

Die Schreibart der Namen hat der Verf. so gewählt, dass jedes

Wort unverändert gegeben und nicht erst der dem Italienischen eigen-

tümlichen Verstümmelung unterworfen wurde, was bei einem für weitere

Kreise bestimmten Buche sehr am Platze war. Statt Hyppias ist

indes Hippias zu lesen, und die Form Oeuopidus ist wohl nur ein

Druckfehler anstatt des richtigen Oenopides.

Eine sehr hübsche Idee war es, alle die Capacitäten, welche im

Texte vereinigt waren, zum Schluss in eine Tafel zusammenzuorduen.

Schon Quetelet hat in seiner bekannten „llistoire des scieuces mathti-

matiques et physicjues chez les liflges" eine ähnliche Statistik des

wissenschaftlichen Fortschrittes zu geben versucht; er wählte eine Art

Coordinatenmethode und erhielt so (S. 374.) eine Curve, deren Ordi-

nate gegen das Ende des siebzelmt* n Jahrhunderts ihr Maximum or-

reicht. Anders und unseres Krachtens für viele Namen übersichtlicher

ist die graphische Darstellung Favaro s. Er teilt nämlich das den

ganzen Zeitraum reprftsenthrende Rechteck in Streifen , deren jeder

euiem Jahrzehnt entspricht, und trägt in jede dieser Zeilen die sämmt*

*) Ritscbl, Die Vermessung des römischen Reiches unter Angustus, ilic

Weltkarte des Agrippa und die Cosmographie des sogCDannten Actbicus, Uhoin.

Museum f. Philol. Jahrg. 1842. 8. 481 ff.
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11 tdittmteker BtrüAt CCXXX,

liehen ICathemttiker ein, deren Blfltheperiode in jene Zeit ftUt Man
bekommt so für die unmittelbare Betrachtang kenntlich gewissermaseen

die Dichtigkeit des mathematlschon Oenie's in den einzelnen Epochen

zn Gesiebte.

Zum Schlüsse steheu wir nicht au, dorn von uus hoch geachteten

Verfasser für seine Leistung unseren Dank auszusprechen und ihu

aufzufordern, auch das Mittelalter und die Neuzeit einer äbnlicheu

Bearbeitung zu unterwerfen.

München. £L Oanther.

Methode uud Priiicipien.

Elemente des graphischen Calcidfl. Ton Dr. Liiig! Gremona,
Professor, Direktor der königl. Scuola d'A})plicazione per gl' Ingegneri

in Rom. Autorisirte deutsche Ausgabe. UntxT Mitwirkunji? des Ver-

fassers tibertragen von Maximilian Curtze. Mit 131 in den Text

eingedruckten Holzschnitteu. Leipzig 1875. Verlag von Quandt &
Haeudel. VI. 105 S.

Herr Curtze hat sich durch seine zahlreichen UebersetanuigeB

italienischer Schriften (SeUa's geometrisches Zeichnen, Brioschi's laan-

guralrcdc, Gherardi's Untersnchnngen über die mathematisdie Facol-

tät von Bologna, Gremona's zwei Werke über die Gurren «nd Flftch«!)

bereits ein grosses Verdienst um die mathematische Litteratar bttder

jetzt so nahe verbundener lünder erworben, so dass über die Ueber-

setzung an sich wohl kaum etwas zu sagen sein dürfte. Sollen wir

jedoch unsere subjective Ucbcrzeugung aussjjrechen, so halten wir

dafür, dass die vorliegende Bearbeitung eines italienischen Autors

dem llerrn Uebersetzer ganz besonders gelungen ist und sehr geeignet

sein wird, um die hervorragenden Vorzüge des Originals auch in der

deutscheu Version klar darzulegeu.

Weichet diese Vorzüge sind, werden wir am besten erkennen,

wenn wir den Inhalt des Büchleins kurz vor unserem Ango Yorttber-

gehen lassen. Wie die Specialdisciplin, welche wir gegenwärtig als

graphischen Galcnl oder auch Arithmographio bezeichnen, sich all-

mftlig ausbildete, hat kürzlich J. Weyranch im 5. Hefte des 19. Jahr-

gangs der „Zeitschr. f. Math. u. Phys." ausfahrlicher erörtert Frei-

lich fällt er am Schlüsse seiner Skizze ein sehr abf^llliges Urteil über

ihren wissensc-haftlicheu Wert und meint, dieselbe Hesse sich ihrem

ganzen Umfange nach auf zehn OctavseiteJi be(iuem darstellen. Eigen-

tümlicherweise bi'riihrt sich diese Skepsis eines Ingenieurs mit der

Ansicht Gruuert's, der in seiner Beceusiou des einen ähnlichen Zweck
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LiUeraritcAer Bericht CCXXX, 18

anstrobenden Lehrbuchs von Ott der graphischen Rechenkunst eine

gleich negative Perspective eröffnet (Litt. lier. CCXIIL). Sehen wir

zu, wie dem gegenüber der erste Geometor Italiens den Aufbaa der

jungen Wissenschaft in Angriff nimmt

Derselbe beginnt mit einer eingehenden Erklilrnng und Discus-

siou des gewöhnlich auf Möbius /iiiückgeführten Princiiis der Vor-

zeichen, dessen sachgeinässe Formulirung jedoch, wie Hankel (Gra-

tulatiousschrift au Möbius, Leipzig 1864.) gezeigt bat, einem ftitcren

deutschen Mathematiker, Busse in Dessau, zugeschrieben werden mnss.

Daran schlicssen sich weitere Definitionen : es werden erklärt der

Begriff der AeqnipoUenz, welchen Bellavitis in Padna zar Grundlage

eines eigenen Sjjrstems gemacht hat, der Begriff des Ih^hsinnes eines

Winkels nnd ^unit Überhaupt der ganzen Ebene etc. Die elemen-

tarste Flftche, die des Dreiecks, wird durch Bewegung eines Fahr*

Strahles erzeugt, und unmittelbar daran schliesst sich ein Flfichensatz,

der mit dem von Varignon Aehnlichkeit hat § 17. giebt uns dann

die Definition des Linienzngcs, der in einem spedellen Falle als

Polygon bezeichnet wird. Ist ein solcher Linienzug geschlossen, so

kann man von einem Flächeninhalt desselben sprechen, und es werden

Regeln gegeben, wie man denselben bestimnien kann. Weist der um-

schliessende Zug mehrfache oder, wie es hier heisst, Knotenpunkte

auf, so bedarf es einer genaueren L'eststcllnng (b^s Hegrill's Fliichen-

inhalt. Für denselben wird zunächst die MöImus'scIk^ Kogel angegeben,

wek'lie einen Pol zu Hülfe nimmt, dann aber folgt auch di«» von Mö-

bius in seiner berühmten Abhandlung „Leber die Bestimmung des

Inhalts eines Polyeders" niedergelegte Vorschrift, der zufolge jede

einzelne Flächenzelle, welche von Teilen des Linienzuges begränzt ist,

einen (positiyen oder negativen) Coefficienten erhält and mit diesem

in Rechnung gebracht werden mnss. Die Figuren, an denen Cremona

das Verfahren versinnlicht, scheinen uns mit grossem pädagogischen

Tacte ausgewählt zu sein, und vor Allem mAchten vrir es als bemer*

kenswert hervorheben, dass in Fig. 18* ein Linienzng abgebildet ist,

in welchem def Goäffident 3 vorkommt, während alle uns sonst be-

kannt gewordene Darstellungen nicht über den Cofiffidonten 2 hinaus-

gehen (Pentagramma etc.). Dagegen kdnnen wir uns nicht ganz damit

. emverstandcn erklären, dass von der Schraffirung der beiden „Ufer^

euier Oeraden, welche bereits der Urheber dieser ganzen Betrachtungs-

weise, A. L. F. Meister, mit Vorteil zu brauchen wusstc, Abstand

{jcüonuneu worden ist. Denn einmal gewinnt dadurch wesentlich die

Ucbersichtlichkeit der ganzen Z(n iniung. und dann glauben wir auch,

dass die Bestimmung des ('ueftirienten, wi lcher einer gegebenen Zelle

zukommt, leichter ist, wenn man sie in jener Weise charakterisirt

vor sich hat, als im entgegengesetzten Fall. In der historischen
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TJobfTsicht über dio Fortsohritto in der Entwickclunf? des allgcmoinon

Viol(v]<shoi:riffos , wolcho wir als T(mI oiivs nnifüiij^liclicrrn Wcrlvos

(Icnmilclist (Tf^rlifiiKMi zu lassen ^rodciiKcu . linbon wir die Köthel von

Möbius in ilcm hier an^'rdcut^'tfMi Sinno inn/UL'<'s(aUen vrrsiiclit. Den

Sfhluss dos «rstcn fayiit-^ls biMrt ein zwcckeiitsprcchiuid ueu Ibrmu-

lirter Lehrsatz von Apolloiiius.

Im zweiten Gapitcl finden wir eine sehr ansfiUirlich gehaltene

Behandlung der Lohre von der graphischen oder geometrischen Addi*

tion von Strecken; hcsonders möchten wir auf den schönen Beweis

des Theorems hinweisen, dass die Bcsnltanto mehrerer gegebener

Strecken von der Ordnung, in welcher man die Zusammensetzung

vornimmt, unabhängig ist"^). Die Darstellung lehnt sich bis § 43.

stets an die gebrSuehlicho statische Vorstellung an; von da ab wird

diese jedoch verlassen, indem nunmehr die Besultanto rein geometrisch

so definirt wird: Die Summe der Flflcbeninhalto aller Dreiecke, welche

bezüj^lich eine der zu addirenden Strecken — Soginente nennt tdo

Crcmona — als Grundlinie und einen festen Punkt als Spitze haben,

ist ^jleicb dem Dreieck, dessen Spitze der nändiche Punkt und dessen

r>asis die Resultnntc» ist. Bei sämiiitliclieu- i5i'weis<>ii wird durch dun

Beu^ritf der Ai'quipolK'ii/, sehr an Kürze gewoinien. Die Subtraetiou

der Str(H-ki'n wird niclit speciell durelii^ciionniiei) ; sie ist vielmefir,

was nur ?.,'ebi]li;.;t werden knnn, im Früheren srliKii mitbe-j^riiren . da

sti'ts von algebraischen Summen die Redl' war, rosp. der Siuu eiucr

Linit; gebührend mitberücksichtigt wurde.

Das dritte Capitel bringt die Multiplication einer Strecke mit

einem Yerhftltniss. aus der sich dann auch die Division leicht ableitet;

zur Ausführung dieser letzteren ifird die Spirale des Archimedes bei-

gezogen. Dann wird die Aufgabe behandelt: Zu einer Punktreihe

auf einer anderen Geraden die ihr ähnliche zu finden. Sind diese

beiden Geraden parallel oder schneiden sie sich in einem beiden Beihen

zugleich angehörigen Punkte, so ist die Sache sehr einfach; im all-

gemeinsten Falle betrachtet Herr Cremona die Verbindungslinien je

zweier zusammengehöriger Punkte als Tanpenteu einer festen Parabel,

welche jedoch nieht sezeiclinet vorznliegen, sondern blos dun h zwei

ihrer Tanj^enteu bestimmt zu sein branebt. Wi*' man u\\\ Hülfe dieser

Construction , also ganz im Sinne der grapliischen Ai ithim f ili, eine .

für den praktischcu Seefahrer wichtige Aufgabe loseu kauu, hat

*) Wir machten an diosur Stelle darauf hinwrotficn. dnss der Grund, welchen

B. Wolf fllandhin h d. Math. S 1 23 ) tr- r n <!i'm von Bin;; ;;cführtcn und nns

deren Gründen allcrdinj^s nicht StichhAhigcn Bfwii.s für das Ksfifrepurallclo-

gramm anffihrt, selbst nicht stringent ist, denn die OrOcae der Diagonale wie

ihn Lage bleibt stets dieselbe.
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PauggiT (dies Archiv, 42. Band) gezeigt. In hörlist cdogantor Weise

winl dann scidit'ssliili das sihon sehr allgcineino Problem behandelt,

c'iiiü Keihe von nach Grösse, Laiie und Sinn gcLrebcnen Strecken mit

('1>onfalls bekannten Vorhältnissen zu multipliciren. Hiebei wird mehr-

fiu-h von einem Strahl büschel und insbesondere auch von einem Pa-

rallelstrahlenbüschel gesprochen, und da das Buch, nach Aussage des

Herrn Uebersetzers, ongeföhr das Publicam ansorer GowerbescboloQ

zur YorauBsetziing hat, so möchten wir vorher eine etwas genanere

Erklärung dieser Begriffe wttnschen.

Im vierten Oapitel (Potcnzirnng) wird der geometrischen Pro-

gression der rechtwinklig gebrochene Linienzug, dessen Ecken ab-

wceliSL'lnd auf den ScluMikcln eines rechten Winkels liegen, als Ana-

logen gegenübergestellt. Für die Wurzelausziehung (sechstes Capitel)

dient als Basis die ,.gleichwinklige Spirale", deren Natur in § 75.

durch einen schönen und, wie es uns wenigstens scheint, neuen Lehr-

satz festgestellt wird. Die Construction iler Curve stellt dic-^elbe dar

als eine ununterbrochene Folge von Kreisbögen vei*schiedener Kadien,

oder, kürzer ausgedrückt: Aus einer gcgebcucn Spirale kann man
eine andere dadurch herleiten, dass man die FiVolute derselben bil-

det*). Die Spirale kann dann unverzüglich zur Badicirung verwandt

werden I ond wegen einer dabd hervortretenden charakteristischen

Eigenscdiaft ffthrt sie anch den bekannteren Namen ^Jo^urithmtsche

Spirale**. Uebrigens leistet, wie § 83 ff. die Logistik die nftmlichen

Dienste, d. h. ob man, analytisch gesprochen, die denkbar einCftchste

Exponential-Relation zweier veränderlichen Grossen durch rechtwink-

lige oder polare Goordinaten dentet, bleibt gleich.

Von besonderem Interesse ist das sechste Ca|)itel, denn hier giebt

uns der Verfasser eine abgerundete und leicht verständliche Erläute-

rung der Liirscheu Methode, algebraische Gleichungen graphisch auf-

KolSsen. Der verwandte Apparat besteht der Hauptsache nach auf

einer mit Coordinaten- Papier überzogenen festen Tafel, um deren

Mittelpunkt eine durchsichtige Sclieibc drehbar ist. Auf ersterer wird

der die Gleichung rcpr&sentirende Linienzug aufgezeichnet und dann

durch Drehen der IJiiienzug herausgefunden, welcher eine Wurzel

bestimmt Wollte man hiebei ganz allgemein verfahren, so mussto

natOrlich auf die bekannte geometrische Darstellung der imaglnAren

Grossen mit einigen Worten eingegangen werden.

Das achte Capitel cuthillt die Lehren vom Schwerpunkt, der hier

natürlich nicht in seiner physikalischen Eigenschaft, sondern als Punkt

*) Hier hätte auch die Abhandlung von Scblöttllch (Zeitfchr. t Math. «.

Pbys. Jahrg. 1869.) erwftbnt werden kAoiiea.
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der mitÜcareD Entfennmgeii ao^e&SBt wird. Alle ConstnidioiieD

zeichnen sich durch Eleganz aus und nehmen stets auf die Bedttrf-

nisse des Praktikers Bedacht; fOr das Viereck verdient auch die von

Endemanti in dieser Zeitschrift zusammengestellte Sammlung von Ycr-

zcichuuugsweisen Beachtung. Im Schlusskapitel endlich werden mehrere

Methoden zur ai)i)roxiniativen Rcctiticiruug des Kreises und aeiiier

Teile (liiitli^M'spn»i-hou die \vUW dt'r>('lbon stimint mit der von Ko-
chanski üborcin (Ncigl. uusre Aliliamlluii^' im 1. UvA'tv dieses Jahrg.

der Sclilomilcli'sclicu ZeiUchriltj uud bedarf nur einer eiuziyeu Zirkci-

üffnuiig*}.

Diess eine kurze, aher fUr diesen Ort vieUeicht schon zu long

geratene Uebersicht des reichen Inhaltes. Strenge auf der eiiioD,

populär im guteu Sinuc auf der andren Seite zeichnet sich das Uach
vor deutschen Schriften durch die schöne Klarheit aus, welche nun
einmal den romanischen Völkern in höherem Grade als de4i germa-

nischen eigen zu sein scheint S. Günther.

Du röle de Texp^rience dans les sciences ezactes. Par M. J.

HoUel, Professenr k la Faculte des sciences de Bordeaux. Prag.

1875. Grögr i^- Dattel.

Die KoUe der Erfahrung in den exacten AVissenschuften biu't^

der Unti rsfh'hung ein sehr weites Feld. Ohne gerade das Thema \iü

Detail erschöpfend zu behandelu, ist es sehr wol ausführbar, die vei-

schiedeneu Seiten des Gegenstandes zu entfalten, die, Erklärung ver-

langenden Fragen vorzuführen und zur befriedigenden Eutschcndung

zu bringen. Hierin ist noch wenig getan, weil man einen Anteil der

Erfahrung an den exacten Wissenschaften nur einräumte, soweit man
gezwungen war. Man forschte nicht nach der empirischen Quelle des

Wissens, soweit man dieses fUr hinreichend gesichert hielt, weil die

Kenntniss des empirischen Ursprungs der gehegten Meinung Abbruch
zu tun schien, sondern coustatirte höchstens als Zugeständniss an die

Wahrheit, dass diese und jene Punkte auf Erfahrung beruhea, ohno
die Unabhängigkeit alles übrigens Wissens von der Erfiihrung dabei

je in Frage zu stellen. Die Wege der £r&hmug, auf welchen die

ideellen Begriife, die lagiachen, insbesondere die mathematischen Fähig-

kdten entstehen., zu untersuchen, ist unbes^tritten eine Sache von

grosser Bedeutung und auch von jiraktischer ^VieIJtigkeit in i);\dagü-

gischer Hinsicht; dtnmoeli >eh(nkt man der Untersueluni',' einem Wahne
zu Liebe, den sie zerstören uiuss, keiue Aufinerksumkeit.

*) Hier werden besonder« auch Kankino'tche Arbeiten bcigcsogen; d!o

Verdienste dieses Gelehrten in Hinsicht auf graphische Methoden hat kfinlich

QaekiA (Boll. Bone, Tomo VIL 1. Heft) eingehend beleuchtet
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Auch die gcgouwärtigo Schrift uuttTsucht nicht von Grund aus

die Rolle diT Erfahrung in den Principien der exacten Wissenschaft;

sit3 benügt sich damit, einige Punkte zu betrachten, in denen wir

noch stets auf Erfahrung zurückgehen oder uns au neue Erfahrung

wenden müssen. Wo die Sicherheit der Lenkoperationeu befriedigeud

ist , uiuimt sie die Frage überhaupt nicht auf, im andeni Fall cou-

statii't sie uur die Teilnahme der Erfahrung. lu dieser Beziehung

bemerkt sie yor allein den liervortreteuden Unterschied zwischen der

diBcreten und coucreten GrOsse. Die Operationen der Arithmetik

worden ohne neue Erfahrung volhcogen (wenn gleich manchmal auch

hier Sätze empirisch gefunden werden), und ihre Resultate stimmen

genau mit der Wirklichkeit. Dabei bleibt jedoch unerwähnt, dass

auch Begriff und Anwondoug der discreten Zahl ganz you Er&hrung
abhängig ist und bleibt Der Begriff fusst auf die Identität, Aber die

erst entschieden sein muss, damit man mit SScherheit zählen kann;

2. B. wtirde die Zahl von Punkten in Bewegung, deren verschiedene

zusammenfallen, deren identische verschieden liegen können, au sich

unbestimmt und ganz von der Betrachtungsweise abhängig sein. Hier

kommt nun das grosse Bereich der Materie zustatten, luin ihalb debsen

jede Identität für alle Zeit empirisch mit so befriedigcuder Siclierheit

feststellt, dass wir an den eiii})iriscii( n Grund niclit zu denken })tlegi'ii.

Solange man nur dii ses Bereich vor Augen hat, bei>itzt die -iVrithmetik

eine Basis, die ihr alles Retlectircn auf weitere Erfahrung erspart.

Auf materielle Identität ist aber der Zahlbegriff nicht beschrankt.

Zählen wir Wiederholungen von Acten, so bildet die Zeit das Kriterium

der Nichtidentität; die Zahl ist dann ein einzelnes Factum, uuU erst

durch hinzutretende £mpirie vergleichbar, was man indes gcwöhulich

nicht merkt, weil man die zeitlidie Succession sogleich in eine sicht-

bare Beihe umzuwandeln, und so materiell zu stabilisiren pflegt.

Der Arithmetik gegenüber, welche allerdings von der Empirie

freier ist ahi sonst eine Wissenschaft, stellt sich die Geonu trie als

eine solche dar, die nicht durch logische Operationen die Wirklich-

keit Torzuzeichnen vermag. Sie idealisirt erst die beobachteten Gegen-

stände und bringt sie durch Abstraction unter ver^nfachte Gesichts-

punkte. Gleich der theoretischen Mechanik grflndet sie sich auf

Hypothesen, nur dass diese zu den ihrigen noch andere hinzufügt

Der Verfasser sagt nun, beide Wissenschaft^ betreffend, von einer

aof U) iiothesen gebauten Theorie, die in sich frei von Widersprüchen

sei, während sie der Wirklichkeit genau oder approximativ oder auch

gar uicht cutsj)reelien könne, sie sei „absolut wahr**. Mau wüido

geneigt sein, dieses Attribut, welches sich sofort widerlegt, indem das

absolut Wahre gieicii nachher falsch genannt wird, als verfehlte Be-

ueuuuug durch eiue /.uireü'eudcre zu ersetzen. I>och so sachlich be-
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dcTitungslos ist der Fehler nicht: or wurzelt in der Chimäre einer

aprioristisrluMi Lofrik, und steht der Untersuchung des >Yahren Saeh-

verliults im Wcire, einerseits indem er der Fra;.n! naeh der emj)irist heii

(Quelle (hr nKitiieniatiscluMi Logik vorgreift, andrerseits indem er die

IJedeutung der ideellen Theorie, für die Wirklichkeit in ein l'alsehes

Liiht stellt. Bleiben wir einlach hei dem stehen, was wir wissen,

ohne mehr behaupten zu wollen, neuuen wir also eine solche Theurie

bedingt richtig, denkbar, nn')glicb, so verbleibt ibr uoch ilieselbc Recht-

fertigung und derselbe Wert, und sie gewinnt eine klarere Steiliing

innerhalb der Gesammtaufgabe der Wissenschaft. Die Theoreme, 80-

fcru 810 idealisiite Objeete haben, bedttrfou gar nicht der Kechtforti-

gnng, dass sie der Wirltlichlceit nahezu entspreclien; denn die Er-

kcnntniss hat fiberhaapt nicht die Wirklichkeit zn copiren, sondern

die Werkzeuge zu ihrer geordneten Auffassung zu liefern. Durch

dieses Ziel, mag es nun teilweise erreicht sein oder in Aussiebt ste-

hen, hldbt ihr Wert stets bedingt. Aehnlich verhftlt es sich mit den

imaginfiron Einführungen; das in Aussicht stehende, apodiktisch er*

kannte reelle Bcsultat macht ihre Geltung aus, und als imaginlr

lassen sich alle von der Wirklichkeit sich entfernenden Hypothesen

betrachten. Nicht wesentlich vorschieden, wicwol unter andcrm didakti-

schen Gesichtspunkt, tritt der Fall auf, wo die Tlicorie von BcsÜih

mungen der Wirklichkeit abstrahirt, wie z. B. die Geometrie der

Lage. Gleich wie die reelle (irOsse ein specieller VwW der imaginären,

so ist auch hier die Wirklichkeit als six'cieller Fall in der Theorie

enthalten. Üer Zweck der p]infUhrung, die für beide in Verallgeniei-

nenui^,' hoteht, ist nicht derselbe. Durch die Abstraction wird der

logische C\)nnex eines Bestandteiles der Geunietrie, der in der Ge-

sammtlu'it schon iniplicirt vorhanden war. isoliit und dadurch der

Be(d)achtung blosgelegt, durch die imaginäre i^^iiil'ühruug hingegen

werden neue Uuuuexe geschaffen.

Die vorliegende Schrift behandelt nun insbesondere die in der

Geonn^trie enthalteneu, ans der Erfahrung stammenden Elemente.

Kurz im voraus erwähnt wiid die Hypothese der Existenz eines un-

beweglichen und unbi'^renzteu (indehni; Baumes. W'as heisst nuu

zuerst „unbeweglicher Baum"? Unter „Baum" wird hier oftenbar die

umfassonde Basis aller räundicheu Bestimmungen verstanden. Ge-
setzt man konnte darin die Lage jedes Punkts relativ zur ganzen

dehniren, dann würden zur Bestimmung der Unbewi'glichkeit des in

sich festen Systems noch 12 Stücke erfordert, deren 9 ganz nndelinir-

bar, 3 erst mit Hülfe der Mechanik bestimmbar wären. Für die

Geometrie fallen mit dem Causalbe^rifT auch diese d Bestimmuqgea

ausser Betracht Die Lage der Basis ist dann ganz willkürlich, Ihre

Unbeweglichkeit keine Frage der Erfahrung, sondern zur Yerein-
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fachunp der Rotrarhtunpr, dio oicrentlich rinc relative sein würde, sich

aber so in riiio absolute nmwandoln lässt, angeuommon. In dieser

- der Natur der Sache angemessenen Weise fasst in der Tat <lic ana-

lytische Geometrie den Hnnm anf. Die praktische Geometrie binp«'jren

~- (jlloichwie die gemeine VorstdlnnL:) hat stets eine empirisclio, aber
*' nur zeitweilig nubewcgliche Basis: je nach den Gegenstfinden der Bo-

trachtang igt dor Horizont, der Erdäqoator, die Ekliptik massgebend,

und nach Jedem Uobergang der Betrachtung bewegt sich derjenige

Banm, der vorher stillBtand.

Nun bleibt noch die ünbeweglichkeit des Raumes in sich flbrig.

Sie Iftsst sich nur durch die UuverftnderUchkeit der Lineardimensionen

anffossen. Hierzu dient die empirische Hjrpotheso fester Körper,

reprftsentirt in der Geometrie durch das Zirkelinstrument Diese

Hypothese ist dio erste in der Geometrie. Sie reicht indes nicht

aus, die Lineardimension absolut zu bestimmen; vielmehr behält die-

selbe einen willkiirlii lien constautcu Factor, der als zehutcs uudi'finir-

bares und uicht ciapirischcs Elomcut hinzukommt.

Die Eigenschaft des Raumes, dass er unbegrenzt ist, Iftsst sich

nicht wol als unabhängige Hypothese bezeichnen. Man kann die-

selbe noch in doppeltem Sinne nehmen. Dass der Raum Aber jedo

Grenze hinans Fortsetzung findet, hängt Ton dem Gesetze dieser Fort-

setzung ab; dass er bei seiner Fortsetzung nicht periodisch iu sich

zurückläuft, ist bodin^^t durch die Art der Gebilde in ihm. In bei-

derlei Sinne ist die Eitionschaft zwar eine empirische, aber sie wird

durch iialirr bestimmte llypothescu iiivolvirt, die wir doch nicht cnt-

behrcu kouneu, uud die sie uicht zu ersetzen vermag.

Einige der genannten, zur Ünbeweglichkeit des Raumes gehörigen

Punkte hat der Verfasser durch die, gleich nachher folgende Bemer-

kung berflcksicbtigt, dass die Unveränderlichkcit der Figuren undc-

finirbar sei, und dass wir nur rehitive Aendernugen der Figur und

relative YerrUckungeu beobachten können.

Die Musterung der empirischen Elemente zeigt nun zunächst dio

Eigenschaft des Raumes, dass sich jede Figur in ihm ohne Aonderuug

verschieben lässt; dann die Unterscheidung zwischen Rechts und Links,

wodurch der Sinn der Rotation bestimmt wird. Uebergaugcu ist auf-

fallenderwcisc die Periodicität der Rotation. Ferner ergibt die Rota-

tionsaxe die Idee der geraden Linie. Die der Ebene wird erklart

durch eine Fläche, die sich umgek<lil in jeder Lajie deckt. Hierauf

spricht diT Verfasser von der Lobatscliifsky'scheu Geometrie, sofern aus

ihr die Euklidische erst durch die neue Hypothese, dass ein gewisser

Parameter, der bei den vorausgeheudcu wülkürlich bleibt, null sei

Gr
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hervorgellt Die Eriabrnng kann offenbar deren Richtigkeit nicht

dartun, sondern nur constatiren, dass der Parameter eine gewisse

Grenze nicht übersteigt. Hierzu bemerkt nun der Verfasser, die Er-

fahmng habe nicht in dieser Weise die ersten Erfinder der Geometrie

gelehrt, welche, wie noch jetzt Viele, Erfohmng nnd Venuinft niabt

geschieden hätten. Allerdings besteht die Rolle der Erfahrung in der

Geometrie nicht darin, dass sie irgend ein Glied znm Beweise, liigeiid

ein ergänzendes exactes Datum lieferte. Und in der Tat kdnnen sich

Manche von dieser Vorstellungsweise nicht losmachen: davon gibt die

im 226. litt Bericht S. 11. besprochene Schrift dn recht entacbie-

denes Beispiel. Aber die Erfiahruug bat eine andere Rolle, in der

sie unersetzUch ist: sie beweist nicht, dass jener Parameter null ist,

aber sie lehrt eine ideelle Geometrie (die Enklidtscbe), in welcher er

uuU ist. Hierzu ist es wesentlich, ciass das Krfahreu ungenau, un-

vollkommen, nicht generell ist; di-nu die iDilieriiiz des Erfahrenen

mit der Forderung dch Zweckes, den die Erfahrung schon in ihrer

Unvollkonimenheit an die Hand giebt, ist es, was den ideellen Kegrtff

zum Bewusstsein bringt. Der Verfasser verfolgt jedoch von seiner

Bemerkung aus die Kulle der Erfahrung nicht, sondern rügt einen

Mishraucii des Wortes „Evidc'uz", indem man Evidenz als ein Drittes

zwischen Erfahrung Kasonucmcut stelle; es sei damit eine so oft »/e-

derholte Erfahrung bezeichnet, dass die Macht der Gewohuheit Aüs

Bewusstsein austilge. Schliesslich wird als Ilesultat aufgestellt, dass

die Geometrie, wie die mathematische Physik, aus einem ph^^ischen

und einem theoretischen und abstracten Teile bestehe, und da^s nur

der. letztere cxact zu nennen sei. Hiusicbtlich der llesultate wird

man dies zugeben, doch dii'se machen den Inhalt der Wisscnschalt

nicht aus; hinsichtlich der Forschung werden wir eine Methode, auch

wo ein exactes Ergebniss nicht erreicht wird, immer exact nennen,

wenn sie nur mit dem Bewusstsein der Grenzen des ezacten Wissens

verbunden ist, und mit rationalen Mitteln ein exactes Ziel anstrebt

H.

Lehrbücher, Sammlangen und Tabellen.

Tafel zur bet|uenien FuTcchnunu zwolfstellijzer geniciuer Loga-

rithuK'u und umgekehrt. Berechnet und zusammengestellt von Emst
Sedlaczek, k. k. Major und Archivar des k. k. militär-geograi>hi-

schon Institutes. Wien 1874. Im Selbatverlai^o des Verfassers. 10 S.

Diese Tafel ist mit Erklttrung in deutscher und in lateinhKher

Sprache be^uders herausgegeben. Die eigentliche, filr d^n Zweck
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notwendige Tafel nimmt nur eine halbe Octavseitc ein. Die andre

Hälfte enthält Loj^arithmen von Producten der Zahlen 2 bis 19, die

Kehrseite die Logarithmen der Primzahlen bis 1423, sämmtlich auf

12 Stellen. Per Verfasser bat hier ein, auch sonst nicht unbekanntes

und schon mehrfiush realisirtes FHndp in der Weise angewandt, dass

die Tafel anf ein Ifinimnm redocirt wird, wfthrend die Bechnmigs-

operationen sich Termehren. Man scheidet ans einer gegebenen 2n

zifingen Zahl snocessiTe Factoren von der Form

l+dlO-*(* - 0, 1, ... «) (d — 0, 1, ... 9)

mit dem niedrigsten k anfangend durch Division ab, so dass nach n

Divisionen ein Factor

l+DlO-s» (D eine n sifirige Zahl)

übrig bleibt. Die Logarithmen der 9(«+l) möglichen Werte von

(da d » 0 nicht in Rechnung kommt), miiss nun die Tafel

geben, wfthrend

Iog(l4-D10-«») — Z>log« .
10-*»

durch eine Multiplication auf n Stellen zu berechnen ist, wozu man
auch eine n stellige Logarithmentafel verwenden kann, üm den an-

wachsen Fehler der letzten Stelle zu vermeiden, wird man die Ope-

rationen mit 1 oder 2 ttberschtlssigen Stellen vollziehen, auch zeigt

die Tafel an, ob zur letzten Ziffer eine positive oder negative GrOsse

hinzukommt In der vorliegenden Tafel ist n — 6, doch zur Sicher-

heit k^7 mit bcracksichtigt In der Erklärung wird anch eine

Methode angegeben, die Divisionen anf leichteste Weise zu vollziehen.

Wie die inverse Berechnung auszuflihrcn ist, liegt auf 4er Hand.

H.

Fünfstellige Logarithmen der Zahlen und trigonometrischen Func-

tionen nebst den Logarithnicu für Summe und Diflfercnz zweier Zahlen,

deren Logarithmen gegeben sind, sowio oinif^'oii anderen Tafeln, mit

einer neuen, die Rechnung erleichternden Anordnung der Propor-

tionalteile. Von Dr. A. M. Neil, Professor am Polytechnicum zu

Darmstadt. Dritte verbesserte Auflage. Darmstadt 1874. Johann

Phüipp Diehl. 104 S.

Ausser den auf dem Titel angegebenen Tafeln enthält das Buch

dreistellige Logarithmen der Zahlen und trigonometrischen Functionen,

Hülfstabellen für mathematische Geographie, Logarithmen oft vor-

kommender Zahlen, goniometrische und trigonometrische Formeln.

Die auf dem Titel erwähnte erleichternde Anordnung der Propor-

tionalteile besteht darin, dass dieselben in die bezügliche Zeile gesetzt
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sind ; sie ist keineswegs neu, sondern man pflc'gt nur meist ftos prak-
tisclicni Gnindo davon abzudrehen. Auf Bequemlichkeit ist ftberlittopl

viel Rücksicht gciioimiicii ; oh sie wirklich dadurch ficfördert ist, dar-

ülx r dciikou wol Vi'rschieth'iie verschiednn. Das Ausrcchneu ist in

manchen Stücken, namentlich l>ei einziftri^Mi- Kechnunj^. wie sie die

Interpohjtion fünfstelliger Logarithmen erfordert, leichter als das

Nachschlagen und Ablesen. Daher kann die detaillirte Auffübrniig,

wenn sie ein gewisses Mass übersteigt , aufliören ein Vorzug zu sein.

Eine Zugabe in anderm Sinne ist es, dass jedesmal die letzte Ziffer

unterstrichen ist, wenn der Kest negativ ist. Ob man davon je* Ge-

brauch nnichen kann , wenn es sich um Sicberlieit der letstcn Ziffer

handelt, ist indes sehr fraglich.
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Litterarischer Bericht

CCXXXI.

Lehrbücher, Sammlungen und Tabellen.

Vorscliulo der Geometrie. Ein methodischer Leitfaden boim

Unterricht in der geomctrisi-heu Anschaiiungslohrc für die untern

Classen der Gymnasien, Kealscbuleu, Lilirerseniinare, sowie zum
Selbstunterricht, besonders für Volksscbuliehrer. Von Prof. J. C. Y.

Uoffmann, GrQnder und Redacteur der Zeitschrift fttr mathcm. und

naturw. Unterricht I. Lieferung. Erste Hälfte der Planimetrie

(Seite 1— 151). Mit 230 in den Text eingedruckten Holzschnitten

und 2 Figurentafeln. Halle a. S. 1874. Louis Nebert

Das Vorliegende ist eine recht viclseiti«,".; Anleitung, Bemerkungen

an UaumgebiKlen zu machen und durch Zeichnung zu fixircn. Sie

hält sich gleich fern von der wissenschaftlich theoretischen wie von
*

der auf bestimmte Anwendung gerichteten praktischen Doctrin. Hätte

eine solche Anschauuugslehre den Zweck diejenigen, welche nie

Mathematik zu treiben gedenken, mit deren elementaren Gegenständen

vertraut zu machen, ihnen einen £rsatz an geistiger Anregung zu

geben, auch wol sie fOr angewandte Geometrie ohne Solbstproductivität

vorzubilden, so wäre ihre Nützlichkeit gewiss anzuerkennen. Eine

Vorschule zur Geometrie aber ist sie nicht; und da sie hier so ge-

nannt wird, so muss auf die Täuschungen hingewiesen werden, auf

denen diese Bestimmung gemeinhin beruht. Unstreitig ist die An-

stliauung ciue Tiitiglvi it , welche den logischen Acten der Hcf^riil's-

bilduug und des Schliesseus vorausgelit. ^Veull man abiT iiit lut

letztere solange ausser Uebuug setzen zu können, bis eiiilerc bis zu

einer gewissen Rrife entwickelt sei, so ist dies ein Irrtum. Sic wer-

den factisch geübt, aber iucorrcct und unklar, wenn ihnen die Gele-

TtilLTXIL HtftS. 3
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genheit znr Controle abgeht. Hat doch selbst der Verfasser es nicht

zu yenneiden gewusst, allgemeine , abstraete Begriffe, und zwar in-

correetc und nnkUro, in die Anschauungslehro zu ziehen (wovon

weiterhin); viel weniger vennag ein Kind die Geiatestätigkeiton ge-

sondert zu orbalten, die aicb von Natur untenttttsen. Die Ikobach-

tang bleibt eine nnznracbende, vielfach nnvermerkt nnbestimmtef

wenn man von einem Gegenstand znm andern weiter geht, ohne

Grand nnd Zvaammenhang finden zu lassen, nnd nvr ftnsserlicbe Um-
stände Torflihrt Geschieht dies wie hier in grossem Umfimge, so

kann nnr eine Gewöhnung an mangelhafte Bestimmung im Beobachten

und Benken die Folge sein, welche zur Mathematik untauglich macht

Sehen wir von der Ankttndigung ab Vorsdrale der Geometrie ab, so

Utost sich als Torsug der gegenwärtigen Bearbdtong der Anschaniiqgs-

lehre eine grosse Beichhaltigkeit in der Berflcksichtigung der gossem

Umstände nennen, die ohne weitgehende Sjrnthese schon in den ein-

fachsten Gebilden sn Tage kommen. Wenn der Yerlasser als fägen-

schaften des Bnchs hervorhebt grössere Berlldcsiditigung der Bewe-

gung der Figuren, Heranbildung (Nötigung) des Schülers zur Selbst-

tätigkeit, Correctheit des Ausdrucks, so können die ersten beiden

Punkte wol kaum als unterscheidend geltou. Auf die Correctheit ist

iu der Tat sichtlich Fleiss verwandt Ist es aber z. B. (S. 79.) correct

zu sagen: „Eine reguläre Figur bietet dem Beschauer von jeder Seite

aus" (d. h. den folgenden Worten zufolge : von wo auch immer) „die-

selbe Gestalt und Ansicht" u. s. w.? Wichtiger sind zwei principielle

Irrungen, die der Aufforderung des Verfassers gemäss hier genannt

werden mögen. Erstlich behauptet er (ohne ersichtlichen Grund diese

Frage hier zu erörtern), der Raum sei uubewogbar, und es sei eine

Täuschung, ein Raumstück als bewegt zu deukeu. Es verhält sich

umgekehrt. Ein absolut unbewegter Raum ist nicht bestimmbar,

also undenkbar; unser gewohntes, am Erdboden haftendes fianm-

system müssen wir als bewegt betrachten und gegen ein neues ver-

tauschen in der Geographie dann wieder in der Astronomie, und eine

definitive Ruhelage giebt es nicht. Der Mathematiker mnss wissen,

dass alle Bewegung relativ ist, und dass es ihm frei steht snr
Yereinfachnng der Betrachtang ein Raumsystem als mhend aasn-
nehmen. Zweitens ist es nnrichtig nnd sinnverwirrend, die Fläeho

als unendlich dflnnes Blatt vorstellen zn lassen; denn dann wäre sie

bei Jeder Ansdehnnng unendlich klem. Wir abstrahiren nicht von
der Didce, sondern von den 2 Körpern oder Baambeskken, deren

Grenze die Fläche ist Derselbe Fehler kehrt bei der Linie nnd
beim Punkte wieder, und wie hier so steht überall das Unendliche

ohne alle Erklärung, gewöhnlich verbanden mit widersprechenden,

undenkbaren Beühgungen. Dorch Bewegung, welche der Verfasser

ja erklärtermassen gern verwendet, lässt sich der Sinn des Unend-
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liehen vollkommen klar, einfach und leicht verständlich für Anfänger

darstellen. Ebenso lassen sich die vorher bemerkten Fehler ohno

lieeinträclitigung des Uebrigen berichtigen. Möge daher das Vor-

stehende als Vorsclilair zur AbäuderuDg bei voller Aaerkennung dos

GeloiBteteu Aufuahme Huden. H.

Die Gnindlehren der ebenen Geometrie. Von A. Stcgmaun.
Mit 9 Figurentafeln. Zweite, verbesserto and vermehrte Auflage.

Kempten 1875. Jos. KüseL 159 S.

Dies Lehrbuch unterscheidet sich Ton den mdsten andern dnreh

Bevorzugung der logischen Bildung, deren Erfordernisse in sorgfäl-

tiger Weise bertteksichtigt worden sind. Hervorzuheben in dieser

Beziehung ist, dass der Paragraph über die Vergleichung der Winkel,

welcher den Begriff des Winkels erst zu einem exacten macht, während

die vorausgehende Definition Nebensache, und ohne ihn immer un-

zureicheiul ist, nicht, wie gewöhnlich, fehlt. Auch ist die gegebene

Erlüutening der Bedeutung des Beweises hierher zu rechnen; nur

hätte dafür ein Satz gewählt werden sollen, durch den der Schüler

etwas neues, nicht selbstverständliches lenit. Uebrigens wird mit der

für die meisten Schulen knapp zugemessenen Zeit sehr verschwende-

risch verfahren, indem die Sätze vielfach zerspalten sind. Die an-

fänglich genannte Tendenz hat indes den Verfasser nicht abgehalten

auffällige logische Fehler zn begehen. Der eine ist ein Trugschluss

im Beweise für den Parallensatz, den ein Schttler leicht dorch die

Probe widerlegen k&nn, der andere die onbewiesene und iinbewdsbaie,

gleiehwol hier stillschweigend gemachte Voranssetning, dass die Kreis-

linie kleiner sd als der Um&ng des Taagentenpolygons. UnglflcUich

gewfthlt ist der Ausdruck: die Geometrie handele von den rttamlichen

. Grossen. Gleich nachher folgt: der Punkt sei keine rftumliche Grosse.

Ausser dem Punkte handelt aber die Geometrie von Tiden Gebilden,

die keine Grössen sind; auch die Winkelebene gehört zu diesen und

hat, durch unrichtige Subsumi)tiou unter den GrössenhegriflF, schon

manche Irruug veranlasst. Es möchte si( b daher doch wol empfehlen,

nicht bloss den Gegeust^ind der Geometrie liebt r räumliche Gebilde

zu nennen, sondern auch in den Grundbegriffen auf das, was allein

Grösse heisson kanu, hinzuweisen. H..

Lehrbuch der Buchstabenrechnung und Algebra mit mehr als

15(X) Uebungsaufgaben. Zunächst znni Gebrauch in Seminarien,

Mittel-, Real- und Gewerbeschulen, wie auch für den Selbstunterricht

bearbeitet von W. Adam, Königl. Seminarh^hrer in Neu - Uuppin.

Eibter Theil: I. Buchstabenrechnung uud Arithmetik: Die vier Species
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mit der Bruclirocbnuiig, Vcrliältüisso nnd Proportionen, Potenzen and

Wurzeln. II. Algebra: Die Glclchnngen vom mten nnd zweiten Grade.

Zw( it(M- Th(!il; GloichuniTon höheren Grades, diophantiscbo Gleicbnn«

g< 11, Loi^aritlnneii mit Zinsesrins- und Rcnteurecbnnng, arithmctiacho

und m oinrtrist lic ProuM-ossioiicn, K(Htenbrüchc, Combinationslebre und

AVulirbchriiiUcljkcitsn rhiiuiiL?. ISi u-liuppiu 1875. Rud. Petrenz. 182 S.

Zu den Angaben des Titels ist kaum etwas hinzuzufügen. Die

Abfassung ist eine ganz populäre, doch Iftsst sie hinsichtlich sp&tern

Uübcrgangs zu einem mehr wissenschaftlichen Betreiben weder an

Vollständigkeit der Elomentarlehren etwas vermissen, noch ton die

Erklärungen und Aufstellungen einer wissenschaftlicben Auffassung

Abbruch. Der Verfasser bat den gesammtcn Lehrstoff in vorhandenen

Biklurii boarlx'itot vorgefundenen und davon vemttnftigen Gebrauch

gemacht. KrKliinni^vn und Sätze werden in grösster Kürze auf-

ppstollt-, ihiiin tol-(^n sU'tn Heispiolo; letztere sind am reichhaltigsten

bt'i den Glculiuii'4('n. An^/u'^f('llen möclito otwa sein zunächst die

UntcrscliridiinLr von Ihudibtal^riiicchnuiiu: und Alijt'bni, womit ciu

liäut!t,'("r Misbrnneb dos lot/t'-rn Wortes oni<uuM-t wird. Hiermit stellt

aber weitt-r in VerhiiKhnm die ( 'nbestininitbeit , welche über der Ho-

ileutunj,' eines l»nt li>t.!h; n^ waltet. l)a-s ein Burhstab ganze, ^'e-

broeliene, i»<isifi\(' odrr in-uative Zalil bedeuten kann, wird der Sehü!<T

im ersten Al)sehnitt nielit L'cwahr. und kein Uiisiiiel i)rinf:t es /ur

Uebung; im zweiten hingegen ist es sofort stillschweigende Voraus-

setzung. H.

Tiebibinh der Arithmetik und Al,L'el)ra mit Ucbungs- Aufgabt!U

für Indiere Lrhrari.^taltcn. Von I>r. Tli. Si»ieker. Oberlehrer au

der Keaisrlinle zu Potsdiiui. Krster Theil. Potsdam 1875. Aug.

Stein. ;30.) S.

Die Abfassung des Lehrbuchs ist darauf eingerichtet, dass der

Schüler mit Einsicht, besoDders aber fertig algebraisch rechnen lerne.

Die systematische Ordnung ist musterhaft. Von jeder theoretischen

Entwickelung, die meist kiurz gofasst ist, geht es bald zu den bo-

währten gebräuchlichen Einführungen . und Verfahrnogsweisen über.

Tiefere Blicke werden nie eröffnet, und theoretische Schwierigkeiten

unberührt gelassen; doch ist diese Vornu iduug mit wesentlichen logi-

schen üesi(UTaten uieht veibuudeu. In mancher Heziehung ist das

Leiirltueii vollständijicr als die gow hnlielK'ii. Zu erwähnen ist ins-

besondere. (h\ss das Su!)-titniren . das Kichm-n nach t\ov i''(.iiiud und

die Anweuduii',' nc-sitivcr und lii ltroeht ner Werte der Buelistaben iu

dfii l'inineln, woran nuin iViiin-r im Cnrsns sflt'n /u d'nktn ptlcirte,

. hier weuigätens vorubergchendü, aber erklärte JlerucksicUtigung tludet
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Das Löhrbach nuifasst 3 Curso: der erste entliült die Hauptopera*

tioncn, der zweite die Gleichongeii 1. und 2. Grades mit einer und

mehrere Gesnchten, der dritte die wichtigsten höhcm Bechnnngen.

In diesen ist auch die Theorie der Logarithmen und das Rechnen

mit denselben herttber genommen. Die Methode des ersten Cursus

ist die consequcnt arithmetische^ welche den Zahlbegriff im Anschlnss

an die Operationen soccessive zor algebraischen An£fiassmig erweitert

H.

Lelir])n{'li d<T Arithniotik für Lateinschulen. Von A. Steck und

J. Vieimayr. Yierto verbesserte Auflage. Kempten 1875. Jos.

Köscl. 116 S.

Das Yorli^ende ist eine Anweisung zum dekadisch nnmcrischen

Bechnen. Es nmfosst die für den bürgerlichen Gebranch notwendigen

Rechnungsarten einschliesslich der Decimalbrtiche und der ortlu);.(o-

nalcu Flächen- und Korperberechnung und bt zum Schluss das

Vcrzeichuiss der Masse, Gewichte und Münzen nebst Reductions-

zahleu. Aufgenommen ist auch die Lehre von den Kctteubriicheu

und ihre Anwendung zur Auffindung kleiner Verhältnisszahlen, warum

aber nicht auch zur Auffindung des geineinsamen Teilers? Der A''or-

trag der einzelnen Lehren besteht in Regel, Erklärung und Liklä-

rungsbeispiol. In der ersten Re;.^ I ubtT die Teilbarkeit steht die

falsche Behauptung: damit die Summe teilbar sei, mttsate es jeder

Summand sein. Das Umgekehrte war an der Stelle. U.

Sammlung von arithmetischen Aufgaben in systematischer Ord-

nung. Ein Uebuugsbuch für Latein- und Gew erbschulen. Von

F. A. Steck und Dr. J. Vieimayr. Zweite vermehrte und ver-

besserte Auflage. Kempten 1875. Jos. Kösel. 80 S.

Beispiele zur Einübung der im vorgenannteu Lehrbuch aufge-

stellten Lehren, im Anschluss an jeden einzelnen Abschnitt. Auf
eine Reihe von Zalilen-Datis, womit unmittelbar nach Regel zu rechnen

ist, folgt jedeümai eine Reihe von Aufgaben, deren Ausatz zu bilden

verlangt wird. U.

Lehrbuch der allgemeinen Arithmetik fflr den Schulgebrauch

bearbeitet von Carl Kieseritzky, Oberlehrer an der St Annen-

scbule in St. Petersburg. Mit drei Uoizschuitten. St Petersbuig 1875.

G. Hassel. L'>1 S.

Das Lehrbuch gehört zu denjenigen, welche bestrebt sind, jede

Lehre von Grund aus zu behandeln und Idadurch die tDoctrin auf
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eiaen leidlich wissenscbaftlichen Standpunkt m erliebeiL Nimoitlicti

in den Anflügen and den elementaren Teileu ist sichtlich Anfmerk-

samkeit und Fleiss darauf vcrwaudt worden, keine zum gründlichen

Verstündniss notwendige Frage zu übergehen. Es würden sich in

dieser Beziehung manche Punkte aufzahlen lassen, die sehr hliufig

ausser Acht gelassen werden, hier hingegen sich behandelt finden.

Auch können einzelne Partien als in der Form gelungen bezeiclinet

werden. Im ganzen ist jedoch die Darstellung keiiu^swegs musterhaft,

der Ausdruck oft unnötigerweise complicirt, die Grundbegriffe bei

allem Weitausholen nicht zur genügenden Deutlichkeit gebracht, n. a. m.

Die Mängel im einzelnen aufzuweisen, würde zu weit führen. Ent-

schieden falsch aber ist die Definition und der Gebrauch der unend-

lichen Grössen in einer unzäbligemal gerflgtcu Weise, indem sie ab
Grösseuwerte betrachtet wiTden. Zwar wird her^'orgehoben , dass

2 Unendlichgrosse oder 2 Uneudliehkleino als solche nicht einander

gleich sind; doch steht dies mit der Erklftrnng nicht im Einklang,

und widerspricht der (nnrichtigen) Bcstimmnng: Unendlichklein » Ol

Am wenigsten aber kann die letzte Portio, welche in die sogenannte

algebraische Analysis hineinstreift, die Meinnng eines gntcn Verstftnd*

nisses nnd angewandter Sorgfalt erwecken; da hier von endlichen

Reihen anf nnendliche ohno alle Erklärung nnd ohne Beachtnng

irgend welcher Conv6ii;cnz-Bedingungen Übergesprungen wird. Es

scheint hiemach, dass der Verfasser, obwol der Fleiss in eigner Pro-

dnctivität nnveiicennbar ist, keine genügende Bekanntschaft mit metho-

dischen Vorbildern gehabt hat, und dass ihm gerade die nntflchtlgsten,

dabei aber stark verbreiteten, allein vor Augen gekommen sind.

H.

Lehrbuch der Goniometrie und Trigonometrie für den Schul-

gebraueh bearbeitet von Carl Kieseritzky, Oberlehrer an der

St. Annenschule in St. Petersburg. Mit 36 Holzschnitten. St Peters-

burg 1875. G. Hassel. 90 S.

Der Lehrstoff ist hier nicht, wie es um der für den bet reifenden

Unterricht bestimmten geringen Zeit willen gewöhnlich ist, auf das

zunäclist Notwendige beseliriinkt, soixlfTn erstreckt sieh in griisster

Vollständigkeit auf alles wissenswerte und instructive. Ijesoiiders sind

die theoretisch wichtigen Anwendungen auf Algebra und Geometrie

eingehend behandelt. Die Trigonometrie umfasst ebene urid sphäri-

sche. Was die Methode betrifft, so ist der «^rüsste Mangel, dass

Grenzwerte und Sunmu n unendliclier Reihen ohne alle Auskunft und

Erklärung hingestellt werden, während doch in den leichtesten Dingen,

wie den Transformationen von Kelationeu ab = c die grösste Aus-

ftihrUchkeit Platz findet Die Stolle einer Definition der Kroisfhnctionen
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für Winkel > R, wie sie eigentlich notwendig war, yertritt eine Dis-

eimion, üe als Anfsabe TonngeBteUt, aber LehnaU ttbenchrieben

ist, worauf dann nnter der Ueberwlinft Beweis, ehe noch etwas so

beweisen da Ist, die Discnssion folgt SystomatlBehe Ordnung nnd

Tofiständigkeit der Discnssionen ist nntadolhalL H.

Die EleoMntar-Arithmetilt nnd d«ren Anwendong. Ein Lebr^

imd Uobnagsboeh filr den Beefaeninterricht an höheren Lehranstalten

von J. P. Schmidt. Dritte, nit Rücksicht anf die neaeu deutschen

ReichsmÜazeu amgearbeitete Auflage. Trier 1875. Fr. Liutz. 258 S.

Das Buch nnterweist mit grosser AnsfOhrlichkeit nnd Umsieht,

nuf jederlei eventneUe ünknnde der Anftnger Bficksicht nehmend,

und mit BeschtuDg alles dessen, was bei der Ansttbnng instatten

kommt, im ersten Teile im Rechnen mit nubenanntCD Zahleu, dekadi-

schen ganzen, Brüchen und Decimalbrücheu (geschlosseneu und ab-

gekürzten). An der nötigen begriftlicheu Erklärung fehlt es nicht;

auch ist dieselbe durchweg mit dem wissenschaftlichen liegriflf im

Einklaug. Uebungsbcispiele und Fragen sind hier nur zur Verdeut-

lichung der Lehren in geringer Zahl beigefügt. Der zweite Teil ent-

hält dann ausschliesslich Aufgaben im Kechneu mit benannten Zahlen.

Die Darstellung macht sehr geringe Ansprüche an die Begabuug der

Schüler, nimmt aber eine recht vollständige Ausbildung zum Ziele.

Ein Punkt, in welchem auch hier, wie in den meisten Lehrbüchern,

gefehlt ist, möge bei dieser Veranlassung besprochen werden. Was
Hecbnen heisst, erfiihrt der Schüler, indem er's tut Um ee zn lernen

bedarf er keiner Yoraosgehenden Definition. Es wäre demnach wol

angemessen, aof Irgend einer etwas höheren Stufe der ßntwickelnng

den B^grlif durch blosse Fragen sn entwickeln, die der Schiller ans

aeiaer Er&hmng zn beantworten hat Es scheint darnach, dass die->

Jenigen, welche eine Definition dictiren, ehe die Sache bekannt Ist,

ohne Bewnsstsein eines Zweckes zuwerke gehen. Koch mehr aber

giebt sich die Gedankenlosigkeit dadurch zu eikennen, dass eine falsche

Definition traditionell durch eine Reihe von Lehrbüchern hindurch

geht, nämlich die: Kechneu heisse, aus 2 Zahlen eine bilden. Aller-

dings ist es ein besonderer Denkact, wenu man aus 4 und o die Zahl

4+5 oder 4.5 bildet. Aber diesen nennt niemand rechnen. Er ist

vollzogen, wenn das Kechneu beginnt; man betrachtet ihn als zum
Aufgeben der liechuung gehörig. Das Ziel des Kechueus aber ist,

die gegebene Summe, Product u. s. w. oder auch eine durch Bedin-

gungen bestimmte Zahl dekadisch — allgemeiner, in verlaugter Form

darzustellen. Ilicnnit wird zugleich erklärt, warum man rechnet; da-

hingegen die Bildung neuer Zahlen, die natürlich doch immer wieder
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alte siüd, keiuen Zweck verrät. Bosouders nachteilig ist die geiügte

Aufstellung, weil sie (Irr bei Anfängern iiäulig stattlindenden irrigen

Anschauung Vorschub leistet, als bezeichne 4-}-.") zwei Zahlen. Schliess-

lich ist in>eh zu bemerken, dass man in neuerer Zeit angefangen bat

den Multi])Iicator hinter den Multiplicanden zu schreiben. Las Motiv

ist deutlich; aber das Vorgehen käm})ft gegen die Anordnung der

Sprache. Wollte man den zum Verständniss zuerst notwendigen Be-

griff immer zuerst nennen, so mUssten Artikel und Zahlwort hinten

stehen. Sagt mau aber einmal: 3 Wochen, so muss man auch sagen;

3.7 Tage. Im Grande ist jede Benennung ein Multiplicand; unver-

kennbar aber wird dies, wenn die Benennung sich in eine Anzahl

auflöst Das Bodachtuchmen auf die Analogie mit der Division and
Subtraction ist Qbertrieben. Jode Operation bedarf ihrer eignen An-
ordnungen; z. B. führt die Division den Bruchstrich du, der keine

Analogie hat Die aus einseitigem Gesichtspunkt augeregte Aende-
rung der Stellung des Mnitiplieators hat leider Nachahmung gefunden,

und ist auch im Torlicgeudcu Rechenbuch in Anwendung gekommen.

H.

Lehrbuch für den Unterricht im praktischen Rechnen und in der

Arithmetik für Gymnasien, Realschulen und die mathematischen Vor-

klassen technischer Anstalten. Von Friedrich \Vilhelm Loolf,

llerzogl. Sachs. Schulrath. Dritte mehrfach erweiterte Ausgabe. Gotha

1B75. Carl Gläser. 311 S.

Das Buch ist weniger eine methodische Bearbeitung als vielmehr

eine Zuweisung des Lehrstoffs an den Lehrer, dem ein grosser Teil

der Aufgabe zufällt, die Lehren zum Yerst&ndniss zu bringen, ein«

zuüben und nach feruern Gesichtspunkten zu scheiden. Alles in einen

Hauptabschnitt, z. B. über die Brüche, gehörige wird nach eiuander

abgehandelt, zum Teil nur angedeutet — die Addition und Subtraction

der Brttche ist durch 2 Sfttze borttcksichtigt Unterscheidend ist, dass

alle Bochnungsvorteile recht vollständig auseinandergesetzt werden.

.Ausserdem ist der Umfang des Lehrstoffs, namentlich in der Buch-

stabenrechnung, ein bedeutender. Eine Beilage giebt am Schlüsse

eine Anzahl numerischer Tabellen, deren drei sich auf zahlentheore*

tische Aufgaben beziehen. H.

Lehrbuch für den Rcchenuuterricht. Propädeutik der allgemeinen

Arithmetik zum Gebrauche an höheren Lehranslulten. Von Julius

Henrici, Professor an der höheren Uurgerschulc in Ueidelberg.

Uoidolücrg 1675. Georg Weiss. 251 S.
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Vor 30 Jahren ward eine neue Metbode des Rcchenaaterrichts

in Anregung gebracht Statt der an beliebig vielen Zahlen zn ttben-

den, einander einzeln folgenden Operationen sollten die snocessiven

Zahlen nach allen Eigenschaften und allen operativen Beziehungen

behandelt werden. - Diese Idee, welche man bald wieder aufgegeben

zn haben scheint, oder wenigstens eine Analogie davon, tritt im vor-

liegenden Lehrbuch von neuem auf. Der Gesichtspunkt des Ver-

fassers ist insofern ein anderer, als er sein Motiv mehr aus der Zu-

kunft als aus den vorgefundenen Geistesfllhigkeiten der Anfliu^^er

eiituiinmt Der Rechenunteiriclit soll zugleich eine Propiidi utik der

allgemeinen Arithmetik sein. Das kann er, auch ohne den Gesichts-

kreis der Srliüler in dem Mass»', wie es iiier goschehon ist, zu er-

weitern, indem or die Bogritlo in dou olcineutaren Haui)tbeziehungen,

iu welchen der Anfänger Gologonlioit hat damit vertraut zu worden,

in soKher Auffassung und Form entwickelt, wie es beim Fortschritt

zur höhorn Doctriji gobrancht wird. Doch der Verfasser golit dar-

tlber weit hinaus: er legt die ganze Algebra, mit Ausnahme der ent-

gegengesetzten Grössen, entwickelt an kleinen Zahlen (erst <^ 20,

danu <C 100), dann formulirt in allgemeinen Sätzen, in die ersten

Elemente hiueio. Man kann zugestehen, dass der ganze so vorgetra-

gene Inhalt einzeln zum VcrstAuduiss gelaugt Das aber muss sehr

bezweifelt werden, ob ein Schüler auf dieser untersten Stufe des

Bochenunterrichts imstande ist ein so weites Feld von Beziehungen

zu beherrschen. Es fehlt der G^^stand, an dem die Monge des

Gelernten geflbt werden kann; es fehlt die ConcentraÜon auf das,

was behalten werden soll. Was die Folgen des Hisgriffes wol eini*

germassen müdem mag, ist, dass das Buch im weitem Verlauf mehr

und mehr zu den Zwecken des bflrgerlichen Rechnens flbergeht, wo-

durch von selbst eine gewisse Auswahl des Nützlichsten für den

nächsten Zweck herbeigefohrt wird, das dann doch im GedAchtaisB

bleibt und fruchtbar wird. H.

Mathematische Aufgaben zum Gebrauche in den obersten Classen

höherer Lehraustaltcn. — Von H. C. K. Martus, Professor an der

KOnigst&dtischen Realschale in Berlin. Zweiter Theil: Resultate.

Dritte, vermehrte und verbesserte Auflage. Leipzig 1875. C. A.

Koch. 266 S.

Im 223. litterarischen Bericht, S. 29. ist die Aufgabensammlung

nach ihrem Erscheinen in erster AuHage kurz besprochen worden. In

den folgenden Auflagen ist die Anordnung, Einteilung und Numeriruug

beibehalten. Hinzugekommen siii(i neue Seiten der Betrachtung,

welche einzelne Aufgaben darbieten, und die in den Resultaten her-

aosgestellt sind. So ist z. B. die Bedeutung der negativen Wurzel in

s«
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dcu Aufgaben 144. 156. 157. 343. 978. berücksichtigt, die Determina-

tion iu 1024. ausgedehnt, die Aufgaben 519. 540. 622. sind weiter

ausgeführt, die 560 a. 648. 649. 650. 673 a. und b. verallgemeinert, za

den Aufgaben 307. 343. 1^. 1062. 1416. Anmerkungen hinzngefagL

Die au die Ileransgabc zu Anfang geknQpften Erwartnngen haben

sich in den 1^ Jahren sichtlich hestätigt, die Anerkennang folgte ihr

sofort in weitem Kreise. H.

SammluDf,' von Beispielen, Formeln und Aufgaben aus der Buch-

stabenrechnung und Algebra. Von Meier Hirsch. Secbszehnte

Auflage von Professor U. Bertram, Stadtschulrath. Berlin 1875.

Carl Dnncker.

Der Herausgeber hat die Besorgung der neuen Auflage, wie er

sagt, unternommen mehr in dem Wunsche Altbewährtes zu erhall' U

als in der Hoffnung viel zu bessern. Gleichwol ist auch in letzterer

Beziehung das Notwendige geschehen um den Forderungen der Zeit

gerecht zu werden: Veraltetes ist weggeblieben, in gleichem Masse

sind die Auf;j;ahen vermehrt worden; namentlich sind Beispiele aus

der riiysik hinzni^ekommen. Am Schluss befindet sich eine Tafel Jer

gemeinen Logarithmen der Zahlen l+ A-.lO"»*, deren Bedeutung im

23(). litt Hi r. S. 26. erklärt ist, die mau <^ber schwerlidi au dieser

SteUo suchen wird. B«

Ausgeführte Multiplication und Division bis zu jeder beliebigen

Grösse. Entworfen und herausgegeben von Theodor von Esersky.
5te Stereotypausgabc. Leipzig 1874. F. A. Brockhaus (auch St

Petersburg). 4*.

* Das Buch besteht ans Abbildung und Beschreibung einer Bechcn-
maschine, d. i. Vorrichtung znm Verschieben von Steinen an Stftben,

' und 2 Tafeln für genaue und filr abgekOrzte Multiplication und Divi-

sion, nebst Erklftmng dos Gebrauches in russischer, deutscher, engli-

scher und französischer Sprache. Der Verfosscr beftlrwortct das
Maschinenrechnen als Abhülfe gegen die Erschlaffiing des Geistes beim
Rechnen H.
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Litterarischer Bericht

CüXXXil.

Grescliiclite der Mathematik und Physik.

Bnlletüio di bibliografia o di storia delle scienie matematicbe e

fisicho. Piibbticato da B. BoncompaguL TomoYIII. Koma 1875.

Tipografia delle scienxe matematicbc et fisicbo.

Der Inhalt der ersten 6 Hefte ist folgender.

. 1. Heft. Luigi Lodi, Vire-Hibliothekar iu Modena, über das

Lebi'ij und di<' Arbiiteii des l'rof. Geminiaiio Ricouidi uebst Verzeich-

uiss seiiuT ^^^•l•k(' und zwei bislior noch uugodruckte S« hi*ifteii des-

selben I. Einige liemerkungcn zu der .Schrift ,,M( inoire sur les travaux

et les ecrits de M. Legendre'' von F. M. iu Ginevra d. 21. Febr. 18,'i3.

euthalten iu der Zeitschrift „Bibliotheque universelle" 18. Jahrgang,

Sciences et Arts. II. Kurze kritische Prüfung einer Anzeige betref-

fend die Arbeiten der k. Akademie der Wissenschaften und schönen

Künste in der Sitzung am 15. Dec. 1839. Gelesen in der k. Akademie

der Wissenschaften und Künste sn Modena am d(X Mai 1Ö40. Femer
B. Boncompagni Aber eine Eigenschaft der ungeraden Zahlen.

2. Heft. Brief von L. Am. Sedillot an B. Boncompagni über

das von uns aus der arabischen Wissenschaft Kutlehute, insbesondere

aus Aboul-Wefa's von Bagdad, Astronouien des 10. Jahrhunderts, Be*

Stimmung der lunären Ungleichheit oder Variation.

3. Heft. Paul Mansion, Nachricht über das Lebeu uud die

Arbeiten von Rudolf Friedrich Alfred Clebsch, und Verzeichniss seiner

Schriften.

T«ilLYIIL H«A4. 4
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4. Heft. Paul Mansion. Zur Geschichte der Mathematik im
Altertam und im Mittelalter von Dr. Hermann Hankel, weil. ord. Pro-

fessor der Math, au der Uuiversit&t zu Tttbiugcu. Leipzig

B. G. Teubner. 8^. 414 Seiten.

6. Heft. Ferdinando JaeoH, Professor an der Marine-Maschi-

aisten-Scbiile in Yeoedig, Evaugelbta ToricclU, die Methode der Tan-

genten, genannt die Roberval'sdie Methode.

6. Heft F. Marchetti Ober das Leben und die Arbeiten TOn

P. Paolo Rosa, nebst dem Yerzeichniss seiner Schriften.

Pablicationsverzeichmsse im 2., 4. uud 6. Ucft

Besonders herausgegeben ist ans dem 8. Heft: Notico snr la vie

et les travanx de Rodolpho Fr6d6ric Alfred Clebsch. Par M. Panl

Mansion, Professenr k rUniversiti de Gand. Romc 1875. Das Ver*

adchniss der Schriften fahrt im ganzen ISO Arbeiten anf, uAmlieh

7 Separatschriften, 49 Abhandinngen in Grelle J., 3 in den Berliner

Monatsber., 3 In Brioschi Ann., 1 in Lionville J., 5 in den Pariser

Comptes Rend., 1 iu SchlOmilcb Z., 1 in den Mailänder Rcndiconti,

1 in der Allgemeinen Forst- u. Jagd-Zeitung, 23 in Clebsch Aiiu. , 5

in den Göttinger Abhaudl. d. k. Ges. d. Wiss., 8 in den Göttinger

Nachr., und macht reichliche Angaben darüber, wo diese Schriften

erwähnt werden. In allem Detail nachgewiesen tiudet sich, als 2. Teil

des Verzeichnisses, Clebsch's Beteiligung au den Referaten für die

Fortschritte der Physik und für die Fortschritte der Mathematik.

Zum Schluss sind noch einige von ihm verfasste Keccnsiouen genannt.

Das Yerzeichniss der eignen Schritten von Clebsch enthält 1 Separat-

schrift und 4 Abhandlungen, welche iu der Liste der Publicationen

Clebsch Ann. YIL 1874, fehlen:

LMemann, Vorlesungen Aber Geometrie von Alfred Clebsch.

(üfttte wol in anderer Rubrik aufgefahrt werden sollen.)

0. Hesse, A. Clebsch, C. Keumanu. £rklaning iu Betreflf der

Abhandlung des Heim Dr. von Brach Ober die cubischen Kegel-

schnitte.

A. Clebsch. lieber ein Problem der Forstwisscaschaft

A. Glebscb. Znr Theorie der Cremona'schen Transformationen.

Clebsch and Jordan. Ueber cnbische temftre Formen.

H.
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Methode und Priucipien.

Geometrie Air die unteren Klassen der Mittelschalen. Von Dr.

Oskar Fabian, brarboitet oacb dem Lehrsysteme nnd unter Mit*

Wirkung des Univorsitätsprofessors Lorenz Zmurko. 1. Heft für

die 1 stü und 2 te Klasse. Lemberg lb76. Scyfarth und Czajkowski.

89 S.

Dieses Lehrbuch, bestimmt fflr die galiziscfaen Mittelscbiden nnd

bearbeitet nach BeratuDg aller Lehrer der Mathematik an denselben,

verdient Beacbtnng in weiterem Kreise wegen der bisher noch wenig

realisirten, hier einmal ernstlich ins Auge gefassten Frincipien. Letz-

tere sind in den HeschlQsscn der Versammlung noch nicht enthalten^

wcliho nur bostimnitcn, dass der Uuterricbt mit Versinnlichung der

mathcinatisclK'ii Wulirlu'iU'u bci^iiiuieii, und daher aus der Betrachtung

der KauingrössL'ii diu Tluujiii' der OpiTiitioneu ableiten müsse. Wir
haben sie daher für den eignen Gedanken und die selbständige Wahl
nieht zwar des Verfassers, aber seines Lehrers Zmurko zu haltea

Im Einklang mit jenen BcselilüssiMi steht allerdings die Methode völlig,

sofern sie alle zu Gebote stehenden Mittel der Versinnlichung an-

wendet. Besonders werden Drähte zur Versinnlichung von Linien

gebraucht, die sich sow(j1 zur Darstellung der uiiverändcrteu Traus-

potttion als auch der Gestalt sänderuug eignen. Der Verfasser weist

« darauf hin. dass man sogar die Erzeugung vou Flftcheu durch Drähte

vor Augen stellen kann, die bei beliebiger Krümmung ein Stück Seife

durchschneiden. Deutlich hervorgehoben ist die Unterscheidung der

ideellen Vorstellong Tom versinnlicheuden Körper, auch fflr den Fall

des Zeichnens auf Papier. Was aber die in JRede stehende Methode

wesentlich charaktorisut, ist, dass sie der psychischen Oenesis der

Begriffe folgt Am deutlichsten geschieht dies bei Entwickeinng des

Begriffs der geraden Linie. Der Verfasser iSrat einen Draht nm zwei

feste Enden rotiren, beschreibt die dabei an machenden Beobachtun-

gen, nimmt dafbr andere Drfthtc, bei denen snecessiTe mehr nnd mehr
Punkte in Ruhe bleiben, nnd fahrt so zu dem bloss gedachten Fall

hin, wo alle Punkte in Ruhe bleiben werden. Bemerkenswert ist, dass

er das Messen mit dem krunnncu Drahte beginnt und erst später auf

den geraden übergeht. Leicht hätte er auf diesem Wege die Idee

der geraden Linie als der Distanzen definitiv messenden ergänzen

können; doch ist dies wenig tens nicht zum klaren Ausdruck gekom-

men. Ebenso bot die betrachtete Rotation den Ausgangspunkt zur

Erklärung der Winkel; allerdings wird sie auch auf Rotation gebaut,

und der Periodicität geschieht Erwähnung, doch nimmt sie keinen

klaren Verlauf, und die nun tigo Einmischung unendlicher Flächcu-

rftnme beeintrftchtigt die Anffassug. Auf den Begriff der Qeradea

4*
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stützt der Verfasser den der Ebene, indem er die Gerade durch einen

festen Punkt gehen und au einer andern Geraden gleiten liisst. Hier

hat die bis dahin angewandte Sorgfalt ihr Ende. Offenbar ist mit

jener Erzeugung die Eigenschaft der Ebene nicht bewiesen. Das
ausftthrliche Eingehen anf die psychische Genesis war daher bei der

Ebene mindestens ebenso nötig als bei diT Geraden, um so mehr,

weil sie nicht so anf der Hand liegt, vielmehr dazn verschiedene Be-

traehtungsweisen vereinigt werden mfissen. Der weitere Fortschritt

ist ein onerwartet scbneller: es folgt eine Boibe teils planimetrischer,

teils stereometrischer S&tse; wie weit sie bttndig zusammenhangen,

wie weit nicht, wird man Mflhe haben zu erkennen; JedenfsUa lernt

ein Schaler daran nicht, was mathematische Evidenz sei Das Zn-

werkegeben erklart sich ans einer T&nschung, in welche manche Be-

arbeiter von Anschaaungslehren verMen. Sie meinen, was sie ver-

sinnlicbt vorgefahrt haben, sei anch verstanden, nnd berufen sieb

darauf wie auf bewiesene Sätze in euklidischer Folge. Die Versinn-

Hcbnng, bestimmt einige einfischste Vorstellnngen zu wecken, und die

einfachsten Beziehungen zu entwickeln, führt stets eine grössere An-

zahl Nebenbeobacbtungen an Objecten in mehr oder miuder compli-

cirteu Beziehungen vor. Diese darf man nicht verwerten wollen, son-

dern muss sie als Unbekanntes ausgeschieden erhalten, bei den be-

absichtigten einfachen Kesultaten verweilen, nnd diese nicht weiter

verwenden, ehe ihre exacten Bedingungen aufgefasst sind. Aus dem
Ganzen ist zu ersehen, dass der Verfasser eine vortretilichc Idee in

Angriff genommen und den Weg zur Durelitüliruiiti; kenntlich gemacht,

seine Aufgabe aber nicht bewältigt bat. Als gelungen darf noch nach-

träglich die Eutwickclung des Begriffs der 3 Dimciisioueu bezeichnet

werden. H.

Zeit und Raum in ihren denknothwendigcn Bestimmungen abge-

leitet aus dem Satze des Widerspruchs. Von Schmitz-Dumont
Leipzig 1875. Erich Koschny. 84 S.

Der Verfasser stellt zuerst 3 Ansichten über Zeit und Raum auf:

„1) Sie sind Anschauungsformen unserer Vernunft, nach welchen die-

selbe, bedingt durch die Constructiou uii.serer Seelenvermogen, ein

Bild der uns erscheincndeu Dinge an sich entwirft. 2) Sie sind

allerdings von der Vernunft erzeugte Anschauungsformcu
;

jedoch

eziftirt gleichzeitig eine reelle Welt, welche iu diesen Formen mit

den uns bekannten Eigenschaften gestaltet ist. 3) Sic sind etwas

empirisch gegebenes, was ebensogut iu einer andern Welt anders sein

kann. Unsere Geometrie ist also der Specialfall einer allgemeiacn

Geometrie, weiche wir logisch entwickeln können.** Der Mangel der

Digitized by Google



LUkrmA» Btridä CCXXXIL 42

zweiten li^ auf der Hand; er Ist aber nor ^ Symptom der ver>

fehlten ersten, deren weeentlicfaer Mangel hier nicht enthtilt ist;

beide bleiben indes im weitem nnbertkhri In der dritten iat der Ans-

dmck „empirisch gegeben'^ nnTollständig; es mnss heissen: „empirisch

gegeben nnd empirisch gewonnen"; denn die Gestaltung unserer An-

schauungsform ist iiioht dirt et vorf?ofmi<len. Die hinzugefügte Folge-

rung cntstollt die Sachlage durch Kinscitigkeit. Ist die Logik der

allgemcineu Geometrie selbst empiriseh gewonnen, so wird der Gegen-

satz hiurdllig. Diese Ausserachtiassung charakterisirt alles folgende.

Hätte der Verfasser die Entstehung des entfalteten Denkvermögens

in Betracht gezo'j;eii, so hätte er aul seine Frage, warum eine Vor-

stellung von mehr als 3 Dimensionen unmöglich sei, die leichte Ant-

wort gefunden: Zum Erlernen dieser Vorstellung fehlen uns die Ob-

jecte. Weil er sie sich nicht beantworten kann, so erscheint es ihm

als ein Desideratum der Wissenschaft, die I>enknotweudigkeit der 3

Dimensionen nachzuweisen. Nicht nur dieses, sondern auch das gleiche

in Betreif der Hypothesen der Mechanik glaubt er in der Sehriit ge-

leistet zn haben. Die Untersnchnngsmethode soll darin bestehen,

daas er alle Denkmöglichkeiten, weldie eine Welt nach dem Satze

des Widerspruchs aufweisen kann, ohne Best unter eine beschrftnkte

Zahl von Formen gruppirt, die dann identiach mit dei^'enigen aus-

fallen mnssten, nach welchen sich uns die Welt darstellt. Diese An-

kündigung lässt, nach Vorgang vieler fthnlieher, eine Beihe mystisch

verkleideter Tautologien erwarten, wie sie selbst eine solche ist In

der Tat versteht es sich wol von selbst, dass die Formen, nach denen

die Welt sich dem Verfasser darstellt, mit den von ihm aufweisbaren

Denkmöj:;lichkeiten gleich begrenzt sind. Dies an sich unfruchtbare

ZuNverkegehen verhindert allerdings nicht, dass aus Anlass der ver-

meiutlichen Aufgabe neben dem inhalts- und wertlosen Räsonnement

auch productive Elemente zu Tage kommen. Namentlich bat der so-

genannte Untersuchungsgaug zu einer Musterung des Gegebenen ge-

führt, welche allein schon entscheidende Resultate geliefert haben

würde, wenn sie erstlich ohne Anspruch des Wissens angestellt, ferner

nicht in eine allgemeiu sein sollende, dunkele und nichtssagende Ter-

minologie eingehüllt, und zu gehöriger Vollständigkeit ergänzt worden

wftre. Wir begegnen hier noch einmal der Befangenheit in dem
Vorurteil, dass die Grewisshdt des Anfangs zur Qewissheit dea Be-

snltats notwendig sei. So lautet z. B. der erste Satz: ,J)a8 fttr

ans absolnt Gewisse sind unsere Empfindungen, d. h. die Tatsache,

dass wir verschiedene Empfindungen haben. Auf Beobachtung dieser

Tatsache in ihrer Eigenheit, die als Gegebenes ein nnerinnnter, der

Erkenntniss bedttrftiger Gegenstand des Denkens ist, kam ea an. Die

Gewissheit, wo noch nichts gewusst wird, ist ein leeres Wort, das

nur in sofern nicht gleichgültig ist, als es die 66ia auf deu Thron
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erhebt, die Aafmerksamkeit vom vor] •'••senden Objecte ab und auf

«DCrachtbare Gedankenbabneu binletikt. Vielleicht möchte man im
mathematiflcben Intcrcsso noch am meisten auf die versprochene

„ArS'iderlegnng der ÄDsicbten too Gauss n. A/^ gespannt sein. Bocb

diese steht nur in der Ueberschrift Das wenigste des Besprochenen

ist citirt, nnd das Citirto ist nicht angegriffen. Ueberhanpt dürfte

wol das InhaltSTerzeichniss der gedankenreichste Teil der Schiift

sein. H.

Arithmetik, Algebra und reine Analysis.

Traite d'arithmetiquc. Par J. A. Scrret, Membre de Tlustitut

et du Bureau des lougitudes. Sixi^^mc edition , revue et mise en

harmonio avec los dcrniers progranimes ofticicls par J. A. Sorrot

et par Ch. de Coinberoiisse, Professour do ciiiemati(iue a l'tcole

centrale et de inath{Miiati(iues speciales au Colldgc Cbaptal. A Tusago

des caudidats aux euoles du gouveruenieut ( t au baccalaureat

sciences. Paris üautbier-Yillars. 325 IS.

Der Gegenstand des Bnchs ist das gemeine dekadische Rechnen

nach Hegeln ohne wissenschaftliche Auffassung, bis auf den Gchraveh

der Logarithmen ausgedehnt In einigen spstem Abschnitteu, Ober

Messung, Progressionen n. a. kommen auch Buchstaben in Auwen-

dung, doch nur zur vorlRufigeu Beueunung, ohne dass sich eine Theorie

daran knüpft. Der Vortraj: ist ein wolgeordneter, doch j^Mcht er keinen

systematischen noch jiädiigogisch didaktisclu ii Gedanken zu erkennen.

Die Krklaruug(Mi sind mehr Forniulirungen dessen, was in der Sache

als bekannt voransgesctzl wird. Interesse hat das Buch hauptsäch-

lich, sofern es eiuigcu Eiublicli in die Methode des Unterrichts in

Frankreich eröffnet. H.

Aphoristische Bemerkungen zur politischen Arithmetik. I. Ab-

theilung. Von Jacob Lewin, Director der Budapester Handels-

akademie. Soparatahdruck aus dem Jahresherielite der Budapester

Handelsakademie. Budapest 1875. Pester Buchdruckerei-Actieu-Ge-

scllschaft. I'ö S.

Die Schrift enthält eine Anzahl Beiträge mr Theorie im ersten

Abschnitt der Zinsenrechnung, im zweiten der Rentenrechnung. Ins-

besondere werden darin |vert>e8scrte Definitionen aufgestellt nnd die

Theoreme durch Vereinigung unter allgemeinere vereinfacht Der

Ver&sser setzt an die Stelle der mittleren und wahrscheinlichen Le-

bensdauer eine solche, welche er die mathematische nennt. H.
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D!o Laplace'sche Methode der Ausglcichong von Bcobachtung«-

fehlorn bei zahlreicheu licobaclituugon. Von Dr. J. Dienger, in

Karisruhü. Wien 1875. Karl Gcrold's Sohn. 4<^. 42 S.

Der Inhalt der Schrift ist die Lteong einer Avijsabe ios der

WabrscbeiiilichkeitBrechniing, welche durch yenllgemeineniDg ans der

von Laplace im 4. Capitel seiner Thtorie analytiqne des prebabilit6s

(1812) behandelten hervorgeht, nnd deren Vergleichnng mit der Me»
thode der kleinsten Quadrate, lieber den Gang der Rechnung, welche

in Transformation eiiu s Doi)pelintcgral8 besteht, und über deren DatA

und die gemachten Annahmen lässt sich ohne eine hier zu weit

führende Erklärung der zahlreichen Einführungen nicht berichten.

H.

Methode der kleinsten Quadrate mit deA HflUiätzen aus der Ana>

lysis nnd Wahrscheinlichkoitsrechnnug nebst einem Anbange lll>er die

ballistische Linie. Von L. Natani. Berlin 1875. Winckelmann u.

Söhne. 42 S.

Der Zweck der Bearbeitnng scheint infolge der ausschliesslich

darin vorkommenden Anwendung der zu sein, der Berechnung der

Wahrscheinlichkeit des Treffens der Oeschosse eine theoretische Grund-

lage zu geben, indem sie die dazu erforderlichen Sfttze^ welche zwar

bekannt aber in verschiedenen Schriften -enthalten sind, in der Kftrze

und im einfachsten Conncz zusammenstellt Es werden demgemftss

nach einander behandelt die Entwickelung nnd Auswertung des Inte-

grals fe-**dj-, die Transformation einer Quadratsumme in eine an-

dere von anderer Gliederzahl, 3 principiellc Sätze über Wahrscheia-

liclikoit, die Deduction des Satzes über die kleinsten Quadrate, die

Bestimmung von * Unbekannten aus n(^s) ungenauen Gleichungen

nach grösstcr Wahrscheinlidikeit, die wahrscheinlichen Grenzen der

Präcision nnd des wahrscheinlichen Fehlers, die Verbesserung der

Werte und die Zurückführung eines beliebigen Systems von Glei-

chungen auf ein System ersten Grades. Hierauf folgt eine Zusam*
menstellung der Formeln nebst einer zweistelligen Tafel der genannten

Integralfuuction und die Theorie der ballistischen Linie. Letztere

Iftsst sich wol rflcksichtlich des Hauptzweckes als wesentlicher Be-

standteil der Schrift ansehen. Da die Theorie der kknnstoa Qua*

drate nnd der Bestimmung tou OrOssen aus flbenfthligeu Beobach-

tungen nach gewöhnlicher Darstellung manche dunkle Punkte ftbrig

zu lassen pflegt, so hätte man bei mehr didaktischem Qesichtspmikt»

als er hier wol massgebend gewesen ist, erwarten können, dass die

Schrift sich Sorg&lt und Oenauic^eit in den Orundbegriftii anMegt,
soviel als möglich Aufldarnng gegeben und das Zweifalhafte im walirsB
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Lichte dargestellt hätte. In dieser iM /.iehung lässt sie jedoch aach
das^Naheliegende vermisseu. Jeder weiss z. B., dass ein Wert x=a
einer stetigen Yariabeln keine Wahrscheinlichkeit hat, dass Tielmebr

nnr von der Wahrscheinlichkeit eines Wertes zivischen ts und g+dx
die Rede sein kann. Gleichwol wird hier letztere zor zweiten Frage

gemacht Femer ist in der Hanptanwendnng der Theorie die Wahr*
scheinlichkeit einer Abweichung der Geschosse vom Ziele verschiedene

Function derselben von deren Richtung (seitlich und vertical>. Gleich-

wol gründet sich die Doduction des Satzes von den kleinsten Qua-

draten auf die Voraussetzung, dafts die Function nach allen Richtungen

dieselbe sei, ohne dass von einer Beschrftnkung der Gültigkeit die

Rede wäre. Es scheint hiernach und nach der gcsaminten Bchand-

lungsweise der Gesichtspunkt des Verfassers zu sein: das praktische

Verfahren sei einmal unabäudei-lit li , und jede Anregung des Nach-

denkens könne nur das Zutrauen zu dcmselcen schwächen. H.

Die Gleichungen des vierten und fünfton Grades. Von A. von
der Schulenburg, Hauptmann a. D. Altona 1875. A. Prinz.

49 S.

Die Vorrc«ie kündigt die Auflösung der allgemeinen Gleichung

5. Grades und den Nachweis der Lösbarkeit der Gleichungen höherer

Grade an. Doch die Gleichungen ö. Grades, deren Behandlung nach

manchen dafür bestimmten Anordnungen zu erwarten war, werden

mit keinem Worte in Angriff genommen. Der Verleger, welcher die

Schrift nach dem Tode des Verfassers heransgiebt, scheint von der

UnvoUständigkeit des Manuscripts nichts gcwnsst zu haben. In Be-

treff der Gleichungen 4. Grades enthält die Schrift einige Transfor>

mationen, einige Sätze über die DUÜBrenzen der Wurzeln und die

bekannten AuflOsungsmethoden. H.

Studien im Gebiete numerischer Gleichungen mit Zugrundeleguug

der analytisch geometrischen Anschauung im Ranme nebst einem An-

hange über erweiterte Fundamental-Constmctionsniittel der Geometrie.

Von Lorenz Zmurko, Prof. drr Älathoniatik au d. k. techuischen

Akademie in Lemberg. Wien ISTO. Gerold's Sohn. 4^ 84 S.

Die Schrift handelt von der annähernden Berechnung der Wur-

zeln beliebiger Gleichungen und Gleichungssysteme. Der Verfasser

zeigt, dass die Newton'sche' Näherungsmethode auch auf den Fall

naheÜegender Wurzeln anwendbar sei, indem man diese, an( soviel

Stelleu, als sie abereinstimmen, als mehrfache Wurzel betrachtet und

demgenäss statt des ersten Differeatialquotienten den zweiten, dritten
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u. s. w. verwendet. Er bildet die Fourier'scho Methode der Tren-

nung dor Wurzeln weiter aus, handelt zuerst vou den Fundameutal-

eigenschaften der Gleichungspolynonie, dann vou der räumlichen Deu-

tung der Gleichungen und ihrer Wurzeln, von der horizontalen

EinSchliessung der Wurzelpunktc, von der gesetzmässigcn Einschlie-

saong in stets eugero Grenzen, dereu Principien sodann auf Gloichungs-

^Bleme für ni^^hrerc Unbekannte ausgedehnt werden; es folgt die

IJe^rründung des Fouricr'sj lion Verfahrens bei der Trennung der reellen

Wurzeln. Der Anhang beschäftigt sich mit der Answertong der fOr

dieses Verfahren notwendigen Fnnctionarcilien, Constmction derselben

und ConstmctionBvorrichtnngen. H.

Sviluppo di un dctorminante ad cU-meuti polinomi. Par M.

AlbegK^iani, Studente nell' Uuiversita di Palermo. Giomaie di

scioQze natorali di Palermo. 1874.

Bezeichnen a und b jedes n* Elemente, so lÄsst sich die Deter-

raiuuute des Systems eine Summe von Producten entwickeln,

deren ein Factor eine beliebige L'utenieterminante der «, der andere

die ergatizcuile riiterdctemiinanto der // ist. Diesen Satz dehnt der

Verfasser auf Polynome a-\-h-\-C'\- ... aus, und zeigt, dass auch hier

die Producte sämmtlicher Combinatioiien von IJnterdeterminannten,

weW hc steti? zusammen alle Reihen des Systems und keine gemeinsam

enthalten in der Summe die Doterminanto des Polynoms geben.

H.

Intorno ad alcune sehe. Per Augelo Genocchi. Turino 1873.

Paravia o C. 34 S.

Der Yerfosser nntersnc^l eine Anzahl qiecieller Reihen, welche

Ton Riemann in seiner, nach seinem Tode heransgegebenen Abhand-
lung Ober die trigonometrischen Reihen als Beispiele bemerkenswerter

Eigenschaften von Functionen ohne deren Beweis anfgesteUt sind, nnd
begrOndet diese Eigenschaften. Das erste Beispiel ist die aneodUcbe

Reihensumme

von welcher er durch ein st^hr eiulacbes Verfahren der Zerlegung be-

weist, dass sie fikr die Worte

« sinl, eotl

convergirt
,

fUr;i;<=-^i«
]

liiugegcn divergirt, daher letzterer
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Wert wabncheinlicb aus Versehen statt | ^«— ^ you Kemann ge-

nannt sein mag. Die folgondon Gcgeustände der Prttfniig sind die

Beihen, deren allgemeino Glieder

CMCOS(n*a') oder c«8iu-(n^a;), wo tf^ = Oi

w. (.») de. üeb«»ch,». Toa ^ Ober die .UU,b<«> ga». 2M
bezeichnet, für den Fall aber, wo tliescr = J ist, = 0 zu setzen ist;

and eiuige andere weniger eiufacbe Beispiele. H.

Abriss einer Theorie der complexen FunctioDen nnd der Theta-

fnnctionon einer Yerftnderlichen. Von Dr. J. Thomae, a. o. Professor

in Halle. Mit 20 in den Text eiogedrackten Holzschnitten. Zweite

vermehrte Auflage. Halle a/S. 1873. Louis Kebert 197 8.

Nach Bestimmung des Verfassers soll dieser Abriss denen, welehe

eine grossere Vorlesung tlbor elliptische Functionen hören, eine kurze

üebersiebt über die fundamentalen Eiijcnscbaftou der Thetafunctionen

einer VriaiiderliclH n und ihrer wiehti^-^ti'n Darstellungen an die Hand

geben. Die Theorie der Funetioneu einer eoni])lexon A'uriaheln schickt

er als dazu unentbehrlich voraus. Diese H<'liauptiiug der Unrntbt hrUeh-

koit ist sehr geeignet unrichtige Vurstelhuigeu zu erwecken. Hei einigen

Fragen und Problemen liegt es freilich in deren Natur, dass sie jener

Theorie bedürfen. Diese aber in den Vordergrund zu stellen ist kein

Cfrund ersichtlich und der Erfolg eines solchen Verfahrens für Verständ-

lichkeit sehr fraglich. Jedenfalls lässt sich, wie sehr wol bekannt, die

Theorie der elliptischcu Functionen in einem weit grösseren Um-
fange, als er hier ins Auge gefasst i^t, auf dem Boden der reellen

Grössen behandeln; und wer selbst die Anfangsgrttnde aus Sätzen

über die Complexen abzuleiten fOr gut findet, mag auch die Vorzüge

dieser Methode im Vergleich mit der früheren betätigen. Dass nun

die gegenwärtige Bearbeitung fär ihren erlclärten Zweck, üebersiebt

über die fundamentalen Eigenschaften der Thetafunctionen, Vorzüge

aufweise, kann man wol schwerlich behaupten wollen. Die systemati-

sche Ordnung des gesammten Gebietes, welche sich bei gowOhnUcher

(reeller) Methode von selbst einstellt, mag hier Tielleicht im Gedanken

des Verlassers auch existiren, fttr den Leser aber tritt sie nicht her-

vor: man wird sogar Mühe haben, bekannte Relationen darin aufzu-

tindon bzhw. zu hnden, ob sie überhaupt darin Btehen, Der erste

Teil des Buches, enthaltend die Theorie der complexen Verilndor-

lichen, ist hinreichend allgemein aufgestellt, um seine Wertschätzung

auch als unabhängig von der beabsichtigten Anwendung in Betracht
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zu ziehen. Das darin bohaiiddto Gebiet ist kein so bald erledigtes,

dass nicht neue BcarbcitunjLd'n und Hegründungsvi-rsucho ein Bedürf-

iiiss hl«.'ib(»n. Kam es dabei in hüherom Masse auf cxactc Fassung

und auf Ivlaro Grundlegung an, so lindrt man nicht gerade au erste-

rer, wol aber an letzterer Anlass das Notwendige zu vermissen. Von

der vorausgesetzten Basis mathematischer Vorkenntnisse ist nirgends

die Rede. Dann sollte wenigstens der Verfasser ciue durchweg

evidente, durch Evidenz unverrückbare Basis im Sinne haben. Nur
dann durfte er eine gleiche Vorbildung bei allen Lesern beanspruchen.

Es zeigt sich aber gerade das Gegenteil. Die stillschweigend als selbst-

Yerstftndlich (kbereiustimmend voraosgesetzte Vorbildung ist eine äns»

scrst laxe, deren Lttcken er erst, anfmorksam gemacht durch nam-

hafte Entdecker, im einzelnen ausbessert, wfthrend ganz anentschieden

bleibt, wieviel andere Ltlcken nncoutrolirt fortbestehen. Gar manche

Acnssemngon des Verfassers zeigen, dass er mehr Tom Glanben als

Tom Wissen ausgeht, mehr auf das Interesse am Wunderharen als auf

das Bewusstsein der UrteilsHibigkeit haut, eine Speculation die frei-

lich in der neusten Zeitrichtung einen ganstigen Boden findet, mit

der aber der Wissenschaft schlecht gedient ist Am wenigsten kann

die Darstellnug im Anfang des Bachs befnedigen, wenn man darin

eine Beförderung d«'r Klarheit in den Grundbegritfeu sucht. Die von

Natur leitlit fasslichen (legeiistünde, uni welche es sich liier nur

handelt, sind unuraclil-'t eines glei( iiinä.'^sig l orrecten Ausdruclis durch

unnötig coini)licirti' Auttassuiig zu schwierigen gestempelt. Auf Seite

7. 8. ragt der Verfasser fuciin man sicli an seine Worte hältj. ob

eine stetige^ l'unction eijier reeUen Variabein in gleichem Sinne und

in gleicher Begrenzung, wie er es vorausgesetzt hat, auch wirklich

stetig sei, beweist es, noch dazu unter Beschränkung, durch eine er-

müdend lange Argumentation und verneint sogar die Frage hinsicht-

lich der Allgcm(*ingnltigkeit. Im übrigen wird die Aneignung des

Vorgetragenen dadurch ziemlich schwer gemacht, dass das Ganze Ton
Anfang bis Endo eine blosse Keihe von Theoremen und Betrachtungen

ohne irgend welchen Abschluss oder Ruhepunkt darstellt Da die

Theoreme an viele Bedingungen geknüpft sind, so war es hier mehr
als irgendwo wQnschenswert, dass man scheidende nnd ordnende Ge-
sichtspunkte deutlich herausgestellt fand. H.
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