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Zur projektivisclieii Bekandlaug der Dreieck&geometrie.

Von GüSTAY Bebkbar in Hamborg.

Vünioii. — Der Vorlesnng über „höhere (leometrie", die mein

hochverehrter Lehrer, Herr Prüf. W. Fr. Meyer xu i\ttni«zsher|^ im

Sommersemester 11)03 gehalten hat, verdanke ich die Anregimg zu dem
Yenttdlie, d«a Gedanken, dafi „die metrischen £igenschiüÄen der geo-

metrisdben Gebilde als projektive in beantg auf den imeodlidi feinen

Kogelkreis ereeheinen''^), vom Beweise metrischer Sitze su «nremden—
Sfftimaüscher als das bisher geschehen ist

Indem idi mich am^Ushal; anf die Geometrie der Ebene^, ins-

beeondere die des Dzeieeke beaehraukte, verfaßte ich eine, am 20. Juli 1904

Ton der Eönigsberger philosophischen Fakultät gekrönte^ Proiearbeit^

die naturgemäß, ohne angenähert vollständig zu sein, schon eehr um-
fangreich wurde. Daraas ist die vorliegende Dissertation ein sehr

kurzer Auszug.

In diesem piiid nicht mir Einzelheiten —- Rechnungen und weniger

interessante Sätze — uuierdrückt: ganz fortgelasHeu ist ein Teil, der

die für die neuere Dreieclcsgeometrip wiehtige Theorie dreier gleich-

wendig äliulichen Figuren projektivisch beliandeit, uud ein Anhang,

der das Dreieck La der Ebene der komplexen Zahlen stndiett.

Eikkiimff. — 1. ,,]Sb ist in der Tat bewnndnnBwfirdig, daß eine

so einfiMshe Figur, wie das Dreieck, so nnemhdpfUch an Eigenschaften

ist'' Wer würde diesem Wort') nicht beistimmen, zumal, nachdem

sich in jfiBgster Zeit die st^enannte neuere Dreiecksgeometrie so

mächtig entwickelt hat!

Von den Eigenschaften des Dreiecks kennt man heute bereits so

viele, daß das dringende Bedürfiüs nach einem durchgreiienden Ordnui^-

prinzip*) vorliegt.

I) KarlDoehlemann, Ommetriache Tnusfmnnaüo&eii 1. SammlangSdiabert

Leipzig 1902. S. 18.

An Stelle dca Kugelkreiseö treten da du- Kreispunkto.

8) A. L. Crelle, Sammlung mathematißcliet Aulsätze. 1., 1821, S. 176.

4) Ygi hiena F. CaBparj, Zar neueren Dreiecksgeomrtrie. Archiv d. Math,

u. Physik (3) 1, i i'A 158, 269—288, 1901 und E. Jahnke, Über dreifach per-

flpektivisi'lie Dreiecke is der Dxeieoksgeomebrie. Frogr. d. Achten Realich. Berlin,

Oatem 1»00.

AlaUv dw Ktfbtntttlk «ad Plirilk. ULBÜh«. ZX. 1
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2 Gustav Berkhak:

2. Wie der „Lern oiiu sehe Punkt" eines Dreiecks von Grdbe
in die Wissenschaft als der Punkt eingeführt worden ist, für den die

Summe ans den Quadraten seiner Abstände von den Seiten des Dreiecks

ein Minimum wird, so könnte man überhaupt merkwürdige Punkte,

Geraden, Kegelschnitte usw in «hr Kluvnc des Dreiecks dadurch defi-

nieren, daü für diese Ehnioutc oder (Tphilde irj^end eine Funktion

ihier Koordiiiaton, Paraineter, . . . einen ausgezeichneten Wert, ein Mini-

mum odvv ein Maxiniuin erreicht. Es dürfte nicht f?chweT sein, in

jedem emzclueu Falle die geeignete F'imktion herauszuhudeu.^)

So könnte man Tiele MerkwOrdigkeiten; die das Dreieck in sich

bii^, auf die eine sarfteUttbien, daß ein Wert unter Tielem anderen

der kleinste oder der größte iai £a bliebe dann noch die Angabe,

jme Fonktionen, nm deren Eztrema es sich handelt, wiss^nsehaldich

an Yoraibeiteii.

3. Ein anderes Ordnungsprinzip, das in dieser Arbeit ausschließlich

zur Anwendung kommen soll, bietet die projektive Geometrie in jenem

Begriff, der entsteht, wenn man ihr die Metrik unterordnet, in dem
Begriff der imaginären unendlich fernen Kreispunktc.

Sucht man in der projektiven Ebene diejenigen Elemente, die von

allen endlichen Elementen einen unendlich großen Abstand halten, so

findet mau alä Ort für die Punkte eine (Jerade - die uuendlicli ferne

Gerade der Ebene — und als Ort für die (ieraden einen Klasseukegel-

schnitt, der in ein iuuiguiäres Punktepaar — in das Kreispunktepaar

auf der imendlich fernen Geraden — zerfallen ist.*)

4. Die Kreispunkte und ihre VerUndunnialinie, die unendlich ferne

Gerade, (das absolute*) Gebilde) diraen bekanntlich dazu, alle me-

trischen Begriffe (ParaUelismus, Hitte> senkrecht, Kreis usw.) rein pro-

jektiv zu definieren. Sie sptden dah«r in allen metrischen Sätzen eine

wichtige Bolle, doch nicht flberall die gleidie.*) Wenn sie auch zur

projdctiTischen Ableitung eines jeden metrischen Satzes hinreichen

müssen, so sind sie doch nicht für alle in gleichem Maße notwendig.

In einigen Sätzen spielen nicht die Kreispunkte selber eine Rolle,

1) Für die St ein er sehen Ellipsen des Dreiecks hat der Flfteheniuhalt einen

grCßtou (kleinsten) Wt>rt. Mit Hille dreier Zahlen X, (t, v kann n a» jeden Punkt

zu einem Minimnmspunkt machen. J. Schick, Beziehungen zwischen isogonai-

2entrik und Invariantcnibeorie. Müucheuer Berichte. 80, 24i)—272, 1900.

2) Karl DoehUmann, Oeometrisehe Traasformatioaen. I. Saaiinlang

Schubert. Leipzig 1902. S. SS.

3) Ebenda S. 34. S. 139.

A) Vergl. W. Fr. Meyer. Über die Uöheu de« Tetraeders. Archiv d. Math.

Q. Pbjrik. (8) H, 136. 1901.
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Znr projektiTueheii BehwuHnng der Dreieck^gwmietrie. 3

soudern nnr ihre Yerbiudaiigslmie, die unendlich ferne Gerade ^J; in

andere geht dns Kreispnnktt'paar nnr als Kegel sclinitt ein, von dem

es ganz gieidiiriiitig ist, ob er in em l'unktepaar zerfällt oder iiiclit ')

Schließlich ist os für einige Sätze unentbehrlich, daß d«»r absolute

Kegelschnitt wirkbeli aucb ein Punkte]>uar ist.*)

Jn icelcher Art nun äaa Kn.i.iiniidk'paaf den tiitztlmn utt-trischeu

Beziehungen zugrunde lieijt, erkennt man am besten dann, wenn man es

durdt hdiehiy, aber fest (feicähUes äbtobites Qt^üikf sei et dEn) dareh

eine ahsohth Gerade, eme» ahsciuim aUgemeine» Kagdschnitt (der nidit

terfdOm Ui) oder ein td^schites Punläqpaar erseUL*)

Den drei Klassen, in die deninaeh die SSbse der Metrik zer&Uen,

sollen die drei Abschnitte dieser Arbeit entspredien, deren jed«r naittr-

lidk irar wenige Beispiele enthalten kann.

Ehe wir uns jedoch dem ersten Abschnitte zuwenden, müssen wir

am Schloß dieser Einleitung noch einige Bemerkungen über projektive

Beziehungen am Dreieck Toranssohicken, damit wir uns im folgenden

darauf beziehen können.

ö. Wenn niMii in der projektiven Geometrie von den Grnndtji'biKleu

erster Stufe' zu denen zweiter Stufe übor<^eht, so trifft man als ein-

fachste» Figuren solche an, die aus dn'i Elementen gebildet werden.

In der Geometrie der Ebene ist d&a die Figur, die zugleich Dreieck

und Dreiseit, sich selbst dual ist

Für die Beaeichnnng sei das folgende Scliema maßgebend: Das

Dreieek Ä, besw. das Dreiseit a hat die Ecken Ä^, Ä^, A^, die

Seiten 0^0^09 Winkel «^ — A^IA^A^ — —
Das Dreieck-DretBeit bietet m projcActiTeii ^trachtnngen kaum

Gelegenbeik; erst das Viereck und das Vioseit habMi für die projektive

Geometrie eine grundlegende Bedeutung. Was jetst folgen soll, deckt

sich dem Inhalte nach meist mit der Theorie dieser Figuren; nur die

Form ist der Dreiecksgeometrie angepaßt.

ß. Es sei A das Grunddreieck eines projektiven Koordinatensystems.^)

Sind dann drei Zahlen p^, p.,, p.^ ihrem absoluten Werte nacli und bis

auf einen «gemeinsamen Faktor gegeben, so gehören zu diesen als

Koordinatenwerten vier Punkte in der Ebene des Dreiecks A:

^ 'PiPtPr A:-AAA' J^t^Pi-PtPr Pt'PiPt-Pr

1) Affine Oeoraeferie.

2) HyperLuIiHclie und elliptiMbe Geometrie.

8) Paruliülihcbe Geometrie.

4) Den Fall eines absoluten GeiadeDpaares iaHsea wir oubcrücküichtigt, weil

er kein metnschei IntereBse bietet

5) K. Doehlemann a. «. 0.

1*
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4 GiiBTAv Behkuah:

Das von diesen vier Punkten P gebfldete Viereck hat das Grund-

dreiwk A zam Diagonddreieck.

Dieser Satz begreift eine Mei^ baimoniseher Eigmschaftsii; vier

solche Punkte P heißen deswegen Imrnionfsch assoMiiert^) in bezog auf

das Qrunddreieok. Das Dreieck, das je drei dieser Punkte bilden, m5ge

kurz das dem vierten harmonisch assoziierte Dreieck heißen.

Dual erkalten wir harmonisch assoaiierte Gevaden nnd Dreiseite.

7. Die Dreiecke P und A liegen perspektivisch; EoUineations-

sentrum ist der Punkt P, Kollineationsachse die „Harmontkakf* oder

fjfferaäe Pohref' x yon P, deren Koordinaten 1/^^ sind.')

Fassen wir das Dreieck A als Kurve dritter Ordnung anf, 80 er-

li alten wir zn oinom Punkte P außer der eben geiMnnten geraden

Polare noch die koniscJw Polare: P ^ 2h^i^i Pi^s^i Ps^i^
also einen dem Dreieck A um- und dem Dreieck P einbeschrieben^

Kegelschnitt.

D'ial prlmlten wir als Polaron zu einer Ooradftn in Ke/ng auf das

als Kurve dritter Klasse aufgefaßte ürunddreieck Pincn ]';n.kt, ihren

Dreircl:s))ol , und einen dem Dreieck A eiiibeschnebencn iicgelsohnitt,

und zwar zur obigen Geraden jr wieder den Punkt P und den Kegel-

schnitt: 77= "s"3 V'i + ^h'^i Pi + "i"s,'/^3
=

8. yach dm bi.^hr*rifffN EutuicUunyen gehören immer vier Gebilde

eng zummmen: Ein Punldy eine Gerade, ein Umkegdschniü und ein In^

kegelsdinitt des Grunddrderls.

Besonders interossiuit ist noch der folgende Satz*):

Zwei zuBauiiuengehürigt' Kegelücbuitte P und /Z berühren sich

doppelt'), und zwar .so, daß die zugehörigen Kiemeute P und n Be-

rflhrungspol und Berühnmgssehne sind.

9. Diese natürlich höchst unvollständigeu Betrachtungen spielen

in der neueren Dreiecksgeometrie eine wichtige Rolle:

Unk)' den Umlrgelsclmiilm den Grtmddreiecks A ist einer aus-

gezeichnet: sein Umknia. Auch zu ihm geJiören in dein obigen Sinne

ein Itdcegelschnitt, ein Punkt und eine Gerade: die Brocardsche EUijßsCf

1 E Ilourht- tt ( Ii de ComberoQsie, Traitä de GMom^trie. I. p. 449.

Paria löoo. Oauthier-Villars.

2) Die Gerade « erhUi man auch, wenu mau auf F zunächst eine qu&tlrutiäcbc

TraiMftinBation {p/q,» 1) und dann auf den Bildpnnkt Q eine Kotvdation (Wf— f«)

Anwendet.

S'» M ax Qreiner, Pol und Polare dea Dreieckt. ArohiT der Math, and Physik.

69, 1870.

4) Diese DoppelberOhning ist stets imegiaftr.
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Znr pfojektiviRchea B«haadlmig d«r I>Kieckig«ome4rie. 6

der Lemoineedte Punkt und die Lemoinea^ Garaäe des Grund-

dreieda^)

Entor Abeehnitt: Daa Drtieek imd die abwlvto Owrade.

I. Die tdfsMe Gerade. — 10. Ww in der Einleitimg bereit» be-

tont wurde, entbalten einige metrische Sitce nur Besdehongen zur

unendlieb fernen Geraden, nieht zum Erf^iBpunktepear. Sie sind Tom
projektiven Standpunkt aus die einfikcheren. Einige dieser Satze bilden

den Inhalt dieses ersten Abschnittes.

Die nnendUck ferne Gerade ersetzen icir durrh eim heliebi(je Gerade,

die wir abeTy nadtdem wir gewähU, festhalten und darum als die absUute

Gerade hezeichitm l'örtnen.

II. Jede Kurve //t'-r *^r(liuni<^ schneidet die al)solnte Gerade in

n Punkten, die kurz als die Richtpunkte der Kurve bezeichnet werden

mögen.

Mit Hilfe der ahsolutfii (ienulHii definieren wir in bekiiuiiter Weise

den l'arallelisuius zweier Geraden, die Uomothetik zweier Kegelst buitte,

die Ähnlichkeitslage^) zweier Dreiecke, den Mittelpunkt und die

Asymptoten eines Kegelschnitts, die Mitte einer Strecke, die dureh

drei Punkte einer Geraden bestimmten Yerl^tniBBe (als DoppelywluUt-

nisse dieser drei Punkte und des Richtpunktes ihrer Geraden), die

Mittellinien und den ihnen gemeinsamen FUehenachwerpnnkt des Drei-

ecke, dessen gerade Polare in bezug auf das Dreieck wieder die absolute

Gerade ist> usw.

Die konischen Polaren des Schwerpunktes und der absoluten Ge-

raden sind die beiden Stei Derschen Ellipsen, die UmcUipse und die

InellipKo. Aua Nr. 8 folgt, daß diese homothetisch und konzen-

trisch sind.

12. Die absolulf (it-raile könnte tnan — um diß Rechnung la ver-

ein&cheu — zur £inheitsgeraden des Koordinatensystems wählen.')

1) Wegen diefler widitigeii Oefaüde Teiglei^e man die Hatiptweike Uber

neuere Dreieckegeometrie:

A. Emmerich, Die Brocardacheu OcV>ilde und ihre Beziehungen zu den ver-

wandti^n merkwürdigen Punkten und Kreisen des Dreiecks. Berlin 1891. Mit

reichbaltigeni LituatonachweisI

W. Fuhrmann, Synthetische Beweice plauimetrischer Sätze. Berlin 1890.

E HoQch^ et Ch. de Comberousae, Trait^ de Gäom^teiel. et U. YU. 6A,

Paris im.
Auch sei hingewiesen anf die Berickte TOn E. Tigari^, Assoeialwm Fraai9aiee

potur TATancement dea Seienoes, aaent Congrta de Tonlonse 1867.

8) Die Ähnlichkeit kOnnen wir hier nicht deflnieBeD.

S) BaiTzentriaehe Kooidiaaten.
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6 Gustav Usbkiian:

Dann wOide aber meistens die MögticUceit Tsrloxen gehen, sa ent-

BcEeiden, ob und welche Bolle die absolate Geiade in den emxdnen

Satsen spielt.

Ihre Gleichung sei darum (f(x) ^ (Ji^t + (f^x^ + ^'a-^'a
= 0. Dann

sind die Gleichungen des Schwerpunktes und der Steiners^en EUipsm:

2»ihi~0, 2iM«,-o, ^W«i-»0.

2. Durch dir absoluk Genuh (Irjiuierle Tmmformationcn. — 13. Die

Seiteuiiiitten des Grunddreiecks .1 seien G^. Diis Mittcndreieck Ir liegt

ähnlich 7.uiu (iruaddreieck A. Akiilichkeitspuukt ist der 8chvveipuukt G.

Einem Punkte X von A entspricht ein Punkt Y von G. Y heißt der

JTcwipInftei^iiiinX;^ Ton X, X der Jjiti%oiM|)2l0in«H4HiN&^ von Y, Dual

liegem die Verhältnisse fSr die Geraden.*)

Da es sich nm eine ZentnükoUineation mit dem Zentrum Q und

der Achse g handelt^ so gilt: Homologe Punkte (X und Y) liegen auf

einer Geraden durch £r, homologe Geraden sind parallel, homologe

Kegelschnitte homothetisch.

Der Punkt X habe die Koordinaten im Grunddreieck A und

x'i im Mittendreieck Cr. Dann hat der Komplementpunkt F zu X die

Koordinaten yl = Xi, der Antikomplementpunkt Z an X die Koordi-

naten Zi = x'i.

Die Tran^onnaiiott^leichufigen^) sind: .

gixi — — ffiXi + gkX^ + gtXt = X^i 2giXi — gtxi + g%»t — X* 4- Xij

fär Linienkoordinaten:

Ist der Richtpunkt der Geraden XYZG, so gelten folgende Be-

ziehungen:

(<?x,xr)--2, (xrßZ)--i, (xzrXo) = -i.

Die letzte lautet in Worten: Die von einem Punkte A' uud seintMu

Antikomplementpunkt Z begrenzte Strecke wird durch den Komplement-

puokt Y halbiert

14. Nidit mmder wichtig als die soeben behaad^te lineare Trans-

formation ist eine quaäraUadie Verwandttdiaft, die in jedem Dreieck

durch die absolute Oerade d^niwt werden kamkj die Yerwandtschafl,

1) Emil Hain, Archiv d. Mathem. n. Physik (8) 8, 1886.

C. G. ReiiscLle, ZoitBchrift für Matliom n. Physik. 11, 18B6

2) Dietse sind t>o zu bfdtimmen, dafi G uud g in beiden Dreiecken ^ und G
dieaelben Koordinaten haben.
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Zw projektirischen Behandlang der Dreiecksgoometrie. 7

die das Granddreieck Ä zum Hauptdreieck und die abeolnie Gerade g
zu einer Doppelgeraden liat, also durch die Gleichungen UiVf gf dar-

gestellt wird. Die dm anderen Doppeigemden bilden das zur abßolut»«n

Geraden harrnoiiusch lis.so/iiert« Dreiseit: das Mittendreieck G. Je 7-wei

Gciiengeradeii u und r schueiden jede Seite a. des Grunddreiecks in /.wei

honioliigeu Punkten einer Involutimi, deren Doppt'lpunkte die Mitte ^r,

und der Richtpunkt der Seite sind, also in zwei l'unkten, die vAir

Seitenniitte y^ symmetrisch liegen. Daher heißen u und v Seiten-

symmetrkgeradm, *)

Indem wir jede Gerade durch ihren Dreieckspol emeteen, eihalten

wir ssu dieser Geradentransfonnation die folgende PankttranefSonnation:

«iVi 1 / Doppelpunkte sind der Schwerpunkt G und die ihm har-

moniBcih aeeoziierfeen Funkte.

Projizieren wir je zwei homologe Ptmktc und Y auB der Ecke Af
in zwei Punkte der Seite a^, so liegen auch diese symmetrisch zur

Seitenmitte Daher die Bezeichnungen*): Seitcftg^enpunktc. Jsofonte

VfrHriiuJlschuft. Zwei Punkte oder Geraden, deren Koordinaten die

Gleichung xly! = 1 fgj oder = g: erfüllen, sind Seitengegenponkte

oder Seitensyminetriegeraden im Mittendreieck.

15. Indem wir die lineareVerwaudtscliaft der Nr. 1 Ü und die quadratische

der Nr. 14 vereinigen, erhalten wir eine neue quadratische UUc kumplc'

Huntisfitotne) Vcnvandtsclmft mit den Gleichungen Qy/^^l/r/f, UiVi=gf.

Fflr den Punkt Y{gi) und die Gerade i v',} gelten (bei gegebenem

X und u) folgende einfiMshen Konstruktionen:

Wir projizieren X aus den Ecken des Gmnddreiecks auf die

Seiten Oj^O^ des Mittendreiecks und die so erhaltenen Punkte*) aus den

Ecken in den Punkt T. Wir projizieren die Schnittpunkte (u • a,-)

aus Ät auf G^Gg. Die so erhaltenen Punkte liegen auf der Geraden v*)

16, Eine Anwendung von diesen Verwandtschaften kann man
machen, um die Steinerschen Ellipsen als Bilder der absoluten Geraden

und des Schwerpnnktes, femer um den ^litteljmnkt eines In- oder Uui-

kegelsehnittes zn bestimmen, in dit'scr Iliiisirht «ieien ftdi^ende Sätze

mitgeteilt: Zwischen dem Briauchonscheu'^) Punkte X und dem Mittel-

1) F. Bflckittg, Archiv der Mathem. u. Physik (8) 16. 1808.

2) W. Fnhrmaan, 8jntheti4ohe Beweise planunetrindier Sfttse. fieclin

S. 57.

8) Dae sind die Mitten der Sehatelgemden Ä/X, dieM» gemeaaen von der

Ei^ A( bis zur Seite a, .

i) Die Gerade r verbindet die Mitten der Üiagonalen de« Yierdeita OiOa«^***

Die Gaaßschc Gerade de» Vierseitj*.

6) Brianchou- Punkt dea Kegelscluiittdreiaeitä. Die Beziehung zwischen

einem lakegeliduiitt und leinem Brianohon^Foiikt ist die der Nr. 8.
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8 äüüTAV BüBKBAli:

punkte Y «dm Inkeg^behnittB bestellt die komplement-iBotome Yer^

WBodtedialt Ein Punkt und der Mittelpunkt aein«r konimhen Polare

(in besag aufdu Qnmddreieck) sind Seitengegenpnnkte im Mittendreieck.

3. Der Lehrsatz von Feuerbacli. — 17. Nach dem vorletzten Satze

hat ein Inkegelschnitt, dsaaeai Mittelpunkt die Koordinaten im Gmnd»

dreieek und ift im Mittendreieck hat^ die Gleichung:

(1) ip(uu) = ^^y/n*!*, = 0.

£r scimeidet die absolute Gerade im Punktepanr:

(2) I
^9(^9)y-9{»^)'9(99)^ ^ßik*ii»t-^y worin

Die Koordinaten ff kommm bior nnr nn QvuMbat reae, d. h.: Die Tier

Inkcgelschnitte, deren Mittelpunkte harmoiuBeh aeeosiieit lind, sind

bomothetisch.

18. Nebenbei sei erwShnt: Soll das Ponktepaar (2) einer Into*

lution an^bSren, d. h. eieh selbst konjugiert sein in beiug auf einen

Kegelsdmitt bj^af + + — 0, so mufi die LiTariante ^ßik^ik
wschwinden, mithin die Gleichua^ gelten: ^u^i + i^J^ + i^tJfi ^ 0.

Es folgt der Satz*): Die Mittelpunkte deijenigen Likegelschnitte, deren

Richtpunkte einer Involution angehören, liegen auf dem Polkegelscbnitt

des Grnnddreiecks, der durch die Doppelpunkte der Involution geht.

19. Durch die Punkto (2) und die Ecken Gt des Mittendreiecks

geht der folgende Kegelschnitt:

(3) 9itfyr^i + y«Sl}«>i' + PtS$<«i - 0.

Für dos Mittendreieck als Koordinatendreieck hat der Inkegel-

sehnitt (1) die folgende Ordnungsgleichung:

(4) iffktfk — Qtyif • • [^iXi\ — '^ifa'kx't = 0.

Zwei homothetische Kegelschnitte haben außer der absoluten (Ge-

raden nodi eine (wesentlidie) Schnittsehne, die man ab ihre Radikal-

ac h so bezeichnen kann. FOr die Eegelsdinitte (3) und (4) hat dieee

die Koordinaten i»/— gt^kyk^gty!)'*' Diese Werte »/ erfüllen die Klassen-

gleichung des Kegelschnittes (3): 2V9i^^ *" % ^- ^ Kegelschnitte

(3) und (4) berOhren isicli.

Die gemeinsame Taogente (Uadikalachse) hat im Grunddreieck die

Koordinaten:

1) Die Mittelpankte der gleiobaeitigen Inhyperbeln liegen auf dem PoUoeis

des Dreiecke.

Digitized by Google



Zur projektivischen Bebaudlung der Dreieckageometrie. 9

Sie berfibrt die Steinersolie Inellipse; denn ihre Seiteneymmetriegwade

mit den EoonymU^D SiißnVk — 9t9t) darch den Scliwetptinkt G
— «nch durch den Mittelpnnkb F(jir^ des Büc^elsohiiittee (1 oder 4).

Das Ergehn'ts lautet:

Je^ler Umh'neUclmiU des Mittendreiecks berührt die vier zu ihm

homoGuHsehen Jbtkeffdschnitte des Grttnddreiecks. Die vier gemeinaamm

Tangenten herähren auch die Steincrsdte Indlijise. Ihre Seiiensymmetrie-

geraden gehen — außer durch den Schwerpunkt — äun^ die Mittel-

punkte der vier Inkef/tlsclDiiffe.

Ganz abgeseht'U davon^ duB wii- die unendlich ferne Gerade durch

die allgemeine absolute Gerade ersetzt haben, ist dieser Satz offenbar

eine Erweiterung des bekannten l'euerbachschen Satzes, nach dem

der UmkreiB des Mittendreiecks, der sogenannte Feuerbachsche Kreis

des OmnddreieckSy dessen Inkreise berOlirt.

4» Der Lävnatt vm Tueher.^)— 20. Es gibt co' viele Dmecke
die bei gegebesieni Äliiificlikeitspimkt zum Gnmddreieok A Shnlich

liegen. Jedes dieser Dreiecke schneidet das Ghronddreieck — anfier in

drei Punkten der absoluten Geraden — in sechs Pnnkten eines Kegel*

sdmittes. Die so erhaltenen oo' Eegelsehnitte sollen etwas näher

betrachtet werden.

Die Seiten eines DTneeks i^^ seien: ^ y{x) -\- A.jtr, = 0. Das

KoUineationszentrum von F, und .4 hat die Koordinaten .r,. = ist

also ein fester Punkt P, wenn wir setzen: iJXf=pJX. Daun lauten

die obigen tileichnngen:

Durch die neun Schnittpunkte der Dreiecke und Ä gebt jede

Kur?e 3. Ordnung

•

^lindarch. Für q = A'/p,^,/), zerfallt diese in die absolute Gerode

g{x) = 0 und den gesuchten Kegelschnitt:

s g(ie) . {g(x) + lx(x)] + X» • P{xx) - 0,

worin ^
x(x) ^^xjpi = 0 und ?{xx) ^^x^xjp,.p, = 0

die gerade und die konische Polare des Punktes P sind. Also:

Die KegelscJinifte T liegen fiomotlietisch zur koms^en Polare P des

Ähtdichkeitsputiktes P. Die Badikaku^gm smd seiner geraden Feiare n
pairaillleL*)

1) E. Pascal, Kepertorinm der höheren Math^natik II. S. 71. Lmpsig, 1902.

2) Die Mtitelpiiiikte der Kegelaohnitto T liegen, wie die Rechanng ergibt, ia

einer Geraden.



10 Gustav BsiuiUAK:

21. Bfldefc mim

= + AV/^i = gi.'i^) + K^JPt + ^iiih) = /i + ^ x^Pki

80 gehen dl« Oeraden — 0 doreh die Schnittpunkte und

I/<'")tl; bestimmen also auch jene sechs Punkte auf den Seiten des

Gninddreiecks, durch die der Kegelschnitt hiiuhuchgeht.

Das Dreieck O liegt perBpektivisch zum Grunddreieck; Kollinca-

tinns7pntrum if?t P, Kollinoationsaohse jedoch nicht die absolute Ge-

rvi<\v fi
, soiulHrn die ]{a»]iknlachs(' \(i{x) Xnix) ~ 0] von T- und P.

ilm^egeu liegt <t> ähnlich /um Dreieck, dns dem Punkte P liarnio-

iiificVi assoziiert ist, zum Ecktangentendreieck der konischen Polare P.

Ahnlichkeitspunkt ist P.

22. Indem wir die Diskriminante der in K quadratischen Gleichung

T;i M 0 gleich Null setzen, erhalten wir als mesentflcfte Eneelappe d&r

KegdsdmiUe T — neben der doppelt an asShlenden abeolnten Gerade g— den Eegelsdmitt:

d. i. die konische Polare Jl^sex) der Geraden ar.

2&. Fflr A ~ OD*) ergibt sich als Dreieok das Grunddreieck A
und als Kegelsolmitt T« die konisdie Pokre P. Das Dreieck A spielt

für unsere Betrachtungen keine besondere Rolle in dem System der

Dreiecke F. Wie zu ihm, erhalten wir au jedem Dreieck F ein

System von <x>^ Kegelschnitten, im ganzen alao, als Erzei^pus je zweier

Dreiecke Fi nnd F^ die oo' K^eischnitte:

Alle diese sind zu eiuauder liüiuothetisch, alle ihre Radikalachseu sind

panllei Für pt'^ l wird T^^ die konische Polare P; Ton P bez. F^t

P^^ if\jc) • 3 + gix) . x{x) • 2A + P(xx) • A» = 0.

Für A -= eonsi erhält man als (wesentlicJie) Bnveloppe der T^^ einen

Kegelschnitt 11^, der im Sinne der Nr. 8 an P im Dreieck Fx gehört

:

77, s \ß^(x) ' 8 + 9(^) ' «(a?) • 2A] + n{xx) • A" - 0.

Die Kegelschnitte P^ wie auch 77^ haben zur Enveloppe das imaginäre

Geradflnpaar:

n{xX) + ?{XX) ~yxf/pj -^XkXilPkPt -* 0.

Es smd dieses die Ton P ans aa H und P gelegten Tangenten.

}} =s u liefert die ubaolute GeruUe.
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Zur pfojekfcivuchen Bebandhiiig der DzdeekflgeoimBtrie. 11

24. Ufr fer den Dreiecken F und <P befimiet sich je ein NuUdreiedc.

Daraus lolgt:

Zieht man ekireh einen beliebigen Fmkt P die Pc^aüden m dm
Seiim des ChwtddrdedBSf so tdineiden diese die jeweSs beidm anderen

Seiten in susammen sedts Pmkim eines EegdsckntUes L'.

Man erh&t «nen sweikn K^ds^nUt L*', «wnti man die Creradai

änrdt den PnnlU P paraM t» dm Eädangentm seiner honisehm Folare

P #i«ML Diese tmd die h^dm EegdsckniUe L* vmd L" sind komo(keiisdt,

Ifim findet femer:

Der Mittelpunkt von L" ist der Punkt P selber; da- von L' lie^

in der Mitte zwischen P uml dem MitlelpunJ:t U von P.

25. Ist P der Lemoinr^clu Piudi, also P der rmkreis idhI 11 die

Brocardscfie Ellipse des Grunddreiecks, so werden die Keffelscioilff/' T.

zu den Tücke rselten. / ' und L" zu den Lenio ineschen Kreisen des

Grunddreiecks. Es ist also die DrocardscJie Ellipse die Enveloppe der

Tuckerschen Kreise.

Zweiter AbBchaitt: Das Dreieck lud der abmlate Kegelscluiitt.

1. Ihr ahsolnfe Keffelsrhnift. — 26. Wir wenden uns nunmehr dem

Falle zu, daß das absolute Gebilde in einem allgemeinen Kegelschnitt

beslieht, der also weder in ein Pimktepaar noch in ein Geradenpaar

zerfallen ist Seine Gleichungen seien:

Die Determüuuiteii {«fj,! und \an\ der (reeUen) Koeffizienieai sollen

unserer Absieht gemäß nielit yendiwindeiL Weiter soU flW die

Eoeffidenten niclits Tonrnsgesetst worden; denn das hieße ja ein

besonderes nnd nicht ein beliebiges Grnnddreieck (oder Koordinsten-

dreieck) betrachten, da doch 0 als absolut gegebener Kegelschnitt nur

die eine besondere Eigenschaft haben kann, daß er zerfaUi*)

27. Da die hier folgenden Sätze der Metrik entnommen sind, so

tritt in d.T absolntp Kpgflsrhnitt: vorwiegend als Klnsseukurye auf.*)

Mit Hilfe von 0 definieren wir: Zwei (ieraden heißen senkrecht

zu einander, wenn sie bezüglich 0 konjugiert siml. Winkel et zweier

Geraden SA^ und ^ heißt das Produkt aus f»iner Konstanten') und

dem Logarithmus des Doppelverhültnisses, das diese Geraden mit den

Ton S 6X1 *P gehenden Tangeuten ST^^ und ST^ bilden. Wir können

1) Ein Kegel^bnitt hat keine ahsobite Livariaate,

2) Vgl. die t. Anmerkong auf hs. 3.

9) f }/— 1 iür da« Siei^imktepMr.
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und wollen im folgenden, da es sich um Gleicliheit von Winkeln

himdeU:, von der KcMMtsnttti and dem Lt^^itlinins absehen nnd kOner

setzen a = = S(T^T,A^.i^).

Wae dann unter Halbierenden eines Winkele, Höhen eines Drei-

ecks KU verstehen is^ ergibt sich Ton selbst.

Der Pol einer Geraden bezüglich 0 heiße ihr absolnter Pol.

2, Die Hohen und NebenJtöhen. — 28. Die absoluten Pole der

Seiten o. des Grnnddreiecks sind die Punkte J> = «,4. Di« Höhm
Ä^F^: o;^: = aj^: ag, l/a,|: 1/«,-^ schneiden sich im Hi^n^itkt

H: l/tt„ 1/tCn V«ti-

Dieser ist nur abhängig von den Koeffizienten «ii(A =4=0 der Pro-

dukte ifjM,, iiiclit von denen der Quadrate uj, bleibt also Höhen-

punkt, wenn man statt 0 irgend einen Kegelschnitt

als absolutes Gebilde wählt. ^) Der Ftmkt S wird also weniger zu

jedon einzelnei 9 als au dem ganzen System der 9 in engen Be-

xiehungw stehsn. In der Tat ist jB* der einaige Punkt, der do2)pelt

gesShlt als ein Eegeiscimitt g> an beiraeliten ist

29. mm wm dm HShenfußptmkkn die Lok auf die jeweils

beiden and&e» iSsife» des Grunddreie^ so Uegm die Fußputikk dieser

sech^ ..Xeleuhöhcn^' auf einem Kegelschnitt

Der Beweis ergibt sich als einfache Anwendung des Garnotschen

Sataes.') Die Gleichung des Kegelschnittes lautet^):

^a\i3^i — XkXi{a\i 4- a?A«?,)/ai/ =• 0.

30. Zu den Höhen P^A^ erhält man durch positive Permutation

noch zwei andere Geradentripel m^ = F^Ä^^x **i ^^i-^+i» wobei man
statt / -f ^» wieder i 7m setzen hat.

Diese beiden Dreiseite m and n schneiden sich aui^er in

1) W. Fr. Meyer, Über die HfllisB de* Tefanedera. Archiv dar Ifoth. und

Physik (a) 8, 188. 1904.

2) W. Vt. Meyer, Cfber fjwmetrische Sätze von der Natur des Piiscalsohea

Satzes. Jahresbericht der Deutschen Mathematiker -Vei*vinigung 8, til. l^üO.

S) ZerfUlt der afatoluie Kegeliehailt in«a Ponktepaar, so geht düse Oleichang,

wsan wir die BsMiduuingeit der Nr. 49 benutzen, über in:

worin p eine Konstante. Per durch sie dargcHtelUe Kegelschnitt ist also ein

Kreis: der Taylorsph« Kreis des ürunddreiecks. K. l'ascal, Kepertorium II. S. 71.
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Zur projektirischen Behandlung der Dreiecksgoometrie. 13

J^^J^PjyP^Pg in drei Punkten Q^J) Das Dreieck Q liegt per-

«pektiT zam Gnmddreieck. EollineatioiiMaMiitnim irt der Punkt

3. Orthologisehe Dreiecke. — 31. Gehen dii' Lote, die man von den

Ecken eines Dreiecks auf die rn (.sprechenden titiien eiws zu rltm Ih-t irck.'i

fäUty durch einen Punkt, m schmidm sich auch die Lotr ana den Kihn
des zweiten Urtieeks auf die entspraJienden Seiten des ersten Dreiecka in

emm Pimkte.

Sind Ä nnd B die beiden Dreieeke des LdirsatMS, P und Q die

Dreieokei deren Ecken P, «nd ^| die absolnten Pole der Seiten ,A^A^

nnd B^Bf sind, so besagt der Lebmta: Die Dreiecke Ä nnd Q einer-

seits, B nnd P «idereraeits sind inuner und nnr i^eiehaeitig pecspektiv

gelegen.

Die Seiten nnd Eeken von Ä undB mögen die Oleickungen haben:

Ai :Ui = 0, B^: t\ =» 0.

Die Tranaformationsgieichungen seien:

k k

dw 01eichangeu des absoluten Kegelsebnittes:

Daun liegen die Dreiecke A nnd Q, besw. B and P peiqtektiT, wenn

Ag ^ L^^kMßnt\2^^ktß»k'<2^äiß*^ ' L2^kißik'^^nß*k-^^kiß»k\=^>

bezw.

A, - [2hk«u \2hkf^k\2hk«zi ' [2hk*hk'2hk«ik'2hk«n^ = 1,

worin sich die Siimmation überall auf A = 1, 2, 3 be/.iebt.

Unter Beziehung aui' alle sechs Koordinaten u^, ist die Glei-

chung Ton 0:

^^ik^ik^U^i ~ ^ ^^^^ ßik^ti^U^i ^•

Ans der Identttöt beider Formen folgt die Ko^fixientei^{leicbheit und

daraus die Identität: = 1.

1) Tn der ElementMgeomettie sind dM die zweiten Endpunkte der Uutkreii-

durchmeraer ü.
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14 Gustav Ukrkman:

Da somit die beiden Größen A nur gleichzeitig den Wert + 1 an-

nehmen können^ ist der obige Lehrsatz bewiesen. Da deseelbe aueh

für den Wert — 1 gilt, so folgt noch der Satz:

Schmiden die vm den Ecken eines Dreiecls A auf die rnfsprechen-

deti Seitrn eines Dreiecks B gefällterr Lote die Seiten in dr<i runJcfm

einer (icrdden, so liegen auch die ScIniittpxnJde der Lote aus den £cken

£| auf die Seiten a, mit den Seiten in einer Geraden.

4. Die Winkelhnlhiermden. Die isof/onale Verivandtsekaß. —
32. Ans der Definition dos Winkels (Nr. 21) folgen leicht die beiden

Eigenschaften der Halbierenden eines Winkebi, daß sie dessen Scihenkel

hannomisdi trennen und aufeinander senkreclit stehen, Eigeusduiften,

dn»^ die nmgekehrt die Winkelhalbierenden geradezu definiert werden

kennen.*)

Daraus findet man, wenn

f^'\x) frxi = 0 und f^%x) ^yfTxi = 0

die Sehenkel eines Winkels sind, die Gleidiung seiner Halbierungslinien:

[/t')(a?)]V«(/<W - I/<^(«)]V*(/^^/W) - 0.

Die drei (reradenpaare, die die Winkel eines Dreiaeites / halbieren,

schneiden sich in den vier Punkten:

Fuir das KoordmaMkreiedt A f<A^: 8äm Wiviu^teJbiermäm

Wi s aifakk — ^/«ii — 0 seftHSMlen sieh m dm vier harmoniseh asso-

ziierten Punkten J, deren Koardiixifot die absduteti Werte Y^t haben,^

Diese vier Punkte, nur abhängig von den Koeffizienten a,,, nicht

+ ^? ^^^^ ^™ Sinne der Nr. 28 die Doppelpunkte dos folgenden

K^^lHchnittsystems: ^^a,-,«? +^>l.«*»<i = 0, worin X, völlig beliebig.

33. Bestimmt man zu einem beliebigen Punkte Y die Polaren in

bezug auf die obigen drei Geradenpaure i>\, so schneiden sieb diese in

einem Punkte X. Die Geraden W",. trennen das Ueradeupaar A^{YZ)
hannonisili. Imlbieren also den Winkel ^4,.[yZ|.

Die i' unkte 1' und Z bind konjugiert in bezug auf alle Kegel-

schnitte des Netzes ^A^N'f » 0 oder des Büsehelä, das die vier Punkte

tr(af — ocf/) zu Giundpunkten hat; sie sind Qegenpunkte der qnadra-

Usdten Tran^ormaHon

1) Aqb dieser Definition folgt leicht der Satz, daß die Selten und HObea eines

Dreiecks die Winlcel seines nöheiiftißpunV:t()'-pie''V^ lialbioron.

2) Damit diese Punkte reell sind, luiläsen die Koeffizienten u^f gleiche Yor-

setohea haben.
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Die Geraden A^Y und A,Z heißen isogoml bez * .4.[i4^i4,], die

}^]nkt(> Y und Z \\ iiikeUjegeninmkte\ die Transfonuatioa wird aia üo-

gonule Vfrt'uon/tsi'haß bezeichnet.')

34. 'kVie iu der filementargeometrie, so gelten auch hier die Sätze:

I. Die Scheitdfieraden A^Y eims Fnnldrs^ Y stehen aeiikrecld auf

den Seiten des Fußpunktdreiecks*) ^ das £u seinem WinJcelgeyenpunkt Z

II. Die FußjHtnktdmaii» gweier WinkelyeyenimnJcte sind demstiben

Ke(fd$dmUi ekAea^riebm.

85. Das Panktepaar (YZ) hat die Oleichnog:

d. h.:

Jün Fi<tikU-]KUir, dessen Gleichunrj in den Kneffsrimlen dir quadra-

tischen Glieder mit der Klassetigleirlitoi;/ O 0 <hs ahmlufen Ketjel-

scJinitlcs — bis auf einen Faktor mUürlicii — übertinnlimml, bt-aUtht aus

£uei Winkelgegenpunkten.

Ans diesem Satse folgt, da die Bzenopunkte eines Inkegelsehnittea

die Gleiohimg

haben, der andere Satz:

Die Brennpunkte eines dem Gnatddreieck eingesdirielienen Kegd-

Schnittes sind Winkelgrgenptmhte.

Zerfällt der nh<^nlHte Kf'(/<lschnitt in zwei Punkte, so sind diese nach

obigem Satze \Vinkelgegen])nTikte. Das Bild ihrer Verbindungslinie,

der absoluten (Jeradeu, ist daher ein l nikegelscluütt durch die absoluten

Punkte, d. h. der Umkr>'/t< des Grunddreiecks.

3G, Der isogonalen entspricht dual die isotome VeraandtscJiaß^):

Die Involutioii, die wir zu dieser nach Nr. 14 auf jeder Seite er*

halten, hat hier nicht die SeitMunitte Gt imd den Richtpunkt von a^,

der hier nicht existier^ za Doppelpunkten, sondern die „beiden Mittel*

punkte^*) der Seite a^. Homologe Punkte der Involution li^«a au

jeder dieser Seitenmitteu j^ymmetrisch".

1) W. Pnhrmann a. a. 0.

2} Die Fußpuiikte der von P anf die Seiten gefUlten Xofe bUdmn das Fuft*

pauktdreieck von oder zu I*.

3) In Nr. U war i«' -i^Xtaj.a;^ _ »^..^f^f.

4) Dieae beiden Seitenmitten entsprechen dual dam beiden Halbierenden eines

Winkels.
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6. Die Iuhrme, — 37. Nach Nr. 35 gehört zu jedem Paar tob

Winkdgegenpnnkten ein Inkegelschnitt, der diese- Ptmkte Brenn-

punkten hat. Zu den Doppelpunkten J erhält mnn so die Tier Li-

kegelschnitie, die den absoluten Kegelschnitt doppelt berühren: die

vier Inkreise. Sie haben die Gleichung:

(«^ -V^t«»)«!«» + («»t - + («11 -y««iiO«i«i - 0.

Für die Wurzeln Va^^Un = V«** • Vt^u sind nur die iulgemien Kom-

binationen möglich: + -f -f ; H 1 : H- Setzen wir

daher w;,- = a^, — yu^^u,, und H^ = u^^ -j- V^«**««; hiutet die Gleicliung

des Inkreises^):

J^ fn,UiUf + m^UfUi + m|ttjt^ 0

und die des iten Ankreises'.

38. Die Brianehonsehe» (Gergonneathe») Punkte der vier In-

kreise emd:

B: 1/mi, l/w»3- -B*: as^ — a:^ = l/i/^ a:, — 1/«,.

Heißt J', der Berührungspunkt von J' mit der Seite a^y ao

achneiden sieh die Geraden A^Jl^ Ä^Jj^, -^a«'» -^i'^*

in je einem Funkte. Diese vier Na^eladien ¥wiüstex

iV: l/w, iV'':^;^: i;^:^;, = l/Wg: 1/m^: 1/*»,

sind , da «,n, =- («^, - /«^^ a„) + t/ä^j^ «J = «4, - - - a„,

die Seitengegenpuukte der Gergouneschen Punkte.

39. Wie in der Elementargeometrie, so li^ern auch hier je zwei

der Inkreise zwei Ahnli(Meiis]^»:nkie. Sind

J"-L5'y,"J-y*-<>-0 and Z^[2»t^^-if'<»~0

die Gleichungen zweier beliebigen Kreise, so ist die ihrer Ahnlich-

keit.^punkte:

Dieee Ähxilichkeitepxinkte liegen nach ihrer Entetehvuig anf je

2!wei Tangenten, nach ihrer Gleichung auf der Yerbindnngalinie der

Hittelpunkte und Z{Zi)f der Zentralen der beiden Kreiee. Und
zwar tremien sie die Mittelpunkte harmonisch.

ö. Die Wallace- Linie. — 40. FcUlt man von einem Punkte X die

Lote PfXXf auf die Seiten des GnmddrekekSj ao liegen die Ft^

1) Die InknuM bestehe» am dem hikreite und den dxm Anlaeisen.
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punkte X, nur üann in einer (jf&radm, tmm X der folgenden Kurve

3. Ordnung tingehöri^)\

Di6M Enire ist für die isogonale TerwandtedMffc amdlogmatisch, denn

^ Fußpunktdreieeke ssweier Winkelgegeupankte kfionen itadi Sets U
on Nr. 34 nur gleiolueitig in je eine Gerade anaarten.

Die Karre C geht dnrdi die nenn Sohnittpnnkte der beiden Drei-

seite m und n (Nr. 30), alao durch die Pimkte Äf, P| und Die

an einem Punkte X von C gehörige FuBpnnktgerade ar«»J^JS^Z^

"Wird als seine Wallace- Linie-) bezeichnet.

41. Aus Satz I von Nr. 34 folgt: Die Wallace-IAme eines Funktet

ffan C hat (/«-s/n Winlrhtfoenpuvkt zum absoluten Pd.

Solange der ab^olutr- Kegelschnitt nicht ansartet, hat auch die

ümkehning emen Smu: Die absolute Polare eines Punktes TOn C ist

die VVallafe-Linie seineH Wiiikelgegenpunktes.

Als Enmioppe aller Wullace'Linien erhält man also die Kurve F,

die der Kurre C in einem Polarfeld entspricht, das den absoluten

Kegelsdmitt aum Ordnungskegelachnitt bai Ihre GHeiebnng iit:

r== («laj, — J^äfliOK^n - «3««)("9«si
—

- («.«11 - «lö«) («lOn - «»«u) («»«» - ««»«») - 0-

ZerfSUt aber der abaolute Kegelaehnitt in ein Pnnktepaar, so Ter-

aagen die roratebende Gleichung') und ihre Ableitimp^. Doch kann

man auch dann folgenderniaßcn verfahren. Die Gerade ^u.Xf — 0

schneide die Seiten des ürunddreiecks in den Punkten X,.. Die in

X, nnf erriehteten Lote X^P^ sobneiden sich in einem Punkte X,

wenn:

! — — "««» t*ja„ + M,a„

Ist A '
I «iifc

I

die Determinante des absoluten Kegelsebnittes 0^0,
ao ist r» A'Z^. Diese Gleichung lebrt^ daß F fär A — 0 identisob

Terscbwindei Die Gldehung V^O jedoch Tersagt in diesem Falle

1) Nach üraümanus Methode zur £r£ea^ang tuu Kiunreo dritter Urdaang.

E. Pascal, Repertorium II. S. 188.

9) Die frohere Beseidiamig: nSimionidbfl derade*^ tat fUsdi. Morits
Cautor, VorleBUQgen über Oew:hichte der ICatheu. IIL S. 051 ff

3) Weil dann a.j. = g. • ist.

AroUT lUtliuBMklk «b4 «grvik. HL Ktib«. ZJ. %
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18 QvaTAV Bkkkham:

nicht; sie stellt auch dann noch «ine Knire dritter ELuse^ die Sißiner

tehe Hypozykhide dar.

42. Was wird aus der Kww G, wenn der dbeokUe KtgdeehM m
em Punliepaar zerfällt?

Weil dann die absoluten Pole P^ von a| in einer r4erR<l'^n, der

absolnten <j, liegen, so erfüllt jeder Punkt X von 7 die Bedingung, daß

seine Fußpunkte X- in einer Geraden (nämlich wiederum g) liegen.

Die absolute (Jerade spaltet sich daher von der Kurve ab; da diese

auallagmatisch für die isogonale VerAvandtschaft war (^Nr. 40), so ist

ihr anderer Beetendteil der Umkreis i^Nr. 35) des Gruuddreieoks; d h.

der Ort der (eigeMäim) I^miUe, deren Fußpunkte in einer Geraden

hqfen, ist der Umkreis des Onmddreiedts.

Ans Nr. 41 folgt noch: Die Wallaee-Ianien zireier Dnrohmeftser-

Endpnnkte etehen aofdnaiider ienkieefai.

43. VosL den nenn Schnittpunkten der drei Lote XPf mit den

Seiten haben wir nur die Punkte [XP, • aj betrachtet. Durch

Permutation erhält man noch weitere Satae^ von dmen nur der folgende

erwähnt sei:

Es gibt drei Punkte auf der Kurve C — bei absolutem Punkte-

paar einen, den sogen. Tarrysclicn^) Punkt aui dem Umkreise - von

der Eigenschaft, daß jene neun Schnittpunkte zu je dreien auÜer auf

den genannten Seiten und Loten auf drei weiteren Geraden liegen.

7. lyie Spieydinig cine^ Putüctea uml einer Geraden an den tieiten

des Dreiediü.*). — 44. Auf den drei Loten XPfX^, die Ton einem

Ponkle X auf die Seiten gefiült werden, kann man durch die boDeita

bekannten Punkte drei projektiTe Pnnktreihen definieren:

Zwei besondere dieser Punkttripel Xj^^X^ werden gebildet TOn den

Fußpunkten Xj(A -> 1) und den Sgi^H/^nnkten von X in beeng mif die

Seiten = 2).

Lnssen wir /. fest und verlanjr, n wir, daß daun die Punkte •^i-^n-^ui

in einer Geraden liegen, ao erfüllt der Punkt X die Kurve:

Darin sind Pf(xx) = 0 die Gleichungen der drei Umkegelschnitte, die

den Geraden P^ P^ (^^a^^x^ 0^ isogonal entsprechen. Nach obigem

ist JE^mi}= 0*

1) E. Vigari^, Association Fran9aise Iii. lönT. Tuuluuse.

S) E. Hain, Aidiiv der Math u. Phywk. 9», 1888.
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Artet der absolute Kegelschnitt aus, wird = 0, so siiia alle

Kurven J?^ und 6* miteinander identisch. Dann wird ^XfPfixxj
= <fiäc)-P{xx), WO P(xx) = 0 die Gleichung des Umkreises ist.

45. Die SpiegeWÜder einer Geraden k (x) =- 0 in bezug auf die

Seüen «f und die Geraden:

8^{^) = <t^k{x} — 2Xf^af^k^ — 0.

Das Dreiseit s liegt stets perspektiv zum Grunddreieck, weil sich homo-

loge Seiten auf k schneiden. Kollineationszentrum ist der Punkt

X : Xi^ o^tJ-^^ikKf Winkelgegenpuukt zum absoluten Pol

Für den Fall eines absoluten Punktepaares liegen alle absolutod

Pole f auf der abeolnten Qemden, also alle KoUineationasentren X auf

dem ümkreise des Dreiecka Ä.

8* JDie Broearäsehen Punkte, — 46. Ea soll in der Ebene dea

OnuiddieieckB ein Funkt SUx^ genteht werden, fOr den

^ A, [A,Sl] ^^A, [A,ß] = <^ A, [A, Sl] - m.

Indem man diese drei Winkel als Doppelvorhältnisse berechnet, findet

man (co + — 1) = wenn m,. = 0 die Öeiteu <](^f fineii Dr»^!-

ecks M sind, das dem Grunddreieck A unter rechh ui \\ lukel am-

beschrieben ist (Nr. 30). Es folgt daraus; Der yisucldr Funkt Sl ist

ein Vopi/djnmkt der durch die Gleichungen »»,. = u'^(w -j- — 1) dar'

gestalten KoUineeUioti, in der die Dreiecke M und A einander entsprechen,

Bk Aufgabe hxt abo drei LSmtge»,

Diese drei Punkte A liegen anf den Kegekchliitten m^yi— »hyt^O,
die durch die Punkte Af, Af gehen und in At die Seite Oj berfiliren.

47. Die WiMgegei^Minkte Sl' der Pimkte A erfUlen die Be-

dingungen

Sie sind die Doppelpunkte des Gnmddreiedcs und des anderen Dtm-

edES jV, das dem Dreieok A unter rechtem Winkel umbeschrieben ist

(Nr. 30). Sie liegen auf drei Eegelscbnitten, die, wie die obigen,

durch je zwei Ecken A gehen, aber in d^n jeweils anderen Punkte

eine Dreiecksseite berühren.

48. Wenn der absolute Kegdscfinitt in ein Punktepaar ausartet^ so

erfüllen dessen Punkte die obigen Winkelbeziehungen, d. h. die Drei-

ecke M und N sind dem Dreiecke A ähnlich.

Von den sedis Punkten £1 und Sl' bleiben als wesentlich dann nur
8*
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MM»; die beiden Brocardseken Ptinkte des Grunddreiedu. Sie sind

also die Ähnlichkeitapiinkte Aer Dreiecke M n&d Äf N und Ä. Die

obigen Kegekehnitte werden m den sogenuinten Beihr^sen, e» beißt

der Brocards^ Wui^td dee Gnmddreiecki.

Dritter Absobnitt: Das Dreieck und das abaolnte Ponktepaar.

1. Das dbedlute Punktepaar. — 49. In dem leteton Abachnitb

baben wir einige Sätze beliHodelt, fUr die es im weeentliGbeii gleicli-

gültig ist, ob der absolute Kegelscbnitfe nicbt ausgeartet ist oder doch.

In einzelnen Fällen war es bindere iDtaresssat, zunächst einen all-

gemeinen Kegelschnitt zugrunde zu legen und an der Hund des Resul-

tate» erst zu prüfen, was eintritt, wenn der absolute Kegelscliuitt in

ein Puuktepaar zerfällt.

Diese Methode empfiehlt sich aber nicht immer, weil manche

Sätze der parabolischeu Geometrie sich nicht bo ohne weiteres auf die

hyporbuIiscb-elliptiBche Geometrie übertragen lassen. Es hundelt sich

da Tomebmlich um SSime, in denen dag Panlldraaxiom eine BoUe
spielt, oder in denen Kreise als Panktdrter anfbreten.

Es msg in den folgenden SStsen die Annahme, daß der abeolnie

Ee^sehnitt aerfaU^ hier und da noch ÜberflÜnig sein; i%r die meisten

aber ist sie notwendig.

Durch das absolute PmtktejHiar (KiK^) igt die e^9okUe Gerade g
und der Umkreis P des Grunddreiedcs A hesÜmmt. Deren GUidaiMgen

seien:

g{p) s^gfX^ sgtih-^9t»>f^ Ä«i - 0,

P (xx) ^2Pi»k^ =Pi^^ + + ft«i«t — 0.

Dann ist umgekelirt die des ab8t)luti>ii l'nuktepaareü^):

^^^)^Vv9%m\+Pt999i^\+P*9t9t^l-Pi9x^^-Ptgt^^

wenn Pi = — PiOt + PtOt + j^^, gem&ß Nr. IS.

50. Die Gleit^nngen der isogomden Verwandfydtaß sind nunmehr:

yi^i-^ii-Pi0k9t oder ViZ^^pJgf,

Da Pif^ nach Definition (Nr. f*) der Lemoineßche Punkt und

G(l/gi) nach Nr. 12 der Schwerpunkt des Dreiecks A i.st. so folgt:

Der Srh>i ir/mnkt ultd der LemoinescJte Punkt eines Dreiecks sind

WinkdgegenpuniUe,

1) Sie entsUM am ebfiMShiten dnnsb E]iiniiiati<m von Wf ans P(xx) = o,

g{z)^0,u{»)'^£UfXf^O, CSobmidtt Zeit8«iinftfltrMath.a.Fli7nk. 84. 1889.
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DerMittdpmikt U «les Umkreises hat die Oleicliiing UsJSPi<P|«<~0^
der Höhenpnnlct (Nr. 28) Ss^uja^t ^^»ifffi^t — 0, d. h. der Um-
Jur^amiitdpuitdti ü und dar Wte»pMidci H «nea Dreiecks sind Winhd-

Zu !)i'acliten ist, daß jetzt der Satse gilt : Zwei Winkel, deren

Schenkel aufeinander senkrecht stehen, sind gleich.') Ks folgt daher

au8 Satz I von Nr. 34: Die Winkel, die (fif SelteiUifferaden eines

Punktes bilden
f
sind (jleich den Winkdn des FußpuniUiIreieckn, das su

si'im in Winkehfeffenpuakt qehört.

51. Wenn wir (Ins Strahlciibüscliel, dessen Zentnini U ist, mit

der Involution, die auf dem Umkreise ausHclmeidet, isogonal traus-

fomiiereu, so erhalten wir ein KegelsohnittbQschel mit den Grund-

punkten A^A^A^Hf das auf der absolnten Geraden die zirkuläre In-

TolnÜon') aoeechneidet, also ans ^ßeidiseiH^ Hyperbeln bestehi

Die Mtttdpunkte dieser gleidiseitigen Umhyperbeln liegen auf dem

Neanpunktekegelselmitfe dee Vierecks Ä^Ä^A^Hf dm Feuerbackschen

Kreise*) des Gnmddreiecks JL

52. Unter den Umkreiadurchmessem hat der ein ' onderes Inte-

resse, der doreh. den Lemoineechen Punkt P geht: der Jiroenrdschc

Durchmesser. Ihm entspricht isogonal die gleichseitige Ümhyperhel

durch G: die Kirprrfschr Hjfperhd. Sie schneidet den Umkreis zum
vierfon Male im sogeuaauteü Tarryschm Funkte, Die Gleiehungen

dieser Gebilde sind:

Der Brocardsche Darckmesser: ^x^iF^ — F^/jpt — 0.

Die Eiepertsohe Hyperbel: JS'C^*— Fd/9i^i ~

Der Tarry sehe Punkt*): ^tiJsniPf - PtPi) = 0.

53. Im Anschluß an diese Sätze über gleiohseiti'j;« Umhyperbeln

seien noch foljxende Sätze erwähnt: I)ie Umparabeln sind die isoj^oualen

Bilder der Uiiikreistano"ente/i. Die Miiteljjiinkte der gleichseitigen In-

hyperbeln liegen auf dem Polkreis des Dreiecks (Nr. lö ). Die eigent-

1) Die beiden Winkel seien .Sr,[/1, B,] and wo AiBiA^Bf Pnokte

der absolutt-ii (Tcraden sind. Xach Voratasaet/.ung ist (Ä', A'j Ä^ A^) = 1

— 'KJ\\J{^B^\. Durch ^[ultiplikation mit {^K^K^AfB^) folgt die Behauptung:

(A', Ä', A^ Ü,)= (Ä'i iL, vlj B,j.

S) Deren Doppelpunkte die abeolaten Ponkte JT, nnd sind.

3) Der NeunpunktekegelBchnitt eines Vierecks in bezug: auf eine Gerade g geht

auch dur( h die Doppelpunkte der Inrolution, die das Viereck auf g bestimmt.

El^unktekegelschnitt.

4) Die Identiiftt dieses und des in Nr. 4S so genannten Ponkte« wUrde sieh

ans der Gleichheit ihrer Koordinaten ergeben.
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liohea Breim])unkte der Injiarabeln eines Dreiecks liegen auf seinem

Umkreise (Nr. 35)« Die Leitliniea der Inparabeln eines Dreiecke gehen

durch seinen Höbenpunkt.

2. Metrische Koordiiiafert eines Pnnlies in der El>enc eims Drei-

rchs. — 54. Wir haben bisher im8orfn Kechiiungen projektive Koordi-

naten zngninde gelogt. Diese künuen für einen Punkt X metrisch

im weseutlieheu — his auf hinzutretende kuusiante Faktoren — pro-

portional den Abständen des Punktes X von den Seiten des ßnmd-
dreieck» gesetzt werden. Vom metrischen Standpuukt«^ aus kann mau
«iutti Pnnkfc X in der Bbene einee Dreieoks A. noch doreh andere

Koordinaten festlegen. Sie werden nidit einfusher als die obigen sein

fttr gewisse Fragen aber Tor jenen einen Yoizng haben.

Als solehe meinsehen Eowdinaten «nes Punktes sollen insbesondore

die Winkel betraehtet werden, die TOn den Soheiielgereden des Ponktes

oder den Seiten seines Fußpunktdreiecks gebildet werden. Die isogonale

Verwandtschaft wird liierbei eine Rolle spielen, da ja die Winkel au

den Scheitdgeraden eines Punktes gleidi den Winkeln vom Fußpunkt-

dreieck seines Gegenpunktes sind.

Fenipr sind die Abstände eines Punktes A' von df»n Ecken .1, des

ürunddreieckfl von Interesse. Zahlen, die die.sen Abständen proportional

sind, heißen tripolare Koordinaten des Punktes X.

55. Demnach werden wir uns zunächst die Aufgabe stellen, einen

Punkt zu. suchen, dessen Öcheitelgeraden gegebene Winkel bilden, von

dem aus also die Seiten des Gnmddreiecks unter voi^egebenen Winkeln

enehein«!. Es wird sieh beranssteUen, cbfi diese Angabe zwei Ldsungen

hat (Zwittingspunkte). Dann gilt es, einen Punkt zu suchen, dessen

Abstinde Ton den Ecken Af sich wie drei gegebene Zahlen Terhalten.

Auch diese Aufgabe wird xwei Losungen haben (kipeiar asioeUerU

FufUdi). Es wird sieh zeigen, daß die hier gefundenen Punkte Winkel»

gegcnpuukte zweier Zwillingspunkte sind, so daß zugleich die Aufgabe

gelöst ist, den Punkt zu suchen, dessen Fuüpunktdreieek orgeschiiebene

Winkel hat. In dem dann folgenden Paragraphen werden wir sehen,

duß Zw IIIinpspunkte und tripolar assoziierte Pimkte in einem Satze

über quadratisehc l'ransformationen ihren ^ememsamen Ursprun«.^ balien.

Sehließlich wollen wir uns mit einigen Anwendungen dieser theoreti-

schen Erörterungen belassen.

3. Die Koonitnakn von Uhlich^)] Zwillitigspunltc. — 56. Der

1) D. i. dor raraliclsatz: Dit TTüli<'n[)imkt oines Tangentpnilrf>isr>i(s% also auch

der Schnittputikt zweier zu cinamler Heukiecbteu Tangenten liegt auf der Leitliuie.

2) Üblich, Altes uud ^iunes zur Lehre von den merkwürdigen Punkten des

Dreieck». Frogr. Orimma. 18B6.
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Punkt Xf Ton dem aus die Seiten des Dreiecks A imter Ueu gegebenen

Winkdii «sehefaien, Uegt «iif örtem, Ton den» RmUen mm
die fiiiiaelneii Seitai Imfig^cih unter den Winkeln ^ ersdheineii.

Zerfallt der abaolvte Kegeleehmtt in ein Pnnktepaar KiK^, so iet

der Ort Ton Xf ftr den ^ Z[ii«4tl ~ <v wi Eegdeohnitt doidi

K^f Kf, und ^„ jener bekannte Ereie C7| dnxeh A/^ nnd Die

Gleichung dieses Kreises wollen wir ableiten, indm wir den absoluten

Kegelschnitt zunächst als nicht zerfallend voraussotzen. Wir erhalten

dann als Ortdes PunktesX die Kurve vierter Ordnung: Xf-^— yJa^- F{xx\
worin X, = «„x^a:, + a;. (- a^^ar, + a^^x^ + «j^a:,), = (c, -|- - 1),

F{x(K) =^Oik^i^t -^^^ absolute Kegelschnitt in ein Punkte-

paar ans, so wird die linke Seite seiner Ordnangsgleichong einem

rollständigea Quadrat proportional:

F(xx) - (P.P, + + PtP.)p»w— 9 •m*)
Die obige Kurve Yierter Ordnung zerfällt in die beiden Kegel-

schnitte X, + yi^'ifi(x)Y(f> 0.

Die gesudUe GUkhmg des Kreises wird also:

<?i
s (y, — P,)«, • ^(*) + 2g^g^ - F(xx) — 0; F(xx) ^JSPi^i^ — 0.

57. Setzen wir noch lV — P< ö,, so hat das Radikalzeutrum

der drei Kreise C, die Koor lnKiten') ar^ = \ jg^^^. Dieses liegt auf einem,

also jedem der C^f wenu y^y^ + yjJ'i + yi^s ~ ^ ^^^^ Ci's^j = 1 ist.

Also: />»e (irei Kreise C^ schneiden sich in einem Punkte, wenn die drei

Winkd Ct denudbrn Drekdt amg^iSrm kSnmn,*) Die Koordinaten dieses

Punktes sind;

Die beiden Punkte Z nnd Z' heiAen ZwiOiingipmikie.*) Sie haben

die Eigessdiaft, daB die beiden Strablenbllsehel Z(A^A^A^ und

Z*{A^A^A^ einander STmmetriseh gleieb sind.

t) bt — ^^PAftf^A^'^ die Klasseni^adtiiag des

UmkreiHes, so ist der obige Faktor cp^<p(ßg). Je nachdem daher 9 positiT oder

nc^mtiv ist. int das absolute Punktepaar reell oder imagifiSr. Salmon-Fiedler,
Xegelscbuitte. II. S. 662.

2) Die drei Badünlaelueii: (^^C^ — 9,C^/;(«)«ijr|t^i.X| — 9^9,d»i«*0.

3: Sind B/ die Richtpunkl« der Seiten fc,- eines Dn ietka JS, so sind die

Winkel - 7?, [7?j 7?,] = A, also ist/r^^^»!. Dieie IteUtioik

entspricht der metrischen V^, ^ «.

4) A. Artzt, Pzogiamm. RecklinghauMa. 1886.
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4. Die tyijj(Aarcn Koordinaten. TriinAar assoziierte Punkte —
58. In der absoluten Geometrie wird die Entfemimg zweier Punkte, wie

der Winkd zweier OcfEsden, ale Logaritihnuis eines DoppelyertöltiiisBes

definiert Da aber in kartensehen Koordinaten (oTj — x^y + (y^ — y^y
der Anadmek fÖr das Quadrat des Abatandes r zugeier Punkte (a^^i)

nnd (XfP^) und r* — (a?— + (y ~ vif — 0 die Qleichung des Null-

kreiaes oder dar Ereisgeraden von (Xiff^) ist, so wollen mr unter dem

QttO^at des Jhiiandes eines Fünftes von einem zweiie» den Wert ver-

sUken, den für diese» die linle Seite der Gleichung seitier Kreisyeradm

annimmt, icetm man siaU der knienden Kwntlittaten die des erste»

^Unli»'^ rifisrfzf.

.Sin(i daher k,{xx) = 0 die Gleichungen der drei Nullkreise A^y so

definieren wir die tripiflarcn Kooräituxkn jfj des Punktes X{x^ durch

die Gleichungen: (j//,
— T7.v(:r:r).

59. Für eitlen aUyemeimii ahsolutni Ktyclsr/u/itt it't: L Jxx) 33 a^ cl

— 2a^,x^x, + «ii^- Sollen nun die trij^olareu Koordinaten y. eines

Punktes X drei gegebene Werte Qf haben, so liegt dieser auf den di-ei

Kegelschnitten:

die oflFenbar dtircli dieselben vier Punkte gehen. Es gibt also in dem
vorliegenden Falle ricr l'nulte mit (jhiclicn trijuilaren Kowdnmtrn.

Die sechs bclmitt|> unkte • küniieu aus in vier harmonisch

assoziierte Punkte (./j'oj --Ii projiziert werden, deren jjewöbnliche

Koordinaten den tripolureu Koorumiitcn der obigen Punkte reziprok sind.

60. Zerfällt der absolute Keyelsehniti in ein runkiepaar , so wird

l^ = giiPiOk^l + ^i^k^i + Pkdt^t) 9i^^i' J^i« Kegelachnitfco

V>i — 9h^kl9k ~ 'Jt^^t/ Qi ^^'^ Kreise, achneiden sieh also in nur

zwei wesentlichen Paukten, die irip(dar assoeiierf heißen (Nr. 55).

Die Kreise 9>| schneiden den Umkreis orthogonal. Ihre Mittel-

punkte sind die Schnittpunkte der Dreiecksseitcn a^ mit der Geraden

Aus der Qrthogonalität folgt: Je sum fy^polar assanierte FueJde

liegen auf einem Umkrei^vardimcsser und teilen diesen ha^rmmisdif sind

also Sjriegelpunkte in hczug auf den Umkreis.

61. Die geu öhnlicJien Koordinaten zu vier tripolar assoziierten Punkte

erhalten wir mit Hilfe des Punktes R ihrer Verbindungslinie, der in

bezog auf den Umkreis der Pol der obigen Zentralen ^sOf^Jg^^O ist

1) Der Kreis '^ l^M,(.rx\ = 0 Nchaeidet den Umkreis des Granddreieok»

orthogonal und hat den Hittelpunkt XU^}.
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R: x^'^Q' p,y„ wenn Qy, /)<pf/i/. + p^Qi/^t + Pt(f]/(fr I>ie gfr-

sucbten Koordinaten haben dann die Form:

man findet dorcli Emsetzaai in eine der Oleichnngen %'^0*.

x*~(P,P,+P^P, H-P,P,)/(r, y, + ys^i + ri y,) —<p/{rin - /'i l r,

d. h. zwei tripolar assoziierte Punkte haben die gewühnlicheu K07

ordinaten: _ _
= PiU\ ± y. vV / V- (rs^s + ran + n Yt)]-

Aus diesen Werten folgt, daß die l)eidou das Pimktoj)aar f^R

hurinotiisch trennen, und um h wieder natürlich, daß sie in bezog auf

den Umkreis konjnciert sind.

62. iJie Trausiormation, durch die ein Punkt in den iliui inpolar

assoziierten übergeht, ist uiciits anderes als eine TraiusjotuuilHm dank

reziproke Eadun, eine Inversion am Umkreise. Ihre Gleichungen lauten:

Vi - Xtgix) -PiPtPixx)JpiPtPt,

— 0 sind die Qleiehimgen der Kreise A^A^ ü.

6. Der Zusammenhang Mwiaeken Z/rüh'vgspunkten und iripc^ as8(h

giierim J^nktm. 63. Ana nnserer obigen FeBtsetani^

(fVi - - Pi9f/9i + PkH/9k + PiQi/9i (Nr. 61) iblgt:

Sehen wir Ton den Fällen ab, in denen der l'ropnrtionalitiitsfaktor

Q = () oder (> >^ sein kann, so verschwinden die beiden Summen der

vorstehenden (Tleieliung gleichzeitig. Die tripolar assoziierten Punkte

haben in dieeem F-düe die Koordinaten jc^ = p^y^ (Nr. Gl), fallen also

zusamnien, d. h. in einen Paukt d^ Umkreises. In der Tat folgt dessen

Gleichung durch Eliuijü.iüou von aus = y^;', und S y^yf
= 0.

Mithin int Fip) oder ^ V2'</i/< = 0 die Gleichung des üm^

kreisen tripdann Koordnuüen.')

64. Für alle Punkte, die nicht auf dem Umkreise liegen, können

und wolieu wir über q so verfügen, daß ^ j'^^', = — 1 wird. Dann

sind die Koordinaten zweier tripolar assoziierten Punkte einfacher

1) D. i. die Parameteidaxstellung der Geraden US^ wo U der Umkreis-

iiiilteliiiiiikt ist

2) D. i. im weseutlicheii die Relation des Ptolemilus. Vergl. W. Fr. Meyer,
Ober den PtQlem&ischen Satz. Archiv d. Math. u. Physik (3) 7, 1.

uiyiii^od by Google



26 GVSTAV BsBKHAIt:

Unter derselben Bedingung ^ y^y^ — — 1 waren (Nr. 57) die

Eooxdinat«! ZwiUuigspnnkte: = 1 /(/^^i ^ Vi d- h«!

Je Mcuej ZiMnSMiyrQnmftfe Mm? jww» tripolar asaotüerte Funkk mid
WinMge^mpunkie. (Kr. 55.)

Mit Hilfe der Nrn. 60 und 57 folgt daraue: Dte Ikßpimktdnied»

gitteier iripolMr atsotüerien FunkU tmd einemder gegetuimiff äkkikik

65. Die Lohre von den qaadratisdie& Verwandtscliaften greift noch

tiefer in die Theorie der tripolar assoziierten Punkte und ZwiUii^pt-

ptinkte ein. Man beweist leicht den folgenden Satz:

Zieht man durch die Ecken def? Hauptdreiecks einer qnadrati*

sehen Punkttransforniation = k; je zwei einander entsprechende Ge-

raden /] und f-, so schneiden sich die Dreiseite f und f — außer in

den Ecken — in den Ecken und zweier Dreiecke, die zum
Grunddreieck A perspektiv liegen. Die Koiimeutiousj&entrou Y und Z
sind Gegenpunkte der Transformation.

66. Die Figur m dieeem Sstoe ISBt noch eine andne Anfiiaesang

sa: Über den Seiten A^Af des Gnmddreieeke sind die Dreieeke

ZfA^Af in der Weise errichtet, daß sich die Geraden A^Z^ und A^Z, in

der qnadratiacheiL Yerwandtechaft entqvrechen. Beeleht diese in der

isogonalen Verwandtschaft^), so sind in den Aiifiatnlreiecken Z^A^A,

je zwei Winkel e^f die an derselben £!eke A^ liegen, einander gleich.

Wird wieder — (c, — 1) gesetat^ so sind die Koordinaten der

Kollineationszentren Y: x^^p/— P, 4 j,! 9), Z: r.= 1 /^^(_p^-|- y^f).
Wegen des doppelten Yoneichens') der Wnzzel erhalten wir ^^ch-
seitig die Punkte:

Die Punkt« Zsind identisch den liadikalzentren der Kreise C, von Xr. 57.

Es ist r+ Y' = —2^ PfPfUf ^ If die (ileichung des Ümkreismittei-

puuktes U. Somit folgt schließlich:

Erridiki man über den Seiten eines Gründl!reier A die Dreiecke

Z^A^A^ beziv. Z',A^Ai, »ofif* außen oder imnen, in der Weise, liaß

die WhdeA cm der Eiiie A^ den gUichm Wert haben, so liegm die

Drekdte Z und Z' gtm Qrunddreiecl perspekHo, J[bilmeiitibHSffNlr«M

9«kn die PitftjMe Z und Z'

.

Schneiden M A^Z^ und A^Z^ im — cbigm — Punkts Y^, und

ebenso AkZi und AiZl m Tu so sind die Funkk T< und Ti die

1) Für diese findet sieb der Satz Hchon bei C. F. A. Jacob! 182ft.

A. Emmerieb, Die Brocardschen Oebilde, Herlin 18»1. H. 88.

2) Die Winkel können nach außen oder ixmen angetragen werden.

Digltized by Google



Zur projekÜTuchen Behandlung der Dreiecksgeometrie. 27

- Winkdgegenpunkte m Zi und Zt\ Et a^neidm tkh daher die Geraden

Äi Y; und Ai 17 in den Whl;elgegmpunkten Y und Y' tu Z und Z\
Ohne daß über die Größe der Winkel etwas txmut^esetjst wird,

liegen die Punkte Y uiid Y' auf einem Unikreisdurchmesser , Z und Z'

also (Nr. 51) auf einer (jUichse'dhifn TJmhyperbel. Auch sind die Punkte

Z und Z' die Radihalzmtrm dreier Kreise C^, die ültfir den Seiten A^^Af

als Seemen dm PcriplicriciriHjcel Cf (nach außen otier innen) fasmi.

67. Zu (loa Zwilinigspuukten und tripolar assoziierten Punkten

kehren wiir zurück, wenn wir die Winkel nicht beliebig sein lassen,

sondern der Bedingung unterwerfen, Winkel eines und desselben Drei-

edn sa leiB:

CiCgCa = 1 , yjyj -\- y^Yi + YiYt - - 1.

Dann haben die An&Atsdmeeke Z^A^Ä^ die gleichen drei Winkel, ne
flind also fihnlich. Die in Nr. 66 wmiitelten Koordinaten stellen dann

Zwilliugspunkte und tripolar asBoaiierte Punkte dar.

Die obi|^ Gleichungen ergeben sich umgekehrt als Folgenuageii,

wenn wir verlangen, daß die Punkte Y und Y' der Torigen Nammer
in bezn^^: awi" den Umkreis konjugiert sind,

Aus Nr. 62 folgt noch: Zwei Zwilimgspunkte sind Durchmesser-

eudpimkte einer gleichseitigen Umhyperbel des Örunddreiecks. ^)

6. Der Brocardsche Kreis. — 68. Mit Hilfe der Umkreisinversion

(Nr. 62) erhalten wir zu den vier Gebilden: Umkreis, Brocardsche

Ellipse, Punkt und Gerade von Lemoine ein wichtiges fOnftes hinzu:

Broeardai^ i&e» hei^ der Krm, der in dar ümkrasinveraion der

Lemoinendim Geraden enisprichk Seine Oleichni^; iat nach Nr. 62:

2yilPt - ^(«) ^(XiJPi - P '^^iiPiMt - 0.

Sechs ausgezeichnete Punkte der Lemoineaehen Geraden sind ihre

Sdinitfepunkfce mit den Seiten und den Mittelawkrechten des Grund«

dreieeka. Definiert man der«i Spiegelpunkte als die Eisten 0« und Bf

det tteeOen und ersten Broeardsihen Dreiee^, so folgen ana den hier

gegebenen Definition«! eine Reihe von Sataen:

Die BaäikaHaekw des Umkreises und des Brocardschen Ernses

«tf die Lemoinesdte Gemde.

Auf dem Brocardscften Kreise liegen der Umkreismitirjpunkt U, der

Lemoinescfie Punkt P utid die Ecken und der beiden Brocard-

srhen Dreiecke. Sn'ii Mittelpmikt liefft auf dem Brocardschen Durch'

tnesser UP, der auf der Lemoinesdien Geraden senkredU ^ht,

1) Roachö-Comberousse, TttitA % p. 641, Ä.ii$g. t8.
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Die Punl'te Bg liegen auf den MiUdaenkrtdttm. Die Geraden B^P
8i$kl den Scifrii a. parallel.

Die i^mikte Cf liegen auf den Kreisen UA^Ä,; air sind die Fuß'

punl fe der vom UmlareismittelpmiU U maf tUe ^j/mmedianenr' A^F ge-

fällten lA>if\

Der Brocurdsclie Kreis hat noch eine andere Eigenschaft^

duicli die er zu den oben genannten vier Gebilden in naher Be-

ziehirng steht.

Durch den Umkreis und die Broeardtehe Ellipse, die sich doppelt

borOlixen (Nr. 8 tmd 9), ist eine Bttechebchar ron Eegaladmitteii be-

stimmi. Die Brennpnnktakorve dieses Sjatems zorfSlIt in die Gerade ÜF
nnd einen Ereie, der durch U und P, auch durch die beiden Qrund-

pnnkte der BfiscfaelBehar gdii, d. h.: Die Brem^ßiaikte der Kegdeiknitte,

die mit da» Vm^ereis und der Brocardschen SÜ^pee einer BOsehdeekar

angehSrmf liegm eeuf dem Sroeardedten Burdmesser und dem Broeard'
sdien Kreise.

70. Nennen^) wir insbesomlprc die beiden Brennpunkte und fl^

der Broeard fachen Ellipse, die nicht auf dem Brocardschen Durch-

messer lie<?pu, Broeard sehe Punkte, ihre Verbindungslinie Brocard-

sche Gerade, no gt'lten die Sätze: Die Ihooird sehen Funkte liegen auf

dem Brocardschen Kreise. Die lirocd rdscJ»- (h rnde und der Brocard-

sche Durchmesser stehen — als Achsen der Ellipse — aiifciuaiuler senk-

recht. Auf dem Brocardschen Kreise liegm abo folgende Punkte:

P, B^, 2?s, B^, Gl, 6g. C.J, Sl^, Sl^. Deswegen heißt er auch der

Zehf^MmMdcreis des Qrunddmedß.')

7. Bk ieojfomsdiett und ieodifnannsdien Punkte. — 71. Die Größen

y< der §§ 3— 6, die der Bedingung r —^'y^y^-\- 1 — 0 genügen, be-

herrschen, wie sieh geaeigt hat, nicht nur die Theorie der Zwillings^

punkte, sondern aadi die der tripolar assoziierten Punkte. Auch wenn
die obige Bedingung nicht erftOIt war, fShrten die Oroßoi zu ge-

wisse Punkten, die zum Teil dieselben Eigenschaften wie jene auf*

wiesen.

Gemäß § 2 betrachten wir die Größen y, — mit oder ohne Be-

dingung r=0 — als die Koordinaten der Punkte Fund Z. Zu jedem

Wertetripel 7, erhnlten wir l)('i Herücksichtigung aller Permutationen

je sechs Paare von Punkten 1' und 2.

1' I'rr Kur^o balljin- sind die Koordinatfii und (Ueichungcn der genaunten

Gebilde t'ortgeiaäi<eu. Aus ibueu folgt, daß die biet gegebenen Definitionen nicht

nüt anderen (II. Abschnitt, § 8) in Widerqmieli «tdien.

t) A. Emmerieh, a. a. 0. S. 80.
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72. ffMarkunirdig^ Funkte werden vir erlialteii, wenn die Größen

besondere Werte umehnieii; dieee laami sich dentaoh untersdheiden,

ob ne abeolat oder nur reUtiy*), d. h. diirob ihre Bewehnngen com
Gronddreieck aaBgeieicihnet sind.

Es werden sieb merkwürdige Pimkte s. B. e^beu, wenn die

Größen und also auch die Winkel r,. einander gleich sind. Davon soll

in diesem Paragrapben die Rede sein; im nächsten nnd letaten wenden

wir uns relativ nnagozpichneten Werten zu.

73. Ist zunächst J"=H 'J, so liegen alle zu den Werten fj = c, = — c,

yj = yj = ^3 = y gehörigen Punkte Y auf dorn Brocardscken Durch-

messer, die Punkte Z mithin (Nr. 02) auf der Kiepertscheu Hyperbel

Aus Nr. 66 folgt: Erriddet man über den Seiten eines Grund'

dreiecks A ah GrurnUinioi - gleichzeitig nach nußetr oder innm —
pleiehscJienkliye ähnliche Dreieck*:, so liegt das von dm-n Spitzen ge-

hlldcte Dreieck Z oder Z' fm'speliiv mm Granddreieck . Kollineaiions-

zeninim ist ein I^tinkt Z oder Z' der Kiepertschcn Hyperbel.

Die Punkte Y, auf dem Broeardsdien Durdunesser bilden

eine LiTolntion mit d«k Doppelpunkten U, P. Die ibr isogonale In-

olntion {ZZ') auf der Kiepertschen Hyperbel hat das Zentrum P.

74. Tritt nun die Bedingung 0 hinzn, so erhalten wir swei

besondere Zwillingspuikte nnd zwei besondere tripolar assoziierte Punkte.

Jene heißen isc^oiitseft^ diese isoibjfiuamsike Punkte.

. Ans2ny,-3y« 1 folgt y - ± % -V^
Es gelten die Sfitae: Die ieogmischen Punkte liegen auf der

Kiepertschen Hyperbel, mid zwar auf dem Barekmesser (Nr. 67), der

dmeh den Lemoineschen Funkt (Nr, 7:u r/eht

Man erhält sie, indem man gleichwinklige Dreiecke üher den

Seiten des Gninddreiecks gleichzeitii? nach außen oder innen errichtet

nnd die freien Ecken derselben mit den G^enecken des Grunddreiecka

verbindet.

l'rni den isogoniscfien Punkten aus erscJteinen die Seiten des Grund-

dreiecks unier gkichm Winkeln.

Die isodynamisdim Pmkte sind diejenigen des Broeardst^en DurdtF-

rnrnm, die ^eiehaeit^ konjugieri in hezug auf den Umkreis imä das

Punktepaar (UP) sind,

1) J. Schick, a. a. 0. Mfinohener Berichte 30, 1900.

2 Die Punkte sind reell, wenn y-Y^ ntHl, also 9 negativ, d.h. das abio-

lufce Fimkt«paar imaginär ist (Nr. 56).
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Die Kreise auf denen bm liegen (Kr. 60) , sind die Apolloni-

8cAm Krem des Qnmddreiedce doreli je eine Ecke nnd die Faßpnnkbi

der sa^liSrigen Winkelhalbiraenden.

Die IkfipuMkfdreiedee der beide» isodffmmiaAm Punkie tmd der

L^kttHm gmäß gfeidaeUig,

8w Di» Brocardschm Gebilde mm Sinne w» Ärigt.') — 7ö. Nun-
melir mBgen einige Punkte betrachtet werden, bei denen es sich um
relativ ansrje^eichnete Werte handelt. Die Größen waren ja Winkel;

es liegt nichts näher, als sie den Winkeln des Gnmddreiecks gleich-

zusetzen (^j
— — P(/y^- Dadurch erhalten wir in der Ebene des

Gnmddreiecks bereits 24 ausgezeichnete Punkte. Neben den Winkeln

des Grunddreiecks haben dann im Sinne dieser Betrachtnnjjjen noch die

Winkel eine Bedeutung erlangt, die an den Scheitelgeraden des Schwer-

punktes also auch in dem l^'uiJpunktdreieck des Lern ein eschen

Panktes 1* auftreten. Diese finden sich noch in einem anderen Drei-

eck I)'), dessen Ecken 1\ auf dem Lnikrtiiöe und den Symniedianen

A,P liegen. Diese Winkel [y, - (- P, + liefern 24
weitere merkwürdige Punkte.

76. Es war unser Bestreben, zu betonen, daß die merkwürdigen

Eigenediaflen des Lemoinesdien Punktes P aus seinen polaren Bs'

sidwngen gum Umkreise fließen (Nr. 9). Wie dieser Ponkk, so ist ancli

das obige Dnieek D diiroh — das Chnnddreieek Ä und — seinen

ümkreis projektiT sa d^niwen. Man erkennt loeht, daß die Drei-

ecke Ä und D nicht nur den Umkreis, sondern aueh Punkt imd Ge-

rade Ton Lemoine (und folglich auch den Brocardschen Erws) ge-

rndnaam haben, gewissermaßen also gleichwertig sind. Deswegen auob

erwenden wir ihre Winkel für den Torliegenden Zweck in gleicher Weise.

77. Aus den Koordinaten der 48 Punkte, die man einfach durch

Einsetzen der obigen Werte y, in die aligemeineu Ausdrücke (Nr. 64)

erhält, folgt: Unter diesen 4ö Punkten befinden sich der ürakreis-

mittelpnnkt U, der Höhenpnnkt H, irgend ein Punkt der absoluten

Geraden, msbesundere also der Richtpunkt (h-r Lemoinesclien CJeradeu,

die Brocardschen Punkte und die Ecken des zweiten Brocard-

sohen Dreieeks C, der Lemoinesehe Punkt P, die Ecken des Qxnnd-

dreiecks Ä und andere weniger bekannte Punkte.

1) A. Artsi, PEOgraxnm. Beckluig1iaiue& 1886.

2) Rouch^-ComberoQsse, Ttait^ I, 468. Der dortige eleoMatace Beweis

gilt auch hv'T.

3) Ea hat diu Summe für die beiden Dreiecke A und D den gleichen

Wert ^iVyv. Gleich b rocardttube Breiecke.
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Von den 48 Pankten li^jau iwölf auf der Lemoinesdien Geasd«D.

Ihre Fnßpmücfedreiecke enthulten die Winkel des Dreiecke A oder D in

iigend ein«: Anordnung. Diesen zwölf Pankten nnd zwölf Punkte des

Brocard sehen Kreises iripolar assoziiert; wir erhalten sie durch Pro-

jektion ans dem Umkreisni ittelpunkte Die noeh fol^^nden 24 Pnukt«

ei|{eben sich aus diesen durch die isogonale Verwandtschaft. Zwölf

davon liegen auf dor St ein er sehen T^mellipse, dem Bild der Tiemoine-

sehen (ieraden, die letzten zwölf auf der bizirkalaren KurTe vierter

OidnoDg, die dem Brocardsehen Kreise entsprichi

Über einige üngleicULeitebemelmiigen in der Theorie der

analytischen Fimktionen.

Von Edmund Laiidad in Berlin.

1. Am Ende snnear Arbeit') ,,über die Wevtsdtwanknngen der

barmonisclien Fnnktionen zweier reeUen Verfinderlidien nnd der Fonk-

tionen eines komplexen Arguments' gelangt Herr Schottky dnreh

Spezialisienu^ seiner allgemeinai Resultate zu dem Satz*):

Es sei 9> («) eine anelTtiscIw Funktion von at^ welche fOr

regulär ist Es sei ihre größte Wertsehwanknng auf der Grenze,

d, h, der größte Wert von
\

tp (a) — <p{b) , wo a und 6 zwei bdiebige

Zahlen mit dem abeolaten Betrage E sind.') Denn ist

Sciiou an einer früheren Stelle seiner Arbeit*) hatte Herr Schottky

darauf hingewiesen, daß die weniger scharl'e Belation

als bekannt anzusehen war. Denn, wenn c irgend ein Punkt der

Kreisperipherie Re^^' iet, und wenn x diesen Kreis im positiven Sinne

dnrohlKnf^ so ist nach dem Cauchjechen Integnilsatz

Ij Journal lur die reine und angewandte Mathematik, Bd. 117, 1897, — ib'd.

St) 1. 0. s. m.
S) Aub bekannten Sätzen ibigt, daft D{ip) zugleich der giOftte Wert von

! 9 (a) — 7 >:b)
I

für alle Wertepaate a, b iit, welche die Bedingaagen | a j ^ J{,

ibi<B erlMen.

4) 1. 6^ 8. WL

r
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32 £Diran> Lavdau;

folglich, da auf dem Integrationswege be«i«iidij^

3. loh will nun ziniüi-hst ciiip Uiiir!(M<'Vi}!eit'-he7ip}iiin'L' heweisen,

welche schärfer ist als (iie von HeiTQ rfcliotrkv angegebene Iielution (1).

Es bedeute E(tf) die größte Schvrankuntj des reellen Teihs von <p {x)

für \x R, also den größten Wert von 3i </> t«) — 91^? (6j iür oj — ^
|6[»2i^) Dann behaupte ich, daß

(2) i»>'(0)l^i^'
ist.

Da offenbar für ( o ] — JR; \h\^It

91 qp (a) - -
1
91(9 («) - ,p (fe)) ^\<p{a)-<p{h),£ Di<p),

also

ist, ist (1) in (2) enthalten. Der folgende Bewei* tob (2) stellt also

zugleich einen direkten Beweis von H) dar.

Na( h Yoranssetziing ist der Kadius des KonT«rgeiiakTeisee der

Toteuzreihe

q>{x) =» + (^iX + OfSd' + . .

.

großer als IL Es werde üi^O angenommen — sonst ist die Be-

hauptiing (2) triTial — und

.V y

geaetat; derBadius des KouTwgenzkreises der so entstehMid^ Potensreihe

- iv) öo + y + • • •

ist > i2 9p'(0)|. Darch Anwendung der bekannten luttgraldarsteUung

für den reellen Teil des Eoeffisienttti TOn y in einer Potenarnhe

^Ky" ergibt sich hier

1) £{<f) ist auch der größte Wert von l Mip{a) — U<pib) 1 für |
a

| ^ |
6 [ < Ü.
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üngleiflliheitobeiiehiiiigeii in der Theorie der moalTtiedien Fnaktionen. 33

wo y den Kreis 1* <p'(01 c'^' im positiven Sinne durchläuft. Da nun.

bliesen Werten von )j die Werte von x auf dem Kreise \x\^M ent-

i^prechen, ist für je zwei \S erte auf dem Integrationswege

Daher liegt für 0^^^2ä zwischen A — \E{(f>) (inkl.; uud

A + \ E{(p) (inkl.), wo Ä eine gewisse Konstante beaeieluiei Wegei

«rgibt fliob also ans (3)

* s« im

xB
1
9»'(0)

1 W ooB (»(y) - -ä) OOS

ix tn

0

m 9H

^^(J'eoa^d» -JeoBl^d»-^ fooi ^«i*) - ^^(l-(-2) + 1)

e » I«

«ras m beweisoi war.

In dieser Belation (2) kann die Konstante - dmch k«ne kUnnere

2ahl «Batst werdeo. Denn es ist leicht^ nach Annahme einer beliebig

Ueinen positiTen GröBe 4^ eine Fnnktion ip{x) anzugeben, welehe in

einem gewissen Gebiet \x
\

regulär ist, aber die Relation

«{llllt. Es sei

q>{x) = + j«* + + . .

.

nnd E eine nachher näher zu bestimmende Zahl < 1. g){x) stellt

«inen für also gewiß fttr
| } ^ B regolären Zweig der Fonktioa

X
X

arc tg ix = ^. log
^ _^

dta. Bekanntlich ist für U |< 1
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also

-1 < 8« arc tg (»«) - «9 («)< J

andererseits ist

l9,'(0)| = i;

wird also üt to gewählt, daß

iBtf SO ist

„•(o).i=(i-*)J-,>e-*)--ir'.

wie in (4) behauptet wurde.

4. l>agegen ist es, wie iiuiiiiiehr gezeigt werden soll, möglich, in

Herrn Schottkys Relation

(1) Iv'Wi^l^
die Zahl ' dnreh eine kleinere absolute Konstant^ nimlidi za er-

setzeu. ich behaupte also die Richtigkeit der Beziehung

(6) k'Wi^^^-i'-^-

Hieiza madie ich Gehfaincii Ton fdgenden bakanntea geometriaoheii

Wenn der Abstand je zweier Punkte einer ebenen Pnnktmenge <" D
ist, so gibt es in der Ebene mindMtens einen Punkt, der von. jedem

Punkte der Menge hSchstttis die Entfenniiig ^- hai

Im vorliegenden Fiüi gibt, es also eine komplexe Zahl cc, fo daß

für alle x mit dem abaoluteu Iktrage Ii die Uugleichheitsbezienujig

1) Derselbe findet rieh, auf eine ti-dimensionale Pnnktmenge verallgemeinczt

(wo d«c Abttaad emee painnd bertimmbaxen Poaktoa von allea Punkten der

Menge ^ />|/^^^^^^ iit), in Henn Jungs Diflsertation; „Ober die kleinsto

Engel, die «ine x&imlidie Ftgnr einaeUieftt", Marboig, 1899, wvlohe saoh in
Joarnal für die reine und angevandte Ibitheniatik, Bd. ISS, 1901, S. S41^S67,

abgedmokt worden iit.
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U^nglmcUieitBbflmeliiiiigeii in der TlMone der maljiiioben FmiktioinD. 35

besteht. Nach dem Cauchyscheu Satz ist also

womit die Behaupiang (5) bOTriesen ist

5. Gegen Ende seiner Abhandlung^ hat Herr Schottky den Säte

bewiesen:

(6) W -
I ^ D(9»)| Arcsin

I

wo [Xq
\
<, Rf ^Xi\ <, M ist, die zu a:, konjugierte Zahl bezeicimet und

wo der swiichen 0 ond ^ gelegene Wert des Are sin gemeint ist

Aus (6) hatte Hwr Schottky alsdann (1) entwiflÜMlt, indem er d;, —^ 0
setzte, durch 1

\
dividierte und zur Grenze X^^O ttbergmg.

Ich will nun feststellen, daß der Satz (6) weder im Sinne des § 2
noch im Sinne des § 4 einer Verschärfon^ tiUiig ist Oenauer gesagt

ich will an je einem Beispiel aeigen:

1) daß der Quotient

! VW - VM Are sin
j

> — sein und sogar beliebig großer Werte fähig sein kann,

2) daß der Quotient

! VW - ^M I
: Are sin

^""^-f^
|

>— und aofpr >-— d sein kann, wo d eine beliebig Udne positire

Größe ist

1) Hier liefert die oft bei dwsrtigen Betraehtnngen angewendete

Funktion aus § 3
•

<p (x) = ix + + + . .

.

den gewünschten Nachweis.

Es sei = r, = 0, 0 < r < Ä < 1. Dann ist

E{q,) Are sin
\

- Are sin ^ < | Aresin J<

Weun ta eine beliebig große Zahl ist, ist r < 1 ao wählbar, daß

1} L c. S. 368.
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ist; wird dann R swsaeheu r und 1 gewftblt, bo ist, wie behmiptet,

2) Es sei q>(x) " x, r, Xx — r, iJ — 1 und 0 < r < 1.

Dann iit

I 9(^o)-<P(^i)l ^^r,

1>(90 «in « 2 A« «n < 2 •

I
=

I V(a0 - 9W 1 : 2>(SlO Alt» Bin j;^^
also

> 2r

miuL nur r binreichend nahe an 1 liegt

Den Slten Angnsfc 1905.

Zur Theorie des IntegraUogarithmua.^)

Von Maktin Krause in Dresden.

Die sehon tob Enler nntenuckte Funktion U {a)f die Ton Soldner

mit dem Namen des IntegrallogarithmuB bezeiclmet wnrde, ist in der

aeneren Zeit in einigen Arbeiten behandelt worden.*) Zu den in dieaen

1) Herr Lerch, dem ich diese is'oiiz vor ihrer Tcrotfeutlichung mitteilte,

machte mich auf eine senukonvergente Eotwickolang ttufmerkeam, die er im

InterniMiaire im Jahie 1901 ohne Bsmii aagegebea halte ond die oüt der von

mir aufgeitelltea koDTergenten Entwicklung in ihrer StiuktisT große Ähnlichkeit

besitzt. Ich verweise in bczng hierauf auf die nachfolgende Azbeit von Hem
Lezch, die er auf meine Anregung bin veröffentlicht haX.

m

S) Lageexie: 8nr riat^gnle
J*'

^ dx. Bulletin de 1» todM msth^matiqtte

m

de France tome VTI. — Lommel: Zur Theorie der Besselichen Funktionen.

Mathematische Annalen Band 16. — Stiel tj es: Recherches nur quelques series

emi-convergeutes. Annales de Tccole normale m, S. — Phragmän: Sur le

logaiifihnie integral et 1» fooetien f{x) de Riemann. Stockb. OfV. 48.— Phragria^a:

t)ber die Berechnung der einzelnen Glieder der Riemaunschen PrimzahlformeL

ibidem. Siehe in bezug auf die beiden letzten Arbeiten auch Fortschritte der

Mathematik. Band 23. Seite 300. — Nielsen: liaudbuoh %ar Theorie der
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Arbeiten gegeLenen Darstellungen möge eine weitere hinzugefßgt werde%

die für gewisse Werte des Argumentes Ton Vorteil sein dürfte.

1. Wir gehen von der bekannten Mac Laurinsebeu Stiramen-

formel «as. Dieselbe kann folgendermaßeii geiaßt werden. Die Summe:

,

(1) m+/(^+i)+"-+/'(i+««)

hat den Wert:

t+m

i

Dabei ist gesetzt worden:

n = {f\l + m) - Aft) - ff (f^Kl + i«) - + . .

.

+ -8H^2r (/^"""«^ + /^-'(W,

fener bedeutet Ps» den Rest Nimmt man die Bedingung hinzu, daß

die Summe ^Z"*" (Z + Ä + 0? während t Ton 0 bis 1 geht, ihr Zeichen

nicht ändert^ so kann, man echreiben:

Wir wählen nun die Funktion:

(») rw-^-i,
wobei unter a eiue bel!ebi^'(> positive Größe zu Teretehen ist Dann

nimmt der rte Differentialquotient die Form an:

_(^(la) + ^ j _ (_ l)r .

Wir können diesen Ausdruck aneh sdireiben:

Zylindecfonktioiim. Leipdg 1904. % — Nielsen: Notfas flbof dea Ihtegnd«

logarithmuH. Munatshefio für Mathematik und Phjsik. Band 16. — Lerch:
Ülier einige Entwickeluiigen auf dem Uelticte der unvollständigen Eulorschen

integrale iSter Art. Grelle, Band 128. — (iutk aecht: lutegtallogahthmus. Dibb.

Bern lOOS. Auf die leiste Arbeit wnide ick nach Drucklegung dieser Arbeit durch

die laebenswOzdigbit von Heren Lampe anfinerksam gemacbt.
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Nun gilt abar die GleiehnDg:

«-—1 ly'^ + (- !)'+•--*•
f-fi^r

•

Unter «olchen Umstanden nimmt der rteDifferenttfelquotient dieFozm an:

r+ i(*) ^XT- (»»/+'•

Hieraus lolgt, daß wir für den liest die unter (2) angegebene Form
-wählen könuea. Nehmen wir nun an, daß nnter den Zahlen

l, l -\- 1, . . . l-{-m die Kuli nicht orkommt, so finden wir für das
t + tn

Integral:
J*
— dx den folgenden Ansdnick:

i + / + *

'
• + 7 + m - 1 f + •

'
•+ 7+ «r)

wobei die Größen Ft. nnd P«« die Torhin angegebenen Werte beeitzen.

Das allgemeine Glied von Fs, hat die Form: (/^'"^(^HuH^^HI))

Nnn ist:

also ksan dasselbe geschrieben werden:

Hieraus folg^ daß fUr endliche Werte ron l and m und fftr:

(d) |la|<2»

der Grenzwert von Pi* „ für n = oo der Null gleich ist und demgeuiüß

F« eine konvergente Reihe darstellt

Wir «halten nnter solchen Ums^den den

Lehrsatg: Leistä die Chröße a der Un^eu^u»// (5) Genüge, und ist

Mnfer dm ZcMen l, l -{^ 1, . . . l m die NuU iMi enSudtm, so itt da$

Jni^al.J'i^"^ ~ x)^^ ***** *^ endlichen Teüe:

a' «1+^ _ / 1 , , M _ ^ —
* -u _ 1 _M

oS!jr«MA<n, ^feid^ dier komergenten uneiwElieken Beihe F^^.
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Kommt unter den Zahlen

l, i + 1, . . . i + m

die Noll vor, ist etwa { + r 0, so tritt an Stelle dee Gliedes

V I ry— der Ausdruck lo. Sefaen wir insbesondare 1^0, so ei^

halten wir den

Ldunabi: Da» Integral
:J

— dx «ow dem mSiiktn Teik:

loga + y + ... + ^j::y +Y-— y-^ ü+T-sS

abgesehen, gleich der konvergenten urtendlicJten MeiJte:

-fr (rw - ^) + ^ (/»(«.) -2^^) - ^ •• •

Sto Wir wollen jetzt annelmi«L| dafl M imnmr |p?6Beir und ^rS&er

werde, und nisehen, wie dann die Resultate sich gestalten. Kehmen
wir die Yoiauaaetsung hinau, daß a kleiner als 1 sei, so geht

in eine konvei^ente unendliche Reihe über. Setzen wir:

so ist « eine positiTe Gr5fie, die fiberdies nach dem E^rttlieren kleiner

als 2x sein mnfi. Im weiteren folgen wir einer ähnlichen Methode^

wie sie Saalschftts in § 25 seines Werkes Qber die Bemoullisohen

Zahlen angewandt hat.

Der rte Differentialquotient der Funktion: ~
g.
kann geschrieben

werden:

^ \r+ l r+t ^ l.«.r-|-» /

Der Ansdnick in der Klammer soll transformiert werden. Wir schreiben

ihn zunüciist

i y _L y* y!__
r+l r-j-s''" l.S f+ a 8lr+4'**'

wobei gesetzt ist: ux » dann aber:

l y_/l 1 \4._ .V* /i 2 \ y' /i 3 \
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oder auch:

und damgeauAi

g""^
I

» / 1 y
I

y' \

Tiaaflfbnnstion kann wiededioli wvrdfln, und wir erlwlten

die DanteUnng:

_L y + y* \

+
y***" y_ + y*

...v

Nehmen wir nun au, daß die Ungleichung besteht: y < r + 1, so wird

der erste Teil der letzten DarBtellung, wenn y immer größer wml wie

groß auch im übrigen r und s angenommen werden, sich immer mehr

und mehr dem Gbvnzwert NuU xmhem. Femer können wir 8 so groß

irililen; daB dasselbe b« dam sweitan Teile der FaU ist nnd demgemSft

anah bei dem ganaen AwMlnidce.

Zweitens kfinnen wir den rtan DifTerentialqaotifinten, vom Faktor

abgeeebeiiy andi schreiben:

f(^-7 + '-^-±si)-(-^)'7^-
i^ehmon wir nun an, daß y'>r ist, so folgt, daß df^r angegebene Ans-

druck mit wachsendem Werte von y sich immer mehr imd mehr dem
Grenzwert Null nähert.

Unter solchen Umständen erhalten wir den folgenden

Lehrsate: Leistet a der Ungleichung Geniige: a < 2a:, so ist der

B
GreMwert wn jf^P'"'^{tn) für m'^oo, vfie groß muk r sein möge,

stets der NuR g^ekk.

Nach diesen Bemerkungen gehen wir an der BetnMshtung des
1+

m

Integrales
j [ — ) dx snrllGk. Wenn l positiT, Ton NuU Tersehiedan

angenommeD wird, so kann daa Integral gescbneben werden:

dx —
l+tn

i
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Zw nraoiie dm IntegnlllogiiifhiinM. 41

oder aläo wir finden für duB integral i ^ Ja;, von der äomme:

abgesehen, die ReihendarBtellung:

2 (- ly
f;-, c/-*^-^ a

+ - /^'•-^ ä).

Lai^sen wir unendlich groß werden und nehmen an, daS 2 eine

positive ganxe Zahl ist, bo fol^t der

Lehrsatg: Unter den im obigen ang^ebenm Bedingungen ist da»
OD

Integral:^^ rfjc, von tfem endliclien Teile:

.._._„ + _ + _ + ..._+ __log(l_a)--logi-^

Erwägt man, dafi gesetzt werden kann:

1—1 '^21 **** i2Z» 120/' 252/«'

1 /-i V o a' a' * a'
-log (!-«)_

ao folgt, daß etwa für a = und für einigermaßen große l die an«

genäherte Berechnung des endlichen Teiles keinerlei Schwierigkeittin

bereitet. Dasselbe <rilt von der unendlichen Reihe.

Die gefundene Reihendarstelhmf^ düi-fte sich daher für die ntimerische

Berechnung des Integrallogarithmus in den augedeuteten 1^'älleu sehr

wohl eignen.

Dresden, den 28. April idOö.
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Bemerknngen tber eine Fermel ans der Theorie der üb*

voiisUüdigeü Ganimalaüktioii und des Iiitegrallogaritkmus.

Von M. Lbbch in Freibui^ (Schweiz).

Vor einigen Jahren yersucJute ich die Theorie der Transzendente

>
, welche im weerailicheii schon Ton Malmsten^) henftbit,

nnd von Lipechitz*) ausführlich imteFSudit wurde, för die Theorie

der nnyoUstiuidigen Gammafonktion

in anderer Weise natshar za machen, als dies bereit» durch Herrn ite*)

goHchehen war. Mein Beaoltat bestand in der halbkonTergenien £nt>

Wicklung

(,u= l,S, 3,...)

wobei u;, « positive reelle Größen bedeuten, ferner

und ~ ^, J5^ -^s ^ 4s> - - ' positiTen Bemoullischen Zahlen

sind, und zwar ist der durch die Benutzung der halbkonvergenien

Reihe bedingte Fehler TOm gleichen Zeichen und vom absolut kleineren

Wert wie das erste yenmehlSssigte Glied der Entwicklung.

Dieses Kesultat würde ein ausgezeichnete» Hilfsuiitt» ! für Hie Be-

rechnung von ^(1 — lij w) ausmachen, wenn man über eine bct^ueme

1) Jovraal fdr die reine und angewandte Mathenuktüc« Bd. 38.

2) ibid. Bd. 54 und lOß. DaB in leiner ersten Arbeit Lipechitz den fiink-

tionentheoretischen Choraktpr tlf>r T^^'ihe nofh lut lit tranz beherrscht*, Mgi Haraii»,

daß er von einer Funktion von vier Elementen spricht, indem er das eine Argu-

ment komplex annimmt nnd in seine beiden Bestandteile spaltet Die «tste fonk-

tionentbeoretische Bdumdlung do» Gegenstandes — nachdem die mustergültigen

Arlifit'i) %'on Itieniann ntifi Hurwitz betrt'ffenfl zwei SpezialfSlle voxlagea —
gesetU.Ii wohl durch die Arbeit des Verfassers (Acta matb. Bd. 11).

3) daselbst, Bd. 90.
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Formel aus der Theorie der Gammafuaktion und dea IntegrallogarithmuB. 43

Beredmongsweise der MalmstenBChen Reihe links in (1) und swmt

f&r yerhältnismaBig kleine u yerfttgte.

Entwicklungen zor Bereohnimg der Reihe des Maltnsten-Lip-

schitBficlien Tjpns sind zwar Toiiiandea^), und zwar ist z. B. für Q< o< 1

ae

(2) ^(m + + 4^ _ 0^« -j- «,«»- 0^»» + .

.

Ml«

wobei der Eonrergenzradins gl^eh 2« ist und die Koeffizienten dnreh

die Funktionen der kompl«en yerSnd«rlich<»i s definiert sind, die als

Summen oder analytisehe Fortsetzangen der Seihen

Yollständicr dpfiniprt sind.

Um die i ormel {2) zur Bereciiuuug der linken Seite vou (1) zn

Verwenden, müßte man tcr » mid setzen, dann <o auf die Form a -\- v

bringen, wobei 0<9<1 und a eine positiTe ganze Zahl bedeutet;

alsdann unterscheidet sich die Beihe ^ («t + p)— g-''('»+*) ron der

M««

folgaiden ^ (w + a>)-"*g— nur um ihre ersten a Glieder, die

also zu berechnen l)liebeu, um den Wert der linken Seite von (1) zu

erhalUni Alan kömite sich sogar mit dem Crreuziali v —• 1 von (2) be-

gnügen, m weichem
2r(8-\-p)^. , V 84-p

*• -T^Aiß + P) cos --y^Sr

ist; dieser Fall hatte den Vorteil, dafi die Koeffizienten in derEntwicklung

(2^ 2,«-.— i{e+p)u^

bloß Ton s abhängen und die Bereebinmg auf eine Tabelle der Funktion

i ( s I zurttekflihrbar wäre. Alsdann müfite man fQr m eine ganze Zahl

a =. ~ setzen, um die Bereclinuug von (1) vermöge der Entwicklung (2")

zu bewerkstelligen.

1) Abgeleitet in laeinem Aufsatz Nr. 38 des III. Jahrgangs der Kozpravj

(D. KlasM) der Fkager Akademie, p. 2 und 3 des Sonderabdriioks (18M).
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Die Behandlung der Entvieldimg (1) Tereinfaeht rioh weaenilicli,

wenn man darin s^l nimmt; alsdomi geht ^(1 — w) in das Indiegral

fiber, und die Formel (1) kann wie folgt geschrieben werden:

• , . , iu— l

(«»wii;/i>-t,S, «,...)

Setzt man hier fttr n eine positiTe ganze Zahl a ein, ao berechnet eich

die linke Seite Termöge der logarithmiBchen Reihe durch den Anadmck

-log(l-e-")-5''"^"-

Die sich so darbietende balbkonTergeute Bestimmung des Integralloga-

rithmns

habe ich 1901 ün YIII. Bandes des Interm^diaire des math^maticiens

(Qneation 21 •'>;')) ohne Beweis mitgeteilt, während die Begrilndung der

allgenipinercn Fnnnel (1) den Schluß einer demnächst im 130. Bande

des Creüescheu Journals erscheinenden Abhandlung bildet. Der Um-
stand, daß die Divergenz der Entwicklung (4) eigentlich auf Konst.intrn

beruht; hat mir nicht entgehen können, denn für größere f» ist ^
OB er

beinahe gleich e'% so zwar daß der Unterschied nach Uulti'

plikation mit — "^^ das aiigemeiue Glied einer konvergierenden Reihe

bfldet^ sobald ^ » « kleiner als 3» bleibt Allein da mir der Gebrauch

der Formel lediglich für a > 4 vorschwebte, so hatte die Trennung des

konstanten halbkonyergenten Teiles von dem konvergenten Tsrinder-

lichen Teile für mich kein unmittelbares Interesse. Als ich nun durch

die Gute des Herrn Krause in Kenntnis der Resultate seiner Abband«
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Formel »«• der Th«oiie der Qammafunktion und des Integrallogarithmtu. 45

hing (b. oben 8. 36) gwetst warde, untenialim iofa es, mein« uzBprfing^

liebe Untenaehiuig filr den Sperialfkll des IntegnUogaiitinmis bier

aiueiiiaiiderzasetzeii und sie durch die eben angedmitete Treonimg zvl

ergänzen, wobei namentlich der Umstand heiTorgehohen werden mag,

daß sie auch bei allgemeinen nicht ganzen a gelingt und die Aus-

dehnung defl Resultats auf den viel wichtigeren Fall der Funktion

«imöglichfc.

Eti seien a, u zwei beliebige reelle positive Großen, und es werde

mit F{a, u) die durch die oflknbar konyergierende nnendludie Reihe

(6)

definierte Funktion der beiden Verinderlichen a und u bezeichnet.

Diese Reibe TOrwandle man in ein bestimmtes Integral yemSge
der QleichuDg •

es kommt ^

(6)

0

Bier machen wir von der Formel

Gebraooh, wobM 0< 9^ < 1. Es mitstebt so aus (6) die Gleichnng

wobei

Nun ist

(- 1)- J8,- Sfr-(-+'>(i» + s)««+i<f#,

a« e an
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aho bekonunen vrir die Qleichiuig

wobei nodi bou^kt werden möge, daß
ee

Diese Foimel (7) sogt, wie man die Beredbiumg der vnendlidieii

Reibe (5) auf die de» Integrallogarithmas zurückführen kann, Bobald

der Rest B„ vernachlässigt werden darf; denn die auf der rechten Seite

von (7) auftretenden Integrale drttcken sich in geschlossener Gestalt

aus, und zwar ist

»'«--[i + n + r + •• + ä]-

Ich bemerke uvaL, daß die Reihe
au

konvei^ert, falls 0 < u < 2a ist. Benützt man die Zerl^ung

aa 0

80 ergibt sich aus (7)

Die aoa den Integralen zusammengesetste Reihe wird unter d«r An-

nahme 0 < M < 2}r konvergent für n ^ oo, und derjenige Bestandteil

der rechten Seite, der den Charakter der halben Konvergenz venirsachl^

ist von u unabhängig; es liegt die Vermutimg nahe, daß nach £rsetzen

des „konrorgenten" Teiles durch die unendliche Reihe der Kcst sich

so einer von u unabhängigen Größe kompensiert^ d. h. die Größe

au
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Focmel am der Hieoiie dn GsaunaAiiiktioii und dei LitagnUoguifhnnii. 47

von ii nicht abhängt. Um dies zu ergründen^ beachten wir, da^ nach

der Definition (5)

l^'„Ve-ca+-> II!:
du 1-«—

0

und demnach ans (7) doreh Differentjation nach «

a« _

folgt; mit Hilfe dieser Darstellui^ yon laßt sich die Gröfie (a)

nach u differenzieren, und wir bekommeu so

/I—

1

was wejjeu d«r Identitft

Ii-»

identisch verschwindet

Wir haben somit anstelle von (7), wenn au »• m; geschrieben wird,

« •

wobei filr die Funktion 9>(a) die halbkonTexgente EntwieUiuig

Torliegt MnltipUziert man (7*) auf beiden Seiten mit e*" und difib-

reoxiert nach a das Beanltat, so entsteht

.dx 1 1

* - / -"•
' .....
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hier l&Bi sieh nim der Ovanzfibergang zu u«0 anflftthrea, und wir

«rhaltfliL unier der Bweichnimg

duB Besnltelr

und hievaoB durch Integration

9(a) loga — — i(>(a) 4- eonst.

Für große a ist nach (b) ip{a) beliebig klein; und somit ist die Kon-

stante gleich Null, d. h.

9(a)-loga- ,*^-^(»(a).

Wir haben aomit die merkwürdige Entwieklang der Qröfie (5):

«D

F{a, «) = loga - - 4'(a) +fe-'^ + ^e-
m

in welcher tc = au, tf>0, 0<«<33r TorMiageBetst wird, und wie

fibiidiiif.(a) = ^;;;;.

Nun ist bekanntlich

und es folgt aus (l^^) die Identität

c + log « +y (- +y "

IHail «aO

<T)

In derselben sind bei positivpni h (1»'s Intervalls 2%) beide Seiten

eindeutiirf' annlytisclie B'nnktionen der komplexen Veränderlichen n\ wir

bekommen (hiher »'ine richtige Gleiehang, wenn wir darin a in — a

VOTwandeln und nunmelir a > 0 voraussetseu. Da ferner

*(«) — a) — — i- — arcota«,
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and

80 exhalten wir die Üleichnng

(8)

' («")+2'"^^ - log« - - « eot«r- * (a) + ij

•»1

(u>=-ai»} 0<tt<2«j a>0),

D»bei ist ia ftblidker Waao

gesetzt worden. Die Gleichung (8) setzt in mtxdLWllrdiger Weüe die

Punktionen l{{e^), F{—ajU) und ip{a) in Zusammenhang, und sie

liefert, wenn man darin a = s + | nimmt, wobei v eine positive <^anze

Zahl ist imd | uneudiich idein vorausgesetzt wird, eine merkwürdige

Formel zur Berechnung von /»(e"),^) Wir haben zunächst

X cot ax + » 3C cot ^n:

»—

1

«aal

wobei (I) eine uueiuUich kieine Gröüe bedeutet Die rechte Seite wird

nach dem Grenzübergang
j—

1

—-2'

und wir erhalten daher ans (8)

K(e«) - « + - - ^ S+ log»

fu^jK^st, 8 positive ganze Zahl).

l)Eozpravy (Prag), V.B., Nr. U (D. KlaMe).

AmUt te IbihMMiUk «ad Pl^ilk. HL B«lh«. XL
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Bei ÄnwMidiiDg dieser Formel inii£ die Zahl 8 weeentlioli größer

als w genommoi werden, da sonst viele Gfieder in der Reihe wegen

des F^ifctors if va grofi waren. Ist z. B. w in der Nähe von 5, so daß

ungeflihr 150 beträgt, so wird die Wahl ^' ^ 10 ziemlich zweck-

mäßig, und man wird sich mit 3 Gliedern der Reihe begnügen können,

am 8 Stellen genau zu erhalten.

Eine ähnliche Formel 7MT Rrrochnung von \ liefert Gleichung

(7'*'), wenn man iilr a eine ganze Zahl setzt} denn es ist alsdann

Auf diese Weise entsteht die Entwicklung (h's H<;mi Krause, während

ans (7) das von mir im Jahre H'<)1 im Intennpdiaire des rnath«'-

maticiens mitgeteilte Hesultat (4j hervorgeht; es war dort die unend-

liche Reihe mit der halbkonvergenten Reihe für 4^ {a) zusaninien-

geschmolzen. Immerhin sind die Fälle nicht selten, wo man die

halbkcoLTergente Entwicklung wird Tonidien mUssen.

Für die Funktion F{a, u) habe ich im Jahre 1896 eine andere

Entwicklung abgeleitet, in welcher zwar ^ (a), nicht aber der Integral-

logarithmns Torkommt. Die Formel lautete

Setat man hier « — e-" und integriert nach x Ton a bis o + 1, so

kommt

0 Q

e- **dx — log (1 — e-")— log a

.

Weil bei mibestimmtnn z

den Wert

|0
-1» — <""(! + r

u — log (1 +
bat, so wird die Entwickkuig
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HUB die GröBen liefern, fär welche die Gleichuug bestellt

.dx
(10') ße-' ^ =-loga— log(l — c "j + g^"

" » (»< -i- 1) 6« je"— 1)".

Di« Fnnktion (10) bleibt synektiscli im ganzen Einheitskreise (|;?| < 1),

und die BeQie niuunt fDr 0— e" — 1 den Wert e"« an; d. h.

•
-KU

«=.0

Davon kann man Gebrauch machen, um aus den Koeffizienten

l/»(tn + 1) = 1 + i + i + •• + + V'(l)

den Teil ^(1) zu entfernen, so daß man sclilicUlich hat, weil if(l) die

mit Miniiazeiehen genommene Eulerecke Konstante C ist:

/r-'^ 6'~ loga log(l - tr")

au
(10*)

+e— 1) + (1 +i)C/.(e-- 1)«+ (1 4-H }) ^^.C«"- 1)H "1
Man kann aoch echreiboi

nnd diee iet nach dem Mittelwartsatce

(10») cU-^("-^). (o<^<i)

Beaeicihnet man mit Cm die Größen Cm, in velchen « dorch — m enetat

ie^ eo emehlieBt man aus (10*) leicht

Uief") = 6' + logaM + log-^* +

(10*) «^-LCt(i-^-)-(i+i)qi(i-e-"')H(i+i+i)Ci(i-«--)»^..0,

0

Diese Ent\vicklungen (10) konvergieren nur für recht kleine u,

also für kleine Werte ic = au, für welche die ursprüuglicheu nach

Potenzen von w fortschreitenden Reihen gut brauchbar «inU. Sie bieten

demnach kaum einige Vorteile, weshalb wir bei ihnen nicht verweilen.

Freiburg (^Schweia), den 28. April 1905,
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Analytiscli-geometriBelie Ableiton^ der Reftlitfttsbedingungea

für die Wnrzeln der Gleichungen vierten Grades.

Von Ebnst Eckhabot in Hombmg t. d. H.

Eine voUstätulij/e Bcstmimuiig der liealitHtsbedingungen für die

Wurzeln der Gleichungen vierten Grades auf rein analytisch-geometrieoheiu

Wege ist zur Zeit nicht vorhanden. Wohl aber hat man die analytische

Geometrie dazu benutzt, die bei diesen Gleichungen mögUcliai f^e
2a beleucbtraL^) Hier ist tot allem Eroneeker zu CTwihnen, der

die Diskriminante dieser Gleichungen

D - 4(a> -f 12r)» - {2a' - 12ac -f 27^*»)»

gleich Null setzt, die Größen a, h, c als Koordinaten eines recbt^-

winkligen Systems auffaßt imd so zu der Diskriminantenflache, einer

Flärhe 'rnules, gelangt, durch deren Betrachtung sich die einzelnen

Falle erledigen lassen. In seiner Alj^^ebra, Bd. I, S. 279 gibt Herr

H. Weber eine Abbildung und Erläuterung derselben. Diese Be-

trachtung Kroueckers setzt außer der Fiächentheorie auch die Auf-

Wsung der Gleichungen 4. Grades Toraua.

In diesw Arbeit soll nun die Be-

kandlnng der Qleiohnngen vierten Grades

TOn TOmHernn eine analytiach-geo-

metrische sein. Dab^ werden sich die

möglichen Fälle von selbst ergeben und

die Diskriminante wird jetat umgekehrt

aus der Behandlung folgen.

Die Untersuchung setzt bloß die

Grundlairen der analytischen Geometrie

der Ebene voraus.

1. Die Kurve >ind ihre 7\)Jnr-

fjlpi(hn»ri. ' Die ; imde liegende

Kurve ist die bekannte Pasealscrhe .Schnecke, eine Kuuchoide mit kreis-

förmiger Basis, die .'^cbon oft behandelt worden ist und deren inannif^ache

Eigenschaften und Anwendungen in dem Buche von Herrn G. Loria

1) Matthieesen: Gcondsflge der autikea und modernen Algebra, s. 'jfi.f—9G8.

Barth: MechaniBch-grftphisehe Lösxjtij; der kntn'schen und biquadrHtisclien f üeiohung.

Archiv (2) 1, 1—45. Hoppe: Bezirke der drei Wuceelformou der Ul. 4. Grades.

Aroihiv (2) 14, aas—MA.
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Ableitung d. ItMlitttibdiuigiiiigea IKlr d. Wnnebi d. Glddinngeo 4. Ghradei. gS

Aber ,,ebeue Kunreu'' zusammengesiellt siud.^) Ist 0 der Mittelpunkt

der Bans, t ihr Radiiui, P der Pol, PO der Nnlktndil und « «ne

konstante, positiT und negaÜT zu nelimeDde Strecke, so gilt f&r einen

beliebigen Punkt "R d«r Schnecke, wenn PJ{ — ^ und ^ JtP0«*9>,

die Pohui^chung
^ — 2r cos ^ +

Ist
I I
< so hat die Knrre die Gestilt der Fignr 1. Die innere

S«lileile Mhlieftt den Mittelpunkt ein.

Wird r <
I
e

I
< 2r, eo erhalt man Figur 2. Die innere Schleife

flehließt den Mittelpunkt aus.

Für |e| ==2r wird P ein Rückkehrpankt

Im Falle l^'>2r bestellt die Kurve aus einem isolierten ^mkfe
P und einer geschlossenen Linie. Figur 4. Dies erkennt mau, wenn

man, wie dies auch Herr Loria tut, die kartesische Qleichiiug der

Selmecke
(P + - «'8'- «"(f +^

betrachtet.

Ist c rt in imaginär, so besteht die Kurve nur aus einem isolierten

Punkte F: (E, =- 0, Ty - 0).

Di^e Tiitsaihe hat Herr Loria nicht erwähnt. Ohne sie ist die

Behandlung der Gleichungen 4. Grades mit vier ittuiginären Wurzeln

meiit mügiieii.

FOr die fernere Untersuchung ist ee nun notwendig, die Polar-

gleichung der Schnecke fttr 0 ob NuBpunki und OP als NolktraU

anfrosteUen.

Ist OB^x ond ^POJR— Oy ao hat man d^+r'—Srarcosa

und naoli dem Sehnenflatae (r + x) • (r — jr) — f • e, sodaß die Polar-

gleiehung f&r 0 als Nullpunkt lautet:

(r"— af^ + 2ra? OOS a),

oder

— (2r» + + 2r««iP COB « + r*(r* - e*) - 0.

IBt dieser Polaigleichung wird die zu untersuchende Gleichui^

a»*+ bd; + c — 0, in der 0» &V « reell sein soOen, identisch, wenn

I 2r* + c» — — a, DL 2re*co8« — ft, HI. r*(r» — «*) — <?.

Ans I und III folgt ftlr die zur Konstruktion der ächnecke

dienenden Größen r und e

1) Q. Loria. Cbene Karren. Leipii|& Tenbner, 1902, Bd. 1, S. 136 ff.
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Demnach ist zunächst der Fall a'-f 12c<0 auszuaoheiden, da

dann die ganze Kntre imaginär wäre. Feiner iat aber auch wegen

cos a = -
^

3
, V ^ 1, 2, 3, 4, iler Fall

[ //
1
> I 2r,,

;
auszuschließen.

Diese beiden Fälle werden in der Forfcaetenng behandelt.

2* Die Gleidtunffm mii vier reeßm WurMdn. — Soll die Totgelegte

rednriarfte Gleichung yierten Grades vier reelle Wurzelu besitzen, so

muß die mit ihr identische Polaigleichang der Karre dP* + n '
' -f

+ C»»0 für ein in bestimmten Grenzon liegendes tf vier reelle Radien-

Vektoren haben. Eine unter dem Winkel a gegen die Nullachse ge-

zogene Gerade muß also dio Kurve in vier reellen Punkten schneiden.

Hier/Ii ist zunächst nötig, daß die Kurve selbst reell ist, daß also von

den Wertepaaren r,. und f,, in Nr. 1 wenigstens ein Paar redl ist.

Außer 4- 12^' > 0 muß, wie am einfaehsteu aus 2r- -f ^ == — a

hervorgeht, ziuiiiehst a mgntiv sein. Die weiteru Entscheidung über

die Realität der r, uud f,. hiiugt davon ab, ob c ^ 0 ist.

a) c > 0. — In diesem Fall ist, da a < 0 und -f 12c > 0, die

Größe . iitiayinär. Die Wertepaare ^ und ^ sind also zu ver-

werfen. Es bleiben die Werte r, , und f
, , übrig. Von ihnen ist r, j

unter den gegebenen Bedingungen stets reell, ^ nur dann^ wenn

- 2a - Krt- 4- 12c > 0 oder <r - 4c > 0 ist.

Aus rj j — cj j — i (ff ^ -f 12c) > 0 folgert man, daß n,ä>c-
und, da nur da.s positive i\ zur Konstruktion gebraucht wird, daß

rj>jfc'j^j ^^'^ iunere Schleife schließt also nach Nr. 1 den Mittel-

punkt 0 ein. Thm. hierher gehörigen Gleichungen liegt also die Figur 1

sngrunde. Da für «c nadi Nr. 1 die Beziehung

h

gilt, so ist a und mit ihm die (renide Oli soiauge reell, als — 2rjCj-j

^ ^ 5^ -f -''i^i.s '^^^^ Gerade unter dem geg«'n ()P bestimmt

dann vier reelle Radienvektoren, und man erhält das folgende Uesultat:

SfÄanye a < 0, c > 0, a* ~ 4c > 0, - ^r^r]
^_
< h < f 2/jCj^„ imt

die (ileichnnfi r* -f ax- hx 4- c = 0 vier reelle Wurzdn.

Die Hedingimg ftir 6 geht durch Quadiieren über in ^^T\-e\^^

oder, wenn man die Werte von r\ und r*^
g

einführt,

27 d« ^ 2 (- a y«* 4- 12c)(4a« + a' + 12c + 4a + T2c),

^ - 2a» + 72a<? + ^{a^ + 12c) >/ff' Tl2c,
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Nach der Einleitung ist also die Bedingung fttr h identiedi mit der

für die DiBkriminante B^O.
Den Warben 0* und a 180* entepreolien die Gleichnngen

mit einer D><»ppelwiirseL Fflr « — 90^ sind je xwei Wnneb entgegen-

geeetst gleich.

b) 6< 0. — Da die Bedingung a*^4e>0 inunM ttf&llt ist^ so

genügt für die Realität von r, , und e^^ff daß O<0 und a'+12c^0
ist. Unter den beiden letzten Bedingungen sind aber jetzt auch r,

^

und reell, und man ,hat demnach fOr die Konstruktion der Kurre
ein positives mit zugehörigem \3 — +

j

und ein positives mit

zu<j;f'hr)riireiu
4 i 'g zm" Vrrfilyung. — Die verschiodonen Zeichen

der (iroüea e beziehen sich auf den öinn der Abtragung dieser Grüßen

(Nr. 1).

Beachtet man nun, daß rntoige der leicht zu erweisenden Un-

gleichungen

80 erhält man unter Zugrundelegung Ton und ± i |
die Kurve in

Fig. 2 nach Nr. 1, bei Benutzung von und Htj^j dagegen die

Fig. 4, also eine geschlossene Kurve

ohne Schleife und einen isolierten

Doppelpunkt.

Nur die erstere Kurve kann für vier

reelle Wurzeln in Betracht kommen;

denn die letztere hat nur für «"-0* bea.

«c — 180* Tier reeUe Badimrektoren.

Die Fig. 2 sei also aus den Qidfien

r, und ±1^1 fconstruierty sodaB fttr

fidm ikrtr Finkkte die PolaxgleLehung

iP«-.(2rf + ef)a:*

+ ^r^ef cos «• a: + r*(rf — = 0

gUt, oder in abgekürzter Form x* -f + bx c^O. ^fan erkennt

ans der Figur, daß « für vier reelle Radienvektoren auf das Gebiet

zwischen den von 0 an die innere Schleife gezogenen Tangenten be-

schränkt !st Ks ist nun fir (^'f weitere UrUersurhioig wicht ig, die vier

Hadimvektoren dieser Tfinqentrn frsfzustellen. Dies geschieht am ein-

fachsten durch folgt^nde I berlegiing:

Ist OT = ^ die Länge der ciuen Tangente, nnd schneidet sie die

äubere Schleife in und Q^, so muß wegen OQ^ ^ ''>C/j U

0 von der Form — q -\- € und 0 von der Form — ^ — £ sein.
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Die m der Doppelwonel q imd den WnnBeln — p ± e gehSrige

Oleichaiig lautet Aber

Da nun OT = (» ein lliwliusvektor der Kurve ist, so muß diese

Gleichung mit der Polargleichnng -\- ax^ hx + c = 0 identisch

seiu, was für (» xmd ^ zu deu iu Nr. 2 gegebeuen Ausdrücken für

und führt. Es mofi aleo eein

Die Identiiftten von (»^ , und f, mit rj^, und e,^, beziehen sich auf

die unter «—0® und a = 180" gezogene Gerade OP. Die übrigen

Identitäten miissen daher für die Tangenten OT and OT' gelten.

Daraus folgt die interessante Tatsache, daß

Aug h s 3pi* folgt dann /tir Grmgmrte vm daß &g — —
1
'2r^el\

und b| ^ 4* 2'*«4 '^n muß.

Durch AnsfBlmuig der Reehuang kann man aeigen, daß immer

2ri4 ^ 2r,e; ist

a<0, a*+ 12<;>0y 5>0 ^fk{ denmadi solange vier redte

Wurßdn varkaitden, als 2r^^^ ^^ ^^i^*

Nadi Nr. 1 iat dann eoe« bestimmt durch 2re' * ooaa fr, worin

r and e die Großen eind, ans denen die Kure konatroiert wurde, also

hier nnd e^.

Im obigen Falle ist folglich cos« eingeechlosBen in die Grensen

Ist a<0, a* -|- 12c > 0, h<.0, so sind vier reelle Wur/.eln vor-

handen, wenn die durch 0 gcliende Gerade im Winkel FÜT' liegt^

wenn also — ^r^/j iL I' ^ — Sr^cg ist.

3. GretufttUe hei den Gleiehungen mit vier redien Wwzeln. — Zu

den Grenzfällen sind alle die Falle zu zählen, in denen entweder di«

durch 0 gehende (Jernde eine aii^ffezeirhnete Lagf' hat. oder in denen

je nach der Größe von e in bezug auf r die Kurve besondere Formen

annimmt.

Diese Falle erledigen sich an der Hand der eini&elnen Kurven

wie folgt:

a) \e\<r (Figur 1). — Ausgezeichnete Lagen treten ein för « — 0*,

K — diy^ a — 180*. Da nach Nr. 2 nnr , und e^^^ reell sind, so gilt
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fOr €t 2r, • OOS ff— Dm Werten u^(fi und a «• 180*^, bei denen

also ± 2/^^, entspricht je dne Gleidrang mit einer Doppelwnnei

Für u «= 90* ist h^O, nnd die Kngehfirige Gerade eohneidet je zwei

entgegengeeeirt gleiehe Wimeln ane. Die flbrigen Bedingungen eind

aus Nr. 2 a), ^> 0» ta. entnehmen.

b) r< I
e

I

< 2r, — Es sind Tier mt^femdmete Lagen Torlwndeii,

die, wenn «^ 180*, sich bestimmen aus Oos a— :t 1 nnd cos « ± „
' \ -

Die zugehörigen Werte von b sind & = ± 2r,ef und b ^2r^f\. Iluicu

entsprechen vier Gleichungen mit je einer Doppelwurzel. Ordnet man

die vier Wurzeln der Größe nach, so ergibt die Nullachse, oder die

mn 180*^ gedrehte Nnllachse je eine Oleiehnng, bei der die Doppel-

wunel die 1. und 2. Stelle, bez. die d. und 4. Stelle einnimmt. Die

Tangenten OT und OT' liefern dagegen Gleichungen, bei denen die

Doppelmunel die 2. und 8. Stelle einnimmt. Die Bedingungen für

a und e sind <» < 0 und + 12^> 0.

c) « — 0. — Die äußere und innere Schleife fallen mit dem Kreise

zusammen. Die Kurve beeteht aus einem Doi)|)elkrei8. Jede Gerade

durdi 0 bestimmt also zwei Doppelwurzeln. Da jetzt nach Nr. 1

a — 2r', c => 6 = 2r<^ • cos« =-> 0^ so sind die hierher gehörigen

Bedingungen ^<q^ «»-4c-.0, 6-0.

d) « — r. Castus vrreä^eSbüis, — Der Punkt 0 liegt mtf der inneren

Schleife. Jede Gerade durch 0 liefert also eine Terschwindende Wurzel

und drei davon Tenchiedene reelle Wuraetn. Die letateren entsprechen

der Gleiohttnff
ar' + aÄ + d-O, da e^r^if-^-^O,

Aus a = — 3r* und ( « 2r* cos« ergibt sieh als Bedingung für drei

reelle Wuraehi

a<0 und (^)"+(*y--sin»«^0.

e^ e — "Ir. Drei (/It'iche Wurzeln. — Die iimere Schleife in Fig. 2

reduziert sich auf den Punkt P, und dieser wird ein Rückkehrpunkt.

Nur die Geraden für a = 0° und a == 180" können noch vier reelle

Wurzeln liefern. Für a = 0" erhält man drei positive gleiche, für

« — 180^ drei negative gleiche WurzehL

Aus a «- — c=— Sr', 5 — ± dr* findet man als Bedingungen

Ütr drei gleiche Wursehi

«<0, a« + 12c=-0, 8a» + 276*-0.

f>
— 0, r 0. — Die Doppelschleife reduziert sich auf den

Funkt 0, der dadurch ein vierfacher Punkt wird. Jeder Geraden
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dnreb 0 entsprechen dalwr Tier gleiche Wnnelii NnU. Es eigibt eidi,

daB a^O, b'^O^ e^O aein mufi.

4. Die GkUSmn(fm mit vier imaginäfm Wnridn (Fig. 3). Er-

teilt mau der GrÖfle e eineo rem imaginaieiL Wert, so bleiben die

Koeffizienten der Polargleiohtmg -|- ad?' +
^ c = X* - (2r« -h tF)a^ + 2ri^ cos a • « +

,?) = 0 redl.

Die Kurve besteht aber jeist, wie mtui am
besten an der Form

(r»- ai»)* - «»(r* + «' - 2r« ooB «)

erkennt, nnr aas einem reellen Doppelpunkte P,

Fig. 8.

Für reelle Werte Ton x istnimltch (r xy> 0,

also um so mehr r* + d;* — 2r«co8a>0. Ist nun e^i^eg, also

e* — — ^, 80 ist die rechte Seite der PokTgleiehnng n^aHv, die linke

Seite (r* — ist aber för reelle ic positiv. Die Gleichung kann

daher nur für solche W» rte TOn x und a befriedigt werden, für

welche jede Seite der Gleichung mg^eich yerachwindet Dies geschieht

t) durch flc >— 0" und die Doppelwurzel a; — r,

2) „ « = 180» „ „ „ x=-r.

Fall 1 und 2 bestimmen aber denselbm iscUerien Funkt F als eintigen

It^äsentanten der Kmve.

Ans dieser merkwürdigen Tatsache folgt, daß die Gleichung

+ ax* + fea; + c — 0 so lange vier imaginäre Wureeln hat, als eine

reelle nicht durch P gehende (rerarle OJf vorhanden und c^ rein imsr

ginär ist. Zur Feststellung hiervon dienen die (ileichungen

2r« + e"- — a, r*{r»— «*) — c, 2re*coBa — 6.

Aus ihnen ersieht man 7(Tnüch<»t. daß jetzt a ^0 sein kann, c dagegen

positiv sein mnli. Durch c > *) werden aber die Wertepaare r^^ und

in Nr. 1 ausjjeseldoHsen, deiin ^ ist imaginär.

Demnach braucht nur untersucht zu werden, wann e^^^ imagiidbr

ist, oder e\^^ < 0. Dies tritt ein, wenn

1) a>Qy oder 2) a<0 und a^-4<;<0.

Da 6 = 2r|q'^j cos u und 0 < a < 180®, so ist die Gerade OR
redl, wttin
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Die Bedingungen für vier imaginäre Wurzeln sind demnach

o>0, c>0, oder a<0, c>0, a*— 4c<0
.

und
-\2r, ri,,.</>< + ^2r,<,:.

Aus der Fit^ur H ersiolit man, daß die Fälle b = ^ >2r^e^^^ zu

dem Gebiet mit zwei reellen und zwei inuiginäreu Wurzeln gehören.

5. Die Gleichungen mit zicci redien und zwei imaginären Wurzdn.
— Sind die in Nr. 2 und Nr. 4 aufgestellten Bedinfj^mgcn für vier

reelle und vier imficfinäre Wurzeln nicht erfüllt, so liut die Ijiijuudra-

tisclie Gleichung nur zwei reelle oder nur zwei imaginäre Wurzeln.

Die Fälle «- + 12r < (\ und
|

/> I > ! 2rj^' ' sind schon in Nr. 1 erwähnt

und von der analytisch -geometrischeu Behandlung zunächst uus-

geschloBsen worden. Für sie vei^leiche man ArcluT dar Math, und

Phjs. (3) 7, 88 und 95.

Ea bleibt daher nooh der Fall — 2r««{ < fr < Sr«^ au erledigen.

Dies gescbiebt unter Zugmndel^ung von Fig. 2 oder Ton Fig. 4 —
Die Fig. 2 ist ans den GrSBen und < < Sr^ konatmievt und

ergab als das Gebiet für vier reelle Wnndn die Geraden zwischen den

Tangenten OT nnd 07% d«ren Lagen durch coaccj + \^—\ und
-r, ti

cos u. ^ — ! bestimmt waren. Es ist also «' = 180® —

Wird nun in cos « — ^-^^ (s. Nr. 1) — 2rg«| < &< 2r,4f *o üt

«I < « < 180*^— «j. Daraus folgt aber, daß die zu a gehörigen Strahlen

nur swei reeUe Schnittpunkte und also

ftnch nur awei reelle Badienvektoren

bestimmen können.

Behandlung diese,s Fnlle^'i mit £Blfe

von Fig. 4. Die Fig. 4 ist im Gegen-

satze zn Fig. 2 aus den im Fall c < 0

ehonfaÜs reellen Werten /j und e, kon-

etnuert; aber jetzt ist e.^ > 2r,, und

deshalb erhält luau eine geschlossene

Kurre ohne innere Schleife und einen

isolierten Doppelpunkt (s. Nr. 1).

Nur die Nullai^se und die Gerade

a 180^, ftlr die h~±2r^c\ ist, besianunen vier reelle RadieuTektoren.

Jede andere Gerade, für die cos « = i,-' i;
— 2r.d < 6 < + 2r.e!»

ergibt bloß zwei reelle iiadieu Vektoren.

(Fortseteung folgt.)
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J)s^ Abrollen Yon Kiirven bei geradliniger Bewegung

eines Punktes.

Von P. EOKOTT in Sagan.

Ll der Ajii^be 75 des Archivs (3) 6, 341 habe ich das Beispiel

einer roUendeu Lenmiskate behandelt, deren Mittelpunkt eine gerade

Linie beschreibt. Daselbst ist ganz aUgemeia gezeigt, daß die feste

Kurve die Gestalt hat

wobei die Funktion f aus der beweglichen Kurve M{x, y) = 0 dadurch

entsteht, daß man y vennittels + — i;' eliminiert nnd dann in-

bezug auf r auflöst. In den meisten Fällen ist es bequemer, ti^i^ij

statt fin) zu setzen: man erhält dann ^ . .

Im fönenden will ich eine Reihe

bemerkenswerter FtSkb angeben, da

eB sich um eine Kurreneigenschafb

handelt, die nodi wenig be>

handelt ist

Für das Auffinden geeigneter

Beispiele ist die Bemerkung von

Wichtigkeit, daß auch umgekehrt

die Gestalt der be^seglichen Kurre

gefondoi wwden kann, wenn die

feste gegeben ist.

Tn der Tat, sei |= A (rj) die feste

Kui-ve A 7>'C (Fig. 1) und
(f.
= a (r)

die gesuchte rollende Linie in Poiarkoordiuateii, wobei ÜJJ dem 2sull-

werte von <p entsprechen möge, so ist^OBE=' Z/JEij, d.b. r-^^ ^'(^)— 'l'C'")

oder <p ««-

J^~l^-
•

1. Sei B. B. die faste Eurro $ «-
/ -^CtL in der Fig. 2 durch

RliSL dargestellt, so ist
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worans = cm also die Lmni^ie folgt. Die Bewegung geht in der

Weise TOr sieh, daß der LemoiskatenquadrHiit 1 sieh auf ENF abrollt^

dann in den Inflezionspunkten brnder Eorren eine Dtuchdringung statt-

findet, sodann der Leraniskatenqnadrant 2 sieh auf der inneren Seite

des Bogens FS abwickelt u. s. f. Wäliread der ganzen Bewegung Ter-

schiebt sidi M auf der Achse Oi.

2. Die Kardioidc. (Fig. 'V i
— Ihre (xleichung ist r = 1 + cos 9; die

SC

Winkel 9 zählen von AB als Anfangslage aus. Da cos^*-— und

r — r, ist, so erhalt mnn

x~ri(rj—l). Die Funk-

tion if hat also den

Wert tj — 1. Bilden wir

»jj^ (^2. ^ erhalten wir

I

<

^^^^^

Fi«. 1

oder da S—O ftr 17^2 isl^

-f arccos
{yi
— 1) .

Setzt man 1}
— 1 » cos 9, so ergibt sich aJs Gleichung der festen Kurve

S — sin^ + ^f — l + eos9,

d. Ii.'. SnU die f^vtse der Kardioidc' auf einrr Opraden frtrUrhrfiten , so

muß sich die Kardioide srihst (inf derjenigen Zykloiiie abwälsen, die der

Kreis mit dem Kardwidendurckmesücr beschreibtf wenn er <mf jener Ge-

raden abroüt.
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8. Die vertiUgememerte Karämde. (Fig. 4.) — Die eben betrachtete

Kurve ist ein spezieller Fall der Pascalsehen Schnecke r^—j)coe9>+ *M»

Nehmen m an, ee wäre m > j?, so stellt die Gleichimg eine Kattfonn

mit einer gegen den Koordinatenanfang gerichteten Änabnchhmg dar.

Die Fonktion hat den Wert ond wir erhalten ftr |:

%- C 7- _^-y(p+m-,).(^=;i^55)+»arccos

Fohrt man wieder <p ein, so ist

^ = peimp -i- m(p f
r) p cos «jp 4 w •

Das sind aber die Gleichungen für die verlängerte Zykloide. Trägt man
Alf aof AB bis J£ ab und seichnet mit AM um M den Kreis, so

beschreibt der mit dem Kreise fest verbundene Punkt B beim Abrollen auf

diejenige Zykloide, auf welcher sieb das Blatt abwälzen muß, damit der

Punkt A sich auf AH bewege. Ahnlich liegen die Verhältnisse fttr p< w.

4. Die ParaM. — Der Pnnkt, welcher sich in gerader Linie be-

wegen soll, sei d«r Brennpunkt Ihre Gleichung ist dann 1 + cos^
oder 4P — 1 — ^. Daraus folgt |' *» 3i} — 1, weldie Qieichung eine der

oberen kongruente Parabel darstellt; beide berühren einander in den

Scheiteln.

5. Die Sddeifenlinie. (Fig. 5.) — Ihre (jrleiciiung ist r^coswqp.

Die Figur stellt den Fall » » 2 vor. Da 9» — ~ arccosr ist, so ergibt

die Rechnung + «j* « 1. Denkt man sich n koi^mente EUipsen

mit den Halbachaen 1 und welche einander in B berflhren, so
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wickelt 8Msh zanlcbst die HalbecUeife DA enf dem EUipseiiqiiAdranten

])B ab; «odann tritt die benaehbarte Schleife in die «weite Ellipse

und Tollt auf BEF n. e. f.

6. Die gtroiie Linie, (Fig. 6.)

Sie habe die Oleidmng :e >- 1.

In der Figur ist ihre An&ngs-

lage durch BC daxgestellt.

Beim Abrollen aoU A ual Ali

fortrflcken. Es ist x

1
die Funktion Kr ist also — and

n

6 - f-J^ oder 1? "= iCe^ + c"^.

Wir teilen demaachydafi rieh derYeditwinkligeH8keii.lWaiifeinMrZeftim-

Imte wälxen moh, wenn Beine Spitae eine geradlinige Bahn besehreiben eolL

A'

C

^1

7. hie Spirallinien. — Aus ff = n# erhält man fiir |

Die festen Kurven huiien also ])ariil»()lisclu a (.'harakter; für p = \ ist

die Kurve eine wirkliche Parabel. Für die logarithmischü Spirale er-

gibt die Reclmung eine nnter 45^ geneigte Gerade.

Sagau, den 9. Februar 1Ü04.
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Sur deux mani^res de constrnire les spiricj^aes de Fersens;

Par F. GOMBB Tbubiba h Porto.

On tronve Hans le tome II, p. 52, de l'edition des Oeuvres de

Huygens publiee par la Societe hollaudaise des Sciences une lettre de

Slose ä Huygenä daiu laqnello il donne nne m^&ode poor «»nstniiie

Im spirique» de Peraeus an mojen d'nne hyporbole ^uOatöre. Nous

allona nous ooenper de oette m^ode daas le prämier cli»pitre de ce

tniTail pour en doouier une dänonefaration a%6biiqiie et indiqner quel-

ques remütate qni a'y zapporteni

Dane le second chspitre nous donnerons, poor la eonstruetion dee

m^mes eonrbeei une m^thode biea ploe simple qiie celle de Sluse,

poisque, an lien d'une hyperbole, noas emplojons une circonference et

que nous dcrivons chaque point de la spirique de chaqne point de la

circonference, comnie Sluse Ics derive de Thyperbole, ;lu inoyen de la

eonstruetion d'une nioyeime f^'eometrique entre deux segnieuts de droite.

Les resultats ohtt^nus (Ising ces (]put chapitres sont etendus dans

le troisieme cliapitre aux sections de Li auiiace eugendree par une

ellipse, par une kyperbole oa par uue parabole quand eile toume au-

tomr d'une droite plac^ dans son plan et perpMidiculaire Fun de

aes azee.

I.

Sur une methode de Slus« pour onnstruire les spiriques de Fersens

au moyen d'une kyperbole.

1* On Bait que r<'(|tiation des spiriques de Perseus est la soirante:

(1) (a;« + y2 4- + _ - 4i* + C«),

oft R repr^sente le rajon de la circonference m^ridienne du tore auquel

appartient la spirique consideree, c la dietance du plan qui la contient

4 Taxe de la sorfaoe et 2 la distance du centre de la oirconfiinmee rap-

port^ au mSme axe.

En posant dans cette ^uation

(2) y»-(A-yt)y..

X stallt une quantite constante, on obtient la tranafonnte anivaate:

et nous allons cherclier les conditions pour que cette ec^uatiou reprö-

seute deux coniques.
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Pomr oel% le premier membn de ottte ^natioii doit Mre ridnelible

& la foime

+ ^nf + + c) (ä« + + b'ä + CO,

ce qui donne les equations de condition

PP' + ilf + C^' - - 2a» + c« - ü»),

Or, les deax premiiiiw ^natioiiB donnent

Ä 1,

la troisiteiie et la qiiabriteie donnent

ensuite la cinqui^e et la sixi^me donnent

et enfin la aepti^e donne

A-2J2.

La demiiie ^uation n'est pas distincte des pr^dentes.

Dono le lieu cotuiid^ se rednit ä denx coniqueB qnand A » 2Bt
et lee Equations de oei coniqnes sont les saivantes:

(S) ««-yJ + 2(12-0!/i + c'~i*-iJ« + 2iii«O,

«»-yjH- 2(Ä + Oyt + c*- -i«*- 2ijB- 0.

GSes denx ^aations penvent fttre rMnitee la fome

(4) yi-^-<^f

en posant dans la piemi^ Vi + — ^ «t dans la deoxi^me

fi^fff-\-R-^L Elles rept^ntent done dem hyperboles ^nüat^s
dont les ozes sont äganx a 2c, la premi^ aysnt le centre an point

(0, It-l) ^ Vautre m point (0, U + /).

En changeant dana Tanalyse preoedente la Taleor de B oontre celle

de B'j o'e8t4rdire en posant

on trouTe deux nouvelles hyperboles, symctriques des precedentes par

lapport k Taxe des abseissee^ qni coneepcmdent i A *— 2^
AnblT dw M«Uwulik «ad Plvrili. m. a«llM. XL 6
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On condat de tout ce qui prec^de qu'il eziste quatre hyperboles

^ales telles que k chacun de lears points oonrespond im point de lä

spirique consid^r^e lequel est li^ i cdni-li par la relation (2), oü

A= ou A - 27?.

Ce rpsultat pouvfiil etre prevu, puisque ie second memhre de

requation {2} ne change pus de valeur quand ou y remplace par X — y,,

ni quand on y remplace k par — l par — y^. Cette cir-

crtnstiiiico fuit eacore voir que, pour obtenir tous les points de la

Bpirique, ii ue f'aut pas employer plus d'une des hyperboles considerees.

2, II rfoolte de In lehlion

(5) y*^(21l-}/i)y,

que los points de rhyperVm!" auxquols i-orrespondont les points roels de

la spirique »ont ceux qui soni compris entre ies droites representeea

par iea equationa
y, - 0, yj - 2M.

V. 8i lee deux droites conjMmt tine m^e brsnelie de Thyperbole,

la conrbe est fonaee p«r deux ovales eztoieuiv l'im a l'antre.

2*. Si une sovile de oes droites oonpe lliyperbole, 1» spirique so

T^nit a un ovale.

3®. Si Tune des deux droites coupe la brauche superieure et

l'aiitre la branche inferieure de l'hyperbole, la spirique est foimäe par

deux ovales dont Tun est ä Tinterieur de lautre.

Dans tous ees cas les sommets de la spirique correspondent aux

points oü les druites coupent Thyperboie, et aox somniets de cette

conrbe compris entre les droites.

Les conditiuns jiour que les droite.s considerees coupent l'hyperbole

peuveut etro traduiteü par des iuegaiiteü, que nous ne uous arreterons

pas ä d^uire et qui coüicideiit avee les conditioiis connaes pour qu&

k spirique ait une on deux braaches.

8. Si Ton pose dans V^nation (5) y,^
= R, H vient y ±^ On

Toit donc que la spirique et Hiyperbole se coupent dans lee pointa

eorfespondant ä y — JS et qui sont r^els quand a y^ * JR corres^ond

un point t4ßl de Thyperbole, c'eat-ft-dire quand c ^ 2.

D'un autre cöte, les points oü les ordonn^s de la spirique pasMni

par une valeur maxima sont donn^ par T^quation

(y.^Ä)y(-0,

qui resttlte de {b), dont une Solution est yi * i2.

L'hyperbole passe donc par les deux points de la spinque, sym^
triquee par rapport & Taxe des ordonn^, oü les ordonn^ de eette^

eourbe ont une valeur maatima.

Digitized by Google



8ar dem naaiirei d« conibiiiie los «pmqiiM de Penem. 67

4. On pcut traeer les normales de la spirique L-dUsidcree »u moven
des normales et des tangentes de 1 hyperbole. En eflfet, letjuation (öj

donne la suiyante:

qui detcrmiue Ja sous-normale dv la spirique au point (x, if) qnand on

connait la sous-uorniale de Thyperbolo au {)omt correspondant (x, y^) et

le segineut de droite, dependaut de la tangeute ä Thyperbole au meme
point, repr^ent^ par JRyj.

5* Les hyperboles qni correspondeni ans diTenee faleim d« c'est-

ardire aux diTersee sections du tore, formoit ime snrface dont F^uation

est la sniTaaite:

Uette suriace est donc un cöne de revolutiou, dont Taxe coi'ncide

avec l'ue du tore, et qui coupe eetie sorface dans soii equateur et daus

le cerde parallele phu &e^.
n ea rftnlte qne obaque point dn odne repr^seni^ par l'eqnation

pr^«dente correspond un point du tore li^ an premier par les rdations

n.

Sur me maiiitoe dB constrnire les spiziqnas de Penaiu sa moyin

d'nne 0ir«oiif(6nBoe.

6« On vient de voir que, dana la m^hode de Slasey les points d«

la apiriqne sont d^riv^ de ceox d'nne hyperbole an moyen de la con-

atmetion d'nne moyenne g^om^triqne entre denx segmants de droite.

Nons allons donner maintenant une ania« m^titode pIns simple qne

la precedente, ponr construire la spirique considdr^, dans laquelle on

deduit chaqne point de eette courbe d'nn point correspondant d'une cir-

conference en construisant anssi uno moyenne geom<^triqiie ontro doux

Segments de droite. Cettv methodf* presente d'une maniere tri s na-

t\irelle, mais nous ne l avoiis paa trouvee dans les travaux aur les spiri'

ques qne nous avf)ri8 pu voir.

Considerons encore l equation de la spiriqae

{so* + -i- + c« - Ä«)« - + c*)

et pOSODB
X' «Cj ~~ c^»

11 vient

(6) (X, ± If H- = m.
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On voit (loiir que Iii relution pree^df^nto tninsfoniie la spirique

consideree eu deux circonfprenees H*» rayuu i'^<is\\ k 7?, ayant leiirs

centres aux puiuts (i
/,

Uj, et que k chaque j)oiiit {j^u y) de ces cir-

confereaces oorrespond un point de la spirique, ayant la mdme ordonnte

et une abM^ase ^gale ä la moyenue geometrique entre e et -\- e.

U coarieiit de remarquer que, poar faire la oonstraction de la ooiirbe^

il Bttf&t d'employer IWe des ciTcoiif(£rencee eonridirees, pnieqae la

courbe est symetriqae par rapport ä Taxe des ordonn^.

On trouTe fusilemmt la forme que la spiriqne prend dans les

diTers cas qul peuvent ae preBenior.

1°. Si les circonferences ne ooapent pas Taxe des ardonn^ (ÜMV

ouverf) et que la droite representee par l'eqtiation .r = f* mit comprise

entre res cireonferencps, la spiriqne est formee par deux ovales, qui ont

quatre sommcts «nr Taxe des abscisses rorrespondant aux ]ioiiits oü les

cirfoiiferenees (Minsiderres coupent oet uxe. Aux quatre points oü les

tangenteB unx cinMmfi'rcnces sont paralleles h l'axe des abscisses cor

reäpoudeut quatre poiutä oü les tongentca a la spirique sont paralleles

an nt§me sxe.

2*. Si le toxe est OQTeii et la droite sf — e eonpe nne des ciroon-

fiSrenoes, la spirique se r^mt i im ovale, qui a deux sommets sor

Taxe des ordonn^, qoi eoneqtondent aux points oü eette droite coupe

la circonfdSrenee consid^rfe, et deux sommets aar Taxe des absciasei^

qu'on obtient comme au cas precedcnt. Si la droite coupe la dsmi-

circonfereuce plus prochaine de Taxe des ordonnees, la courbe a quatre

pointB oü les taugeuies soui paralleles ä Taxe des abscisses qui cor-

respondeut aux points des rirconferences oü les tangentes sont paralleles

a cet axe. Mais, si la druite coupe Tautre demi-circoufereace, ces

points deviennent imaginaires.

3". Si le tore est onvert et 1 uiie des circonfereiic< s est comprise entre

Taxe des ordouuees et la diuite x = c, la courbe est iniüginaire.

4". Si les circonferences coupeut l'axe des ordonnees (tore fennc)f

la spirique est foim^ par denx ovales, quaad les droifes dfe et

x = — € coupeut Tnne des ciroonförances cousid^es, par un seul ovale,

quaad une senle de oes droites coupe eette ciroonü^renoei et eile est

imii^iiiaire quand ni Tuoe ni l'autre ne la ooupent. On d^termine les

sommets de ces ovales et les points oü la tangente est parallele k

Taxe dos absciBses comme dans les cas precedents.

7. On peut traoer d'une mani^ trte facile les normales a lu

spirique au mojen des normales aux circonfiSraiees oonsider^. En
eSetf Oü a

rf^, ^^g^
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et, par eons^quent, les aonS'iiormales de la spirique et de la ciroon*

f6reüce, par rappozt i Faxe des ordonuees, sont egales, Les nonoalea

oes denx conrbes aux points eorreepondaats eoupmt donc Taxe de»

ordonnfes daiis le m§me poini

S« Les ciroonfifreiiceB qvi entrent daus les coiisinicli(»is inr^denies

ne d^endent pas de e, et sont %sles a la dreonfiereiice mwidienne dn

toie considä^. De Iii et de ee qnW Tient de dire au 7 il rdsnlte

que les normales aux diTwses spiriqaes qui coRespondent anz diTeraee

Taleurs donnees a c, menees par lea pointa oil eUes coupent nne droite

parallele a Taxe des abseisses, eonpent Taxe des ordoonees eu deox

pointa, Tun qui correspond aux points dos spiriques oü la convexit^

eat toumee vers le cöte des abscisses positiv'^?!, et l'autre qui correspond

aux points de ces ronrhos qui ue siitisfont j a'j h cette cnndition.

De ce qui pn i i-de li reaulte que, si un plan se dcplaco i)arallMe-

niPT)t ji un plan iixe qui passe par l'axe du tore, les normales aux

hpiiiqut'ti qui eu resultent, aux puiuta du uieme parallele de la surface

se coupent snr deox droites qui passent par Faxe du tore et sont per*

pendicnkires k oet axe. Les lienx g^om^ques de ces normales sont

done des eamUdei.

On trouve &cilement F^uation de oes conoides.

ESn effe^ F^uatton des normales aux apiriquee qui correspoodent

au mdme poiut («, ß) de la oirconf^rence pr^oMemment oonsid&^ (6)

est la sniTaate:

oü X =ya*— 7r*.

Si l'on represente donc par x', y', z' les coordonnees d'nn point

queloonque de la surface dont on reut chercher requation, on a

ary ' - - «* + -R*) + a:' («* + /I« + - Ä«)- 2P «i».

Mais, comme le point {x^ ßf g') dmt dtre placä sor le tore, on a

(ipt + ^+ II ijt)» . 4P («« + «'").

En pliminHTif mairitermnt r eutre cette equation et la precedente, on

obtient recjuation demandee.

Oü peut douner a cette equation sa forme plus simple en traiis-

portant l'ori^ine des courduune^ au puiut dout les eoordonnees, rup-

porteetj aux axes primitifs, sont (0, &, 0) en supposaut
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On troure alors

[ä«^)' + ^« + + - nq^ - +
oü

Ä ee qui pr^de noua ajoatenu» enoore que les tangmtes aiuc

i^iriques plaoees sur lea plana paralleles au plan fixe maDlioime ci-*

desauB, aux poinis du nidme parallele du tore, fonneiit dea CjlindreB

tangenta k cette aurface ea tooa lea pointa de oe panüiele.

m.

Sur rüxtension des mütliüdeä precedentes ä quoliiues autres courbes.

1). Tont ee qu oll vient de dire dans les n*". precedents est appii-

citble a la courbe definie par rpqnntion

(7) (a;*+ y» + i*-c*~Ä«)* = 4P0»«--c«),

qni n» difiere de (1) que par le eigne de ^. Aiosi, ou peat oonatruiie

cette oourbe au mojen de llijperbole

o;* - y| - c*,

conjagu^ de celle qui a ^te considerfe pr^eMemment, et an moyen

de la relation

et on peat la oonatniire aosai ao moyen de la circonförence

K + + y' = -ß*

et de la relatiou

— aj* -I- e*.

La courbe represent»'« par rocjuiitiön 7) peut etre consideree comni '

la section du tore par lo pliin iiua'^iüairc // = rY~ 1. Ses points r«'els

^'orrpspondent aux poiuts imagiiiaiies du ture. On peut lujtpeler pm'udo-

spirirjite.

10. Tout ce qu'on u dit preccdemmeut ä l'egard des sections du

tore peut etre «'tendu aux sections de la surface cugeudree par une

ellipse, quand eile toiime aatoiir d*nt^ droite plaote dana aon plan et

pei-pendicnlaire a Ton de aea axea.

L'^oation de eea aectiona eat la aaiTante:

t
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a el 6 #tatit les demi-axea de Tellipse, l U diitance de son ceutre a

l'ttce de närolation et <; k dietanoe da plan de la Bection an mime
axe; et Von Toii, en procMant eomme dans le cae des spiriqaea, quo

oes coorbes peuvent fttre oonstraitee au moyen de l'liyperbole

et de la velaticm

<m au moyen de l'ellipM

«t de la zelation

T^es ('ons<?(juences de ccs f^nnt^rrm tions doniii'-es |ire<'eden]ment pour io

Ca!? lies spiriques, peuveut etre eteiidues facilement aux courbes plus

^eneruU's iju'on vipnt de definir.

11. Eu chaugeaiit diois ce qui pr^cede ü>* en — ft* uu trouve des

resultats applicables aux sections de la sor&oe engendree par le

d'nne hjperbole aotcNir dHine droite plaeee daoa acm plan

«t perpendicdaire i Tan de ses axee.

12. tJne dee eonatraetions qu'on vient de consid^r est anssi

applieable anx eeetions de la snrfaoe engendr^ par la parabole

qnand eile tourno antour de Taie des ordonn^ par des plana parail^es

A Taxe de revolution.

U est facile de Toir que lequatioii de ces courbt^s est la suivante

et qu'eUes peuveut donc etre constniites au moyen de la paraboio

^ni ecHOieide avec la parabole doonee, et de la lelation

=^ xl—- c'.

Porto, 7 mars 190Ö.
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Eine einfaclie synthetische AMeitnn^

der Grondeigensciiafteii eines Büschels polarer Felder.

Tön Stanulavs JOLiiES in Borlin.*)

Die folgenden Untersuchungen Hefern die Grundlagen zu einer an-

schaulichen und einheitlichen synthetischen Tlieorie eines Büschels polarer

Felder. Sie wurden veranlaßt durch Arbeiten des Herrn Reye*) über

tetruedrale Komplexe und ihre Beziehungen zu den Büscheln polarer

liäume.

1. Die homologen Strahlenbüscbel L Ordnung zweier koUinearea

StndilenfBlder 2^, einer Sbene 6 eneengen oo* Kegelschnitte

Ans den beliabigan Pnnktoi S^, des BaomeB irerdra nun di»

koDlneaieu Felder 2^, 2^ beew. dorch die kolüneaven zentrieeheii

Ebenenbi^del [S{\, [8^ projisieri Sie erseugen die Kongrueos

der BinelnBiten einer kubieehMi RHomkiiTre und jede in dieeer Kon-

gmenz enthaltene Begelsehar II. Ordnung ist zu einem der Kegel-

aehnitto perepektiT. Durch einen beliebigeD Punkt X von 6 geht

im allgemeinen eine bestimmte Bisekanto 4F von c*, sie wird mit c*

hckanntlich durch Flächen II. Ordnung verbunden. Somit gehen

durcli einen beliebigen Tunkt X von c im allgemeinen oo^ Kegel-

schnitte

2, Aus zwei beliebigen Punkten der kubischen Kiiunikurve c' wird

die Kongruenz Cl ihrer Bisekanten durch zwei zu ihr Perspektive, also

1) Einem von der Bedaktion ausgeeprochenen Wunaehe folgend, hat Hear
Jfilles mit lipbpnswflrdiger rirrrit'viMi^fVpit kurz die HatiptaHtze einer rein syn-

thotigcbcD Theorie einee Büschels polarer Felder susammengeateilt und anschaulich

abgeleitet.

Bs ist pKdagogiaeh ven gmadlegender fiedeutnng, den Kegebehnittblteohet

auch synthetisch stets auf dieselbe Weise za erzeugen; gleicbgültigf ob emer oder

alle beide ihn beilinf,'ende Kegelachnitte imaginär sind. Die Torlie<rpnde Errpugimg

liefert eine solche allgemeine Etzeugong, sie dient zugleich als Einleitung in die

Theorie des Bflaehels koUineexer ätrahlenfelder. üiemm Btiaefaet entspricht ab
Analogon im Räume der BOldiel kollinearer R&ume. Er ist mit der Theorie des

tetraedrali n Komplexes und de« Büschels der Fl&chen U. Ordnung bekanntlich

auf das engste verknüpft.

Vexfasser und Bedaktion hegen die Hoünung, daß Leser des Archivs an-

geregt werden mOehten, anf dieser Qinndlag« eine einheitliehe Theorie aller

Arten von Kcgclschnittbüscheln aufzubauen. Red.

2) Heye, Die Geometrie der Lsge. 8. Auflage, Leipug 1898, 8. Abteiliuig,

1. und -i. Vortrag.

Digitized by Google



£iiM «inf. 9jvXtuL Ableitung d. Qnmdejgviwdi. flinM Bflidieb poUa«r Fdder. 7S

zueinander kollineaie zentriscbe Ebenenbündel projiziert, uad diese wtjrden

Tan ^ in koUiueareu Stmhlenffildeni geschnitten. Somit lassen sich die

Kegelsduiitte noch auf oo'Weiten dureh die homologen Strahlenbfisehel

Ton Paaren kollinearer Strahlenfielder erzeugen. Die oo' koUineaven

Strahlenfelder, welche zu zweien diese Paare liefern, sollen ein Bflaehel

kollinearer Strahlenfelder oder kurz ein Bflsdhel [Zf] heißen.

8. Eine in Cl cntiialtene Regelschar II. Ordnung wird aus den

Punkten TOn c* durch homologe EbeneubÜschel der zu CJ Perspektiven

kolUnearen zentrischen Ebenen I ni ir] projiziert. Die Achsen dieser

homologen Ebenenbüschel sind die Leitstrahlen der Kegelschar und

Itildeu somit eine zu und einem Kegelschnitte t' Perspektive Regel-

schar. !)n mm zu dtu Kegelschnitten ( je eine aus Unisekanteu

von bestehnnde Regelschar II. Ordnung jjcrspektiv ist, so gilt:

.leder Kegelschnitt ist der Ort der Mittelpunkte honioliM.r^'r

Strahienbüschel L Ordnung in deu Feldern eines Büschels koilinearer

SfcrahlenfeldpT.

4. Kin belieliiger Strahl p'me- Fehles 2.'^. welches zu dem an.s den

beiden koJlmearen Ötrahlenfeidern 2?,, abgeleiteten Bü.schel [2^J gehört,

wird von deu honiohigen Strahlen aller übrigen F«'lder des Büschels, ins-

besondere also von dem ihm entsprechenden Strahle von JTj, in einem

Punkte X geschnitten. Durch X gehen nach 1, oo' Kegelschnitte ir. Sie

Ix^en nach $• die Strahlen Si, s^^ bezw. noch in je zwei homologen Punkten

TOn Aus solchen homologen Punkten wird jeder dieser Kegel-

schnitte c* durch zwei homologe Strahlenhfisefael I. (h-dnung von

projiziert, sohald je zwei Strahlen dar Bllschel einander zugeordnet

werden, die den namlicheu Punkt des hetr^enden Eegelsduiittee

enthalten. Somit sind, wenn zwei durch X gehende Kegelschnitte

herausgegrifiim werden, zwei Paar homologe Strahienbüschel I. Ordnung

der koUinearen Felder Z^ bekannt, die bezw. die homologen

Strahlen Sj, 8^ gemein haben. Das genügt aber, um die kollineare

Beziehung zwischen ilen Feldern Z^. 21^ des Büschels [Z*,] eindeutig

her/ustelleu. Füllt nacheinander mit allen Strahlen des Strahlen-

büschels L Ordnung [Xj zusammen, so crgebtu sii h auf diese Weise

alle Sti ahlenfelder des Büschels [i'^]. Folglich ist l)ewieiäen:

l)er liüHchel [Xj von kollmearen Strahleuleidem ist durch die

beiden Strahlenfelder E^, Z", eindeutig bestimmt.

Hieraus ergibt sich mit Kücksicht auf 2.:

Wird die Kongruenz C\ der Bisekanten einer ktibischen Raura-

kurve erzeugt durch irgend zwei bezw. zu den kol linearen Strahlen-

feldem Z^, £^ Perspektive zentrische Ebeneubündel [<S',], [6^], so
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«dhiteidet die Ebene der Felder alle zu CJ pezspektiTOL sentriedieii

EbeneBbflnddl stete in dem nSmUchen Btlschel

Nuu wird jede dieser Kong^ruenzen C'3 auch erzeugt durch je zwei

SU Our Perspektive, also zueinander kollineare zentrisclie Ebeneubündel,

und diese wiederum projizieren zwei kollineare Felder des BOsehels [iT^],

also ergibt sieb:

Ein Büschel kolliuearer Felder ist eindeutig durch irgend zwei

seiner kollinearen Felder bestimmt

5. Die Tif'itschar jeder aus Bisekauten einer kubischen Rnnm-

kurve gei)iideten Ik'gelschar II. Ordnung ist zu der Kaumkurve und

zu einem Keij^i l^chiiitte perspektiv. Vier hiinnonische Rtrahlpn dieser

Leitsehar schneideu also beide Kurven in vier haruionischea Punkten,

Aus vier harmonischen Punkten von <^ wird nun eine beliebige Bise-

Icante der Kam dtD«b rier barmonisehe Ebenen projiziert, folglich

läßt sich der Sata au^Hprechen:

Bilden die von vier koUiuearen Feldern eines Büschels nach emeui

belieb^^ Punkte ihm' Ebene 0 gesandten homologen Strahlen einen

harmonisdien Warf, so bilden im allgemeinen die von jenen vier

Feldern nadi allen flbrigen Punkten Ton 0 gesandten homologen Strahlen

harmonlsehe Würfe.

0. \'ier koUineaie Strahlenfelder eines Büschels, welche nach einem

beliebigen und folglich nach jedem Punkte ihrer Ebene vier homologe

Strahlen senden, die einen harmonisehen Weif bilden, sollen yier har-

monisehe Strahlenfelder des Bttsehels heiBen.

Gestatst auf diese Definition sind wir in der Lage, den Bfisehel.

kollinearer Strahlenfdder anf andere Gebilde L Stnie projektiT an be-

liehen. So gilt:

Die homologen Strahlen, welche die kollinearen Stcahlenfelder eines

BOscbels nach einem beliebigen Punkte ihrer Ebme senden, bilden einen

znm Bflschel projektiven Strahlenbdschel L Ordnung.

Femer folgt aus 3.:

Die Mittelpunkti' der /A)uirii>cheu Ebenenbündel, welche aus den

Punkten einer kubischen Raumkurve die kollinearen Strahlenfelder

eines Bfisehels projizieren, bilden auf ihr eine mm BOsdiel projekÜTe

Fnnktreihe.

AuBerdi-m eri^ir)t sieb aus der i^leichen Nuiunier der wichtige Satz:

Die hniiiolo'^n n Punkte der k.dlineuren Felder einea Büschels bilden

einen zum Büschel projektiven Kegelschnitt c\
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7, Durch zwei in einer Ebene ö gelegene polare Felder 77, ,
11^

iai das PcuiktfiBld @ Ton <r beiw. korreUtiT auf zwei in o gelegene

StraUenfelder 2:^, bezogen. Die su @ komlatiTen Stialilenfelder £^
£^ sind also sueinander kollinear. Einem Punkte X Ton ® ent-

epreohen in 11^ 2^ beaw. die ilun darch U^, JI^ mgeordneten Polazen x^^

sCf. Ihr Sehnittpnnkt x^x^ nnd der Punkt X sind xvetüuh konjugiert^

folglich entspricht dem Punkte ^iX^ von S in 2^, 2^ wiederom je eine

mit X inzidente Gerade. Die Verbindangegerade der zweifach kon-

jugierten Punkte X, x^x^ tragt also eine s»i den homologen Strahleu-

büschcln Ton H^, 27« involutorisch geligpnt» Punktreihe von ©. Be-

schreibt J\' eirip beliebige Pimktreibe I, Ordnung, m beschreibt x^Xo eine

zu ihr projektive Puuktreihe II. Ordnung, und das Erzeii^is heicb^r

ist ein rationaler iStrabb^nbüschel III. Ordnung. Die Verbinduugs-

geraden der zweifach konjugierten Punkte gehen also — vind das ist,

"wie sich gleich zeigen wird, von ausschlaggebender Bedeutung — nicht

durch einen Punkt.

Darek die beiden kollinearen Straklenfelder 2^ geht nach 4.

ein Büschel solcher Felder. Jeder Ton ihnen ist korrelatir xum Punkt-

felde @. Die einem Punkte X von @ in den Feldern dieses Bflscheb

zugewiesenen Strahle gehen durch den m X zweifach koiQugierten

Punkt XiXf, folglich sind die Verbindungsgeraden der zweifach kon-

jugierten Punkte auch die Träger derjenigen Punktreihen des Punkt-

feldes die zu den ihnen eotsprechmden StrahlenbQscheln der Felder

des Büschels involutorisch lieijen. Nun geh(»n nach obigem die Ver-

bindungsgeraden der zugleich in beiden polaren Feldern 77j, 77, konjugierten

Punkte nicht durch einen Punkt, folglich liegen nicht nur 1\,

sondern alle Felder des Büschels kollineai'er Felder zu dem Punkt-

felde @ korrelativ involutorisch.') Knrz:

Bilden y.wi'i kollincare Felder emes Bilscbels mit einem zu ihnen

korrelativen Felde polare Felder, so bilden alle Felder des Büschels mit

ihm jiolare Felder.

Eine solche Mannigfaltigkeit von a;' polaren Feldern heißt ein

Büschel polarer Felder. Er ist durch zwei beliebige seiner Felder

bestimmt.

8. Vier polare Felder eines Büschels polarer Felder sollen vier

harmonische polare Felder des Büschels heißen, wenn für sie die

Polaren eines beliebigen und folj^ch jedes Punktes ihrer Ebene einen

Wurf TOD vier harmonischen Strahlen bilden.

1) Bey«, Die Geometrie der Lage, B. Auflage, I«eipsig 8. Abteilnng,

S. na.
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Nuninehr faum aneh der BQsch«! polarer Feldw auf jede« Gebilde

L Stafe projektiv bezogen werden. Lisbeeondwe gdten xtach 6. die

beiden wiobtigeD Sätze:

Die polaren Felder eines BOsdiele weiaen einflm beliebigen Punkte

ibier Ebme Polaroi zu, velcbe einen snm Bflaehel projektiven GManhlen-

bftechel I. Ordnung bilden.

Die Pole einer beliebigen Geradoi in der Ebene eines Bflscliek

polarer Felder bilden einen zum Bfiechel prqjektiv«i Kegeladinitt

Hiermit sind di« GhmndeigenBcbaften eines Bfiscbek polarer Feldof

dargetan. Ihre Beweise sind völlig miabl^gig von besebrinkendeiL

VorauseetEungen fiber die Inzidenzkurren der die Bfiechel bildenden

polaren Felder. So können entweder alle polaren Felder der Bttaebel

reelle Inzidenaknrven haben, oder oo* von ihnen imaginire. Die Ab-

leitung dieser eowie aller weiteren wichtigen Eigenschaften der Bflsebel

polarer Felder sei dem Leser fiberlassen.

Halensee b. Berlin, d. 81. Mai 1905.

The groups in which every subgroup of composito order

18 invariant

Bj G. A. MiLLEK, Universitj of ülinois.

The groups in wbieh every subgroup is invariant are known.^)

The present paper is devoted to a determiDation of all tbe groups in

wbii^ evesy subgroup of oomporite order is invariant» bnt some snbgroup

of prime order is non-invariant. In what foUows the symbol G will

represent sueh a group. It will be oonvenient to oonsider idl these

groups under three headings as the ord«r of G is a power of an odd

priine, the power of an ev^ prime, or divisible by different priraes.

In the last case it will be proved that the order of olways of tbe

form where p and q are prime numbers and p>2>
1. llie order of G is a pouer of an oää prime. — When the

Order of G is p'"^ G contains at least one invariant subgroup of

order 7». l'he subgroups of the corrcsponding quotient group are

invariant sinc<^ evprv snbgrou]) of composite order in G is invariant.

Tliis quotient group is abeiian since p is odd. Tbe given invariant

1) Mathematische Annalen, 60 (1906), ö97.
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«nl^proup of ord«(r p is therefore the cuninmtaior Bnbgronp of Q, «ad

G eontaim only one invariant suhgroup of order p.

The Operators of (} whieh nrc comniutativc with n iion-invariniit

Operator of order p coiifititnte a sabgrou]^ "f ordir p'"-^. Tbis sub-

group i H ) muat be abelinu sinre it contams rnore than one snbgroup

of order p whicb if iuvariant under it. It caiuiot iuvolve more than

two iüvariiuits, üinco euch uf its uon-cyclic subgruups of ordtr p- inust

iuvülTe the commutator subgroup, otherwise it woold not be invariant

imder Gr. A non-iiiTttiuit Operator under Q oonld not be generatad

by an Operator of bigh«r oider eince the latter woold generate au

inYariant sabgnmp of order j»*. fVom this it followe that H is ^
tjfpe (w — 2, 1), and ike niimrkmi eperators af G eons^iMe a eifdic

mibgroup of wder p^--.

IVom the results of the preceding paragrapli it foUows that theare

are two gronpa of order p"'(p>'2, m > Ii) in which ererj eal^proup

of composite order is invariant while some siibgroups of prime order

are non-invariant. The>f two groups are respectively conformal with

the abelian gronpa of tjpe« (m — 1, 1} and (m — 2, 1, 1). In fact,

these are the only non-abelian groups of order p"' which mntain in-

variant Operators of order ji"*' '.') Hence the preceding results maj
also be expressed as follows: The necessarif and sufficient cuudUion that

every subgroup of composite order in a noti-abelian group of order p"\ i>> 2,

«9 imariafii is ihai ikis group ennfnins invariant cperatör/t tf order

2, The order of G is a jHjKt-r of tiro. — If the |in tit ut p-oup

with reapect to an invariant Operator of order 2 would be 1 lamiitonian,

the Operators of G which \w>uld correspond to the characteristic Operator

of order 2 in this Hamütonisn group wonld be of order 2, since the

group of Order 16 which wonld correspond to a quatemion anbgroup

conld not inTolre three cjeUe subgroups of order 8. All the Operators

of G would therefore be either of ord«r 2 or of order 4. FVom the

fact that a non-inTariaut Operator of order 4 wonld be cornrnntatiTe

with just lialf the Operators of G, it follows that all the Operators of

order 4 in G would have a common Square and that G would also

be Hamiltonian. Hence G contains on^ one invatriant subgrotga of order ^,

vüü. the commutator suhgroup.

The subgroup H which is composed of all the opf^rators of G
which are commutativc with one of itj* non-invariaui opfrators of

order 2 is either abelian or Hamiltonian since it cojitain.s inore than

one iavanant subgroup of order 2. In the former case ib tt> of type

1) Bnraiiidet Tbeoiy of groupi of Bmte ordor, 1897, p. 78.
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(ni — 2, 1) for reasons given in the prpopdii^ section. The groups

which comtj under thiß cuse nre tletprniiuptl just as in the preceding

section with the exc^ption of tbe fact that there is only one group

whon m = 'd, viz. tlic octic group. For uil lurger Talues of m there

are two mch groups, which are oonformal reepectividj with the abelian

groups of types (« — 2, 1, 1) and (»n — 1, 1).

When H is Hamütonian, its order is 16 and the order of Cr is 32.

The order of H ooald not be lern than 16 dnce it oontams at leasi

two Operators of order 2 and it conld not be more than 16 aince G
eontains only one uiTariant Operator of order 2, From these conditiona

tbe poeaible gronp of order 32 is readily detemuned. It eontains 10

non-invariant Operators of order 2, eaob being oommutatiTe with all

tbe Operators of a Hamiltonian group of order 16. It ie the last

gronp in the list of ihe possible groupe of order S2, publiabed in the

Qnarterly Jounial of Mathematics, ?aL 28, p. 232.

8. The arder ef G is not a power nf a prime mmher» — At leset

one of the Sylow subgroups of G mnst be non-invariani Let p represent

tlic order of this Sjlow subgroup. 13ie number of its conjugates is

1 -f- l'p and G can be reprcsented as a transitive snbstitution group

of degree 1 -\- kp and of das« kp. As (he order of G is ^(1 -I- f:p\

tln's (ransitive group eontains an invuriiuit puligronp of order 1 -j- kj»-^)

A- xh.is ebaracterifitic subgroup could not include anj charaeteristic

Bubgrou]) hesides the identity, it is abelian, of order q", aud u( type

(1, 1, 1, . . , ). The valne of « cannot exeeed 2 since every subgroup

of Order is invariant under ( > aud a subgroup of order p is niaxiuial.

Hence we have the interestiug result that the Order of G i» üf üie

form pq*, p and q heing priim mmhers.

If p-=2f the subgroups of order p wonld not be maximal. Henoe

we must asBome p >2. IforeoTeri an Operator of orderp mnst permnte

all the BubgroupB of order q, so that ^ + 1 is diTisible by p, These

neceaaary conditiona are dearly also sufficient for the exietence of G.

When tiiey ate sataafied there is on]y one 6^ of a giTsn order since

the gronp of isomorphiams of Üie abslian gronp of order q* and

type (1, 1) eontains Operators of order 1, and hence all the Operators

of Order p are co^jngate under this grnnp. When G is represented

as a transitiTe group of degree g*, it is clearly primitive.

The resnlts of the last paragraph include the foUowing theorem:

If a nm-abdhn grwp contaim only one mAgrm^ of eomposUe order.

1) FiobeniuSf Beilinar Siteugtberidite, 1908, p. 80.
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the Order of the group is pq', /) > 2 and q + l dtcUibU: hy j>, and the

Sylotc suhgroup of order q* is ahelian and of type (1, 1).

The priiicipol tacts pioveil iu tiie precediug sectioDs inay be stated

as foQows: II ihe order of G is p"*, p being an odd prime, thcre aro

just two G*» for every value of m > 2. When p^2, Über« are josk

two groups when w4 or wlien m>5. When m^b there are

three G*b and when m -> 8 there is only one, Tis. the oetic group.

If the order of Cr is not the power of a prime it is of the form pq^

(p and q being piimes, p> 2, and g + 1 divisible hj p). Whenerer

these conditions are sutisfied there is jast ome G, which m&j be represenied

as a primitiTe Substitution group of degree q* and of dass ^—l.
Stanford UniTersity, Jannary 1906.

Über Btlfleliel bibiseher Ranrnknrrdn.

Von Eugen Meter in Charlottenbiurg.

V. Staudt bat bekaniitlitb zuers^t ausgesprochen, daß die „unebenen

Kurven 3. Ordnung" in vieler Hinsicht iür den Raum seien, was die

Kurven 2. Ordnung für die Ebene sind.*) Dies hat sich in der Folge-

zeit immer mehr bestätigt. So ist s. B., um Ton AUbeVaimtem zu

schweigen, die Ton Herm Hurwitz*) entdeckte Beziehung zweier

kubischer RanmkiirTen, auf deren eiser die Echen Ton co^ Tetnedeni

liq^y wahrend ihre Ebenen Schmiegnngsebenen der andern sind, das

Anslogon zu der Bedehnng zwischen zwei Eegelsduiitlen, deren einem

oo* I^iecke einbeschrieben werden können, die dem andern um-

beecbrieben sind.

Als dem Kei^elschnittbüschel entsprechend hat Herr Reye den

„Bündel kubischer Ranmkurven", die die Ecken eines rHnmliclien Fünf-

ecks enthalten, bezeichnet^], und d^mgemüß dem auf i rstrres b( -/iigliclien

Desargues-Oh. Sturraschen Satz denjenigen des Inhalts gegenilher-

gestellt. daß die Kurven jenes iUindels von jeder durch kerne der

Ecken des Fünfecks gehenden El)ene in Poldreiecken eines polaren

Feldes gesclinitteu werden. So ersichtlich die Analogie iöt, so läßt

sich noch ein zweites genaueres Analogon herstellen mit Hilfe eines

1) Beitrflge snr Qeontetrie der Lsg«. 8. Heft. Torwofit.

8) MsUiMD. Annalen. Bd. 20. S. l.'^ö.

8) Geometrie der Lage. 3. Aufl. II« 33. Vortn^.
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bestimmten Systems 1. Stufe kubischer llaumkurveU| das als ,yBQBChel

kubischer Raumkurven" bezeichnet werden kann.

Difiser Büschel wird durch Satz I eingofiihrt. In au' solche Büschel

gi'uppieren sich die oq^ Haumkurven, die durch vier teste Punkte gehen

und diaselbe Ghrade swdmal treffan, wi« sie toü H«mi Bud. Sturm be<

inditot worden nnd'). Doch kdimen diese Bttseliel wohl eine besondev«

Beftdhtang beuupnidien*). EheuBO veidieiLt die Enengungsweise dee

tetraedralen Komplexes in Satz HI deiAalb bemerkt zu werden, wml
hier jeder Komplexstrahl nur einmal auftritt, nnter den Sdinen jener

oo* Kurven aber cto^-mal.

Satas IV ipbt das «(enaae Analogon zu dem Desarguee-Stnrm sehen

Sutz, veie man einsieht, wenn man diesen in der Form ausspricht: ^^Ein

Kegelschnittbüschel wird von einer Ebene in einer Punktreihe 1. Ordnung

geschnitten; die zn den einzelnen Kegelschnitten gehörigen Punktepaare

bilden eine Involution 2. (intdes". Eiullich scheint mir auch der be-

kannte von Chanles geiundeue Satz üljer den 8clinitt einer Ebene

mit einer Rauiukurve B. Ordnung und einem ihr eingeschriebeneu

Tetraeder^; durch Satz IV in der wünschenswerten Vollständigkeit

ausgesprochen and in den gehörigen Zusammenhang eingereiht zu sein.

L l^s (ßht auf jedem Kegd 2. Ordnung oo* hibisdte Baumkurvmf

4ie twei hdiebiy geydtme feste Oradm nt eiffenUidien odar uneiffenffit^m

SdMm (J)oppelsekantm) hahmt ponmffesetet, daß der dwn^ die SpiUe des

^gels g^ende fnU de» beide» Grade» nuidente SkaM jtetM KegdatnM
ist. Durth jede» hdidnge» Fu»kt des Kegds ^hi i. a. eme soitdte Kurve.

Es seien g und h die beiden festen Graden, P die Spitse des

Kegels P*. Zunadiat ist die am Schlüsse des Satzes angesprochene

Behauptung klar. Denn durch die 4 Schnittpunkte von g und h mit

P*, durch P und einen beliebigen, nicht mit dreien dieser 5 Punkte in

derselben Ebene liegenden Punkt auf dem Kegel gibt es eine einzige

Raimikurve H. Ordnung. Sie liegt aber vollständig auf P', ^v<'!l der

Kegel 2. Ordmuig, der sie \(U! /' aus ])rojiziert, mit P^ fünf Strahlen

gemeinsam liat, also mit ihm identisch ist.

Eine hestimmte dieser Kurven sei A"*. Eine an A' hingleitende,

mit // und Ii atcia iuzidcnte (Jrade beschreibt eine Kcgelschar, zu deren

Leitlinien g und h gehören.^) Der K^el P* schneidet die so erzeugte

,gnidlinige Flaebe 2. Ordnung anBer in noch in einem Esgdatrahl^

4er eine Leitlinie der Begelflädie ist^ weil er nach der Aber g und h

1) Grelles .loumal, 79, 107 ff. Liniengeometrie I. S. 337.

8) Vgl. H. HflUer, Math. Ann. 1, 419.

B} Vgl. Beyc, a. a. 0. II, SM.

4) Roy« a. aw O. II, S. m.
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gemaehten Annahme mit diesen beiden Ghraden nidit glMolimitig iniident

eeJn kann. Der Raumlcanre Jk* wird somii ein beeliniinter Eegdatralil

angeordnet

AnderaeitB wird jedem Kegelakralil 9, der weder g nook h admetd«^

eine jen^ Raumkurven zugewiesen. Denn 5, g und h sind Leitlinien

eiuer Regeleohar, die in 8 und folglich noch in einer liaamkurre

3. Ordnung eidineidei Von ihr ist « eine Sehne, alao mOsMii anch g
qnd h Sehnen sein.

Die im Satze genannten Rmimkurven lassen sich also den Kegel-

stralilen in ein-elndeutiger Weise zuordnen, also gibt es auch von den

ersteren oo^

Ein solches System 1. Stufe nennen wir einen Büschd ktibischer
m

liaumkutrm.

11. DUijciii'jm ( h duHiuiiiiiUfven eines fdraedralen Komph'xps, die

durch einen nicht auf eintr Flikhti des JIduptietraeders Iteyendm I'unkt

gehen, büdm einm Büst^d})

Diew»Ordnnngskurven liegen auf dem zu jenem Punkte P gehörenden

Kouiplexkf'gel. Durch jeden Punkt Pj des Kogels, der so liegt, daß

PP, weder durch einen Haui»tpuukt geht, noch in einer Hauptebene

liegt, geht eine und nur eine Ordnungskurre.') Ferner haben diese

Kurven riuntl»^ g nnd h an Sehnen^ wenn g und h zwei reelle Gegen-

kanten dee Haapttetraeden eind, die stete ezietieren, solange nicht zwei

oder mehr Ecken dee Hanpttetraeders anaammeniallen.

Die beim Beweise Ton Sata I angestellten Übwlegungen zeigen

ferner, daB jeder dnroh P gehenden Ordnnugsknrre ein durch P gehender

Eomplexstrahl zugewiesen werden kann, und daß umgekehrt jedem

Strahl s des Kegels P', der weder g un h h sehneidet, eine auf i*"

liegende Raumkurve 3. Ordnung zugeordnet wird. Diese Kurve aber

ift eine Ordnungskurve. Sind nämlich für eine Kollineatiou, di" in dt^r

Heyeschen Weise den Komplex erzeugt, die Punkte (^f und Q' von .s

entsprechend, so miiüsen es auch die durch Q bezw. (/' mit g und h

gleich/.eitig inzidentflu Graden q und q' sein, und fidglich sind alle

Verbindungsliiüeu entsprechender Punkte dieser Graden q und q\ d. h.

die ganze Schar {g, h, s) Korapleistrahlen. Der Komplexkegel I"*

muß daher die durch diese Schar bestimmte Fläche 2. Ordnung außer

in dem Komplexatrahl 8 in einer Ordnnngsknrre schneiden.')

1) T^. meiBe Arbeit ICatih. Atma.!«« Bd. 59, S. 40B und dm dort gegebenen

ffinweiB auf Lie.

2) Reye a. a. 0 lö, S. 7/8.

3} Reye a. a. 0. III, S. 8.

Afehtr der Itetbrnifttlk ud nnUk. HL MOm. XL 6
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Somit ist wieder eine emoeindeutige Zumtliiuiig zmaehen den

KompkzsfenUen tiud den Ordwm^ikinrveii you P* liergeBkeUt und »Iso

der Satz II bewieeen.

ni. Die Sölten eines BSeMs UtiMsefter Saumhuven hääen einen

kttaedralm KamjßUx, Die Sdimtfputikte des diesem BSsM gemeinsamen^

Stfmef^paares mU dem Kiegd des BUsdieU sind die Edcen des Ean^
tebraeders des Ken^fieaces.

Bild«! g und h dieeee B^kaMspäett, and ist JP* wieder der Kegel

dee Büschels, so ist zunaclist leicht eiiizusehen, daß ee einen einzigen

tetmedralen Komplex gibt, der die Schnittpunkte von g und h mit P*
zu Ecken dee Hauptteti-aeders und zum Komplexkogel hat. Man
findet z. R. eine dfr Kollineationen, die ihn erzeugen, dadurch, daß man
joue Schnittpunkte sich solb^t und dem Punkte P irgend einen Punkt P',

der auf der Ke^plfläche so liegt, daß PP' weder g noch h schneidet^

alb entsprechenden /.uweist.

Da es nun auf P* durch jeden Pujikt i. a. eine und nur eine

kubische iUumkurve gibt, die dorn Haupttetiaeder umbeschriebeu ist,

80 muß dieser BüseliBl von Ordnungskurven des Komplexes, der anf P*

liegt, mit dam gegebenen Bflschel snaammenftUen, and ibre Sehnen,

mflssen alBO den Komplex bilden.

IV. £m SuKhd kubisdter Bemmknrwn wird twti einer Ebene in

einer Punkireßie 2. Ordnung gesdmitten; die mt den einsdnen Mmmr
kurven gehörigen FmhMHgßd b&den eine häneeke InmeiktHm.

Denn die Ebene sdineidet den Kegel, der den Bfisdiel Ton Baum-

korren entlmlt, in einem Kegdschnitt und in ihr liegt ein Komplex-

k^deohnitt (* dee dnreh die Sehnen dee Bttediele bestimmten tetraedralen

Komplexes, der bei reellem Haupttetraeder deeeen Flächen berabrt.

k* und stehen aber in der bekannten Beziehung, daß dem ersteren

00^ Dreiecke einbeschrieben werden können, die umbeschrieben sind;

denn jedes aus Sehnen derselben Raumkurre gebildete Dreieck hat

die«ie Eiirenschaft. Die £ckpunkte dieser Dreiecke aber bilden eine

kubische Involnfion.

Bestimmt man zu eitwm festen Punkte in iesug auf sämtliche

Jüthisifu' lUmmlnrvm eines Biifirhds die konjugietien Pxnlif, sa erhält

man nne l'Hnl;tr( ili» (h-dnituii, roniu^ffesetst. daß der Punkt nieht auf

dem Kegel ii* liegt, dir den BümIoI von linnmkurven trägt.

Dabei versteht man unter dem konjugierten Punkte von A in

bezug auf die Raumkurve It^ den Punkt A^, der in bezug auf alle

1 V.m. Weyr, Wiener Beäehte. Bd. 87. ä. 696. Vgl. auch ttud. Sturm«.
Liuifngeometrie I, S. 30.
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durch A ' geheutlen Flächen 2. Ortiiiung xu ^1 konjugiert ist, oder -, was

fBr den. Fall, dafi durch A eine eigentliche Sehne von Jc^ geht, dasselbe

bedeutet, — der susaininea mit die gemeineameii Punkte diee^

Seime und der Knrre harmonisch trennt')

Than die dnich A gehenden Sehimi dee Bttsdiek bilden in dem
tetraedralen Komplex den Komplexkegel mit der Spitase A, und dieeer

wird von der Polarebene von A in besag auf SP in der im Satie er-

iH&bnten Pmiktreihe 2. Ordnung geeehnitten.

Charlottenburgy Februar 1905.

Über die Anzahl der Darstellnngen

«faier Zahl als Simiine von aehn und zwölf Quadraten.

Von K. PfciK in Prag.

Die Satze von der Darstellung einn* ganzen Zahl als Snmme von

2f 4, 6f 8 Quadraten folgen, wie bekannt, aus den schon in ^^undar

menta nova'' angeführten Reihenentwicklungen der eUiptiaehen Fimk

tionen. Außerdem gibt es auch Sät/.o über die Zerlegung einer Zahl

in 10 und 12 Quadrate. Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl von

der Fnmi 4/." -1- 3 durch die Summe von 10 Quadraten gibt bereits

Eiseiisteiu an (Math. Aliliaiullunijen, S. 195). Die Sütze über die

Anzahl der Daistelluugeu einer lieliolii^ren ganzen Zahl als Summe
VOM 10 Quadraten, sowie einer giradeii Zahl als Summe von 12 Qua-

draten führt Liouville au (Journ. de math. p. et appi., Ii. ser.,

IL Bd., S, 1 und 9. Bd^ a 29ü).

Diese Satm sind, soriel mir bekannt^ nizgends bewiesm und werden

auch als unbewiesen angeführt Deshalb will ich im folgenden darauf

hinweisen, daß dieselben ebenftJls aus den belouinten Beihenentwicklungm

der elliptisdlien FVmktionen abgeleitet werden können.

Es seien 6 (v), Oy (v\ <?, (r
), 0^ (v) Thetafimktionen von den Charak-

teristiken resp. (1,1), (1,0), (0,1), (0,0) und 0„ 0„ die NuUwerte der

betreffenden Thetafunktionen.

Die Funktion *) T^{v) — &^6^ ist doppeltperiodisch (der zweiten

Art Ton den Perioden 1, «), wobei cc, ß, y je «ne von den Zahlen

I i Reyc a. a. 0. II, 217 ft".

2(0
2) In einer amlerea Beaeicluiimg ist, wie bekannt: ^„(v)^

—

' V^'C'M)— c»>

SO|t;, tt — 1, i, 3.

6*
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1, 2, ü bedeuten. Für die Derivation ditsor Fuuktiou gilt folgende

Formel - - »J^ {v) T, (t>).

Im fo^naden brauohen wir die Werfte der Fnnktion 7^(i>) fllr die

halben Perioden. Diese sind

^'(i) -0' ^.Q ^'«(i) -«J'

r.C^) — in, r.(;) -0, JiQ) -itn.

Die Darstellung einer Zcüil als Sunune voti 10 Quculiuten. — Die

vierte DeriT&tioii der Funktion ^«(t) ist, wie man leicht nach obiger

Formel erhält,

Sub^itltaiert man in diesem Aasdruck für t; die halben Perioden,

so erhalt man sogleich

Durch eine leiohte Kombination dieser swei Gleiehnngen mit der be-

kannten Formel

oder anders

erhält man mit Rücksiebt auf die Helation 0^ + 0^ ^ das Eesultat

ly^
(i) + (;) + W^ö. -so - •

womit niiscrr Aufiriibu gelöst ist. Auf der linken Reito dieser Uleichung

sind Ausidrücke, welche auf Gmnd der schon uub den „Fundamenta

liova' bekannten Entwicklungen der elliptischen Funktionen als Poteuz-

reihen leicht dargestellt werden können. ') Es ist

MaS,t,S,

.

1) Jacobi, Fuud. uova, p. iOl u. f., Formel 14) and 86).
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Alis diesen Entwicklungen folgt sogleich: Die Anzahl der Dar*

Stellungen der Zalil i> ^ 2^N als Samme von 10 Quadraten iat^

1. wenn N 3 (mod 4),

wo das Summenzoichen rieh auf alle Teiler d der Zahl N besieht, und

«war ist der Teil«r ä^^^^ = 3 (mod 4) und d^t^^ s l(]nod4);

2. wenn l(mod4),

wo X, y alle Lösnngen der (jieichung a*' + = 2^^' durchlaufen.

Die DarsU-Unng emer Zald als Summe von 12 Quadraten. — Mau
kanu hier die Funktion

henüfaen. SobBtitaiert man nacheinander in ihre vierfte Derivationv
V ~T

f
i? = 4^ + 9 , 80 erhük man

Ans diesen GlMchungen folgt mit Kücksicbt auf die Formel 6\-^ O^^O^

2p'^M - (0,) - («3)

=

{zy • 16W + Ol^l ,

Die Ausdrflcke links ijehen leicht in berjueme Formen über, wenn

wir n 2Gjjt7 = 0 in die Vit-rte 1)» rivation der bekannten Keihen-

entwicklun^en') der Funktionen wC^ + ^J^ W^** + *>t)» ^'

+

snhstitaierea.

So ergibt sich endlich

woraus folgt: Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl n'^2^*^N
{N eme ungerade Zahl, A > 0) als Summe von 12 Quadraten ist

woboi das Summeuzeieben sich auf nmtliche Teiler der Zahl N bezieht

Prag, den 10. Oktober I90d.

1) Jacobi, 1. e.« p. 118, Formeln 3), 4), 6).
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86 ESbXCT STBUIITat

über die Enleroclien Polyederralfttioneii.

Von Ernst Stkwitz m Berlin.

Zwiflohen den AnsaU«!! f und k der Eeken, Flädieii und Kanten

eines konTezen Polyeders bestehen neben der Gleiehong

noch die für jedes Polyeder geltenden Ungleidiangen

welche, wie jene Gleichung, von Euler gefunden wurden. Euler hat aus

den angegebenen Relationen einig? einfache Schlüsse gezogen, z. B. den,

daß es kein Polyeder mit 7 Kaiueii geben könne; dagegen liat er nicht

geprüft, ob durch (1) und (2) die Bedingungen für ( undÄ; erschöpiiaind.

Da ieh eine Bemerkung hier&ber aueh sonst nidit gründen habe^ so

teile ich hier einen kurzen Beweis dafür mit, dafi in der Tat, wenn

man nur noch die Bedingung der GanBsahligkeit für ^ /* und Jb hin-

zufügt die Relation«! (1) und (2) nicht nur notwendige sondern auch

hinreichende Bedingungen dadfär sind, daß konvexe Polyedw mit e

Ecken, f I'lächen und /- Kanten existieren.

Wir gehen ron der Betrachtung eines konvexen Polyeders aus, Ton

dem wir voraussetzen, es besitze unter seinen Grenzflächen wenigstens

ein Dreieck und unter seinen Ecken wenigstens eine dreiseitige, c',

/" und ' seien die Anzahlen der Ecken, Flächen and Kanten des Poly-

eders. Wir können dann durch die folgenden beiden Prozesse aus

diesem Polyeder ein neues erhalten:

Erster Prozeß: Innerhalb der Kanten OA, OB, OC, welche von

einer dreiseitigen Ecke 0 ausgehen, nehmen wir die l*unkte Ä', B , C
an und schneiden von dem Polyeder das Tetraeder OÄ'B'C ab. Es

bleibt dann ein konvexes Polyeder mit «' + 2 Ecken, f + 1 Flachen

und jfc' + 3 Kanten aurfick, welches wenigstens drei dreiseitige Ecken,

nfimlich A\ B*f C und wenigstens ein Dreieok, idmlidi A'B^C* besitst

Zweiter Prozeß: Es sei XTZ ein Dreieck des ursprünglichen

Polyeders; % seien die (unbegrmzten) von XTZ Terschiedenen

Polyederebenen, welche beaw. durch die Kanten YZ, ZX, XY nodi

hindurchgehen. Wir nehmen innerhalb des von dsx Ebene XYZ und

den Ebenen |, g begrenzten Gebietes in welches man, aus dem

Innern des Polyeders kommend, nach Überackreitung der Dreieeksflache
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über die Eulenchen Folyederrelationen. 87

XYZ gelangt, einen Punkt U an. Durch Vereinigung des Ursprünge

liehen Polyeders mit dem Tetraeder FXYZ entsteht ein neue« komreKeB

Polyeder mit e' -f 1 Ecken, f'-\-2 Flachen und /.
' + 3 Kanten, welches

die droiseitigo Eekr- V imd die Dreioeko YZU, ZXl\ XYU besitzt.

Da durch Meid«' Pro7*\ssp Polyeder mit Dreieckoii und dreisFitigon

Ecken entstehen, so kann man diese Pro/es.se beliebig oft wiederholen.

Wendet man «-mal den ersten und /J-mal den zweiten Pio/.iäß an, so

erhält man ein Polyeder mit e' -f 2« -f- /3 Ecken, / " + a + 2ß Flächen

und + 3a + 3/j Kanteu.

Um nun unsere Behauptung zu beweisen, nehmm wir in, et

aeien f, k irgend drei dem Belationen (1) und (2) genügende ganze

Zahlen. Dann haben wir sn ceigrai, da0 ein konTOces Polyeder mit

« Eeken, f Flachen und k Kanten exiatiert — Znniehat &|gt ana (1)

nnd (3)

und diese Ungleichungen nehmen, wenn wir

(4) k^^q^r

setsen, wo q eine ganze Zahl, r eine der Zahlen 0, 1, 2 beseichnei^

die Form an

oder auch, weil e,
f, r ganze Zahlen sind und 0 ^ jr < 1 ist, die Form

e^q + 2, t>q + '2.

Setaen wir daher

(5) «-«-«--2,

ao sind « nnd ß ganze Zahlen ^0. Ans (5), (4), (1) folgt

8-(2-i- »•) + « + />,

ahm

[«-(4 + r) + 2« + /S,

<6) r-(4 + r)-|-« + 2/l,

jb . (6 + 2r) + 3a + 3/».

Wenn es nun ein konvexes Polyeder F mit 4 + r Ecken, 4 + r

Flachen, 6 4" 2r Kanten gib;, welches sowohl Dreiecke als auch drei-

seitige Ecken besitzt^ ao braaehca wir, wie die Gleichungen (6) zeigen,

anf daaaelbe nnr «-mal den ersten nnd /l-mal den sweiten ProaeB an-
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88 Ebxst Stsuuts: Uber di« Eulerscben PoljederrelationeQ.

zuwenden, um mn konvexes Polyeder mit « Ecken, f Bliehen und
Ii Kanten zu erhalten. Ein solches Polyeder P eostiert aber in der

Tat, nämlich für r — 0 die dreiseitige, für r — 1 die vierseitige, ffir

r 2 die fOnfseitige Pyramide. — Hiermit ist der Beweis erbracht.

Zns^it/: Den Ungleichungen (2) kann man, indem man mitteis (1)

A: eliminiert, die Form geben

und ebenso kann man amgekehii ans den Ungleichungen (7), wemt

man e<ff~2 — J(; setat, die Ungleichnngeo (2) herleiten. Die ün>
gleidmi^pen (7) sind daher notwendige und kinnidiende Bedingui^ea

dafür, daB swei ganze Zablen e nnd f die AnnUen der Ecken und
Flachen eines konTezen Polyeders sein kdnnen.

Breslau, den 1. September 1906.
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Rezensionen.

J. J. ThomaoiL Ocndnotfon of Bleefaioity through Qua«. Vm a.

566 8. Cambridg« 1903, UniTorsity Press.

Die Entdeckung der R5ntgenstrafalen bezeichnet den Beginn daw
neuen Ära in dpr Geschichte der Physik. Sie gab «Ion Ansti'O, daß man
sich rait GaseutladungeQ, Kathodenstrahlen, KauaUtrahlen usw. gründlicher

als Torher su beschüftigeu begann, und auob die EmblieBimg des so Aber*

aus fruchtbar gewordeoMi Gebietes der Radioaktivität w ir eine niUDittelbare

Folge der Rnntf^disclien Entdrekting. Alle diese Erscheinungen stfhmi in

engster Berührung mit den allgemciuen Problemen, die den Durchgang der

Elektrisütät AwAt Gue betreffen und die nunmehr mm großen Teile bereits

ihre LOsung gefunden haben durc-h die Ausbildung jener Theorie, die be«

sagt, daß ein Gas st^ts nnr durch lonfü, die mvh unter d* r Einwirkung

der elektrischen Kräfte bewegen, Elektrizität zu Uiten vermag. Um den

Ausbau dieser Theorie hat sich zweifellos J. J. J hoiuhon, der Leiter des

CaTendiflh-Laboratoriiuns wa Cambridge, in Gemeinsdiaft mit einer stattlichen

Zahl von Schülern die grüßten Verdienste erworben. Und somit war nie-

mand berufener als er, eine zusammenfassende Darstellurtr dieses wichtitren

Zweiges der mudt rnen Physik zu liefern, wie sie uas nun in dorn vor-

liegenden Werke geboten wird.

Der Verfasser stellt sich in seinem Buche die Aufgabe, zu zeigen, wie

di*^ Ton.TitliPorie vmi d<'n mannipla. lirn Phänomenen, die uns Ijeim [Durch-

gang der Elektrizität durch Gase begegnen, in vollkommener Weise Kecheu-

sehaft zu geben vermag. Mit Recht kann er behaupten, daft wir diese Vor*

ginge beute viel besser verstehen als die analogen Ersdieinungen der

Blektrizitätslcitung in festen und flüssigen Köqnrn

Im ersten Kapitel behandelt er die Frage, inwieweit einem Gase unter

normalen Btsdingnugen eine Leitfähigkeit zukommt. Sodann werden in

dem umfangreichen «weiten Kapitel die Eigensehaften dar Gase, die sie

in dem Zustande besitzen, in welchem sie relativ gute Leiter sind, aus-

führlich besprochen. Es folgt die mathematische Theorie der Elektrizitäts-

leitung durch Vermittelung von Ionen. Hieran schließen sich die Ausein-

andersetxnngen fiber den Einfluß magnetischer Kräfte auf die lonenbewegiing

an und über die Bestimmung des «harakteristiachen Quotienten (Ladung

zur Masse eines Ions) sowie über die Ermittelung der louenladung selbst.

Das stebente Kapitel trftgt die Überschiiflt ,^inige pbjsikalisidie Eigen-

schaften der Gasionen*'; hier ist vornehmlich von der Eigenschaft der Tonen,

als Konden«i;it!ön-kf;me 7ii wirken, die Kedc Kapitel VlII—-XI hnndfln

von der Ionisierung durch giüliende Körper, l'iauiinen, Liciit (^Photoelektri-

ättt) und Röntgenstrahlen. Es folgen weitere Darlegungen über Becquerel-

Digitized by Google



90 Rezensionen.

strahlen, die FuDkenenthnhuip. ilen Lichtbogen, elektrische Entladungen durch

venlünntf Hase, flif Theorie der <'lektrisr]ii<n Vorgänge in Vakiuiinröhren,

Kathodeuätrahlen und KOntgeustrahlen Im letzten, neunzehnten Kapit«!

werden schließlich unter dem Titel: ,,£iuige Eigenschaften bewegter elektrisch

geladener Eörpei^ gewisse neuere "PnMeme der Elektronentheorie besprochen.

Die vorliegende Anzeige des Buches erscheint etwas yHrsi^Ue-t Jeder,

der sich in neuerer Zeit anf dem Oebietf» der gaselektrisLlieii Erscheinungen

selbst forschend betätigt hat, dürfte das Thoiusonsche Werk schon ausgiebig

sn Bäte gezogen hahen, so daß es einer beeondwen Empfehlnng nicht

mehr bedarf. Eine deutsche rbersetiang^) (von K Marx im Verlag v<m

B. G. Teubner) ist unl&ngst erschienen.

Berlin. £. Aschkinass.

S?autü August ArrhiMlills. Lohrbuoh der kosmischen Physik.

2 Bände. Mit 304 Abbildungen und d Tateln. VIll, VIII u. 102Ü 3.

Leipzig 1903f S. HineL 88.— , geb. JCiO,—
Der Verfasser, dessen Name in der Geeohidite der modernen Physik

und Chemie schon liln^'st ein^n Ehrenplat/. einnimmt, hat es in dem vor-

liegenden Werke untenummien, eine /.usammeutassende Darstellnn«? der ge-

samten kosmiik^hen l'hysik zu liefern, eines Gebietes, auf dem er gleioh-

iaUs durch eigene Forschungen Txelihdi hervorgetreten ist Es wird damit

eine Luche der wissenscbf^chen Literatur ausgeßtUt, da es an ein«
brauchbar*»« Bearbpitmip j^nes umfangreichen Zweitjes der exnkfpn Natur-

wissenschaft, vom Standpunkte der neuereu Anschauungen aus, bisher nuch

gänzlich fehlte. SelbstrentSndlidi maßte der zur Behandlung herangezogene

Stoff nach gewissi n Gesichtspunkten begrenzt werden. Die:> <:eschah in

der Weise, «laü Tra^'t^n von rrin astrononiischoro, hydrographischi^m
,
geo-

logischem imd meteorologischem Charakter höchstens gestreift, dagegen alle

Probleme, die mit der Phjsik and Chemie in innigem Zusaimnenhange

stehen, ausführlich behandelt worden.

Das ganze Werk iniifaBt zwei starke Bände, von denen der ct4o dir

„Physik des Himmels" und d\c ..Physik der Erde"; der zweite dip „Physik

der Atmosphäre'* enthalt. Alleuthalberi sind die neuesten Krgebuisse der

Forschui^ berfichsichtigt worden, so daß sunftchst der Fachmann — im
engeren Sinne genommen — dieses BMch kflnftig mit großem Xuken 2U

Rntf ziehen wird. Alter aueh dpmj«>nitrf»n, dessen speziellere Int^ress^n auf

einem anderen Gebiete der Naturwissenschaften liegen, ist die Lektüre der

lieiden B&nde angelegentUcfast zu empfehlen. Hervorgehoben zu werden

verdient auch die Eleganz und Anschaulichkeit der Schreibweise.

Es wäre ein 7wockh)ses Bfmühen, den rfielnn Inhalt des Werkes in

einer Anzeige kurz, skizzieren zu wollen. Nur die L bersc-hriftea der ein-

zelnen Kapitel mögen an dieser Stelle noch angefahrt werden, um eine Vor»

Stellung von der FtÜle des dargestellten Stoffes zu geben und den Leser

dieser Zeilen zur eigenen Lektflre dm Buches zu reizen.

Ii J.J.Thomson, Klektrizililts-Diirchganp in (laaon. üeutrtche autor. Ausgabe
unter Mitwirkung des Autors be8or;rt und ergilnzt von Dr. E. Marx, Privatdozent

an der UniTemit&t Leipzig. Mit 187 Figuren im Text. VII u. 587 S. gr. H.

Leipttg 1906. B. O. Teubner. g«h. ^ la.—, geb. 19.—

.
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Physik des Himmels: I. Die Fixsterne. II. Dm Souuenajstem.

in. Di« Sonn«. TV. Die Flaneton, ihr» SataDitai und die Kometen.

Y. Kosmogonie.

Physik der Erde: I. Gestalt, Masae und ß^woguiif: dtr Erde. IT. Die

fpsie Efflkruste und das Erdinnere. III. Das Meer. IV. Das Wasser auf

dem Fesilaiide. V. Die Wellenbewegung des Meeres und der Seen. VL Die

WeduelwirkuBg s^iBchen Land und See. Kflaten.

Physik der Atmosphäre: I. Bestandteile der Luft. II. Die Wärme-
anifuhr der Erde. IV. Die Temperatur der Enlolterfläche. V. Die Tenipe-

xator der Luft. \L Der Luftdruck. VII. Das Wasser in der Atmosphäre.

TJIL Wolken und NiedeiseUa;. GC. Die Winde. X. LuftwirbeL XI. Theorie

der atmosphärischen Zirkulation. XII. Einwirkung des Windes auf die

feste ErdobfrflficliP. XIII. Die OewitttT. XTV. ^ft^tcorolo^isclift Akustik.

XV. Meteorologische OptiL XVL Atmosphärische Klektriziifit. XVD. Die

Pobiüehter. XVIIL Der ftrdmagaetieorat.

Berlin. B. Asohkikass.

1f« Ahrens. Soliecm und Srnsfe in dmr MaXhi&mtMk, Geflflgelte und
ungeflflgelte Worte, X n. 523 S. Leipag 1904, B. 6. Teahner. J( B.—,

Eine sehr hflbsche und anregende Lektüre gibt dieses Buch in seiner

teils lehrreichen, t^ils amüsantfn ZiLsaiimitMisielliinp all^r iriöj^iichen TTrteile

Berufener und Unberufener über Matbeiuaiik, ihren Üildungswert und Nutzen,

Cber kleine and grofie SehwBchen bekannter Matheoifttiker, über pbilosophiich-

inatliematische Probleme, über «Ii»' Bt/ielningen der Mathematik zur Kunst

nn<l Technik uti(! unz&hlig vit'le aiidprt» Dingr. Wenn auch die Zitate

scheinbar regellos aneinander gereiht smd, so wird man doch von Zitat zu

Zitat» ohne ro ermfidm, weit» geftthrt, und nur un^^ legt man «ehUeftUoh

das Bueh aus den Hftnden.

Berlin. F. ScBAFHEmin.

]L Kaußlier. Darstellende Geometrie. 1 Teil: Elemente; Ebendächige

Gebilde. Mit 100 Figuren. 192 S. Leipzig 190L>, Ci. J. Göschen. M -—.SO.

J. Tonderlinn. Sohattenkonstraktionen. Mit 114 Figuren. 118 S.

Ijeipcig 1904, Q. J. Odsehen. JL ^.f*0.

Das einfiMjh und klar tr- sdiriebene Bucb von Haußner, dtsseu Ver-

ständnis durch sorgfältig gezeichnete Figuren erleichert wird, l>»>ii;iiidt-lt im

ersten Abschnitte die Parallelprojektionen ebener Gebilde und die afhnc

Verwandtschaft der Figuren; im zweiten werden kurz die Methoden der

«dkiefen Parallelprojektion besprochen, während die beiden letzten Ahtchnitte

sich mit der orthogoniilen Paralb lprojektion von Punkten, Geraden, Ebenen
und ebcnflaebig-bejjreii/.trii Kni-pfm Ijcschiiftiarpn-

Eine hübsche Ergänzung diese» Buches bilden die Scliattenkoustruktionen

Tonderlinna. Es werden besprochen die Konstruktion des Schattens in

orthogonaler Projektion von Punkten, Geraden, Polyedemj Vom Zylinder,

Keppel und der Kugel, sowie von BotationskOrpem, Gesimsen, Schraub«!-

und iköhrenfl&cben.

Berlin. P. Scuaphkulin.
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IL Möller. Orientieruxig nach dem Sohattou. Studien über eine

Twirüteoregel. Mit 80 Figuren in HolHehiiitli. 156 S. Wien 1905»
Holder. M 3.50.

Die Regel lautet: Auf das Zifferblfttit diMr horizontal liegenden nach
Orts'/.fit pellenden Uhr falle der Schatten einer vertikalen Kante längs des

Stundenzeigers, die Spitze dos Zeigers gegen den schaitengebeoden Körper
geiriditet; der Winkel zwischen and der so hesdiaitoton Tagessfcnnde

wird halbiert; die Halbierungslinie zeigt gegen Sflden.

Selb'itvcrstanfllich kann diese I\e<.'el nur niilierungswoisc richtig seinj

die teils geometrischen, teils algebraischen Untersuchiinjjen beziehen sich

wesentlich auf die Ermittelung der Grööe des Fehlers, der sowühl vun der

Jahreszeit als auch von der Stunde vnd der gmgraphiscken Breite abhingt
Beispielsweise ergibt sich für die Breite 80* ein Feblermaiimiun von Uber
00°, für Deutschland von zirka 26

^

Berlin. * P. Scuafucitlc^.

ü. MülliT II. Kutiif'wslfy. Sammhmg von Aufgaben aua der
Aritlmietik, Trigonometrio und ätoreometrie. II. Teil. Ausgabe A,
fBr QTmnasien. 2. Auflage. 71110.278 8. Leipzig 1905, B. 6. Tenboer.

JL 2.20.

In der neuen Auflage sind ver^* biedene Kürzungen gegen die erste

eingetreten; ineinei Meinung inieh hiltten auch die Ab^r-hnitte über Gleichungen

dritten (irades weggelasseu weiden könuen. Denn alle in den Anwendungen
auf Seite 75—82 gegebenen Beispiele lassen sieh ohne Kenntnis dw Lösung
der Gleichungen dritten Grades nicht iIIl^i int in. sondern nur für die spezi-

ellen Zablenwerte lösen, die in rler Aufgabe gewählt sind; dadurcli aber

kann unniüglich der Schüler Befriedigung an der betretfenden Aufgabe
empfinden.

Die Aufnahme einiger Krmstruktionsaufgaben über Kegelschnitte paßt
nicht recht in den Rahmen der Sammlung; sie verstößt gegen den im
Übrigen durchaus rechnerischen Charakter, während andererseits die Anzahl

dieaer Aufgaben zu gering ist, um den Bedürfoissen der konstruierenden

Geometrie au geoQgm.

BarUn. 1 P. Schafheituh.

R. Schiißler. Orthogonale Axonometrie. Ein Tjelirlie b /uni Selb^st-

Studium. Mit 2^ Figurentafelu in besonderem Hefte. Vll u. 170 S.

Leipzig 1905, B. G. Teubner. Ml.— .

In den Sitzungsbeiichten der Akademie zu Wien ans den Jahren 1880,
1881 und 1881 hat Pelz nachgewiesen, daß bei den Aui^ben der ortho-

gonalen Axiinonietrie die Benutzung des Aehsenkrenzes wesentlieb die Kon-

struktionen vereinfacht, und daß diese ohne die Keduktionskocftizienten der

Achsen durchgeführt werden können. Da jene Abhandlungen nicht für

Anfllngcr bestimmt sind und ihnen gewisse Schwierigkeiten bereiten würden,

so wird hier der Versuch gemacht, die einfaehen Uesultate von Pelz so ab-

zuleiten, dttb man keinerlei Vorkenntnisse vorauszusetzen braucht, und dieser

Versuch kann als durchaus geglückt bezeichnet werden. Zur Besprechung
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gelugt in klarer und enecbaiilieh« Weite die Darstelliing tod Puakt,

Oerade und Ebene, M>n Poljedern, Prismen unil Pyramiden, tw Kreis nnd
Kegelschnitten^ yon Zylinder, Kegel, Kogel und Botationsfl&cben.

BerUn. P. SoBAFmnTLiN.

L. Zehnder. Dae Leben im Weltall. Mit einer Tafel. 1 25 S. Tttbrngeo

und Leipzip 1901, .T C. B Molir (Paul Si^hrck). M 2.50.

Gar munter tummelt der Verf. das übermütige und ungestüme R^Blein

seiner Phantasie durch Mikro- und Makrokosmus. Kein Zügel der Kritik

bemmt seinen Lauf, keine Sdiranke der Tateacben begrenzt seine Sprttnge.

Nicht unergötzlich für den Kundigen kann dieses Buch heillose Verwirrung

in den Köpfen solcher Leser anrichten, die glauben, das von tiiifm a o. Pro-

fessor fOr Physik an der Univcrsit&t München (ieboteue tür I'iiysik halten

an nattsseo.

Breslau. E. PmKosnniif

.

£. Mathias. Iie polnt exltiqne de« eoipa pnn. 225 8. Paris 1904,

C. Naud.

Diese ausfiUurUche und klare Daratelluag der Wissensc-hatt vom kritischen

Zustande ist sine «rweiteiie Umarbeitnng der von dem Verf. in den Bapporls

des internationalen PhjBiker>Kongres8es zu Paris 1900 veröffentlichten Stndie.

Unter den neu hinzugekommenen Kapiteln siml dio tlrei letzten be.sonders

bemerkenswerte, in denen der Verf. auf die bei dem kritischen Punkt auf-

tretenden Anomalien eingeht und sicli der von de Heen aufgestellten Hypo-
these der Uqnidogenen nnd gasogenen Molekflle snneigt in einer Form, welche

der von J. Tränke ^-^cLa-lanon nahesteht. Obwohl der Verf. die de Heenscbe
Hypothese in Einklang Ijnnirt mit der klassischen" Andrewsschen Theorie,

dem A vogadroschen besetz und der Phasenregel, ist doch wohl der Beweis

nielit erbvaehtf dafi die ftltere Theorie anfisr stände ist, die Anomalien ohne

Hilfe ein^ solchen ad hoo eingetOhrten Bypothese sn erklären.

Breslau. £. Pukusbbiic.

B. Weinstein. Thermodynamik and Kiuetik der Körper. TT. Band.

XVIII u. 586 S. Jl 16.— . ino:i III. Haud, 1. Halbband. XVI u,

464 1!'05. Braunsehweig. l'r. \'i<i'wt'g und Sohn. M 12.—

.

Dem an dieser Stelle schon besprochenen ersten Baude (Arch. (3) 'S, 66)

ist in erfrenlieh raschem Tempo der zwinte Band nnd der erste Halbband

des dritten Bandes gefolgt.

Pt r /weite Band lM't.nT:T-t mit einem Kajtitel ühur al»s<>lii(o TV-mpfratur.

Die thenuodynamische und thermokinetische Temperaturskaia wird eingehend

onBrtert nnd eine Yergleichung zwischen den absoluten Skalen nnd den

konventionellen dniehgefllhrt. Die neue strahlnngstheoretische Temperatur-

skala, WL'1< ho ])cim Erscheinen des Bandes noch in der Entstehung Itt griff» n

war, wijii nur in einer kurzen Bemerkung gestreift. Sudann folgt ein

Kapitel über Flüssigkeiten und eines über Gase. Hier zeigt sich ebenso wie

im weiteren Yerianf dss Bodies deutlidi, daA die im ersten Bande so aus-
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ftthrlidi behandelten ZuBtandsgleiehungen in der tataiehliehen Durchffthnmg-

der Thermodynamik noch eine sehr geringe Rolle spielen, und daß auch die

kirn tischf>ti Yonstollangen in dem groAen 'OebAude der Wftrmelehre aux* «ine

sehr bescheidene Wohnung finden.

In dem nächsten Kapitel, welches die Überschrift trägt: „Thermodyna-

mifldie Mechftnik und nicht umkehrbure Vorginge**, wird zun&chst die Lehre

von den therniodyiiainisolu'n Oleichgewichteu entwickelt, die (Jibbssche

Phcisenregel, das tht'n:i 'Ivrin^nisclie Potential, Entropie und Energie M'erden

behandelt. Daran schlieüi äick die Lehre von den Umwandlungsgoschwindig-

keiten und Ton solchen Vorgangen ftbeotbaapt, bei denen die Zeit berfiek*

Hichtigt werden muß. Im letzten Kapitel endlich wird die Theorie der

Mi!^r>hi)ngen und Lösungen bdiandelt^ mit Ausnahme der verdfinnten

Lösungen.

Hit diesen besehftftigt sieh der erste Halbband des dritten Bandes.

Die van't Hofisi lie Theorie wird sehr genau inbezug auf ihre experimen*

teilen und theoretischen Grundlagen geprüft, denen in Anbetracht der groüen

Bedeutung, welche die Theorie lür den Fortschritt der Wissensdiaft gehabt

bat, eine grSflere fiticiheriieit su wünschen wtre. Den Schlufi des «nten

Halbbandes bildet die Thermodynamik der Elektrizität und des Magneiasmus,

welche in dem zweiten TTulblüind, fQr den die Theorie der Elektrolyse Tor*

behalten ist, ihren Abichluli tinden soll.

"Wie der erste Band, so siud auch die jetzt vorliegenden Teile des

Buches mit großer Soigfelt und eingehender Benutrang und Kritik der sehr

ausgedehnten theoretischen und experimentellen Literatur gearbeitet. .\n

vielen Bfellen sind eigene Entwicklungen des Verf eintreftigt und jedf* Zeile

verrät, daB er sein Thema vollständig beherrscht und mit erstaunlichem

Fleift und geistiger Energie dorohdmngein hat. Atterdings sind auch die

Anforderungen nicht gering, welche das Buch an den Leser stellt, und der

Ref. hofft, daß er nocli Zeit und Stimmung finden wird, um den Inhalt

genauer studieren zu können, als es ihm bis jetzt möglich wur. Daß er

dann, wie jeder genügend orbsietteto Leser hier eine reiche Quelle der

Belehning und Anr^ping finden wird« darAber hat er keiaen ZweifeL

Breslau. E. Pionoshbdi.

£• Picard. Trait4 d^analyse. Parti. Deurieme ^tion. 4838. Paris 1901,

Gauthier-Villars. Fr. 16.—

.

Der erste Teil rlie«;e^ Randes enthält die Elemente der Integralrech-

nung. Eingehende Behandlung ertährt die Erweiterung des Integi'albegrifis,

welche in der mafhematiscben Physik eine so wichtige Bolle spielt, in dem
Sinne, daß der Integraliunsweg diireh eine Kurve oder Fläche dargestellt

wird. Dabei niinmf der Verfasser Gelegenheit, ntif die prinzipiellen Fragen

einzugehen, welche heute die Mathematiker stark beschäftigen, so bei der

Definition der Rurvenlänge auf die Kurve von Peano und Hilbert, welche

ein ebenes Fliteheustück erfßUt. auf niehtintegrierbure Funktionen u. a.

Im 7A\ei(. Ti Teil werden einige AnweiidmiLreii der im ersten entwiekelten

allgemeinen Sätze erbracht. Und zwar beschäftigt sieh der \ erfasser zunächst

mit der La place schon Gleichung ^u== 0 und den Fuudamcntuleigeoschaften

des Potentials. Hierbei möchte sich Beferent die Bemerkung erlauben, daß TOr
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der GauSscb«!! die von Claasius (Die Poteatialfa&ktion und das Potential,

Leipzig 1877, A. Barth) herrttbrende Ableitung der Laplaoe-Poissonschen
Diflferentialglpichung den Vorzug' vonHt'iit, insofero als sie nir-ht die DitToren-

7ierbarkf»it der Ma^^sp 7ur Toraiisstn/.uug hat. Gleichwohl findet sieb die

Clauäiusäche Uerleiluug uicht iu lieu neueren Darsteliuugt>n der i^otcntial-

fhecHcief z. B. audi nidit in Poinear^s Th^irie du Potentiel newtonien,

Paris 1899, Carre et Naud.

In dem zweiten Teile findet sieh niieh eine Cnt^^rsni'hunjr der Reihen-

entwickluDgcQ, insbesondere der trigonometrischen K^iben, wobtji der Can-
torsdie Sata — daB eine Identit&t der Fonn

Uq +^ COS mx 4- (J^ sin mjc) -» 0
mml

nur best^en kann, wenn Bttmtliclie Eoeflinentm enohwinden — sowie

die Weierstra Bachen &Mse Aber nikerungsweise Darstellunt,^ citit-r willkür-

lichen Funktion mit voigegebener Genauigkeit eingehende Besprechung

erfahren.

Der dritte Teil endlich bringt die geometriaeben Anwendimgen der

Infinitesimalrechnung: Theorie der Env. loppen, RegelHächeo, KoiiLrnienaeo

und Koinidex«- : der Krümmnnp und 'ruribion der Haunikur?en; der KuTVeU

auf einer i'iätht« und der abwickelbaren Fiäclien.

Die zweite Auflage unterscheidet sich wenig von der ersten, nur daB

der Yerftaser auf prinzipielle Fragen, die im Tordergnmde des Tageauntereeses

stehen, etwas mehr eingegangen ist und zahlrfielie litti arische Nachweise

für diejenigen Leser hinzujfefügt hat, welche den b(>trcffonden Fragen der

„mikroskopischen Mathematik*' weiter nachgehen wollen.

Berlin. £. Jahnkb.

AnitaM otontUco« da aoademia polytefllwiiim do Porto publieadoi

iob a dinofio de F. Gomes Teixeira. Vol I. Nr. 1*. Golmbra 1905,

imprensa da universidade.

Mit dem .liihre llHi.j ist das Jornal de sciencias mathematieas e astro-

nomieas eingegangen und hat einem neuen UntemehmeQ Platz g< inacht, das

sich auf breiterer Grundlage aufbaut. Die Annaes (Hfoen ihre Spalten nicht

blo8 der reinen und angewandten ^latheniatik; sie nehmen auch Beitrilj^'e

aus den Gebieten der l'hysik. der Chemie, der Xatiirwi«5;ensehaftcn und der

sozialen Wissenschaften aut, und nicht bloÖ rein wisseiisebattlicbe Arbeiten,

auch pädagogische Artikel, Berichte über den gegenwärtigen Stand «nzelnor

WissenschaftttEweige osw. Wir wflnadien der neuen Zeitechrift, deren Leitung

in den Künden des bewährten Tornal-Tfedakteurs u'eblieben ist, vollen Erfolg,

insbesondere auch nach der Kit litung, in Portii|.'al den Sinn für die mathe-

matischen VVksenschaften meiir und mehr zu verbreiten.

Der Inhalt des ersten H^tes ist: F. Gomes Teüceixa: Qnestao entre

Montearo da Bocha e Anastacio da Cunha. — N. Nieben: Sur les series

neumanniennes d» fonctions spherique«. — .T. .T. Fenpira da SiWa: A obra

scientiHea e a vida do chimico portnguoz Roberto Duarte Silva. — Bento

Carqueja: 0 capitalismo e as mias origens em Portugal.

Berlin. E> JaHmcB.
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H, Mayer. Die neueran Strahliiiigen. Kathoden-, Kanal-, Böntgen-

Strahlen und die radioaktive Selbstetralilung {Beoqnerelatrahlen).

YomStandpmikte dur tuoderaen Elektrooentbeorie unter Ber(ick.sichtigung der

neuenm eiperimenteUen FoEVchungsresiiltato behandelt und im Znsammen-

hange dargeatoUt. Y o. 68 8. Mfthr.-Ostran 1904, R. Fapauscfaek. ^ l.dO.

Dieser knne nnd nemlich vollständige Auszug aas den zahlreichen,

auf die neueren Strahlungen bezüglichen Publikationen dürfte manchem
willkommen sein, obwohl dem Verf. kritisches Urteil und Klarheit der theo-

letischen Anedianniigen nicht gerade nachsnrfibnien sind. Diese Mftngel

Mlen besonders in der fiinleitung sehr ins Auge. Die gllluhige Annahme

von Rrsultaten , die viin den Autoren selbst zurückgezogen woriloii sind

(v. Geitler, Ableakuug der Magnetnadel durch Kathodenstrahlen, Blondlot,

Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Boutgenstrahlen) hfttte hei einiger Auf-

merksaiDkeit veimieden werden mdaseii. Daß der Verf. auf Blondlols «-Strahlen

eingegangen" ist, soll ihm nidit xnm Vorwarf gemacht werden.

fireslan £. PuraGaiiBiii.

fr. Strobol. Adreßbuch dor lebenden Phy.siker, Mathematiker und
Aatronomen des In- und Auslandes und der teuJmisolien Hiifa-

kiBfte. X XL 206 S. Leipzig 1905, J. A. Barth. Jt 7.60.

Das Adreßbuch will alle Leltricrtfte der Hochschulen, d. L der Uni-

versitäten, flpr technisf'hfn Hoch.schulen , der Bergakademien imd der land-

wirlscliultlichen Hochschulen, sowie der Mittelschulen des In- und Auslandes

aus den Gebieten dur Physik, Mutht^amtik und Astronomie umfassen, wobei

hinsiehtlieh der Anwendungen nnd Grenxgebiete eine Auswahl getroffen

werden mußte, an welcher natm-gemäß einer oder der andere etwas aus-

ssusf^tzrn ti^ulrn wird. Die Adressen der geufliinten Lrbrkrjifto sind nach

ßtädteu gruppiert und diese Stadtüberschrifteu aiphabetiscii geordnet.

Was die Namen oder Finnen der teehniaoheu Hil&krSfte angeht, so

sind dieselben einmal in dieses alphabetische Veneichnis aufgenommen, der-

art daß sit' liei <lfii l in/.iliion >f Hilten am Ende zn^^MTmru n'jestrllt und durch

Korsiyüchrift erkennbar gemacht worden sind. Anderers*ntä werden dieselben

in ein«n heeonderen „Beragsquellenverseichniif", sachlich gnippiert, aufgeführt.

Übrigens ist hierbei von den technischen Hilfskräften nichtdeutscher Länder

abgesehen worden. Hieran scliließt sich ein Registf-r, das in einem Alpha-

bet alle unter den SUidteu angegebenen Namen wiederholt, unter Hinzu-

fügimg der SeitenzahL

Nach den Stidipvohen zu urteilen, welche Beferent vorgenommen hat,

ist das Adreßbuch mit großer Sorgfalt angefertigt worden, was nicht aus-

schließt, daß manche Unrichtigkeit^-Ti nntercrelaufen und innncho Löcken

unbemerkt geblieben sind. Dem Wunsche des Herausgebers nachkommend,
seien diejenigen genannt, welche dem Referenten aufgefallen sind: Unter
„Berlin" fehlen die Namen vieler Oberlehrer, wie durch \' ergleich mit dem
Mitgliederverzeichnis in den Sitzungsberichten der Berliner MatbPTiiatisohen

Gesellschaft (B. G. Teubuer, Leipzig) ersieiitiich wird. Unter „Breslau'* fehlen

die beiden Oherlehrer Prof. Dr. 0. Ijhitsehe und Dr. M. Peche; unter „Halle"

die Verlagslmchhandlun^' von Martin Schilling, welche den Vertrieb mathe-
matischer Modelle fSr den höheren mathematischen Untemcbt übernommen
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bat; unter ^olzmiaden** der Oberlehrer Dr. 6. Kober; unter „Magdebur^^
der Oberlehrer Dr. Bradhering; unter „Mannheim" Dr. B, (teter, Versicherungs-

matheniatiker; onter „Pn n/.l.iu'' der Oberlehrer Dr. Stegeiiiann; unter „Tokio"

der japanische Matbematiker Sawayama. Der Professur für darstellende

Geomeiane F. Schilling in Danzig ist identiseh mit dem irrtttmlioh noch

unter CMtÜngen aufgeführten Matbematiker.

Von Physikern habe ich den Priratilozeiitpn Dr. Tl. Schäfer an der

Breslauer Universität, den Prof. Dr. Stodola am Kidgenössischen Polytech-

mkam in Zfhrioh und den Professor Sumeö an der BrOnner technischen

Uochaehiile vergabens im AdreBbnch geBuoht

Berlin. fi. Jabmkb.

F«BlMihrift, Adolf Wüllner gewidmet sam siebsigsten GMburtetage
von der tüchn. HooheohtQe au Aachon, ihren flrüheren und
jetaigea Mitgliederu. Mit dem Bildnisse WüUutirs, 8 Tafeln und

91 Figuren im Text VIII n. 264 S. Leipzig 1905, B. 6. Tauhner.

geh. iM geb. JC 9.—.
Die dem liekunaten Physiker Adolf Wfllln er gewidmete Festschrift ent-

halt \h Abhandlungen ans vprsiliitilcnen naturwissensfhaftlichen und tech-

nischen Disziplinen. Prozentual atu stäiksten ist naturgemäß die Phjsik Tertreten.

Max Wien unterziefat die Helmholtssdift Beeonanztheorie des HOnna
einer meines Erachtens smtreffenden Kritik. Seine Au.sfülirtiagwi gipfeln in

folgender Zusammonfapsunp': ,,T)ie vollkommene selektive Enegimp i-Tt nur

bei sehr scharfer liesonanz denkbar. Diese ist aber nur möglich bei sehr

schwacher Dämpfung. Mit schwacher Dämpfung ist jedoch die Erkennbar-

keit des TriUers unvereinbar und damit ist HOgUdikeit der Erklärung

der vollkommoiH Ti selektiven Erregbarkeit illusorisch geworden".

Aupnst Uagenbach liefert Beiträge zur l^ntersuchung der Bandeti'

Spektren; die hauptsächlichsten Experimente beziehen sich auf die Einwirkuug

dee Druckes auf die Struktur der Spektren. Wenn ich auob nicht mit aUem
«inTerstindcii Idn. was der Yrafasser Snfiert, '^o sind dodi seine Versuche als

eine schätzenswerte Bereicborung des exp^rimeiitüllcn Materials anzuerkennen.

Sehr interessant ist eine zum Teil experimeutelle , zum Teil theo-

retische üntersuohung yon Sommerfeld Aber Lissajous- Figuren und

Besonanswirknngen hei schwingenden Schranhenfedern. Diese Versuche

können verwertet werden zur Bestiramiing des sofren. Querkonlraktiorislco»'ffi-

zienten, der bekanntlich in der Theorie der Elastizität eine grotle iiolle

spielt Ursprünglich als bloß^ Demoustrationsversuche erdacht, scheinen sie

mir auch noch ein darfiher hinausgehendes Interesse xu haben; denn sie

gestatten in relativ einfacher Woise auch bei iuid>^ren Temperaturen die

Elastizitätsnioduln und damit dor*»n Temperaturkocftizienten zu bestimmen.

Damit ist auch der C^uerkontraktionskoeffizieiit als Funktion der Temperatur

bestimmt, und die von mir auf etwa 10 Metalle nusgedehute Untersuchung

dieser Funktion wird sich Jetst auch auf die Metalle < r>i recken können, bei

denen die bisherigen Methoden versagten. Nebenbei bemerkt bilden die

Kesunanzwirkungen ein vollständige« mechanisches Aiialogou zu den Er-

soheinungeu, die swei gekoppdlte elektrische Schwingungskreise zeigen, wie

nie 2. B. in der drahtlosen Telegraphie verwendet werdm.
ArchtT d«r Matknmiik «ad Phjriik. Ol. n^h*. ZI. 7
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Von den mAiheiiuttisdieii Abliandlungen sei diejenige von Lothar
Hpfftrr über Aiiordining und Aufliau der OpoiriHtrie hfrvorgelioben , weil

Sit* orkcnntnis-thrnretisrh und pfldugogisiM) von hervorrfigondem Interesse ist.

Es sei deshalb geätattei ihreu lubalt kurz zu skiz^iereu.

A3a geomelriselie Elemente werden betrachtet der Punkt, die Eben»
und die Gerade; die Geometrie befaßt sich nun mit den Be/JchungeQ

zwischen mehreren Elementen dfrselbpn oder verschiedener Art. Als elemen-

tare Beziehungen werden betrachtet die luzidenz verschiedenartiger Elemente,

die FhnillelitSt und die OrthogonalitAi Zur Klasnfikation der Geometrie
werden min drei Transformationsarten des Pnnkt-Ebenen-Raumes benatast,

die durch die obigen elementaren Beziehungen bestimmt sind. Man
nennt die Transformation dei» Kaumes, die jedes Element eiu-eiudeutig in

ein gleichartiges flherfnhrt, projektiv, wenn sie »lle Inndenseu enl^lt,

affhi, wenn sie alle Inzidenzm und Parallelitäten enthSlt, äqulform, wenn
sie alle Inzidenzen, Parallelitn+en niirl Ortljog<irui]irilteu enthält. Dttmil ist

nun die Geometrie in die projektive, aü'ine und äquiforme Geometrie ein-

geteilt. Durch Uinzufügung der „Parallelmelrik" erweitert sich die projek-

tive Geometrie sor bCimd, diora zur iquiformen duroih HmznAgnng der

„Orthogonalmetrik*'. Hefffcer führt diesen GedMken in der vorliegenden

Abhandlung näher aus.

l>iose Blütenlese gentigt, um erkennen zu lassen, eine wie wertvolle

Gabe die WjUlner^FestMhrift nicht nur für den Jubilar, sondern auch für

weite wisseBSchaitliche Ereise ist

Breslatt. O. Soh&bpbk.

H. Abnhmm et P. Luigeyiii. Lea qnaottMa tflAmentaJjMa d'^eetrieit^

Ions, Eleotrons, Corpuaoiüoa. M^oires reunis et publies. 2 Bftnde.

Paris liUl.j, nnutliier Vülar*.

Das vorliegende unter den Auspizien der tranzüsischen physikalischen

GeseUaohaft herausgegebene Werk ftiUt in daukenswwiester Weise eine Lücke
der Literatur aus. Es ist nSmlieh eine Sammlung der wichtigsten Ab-
handlungen aus dem Gebiete der Ionen- und Elektronentheorie, die sämt-

lich ins Französische übertragen sind. Es ist demnach ein Werk wie die

iiu Jahre 1900 ebenfalls von der frauzoäiächen phyi»ikalischeu Gesellschaft

herausgegebenen „Bapports*^. Jeder, der auf diesen Gebiete arbeitet oder

sich orientieren muß, hatte bisher darunter zu leiden, dafi die ungeheuere

Literatur ül«einll zerstreut war; dem ist nun abgeholfen. 150 df^r wichtigsten

Abhandlungen — ich nenne nur die Namen Hertz, Thumsua, Lenard,
Lorentz, Drude, Hittorf, Larmor, Batherford, üecquerel, Gurie^
Elster und Oeitel - • sind hier gesammelt und so bequem zugänglich ge-

macht. Wo ich es durch Stiehpri:«h»-n konf rollieren konnte, halte ich auch

an der Übersetzxmg nichts auszusetzen gefunden. Bei der ins Auge sprin-

genden Brauchbarkeit erttbrigt sich eine weitere Empfehlung.

Breslau. OL Sobarfer.

£. Rntherford. Badloaotivity. 2. Auflage. 5»0 8. Cambridge 1905,
University press. 13 sh. 6 p.

Butherfords lahlreiche schQne Untersuchungen Uber Badioaküvit&t

haben wesMitlii^ daau beigetragen, unsere Kenntnis von diesen wunderbaren
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Enehemnngeii zu «rwwtern. Es ist dMbalb mit Freuden zu begrfiBen, d«ft

er «s unternonuneit hat, die vielen Entdeckungen auf dem neuerforschten

fJcbict Iditisth OTSaiDmenzustelleii. Daß damit oin.m BeJürfnis ab^'eholfen

wird, zeigt die Tatsache^ daß das Buch nach einem Jahre bereits in

swdter Auflag« «mheiiii Die neue Auflage ist, entsprechend den Fort-

schritten der Forschung in dem Jahr, zum grofien Teil neu bearbeitet und
bis in (Vit' allcnifusto Zeit liitinn rrpinzt. Das Werk ist jedem zu euip-

fehlcu, der si('h ernstlich über Kadioaküvitilt informieren will. Dem Leser

wird das Buch Cienuß bringen, besonders vielleicht die Kapitel über die

radioakttven Umwandtungen, die glSnzende Proben Ton Butiierfords Experi-

mentier- und Kombinationskiinst futhalten; er wild des Verfassers Aus-
führungen aber auch da mit Interesse folgen, wo vielleicht das Be-

obachtungsmatehal noch nicht umfassend genug zu sein scheint, um die

Tom Verfasser gezogenen Schlflsse zu rechtfertigen (etwa bei der Behandlung
der a- Strahlen und dem Zusammenhang zwischen cc- Strahlen und Helium);

der Wert des Buches wird (ladnr. li nicht beeintrüclitig-t.

Das Buch beginnt (Kap. l) mit einer historischen Übersicht über die

Entde«Anmg der TacBoahtireB Substanzen und einer kuxzen Beschreibung der

als radioaktiv erkannten Elemeute Uran, Thor, Radium, Aktinium, Polonium,

Radioblei. Es folgt dann (Kap. TT) ein kury.er Abriß der Ionen- und
Elektronentheorie der Gasentladung, soweit diese für ^ias Verständnis der

radioaktiven Erscheinungen notwendig ist. Kap. III bespricht die Meß-
methoden, die -vielfhdt eigens fOr soMe Messungen au^earheitet sind, und
gibt Wertvolle Einzelbeiton für die Ausführung von Messungen an (prak-

tiwhe Elektrometerschlüssel, Tsolationsverfaliren n fl.L'l). Den von radio-

aktiven Substanzen ausgehenden Strahlungen, ihrer >iatur, ihren Eigen-

schaften und Wirkungen sind die nSehsten 100 Seiten gewidmet (Kap. IV
u. V.) Verf. beschreibt die Untersuchungsmethoden, deren Resultate dazu
führten, den ß- und ff- Strahlen koi-pusktilaren Charakter zu/uschreiben, d.h.

sie aufzufassen als Schwärme von elektrisch geladenen kleinen Teilchen,

wKhrend man die Strahlen wohl als eiektro-magnetisdie Strahlung, den
Küntgenstrahlen ähnlich, aufzufassen habe. Es wird gezeigt, auf welehem
Wege mnn zur Kenntnis der wicht iirsten Konstanten von cc- und ß-.,])nr-

ticles" gelangt (spezifische Ladung, (loschwindigkeit, Absorption). Besonders

interessant ist der viele eigene Beobachtnngen des Verf. enthaltende Ab»
sehnitt ttber a-8traUen (auch Anhang A), von deren ÜBmecism Studium sich

wohl am ehesten weitere Anfklilning über das Wesen der Radioaktivität

erwarten laßt. Die Ab^^hnitte ühei- Strahlen und besonders über

Sekuudäi-stralileu ^^die beim Auftreifeu von ß-, ß- oder y- Strahlen auf

Ifoterie entstehen) zeigen, daß wir von diesen Eradunnungen noch sehr

wenig wissen. Von Eigensehafton und Wirkangen der Strahlen werden be-

sprnehen: plelrtrisehe, thermische, Phosphoreszenz pry.enL'endo. ionisierende,

chemische, physiologische. Die 3 folgenden Kapitel, \ i (^stetige Bildung

Ton radioaktiver Substanz), Vn (Emanationen), VIII (indusierte Radio-

aktivität) machen d< ii Leser mit den experimentellen Tatsachen vertraut,

die als nrundziige für die später (Kap. IX) entwickelte Desaggregations-

theorie der Radioaktivität dienen. Dieue von Rutherford und Soddy auf-

gestellt« Theorie faßt bekanntlich die Eadioaktivitit «nf als Begleit-

ersdieinungen beim ZerfiiU eines Atoms. BadioaktiTe Substanzen sind da-
1*
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ntch instalnle Gebilde, die, wibrend sie die Sridiemungen, die man radio>

aktive nennt, äußern, zerfallen und in andere Körper sich verwandeln, die

ihrerseits entweder inaktiv oder wieder radioaktiv sein können. Die Theorie

llSt 80 eine ganze Reihe von Umwandlungsprodakten radioaktiver Sub-

ttamten TonrasBeben. Diejenigen, die bekannt sind, werden beecbrieben,

MUiCibst die von Uran, Thorium, Aktinium (Kap. X). Jedes dieser üm-
WBndhmpsprodukte »loliniort »hirch die Art von Strahlen, din es au5-

üendct^ und durch seine sog. mittlere Lebensdauer, d. h. eine Zahl, welche

die alliPlliHcbe Abnahme der Badioaktiyität der betreffendeD Substanz matiie-

matifloh zn beschreiben gestattet. Wi Ii'^l; ist nun, daß sich für jedes der Um-
wandlungtprodukte aucli physikalische oder chemische Eigengcluifien angeben

lassen, die eine Unterscheidung und auch Trennung von den übrigen Sub-

stanzen ermöglichen. Tabellen auf 8. 364 u. 6. 370 gebeu au, was man
on den ümwandlungsprodukten -von Thorinm bsw. Aktinium weiB. Be-

sonders gut nind diosp Vprhältnisse beim Radium
(
Kap. XI) untersucht, von

dorn mau nicht weniger als 7 Umwandlung.sprodukte kennt. Einzelne von

diesen UmwaudlungsprodukUm nind wahrscheinlich mit Kadiotellur-Polonium

bsw. mit Radiohlei identisch; eine Tabelle (S. 406) stellt die Bigenaehaften

der BadiumabkÖmmlingc übersichtlich zaisammen. Kap. XII behandelt die

spontane WUrmeent>vicklung bei radioaktiven Substanzen und gibt Zahlen

an, die eine Vorstellung von den ungeheuren an solchen Körpern frei-

werdenden Energiemengen schaffen. Itenn werden die tar Erklärung der

BadioaktivitKt vorgeschlagenen Theorien diskutiert (Kap. XIII) und die von
Rutherford und Sodcly aufgestellte, bereits vorher erwiUinte Theorie weiter

ins einzelne ausgeführt, wobei sich interessante Ausblicke auf diu „Lebens-

geschiehte", die Entstebnng des Badinms, sowie anf die Bildung von Helium

ans Badinm ergeben. Die Besprechung der radioaktiven Mineralien (auch

Anhang B) und der Radionktivitiit der Atmosphäre bilden ilen folgenden

Abschnitt (Kap. XIV), dessen Schluß die höchst interessante und wichtige

Frage ventiliert, ob allen Substanzen eine gewisse, wenn auch sehr geringe

BadioaktivitSt susaschreiben sei. WSre dies der Fall, so mflfiten wir aUe
Materie als in langsamer Umwandlung begriffen ansehen, die sog. chemischen

Elemente wären aufzufassen als Zwischen-stnfen wHhrend d^r Umwandlung
aus hochatomigen Substanzen in solche mit niedrigem Atomgewicht. — Die

Beobaebtnngen Aber allgemeine BadioaldivitSi der Materie sind jedoch noch

nicht soweit abgeiohlossen, daß man anf diesem Gebiete nnigermafleii

sichere Schlüsse zu sieben berechtigt w&re.

Würaborg. F. Habms.

L. EoUzniann. Popiüäre Schriften. VII u. i40 S. Leipzig 190Ö,
J. A. Barth, geh. MB.—, geh. J6 d.— .

„Ben Manen Schillers, des unübertroffenen Meisters der naturwahron

Schilderung echter, ans tiefistem Henen kommender Begeisterung, gewidmet
hundert Jahre nach dessen Eingang in die Unsterblichkeit", „die foran-

gestellte widmung ist keine trase. ich lianke den werken göthe's, dessen

faust üleicht das grösste aller kuuäiwerke ist und dem ich di mottos meiner

ersten bücber entnommen, Shakespeares etc. die htehste geistige erhebung;

aber hm sohiller ist es etwas anders, durdi schiller hin ich gewoideBf one
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in könnte es einen mann mit glflielier btrt- und nasenform wie idi, aW
nimals mich geben."

Die bier zusammengestellten populären Scbrifton Bültzmauns aind von

sehr TenehiedAnem Inhalte. Es sind Naobrufe auf Kirchhoff, Stefan und
Loschmidt; es sind Reden, AntritteTorlesungen, Abachiedsworte: „Ober
die Bedeutung von Tbeorioii'', „Über die Entwicklung der ^It^thoden der

theoretiscben Pbvsik in ncU'-r.T Zeit". „Ül)er d ie Grurnliiiinzipien und
Gruudgloicbungen der Mecbanik'\ „Ober »tatiBtiscbe Mecbauik", „Über Lui't-

sebiffabrt'*; es sind Abbandlungen mabr pbfloaopfaisdien Inhalts wie: „Über
die Frage nacb der objektiven Existenz der Vorgänge in der unbelebten

Natur", ,,Lber eine Tbese Sebopenhauers". In mebreren Aufsätzen setzt sich

Herr Doltzmauu mit der Energetik Ostwalds auseinander ui dem Sinne,

daB er dnrebaus kein prinzipidler Gegner der BeBtrebiingea ist, eine Tbeori«

aiifxubauen, die den Energiebegriff an die Spitze stellt, aondem nur ein

Gegner «U-r Art und Weise, wie dies Ostwald vorsucht,

Zum Öcbluii ist noch ein sehr amüsant geächriebeucr Uciicbt „Ueise

eines deutschen Professora ins Eldorado'* angebSngt, wo Herr Boltamann
über seine Reise nach Kalifinmm plaudert, die er auf Einbidung der Ber-

keley-Fnivi-rsif iit im Jiihre 1904 unternommen hnttf. Der T?t ;ii l;t i iitlx-lirt

nicht eiues pikanten Beigescbmacks wegen der Streiflichter, die auf die Enzy-

klopädie der mathematischen Wissenschaften uind die Berliner Akademie fallen.

Berlin. E. JaiufKE.

E. BIftll. Dl« Meobanik fester SBrper. Lehrbuch in elementarer Dar-

stellung für bübere fecbnisdie Fachschalen und zum Selbstunterricbt

nebst einer Sammlung von aufgelösten Beispielen. VU u. 260 S.

Hannover I90r», M fSnecke. A 6.60.

Das Buch ist von einem Ingenieur fUr den Gebrauch au höhereu

teebnisoben Fachschulen und fBr den Selbstunterricht geschrieben. Mit BQck-

sicht auf den Leserkreis, an welchen sich der Verfasser wendet, )mt er ire-

glaubt, den Algorithmus de> DifTfr''ir/ifTnn«; und fnti'i.'rirrrn< nicht ah 1

kannt voraussetzen zu dürfen und überhaupt das DiÜerontiations- und

Intogrationszeichen Termeiden su tnüst^en. Nun int aber die Infinitesimal-

m^ode a. B. fiberall da notwendig, wo aus der endlichen Zustandsgleiehnng

des starren Körpers die Monientanwerte der (Jeschwindigkeit und Be-

schleunigung abgeleitet werden sollen: ^ie ist notwendig für die analytische

Bestiuitnuug von Schwerpunkten und rriigheitsmomcnteu. Soll also die

Sprache der ünfinitesimalrechnung vermieden werden, so resultiert die

Schwerfälligkeit, den jedesmal erfortL rlich^^n ProzeA, der natürlich auf den

1>itrerentiaIal<^'oritbmus oder auf die lutegrationsregeln hinauslauft, iiumer

wieder selbständig durchzuführen.

Der Verfasser bebandelt in drei Absdbnitten die geometrische Bewegungs-

lehre, die Statik und Dynamik dos starreu Körpers, wobei, wie es in der

Vorrede heißt, auf eine elementare Dar>:t.'llnniT. nuf die Erniiltluiig der

Trägheitsmomente und auf die .\bleituug unti Anwendung der Beweguugs-

gesetze rotierender Kör()er besonderer Wert gelegt wird. Da das Buch im.

großen ganzen dengenigen empfohlen werden kann, der, unter Verzicht auf

tieferes Eindringen in die meebanlsohen Vorg&nge, eine gewisse Fertigkeit im
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Lösen praktischer Aufgaben «rworbcn will, so will ich noch auf einig»

Mangel hinweisen, die sieb mir beim Durehblättem stfirend b«merkb«r
gemaclit haben.

Vielfach erscheint mir die Ausdnidraweise einer grOBeren FMBision

fUiig. Um nur eines hervorzuheben: Die Kraft hat doch nicht bloß

Gn'iSo und Riclituug, sie hat noch lUditungssinn; das Gleiche gilt ron
Geschwindigkeit und Bewbleunigung.

Bei der recbneriflohen Ermittlung der Remiltaaten zu mehreren IR^ften.

wären ein paar Worte über den Nachweis, daB die Horisontal- (Vertikal')

Koiii|)onentf' der Hnsultant« ^deüh <I*'r Summe der entspredienden Kompo-
nenten der Einzelkräfte ist, am i'latze.

Was über das Kräftepaar gesa^ ist, ist doch gar zu dürftig uud wohl

kaum geeignet, eine richtige Vorstellung von der Bedeutung desselben \mm.
Leser hervorzurufen.

Bei der Lilsitne der Aufgabe 74 stijnmt die Bezeichnung J'»«A*-|-6*

wohl nicht mit den Angaben der Figur überein.

Der Hauptwert des Buches seheint mir, wie schon angedeutet, in der

großen Zahl oad in der Mannigfaltigkeit der Ühungsbeispiele zu U^en,
deren Lösungen explizite mitgeteilt sind.

Berlin. £. Jahkk£.

R. Dedekiud. Stetigkeit und irrationale Zahlen. 3.. tmverSndei-te Auf-

lage. VIT u. 24 S. Brauuschweig 1905, F. Viewog und Sohn. J( 1.—

.

Es ist ein unveränderter Abdruck der grundlegenden Schriil, wu zum
ersten Male eine wirklidie Definition von dem Wesen der Stetigkeit ent-

wickelt worden ist. Die erste Auflage erschien im Jahre 1872.

Berlin. £. Jahnkb.

C^« 0. Jttni6S. Elemente of the kinematic!) of a point and the rational

mechanios of a particlo. Nt w York 19().j, I. Wilt j Ä: Sons.

Das Buch will denjenigen , welche einen Kursus über elementare

Mechanik hinter sich haben, die demente zur Einfithrung in die höhere

Mechanik bieten. Aus diesem Grunde hat der Vcrf;i8scr sein besonderes

Augennif^rlc nuf die TVmzipien und auf die Form der Darstellung gerichtet

und bat die Auwendungen fast gänzlich beiseite gelassen.

Dabei ist es ron prinzipieller Bedeutung und rerdient hervorgehoben

zu werden, daS der Verfasser einen, wenn auch, seinen Zwecken entsprechend,

nur kurzen AI)riB drr Vrl<l m « nf ?i« orir vnrauP?5fhii'*kt. wi*^ in neuerer '/i'il

l)ei liphrliflchern der Mechanik meiir und mehr üblich wird. Die vektorieile

Darstellung bietet eben den Vorteil, das Wesentliche in den Gruudbegriflen

der Mechanik schftrfor und prägnanter herrortreten zu lassen, als es ohne

sie möglich ist.

r>n dn^ Werk mir dir Elemente ntis der Kinematik eines Punktes und

aus der Mechanik eines Massenteilchens liefern will, besclu'änkt sich der

Verfasser auf die Zusammensetzung, Zerlegung und Projektion der Vektoren

und verzichtet auf die Einführung der beiden Produktbildungi ii au Vektoren,

welche bei ihrer Umdeutung in die Sprache der Mechanik zu den Begriffen:
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Homaiit und Arbeit ftllir«ii wflrd«ii. Den letsteiren Bagriif hstte man allor*

dings in einer Mechanik d«0 Uasseopunktes von dem ürafange des vor^

JiegPTiflpn Werkes zu finflen erwarten flürffn. Dagegen werden die erste

mvl dir> zweite Ableitung oincs Vektors deüniert mit Rücksicht auf die

litigriiie der Geschwindigkeit und der Beschleunigung.

Die Yektorbeseielmiing des TerfasBen ist fibrigens nicht empfUilei»-

wert; der Verfasser nimmt die gewdhnltchoi Bucbstaben und setit einen

Strich über dieselben.

Das Buch kann allen denen, welchen an einer prinzipiellen Durch-

dringung der ^mentaron Begriffe in der Mechanik gelegen ist, empfohlen

werden.

Berlin. B. Jahmu.

€1. HolimUller. HeOiodiKdiM Iiährbu^ der «eim«nta»>-ll>thgmiitllr.

L Teil, bis zum Abschloß der Untomkunda reichend und im Anschluß

an die preußischen Lehipl&ne von 1901 für die Oberreal- und Keal-

schulen neu bearbeitet. 4. Doppel-Auflage. )fit 11^2 Figuren im Text.

XII u. 319 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. J6 2.80.

Das voriiegende Buch bietet eine große FttUe ycn anregenden und
hübschen geometrischen Konstruktionen, die dadurch eriitthten Rei/. erhalten,

daß viele bei Aufgaben der Praxis vorkommen; es kann deshalb j'il<^m

Lehrer empfohlen werden, das Buch Öfter sur Uand zu nehmen. Um es

auch als Schulbuch brauchbar zu macheu, bedürfte es in mancher Beziehung

einer Umarbeitang. Besonders mfißte die Anordnung des Stoffes flbersicht'

lieber und der Hinweis auf frühere SStze genauer werden. Beim Beginne

der Kreislehre (8. 91—93) vrird hei'^piplsweise eine großp Anzahl schon

bekannter Begriffe, Sätze und Konstruktionen augegeben, die für den Schüler

siemlidi wertlos sind, weil nicht bemerkt ist, wo die Begriff» erklSrt, die

Sitse bewiesen und die Konsbvktionen gelehrt worden sind. Ein solcher

Hinweis ist um so notwendiger, als die Anotdnung des Stoflas dart-haus

nicht übersichtlich ist. Unter den oben erwähnten Kreissätzen befinden sich

s. B. auch die Sitze Aber den Abstand gleicher Sehnen vom Mittelpunkte,

fiehlägt mm nun die Abschnitte nach, in denen man nach dem Inhalts-

Terzeicliiii Kreissätze erwarten sollte, so findet man den Satz nicht; er

steht vielmehr f'B. 29) gleichzeitig mit Tangentensätzen in einer Bemer-

kung zu der Aufgabe, das Lot von einem Punkte auf eine Oerade zu f&Uen.

Ein anderes Beispiel: Der Satz Aber die Mttellinie eines Trapezes, der b«i

dfT Teilung einer Strecke benutzt wird, steht erst bei der Inhaltsberecbnung

(S. 1*2»; ) <h;r Figuren, weil er hierbei — wie es im Textf heißt — als

bekannt vorausgesetzt werden muß. Hier ist er gerade ziemlich überflüssig:

denn die Formel i=="^-'A wird sofort durch eine Diagonale des Irapezes

erhalten.

Auch die Fassung der EiUftrungen und SStze ist nicht iouner ein-

wandfrei, z. B. (S. 16): Gleiche Bogen ein^ Heises sind solche, zu denen

gleiche Sehnen pphörfn. Wf>iui nnr]\ vorher gesagt wurde, daß mau „^i'-

wohnlich" nur von dem kk-iiiüren /.u cinpr Sehne p-phörigpu Bogen spricht,

so isl duch obige £rklärung gau/. uu^uliissig schon auä dvm Grunde, weil

dies „gewShsUch'^ — man denke an die S&tae vom Peripheriewinkel —
•
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sehr häufig nicht zutrifft. Ferner findet sich {ß. 33) der Satz: Die

Gegaueiten eines Farftllelogramms sind gleiclk und paralld; Merbei wird

aUo BrklSning und Lehrsatz vermengt.

Falsch ist die Angabe, daß boi der Hprechnang eines Dreiecks aus rt,

b uud y (S. 26Hj ais Probe lür die Hichtigkeit der Rechnung tnit der

Tattgentenformel die Winkelsumme des Dreiecks zn benutzen ist. DaB
sämtliche Hauptsätze über die gegenseitige Lage von Ebenen und Geraden

im Raiitiic d< tu Ynikiixus in der Quinta zugewiesen wwden, dfirfte nicht

allgemeinen Beifall tindcn.

Berlin. P. bcHAKHEiXLiN.

IS. Jahiike. Vorlesungen über die Vektorenreohnung mit Anwen-
dungen auf G«om»trft«, Heohaalk und maffimmntiBohe Physik. Mit

82 Teztfigoxen. XII u. 386 8. Leipzig B. 6. Teubner. «^5.60.

Je umfassender und zahlreicher die raathematisehcu Wissenschaften in

den verschiedenen Anwenilnngsformen benutzt worrlfii, desto dringlicher

fordert die Ökonomie auf, dem gemeiusamca Mittel, der V'ektorenrechnuugi

yoUe Aufinerksamkeit zu schenken. Dieses Mittel lehrt den gewallagen

Stoff dieser verschiedeniirtigen Gebiete mit geniindert«m Aufv. Miui von geistiger

Arbeit bewISltisjen. Jede Wissensehaft will ja ein ökonomisches Werkzeug

zum Ersatz eigener Erfahrung und zur ErschlieBmig fremder sein. In

diesem Sinne ist die Vektorenrecbnung ein tniehtiges Üniversal-Instruinent,

welches allflberall gute Dienste leistet. Hamilton hat sie fBr die Physik,

GraßmaTin namentlich für (Ii*' (J.ometrie zugepaßt. Sic iH ^itzf <:lii(hö

Wichtij.'keit für den Mathematiker, den Physiker nmi Techniker. Für d.ose

Kjreise sind vorliegende Vorlesungen an der technischen llocliscLule zu

Gharlottenburg als eine leichte Einf&hrung bestimmt. Der Verfiisser hat

demgemSß Wert auf den Zusammenhang der Definitionen und llegriffe gelogt.

In zahlreichen gut gewühlten Beispielen ans (Irr Mfi'banik, Physik, Gra-

phostatik, Kinematik, Llastizitüt, Optik und itisbesonders der Klektrizitüt

wird der Obergaug von der Theorie zur lebendigeren Praxis klargestellt. In

allen Teilen ist das Buch ha guter Kürze deutlieh; es entwickelt aus dem
Einfachen ztim Zusammengesetzten und kann demgem&ß als wirkliche Ein-

führung vollauf gelten.

In die Starkstrom-Elektrotechnik hat schon tot Jahren Steinmetz die

komplexe Zahl als Rechnungsbehelf zum nicht geringen Erstaunen der

Priiktiker cin^'rffilirt. '.wli lif an;; der Schulzeit auf diese „unniögliehe" Z 'M-

form uiclit besonder- vorbereitet waren. Als man vom Gleiclisfroni ziun

Wechsel- und Drehstrom schritt, drängte dais Verständnis zur Krweittrung

der matbematisdien Hilftmittel — von der Zahlenlinie zur Ebene. Mefar

als die trigonometrische Behandlungsart leistet für die Erkenntnis die

Tektorenreehnung (hier nur die ebene *. Das Ohmscbe <i«-.setz für \\'r« lis-l-

strom, die Wheatstoueselie Brücke nach Görgcb und ein Satz von Blondel

über Ifehiphas^strom illustrieren in dem Budbe dieses Gebiet.*) Die rasche

1) Es mag bemerkt werden, daß Herxog-Feldmanu in ihrem Werke „Die
elektrischen LeitQnpneti&e^ ienen Beetrebungcn duxdi Einführung des „Uichtungs-
widerstandet" in jüngeter Zeit fiechnnng trugen.
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Entwicklung der modernen Eieklrud^ uamik, sowie der Elektronentheorie

weist immer mehr auf die Aneignung der Yektoreo-ABaljais als unmlibehr-

liehei Hilftmittel bin.

Budapest Josbf Hshsoo.

Verbaadlimgen de» XXL intematioiialen ICathematiker-EoiigremeB in
Heidelberg vom 8. bia 13. August 1904. TIemusgogeben von dem
Sthriftfülirfr des Kongrrsspf; Dr. A. Krazer. Mit einer Ansicht von Heidel-

berg in Heliogravüre. X u. »ötJ S. Leipzig 19()'>, B. 0. T<^nbnr»r, J( 18,—.

Der stattliche^ vornehm ausge^stattete Baud enthält eine Chronik des

Kongresses (mit einem Veraeiehnis der Teilnehmer), sodann AKmtliehe Tor-

trSge mit Ausnahme von zweien (rJuiclmid, sur les .syst»'ines triples ortho-

gonaux: Voltrrrn. siir la tltö.irie des «jip1.'>' uih' riu*'n IjLfii lit ülf-r aie

Literatur- und Modellaussteliuug. Auüer zahlreichen, in den Text gedruckten

Figuren finden sich drei Tafeln; zwei mathematischen Inhalts, zu Vorträgen

von MinkowslA und Prandtl gehörig, die dritte, dem ganzen TOrangesetzt,

eine wohlgelungene Helicfjravüre: Ansicht Heidelbergs von der ^Toßen Schloß-

terrusse aus. — Auf ein»» ein^fehendc Dur-stelhirig des Inhalts muß hier be-

greiflicherweise verzichtet werden, da ein Reterent allein der Vielseitigkeit

des Dargebotenen nieht gewachsen sein kann. Gerade diese Vielseitigkeit

de:» Inhaltes aber bürgt dafür, daß der Band nicht nur den TeUnehmem
liehe Erinneningen wach nx liAlten, gondem auch allen Fachgenossen mannig-
fache Anr' triing zu geben geeignet ist.

(iriiiiewuld G. Hksse.nbekci.

H. WelMr u. J. Wellstelo. EnoyklopiUUe d«r M«ineiitar-Mathem»tfk.
Ein Handbuch für L«hrer und Studierende. 1. Band. Elementare
Algebra uu.l Analy-^is. 2. Auflage Mit 38 Textfiguren. XVIII u.

539 S. Leipzig lUU»;. B, (J. Teubner. M n.«>(>

Für den Wert dieses Werkes spricht schon der Umstand, daß der ei*ste

Band nach einem Zeitraum von 3 Jahren eine neue Auflag erlebt, kurz

nachdem der zweite Band erschienen war, wahrend der ilrittr rrsi im

Horliste 1906 zu erwarten ist. Cbcr dii' (Mstc Aufluge i.st S' lion im '.). IJaiule

dieser Zeitschrift, S. 369 referiert worden. Die zweite Aufluge unterscheidet

sidi Ton der ersten vor allem doreh eine eingehendere Bebandltmg der

historischen Entwiokelnng der Wissenschaft, und swar ist der Verfasser

den ihm in in'zug hierauf geJlußerten Wünschen dadurch uncbgekonimen,

daß er nicht literarische Angaben, wie sie in den für ihre Zeit vor/ii(flir!Ten

Elementen der MaÜieraatik"" von Baltz-or enthalten sind, soudciu kui^geiaßte

überblicke Aber die Entwickelnng einzelner Teile der Eleroentarmatheniatik

gegeben hat. Diese sind in besonderen Paragraphen untergebraclit iin^l be-

ziehen sich auf Znhltn und ZiflFern. auf dir Anfinge der Zahleotheorie,

quadratische Reste, Logarithmen und auf die Entwickeluug der Lehre von

der LSsbarkeit algebraischer Gleichungen durch Radikale. Steberlich werden
tüese zusammenfassenden Darstellongeu auch weit mehr im allgemeinen

Intere'<^c der Leser liegen, als vereiir/elt auftretende lit-taiiscli»' Qu<'Ilf'n-

naehweise. Wer aber über letztere sich genauer zu orientieren wünscht,

rauB auf die groBe Encyklopildie verwiesoi werden, wo jetzt alle wHosehens-
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wvbea. EinseUieiteD so finden sind, die zu der Zeit, als die Baltzeraoihen

Elemente erschienen, schwer zugänglich waren. Die Zeit der Anfündiing

des ersten strengen Bet\fises des qimdratiscliftn Reziprozitatsgesetzfls durch

GauU ist intolge eines Druckfehlers auf S. 281 falsch datiert: 1786 statt

1796. Hinzugekommou ist schließlich noch in dieser neuen Auflage ein

besonderer Absebnitt tlber Fanktionenf Differentiale nnd Integrale, der

manchem Leser dieses Buches sehr erwünscht sein wird, namentlich da die

Darstellung hier eine so elementare ist, daß mau sie ohne Bedenken dem
Uuterrichte in den oberen Kiasson der höheren Lehranstalten zugirunde legen

kannte. Der teilweise 'Widerstand gegen die Binfttbnmg der Elemente der

Lafittitesimalrechnung auf uusereu Realgymnasien und Oberrealschulen rührt

wohl im wesentlichen daher, daß man sicli deren Dnrchnahiii(> liliufig in

der Weise vorstellt, wie sie die meisten systematischen Lelu-bUcher der

Differential» und Iniegralrecbnung oder eine einleitende Vorlesung darbieten.

So wird denn dieser letzte Abschnitt in seiner gi dräiigten und knneen Dar»

Stellung hoffentlich mit dasu beitragen, diese Bedenken su «erstreuen.

Charlottenburg. 0, Fund.

G. Hessenberg. Bbene und sphärische Trigonometrie. 2., verbesserte

Auflage. Mit 70 Figuren. 167 R. Lrip/ig 1 004, 0. T. Gösdifn. JK — .80.

Die vorliferiMide Auflage ist tust durdiweg mit ueuun Tigiirfn vorsehen;

obwohl auf den Zweifarbendruck ver^sichtet wurde, haben die Figuren, die

mandiem Lehrbueb mun Muster dienen könnten, an Ansdiaulidikeit ge-

wonnen. Von den räumlichen Figuren sind diejenigen, welche einen voll-

ständipc'ti Knrfplumriß enthalten, senkrechte, die übrigen schiefe Paralli l-

projektionen. — Im übrigen ist diese Auflage gegen die vorige wenig ver-

indert. Das BOeblein enfhSlt die Grundxflge der ebenen und spbftrischen

Trigonometrie in einer trotz de.s knappen Raumes aucii ii
i den Anfänger

verstiindliehen Darstellung; das V* rstfiiidnis wird dadiiicli erliöht, d;iß für

die wichtigeren Sätze mehrere beweise gegeben und lilr die Hauptaufgaben

Zablenbeispiele Tollständig durcbgeführt sind. — Auf einige weitä^ Vorzüge

des vortrefflichen Bflchleins sei besonders aufm<»-ksam ganaoht: Die Behand-
luniT du.s ebenen Vierecks ist rei-lit ijl)er.si<-litlieh. Dio notraelitungcn, welche

sich bei dem rechtwinkligen sphärischen Dreiei ko im die Nejierschft Roppl

anschließen ^§ 40), gewähreu einen kleinen Einblick in den Begritl der

„Gruppe"; es li^ hier ein Zyklus vom Grade 5 vor (vgl. u. a. Pund:
lEtt. d. math. Oes. in Hamburg, 3, No. 4, 1897). Den L'Huilierschen
Formeln wird durrh die Einführung des sphärischen Exzesses und Drfektes

des Dreiecks und der drei Nebeudreiecke ciue symmetrische Form gegeben,

die mit der Studyschen im wesentlidien ttbereiustimmt. Die Methode
der llilfswinkel ist klar dargestellt. Besonders hervorgehoben sei die kurze

Eiiiftdimnjr in die Vektorenrechnunf.' nnd die einfache und durebsichtige

Ableitung des Moi Vreschen Satiics aus ihr. Gut ist auch der Hinweis

anf die Fehlergrenzen bei den verschiedenen Redraungsverfahren, sowie not
dl n Zusnniinenhang zwischen der ebenen und sphuriscben Trigonometrie. —
FolL'eade Bfmerkiintjen mögen den Verfasser vielleicht zu Andenincrpn an-

regen: Für die Formeln I —VII (S. 10) müßte die Ableitung, wenn uueb

in einem anderen BUudcheu der Sammlung, leicht aufzufinden sein. Der

am SobluB des § 40 angefahrte Sats ist in dieser Form nicht richtig. Ob
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es sieb empfiehlt, die Additionstheoreme auswendig lernen zu lassen, che

man nn ihren Bfupis lu-ianf:i ht, ist wohl fra^jlich. Si lilicßlieh seien nooh

einige Druckfehler erwähnt: 8. 62, Gleichunj;^ XVlj, lehlt ein Minuszeichen;

«8 muB femer heißen: S. 7G und 77 an einigen Stellen 1 statt 1 ~

S. 126, Funu«! XV, tgj und cot(4ä»-}- -*); S. loä, i'ovuwl XJl uud XIII,

in den AusdrOcken fOr o^, 60^+ 1 tp und 60^+ ^
9'. — Das Bflchlein kann

nur warm empfohlen wevden.

Berlin.
—~

B. GOxtsghe.

JL Lindl» Dm Frinaip der virtiftellen Geschwindigkeiten. Seine Be-
weise und die Unmöglickkoit soiner Umkohrting boi Verwondung
des Begriffes „Gleichgewicht eines Massensystems**. XVHI. Hett der

Abhandlungen zur Geschichte der mafhematischen Wissenschaften mit £in-

sehluB ihrerAnwendangen. II a. 196 8. Leipsig 1904, B.6.Teabner. JC 6.—

.

Ein wesentlioher Teil der vorliegenden Arbeit beschäftigt sich damit,

über die von Sltercn wif nenerrn Aiitonn aufgestellte F'<>rm dts Satzes

vom Pnn/.ipe der virtuellen (ieschwindigkeiten sowie über die von dem
Satze gegebenen Begründungen kurzen Bericht zu erstatten, der meist mit

einer Kritik yerbnaden ist.

Wir beschränken uns in betreff der älteren Autoren darauf, das

Referat des Herrn LiinU üher Ivtirrranges Beweis, wir dieser in der

von Grelle übersetzte» i unktionentheorie enthalten ist, zu /.ergliedeni, und

wir woUen im Anschlüsse hieran sur Bearteilung sowohl des Lindtschen
Beferates wie auch der Lagrangesohfln BegriflSlbestimmiingen eine logisdie

Analyse der letzteren selbst versuchen.

Das ßeferat des Herrn Lindt beginnt (S. 163 Zeile 13) mit

folgenden Sfttzen : „Steht dne KxaftP immer auf einer Fliehe F(x, «/, z)= «r «• 0

senkrecht, so sind ihre Komponenten gleich P^-^,»
» ^rz'

haltf'ii sicli iilsu auch die drei Kuaipoueulen der Ki'ult, die *lie Flüche auf

einen sii li in ihr bewoeenden Körper ausübt, wie f " : :

^"
: denn „es ist

klar, daß die Richtung der Wirkung der Fläche auf den Körper, oder

'vielmehr des Widerstandes, den sie ihm entgegensetzt, nur auf der Flache

senkrecht stehen kann**. Dasselbe Besnltat erhält man auch, wenn man
giin/, von der Fläche absieht und ihre Gleiclninr: («• — ()) bloß als eine

durch die Aufgabe gegebene Bedingungsgleichung betrachtet." In dem
ersten Satze sollte es lieißeu: „so verhalten sich ihre Komponenten wie

P^^
,

-''l"!
denn die partiellen Ableitungen hängen von il' i- /u-

iälligeu Form der Gleichung ab, ob dieselbe z. 6. rational gemacht ist oder

nicht. Um ganz präzis sm sein, wollen wir aus dem Referate die Folgerungen

ziehen, die sich nur unter der Voraussettmng ergeben, daß sur ein oder

2wei Körper (oder Punkte) und nur einn ncdingungsgh'ichung für die

Koordinaten derselben cff^gpben sind. Wir fonnulieren dann die Folgernnr^

aus dem angeführten ZiUt«- folgendermaß^u. Ist die Beweglichkeit eiue^j

EOrpei'a dnrdi die Bedingungsgleichuog w(x, ;r) 0 beschenkt, so wird

derselbe in Rohe bleibea, wenn eine Kraft auf denselben wirkt, deren
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mditnng dureh das Verhttltnu rz'-^ - gegeben, deren Intonsitftt aber^ cx Cjf Gi
jede beliebige Gröfie haben darf. Dia Stolle ferner, welche tob Z. 19 S. 163
bis Z. 11 S. 1G4 unmittelbar auf die oben siüerten Slltze folgt, kann man
ibretn Inhalte nac!i niil <\* n Worten zusammonfRssen , mit denrn (liosclbr

sobließt: »daß mau Jede durch eine Uleicbuug F^i) repräsentierte Bedingung

fCLr unendlich kleine Venehiebungen stete durch ein dem. oben beschriebenen

entsprechendes Lagrangesches Flasi-hpumgeystom enetasen kann".

Herr Lindl gebt bier zu BedinguagsglfipbunLfen über, welch»- die

Küordiualen von mebr als einem Punkt»* enthalten. Setztn wir voraus, datt

eiiic Üediuguugsgleicbuug für zwei Punkte $, y, ~ 0 gegeben

ist, so wollen wir aus dem obigen Zitato S. 168 Z. 13 bis Z. 19 folgende

Folgerung zulassen. Die Krilfte, die wir an den Punkten x, y, r und |, r/, J
anzubringen haben, wenn die Punkt«" in Rube verbarren sollen, müssen die

cFcFcF rFr F r F
durcb die Proportionen ^ und . ^ '•

: bestimmten Ricbtuneen

lm1»eri. WiH aber stebt es nun mit den Intensitllten dieser KrlU'to? Das
Prinzip der virtuellen Gesebwindigkeiien bestimmt genau das Verhältnis der

Intensitäten. Nun wird in der zuletzt angeführten Stelle der Salz auf-

gestellt, daß jeder Dedingongsgleiehung ein Flasehennigsystom entspricht,

bei welchem die Beweglichkeit der Punkte im Infinitesimalen dieselbe, wie

die durch die R' dTni^iin^HijhMchung zugelassene ist. Wozu dient nun dieser

Satz? Die» wird aus (lern Het'erate nicht klar; denn es wird nauh Auf-

stellung dee Satzes sofort dazn übergegangeti, das Prinzip in seiner ganzen

Allgemeinheit, d. h. für beliebig viele Punkte und Bedingungsgleicbongen

auszusprechen. TTnd doch ist A'w Anwendung des erwähnten Sat'/ts /um
Beweise des Prinzipes mit wenigen Federstrichen geinacbt. Ist die Bedingungs-

gleichung F(j. v, *, §, »i, s ) = 0 g<^geben, so sagt der nSmliche von Herrn
Lindt angefflhrte Satz autt, daß man in der Gleichung f(x, jf^ «, |, i},

tnVix- af-r {y -bf + (z - rf-H «y(7Z:i)« +-{^- ^ + (^^^ ._,.)«_ ^ = o
die Konst;iiiti'ii i^. h, r, i^, ji, y, m. n. n immer ^o Vi'-s'inniifn kann, duß

für bestimmte Werte
•^'q^o'^oIq^^^o Variabein die Funktionen F und /,

sowie deren erste partielle Ableitungen Ubereinstimmen. Der Gleichung /' =^ 0
entspricht nun ein bestimmtes Flaschenzugsystem, bei welchem sieb die an

den Punkten und ^ t an^n t ifi'iid"u Kräfte, P iim<! //, ihrer Intensität

nach wii' itt '. n verhalten. Wenn nun die Bedingungsglcicbung ist,

und gctiagt wird, welche Kräfte auf die beiden Punkte wirken dürfen, wenn

die Punkte in Bube bleiben sollen, so haben wir bereits oben die Richtungen

deriielben festgestollt. Bezeichnen wir mit A'. Y, Z und S, H, Z die Kom-

ponenten dieser Kräfte, so hat man X «-
1, |^ , Y Z» 1, und

Ä = A, • H = In . Z =^ l^^-i- Nimmt man nun an, daß die Intensitllten

sich wie ui : n verimilen müssen, nämlich genau wie bei dem Flasclienzug-

sjsteme, welches der Gleichung f— 0 entspricht, so bat man sofort A| — 1|;

denn es wird
/ et

'
< / -
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Geht mau von der Bedingungsgleichung f =^ 0 zu der aUgemeiaeren

F^O Uber, so adilieBt Lagrange, daß KÄft«, welche diese Bedingung
aufrecht erhalten, geoau so wie bei /* <— 0 anzusetzen seien, weil die Be-

weglichkeit der Punkte im Infinitesimalen in erster Anniherong bei F *»0
dieselbe wie bei /' =- 0 ist.

Beaeiuent ist also der Meinung, dafi ein Shnliehm Baieonnement, wie

datyenige, was die Gleichung 1^ ^ 2| ergab, in einem Bcr i

'
t

, der die

bauptsächlirhston Punkte des Lagrangeschen Beweises m geben ankündigte,

hätte erwartet wenUu können.

Es sei mir gestattet, aber die Lagrangeschen Begriftbesthnnrangen

und AnnahmMi noch einige Bem« rkungeu zu machen. Die erste Hypotheee,

die Lagrange macht, nämlich stillschweigend, wollen ^vir s(j formulieren:

Wenn bei einem beliebigen Mechanismus die Beweglichkeit der Punkte im
Infinitesimalen in erster Annäherung sich so verhält wie bei einem bestimmten

Flastthanittgappsrat, so besitien die SMfte, welidie in dem Meehaninnis die

Beweglichkeit aufrecht erhalten, dieselbe Richtung und dieselbe Inteiuittt

wie bei dem entsprechenden PlaschenzugsTstomp.

Ist die Beweglichkeit der Punkte aui Oberflächen eingeschränkt, so

kann man swar sagen, dafi, welclies attcb immer der Heobanismus sei, der

die Bewe^richkeit so normiert, die BicSitungen der Kräfte, welche die in Ruhe
befindlichen Punkte nicht in Bewegung bringen, auf der OberÖiiche ;>i iik recht

stehen müssen; zur Bestimmung der Intensitäten aber beruft sich Lagrange
auf den Apparat.

Die andere Hypothese, die Lagrange macht und am Schlüsse

seines Beweises angibt, können wir mit etwas anderen Wurten viel-

leicht so formulieren. Der Faden des Flascheuzagapparates muß in

allen seinen Teilen gleichmäUig gespannt sein, wenn die Krftfte, die an

den Punkten dc^elben wirken, entweder die Ponkte in Buhe lasMO, oder

die durch die Gleiebong normierte BewegUohkeit gerade aofxeoht

erhalten.

Unter den neueren Autoren ist es besonders Hclmhultz, desäen Unter-

snöhnngen über das Rindp der Tirtuellen Gesehwindigkeiteii Herr Lindt
seine Aufmerksamkeit zuwendet. Diese Untersuchiing findet sich in den

II elmholt7,sehen Vorlesungen über Physik und ist von Herrn Lindt in

gewandter Weise kurz wiedergegeben worden. Nur über den wesentlichsten

Zweck der interessanten Helmholtzseben Betrachtungen bat Bezensent

eine andere Auffaasnng. Es handelt sich um folgendes bt die Beweg-
lichkeit eines Systems von Punkten durch Bedingungsgleichungen zwischen

den Koordinaten der Funkte definiert, so wird in jedem wirklichen, d. h.

in der Natur vorkommenden Falle, dann, wenn wir an den Punkten
des Systems Kräfte angreifen lassen, die Lage der Punkte so geSndert

werden, daß die Koordinalt-n der Punkte den Pedingungsgleicbungen nicht

mehr genügen. Es hat dies bei einer großen Gruppe von Meehanismen

darin seinen Grund, daß es keine ubaulul starren Verbindungen gibt. Wir
wollen daher den hier definierten Fall kurz als den Fall absolut starrer

Das Lagrangesche Prinzip setzt nun absolut starre Verbindungen

vuraub, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es setzt voraus, daß die Be-

dingungsgleichungen stets streug erfUlt sind. Unter dieser Voraossetaung

Verbindungen bezeichnen.
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iat das Frinvip tatslohlioih streng beweislntr. Es ist dum nftmlieh, wie
F. Lindemann gezeigt hat, wenn man den Newtonsohen EraftbegriiT und
das Prinzip von dor Zusammensetrting der Krftfte zuläßt, nichts weiter als

fiino Dftinitioii, lifnihond anf der vollständigen Analyse unserer Vorstellung

von »tarren Verbiiuiuugeu durch den Kraftbegriff.

Avcb Heimholt« bewost das Prinzip unter der Voraussetzung absolat

Stan^r Verbindungen. Das Interessante" der Arbeit des großen Physikers

ist aber besonders dies, dnß fr die Znlässigkeit dicker Yoriuissff /.ung als

eines besonderen Beweises bedürftig erkennt und diese ZuJässigkeit auf eine

sehr sinnreiche Methode konstatiert Es handelt sich nach Heimholte
um einen theoretischen Nachweis, daß das Lagrangescbe Prinzip annähernd

rirhfip:' Hosultate crgild. An die Xotwrndigkeit einns soh/lien Xaclnveises

hatte man früher gar nicht gedacht Ja, selbst unter der Voraussetzung

absolut starrer Verbindungen waren die Beweise logisch anfechtbar, bis

Helmholt z den Beweis fthrte und Lindemann erkannte, daß es sieh um
eine bloße Definition handelt.

Wenn also Heimholt/ eine Gleicbgewicbtsbedinp-iing aufstellt, welche

sowohl absolut starre wie auch annähernd starre Verbindungen umfaßt, so

sieht Bezensent hierin hanptsSchUeh einen iheoretisehen Ansäte, ans weldiem
durch einen Grenzprozeß die Lagrangesche Form hervorgeht, der aber

für il;e Ains onduriir iii( lit geschaffen ist. Kezt'nsent möchte daher auch nicht

soweit gehen, wie Herr Lindt es tut, und die Heimholtzsche Gleicb-

gewichtsbedingung ebenso hoch über das Lagrangesche Prinzip stellen,

als man die Newtonschen Gesetze der Planetenbewcgung Uber die Kepler-»

sehen stellen kann. Wir sehen vielmehr die Hauptbedeutung der Helni-
holtzschen Arbeit in der angegebenen doppelten Stützung desLagrangeschen
Prinzips.

Wir kommen nun auf eine Betrachtung, die dem Yerfhsser der hier

zu bfspreehendeu Arbeit ganz eigen ist, die sich auf die Form des Prinzipes

be/ieht und vom didaktischen Standpunkte für die Dazstellung der Mechanik
gewiß nützlich ist.

Vei-stelit man unter Gleichgewicht eines Systeme» von Punkten den

Znstand der Buhe oder der bei aUen Punkten gleiclilftnnigen Qesdiwindig-

keit, so i.^t der Satz von dam Prinsipe, in der Form, wie Lagrange ihn

ansspricbt, nicht umkehrbar.

Wir wollen die Lindtschcn Betrachtungen möglichst in aualjti»cher

Form entwickeln und untersuchen. Wir setzen den Fall absolut starrer

Verhindongen voraus und Tevstcben demgemlA anter virtuellen Tersdüebungen
solche, welche den Bedingungsgleichungen gemäß sind. ITntt r Vi rraussftzung

dcv Definition des Olnirhcrnwirhtos fines Massensvstenis, daß ailo Punkte

lu i{uhe oder im Zuäluudu gleicblörmiger Geschwindigkeit sich befinden,

kann man aussagen, da0 die Summe der virtuellen Arbeiten dw an den
einzelnen Punkten wirkenden Kräfte gleich Null sein mnfi. Diele Aussage
ist aber identisch mit folgendem Gleichungssysteme

(X) o-x,+Ji,g. o-y,+^A,^^, o-z.+^»,^.

^^if V • flf II»
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Diese 3n Gleiclmiigttu (1) aind über keiueäwegs gleichwertig duu '6it

fdgenden:
(Px. dhj. d'z.

(2) iH^ = 0, = 0, »»( = 0.

Es sind vielmehr die Oletolmngeu (l) nur eine Definition fBr die

äußeren gegebenen KrBfte; diese soUen gleich und entgegengesetzt den Be-

diiiinnitr.sl<r?iften sein. Dpr Beweguncfszustand des Systems wird also ein

solcher sein , d:iß die Bewegungsrichtung jeweils auf der Richtung tler

£r&fte r«, Z| od«r, was dasselbe ist, der Krftfte

df
V V

" senkrecht steht. Demnach ist diö Bewegung gegeben durch die

Gleichungen:

Indem man diese Gleichungen (3) in bekannter Weise kombiniertf er>

hält man:

(4) — i^M|«?0

vennög» der w Bedingungsgleicbungen, wo die Geschwindigkeiten 9, und Vfo

den Zeiten < nnd entspredn-n. ^fan sieht, daB im allgemeinen {?, 4=v,o

!?ein wird, wenn die rechte Seite der Gleichuiit: f t) verschwind rt. ^fan

kann also nicht sagen, daß Buhe oder überall gleichfurmige Bewegung

hoTS^t, wenn die Summe der TirtueUen Arbeiten der Krftfte yersehwindet^

oder wenn, was dasselbe ist, die Gleichungen (l) existieren.

Die Sondorslullung, wclilie der starre Körper bei den Lindt^chfii Be-

trachtungen eiuzimehmen scheint, dürfte durch folgende analytische Ent-

wicklungen schwinden. Das Lagraugesche Prinäp fftr den starren

KOrper lautet:

fXdm — 0, j Tdm - 0, J'Zdm — 0,

wo der starre Körper als völlig frei vorausgesetzt ist, und die lutegral-

seiefaen bestimmte ftber den ganzen K9rper ausgedehnte Integrale bezeichnen.

Nun lietrachten wir einen Fall eines Punktsyst<jtn»3S, das Lagrange in

seiner Mechanik selbst behandelt. Seien drei Punkte gegeben, die konstant«

Entfernungen /'^j, /j^, f^^ von einander besititen, so hat man, wenn auf die

Punkte x^Vx^if 3^%y%2t' ^^y^h Krifte heaw. mit den Komponenten X^^Y^Z^^^

X^T^Z^, ^s^s^ wirken, nach dem Prinzip die Definitionsgleichungen:
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(e)

0 «

0

wostt in leicht Tenrt&ndlieher Foltsetnxng nodk fOnf Gleicbungwi binxatraten.

Kaeb EUnunatioti der ünbestiniiiiten ;i eridllt nftn das QleichiuigasTStein:

{>)

.=3

^^^,==0, ^'r,-o, ^-2,-0,

Diese GleichuBgen entsprechen vullkonimen den obigen Gleichungen (5),

und di« Gleicbttogen (7) aiad ein Squivaleoter Avednick dei Prinüpes mit
den Gleichungen (6), nur daß in letzteren die Bedingungskrüfto auftreten.

Da aber, wie vorfain ausgeführt, die Gleichungen (6j nicht äquivalent sind
JS-^ //»« A*r

mit den Gleichungen Dii^-^' = 0, »»/|^^^' = 0, »>», j',' = 0 — i, «, »), so aind

die letzteren ebensowenig gL icliwtrtisr dor aus (fi) entstamlenpn Knm-
binatiou (7). Folglich werdeu auek die obigen Gleichungen (5) die Ue-

ivegung, wie bekannt, als eine im allgemeinen beschlenuigte bestimmen.

Bcoenaent fa0t ntm nach diese» Stichproben sein Urteil Aber die gaaiae

Arbeit diihin i'nsanimen, daß die Darstellung und Sprarlip der Arbeit eine

gewnndtr, und daß die I3etra'*l!tiin£fen, wenn auch elementar und dalier nicht

immer ausreichend, doch vom didaktiseliHu Standpunkte aus von Interesse

und Nutzen sind.

Mündbem, November 1905. Oabl Sioumuni» Hilbbrt.

A. iß. AVt^bhtt^r. Tho dynamiOB ot particies aad of rigid, elaatio,

«ad Haid bodiea, beisg lectures on matbematical physies. (A. u. d. T.:

B, G. Teubners Sammlung von Lehrbüchern auf dem Gebiete der niatln'-

matischen Wisseiisehafttsu mit Kinschluß ihrer Anwendungen. Band XI.)

XII u. 588 S. Leipzig V.m, B. G. Teubner. ,H 11.— .

Der Verfasser wendet sich mit semem neuen Lehrbuch der D^'namik

ausdrücklich an Studierende der Phydk und bat dementsprechend aiidi

Inhalt und Umfang desselben gewählt und abgegrenzt. In diesem Sinne

konnte er sich mit einigen wenigen Sülzen der Statik beirnüfren, welche an

geeigneter Stelle augefügt sind, und in beti-efl" der Kinematik war es nahe-

liegend, die notwendigen Entwickelungen unmittelbar in Verbindung mit den

betrachteten materiellen Systemen zu bringen.

Die Auswahl und Dar-i'KuniT des Stoflfes macht einen anüerordiot-

lich erfreulichen Eindruck. Wenn auch nach des Verfassers \' crsicheruug

nirgends theoretiscbe Betrachtongen und Probleme aufgenonanen sind, deren

DttrchfUhrung vorwiegend auf die rein mathematische Ausbildung des
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Studierenden hinzielt, so sind doch andererseits auch uiuht diejenigen

Partiini d«r Heohanik, weloh« ihnr Nitnr naoh weiteirgiehsiide matiMuiiAtiaehe

Hilfsmittel verlangen, unzureichend behandelt oder gar auggesdialtet. ffien^

hin gehören die zyklischen Bewegungen, das liollen bei nicht holononieu

Bedingungen, das St. Venantschc Jb^oblem und einige Fragen der Potential-

tiieoria. In diese Gelnete wird der Anilngw anf eine bo grttndliche nnd matlio-

diich durchsichtige Weise eingeAhrt, daO man wohl vergeblich nach eiiMini

modernpn Lahrbach der Moehanik von pleiphem üinfftiigc und \ivf>au suchen

wird, welcbes die Schwierigkeiten des Gegenstandes so gi'S< hickt überwindet
ÜbetluMipt liegen die Bedenken, welche den Anfönger nur zn oft ab-

lialteo, die wichtigsten nnd interessantesten Pkoblenu- der modernen Mechanik
«msthaft ilurclizuarbeiten und sich iliren ^vf nüichen Inhalt als ein wert-

volles Eigentum zu erwerben, gar nicht so sehr in unzureichenden matho-

matiadien Vorkenntnissen begründet, als vielmehr in einer noch maagelhafi

entwielcrften FDiigkdlt, auf einmal eine groBe AnsaU aeaer meohaaiaelier Be-
griffe fest und sicher aufzutiehnifn, wie es ihre praktische Verwertung verlangt,

fierade diese Schw-icrigkeit wird im vorliegenden Lehrbuche durch sorgfilltig

durchgearbeitete Beispiele wesentlich gemindert, die iu einer sebr konzisen

Form die widitigston Methoden der Djnamik gründlich einzuprägen vermSgen.

Lange Jahre hindurch war der engliachei) Schule die scharfe Trennung
der 'Mechanik des starren Systems von der Mechanik der stetig veränder-

lichen Systeme eine stereotype Gewohnheit geworden, und der Studierende

hatte zwei seheinbar auseinander liegende GelHete nadieinander sa hewtttigen,

oder hii'lt es auch oft fih- /.uUissig, sich auf den ersten Teil zu beschränken.

Wir sehen in dem Bestreben des Verfassers, einer möglichst allgemeinen

Systemauffassung gerecht zu werden, und die bei Studierenden so h&uÖg
vorkommende irrige Meinung zu beseitigen, die Mechanik der deformier*

baren Systeme enthalte ganz besondere Schwierigkeiten fBr den Anf&nger,

eine wirksame Bekiirnpfung schiidigtnder Vorurteile und empfohlen gmide
aus diesem f!p<?icbtspunkt das Studium des Werkes auch dem Mathematiker,

welchor einseitigen Auffassungen iu dieser Richtung weit leichter unterliegt

als der Pfajaiker oder Techmker, dem sich die verindetliohen Systeme in den

Anwendungen der Mechanik sdion beim ersten Stadium spontü aufdrängen.

Karlsruhe L B. Haim.

M. Doli t ^1"'^ ^C^stle. Lehrbuch der praktischen Geometrie,

bearbeitet für den Unterricht an den Hoch- und Tiet'bauabteilungen der

Baugewerkschulen und technischen Mittelschulen, sowie für den Gebrauch

in der Praxis. 2^ erweiterte und umgearbeitete Auflage. Mit 146 Figuren

im Text. Vn u. 164 & Leipzig 1905, B. G. Teubner. ^3.80.
In der vorliegenden zweiten Auflage ist der elementare Teil eines

großen Gebietes in praktischer Zusammenfassung bebandelt. Mit Geschick

und weiser Beschränkung sind diejenigen Abschnitte der allgemeinen Ver-

massungskunde^ welohe als Lehrstoff an den Baugewerkaohulen und teehnisehen

Mittelschulen dienen sollen, neubearbeitet worden, sodaß sie für die Aus-

bildung in der praktischen Geometrie von Technikern des mittleren Babn-

oud tiefbautechnischen Dienstes für Staat, Gemeinde und private Unter-

nehmungen vorzüglich geeignet endieinftn. Zu dem bisherigen Inhalte der

Ai^T te HaChsnalUt uad Ihjidlt. m. Baib«. ZI. 8
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«nten Anflsge sind för die die Bangeweiktcbule yerlftssenden Tiefbau-

techniker, welche sich dem staatlicben oder priTatan Eisenbahnbau widmen
wollen, weitere Teile neu hinzugekommen, wolche dip vfrschiedenen Verfahren

zur Absteckung von Kreisbogen, einschließlich der (Jbergangsbogen, die Statio-

nierung und AuCTundung der Neigungswinkel der Eisenbahnen und Stiaßen,

und sdilieBlieh die Lattenpvofile nnd Sobnnrgerflste ansflUirliich behandeln.

Dem Wunsche des Verfassers entsprechend, cnvähnen wir im folgenden

diejenigen Punkte, welche bei einer etwaigen Neuauflage zu berücksiclitiL^en

wären: Bei der Krouzscheibe, dem Winkelspiegel und dem Kechtwinkel-

prima ist die Angabe nnd BegrOndong der Genauigkeit Ton 3 bis 4 Minuten

in den abgegebenen Winkeln erwünscht. — Wenn, S. 17, der Winkel a
grffßor winl als 46^*, dann schneiden sich die beiden Strahlen in der Ver-

längerung von 5P, welcher Vorgang bei dem Winkelspiegel der älteren

Konatruktaim ausgentltst wurde. — IHe S. ÖS im Text nnd in der Figur

erwftbnte Glasart der Femrohrlinsen heißt Krongla« (engt erown), nicht

Kromglas, ferner mflßte in Fig. 70, auch wenn diese nur schematiseh auf-

zufassen ist, die Flintglaslinse nicht bikonkav, sondern plankonkav erscheinen,

damit die brechende Wirkung der Bikouvexlinse nur zum Teil aufgehoben

wird. — Der S. 55 erwlhnte Name Linibus besieht sieh nur auf den die

Gradteilung tragenden Rand des Hauj)t- oder Horizontalkreises, demnach ist

bei dem einfachen Thoodolit nicht der Liinlnis, sondern der Hanptkrois mit

dem Fußgestell te^t verbunden. Femer hat ein jeder Tbeudolit, auch der

einfache, die Einriditung sum Repetieren der Winkel, aber die H0glidikeit

aum Multiplizieren der Winkel wird erst durch die Drebbarkeit des Haupt-
kreisps herbeigeführt, hierin liegt der TTntersehied pep'en den rinfaehen

Theodolit. — S. 56. Alfi Mikrometerschrauben sollten nur noch diejenigen

Schrauben beondmet werden, welche dem Namen entsprediend Klein-

messungen am Riindo einer Trommel vornehmen lassen, wfthrend die

Schrauben T. tn und A m besser Ft instellschrauben genannt werden. — Die

8. 59 und 71 angewendete praktische Begel über Eneugung und Aus-

scheidung des doppelten Fehlers ist so wichtig, daß eine Bezugnahme auf

den 8. 46 angedeuteten geometrischen Beweis erwünscht erscheint. B. 63.

Da der Meeresspiegel nicht als wagcrechto Ebene definiert \verdeii darf, so

müßte im dritten Absatz nach den Worten „gemeinsame wagerechte Ebene*^

das Wort „bezw." eingeschaltet werden.

Das gut ausgestattete Werkchen wird nicht nur als Lehrbuch, sondern

auch für dot Gelwauch in der I^raxis ausgeseichnete Dienste leisten.

Berlin. A. Sohmbidbb.

F. Auerbach. Das ZeiTawerk und die Carl-Zeifs-StlftTmg in Jena.

Ihre wissenschaftliche, technische und soziale Bedeutung, für weitere

Kreise dargestellt Mit 78 Abbildungen ün Text. VI u. 124 S.

JenA 1903, Gustav Fischer. JC i.—.
Es war eine dankenswerte Aufgabe, die Entwickelung und Bedeutuntj

eines in seiner Art t-inzitr diistclienden l'ntemehin'^n!:, Avie es das /eißwerk

in Jena ist, in einer Monographie zur Darstellung zu brinireu. Der Ver-

fasser hat sich dieser Aufgabe mit schönstem Erfolge unter/.ogeii und ent>

wirft uns ein anschauliches Bild von dem Werdegang, den Leistungen und.
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der Orgauiäatioa der ZeiBächen Austalteu, wobei die überragenden Ver-

diemte üires seit itom Encli«inen des Baehes leider dahiugeschiedetien limg-

jährigen Leiters Emst Abbe in das recfarte Liebt gerflckfe werden. Die

Lcktürt' dor Aiicrljacbsclifii SL'lirit't kann jcdcrn aufs wärmste ernpfdlilcQ

werden. Abgesehen von den übrigen AusfQhningen des Vertassers muÜ die

eingehende Schilderung der sozialen Verhältnisse, unter denen die Jenaer

opteehen W^latKtten seit der Begrttndvng der von Abbe ins Leben gerufeneQ

„Carl-Zeiß-Stiftiuig'* arbeiten, aaeb fttr weiteste Kreise von Intereaie sein.

Berlin. £. ÄacaaSASB.

Fr. Kohlrausch. Lehrbuch der praktischen Physik. 10., vermehrte

Auflage de.s Leitfadens der praktischen Physik. Mit zahlreichen Figuren

im Text. XXVIII u. C.oG S Leipzig 1905, B. 0. Teubner. 9.— .

Die neueste, zehnte Aui iuge des ijekannitn Bucboä schließt sich wQrdig

ibren Yorgängerinnen an. ZaUreicbe Ergänzungen sind wieder hinzu-

gekommen, einzelne Priragraphen neu eingefQgt. worden. Die weitere Aus-

gestaltung dieses dorn Expt'riiiH/iilatur uiu iid» hrlich peworrloiicii Hilfsmittels

gibt sich 8obon äußerlich dadurch zu erkennen, daß der Umtang des Baches

gegenüber der vorigen Auflage um 46 Seiten gewadisen ist.

Berlin« E. AscBKUTAse.

Fb. Eriu^uyi. Dr. Joeef Fetsval^ Iiebea uad Verdienste. 2., wesent-

lieh Termebrte Ausgabe mit 11 Bildern und 9 Figuren. Ym n. 86 S.

Halle a. B. 1903, Wilbelm Knapp. Ulf 2.40.

Eiu mit großer Liebe geschriebenes Lebensbild des Mannes, der wohl

in erster Linie als Erfinder des lichtstarken photographischen Objektivs

seinen Namen der Nachwelt liinterlasseu hat. Wir eri'ahrcu hier aber, wie

viebeitig das Genie Petzvals (geb. 1807, gest. 1891) sieb ancb anf zahl-

reichen anderen Gebieten der Wissenschaft und Technik befitigt bat und
lernen nns diesen Bl&ttem eine eigenartige Persönlichkeit ntther kennen.

Berlin. E. Ascujunass.

G. C Schmidt. Die Kathodenstrahlen. Die Wissensdiaft
,
Sammlung

naturwissenschaftliclter und mathematischer Monographien, Heft 2.

Mit 50 Abbildungen. YII u. 120 S. Braunschweig 1904, Friedrich

Yieweg und Sohn. «4f 3.60.

Eine im ganzen recht hübsch geschriebene Darstellung der wichtigsten

Untenu( hangen auf dem Gebiete der Kathodensüahleii und mit ihnen im

Zusauunenhang stehenden Erscheinungen. Besonders sei rühmlichst hervor-

gehoben das fünfte Kapitel, in welchem die gescbiditiiobe Entwiokefaing

der einsoblSgigen Probleme geschildert wird. Das Buch ist auch fBr

solche LesLT berechnet, die nicht über cin^chundu i>bysikalische Kenntnisse

verfügen Daher sind mathematische Entwickelungen müglichst ver-

mieden wonlen.

Berlin. B. AaOBKnAas.
8*
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K. Mu^er. BloncUota ^-ätraMen. iSach dem gegenwärtigen Stande

d«r Forsdning bearbeitet und im Zueammeahange dargeetdlt 39 8.

Ufthrijeh-Oetnui 1904, R. P&pauachek. JL 1.—.
T)ip sofrcnanntcn X- Strahlten gohörc-n zu der großon Zahl jener Er-

sclieiiniii^eii, die sich *ladun-h auszeichnen, daß sie - iiiiht existieren. Das

hat aber niüht gehindert, daii uuhczu 100 Abhandluogcu üb«r diuses

nintn-essaate Phttnomeii** verOffiniflicht tnirdeii, trnd da0 der Verfasser der

vorliegenden Schrift ee nicht fttr überflüssig hielt, eine — wie es im Vor-

wort heißt — „zusammenfassende Darstellung der gegenwärtigen physi-

kalischen Forscbuugsresultate über N-Strahleu zu geben, umsomehr, als es

die E&ifaehheit der 'Versndisaaordnongen jedem Physiker gestattet, Blond'

lots Experimente zu wiederholen**. Ja, trenn es mit der Binfaehheit der

Yersuchsanordnung getan wBre!

Berlin. £. Ascbunass.

F. Bremer. Iieitfkden der Phyaik für die oberen Klassen der

Bealanstalten mit besonderer BerOeksichtigung von Aufgaben und
Laboratoriumsflbungen. Mit 386 Figuren im Text. IHllI u. 294 S.

Leipzig 1904, B. G. Teubner. Jt 3.20.

Das vorliegende Btich ist eine sehr beachtenswerte Erscheinung unter

den neu erschienenen Phjsikbüchem. DaÜ es unmittelVtar aus dem praktischen

Unterricht in den oberen Klassen herrorgcgangen ist, .^pürt jeder Pbjsiklelirer

sofort. Die Fassung und experimentelle Begründung der QeiOtse ist kon
und präzis. Viele Kapitel sind meisterhaft durchgearbeitet, und man merkt

ihnen au, daß bewährte Fachlehrer hier das Resultat jahrelanger Mühe
niedergelegt haben. Die Aufgaben, welche am Schlüsse eines jeden Paiik-

graphen snr L6sung gestellt werden, sind nicht immer ganz Iweihi Was
dem Uuchc sein charakteriftisrhcs OeprSg-e verleiht und es vor den übrigen

mir bekannten Lehrbürlit-rn auszeichnet, .sind die rhiinef^n. Die Ansfühning

ist nicht uur kurz angegeben, wie in anderen Büchern, äuudern, uuubdem
erwihnt, was zur Übung gebraucht wird, wird dieselbe mit den Zabtoi
durchgeführt, die Schüler bei den Übungen an der Friedrichs-Worderschen

Oberrealschule mit <ien dort vorhnn'lenen Apparaten erhalten haben, indem

dann meist noch das Kesultat aut i>eine Übereiii-stimmung mit der berech-

neten Zahl hin geprüft wird. Wo solche Schfllerabnngen in der Prima
noch nicht bestehen, wird das Buch bei ihrer Einführung eine nicht lU
unf ' fscbät/end.- TTilfe Iiiuten, indem die Sriiüler ähnliche (|uantitaf ive Be-

stimmungen, wie sie im Buche angeführt sind, au der Hand des Buches

leidit werden ausfahren kUnnen.

Diejenigen Gebiete der Physik, welche von den Schülern nur reM|ltiv

verarl>eitet werden, welche al.so weder anrf^jiT'MKlf^ Aufsahen liefera noch

durch Laboratoriurastibungen den E>chUlern näher gebracht werden können,

von denen aber einige notwendig in ein Lehrbuch hineingehüren, sind aus-

gesdilossen worden. So fehlen die Meteorologie, dnige Kapitel der Sfechanik

und die Elektrostatik. Wenn der Verfasser meint, daß der Behandlung
der letzfTen die zuviel Zeit beanspruchende (jenaue Besprechung der elektro-

statischen Einheiten im Wege ständen, so glaube ich betonen zu sollen,

daS diese allenlings viel Mflhe verursachende Einf&hmng doch naiver
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reichlich gerechtfertigt wird durch das bessere \ ir^tändnis, das die Schüler

den qrilteren Kapiteln der ElektrizitttBlebre entgegenbringen. Ich glanhe,

d«A das Fehlen gerade dieses Teiles der Phynk einer Einführung des Lehr-

buches an vielcu An-^fnltrii liindonid Im Wege stehen winl. überhaupt

zeigt sieh, daß bei Bearbeitung des Buches vorhandene Notizen den

Verfasser wohl oft bestimmt haben, nicht alle Teile der Phjsik, die in den

oberen Klassen durchgenommen werden mflssen, gleichmSßig ra berflek-

sichtigen, sondern einige Lifbliiifrsthcraata vor andmn zu bevorziii^^on. Wer
die interessanten Daten der fisten J^eiten der Wftrinelf4iie golcscii liat, wird

diesem Urteil zustimmen; wer jeiiuch in einem phyäikulischtsu Lehrbuch das

gesamte physikatische Wissen finden will, wird dies tadeln. Li der vor*

liegenden Fassung ist es ein Buch, das viele Kapitel der Physik vorzüglich

darstellt, das auch als Hilfsbuch für S<%a!#?rübungen nicht bloß den St hO]t rn

der Friedrichs -Werderschea Oberrealschule gute Dienste leisten wird, das

aber bedeutend an Wert gewinnen wurde, wenn in der sweiten Auflage

«ine kurs gelkfite Bekaadlnng der fehlenden Kapitel eingeschoben wflrde.

Berlin. Ä. BlCmel.

£• Blecke. Eolträge Kur Frage des Unterrichts in Physik und
Astronomie an den höheren Schulen. Von 0. Bolirendsen, E. Bose,
E. Uiecke, J. ätark und K. Schwarzschild. Vortrüge gehalten bei

Gelegenheit des Ferienkurses für Oberlehrer der Mathematik und Physik.

Güttingen Ostern 1904. Gesaintnelt un<l herausgegeben von E. Blecke.
IV u. 108 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. 2.— .

Das interessante Heft enthält in der ersten Hälfte eine AbhanJlnng

von Hiecke: die Grundlagen der Elektrizitätslelire mit Beziehung aut die

neueste Entwtckelung. Nach euier kunen Ghaiakterisiemng der Sltesten

Anschammgen und des Verhältnisses der verschiedenen Theorien zu einander

wird die iiiUlagogische !?rauclil-arkeit der Theorien besprochen und d' r Weg,

welcher der historischen Entwicklung folgt, auch auf dem Gebiete der

Elektrizitfttslehre als der für den Unterricht beste hingestellt. Nach der

Besprechung der Ionen iii Elektrolvten, in der atmosphäris' hiii Luft und
in Flammen folgt die Herleitnng der Ladung und Mass'- der lünen, t-ine

Besprechung der Kathodenstrahlen, der Elektronen und der elektromagnetischen

Hasse. Es folgt die Bestimmung des Durchmessers der Elektronen, die

Ionisierung durch Katkodenstrahlen, die Kanalstrahlen, Becquerektrahlen

und Badiimistrahlen.

Dor zweite Teil des Heftes gibt kurze Aufsätze über ( itiige den Unter-

richt in dvr Physik an höheren Schulen hetrefFende Fragen; so verlangt

0. Behrendsen för das Gymnaduno mehr Pbysikstunden und eine andere

Verteilung des Stofles. Er sagt: „Soll der physikalisclie Unterricht in einer

dem Standpunkt moderaer Anschauungen entsprechenden Weise gegilten

werden, so daß er tür den Schüler und dessen spätere Bedürfnisse direkt

nutzbar werden kann, so muß er auf die Energetik aufgebaut werden; zu

diesem Zwecke muß die Mechanik vorangescbiclvt. also schon in der Ober-

se]\unda erledigt werden'*. Wenn man hier nm h anderer A ti'^irbi ^i-iii l<ann,

SO muß man unbedingt dem Gedanken Starks beipüichten, die er m einem

Atttets fiber ^e Physik in der Sdnile au»pridit „Die Grundbedingung
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dafür, duU die i'hvüik zu einuin Biltlungsmittel wird und dadurch überhaupt

die Bereebtigung Untenidittgegeiistand erlangt, Iweteht darin, dafi

der physikalische Lehrstoff verringert wird, damit er nicht zu einem prak-

tisch unberechtigten, geistijr schädigenden Memorierstoff herabsinkt." Ein

Aufisatz über Kurse in physikalischer Handiertigkeit von £. Bose und astro-

nomische Beobaebtungen mit elementaren HiUbuitteln von K. Sehwars*
Schild sdhHefien den Ldialt des intemsanten Heftes.

Berlin. A. BlOvbl.

Th. Newogt. Einige Weltprobleme. II. Teil: Gegen die Wahnvor-
stellung vom heiAen Erdinnem. 91 8. Wien 1906, Karl Konegen.

1.50.

Der Verfasser glaubt, eine Anzahl von Gründen, die gegen das feurig-

ÜOssige Erdinnere sprecben, gefunden ni haben— GrOnde, denen wir nieht

folgen kOnnen, obschon auch uns die durchgehonds große Hitze des Erdkernes

keineswegs bewiesen erscheint, und die Flüssigkeit doss(>!hfn kaum heute

noch einen ernsten Verfechter findet. Freilich aus andern Ciründen, als sie

dw YerfSasser zur Verfügung hat, denn die GrQfie der PrKseision der Erde

einerseits, der Mangel einer Hut der „Erdkruste" andererseits haben (vgl.

u.a. Klein und Sommerfeld, Theorie des Kreisels S. (>85ff.) Arrheniu.s /.u dfr

Vorstellung des gaefömigeu Erdkernes geftHurt, weiche der Verfasser nicht

Tentebt^ und Lord Kelvin zu der Konzeption eines im allgemeiiien „effektiv

festen" Erdkerns mit einer festen Schale gefttbrt, welche der Verfasser nidit

kennt. Wir glauben damit dem Rinthe Efonng Beachtung geschenkt zu

haljen, besonders wenn wir uns erlauben, wenigstens den Worten des Ver-

fassers S. 22 „daß jede Gründlichkeit zumeist I^ngewcilc zum Gefolge hat'*,

beisupfliebten.

Chariottenburg. H. Sahtbr.

H. Danneel. Elektrochenüe I. Theoretiächo £lektrooiiomie und ihre

physikalisch-chemischen Grundlagen. Mit 18 Figuren. 197 B.

Lttpzig 1906, 0. J. GMchen. Jt —.80.

Dieses Werkchen kommt dem dringenden Uedürfnisse aller deijenigen

entgegen, die .sich in flns inoiltTiip nr.MiZL'i'biet zwischen dfv Physik und
der Chf«mie schnell einarbeiten möchten, und denen die meisten Lehrbücher

dieser Wissenschaften Genügeudes nicht bieten können. Es ist im ganzen

auf drm Teile berechnet, von denen der zweite die experimentellen Resul-

tate enthalten, dfr Britto der Anwendung in der Technik gewidmet sein soll.

Dem Physiklehrer wir«! der erste Teil genügen können, der bis zur Theorie

der galvuuischen Element« sowie der Elektrolyse geht — nur der Akkumu-
lator soH im 8. tind 3. Bande ausführlicher besprochen werden. Zuletzt

wird das an sich klare Bild durch die Brille der Elehtronentheorie be-

trachtet. Einige Druckfrhlor:

S. 2.'), Z. 4 u. 3 \ on iint^'H sind Brüclie umzukt-ln» ii. der l'artial-

79,2
druck des atmosphärischen Stickstoffe.-) ist 760 « , der des Öauei^toffs

760 • vom Hg. S. 92 Der Temperatur-Koeffizient des Widerstandes fast
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sämtlicher flüssiger Leiter ht negativ (statt positiv). ä. 12 7, Z. j vua

imten muß es heifien: tfan kum di« Kraft berecliiiMi, di« «oaeiii g-Ion
(statt Ion) eine bestimmte Geschwindigkeit erteilt. S. 134, 7.. 16 von
unten Rpibnngselektriidtnt fstutt Berilhruugsel.). S. 137, Z. 3 der Anm. HNO,
(statt HNOj. S. 179 muü es heißen: Die Stromstärke muH i)6540 Sek.

laug 1 Amp. bekag«!! (tbitt die St. betrigt 96540 Amp.-Sek.^ demi diene
Maß kommt nicht einem Strom, sondern einer SL-Menge zu). 1 Zeilen

tiefer muß das sinnentsteüpndo Komnm hinter Ampore fort; S. 180, lef-'t«

Zeile muß es im Werte der oiedergeschlageneo g-Oupro pro Ampere-Stunde
eine Stelle nach reclite gesehoben werden.

Sonst iet das Buch korrekt, das beigegi brn« Register vollständig, und
wir stehen nicht an, das Werk als erste Einftthrung in die phyirikiiHimhi?

tJhemio h»^steii.s zu empfehlen.

Charlotteüburg. * H. SAsirEK.

H. Kefenteln. Sttahlongaaig imd ergittAerang Im opUMdiaii Instra-

menten. (Abhandlungen zur Didaktik und Philosophie der Natur-

wissenschaft. Herausgegeben von Poske, Hofier und Orimsehl. Heft ö.)

Mit 10 Figuren. 42 S. Berlin 1905, Juliui Springer. 1.60.

Arbeiten, die wegen ihres Umfangs sich nicht zur Aufnahme in die

^eitsehrift Ittr den phjsUnlischen und ohemisehen ünterrieht eignen, sollen

in dieser Sanimlung erscheinen. Das vorliegende Heft bietet eine sehr

dankenswerte Ergiin '';ii(r der üblichen Sclmlhnehpr der l'hvs'ik, indem es

wichtige Fragen der praktischen Optik bebandelt, au deueu der Unterricht

Insber achtlos Torflbergegangen ist Der PhysiUebrer konnte lidi darflber

bisher nur durch die umfangreichen Darstellungen von Czapski in Winckel-

mwnns Handbuch und in dem von Lummer herausgegebenen Bande von

Müiler-Puuillets Physik infurmiereu. Die klare EiniUlirung m den Begriff

4er Pupillen und den neuerdings zuerst von y. Rohr benutzten Bej^riff der

Luken optischer Instrumente wird daher allen Physiklehrern willkommen
sein, besonders denjenigen, die längst die in den üblichen Entwickelungen,

insbesondere des Gaiileischen Femrohrs verbleibenden Lücken kannten. Die

Ott dem Terftsser für das absolute Yergrößerungsvcrmögen jedes optisi^n

Instrumentes zugrunde gelegte ErUftrung als des Konvergenzverhältnisses in

seinen Pupillen erscheint dem Referenten einwandsfrei. Dagegen luitte er

überall gern Bündel statt Büschel gelesen, da es sich nicht um ebene Ge-

bilde handelt.

Cbazlottenburg. H. Sahteb

S« Moors. Le systöme des poide, mesures et monnaies des laraölites

d'aprÖB 1» Bible. 62 S., dazu Figurentafeln und Zablentabellen

Paris 1904, A. Hermann. Fr. 4.— .

Der Haaptteii des Werkcheus gilt der Beantwortung der Frage, ob

^ Juden rar Zeit des Kflnigs Salome mnen bessern Wert fdr die Zahl «
gekannt baben, als 3. Bisher hat dieser Wert als der den Juden selbst in

dpH ersten nachchristlichen Jahrhunderten allein bekannte gegolten. Der

\ ertasser sucht aus der Form des im Salomonischen Tempel autgestellteu

„«dieniMi Heere^ zu beweisen, daft vielmebr dar den Juden um 1000 y. Ohr.
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bekiinnte Wert von % ein sehr genauer gewesen sein müsse. Jenes große

HetftUWken hat von jeher die Grandlage für diejenigen gehildet, weldie

die mathematischen Kenntnisse der Hebräer feststellen wollten. Andererseits

hat es scharfen Bibelkritikern (vgl. z. B. schon Spinoza, tr. thpol. -pol.

C 2, S. 181) in ihren Angriffen gegen die Autorität der Bibel eine Hand-

habe geboten. Es steht ja auch fest, daß die heireffende Stelle im 1. Bncfa»

der Könige erst während der babjlonischea Gefangenschaft im 6. Jahr»

hundert, die Parallelstello der Chronik noch später verfaßt ist. Der Ver-

fasser aber konstruiert sich das ^eer'* im Gegensatze zu andern Kommen-
tatoren in seiner Weise, nimmt ferner an, dafi das Bath, die Einheit, von
der gerade 20(K) in dem „Heers" enthalten gewesen sein SoUen, gerade dem

G. Teil ilor Kuhikf'lle Jarstpllto und Irifet dann allerdinfrs einen reclit ge-

nauen Wert von 7C her. l hat er freilich weder durch diese Deduktion

noch dnrdi die Anknüpfung un den Aufenthalt der Jaden in Ägy pten da-

von fifaersfliagen kOnnen, dafi diese eine genauere Kenntnis als «»3 gehabt

haben mtlßten. Denn dieser Aufenthalt, auf den der Verfasser so viel

Gewirbt lept, ist doch nur tiir denjenigen verl)üri,'t. der ati den Wortlaut

der BiUel glaubt, und hält vor einer scharten Ivntik \^vgl. i. Ii. Stade, Gesch.

d. Volkes Israel) nicht Stand, ebensowenig wie der Zng der Juden dnrch

die Wüste usw. Der Verfasser aber scheint in ollem sich an den Wortlaut

der Bibel zu halten, datiert Moses von 1571— 1151 imd sogar Jakob von

1838—1689. Die Schrift bedeutet keine Bereicherung unserer bisherigen

Kenntmsse über die theoretisohen und pruktischen Kenntnisse der Juden
sor Zeit der Entstehung d»- hiblisehen Bfleher.

CharLottenhuig. H. Samtbr.

][» Diotrich. Die gebräuchlichsten Dampfturbinensysteme für Land-
imd Schiffssweoke nach Konstruktion und Wirkongsweiee. Mit

151 Abbilduugeu. VII u. 314 S. ßostock i. M., 1906. C. J. E. Volck-

mann. geh. jH 8.—, geb. 9*—

•

Das Werk ist entstanden aus einer Beihe kleÜDierer Schriften, welche

der Verfasser über die einzelnen Darapfturbinenarten in demselben Verlage

veröffentlicht hat. Der Ilniiptwert des Buclies liegt in den zum teil recht

ausführlichen Angaben über die bauliche Austübrung der einzelnen Turbinen-

arten und ihrer Teile, sowie in den fesselndtta SchUdernngeu praktischer

Tersnch.'tergebmsse, namentlich hezQglieh der Anwendung einzelner Turbinen-

arton fllr PchifTs/weoke. Wie fast in allen Werken über Dampfturbinen

scheint mii- auch hier der Hiedler-Stumpf-Turbine eine im Verhältnis zu ihrer

Bedeutung für die Phuris allzu umfuigreiche Behandlung zuteil geworden

SU sein. Noch mehr gilt dies aber von der Dampfturbine von Schule^
welche in dem Buche die eingelu ndstf Behandlung von nllen Dampft urbinen-

arten erfahren hat, trotzdem von praktischen Versuchen mit dieser Turbine

bisher so gut wie nichts hekannt geworden ist Auch Verfasser „wünscht
nur, dafi diese Turbine recht bald mit anderen Konstruktionen in Wett-
bewerb treten möchte, d^ r Erfidg für die BchulsrTurhine wird dann (wie

Verfas.?pr meint) sicher wwht auslileihen"'.

Im theoretischen Teil ^^KapiLcl 1

—

'6) linden sich mancherlei üngenauig-

keiten und selbst Unrichti^teiten. Den trocken gesättigten Wssserdampf
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als ideelles Gas an^uäeheu, welches das Mariotte-Gajr-Lussacsche Gesetz be-

folg (8. 16X ist unter «Uea VattMiiden nnzallssig. Druck und Auastattong

des Buches sind Mcht gut, die zablreidien Abbildungen durchweg Uar
und lehrreich.

V. L. Mardlls. Physique indiutrlcito tiMHEmiMiyiiamiqae, II: bitro-
duction ä TEtude de» Mnohlwe» Checmlqvev. Qrenolile und
Paris 1905. Fr. 5.— .

Während dpr vor etwa Jahresfrist ersrhipnenc «Tste Teil ili's Werkes die

Fundamentalsütze der Thermodyuamik, sowie umkehrbare und nicht umkehr-

bare Znstnndittndemageii im allgemeinen beliandelte, soll der Torliegende

sweite Teil des Werkes eine Art £intuhriutg in das Studium der Theoiia

von Gasniascbinon, Darapfraaschinen und Külteniasi liint n diirstcllon und be-

haa(^U daher in ausführlicher Weise die umkehrbaren Zustandsändarungen

der Gase und Dämpfe. Hieraus ergibt sich die bekannte Einteüung in

zwei grSfiere Aheehnitte, von denen der ente die Eigenecbaften der Gase,

der zweite dio der ppsättipten Dämpfe behandelt. Dabei behält der Ver-

fasser aber den Zusammenhang dieser beiden Teil" dadurch im Auge, daß

er stet.>i diu .-inderuugen in Betracht ziehte, welche die aufgestellten Gesetze

in dem Falle erleiden, wo sieh Oase und DKmpfe dem kritiscbett Punkte
n&hem. Für das Studium des Werkes dürfte die Klarheit der Sprache bei

großer Übprsichtlichkeit in der Anordnung des Stoßes sehr forderlich sein,

während anderseits freilich für den deutschen Leser die ungewöhnliche Form
der einxelnen Gesetie etwas unbequem ist, da die Wahl der Einheiten und
die Bezeichnimg der KonstatitLn von der bei uns in derartigen Werken
üblichen in vii-len Fiilh-u iiliweiclit. Heclit wertvoll ist dio grnßp Zahl nus-

f&hriieher Tabellen, die namentlich für den praktischen Gebrauch bei Ünter-

gnehung von Maschinen willkommen sein wräden. Die hübsche Ausstattung,

der übersichtliche Druck und nicht za vergessen der niedrige Preis (5 frü.)

könnte Tielen deut^en ähnlichen Büchern als nadiahmenswertes Muster dienen.

Granewald. K. Vater.

S« Jessen und M. Gfnidt. Leitfaden der Baustoiriehre für Bau-
gewerkschulen. Mit 36 Figuren im Text. IV u. 84 8. Leipzig 1905,

B. n Teubner. M l.öÜ.

Das Buch ist zwar, wie der Titel befugt, lediglich ein Leitfaden, d. h.

eine Art Skelett, dem der Lehrer erst durch seinen Vortrag, dutdi Ab-
bildungen, Vorführungen und Ausflüge Fleisch und L< ))i ii zu verleihen hat;

trotzdem wird es bei seinem rrit-hfn Inhalto nicht bloß Schrtlem, sondnrn

auch vielen, welche mitten m der Praxis stehen, ein willlcommenes JSuch-

soUagebueb auf dem umfangreichen Gebtete d«: Baustofflehre sein, wosu
namentlich diu Obttsichtlichkeit in der Anordnung des Stoffes wesentlich

beitragen dürfte. Einf» prößerp Anzahl einfaf li> r. ubm- Ifhrit iclif^r Abbildungen,

z. B. von Öfen, MischVorrichtungen, Feuerschutzommantelungen usw. ist

Ar das Verständnis an vielen Steilen recht werferoll.

Grunewald. B. Vatek.

Grunewald. B. Yatbr.
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W. T. Dyck, über die Knricbttmg eine« Itnaemiui von VeteterwexkeB
der NaturwiBsenBOhafben und Technik in Münohen. Festrede zur

Übernaluru- ersten Wahlrcktorates bei der Jahresfeier der Trclinischpn

Hochschule zu Münchea, gehalten am 12. Dezembor 1903 vom derzeitigen

Rektor. lU u. 40 S. 4°. Leipzig 1905, B. G. Teubnt>r. JC 2.— .

Die Bede behandelt in fesselnder Weise die Aufgubcn, welcbe das

Mussum zu erfüllen hat und die Erwartungen, die sieb an das Museum
knüpffn, dessen Zweck hoküiintlicli di-r seit! soll, die bt^torische Kntwickelung

der naturwi-isenschaftlichen Forschung, der Technik und der Industrie in

ihrer Wechselwirkung darzustellen und ihre wichtigsten Stnfea durch hervor-

ntgende ^iaehe Meisterwerite m veranschaulichen.

Grunewald. B. Vater»

£. Lclit')-. Das Wasaor und seine Verwendung in Industrie und Oe>
werbe. Mit 15 Abbildungen. 124 S. Leipzig 1905, i.i.J. (iüschen. J( — .^0.

Das kleine Buch enth&lt wirklich so ziemlich alles» was man ftber-

hanpt Tom Waner tu wissen wttnsdien mag. In knapper, aber fesselnder

und übersichtlicher Darstellungsweise werden zunJUhst die verschiedenen

chemisrlicn \uid physikalischen Eigenschaften des Wassers, sowie seine Ver-

weuduug iu allen möglichen Zweigen der Technik erläutert. Ein weiterer

Abschnitt bebandeli die hentsniage so wichtige Frage der Trinkwasserver-

sorgung und Reinigung der AbwJisser, während in einem Schlußabschnitte

das Wichtigste über natürliche und künstliche Mineralwässer, sowie über

Natur- und Kunsteis nebst den verscliiedcnen Herstellungsweisen gesagt ist.

Nur ein Satz darf nicht unwidersprochen bleiben. Bei der Erwihnung der

Qefohr des Kesselsteins in Dampfkesseln S. 71 sagt der Verfasser: „ . . Springt

mm ein*» solche Kruste f niimlicb I\>'S>rl>triir) a'). so kommt das Wasser mit

der glühenden Stelle direkt in Berührung, es erfolgt eine plötzliche furcht-

bare Erhitzung und Dampfentwiokelung, der Druck steigert sich momentan
ins Unendliche, der Kossei wird zersprengt und explodiert.*^ Es ist nicht

recht ersichtlich, wie ein kleines Stück rotglühenden Eisens in einem Dampf-
kessel von mehreren cbm Wasserinhalt eine so „furchtbare" Dampfent-

wickelung veriursacbeu kann, daß der Druck „momentan ins Unendliche"

gesteigert wird. Die Gefahr liegt vielmehr darin, daß rotglühendes Eisen

einen erheblichen Teil seiner Festigkeit einbüßt und dadurch infolge dea

Dampfdnickes ein Brnch nn der glühend gewordenen Stelle eintritt.

Das kleine Buch kann sonst allen, die sich über den behandelten

Gegenstand unterri^ten wolleoi warm empfohlen werden.

Grunewald. B. Vatbr.

Die Neubauten der EgL BiMMiechen Teotanboliea Hoohsolmle ni
Dresden. Dresden 190r>.

Sonderabdrücke aus der Deuti>cheu Bauzoitung (Baubeschreibung), der

Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure (Innure Einiicbtung) und dem
Zmtralblatt der Bauverwaltung (Terauchsanstalt in Obigau), mit Tielen

photograpfatschen Abbildungen, Grundrissen und Konstruktionszeichnungen.

Grunewald. B. Vatss.
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C« IMetlwllold. Dto Hemmnngeii der Uhren, ihxe Xntwitdduiig, Kon-
•traktion, Beparatnr und Behandliuag Tor der Beglage, nehst zu-

gehörigpn Tabellen, zahlreichen Abbildungen und 6 Portrftts. X u. 2.! 1 S.

Krems a. Donau, Nied.-Österr. 1905, D. Diotzscholds Verlag. M- 4 öO

Ein Dü^ohes Lehr- und Naehschlagebuch iiir Uhrmacher und solche

Luen, welche di«9er <>egenstand fesselt. Aneh die vielen gesehichtliolieD

Bflokblick*', sowie Angaben über den Lebenslauf der um die hohe Ent«

-^vickliing der Ubnuacherkaost verdienten MSimer dflrften für viele wert-

voll Sfcin.

Grunewald. - _ U. Vater.

N. Hen« Geodlete, ein» DaanrtelliiB« der Xetiioden für die Terrain-

anftuibme, LandeBvermeeeung und Erdmessung. Mit 3 Steiudi ut k-

tafeln und 280 Figuren im Text. IX u. 418 8. Wien 1905, Franz

Deuticke. .# 14.—

.

In dem Sammelwerk: Die Erdkunde von Miiximilian Klar bildet daä

vorliegende Buch den £OII. Teil. E« ist mit einem Anhang versehen:

Anleitung zu astrontmiiM^en, geodStisdien aed kartograpbischeu Arbeiten auf

Forschungsreisen. Ursprünglich war der üniversitätsprofessor und Ohcrst a. D.

Dr. Heinrich Hartl mit der Abfassung des Buches betraut; nach dem Tode
dieses Autors ging der Auftrag anf den Verfasser fiber, welcher nur die

bereits verOffenUiehten Arbeiten Hartls benutzen konnte. Da>> vorliegende

Werk ist in crst- r Litiic für die »T(..ogniphen bestimmt, (U-shalb gibt es nur

das Wichtigste au.s der niederen und höheren Geodäsie in gt ilriinpifr Form
Um aber jene Sützo, deren Begründung nur durch matheuiattscbe Keehuung

erfolgen kann, nicht ohne Beweis au lassen, sind die zagehörigen Ans*
fuhrungen in Anmerkungen zugcfiiirt. sodaß sie von dem Geographen eventuell

übers('lilag«»n werden können. Die notwendige Besclniinkung ist auch die

Ursache, daß die Ausgleichungsreehnuug weggelas.sen worden ist. Nur die

Aufatellnng der Bedingungsgleichungen ist anfgenommen worden, um er-

kennen zu la-ssen, in welcher Art sich der Einflnd der Netsbediagunga-

gleiehungen auf dii' Beobachtungon UuBert,

Die Einteilung des Stottes in die drei Ilauptabsctuuttc Instriunentcu-

kvnde, niedere GeodBsie, hOhwe Geodisie ist saehgemftfi, nnd es kdnnen ans

dem reichen Inhalt des 417 Seiten umfassenden Bucbcs die Probleme der

vier, .-ieclis und acht Punkt«', »lie THstanznirssting, das barometrische Hf^hen-

messen, die Tachymetrie, die Photogrammeirie. da.s Ijegeudresche Theorem,

die Gradmessuugen, die theoretischen Untersuchungen über die Figur der

Erde, Bestinunnng der Erddimensionen, die Lotabweiehungen und ihr Ein-

fluß auf Breiten, Längen und Azimute, sowie die Pohlhöhcnschwaukungen

hervorgehoben worden. In dem Anhang sind Anleitung™ fiber Ausrüstung

zu Forschungsreisen, die anzustellenden Beobachtungen und die Verwertung

^eradben gegeben.

Der strebsame Verfasser, von welchem vor kurzem auch ein Lehrbuch
der mathematisclieu n. u.,'ruphie erschienen ist, hi"t(^t in dem vorliegenden

U'erke viel gut Gelungenes und Schönes, die folgenden Stellen aber bedürfen

d«r Bektifikation: S. 44 nnd 46, die Bedingungsgleichnngen fOr beide Nomen-
arten setien voraus, daB «—1 oder n-f-1 Teile der Hauptteilong in n Teils
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d«8 Nomns geteilt werden, n beniebnet immer die Anzahl der Nonienieile

und muß eine praktikable Zahl sein, da sie stets als Faktor in der dritten

Gleichung des Nonius vorkoinmt. Auch Raiu'rnfciuil. den der Verfasser oft

anzieht, hat in seinen Aasführungen über den Nonius dies nicht gcnflgend

beachtet. Fexner bleibt 8. 46 der Widerspruch zwisdien Zeile 4 und Zeile 13

T. o. zu beseitigen, auch ist in Fig. 46 der Nonius swOlfteitig geieiehaet^

aber als zehnteiliger beziffert. — Die Aufhängung des Doppelsenkels,

Fig. 55a, macht einen scherzhaft r-n Eindruck; der das Lot L tragende

Faden muü durch die zentrale Bubrung des Qegengcwicht«s M durchgeführt

werden. Dm in Fig. fiöb abgebildete Lot ist seiner üngenanigkeit wegen
unbrauchbar. Gänzlich mißverstanden ist die S. 55 abgebildet«» Vorrichtung.

Der Schmiiltsclie LottellHr dient dazu, heim Loten in tiefen Schäthtpri

den Uuhepunkt der langsam schwingenden langen Lote aus Ablesungen der

BücUebrpiinkte an den beiden yorhandenen Skalen za ennitteln; der Lot-

körper hängt nicht an einem dünnen Drahtseil, sondern an einem thiruieii

Messingdruht. die Trommel befindet sich am Tiitre, der Lotteller in der Tiefe

des Schachtes. Der durch vier tichraabea verschiebbare prismatische Körper

vrird erst eingesetzt, wenn der finhepnnlct des freischwingenden Lotes er-

mittelt ist und dient zum Fiideren des Lotdrahtes im Seigerpunkte. — Die

S. 63, Abs. 32 beschriebenen r>lVM'llen i^ind nicht nach Kreisen, sondern nach

Rotationskörpern angeschliffene Rohi-eti (Fig. 63); nur dnrch Biegen ge-

krümmte Böhreiüibeiicn (S. 61) werden in der Geodäsie nicht mehr ver-

wendet Aus diesem Grunde ist auch die in Flg. 7S 8. 68 dargestellte

Libelle ganz unmöglich. — 8. 94 i.st der sichtbare oder natürliche Horizont

mit dem scheinbaren und der scheinbare mit dem wahren Horizont verwechselt.

Der letztere darf nicht anders detiuiert werden als die gekrümmte £rdober-

ftlche selbst, wenn nicht in die Lehre vom NiTellieren die größte Verwirrung

hineingetragen werden soll. — In ähnlicher Weise ist die S. 95 gegebene

Definition des magnetischen Meridiarn zu berichtigen. Nicht die Verfikal-

ebeno, in welcher die Magnetnadel zum Stillstand kommt, ist der magnetische

Meridian, sondern die DurchschnittsKnie dieser Ebene mit der ErdoberAehe.

Aueh dflrfte die gegenwärtige Größe der magnetischen Deklination für Wien
näher an 8" als an 0" liec-en. - Die S. 21.t fflr die ^feßf ischaufuahme

(Fig. 230) gegebene Fehlcrausgleichung ist verfehlt, was sich sofort ergibt,

wenu man in die Proportion S. 216 die Grüßen für den Punkt 4 oder den

Punkt 2 einsetzt. — In Fig. 246 kann die Angabe des Punktes C an der

jetzigen Stelle zu Irrtümern filhren, da unter Berücksichtigung des Gaußscben

Koeffizienten die Grnßo <7r'' nur 0,1306 von .BC ist, €' also viel dichter

au C herangerückt werden muß.

Der räimlichst bekannte Verlag hat dem Bucli eine vorafiglidie Aus-»

stattung zu teil werden lassen.

Berlin. A. Soonbiobb.

Abliaadlimgen dw Txj0B*8^en Sohiil». Kene Folge. Herausgegeben

Ton Gerhard Hessenberg, Karl Kaiser und Leonard Nelson.

Drittes Heft. Güttingen 1906, Vandenhoeck k Ruprecht. JC 2.40,

buUkriptiouspreis Jl 2.

—

Das Heft euüiält auf S. 393—430 den zweiten (abschließenden; Teil

der Bemerkungen ttber die Nicht-EnkUdisdie Geometrie und den Ursprung
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4er mathematischen GewiBheit'' von Leonard Nelson, auf S. 431 — 440
^vier Briefe Ton GauB Wilhelm Weber an Frie«" und auf S. 441-^478
einen Vortrag von IL T. Djnyara fühae ^wjeseneehaftlielie nnd religiSie

Weltansicht".

Nelson untersucht iu dem jetzt vorliegenden Teil seiner Arbeit di«

Frage nach der ErkenntnisqueUe der Geometrie und «etzt sieh dabei mit
Lobatschewskj, Riemann, Helmholtz, Mill, Maob, Felix Klein und Poinearä

auseinander; weiischauend bttraclitft (l< r Verfasser seine Fnig»> im Zusaramen-

hang der mathematischen Erkenntnis überhaupt, indem er zugleich die

Arithmetisierbarkeit der Mathematik, die Quelle auch der arithmetischen

Axiome vad die dnrchgingige Lftebarkeit mafhematisdier Fragen nntemieht
Der Keni dor Nelsonschen Bt'Wiisfnhning Ut: Da rlii' Logik zu mehreren

frlpifhherechtigten Geometrien fülirt, so kann sie nicht die hinreichende

<.^uelle der gültigen Geometrie sein; da andererseits die geometrischen Urteile

dai Merkmal der AllgemeingSltigkeit tragen, so kfonen ne nicht aus der

Erfahrung stammen; also entspringt die gültige, nämlich euUidisdie Geometrie
einer dritten Erkenntnisquelle, der von Kant entdeckten „reinen Anschauung",

welche die synthetischen Urteile a priori der Geometrie möglich mache.

Velsone AnsfBbnnigen sind ungemeiD scibarfWnnig, von dimdiriditigem

Sprachgewaiid und /wcifellos fesselnd und wichtig fOr jeden, der dem
Gegenstand seine Teilnahme schenkt. Ob di»' hoikle Fraj^e nnn piidp,Mllf it;

gelöst ist, wage ich nicht zu beurteilen. Das nach erkenntniskritischem

Yerfkhren gewonnene Ergebnis deckt sieh mit dem, welches 1899 Jaliu«
Schölts in seiner „Psychologie der Axiome" auf genetisch-psychologischem

Wege geftuidim hat. — Die Briefe werfen ein hülisches Licht auf das

zwischen den Absendern und dem Empfänger bestehende Verhältnis der

Freundi^cbait und Verehrung; uiathematiscbes Interesse bietet die Darlegung

eines Fehlers, den Gauß in einer Laplaceschen Wahrscheinlidikeitsbetxaeh-'

tung über die Lage der Kometenbahnebenen entdeckt hat. — Djiivara weist

durch Darstellung der Kantischeu Lehre vom Wissen und Glauben nach, daß

Wi^enschaft und Religion als Gegner unmöglich seien, da sie völlig ge-

trennten Gebieten angehören; aber Kant habe den eigentlichen ürspnmg
der Religiosität nicht entdeckt; erst Frif s balie ihre Quelle in der „Ahndung**

aufgefunden, der nm einem lebt ndiL;' U Gefühl erwac)i^<>iidt>n Überzeugung

nämlich, dafi die jenseitige Welt des Glaubens und die diesaeitige des

Wissens im Grunde eins seien. Djavaras Ansftthrongen sind ausgezeichnet

kliii : sciiH' Sprnrhe entfernt sicli weit von Kants Ausdrucksweise und be-

weist dadurch, daß der VerfiMser seinen Gegenstand voUkonunen durch-

drangen hat.

Papier und Druck sind vorzüglich.

Beriin. P. Johamkbsson.

B« Sehmld« Fhlloaophiaoliee Iwobnaih. mm CWbranoh an. iüIilMvtix

SohTBlen und nun Sellittatadlimi. Vm n. 106 8. Leipüg 1906,
B. G. Teubner. JC 2.60.

Der Verfasser bat dt-n »Mirenartifjen Gedanken, Abschnitte an« philo-

sophischen iicbriften zu einem Lesebuche zu vereinen, sehr glücklich durch-

geführt. Das Bach enthält auf 166 Seiten 40 Lesestücke, in denen Grand-
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fragen mannigfachster Art, nämlich metaphysischen, erkeuntniskritischeDf

natnrpliiloBophiseheii, psychologischen, logischen, ethischen und Sathetischen

Inhalts zur Vorhandlimg kommen, imd die eine Übersicht über die brennend"

sten philosophisclicn FraLfen der Oegeowart lifforn. Fnter rlen illteren

Meistern sind Descartes, Locke, Hume, Kant und de la Mettrie berücksichtigt;

die anderen Terftisser gehOreu der neueren und neuesten Zeit «a und sind

zwar ülierw i<M,'Hiiil berOhintere philosophische Schriftstoller unserer Tage»

aber flndi aucli >rttnncr, die ihr Ansehen in erstt-r Linio ihren natunvisspn-

schaftlichen Leistungen verdanken, wie Darwin, Häckel, Ratzel, Ostwald und
Poincar4. Gegenüber dem möglichen Einwände, daß bei der Küi-ze der

mnzelnen BtOeke der Leser in den daselbst «nrgetragenen Gedankenreiheit

nicht ifclit lipimisch werden könne, behauptet sich das Buch diu-ch die

erstaunliclie Vielseitigkeit der in ihm g-egebenen Anregungen. Dabei reihen

sich die ausgewählten Abschnitte durch innere Verwandtschaft aneinander

oder sind durah sehr Uare Übergangserörterungen des Heransgebers m einem
geordneten Qamen Tersehmolxen. t^ler die getroffene Auswahl mit dem
Herausgeber zu rechten, wllre zwecklos, da hierin dor persönliche Geschmack
entscheidet; wenn aber auch — jedentalis aus wohlerwogeueo Gründen —
so gttnsende Sdiriftstdler wie Feehner, Lotte, Heimholte und Mach entweder
gamicht oder nur in kurzer Anführung zu Wtnte kommen, so wird doch
je»lpr Lff:er an den gflidtcnen Perlrn der philosophischen Literattir .«einp

Freude haben, l'rimauera, die flir den Gegenstand Neigimc; haben oder

gewinnen sollen, kann das Budi nnbedenldich in die Hand gegeben werden.

Berlin. P. JoHANNSBaoir.

O.FrSlicIl. IMe Entwloklxvis der dflkteimhen HeMongen. MitlS4Ab*
bUdungen. XI«. 193 8. Bxaunscfaweigl905,Priedr.yiewegn.Sohn. Ulf 6.80,

Das yorliegende Bündchen, Heft 5 der Sammlung naturwissenschaft-

licher und mnthomatischer Monographien, ist eine erfireuUche Erschdnung
auf dem Gebiete der elektrischen Meßkunde.

Es ist nieht eines der vielen Bilderbfidier, deren es ja Legion gibt,

sondern es will die histünschf- Entwicklung auf diesem Gebiete TOilblgen,

ein Gt^gt'iistaiid, der allerdings dem pinffefleiscliten Bonifstcchniker, welcher

nur nach Neuerungen lechzt, wenig Interesse abgewinnen dürfte, dessen Be-

handhing aber in unserer an Idealen so armen Zeit von jedem auf derHIflie

seines Faches stellenden Fachmanne freudig begrüßt werden dürfte. Durch
solche Schrifün wird, wie der Verf. recht treffend homorkf, nicht mir dif

Überschätzung unterdrückt, die der modenie Fachmann den modernen
Arbeiten so leicht den illteren gegenüber angedeihen läßt, sondern es wird

auch oft die Wiederholung eines Gedankenganges Tmnieden, welcher schon

irOher durchi,'e,'irl)h:itft wurd'-.

Ks dürt'le kaum v'meu licnifoiioren Mann zur Behandlung dieser Aufgabe
geben, als den Vertasser, weleiier das Glück hatte, den Werdegang der

Elektroteehmk im Verein mit ihrem enten Fadimann an der Spitdse einer

Weltfirma durchzumachen.

Das Werk triht in gedrängter Kür^ic don Entwicklungsgang der elek-

trischen Meßtechnik von Oerstedt bis auf die heutige Zeit, geht weniger

auf die Detaüi der Konstruktionen ein, als vielm«^ auf die Prinzipien der

Digitized by Google



Rezenntmen. 127

Wirkungsweise unter verständiger Bescliriuikuiig aul' das Notwendigst«, wo-

bei die gefällige und ansprechende Schreibweiw dee Verfassen kaum den

Gedanken anfkommeo teBt, als babe man es mit eaner exaikten Materie zu
tun: man fol<^'t df^m Verfasser gern in soiiiera < Jedankenganpe und ist am
Entlt;> erstaunt, welche Fülle von geisti^'er Forschung in wenii/cn Kapiteln

bewältigt wurde, ohne daU muu «ine Lüuke dab«i wahmehmeu kuuu.

Mancfamal allerdings artet diese Knappheit in lakonische Kftne ans,

so z. B. in dem Kapitel aber Kondensatoren, wo Hr. Frdlieh gat getan hätte,

etwas mehr von seiner Erfahning 7.tim Besten zu geben; fenier in den

Kapiteln über Belbstinduktionfispuien und über Apparate zu magnetischen

Messungen. Auch das Kapitel Aber WSrmemesser hlltte bei dem immer
mehr wachsenden Interesse für diese Art der Teraperaturbestimmung wohl

etwas eingehender behandelt werden können. Ehensu ist das Kapitel „Zähler"

etwas äiietmütterlich weggekommen. Apparate zur Wellenmessung,

Dämpfung etc. sind flberiiBiipt niekt orwlihiit, was bei dem kolbea Xateressei

welebee solche Messungen heute mit Bedit beanspruchen, bedanerlioh er>

schonen muß.

Sehr instruktiv sind die Meßmetbudeu behandelt, deren Wichtigkeit bei

der heutigen VoUkouinieubeit der Meßinstrumente leider immer uiebi in

den Hinteignind tritt, trotadem sie es doch gerade sind, welche m neoen

Gedanken anregen nnd xa wirldichen Foi-tschritten verhelfen, und es muß
rühmend hervorgt'hoben werden, daß der Verf. gerade diesem Oebiete, dem
Titel des Werkes entsprechend, seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet

hat; nur hätten die Methoden der Wechselstrommessmig dabei nicht zn kun
kommen sollen.

Wenn der Verf. zum Sebluß das Bild vom StÄmrabanrn der Oesehlecbter

heranzieht, so hätte sich hieran, trotzdem das Werk nicht den Stempel eines

Naehsehlagebttcbes an der 8tim trägt, doch ein Namenregister der Autoren

würdiger angeschlossen als ein alphabetisches Verzeichnis der Inserenten,

die olinebin Iiei dem geringen Umfange des Apj)eiidix leicht zu fimlen sind.

Das Keklamebedürlniö des Verlegers wiire dann nicht so ki-aÜ zum Ausdruck

gekommen, wie beim Fehlen eines solchen Namenregisters. Trotz der er-

wähnten Mängel dflrfte die Lektflie dieses Bindchens das bieten, was ge-

wöhnliche Lehrbücher selten bieten, d. h. Befriedigung.

Gharlottenbnrg. A. Kobpsel.

Atti del Congresso intemazionale di soicnze storiche (Borna,

1—9 Aprüe 1903). Volume XII. Atti della Sezione VlU: Storia

delle scienzc fisiche, matematiche, naturali e mediche. XXIV u. 330 S.

Roma 1904. Tipografia della B. Accademia dei lincei.

Auf dem großen internationalen B[ongresse der historischen Wissen-

schaften, der in Rom wlthreud der Tage vom 1. Ins 9. April 1f)0:? ab-

gehalten wurde, war die (Jcschichto der physikalischen, der mathematischen,

der naturhistorischen und der medizinischen Wissenschaften in die achte

Sektion gi^cgt worden, und dank den rOhrigen Yertretem dieser Wissen-

schaften in Italien, unter denen Herr Loria in erster Linie zu nennen ist,

entfaltete sich ein reges Tj^bcn in den gut besncliten Sitzungen, welche in

den hiertür recht geeigneten b&leu des sehr benueni gelegenen Collegio

Digitized by Google



128

Bomano »tattfand«n. Di« den Italieii«ni angeborene Lebhaftigkeit und
Liebenswürdiglmt tragen in hohem Grade dazu bei, jene Tage für alle

Gaste zu wahren Festtagen zu machen, deren Audonkon als wertrr Schatz

in ihrem Geiste bewahrt bleiben wird. Der vorliegende liaiid, der den

Teilnehmern der achten Sektion als Oas^esohenk nach mehr ala Jahresfrist

zugegangen ist, enthlH snnBdni die FirotokoUe der Bitsning«»!, von denen

im ganzen neun stattfanden. Dann folgen die zur Diskussion gestellten

fünf Thesen. Endlich sind die gehaltenen Vorträge nohst finigcn ein-

gesandten Aufsätzen solcher Teilnehmer abgedruckt, die am persönlichen

Erecheanen v«rhinderfc waren. Wir setaen die Titel der die Mathematik lud
die Physik betreffenden Vortt-ng^e her:

X. Cantor. Hieronymus Cardanus. Ein wineniehaftlidiee Lebenebild ana
dem XVI. Jahrhunderte. S. 31—13.

M, Darral. Vit» di Giovanni Bolyai. S.

0» Vacca« Sulla storia della nmnerazione binan'a. S. 63—67.

£. Leboii* Plan d une bibliographie analytique des Berits contemporains aur

lliiaAorie de raetronomie. 8. 81—96.

£• Lnuipo. Das Jahrbuch ühvt die Foztichxitte der Hathenatik. Bflekbliek nnd
Ausblick. S. 97—104.

Ydlx Hllller» Über mathematnche Zeitachriflen. 8. t06—118.
Jt Onaresohi. LaToisier accnsato di essersi appropriato i laTwti ecientifici di

altri. E fondata quesfaccusa? 8. 116— löO.

K. AIniagiii. Sulla dottrina della marea neir antichitü clasBica e nel tnedio evo,

S. Ißl— 164.

M. Barnttn. Sulla storia dc^li appareccbi sismici in Italin S. 166—166.

A. Morl. Per una bibliugraüa geodetica italiana. S. 167—169.

B. tiflnther. Lo sviluppo del celeba« atnunettto aetvononico geodetiiio nmninato
Jacobsstab, ovvero Radius astrnji omicus. S 1"<7 189.

ti* Uzielli* SuUe misure e sul corpo di Cristo come campione di misura nel

medio evo m Itab'a. 8. 191—SOI.
A. Herl. II carteggio 8cientifi(() »Ii Leonardo Ximenes, S' 213.

G. £neström* Cber kulturhistorische und rein fachm&ßige Behandlung der 6e*
diichte der Mathenwtik. Comomeasione äA pzof. Q. Loria. 8. 915—917.

F. Tannerj. Sur Iliiiloiie dee mot« analyae et ajnthiae en mathftnatiqne.

S. 21'J~-J29.

C. Somigliana. Notütie «nlla letteratora Toltiana. S. 881—248.

C^* TattatL La dimostraziono del prineipio della leva data da Archiuede nel
lilini iirüini snll" cqnilibrio (lollr ßpurp piane S. 213 -'2 tO.

tt. I'ittarelli. lutoruo al Jibro „De pruspeetiva piugeudi'" diPierdf-i 1 r ;i )i l eachi.

S. 251— i'66.

D» Diainilla-MuUer* Enonea eredenxa popolare anll* invenäone della bnaaola.

S. 267—210.

A. TOH BrawnmlU* Beitiig« tnr Geachidite der haiegnbeohnung. 8. 971—964.

17* Faganl. Vieiaaitndea de quelques ^hantillona mdtddriqnea k traTeia lea ai^ea.
8. 2dö—2yi.

T« Tonnl-Bassa. Frammenti di nnove riceiehe intomo a Nicolö Tartaglia.
S. 21>3—807. (Mit Bildnis u. Facsiniilc zweier Manuskriptsoitcn.)

Dieser großen Zahl einzelner .Vrtikrl Lrcg. nübi r muß Rcftrt'nt ilamuf

ver/.ichton, auf den Inhalt der Mitteilungen naher einzugehen. Die bloße

Ansicht der Titel zeigt, daß der Band eine Menge iuteressauton Stoffes ent-

hUt, nnd daß me weite Yerhrütong dem Bnche m wQnsehen ist

Berlin. E. Laura.
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L Aalisaben and Lehrsatzo. LoBiuig«ii.

iL A«l|gFtlMtt wi4 LehrgitM»

162. Von dem folgenden planimetrischen

Satze wird ein einfadier geomelarischer Beweis

gewÜQscdit:

Stellt in einem gewSlmlichen oder Aber-

sclilagenen Trapeze der eine Schenkel Anf den

Grundseitt'u senkrecht, und beschrei])t mun nm
beide Schenkel als Durchmesser Kreise, so

bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den

Gegengehenkeln wieder eio Trapei) in dem
der eine Sobenkel auf den Qinndaeiten Mnk-
xecbt stt'ht.

Berlin. P. Sohafu£IT(.ik.

163. Et ist TO beweisen, daS die Beniltaate von f^^^ + Ot

^»4^+ «+ & eine irreduäble xatiooale gaase Fmiktion der Unbestimmten

« nnd b ist

Budapest • Josbf KässoHiK.

164. Bei der Diskriminante der Glei«linng

welche sich bekanntlich als eine ratioaale ganze Funktiun der Konstanten

dieser Gleichung (A^, A^, . . . ÄJ dai-stcllen Uißt, ist 1) die Summe aller

ZaUenkoeffisienton — d: («» + l)"~'t 9) ^ Koeffisient Ton Äl^^ » ± n".

Diese Satze sind sa beweisen, und die Voneicben ± zu präzisieren.

Königsberg i. Ft. L. SaauohOtz.

105. Satz. Alle Ebenen', die aus zwei festen Kugeln Kreise von

gleichem Radius ausschneiden, umhüllen ein Hotationsparaboloid, das die

Potenzebene der beiden Kugeln zur Scheiteltangentialebene und die Mitte

der Zentrale mm Hanptbrennpnnkt bat.

Aredau. stnd. matb. F. Sohloobl.

AmUt 4ir MattflMtfk ud Fhyrik. ÜLIMIm. XL •
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1G6. Hegoben Pinc zum Koordinat<'iifinfangspunkte symmetrisch Hegende*

Astro'ide mit dem Parameter a, dfion Sj)it7en dundi Bögen von Kreisen, die

tim die Fimkte a5 = ±a, y^i" liadius a geüchlageu sind, ver-

bunden sind. Wie groß ist die Maadmalentferauug swiaehen Kxws- und
Aatroüdenbogan?

Potsdam, am 11. Min 1906. Orro Itauninn.

167. Die neun Großen a^^ bilden in der folgenden Darstellung, wo
^tt, '&|4», die geraden eUiptisdien Thetas, «j, «| belieinge Aigomente
bedeuten, ein OytilOigonalftyfttnins

+ «!•) - 0«)
•

WO A =

Wie stellen sii li hiernach die zugehörigen sechs DifTf röntialgrnßou y/^;

fj, t'j dar? Und welchen Differentialgleichungen genügen sie, wenn iih

voraussetze, daß die Argiunenle ttj, Funktionen einer uuizigen Variablen

i sind?

Berlin. E. Jahmu.

168« Zu der bekannten Integralformel

0

hat Caucbj (^Jouru. de l'Ecole Polyi. cak 28) noch folgende aufgestellt:

sc

r(x) =
J

e-*(t — x)C-^ log täi.

Beide FiMineln sind spezielle Falle der folgenden:

worin n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, und die ganze rationale

Funktion der Fimktionalgleiehnng:

BT
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g»nflgt Et findet sicli der UeSikt nadt:

'j^^{t — xy — 3<(< — X) + 1,

i^~(t- xy — ^t{t - xy -I- 4< (< - «) + 3<* - <,

Aussig (Böhmen). _________ A. Krüo.

und es stets auch -» — nT,_j.

109. Im Scheitel eines beliebigen Kegelschnitts wird der Oskulatioas-

kreis geseidbnet. Ton einon lieliebigen Punkte Q des Eegelsdhnitts werden
an den Oskulationskreis die beiden Tangenten gezogen; die euM tangiert

den Osknlationskreis in Ä und frifft den Kegelschnitt zum zwfMttumale

in die andere Tangente berührt den Oskulationskxeis in B und tnüt den

Kegeladuiitt zum sweitenmale in K Zwisehen den TaDgentennboohnilten
— <;jB — Pil » und BB — tf^ beeteU die Qleicknng:

worin { die numerische Exzentrizität und p den halben Parameter des

Kegelschnittes bedeutet — Für die Hvperbel ist noeh zu bemerlvon, daß

ein Tangentenabschnitt, welcher seinen Endpunkt im andern Hyperbelast

liat, negaÜT sn rechnen ist.

Aussig (Böhmen). sfead. math. J. Ekuo.

170. Die Zt^ntralkraft F{r)^ woUhe eine Bewegung längs der ebenen

Kurve veranlaßt, deren lileichung in homogenen rechtwinkligen Koordinaten

{{x^t 2^ X,) = 0 lautet, ist, wenn die Masse des bewegten materiellen Punktes

1 gesetet wird, gageben durch den Aiisdruok:

worin J =- \f^^ die HesM'sclie Kovariante für die homogene Funktion
/'(.fj, r.^, r^), C eine Konstante nud r die jeweilige Entfemunf^; vom
AttraktiunHzeutrum , welches uls Ursprung des Koordinateusystetns an-

genommen ist» bedeutet

Aussig (Böhmen). sind. math. Josef Ekuo.

171. Nach Papp US wird ein Rotationskegel durch eine gewöhnliche

Schraubentläche, deren Achse mit der Kegelachse zusammenfUIlt, in einer

Knire geschnitten, deren Projektion auf eine zur gemeinsamen Achse senk-

rechte Ebene eine Archimedische Spirale ist Was entsteht mm aus der

Baumkunre bei Abwickelung des Kegels in eine Eben« ?

8pejer. H. WiELxrrmR.

9«
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178. Gegeben eine Bernoulliacli« Lemniskate. Man riebe das System
der Parallelen zur Hauptachse der Kurve und lege die Kreise durch den

Mittelpunkt und j»» zwei nicht aufeinanderfolgende Schnittpunkte einer

Parallelen. Was ist der Ort der Mittelpunkte dieser Kreise? — Aus dem
Ergebnis ist eine einfache Konstanklion der LemniBkate herraleiten.

Spejer. H. WmunTMBR.

173« Werden die Eolcen eines Dreieeics mit einem vierton Punkte
snner Ebene verbunden, so liegen die drei Punkte, in denen die harmonisch

zufreordneten Eckenstrahlpn ßlo gr>gGnübprlip<fOudeu Seiten «.<;huf>idpn, in der

dem willkürlichen Punkte harmonisch zuueordneteu Trauüversale. Welche
Enveloppc hat in der Ebene eines Kegelschnittes diejenige Txansrersale

eines I'olardrciecks, deren harmonisch zugeordneter Punkt den Kegelsohnitt

beschreibt? Welcher Punkt der Ebene beschreibt dieselbe?

Holsminden. G. Kobbb.

174. Nach Tschehyschnfr ('Mpiu. P.-tersburg ß) 7 (iS^fi = Oeuvres

1. 1, p. 295) hat unter ollen ganzen Funktionen »ton Grades der Form:

sfl+ J>|«"~ *+ j>s«*~* H h j>,_iaf +
die Funktion

die Eigenschaft, sich zwischen den Grenzen .i ^ — h und x '*» h am
wenigsten Ton Noll sn entfernen, nnd zwar beträgt die Abweichung liOdbstens

Xi h" :
2"'^. Hieraus folgt., daß unter allen ganien Funktionen, deren

Grad gleich » — 1 oder kleiner ist, die Funktion

sich in den Grsnsen (— * • • + /<) am wenigstem too der Funktion

entfernt. Im besonderen ergibt sich fflr der Nfthemngsansdmek:

dessen Abweichung von höchstens h* : 8 beträgt.

Bei Benntsunjof des NshenmgSKDsdruckes G-^») f&r ^ erhilt man fttr

die ganze Funktion vierten Grades:

als NHhemngsausdmök eine ganze Funktion tweiten Grades nnd daher fttr

das eUiptisdie Integrsl erster Gattung

J yjil^

als N&herungswert ein Int^inil, das sieh dnroh elementare Funktionen aus-

fahren läftt; dab^ ist A in geeigneter Weise su wSUen.
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£• sollen Qmueii ftkr die AbweiehuBg swisehen dem elliptisolMii

Integral und dem so gewonnenen Näherungswerte ermittelt und im be-

sonderen untersucht werden, wie sich die Annäherung gestaltet, wenn man

nunint, wo h eine KouBtente bedeutet

Humorer. P. StIckbl.

Zn 31 (Bd. IT, S. 213) (E. Lampe). ~- Eine v«rmeintliobe Dtenng
der Triscktioti einrs Tieliehigeu Winkels geht fdgendermaBen wp. Über
einer bt-li» hiu'i n (ieraden als Duichmesser wird ein Halbkreis gezeichn«'t;

man teile sowohl i>2)} als auch den Halbkreis in drei gleiche Teile. Ist

B der Teilpunkt Yon DD^ nichst D und Ä der des Halbkreises nächst 2>,

so beschreibe mau durch

A und 7> denjriiig'pn

Kreis, deääeu Zentrum auf

2)D| liegt. Nun wird

behaaptetf da& dieser

neue Kreis jeden anderen

Kreisbogpu , der durch

D und JJ^ geht, in einem

aolchen Punkte T schnei-

det, daB Bogen DT
gleich {DTD, ist. Welche

Annäherung giht diese

Konstroktion?

Wählt man die Ge-

rade als .X Achse

eines rechtwinkligen Ko-

ordinatensystems, dessen Anfangspunkt der Mittelpuikt daa durch A und B
gehendem Krrisea sein möge, und beaeiehnet die Koordinaten von D mit

(x
, 0), die Oerade DD^ mit a, ao folgt (a. Fig.) wegen DB » ^ , DA -

1

tmd ^ ODA — aua dem Dreieck ODA nach dem Konausaatze:

— ' + 4 ^ "1^» woraus sich jr' — fa ergibt Demnach lautet

die Gleichung des testen, durch A und ß gehenden Kreises, wenn x und

y die Koordinaten von T sind: + sr* = S^' ^® Tariablen, durch D
nnd beaehiiebenen Kreiaea

(4a-.«)« + (|r^»)*-r»-^ + T.
wo — Z» die Ordinale des Mittelpunktes ist

Durch Elimination von 9 aoa beiden Gleichongen ergibt sieh fttr die

Abszisse dea Sehnit^nktea T der beiden Kreise fiolgende quadratische

Gleiohnng:
101

S 16a

_tt^ /12 ^ 2!\
•5'*'

16a« -t- 9b*'
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woraus

Der zum Bogen I) TD^ gehörige Winkel sei ^| dann ist 6 — — j ctg y ^

;

durch Binsetacen wird mithin:

*-
» ctg. i^. + 6. (T T ! ctg i t /49elg'i* + «J.

Da filr den Punkt A wegen t|/ = a; => J'n ist, also ^]l(t und

X mit abnehmendem i^ wächst, so ist nur das positive Vorzeichen zu

brauchen.

Man Bchrsibe x in d«r Form;

* - ö+eiVi» ^"^^ + i K49 +4W^0
und entwickle ^49 + 48 tg* jt^ in eine Beihe:

Vi^T^Btg^ » 7(1 + g tg^ = 7(1 + g tg» + . •>

Daher wird

Kiin ist

Ersetzt man hierin x durch obigen Ausdruck, so geht m nach einigen

Vereinfachungen über in:

oder nach ausgeführter Division in:

|[H-itg*iy :f .

. [1 + St«Ht ^ • ••].

Durch Einsetzung von tglif/^j^-fi (j^
-|- . .

. erholt man weiter

Wird der zum Bogen DT gehörige Winkel mit ip bezeichnet, M ist

sin I
— ^ oder da Sr — g^^s sin ~ —

?J
sin und somit

2 — arc sin
{^^^

sin Unier Anwendung der Beih«Aenimdrolung fDr

arc sin ^'^ sin und Einsetzen des Wertes iUr m folgt:

wo jumAl nn durch die Reihe ersetzt worden ist.
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Nftdi autgefUirter Multiplikatioii ergibt sidi:

Idö

1

1

8». 8*

1^* . .

1

iia4

Die Konstruktion ist, wio unmittelbar ersichtlich, genau für v,> = 0 und

tf' = 180'. Zmsrhpn diesen Wei"t«ii fintlon Ahweielniupeii statt. Der Fehler,

der dadurch entsteht, daB der durch A und B gehende trisezierende

Hjrperbelast in der vorliegenden Konstruktion durch den durch diese Punkte

gehenden Kreis ersetst ist, wird dordi naebfolgende Tabelle gegeben, in

der 9 den naoh der nrsprflnglichen Formel

den nütkele des QUedes ^i^^* berecbneten Fehler beseiehnei.

20» 30» 40* 60»

9 6»40' 10» 18*20' 16*40'

7,776" 26" 1' 1'64''

7,787" «6,1" l'l,ö" 2'0,9"

60» 70» 80* 90»

9 20* 28*20' 26*40" SO*

6 S'8" 4'50" 6'S4" 9'10''

»'29" 8'18,5" 8'16" 11'45''

lOO* 110* 120* 180*

9 83*20' 36*40" 40* 48*20'

S ii'ae" U'W 16'42" 18'8"

27'51"

186« 188* 140* 142*

46»20' 46* 46*40' 47*20'

Wl4r 19' 18" 19'24" 19'22"

16tf» 160^ 170* 176*

48*40' 50* ^•20* 56*40' 68*40'

19'14" 18'46" 1Ö'Ö2" 10' 4'88"

64'24"

Eine Yetgleichung der Werte Ton d^ mit denen Ton d llfit erkennen, daB

das CQied Fehler bis au 80* angeafthert wiedergibt Ferner
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zeigt die Tabelle, daß der Fehler erst bei i^ = 40** den Betrtg einer

Minute erreicbt. Das Maxlniiim der Abweichmig des Winkels ^ von
liegt bei 140» und betragt 19' 24".

Berlin, den 23. April 1906. stud. matb. Weknek Gabui^ckb.

Zu 84 (Bd. n, 8. 213) (£. N. Barisien). — Le foünm qni a povr
^oation en cooidonn^ rectaogiilaires

a un p«rimetre äquivalent a celui d*ane ellipse de demi-axes de longueur

a «t 9«. _
Das Bogendifferential ds hat die Form: rf« «= d9>|/r'' -f » mithin

für unsere Kurve ds — dg> Ya* cos^ 2q) + 4a* sin* 2(pf woraus für den achten

Teil des Umfangs:

4

j»

4

mitliin für den ganaen UrnfMig: s — 4a i y 1 + 3 sin* 2q> d{2fp). Andrer^

isits lautet die Parametexdsvstellung der Ellipse, wdche die Halbadnen a
und 9a hat; « » 9a ooe q», y» a sin 51», also wM

dt = l/^/T* + </*/* = o |/4 sin' (p -f cos' (p dg>.

oder da^ayT+ 3 ün^ 9 d^. Für den Bogen der Ellipse wird daher

s'

+ 8 sin' 9 d^. Nim ist leicht an sehen, daft die beiden

0

Bogenintegrale übereiiistiiiinien; d. h. ,,die vorgelegte Kurve hat mit einer

Ellipse mit den Halbachsen a und 2 a gleichen Umfang.^^

leh Mge noch die BonerVung tuniu, daB aneh die lUcheninhalte der

beiden Kurven untereinander in einfacher Beziehung stehen.

Bezeichnet näniUch F den Flächeninhalt der Kurve, so ist dF^jf^d^^
a
4

-iai.J'-4.'/«.«»,d,-?;?. D« ].J»tt «H» BlvM » Sa^.
0

d. h. „der Inhalt der vorgelegten Kurve iat gleich dem vierten Teil des

LihalteB einw Ellipee mit den Halbachsen a nnd 9a."

Berlin. stnd. math. Wbbxis Gabobqkb.
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Zu 41 (Bd. n, 867) (E. Lampe). — Ton der Spitae O einer Kardioido

ziehe man den Radius OP nach einem beliebigen Punkte P derselben und
Itosclireibc übfv OP als Dnn-hraesser in der zur Ebene der Kurvf^ senk-

rechten Ebene einen Kreis. Welches ist die Gleichung der krununen Uber»

fliehe, die diuroh aUe ao konstruierten Ereiae entngt wird? Weichet ist

dal Volumen dieser Oberfläche?

Es sei (l '< r = ffO) dir« rsicichung einer Kurvp in ebenen Polarkoordi-

raten r, 0 mit dem Ursprung 0, wo fiß) eine stetige und eindeutige Funktion

des Arguments bedeuten möge. Über jedem Radiusvektor r als Burcbmesser

eniditeB wir den Kreis, dessen Bbene senkreclit auf der Koordinaten-

ebene steht; diese Krnise bilden in ilirer stetigen Aufeinanderfolge eine

krumme Flüche, deren Gleichung wir zunächst aufstellen wollen. Lst Q ein

variabler PimkL dieser Oberfläche und schließt OQ = q mit der Koorüiuaten-

ebene den Winkel » ein, so ist bekanntlich (2) 9»*r<co8 4». Daher ist

die Gleichung der Oberfläche (3) c = f(0) • cos o in räumlicheii Polar-

koordinaten g, 6, ca. Wenn die ursprüngliche Ebene die a-?/- Ebene war, so ist

der Übergang zu recbtwinkligt n Knordinaten gegeben durch die Gleichungen

X ^ Q cx>s CO c< »s 0 ^ V =^ Q ca sin ö , e = q sin a

.

IHe Kurve (l) möge die Gruudkurve und die erwähnten Kreise die er-

zeugenden &Biise dör FUdw (3) g^isimt werden.

Wir stellen uns die Au^b«, die ObecflAche Sl und das Volumen V der

Fliehe ('3) zn berechnen.

Nimmt man auf der Gruudkurve (

1

) zwei unendlich benachbarte Punkte F
und P' an, so ist PP' — d$ ein Bogenelement von (l), und die beiden

BadienTektoren OP— r nnd OF^ m^r '^dr bQden mit einander den infini-

tesimalen Winkel dB; denselben Winkel dO schließen auch die Ebenen der

bfiden durch OP und OP' gebenden erzeugenden Kreise ein, welche auf

der Fläche (3) ein unendlich schmales sichelförmiges Oberflächenelcmeut dSl

tud ein nnendlidi ditames keüfilnniges Volnmeleraent dV begrenzen. Legt

man jetzt durch die drei Punkte 0, P und P' in der or//- Ebene den Kreis

Ii,") r ^ 2 e cos (0 — y) , if^^^f^n Mittelpunkt die Polarkoonlinatcn c, y hat,

und betrachtet diesen Kreis als Grundkurve, so ist die erzeugt« l'liichö die Kugel

(3,) p =« 2 e OOS — 7) cos o oder ar* -f- »/' + ir* — 2 c (x cos / + y sm y),

auf welcher die beiden durch OP und OP' gelegten erzeugenden Kreise

das Oberflachenelement dSli und das Vobnnelenient d\\ begrenzen. Diese

Kugel (3j) bcrtLhrt die Fläche (3) längs des durch OP gelegten erzeugen-

den Kruses. PP' als Bogenelement des Kreises (ij möge mit be-

idchnet werden. Dann ist bis anf unendlich kleine Größen höherer Ord-

nung nicht nur — df«, , sondern auch (4) dSl = dP.j, dV - dVi. Ist

nun Slj^ der sicheltorniip' ,\nssi-hnitt der Kupeloberflilelie i .'ij ), der begrenzt

ist von den erzeugenden Kreisen 0 y and Ö =- Ö, so ist bekanuilich

i2| — 2c*ff sin (0 — 7) , daher dSl^ ^ 2i^iteo»{d — y) dß^ oder einfach,

weil naefa (Ij) 3eeo8(0-y)-r und 2cd0^d9i^d8 ist, dSl^ - ^-rä^,

also nach (4)

(5) dSL'-iicrds.

Ist andrerseits Fj^ der keilfttimige Anssohnitfc des EugslTolumens (3^),

begnnst von dm ersec^geoden Kreisen 9 y und 9 9, so ist, wie bekannt^
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7j - «6» sin (Ö - y) [1 - 1 sin>(Ö - y)], dalier dV^ - ««» 008»(Ö - y) ilö,

und naeh dF^ -"^ffr*40, demnadi w^n (4)

(6) dV^i«f*d9.

(VgL die Bemerkung des Herrn E. Lampe zu der von Ilerm W. Stege-
in ftnn gegebmen LQsung Band VII, 173.)

Die Formeln (5) und (6), in denen nur die Koordinaten r und ß der

Grundkurve (l) vorkommen, können Ifirlit integriert werden. Ist etvrn 0

die Unabhängige, so seien die Grenzen Üq und 0^, dann ist unmittelbar

•i
f.

(7) ^-Tß'T9'de, (8) Y^ljr^.de.

Diosp Fonnelu lassen sich auch aus den gewnhnlichfn Doppelintt^graleii lier-

leiteu, welche füx die Oberfläche und das Volumen der FlSk^e (3j aufgestellt

werden kfinnen.

Beispiele: A) Die Grundkiu^e sei die Kardioide r— 2a cos' ^. Hier

ist ds-^iacoa^-dß', daher wixd 4lA-2ffa'oos'^ d0, dV—ne^coa^^-dß

das Oberfllchen- bes. Volmnelement des Körpers ^ Saeo^-^* oos a.

Integriert man von 9»0bisd>— ir, so erbSlt man als halbe Ob«r-

flftdie bes. halbes Toltunen:
ir

V

jr

-«a»|*oos*|.<fÖ-4»»«»,

B) Die Lemniskate r— a]/co8 2ö als Grundkurve liefert ds
T/C0SS9

Fflr die betreffende Biche hat man dSl ^^vc^dß, 4F«»f7ca* co0T39-d9.

Dnreh Litegration von 0^0 Ins (7 -j findet man ala vierten Teil der

Qeaamtoberflttche Sl « l-ff^a*, wahrend der vierte Teil des Geaamtroliimena

«
4"

F-i»ay COS» 2ß 'dß

ist. Nun ist identisch:

<l (sin aeV^cos 2ö) - (8 cos? - -pJ^ J\ 'dßy

daher umgekehrt:

/cos^ 2Ö . = i /V™^ 2Öycos 2Ö
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und durch Eiuiixhruiig der Gretuen ö 0 und ^ ™

4

Sttbslatiiiert man noch am 0 ^ • ain «p, ao wird:
|/2

^'

9

welehes also den viertec Teil des Oesamtvoluniens darstellt.

C) Zum Schluß wallfn wir noch die 2«-blättrige Rosette, die in Polar-

koordinaten durch die (»ieichung i* = a*cos^«ö gegeben ist, zur Grund-

knrve wlblen. BMohrSoken wir uns auf ein Blatt, indem wir etwa ß

switdien den Grenzen + ^ nehmen, so 13t

Sl''\na^JJOS yooeF »0 + sin' nO-dß^

M
Sit

Halbieren wir das lutcgrationsiutervaU und multiplizierou wir daiUr das

Integral mit 2, so kommt, wenn man noch 0 ^ ~ einf&hrt.

A » f cos 9 yooi^9» + n*sin'9'il9,

In A setzen wir sin 9 — « und erhaHsn dann:

— — I cos'flp • (10) =

1

Aussig (Böhmen). ^"'^ math. J. Erug.
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Zu 125 (Bä. IX, S. 91) (E. Jahnke). — Mit Benutzung der Graß-
manuscben ^Methoden läßt sich j>(le Gerade (als gebundener Vektor auf-

gefaßt) durch die Konten des Bezugstetraeders E^E^E^E^ darstellen, wobei

di» Koeffiaenten die bekaamte Plflokersche Bedingung erftUlen. Bind nlso

«wel belielnge Pankte, so steUt das Süßere Produkt

eine beliebige Gerade (gebnadoDen Vektor) dar. Dabei bedeuten die o^f

die seebs üatexdeterminanten der Matrix l^si "^23 ^^m
!| , |;benso büd»

I TT-i, TT.jj, rr^^ ffg
,

ich die äußeren Produkte [is^i]» • •• L-fg^iJ erhalte die vektoriellen

Darstdlnngen der Kanten des Tetraeders P^P^P^P^. LOse icb diese Olei*

chungen nach den Kanten des Besugstctraeders auf und nenne a^i^ die m üf^
gehiiiigcn Unterdetcrminanten, so ist z. B.

!
ö.*

!

= "n[PM + "MPi] + • • • + «lelJ'.Pj.

Da nim die rechte Seite eine Gerade darstellen soll, maß sein

Berlin. £. Jaunke.

Zu 130 ißd. IX, 303) (A. Krug). — Es soü die Anzahl der Schnitt-

jmnkte der Diagoitaltn eines komeaem n-JBd» «m Imtem taid aufivMlb de»

n-JEdB8 hesHnmt mrdem.

1, Zunächst möppn alle Sriinittininkte als voneinander verschieden an-

genommen werden. Wir betrachten die von einer Ecke, etwa A^J des

Polygons A^^ . . . ausgehenden n — 3 Diagonalen. Dann findet man
leiebt, daft die Diagonale AiA^ gerade (v — 3) (» — Schnittpunkte inner-

halb des n - Ecks enthält. Z.B. liegen auf AiA^ 3 (« — 5) Schnittpunkte. Von
den 3 (n — 3) Diagonalen, die von den Ecken A^, und A^ ausgehen,

kommen nüiuiicii in Abgang: aus der Ecke A^ die Diagonalen A^A^ und
A^A^, von A^iA^Ai und Ä^A^^ von A^: A^A^ und Ä^A-^] und so Ueforn

allgemein di>; (v — 2)(v — 3) Diagonalen ^^.1,, für die r < .s ^ v ist,

keine zu zahlenden Schuit<iiunkte. Die Anzahl S aller Schnittpunkt«, die

auf den n — o von .^1, au.sguhenden Diagonalen liegen, ist demnach:

6' - 1 . (« - 3) + 2 . (» - 4) + .
. • + (« — 3) • 1.

W -^\(«_2-.).

Diese Snnune serkgra wir in swei: iS^— wo:

(2) ^— l.« + 2.nH }.(»-.3)«,

(8) fl^-i.3 + 9.4 + ... + (n-3;(n- 1)

-VA(l + 2)^y^^+2Vi.
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Nieh befaumtoi Sfttsen der Eombinatarä wird:

\V öi= « — 2

W ^—
e" + a j '

— 6" '

also

Wenn wir nun S mit /i, der Anzahl der Ecken, multiplizirren, so er-

halten wir das Vierfache der Anzahl der Schnittpunkte, denn a. B. wird der

Sohmttpmikt dar Diagonale AiA^ und -^^^^^ bei den vier PunUen A^,

A^, A^ jedesmal neu gezählt. Also ist die Anzahl der im Innern

des «i-£ckä hegeudeu Diagonalschuittpunktc.

2. £• IcSuieD mehrere Sehnitlqpiukte in einen einzigen zuaammenf&llen.

Oehen durch einen Schnittpunkt k Dii^nalen, so ist er mal zu zahlen,

weil sich ju „im allgümeinen Falle", der bei der Abzahlung im ^ 1 zugrunde

gelegt wurde, k Gerade ^ mul m je zweien solmeiden.

3. Nunmehr wollen wir feststellen, wie groß die Anzahl der tiußrrholh

des tt-Ecks gelegenen Diagonalschnittpimkte ist Diese ist offenbar gleich

der Zahl aUer Schnittpunkte, vermindert um die Anzahl der Schnittpunkte

im Innern und um die <ler Eckpunkte; es fragt sich nun, wievielfacli jeder

Eckpimkt A^ des «-Ecks zu rechnen ist Es schneiden sich n — '6 Diagonalen

in ihm, also ist Jeder Eckpunkt ——

—

— mal zu zu z&hlen. Die An-

zahl oAsr Sehnittpnnkte der ^ (m — 3) Diagonalen aber ist

fol^^li ist die Anzahl S der anßeriialb liegenden Schnittpunkte

^7, « - („ _ 3).- („ - 3) _ (») _ • fi^riSfezzÄ.

Eine leicht su venfizierendc Rechnung ergibt:

e — ^{2«*— 24«»+ 114»*- 120«)
oder

Potsdam, den 19. August 1905. Otto Unssinat.

7ii den Ausführungen des Herrn 0> Meißner möchte iob mir zwei

kurze Bemerkungen gestatten:

Naeh Formet (1) kOnnte, wie folgt, fortgesetzt werden:

-(—
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naeh bekuaten Fonneln fflr Sv und Sv*

- 1^« - ^ g
=

g ,

wmmt gleich die Formel (6) gswoonen ist

Die Anzahl der im Innern gelegenen Diagonalschnittpunkte läßt sieh

unmittelbar angeban, wenn mau bedenkt, daB je vier Eckpunkte evien und
nur «mm im Inncm gelegenen DjagonftlMhiiittpttntt des komTexeii ti-Ecke«

bestiinmen. Bin» Asxahl isfe «Ibo gleieh der AnsaUL der Kombinationen Ton

I» Elementen (den n Seken) der vierten Hasse ohne Wtederholnng— •

Ana 8 ig, BtUuien. A.Knuo.

Zu 132 (Bd. IX, 303) (M. Peche). — Erste Lösung: Der Mittelpunkt

des rinindkreise«: der Kreisevolvente sei 3f: «Up Normale PX hpv'W.re den

ürundkreis in Q\ durch Q lege man die zu senkrechte (Terade, die

NT in P' trifft, und Ton M ans ftlle man auf QP' das Lot MQ'\ außer-

dem setze man Jlf(? = r, MQ' — r'. Dann sind die Dreieeke FNT, F^NQ^
Q'QM Ähnlich; daher hat man

QQ' ^MQ' QP' MQ'
yp TP '

~ Mq '

mithin, da TP = MQ ist,

QQ' + Qr _mq;^ , i>'(?'_.v<?'_ r'

WeU ^ P'^'Jf — P^Jf— 90» so ist A/>'^'3f ^ pr>3f, luid woil QP
Tangente des Kreises (3/, r) und P ein Punkt der Evolvente dieses Kreises

ist, 80 ist auch Q'P' Tangente für den Kreis {M, r') und P' ein Punkt
der sragehfirigen ETolvente^ und da aufieräem nodi ^'P'T— 90^ ut, so

ist die Gtnailc V' T oder NT Tatigcnte dieser Evolvente. Letztore wird

also von der Geraden NP clnpoliüllt. Der Radius >
' ihrus < .'nm lkreiscs

ist gleich der Projektion von I T auf denn wenn mau von P auj> aul'

NT das Lot PR ftllt, so ist £:^Qq'M^PET, mithin Uq' - BT.

Prenslav. W. Steobhahii.

Zweite Lösunp. -— O sei dt-r ^littrlpuiikt des Gnindkreisfs mit

dem Eadiu» r und 1' ein i'uukt der Kjciscvoiveute, welche liiie SpiUe

in 8 auf der Feriphnrie des Kreises hat. Durcb P ziehen wir die

Normale, welche den Gnuidkreis in M tanpirrt. und die Tangente, auf

welcher wir PT MO abtragen. i>rr Winkel MOii sei a\ folglich ist

FM TO — r«, d. i. die Entfernung der Taugente vom festen Kreismittel-

ponlcte. Bewegt sich nun der Pankt Jf anf der Erauperipherie nm den

Zentriwinkel /ia weiter, so erleidet gleichzeitig die in P an die Knns-

evolvente pT'lprrte Taneontf , da sie mit dem Radius O^f «tets parallel ist^

eine Kichtungsverschiebung um Ja und eme EntferuuiigsVergrößerung von

0 um rJti. — Wir kOnnen umgekehrt amh behaupten: „Wenn sich «ine

(i* rade P'T in der Ebene so bewegt, daB jeder Biditungs&nderung um den

Winkel Ja eine Entfemnngsrergrttßemng ron einem festen Punkte 0 am
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rJa «ntspriobi, wobei r ein konstaniar FroportiooaUtttifitktor ist, ao nm-
hüllt diese Gerade oine KroMToWeiite, derem Gnindknia 0 zun Hittelpitidct

und r ziun Radius hat."

Wenn wir nun aui der Geraden Mf das koiiäluute titüok PN ab-

tragen und den Pnnkt N mit 2* Terliinden, ao iKfit aieh auf die Gerade

TN der eben aufgestellte Sabs anwenden. NKmlich: Das rechtwinkelige

Dreieck TPN Ideibt hei seinem Fortrücken mit sich selbst kongruent.

Jeder Kicbtungsänderung von FT um Ja entspricht dieselbe Änderung bei

TIf, Die Entfonnng der Geraden TN von 0 ist gleich der HSbe des

Parallelogranuns TNN'O^ dessen Grundlinie T.V parallel nüt OK* ist

Dieses Parallelogramm ist flliohengleich mit dem Eechtecke ÜTPM =^r'rtt.

Daher ist jene Höhe — • und die Entfemangsttndemag der Geraden

TN Ton 0 bei der Drehong um den Winkel Ja betr&gt • J«. Daher

hlllli die Gerade TN eine KreiseroWente ein, deren örundkreis 0 vom

Mittelpunkt und zum Radius hat. — Zieht man in dem rechtwinkligen

Dreiecke TPN die Hypotenusenbr.hb Pii, so folgt aus dov Proportion

TB -.FT ^ PT: TN, daß ^.^ = TR ist. — Die Spitze S' der neuen Kreis-

e?olvente liegt so, daß 608' ^ PTN.
Aussig, Ii<)luueo. stud. matb. Josiir Kruu.

Zu 133 (Bd. IX, 877) (£. Jahnke). — lat 0 der Mittelpunkt dtä

Infareiaes, ao ist im Teildreieeke BCO die Seite BC ^ a Sehne des

Umkreises und der dazugehörige Peripberiewinkel — ff —^ , daher

a.-3r,coa|, alsor^-^^,

wenn der Umkretsradiua von BCO iat, und «ntapi^chend r^, r^^ woraus

die angegebene Proportion folgt:

' ' ^ ^ COS ^ : 0 cos
I

008 ^ : c cos j cos ^
•

Andrerseits ist aber auch a Sehne dea su .4 gehörigen Umkreises, dessen

Radius Ii sei, daher bekanntlich a » 2J? sin u, demnach 2Ii an ^u,

und hieraus ergibt sich : : = sin | : sin ^ : sin •

Ähnliche Formeln lassen si^h auch für die ümkreisradicn jener Teil-

dreieeke aufstellen, die ihre Spitzen in den Zentren der angeschriebenen

Kreise haben.

Aussig, Böhmen. A. Enuo.

Gleiche Lösungen sind auch von den Herren R. Güntsche, H. Wie-
leitner, atod. math. Bamch (Berlin) und F. A. MllUer (Aschaffenburg)

eingelanlaa. Bed.

Die Aufgabe war als Übung zu den Grafimannsohen Methoden ge-

dacht; eine vektorieile Lösung wäre erwünscht. £. Jaunks.

Digitized by Google



144 Yermiackie Mitteilungen.

Zu 134 [Bd. rX, 377) (E. Cesuro). — Die Liouvil lösche Formel fflr

die geodätische KrOnunung lautet (Eue d. math. Wiss. lU D 3, Nr. 12):

l ^*
i

cos I sin»W j? ~ +^ a7
'

Hierbei bodeiitr-n und K„ di« gpodstischr^n Krümmungshalhmosser

der rechtwinkligeu Parameterkurveu und i den Winkel zwischen der Flöchen-

karre und derjenigen Pkuumeterlnirre, tu der £3 gehört. Bei einer

RotationsflUcbe ist für die Meridiane als die eine Sehar der Panuneterkorreii

l/JT^ — 0 ssu setzen. Da fEbr die Loxodrome i konetant ist, so folgt:

Der geodätische Krömmungsradius dos Parallelkreiscs einer Rotations-

fläche ist gUich dem Abschnitt der Kugehörigen Meridiantangento, der

swisdien Kurvenpunkt und Achse liegt Nun ist fttr die Evolute einer

Ribaucourschen Enrre der Ewischen Kurvenpunkt und Direktrix gelegene

Abscbnitt der Tangente proportional rlfin KrüiiiJnnr{rJ=radiiis n diT Ribau-
courschen Kurve; denn letztere ist eben dadurch dehmert, daß der Ab-

sdinitt ikrer Normale, der zwiseben Kurvenpunkt und Direktrix liegt,

proportional p ist -Wir können daher Kg -= setsen, sodaß

ist.

Nun ist das Linienelement ds* der Evolute »- Femer ist, da
i < (rfs, ds') ist, ds • eMi^ d$'^ Man hat also (bei geeigneter

Wahl des Anfangspunktes von s) « • 00s«, und endlich

(4) <-> f» • ootgi • 9.

Stuttgart, 16, November 1905. E. Bath.

Zu 135 ^Bd. X, S. 97) (E. Jabuke;. — Erster Beweis: Vier Funkte

-^si ^4 Ebene sind durch die Relation

[^.43^,1^1, - [A,A,A,]A^ -f [A,A^A^]A, - [A.A.A.lA, ^ 0

vf'rktiüpft, wobei
| |

— [^j^^yl,] -f [^^yl,/!,] — [ylj^^,] = 0 ist

(vgl. Jahuke, Yorlesuugeu über die Vektorenrechnung, Nr. 24). Nun ist

[AtA^Af] gleich dem doppelten Inhalt des Dreieeks A^A^Af^ also gleich

«^4 • «4, sin wobei 'f,j^ den Abstand AfA^ und den Winkel bei A^
bedeutet. Liegen die 4 Punkte auf einem Kreise, so gilt außerdem

sin er, «in ain cf, sin

a-. a,i «i.

Die erste Gleichung nimmt daher die Form an:

<*is<^"m • A - "a4«a«8i • + a^iOi^a«! • A^ + a^ta^a^t . ^4 — 0,

wobei die Summe der Koeffizienten der vier Ponkte gleich Null ist

Stuttgart. E. Rath.
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ZweiterBeweis: Sei Ä^Ä^A^A^^ ein beliebiget Viereck ohne einspringend«

Winkel und A der Schnittpunkt der beiden Diagonalen A^A.^ und A^A^.

SetiMin wir die (positi? gerechaeten) Flächen der vier Dreieck« A^A^A^,
A^A^A^, A^A^Af und Ä^A^A^ bezüglich gleich f^, und Z"^, so ist

Mlbtfeverstitidlieh
^- . /• /• i_ ^
/i + /» ~ /i + u

Laääeu wii' bei horizont&l liegendem Viereck in A^ und A^ parallele

imd Tertikftl naeb abtoüH» geriditete KriUte tob der GrOfie f|, benebunga*

weise ^ angreifen, so ist bekanntlich ihre Resultierende — /"^ 4 eben-

falls vertikal nach abwärts gerichtet und greift in A an; greifen aber

andrerseits in A^ und A^ parallele und vertikal nach aufwärts gerichtete

BjSfte Ton der QrSße f„ beziehungsweise /*4 an, so ist ebcuso deren Be-
sultierende = -f* fi vertikal n:u'h aufwärts gerichtet und greift iiMdi in A. an.

Daher stehen dir- vier Kräfte f\, f\, im Gleicbgewiehtei was man im
Sinne des baiyzealrischen ivalkub schreibt:

(2) f,'A,-f,-A,+r^'A,-f,-A,~ 0.

Ist das Viereck AiA^A^A^ speziell ein Sehnenviereck , so haben die

vier Dreiecke A^A^A^, A^A^A^, Ä^A^A^ und A^A^A^ eia und denselben

ümbreis Yom Badios r; multipUsieit man (1) und (2) gliedweise mit 4r,

80 kann man jede GrSlIe 4r/( dnroii das Plroduki der drw entqprscbenden

Dreiecksseiten ersetaten.

Anssig, Böhmen. Sind. math. Jos. Ebdo^

Zu 138 (BU. X, 8. 98) ^0. Gut sehe). — Die Seiten des größten

der Kardioide r — 2a(l -|- eos 91) einbescihriebenen Beebteokes nnd jedenfalls

parallel zu den Koordinatenadisen. Sind die vier Eckpunkte {i = 1, 3, 3, 4)
mit den Koordinaten y„ y^ oder r^y 7;,, und sind Pj und die zwei Eck-

punkte, deren Ordinaten » ^| positiv und dei-en Abszissen ^1 ^ ^ sind,

so ist die FUobe des Beebteokis

(1) F— (r, OOS — Tg cos ips) (rj sin q>^ \- r^%\nrf.^)

zu einem ^laximum zu machen, während die vier Variabel^ r^, 9^, r,, <p^

den Qieiohangen

(2) = 2 0(1 + cosqpj), Tj = 2a(l + cosqpj ), r, sinqjj = r, sin^?,

genügen. Die Variabein und qo, lassen sich leicht fortschafi'eu, denn

«»Vi— -S^» «nyi** ^ ^ —^'

Statt (l) und (2) bckonimt man aisu:

(1 ') 4a»P - (r, - r«)(rj 4- r, - a){r, yr,(4fl + r, >/r,(4a - r,)j

(2') + r\r^ + -f ;^ - 4alr? + r.r, + /|) = 0.

Jetzt fuhrt man statt und die beiden neuen Variabein

Aicbir der MullMauitik and Phytik. III. Beiha. XI. 10
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da, dADn edilh nun atett (S')

Aus (3) folgt ftber wegen r, > r,

I t »1^

und mit BtteUdit sof (2")

Betet min dies» W«rto Itlr und in (l') ein, eo kommt n«eh
eia«r knnen Zwisoli«nreehnimg:

(1") Aa'F-~^{6a - s)*{8 - 4a)"»(5 - 2a)" »,

also ist die Fläche des Rechtecks durch die einzige Variable s -f- *"t

ausgedrückt Für das Maximum von F hat man bekanntlich = 0.

Ififlhin ergibt sich die Gleichung:

i + i 0
« 6a— • «—4a e— Sa

oder

— lOas* + 30a's — 30a» = 0.

Die einzige reell Wurzel dieser Gleichung berechnet man mit Uilfo

der Cardanischen Fomel^ und findet < — j(10 + VlOO + VlÖ).

Aniaig, Böhmen. Stnd. mntL Jos. Knuo.

Zu 139 (R.l. X, S. 98) (0. Meißiif r). — Auf ein horizontal liopen-

des, ebenes, aus rechteckigen Maschen mit den Seitenlangen a und h be-

stehendes Gitterwerk wird eine Nadel von der Länge c geworfen. Wie groß

igt die Wahncheinliohkeitt dafi sie auf dem Qitterwerk liegen bleibt?

Unter den angeriehenen vereinfachenden Voraussetzungen ergibt sich|

wenn a > & > c ist, für die vwlangte Wahrscheinliohkeit

in allen andern Fällen gestaitet sich das Resuitut viel verwickelter; z. B.

wenn a> e> 5 und gleichseitig e < 3 & ist, dann ist

4 6«— 1>— c* + 4 a l/c*— 6«— 4 aft ens eoe

—

J'_
c

labn »

ist aber a > c > 6 und glaichzeitig c > 2 6, dann ist

6* -f 2 o ()/c* — 6*— y^c*— 4 J»*) — 2 ofe /arc cos ^ — 2 arc cos
*

ad«
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In iaa. Qhrigen Füllen, in denen c>a ist, gestalten eich die Endfonneln

meist noch etwas länger. Die Herleitung dieser Formeln erlordert zwar
einige Geduld bexftplicli di^r erschöpfenden Aufsuchung der günstigen F&Ue,

hietet jedoch keine prinzipiellen Schwierigkeiten.

Aussig (Böhmen). stud. matli. J. Krug.

Zusatz des Aufgabestellers: Für a > 6 > c iindet sich die gesuchte

Wahrscheinlidikeit direkt bei Czuber, „Geometrische Wahrscheinlichkeiten

und Mittelwerte**; Leipoig 1884, anf 8. 93; jedoch nnr infolge ^e» Ter»
Sehens des Verfanseis. Nachdem er nämlich mit */, j die Wahrscheinlich-

keit bezeichnet hat, daß die Nadel tibt'rliaupt zwei Gitterl iTiien triöt, be-

rechnet er die Wahrscheinlichkeit, duü der Mittelpunkt der Nadel dabei

Zwilchen die beiden Tre^uokte flllt| d. h. die in meiner Aufgabe verlangte

Waluncheinlidikeit

Gleich 1 wird die Wahrscheinlichkeit erst, wenn c> Sy«' + 6*, nicht

achon im Falle V«- + 6* < c < 2 ^a*

Potsdam, 6. April 1906. Otto HstasNSR.

Zn 143 flid. X, S. 197 1 I i. Ki-uk) — Es soll die Anzahl der Kom-
binationen von n Eleuieuteu zui' rteu Klasse ohne Wiederholungen, wobei

heone KompUndoB swei bettadibarte Elemente enthalten darf, ermittelt werden.

Man bezeichne die Elemente durch die Zahlen 1 , 2, 3, ... « und die

Anzahl derjenigen hier in Betracht kommenden Korabinationen zur rten

Klasse, die mit 1 begiunen, durch ä^. Ist zunächst r = 2, so hat man,
mit 1 beginnend, die Amben 13, 14, 15, ... l(n— 1); es ist idso g^^n— B.

Geht man zu den Temen über, und bezeichnet man jede Teme, dii' mit
1 beginnt und mit k endigt, durch UI^, so beginnt die R«ihe der Temen
mit lU^ und achlieüt mit III«.!. Es gibt nur eine Teme nämlich

185, cwei Temen Hl«, nHmliob 136, 14G, drei Temen m,, nlmUch 137,

147, 157 usw. Die Temengmppo umfaßt die Temen 18(«— l),

14(4»— 1) . . . l(fi — 3)(» — 1); ihre Ansahl ist » — 5. Denmadi ist

r, = 1 + 2 -f 3 + . .
. + {« - 6) « «

wenn F^''' die ^te liguriert« Zahl pter Ordnung bezeichnet. Die Keihe

der Quaternen beginnt mit IV, und endigt mit IV,_j. Es gibt nur eine

Qnateme IV^; de wird ans der Teme IDs gebildet. Die Qnatemeo der

Grappe IVg werden aus den Temen und Illß gebildet; ihre Anzahl

ist 1 -f 2 = 3. Die Quaternen der Griip|io TV,, entstehen au? den Temen
lüg, 111^, lUj, und es sind ihrer l + 2-fd^6. In gleicher Weise geht

es weiter, nnd man findet

r4-l-f3-f6-f... + Fl?L-! = f:»!^;

jfj = 1 + 4 + 10 + -Fi'ia = K*-r,

*,.~l + -rg +-'^8 + • • • + -Tii-JIr-f-l = 'n-Sr+ l

10*
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Ans di«s«n Fonn«ii erhslt man dureh lyUiaehe Terbnuehimg der n
Eleraentp )>:^ Formen, von äcnon jo^och immer je r Formen in eine «u-

8ammeii£alleD. Es ergibt sich also

Diese Zahl gibt an, irienele Tenehiedene konvexe nicht sternförmige

r Ecke sirb cinom konvexen n-Eck so einbeschreibm laaieo, dafi die Seiten

des r-E(-ks zugleich DiagomUen des fi-£cks sind.

Prenzlau. W. Steobmamk.

Zu 144 (Bd. X, ä. 197) {^E. Cesäro). — Die geodätische KrOmuiuug

1/R mner FIS«^MifauTe lifit neli «üb Lionville (Ene. d. inftih. Win.
lUD 3, Nr. 12) mit Hilfe der geodätischen KrOBunnngen und der

rechtwinkligen Panuneterkorren v = const. und u =« oonsi amdrOdcen:

1 di sin i cos»

i ist J<«r Winkel /.wisclien der Flachenkurve und der Kurve u ^ const.

Wählt man auf der Rutationstläche die Meridiane als die Kurven v — const.,

eo ist fttr sie i.Ki = 0, wfthrsnd fÄr die ParaUelkreise — r/sin ist,

wobei r der Halbmesser des Parallclkreiscs und der Winkel swischen

Achse und Meridiantangent*" ist. Ist S der Siluiittpunkt der zum Punkt

Jf gehörigen Mendiantangcnte mit der Achse, so ist SM=K^. Nun soll

das Ton 8 auf die Tangente MT der FlAchenkarre gef&Ube Lot ST gUndi

der Konstanten a sein. Es ist aho

a — SM ' eoe « jSt OOS • >— zn— •

Durch Diifinentiation folgt;

äi 1 /a CO» tp dy asiny drV

Nun ist de • sin I gleieh dem Lintenelenient ds^ des Meridians. Femer
ist dip/da^ gleich der Krümmung 1/Ri des Meridians; 7^^ ist zugleich der

eine Hauptkrfhnmungsradius der Fläche. l/r-C08<p ist «rlfiob der zweiten

Hauptkrümniung l/i2|> dr/ds^ ist gleich sin qp. Mau hat also:

di "°
B, Ji;

'

Setzt man dies in den Ausdruck für l/i? ein, so ist

1 g eeia'y
, eoe»

oder da — o ist
r

d. h. die geodfttiaohe SrOnunung ist gleich dem KrflmmmigsmaA der Fitehe,

multipliziert mit a,

S^UgBxt E. Batb,
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Zu 145 (Bd. X, S. 197) fPaul Epstein). — Alle Geraden, die aus

zwei festen Kreisen Sehnen vuii gleicher LBnge ausschneiden, umhüllen eine

Parabel, die rlin Potenzlinie der leiden KreiM sur Scbeiteltangente und die

Mitte der Zentrale zum Brennpunkt hat.

£r8te LSsung. — Bine Gerade die aiia S festen Kreisen mit den

Mittidpanlcien K und K' Sehnen von gleicher Länge ausschneidet, treffe den

ersten Kreis K in den Punkten Jlf und N. in /weifen K' in den Punkten

und y\ so daß MN^ ist. Die Halbitrungspunkte der Sehnen MN und

M'y seien bezüglich P und P', der Halbierungspunkt der Strecke PP' sei Q.

Der Punkt Q mxS auf der Potenalinie liegen, da QM • ^KT«- QM' • QN* ist.

Die im Punkte Q auf y en'ichtete Normale trifft die Zentrale KK' im
Halbierungspunkto F, da QF parallel zu den Strecken PK und P'K' ist.

Erinnert mau sich nun au den bekannten Satz, daß der Fuüpuiikt der

yom B3penn|Ninkte einer Paiibel auf eine Panbettai^ente gefUlten Normale

in der Soheiteltangente liegt» nnd faßt man die Potenzlinie der beiden go-

f,'el>enen Kreise als S'heifeltangente einer Parabel auf, welche ihren Brenn-

punkt in F hat, so muß die Gerade g diese Parabel berühren. Da nun

die Fotemlinie und der Pnnkt F von der Lage der Oeraden ff nnabhftngig

sind, so muB auch jede andre Gerade wenn sie nur aus den beiden ge-

gebenen Kreisen Sehnen von gleicher Lange anssrli neidet, die Parabel be-

rühren, oder mit andern Worten: Die Geraden g umhüllen eine Parabel,

welche die Potenzlinie der beiden Kreise zur Scbeiteltangente und die Mitte

der Zemtrsle snm Brennpunkt hat.

Aussig (BSfameo). stud. math. J. Krüq.

Mit dieser Lösung stimmen im wesentlichen diejenigen übereiu, welche

von den Herren W. Stogemann (Fienzhia) und 0. Gutsche (Breslau)

eingelaufen sind. Red.

Zweit« Lösung. — Die beiden Kreise mögen die Gleichungen haben

1^ :^ x' + - 2 aa? — c* = 0,

t,~x^ + - 2bx-- 0
,

sodaß X =° 0 die Potenzlinie ist, während der Mittelpunkt der Zentrale die

Koordinaten ^(a + 6), 0 hat. werde von einer Geraden

G = ux + + M' = 0

geschnitten. Eliminiert man y zwischen || und G, so ergibt sich für die

Abszissen x^, x^' der beiden Behnittpunkte die Gledidiung

-H »•) -I- 2 *(«w — + lo*— — 0.

Dann ist aber

^ — »[^9Y{uw — av^* - {u* + V*) {u>*— c*»«)

vaä ebsnsD fttr die Abasissen x^, der Schnittpunkte von 1, und G

- x; - 6 y{uv— bv')* - (u* -t tr*) (»• - C»l»")

.

Durch Gleichsetsen beider Düferanaan ergibt sieh ohne wuteres die Gleidiung

der gewflnsditen Paxftbel in Linienkootdinaten

(a + 2^) «7* — S ««9 oder in Punktkoordinatan f/^ '^2(a-^b)x.

Speyer. H. Wieleither.



150 Yermischte Mitteiloogen.

Dritte Lösung. — Jede Gerade, die aus den beiden festen Kreiien £^
und TT, zwpi Snhnen AB :it '1 f I> voti plfichor Länge aussclmeli^et. steht

s«»n!crp('ht auf PM, der Verbiuduügslinie der Mitte M der Zentrale mit

ihr^m bcbnittpuukt 1' mit der Fotenzlinie p.

Da nftmlieb P ein Punkt der PotensUnifl ist, so gilt PÄ ^ PS
PO * PD. Sand nun die inneren Abschnitte einander gleich (AB — CD),

so müssen ps auch die äußerf'n sein (/>'P= P^, "nd daher ist auch

JlfjP=PjMj, wenn und Mj die Mitton der Sehnen sind. Da nun

weiter K^M^MKjy so ist MP als Mittellinie des Trapeses KiKfM^M^
parallel if, .Ifi und K^M^ und steht also senkrecht auf jlfjJlfj. Umgekehrt

ist ersiolitlicli , 'laO ji!<li' Senkrechte in pinem Punkte P der Potenzlinie

auf PM die beiden Kreise in gleichen äebneu schneidet Durchläuft somit

der ^mlct P die Gerade j», so ergeben die anf PM >- s in P «rriehtefcm

Senkrechten alle Geraden, die aus beiden Kreisen gleiche Sehnen ausschneiden.

Infolge ilieser Erzmicrnngsweise sind nun diese Geraden die Vcrbindungs-

geraden entsprecbender Punkte zweier projektiver Punktreihen, nämlich der

Puuktreihc, die der Strahlenbtlschel (ilf, s) auf p und der Pouktreihe, die der zu

ihm koogrueute Stnddenbfllschel (üf, «') der je sa « senkre^ten Strahlen »'

auf der unendlich fernen Geraden einschneidet, und bilden demnach den

Tangentenbüschel einer Parabel. Als Öynimetriegeradc der ganzen Figur ist

die Zentrale auch Achse dieser Parabel und die auf ihr iienkrecbte Tangente p
ist daher Schetteltangente. Die Ton Jf an die Parabel gehenden Tangenten

sind die Doppelstrablen der um 3f von und $* gebildeten rechtwinkligen

Involntion, d. h. die durch M gebenden isotropen Strahlen. Als Schnitt-

punkt zweier von den absoluten Punkten an die Parabel gehender Tangen-

ten ist daher Jlf Brennpunkt der Parabel.

Breslau, April 1906. stud. math. F. Sohlbobii.

Vierte Losung. — Let the coordinates of the centres of the two

eiroles be (n, 0) and (— 0) and their radii r and B respectivelj. If

y mx + b is the eqnation of a straigbt Une, the distanoes firom the

centres to this Une are and \ and henoe the lengths of tiie

chords» of tbe circles are

Equating these we get

and henoe

tf Wl« — ^ ~

—

-—-•
' 4t«m

DüFerentiating with re^eet to tibe parameter w we get

(Jg»-r«)(e>»-l)
* 4am«

and hence

^ " tarn
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EKmintluig m we obtein tiie equaüon of Üie enrelope

r — - -4^~)

which represents a parabola who^;f> vertex is at ihf point where the radical

axis ot tho two circles cuts the axis of Xf and whose focns ü haLf waj
betweeu the ceutxes of the circles.

La Fayette, Ind. Jacob Westlund.

Der Satz ist, wie ich zufällig bemerke, bereits von Steiner au3-

gesprodieil worden; er findet sich in der Abhandlung „Neue Bestimmungs-

utea der Karren zweiter Ordunag", Ges. Werke Bd. n, S. 455.

Straßburg L E. Paul XptniN.

Zu 147 (Bd, X. S. 1<)8) (H. Wieleitoer). — Zu bestimmen ist der

geometrische Ort tHir die Wendepunkte aller Konchoiden mit gemeinsamem
Pül emd gemeinaamer BMit.

Erste LSsnng. — Die Gleiolning der Kbnohoide in Polarkoordmateii
c

lautet: r » -^^ a. Die Weudepoiüde sind gegeben durdi ^ Oleidrang;

* H + 2r'«-rr''-0.

In nnaerm Falle ist also:

e0l'7-'-CM9 ' 008*9 \OOi9-'- /VoOBf» ' 00B*9 /

oder in rednsisrter Form:

€0*9 008*9

Daians arpbt sieh für
±2c»in*q) c

coa' tf cüü
(f.

Setzen wir diesen Wert in die Gleichung der Konchoide ein, so ergibt sich,

da a eUsiiniert ist, obne weiteres als geometriseher Ort der Wendepunkte
Ihr alle Ejonehoiden mit demselben Pol und derselben Basis:

tCKü*<p

cos' 9 '

d. i. in kartesisohen Koordinaten die Gleichung der lemikabisehen Fsnbel:

Aussig (^Böhmen). stud. math« Joskk Kuuo.

Bemerkung' Der anpe^ebene Ort wurde schon von La ilire auf-

gestellt (Kern. Ac. iiojaie des äc. 17ÜÖ (^Paris 1730), S. 59). Da er aber

UL keinem der bekannten neneren Bftdier stebt, dnrfle woAil wieder auf

ibn bingewiesen werden. H. WniMraa^

Zweite Lösung. — Bezeichnet man die Entfernung des Pols P der

Konohoide von IhMr Basis mit a, das YeKinderlidis Zirisdwnstfick mit «1

«0 ist die Gleichnng der Konoboide, belogen auf die Basis ab «-Aebse,

r
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Daraus ergibt dch

Efir die Wondepunkte ist also + 3 ay' — 2an^ = 0 oder

Setzt man dies in die Kouchoidengleichung ein, so erhält zaaa als Gleichung

der Ortskurve der Wendepunkte

2 m

Di<^ Wendepunkt« der Konclioidcn liegen also auf einer semikubischen Parabel,

deren Spitze in P liegt und deren Achse mit der gemeinsamen Achse aller

K<mdioiden luaammMifBllt.

Prenzlau. W. Stbgbiumm.

Die gleiche Löeudg ist noch von Hemm stiiS. matk, fiarnoh eiiH

geUnfen. Bed.

Dritte Lösung. — Aus der Parameterdaarstelliuig

X = a cotg <p b cos , ~ o 4" sin tp

folgt, wenn man nach x differenziert,

1 M —> ^ ^ f«in*^p) dtp

ein' 9 dx
uid

4|r • . dw & cos «p sin* 9
dx ^ dx a -\- h «va*

<f)

Bildet man nun und . eetst man diesen Wert gleich Null, so ergibt sich

2 a— Ba üa* tp — b sin' ^ 0,

80 dafi also für einen Wendepunkt

sin' rp

ist. Die Ordinate eines Punktes der Ortskurve für die Wendepunkte aller

KoDclioideu, die man lur verschiedene Wert« von b erhält, ist daher

IX- 2 a (1 — sin' op) _ ,

IT -* a + 6 sin 9 —— '-2 a cotg* 9.

Ferner ist

as o ootg 9 + 5 cos 7 a cotg 4^ ^1 + """^i^"^) ^ « cotg* 7.

Die Ortsgleidniog ftlr £e Wendepunkte lautet also in Fsnuneterdarstellung

a; 2 a eotg^ qp , y = 2 a cotg- qp

,

mithin in rechtwinkligtiu Koordinaten y' » 2 ax". Sie stellt also eine semi-

kabisehe Parabel dar. (Vgl. obrigens 6. Loria» Höhere Euxrein, Leipzig»

B. 6. Tenbner, S. 131.)

BresUn, 97. April 1906, 0. Oütschb.
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Zu 148 (Bd. X, S. 198) (E. Lemotne). In der Ebene des Drai-

ecks ABC soll eioe Richtung derart bestimmt werden, daß, wenn man die

DreieL-kssoiteu auf diese Richtung prqjiaiert, die Summe der Quadrate der
Projektionen möglichst klein werde.

Erste Lösung. — Man konstruiert über der Seite AB den gegebenen
Dreiecks ABC nach beiden Seiten je ein gkidiseitiges Dreieek, nlmlieli ÄBCi
und ABC.,. Die Halbiprniigsgoradon des Winkels CiCC^ und seines Nebcn-
^vinkels geben (He Richtuugt'ii an. daß die Summe der Quadrate dfr Projpk-

tionen der Seiten des Di-eiecks ABC auf dieselben ein Maximum bezw.

Ifinirnnm ist

Der Beweis werde gefQhrt durch Behandlung der allgemeineren Aufgabe:
Auf welche Gerade P muB man die Seiten eines DreieclcB ABC projisderen,

damit die Summe der Quadrate der Prujektionen

ein Maximum oder Minimum werde?

Im gleichaeitigen Dreieck ist diese Summe für alle Richtungen kon-

stant, wovon man sich leicht fllieneugt Es sei nun A^B^Cf^ ein gleich-

scatigeB Dreieck; seinen Sehwerpunkt 0 wSblen wir com ürspmng eine»

rechtwinkligen Koordinatensystems, dessen X-Achse in beliebiger Richtung
angenommen wird, und verkürzen die Ordinaten der drei Eckpunkt«, alle

im gleichen Verhältnisse. Dadurch erhält man ein Dreieck ABC^ von dem
die Somme der Quadrate der SeitenprojektioDMi auf die X-Aehsa, Bg, die-

selbe ist, wie beim ursprttnglichen gleichseitigen Dreieck A^B^C^, während
auf jede andere Gerade G aber 5'^ kleiner ausfällt und speziell auf die

Y-Achse am kleinsten i^t. Bei jener OrdiuatenverkOrzung ist der dem
gleichseitigen Dreieck A^Bf^C^ umgeschriebene B^rns JTq zn einer \m ABC
umgeschriebenen Ellipse K geworden, und zwar zu jener, deren Mittelpunkt

mit i]'^m Schwerpunkt des Dreieeks ABC zusammenriillt. Diese Ellipse

ist bekanntlich die kleinste unter allen Ellipsen, die man dem Dreieck ABC
umsfibrnben kann und fSbrt den Namen; Steinersdn Ellipse. Abstrahieren

wir jetzt vom Dreieck A^B^C^,, so haben wir hiermit folgenden Satz ge-

wonnen: „Die Summe der Quadrate der Piojektionen der Dreiecksseiten

auf die Richtung der großen Achse der Steinerschen Ellipse ist ein Maxi-

mum, auf die der kleinen Achse ein Minimum.'' liieruach i^t die Aufgabe

xurOe^efttlurt auf die Bestimmimg der Aehsenriehtungen der Steinerseben
Ellipse. Diese werden folgendermaßen bestimmt:

1. Die Stein' rsehe Ellip.se schneidet den dem Dreieck ABC um-
geschriebenen Kreiä uu Steinerschen Punkt B\ daher bilden die vier

Punkte Af B, C^ B die Basispunkte eines EegelsohnittbtlsebelSy dem ein

Kreis angehört. Nach einem bekannten Satze sind dann die Achsenrichtungen

gihntlicber Kegelschnitte des Büschels nntcreinander parallel. Man braucht

also nur von einem der im Büschel enthaltenen Uexadcupaare z. B. BAy BC
dio beiden Winkelhalbierenden zu konstruieren.

2. Man zieht dureh den Mittelpunkt des dem Dreieck ABC nmge-
pesebriebeuen Kreises nnd den H rebeschen (Lemoineschen) l'unkt eine

Gerade, welche den umgeschnebeMeu Äreis in und schneidet und

bestimmt zu diesen Schnittpunkten die (im Unendlichen liegonden) Winkel-

g^^enpinkte.
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8. Konstrniefrt mui flb«r den Seiten d«s Dreieckes ABO nadi außen
gleichseitige Dreiecke BCA^, CABi, AliCy, so schneiden flidi bekanntlich

die Geraden AA^y BB^. CC^ in ein^m Punkte M, dessen wesentlichste

Eigenschaft ist, daß die tSuiume seiner Abstände Ton den Ecken des Dreieckes

ein Minimum ist; einen aiialogen Punkt M' bekommt man, wenn man ttber

den Seiten des Dreiecke» ABC nach innen gloichsi itige Dreiecke BCA^^
CÄB^, ABC^ en-irht. t itnd die Geraa. n ,4 >4,, JUL, rr, xicht. Ist 0
der Schwerpunkt des Dreieckes ^-ßC, so halbiere man jetzt den Winkel MOM'
und seinen Nebenwinkel. (Die Ponkte M and M' liegen auf der Kiepert-
fehen Hyperbel von ABCf deren Asymptoten mit den Achsenricfatongem der

Steinerschen Ellipse parallel sind. Neuber^' und Gob, AFAS Paris, 1889.)

4. Die einfachste Konstniktion iat fülgendc: Man konstruiert, wie

unter o., aber nur über einer Dreieck-sseite, /.. B. über BC die beiden gleich-

seitigen Dreiecke BCAi SCA^ und halbiert den Winkel AiAA^ und
seinen Nebenwinkel.

Nimmt man das Dreieck mit den Seiten BC = «, CA = t, AB c

als Koordinatendreieck für homogene barjzentrische Koordinaten ü^i o^,

ftn (Moebiassohe K(M»dinaten^ , so ist bekanntlich die Gleidrang der

8teinersehen Ellipse:

*»*a + «8-^1 + — 0»

und die Gleichnngen der (durch den Schwerpunkt gehenden) Achsen der-

selben sind:

1o» — 6=)(a» c*) '^{b*^T',{b*'-^*r "(<-»— a')(c=— 6-j ^»
"

Hierin bedeutet f den Flächeninhalt und <a den Brocardf?chen Winkel

des Dreieckes. Schließlich noch eine Bemerkung: Von allen durch den

Schwerpunkt gezogenen Oenulen ist die grofie (IdeSne) Achse der Steiner-
Schen iniipse diejenige, für welche die Summe der Qoadrate der Absttnde

der Ecken von ihr ein Minimum (Maximum) ist.

Aussig, 1. April 1906. A. Kituo.

Zweite Lösung. — Man lege dnroh das Dreieck die Transrersale g
so, daß die Siite BC in eiuem Punkte A' der Verlängerung über f
lünaus, die Seiten CA und CB aber iu den Punkten B' und C\ die auf

den Seiten selbst liegen, schneidet. Damt bildet g mit den Dreiecksseiten

die Winkel

C'A'B~qf, A'B'C~y-<p, B'O'il-jJ + y.

Es ist dramach das MiBimam der Funktion

f(tp) = a*cos'9 + l^eo»*(y — + e* cos (/J + ^)

zu. bestiiumeu. Durch Differentiation ergibt sich

(I) l^^l^ a« sin 2 9> - sin 2 (9 - y) - «» Sin 2 (9 + |8)

.

Setst man dies gleidi Null, lOst die Klammem auf und dividiert durch

sin 8 9, so eilillt man

— ä* — 2>*eos8]r+ fr'siB9yeot2^ — 0*0082/}— c'sinSjSootS^ — 0,
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mitliui tritt' ftr dw Fnnktion f{<p) das Mimmum «in, wton

ist Diem Gleichung üetVrt zwei Wrrte cp uinl 9', dercu Differenz 90" isfc.

Sitid nun rp und qp' zwei beliebige Winkel, fllr welche die Benelioiig

— ^ — gti" besteht, so ist

f((p') = 008^*9»' -|- b^coar{y — q>' ) -f c*co8'(f3 + qp')

— o*8in»(p + i'sin« (y - «p) + c'sin» (|3 -f- g,) = a' + 6* + - /-(gj)

Hieraus folgt, <laü, wcnu /"(rr) ein Minimutn wird, ffjp') gleichzeitig sein

Maximam erreicht, daß also durch [ü.) die beiden Bichtongcni der Ge*

»den g besHmmt werden, die I^uiUioB ('{ip) entweder mm IGiiimiim.

oder zum Maximum machen.

Die Gleichung (IT) kann man umfonnen. Bt zeichnet man die von A
aus auf gefällte Höhe AD mit die Höhenabsohnitte DC und DB
mit p und q, so i&i

6 sin y = c sin |j = /<, b cos y — c cos ß — p — g,

t*cos'y + c'cos'j3 = (tcosy + ccos/J/ ~ 2 bccos/Joosy «- a' — 2 i^j,

und es ergibt sich

-|- cus- y -j- C* C08*^ — ?)-Biu'y — c' nixi' a*— — J>j[
cot 29«- id^nn , 001 f ^ te'siii ^ 001 ^

" A(p—
Hiemaeh liUt doh der Winkel 29 konstniieren, und swar, wenn man die

Bezeichnung des Draiecka bo wBhlt, daß BC> CA> AB ist, auf folgende

Weise (s. Fig.):

Man errichte über ßC als Durchmesser den Halbkreis, der AD in E
irifft, trage in den Halbkreis CF^h als Sehne ein, errichte auch über

BF den Halbkreis und trage in diesen BG DE als Sehne ein. Sodann

trage man von D aus auf DB die Bireeike DS — q imd auf DA die

Strecke DJ ^ FG ab, verbinde H mit J und lieke durch J die Senk-

rechte zu Hf, die JfC iu A' trifft. Verbindet man noch A mif ^1', so

ist AA B — 2 y 2 (9 — 90*j ; mithin geben die beiden Halliierunga-

ImiMi der too den Geraden BC und AA* gebildeten Winkd diü gesuckton

Biehtangen an.
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Beweis: Es ist

GOtAAJS ^ ^ AD DH AD Dn'~ AD D

H

^ BC" —CF' nj^ ^ BC*- A T)' -
/>J7. DB _ a*— h*—pq

AI) 1)H AI) Dil " h(p— q)

Nuu ist noch zu ermitteln, welche der boidt'D gefundenen Richtungen

dem Minimum uud welchti dam Maximum entspricht. Zu diesem Zwecke
differensiere man Gleiolmng (I), und es ergibt sieh

i^Ji ^f" ^ — 2 o*cos o ^ _ 2 6«cos 2 (^<p
— — 2 cos 2 (^<p + ß)

—— 2 C083 9 (a*+ &^ OOS 2 y H- OOS 2 + tg 2 ^L&'sin 2 ;^— c^sin 2^J).

Mit Bficlcsicht auf (II) erhllt man hiezaas fBr den Eintritt des Maziiiiama

oder Mi^ittinmy

^'— ä^+>«lX+ et^>^ + cos 2 y + cos 2

+ [Msin2}r-«^sin2j}]*).

Hiemaeh ist das Yoneicben toh abhlngig von dem Voneidien des vor
der Klammer stehenden Bruches. Nun erbfilt man durch die angegebene

Konstruktion jederzeit einen spitzen Winkel AA'Ji\ also sind Zahler und

Neuser des Braches, mithin auch der Bruch selbst, positir. In diesem

Felle wird f'* negativ; folglidi entqpridit die dnroh die Hslbinungslioie

des Winkels AÄ'B bestimmte Biebtung dem Maximum, dagegen die SQ.

ihr senkrechte Bichtung dem Minimimi der Funktion f(<p).

Prenziaa. W. Stbobkakm.

2. iafrigw und Antworten.

29. Ist ein« Funktion

gegeben, so setst man, wie bskannti um die ümkehmngsftuktionm erlialten:

"» Ät^ »TT
Es sei nun

ap

y~l

die Uiukehruugstuuktion. Kann man die Abhängigkeit der von den

im sllgemeinen Falle durck eine Formel ausdrftdran? In Runge, «Theorie

und Pnuds der Beihen** sind nur die 4 ersten e, angegeben; gibt es Stellen

in der Literatur, wo Ton den Koefi&denten ein« grSAnre Ansahl an-

gegeben istV

Potsdam, am 11. März 190Ö. Otto Mcii^ibNbK.
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Zu 11 (Bd. Vn, 8. 179) (R. Güntsehe). — Die Fonnel findet

hin E. study: Sphar. Tng. usw., Al»h. d. Siobs. Gee. d. Wiss., nwtli. BS.,

XX, 137, 1893, § 4, Gkhg. (3*). K GOMreOBB.

Zu 17 (BcL VIII, 267—268) (0. Meißner). — Die Umkpbnitig der

Iteration — es sei einstweilen, uui eiueu kurzen Ausdruck zu haben, das

Wort B«(ttef»tion dafllr geitatfeet, — iat Im aUffemeittm nidit mCgIioli,

Bondem nur in besonderen Fällen, von denen nachstehend die auf die

roHonälen Funktionen bezOgHohrn kunc aufgeführt werden sollen.

1. Potenzen von x. — Sie besitzen stets KeXterierte beliebigen Grades
(wenn /(j) 9>i<p){x)]i i^t <p(x) die Betterierte ersten Giadea usw.). Die
fi-te Bctttorierte Ton aaf* M ax^^ wo:

1

iat, dabei kann ^ eine Uiüib^ "V^-U Wnnel sein, natOrlieh muß in dem
Xzposeoten Ton « dann decadlw Wuxselweit stdien. Es gibt also 2*BeTteneite

«•ten Grades. Nur f(x) — « hat nnendlioh viele ^, wo a eine beUebäg«,

Ton 0 Tendiiedene, komplexe Zahl bedeutet

2. Linear gdtroehem Fvmklionm, — Auch sie besitzen stets Rclterierte

beliebigen Grades, wip aus der Theorie der linearen Substitutionen bekannt

ist, weshalb hier nicht näher darauf eingegangen zu werden braucht. — Die

«•te BettexieiEie, besw. eine der S*, Ton ax'\-h •\- wodn:

(a+ lKa«+l).. (««"-'+ 1)

S, Gerne rationale FmMonm. — Damit von f(x) «» a^af + +
eine «-te Retterierte existiere, ist notwendig, aber nicht hitirpichend, daß

fn != ju*", u]> 1. Außerdem müssen noch u'" — n^~^ Bedingungen zwischen

dtiu KutiEiüenten Ug, . . . btistcbeu, die mau auf Gleichungen der Form

«^+ j— /i(«oi «II • • • ««)
zurücktuhreu kann.

Beispiel: Es iat

fix) = a«* + ftx* + c«* -f da; + c = tp{«f>{x))

steta und nur, falls:

_ lac— t»)«— 4at^o6»— 16a«&+ 8oVö(4oc— 6*)

e ^ .

dann i3t:

worin:

a = ya, — -17=^ y= ,
t^a* 8a
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Im allgemeinen ist f(x) = ax* -f • • = g>(<p(x)) + D« + doch
kann man durch eine geeignete Substitution x « Üo; + stets «ETeieben,

daß f(x) — (p((p(ä;)) wird.

4. Gebrochene rationale Funktionen. — Für sie gilt im wesentlichen das

in § 3 Gesagte, nur ist die AnzaM der Bedingungsglelchiingeiii die swisehen

den XoeCSuenten bestellen nAsseo, Uer doppelt so groB als dort

Potsdam, den 29. DeMmlter 1906. Otto Süosbnbe.

9. Xl«iB«ie NottseiL

On fhe «ddltlen tbeove» of • flinellott.

1. As an lUnstration of the treatment of a fonctional eqnation, we
find in manj text-books or collections of exercises, such as Tisserand's
Recueil oomplementaire d'exetdces sur le calcol infinitesimal, the following

question:

Fmd all the fonetions f(u) satisfying fhe relation

or

fiu + 1;) - /(u)yi - u(v)\* + f{v)yi - {/(«))«.

The usual way of solving this question is as foUows:

Differentiatlng the nddition-theor<'iii u'ith respeot to « and « respeotively,

and then comparing the two results, we get

V I ~i ^? vn • oonst., or ^

—

(L - « Consta

Then hj Integration, we get

f(u) » tan (a» + 6), or f{u) ^ sin (a« +
where a and b aro «unstants. The latter comstant b maj be flhown to

be soro. And the final resolt is

f(u) — tan 01«, or f(it) — sin aw.

Manj questions of the same kind may he proposed for the tbet»

fhnctions, tho elliptic functions, etc.

2, Here I will prove the following moro penernl tlieorem:

If a foncUon /'(uj luis the algebraical additiou theorem

all tiie funetions having Üie same algebraical addition theürem must haye
fhe form f(nu), a being any Consta nt.

This theorem may be proved bj a sirailar way as I bave shown before

for tan«, and sinw. Bnt I prefer the foUowmg very simple proeess in

whick we dp not ose diffcrentiation and integration and in wbidi on fhis

aeooont we will find something of interest.
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Let 0(u) be inothtr fbnetion having tbe adclition theorem

0(xt + v) = F{(t>{u\ <t>{v}\.

Suppose that <P{ii) has tbe fonu /'^(u). This supposition does never

restriot foim of beosnse inay Iibt« any fonn whaterer.

Then

Bat.

aad fherefoM

Heooe

/>(« 4- v) = f\Ti'{u) +

Bince the functioa f\u) has the algehraical addition tlieorpm, the

function f(u) must be either algebraical, or simply periodic or doubl/

periodiOf by the theorem of Weieratrass, whidi w© find in Prof.

H. A. Schwärs' Formeln und LehaiMItse mm Oebi»ndie der eUiptitehen

Fnnktioiien.

Heuce we must have

where c is either Tero or a multiple of the peiiod or a anm of multiplea

of tbe two periods. Lei u r; tJien

^Tippose that i/'f"l ins the form u$(h) — c. This suppnsition also

does never restrict the form of ^, beoause d maj have auj form.

Then
2ti0(3«() — c- S«0(ii) - 3e + e

and therefore

ö(2») - ${u).

Henee Hie ftaneticm mnst be eonstant, mj ck Tberefore

«(«) - /-^(t») - f{u0(u) - c) - rta»- c) ^ /(all). Q. B. D.

To)70, 17. November, 1905. T. H^tasbl

Eine neue Formel für den Uetit der Tayloritehen Reihe.

Wenn man in der Gleichung

F{b)- F{a) ~ F'ii)*

- fix) -m + (& - x)rix) + r(*) + • • •

+ '
^

Fix) - /(«) - + {b-x)nx) + '" + /•W(x)
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«mtrBgt, weiter b^a + ^ und das swisdien a und h liegmde { — a +
•eist, 80 folgt

f(fl^h)-f(a)-hriu)~n*) f^'*%)

fia+ A) -m -hria) r>ia)

"(j»+l)(p+ «)"(l»+8)* +
oder, wenn num den Bert der nndi «i + 1 Oliedem abgebroohenen Taylor'
«eben Beihe JR^ setst,

wo die von p und q nbhSngende Znbl ^ > 0, aber < 1 ist (mit AussobloA

der Ciicnzen).

Für s » 1 folgt faderaas:

Da

isti so eigibt Bidi aus (1) die Bestfonn

<8) B,^ '-^+ '"

und, für <2 * If die speiieUe

Die Formeln (3) und (4) stellen die ut-uoii Jü-sttonndn dar, die vor

den gebräuchlichen vielleicht den Vorzug haben, daü sie deu liest mit den

emaebttssigten Gliedern der Taylorsoben Beihe in Yerbindong setoen.

So kann man an» (4) folgern, da 1 — d stets > 0 ist:

Ist die ßedif^fw^f

für aUr f> yrisrhrn 0 nml 1 rr/'iiUt, so liegt gwiscken NviU und dm
ersten tctuacldm^^uflcn GUei der Rrihe.

Ist (5) von einer gewissen Stelle au tür jedes p öifiill^ so aeigt ^4),

dafi lim — 0 ist, wenn die Glieder der Tajlorsdien Beihe nnendlieh

klein wentot.
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loh gebe swei Beispiele sn der Qkieluuig (4).

Bei entens /'(«) ^1»^ a^l^ w esgibt nch

» ( IV*'*' 1+1*

«0 daß zwischen (— und (~ QTipiHl+TS
''^^

natürlicli // > — 1 soiii muß.

Zweitttnfi berechnet sich für /'(xj = x'% a -= 1, wobei Ä ^ — 1 sein muß,

/ft^ H " \kr+l -- (1>+1)(L+**)
' \p+v •(p4.i)(i+a)_«ä(i-*)'

Die Differentiation des von & abhängenden Bruches zeigt, dafi er sich, wenn
u 1

j
^ von 0 bis 1 wftchst, monoton von ;

—

. *xVj: r , , bis 1 findert.

Man kann ab'T '^nraii.? nur dann eine Be?rpr7nng der Werte dip^jfs Brnrhps

entnehmeOf wenn er nicht unendlich wird. Dies wird verhindert durch die

Annahme

(7) f + i>r+*-

(Sie für < 0 keine Beschränkung fOr p lielinrt ünter diflMf AimAma
für p liegt dann zwiaohen den Ghremsen

( und ( ^JkW
die beide das gleiche Zeichen haben. Da fQr gehörig große p die Be-

ond
^ _|_^

lim ^ ^ i)
^^'''^ somit dami and nur daxm Tenchvindet«

wenn lim j^/<'' + ^ = Ü ist.

Die rechte Seite von (6) wird von 9 unabhängig in den trivialen

Fällen Ä = 0 oder j> -j- 1 = o, und wenn h ~ — 1 ist. Nach einem Satze

Ton Stols') darf man, wenn or> 0 ist, die Taylorsfllie Reihe audi fttr

A — — 1 benutieo, wobei

i«,-(-»'"'4-U.)-(-i)'*T7')

folgt, übereinstimmend mit der bekannten Gleichong

Frei bürg i. £r. im November 1905. J. LObotu.

1) Btols, Gnmdsfige der Differential- und bitegnlxedmeng^ 1. Te£t, S. 97«

AnhlT 4« Bhrthamwtlk ud njtlk. HL Btiht. XL 11
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OltidmiiK 4«r Ctanien der HfhMqpinikte ier vlw TOm toi Bdtsii ttaiM

•boMii TtarMiti g«MIiletMi Bnieck««

Sand 2*1, T^t linetie Nomalformen in rechtwinkligen Pnnkt-
koordinaten, und werden mit c^^ und s^^ der Kosimis und der Sintu des

Winkels T-T^^ bezeichnet, so sind die Gleichungen der Höhen

(1)

llierbei bezcichnr^t , die Höhe des Dieieclv.s T^l\l], die auf T, steht.

Für Zahlen »>i^,
»'s,, »4, «3, deren Verhitltnisse l)estmimt sind, hat man,

wenn F = 0 die gerade Verbindungslinie der Hüheupunkte der Dreiecke

ri^jT, und T^T^T^ ist,

oder mit ßtlcksicht aui (1)

Für bMtimmte Zahlen %, ist

(8) r^so^T, +a,2i + a,T,;

wenn nun

so folgt

(4) = ai«, + «jaj + rt,«s, ^4 = »i^i + «j^s + «sft-

Setzt man (3) in (2) ein, so erhält man für V zwei Ausdrücke, derea

Identitit 211 den Gleidningen fOhrt

•
. • — r„w, + «1 4- (c,4 - o,Cij)ti, = 0,

(5) c,5 Wi • . • — (cj^ - «8C,j)ni - o,c,j Wj = 0,

— »M, H- IM, + a,»j — O,«!, — 0.

Hieraus folgt

0, — «14 + «iCu, — a,Cu

1. «»t — «»

I

1, 0, _a,
I I

Biemaoh kann man ndimen

— <14+«»<11»

0,

''»4 ^^ISI

-«I.

0

1

0
1

«-'l» 1

•

1 1

(6)
— <«t<i4^ ^üfll^ — ^4«lt«l + <14<t4l
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woraus folgt

(7) »I, - w, = (c„r,^ - c^^<u)''i^

Für vier beliebige (ieradt- /, (7, p dip froninmetrische Grundformel
(vgl. u. a. Baltzers Elem. Matli., 2. Bd., Ü. AuM., 8. 302)

sin ffh cos fp -f sin /t/ cos -t- sin /'</ cu^ hp = 0;

ersetzt man hierin /i durch eine Qerade, die zu h rechtwinklig ist, so
erhfilt man

sin {f,h + iH f) cos fp + sin (/*/* — 90°j cos gp + ^ fg cos (Aj» — 90") =- 0,

oder einlacher

cos cos fp — cos hf cos + sin />/ sin hp = 0.

Ersetzt man hierin die Geraden dg^h^p der Keihe nach durch T^^T^y 'l^^ T^
so ergibt sich

Diher ist snaldist

Ans
<^l» - «<«* + Äf^»

und aus (4) erhält man

daher hat man

(11) c^i "i'ia "s<i8"'«si — «"««II — «»C« = «11

woraus sich in Rücksicht auf (6) ergibt

(12) «1 - - CjjC^a,, (<34 - Cit«!*)«!-

Da nun

so erhilt man schließlich

(13) »I, = — a,Sj,s,4, tw, —

Als Gleiidiung der TOfgelflgtsn Ywbindnngslime erhält msn hieimns

(14) öi«»«i*^i + «fCsi*«^» + «•«^ii'ii^s - 0.

Hi«ra«8 kann pian die Qleichiing Geraden dn* Höhenpnnkte der

Dreiecke T, T^ T, und 7", ableiten , indem man die Zeiger 1, 3, 4
(Irr T{ciho nach durch 3, 4, 1, 2 ersetzt:, und nn Stolle der Zeichen a andere

Zeichen b verwendet, die der Identität gonüf^^-n

der Vergleich mit (3) zeigt dabei, daß

6^ £1.

11*
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Bezeichnet W die Yerbinüimgülinie der genaantea Hülieopunkte, so

liat man mittels dieser Yerbansdnuiflieii EunSobst

(15) W= Oj^CmS^i - o^'ii<^u '^s + ^«u^4 - 0.

Ersetzt man hier gemSß (3j, so folgt

Nun ist nach den goniometcischen Gnmdfonndn

sowie

also

folglioh hat man

Die Identität von TT and V aeigfc, daA die vier Hdfasapnnkte anf «inw
Geraden liegen.

Dresden. H. Heger.

BdtFSff aar MuJtalwsttiwy der nssei*.*)

Der genauen Ermittelung des FaAinhaltes stellen sich bekanntlich

Schwierigkeiten eniigegen, die in der, dnreh die HeisUllangsweise der Fisser

bedingten, der Rechnung schwer

j

zugänglichen Form der Daaben
begründet sind.

Hieraus erUKxt es tidi,

daA die Yersduedensfeen Formelii

angi^ebon wixrclen, welche mehr
oder weniger, zutreffende Ergeb-

nisse liefern; teils ist man auf
. grand theoretischer ünter-

snchnnjren 7.n solchen Formeln

gelangt, teils hat man sieb auch.

mit Näherungsformeln begnügt

Im Gegensats hiencn wollen

wir uns die Aufga1)p stellen, oine

mfiq-lichst zutrcnenfle Formol für

den Faliiuhalt au der Hand von

Mestw^fen an augg^Ukrte» Bei"

spidm TO bestinimen Wir be-

handeln im folgeudon ledig^lich

Fässer mit kreisiormigom Querschnitt und setzen die Abmessungen der

Hfilie sowie des Boden- und Bauehdurohmessers als bekannt Yorans. Zu-

'r

i

— i!

1) Der Yerfaaser bat die Korxektuien seiner Notiz leider nicht mehr lesen
kOoneo, da er inswuchen Tuntorben ist Bed.
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nlohrt handelt es sich daniin, eine bmnchlwre Fonn für die zu besümmende
Fomel festzustellen, die den weiteren Untersuchungen zagrunde zu legen ist

Bezeichnet man die Höhe des Fassps mit 7*, die l>pi^r>n Halbmesser

mit R und r (Fig. l) und nimmt man au, daß die Dauben nach einer

Linie geformt sind, deren Gleichung lautet:

*--B-(ä-0Ct)''

80 findet sich der Terlnngte Baumitthalt nach bekannten B^gehi xa:

*.

0

oder nach AusfEUining des Integrals

wcfOr man allgemein setun kann:

(2) r- «Ä (aJJ» -f hRr + er«).

Zu derselben Gleichung gelaugt mau auch bei andereu Aunabmen, wenu
man s. B., nm der FaAform bessor gerecht tu wwden, die Faßdauben im
mittleren Teil nach einer Parabel geb^n annimmt^ weldier sich bertthrsnde

Geraden anschließen, vgl. Fig. 2.

Wir entnehmen hieraus,

daß die Formel (2) geeignet lein

wird, den Inhalt der Fasser bU>

gemein zum Ausdruck zu briiin'cn.

Es ist nun unsere Aufgabe,

die in (2) yorkommenden Un- -

bekannten o, b und e möglichst

zutreffend zu bestimnu'n. Wie
leicht 7XL erkennen ist, sind diojje

Grölku Dicht unabhäugig von-

cinandnr, vielmehr müssen die-

uXbuk der Gleiohmag

(8) a + & + c - 1

Oenlige leisten, da für J? »

r

der Inhalt V zu ithr* gefunden werden muß; Tgl. im übrigen auch die

Koeffizienten in (l). Mit TTilfo von (3) könnte man nnn eine der Größen

o, b und c entfernen und erliielte z. B.

(4) V-ithr*=a {Ii* - -{•br(M - r);

wir wollen jedoch im foljjpnden von der Fornu l (3) gänzlich absehen, d. h.

die Größen u, b und c so ermitteln, als wenn dieselben voneinander un-

abhängig w&renj die Formel (3) soll uns dann dazu dienen, über die Zu-

Terlflieigkeit unserer Berechnungen ein Urteil wa flUen.

Fi«, t.
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Zur Bwiamnunng obiger ünbekuuiteii b und e, die durch theoretasehe

ünteiwiolniiigeiiL alleiii nicht mit Sicherheit fesigielegl) werden können, sollen

uns, wie bereits eingangs trw&hnt, die Messungen der Inhalte V und der

Mafie B und r an ausgeführten Beispielen dienen; es würde, da es sich

tun drei ünbehannte handelt, genügen, solche HeatongeB fBr drei Ftaer
anzufliellen, so 1 iß fOr die Unbekannten drei Qleidmngen (2) zur Ver-

filgimg stehen Es erscheint jedoch zweckmäßiger, eine größere Anzahl

dieser Messungen in die Rechnung einzubeziehen; dadurch wird auch die

Anzahl der Oleicihungen (2) größer als diejenige der Unbekannten, zu deren

eindeutiger Beetinunnng eine Ausgleichung nach der MeUiode der UeinstML
Quadrate vorgenommen werden muß, weicht.' giciohseitig Uber die erEielte

Genauigkeit zahlenmäßigen Aufschluß geben wird.

An Stelle der Gleichung (2) wählen wir für dio uachät/ehendeu Be-

redmungen die Formel

(6) r- A (üü*+ bDd + edF),

in welcher mit D und d (Fig. 2) die Durchmeeser hesMcbnet ^d; für

dieae Gieichnng wird die Bniehuiig nach (3) nonmehr lauten:

(6) a + 5 + c-~.
Li Tabelle 31 littd die gemessenen Werie F, h, D und cl fDr 10 Ter-

«ehiedene Flsser snsammeDgestelii

Tabelle 1.

Kr.
V

1

Liier

Ii D d
n V. — F

dm dm dm •

1 17,2 2,70 3,10 2,40 17,125 - 0,076

2 21 fi •2.80 3,45 2,66 21,878 0,2J7

& 31,6 3,10 4,00 2,95 81,804 - 0,204
4 38,0 3,90 3,90 2,95 38,599 - 0,899
6 61,

S

4,40 4,80 8,16 61,970 - 0,770
6 65,0 4,60 4,70 3,50 66,626

75,689

- 0,5S6
7 75,8 4,85 4,90 8,70 - 0,111
8 110,4 5,35 5,60 110,990 + 0,590
9 118,2 5,10 5,90 • 4,65

4,70

118,418

171,548
4- 0,213

10 171,0 6,40 0,60 + 0,fi4S

Mit ffilfe der in dieser Tabelle angegebenen Zahlen hVnnen 10 Olm-
ehnngen von der Form (5) aufgestellt werden, nadidem die Werte /i2>*,

hT)d und Äd* ausgerechnet worden sind. Führt man in bekannter Weise

vorab Näherungswerte für a, & und c ein, die zu a = 0,37, 6 = 0,22 und

0,30 angenommen werden kSnnen, so l&ftt sidi statt (5) die Gleichung ansetzen

(7) V - (0,37 + x) hD'+ (0,22 + y) hDd + (0,20 +
oder wenn Fj— 0,37 AD* + 0,22 äD<? + 0,20 ä<J* eingeführt wird:

an Stelle dieser GleichuQg ächreibeu wir noch

(9)
100 "1 • 100 »» ' 100

so daß 100« — X,, lOOy — und IWt^»^ isi
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(10)

Dift Zahlen Kg iind F| — F lind in obiger Tab«Ue 1 RiigegelMa.

Die FehleiglnolMuigni ianten nunmehr

v — — 0,08 + 0,36^ + 0,309i + ^»1* «i»

V — — 0,23 + 0,88 «I 0,85 y,+ 0,18

+ 0,20 + 0,50 + 0,37 + 0,27 r^,

9 — + 0,60 + 0,59 X, -I- 0.45 y, + 0,34 r^,

V — + 0,79 + 0,81 + 0,60 y^ + 0,44 jf,,

1=4- 0,53 + 1,02 Xi + 0,76 y^ + 0,56 ,

r = 0,1 1 + 1,1t; -f 0,88 y, + U,66 ,

V - + 0,59 + 1,68 X, + 1,30 yi + 1,01 z^,

»- + 0,21 + l,78xi+ l,40y,+ l.lO^Tj,

© - + 0,65 + 2,70 «i + 1,96 + 1,41 M^.

Aus diesen Gleichungen sind die Werte x^, und so zu emiitteln, da8
die Summe [ri'] ein Minin'um wird: diese Bedingung ftthrt in. bekannter

Weise auf die drei Nürmalgleichungen

17,10 -h 12,84 yi + 9,59/, = — 4.27,

(11) 12,84 + 9,65 y, + 7,22 =« - 3,20,

9,59 7,22^1 + Ö,41J|-- 2,38,

deren AufUkniiig ergibt;

«1 «- — 0,86j — + 0,85; — — 0,05;

folglieh ezhftlt man die TerlMSBerten Eoeffisientenwerte

a— 0,37 - 0,0086; 6 — 0,22 + 0,0085; e— 0,20 - 0,0005

«der auf iwei Dnimalstellen abgerundet

««0,36; 6 = 0.23 und c -= 0,20.

Die Formel für deu Inhalt der Fil^ser lautet somit

(12) V - h (0,36 + 0,23 Bd -f 0,20 d%
Nunmehr Überzeugen wir uns, dati für die angenommenen Dezimal-

stellen die Koeffizienten a, h und c der Bedingung (6) nahezu genügen,

und daB daher die Torgeiiommene Ansglnchung sn einem satreffenden

Ergebnis geführt hat.

Hinsifhtlit h der Maüe //, D und il ist tiorli zu bemerkou, daB h und
D die lichtett Abmessungen bedeuten, deren Ermittelung keine Schwierigkeit

hietet; fttr den Dnrchmewer d ist jedodi daa äufi»« Matt (aiehe Fig. 2)
genommen, welches jedenfalls bequemer und eidierer bestinmt werden kann,

als der lieht*' Dunhinesser d^.

Zur Bestimmung dos mittleren Fehlers der Formel (12) hat man die

Siuiune [vv] ta, ennitteln und naeh der Gleidrang
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m reohiim; unter v lind Mer die Fehler nadi der Aiugleidiniig, also die*

jenigen von (12) zu verstehen. Nachstoheiide Tabelle S giebt diese Felder

die Zahlen vv und deren Summe.

r V vv II r rr

17,07

Sl,89

81,67

88,46

M,76

— 0,18
— 0,81
^ 0,07

-j-0,46

0,0169 |,
66,27

0,0961 II 76,40

0,0049 110,62

0,2116 n 118,04

0,S0B6
1

170«80

+ 0,27
— 0,40

+ 0,22

-0,16
-0,80

0,0729

0,1600
0,0484
0,02f)ß

0,0400

[ee] » 0,0389.

Hiemadi hereohnet wAi der mittlere Fehler unserer Formel (12) sa

»» = ± y = ± }/0,13öö =- ± 0,37}

es folgt hieraus, daß der Formel (l 2 i ein mittlerer Ffhler von + 0,37 Litei-

anhaftet, oin Ergebnis, welches bet'riedig«'n wird, /Airnnl eine genauere Be-

stimmung des i ußinhaltes ücbun wegen der bei Uerätelluug der Fässer uiubt zu

Tenneid«ideii Unebenheiten im Innern derselben kaum au ervrarten aein wird.

Setat man in (12) noch », so entsteht

V^hd* (0,36 + 0,23 n + 0,20) = qhd\

welche Formel nach Ffststollung der Verliiiltui?zahl n fRr die luhalts-

besidmmuiig nie)ft uiilji'ipiem i.st, sofern man zu diesem Z\s'ecke uachsteheude

Tabelle 3 ucnuizi, deren Zuhleuwert« man auch in einer Zeichnung ver-

einigen kann, indem man it als Absxisse und q als Ordinate anftrlgt

Tabelle 3.

o n Q n 9

1,00
1,05

1,10

1,16

1,20

1,96

1,00

0,7000
0,8384
0,8886
o,ytfir,

1
0,9944
1,0600

1,1074

1

1

i,-io

1,45

1,60

1,66

1,60

1,66

^4666
1,2276

1,2904

1,3560

1,4214

1,4896

1,6696

Saarbrfteken, den 4. August 1905. Ingenietir E. Puller.

Die niunerisehe Aallösuug kabiseher Uleicbunfen*

Vorgelegt sei die kubische Gleichung

A + «e«^ + Vo" «b- W
Man denke ncih ans 0) sidaeesiTe n wettere knhiaohe Glmehungen

<b5 + + 6„», — Cr W
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gebildet, von den«D jede folgende ana der ihr ToriiMgehenden mittels der

SalMtitntion
_ _ - I 3+1.

eriielten ist, wobei die gewisse positiv« ganze Zahlen sind.

Ist nun w^^, eine Wurzel von (v + l), 80 ist r,+ a»p+i
Wurzel von (v).

Ist mitiiin eine Wurzel von (w), so ist

w« - 1 = r« _ I -f- ö>, eine Wurzel von (« — 1),

nnd deehalb

«ii-«~»ii-« + ^«>ji-l » n I» (*~*)t

Aus diesen n Zeilen folgt

fj r3
j

Sind nun die Größen r ZiflFem, liegt femer zwischen 0 und 10,

und ist die größte ganze Zahl, die cä„ nicht übertrifft, so liegt dio

Wnfsel iwiseben
'"•» • • • '«-i'«

und
^

wo => + 1 ist und die r» die Plktse von DezimalsteUen «nnehmen.
Um die Bedingongen

0 ^ '. < v + 0

0 ^ w,< 10

zn realisieren, beschxSnke man sich auf positiTe Wurzeln nnd T«rfahre

wie folgt.

Unter ff{a) werde die gröfifce ganze Zahl- ^rarstanden, die die positiTe

GrOße tt nicht ttbertrifft.

Sei «Q eine positive Wurzel von (O), von <k'r man nur weiß, daß sip

zwischen den beiden bekannten Zahlen ,q(ci^^ ) und ^{01^} 4~ 1 iiegL Man wühle

dann folgt aus

daß (1) sicher «me Winzel % zwischen 0 und 10 b^tiEt. Uan bestimme

dann folgt ans

daS (S) ncher «ae Wund zwischen 0 nnd 10 hat Man wlhle jetit

r,— ^(oj) usw.

Schließlich kommt man zur Gleichung (n), die auch sicher eine Wurzel,

etwa zwisidieii 0 und 10 besitst. Endlich wiUe man
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ein auf n Stellen rkidiger WKrzdtveti der vorgdegtm Crlekhung (OJ.

Zusatz 1,

SetBt nuui

80 irt

c,^,-1000(«,-r,0.

Aut diesen drei Formeln beruht die große Eintachheit des Bochenschemas.

Zusatz 2.

folgt

-
fc^
- fn.

wenn man d«ti Ansdinck der EHrie halber mit besieidmet.

Setzt man daher einfach

80 begeht man den Fehler der sehr leicht abzuschätzen ist Besitzt

nämUth «{(«» + ohi) *»^^''' ^« m ^MIm» «or dem Komma» dagegm
genau M Stellen (vor dem Köniina\ m liefert die Division ron durch

weitere M — m richtige J)eitin<:tlslf ll<ii zw WwzH a^y von dtmn ^ letzte

nocJi nidd um eine Eirüieit fniueh w/.

Dae eii^bt rieh sofort aiu

Zusatz 3.

Hat (v) zwischen und r^-^ l nur eine Wurzel^ so hat {y + f*), WO
fi beliebig >0 itt^ swiachen 0 und 10 nur eine Wnnel.

Zuiott 4,

Sentit die Ziffer i die bfliden EigemohafteiL

»{'(«+o.) +M
*'{*V+«r) +M

wo iT + 1 ist, Bo wihle mna

Dieselbe Wahl Ifihrt nun Ziele, wenn gleichzeitig

ist
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ZMobf 5.

Ist 80 grofi, daß nicht Uidit zu findea ist, so rOoke man in o,,

^0» *b Komma beziehungsweise », 2«, 3» Stell(»a naoh links, indem

man n geeignet wühlt, beätimiue &iae Wurzel ß aus dem neuen Tripel

«0 *o gp

10" ' 10*"' 10»"

und rücke in dem gefundenen ß das Komma wieder n Stellen nach rechts,

80 hat man damit cc^i

a^-10"i9.

Zwei Beispiele mögen das Verfahren erläutern.

Beispiel 1. Di« tHeidnug des Jobftanes tob Palenno, soent gaUtat

TOD Leonardo von Fisa (vgl. Cantor, Gooehiolite der Mathematik, Bd. 2,

8.46, 47).

x»+ 2-/ - ^ lux = 20.

Die praktische Berechnung der Wurzel besteht aus ebensoviel Schritten,

wie Dezimalen erzeugt werden sollen, abgesehen von jenen Dezimalen, die

am finde der Beohnnng durch AbBchfttrang entetelhein. IMe AntflUirung

eines Sdu^tes mit der Einldtnng cum folgenden ergibt folgende Zahlen-

grappiemng

K

3n

Die Ziiferu >\ findet man bei den ersten Sahritten duTOh VerSttohe,

sehr bald aber viel einfacher durch den Ansatz

Bei lierilcksichtigung dieser Bemerkungen wird das folgende Reehen-

schema ohne weiteres versiftudlich erscheinen.

2 10
3

20 1

8 13 13

50 1700
159

7000 3

9 18&9 5577

590 302700
M576

1428000 6

18 20Ü276 1237656

6080 20988800
48704

185344000 8

24 31037504 168800082

61040 2108637200 17043968000 8
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Filut BUA M fort, so bekommt man die weiiemi Stellen 081 wd
610643430,

— 210961893438768300,

^ 166000766564559000.

Hieraus folgt «g= 0, . . d. h. a^<i l, d. h.

-(- 1 hftt 9 Stellen, bf^ dagegen 16 Stellen. Mitkiii UefiMrt die Divieioa

: 5g nicht weniger als 18 — 9 = 9 richtige neu» SteUen für «0; nlndieli

die SteUen 078313736, so daß endHch

o^— 1,3686081078313786,

m> die 6 am Ende noch nicht lun eine Einbnt m groB iak

Beispiel 3. Die kubieohe Gleichnng

beeitzt die dr«i Wnneb 3 nnlO*, 3 an50<^ und — 2 sin 70". Man findet,

dafi eine Wurzel, etwa a^, airiselien 0 und 1 liegt, nnd man erfailt dem-
entsprechend folgendes Schema

00 — 300 — 1000

+ 9

9 -391 - 673

90 — 37300 - 137000
+ 376

13 — 36924 — 107696

1030 — 3653200 - 19304000
+ 7189

21 - 2646011 — 18522077

10410 — 263877300 — 7811123000

Man findet femer — 9 uiid

ag= 1041870,

6^-» - 2638168967700,

— - 16766402489000.

Demnach ist < 7 , < 60, und da 4~ <>« ' Stellen vor dem £omma
b«t, so besitxt ('"t + «•) bOoiwtens 8 SteUen, wlhrand IS-stellig irt.

Alao liefert die Division <^ : weitere 5 Stellm, nSnüicli 63568, so d«A

3 sin 10* «»0,8473968553

wo die drei am Ende noch oioht um «ine Einheit so Uein isl

Man vergleiche die vorstehende Methode mit den Methoden von

Lagrange und Hois, dip auf ähnlichen Gedanken beruhen, in der prak-

tischen Handhabung aber minder einfach sind.

Du dargelegt« Vevftkren lft3t sich ttbvigens ohne Uflhe wt Qleicbang«!

kSheren Grades «rweitem. Aveh die Anwendung anf qnadntiaclie Glei-
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chungen liefert einfache R«sultate. Hier dieneu zur BerecUuuug tou a^^i
«iid Ar<fi ^« Bekonioiiifomeln

o^+t — 10(ar+2ry),

Ä,+t — 100(5r— nr, +
wobei maa sich die Qleichiuig [ v ) io der Form

arj + a»r, =

/u denken hat. Aur-h hier liefert ö» Abnhltiiiiig eine betrftohtliche An-
zahl neuer Dezimalen. Aus

folgt

Besitzt demnach a„ M Stellen (vor dem Komma), höchstanfl

Ml Stellen, so liefert die Division 6, : a« weitere M — m Steilen cor

Wurzel Oq, deren letzte noch nicht um eine Kinheit falsch ist.

Wie aogenehm du Yerfabrai sieh in der Fnuds gestaltet, mag ein

a?*+ 97,4621 X 2.j3,79.

97,4621 8
4 il»?^,9242

1014,621 5476,58 5
10 5098,106

10246,21 37847,5 8
6 30747,63

102522,1 709987 7

U 717703,7

1020^61 ^228330 9

9998330

Eine Wnnel der obigen Gleidrang ist demnach 9«5879. Sie ist so sehneller

«nnittelt worden, tis es auf dem gewOhnlielien Wege rnttglieh gewesen irtie.

Biedenkopf, den 9. November 1905. H. Döbbib.

AnnSgnng der transiendent«n Oleiehnng x = tf-^tany.

1. In der folgenden kleinen Arl»eit liandelt sich nm eint- /.iemlioh

elementare und vollständige Lösung der transzendenten Irleichung oos t;= 17.

Toibildlich war mir dabei die Lösung der traa^izendenten Gleichung tan = i},

welche von Euler, Introdoctio in Anal., Lib. II, Cap. XXII, § 639 (TgL

auch CauL-hy Oeuvres 2, Yl. p. :^ri j. Bertrand, Algebre 1870, IT. p. 284

nnd Oatalan, Cours d'Analyse p. 297 usw.) durch die berühmte Formel
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g«g«beD und von Hermite (Areh. d. Meth. vl Phys. (3) 1, 22) venll-

gemeinert worde. — Die Xo«ffisieiiteii der von mir eriudtenen Formel ftr

die Gleiehmig oos i} » ij:

^ > 2 96 \ 2 / 1920 \ -2 /

reicheu gerade auch hin, um die Funktion x = y siay nach der

Blirmaiinaelieii Begel nmzukebreii, sowie waA die Koefftdenten der

Canohjsehen Beihe nicht nnr nur Lösung der transzendenten Gleichung

eotii + »} = 0, Mmdern aneh snr aUgemeinen AaflOsang der Gleiehmig

nach y ausreichen. — Ich glaubte alsOi der Auflösung

der traneiendenten Gleichung cos rj — n die IJmkchrung der Qleiehnng

« y + sin y voranstellen zu sollen, habe aber nirgends daranf Bpzucf pe-

noQuneu, daß dies eine Kepl ersehe Gleichung ftir e » — 1 ist, weil die

mir belcannten Lösungen letzterer für ^Beien Fall nicht ftianehbar waren.

t. Die in der Gleichung

(1) « — » + 8iny

reohteetehende Funktion von y nird Nnll fllr jr 0 und der abgolnte Betn^
von X wächst fortwährend, während p von Null bis n l^hst Der
DüTerentialquotient 1 + co? y wird das erstemal Null für y ^ «; es wird

nun \x \ a tär y ^ 7tj so daß die Entwicklang

(3) + + j^J^.

gültig ist, solange \x\<i7t ist Hiehn ist nach dem Mac-L«urinschen
Satze:

Iba bemerkt «ofort, daß die l mit geradem index Null werden, da y eine

ungerade Funktion von x ist.

Um A„ zu entwickeln, hat man — y — sin y und durch Differaitiation

die&er Gleichung:

(4) \ y' ^ y' . cos y.

Hieraus folgt vermöge sin* y + cos* y = 1 die Gleichung:

(ö) (« - y)«y'« + 1 - 2y' - 0.

Eine Differentiation dieser Gleichung eigibt:

2{« - y)(l - y')y'« + 2(x - y)» y'y"- 2y" - 0;

daraus erhalten wir nai^h einigen lieduktioueu und unter Benützung der

Gleichung (5):

(6) y"-(«-yy-o
Multiplineren wir (6) mit y' und (6) mit {x — y) und sddienn dann beide

Gleichungen, so erhalten wir;

(7) + 2*0-0.
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Diese GleiehuDg dHEBrenaeren wir 2it-]nal, x als die unabhängige YariaUe
betxaohiend:

-Jf^'V + (1 - 2y>l^"+*> - 2(\")y'V'"> - 2(\")y'V'"-

Belsen ivir bierin die Glieder mit geraden DUFerentialqnotieiifen — 0,

ferner « — 0 undy 0, so erhalten wir unter Benfttanuig von (3):

^"^•+1 ^'•^t^n+t (q -|- «) ^«-l-t^w-tH-l + ^11+1 ""2*1 ^ii+i
—

«Ml

Da BUB, wie aus (4) herrorgebt, <= | ist, so ist weiter:

tmt

oder:
•1 - ]

Von den beiden Waten = und ilt re
i^usgdiend finden wir mit Hille-

dieier BehizfliODsfoxnid:

1—1. 1
00688

*
~"

16 ' ^ ^ 266 ' ^ ~ 266 ' " ^ 8192 »

764 78» 107 351407 .

*»»"" 8192 ' *1»"'~'65Ö36 »

Daher ist die Gleichung y + sin y nach y aufgelöst:

(9) + +

doch nur lOr solche ./ , «Itren absoluter Betrag kleiner als « ist Ist

reell, so muß — rr •
'

./ < ^- rr s^in.

3. Ist dor absolute Betrag' vou X gritHer als 7t, so zerlej^en wir ,)• in

2«Ä i worin 5 < n:, und setzen ebenso y = 2s?t ^ »j. Dadurch geht (^l)

4ber in | — 1} + sini}, welche Gleichimg nach (9) aufeulOsen ist

4* Liegt die Gleichungsform t = ^ — sin y vor, so können wir diese

leicht mittels der Substitution x = f2> + l)n^ + ^ (worin K») Und
jf » (2s -f 1)« i »; auf die Form 5 ^ + siu bringen.

(Ist X gleich einem Vielfachen von 7t, dann ist y = a:.)

ft. Ist s; rein imaginär, so setzen wir 2 » {| und entsprechend

jf » t^, worin I und q wieder, re^ sind. Die Gleichung (l) lautet danni
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I «— 1? + — oder auch { = jj + sinhp ij. Dieselbe Sabstitution auf (9)

#iigeirandt liiert dann:

I muß wieder zwischen — ic und 4" enthalten sein.

6. Aach die taruMzendente Gleiohting tj — cos 0 ist naoh der Fonnel

(9) lösbar. Wir erhalten diese Form, wenn wir in (1) mr x = ~ und

jf — rj setzen. Als Lösung der Gleichung oos fl^ij ergibt sich also un*

mittelbar, indm wir dieselbe SubstitntioiL audi auf die Beihe (9) anwenden:

oder wenn wir die Zablenwerte einsetzen:

+ 0 785 398,
— 0 040 3 72j,

— 0 004 9808
— 0 0007864
— 0 000 1 39«
— 0 000026«
— 0000005,
— 0000001,
— 0000000,

1, . + 0-789Ö65,

IKeaes Beanltat ist anf sechs Dezimalstellen genau; Euler gibt die Wnnel
0,7890847 Obtrod. in AnaL Lib. H, Cap. XXII, § fidl).

Aussig (Böhmen). statd. math. Jesar &u<k

Hie Hagnaseehe Fojikttonalgleichuog im Zusniiuiicnhaug mit der

VilllBrttmtlalgleiebnr q{pc,y)dx-^ ii{uyx:)dy^^.

Im 5. Bd. des Crelleschen Journals untersucht Magnus die Funktional-

gleichung:

i\ ilf)
• qp, (x) + . • . + FJif) . <pjx) = I'\(x) . <pM + • • • + F^ix) • ipM

und findet, daß diesclbi' flurrb folgendes Linearsjstem gelf^st wird:

Fiix) = Ciiipi{x) -i- Cj,qp,u) + • • • + Ci^tp^ix),

*

Ich habe bei anderer Gelegenheit durch ein ganz anf die ^mmelrisch»
Fofm dieser Funktionalgleichnng gegründetes Veräirai das gleLohe Besuliai
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«rbalten und dasnlbe zur Bestimmung von Flächeu aus angenommenen Eigen-

•diaften benutst^ waa bei der Untersuchung der Fllchea, weldie den partiku-

lären IntegnJ der üiffsrentialgleidiung^^^ 0 entspredien, sebrnabe Hegt.')

Im Torllegenden Auftatc wird ein l^us von Aufgaben bebu^^ bei

welchen die Magnusscbe Funktionelgleiebnng im Zusemmenbang mit der

Differentialgleichung 1. Ordnung:

eine wesenlliehe BoUe spielt Ja. dieser Form erscheint jede Differential*

gleicbung Mdx + Ndp — 0, deren Integral y) = <t(^, «) — <7 beiflglieh

der Yariablen synunetriBch iat. Es ist lAmlieb jf) • Jlf(« , y),

also ^— ^pißi x) ' M(tf^ x), andererseits j^'^p{x,y) N{x^ y), somit;

Aus Mdx + Ndp — 0 tri^d daber:

p{x, y)Jf (x, y)dx + «) Jlf(|F, «)rf3f — 0 oder:

KatQzliidi bann dieser Beweis auch geometriscb sebr leicht geführt werden.

Ans der Tatsaobef dafi die Differentialgieiofanng fgdx + Qpdy^O eine aym*

metrisebe LOmng 6 bat, folgt Ton selbst, daß auch joder Multiplikator s

eine ^etrisebe Funktion ist, wie aus '

f";
-5- ' |~ bervorgebt

Mit dieser Besiehung stehen die beiden folgenden Gleichungen;

i^) -/y »v**
• Vx) - • 9,) und

in engsten Zusannenhang und lassm die 8Atxe erkennen:

„Die Aufgabe, einen Multii^likator von ffgdx + Qv^lf = 0 zu finden,

ist gleichbedeutend mit der Autgabe, eine symmetrisobe Funktion s so zu

bestimmen, dafi der Ausdruck (ß • selbst eine symmetrisobe Funktion

der Arj^nimi'ute wird."

„Die Aufgabe, das Integral a ^ C von fj^dx + pyrfy = 0 zu tinden, ist

gleichbedfutuiiit luit der Aufgabe, eine symmetrische Funktion a so zu

bestiiiiiiien, (laß iltr Ausdruck ' ^ selbst eine symmetrische Funktion der

Argumente wird."

Leiebt ist audi einsnsshen, daß ^dx + (fs.dy^ 0 immer integriert

werd«i kann, wenn (f{Xj^) eine homugene Funktion f/-ten Grades ist; denn

mit ist anch py eine homogene Funktion gleichen ''rarlt'S, und es gilt

bekanntlich der Satz: „Sind P und ^ homogene Funktionen von gleiobem

1) WsNDLKR „Über die H&cben. welche dem partikulftren Integnl der Differential«

gleicbnng ^-Ü- — 0 entsprechen.** (Diss. Mttneben 1900.)
ßxOlf

AkUt 4m SUUiMMtlk aad nqraik. TO. Bath«. XI. IS
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Qnd, so kaam mm eine andere homogene Funktion u to beftimmen, da6

diese Hvltiplilcator wird, z.B. * p
. ^ ^ ^ .

y"

Als einfacher Spezialfall der Gleichung Qgdx + Q^dy = 0 erscheint

1 1

indem zugleich der Zusammenhang mit der Magnusschen Funktional-

glcichung deutlich hervortritt. Stellt man z. B. die lutegrahilitätsbedingung

f&r I anf^ so encheont die Magnussclie Fnnktionalgleichnng:

1 1

mit dem zugehörigen Linearsjstcm

:

o^ix\ = r^^, + . . . c,^,/3,;(a:) (r - 1. 2, • «j.

In diesen »/ (ikichuugwn mit 2w üul)ekiinnten bleiben >i Funktionen
2»!

%vill kürlich, SO dab es also ganz allgemein auf wesentlich verschiedene

Arten möglich ist, die vorgelegte DiflForciitialf^'Ioichung (I) 80 zu bestimmen,

daß ihre linke Seite ein totales DilTereniiai isi.

Gans analog kennen fblgende Aufgaben hehaodelt w«iden;

1. Gibt es eine Diffenntialgleiehung von der Form:

mit dem Hnltiplikator < x*^^) + bezw. dem Litegtal

a 3r(x) + x(y) V

Im ersten Talle liefert die Bedinguugsgleidiung (A);

Iii/) lif'ix) -\- (p(i/) i'iic) + [^(a;) • xix)}.

Ans dem xugehOrigen Linearsystem:

bestinimen aioh die drei Fnnktäoiien 9, t^, 2 ü ihrer allgtHneinslen Form.

]>er flpegdaUall » 4^ » 0 liefert s. B.

_
dl

- fl' —1-"

Im zweiten Fall, wo das Integral ö die Form x{x) + ;[(^) haben soll,

gibt die Bedingtmgügleichung {B) eine Magnuasche FunktiooalgleiohuDg mit

dem LOsongssystem;

- + • x'C») > 1 = fei + <istt(«)l • •
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Hier blmbt «u» Funktim wiUkllrlieb, imd man findet s. B.

f 4. /
'

« c
J «It + J «!• + «W*(jf)

als IiLteiKr«! dttr Diftarwitialglttdiiing;

2. Unterwirft man jetzt die Differentialgleichung I der Bedingung (Ä)^

bezw. {B), indem man wieder s = + l*«*'^- + voraus-

setast, so erhilt man im ersten Fall eine FuaktiimalgleichuDg mit dem
liBean^yatem:

(r 1, 2, • • • »).

Im xwsiteo Fall erhüt man dagdg«n ans (B) «ane Fimktionalgkiehiuig mit

dem Linearsystem:

- Cr,lM + • • • + (r- 1, 2, . . . •!).

Während im ersten Fall 2n Gleichungen mit 2n 1 Unbekannten

Torliegen, also eine Funktion vUlkllrlidi Ueibt, werden im zweiten Fall

bei n QleidimigeD mit 2 n + 1 ünbeikannten « + 1 Funktionen flbersöbflisag.

Es ist somit auf wesenüicb Tembiedene Arten mfeficb, eine

Gleiehnng(I) mit sogebOrigem Integral Ton der Form + {(y) bemuMlen.
Auch die Yoraussetzimg eines MnUii)ljkators s = 3f(x) • yjy) für die

Oleichung (I) führt auf Crund von (Ä) auf ein Linearsystem mit »Oleichongen

und 2n + 1 Unbükauutou, nämlich:

(r= 1,2,...»).

3. Betet man f&r die Differenttalgleidrang (I) ein Int^ral von der Form
m

c^^Yfi^ * yorauB, so fliefit ans der Bedingung (B) ein Lineanystem
1

von m it Gleichungen mit 'ja m zu beätimmendcu Funktionen. Somit

bleiben ^n-^m'-^mn Funktionen wiUkflrlieh fttr 2ii+ m>m»; die

Funktionen bestimmen sich gerade für 2n-\-m = t)in, und bei iffi-m^mn
gibt P5* nur dann überhaupt noch Funktionen, welche der Bedingung genügen^

wenn sich durch Spezialisierang der Konstauten c^^ die überschüssigen

Gleidimigen redniieren lassen.

4. Kann eine Differentialglttchong von der Formt

ein Integral jr(ar) + haben?

Die Bedingnngagleichnng (B.) gibt:

'^'(y) • log + log tOf) i>{x) log 9(jf> + log x(ß)
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und hieraus:

log ip(^) c^^1|f{x) -f C|, log %iz)

1 — c„*(a?) + log

Eine der drei Funktioiieu bleibt wülktlriioh. In dem bemerk«»»'

werten Fall:

wobei aus

^ ilog <P («)
• •

i3|(y)J + log [log 9» (y) . a,(y) • ^,(«)] -f log i {x)

i >

das entstehende Llnearsjvtem eiok ergibt, bleiben bei «i + 1 Gleiehungen

mi^ 8n + 3 ünbekanntm n-{-l Fnnktionen disponibel.

Windsbaoh, den 9. Juni 1902, A. WE!n>LBR.

IfaMregUdie Bmerlm^: Ee sei darauf hingewiesen, daß die oben

erwihnte Hagnussdie Fnnktionalgleiebuiig nur ein SpeiialftU von der

allgemeineren Fimktionalgleicbnng • B^iy) ^ ^ ^'i{->^)
' ^liv)

(Wendler, ^^Beiträge zur Theorie der Translationsflächen"; Prg. Tberesiea-

Gymnasium, Mfinchen 1904.) In diesem Zusammenhange wire auoh auf

eine in dieser Zeitselmft (6, 46, 1903) erschimieDe AbhandlnoK von Pexider

hinzuweisen: „Über symmetrische l?\uiküonen von unabhSngigen Variablen**.

Mönchen, im September 1906. A. Whitolbb.

4. Spreciibaal im- die Encyklopädie der mallibruatisclxen WisüBuscliatteii.

[KiuBeuduiigeu für den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, Königsberg i. Pr.,

MaianneDhof, Hersog Albreebt-AUee 87.

I. Band, I B 3, & 399. Nr. 26. Bealitfttsfragen.

Es wird bdiauptet: H. Schramm ersetzt einmal die Sturmscheii

Funktionen durch eine Beihe von Kovananten, sodann durch eine Beüie von

Invuriaukn. Tl. Schramm hat zwar einigf Iiivariantenkritwien in der

zitierten Abhandlung aufgestellt, aber sptnp ln\ ariaiitrnkritorien sind nicht

von solcher Art, daß sie die genaue Auzuhl der reellen VVuizolu zu be-

stimmen gestatten (wie z. B. die Sturmschen Funktionen oder Sohramms
Koyariantenkrit^nen). Die angofQhrte Behauptung ist also (in beaug auf

die Invariantenkriterien) zu piiaisieren.

I. Band, I C 2, e, S. fi27.

Es wird lulgendes Zitat angeführt: „Für 10, 11, 12 Quadrate Liou-

ville, J. de math. (2j h (1860) p. 143, 6 (l661) p. 233, 9 (1864) p. 296,

10 (1865) p. 1."* An diesen Stellen ist nirgends von 11 Quadraten die

Rede (statt 10 (1865) p. 1 ist llbrigena 11 (1866) p. 1 zu lesen).

Prag, K. Pbtk.
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Zu HA 11.

S. :9B, Fußnote 166. Hier wäre noeh d» Not« von £. B. WiLsoo,
Annais « f Math. 2d. Sfr Vol. 1 p 47, zu erwllhneu, worin bewiesen

wird, Uiiü jede uiuht überall stetige Lösung der Uieichnng f{x -f-^)«=

in jedem Intervalle jedem beliebigen Werte beliebig nahe kommen mnB.
8.809. Eine Integralgleichung zweiter Art kommt schon bei J. Liou- •

ville vor, vl;1 .1. Je muth. TU. 2 i lH;]?) p. 2.'» olxu, und wird in ReibeO'

foriu in der «»eitUem üblich gewordenen Weise gelöst.

Cambridge, Mass. U. S. A. Maxule Böcheb.

Zu n A 11.

„Lo uo. 1(1 (Ir rAiii. lf II A 11 (iv VKxrifidopädie a h- scul hut de

rappeler que la theorie generale des Operations et les regles de leur oomposition

«fe d^mporitLmi 8'appli(|uent a la tbeorie dei vn^nmoia liniaires bomog^neg

-diffi^rentieUes ou aux diff^nces finiei. Les citataons qm se trouvent dans

ce no. sont dnnc iK-rivssairrniont incomplptos: oommp rola pst *>\prime dans

le texte, eües se rapporteut suvlout u la purtie I'orrnelie de la theorie.

Pour ce qui regarde l'etude plus profondc de la decoraposition des ex-

pressions lin^aires diffSrentielles ou ans differences en faoteurs, ce n'esfe pas

dans cet aiücle, mais dans ceux relatifs aux equations differcntielles lineaires

ou aux equations lineaires aux differences qu'on devra s'en occuper et en

donaer la litterature coraplete. Toutefois, je crois devoir completer les

citations aux notes 47) et 49) du dit artide II A 11, en mentionnant loa

travaux suivants, dont Timportance, pour 1» deconiposition des expressions

düförentielies lineaires * t pour hnir reductibilitö. est fi>iirlamentalo:

G. Frobenius, Über den liegriff der Irreduktibilitftt in der Theorie

der linearen Differentialgleuäiungcn, J. f. Math., Bd. 76, p. 236 (1873).

A. Loewy, Über reduzible lineare bomogeoe Differentialgleichungen,

Math. Ann., Bd. 56, p. 569 (190S).

C'itons encore:

£. Landau, Bin Satz über die Zerlegung homogener linearer Dife-

rentialanedrllcke in irreduzible Faktoren, J. f. Math., Bd. 126, p. 115 (1902),

aussi parce que la citation d'un travail <1p T. '3roth a la note 49)
doit etre completee par eelle ti'nrip rrptificatiun i lii-rigtigelse) de cpf antenr

(Nyt tiUsskr. f. Math., Bd. XVI, no. oj ijui se rupporte precisement au

m^oiro de Landau.**

Bologna, juin 1906. S. FkstOHiBLB.

m C 3, Nr. 76.

Der Satz S. 219, Z. 8 t. u. „Eine Rotationsffiiche 3. Ordnung und
eine Kugel haben nach Hesse eine doppelte Berührung in zwei Punktea

des imaginären Kugelkr'-isps" ist unriclitis,', fimli't .sich aneb nidit an «Ter

in Fußnote 353 angegebenen Stelle. BloÜ die Schuittlinieu der beiden

l>l&chen mit der unendÜch fimien Ebene haben eine doppelte BerOhnrng,

Wien. E. MüuBR.
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Bericbtiicuug zu Kund IX.

S. 91. lu Aulgabe 125 ist hinter „Ordnung" einzuschalten: ,,die Unter-
determinanten nreitez OidDOiig einer Detenmnante vierter Oidnmig, •uo*\

Berichiiguug zu Band X.

8. 8ST. In Aufgabe 151 muB es statt: „die swei Kegelbtfawhel gemein haben**^

heifien „den twci Kegel^'cbnittbüHchel gemein haben".

8. 889. In Aufgabe 101 lies „eine Öffnung von 1 cm'" statt „eine Öffnung
von 9 em***.
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über eine Aufgabe der aubestimmten Aualysis«

Von A. HvBwiTZ in Zflrich.

In den folgenden Zeilen will ich midi mit der nadiAtehenden

Aufgabe beschäftigen:

,,Man soll <iU/' Systfime von n positiven ganzen Zahlen x^,x^,...x^

bestimmen, deren Quadrat^sumtne a;| + 4" • •
" oÄ/i« Best durch ihr

Produkt x^x^ . . . ,/
,

teilbar ist.^*

OfTenbar kt iMirit diese Aufgabe auf die vollständige Lösung der

diopbautischen (iieiehang

(l) «i -h H h «2 = »x^Xf • • •

in poeitiTen gansm Zahlen x^, , , .»^ txadok.

Den Fall » «« 1 laaae ioh als intereMelos bei Seite. lat «i

80 lantet die ffleiohnng (1)

^ "f* ^ *^ XXiXff
worana

— xXf + — 4

folgt Daher muB ^jc*— 4 eine ganze Zahl t sein. Ans

<r»_4-=<' oder {x + t){x — t)

4

folgt aber x + t — x — i=^2f abo

X « 2 nnd x^^ x^.

Die allgemeinste Lösuug der gestellten Aufgabe wird demnach

im Falle » = 2 durch ein System von zwei einander gleichen Zahlen

= gebildet

Bei der weiteren Behiuidlnng der Aufgabe worde ich mm »^3
orauwetsen.

Indem man die Gleiehnng (1) auf die Form

^ H + = x^ixx^ —
bringt, erkennt man, daß

J^X Uy^ > • • »J?^
~~~

AnUv d«r mitemMik nai Fkjiili. XU. Bailw. XL 19

4
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eine positive ganze Zahl ist, welche der Gleicliiinpf

a;| -i -r-arl^ i^xjc^ ' ^l)^if

oder

«f* + H h — »act'iCi • • • ^»

genügt Eb gilt also der

Saie i. Beseidmet

% " (.•"'» ^» • •

• «»»e iMmg der dii^ßimiilMim GUütShmg (1), so aueh

I' (X, Xi, X^, . . . X^j

€MM Losumg dendbm, faUs xi am der Gleidntng

(2) xi + Xi^xx^. . .x^

heretknet mrd.

Ans der Symmetrie der Gleichnng (1) in denUnbekanxiteii Xi,x^...x^

geht hsrror, daß ebenso

— (X, Xif Xff X^f. . x^

^(") mm
, , . j?^

gleichzeitig mit { LOsmigen der Qleiehnng (1) sind, wenn . . . jr» ans

d«i Qleichuiigen

jB^ stt XXgX^ • • •

"f" ^™ X JC^X^ • » • j

bestimmt wwden.

Jede der Lösungen |', 1'^, . . . will ich als der Lösung |

fjbenatiiibartf oder aueh sls einen „Nadibttm'* der Lösung | beieicbnen.

Die Glei<^nng (2) seigt onmittellMn', daß «ueli £ der Lösung |' be>

nachbart ist, und Entsprechendes gilt toh den Lösungen . . . ^"K

Wenn also von zwei Losungen die erste zur zweiten benachbart ist,

so ist auch umgekehrt die zweite zur ersten benachbart Bildet man,

on einer Lösung | ausgehend, die Aeihe von Lösung^

(8) ljii,i,...m

in der Weise, daß jede ein Nachbar der unmittelbar vorhergehenden

ibt, also 1^ ein Nachbar vou |, sodann ^ ein Nachbar von ij usf.

so sollen die Lösungen if, . . . a aus der Lösung l ffihgdeiU^^

heißen. Wenn die Losung m ans der Lösung | ahgelntet werden
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Ober ein« Aufgabe d«r nnbeitiiitnilMt Analyris. 187

kann, so kann Hnch umgekehrt | aas co abgeleitet werden. Denn in

(kr Reihe (3) ist auch jede Löaimg ein Nachbar der unmittdbar

folgeuden.

Geht luuu von einer Lösung zu einer benachbarten über, so ändert

sich der Wert der Unbekannten x nicht. Daraus fol^.:

Snts 2. Wmn zwei Lösungen auseinander abgeleitet werden kötmenf

80 stimmen sie in dem Werte der ünbekamUen x überein.

Ais yfUöhtf* einer Lösung

I — OE^i, ^1 . . . »J

der Gleiehimg (1) bezeichne ieli nun die Sxunoie

^1 + + ^«

und knüpfe hieran die folgende

J}efisiHim: Eine lArnng der Gleichung (1) heifie eine „Grund*
lösung", trenn keine der n ihr beitadibarten Lösmgen eine Heinere

Höhe besitzt wie sie.
^

DieBedeutung dieses Begriffes der GrundlAsung beruht auffolgendem

8ate 3. Jede Lösung der Gleii^ung (1) ist entweder «ne Grund-

Wsung oder sie läß «ic^ aus einer Grundläsung ableikn.

In der Tat, wenn die LöBong | nicht Grundlösung ist; so besitzt

sie einen Nachbarn 17 von kleinerer Höhe. Wenn rj ebenfalls nicht

GrundlÖsung ist, so besitzt rj einen Nachbarn J von klconwer Hohe
So fortfahrend erhält man eine Beihe von Lösun^n:

von denen jede ein Nachbar der unmittelbar vorhergehenden ist und

deren Höhen eine abnehmende Reihe bilden. Da die Höhen positive

ganze Zahlen sind, so muß die Reihe (4) notwendig abbrechen,

d. h. man kommt bei Fortsetzung der Reihe (4) notwendig einmal

m ein«r Ldsnng m, die Grandlöeang ist Ans dieser GrundlSsung o
ßßt sich dann die Lösung | ableiten.

Dem Satze 3. zufolge genügt es zur ToUstandigeu Anflfisung der

Gleichang (1), die Grandlosungen zu bestimmen. Ich werde non

»igen, daß es nur eine endliche von GrundlSsungen gibt, und
zugleich die Mittel zu ihrer ITer.steUung angeben.

Soll die der Lösung i = ix, a*, , . . . benachbarte Lösung

i' (x, z[, or^, . . . x„) keine kleinere Höhe haben, wie ^, so muß
x^^x^f oder nach Gleichung (2)

ji
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oder aneh

sein. Enio cutsj)reclieiide Üherlpfjung laßt sich auf die übrigen be-

aacbburt«>Ti Lösuugcu von ^ anwenden. Demnach gilt der

Hais i. J}ie IMsung

$ « («, »1, a^, . .

.

ist dann und nur dann eine Grundlösung, wenn die n Ungleidiungm

(6) ^ xx^x^ • • ('- «. »p "<•)

trfm skuL

Die Symmetrie dieser Ungleicliimgen xeigt, daß eine Gmndldaang

dnrdi eine beliebige Pcrmittation von o:,, Xf,...x„ wieder in eine

GrondlÖBttng fibergeht. Es genügt deshalb, diejenigen Orandldsnngen

aa&QSttdhen, wekhe den UngieLchimgen

(7) ' ^i^^i^^a^ • ^

genO*?pn. Für diese Grundlösimgen '^-nd übrigens die Ungleichungen f7)

zusammen mit der einen Uiigleichujig (ö) völlig charakteristisch, da

die UngleichuDgpn (6) sämtlich zugleich mit den Ungleichungen (ö)

und (7) erfüllt sind.

Ich bringe nun die Gleichung (1) auf die Form

{xx^x^ — ix^y — 4(a^ + + * * • +

aus welcher leicht

(8) xx^x^ . ..x^~~ 2x\ =• x^x^x^ . . . x^x^ — 4j)j

heiTOrgehi, wobei

m «. A-\-A-V - ' + ^ ( r! + aj+ - H--r^)--T! .

ist. Durch Vertauschuug von i-, mit .i;^ entsteht hieraus

(10) ««i«! . . . a?, — «i't^ • • • »liV^** — 4jp, . ..«)

nnd

(11) p,- 1^47.4 ^' i'-i.i....«.>

Nun möge
I — (X; aij, • • • •^«)

eine Gnmdldsung seiui welebe den Ungleiehungen (7) genllgi
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Wegen der Uugleickungeu (G) sind dann die Qnadratwnrzeliiy

welelie in den Gleidingen (10) auftreten, nicht negativ, nnd nnier

ihnen gilt, wegen der Ungleidrangen (7), die Gröftenfolge:

(12) - 4p^ ^ Vx* - 4i>,
^ .

.^ yx* ~4^.

Dureh Addition der Oleiehnngen (10) kommt

nxXiXf x„ — 2{xl + «5 H h«?) — ft«, • • — 4^»,

+ Vx* - 4jpj, + • •
-f- yx' - 4^,

und hienna in R&eksicht auf die Gleichung (1)

(13) - 4p, + }/är* - -h • • • + V's^^ip^ - (» - 2)«.

Ans der Kombination Ton (12) und (13) folgt

iiV^?^A^(n-2)», »V-4a)^(«-2)V, (»-1)*»^«»a

oder, iiacli GleicliuDt; (9),

(14) (« - l):c»44 • • • ^ »«(ä^, + a^, + •
. + 4).

Naidh den üngleiehungen (7) iat femer

4 + 4 +
80 da0 ans (14)

(15) «dr, . .
.
^ »

liervorgeht. Endlich ergibt die Ungleickuug (5):

oder

(16) + +

Ans der Ungleiehnng (15) folgt, daß

nur eine endliche Zahl von Wertsysteinen annehmen kSnnen. Für

das einzelne dieser Wertsyeteme kann dann, nach Ungleiehnng (16),

(17) «!-a5-(«i+:ii)(«i-«0

nnr einen der Werte 0, 1, 2, -
-i f- xl) erhalten, sodaß auch

ftr dE| nnd x^ nnr eine endliche Zahl von Werten aolSamg sind. Denn
einen gegebeaien poaitiTen Wert nimmt der Anadmck (17) fiherhanpt

nur fOr endlich viele Zahlenpaare x^, x^ an, d«i Wert Noll aber nnr

dann, wenn s, nnd x^ denaelben, der Gleichung
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genügenden Wert haben, und dieser Gleichung genügt, wenn überiiaupt,

nur ein positiver ganzzahliger Wert je^.

Die Anzahl der GnindlSsimgen der Gleichung (1) irt also in der

Tat endfidu Zu ihrer Bestimmimg stehen, «uBer der Gleichung (1),

die üngldchtingen (7)» (14), (15), (16) snr Verfttgang. Dieseai kann

man noch eine weitere hinziifllgen. Da nlmlich y«" — 4|»| reeU la^

ao muß ^ a^, oder naeh Gleiehnng (9)

(18) 4(a:| + 4 -r • • + a:«) ^ {xx^x^ • • x,)'

aein.

Ana den GnindlSanngen kMsen aidh nach Satz 8. die aSrnUichen

LÖBimgeii der Gleichung (1) ahleiten. DaD hierbei aber »och keine

der Gxundlöanngen entbahrt werden kann, geht aua dem folgenden

Saise hervor:

Saig 5. Krine der GrwuBäsmge» ham aw mier andern äbgdeilet

wardm^

Dem Bewdae aehicke swei HOfiBratae Toxaoa.

Wtftaalt» 1 Zwei NatXbaiVkmgm von gXekker Büke ekid identM.

Denn zwei NachbarlSaungan atimmen in der Unbekanateti x nnd

in «— 1 der Unbekannten s^, a^, . . . ar, fiberein. Daher mfiaaen aie

auch in der letaten Unbekannten fibereinatinimen» wenn ihneoi derMlbe

Wert der H5he ^ + + * "f ^« ankinnmt.

SSlßeaUt 2. i?Me Lümmg | jboiiM hSdiätm eimm Nadtbam wn
hleinenr ESke MAmn.

Angenommen nämlich, ea wiren die Nachbarn ^ nnd £^ beide

TOn kleinerer Höhe wie £ ' (X| x^f x^j , m m x^f 80 würde

2af> ajflr,av — «J + a;| + •• + 4
•Jx'i > J X^X^ x„ = x] + xl-i [-xl

aein, woraoa durah Addition die widersinnige Ungleichnng

2(«f + 4) >2(a? + «} + •••

+

fo^en würde.

Um nun den Sets & an beweisen, zeige ich, daß die Annahme,

eine Grundlösung a könne ans einer andern | abgeleitet werden, anf

einen Widerspruch führt.

Aus dieser Annahme folgt, daß ee eine iteihe von Lösungen der

Glfiichimg (1) * „ • «

gibt, Ton welchen jede Nachbar der vorhergehenden ist. Man darf

nun ToranBaetEen, daB in dieser Reihe nicht ein und dieaelbe lidsuug
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über «in« Aii%ab« der nnbeekiiniiiteii Analjns. 191

mehr als einmal auftritt. Demi wäre etwa tf r, so könnte man in

der Beihe die auf « folgmiden Glieder bis % inUutiTe unterdrOoken.

Zwei nebeneuuader stehenden Oliedem der Reihe entspreohMi dun nach

HilfteatB 1 Teraehiedene Höh«i. In der Reihe möge nun der gr6Bte

Höbenwert der Lfisnng «r znkoniin«L Et fallt dann tf nieht mit | zn-

sammen, da | als Griindlösun^ geringere Höbe bat wie ^; aus ent-

sprechendem Grunde fällt 6 auch nicht mit m zusammen. Folglieh

steht 6 in der Reihe zwischen zwei anderen voneinander verschiedrara

Lösungen. Diepo -i^ ürdpii aber beide zti 6 benachbart xxnA von kleinerer

Höhe wie ty sein, w(trin ein Widerspruch gegen den Hilfssatz 2. liegt.

Aus dieseui Hiilssatz folgt noch eine bemerkenswerte Tatsache.

Bedeutet £ eine Lösung der Gleichung (1), die nicht Grundlösimg ist,

so kann man die Ueihe vuu Lösungen

l> 9* • • • **

nach Hilfs9at2 2 nur huI tim Weise so bestimmen, daß jede Lösung

ein Nachbar der vorhergehenden und zugleich von niedrigerer Höhe

als die Torbergeh^ade ist Jede Lösung der Gleichung (1) kann also

im weMulUeliMi nur auf eine Weise aas mner GmudlSeang abgeleitet

werden«

Ans den üngluehnngen, welelw fllr die den Redingnngen (7)

gentlgenden GrundlÖsni^en gelten, will idb nun einige Folgmmgen
liehen.

Die üngleiobung (15) lehrt, daß der Wert von x in keiner

Grundlösung großer als n sein kann. Hieraas folgt weiter, in Rücksicht

auf die Sätze 2 und ?>, daß es überhaupt keine Lösung der Gleichung (1)

gibt, für welche x > n wäre. Das heißt, es gilt der

Satz 6. Bt'dentet a eine gerfebene pmHfhe gtmte ZtM, die großer

ais n i^, so besUei die duy^nüsche Gleichung

(19) + a{ H +4 - ««1«^ *••««•

kerne Jbiflösmg m ponitiven gamen Zahlen x^, x^,...x^.

Nimmt man an, daß die prnnzen (nicht notwendig positiven) Zahlen

Xi, Xj, . . . r„ der Gleichung (19) genügen, so müssen dieselben offenbar

sämtlich Null sein, wenn es eine unter ihnen ist. Falls dieselben aber

sämtlich von Null verschieden wären, so würden ihre absoluten

Beträge x^\,
j

, . . .
«

' ebenfalls der Gleichung (19) genügen.

Aus dem Satze 6. folgt daher, daß die Gleichung (19), abgesehen von

der trivialen Lösung x^^ • • = = Oy keine Auflösung in ganzen

Zahlen x^, x^,... x„ solifli
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W«in in dtr üngkiehmig (15)

oiMiggeMlBt wird, so kann sie xnir besteben, fftUs

-«1,-1

ist. Dann folgt aber aus Uagleichung (14)

also x^^l imd sodann ans der Oleiolrong (1) seUisfitieh — 1.

Dem Werte x^n entepriefat denmaoii die einaige Gnindlosnng

s — n, a;, = a;, » — — — 1,

aus welcher also die eämtlichen Lösungen der (ileichung (1), für

welche X H ist, abgeleitet werden können. Es gilt mit anderen

Worten der

Sais 7. Die mmilichm Lüsunyen der Gleickimg

m pfwünim gaiuen ZcMen x^ x^, . . . Jossen skh aus der eme» Löstmg

Meilen.

Für die Wert« von », dio 10 nicht überschreiten, habe ich die

Groudlüsungeu der Gleichung (1) berechnet. Dabei habe ich außer

den oben aufgestellten Ungleichungen noch einige weitere aus ihnen

berrorgehende benatat, die leb znnSchst ableittti will.

Dividiert man die Ungleichnng (14) durch die Ungleiebuug ^ 1,

so ergibt aidi

(»- 1)ä5«| . • .4^»»(a55 + aS + - •
' a«)x

oder

(20) [(f»-l)a^-«5-ii«Ia4^»*(a« +• - + 4).

Entweder ist nun

(a) {n-l)3\'''ai^n\

oder aber

(b) («-l)a!5...ai5>ii«

1) Die diophantische «.ileichung x[ + ^ +^ ^z^x^x^ behandelt A. Mar-
koff in wbier Abhaadbug „Sur !« fernes qnadratiqnes Masins iad^tniM'',

Maib. Annalen, Bd. 17, 8. 396. Uarkoff beweiit hiar« daS die Slnttiofam

LSsungou der 'ilcichunr; aus der Lösung r, <^ .r, = o;^ s 1 abgeleitst wSfdsa
k5nncn, aUo den n = 8 entsprechenden speziellen Fall de« Sateee 7.
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Üb«r «in« Aufgabe d«r unbestimmten AxaXjm. 193

Im letzterea Falle folgt aas (20), da ^^x^ ist,

wo Äur Abkürzung

gesetzt ist. Da nun

[(»- 1)ä| ... -»* + (»- ai[(»- l)a^^ a^^

ist, SU 8chließt man auä der letzten Unf^leichuiig

[(» - l)a^ . .
. «J - < n* + (n- • • • iFi •

»*

oder endlich

(21) (» - 1)4 . .
. 4 < »* + »V"«' + (» - 1)4 .

.
• «i(4T • • • +^2).

Di«f6 unter der YorautaotKung (b) abg^kiteta UDglcichnng gilt

a fortiori, veim (a) stettfindei Sie gilt daher in jedem Falle.

Die Uni^eichoi^; (21) gibt eine obere Grenze fftr die Werte,

weldie annehmen kann, naehdon x^,... bestimmt gewShlt sind;

odann gibt die Ungleichnng (20) eine obere Grenze für die nilieeigen

Werte yon x^, jedoch nur, wenn der Fall (b) vorliegt.

lot beispielsweise — ~ 1, so ergibt die Ungleichnng (21)

(» - 1)4 + nVn^ + (» - 1}{n - 3) = n' + - 1)' +1.

Die Anfrtellnng der Grondlfisangen wird, aofier durch die ün-

gleichnngen (20) und (21)^ auch noch dnreh die Tatsache erleichtert

daß TOD n = b ab in jeder Orundlösnng mehrere der Zahlen XifX^f.x^
den Wert 1 besiteen. Es besteht nämlich der

8aU 8. Wenn n ^ 5 ist und (x, i\. r^. .

.

. xj eine den Be-

dingungen (7) genügende Crrundlöstmg der Gleiehung (1) hedeiukit to

besitzen sicher die n — 2 — k letzten der ZaJUen x^, . . . af, den

Wert 1. Dabei beaeichne^ k die dturch die ün^eidhmgen

%e3ämmte ganse Zahl

In der Tat kdnnen nidit mehr als 1t der Zahlen x^,... gröBer

als 1 sein, weil sonst ihr Produkt mindestniB gleich 2**^ '> » anafidlen

wflrde, im Widerapmeh mit der Ungleichung xx^ .,,x^^n. Man
fibenengt sich ferner kicht, daß Ton » — 5 ab fi~2 —Ä>0 ist.

Ich stelle nun die den Bedingongen (7) genfigenden GmndlSenngan

der Gleichung (1) bis » » 10 in d«r folgenden Tabelle zusammen;
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Tabelle der GrundlÖBungen.

n r -^4
1 ^

1

•^5 ^6 ^10

•1
3 1 1

j
1

j

1 3 3 i 3 1

1

4
4 1 1 1 1

1 2 2 9

5 1 1

5 4 2 1 1
(

1

1

1 4 3 3

6
6 1 1 1

i

3 2 2 1

7 1 1 1

5 2 1 1

7 3 3 2 1

2 2 2 2

.

1 3 2 2

8
8 1 1 1

1 4 2 2

•
9 1 1 1 J

6 2 1

10 1

6 3 1 1 J

10 4 2 2 1

2 3 2 2

1 4 4

An diese Tabelle knüpfe ich noch emige Bemerkungen.

Nur in den Fällen n = 3 und n = 4 kommt es vor, dab die

Zahlen x^, . . . einer Qnmdlösong einen allen gemeinsamen

Teiler aufweisen.

Man beweist nun in der Tat leicht den

Saig 9. Wenn n > 4 ist, so gibt rs keine Losung der Gleichung (1),

in welcher a:,, Xg, . . . einm (jemeinsamtn Teiler besüjsen.

Angenommen nämlich, es wäre

so würde

+ Vi + • • • + - ^"-'a; y^y, •
•

folgen. Nach Satz 6. mäfite nun
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und, da 2"-*^?*-', auch
2"-2 <«

Bein. Diese Ungleichung ist aber Ton » = 5 ab nicht erfQllt.

Der Satz 9. läßt sieh abrigens auch ohne Schwierigkeife aus dem
Satze 8. ableiten.

Die Tabelle der Orundlösunw^n zeigt ferner, daß die Unbekannte x

nur einen Teil der Werte ^ n anuehmen kann. Mach den Säta^n 2.

und 3. folgt hieraus der

Saiz 10. BejseicJind a eim jmUive ganee Zahl, so besitzt die

diophatUische Gleichung

(22) 4^ + + • • • + «- • • •

Ätrflöam^en in positiven gante» Zahlen x^f x^^.^.x^ mr fiir a»^l
md a — 3, faüs ii<-8w<; mr für a^l und a » 4, faUe » *- 4 m^;

Mur/üra — 1, a — 4 und a — 5, falls » — 5 «8< <i. & jT.

Für «nen unbestimmten Wert von n dfiifte es sebwierig eein,

diejenigen Werte von o^n allgemein sa duurakterineren, fOit welche

die Gleifiliang (22) Anfldenngen in positiven ganzeai Zahlen beeitzi

Die im TorBtebenden entwid[elte Theorie der Gleichung (1) Ififit

sich noch in anderer Weise auf&ssen, wobei ihre Analogie mit der

2Sahlentheorie der quadratischen Formen hervortritt. Die binären

qimdratischen Formen von gegebener Determinante D sind eindeutig

sngeordnet den Lösungen der diophantiachai Gleichung

(28) ^ — x^"!).

Die Einteilung der Formen in Klassen kommt also auf eine Einteilung

der Lösungen der Gleichnng (23) in Klassen hinaus, wobei zwei

Lösungen {x^j j:,, x^) und {x^, x^y x^) dann in dieselbe Klasse gehören,

wenn die eine aus der andern durch Gleichungen der Gestalt

(24) Sl - x^ttß + T,(ud + ßy) + x^fd

abgeleitet werden kann, unter a, ß, y, d ganze Zahlen der Determinante

ad ^ ßy ^1 Ycrstend«!. In jeder Klasse von Lösungen gibt es eine

^^dnzieitei", durch Ui^eidiangen cbarnkterisierto Ijösnng. Die Anzahl

dieser reduzierten Lösungen — und damit die Anzahl der KUssen —
ist eine endliche. Hat man die reduzierten LSeungen der Gleichnng (28)

an%68telltj so ergeben sidk ans ihnen alle flbr^n Lösungen T^rmÖge

der Formeln (24).
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196 Hdbwits: Über eine Angabe der unbestimmten Analyns.

In ganz entspieebender Weise hat man nim eine Einteilang der

Ldsong«! der Gleichung (1) in ElasBen, wenn man zwei Lösungen

dann in dieeelbe Elaaae redinet, &]1b eie in dem oben fest^eBefateB

Sinne aneommder abgeleitet werden koDnen. In jeder Bolchen Klaeae

gibt es eine durch UngleiebangeD charakterisierte „reduzierte'' Losung,

nämlich die Grundlösung, aus welcher sich alle Lösungen der Klasse

ubkiten lassen. Die Anzahl der Klassen von Löiangai stimmt mit

der Anzahl der Grundlösuiigen flberein nnd ist also, wie dieee^ endlicb.

Aach auf die Gleichung

(26) «} + aj H h — xa^ar, —

wo D eine gegebene ganze Zahl bedeutet, laßt sich dieselbe Einteilnng

der LöBiingen in Klassen in Anwendung bringen, wie anf die,, dem
Falle i> 0 entapredhende Qleicbnng (1). Die ein nnd derselben

JOane angehSroiden Lösungen der Gleicfanng (26) stimmen dann

wieder in dem Werte der ünbekannten x flberein. Ferner exgibt aidi

dnrdh ähnliche Betraehtangen, wie ich sie oben fBr die Gleichnng (1)

angestellt habe, daß f^r einen negativen Wert ron D die Anzahl

der Klassen endlich ist. Dagegen ist dies nicht mehr allgemein der

Fall, wenn 7) pof?itiv ist, weil dann für m < 6 möglicherweise, für

n^5 aber stets Lösungen der Gleichung (21)) existieren, in welchen

eine der Utilickannten j\, x^, . . . x„ verschwindt^t. und für welche (iaher .r

jeden beliebigen Wert besitzen kann. Betrachtet man aber für den

Fall D > 0 nur diejenigen Klassen, in welchen keine Lösung vorkoumit,

für welche eine der Unbekannten a-,, a-„ . . . den Wert Null besitzt,

so ist die Anzahl dieser KlasBeu wieder endlich.

Übrigens läßt sich im Falle eines negativen Wertes von D die

AnflSsang der Gleichung (26) auf die einer Gleiehvag der Fonn (1)

znrflckftthren. In dar Tat, ist etwa

D « - m,

so entsprechen die Lösungen der Gleichung (26) offenbar einzeln den-

jenigen Lösungen der Gleichung

+4 H H + a^+i H + K+m ««1*1 •
•

' «««ii+i • •
•

in welchen die Ünbehamuten x„^i,... x^^,^ den Wert 1 besitBen*

Zürich, d. 20. Dezember 1905.
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Aufstellung einiger Krümmuiigsformelu, die IntegralfläclieiL

partieller Differentialglelcliiuigeii erster Ordnimg betreffen.

Von K. 2oEAWSKi in Krakau.

Diese knrae Abbaiidlung «nihSli die Anfiitellui^ einiger Fonnelii

und Relationen, welche eich auf partieUe Difierentialgleiohungen enter

Ordnung mit einer aU^bmigen und sw« unabhaugigen Terfinderliebem

beziehen. Die hier durehgirflihrten Betrachtungen Inlden eine Anwendung
deqenigen FormelejetemB der Erttmmua^jeäieorie von FISche% welches

in der st^enannten natflrlidien Geometrie benutet wird.

1. Eb eei im Banme ein rechtwinkligee Eoordinatensjetem t.

Man betrachte eine Fläche und wäble auf derselben ein orÜiOgonales

System von krummlinigen Koordinatmlinien. Man nenne Kurven-

sebar 1 und Kurrenschar 2 zwei Kurvenscbaren dieses Systems und
bezeichne mit und die Bogenlängen der Kurven dieser Kurven-

sohrirrn Es seien die positiven Halbtangenien derselben nnd die positive

Flächennonnale so gewählt, daß die Ixichtangskosinus dieser positiven

Halbgeraden beziehungsweise die folgenden seien:

dx dy dz

dx dy dz

^^ dy dz dy dz y dz die dz dx ^ dx dy dx dy
rfs, ds, d*f,

(/«i
' d»j du, d.% rf«, ' d*, du, ds, ds,

Bei dieser Wahl ist das Trieder dieser I laibgeraden in der angegebenen

Reihenfolge mit dem Trieder der positiven Halbachsen y, s kongruent.

Es sei in der Tangentialebene der Fliidie derjenige Sinn der

Drehung positiv, in welchem die positive Ilalbtangente der Kurven-

schar 1 um gedreht werden muß, um zur positiven Halbtangente

der Kurvensebar 2 zu gelangen. Eine drifte Kurvenschar auf der

Fläche kann durch den Winkel u> ihrer positiven Halbtangente mit der

positiven Halbtangente der Kurvenschar 1 festgelegt werden. Ist s die

Bogenlänge der Kurve dieser dritten Kurrenschari und wächst diese

Bogenlänge in der Richtung der positiven Halbtangente, so eind

^dt' ^«
Richtungskosinus dieser positiven Halbtangente. Man betrachte

r
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noch die orthogonalen Trajektorien dieser Kiirrenschar; mao bezeichne

mit 6 die Bogenlänge derselben und setze yoibus, daß die entsprechende

positive KJbtangente, deren BiefatungskosiDiis j^, ^ sindy so

gewühlt worden ist, daß sie mit der positiven llalbtangentc der Kurven-

gch&r 1 den Winkel C9 + y bildet Die zwei letztgenaimteu Kurven-

scharai wollen wir ale Kurreoseharen n nnd «> + beseiehnesi.

Man beaeiebne jetat mit n, g nnd t die Normalkrflmmnng, die

geoitttisdie Krümmung nnd die geodätische Toraitm der Knrrenaehar a
nnd nebme^ nm in beaug auf die Voraeidien eine bestimmte Wabl an

foeffen, an, daß diese ErQmmnngen durch die Formeln:

H=-^^^, S'^^Ji^^t ^-^SiT»
bestimmt sind, wo das Summenzeichen auf drei Achsen ar, y, z zu er-

streclmn ist Dementsprech«id wollen wir für die Karrnudiaren 1

und 2 Boldie Formehi gdten lassen, welche ans den angebohrten Formeln

durch die Annahmen 0 = 0 und <o = ^ hervorgehen. Man hat also

IHr die Kurvensohar 1:

^1 -yd^x _ >ri dx d*x _ dx dX

nnd für die Enrrenschar 2:

^yd'« '^dxd'x "^daedX
"i-^-^SJi» »f-^dS^d^* ^d^'di^'

Es findet die Beziehaug statt:

»1 + ^,-0,

nnd wir woUen die Bezeichnimg:

- Tj - ^ = m

baitttaen. Alsdann hat man fttr die Kurrenschar <o die Formeln:

(1)

ji, cos*« + 2m cos« sin a> + sin'ei,

«• cos o + ^, sin a> +

t — |(M| — Mi) sin 2 (d — m cos 2«).

Endlich bemerke man, daß die Größen n,, m. ff.y den Beziehuucren

vüu Gauß und Maiiiardi-Goduzzi genügen, die uiit<^r Benutzung der

hier angegebenen Bezeichnungen lauten:
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dn. dm

S« Ea sei jetzt die partielle DifferentiAlgleieliiiiig erster Ordniuig:

gegeben» wo war AbkOizong — 1>, — $ gesetzt ist. Die cliarak'

teristMchen Streifim dieser Differentialgleieluiiig sind durch diese

Differentialgleichaog selbst und durcb das System dar gewoholielieit

DifEerentialgleieluiiigeii:

fix dy dz 4p dq

definier!^ wo F mit den Yersduedeneii Indices die partiellen Difii»rttitiBl-

quotienten der FunktionF in bezng anf die angezeigten Vexfindwliclien

beastohniet Wenn man oranssetsi^ daß der Ansdrudc:

ftp WeirtsjBteme toh Xf #, p, q, wdehe die Qleidinng (3) befriedigen,

im sllgemeinen nicht gleiV-li Null isf^ so reduziert sich die Charakteristik

'

im allgemeixien nicht auf einen Punkt und ist keine Minimalkurve.

Bei der genannten Voraussetzung iu bezug aul R hat der Ausdruck:

IT= yi -f + dieselbe Eigenschaft, d. Ii. diejenigen orthogonalen

Trajektorien der Charakteristiken, welche auf den Flacheuelementen der

charakteristischen Steifen senkrecht stehen, sind im allgemeinen keine

Minimnlktirvcn.

Wir wollen nun auf jeder lute^ralHiiche der partielltu Dilierential-

gleichung (3) die Schar der Charakteristiken als Kurvenschnr 1 und

die Schar der orthoguiiulen Trajekturieu derselben als Kurvenschar "J

annehmen. Die Richtungen der Tangenten dieser Kurvenscharen und

der Xorroalen der Lütegndflache können ohne weiteres bestimmt werden

und die iUchtungskosinna der entsprechendeoi positiven Halbgeraden

können in Übereinfltimmnng mit den Voranssetanngen nnd Bezeiehnnngen

d«r Nummer 1 gewählt werd«i. Es können n&mlieh die Formeln:

p V ^ y ^ — 1
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und unter Benutzung der Bezeit iiLungeu:

(5)

die Formelii:

(6)
e

Htt
dx h dy a dz

äts^^ MM' d»^^~HB' d^

angenommen werden.

Wir wollen uns zunächst damit beschäftigen, dif Größen n^, m
und //, zu IxMecbneu. Zu dem Zwecke niUssen noch einige andere

Formeln angeführt werden. Ans den Differentialgleichungen der

Charakteriätikea folgen unmittelbar die Werte:

dp 1 /n . -n^ dl

und wenn man zur Abkürzung

setzti so wird

Man sielit ferner leieht, daß die Formel:

gilt» und infblge der Foimeln (4) und (8) kommt man auf folgende

AnadrQcke:

dg\

d*z

dX
ds^

dY

dZ

- Lp w^iW + « W - ^^i^* + 1»^'.)- + '.)]
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Mit Hilfe dieser Aasdrücke und der frühei^n Formeln kommt man nun

leicht Tiur Aufsteliang der Formeln für m und g^. Wir erhalton

nämlicli:

(10) m - [6(1';

+

pF,) - aiF^ + a^'JJ,

(11) ^ §IF,W,{F,) F,W,iF^)i + •

Diei tixid d]0 Formdn fOr Nctimalkr&iBiuuüg, geodätische Torsion und

geodätische Erfimmung der Charakteristiken.*)

8. Wir gehen nnn zur Betrachtung der Werte der Ableitungen

^ ' ^ über. Die Düfereutialgleichong (U) üetert durch Differentiation

nadi % die Beariehnng:

und wenn man die Fornidn (5), (6) und (10) ausnutzt, so laßt sich

diese Beziehung in der Form:

(12) F,^ +F^ll.-HSm

darstellen. Man bemerke jetzt, daß sich längs einer jeden Charakteristik

unendlich viele lutegraltiiicheii berühren. Für ein gemeinsames t'iäcben-

element besitzen diese lategralllächen unvndlic)» vieh^ von ©inander

verschiedene Kiümmungselemente. Da aber die tiagliciieu Ableitungen

on der Wahl der KrUmmungseleinente ahhäiigig sind, so können für

dieselhen auf Grund der Torgelegten Diffiarentlial^Aichung FnnktioDAn Ton

^» !f, ^> Pf 9. erhalten werden, welche die Gesamtheit der Werte

dieser Ableitungen darstellen und Inine weiteren Twandeilichen Größen

enthalten. Man kann aber leicht zeigen, daß, wenn man zur Untei^

seheidung der genaoaten ErOmmungselemente die Normalkrttmmung

der orthogonalen Tiajektorien der Charakteristikein wählt, man für die

fraglichen Ableitungen mit Hilfe dieser Größe vollständig bestimmte

Ausdrucke erhalten wird. Man hat nämlich die Fomel:

„_ « ^ __ + 2 _
cf*i ) i

1) Eh mag bemerkt werden, daß die Gleichungen x, = 0 und m <= 0 im

Werke „Sophus Lie, Geometrie der BerübrungstransformutioDon dargestellt von

Sophns Lie und Georg Scheffen", Letpsig 1S96, S. SiO «nd 8. 967 angegeben sind.

AwhK dm mthwiwHk waA Phylk. IILSalh^ XL 14



202 K. 2oBAiran:

wenn man aber die Relation:

dx dy dz ^ ^^ ' ^ ds, ds^

nach diäeren ziert und die erhaltene Besiehang atunutst) so bekommi

man die Fonnel:
1 /dp dx dq dy\

aus welcher mit Benutsung der Formeln (ö) die Gleichung:

(13) -»^^ + «|-^-ipa«.

folgt. Die Gleichiiiigen (12) und (13) kdimen nun in besag auf die

Ableitungen 'j^^ und aufgelöst werden. Die Determinante dieeee

Systems ist imd man erhält die Formeln:

Auf (iruud dieser Formeln imd der Formeln (6j kann nun der

Ausdruck für die Abli'itiing einer beliebigen Funktion/" von a*, y, z, p, q

nach auigestellt werden. Fühlt mau uämlich die Bezeichnung:

(15) yr.(n-Hl^,-H'nlCj-a{li + M'm^-c^

ein, 80 ist leicht zu sehen, daß die folgende Formel Btatthndet:

Wir wollen hier noch die Formel für d. h. für die geodätieche

Krümmung der orthogonalen Trajektorien der Charakteristiken anültdlen.

Man bemerke, daß in folgender Weise dargestellt werden kann:

^7 dx d /dx\

Wird die erste Reihe der Formeln (4) nach differenziert, so folgt:

d (^»\ ^
1 'UJl^} dBd*

dR, VI«,/ M d«, S d9t dst *

d / (/ ^ \ Jl_ dFq 1 dB dy
d«, VdV It ä$, B d«, Ü«,

'

d^\d9^) M\f äs^
^ -^fds,^ ^ dtt ^ ^^dtj Bdg^dt^*
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ftlao kaim mf die Foim:

1 R/Fp/dx , <lf\ , dFt/dv , dz\
,

tlp
,

dq\ de-\

gebracht werden. Wenu man aber berücksichtigt, daß aus den Formeln (G)

dk Werte:

folgen, und wenn man die Besiehnug (12) sowobl wie die Fonnel (16)

ananutst^ so kommt man mm Resultate:

(17) - l {F,W,{F^ - + i m

- n,{FIF,. - 2F^F,F,^ + F}Ff),

yfoF^tjFj,^, Fr die Differentialquotianten zweiter Ordnung der FmiktionF
nach p nnd q beseiehnoL

4. Unter 8. nnd 8. besdiSftigteD wir uns mit den Noimal-

krflmmnngen nnd den geoditiacli«! j&fimmnngen der GbarakteriBtiken

nnd ihren orthogonalen Tn^ektorien auf Integralflachen nnd mit der

geodattschen Torsion dienr EnrTensoluuren. Diese Großen mfissen den

Gleiehnng^ ron Oanfi nnd Mainard i Oodazzi Genüge leisten, nnd

wir wollen nun zugehen, zu welcliem Resultate hier die Anwendung

dieser Fundamentalrelationen der Flächentheohe führt.

Der Kürze halber wird es bequem sein, durch die Formel:

^, =^ ft /Jn^ darzustellen, wo also a und ß die in ilTi auttretenden

Ausdrücke l)ezeichnen. Alsdann liefert die Anwendinii,' der genannten

Fundnineutulrelatiouen unter Berücksichtigung der Formeln (8) und (16)

die Beziehungen:

1, 14 - - . w,(y,)
~ ^- {F, Ii

- F,
1^)m

HE ^(«^J - T 1^ - ^ ^) - i ^('-)
' w > _ ^'

(F ^Jh
M r V dp

I W I («.)
-
[mh >^ »

i-) - '^(^Ip-^li)».]

Man bemerke jetzt, daß mit Ausnahme von alle in diesen Beziehungen

YoriEommenden Großen roUetindig bestimmte Funktionen von y, z, p, <(

14*
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Bind. Aus diesen Beziehungen aber uicht eine diskrete AnzaH
von Funktionen für die Größe folgen. Daraus ergibt sich, daß die

zweitn dieser Beziehungen bei beliebigem ftg erfüllt werden muß, d. b.

daß die Kelationen:

bestehen. Die dritt« der Beziehungen (18) findet sicher bei beliebigem

uicht stattj denn das erste Glied dersulbeu kuuimt jedeutalls in allen

möglichen £%llen vor* Dirne Beziehung bildet eine partielle Differential-

gleidiong fttr von der Form:

wo y nnd 9 folgende AuBdrftcke bezeiclmea:

Endlich kann die erste der Beziehungen (l'^i uicht eine Ton (19) un-

abhängige Differentialgleichung für eein, denn wir hatten alsdann

für fi| eine endliche lineare Gleichung, was ausgeachloBBen iet» Demnach

besteht dips<> Beziehung entweder bei beliebigem n,, oder sie ist eine

bloße Folge der Differentialjileichi n >• 19). Anders gesagt, für Wj

ergibt aus (IB) bloß die Ditieieutialgleichung (19), und wir

konstatieren, daß noch die iielationen:

^ W,W +^ (i.; - F, + n,+2«ß. ß,,

iWM + *I + ««" -
jjTBWM + m']-ßl

bestehen.

5. Wir wülieu noch einige Benierkungeii in bezug auf die in

difl0»n Aitikel durchgeführten Entwicklungen hinzufügen.

Wenn die Gleichungen:

.r = jr(M\ i/^y{u), z^z{ut, ji=j)(Mj, q-qiu)

einen charakteristischen Streifen der Differeutinlgleichung (S) definieren,

80 kann die Gleichung (19) für die Fiächeuelemente dieses StreiÜBas

in der Form:
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dargeetellt werden, wo A, B, C Funktionen Ton u sind. Dies ist eine

gewölmHclie Differentialgleidning rom Riccatisehen Tjpns, und aim

detsdben ergibt sidi im allgemeinen eine linear gebrochene Funktion

der wflUdlrlidien Konstante mit Eoeffiaienten, die bestimmte Fonktionen

Ton HL sind.

Ferner bemerke man, daft die Gleichimg (19) dann und nur dann

das QUed mit f\ nieht entiiU^ wenn

und es ist klar, daß dies für solche und nur für solche partiellen

Differentialgleichungeu stattfindet, die auf eine ouer mekrere in bezog

auf p und q liueuro Gleioliuiigeii zurürkgoführt werden köuiieu.

Zuletzt bemerke mau, daß, wenn mau für den Winkel der

unter 1 definiert wurde, eine Funktion von x, y, p, q wählt,

damit auf jeder Integralfläche der Diflerentialgleichung (3) eine Kurren-

Bchar gewShlt wird. Es erhellt aus den Formeln {!), daß die Normal-

krfimmung der Eurren dieser Sehar nur im Falle der Sehar der

eharakteristischen Kurven toe der Wahl der Krfimmung unabhängig

ist. Man sieht auch, daß die geod&tisdie Torsion nur fülr die ehsrak*

teristischen Kurven und ihre orthogonalen Trojektorien Ton un-

abhängig ist. Endlieh sieht man leicht «n, daß die geocyntisehe

KrQmmung dann und nur dann tou der Wahl der Krümmung un-

abhängig !?;t, wenn die bptreffende Kurvenschar entweder aus charak-

teristischen Kurven besteht^ oder wenn dieselbe die KelatioD:

^ (F,'F^ - 2F,F.^F„ + FiTf) + F, - f, - 0

befriedigt Die letztere liefert für «d den Ausdruck:

»- V«r Vj A «) + y» »)»

wo eine Funktion ist. die durch Quadratur bestimmt werden kann,

und wo 0 eine willkflrliche Funktion ihrer Argumente bezeichnet.

Die Funktion giq kann im Falle einer Differ»itialgleichung, die auf

eine oder mehrere in heaug auf p und 9 lineare Gleichungen aurflck-

Ifihrhar ist, gleich Null geeetat werden. Demnach bestehen f&r diese

^tegorie der Diffurentialgleichungen die in Rede stehenden Eunren-

scharen aus Linienelementen, die in jedem Punkte des Raumes einen

Kreiskegel bilden, dessen Achse das durch diesen Punkt hindurch-

gehende Liniendiement der charaktenstischen Kurve ist.

Krakau, den 10. Jujii 1906.



206 J. H. Gbaf:

Berechnung von

r(«) r(a + ;)
r(a + ^) . .

. r(«+ "
"-') : r(«a)

.

(Theorem von GftnA.)

Von J. H. Obaf in Bern,

Auagehend von der Formel^)

(1) log r^l + a) -_/'(«.-'- ^-=£~)
-l

folgty indem man in (1) a — 1 + ^ statt a setst,

0

Wir setzen A « 0, 1, 2, 3, ... «i— 1 nnd aummieren:

0, log r(<.) -/[(» - 1)»-'- i , (i - «-<•-
'0]j,

1, iogr(«+i) Y[(„-i+i).-._^(i-«-(.-..').)]^J,

2, .ogr(.+:)

i — « — 1,

i = »-

1

Links erhält man log
^ ^

F + ^
j • Rechts ergibt Klammer I

die Snmme {na^"~^e-', Klammer II ist gl«ich — ^ "
,

-I- e-
»(«-!)

91 A-l
-t{a-l)( -t

1^ Siehe J. H. Graf, Einltitong in die Theorie der Oamina-Fiuiktioa etc.

8. Foimel (60).
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Berechnung von Fifl) t (a f ^)
^(<»+

JJ)
• • ^(« + " ^ • -TC«

n e

erhält:

— e «+l
so dafi man die Fonoel

Setzt man in (1) »a — 1 statt a, so folgt

(8) logr(««)=^/'[(„a-l)5f-'-^_^j

non «abtraUere nun (3) von (2), dann hat man
i =n- 1

Man ersetse die untere Integralgrenze durch x and TernacUaaeige allee,

was zugleich mit x Teraehwjndei Vorent folgt Tom dritten Term in

der Klammer, wenn = ^ geeetat wird, / - -df= I , v^^-

M t\cn— t) - '

n

Laasen wir den Lddez weg, und nehmen wir diesen Term mit dem vierten

zusammen, so eigibt sieh

K n

In erster Annäherung geht der Integrand übei in *
~ — so daß

man hat J
^-i*^^^-^)

^ ^t-^--- {na -l)\ogt j + log Konst.

dt.

n— \ — (mo — I) log n, wo log. Konab — — ^ log «i gesetzt isi

Da nun
^.
—

^ man, wenn — (tta — ^) log n nach rechts

genommen wird,
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208 J H. Graf:

oder wenn irioder 0 als untere Gienze geeetsi mid, — («» — 1) J, wo

Nun muß J" ausgewertet werden.

In der P^ormel für J ersetzen wir t dnndi 2^, so hat man, wenn

noch mit 2 moltiplisuert wird,

SubtriUüert mm {u) von (ß), dann ergibt sich

'-/(*'--'-" + 7iT-...l.)

' _ e"
Befaumttidb ist') log n -> /

^ dt, daher

W ilog2»i
J''*-f**

dt.

Wird (d) TOn ()^) subtrahiert, so hat man

0

Nun ist aber nach Formel (1)

l«gr(i)./(-...-.-l^')t

daher J - 1 lop 2 log T f ) = » log , /- i log 2«. Dieaer Wert
wird in (ö) substituiert, dann ergibt sich

1) Siebe J. H. Graf, Einleitxjmg in die Theorie der Gamma -Fonktdon, S. 48,

Ftainel (49;.
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^
r(« + *

)
. . r^o+ ^~ ) : r(no). 209

woraus 2 =

n''-"ij^jr{a + l)'~(2x) * Tina)

oder ^^i

(6) r(a) r(. + i) . .
. r(a + "

-
')
- ^^>'^- r(,«).

Der Cifiug des Reweises dieser t'ormel, bekannt unter dem Niimeii „das

Theorem von Gauti", folgt im Anfang dem W eg, welchen Schlümilch
in seinem Compendium der Analjsis, II. Auflage, S. 251,252, gegeben hat,

fnhrfe cbum aW aaeb den Angaben L. Schlaeflis dorchans selbatandig

zum ZiaL Man vei^leiche hierüber auch, was H. Sehenkel in seiner

Dissertation: Kritisch -historische Untersuchung Qber die Theorie der

Gammafuuktiou etc., S. 21 ff. u. S. 3Öff., angibt Für a-l/H folgt

die eiul'achere Beziehung:
,

^{-)'-(:)-rc;v";i-
Wie Schlömilch auf Seite 253 loc cit. angibt, läßt sich diese letzte

Fonnel auch beweisen durch Anwendung von r(n) r{i — «) •» '

Wir aetmn r(" ~i) - dann ist

n

r=7
*

II e"—e" 1—e"

{^(4)r(^)-r(^)}*-n-'v:.:-

wegen r/(a: — e • ) — jB"-» + ««-«H + 1 folgt

0 daft meh. ergibt

oder

wie Torhin.

Bern, im September 1904.

r
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Über die Erledigung des Malfattischen Problems mit den

Hilfsmitteln der elementaren Planimetrie.

Von G. IsBNKBAHB in Trier.

Man kann schon eine ganze B>eihe der für den Schulunterricht

geschriebenen Leitfäden durchblättern, ohne das berühmte, „viel-

umworbenc" Taktiousproblem Malfattis fiberbaupt erwähnt, zu finden,

l'ücl wenn man es ir^]'ond\vü antrifft, so zeigt sich, daß die Lösungs-

nietiiode entweder trigonometrisch*) ist, oder — falls die rein plani

inetrisehe Aufgabe auch ausschließlich mit planimetrischen Hilismittelu

beliaadelt wird daß der bekannte, von Steiner zu diesem /weck

aufgestellte Lehrsatz zu Hilfe genommen wird-), ein Satz, dessen Ab-

leiiang weit jenseits des Gynuiasialimterrichts li^.

Aneh einige in neuerer Zeit erschienene, der genannten An^be
gewidmete Abhandlungen, z.B. die TonSachs, Davide und Pampuch,
konnten — so gediegen und wertvoll sie in wissenschalUieher Hinsicht

sind eben wegen des nur Lösung aufgebotenen wissenschaftKehen

Apparates die Anfhahme des Problems in Schulbücher kaum empf«hkn.

Geeigneter dözfte wohl ein Weg ersdbeinen, der im Folgenden

eingeschlagen werden soll, xmd auf dem schon ein (Jymnasialsekundaner

mitkommen kann. Trigonometrische Vorkenntnisse sind Uberhaupt

nicht erforderlich; bei der sc^penaonten „algebraischen Analjsis*^ werden

1) Vergl. u. a. üeie, Trigonometrie, S. 18B und Schweiing „Hundert Auf-

gabea**, 8. S6. Hei« verweist aufCrelles matiiematitolie AufiAtie, nad Sehwering
iDflt nach Schellbach, Grelles Joanal Bd. 45, S. 91.

2i Virl. u. a. Koppe-Diekmann, Geomotrie TT 43 und .Tuiifrhane, Lehr-

buch der Uoometrie I S. In leb.ierom üachc wird außer der Steinerschcn

LOnmg noch dne von Adami vorgetragen, bei «dcher die EomttniklioB swar

siranUch eiafteb, dar Beweis aber recht kompliziert ist. — Von AafgabenssmiiilaiigiB

möge aufT;cfnhrt werden die von Guetav TToffmann . wclchf die Steincrsrhe

Lösiin^' entlüUt, und die von Lipber und v. Lühiuauu, welche außer der

äteinerschen noch die trigonometrische von Grunert und von Schellbach
wiedergibt — M. Kröger sagt in seiaer nioht für den Sehulgebraach bestinimteii

Planimetrie (Hamburg 1896, S. 337): „Man findet die Malfattische Aufgabe in

Lt'lirhiich' rii stltftn behmuh lt, weil ihre Lösunf^ bis jetzt entweder darnuf geirrfmdet

wurde, daß man doich weitULutige Uerechuungen die Größe der Radien in kon-

«tniierbaren AnsdrOdiea festatsUto« odev «n tt^nonietrisohes Veifiüiien ein-

aeUng.** Dann gibt er zwei LOsaagen, welehe beide, und swar die eiste nadi

Petersen durch Ereispotenz.«iiU7.e , die zweite nach Kunze durch Sttecken»

berechnon^ erzielt, soletst auf die Steiner sehe Konstruktion hinauslaufen.
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nnr wenige ganz elementare Sätze verwendet; aui' planimetrischem

Gebiet sind vorausgesetzt die Lehre von der Ähnlichkeit, die einfachaien

Sütse Ober den FBcheninhalt de« Dreiecks, Qber die Radien der Be-

rttbmngskreiBe und der PtolemSieehe Lehreats.

Schon Binder hat in seiner hervorrat^f nden Arheit über das

Mall'attissche Problem') heilauiig eiueu Gedankeu ausgesprochen, der

unserem Lösungsplau nahe kommt Er sagt: „Es sei hier gelegentlich

bemerkt, dafi man anf TerBchiedene uUensaante und rem geomdmt^
WAare Angaben geehrt wird, wenn man den Yemuch maeHt, das

Problem snoichst anf die Eonstmktiou moeier Kreise aurfickzuf&hren.

Man kann z, B, swei Kreise, die je awei Dreiedcseeitra und einander

berflbren, SEeiehneo, wenn gegeben die Summe oder die Differenz ihrer

Halbmesser, oder die Richtung ihrer Zentrale, oder der Abstand ihrer

Berühnmg^spunkte auf der von beiden berührten Seite, oder der Pnnkt^

in welchem diese Seite von der innem Tangente beider Kreise ge-

troffen wird; und dann die in diesen Äufgubeu als gegeben an-

genonnnenen Stücke für dryt Fall l)estiminen suchen, daß die zwei

Kreise Malfattisehe Kreise werden sollen, wobei mau dann freilich

nur für die zwei letzten Falle auf einfache Bestimmungen kommen wird."

Seil wer in g «ieht bei seiner liesprechung der Malfattisehen

Aul'gabe zu Aufaug auch nur zwei Kreise in Betracht, schlägt mit

diesen aber keinen von den fünf Weguu ein, die Binder andeutet,

sondern leitet bloß das Ergebnis ab, daB die Projektion der Zentrale

auf die gemeinschafÜiclie Tangente gleich dem doppelten Produkte

aus den Wurzeln der Radien ist.

Im Folgenden soll nun ein sedister, Ton Binder nicht an-

gegebener Gedankenging entwickelt werden, der tatsacblich nt einer

sehr einfachen Konstruktion gweier Malfattischer Kreise fuhrt. Sind

diese erst fertig, so ist es offenbar eine geometrische Kleinigkeit, den

dritten noch hinsuzofagen.

L Das ursprängliche Mallattische Problem.

In besag auf Benennungen schließe ich mich an Pampuch')
an mit nnr einer Ausnahme. Pampnch benutzt die Or&togonalhreiae

der Malfattischen und bezeichnet die Radien der ersteren mit x, y, #,

die der letzteren mit x,
, y, , Wir haben die Orthogonalkreise gar

nicht nötig; daher bedeuten
fff

» die Radien der Malfattikreise, and

1) Tftbiagen 1868, 8. 17.

S) ^Dm Malfstti-ätemeracbe Fkoblttn**. PiognuiuaabbMidlaag des Gymii,

aa 8t. Stephaa zu SMbmg i. £. 190S, S. 6.
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swttr gehört x lum Winkel CAB, y sn ABC, a za — Der

Badini dei Likreisee heißt p. Dieser Kreis traimt au aeinen BerühnmgS"

punktm di« Seite AB=c in die Stlk^e 9| und s^, BC^a in die

Stfilcke $2 und s,, CA = h in die Stücke 5, und s^. Dabei liegt $| an ji,

aa B, an C. Der Mittelpunkt des Inkreises wird mit 0, die

Strecke AO mit a, BO mit ß, CO mit y, die Höhen mit /i^,

der Umfang des Dreiecks mit 2« bezeichnet

l^ie drei GrvMd^iekihimgm:

a(» = y5, -1- + 2^]/yÄ

,

6f — #Ji + XÄj + 2pV4r^

ergebe:! sich aus den einfachsten pl an i metrischen Flachensätzen ohne

jede bchwierigkeit. Die Umwanilluug diwer Gleichuiigeü in lineare

hat manchen Autoren große Mühe gemacht. Leicht gelingt sie, wenn

man sich — was nicht blofi auf trigonometrische, sondern auch auf

rein plaoimetrische Weise bequem geschehen kann — drei ein&die

Belationen ableitet, nämlich folgende:

- ha 6«, c«,
- Y - ß' '

Mit diesen hat man dann »oßk ans der ersten die gleich gebildeten

Anadmeke für ^ nnd aus der zweiten solche fUt ^s, und 8^8^,

aus der dritten solche fOr bßg und cyg.^) Die Anwendung tob 1.

nnd 2. führt sehr schnell sn den linearen Gleichungen:

«((y* + s^Vy) - ßifiVs +

YieVy + h - <QVy + hV' )•

1) Gleiche und ähnliche Relatiouen werden auch von Davids (Archiv für

Math. n. Pbya. (3) 18, S. 10 ff. 1896; (2) 14, 8. 276 ff. 1896, ,,Dieizehn AaflüsungeD

d«s Ifal&ttiaeben Ptoblenu") ohne BeifSgiing euMs Bewdist aii nehierai Stellen

benntst, dabei aber nicht fiberaU richtig ao^Mohiteben. So steht 8. S8 intOmlieh

R"— «in— statt «m— ll"«»^^—

•
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Durch Elimination von Y§ aus d«n beiden letzten und Anwendung

der Relation 3. ergibt eicb:

worauf man durch eine einliM^e plaoimetriaelie Konstniktioii diejenigen

Strecken p nnd q erlüQt, welebe die Gleichong:

befriedigen. — Damit iat keine der ffinf Funktionen, die Binder
angib^ aondem eine eeebste, nämlicb dos VerhSSim» dmr Badim Bweior

Malfattikreise bekannt. Jetzt diese Kreise seihet in das gegebene

Dreieck hineinzuzeichnen, gelingt nach der elementaren „Ahniichkeita-

methode^ sofort. Den dritten liefert scbließiioh einer der einlacheten

Sonderte der Apolloniechen Au%abe.

II. Das erwaiterte Halfattiaoha Froblam.

Li den aeit ihrer An&tellmig TeirflcMaenen hundert Jahrm iat die

Malfattisehe Aufgabe schon auf mehr&ehe Weise erweitert und wieder

eingeschränkt worden. Pampuch umgrenzt sie*) folgendermaßen:

„/n einer Ebene sind drei reelle Gerade BC, CA, AB gegdten. Drei

reelle Kreise »ind lierzusfcllm, daß jeder die beiden übrigen und ewei

der drei Gfradrn berührt. Dabei »Mm unter dieam sedis Linien keine

drei einen Büadtrl bilden.''

Auch in dem durch diese Fiissung gekeunzeichneten größeren

Umfange lüBt sich das Problem mit elementarer Planimetrie voll.stiindig

erledigen. Analjsis und Kuualruktion bewegen sich dabei stet« geuau

parallel mit voratehender Lösung der einfachen Aufgabe. Neu hinzn-

aukommen braucht nur noch die Determination. Grade dieae iat ea

aber auch, worauf mehrere der biaherigen Bearbeiter besondere Auf-

merksamkeit und zum Teil einen grofien, tiefgreifenden wiaaensehaftlichen

Apparat verwoidet haben. Dennoch aind die Ergebniaae nicht immer

einwandfrei geblieben. So achliefit a. B. Pampuch aeine Programm*

abhandinng von 1902 mit der Bemerkung: ,,Aus diesen 32 berechneten

und gezeichneten Figuren geht auch hervor, daß die 32 Lösungen des

Malfattischen Problems weder von Binder noch von Sachs in allen

Fällen (vgl. Xr. G— 8) richtiq' charakterisiert worden sind."

In der genannten Arbeit bat l'ampueh selbst eine eigene, korrekte

Determination entwickelt, die aber weseutlich algebraisdter Natur i^t

1) Axehiv für Math. n. Pb^s. (8) 8, 8. 44, 1904.
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Ii» I.

Dieser mochte ich nun hier eine rein planimdrische gegenüberstellen

uuU scheue mich auch nicht, dabei euieu Weg einzusehlagen, den

Sachs «nusdrücklich als ungfoignet hezeichnet hat, indem er schreibt'):

„Überhaupt erscheint die Wahl der Einteilung der Lösungen nach

den Winkeln, in denen die Kreise liegen, als eine wenig glücklidie;

deitii dnnial werd«i dftdnnli offenbar

verwandte Gestalten der Liteung ron-

emand»' getrennt, und sodann kommt
es sehr häufig tot, daß sicli bei Ver-

tauschtmg der Winkel B und C durcib'

aus niebt der entsprechende Fall der

Ldenng einstellt, der Daeb dem Schema

ssu erwarten wäre/*

Ich hingegen finde, daß grade diese

so nahelierjende ,,W^ihl der Einteilung"

durchaus naturgemäß ist und uuch voll-

»tUndiir zum Ziele führt, wenn mau ein

zweites ebenso natursxemäßes Einteiluiigapriuzip hiuzufü«?t. Dieses letriere

besteht einfach iu einer yciuiuen Unlerscheidung der versiJiiaknm Art und

Weise, uie je zwei McUfattische Kreise sich überhaupt berühren höiifien.

Nehmen wir also zun&di^ die Anpteinteiliiiig allor mS^chen
LdBongen vor und »war j^adi den Winkeln, iu d^n die Kreise liegen

können".

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die Winkel, wie Fig. 1 es zeigt»

mit den Nammen 1 bis 12. Die durch dm Wortlaut der Aufgabe

vorgeschriebene Einschränkung, wonach „Kreisibüsdid" ausgeschlossen

sind, hat zur Folge, dafi alle diejenigen Lösungen außer Betracht au

bleiben haben, bei denen zwei Kreise — wie Binder das nennt —
auf „entgegengesetzten Ufern" einer und derselben Dreiecksseite liegen.

Im Kontaktfalle nlimlich würde dann am Bernhrunf^jnmkt ein ..Büschel"

entstehen. Die drei »reg,.heuen Geraden diirfeu daher immer nur als

üti/^rc gemein.selmt'tliehe Tangenten auftreten.

BezeichniMi wir nun mit A'j deujeuigeu Kreis, der die Schenkel

des Winkels Nr. I berührt, und mit Ä', bis Ä'j, entsprechend die

übrigen Kreise, so kann A'^ offenbar nur kombiniert werden einerseits

mit den Kreisen £"5 und K^, anderersäts mit nnd £"10. Auf

diesdbe Weise ergeben sich ale mögliche Temionen: K^K^K^^,

K^K^K^^j K^K^K^^f K^KjK^if K^K^^K^ und uNfüer heme mehr.

1) Dr. Joseph Sachs ,,t1>«r die Aufgabe de« Halfatti, ihxe Erwoitenmgeii

und LOningeii**. Pteiburg 1886 , 8. 87.
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Diese siebeu Toruiouou xerialleu iiaturgcinäß in drei Griippon.

Die erste derselben ist dadurch gekennzeichnet, daß ein luuenwiukei

und »wei AuBenwink«! des Dreiecks dabei beteiligt sind. Dahin ge-

hözen die drei Temionen mit den Ziffem 1, 5, 9— 2, 6, 11 — 3, 8, 12.

Die zweite Gruppe ist gekennzeiehiiet dmeh die Beteiligung zweier

Avftaiwinkel und «nes Seheitelwiiikels. Dahin gdLören eben&Us drei

Ternionen, namlidi 1, 6, 10 — 3, 11, 7 — 4, 8, 9.

Die dritte Gruppe enthilt die drei Innenwinkel und also nnr die

eine Teniion 2, 5, 12.

Diese tieben, in drei Gruppen sasammenkgbaren Temionen um*

fMsen sSmtiielie Lösungen des Problems, begründen deren aber nicht

etwa bloß sieben, sondern 32 — eine ZahlTermehnn^ und Zahl-

abgrenzung, die sich ganz leicht ergibt, wenn man das schon erwähnte

zweite Einteilungsprinzip hinznnimmt, nämlich die veix-hiedeuen A'otito/:^

mdglichkeiten je zueier Kreise beachtet und die damit zugleich be«

stimmten Möglichkeiten für die Lage des dritten.

In den bisherigen nur bekannt gewordenen Determinationen finde

ich diesen PunVt nicht mit ^'eniigender Schärfe hervorgeliolxTi 'ind

prlaube auf deuäelbeu hier etwas näher, und zwar im einzeineu eingehen

zu dürfen.

KmUdktt §witAm md K^. — Wir stellen uns vor, diese

beiden Kreise mUhsm aus den Ecken A und B heraus und schritten

in ihren Winkelräumen 1 und 5 allmählich vor. Dann können beide

sich nicht eher berühren, als bis Ji^ die Gröfie des Inkreises in ABC
erreicht hat. Von diesrai

Augenblicke ab ist eine

erste Berührung von außen

möglich. Hält man (hn

Kreis Ä'j an irgend einer

Stelle fest und liiüt Aj

weiter wachsen, ao entsteht

nach der ersten Berührung

(m anfien zunächst ein

zweiter Eontakt, dw eine

Berflhrung Ton innen, ein

Bflschelkontakt ist und also für unsere Au%abe nicht in Betradbt

kommt Bevor aber der wachsende Kreis sich von ^^nzlich

trennt, entsteht nochmals eine Berührung von außen, ein Letztkontakt.

Fig. 2 stellt alle drei lalle dar. Der Letztkontakt vollzieht sich also

durch Übex^peifen von Ober Ky
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Auch Sachs s])ri('ht*'( von Fälleo, in denen ein Kreis den aiulern

„übergreift" oUer ^Jenbeits des amlein" liegt, er hat aber den Uuter-

schied der Kontakte nicht als maßgebendes EnUeilrnffS- und Ordnutufih

prineip durchgeführt Dagegen fedet er an mehreren Stellen über die

Notwendigkeit „nach GtöfimoerhiSUMaam der BaäieKf* sn unteraoheiden.

Nan hat es allerdings gemäß Fig. 2 den Anschein, als oh unsere

ünterscheidiing nach BSrst- ond Letstkontakt nichts anderes wSre, als

die Ton Sachs betonte Unterschridung luush dem Grr^enTerULltniB der

Kadion; denn beim Etstkontakt ist dort augenscheinlich

beim Letztkontakt K.^ > K^. Aber bei näherer Überlegung erkennt

tnan bald, daß die beiden Unterscheidungsarten doch wesentlich ver-

schieden sind, da ja auch schon beim Erstkontakt ( wie man heispids-

weise an Pampuch i'ig. 18 sieht) iQ > sein kann *)

Noch ein wcitcior Umstand ist für den Unterschied zwischen

Erst- und Letztkontakt von Belang.

Es mögen die Beriihrunjirspnnkt'H beider Kreise auf der gemein-

schaftlichen Tangente Ali heißen 1\ be^. Pj,, die auf AC und liC

liegenden Berührungspunkte (^^ bez. der Berührungspunkt beider

Krwse Imfie H Der in den Winkelraum Nr. 5 sich einsehmiegende

Bogen ist also P^^s. Dieser Bogen reicht fwM bis zum Punkte R
heim Erstkontaki Beim Letstkontakt hing^^ greift er Uber R
hinweg und enthiUt diesen Punkt in sieh. Das ist der wichtigere

und in spateren Überlegungen wiederkehrende Sachgrund, weshalb

beim Letatkontakt als der ,,fib«:greifende^' Kreis an beseichnen ist.

vif. S. 4.

Jteriihrunytn ziriscJien A\ u)ui K^. — VVaclisen die Kreii^e und

aus ihren Eckpunkten Ä und Ji heraus, so nähern sich die Be-

1) In der vorhin »Twilhnten Abhandlung S. 20 und 21.

2' Nicht bloß für die Determination, eondern schon für die Analrsis ist hei

dei Lösung dei Malfattiscben Aufgabe die Unterscbeidung zwischen Erst- und

Lettlkontakt von Wichtigkeit Denn grade die Art des Kontaktei, keineiv^
aber da« „GrOßenverh^tniB der Badien" übt auf die Form der Grwtdgki^ungen
ttuMU weMBtlicIieD Einflofi mu.
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rührungspunkte Qi und Q,^ eijiaiuier und dem Punkte C. Schon bevor

einer von ihnen T erreicht, ist ein Erstkoutakt möglich, den Fig. 3

zeigt Lüiit man von da ab die Kreise weiter wachsen, so kommt

Uff. h. »f. 9.

ha» BäsdidkontaM znaiancle. Soll ein iolelier enidt werden, wo muß
niAli nur «mM, etwa wachsen, JS^ aber soweit wieder abnehmen

und zurücktreten lassen, bis er mit dem Jtnkreise an Bö identifleh.

wird. Kf^ bekommt dann auch auf der ver-

lf5nn;erten AC einen Berührungspunkt, und

mit diesem kann Q\ und 7? gleichzeitig zu-

sammenfallen. Auf solche Weise bildet sich

ein Büschelkoiitakt, bei dem A'| und

sich Von iiuüen berühren. Fig. 4.

Wenn aus dieser Lage heraus beide

Kreise weiter wachsen, so kann auch, wie

Fig, 5 zeigt, ein Lafatkontald; entstehen,

ein Leigllmkski dimh Übergreifen wm K^,

bei welcHem Uber M kinausrdckt. n«.

Fig. 6 und 7 xeigen, wie umgekehrt

durch Zurücktreten Ton JTj und Anwachsen ron ein zweiter

Bflsehelkontakt und ein zweiter Letsstkontakt'), nimlieli durch übet'

grmfm im entstebi.

Beriihrungm mtnsdien JT, und JT,. ^ Fig. 8 stellt dar, wie hierbei

doich Anwachsen dat Untorsehied tou Erst-, Bdsdiel- und Letetkontakt

1) Zwischen ihrem Erst- und Lfttztlvontakt wandern hier nicht, wie im

vorigen und allen folgenden Fällen, die KreiHe durcheinander hindurch, sondern

gleiten beim BfiMhelkoatskt aneutander ftufieriidi vexbei. Aneh diese Beflondor»

hdt komint bei den MOnudglriclniogeo** «am Amdraek.
AmUt 3l»lh«MMk «ad V^tUc DX BiUw. ZI. 15
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entsteh! Die folgenden Figuren zeigen, daß Srei ver9(hiedene Letet-

kotUakte Toxkommen kSnnen. Bei Fig. 9 liegt B swiachen nnd

nioht aber awiechen und ee ist also roiliaiiden dn LetEikontakt

dnich Übeigreifen T<m Fig. 10 stellt auf entspiedi«nde Weise

Kt.9. »f.

den Letatkontakt dorcli Übergreifen von dar. Fig. 11 leigt, wie

durch genügendes Anwuchsen beider Kreise eine dritte Art von Letzt-

kontakt entstehen kann, bei welchem — und das ist besonders be-

merkenswert — soufoM als otMufc übergreifende Kreüe sind.

Fig. 10. Fl«. H.

Die BerUhrunffen der übrigen Erdspaare bieten wenig AnlaB mehr

an weiterai Bemerkungen. Zwischen ond stunmen die Eontakte

in allen Eigenschaften (Iberein mit denen zwischen JTj und TT..

Bei den Berührungen zwischen und iCj ist ein Außen- und

ein Scheitelwinkel lieteiligt. Die Arten des Kontakts sind denen bei

JT, und ifj ebenfalls sehr ahnlich. Es gibt einen Erst-, einon Bnschel-

und einen Tipt/.tkontakt. Bei diesem ist der Außenwinkel A| der

übergreifende. Fig. 12.
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Die Kreise Kf und kdDnen einen Erst«, zweierlei BOacliel-

nnd zir«erlei Letstkoniakte eingehen, den einen durch Übei^greifen

Ton Fig. IB, den andern dnnsh Obergreifen Ton Fig. 14.

Die Berührungen von nnd stimmen Tollstindig Qberein

mit denen zwiachpu A'3 und K..

Hiennit sind alle durch die Fassung der Aufgabe zugelassenen

Verhindnngen von ;> strei Kreisen erledigt; es bleibt also nur noch

der letzte Schritt übrig, näm-

lich die Untersuchung, wo

und wie jedesmal der driUe

hinzutreten kann. —
Unter den drei Terniouen ;=

der ersfefi Gruppe wiUen wir,

weil die Kontakte zwischen

JE^ nnd JT, soeben be-

sprochen worden sind, die

Temion X^J^^Si^

a) Stehen JT^ nnd Kg im Krstkontakt, so speiren sie

in dem (lüchenraum des Winkels K^^ ein von zwei geraden

nnd zwei krummen Linien rings umgrenztes Viereck CQ^ ^Q^C
ab. Fig. 13. Innerhalb desselben sind Bogenstücke von

Ä'g nnd anzutreffen, also kann der Kreis K^^ in

dieses Viereck liiueingelc^rt wonien; er steht dann mit A''^

und A'^ im Erstkoutakt. Zweiteus kann A',^, aber auch außerlialb

jenes Vierecks in dem freien Winkelraiini des Winkels 12 liegen;

denn auch dort sind Bogenstücke von A'^, und voriiauden. In

15*

n» u.

y
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diasem Falle steht mit beiden anderen Kreisen im Letctkontakt

Andere Möglickkeiten, also etwa Erstkontakt mit JT, und sugleioh

Letztkontakt mit K^, oder umgekehrt, sind offenlwr ausgesehloasen.

b) Setzen wir und in Letztkontakt mit Übergreifendem

so ist wiederum ein Viereck, nSmlich CQ^R'Q^C abgesperrt, Fi^. 18,

und aus ileiii vorbin uugegebenen Grande kann darin liegen, im

Erstkontakt mit und Kg. Anfierhalb aber, im offenen Winket-

raum 12, gibt es nur vom übergreifenden Kreise K^f nicht aber von

ein Bogenstfick; also kann K^^ dort nicht liegen, weil er dort nicht

beide anderen Kreise })onihr('n kann. Auß^-r der angegebenen ersten

gibt es demnach für A',o keine mögliche Lage mehr.

c) Ganz ebenso liegt die Öache, wenn wir A",, gegen zum
übergreifenden Kreine machen; auch dann giht es nur eine Lösung. —

Aus der awaten Grujape wählen wir zui Besprechung die Temion

a) Stebt A'j mit Aß im Erstkontakt. so ist im Seboitehvinkel

Nr. 10 ein Viereck abgeschlossen, welches begrenzt winl durch die

Schenkel dieses Winkels und zwei Stücke der Bogen RQ^ und AVe-
Fig. 3. Innerhalb dieses Viereckä besitzen also beide Kreise Bogen

-

stücke and erlauben dem Kreise K^^ somit den Malfattischen Kontakt.

Dendbe ist beidemal ein Erstkontakt. Zweitens aber sind im freien

Anßenraum de« Sdieitelwinkels 10 ebenfalls BogenstQcke von A,

und vorhanden; also gibt es auch dort eine mögliche Lage für K^^f

und die Eontakte mit und sind auch in diesem Falle Erst-

kontakte.

b) Wir setzen nun £1 an JE^ in Leistkontakt mit flbergreifandem K^.

Dann sind wiederum in dem abgeschlossenen Viereck (Fig. 5) Bogen-

stücke beider Kreise vorhanden. Dort kann also K^q liegen, im Erst-

kontakt mit Ag, im Letztkoutakt mit dem übergreifenden Kreise K^.

Da der Kreis in den freien äußeren Winkelranm 10 nicht hinein-

dringt, 80 ist dort unmöglich.

r) Im dritten Falle, beim Übergreifen von über Ki (Fig. 7)

gibt es ebenfalls nur eine Lösung. —
Die dritie Gruppe enthalt nur die Temion K^Kr^Ki^.

a) Stehen und K,^ im Erstkontakt, so haben wir wiederum

das umgrenzte Viereck CQ^RQ^^C, Fig. !'). Innerhalb desselben,

sowie auch im freien Außenranm des Winkels 12 sind Hogenstücke

beider Kreise vorhanden. Also gibt es für A',j zwei mögliche Lagen.

Bei der er.ston steht A',, mit und K im Erstkontakt, bei der

zweiten mit beiden in übergreifendem Letztkontakt.
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b) Steht JT, flbeigfeifend mit JT^ im LetEtkontakt, so ist toil der

Betrochtiuig einee umMblosseaeii Vierecks absuieheii. Die möglieheii

Lagen Ton K^^ ergeben aicb liier aus der leioht an gewinnenden

Einaiehiy daß in diesem Falle zwiscben K„ und JT, kän EraäBOtddkt

eintreten kann. Zu solchem Erstkoiitakt würde nämlich erforderlidi

sein, dafi der Kreis iC, auf der Dreiecks-

seite ÄC einen Berülirungspunkt hätte,

ihr zwischen Ä und C läge, Fig. 9, und daß

der Kreis K^^ die näiuliehe Dreiecksseite

irgendwo Mioisrhen C und Q., berühren müßte.

Geschähe das aber, so würde K^>, die Mal-

fattische Forderung eines Kontakts auch

mit dem Kreise K,^ — der ja doch in

einem anderen, gänzlich abgetrennten Teile A~ I* J* Jä

des Dreiecks ABC liegt — offenbar un-
^j^,

m5g]idi effttUen kdmien. Ist somit ein

Erstkontokt zwischen und K^^ ausgeschlossen, so bleiben fOr

den letzteren Kreis bloß zwei Md^chkeiten übrig, n^lteh:

1) Letrtkontakt mit A\ und Erstkontakt mit K^,

3) Letztkontakt mit beiden.

c) Steht umgekehrt übergreifend mit Ä", im Letztkontakt, so

ergibt sich auf gleiche Weise wie eben, daü wiederum nur zwei Fälle

möglich sind: K^^ hat mit Letztkontakt und dabei mit A', Erst-

oder Letstkontakt.

d) Nun ist noch der interessante Fall übrig, daß Ä'g und A'^ in

hädenais fibergreifendem Letztkontski stehen. Fig. 11. Dann ist im

Winkebwun Nr. 12 wiedenun ein abgeschlossenes Viereck Torhanden.

begrenzt Ton den Schenkeln dieses Winkels und Stocken der beiden

Bogen BQ^ und BQ^. Innerhalb sowohl wie außerhalb dieser Um«
grensung sind Teile von und anzutreffen. Es gibt also für

den Kreis JETu zwei Lagen:

1) Liegt er innerhalb des Vierecks, so stehen und JT« Qber-

greifieiid au ihm in Letastkontaki

2) Liegt er außerhalb, so stehen alle drei Kreise ineinander* in

doppelt fibetgreifendem Letsticontakt.

Hiermit sind die in Betracht kommende B%tle lAmtlich erledigt,

und in eargibt sich folgende:

Detern} inatinii dfr möfflichen Lüsuyiqen des Ma^attischen ProUems.

Bei der ersten Ternionengruppe sind möglich:
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in der Abteilung a) swei,

in b) eine,

in c) eine,

im pan/en also vier Lösimgen. Da die Gruppe drei gleichartige Ter-

nionen entliliit, so ist die Aiix.abl der in ihr möglichen Lösungen etvÖlf.

Bei der »weite» Grappe sind möglich:

in der Abteilang a) zwei,

in b) eine,

in c) eine,

im gMUBen also wiedenun tier Lösungen. Die Grupp e entiüÜt eben&Ue

drei gleichartige Temionem, also ist die Ausabl der hier mS^^ehen

Lösungen auch meoif.

Bei der äriHim Gruppe sind möglich:

in der Abteilung a) zwei,

in b) zwei,

in c) awei,

in d) swei,

im ganzen also cwld Lösungen. Die Gruppe enthält nur eine Temion.

Die Anzahl alier Lösungen des Problems bei der eingangs fest-

gestellttn ümjrrenzting desselben ist mithin 32, und jede ehizflm

Lösung ist durch die Anf/ahr de)' WinkeL in dmm die Kreise liegen,

und Kcnnscichnuwj drr Kontaktart, in welcher sie einander paarweise

berühren, genau charakterisiert.

Die crleiche Ziffer 5^2 hat sicii auch ergeben bei der auf (dfjcbraisdif

Erwaguugeu gestützten Determination, die Pampuch iu seiner oben

zitierten Abhandlung entwickelt, und zwar erscheint sie dort als

Produkt ans 4 msl 8.

Unsere getmetriadte Detennination ftihrt an einer gaos anderen

Eintmluug. Es befinden sich nimlich unter der Gesamtsahl der

Lösungen zwei gsna eigenartige, irekhe die besondere Bügensduift

haben, daB «e durch sjUische Yeiiausduing der Eck«i, Wuikel etc.

des* Dreiecks wieder in siah selbst übergehen. Das ist erstens die

Lösung Illal, bei welcher die drei Innenwiukelkrcise im Erstkontakt,

zweitens Illd2, bei der dieselben Kreise im doppelt übergreifenden

Letztkontakt stehen. Die 30 übrigen Lösungen gehen sämtlich durch

zyklische Vertauschung *t< je dreien ineinander ill)er. Dieser Umstand

tritt bei den (jruppen I und Ii sclion riurch die Drei/.alil der Temionen

zutage, die in jeder von ihnen enthalten sind. Aber auch bei der
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Gruppe ni erkmuit man leicht, dafi bl und cl syldisdi m a2, sowie

dafi o2 und dl in b2 flbergeheii.

Die Ziffer 32 iteillt sieh hier also natazgem&ß dar als das Er^

gebnis Ton 2 + 3-10.

Die eigentOmlidie Natur der Losung nid2 gibt sich auch bei

der von Sachs gewählten Anordnung zu erkennen; aber die Art, wie

er sie charakterisiert^ ist anseharf. Er sagt darüber S. 20: „Beim

Falle 4 — clHinit ist eben unsere IIId2 p^enioint — li»^gon alle drei

Krfipc in den Innenwinkeln des Dreiecks und berühren einander mit

den im Innern des Dreiecks hepfeuden Si-^menten." — Diese Angaben

sind freilieh richtig, aber sie treffen zu nicht bUiß bei llld2, sondern

bei allen acht iJjsumjiyi der dritten (iruppe. Dt-r „doppelt übergreifende

Letztkoutakt aller drei Kreise^' hingegen kennzeichnet Hl d 2 eiii-

deatig.

Die Überschrift: ,J>reittim Auflösungen des Ualfattischen Pro-

blems'', die DaTids seiner oben angeführten Abhandluiig gegeben, könnte

an der Frage Teranlaaaen,- ob etwa jene 13 in unsem 32 enthalten

seien. Allein das Wort „Auflösung^ bedeutet bei Davids nicht, wie

das Wort „Lösung" bei Sachs, Pampuch und andern das Ergebnis,

sondern die Metitode der mathema&chen Behandlung. Davids leitet

aus denselben drei Gnindgleichungen des ursprünglichen Malfattischen

Problems auf zwölferlei algebraische Art Ausdrücke für die Kreisradien

ab. Die dreizehnte Anflösuog ist eine ,,Begründun<; der Konstruktion

von Steiner" Das erweiterte Malfattische Problem, dem unsere

B2 Lösungen angehören, beliandelt er überhaupt nicht.

Es ist mir interessant erschienen, die 32 Lösungon, wie sie vor-

stellend gruppieit wordrn sind, mit denen zu identifizieren, die

Pampuch und Sachs m ihren Systemen aufführen. Die vorhandeuen

Übereinstimmungen zeigt die TabeUe auf folgender Seite.

Ebenso, wie die geometrischen Schulbflcher bekaoaddich aus dem
Apollonisdien Taktionsproblem eine Reihe von Einself&Ilen gesondert

zu behandeln pflegen, kann auch jede «nzelne der 32 Lösungen des

Ifalfattisch«! ak besondere 'Aufgabe hingestellt und mit den Hilfih

mittein der elementaien Fknimetarie erledigt werden. Dabei sind je

nach Lage der Kreise die drei auf Seit^ 212 angegebenen Relationen zu

ersetzen durch drei ähnlich gebildete andere, in denen der Inkreis

durch einen Ankreia vertreten wird. Auch hiusichtlidi der Konstruktion

ei^eben sich gewisse Verschiedenheiten, aber ein und derselbe Grund-

gedanke ist durchführbar bei allen.
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224 iHKNKitAin-: Krledipuug des MalfattiHchpn Problems mit Hilfsmitteln usw.

Ptaipnch

Kieistemion:

Groppel

a) 1. EntkontoUi dM S. Kreise»

2. LetitkoniaktdMS.KreisM

M

b)

Eceistemion:

Orappe n

a)l.Eratkontakt d. 8. Kreis««im

mngxvnsteii Winkebaum

26

88

18

St

80

2. £raiko&takt d. 8. Kreisesim

offeneii Winkdnnm

b)

0)

SMitamioii:

«9

28

27.

17

84

10

22

»1

16

16

14

16

20

19

12

11

Saefat

IS»

IIb

Ild

I2e

I8ft

I8c

Grappe III

a"! 1. Eratkontakt den 3, Kreises 1

S.Letitkontaktde88.Kx«i8e8
j

4

b) 1. Entkontakt des 8. Kreises 8

9. Let8tikont»1rt> des S. Kreises
j i

7

c) i. Erstkoutakt des S. KreiBes 3

S.Letzikootaktdesd.Kteises <
i 6

d) 1. ErstkontAktdes S. Knisei 6

2. LeWikonteUdes S. Kroises 1 6

IIa

I8b

lic

14

Diese kurzen Hinweise mögen hi^r genügen. Die nusführliche

DarlegTiTig siiniti icher in vorstehendeu Rrörtonitigeu nur angedeuteten

Ofx'rationon uiöchto ich, weil sie ein weseutlicii didaktjscLies Interesse

hat, mir für eine denmächstige Programmabhandluug ^) Torbebalteu.

Trier, 2Ö. Sept 1905.

1) Dieselbe ist inzwiKchen schon erschienen als wi8*enHrliattlicbe Beilage

znm Jahresbericht de« Königlichen Kaiser - Wilhelms GTiunasiums in Trier,

Ostetn 1906.
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J. Nsubkbg: Über drei Sätxe von Di. P. ZeemMi Gx. 22b

Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Qz,

Yon J. Neubbro (Lfltttch).

In den Wükundiffe Opqavm^) hat Herr P Zeeman (Delft) <lrei

bemerkeiiswertc» Sütze vorgelegt, von denen man Beweise in Deel ViU,

Seite 305 und 396, und in Deel IX, Seite 168, findet.

Die anregenden und lehrreichen Ahhanfllimcreii von Fr. Meyer:

Kant und dm Wcseti </r^ Xrt<f n In der Mathematik (dieses Archiv (3),

Vni, S. 287), die Hölwn des Tetraedfrs (ibid!, S. 135), haben

mich bewogen hier meine Beweise') fler Zee manschen Sätze zn ver-

öffentlichen. Diese Sätze scheinen mir geeignet, als Jtii lauterungen zu

einigen Aussagen meines gelehrten KoUegeu zu dienen. Bestehen ein-

fiiche ftnalytisobe Beweise, welehe melir kb schliclite Bestätigungen

sind? Emm manm diesen Siteen oder ans den Beweisen aUgemebere

Wahrheiten ableiten?

1. Wenn von vier in derselben Ebene liegenden Oeraden
eine znr Terbindungslinie Ton Hohenschnitt und Schwer»
pnnkt des von den drei andern gebildeten Breiecks parallel

ist, so hat jede der Tier Oeraden dieselbe Eigenschaft in

besag anf die drei fibrigen. (Zeeman).

Folgenden Beweis dieses Satses habe ich s<^on in Mathesis, 1908,

Seite 60, TeröiFentlidii

Die vier Geraden mögen o, 6, c, d heißen und die drei ersten

das Dreieck ABC bilden mit dem Höhenschnitt H und dem Schwer-

punkte S\ die Gerade HS ist also zu d parnUel. Die algebraische

Summe der aus den Scheiteln A, Ik C auf die Linie HS gefällten

Lote ist gleich Null, Diese T/Ote haben nun die Werte AHeosad,
BH coii bd, CH eo& cd; die Strecken AH. Bll, C/f sind aber gleich

27^ CUM ftc, 2 J2 cos ca, 2i?cosa&, wenn Ii den üadius der Kreislinie

ABC bezeichnet. Folglich besteht die Gleichheit

eoaad ' eoabc + cos bd • cos ca + cos cd - cos a& — 0,

welche symmetrisch in besng auf die BidlitnngMi der Tier Geraden

a, hf e, d ist; somit ist der obige Sata bewiesen.

1) HoUftadiBCli« Zeitschrift, faeramgegoben Ton der mathematischen GUMdl«

•ehaft mit dem Wahlspmcli: Ken onvermoeide arbeid komt alles te bo?en.

2) Sie sind ganz verschiedeu von dea oben erväbiiteji.
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226 J. Namom:

B6d«ateik u, ß, yfd die Winkel der Qenden a, b, c, d mit einer

Adiae X'X, so kano vorige Gleidrang euch folgende Fonn annehinen:

cos (« — ^) coB (^y
— -f cos (a— C08 (jj— dj + cos (^«— dj cos (/S—y)—0.

Addiert men liierza die bekannte Identitft

B'm(a — ß) ainij — d) + sin («— y) sin (d— ^) + 8m(a— d) sin (/S— y)— 0,

io erbilt man:

cos (« — ^ — y + d) + 008 ^^a — y ~ d -f- ^) + cos (« — d — /3 + y) =— 0.

Mithin haben die Kosinus der Sunmoi der gegenllbeiliegendai

Winkel dea voUatladigen Vieraeits ahcd eine Yerachwindende Summe.

2. Ich achelte hier planimetrisehe CntwieUungen ein «la Yait-

bereitnng zo, einem aweiten Zeeni ansehen Satze; auch bieten sie von

aelbat ein gewiaaee Interease, de aie einen kiMaiachen Gegenatend be*

lOhieD.

Bedeuten {x, (a,, y^), (.)\, t/^), (x^, y^) die rechtwinkligen kar-

tesischen Koordinuten von vier Punkten A^, A^, A^ einer Kreislinie

so hat man bekanntlich:

+ « f 1

^ + s4 «» Ä 1

Ich werde im Nachtrag diese Gleichheit so umgestalten, daß

man in derselben den Simson sehen Satz les^n kann Ich lose

hier, wohl etwas müh^-am, die umgekehrte Aufgabe, nämlich: die

Gleichung, welche ausdrückt, daß die Projektionen B^, B^, B^ des

Punktes A auf die Seiten des Dreiecks Ä^A^A^ in einer geraden

Linie liegen, auf dit; symmetrische*) Form (I) zu bringen. Diese

Aufgabe entspricht folgendem Satze:

Sind vier in einer Ebene liegende F'unkte 8o besehaffen,

daß die Projektionen eines dieser Puukte auf die Seiten des

durch die drei fibrigen beatimmten Dreiecks kollinear sind,

dann kommt dieae Etgeneehaft jedem der Tier Punkte sq.

1) Du Woxt ymmetriBch gilfc hier nur fOr die abiofaiteB Werte der

Funktionell. La diesem Sinne ist die Rpftter betraohtete Determinante J sjm-

metrisrh in hfzng anf die drei Punkte A^^ erleidet jedooh einen Zeiohm^

Wechsel bei Vertansdia]^ von zwei Zeigeni.
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Ober drri Siise von Dr. P. Zaamaa Ob, 221

Zum Beweise setze ich

Vi

ond iMoeidme mit Xg, T^, Z^, X^, ... die ünterdetermiiiaiiteii toh

Attoh «ei

Wenn ar, y, <s laufende Koordinaten sind, haben die Geraden A^A^
A^A^, A^A, respektive die (Jleicliuugon ^^ = 0, = 0, = 0.

Die Koordinaten irgend c'men Punktes der zii rf, = 0 senkrechten

Linie AB^ sind x X^X^, y setzt man sie ein in die

Gleichung 6^ = 0, so findet man den Wert Ton A, im Punkte B^^ ans

\ + + r») - 0, also - - : (XJ + Y\), usw.

Sind die Punkte B^, B^ kollinear, so mnß man haben

oder naeh Vereinfachimg

i
A's

-0,

1,

-0.
1

'

Die zur dritten Spalte dieser Determinante gehörigen Minor«!

reduzieren sich auf ^g^, At^^ A$^\ somit kommt nack Einf&lining

der Werte Ton Aj, A^, A«:

(II) (X» + yf)(y,«y, + (xn- rs)d, c), + cai + r|)d, - o,

was die bekannte Gleichung des Kreises A^A^A^ in baiyzentrisdien

Koordinaten ist.

Die Gleichungen (I) und (II) sind in den Koordinaten von

^4j, A^, bezfiglicli vom viertmi nnd sechsten Grade; sie können sich

voneinander uiitersciieiden nur duicii einen Faktor, welcher eine sym-

metrische Funktion zweiten Tiradts die<!er Koordinaten ist: diese

Funktion ist wahrscheinlich J. Um diese Vermutung äu bestätigen^

ordne ich die Gleichung (II) nach x und y und schreibe daf&r;

A^ + il'y» + jBary + (7« -f C> + D - 0,
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Ancb bem«rke.idi Ton toth berein die Oleiehheiten:

wo das Summeiueiehen sich nur auf-die Zeignr 1, 2, 3 erstreckt

Kau hat alsdann:

^ - SA I X, X, + V Ff X, X, = X^ X, X,H X, 4- - a;,)« X, X,

• S;r^Y,(X, 4- X,) - 2^x,x,X,X, ^

- - AI - 22«.«,iC.Z,— - -

woraus man A'^ A* ^ —^ sehliefit. Ferner findet man:

-ß = 2xj(x,r, + X3K) + vyfr7^x, + r,x,)

-S^x,y.(x, + x.) +}::r^r,x,(ri +

c - 2:[(y, - y,)' + - x^^^^ixa, + x,z,)

Ersetat man + durch J— nnd X, + X, durch —
80 kommt:

C- ^v;(a;j- + yj)X, - 2 v^f X,Z, - 2Vx,x3(X,Z, + X,Z,)

- '2^y\Y,Z, - 2i;y,y,(X,Z, + X,Z,)

- + yf)^ - 2i;aiX, - 2i;yj r.iJjfjZj;

also c-^is(«? + y?)X», C'-^2;(4 + y»)r,.

Zuletzt hat man:

Nach Streichung des Baktors — J wird die Gleichong QS)

identisch mit (I).

Wünschenswert wäre es, diese Identiföt einfacher and eleganter

an beweisen.

3. Sind fünf Punkte A^, A^, Ar^, A^ so beschaffen, daß
die Projektionen des Punktes A auf die Ebenen des Tetra-

eder» AiA^A^A^ in einer Ebene liegen, so geuiei^t jeder der
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fünf Punkte dieselbe KigenBcliaft m bezug auf das durch die

Übrigen Punkte bestimmte Tetraeder. (Zeeman).

Die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten der Pnnkte Ä, ...

seien mit {x, y, z), (x^f y^, äJ, . . . bezeichnet, die ersten Minoren der

Determinante

I

Vi

mit Xi, Z^f Tgf auch setze man:

sodaB Z.B, d^'^O die Ebme A^A^Ä^ darstellt, wenn sc, g laufimde

Koordinaten sind.

Tezfalirt man wie in (JI), ao bekommt man ffir die Oleiehimg

des Ortes eines Punktes, dessen Pvojektionean auf die Ebmen des

Tet]»ederB Ä^A^A^A^ kopianar sind:

0.

Dieser bekannte Ort möge die Simsonsclie Fläche des Tetraeders

A^A^A^A^ beißen; sie enthält die sechs Kanten.

Wir bezeichnen jetzt mit <ft,fiyf^,f\) die Inhalte der Seitenflächen

des Tetraeders A^A^A^A^, mit {hi, h^, li^, hj die Höhen desselben, mit

(ftp tt^ a^, aj die normalen Koordinaten des Punktes A in bezug anf

das Tetraader. Alsdann bat man:

dl — {AA^A^A^- , .

.

und die Gleichung (1) kann folgende Form bekommen:

+ -0.
«4*4

Auch bemerke man die (bekannte) Ideotitiit:

(Hi) 5j + j_ j. fj«. _ 1
k,-^ *4

^•

Zur größeren Kiaiheit gebe ich dem Zeemanschen Satze fol-

genden Ausdruck:
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Ja A\ em hdiAiger Punkf der Simsonsdtm FlSdie dn Tehraeden

A^A^A^J^t » ia eMih A^ «m Tunkt der Simsons^m FläiAe de$

Tetraeders A[AfA^A^.^)

In and«m Worten, wenn die Gleicbni^^ (II) beetekt^ so hat man aach:

wo h\, /(j, h'y h\ die Höhen des Tetraeders A[A^A^A^ und a[, al, a'^ «[

<lip noriTialen Koordinaten des Punktes A^ in bezag auf dieses Tetraeder

bezeieüxien.

Um dies /u beweisen, drücke uiaii die gestrichelten Größen durch

die ungestrichelten aus.

Die Höhen h[, h^, h'^, sind positive Großen. Ofienhar hat man
ih (Zj, = ± /ij, jeden taiib a,7»,' = uji^.

Die Ebene AlA.^A^, anf das Tetraeder A^A^A^A^ bezogen, hat

zur Gleichung, wenn ^j? • • laufende Koordinaten bedeuten:

«j und h'^ Bind die Abstände der Punkte 0, 0, 0;, ylj(Ü, ä,, U, 0)

Ton dieser Ebene; ihre Werte ei^eben sich aus der Fonnri

wo D den AbslRnd des Punktes ( Ton der Eb«ie if|— 0 nnd e,^ den

Konnne dee umeien Fläehenwinkels awisdien doi Ebenen |,i-0, 0
beimehnei Also hat man

^ _ K «1 j. —Ml

Der zweiten Quadratwurzel gebe man das Vorzeichen, welches 1\[ posi-

tiven Wert beilegt; setzt man daaaelbe Zeichen vor die erste Wurzel,

m hat anch das Vorzeichen, welches dieaer Größe als Koordinate

zukommt Somit ist

A, Ä, a, a.
ülLKL " ;

nnd die Ersetzung des Zeigers 2 durch 3 oder 4 liefert die Werte der

Prodakte

1) Die beiden Flächen sind verschieden; tonst wOcden sie alle tob jig,^,

aasgebenden (ieraden entbalteD.
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Hieraus folgt fOr das linke Glied yon (IV) der Ausdruck

K ^ «4*4/ U ^ ^ ^ \)
^ 1^31. ±. -L *^>* \.

Ä,U *. *4 /

Die sweite Klammer, nach (III), ist gleich 1 — die leiste Ehunmer

nach dem Projektionssatze ft^u + fi^i» f^^ur fit f%7 hf fi

durch h^^^ h^^, h-^ ersetzt; werden, leduziwt «ich zu hf*. Also

Tsrein&ohi steh der Äusdrack (Y) zu

Somit ist hewieeen, daß die Gleichungen (II) und (IV) sich gegen-

seitig bedingfin.

Der fieweifl ruht wesentUdi auf der Identüftt:

zwischen den Elementen Ton zwei Tetraedern A^A^A^A^, A^A^A^A^^

mit gemeinschaftlicher Baais J^A^A^ oder auch zwischen ftnf Punkten

•^9 -^r -^t» -^i-

4, Wenn von fünf Punkten JL^, J,, J«, jdl« einer, Äj auf

dem Höhenhyperboloid des durch die Tier Qbrigen be-

stimmten Tetraeders, ^i^Jfjlgil«, liegt, so kommt diese Eigen-

schaft jedem der fflnf Punkte in bezng auf die vier andern zu.

(Zeeman).

Ich suche zuerst, mit den im Eingang von Nr. 8 gebrauchte Be-

zeichnungen, die Gleichung des Ortes einer Geraden g, welche die drei

Höhen A^H^, A TT,, A des Tetraeders A^A^A^A^ trifft

Die Gleichungen der Höhe A-^^H^ sind:

oder auch:

(H) = - *0 2t - (»- «1)^ - 0

,

Bedeutet '/. den gemeinsamen Wert der Brüche (I) in einem

Punkte Ton A^ü^, so sind die Koordmaten dieses Punktes



282 J, Nboubo:

Ich mnne jetzt {j;, y, s) die Koortliimteii irgend eines Punktes

Ton g, (a, ß, y) die Biehtungskosmus di«0ttr Geradem, {B^, B^, B^ ilire

Trel^unkte mit A^^H^^, Ä^H^, ^ ^ EoordiiiateB von

Bowobl durch die Aneidrfieke (III) als durdi

darstellbar sind, hat mau die Gleichheiten

aofl denen man die HilftgrSfien Qf l diminierm kann. Anf diesem

Wege findet man die Bedingung:

\X — Xy X, «

(IV) Y, ß -0.

Die Entwicklnng nach der dritten Spalte gibt

(V) aA.i^ ßB, + yC,^0.

Ahnllcher\^ eitle erhält mau die iiedingungen, daß g die Höhen

A^H^, A^U^ treffe:

(VI) aÄ^^ßB^^yC^^^, uA^+ßB^^yV^^O,

wo die neuen Bezeichnungen Belbstverständlich sind.

Durch Elimination von a, ß, y zwisohen (V) und (Vi) bekommt

man die gesuchte Gleichung des Ortes Ton g;

(VII) A, B, =0,
/ij, C,

welche scheinbar vom dritten Grade in y, £ ist; aber die Glieder

der höchsten Ordnung verschwinden.

Die (ileichuug (VII) kann die symmetrische Form:

J, Ji, C, 1

! Bf C| 1
==0

A^ 1

armehmeu^ denn addiert man zur vierten Zeile die drei anderen, so

findet man ( VII) wieder, da

A^^A^ + A^^A^ 0, B, + B^ -\- B^ ^ ^4-0,
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Hiermit ist bewiesen^ daß die vier Höhen des Tetraeders va£ demselben

Hyperboloid liegen.

Um nun den ZeemaxiBchen Satz zu beweisen, multipliziere ich

die Gleichung (VU) mit der von Null rerschiedenen Determinante

! A\ Y, Z,

Das Srgebnip ist

(vm)

wenn Man
^1 K$

-0,

A,X,-{-B,Y,-\-C,Z,^h,,

setzt. Da Ai, die zur dritten Spalte der Detennioante (IV)

gehörigen Minoren sind, hat man

»II

Man entwickle /iji nach der ersten Spalte und bemerke, daß die

zngehüngcu Hmoimi als Unterdetermiiiaatoii des zu ^ reaiprdBen

Systems den entsprechenden komplemenüiw Unterdeteiminanten

Ton gleich sind bis auf den Faktor ^. Demnach ist

So findet man aneh » 0, » 0, nnd ttherhaupt

Kk -^\{^- x^{x^ - + (y - y,)(y, - yj + - - }

,

wenn t, ^ { irgend eine Reihenfolge der Zahlen 1, 2, S bedeatet.

Die Gleichung (VIÜ) ist somit Ton der Fonn

(IX) »lt»n»M »«»M»I8'

Die in ihr enthaltenen Koordinaten x, y, z bezieh© man jetzt auf

den Punkt A. Beachtet man aber, daß bei Vertauschung von (it, y, z)

and {x^, 2/4; ^0 Größen h^^, in /ij^, ^^3, h^^ Übergehen und

umgekehrt, so bleibt die Gleichung (IX) ungeandert. Somit ist be-

wiesen, daß, wenn der Ftmkt Ä anf dem Edhenhyperboloid des Tetrar

eders AiA^A^A^ li^> Punkt auch auf dem HShenhyperboloid

des Tetraeders AÄ^Ä^Ä^ liegt
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Bezeichnen die Geraden A A^, A A^^ AA^ und w^, Hj, Mj

die Geradeu -^i^-^ii, -^i-^a; -^a^s; »t> Hießt aus (IX) die Gleichheit

OOS m^fii • coB m^n^ * cos m^n^ — cob m^n^ • eoi m^n^ . eo« mjM|.

5. Die in Nr. 4 euthulteaen Entwicklungen geben Anlaß zu einigen

Bemerkungen, welehe TieOeiclit rnftndiem Leaer als willkommene Be^be
zur vorigm Abhandlnng eracheiiieii werdw.

1. EraetEt man in (V) die gewohnlielieii Koordfinaten x, if, e

X ff

durch y f j, d. h. fahrt man huniogeue kartesische Koordinaten

X, y, s, t ein, so nimmt diese Gleichung die Form <ü'=0 an, wo U
eine Funktion des zweiten Grades in x, y. t ist. Dio Gleichung ( V)

in lioiiiogener Form stellt also das Höhenhjperboloid in Verbindung

mit der unendlich entferuten Ebeue diu*.

2. Äj, = 0 uud /ijj ^ U sind die (Tleichnn<?pn der (iureh die Paukte

A^, A^ zur Geraden A^A^ senkrecht gelegten Ebenen. Ähnliches gilt

für die üleichuiigeii =^ 0, //j, =^ U, usw.

Die Gleichung ilX^ sagt uus: Das Produkt der Abstünde eines

Punktes des Höhenhyperboloids des Tetraeders A^Ä^AgÄ^ von

den Ebenen ^„ h^^, V gleich dem Produkte seiner Ab-
Btinde on den Ebenen h^u /t^g,

3. Die Gleiohttng (IX) bat offenbar die neun Loflungen:

*i«-0, A,,«0; Ä„-0, /i„ = Üj Ä,! - 0, /i», - 0;

*i«-0, At,-0; Ä„-0,*„-0; »^-0, Ä^-O;

Die drei ersten Losungen definieren die unendlich entfernten Geraden,

welehe in den zu den Kanten -liA^. A^A^. A^A^ senkrechten Ebenen

liegen; die zweite Gruppe bezieht sich auf die lir)hen A^H^, A^H^^

A^H^'j die dritte gibt die in den Ilohensehnitten der Dreiecke A^A^A^,

AiAjA^, ^4^.45^43 zu den entsprechen den T»*traederebenen errichteten

Senkrechten. Demnach zertällt der Urt (IX) in die unendlich entfernte

Ebene (wie schon in 5, 1 bemerkt wurde) und in ein Hyperboloid,

welches die Höhen des Tetraeders und die in den Uöhenschnitten der

Tefaraederdreieeke errichteten Senkraehten entiiält.

4. Man mnitipliziere die Gleiebung (VII) mit der Determinante

Ps
X — .V — .Vi 2 —
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welche sich leicht auf

X ff 0 1\

^1 yi h 1

1

^ i|

. -^s Vti H 1
i

soraekführt; die Gieiohung P » 0 stellt mithin die Ebene A^Ä^Ä^ der.

Setat man

80 ist des Besaitet:

-0.

^,1

Man ersieht sofort» daß M^^ — ikf„ — ^ 0 ist. Jl£u ist gleich

der Determinante

j

a; — a?, X, a: — a;,

I

j
— *i i^i e — h\

weiche man leicht in
,110 1

y 9t ^1 yi

umfoimen kenn. Da letztere Determinante TeTschwuidet, wenn nuui

üb Xfjf^M die Werte a^, y», oder a„ oder jc^ + AXj, + ^

+ AZ^ eiusetst, ist Jlfji -= 0 die Gleichnng der Ebeoe AiÄfJSy
l.lin]i<die Deutungen gelten für die Gleiehungen = 0, JU!}^ 0, . .

.

Die Gleichimg QO) hat die Form

J»f,3 üf
j3 Jfji

=» Jfji itfja üfj,

;

sie läßt folgende Lösungen zu:

Jf^ >« 0, J^i — 0; jr„ — Oy Jfu— 0; Jfii «- 0, Jfu - 0;

Jf„-0, 3f„-0; Jlf„-0, 3f„-0; JJf„ - 0, Jlf„ - 0;

J/,j = 0, iWjj = O5 3/„ 0, 3f,3 - ü; il/31 Ü, J/jj = 0.

Die drei ersten entsprechen den Kauten AiA^, •^s-^s» -^3-^1

folglich (lern eingeführten Faktor P; die Jrei fol,sj:*ii«len j»;oliou dlo

Höhen A^-tt^, A^M%, ^-^»i letzten dehniereu die Schnitt-

16*



geraden der Kbenenpaare [Äj^A^Hi, A^A^S^, {A^Ä^Hf, ÄiA^H^f
{A^AiBg, A^A^H^), also drei Nebenhöiien.

5. AUsjemein, sind p^, p.,, drei Erzeuffende eines Systems

eines Hyperboloids und q^, q^, q^ drei Erzeugende des andern Systums,

und bezeichnet man mit (^J^gj = ü die durch die Geraden p^, q^^
gelegte

Ebene, 00 ist das Hyperboloid in Terbindmig mit einer durdi die

Ptmkte p^<i^, p^q^ gelegten Ebene durch die Gleiebnng:

darstellbar, bei geeignet» Wahl der Eonstante L

Nachtrag.

1. Über die Fläche dritter Ordncmg, die ich Simsons^ Fläche

eines Tetraeders nenne, findet man einigo Literaturnachweise im ArAin

(3) 4, 276; es wäre wünscheuswert, sie zu vervollständigen.

In den Nouvelles Annales de Mathematiques, 1870, S. 410,

habe ich den wünschenswerten Satz Steiners 1
Archiv, Km-, cit., S. 275)

bewiesen, nämlich: Bei einem Hyperboloid, dessen Halbachsen

der Bedingung ^"^p*^ «« gsnilgeu, liegen die Fußpankte

den ans dem Mittelpunkt der Fläche auf die Ebenen eines

Poltetraeders gefällten Perpendikel in einer Ebene. In

andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte eines solchen Hyper-
boloids, das ein festes Poltetraeder zuläßt, ist die zu diesem
Tetraeder ö^ehörige Simsonsehe Fläche. Das Analogen in der

Ebene lautet: Bei jed»^r gleichseitigen Hyperbel geht der
einem Poldreiecke um beschriebene Kreis durch den Mittel-

punkt der Kurve.

Li einer Abhandlung des Herrn Geiser {Grelle, LXIX, S. 197—221)

tritt die Simsonsche Fläche auf als Ort der zu den Punkten im Un-

endlidien isogonal konjugierten') (winkeltrenen) Punkte, oder audi als

Ort der Brennpunkte der dem Tetiaedw einbesdiriebaien Rotations-

paraboloide. Sie kommt anch Tor in d^ wertvollen Abhandlung

von Hm. Fr. Meyer: Über die einem Tetraeder einbeedtriebenen Eotations-

flädie» sweiten Grades (Archiv (3) 4, 8. 168—175).

2. Den Lemoineschen Punkt des Tetraeders findet man wohl

zuerst in den Elements (Tanalyse par Simon Lhuilier, S. 297. In

meinem Memoire «ur U tdraedre habe ich wohl bemerkt, dsA dieser

1) Zwei Punkte, mit deu is'oruialkuorüiuaien (a,, a,, uj, (^aj, a^, a^, a^,

hetfien isogonal verwandt oder Gegenpunkt« in bttiig auf dss Cbiuidtetiaeder,

wenn «| «i « «^«1 a^«g » ^A^i-
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über drei Sätze voa Dr. P. Zeemao Gm.

Punkt und der Schwedrpimkt ieogonal Tcnrandt und die zwei Brenn-

pmikto einer dem Tetraeder eingesdurieboMEB BotfttioiiBqiiadrik sind;

aber der ediöne Sais von Hrn. Mejer (Sidie tJher die BSki» des

Tetraeders), daß die Berahrnngapnnkte der Tetraedflt<ebesien in die

Fnßpnnkti' der Höhen fallen, war mir entgangen.

In der SouvelU CorrespondoMce maüi^maiique, Band IV (187d),

8. 223, wurde der folgende Sata Toxgel^:

Die vier tieradeTi, welche die Eoken eines Tetraeders

Ä^Ä^AgA^ mit den Polen Pi, P„ P,, P« der gegenüber-

liegenden Ebenen in bezug auf die unibeschriebene Kugel
verbinden. Bind Erzeugende eines Flyperboloids H, dessen

Mittelpunkt der Lemoinesche Punkt des Tetraeders ist.

Der Beweis i«it niemals erfolgt. Wenn die drei Proilukte der

gegenüberliegenden Seiten gleich sind, gehen die (ieradeu Ayl\, u-ljP,,

7I3P3, A^F^ durch einen und denselben Punkt, weleher nieht der

Lemoinesche Punkt ist. Das genügt, um die Falschheit des Satzes

zu beweisen. Es wäre interessant, den Mittelpunkt des Hyjjcrboloitis U
im allgemeinen Tetraeder geonietriseh imd analytisch zu bestiinnien.

3. Um den sogenannten Sinisonschen Satz aus der (ilfiehung (I),

Nr. 2, abzuleiten, nenne ich I) die Determinante (i) auf vier beliebige

koplanare Punkte .4,, Ä^, A^ bezogen, und setze

Qiä'^^i^k-^yiStkf -4,^-01* AA^^7 ^-4,-0».

Beaeichnen dann^ fi,, fi, die absoluta barysMitrisclien Koordinaten

des Punktes A in besag anf das Dreieek A^A^A^, so daß

so kann man schreiben:

oder einfacher^ indem man Ton der ersten Spalte die drei andern, re-

spektiTe mit ft] mnUipliziert, abzieht:

2,>Jp„ + 22:/A,;tj()ij Pj, p„ p,,

^i>'i^M X,

2.>,2->iy, Sfi yt ya

(-2^rt' 1 1 1

\ 2j:/t,;tsp„ p„ ()„

I:f^^|l^{x^ + X^) X^ x^

^i^iH^yi -i- y^) .'/, .V, i/a

;
22:,*j/i, i 1 1



238 Neubebo: über drei Sätze von Dr. P. Zeemaa Gz.

Aus den OIMehheiten

ergeben sicli Werte von welche ich in vorige Determinante

einsetze: daun kommt:

^^Muiih + (^»)-^^<*iNtH Qu 9u Qu

^^^hifit + fh) a»

-SftyiOs + f*!) !ft 9» 1h

Subtrahit rt mau endlich von der ersten Spalte die folgenden, re-

bpektive mit <^(f4 -|- ftil/*» + ftjf l^tic^i + f^) multipliziert, so er-

hält man

v/o T, 2\, T„ Ig die Inhalte der Dreiecke A^A^A^ A^A^A^i A^A^A^^

AA^A^ bedeuten.

Geht man zu Normalkoordinaten a^, Uber mittels der Formeln

80 findet man leicht:

(1) D» — 8i2'2;a,a^8m^.

Nun ist der loluilt des Faßpunkidreieeks B^B^B^ dee Punktes A
in bemg auf das Dreieck A^A^A^ gleich ^Z-agCCssin^^; folglich sind

die Punkte B„ B^ koUinear, wenn D—O, d. h. wenn die Punkte A,

A^, A^f Ät konsykliseh sind.

Sind diese Punkte beliebig, und beseiflihnet man mit ^ die

Inhalte der Fußpimktdreiecke der Punkte A, A^, A^, A^ in bezug auf

das von den drei andern Punkten gebildete Dreieck und mit B, J?„ ifj,

TZj die Radien der Umkreise dieser Dreiecke, so schließt man aus (1):

Jl'f TPj^ = J^f^_ Tiit'^e Relationen sind vielleicht neu; sie er-

innern an die StaudtscbfU GloicLheitcn ^ O =p T= — Pj = = Pg Tj,

?h Pv Pi} Pz Potenzen der Punkte A, A^ A^ A^ in bezug auf

die Kreise A^A^A^, jI^A^A^ usw. bedeuten.

Lflttich, Juni 1906.
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K. U Uaua: Methode xar Zezleguug einet Kurre in ihre HarmonischejL 239

£iii6 neue Methode znr Zerleirung eiuer periodischen

Kurve in ihre Harmonischen«

Von £. H. Haoa in Ddfl.^)

Die Frage, wie man eine willkürliche periodische Funktion in ihrft

sinaaförmigen lmrmouigcli*'n Grund- und Oberwi llen zerlegen kann, ist

eine rein mathematische. Jedoch ist dieses Problem in der Wechsel-

stromtechnik für Strom- und Spannunj^skurven häufig zu lösen. Diese

Kurven, mit dem Oszillographen aufgenommen, zeigen oft große Ab-

weichnngf'n von der Sinnsforra. Ks ist nun von grober W ichtigkeit,

die einfachen zusünimensetzendeu Sinuskurveu uach ein» r kurzen und

genauen Methode aufziitiuden. Die« ist im folgenden mittels einer

graphischen Konütruktion oder einer einfachen Rechnung ermöglicht.

Um zu dieser Konstruktion zu kommen, zerlegt man die Fourier-

Teihe:

'x
=^ ^0 + C\ si° + 9i) + ^8 sin (22; -f g?,) + . .

.

(A) = sin X -{ %\n2x {-... ^ sui nx -f . . .

+ 9e + STt + 9t + •
' • + i?« + • • •

in 4 Teile:

'i
== smz sinSj; -f . . . + sin (2n + \)x -\- ...

it^q^ coBX -f eosSa: + . . . + q^^^i oos(2n + l)x +
^ — jg^ 8in2d; + P4 ain4a; + . . . + p,. sinSn« + . .

.

*4 ~ + Qi 2a; 4- Qi cos 4x g,^ cos 2nx + . .
.

,

•etet in die Fonrieneihe (A) die Werte der sinne nnd oosinus ein

fftr: X, (« — x), (« + x)f (2« — x) und bekommt dann:

ir — H + 't + I3 + »4

- h- »»-»» + »4

• • • * * • *

»«+. - -•|-h + «» + »4

1) MiiZuBätzen versehener Abdniek em Elektroteehnik und Maschinen-
h»n. 24„, 762—769. Vgl. bieisa Bang«, Theoaöe und Fnas der Reihen,

Guacheu. lied.
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240 K. H. Baom.:

abo:

Die unbekaunten GrSfien p und q findet man durch Einsetzniig

der Werte von i in den (ileichuagen 1) bis 4) füi: * *" p 4»

^, and findet dann grapliieeh oder reehneruch in ein&eba* Weise:

Pif ft» • • • Pftf • ' ' ^9f

also bis zur achten Harmonischen. Will man eine Kurve bis zur

sechzehnten Harmonischen zerlegen, so setzt man die Werte YOn i

m den Gleichungen 1) bis 4) ein ^ür: ac— *, ^
nnd ^. Die Redurang wird dann etwas komplisderter; jedoch wird das

Kesultat, das man für die Konstruktion braucht, noch sehr einfach,

nnd das ganze Problem ist mit mindestens derselbfn rechnrnschen oder

graphisdittk Genauigkeit kfirzer nnd bequemer gelöst als mit je einer
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Efaie aeoe Methode rar ZerlegoQg einer Knrre in ilixe Hunnonieeheii. 241

der bisher üblicheo Meihüden. Ein Vorteil dieser Methode ist auch,

daß ete fSr innerhalb einer Periode ganz unsymmetrische Kurren gilt

Die Rechnung und die Konstruktion geetelten eich nun folgende-

matten:

Es eei a. B. eine bineichtUdi der Abesiaaenadifle eymmetrisohe

Knrre bis aor aehteo Harmoniechen zu zerlegen. Es ernd dann:

also nach 8) nad 4):

f, » 0 und «4 =- 0,

dae heißt: alle Koej^enten {pt, p^f ... Qq, • .) der geraden Sinus-

und Koainuiri&mktionen sind NulL Die Gleichungen 1) und 2) argeben:

2) 4 — —
ffi cos» + cos 3« + oos5« + cos

7

Man nimmt jetzt für x die vier Werte *
, ^ , und *

. und be-

zeichnet die zugehörigen Werte von ^ mit J^p Jft und J^, die Ton

ti mit J'^f tTj, and J4. Dann ist:

J» - cos -^Oi 4- i'7) - «n + pj))

•'4-(a-a)-(a-a)
oder

A + — «^1 + «»I —

Pi « y + J;cos| - (7,

A + A — «'i «»f — Js«» 1 — -^i

ju^ -p» - - ^ + ./,coe| - A>
also:

Pi — j , p, «—j— , A — 5 A — — — •
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Ebenso bekommi mau aus der Pinmel ftr i^:

9i + 9i i> Bin ^*A

-» J^COB ^ + Jf'Bm^ —

'

+ & — sin ^ — ilj

58 - ^6
•r/ • TT v/— «Tj Sin ^ — ^ f

aUo:

Weiter ist: c = + und tg^j —
J-;

aus diesen Koeffizienten p
und 9 ist also die einfache Fourierreihe leioht zu bestimmen.

Die konstanten Koeffizienten yon usw. kann man sich entweder

in einigen Derimalen notipren und sofort für die Bfr^chnung verwenden,

in welchem Fall die Methode rechnerisch sehr schnell zum Ziel führt,

oder man kann die ganze Konstruktion ^aphisch durchführen. Man
muß jedoch stets aus der Kurve die Werte Ji usw. entnehmen.

Immerhin hraucht niun nicht die ganzen i^- und »,-Kurven zu koa-

struiereUj suuderu nur die Punkte Jj, J^
, Jj usw.

Wenn man mehr als acht Oherwellen tinden will^ wird die graphische

Lösung ungenau, weil meistens die Koefti%ienteu p und q /.u klein

werden und deehalb praktisch auch gar keine Bedeutung mehr haben.

Will man ans Üheoretisdien Granden not^ wdler geben mit der Analyse,

80 kann man bis zur aecbsEebntm Harmonisdien die Rechnung dnroh-

fDbren. Audi dann wird man in knhser Zeit mit aehr großer

Genau^keii die Kurve serlegoL

Aueb für ganz beliebige periodiadlie Kurven gilt diese Metbode

ohna Ann&berongMi oder VemacblSeBigungen. Die Beatimmnng toh

Pit 9t7 Pti 9$ bleibt unTeittndeort. Die Koelfiaienten der geraden

SittUBwerte ergeben aicb z. B. aua:

^ - — — 1^ — j)4 8m4a: + . .

.

i^' — sin 2« + sin 6a; 4- . .

.
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Eine neue MetiuNto mr Zerlegung «iaer Enm in iltre Ibnnonitohen. 243

Man bildet jetsst wiederom die Worte toh und ^' für x ^ j
mtd ^, und findet dann

Bbeneo ftr die Eoe£Bxienten der gemdea Koaimiswerte:

j-i

—

L « « 3j + g^cos 4a; + . •

.

V,>-»4(|4-x)

worftus

Die l' igiir gibt die erste von mir in dieser Weise bis zur achten

Harmonisclien zerlegte symmetrische Kurye mit der Konstrnktion.

Für ~ und — bekommt men die Siunme der Ordinaten 2J^ und

die DifiiBrenz 2<^, also euch die halbe Summe und Differenz ond JJj

durdh Übertragnng in der rechten Figur, wo OL die Owade fSr

ig qp « 0*5 ist Dann mnfi konstruiert werden ans sin ^ nnd
8

«i^coBp was mittelB der Geraden OM und leicht geschehen kann.

Ebenso findet man Ci^~ + Jt cos^ mittels der Oerad«i OP nnd OQ,

(OR - Jt, also 08 - IJJ und schließlich p, = J + usw.

Es ergab sich:

i — llosinar + l^ösin.S^ + Oösinöx — 0 78in7a;+ 11*5 cos a;— 8 cos 3a:

- 1-50085«- 0*9cos 7a;— 72'dain(titf -f^lOO 1^48Ui(3«i^+ 230<>30')

+ 1-6 sin (5«*+ 251»60') - 116 ein (7irf + Ö2»),

Nimmt man für a; die Werte: ~, nnd an^ so wird die

Rechnung sehr Terein&Ght.
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244 ^ Uaoa: M«ihod« nur Zttdegong «iaer Kurve in ihre HumoniaoheB.

Mao bezeicJinefc ebenftUs die zugehörigen Werte von ^ mit

J^f und die Ton mit und J][, so wird:

Ist weiter:

J, :i = 2e7i = ^,, J,:i]/2= 1,414,/,

: - 1,1Ö5J. - : 1 - 2>i,

dann lassen sich die p^, p^, und p, aus den vier Gleichungen sehr

leieht bestimmen.

Bbenso fllr i^:

0 - 9l + ?8 + «6 + «7» «^1 = IV '''((ii - «6 - ?7),

j; : 11/3 -1,155 j; :A|/^=-i,4i4/i =^;, j;:H2Ji =

Daun findefc man:

Nach Abschluß dieser Arbeit habe ich in der Veröflfentlichung

von Herrn Erui>t; Orlich (^^ufnahme und Ajaaljse von Wechsel-

stromknrven", Februar 1900, Braunschweig, Vieweg u. S.), auf Seite 76

eine „arübrnettscbe Anslyse*' gefanden. In dies« witd nicht die

Txeimiiog der ungeraden Sinns- nnd Kosinnswerte Tozgeaominen^ die

hier an der einfiush«! graphischen Konstraktion tShit
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G. Koan: Dm geoamtrisoli* SHolfmte dw ^Midniiig mit «Bflir ünbetwuitwi. 245 '

Die geometrische Resolveute

der algebr&iscken äidiclumg mit einer üubek&imteiL

Von G. KoBBB in HolzmindaiL

Von den Punkten 2—-.r, '.x^^r^-.x^ des Kegelschnittes K "T^t^ —x^=^0

gehören jedesmal die m Paare, die einer algebraischen Gleichung

genttgen, zu den Punkten

der Kurre mter Ordnung

die man als zweiten Ort der aut = 0 liegenden Punkte / — 0

die geomebriidie Enehmite dieaer Oleiehung nennen kamt

Diezw« Punkte ag A 4-0,1—0 des Kegeledinittee a:, :arg »:r2 ro:,

tragt, weil in ihn«i : A : 1 » : a-, : j-, sieh T«rhSlt, die Gerade

welche die beiden Punkte

a^x^ + ajXj = 0, Xj — 0, Oja;, + ct^x^ =-0, — 0

Terbindet Die Tier Pimkte

«oA* + a^A* + a,A» + ajA + a, - 0

der Reihe A : 2:« : erhält der Kegelsdmitt£s Jt^jc^ *0
durch : : A' : A : 1 i- : jc^x, : «jd^ : XfX^ : «ij Yon einem «wetten

KegeUchnitte

den der Schnittpunkt der beidem Strahlen

beedureibt Dieeelb«i drehen sich nm die beiden Punkte

aoXi+a^S^^O, a^^O; Ojia:, 4- «4^3 " 0, a-j — 0

und hinterlassen auf dem Strahlenpaare a'ja:, = 0 zwei Spuren

a:^ = 0 , a^x^ -f uo^x^ ^ 0,

arj « 0 , (1 ti) Oja:, -f a,ar, — 0

,

deren Verbindungslinie jedesmal der Strahl

(1 - ft)ai«i'i + aja»*^ + f»0|<is^ - 0

Digitized by Google



246 Gl- Kobkb:

isi Du lefsterer den Sdmiti^iiziU der drai Eckenatnhleii

— 0 : Ojar^ 4- o,a^ — 0

f»
« 1 : OiX, + o^x, — 0

(i = CK) : a^x^ — «1^:1 0

enthält, so ist der Punkt, welcher den Kegelachnitt if— 0 beschreibt,

die dritte Ecke des uui diu drei Punkte

: : = : ~ r/, : r/j

a;, : Tg : a;, — : — % : 0

sich drehenden, mit zwei Eckeu auf a^jiCj = 0 bleibenden Dreiseitee.

£m dritter Kegelschnitt derselben Punkte R—kK'-^Q serfällt^ wenn

seine Diskriminante

2ao, tti, o, — ^-

R= tti, 2Ä-, a, -0
—

ist. Durch diese Gleichung wird die geometrische Resolvenle in ge-

rade Linien zerlegt^ daher ist sie die aigebroiadie KesolT^te. Sie liefert

die drei Werte

*»-a,(;i,-hi,)(Ai + A,), fl,-*j-ao(^i» + M4),

die man braucht, nm die Wurzeln der Gleichung f{^) =^0 paarweise

SU berechnen. Im Falle a„ — 0 ist der Fundamentalpnnkt

a^ — 0, x^^O
ein Punkt der Resolvente, mithin A = oo die vierte Wurzel der kubischen

Gleichung
^j^, ^ -f + a, - 0.

Ist außerdem Ui^O, so zerfallt ^T— 0 in die beiden Strahlen

«,-0, Oja^ + a^a^ + a^oj^-O;

jener entiiSlt von den Punkten der Reihe X^x^iXf^Xf-j.^ w^ieder

den Punkt k^oo, dieser die Wurzeln der quadratischen Gleichung

«jA* + fljA + = 0.

So lange alao »ine alythraische Ghichung dm liierten Gfad yiicht über-

steigt, ist die Konstruktimi ihrer f/ronicfri.schrn liesohfnfe liuenr.

In rechtwinkligen Koordinaten läßt sich ein Bild der Kurve II ^ 0

In jedem Falle leicht entwerfen. Die Punkte

X = y :x = X : 1
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Di« gMiii«tii0di« BMOlT«nto d«r Oleiöbiiiig mit eiii«r Unbvkuiiten. 247

trägt beispielweise die Paral»! y — x^, ihre Punkte

also die Hyperbel

die jedeemal in dar JoUehtang des Strahles

o^y + «lOf + «, — 0

eineAsymptote und in der j^chtiing der x-Adbse ihre ttbz^pen Asymptoten

hat. £beuBo li^en von den Pimkteu

i — 1 -\-y'.x^x:l—y

des Kreises + — 1 die mPaaie

OoX«" + OiÄ»— » + a^A«— » + a»«_tA' + «i—i* + - 0

in den m Ästen der Hyperbel

die wieder eine schräge Asymptote in der Richtung

u: : 1 — y = (Oo - 0, + ) : (a, - H )

und in der Achsenrichtong I ± y 0 die anderen Asymptoten

+ y)»'' 4-
• • • + «,«.1 (1 ~ If)*-» - 0

hat. Die so erhaltenen Punkte /'(A) 0 werden bei jener Annahme
dnrdt die Strahlen A — d;^ bei dieser Annahme durch den Bfleehdl

xi\ — ^ in die Punkte f{x) — 0 auf die «-Achse projiziert. Die

geometrische ResolTcnte einer algebraischen Oleichung s + ~ 0

ist also jedesmal die Hyperbel a?-|-9j(y) = 0 oder + V*(J
^

|J)

= ^\

on der im ersten l'alle die Parabel y = im zweiten Falle der Kreis

— IT^)' ^ ^^''^ Scheitelprojektionen der gesuchten Punkte

y — * + yO»*) — 0 geschnitten wird. Auf diese Weise ist eine Kcvir

strukiioH der regelmäßigen Videcke aus den Abszissengleicluiiigon der

Eckenpaare 2x + 9)(4a^) — 0 in jedem f'aUe möglich, durch Hyperbeln

1. oder 2. Ordnung aber nur dann, wenn die Anzahl der Eckenpaaro

keinen höheren Primfuktor als 2 oder 3 hat (Grelles Journal XXIV
und LXXV, Archiv IX).

Sagan, Herbstferien 1906.



BmuflioiLen.

Hohr, Otto, Abhandlungen aus dem Gebiete der teohnisclioa Meokamk.
IV n. 459 & 8*. B«r]m Wi]li«lm Exnst vnd Sohn. M 16,50.

Das Torliegende Werk ^) gibt in neuer, ztuannnen&flseuder Bearbeitung

die venehiedenen Beiträge des rühmlich bekannten Verfassers zur technischen

Mechanik nnd stellt so einen beträclitlicbm Teil der Entwicklung dar, welche

diese Wissenschaft im letzten drittel des vergaogenen Jahrhunderts in

Deutschland genommen hat

Audi heute oooh, wo der wertvolle Inhalt der einKelnen AbhandlODgen
in das gebräuchliche Handwerkszeug der technischen Mechanik übergegangen

ist, dessen tägliche Anwendung kaum noch die Erinnonm«» an seine Er-

hnder weckt, rufon die einzelnen Teile des Werkes auch bei kundigen Lesern

tieferes Interesse hervor. Wer der teebniscWi Mechanik femer steht, dem
wir<l ilas Buch mit seinem reichen Inhalt ein kundiger Führer sein, wenn
er Ideenkrpis nnrl Marlitberoirb <1(t ttchnisohoii Mechanik von erhcibtem

Standpunkt^' aus überblicken will. Vor allem aber wird der in der Aus-

bildung begriffene Ingenieur aus dem Buche lernen können, da überall eine

mSgliohst elementare Behandlung selbst sehwieriger Fn^ea angeitreht ist

Wird also ein Leser, der das Buch ohne die Pflicht yerantwortltchsr

InBerung zur Hand nimmt, es auch mei^tpn? mit Vergnügen lesen,

vorausgesetzt daß er nicht an mehreren später zu erwähnenden recht uu-

aachüdben 8teUen AnstoB nimmt, so befindet sieh der Kritiker wenigstes

einsebien Teilen des Werkes gegenüber in einer gpwisseu Schmerigkeit. Da
nfSmlieh in vielen Kapitoln Entwiekelimg auf einfachen Voraussetzungen

aufgebaut und mit den elementarsten Hilfsmitteln durchgeführt wird, so ist

es oft recht schwer, eine reinliche Scheidung dessen, was spezielles Eigentum

dea Verfassers ist, von dem bisherigen Besitistand der Wisseosdiaft vor-

zunehmen. Das hätte nun nichts zu sagen, wenn der Verfasser der land-

lüußiren Meinung wäre, daß bpi <»!pmentaren Dingen die Feststellung von

Prioritäten im weitesten Sinne des Wortes eine Danaidenarbeit ist, die am
besten nnterbleibt. Aber Mohr deidrt anders, wie ein augenfälliges Beispiel

sofort zeigen wird. Wem überhaupt der BepilÖ' der Beschleunigung klar

geworden ist, muß ohnt« wi itt'rcä einsehen, daß, wenn die Geschwindigkeit

eines Punktes P durch einen Vektor 0 V dargestellt wird, die Beschleunigung

1) Dieae Hesprecbung ist abgefaßt, bevor der utfeuc Britf des Herrn Mohr
erschienen war. Derselbe hätte aber ohnedies unberückdichtigt bleiben müssen,
weil es im Interesse aller Beteiligten, namentlich aber dea Herrn Mohx selbst

liegt, daB dieses naeh Inhalt und Ton eigenartige Scbxiftstfiek als nicht vwlmaden
be&achtot weide.
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Ton P nichts anderes ist als die Geschwindigkeit von V. Deshalb bat

mexoea Eracbteoft niemand das Beeht, dksen Gedanken als seon besonderes

Eigontum in Anspruch zu nehmen^ nnd niemand die Pflicht, um die Zu*
Weisung desselben an einen älteren Autor ilngstlich ztt bemOhen. Da-
gegen hält Mohr folgende literariscLo Notiz lilr nötig:

^ie im Abschnitt 6 dargelegte Auffassung der Beschleunigung eines

Punktes als die G«6ehvindigkelt des Endpunktes seiner QesehwindigkiBitsstrecke

findet sich bei Schell S. 462 und offetätat nnabh&ngig bei Mehmke S. 425/*

Wie der Verfasser sich hier allzu gewissenhaft bestrebt, för ein All-

gemeingut einen Entdecker festzustellen, so wacht er auch mit Strenge Uber

dia Gebiete, auf welchen er 8«ine Fahne aufgepflaast hat, und ganz im
G^ensatz zu dem schönen Glauben an die Menschheit, der in dem eben

erwähnten Ausspruch Herrn Mehmke zugute kommt, läßt er sich bei der

Verteidigung seiner Ansprüche zu Urteilen über die Arbeitsweise hochan-

gesehener Fachgeuosseu verleiten, die von Unbefaugeueu nicht anders

denn als ungwedii beseichnet werden kOoaen.

In der Literaturangabe zur Abhandlung IV über die Bewegung ebener

Getriebe, welcher wir das obige Zitat entnommen haben, sagt Mohr selbst,

daß Williot im Jahre 1877 die Aufgabe gelöst habe, aus den Längen-

ftnderongen der Stftbe die Fonnindenmg eines Facibwerkes graphisch zu be-

stimmen, d. h- einen Verschiebungsplan herzustellen. Kun beschränkt sidl

ja allerdings Williot auf den Fall, daß das Fiuhwerk aus einer Reihe von

Stabdreieckeu besteht, von denen jedes einzelne mit dem vorhergehenden eine

Seite gemeinschaftlich hat. Aber die Ausdehnung auf die allgemeineren

FUle ist so selbstyerstindlioh, daB es nieht der Hand eines Meistet« bedarf,

um diesrni-: vorzunehmen. Wer die grundlegende Williotsche Idee erfaßt

hat, wird bei mäßiger mathematiseher Begabung all die weiteren Aufgaben

lösen, ohne daß er Möhrs Fübnmg bedarf. Auf das Prinzip kommt es hier

an, da die Durehitihrang fast selhstyerstftndlich ist. Desh^h hat Mllller-

Breslau durchaus Recht, wenn er das ganze Verfahrennach Williot benennt.

Und da eine einfache Überlegung zeigt, daß man von den Oesehwindig-

keiten in derselben Weise zu den Beschleunigimgen übergehen kann, wie

vom Fachwerk zum Verschiebungäplan, so ist Müller-Breslaus Charakteristik:

'„Mohr: Über Geschwindigkeit^pÜlne und Beschleonignngspl&ne, ZiTÜingenieur

1887, zeigt die Anwendung dos Williotschen Verfahrens auf die Darstellung

der Geschwindigkeiten und schließlieh der Beschleunigungen kinematischer

Ketten'^ durchaus zutreffend. Wenn Mohr im Gegensatz dazu glaubt die

Tatsache betonen tu müssen, daB Williot von Beschleunigungen und Be-
schleunignngspUnen nicht Sfoieht, so liest er aus den W^orten Müller^
Breslaus etwas heraus, was meines Erachtens in (IfniselWen nicht steht.

Nach dem Gesagten muß ich den von Mohr unter Hinweis auf

einige Figureu im zweitta Baude vou Müller-Breslaus Ötatik der Bau-

konstniktioneu — gegen den verdienten Meister der teehnisehen Mechanik er^

hobenen Vorwurf, er habe Mohr sehe Zerlegungen und Zusammensetzungen
benutzt, „ohne seine Quelle anzugeben", für ganz unangebracht halten, gleich-

viel ob Möhrs Abhandlimgeu oder Müller-Breslaus Lösungen der be-

treffenden Aufgaben Alter sind. Es Uge doch auch durdiaus miM im biteresse

der Wissenscihaft, wenn ein Forscher bezüglich irgend einer Hilfsaufgabe,

deren Lösung aus längst bekannten Präminsen üun Gut selbstverständlich flieBt,

ArMr lUr JtoUwaMttk und thrtik. m.n«ib». XL 17
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zu der in solchem Falle doch höchst imökonomischan Arbeit eines litenuiaclieii

Quellenstudiums gezwungen sein sollte.^)

80 änd wir nim mediaa in res gemten und mflBMB, um eine ge*

ordnete Übersicht über den Inhalt des ganzen Werkes zu erhalten, znniobst

den Inhalt der ersten drei Abschnitte in Küne angeben.

Abhandlung I behandelt das Gleicl^wicht und die unendlich kleinen

Bewegungen eines starren Körpei«. Sie gibt im weeenflioiieD dem Libalt

einer vom Verfasser im Jahrgang 1888 des Zivilingenieurs TerGffiBIltliclitea Ab-
handlung über StroekensysifTiif. Nacbrlem der Verfasser zunllcbst die grund-

legenden Begriffe der Schubgeschwmdigkeit und des statischeu Momentes

eingeführt hat, wird die Gleichwertigkeit von Streckensystemen — welche

Dr^QBg^gesehwindigkelten oder Krftfle danteUen können — definiert Sodann
werden die Streckensysteme durch die sechs Koordinaten bezüglich eines

Tetraeders festgelegt, und zwar wird vorausgesetzt, daß cinp Ecke des Tetraeders

Tollsttindig rechtwinklig ist, und d&B die von ihr ausgehenden Kanten

gletoli laug sind. Der Abstand einer solchen Kante tou der gegenflberliegenden

wird zur LSngeneinheit gemacht

BaA nun ein Kraftsystem die sechs Koordinaten

und ein Drehungssystem die Bestimmungsstdeke

*i »» «'1 y\ ^'i

80 ist die Arbeit

Da nun die Arbeit offenbar gleich Null ist, wenn die Drehung um die

Warkungslinie erfolgt, so besteht swiadien den sedu Koordinaten einer

SinielBteeoke die Gleiohiing

Sitreekm laasMi sieh an einer Einaektrecke und einem Sfaedkanpaare au-
«ii>wt*Mf«fiii<>n Dia Komnonenten dar Ginzelstrecke sind

x\ij'~z')^^, r+(r-i')j^, z+(r-r)^,

und das Yendrwinden dieser Ausdrfldce ist die Bedingung dafDr, dafi «n
Kraftsystem sich in ein Kräftepaar oder ein Drehungssystem in eine Ver-

schiebung zusammenzieht. Ziun Schluß behandelt der Verfasser die ver-

schiedenen Nullsysteme, d. h. diejenigen Systeme von Strecken, welche f&r

jedes andere System das Moment Null geben, und leitet dantos die Be-

ziehungen her. welche awiaehen den NuUsjstemen von swei bis aieben

Strecken bestehen.

1) Nachtrftglicher Zutats: Schon tot dem Erscheinen der Mohrsehen Ab-
handlung; hat Mnller-Breslau auf die Möglichkeit hingewiesen, die Theorie des

Fachwerkä mit Hilfe des \V i 1 1 i o t sehen Verfahrens zu behandeln. Wer deu üiugen
nicht einseitig^ und In iaugen gegeiuil ersteht, muß aus dieser Bemerkung mit
Sicherheit schließen, daß Miiller-Broslau unabhängig von Mohr die hier in

Frage kommenden Sütze und Konstruktionen gefunden hat, zumal die sp&tereu

Ananlhmttgen Müller-Breslaus weit über dicyenigen von Mohr hinansrsiohen.
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Die swmto Ablumdliuig ist «ine EiniHlining io die graphisehB Statik,

bei welcher als besonders eigenartig ans die Lösung der Angabe, ein Seil-

polygon durch 'Ir-: PiiT,l:t'= ?tt Ir tren, pnt^egentritt, welche ursprünglich

im Zivilingenirur Ibf^ti S. b'Sb erschieuen ist. Sie ist von dfn Kon.struk-

tiuneu, welche auf Anweudung der CulmauDäclieu Geraden beruhen, die kon-

sequanteste, weil bei ihr ohne Einsebaltang eines Smlpoljgons, wdches nnr
einen Teil der zu befriedigenden Bedingungon erfilllt, direU die Culmannache
Gerade für das auf gut (ilück gezeichnete und für das gesuchte Seilpolygon

bestimmt wird. Der zweite Teil der Abhandlung beschäftigt sich mit der

LOeimg rftomliober PniUeoie und tteht im engsten ZnMmmenhang mit den

in der ersten Abhandlung besprochenen Friniipien.

In der Abhandlang QI — Geometrie der Maasen betitelt — gibt der

Verfasser nach einer kurzen Einkutung über die statisclion Momente und

dt'u Schwerpunkt von Massen seine interessante Behandlung des Zusammen-
hangs der Momente zweiter Ordnung ebener Massensysteme mit Hilfe des

TVi^eitsschwerpunktes. Dm Stndinm der entspreehenden ttnmlichen Ver-

hlltniase geht aus von dem Zenti'ifugalmomente des Massensystems in

bemg auf zwei Ebenen, welche beide durch den Koordinatenanfangspunkt

gehen sollen, ü&lt man eine dieser Ebenen fest und l&üt die andere nach-

einander mit den dr«. Slooxdinatenebenen znsammenfidlen, so erhftlt man
drei Werte, welche, als Koordinaten eines Punktes B benntat, sämtUehe «

Zentrifugalraomente liefern bezilglicli der festgehaltenen und einer beliebigen

anderen Ebene. Beschreibt man nämlich eine Kugel, deren Durchmesser

Ali iät, so ist das Zentrifugalmoment für die feste Ebene und eine andere

dnreh Ä hindnrohgehende Ebene das Stück, weldies dk Kogel auf dem in

Ä cor b«wegUeb«> Xbene eitichteten Lots abschneidet

Fallen beide Ebenen zusammen, so geht das Zentrifugalmoment in das

Trtlgheitsmomcnt bezüglich der Doppelebene über. Für diejenigen Ebenen,

welche die Gerade AR enthalten, ist das Zentrifugalmoment gleich NuU;
dieselben sind konjugiert zu der festen Ebene. Nun gebt der Verfasser

Ober ZOT xodmenschen Bestunmnng der Hanptxichtnngen, d. h« devuenigen

Richtungen AB, welche auf den zugehörigen Ebenen senkrecht stehen, ver-

mittels trigonometrischer Auflösung der kubisf^hen Gleichung für die Haupt-

trägheitsmomente. Die Abhandlung schließt mit einer interessanten Kon-

strnktion des THLgheitsmomentes fBr eine beliebige Ebene nnd des Neignngs-

winkeb ihrer Strecke in ihrem Lote aus den drn Hanytträghwtsmoioenten.

Auf der geraden Linie OP >• + T-^- Z werden die Strecken OX "
OY ^ Y, OZ ^ Z ubgctragen und über X Y sowie YZ als Durchmesser

Kreise beschrieben, deren Mittelpunkte B und (J sein sollen. Auf den

Umiilugen dieser Kreise liegen die Punkte V> und E, welche durch die

GtOBe der Winkel OBD nnd PCB bestimmt sind, die doppelt so groß

sind als die Winkel, welche das Lot der fraglichen Ebene mit der a;-Achse
und der --Achse einschließt. Dann wird mit CD um ü und mit BE um
B je ein Halbkreis beschrieben, deren Schnittpunkt F heißen soll. Dann
ist OF die Streck» AB^ FOS der Winkel 9, welchen AB vät dem Lot
der Ebene einsohliefit; und also ist die Projektion OG von OF auf OP
das Trägheitsmoment in bezug auf die Ebene und endlich GF das Trig-

heitamoment in bezug auf die senkrecht au ihr stehende Achse.

17«
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Was deu Inhalt der vierten Abhandlung ausmacht, ist üchon oben

angedeutet wordeit. Naehdem für ebene Oetariebe die FHmnpieo fttr die

Bntwerfung des Geschwindigkeit^- und des Beschleunigungsplans auseinuder^

gesetzt sind, werden diese Regeln auf einige Beispiele und Aufgaben an-

gewendet und die Lüsung der letzteren erläutert. Ferner wird auch noch

ftr die Beedklennigung zireiter Ordnung ein Plan mtworha. Alwdann be*

spriobt der Terfasser die Krümmung der Babn und die Babneyolute eines

mit einem Getriebeglie<li> verbundenen Punktes und geht schließlich in dem
zweiten Teil der Abhandlung zur Kinetik ebener Getriebe über.

Einen ganz anderen Inhalt hat die fünfte Abhandlung mit der Cber-

sdirifl: „Welehe ümsttnde bedingen die ElaetisitfttBgrenxe und den Broch
eines Matetiak?" Nachdem der Ver&sser den Zusammenhang zwiaehen

den Spannungen all der Fliicbenelemente, welche eine Hauptriehtong ent-

halten, auf die elementar abzuleitenden Gleichungen

«-^5*4^** + ^4^eoB29, *-''7''*8in2v

zurückgeführt und die sich von selbst darbietende geometrische Kon-

struktion mit Hilfe eines Kreiees beschrieben hat, behandelt er ähnlich wie

bei den Trigheitsmomenten den Zusammenhang awischen den Spannungen

sftmtlidiar FUu^henelemente eines Punktes.

Dann worden die alteren Hypothesen über die Erreichung der Elasti-

zitätsgrenze und des Eintretens eines Bruches besprochen. Die älteste

Hjpothese, welehe die Erreichung der Bruchgrenze annahm, wenn entweder

dj^ grttfite Nomalqiannmtg einen gewissen positiTen Wert (Zagfettigkeit)

oder die kleinste Spannung einen bestimmten negativen Wert (Druckfestig-

keit) erreicht, wird abgelehnt, weil daraus die zur Erfahrung im Gegen-

satz stehende Beziehung folgen würde, daß die Schubfestigkeit das geome-

trisebe IGttel ans der Zug- und aus der Druokfestigkeit sein mflfite. Bine

andere Hypothese ist die, daß die ElastizitSitsgrenze überschritten würde,

wenn die größte Dehnung einen Grenzwert überschreitet; hieraus würde

nämlich folgen, daß Zug, Druck oder Schub zur Erreichung der Elastizitäts-

grenze in dem Verhältnisse 1 : 4 : 0,8 stehen, was mit den erfahrungsmäßigen

Yerhlltnistahlen 1 : 1 : 0,6 nieht stimmt. Btwas hidtbarer wird dtese

Hypothese, wenn sie dadurch ergänzt wird, daß nicht nur die größte Dila-

tation unterhalb einer gewissen Grenze bleiben solle, sondern auch eine

etwa auftretende Kontraktion einen gewissen Wert nicht übersteigen dürfe.

Auch die Hypol^ese, welehe nidit die größte Hauptspannung selbst, sondwn
die Differenz zwischen den binden äußeren Hauptspannungen als maßgebend
für die Erreiehung der Grenze ansieht. iTseheint dem Verfasser nicht all-

gemein zulässig, weil die zur Charakteristik de^ .Spanuuugszustandes ge-

hörenden Kreise für die hauptsächlichsten OrensfäUe erfahrungsmäßig ganz

vevsehiedene GhrSße haben.

Der Verfasser drückt nun seine .\uffa9sung dahin aus, daß in einem

Grenzfalle die Schubspannung an der Gleitflftehe f'men von der Nonnal-

spannuug und der MaterialbescbaÜ'enheit abhängigen Größenwert haben

müsse. Deshalb sind OleitflSdien nur solche Fläcbenelemente, weldie die

Richtung des mittleren Hauptdrucks enthalten, und die Beziehung für einen

Grenzfall wird zu einer Besdehung zwischen den beiden ttufleren Haupt-
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drucken. Weiter gestaltet sich die Sache geomctriB«h folgendermaßen.

Man benutze die Nonnalkomponente des Drucks gegen ein Füli^heneltmcnt

der eben bezeichneten Art als Abszisse, die Tangentialkomponente alfi

Ordinate eines dem FlKchenelemente zugeordneten PnnkteB. Die Gesamtheit

dieser Punkte ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf der Abszissenachse liegt

und dun'h .seine Schnittjuinkte mit der Abszissenachsc die beiden äußeren

Hauptspainumgen markiert. Die oben gekfmn'/cichnete B'-zioliung zwischen

NormalüpauQung und Taageutiaispanuung in einem Grenzfalle wird sich

geometrisch durch eine nur Absraasenachae symmetrisch liegende Eofre
daistellen. Wenn nnn ein Spanmmgnustand unterhalb der Eruchgrenaie

Hegen soll, so muß jener Kreis ganz innerhalb der bezeichneten Kurve

liegen i nähert sich aber der Zustand mehr und mehr der Bruchgrenze, so

ittdrt aneh der Ersisam&ng mehr nnd mehr an die Kurve heran, um sie

dann, wenn der Grenssustand erreicht ist, su berflhren. Die beiden Kreise,

welche der Orcn^V i a- spnifhung auf Zu^' und auf Druck ent.sprfcben. gehen

durch den Kooruinatenanfangspurkt. Und zwar liegt der Mittelpunkt des

ersteren auf der positiven Seite der Abszissen, wükrend der andere auf der

negatiTeii Seite der Ahnbsenaehse liegt. FOr diejenigen Grennostinde,

welche srnseben diesen ebenbezeichneten liegen, wird man mindestens

näherungsweise annehmen dürfen, daß die Hüükurve in ein Paar gerader

Liniea zerteilt, die dann also die gemeinschattlichea Tangenten der eben

bezeichneten Kreise sein werden. Bei der Verdrehungsfestigkoi werden die

beiden äußeren Spannimgen einander entgegenc^esetzt gleich, der Mittelpunkt

des Kreises rückt in den Nullpunkt, und die TTauptspannung wird das Lot,

welches man vom Nullpunkt auf die gemeinschaftlichen Tangenten fällen

kann. Die Schubfestigkeit wird das Stück, welches die Tangenten von der

Ordinatenachse abschneiden. Daraus e^ben sich swisdim der Zug-, Dmidc-,

Yerdrehongs- und Schubfestigkeit folgende swei Bettehnngen:

An der Hand des vorliegenden Versuchsmaterials prüft der Verfasser

seine Ergebnisse und findet unter anderem z. B. in den Ha^^hschen Er-

gebnissen für Oußeisen Ai^ = 16, = 75, A, >=<- 13 eine bemerkenswerte Be-

statigung, insofern als jii^ - » . is ist

Nun folgt als sechste Abhandlung des Verfassers graphostatische Dar-

stellung der „Met/fr^"«" Lehre vom Krddruek, d. b. der von Rankine in die

Wissenschaft eingeführten Theorie des Drucks im unbegrenzten Erdreich.

Die Abhandlung beginnt mit einer abweisenden Kritik der Coulombsehea
Theorie, welcher ich um so weniger zustimmen kann, weil meines Ebnushtens

die Coulombsche Theorie in Verbindung mit der von Poncelet in so geist-

voller Weise geometrisch begründeten Konstruktion alles das leistet, was
in der vorliegenden Abhandlung geboten wird.

Die Coulombsche Theorie beantw<ntet die Präge nach dem Wider-

stände, welchem ^e Mauer im Falle des Gleicligewit-hts gegen den Druck
der T^rde muß leisten können, indem sie zunäciist ilie Kichtung des Erd-

drucks als gegeben aimimmt. Solange Gleichgewicht herrscht — das ist

Coulombs physikalische GrundToratsIlung, tih» £e waaSk Bankine qpäter
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nicht hinansgogangen ist — darf an keinem Fläclieiiolotnent die Reibnng

überschritten werden, und deshalb darf fttr irj^'ciul eine duirh den Fuß der

Mauer gelegte Ebene die Drackneigung zur Nurmale nirgends grüßer ais

der Beibungs- oder BCschungsvrinkel des Sandes sein. Die Gleichgewichts-

bttnehinigm flir die Krifte, weloh« auf den dnroh eise toldi« Wmo» ab-

getrennten Erdkeil wirken, sind nun dieselben, als ob dieser Keil ein starrer

Körper wäre. Daraus folgt unmittelbar, daß der erforderliche Widerstand W
der Mauer mindestens eben so groß sein muß wie diejenige Kraft von

deiMlben Bioktang, welche bei vOUi^ Ausmitcmig der an der MUefen
Ebene möglichen Reibung den Keil festzuhalt«n vnuiVhte. vrobei äoh
uatürlich TT' als Funktion des Neigungswinkels x der sclii<^t'en Ebene ergibt.

Also darf W auf keinen Fall unter das Maximum von W^. sinken, ist,

wie es bisher wohl allgemein anerkannt wurde, die Annahme zuläsüg, daß

die Fliehe, an welcher in einem Gransfaila der YoUbetrag dar Beibiing

lor Aufrechterhaltung des Gleichgewichts nötig ist, wenigstens nühernngs-

weise eine Ebene ist, so ist jenee Manmom von der Erddruok im (jreni-

falle des Gleichgewichts.

Mohr hat wohl als der «nie mit Secht hervoti^hobenf daß an der

FISohef wo in einem Grensfalle die DroeikBeigung ihr Maximum erreicht,

die DrackA'orteilnng eine von oben nach imten gleiclimaßig wachsende sein

müsse, so daß von der Resultante des Drucks an der Gleitfläche nicht bloß

Größe und Sichtung bekannt ist, sondern auch ein Punkt ihrer Wirkui^-
linie, nimlich der obere Endpunkt des unteren Drittels der Linie, an welobw
die Reibung voll erschöpft wird. Auch das Gewicht des abgetrennten Erd-

keils hat eine wohlbestimmte Wirknn'TsHnir, die Vertikale durch den Schwer-

punkt. So ergibt sich denn der Krddruck in einem Grenzfalle des Gleich-

gewichte als Beeoltante der eben beieidineten Erilfte Tellig beetimmt naob

Größe und Wirkungslinie. Allerdings hat diese Wirkungslinie eine Eigenschaft

im allgemeinen nicht, welche man mi\ Kücksicht auf die hydrostatische Analogie

an ihr gerne erblicken würde; sie geht bei ebener Hinterfläche nicht notwendig

durch den oberen Endpunkt des unteren Drittels. Aus diesem Grunde ver^

wirft Mohr die Conlombsdhe Theorie meines Erachtens niefat ganz mit

Recht. Denn es ist zwar oft genug behauptet worden, daß die Wirkungs-

linie des Erddrucks die rerlangte Eigenschaft haben müsse, aber einen

zwingenden Beweis dnfTu- hat meines Wissens bisher niemand erbracht

Und selbst wenn jener Beweis sich erbringen ließe, brauchte man no4dL

immer nicht dio ganze Theorif^ /.u verwerfen, sondern müßte sich nur die

Verfllgungsfreiheit über eine Größe sichern, bi züglich deren eine bestimmte

Angabc bisher nicht gemacht wunle, nHralich über den Richtungswinkel des

Erddrucks. Es handle sich zunächst um den Fall einer nach vom geneigten

Maner. Dann denke man sidi den von der Hinterlltche der Maner nnd der

sogenannten Gleitfläche begrenzten Erdkeil durch eine vertikale Ebene in zwei

Teil»» verlegt. Die DruckresuHante , \vt lcb»3r« die beiderseits dieser vertikalen

Ebene liegenden Massen aufeinander ausüben, erhält mau nun, indem man ent-

weder rechts oder Unks das Gewicht des Erdkeils mit der Dmckresnltante Ter-

r inigt, welche sieh für die zweite begrensende Ebene er^bt Die Gewichte teilen

(iffenbar die schiefen Ebenen von unten aus gerechnet nach dpm Verhältnis

eins zu zwei; ebenso sollen aber auch die beiden Drackkriitte ihre Angriffs-

fläche teilen. Deshalb müsaeu die Resultanten beide parallel der Gel&ndefläche
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8oiu. und das Problem der Gleitfläcbenbcstmimuug komml auf den einen

SoDdcrtali hinaus, daß die Hiutarseite der Mauer vertikal und die Bicbtung

des Erddracks pwrallel der GelindeflSehe isi Die Draolnr«rteUiuig, wtf

welche wir so geführt werden, ist aber gerade diejenige, welche Rftnkina
bei der Retrar-litung Ups nnbeprfnzten Erdreicbs bphaiidclt Alles was sich

mit dieser Theorie erreichen laßt, liegt demnach innerhalb des Machtbereichs

der Goulombsdun Theorie imd der PoBoeletsciken Eoiutniktion. Der
Varfosser gibt hier eine auf die Betnujhtimg des Spaimuiigskreiaes gestfitste

graphische Behandlung der Theorie von Raiikino und untersucht dann ihre

Anwendbarkeit auf das Problem der Druckbestimmung fiir Mauern. Nach

seiner Meinung reicht die letztere nur soweit, als die Flächen des größeren

Nomuddmcln Mauer und Gelinde wirUidi sdhneiden.

Ist fOr diese Bedingung die Wand nioht weit genug nach vom geneigt,

80 schlägt der Verfn'^s^'r oin InierpoiationBTerfiüiren ein, welches dem Eeferenton

recht bedenklich eischoint.

Dnrdi den Fufi der Mauer werden mehrere läwnen gelegt, welche als

Hinteneite von Maaem gedacht dem Machtbereldi der Bankineschen Theorie

angehören. In ihren oberen Endpunkten werde senkrecht zur GeländeflSche

der Erddruck aufgetragen. Dem Endpunkt der durch den Fuß der Mauer
gelegten Fläche natürlicher Böschung wird die Ordinate Null beigelegt Die

so gewonnenen Punkte werden dmeh eine Interpolationalinie verbunden,

welche dann, so unbestimmt sie au< h gerade tOx das in Bebracht kommende
Gebiet wird, dif firöß!' iVs Krddnicks liefern snll. Als Kichtung des Drucks

wird auch hier die Senkrechte zxir Mauer gt^uommen, und der Angriffspunkt

soll ebenso wie auch sonst im oberen Endpunkt des unteren Drittels der

Mauer angreifen. Wie weit das nun alles miteinander vereinbar ist, unter-

sucht der Terfasser nicht weiter.

Die Spannungen im prismatischen Baiken werden in der siebenten

AbLaudiuiig mit Hilfe der in der Geometrie der Massen (Abhandlung III)

abgeleiteten BegrilTe bebandeli Mit fiUfe des Mobrschen Kreises und des

Trägheitsschwerpunktes wird zunächst die Beziehung zwischen Nnllinie und

Kraftangriffspunkt ermittelt, die auf die Bestimmung des Kerns als der Ge-

samtheit der Angriffspunkte hinausläuft, für welche die NuUiaie nicht in

das Innere des Querschnitte eindringt.

Nachdem dann nodi der Fall behandelt ist, daß der Angiiflkfrankt auBer^

halb des Kernes liegt und der Körper keine Zugkraft aus/nhalten vermag,

geht der Verfasser zu einer Bestimmung der mit der Biegung verbundenen

Schub- und Nebenkräfte über, die ich für höchst bedenklich halte. Bei der

gewöhnlichen Biegungstheorie erlAlt man die erste NShemng ftUr dm
Spannungszustand, indem man die bekannte Hypothese zugrunde legt, daß

jeder Querschnitt eben bleilf nnd jede Längsfaser eine der (Querschnitt

unter rechtem Winkel schneidende Kurve wird. Die Flächeneierneute des

Querschnittes er&hren nornude Spannung, alle Fllehenelemente, welche dasu

soobedit stehen, erfahren die Sttannung NuU. Da man ftber zwei Gritfisn vor*

fügen kann — Dilatation und Krümmungsradius der Schwerpunktslinie — , so

kann man auch zwei von den drei .«?tatisehen Bedingungen fiir dpn von einem

Querschnitt begrenzten Balkenteil beüriedigen; man erreicht, daß aas Moment
und die Nonnalkraft die richtagcn Werte ubslten. Will man noch die dritte

statische GleidLung befriedigen, so muß man von der ersten Nftherangsannahme
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über den Spajmungsszutaod zu einer zweiten Näherung übergehen. Der

TodhaMT betraohtot eincii TeQ des Balkens, welcher doxdi iwei um ds
oneinaader entfernte Quenoihiiitte und eine auf dem einen Qaenchnitt senk-

recht stehenrle, der Bipgntig^achse parallele Ebene bf^grenzt wird. Die drei

Gleichgewichtsbedingungen , nilnilich die Bedingungen. 'i;fß die beiden

Eomponentensumoiec und diu Mooieuteusummä gleich .Null sein müssen,

liefiBTO drei Besdehongen fttr die zweite Nftherung des Spannungsznstandes.

Die Momentengleichnng liefert die Gleichung der über die Breite des Balkens

gf'noniTnpnen Sehuhspanmingsre^ulti^nte für den Balkpnqiiprscbnitt und die

senkrecht darauf stehende Ebene. Wollte man nun nut dem Verfasser still-

schweigend «m^unen, daß ftr die Normalspannung die Genauigkeit der

eisten Nftherung noch Aber GrßBen zweiter Ordnung hinnugeht, so hliehen

tatsBohlich nur noch zwei Großen zu bestimmen, nämlich jene eben er-

wähnte Schubspannungsresulturito und die über die Breite des Baikens ge-

nommene Normalspannuag an der zur Biegungsachse parallelen Ebene.

Daon worden also die beiden noch kot Verfögung 'Wheoden GMehongen
»nsreicheil. Aber meines Erachtens ist durch mchts bewiesen, daB die

Normalspannung de> Querscbnitts beim Übergang Sur zwei*"" Näherung

keine in Betracht kommende Änderung ertUhrt. Das ist jedoch nicht das

einzige Bedenken, welches ich gegen die Ableitung des Ver&ssers hege.

Beim Ansatz der Gleiohimgen für die xweite NShemng Utte meiner Meinung
naeh berüeksicbtigt. werden mflssen, daß dureh die Biegung die beiden be-

nachbarten Quersehnitte gegeneinander geneigt werden, so daß die Spannungen

erster Ordnung für beide Querschnitte nicht dieselbe Richtung behalten, und

daB infolgedessen diese Gr50en aueh auf die NormalqiaDniing der zum
Qnersebnitt senkrechten Flächen wirken.

Die achte und die neunte Abhandlung gehören eng zusammen; beide

gehen ans von der Differentialgleichung EJy" — M der elastischen

JÄm». In der ersteren bildet die Bestimmung der BtOtsmomente dnee Idoh-

tuivi«rliohen BaUcens den hauptsBdiliahen Gegauteiid. Den Mittelpnnlci

dieser Bestimmung bildet wie immer die gewöhnlich mit dem Namen Cla-

peyrons bezeichnete Beziehung zwischen drei aufeinander folgenden Sttttz-

momenten, welche der Verfasser hier ableitet. Im Literaturnachweis hebt

Mohr herror, daß die tod Clapeyron im Jahre 1867 mitgeteilte Fonnel
schon von Bertot 1855 veröffentlicht sei, und daß dieselbe sich nur auf

den besonderen Fall gleicher ützenhrthe beziehe: die allgemeinere Formel,

welche die Höhenunterschiede der Stützen berücksichtigt, nimmt der Ver-

fasser für üich in Anspruch« In der Abhandlung Nr. IX wird die elastische

Linie als Seilhunre aagesehem und -?on diesem Gesiehtspnmkt aus graphiseh

behandelt. Denn wird die Senkung, welche eine irgendwo befindliche T-ast 1

an einem festen Punkt C des Balkens henMiri-uft, axifgefaßt als Funktion

der Abszisse der Belastun^stelle und als Ordinate an der Belastungsstelle

angetragen, so eihlUi man ein Bild der Teiwdiiedenen Benknngen, weldhe

eine Ifter den Balken wandernde Last in dem Punkte C hervorruft, eine

sogenannte Einflußlinie der Senkung im Punkt« C ftir eine ül i r b ri Balken

wandernde Last. Dieses Hilfsmittel der Einflußlitiie, welches später in der

Statik der Bankomstruktionen zu so großer Bedeuttuig gelangt ist, Avird dann

noch auf einige himher gehörende Aufgaben angewandt.

Nachdem nun noch in Abhandlung X der vollwandige Bogentrtger mit
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Klmp£ir|gflleiik«D bebuidelt ist, geht der Yerfaastr in den Abeehnitten XI
vitd Xn sa den Gebieten über, wo er die größten Erfolge zu Tennichnen

hat, zur Theorie des Fachwerks. Ihm gebührt das Verdienst, als der erste

in Deutschland das Prinzip der virtuellen Verrückxingen auf die Lehre Tom
Facbwerk mit dem grOfiten Erfolge angewendet zu haben und so den Beweis

gttfOhrt za. haben, ÄftB wir in den aUgtmeinen Prüraipian der analytisohen

Mechanik nicht bloß zusammenfassende Sätze von rein wissenschaftlichem

Interesse, sondern Waffen von der hf^chstfn Brauchbarkeit bei der Bewältigung

schwieriger Aufgaben der technischen Praxis besitzen. Daß das Prinzip der

Txrtnellen Verrttekimgea andt auf kontinuiertieb ausgedehnte Massen an-

wendbar se&t ist allerdings von alters her bekannt. Man braucht nnr an
Lapranges Ablfitung d^r hydrodyii^iniisiben Grundgleichungen odor an

G. Kirchhoffs aus dem Jahre 18ö0 stauimende Untersuchung über die

elastischen Platten zu denken, um zu erkennen, daß die Anwendbarkeit den

Prinsips auf Spannnngskr&fta schon Hhigst gesidiert war. Die Glsiehnng

£P8p — S8ds^

für weiche Mohr hier eine nicht ganz einfache Ableitung gibt, ließe sich als

wunittelbsre Folge eines allgemeinen Prinsips mit wenigen Worten be-

gründen. Also nicht in der Bdiauptung der Anwendbarkeit des Piinsips

der virtuellen Verr':ir4:ungcn — die i^t und war für einen Kenner der

Mechanik meines Erachtens selbstverständlich — sondern in der Ausntttzung

derselben zur Ableitung der Wechselbeziehung zwischen statischen und geo-

metriseben Yerhftltnissen ruht das eigentliche Verdienst um die Theorie des

FhohWerks. Für das statisch bestimmte Fachwerk wird zunächst als Folge

des Prinzips gezpigt, daß, wenn .''^/Tj, x^K^, . . . x^K^^ die Spannungen sind,

wt'lciiü eine äußere Kraft Äj hervorruft, die Verschiebung, welche der An-
gritfspuokt dnroh ganz wiÜkSxliche Llngenlndemngen Mf der Stibe in

Biehtnng der Kraft eifthrt,

ist; und ganz ähnlich ergibt sich für zwei gleiche und entgegengesetste

Kräfte, welche in der Verbindungslinie zweier Knotenpunkte wirken, die

Näherong der Knoteopankte

Ruft also eine Spannung 6'**^ eines über/.iihligon Stabes in dfii anderen

Stäben die Spannungen x^.S^''^ (t= 1, . .. hervor, so sind die von den

L&ngenänderungen Jl^ hervorgerufenen Lüngenäuderungen der über-

sShligen StSbe gegeben dnreh die Gleichungen

i

Setzt man non hierin für die Jl^ und Jl^^ gleidi die wirUicii stattfindenden

Längpnandeningen, wplche ja lineare Funktionen der Spannungen in den

flbemähligen Stäben werden müssen, so erhält man für die letzteren gerade

so viel Gleiehnngcn, als unbekannte Größen Yorhanden sind. Will man das

Wesentliche dieser Bntwickelung herausheben, so muß man sagen, daß
zwischen den Spannungen so viel atati^i<he Beziehungen bestehen, al das

Fachwerk nach Entfernung der überzähligen Teile noch Stäbe enthält j femer
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sind (V\c TjilngpnSndpnin/Ten in den über/Uhligen Stäben lineare Funktionen

der anderen Langenänderungen. Die Koeffizienten des Systems der statischen

Gleichungen könnte man graphisch durch Kräftepläue, d^e des anderen durch

VeiBoHiiftbiiiigtplSDe f«atBU]l«n. DrOekt man dann die LtegeoBaderungeD

sämtlich durch die Spannungen und die letzteren wieder durch diejenigen

der über/flhligen Stöbe aus, so müßte man die hinreichende Anzahl von

Gleichungen für die gesuchten Größen erhalten. Der Fortschritt, welcher

hier gemacht ist, besteht alSo in der Erkenntnis, dall die KoefBsieiiten der

statischen und der kinematischen Gleichungen dieselben sind, so daB man
entweder nur die Kraftpläne oder die Verschiebungsplllne txt zeichnen bat.

Aber diese Arbeitserspamis ist nicht eiuiuul das Wichtigste; erst aus dieser

Koef&zientengleichheit fließt für den Verfasser als Folge jener berOhmte

Sftts von Gastigliaoo Uber das Hinimnm der Defonnatioiisarbflit, der ja in

der neueren Fachwerktheorie eine so hervorragende Bedeutung gewonnen hat.

Meiner Üherzeu^ung nach ist eine andere l^eihenfolge die bessere, weil

man Castigliauos Prinzip aus dem allgemeinen Prinzip der rirtuellen Yer-

rttchnngen yUA leichier ableiten kann, wenn man sieh niebt erst anf eine

l&ngere Untersndinng Uber die formelmäßige Darstellung der stattfindenden

Zusammenhänge zwischen den in Betracht kommenden GrOBen einlSßt. Aus
dem Prin&ip der virtuellen Verrü' kungen

folgt sofort, daß, wenn + ^^P^, + 6'Sf ein zweites Gleichgewichts-

system von Kräften und Spannungen Äir unser Faohwerk bezeichnet, auch

ist Sind nun Xf die Veri&ngenmgen der BtiAe, die Versdiiebniigeii,

welche durch die und die Temperaturänderungen hervorgerufen werden,

so sind x.j Größen, wekho den für 6s^^ dp^ aufgestellten Bedingungen
genügen, und folglich gilt die Gleichung:

Liißt man die d'P^ — 0 werden, sn bezeichnen die A'S^ irgend welche mit
den statischen Beziehungen vereinbare Variationen der Größen Sf, xaA fBr

alle diese Taiiatlonen ist also der Ausdruck

Die beideu Grüßen J\ und S. stehen in einem von der Temperatur mit-

bestimmten Zusammenhang, man kann entweder S^ als Funktion von x^ und t

oder umgekehrt auch als Funktion TOn 8f wid t ansehen; mit Bfidmicht

darauf dtbrfan vir schreiben

*.

Bedenken wir nun noch, daß der Ausdruck Ä = Z
j <SfäXi Deformations-

«rbeit ist, welche bei der Temperatur i eifofderüch ist, um das Fachwerk
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•118 dem Zitstand (a,) in den Znttaad (sc^ fibeniiAhren, so erbalten wir den

Sats: Für jede mit dem itoÜschen Bedingungen des Gleichgewichts verein-

bare Variation der Spannungen ist die erste Voiistioa dee lüfl Funktion der

Spaimimgen aufgefafiten Ausdrucks

B = £XtSt - A
gleich Null.

Diese Wendung ist deshalh besonders wichtig, weil eie erkennen ISBi,

daß der Satz voiu Minimum der Defonnntionsarhelt keineswegs an den

homogrn- linearen Zusammenhang geknüpft ist, daü sirh vielmehr, wi«»

Sommerfeld gelegeullich bemerkt hat, für jeden funktionalen Zusammen-
hang swisoben Spannung und Auedeluning ein >n der Defionnationaarbeit in

einfacher Beziehung stehender Ausdruck finden läßt, weleber — kurz ge-

sagt — filr das richtige System der Spanntmgen ein Minimum wird. Bei

homogen-linearem Zusammenhang von der Form x^=»u^S^ wird £ = il, d. h.

die DefonoationMibeit wird selbat ein Hlnimnni. Wird aber die Temperatur
berlh^chtigi, so daß der ZusammMihang zwar nooh linear, aber nicht mehr
hmnogen ist, wie er eich in der Formel

ausspricht, so gelangt man zu

und zu der Ton Müller-Breslau vorgenommeneu Ausdehnung des Satzes

vom Minimum dt»r Dei'ormaÜousarbeit auf die damals sogenannte ideelle

Defionnationaarbeii

Obgleich nun die auf den Fall der Temperaturberficksichtigong be-

züglichen ^lohr sehen Gleichungen (19) auf den ersten Blick als die gleich

liull gesetzten Ableitungen des Aasdrucks B nach den überzähligen Bpan-

nnngen m erkennen sind, geht Mobr aehtloa an dem ebm erwBbnten

Batze vorüber. Das müßte nnbegrdflicb erachdnen, wenn man nicht wüßte,

wie ablehnend sich Mohr von vornherein gegen die ..ElastizitJU" verhalten

hat, welche die Deformationsarbeit unt«r den Händen Müller-Breslaus nach

Möhrs Meiuiuig uuzulääsigerweise hierbei entwickelt habe. Aber gerade die

ErweiterangsßUügkeit eine» Begrifi ist doch häufig genug die Qnelle seiner

wissenschaftlichen Branchharkeit Und wenn Müller-Breslau den erweiterten

Satz mit dem Mamen Castiglianos belegt, so Ic rrimt darin wohl die be-

rechtigte Anerkennaug fremden Verdienstes, aber nimmermehr ein ungerecht-

fertigtes Bestreben zom Aosdrack, „Ergebnisse der deutaehen Wissenaebaft

Analändem zuzueignen'^ Keinesfalls hat Mobr auf den in Frage stehenden

Satz irgendeinen hereehtigten Prioritätsanspruch.

Ebenso wie bezüglich dieses Berührungspunktes von Möhrs Arbeiten

mit dem Castiglianoschen Satz, steht es um ihre sachliche lahalts-

gemeinaobaft mit der um 10 Jabre Blteren, knapp gehaltenen üntersochung
von Maxwell. Um das zu beweisen, mfiasen wir in Kürze auf den In-

halt des letzteren eingehen. Wie Mohr ganz richtig angibt, gebt Maxweil
aas von der nach Glapejrron benannten Oleichong
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Wenn mim mm ein einfaclieB, atatiaoh bestimmtee Fiaobwerk beirftchtetr

von welchem nur ein Knotenpunkt durch eine Kraft K beansprucht wird,

so sind (lio Spannungen .S' stall'-' }i durch flie Kräfte K vollständig bestimmt.

Je gröUer man nun für einen euueluen Stab den Faktor EF macht,

desto geringer wird seine Verl&ngorung und mit ibr du IVodnkt SJs.
Man kann sich dann diese Größe für alle Stäbe bis auf einen direkt bis

auf Noll herabgedrttekt denken. Dann bleibt anoh zeehts nnr ein Glied

Itfc nun 0 die Spannung, welche die Kraft 1 in dem betrachteten Stabe

hervorrnft, so ruft unigekelirt die Längenänderuiig 1 dfs ^^tabes in

Kichtung der Kraft die KnotenpunktsVerschiebung tr ö hervor. Von hier aus

kommt man dann unmittelbar zu der Erkenntnis, daB, wenn q die Spannung
ist) welobe dnrch die Spannung 1 eines übenSUigen Stabee in irgend einem
der nicht überzähligen Stäbe hervorgerufen wird, die Verlängerong 1 des

letzteren die Verlängerung q des ersteren hervorruft. Das ist dann aber

gerade74u der Inhalt der Gleichung (13) von Mohr:

^(n— ^i^h - j^i^it— ^«'-^'n.

wel(>h(> wir eben als den Kern und den eigentlichen Mittelpunkt der

Mohr sehen Theorie bezeichnet haben.

Was sind denn auch die hier betrachteten LKngenfludemngen der

einzelnen StBbe mit den dnrch sie bewirkten Verlängerungen und Ver-

schiel «nntjcn anderes als virtuelle Veränderungen? Nur macht sioh

Maxwell wegen des von ihm gewählten Ausgangspunktes die Mühe, über

ihre physikalische Realisierbarkeit Betrachtungen anzustellen. Wenn Mohr
famer meint, durdi die Worte

„die Nator des Clapeyronaehen Theorems gestattet nicht ebne weiteres, die

Betrachtung auf die Bestimmnng der T^peratureinwirkungen ftOsiadalmMi**

diR Traj^'wfite der Maxwellschen Ableitung unter die seinige hinabdrflcken

zu könntii, so befindet er sich meines Erachtens im Irrtum. Denn sowohl

die von den überzähligen Spannungen und den äußeren Kräften in den Stäben

des «infaelieii Faebwerkes herrorgerufenett Spannungen als ancb die yob den
Stabverlängenmgen des r infaohon Fachwerkes hervorgebrachtenVerlängerungen

df>r ilberzäbligen Stäb(> und Verschiebungen nn den Knotenpimkten sind doch

durchaus unabhängig von dem physikalischen Zusammenhange zwischen

Spannung und Dilatation. Sie können deshalb, wie auch immer der Zu-

sammenhang beschaffen sei, genau so^ wie es Maxwell vorgemaolit hat, an
einem Pachwerk realisiert werden, bei welchem Spannung und Dilatation

proportional sind, und infolgedessen auch Clapeyrons Gleicbnnpf gilt. Damit
ist aber die GtÜtigkeit des Beweises von Maxwell auch für den allgemeinen

IUI gesichert

ünmSglich kann femer Mohr dem großen englischen Physiker Maxwell
mtnuimi, daß ihm der eigentliche Inhalt seiner Gleichung

eni^jangen sein sollte, ünd dieser Inhalt ist offenbar das Arbeits|Krainp flr

eine Gruppe der Kraft«, aus welchen das allgemeinp System zusammengesetzt

werden kann, in bezug auf jede der besonderen virtuellen Verrückungen,
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aus denen die allgemeinste virtuelle Verrflckung sowohl als die tatsächlich

ttattflodende flieh dureli eSnfaelia Komporiti<m ergfibi Deshalb t&eioe Uh,
Mflller-Breslau befindet sich durchaus im Recht, wenn er bei der Bezeich-

nung' der grundlegenden Gleichungen für die ThcoriL> des Fachwerks den

Namen Maxwell zu Ehren bringt, weil diese Gleichungen den von Maxwell
Stierst entdeckten Zusammenhang zum Ausdrnck bringen.

Und Mohr — wie groß auch seine von uns willig anerkannten Ver-

dienste um den Ausbau der Fachwcrktheurio sein mögen — hat nicht das

Becht, auf Grund seiner um zehn Jahre jüngeren Abhanrllnn^'^ fiegf^n diese

Bezeichnung zu protestieren, weil es sich um eine Ermugensctiait deutscher

Wissenschaft handele.

Am Schlüsse unserer Besprechung angelangt, geben wir der festen Zuv<Tsirlit

Ausdruck, daß das vorliegende Werk recht bald eine zweite Auflagi' erlebe,

damit es dann — befreit von den Bohlaokeu unsachlicher Bemerkungen — bei

den Lesern ungetrübte Freade an dem geistvollen Schaffell des Ver&HSts wecke.

Bertin. Fam Köttbr.

£• Sehumanii. Lehrbuch, der ebenen Oeometrie für die ersten

drei Jahre geometria«lLOii ITnteniidkts «n WOtmmi Sdnilttii, Mit
87 Textfiguren. IX n. 302 S. 8taUgart ond Berlin 1904, Fr. Omb.
Preis gebunden JC 2,20.

Das Buch umfaßt das phvnimetrische Pensum bis zu der Kreisniessung,

den Proportionen am Kreise und dem Taktionsproblem des ApoUonius.

Man merkt ihm auf jeder Seite an, daß es aus der Unterrichtspraxis herauü

entstanden ist. 10t ErOrterongen, denen der Sehttter kein Terstftndnis ab-

gewinnen kann, hSlt es sieh nicht auf, sondern wendet sich lieber an seine

naive Auffassung und strebt vor allem das Lösen von Aufgaben an, von

denen ein reiches Übungsmatehal in vortrefflicher Auswahl geboten wird.

VieUeidit irt der Verfasser aber in seinen Einschrftnkungen zn weit ge-

gangen. Dafi z. B. die Inkommensurabilittt keine eingehende Behandlung
erfahrt, wird man wolil »illgeiiK-in billigen; daß aber das Exhaustionsver-

fahren zur Berechnung von x nur mit wenigen Worten angedeutet wird,

mag manchem bedenklich erscheinen. Vielleicht läßt sich der Verfasser herbei,

bei einer spateren Auflage diesss Kapitel in nnem Anhange anzafllgen. Die

Lehrsätze erhalten für ihre Anwendung geeignete abgekürzte Bezeichnungen.

Zum Vergleich der verschiedenen Konstmktionen einer Aufgabe in bezug

aut ihre Einfachheit wird zwar nicht Lemoiues Geometrographie heran-

gezogen, deren Konstruktionen Terfass^ „oft m'btaffeod degant** nennt;

wohl aber wird häufig (wie auch schon von anderer Seit« geschehen) die

Zahl der notwendigen Koustruktionslinien als Maßstab für di» Eitifacliheit

der Konstruktion gewählt. Einige unbedeutende Ausstellungen mögen er-

wähnt werden: Figur 16 ist durch eine andere zu ersetzen; Seite 40, Zeile 2 v. u.

mnA es wohl ^betrahl« heUleii, ferner Seite 70, § lld J)G* statt AG*,

und in Figur 68-1 statt ^ ; Seite 58 kommt abwecheelnd ^ot auf der

Tangente" und „auf die Tangente** vor. Auf guten und knappen Ausdruck

ist viel Gewicht gelegt Das Bach erscheint Tonflglidi gOMgueti dem An-
fangsunterricht in der Planimetrie sngrunde gelegt zu werden.

Berlin. R. QOktsobb.
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tirie O^rmrd, 1.690x19 bot röleotrioitö. n. Bd. 7.Auflag gr.8* 888 Seitai,

12 fr. ungeb
, Paris 1905, Gavithier Villars.

Wührf^Tui der erste Baud sich mit den theoretischen Grundlagen und

Utir Erzeugung von Elektrizität im großen befaßte, behandelt der zweite

Baad in ai^t Aboclmitten die Übertragung (I) näd Verteilong (II) d«r

elektrischen Energie, di« Anwendungen auf Telegraphie (III), Telephonie

(IV), Beleuchtung (Y), auf die eigentliche Kraftvertfiilung durch Elektro-

motoren (VI), ferner den elektrischen Bahnbetrieb (VII), die GalYanoplastik,

EleUnMdiemie und ElektrometftlltiTgie (VIH).

Dieser swnte Band, dar mit dam entan in nvnmalir aiebantar Aoflaga
ersclieint, verdient die Anerkennung, die wir seinem Vorläufer bereits

gezollt haben, in noch erhöhtem Maße durch die einheitliche und eben-

mäßige Bearbeitung des außerordentlich vielgestaltigen Gebietes der an-

gewandten Elektratecbnik. Der YerfiMaer hat die hiar sebr acbwietige

Aul^be gelöst, in klarer eleganter Darstellung überall mir d&s Wesentliche

hervorzuheben und dm-'^h pn^'^ende Figuren ii'vl T>iagTttmme zu beleucliten;

trots der Masse der Kuj reihetten wird das Iatere.'>i»e des Lesers wachgehalten

und auf den niehsten Aheahnitt gespannt

Das Werk hat von Auflage zn Auflage den neaesten Stand der wissen-

schaftlichen und industriellen Fortschritte eingenommen und gewährt ein

im wesentlichen vollständiges Bild des Zustandes, wie ihn die Entwirklung

der Elektrotechnik einschliebiacii der neuesteo Erhndungen geschuiiou hat.

Dabei igt es nicht etwa eine Sammlung von Bildern mit begleitendem

Text, sondern es gebt stets auf die theur«$tiächen Grundlagen nnd ]iU0-

berechnungen zurßclc und erhärtet die Formeln durch Ausrechnung prak-

tischer Beispiele. Das Werk dient dem Verfasser als Hilfsmittel bei seinen

Yorlesnngen als Professor und Vorstand des elektrotechnischen Instituts der

UniTeititBt Lttttieh. Die lange Lehrarfahrung hat einen wesentlioheii Anteil

an dieser reifen Schöpfung.

im einzelnen erwähnen wir, daß in der Beschreibung (p. 130 ff.)

von Photometern meist französischen Ursprungs das viel gebrauchte und
Tortreffliebe Riotometar Ton Lummer und Brodbun foblt. Bei der Bebwnng^
radberechnung eines Aqfnebronrootors (p. 689 ff.) würden wir es flr iwcek-

mäßiger halten, nicht von den Leistungen in Pferdestärken auszugeben, die

erst mit einer noch unbekannten Tourenzahl gerechnet werden müssen,

sondem von den Drehmomenten an der Motorachse, die ganz nnabh&ngig

von der Tovrenzahl sich aus dem BeUstongsdi^pwnm Tig. 335 «rgeben.

Die-ics Belastungsdiagramm für eine Arbeitsperiode ist das ursprünglich

gegcKicm-: dann erst kann aus df»m Drehmomentgesetz des Motors und der

dyuainiscbeu Grimdgleichung für drehende Bewegungen der Anteil der

Leistung getrennt werden, der auf das Sebwungrad und auf den Motor ftUi.

Wir lassen eine knxse Inhaltsttbersicht folgen, die nur flüchtig den

reichen Stoff skizzieren kann. Der tweite Band zeriUlt in acht Abschnitte

von insgesamt 46 Kapiteln.

Der erste Abschnitt ist den ruhenden Transformatoren gewidmet, die

bodigespannte WeehselstrOme in soldie niedriger Spaimung nmwMideln nnd
umgekehrt. Zunächst werden die physikalische Wirkungsweise, die Kon-
struktiousmerkmale und das Verhalf^'n bei Parallelschaltung behandelt, auch

das Arbeitsdiagramm des Traustormators für ätiombuiastung, Spannungs-
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•pb&ll and Phasenversohiebung gezeichnet; wir möchten hier wie später die

Hathematilter auf die Vorzago der giaphisoheii vor dw recimerisdies Be-
handlung von Wechsebiromersoheinangflin lünweisen. Hierauf wird ein

fertigt'5 Tr insfnmrtf or gepn'if*^^ und gemessen und ein neuer Entwurf voU-

stSndig durchgerechnet. Daran fügt sich die Betruchtimg der induktions-

spulen mit oiTent^m magUtitiscUeii Kreiä, die ja i'ür die Wellentelegraplue

gfoBe Bedentwig erlangt haben.

Die Femleitung und YerteUnng der eloktrischon Energie ist Gc^gonstand

des zweiten Abschnittes. Spannungsabfall und Wiirincverlust und <ler Einfluß

d^ Widerstandes, kombiniert mit Selbstinduktion und Kapazität, werden

aus den Dimeusionen der Leitong berechnet. Dann folgen die konsfmktiven

Ausführungen der Hilfsapparate wie Schalter, Blitzableiter, Sicherungen und
ihre typische Anordnung an der Schalttafel einer mittleren Zentrale. Die

verschiedenen Verteilnngsgysteme, Serien- und Parallelschaltung mit Sppif?e-

punkten, werdeu gegeneinauder abgewogen und die Wichtigkeit der Akku-
mulatcnraii für Belaetnngsanagleich belenehtet. Bieber drehte w sieh nur
um Gleichstrom. Bei Wechselströmen ist nur Parallelschaltung der Strom-

erzeuger xmd -Verbraucher in Anwendung. Nunmehr folgt die Berechnung

der Gleich- und Wechselstromnetze mit äpeisepunkten und Ausgleichs-

leitungen. Die Fernleitung der ISektrintit kann oberiidiseh dudt Drtthte

auf Masten oder unterirdisch durch Kabel gesdiehen; beide Konstruktionen
v.-f:rjr>n durch d\p Anwendung hoher Spannungen auch in geringen Details

sehr beeinllußt uinl -le.shalb durch zahlreiche Zeichnungen aus der Praxis

beleuchtet. Sehr starke Ströme bei gciinger Spaunuiig, wie sie bei der

yerteilnng im Lmem der Sildte vorkommen, erfordeim Maßnahmen gans
anderer Art, insbesondere was Kabel&biilGation und -Verlegung anlangt

Die Telegraphen- und Telephonleitnngen werden als eine eigene Klas.se

elektrischer Leitungen einer besonderen Besprechung gewtlrdigt. Ein wichtiges

Elemmt aller Stromftthrungen ist die Iidaiion; die Mittel sie herzustellen

und zu prüfen, werden eingehend erörtert

r> -r dritte Abschnitt behandelt die Telegraphie. Der schädliche Einfluß

der Kapazität auf die Übertragung elektrischer Zeichen wird durch eine

gedrängte mathematische Entwicklung nachgewiesen. Die Eiufachtelegraphie

mit Monetaster und -empfanger gewftbrt das typische Schema öner Tele*

graphenlettung mit allen Nebenapparaten. Darauf werden die Mehrfach-

telegraphen und automatischen Apparate von Hughes, Baudot u. a. beschrieben.

Bei der submarinen Telegraphie ist der äjphonrccorder von Lord Kelvin

und das Spiegelgalvanometer als Geber und Empfänger in Oebraudi. Die
betrachtliche Erhöhimg der Leistung der Telegraphealinien durch die Patente

von Pupin findet noch Erw&hnung, der die Kapazität durch Einschaltung

von Tnduktions.spuh'u an bestimmten Stellen der Leitung teilweise neutralisiert.

Der vierte Abschnitt enthält die Telephonie. Die Telephone von Bell,

Siemens u. a^ werden besdizieben, und besonden eingehend das Ifikrophou,

die Erfindung von Hughes, nach Konstruktion und Schaltung erklärt. Dann
folgt die Einncbtung einer Telephonstation mit den Kabelschaltungen.

Hierauf werden die Erfindungen in gleichzeitiger Telegraphie und Telephonie

auf demselben Draht gewürdigt Ein Kapitel ftber die Einriehtnng von
Telephottzentralen und die verschiedenen Vielfiu^umschaltexBjstame und ein

kuner Abnß der Telegraphie ohne Draht naoh Marooni bildet den Schlvfi.
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Der AbBchnitt V 1lb«r elektariaclie Belenohtaiig sdiildert saent die

Tvrachiedenen Lampen, die Kohlenfadenglfihlampe, das Nernst- und Osmitun-

licbt, die Quecksilberlampe von ITewitt und iJio gewöhnliche Bogenlampe
mit Reguliermechanismus. Hierauf folgen die theoretischen (irundlagen der

Photometrie und eine Beächreibuug gebräuchlicher Photometer. Dann
iirarden die praktificlieii Daten Uber Liohtstirke und -verteilnng der einBebien

Lampen gegeben und die Qeiiclitspunkte für die Projektierung einer Be-

leuchtung ins Feld gcfülirt. Daran schließt sich ein Kapitel über filektxudtftta-

zähler und die Aufstellung von Stjx>mtarit'ea.

Der AlMObnitli VI Aber eldktrifloihe Knllulagen in ^briken ver>

breitet sich sunKchst über die Wirkungsweise yon Oleichstrommotoren, ihr

Verhalt^n in bezug auf Ökonomie, Touronregulierung, Aber die Anlaßapparate

und -iiiethoden. Darauf folgen die asynchronen Wechselstrommehrphasen-

motoreu, verschiedene Konstruktioust^pen werden bescliriebenj uud eine

einfache Theorie ihrer Arbeitsweise, sowie AnlaA- und Begnlierwidentlnde

gegeben. Nun wird das Kreisdiagramm des Dreiphasenmotors genauer ent-

wickelt, und parallel dazu werden die charakteristischen drößen nach der

symbolischen Methode (komplex -imaginäre Zahlen als Yekturen aufgefaßt)

bereehnet. Die Besohreibtuig der asynchronen BiophsMnmotiHren, dm: Bepu]8ionf>

und Weohselsiromserieiunotoren schlieBt das Kapitel Aber die astynchronen

Wechselstrommotoren.

Die Arl)eits\veise der Synchronmotoren bei Über- und rntererregTing

und bei Parallelächaltung wird graphisch dargestellt Nun folgen spezielle

Apparate und Sdialtungen wie drehbare Tnuuformatoren zor Spannongs-

erhöhung, Wechselstrom- Gleichst l utnformer mit geraeinsamer WioUnng,
die ScottBchc Schaltung aus Zweiphasen- in Dreiphasenstrom, Frequenz-

umformer, imd die Schaltungen und Wicklungen von Hejland zur Kompen-
sation der FhasenTersohiebmig und des Spannungsabfalb.

Des weiteren werden die allgemeinen Kriterien klargelegt, welche

Spannung und Frequenz, ob Gleich- oder Wechselstrom im einzelnen Fall

zu wühlen ist. Ilohe Spann'irrrei! machen eine Fernleitung von Elektrizität

erst möglich durch Ersparuiä an Leitungskupfer. Bei Gleichstrom bietet

nur die Serieoschaltung von Thoiy in «inselnen FftUen eine Lösung. Ein

Irisches Beispiel für eine Hochspaunungswechselstromzentrale sind die

Niagarawerke. Wenn die Transportkosten von Elektrizität und Kohle gleich

werden, ist der wirtschaftliche Wirkungsradius eines Elektrizitätswerkes im

allgemeinen enreicht. Nun folgen spezielle Winke fllr elektrische Knftr

anlagen in Fabriken und deren Prüfung. Spaisdialtnngen mit weitgehender

Tourenregulieiung, wie sie bei der Förderung aus Bergwerken verlangt

wird, sind bei Gleichstrom durch Spatinuiigsregulierung auf verschiedene

Weise möglich. Bei Wechsebtroitiferaleituagen bietet bis jeut nur die

Umwandlung in Olmchstrom nach Patent Ilgen eine praktische LOsnng.

Der Hochspannongsasjnchronmotor, der die Gleicbstrommaschine antreibt, ist

mit einem Schwungrad gekuppelt, dessen lebendige Kraft, kombiniert mit

einem erhöhten Schlupf des Asynchronmotors, eine gleichmäBige Beanspruchung

der Zentrale trotz äußerst nnr^elm&ßigen Krafthedsr& ssltnis des FUrder-

motors ermöglicht

Der Abschnitt YII über elektrische Bahnen beschreibt die gobriluchlichen

Typen von Straflenbahnmotoren und ihren Einbau in das Wageogestellf
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wendet sich dann snur Einricbtoiig und Schaltung der Kontroller und gibt

«in tjpisohM Sdiema für di« Stromfthrung vom Leitnngsdrabt Ins tax

Schiene mit allen Nebflnappaniea; die Tourenregulierang durtth Serien*

parallelsobaltung der Motoren und durch Widerstünde wird daViei erlilutert.

Dann folgen die konstruktivon Details des Oberleitung»- und verschiedener

unterirdischer Stromzuführougssysteme mit geschlitzten Kanälen. Auch der

reüie Atinuniilatorenbetrieb wixA beurteilt. Etaittriseher Fembabnbetrieb

bittet siebet« Ersparnisse nur hei Vorhandensein von WasserkzSiten und
Verwendung vnn Wcch'^clptrnrn. Dir Versuche einzelnfr Firmen mit ein-

phasigen Wechselstromsenenmotoren und speziell deutscher Finnen mit

Drehstrommotoren werden eingehend beschrieben. Besondere konstruktiTe

¥>Bnahinen erfordert d«r elektrisohe Betrieb GrubeBbahnen in Beig^

werken.

Den SrlilnB des Werkes bildet der Abschnitt VIII über Elok*rnchcmie

und -mctailurgiu, der die elektrolytischen Prozesse, die Wirkung de^i i;iamui-

bogens im dekta^ben OfSen, die Gewxnnimg tos Alomiiiiimi und anderen

Metallen auf elektrischem Wege zum Oegenstand bat. Die Ctoltmoplastik,

die elektrische Schweifiung, die elektromagnetische Aufbereitung von Erzen

finden hier ihren Ort Die Beschreibung der eiektrolytischen Herstellung

verschiedener chemiscber Stoffe, wie Chlor, Sauerstoff, Wass^stoff, Ozon,

EsMnmkttrbit, beendet diesen letiten Abschnitt des lielssitigen mid dodi

einfach und anneliend gesehiiebenen W^es.
liOnohen. Hamm LunmuAiai.

Maurice d' Ocai^tTP. Le calcul simpliflf^ par les pToc<^ci«^fl nidcani-

ques et graphiquea. Ilistoiro et dcscnption sommairo doa lu-

atrumeata et maohines ä oaloulerf tablee, abaquoä et nuino-

gnnuiien. St* dditlon, entldrtmwt wioiaäM ot oonsIddvnblMiMiit

aagmentde. Paris 190&, Gantbier-Tillani. Vm + 338 8. gr. 8*.

Der durch seine nomographischen Arbeiten rühmlichst bekannte Ver-

fasser 0ht in dem vorliegenden, sehr lesenswerten Buche eine gedrilugte

Übersicht über die mannigfaltigen Arten von Vorrichtungen, welche erdacht

worden sind, om die Gedbmkenerbeit beim Beehnen so erleichtem, m Ter-

mindera oder ganz überflüssig zu maeben.

Na'^h riii.ni k-irren Blick auf die Leistungen der bistoriscb bekannt

gewordenen R«cbentalcnte, die durch ihre meist unbewußt geQbte Gabe, mit

Zahlen su operieren, ihre Zeitgenossen in Erstaunen Tersetet haben, geht

d'Oeagne xn den einfachsten BechaunstramMiten ohne besondom Meehamsmns
über. Hier schildert er die schon im Altertum bekannten und noch heute

in Rußland, China und Japan üblichen Rechenbretter, die zum Addieren

gebrauchten Rechenlineale, die Napierschen Kechenstöcke zum Midtiplizieren

mehrstelliger Multiplikanden mit einstelligen Multiplikatoren, sowie die auf

demselben Prinzip beruhenden Apparate von Genaille und von Troncet
Die beiden nfichsten Abschnitte sind den eigentlichen Rechenmaschinen,

gewidmet, die Hebel, Zahiuräder oder sonstige Mechanismen benützen. Hier

wird zunächst die älteste Rechenmaschine zum Addieren besprochen, die

Pascal als ISjKhtiger JOngling konstrniert hat; die AbSndeningen nnd Ver-

beeserungcn an dieser Maschine sowie verwandte Apparate werden mehr oder

Archiv dac llMb«auttk lud nqwlk. HL Brfh«. XL 18
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weniger eingehend, zxim Teil nur der Vollständigkeit halber mit bloßer Namens-

nennung aufgeftlhrt. Einen verhältnismäßig breiten Raum nimmt die Be-

handlung der MnltiplikmtionsniMcluneii ein, (£e Verf. in eolehe aoheideti weMie
die Mnltiplilnition durch wiederholte Addition lei$d;en, wie es die Maschinen

Leibniz, Thomas, Maurel (der sog. Arithmaurel), Tschehyschef tuid

Odhner tun, und in solche, welche die Multiplikation unmittelbar ausführen,

wie z. B. die von dem ISj&hrigen Boll^ erfbadene libiMliine.

Von deigenigen Maschinen, welche zur Bereehnnng von Tabellen tm
Differenzenreihen höherer Ordnung dien'-ii . :vt>rdfn recht eingehend die

Maschinen von Scheutz, Vater und Sohn, und von Wiberg besprochen.

Die nächste Gruppe der behandelten Bechenmaschinen bilden die alge-

bruiehen Ibachineii, deren Anwendung ihre Erfinder «noli auf kornpüsiertere

algebraische Operationen iius/udehnen gesucht haben. So hat Babbage
seiner Maschine die erstaunlich weitgehende Aufgabe zugewiesen, aus beliebig

vielen gegebenen Zahlen nach beliebig vorgeschriebenen besetzen uene Zahlen

antomatiaeh sa bflden und Bofort aufinxdruolcen. Leider ist diese wie ein

Wunder «nmatende Haachine nur theoretisch sicher gestellt, die praktische

Ausführung konnte wegen des Todes ihres Ei-tinders nicht vollendrt w-rden.

In ähnlicher Weise ist der Spanier Torres bei seinen Arbeiten über algebra-

ische Maschinen dazu gelangt, theoretisch allgemein und voUst&ndig die

Aufgabe su lOaen, wie man dnrch Haichinen beliebige algebraisohe nnd
tnuuzendente Beziehungen herstellen kann. Spezielle Hhechincn zur Lösung
von Gleichungen gibt es in 7.ienilicher An/alil; sie werden ohne nähere

Beschreibung von d'Ocagne bloß namentUch angezählt

Im nSchsten Kapitel gibt der Var&aser eine kune Oesdiiehte der
Logarithmen, der logarithmischen Skala nnd der Anwendung dieser Teilung

bei Stäben, Seheiben, Radom und Wulzen zum schnellen ang<^nnhertcn Multi-

plizieren und Dividieren. Den Schluß dieses Abschnittes bildet eine interes-

sante Schilderung einer von Torres erfundenen auf der Logarithmeurechnung

beruhenden Masdiine zum LSsen algebraiecher Oleichungen.

Naeh emem Hinweise darauf, daß auch alle Tabellen, wie z. B. die

Einmaleinstafeln, die Proportionalteile der Logarithmentafeln zu denjenigen

Vorrichttmgen gehören, die das Rechnen erleichtem, wendet sich der Verfasser

seinem eigenen Arbeitsgebiete, den graphischen Bedtenmethoden zu. Er
<;ucht hier zunächst einen scharfen Unterschied zwischeTi dem zeichnenden

Verfahren und der Nomographie festzustellen, indem er in C beroinstimmung
mit seinen zahlreichen nomographischen Arbeiten es als Aufgabe der Nomo-
graphie ansieht, gesuchte Zahlen ans fertigen mit Zahlen verseheneu Zeich-

nungen zu finden, die nStigenfalls flbereinandeigelagerfc nnd gegen^nander
eiMhoben werden müssen, während bei der zeichnenden Methode die An-
wendung von Zeichenmaterialien . von Zirkel und Meßinstrumenten das Charak-

teristische ist. Indessen sind merkwürdiger Weise gerade die 3 Beispiele, die

er als EilSuterung der zeichnenden Methode des Beehnens gibt, in herrer-

ragendem Maße geeignet, zu zeigen, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen

Nomographie und zeichnendem Verfahren nicht vnrhnnden ist, weil sich die

dort vorzunehmenden Operationen mit Lineal und Zirkel einfach durch eino

Schar paralleler Geraden und eine Schar kou/eutrischer Kreise aut besonderen

dnzfllisiehtigen Blttttem enetsoi lassen. d'Ocagne maü selbst zngebett, daft

die Trennung der baden Ifetbodoi nicht immer mit Strenge durvhzufifliren
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ist, dftü vielmehr die Grenze zwischen ihnen flässiK iat. Die von d'Ocagne
TongMeUagene Emtetlung dar graphisohMi Hetliliodaa idieiiit ndr dahw nidit

nötig; ja ich halte es gar nicht einmal fttr wQnidienswert, eine künätliohe

Scheidewand zu scbaffen. Denn die ganze Frage der gruphiscben Darstellung

einer Abhängigkeit von Zahlen iMßt sich unt«r einem einheitlichen (Josichts-

punkte ohne eine Ueschrilnkuug hinsichtlich der dabei befolgten Methode

beliaiidaln, wi« iek in einem Vortn^ vor der Berliner matliematiBdien

OMalllolialt (Sitnmgaiberiohte 1903, S 26) nachgewiesen zu hahen glaube.

Tm weiteren Verlauf der Krört^iiing gibt Verf. einen kurzen Abrili der

Geschichte der Nomographie und zeigt in Wiederholung der Ausführungen

in seinen ^uptwerken, dem Tnitj de Nomographie ond dem Bsiai synUii«

tique des prindpet fondamentaux de la Nomographie, wie sich allgemein

der Zusammenhang zwischen 3 Variablen durch 3 bezifferte Kurveuscharen

darstellen läßt, wif man nach dem von Laianne angegebenen Verfahren der

Auamorphose oft krummlinige Scharen in geradlinige umwandeln kann; wie

nacb Lallemand ScSiaren pareUeler Qeraden ein^idier nnd flbersiflhtlioher

durch 3 bezifferte Kurven und ein System von 3 festen Geraden auf be-

sonderm Blatte aus durehsichtif'"m Stoffe ersetzt werden; wie gewisse Ver-

einfachungen und Verallgemeinerungen eintreten, wenn man die bezifferten

KuTea sowobl wie die festen Geraden unter Winkeln Ton 60^ gegeneinander
müg^ wie es bei den sogenannten ^^sechseckigen Nomognonmen** der Fall ist

Etwas liioger verweilt d'Ocagne bei den von ihm zuerst eingeführten

Hecbeublättern mit fluchtrechten Punkten (nomograninics a points alignes),

auf die man geführt wii'd, wenn man ein Kechenblatt mit 3 Scharen gerader

Limen dadurch polarisiert, dafi man ihm einen beliebigien Eegelsch^tt su-

ordnet und datm zu jeder Geraden den Pol und zu jedem Punkte die Polare

konstruiert. Eine dieser zahllosen möglichen Polarisationen findet d'Ocagn«
durch Umdeutung der Kartesischen Koordinaten in Parallelkoordiuaten.

Den BcUoB dieses Teiles IkOdet eine EMrterung darüber, wie man
BeehoablRtter mit mehr als 3 Variablen darstellen kann, und ein Hinweis

auf eine Veröffentlichung des Verfassers, in der er zeigt, wie alle denk-

baren Nomogramme sich nach der Zahl der in ihnen enthaltenen, nicht

beziffeiiien Elemente auf 20 „kanouisciie Typen'^ reduzieren lassen.

Dem ganien Werke sind eis Anhtage beigegeben 8 Noten Uber die

Theorie der Rechenmaschinen von Tschebjschef und von Scheu tz.

Bei der Fülle des in dem Calcul simplifie behandelten Stoffes konnten

natttrgem&fi nicht alle Erscheinungen gleichmäßig ausführlich behandelt werden,

sondern es lieB sich nar Einselnes besonden heraodiebenf wogten anderes,

vielleicht nicht weniger Wichtiges, bloB Ineht gestreift werden konnte. Es
ist daher erfreulich, daß diejenigen Leser, welche durch das Werk angeregt

sind, sich über die eine oder die andere Frage näher zu informieren, einen

reichen Literaturnachweis tiuden.

Ewner ist es dankenswert, dafi dem Buche schttne ftbersichtliche Zeich-

nungen beigegeben sind. Denn bei der knappen Darstellung namentlich

der Rechenmaschinen ist es besonders für den i.ii'ht technisch gebildeten

Leser sehr schwer, sich ohne gute i<^iguren ein, wenn auch nur ungefähres,

Büd der Iheehinen und ihrer Wirkongsirdee zu machen.

Was d«a absiohtlicheii Yenddit auf das Arbeatm mit mathematisdien

Begriffen anlangt, so ist es ja d'Ocagne meistens gelungen, ohne Mathematik
18*

r
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auszukommen, und nur an wenigen Stellen muß er beni»^rken, daü sich diese

oder jeoc Behauptung uur durch mathematische Rechnung bewahrheiten

laaa«. Ob »ber diese freiwillige Vennehtleirtimg auf die bequemere «od
dabei genauere mathematische Betrachtnng ratsam ist, erscheint mir

zweifelhaft. Es läßt sich jawohl annohmen, daß jeder Lesor dieses dem
Wesen nach matbenuiüsolien Buches die Mathematik doch soweit beherrscht,

daft er mit den ^mentuen Operationen, die notwendig wtjrden, aaneiehend

eitraat iai

Beilin. H. FOrli.

£. Jahuke^ Vorlesvuigen über die Vektorenreoluiung. Leipug,

B. 6. TmaSmutf 1906.

Die Yekiorenreebnong ist infolge ihrer waehBendMi Bedeutung für die

mathematische Physik in den letzten Jahren von verschiedenen AntOKOn

(Jahnkc, S VT^ in besonderen Büchern behandelt worden, die in erster

Linie das Ziel verlolgen, in die physikalischen Anwendungen der ätrecken-

iheotie «Intuflllumi. Das vorliegende Werk von Jahnke fa0t den Begriff

der VdUormrechnung in weiterem Sinne , indem es ihn sowohl mit dem
barrzentrischen Kalkül von MSbius als mit den Methoden der Ausdehnitng^-

lehre von Gruümann in organische Verbindung setzt und auch die Geomttrie

in weitem Umfange in den Anwendungsbereich der Streckenrechnung hiuein-

adelit BtMofueto Überholte Uber die Bemehong der grundlegenden Arbeiten

zueinander finden sich am Ende einzelner Kapitel des Buches angefllgt. Zur
willkoiinneiH'u Erleichterung für den Leser wird der Gegenstand im 1. Ab-

schnitt gesondert für die Ebene bebandelt, während der 2 Abschnitt dem
Baum gewidmet ist In beiden Abschnittöi wird die vorgetragene Theorie

nach dMi verschiedensten Biditungen Un auf GeomOrk, MtdumiSk und
Ffiifsik angewendet, teils in uusgeföhrten Beispielen, teils in Andeutungen

und Aufgaben. Überall wird dem Lp-er oine reiche Fülle von Anregung

geboten. Im einzelnen gibt das austuhriichu iniiaitsver/eichnis über die be-

handelten QegeastBude einen eingehenden Überblick. Bs mag daher hier

nur auf einige der hauptsächlichsten Begriffo der Stvedkenlehre und ihre

Stellung zur analyti-^chen Geometrie liin;:^'",vi''?«n werden, um das Buch, wie

tlberhaupt, so besonders auch solchen Studierenden aufs wärmste zu empfehlen,

die sieh suerst mit der analjtiiehen Geometrie vertraut gemacht haben.')

1 Di« Elemoite d«r Theorie und ihre BestiGluiuiff. Die Blemente

der Vektortheorie sind in der Ebene und im Baume IHtnkte und Strrcken

(Vektoren). Punkte werden mit A, B, 1\ . . . bezeichnet (S. 1; 2; 24; 89).

Strecken sind entweder früt 6trcckm a, b, p, . . ^ die eue bestimmte Länge
und Bichtung haben, aber parallel mit sidi beliebig verschoben werden
können (S. 11; 94) oder ffdntndeue Strecken (Stäbe) o, I, |i, . . ., die nur

innerhalb einer bestimmten geraden Linie verschoben werden können (S. 21;

112). Ln ilaume tritt hierzu noch die Ehcnmyrößo (Blatt. Bivektor),

eine Parallelogramm- oder Dreieck^lläche, die bei gleichbleibendem Inhalt

entweder pandlel mit sidi im Baume (frde EbfloengrOfie, S. 97) oder in

dn«r besäumten Ebene {jtvbmdme Bbeoengrttfle) vendtoben werden kann

1} An Druckfehlern ist zu Terbesseo: S. ö, Z. i> v. u. „auf einen Masseopunkf'
statt „auf den Sehweipnnkt eines Masseaponktei^; 8. 84, Z. i v. o. Jl^ statt
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(8. 113). la der Ebene ist der Drdecksmhait (S. 37), im Räume der

TtkaederinkäH (8. 114) eiiM positit« od« negitiTe Zählengröße (Skaar,

8. 26).»)

2. StreckenrecliniUlg. Auf diese Elemente werden die in geeigneter

Weise definierten Rechenoperationen der Addition und Subtraktion, der

Multiplikation, endlich auch der Differentiation and Integration angewendet
Dabei gilt als Gnmdaats, mit dm Elemmtm »entst gu ridinm, oIum ri» «ist

dnrdi Koordinaten darzustellen. Indesson werden auch die rechtwinkligen

kartesischen Koordinatensysteme (S. 37 ; 95; 1 23;' 203) und die baryzentrischen

Koordinaten von Möbius mehrfach angewendet (S. 9; 93; 25; 119; 123).

3. Addition von Punkten. Punkte werden nicht achlechthin addiert,

nur insoftni ilm«n «m bevtimmter pontiTer oder negaÜTir MaBiea-

Inhalt zuerteilt worden ist. Als Summe zweier mit den Hassen n&d s^

behafteter Punkte E^, soll ihr mit der Masse -f- belasteter Schwer-

puTikt P gelten (S. l). Diese Addition wird in der geraden Linie durch

die Gleichung:

(1) {x^-\-x;)P^ x,E,-\-x^E^

ausgedrückt (S. 2). In demselben Sinne bedeutet die Gleichung:

(2) («j + + as^P- + a^i; + «,J5,

in der Ebene, da£ der Punkt P der Schwerpunkt der Punkte E^, E,, E^
ist (S. 3, yon 6) an; 8. 6; 9). Entspreohendes gilt im Baume von d«r

Gleichung (S. 93):

(3) («1 + -f Xj -i- x^F - A\ + -f- J5g 4- «4^4-

4. Karteslsclie und baryzentrisclie Koordinaten. Die Koeffizienten

X,. Tj. in (2) sind dir baryxentrischen Koordinaten des Punktes P inbezug

auf das Dreieck E^J^E^ (S. 9). Diese sind, wie die kai-tesischen Ko-

ordiiiatsn x, p ma. bsMmderer FaU dar <älgmtmen üraisckskoordinatsiL

Dia letzteren golian in die kartesischen über, wenn eine Seite, nnd in die

Vtaryyentriachen, weim die Einheitslinie de«? Koordinatendroiecks unendlieh

fem wird. Die Bezit hangen zwischen x^, x^^ einerseits und x, jf anderer*

Berte lauten, wenn a^, 6|; a^, 6,; a^, die reehtwinkUgea karteMBsihen

Koordinaten dar Ecken ^ des baiysentrischen Koordinatendreieekt

sind (Stande, Analyt Geon. 1905 (JL"), § 38, (4); (l)):

(4) f-6,«, + &,a^ + J^aii (6)

wo A^, £^^ ... die Unterdetermiuanten der Determinante:

b, 1

(6)

1) Vgl. die weitergehenden B«giiiiibildnngen bei Stndy, Geomebne der
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bedenten. Nach (5) verhalten sich x^, x^, Xg wie die Dreiecksflächen

(A. § 15, (6)):

(7) x^ : x^ : x^-^ PEfEj^: PE^Eii PEj^Et

(8. 28). Entsprechend ist im Räume [Ü. llbj:

x^tx^ix^tx^^ FE^E^E^ : PEnE^E^ : FE^E^E^ : PE^E^E^,

5. Beziehimg der Pnnktäddition zur Metliode der abgeküntsn
Bezeichnimg. Da in der Gleichung (2) P, A",, E^, E.^ Punkte und x^, x^,

Zahlen bedeutco, handelt es sich nicht um Gleichheit im gewöhnlichen Sinne

^S. 2, Anm.). Möbius selbst (Werke 1, S. 51) oeuut die rechte Seite von

(a) den AsMärnA des Punktes P. Yenteht man jedoch unter:

(8) P— -f + 1 , Ei — ttfU + 6,» + 1 (f-i. 1, •)

die linken Seiten der Hesseschen Normalform der Gleichungen der Punkte P, E^

in laafenden gemeinen Idnienkoordinaten i- (A. § 19, (16)), so folgt

ans (4) dnreh Multiplikation mit u, v, 1 nnd Addition, unter gleidiseiiiger

HininIBguag des Faktors 1 + ^ + ^ »uf der linken Seite:

(9) + + ai)P- sTiJS^ + 9^Eg +
Diese ndt (2) gleicUaiitMide Gldehiing ist jeixt eine in «^vJideatiBche

Gleichung (A. § 84, (14)). Da flheidies naeh (8) P<: - j/u^ + v* der Ab-
stand des Punktes x, ij von der Goraden u, v ist (A. § 19, (17)"), so sagt

die Gleichung (9) aus (Möbius 1, S. 31: 37): Das lineare Moment des

Schwerpunktes 1^ ist inbeeug auf jede beliebige Gerade u, v gleich der

Summe der linearen Momente der Punkte Ef, In demselben Sinne kann
die Gleichung (3) als eine in gemeinen Ebenenkootdinaten v, w identaaehe

Gleichung gelten.

In dieser Auffassung stiount das Verfahren der Addition von Funkten

fonneU llbevein mit der Heihiidn der abgekflnten Bcsaiofannng. So bedaoftrt

(A. § 90, (6)), mit:

(10) («^-J-s^)Pi-.a^Ji + a^J^,

P| —> 0 die Normalfurm der Gleichung des Punktes P^, der die Strecke E^i^^

im Vesblltnia x^-.x^ teilt (S. 1; 2); femer mit:

(11) («, + + a;8)P- «liZ, + («8 + «,)P„

P = 0 die Normal form der Gleichung des Punktes P, der die Strecke E^P^
im VerhUtnis — (% + ^s) • H C^- ^ <)' ^ 'Preiki P auf
drei Weisen konstruiert werden kann (S. 17; Fig. 10). Ebenso sind (S. 4),

wenn J. 0, 7? = 0, C — 0, 7) ^ 0 die Gleiehnngen Ton vier Fmiktoi in

der Nomialform sind, (A. § 20, (7)):

(«) ^-0, ^-0, ^^-0, ^-0,
die Mittelpunkte der sechs Seiten des Vierecks ABCD in der Normalfonn
und:

(13J • dL+l+£±5_o
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ebenso die Gleichung des Punktes, der die Verbiudungsliuic je zweier gegen-

flberiiegender Seiteai halbiert. Wegen der Invariaii/ de» Ausdruckes (8)
(A. § 28, (5)) sind diese PanlctTerbiodimgeii von der Wafal des Koordinaten«
Systems unabh&ngig, weshalb die Vektortheorie die Symbole i* . .

.

von t'rtrn hfrri)i aJs dir Punkte selbst au£Gft0t (S. 2). Dasselbe gilt Ton
den Entwicklungen im liauiue (S. 89 ff.).

6. Differenz zweier Punkte imd iitit Strecke. Die Differenz zwder
Punkte A und A' leitet sum Begriff der finian Strecke:

(14) a^AA*^A'-A
über (S. 11). Bei Möbius (Werke 1, S. G2) bedeutet der Ausdruck Ä' ~ A
dm nnendlidi fomen Pnnkt der Verbindungslinie AA* (B. 18).

Aneh wenn, wie in (8):

(16) ^ — ai» + »«+l, .i' - a'« + b'v + 1

gessAit wird, kann:

(16) A'-A~ (a'

-

a)u + (»'- ft)» -

0

als Normalform *hr GlcicJiung des unendlich fernen Punktes der Geraden ÄÄ'
(A. § 22, (10)) oder der firekn DreekeAA* in laufenden Linienkoordinaten u, v
gelten. Denn die Koeffizienten a' — a, 6—6 sind die Koordinaten der

freien Strecke (A. § 1'? i )\ wie in ^—0 die Koeffisienten a, 6 die

Koordinaten des Paukten. Die Gleichung:

(17) ^ B ~ A = C-U
bedeutet (S. 11) die Gleicbheit der Koordinaten der Strecken AB und DC
und die Folgemingen:

(18) B- C'' Ä- n, B + Z)-^ + Cf

enthalten Eigonseliaften dt'.s ParallelogranjTns (S. 12). Wioder lie.st di«»

Vektortheorie die Symbole 4, JS, C, D in ^17) und (18) glacJi als die

Das Entsprechende gilt im Räume (S. 94), wo A' — A ebenfalls die

freie Strecke AA' bedeutet) deren Kocnrdinaten (A. § 34, (4)) die Koeffiaenten

der Gleichung:

(19) A' — A^(a'~ a)u + (6' - 6)» + (c' - c)» - 0

in laufenden Ehmr>nl<oordinaten u, i', w sind.

7. Addition freier Strecker. Die Addition freier Strecken entspricht

der Regel vom Paraüelogramru. Dir Gleichung (S. 19):

(20) Ol 4- <lt + <»s — 0

bedeutet, daß die drei frc^ien Strecken ai, o-, sich zu einem geschlosseoeit

Dreieck xusammemsetzen lassen. Vlar die Podeutang (16), abgekürzt:

(31) Ol i- JjM + Os— J,tf + ^«, 4H^A^u-^BtPt

besagt alsdann die eine in u, v identische Gleichung (20) das Verschwinden

der beiden Summen der gleichnamigen Koordinaten (A. § 12, (16)):
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Zwischen irgend drei freien Strecken best«ht ome Identität (8. 19):

(23) «1«! 4- «jöf + «$«s — 0.

Die Koeffizienten bestunmen sich (S. 47) mit Rücksicht auf (21):

(34) «1 : «1 : - [%a,] : [«,0,] : [«tO,]

,

wo [a,a,] A^ B, - B^Af, [a,aj, [Oji^] die doppelten Fliehen der drei

Dreiecke zwischen den nach einem gemeinnmen Anfimgapvinkt mlegten
Strecken sind (A. § 15, (5)).

Ein besonderer Fall von (23) ist die DarsteUiing der freien Strecke

dvrdi dt« Einbteitsstreeken ei, Cft, dtown Bicbtnngen mit de» Adoen dee

kBitenwhen KoordinnteDayrteme fibeninetiiiiinett (8. 19):

(25) « — «i«! + a,eM.

Auoh ein beliebiger Punkt Ä x. y kann durch einen Mm Punkt
£ = 4^, y0 und eine Strecke a dargestellt werden (8. 20):

(26) - JB + 0,«! + «»e«,

entspreehend der Identitilt (vgl. (6) und (16)):

(27) + yi^ + 1 - (an»«+ i^fr + 1) + ((» - a^i» + (y- y^»).

Im Sftome besteht swisehen irgend vier freien Strecken eine Identitii

(S. 95; 102):

(28) «^m + n^Ot + c^Ot + «^Oi — 0.

Auch biar kann, wie in (19): #

(29) Ot^ ÄiU-\- + C',t9

gedacht werden. Die KücHizienten «i, a,, a^, Terhalten sidl irie die

Bauminhnltp der vi^r Tetraeder, die je drei der nach einem gemeinsamen

Anfangspunkt verlegten Strecken (die äußeren Produkte, S. 103) bestimmen

(A. § 39, C6)).

8. IM« g«1»Uld«l« Stmke. Unter dem äufiert» FrMci p — [P^Pt]
Btoeier Puftkie und P, wird die an die Gerade P^P, gebimdene Strecke

(Stab ^ T\ Pj verstanden (S. 21). Sie ist duroh drei gemeine Koordinatoi u,iffS

bestimmt, die Koeffizienten der Gleichung:

SB y 1

(30) #-M« + Vf + »= Xi jfi 1 —0
y« 1

der Geraden, an die 'Mo S^*repke gebunden ist. Dßnn t?= j, — Xj, — n —y,~ t/,

sind die Koordinaten der freien Strecke, wählend s^x^Pf -y^Xf der

doppelte VUcbeninbalt OP^P, ist (A. § 17, (2)), der för die gebundene

Stracke bei ikrer Yeradiiebiing Utaigs der Oeraden unyeränderlieh bleibt

Zwischen gemeinen u. v, s und baryzentrischen (8. 25) Koordinaten

^1' % gebundenen Strecke bestehen die Beziehungen (A. § 28, (6);

(10)):
II, — Oitt+ b^v + s

(81) { 1^ -> 0,t* + + « (32)

Du = Ä^Ui + -^«1 + -^jW,
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die mit (4) und (5) der BwUngnng:

(33) IMS + «jf + 1— «f,«| + +
ftntsprechpn. Hier sind A^, B,, Cj5 .4,, Bj, Cj; A^, B^, die Koordinaten

der gebundenen Strecken r»8 = [i^s £^]} Cu — L^-£^jt Cit — l^i^»] des

Koordinatendreiecks (vgl. (5); ^30)).

Wm in (2) jedorPuiktPdurch die drei Beinn Ei, E^^ so wird (S. 25) in:

(34) [P,P,] - {KE^u, + [E,E,\u, +
jede gebundene Strecke durch die drei Strecken tn, Csi, Cit dargestellt.

Avoh diMe Dustellimg kaim, wie (9), als eigentlieh« Gklohiiiig aa%efa0t
werden. Demi settt mm n«he& (80);

(33) Ci * ^» + ^«y + C|, C-it % »

80 folgt au (82) durch MnHiplikation mit 1 und AdfUtum:

(86) - Ciiii + «•« + itottt.

Die barysantanschen Koordinaten u^, «i, der gebundenen ttendGe tß sind

daher die Zahlen (Tpinorcn), mit denen die drei Strecken ti, fs, H ninlti-

pliziert werden müsseu, damit inbeeug auf einm beliebigen Funkt x, y die

Summe ihrer Drehungsmomente gleich dem Drehungsmoment der Strecke

i«t; denn ^ in (30) bedeutet das Drdimigsmoment der Streeke u, 9» s

inherog auf x, y.

Die Addition der gebundenen Strecken eos'^hieht durch Addition der

gleichnamigen Komponenten in den Seiten des Koordinatendreiecks

(8.24; 146).

Im Räume hat die gebundene Ettreek» [it-^tl '^C^ gemeine Koordinaten

(Plücker, Neue Geom. 8. 29):

fl4""*l~^» ^M""*!""'^»

von denen — /j^, — /j^, — die Koordinaten der freien Strecke PjPi sind,

und sechs bary-zentrische Koordinaten: p,„„ = t\}^zT (ö* HB). Der
Gleichung (36) entspricht die Gleichung (S. 119):

(38) p — f»3j02;t + fsij^ai + CisPis + tuPi4 + tuPu + tziPu,

die eine beliebige gebundene Strecke p durch die sechs gebundenen Strecken Cmm?
die Kanten des baryzentrisdien Koordinatentetraeden dartfeellt. Audi (38)
kann als eine identische Gleiehnog in laufenden Linienkoordinaten 1^^ gelten

(A. § 60, (8)) un ! folixt, wie (36) aus (32^ aus den X^raasfionnaiioiisfinneln

ffir LinienlfonrdinaTca (A. § 63. (27)).

9. Die gebundene fibenengröße. Das äußere Produkt [PiPtPs] Mer
PiHÜcte Pj, P,, P, wird als gebundene Bbeneng^fie erkllrt (B. 113). Sind

Mf, ff, die gemeinen Koordinaten der Punkte P|, so ist die gebundene
EbenengrSße durch ihre Tier gemeinen Koordinaten «» ^ die Koeffiaenten

9 P § 1

«1 f1 «l 1

der Gletchnng:

(39; U ux -j- »$ wg + 8

9t H ^

a» y« '8 1



bestimmt. Dio drei ersten u, v, w sind die Koordinaten der freien Dreiecks-

fläche (A. § iJ6, (6)), die vierte 5 = 6« OPjPjPj charakterisiert die yc-

buttdene Drdeclisflaehe (A. § n, (2)). Ava den Gteichimgeat zwiMlt«ii

gemeinen und baryzentrischen Koordinaten u^, t/,, u^, der gebundenes

Ebenengröfle (vgl. (32)) folgt entsprechend (36) identisch in « (& 138):

(40) D.U- El- ii>i + E,.t% + + £4.114,

wo:

(41) Bi = A^x + B^y + C^n + A
Tind A^, B., C',, die gemeinen Koordinaten der gebundenen Seitenebenen

des Koordinatöntetraedcrs sind.

10. ProduktbUdniigeii und Determinanten. Das äußere Produkt von

mm Pimktm Pj, P| in der Eben« oder im Ramie war eine gebundene

Strecke (30) und (37) (8. 21; S. 112). Bas Produkt einu BmkUs Pj
und einer freien Strecke P^I\ '22 1. deren Anfangspunkt immer nadi Pj
verlegt werden kann, ist ebeufallä eine gebundene Strecke:m LA Pf - -Pi] - A],

entsprechend dem Determinantensatz (vgL (30)):

X y \

1

0

(43) «1

3",

y 1

1

1

Das Produkt von zwei frriev Sirecken Pj il, und Pj Pj oder von drri

Punkten P^, Pj, P, in der Ebene (S. 37; 26; ist eine Zahlengröße, der

doppelte Fl&cheninhalt dee Dreiecks Pj P,P|, die Determinante der Koordinaten

der beiden Strecken oder der drei Funkte;

(44)

-X, y» - yi
I

9t-ift i

«1 9i

y«

1

1

1

Das Produkt von mei freim Strvshm P|P, und P,P, im lUmm ist

freie EbeneogrOfle (S. 97), deren Koordinaten u, v, w {k. % 36, (6)) die

Unterdetenninaaten der Ifatrix der Ko<adxnaten der beiden Streäken flind:

(45)
9%'^9i H'^H

% — ^ — Vx H — h
Das Produkt aus drei Pnuklm Pj, Pj, P| oder aus einem Punkte Pj und
einer ^r^bundenen Stareoke (PtP^j im JBiMme (S. 113) ist die gebundene

Ebeneugröße (39).

Das Produkt aus drei freim Stredcm P^P,, P^P^ P^P^ (8. 103) oder

ans vier FmdOm im Jfawne (8. 114) ist eine ZablgiOlle, der seoliafiMfae

Baominhalt de« Tetraeders P|P,P,P4:

1h H ^

(46) -
— ^1 y» — yi h — h

."8 ^ -«1

«4

1^

9^

H
H

1

t

1
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Regressive Produkte änd: das Produkt vod zwei gebundenen Strecken, ihr

Schnittpiuikt (B. 76), von iwä Sb«iieiiAr9Beii, ihra ScbdtfUoie, t«il drei

EbenengrOßen, ihr SdutittpimU (8. 169). Sind die Elanenta der swaten
der beiden DetemunaBten:

(47)

«1 Ift

1h

1

1

1

«1

h

die VntnrdetonmBiaten der ersten, ao entapiudit die regressive Prodakfbildiaig

der BfldEkeiir TOn J* zu ^ mittele der Fonnelo (8. 76):

(48)
I

IL Das Nollsystem. Die außerordeutlicbe Leichtigkeit, mit der die

StreckenreehDung arbeitet, mag nur an einem sufUllig herausgegriffenen

Beispiel ('S. 176) gezeigt werden.

Die Gleichwertigkeit zweier an eint^m starren Körper angreifenden

Kraftkreuze AB, CT) und A'B\ C !>' wird durch die Gleichung:

(49) [AB] + [OD] - [A'B'] + [O'D']

zwischen den gebundenen Strecken (37) ausgedrückt. Nimmt man A' ='A
and multipliziert äußerlich mit dem Punkte A, so wird (vgl. (39)):

[AAB^ ^ [AA'B'] Oy und folgt die Gleichheit der gebundenen

EbenengrSfien:

(60) [AOD]^[A€rD'].

Die Krati&trecken ICD] uud [C D'] liegen daher in einer durch A gehenden

Ebene, und die Dreieoke AOD und AC'J>' mä inbaltsgleidL

In ähnlicher Weise wird der duale Sata ud die übrigen Biginflohaften

des Nullsystems abgeleitet (S. 177 ff.).

Bostook. 0. Staude.
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Vermischte Mitteilungen.

t AiilSsabeE und Lelin&tsA. Urnngmu

Ä. AnlpAeii vaA LelinttM*

175. Die lineom l^opfliitialglfliohimg S. Oidniuig

X*ix-l)jf -_y-0
ist in integneren, wenn maa weiß, daB nriachen den drei FnndaniMital«

integralen Vt Gleidning

6j4 W - yii4 - - s%s4- 0
besteht.

Auüig (Böhmen). A, Kbuo.

176. Wmn «ine ebene algebraische reelle Kurve «i-ter Ordming
einen reellen Doppelpunkt mit leeUen oder kfnyngiort imaginären Tan-
genten hat und außerdem noch einen reellen (w — 2) fachen Punkt B mit

(n — 2) reellen getrennten Tangenten) kann man daraus allein noch

niehts Beatimmtea Uber die Zahl der ereatiielleB flbrigen Doppelpunkte der

Knire aagen. Wenn aber «tt A keine reellen anfiarhalb A bertüirendan

Tangenten gehon und aus Ii zwei reolle außerhalb B berülirende —
und mehrere als zwei solche sind jedenfalls unmöglich — dann wird die

Kurve notwendigerweise noch so viele andere Doppelpunkte hahen müssen,

dftB de rational wird.

Welche Änderungen im SatM treten ein, wenn Sil der Tangenten in

S konjugiert imacrinilr sind?

Es wird bemerkt, daß im obigen jede durch eine Öpitze gehende Gerade

als Tangente xn betraditen ist

Kopenhagen. C. Jvnw

177. Sind $t t reQhtwinkÜgB Kocodinaten eines Baumpnnktes, so

BteUen die Gleiehungen
:t^ a^k + a,

* — + +
bei niohi Tonehwindender Defeenninante {abc) stets ebe Parabel dar und
umgekehrt. Es sind die Elemente ^eser Parabel (Lage ihror Ebenr. T^age

von Achse, Brennpunkt und DirekMz, Wert des Parameters) ra berechnen.

Königsberg i P. W. Fr. MsYsa.
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B. Lösungen.

Zu 160 (Bd. X, S. 329) (0. Meißner). — Die Wahnoheiiiliahk«it» mit

p WUrfeln im ersten Warfe tj Einser zu werfen, ist:

Mü d«D filnjfen — ^ Würfeln wUmi im cwettam Wurf« ^ Einaer ge-

woiÜBn werdiBB, die Wahrscheinlichkeit hief&r ist ebenso:

('z')a)••(ly"''"^

u. s. f. Im «-ten Warfe endlich sollen mit J>
—

<i
—

«i
— »»— i Wür-

fein ^ Eintea: gewcnfan werden, die WalmwheinlkUnH dnfttr iefe:

Bildet man du Produkt *ll«r dieser GröBen, so hat man die Wahrschein-

lichkeit dafßr, daß die Einser geman in dieser Weise eintreffen. Die Wahr-
scheinlichkeit lautet

(^T'')- •
'» •+<w^öj«»(F-f,)-(*-iK i—

Nadi dem n-ten Wurfe sollen nodi q Wflrfel flbrig seiiif welche nioht eine

1 /eigen. Dann ist

(1*) h + h + +
Wi nii iiiaij i;; W len Gröfien /j, i, , ,

alle möglichen, die Gleic'hung (l*)

erfüilendeu, ganzen, nicht negativen Werte beilegt und über diese Werte

summiert, so erhält man nach einiger Reduktion die Wahrscheinlidikeit:

JP!_ 'Vi?''

daft nach «• Würfen noch q Würfel fihrig sind, die nicht 1 zeigen. Nach
dem polynomischen Lehrsatze kann man dafElr schreiben:

-...-.^--^^,„?(rK+Q'+-+(i)T"

"(F-ff)»«'W l WJ
demnach

Dies ist also die Wahrscheinlichkett daflir, dafi nach n Würfen noch q Wfirfel

fibrig sind, di(? nicht 1 zeipen.

Bezeichnet man die Wahrscheinlichkeit, daß nach genau >i Würfen

(und nicht früher) noch q_ Würfel übrig sind, die keine 1 zeigen, mit l^,,ji

80 aeigt eine ein&che Überlegung, daß

nnd daraus folgt

w '^...-(^)(i)"'{[-(i)T•-[>-(i)""T"')
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Setzt man $ = 0, so erhält man aus (l) für die Wahiteheuüichlmt w^,

da6 dM Spiel nadi (höditteii») nWlkrtan m Ende ift:

und aus (2) für die Wahrscheinlichkeit H„, daß dM Spiel genau naeb

n Wfirfen (und nicht schon früher) zu Ende ist:

Aufiig (Böhmen). «tod. mftih. J. Kbuo.

2. Anfragen und Aatworten.

30. Schon lange habe ich eine Formel zur Üerechnung des Winkels B

gesucht, den die Mitteltraueversale CF eioes Dreiecks ABC und die Winkel-

liAlbierend» CE einschlieBen. Neulieh habe ich «ine hOboche Beiidmng

gefioaden, die das Gewfinschte leäatei Sie btutet:

tgö»tg«7^g«|,

wohn a, y die Dreieckswmkel sind. Diese Formel läfit sich auf ver-

schiedene Arten, auch rein geometriaeh, herleiten. Irt sie sdioa bekannt?

Breslau, im September 1906. 0. OirTeoaB.

Sl« NaA einer Bemerinong Ton B. Baltzer (Analyt. Geom. S. 98)

rührt der Ausdruck „Exzentrizität eines Kegelschnittes" von Kepler her.

Bei welcher Oelepenheit hiit Kepler dtm genannuten Begriff eingeführt,

und an welchen Stellen seiner Werke findet man Näheres darüber?

Charlottenburg. P. Zühlke.

3. Kleinere Notizen.

Beispiel IhOthermLscher Lcmniskat^'nBcharen.

Die Figur stellt eine quadratische Einteilung der Ebene durch gewöhn-

liche Lemniskaten dar. Bekanntlich hat sie drei Entstehungsweiseu, aus

denen sieh die Haupteigensdiaften ergeben.

1. Man denke sich die Ebene quadratisch eingeteilt durch zwei Ortho-

goual-scbaren von Beriihn!nL";krei.sen, die silmtlich durch den Nullpunkt

gehen. Die X- und Y-Achse $»eieu die Zentrale und Püteuzlinie der einen

Schar, die t. B. dnreh die Punkte ± ± j, ± j, ± i, ± • • • der eisterai

9 (und sugleiflh duth den Nullpunkt) g^en. Wendet man darauf die

Abbildung b — Yz an, so gehen die entq»reohenden Lemniskaten dnrdi

die Punkte i i i i l

der reellen, besw. durdi die Punkte

^yö-^yr yi-^yä-^yA
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der imatänärcn Achse. Die erste Schar entspricht den Kroiseii, die ihre

Mittelpunkte aut der positiyen H&lfte der X-Achse habeu, dio audert» denen,

die sie auf d«r negativen Hülfke ha1»en.

Verbindet man einen beliebigen Rmkt P eines beliebigen Kreiaes mit

3/, halbiert man den Neif:jTinpswinkel von JfP, und macht man die Hal-

bierende zur mittleren IVopurtiunale zwiscben JfP und dem Durchmesser

des KrnaeB, so erbSit man in Q den entapiechenden Pünkt der entspnehenden

Lemniakate. So ist z. B. in der Figur der Punkt des Uber MA^ errichteten

Halbkreises in den Punkt der entsprechenden Lemniskate übergegangen^ weil

die Winkelhalbierende MC^ -]/JfB, • MA^— • 1 —fi gemacht iat

f

Verlängert man 3fCj über 3f hinaus um die eigene Länge, so findet man den Anti-

podenpnnkt C'^, der «-benf;)!!-^ dem Pnnkte ßj entspricht. Statt des Winkels

jtf^MA^ — 0 kaim mati numlioh auch den Winkel 6 + 360" halbieren.

Die eiate Halbiening gibt ^ » je, die andere gibt 4^— |e+ 180^. Die

Konstniktion ist also zweideutig. Daher entspricht dem Kreise eine aus

zwei kongruenten ITiilfton entstehende Lemniskate. Dies reicht zur Konstruktion

der ganzen Figur ^) aus. Zur Konstruktion sollen einige Winke gegeben werden.

1) Durch ein Verseben ist diese Figur bereits 342 der im 10. Bande ab-

gedmckben Notiz des Verfassers: „über eine besondere isotbermiscbe Spiegelung'*

beigeAlgt worden. ned.
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Der Linienzug A^CiJS^Kf^li^N^^O^ • • • gibt, mit M Terbunden, lauter

dmlkhe Draiecfce. Die gwiitimtm Piuikta» die puarweiae der «nfean, swoten,

vierten, echten, Lunnitkate jeder Seher eagebOren, liegen, also nnf

einer logirifhnuechan Spirale TOn der Oleiehnng *]g r« —^ lg 2 odeir

lg * rt-

r = e "
. Der parallele von — K j

ausgehende uti'l i'f «ren M per-

spektiviche Linienzug A^ 0^ • • • gibt Punktpaare der 2**",

4**", 8**", 16*"", • • • Lemniskate jeder Schar, die der logarithmischen Spirale

r «—l/y • e " angehören. Ebenso gibt der von A^ —V\ ausgehende

parallele und perspektivische Linienzug Leumiskatenpunkte , die auf der

,— lg s

logarithmischen Spirale r =y \ - e ^ liegen und der 3'*", 6'*"^, 12'*',

24*"", . . . Tjeinniskate jeder Schar paarv.eise angfhüren u. s. w. Diese Bemerkung
erleichtert die Koustruklion des Lemmskatennetzes. Man erkennt,daßjedeLemuis-

hatensohar aus Ihnlieheo nnd perepektiTisch liegenden Kiuren beitdit. Jede

Gerade durch M schneidet jede der benachbarten Lemniskatenseharen isogonal.

Weil die beiden Kreisscharen eine quadratische Einteilung geben, gilt

dasselbe von den vier Lemniskateuschareu. Weil die „isogonalen Trajoktorien"

der beiden Kreisschareu wiederum bchareu von Berührungskreisen sind, müssen

die der vier Lemniekateasdiaxeii wieder Lemtuskaten dnreh den Nattpvnkt

geben. Dies gilt %. R von den Diagonalknrreu unserer Figur, die eine

ahnliche, durch den Faktor vergrößerte, um '2'1\^ gedrehte Figur geben.

Die Schnittpunkte der Diagonalkurven geben die Punkte der Lenmiskaten, die

man erhält, wenn mau jedes der gezeichneten „Quadrate" isothermisch in vier

Quadrate «erlegen, d. h. nene Kurven dereelben Scharen mnaehaltenirill.— DaB
die Punkte C^, (7„ C,, • • • auf der Geraden 221** liegen, ist selbetrersttndlich.

Auch folgende Bemerkung erleichtert die Konstruktion. Ist T)^ der

Schnittpunkt der Lemniskaten und A^, so gibt die Gerade J)^M (qua-

dratische Eckpunkte D^, D^, • •, die Schnittpunkte der Lemniskaten durch

md und A^, D, und il«, D4 und Ja, " • sind. Die Gerade B^M
ist also eine Diagonale von Rechtecken, die man Doppelquadratc nennen

kann. Ift 7?, Schnittpunkt der Lemniskaten und A^, so gibt die Gerade

E^M ebenso Sehn n[ j[ kte jEj, E^^ • • die den Lemniskaten und A^y
und A^^

,
li^ und A^^ usw. angehören. Die Gerade £^M ist also Diagonale

TOD Rechteeken, von denen jedes aus drei Quadraten zusamn^engeseirt itL

In entsprechender Weise sind auch Gci-aden vorhanden, die Diagonalen TOD
Bechtecken aus vierfachen, fünffachen, . . . n fachen Quadraten sind.

Bekannt ist noch Iblgeude Eigeuächal't. Der um M gelegte Kreis vom

Baditts y ^ schneidet die Lemniskate A^ dort, wo sie horizontale Tangenten

hat. Die entqtrediende Oerade Jf bat, wie sieb xeigen wird, die Neigung
30^ Das Entsprechende für die gleich groBen Lemniskaten ist leicht aiis-

zusprechen. Der betreffende Kreis geht durch die sog. Brennpunkt« dieser

Lemniskate, in bezug auf die sie der Gleichung = A' genügt Für dies«

Lemniskate ist pq^{i- I + V a) !• zweiten Lemniskaten

mt "pi^
• «1 - i.

für die dritten i»,g, -yjA • ^Pt- h »^»«^

J»4«*— i
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2. Di« geMmte lignr enMdit aaoh äarek Inronnon kob d«r Figur,

die eine qiuUbratisohe Blinteiliing der Ebene dnidi vier Scharen g!«idi8eiriL> i

Hyperbeln daatellti die ihre HaiqitaGheen auf den Geraden 4^— 0, ^ —

Y und 9 —^ durch den Nullpunlct heiben. Die Sdaetielpunkte haben

die Kntfemungea |/o, yl, >/2, y 3, }/4, . . . von M. Der Krünunungs-

radtne der gleichseitigen Hyperbel hat fdr ^en Scbdtel die Linge der halben

Hauptadiie Die entsprechenden Krttsunmigeredien eind also der fieibe

nath ]/Ö, yi, y2, >^3, |/4, ... Der Krümmungskreis mit Radiui l/l
schneidet die Äoliso an den Stollen 1 und 3. Er geht durch Inversion in

den Krümmungskreis der Lemniskate iür diesen Punkt über. Dieser

flohneidet also die X-Acbee an den Stellen 1 und «ein Ifittelpunkt liegt

demnach an der Stelle fij m <|^. Der Kreis ist in der Kgor angedeutet.

Wie der der Hyperbel hnt er mit der Kurve vior aufeinauiler folgende

Punkte gfiinein. Seine Kenntnis erleichtert die /.Bicbnung erheblitli. Kür

diü Scheitul der kleinen Lemniskateu lulgeu die Lageu der uniäprcchüuden

Krümmnngsmittelpnnkte so, dafi die Reihe f, iVlt iVii • • - cutsteht

Jeder der KrOnBrangiradien ist also gleich dran dritten Teile der Halbaehie

jeder Lemnishato, alao |, \y2, t/S, iYi, . .

.

[Bei der Abbildung «ttqpredien einander KniBei aber niebt die

IGttelpnnkte der &ei8e. Dem Kreieei)«« um den Pdnbt 0-f5f enteprieht

«in Kreis y'a' + ft' » <-, wobei der Badinsvektor vom Nnllpunkte^ der

fiadiusvektor F vom Punkte auageht. Dem Kreise q^e^ vm den

Punkt — (a+ ^0 Mittoprieht ein Kreis ^-ya» + 6»-c, wobei ^ wieder

vom Nullpunkte, Q vom Punkte ausgeht Demnach entspricht

der Lemniskat« oder p • q \, wobei p von y^, q von —Y\ ausgeht,

eine Knrve ^/(i)*+ 0»--|-l/(-i/+ 0»-J-
Da nnd identisch

sind nnd mit JR bezeidinet werden kSnnen, ist also -p^ 2 ™ 1 TQ ^'

eine Vektorengleichung der durch 1 gehenden gleichseitigen Hyperbel, wobei

die Kadii vectores <^ und P von Null
|

«. ^2 und— —^2,

also Tom Mittelpunkt und den Breunpunkten der gleichseitigen Hyperbel

ausgehen. 80 findet n»n ans der Yektorengleichnng der Lemnii^ate die entr

spieefaende der gleichseitigen HyperbeL Aus (y^+ 1 )
- (/^ — 1)= 3

nnd P.Q = Ii* folgeu für die wate Hyperbel «n&ebe Besi«^nngen swisehen

q nnd 7i' be/w. P und Q.

Die Bomerkungen über die geradlinigen Funktreihen C^y C|, C„ . .

.

I)^, i>,, . . . nnd E^^ E^^ gelten auch für das System der gleieh-

seitigen Hyperbeln. Der logarithmisdien Spirale durch die Punkte A^yOrt— •**

-^s> ^A» ^41 'i
^^r^u Gleichung r e * war

,
entspricht in der

tar V«tlMM*Mk «wl rtvtUu m. nüba. XL 19
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Ebene der Hyperbeln die Knrve ]|~* « * oder . Die Glei-

chung ist identisch mit der ursprünglichen, d. h. diese Spirale ist eine

Invariante. Überhaupt bleiben Spiralen von der Form r = c*** (die durch

den Pimkt 1 gbhun) auch bei beliebigem Schnittwinkpl durch das zu M
gehörige Strahlenbttschel unverändert, wie die Gleichung ^^^"''^

B^^^ nigt Dagegen geht r« ft«^ Aber in Jt * | bleibt nbo

aidit nngeindert vnd gibt nnr ein« geometrisdi ihnliobe Spirale.}

3. Die orthogonale Doppelschar paralleler Geraden

Jc-o,±i,±2,±a,... ir-o,±i,±2.±3....

geUr dnrdi die Abbildung Z» ana nnaerer Figur hervor. Dabei folgt

aus X + •r 7— . .

den genannten Graden entspreehen aleo nnsere IieniniBlcaten

n) = 0. ± 1, ± 2, ± 3, . .

.

Die Schar II gibt die Lemniskaten mit horizontaler Achse (-f- entsprechend)

nnd Terttkaler Adne (— ent8prediend), die Scbar m gibt die aohragen

Lemniskaten mit den Achsen + 45°. Die Schreibweise ist die isothermische,

denn die linken Seiten dieser Gleichungen genügen identisch der Laplaceschen

Differentialgleichiing A^n =• 0, wenn man die linke Seite gleich u setzt,

was also auf , + - - ,
—

• 0 führt.

Die üiagonalkurven der qaa<lratiscb<'n Einteilung haben, wie aus

Y-j|-Jtss=0, io, i;Ua, iStt, ... folgt, die ebeatalls isothemiischen Gleichungeu

Das System ist dem der Figur Ihnlich.

Allgemeiner enfcipredien dm Geraden F«- J.XH-ifc oder Y—AX^k
lud ihren Ortiiogonalen r +12- die orihogenalen Lemn^

Kebmen die isothermisehen Parameter J: und Werte an. fHe einer arith-

miächeu Kcihenfolge angehören, so entsteht eine Einteilung iu kleine „ähn-

liche Rechtecke'^, bei geeigneten Reihen in kleine Quadiate, was wieder

eine der nnsrigen ihnliehe Figur gibt

Dali jeder Kurve f{X^ y) 0 der Z-Ebene eine Korre

^ ^ ' (X ' + .V
0
—

der Lemniskatenebene entspricht, ist selbstverständlich.
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Dem Kraiae B e mn dm Nnllponkt der Z-Ebene eniqiridht

der Kreis der LenmiBkatenebenei der Qeradeii B^y dnreh den

Nallpunkt der Ebene entspredieD die Geraden — 3^«-^ and — 9y

+ 180* « y. Denn es ist R (cos S + / sin Ö) = , —nrA-

— -,[cos(— 2^)-f <8in(— 2t'>)l, jilsu (i~- — 2» al>er zu<.'lr.iHi fe>_[_ 3t>0'^=-— 2*.

Der Kurve f{li, ©) =- 0 der ^-Ebene entsprechen also die Kurven

vn) 2^] - 0 und /-j^^,, - 2* + 360»] - 0

oder /•

[l,
,-2(0- 180^] - 0

,

von denen di»' /.weite gegen die erste um Jhn" c^Tdroht ist.

Der log. Spirale R = e^^ z. B. entspricht die log. bpirale = g-**^

oder r = e'"* der r-EberiP, dir mit ripr PT-stgf^nannten identisch ist, so daß
man in ihr dieselbe Invariante hat wie oben. Außerdem entspricht

der ererteren auch die um 180** gredrelite zweite Spirale. So geht s. B. die

durch die Punkte A^. (\. Ji.,. K^, / V,, . . . gehende Spirale der Lemniskaten-

ebene in die log. Spiralr der Z-Ebone über, welche die Koordinatenachsea

abwecbsplnd iu den Punkten -}- 1, — 2, — 1, -f- <^ usw. schneidet, dif mit

der vorigeu identisch ist. Man bemerke, daß die uütert» Hälfte der Parallel-

ebene und der erste Quadrant der Lenmiskatmebene einander entspveehen.

5. Denkt man sich die lemniskatisc^e Einteilnng durch die besproc benen

Einschaltun trcn bis ins Kleinste fortgesetzt, so geht jeder um M g-leirtn

Kreis durch lauter Quadrate von gleicher Größe, während jede Gerade die

eine Lemniskatensdiar in Pnnlttni paraHeler Tangenten whiittdei DafOir

sind bekanntlich maßgebend der absolute Betrag und die Abweichung des

Differentialqnotieiiten der abbildenden FonktioiL

Der DifferentialqoiOilient von Z ^ ist

Z' — - , oder fl(c08 g> + i sin g>) — -j--

—

äsr~r"~~o a..

2 (OOS 180« 4- i ein ISO») 2 ^ ,^ « *v\ . . . o/ui o «.m-
r*<eoe»4^+ tsfa»»»)

^ P t«» (180^- 3») + an (180» - 84»)].

2
Der absolute Betrag des DÜTerentialquotienten ist also ^ <- , die Ab-

weichuug 9» = 180®— 3d. Der eine Ausdruck ist konstant für jeden Kreis

um den Nullpunkt der «-Ebene. Er seigt ao, daB den Quadraten, die vt
2

passiert, in der Z-Ebene solche entsprechen, welche ^, fache Seiten haben.

Nun sind aber die letzteren gleich groß, also folgt: Die Quadratseiten
unseres Lemniskatengebildes sind proportional der dritten Potenz
des Abstandes von ilf, sobald die Einteilung bis ins Kleinste

durchgeführt ist; die bctieifende Verbältnis/ahl gegen die der Parallelebenen

ist 2 . So ist z. B. das Veigröfiemngsverhältnis bei gleich \ zn setzen.

Die Lt' m niskat f'iitan pr-nte für jodt- Stelle P m>iß. wenn MV die

Neigung {> hat, um lH(l" — '^{^ gedreht werden, um in die Lage
der der Lemniskate entsprechenden Geraden zu gelangen. Füi*
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B. ist die Neigung yoo MOi — «bo mii6 man um 180*—

^

dreliflDf damit die dortige Tangente der Lemniskate Ä^ in die senkrechte

Lage gelange, die die entsprechende Gerade der Z-£b«ie hat Daraus

folgt, dalt die Tangente selbst die Neigung 90*+ ~ hat, also parallel aur

Geraden — ^ durch M ist. Im unteren Teile der Figur ist statt der

Tangente die Parallele C^' gezogen, welche nun die Berührende der beiden

Oval» ist, die dort die andere Schar sehndden. So hat man neue Pnnlrte

und Tangenten der Lemniskatenscharen geftinden.

Umgckohii kann man z. B. fragten, wo die Lemniskat« Jj horizontale

Tangenten hat. Für soklie setze man 180"— 30 l.>7()", woraus 0- = — 30".

Die Geraden ± 30^ und der Brcnnpunktkreis um M (mit Radius MA^=
geben die betreffenden vier Punkte an. Auf MP^ und JlfP, liegen dann

die entsprechenden Ponkte fOr die ganxe Schar.

6. Eine der physikalischen Deutungen ist die folgende: Man denke sich

den ersten Quadranten der Ebene als homogpne dünne leitende Platte. LRnjrs

ihrer Ränder leite man Elektrizität ein und leite diese im Punkte M ab.

Die Lemuiskaten der beiden die Bänder orthogonal schneidenden Scharen

rind für den stationUren Zustand Stromlinion, die Orthogonalschar gibt die

Niveaulinien, rl h. die Kun'en konstanten Potentials. Da in allen Kanälen

gleichviel Elektri2.ität strömt, ist die Ötromdichte proportional dtn Dimensionen

der kleinen Quadrate, also umgekehrt proportional der dritten Poteuy. des Ab-

staodes ran M. Die Kreise um JftT sind Kurven konstanter Stromdichte,

also Intensitätskurven, die Geraden durch M sind Kurven konstanter Strom-

richtnng Die Sache ändert sich nicht, wenn man die Platte durdi die

Halblemniskate begrenzt

Das „Yertansehungsproblem** kommt auf fblgendes hinaus: Man leite

in der Nadibarschaft von M Elektrizität ein und dicht dabei aus. Die

Stromkn'n'en wprdi-n die Li-niniskaten der ortbngonalpn Schar, die Niveaulinien

sind die vorigen ötromlinien. Die Kreise iiiid Geraden behalten ihre Bedeutung.

7. Ahnliche Behandlung lassen alle Abbildungen der orthogonalen

Parallelenseharen dureh Funktionen von der Form Z— irt» sa, wobei it

zunächst eine gan^e Zahl sei Bei sämtlichen treten die Geraden durch XuU
als Kurven paralleler Trrn 'f^'-^arichtungen nnd die zugehörigen Kreise als

Kurven konstanten \ ergiöUeruugsvei-hältaisses auf, auch spielen die

logarithmiwdien Spiralen durch den Punkt + 1 ihre Bolle als Livarianten.

An Stelle der vorliegenden Lemniskaten 2'*' Ordnung frsten bei nsgattvem
Exponenten solche n*'' Ordnung, bei positivem dagegen kardioidisahe Kurven*
Sjrsteme. im Falle n = 2 ^virklirhe Kardioiden.

In meiner Arbeit über die Abbildung Z —Ys und die Lemniskaten

Ordnung, Crelles Journal Bd. 83, hatte ich ebenso, wie in meinen iso-

gonalen Verwandtschaften, dbn Fall der beiden ParaUelseharen nicht be-

rücksichtigt, der durch die Ähnlichkeit der entstehenden Kunen liesoiiders

instrukliv ist. Auch bei der Abbildung der Ptrablen durch M und die

konzentrischen Kreise, auch für die zugehörigen i:)charen log. Spiralen be-

halten die konseutrisehen Kreise und Strahlen dm Charakter als Kurven
gleicher Stromstftrke und Stronunohtong.
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8. Eine physikalische Angelegenheit ist der eigentliche Grand zu dieser

Arbeit gewesen. Herr Prof, AJr. Guehhard hat mn das Jahr 18öl in den

Gomptes ßendus der Acad^mie des Sciences eine iieihe von Arbeiten über die

nach ihm benaimten EVurbeuringe yerOffentlieht. Seine Deutung ala Unien
konstanten Potentials fand hei Heimholte volle Zustinunung. Von aaderor

akademi.sfber Reite wurde sie an^'t-focliten. Die Kui'ven wurden nljf Intrn-

sitütj^kurven bezeichnet. Hei den hior ^ipnanntcu Abbildungen zeigt sich nun,

daü die Intensitätskui vt>u kouzeniriäche Kreide sind. Die gegnerischen Be-

hauptungen sind dadnreh gwehlageo, denn Ou^bhaids Bange zeigm niehts

YOa Kreisen. HellldloltCf mit dem ich auf der Ki^niglichen Schulkonfereaz

von 1890 zusammenltarn, sprach mit mir cingohond über das Uni»*''gründete

jener Gegnerschait. Er teilte mir mit, daß er drei seiner Assistenten nach-

einander mit endgültiger Prfifnng der Sachlage betraut habe. Jedesmal

über h&tten Änderungen in der Lebenslage der Herren die Vollendung der

Arbeit trebindert Er selbst Mollto sie nun in die TTaiid nehmen, da er

ja am 2. März 1882 in der Berliuer Akademie über die Anfjeb^ppiib'it

zustimmend gesprochen habe. Sein Tod hat dies verhindert. So ist denn

der ihm Ton gewüMer Seite gemachte Yorwnrf, er habe Intensitits» imd
Potentialkurven miteiiia&der verwechselt, unerledigt geblieben. Über den

Vorwurf selbst hatte er nur ein liezeichnendes Achselzucken und die Be-

merkimg, daß der Beweis dafiELr nicht gegcbeu sei.

Sdton in der Zeitsehiift ittr Mafii. u. Pb. Bd. 42 (1897) habe ieh dnrdi

eine Abhandlung „über einen Sati der Funktionentheorie und seine An-

wendung auf isothormische Kun'on Systeme und einige Probleme der nuith.

Physik" die Anregung zu einer Äustraf^'ung der Meinunpsverschiedenlieit

gegeben und fOr ganze Reihen solcher Probleme die Niveaulinien und die

BitensitltBkiirTen angegeben. Aueh dem jetzigen Leiter der Annalen fttr

Math, und Physik reichte ich eine solche ein. Dieser wollte jedoch den

Streit nicht no( h einmal anfachen. An dem Proldem selbst haben E. Mach,

W. Voigt. H. Meyer, V. Volterra, Koiti, Margules mit verschiedenem Erfolge

gearbeitet^ H. Weber in einem die Gegens&tse versShnenden Sinne. Erledigt

ist aber die Sache nicht.

Einige Arbeiten schließen sich an Riemanns Behandlung der Nobiliscben

Farbeuringe an, in der jedoch auf die Polarisaticmswirkung der Niederschläge

nicht eingegangen wird. Die Versuche Guebhards haben ein anderes

Arrangement. Man sieht die lUnge entstehen imd auseinanderlaufen, wie
die Wellen nach dem Einwerfen eines Steines in ruhiges Wasser. Plötzlieh

stockt die Ausdeluinnj,' und die WciterbiklunLr hurt auf. "Hie Niederschlage

haben einen Gegeustrom hervorgerufen, der die elektrische 2ätrömung in der

untersten Flüssigkeitsschicht volktändig aufhebt. In die Platte dringt
dann, wie Helmholta anseinandersetste, überhaupt nichts mehr
ein. Das physikalische Intensitätsgesetz fOr das Eindringen büßt seine Wirkung
aus diesem Grunde ein. Dns Problem ist also vom Riemannschen ganz und

gar verschieden. Meines Wissens sitzen bei diesem die Spitzen der Elektroden

auf der M etallplatte, und der Kontakt bleibt erhalten. Bei Ou^bhard sdbweben

sie Uber dem Metall, und gerade unter ihnen bilden sich massige Nieder-

schläge, die schließlich jeiies Kindringi ti in die Phitte veiliindern. Die

Polarisatiouswirkuug ist also bei Guebhard das Entscheidende, bei ßiemauu
wird sie ganz veiiiachlSssigt
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Jedenfalls sind die Guebhardschcn Rinj^«^ den Potentialkurven auffallend

Bbnlich, während sie von den Intensitätskiirvcn durchaus abweichen. Die

Ähnfichlceit in gewissen Fnnbeiten ist eine oft so ftuffallende, dafi man
wohl irgend eiiion grundsätzlichen Zusammenhang annehmen muß. Gerade

bei dem hier dtiigestellten Ptroblem ist ein einfaches Untexsoheidea beider

Kuryennrton möglich.

Finden Abweichungen statt, so ist dies besonders in den Fällen, bei

denen die Theorie unendlich große Platten heansprat^t, nichts ÜberraselMiideB)

aoeh dann, wenn die Form der Hatte, die homogen und überall von der-

selben geringen Dirke sein soll, mit der Form des Glastrogs nicht überein-

stimmt. Und Abweichungen werden ja auch bei der Kir(^offschen Be-

stimmnngsmethode der Niveatilinien beobachtet Man ygL die Arbeit des

Hein Qtßroj im Programm 1884 des st. Realg} lunasiums /.n Königsl)i?rg.

Herr Harald tSchütz von der Kgl. >rair}iiut'iiliauschule in Hagen
machte auf meine Anregung Versuche und benutzte dabei den Platintiegel

als Gefäß und Platte zugleich und erreichte gerade bei niedriger Flüssigkeits-

sKiüe, die das IVoblem rnttgUcfast SQ einem sweidimensionalen machte sehr

gute llcsultato. Ich möchte mir den Vorschlag erlauben, sie auch in einem

halbkugf'lfömiifron Platintifcfpl m mnchen uTid in die Flüssigkeit einen nicht

leitenden konzenthschen Körper soweit einzutauchen, daß man eine konzen-

trische Kugelschicht als Flüssigkeit hat. Dann wftrde man die stationire

Strömung in d»'i KugelflHchr
,

sjiiiter etwa auch in einem Troge, der einem

haDun Toru.s (Wulste) entspricht, nach Qu^bhwrds Methode fDr den Tonis

prüfen köuueu.

Im übrigen scheint es an der Zeit zu sein, den betreffenden elektro-

lytisehMi Torgaog endlich soweit au prtlfon, ^ man eine Theorie der

Elektrolyse, die bis jetzt doch auf schwachen FfiSen steht, orbult und dabei

auch die Fragf der Guebhardschon Ringr' bess<»r r.n putsoheiden versucht,

als mit dem unbewiesenen Schlagworte j^^tensitätskurven". Der Mathe-

matiker steht der Angelegenheit nnparteüsch gegenflber und wird anch

wohlbegrüiKlt te negative Urteile zu schätzen wissen. Da es sich aber ge-

rade um Helmholtz handelt, fühlte ich micli zur vorliegenden Anregung
verpflichtet. Bomi ^vürde ich wahrscheinlich den obigen elementaren Sonder-

fall nicht vorgelegt haben.

Hagen L W. 6, HolehOlubb.

L Spmiuaai für die EnerUopftdie dor matliomfttiaolitii Wlsseucluift«!!.

[Einsendungen fSr den Sprechsaal erbittet Franz Mejer, Küttigsbeig i. Fr.,

Mavauneohof, Herzog Albrecbt-AUee 87.]

(Vacat)
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Qeradlilüge Polygone eztremen Iiüialts.

Von E. Study in Bonn.

Die Frage nach tüHm geaehloweneii Polygonen von gegebener

Seitensalil, gegebenem Umfang und extremem Flächeninhalt scheint

tingeachtet ihres elemoitaren Charakfte» nooh nicht erscliöpfeiid

nntersucht worden zu sein. Nach der modernen Anschauungsweise

nämlich hat ein geschlossenes Polv'^mü von endlicher Seitenzahl, auch

wenn ^eine Seiten einfinder durchsetzen oder Überdecken, immer

einen bestimmten Flächeninhalt, und dieser ist eine sowohl positiver

als negativer Wert« fähige GröÜe, deren Vorzeichen abbangt von

einem dem l'uiygou zugeschriebeueu Umlaufssinn, nämlich von der

Art, wie die Ecken zyklisch aufeinander folgen. Man findet nun

aibbald, d«fi jedee «ztreme Pdjgon ftgUlär tein mnfi, dafi nlmlidi

frine Ecken auf einem Kreise liegen imd in gleiclien Abalindjni auf

einander folgen. Die Frage aber^ ob ein aolohee reguläres Polygon

tatsSchlidi eine extreme SlSehe bat, eeiheint bis jetat nnr behandelt

worden zu sein fttx den Fall der einfadien Polygone der Siteren

Elementargeometrie, die die Ebene in zwei Teile sexlagen. Zwar

hat Weierstraß in einer Vorlesung über Variationsrechnung rom
Jahre 1879, die dem Verfasser durch eine Ausarbeitung bekannt ge-

worden ist, seiner Unterstichnng den erwähnten modernen Begriff des

Flächeninhaltes zugrunde gelegt. Er scheint jedoch nur nach Extremis

extremorum gefragt zu haben, ho dsiß von ihm die ühers^hlagenen

Polyphone nachträglich wieder ausgeschlossen werden. Unmittelbar er-

Kichtlieh scheint für diese nur so viel zu sein, daß ein reguläres Polygon

mit z. B. positivem Flächeninhalt nicht einem Minimum dieses Inhaltes

enteprecheu kann, und daß ein Stempolygun (wie das Pentagramma

myeüeam) mit Btumpfan Winkeln awieehen aufeinander folgenden

(orientierten) Seiten aneh nicht au einem Mazimnm des FlBchMiinhaltee

gehdien kann.

Wir reprodusieren aunldiat den Qodankeogang Ton WeierstraB,

soweit er die durch einmaligee IMfEnrentiieten an erlangenden Be-

dingungen dee Extremoms betrifft Allerdings handelt es sieh dabei

AmUt te IbttMuUk ud Vlirrik. ULBalta«. XL iO
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um eine Methode, die einer Ausdehuuug auf Probleme ähniiciier

Art nicht iahig zu sein scheint Diese Methode ist aber ein walAxes

Kabinetstückchen analytischer Eleganz und verdient daher all^meiner

bekannt zu werden. Die weitere Entwicklung bildet dann eine An-

wendung gewisser zyklischer Deiarmmeikteii; eie dlirftey ale etn Beispiel

cur ellgemeiiiMi Tbeorie der Mazim» und Hinima, ancii daim einiges

Intereaae behaltm, wmn. es gelingen aollte^ mit einer weaentlidh ein-

fiMsheren Betraditöng znm Ziele za kommML

1. Sind (^j, y^), . . . (a;,^ ff^ die rechtwinkligen kartesischen

Koordinaten dir Ecken irgend eines geschlossenen Polygons, so ist

dessen doppelter Flächeninhalt^ auch dem Yorseichen nach, gegeben

durch den Ausdruck

(1) 2^' - »lÄ -a^jf» -«»1^ + • • • + «.yi - «iir«-

Setsen wir dann

wobei luoiiulo » kongruente Indizes als äquivalent zu erachten sind

und für die Wurzelgröße das positive Vorzeichen zu wählen ist, ver

stehen wir femer unter s irgend eine positive Konstante, so wird

die Fordening einee nnreriuideilielien Urafimge des Poljgoos (1, 2,...n)

ansgedrllckt dnxofa die Gleidituig

(3) 5j + s, -H • • + - s 0.

Ist dann

(4) Ö-2J*' + *|i^ + +

so liefimi die Gleiebmigen <|~ — 0, = 0, oder

(St! ^_ jp ^ \

' 'a *a+i '

nach Elimmation Ton und unter Znsiekuiq; der fiedii^ng (3), not'

wendige Bedingungen für einen extremen Wert der Qroße F.

Der erwähnte Gedanke von Weierstraß besieht nun darin, die

Gleichungen (5) dadurch übersichtlicher sa gestal^, dafi niui sie zn

zweien znsamnienfaßt und als Gleichungen zwischen hmpUxm Groden

darstellt äetzt man nämlich

l 'i-(«i-«i-i)-(yj-yi^i)«,

(ö)
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•o wird

die Gleichungen (5) aber lassen sich sclireiben:

(7) 4.,^ + J^_!i±iL-o.

Man liafc alio

Die Seiten des zu flachenden Polygon» haben demnach alle dioseibe

I^Dge ~" Die CUdchnng (7) nimmt jetzt die Form an

IU\ '1*1 +

JH» Ptere «rfeiniuidey folgender Seiten des Polygoni aGfalieBen

daher alle denielben Winkel ein. Ihs Pcljfffom tri fcHiUdt regMr,

2. Wir bctrarhif^n zunächst wieder ein beliebiges tresrhlosRpnes

Polygon, mit eleu poBitiven Seitenlangen s^, ..«„. Auf den gpi adluugen

Träger der Aten Seite dieses Polygons lallen wir vom Anfangspunkte

der Koordinaten aus eine Senkrechte, und dieser schreiben wir eine

solche positive Richhmg zu, daß durch deren im positiven Sinne aus-

geftthrte Drehimg um einen rechten Winkel die dem UmlanfiMinne

dee Polygons entsprechende poiitiTe Bichtang der Polygonaeite eriudios

wird. Deor IMger dieeerPolygonaeite erbilt dann eine Gkachiu^ derForm

(10) CM X \- mn 0^ - y — Pi = Of

worin 0^ den mod. ^7t bestimmten Winkel zwischen der posifiverj

Richtung der Jc- Achse und der, wie angegeben, orientierten Normale

bedentet, aber den Abstand der orientierten Polygonseite vum

Anfangspunkte der Koordinaten bezeichnet, geme»Hen im positiven

Sinne der Normale. Der gemeinsame £ndpankt der Aten und der

(A + l)ten Polygonaeite erkilt nnn die Koordinaten a;^, ,v^, wofein

' \ sin (ö^^i - .
y;i |»aC08®^+i+i»4+i cos

20'
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gesetzt wird. Für die Länge der Seite aber ergibt noh der podtiTa

VfTert

<i - (9i -yi-t) ow - (»j, - • am
oder

Wie fibrigens auch unmiitelbttr evidenl^ wird demna^ der üm&D|f dea

Polygons, wenn kein gestreckter Winkel ^^^.^ — 0^ Torkonun^ gegeben

durdi den Ausdruck

(18) . (tg ?i±V-^' + ig

während für den doppelten Flächeninhalt 2F— ^Pi^i sich die eben-

falls leicht geometrisch abzuleitende Formel

(14) 2F^l^ { 1^4.1 +l»a)* <« - (Pi+i- Pa)»
\

findet. If?t (las Polygon iiisbestindere regfnlär, und verlegt Tnnn (l<>n

Aüiaugspunkt der Koordinaten in seineu Mittelpunkt, so kann mau in

der Regel tg— ^ \^ ^ i, p eetsen, wodurch die einfachen

Gleichungen

(15) 8^2npt, F^nf^t

entstehrii. Ausgenommen ist mir, bei geraden Werten der Zahl ii,

der triviale i'all — (-). tc, mod. 2n. Das Polygon reduziert sich

dann auf ein «-mal überdecktes Stück einer geraden Linie. Sein

Flachetuuhalt ist gleich Null und kutui also nicht Eztrenium sein.

Wir dürfen diesen singulären Fall fernerhin ausschließen.

Wir gehen jetzt zu einem dem singulären Polygon „benachbartMi*'

Poljgon Uber, indem wir

tg?^±i_lS-< + ^„ Pa-P + A,

setzen. Da bei dpr Variation des Polvgons die Summe der Winkel

ai< tg i/ + r^/] konstiint bleiben muß, so bat man, bei hinreichend

kleinen Werten von , • • . »j„

(16) (l + *«)J'i?2-<^i?! + ----0,

und da auch der Umfang dea Polygons konstant bleiben soll, so iat

außerdem^ zufolge (13),

(17) 2p -2^ + 2< -^A, +2nz(i^x + K*i) - 0.
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Unter Benutzung dieser Formeln erhalt mau fUr den viearfubeii

ZuwaohB der Polygonfläche den Anedraok

wobei die nieht biugtischriebenen Glieder in den ele hinreidiend klein

TonuissnMftKenden QrSfien tj^, Ton bSherer ab der zweitaa Ordnung

aind. Beieichnen wie also aoUienieh mit 29 den im positiTen Sinne

gemeeaenen Winkel nriachen swei anAinEndw fblgmden Seiten dea

orientierten regnliren Polygona, ao erhalten wir die Oleiehiuig

— p* sin- 26> -^ij^ - 2 cos 2ö -^hl + 2^h^h^^^ + • • •,

deren Inluilt wir nnn naher an nnteranelien bnben werden. Ba kommt
dabei offenbar zunächst an auf das Vorzeichen der rechts in (18)

stehenden quadratischen Form, deren Arf^mente durch die Qleichung^

(16) und (IT) verbunden sind, für hinreicliend kleine Werte dieser

Argumente. Wählen wir diese nun so klein, daß wir ihre Quadrate

und Produkte vemachllisgigen und die Heihe ( H)) schon nach dem

ersten Gliede abbrechen dürfen, so liefern uns die Qleichungen (16)

und (17) die einlacheren Beziehungen

(19) 2vi^0, ^A,-0,

Es genügt, das Vor/eiclien der quiidratischen Form in (18) unter

dieser Voraussetzung zu bestiiumeu. Diese quadiütische Form aber

set^t sich zusammen aus einer definiten nnd swar negativen Form, die

nnr too d«i Größen abhangt, und einer aweiten quadratischen Form,

die nnr Ton den Größen hi abhSogi ^)

Sollte aiek alao finden^ daß andk diese aweite Form definit isl^

80 würde das betraditete r^püBre Polygon eventnell einem Extremnm

des Ftteheninhalts entapreehen, nämlieh dann und nur dann, wenn

nuflli die aweite Form nur negaiiTar Werte fähig wäre. Findet sich

sweitens, daß die zweite quadratiaehe Form indefinit (semidetinit) ist^

aber positive Werte nicht annehmen kann, ao liefern die quadratischen

1) Übrigene ist «s nftUieh zu bemerken, daS die Glttohang ^k^^O ud
mit ihr die Okiehnag

JF . da 88 —— cos «e -^aJ +^Ai*a+1

mebt nur in der Graaae, •oadein allgemein gilt, wenn maa von von herwa

linilidM Zowadue i|. ^ch Null sekL

r
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Glieder allfiiiL noch keine Entscheidung. Findet sich endlich, daB die

«weite Fonn BOirohl pontiTer ab negatifor Warte ftliig ist, ao kaiin

kein Extremum rorliegen.

Es wird nun die aus den Größen zusammengesetzte quadratische

Form definit sein oder semidefinit, oder endlich indefinit, aber nicht

semidefinit, je nachdem die Gleichung (» — l)ten Grades

-1
— 1 , StM^B— Qf — 1

0

1

1

-1

0

1

0

1

0,
-

1, 1

0, 1

0, 1

0,

• -1, 1'

.2cos2&— (>, 1

. . . 1, 0|

deren Wmaeln (>i,
. . • (>m_i sämmtlidi reell sind, aiu»olkli«0]icb pOtfitiT«

TOB Null vendiiedeiie Wnneln, oder aach Tnaehwindende oder

ottdlidi ne^^tive Wuraefai zailfii

Um den Wert 0(ff) der aogeiflLlirteik («+ l)*rei]ugen Determinaiite

sa ermitteln, echreibai wir r an Stelle tob 2 ooa 20— q vbA addieren

dann die n ersten Reihen sur letsten. So ergibt sidL

r
^
-1 0 . . . - 1

- 1 r - 1 . . 0

(r 2) . 0{if) « • 0 - 1 r , . 0

-1
<

0

• » •

0 . .

• * f

-1 r
1

Die BOT n-ieihige Determinanie reobts in dieeer GHeidinng ist

eöne sogenannte Zirkdanta. Ihr Wert kann, wie bekannt, leidiit

dadnrdi berechnet werden, daß man sie mifc einer «weiten Deter-

minante, nämlich mit dem Difforenzenprodnkt der »ten Einheits-

wnrseln multipliziert Srtct man, nnter « irgend eine nte Binheite-

wunel Terstehend,

so ergibt sich als Wert der Zirkalante das tiber fliratlHehe »te

Einheitswurseln erstreckte Produkt

ab Wert der Torgekgtea Detenninante erhalt man also sdUieBlidi,
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wenn . . . e„_^ die von der Einheit verschiddenaa nten Einheitswurzelu

bezeichnen, den Ausdruck

m—l

(20) 0(fi) .^[2 cQBfSS-Q-ej-

Die Wnrmtn der Gletebong 0(q) 0 mkl alw, bei gegebenem

Werte

die Größen

(21) _ 2 1 ooe^ - OOS ) . tf->.t.....-i)

Hat also die {nach ^'oraussetzung übrigens von verschiedene)

Zahl Je keinen der Werte 1. »1, so finden sich unter den Wurzeln ry^

immer negative: Keines (hr iiheri^clilnrjmen, inshesondfre attch keines der

meiirfach umlanfri/m rrtjularm Polygone f/ehörl m eincin Extrrmum des

Flächeniiiiuütes. Ist aber /; = 1 oder A' — m — 1, so liegt der zweite

der oben unterschiedenen drei Falle vor. Dann bat man es mit einem

«infachen Polygon zu tun, daa die Ebene in zwei Teile zerl^t. Die

ziig^Srige quadratiaehe Form iit offenbar negatir-iemidefiBit. Wollten

wir jetzt auf dem betretenen Wege weitergehen, so wttrden auch die

Olieder höherer Ordnung in dem Ausdrack Ton dF zu herOckBichttge&

min, und eine solche ünteranchong wfirde adiwerlich sehr einfodi

ausfallen, angesichta des Umatandea, da6 anacfaeinend viel einftehere

Probleme Shnlicher Art schon emathafte Schwierigkeiten bieten.

Hier setzt nun, wie man sagen darf, glücklicberweise, eine andere

Alimentation ein, derznfoige für den Fall einfacher Polygone die

Existerus regulärer Extreme im voraus erschlossen werden kann, so

daß eine weitere Untersuchung entbehrlich wird. Weierstraß hat

auch dieses, in Ipi erwühnten Vorlesung, ausfflhrlieh dargelegt. Dn

aber die hierbei angewendete SchluBtolge gegenwärtig Gemeingut aller

Mathematiker geworden ist, so glauben wir nicht weiter auf den

(Gegenstand eingeben zu sollen.

Die entsprechende Frage der Variationsrechnung würde die sein,

ob ein mehxfiich nmlaufener Kreis eine extreme Fliehe hat. Sie ist

im Angenblioke im negatiTen Sinne m beantworten.
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Angenäherte Bereclinnng eines Bogens,

Ton dem man den Sinns und den GosinnB kennt

Von Paul Ötäckel in Haimorer.

1« FOr die Bwedtnuig eines Bogen* » Ueiner «b f » , TOB deuk

man den und Goeinue kennt, liat Nioolam Gueanus eine

NaherungelbiiDel angegeben, die in ntodemer Beieielmiuig beeag^ daft

der Bogen x naherangaweiBe gjleioh

8 ain £

iai Hiervon anagelund hat E. Lampe, MaOittis (2) 7 (1897), S,lSa

eine Eeibe weiterer IWiemngBfonaelii entwickelt, indem er die Auf-

gabe steUte, in den AuadrficWn

— »— («4 eina: -j- a, am2x + a, sinSs + • • • -f ö„ amnx)

und

j- (|Bm2r-f-^sin9x-|-2i^sm3£-|--- -|-&-sin»;r
A4- -UP) " fl?

—
^ Co -f- Cj C08 X -j- cj COS Sa? -f- •

-f- CO0 r«

die Koetfizienteo a, , //,, . . ., b^, 6,, . . J>^ unH (\, Cj, . . ., so zu

bestimmen, daß die Entwicklung nach Potenzen von x mit einer

möglichst hohen Potenz beginnt.') Während Lampe die Erniittt luug

von L^(x) für beliebiges u und von L^^^ix) für kleinere Werte von n

und r mittels der Methode der unbestimmten Koeffizienten durchgeführt

hatte, habe ich in einer kQralich erediienenen Note^ MaAetis (3) 6 (1906),

S, 89, gezeigt, dafi man L^{x) auf einem ander» Wege fiwt ohne

Bechnni^ finden kann, und daß aidi dabei eine merkwfirdige Eigen-

schaft der Funktionen L^{x) und Xr«,^(«) ergibt Da es mir inawiechen

1) Einer t'reundlicben Mitteilung Lampe» eutnehme ich, daß nach A AaV>ry,

J. de malh. apec. (4J 2 (1893), S. Ifii, 198, (4) 3 flb94), S. 202 der Näberuogs-

auidraek 7.^ ^ Mhon bei I. Newton Torlommt, und dafi, ebenfUls nach A. Anbry,
El Progreso mal. (2) 2 (1900), S. 289 Chr. Kramp die NahemngsausdrOcke
J/j |, i.3 ... 3 und 3 Büfpe^tellt und die obere Grenze der Abweichung für

Winkel bis zu f)0« brstimiut hat Aubry verweist dabei auf den lauften Haad

der Ännaka de Gtirgonm vom JhIjfo 1814. Dieser Band enthält in der Tat a«tru-

nomiiehe AbhandlnageD von Ezamp, jedooh hat Lampe in ihnen jene IVwm«l&

nicht entdecken kOmten. In diesem Zusammenhange mögen endUch auch die

eleganten Rechnungen in Eriiinening j^ebracht werden, die J. Fourier in seiner

Theorie ana^ti(iw de la chalcur, Paria 1822, Section VI, § 207—218 angestellt hat.

Digitized by Google



AttgttdOiefte Beraoluning «iaes Bogem, von dam naa Simu v. Codini« ketnii 397

gelnntron ist, die BetriOchtun^en noch weiter zu yereitifHchen, erlaube

ick mir, den Lf^sern des Archivs meine Ergebnisse mitzuteilen, die für

Übungen lu lier Ditferential- und. Integralrechuung mit Nutzen Ver-

weildüng finden können.

2« Setask man
x~2u,

BO wird:

L^ißu) — 2u — (ttj sin^u + 8in4u + sinOw + • • • + a.am2t»u},

und M iit dah«r

— 2—(2aj co82m + 4 o,co84u-j- 6a, coaött-l h2»a,cos2»u).

Begumt aber die EntwicUmig Ton L^{2u) mit der möglichst Jiobea

Potema von u, so gilt daaoelbe Ton der Abletttmg naoh i$. Nun iet

coaSan eine ganze lationaLe Funktion des Grades 2« von linii^ mifhin

wird die Ableitung eine ganae Funktion des Grades 2m von sin«^

Unter allen ganzen Funktionen 2fi^ Chcades von sinu beginnt aber die

Sntwidclnng der Funktion

A sin'"«,

wo A eine Konstante bedeutet, mit der köelistm, namlioh der

2»*** Potens von u, folglioh ist

also

X,(2tt) = ^ y sin» "urfu,

wo A eine nodi au bestimmende Konstante bedeutet Um die In-

tegration ansEofliliren, hat man die bekannte Formel

aal

in benntaen, nnd erhält sofort:

T /o \ A fin\
,

A 2k \ sin 2 ff«

nnd hienni:

««•1
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Der Koeffizient von x in L^{x) soll gleich 1 sein, mithin ist

" "(2 n)J '

und 80 ergibt sich schließlich:

Itn \ sin«e«

genau wie bei Lampe.
Da die Ableitung

— * ^ sa ,. Bin' " —

ii^ also stets positire Werte hat, wichst der Fehler, den man begeht,

wann man x durch
n

«rseta<> mit wadiseadem Xf bei Heinem x aber wird er nabenmgsweiae

gleidbi dem ersten GUede sein, das in der Entwiddong dieses Ans-

druckes nach Potensen Ton x hinter x selbst wirklich auftritt. Diesea

Glied hat die Form C««*"^^ Um den Koeffizienten m bestünman»

braucht man nur >u beachten, dafi die Bntwickhmg ton nach

Potenzen von x mit — C?,(2» + begiimt, folglich ist:

und daher

» (2«-fl)!'

bei Lampe war (7, nnr Ar » > 2, 3, ^ ö bestimmt worden.

3. Um angenäherte Werte des Bi^ens als Funktion der eu-

gehörigen Werte des Sinus nnd Cosinus zu finden, ersetzt Lampe in

X«(.n sinx, sin 2«, sin Bar, ... durch ihre Werte in mix und ooad!

und erhält so

+.-+4,^1 cos«-*«)}

fÖr n 2, 3, 4, 5 führt er die mühsame Rechnung wirklich durch.

Aus der Formel ftlr die Ableitung von L^(x):

W 4a: (2w)l ^"^ 8
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aber ergibt sich ein einfaches Verfthren, die Eoeffisietiten A^, A^, ...

«Lttndi Bekaraion sa enniUebL Ba iat namlidi euurteiti naeh (3):

«odereneita nach (2):

if (1 - co8*a?) 2 008 Ä + 3 cos«« + ...+(»- l)A^^^ cos—»«),

imd durch Yeiiglaichiuig der beiden xedbten Snian etgibt eidi| da die

Koeffizienten der einzehien Potonsen Ton coejc fibenioefeimnien mf
das Sjstsm linearer Gleichung«!:

«" • w! n!\n~l

(. - . + 1)4.-.- (- ly- (,!,) -pijr"- + (•-« + 2)^-.+i,

dam kommt noch, bei Yergleichnng der absolnten Glieder, die ilelation:

4ie man war PMfimg der Beclunu^ benntaen kann.

4. Wenn man in

^ &j eia« «f« 6, »in2a: -f • • -|- 6^ sin«»

Zahler nnd Nenner nach Potenzen von x entwickelt, so beginnt die

EntwusUm^ des Nameva mit dem Gliede

das ak vcn Null yersduedra Torawgesetst werden möge; bei der

Bestimmnng Ton c^, c^, nach der Methode der BeihenaitwieUmig

mit unbestimmten Eoeffisienten ergibt aioii in der Tst immer eine

on Null Tersdiiedene Summe dieser Koefflaienten.
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Soll jtfaEt die BntwieUnng von L^r(^) a«^ Potenzen von x mit

einer mSglidkst hoben Potenz von x beginnen, so gilt danelbe Ton dar

Ableitmig jiAch x, die eich als ein Bruch mit dem Nenner

ergibt, während der Zähler sich als eine ganze 1 uuktiou von cosx des

Grades n + r darstellen läßt; denn wenn m eine ganze poBitive Zahl

ia^ BD wird oosinj; eine ganze Funktion des Grades m Yon oosd^

ünmx aber gleidi tmx mal einer ganzen Funktion des Grades m — 1

Ton eos«. Die EntwieUung der Ableitung tob L^r(x) nach Potaniea

Ton X beginnt aber, weil <\»+ ^+ * * * + <V ^^'^ Tezsehieden isl^

mit derselben Potenz, wie die des Sählers, folglich muß man daftr

soigen, daß diese mit einer mdgliehst hohen Potens Ton x anfängt.

Setst man wieder

X — 2u,

so wird der Zähler eine ganse Funktion des Ghades r) Ton

sinn, mithin muß er die Fonn

B8in«(*+')«

haben, wo B eiiu' noch zu bestimmeude Konstante bedeutet.

Hieraus folgt, daß die merkwürdige Formel gilt:

Bsiu«C-+^>|-

19S sin«
*

ist z. B. n = 2, r » 1, M> erhält man:

jÄ / _ S8fliii«j(> nBS«\ - 2

dxV 18"+M'cöi'« / (IS+lSom«}*'

Aus den Ton Lampe gt^nndenen Funktionen L„^r{x) kann man so

interessante Aufgaben d«f DiffarentialrBclinung entnehmen; um das

Auftreten des halben Bogena au Termeidtta, wird man gut tun, x— 2ii

einzuführen. Dagegen ergibt sieh auf diesem Wege nicht die unmittel«

bare Bestimmung der Konstanten h^y . . c/, B- Man könnte

Ewar den Ausdruck (A) für die Ableitung von L^r(x) dazu benutzen,

allein die Gleichungen, die man erhält, fsin*! so verwickelt, daß ohne

ZweitVl die Afethode der Keiheneutwicklusg mit unbestimmten KoefK-

zienten den Vorzug verdient.

Benno Ter, im Juni 1906.
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Einige neue Formeln

zur angenäherten Berechnung des Bogens aus dem Sinus.

Von EwL Lampe in Barlin.

Seii der Yeröffentliehnng des Aufsatzes, zu dem Herr Stäckel in

dem Torangehendeu Artikel eine elegante Yereiufachung in der Herleittmg

der dort gegebenen Formeln mitteilt, habe ich in Verallgemeinerung

der BeziVliung, auf welche sifh die Hujgenssche Nlilieningakonstnik-

tion für die liän^e eines Kreisbogens /'ir'ickf(ihren läßt, einige neue

Formeln für ni*i»inf> Ühnncreu in «1er iiöheren Mathematik aufgestellt,

die ich bei ein ei (ieiegeuiieit zu gleichem Gebrauche für andere Lehrer

abdrucken lasse.

Man setze das Trodukt;

(«. _ i)(a*- l)(a*^ 1) . . . (a«-- 1) - P„
also

to ist:

+

!/• •«*— 1 • X , ftti»— la*— 1. X^(«nar-a»^:::^«n^+a*-55-^-5^^8m;^
.

-
• 5nzi 5i + »"*

51) - + sarrm + 9

(— Sin « + «• • -i—r 8>1» *» • —i
i 7 8U» Zi

+ • ,—, — - Bm OT' ,

—

- sm -4 + a"«ui-Tl
a* — 1 o* — 1 a a* — 1 a* ' «V

x 15

a 181
+
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302 Emnnn» Lamdaq md Otto Tovuts:

DieM Fonneln erweisen eich ab besondere F&Ue der folgenden:

,.a'"— 1 . ac
, , 4 a'*— 1 a*"'"— 1 . x

Sin a; — a' ' - i sin + a' * • ,—r- • —«—^ sm -s
a'— 1 a a*— 1 «•— 1 o*

«Ki' la — la — 1. z

a'— 1 a* — l a* — 1 a*

. «—lÄ —la — la — 1 . X

+ (- l)"a«<*+^ sin - + ^7.11"'''"!' + * *

Setzt man a — 2 und gleich einem aliquoten Teile Ton dessen

Sinus bekannt ist, z. B. ^ic, \7t usw., so lassen sich die Sintis yon

7^ leidit berecbnen, und man kann dah&c die YorBtehenden

Formeln zur angenäherten Berechnung Ton « benutsen.

Für a^2 lauten die obigen Fonneln:

i(- sin« + 8 sin
fj
^ x - ^^^-{-

-

i (sin - 40 sin f + 266 sin f) - « + 5^^, + • •

i^^- sin + 168 sin |-Ö3768in
;[
+32768 Bin|) -a;-^f^,4----,

(8in«-680sin | + ^* 1 392 sin~2785280sin|+ 16777216 sin
^)7sa

Berlin, den 7. März 11)07.

ffber die größte Sehwanknng «iner analytisehea Fnnktloii

in einem Kreise.

Ton Edkcsd Landau in Berlin und Otto Tobplitc in Göttingen.

1* Es sei fp{x) eine für \x, ^ Ii reguläre ajxalYtische Funktion.

Es sei D ihre größte Schwankung auf der Grenze, d. h. der größte

Wert Ton \^(a) - fp{h)\ für \a[ ^ R, \h\^R Dann ist, wie Heir

8ehottky>) bewiesen bat, » i>

1) „Über die Wertsdiwankongen der hamoniachen Fnaktioaen sweier nellea

Yeritoderlkh» mid der FankUoiien «iaei kompleieii Aiganent«**, ieuiial fBr die

itiae aad sngewsadto Mathematik, Bd. IIT, IMT, 8. »8.
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Ober die grOfite Bdiwaakiiiiiir einer aaelytiMlieii Funktien in einem KniBe. 305

und, wie JL Landau^) bewiesen hat, sogar

Es fragt ndi mm, ob die Konatante y~ dnroh eine noeh Uelner»

ersetzt werden kann, uuJ, weuii dies der Fall ist, welches die kleinst-

möj^che Konstante ist D. h. es fragt sich, welche Konstante a den

beiden Bedingungen genügt:

1) Jede für lx\<^E reguläre Funktion erfllllt die Beziehung

2) Es gibt bei gegebenem d > 0 eine Funktion 5p(a;), weiche in

einem Kreise regulär ist, und für welche

iv'(o)[

ist

Es ist jeden&lli

da für eine lineare Funktion

— + fljjr

and beliebiges ^>0

also

i»'(ü)i-i».>-il>G-*)|

ist. Ferner ist nach Herrn Schottky

und nach E. Landau

also

£s ist uns uun die Bestimmung von u gelungen, und zwar ist

1

«-i'

1) „Über einiKe Uiißleicbheitabeuehungen in der Theorie der aaalytischeD

Funktionen", Archiv der Mathematik ond Physik, 8. Reihe, Bd. 11, 1906, 8. 86.
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304 BDimn» Lahdao und Otto Toi

wie wir im Folgenden beweisen wollen. Die Behanptnng lautet aLso:

„Wenn ip{x) fOr \x\^R regnlSr iat, so itl

Anders ausgedrückt: „Wenn

^(x) " fl» + 4* • *

ihr i^t^-ß regulär ist, so gibt es ein Zahlenpaar a, b, lür welches

\a\~R, \b\~S
«ad

(2) l9(«)-yWl^2Äi«il

ist«.

Wir wordSD sogar zeigen, daß (2) stets fllr «b passend gewihttes

Zalilenpaar a, ( «rftllt is^ das den Bedingungen

genö|?t.

In der Tat ist ttir ix\^li die Funktion

2Wii|h:f) _ ^ ^ ^ ^. . .

.

TSgoBr; da der absolute Betiag einer Ar ^£ tegnüran Flinktion

seinen größten Wert des Gebietes \x\^R in nundestena eiiisin Punkte

der Peripherie \x\ — J? erreidii^ gibt es ein a| fttr das

|y(o) — y(— g)

I
2u

ist, also

i9)(a)-sp(-a)l ^2JJ|ai|,

iras aa bewosen war.

8. Dieie Tatsadie lUt sidi ai»^ dnroh folgende Sefallise b^grllnden,

bei deren AosAhnuig ons eise Mitteilung des Heim Fej^r Uber ein

aadeiee Problem^) beeinflnfit hai Es ist

1) Dasselbe besog rieb auf FnaktioneQ reeller Variablen.
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wo X den filreis üe^'^* in positivem Sinne durchläuft also

in

und daher, wenn D' das Maximam yon
i

(o) — (— a)l Ar | a j — £
bezeichnet^

4ÄÜ,9>'(0)i^2jt.D',

IV(0)|<2-^^2B-

3. Nachdem wir diese Beweise der BelAtioa

gefimdeii hatten, Termntoteii wir, da0 in ihr dw Gtoiehheitsgaichea nur

lllr diA lineare Funktion

(und hsliebiges JB) gü^ daB also Ar jede andere Funktion und jedes B

k'(0)|<ij

ist Wir teilten den Inhalt der obigen Nummern 1 und 2 sowie diese

Yermutiaig Herrn Hariogs mit und verdanken ihm folgende Beweia

jeaat Tatsaehe, also des Satses:

„Wwm

«=0

für
j ^

! ^ regulär und

II 1 ^

ist, 80 ist

a, — tij = — — — 0."

AcdUt ter ItollMiiMtIkW Fhrtlk. ÜLBaOm. ZI. 81
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Aus der Yomiisselanuig folgt wegen

- a, + o^i^« + a,;r- + . .

.

zunächst, daß
aj, = flj = rt7 = ''»«—

0

ist, da sonst in einsm passend i^thlbaren Punkte der Peripherie

also

Ware. Demnach ist

fp(x) — <p (— j:;) —

Wenn g i nicht «o + ''i
' i^*. '^'t nicht konstant; daher

läBt sich, iaiis a, =4=0 ist*), a so wählen, daß \a\=^ii und^j ^iV
nicht reell ist Wird .

gesetzt, so ist für reelle 9

(f (ae^') — (p {— a) =
\ (p {^ae ''j — 9 (a) + ^aa^ |*

=
{ 9 (»«*0 - g> («) + 2a«» i {^ (ö«- *0 - ^ («) + 2ääi )

,

d(Hi>(«g'''Ö~y(-«)l*l

«2« {a»fi (9 (»e" ''0- ^ (a) + 2ää|) )

.

Der Wert dieser Ableitung fOr d — 0 ist

- 2« (aiq>' (a) • 2ää,) - (»ä, 9' («)),

also von Null verschieden. Dalnjr gibt es ein reelles für welches

I y(ae^O - y (- > 1 - qP (- - 4iJ«
j I»,

ißt, sodaß, entgegen der Vorauf^setzung,

wäre.

1) FQr 0, = 0 ist die Üebauptuug trivial.

S) f beieichne im Folgernden die zu $ koigugierte komplese GxOfte.
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4. Wir wollen uonmelir folgenden allgeuieineren Satz bt \ i isen:

„Wenn vp{x) für regulär ist und 1)^ die größte Schwaukuug

yon ^(x) für — r bezeichnet, wo 0<ir^Ji ist, so nimmt

mit WMshMadem r niemala ab, d. h. fDr 0 < r < f^ B ist

Hi«rin iit die in 1 und S bewieMme Belation (1) enthalten^ da

olÜHibar

(4) lim^'--2|,>'(0)|

iat und ans (8) und (4)

2j9'(0)l^^'-

Die BehauptoBg (d) beweifoi wir folgendefinafteD. Dia Fiktion
Bwei«r Variablen

X

ist fBr |y|^l regulär; das Maximum ihre*« absoluten Be-

trages für — r, |y|— 1 ist also kleiner oder eben so gruü bla das

Maximum ihres absoluten Betrages für I

|
=- r,

| y [
— 1, wo U < r<

r

is^ womit die Relation (3) bewieseu ist.

Doi 7. Oktober 190t>.

Das Abrollen von Kurven bei geradliniger Bewegung eines

Punktes.

Bamerkongen sa den AidbatM gleichen Titols von P. Kokott [Axchiv (3) 11,

1906, 60—03].

Von H. WiBUirrMEB in Speyer.

An der angefahrten Stelle hat Herr Eokott mehrere Beispiele

gegeben für den Frill. daß eine Karre auf einer andem abrollt, wo-

bei ein fester Pnnkt der Ebene der ersten Kurve eine Gerade be>

schreibt. Es war dem Verfn«?«^'r dabei offenbar entgangen, daß alle

diese Beispiele, mit Annnahme vielleicht von Nr. 7, l>ei eit8 bekannt sind.

Sie .sind, mehr oder minder explizit, z. B. enthalten in E. Cesuros

Vorküutufeii über natürliche Geomeiriet Leipzig (Teubuer) 1901. Da sie

«1*
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908 H. VnuiTiiBB s

aber auf'h dort uur gelegentlich aafhreten, ist es für die Leser de«

Archivs vielleicht von Interesse, weua ich im folgenden, unter Her-

vorhebung eines alle Heispiele umfassenden Satzes, der bei iierru Kokott

ebenfalls fehlt, eine Zu.sammenstellung versuche, wie sie unserer heutigen

Kenntnis entsprechen mag.

Dm Baad, dss aUe derartigen SSIxe TerlmQpft, ist daa Theoceiii

Ton Habieh*):

Wmm hei der Abwidikmg mmr Kww K iwf einer Geiradm P em
m der Ebene der Kurve fetter Punkt P eme Kurve A beeAreibt, ao laß

die Fufipunkäturve ^ vm K i» betug auf P, wenn eie auf A eih

roOt, den Punkt P die Gerade r heedureiben,

lat nim K eue Sinaeepizde*), P flir Pol, ao wird A m einer be-

stimmten Ribaueo urschen Kurrei 0 ist aber wiedw eine andere

Sinuaspinde, und so erhält man ab SpezialfRll des Hebiehadiea

Theorems den Satz:

BdU eine Sinussjnrale vom Indes n auf einer Ribaucoursdken Kurve

vom Index 2« — 1, eo beadireibt ihr Fei die gercuBmiffe Dirdetrix der

letzteren.

Diese beiden Sätze, im Verein mit der jNi 7 des Herrn ivokott,

die sich nicht recht einfügt (s. unten Nr. 7) geben zu folgenden Bei-

spielen Veranlassung, wo bekannte Kurven aufeinander rollen.

I. Ist K ein Kreis, so beschreibt ein beliebiger Punkt F seiner

Ebene eine Zykloide (1. verschlungene - 2. gespitzte — 3, geschweifte;.

0 ist dann eine PascaLsche Schnecke (1. mit Knoten — 2. mit Spitze »
Kardknde — 8. mit isoliertem Punkt). P ist der Doppelpunkt der

Schnecke; er beaehreibt die Dir^Arix der ZyUoide (Kokott Nr. t und S).

8a. Ist K ein Eegelaofanitt (1. Sllipse — 8. Parabel — a Hypei^

bei), so besehreibt eb Brennpunkt P eine DeUuneyeche Ewre (1. ellip-

tiaohe — 2. gemeine 3. hyperboUache KettenHnie). Die FoBpankt-

kur^e ist ein Kreis oder im Falle 2 eine Gerade (Kokott Nr. 6).

P ist ein beliebiger Punkt der Ebene des Kreises oder der Geradra.

2 b. Es sei P der Mittelpunkt eines Kegelschnittes K. Dann
ist A eine Sturmsche Kurve. O ist eine Boothsche Lemniskate, deren

Mittelpunkt Pist. Spezieller Fall: K gleichseitige Hyperbel, <t> Bernoulli-

sehe LeiTiiii' l:ate, A Eibaucoursche Kurve vom Index 5 (^Kokott Nr. 1).

3a. K sei eine Zykloiilale (gespitzte Epi- oder Hypozykloide).

Der Mittelpunkt P des Basiskreises beschreibt eine Elliirae A. Die

lySurk» fOMleMw. — Eatheds S, 188S, 146—148.
2'i ]?er.. Definitiou und Eif^eDschsfteu dieser und der anderen hier frwnhnten

Kurven »ehe mau das Doch von U. Loria, SpeMÜtlk Kurven^ Leipsig (Teubaer) 1902.
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Dm Abtollen von Konen boi gendliiiigBr Bevregvng ein«« Punkt««. ^09

Fußpanktinim O ist eiae Bternfönnig» Trochoidale (Roeen-Enrr«

(Eokott Nr. 5».

Sb. K Ml eme gdwdbnliohe ^pespitete) KreiaevolTente, dann ist A
eine Parabel| 0 eine Archimedisohe Spirale (Tenohliingene Kreise volTentc).

Die« irt der Ton Herrn Kokoti unter Nr. 7 erwähnte apt^ziella FalL

3 c. Ist K eine Pseudozykloidale ') (1. Parazykloide — 2. Hyper-

zykloide), so beschreibt der Mittelpunkt P des Basiskreiees eine Hy-

perbei A mit F nh (1, reeller — 2. Imaginärer) Acbse. Die FuÜpunkt-

knrve <t> ist spezielle Pseudutrocboide (1. DifiPerenzenspirale —
2. Summenspiraie j. Spezieller Fall: K eine Pseudozykloide, A eine

gleichseitige Hyperbel; ebenfalls ;&\vei Arten.

4. Rollt eine logarithmiscbe Spirale K auf einer Gereden so

besdireflii der Pol P der Spirale eine Gerade A, deren Neigungs»

irinlnl o gegen T durch die Gleiehimg tg «o === gegeben ist, wenn

die Gleichung der logarithmisehen Spirale in Polarkoordinaten p — C7e**

ist <l> ist an K kongraeni*)
Bemerkung- Die logarithniisclip Spirale kanu als zwischen Pnra- und

Hyperzvkkndeu stehend betrachtet werden (Cesuro f>. bb). Die Hyperbel A ist

dauu in eiu Lioieupaar auggeartet; die Hjperbelacbaen vertauacbea eicL beim

Obeigeage.

6. Die Sinnaapirale Tom Index n ist die sogenannte Tschirn-

hansensche Knbifc (Loria S. 401, 6U ud 666). Der Pol P teilt die

Strecke yom Knoten bis zum Scheitel der Schleife im Yerbältnis 8 : 1.

Dieser beschreibt beini Rollen auf einer Geraden nach einem Satse von

Bonnet eine Ribancoarseihe Karre vom Index ^-^2. d. L eine

P^bel Gkiebseitag ist die Tschirnhansensehe Kubik die negatiTe

FnBponktkarve «ner kongruenten Parabel den Brennpunkt als Pol

(Salmon-Fiedler, Höhere Kuneti^ 2. Aufl. Leipzig (Teubner) 1882,

S. 135. )^) 0 und A sind also zwei kongruente Parabeln, P der Brenn-

pnnkt der einen (Kbkott Nr. 4).

0. Wenn eine gleichseitige Hyperbel <l> auf einer Sinusspirale A
vom Index n — ö rollt, so beschreibt der Mittelpunkt F der Hyperbel

1) AmfShrliohe Liteiatatangaben bei B. Wdlfflng, Über PKudotnt^oiien,

Zeiticbr. Matb. Phys. 44, 189— ]€>•>, 1>^'J'.K

2) Der Winkel w ^ 45o, den Herr Kokott irrtümlicb ak für alle log.

Spiralen geltend biof^estellt, entspricht nur der Spirale n • Ce^.

S) Bei Loria (S. 86, der bei der Falle des StdÜM offnibKr die Identittt

der so definierten Enbik mit den an den anderen dtiertea Stollen behandelten

Kurven überaab, wird sie als -Trisektrix von Catalan^r aufffefclhrt. Außerdem

teilt mir Herr E. Köstlin mit, tiuli tler von Herrn f.oria 'P. 03) flüchtig erwähnte

Ort der Mittelpunkt« aller Kreine, die eiue Parabel berübzen und durch deren

Brennpunkt gehen, ebenftUi die Ttohirnhattaenidie Kubik sei.
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eine Gerade F (Cesäro 8. 96). Die Termittehide Koire K ist hier die

negative FuftpankUnure der gleichseitigen Hyperbel in besag «nf deH

Hittelponld^ eine wenig beachtete Linie.

7« Li "St. 7 etellt Herr Kokott einen Sets au^ den man so aw-

epreeh«! kann: Bollt eine Spirale höheren Gradee 0 mit der GHeidumg

in Polarkoordinftten ^ auf eio«r Parabel hfiheren Grades A mit

der kartesiBcben Gleichung ^ =
^ ^ j ^ beschreibt der Pol P

der Spirale (p =» 0) eine Gerade F, Es ist interessant hier die

Kurrenfamilie K zu bestimmen, die im Sinne des Habich sehen Theo-

rems vermittelt. Das f^'md die negativen FuBpunktkurven der Spiralen

höheren Oriides in bezug auf den Scheitel, Kurven, die für eiu all-

gemeines n oö'enbar noch nicht untersucht sind. Ich will daher

wenigstens ihre Gleichuiigeu aufstellen.
*

Das Lot auf einem Hadiusvektor hat die Gleichung

(1) X cos 0 y sin 0 ^ uO".

Sind also u uid « Plttckersche Linienkoordinatoi, lo ist

(2) an — — Ö "cofÖ, av^— B * auB,

woraus sofort die Gleiehong in Linienkoordinatw folgt:

(3) + . arctg ^ — 1-

In kartesiscbeii Koordinaten erhält mau eine I* trametrrrlursteliung^

indem man (1) nach $ differenziert. Dies gibt die Gleichung

(4) — a; sin ö -|- y cos ö =" - oö " •

Nimmt man hiensu (1), so ergibt eich fDr die gesuditen Eurren

(5) x^^B * {n B eo* B— tm B), y—^tf" (tr ^ sin 9 -f eos 0).

Man erkennt hier für n — 1 sofort die gewöhnliehe KreiseTolvente^

die negative Fußpanktkurve der Archimedisehen Spirale q aB
(Nr. 3 b).

Um eine Darstellung in natttrliehen Koodinaten s (Bogen) und

S (&ttmmnngsradiu8) va bekommen^ berechne man aus (5) und

bedenke, 4ifl B ab T^i^entialwinkel genommen werden kann (höch-
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Dm Abrollen von Kurven bei geradliniger Bewegung eines Tunkteu. 311

da

de
flteofl abgeieben renk dner additiTwi £oiiiliiitai)| Mdaft *- ^4 gesetrt

dx . a

(6)

und luftMiiB ^ oder

1— Sn

(7) if=£iö - (1 -« + »><?»)
WW

l—n

Dieee beiden dleidbiuigen (7) und (7*) geben eine PaxBineler-

daretdlnng in natfiriichen Koovdinntoi; ee genflgl aber edion eine,

etwa (7), am die in Rede stehenden Karren en eberftkterieieren. Wenn

non der Exponent gldeh einer positiven gensen Zahl g (0 ein-

geschloasen) wäre, so wäre gemäß dieser Darstellang die fragliche Kurve

eine (0 + 2)** Kreisevolvente.^) Zu diesem Zwecke ist nur m » zu

nehmen, also gleich einem Stammbruch. Wie wir schon wissen, ist

auch noch der Fell — 1 mit einschließbar, welcher der ersten Kreis-

evolvente entspricht. Die als Ort des Mittelpunktes P des Grundkreises

vom Radius a aufretende Parabel höheren Grades hat dann dio Olei-

chun'j" (7 ^ 3i x'-'^-^ if^^. Dieser Satz ist aber nur ein spe'/iflb r Fall

eineB ailgouieiuereu Theorems, das ich in der nächsten Nummer aui-

stellen will.

8. Es sei die abrollende Kurve 0 eine algebraische Spirale mit

der Gleichung

p «0 + ^ + + • • • + ^•

Der Pol P 5^ 0), der für die Spirale ein n-facher Punkt ist,

soll eine Oerade F beschreiben. Daun hat man für die feste Kurve A
nach dem Verfahren des Herrn Kokott gdO'^dXf also

(9) a?-a +M + i«i^+ +;rfi**-^**'
dazn

(9*) y = ao -i- a^Ö + a,ö^ + • • • + a,ö-.

1} TgL E. Onnen« Diitmtio» «Tim tjftUm dt tpMu d^afrtt htm 4qmiihn$

«stenlMte. Axok Ntel. 10, 1876« S. m-^m.

r
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DifiM beidfliiL Gkiehungan geben «ine PanunetflcdanfeeUnng der

"Bmakam A, die kieznwsh eine algebnitolie^ sog. »rational-ganse Kvrre«^)

(li + l)**' Ordnung ist. F ist identisch mit y — 0. Vm K m erhalten^

suche ich wieder die negAtiTeD FnApanktkiuTen von (8). Men bei

die beiden QleiehHngen

^ ' «sin 0 + y eoB^»a^ + 2a|0-| J-»a^Ö"-*

und hiersus

. iT'^(a^+a^e-\ |-a.ö»)cosÖ-(ai + 2rt,dH \-na^e'-^)sm9

ferner

LK + 2a,) +K + 6a,) ö + + + n(n- 1) a.) tf-»

Ii- [K + 2a,) + (a| + 6a,)ö+..
. + +»(i.-l)«JÖ-'

(12)

aleö

(18) 3j-Ä-(«,+2«,) + (fl, + 6a^»+...

+ K_j+«f«-l)aJÖ"-«+ a,_,Ö*-i+ <i,fi".

Dfiß ist filier die iKitüiiiche Gleichung einer ganz allgemeinen

w"* Kreiyevülveute. So haben wir nicht nur den Satz, daß die Fuß-

punkÜatrve einer n'^ Kreisevohmti^. in hesug auf den Miitelputilt des

0 runäkrei6ai eine ulyebraisciie Spirale ton der Gltici^ungAform (8) ist^

Bondem Termittels des Habicbsehen Theorems «ndi den fo^^den: JfeUK

»fie JTretweoltKMfe auf einer Qeradm^ ao hemAreSd der MiUdpunH
fftr» Qrmäkreiteseimratiimalr^ Kwrv${^+ 1)*^ Or^bvmg*

Unter diesen bSberai KrnierolTenten ist besondeni eine eingebender

befamditet worden^ nSmlich ein spesieUer Fall der sweiten, d. i. die

sog. Sturmsche Spirale (odo: Spinde von Norwieb) mit der nntOr-

liehen Gleii&nng

(U) 9a*»-(Ä + 2a)»(Ä-a),

Da man für 12— 0 « — ± \ai erbSIt, sind ihre beiden Spitsei»

imaginär und sie bat nngefUir die Form einer Arobimedischen Spinde^

Indem ieb nnn
Ä-a(Ö-|»)(ö-»)

\) S. A. Brill, lj\>er Singuiaritäten ebener cUgebraücher Kurven und eme

swM AetwiiqwffMS, MMh. .Ana. »48—408, 1880, bes. § 1.
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Dm Abrollen tqo Kuneii bei gandliiiiger Bewegniig diiei PtanktM. 313

Batee, mit der BediDgiiiigy daß
f^^^

&lx 9^it> besw. 9^v

gleich ± jai werde, bekomme ich Bchließlich ft^ — v Yi, dabei

(15) + «-^ö(3 + n
woraus in der Tat durch Elimination von 6 wieder (14) folgt. Infolge-

dessen erhalt die rollende Spirale, die FußpuoktkarTe der Sturm scheu

Spirale, die Gleidumg

(16) ^ - aö« - o.

Das ist eine Galileisehe Spirale. FOr die Baaiskiirve erUUt man.

die Dantellmig

(17) X ftf(3-60» 9 «(l-Ö^

und hieraus

(18) 9«x«=.(y + a)(y-2a)*

Das ist aber eine Tschirnhaiisensche Kubik, deren Pol in = 0,

y = — |a lierrt. wie man durch Transformation za der bekannten

Oleichungsl'orm leicht teststellt.

Demnach hat man die Sätze: Rdlt ritte Sfurmschp Spirale auf einer

Geraden, hschntbt der Mittdpunkt ihroi Gruttdkrems eine Tschirn-

hausenache Kubil\ — eine bestimmte Galileiseltt SpinUa auf

einer geeigneten Tseim nhautienschen Kuhtk^ so beschreibt ihr Pal(^e»0)

eine Gerade,

Bemerkung. Künmt mii ab feste Kurve eine rational-gansc algebxaiidie

Korre tcw der apendleo Gleieliiiiigsfoim

<W) . «=«» + «iy+ «iSf*H h««*"»

•o eriillt man Ar die rollende Kurve -

0 -h 20,4-3 a,p H 4- »a-«""*) ^9

oder

(20) ö = ai-i-a,ioge-f aa,e4-|a,e»-|- •• +

werans man die schon erwllhnt«n Resultate für die logarithmiMiie Spirale

(o, T= - . =s =^ O l und die .\rchimpcli;iche Spirale (<i, ==«,==•= a„ = 0)

wieder ablesen kanu. Allgemein aber scheinen weder die Spiralen :/20) noch ibxe

aegaMven FoBiranktlrarven behandelt ra lein.

Jede Bewegung kunn bekanntlich umgekehrt werden. Es hat zuerst

M. Ghaales darauf faiugewiesen, daß, wesin ein Ptmkfe P dnev bewegten

Ebene s auf einer festen Eb«ie 17 eine Enrve T beaehreibtj bei der

nmgekehrten Bewegung, wo 1} als beweglidi, t ala fest gedaeht wird.



314 Otto Biisuuuik:

die Kurre T immer durch P geht.^) DeninMli kann man di« Habiohsche

^«orem in folgBuder Weise umlEehren: Wenn h» der AhwuMumg einer

Knrre K auf eimr Geraden F ein in der Ebene von K fe^er Punli P
eine Kurve A heschreibt^ und es rollt A auf der Fußpunkikurvee 4> vm P
in heJiKff (tuf K ah, so geht dir mit A fi'strfyhuudme Gi-rndf^ F immer

dttrdi F {C&akro § 68). Wir k iniion ho jedem der oben aa^etUhrten

^tze einen dnalisiischen gegenUberaidüen.

Speyer, 28. Not. 1906.

Über singulare Punkte von Raumkurven.

Von Otto Bibbmann in Brünn.

Wir wollen BaomknrTen betnehien, die eine Danrtellong gefanden

F(x, y, z) = 0, 6' (i, y,

und wollen etwa die Variable x als Unabhäugige hinstellen und die

Knrre in der Umgebting Uirei Punkles (otq, dnroli die leiden

Reihen darstellen:

y - -
1! Oo ~ ""'^ + ©)o ~ + •

•

'- - A (55)0 - + h, ©0 - +
•

•
•

Diese Reiben babeu die Eigenschaft, die Gleicbuugeu F ^ 0, Cr » 0

identisch zu erfüllen, d. h. es wird

6 (X, y, - (ß). + (J^l
{X - X,) + 1

(^'^)^ _ ^,). + . . . « 0.

Man bat deshalb:

(^t)o " Gx)o (17)0 Cl r)o ^ C --jo (^^)o"^'

1) 4jMfytt AtMorisMe e(e^ Paris 187fi, 8. 408.

Digitized by Google



übet singulare i'uukto von Raumkarven. 315

und kann aus dem ersten, bezw. zweiteti Paaie dieaer Gleichongon im
aUgemeincn die ersten bezw. zweiten Ableitangen von ff nnd m nadi x
sn der Stelle {x^, y^, gf,) eindeutig bestimmen, usw.

Wenn aber diese Bestimmung nicht eindeutig; möglich ist, so hf^iße

der Punkt ein singularer Punkt. Diesf» T>»'tiuitiou ist ron der sonst

üblichen Terschiedeu, wenn nämlich dm Art des Verhaltens der

Schmiegungsebene an verschiedeiien ätellea der Knrre in Betracht ge-

zogen wird.

In dem singulänoi Puakfo muttrar Art mnfi abo, wenn wbe die

Ableitungen von F nnd O nach x, ff, m d«r Stelle {x^ y^, 2^) mit

^»t ^, beieiehnen, die Detennirnnte

G, — F,

Terackwinden, nnd demit eine Unbeetimmtheit dea GleiehnngensjatemeB

^
(fx)o (äx),

" ^^^y noch eine der beiden Deier-

miuaatea
F,G,-F,a,, F^G^-F^O,

null sein. Doch wir sehen, daß dann, wenn die erste und eine der

beiden letzten Determinanten verschwindet, auch dip dritte null sein

muß. Die Hingulären Punl-ie sind somit die Funkte, für weiche diese

Determinanten und die Funktionen F und (t gleichzeitig verschwinden.

Nun aber köniieu wir sagen, daß die Uaumkurve au einer äuigu-

Bren SteUe mehrere (wenn nach imaginäre) Fortschreitungsrichtungen

beiitzem wird^ nnd daB deahalb an der Stelle (xq, y^, z^) nicht un Ende

bloß ein Paar Ton Wert«i für die sweiten Ableitongen Ton y nnd 0

naeh X besteht. Wenn zum Bewpiel neben dem zweiten Paare 6er

froheren Gleiehnngen die Detenninante

F^G^-G^F,

gleich null ist, so mfieeen zum Eintritt der Unbestimmtheit der Lfisongen

noch die folgenden zwei Determinanten verecbwinden:

F„ + 2F^ff;-^2F„gi-\-F„n*-^F.,^\ ^.

!

+ 2 F^^y, + 2F,,z', + 2^,,yo' +
I
G„ + 2G,^y', + 2G,A + G,,y'^' + ^.XS

Danach sind aber die FortsehreitnngBricbtiüigen nnd eomit y^, in

«ümn singulären Kurrenpnnkte dnroh zwei Gleichnngen ^^veiten Grades

an bestimmen, \md es gibt dämm m einem soldbe» Funkte wer Fori-
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schreUutigsrichtungen, bei welchem ein£ii^B<ieii FftUe «inee amguliiieil

Punktes wir stehen bleiben werden.

Ob aber in einem singalären Korv^punkte tmt reelle Fofi-

scliieitungsrichhmgeT] existieren können, oder ob nnr zwei oder gar

keine solchen bestehen, dafür sind aus den Resultanten der zuletzt

in Rede gebrachten zwei Gleichu^en in ^« und Aufschlüsse za

erholen.

Diese Resultanten sind ganze Funktionen yierten Grades in und

jrj, etwa

a»yo* + «ly«* + <^yo* + + «*>

beaehnngsweiM

Vi* + + + h4 + K,

die sich mit Rücksicht auf die Relationen

aul eine yerandei'te, aber — soviel ich ersehe — nicht vorteilhaftere

Form bringen lassen.

Aus der Resultante ist zu ersehen, ob und wann der einzelne

Koeffizient an einer der singularen Stellen null wird, und unter welchen

UmsfSodeiL an einer besonderen Bingoliaran Stdle die in znaammen-

geseister Form anzngebenden NnllBfcellai der Beaoltante reell oder

komplex aind.

ZoT Befartdlnng der KnrrenbeBcliaffenheii in dnon ni^olSran

Pankfee aolleu danach nur die folgenden Bemerkungen gemadifi

werden:

L Es sollen drei Koeffizienten der Resultante in an einer zu

Untersnchenden singularen Stelle verschwinden.

la, Ib. Wenn di*' nnfoinanderfolgenden Koeffizienten cl^, a«, <r., null

sind, und aber eui gleiches Zeichen li!ib*Mi, so muß es vier kom-

plexe Xullstelleu für die eriste Ableitung geben, und der Kurvenpuukt

wild ein isolierter; wenn aber r/^ und a^ von entgegengesetzten Zeichen

sind, SU gibt es zwei und nur zwei komplexe Nullstelleu derselben

Ableitung, und die Kurve geht darum durch den eingnlaren Punkt in

zwei reeUen Zweif^ hindureh.

Nun k{hinen anoh die Koeffixienten a^, Og, oder Oj, endlich

Tersehwindaa und «lisprediend werden:

I. 2a. Zwei Wuixeln null und kwei komplex, wenn sgn — egn

ist Aber:
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über siuguiür« Funkt« von Baunkurven. 317

I. 8b. Es werdaiL swai Wuselii irall und swet leell, wenn

8gn — — Bgn o, ist.

I. 3. Im nicheten Falle ist eine Wurzel null, eine sweite reell

und die weiteren zwei sind komplex, also geht die Kam in zwei roeUen

Zfigen darch den singulären Punkt.

I. 4. Es sind drei Wurzeln null und die vierte ist reell, sodaß

jetzt von dem Kurvenpunkte vier rf^elle KurvenzOge ausgehen, von

denen aber drei die gleiche Fortschreitun ursrichtung haben.

II. Jetzt laäseii wir zwei der Koeflizienten a^, o,, a,, verschwinden,

n. 1. Fallen zuerst zwei Aufeinanderfolgende Koeffizienten aas,

80 gibt es mindestens zwei komplexe Wazzeln, und d» singulira

Enrvenpunkt wird ein „Knotenponkf', durch den swei Zweig» gehen,

oder er wird em isolierter Punkt.

Beror wir weiter den Fsll setsen, dsB zwei niidit sa&insnder

folgende Koeffizienten null sind, spsechen wir von dem Fslle, wo in

der Resultante nur ein Koeffizient verschwindet:.

III. 1. Haben die Benachbarten dem TcrMshwindenden Koeffizienten

gleiche Zeichen, so gibt es mindestens zwei komplexe Nullstellen, und

der singulare Kurvenpunkt ist wie früher ein Knotenpimkt, oder er ist

ein isolierter Punkt.

m. 2. Haben die dem verschwindenden Koefiizieuten benachbarten

Koeffizienten der Resultante ein ungleiches Zeichen, so gibt es vier

oder zwei oder keine reelle Nullstellen, und es gehen entsprechend viele

reeUe Knrreaflllge dmroh den singulären Pnnkt hindordi.

IV. 1. Wenn die Koeffizienten (i| nnd nnU aber a^, a„ alle

gleioli bezeidinet sind, so wird es Tier komplexe Wurzeln geben.

IT. 2, Existiert nber in der Reihe der Zeichen fon^a^f a^,

ein Zeichenwechsel, so kenn der Enrvenpunkt entweder ein ^otospunkt

oder ein isolierter sein.

IT. 3. Wenn zwei Zeichrawechsel in der Beihe der Zeichen der

letzten Koeffizienten bestehen, so kann der Kurvenpunlit «entweder ein

isolierter oder ein Ki^otenpunkt von der fi^iheren Art oder ein Funkt

sein, durch den die Kurve vieriuai hiudurchtritt.

V. 1. Wenn a, = a^ = 0, sgn == sgn a, ist, so wird der sin-

gulare Punkt ein solcher, durch den zwei reelle Korvenzweige hin-

durchgehen.

V. 2. Doch wenn Oj — — 0, sgn a„ = — sgn o, ist, so gehen

möglioberweise Tiw, auf jeden Fall aber zwei reelle Eurrenzflge durch

den singoliren Punkt.

Wenn die bisherigen SStse keinoi AuftehluS darüber erteilen, wie

viel rsells Zfige durch den einzelnen singufiLien Eurrenpnnkt hindurch-

Digitized by Google



US

gehen, wenn alio s. R dar Besnltaote flberhanipt keine Glieder ftUen,

so kann nur die AnwMidiuig dee Stiurmachen Seim aeigen, wie Tiele

reeiUe oder komplexe FortediteiiiuigBriohtangen eziatieven.

Die üntersnehung der Diflkriminanie hat zu leliren, welche der

reellen Znge mehrfach Kahlen.

Der Schnitt einer Flache mit zweifachen Füichenponkten, unter

denen der l)iplanare, «niplanare, isolierte Puukt, der tonische Knoten-

punkt, das Dornende nnd das geineirisanie Ende eines Doppeidornes

existiert vnf einpr ander» n Fläche ji^leicher Art 7t»ia+ die verseliieden-

artigeu Vurkumtnniäse der smguiären Funkte von iiaumkurreu, die hier

allein gesetzt wurden.

Brünn; 12. Dezember ld05.

Über Krttmmimgskreifle tob Eegelseluiitt«!!.

Von Rui>OLF SCHÜSSLEB in Graz.

(Hit «iner Figanataftl.)

Fast alle Konstiuktionen des Krümmuugsmittelpunktes für einen

Eegelschnittpunkt p Innen ei<dL naeh PeU mit Hilfe der Steinerechen

Faxabel herleiten; diese berfihrfc alle Geraden, die tu den Strahlen des

Bllschela p normal kopjngiert sind, inabesondere die Adum des Kegel*

echnittea, die Normalen m den Leitrtrahlen in den Brennpunkten, die

Tangente und Normale von p und swar letatue im Krflmmnngemifclel-

pmikte.*)

Auch die häufig bei elementaren Konstruktionen, z. B. bei der

Bestimmung des Schattens ins Innere einer Kegelfläche oder des zen-

tralen Schattens der Kngel oder der zentralen Projektion des Kreises

auftretende Aufgabe: „die Achsen eines Kegelschnittes zu finden,

wenn zwei Tangenten mit ihren Berühnmgspnnkteu und der Mittel-

punkt bekannt sind", laßt eich auf die Steinersche Parabel zurück-

führen.'^) Der Satz, daii die normalen koi^ugierten Geraden zu den

1) Archiv der Mathematik und Phynilc, (ß) 4, %U. «Ober die IweiftMshllt

Punkte von FUlchen", von Otto Biermaun.

2) Steiner-Schröter, die Theorie der Kegulachnitte 1898 pag. 206. Grans,
Sjntii. geom. Theorie der Ktnimmig 19M peg. 21. Pels, die KrSmnraiigdMJb*

messer-Eonstniktionen der Kegel ftchratti- als KoroUarien eines Steiaereehea

SAtses. (Sitzangaber. d. Kgl. böhm, Gea. d. W 1879\

8) Pelz, Zur wiuensoh. Behandlung d. orthog. Axonometrie Iii. pag. 11.

(ffitraagiber. d. K. Akad. d. W. 18M). Pel», BeitKlge boi win. Babandlnig d.
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Strahlen eines Büschels p eine Parabel uiuhüUeu, gilt nämlich auch,

Wenn p nicht ein Punkt des Kegelßcbuittes ist'); dann ^hörcn zu

den Tangenten dieser Parabel: die Achsen des Kegelschnittes, die Sym-

metralen S^, der dnrc^ p sn dm Brennpunkten gezogenen Sbrableu,

die BertthnugsBehne der vsap aa den Kegelschnitt gezogenen Tangenten,

die Sjnunetnle derBmrnhnuigBpnnkte% ^ dieser Tangenten, die Kurren-

noimakn in den B^Qhmngepnnkten dieaer Tangente, die Normalen

zu pf und pf in den Brennpunkten f and f ; die Leitlinie dieser

Parabel iat.der durch p gehende Durcliiuesser des Kegdsdutittes, und
der Brennpunkt der Parabel wird als Diagonalecke des dnrch die

Achsen und Symmetralen H^, gebildeten Vinrscitos erhalten. Dieser

Brennpunkt liegt auf dem Krc ise, welcher durch p und die Berührungs-

punkte iy, geht und ist zu p bezüglich harmonisch konjugiert;

ebenöo liegt er auf dem Kreise durch und ist zu p bezüglich f
harmonisch konjugiert.')

Im folgenden soll für diesen Satz eine elementve Herleitung

gegeben werden, um die daraus sidi ergeboiden ein&dlie& BesoUate

auck jenen zu^nglich m maehen, welche mit der projelrtiTen Qeome-

trie nieht Tertrant sind.

1. Bringt man (Fig. 1) die Normalen sweier Punkte t^^ eines

zentralen EegeLschnitt^s mit der Haujttachse in o^, rum Schnitt, so

sind 0, nnd die Mittelpunkte zweier den Kpfrelpchnitt doppelt be-

rührenden Kreise mit den Radien o^t^ und oj^- Hir Ahnlichkeitskreis K
(d. i. der Kreis, welcher die beiden Ahnlicbkeitszentren zu Eudpunktcu

eines Duiciimessers haij geht durch den Schnittpunkt p der Kurven-

taugenten in und ^ und trennt die Brennpunkte harmonisch^), ist

aibo dureh p, f, f dndentig bestimmt

Bringt man die Normalen in ^ und ^ mit der NehMiadise in o\

zum Schnitt, so sind o\ und die Mittelpunkte zweier die Kurre

orthog. Azon. pag« 4. (Sitsnagsber. d. Kigl. böhm. Oes d W. 1885). PeU,
über Rr^Htimmun^ der Achsen von ZentnilpKijektioaien des Knuea. (Sitsniigs-

ber. d. Kgl. böhm. Ges. d. W. 1h78).

1) In dieser Form spricht den Satz schon Chasles ans ^Trait<S des aectioiui

eoniqnes p. 146). Steiner fand, daS die Nonaalen sweier beliebiger Puakte

eines Eegelschnitteä, ihre Verbindangslinie and die Achsen Tangenten einer Parabel

sint! 'Steincr-SchrOter, pag. 205). Auch bei der Konstruktion von Kegel-

schnittnoruialen aus einem l'unkte gelangte Steinci zu dieser Parabel (Ges.

Werke H. 699) und ebeBso Cbasle«.

2) Pelz „Über die Achsenbestimmuug der Kegelflchnitlie." (Sitzung^ber. d.

k. Akad d. Wiss. 1876). Pelz „Über die .\( hsonbpstimmnng von ZentralpNjjek-

tionen der Flächen 2. Grade«" ^Sitzungsber. d. k. Akad. d. Wias. 1872).
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doppelt berabienden Erdae mit den Radien o\t^ und o\t^\ ihr Ihn-

IteÜeitakreis K* geht durch den Sehnittpimki i> der Tangenten TOn

und und dtudi die Brennponkte, ist also durch j», f eindeutig be-

stimmt^)

Die beiden Äbnlichkeitskreise K und K' schneiden eich in p und

in einem Punkte welcher identisch ist mit dem Brennptmkte der zum

Punkte p gehörigen Steinerschen Parabel; daß er die diesem Brenn-

punkte 711 kommenden Eigenechaften beutst, ergibt sich elementar ans

folgender BetnicbhniG;.

Jeder der beiuen Punkt«' p und .s bat als Punkt eines Akalichkuits-

kreises zweier Kreise von dereu Mittelpunkten Entfernungen, welche

sich wie die Kreisrudieu verlialteu und wie die Längen der Tangenten

an beide Kreiee. Demnach iat

J>«i <»i4 «»«f

daraus folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke so^o[ \ind so^o'^ und die Gleich-

heit der entsprecheudeu WinkeL (Die Kreise über äo^o^ und &o\o'^

gehen durch #i, den Schnittpunkt der beiden Normalen in ^ und

Femer folgt die ÄhnlidUceit der Dreiecke «^o^ und $t^o^ aus

der Gleichheit der Winkel bei o, und Om und dem deichen VerlAlt-

niBM der in und zusamuirastoBenden Seiten; daher ist st^<\ ^ st^o^

oder der Kreis Aber ptit^t welchw auch n enthSlt, geht durch s;

wegen sty^ : st^ — {o^ty : o^t^) ^ptiipt^ s und p <M»f äm Kreise

iMfvgUdi <| harmonisdi kmjuffmt*) Mithin eehliefiendie Oeraden p$

1) Vergl. meine Abhandlung „über Krcific, welche Ksgelschnitte dopp^t

berOhren" (Archiv d. Math. u. Phya. (3) 2, 1—42, 15102).

t) Definiert man eine Oruppe von vier Switpimkten »bed ab heimonisoh,

wenn ac . ad ~ bc bd ist, ao folgt daraus (Fig. S): 1) Die Winkelhalbierenden

in a und b treifen cd in lienselben Punktf^n o und , welche c<I liannoTii-cli

trennen; der Kxeis übet oo^a enthält auch b\ — oder 2) die Winkcihalbiereuden

oa a lud b eeliiieiden dea Kreis in den EmdiimifcteB d^ d, des eo d normaleii

DoiehmeMen; am dabw in a besflglich ed den haimoniidi koigngierten Punkt &

zu finden, Bnrht man für das vollHt^mlipr" Vierseit, desHen Reiten die Winkel-

halbierenden in a, die Gerade cd und deren äymmetrale sind, das Diagonaldreiaeit;

eine Diagonalseite ist die Gerade, welche a mit dem H&lbierungspunkte m von cd

ferbindet, die gegenfiberliegende Diageneleeke iat 6; — oder 8) o iet dsr nthen»

cbnittpiaBkt dee Dreiecke« ^d^O|i dann eind die H^lhen die Winkelsjmmetralen

dei aufl den Höhenfufipunkten gr-bildei* n Dreieekee, d. b. dab — «am ™» deb

odw eab ^ dam cdb, und amd » thib; jede dieser Gleichungen kann zur

Konstraktion von b verwendet werden; — oder 4) bringt man eine Winkelhalbierende

von a mit cd und ihrer Sjmmetralea sum Schnitt und legt durch die Schnittpunkte

ond m einen Ereie, ao geht er dmeb fr; — oder A) die Taagenlen in a und b
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und ph i'wo h der Halbierunj^spunkt von ist) mit den Kurven-

tanapiitf n aus p und daher auch mit den Geraden pf und ;>/" gleiche

Winkel eiu; da ph ein Dnrchmesser <ler Kurve ist und also durch m
geht, bilden auch die aut dem Kreise K' liegenden Pnnkte p, s, f, f o'ne

harmonische Gruppe, was auch unmittelbar daraus folgt, daß p uud s

die Schnittpunkte der beiden Ähnliohkeilskreiae K und K' Bind, Das

waren aber die E^enschafteB, welche frflher Tom Brennpunkte der

Steinereehem Parabel lier?orgehoben wurden.

Diese Resultate führen su folgenden Sfttien: „L^ man em alle

KßgdsekwUte mit dm BremipukkUn f,f em dm Putikk p die Tangenten^

paare mä durch j€de$ Paar der Berithruii^epmikte mtd p eine»

Kreis K., so scftfteidett sich alle diese Kreise in einem Punkte s, welcJier

aiuf dem Kreise durch pff Ueyt und su p bezüglich /", f und beeii^itk

aUer Paare von Berührungspunkten harmonisch kmjugiert ist."

yfFiir alle: Kegelschnitte, wekJic zwei Genide in densdhen Punkten t^, t^

berühren, liegen die Brevnpnnlic mit dein Srhtiiif}tHnlde p df*r beiden

Gcrndm auf Kreism, utlrin sich noch m einem Funkf'- s srhttridrn;

s li'f/t auf dem Kreist dttrch j't^t^ und isf sn p hesüglicii ^ und be-

züglich üUifr I'uare wn Bi-('v»p><nktrH harniouiavii koujugi^^rt."

Daraus ergibt sich zuloige der Eigen sdiafteu einer Gruppe hur

monisclior Punkte am Kreise die Achsenkonstruktum eines Kegel8ohnit.t4>s,

weuu zwei Tangeuten mit ihren Berührungspunkten t^ und auf dem

zu t^t^ konjugierten Durcbmesser der Kurrenmittelpunkt m gegeben

sind: Man sudit zum Sehnit^uuktei» der Tangenten auf dem Kreise

den hamonisehen Punkt « bazfl^eh tjf\ der Winkel pme wird dureh

die Achsen halbiert.

Es sei noch erwähnt, daß die B^hrnngssehne t^t^ den va t^t^

konjugierten Durchmesser in swei Teile trennt; auf dem TmU^ weldier

den Schnitt der Tangenten enthält, liegen die Mittelpunkte der Hyper>

beln, auf dem anderen die Mittelpunkte der Ellipsen. Für die einzige

Parabeif welche unter den die beiden Geraden in ^ und berührenden

«chnei'ItMi vd im Halbierungfipunkte a' von oo, fwcfren n^on = o^an>; n nur? h liegen

mit die»eiu bcbnittpunkte auf einem Ertiise, welcher durch den Kreismittelpunkt oa

und m geht; der Kxeia, welcher den gegebattM in a nonnal idmeidet wd teinen

Mittelpiinkt auf ed bat, g«lii dttrob 6; — oder S> Bixialiftet man in o «im Nonnsle
anf itö, so schneldot sie die Seiten ac und a<f in don Pnnkten 1 nnd 2; die Drei-

fcke (i 1'2 iiiui sir. 1 :i!:nlich als gleichHcheuklige Dreiecke mit gleichem

Scheitelwinkel, ebenso die Dreiecke aob und d^mb wegen Gleichheit der Winkel,

also sind die Tierecke dh und laSd Shaliehe figerea, d. h. la%b iat «in

SehneuviesM^, der Kreil Obeir a 12 (weldier in ao seineD Süttelpankt hai) geht

durch b, woraus nioh wieder eine üeatimmang VOQ b ergibt ufw«

Arvhi* dar Matheoiatlk und Pbftik. UL BeUM. XI. SS
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Kcgelsclinittcn vorkommt, halbiert (wie später bewiesen wird) der

Brennpunkt die Strecke ps.

2. Verbindet man (Fig. 1) den Schmittpankt n der Kurvennonnnlen

von und mit p, so erhält man einen Durchmesser des durch s

flehenden Kreises Ky. daher ist psn ein Rechtor, also für alle konfokalen

K<'<;'elschuittc koustaut; bringt man die zu p/ und pf in /' und /"' er-

richteten Normalen zum Sehnitt, sso erhalt man einen Punkt r des durch

Ä gehenden Kreises K , und es ist p/^r ein Rechter d. h.:

„Lcyt man m> nllr K* f/rlscliiiitd' niii dm Bn nnpHnkten f und f
aus einem Funkte p die Tantjcnti iip<i<u e und In de> r)t Berühruntjnpunhieti

die Kurveimormalen , so sehneidm sich diese Normulenpaare auf einer

Gnaden, weldie den Kreis über pff in dem eiceitm Endpunkte des durth

p gehenden KmsdwrtSmmere und in dem gu p hntugXitk ff harmoiustk

konjugierten Pmdcle s admeidei*'

WSblt man inebeMiidere ojitor dem konfokalen Kegelsebnitten jene,

welche durch den Punkt p gehen, so fallen fttr diese die Tangentai-

herübrangepnnkte und ^ mit p Busammen, die Normalen in und ^
werden unendlich benachbart, ihr Schnittpunkt wird zum Kriimmmg»'

miUdpunkte .u des PunJctesp; dieser wird demnach auf der Kurveiinormalen

von p durch die Gerade ausgesehniUenf welche in s auf sp normal sieht

ode> iJinrh jenen Kreis K^, wdeher in p die Kurve berührt und durdt s

geht (Flg. 51

Aus den Eigenschaften der hurnnmischeu i^mktgruppe psff er-

geben sich eine Reihe von Konstruktionen liir den Erümmungsmittel-

punkt (Fig. 3):

Sind nicht die Brennpunkte sondern die Kegelächuittachsen und

ein Knnraipunkt p samt Tangente T gegeben, so Terbindet man p mit

dem KurreDmittdpunkte m und sacht au dieser Geraden je die sym-

metrische bexflglich einer Achse and der Tangente T\ die so erhaltenen

Geraden schneiden sieh in S\ die Konnale m 9 m. 8p enthält den

Krflmmungsmittelpiinki

Der Kreis TT^, welcher in p die Kurve berührt, duveli geht

und n enthält, schneidet die beiden Leitstrahlcn pf und pf in den

Punkten 1 und 2, sodaß 12 durch o, den Schnittpunkt der Kurven-

normalen und Hauptüchse. geht.') Da 12 normal zu und ft 1 normal

zu ;»/' if-t, gibt dies die bekannte Konstruktion von Mau bringt die

Kurvennoruiüle mit der Hauptju ii.se in o zum Schnitt, zieht durch o

die Parallele zur Kurveutang»*nte l)iü zum Schnitt 1 mit einem Leit-

strahle und errichtet auf diese?! in 1 die Normale; diese enthalt p.

1) Vgl. die^Anmerkojig & S21 i'uuki 6.
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Die Dreiecke ßsv' und potn smd ähnlich, da die Winkel bt-i p

gleich sind und die Winkel bei /// und o' gleich snw ^'md\ s^i ist

normal zu sp, nnd nd normal zu op; daher teilt u die Strecke o'p iin

gleichen Verhiiltnissf wie d die Strecke mp, d. h. ist parallel der

Nebenuehse. Dies gibt eine bekannte Konstruktion des Krümmungs-

limtelpuuktes: Man bringt die Kurvennormale von p mit der Haupt-

achse in 0 zum Sdmitfc, neht diireli o die Parallele zur Tangente, bis

sie dm Durchmesser mp isk d trifll; durch d zieht man die Parailele

»ir Kebenachie^ ao aohneidet diese die Earreniionnale im Erttmmanga»

raitlelpimkte.

Bringt man den Ereia tlber moso' mit ar in x mm Schnitt, so

sind dieDreieckeo'xonndomo* kongment, weilxoo' «= xio' '^pio oP^m

iat Bestimmt man au 9 den ayinmetriachen Ponkt y beaflglieh des

Dnzchmeaaers oo\ so sind die Dreiecke oyo* nnd o'mo kongmen^ d. h. oy

ist parallel der Nebenachse und o'y parallel der Hauptachse; die zu xs

aymmetrische Gerade y/t steht auf der an ps synunt frischen Oeraden pm
normal Dies lielert die folgende bekannte Konstruktion ron ft: Man

bringt die Kurvennormale mit den Achsen in 0 und 0' zum S<ihnitt,

zieht durch <> und n' die Parallelen zu den Achsen nnd fällt vom

Schnittpunkte y dieser Parallelen die Normale auf den Durchmesser mp\

diese Normale enthält ^i.

Dit >-t' lieispiele zeigen die MüglidiKeit, eine Keihe bekannter ein-

facher koustruktioneu für den Krüuinuiiigsmittelpunkt elementar her-

zuleiten. Umgekehrt liefern diese Konstruktionen wieder die Lösung

der Aufgabe: ,,einen K^j^^chnitt zu konstniieren^ wmui ein Krflmmangs-

kieis Jt mit seinem Berfihnmgspnnkte p unter den Beatimmm^^elemMitat

auftritt." Einige fUle seien angeführt (Fig. 3):

1. Gegeben mit p und der Emroimittelpunkt «m. Man kon-

stmiert Aber p^ den Kreis JS^, sucht zn pm die bezflgüeh sym-

metiüsdi liegende Gerade nnd bringt sie mit JS^ in s zum Sdmitt;

die Aebsen des Kegelaebnittes halbieren den Winkel pms. Liegen w
und jtt auf derselben Seite der Tangente Ton Pt so erhält man eine

Ellipse^ sonst eine Hyperbel

2. Gegeben h mit p und eine Adise. Man bringt die Tangente

und Normale von p mit der Achse in i und n zum Schnitt; der Kreisf
fiber tn als Durchmesser schneidet den Kreis über ppL in s\ die

zu ^.s bezüglich der Normalen symmetrisch liegende Oerade trifft die

Achse im Kurvenmittelpunkte »1. Man erhlilt eirif Ellipse ( Hyjierbel i.

wenn h und // auf derselben (verHcluedenerj Seite des durch p gehenden

Durchmessers F von K liegen j fUr die Parabel liegt s in P.
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3. Gegeben l' mit p und ein ßroanpunkt f. Man konstruiert

über pft als DurcbmeBser einen Kreis K^, schneidet ihn mit pf und

zieht durch den Schuittpuukt die zu p^i uormale 8ohiie; sie triii't pfi

in einem Punkte der Hauptachse, den Kreis in einem Punkte dei

«weiten Leititniilei. Man erhält eine Hyperbel, wenn f und auf enl-

gegengcaetsten Seitm der TBOgente T ?on p liegen, oder wenn f imMt-

balb des Kreises « gewiUt wird, welcher den Krümmonpkreis in p
on innen berfilui nnd mn Darehmeseer deat halben Krfinwimignra^ae

besitat; man erhält eine Ellipse, wenn f mit anf derselben Seite von T
aber außerhalb des Kreises » liegt, und man erhält eine Parabel,

wenn f unendlich fem ist od«r anf dem Kreise n liegt (wie später

gezeigt wird).

4. tiegeben k mit p, der durcli p gehende Durchmesser D xiuA

die Achsenrichtungen (Fig. 4). Die zu 7) bezüglich der Normalen

symmetrische Gerade Bchnoidet den KroiM über p^ in s: ?» wird nun

so auf J) bestinirnt., daii J) uud sm mit der Achsenrichtuog gleiche,

entgegengesetzte Winkel einschließen.^)

1 ''tV'tin man a als Brennpunkt d'^r St*>infT=;rhcn Parabel anaieht, welche

von allou koujugierken Normaleu su U^n Strahlen deä BaacbeU p eingebfiUt wird,

ond die Farabeleigemolisft benflM, daft jeder Eteiii der «aem TSageafeeiMbeteoke

oiDMshriebeii iat^ dnroh den Blresapnnkt gehl, id kann aneh die KonitniktioB eines

Kegelschnittes durchgefflhrt werden, wenn außer dem Krilmmnng^ikrcise k mit

BertibruogapuQkt /) gegeben sind: a) Eine Tan^Jt'^te A mit Berührunpspuukt a

(Fig. 5). Zu den Taugenteit der Steiiierttchea Parabel gehören die Taugeute T
nnd Normale roo j», dann die Kofuele zu pa Annk den Schnitt tob T
und A] der dtSMOi Taageatendreiecke umschriebene Kreta schneidet den Krei» Kp
(dessen Durchmesser pii ist) in s; der durch /) g;<>hende Kurvendarchme«ser D iat

symmetrisoh zix ps bezüglich N; der durch den Schnitt von T und A gehende

Knrvendnrdun«Mer 2> halbiert pa\ daran« ergeben rieh « nnd die Achien. b) Zwei

Tangenten A^ und A, (1^. 6): Verbindet man ihren Schnittpunkt- a mit p, so

erhält man den Pol x von np als Schnitt von T mit der tn ap bezüglich A^, A.

harmoniach konjugierten Geraden, d. h. achneiden A^ und die Tangente T
in Xi und , so iift v au j» baid^iah XiSe^ hameniieh konjugiert, Dia Nonaale

dnroh « sn ap ist FSrabaltaagente und büdet mit TJV «in DNieek, denea um«
schriebener Kreis den Kreis Kp in 8 schneidet; die zu p.<t bezüglich X »Ymmetriscln-

Gerade ist »"in Kurven<iurchm»*asrr 7); fin^^n zweiten rrhiUt man z, B. mittels der

Polaren von x^\ diese st^ht auf der durch x^ gehenden Tangente J, der Steiner-

sehen Parabel normal nnd trifffc ün BeifllanngspQnkts a,t der dnroh jb, gehende

Kurvendurchmcaser 7), halbiert pa,. (T, wird leicht gefunden, da der Brennpunkt $

und die Lfiflinte J) der Parabpl gpgcbcn sind: Man sTicht auf D den Punkt s,

,

sodaß x^8^ ^x^ti iat; J\ uteht dann auf S8^ normal, oder pu^ ist parallel zu as^).

c) Zwei Punkte q^ und (Fig. 7). Die Oezade schneidet T in g; fflr 9 UM
lieh die Polare Q finden, da sie durch p geht und {^ft i^ 9 harmonisch

konjugierten Punkte schnt-idet Die Xunuale durch q zu dieser Polrir- n Q iA

Parabeltangcnte und bildet mit TN ein Dreieck, dessen onuchhebener hxeis
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8. Es soll nodi «rwähnt werden, welche Vennderungeu die Toren*

gehenden Betrachtangeii fQr die Parabel erleiden.

Bringt mau ftlr xwei Parabelpankte t^, ihren Tangenten Wik
in p schneiden, die Normalen mit der Parabelachse in und znm
Schnitt, 80 sind Oj und die Mittelpunkte zweier die Parabel doppelt

berülirender Kreise mit den Hadieu c», und n^t. Ihr Ahnlichkeits-

kreiü A hat den Breunpunkt / zum Mittelpunkte und gelit durch )

Der bei zentralen Kegelschnitten auftretende /.weite Ahnlichkeiiskrei»

mit dem Mittelpunkte aut der Nebenachse zerfällt hier in die unendlich

ferne Gerade und die Gerade pf. Es soll mimlich gezeigt werden, daß

der zweite Endpunkt $ des Durdmesaers pf von K die Eigensehnften

des Bremnpunktee der Steinersehen Pambel, welche su p gehört

besitst«)

Die Sehnitfepnnhte der Tangente und Normale eines Parabel-

pnnktes mit der Achse liegen zu f symmetriseh, daher ist (Fig. 8)

fl — fo^ und wegen pf^sfia^ «e, paraUel j>l d. h. t^OiS ein Rechter

und aus denselben GrOnden t^o^a ein Rechter. Fttr $ ab Pnnkt eines

IhnlichkeitBkreises ist sd, '.8^f^^o^t^ la^t^* daher sind die Dreiecke tf^o,

und 5^49^ ShnUcfa und s^iOj d. h. tiSt^n und p liegen auf einem

Kieise ü^. Da auch p dem Ähnlichkeitekreise angehor^ ist pti*.ptt

« : 0,^ — Sil ' (wegen Ähnlichkeit der Dreiecke st^o^ und si^Og)\

daher bilden pstit^ eine hamoiiische Gruppe, und s ist durch ptit^

eindeutig bestimmt.

FQr die Parabel gelten also die Sätze: „Unter aüen Kegelschnittenf

weldie zwei Gerade in detiselben Punlttn t^, f« berühren, gibt es eine

Ffirnlfpl: ihr I'rrnripnnld f hnlhferf die Strecke jys, uf-nn s der zn p
inirmonisch l.n,>jn<jiertc Funkt h'süylieh /j auf dem Kreise dureh pt^i^ ist."

,Jjeyi man an alle Parabeln mit demselben Brennpufikie / aiui dem

Punkte p die Tonf/cntenpaare, sn liefim die Paare ^, von BeriUirungspunkten

mtt p auf Kreisen {K^), tvtldie eine ycmeinsame Sehne ps besitzen, deren

EaJbienmgspimkt f iä,**

d«n'Kreis Kp in » iduieidet; du so ji« besflglieb JKT syinmetriaehe Gerade D, ist

ein KurveDdurchmMMr; am einen zweiten DlirolimMMer D %u erhalten, aucht man
2. B. den Pol x von pq^ , welcher auf der zu pq^ normalen l'aral'tltangi'nti- lie>ft

(zieht man durch $ eine Parallele zu pq^ und schneidet tie mit D in «j, so mufi

«1^ — X9 seui); der durch x gtbuMte Duelmesssr halbiert j>g,.

1) Vgl. die Mher utierte Abhandlnng „Über Kieiie, irakhe Eegeliefamti»

doppelt berülir<-n."

2) Vgl. Pelz ,4^ie ivriiuimiungshalbmes3*«r-Konstniktionf n" pap 18. i»ie Leit-

linie der Stein ersehen Parabel ist der durch p gehende Duichiueatier der ge-

gebenen Parabel, idio ihre Acbie die Eteheitelteagente der Steisersehen Parabel
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„Wmn MOM Oft aU$ Parabdn mii dem Brmi^ßimkte f m den

Punktepaarm t^, derm Tangenfen «ich in demselben PUnkk p «^miim,
die Normalen zieht, so liegen die Sdknittjmnkte dieser Normalenpaare

cutf einer Gtradm, mltke pf m 8 nwmal tehneidelf weim f der Hiähi*'

rumjsp'inli von ps ist."

AA'äblt mau inabeoondere jene Parabel, welche durch p geht, so

erhält man ein l'aar unendlich naher Kurvennormalen, deren Schnitt-

punkt der KrÜniiiiungsmittelpunkt fi Ton p ist; fi liept auf der Normale

in N auf ;),•>• oder auf dem Kreiso /v^, welobor in p die Knrv»> borührt

und durch s geht (Fig. f^ii'-s ist die bekannt« Konstruktion der

lüüuinningsradien für Paralit Ipuiikte: die Normale in f auf pf schneidet

die Paia bei normale des Punktes p in sodaß pc der halbe lüiimmungs-

ndiu« ia^ oder der Durchmeseer dee Kmiiaea, wddier die Pttmb«! in p
berflhrt nnd durch f geht, ist gleich dem halben Krttmmangmdiiis.

Auch andere Bestimmungnarlen dei Krfimmungemittelpaiiktoi iMsen

sieh leicht herleiten:

Bringt man die Nonnale dee Panktee ji mit der Leitlinie Linh mm
Schnitt (Fig. 9) und aieht den zur Aehie parallelen LeitatnU pg, §o

6111(1 die Dreiecke pgh und pfc kongruent, also pb, d. i. das Stflek der

Normale zwischen p und d«r Leitlinie^ gleich dem halben Krftmmunge-

zadins.

Errichtet man in f zur Parabelachse die Normal« und Rcluieidet

sie in a mit der Kurvennomiale von p, so sind die Dreiecke

ftfn und rfp kongruent, daher ao — pr: ä. h. für jeden Parahel-

punkt ist das »Stück der Normale zwischen der Achse und der

zur Achse normalen Geraden durch / gleich dem halben Krümmungs-
radius.

Umgekehrt lieteru diese Resultate ein Mittel für die Konstruktion

einer Parabel, wenn alfl Beeiimmuugsstück ein Krümmungskreis il- mit

dem Mittelpunkte ft und dem Radius q auftritt Bs sei auAsfdegi

gegeben:

I. Der Bertthmngspuakt p nnd die Aehsenrichtnng. Der nicht

8ur Achse parallele Leitstrahl schneidet den Kreis K^, dessen Durch«

messer p^ ist, in f halbiert die Strecke ps,^)

1) Ist der BerülmmgBpttiikt p und rioa Tangente A gegeben {Fig. 10), so riehl

man durch p ein4> Parallele ta A und sudit ta ^, den Pol a, bezüglich der

Para'jcl ; Wrrrf imf di r Tatit^fntp T vnti p, und r.wtir wird n^p durch .1 halbiert.

Die iSorm&le von a^ auf A^ ist rine Tangent« der Stcinerscben Parabel und bildet

mit T und N «in Dreiietft, deuen nrnsdHriefaener &ei« den Krei^ über

in « sduieidet; p« wird dufch f halbiert.
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2. Die Leitlinie L (Fig. 9). Der zum KrümmungskreiB konzentrische

Kreis, dessai Radiaa ^ b«fbSg(i, aehneidci die LaitUnie in, h\ bfk «ib-

bilt den BeriUmuigspankt p des KrdmmioigtkreLMa^); dttram eigibi

sieh die Parabeltangente in das Leitsbahleopaar tob p und der

Brennpunkt f. Die An^be ist sweideniig und gibt nur LSsungen,

wenn der Abstand der Leitlinie L Ton u nieht gi«6er ab ist. Hat

L von fi die Entfernung so ist k der Krflmmungskreis im Scheitel

der Parabel, und diese ist eindeutig bestimmt.

3. Der Brennpunkt f. Man sucht jenen Krois, dessen Durchmesser

gleich dem halben Krümmungsradius ist, welcher durch f geht imd A*

berührt; sein Berührnrif^spunkt mit k ist der gesuchte Berührungs-

puukt p mit der Parabel. Oder man sucht jene Sehue von ^, w^lchf

durch f im Verhältnisse 1 : ;i geteilt wird; der dem kieiuwreu Absclmitte

angeliörige Endpunkt ist der Berührungspunkt p der Parabel. Die

Aufgabe ist zweideutig und ist nur möglich, wenn f innerhalb des

KzeisKingaa liegt, welcher dordi h und den kmuentriflehan £rej« mit

dem halben BadiuB begrenst wird. Der lefattere Sjreif ist der geome-

trische Ort der Brennpunkte jener Parabeln, lllr vekhe h derKranunongs-

kreis de« Seheiteis isL

Graz, NoTember 1903.

Von L. SaalsghOtz in ESnigsberg L P.

In dem 5. Baude (1909) dieser Zeitschrift S. 47—55 hat

Herr Hatthiessen*) einen Aufsatz über die Periodiaität der Ketten-

brüche yeröffeutlicht, der zu einigen BemerkangNL herausfordert. Nach-

dem der Herr Verfasser die im Lehrbuche von Serret aufgeführten

Sätze über die periodischen Kettenbrüche übersichtlich zusammengestellt

uikI tpilwpisp in einfacher Art neu bewiesen hat, föift er noch zwei

Theoreme Vi und VII Ii m/u In diesen läßt aber der verdienstvolle

Verfasser des Werkes „iii>tr die literalen Gleichungen" an Inhalt und

i?'uääuug etwas zu wünschen übrig.

1) YgL Speth Krflmmiiiigiifcrsise der Esfelsehiiitta'* pag. M. (JaliiM>

hvt. d. Realachale iu Trautenan 1898.)

2) Denelbe ist inzwisehsii gMloibea.
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Das Theorem VI lautet:

VL |,Weim innerhalb tler Periode eines ivetteubruchet», welcher

dnrdi die Eutwieklung einer Irrationaleii zweiten Orade» entsteht, in

der Gleichimg der Tollstand^en Qnoüenten (9) 2E^ durch 2), teilbar

irirdy Bo ist der Qnotient [d. h. : DJ gleich dem unTolletindigen

Quotienten a^, die Periode syinmetriMh und der Anfang od» di*

Mitte derselben.«^)

Der erste Teil dieses Satzes ist fMr richtig; wenn die quadratische

Form (X>„ jy^, — D„_,) nicht nur ambigue, Bondern auch reduziert isty

und folgt für diesen Fall direkt aus der Theorie der quadratischen

ForrTT^f). Z. B. ist (6, 15, - 50) eine fiiTihitriit^, aVier keine reduzierte

Form und die positive Wurzel der Gleichung 6a;" — 30af — ÖO — O
enthält 6 (nicht 5) Eiobeit^n.

Was aber den 2. Teil betrifft, bo ist allerdings für die positive

Wurzel der Mattbiessenschen Gleichung bx^ — Ibx — 13 = 0 die

Periode («^, 1, 2, 2, 1), welche bei Verschiebung des Anfangspunktes

die symmetrisehe Gestalt {2, 1, 3; 1, 2; annimmt; aber für die positive

Wunel der Gleichung — 124df— 121 — 0 ist die Periode (124, 1,.

90, 2, 30, 1), oder veischoben (2, 30, 1, 12d^ 1, 30), und dienlbe laßt

sieh (im Oeg«öisatie zu deijenigen der oberen Gleichung) wete s»

oxdnen, daß sie aus einem Einzelgliede und einer geraden Anzahl

anderer besteht, noch auch so, daß um ein einzelnes Mittelglied die

anderen sich symmetrisch anordnen lassen.

Das Theorem VII sagt aus:

VII. „Wenn innerhalb der Periode eiam Kettenbruches, welcher

durch die Entwicklung der irrationalen Wurzel einer quadratischen

Gleichung entsteht, iK-i wird, so ist die Periodf symmetrisch

und besitzt zwei ifleicbe mittlere Glieder uud umgekehrt.''

Die.ser Sar/, kann nicht als vollstiindig bezeichnet werden, denu

bei der M ai Ihiessenschen Gleichung 5 j;" — 11 -c — 5 0 ist die

Pertode für die positive Wurzel allerdings (2, 1, 1, 2) mit zwei gleichen

Mittel^edem, bei der Gleichung 17«*— 14«— 17 »0 ist sie ab«r

(1, 2, 36, 2, 1) mit einem einzelnen Hittelgliede.

Soll abor nur darauf Gewicht gslegt werden, dafi bei den Qki*

chnngen angegebener Art symmetrische Perioden odw soldte mit elnein«

Schlußgliede (bez. AnfangRgliede) entstehen, so ist zum Beweise dal&r

das Serretsche Theorem IV vollkommen ausreichend.

1) Die Ol. 9) dM Hemi MatthieMtea fOr den TolliUndigen QvotieniMi

lAutet:
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Bei dm Zahleiibeispieleii »m Ende der AbhandluDg lind die

Period«i flbrigene nioiht klar erkennbw, eboieo wie der Auedraek, diift

^die eynuuetriiclie P«iode mcIi em oder aw» End|^eder^ haben kaim.

Doch soll gern anerkannt werden, dnfl schon der Hinweis des

Herrn Matthiessen anf die beiden beeonderen Formen seiner Gleir

chnng (9) von Wichtigkeit ist.

Alle bezüglichen Frfit^en werdf^n vollständig und präzise mit Hilfe

der Lehre von flp!i (lua lnitischeii l iaiiien heant wertet, und ich IftsSO

die JUesuUaie meiner Uuter»uchimgeu hier lolgeu.

1. Wir bezeichnen einen Keitenbroch als echt oder nneeht, je

nachdem er die Form

-V oder g 4-

besitst. Die Periode rein periodiselier KettmbrÜehe beginnt im ersten

FaUe mit €tf im zweiten mit g.

Wir geben ferner folgenden vier Periodenartan die beigeaetaten

Namen:

^ii-i» *t 01» ^> • • 'f ^m~if M^uxrfe ütnikekrpeinodef

0'J^f
• • *t ^1 ^tf ' ' *t '»-1» fti(tchs {TfNtehfJWrMKfe,

tf^y • • •» * * 'f ^m—if ^m> ^ 9t^üitft AitMv^ptriodef

tt^f 0„_i» • • »f Alf e^|y c^j . . .f Auf h ftnok€ AbwüußptHcäß.

Mau erkeunt dabei leicht, daß eiue schtirfe Uiukehi-periode durch

"Verlegung des Periodenanfangs zu einer flachen Abschlußperiode, und

umgekehrt, wird, daß aber eine flache ümkehrperiode, sowie eine

idiarfe Absehlaßperiode bei solcher Verlang des Periodenanfangs

ihren Charakter nicht Sndert

Alle Perioden allgemeinerer Art fiMsen wir in der Benennung

tUfmnuMs^ Perioden zusammen.

8. Ein edilor Eettenbruch mit reiner (schar&r odor flacber) üm-
kebrperiode lißt sich dnrob die positiTS Wnnel einer Gleichung vom
Aussehen

(A) ilf«»+2Zar-Jlf-0

summieren.

Ein echter Kefctenbruch mit reiner (seliaiftr oder flacher) Ab-

scUnflperiode VSM sieh durch die positiTe Wunel dner Gleidinng vom
Animehen

(B) j|fJ!+2Jfpa^-^'-0,
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worin Jf(1 + 2p) — N positiv sein muß, summieren. In diesen Qlei-

cbungen bedeuten M, L, N, Mp, 2p positlTe gUM Zahlen.

Dieselben äätze gelten auch für die sogenumten ^sten Wttrzdn** o
der Form (W, L, M), welche wir eine reziproke nennen trollen, und

61 der Form [M, ]ifp. - N), welche eine ambigue heißt, aur daJi die

Kettenbrüohe nicht edit, sondern unecht sind.

L&fit sieb die quadratische Gleichmig mit ganzen Koeffiademten:

Termüge der Sobstitution y ^ v f worin er, ßf y, ä ganae Zahlen,

ond «© — /Jy=-± 1

a) auf eine Gl. (A), aber auf keine Gl. (B) zurückführen,

» w n w (A) „ ,

«> n » » (A) und aoeh auf eine „ (B) „ ,

d) weder anf (A) noeh aneh anf (B) „ ,

so bilden die periodisehoi T«le der KefcfcenbmcbentwicIclQngen fllr die

Absolutwerte der Wuxseln der Gl. (1)

ad a) eine flache ünücdirpflrioder

ad b) eine scharfe Abschlofiperiode^

ad o) eine sdhaife ümkebrperiode oder

eine fladie Abschla&fwriode, je nach Wahl des Perioden-

anfsngs,

ad d) eine aejmmetnadie Pariode.

Die Gl. (1 ) kann in den ersten drei f^en aneh mit einer Gl. (A)

oder einer Gl. (B) identisch sein.

S. Beaeichn«! wir mit D die Determinante der Form (Jf^ L, ~ Jf),

beziehungeweise der Form {Mf Mp, —N), also

D-Jlf«+/A bez. D~M*^^MNy
und mit den Teiler der betreffenden Form, und steilen die Gl.

<C) <»_/)«t--tft

nuf, 80 ist diese bekanntlich mitnnter fBr t nnd u in ganaen Zahlen

lösbar, in anderen FSUm nicht lösbar. Dies Verhalten ist andi für

den Torli^enden Gegenstand der Betraehtung yon entscheidender

Wichtigbeit; es gelten die Sätse:

Die poeUive Wutäd der (A) oder die erste Wumel o der

ret^prcJm Farm beaOeit weim (0) lösbar ist, eine sehMfe, wem» (G) mdU
lösbar ist, eine fladte UnMrperiode.

Digitized by Google



Periodische Ketteabiiache. SSI

Die potMee Wurjui der Gl. (B) oder die enie Wuräd der

ünAigmi Form MM, wem (G) isikur «s^ eine flanke, umm (G) «mM
lösbar tsf, eüm edusrfe AkiMiiifi^eriiode.

Insbesondere folgt hieraue:

Die EettenbrndtentwicUnng ron yi) — wenn 1 die größte in

YB enthaltene ganze Zahl iat, beeitst eine flaeke oder dne aeharfe

AbechloSperiode, je nachdem die Gleiofaung 1*— i)«*— — 1 in ganzen

Zahlen fttr i nnd « löebar ist oder nicht Idabar iei

Das letatere ist immer der Fall, wenn sieh D nicht in die

Summe zweier Quadrate serlegen lifit, also a. R wenn D die Geetalt

4jb+3 hat

4. Wird nnn gefragt, welche Art der Periode dem Abeolntwerte

einer Wnrael der allgemeinen Gleichung

Pa-» + 2 ^a: -f i? = 0,

worin P, Ii ganze Zahlen sind, zu eigen ist, so ist zunächst voraus-

zusetzen, daß dio Determinante 7) <ler Form C7*, TT) positiv ist, da

anderenfalls die Wurzeln (\r-r '^1 unfijriniir sind. Dann sehe man

nach, oll unter den reduziertet) Formen zur Determinante J), welche

der Form [P, 7i' iiquivalent sind, sich eine reziproke vom Aussehen

[M, L, — M), mit der ersten Wuizel oj, oder (— M, L, M) findet

oder eine ambigue vom Aussehen {M, Mp, — N) mit der ersten

Wnrzel Sl, oder (— 31, Mp, N). In den ersten beiden Füllen lanfln

die EntwieUungen beider Wuneln der Ol. (2), absolut genommen, in

die Periode von ei, in den letaten beiden flUen in die Periode Yon Sl

ana, weldhe im Torigen Paragraph charakterieiert sind. Tritt keiner

diea« vier fUIe ein, so haben die Wuneln ron (2) aaymmetrisohe

Pwioden.

ZueaiM. Ist die Form (P, Q, E) ambigue, so liißt sie sich immer

in eine ihr iqnivalente rednzierte, ebmfaBs ambigue Form transformiere,

nnd man Icamn von vornherein die entscheidende Gleichung (0) auf*

stellen und ans ihrer Lösbarkeit oder Nichtldsbarkeit die im yorigen

Paragraph Migegehenen Schlüsse ziehen.*)

Ebenso, wenn (P, Q, M) eine reaiproke Form isi

Königsberg, April 1904.

1) Wir unterscheiden, ob 2
(J)

; P =rs m un^^erade oder gerade, und in jedem

der beiden Fälle, ob die Determinante JJ kdeiner oder größer als ein gewisaer

Oienxweri ist Die za «nietende feduierte Fenn sei (P'« Q\ S'), die »ir Tiaiia-



332 EiLNST Eckhabdt:

Analytisch-geometrische Ahleitting der Realitätshedingnngen

für die Wurzeln der Gleichungen vierten Grades.

Von EBHfiT EcsHABDT in Hombmrg t. d. H.

(Schluß.)

6. In der bisherigen UnterBUchung der Olflichuugen vierten

Qrades mit Hilfe der Paacalschen Schnecke mußte snaaehei der Ffldl

6i>2rie* und zugleich «' + 12c > 0 ausgeschlossen werden. Er
liißt sich durch die Konchoide des Nik oni<>cle8 erledigen. Bei ihr

tritt an die SteDe der kreisförmigen Basis der Sckneekp die Gerade L.

Die von L aus auf den durch den Pol P, Fig. 1, gehenden Strahlen

abzutragende Strecke fei wieder e und PQ ~ 2r das von P auf L
gefüllte Lot. Nimmt man /' ala Anlaiigispuukt der Koordinaten, die

Richtung von P(^ als negative o;-Achse und das Lot in P auf FQ
als y-Adheei so lautet die Gleic^nng der Eonohoide:

foxBution dienMideii SulvititutioBskoelBaieiitea neniMa wir «, 7, und dea

Qnatientett %Q' P' beieiofanen wir mit ft.

. L m ongemd«.

D<i^' Iba -wilde t ab podtiTe uagende Zahl, so daü

dann ist; ites — ye-S, — M, ^»|», 2/1« — 1~ m9.
pt

17>— • Ibu «&hle t als positiT» ungerade Zahl, m deA:

daaa Iii: fcti / vi, ^^-1, — ft — m.

n. m geiade.

D < P> Ifan wlUe t als posttive game Zahl, so da»

tu tt
dann ist : 11 — — 2 f: -/ =. 1 , a =» — -

, d » , 2 /J = — «» J — 2.

D^P*. Man wähle {: ala podtiv« ganse Zahl, so dafi

daaa Ist: ji— S2:;]r«eO, «=1,^«!, l^Mf^^m.
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Wählt mau dagegen die Mitte O von zum Ausgaogspuiikt, so

erhalt sie die Form

[(x - rf + y-] • {X -t- r)' = ^{x — rf
oder

X* + (y» - «« - 2r«)ar« -|- 2r(.v" + c')ar + r*{y* - e» + r») - 0.

Diese Kurre besteht bekanntlich aus zwei sich ins Unt tiH-

liche erstreckenden Zweigen. Ist e > 2r, so hat sie eine Schleile

mit P als Doppelpunkt. FOr e <i 2r ist kerne Schleife Tor-

handen, P ist ein isolierter

Vi«. L »ff. t.

Zum B«weiie beechfeibe maii mit PQ, Fig. 2, um P «inen Kx«i*-

bogra und ziehA durch P eim StraUenbfiiditl, das den Bogen m
Kl, KffJB^ ... und die Gerade /. in Qi, Q^^ • • schneidet. Ist nun

P^, mm e, Bo wird der untere Teil der S<^eife dadurch erzeugt, daß

man anf Q^P, Q^P, ... von Q^, . • aus die Strecke e abtragt.

Schneidet man nun von if„ K^, . . . auf den Strahlen <hV>)olbe Strecke e

ab, 80 liegen die Endpunktf .S, , S'
,

S'^
, . . auf einem Kreise mit dem

Radius e — 2r um P, und dieser Kreis schließt nanh seiner Entstehung

die Schleife völlig ein; es ist also in der Tat y^ < c — 2r.
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EsMn Eckjubot:

HieraHB folgt» dafijeäe FaraBeU tur x-Adae, /Sr iNe ^ —
He Sdäetfe m(M sdmeid^; denn da e>2r, bo ut wtotB 4er >8r'
und also 4r*> (e — 2r)*. Für = 0 ergibt sich aus der Kurven-

gleichung <r». Da nim «* — r*> — 4r*, so kann auch ein«

Parallele zur «-Aehse im Alwiattde yd: V^— f* die Sdileife meht

treffen.

Nach diesen Feststellungen kann die Untersuchung der Gleichimrf

-f ax* -} hx c = 0 für den Fall D < 0 (6 > "^r^e] ,) uüd

f?'+12c>0 durchgeführt werden h kann als positiv vorausgesetzt

werden; wäre es negntiv, so brauchte rann bloß .7 durch — x l\X

ersetzen, um wieder einen positiven Koeffizienten zu erhalten.

Identifiziert man nun die Koeffizienten der Gleichung der

Konehoide mit denen der gegebenen Gleichung vierten Gredra, so

erhält man «nr Bestimmung von r, e, y die Besiehongen

y'-e'-^r'-aj 2»^=^ -j- e^) = 6, - + r«) - c.

Die ]ü«aiu geliudeiiea Werta <m r imd « bestmunen die

Konehoide. Die zu ± y gehörigen .^liszissen stellen die Wimebi
der biqmidratiBdieii Gleichimg dar. Man findet mnachst

<t K- « + +1^^}, ^ t/=* = i (- 2a- y«« + 12c) -
;

»44 - «- + - - i(- 2a + V^« + 12c} «

.

Es sei nun

7. a < 0, f > 0, a' — 4c > 0, 6 > i/^ej j. — Da ^ unter diesen

Bedingungen imaginär ist, so kommen zur Bestimmung von e und y
nur die reellen Größen , und e^^^ in Betracht Von wird mr
Eonstmktion nur das positiTs gebnmefat. Aus ^— nnd

,t + =. -L ergibt sich =
, y« • *rL«!L??._. . Da

6>2rie* j oder 7) < 0, so sind e uud y reell, r, und e bestimmen

die Konehoide, und da wehren r>0 //' > - r* ist, so trifft die

Parallele im Abstunde y zur a;-Achse die Kurve nur in zwei reellen

Punkten. Ihre Abszissen sind die Wurzeln der biqoadratischen

Qleichuug.

Die Parallele im Abstände — y würde zwei symmetrische Punkte

mit denselben Abszissen ergeben.

Wegen > yl sind beide n^tiv. Unter den gegebenen Bedingmgm
hoi obo ^ Gieidvmg vierten Grades nur suwi reeÜe Wuredn.

Ob die Kiure eine Sehleife bat oder nidit^ branebt wegm y*>e'— r*

gsr nicht nntersueht m werden.
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8^a<0, e<0, a* + 12c>0, h>2t\el^. — Es aind jetsi

towoU tf^, und cf^^ als auch rl^^ und redL Da aber der Fall

— 3r9^4<5<2r,^4 beraita wledigt ist, so werdaa anr Berechnimg

Ton und wjeder bloB rj nnd e^^J^ verwendet Die sich ergebenden

Anadrticke sind dieselben wie in Nr. 6 und raQssen gleidi&Us reell

nnd positiT sein. Die Koncboide existierfc also. Aus

f<^,<4**, oder ff<<!*-^<4*«

folgt non, daß daö also der eine Zweig der Kurve die aJ-Achse

links von 0 schneidet.

Die letzteu Ungleichungen lassen ferner erkennen, daß

Die Pandleie im Abstände + y kann also wieder nnr 0wei reMe

Punkte ans der Kouchoide ausschneiden, mag diese eine Schleife haben

oder nicht Ihre Absaiseen siud die Wurzeln der biquadratiaclien

Gleichung, sie haben wegen < das entgegengesetxte Zeichen.

0. e>0, h'^\2r^^^\ nnd 1) a>0 nnd a* — 4tf^0, oder

2) a < 0 nnd — 4e < 0. — 4 wird imaginär, ist reell,

Lifolge der Beaielinng fr > 1 2r, |
mflssen aoeh jetat die Aus-

drfieke Ar ^ nnd y* reell vaaA positiT sein. Die Xonchoide ist also

ebenfalls reell und wird wegen — y* = ej,g<0, y*>e*>e' — r*

dur(^ die ParaHlde im Absiemde +y fiwr w Mwei retikn Fumktm mü
lU^aUrm Alsnssen geschnUim.

Ist ?>=i2rjfj2', also r^O. so fallen die beiden Zweige der

Konchoide mit der Geraden Jj zusammen, die Parallele im Abstand©

y liefert daher zwei ansammenfallende Punkte mit den Abszissen

« — — r,.

l'aßt man die Resultate unter Nr. 7, 8^ ^ zusammen, so kann

man sagen:

Jm FäUe »•+12c>0 mä b>\2r^ei^^[ oder D<0 hat die

Uqwidraii»^ Olek^muff nur Mwei redk Wurtkn.

10. a' + 12c < 0. — Zur Erledigung dieses l'alies muß erst der

Verlauf zweier Kurven festgestellt werden, die durch Verallgemeuierimg

eines grenafalleB dv Fasealsdien Ekslineeke nnd dco* Konohoide des

Nikomedes entstehen.

a) Die der Hanptnntennicihnng sngnmde liegende Pasealsdie

Schneoke nimmt ftlr e 2«* die Form an



3d6 Eu«T Eaauur:

Vim» EoiTtt hak in P, Fig. 3, eine Spitae und bestiihi aiu mnam
«mfiwheii Züge olmo ScUeife. Von « — 0 bu «e — 180* nimmt x

der EonstrolcliQii dar Enrre gemifi

stetig so. Betiaehtet man mm dia

Enire

WO k reell mid positiv sein soll, eo

muft Si = 0 ganz anfierliAlb Ton S 0

liegen, da S im Lmefcn- tob 8^0
negativ ist.

kann — 0 nicht ans

einem zweifachen getrennten oder zu-

sammenfallenden Zuge bestehen, du lias

absolute Glied von <Sj = 0 negatw ist und — 0 also nicht zwei

positive und zwei negative Wurzeln haben kann.

Wold ai)er könnte eine Schleife vorJutnäen sein. Um das zu eut-

scheiden, bilde man

dx

nnd hieraus

2r*a;' sin a

X* - 3r*x + 2r'co8a 3j*jc* — 6r'xco8a-f-8r*+ A*

tff ^ » «d« ^ *r*«* — 6r''xco8e + 8r*+**

wo ^ der Winkel ist, den die TWigemte in irgend einem Punkte der

Kurve mit dem Radiusvektor x bildet. Wäre nun eine ScMeife vor-

banden, so müßte & sicher einmal verschwinden, der Zähler also Noll

weiden können. Dies ist aber nicht möglich, da

Ffir «<-0« nnd wird »-90«, wihrend x hierfOr

seinen Ueiusten nnd grofiten Wert ezreioht. Der Nenner Ton ^ bleibt

wegen x>r stets poeitiT, x nimmt also von a 0<^ bis ic »• 180*

etetig SQ.

Da ^ mdd NvU werden kann, so kann aneb die ftx kleine

Werte toh ^ sieber vorbandene Wendetangente nicht durch 0 gehen.

S^^Q hesM ako am emem einfadim 5 — 0 ekuMießmdeH
Zuge ohne ISpUee (Fig, 8).

b) Ffir ^ — 2r wird die Eonchoide des Nioomedes dur<^ die

punktierte Kurve in Fig. 4 dargestellt. Sie hat in P eine Spitse nnd

ihre Gleichung lautet:

C^ «* + ly - 6r»)ar' -f 2r(>« + 4r^« + r'O»— 8r») - 0.
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Ist k eine reelle positive Cuößc, so erc^ibt sich wie in a), daß die

Kurve = C' — Ar* — 0 die punktierte Kurve einschließt.

Sind y und die zu dem-

selben X gehörigen Ordinaten der

Korren C und C^, so gilt von

x^^Zr bi§ x^-\-r die Besiehiu^

vi Da nun y* in

— r bis a; = 4- r

(X + r)»

den Intervallen x »
und x = — r bis — 3r stetipr abnimmt

von Oü- bis 0, so ist dies bei f/f

in derselben Weise der Fall von

k*
oe* bis - , •

Die Entscheidung über den

(7i in den In

bis r + Id^l

Yerlaof von C, in den Intervallen f-x^

und

wo

r + (a!il and — $r — |«i

Fl«. 4.

die Abszissen der Schnittpunkte von

C| mit der Achse sind, gibt die

Ableitung

dt^D 1_

{
(x +r).vi + 2[x -r)-[zix+r)~2 r\ ]

Die rechte Seite bleibt, wie

man sich durch Einsetzen leicht

überzeugt, für jeden Wert von x^r und ebenso für jedes « <i
— 3r

negatiT.. §^ nimmt also stetig weiter ab von ^ bis 0.

Diese Art der üntersnehung setzt die stetige Abnahme von y* als

bekannt voraus. Will man unabhängig von y^ don Verlauf von fest-

stellen, so muß man nachweisen, daß der Ausdruck in der äußeren

Klammer auf der rechten Seite nicht versehwinden kann, daß also die

Gleichung ^ ^y^^ _,_ . lx(x + r)- ^

0

mir magmäre Wvrgdn hat. Ersetst man hi ihr dnroh x aus C^'^O,

so erhält man ^ ^ _ ^q^^ ^ 7^ ^_ = 0
AMUv dw M»flwMlik ud V^Mt. DL Billi«. XL SS
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und liiBtans die reduzierte Form

a?* - ir*a^ - 9^0; + ll||f^ + Ä* = 0.

Ihre Diskriminaiite ist

27i) - 4 . 12»(12r* + ifc*)» - 108» f*(32f* + Jfc*)»

Da nun

(12r* -H jfc*)» > (12r* + f Jfc*) • (12r* + fJty,

eo ist umsomebr

{12f* + ifc*/ > 12r*(12r* + | ik*)«

und also D > 0.

Da nun außerdem a < 0, c > 0, — Ir < 0, so hat die betrachtete

Gleichung in der Tat nach Nr. -i der immjifuire Wurzeln.

Der Ausdruck A in der äußeren Klammer auf der rechten

Seite von kann eleo aein Zeichen vi^tSai wechseln, und da er

fOr — 0 posiftiT iet^ iet er ttberhaupt poK^.
Daraus folgt aber, daß y\ in den LiterveUen — r Ine r -f- ]«| |

und — r bis —^r —
\

x^
\
stetig abnimmt von ool^ bis 0.

Aus ^ «—
X schließt man femer, daß für y, — 0

^1 ^ ~ c» ist^ daß also die kurre Cj die Abssüssenachse rechtwinklig

S<dmeidet.

Die Kurve C, = 0 bestäU also aus einem linlm und rediten ein-

fadim Zweige ohne endliches Maainium oder Mimtnum.

Es Bei nun

11. a > (\ c<0, a' + 12c < 0. — Durch I(i*mtilizierung der

Koeffizienten der Kurve 0 uiit den Koettizienten a, 6, c der

b 14uadratisehen Gleichung erhält man zur Berechnung von r, k, y die

Beziehungen

y8-6H-a, 2r(y« + 4H)«6, r»(y» - 3r*; - it* - c.

Hieraus folgt f)lr r die Gleiohnng + — ^ " 0. Da ( wieder

als positiv vorausgesetzt werden darf, so liefert die letzte Gleichung

stets einen positiven reellen Wert für r, der eia positives > ör*

und also wegen c < 0 auch ein positives im Gefolge hat.

Durch r und ist die Kurve C^'^O bestimmt. Auf dieser

Kurve entsprechen
j/i + ]/a + 61* Mwei Punkte, deren Abszissen die

WuTBeln der Torgelegten Qleiehui^ sind.

Digitized by Google



AMiituDg d. SMÜtttibBdiiigniigen fBr d. Woneln d. Gleichungen 4. Grade«. 539

Für die Ordinate + das Anfangspunktes gilt r*(yj— Sr*) — it*— 0,

för -f ist r*{ijl-?>r*)-J(*<0, demnaoh muß y? < yj sein. Dw
eine der obigen Abszisseu ist also positiv, die andere negativ.

12, a < 0, c < 0, a* 4- 12c < 0. — Man gehe aus von der

Kurve 8^ = 0 und setze ihre Koeffizienten gLeich den entspreeheuden

der TMgelegten Gleiohmig. Dann ist

er»-|a|, 8r*eoe«-d, 3f* + *»-|cj,
alm ' _

r-yf. «— »•-i'i-»''-

Da I2c^- 12ü^ <0, so ist it* > 0. Durch r and ik« Mi sich

Ä^ — 0 konBtniieieny und aolaoge , oder 8fl^+276»<Ö,

scbieidet jeder Strahl unter dem Wnikel « einen poeitiTai imd einen

negnÜTen BadineTektor als Wund der Gleidinng Tieften Gndes ans.

Ist Sa'+ ST&'^O, 80 {Ohrt die Knrre G^ — 0 nun Ziele. Wie

unter (10) folgt znnachst ans f* — — 0, daß stets ein positives

reelles r vorhandeu ist. Für 8 « ['=»27?»* ist r = und fttr

S\af<21¥ wird r > l Vb. Dann ist aber auch = Ür* — a
| > 0

und folglich aiicli wegen a- 4- 12c — < 0 die Größe ik* > 0.

Femer hat man wie in (10) j/l > f/'.

Der reellen Ordinate y ent^^piti lun daher in der aus r imd k

gezeichneten Kurve — 0 ewei Punkte mit einer positiven und

einer negativen Aheaese als Wnrseln der Gleiebmig.

In den Fäüen a^O, 12c <Ü hat also die biquadratisdte

Oiekkitnff nur swd reelle Wurzeln.

Da auch hier die Diskriminaut(> negativ ist, so kann man die

unter Nr. ö bis Nr. 12 gewonnenen Resultate zusammenfassen und sagen:

Ist die Dishriminante der hiqitadrafischm Gleichung negativ, tO hoi

diese Gleickmg stets zwei und nur zwei reelle Wurzdn.

Hornburg y. d. HöIm.

28*

Digitized by Google



Reaensipneii.

R. Schröder, Die Anfangsgründe dor Differentialreohniing und Inte-

graireclmung. Für Schaler von höheren Lehranstalten und Fachschulen^

sowie «an SeUwtuntemcht ' Mit zahtnieh«ii ÜbaiigRb«i^iel«ii and
27 Figuren im Toxi VII tt. 131 8. gr. 6. Lmpiig 1900, B. 0. Teubner.

JC i.ViO.

Der Verfasser hat, wie «r in seirreui A'orwort. sag^t, von der Freiheit

Gebrauch gemacht, die in den preußischen Lehi^länen von 1901 gelassen

ist, and hat die Primaser der unter Miner Leltniig «tehenden, seit Ostern 1905
ausgebauten Obeirealschule zu GroB'Lichterfelde in die Anfangsgrtlnde der

h?^herpn Analysis eingefilhrt. Obwohl er diesen Versuch erst ein- oder zwei-

mal gemacht hat, obwohl also die Praxis des Unterrichts, auf die er sich

stutzen kann, nor kurs ist, hat er doch nicht gedacht: Nonom premator in

annuni, sondern hat, was ja immeffain dankenswert ist, seinen Lehrgang
«öffentlichl.

In ähnlicher Weise, wie ich m seit fast zwei Jahrzehnten an der

Breslauer Oberrealsobnle m tnn pflege, führt der Verfiuser den IXIforemen-

quotienten der Funktion y = f{x) eiu, definiert die erste Ableitung

^ als seine Grenze fttr 0 und leitet dann in über-

siohtlicher. klarer Weise die Gesf^tze ftir '.ic l^iffereutiation algebraischer

und traiisizcmlt^iter FxinHionpii lier. Zur l'imng im Differenzieren filgt er

III meist ziemlich einfache Aufgaben bei, die er fast durchweg mit einer

olt sehr ansfflhrlielien LOsong Tsniehi Nach meiner Meinung wive

es besser gewesen, das nur bei einer kleinen Anzahl von Übungsbei-

spi'^len zu tun, bei den übrigen aber das bloße Resultat odor gar keine

Lösung znzufügeu. Es ist zu belürchteu, daß durch die Art, wie Herr

SdirOder vorgeht, zwar eine mir etwas InadweflcsBAfiig erseheinoide Oe-

sehicklichkcit im Rechnen encielt wird, daß aber die rechte Einsicht in

die SuBcrst fruchtbaren Methoden der Infmitesiiualrechnung fehlen wird.

Das rein mechanische I^insetseu in bestimmte Formeln tritt zu sehr in

den Vordergrund, und das wUl mir nicht behagen. Yorsnaeheii ist es,

wenn man durch etwas schwierigere Aufgaben die Primaner zum Kachdenken

anregt und die Findelust in ihnen weckt. Nun lu einigea Einaelheitenl

t>afi sich Funktionen wie jr a^yjf am bequemstmi düFsrensieren lasssn,
mm+p

wenn man sie auf die Form g x * bringt, wird nicht schon hn
Au^fae 33, sondern erst bei Aufgabe 28 erwähnt Bei den BeispieLuL

zur Di£Ferenti;iti()n impliziter Funktionr-n vprmiss>> ich den Hinweis dnnntf,

daß man auch ohne Benutzung der partiellen Differentialquotieaten durch
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umnittelbarefl Diffannsianik leloht sum Ziele kommen kmin. So ergibt eidi b6i

der Avigab« 106 auBje'— y*(2a— 0 lofntajd'+jr'— »} — 0,
. 3 _x* -4- 1/'

woraiu man y — ^ o \ findet Aufinben wie Nr. 8 auf 8. 59 laaseo

sich bequemer lösen, wenn man die logarithmi.>k^lie Ableitung ^ bildet

Ist «» 2y2px • (a— 2 x), so ist die in nntersuchende Fnnktion f{x)*x{a— 2x)*\

man hat also — z- gleieh Null zu setien und «rUUt x» io.

Die LOsnng der Aufgabe 10 auf 8. 60 ist wenig degant. Aus

^~ + /.^ « ^^^i?*' " unabhängige Variable wfihlt,
OOS et COB p

/n ^ asin g
,

bainfi dß

Aus a tgo + 6 tg^ = C ergibt sich

/,,^ a b dß Jt dß ^ a
^'^^ co8»o co8»^ ;/«"'"» co»»^

' d« ~ CO«»«

Setzt man diesen Wert in (I) ein, so erkennt man, daß sin «r ^ tin j?

sein muß.

Bei den Aufgabeu zur Bestiuiiiiutig dtn VVerbes von Ausidrücken, die

eine unbestimmte Fm haben, hfttte der Verfosser anf die in viel«» FUlen
sehr empfehlenswerte Benutzung von Reilien liinweisen sollen. Besondm

das Bedspid auf 8. 42
^^^^

-» " "g«̂ in^~~~ n«he, denn wenn

man schreibt

^W_ ^'('-»l+ -

) +
^'
('-3i+- )' »-«.j.

,.(,_|'+ ...)
-l-*"«'

wuhu P und Q gauzc Funküoneu vuu .< siuil, äo t^rkeutit man auf der Bteile,

daB sieh fOr x>^0 der 2 ergeben muB.
Das sind ja alles kleine Milngel, bedenklich aber ist, daß der \ rtassef

bei der Begründung der Lehre von den extremen Werten auf 8. den

Satz aufstellt: Die Funktion y = f^x) besitzt ein Maximum oder Miuinnnu
fi t/

an denjenigen Stellen, in welchen
.

f'f '*) () ist. Aus den vonius-

gescbickten Auseinandersetzungen toigi uur: An einer Stelle, wo ein extremer

Wert eintritt, mu sein. Der Verfasser weiß doch sehr wohl, daß

nicht alle Wuni In ]i r Gleichuiiiy /*'fj) = <^ jrrrißto oder kleinste Werte

von f(x) zu lieferu brauchen; er hätt« sich also vorsichtiger und sorgfältiger

ausdrücken müssen, um lliSverst&ndmssen vorzubeugen.

Die Art, wie der Verfasser in die Integrdrechnui^ einfOhit, ist im
allgemeinen zu billigen. Auch hier fehlt es an Aufgaben, die zu eignem

Nachdenken anregen, auch hier erscheinen mir die 1'ei.r,..ff>benen L^sunefen

hiu und wieder etwas umätuDdUuh. Dio auf S. 102 uehiindelte Quüdj-atur

der Ztssoide wird viel einfacher, wenn man x^^tr tia* u setxt, denn man
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€(rhllt dann sofort Sa^ «in* m 4«. Di» Integration 110t sioh leidit »na*

fiUiren, denn es ist

4 si« *y — (l — cos 2»)* «f — Äcos2ti+jcos4i«,

Mithill ist 8rt^ j sin* n du 2a' x — sin 2u j sin 4m).

Auch bei der Quadratur der Zykloide auf 8. 105 ist es hesser, zu

Bchreiben / cos'^ dif ^ \ f {1 -|- <^'>^ 2<p)rfj/ |<p + ^sin 2qp. Für die Kar-

dioide, die im § 48 bebandelt ist, ziehe ich der vom Verfasser gewShlten

Polargleichung r = 2a(l -f sin <p) die Form r 2a(l — cos tp) vor. denn

bei der Quadratur kommt man dann auf J*jr*dy —» ^a^j sin* | und

kann nachher verfahrcii wie bei der Zissoide.

Mit der Sprache des Buches kann ich mich nicht durchweg einverstanden

etldlren. IGch stört sohon die umeÜ^em&Be Vorliebe IBr das Bektiv
welcher und das „Faulheitspronomen** derselbe, das doch endlich einmal

ausgemerzt werden müßte. Geradezu unangenehm beri^hren mich Wendungen
wie folgende: Wenn eine Funktion j/ = fix) gegeben ist, so haben wir in

der Däferentislreebaung gelernt ... (8. 86). Wo sind in iUmIioh«n Ver-

hältnis $^t«hende Operationen schon angetroffen? (8.86.) Wenn nusmultipli-
siert und zusammengefaßt ist . . . (S. 71).

Es soll mich freuen, wenn bei einer hoffentlich erforderlichen neutsn

Auflage des Bnohes der Verfasser einige der Winke beaehtet, die ich hier

m geben mir erlaubt habe.

Breslau. — 0. Gutscbb.

Heinrich >\CIh-i , Jospf Wellstein und Walt«r Jacobsthal: Enoyklo-
pädie der elemoutaren Geometrie. Mit 280 Texttiguren. XII u.

604 a gr. 8. Lcipag 1905, B. G. Teubner. JC 12.—.

Das Buch bildet den zweiten Band der „BncjUopIdie der Elementar»

mathematik. Ein Handbuch fOr Lehrer und Studierende*', von Heinrich
Weber und Josef Wrllstein, mit dem Nebentitel „Elemente der Geo-

metrie". Bei der Anzeige des ersten Bandes, der von Weber allein be-

arbeitet war (Archiv (3) 9, ist der besondere Charakter der Enzjklo-

pidie der Elementarmathematik gewürdigt worden.

Das erste „Buch" des neuen Bandes über die nrundlaj^'eu der (leoraetrie

ist von Herrn Well stein ver&Bt. Im zweiten „Buche'\ das die Trigono-

metrie erledigt, ist die ebene Trigonometrie und die Poljgonometrie Ton
Herrn Weber geschrieben, die sphRrische Trigonometrie von Herrn Jaeobs-
thal. Das «Irltto ,.Buch", da-< die analytische Oeometrie und Stereometrie

enthalt, liat Weber zum Verfasser; nur der Paragraph 83, die analytische

Bphürik, rührt von Jacob sthal her.

Noch weniger als bei dem ersten Bande entspricht bm dem sweiten

der Inhalt dem Titel einer En/yklopKdie der elementaren Oeometrie. Die
„zahllosen Sätze und Sät/chen der Elemcntargeoroetric über Dreieck und
Kreis, Tetraeder und Kugel** werden in der Vorrede etwas geringschätzig

bei Seite geschoben. „Unter Ansscheidung alles znneit wäi boUerten
und dämm Unfhu^tbarän sollte nur das geboten werden, was in den An«

Digitized by Google



ßeseaiioneo. 343

Wendungen auf Mechanik und Physik sich ailfl nfltilioll erweist und anch in

der hSberen Mathematik fortlebt. In diesem engeren Bereiche unirde in

erster Linie Vertfefung und Belebung dos Gegenstandes angestrebt, Ver-

tiefung durch ausfiQhrliche kritische Behandlung nach der logischen und
«rkBimtitiatiieoretiBclMii 8«ite, Betobung dmdi Anwendungen, die fllr einen

dritten Band vorbehalten sind." — Mag man über die neuere DrsieiAi"

geometrie urteilen, wie man will, so durfte in einer Enzyklopädie der ele-

mentaren Geometrie die Sache doch nicht in einer Fußnote (S. 333) durch

eine Venreisang evf PaseaU Repertoriiun abgetan weiden.

Da indessen der dritte Band Anwendungen bringen soll, darf man
ho£fen, daß dort noch manches Platz finden wird, was der Käufer i es Werkes

nach dem Titel desselben in dem gegenwartigen Bande vergeblich suohi.

Poob ^nben wir, daS £e Enttinediung, w^die die Dnrehädit dee troi^

liegenden Bandes bei vielen hervorgerufen hat, durch den zu erwartenden

nicht völlig beseitigt werden wird. Der Oberlehrer, der fnr :^einen Unter-

richt sjfort verwertbaren Stoff sucht, wird eben einsehen müssen, daß das

von den Verfassern verfolgte Ziel nicht in dieser Richtung liegt

Die beidoi Leiter des Untemehmeaif Weber und WelUtein, haben
ab Unisersitätslehrer den Stoff unter dem Gesichtspunkte behandelt, daß
sie dem zukünftigen und dem schon im Amte befindlichen Oberlehrer den

Stand der wissenschaftlichen Forschung über elementar-geometrische Fragen

in der Gegenwart haben darstellen woUen. Ob das Weric ebenso ausgefiülen.

wäre, wenn die beiden Autoren selbst einige Zeit den Schulunterricht in

der Goometrie erteilt hätten, mörhtf Referent bezweifeln, der vor seinem

Eintritt in die Xechnisobe Hu<;hschule 24 Jahre lang als Oberlehrer t&tig

gewesm ist

Nach dieser unumwundenen Äußerung der Bedenken, die SuAi anf den

Mangel an Übereinstimmnng zwischen Titel und Inhalt beziehen, möc^p nun
aber anch gleich die Anerkennung folgen, daß das Werk nicht bloß den Mathe-

matiker auf das lebhaftest« interessieren muß, sondern überhaupt jeden denkenden

Mensdien, der etwas ans der Erkenntnistheorie erfthven wiU, und iwar hiev

an dem ein&cbsten Beispiele, dem der Geometrie.

Von den 563 Textseiten werden nümlich die ersten 301, alao mehr als

die Hälfte, durch das erste Buch über die Grandlagen der Geometrie an-

gefüllt; von diesen entfidlen nor die Seiten 830 bis 801 anf die eigentliche

Planimetrie. Die nichteuklidi<fcbe Geoiuctrie, welche im letzten Jahriuindert

immer nur von einzelnen T if'bhnln in ' i^rrPHstand der Forschuns/ gewählt

wurde, ist nach dem Erschemen dea liilbei tschen Buches „Grundlagen

der Gewaatrie" (1899) ein allseitig nnd eifrig gepflegtes Arbeitsgebiet

gewofden. Besonders die vielen SchfUer Hilberts haben sich mit einem
solchen Eifer nn l Erfolg dicker Studien befli=-'^n, daß man scherzweise die

alte Redensart „Eulen nach Athen tragen" nut der anderen veiiauscht hat;

,.NichteukliduK,'he Geometrie uaoh Gi>ttingen tragen". Diege lebhafte wissen-

sehalUiche Bewegung hat olfcoibar das erste, Yon Wellstein Terfaßte

^Buch" des Bandes beeinflußt, nnd es ist eine Darstellung entstanden, die

nichts weniger als enzyklopädisch ist, sondern in origineller Weise alle

Seiten des Gegenstandes widerspiegelt und ein vollständiges Bild von ihm
zu geben taxUsk. Uag man immexlin in Eiuselhetten anderer Ueinong sein

als der Terfasser, wie unter anderem Weber seine in besng anf Kants
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Haumlebre abweichende Ansicht dmch einen Nachtrag z\i ti inuadlagen

der Geometrie", S. 589 bis 591, zum Ausdruck gebracht hat, so ist die

ganze Sehreibweise so natürlich und trisch, fühlt w einfach in die ver-

wiokelten Betraohtongen hinein, daß die philosophische Vertiefung, auf die

dieaer Abschnitt bsrMliiiet ist, gewiß bei allen Leaan cmidit wird, die

den Stoff selbsttätig durchdenken. Der alte Grundsatz von Descartes: de

Omnibus dxibitare wiid mit Erfolg auf die Prinzipien der Geometrie an-

gewandt, die mau so lange als von jedem Zweifel unangel'uchten, als das

Gewisseste im meiiseUieliMi Geiste hetnehtet hatte.

Gerade wie in diesem ersten Boche die prinzipiellen Seiten der Geo-

metrie 80 beleuchte.t sind, wie sie gegenwärtig den sich um sie bemühenden

Forschem erscheinen, so hat Herr Jaoobsthal in der sphärischen Trigono-

metrie, die den TeAaltaismäßig groBen Banm von 100 SeiteD einnimmt»

außer der älteren MObinssdhm Auffassung die Grandgedanken der Studj-
schen Abhandlung aus dem Jahre 1898 über die sphänsfhf Trigonometrie

auseinandergesetzt und ist damit etwas aus dem Baluntin dar Elementar-

geometrie herausgetreten. Obgleich diese Bereicherang des Inhaltes an sich

wertvoll ist, darf man wdil üragen, ob nioiht andere, unberfleksicihilagt ge-

bliebene Teile der Elementarmatheinatik nötiger gewesen wären.

Hinsichtlich der von Herrn Welier vertaßten Abschnitte der «ebenen

Trigonometrie und der analytischen Geometrie sowie der Stereumelric ist

ans dem Grande weniger sa bemerken, weil sie sieh mehr in den übliehen

Grenzen halten. Die Aufnahme der analytischen Geometrie der Ebene und
des Raumes in die Enzyklopädie der Elementarmathematik wird in der

Vorrede damit begrtludet, daß die K^elsohnittelehre, „dieses schönste und
hO<diste Gebiet der Elementexfeometrie, Ton den Tersdiiedenstni Seilen her

in Angriff zu nebmen" sei. Die Grensen, bis zu denen voi^egangeu ist,

sind etwa auf unseren Oberrealschulen erreichbar, wilhrend man in Frank-

reich in den „Glasses de mathematiques speciales" viel weiter geht. „Eine

zusammenhängende Darstellung der Kegelschnittslehre würde Aber den.

Rehmen nnseves Werkes hinanmegang«n sein.**

Im einzelnen wird mancher Änderungen wtlnsehen. Wir wollen lüer

eine Kleinigkeit erwähnen. Auf Seite 275 wird der Bruch 3 sin «p : ( 2 + cosijp')

in eine Potenzreihe yon 9 entwickelt. Statt bei dieser Gelegenheit die

Methode der unbesfimmten KoelBnenten nebenbei mit ni beweisen, hfttte

dns gewöhnliche Divisionsschema genügt. Der KoefKzient von qp^ ist infolge

eines Zcichenfehler.s falsch als 1 '360 bestimmt, wahrend er in Wahrheit 1/1512

ist Außer der einen an dieser Stelle mitgeteilten Huygensschen Konstruk*

tion iftr die angeniherte Darstellung der Länge eines Krnsbogens bitte die

anders, die bloß erwähnt ist, ebenfalls Hlatz finden sollen, weil bei ihr

das erste Fehlerglied bedeutend gerint?«>r ist ((j[* 7ö80 statt <pyi80), wie

aus dem Texte von Huygens schon hervorgeht Das Lob der auf S. 17 ff.

vorgeführten St ein ersehen Linearkonstruktionen ist zwarol^ektiv begründet;

wenn aber, wie in einer jtingst verMientiiebten Plrogmmmschrift des Herrn
Zühlke nachgewiesen wird, Lambert lange vor Steiner dieselben Ge-

danken (iur< h^jei^hrt bat. so muß diesem älteren genialen Forsober wenigstens

ein Teil des Lobes zugesprochen werden.

üm miBTerstindlichen Anffassungen Torsubengen, soll am Bdihisse

naehdrlhdElich erUärt weiden, dnB Beferent es fBr sehr wttnseheiiswert, ja
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dring^ch enushtei, daB alle Lelirer der Blraieiiturgeometrie sich mit den
pritud{üellen Erörterungen dieses Bandes der Ens^opidie bflinuuit iTWK|i|Mni.

Natürlich soll damit durchaus nicht gemeint seio, daß dieM ErOnteiTlim^

mm (tegenstande des Schulunterrichts gemacht werden.

Berlin. £. Lampb.

W* Haaber. Statik. L Teil: Die Grandlehren der Btatik starrer Körper.

148 8., S2 Figuren. 1903. IL Teil: Angewandte (technische) Statik.

148. 8., 61 Figuren. 1904. Leipng^ 6. H. GMmb. (SammL OOaeliaa

Nr. 178 und 179).

Das erste B&ndchen behandelt den ai:f die einfachsten Gegenstände

beschränkten Stoff in 6 Kapiteln : I. Krüite der Ebene mit gemeinsamem
Angriffisponkt. IL Kr&fte der Ebene, die in verschiedenen Punkten eines

ftarren Körpers angreifen. IIL Krifte 4,ei Tfawmi*» bü gameiittiaMBi Aa-
prifiFspunkt. IV. Kräfte des Raumes, die in verschiedenen Punkten eines

starren Körpers .iniTPifV'n V. Von der Schwerkraft und dem Schwerpunkte.
VL Von den Widcnitand^krälten und ihrer Bestimmung.

Das zwtite Biodehen «rledigt den gewal%aD Stoff in 7 Kapitelnt

L Starre Btsbrerbindungen mit beliebiger Belastung. U. Ebene Fachwerke,

nr Spreng- und Hängwerke. IV. Standfestigkeit der Mauern (Pfeiler).

V. Standfestigkeit der symmetrischen Tonnengewölbe. VI. Theorie des £rd-

dnokiB. ViL Yom Gleidigewicht der seilartigen Körper.

Überall wird anfier der analjtisehen Behandlung aooh die graphische

ge1o}irt Schon im ersten Bändchen ist immer die Ilichtnng auf die tech-

nischen Anwendungen gewahrt, wie das vom Verf., einem Dipl. Ing., zu

erwarten ist. Das zweite Bändchen enthält ja Überhaupt nur technische

Anwendungen in knappster DantoUnng. Auf dieser praktisoben Ssita liagt

das Gute des Werkchens. Schwächer und vielen Einwänden ausgesetzt sind

Stellen, wckho die prinzipiellen (ünindlagen streifen. Auf S. 7, Bd. heißt

es ,,Kraft bezeichnet die Ursache einer Bewegung oder Bewegungsändemng'^

ond gkieh naoih naohher auf B. 8t t^Die B^fb ist Anfiemng der Wirkung
des Stoffes auf den Stoff.*^ Alles, was hier über Kraft, Bohweref Gewidit

gsaagt ist, bedarf der Richtigstellung oder schärferm Fassunj^.

Das Literaturrerzeichuis am Ende des II. Bandes hat merkwürdig»
Lücken. Es flslilt z. B. das große Füpp Ische Werk (dar Name des Antora
bei zwei andern seiner Schriften ist faJsoh); Schall, Bonth, Loreni^
Tallqvist nsw. sind gar nieht genannt

Berlin. £. Lau».

Kiels Nielsen, Handbuob der Theorie der ZyliaderfunktioaeiL XIV n;

408 S. gr. 8. Leipzig l'J04, B. G. Teubner. JC 14.-—.

Herr W. Ostwald hat sich gelegentlich darüber geäußert, wie ein

BmMvdt heaebaffen sem soIL Es soll das Toriiandene W^sso so ToUstindig

und genau als möglich zusammenfassen. Demgemäß wird es nur von solchen

benutzt werden, die bereits über rlip i'rnTi!llf^L'''TK^PTi Kennttii.>;,se de."; Gebietes

verfügen. Der Leser muß das, was er sucht, ohne Schwierigkeit finden

können, mü er aonll Uber den Stand dar WinanscSiaift an der betreffenden
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Stelle ersdOpfeiid untemebtet werdm. Ein Handbueli wd daher aneh nicht

fortlanfend gelesen oder studiert, sondern man schlSgt es nach, wie der Be-

darf es verlangt. — Wir fahren fort und glauben sapsn zu dürfen, daß der

Autor sich vorarst in den Besitz der gesamten Literatur zu versetzeu ge-

nStigt'ist H. Nielsen gibt 15 enggedraohte Seiten (989—404), gefflUt

mit den Titeln von Abhandlungen, die sich auf die Zi/lifid<rftmktionen be-

ziehen. Daß er sie alle gelesen habe, behauptet er selbst nicht. So gibt

er an, das Werk des Referenten: „Studien über die Reduktion der Potential-

gleichung auf gewQhnlidie Differentialgleichungen^ sei als ^Progrumm; Berlin

189S*^ erschienen, wlhrend es doeh 180 Seiten oxnfkBt und im Verlage

von Oeorg Reimer selbstilndig als Anhang zu Heines Iluwlhxrh der

KugdfunMionrn veWiffentlirht worden ist (S. 394). Referent hat daselbst eine

Definition der Zyiituia funkiioncn vcrschiedetutr Ordnungen aulgest^llt \^Ö. 120);

«r hat die frdMylimier-Fnnktunien als Ton der »wtUm Orämmg von den

Funktionen des parabolischen Zylinders (Weber, Baer, Haentzschel) und

des elliptischen Zißlndrrs (Mathieu. Reine, Tiin*1pmann, Haentzschel,

8&rohinger, H. Bruns) als von der drüttn Ordnung unterschieden. Das

oben enrtlmt» unftssande literatarvaneiehnüs wmst den TorAuHer auf diesen

Dnterachiad ansdrAakliob hin. Hr. Nielsen aber lehnt diese Bezeichnungen

ab, er nennt sein Buch km"zwcg ein llandbucJi der Zylinderfutiktionen,

während es in Wirklichkeit nur ein Handbuch der Kreisgylinderfunktionen

ist Sind wir aber über diese Einschränkung, dea bebandelten Themas einig,

so stehen wir nidit an, dem hochgelehrten Torlhsser unser KomplimMit Aber

die von ihm geleistete zusammefifassendr Darstrllung einer so gewaltig an-

geschwollenen Tiiterattir zu inHohen. Henn wenn derselbe auch im Vorwort

behauptet, da.a von den 27 ivapitein im ganzen 23 dm Ergebnis eigener

TJnkrMdmh^ -vdbren, so liegt wohl hier eine Art TOn SdbsttSosdiung vor.

Wir möchten das Werk als eine schöne Komposition, die von einer bloBen

Kompilation weit entfernt ist, bezeichnen.

Wer in der Theorie der hjpergeometrischen Reih« von GauB zu Hause

}Sti weifl, daB eine Drettettnng derselben mOglich ist Den im allgemeinen

geltenden Besultaten, wie sie Gauß, E. E. Kummer u. a. entwickelt haben,

treten an die Seite die Fälle, in denen die Stelle ,r ^ 1 eine wesentlich

singulärc ist (Gauß, Artikel 45—46, Lohnstein, Heffter, Borchardt,

Spitzer, Michaelsen, Winter), wo also das zweite partikuläre Integral

«ine loyorsttmiscile Viuidi^teU besitst, und weiter diejenigen F8Ue, wo häi^
jiartihddrc Integrale aigebraische Funkt'mnm sind (H. A. Schwarzi. Die

Differentialgleichung der Funktionen des KrcisziiUndcrs lUßt sich unter die

der hjpergeometrischen Reihe subsumieren; nur ist alles viel einfacher dort

als hier. Es ist ja nur der eine Parameter v bei der Besselschm Trans«

zeinlente vorhimden; daher die Dreiteilung: v beliebig; v eine positive gaoso

Zahl; V dir Hüllte einer ungeraden Zahl. Der letzte Fall, von Poisson

zuerst behandelt, ist derjenige, in dem die gegebene Differentialgleichung in

^aehl&gsener Form integitiM ist. Er ll0t sieb unabhängig f%kr sieh allein

«dedigen (Hermite). Ist aber v ganzsahlig, so ist die Stelle x ^ 0
tresrntlich siiiftidär. Dem ersten partikularen Integral lS"'^{x) schlieBt sich

die logarithmisch unstetige Noumannsche Zylinderfunktiou F^"^(.r) als

zweites partikuläres an. Für die Stelle x ~ oo hat Referent zuerst 1889

anBer den swei schon beftoiw^ Toneinander Terschiedenea crsfm partikoliren
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Integralen,— et lind die semiJtOHtfargmkn Entwieklongen oder asympioHschm
JSetÜMn, — die cwet bil dahin noch fehlenden logariffamiBoh anstetigen und
asymptotischon eweitcn partikuliircn Tutegrale hiazugeHlgt. Das Handbuch
weiß nichts darüber zu berichten; was es von den ersten partikulären Inte-

.graien gibt, i^eugt ab«r von wenig Klarheit; di« skizziert« Dreiteilung kennt

«8 nieht; im Gegenteil, allee Unft dnrdieioMider. Per Beferent Teriniftt ein

Hermtreten der Fuchs-Thom^schen Theorie der Differentialgleichungen,

wodurch ein klarer Zusammenhang zwischen den einzelnen Kapiteln verbürgt

worden wäre. Denn in dem Falle „v beliebig'' tritt doch offenbar dem
festen paitiknliren btegral: l^^(x) das sweite: ^'"^{x) als mit ihm ein

Fundamentfüsystem im Fuchssehen Sinnt bildend an die Seite. Anders denkt

Hr. Xielseu! Nach ihm kann /^"'(u') Jccinr ZißindcrfunMion darstellen;

yj^ie muß aus der Theorie der Zyiindarfunktionen verbannt werden!'*^ An
seine Stelle tritt Itei ihm das niclit-fundamentale Integral: r^'')(x)^

~.—\—r (cos (vff) i^'^
I j f
— I^~''HxS). Dadurch kompliziert sich der Aufbau

8in (»«) V ^ / \ »

des Handbuches; Entwicklungen werden in den Vordergrund gerückt, die nur

ein Anrecht liaben, als Polgerungen ernülmt in werden.

Ich glaube also sagen zu dürfen, daß die Ostwaldschen Kriterien für

ein Handbuch auf das vorliegende nicht vollkommen zutreffen. Dennoch

wird man es dankbar anerkennen müssen, da£ der Autor sich in das weit-

echichtige Material mit solcher laebe vertieft hat; fÄr die nächste Zukunft

wird das Handbndi die beste Auekanftstelle Bein Ar alle, die auf dem
Gebiete der Zylinderfunktionen, in dem von mir oben ang€{gebenen weitesten

Sinne des Wortes, tütig zu sein gedenken,

Uber den Inhalt der 27 Kapitel hier einzeln zu berichten, darf ich

mir wobl versagen. Der ersfe Teil gibt in 11 Kapiteln die Fimdamental*

eigenschaften der Kreis -Zjlinderfunktionen; ihre Darstellung sowohl durch

Reihen als durch bestimmte Integrale. Tni zweiten Teil wird in 7 Kapiteln

über bestimmte Integrale mit Zjlindertunktionen gehandelt. Der dritte Jeii

liefert Entwieklungen analytischer Funktionen nadi Zylinderfonktionen in

6 Kapiteln, endlich der vierte Teil in 4 Kapiteln Darstellungen willkürlicher

Funktionen durch Zylinderfunktionen. Ein Anbnug vermittelt Hilfsformeln

aus der Theorie der Gammafuuktton, der h^pergeometrischen Funktion, der

Kugelfunktionen und der trigonometrisohen Reihen. Das oben erwähnte

LiteratturenMnehniB mid ein alphabetischeB Register beechliefien das inhalt-

reiche Werk, für dessen Abfassung die mathematische Welt dem Verfasser

zu großeTTi Dank verpflicht€t ist, was icli nicht unterlassen will horvorzuheben

trotz der Ausstellungen, die 7m machen ich uüch genötigt sah.

Berlin, 18. Januar 1906. E. Hasktzschel.

EugeniO Beltrami, Opere matematiolie. Pubblicate per cura della

PMottik dt sdenM deQa B. UniTendt^ di Borna. Tomo I, 1903. Tomo II,

1904. Milano, HoeplL

Die italienischen Mathematiker haben dem allzu fiHh der Wissenschaft

entrissenen BeUrami, dessen Name in den Annulen der Mathematik irmpst

einen Ehrenplatz behauptet, ein wahrhaft würdiges Denkmal errichtet, indem

tie die aimtlidien wiflWMdialÜidieii Arbeiten des herrorragenden Fonohers

r
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m «am Bohttn auigestetteten OesamtauagalM lusminiiiiiigettallt haben, on
der Ulis die beiden ersten Bände vorliegen. Die mathematische Welt ist

den Veranstaltern und Förderern dieses Unternehmens, unter denen die

Mutter und die Witwe Beltramis, der inswischeu ebenfalls hingeschiedene

Cremona und di« Hema Tonelli und Gast«lnaovo an erster Sidle ge-

nannt werden, m lebhaftem Danke Terpflichtet. Die Werke Beltramis in

der nenfn Ausgabe bilden dtircli den hohen Wert der hier verpinig+en Ab-

handlungen sowie durch die vorzügliche Ausstattung, an der wesentlich die

•ehr leistnngsflluge mafhematuehe Druckerei su Falenno beteiligt ist, eine

Zierde jeder mathematischen Bücherei.

Es brauclit an dieser Stelle nicht auf die Bedeutung Beltramis ein-

gegangen zu werden, die in verschiedenen Zeitschriften eingehend gew^ürdigt

worden istj im erst«n Bande der vorliegenden Ausgabe findet sich ein Ne-

krolog von Cremona. üm aber die Bedentnng der Toriiegendm baden
Bände ungef&hr zu kennzeichnen, sei auf die hervorragendsten Stücke ihres

Inhalts hingewiesen. r erste Band enthält u. a. die im Giomale di matematica

eröffentUchten Untersuchungen über die Anwendungen der Analysis auf die

Geometrie, die Abbandlungen Aber die Yerbiegung der BegelffiUshen und
Uber die geodätischo Abbildung, den Versuch einer Interpretation der nicht-

enklidi.schen Geometrie und die Theorie (V'r Kiluine konstanten Krümmungs-
miaÜes. Aus dem zweiten Bande sei die allgemeine Theorie der Differential-

parameter, die bisber sdiwer zug&nglidi war, sowie eine ansgeddmte Aifamt

Aber die Kinematik der Flüssigkeiten bervorgehoben.

Liebhaber der Variationsrechnnn^'- «^n'nTi auf eine Notiz über geodätische

Linien, S. 36(3 des ersten Bandes, verwiesen, in der eine durchaus luodeme

Auflassung der Jacobi -Hamilton scheu Methode in Verbindung mit den

Aufgaben der Yariationsreehnung angetrofllS»n wird.

Bredan. A. Embsbr.

JnlM Tumery. Le^ons d*UgftbM et d'iiialyM k l*iiMge dee ölöyee

des olaseee de mathömatiques sp^OtalM. 8 tomes. VII und 423»
63ti p. Paris 190G, < iauthier-Viliars.

Für den mathematischen Unterricht in tranzösischen Ljzeen ist 1904
ein neues Programm ausgearbeitet wordoi, welebes die Znrttckdrängong

rein abstrakter Entwicklungen, die Beschrftnknng bei Ableitung sogenannter

allgemeiner Formeln t'ordtrt. Anwendungen auf unmerische Beispiele und
deren viJllige Dui-chrechnung lietont und frühzeitige Darlegung der Elemente

aus der Infinitesimulrechuuug in den Vordergrund stellt. Dieses Programm
hat in Deutadiland lebhaftes Eeho geweckt, da andi bei nne seit Jeluen

Bestrebungen im Gange sind, den Schüler frühzeitig mit dem Funktions»

begriflF tmd den 0 rundbegriffen der Differential- und Integralrechnung be-

kannt za machen und gleichzeitig das Kechnen mit Buchstabeugleichungeo,

das Entwickeln von sogenaonten allgemeineB Formeln einsusdurlnken. Des
vorliegende Werk ist geeignet, von dem neuesten Kurs im mattieniatischen

Uiiterriiht der classes «peciules ein nngefÄhres Bild 7T1 geben, und durfte

daher in Deutschland besonderer Beachtung begegnen. Offenbar hat Herr Jules
Tannerj schon lange vor der amtlichen Festlegung nach diesen Qrund-

siteen nntemebtet, wie ja audi in Dentsöhland knge Zeit, bevor der soeh
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andauernde Kampf um den neuesten Kurs entbrannt ist, an einer ganzen

Bflihe on Ifitfcelsdiiilmi (ioh «rwSluie in «nter Linie OberrMdsolnileii,

z. B. die Friedrichs •Werdersche und «lie Lulsesstädtische Oberrealschule in

Berlin) bereits Diflferential- und Tnt<>gralrechnung gelehrt worden sind.

Was an dem Werk auf den ersten Blick in die Augen j^lt, ist die

ungewöhnliche Breite der Darstellung, die in der Methode dee Ver&^ers,

«lks tagen m wdlen, begrflndet itt Herr Tannerj legt Wert darauf
den Leser auf Schwierigkpiten und Löcken in der Ableitung eines Theorems

aufmerksam zu machen und ihn anzuleiten, wie t\'.r> i^pdenken zu beseitigen,

wie die Lücken austuftülen sind, oder aber, taliä dies aber die Grenzen des

Vortrages hinanagdien wUrdOi dem Leeer die LOekenhaftigkeit des Beweises

zum Bewußtsein zu bringen. Im mflndlichen Vortrag dttrfte es nicht sowohl

aus Mangel an Zeit, denn aus methodischen Gründen untunlich sein, bei

der Einf&hrung des Schülers in ein Gebiet alle diese Dinge zur Sprache zu

bringen. Der VerfiMser hat wohl andi mehr den Lslurer im AugSi der aar
eiLn« n Orientierung und zur Yorhevritung Seines Vortrags das Bodi zur

Hand nimmt. So dtirfte derjenige, welcher es etwa unternehmen wollte,

die Theorie des Irrationalen vor der Klasse so vorzutragen, wie sie auf

den ersten 58 Seiten des Werkes dargelegt ist, beim Schüler eher das

Oegentsil Ton Pkeude imd Lust an arithmetisdien Vntersnchnngen erweeken.

Im zweiten Kapitel wird bersits die Ableitung eines ganzzahligen

rationalen Ausdruck«? von einer und mehreren Variablen definiert und für

den Fall einer Variablen geometrisch gedeutet Die nächsten Kapitel be-

handeln die IMTision v<hi Polynomen, die gebroehenen rationalen Ansdrfleke

(wobei die homographisohe Belaiion //
~

]|] ^ eingehend besprochen wird),

den größten gemeinsamen Teiler, das Imagin&re, das Fundamentaltheorem

der Algebra, den binomischen Sats, Gleiehongen enten Grades nebst einer

kurzen Einftlhrung in die Determinanten, und endlieh die EliminalionB-

methoden von Euler, Sylvester und Bezout.

Der zweite Band beginnt mit dem Grenzwert und der unendlichen

Beihe. Als Anwendungen dient die Aufgabe, die Summe einer Boihe, deren

Glieder mit beliebiger Anniherang beredmet werden kennen, mit gegebener

Annllherung zu bestimmen. Sodann wird die Stetigkeit einer Punktion

einer reellen Variablen erörtert und die Ableitung einer solchen, durch eine

konvergente Beihe definierten i^unktion eingeführt. £s folgen die £nt^

widdnngen Yon IKaelanrin nad Taylor mit den Ablieben Anwendungen
sowie das durch den FlSdieninhalt definierte, bestinunte tmd das unbestimmte
Integml nebst Anwendung auf die linearen Differentialgleichungen, wShrend

das algebraiüche Pensum mit der Unteräuchimg der s/mmetrischen Elementar-

fbnktionen cnier algebrsisdien Gleichung besdiloesen wird.

Dieee Inhaltsaufzählung l&fit schon erkennen, daß die Vorlesungen des

Herrn Tannery für den Primaunterricht an deutschen Mittelschulen nicht

unmittelbar verwertet werden können, sie dürften vielmehr noch unseren

Studenten in den ersten Semestern wertvolle Belehrung bieten. In diesem

Sinne ist der Gewinn, der dem dentsdien Oberlehrer aus Boreis Algebra
fllr seinen Unterricht zufließen dürfte, sicher größer und unmittelbarer.

Immerhin bietet das Werk auch für den IVimaunterricht eine Fülle von

Winken und eine Fülle von Anregungen und — was noch gamicht erwähnt
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worden ist) was aber als ein besonderer Vorzug der Vorlesungen hervorgebobcn

SU verdm T««di«iit — m» betviehtHohe Zahl TOit OliiBgaii voA Bt&B^üßm,
die ein fiber die IfittelaohulbedflifhiBW MnansgaheDdea Liiaraasa htmspnehm.

Berlin. IS. Jahhbb.

H, Zimmermann. Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elaffttMhflr

QuerstütBung. 44 8. Berlin 1 906, W. Emst u. S. 2 .
—

.

Für die Beanspruchung eines geraden biegsamen Stabes, der in seiner

ganzen Llnge tmnnterbrodieB «laatifldi in der Qncniclitnng gesttlM und
mit beliebig gerichteten Kräften belastet ist, hat der Verfasser ia den

Berliner Akailemieborichton einn Lösung mitgeteilt, die aueh den Knickfall

als Grenze einschließt. Dieser Grenzfall wird im vorliegenden Heft be-

sonders nntersnohtk Die allgemeinen Grundgleichungen werden für achtzig

versdüsdene Beispiele nnmeriedi dnrehgerMtoei'
Dabei erlu'bt sich die ~ den Mathematiker int^reasiereiade — Frage

naob dem Wertepaar 9, w, das dem Gleicbungssjstem

k &m qw— qmiip^Ot k (i9\ qw— 00a 0

m. genflgm hat, wo die sweite Gleidniag aus der erstoi dvreh Diffenn-

üation nach w entstellt und k« T^Z^ g«Mtsfc ist Der Yerfaner bemokt

dasn: „Die mir zugänglieben Fac^ttolnifteB «ntiialten ni^ta Brauefabave»

hierüber; es mußte daher erst ein geeignetes Verfahren entwickelt wordän**,

und fügt hinzu, daß rr auf eine Resihreibung des Verfahrens aas Raum-
mangel vemchteu müsse. Es ist nicht recht ersichtlich, weshalb das wohl-

bekannte Verfahren nicht anwendbar sein solle, das in der Taylorschen
l!ntwi<Unng einer Funktion ron swei Variablen aelneii üiapnmg hat

Berlin. EL Jahmu.

Owvres Ckirl6B H6nilit6 pobU^es soiib les auspices de l'Aoad^mle
des solenoeB par Arntt« Fleaxd. Tome L Paris 1906, Giuithier-

Vülars.

Das Archiv hat gans besondere Ursache auf das Uutexnehmen hin-

snwtiMO, von dem jetzt der erste Band endiieiien ist Hat doeh Hernite
(1833 — 1901) der Neugestaltung des Archivs, die wenige Monate vor

seinem Todp zustande kam, sein Interesse bekundet durch tHiersendung

einer Notiz über die Auflösung der Gleichung sns — e • 1>. sn r, und ist diese

Notiz, welche das Archiv der mathematischen Welt vorlegen konnte, doch seine

letate Arbeit gewesen. Gleiehseitig erhielt der eine der Beransgaber, weloher

das Glück hatte, seit mehreren Jahren mit dem groBen Franzosen in regem
Briefwechsel zu stehen, ein Schreiben, worin llermite seinem Unmut Luft

macht über neuerliche Bestrebungen, bereits in den mathematis<dien

Blementamnterricht die lufierste Stawige einsnAhren. Aueh dieses

Sdneiben ist in dem ersten Bande der neuen Reihe abgedruckt. Voraus-

geschiekt ist dem vorliegenden Bande eine ^Wissenschaft liehe WürdiLnin-T

Hermites in Gestalt einer Vorlesung, die der Herausgeber als Nachfolger

smnea 8eliwiegerv«ten an der Sorbonne wenige Woeken naob dessoi Tode
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gehalteu hau Halt« doch Hermil« uieht gewünscht, duiS au seinem Grabe

Beden gehalten würden I

Der Band beginnt mit -swei Aufsätzen des Schülers Ilennije am OoUige
Louis -le- Grand, von denen besonders dor zweite über die algebraische

Auflösbarkeit der Uieichung fünften Grades auch heute noch weitere Ver-

breitong veirdimit. Hieran schließen sich die Abhandinngen über die 1Van8>

fonnation der elliptischen und abelschen TranBiendenten, die etwa bis mm
Tode .Tacobis reicbcn, mit welchem ja der französische Meister in einem

bedeutsamen llriet'wecbsel gestanden Imt. Es folgen dann die arithmetisehen

Untersuchungen, zu deuen ihn die Dis^uisitiuneü und die bezüglichen

Jaeobiieben Arbeiteii Teiranlafiten; die EinflUiruog tMagK YeilnderlieheB

in die Theorie der quadratischen Formen ist der GnmdgBdaake» wdidier

die lange Reihe der arithmetischen Abliandinngen beherrscht.

Endlich finden noch die wichtigen Arbeiten aus der algebraischen Theone
der binären Formen Plate, wo Hermite u. a. das berühmte Beziprozitäts»

getets mitteilt: Jeder Kovariaate einer Form m** Grades, die inbesng auf die

Koeffizienten dieser Form vom p'**" (trade ist, entsprirht eine Kovariante,

die inbp/i'.f' auf die Koeffizienten einer Form p'"" Grades vom w'"" Grade

ist. Hermiteä Entdeckungen im Gebiet der Invarianientheorie sind mit

denen Oayleys ond SylTeaters so eng Tenraebaen, dafi SjlTester daa

Wert prägte: „Wir, Cayley, Hermite und Uk, büdetoi dainals eine in-

varnnte Dreieinigkeit.''

Interessant ist noch, für den Historiker, die bekannte Tatsache, daß sich die

f d»
WeieratraBsche Form des eUiplä&chen Integrals

J
y^^=i=== bereits bei

Hermite findet in der Abhandlung: Sur la theorie des fonotiona bttttoginea

ft deux indeterminees, Crelleschef? Journal, IJd. 52, S. 8.

Beigegeben ist dem Bande ein wundervolles Jugendbildnis des großen

nranxoeenl

Berlin. E. JAHKxn.

Holzinüller, 0. Die neueren Wandltmgen der elektrischen Theorien
einschließlich der fiLektionentheoxie* Zwei Vorträge. 119 S. Berlin

iyo6, J. Springer.

Der Yerfiuser hat den Inhalt zweier in mehreren Besirksvereinen d^
Tereina Bentsehair Ingenienie gehaltener Vertrige in Form einer Broiohltre

kurz /.nsammengefnßt Indem er auf die Sprarbe der böbt-ren Aiialysis, wo
es nur anging, vor-'i-htet, bietet er eine leicht faßliebe Einführung in die

neueren Anschauungen über elektrische Vorgänge. Vorausgeschickt ist eine

Darlegung des Newtonaeben Potentiala nnd seiner Bedeutung fBr die He-
«li^mV^ Elektrostatik und Magnetismus, sowie des logarithmisohen Potentials

in seiner Bedeutung für die Bewigung der Eb^ktrizitüt in dünnen, leitenden

Platten, ftlr stationäre Wärmeströmong und für das elektromagnetiscbe Feld

eines geradlinigen elektriacben Stromes. Hisran seblieBt sich ein Ober*

blick über die elektromagnetischen FemwirknngSgesetze von Biot, Savart
und Laplaee, von Ampere. Weber, Kiemann, Heimholt'/, Clnusiu'?

und Graiimann. Es folgen die Theorien dur Athervennittlung, welche sich

an die l^amen Faraday, Helmholtz, Maxwell und Hertz knüpfen. Mit
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besonderem Geschidc weift der Verfosser die Maxwell sehen Vorstellungs-

bildor ü})i'r ck'ktromagnptisclie und elcktrodvuamisclit» Stromwirkangen klar

zu leppii. Den Schluß Itildet ein ausführliches Kapitel über die Elektronen-

thcorie, wo sich der Leser bis zu duu neuesten Furschuugeu von Rutherford,
Kftnfmsnn und LoreDts ocieotieren kann.

Beriin. S. Jahmcb.

Hütte. Des Ingenieurs Taschenbuch. Herausgegeben vom akademischen

Verein „Hütte". 10. Auflage, 2 AbteUaogeD, 1834, 986 8. Berlin 1906,
W. Emst und Sohn. M 16.—.

Animaixe puiu 1 au 1906 publie par le liureau deü longiiudes. Paris 1906.

Qftvtliier-yiUflrB. Fr. 1,60.

Das Standardwerk des Technikers l&0t sich in gewissem Sinne als

Seiten stück zum „Annuaire" bezeichnen, das alljührllch von dem Bureau
des lonpitudes, einer Schopt'nng des großen Napoleon, herausgegeben wird.

Dieses, ein Oktavbündchen von ungefuhi- 900 Seiten, erfreut sich in Frank-

reioh aaBerordentlieher Terbnitang. Es ist nieht bloß auf dem Tiseh des

TechnikerSi Physikers und Mathematikers au finden; aucb der Laie nimmt
es gern zur Hand, weniger allerdings um in dem Verzeichnis der physi-

kalischen und chemischen Konstanten nachzuschlagen; was ihn anzieht, das

Mnd die angeh&ngten Abhandlungen, welche, Ton hervorragenden Geehrten
Tei&Bt, im edelsten Sinne des Wortes populäre Darstellungen wissenschaft-

licher Ergebnisse bieten. So enthält das diesmalige Annnairo die Abhand-

lung: Les eclipses de Soieil. Instructions sommaires sur les observations

quel'on peut fiure pendant ces ^pses aus der Feder von Herrn G. Bigourdan.
Erfreut sieh die „Hfltte'* einer gleichen Verbreitung? Nun, das ist

schon aus einem rein flußcrlic-hen Grunde nicht zu erwarten. Kostet doch

das Annuaire 1 fr. 50, das zwcibündigo Werk der Hütte 16 Diesem

Preisuulerächied entsprechend ist allerdings der Stoffumfang der Hütte ein un-

ergleiehlich grSfierer. UmJaßt doeh die Hfttte aile Gebiete der Teohaikt Winne,
Festigkeitslehre, Stoffkunde, Haschinenteile, Eraftmasohinen, Arbeitsmasehineu,

Vermessungskunde, Hochbau, Tiftftnng und Heizung, Wasserversorgung,

St&dteentw&sserung, Strabenbau, Statik der Baukonstmktionen, Brückenbau,

Sehiifitbaa und Schiffirniaschinenbau
,

Eisenbahnwesen, Eisenhüttenkunde,

Elektrotechnik, Gasfabrikation usw., wobt^i hervorgehoben sn werden ver-

dient, daß die einzelnen Abschnitte zum Teil aus der Feder allererster

Autoritäten herrühren. Für alle diese Gebiete werden die Resultate der

naveston experimentellen und tbeoretisohen Forschung mitgeteilt In

letsterer Bezieliung geht die Redaktion der Htitte vielleicht miuiehmal

2uweit, insofern als auch Ergebnisse der Theorie mitgeteilt werden ohne den

Zusatz, daß .sie als noch nicht genügend gesichert angesehen werden können.

Doch nicbl etwa bloß als Nachschlagewerk leistet die Hütte ausge-

aeichnete Dienste. Den Pormefai ist ein swar knapper, doeh den Winenden
hinreichend orientierender Text beigefügt, sodaß die HOttO VOn den Stodie-

renden vielfach als Repetitoriimi benutzt wird.

Was den Mathematiker besonders interessiert , sind die beiden voran-

gestellten Absebnitte ftber IDithematik und Meohanik. Sie sind mit be-

sonderem Gflsohiok abgefikttt und kOnnen, vom Standpunkte des Taehnikers,
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«Is recht voilstaudig bezeiclmet werdcin — bis auf eine Lticke. Ak eiue

Lfieke maß es bezeichnet werden, wenn der K«me Taktor nicht einmal er-

wfthnt wird. In ein modernes H&ndbuch der Tedmlk gehlM di«ier fHiidkp

mmitale Begtiff nebst einer knnen Anleitung zu Mioer Yerwendung.

Berlin. E. Jahkkjb.

H. Müller imd K. Pletzlter, Rochenbuoh für die unteren Klaasen
der tiökereu Xiehraostalten. V orstuf« den Aufgabeusammlongen
TOD Bardey und Htlller'Katnewskj. Ausgabe G. Heft 1: Ffta:

Sexta, Heft 2: Für QuinU, Heft 3: Für Quarta. J© Yl S. und ins-

gesamt 252 S. 8^. Heft 3 mit einer Doppeltafel: Reproduktion eines

Staatspapiers. Leipzig und Berlin 1906, B. Q. Teubner. Geb. Ji 0,80^

A 0,80; 1.—.

H. Hiller und A. Bteler, B««h«nbiitfli fOr KnalMn-inttolMhiilmi.
Im Anschluß an das matbematisdhe üitterTichtswerk rem Prof. H. M tili er.

Teil I: Für die 4 unteren Klassen. 4 Hefte. TV u. 59, IV u. 56, IV u. 52.

rVu. 52S. 8°. Lt^ipzig und Berlin 1906, B (1 Teubner, Qfh. M. 0 50.

— ArithmeUaches liohr- und Übungsbuch, tiir £jxaben-Mitteisoh.uien.

Teil It Bis m den Qleichungea sweiten Qrades mit mebreien Un-
bekannten einschließlich. Teil 2: Beihenlehre^ ZiinflMzins-Rechnung und
Anfangsgründe der Trigonometrie. VI u. IV u. 194 ti. 6 S. Tabellen.

Leipzig und Berlin 1906, B G.Tenbnpr. L geb. M 1,60, II. geh. M 0,40.

H. Müller und M. Zwerger, Die Mathematik auf den Gymnasien
und B—Iaehnlen« In Veibüidiuig mit dem Terfiuisar fOr bayerische

Lehranstalten heraxisgegeben. Erster TeU: Lehraufgabe der 5. imd 6.

<Tymnnsial-, hez. der 3. und 4. Realschulklasse. Zweiter Teil: Lehr-

aufgabe der 7. und 8. Gymnasial-, bez. der 5. und 6. Realsohulklasse.

VI IL 188 8. Q. VI u. 163 S. 8*. Leipzig 1906, a 0. Teubner. Geb.

M 1,80 u. 3,00.

H. miler, M, Kntnewsky i : I Zwerger, Sammlung von Auf-
gaben aus der Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. Im
Anschluß au die Teile A 1 und A U der Müller und Kutnewskj-
4cben Aufgabensammlung und in Verbindung mit den Vesfaseem für

bayerische Lehranstalten herausgegeben. VIII u. 276 8. 8**. Leipsig

und Berlin 1906, B. G. Teubner Geb. M 2,r»0.

Das H. Müll ersehe ünterrichtswerk, über das wiederholt xu berichten

war, ist durch verschiedene Neuau<?gaben erweitert worden.

Das üechenbnch für die unteren Klassen der höheren Lehranstalten

von H. MflUer und F. Pietsker ist in einer Ausgabe 0 erschienen, in

der das sachliche und methodische Beiwerk beschränkt und dafür einiges

andere etwas erweitert wurde; dazu L'-»'li''>rHn die Dreisat.'.aufgaben. dann

von den abgekürzten Rechnungsarten die Multiplikation und endlich die als

Denkflbungen beseichneten Aufgaben. Das sehr zu «npfehlende Beehenbuch
hat an finmchbarkeit noch gewonnen, wenn auch das für die abgekürzten

Reebiningsarten Gebotfne zu dürftig ersidieinl. Die Teilung in M Tiefte ist

daukeuswert Verfehlt ist es, „Hunderter' statt „Hundertstel" einführen zu

wollen.

AMhiv 4M ybXUKmUäat and Figpsllu tn. BttiM. XL S4
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BieMioaen,

Fttr Enaben-MittelBehideii wird Ton A. Bieler in Aoleluniiig «n
F. Segg er und H. M All er ein Rechenbuch geboten in 4 Teilen für die 4
ersten Schuljahre und ein arithmetisches Lehr- und Übungsbuch in 2 Teilen

für die obersten Mittelschulklasfien. S. 177—193 der Anthmetik bringen

als Anbaog die Aafongsgründe der TngonoauM». MOgen die Bfiober Segen

efciflen! Sie sind ihrem Zweck -entsprediend gestaltet und bevonogMi als

Auf^r:ilipngobietfl das in der InteressfinsphSre dp,r betreffenden Altersstufe

Liegende. Freilich dürfte, indem die neunstuiige Must«r- ^littelschule ins

Ai^e gefaßt ist, fOr die meisten YerhUtnisae zu viel geboten sein.

Für Iwyensdie Gymnamim und Bealeehitlen hat Zwerger am H. Hftllera
Aftttliematik die durch den venninderten Umfang des Pensums ermöglichten

K»i)/ uTiL'fni in-fl einige Umstellungen vorgenommea. Wesentliche Änderungen
sind vermieden. Bei der ffir die bayerischen Gymnasien ja erst in neuester

Zeit aageeefadea EinfUirang in die analytiaehe Geometrie d«r Ebene er*

aeheint manches, da ee keine rechte Durcharbeitung erfahren kann, Über-

flüssig. Soweit es die geringen Stundenzahlen für Hechnen und Mfithematik

in Bayern zulassen (in der 4. Klasse des humanistischen Gymnasiums = U III

find et 2 Wodtenstendenl), wird Zwerger-Httller mit Nutaen fBr di»

Einftthmng in den LelirBtoff verwendet werden können.

Geeignetes Übungsmaterial ftir bayerische Tjehranstalten bringt dann
Zwergers Bearbeitung der Müller-Kutnewskyschen Aufgabensammlung,

die auch warm empfohlen werden kann. Wenn die einfacheren Gleichungen

ersten Grad^ an einen frllheren Plats gestellt sind, Nr. 11 statt Nr. 19,
so könnte darin nocli weiter gegangen werden an SteUe der bisher bei den
fnlh^^ren Nummern zugefügten Hinweise. In Nr. 67 hätte Z wer!/ er auch
Aulgaben über das Körper^eichuen bieten oder zum mindesten auf S. 105
dea zweiten Teiles vom Lehrlmch Besng nebmot sollen.

Der Druck ist in allen Teilen des H. Mflllersehen üntamditBwerkas
ein ausgezeichneter.

Gera. E. Kulluch.

F. Hehütte. Anfangsgründe der darstellendeji Geometrie für Gym-
nMden. 42 8. 8*. Leipzig und Bttlin B. G. Tsafansr. Geh.

0,80.

In klarer Dantellimg werden die Elemente der Orthogonalprojektion
beliandelt, dann einiges von der schiefen Parallel- und v in fier Zentral-

perspektive. Wenn Verfasser das in § 2 der Einleitung gebotene Allgemeine

Uber das Projizieren etwas weiter ausgestaltet bktte, so würde die Behand-
Inng des Stoffes leicht dem noch mehr Rechnung haben tragen können, daB
die darstelleudc Geometrie zugleich eine schöne Anwendung an sich trockener

stereometrischer Lehrsätze bildet. l)ie Bezugnahme auf den Strahlensatz

im Baume h&tte mehrfach gute DienBte leisten können; so würde sich auf

S. 12, wo bewieaen werden soll, dafi bei der FteaUe^tfqjektion die Bild>

s-trecken irn Verhältnis der Stredcen stehen, die Benntsung einer Winkel-
funktion erübrigt haben.

Die getrotfene Stofi'auswaiii kajiu im ganzen als für Gymnasien geeignet
anerkannt werden. Die Figuren sind nidit dvrdiweg vodbildlich.

Gera. E. EuLLimn.
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F. Rogei, Das Seobnen mit VortoiL Eine gomeinfkfiUche, darch zahl-

reiehe BeiBpida «rHiitexto DanteUnng empfehlenawintBr Vortaüe und
abkürzender Vedümo, IV u. 38 £L 8^. I«ipsig 1905, B. 6. Tenbn«,
Geh. A 0,80.

In tnapper und klarer Dar8t<»llunp werden Angaben darfiber gemacht,

wie mau Zalüenrechnungen vorteilliaft gestalten kann. Auf die Frage der

Fehlergrence bei abgekttnten Rechnungen und solchen mit magenanai Zahlen

wird, wenn auch nicht ersc}K>pfend, eingegangen. IKe SchreÜHIit S. 98
BeiipiAl 114 405 : 286 » 2 uaw. bis 27:6 — 6 wire m Termeiden gewwen.

Q«ra. £. Kui^ncB.

H. Starke. Experimentelle Mektrizitätslehre. Mit besonderer Bertlck-

sichtigong der neueren Anschauungen und Ergebnisse. Mit 275 in den

Text gedrocUiea Abbüdungan. XIV «. 432 8. Leipzig und Berlin 1904,
B. Q. Teabner. JC 6.—^.

Ein vorzügliches modernes Lehrbncli der Elektrizität. Als Aniganga«
punkt der DarsteUimg dient allenthulben das Experiment; doch wird zur

Yertiefang des Yerständoisses in weitgehendem Maße auch auf die mathe-

matische Theorie der Ersdianungen eingegangen. In dieser glttcUichenVer^

bindung der experimentellen und der theoretischen Methode liegt ein besonderes

Kennzeichen des vorliegenden WerV's Z ir Deutung der elektrischen Er-

scheinungen werden ausnahmslos die neueren Anschauungen herangezogen,

die an die Kamen Faraday, Maiwell, Hertz, Arrhenius, H. A. Lorentz,
J. J, Thomson nsw. gehnttpft sind.

Berlin. _ _ E. AecBKOtASS.

J. Sittor TOn Geitler. Elektromagnetische Sohwingungon und
Wellen. (Sechstes H<ft der Sammlung „Die Wissenschaft" ) Mit 84
eingedruckten Abbildungen. YIU u. 154 ä. Braunschweig 1905,

F. Vieweg und Sohn.

Das Bnch ist nngeraebi lebendig und Uar gesehrieben und liefert ein

uohlabgemndetes Bild unserer Kenntnisse von den elektromagnetischen

Schwingungen sowie ihrer wellenRrmigen Ausbreitung im Baume. Es bildet

das sechste üeft der auter dem Gesarnttitel „die Wissenschaft*' im Vieweg-
schen Verlage emheinenden Sammlung von Monographien. Den fOr diese

Werke Torgesohriebenen OnmdsStzen entsprechend behandelt der Ver&sser
sein Thema in durchaus gemeinverstöndlitduT Weise — mathematische Formeln

fehler, fast vollstündig — , ohne dali die Exaktheit der Darstellung dadurch

beeiutruciitigt würde. Der llaupliuhalt gliedert sich iu vier Abschnitte,

von d«men die ersten drei die Namen von nHiehael Faradaj", James
Olerk Maxwell" und „Heinrich Hertz" als charakteristische Uberschriften

tragen; im vierten Abschnitt werden die neueren Forschungsergf'biiiBse be-

sprocbenf die nach dem Auftreten von Hertz zu Tage gefördtirt wurden.

Inkorrekt sind auf 8. 118 die Zahlenangaben (Wellenlängen) Aber die

Oremsn des sichtbaren Spektralgebietee.

BeHitt. B. AsrnncTKABS.
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Hauptgewicht im arithmetischen Unterricht nicht auf die Fer-fiyV'-jt irr. Tm^
forniea komplizierter algebraischer Ausdrücke zu legen; er fordert femer

inöglichfit frühzeitige Einführung des Fuuktionsbegriffs und Aufnahme der

Slemante d«r Tnfimtawimalriwhmiiig in d«ii Lelurplaa. Leidtr aber IftBt sein

Lehrgang selbst so ziemlich alles zu wünschen Qbrig. Der Schüler soll,

nach der Meinung dos Verfassers, nicht den Begrifi der reinen Zahl ge-

winnen, sondern darf sich die Zahlen nur in Verbindung mit zählbaren

Dingen TonteUen. Da iil es denn kern Wunder, daß der Verfeeser den

Be^iff des KegPÜim für so schwierig bllt, daß der Schüler mit ihm erst

bekamt t^emacht •veerden darf, nach'lem er slimtlicb*' Oporstjonen mit Ein-

BchlttÜ des üadizierens and Logarithmierens kennen gelernt hat. Und aucb

dann noch sdiemen nnflberwindticbe Sdrwierigkeiten Toratdiogen, denn die

Daistollnng des Rechnens mit negativen and vollends mit imaginiren Zahlen

ist — im Anschluß an Düh rings Spekulationen — derartig unklar, daß

nur die verwirrtesten Schüler sich dabei beruhigen können Auch sonst finden

sich Unklarheiten und sachliche Fehler in solcher Zahl, daü man die Schüler

nnr bedanern Itanu, die nach diesem Lehrgang nnteiiiohtet werden.

BtraAbnrg i B. Paul Epara».

F. Klein. Uber eine seitgem&Ae Umgeertaltung des mstliematisohen
Unterrichtes an den höheren Schulen. Yortr;ic:f^ gehalten bei Ge-

legenheit des Ferienkurses für Oberlehrer der Mathematik und Physik.

OOttingen, Ostern 1904. Ifit dnem Abdrnok Twaddedaner einacMSgiger

Aufsätze von £. Götting and F. Klein. DT n. 83 B. 6*. Lei|«ig

und Berlin 1904, B. G. Teubner. Jt. 1.60.

Es ist in höchstem ilaße erfreulich, daß das Interesse der üniverpitSt*^-

und Hochschullehrer an dem Untt^rricht unserer höheren Schalen ein immer

regeres wird. Eine neue Betätigung dieses Interesses bringen die Ostern 1904
b^m Ferianknrsns in Göttingen gehaltenen Vorträge von F. Klein, in

denen dieser warrae Freund und Förderer all r Fortschritte im mathematisoh-

|»hyRil\alischen Schulunterricht, üb^r .seine früher auf die realen Anstalten

beschranklKn Wünsche hinausgehend, fordert, daß der mathematische Unter-

lieht aller^) bSheren Lebranataltan die elementare Differential- und Integral-

rechnung umfassen soll. K I
r \ n erörtert die MSgliohkeit und die Notwendigkeit

dieser Fordening. Für die Abgrenzung des speziellen Umfanges der zu

behandelnden Gebiete rechnet er auf die Mitarbeit der praktischen Schulmänner.

Der Wiederabdmdc dreier Anftfttze Yon Klein und eines Ton Götting,
die nach der historischen Seite recht viel des Interessanten bieten, dient

im besonderen rar Unterstfitsung der Auaföhrungen beeOglioh der Bealan-

8talt«n.

Gera. E. Kulloicu.

1) Für die Reformgyronasien netzt Klein diihei vorauB, daß die Beachränkung
auf 3 Stunden Mathematik in der Oberstufe an sich nicht haltbar ist, und daß
die BiliAhuiig auf 4 Wocbemtimdett erfolgen moA.
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1. Aufgäbön und Lehrsätze. LöäuageiL

A. Aufgaben and Lehrgitze.

178. £8 sei die folgemie partielle Ihtfereptialgleichaag viecter Oxdniiag

vorgelegt:
/a»»?»D _ ^ a»«- a«P

,
d^d*D\

\dq* dp* dpdqdpcq dp* dq*/

« ra^ /a£\» _ « B^dDdD /^"l
""^Ug'Up/ dpdqdp dq^ dp*\dq) y

wo {> eine unbekannte Funktion der unnbhftngigen Yer&ndflrlielien f
bedeutet und

itt Beittglich dieser Differentialgleichung, ni denn Integration die ersten

Anläufe von HeiTü Julius V;Uyi stammen (Tnri'üijural-Dissertation, Kolozs-

var 1880), und deren allgemeine Lösung erst unlängst Herrn Wilhelm
Kapteyu^) gelungen ist, soll der folgende Satz bewiesen werden:

BdrxuMen wir p, q, d als gewlßtiidiihe PunkObo&rdimaim im Bamie, «o

gestattet die voi^fdegte partteBe IHffermiiaigleichmg vierter (Mmmg jede

solcfir projelcUve 2VaMff/bniialioti, die dm FmH ^»0, g— 0, 4>«*oo
verändert läßt.

Budapest. Jossr KüröchAk.

179. Die Abschnitte auf den in den Endpunktsn euier

Dreiecks eniohteten Loten, tqh den FuBinmkteh bis znm Sdinitt mit den
gcgrniiberliegenden Dreiecksseiten gerechnet, erscheinen vom Mittelpunkt des

Inkreises und der Ankreise unt«r je gleichen oder supplementHrprs Winkeln.

Dieser einlache und, wie es scheint, neue Satz gilt auch tür sphiUnsche

Dreieoke und ist vom' Panllelsnaziom mubhSngig.

C&mrlottsnbnrg. 0. Pohd.

1) Sur Viqrtation diff^reMMk ie Menge, Arohiv der Uaih. n. Phjt. (»)

813—829 und 10, S. 89—44.

r
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300 Tenniaehte lliitelliiiveD.

Zu 132 (Bd. IX, S. 303) (M. Peche). — Wenn man von allen Pnnkton

P einer Kreiseyolvente aus auf den Normalen eine Strecke => i und
auf den Tangenten aaeh der Seite der Spitze hin den Sadiofi des Grand-

kreiies PT^ a »btrtgt, k» mnblilU NT wieder «me Kxnmvohmt».
Dritte Lösung. — In natürlichen Koordinaten .9 (Krümmungsradius

und Bo^en; vgl. Cesaro-Kowalewski, Vorl. i'ihrr natürliche Grome(rif%

Teubner 1901, bes. § 15 u. 16) ist die Gleichung der Kreisevolvente auf die

Spitse bezogen ^' 2 a«. Li bnog mnf daa Koordinatenaytlem der Tangent»

und Nonnile in P liat die «inbtlUende Gemd« die Oleiehnng

ft5 2«<-a|r + al — 0.

G ist (nach s) zu differenzieren, wobei — '^liTT"» — ~ 2u setzen

ist (Ces&ro § 12). Dies ergibt sofort

^ ax + ly - (fl 0.

Ans Q unri 0
' flibXlt man für die Koordiaateo. p dee Berflbniiifapaiihte»

der Enveloppe

(1) x = al{Q-l), y = A(p« + a«)

üiaraus i > ^ >dx dd dy . df

Noll hat man aber (Oestro § 12)

i£
'l^ _y \ -i £y dy . g

und man ediSlt ohne viele Hfibe ^ = ^ » al, tad»»^^ —

(selbstverständlich), x* =» + ^-^j «» also, wenn nun s' und

die Sooidiuaten der neaen Sjorve aind, d$' » ay^i«, daber

(2) s'-a]/{».

Ferner ist (Ce^oo § 15) ,
^
+ demnaeh

(3) -

Aus (2) und (3) läßt sich mit Hilfe von (i'= 2 z? *» h i -bt p und « eliminieren,,

und es ergibt sich schließlich als Gleichung der gesuchten Enveloppe

2a*«'

Dies ist in der Tat medemin die (tleichxmp einer Kreisevolvente, bfi der

die Bogeu wegen (2) ebenfalls von der äpitze aus gexäbli sind. Der Hadiu&

des eneugenden Kradaee ist aber
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Daher ist dieser Radius gleich der Projektion von TT auf NT. Beide

Kreise haben auch denselben Mittelpunkt. Denn für die Spitze der u'^nf^n

Evolvente erhält man aus (1) die Koordinaten, die aui Tangente und

Namtale der Spitie der nrsprOoglielien Evolvente bezogen sind:

»4 — — all — a + ^jiqpji — — a 4- a' cos ö

,

9«— «*A — ^, — a' sin $.

Auf den Mittelpxankt des ursprünglichen Kreises bezogen, hat also die Spitze

die Polarkoordinaten a und 0. Der Kadiusvektor a' liegt aber dann auf

der Geraden G, d. h. die Spitze der neuen Evolute st«ht zu dem um den

ursprünglichen Uittelpiiiikt mit a «Is Badiu besdunebenen "Kxtaa» tenkreckt.

Dieser ist slso gswifi ihr eneogender Erais, und sie ist gegm die gegebene

KreisBvolvente nm den Winkel 9 — uretg^ gedrebl

Speyer. H. WnLBmmt.

Zu 145 (Bd. X, a 197) (P. Epstein) ist noeh von Herrn F. A. Hfiller

(Aschaffenburg) eine Lösung eingegangen, die mit der von Herrn J. West-
in nd mitgeteilten (Bd. XI, 8. löO) übereinstimmt, sowie von Herrn stud.

math. Wieferich (Münster i. W.) eine Lösung, die mit der von Herrn
Wieleitner gegebenen flbereinstimnit. Bed.

2. Anfragen und Antworte

Zu 29 (Bd. XI, S. 156) (0. Meissner). — The general formula

for the reversion of series may he dorived from Bürmann's Theorem — see,

for instanoe, Schlömilch's Compendinm der höheren Äna^sis^ Bd. ü, p. 21,

4te Anfl. — aod from ihe MultinomiBl Theoran. Using the notstion of

the queiy, we may ^te:

in wluch

(a) V - 1 + ? + 2?'+ . . . (v^ 1)9*" *\

and the summation indades all possible sots of values of 9, q' etc. that

satisfy (a), 9, etc. belog restricted to zero or pontive integers, also Cj 1.

The results are given in detail to nine terms in Oi^noli's IViffontmetrp

(p. 46 French translation, 2^^ edit. ); to eleven terms in the Penny Cydopaet^ia

article on Reversion of Series, and to sixteen by E. B. Seitz in the Mathe-

tmtiaü Visitor (formerly published at Erie, Pennsylvania ) Vol 1, (1878) no 3-

Washington. W. D. Lambebt
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362 Venuschte MiltoUaogen.

3. Kloinere Kotizen.

ElektriMUffttttlMi» VUMmagtngtlln»*)

In Nr. 17 und 20 d, Ztaohr. sind wieder neue Regeln zur Bestimmung
der Richtung der durch Bewegung induzierten KMK zu lesen. Es wird

von diesen JSegeln'^ bald eine Unzahl geben; jedermann sucht sich trotz

Faraday, HazweU md Fleming seine eigene Regel zn koostniieren —
«in deuilidhies ZriAm daftlr, daB mhUeßlioli Alks das nur «in unnStiger
und unnützer ßallast ist, den man am besten wegwerfen sollte!

Man denke si^h r.nr df^n einfachen Sachverhalt, Ein elektrischer Strom

erzeugt um sich eiu kreisförmiges magnetisches Feld; liegt er (j[Uer in

einem sohon ToiliBode-

nen Felde, so TeistiLrkt

er es auf der einen und
schwächt es auf der an-

deren Seite Benur Bahn;
mit anderen Worten, er

drängt die vorhande-
nen Kraftlinien auf eine

Seite seiner Bahn zu-

sammen («. Fig.). IKe
zusammengedrängten

Kraftlinien wirken aber

iMtomtonuig «t». TMm «uch «««dlJaS«« Stio»
den Stromleiter zu-

rfick, um um ms schwl-

chero Feld al» udrftngen; dies fühlt man sozosagen beim blofien Anbliok

der Figur. Daraus ergibt sich ohne weiteres die Drehrichtung eines
Motors: nämlich vom stärkeren Feld ins schwächere.

Die Baehtung der indimerten EMS eines Generators erjpibt sieh

aus der einfiachen Überlegung, daß sich der Anker dem elektromagnetitehen

Zuge entgegen, d. h. ins stürkere Feld hinein bewegt; der indnäerte

Strom verstärkt also das Feld vor sich.

Bebftlt mau diesen Sachverhalt vor Augen, so braucht man keine
andere Biehtnngsregel anJIer der zur Bestimmung der zusammen-
gehörigen Richtungen von Strom und Feld. Hierzu empfiehlt sich

statt der Ampereschen Schwimmregel die weit bequemere Regel der rechts-

gängigen Schraube Maxwells oder die „der geschlossenen Rechten". Diese

'buitot: fjISn Strom in der Biehhmg des geetrecicten rediten Daumens er>

«engt um sieh ein Feld in der Richtung der gekrümmten Finger'S Beispiel:

Strom — zimi Leser, Feld — nach oben (in der Papierebene): das Strom-

feld verläuft dem Uhrzeiger entgegen, das ursprüngliche Feld wird also

xeoIhtB Terst&rkt, daher der Leiter nach links abgedrflckt. Folgt der Leiter

wirkUeh diesem Dmck (Motor!), so wird eine EMK vom Leser weg (die

„Geg^n-EMK des Motors"! iiidu/.iert, weil der dieser EMK ent.<>preehende

Strom das Feld vor sich — hier also links — verstarken mOßte.

1 Abdruck aus „Klektrotcchnik und Maschinenbau", Zeitschrift des Elektro-

technischen Vereins in Wien, Organ der österr. Vereinigung der Elektrizitäts-

werke, im, H. 80.
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Der LiMer wird gebolni, dM Mur empfohlene YerfliJirai an *wei odw
drei selbstgestellton Beispielen eituulttbeii; er wird dann schon ohne Zweifel

die beiden Vorzüge desselben bemerken; erstens ist es becpiemer als dio

Flemingscheu iteprcin, da man dabei nur einen iuiger (den Daumen),

nach Fleming dagegen drei zu orientieren hat; zweitens ist es anschau-
licher, da es unmittelbar die tatsächlichen YorgSnge tot Angen fAhrt.

Alle übri^'en Regeln erscheiiieu deingegenüber inhaltslos und dalier zu

künstlich Aus dipsfm Grunde ial «las hier besprochene Verfahren ganz

besonders in didalitiscber Hinsicht zu empfehlen, wie der Verfasser aus

eigener ErfUming mitMlm kann.

Brflnn. J, K. Smino.

tkn XnltfplikntieMtnfeln.

Jedem Berufsreohner ist bekannt, daß die Logarithmen, so nlltilich, ja

notwendig sie für zahlreiche Fülle sind, in manchen anderen entweder

ganz ver^BfTPu, weil auch die Anweudimg von 7 Stellen das Resultat nicht so

genau ergib i, wie man wünschen muß, oder daß die Arbeit mit ihnen unter

ümitinden dodi erhehlieh nnheqnemer ist eis dai nnmittelbare Zahlenreohnen.

In solchen Fallen sind besouderc MultiplikationstafelD, Quadrat- und

Re^iprokentafeln erwünscht. Da iVdenfalls manche von unseren Lesern gern

lind viel rechnen, wollen wir eiumai die uns bekannt gewordenen neueren

Tafsln, heeondera der CMtoi Art, die flhrigens andi dae IHvidiereD, Wunel-
Aoeziehen osw. erlnehtem, in zwangloser Reihenfolge betrachten.

"Will man ein „Großes Einmalfins" aufstellen, also eine Anzahl von

ausgerechneten Produkten in eine Taiei bringen, so kann man je nach dem
Zwecke die Grauen enger und WMter stecken; man kann foner fOr Multipli-

kator und Multiplikandos dieselbe Grenze oder für diesen eine 10, 100,

lOOOmal höhere setzen. Den ersten Fall, welcher dem kleinen Einmaleins

entspricht, finden wir in dem Werke von A. Heuselin verwirklicht

{Bechentafel, enthaltend das große Einmaleius bis 999 x 999, mit einer

lÜnridiiung, die es ermöglicht, jedes geeuichte Becoltat . . . blitiachnell m
finden. Berlin S., Otto Eisner 1897.) Es h&tte hier fast eine Million von

Produkten untergebracht werden müssen, wenn nicht einerseits die Ver-

tanschbarkeit der Faktoren die Zahl auf gut die Hälfte herabminderte,

«ndererseiia die Mnltipla Ton 10 bei den Faktoren wegbleiboi konnten.

Lnmerhin bleibt etwa eine halbe Million meist sechsstelliger Zahlen übrig,

deren TJnterbringnncf auf 110 Poppelseiten gleich 220 gewöhnlichen Seiten

eine sehr tüchtige typographische Leistung war. Allerdings ist das ge-

Irandene Bnöh ihst 40 cm hodi und etwas Uber 16 cm breit (Preis 6 Hark.)

Das rasche Greifen der richtigen Seite wird durch Registerzettel ermöglicht»

Wir haben dieses schön ausgestattete Buch sehr hiiufig benutzt, weniger

beim regelmäßigen Arbeiten als wenn es galt, möglichst rasch das Produkt

Ton zwei dreistelligen Zaiileu zu haben. Auf einem gewöhnlichen Schreib-

üsidie hat es nidit gnt Plate, dagegen kann es bequem in einmn Bfloher^

gestell quer über der Reihe angebracht werden. Die Ziffern sind alle von

gleicher Höhe; diese beträgt, den Durchschuß mitgerechnet, 2,56 mm. Die

ausgesperrten Ziffern sind fettgedruckt Fehler haben wir in diesem und

den naidiher an besfnreehenden Werken bisher weder gesncht noch gefkinden.
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T>ie Verleger haLen meistens Preise fflr solche Entdeckungen ausgelobt'); um
aber den Preis zu verdieneu, müßte man schon auf einen glücklichen Zufall

rechnen, da niemand eine Tui'eläammluug voilstäudig in solchem öiune

duiohsrboitoii wivd.

Nur 100000 Produkte haben mehirare Bücher. Sehr handlich ist das

von H. Zimmermann herausgegebene, unseres Wi'^^pn« die erste Arbeit

dieser Art, welche gegenüber den (uns hier nicht voriKigendenj Tafeln voa
Crell« einen erbeblid^en Portseliritt aufwies. (BecheBtafel nebst Bamm^
lung häufig gebraiiohtar Zahlenwarte. Entworfen und berechnet von
Dr. H Zimmermann, Geh. P:rnrs+. Berlin, Wilh. Emst & Sohn. 1891.

8®.) Auf jeder Doppelseite gehen die Multiplikanden um 10 weiter, die

Multiplikatoren immer von 1 bis 100. Am FuBe jedw Seite stehen gewiss»

Funktionen der MultipUkandeo, nlmHeb o*; a'; 0,5 na; 0,25 ;ra*; Yü-^

Vo; 100 :a; log«. Man findet also alle diese oft gebrauditeo Großen
dort, wo die Argumente stehen, nicht in besonderen Tafeln. Oberhaupt ist

die Tafel gut gearbeitet, besonders auch in typographischem Sinne; wir

haben damit gern und .viel gerechnet. Die Ziffer ist die ungleiche »eng-

Usdie** LogariChmensiffer; ibre Hohe betri^ 3,4 mm einsebließliok Dnreb*

sebuB; Pomat des gebundent^n Buches 25 x 16,5 qcm. (Preis 5 Msrk.)

Es versteht sich, daß solche Tafeln auch die Multiplikation von Zahlen

mit mehr als 2 oder 3 Stellen ermöglichen; eine Tafel wie die letzt-

genannte gestattet ein recht bequemes Interpolieren and Aofbaueu l&ngerer

Fkodnkte. Mit einer neneren TM, die gleieh&Us 100000 Fh>dukte gibt,

aber den Mnltiplikandus bis 10000, den Multiplikator nur his 10 gehen

laßt, haben wir noch nicht arbeiten können. Ob diese Begrenzung des

Multiplikators praktisch ist, stellen wir dahin. Jedenfalls ist auch diese

Tafel ziemlich gut ausgestattet. (Beebentab eile nun Gebrauch bd der

Multiplikation und Division. Von Ein'k Briem. KristiaBia, B. Aschehoug
& Co.; für Doutsohland und Österreich A. Twietmpyer in Leipzig. Preis

geheftet 8 Mark. Format 16,5 x 25 qcm.) Die ZiAem sind noch größer

als bei dem letztgenannten Buche und dabei gleich hoch. Zn wflnseben w^re
eine Kennzeiebniilig der Seiten dnreh sehr ki-aftige Kopfzahlen wie bei

H. Zimmermann; die Seiten müßten dann allerdings höher sein, da man
schon jetzt Not haben wird, das Buch ohne arge Yereagong des oberen

Randra einbinden zn lassen.

Eine Tafel, die sogar bis 10 >e 100000 gebt, keanea irir nur aus der
Ankündigung des Verlegers. (A Table of prodncfx, hif fhe factors 1 io 5,

of all numbers from 1 to 100000 <fc, brf S. L. lAinndn. London, E. C„

C. d E. Laytifu. Price 5 »Ii. 4®, Leinenband.) Wieder bis 100 x 1000
gebt ein uns gleichfUQs nur im Prospekt, jedoch mit Dmckprobe, vw-
liegendcs Werk eines deutschen Eatasterbeamten. (Koi hentafel zor Aus*

fObrung der Multiplikation und Division sweier Zahlen. Von dem kgl.

1) Schon Bremiker hat (S. XIV des Vorworte« /ur THtelligen Tegaschen
Lopantliniei)tafel ; betont, daß diesen Verfahren die Kuuinilatoren — und dann
auch wolil die bloßen Benutzer — „verbleudeu", d. h. in falsche Sicherheit wiegen
kann. Kh ist trotzdem ein gutes Mittel. Nur sollten alle auch in weniger ver-

breiteteu Tafeln entdeckten itehler gleich bekannt gMoacht weiden, etwa in den
Aetroncmiscben NacbrichtnA, dn* Zeitecfarift für Vermessungewesen und Ihnliehen
Zentraloigaaen} nicht blofi in den sp&teran Auflagst der Sodber selbst
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Steuniiutpektor Imgart zu Buxtehude. Vermutlich äelbstverlag. Preis

4,60 Mark oder etwas bSher.) Die Anoordniing ist nieht so praktistA wie

bei H. Zimmermann, obschon die gleiohmäBig hohen Zifiem größer (etwa

3,8 mm uiuschlioßlich Spatium) und 80 auch die Seiten höher und l)reiter

anfallen. Dann gehört diesem Tjpus noch ein nur scheinbar davon ab-

weidiendfls Baeh an, dessen Verfasser gleidhfalls praktiaclier Beohner isi

(Abgekflrste Mnltiplikations-fieohentafeln für sfimtliohe Zahlen Ton
2 bis 1000. Entworfßn und lieransjypjrebpu von J. Ernst. Icni^rl Kassen-

kontrollenr a. D., Kassen- und liechoungsrevisor des Kreises Kreuznach.

BrauDSchweig 1901, Fr. Yieweg & Sohn. Preis in Leiueubaiid tt Mark.

Hohe 94,7, Breite 18,6 em, Dioke 3,5~4 cm.) Das Bueh gibt Ar di«

Multiplikanden bis 1000 die Produkte mit den 99 Multiplikatoren 10, 80,

30, . . ., 990, außerdem mit den neun £inem. So können die Produkte

mit dreistelligen Zahlen bequem aufgebaut werden. Die Einrichtung ver-

langt sehon wegen der vielen Nullen einen ausgiebigen Raum, vnd da in

löblicher Weise auch am Durchschuß nicht gespart ist, haben auf jeder

Doppelseite mir vior Multiplikanden Platz gefunden, ?n ^IhB nnu das Werk
ein halbes Tausend leiten hat Die gleichhohen ZüTeru sind gut lesbar;

es sind die von der Sehldmilolisdien Logarithmentafel her bekannten. Daß
ein Weik Ton dieser GrOße und Ausstattung gebunden fOr 5 Mark al^geben
werden kann, zeugt von der Leistungsfähigkeit dos tekannten Verlages.

Der Namensvetter eines der vorhin genannten Autoren liat in die

Tabuiierimg der Produkte ein ueutiS und fruchtbares Prinzip, das des Auf-
banens ans zwei Zahlengruppen, eingefllhrk (Beohentafeln, große
Ausgabe, bearbeitet von Ludwig Z im nie rmann, Coblenz, Liebenwerda

1896, Verlag des Technischen Versandgeschäftes von R. Reiß. Gebunden
ö Mark. Breite 20,6, Höhe 26,3 cm. — Bechentafeln, kleine Auagabe.
Znm Gebrauche ftlr Sehlde und Vrtma bearbeitet von demselben. 2. Auf-
lage. Ebendort 1897. Gebunden 2 Mark, Breite 15, Höhe 21,4 cm.

35 Seiten.) Zu erkennen ist das neue Prinzip tau nachstehendem Beispiele A,

0560—9569

0 1
'

i

3 4 • 8 9 660 561 562 563 564 665 566 567 '

,

668 569

AI 28 7\> i.so 181 23-2 334 385 486 487 660 611 (><;2 713 764 815 866 917 968 1019
6S 29 81 188 186 341 893 446 497 120 172 224 276 328 880 432 484 636 588
«8 2» H2 136 188 241 294 847 400 458 506 680 783 786 889 892 945 998 1051 1104 1167

Es ist dieses der Anfang von Seite 115 der großen Tafel, die das

Ablesen der Produkte aUer der vierstelligen Zahlen, die 56 in der Mitte

haben, mit den Zahlen <m 61 bis 100 gestattet; die danehenstslieiide

Seite 114 gibt natürlich die Produkte der genannten vierstelligen Zahlen
mit 1 bis 50. Es ist z. B. 51 2.5RO => 1,30560, und die beiden Gruppen,

aus deueo diese Zahl besteht, werden abgelesen. Dann hat 51 x 3560
zwar eine andere, um einen leicht ersichtlichen Betrag vergrößerte erste,

aber dieselbe «weite Gntppe; es ist 181 560. Ebenso ist 5S x 3564
— 133328; 52 X 3564 =- 18.') 328 usw. Andererseits ist 51x1567
=• 79»17i 51 X 1568 = 79!H;h, nämlich um dl giößer;

51 X 1569 = 80019, „ „51 „ .
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Wir frwLihiifn dieses zweite Verfahren hier nur der VollstSndigkeit

wegen. Es iäi, und das gilt auch für größere Tatein solcher Art, darum
gefährlich, weil min die Summe and Differenz der beiden Faktoren von

linke naeh rechts anfsdireiben kann, wogegen aneh ein gellbtecer Bediner

vorziehen wird, eine algebraische Summe, wie die in der II, Formel auf-

trf''!f'7i.U> . vnri if •h*s nach links herzustellen. Dann fuhrt man die Ver-

doppciimg uatüriicii wieder von link^ nach rechts aus. Dieser zweimalige

Weduel wird leicht Fehlor enueochen. Dagegen iat die Tafel auch stur

HultiiiliV L :on von gemischten Brüchen hraoiohbar, wenn, wie das die Praxis

manehmal bringen wird, außer den Ganzen nur Halbe auftreten. So wird

man die Beispiele 83,5 x 47 — 3924,5 und 83,d x 47,5 » 3966,25 wie

fiolgi xeehnen:

83 83,5

47 47,5

180 4286 131 4290-

86 324 86 324

:mn' 8966,25
0,5-47«= 23,5

3924,5

Es versteht eich bei so kleinen Zahlen, daß man weder die Faktoren a

und b. noch die Größen o + und a — b wirklich niederschreiben wird.

Die Faktoren hat mau ja doch vor sich; man bildet im Kopfe die Summe,
n^xeibt deren Viertelquadivt nach dem TSfelchen anf vbw.

Nach dem gtisehilderten Prinzip eind non sehr groBe Tafeiii au^ebant
Ein deutsches Werk dieser Art, das in den siebziger oder aehtciger Jahrai

erschienen sein soll, ist uns leider nie 7.\i Gegiclite gekommen. Dagetren

besitzen wir die Arbeit eines schon vorhin geuazmieu eugli^ichen Versicherunga-

Mathematikers. (TMe of Quarter-Squares of all integer number» tip io

100000, hy whkh the produet of tieo f 'actnrs Se, By Samuel Linn Laundy.

IxfiiJon, Cfi. i( E. f.njffroi 1856, 5". 21 sh. in Leinenband.) Da das

Prin/ip bereits erläutert worden ist, geben wir nur die zwei Beispiele

27646 y< 22ÜI9 «=- 625324874 und 62735 x 46533 = 2 919 247 755; das

erste ist naeh der I, das iwette nadi der IL Formel gereohnei Die Bei«

spiele sind der Einleitting des Werkes entnommmL

27 646 62 785 9639200S6

'

22619 46583 541880022-

50266 631642556 16202 65626201
5027 6317682 2 • 1 4 > ^>^^23877 •

•

625324874 »2919247755.

Ij J. lilater. Tafol der Viertelquadratc aller ganzen Zahlen von 1 bis

200000, welche die Ausfahning von Multiplikationen, Quadriemngen und das
Ausziehen drr Quadmtwur/.eln bedeutend erleichtert und durch vorzüguche Korrekt-

heit fehlerloee Renultate verbürgt. Wien: A. Hölder. XVI u. 806 8. 4«, 1887. —
Von diesar Tafel ist aneh eine englischa ond eine franaOeiedie Anagabe enohienen.
Tgl. Jahrbuch Über die FoKtechtitte der Mathematik, Bd. 19 n. M. Bed.
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Daa erste Beispi«! wfirde mit äa grSBerai Tafel vom L. Zimmermftiia
so in reebnen win;

37* 2261 «»61047
64* „ — U4704
6' „ ^ 1856g

27 646 • 23610—625076060
27640- 9- 248760

6 • 9«" 54

625H24^^M74.

Tu lir einen wie in der anderen Tafpl hat man zwei Seiten auf-

zubckia^en. Formel II. verlangt bei der Talel der Viertelquadrate sogar

dni {Mtoo. Auf richtige Anaetsang der SteOen liat num bei htäSm
Methoden wohl sn achten. Will man die Quadrattafel zum Dividieven

benutzen, so gchf5rt eigentlich eine Reziprolcentafel dabei, und über die

Genauigkeit ist nicht sofort eia ürtaü möglich; jodenfalls ist hier der

Vorzug auf selten der bequemen neueren Multiplikatiousutelu.

Münster in Westfalen. J. Plashuasü.

BemeAvnf ra de» XfEMXwvt 4u lemi Immt.

In der Zeitschrift für mathematischen und naturwissenschaftlichen

Unterricht 35, 378 (1904) führt Herr Lesser unter dem Namen der

X-Kurren die Kurven von folgender Entstehungsart ein: „Ist P^ti, v) = 0
die GHeidranir ^^i" Kurve in M^dofen oder kutesisohen, oder in Pdbuv
koordinaten, imd sind die Variabein u und « selbst wieder Funktionen einer

dritten unabhängigen Veritnderliehen ?/ ™ /'i(O)
^' ™ /»lO» verstehen wir

unter der Z -Kurve der Kurve P die Gesamtheit der Endpunkte aller Normalen-

strecken, deren Lilnge durch den Differentialquotienten n — ds/dt bestimmt

ist** In Band 86 derselben Zeitschrift, wo «ine Fortsetnmg der beitlg*

lichoi Untersuchung gegeben wird, bekennt der Verf. S. 242, daß diese

Definition der sogenannten /.-Kurven unzulänglich ist: „Da die Bogen-

länge der Kurve P darstellt, während t die ganz beliebig wählbare Un-

abUbigige bedmtetf ist der Differentialquotient änfdt eine Fnnktion von

tmd daher die X-Kurve von der Wahl der unabhängigen Veränderlichen,

also anch von der die Kurv«- P darstclN n L n Gleichung P(f) = 0 abhängig."

Dies hätte unter anderem berücksichtigt werden sollen bei der Betumd-

lung der Hyperbel als Bdspiel 12 in der ersten Abhandlimg, wo S. 898
gesagt wird: „Eine kleine Überraschung bringt uns die Hyperbel**; es wird

nSmlich bei der gewählten Variable t lAw Resultat erzielt, das gar nicht

mit dem für die Ellipse erhaltenen in Parallele zu stellen ist. Ein solches

ergibt äich aber sogleich, wenn man die Koordinaten der Hyperbel in der

Fonn darstellt: «— a ch^, y— 6 ih^, wo eh den HyperbsllaiwinnBi dt den

HyperbelsmoB beseichnet Dann ist nämlich — ya'sh*^ -f b*ch*<.

1h 7f ir Vnet man ferner den spitzen Winkel, den die Fyjierbelnunnab' mit

;! r I Ai lise bildet, mit ^, so hat man dx/<h/ ^ ß — a sh t/b eh /, woraus

n sui p a sh <, n cos j3 = 6 ch / folgt. Trügt man nun « auf der Hyperbel-

oonnale vom Punkte P «nf der Hyperbel aus nach dem Innern dar HTperbd
AMUt 4ot lUtliMUMtlli vaä Pkysik. UL B«lk«. XL 16
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hin bis Q ftb, so daß PQ <— n iit« ao tüid die Koordinftteii i| Ton

Q: ^ = (" -r ch {, — «) shf. Damus erhilt man als Oleiehimg der

sogenanaten X-Kurve:

aJao eine konmntrisehe und koaxiale Hyporbel mit den Halba«3i8en et + 6

ond :t: (& — o). Trägt man die Strecke n von P aus auf der Normale

nadx dem Äafieren der Hyperbel ab, so folgt als Gleidumg der »Zr-Knrve**:

(o — 6)» (a + 6)»
^'

Wenn man die auf der Hand liegende Paramüterdarstelltmg für die Koordi-

naten einer Hyperbel anwendet; x — a/cos^, y =^ b tgt^ so fließt daraus

hingegen eine Karre höherer Ordnung als ,^-Kiinre*^ Dieses Beiipiol be-

weist zur Genüge, daB die ,^KnrTen** eben gar aifllit als beioiidere Knrrai-
gattung definiert sind.

Eine andere Frage, die auf S. 378 der ersten Abhandlung des

Herni Lesier swar erw&hnt, aber nicht beantwortet ist, mOge auch noch

erledigt werden, nimliofa: wann ist n gle&eh der L&nge der I9bxmale vom
Kurrenpunkte P bis nun Schnittpunkte mit der x-Achse?

Bs sei « — /•(*), y* ^(O, also n = Vr(0* + 9>'(0'- I*»8« ^
Nonnale ist »her auch n-yyi jJ^VtC^Y+VW- ^ genAit

Bedingung ist somit 9(0~f(0i ^ gesuciite Pkrametir-

Mau setze also dx/dt ttür y in die kartesische Gleichung der Kurve

ein; dadurch erhllt man «ine DUbrentialgleiehung fllr ». Dnroh Litegtatioii

disoer Oleiclrang folgt x als Funktion von t, danaoh $^dx/dt &i den

Iblgenden Beispielen ist c die Integrationskonstante.

I. Soheitelgleidiung der Parabel » 2pm

«— + cfVÖ + «*, jf— j»*+ eV^.

n. mttelpnoktsgleiohniig der BlHpoe «*/a* + y*/^' - 1:

» a nn((j + &//a), p '^h <!Ob(c-^ ht/a).

III. Mittelpunktsgleichung der Hyperbel x'/a* — = 1:

X a ch{c -i- bt/ a)f y — b sh.{c bt /a).

IV. Zykloide: »— « + o(*— sin<), y — a (1 — cos <).

Deiniert man dagegen eine Famhet dnnh die Oleichungeu x 8j»f,

y 3pyT, so erfallt man als Oleiohnng der iiL-KmrT«'*:

2l»l(n+ »P) - (ij + 8J»)* + 4jA

Wshlt man femer die Darstellang ^ — 2|) cotg'f, y — 2|> oolg<, wo t der

¥^kel des Badinsvektor Tom Sdheitel mit der Hanptadiie ist, so folgt:
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Dieve Beraltoie folgen ohne eriiebliehen ^ufWand an Zeit und Ranin^
durch die „gewöhnliche BehaMdlungsweise"; man bedarf alao nicht rar Ana*
rflstnng des „Hilfsmittels der Vektorenrerlmung", um einzusehen, daß die

/«•Kurven nnzulängiich, oder vielmehr gar nicht detiuiert sind.

Berlin. £. Lamfe.

Ober rationale Tetraeder.

Für die Aufpabp, Tetratider von liOnjjrupnten Seiten zu finden, in welchen

die Kanten, die Seifen und das Volumen rationale Maiiz&hlea hahtm , be-

stehen, wenn man die Ecken mit 0, 1, 2, 3, sowie die Kanten Ol und 2 3

mit Of 02 und 31 mit 03 und 12 mit c beaeiohnet) u. a. die folgenden

beiden partiknllren Losungen, in denen q das Quadrat einer lationalen ZaU
bedeutet:

1) a - 2 • .-^0/ 4- l){q- f 3<i + l),

L»(27-f :i)(49+l)(^' + 2g+2),

C - (fl + 4)(38 + 2)(23» +2q+ l)j

2) o - (« + 26){2ff + l)(l6fl» + 9ff + 25),

6 - 2 (g - 3)(fl + 4)(6ög« + 689 + 2ö),

+ + 1) (»9* + + 2Ö).

BerUn. B. OfiiiTflCBB.

Über die >fl*'lt'hseltlire Hjperbel.

Bei der Parabel wird bekanntlich der Winkel zwischen den Breun-

etrahlen der Berührungspunkte zweier Tangenten durch den Brennstrahl

des Taogentenadudtfepunktes halbiert. Deutet man die Punkte der diesen

Satz geometrisch darstellenden Figur (Fig. t) als Repräsentanten des kom-

plexen Arguments £ = ^ -f Üf^ so geht durch die konforme Abbildung

mittels der IHinktion w =• u i v — Yz die Figur der jf- Ebene in eine

mtqprecfaende Figur der tc- Ebene über (Fig. 2).

Zirkehen den beiden Ebenen bestehen hieibei fblgenda Besiehungen:

Jede Parabelschar, deren Brennpankt mit dem Nullpunkt der „--Ebene zu-

sammenfkllt, wird in der /r-Eboae in eine Schar paralleler (ieraden über-

gefOhit. Nun gehurt aber zu jeder Parabelschar die gemeinsame Achse

als imendUch scämale Parabel; daraus folgt, dafi allen diircli den Nullpunlct

der iE-Ebene gehenden Geraden in der tr-Ebene ebenfalls durch den Null-

punkt gehende Gerade entsprechrn; die Neigung gegen die reelle Achse ist in

der «p- Ebene halb so groß wie in der Ebene. Jede Schar paralleler Ge-

raden der f-Bbeae geht in der «9-Ebene in «ine ^iiajr ^^siehseitiger Hyper-

beln über. Die nir Parall 1 1 ;har gehörende Nullpunklsgeiade wird dabei

in das Asymptotenpaar di r Hyperbelschar umgewandelt.

Durch Anwendung dieser Regeln ergibt sich Fig. 2 aus Fig. 1 in ein-

focher Weise: Der Brennpunkt 0 geht in den Nullpunkt 0' über, die

Parabeladise BOC in den rechten Winkel B'O'C^ das Aehsensjstem der

!5»
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u;. Ebene. Die Parabel DÄE, welche die Achse bei ^ senkrecht

mdmeidet, wird nur QflEaden D'A'E\ w«lah* O'C bei A' aenkradit achiMidit.

Die Tangenten 7\ 7, and r^Jj, welche bei 2^, T, die Parabel DAE be-

rtthreOf hei JS^^, iC, die Achs» 00 und bei 7g einandw achneidin,' werden

Flg. S.

umgewaadfllt in die ffleioliseitigeD Hyperbeln T[T'^ nnd T^T^ welehe bei

2',, Ii die Gend« D A'S' barübzen, b«i Jt,, di« AoliM O'C mid bei
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Tg emauder sduMidttB. Die Geraden RiOSi und RfOSgi weldu» dtn Tan-
genten TjT, und TjT, parallel siiu^ gehen in die AsjmptoteiqpAare B^O'^i
und der Hyperbeln T^'T, und T'^T^ Uber.

Nach dem oben zitierten Satze ist nun

fflr Fig. 2 folgt «Unit

Dsrnns llBt sieh nnmittelbar der Satz ablesen:

Legt man an zwei konzentrische gleichseitige Hyperbeln die gemein-

samfi Tangente, so wird der Winkel ?wisf")ifr (Ipti Verbindungslinien des

Zentrums mic den Berübrungspunkteu durch die auaiogti Verbindungslinie mit
dam Hyperbeiflduiittpiiiilcfe lialbi«rt

Fallt man in Fig. 1 Ton 0 auf die Tangenten die Senkrechten ONi
und OA^j, so entsprechen ihnen in Fig. 2 die Geraden 0'N[ und O'N^,
welche die Hyperbeln bei und N'^ senkrecht schneiden, also die Achsen

der Hyperbel darstellen. Nach einem bekannten Satze ist nun in Fig. 1

mithin in Fig. 2

Efl ergeben lioh hjeiKiis die KerollaFe:

L FlUt niMi vom Zentrum tweier komwitrieehen gleiehaeitigen Hyper'

beln auf die gemeinsame Tangente die Senkrechte, so werden die Winkel
2wischen die^ier und den Verbindnngslinien des Zentmme mit* den Be-

rührungspunkten durch die Hyperbelachsen halbiert.

IL Der Winkel zwischen den Verbindungslimeu des Zentmme mit den

Berflhmngqpnnkten ist g^eieh dem doppelten Winkel swiM^en den Ej]^
belaohsen.

m. Dflr Winkel swiseheo den Hyperbelndiseii selbst ist 9— (a-f-/!)^

-wenn man mit «, ß die Winkel bezeiebuet, welehe die ftußeren Asymptoten
mit der gemeinsamen Tangente bilden.

Alis der Tatsache, daB in Fig. 1 bei einer Wundoruug der BerührungS^

punkte sich N^^ auf der Scheiteltangente bewegen, folgt für Fig. 2:

Die Scheitel aller konzentrischen, eine gegebene Gerade berührenden

l^eiohseitigen Hyperbeln liegen auf der sogdiOrigen Hypeibd kflrsester Achse.

Ghnrlottenbnzg. E. Hdfka.

Die Parallelkurve der Klotholde«

Pie Klothoide mit der natürlichen Oleichunc o / s , wo q der

Xrümmungaradius, s der Bogen, hat im Anfangspunkte 0 der Bogen

^siasii Wendepnnkt [« — ± 0, 9 = ± (3o], feiner nrei asymptotisohe

Pmikte M und Jf [Teagentielwinkel 9 — s'/^'^'t gleich 00 fttr
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•— ± OD; f — 0] Aut den Xoordioatw « — y — ± y V«^*) Ihre FanUel«

knrre sdieint noch nicht betnoiitet worden n «ein. FQr sie iat

(1) e'-e + ly, /.^ + |,

wemn I den Ahetend bedeutet (Ceskro, NaL § 19. — Lorin, 8. €45).

Hiemns ergibt aieh sofort

und durch Einsetzen

(»)

oder nmgeredinet

(2»)

Ferner

(«)

, a'(2g'-?)

wie für eine Parallelkurve selbstTerständlicL

Nneh (8) und (8*) ist e' eine eindeutige FonktieB TOa fV hingegen
^' eine sweidentige Fiuiktion von $\ Um dieses ^hlngi^^tsverhlltnin

böäfier zu überseheu, zeichnet man sich (2) in ein rechtwioidiges Koordinaten-

system (s. die Kurve 3. Ordnung der Nebenfigur).

1) Vgl. Loria, SwsUlU Kvinxn (B. G. Teubner 1902), S. 467. — Cesäro,
Hatmii^ Gtomttrie (B. Q. Tenbner IMl), B. 16. — Cesikzo, MgebrviKke Analjfm
(fi. Q. Tenbner 1904), 8. 808.
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Nun ist für $' ±_0 zunächst q' = ^ oo\ dies ^bt den Wendepunkt

im Anfimgspiankte 0' der Bogen. Wenden wir ims nach reehtSf so nimmt
mit steigendem «' ab bis zu I, denn für «'= + 00 wird q' ^ l. Da

aber wegen (3) auch qp' = cx), so hat die Kurve um M einen asjniptoti scheu

Kreis mit dem Radiua dem sie sich von außen nähert. Nun gehen wir

Ton 0' nach links, d. h. wir nehmen »' negativ, dann geht q von — eo
bis 0 förs'= — m — — a*(2l. Dies ist wegen (2*) zugleich ein Minimnm
fllr s'. Unsere Kurve bat hier eine Spitze, die wir im Texte mit S be-

zeichnen wollen, mit der Tangenteniiohtung ip' a^j2i*. Je kleiuer also l

ist im Yerhiltnis warn Miidtetab der Elothoide, ^sto mehr Windungen um
Jf* wird der von 0' nach links gehende Zweig machen bis zur Spitn.

Von der Spitze S aus muß $' wieder vorwärts frexShlt werden (vgl. immer

die Nebenfigur) bis zu einem Punkte 0", für den absolut genommen

O'S^SO". In 0" ist ä'=0, f I. Der Punkt ist aber sonst nicht

«nigvseiehnet anf der Enrre. Tm weitenn Veilanfe widist wiedenm
nach 4" 00» ebenso g>', während ^' wie oben dem Werte l zustrebt. Die

Kurve hat also einen zweiten asymptotisdien Kreis um M.\ dem sie siol^

Ton innen immer mehr nähert

Die YerKndemng dee Zeidiens von l bewiiM nur eine Vertansohnng

der Punkte M und üf.

Spejer, 1. August 1906. H. Wblirnbb.

Zur Theorie <ier kunju^'ierten Tangrenten.

Satz: Konstruiert man um einen Flüchenpunkt als Mittelpunkt ein unend-

lich kleines dreiachsiges Ellipsoid, von dem zwei Achsen in der Taoigential-

«beBB liegen, so liegen diA Fonkte der SchmtOnirve, deren Bnt&inang von der

Ttagentialebene ein Extremwert ist, in swei koi^jn^rten Normal schnitten.

Betccis: Wir machen die Haupttangenten ziir r- und y-iKch^", die

Flächennormale zur <r-Achse. Dann ist für die Umgebung des Nullpunktes

die ^ISehengleiohnng
, ^

wo und ^ die beiden Hauptkrttuunungsradien sind, die Gleichung des

Ellipsoids

(2) o,!«'+ a„y'+ a^g* + 2 a^,xit + — 0.

«44 muß von der 2. Ordnung unendlich klein sem, da x und jf von der

1, Ordnung unendlich klein sind. Wenn wir y ans beiden Qleidmngen

L, so folgt

dM
TU» DiiliMmitiation dieser Gleichung nach x ergibt, für ^ #':

a «u« + 2 <Im«I (*' -•?•) + + ^*a9+ »Ott« ^zll^ - 0
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odir ndt Benntrang TOn (1)

g*^ ?! vt y .

Für «inen Sxtremwert ym » ist erforderticli, daB 0, also

(8) xy (a^ - «a ^t) - «is (*Va " - 0.

Setzen wir endlich y x tg u*, so nimmt unsere Bedingungsgleichong die

folgende Gestalt an:

Für die beiden Winkel w und w', die ddi ans

igt also tgiff'tgip'— — ^, oder

—s— +—*

d. h. die Bichtongen w imd aind konjugiert) w. a. b. w.

Fftr eine "Mitirm^MMiA« igt die Gleidiung (4) tmabbfingig von —— ^.
Geht «las KlHpsoid in eine unendlich klpine Kugel über (o^j = "js

~
o^j •= 0), 80 geht Gleichung (3) über in xyif)^ — <i,) = 0, d. h. es ist

X = 0 oder ^ = 0, die konjugierten Norwabchnitte lallen also mit den

^uptnonnaladutitten anaanunen. Wir erhalten die

1, Folgcntng: Konstruiert man um einen Flächenpunkt als Mittelpunkt

©ine unendlich klciutj Kugel, so lie^'on die Punkte der Solmittlcurve heider

Flächen, für die die Entfernung von der Tangentialebene ein Extremwert

ist, in den beiden HauptnormalBchnitten.

Betraebten wir positiv gekribiimte FlSeben, so gibt es in jedem FUbhen'
pnnkt awei konjugierte Tangenten, die einen kbuialen Winkd eiimehliefiein.

Dire Bibhtangen eigeben sidi ans den Glwchungen

(6) tg«»-&; 1^«- + ]/^, tg«.'
Yl^-

Setzen wir nun in (2) a^'O, a^^Ü, «m^O, so geht die Gleichung

über in

(7) 3o,gxy + a„=0

und stellt, wenn o^a^^^O, einen geraden hyperbolischen Zylinder dar.

Oletchtug (4) gebt dann in die Gleidkung (6) Aber. Wir erbalten so die

S. Fd^erung: Die Punkte der Sohnittkurve chn geraden byperbolieehen

Zylinders (7) und einer positiv gekrümmten Fläche, für die die Entfernung

von der Tanpentialebene ein Extremwert ist, liegen in denjenigen kon-

jugierten Normalschnitk'u, die den kleinstmöglicheu Winkel einschließen.

Berlin, Axigust 190G. W. JÄkichen.
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4 SpndiBaaL fir dl» SnejUapidiA dir mitliiiiiatlMliiK WliMiaolialteik

[BiuMAidtuigeii ftlr den Sprechnaal erbittet Franz, Meyer, K0iiijg(ilMi|9 L ft.,

MMWaneahof, Herzog Albrecht-AUee 87.]

Zu TI A 11.
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[FortteUeaf aaf 4es 8* Halt« dM liatacUaft*
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In Uli IUifla90 ist bei J. B. Metzlez-Stottgftrt enchieaen and ua Euchhandol

Zeoh's
AufgabeMammlung xur
theoretischen Mechanik
nebst Auflösungen.

HoraiMgaseben von Dp. C» GranSf

und Leutn. Illit«p won Ebsrhapdf

Verlao von B. 6. TEÜBW£R in LEIPZifi.

Vorlesungen

aus der analytischen Geometrie der geraden

Linie, des Punktes und des Kreises in der Ebene

TOB Dr. 0. Hessel

4. Auflage, reridiflit und Btfßiai von

Dr. 8. Gundelfinger,

,
[TOI tt. Ml S ] gr. 8. 19M. In Leinwand g«b. • Matk.

. Das vorliM^nde klassiache Lehrbuch dient dem Stadium der (Geometrie, sowohl
iof 4er Se!iule aln miC üsr UniverBitüt.

Die behandelten Gegeaatände, sowie die notwendigen Voranesetsungen sind der
Sphäre des Schalanterriohts entnomnuiL 'Di» einzige Aaanahme hieiron bildet die
Bieborite Vorlesiiüg. Sir? durfte indes nicht wegbleiben, weil sie ein entsprechendae
Zeugniä ablegt für den innigen Zueanunenhang der Geometrie mit der Algebra.

Die Vorlesangen sind wesentlich akademieche. Darum beBchrünken sie sich

niolit auf dia in dac Bdnüajgaaogenen Grenzen, ondMi^ geben in anreitartom fiahniAn
ein Tau der Wiweiieehall in Ibrer jetzigen Tman.

riire Auf'grilip iat genilij: ai; iiregen und ZU wpitnrpn Entdectungen zu ermuntern.
Dabei können Hic aber doch dem ZauGrer oder Leser die Mühe der Arbeit and des
Kachdenkens nicht ersparen, ohne die man wadar in der Wiieaaaeball noeh in dam
Laben Gewinn und Befriedigung hat.

In der Toriii^jenden 4. Auflage hat der Herausgeber aahlreiche Äuderun|^n
und Zos&tze im «in^ ligPaim^an am BMnoM dea BodiM flt
sieh beigefügl.
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JlnCetttttt0

jBon Ifirofeffot Dr. ^ricbri(| ^tM.

giücite 5(uf(aftc

SUtiiHeEt itnb mü Snmeiluitgen t}erfc|at

oon Dr. ^eiitdi^ ^(^ofiett

2Hsdtox bcx ftät>tif(i^en Obmeaifc^ulc p ^oSe o. @.

XIV, 269 ©citen 8^

VerlRg von B. G. TEUBNER in LEIPZIG.

Theorie, Konstruktion und Gebrauch

der feineren Hebelwage
Oft

Dr. W. Felflentraeger,

Mit 126 Fignxen im Text. (VI n. 310 S.] gr. 9. 190T. bt Lmavud geb. 8 Uuk.

yer£u>B«r sucht im vorlicgondoQ Werk uater eingehender Würdigung
der UtantlU', omebmlich aber gestützt anf eigene Erfahrungen und Unter-

suchungen, sowohl den Mechaniker ttber die Konstniktioiit »Ii noh dem Ifetio-

uomen, Physiker und Chemiker Uber Auswahl, Behendltaiig und OebieQcA cur

Wege eingebend zu unterrichten.

£• weidan in der nTbeorie", die das erste Kartei bildet, auch die vcui

den LelnlÄcibeni meist fibergangenen, eber doch «ichtigen Fehler, wie Ab-
weicliuTig der f?chiuii(!cn vom l'aralleliBmug, Ei^nschwin^ningcn der End-
belafituQgcu usw., LeUftadelt. Es folgen Kapitel, in denen dio Kouatruktionß-

bedingungen der einzelnen Teile dargelegt und unter Beifügung zahlreicher

Figuren und Zahleaangeben auf wirklich ausgeführte lostromente kritisch mar
gewandt werden. Jh» die gesamten Instrumrate behandefaide Sepitel schließt

zusammenfasBend den der Konstruktion gewidiuoteu Teil nb

Im folgeadeo £eoitel ist die Justierung und Bestimmnng der JEoiiifakuten

erörtert; den SehloS bOden die WügungsmeQiodeii, wobl der Ar dn wisaeik»

Bcbaftlicljüu Ut'obachtor wic}itlg«tc Teil. Duxch Register ilt «atieht, daft aea
da" fliir'' nv.fh uIm Nnr^u'>h1n'r"wtrk vfr^vonden kann.
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0. Biarmaaa, P. Bo«dke, F. Uoeyekold, P. Enut, K. I'oatkke, L. Oadaaaa, W. (iodt, K. '
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Hi«rxa Beilagen von II. G, Teobner in Leipzl|[^. die wir der Beacfatong qdmzv
bestens empfeUen.
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