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Neue Begrfindimg der ersten 8&tze über projectlTisehe

Onindgebllde im Allgemeinen nnd über barmoniBclie im
Besonderen.

Von

Ptof. Dr. Ghb. Wienbb m Carlsruhe*

(Hiersu Tafel I, Figur i bis 7.)

Zur Begründung der eraten SftUe über ProJectiviUt sind zwei Wege
eingeschlagen worden, der des DoppelverliiCltniflses und der der barmoni-

seben Punktreibe. Auf dem ersteren, fnst allgemein betretenen Wege wird

Ton der Recbnnng Gebrancb gemacht, auf dem letsteren von jeder Rech-

nung befreiten Wege wird von der harmonischen Puulitreihe ausj^M gungcn,

deren Begriff in etwas befremdender Weise durch ihre Erzeugung aus dem
Vierecke aufgestellt wird. Beidesmal aber ist die ursprüngliche Anscbau-

ung des Projicirens verlassen. Der Verlasscr dieses Aufsatzes beabsichtigt

im Folgenden eine Begründung jenor SiiUo zu geben, welche gauü aut Jer

Anschauung des Projicirens beruht und .sich daiiurcli dem Gegenstände ia

naturgetnUsser Weise anschliesst. Ausserdem dürfte dieselbe durch ihre

Unabliän;/ij:kpit von der Kechnung für die synthetische Geometrie beson-

ders geeignet sein, wHlireud der analytischen Entwickelung das Üoppelver-

hältniss als Grundlage entspricht. Das eigenthiimliclie Hilfsmittel unserer

Begründung bildeu die ähnlichen Punktreihen, über welche einige Sätze

benutst werden, die aus der Elementargeometrie theils unmittelbar entlehut,

tbeils in einfacher Weise abgeleitet sind. Die Begriiuduog dieser liilfsätae

bedarf zwar der Proportionen, ist also von Kechnung nicht frei; dieselben

lenebten aber wegen der Geläufigkeit der zu Grunde liegenden Anscbauun*

g«ii unmittelbar ein, so dass wir nur, um die Grundlagen deutlich au seigen,

die einfachen Beweise sugefilgt haben.

Z*UNbr&ri r. UalhfiuUk s. Physik. XI. 1. 1
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2 NeueBegründungderertten Satze Uberproj cctiv. Qrundgebtldeetc.

Entsprechend der Behatidlun?- (lop,.S;itze über allgomoine ProjectivitÄt

mussten auch der BegriflF der lianiuniiMlion Gebilde mid die Beweise der

zugebörijjen Satze ein^ üfHähdelUMg erlalucn. Dor liier zu (Jruude liegende

Begrift' der h.irrnnuisclpOü Punktroibe ist obenfBiIs auf die Anschauung des

Projiriicns ge^runllol und von jeder Keclinuni; befreit. Die harmonische

Punktreilm ifet ijt ganz entsprecbender Wt'isc, wie es durch das Ucippelver-

bÄl^ni8äL""g<»9cbiebt, aU besonderer Fall projecliviscber Punktreilieii betrach-

^
,töt,* IVYi'fe nämlich bei der letzteren Anschauung für vier harmonische Punkte

die Zulfissigkeit einer gewissen Vertauschung von Elementen ohne Aen-
* derung des Doppelvcrbältnisses als Kennzeichen aufgestellt werden kann,

iO wird Im Folgenden fQr dieselben die Zulfissigkeit der näiuliclien Vertaa-

•ehnng tod Elementen ohne Aenderuog der Projectivität als Kennseioben

anfgestellt werden.

Begriffe.

1. Ale Elemente desRaumea werden im Folgenden betraehtet

:

der Pnnkt, die Oerade oder d»r Strahl, die Ebene.

8. Ana diesen werden die Ornndgebilde zusammengesetzt. Die

einförmigen Grundgebilde oder diejenigen der ersten Stufe, von de-

nen allein wir hier zu handeln haben, sind:

1) Die gerade Puuktreibe oder kurz die Puiiktreilic. Sie ist der

Inbegriff aller Punkte — der Elemente — , welche auf einer Geraden —
dem Träger der Punktreihe — liegen.

2) Der ebene StrahienbUschel oder kors der StrablenbUschel.

Er ist der Inbegriff aller Geraden — der Elemente — , welche in einer

Ebene durch einen Punkt derselben — den Mittelpunkt de« Straklenbü-

achela — möglich sind. Liegt der Mittelpunkt im Unendlichen, ao ergibt

aieb ein ParaUeUtrahlenbttschel.

Z) Der £ b en e n b Ü a eb e 1. Er ist der Inbegriff «Her Ebenen — der

Elemente — , welche darch eine Gerade —> die Axe des Ebenenbaaebela—
möglich aind. Liegt die Axe im Unendlichen, ao ergibt sich ein Parallel-

ebenenbflachel.

3. a) l) Zwei Punktreihen heissen projecti viscb (tt), wenn man

sie in eine derartige Lage bringen kann, dubs die angegebenen Punkte der

einen und der andern Reihe sieh paarweise aufeinander proiicircn. Diese

Lage, in welclier die Keilien und der Projcitionsmittelpunkt in derselben

Ebene liegen, sowie dann nueb die beiden Puu ktreiben, heissen perspec-

tivisch. Die Punkte, wekbe sicli auf einander projiciren , heissen ent-

sprechend. Da die Projieirenden einen Strablenbiischel IdhJen, knnn

man auch zwei l'miktreiben ])roject 1 \ ls( !t nennen, wenn man die Paare (Mit-

sprechender Punkte in dieselben Stralilen eines ÖtrahleabUacheU legen

kann, und perspectiviach, wenn sie darin liegen.
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Von Prof. Dr. Cbb. Wibs^er.

S) Zwei 8tr alilenbOschel heidsen projeetiviflcli, wenn man
sie in eine derartige Lage bringen Icann, dass die atigegebenen Strahlen des

einen und des andern BQscIiels sieb plarweise anf einander projiciren.

Diese Ln^^e, sowie dsnn auch die beiden Stralilenhüsciicl , liei88en per*

specti viscli. Die Strnlilen, welche sich auf oiriander projiciren, heissen

e u t s ]) r 0 c h 0 n d. Da die projicircinlcu lObeiiou < iiit ij ICbenewbÜ5cliel bil-

den, üo knuu mau auch zwei bt» aldi'ubiischel projeclivjhch nennen, wenn

man die Paare entspreciiciidcr Strahlen in dicst lhcn Ebenen eines Ebencn-

büsthels legen kann, und pcrspectivisch, wenn hie darin liegen. Da ferner

die eutsprecli(mlen Strahlen feich in Punkton der Durchschnittsgeradpn der

Ebenen «lor Sti aldeubüsclie! schneiden, und da umgekehrt, wenn die cut-

sprechenden Strahlen zweier in verschiedenen Ebenen befindliclicr Strah«

lonbijscbel sich in Punkten einer und derselben Geraden schneiden, diese

Büschel perspectivisch in dem EbenenbüHchel lirgrn
, dessen Axe die Ver-

bindungsgerade der Mittelpunkte <ler Strahlenbttüchel vaX.^ und der die gerade

Reihe Jenor Durchschniltüpunktc projicirt, so nennt man swei Strahlenbtt*

schel , deren entsprechende Strahlen sich in Panlcten einer und derselben

Geraden scbneidftn, auch dann noch perspectivinch , wenn sie in derselben

Ebene liegen. Sind die Strahlenbllschel parallel, so liegt ihre Durch-

scbnitUgerade im Unendlichen.

fr) 3) Eine Punktreihe und ein Strahlenbfischel beissen

projectiviseh, wenn man sie in eine derartige Lage bringen kann, dass

die angegebenen Strahlen des BUschels die angegebenen Punkte der Keibe

projiciren. Diese Lage, sowie dann auch die beiden Gebilde, beissen per-

spectiiriseb. Die Strahlen und die durcli sie projicirten Punkte beissen

entsprechend.

4) Ein E bencnbüschel und ein Strahlenbüschel heissen

projectiviseh, wenn mau bii; in eine derartige Lage biin^^Mi kann, dass

die angfpgebenen Ebenen des Ebenenbüschels die an^egcbfuen Straldou

des Stralileuliiisclipls projiciren. Diese Lage, iu welcher der Mittelpunkt

des zweiten Gel)il(los \\\ der Axe des ersten liegt, gowie dann auch die bei-

den Gel)iMo. lieisseu pe r ü p e c ti V i sc h. Die Ebenen und die durch sie

projicirten btiaiilen lioissen entsprechend,

5) Ein Ebenen büsc hei und eine Punktreihe heissen pro-

jectiviseh, wenn man sie in eine derartige Lage bringen kann, dass die

angegebenen Ebenen des EbenenbiischeU die angegebenen Funkte

der Punktreihe projiciren« Diese Lage, sowie dann anch die bei-

den Gebilde, heissen perspeetivisch. Die Ebene und die dnrob sie

projicirten Punkte beissen entsprecliend.

c) 6) Zwei Ebenenb Usch el beissen projectiviseh, wenn man
te in eine derartige Lage bringen kann, dass die angegebenen Elemente

des einen dieselben Strahlen eines Strahienbttscbes projiciren, wie die ange-

gebenen Elemente des andern« Diese Lege, in der die Axen der beiden

1*
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4 NendBegrUndnngderersten SätzeOber projectiv.Grandgebilde ete.

Ebeucnbüsclipl sich im Mittelpunkt dos genannten Stralilenbiisclielö schnei-

den, sowie d um auch die beiden Kbenenbüsclie] , heissen perspecti-

viflch. Die i^^bcaen, welche dieselben Strahlen projiciren, beissen ent-

sprechend.
Zusammenfftssend kann man sa^^en: Zwei einförmige Grundgebilde —

in der Reihenfolge : Pnnktroihe, Sti ablenbUtichel, Ebeuenbüscbel — lieissen

projpctivl.sch , wenn entweder «) sie fsich auf einander jirojiciren können,

oder wenn 6) das eine das andere projiciren kann, oder wenn r) beide das-

selbe Grundgebilde der naclist vorhergehenden Art projiciren können.

4. Aus der perspectivischen Lage folgt unmittelbar, dtisn die Folge
derEIementein dem einen Gebilde dieselbe ist, wie die der entsprechen-

den Elemente im projectiyischen Gebilde.

5. Zwei projectivisclie einförmige Ornndgebide derselben Art heissen

gl ei eh oder congruent, wenn sie mit allen Paaren entsprechender Elemente

sur Deckung gebracht werden können.

Parallele Ebenen schneiden denselben Ebenenbfiscbet in gleichen

Strahlenbttschein t parallelle Gerade denselben Parallelstrahlenbfischel in

gleichen Pnnktreihen.

6. Zwei projectivische Fanktreihen heissen fthnlieh, wenn sie in

perspectiviscber Lage parallel in ein nnd denselben Strahleubüschel gelegt

werden können.

HilfinfttM.

7. Satz. Das Verbaltjiiss der entsprechenden Strecken
a w e i G r ä b n 1 i c h e r F u n k t r e i b c n ist ii n v e r ä n d e r 1 i c Ii.

Seien .4, C..., //, C. die entisprecliendeti I^inkto zweier ähnli-

chen Punktreihen, so folgt aus der Aebnliclikeit der Dreiecke:

Ä£^"ÄC~^B'C
8* Sata. Ist das Verhältniss der entsprechenden Strecken

iweier Pnnktreihen nnverftnderlich , so sind dieselben
fthnlich.

Seien C j(y die Punktreihen, ftlr welche

AB _^AC BC _
jfB^^Ta^Bc •

so lege in einen beliebigen StrahlenbQschel odü..., welcher iflfC... proji-

cirt, eine tn AB parallele Oerade A'BTC'»,,^ welche zwischen den Strah-

len a und 6 die Strecke w<"Ä s= vT ^'enthält; es wird dann behauptet, dass

A'b"C"..,==^ABC„. Denn die erstereKeihe \^Xvo\\, AB C... ähnlich, öq dass

AB _ AC BC
ab"''^a"C—Fc^'**

Da nun noch A'ß 's ^ so ist auch

Digitized by Google



Von Prof, Dr, Cbb. Wionbb. 5

AC _ AC _

AVoiiii aber zwei i'unkte C\ C auf den mit Jen Ptinktenpaaren Ä X'y

Ii' D' zur Dcckun;^ };eliraehteu beiden lieiheD dieselben Abstände von die-

sen beiden Tankten haben, so müssen sie zusammenfallen. Dasselbe gilt

von allen andern entsprechendea PanktepAaren. Datier ist auch A BfC
mit Ar>C.,. ähnlich.

9. Satz. Alle Punktreihen, welche Schnitte desselben
ParallelstrahlenbttscheU sind, sind ähnlich.

Denn das Verh&ltniss entsprechender Sirecken derselben ist nnver«

Ibiderlieh.

10. Sata, Zwei ähnliche Funktreiken Hegen perspecti-

Tisek in einem Strahlenbttscbel, sobald swei Paare entspre«

ckender Punkte in denselben Straklen liegen, und wenn«) der
Bflsekel ein Parallelstraklenblisckel ist, oder wenn 6) beide

Panktreiken parallel sind. Bei Parallelstrahlenbttscheln können die

genannten Bedingnngen nnr dann erfüllt werden, wetin der Abstand aweier

Punkte einer Reibe nickt kleiner ist, als der kftrseste Abstand der entspre-

chenden Strahlen.

Der Beweis in 8. ist zugleich der Beweiü für den zweiten Fall unseres

Satzes. Derselbi» Beweis gilt aiuh für den ersten Fall oder für raiallel-

Strahlcnbüscliel, nachdem der Satz au.sgesprocheu wurde.

Man kann daher in ein Strahlenbühchel , welcher eine Punktreihe pro-

jicirt, jede mit letzterer ähnliche Punktreihe perspectiviscii legen , in ein

Paralleibtralilenbüschcl jedocli nur unter der angelührten Bedingung.

11 Satz. Zwei Puuktreihon, die mit einer dritten ähnlich

sind, sind anter einander ähnlieh.

Denn sie können beide mit letzterer parallel in ein Strahlenbilschel ge*

legt werden, in dem sie dann anck unter einander parallel liegen.

Die Sätze über projectlvische Gebilde.

IS. 8 ata. Zwei einförmige Grnndgebilde, weleke mit ein

«nd demselben dritten einförmigen Grnndgebilde projfc-
tirisek sind, sind unter einander projeetivisek.

Der Beweis mass für die 6.S oder 18 möglteken Fälle naekweisen, dass

awei soleke 6rnndgebild\s, weleke mit ein und demselben dritten Grandge-

bilde pcrspeetiYtsck liegen, auek unter sich perspectivisch gelegt werden

können. Nnr swei dieser Beweise [l) a) und 6) a)] bedürfen ursprünglicher

Anaekanungen» wäkvead alle andern iiek in einfacker Weise auf diese

stützen.

1) Zwei Puuktreiben v sind unter einander piojectiviäcb, wenn sie

projectivisch sind
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6 NeueBegründungder ersten Sfttze fiber projectiT.Gmndgebilde etc.

a ) mit ein und demselhon Ebf nonbüsclio] .r.

1/ und V ViV'^cn jici^^p'-ciivisch in .r. L^gn «lurcli u pflmllcl znr Axo x

cineEbenc A', so ücinu'idct diese den Ki>on(-iil)ii.scliol j in oinPmParallclsf ralileu-

büschel. Schneidet A' die /" in einem l'nnkte so lej^e durch A cdne Ge-

rade parallel «, M elche den l'arallelsti nidenluiscdiel in einer l'unktreihfi w,,

die mit'M gleich ist (öj, schneidet. Eine Ebeno durch v nnd m, gelrg;t,

schneidet den EbcnenbUschcl x in einem Strnlilonbiischol , in welchem

t/, = u und w perspectivisch liegen. Schneidet dagegen die v nicht, ist

also mit ihr parallel, so leg© dnrch v eine die Axe .r schneidende Ebene, de*

ren Schnitt mit dem EbenenbUsehel r ein Stt ihlenbüschel ist, welcher sn 9

perspoctivisch liegt. Der Schnitt derselben Ebene mit dem genannten Pa-

rftllclstrahlcnbüschel ist eine mit r pnrallelo, also Jihnlicho Punktreihe »i,

welche anch mit u ähnlich ist, weil beide in demselben Paralleltstrahlenhü-

scbel liegen. Daher sind auch v und u tthnlich nnd damit projectiyisch (10>.

Ii) Mit ein und demselben StrahlenbUsebel [3. 1)].

e) Mit ein und derselben Pnnktreihe Ar«

Drehe den Strahlenbttschel welcher u auf nr projtcirt, mm fp, so dass

er mit dem Strshlenbäschel welcher v auf io projicirt, nicht in derselben

Ebene liegt, lege dnrch ü V als Aze einen mit w perspectivischen Ebenen-

bttschel, so liegen anch U, Fund damit anch ti, v in demselben perspeetivisch»

sind also nseh t) «) projectiTisch,

2) Eine Pnnktreihe u nnd ein Strahlenbftschel S sind nnter einander

projectivisch, wenn sie projectivisch sind

ü) mit ein nnd demselben Ebenenbttschel

Lege durch u parallel sn x eineEbene^ welche den Bflschel x in einem

Parallelslrahlenbüschel schneidet In diesem liegt anch die Pnnktieihe

in welcher jene Ebene den Bflschel S schneidet; daher ist ii mit v ähnlich

nnd kann in den StrahlenbUschel 5, in dem u liegt, perspectivLsch gelegt

werden (10).

b) Mit ein und demselben Strahlenbflsehel T.

Mit dem Ebeneiibiischel, der ^» auf T projicirt, ist S und die perspecti-

viöch mit 7' liegende u perspeetiviscli, d;vher sind S und i< projectivisch [2)a)J.

c) ^lit ein nind derselben rnnktreihe v.

^lit (b*m Ebenenbilschel, welcher den Sf rahlenblischel, der u auf v pro-

jicirt, und den Strahleubüschel 6', der ebentails v iirojicirt, auf einander

projicirt, liej^en u nnd S perspectivisch, sind daher prejectivisch [2) n)\.

3) Eine i'unkt reihe ii und ein Ebcncnbiischel x sind nnter einander

projectivisch. %venn sie projectivisch Find

a) mit ein und demselben Ebenenbiischel y.

Der Ebenenbiischel y projicirt die Pnnktreihe u und einen Strahlenl)U-

schel 5, vermittelst dessen x mit y perspectivisch liegen. Da u und S per-

spectivisch in y liegen, sind sie [2)a)] projectivisch, oder es kann ti perspec-

tivisch in S gelegt werden; dann liegt es auch perspectivisch in<r.
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k) Mit «iii and denielbeii dtralilenbfUebel 5.

Itwg^n y und s perspdctiytseh mit S, so liegen sie auch unter einiuider

persppctitriseh.

e) Mit ein nnd derselben Pnnktreibe v.

Lege dnrcb p eine Ebene, welcbe den Ebenenbüsebel « in einem Streb*

lenbttscb«! S schneidet De u nnd S mit v perspecttTiseb, so sind sie |2)c)]

projectiviseb , oder es kson ti perspectiviitcb in S gelegt werden, worauf es

auch perspectivisch in 9 M^gU

4) Zwei Strahlcnbüscbel S nnd T sind uuter eiuauUei- projectivibch,

"wenn sie projectivisch sind

a) mit ein und Jemsclben FJ)f'neiibüscliel [3. 2^].

b) Mit ein uiul lU mselbet» Strahlenbiischel H.

S und r pchneiden Ä iu der niit ilnn perspectivischf^n Lage in den

Fanktreihen s und oder es sinil .S' oder T oder beide mit II pnmllol. In

den letzteren Fällen ist 5 oder T oder cü bind beide tnit R gleich und dann

sind jedenfalls und 7" pi<>ji ctivi»ch. Im erstercn Falle sind Sund t mii

s perKpectiviscU, aUo [2) cjj projectivisch, uiul es kann dnnn t in 5 pertipec-

tiviscb gelegt werden. Lfgt man T wieder mit diesem verlegton / pcr-

spectivisch in eine von der Kbenc des 5 verschiedenen Ebene, so Hennen S

nnd T iu ein und deouelben Kbenenbüscbel, dessen Axe iS J, und wekber t

projicirt.

c}Mit ein und derselben Punkfreihe u.

Lege die mit u perspectiviscben S und T in zwei verscbiedene Ebenen,

so sind sie beide mit dem Ebenenbüscbel ST, welcbes u projicirt, pro*

jectivisch.

5) Ein Strablenbttsebel S und ein Ebenenbttscbel x sind nnter einan-

der projectivisch, wenn sie projectiviscb sind

«} mit ein und demselben Ebeneobttsehel y.

Indem (Taf. I, Fig. l) x mit y perspectivisch liegt, liegen beide mit dem-

eelben StrablenbOscbel Tperspectivlsch; ausserdem liegt S mit $ perspeeti-

iriscb. Sind die Strablenbttsebel S nnd T parallel, so sind sie gleieb nnd 9
kann dann mit S perspeetiviseb gelegt werden. Andernfalls sehneidea

sieb die BUscbel S nnd 7 in einer Pnnktreibe ar. Lege darcb u parallel der

Aze « eine Eben«, wekbo den Bdscbel s in einem Parallelstrablenbüsebel

•ebneidet. Lege sodann senkrecbt snr Axe s eine Ebene, welcbe den Btt*

Bebel 9 in einem Strablenbttsebel i?, nnd jenen Parallelstrablenbttscbel in

einer mit u äbnlicben Pnnktreibe sehneidet, Daber kann man u pmpecti-

Tiscb In R legen. Sodann lege Uber u in die Ebene des R den Bttscbel 8
perspectiyiscb, so dass JK nnd $ In derselben an « senkrecbten Ebene auf

derselben Seite von « liegen (Taf. I, Fig. 2). Man sncbe nnn in Jl nnd S

die einander entspreebenden anf einander senkrecbten Strablenpaare, indem

man aus dem Dnrcbscbnitte der die Strecke BS senkrecbt balbirenden Oe-

raden tnit u einen Kreis dnrcb JR und S legt, welcber u in ji nnd B icbneid«.
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RA^RB und SA^ SB siod dann die eiDADcier entsprecheaden sttf einander

senkrechten StrahlenpaKre« Liegt S in J?, aolu^t es sngleieb pcrspeeti'

Ti«e1i in dem Ebenbflscbel x. Liegt S nicht in eo liegt es mit R snf dem-

selben Halbkreise ARB\ dabcr ist entweder Bogen nnd Sehne SA^ RA^
und dann ist Sohno S ß y»- R oder es ist Bogen nnd Sehne SA "^RA^ und

d.iiiu ist Sehne 5/>< RH. Loge rinn JSR a'if A Ii B ^ so dass 7?/!' r=z S l

mv\ HB' t— so ninss entwodor .4' iuncih.ili» RA oder innurlialb 5
lieprcn. Durch den ioDerlialb lio^ondon Punkt, in der Fig. 2 löge eine

Gerade parallel zu m, «o schneidet diojso den BUscbel R in der mit u ahnli-

clion Pmiktroilie ?/, welclio H B \x\ Ii" trifft, so dnss U Ii" <, RB^Ü'RTf,

JJurch u leg« eine mit der Axo x j).irnllele Khono, so sctineidot «lioso den

Büschel X iu einem mit u perj^pectivisclien Parallelstrahlenbtischcl. Drehe

nun A' RE^ sammt dem nacli R gelegten Strahlcnbüschel S um Rjt^ so

bloiht R B' in der Ebene xB des Ebencnbüschels x. Drehe nach der einen

oder der andern Scito langte, bis R' in den durch gehenden Ptrnhl de<?

durch u gelegten Paralleistrshtenbüschels gelangt, was wej^en B B" <C. R B'

immer müglich , so liegt ti perspectiTiseh mit u (10) in demselben ParaUel-

strahlenbüschel. Bann liegt auch u perspectivisch im Büschel nnd da

der Mittelpunkt 5 des die 11 projieirenden Bttschels S in der Axe x^ so liegt

S perspectiTiseh in Es ist dies wegen der swetfacben mdglichenDrehnnga*

richtung für R anf swei Arten mdglich.

b) Mit ein nnd demselben StrahlenbUschel T.

Der EbenenbUschel x nnd der Strahlenbttsebel 5 sind dann beide mit

dem Ebenenbttschel 57 perspectiTiseh, weleber*5 anf T projicirt , daher

[5) a)J unter einander projeetiTiseh.

c) Mit ein nnd derselben Pnnktreihe u.

X und 5 sind beide mit einem Strahlenbüschel T porspectivisch , wel-

cher u von einem Punkte der Axe x aus projicirt, daher [5) b)\ unter cui-

ander projectivisch.

6) Zwei Ebonenliüscbel x und y sind unter einander projectivisch^ wenn

sie projectivisc Ii ^in 1

fl) mit deiDselben El»enenbfischel T.

Der Biiscliol .r 5?chneidet ilon ])erspectivisch liejirenden r im StraliTeir-

bUschcl JT, y den t in J'. Da nun X vermittelst z mit V und da i' mit y

perspectiTiseh ist, so sind aucli [.')) 6)] X und y perspectivisch. Legt ntaa

dann X perspectivisch in y und dann x perspectiTiseh an A', so liegen x und

y Termitttelst X perspectivisch,

b) Mit ein und demselben Strahlenbüschel [3.0)].

o) Mit ein und derselben Punktreihe tf.

Lege swei Strahlenbüschel , welche u projiciren , einen von einem

Pnnkte X der Axe or, den andern Ton einem Punkte F der Axe lege den

Ebenenbttsehel XT^ welcher u projieirt, so ist x durch Jund y durch Y per-

spectiTiseh mit Xy^ daher sind [6) a}] x und y projeetiTiseh.
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28. Sati. W»nii Ton einer Reih« von einförmigen Gmod«
gobilden das iweite mit dem ersten nnd jedes folge nde mit

einem der Torhergehenden projcetiviscli ist, so sind alle nn-
ter einander projec tl vis cb.

14. Sats* Wenn eine Punktrclho nnd ein StrahlenbU-

schel projectiviseh sein sollen, so ist das eine Gebilde durch

drei Elemente, welche willkürlich sind nnd dreien willkürli-

chen des andern entsprechen, gans bestimmt

Den drei Elementen A, By <7 der Pnnktrcibe n (Tnf. I, Fig. 3) entspre-

chen df^ Reihe nacli «He drei Elemente a, 6, <? des Strnhlenbüschels S,

WÄlirend ein Punkt die Strecken AD und durchljiuft , auf ciercn ierler

der jc!(ipsTnali^e dritte Pnnkt nicht liegen .soll, muss der cntsprocliendo

iStrnhl die Winiiel ah und hc durchlaufen, in deren jedem dann ancli der

jedesmalige dritte gegebene Strahl nicht liegen kann. Da also dieser Win-

kel ab nicht den Strahl c, also noch weniger den Stvnhl a, der seine eine

Grenze bildet, zugleich in sich scliliessen kann, da auch Winkel bc den a

nicht einschliesst, so kann auch ab bc den Strahl a, der die eine Grenze

dieses Summenwinkels ist, nicht sogleich in sieh schliessen, ti nmss also

üb &r<C 3 Rechte. Legt man nun den AVinkel ABD ss ab nnd den

Winkel CBE-=bc auf ein und derselben, 8. B. der unteren, Seite von ti

an, so lassen dieselben einen Winkel DBEsss2R— Winkel obc auf dieser

Seite flbrig. Beschreibt man dann anf der entgegeogesetztent der oheren,

Saite von u awei Kreisbogen, von denen der eine AB aar Sehne nnd BD anr

Tangente nnd der andere BC anr Sehne nnd BE inr Tangente hat, so fasst

der erstere den ttber AB stehenden Winkel ab, nnd der letztere den Uber

BC stehenden Winkel be. Da nnn diese Kreise den Punkt B gemein, hier

aber Terschiedene Tangenten bähen, so müssen sie sich noch in einem swei-

ten Pnnkte sehneiden. Da ferner der erste Kreis gans mit A anf derselben

Seite von DB liegt, nnd der aweite gans mit C anf derselben Seite Ton B£^

eo können sie nur in D'Bit, dem Seheitelwinke! vonDB also anfder oberen

Seite von tr oder anf den die Winkel 06nnd dtffassenden Bogen den aweitenge-

memsehsfllichen Pnnkt haben. Es gibt daher immer einen Strahlenhttscbel

{Aj C), welcher mit dem gegebenen 6, c gleich Ist Wühlt man stets

die mit den eben angenommenen entgegengesetsten Seiten von u, so ergibt

sieh noch ST als möglicher Ort des Mittelpunktes des mit ti perspectivischen

Strahlenbüschels S. Beide Punkte ^ und 5" sind aber in Bezug auf u of-

feuhar symmetrisch, so dass der Strahlenbtischel S sammt dem darin pcr-

spectivisch liegenden u mit demjenigen S" sammt m zur Deckung gebr iclit

werden kann. Daraus folgt, dass nur einerlei perspcctivische Lage von -S'

nnd XI nach den gegebenen drei Paaren entsprechender Elemente möglich

ist. Für jedes vierte Element des einen Gebildes f'dgt dann nur ein viertes

entsprcchendeti Element des andern, was zu beweisen war.
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15. Satz. Können iwei gleiebartige projeetiTisohe ein-

förmige Qrnndgebilde mit drei Paaren entsprechender £le-
mente snr Deckung gebraelit werden, ao decken sie eich mit
allen Paaren.

Es seien die beiden Gebilde die Pnnktreiben ABCD,,.^ jtffCD',,,^

welcbe mit J, B,C nnd Bf,C inr Deckung gebracht werden können. Dann
kann in einen an AB CD,,» perspectivtsch gelegten Strablenbttscbel S ancli

die Reihe ^l'^C/y..., die ebenfalls mit 5 projeetiTisch, pcrüpeetiviseb ge-

legt werden. Dies geschehe mit den Elementen - ^, ^, C, nnd es ist auf

der Seite ron 5, anf welcher ^I^C liegt, nur auf eine -Art möglich , nKmlich

80, dass A^J, sowie B^Bt und C^(f sich decken. Dann liefen beide Punkt-

rciheii auf cinnndcr und perspoctivisch zu N, so d.'uss jede andern entspre-

chenden Punkte anf dein Schnittpunkte des einen entsprechenden Strahles

nnt dem gemeinsclinfiliolien Tfflger der beiden Tunkti l ilien , also in einem

Punkte liegen. — Sind die Gebilde zwei StrahlcnbuHcliel, so lege &ie

mit Deckuni:^ f]er drei Pawre entsprechender Strahlen auf einander, schneide

sie durch eine Gerade, so projiciren .sie auf diese zwei unter einander pro-

jectivisclic Punktrciiion ,
in denen drei, also alle Paare entsprechender Ele-

mente sich decken. Daun decken sich auch alle entsprechenden Elemen-

tenpaare der Büschel, weil sie durch den gemeinschaftlichen Scheitel und

denselben Punkt der Scbuittgeraden festgelegt sind. — Sind die OebUde
Bwci E b e n enbttsch el , so lege sie mit Deckung der drei Paare entspre-

chender Ebenen auf einander, schneide sie durch eine Ebene, ao projiciren

sie auf diese swei nnteir einander projectivische Straklenbttscbel , in denen

drei , also alle Paare entsprechender Elemente sieb decken« Dann decken

Sick auch alle Paare entsprechender Elemente der Ebenenbfiscbel.

16. Sata. Wenn awei einförmige Grnndgebilde miteinan-
der projeotiTisch sein sollen, so ist das eine Gebilde dnrck
drei Elemente, welche willkürlich sind nnd dreien wlUkttrli-

eben des andern entsprechen, gans bestimmt«
Denn gilbe es mehrere Gebilde von der Art des ersteres, welche mit

demsweiten projeetiTiseb wXren,so mttsste esauch mehrereunter einanderpro-

jectiviscbeGebilde derselbenArtgeben, welche drei Paare entsprechender Ele •

mente gemein hätten, was nach dem vorhergehenden Satze nicht möglich ist.

Dass aber die drei Elementein beiden Gebilden, welche «ich entsprechen sollen,

willkürlich sind, folgt daraus, dass eine Punktreihe, welche mit beiden pro-

jectivischen Gebilden projeetivi.sch i&t, mit drei willkürlichen Punkten (14)

persjirc livisch zu drei wiilkuriichen Elementen eine« Strahleiihüscliels, also

auch eiiirs Ebenenbüschels, f<owIe einer Pnnktreihe gelegt werden kann.

17. Satz. Zwei g 1 e i c Ii a r 1 1 g e proj e c t i v i s c h e einförmige
Gruudgebildo, welche nicht dieselbe Gerade zum Träger oder
denselben Mittelpunkt oder dieselbe Axe haben, liegenper*
spectiviscb, wenn ein Element das einen das entspreckende
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Element des andern deckt, ror«iis<ro.setzt, dass die zwei
Strnlilonhu^cbelt wenn essolchesiod, ia eiuer und derselben
Kbeue lie^*^n.

Sind die beiden Gebilde die Pnn ktre iheo A Ii C . ^ A D' (f . . . nnd

decken sich A und a\ so beätimrae drn Schnittpunkt S der Geraden Bff
and C(f, Von diesem aus werden die beiden Punktreihon durcli zwei pro-

Jfct'vische Strahlenbüschel projicirt, welche, da sie die drei Strahlen B B^^

C 6^ und gemein habon , sich ganz docken. Es failen demnach dl#

Strahlen von 5, welclx' zwo! entsprechende Funkte drr Heihen projiciren, zo*

samroen, und beide Punktreihen liegen pernpectirisch imStratilenbiischel^.

—

Sind die Gebilde swei Strahlenbttschel afro..., a b' c die in dorsol-

ben Ebene liegen, und decken sich m nnd a\ so verbinde die Punkte bb\ ee

durch eine Oerade u. Auf diete projiciren die beiden SlrablenbUsebel swei

projeetivitsehe Pnnktreihen, welche, da sie die drei Funkte bb% ee* und au
gemein haben, aichganx decken. Es fAllen demnach die Schnitte aweier.

entapreehender Strahlen mit u ausammen, und beide Basehel liegen

per«pecliviseh Uber der Puaktreihe u, — Sind die Gebilde swei Ebenea-
bfischel ABC.,., jfS'C*.., und decken sich J nnd so schneiden sich

in dieser gemeinsamen Ebene die beiden Azen im Punkte 8, der auch im

Unendlichen liegen kann. Die Ebenen B nnd sowie (7 nnd C sehneiden

sieh in swei Oeraden, welche durch S geben. Lege eine Ebene Tdurch diese

beiden Oeraden, so projiciren die beiden Ebeneabfischel auf dieselbe swei

8trah1enbfischel, welche, da sie die drei Strahlen BB^, CC und AT ^
mein haben , gans susam aenfallen. Ueber diesem Strahienhfiscliel ste*

hen die beiden EbenenbQscbel perspectivisch.

Pia Sätie ftbtr die haimoniadiak Gebilde.

18. Be;;ri ff. Eine h a r m o n i > c Ii o Pnnktreihe ist oino Roihc von

vier Pnnkton in einer Gera lon, welche mit einer zweiten I'unktreilie pro-

jectivisch ist, die ans der erbten durch Vertautfchuug zweier nicht aut ein-

ander folgender Punkte gebildet ist.

Sind A^ B,€, D die vier Punkte in der Keibenfulge, wie geschrieben, so

moss, damit die Keihe harmonisch, -

AB CD 7t CB AD
und ABVI» n AüCB.

19. »Satz. Eine liarmnnische Pnnktreihe ABCD liegt so,

d a s 8 , wenn man ein \'
i e r e c k c.o n s t r u i r t , von dem die Schnitt-

punkte der beiden Paare gegenüberliegender Seiten in zwei

nicht aufeinander folgenden Punkten A^ Cliegen, und dessen
eine Diagonale durch einen dritten Punkt geht, dass dann •

die andere Diagonale durch den vierten Punkt D gebt.

Um ein solches Viereck zu constrniren, siebe die Diagonale durch B
(Taf. I, Fig. 4) wiUkarlicb, nehme auf ihr die swei Eckpunkte 5 und^ wiU-
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Icflrlich M, so itt dmi Viereck bestimmt. Die Seiten SA^ S^C liefern den

dritten Eekpnnlit SC^ S^A den vterken G des Vierecks SSS^G, Die sweite

Disgonele EG mnss dann dnrch D gehen. Denn der Schnittpunkt D der

SG mit ABC \st derjenige Punkt der A BC^ welcher snnttchst der einen Be-

dingung dcfti Bcgriflfs AB CD n CBAD
genügt. Es ist nKmlicb, wenn der ScliniU[»uukt der Diagonalen, durcU

die Projection aui Si ABCD n KFG />,

und aus : CD A D n EFGD\
daher ABCD n CB AD.

Jeder andere i^inkt D' der ABC genijgt aber dieser Bedingung nicht.

Denn, wenn ß^ nndi^, die Projcctinncn des D' auf EG aus S and sind, so

ist aus S: ABCD' n FFG D^,

ans .S^: C B A Lt n F. b il D^.

Es kann dnlier nnr dann ABCD' n C U A ü'
, wenn EFGD^ n EFGD,, und

dies kann nach 15, nur dann, wenn* Z^, in Z>, fällt. Dies tritt nur ein, im

B' in D oder wenn SD' in Sf D\ also D' in B fällt. Der letzere Fall ist ai)er

deswegen nicht euznlnssen, weil dann A nnd C gegen die VoranssetauDg auf

einander folgende Punkte wliren.

Da es demnach nnr den einzigen Punkt D gibt, welcher der ersten

Bedingung des Begriffes genügt, jedes Viereck von der angegebenen Con-

•trnction aber einen Punkt D liefert, der derselben Bedingung genUgt, iO

müssen alle derartige Vierecke denselben Punkt D liefern.

Es ist nun noch an beweisen, dass ABCB auch der aweiten Bedingung

des Begriffes einer harmonischen Pnnktreihe

ABCJ>nAJ>CB
genflgt. Dies ist der Fall, wenn B und D die Schnittpunkte der Paare ge<

genOberliegender Seiten eines Vierecks sind, dessen Diagonalen durch A
nnd ^ gehen. Ein solches Viereck wird ans dem vorigen SKS G (Taf. I,

Fig. ft) gewonnen, wenn man den Schnittpunkt seiner Diagonalen mit A
nnd C verbindet. Diese Linien treffen die Seiten des vorigen Vierecks in

den Ecken des neuen. Schneide AF die in J7, die GS in IT, schneide

CF die ES in Z, die GS^ in l, so gehen die Diagonalen des Vierecks SliCl

durch A und (7, und es wird behauptet, dass die gegenttberliegenden Seiten

Lff nnd IE sieh in SI und KL sieh in D schneiden. Denn projicirt man
die ganze Figur auf eine Ebene, so dass die Projection von ABCD^ die wir

mit A^ B^ (7| Di (und entsprechend bei den andern Punkten) beaeichnen wol-

len, ins Unendliche Ullt, so wird ^, £, «^jC^^ ein Parallelogramm, F, sein

Mittelpunkt, F, ^4,, C, Parallele zu je zwei Seiten, L^tB^^J^K^ die Mitten

der Suiten des Parallelogramins. Daher wird

// II Kxh
nnd H,l, Ii E^G, // Z,Ä'„

oder die ersten drei Geraden scheiden die unendlich ferne Gerade A^C^ in

demselben Punkte , die letzten drei in demselben Punkte D^, Daher
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müssen auch LHy SS^, Kl die Qerade ACxil demflelbeo Punkte Hl^ EQ^

LU\n D schneiden«

Anmerkung. Wenn vorher bewiesen wurde, dftss jede Keihe von

vier Funkten A.B^C^D in einer Goraden mit einer Reibe projectiTiach

ist, welebe durch Vertanschung^ der £Ieniente aweier beliebiger Paare au«

der ersten gebildet wird, dass also unter Andenn
CBADnADCB,

so kann die swette Httlfta des obigen Beweises einfach so geftlhrt werden*

Bewiesen wnrde ABCD n CBAB»
m

Daher durch Verbindnng mit dem Obigen:

ABCDn ADCB.
90. Begriff. Jeder Strnhlenbtischel oder Ebenenbtlsehel von Tier

Elementen, welcher mit einer harmonischen Panktreibe projectivisch ist,

betsst harmonisch. Von vier harmonischen Elementen in jeder Art von

einförmigen Grundgebildcn nennt man zwei nicht auf cinauder folgeude

durch die beiden andern liarnioniäch ^etieunt.

21. Satz. Jede Tunktreih©, die mit einem harmonischen
einförmigen Giundgebilde proj ecti visch ist, ist harmonisch.

Das Gebilde ist dadurch harnioniöch, dass es mit einer harmonischen

Pnuktreihe ABCD projectivisch ist. Eine andre Punktreihe Ä B' C Si\ die

mit ihm projectiviscb ist, ist es auch mit ABCD^ oder es ist

X B^CD n ABCD.
Da die Reihenfolge hierbei glcichgiltigi wenn sich nnr immer dieseiben

Kiemente entsprecbeui so ist mich

C Ii Ä D'
7t CB AD,

A D'CBf nADCB,
"Dm ABCD harmonisch, so ist

ABCDn CBAD nABCB,
worans nnter Beachfnng der drei vorhergehenden Projectivltliten

oder AV Clf vA harmonisch.

SS. Erörterung aber die harmonische Pnnktreihe. Es soll

nnterancht werden, wie in einer harmonischen Ponktreihe, von der twei

Punkte A vnd C fest bleiben und der dritte B sich bewegt, die Bewegung

des yierten B Ton der des dritten abhängt. Zu dem Ende mfissen wir das

zu bestimmende Viereck sich rerfindern lassen. Den willkflrUehen Punkt B
(Taf. I, Ffg.6) wollen wir der Einfachheit halber so annehmen, dass SA=SC,
Seien üuu die Seiten SA^üC, f'J> allen Vierecken gemein, sei ^''i'-' l'tilic-

bige Lage des -B, so schneide uie Diagonale SL'^ mit CE in y,, zieho die

vierte Seite 5*, A, welche mit SC den Eckjjunkt C, bestimmt; die zweite

Diagonale EG, bestimmt dann auf y4 6'dcu Punkt D^, Sobald B in der

Mitte B^ von -4 6' liegt, fällt /J nach i?, ins Unendliche; denn dann sind die

rechtwinkligen Dreiecke ABgS^^ und CB^S^ congxaent, daher auch die
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14 KeueBegrttndaDgderersten SfttseUberprojeotiv.Gnmdgebüdeetc.

Dreiecke ES,S'^ und woraus oder EGJ/ACM^, Be-

wegt .sich tlnnu /» durch dio ondliclie Strecke B^C, von nach C, so geht

S' von 6', nach 6', 6' von nach (' im<l D vuii im Unoiullichen nach C,

ohne <4 zu durchlanfi'u. D und ^ nähern sich also in entgcgcngo.sclztor

Kiclituiig doni C und fallen endlich darin ^.usamnien. Alle übrigen gegen-

seitigen J.Jigen von /> und D sind dieselben, wie die eben betrachtet«'!! oder

symnietriscli mit ilmen in Bezug auf den ^liltolpunkt von A C. Denn aus

den eben betrachteten Gestalten des vn iinderlichen Vierecks eigibt bich,

dass B und IJ ihre Stellen vertauschm können, und aus den sy ninietrischen

Gestalten desselben in Bezug auf die durch zu U C gelegte Senkrechte,

bei welcher G der feste und der bewegliche Eckpunkt >vird, folgt, dass

B und D symmetrische Logen zu ihren früheren in Bezug auf die Mitte von

AC annehmen können. Während demnach B die ganze Gerade AC in der

Beibenfolge der Punkte oo, A, B, C, oo durchläuft, durchläafti) dieselbe in

der enteprechenden AeiUenfolge Bf, A, oOy B^»
*

28. Erörterung über den barmoniBchen Str ahlenbüsehel.

Es soll untersucht werden, wie in einem harmonischen StrablenbUschel S
(Taf. I, Fig. 7), von welchem zwei Strahlen o und c fest bleiben und der

dritte b sich bewegt, die Bewegung des vierten d von der des dritten ab-

hUngt. Der Schnitt des Büschels mit einer beliebigen Geraden, die wir der

Einfachheit halber unter gleichen Winkeln mit a und c neigen wollen, i^t

eine liarmünii»clie Punktreihe ADCD. Aus der gegenäseiligen Bewegung

des />' und D folgt die von b und d. Bildet der Strahl b in der Lage

gleiche Winkel mit d und c, so liildet d in d^ ebenfalls gleiche Winkel mit

a und c. J>enn dem />, entspricht der ^littelpnnkt I>^ der AC, zu Avelchem

der vierte harmoninche Punkt />, im Unendlichen gehört. Der Strahl d^

ist daher mit ^ C parallel oder auf 6, senkrecht, bildet also ebenfalls gleiche

Winkel mit a und r. Bewegt sich nun b von b, nach c, so geht B von /?,

nach C, B von />, nach (7, also d von </, nach <r, jeder Punkt und Strahl, ohne

^und a zu duichlanfen. Die entsprechende Bewegung der Strahlen in den

übrigen Winkeln wiederholt sich noch dreimal, so dass, wenn 6, und die

Halbirungsstrahlen der beiden von a und c gebildeten Winkel sind, folgen-

des der entsprechende Lauf von b und d ist. b durchläuft der Keihe nach

6|, e, e, 6| und ä gleichseitig df, a, d|, c, cf«.

Das Umgekehrte des obigen Ergebnisses gilt ebenfalls, dass nämlich,

wenn zwei Strahlen h, d eines harmonischen Strahlenbüschel auf einander

senkrecht stehen, die zwei übrigen «, c gleiche Winkel mit ihnen bilden.

Denn legt man eine schneidende (Jeiade pnralb l mit dem einen ei, also senk-

recht zum andern h ib r beiden ersteren Strahlen, so liegt in der entstehen-

den harmonischeu l'unktreihe ABCD der Punkt D im Unendlichen, also B
in der Mitte zwischen A und C. Daraus fo^t, dass b und d gleiche Win«

kel mit a und c bilden.
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Von Prof. Dr. Chr. Wisnbb* 1$

t

24. Erörtern über den liarmoni sehen Ebencnbü ach el.

I>a ein aur Axc öenk» t^cbtor Sclinitl tlesselltcn ciiien harninnif eben StiaUlen-

btischfl licfprt, tlessen Wink« i ftuch (He Winkel dos EbenonbUschela t»ind, so

gelten die Gesctzo der Dewpj^unf; und dfr duiL-b Winkel bostimmten gegen-

seitigen Lncfp ,
welche für den Strabieubuschel gefunden wurden, auch für

den Ebenenbüaohel.

n.

üeber den mittlerenAbstand ebener Linien von einemPunkte.

Von Dr. Wetzig,
Oberlehrer an der ReaUchulo sa Leipsig.

(Hierzu Tafel 1^ Figur 8 bis 10.) ^

Zu den folgenden Betrachtungen gab die Abhandlung den Herrn Prof.

Drobisch Veranlassung: „lieber die, tnittlerm IJadien der Linien, Fla-

chen und Körper'**), in welcher unter dem mittleren Radius einer Linie

. das aritbmetiscite Mittel der Abstände eines Punktes von den iu gleicben

Bogenabständen gelegenen Punkten der Linie verstanden wird. Obgleich

diese Annahme der Vertlicilung der Punkte aU die nächstliegende erscheint,

o ist man offenbar berechtigt, auch andere Gesetze derselben zu Grunde

zQ legen z. B., wenn man die Linie als Bahn eine« eich bewegenden Punk*

tef betrachtet, die Zeit als unabhängige Variable zu nehmen, so dassdie

Orte* die der Punkt nach den auf einander folgenden gleicben Zeitelemen«

tea einnimmt, den mittleren Abstand bestimmen. Demnach wäre der mitt*

lere Abstand eines Planeten von der Sonne da« arithmetische Mittel allmr

Abstände, die mit einander gleiche FlKchenelemeate einscliliessen (wo aicli

allerdings nicht die grosse IJalbaxe, sondern die halbe Differona der drei'

fachen Halbaze nnd der Ordinate im Brennpunkte als solcher ergiebt). Be*

wegt sich ein Pnnkt mit constanter Winkelgeschwindigkeit gegen einen

festen Pnnkt 0, so wird man als mittleren Abstand seiner Bahnlinie Ton 0
das Mittel aller unter gleichen Wtnkelabstfinden gelegenen Punkte betrack*

ten. Diese letztere Vertheilnngsweise der Punkte, die sich durch grosse

Einfaekbeit der Besultate ausseichnett ist im Folgenden flttr ebene krumme
Linien in Besng auf einen in ihrer Ebene liegenden Punkt an Qrande ge-

legt; jedoeb enthSlt §. d auch einige Zusfttse in Besng auf eine Vertbeilnng

*> Berisble der K. 8. GeseUsdhafI der Wineaseballen vom 1. JoU 1858.
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t6 Ueber den mittleren Abstand ebener Linien yon einem Punkte.

der PanktP! unter gleichen BogenabslÜtuli n. Da esnigü Eigenschaften dor

Ktisspunktlinien in Anwendung kommen, so gebe icli zunächst im ersten

Paragraph oino kurze und seiir eiofacUe Ableitung derselben. *)

§• 1.

1. Sind PQ, QR, RS (Taf.I, Fig. 8) Seiten eines ebenen Vielecki, der

Basis, sind /^,, die Fusspunkto der Senkrechton, die man von einem

festen Punkte 0 seiner Ebene, dem Pol, auf bie fällt, so sind Px^Qx^Ri
Ecken des Fusspanktvielecks. Von diesen Hegen und auf einem

Kreise vom Durchmesser OQ^Q^ und auf einem solchen vom Durehmes-

ser OA; daher hat mau die gleichen Peripheriewinkel

1)
• LPtOQ,= LP,OQ^,

d. h. der Settenwinkel der Basis ist gleich dem augehdrigen Winkel der

EckeoabstSnde de« Fusspunktvielecks.

Ferner ist

2) LOQP^LOQ^P,,
d. h. der Winkel des Eekenabstandes mit der Seite in der Basia ist gleich

demselben Winkel im Fusspunktrieleck.
' Endlich hat man als Seitcnwinkel im Fusspunktvieleck

LP^O,M= m'^— LP^QtRr,
Lr\iJ,Ii^=LP,Q^O + LOQ^R^^LP^QO-^ 180«— L ORR^,
LPtQiMz=.LOI{Mi — LP^QO

^^LORQ-^-LQ.nn.'—LOQQ, -{-LP^QQ^,

• S) LP^QtM^LP^OQ^-\'LQ,OH^-^iQOM.

Geht man vom Vieleck inr Onrve ttber, so eigiebt sich ans diesen drei

Gleichungen Folgendes:

Der W inkel zweier auf einander folgender Tangenten der Baüis ist

gleich dem zugehörigen der Vectoren der Fussjiuaktlinie, den wir </gp, nen-

nen wollen. Da derselbe auch gleich dem zweier henachbarter Normalen

der Basis ist, die t.ich in der Entfernung ^, dem Kruuiinungshalbmesser der

Basis, schneiden, 60 i^t ^«i^pi das Bogenelement der liasis, das wir ds nen-

nen} also

woraus, wenn o den Winkel PQO der Tangente mit dem Vector r und dip

*) Eine ausführlichere Behandlnng der Fusspunktlinien habe ich in dieser Zeit-

sehrift Bd. IV t p> 810 gegeben. Bei dieser Gelegenheil bemerke ich , dass ich erst

nach den Erscheinen derselben durch die gleichseitige Abhandlung von Hirst fiber

denselben Gegenstund (Annali di MatmatUMt* Ii) darauf aufmerksam gemacht wurde,

dass schon Hob c rts Fusspunktliuiou positiver und negativer Ordnung hiosicbtlich

ihrer Kectification betrachtet Imt fJuiiriuil demath. l. X und /. X T). ludess hat «rhun

Mnclaurln, wie Koberts n. ucrdintrs in rlcn yotiv. Ann. de mni/i. niitthcUtc, ciuen

'i iicil dieser Bosultate gefuuUcu {thUosophical trantactions jKo. 356, 171b^.
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Von Dr. VVetziq. 17

den Winkel QOA aweier beoachbartonVeetoren der Ba«ia beseicbnet, wegen

4t= '^-^ tieh ergiabt

4) ä(pi^ — dfp,
^ g Sin u

Die Gleicbung 2) lehrt, dass der Winkel a des Vectors mit der Tan-

genta in den entspreebenden Punkten der Basis and der FaMpnnktlinie dar-

lelba ist. Sind daber nnd <l«t Veetor nnd Boganelemant der I^inpnnkt-

^ia, wo Ti si^ rsinttf ao bat man «

5) 49^-2=^-^4^=: rdq>t,

woran« in Verbindung mit dt spif^i folgt

Wenn man in Gl. S) den Pnnkt R so wSblt, dass L/\O0i» ^A Oi^i

ist, so ergiebt sieb als Winkel aweier benacbbartea Normalen der Fnss-

panktlinie, der passend mit dtp^ bezeichnet wird,

7) d(pf~2ä(p^ — dq).

Daber ist

Hieraas folgt durch Division mit dip^ und BerUciuichtigoQg der Gieichaa-

gen 4) nnd 6)

2 _j
oder

^1 3i*— fnn«

welche Gleiehnng den Krttmmnngsbalbmesser der Fnsspnnktlinie dnreh den

der Basis aosdrUckt.

S. Ans diesen Gleiehnngen lasten ^eb mit Leichtigkeit die entspre-

chenden für die Fasspnnktlinie n*^ Ordnung herleiten, d. i. derjenigen

Linie, die man erhält, wenn man Ton der ersten Fasspunktlinie

wieder die Fuwspunktlinie in Bezug auf denselben Pol construirt etc.

mul diese Operation «mal wiederholt. Die Ordnungszalil « kann auch

negativ sein, indem in Bezug auf die Fusspuuktliuie von der Ordnung 4-

n

die Basis „Fusspunktlinio von der üidnunj^ — n" heisst. Haben r„, d(p^

n. 8. w. für einen Punkt der w**" Fusspuuktlinio dieselbe Bedeutung, wie

r(/f> n. 8. w. für den entsprechenden Punkt der Basis, so ist nach Gl. 1)

dq^i z=2d<p^— dq>f =s Zd^^ — 2<fqp

d^SS fi 9i— Ot— 1) d^,

EfIlMhrm r. Malhemttik Phrtik. Xt. 1.
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18 lieber den mittleren Alistand ebener Linien von einem Punkte.

Aus der letzten Gleichung ergiebt nicli durch Division mh d(p

da^^dfp ( —^ — « +1 J.^ \lisma }
l>a ferner nach Gl. 4)

WO Ta = rsm^a iat, so ergiebt sich zur Bestimmung von

~ »+ l
^aftnft gstna

Q sin a

Wir fibergebeo andere leicht bersuleitende Relationen.

(. 2.

Nach diesen Bemerknngen Uber Fnssptmktlimen gehen wir aum eigent-

lichen Gegenstande dieser Abhandinng über.

1, Wenn die Punkte P, und von einem Punkte 0, mit welchem sie

nicht in cinrr Goraden liegen, die Abstände OP^ =r, und OP^— r^ liaben,

diese (1«m^ Winkel l\OP^ r^r^ einscliliofspn , und ihio in P, und er-

richteten >. iir]ii;i!en sich in O, schneiden, so it»t, da die Öuuunc der öeiten-

projectionen eines Vielecks auf eine beliebige Gerade Null giebt,

0 i>, + />! jP, .cos /\0, ÖP, + P^.cos ÖPt

In dieser Oleichnng ist

cos (Ji o l\ ~ 0, cos PfOO 1\ = — cos r,r„

(77', öl\ ^ öj\ öp, + öp^ ol\.

Wird nun die Drehungsricbtung von r^ nach r, als positiv augenommen, so

ist, wenn (7, diese Richtung hat, der Winkel ÖP.» tt>*t wenn die

entgegengeseUte C| =270** daher cot t^i /*• 0 Pi 7 *^ **!
''i*

Demnach folgt

ans l) die Gleichung

2) r, — P^tiHr^r^ — r, eosr^rt= 0,

welche allgemein gilt, wenn man (>, P^ das Voreeichen des Winkels QtOP^

giebt. Bildet man die entsprechende Gleichung, indem man OP^ als Null-

linie annimmt nnd giebt mao der Strecke P^ das Voraeiehen des Winkels

PiOQt, so bat man folgende xwei Formeln

r, r - r, cos r,r, 4" jPi Oi ^^^m

r, — r, cos r,,r^ + O, /\ sw r^r^.

Sind nun in der Ebene « + 1 Punkte .... P„+i gegeben, doreti

Winkelabstäode gegen einen Punkt 0 der £bene dieselbe Grösse haben,

nämlich 0 i>,= i'j0 P, . . , . s=a 5 , so dass P^+i 0 />, =: ist, und sebnei-
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Von Dr. Wktzig. 19

den sich die Senkrechtea auf OP^ OP^ , . , O/Vfi der fietbe nach ia den

Punkten (>i , Og, ....{>„ , so ist
/*i

Pj . . . . das Fiisspunktvieleck VOE

QtQ»Q$*»»* in B«sug auf den Pol 0, und es gelten die Gleiohangen

rg==r, cos^ + P, sin ^

r, = r, cos ~ + i*t *«• ^II fl

II . ft

II - ' »

r.co* ^ + P„ i>, ;m ^n fl

n II

Ziehen wir snnSchst den einfacheren Fall in Betracht, dan die gege-

benen Punkte ein gesehlosaenea Vieleck bilden, indem P^t mit P|

zasammenfällt, und daas 0 innerhalb desselben liegt, also tp^^kn ist (wo

/. eine ganze Zahl), SO erhält man durch Addition der voistühtiudou Glci-

cliungeu

2(n + + .'.• + *'«) (i ~*^*^)

= (P.Oi + Pii», + PmO* + ... + QnPt)9in^^>

"Bezciclinrt q den mittleren Abstand des Punktes 0 von den Punkten P
(nicht zu verwcickseln mit dem ^ des vorigen Paragra^heu, dem KiUmmangS'
halbmesser), also

^
i '

«ind

den Umfang des (— FusspnnktTlelecks des gegebenen Vieleeks, also

deo Umfang Qt— QnQn so folgt ans der Yorstehenden Gleichung

4) tn^iang—
In dieser Gleichung hedeutet die linke Seite den Umlaug des tegelmässigen

tt Ecks, dessen einj^esclii iobener Kreil* zum Halbmesser den mittleren Ab-

stand Q h&t; deräelbo ist also dem Umfi&sge des (

—

l)^"'' Jb^ussponktvieiecks

gleich.

Geht das Vieleck in eine Uurvo, so geht das regelmässige itEck in einen

Kreis über, und man erhält den 3ata

:
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20 Ueber den mittleren Abstand ebener Linien von einem Punkte.

Der Krei«, der den mittleren Abstand einer ge-

schlossenen Linie von einem innerhalb derselben lie-

genden Pnnkt sam Halbmesser hat, iat gleich dem
Umfange ihrer (—1)'*'' Fnsspnnktlinie,

5) 2^ns=sg,

Macht die gegebene Linie nicht« wie dabei erausge-
setst ist, einen, sondern itUmgUnge, so ist

Umgekehrt ist der Umfang einer geschlossenen Linie
gleich dem Kreise, der zum Halbmesser den mittleren

Abstand ilirer Fusspunktlinie in Bezug auf beliebi-

gen innerhalb liegenden Pol 0 hat. Uahor haben
alle Fusspunktlinien einer geschlosscacuLiuie, die

sich durch verschiedene Lage des Pols innerhalb der-

selben ergeben, von diesem Pol denselben mittleren
Abstand.

Einer besonderen B^traclitung bedarf jedesmal der Fall, dass vom Pol

sich eine Fangente an die gegebene Linie legen lässt, weil ffir den Berüh-

rungspunkt die (— ly* Fusspunktliuie einen unendlichen Vector erhält.

2. In dem allgemeinen Falle, dass die Punkte P,,/*, .. . . /Vfi kein ge-

schlossenes Vieleck bilden, erhält man durch Addition der Oleichnngen Z)

Ii

Beaeiehnet

>'i4-rt-i»...-i-r,H-i
* « + 1

den mittleren Abstand, so folgt

2r( '^"^^~ '"+» ~"
^""^Vt

= WiPt + + P.Qm) + (PiQt + QuP^tl
In dieser Gleichnng haben

2h (f lang ^ und die Summe s= Qt/t+ PnQn

ähnliche Bedeutung, wie die analogen Ansdrücke Torhin* Geht das Viel-

eck in eine Cnrve, so gelten s in das dem gegebenen CoryenstQcke P| P«^|

entsprechende Stück der (—1)^'*'' Pnsspunktlinie, 2n 9 teit^^ in den mit

dem mittleren Abstand q und detft Cratriwinkel 9 beschriebenen Kreisbo*

gen Q<py sowie I\ Qi ujid QaP„+\ in die Strecken der Tangenten im Anfangs-

und Endpunkte der (— i)'"* Fusspunktlinie über, die zwischen dieser und

der Basis liegen. Dalier ml dann, weuu ig und i-* Auiang»- und Endpunkt

1
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Von Dr. WsTCia. 21

der gegebeneo Linie, und ff die entsprechenden Punkte der (— l)*** Fom-
pnnktUnie beseielmen.

6) Qq> = A C^u + «W-tf ötC>' + P'^'»

in welcher Oteicbung die oben gegebenen VorBeieheiiregeln sn berftcksleh-

tigen siod. Ho ist z. B. in Taf. I, Fig. 0 l^^l./ positiv und find beide Tan-

gentenstreck' 11 negativ.

3< Zur allgemeiuen Bestimmung von g dient das Integral /rä^. Denn

beieichnet ^9ss>^ den gleichen WinkeUbttnnd der Veetoren rnnd£r

die Snmme der letzteren, so ist

^ tt (p 9*

*

Geht man vom Vieleck zur Curve über, indem man n über alle Grensen

waehsen läset, so wird £r 4^ maJ*rdtpf und man hat demnach

7) ^9= Jrdip,

0

4. Ans den bekannten mittleren Abständen mehrerer Bogenstiieke von

^em Pnnkte 0 läset sich leicht ihr mittlerer Gesanimtabstand von 0 finden.

Denn bilden die gegebenen Pnnkte P mehrere Gruppen von n', n\...

Ponkten, an denen die Winkel 9', .... gehören, so dass die gleichen
' ft

Winkelabstände ^=^= ... sind, bezeichnen o, 0"... die mittleren Ab-
n • n

stände dieser Gmppen, r\ r" . . . die Abstände ihrer einseinen Pnnkte, ist

f der mittlere Abstand sämmtlicher Pnnkte, so ist

, -fr' „ Zr"

Zr + Zr" n Q -f n
'

q" -f ...

«' + n" 4- . . .
"' + ""+...

oder, da die Winkel 9 den Zahlen n proportional sind,

. , 9 9 -r « »

«

9 + V + • • •

§. 3.

Das Vorstehende soll auf einige bekannte Cnrren angewendet werden,

inaäehst anf die Kreislinie.

1. Wird der mittlere Abstand q eines- Pnnktes 0, der innerhalb
eines Kreisei liegt, Ton dem Bogen P^P' desselben gesucht, so bedentet in

Gleichnng 8) des Torigen Paragraphen oreQ^ff den entsprechenden Bogen

einer Ellipse, deren Brennpunkt 0 und deren Mittelpunkt der Kreifcmittel«

pvttkt ist Denn bekanntlieh ist die Fnsspunktlinie der EUipso ans dem
Brennpunkte als Pol der aus ihrem Mittelpunkte mit der grossen Halbnxe

Digitized by Google



22 Ucbcr den mittlereD Abstand ebener Linien \on einem Punkte.

aU Halbmesser beschriebene Kreis. Der mit drm mittleren Abstände der

gansen Kreislinie beschriebene Kreis ist gleich dem Ellipsenainfange

2qn^E, Der Umfan|^ des gegebenen Kreises verbttU sich sn dem der

Ellipse, deren Fnesponktlinie er ist, wie sein Halbmesser sn seinem mittle-

ren Abstand. Dieselbe Grtlsse bat f tüt jede andere Fnsspnnktlinie dieser

Ellipse ans einem beliebigen Pnnkt innerhalb derselben.

2. Liegt der Pol 0 auf dem Umfange des Kreises, so ist der Kreis ala

Fussimnktlinio des ihm diametral gegenüber liegenden Punktes A (den man
sich als unendlich kleinen Kreis denken kann) zu betrachten. Bezeichnet g
den nüttleren Abstand des Kreishogen« AP^ (p daher den Winkel AOP^ so

'

ist in Gleichung ß) des §. 2 Po^o= Ö, arc Q^Q' =zO, Q'
P'= AP zu setzen,

und man erhält daher

Qtp = PA.

Es ist also der mit dem mittleren Abstände zwischen den Schenkeln des

Winkels q> beschriebene Kreisbogen gleich der Sehne des gegebenen Bogen*

Stückes (q daher gleich dem Abstände des Schwerpunktes des Kreisbogens

rem Mittelpunkte). Beaeicbnet a den Kreisdurebmesser, so ist der mittlere

Abstand des ganzen Kreises, indem man qp setzt,

2a

3. Liegt der Punkt 0 ausserhalb des Kreises, so ist dessen (^l)**

Fnsspnnktlinie eine Hyperbel, deren Hanptaxe der durch 0 gelegte Kreis-

durchmesser AB und deren Brennpunkt 0 ist. Ist OC Tangente an den

Kreis, M sein Hittelpunkt, so ist MC Asymptote , deren unendlich entfern-

ter Punkt in der Richtung von Jlf nach C mit IT, in entgegengesetzter mit

r bezeichnet werde. Ist ferner Z. il/ 0 (7= a , der mittlere Abstand des

Kreisbogens A C, so ist nach (jlleichung 0) des §. 2

^ a =s arc AU— C U.

Liegt der Punkt P des Kreises über C hinaus, ist PQ die zu OPisenkrechte

Uypei heltangente, bezeichnet q" den mittleren Abstand des Kreisbogen-

Stückes PC^tp den Winkel COP,»o hat man

=— Pö— «rc^r+ FC.

Beseiehnet endlieh ^ den mittleren Abstand des Kreisbogens AP, so hat

man nach Gleichung 8) des §. 9

Q {tt •\' <p) = Q a + q"(p~ arc A U^ arc Q V— PQ ^ F C^ C U,

(« + 9>) — *irc BQ — PQ-^-a.

FUr den Halbkreis ist tp=stt, arc BQ=sO^ PQ =i 0,

Demnach ist der mit dem mittleren Abstände awischen den Tangenten aus

0 bescbricbeno Kreisbogen gleich dem Kreisdurebmesser.
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Von Dr. WsTZiG. 23

f. 4.

Die durch eine Menge nerkwQrdiger Eigenschaften ansgeseiehneten

Oinren von der Polargleichnng mit beliebigem k

zu donr^n z. B. die LemniBcato (A-=:2), die ^gleichseitige Ilyperbt^l {k=— 2),

die Parabel {k=^— die Cardioide (A =|) gehören, geben auch hinsicht-

lich ihreji mittleren Abstandes vom Coordinatenanfan«^ benierkenswerthe

ResaUate. Da für dieselben das Yerhäituiss des Yectors r zur Projectiou

dee Krfimmnngshalbmeasers e auf den Veetor eonatant ist, — ~\-\-k.wo
Qsincc

p und a vorübergehend die Bedeutang wie in §. i babeo, so gebt die Giei-

cbnng e) des §. 1,

Q
ftber in

d$^:iss{l'i^k)disiaus=i(\+k)rd^,

woraoB nach Gleichung 7) des §. 2 folgt

'

Bedeutet ann k eine podtive Zahl, besteht die Qnrre daher ans geschlotae*

nen Zweigen , nnd bezeichnet ^ den mittleren Abstand des Coordinatenan-

fangs von einem solchen Zweige, »t Umfang des ebenfalls geschlossenen

ac
Zweigea der Fnssponktlinie, so ist in Torstebender Gleichung 9 — nnd

statt $1 zu. setzen ^Si \ daher erhält man

Da die n^" Fnsspuaktliuie der gegebeuea Carve 1) dieselbe Gleicbaug bat*

in welcher it in il«a=
^^^^

Übergegangen ist, so folgt

Bczoiclinet ferner Oj den mittleren Abatand der ersten Fusspunktlinie und

t den Umfang der Basis, so erhält man aus Gleiobong d) des §. 2, indem

n .8
asn 9=^ nnd — statt s setzt,

2Ar| 2

4) Qfit^kiS.

Dareb MaltipUeation der beiden Torstehenden Gleichungen folgt

Da demnach fltr die ganae positiTe Beibe der FusspunkÜinien der gegebe*

nen Curve 1] das Produkt des mittleren Abstandes mit dem Umfange con«

') Bislie moino oben eitirt« Abhandlung p. 330.
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24 Ueber den mittleren Abstand ebener Linien von einem Punkte.

Btant ist, so iniiss es on der Gonstanten Ar, weil dieae Fnnotton der Ord-

BvogSBebl n ist, nnabliftiii^g sein nnd sich mittelst irgeod einer der Cairea

on der Oattnng 1) bestimmen lassen. Da anter dieselben , für Üra 1, der

Kreis gehört, anf dessen Umfang der Fol liegt nnd ftlr diesen naeh {. I,

2 a

2(f=— ,«=:an, sobat fttr alleCarven von der Gattung 1), bei
sc

beliebigem positiTen Ar, das Produkt des Umfanges mit dem
mittleren Abstand des gesehlossenen Zweiges den eonstan-

ten Werth
5) pf=s2fl*;

ei» int also dem doppelten (Quadrate dea grössten Vectori

gleich.

Weitere Folgerungen ergeben sich, wenn man die Gleichung 3)

durch die aus 4) i'ulgeude

dividtrt; man erhXlt

Ebenso ist Ar,

nnd ans beiden Gleiehungcu folgt

Mithin ist^ ebenfalls eine von k nnabhAngige Grösse, deren Werth sieb

aus den mittiereu Abstunden des Kreises nnd der Cardioide ergiebt. i-ur

den Kreis ist f &s — ; fUr die Cardioide, als Fnsspnnktlinie des Kreises, anf

dessen Umfang der Pol liegt, ist in Gleichung 4j Atj= 4> <= daher

Mithin hat für alle Gnrven der Oleichnng 1) obiges Produkt den

Werth

Zu dieser bcmerkenswerthen Relation zwischen den mittleren Abständen der

Basis und ihrer Fusspanktlanie giebt es eine analoge und schon bekrxurjte*)

zwischen ihren UmfKngen. Dnrcb MulUplication der Oleiehnngen 3) nnd 4)

folgt nämlich ^^ ss r#, Atj*,

•) Die Rectificaiion der FnssponktliiiieD der gleichseitif^en Hyperbel, der poii-

tiren des Kreises und der negativen der Geraden hat Maclau r in in der oben citirtSB

Abhandlung, dia der «rsterea Roberts ia Journal de math* t X, p, ITT und allgemeia

die der Linien von dar Oleiehnng l>Bobertsim Jmmiai d» «mÄ I. X^t p. 214 and

Uirat in d«r oben citirtsa Abhaadleng behandelt.

»
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Von Dr, WmniG, 25

nad hieraos nieh Oleiehung 6)

Mitteltl der Gleichnog ^ ^
lässt sich ans dem mittleren Abstände der liasis derjenige jeder Fusspuukt-

liuie posUivei Ordnaug berecbneu. Deuu multiplicirt mau die GieickuDgea

k
mit einander, w» erhAlt oiaq, unter BerflcksichtignBg Yon Jt*«»^-^—

(i-|,Ar)(l + 3Ar)...(l + (2n-l)Ar)
' fm—

^ ^j^2*)(i + 4^) (1+2«*)
Da ferner nach Oleiobang 6)

je iit

1A
2a» ^(l + 2A:)(i4-4Ar)..(l +2nj^)

*) ^1-^^ (l+*)(i+ 3*)..(l+(2ii+l)*y

Iii die Baeie ein Krei«^ anf dessen Umfang der Pol liegt, so erhXlt man, in«

2 a
dem man o=^ und /r=sl seUt, als Wertbe der mittleren Abstände

2a 2.4.6. . .2«

em——
8.6 (3A+i)*

3,6 (to-ft)

».4 (»•+2y.

(.5.

E« soll im Folgenden gezeigt werden, wie man die im vorigen Para-

gTftphcD eutwickelten Relationen , sowie ähnliche über den miitlnen Ab-

stand derselben Corven, wenn iliro Puuktc unter gleichen Bogenabständen

Tertheilt sind, mit Hilfe bestimmter Integrale herleiten kann.

1. Aus
i.

1» SS a (co* fctp)
^

folgt 1
j

*

|f 8=s a r cos k (pf^ d^.
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26 lieber den mittiercn Abstand ebener Linien von einem Punkte.

Setst man
€01 X*,

dw=s 7 ,

80 folgt

t

0

Dieses bestimmte Integral kann bekanntlich dnrch Gammafnnctionen aoi-

gedrückt werden, nämlich

I) j

Ist ^ dor mittlere Abstand des i^eschlossenen Zweiges, so hat man

7k 51

woraaa durch die Substitution a^^coik^ folgt

JL = r ^dx ^
-2} ^ 2

oder, unter. BerückäichtiguDg von

r(i + s)= « n, und ri = //ä,

2) Q^2ak . —

.

Durch HnUipltcation der Gleichnngen i) und S) erh&U man > in Uebereia-

atimmung mitGleichnng 5) des §. 4, («ssSoF.

Yertauseht man in Gleichung 2) k mit ki= , so erhXit

a 2^ 2

man

'•'''•tiH)'

und hieraus durch Multitilication mit 2) ^;&s=s^^, in UcbereinstimmaQg

mit Gleichung 6) des Torigen Paragraphen,
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I.

1 ,1- -||-| III r r i

-
ii

-

irr i i i _ i i r r inn i iiij i .r i a i
njinnnnr-^.«iüiuxrjmj-i-nn

ij<ju»j iL»><yinjuiu<.

2. Wenn die Punkte einer Linie von der Bogenlänge # unter glei«
eheD Bogenabständen TertheiU gedacht werden, so ist der mittlere

Abstand

Ä=
jj

= (n +'••+...+ '•)—
;

mitbin folgt» wenn man attr Grenze ft=oo abergeht»

Für dio im vorigen Paragraphen betrachteten Curven ist

räs sas ö* (cot k^) * dq>,

daber, wennR den mittleren Abstand eines geschlossenen Zweiges bedeutet^

li — =a'l(eatkip)'' d<f.

Dareh die SnUtitalion «^amür^» nrhik mui
1

1. * r ^
Jit= 2a' I ,

riri

KM)'
öetst man den Werth Ton 9 ans Gleichung ]) ein, so erhält man

4) M^a

Au B) folgt s. B. fär die Lemniscate

Aus 4) ergiebt sieh Air den Kreis, auf dessen Umfang der Pol liegt,

Jm

Also gerade so gross, wia bei Vertheilung der Punkte unter gleichen Win-
kelabständen; für die Cardioide {k^^)

' Aueh hier bestehen unter den mittleren Abständen der Fnsspunktitnien
ersehiedener Ordnungen einfache Relationen. Vertauscht man in Gl. 3)

k mit erhält man



28 Ueber den mittleren Abstand ebener Linien von einem Punkte.

Da nun in gleicher Weise

80 erhält mukf wenn man
k s= p

—

- und — =- — (nach Gl. ö) dea vorigeu Paragraphen)
1 nn «a ^

berttcksiebtigt,

il- (a+A)(«+3A)..(2+ (211-1)*)
•

Ist die Ordnnngtuhl eise gerade, Sn, ao kann man den Werth von 2fi ans

Gleiehang 8) des Torigen Paragraphen entnehmen und erhftlt

» [(H-*)(H-»*)...(1 +(211-1)*)]»

(2 + *)(2+ ait)...(2-h(4«— 1)^)

Setit man hier *sl und Are=i, so erhUlt man Älr die 2n** and 2ii+ 1^

Fossponktlinie dea Kreises

(2.4.6 2ji)« 2a^ 8.5.7.. .(4fl+l) » •

(2«+ 3)(2ll + 6)...(4« + 3)*'-

Noch werde hinngefügt, dass» wenn man in 1) Ar mity vertanscht,

sich nach 3) ergiebt

wo der Index nieht die Ordnnngaaahl, sondern die Oonatante beieiehnet. Da
*k : » • (ii so hat man aneh

2Äi^ii — ö^A.

Für die Lenmiseate «igiebt deh s. B., indem man Ar=2 setat»

•~ 4*

§.0.

1* Wird der mittlere Abstand 9 einer Ellipse Tom Brennpunkte
geaneht, beaeicbnen a, b nnd e grosse nnd kleine Halbaxe und lineare Ex*
eentiieitüt, 9 den Winkel des Vectors r mit o, so hat man

^9 SS 2 6 orc toft^ ^^--^ toii^ ).
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Von Dr. Wxtzig. 2^

Für die ganze Ellipse folgt

der mittlere Anstand ist gleich der kleinen Halbaxe. Daher ist der Um-
fang der (— l)'*"* Fosspunkttinie der Ellipse ans dem Brennpunkte gleich

dem mit der kleinen Axe als Halbmesser beschriebenen Kreise.

1. Beselehnei^ den mittleren Abstand der Ellipse yon ihrem
c

Mittelpunkt, Ar=^ ihre oamerische Ezeentrieitäti ^ den Winkel dea

Yeetorf mit der kleinen Halbaze, so ist

^ yi— k'stft'ip

we F(kt das elliptische Integral erster Art mit dem Hodnl M beseiehnet.

Hierans ergiebt steh einfach, dass dieses Integral den Umfang der (— 1)**"

Fssspnnktlinie der Ellipse ans dem Mittelpunkt, der'sogenannten Talbot-
ichen Linie angiebt, einer Ourve vom IS^*" Grade, deren Qleiehnng Tor*
toi i n 1 in C reil e's Journal Bd. 33 entwickelt, nnd deren Bectification soerst

Tal bot in Gergönn e's Annalen Bd. 14, p. 380 im Resultat gegeben hat.

3. Ist ^ der mittlere Abstand eines II y p e r b c 1 b o g e n s AP vom
Mittelpunkt (Tat. I, Fig. 10), blud ^ ^^ a und ^ ß = lialbe Ilaupt-

und NebenAxe, OF=c die Excentricität, iai L POA= ip^ so bat man

ab

Besehreibt man aus dem Brennpunkte F mit dem Halbmesser 6 einen Kreis,

welcher OPUxQ schneidet, und setst man LPQFsss^^ %o folgt

a

cos ^
b cos^ diff

a^ss— —
,

Man eonstmire aus 0 mit dem Halbmesser 0^4 ssa einen sweiten Kreis, der

dea ersten in rechtwinklig schneidet, und ziehe (7 senkrecht OF; ferner

CODitroire man eine Ellipse, deren Mittelpunkt i
,
Brcuupuukt deren

grosiie und kleine lialbaxe uud Kxceutricität a'md

u^b^Fff, ß^GM=:^, y^FG^yi
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30 Ueber den mittlereD Abstand ebener Linien von einem Punkte.

man trage an die kleine Halbaxe FJ der Ellipse den Winket /J^£=s:^ an,

ao ist

ß ab I
FS.

Demnach erhält man, wenn üeo mittleren Abstand des ElUpsenbogens

JS Yon seinem Mittelpunkt F bezeichnet, für ^«.^ den Werth von in 1).

Beseiebnet daher den mittleren Abstand des Hjrperbelbogens AP,

so ist

Der mittlere Abstand des Hjperbelbogens llUst sieb also durch den einei

einfach an constmirenden ElHpsenbogens ansdrtlcken; das Verbtttniss bei-

der Abstünde ist gleich dem umgekehrten der angebSrigen Winkel« Per

mittlere Abstand des ganzen Hyperbelaweiges ist daher eine endliche

CTrOsse, und awar ist, wenn — den Asymptotenwinkel, den mittleren

Abätaud der gau/.ei) Ellipse bezeichnet,
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ü«ber dio Bestixnmong der Energie und Entropie eines

Körpers«

Von R. Claüöius.

Im Iweiten diesjAhrigeti Hefte dtefterZeitsekrift*) befindet sieh eineAb-

bandlang^ von BAnechinger, welcbe aicb Torangswoiee auf das im twei*

ten Hauptaatse der mecbantscben Wirmetheorie vorkommende Integral

J ~f
bezieht, worin dQ ein Element der Wärmemenge Ut, welebe ein Kör*

per bei irgend einer in nmkebrbarer Weise vor eich gehenden ZnstandsXn-

derung aufnimmt, nnd T die abeolttte Temperatur dea Körpers im Momente

der Anfnabme diesee Wftrmeelementes bedeutet BaneebInger ent*

wickelt einen Anedmek, welcher unter gewissen die Rechnung vereinfachen-
' den Umstunden den Werth des Integrals für endliche Znstandsänderungen

darstellt, nnd welcher in dem Falle, wo der Endzustand des Körpers der-

üclbe ist, wie der Anfangszustaiul , wo also der Körper ciuen Kreispro-

ccss durchgemacht bat, Null wird. Wcfcen dieses letzteren Umstandes

meint Bausch Inger, dass dio von ilun ciitwickolto (ileichung einen allge-

nieinen Satz ausspreche, in welcliem mein Satz von der Acquivalena der

Verwandlungen für Kreisproccsse nls boHonderer Fall enthalten sei.

Mit dieser An.sicht über dio Bedeutung seiner Entwiciieluugen kann

ich iiiicb nicht einverstanden erklären.

In der von mir für umkehrbare Kreisprocesse aufgestellten Gleichung

liegt zugleich ein Satz für solche umkehrbare Veränderungen, bei denen

der l^ndzustand vom Anfangszustande veracbieden ist, mit ausgedrückt, und

awarein Sats, den ich nicht nur stillschweigend als darin enthalten betrach-

tet, aondern auch mebrfMch bestimmt an^gesproehen habe.

) Band X, S. 100.
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32 Ueber die Bestimmung der Energie u. Entropie eines Körpers.

Wenn nämlich das Integral / -^jedesmal gleich Null wird, so oft

der Kttrper, naehdem er versebiedene VerXsdeniogea darcfagemacht hat,

wieder in aeinen Anfaagsinatand snrttckgelangt, ao nmaa der Auadmek

vollständige Diöerential einer Grösse sein, welche durch den gerade

atattfindendett Zaatand dea Kdrpera beatimmt iat» ebne daaa man an wiaaen

brancbt« anf welchem Wege er in dieaen Znatand gelangt iat, d. b. welehc«

die ZwiaehenanaUnde geweaen aind, die er ven aeinem Anfangaanatande

bia an adnem gegenwärtigen Znatande nach einender beaeaaen hat. Fftr

den Fell, we der Znatand dea Körpera durch irgend swei nnabbtngige Ver-

änderliche bestimmt ist, mnsa aomit der Anadmck ^ daa oUatlndige Dif-

ferential einer Function dieaer VerUndeilichen aein; er mnaa alao^ nachdem

man ihn ala einen auf diese Veränderlichen bezüglichen Differentialattadmek

dargeatellt bat, der bekannten Bedingung der Integrabilität genügen.

Der Unterschied zwischen Difi'erentialausdrücken , welclie dieser Be-

dingung {;euüp;en , und solchen, welche dieser Bedingung nicht genügen,

kommt in meinen Abhatuilungcn so oft zur Sprache, dass ich ihn .sogar ui

meiner Abhandlungensammlung zum Gegenstände einer besonderen mathe-

matiaeben Einleitung gemacht bebe. Speeiell fttr den Anadmck^ findet

sich dir An- abe, dass er ein vollständiges Differential ist, und somit der

Bedingung der IntegrabllitÜt genügt, unter andern in meiner Abhandlung:

„Ueber eine veriinderte Form dea aweiten Uauptsatzea der mechanischen

Wärmethcorie. " *)

Nachdem dieses einmal festgestellt war, verstand es sich von seibat,

daaa daa Integral ^ sieb mit Hfllfe dean geeigneter, bei der Rechnnogf

als bekannt voranageaetater Grössen als Function zweier Veränderlieben

ensdrUcken lassen müsse. Eine solche Rechnung hat nun Bauschinger
ausgeführt, indem er dabei die Gleichung, welche den ersten Hauptsatz der

mechanischen Wärmetbeorie ausdrQekt, mit angewandt und augleich fttr

die DifTerentialcoefficienten -r=, (weuu dat> Volumen t* als cou^taut voraae-

(i O
gesetzt wird) und ^ (wenn die Tcmperatui T als constant vorausgesetzt

wird) beaondere Zeichen eingeführt hat. Soweit ich auch davon

entfernt bin, in Abrede au stellen , daaa derartige Entwickelungen

fttr die Wärmelehre aehr nfitalich aein können, so glaube ich doch

*) Poggeudorff*s Auuaicu, Bd. XCIIi,b. 502 und AbiiaudluugeDaammlang

Thea 1, 8. 190.
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nicht, <!ass man von einer dadurch gewonnenen Gleichung sagen kann,

sie drücke ciuen neuen nllt^emeinen Satz aus, in Melcljom mein Satz

als l)Osonilerer Fall ont!:;ilten sei. Meiner y\nt.)cht nacli bilden Kntwicke-

luQgea dieser Art nur eine weitere Ausführung von algebraischen Rechnun-

gen, wozu die Data durch die scbon vorliandeuea üaaptgleichaugea darge-

boten aind.

Banflebinger vergleicht seine Entwickelnng mit derjenigen, welche

ich in meiner Abhandlung: „Ueber die Anwendung des Satses yon der

Acqnivatena der Verwandlangen anf die innere Arbeit""^) gegeben habe,

Ottd hebt dabei herror, dass ich eine neu eingeführte Grösse, welche ich

dieDisgregation nenne, nnd die Hypothese, „dass die mechanische Ar-

beit, welch© die WÄrrae bei irgend einer Anordnungsänderung thun kann,

der absoluten Temperatur, bei welcher die Aendevung geschieht, proportio-

nal ist," zu liilfe genommen habe, wiihrend seiue Euwickelung ohne iihn-

hclie Hilfsniittel auf rein mathematischem Wege auftgefiihrt sei. Dabei

scheint er nicht beachtet zu haben, das« ich in Jener Abliandlung etwas ganz

anderes bezweckt habe, als das, worum es sich in seiner Entwickelung ban-

/*({ 0
delt. Ich wollte das Integral / nicht blos seiner Grösse nach, sondern

yielmebr seiner physikalischen Bedeotang nach bestimmen, und habe in der

That nachgewiesen , dass es sich in swm wesentlich verschiedene Grössen

serlegen lässt, Ton denen die eine nur von der Temperatur des Körpers,

und die andere nnr von der Anordnung der Bestandtheile des Körpers

abhfingt.

Als die Abhandlung Ton Bauschinger erschien, hatte ich kurs Tor-

her eine nene Abbandlnng vollendet, welche seitdem in der Vierteljahres-

schrtft der Züricher natnrforscbenden Gesellschaft Bd. X, S. 1 nnd in Pog-
gen d o r f f 'ä Ann. Bd. CXXV, ö. 353 erschioueu ist, und wuriu ich unter andern

auch die Bestimmung des Integrals
j

-jr besprochen habe. Ich habe dort,

wie man sich leicht uberzeugen kann , den Gegenstand in allgcmeiuercr

Weise behandelt, als B a u s c Ii i n g e r , dabei jedoch alle vorkommenden

Gleichungen nur als i:' olgerUDgeu aus den beiden schon genannten Uaupt-

gleichungen abgeleitet.

Vielieicht wird es nicht ohne Interesse sein, wenn ich hier noch

einige weitere Entwickelungen ähnlicher Art mittheile, welche als Ergän-

sangen der dort gegebenen dienen können, und welche mir besonders daan

geeignet an sein scheinen, den Zusammenhang jenes Integrals mit einer an-

deren fUr die Wärmelehre wichtigen Grösse in ein klares Licht an stellen.

*) Poggendorff« Annalcn Bd. CXYI, B. 73 uud Abh.andlungousumu)Iuog^

Th«a I, S. 2 12.

ZfflUehrtri r.Mftlli«n»tlk «•Ph|tlk. XI,t* • S
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34 Ueber die ßcstimiuung der Energie u. Entropie eines Körpers.

Bevor ich nLcr dazu übergebe, möclite ich nocli erst über eine in Bau

-

ichinger's Abhandlang vorkommeode Stelle eine kurse Bemerkung

machen.

Anf S. 114 der AbbAodhing ist die Rede von folgender, anch nuf den

iweiten Haoptsats der mechaniscben Wärmetheorie bezüglicher Gleichung:

d 0
Hierin ist -j- der schon oben einmal erwähnte Diflereutialcoefficient, p bc«

dv

deatet den Druck, unter welchem der Körper steht, / die vom Gefrierpunkte

an geaühlte Temperatur und a den teciproken Werth des Ausdehnung«-

coefficienten der Oase, also angenähert die Zahl 273, so dass a+ < dieselbe

Ordsse ist, die vorher mit T bexeichnet wurde; A endlich bedeutet das ea-

lorische Aequivalent der Arbeit. Diese Gleichung citirt Bausch inger
mit den Worten : „die schon von Carnot, nur in anderer Form, aufgestellte

Gleichung**.

Diese Worte könnten leicht ein Missverständniss veranlassen. Die in

den älteren Darstellungen der Carnot*schen Theorie vorkommende Glei*

chung, welche eij^c ntlich nicht von Oarnot selbst aufgestellt, sondern erat

von Clapeyron aus dem Garnot*schen Satze abgeleitet ist, lautet, wenn
man sie der äusseren Form nach der vorigen möglichst ähnlich macht, fol*

gendermaassen :
'

dv dl'

worin C eine unbestimmto Tt'iiij)cratuirunctIon (lart>tellt, welche hfiufig die

Carnot'sche Function genannt wurde. Wenn nun in dieser (ilcichung an

die Stelle der friiln r unbestimmt gelassenen Fuiu tion die bestimmte Func-

tion Ji'^f -\-
1)

<;esct/.t ist, so ist das jedenfalls mehr, als was man unter einer

biofchi'ii Konijveraudenuig zu verstehen jitic^t.

Ich gebe uuu avl den oben angekündigten Eutwickelungeu über.

§1.

Wir wollen in dieser Kjit\vici<elung wieder von den beiden vorher er-

wähnten Jlanpt<;leichungcn ausgehen, durcli welclie ich in meiner Abband«

lang lieber eine veränderte Form des zweiten Hauptsatzes der mechani-

schen Wärmetlieorie*^ die beiden Hauptsätze ansgediückt lia!)e.

Die erste Hauptgleichnng lautet, wenn man sie auf eine unendlich

kleine Zustandsändernng eines zur Betrachtung ausgewählten Körpera

bezieht:

I) dQ^^dU-\- AdfK
Hierin ist, wie vorher, J das calorische Aeqtiivalent der Arbeit, d. b. daa

Wärmeaequivalent für die Einheit der Arbeit, und dQ bedeutet die bei der

nuendlick kleinen ZustandsVndbrung vom Körper aufgenommene Wärme.
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Ferner bedeutet dW die gleichzeitig yom Körper gethane äussere Arbeit,

und dU die dabei eingetretene Aenderang derjenigen Grösse, welche in der

Ueberschrift mit dem Worte Energie bezeichnet ist. Als ich die Grösse

IT laerst in die Wärmelehre einführte gab icb ihr keinen besonderen

Namen, sondern begnügte mich damit, ihre BedeQtnng dnrch eine Definition

fmttnsteUen, welche dahin ging, dass diese Grösse, wenn man von irgend

einem Anfangsznstande des Körpers ausgebt, die Summe der binaugekom-

menen wirklich vorhandenen und der an innererArbeit TerbrancbtenWärme
•et. Da aber W.Tbomson, welcher diese Grösse später ebenfalls in seine

Gleiebvngen aufgenommen bat, fär sie den bequemenNamen Energie dea

Körpers in Vorschlag gebracht hat, so habe ich micb dieser Benennungs-

w^se angeschlossen.

Das Eigenthltmlicbe der Grösse 27, wodurch sie sieb von den andern in

der vorigen Gleichung befindlieben veränderlichen Grössen unterscheidet,

besteht darin, dass sie, wenn man den Aufangszustand des Körpers als ge-

geben voraussetzt, liiucli den augenblicklich stattfindenden Zustand des

Korpers vollkommen bestimmt ist, ohne dass mau zu wissen braucht, auf

welche Weise der Körper in diesen Zustand gelangt ist, während die Grös-

sen ir und Q nicht blos vom Anfangs- und i:^udzustande, sondern auch von

der Art des Ueberganges abhängen.

In der vorigen Glcichnng lässt sich noch eine kloine Vereinfachung

anbringen. Ich habe in einem in meiner Abhan lliinj^cnsamralung befindli-

chen Zusätze vorgeschlagen, die mechanische Arbeit, wenn sie nicht nach

dem gewöhnlichen mechanischen Maassc , sondern nach Wärmemaasse ge-

messen wird, d.h. wennman dabei a!s Kiuheit die einer Wärmeeinheit entspre-

chende Arbeit anwendet, mit dem Namen Werk zu bezeichnen. Hiernacb

ist also, dft IFdie änsseire Arbeit bedeutet, das Prodnet AW das äussere

Werk. Dieses wollen wir durch einen besonderen Buebstaben beseicbnen,

indem wir setsen:

Dann lantet die vorige Gleicbnng:

1«) dO^dU^dw.

§.

Die sweite hier in Betracht kommende Hauptgleiebnng ist die aekon

oben erwähnte, fUr umkehrbare Kreisproeesse geltende Gleicbnng:

n, /y-.
Sie druckt Jta zweiten Hauptsatz zwar nicht in der allgemeinsten Weise

aus, aber für unseru ge^^enwärtigen Zweck ist sie genügend.

•) P og<:c n (1 o r f f s Annalen Bd. L2ULIX, &. 884, Uttrsheft 1850, and Abband-

langensammlang Theil I, S. 32.
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Aus dieser Gleichnog folgt, wie oben gesagt wurde, dass der Differen-

tialausdruck , soweit er sich auf umkehrbare Veränderungen bezieht,

das Tollstllndige Differential einer Grösse ist, welche, sofern der Anfangs-

austand des Körpers als gegeben Toransgesetat wird, durch den augenblick>

lieh stattfindenden Znstand des Körpers ToUkomnen bestimmt ist, ohne daas

man den Weg, anf welchem der Körper in diesen Znstand gelangt ist, an

kennen braucht. Beaeicbnen wir diese Grösse mit 5, und fügen ansdrttek-

Heb binsn, dass nnter 8 ebenso, wie nnter CT, eine Grösse verstanden werden

soll, welche fittr Jeden Znstand des Körpers einen bestimmten Werth hat,

so können wir die Torige Gleicbuug in folgender Form schreiben:

Was die physikalische Bedeutung der Grösse S anbetrifft, so habe ich

darüber, wie schon oben erwähnt, ia mi incr Abhandhing lieber die An-

Ts endunj^ des Satzes vou der At^fjuivalenz der Verwandlungen auf die innere

Arbelt " gesprochen ; indessen brauchen wir auf die dort vorkommenden

Betrachtungen hier nicht einzugehen, nnd ich erwähne sie nnrdeslialb, weil

ich aus ihnen den Namen der Grösse iS entnommen habe. Ich habe nämlich

aus dem griechischen ^\'orte TQorrr], Verwandlung, das Wort Entropie
gebildet, welches die Bedeutung der Grösse .9 in ähnlicher Weise ana-

driickt, wie das Wort Energie die Bedeutung der Grösse U,

Der Zweck der gegenwärtigen Abhandlung ist nun, aus denHanpt-

gleichnngen Ia) nnd II«) andere Gleichungen abanleiten, welche zur Be-

stimmung der Energie und Entropie dienen können, nnd die Eigenschaften

und Beziehungen dieser Grössen erkennen lassen.

^

Die Gleichung Ia) gilt sowohl flir umkehrbare, als anch für nicht
umkehrbare Veränderungen. Wir wollen aber jetat, um dieae Gleichung

mit der Gleichung IIa) in Verbindung bringen an können, annehmen, die

Verändernng , auf welche die Gleichung I a) sich bezieht , sei dieselbe
umkehrbare Veränderung, wie die, auf welche die Gleichung Ha)
sich bezieht Dann ist das Wärmeelement äQin beiden Gleichungen daa-

selbe, und wir können es dahi^ aus den Gleichungen eliminiren, wodurch

wir erhalten:

1) TdS^ (iU -\- (In:

Nun wollen wir nnnohiucu, der Zustand des Körpers sei durch irgend

zwei Veränderlicho Itestimuit, welche wir vorläufig ganz allgemein mit x
und y bezeichnen woik-n. Nao]itr:ij;lIc}> k«innen wir dann für diese unbe-

stimmt gela.'^-i in ii Ver;in(iei liciicn be^tiniinte (irössen, wie Temperatur, Vo-

Innion. Druck oder aiideie iu den gerade beabsichtigten IJntcrsucliungeii

zweckmässige Grössen einfuhren. Wenn der Zustand des Körpers durch
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*

die VerftaderlicheD m und f bestimmt wird , bo mttssen sicli alle Grössen,

velche durch den augeublieklieb ttattfindesden Zustand des Körpers be-

stimmt sind, ohne dass man die Art, wie der Körper iu diesen Zustand ge-

langt ist, zu kennen braneht, durch Functionen dieser Veränderliclieu dar-

stellen lassen, in denen die VerSnderliclien als von oinnndcr unabhängig

betrachtet werden können. Demnach sind auch die Grössen und U alä

i unctionen der unubbängigen VerSnderlichen x und tj anzusehen.

Von der Grösse m gilt dieses aber nicht, indem selbst dann, wenn fest-

gesetzt ist, dass nur umkehrbaro Veränderungeu des Körpers vorkomnien

sollen, das Äussere Werk, welches gethan wird, während der Körper aus

einem gegebenen Anfangszustando in einen gegebenen Endzustand über-

geht, nicht nur von dem Anfangs- und Endzustande, sondern auch von den

nach einander durcfilautenen Zwjschenzustiinden, oder von dem Wege, auf

welchem die Veränderung stattfindet» abhängt. JJie Differentialcoefdcien-

ten^ nnd ^ sind «war bestimmte Funetionen von x und f : wenn man
d X dy

aber den ersten derselben nach und den zweiten nach x differentiirt, so

sind die dadurch entstehenden Differentialcoeffioienten «weiter Ordnung

«^(^) ^ (^) ^^^^^ öJiter einander gleich, was der Fall sein müsste,

wenn die Grösse tv sich, während s und y von einander unabhängige Verän-

derlicbe sind, als eine Function derselben ausdrUckea liesse.

Wenn man nan in der Gleichung 1) setst:

dS
, ,

dS
^da:=-—dx+-r—äy

ddp dff
'

so gebt sie ftber ia

:

„dS^ ,^dS^ {dü dw\_, ,/dU,dw\^
dx dff ' \dx dx) \dy dy J '

Da diese Gleiebvog für beliebige Warthe der Differendale dx und dy richtig

sein mas8| also unter andern auch fHr die Fälle, wo das eine oder das andere

der Differentiale gleich Null gesetst wird, so zerfällt sie sofort ia folgende

swei Gleichungen

:

^rfS_ <W ,lm

d X d X d X

^dS__ (^U dm'

dy dy dy

Aus diesen Gleichungen kann man durch sweite Differentiation eine der

Grössen S oder ü eliminiren.
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§4.
Wir wollen zuerst die Grösse U elimioiren, weil die dadurch eoUtehende

Gleichang die einfachere ist.

Wir difTercDtiiren dazu dio erste der Gleichungen 2) nach y und die

zweite nach jc. Dabei wollen wir die Differentialcoefficienten zweiter Ord-

nung von 5 und U ganz so, wie gewöhnlich, schreiben. Die Diifcrentialcoef-

fieienten von 4^ nnd ^ dagegen wollen wir. wie es schon oben eescheben
ay

ist, um äufiserlich anzudeuten, dass es nicht Differentialcoefficienten zwei-

ter Ordnung einer Function von o? und y sind, so Bclireiben: ^ \^/

dx (^}*
^'^^^^^^ beachten, dass die in den Gleichungen tot-

kommende Grösse jT, nämlich die absolute Temperatur des Körpers , toxi

welcher wir in dieser Entwickelung annehmen, dasa sie in allen Tbeilea

des Körpers gleich sei, ebenfalls als Function von x und $ ananaehen i^t«

Wir erhalten also

:

. y d*U , d /drv\

dy 'dx dxdy dx dy dy\dsj
dT dS d'S _ iPU d /dwV
ds'dff 'dydx dydx dsKdjfJ

Wenn wir die iweite dieser Gleichungen von der ersten abaiehen, und da-

bei bedenken, dass

d'S d'S ^ d«Cr ^0
und

dxdy dy dx dxdy dy dx
ist, so erhalten wir:

«

ft\ il ^^^tLI d (dm\ d (dw\
^ (I tj 'fix dx' (iy dyxdx) dx\dy

/'

Die hierin au der rechten Seite strlu inle Ditlcreiiz .sjiielt in den For-

meln der mechanischen Wärmetheorie eine bedeutende Kolle. Ich habe sio

in meiner zuletzt yerdffentlichten Abhandlung die auf xy bezügliche
Werkd ifferens gtenannt, und habe sie mit i^^y beaeicbnet, so dass sa
setaen ist:

rf (dm\ d (dw\

^"^Ty\di)^^\dir
Hierdurch geht die Torige Gleichung Uber in:

dT dS dT dS_
d^-Ti^did^-^^^'

Dickes ist die aus Oleieluing 1) hervorgehende, zur Bestimmung von S die«

nende Diüereatialgleichnng.

Um ferner atjs den beiden Gleichungen 2j die Grösse S t\i elimiuiren,

schreiben wir sie in folgender Form

:
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d S i dU l dm
TU:'" f dx'^f ' dx

1 dü I drv'

dTl
~~ T '

d7f f ' Jy

Von diesen Gleicliiuigoii diüerentiirea wir wioder die erste nach y uod die

xweite nach o-, wodurch kommt:

d^S i (PU _\ d_T dU,d_f\ dm\
r' dl/ ' dx'^d^Kt dü)

jd/J_ dwV
dsKf'dyJ

fix (I y T ' dx dy

d'S 1 jfU _l <[T dU
äydx'^T'd^dx dx' dy^

Snbtrfthirt man die zweite dieser Gldicbungen von der ersten, und bringt in

der dadurch entstehenden Gleicbnng die Glieder, welche 17 enthalten, auf

die linke Seite, nnd mnltiplicirt dann noch die ganse Glelchang mit T\ so

kommt:

®^ dy'äof dx'dy~^ idy\T'dsJ rf»\r'dy/J
FUr die bierin an der rechten Seite stehende Grösse wollen wir eben*

falls ein besonderes Zeichen einführen, indem wir setaen:

7) i'^=r[l(i,.^j_^(^.g')].

Dann lautet dio vorige Gleichung:

^) TZ ' TZ" TZ 1t'

dT dU_dT fW
dtj ' dx dx dy

Diesfs i.st dio aus dor (Jloiiliung l) hervorgehende, zur Bestimmung von V
dienende DiÖ'erentiaigleichung.

§. 5.

Bevor wir die boiilon Difl'erentialgleichungcn 5) «nd 8) woltnr l)oli.in-

deln, wird es sweckmäs&ig sein, die Aufmerksamkeit für einem Augenblick

•nf die in ihnen vorkommenden Grössen Ej-^ und E'ry zu richten.

Zwischen diesen beiden Grössen findet folgende Beziehung statt,

welche sich ans den in 4) nnd 7) gegebenen Ausdrückon leicht ergiebt:

Beide Grössen und sind Functionen von « nnd y, WXhU man
lor Bestimmung des Körpers statt der Veränderlichen x nnd y irgend awei

andere YerlDderliche, welche | nnd ij heissen mögen, nnd bildet mit diesen

die entsprechenden Grössen und M^^ti^ nftmlich:

d (dw\ d {div\

«o sind diese Grüsscti uHtiirlich Functionen von | und t}, ebenso wie die TO-
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rigen Grössen Fnnetionen von x nnd y. Vergleielit man nun aber einen

dieser beiden leisten Ansdrficke, s. B. denjenigen von E^rj mit dem Ans-

drnck der entsprechenden Grösse 1^^, so findet man, dass sie nicht blos

swei auf Terscbiedene Veränderliche besogene Ausdrücke einer und der>

selben Grösse sind, sondern dass sie wirklich Terscbiedene Grössen daisteU

len. Aus diesem Grnnd habe ich i^'^y nicht knnweg die Werkdifferens,

sondern die anf bezügliche Werkdiff(^renz genannt, wodurch sie sofort

von E^rif nämlich von der auf 1 bezüglichen Werkdiflferenz, unterschieden

wird. Ebenso verhält es sich mit £f,ry und E'^tji welche glcichfallß als zwei

veiiscbicdono Grössen anznselien sind.

Die Bcziclniiig, ^velcilC' zwisclien doij Grössen E^r] besteht, fin-

det man folgendormaaiiscii. Die DifliTcntialcoefficipiiteii, v eiche in dem in

10) goi^ebencu Ausdrucke von E^tj vorkouimon, küimen in der Weise abge-

leitet werden, dass man zuerst die DifTerentialcoefticientcn nach den Veräu-

derliclien x und // bildet, und dann jede dieser beiden Veränderlichen als,

eine FuncUou vou | jand ^ behandelt. Auf diese Art erhält mau

:

dw dm ds dw dy

d?"~d^ * di *'5y di
d rr d n' d j d w dy' »

di| rf« *
rfi}

~^
df * d^

Von diesen beiden Ausdi iu l en soll der erste nach r/ nn der zweite nach |

difTerentiirt wcrdcUi wodurcii mau unter Anwendung desselben Verfahrens

erhält

:

d fdtv\ dx dx . d idn>\ dx du . dtv d'xl /dtv\ dx dx^ d t(ln>\ dx di/

^
d /dtp\ 1 d^\d.t/'d^'di} dy \d xj ' d l' dri dx'd^dij

dti\dlJ j d /dw\ d.x dy d fdw\ dy ^ , d«J d*y *

di Kd'yJ drj'Hä^ \dy) ' d] ' d^ rfy * dfd^

d /dn'\ dx dx d /dw\ dx dy dw
dx\dä:) d^ ' d7idy\TiJ ' rf^ * d^

*

d fdrv\ 1 dx\dxj dl dti dy\dxj dij dg dx d^dtj

d^Vdij/ j ,
d /dw\ dx dy d/drv\ dy dy dw (Py

'

{^äiKdiJ'di'd^^dji W/ •

dfi
* d^ dy • dfän

Wenn man die aweite dieser Gleichungen yon der ersten absiebt, so beben

sich an der rechten Seite die meisten Glieder anf, und es bleiben nnr vfer

Glieder Übrig, welcbe sieb in dbr folgenden Weise in ein Product ans awet

sweiglicd rigen Ansdrtteken snsammensiehen lassen:

d (div\ d /dw\ /dx dy d x d//\ f d (drv\ d
/

'i' '''\ *1

«^V/Vt/T/ dlVd^/ \dy'd^~~d}/ 'Tl)ldhj\d^)~~ds \dy) J
Der in dieser Gleichung an der linken Seite stehende Ausdruck ist E^r^^ und

der an der rechten Seite in der eckigen Klammer stehcude Ausdruck ist

Egjf Man erhält also schliesslich:

12) ^^^[di'dn dndV^'^
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Auf gleiche Art fiudet man auch

:

^ ^(dx dy dx ^y\^
13) E^^y—.~-^-^—.j-^J E^.

Wenn man nnr Eine der Ver.-CnderHchen durch eine neue ersetzt, wenn

man' z. B. die Veränderliche x beibehält, während men statt y die neue

Verinderlicbe i| einführt, so hat man in den beiden Torigen Gleichungen

und somit ^= 1 ^— s= 0 zu setzeui wodurch sie übergehen iu;

Will mnn swar die nrsprttnglieben VerMnderlieben beibehalten, aber

ihre Reibenfolge indem, so nehmen dadnrcb die in Rede stehenden Or9a-

aen, wie man sofort ans dem blossen Anblicke der Ansdrilcke 4) nnd 7) er-

kennt, das entgegengesetste Voraeieben an, also:

15) E^x <^jy nnd s=b ^— ^jy»

§. 6.

Wir kehren nnn wieder an den fttr S nnd V abgeleiteten Differential-

glfticbnngen 5) nnd 8) anrttek*

Dieselben nehmen besonders einfache Gestalten an , wenn man darin

sls eine der nnabbingigen Veränderlichen die Temperatur T wfthlt. Setsen

f/ T (i T
wir z. B. r= y, so folgt daraus —= 1 und augleiish haben

wir dann statt Es^ nnd IT^y an schreiben: J^«r nnd ^«jv Dadnrcb gehen

die Qleiehnngen &) nnd $) (Iber in

:

dS „
16)

17) l^=.ir,^

Diese Gleiebnngen kdnnen wir sofort nach « integrirea nnd erhalten da«,

durch:

18) S=jExTdxfq>{T),

lö) U=sJ*£:^Tdx + ^^^(T),

worin tp{T) und iif(T) zwei wlllkttrlicbe Fonettoaen ron 7 sind.

Die beiden lotsten Gleichungen kann man natürlich leicht wieder in

der Weise umgestalten, dass man statt der Veränderlichen T eine beliebige

Sndcre Veränderliche y einführt. Man braucht dazu nur für T diejenige

Function von x imd j/^ welche diese Grösse tlarbtellt, cinzusoUeii. Die da-

durch ent.stchcndcn Gleichungen sind dieselben, zu welchen man gelangt,

Venn man von den ailgemeinoren DifTorcutialgleichuDgen 5) und 8) ausgeht»
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und anf diese das gewöhnliche Integrationsverfabreit anweadett und dabei

sugleich bedenkt, dass naeh 14) an setaen iat:

j^Äxy ~L^T und -^Eg^^LgT*

Wir beben also im Vorigen mit Hilfe der partiellen Differentialglei*

ebnngen, welebe ans der Gleichung 1) abgeleitet sind, Ansdrtteke Ton 5 nnd

V gewonnen, deren jeder noeh eine willkOrliehe Function von T enthllt.

Will man nun anch diese dort willkttrlich gebliebenen Functionen bestim-

men, so mnss man auf die Gleichungen la) und IIa), aue denen die 61ei>

ebnng 1) durch Elimination von^d^ hervorgegangen ist, zurückgeben.

§.7.

Nehmen wir an , der Zustand des Körpers sei durch seine Temperatur

T und eine beliebige andere Veränderliche x bestimmt, so können wir den

beiden Gleichungen IIa) und la) fulgende Formen geben;

Tr^^'^Jx^^-T'T'r^^^T'd-x^'

dT ^ dx \d T (IT) ^\dx dx)
Da diese (»leichungcn für beliebige Wertlio der Diflcrentiale dTunddx
gelfpii müssen, so zerfallt jede derselben, wie es in eiuoiti /ilmliclien Falle

sein II oben zur Spraclic gekommen ist, in zwei Gleichungen. Wir wollen

hier von den so entstehenden vier Gleichungen nur die beiden benutzen,

welche sur Bestimmung von ^ ^ dienen können, nImHcb:

20) Jj ~ T'Jl'
dU dij dw
df~'df~df'

Zur Bestimmung der beiden andern Differentialcoefficienten — und -ri
dS , dü— und -r'
dx dx

wenden wir die weiter oben abgeleiteten Gleichungen 16) nnd 17) an. Mit

Hilfe dieserAusdrucke der viorDifferentialcoeilicienten können wir folgende

ToUst&ndige Differentialgleichungen von S und ü bilden:

1 dn
n) äS==-,j^dT+Egrdx.

23) ^^'^(jf^Jfy^'^ ^

Da die Grössen S und ü sich durch Functionen von 7nnd s da»tello&

lassen müssen, in welchen die beiden Verftnderlichen Tnnd x als von «in*

ander nnabhSngig angesehen werden können, so mnss für die beiden TOitM-

banden Gleichungen die bekannte ßedinguugägleichuug der Iniegrabilitit

gelten. Für die erste Gleichung lautet diese:

»
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Ulli
TT'

oder anders gescbrieben:

Für die zweite Gleichung lautet die Bcdinguiigsgieicbang:

' d«\dr/ . dxKdr) dX
'

Diaee bridc^n Bedingnngsglcichungcn bfingcn so unter einander zunaiti-

men, dsH sieb ans der einen die Notbwendigkeit der anderen sofort ablei*

ten läset. Zwischen den beiden in ibnen toi kommenden Grössen E^tr^ud

igt besteht nftmlich folgende Gleichung, welche sich ans.9) ergiebt, wenn
man darin T^y setst:

Dtfferentiirt man diese Gleiehnng nach 7, eo kommt:

dE^MT ^d£gT
iT\dx)'dT dT * dT

Bedenkt man nun, das«

d (dm\ a fdw\
^'^^Ti\d~x)~Tx\df)

ist, 80 gebt die vorige Gleichung iibcr in:

. d ^mT^ j,d E^T _d /dw\
' dT". dT dAdTj-

Mit Hilfe (lieser Gieiclinn|^ k5nnen wir von den beiden Gleichungen 24} und

16) sofort dio cino nuf die andere ztiriickfüliren.

Durch Integralion der vollsf Tndigrn Diffcreiitinlgleiclningen 22) nnd 23)

I^HSpn sich dio beiden Grösseo ü und U, jede bis auf eine unbekaunt blei-

beDÜo Constante, bestimmen,

Netttrltch kann man auch in diesen vollständigen Differentialgleichun-

gen, wenn es für besondere Fälle zweckmässig erscltoin^, statt der Verän-

derlichen r irgend eine andere Verfinderliche y einfuhren, was, wenn Tals

Fonction von x und y als bekannt voransgesetat wird, keine dchwierigkeit

li«<^ nnd daher keiner weiteren Anseinandersetsnng bedarf.

§.8.

Alle Torigen Gleichungen sind in solcher Weise entwickelt, dass in

Besug auf die lusserea Krtfte, welche auf den Kfirper wirken, und auf

velche sich das ftussere Werk becieht, keine einschrlink<rnden Bedingungen
gestellt lind, Tl^ir wollen nun einen besondern Fall, welcher Torsugsweise

kliQfig vorkommt, etwas näher betrachten. Ich meine den Fall* wo die ein-

s>B« fremde Krafit, welche bei den Znstandsftndernngen des Körpers entwe-

der hindernd oder fordernd wirkt, und daher ein positives oder negatives
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ilnsterea Werk bedingt, ein an der Oberflicbe des Kdrpers Btattfinden^er,

Qberall gleicher and normal gegen die Oberflftebe gerichteter Dmck ist.

In diCBem Falle wird nnr bei VolooenXnderQngen des Köipers Suie*

res Werk getban, nnd der Änsdruek desselben ist sehr einfach. Set nim-

Hch p der anf die Flftcheneinheit bezogene Druck, so ist die bei einer Vo-

lamenünderung um dp gethane ftnssere Arbeit dfFs=spdPf und demge-

mXss das ftnssere Werk:

Denken wir uns nun, dass der Zustand des Körpers durch die Grüsscn

X und ff
bestimmt sei , so ist v als Function von x und y zu betrachten, ood

man kann die vorige Gleichung in folgender Form schreiben:

dw _i_dw [dv .rf». \

woraas sich sofort die beiden nachstehenden Gleichungen ergeben:

d w d V

d X dx

dw dp'

Durch Einsetzung dieser Wci-the in die in 4) und 7) gegebenen Ausdrücke

Ton £^ nnd erhält man:

r d / dv\ d ( dv\'\

Inder letzteren dieser Gleichungen wollen wir zur Abkuti^uu^ setzen:

») f.

wodurch sie flbergeht in:

Führt man nun in diesen Ausdrücken die Differentiationen der Prodoete

aua, uud bedenkt dabei, dass 3—3-= —
-r- ist, so erbiQt man:

' ^ dxdy dydx

-'^\di di''di'di)*

Nimmt man an, dass cino der zur Bestimmunp^ des Körperzustande»

dienenden unabhängigen VcrüudcrlicUcn, 2. Ii. die bi^iher mit y bezcicUuete

Vcrändeilicliü , die Temperatur des Körpers sei, so hat mau norstatty

überall I zu schreiben, also

:
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VonK. Clausius. 45

Wendet man nun diese Ansdrttcke auf die Gleicbongen 23) und 33) an,

and setst darin sngleieh —= Jp -~„ so kommt:
Od «/

Besonders einfaeh werden diese Ansdracke, wenn man ftlr die «weite,

aoeh nnbeattmmt gelassene VerftnderUehe s das Volumen v nimmt, indem

man dann und 0 zu setzen bat. Dadurch erhält man:
dT

— T dT ^ dT '

57) dU^^dT-^Ar'l^ldv.

Für deu Fa11| wo die Volumenänderung des Körpers ohne thcilweise

Aeodemog seines Aggregatsnstandes stattfindet, ist der in den letaten Glei-

ehongen vorkommende DiffSerentialcoefficient^ einfach das Prodnct aus

dem Gewichte des Körpers in seine speciiische WArme bei constnntem Vo-

lomen. Bezeichnen wir diese specifische Wärme mit r und das Gewicht

des Körpers mit Jf, so lauten die Gleichungen für diesen Fall:

») dü^McdT^ jr^,dp.

Man kann, wie leicht zu ersehen ist, die vorstehenden Olpiclinngeu

Doch in vcrscliiedenen nnderen Weisen spcciftlisircn, indem nmn bestimmte

<'rr.s.sen als \'eriinderliche wählt, oder die Gleichungen auf bestimmte Kör-

1
rc! L scn anwendet. Indessen will ich hierauf, sowie auf die Ausführung

der iutegraiion der vollständigen DiffereDtialglcichungen an diesem Orte

nicht weiter eingehen, weil ich schon in meiner oben citirten, zuletzt ver-

öffentlichten Abhandlung einige derartige FlUle beispielsweise behandelt

habe.

Ich hoffe, dass die vorstehende Hhersichtliehe Zusammenstellung der

auf die Entropie und Knergie besfiglichen Differentialgleichungen daxu

beitragen kann, die MatUcmatikcir und Phyaikor mit diesen beiden Grössen,
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46 Plücker's neue Raumgeometrie

welche in der mechanischen Wärnietheorie eine so bedeutende Rolle spie-

len, näher bekannt zu machen, und ihnen den Gebrauch derselben za

erleichtern. Namentlich glaube ich, dass aus der Art, wie beide Grössen

immer parallel neben einander bebandelt sind, der Vortheil erwächst, daai

die Beaiehung dieser Grössen zu einander, inwieweit sie sich gleich ver-

balten, und worin sie sich von einander nnterscbeiden, auf das Deutlichite

hervortritt

Zarieh, den 24. Juli 1665.

IV.

Flücker's neue Baumgeometrie.

Von Dr. Dronke,
Director der Provlnsialgewerbeacbnle ia Coblens.

1. Dnrcli die uii.stei lilicben Werke PlUcker's über analytische Goo-

metrie ist ein so unendlich grosses Gebiet mit neuen Anschauungen gebracht,

dass noch für viele junge Kriifte dort reicher Stofl' zu schöner Arbeit aufge* i

häuft ist; leider haben aber bis jetst sehr wenige mittelst der angezeigten, ;

durch Einfachheit und Klegans sich auszeichnenden Methode Folgerunges

aus den gegebenen Principien gemacht; in England und jetzt auch ia
|

Frankreich findet die 'Jlieorie Plttoker^s immer mehr nnd mehr AnerkeS'
{

nnng. In Deutschland greift der Verfasser selbst nach fast swanaigjftbii'

gem Schweigen (seit 1846) wieder anr Feder nnd gibt selbst neue ABSchaa-

nngen in der Banmgeometrie, die namentlich in ihren Anwendungen avf

die Mechanik, die Optik u. s. f. von gans unberechenbarem Vortheilseta

mOssen. In den Proeeedmg§ of Ihe Boyal Society (Februar sind die

ersten Principien der neuen Theorie niedergelegt; in einer Bede, die FlB*

Oker in Birmingham vor einer Versammlung der britischen Naturforscher

hielt, sind sie erweitert. Durch die Freundlichkeit des Herrn Prof.PU*

eher war ich in den Stand gesetzt, mit dem Inhalte dieser Rede mich

bekannt zu machen and mit Erlaubniss des genannten Herrn theile ich

Folgcudcö mit.

2. Ebenso, wie man die Ebene sich aus Punkten oder aus Ge-

raden bestehend denken kann, weide man den Raum entweder als den In-

begriff von l'unkteu, Ki rn u oder Geraden auffassen können. Folgt man

der ersten Definition, den Kaum als aus Punkten bestehend sich zu denken,
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80 liat man flio ;;e\vöhniiche aiiaiytisclio Oormiotric mit den 3 (Pnnkt-) Coor-

dinatonaxt'ii Z. AI« au» Ebenen zusammengesetzt dachte sich Plü-

ck fM den Raum in seinem System der Geometrie des Kanmes (Düssel-

dorf 184C)." Dort schon gibt er (p. 322) Andeutungen über die dritte Anf-

fassnng des Raumes als ans Geraden gebildet, doch erst jetzt verfolgt er

selbst diese Idee. In einem gewöhnlichen Coordinatensystem mit drei senk-

recht SD einander 8tehen<len Azen mit dem Coordinfttenanfangs-

punkte 0 bedeutet die Gieichnng

eine Ebene, wenn a, c drei Constante nnd dr, y, z die Variabeln bedeuten $

hierbei sind erstere die Coordinaten der Ebene« Sind aber o?, y, s constant

aod a, 6, e veränderlich, so stellt die Gieichnng einen Punkt dar retmittelst

aller durch ihn gehenden Ebenen. «, • sind die Coordinaten desselben«

Fasst man nun aber den Baum als aus Geraden bestehend auf, so

scheidet sieh diese Auffassungsart sogleich in swei neue, je nachdem man
die Gerade selbst bestimmt. Bei der ersten wird der Raum gebildet von

Geraden, die ihrerseits aus l'unkten bestehen; durch jeden Punkt de« Rau-

mes geht eine unendliche Anzahl gciader Linien nnd dieser Punkt kann

als Krzeugungspunkt einer jeden dieser Geraden betrachtet werden. Fer-

ner aber kann der Kaum als aus Geraden entstanden gedacht werden, deren

jt'dc ihrPFKoits diircli den Schnitt zweier Klionen erzenj^t ist. In einer jeden

Ebene ii< unendlich viele gerade Linien und eine jede derselben kanu

als Axo ge<iaclit werden, um welche man die Ebene dieiit.

Ein Beispiel der verschiedenen Auffassungsweisen iu ihrer Anwendung

liefert die jVIechaaik. Denken wir uns in einem Pnnkt angreifend eine

Reibe von KrSften, so haben wir Gerade, die durch Punkte erzeugt gedacht

werden; wirken jedoch Kriiftepaare, so sind die entsprechenden, den Kaum
bildenden Linien (die Arme) erzeugt durch die Schnitte von Ebenen.

%, Im Obigen wurde bereits eine Gleichung in verschiedener Weise

gedeutet; wir wollen sie auf eine andere, eine homogene Form bringen; es

sei dies

l) I?« + + r« + *ws=0.
Sind hierin p, 9, r, t constant, so stellt diese Gleichung eine Ebene vor, de*

reu vier Coordinaten die genannten vier Constanten sind« Lässt man aber

f, r und 8 variabel werden, während .r, ^, t nnd w constant bleiben, so

ist dnrcii l) ein Punkt bestimmt, dessen Plancoordinaten x, jf, w sind.

Gehen wir nun au den Geraden Über; hftlt man an ihrer Erseugung

durch Punkte fest, so ist eine solche durch swei in ihr liegende Punkte

Völlig bestimmt; analytisch ist sie durch die Projectionen auf zwei Ebenen

s. Ii. die XZ' und i'i^-Ebene bestimmt; die Gleichungen seien:

Eine so be»timnite Linie wollen wir Strahl nennen, und es ist ein solcher
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48 PlQcker's neae Banmgeometrie.

also auf lineare Weise dnrch die vier Constanten rf, ö, c, s bestimmt. Den-

ken wir uns nun noch die dritte l^rojcction auf die A J^-Ebcne — ihre Glei-

chung sei:

8) X= fy + (p,

80 rauss ofTonbnr zwischen den jetzt auftreteadeu sechs Constauteu ein be-

stimmtes Yerhäitniss bestehen, es mass sein

:

4) fz=jvmäip^ —
und man erhält somit nicht vier, «ondern die fünf Constanten der geraden

Linie: dy e und eÖ— de.

4. Es sei nan die Gerade, der «weiten VorstellaDg gemlUs, der Schnitt

Bweier Ebenen. Es seien dies:

ipx + qy + rz + snf= 0

) p'x -\- q'y -4- r'z + s'tv= 0*

Nun gehen aber nicht blos die beiden Ebenen 5) dnrch die Gerade, welche

dnrch ihren Durchschnitt gebildet ist, sondern nnendltch viele und die Form
ihrer Gleichungen ist;

«) iP + »»P')« + (? + M)y + (r + ft/) r 4- (s + fi*')«»= 0,

unter fi einen constanten Factur verstanden. Je /^s ei durch diese Form 0)

dargebtellteu Ebenen schneiden sich in der duich 5) bestimmten geraden

Linie. Eliminirt man aus den beiden Gleichuugca 5) und 6) nach einander

die Grössen a*, z und w, so erhält man folgende 4 neue Gleichungen:

!{p
s —p's)x'^ {q s— q s)y + (r s— r *)2 s=0

{p r-^p r)x-\r{H hÄv— \r r ä)w=

0

(/>q—p'q) X + (r/— rq)z + q^sq)w= 0*

Jede dieser von dem constanten Factor fi unabhKngige Gleichung stellt wie*

dernm eine Ebene und «war eine solche dar, welche durch die von den

Gleichungen 5) bestimmten Geraden geben. Diese letztere lisst sich also

wiederum umgekehrt dnrch die Ebenen 7) bestimmen; je zwei dieser letate-

ren schneiden sich in denselben Geraden, wie die Ebenen 5), dabei geht die

erste der 4 Ebenen 7)

:

{ps'~p's)x'\-{qs--q' s)y -H (r/—r'«)s =0
durch rien Coordiuatenaufaugäpuukt.

Ks sind nun aber sechs Constanten in den Gleichungen 5) und sechs m
den vier Gleichuiigeu 7); es wird aber i Im- Gerade durch fünf Cou&tante

bestimmt, wie dies aus 7) hervorgeht, iudem je zwei Gleichungen nur fünf

Coordinaten enthalten. Es niui.s daher zwischen jenen seclis Coordinaten

der Gleichungen 7) eine Kelation bestehen, die sich folgendermasscn aus»

drückt:

(P9—P9) [rs—rs) —{p/'-pr) (qs^qs)
f + (P * — P «) {qr — g r)« 0.
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10)

Soll die Oerado dnroh twei in ihr Itogonde Ponkto beatimmt wer*

den, 80 boben wir nach dem Frtthercn

:

vnter «, jr, i^i m Constante und p, r, « Veränderliche erstunden, aU 6e«

itiniBungien sweier Pnnkte , deren Coordinaten jr, y, w und x\ y, s',

sind. Nnn liegen aber nicht blos jene beiden Ponicte 0) in der durch eie

beitiminten Geraden, sondern jeder Punkt, der bestimmt wird durch:

p{x + ftx') + y (y -f- ^y') + r{z + fiz) + s {rv + = 0,

ttater {i irgend einen constanten Factor erstanden. EHminirt man wiederum

iiitt) niich eioRnder je eine der vier Grössen r oder so erhält man
fulgeade vier Bestiininuugsgloichungen für vier Punkte der Geraden:

{x IV — x w) p -h (tjtv — i/ /r) 7 -}- [z m — t' «;) r= 0

(x — X z)i)-\- {^y z — % z)q— (s w — z /r) .9 = 0

(x y' y)p —iyz—yz)r— {yn' — yw)s = 0

(x y — x'y) q -f- (.r z — jr' t) r 4* (xw— xw) 5-^0
Jp zwei beliebige Punktt^ hestimnuMi die Gerade; da nlicr je 7.woi l^cstiin-

;i iiv;-,'leiclinngen wieflcruin nur fünf Constante entUaltea, während im

Gatueu äoclis anftreten, so haben wir für diese sechs Constanten dio

Beiation;

^ — xw) {y t —yz)— {x z — x' z) {yw — y'w)

-f" [xfj — x'y) {zn/ — z'w) =^ 0.

6. Kcliren wir nun nach diesen an^omflinen Bi'trachtnn,'^:en , die wir

liier nicht noch weiter ausdehnen wollen, auf die Verhültuisse, welche zwi-

schen den drei Winkeln der Geraden und den drei Winkeln der durch den

Anfangspunkt 0 gehenden £beue 7) niit den Constanten besteben , zurück

2u den BetrachtUDgen on dem Abschnitte 3. Betrachten wir die Gleichung

in der Form

oder auch

:

x»€99Y— z»eosa— /.cof 0»

^ y.co«7— x,eesß — t.eosk= 0,

wo «r, ß, f die drei Neigungswinkel der Oeraden gegen die drei Axen, X und

p. die Winkel der durch die Gerade und den Coordinatenanfangspnnkt 0
gebeuden Ebene, und t das Perpendikel von 0 auf die Gerade bedeutet*

Diese Gleichungen stellen swei auf die l^Z und JTZ senkrechte Ebenen dar,

die also durch die Gerade geben, oder diese letatere bestimmen. Es treten

io diesen beiden Gleichungen nun aber nur vier, oder wenn man die Ein-

heit hinaurechnet, fttnf Constante auf, und wir haben daher mittelst der Be-

diogungsgleicbung 8) als letzte Constante:

oder

13a) i (cosß.cosin— cora.coffA),

Ubclirift r. MRtlieiiKliik n. I*h)sik. XI, t. 4
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entsprechend der bereits in 3) gefnndenen Form der Oonstanten* Wollten

wir alle vier Ebenen, wie dies in 10) geschah, bcseichnen, so wäre dies

jetst leicht, indem nnr noch die snr FoEbene senkrechte nnd die dnrch

den Coordinatenanfangspunkt gehende Ebene lu bestimmen wäre. Die

Gleichungen aufsuschreiben überlassen wir dem geue igten Leser.

Hätten wir die Gerade durch swei Punkte bestimmt, und swar durch

ihre Durchschnittspnnkte mit der XZ- und FZ-Ebene, so hätten wir sofort

als deren Bestimmuugsglcichungon s. B. folgende:

'
) tt-f- ryt + XW= 0*

WO /, j/, r, IV die Voriabeln sind j es ergeben sich alsdann sofort die Constan«'

tcn aus der Gleichung 8)

15) ^, ^, X, 1, — p<-

7. Nachdem wir auf diese Weise die Einführung' der Constanten

— (Ii «rproclitferligt uikI ihre Entstehung luiehgewicbcn , kehren wir uns

zri rini^eu Wi-itciungcii aus dicsor Auscliauuugsweise dos Ivaumes. Eine

Goiailc, die duicli den Schnitt zwoter Ebcnon erzouj^t i.st, wollen wir Axe,

und eine solche, din dnich zwei Punkto licstiinnil i.st, Stialil nennen.

Kinon CoHijilfx von S t r a Ii 1 c n o d c r A x e n ^itclit eiue Gleichun«^

zwiselien tlon ('«»Didinatcii dersidlion dar; dii'Ij'nion, welche zwei Com-

plexen
,
d;u{;osteilt durch zwei Gleichungen

,
gemeinsam sind, bilden eine

Congruenz; die drei Complexen gemeinsamen Geraden werden eine Con-

figuration genannt. In einem Coniplcxe ist jeder Funkt der Scheitel eines

Kegels und jede Ebene enthalt eine Curvc. In einer Congruenz gibt es itt

jeder Ebene eine bestimmte Anzahl gerader Linien , und eben eine solche

bestimmte Zahl solcher Geraden, die durch einen Punkt gehen* Eine Con-

figuration wird durch die Bewegung einer Geraden erzeugt.

In einem linearen Complex geht der Kegel, welcher von den durch

einen Punkt gehenden Geraden eines Compleses gebildet wird, in eine

Ebene über; alle Geraden, die in einer Ebene liegen, gehen hierbei dnrch

einen bestimmten Punkt Zwei lineare Complexe schneiden einander in

einer linearenCongruena. In einer solchen gibt es immer eine Gerade,

die sowohl durch einen bestimmten Punkt geht und in einer gegebenen

Ebene liegt. Drei lineare Complexe haben eine lineareConfiguration
gemeinsam.

Die lineare Gleichung:

10) ^rf + + C+ Dd + iF« + F(«d— dO— 0

ist die allgemeinste Form der Gleichung eines linearen Complexes. Dnrch

die Einffihrnng einer sechsten Grösse — vergl. Gleichung 12) — kann man
die Gleichung leicht homogen und damit in Besug auf die drei Axen eines

rechtwinkligen Punktcoordinatensystems symmetrisch machen. Die eigeiit*

liehe Basis der neuen Anschauung liegt jedoch in der Einführung der Coor-

dinnte {e6— f/f).
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S. Belrmehten wir snnKcbst einpii linenren Complex. Ffir irgend

einen Punkt liegen alle Gerade, wie wir bereits frUlier bemerkt haben, in

einer Ebene; ea ist die dem Punkt entsprechende Ebene, und die Geradea

ordnen eicb sn je aweicn an einem couj u^ir ten Paare und jeder Geraden

entspricht eine cunjugirte. Jede Gerade^ welche swei conjugirte schnei'

det, ist ein Strahl des Complexes, Jeder Strahl desselben muss als awei

suaammenfallende correapondirende Geraden nngesehen werden.

Statt der Glciobun«; 15) kann man einen linearen Complox offenbar

aoch, unter k eine Cuubtantc verstanden, durch eine der drei folgcndon

GieichungCQ bestimmcu:

icÖ

— </i k

t= k.d ,

ö^k.e
d. h. ein linearer Complox ist bestimmt durch die Lage einer Geraden und

die Constanto A'; crstere nennen wir die Axe des Couiploxes. Ein solcher

kann, ohne dass eine Aenderung eintritt, sich um diese Axe drelien, oder

parallel mit sich selbst, der Axe outInn<^ verschieben. Wird die Constanto

/2s=0, 80 gehen alle Strahlen durch die Axe.

9« Zwei lineare Complexe, deren Gleichungen il £=: 0 und Sl' = 0

leioi, schneiden sich in einer linearen Congraenz; es gehen aber nicht blos

jene awei Complexe durch die von ihnen bestimmte Congraenz, sonder alle

die, deren Gleichungen unter die Form

18) A-ff(ß':=0
fallen, unter |a eine Constante gedacht. Durch irgend einen Punkt geht

nur ein ensprechender Strahl und in einer Ebene liegt ebenfalls nur ein

eurrespondirender Strahl. In Beaug aufjeden Oomplex, der durch die Con-

grnenz gebt, gibt es sn einer gegebenen Geraden eine conjngirte Linie und

alle diese conj ugirten Linien bilden ein einmantliges Hyperboloid ; die Genera-

tiiccu der zweiten Erzeugungsart desselben sind Strahlen der Congruenz

Qud diese letztere kann man also durch die Drehung eines Hyperboloides

um eiue seiner (icrailnn (uzeugeu.

Alhi Axc'ii dui durcii die Gleicliuiig 17) dargcstollton Cumplcxc, welche

diesclljo liuoaio Cougruenz genieiuhHüt haben, schneiden eine Gerade, die

Ax.ü der ('ongviifn/: , unter rechten Winkeln. Die Axon der beiden Com-

plexe, deren Slralilon durch jene gehen, was der rall i>-t, wenn in den Glei-

chungen lüj die Constante ä ~0 wird, sind die Diiectriceu der Congruenz.

Im Specicllen können diese intaginar werden, in einencusammenfallen, oder

eine derselben kann auch im Unendlichen liegen. Jede Gerade, welche dia

beiden Üirectriceu schneidet, ist ein Strahl der Congruenz; die Ebene,

welche parallel zu beiden Directricen glcichweit von beiden abstobt, ist die

Centralcbene, sie wird von der* Axe im Centrum rechtwinklig geschnitten.

0. Eine lineare Confignration, welche durch den Schnitt dreier linearer

Complexe entsteht, ist unendlich vielen Complexen gemeinsam. Sind die

4»
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drei linearen Gleiclinn^en St^O nnd iV'csO die nreprttnglicben,

flo bestimmen sie eine Confignration ; durcb dieselbe gebt aber aucb jeder

CoiDplex, dessen Gleicbang nnter die Form fltttt

19) Ä + fi^' + vÄ^ÄO.
Nacb den Betracbtongen des vorigen Absebnittes ersiebt man sofort, dass

die lineare Coniiguration ein Hyperboloid ist, indem sie aucb dnrcb den

Sclinitt linearer Congrnenzen gebildet wird. Während hierbei die Strablen

die eine Erzeugungsart des Hyperboloides bilden, ist die andere von den

Directi icon aller durcli die Configuratinu gehenden Congrucnzeii dargestellt.

Die Ccnlralcbeuen der letzteren schneiden sich in einem Punkte, in» Conti u;n

des Hyperboloids; ihre Dianioter schnt idcu holde I>irectriccn der Lou

gruenzen; sobald dieso zusammenfallen, ^vordon die Diameter zu As-

sytn]itoten. Huckt eine Directrix ins UncudlicliC| so gebt das Hyperboloid

in ein Paraboloid über.

10. Im Vorstehenden sind die hauptsächlichsten Resultato des in den

Procccdings of Oic royal Society enthaltenen Aufsatzes wiedergegeben. Die

grossen Fotgerangen, die aus der neuen Betrachtungsweise der Hanmgeo-

inrtrie ent.«;pringen , sind sowohl ftlr die Geometrie selbst, als auch nament*

lieh für dio Anwendungen derselben auf Physik und Mechanik von beden*

tender Tragweite. Kine weitere Discussion namentlich aueh anter Erwei-

terung des Grades der Gleichung soll hier nicht vorgenommen werden. Ich

werde darauf surUckkommen bei einer andern Gelegenheit, und namentlich

hierbei die Anwendungen hertorsubeben suchen.
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Ueber Integrale zweiter Gattung und die Werthermitteiuug

der ^-runotioiL

Von Dr. G. R o c u
,

Doeenl an der Uulvenilät Halle«

In einer früheren Not!« habe ich geseigt, wie man die Integrale dritter

und swetter Gattung yermSge der Kieinann*Kcben Prineipien anf einem

lebr einfachen Wege dnrch e-Funetionen ausgedrückt erhalten kann.

Ein Integra] «weiter Gattung, welcliea nar in einem Punkte der Flüche

T unendlich erster Ordnung wird, enthalt, ausser einer additiven Gonstau'

ten, nnr noch iwei willkürliche Cen^itanten. Ist 6 in dem Punkte» wo das

Integral nnendlich ist, Null erster Ordnung, so ist das Integral daselbst nur

am Endliches von y nnterscbieden; diese Grösse A ist eine der willkür-

lichen Constanten; ausserdem sind noch die reellen Thetle derPeriodicttftts*

moduln, oder (bei elliptischen Fanctioneo, wo p= l) einer der beiden Pe-

riodicitätsmoduln willktirlicli (p. 183, Jahrg.X d. Zeitschr.). Sei u ein end-

licli bleibendes Inteprftl , «» ein Integral zweiter Gattung, welches nur in

einem runktc unendlich erster Ordnung ist, so sind daher alle Integrale

zweiter Gattung, die mit w gleichzeitig uueudlich erster Urdnung sind, von

der Form

:

Jn> Bu Consl\

}uan kann die A und B auch bestimmen durch Angabc heider PeriodicilHtä-

moduln.

Die Integrale zweiter Gattung, welche in Verzweiguiigspunkten nnend-

lich sind, können auch sehr leieUt durch Differentiation der endlich bleiben-

den Integrale erhalten werden. Dies ist schon von.Tacobi (Crelle, .TtHiiii,

l^tl. 30, p. 5(S) zur Bestimmung von <>(ü) benutzt worden; der dortige Ge-

^bntkengang ist jedoch ziemlich coroplicirt; Riemann (Abhdign. §. 25) hat

schon angegeben, dass man auf dieselbe Weise die Werihe der «^-Fttuctjon
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54 lieber Integrale 2.('rattunj^ u. d, Wcrthentwickelungd.^-Fanction.

fflr höhere AbeTtielie Transcendenten erhalten kann. E> Ist daher wohl

tioächst von Intereaae, die Bestimmung für olUpüsehe Functionen in einer

leicht der Verallgemeinerung fähigen Form sn kennen.

Mittlerweile ist diese Bestimmnng für die Roaenhainaschen Trans-

cendenten In einer sehr ausgeaeichneten Arbeit des Herrn Dr. Thomie
geliefert worden; ich selbst» schon längere Zeit mit Arbeiten der Art be«

schKftigt, vermag diese Bestimmung noch etwas einfacher, wenn auch tvf

ähnliche Weise, anliefern, und will daran die Besümmung für beliebige

ultraclliptiscLe PunctioncD anschliessen.

I.

Elliptische Transeendenten.
Es sei

u
. (* dz niu ,

&'

OD ,

00

Wir legen die Querschnitte wie im Jahrgang X dieser Zeitschrift, wonach

^,(r)= Ofürc=ji.

In diesem Punkte ist

1^^ 1 z dt

/s.{l-»)(l-Ä»x)*

unendlich erster Ordnung.

Ebenso
dv Tti du niu dK

Die Grössen ^ und .̂

^'^j^aO)
gleichzeitig unendlich erster Ordnung

und haben die aus der Tabelle ersichtlichen Periodteitätsmodnln

:

dv dlgq

dp' ^' ~dÄ^

Nach dem in der Einl'Mtung Gesagten ist daher:

^ dv ' dlyq ' dk^'

dk*

flenn diese Functionen stimmen in den beiden Periodicitätsmoduln ttberein;

und da 9\{d) nnd das von s=0 angenommene Integral ^ in z=0 glcich-
dtr

seitig verschwinden, so ist keine additive Constanto hinsuKUftigen.
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Von Dr. G. Roch. 55

Uotersucht man die Wertho in der Nahe von2-= ~j ßet^eu wir

P= f (^^ + $'t
dann sind

älg^g{v) 1 dv 1 7t I /* z dz

bei blosser Bertteksiebtigang der Grössen Ton der Ordnung jetstergiebt

iich, wenn /z.(l — z) (l—Ä»*) durcb . — ^i) ^**«).

«rietst werden,

nr k j-

Uüd die V'ergleicliung der Grössen von der Ordnung in l) liefeit die bo-

ksDDte Gleiebnng:

Wird 1) nacb % differentiirt und dann t«=:0 gesetst, so darf^^^^^^ durcb

2;)=.4«^erset.t werde«.

Ferner ist

snd die Ansf^brung liefert

d/g^,(t)_ 1 dir _d*^

wo c von Igg unabhängig ist. Mau kennt den Werth dieses Zahlenfactors.

Betraebtungen anderer Art liefern csss^/^^. Man kann auch tod dem

sUgemeineren elliptischen Integral ausgeben:

«=•
,

^' — , Jr= /du, iTi« /du

niu , K'
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56 Ueber Integrale 2. üattungu.d. Wertbentwickelungd.d-Function.

Jetst Bind die Venweiguogswertbe 6, c, d an die Stelle von 0,1,^, oo

gotreton und man kann jede der Grösnen a ...d einzeln als Function von g
betrachten. Jetat^3(v) Null für «ssc und die vorigen Botracbtungen er-

geben :

^'s(t')^ rf<^ dv de / 71 i du niHd/{\

In der Nftbe von za=e, fttr «ssc+

1

und daber:

<fc _ fl)(i;~6)(c-a}
^ älgg 1^

Man kann als Argument » der d-Function auch das von einem andern Vor*

sweigiingspnnkt, etwa 6, erstreckte Integral

fdv

nehmen. Dana wird 9^{y) gleich Null in z= da

t(a)-i»(6)= i»(c)— p(a),

und es ist

- ^dv dlgq (nidu niudICK

«TW"" 5d*"dd" 5I^\Ü5l""2F«däA
Dadurch entsteht:

40 _ ir»(a~o) (a~fc)(a-c)
^ 57^ ^

•

Femer gieht die Differentiation von $), wenn danil sassa gesetit wird (vsO
für z^a)i

oder:

de /ni K 1 dK\

Die Constante C kann noch von o, 6, 0 abhängen. Nehmen wir als Argu*
ment der O^Function das von z^b Kn erstrecicte Integral, so gieht die For-

mel 5) ebenso wie 8) durch Differentiation

:

^ =s— 2 ("^ * ^ l
^iK^) dlgq\lK' ni^b—d) Kddr

oder:

8) ^,W==c,Kir.^/5^.

Digitized by Google



Von Dr. G. Roch. hl

Hfttten wir 2=r=c^ und dann 2= d als Anfangspookte des lotegrales r ge-

nommen, ao würden wir wieder 7) mul 8) erhallen.

C ist von c, C| Ton d unabhängig; ebenso mass C von a und von b

miabhUngig sein ermöge der letaleren Bemerkung; die Formeln 7) nnd 8)

liefern daher:

4

Die Vergleichnng mit den frttberen Formeln (a= 0, 6 s=: 1 etc.) ergiebt

j 7/

1

^

—

^ — . ^aC») wird immer mehr 1, je mehr g der Null bich uähert.

8etsen wir niiQ a nabeaa as6, so wird immer genaner

'J {z— a)j/{a-c)(a— d)

um 2sssa hemmgenommeB, oder iCs= _ . Ferner wichst IC'

ins Unendliche, so dass Igg =^— Qo wird. Daher mnss für as=fr sich er-

geben = 1, oder Jssys^
yn

n.
Vierfach periodiacKe Fnnetionen.

Ic]j will in diesen Entwickeilingen im All^'omeinen von den Bezeich-

nungen Gebranch machen, wie sie nach Kiemann's Vorgänge in der Ab*
handlang von Prym gebraucht sind. Wir haben awei gleicbTeraweigte

endlich bleibende Integrale

y* rdz rz dz

Ala Argumente der ^-Function

00 x

^00 —00

filhren wir die Integrale ein;

(p, (z) == a, 4. i», 2 ;
(]P.,(r) — 4.

In eirur andern Notiz, l .ibe ich gezeigt, wie sich die Integrale dritter Gat-

tQüg duich 0- Functionen aundrUcken lassen.

Die endlich bleibenden Integrale , welche wie < verzweigt sind, sind

alle io der Form enthalten

M,

und sind durch Angaho zweier Pei iodic itatsinodnln bestimmt. Die Integrale

zweiter Gattung, welche in einem Tunkte unendlich 1. Ordnung sind, ent-

halten noch eine willkürliche Constante, welche durch Angabe eines dritten
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58 UcberIntegrale 2. QaituDgiu d. Wertbeniwickelung d. ^Function.

PeriodioitHtsmodnls bestimmt itt. Biete lotegrale siod also durch Angabe
dreier PeriodiettätsmodnlD bestimmt. Die Integrale

£ä|i /
* dr d«'f . edg

d*~~V
sind in t^it nnendlieb 1. Ordnung, ebenso die Integrale

und

/dfff
I

dfcg\ ^

Die IVrioilicitätsmoduln der »,,f/t «"iii i^öu vier Querschnitten

sind aus folgender Tabelle rrsichtlicli:

C6,)

0

0 ni «II

<»it= ffil

Daher baben ^ die PeriodicitStsmodnln:
d^ dk

du,

dF 0 0

(6.) (^0

d«ii da,.

dAr

da,! da,.

dür dF-

Der Ansdruek

du«_» 0
dAr

kann sowobl als Function der oberen Gnmze ; der Integrale «ti "'^

als Function der Ghrense Z| von t/, und u'^ betrachtet werden. Q ist im

ersteren Falle Null, wenn der Punkt (tf„ if,) nach (oi, «,), unendlich, wenn

derselbe nach (ß, , ßt) AUt; die Periodicitütsmoduln tou IgQ sind 0, oder

ganze Vielfache von 2isl aa (a|) und (o,), 2(«|— /}|), 2(a^— /^,) an und

(6,) resp.; gans dieselben Eigenschaften hat IgQ als Function von (m'i, tt',)

und es ist daher IgQ die Summe sweier gleich gebauten Integrale 3. 6at*

tnng, deren Bau ich anderwJIrta angegeben habe. ^

Lassen wir jetzt «i, und nahesu auf einander fallen, so ist

igO mit

^ [/tf d(tt, + « , — 01, n, + M't — «i)].da

identisch, wenn wir das t des Punktes (a,, a») mit a beieiehnen. Di«

Grösse: 0 (Uj 4- u',— «„ »<, 4- u',— c,) bezeichnen wir kfirzor mit & (u+ u'— o) j

dann ist:
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Von Dr. G. Roch. 59

10) ia) + —
9» (a)

ein Integral zweiter Gattung, welches wir für den Fall untcrsachcn , dass

«SS Ar.

BowoKl *^[-^- als hab«n sn beiden Seiten der Qnersclinttte
dl/, CMg *

(«i)
gleiche Werthe; dagegen sind —2 and Nall die Periodicitätsmodalo

Ton

-

(^^ 0 nn^—2 d;e yoQ an und (6-) resp., sowoM wenn man

diese Grössen aU Fnoctioa Ton z, als auch wenn mnn sie als Function vou

z, betrachtet. Unsere Grösse 10) hat also an (6t), (b^ die Periodicitäta-

nodaln

—2v,(*), —«9tW.
Nach dem in diesem Capitel fiber Integrale sweiter Gattung Gc&ügteo

folgt faierans, daas sieb die Grösse to) in der Form aowobl

ausdrücken läset. Je nachdem man die Modoln an (6|) oder (6,) bestimmt,

erhftltman:

Vi i*^) i -^—^ Vm V^J
dUi

dk drt.j

dk
rf(llb+ M't)

dk

dk

Bringt man z in die Nahe von /», r==Ä -f so wird

«I ^ -f tt,= M«(A) + d,

>/(*-A)(*-/)(Ar^*,)(A-Ä,)tAr-/,) JJ^(*-Ar/

/j/(/^-A-,)^^
^

HoW das Prodnct (Ar— A) — 0 . . (Ar— /,) bczeiclinrt wer-

i^Dj nhiilich in atuieru l uliea durch IJ{Ji— A,^ daa Product vuu \Ji
— A)

(A— — /,) etc.

Fftr sssAr+ £ ist ferner die linke Seite Ton 11) gleich:

dtf, * ^ du, ^
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60 Ueberintegrale 2. Gatitingu. d. WerthentwickeluDg d. ^Fonction.

Die Grösse von der Orduung -jr in ^rr ist-

fpi(^') r dz —
{K -k,} J yz -k^ AU

14)

2ny{h-h,}j)/z-~k^ Aiiyi/c-ki) yt—k
aus den Gleichunj^^cii 11) ful^t daher:

^ dk nik—ki)' dk a(k^ki) ' dk Uik—k,\
Analog der Gleichung 4).

Die Gleiebong 11) kann vermöge der Proportionen:

1») '"^'^ •''•w=-5r---j*-=-i* -rf*-

auch geschrieben werden

:

Die awei Argumente der d-Fnnclion sind

«I + «I — «1 (*), ^'i + — Wt (Ä).

Es folgt non ans den Wertben der ti„ tt, in den 0 Verzweigungspnnkten, wie

sie in der Abhandlung von Prym p. 30 angegeben sind, dass erstem

immer
[»/, (k)+ H. (A)+ (/), (A) + (Ä)+ (Ol

= KC^.)+ ",(y+ "i ('.). ",(A-.)+i/,(A,) + ",(/|)l

(vergl. anch Prypi p. 10). Ferner folgt, dass es drei solche Versweigungs-

punkto kfhj giebt, für welche diese Summen congruent Null sind. Daun ist

^'
I [« ) + ) + (0 j = ^'t l"W + «W

+

« (0]= 0

und -—-r >»* iJwt -i—i • -n- identisch etc.
(fMj dw, <^

Diflercntiircu wir jetzt die erste Gleichung iu 11) nach z und gleich-

zeitig, dabei dzx und d; so von einander abbän^^en lassend, dass

i^t, so wird sich nun das erste der beiden Argnmeote der ^-Function , näm-

lich {/, + u\— u,(/r) ändern, während + u\—u(k) coustant bleibt, und et

ergiebt sieb aus 14)

:

Die Differentialqnotienten nach k sind nicht auf dz und dzi , oder deren

YerhäUniss — 9t («t)
' auszudehnen.

Jetst diffcrentiircn wir die swcitc der Gleichungou 14) nach z und 2|

und setsen

:
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Von Dr. G. Roch. 61

du. ^ , du, ^

Fuhren wir die VcrbXltnisse dz : dzi in diese beiden so erbaltenenGleichon-

§en ein, so entsteht durch Addition

:

d fduyd u\ d Mg d u\\

dan<g/pO da,t d^iff» ,
da^^d^lg^ d^Vdg dz 'dz^)

dk dui* dk rfM»^ fdu^dun du^du\\'

\di d9i dz dz^J

Wir lassen jetst ti nach h, u nach / fallen, seisen dann

;s:94—7^ 1 U, S. W.
aif|' aaii

imd erhalten dadnreb:

dlgJ» _,| "U* tfg tf^i/
J

d* ™ * V d* y«=Ä. z,=-'*

» dft dk
Ebenso hätte man von den Verzweigungspunktcu k oder I statt von k ans*

gehen können ; es ist

g>, (//) qp, (/) — (jp, (Ä) <p, (/) = (a^ — 64 a,) (/— A)

;

die letzte Gleichung liefert daher

;

4

Ig^= cy(A-Ä) (/-Ar) (Ä-/) : /(«A-*,««),
wo c Ton 4r nnd / nnabbXngig Ist; man htttte anch die dretPnokte A„Ar|,/t

nehmen kOnnen nnd dies wttrde geben:
4

wo c Ton allen 6 Versweignngspnnkten nnabh&ngig ist, also eine blosse

Zahlenconstante beseichnet.

Diese Grösse l/oyb^— a,6, kann anch, wie bei den elliptischen Fane-

tionen durch IT, so in diesem Falle durch die Periodicitfttsmodaln der Inte-

grsle jvt an («i), (o,) ausgedrückt werden.

Sind vi',, ^/'i, die Modaln von r^i, ^^t^^'t ^^i* '^s (Biehe Pry ui p. 23),

seist .

ffi-^i +6, =wi; flt-^i + ^i-^t =0;

hieraus folgt

Oi 6,—. flgdj= -r—, 7^ '

oder:

I«) 0(0, 0) r ^ ((A-A) (A-/) (/-^) (A -A
, )

(A ) (7,-A, )]./7lr^ -Ä\A\.
Vau kauti uuu wieder Verzwciguu^bpuuktc so eiuauder nähern, dasü die
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62 Ueber Integrale 2. Gattung u. tl. Werthentwickclung d. 0-FunctioD.

PerindicilfttsiDodiilii aa den {bi),(bf) dem absoluten Warthe naeb grösser aod

gr9s»er werden.

Bei der von Prym gewXblten Anordnung der QderschniUe kann maa

die secbo VersweigungRpiinkte

». 1. «
beteicbnen:

weil dann in der Thet

[u, (A) + «, (Ä) -f «, (0 + I/, (Ä) + . . ] ^ (0. 0)

iüt (sielie Prym p. 28). Lassen wir h mit A,
, /, mit k ansammcnfallen (in

der Beseicbnang des Herrn Prym: i.s30o), so entsteht is.c als

Worth der rechten Seite von 16). Dio Grüh.scn «, «j^, ft^j werden immer

mehr und mehr negativ unendlich, so dass ^(0,0} = 1 wird. Dies giebt

17) c=l
7t

Man kann ans den Formeln 11) auch nocb andere Formen ftlr —
äk

herleiten.

Bezeichnen wir vorübergehend einmal

9,C*) ^^^^
=J7.

üo folgt durch DiÜerentiation von Ii) nach z und :

dk

dk
^ j * Ar

Multiplicirt luaa diese Gleichungen rct»p. mit — und —— » so ent^telit
2— S— t,

dnrch Addition^ da:

mit Benutzung der Werthe für folgende Gleichung:

dlg» [wW+ K(/)-fw^]_ 1 /rffl, rffcA . / I . » \

rf* (*) Uk"^ dk) *U ~* « -A/
^1 1

4 ipiik)

oder:

•
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Von Dr. G. Roch. ^

Setsk man hier t=l und s=2, so entsteht durch Snbtraetion:

Ana 18) kann man auch herleiten:

rf/g [!/(/»)+ »CO 4- «(A]J ,/ 1 i V

um diese Gleichungen zu erhalten, brauclit man nur dio m 18) enthaltenen

Gleichungen mit a,qp,(/i) resp. oder mit q>i{k) resp. zu nmltipiiciren und su

aabtraUiren. Die Vergleicbnng dieser Formen mit 15) liefert dann

:

Dieselben Kecbnungcn führen auch bot beliebigem p y.nr Bestimmung von

Es müssen jedoch einige Betrachtnogen ttber den Bau der AboTtichen

Fnaetionen bei bypereUiptisehen Integralen und Über die Charakteristiken

derselben vorhergehen. Diese Betrachtungen! <owie die Dnrehflihrnng der

Beatimninng von^ soll in einer baldigst an lieferndenFortsetsnng geschehen.
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Kleinere Mittheilungen.

I. Fote tbor swei geonwtriittlie Probleme.

Bezeichnen wir die orthogonalen Coordinaten der Eckpunkte eines

Dreiecks ABC durcli *t»y«j ^s'^s ""^^ ^^'^ eines aus.serfi.ilb des Drei-

ecks liegenden Punktes mit | , ty , 80 erhalten wir für die Cuui Jinaten der

Fus»punkte der aus dein Punkt aui diu leiten BC^ CA^ AB gefäiltea

Perpendikel die folgendea W erthe:

6/4— u^bin— atCi

y(0
—aihil-^-a^ri-^biCi

(fltri«= 1,2,3),

± V
wena wir der Kürze halber:

iy,

— y,= a„ — (^i— ^a)= ^> ^iVz^^iVt^'^x

Sf,—y,=a„ — (jT,— X, )^ fr„ a-5 y, - a:, y,^ c,

setzen.

Wir suclicn nun den Flächeninhalt F des darcb die drei Fasspuukte

bestimmten Dreiecks. Bekaantlicb ist danu

.

1 a-<i) yf»

and wenn wir hierin die Werthe ans 1) fär «<^>, y(') etc. setzen, erhalten

wir:
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Kleinere Mittlioiliingen. 65

MallipIictreD wir nnn in der rechts stehenden Determinante die orstp Verti-

CAlreihe nech nnd nach mit | nnd tf und sieben .-ie dann von der zweiten

respectire dritten Verticalreiho ab, so haben wir noch, indem wir die fol-

genden Abkürzungen einführen:

a* + 5,«, a,' -f V + :3}

4)

'1 1

1 -r, y, i

!
1 »»'s ys I

» I V

» I

* ^1 yi

oder

*i «• •»

Durch Anwendung eines bekannten Satzes über minore DeteriiMTiruifen ans

der reciprokal Determinante, oder auch durch Einsetanng der VVertbe Toa
e„ etc. finden wir:

*s — «a^'t = «3*t — «t '»s= *t— «1*1= ^1

weshalb die Gleichung 5) in die folgende übergeht:

*i *i -
,

Der in der Klammer stehende Ausdruck ISast steh noch femer rednciren,

wenn wir St mittelst 3) nnd 2) dureh x«, yi etc. ausdrucken nnd be-

achten, dass:

^1 4" ^™^
ist, wir erhalten dann

:

— [«,^, «i^, + x.^jp— [jr,^, — y,^« + y3/^3l»|.

Wir können nns ferner leicht fibersengen, dass

X, -~ ^, + a*,^,=
yi — yi 4i + ys -^t = ^

weshalb die Gleichung' i\) in fnlirende Obergebt:

*1 *a *8 .

Setzen wir endlich för ^, ^„ d^, ihre Werthe aus 4), so erhalten wir den

FlicheninbaU des durch die drei iSisspunkte gebildeten Dreiecks unter der

folgenden bemerkenswerthen Form:
Z«iUebrm fSr »albmaUk «. rbytlk. XI, I. 5
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66 Kleinere Miitbeilangen.

*l *l

==0,

wobei s,, 5, die drei Seiten dea durch die Punkte Xj, jf, j
jc,, y^j yj be-

ätimuiteu Dreiecks bedeuten.

Dio geouictriäclie Interpretatiou des erhaltenen Ausdrackes ergibt sicli

unmittelbar aus 7).

Sollen nun die drei Fusspunkte in gerader Linie Hegen, so mass FsO
werdeDi da aber der Natur der Aufgabe gemäss die erste DetermiDante der

reehten Seite der GleichoDg 8} nicht Terschwinden kann , so ist die einsige

Bedingung dafür:

t *t*+ »t* «t fh

1 V+fi* *s ys

welche Gloicliuiig boknirmiicli den durch dio Punkte ^,^,C gehenden Kreis

repräscntii't. K« folgt daher der beknunto Satz:

,,Wenn ans einein Punkt des einem gegebenen Drciork am-

Bchiiebenen Kreises auf die drei Seiteu desselben Senkrechte er-

richtet werden, so liegen die drei i'nsspnnkte in einer Geradeo/'

2. Die Uebertrngung des vorher betrachteten Problemes auf denBaw
besteht in Folgendem:

Wenn die orthogonalen Coordtuaten der Eckpunkte eines Tetraeders

ABC!) (T,,y,,?,
;
T,, f/^,,rj; a-.,, i/,,,:,; ^,,(^4,^,) und die eines Punktes (g, Ö

gegeben sind, so wollen wir da.s V olumen dcsjenij^cn Tetraeders bestimmen,

dessen Ecken die Fus<?pnnkte der aus dem Punkt 4» Auf die Tetraeder*

ebenen gefällten J'eipcndikel sind.

Bezeichnen wir das fragliche Volumen mit V und die Coordinnten des

der Tetraederecke («1,96 *d gegenttberliegeuden Kusspnnktes mit

und setsen noch:

dd
0^= "'^

dd
1 *i 9t «I

l afj 9t *i

1 «'s 99 -3

* ^4 94 *4

^9i
ys ^8

«4 »4 «4

h !

•^'4 ^4 ^4 = *^t ^tc. etc.,

1*1 t/j *,

so erhalten wir bekanntlich für das Volumen des Fusspuaktentetraeders:
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Kleinere MiUhoilnngeo. 67

10)

I g^t} yl) ^1)

1 9<*} 2<*>

I x<'> st'^

1 xf^>

ond für die CoorUiuatea der i«'u&spuukte die folgendeu Wertlie:

o,«+V+ C|"

y(0 =
—^C^l—*f€rf1|+(V+V)t— tf.-rf*

W«»nn wir ferner in 10) für i-^'^ z''' etc. etc. die Werthe aus 11) einsetzen

uud die Deteriuiuantu auf ähulicbe Welse, wie vorher, bchaudelu, iat:

• w)

indem wir:

«l^i *s^t ^'i-'^s

^4* 0444 ^4^4 ^«^4

14)

I 1^ <t

l *1 f9 *•

I '4 ^4 «4

II n t

=4it =4

a,» + V + c<

» »4 'y4 *4

1 *i y, ?i

Ii n l

l y,

i X,

1 X, 2,

seUeo. A08 12) folgt nocli ferner:

I *4 tfA

II IT f

1 »I Jfl «1

1 ft ^

=4.

I
fr, r,

«1 *• <f»

«4 64 ^4

-F,»^42*4^.
«8 ^ ''s

>4 C4

«I '»l «1

I
«I *l <?l

^8 ^8

«4 ^ <^4

a, 6, f,

«t fr» «"t

lia aber uacli dein schon vorher erwalintm Satze über die minoren Deter-

minanten au^ (ii^r recipiukal iJeterniinante, die im vorstehenden Ausdruck

^urkotnnioiidtM» vier l}etern)inauten, mit abwechselnden Vorzeichen geuonf

men, noter sich gleich nämlich sind, so erhalten wir endlich: "
.

15) ±fiV-=jTj^J^^^^t\^"^.^^^i + ft*^,^4^i + F,*J,J,J,
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/V bedeutet den doppf'Ueii FUchetiinhalt der der Ecke r.) gegenfiber-

liegenden Tetraeil crfliiche.

3. Die RtMÜngung, dass die vior F'ufisimiikto in einer Jjibeae licgeu,

i»Cbekanatlicli V^^\ dieaelbe geht wegen 15) über in:

Diese Gleiihung ist in Beziolinnj!: anf |, i;, ^ Tom dritten Grad, weshalb die

Gleichung Itt) eine Fläche dritter Ordnung darstellt, wenn lautende

Coordinaten betraclitet werden. — Diehe KlAehe wurde v«n den Herren

Cayley (LioaTÜle Journal 1"*'^ ««ri^T. IX, p. 285), Painvin «Crelle Jonr-

nal Bd.6S, p.88 Tbeor^me XVIf), SchlftfIii (Philo«. Tran«. Vol. 153

p. 335) und Fiedler (Salmon- Fiedler Anal Geoin. d. Ranmes, II. Theil,

p. 421, Beispiel) betraelitet, nacb SchUffli, dpr in «einer Abhandlung

a. a. 0. eind Eintheilang der Fläeben dritter Ordnung in Species gibt, gehört

sie an XVI, 1 (a. a. O. p. 236).

Die Flache 16) enthalt die sechs Kanten des Tetraeders; dicEckjniiila

e

desselben sind ihre Doppelpunkte. Legen wir durch die sechs Kanten »Uj^

Tetraeders Tangentialebenen ati die Flüche, J40 schneiden «icii je »wei der-

selljen, die den {rei^eiiiiherliepeiiden Kanten des Tetraeders entsprechen, in

einer Geraden, die anf der Flache dritter Ordii.ung liegt, und die drei Oe

raden, die wir auf diese Weise erhalten, liegen in einer Ebene, deren

Gleichnng

ist (Cayley),

Die vier au« den Eckpunkten des Tetraeder« an die Flttebe gelegteu

Bertihrnng«k4*gel «cbneMen die re«pectiven Gegenflftrhen de« Tetrnederi

in «otcben vier Kegelschnitten, die ein und derselben Flüche awetter Ord*

nnng angehören, die dem Tetraeder umschrieben ist. Die Tangentenebenen

dieser letstern in den Eckpunkten d<>8 Tetraeders schneiden die Gegenflä-

chen in vier Oeraden, welche in einer £bene*liegen (Fiedle r). DteseEbene

ist genau die Ebene 17).

* Durch jede Kante des Tetraeders geht ansser den zwei Seitenflächen,

die eben diese Kante bil ien, auch noch die Ta»i«;entialcbene, die die Flache

längs dieser Kante berüiirt, es gehen somit durch Jede 'Kante des Tetrae*

der« drei Ebenen. Con.strniren wir nun an Je drei solchen Khenen die vierte

liariuoniNche, «o erhalten wir «ecli« nene Ebenen, die mit den sedin Tan-

gentialebenen zwölf auhninclien. Von diesen zwölf Ebenen «chueiden hicli

viermal «ecii« Je in einem Punkt; wir «teilen ihre Gleichungen in Folgendem

•Qsammen

:
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18)

20) {

1
F*J,^F*J^=0
F'Jt-^F^J^z^O
F^'J,^F,'^^==.0

F,*^,'^ F,*J, = 0

F^*J,+ F/J,=^.0 F*J,-F^'J,^0
F^'J, + F,'J^= 0

21) '

F,'J, — F,'J,=0
F,'J, + F,*^f4—

0

F^J,-~F^J^=^(jr

AV^/j - F.'J^^O F^'J, — F.'J^^O
F,'J,~F,*J, = 0

1
'•.'^4- ^V^. =0

Die«e yierPoiikte bestimmen ein Tetraeder; den ihnen ^o^eu (iberliegenden

Seitenflächen entsprechen die folgenden Gleichungen:

22)

'\ '^a

= 0

F,'^ F^*^ F*^ F^*

Peath, den 30. November 1865. Dr. £. v. Hunyauy.

TL üeber eine Determinante bestimmter Integrale.

Im VI. Bande dieser Zeitschrift ist S. 300 eine Determinante bestimm-

ter Integrale Aufgestellt, welche eine Erweiterung des bekannten Theorems
von Legendre Uber die ganxen elliptiachen Integrale ertster und zweiter

Gnttnng enthält. Die betreflfende Determinante ergab sich einfach (^nrcb

Ausdehnung der Gleicbnog für den Inhalt eines Ellipsoids yon 3 auf n Vn-

riabele. Die „Mem. cauronnees p. Tar. de firurelles^' enthalten in t. XIV
i'ine analoge AiiadehiiQDg für den Flächeninhalt eines Ellipsoids, wodorch

«ich eine Determinante Toa Integralen ergiebt, welche Ca talao für we-

sentlich veechieden tod deijenigen hült, die dipni Terallgemeinerten Aas*
<iruck für das Volnmen eines Ellipsoides entspricht. Es lässt sieh indessen

leicht oachweiseD ^ dass 4iie erste Determinante , nnd swar in ihrer einfach»

sten Form, sieb ans der awetten herleiten Usst, was den Gegenstand der

folgenden Zeilen bildet.

Setat man snr Abkäraang:
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10 folgt durch Zerlegang in Partialbrilebe

:

(t-u«)Cz-.V)....(:-u„») ^ l ^(a/)
^ .... {«-O r=0 r— «r«V (ar')'

WO rechts oinfach a und u statt fir„ und zu setzen ist. Dio Quantitütcn

a, a,, . . . . a„ seien wesentlich poMtiv und allgemein a«» ^aa^-ii al^o:

Settt man in 2) s=if/, so folgt:

für /» =sO, 1, . . . . II. Sind die fi + 1 Oleicbnngen

:

gegeben, ao folgt mittelst der Oleichong 4):

Wegen der Annahme über die Werthe von a, a,. . . . a„ geben die Gleichnn-

gen 5) nur dann für or, , . reelle Werthe, wenn die Bedingungen

btatttindeu

:

7) M>o>»/, >a, >a, >....fl„_j >u„

Ao« ö) findet man leicht:

Ml

d. i. nach ö)

:

Differentiirt man die Gleichung 2) nach setai darauf 2s«^*, so folgt:

Da nnn nach 6)

:

SO iHiist äiuii die Gleichung 0) auch schreibcu

:
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8*i:

10)

0 X dXi

äT aiT

dtf|
***

du«

• •

dx dx^ 9Xn^

oder:

") du

dx,

Tür das (Quadrat von J folgt:

^ü' 0 ''o' 1
b.

^110 ^i.i

01 n

wo: bf,^^£^^. Nacli 6) folgt = 0. /i ^ «r. Hieraus folgt:

J«= 6g,^ &„,„. In ist aKso , 6^,^ . . . /^„,„ dor Factor von

ht,,r,. Wegen der Gieiclumg 11) ist alicr der Factor von 6^,0 in z/* auch

gleich i/* -f- + . . -\- Un\ Setzt man diese Factoreu einander gleicb, so

eigiebt sieb die Relation

:

oder, da nach 9) aod 10):

0 folgt:

Setst man snr Vereinfachung

:

• • •

so geben die Gleiclrangen 1)

:

14) 9>(»i*)v(«t")-.9'M= (-l) * (ili^,...-^.)'.

£• ist ferner: 9M9 {fH*)..,»9iUn*)^

n(ti+l)

(-1) » (ii«-O...0i«~u„')

1 1 •

Vß Ii'
,n n-i

«2« -2 „211-2 «2»-2

«
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JdittteUt dieser Gleich un«^ uiul I4) folgt aus 12):

15) M,w,...tt,//0/«—i/,*)(«*— »/,»). .fi/«—tt„«) \
n n - 1 I

Siebt man in den Gleichangen ft) « als Foiiction von o*,, j^,, . . . und

«'i , X«« . . . Functionen von tf,
,

ti« , . . * tr« «n , so hat man folgende

Gleichungen:

• • •

Diese Gleicbungrn in Verbindung mit Ii) geben:

Aua ilieseu Gleichungen erhalt mau, mit liückäicht auf den Werth von V:

dUi d Urx !

In dem n fachen Integrale

:

„, -/...>....a«./|.-H(|^)V...-.g^Ji
sei die Intoi^ration Uber alle positiven Werthe Ton x^^ ^ti • • < anssndeU*

nen, welche der Bedingung genügen:

s ist dnrdi die Gleichung bestimmt:

Aus der vorstehenden Gleichung folgt:

Tb U* — a*=— 1P

Die Gleichung 17) wird hierdurch

:

u'— a^

8etst man hierin für , , seinen Werth ans 10), ferner:

X J'

Digitized by Google



Kleinere Mittbeiiangen« 73

«0 folgt:

wo ellgemeiii:

«0 •

QDd die Integratinti Ober nlle positiven Wertbe yoo , . . . anszadehiien

ift, welciie der Bedingung gonügen:

!f* + ^2* + • • • + yn~i* ^ t.

F ilirL man in deiu «fatlicn Integrale der Glpiclmng 17) mittelst der

(iloli hungon 5) Mj, u„ . . . M, als iutegrationbvariabein eiu, so folgt mit"

ii^uck»iclit auf lU):

l)io (ironzrii von f/p m^, . . . «n sind respectivp («r^i ''i) • • • (ßn-\, ''n)«

SnbKtituirt man fiii /"'(T^* -f- i/,' + . . . + 6V) «pii»*'« Werth au» 15), so

gi«bt der TorMtelicuda Werth von in Verbindung mil der Qleicbaug 20)

:

^11—1»»

^m H—t

• • •

dy^dyt ...

22)

In der Determinente links ist tat Abkürzung gesetzt:

/Ii»— 1

^at
•

23)

t

1 'IL
f

•

Die Integretton in dem nfaeben Integrale auf der rechten Seite der Olei-

ehang 22) besieht sich eaf alle positiven Wertbe too jfi . . * « welebe der

Bedingung genügen:

Dieses »fache Integral ist schon mehrfach anf ein einfaches redncirt

worden*), weshalb eine weitere Eotwiekelang desselben hier onterbleibeii

*) Man Tergleiche s. B. Sehl »milch: Analxliaeb« Stttdien. Zwaiie AbthoU
Ivng, p. 102.
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74 Kleinere Mittheilungen.

ndge. In der Gleichung tt) ist nach 7) u der emsigen Bedingung h^«
nnterworfen. Man kann nleo u nnbegrenst wacheen lassen, dann eraeliiriB-

det allgemein nach 21):

• t I IT

Seist man nocb o« sO^ so gebt die Gleiehnng 8S) ttber in:

• • •

wo;

a»— I an—t

0 «11.1

= («»—«I.*) . . . («—I*— «»•).

Das Integral anf der recbten Seite der Gleiebmig 25) ist gleich:

_(Kif)'-H ^1^2) 1.3. 5... (2m^l)

. 1 .2.3 ... m

Dieses Resultat stimmt mit dem in t. Vi, 900 gegebeucu iil orrin, wenn

dort n— 1 statt n gesetst wird. Dr. A. KMxiJiriüji*

IIL üeber einige elliptische Integrale.

Es seien Ar, k' positive, eckte Brüche, so dass: k*-^k'*=l. Man setze

mit Jaco bi:

1

—

s

Für (las elliptische lotegral dritter Gattung ündet dann folgende Gj^iebaiig

statt:
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^wjr %lr$mam — .coiam ^am sttram-
2ä / n n n w «

dztss

5 i£f rt.««»
n 7t

^1 —

Botst man hierin «=5 «m ^ m, so ll«st sich die Torsteliende Glei«
2 Tt

ebang auch schreiben

:

IT

7 2 A'a
fo« (i— l^sM^am sin* 9) ^

7C ^ ^ „ ü

9a 0 — k* sin' (p) da

Integrirt man diese Gleichung nach a zwiselien d^n Grenzen 0 nnd a, seist;

so folgt;

In dieser Gleichung lassen sieb durch besondere Annahmen für a die Fane«

ttonen ^(a), '&g(a) in Fonetlenen von nnd A' darsteUen, wie an einigen

Beispielen gezeigt werden soll«

Für«==^i8t: '&,(^)= 0.(0) = K^.^,(0), ^(-^=-0,(0). Die

Gleichung 1) gieht in diesem Falle:

Für ü= ^»—i t /oy; Ut:

^1(4»— 4"w)=*«Ci'/w)= J-i*s(0).
*

(1 «- 4 «•

/öfiry)= ^,(4 • logg) =: ?-4K**s(o)-

Mit Hflcksicbt anf den Werth Ton q folgt aas 1)

:

/.^

FUr 0= ^31 hat man

;

2
'

1 + *'
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Die OIcicliiiiig 1) gfebt nneh eiDfachen Redactionen

:

0

Kitnuit man in 1) a= ^ t /oy^, so folgt:

Vi — k
iloyg)=^ — iq-^,Hy ---.«3(0),

aUo :

Die AuDaliine : n= + Hogq) giebt:

... h T

Treotit mau dieser Gleichung die reellen und imaginäreo Tlieile, so folgt:

Die letzte Gleicliung ergiebt sieb auch aomittelbar mittelst der Sabstitatioo

:

4) sin <p — cos ^
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71

Für a— — tindet inHQ

:

8

2

(1 - yk'lk

!|)=jL!c,..j.'..;,„.ji|

Wendet man snf die GleiebiiDg Z) die Subatitution 4) an, so fo\^t mittelst

der Gleichung 2)

:

n
l

Dr. A. EjiHKPER.

IV. Hote über einen Satz der algebraischen Cnrven.

Im letzten Hefte des X. Bandes dieser Zeitschrift (p. 503) kommt Herr

Kckardt auf einen von ihm sclion im IX. Bande (p. 34) hewie»«»ii«n Sat«

SQrflck. —' Der in Kede «tehciulp Satz wurde meines Wissens zuerst von

A. Müller (Grundgesetze der Cnn [i_ urntion der algebr. Ciirv. Denkschr.

d. k. k. A. d. W. zu Wien, 13d XIX, p. 377) nufgehtellt und zunächst mir

fflr Linien dritter Ordnung bewiesen , fUr welch speciellen Fall auch ich

einen knrsen Bewei« gab (1S02), der in einer Abhandlung über Ourven

dritter Ordnung in den Bebriflen der nugariscben Akademie der Winsen*

scliaften erschien. — Schliesslich habe Ich diesen 8ats in seiner Allgemein-

heit in meiner Inaagural Dissertation (1604, Ueber die fundamentalen EigeO'

seliaften der algebr. Cnnr. etc., Art. 24, 25. Güttingen, Vandenboeck &Rttpp-

reeht) wieder anfgenommen und davon nachstehenden Beweia gegeben, der

'einer Kttrse wegen hier Raom finden möge.

Ist:

die Oleichtlng einer algebraischen Cnrve von der Ordnung n ,
beaog^en anf

^ie rechtwinkligen Coordinaten s nnd >/, so geht selbe durch die Substitution

ic^sreostity y ^ r sin n»
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in eine GleiebnDg von folgender Form ttber:

1) ^jr+ ^,r*. . . ,+ irf,r"=sO,

in weleber des GeseU für die Bildung der CoefiliGieotea J^, Jt»,.Jm sofort

erhellt; insbesondere ist

Beieiebnen wir die nWnrseln der Gleiehnng 2) mit rj, • • . r», so folgt ini

derselben

Nehmen wir femer Ton beiden Beilen den natttrlielien Logarithmus und

differentiiren nach w, so erhalten wir

^ dr 1 dr^ i dr„ doj

r^ a <a i\ ci 0) d<a An

indem wir Uberlegen, dass sowohl r^, . . . r«, als wie Functionen von

M sind.

Bemerken wir, dass für jeden Ptuikt der Cm ve, dessen Polarcoordine*

ten r,» sind, mit völliger Allgemeinheit folgende lielatiou besteht:

-1. ^ dr . .

5) — -r-= cor^(T— w)* r dm
(ei^l. Schlömilch Comp. d. höh. Anal., Bd. I, p. 102,3), in welcher x

denjenigen Winkel bedeutet, den die im Punkte (r,«) gesogene Tangente

mit der positiven Richtung der Axo bildet, so geht, wenn wir die Winkel,

welche die Taugenten in den Punkten (r^, cdJ, (r^,«!) • • • (r«,»«) der Cunre

mit der positiven Axe bilden der Aeibe naoh mit r^, t^ . . • v beseiebnsO|

die Gleiebung 4) in folgende ttber:

dn
•) (»1— ö>) + C^i— ») 4* • • • + ^^^y (t»— w) =—

,

^a
entwickeln wir endlieb den reebten Theil dieser Gleichung und seinen dsas

10SS 0, so beben wir

% e.
7) eo^T| + co/y r, 4-...-|-co<^tns=

d. i. der SU beweisende Sats in der von H filier ausgesproebenen Weise:

«,Die Summe der Ootengenten derjenigen n Winkel, die ems

SU einer Curve Ordnung gezogene Transversale mit der Carte

bildet, ist gleich der Summe der Ootangenten derjenigen nWIn*

kel, welche die wAsyaiptotea der Curve mit derselben Traubve''

salc bilden.

"

Der rechte Thcil der Gleichung 0) hat schon an und für «ich eine gco*

metrische Bedeutung. Ks ist niuiilich , wenn wir die Neigung des zur

Transversaicnrichtung (i> gebüiigeii {^t'r.uUiuigen DurcbmeSAOrS dor CurVO

gegen die Tcausvcrsalo mit 6 bezeichnen
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j-s:^ncotgO (vergl. Inaag.-Disiert., ArL 13),

• w«$b«lb die Gleichung 6) noch die folgende Form annimmt:

68 läset sieb daher der vorige Snt/ auch noch ho airssprechen

:

„ Ziehen wir in der Ebene einer Linie der Ordnung n eine

Transversale, die flie Curve in n Punkten sclineidet und in den

Durchschnitts punkten die Tiui|;enten zur Curve hat, so ist das

arithmetische Mittel der Cotangenten derjenigen Winkel, die die

Tangenten mit der Transversale bilden, gleich der Cotangente

desjenigen Winkels, den der zu dieser Transversale gehörige ge-

radlinige Durchmesser mit derselben bildet."

Die GUicbung 6) gibt unmittelbar folgenden Satz:

„Es ist die Summe der Cotangenten der im vorhergebenden

Satxe erwähnten n Winkel constant, wie wir ancb die Transversale

parallel an sich selbst Terschieben.**

Peatb, den 14. December 1865. Dr. E. HunTAor.

T. ITeber die BaieteUimg dei Aluininiiiine.

Das Aluminium hat sehr sehKttbare Eigenschaften, welche es ftlr viele

VerwendoDgen tauglich machen; es wird von Sftnren, ausser vonChlorwas*

serstoffsänre, nnr wenig angegriffen, hält sieh sehr got, selbst an feuchter

Lvft (ich habe ein Stttck Aluminiumblech Uber ein Jahr in einem sehr fench*

ten Wandschränke anfhcwahrt, ohne dass sich die Oberfläche des Bleches

mcrklicii oxydirt haUej , es lii.sst sicli leicht zu HIech und Draht verarbei-

ten etc. Der hohe Preis, den dieses Metall jetzt noch besitzt, steht vielen

für dasselbe vorgeschlagenen Anwendungen und der Auiliadun^ neuer Ver-

wendungen entgegen, zu deren AusmiUelung grössere Quantitäten des ge-

nanuton Metalls erforderlich witien.

])t i lioljo l'iris doM hin jetzt im Handel Vorgekommenen Aluminiums

rülirt von der notligodrungen cn \ erwcndiing des Natriums bei der Reduc-

tion des Aluminiums her. Da^ Doppelsalz von Chloralumiuium mit Chlor«

natrium oder der KryoUtb (Fluaralurainiumnatrium) wurden durch Natrium

reducirt, um das Aluminium eu gewinnen. Nun hat vor Kurzem Basset
die wichtige Mittbeilang gemacht (D i nglerj polyt. Jonm.« Bd. 173, S. 359),

dass Zink statt Natrium bei der Aluminiumerzengnng angewendet werden

könne. Diese werthvolle Entdeckung ist von mehreren dentscben Cbemi«

kern heslAtigt worden (deutsche Industr. Ztg. 18G5, 358; Dingler, polyt.

Joora., Bd. 177, 8. 327), welche auf Grund ihrer Versuche in der Angabe
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4{berein8tiniDi<»Q, duss Cliloralnminininnfitriain diirch Zink reitocirt werden

könne, es «et aber xar Rednction eine böliere Temperatur , als bei Anwen-

dtiD^ des Natriams, und daher viel Vorsicht oöthig.

Nach d^m pnlyt. Ccntralbl. 1809, 1015 hat Ur. Düllo eine dort aasfbhr-

lich beachriebeoe Methode angegeben , um das ChloralRininiamnatrinm aat

eisen- und saiidfreiem Thon herausteilen, er hat das Ooppelsala hierauf mit

Zink redacirt.und eine sngenllheite Berechnung ttber die Herstellangwkosten

anf^g^führt, die den muthmasslichen sukQnftigen Preis des durch Zink redn>

cirtenAluminiums ansugeben gestattet. OenannterChemiker sprichtidcb dahin

aus, dass das so dargestellte Aluminium imPreise kaum htther an stsheekoB*

men wttrde, als das Kupfer. So ist denn nun gegründete Hoffnung rorhan-

den, dass der Thon wirklich in die Olasse der MetaHerxe gerechnet werden*

darf, indem man ans ihm ein Metall herzUMtellen im Stande ist, dessen

Eif?enf*cl»af(pn uuii l'rt^is bich in gleicher Weise zu. technischen Anwendun-

^eu uutjjtVbleu. Dr. Kaul.
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VI.

üeber Maxima und Minima geometrischer Figuren. Satz

über die Linie des grössten Flächeninhaltes auf einer be-

liebigen Fläche. Satz über Polyeder-Mazima.

Von

Dr* Theodor Berneb zu Berlin.

I.

Eine Carve € auf einerFlächel* soll eine Linie des gröss-

ten Flächeninhalts hcissen, wenB Bich von derselben Allent« «

halben durch eine innerhalb gewisser Grenzen willkürliche

sweite Curvc ein Segment abschneiden Iftsst, wcichea,
Venn man dieCvrveCi, die£ndpuukte des zu dem Segment
fehftrlgen Bogens derOurveC, und die Länge des letsteren

«onatant Utaat, ein Maximum des Flächeninhalts bat
Hat man auf einer gegebenen Fläche F eine solche Gorve so kann

man, nm die Bedingungen aufzufinden, denen sie genügt, statt der Fläche

/diejenige abwickelbare substituiren, welche entsteht als die UmhflUongs-

illehe sämmtlicher Ebenen, die die Fläche Fia Punkten der Cunre C be-

rühren, oder kurz, man kann die Fläche /'ersetzen durch die ihr

lings der Ourve C umschriebene abwickelbare Fläche. Denn
lehneidet man durch eine Cnn^ ein Segment ab und läset man den Bo-

gfn C dieses Segments variireu, indem man seine Endpunkte festliHlt und

•eine Lange coiistant setzt, ao inuss, Ua ilas Fliichenstück ein .Maxuiniiii i-?t,

^ie Variation*) desselben Null sein. Nun lallt aber für unendlich kleine

Kntfernunj^rn in der Niihe der Curve C die Fläche F mit der liings C berüh-

renden abwickelbaren zasammcu. Da sich nun die Variation nur auf un-

*) Ich gehranehe dieses Wort in rein geometrischem Si&ae*

/ ZaiUchriri f. M«4h«Mtlk n. Phyiik. XI, S. 0
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endlich kleine Entfernungen hesieht, so ist die Variation eines auf der ab<

wicitelbaren Flüche swischen der Carve C und einer beliebigen, dnreh die

Schnittpunkte von C und auf der Abwickelbaren gesogenen Cnrre ent»

haltenen Fl&cbenstttcks ebenfatls Null. Also ist für die Corve C auch auf

der abwickelbaren FUehe die nothwendige Bedingung einer Linie des

grössten Fl&cbeninbslts erfflllt. Da man nun anf der Flüche /beliebig

nnhe an C annehmen kann, so siebt man ein, dass, wenn man die Carve

auf der abwickelbaren Fläche auf derselben Seite von C annimmt, auf wel-

cher r, lit'^^t, durch hinreichende Annäherung von 6', an C das auf der ab-

wickeioareu Flache liegeiule Se<;nioiit >\irkli<>U etu«m Maximum iu dem

oben erklärten Sinne gemacht werden kann.

Also ist die Curvo C ancb auf der ahwickclharen Fläche Linie grö«ss-

ten Flacheninhalts. Man breite nun dir abwickelbare FlHche auf eine

Ebene aus, dünn muss die erhaltene Curve jono Eigenschaft noch besitzen,

dass, wenn man durch eine beliebige Curve ein Segment abschneidet, das-

* selbe ein Maximum des Inhalts hat bei constanter Hogeolftnge, denn alle li-

nearen und Flächengrüssen bleiben beim Abwickeln unvermindert. Nun

giebt CS aber in der Ebene nur Eine solche Corve, das ist der Kreis. Mao

erhält also den folgenden Sata:

t Wenn aum an eine näehe linga einer auf ihr gesogenea

Idnie grösetea Inhalta die einhüllende abwiekelhaie Flidie legt»

und diese auf eine Ebene nbwiekelt» lo erwnndelt liek die Haie

gi dssten Flftekeainkalts in einen Kreis.

Da nl!e Radien eines Kroi.sps glricli .sind und hcnkrcclit auf der Peri-

pherie stehen , da ffrnor zwei unendlich nali«; derselben, wenn luan den

Kreis wieder aufwickelt in eine Tangentialebene der abwickelbaren Fläche

oder, was dasselbe ist, in eine Tangentialebene der Fläche /'zu liegen kom-

men, und auch dann noch senkrecht auf der Curve C stehen, so kann mao

diesem Satze noch eine andere Form geben

:

Durch einen Punkt der Rsunicurve C geht nämlich eine nnendlisbs

Schaar von Normalen, deren Gesamuitheit die Normalebene der Curve bil-

det. Wenn mau aber überhauptnur Curven betrachtet, welche in der FlücheF
Hegen, so kann man gewissermassen sagen, die Curve C habe in Beaug anf

die Construetiottsflüche Fuvlx Eine Normalriehtungi nümlicb diejenige, bei

welcher, im ersten Moment wenigstens, die Flüebe /"nicht verlassen wird.

D. h. von sümmtllchen Normalen kann man in Bezog auf die Flüche P nnr

diejenige beibehalten, welche die Flüche F tangirt. Man verführt j(i gerade

so mit den ebenen Carvei^: Dnreh jeden Punkt eines als Raumcnrve aufgt *

fassten Kegelschnitts gehen unendlich viele Normalen, fasst man ihn dage-

gen als ebene Oorve anf, so behält man von all den normalen Kichtuogeo,

welche von jenem Punkte aungehen , nur diejenige, welche inn»'rhalb dss

Consiructiunsleldes, der Ebene, bleibt, ein Umstand, der niciii nui darin

Digitized by Google



Von Dr. Theodor Herxer. 83

seinen Grund hat, dasfl die Ebene sugleieh Scbmiegncgsebene für allePttnkte

dea Kegebchnitts ist.

FuMt man daher nur «liejenigen Normalen der Cur^e Cina Auge» welche

sogleich Tangenten der Fläche F sind, so ist schon oben gezeigt, dass je 2

dertelbeui die, einander nnendlich nah, in einer Tangentialebene der FIticlie

liegen , sich in einem Punkte schneiden , *) und dass die abgesehnittenen

Stfickc anf beiden Normalen constant sind für die ganxe Curve C,

Nennt man den Schnittpunkt der beiden Normalen Krümmtingsmittel-

pttokt der Cnrre (JinBeaugaafdi« FUche die StUcke der Kormalen
von diesem Funkte bis znr Curve: Krümmungsradius von Cin Bezug
auf oder auch: Tangentialen Krümmungsradius, so kann man
den data 1} folgendermassen aashpiecben:

2. Bei jeder Xinie grösaten FlättbaniiüuUtt C «if einer Fläche

ist d«r tangentiale ZrtminimgirBdiiiiy oder der Krümmuugsra«
dini Toa C in Bezug auf F constant.

Kennt man den Hauptkrümmuiig&iadius der Cui'vii r, i>o druckt sicU

der tangentiale Krümmungsradius aus durch
^^j^,

wo co«9 derKeigungs-

wiukt'l der Fläche gegt'ii die Öchmicgungsebene der Curve im betrachteten

Punkte i»U Mithin iat für jede Linie gros»ten Inhalts

r „
cos (p

Hieraus lassen sich meincro Folgerungen Kielicn. Setzt man nlimlicli

r constant, .so \bt auch q) eoiiätiint. und umgekehrt, r i«t aber constant nur

für den Kreis und diu ticiiraubculiuie.

idan kann al^so Folgendes auh^prcchen

:

Wenn die Schmiegungsebene ein erLinie grüssteo

Flächeninhalts von der Flache, auf der sie liegt, unter

constantem Winkel geschnitten wird, so ist die Linie
ein Kreis oder eine Schraubenlinie.

Wenn ein Kreis oder eine «Scliraubenlinie Linie

grösstea l^läebeninhalts für ciuo beliebige Fhiche
ist, «o aehneidet diese Flüche die Ebene des Kreises

*) Um Missver»UUidni.«-.Ht'n vorzuh^ u;^i u , muss ich Ueiuerkei*, dass 2 luieudlu li

nahe taugontiale Normaleu sich cigentltch nur svhueiden würden ^ wenn die t'urve 6^

eine Krümmungsliaie wäre. Will man gams streng sä Werke gehen, «o nus» man
aidit von ihrem Schaittpnakle, sondern von dem Punkte ihrer kttrsesten Entfernung

reden. Da aber diese küraeste Entferoiuig eine unendlich kleine Grösse 2, Ordnung
i»t, wenn dio Kntfernung der Fuukte von >1> i 1« Ordnung ist, so entstehen im Texte

keint' Fehler. leb wollte hier nur der f alsc h e n Vo r s t c II u ri f,' hcgri-gneii, als

umhüllten etwa s H ni in 1 1 i c h e T a n c e n t i .-i 1 n o r n» H I r u eine K' n ti rn c ii r v e.

Ber Punkt di r kiiizcstPu J-intiVrnung ist dcrjeiiiu'^e , in welchtiu ein auf Scluiuc-

^D^^sebiiie im Miltuijiuukte der ersten Kniuiuiung erriditutcs Loth die TunguuliaU

ebene trifft,

0*
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resp. die Schmieguagüebene der Scbraubenliaie an*

ter constante in Win kel.

%Vfiin ein Kreis oder eiue Schraubenlinie auf

einer Fläche liegen, welche die Eheue des Kreises

resp. di e S c h m i e g u n gs c b e n e der Schraubenlinie un-

ter couiitaatem Winkel schneidet, so ist der Kreis,

rei^p. die Scbraubonliniei Liaie gr össten Flftcbenin-

halts auf der Fläcbe.

Wenn aber die Ebene eines Kreises eine FlÄche unter constantem

Winkel scbueidet, so ist der Kreis Krttmnraogslinie, und amgel&ebrt. Dsr«

aus foigt:

Wenn ein Kreis Krflmmitngslinie ffir eine Flftehs

ist, so ist er aneh Linie des grdssten Flächeninhalts
für dieselbe, und nmgekehrt.

Hiernaeh sind s. B. sümmtliche Kreise der auf einer Botationsfllelis

liegenden Kreissebaar, ebenso slmmtliehe KrOmmnngslinien der Dapia-

sehen Qj c 1 i d e Linien des grdssten Flächeninhalts. Die Reibe der merk-

vttrdigen Eigenschaften, welche der Transformation durch reciproks

BadiiVectoren aokommen, vermehrt sich noch nm den Sats, dass je-

der Kreis, welcher eine Linie grtfssten Flächeninhalts ist,

diese Eigenschaft durch dieTransforniation nicht verliert.

Die Linien gr ö s a t e u i 1 a c h e n i n h al t s behalten ihren Cha-

rakter bei jeder Art vonVerbiegung der F Iii che, gerade so

wie das Ganssischo Krüminungsmaass. Denn alle linearen und

Flächengrösseu bleiln u dabei ungeundert. Daher entsprechen z. B. bei

den aut die Kugel abv. !• kelbaren Flächen die Linien grössteu Fl&chenin-

haltfi den Kreisen auf der Kugel.

Ferner ist hierdurch bewiesen

:

3. Der tangentiale Krümmnngsradins bleibt bei

einer Verbiegung der Fläche constant«

Ans dem Satze 1) folgt eine praktische Näheruogseonstruction für dis

Linien grdssten Flächeninhalts, welche im Stande ist, sowohl den Gang des

dort gegebenen Beweises anfanhellen, als anch den Verlauf dieser Linien

ansehanlich zn machen.

Man seichne swei coneentrische Kreise, welche nur einen schmslea

ringförmigen Streifen Papiers awisehen sich lassen, der indessen noch breit

genng sein mnss, nm keine seitlichen Verbiegnngen sn gestatten. Diesea

Streifen schneide man ans, sehneide ihn an einer Stelle in radialerBichtoog

anf nnd Terbinde eine griSssere Aneahl solcher Streifen in der Weise , dsss

sich der Kreu Öfter wiederholt, ohne jemals sn schliessen. (D. h« so, dsas,

wenn man den Streifen frei hängen lässt, derselbe die Gestalt einer Schraa*

Ix ulinie annimmt.) Einen solchen Streifen, den man nach bei-

duu bcxten Ixiu beliebig vex läng ein i^auu, klebe mau, von bci-
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»er Mitte anfangend, mögliclist anschliessend auf das "Modell

d c r Fl äch e a u f, so v c rz ci c h n e t derselbe auf demselben eioe

Linie grössten Flächeninhalts.

Nimmt man einen g e r a d 1 i n i ge n Streifen, so ist der Radius des Krei-

ses nnendlicb, und man erhält auf der 1 lache eine kürzeste Linie,*}

welche als einfacher Grenzfall der Linien grössten Flächenin-
halts gelten muss. Jene enthält 2 Constanten, diese ausserdem noch den

Radius, also im Ganzen 3 Constanten.

Handelt es sich darum, auf einer Fläche eine Figur zn finden, welche

bei gegebenem Totalamfang ein Maximam des Flächeninhalts

bat, so ist offenbar die nothwendige Bediagung, dass die begrenzende Linie

eine Linie grössten Fläebeninbalts sei. Dieselbe mnss ferner nach einma»

Itgem Umlanfe in sich snrackkehreo, nnd swar in denselben Punkt mit der«

selben Tangentialnchtnng. Dies sind im Allgemeinen 2 Bedingungen.

Wenn anch derUmfang gegeben ist, so hat man 3 Bedingnngen snr Bestim-

mung der 8 Constanten. Oder: Es giebt auf einer gegebenen
FlSche nur eineendlicbe Ansahl geschlossener Gurven von
gegebener LKnge, die ein Maximum des Flächeninhalts ein-

schliesscn. Eine Ausnahme hiervon machen solche FHlle, bei denen eine

jener 3 Bedingungen siel» von selbst erfüllt durch die beiden anderen.

Hierher geboren z. B. : Die Ebene, die Kugel und s ä m m tl ich

e

Kegelflächen. Während im Allgemeinen die Linien ^r»»s.steii Flächen-

inhalts unendlich lang sind
,
giebt es auf diesen Fliic hen keine ein -

zisre nnendlich lange Linie dieser Art. Auf der Ebene ^md der

Kugel sind siimmt lit lio Linien prössten Fh'ichni in halts Kreise, ^xMifoni] die-

selben anch auf den Kegeltiachen, durch einfaches Aufwickeln eines Krei-

ses erhalten, stets schliessen, so lange der Radius dieses Kreises end-

lich bleibt. (Für den Fall, dass dieser unendlich wird, gehen die Linien in

fctirseste Linien über und werden dann allerdings nnendlioh lang,, sowohl

auf den Kegelflächen, als aueh schon in der Ebene.)

Zu bemerken ist noch, dass wir in der zu Anfang gegebenen Beweis^

ftthrung keinerlei Voranssetzung Uber die Natur der Fläcbe /'gemacht ha-

ben.**) /"braneht daher dnrebausnichtstetiggekrfImmtBU sein..

*) Man bat nämlich dann = «f also entweder r s: a» , das giebt eine ga»
Cef 9*

rede Liirfe, oder 9= , das giebt eine Linfe, deren Schnilegnngsebene senlcreellt

anf der Fläche steht. Das sind in der That die einzigen beiden Sorten von kürzesten

Linien auf einer Fläche.

**) Wenigsten« dehnt sieb jener Beweis sofort auch auf den Fall von DiScoDtt-

aidlätsn aus, wenn nan von der muscbriebenen abwiekalbaren Fläche ttberbanpt nur

9az% sckmali Zone in der Nähe der Corvo C Ja Beteacht zieht. Will msa jeden Ein-

warf beteiligen, so setze man ao Stelle des discontinnirlichen plötzlich erfolgenden

Uebergangs der Fläche einen ähnlichen continnirlieben, aber sehr schnell erfolgenden

L'cbergaog.
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Äfan erliüU z. B. für e i n j o d e s Pol j e d er durcli AutVickeluug des Strei-

fens ebonfiills die fjinie des grosston FI;ic!iniiiiilr»lts.

Durch eine einfaclio Retmcfituiifr fin-lrt man noch fulgomltn Satz:

4. A II f j e il r K o t a t i o n ^ f 1 fi r h r b o r fi h r c n (i i e i n i e n

grösste II lachenin halt» ab w cell sei nd 2 Parallelkreise,

Die Torlic^enden Sätze können als Basi^ dienen für die Untersuchang

der isoperimetrischen Probleme auf beliebigen FlÄcben, wobei die ktiriesteB

Linien die Rolle der in den entsprechenden Problemen für die Ebene vor-

kommenden Geraden, und die Linien grössten Flächeninhalts die Rolle der

Kreise Übernehmen wttrden. Um jedoch die Aufgaben dieser Art angrei-

fen sn können, bedarf man noeh einiger Torbereiteoder Sätse. Ich behalte

die Entwickelnng derselben einer späteren Arbeit ror, nnd gehe ao einem

Problem verwandter Natur Qber.

IL

1. Wenn man die 8cb aar der Ebenen betrachtet,

velche von einem beliebig begrenzten Körper ein

Segment von constantem Volnmen abeehneiden, so

werden dieselben von der von ihnen nmhttllten krnm*
Dien FlAche in den Schwerpunkten der ans ihnen
durch die Begrenißnng des Körpers ansgesehnittenen
Figuren berührt.

Sind diese Figuren Überschlagen, wie dies 2. B. in der Regel eintreten

wird, wenn man als Begrensnng de« Körpers eine algebraische Flüche be-

trachtet, so hängt die Bestimmung des Schwerpunktes davon ab, wie man

den Inhalt der gleichfalls Qberschlagenen abgeschnittenen Banmfignr defi-

nirt. Man kann sich dabei entweder auf ein bestimmtes Stfick der ganzen

Kaumfi;;ni beschränken und dies constant setzen, oder einzelne der Theile

positiv, aiidcjo negativ y.;iIil(Mi , der Satz bleibt stets richtig, vorauägei»et^set

dass mau die Schwerpmiktsbcstimmung danach einrichtet.

Man beweiht diesen Satz-*" ) IcMclit in folgeiirler Weise. Man lasse die

ICbcno, welche das constaute Ötiick absrbneiilet, in eine unendlich nahe

Ijn'^e fiberjjehea , ohne dass sich der Inhalt des Segmentes Ändert. Dies

geschieht offenbar, wenn man die Ebene um eine in ihr selbst liegende und

durch den Schwerpunkt der Schnittfigur gehende (Jerade unendlich wenig

drrlit. Denn dann ist die Veränderung des Volumens des abgeschnittenen

Stiickcs nm eine unendlich kleine Grösse 2. Ordnung vorscbieden von dem

Volumen des Stückes eines Rotationskörpers, welchen das als unverändert

gedachte Polygon bei dieser Rotation ersengen würde. Der Inhalt eines

solchen Stückes Rotationskörpers ist aber , da die Rotationsaxe durch den

Schwerpunkt geht, nach dem GuldinVhen Satze =0. Also wird eine

*) I( h entdecke nnrhträplicli, Hjiss sii h dorsellic bereits in einer S t e i n e r'»cb«o

Abhaudluug iiiidul. Em licw*:ia int dort nicht gegebcu.
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j«d« Bbene von einer ihr ntietidltcls nahen , welche ein ebenso ^roneee Seg-

ment absebneidet, in einer dnrch den Sebwerpankt der Sehnittfignr geben-

den Geraden geaebnitten. Nimmt man ringe bemm alle unendlich nahen

Ebenen, welche ein conetantes Segment abscbneiden, ee erbHU man als Ro>

tationsaxea sKmmtlicbe dnrch den Schwerpunkt der Schnittfigor gehende

Geraden. Nnn ist aber der Berflbmngspnnkt einer Ebene mit einer von

ihr nmbllllten FIkcbe derjenige Pnnkt, in welchem sie von sKmmtlicben nn-

eidlich nahen Ebenen der Schaar geschnitten wird. Also ist hiermit jener

Sati bewiesen.

AU Beispiele können dienen:

Wenn man von einer Fläche 2. Grades dnrch eine Ebene ein constan-

tes Segment abschneidet^ so umhüllt diose Ebene eine nene FlScIie (2. Gra-

de»), welche die Ehenen der nmhiilicudcu Schaar in Ueu iklittelpunkteu der

entstehenden Kegelsclniiitf bpiuhrt.

Spricht man diesen Sjitz für die Pihene ans nnd ISast die Curve 2. Gra-

des in 2 Gerade zerfallcu, so kommt man auf einen bekanoteo iSaUc über die

Asymptoten der Hyperbel.

2. Wenn man « II e E b e n e n a u fsnch t , welche von
einer beliebigen (auch nnstetij? gokrliinniten) Fläche A
ein F 1 ä c h e n s t ü c k (

(
' a I o 1 1 e ) von c o n s t a n t e ni l^' 1 fi c h e n -

i n h a 1 1 a b s c h n e i d e n , .so umhüllen dieselben eine ge-

wisse Flu che B. Jede Ebene der Hchaar wird von der

Fläche B berührt in dem Schwerpunkte der unendlich
schmalen Zone, welche auf der Flüche A zwischender
betrachteten Ebene nnd einer ihr nnendlleh nahen pa*
rallelen Ebene liegt.

Statt den Schwerpunkt dieser Zone zu nehmen, kann man auch den

Sebwerpankt des Umfanges der ansgescbnittenen Fignr nehmen, indem man

Torher an die einzelnen Punkte deätielbcn MaKäcn setxt, welche -r— pro-
* mu

portional sind, wo <r der Neigungswinkel dei FIMche gegen dieEbene in dem
betreffenden Punkte ist.

3. Wenn man alle Ebenen aufsucht, welche aus

einer beliebigen FlSehe eine ebeneFignr von eonstan-

tem FllcbeainbaU auaaebneiden, so gilt der Torige
Lehrsata mit der VerUnderung, dass man statt der auf

der gegebenen Flftebe liegenden unendlich schmalen
Zone dia Protection derselben auf die betrachtete

Ebene nehmen mnss.

Statt den Schwerpunkt dieser Projeetion au nehmen, kann man auch

den Schwerpunkt des Umfanges der ausgeschnittenen f^gnr nehmen, indem

ntn an die einaelnen Punkte desselben Massen setzt , welche ce/ a propor-

tional sind.
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Der Beweis fRr die Sfttse 2) und 8) kann ähnlieli geführt werden , wie

der für I). Es ist in beiden FftUen nicht schwer sn seigen, deis hei einer

nnendlieh kleinen Drehung um den Schwerpunkt das betreffende 8tflek

constant bleibt. Durch Gombination tou 2) und 3} erhMlt man den für das

Folgende wesentlichen Sats:

4. Wenn man alle Ebenen aufsnchti welche Ten
einem durch eine beliebige FlXche A begrensten Kör-
per ein Stack so abschneiden, dass die Gesammtober-
flScho des ttbrig bleibenden Körpers constant ist, so

umhüllen dieselben eine gewisse FlXche B. Die

Pläche B berührt eine Ebene der Schaar in dem
Schwerpunkte c i u e s F 1 ii c h p n r i n g e s , d e r s i c h zusam-
mensetzt aus eine runendlich schmalen Zone, die auf

der Fläche A zwischen der betrachteten Ebene und
einer ihr unendlich nahen parallelen Ebene liegt, und

der Projection dieser Zone auf die betrachtete Ebene.
AnStelledieses Schwerpunktes kann man aucli setzen
denSchwerpunktdesUmfangesderSchnittfigurjWenn
man an die einzelnen Funkte desselben Massen setzt,

die proportional sind co^~ , wo er der Neigungswinkel

der Fläche gegen die Ebene in dem betreffenden
Punkte ist, und zwar so gemessen, dass dieHalbi-
rungsli nie desselben in das Innere des ttbrig bleiben-

den Körpers fällt.

Die 4 anfgestellten Sütze lassen sich gemeinschaftlich so aussprechen:

5. Man gehe Yon einer Ebene der Schaar an einer

ihr unendlich nahen parallelen Ebene Uber, suche

den Schwerpunkt des Raum- oder FUchenstttckes, um
welches sich das constant gesetite Ranm> oder FIX'

chenstfick hierbei ftndert, dann ist dieser Punkt der-

jenige, in welchem die Ebene der Schaar die umhilllte

FUche berührt.

Im Falle des Satzes 1) tritt hierbei die Vereinfachung ein, dass msn

Air den Schwerpunkt der unendlich dünnen Scheibe, welche swiscfaen den

beiden parallelen Ebenen liegt, unmittelbar den Schwerpunkt der Schnitt-

figur Betzen kann. In dieser Form haben wir den Sats oben aut<gci<procbeh.

Es sei hier noch bemerkt, dass die Gessmmtmasse des unendlich

schmalen Ranm- oder FIftehenstttckes offenbar proportional ist der Entfer-

nung der beiden parallelen Ebenen tou einander, und dass daher die Ver*
httltnlsse der Massen, welche man in den 4 verschiedenen, in

1) bis 4) er wii h u te n Seil w e r pn n k t en vereinigt denken kann,

unabhängig oiud vonUci i..uticruuug der beiden parallelen
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Ebenen. Wo es daher nur auf die VerhKltiiiMe der in den rerscliiede-

nen Sehwerpunltten rereinigt zu denkenden Massen ankommt, ist die Dis»

tarn der unendlich nahen parallelen Ebenen gleichgültig. Diese Bemer-

kung wird tät das Folgende wichtig sein.

Ich habe die Torhergeheniden Sfttse.nnr so weit entwickelt, als noth-

wendig erschien in der Anwendung, die ich davon machen will.

Man kann sich die Anfgabe stellen, einen Raum dnrch n Ebenen
so zu begrenzen, das» die O berfläcbe des entstehenden Poly-
eders eine gegebene Grüsao habe und sein Inhalt ein Maxi-
mum werde.*) Hierbei können einzelne der Ebenen Bedingnnget! unter-

worfen sein; die folgenden Sät'^e beziehen sich nur auf solche unter den

£benen, welclic vollkommen frei sind.

Ich nehme an, man habe ein solches Polyeder. Man lasse eine seiner

freien Kbenen so variiren, dass die Oberfläche constant bleibt, so kann dies

nach dem 4. Satze dieses Abschnittes nur su gcscliebcu, dass man die. Ebene

om den Schwerpnnkt des llnifaii::* ^ der in ihr liegenden, durch die Kanten

des Polyeders gebildeten l'igur dreht, wobei in jedem Punkte des Umfan-

ges die Hasse eöt — lieg^, wenn a den betreffenden Kantenwinkel hexeichnet.

Ist nun das Polyeder wirklich ein Maximum, so darf sich hierbei sein

Inhalt nicht indem. Der iobalt des Polyeders ändert sich aber nach Satz 1)

dann nicht, wenn die Ebene um den Schwerpunkt der Fläche der in ihr lie-

genden Figur gedreht wird. Daher erhält man als ersten Sats über die

Polyeder-Mazima

6. Bei einem Polyeder-Maximum fällt der Schwerpunkt

jeder freien Seitenfläche suaammen mit dem Sobweipunkte der

dieielbe hegremenden Saaten, wenn man an jeden Punkt einer

Xante die Hasse cot setzt, wo u der eutspreciiende Kantenwin-

k«l ist

*) Diese Anfgftbo ist vollkommen bc ^^^Immt, denn nimmt man einen festen Punkt

0 im Ranme an undjjezcichnet als j»ositiv dic-jL ni;:i' Seite einer je den Ebene, auf wel-

cher der Punkt 0 Hegt, »o kann mau den Inhalt eines Polyeders definircn als denjcni-

«;en Raum, welcher zugleich aaf der positiven Seite sämmtlicher Ebenen liegt, und als

seine Oberfläche alle diejenigen Theile Ton Ebenen, welche den so detinirten Inhalt

Tom ttbrigen Baume trennen. Ist 0 fest, sc ist hierbei jede Zweideutigkeit unmöglich.

Nach dieser Definition ändert eine neu hineokommeade Ebene Nichts «n dem Inhnlte

eine« Polyeden , wenn derselbe schon ganz enf der positiven Seite der neuen Ebene
liegt. Ebenso wenig lindert sie die Oberfläche, denn sie begegnet daiui derselben gar

nicht. Durch eine sulclio I'cscliränknng auf eine der Kcrntl'^'-uren des Polyeders ver-

meidet man die übcrscblagcncn Polyeder, welche sich für diese Art von Aufgaben

nicht eigueu.
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Hau betrachte ntm 2 beliebige freie SeitenflXeben des Polyeders und

lasse beide so vartiren, dass sie sich selbst parallel bleiben, und dassdie

OberflUche des Polyeders eonstant bleibt. Beieiebnet man dann mit die

Variation (in geometrischem Sinne) der Oberflitebe, welche durch das Va-

riiren der ersten Ebene entsteht, «ntt die entsprechende Grösse fKr die

sweite El>ene, so mnss die gpsammte Verftndernng der Oberfläche

sein.

Da das Polyeder nun einllaximnm ist, so mnss das hierbei entstehende -

Ittcrement des Inhalts ebenfalls nnll sein. Anch dieses seist sich ans t Thai-

len und ausamnen« Man hat also:

Denkt man sich jetst die beiden Ebenen von einander naabhXn*
gig Taritrend, so sind die dadnrch entstehenden Incremente der Oberfliehe

(f^ und tf^ und des Inhalts D\ und D\ nach der bei dem Satze 5) gegebenen

Aunierkuug den vorigen proportional, so dass uiau hat:

<'i _ '»i <it _ "t

oder

:

Da nun ans den obigen Belationen folgt:

dj =5— </j und />g =:—
SO erhftit man:.

Knn mnss man aber nach Sata 5) gerade ron den in dieser Oleichnng

stehenden Incrementen die Schwerpunkte nehmen. Vereinigt man also in

dem Jedesmaligen Schwerpunkte eine dem Inhalte des Inerementes, au dem
er gehört, proportionale Hasse, so sagt die lotste Gleichung Folgendes ans:

£s fällt nicht nur fflr jede freie Ebene des Po-
Ijreder-Haximnm der Sch wc rpunkt der Seitenfläche

tu

mit dem der Kanten (wo jede Kante mit col mnltipti-

eirt ist) snsammen, sondern es ist auch dasVerhällnisa

der beiden in diesen Schwerpunkten Tereinigt su den-
ken den Massen ein constantes, für jede 8 freien Ebe •

nen, das hcisst für alle freien Ebenen des Polyeders.
Anstatt dio Massen der IncremPiitc zu nehmen, kann man, da ch sich

nui um das Vcrhähniss je zweier Massen hamlt^U, für das Incroinont de«

iuhaltes die Seitenfläche des Polyeders and für das der Oberflache den Um-

fang dieser Seitenfläche, versehen mit den Coefficienten cot substituiren.

Mau zichl diiuu uus dem Vurhcigüheudeu die Folgerung:
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Wenn iiiftn von sweien jener Paukt«, m denen je ein FlXeben- und ein

Ktntenecbwerpnnkt msanmenfftllen, wiedemm den Schwerpcmkt nimmt,

ind^m mnn einmal die tos den Flächen herrOhrenden MAssen , ein zweites

MäI die von den Kanten herrührenden nnnimmt, ao fallen die beiden «o er-

iiahonon Punkte wiedernm zusammon. Da ferner auch das Verhiiltniss der

leiden iu diesem ueiien' Pnnkte vereinigt zu donkenden Massen wiederum

denselben constanten Wcrtii hat, ao kann mau in derselben Weise weiter

geben und erhält so folfij^pndeTt Snir.:

7 Nimmt man eine beliebig-e Anzahl freier Seitenflächen

eines Maxmiumpolyeders. so fällt der Schwerpunkt derselben stets

mit dem Schwerpunkte sämmtlicher jene Flächen begrensender

Kanten zusammen, wenn man jede Kante mnltipllcirt mit der

Cotangente des Halben Kantenwinkels. Bildet eine Kante die

Grenzlinie switdien sweien der Fl&ohen, so ist sie doppelt vbl

säiUen.

Dieter. Sata entspricht dem ttber die Maximnmflächen,

dass — + ^ eonstant leln mnse, wenn and ^ die Haaptkrttm-

nrnnesradien hezeichnen. In der That kann cot— als eine Art ron

Krttmmnn ^smaass des Polyeders in dem Punkte der Kante betrach-

tet werden,*") und indem diese Krümmung für hIIo Punkte der OberÜftcb^,

welche nicht den Kanten angehören, nall wird, ist der deiintrte Kanten-

Rchwerpnnkt eine Art Krümmnngssehwerpunkt der gesaramten

Oberfläche des Polyeders. Man mnss indessen da^ei nicht an das

Ganas lache KrÜmmODgsmaass denken, sondern an das von Sophie Ger-

uiain, dessen Aüsdrnek ^ + ist.

et 9f

Mafl kann eine beliebige FUehe anffaesen als die Grenae eines Poly*

eden mit «nendlich kleinen , aahean reehteekigen and nahean ebenen Sei-

teafll&ehen, dessen Kanten ans den KrOmmungslinien bestehen. Sei ABCB
ein kleines ans lauter Krflmmungslinien gebildetes Rechteck. Man nehme

innerhalb desselben und auf der FlMche einen Punkt 0 an, und flllle yon

*) Tr<'t1't;n In finom Punkte O der T*!l>pno stwp! pcrnflc TJnirn unter dem Winkel

« zusammen, und rimii tr;i;4't von () .ms auf ili iiseliK'u /sNci }_'lei( lie Stücke ÜA\u\<[OR
ft^>, und errichtet auf den (jerailen «lie ^urnlnlen .i luid /i' ;W , welche sich in jW

acimeiden
^ •o\%%AMTs:.ßM»OAtg^, UtOA constant , ao spielt AM die Bolle

eines Krümiuungsradius, welcher /// proportional ist. JJie Kriiuininug ist der rcci-

pndte Wetth daroa and daher cot proportional.
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92 lieber Maxima und MiDima geometrischer Figuren etc.

diesem aus Lothe, die wir als Kanten jenes Polyeders betrachten, und de-

ren Tiffü^ron (im Ktpiso hernni gehend) sein mögen n, h, a\ h'. Dann ist der

Inhalt der j;aiizen Figur + </) . (6 -f- ^''). a und o' sind Holmen in dein

einen Qauptkriimmungakreise mit dem £adias q^. Daraus folgt, dass der

<i'

Winkel, den a and a bei O macben, gleich ist n ——. Nabesa eboMO

ipross sind aber die Winke], welchen die in den Kanten b and b' Basamniea>

atossenden Polyederfläcben mit einander machen.

Soll also das Polyeder ein Maximum sein , so müssen auf den Kanten

b und 6' in jedem Punkte Massen augebraciit werden, welche proportional

%
2 o

aind eoi— , and da a and a' sehr klein «ind, so kann man hierfilr
3

a A- a
setsea Da nnn die beideb Kanten die LUngen b oad b' haben, so

liegt anf ihnen beiden die Gesammtmasse
^^"^^

)
(^"i*^ )

^ Oana ebenso

ündet man, dass auf den Kanten a und a im Ganzen die Masse liegt

Da femer das ganse Reehteck ABCD änendlieh klein ist, so kann man
diese Hasse gleichmSssig daraufvertheÜen. Denn wenn naehher die Punkte

D an die Stelle Ton 0 treten, so wird gerade die ganze FlSeho dop-

pelt bedeckt. Dann liegt also auf dem ganzen Rechteck ABCD die AIa&«e

Da der Inhalt des Kechtecks gleich (ä -|~ (^') ~h b ) i^^ so liegt also auf der

Flächeneinheit der MaximamflSche eine Masse die proportional ist — +
und der Satz 7) sagt nun aus, dass der Schwerpunkt eines beliebi-

gen freien Theilsder Fläche zusainmenfiillt mit dem Schwer-
punkte desselben Theilos, wenn man in jedem Punkte auf der

Flächeneinheit die Hasse «f"^ Aohringt. Oder: Der Schwer-

punkt eines beliebigen freien T heiles der Fläche fällt zusam-
men mitdemKrUmmungsKchwerpunkte desselben T heiles. £in

solches Zusammenfallen der beiden Schwerpunkte fUr jeden boliebtgen

freien Fläehentheil ist aber anr dann mSglieh, wenn + constant

ist.

Diese letate Entwickelung (ttber die Haximumflächen) macht übrigens

keinen Anspruch auf Strenge. Ich wollte die Weitläufigkeit ermeiden.
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welche von einem strengonGrenzübergang unzertrennlit Ii i,-t, und nur dieAehll»

lichkoit jenes Kauteubchwcipunktes mit dem K ruiii:uungs*5cliwerpnnkte der

Fläcbtin nachwei.sen. Fernei^ scheint mir der Unistniid, dass aus jenem

Satze 7) sich die clinrakti-ristische Eigenschaft der MaxiiiiuiuHiu licn ableiten

läbst, dafür zu sprechen, dasb der Satz?) schon .säiii m tl i e iie nolh-

wendtgü Bedingungen der P o ly e d e rM a x i rn a enthiilt, d. b.

sainmtliche, welche analytisc h durch da« Verschwinden der

ersten VariatioD gegeben werden.

Berlin, im Juni 180&.

vn.

Imaginäre Arbeit, eine Wirkung der Centrifugal- und
Oyralkraft.

Voa

Dr. Hebmann Scheffleb,
' Herzoglich Braaiwobweig'ftcher Bauratli.

L orbemerknngen. Die Gmndprincipien der Mechanik und die un-

mittelbar daraus hervorgehenden Ke«uUate sind zwar grot^sentbeils auf-

gcklUrt und sum Bewaastsein des grossen Publicuros gekommen, so dass

jeder einigermaassen wissenschaftlich Gebildete in den meisten der häufig

orkonineuden einfachen firscheinnogen sofort die mechanischen Gründe

erkennt, nnd von den Grandgesetsen behnf Lösung praktischer Aufgaben

einen leichten nnd sichern Gebrauch maeht; allein dessen nngeaehtet giebt

es noch mechanische Gosetse, welche im hSehsten Grade einfach sind nnd

in den tigliehsten Brseheinungen auftreten , ohne docheingehöriger
Verstttndniss gefunden an haben. Jedermann kennt das Paral-
lellogramm der Krllfte nnd der Gesehwindigkeiten und weiss

dasselbe saehgemSss ansnwenden; es waltet kein Zweifel ttber dessen Be-

deutung ob. Wird einem KSrper eine gewisse Geschwindigkeit in einer

Itestitumten Bichtung ertheilt, so nimmt er, indem er der resuHircnden Mit-

^ichtuDg folgt, beide Ge^ckwiadigkeiten in dou betreffenden Biehtuugen
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sagleieh ea. Die eine Geschwindigkeit bebt nko die andere nicht auf,

ändert aie Überhanpt nicht » sondern verbindet sieh mit ihr. Ebento

kennt wohl liancher das Princtp der Erjialtnng der lebendigen

Krftfte nnd weiss demsnfolge, dass ein System Ton bewegten Massen, auf

welches sieh keine neue Arbeit entwickelt, fortwiihreod dieselbe le«

beiidige Kraft behXlt, dass sich aber die lebendige Kraft eines Systems,

auf welches äicli im Laufe der Zeit eine Arbeit entwickelt, nothwcndig

ändert. Wird also ein geworicnor Kürp<;r der Schwere überlas».scn, so

verändert sich vermöge der Entwicklung der Arhoit dieser

Schwere seine leliendigo Kraft. Derselbe nimmt mithin iiuan.s^esetzt eine

andere Geschwindigkeit an
;
vermöge des ParaUeIoj;r;i nnnes der Ge-

schwindigkeiten hehiilt dieser Ivürper aber in der ursprim^liclien Wurf-

richtung fortwührend die constante Wurf^j^esclnvindigkeit hei und es setzt

sich mit dieser die aus der Wirkung' der 8cliwere hervorgehende be-

schleunigte Geschwindigkeit in verticaler Bichtnng »ttsauinien,sii dass

der Körper eine Curve durchlauft.

Solche Thatsachen sind hinreichend klar; dasselbe Usst sieh jedoch

von manchen ganz gewöhnlichen Erscheinungen nicht sagen« Schon die

Centri fugalkraft in ihrem einfachsten Auftreten hat etwas nnaufgeklSr*

tes BAthselhaftes an sich. Es giebt kein Lehrbuch der Mechanik , in wel«

chem nicht von der Arbeit gesprochen wärde, welche die Centrifngalkraft

(von Anderen Centripetalkraft genannt) anf den im Kreise rotirenden Kdr*

per entwickelt, indem sie ihn de m Mittelpunkte des Kreises nft-

hert. Auch die Mechanik des Himmels kennt nnr diese Yorsiellnng nnd

deilncirt sehr bestimmt die ans der Ansiehung des Centraikörpers, a. B. der

Erde, dieser wahren CeutrirugMlkraft des Mondes, hervorgebende Arbeit,

welche dem Monde eine Fallgeschwindigkeit gegen die Erde ver-

leiht. Wie gebt es nun zu, dass, wenn auf einen im Kreise rotirenden

Kürper durch die (Zentrifugalkraft fortwährend Arbeit entwickelt wird,

seine G c ;> c h w i n d i g k e i t , also j>eine 1 e b c n d ige Kr a 1 1 , c o iis t au t blei- .

bcii kauu, da doch der voiiuu betrachtete geworfene Körper unter einer

solclien t'ortw niii enden Entwicklung von Arbeit unablässig seine Ge-

ht Ii vsiadi^keit verändert? Wo bleibt die Arbeit der Centritii;;alkraft, da

doch nach Gl uudaubchauun- ij der Mechanik keine Arbeit verych win-

den, Hucli nnr Arbeit durch Arbeit oder durch eine äijuivalento le-

bendige K ratt V e r ü i c h t et werden kann, oder jede Arbeitseutwicklung

•ein bestimmtes Quantum lebendiger Kraft zur Erscheinj^ng bringen muss?

Noch viel unsicherer, ja sogar widerHprechend und zum Theil gana irr»

thümlich sind die herrsclir-ii Icn Ansichten über die Erscheinungen, welche

der Kreisel, das rolle n I ( liad, das aus gesogenen Gescb ützen

geworfene Q esc ho SS darbietet.. Hier, kann man sagen, bört fttr das

grosse Publicum jede Erkennlniss auf und es beginnt ein Gebiet des Wen*

derbaren.
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Wiwnin ein sebief stehender Kreitel nicht filit, warum ein rotirender

Bing sieh Krilften, welehe seine Botationsaxe an drehen streben, mit nam •

hafter Kraft widersetit, selbst wenn Drehang um seinen Seh w er-

punkt beaweekt wird, wafnm ein auf seiner untersten Spitxe tanzender

Kreisel dnrch eino gegen seinen höchsten Pankt wirkende burizontalo

Kraft selbst aof rauber UnteHlftebe leicht verschoben wird, ohuc uinire-

werfen zu werden, warum eino rotirentle Sp 5 t/Auge I trotz namhafter

Seiten- und Vei<lrchuiigskiHrte ihre Bnim mit so j^roüscr .Stuuliiit innehält

und waiuiu öie durch hinreichend ütaikc Kriitte dicter Art bo sonderbar
gegen ihre Flu;;ljahn abgelenkt wird, diuikt \ lelen riithselhnft und wird

von Manchen &ogar gel.iu!xnet» indem die Letzteren vor^'eben, der roti-

rende Körper, da er ein im Gleichgewichte befindliches System darstelle,

verhalte sich gej^cn äussere Kräfte gerade so, wie ein nicht rotireuder,
eiue Ansicht, welche auf einer schweren THusciiung beruht.

Durch den im Archive für Mathematik und Physik von Gru-
11 ( I f , I3<1. 25, abgedruckten Artikel habe ich das 8achverhältniss in Be-

ziehung aul die rotirenden Körper auf/ukl.iren gesucht. Einige Schriften

Uber die Ablenkung der 8pitzkugelu, welche mir in dieser Zeit au Gesiebt

gekommen sind, belehren mich jedoch, dass mau sich hierüber an vielen

Orten noch sehr im Dunkeln befindet. Aus diesem Grunde, und da der

erwähnte Artikel in Beziehung auf die Grundeigenschaftender Erscheinung

nicht ertfclidpfend ist, sehe ich mich veranlasst, den Gegenstand, der sowohl

ia theoretbeher, wie in praktiseher Hinsicht von besonderer Bedeutung Ist,

hier etwas aosftihrlieher an erörtern.

Diese Erörterung erstreckt sich auf ein Gebiet der Mechanik, welches

einen gaua bestimmten Charakter tritgt, nllmlich auf die Ooncurrens von

todten Kräften (welche keine Arbeit Terrichten) mit Arbeitsgrdssen
oder lebendigenKrä fte n. Auf den ersten Blick erscheint es gewagt,

von einer Zusammenwirkung oder Zusammensetanng todter mit lebendigen

Kräften an reden, da beide nngleicbartigeDinge sind. Die todte Kraft

ist ein ruhender Druek, die lebendige Kraft oder Arbeit dagegen ist der

Effect, welcher dnrch die Wirkung einer Kraft ttb6r einen gewissen

Weg entsteht, welcher also nothwen4ig Bewegung voraussetst und dem^
aafolge dnrch ein Produkt ans einer Kraft in einen Weg dargestellt wird.

Hiernsch erscheint eine todte Kraft etwa wie eine Linie,' eine Arbeit da>

gegen wie eine Fliehe. Wenngleich nach ihrer Einheit völlig un-
gleichartig, so stehen doch Kraft und Arbeit ebenso wie Linie und Fläche

vermöge des Gesetaes, nach welchem sich die Letztere aus der Ersteren er«

MUgt, auch wieder iu einer gesetzlichen Beziehung zu einander. Da n/tm-

Iteh Arbeit durch die Bewegung von Kraft entsteht, so kann Kraft aiu h .üs

der Nn 1 1 p n 11 k t oder N ull w e r t h von Aiiuit, wie die Linie als ein

Kullw( ith dci l lachen, nämlich uiö eiuci' lache vou uue ii d lieh gor iu-

gur Breite angesehen wecdcu.
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Todte Kraft trXgt liiemach einen doppelten Charakter. Einmal bil-

det fite eine gani besondere, von Arbeit gani verschiedene Orttssen"

art| andererseits stellt sie eine anendlich kleine Arbeit dar, vertritt

also das Anfangsglied der Arbeitsgrösse'n. Da todte Kraft bei der

letzteren AnfTassung als ein mit den Arbeitsgrdssen völlig gleichartiger

mcchanisclier Effect erscheint , so moss dieselbe anch eine Znsam men •

BCtsnn^' liiit ArbeitsgrÖssen principiell zulassen.

Vi' n machen noch darauf anfmerksam , dass ein Stoss, welclior in un-

endlich kleiner Zeit eine cndliclio Arbeit, also in endlicher Zeit eine tmend-

lichü Arbeit entwickelt, nichts Anderes ist, als eine unendlich grosso

A r b e i t s g r () s s e , welche nur unendlich kleine Zeit thätig ist. D e in nach
verhält sich todte Kraft zu Arbeit ebenso wioArbeit zu Stoss,

und es ist klar, dass auch der Stoss als eine mit Arbeit gleichartige Grösse

aufgefasst und mit Arbeitsgrössen zusammengesetzt werden kann.

Die^e Zusnmmenwirkung todter Kr.-ifte mit lebendigen Krnften
erzeugt ebenso cigenthümliche P^rscheinungeu, wie die Zusauunenwirkuiig

von ötös sen mit lebendigen Kräften. Die letzteren Erscheinungen

sind schon besser studirt als die ersteren; wir werden daher besonders die*

sen unsere Aufmerksamkeit zuwenden.

Centrifugalkraft.

3. JDai Waseii der Centrifagalkraft. Die Oentrifngalkraft oder

Fliehkraft, worunter wir die in der Richtung des KrUmmungsradins wir-

kende Kraft, welche auch wohl Centripetalkraft genannt wird, nicht aber

die Tangentialkraft, welche Letstere bei gleichförmiger Geschwindig-

keit des rotirenden Körpers fiberhaapt nicht ezistirt, verstehen, wird

gewöhnlich folgendermaassen nachgewiesen.

Wenn sich ein Körper vom Gewichte w vom Pankte

A ans (Fig. 1} mit der Geschwindigkeit 9 in dem Kreise

AE vom Badans r fortbewegt, so wttrde derselbe, wenn er

nicht durch den Druck der starren Curve AE oder eines

in C befestigten Fadens lu der Kreisbahn genöthigt wllre,

sich in einer gegebenen Zeit Iftngs der Tangente von A
Fig. 1 . nach E bewegen. Vermöge der aufihn wirkenden G e n tr i *

fugalkraft*/* weicht der Körper von der geraden Linie

ab. Bald wird gesngt, die Abweichung liege in der vou B nach dem

KrUmmnngsmUtelpunkte C gezogenen Linie BC, welche mit j4B einen

spitzen Winkel ABC bildet, der Jvürper komme also nach Aj bald

heisst es, die Abwcicliung erfolge normal zu AB, der Korper ge-

lange also nach F. Beide Annalitnen führen zAvar bei unemiiii hiT V erklei-

nerung des Weges AB zu dems(dben Ivesultate, sie btullen jedoch in mathe-

matischem K^inae die Sache nicht genau darj denn im ersteren Falle würde
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AE<C A B sein, die Opfchwincligkoit dos Körpers würde sich also verniin-

drrii; im Intztornn Falle dnu:;n;j^en würde Af^AB Be'm^ seine Geschwindig«

keit würde sich also vermehren, was Beides nicht der Fall ist. Sacbge-

mässer ist es, indem man vom Polygone zur Uunre

ttbergebt, nach Fig. 2 vorzustellen, das«, wenn der
» A ^

Körper in der Seite Ä A bei A anlangt, er ohne ^^-^^T-^^^k

fremden Einfluss sich in der Riebtang AAB nach

B am das Stück AC==: A' A bewegen würde. Da
er nun genöthigt vird , sich in der Seite AE nacb gt

E zu bewegen f so weicht er von B nach E in der Fig. 2*

Ricbtnng BE ab. Diese Richtung BE stebt nor-

mal anf der Halbirnngslinie AG dee Winkele BAE, ist also parallel der von

A nacb dem MIttelpankte des Polygons gesogenen Linie A C. Jetst ist

BAE ein gleicbschenkliges Dreieck ofler AEss AB und dieGesehwin-
digkeit des Körpers fttidert sieb nicht« Diese Constanz der Ge-

sebwindigkeit oder der lebendigen Kraft des Körpers entspringt daraus,

dawdie Centriftigalkraft unter einem wenig spitzen Winkel ABE gegen

die Bewegnngsricbtnng wirkt und demgemltss von der lebendigen Kraft des

Körpers gerade so Tiel yernicbtet, als sie dureb ibre eigene Wirkung Ifings

des Weges BE ersengt.

Bei genügsamer Verkleinerung des Weges AB kommen alle drei Con-

stmctionen auf Eins heraus nnd der Werth der Centrifogalkraft/bestimmt

sieb durch dieselbe Rechnung. Ist nArolich tt die Geschwindigkeit, welche

der Körper durch die Wirkung dieser Kraft Iftngs der Linie BE in dem
Augenblicke erlangt, wo er von B in dem Punkte E ankommti und bezeich-

net man die LAnge A B mit a und die LHngo BE mit A, auch die Geschwin-

digkeit, welche die Schwere in der Zeiteinheit ertheilt, mit ^jr, so ist die Ar-

beit der Centrifu^alkraft auf dem Wege B E
w tü

^
bf^ — u\ also /=5 — —

.

Ist f die Zeit, während welcher der Körper von A bis E gelangt, während

v.(lcli('r derselbe also bei geradliniger Bewegung von A nach B gelangen

würde and während welcher die Centrifugalkraft / durch den Weg

wirkt, s4 hat mmaAB sis a ss BE 5=3 6= --.I, also uss2v—. Daend-
2 «

lieh 6 : 0 S3 a : 2r, also — =s 2r ist, so ergiebt sich

IT

Darch diese Ableitung finden wir den Werth der Centrifugnlkraft /*. Die

Arbeit//*, welche diese Kraft in der Zeit t vcrricbtet, ist, weil man

6= - SS— bat, bf~ r- -i ^.
2r 2r • ' 2g f*

Muehrlfl f. Miith«m«lik «. Phynilu XI, t. 7
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98 ImaginäreArbeitydiDeWirkungderCentrifugal- 11. Gyralkraft.

Diese ganze Rechnung hat mir Giltigkeit für einen uueuillich kleinen

Zt'itranni, al-io nur, indem man dl i'm i .s« t/t. Der Wertli / tlcr Centn-

iu^alkiait iijt Li»nvi>u ;j;an/< n n a h h » n i , di« Arbeit aber, welche tlif^e

Kiatt In tier unen«11icli klrincn Z«'it (/ / vci rit-iitct. al«o da» Kieme ut dt«*

«er Arbeit, wird, wenu mau die Arbeit mit U bezeichnet,

'ig >•*

Für eine end liebe Zeit T ergiebt »icb fttr diese Arbeit der Werth

^ ' J ig 9* J tg
0 ü

Die Arbeit der Centrifugalkraft ist hiernach selbst in endlicher Zeit, da

sie als das Product einer endlichen Grötise in dan Zeiteloincnt dt ersclieint,

unendlich klein. Da alle diese Formeln erst dann volle Giltigkeit er-

langen, wenn das Zritelcment dl= (i wird, so folgt sogar ganz unzweifni*

haft, dass die Arbeit der Centrifugalkraft in jeder Zeit Ton-

kommeu nnll ist, oder dass diese Kraft ttberhanpt keine Ar-

beit Terricbtet.

Wir sehen «Iho, die Centrifugalkraft beeinflnsst den sieb bewegendes

Körper, obneArbeitsu terrichten; sie manifest!rt nur eineTendens

sur Arbeit, sie ersebeint einerseits als todte Kraft und andererseits in

ihrer Verbindung mit der lebendigen Kraft des Körpers aU eine nn end-

lich kleine lebendige Kraft.

Dass man dio Gesetze einer Kraft, welche effectiv keine Arboit ver-

richtet, (loci) aus einer Darstellung ableitet, in welcher die Verrichtung von

Ariu'it den mitli wrnclig<Mi Ansj^au^^pnnkt bildet, mag auf den ersten Blick

befremden, ei läutert -sich aber ebenso w ie so vielo (Jcsptze, welclie mau ver-

raittelht der 1 >ilVcrentiaIrechnung aus der Ver-lciLliung unendlich kleiner

Grössen, niimiuli ans der Betrachtung der Erscheinung in ihrer stetigen

Entwicklung vollkommen sicher tindet. Die Arbeit der Centrifugal-

kraft in unendlich kleiner Zeit di ist nicht eine uoendlich kleine Grösse

erster Ordnung, sondern eine solche zweiter Ordhung, also immer an-

endlich viel mal kleiner, als ein Product in dl. Diese Eigenschaft hat snr

Folge, dass die Centrifugalkraft nur als todte Kraft mit der Tendeoi
znr Arbeit besteht, also gar keine wirkliche Arbeit berForbringt, da«

aber dessen ungeachtet diese Tendena aar Arbeit oder der Werth der

Centrifugalkraft als todte Kraft ans den Gesetzen der Bewegung in an-

endlich kleinen Zeiträumen abstrabirt werden kann*

Was dieBicbtnng der Centrifugalkraft gegen die Bewegnngf-
ricbtnng des rotirenden Körpers betri0t, so kann man, da eine wirkliche

Arbeit, also eine Bewegung des Angriffspunktes dieser Kraft parallel

zu ihrer Wirkungsrichtung durchaus nicht vorkommt, nur sagen, die
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Von Dr. Hermann Sciiefplkr. 99

Centjrifngalkraft stehe im nrntbetnatischen Sinne normal auf der Be-
we^nn^srichtnngdes davon affieirten Körpers.

Worin besteht nun dieW i r k n ng der Centrirngalkraft ? Lediglich in
der Abi «nknng des in tangentialer Richtong fortstrebenden Körpers von
seliger Bahn« ohne irgend eine Aendernng seiner Geschwindigkeit oder sei-

ner lebendigen Kraft. *

Wir erkennen hieraus, ilass, um einen mit der GeschwinfH^keit v sich

bevegenden Körper aus seiner Richtung abzulenken, Kraft trfordorlich

ist, und dass diese Kraft n o t rn u 1 zur B c w e g u n «7 s 1 i c Ii t u n g des Körpers
wirken muss, also die bekannte Oc atrifugalkraft /* i.>t

WitliKMid man nach dt r fj:Pwohnlichen Auffassung die Centrifugal*
kraft /als Ki-c bnibs dor Kre isbe wegung entstehen sieht, erscheint uns
jetzt die Kreisbewegung als das Ergebniss der Einwirkung der normal
auf die Bahn eines Körpers wirkenden Kraft f.

Bezeichnet man in Fig; 3 den Winkel DBB'
= ^C^, um welchen der Körper-4 in der Zeit / von

leiaer ursprünglichen Kichtung abgelenkt wird, mit

a, %Q hx AÄ^ vi^ ar, Hierans ergiebt sich, da
Usch der Formel für (

w s"

r w 9

und die Ablenkung in der Zeiteinheit betragt

9 r
•fi ^ —

. —

•

Fig. 3.

w

Die Ablenkung ß, welche ein Körper durch die normal zu seiner Bahn wir-
kende Kraft f erleidet, steht also mit dieser Kraft /" i n direc te m, mit
der Geschwind iirk ei t t? in indirectew und mit der Zeit / der
Einwirkung indirecteiu Verhältnisse. Der Körper beschreibt da-

bei eine Kreislinie vom Radius — Hieraus folgt, dass, weiiu um einen

Körper von gegebener Geschwindigkeit t> die

halbe Kraft doppolt so lange oder die dop-

P<^Ue Kraft halb so lange wirkt, er dieselbe

Ablenkung erleidet (ohne jedoch dieselbe

K r e i 8 1 i n i e SU durchlaufen). Es entspricht

dies dem Uebergaoge ans der Richtung J B
in die Richtung Bjf durch irgend einen der
M beiden Linien tangenten Kreisbögen AJ^
•der A^a; oder (Fig. 4).
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100 ImaginäreArbeit^eine WirkungderOentrifugal- n, Gyralkraft*

Ist die Zeit /, während welcher die Kraft f wirkt, unendli Ii IJoin ==i//,

so ist aucli der Ablenkungswinkel unendlich klein ~ da und uiaa hat

tV V

Ist nun die Kraft f mit der Zeit t variabel, so wird die Ablenkung io

der Zeit /

Der K(irper beschreibt akdann eine CurTe, dessen Krümmungs-
halbmcsscr in dem Augenblicke, wo die normal auf der Bahn wir-

kende Ablenkttngskraft den Werth f hat, durch i

7
dargestellt ist.

Um den Körper in der Zeit t um den Winkel er von Beiner Bewegungs-

riehtang abaulenken , ist nach Vorstehendem eine normal au dteeer Be»

wegnngsrichtang wirkende Kraft f von dem Betrage

nr »
/= er

erforderlich. Um aUo in nnendlich kleiner Zeit dt die nnendlieb kleine

Ablenkung du an ersengen, bedarf es der Kraft

9 .rf'

Setst man , wie vorbin , die Ablenknng pro Zeiteinheit= «, , so daw

tt= «gl uod tfa SS 0| <f/ ist, so ergiebt sich der beachteuswertbe Ausdruck

9
^

Derselbe lehrt die Kormalkraft / kennen, welche fähi%

ist, den Körper vomGewicbte w und von der Geschwindigkeit
v in jeder Zeiteinheit um die Winke lg rösse aus seiner Bahn>
richtung absulenken.

Wir bemerken noch, dass, wenn «in Körper von einer constanteo

Fortschrittskraft/*' und zugleich von einer normal gegen seine Be>

weguugsiichtung wiikonden c ons t a n t e n C c n t r i fu g a 1 k r a J t f gntripben

wird, er gleichzeitig beschlounigt und abgelenkt wird, uud der-

gestalt, dass er eine log arit h m isc he Spiral e beschreibt. . Denn ver-

möge der constanten Fortscbrittskraftf ist seine Geschwindigkeit ^^^^ ^

und die Länge des von ihm in der Zeit t zurückgelegten Curvenbogeus

f SS— /'= — v\ so dass man aneh « f hat. Da nun nach Obi-
2w 2gf w

gern der Krümmungshalbmesser r den Werth besitzt, so besteht
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Von Dr. Heumann ScHEFPLEU. 101

sviscfaen dieaem Krttmniangabalbin^Mer und dem Correnbogen die interet-

Mille Beuehnng

Dieie Besiebuog entspricbt einer logarithmiscben Spirale

3k Tmagiwir» Arbeit Man kann die Tbiltigkete, welcbe eine Kraft f
entwickelt, indem aie auf einen normal sn ihrer Bicbtnng sich be-

wegenden Pnnkt wirkt, die imaglnllre Arbeit dieser Kraft nennen,

wogegen die Thltigkeit, welche eine Kraft entwickelt, indem sich ihr An-

griffspankt in ihrer Richtang bewogt, eine reelle Arbeit ist.

Nimmt man als Maass der imnginnron Arbeit das Product aus f in den

Weg, welchen ihr Angriffspunkt uuiuial zu ihrer Richtung beschreibt, und

b^Rcichnet dieaie Arbeit mit /, so liat man bei constniiter Kraft wenn a

der Wfg des Angriffspunktes ist, /= af - vtf und bei variabler Kraft

Jf^^* In beiden Fällen ist die Ablenkung o, welche durch die ima-

ginire Arbeit / hervorgebracht wird,

«=i L
w r

Die lebendige Kraft des mit der Oeschwindigkeit v sich bewegenden

Kiirpers ist bezeichnet man dieselbe mit so ergiebt sich

I

Der Ablenkungswinkel stellt also das VerhXltniss der

imaginiren Arbeit der Oentrifngalkraft an der lebendigen

Kraft des bewegten Körpers dar, oder es erhält sich in

Hg. 9 der Radius CA der Kreisbahn so dem Bogen AA' ^ welchen der Kör-

per A in einer gewissen Zeit durchlllnft, wie die lebendige Kraft des Kör*

pers zu der in dieser Zeit entwickelten imaginären Arbeit

der Hul' Jen Körper au^ohraehten Kraft.

Für eine unendlich kleine Ablenkung kann man

a^tanga, also I =i L longa setzen. Es verhält sich

tUdann in Ficr- 5 AB zu AC wie / zu L.

flacht man jetzt ßJ) normal auf CB, so verhält sich

DA: AB^Aß: AC— T: L.
*

Misst man also in der ]'iw < irnngsrichtung AP «los Körpers eine Lant;«

AB ab, welche dessen Ichendige Kraff L darstellt und nimmt normal darauf

AD gleich einer unendlich kleiuon imaginären Arbeit der Oentri-

fngalkraft, so erscheint die wirkliche Bewegung, welche der

Körper durch die Einwirkung Jener imaginären Arbeit an-
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1 02 Imaginäre Arbeit, eine VV'irkung der Centrifugal- u. Gyralkraft.

nimmt, in der T{iclitTingi>/?odor4n dorliichtung der Tnngontr

an Ä als die Kesultantc der ZusammenaeixaD^ der beiden

rechtwinkligen Kräfte i und L,

Wird der Körper A eogser Ton Centrifagalkräfteti ^ d. h. tod KrUfWo,

-welche normal sa fleiner Balm wirken, von anderen angegriffen, welche

parallel an seiner Bahn wiricen, aleo reelle Arbeit errichten, flo wird die

Geschwindigkeit ovarlabel. Die obige Orondbeziehnng wiflcben f und

r bleibt alsdann besteben, die Ablenkung wird

IV J V

die iinnginare Arlirit <lor Centrifogalkraft oder überhaupt aller normal auc

Bahn wirkenden Kriiite wird

/« Jvfdt,

nnd die einfache Beztehnng awischen «, / and der lebendigen Kraft L dei

Körpers kann wegen der Verllnderlichkeit von L nicht mehr stattfinden.

Wenn der Körper A ein System von materiellen Pnnkten, also

ein ausgedehnter Körper ibt, nuf AVfklu'u keine reelle Arbeit eiitwivkplt

wird, dessen lebendige Kraft also keine Aenderung erleidet, üo werden seiue

vcrscliHuleneu l'unkto im Allgemeinen verschiedene Geschwindig-
keiten haben, und man kann die Bewegung desselben in jedem Augen-

blicke einen gleichförmigen Fortschritt seines S c h w t i p u u ktes,

ctHii'iinirt mit einer ^Hcicbförmigen Drehung um diesen S clever*

punkt ansehen. Heschreibt nun der Schwerpunkt eine krummlinige Bahn,

so bestehen zwischen der Krümmung dieser Curvc oder der Ablenkung
der Schwerpunktsbewegung und der nach dem Krilmmungsmittel*

punkte dieser Cnrve wirkenden Gesammtcentfifugalkraft die T0^

stehenden gesetzlichen Beziehungen, wobei tv das Gesainmtgpwicht des

Kdrpers und r seine Schwerpunktsgeschwindigkeit vertritt. Für die Dre*

hnng um den Schwerpunkt gelten in Beziehung au den elnaelDso

materiellenPnnkten des Körpers und deren Umlaufsgescbwtndigkeites

um den Schwerpunkt, sowie hinsichtlich der Centrifbgalkrftfte, welche aaf

jeden dieser Punkte in der Richtung nach dem Schwerpunkte wirken, eben-

falls die obigen Gesetze. Hierdurch wird die Centrifugalkraft

fttr jeden materiellen Punkt des Körpers in awei KrÜfte »er-

legt, von welchen die eine gegen den Mittelpunkt der Schwer«

punktsbewegung und die andere gegen den Schworpunktge-
richte t ist .Offenbar mlissen die ersteren Krfffte mit der vom

Mittelpunkte der Schwerpunkts bew u n - ui - ohenden Kraft

und die letzteren Kräfte müssen unter sich im Gloichge*

wiclite sein. Die Bedingung dieses Gleichgewichts führt also znr Kennt-

iiis.s licr h^j):mnnng<>n , welche zwiNchen dem Ge»i;uiinitkürper nnd dem Mit-

telpunkte öciuer ächwcrpunkti>bewcguug herrschen, sowie zur Kenntnis»
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Von Dr. Herhaiw Scbeffler. 103

der inneren Spannungen swischen den materiellen Punkten des Körpers

selbst.

Ausserdom kann niau aber nucli die abboluto B e \v<»gn n jVdps mn-

teriellon runktes mit einem Male betrachten iiiul nach rlcr Krtnniining

der Bahn und der absolnte» (i^*SL•h\^ illdigkpit ih-s bi'trott'entlen Punktes die

Grösse und iÜcbtuug derCentrifugalkraft ermitteln, welche auf diesen Punkt

wirkt

Jetzt mnss rvber die V o r ii » d c r 1 i ch ke i t , wrlebo die absolute Oe-

schwindigkcit v dieses Punktes (in Folge der entstehenden inneren
Spannungen) möglicherweise besitzen kann, gehörig berücksichtigt wer-

den, nm darans die in der Richtung der Bahn dieses Punktes wirksamen

KrMfte, welche reelle Arbeit verrichten und jene Veränderlichkeit herbei-

Akren, sn bestimmen. Alle diese Krüfte zusammengenommen müssen mit

der von anssen auf den Körper «ngebracliten (durch den Mittelpunkt der

Schwerpnnktttbahn wirkenden) Ceutrifugalkraft im Gleichgewichte sein. Da
aber die RrXfte, welche reelle Arbeit errichten oder parallel au den

Bahnen dereinzelnen Punkte wirken, für sich im Gleichgewichte sind,

indem Toransgesetat ist, daes die gesammte lebendige Kraft des Kör-

pers eonstant bleibt, also partielle Vermehrnngen daicb partielle Vermin-

demngen ausgeglichen werden, so folgt, dass anch die Ceatrifngal-

krAfte, welche nach Maassgabe der absoluten Bewegung der einsel-

nea Punkte imaginäre Arbeit errichten, für sieh (etnschliessltch der von

dem festen Mittelpunkte der Scbwerpnnktsbewegung oder von einer starren

Sclnverpunktsbahn ausgehenden Kraft) im Gleichgewichte sein

ui übsc n.

Die Formulirnng der hieraus sich ergehenden Bcziolmngen überlasse

icli iloni Lesf-r, da es mir gegenwärtig mehr nm eine .insch.iuliclie quali-

tative, als nni eine vulUtanUige quautitäti v e Analyse der hetreti'endcn

ürund^'osct/,0 zu tliun ist.

Das Wesentliche bei diesen Erscheinnng;rn ist, dass die orwiilintou

Centrifngalkräfte keine reelle, sondern nur imaginäre A r be it verricli-

ten, und demzufolge weder die GesammtgeschNvindigkeit des Korpers, noch

die Gesch w t nd igk e i ten seiner einznlnenPankte ändern, iel-

nehr lediglich Ablenkungen dieser Punkte ans ihren Bahnrich-
tnngen bewirken, dass also die etwaigen Aendernngen, welche die Ge*

Khwindigkeiten der etnselnen Punkte des Körpers erleiden, auf der reel-

len Arbeit der inneren Spannungen berohen. Hieraus ergiebt sieh,

daii, wenn die Verbindung der materiellen Punkte unter sich au einem

KSrper und mit Ausseren festen Funkten oder Linien au einem Körpersy-

tem von der Art ist, dass die Binder des Systems keine Spannungen paval*

^1 tur Bahn der etnselnen Punkte ermitteln können, die absolute Ge-
tehwindigkeit jedes materiellen Punktes notbwendig con-
Staat bleiben mnss, so dass alsdann nur CentrifbgalkrJtfte mit imagiaA-
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V

JE

Fig. 6.

reu Arbeiten auftreten können. Hieraua ergiebt sieb sofort die Erklltriiog

einiger bauptsXchtichen Ersebeinungen.
|

Angeuommen, der KSrper DEt «eleher ans iwei gleich schweren, durch

eine massenlose Stange yerbnndenen materiellen Punkten D^B besteht

(Fig 6), werde mit der Geschwindigkeit

V in der Richtung AA^ geworfen, und Von

A^ an werde sein Schwerpunkt A^ ge*

swungen, die Kreislinie A^ A^A, sn doreb»

laufen, was entweder durch den Wi-
derstand einer festen Leitbahn A^A^A^

oder durch die Spannung eines in C be-

festigten Fadens CA^ geschehen kann.

Beim Eintritte des Punktes ^ in die

Kreislinie strebt jede der beiden Massen

D und E mit gleicher Goscliwiudigkeit

V vorwärts, und dft der Imiohnltnng dicker Geschwindigkeit kein Ilindeniiss

entgegonstelit , so wii<I jede Masse einen gleieli grossen Krtis l>ylK^D.^ und

EfEfE^^ resp. um den Mittelpunkt Fund G bcsclireiben. Die Centrifugal-

kraft, welclif» auf wirkt, ist alsdann der auf /T, wirkenden der Grtisse und
Kiclitnng nach gleich 5 beide werden also durch den im gemeinschaftlichen

•Schwerpunkte iu entgegengesetzter Kichtnng wirkenden Widerstjind der

Leitbahn oder des Fadens C'./j im Gleichgewichte erhalten. Der Körper
/> A' rückt also auch in der Kreisba Im parallel mit sie Ii selbst

11 n d m i t u u V e r ä n d e r t e r G e 8 c h w i n d i g k e i t aller s e i n e r T h c i 1 e

l'ort und würde, -wenn er bei von diesem Zwange befreit

würde, ebenfalls parallel, also o h n e U ni d re h ung um seinen
ScLwerpuuktyiu der liichtung A^A^ davon eilen.

Damit der vorstehende, in seinem

Scbwerpun k t e gefessolle Körper eine

Kreisbahn nach Fig. 7 derj^estalt durch»

^jSf^ 1 T\j^' laufe, dass er sich stets nach dem Centrnin

/ Jl/ C kehrt, muss schon beim Eintritte in die

Kreisbahn die obere Masse eine dem
Verhftitnisscf von CD^ lu CE^ entspre-

chende grössere Geschwindigkeit als die

untere Hasse haben. In diesem Falle

setaen beide Hassen ihre Bewegung in

denGOncentrischenKreisbahnen von Ter*

schiedenen Radien CDi und CE^ fort Sie erseugen hierbei aller-

dings yerschiedene CentrifQgslkrftfte; da Jedoch diese Krllfte Dt^K^ im-

mer nach demselben Centrum C gerichtet sind, so werden sie durch den im

Schwerpunkte A^ wirkenden Widerstand im Gleichgewichte erhalten. Ver-

liesse dieser Körper die Kreinbaha bei A^, so wttrde zwar sein Schwerpunkt

Fig. 7.
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Von Dr. Hbrmanh Scbefflsb. m
in gerader Linie ^, davon eilen , der Körper wfirdo sich aber um
(1 i e ü e n S c Ii w e r p u n kt pl o ic Ii l ö r im i it? d r e lir n iiml hierdurch bewirken,

(l.iss jede meiner Masson fortwahrcud lIIo njimlichc absolute Gösch« iudig-

ktiit beibehiolte. Es iai klar, dass, um den iclzti ri n Bcwegun^szustand in

der Kreisbahu zu erzengen, der Körper Z>£ entwo<l(M- alü ein um sich

selbst rotironder bei aiikniiiiiit u oder vermitteist einer sclion bei C
beginnrndeu steifen Stange r/>,, an \vok her i^i und bctCbti^t j>iuü, ia

Kotation ii!n (Ion Punkt ^' vcrsot/.t aeiu itiUü8.

4. ZusammengesetztG Centrifugalkraft. Betracliton

wir jetzt einen Fall zu .s a in in c n ir c t z ter Ceutrifu-

galkraft. Der Körj)Pr (Fij^'. 8) sei vermittelst der bei-

den Fäden DA und DA an Jie beiden festen Punkte Ii und

JD geheftet und schwinge in dem Kreise, dessen Rndius CA—r
mit der Taiigeiilialge«chwindigkeit v um die Axe BD,

Fig. 8.

Die CeDtrifugalkraft , welche in der Richtung def
g r

Kadiiie wirksam ist, bildet die Resultante ^ F zweier

Oomponenten AG und AH^ welche in den Linien AB und AD liegen. Setst

maAÄBssa^ ABssb^ Winkel ^^C= « nnd ADCssß^ so werden die

heiden Componenton AG und AB^ wenn man dieselben resp. mit f* und f*
bflseiehiiet,

cos C( Cosa

Sin g b ' sinßsm {a-^ß)'

Biese heiden Krftfte f nnd erseheinen also als Theile aweier Centrifngal-

W V'
kräfte und — t % welche entstehen würden,

g a g b

wenn der Körper mit seiner Finggeschwindigkeit

resp. einen Kreis vom Badios SA=ia und DA^b
durchliefe« Diese Theile sind von den Winkeln

« und ß ahhXngig und sie werden der Einheit gleich,

wenn der Winkel BAB^ also auch « + ein

rechter wird.

Die vorstehende Betrachtung liefertden SchlUs-

ts* 1 /A\ einigen interessanten Erscheinungen. \n-

genommen, in Fig. 0 rotire der gewichtslose Kurjier

K von der .Mnsso in um die Axe D B in dem Kreiso

vuui Jw.'uiiiib DE^i^^h mit. der GcbchwinUigkeit v

vrrmittclst des in /> bcfeKtigten Fadens A'; es

Vif^rde auf diesem i\(trper e.iae Kraft IE ^= f' an-

gebracht, welche stets normal g''gon den F;\d<'n /> und gf^gen dio Bp'

des Körpers wirkte welche Bewegung wird dieser Körper anuehmeuV

Fig. 9.
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Derselbe wird aufsteigon und mit der Gescliwincli{»koit p in einem

Kroiso .iL von) liruliiis CA — r um ilir Ax^ P /> rotiren. Der K.i'lius (iiestj*

Kroisos bestiin?nt sich durch die Bedin^niiig-, dnss, wenn 'IG in dpr KKone

D A B normal auf /' A «^ezngon und gleicli f' gemacht, fern fr AH — f" go-

macbt wird, die Diagonale AF des Uber AG uad Ali entworfeneo Kecbt«

ecke« gleich f=^m— wird und normal auf der Axe BB steht Dt jetst
T

a -|- /^r-^OO^, aUo sina^ eosß ist, so mnaa man haben, wenn BA ss « ge-

•etat wird,
^

Dies gieht a ss= und

Der Faden dnrehlAnft also nnter der Einwirkung der Cenfrifngii1kr»it

f" nnd der Kraft welche beide nnr imaginftre Arbeit TerriohCen, dis

KegetflSche />^£, nnd man erkennt, d.ass die Rotationsebene SM
des Körpers Ey welcher ohne denElnfln'ss der Kraft f* den

Kreis EM durchlaufen würde, durch die auf dieser Ebene nor-

mal s te Ii e n d c K i a ft selbst in Ro tation u m d i c Axe ver«

setzt wird, nachdem sie in die Stellung einer Tangential-

ebene an der K o c l f 1 ä c h e Z n vi fg p r i c h t e t worden ist.

Denken wir uns den Körper £ der .ScImv ero unterworfen, so wird (Us

Gewicht nJV^r^ w ilm herabziehen und bewirken, dnss er in dmi Kreise

iV() vom liadius P^'— r um die verticale Axe IJ P rolirt. Der letztere

Kreis bestimmt sich, wenn man /> .V o und Winkel yj)P= a setzt, durch

die Bedingung;, (]nHs die Diagonale NR=fdea über NS=zf' nnd NT=f "=ff

beschriebenen ParaUelogrammes horisontal stehe. Man hat jetat ß^szdnnd.

demnach

f = . -T-s- /^as=—i

—

g a Suva Umga
Hieraus folgt /"= » Umga nnd

In letxterem Fall ist es also die Schwere, welche der Rotations^

ebene des schwingenden Körpers eine Drehnng nm die rerti'

caleAxe Teileiht, ohne dabei reelle Arbeit «an verrichten (ohne also

aneh die Geschwindigkeit des Körpers an veründem).

Wir bemerken noch, dass, sobald in Fig. 8 der Faden AD

normal auf steht, als jJ=i)00 wird, /'«O nnd - - wird,
g t> g r
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dass n]so daQQ Dar der ITaden CAt nicht aber der Faden BA^ Spanonog

erhält.

Würde der Winkel ß stumpf, so erhielte mnn für einen negativen

Werth, d. h. der Faden BA würde alsdann nicht mehr gespannt, sondern

eomprimirt, mttsBte also in eine ateife Stange Terwandelt werden.

Gyralkraft.

5. Ihr Sdiinuigiing. Im VorBtehenden haben wirdieAblenkong
einea KSrpere ans leiner Fortaehrittsrichtung doreh die imaginäre

•Arbeit einer Kraft betraebtet; wir geben Jetat an der wiebtigeren Unter-

tnebnng der Ablenkung der Drebnngsaxe eines rotirenden Kör-

pers über.

Znvtfrderst stellen wir uns einen Ring ABF
(Fig. 10) vom Radius r Ter, weleber mit der Gesebwin-

digkeit v um seinen Mittelpunkt C, mit welebem er

in keiner materiellen Verbindung steht, rotirt.

Einen solchen Hing nennen wir kurz einen Scliwung-

ring. Das Gewicht der L/i n g e u c i n Ii e i t des Kiu-

gos sei n». Jedes Element des llrafangos desselben,

wie A /?, wird vermöge der Centrifugalkraf t in der Kich-

tnn'i: r nach aussen getrieben; es ist aber kein rn-

dialer Faden vorhanden, welcher sich dieser Kraft widersetzen k?)nnte; die-

selbe wird mithin lediglich durch die Spannung aufgehoben^ welche sich

zwischen den Elementen des Ringes bei ^ und ^ in tangentia-

ler Richtung Hussert. Hiernach liegt die Tendenz Tor, den King su ler»

reissen. Diese swisehen den Kleraenten des Schwnngringes sich erzeu-

gende Spannung ergi' bt sich, wenn man die auf das Stück AB wirkende

Centrifngalkraft mit f und den sehr kleineil Winkel ACB mit 9 beseicbnet,

folgendermaassen.

Dae Gewicht des Stttekes AB ist tprw^ folglich die Centrifbgalkraft

/=—— —=— Diese Centrifugalkraft ist die Kesultante der bei A

uod^ tangential wirkenden Spannungen/". Demzufolge hat man f=2f sin —

und wogen der Kleinheit des Winkels (p wird /ss q>f\ Setat man hierin

flir /den Torhergehenden Werth, so ergiebt sich

r = —
9

DieTangentiftlspannnng, welche in einem Scliwunj;ringe

die Zentrifugalkraft ersetzt, ist hiernach nur von riorOe-

b c h w 1 n (1 i g k e i t y , n i c h t v o n d e in Ii a d i u s r d e s I J i n j,m' s a b Ii ä n g i g j

ein kleines Schw ungrad wird also bei gleichem Gewichte pro
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Liingeneinheit des Kranzes und bei gl c iclier Tangentialge-

schwindigkeit ebenso leiclitgefijiie 11 ;,'t, wie ein grosses.

Diese T a n i; o n t ialspa n n u n g iät nach ihrem numerischen

Werthegliich der i n der LängeoeiiiUeit des lÜDges wobncQ-
den lebendigen Kraft.

Jedes £leroent eines Schwnngringes wird also nicht

dur eil eine radial wirkende Cen tri fugal kraft /*, sondern durch
awei an seinen Enden tangential wirkende Spannkrftfte f
Von seiner Bahn abgelenkt. Da diese SpannkrMfte in der

Kichtnng der Bewegung ihrer Angriffspunkte wirken, so rer-

richten sie reelle Arbeit; allein die Arbelt der einen ist posi-

tiv und die der andern negativ; beide beben sieh also auf, und
die reelle Gesammtarbeit beider bleibt null, wie bei der
Centrifo^alkraft.

^VeuQ die Winkelgcsch windigk eit des Schwungringes = a ist, so

erbftlt man für die Tangentialspannnng den Ausdruck ^ — «"r*, so dass

also dioüo SpniinuDg bei gleicher Winkelgeschwindigkeit mit dem Quadrate

des Radius wächst.

6. Xiebeiidige FwtMluittikitft und Ubandige Brehugiknift. Ehe

wir weitergehen, heben wir hervor, dass in der Mechanik swisehen Fort-

tic UrittH- und Drehungsbewegung unterschieden wird. Jede dieser

beiden Bewegungsarten führt au eigenthttmlichen Erscheinungen und Ge-

setzen; es kann in vielfacher Beziehung iticht die eine durch die andere er-

setzt, es kann nicht die eine in die andere verwandelt werden, ohne beson-

dere Nebenwirkungen hervorzurufen; demzufolge ist die Unterscheidnng

beider in der Natur der Sache wohl begründet. Bei der lebendigen

K. r a f t eines Körpers oder der in ihm an g e h rl n ften Arbeit wird jedoch

auf die Kichtungen, in welrheu diese Kraft lebt, keine Riicksicht ge-

nommen; die Summe £mv^ für alle materiellen Theilchen von der Masse m
und Geschwindigkeit v stellt die lebendige Kraft des Körpers dar, gleich-

viel, ob die Geschwindigkeiten v gleiche oder verschiedene Richtungen ha-

ben. Für viele Zwecke ist es aber ebenso wichtig, die lebendige Fort-

schr ittskraft von der lebendigen Drehungskraft zu nnterscbeideo,

da Beide hesondere Eigenschaften haben und einander im Allgemeinen

nicht ersetzen können.

Zerlegen wir also die Bewegung jedes Theilehens eines Körpers in die

Fortschrittsbeweguug parallel nur Bewegung seines Schwerpunktes und ia

die Drehungsbewegung um diesen Schwerpunkt, so stellt die Summe der le-

bendigen Kräfte, welche die Theilchen in der Fortschrittsbewegnng haben,

die 1 eben d ig c Fort sehr itt s k r a f t des Körpers dar, wogegen die Summe
der lebendigen KriitLu, wcicitc diu Theilchen iu der Drehungsbewegung ha*
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beOf die lebendige Drehnngskraft darstellt Die Summe Beider ist

dtegeMunmie lebendige Kraft de» Körpers.

Die wesenllicbeii Unterscbiede zwischeo cKesen beiden Arten von le«

bendiger Kraft gehen aus Folgendem hervor. Vermöge der lebendigen

Fortschrittskraft ist der Körper fkbig, in der Fortecbritts-rich-

titng wiederum lebendige Fortschrittskraft sn erzeogen, oder Fort*

iehrittearbeit an entwickeln, eei es allmälig, sei es plötilieb durch

Stoss. Wegen der häufigen Ausnutzung der lettteren Eigensebaft kann

man die lebendige Fortschrittskraft auch Stosskraft nennen. Vermöge

der lebendigen Drebungskraftist der Körper f&hig, wiederum lebendig«

Drebongskraft oder Drehung»arbeit an entwickeln, und mit Bücksiobt auf
* diese gewöhnliche Ausnutanng der lebendigen Drebungskraft der Schwung-

räder kann man diese lebendige Kraft auch Schwungkraft nennen.

Wrangleieh es nnn wohl möglich ist, die lebendige Fortschritttikraft (s. B«

durch schiefen Stoss) und auch dio lobt niligc Drehungskraft theilwcise in

lebendige Fortscliritti?krart und tlicilueiae ia lebendige Drcliungskiaft zu

Terwandeln, so ist es doch unmöglich^ die lebendige Fort-

schrittskraft ausschliesslich in Drehungskraft, oder die le-

bendige Drehunfjskraft ausächli esslich in Fortsc hrittskraft

XU verwandeln; wo Ii lab er Ist es möglich, vermittelst der le-

bendigen Fortsclirittskraft eines Körpers A einen» andern

Körper Ii Fortschrittshewegung ohne alle Drehung oder ver-

mittelst der lebendigenDrehongskraft eines Körpers A einem
andern Körper j9 Drehung ohne allen Fortschritt zu ortb eilen.

Denn wenn sich die lebendige Fortschritt.skraft des Körpers A so auf den

Körper S entladet, dass die Kesiiltaute nicht durch den Sclnverpunkt des

letateren gebt, so aersplittert sich jene Kraft theils in ForUchritts- , theils

In Drehkraft (oder, falls die Drehung von B durch feste seitliche Ftthrun-

gen unmöglich gemacht wAre , wird ein Tbeil der lebendigen Fortschritts-

kraft rern lebtet); wenn jedoch die Resultante durch den Schwerpunkt

Ton B geht, empfingt der letztere Körper nur Fortschritts- und keine Dre-

hungsbewegung, nnd es kann jeder Verlust Ton lebendiger Kraft verhiitet

werden. Ebenso, wenn sich die lebendige Drehungskraft von J so auf B
entladet, dass B um eine andere, als eine durch seinen Schwerpunkt ge-

bende Axe gedreht wird, so zersplittert sich jene Kraft theÜs in Drebungs-,

tbeils In Fortschrittskraft (oder, falls der Schwerpunkt von B befestigt wKre,

wird ein Theil der lebendigen Kraft von -4 vernicbtet und der Stütz-

punkt von D empfangt einen todten Druck); wenn jedoch die Entladung

w> ^1 leitet wird, dass B um eine durcli seinen Schwerpunkt gehende Axe
rolirt, wird darin nur lebendige Drehungskraft erzeugt und es kann jeder

Verlust an lebendiger Kraft und jeder Druck auf den Schwerpunkt ver-

mieden werden.

Diese Besonderheit der Stoaskraft und der Schwuugkiaft läsät
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Totirendea Elemente des Ringes aus ihren Balnion vorbuuden ist und eine

solche Ahlenkuii:^ imrh unsoicn Uiitersuchanp:on über (Iii* Oeiitrifngalkraft

notbwenilig Kraft, wenn iiuch nirht reelle Arbeit erfordert, so leuchtet

ein, dass ein Schwungrad der Drehung oder Ablenkung seiner Axe einen

Widerstand entgegensetzt, und dass die Drehung dieses Kadcs um eine

gegebene Winkelgrösse eine bestimmte imaginäre Arbeit erfor-

dert. Dieser Widerstand und die erforderliche imaginäre Arbeit ist für

ein ruhend es Rad null oder nicht vorhanden und wächst mit der Bo-

iationsgCHchwindigkoit tj. Hierdurch spricht sich also ein entschiedener

Unterschied z wischendem Verhalten eines ruhenden und dem
-eines rntirt^ndenKörpers gegen HussereKrttfte aus, wie wir frü-

her einen Unterschied zwischen dem Verhalten eines ruhenden und eines

fortschreitenden Körpers gefonden haben. Wie der in Beziehnng auf

Fortschritt rnhende Körper, ohne Widerstand sn leisten oder ohne

Kraft sn erfordern, injedeKichtnng gelenkt werden kann, ebenso fin-

det sich der in Besiehnng anf Rotation ruhende Körper, ohne Widerstand

an leisten, geneigt, sich nm Jede Axe im Ranme an drehen. Wie aber

der fortschreitende Körper einer Ablenkung nm eine bestimmte

, Winkelgrösse einen bestimmten, d. b. Ton seiner Geschwindigkeit abbiingi-

gen nnd durch eine bestimmte imaginäre Arbeitsgrösse gemessenen Wider-

stand entgegensetst, ebenso seist der rotirende Körper einer Drebnag
seinerAxe einen bestimmten Widerstand entgegen. Hieraus ist klar,

dass der fortschreitende Körper mit einem bestimmten Grade
von Beharrliebkeit seine Bahn festhält nnd ebenso, dass der

rotirende Körper mit einem bestimmten Grade von Festigkeit

die Lage seiner Rotationsaxe Im Räume aufrecht erhftlt.

Ferner geht hierans hervor, dass, wenn auf einen bewegten Körper

neue Kräfte angebracht werden, welche die Fortschrittsrichtung, resp.

die Rotati on i3 ax e iu verändern streben, die Bewegung, welche der Kör-

per in Kolge dieser Kräfte auninnnt, nicht dieselbe sein kann, als welche

er annehmen würde, wenn er ruhte, sondern eine solche, welche aus der

Combination dieser neuen Kriilte mit den erwähnten Widerständen
oder mit der iu dem Körper lobenden Stoss- und Schwungkraft her-

vorgeht.

9. Erläuterung einiger Erscheinungen. Man findet schon in diesen

Sätzen die generelle KrlauteruTrj cinij^pr auffallenden Erscheinun<ren. Zu»

nächst erkllirl sich liieraus, >varnin ein anf der Spitze rotirender Ivrei-

sel und ein rollendes Kad nicht so leicht um fällt, wie ein ruhen-

der Kreisel und ein ruhendes Rad. Denn beim Umfallen muss Drehung

nm den nnteron Stützpunkt, also Drehung der Rotationsaxe und demzufolge

Ablenkung aller bewegten Massenthcilchen erfolgen, wozu Kraft erforder«

lieh ist, welche doch nicht vorhanden sein würde, wenn die Wirkung der

Schwere TollstAndig auf den Fall des Körpers, d* h* auf die Beschleunigung
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Mine« nm jenen Stütspnnkt sich df«benden Sehnrerpiinktes Terwatidt

würde.

Ferner ist klar, dass ein rotirender Kreisel und ein rollendos Rad
dnrch eine in seinen oberen Tunkten angebrachte, liorizontAle Kraft nicht

wie ein ruhender Körper atngeiv orfen, sondern auf seiner horisontalen

Ltufcbene erschoben oder sa einer krummlinigen Laufbahn ge-

ndtbigt wird«

Ausserdem erkennt man, dass auf geneigter Ebene ein rotirender

Kreisel oder ein rollendes liad nicht um fftllt» sondern entweder horab>
gleitet oder in einer krnmmlinigen Bahn hcrRblKuft.

Kiidiich leuchtet ein, dass ein aas einem gi zo-enen Rohr© geworfenes

Geschoss, welches vermöge der ».piralftirmigen Züge in Ko t a t i o n ver-

setzt ist, seine Bahn s i c Ii e r o r i u uö h ül t , al»o durch Wind und Lult-

widrrsland weniger ahgelcukt wird, als ein aus glallcm J<ohro govorfcues,

niclit rotirendes Geschoss.

10. Das Kippen des Schwungrades.

Wenn Aß (l'ig. 12) eine um dir Axe yvÄ

r/) rotirende materielle Kroisliuie vom \

Rndiu?« r, also ein auf der liotationsaxe C * ' ^--^ _

normal stehendes ringformigfs Element t^. 'f?, V. 'r'' \
des Schwungrades oder ein

S c h w n 11 i n g ist, so nennen wir

eine Drehung dio.ses Kinges um einen

Durchmeber // //, wobei also die liota-

tionsaxe CD eine auf AB normal ste-

hende Kreisfläche durchläuft, das Kippen des Schwungringea.

Die Ablenkung der im Kreise AGB rotirenden materiellen Punkte des

Seliwungringes von ihrer tangentialen Bewegungsj ichtung wird durch die

iu dem liinge sich äussernde und durch die Cohäsion erzeugte CentrifagaU

krnit l'cwirkt. Beim Kippen des Schwungringes werden aber jone mate«

riellen Punkte an neuen Ahlenkungen tou ihrer Hahn geniithigt; hierzu

siod also auch neue Krüfte erforderlich. Diese Krttfle sind aweierlei Art,

weil die fraglichen neuen Ablenkungen aweierlei Art sind. Betrachtet man
nnmlieh das Element L des Ringes AGB aXs ein kurzes 8tfick LF der an L
gelegten Tangente, so ist klar, dass dieses Stück, welches vor dem Kippen

des Schwungrades sich in der Richtung der Tangente TL bewegte, sieb nach

einem unendlich kleinen Zeitintervalie, wo der Schwungring die Lage AG^B
annimmt, in der Richtung der Tangente 7Z, bewegen mnss, dass dasselbe

also erstens eine Ablenkung erleidet, welche einer Rotation um die Axe
AB nm den kleinen Winkel LPLi gleiclikommt, und zweitens eine solche,

welche einer Drehung in der Ebene L TL^ um den Winkel entspricht.

Die erste dieser beiden Ablenkungen, welche fär die Elemente bei G
«nd C| am grSssten und für die Elemente bei A und B null ist, erzeugt

ZtiUclirUl r. Mathemallk a. Phy»lk. Xf, 3. %
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Gentrifugalkraft in den Hiebtangen PL normaI snm Dorebmener A

B

oder Äquivalente TangentiaUpannung in der RiogHnie AGB^ wird also

durcb die Cohäsion des ICaterials neatralisirt. Die sweite Ablenkung da-

gegen, welcbe für die Elemente bei G und null nnd für die Elemente bei

. A and B am stlrksten ist, erfordert eine auf der Ebene AGB normal
lebende Kraft, denn diese Ablenknog besweckt Abweicbnng in der

Ebene welche Mt AGB normal steht.

Die zweite Ablonkung, da sie auf der Hingebene normal steht, kann

oö'enbar nicht durcli innere Kräfte erzeugt werden; es ist hierzu nothwco-

dig eine äussere Kraft erforderlich» Da diese Kraft für die Klomente A
nnd B am stärksten ist und für die gegen G und G' Iiin liegenden immer

mehr bis sum NuIIwerthe abnimmt, da ferner die in der liingliälfte GBdt
erforderlichen Kräfte den in der Hälfte G' AG erforderlichen direet entge-

gengesetzt sind , so erkennt man, dass die Kesultante aller letzteren Ablen«

knugskräfte ein Kräftepaar ist, dessen Axe in6(r, nimlieb in

dem aufderKippaxeitfA normal stehenden Durchmesser liegt,

wie es durch die Kräfte /JV, KU dargestellt bt

.Mau uborbieht sofort, dus>s dieses Kräftepaar, da seine Axe auf der

Axe AB ^ um weiche, es Bewegung erzenjjt, normal steht, bei dieser Bewe-

gung durchaus k e in e r e e 1 1 e , sondern nur imaginäre Arbeit ver-

richtet, wie es der conslant bleibenden Rotations^eschwiudigkeit des

SchwungiaJci» auch ganz angemessen ist. In diesem Kräftepaare besteht

die (Jyralkraft iles um //// kij)penden Schw nngi iofi^es. Um dieselbe

berechnen, nelimen wir an, die Winkelgeschwindigkeit des kijij)cnden Kin-

ges um die Axe AB sei y, also Winkel = y dl. Setzen wir den Win-

kel LCP^ 1^, so ist die Ablenkung des Theilcliens L in der auf AGB nor-

mal stehenden Ebene in der Zeit <//, also der Winkel LTL^~ ycos^di^

folglich pro Zeit einheit =:yroir^. Um ein materielles Theilchen L eo
der Bogenlänge rd\\} oder vom Gewichte wrät^/ (worin w das Gewicht pro

Längeneinheit des Kinges bezeichnet), welches sich mit der Geschwindig-

keit 9= t}r bewegt, mit der Winkelgeschwindigkeit fcoatf pro Zeiteinheit

aus seiner Beweguttgsrichtnng abaulenken, ist nach unseren früheren Unter-

suchungen (No. 2) eine Kraft normal sur Linie TZ nnd cur Riagflächem
dem Betrage

wrd\\) w ,

9 9
erforderlich.

Der Abstand oder der ITebelann dieser in L wirkenden Kraft von der

Linie G G' hi CP =i r cos Das Moment dieser Kralt in Beziehung zur

w
Linie GG* ist daher — r^nveo^^ dip. Bcaeichnet man die fUr alle Tbeil*

{/

chon des halben Iii ugcs GAG' erforderliche Kraft mit ihr Moment in
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Beuebmig inr Lioie GQ' mit 4^ nnd Ihren Hebelarm von ans mit

•0 bat man

%

Daa Moment des gesuchten Krilftepaares /JV, KJi^ welches
den mit der Umfangsgeschwind igkeit v rotirenden Schwnng-
ring il^ nm den Durchmesser SU drehen vermag, nnd wel-
ches SU dem Ende Drehung um die Linie €6' inteudi reu oder
seine Axe in G CT haben musSf betrügt hiernach

Jlfs= n — ^»y.
Ü

Umgekehrt ist die Drehung des SclnMingringrs um die Linie AB. welche

t'iu Kraftopaar vom Momente de^äen Axe in GG' liegt, pro Zcitcinlieit

hervorbringt, g M

Diesps Kraftepaar verrichtet bekanntlich keine reelle sondern nur imagi-
näre Arbeit.

IL Die imaginäre Arbeit eine» Kräftepaares. Als iinaji;iii;iro Arlcit

einps KrHftcpaai OS wie IM^ A .V, (los.scu i>ieliuiigsaxe G G' ist, Iietrachten

Mir (las Prixhut der Kiäfto /'in di«-! Wc^'o, welche deren AngriH'*;punkto //

Qnd ß parallel zur I)rehungsaxo GG aurUcklew'pn. Zerlnrrt man also

dpii im UnW'an<^e des ]iin;;os penicssenen kleinen ^^'eg r dl^ welchen die auf

(Ins Tiieilchen L wirkend« Kraft f in dem Zeitolomente dt «miicklej^t, in

eine Componentc vco$tl>dl parallel zu GG' un<I vsin^dl parallel zu J so

ist fvcosxlfdt die imaginäre Arbeit der elementaren Kraft f. Die Sum«

mirung aller dieser elementaren Arbeiten gieht dasselbe Resultat, als wenn

man sofort die imaginäre Arbeit der beiden üesulUnten F aller elementaren

IS
Krifte /'nimmt. Da diese Resultanten im Ahstande as= — r vom Mittel-

punkte C in der Linie CA und CB wirken, so ist die Geschwindigkeit ihrer

Angriflfspuüktc aoruiul zu CA oder parallel zu CG' gleich — r, mithin, die

imaginSre Arbeit des gansen Kriiftepaares im Zeitelemenle «fl, wenn man
diese Arbeit pro Zeiteinheit mit / beaeichnet,

läi=i 2F.~ vdl^n- r'v'y dl — nM dt,

4 9
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woraus folgt. Die imaginftre Arbeit des Kräftepaares

im Zeitelement dt ist also gleich dem ^fninente de.sMolben,

maltipHcirt mit dem Elemente ifät der Winkelgeachwindig-
keit des Seh wuDgringes.

Bexeichaet man die lebendige KrafI des Sebwangripges mit X, setat

also

so erliSlt man

und hieraus auch

oder

9 9
'

Jdt M

/

Die IptztPiP iiiteressnnte G1»mc1iuii;j: sa<;t ans, dass tlas V e r Ii ;i 1 1 n i s

s

d e r D r e Ii u M ^ oder K i
j» ]) u u g d e s Ö c Ii w u ii ^ r i n ^ s p r o Z c 1 1 c i ii -

hoitumdieLinie AB z u r VV i n k e I g c s c Ii w i n d i g k e i t d e s S c h w u n g-

ringes gleich dorn Verhältnisse des Müiuentes des um die Axe
w irkenden Kräftepaares au der halben lebendigen Kraft

des Ringes ist.

Für eine kleine Drehung y dt, welche im Zeitelemente dt erfolgt, Umt

man ydts taug (y dt), also auch

tangiy dt)

Beachtet man nun , dass awei KrUftepaare in der Weise sasammenge-

setst werden, dass man anf ihren Azen Längen abschneidet, welche die

Momente der Kräftepaare darstellen,, und alsdann die Axenlängen wie iwei

einfache Componenten nach dem Parallelogramme der Kräfte stisammea-

setst, so ergiebt sieh ans der leisten Qieichnng folgende beachtenswertbe

Bestehnng. Wenn man anf der Normalen oder Axe des Ringee
AB die Länge CD gleich \L oder gleich der halben lebendigen
Kraft macht, also hterdarch die Axenlfinge eines im Ringe
orhandenen Kräftepaares von dem Momente \L darstellt,

alsdann in der Lin ie welche in der Ebene des Ringes auf
^ i? no r ni al steh t , d i e Läii g e rO gl e i c h r;^/ <// macht, also hier-

d u 1 c h die A x c n I ii ii g c d c ,s tl i e D r c Ii u ii g dos Ringes um d i e L i u i o

AB b e w i r k € u d e II K r U f t e ]) a a r (' s von d o in Momente i) M dt dar-
stellt, so ergiebt die D i a g o n al c ('/(" des uber6'/>und TO ent-

worfen c n K c c h t e c k e s d i e A x e n ric h tu ng und das Muui Ulli des
ans diesen beiden Krättepaaron resultirondon Kräftepaarea

Digitized by Google



Von Dr. IIkhmann Schefflee. 117

üTid (ier Winkel DCE ist gleich y dt oder bo zeich not die

stattgehabte Drehung des Ringes um die Linie AB. Errichtet

man also auf /2C cineNorinalebene^G, 27, so bezeichnet die*

selbe die Stellung derBiogfl HC he nach der Zeit dty während
CH die Stellung der Normalen des Kinges angle bt.

Mit diesem Satze ist die Groodanschauung, von welcher ich in dem

Artikel im 25. Theile od Grnnert's Archiv der Mathematik und Physik

aQ8gegnnp:en bin, auf ihre meclmnisclion Prinzipien surUckgeftthrt.

12. ¥mUg«IIMilienillg der formein. Die Torstehenden, für einen

8ehwQngring entwickelten Formeln lassen sich leicht für ein Schwung-
rad TOD heliebiger erieugender Corvo verallgemeinern. Geht man an-

nXehst von dem Schwnngringe so einer Schwnngseheibe Aber, so wird

die einseitige Kraft des Erftftepaares, welches die Gyralkraft darstellt, nach

dem eben entwickelten, auf den elementaren Ring besaglichenWerthe von

1*, wenn jetat w das Gewicht pro FIScheneinheit der Scheibe beaeichnet,

und das Moment derselben wird nach dem vorstehcuiieii ^Ycrthe von M
r

so dass der Abstand der Kraft F vom Mittelpunkte der Scheibe

ist

Verwandelt «ich jptzt <1if Scheibe in ein Seh wnn ;^r,id , de«<scn er-

2eu;,'onde Curve die Gleichunf^ r — f^-r) , so erj^iebt sich, wenn /r das

Gewicht pro Volumeinheit bezeichnet, für die Kraft f und da« Moment M

Jlf= — — n y I r* dx.
4 g

'
' J

Hiernach und nach den obigen Formeln für das Trägheitsmoment T
nnd die lebendige Kraft X des Schwungrades ist auch

oder es besteht fBr die allgemeinste Form des Schwnngradea die Besiehung

• y___^

Die Imaginäre Arbeit des Kräftepaares, dessen Moment M ist, pro Zeitein-

heit findet sich auch hier zu l— iiM^ so dass y= r-j gesetzt werden kann.
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Es ist erinnern, dn^H zum Ki}<|)Pii viues Schwungrades ausser der

Gyralkraft, deren Axe in CG' liegt, nocli Ceiitrirtij^ulki nft rings um die Ltui«

AB nach Maassgabe der Unidrehuiip^s;:fschwindigkeit y entsteht.

Um die Richtungen der Drehung um Axen genau zu prMzi.siren, ist et

gut, sich Ton den beiden ins Unendliche sich erstreckend(>ti IlJilftiMi einer

DrehUDgsaxe nur die eine Hälfte, »-eiche auf der einen Seite der Drehungt-

ebene errichtet iet, zu vergegenwürtigen. Denkt man eich in dieee Aze

einen Beobachter, .mit den Fassen auf die Drehangsebene geatcllt, so soU

diejenige Drebnng eine positive heissen, welche reo reehta nach links er*

folgt, auch toll diejenige UMlfte der Drehongsaxe, von welcher die Drehung

als eine solche von rechte nach links erscheint, die positive Axenhilfte

oder Ualbaxe heissen«

Hieraus ist klar, dass, wenn CD die positive Axenhatfte des Sehwnng-

rades ist, ein Krftftepaar, dessen positive Axenhälfte CG^ ist, eine Dreknog

nin eine Axe erseugt, deren positive Hälfte CA ist.

Das wesentlichste, im Vorstehenden gewonnene Resultat besteht darin,

dass ein Schwungrad Aß (Fig. 11), dessen Rotationsaxe DE ist, sich ohne
Anbringung Äusserer Kräfte nicht um eine auf dieser Axe normal

stehende Linie AB drehen kann. Diese äoseren Kräfte müssen ein Kräfte-

paar, die Gyralkraft, forniircn, dessen Axe GG' sowohl normal aufderKipp-

axti AD^ als auch normal auf der i^chwungaxc DE steht. Geht die Kipp-

axc durch den Schwerpunkt C des Schwungrades, so bleibt dieser Puuki an

seinem Orte und es lindot nur }3eweguiig um denselben statt.

Die ^ (1 iiiidci uiigen und ogungen eines Schw iiiigrndes
, m eiche

durch irgend ein Kräftejiaar entstehen, welches wir die Gyralkraft

nennen, insofern sein«' J)iehungsaxe normal auf der I)reh!»ngsaxR des

Schwungrades Hteht, lab>en sich leicht auf folgende Weise vergegenwärti-

gen. AVenn CD die positive iialbaxe des Schwunp;ra(ies nnd AG DG' dessen

Drehnngsebene , wenn ferner C'(^' die positive Iialbaxe des Xräftcpaarc«

oder der Gyralkraft, also die darauf normal stehende Kbenc BAFD die

Drehungsebene dieser Kraft ist, SO liegt i n d e r Dnrchsch n i t tblinie

AB jener beiden DrehongaebencndieKippaxe des Schwung-
rad es. Verlialt sich ausserdem die unendlich kleine LMnge au CA
wie i}M dt %vk so stelltdie Diagonale CR des KechteckesQC/^
die Richtung dar, welche die positive Halbaxe des Sch wung-
rades nach dem Zeitelemente <!/ annimmt, so dass also die DrS'

hungsebene AG^B des Schwungrades nach dieser Zeit normal auf CR stekt

oder das Rad in der Richtung GG^ (r um die Axe CA kippt. In endlicber

Zeit beschreibt die Axe CB des Schwungrades eine Kegel fläche CßC
um eine in der Drehungsebene der Gyralkraft liegende Axe />/*, welche f&r

den Fall einer in jeder Hinsicht gleichförmigen Bewegung so Hegt, dssfl

alle auf das Schwungrad wirkenden Kräfte stets dieselbe Neigung gi^t^u

dieselbe behalten.
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Jr^'^i^

VL Drekuig det Schwuigrades iiin eine schiefe Aze. Betmclitcn

wir jettt den allgenieiitereti Fall, wo die Axe CD eiaes Sebwungrades AB
«m eine gegen eie geneigte lei-

nte FD (Fig. 18) gedreht, also in

einer KegelflMehe heramgef&hrt

werden soll. Die Winkelgeschwin-

digkeitnm diese Axe sei gleich «•

Es leuchtet ein, dass, wenn aus-

ser derCentrifngalkrafk gegen die

Axe CD keine Insseren Kräfte

aaf das Schwangrad angebracht .

werden, die Bewegung so erfolgt,

dass der Schwerpunkt C einen j^-

normalen Kreis C(f ntn die Axe

FD besclireibt, während die Axe
CD des Sthwungrades stets ihre

Richtung im Räume beibehält*) und das Rad mit constanter Win-

kelgeschwindigkeit ri um seine Axe rotirt Kommt also der Punkt C nnch

//, so stellt die Axe des Schwungrades Hl pnrftllcl zu CD. Soll nun

die letztere Axe um FD rotiroii, so muss das Schwungrad wÄhrcnd der

vorstehenden einfachen Kotaiinn noch kippen, und xwnr um die Linie

ABy d. b- um die Linie, in wolilier die Ebene AGBG' diu Ivo;;('l FCCf be-

rührt, den die auf der Scln\ unp^i ndaxe DC normal stolionde, in der Ebene

C/) liegende Linie fC Ix-schreibt, eine Linie, wekdio niitiiin nnaiiflini licli

ihre Lage im Ivüume veriindert. Dieses Kippen des Scli\vunj;rad<'s Iiat zur

Folge, dass die Axe /// in die Lage HD übergebt, dass also auch dio

ScUwnnjrradnxe einen Kegel DCC beschreibt.

^Venn KD die positive Hälfte der Axe ist, um welche das Schwungrad,

dessen positive Axenhälfte CD ist, gedreht werden soll, so muss dasSchwung-

*) K« mnss Tincliilrürklich hcrvorprphoVicn wi rdrn, das«? die vers<*ln*od!(»n<'n Ptuiktc,

wie A, /? finc» Körper« Afi^ welcher so um die Axe rotirt, dnfs « r iin aUsoluten

UAunie Htfts dieselbe Stellung behält, siimmtlicb Kreide von deinsetbi ii Radin»
beschreibea. Die Mittelpunkt« dieser 8>oise nehpnen ver^cbicdene Ocrtcr im Räume

ein und naeh diesen Oertern sind die Cenirifngalkrftfta gerichtet, welche den elniel-

nen Panliten des Körpers AB znkommen. Es ist nun leicht so fibereehen, dass die

Besaltante aller dieser elementaren Centrifugnikräfic nicht blof |fleich der

Ccntrifogalkrafl iet, welche die itn Schwerpunkte C concentrirtc Masse des ganten

Körpers erren*»en wttri^o, '.ond^rn da^"« aneb diese Resnltantt; dnrrli d <> ii Schwer-
pnnktr c"ebt umi in der Linie A'C lifj^t* I)cmpr»'niä«s tiiMb t keine lendcnx zur

Verdrehung des Körpers stnit; derselbe behält vielmehr tortwährcud seine abso-

lute Sie 11 uog bei. Oani anders ist es, wenn der Körper AB bt^ am FD rotiren

•olt, dass er seine relative Stellnng gegen die U mdrchnngsaxe FD beibc-
^

hSli; alsdann messen besondere Kfilfte mitwirlten, deren Bestimmung eben einen Ge*

genstrad unserer Untersachnng ansmacht
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1 20 Imaginäre Arbeit, eine Wirkung der Centrifugal- u. Gyralkraft.

rn<\ um die positive Axenliiilfte CA gekippt werden. Diese Drt hunj: um

CA betrage in der Zeiteinheit die Winkclgrösso y, der Abstand KC de»

Sclnverpunktes dos Schwungrades von der Axe h'D hci It uod der Neip^nngs-

niake) hDU zwischen den positiven IlÄlften der Drehnngsaxen h'D uad

CD sei 9. Im Zeite]eroente dt besehreibt der Schwerpankt C den Uogen

CH= BudL In derselben Zeit nrnes die Axe des Schwnngrades sich om

den Winkel /7i> £7drehen oder das Sehwangrad mnss um diese WinkelgrOsse,

H H
welche = y d( ist, kippen. DakDC=—— ist, seist CH=i-.— .y<//.

sin^ Sfit tp

Bet2t man diesen Werth dem vorhergehenden fttr CH gleich, so ergiebt sieh

die Besiehnng

y= uHn 9«

Zar Anfrechthaltang der vorstehenden, in jeder Hinsicht gleiehför«

migen Bewegung des Schwangrades ist also Centrifugalkraft gegen dieRad-

axe CD oder Tangentialspannang in den Ringen AGBG' nach Maassgabe

der Roiationsgeschwindigkeit 1}, ferner Gentrifngatkraft gegen die Axe AB,

und awar in allen normalen Richtungen rings bernm, bestimmt durch die

Umdrehungsgeschwindigkeit yasufinip um diese Axe AS^ also abhängig

von der Form der erzeugenden Curve (Fig. It) und der Lage des

Punktes C in der Axe DCE des Schwnngrades, ausserdem Centrifugalkraft

gc^cn die Axe FD nach Maassgabe der Jiotatiousgeschwindigkeit «, also

W
eine Kraft -^a*/} in der Richtung KCy alsdann eine vcrticale Kraft H'xon

untni nach oben im Scliwerpunkte C\ insofern das Seli winigratl der Schwere

unterwürfen ist, endlich aber eine Gyralkraft uöthig, welche sich als eiu

Kriifiepaar vom Momente

3f= ^rjy T^ ^at] Tsi/i (p

darstellt, dessen Axe CG' auf der Axe CD des Scliw nngratlo.s nn«l nnt'tler

Ivinie AF^ also auf der Ebene D CF nortnn] steht, so das« diese Wij kini-^axc

der Gyralkraft gejren das Schwungrad eine bestimmte, im absoluten Kaiiui''

aber eine veränderliche Lage annimmt, indem sie sich mit um die Axe /V>

dreht. Dieses Kräftepaar bewirkt eine unausgesetzte Drehung oiler ein

Kippen des Schwungrades um die Axe CAy welche ebenfalls nm die Axe

FD rotirt, und hierbei verrichtet dasselbe keine reelle, sondern imaginftre

Arbeit.

14. Diteostion der Toritehenden Formel. Es ist klar, dass die Ceotri-

fugalkräfto um die Axe CD des Schwungrades nach Uaassgabe der Umdre'

Jinugsgeschwiadigkeit ff durch die CohSsion des Materials des Schwungra-

des aufgehoben werden, also so ihrer Neutralisation keiner Süsseren Krfift«

bedürfen.

Die Centrifognlkraft gegen die Axe AB nach Maassgabe der Umdre-

• hungsgescliwindigkeit y wird durch die Cohäsion desMaterinls in dem Falle

ueulraltsirt, duäs der Tnukl C der Sciiwerpunkl des Schvfuugradeb i^l, wst
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wir TorAussetzen. (Die Form des Schwungrades als lievolutionskörpen

für die Axe C/^ verniclitei Auch bei der Drehung um A B jede Tendenz sur

Verdrehung der Linie AB^ indem dieBesnltante der bei dieserDrehung ent*

stehenden CentriAigalkrXfte durch den Schwerpunkt C geht.)

Die Centrifugalkraft um die Axe FB nach Haassgabe der Rotations-

geschwindigkeit «r wttrde sich durch die Festigkeit der Blinder des Systems

ebenfalls aufheben , wenn der Schwerpunkt Q des Schwungrades mit der

Ax€ FD in feste Verbindung gesetst wäre, sonst muss dies nothwendig durch

eine besondere Kraft S geschehen, welche den Werth

9
hat, und (wie die Anziehung der Himmelskörper) in derHicbtung CK wirkt.

Ist das Schwungrad der Schwere unterworfen, so muss sein Gewicht W
durch cino vorticalelviatt, welsche vou unten uacli oben durch C wirkt, aufge*

hoben werden.

Kndlich ist eine Gyralkrnft vom Momente M nothwendig, deren Axe
die variabel« Stellung (' auiüinnit und aus ü\v(>i Kräften besteht, welche,

wie A M und B N n o r m a 1 zur Ebene A BG wirken.

Je iiatli flf^r VorMiitinng des Schwungrades mit der Axe FD lassen

sich die vorstehenden Krärte mit einander und mit den Wider^-tänden der

Stützpunkte z\x Bpecialsystemen zttsameat»etzen, welche wir weiter unten

naher betraeliten werden.

Im Allgemeinen ersieht man aus dem analytischen Werthe des Mo-

mentes M der Gyralkraft, dass ein mit bestimmter lebendiger

Kraft oder mit bestimmter U mdrc hu ngsg esc h windigkeit rot 1-

rendes Schwungrad vermittelst eines Kräftepaares von be-

sttDimtem Momente in einer bestimmten Winkelgeschwin-
digkeit « um die Aze FD nur dann erhalten werden kann,
wenn seine Axe CD sich unter einem bestimmten Winkel ip

gegen die Drehnngsaxe neigt, dass also unter sonst glei-

eben Umständen eineVerftnderung derUmdrehungsgesch win-

digkeit «mit einer Veränderung des Neigungswinkels 9 und
umgekehrt verbunden ist.

Ehe wir welter gehen, machen wir darauf aufmerksam, dass das

ScCwungrad sieh so um die Axe FZ> drehen kann, dass seine eigene

Axe CD die Kegelfläehe t7C beichrelbt, ohne dass das Sehwungrad selbst

irgend eine Drehung um seine Axe CD macht, so dass also 1^= 0 ist. In

diesem Falle findet doch eine scheinbare Drehung des Schwungrades

statt; denn ein materieller riinkt ,/ dieses Radof», welcher soeben den höch-

sten Ort der Ebme AG ß einnimmt, weicht jiüuu 4 mehr und mehr nacii G'

hin ab, 1 - ni nt endlich in den niedrigsten Ort B und bteigl darauf wieder

nach A hiii auf.

Die ideelle oder gcomcirischti Liuic w^^', um welche dasSciiwung-
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rad kippt, und welche dip KrgekflMche FCC' beschreibt, rotirt also nm die

Axe 6'/> rechtUafig in der&ichtnng AG obn« dnss die materielle Linie

des Schwnngi-adcs, welche moDuentan die ht^i^AB einnimmti eine Drehung
Hin die Axe CD besässe.

Beseiebnen wir diese scheinbare Winkelgeschwindigkeit des

Schwungrades nm seine Axe in negativer Richtnng AG'B oder die Winkel*

geschwindigkeit der ideellen Kippszei4^ in positiver Richtung AGB
mit ßy so ist, wenn der kleine Drehongswinkel CK/T um die Axe FD gleich

a dt gesetzt wird, der Winkel CFB^ ß äL D« man nnn CHszxaH and
n R

wegen CF= auch Cli^ ß.—;;^^ hat, so findet sich
€08 4p

ß ==: aco*<p= --^
,

Unter «r kann man immer ebenso wohl .die ifirkliche Umdrehiing^g«*

schwindigkeit des Schwerpunktes C nm die Axe FB^ als auch die Umdre-

hungsgeschwindigkeit des ideellen oder geometrischen Pnnktes Ter-

stehen, welcher wie A oder B eine bestimmte relative Lage gegen die Axe
FB annimmt«

Denkt man sich den Körper 9 auf eine Kreisflitehe ACB& redocirt,

deren Uittelpnnkt (7in derAxe/*!! liegt (Fig. u),

so entspricht der vorstehende Fall dem Wilsen
der Ebene auf der KegelflÄche CBIf, Beim
Wälzen findet also durchaus keine
wirkliche, sondern nnrsc Ii einbare Dre-
hunj^uin die NorraalcC/> statt und die

Bewegung rcducirt sie Ii au fein fortge-

setztes Kippen um den variabelen
Durclirnesser AB,

Soll dor inntfriolle Punkt A dos Schwung-

rades (Fig. 13) bei der Drehung um die Axe Ffi

8 1 e ts o 1) e n bl ö i b e n , soll also der Revolutions-

körper yt ^ einffich um die Axo FD roti-

worin die Fordenntp; liegt, dass nicht blos die Axe CD dieses Kör-

pers, sondern ein jeder seiner Punkte dieselbe relative .Stellung pegen

die Axe FD behült, so niuss der Körper nothwendig Uotatioa Um die Axo
CD besUzeu, und zwar inU6S diese Rotation den Werth

tang 9
haben.

In diesem Ausdrucke und in dem Wertbo y~ asintp liegt das interes-

sante Bosultnt, dnss, wenn ein Körper AB mit der Winkelge-
schwindigkeit a einfach um eine Axe roti rcn, also dabei
seine relative Lage gegen die Drehnngsexe behalten soll, er

Fig. 14.

re n
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DOtbwendig swci verschiedene Drehungen fj^ucosq) und

fsszusuupnm die beiden rechtwinklig auf einander stehenden
Axen und AD besitzen muss, und dass die WiiikeIgeAchwiii>

digkeiten nm diese beiden Axen die rechtwinkligen Compo«
nenten der Winkelgeschwindigkeit a um die Aze FD sind, ge*

gen welche Componenten sich « als Diagonale nnter dem
Winkel 9 neigt»

Uutersnchen wir jetst die dynamischen Bedingungen für die Mtfg*

Uchkeit der beiden eben charakterisirten Bewegungen;

Damit ein Kßrper (und swar ein Revolutionskörper mit der Axe
CD) sieb nach Fig. 14, nlmlich so bewegt , dass sich die Ebene AGBG^ im
einen Kegel A CA* wälst, darf er nm die Normale CD dieser Ebene keine

Winkelgeschwindigkeit haben I es mnss also i}s=0 sein. , Hierdurch wird

aber auch M ^=^0. Da nun In diesem Falle auch ßs=0, also S= 0 ist, so

folgt, dasswcdorContrifugalkraftSumdieAxe CiS^dcs Kegels
statt fi n d e t, n o c Ii Gy r a 1 k r aft iJ/ 0 r fo r d e r 1 i c Ii i s t, u m d i e s 0 W Ml z-

bewegung, bei welcher sich der Körj><T mit der Wiukelge-
a c h w i u d i g k e i t y ~ a sin q> um die variab(!le Linie AB dreht,

V ä h r e n d er m i t d e r W i n k e 1 g e § c h w i 11 d i g k r i t a eine s c Ii e i u b a r

0

1) r e h n n um CE. und nii t d c r W i n k o 1 g e s c liw i n d i g k e i t j5= a cos qf>

eine scheinbare rückläufige Ü e w e g u n g um ( IJ vollführt, auf-

recht zu erhalten. D i e sc B c w c g u n g des Wälzens setzt sich

also, \venn sie einmal eingeleitet ist, gleichförmig insUnend>
liehe fort.

Ganz anders verhält sich die einfache Rotation destielben Körpers

nm die Axe CEy d. die Drehung mit constanter relativer Stellung aller,

Punkte de» Körpers gegen die Axe CA'. Diese Kotation verlangt Dre-

hung um die Normale CD der Kliene AB mit der Geschwindigkeit ij=orofg>.

FQr diesen Fall wird JIT ss 4 o* T$in ^ co$ip -s^ T »inttp. £ ine so 1 c h e

einfache Botation mit der Geschwindigkeit « um die Aze (7£

iathiernacfa nur möglich, wenn fortwährend Gyralkraft oder
ein Kr&ftepaar tbltig ist, dessen Axe In CG' liegt und dessen
Moment den eben berechneten Werth hat. Diese Bewegung
kann sich also nicht von selbst aufrecht erhalten; ein Körper,
«elcher in eine solche Bewegung Tersetst wftre und darauf
sich selbst überlassen bliebe, würde seine relative Stellung
gegen dieAxe C£ fortwährend ändern.

* Nur für die beiden besonderen Fälle , wo ss 0 oder 9 fio* würde,

verschwände die G^rralkraft, d. h. nur dann , wenn die Axe CD in die Um-
drchongsaxe CA' fiele oder wenn sie darauf normal stände, könnte sich

die Rotation von selbst fortsetzen.

Diese Gesetze in lie/jeliung auf Jvotatinn des Körpers A Fi um eine Axe
gelten auch uoch iur die iu Flg. U dargestoüleu Verhäliuissc, wo dcj Schwcr-
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puukt C um CK= H von der Axe FJ> entfernt liegt. Es tritt aliduin nur

noch die Centrifugalkraft Ss=s--~a*Il auf und macht eine Sqnlvalente An-

aiehangkraft gegen hin erforderlich. Hat mnn in diesem Falle o= 0

oder Allel) nr= 00", so entspricht dies dem Falle der Bewegung de« Mondei

«m die Erde, welche mithin keine Oyralkraft erfordert, sondern sich vm
seihst fortsetat, indem die Centrifngalkraft 5 durch die Ansiehong der Erde

neatralisiri wird.

Fragt man jetat nach der allgemeinen Bedingung, unter welcher sieh

ein um seine Axe CD rotirendes SchwnngrM um ein andere Axe FD (Fig.

13) drehen kann, ohne Gjralkraft au hedfirfen» so giebt der Ausdrock

vonilf nur die drei Antworten: erstens, wenn «=0, d, h. wenn gar keine

D rehung um FD stattfindet; sweitens, wenn «}»0, d.h. wenn das Schwang-

rad nicht um seine Axe CD rotirt, also nor ein Kippen um die Linie AB
und eine scheinbare rUcklftufige Bewegung des Schwungrades um seine

Axe vom Betrage ß ss= aeottp stattfindet; drittens, wenn qp =zO ist, also die

Axe CD des Schwungrades zur Axe FD parallel steht.

Für eine constante Umwälzungrsgeschwindig-keit t/ des

Schwungrades wird die (j> laikiali am lisstcn, wenn <p Uü" ist. Ein

mit gegebener Gesclnvindigkoit um seine Axe schwingouües Kad ist also am

schwiprigston uin eine Axe FD zu drehen, wenn die Sch wungradaxe
CD normal a u f d e r T) r c Ii u ii g s a x n FD s t o Ii t.

Für (p = 45° ninunt die Oyralkrai't eines einfach urn die Axe FD to*

tirenden l\nrpers, für welclieu ako = «co.sqp ist, iliren Maximaiwcitli

an. Ein Ii o v o 1 u t i o n s k ö r p e r ist also am schwierigsten um eine

Axe FD einfnch zudrehen, wenn sichseiueAxe unter 45 Grad

gegen die Drehungsaxe neigt.

Anwendungen.

k'^' .10. Dm rollende Ead. Betrachten wir

i\
jetat das auf einer horiaontalen Ebene

rollende Rad ÄGB^ (Fig. 15). Die Axe

\^ CD des Rades neige sich unter dem'spitsen

, \ Winkel ^=sCDF' gegen die Verticale DF*
^ jq T.^ \^ Ebene des Rades unter demselben

./l.---rl j^^J^ Winkel gegen den Horisont. Wenn diee«

j^"^' f Rad in dem Kreise BB' rollt, befindet es sieh

» y in der Lage des in Pig. 13 dargestellten

f' Schwungrades, dessen Axe CD no weit aof-

^ gerichtet ist, dass der Winkel CDF=^^
Fi?" !*• s t u ni p r, also = 180'^ — y\> ist. Zur Erhal-

tung dieser Bewegung i^t ralkratt nothig, deren positive Axe in Cii' fallt,

f
t

\

\

Digitized by Google



Von Dr. EfEiofAMN Sciiepfler.

SO (lns8 diese Kraft iluvcli ein Kräftfp.iar wie AMy i?iV^ dargestellt werden

kann. Man erkennt öcifort, (l!v>« die (iiu t.li C nach unten wirkende Si lm i ro

mit dem in I> nach oben wirkenden W idorstonde der horizontalen Ebene,

80 weit dieses Kräftepnnr nicht durch das Krüftepaar der in C nach aussen

"wirkenilen Centrifugalkralt mit dem in />' nach innen >\ ij kendon Widcrstnnde

aufgehoben wird, im Staude ist, die erlorderlicho Gyralkratt zu erzeugen.

Bei der Winkelgeschwindigkeit y ist die Umfangsgeschwindigkeit des

Kndes vom Radius r gleich tjr. Da das Rad jedoch schief steht, so ist der

Weg, welchen das Bad beim Rollen in dem Kreise Bl/ in der Zeiteinheit

murücklegt, keineswegs gleich rjr^ sondern grösser, and awar ist er um die

scheinbare Geschwindigkeit grösser, entsprechend der sch einbaren
Kotation ß des Rades, welche aus der Drehung um di(^ Linie A B entspringt.

Demnach dnrchlftnft das Rad in der Zeiteinheit den Weg {t] + §)r

SS (19 + ocof anf dem Umfange des Kreises BB', Da der Abstand CK
des Sehwerpnaktes C von der Axe DF* mit R bezeichnet, also der Badiat

des letsteren Kreises gleich R + rcos^ ist, und dieser Kreis mit der Win-

kelgeschwindigkeit «r des Schwerpunktes C nm die Aze DF* durehlanfen

wird, so hat man für jenen Weg anch den Ausdruck « (A + rcot^), Setat

man beide Werthe einander gleich , so ergiaht sich die einfache Beaiehung

Da diese Besiehung aussagt, dass die Umlaufsgeschwindigkeit des

Schwerpunktes Cgleichistder Lau fge schwindigkeit, welche
das Bad leigen würde, wenn es in aufrechter Stellung und in

gerader Linie rollte, so Ist dieselbe für die Mechanik des rollenden

Bades deshalb von Wichtigkeit, weil sie lehrt, dass, wenn das rollende

Bad schief SU stehen kommt und in Folge dessen statt der ge-

raden elneKreisbahn durchläuft, die Geschwindigkeit seines

Schwerpunktes doch immer dieselbe bleibt.

Das Kräftepaar der Schwere W in (7 und des verticalen Widerstan-

des in B bat das Moment W.reos^ und das Kräftepaar der Centrifugal-

W
kraft — tfH in C und des horiaontalen Widerstandes in B hat das Moment

9
iv— «fR.rtiny^, Beide wirken einander entgegen; ihre Differens r W(eotif
9

Ä*R
tinib) muss also gleich dem Momente der Gyralkraft, nXmIich

9

gleich I jnutp^s ^ar^ TsintlJ sein. Dies giebt die Gleichung

r W(eosilf sin ^f)= ^«17 Ttiniff,

Sicht mau die Rotationsgeschwindigkrit 7/ des Rades nm seine Axe

oder auch die I^aufgeschwindij^keit tjr^aJi des Rades als eine ur.sjtiiin;^-

lich gegebene Grob.->e an, so hat man zwischen den vier Grössen ij, a, f und

awei Gleichungen) es kann also noch eine dieser Grössen willkürlich
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bestimmt werden, tlie übrigen beiden liiKlen^sich alsdann als Functionen der

andern beiden, steficn also «ncli u n t «m- sich in ciiiein Abhängi^k< iisvfi-

haltnii^se. Eliminiit man zwischen jeuea beiden Gleichungen die üröa&e

HO crgiebt sich

rH'

Je naehdem man ^ durch « oder a durch ^ beflUmmen will, hat man
rW

lang t/i=
9

rW
(r* W\

Fttr^ssOO* ist 0^0. Bei yerticaler Stellung kann aUo dai

I(ad nur in gerader Linie rollen. Irgend eine schiefe Stellung

des Rades nttthigt dasselbe aber su einer bestimmten Winkel-
geschwind igkoit« oder an einer Kreisbabn.

Wegen o/f= Ut

Einer Jeden schiefen Stellung des Bades entspriebt mit-

hin auch ein bestimmter Kreis, in welchem das Rad rollt, und
umgekehrt kann ein bestimmter Kreis nur mit einer bestimm-
ten Stellung des Rades durchlaufen werden. Dieser Kreis und

diese Stellnng sind übrigens von der Rotationsgescbwindigkeit ri oder von

der Laufgeschwindigkeit i]r=aR abhKngig, so dass derselbe Kreis mit

verschiedener sch i efe r St el 1 u ng d es Rad es durchlaufen wer-
den kann, w c n u die. a u fg e s c h w i n d i g k e i t eine andere ist.

Bei constanter Lauf- oder Rutationsgeschwindigkeit des Rades wachsen

und fallen Ii und lung\\f mit einander; je scliicfer also das Rad steht,

desto kleiner wird der Radius des Laufkreises, desto grösser

aber w ird nach der Formel für a die Winkelgeschwindigkeit
um den Mittelpunkt dieses Kreises (wie es auch dem Constaatblei-

ben der Laufgeschwindigkeit «R= ijr des Schwerpunktes entspricht). Für

das horizontal werdende Rad (oder für ^ss 0) wird also der Radius H
ebenfalls gleich null, aber die Winkelgeschwindigkeit « nuendlieh
gross. Das letztere Resultat enthält die ErklKrung der auffallenden Er«

seheinung, welche ein rollendes Rad (namentlich in Form eines OeldstQckes

auf ebener Fläche) beim Umfallen darbietet, indem es nahe vor dem Ein«

tritte der Ruhe mit ausserordentlich grosser Winkelgeschwin-
digkeit um die Verticale schwingt, was sich durch den Ton, der
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hierbei in Folge der raschen Affectionen der Fläche entoteht, sehr bemerk*

bar macht.

Das wci-entliche Ergel»ni.ss der vorstoiienJeii Entw iekelung bestellt ahor

darin, dass <J i e S c h w c lo , w el cli«^ s i c h an f e i ii sch i e f s tc h c iiU e 8

r u 1 1 c n (1 e s R n d äussert, d u r c h a u .s ii i c Ii t das I I in f a 1 1 e n d e s R a -

des, s e 1 b s t II i c- Ii t in noch so 1 n n ^' t- r Z r i t , auch nicht c i u ni a 1 r'in

t i e t'c r e 8 N i e d e r .s i u k o n d o s Ii a d s , s n d o v n o i n 1" o r t d a u c r n d u s

g i c i c h fö r m
i
g e 8 K 0 1 1 c n desselben im Kreise bei c o n s t r n t b 1 c i

-

b c n d er Neiguu g b e wi r k t, indem sich die Sciiwere zurGyral-
kraft gestaltet. Das fac tis ch e N i e d e rf al 1 en des Rades ist ledig-

lich eine Folge des allmriligen Erlöachens der lebendigen Kraft oder

der Vermindernng der Kotationsgesch windigkoit »; vermöge der

Reibung und des Luftwiderstandes. lo jedem Znstande der Bewe-

gaog gelten aber die vorstehenden Formeln; das factische Niederfallen ist

daher mit den zulet;ct beschriebenen Erscheinungen verbunden. Der letate

Act ist ein Ausgleiten anf der Lauffläche, welches erfolgt, sobald die

Neignng des Bades so schräg wird, dass, die Besultante des Widerstandes

der Lauffläche die Grense des Beibungswiakels ttberscbreitet

Hiernach begreift man auch, warum ein rollendes Rad anf schiefer

Ebene nicht umfällt, sondern in einem Curvenbogen abwärts
läuft.

Beachtenswerth ist noch, dass, wenn man die Hübe M' des Schwer*

ist. Uiernnch erscheint die Höhe des Schwerpunktes des im
Kreise rollenden Rades lediglieh als eine Function der Rot**
tionsges ehwindigkeit i| oder der Lanfgeschwindigkeit ^r.

16. Der Kreisel. Denkt man sich in Fij,'. l.i die A\e CD des Öcliwung-

rades A B rUckw.'frtM \ns E auf eiue boriasoutalo Ebeuo verlängert, so bat man
einen Kreisel vor sich.

Die Centrifugalkraft wirkt in entgegengesetzter Riclitung wie die

Schwere, indem beide in Cihren Aogriffspnukt haben und mit den Wider-

ständen des Sttttspnnktes E der Axe CB Kräftepaare bilden, welche nach

entg^^ngesetster Seite drehen. Die Schwere wirkt positiv nm die Axe
ttod erzengt die erforderliche Gyralkraft. Während der Abstand

CK des Schwerpunktes C von der Drebungsaxe DF wie früher mit R be-

seichnet wird, «ei die Länge CR der Axe des Kreisel gleich 6*

Das Moment de» Krallepaäres der Schwere ist W,b»in^, Das Moment

pnnktes C Uber der horiaontalen Ebene BB mit h betfeicbnet, h= R

also
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w w
der Ceatrifagalkraft — a*R Ut — t^R.hcUip, Die Differens beider mnss

gleich dem Momente der G^'ralkrÄft sein, man liat also

b W {tin 9— CO« 7^ s=s ^« 1} Tsin 9.

Alle unsere Unterj»uclinngcn drehen sich um die mr».,'1Ichen Fülle einer

in jeder Hinsicht gleichförmigen Hewe^ung; es ist nlso die Eiuwirknnj^

von Kriiiten, welche rei lle A rlx-it verrichten
,

ausgesiclilosspii , mithin die

Co n st a 02 der lebendigen iv i a f t der bewegten Massen eine wesentliche

Bedingung. Da nun die; Kotationsgeschwindi-keit des Schwungrades,

also dessen lebendige Drehungskraft, stets constant bleibt, so niuss

auch dessen lebendige Fortschrittskraft, folglich die Geschwindigkeit
ai? seines Schwerpunktes, als eine constante Grösse Toraasgesetzi

werden. Selsen wir daher

so ergiebi die vorhergehende Gleicbnng

c
taug (p =r

bfF g (ang 9
Ausserdem ist

Aus diesen Formeln erkennt man, dass, sowie der Kreisel schief s«
stehen kommt, die Schwere ihn nicht nrnwirft, sondern mit der
Winkelgeschwindigkeit« im Kreise A'^* herum treibt. Diese

Winkelgeschwindigkeit « und nuch der Radius Ii des Kreises, welchen der

Schwerpunkt C durchläuft, lu'ingt von dem Neigungswinkel (p der A\e des

Kreisels gegen die Vertiealo ab
;
je s c h i e fc r si c h der Kreisel stellt,

ü d e r j e g r ö 8 H e r 9 w i r d , d e s 1 1) grösser wird auch a , il e .s t o r a •

scIicr läuft also der Kreisel im Kreise herum, desto kleiner

aber wird der Radius 7? d i e s e s Kreises.

Ausserdem hangen diese Grössen noch von der Laufgesch windig-
keit c des Schwerpunktes des Kreisels ab, welche als eine constantc GrTÖSse

vorausgesetzt wird. Je ras eher der Kreisel lauft, desto grösser

wird qr>, desto mehr senkt er sich also, wahrend gleichzeitig

seine Winkelgeschwiu d igkeit a in dem Lanfkreise abnimmti
der Radius A dieses Kreises aber zunimmt.

Wenn c= 0 ist, kann 9= 0 und Ii ~0 sein, Avührend a einen balie«

bigen Werth beibehXU, d. h. wenn der Kreisel keine Laufgeschwindigkeit

hat, kann er sich mit beliebiger Winkelgeschwindigkeit in aufrechter Stel-
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ItiDg nm Minen Sehwerpnnkt dreien. Uebrigens ist für c^O auch noch

eine ftodcre Auflösaug möj^liciif uämlich die, Uaaa ^= 0, o aboi* = —- ^
und 9 g«na wilikUrltch ist. Diese Anflösung sagt fus, dass der Kreisel
in jeder beliebigen schiefen Stellang mit der Umdrelinngsgc-

achwindig keit am diedarch seinen Schwerpunkt ge-

hende Verticftle sieh drehen kann,
Demsofolge sieht man den Kreisel, wenn ihm keine Lau fge-

• ehwindigkeit ertheilt ist, nm die durch seinen Seh we r]>unkt

gehende Verticale in beliebig schiefer Stellung rotiren, wo-
bei seine Axe einen Kegel 1>p schreibt. Wenn derselbe einen
Stoss erhält, lauft er im Ki . isc. In Folge der Heiljiui}:: uiui des

Luftwiflorstandos vermindert sich und gleii lizi'itig w achst a, n\ n^^of^^cn

cf> uihI R abnohnicn. Hierans folgt, dahs sich dor Kreisel, ehe er unif.illt,

i III Iii e r 8 1 e i 1 o r stellt und eine immer g r ö s^e r e W i n k elg e s c Ii \v i n-

d igke it u m d ie V erticale annimmt, aber ciaon immer kleiae-

rea Kreis durchlüuft.

So lange ««§<—^ ist, ist ip pesitiy, für «ij=s-— wird 9 willkQr*

lieh nnd fürai} >—^ wird 9 negativ. Für mftssige Werthe der Ro-

tatioDSges ehwindigkeit rj nm die Axe des Kreisels und der Winkel-
geschwindigkeit a um die Verticale stellt sieh also der Kreisel vom
Umfange des Laufkreises ££' radial uach innen, für sehr grosse

Werthe von 1} oder a dagegen stellt er bich radial nach aussen, so

dass sein Schwerpunkt ausserhaib dos LaufkreiKcs liegt*

I>i6 Bewegung in der letzteren Stellung ist buhr merkwürdig, da sich als*

dann die Masse des Kreisels mit einwärts gekehrter Axe um die Vnticalo

schwingt, ohne anfallen nnd ohne durch d io Contrifugalkraft

fertgesehleudert zu werden, liesonders auffaiiend wird diese £r*

acheinnng, wenn alsdann der Dnrchschnittspnnkt der Aze DE des Kreiselt

. mit der Yerticalen FJ) in die Laufftftche, also in den Mittelpunkt 0 des

Xiaufltreises filllt, weil alsdann der Fuss des Kreisels in 0 still

ateht nnd der Kreisel sich um die Verticale OD schwingt.

Schliesslich ist die eigenthümliche Wirkung der Keibung auf der Lauf-

fliehe nnd des Luftwiderstandes au erörtern. Soweit diese Wider-

stlnde als Krfiftepaare gegen die Botation des Kreisels gerichtet sind,

also dessen lebendige Drehungskraft absorbiren, vermindern sie die

Grttsse 1} , was mit einer Verminderung des Winkels 9, mit einer Vermeh-

rung der Winkelgeschwindigkeit a nnd mit einer Verminderung des Radius

B ,
jedoeh mit keiner Veränderung der Laufgeschwindigkeit c begleitet ist.

Diese Widerstände richten also den Kreisel höher auf und bo-

Z*IUchrirt r. »Iftthrmlik «• Phyvik. Xt, 2. 9
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schleunigen ieine WinkelgeBe!iw|ndigkAit nm die Vertieale,
Terengea aber seinen Laufkreis und lassen seine Lauf<;c-
scUwiiidigkeit uugeändert.

Soweit jene WideratXnde gegen den Lauf des Kreisels geriehtet siud,

also dessen lebendige Fortsclirittskraft consnmiren, vermindern

sie die Grösse womit eine Veroiinderung von 9>, eine Veroielirung von er

bei einwMrts gekehrter Stellung £C und eine Verminderung von a bei ana-

wärls gekehrterStellnng JF<7|, ferner eine Verminderung von /?, jedoch keine

Veiündej ung von ij vorhunden ist. Die letzteren Widerstünde ha-
ben also ebenfalls den Kffcct, den Kreisel steiler zu stelieu,

seine A\' i n k e 1 g e s c Ii w i n d i g k e i t um d i e V e r t i c a 1 e 2 u b v s c h K u -

II igen und seinen Jjauf'kreis zu verengen, ülni© jeducli äeine

K o t a l i o n s g e s eh w i n (1 i g k e i t z u ä u d e r n.

iJic Resultante der letzteren Widerstände, welche gegen die Lanfrich

tun-:: den Kreibels wirken
,
geht nicht immer durch den Schwerpunki de«»

Kici.sels. luHbesondere wirkt die Reibung der LaufflÄche gegen deo
Fuss A' des Kreisels, erzeugt also aubser einem ihrer Kraft entijirechenden

Drucke auf den Schwerpunkt ein Kriiftepaar, dessen Drehungsaxe paral-

lel zur Linie A I> ibt , also sowohl normal auf der Axc CD des Kreisels, als

auch norniui auf den Axen GG' der Kr.if tcp.iarc der Schwere uud der

Centrifugalkrait steht. Die positive lialbaxe des K r a f t e ji a a r e s der
Keibung ist C U. Dasselbe kippt also den Kreisel um die Linie GG' (die

Durchschtiittslinie der Drehungsebene des Xreiselti mit der Drehungsebeae

dieses Krüftepaares). Um die Uichtnng zu bestimmen, in welcher diese«

Kippen erfolgt, und in welche dadurch die Axe des Kreisels versetst wird,

beachte man, dass die positive Halbaxe des Kreisels von ihrer Kichtung CD
gbgcn die positive Helbaxe CB des drehenden Kraftopaares abgelenkt wird.

Bei der einwKrts gekehrten Stellung EC sinkt also der Kreisel
in Folge des Kräftepaares der Reibung tiefer; bei der auswärt«
gekehrten Stellung £C| dagegen hebt er sich vermöge dieser
Kraft höher. Diese Eflscte combiniren sich selbstverständlich mit den
Effecten der Widerstände gegen die Rotation , um dieselben sum Theil sa
noterstiltaen, cum Theil su neutralisiren.

Die Wirkatig des Kiäftepasres der Reibung lässt sich leicht in Keeh*

nung stellen. Wir bemerken sn diesem Ende, dass, wenn / den Reibnnga*

coefÜcienten iwischen dem Fnsse des Kreisels und der Lauffläche beietch*

net, das Moment dieses Kräftepaares gleich OffVUu Wenn man will, kauii

man die Momente aller drei Kräftepaare
, derSehwere, derOentrifa>

galkraft und der Reibung sogleich in ein einziges snsammensetsen, dea>

sen positive Halbaxe in der Drehuogsebene AGBG' des Schwungrades in

dem Winkel BCCr liegt und ein Kippen um eine auf dieser Axe normal
stehende, gleichfalls in der Ebene AGBG' liegende Linie hervorbringt.

Das Ueberraaehende dieser Wirkungen ist, dass die Widerstände

Digitized by Google



Von Dr, Hehhaxn Schbfflkr. 131

hXiifi^ Hebungen hervorbringen, wo man Senkungen erwartete, <lass

die Keibnng Jim Fusso dos oftmals s»ehr scblankLMi Krcisel.s, btalt sciucn

Umsturz zn vor.'inia.sftOii, seinen L a u 1" («elbat auf rauher l"'l;iclie) nielit bin-

dert, sondern als (Jyralkraft nur die Ncigunfjf seiner Axe beeinfius»t

und dass der Kreisel im Verlaufe seiner Bewegung je nach der Glätte und

Rauhigkeit der verbcbiedenen Stellen der LaufÜäche sich bald senkt, bald

hebt und bald grössere, bald kleinere Kreise mit variabeler Winkel;;c.seli\vin-

digkeit durchlauft. Bei allen diesen Veränderungen vermindert sich jedoch

foriwährend seine lebendige Kraft, und zwar sowohl seine Drehnngs- wie

seine Fortschrittskraft, was den scbliesslichea Uuistnrs meistens durck Aus-
gleiten des i!^usses herbeifUliKL

m

17. Dm Mytrop oder der Botatimflappftiat DcDken wir uns die

Axe Ci^ des Kreisels um den Punkt & so weit nach oben gedreht, dass der

Winkel 9 stumpf wird, so nimmt derselbe die ta

Fig. 16 dargestellte Stellung an , worin wir den

spitsen Nebenwinkel von p mit ^ beaeicbnen.

Wir Uesen die positive Botation 17 in die negative

ttbergehen, so dass nicht melir (7/>, sondern CB
die positive Halbaxe des Sehwungrades Ist , und '\ /

nehmen an , der untere Theil dieser Axe stütze \
^

•ich im Pnnkte H auf einen Arm IN, welcher in \

/ mit eiijoi drehbaren verticaleu Axe IJ F fest

verliuudeii ist, wahrend die Axe de« Scliwuug- / \
rades .sich um // in vcrticalor Ebene drehen kann. ^ / g

Der durch dieses Sy.si*m darge-stellto Apparat ist Pl^
das von Magnus antrf'gebene Polytrop, wel-

ches itu \S ebentlielK'u init den zu ahnlichen Zwecken imistruirten Kota-

tionsap ara te n ubereinstimmt. ^Xir setzen die i.iüige, der Axe CJJ=^h

und die des Armes JJJ^rt^ während immer deu Abstand des Schwer»

panktes C von der vertic&len Umdrehungsaxe JDF bezeichnet.

Bei der dargestellten auswärts gekehrten und aufgerichteten Stellung

des Schwungrades wirkt die Schwere und die Centrifu galkraft, in>

dein beide mit den Widerständen des Sttttspnnktes // KrAftepaare bilden,

in derselben Drehungsrichtnng snsammen, um dieGyralkraftsuer-
teugen. Da das Moment der Sebwere gleich W,b$iH'^ und das der Centri-

;r
lugaikiatt — a'B.bcostlf ist, so hat man

b W ^ÄiM 1//
"4 ^fj - - i " ^ Tsin t^.

Diese Formel gilt fHr jede Stellung des Schwungrades wie HC, HE^^

BEt^ HC^ in den vier Quadranten, indem hierfür der Winkel ^ resp. posi-

tiv spits, positiv stumpf, negativ spitz und negativ stumpf gesetat werden

kioB.

»•
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Da das Sehwungrad nicht mehr gans frei iii, wie der auf der Ebene
laufende Kreisel, so wird das um seine eigeneAxq £7iFrotirende und gleich^

zeitig um die verticale Axe DF sich drehende Schwungrad (soweit nicht

Widerstände oder soofitige KrKfte den Zustand ftndero) fortwährend in der-

selben Stellung gegen die Verticale und in derselben Winkelgeschwindigkeit«

verhancu. Die Bedingung, dass die Laufgeschwindigkeit ttü eine constante

Grösse sei, erfüllt sich also hier von selbst und kann nicht als eine niaa^d-

gebcndc .mf^ostcllt M'erden. D.igogon liefert dit; unabänderliche Verbiu-

duug des Schwungrades uiit ilor verticaleu AxeX'/'die Beziehung

R (l h sin t//.

Subbtitiiirt mau dies(*n Werth von H \n die ubigo Gleichung, erhält man
zwischen den beiden unbekannten Grüssou er und '^f nur eine einzige Glei-

chung. Hieraus folgt, dass, wenn man ciue von boitlon beliebig festsetzt,

die andere als Function davon gegeben ist. Löst utau diese Gleichung für

« auf» so ergiebt sich

_ yr^Ttntigylf (ixt/i ^^'^^ ä'^b9m^^ k

Das mit gegebener Umdrehungsgeschwindigkeit 17 rotirende Schwung-

rad kann daher in einer bestimmten Neigung ^ nur verharren» wenn sich

dasselbe sngleich mit der Winkelgeschwindigkeit a um die

ertieale Aze DF dreht, Bringt man also das Schwungrad in eine he*

sUmmte Stellung und entspricht die Winkelgeschwindigkeit um die yerticale

Axe» welche man demselben gleichseitig mitkheilt, nicht dem Torstebenden

Werthe von «, so kann das Polytrop keine durchaus gleichförmige Be-

wegung zeigen; das Sehwungrad wird vielmehr sinken oder aufsteigen, bia

seine Neigung 1/; und die beim Fallen oder Steigen sich verändernde Win-
kelgeschwindigkeit « der vorstehenden Beziehung genttgen.

Uebrigens entsprechen jeder Neigung 1^ swei verschiedene Wertlio

von a, j(! naciulem man die Wurzelgrosse positiv oder negativ nimmt,

Die Neigung x^^ unter welcher eine glcichfüniiigc Bewegung iihorhaupt

möglich ist, hat ihre Grenzen, welche dadurch beiiingt sind, da*».s die Wur-
zelgrÖsso in dem Aubdrucke für a nicht imagiuär werden darf. Für eine

gegebene Kotationsgeschwindigkeit muss also i/^ grobä gonug oder die

Axe HC des Schwungrades flach genug gebtelU sein» so dass

(I -f- /; sin — \ fj jf' /

ist. So braucht für t/ — 00 nur t^; ^ 0 zusein; für i^= 0 aber, d.h. für

ein nicht rotiroudes liad, muss tang'\\> unendlich gross-, also ^= 90° sein.

Umgekehrt kann man die Möglichkeit der Bewegung für eine jede ge-

gebene Neigung ^ durch eine hinreichend grosse Kotationsgeschwin-

digkeit q erawingen, indem nur

au sein braucht.
T t Qtangi^
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•

Wenn dfas Sehwnngrad sebr rasch rottrt und siemlieh sehwer
ist, aneh liinreichend steil, d. b. niebt gar an flach gestelt ist,

so dass das sweite OHed unter dem WnrseUeicbon eine sebr kleine GrSsse

gegen die Einheit darstellt, so hat man mit genügender Annftherang für a

die beiden Warthe

"~ ~~ 2bW{d+bsin^,) 'f[T
'

Für ein äusserst ra.scli rotirendcs Sclnvuni^rnd wird also die eine der

beiden möglichen UmlauftigescIiWindigkeiten um die verticale Axe, und zwar

die kleinere von beiden, von der Neigung ^^st ganz u n abhängig (vor-

ausgesetzt, dass nicht 7A\ klein ist oder das liad nicht zu steil steht). Diese

Geschwindigkeit ist sehr klein und sie ist dieselbe, bei welcher nach No. 10

ein Kreisel in jeder beliebigen Stellung am seinen Schwerpunkt schwanken

kann. Uebrigens giebt es immer noch eine zweite Umlaufsgesehwindigkeit,

welche von der Stellang ^ abh&ngig bleibt; diese ist nach der vorstehenden

Formel jetzt sehr gross, nämlich nahezu gleich —rv,?/^ ^—v-

Wenn man das Polytrop in Gang setzt, theilt mau dem Schwungrade

gewöhnlich gar keine erhebliche Umlaufsgeschwindigkeit um die Vertieale

PF mit, am wenigsten die grösste der beiden möglichen Werthe von er.

Die Geschwindigkeit, welche sich alsdann von selbst einstellt, wird mit-

hin fast immer der kleinere jener beiden Werthe sein, welchem das obere

Zeichen — vor der Wurzol^rösse angehört.

Wenn die Lange d des Armes /// null ist, hat man im Wesentlichen

den Fe 8 s el'sclien lintationsapparat oder einen Kreisel mit fOfitgehal-

teuer Fnssspitse. Der Ausdruck für « wird alsdann

Die umgekehrte Auflösung fttr i|i giebt

Uebrigens Iftsst alsdann die Grundgleichung noch eine andere Auflösung

nimlich ^ a=0 bei wilk Ii rliebem sr zu, was selbstverständlich ist.

26 IV
Wenn a den Werth annimmt (woranjetst aber durchaus nicht die'

Bedingung einer sehr grossen Rotationsge^clnvindigkeit rj geknüpft ist),

'wird t^' r= ^Hi" , d.h. die Ax»? des Schwungrades .steht Ii o ri zo n t al. Fdr

i.'rössere Werthe von a ist \L) positiv, das Schwungrad hat also die auf-

wärts ^'okehrte Stellnng für kleinere Werthe von o ist ^ negativ,

das Schwungrad stellt sich abo abwärts nach ßCf.

Dass die vorstehende Auflösung für «r swei Werthe, fUr cot^f dagegen

nur eiuen liefert, darf nicht befremden; dem einen Werthe von cos^ ent*
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134 IninginUre Arlinit, oiuc WirknTi<;tlerContririifj;u;-ii. Gyralkralt.

sprechen docb immer swei Warthe ron ^, ein poaitiTer fttr die Btelinng

JOC und ein negativer für die Stellung DC*
Wenn man in der leisten Gleichung ^ ala die Ton a abhängige Verän-

derliche anaieht, so ergiebt sich dnreh Differentiation

2Q fariT \^
et.

Hiernach wllehst der positive Winkel ^ mit der positiven Winkelgesebwio-

digkeit wenn
.

55^ >l

Ist, wllhrend im entgegengesetsten Falle der positive Winkel ^ wfichst, wenn
die positive Winkelgeschwindigkeit er abnimmt. Hierans folgt, dass bei

der Stellung nnd Bewegnngsrichtnng £ dns Schwungrad bei annehmender

Winkelgeschwindigkeit « sich senkt und bei abnehmender Winkelgeschwin-

digkeit sich hebt, oder dass dasselbe in flacherer Lage rascher um die Ver-

ticale Ifluft, sobald die Rotationsgesehwindigkeit t] gross genug, nitmlich

46 W
grösser als ist, dass dagegen das Schwungrad bei annehmender Win-

ke1geschwio<Iigkeit c sich hebt und bei abnehmender Winkelgeschwindig-

keit sich senkt, oder dass dasselbe In flacherer Lnge laugK.iincr nm die Ver-

ticale Iftuft, sobald die Botationsgeschwindigkeit klein genug, nämlich

kleiner als —; - ist.
et 1

Für die abAvärts «rokohrte Stellung /^Tj des Schwungrades, wo r^f

stnm])f ist, bleibt tlocli sint^ positiv j es gelten also auch für tlieso Stellung

dieselben Gesetze.

Würde «nepativ, liefe also das Schwungrad nach entgegengesetzter

Seite um die Vcrticale, so würde

nlso ontscbiod (Ml no^'fitiv soin. Dioso Bewe<;UTi^ kann also nur bei abwärt«

gekehl ter Laj;e IJ (\ <l<'s Scliwiingrados v(n-k<uiniu'ii.

iSt tzl man diese abwärts gekehrtti Lagi«, also für einen stumpfen oder

für rojp t/; einen nep^tiven Werth — cos rp voran,«?, worin Ql? den alsdanu

Spitzen Nebenwinkel F D(^% von besbeichnct, so wird

46' cos7

cos

S IJ. 7/1.1- ^ /'^''^^'V
'

Der Umlauf ist alsdann immer möglieb, weil die WnrxelgrSsse im
Ausdrucke für « reell ist. Die Winkelgeschwindigkeit dieses Umlaufes

kann aber sowohl eine positive, wie eine negative sein} die positive ist die

kleinere , welcher das obere Zeichen -f vor der Wurselgrosse entspricht,
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Von Dr. Hermann Sciieffler. 135

die nr^'ative dagegen ist die grössere, Avelclier (Ins untere Zeichen — vor

der Wurzelgrösse nnjieliört, welch f> .sich aUu nicht Iciclit von sellj^t roalisii t.

Für dieae abwärta gekehrte Stellung des Schwungrades ist ausser der posi-

tiveiit von 9 unabhängigen Oeseliwittdigkeit tt SS B.^^ , welche fQr sehr
t/T

grosse Werthc der Rotation t] stattfindet und selbst sehr klein ist, noch eine

ntKlere Oesclnvindigkcit intereasant, welche für sehr kleine Werthc der

Rotation ri staitfiodet, insofern eotip nicht zu nahe am Nullwerthe oder die

Axe des Schwungrades nicht au nahe horizontal liegt. Diaso Geschwin-

digkeit ist, indem man nnter nnrl vor der Wuraelgrösee die Zahl 1 Teroach'

läaaigt, nahezu a= + 1/ 7~— i also für einsehr steil herabh&n-

gen des, langsam rotiren des Schwungrad fast = +

Wenn man an der rttekwXrta erlüngerten Axe CD dea Schwangrade«

jenaeit ihres Sttttapnnktes (B oder />) 1. B. in C, ein Gewicht fF' anbringt,

wie es bei dem Fessersehen Botationsapparate der Fall iat, so ersengt

man eine vertieale Kraft W\ welche das Schwungrad in enige.gcnge-

aetster Richtung wie das in C wirkende Gewicht mit dem Momente b' fT'sin^f

(wenn J?^3=: y ist) andrehen strebt, und angleich eine Centrlfugal-

kraft, welche mit dem Momente

9

in entgegengesetzter oder in ilersolben Richtung wie die Centrifugalkrnf't

des Schwungrades wirkt, je nachdem /<' oder der Abstand des Autiiangc-

piinktes des Gewichts H^' rechts oder links von der Verticalen DF Hegt,

d. h. je nachdem H' ~ d — h' sin^ pi>.sitiv oder negativ ist. Immer wird

fUr diese Einrichtung die Grundgleichung

and für den FesseTschen Apparat, wo il= 0, also R' negativ ist,

(6^_ h' JT) sinif + - (6» + b'* W*) Minif cas^ («ii Taii^.
ff

Schliesst mnn die Auflösung ^= 0, et^ willktirlich aus, dividirt also mit

nn^, so kommt
g ioiriT-hfr+b'tr

Wenn das Gewicht U" das Gewicht des Schwungrades balanctrt, also

bW= b' W ist, erhält man

9nT ^ ffvT
^ 'iahib-^ I') !V " 2h

(
h -\- h' ) IVcos ^'

Vermöge der C en t ri f u gal k raft ist also auch in diesem Falle eine gleich-

förmige Bewegung um die Vertieale möglich. Fbr ^ £=. 90® muas die Um-
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iMufsiroHrliwindigkeit a in tlieseni Falle allerdings unendlich grons soin,

d. Ii. ein l) a 1 an c i r t e s Schwunprnd v<i mag- sich boi lior i z od ta l e r A x e n -

.Stellung mir dann in üiiidif liunj; um die Vetticale zu crhalti'n, wenn es in

uu cn d l i c Ii 0 W i n k (' 1 t' s c Ii w 1 1» d ig k o it gesetzt worden ist.

U<djrigen8 louclitet aus der ( u undgleiclinng ein, dass, wenn b' H''=b W
i.st, die Forderung t/;= Oö'* ancli durch a= 0 erftillt werden kann, dass also

die horizontal 0 Axenstellang eines halancirten Schwungrades auch

bei a r k e i n e r B e w e g n n g it m d i e V e r t ic a 1 e möglich ist. Ueherhanpt

kann b' W' = b W xxn^ «=0 nach der Grundgleichung jeden bell 6'

bigen Werth annehmen , d. h. ein balan ci i tes Schwungrad kann
in jeder beliebigen Stellung ohne Umlanfsgesehwindigkeit
vcrliArren.

So lange das Gewicht dea Schwnngradea das Gegengewicht über-

wiegt, also bfK'^b*W ist, entspricht einem positiven ^ ein poBittTes «,

d.h. die aufwärts gerichtete Stelinng des Schwungrades ist

alsdann nur bei positiver Umdrehung um die Vertieale mög*
lieh. Wenn jedoch das Gegengewicht überwiegt, also b'W '^bW ist,

enteprielit einem positiven ^ sowohl ein positives, wie ein negatives «r, d. h.

die aufwärts gerichtete Stelinng des Schwungrades ist als-

dann sowohl bei einer positiven, wie bei einer negativen Um*
drehung um die Verticale möglich.

Pifferentürt man cost\> nach W\ ko kommt

- ^IM^^' T-b{b^- b') iy-2b''w'\

a\h'ff^-{-b'*frysm^
•

So lange der Zähler des Bruches auf der rechten Seite positiv ist, wie

es hoi hinreichend starker Rotation i^ der Fall ist, wäclist der Winkel ^
mit dem Gegenj;eH iclite IV'

;
je 1. 1 a r ker al s o ü as Gege n ge w ic h t JF'

ist, desto f'l a c Ii e r a t r 1 1 1 sieh d a .s Schwungrad. Bei sehr schwa-

cher Rotation rj, wo der Zäiiler des vorstehenden Bruches negativ wird,

findet jedoch das Gegentheil statt, je stärker alsdann das Gegenge-
wicht IV' ist, desto steiler stellt sich das Schwungrad.

Auf das Schwungrad des liotationsapparates wirken ähnliche Wider*

atandc cio, wie auf den Kreisel. Namentlich ist es die Zapfenreibungi

welche immer mehr und mehr die lebendige Drehungskraft oder die

Hotalionsgeschwind igkeit i| vermindert. Der Luftwiderstand

ist wegen der langsamen Bewegung um die verticale Axe nicht sehr erheb-

lich, und die heimKreisel stattfindendeReibung am Fusse der Schwungrad-

axe, welche thcils die lebendige Fortschrittskraft eonsumirt, theilsshi

Kraftepaar eine Drehung der Scbwuugradaxe in verttaler Ebene veran-

lasst, kommt hier gar nicht vor. Dagegen wirkt hier die Reibung an der

verticalen Axe DFtiU einBewegungshinderniss, welches die lebendig*

Fortschrittsrichtung oder die U ml aufsgeschwind igkeit aallmäli-

lich veimindert. Uebiigcus bebe ich hervor, daM diese Axonreibung, sowie
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fiberbMpt jede nninittelbiir a«f den Ann IH anagettbte Kraft dorehan»

Bieht ein Krftfte paar in dem Scbwnngrade, sondern lediglicb eine ein>

faehe horisontale Kraft im Scbwerponkte C normal snr Ebene DJ'C er-

leiigt. Denn das bei ÜT befindlicbe Oharnior, welches keine Drehung

der Axe BE nach vom oder hinten, sondern nnr naeh oben oder unten ge-

stattet, bewirkt, dass jeder von dem Arme IH übertragene Drnck sich in

n wei Punkten auf die Axe J7£ Äussert, die in der Richtung HE^ wenn auch

in sehr geringem Abstände von einander, liegco. Hierdurch wird die Axe
BE wie ein Hebel in Ansprueh genommen, und es wird TermSge der Stei-

figkeit desüelbnn ein horizontaler Druck normal snr Ebene DFC unmittel-

bar auf den Schwerpunkt C übertragen.

Hiernach liabon wir oiiifach die Wirkungen zu untersuchen, welche

eine Verminderung von y] und vou a hervorbringen. Beide gehen unab-

Läiigig von eiunnder vor sich} der Effect der Veränderung der einen Ge-

schwindigkeit muss daher unter der Voraussetzung betrachtet werden, daas

die andere Geßcli windigkeit nicht gleichzeitig direct bceinllusst werde.

Betrachten wir diel oriueln für cus,tf^ welche für den einfacheren Fall

des Polvtrops gelten, wo die Länge </ des ArrnPs /// i^leicli null ist. Wenn
sich t/ vermindert, vermindert sich auch der positive Werth von ro^i/', es

vcr^rössert sich nLso (ier Winkel t/», d. h. in Fol^n der Zn p t enrcibuDg
d 0 » S c ii w u n g r a d e .s s i n k t d a s s e 1 b e a 1 1 m Ä Ii 1 i c Ii h e r a b.

Vermindert sich dagegen die Ümlaufsgeschwindigkcit «, so h/infj^t der

£ffcct von der Stärke der Kotationsgeschwindigkeit i} nb. litt nämlich

« >-—=r , 80 hebt sich das Schwungrad: ist aber «< —— , wie es im

Laufe der Zeit sicher eintritt, so senkt sich dasselbe.

Nach gc wissor Zeit wird also das Schwungrad sowohl in

Folge der Zapfenreibung an seiner Axe, wodurch i} rermitt-

dert wird, als auch in Folge der Axenreibung an der vertica-

len Umdrehungsaxe, wodurch a vormindert wird, herabsin-

ken; vorher kann jedoch mit einer Verminderung von « eine

Hebung des Schwungrades verbunden s«in.

Hieraus ist nun auch der Effect eines Druckes klar, welchen man

gegen den Arm IH anbringt. Bewirkt dieser Druck Beschleunigung oder

Vergrössernng von a, so senkt sich das Schwungrad, sobald > — istj

dagegen hobt es sich, sobald <Cr~~^ ii^t* ilcmmt man den Arm IBy

4 h W
vermindert man also «, so Lebt sich das Schwungrad, falls ^—=- ist,

CK /

\hw
und es senkt sich, falls 1]

^— ist. Bei schwacher Uotation iji

sie unfehlbar einmal eintreten muss, hebt sich also das Schwungrad
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.

bei der Beechleotiigang des Armei IH und ee senkt sich bei der

Hemmnng dieses Armes, nud swar findet dieses Verhatten eo-

wohl fUr ein anfwArts, wie fflr ein abwArts gerichtetes

Schwungrad statt.

IB. Daa rotli«nde OeaehoM. Das ans einem gesogeni^n Geschtttie

geworfene Geschojts 0E (Fig. 17) ist ein um seine Axe DK rotirendes

Schwungrad , welches mit der Spitse S oranschreiteL W^nn auf dieses

Geschoss Krftfte eiawtrlceny deren Resultante durch deu Schwerpunkt C
geht, so werden dieselben die Bahn dieses Schwerpunktes bestimmen, ohne

der Kotatinnsaxe DE eine andere Stellung zu vorleihen. Von der letzteren

Wirkungsweise ist die Schwere; vermöge der Schwere diiicliläuft also das

Geschoss eine parabolische Bahn ^T, , ohne eine a n d e lo A x e n r i ch-

t u n g an zu n c Ii lu e n. Hiernus golit hör vor, Ua^s die Schwere durch-

aus keine Veranlassung zur Abweichung der rotirenden Ge-

schosse von ihrer Bahn, auch nicht zur Verdrehung ihrer Ho-
tation s a X o i st.

FrriuM foltjt ans der Beharrlichkoit rlor Stcilunj; der Rotationsnxc und

aus dem Unjstaude, dass alle weit tragenden Gesciiütze ihre Kugel mit

£levAtion, also in einer aufsteigenden Kichtnng D F\ entsenden müssen,

dass die Rotationsaxe />, £, des Geschosses in jedem Punkte seiner Baha

mit der Spitze nach oben gekolirt sein wird, insofern nicht dnrdi beson-

dere störenden Kräfte eine Verdrehung der Axe eingetreten ist.

Endlich erkennt man, dass ein auf das Geschoss wirkender Sei ten

•

wind, insofern die Resultante seines Druckes durch den Schwerpunkt der

Kugel geht, eine Seiten*

ablenkungdesSchwer*

^y'^^' Punktes, nicht aber eine

^-.^ Yerftnderung der
.

^ ' Axenriehtung hervor-

^ i bringen wird, dergestalt,

Jp^£^^^"-—~»««wr— ---^^ dass dieProJeetionderFliig-

^^Z^Ss^^"-^ ^^'^ •'•^ horiaontele
" Ebene durch Fig. 18 dar-

gestellt ist.

Der Luftwiderstand, M'elcher sich dem vordringenden Geschoss

von vorn rntj^ep:^en«;e.set'/t, wird nur eine Verzögerung der Fortsehritt??p:e-

schwindigkoit, niclit aber eine Vordrohmig dor liotationsaxe erzeugen, iaiis

seine Hesultantc durch den Schwerpunkt 6' geht.

Endlich kann die Abweichung*, welche hei sehr langen Flugbahnen

dnrcli die Umdrobung der Krdo entstellt, indem das Geschoss beim

Eintritte in einen andern l'arallelkrei.s auf eine Lnftscbicbt von grösserer

oder kleinerer Geschwindigkeit von West nach Ost tritit, also von einem

besonderen Luftwiderstande afücirt wird, keinen Kinfluss aufdieAxen*
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itelUng d«s Geteliotaes hnben, inaoforn die Reanltante dieses Ltiftwider-

staadee dorch den Schwerpunkt C geht

Die Bedingirag, dMs die Resultante ven Wind Lnftwidcrstand

dnreh den Bchwerpnokt dea Geachoasea gehe, ist fär eile m&gltchen Ricli-

inngea dieser Mnaaeren Angriffe nnr dann erfüllt, wenn das Geschoss die

geemetriache Kugel form hat. Eine ans einem gesogenen Gesehtttse go<

worfene wirkliche Kogel wird also weder dnreh die Schwere, noch dnreh

den Luftwiderstand, noch durch Seitenwinde Toranlasst werden, ihre Ro-
tationsaxe snverdrchen. Hi^rnaeh erscheint die geometrische Kngel*

form in fiesiehnng auf Seitenahweiehoog nnd Verdrehung der Rotationsaxe

als die glinatigate fttr die Gosehoase; allein da der Loftwideratand von Torn

^n erhehliehea Bewegungsbinderniaa iat, welcbea die Abweichung von der

parabolisehen Flogbahn und die Verkfirsung der Wurfweite herbeifDhrt und

da dieser Widerstand nnr dnreh eine Verlängerung und Zuspitzung
des Geschnnges vermindert werden kann, so ist man in der Praxis der Feuer-

waffen doch gonötliigt, die Rundkngel mit der S p i t ä k ii g e 1 zu vertauschen,

welche Letztere ausserdem eine beüsere l'^ührung iu Uciii Gescbüt;6rohru ge-

stattet.

Die Rotfitionsaxe der Spit-ikagi 1 kann nach Vorstehendem nur tlurcli

solche iviitito verdicht werden, deren ReKnItante nicht durch den
Schwerpunkt geht. Ist /* die Resultante rij»e8

solchon Systems von Kräften (Fi^. 19) und C der

Schwerpunkt der Sjiiti'.kugel, so eraeugt jene Kraft

P zwei verschiedene Wirkungen. Denkt man sich

in C zwei der Kraft P iiurallele nnd gloiclm Kr/ifte

Oj R in entge^'f'n^'osetzten Richtungen angebracht,

so afficirt die Kraft ()=Pdie Fortschrittsbow cgnng pjg, ^g,

der Spitzkugel in der vorstehend beschriebenen ,

Weise; ausserdem aber ruft das Kräftepaar ^ die Tendenz zur Dre-

hung nm eine auf der Ebene PCB normal stehende Axe und demznfolge

tur Verdrehung der Rotaiionsaxe der Spitzkugel hervor. Ueber-

ksupt wisfien wir aus den früheren Untersuchungen über die Ojralkraftf

class nnr K räftepaare im Stande sind, die Richtung der Rotaiionsaxe
der Bpitskngel an verändern.

Untersuchen wir jetzt den Effect der verschiedenen, in der Praxis zur

Wirkung kommenden Kräftepaare. Wenn die Spitskugel nach Fig. 10 und

überhaupt so geformt ist, dass Ihr Schwerpunkt Cmehr nach orn liegt,

sc erseagt ein horiaon taler Seitenwind P ein KrKftepaar P, JI, dessen

positive Halbaxo CA yertical nach oben gekehrt ist (indem dieses

Krftftcpaar Drehung in der Richtung EGDG' an eraeugen strebt),

nun die Spitskugel um ihre Axe J>E bö, dass CE die positive Halbaq

siso in der Richtung GAG' wie es in der Praxis immer vorkoi

die Geechtttse einen nach der KrUmmuag einer rechten Sehraul
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denen Drall besitsen, so findet sich nach No. 12 die Biebtnng, weleba die

Rotationaaxe durch die Einwirkung jener Gyraikraft im Zettelementa di

annimmt, durch die Diagonale CEi eines Rechteckes, dessen eine Seite CE
und dessen andere Seite eine unendlich kleine Verticale in der Biehtung CjS

ist. Durch einen Seitenwind, welcher wie P von der linken Seite kommt,

wird also die Spitae der Kugel nach oben, durch einen ron rechts kern*

menden Seitenwind dagegen nach unten abgelenkt.

Wenn der Seitenwind dauernd und nicht gans UbermXssig stark ist,

so dass eine gleichförmige Bewegung der Kugel mdglieh bleibt, bewirkt

er eine fortgesetste Drehung der Spitskugel QmdieborisontaleAxe

GG'y und zwar in der Richtung EE^DE^^ wenn er yon links kommt, und in

der Richtung EE^DEi, wenn er von rechts koninit.

Durch einen heftigen Wind kann nl^o die Spitze eines Geschosses von

lauger Will fwcite merkbar nftch oben oder unten abgelenkt worden, Kotirte

die Spitz ku gel nicht, so wurde derselbe Seitenwind eine viel erheb-
lichere Ablenkung der Spitze n a c h 1 i u k h oder recht« hervorbringen.

Damit der Seitenwind keine Ablenkung der Spitzkugel erzeugte, mÜKstc

der axiale Durchschnitt i? G^i? 6^' eine nach vorn und hinten symmetrische
Gestalt haben, weil alsdann die Kesuitante des Winddruckes durch deu

Schwerpunkt C ginge.

So nützlich diese Disposition als Schutzmittel gegen den Seitenwind

wäre, so bedingt doch der ungleich energischere Luftwiderstand von
vorn eine andere Massregel. Geht nämlich die

Resultante I\ des Widerst ni li s der Luft gegen

das in der Kichtung CF(h'ig. 20) fliegende Gc-
BchosB über den Sc h werpunkt C hinweg, so

ist CG' die positive Halbaxe der Gyraikraft, die .

Fig. 20. • Spitze der Kugel wird also seitwärts nach
rechts, nämlich nach der Seite hin abgelenkt,

wohin die Bewegung der obersten Punkte A der Kugel seigt. Geht die

Besnltnnte jenes Luftwiderstandes unter den Schwerpunkt hinweg,

so ist CG die positive Halbaxe der Gyraikraft, die Spitae weicht also seit-

^ wärts nach links oder dahinab, wohin die Bewegung der untersten

Punkte B seigt.

WAre die Flugbahn des Geschosses eine horiaontale Linie, be*

dürfte also das Geschttta keiner Elevation , so würde die Botationsaxe der

Spitskugel atets horisontal liegen und demnach der Luftwiderstand stets

durch den Schwerpunkt gehen. Unter soleben Yoraussetsungen wire also

' die vorstehend bezeichnete symmetrischeForm nach vom und hinten, welebe

der Seitenwind verlangt , auch passend in Bücksicht auf den Luftw i •

derstand. Wegen der unvermeidlichen Bogenlinie der Flugbahn würde

jedoch der Luftwiderstand gegen eine symmetrische Spitskugel stets über
den Schwerpunkt hinweg gehen und eine Seitenablenkung der Spitae
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\

berrorbringcn. Wenngleich die Elevation der Qeacbiltse immer gering und

demsnfolge aiieb der Hebelarm, womit der Laftwider«taiid am den

Schwerpunkt 6' wirkt, stets sehr klein ist, so ist doch wegen der grossen

Wurfgeschwiodigkcit der Geschosse und des quadratischen Verhältnisses^

in welcbom der Luftwiderstand mit der Wurfj^e.schwiiidigkoit wäclist, dieser

WiUerötand selbst so bedeutend, dnss er der Gyralkiaft eiu crUebliches

M 0 m c u t verlcihr n kauu. Hierzu kommt noch, da.sä diu Verdrehung, welche

der Luftwiderstand verursacht, noch dadurch viel uuangenebmer , als

die durch Seiten wind verinlasste Verdrehung wirkt, weil Jene seit-

wärts gerichtet iüt, und liierdurch der Flugbahn selbst unter Älitwir-

kung des stets normal gegen krumme Flächen wirkenden Luftwiderstan-

des eine A b i e n k u n g nach der Seite ertiieilt wird, wahrend der Seiten-

wind Verdrehung der liotationaaxe iu verticaler Ebene und demzufolgo

aneli Ablenkung des Gcschostea in verticaler Ebene erzeugt, was für den

praktischen Gobrnuch der Feuerwaffen weit weniger nachtheilig ist.

£be wir die&e Ablenkung von der Flugbahn weiter besprechen, wol-

len wir die Diskussion der Verdrehung der Botationsaxe zu Knde führen.

Wenn die Keflultante des Luftwiderstandes immer horisontal ist,

was aueb eine gana boriiontale Flugbahn Toranssetat, und wenn die-

selbe nicbt UbermÜssig gross ist, so dass eine gleiobfdrmige Beweguog

der Kugel möglich bleibt, so wird die Rotationsaxe I>S der Spitskugel all-

mUig eine Kegel fläehe um die durch den Schwerpunkt C gelegte
boriiontale Flugbahnlinie beschreiben. Bei nicht zu grosser

Wurfweite uod unter normalen VerhMltnissen werden diese Bedingungen in

der Artilleriepraxis nahesu erfüllt sein, und man erkennt daraus die beaeh-

tenswerthe Thatsache , dsss unter gewöhnlichen Verhflltnissen die Axe
einer rotlrenden Spitzkugel durch den Luftwiderstaad nur
tum Durchlaufen einer Ke<;elfläche mit horisontaler Axe,
also zu relativ geringen V'erdrelmti^* n Veranlasst wird, selbst wenn ihr

c h vv e r p u 11 k i a a c Ii hinten v e i r u c k t ist, wogegen eine nicht r o 1 1
-

rende Spitskugel von dieser Construction sich soiuit nach oben oder

unten drehen und alsbald sich ganz überschlagen würde. Je rascher

da^t Geschoss rotirt, je enger al.s., der Drall t!es Geschützes ist, desto mehr

kann der Schwerpunkt nach liinten rücken, ohne die Zuverlässigkeit des

8chusses*zu bcciutriCchtigen, während nicht rotireude Geschusse mitznrUck-

liegendem Schwerpunkte ganz unbrauchbar sein würden.

Nun ist aber die Kosultanie des Luftwiderstandes im Allgemeinen nicht

horizontal und bleibt auch wegen der krummen Flugbahn und wegen der

Drehung des Geschosses weder in Beziuhung auf liichtung, noch iu Bezie-

huog auf Stürke und auf Aogriffspuakt constant. Nahezu wirkt nitmlich

der Luftdruck auf jedes Flftcheueleuient normal und ausserdem ist er

nahezu dem (Quadrate der relativen Gescbwmdtgkeit proportional, welche

dietes Element in der Kichtung seiner Noimalen hat. Beseichnet also a
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den Neigangswmkel der Normateti eines FUehenelementee df der Spttslin'

gel gegen die Tangente der Flugbahn, ß den Neigangswinkel dieser Tan-

gente gegen die Rotationsaxe dea Geschoasea, « die Wurfgeschwindigkeit

und A: einen Erfahrungscoef&cienten, so ist der Normaldrnek gegen

jenes FlJlehenelement nahestt dNssik^coiFadf. Dieser Druck kann in

die beiden Componenten dRsskv*co^«tcos(a-\- ß)df rechtwinklig snr
Botationsaze und dP= Art^cos*aM'ii(a d/* parallel snr Rota*
tionsaxe zerlegt werden.

Nimmt man die Momente dieser Kräfte in Beziehnn;; zum Schwer-

punkte des Geschosses, so führt eine Summirung jener Kräfte und ihrer

Momente für die nach vorn gekehrte Oberfläche sur Keuntniss der Gyral-
kraft und ihrer Drehungsaxe,

Ohne dass wir uns auf eine specielle Berechnung dieser Integralsnm*

men einlassen, ttbersieht man, dass sowohl der normal sur Rotationaaxe

gerichtete Druck i{, wie der parallel an dieser Axe gerichtete Druck P
gegen den Toranschreitenden Theil der Spitskugel immer grOsser ist,

als gegen den hinteren Theil, dass aber die StJIrke und Richtung tob

Jt und «und insbesondere ihr Abstand vom Schwerpunkte, also ihr

Moment durch die Form des Geschosses mehr oder weniger beeinflnsst wird.

Im Allgemeinen wird folgendes VerhKitniss fttr eine Spitakugel stattfinden,

deren Schwerpunkt nach vorn liegt. Beim Fluge in der liichtung C/^

der Kotationsaxc wird die Kcsultnntc des Luftdruckes durch den Schwer-

punkt gehen; das Moment des daraus entspringenden

^Tf Kräftepnares oder die Gyralkraft ist also null. Beim

Fluge in der Jücbtung Cl\ (Fig. 2l), wohei natür-

lich die Kotationsaxe in constantcr Lage gedacht

ist. wird die llesultanto des Luftdruckes vor dem

35 Ii^'- • i]"inkte vorbeigehen, die Gyralkraft wird

also in der liielitung /'t wirken und ein bestimm-

^ tes Moment haben, welches dnrcli die L/in^e der

Linie C/\ dargestellt int. Alsdanu wird es innerhalb

deh Quadranten /'6'/'jj eine Flugl ichtung C/", geben,

für welche die Resultante des Luftdruckes wieder durch den Schwerpunkt

geht, also die Gyralkraft null ist. FUr alle über C'F^ hinaus liegemlen Flug-

richtungen C'/'j, CF^ gebt die Kesultante hinter dem Schwerpunkte vorbei,

die Gyralkraft wirkt also in entgegengesetzter Urehungsrichtung F^F^F^ so

dass ihr ^foment Cf^, Cf^ in der rückwärts gerichteten VerlUngerting der

betreffenden Flugrichtung aufgetragen ist. Für die links von FF^ liegenden

Flugrichtungen wiederholen sich dieselben Verhältnisse in symmetrischer

Weise*

Hau sieht, dass fttr vier Flngrichtangen CF, CF^, CF^, CF^ die Gyral-

kraft null wird, dass sie ftti: swei Flugrichtangen CFi und CF^ ein poai*

^l-r^- r

Digitized by Google



Von Dr. Hbuhamk Soheppi.br. 143

tivet Maxiintim tiiid für swei Flagriehtungeu CF^ und ein oegati*

es Haxlmam erreicbi.

Die Fig. 21 gilt sogleich fttr eine Spitzkugcl, deren Schwetpunkt naeli

hinten liegt, wenn man Cl\ als die positive Richtung der Flugbahn

anbieht.

Füi eine ganz vollko in m cnc Spitüku^cl inüsstc die Resultante des

Lnftdiuckes für jedcjiiclituiig ilcr l'lu;,'liiiliii durch di n Scliwcrpiinkt gehen,

din Curve C/*, Cf^f^ müs^to sich abo auf einen Punkt rcducirou. Da eine

solcho Kugclfonn nicht möt^lich ist, su sollte wenigstens der vordere positive

Tlifil Cf^ C der Curve vpr.scliv> tu hu, d. h. es sollte Im koine Flugrichtung

die Kesultantc des Lnfidrucki > vor dem Schwerputiktc vorbeigdien.

S(i lange nun die Fhij;«;« schwiiidjgkeit und demniicli der Luftwiderstand

unterliall) einer gewissen ( iius^e, nämich unterhalb derjenigen (irös.se bleibt,

bei welcher eine g l e i c h I > r m i ^ o Bewegung der Spit^kugd bei der durch

die Gyralkraft veranlassten Drehung noch möglich ist, wird die I^nta-

tionsaxe der Hpitzkugel eine Kegel fläche um eine naliezu

horizontale Axe beschreiben, gleichviel, ob der ächwerp unkt
des Geschosses nach vorn oder nach hinten liegt.

Wenn die Fluggeschwindigkeit die eben bezeichnete Grenze überschrei-

tet, jedoch eine gewisse höhere Grenze noch nicht erreiclit, hört swar diB

Gleichförmigkeit der Bewegung der Spitzkugel auf, allein sie verwan-

deU sich erst in eine periodische, bei welcher die l^pitzo eine allniHlig

sich erweiternde und »Isdann sich wieder verengende Spirale und die Ro>

tationsaxe einen erst sich erweiternden und dann sieb wieder verengenden

Kegel um eine nahezu horizontale Axe beschreibt.

Geht aber die Fluggeschwindigkeit Aber die letstere GrensQ hinaus, so

bleibt nur fttr diejenige Spitakugel, deren Schwerpunkt nach vorn liegt,

die Drelinngsbewegnng der Spitze eine periodische f
fttr diejenige Spitsku*

gel dagegen, deren Schwerpunkt nach hinten liegt, wird diese Bewegung

eine fortschreitende, so dass das Geschoss sich überschlugt.

Eine Spitskugel mit vom liegendem Schwerpunkte ist übrigens nur

dann vor dem Ueberschlagen bei sehr grosser Geschwindigkeit völlig gesi-

chert, wenn fUr keine Flngriehtung die Resultante des Luftdruckes vor dem
Schwerpunkte vorbeigeht.

Da sieb der Luftdruck in Ewei Componenten normal und parallel nur

Rotationsaxe serlegt, so iüt.klar, dass die letstere Componente Limmer
mehr und mehr die Wurfgeschwindigkeit des Geschosses vermindert, dass -

aber die erstere Componente R das Geschoss au einw Abweichung von
der Flugbahn in der Richtung dieser Componente ndthigt. Hier-

aus folgt, dass die Gyralkraft, indem sie die Kotationsaxe der Spitxkue

gel verdreht, auch eine Abweichung des Geschosses von der
Flngb ah n nach d e rj e n ig e u K • c Ii t u n g hin veran 1 usst, wohin d i-

Spitze der Ivu^cl gedreht wird, weil sich in Ful^e dieser Verdrehung
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der Eotationsaxe die Componente i? dea LnftwidereUndes efenbar e^
grössert.

Hiernach ist die Abweichung einer Spttskugel mit voran liegeodem

Schwerpunkte, welche aus einem rechts g(;wnndenen GeschOtKc goworffn ist,

die foTgende. \\ i ^^t n der Klevation dos Geschützes und der parabolischen

Flugbahn bewirkt der Luftwiderstand iiu .absteigenden Aale , wo die Nei-

gung der liotiitioiisaxe ;jregen die Flugbahn hinreichend gross ibt, eine

Ver dreh ung der i t 0 n ach 1 i n ks 11 ti d ausser der von ihm di-

rectvejranlassten verticalen Erhebung der ganzen Kugel über

das Ziel noch eine Abweichiuip: der Kugel links vom Ziele.

Der von 1 i n k s k o m ui en d e Seitenwind bewirkt e i n o V e r d r e h ung

der Spitze nach oben und a n s s e r d e r von i Ii ni d i r e c t veranlass-

ten A btre ibn n g d er K ngel nach rechts noch eine Abweichung
derselben in V e rt i cal er Eich tung nach oben. Der von rechts

kommende Seitenwind bewirkt eine Verdrehung der Spitze

nach unten und ansser der von ihm direct veranlassten Abtrei-

bung der Ku^el nach links noch eine Senkung derselben in

verticaler Richtung nach unten. Alle dieite Verdrehungen
und Abweichungen sind um so geringer, je rascher die Spits*

kugelum ihreAxerotirt.

Bei einer runden Kugel kommen in Folge des Luftwiderstandes nnd

des Seitenwindes keine Verdrehungen der Rotationsaxe vor, und wenn die-

selben vorkämen, würden sie doch die bei einer Spitskugel damit verbunde-

nen besonderen Abweichungen von der Flugbahn nicht nach «ick

sieben. Hiernach hat die runde Kugel Etwas vor der Spitskugel vorauii

allein der Nachtheil, welcher aus dem grösseren Luftdrucke gegen

eine runde Kugel entspringt, und die Schwierigkeit, eine runde Kugel «ni

einem gezogenen Geschütze sicher su werfen und ihr die tu einer ta9gr

liilist beharrlichen Flugbahn nöthigo Rotation zu ertheilen, scheinen jenes

Vortheil in der Praxis zu überwiegen.

Aus Vorstehendem ziehen wir zwei für den Gebrauch der Feuerwaßen

wichtige Schlüsse, Der er.ste betrift't die Form des Gescht>8ses, der

zweite den Drall des (icscliützes.

Die ^M-.\ oliuliche Forderung, da.ss der Sciiwerpunkt der Spitzkugel mehr

nacii vuiii ^^ ie nach hinten liege, hat nanilich in dieser Fassung keine Be-

deutung und verwirklicht an sich durchaus nicht die dabei ins Auge gefassto

Bedingung der Öchusssicherhoit. Diese Bedingung verlangt vielntclir,

dass die Resultaute des Luftdruckes für jede Flugriciituog

oder für jede Wind richtung durch den Schwerpunkt des Ge-

schosses gehe, falls dies aber nicht au ermöglichen wäre, dass sie

wenigstens für keine Flug- oder Windrichtung vor den

Schwerpunkte vorbeigehe. Ob hierbei der Schwerpunkt vor oder

hinter der Mitte der Axe B E liegt, ist völlig gleichgiltig. Der Schwerpunkt
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einer Kuj^pI, welche jener Bedingung genfigt, wird allerdings nach vorn

fallen; allein nicht umgekehrt wird eine Kugel, deren Schwerpunkt vorn

^iog^» jener Bedingung genügen. Ausserdoni iüL es keineswegs xweckniäs-

«ig, dass der Schwerpunkt weit nach vorn falle, sondern es ist ratlisatn, dass

er 8 «) w e n i g w i e njo g 1 i c Ii a u s d e r M i 1 1 e d e r K o t a t i o n s a x e Ii e r a u s -

r iic k f
,
qder vielmehr, dass dasDrehuugsmuuient desLuftdruckes

für jed e mögliche Flugrichtung, also d as Maximum d er Li nie

C/*^ia Fig. 21 so klein als irgend möglich sei, weil AlsdiiDn der

Seitenwind die möglicli kleinste Abweichung erseugt.

Eine zweckmäs.sige Form der Spitzkugel durch liechuuug au ermit-

uin, würde uniütändlich sein; empfehlenswerther

für praktische Zwecke dürfte folgendes Verfahren
f#

^

sein. Das Geschoss /? ^ I Fig. 22), deb.M n Form ge- B(^^'^]/^£ jr
prült w erden soll, wird zw ibclicn zwei horizontal lie- ^/yr^ }

genden Drehpunkten, deren V»' i bi rjdungslinie durch ^'
j^

di'n .*^ch w erjiunkt ^ geht (indem sie auf der Lbone
F^p H

der Figur uormal steht), möglichst leicht drehbar

gelagert und duo in allen möglichen Stellungen Z>£, i>| D^E^ dem Drucke

eines mit hinreichender Geschwindigkeit sich bewegenden Luftstromes P
ansgesetzt An der Drehung, in welche das Geschoss dorch den Luftdruck

Tersetzt wird, erkennt man sofort, ob die obige Bedingung für alle Lagen

erfbUt bt. Insbesondere darf keine Lege vorkommen, wo das Geschoss ans

der Qrsprfinglichen Lage i>£ weiter nachf, herum gedreht wird;

dasselbe mnssTielmehr aus jeder Lage in die urspr<UigUehe surttck»

kehren. Dieses Verhalten muss die Kugel aeigen, indem ihr Schwer-
punkt mdgliebst nahe an der Mitte der Linie i>£ l^^&^i in<lem

alsdann die Drehungsmomente möglichst schwach sind.

Die zweitr- an eine Spitzkugel zu stellende Forderung ist, dass sie

möglichst rasch rotire, so dass ihre lebendige D r eh u ng s k r a 1

1

iBögüchst gross werde. Hierzu wUrde ein möglichst wenig ansteigen-

der oder ein möglichst enger Drall des G es chützes verhelfen.

Die Verengung des Dralles hatjedoch ans mehreren Gründcu eine praktische

Otenie; theils wird die Kugel über au schwach steigende Windungen hin*

weggerissen, theils erzengt ein solcher Dmlt zu viel Heibnog, vernichtet

also au viel lebendige Kraft, theils leidet das Geschütz zu sehr durch den

pIStaüchen Stoss gegen die flachen Windungen. Diese UebelstXnde Hessen

sieh wahrscheinlich durch einen Drall von nngleichuiässiger £Ltei*

gttug erheblieh Terroindem. Beslisse nftmlich der Drall an der

8cele eine sehr starke, der Gesehfitsaxe naheau parallele

Steigung und wftnde sich nach der Mündung immer enger, so

würde dieKugel allmählich, also mit wenigerReibung undMinder-
Dissen in den engeren Drall übergeführt. Auf diese Weise könnte

Z*ilwhrUl Tür llalli«iMiUk ii. Physili. XI, 2. 10
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man mit weniger Verlust An lebendiger Fortscbrittskrtftciil

stärlccrc lebendige Dreiikreft erzielen.

Die Anfeiti>^niug gezogener Gescbutze mit ungleicUrörmigenÜnlU

mng einige praktische Schwierigkeiten heben, kenn mber nicht Ar iiw-

J'iihrbar gehalten werden.

19. Bai Tiaohrttoken. Der Peroxiamus des TiBehrtteken^ i^tvo;

über; die Begebternng der Adepten, welebe m dem tensenden Tiicbe ei-^^

gebeininissTolle Naturkrnft verehrten, hat sich an dem nftchtme» 8kff

ü

cismus der UXnner der Wissentchafl gebroehen; allein decsenuBgcMkitt

wuchert die Krankheit im Stillen fort und wird nnsweifellitft in eioi;^'

Zeit, wie Jede Epidemie, ihren ernenerten Umang halten. Wir weiden diai

'

wieder Franen nnd ahnnngtiTolle Jttnglinge im Zanberkreise am m^l
Tische nach dem Momente sehmachten aeben, wo der mit der Emü^
wachsende Druck ihrer Finger das Terhiingnissvolle Knacken, Üit

gibcbc Sprache des Tisches, hervorbringt. Wir werden wieder hi

ergötsliche Schauspiel haben, dass auf dieses Knallsignal die scbonvoi^"

einer Stfltse bedürftigen erlahmenden Glieder in eine taumelnde Üucl:

gerathen, welche dem Tische bald einen atitrkeren Ueberdruck m ii^^'

bald an jener Stelle ertheilt nnd dabei bald etwas mehr rechts, bsUei«»'

inebr links gerichtet ist, bis endlich in einem günsligi ii Momente der TW
ein wonig nufkij)pt und sich zugleich nach einer Seite dreht. WelcbeMu^ ;,

der Erde vormöchte in diesem Augenbliiko, wo sich der Zauber mit eiü«»

jil<)t/licbcn Kiuke lüst, die bcj^eistornd aul jauc li/cmle G est lUtbaft
^

jstclicn- oder Sitzenbleiben zu bewogen! Mit Jeiu Iviifc: hier drehe i»«

i e Ii kann nie Ii t anders! stürzt sich ein Jeder Jei eingeleiteten BewegiBj

nach; ein willenloses \Vi ik/« n^' in der Inilicicu Gewalt der Klopfg^is'^'

treibt er den 'J'iüch um »md ]
i

i slainit über den Effect, da er mit

glHubi<;en Ueberzeuguiig tüliit, dasss die, liew t'^iuig dejj Tisches nicLt

der Ciesellächait, sondern die Bewegung der (icäcll&chaft von dem iü^'*'

ausgeht.

Dieser 'raiiniel Nsird einst wicdei kehren ;
»la aber im .Stadium ^t\^^'

stase jeder Versucli zu prosaibcher Adsirgun^ (!• rErseheinnng als t'inSaff'

legium angebohrn wird, so erücheiut es ratbsam, die jetzige Zeit der W'"*^

stille zu einigen trunkenen Keiiexionon über das Phänomen zu benoUr^

welches auch für di u Ungläubigen einige intereissante Seiten hat.

Um einen Tisch zu verschieben, ist die Ivoibung zu überwinden«

welche sich zwischen den l'^ttssen und dem Fussboüen Äussert. Um ciocQ

Tisch im Kreise uitt seine Ax e zu drehen, indem man ihn nahezu am Um-

fange der Platte angreift, ist dieselbe Keibung au überwinden; allein (h<

daxu erfurderliche Kraft ist in dem Verhältnisse kleiner, als der HobeUrn

des Angriffspunktes grosser ist als der Hebelarm der Fnsspunkte, beide vov

der verticalen Ase des Tisches aus gemessen. Um endlich einen dreibei-

nigen Tisch um einen seiner Fusspunkto au dteiaen, sind nnr swei Drit*
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tpl ilor orstfren lloibung, und zwar mittol.st cinoH ikicIi «jjiuisti^'crtMi ll<'h«*l-

voi lialtiilsses zu üherw iiidcn , so da.ss zu dicsor Bev\ f>>^iitig meistens iiicbt

liaib so viel Kraft erfnrderlicli ist, als zu der gerndliiii^fn Verachiebung.

Beim Tisc Ii rücke II kommt aber zur Krlmltuiig tier Drciibewegiing noch
nicht einmal diese sehr rcdncirte Kraft,

es kommt Uberall ketue £cibung
4abei in Betracht. Denn <lcr tan«

zende TiscU verliält sich nahezu wie der in

Fig. 23 dargestelito Körper, welcher initteUt

de« die Fnsspankte unter sieb verbindenden

Krettfes AGB(j auf dem FosBboden rollt

oder gewXlst wird. Die Rotation nm die

vertieale Axe MM^ erfordert also nur die

UeberwIodoDg der sogenannten wftlzenden

Keibung, welche bekanntlich nur einen

kleinen Theil der gleitenden Kei-
bQ ng ansmacht ; der sa Überwindende Bei*
bnngswiderstand Ist mitbin höchst un-
bedeutend.

Fig. 23.

Die mathematische Theorie des Tischrilckensist offenbar in

unseren früheren Untersochungen vollständig enthalten. Insbesondere ist

der tanae&de Tisdi.dem in No. 16 betrachteten rollenden Rade ähnlich.

Nehmen wir an, der Tisch rotiro in der Kichtung ^ 6' /> um seine Axe
ifüf|, alsdann rollt sein Fusskreis in dem Laufkreise liüK in entgegen-
gesetsterKichtung herum. Zur Erhaltnog dieser Bewegung dient das

Gewicht CW=zW und die Centrifugalkraft CS^S^ welche im Schwer-

punkte^ der Tischmasse wirkt; ausserdem wirke im Punkte ein verti-

caler Druck Behalten wir im Uebrigen die' Beseichnnngen ans No. 15

bei, so dass a die Winkelgesehwindigkeit des Tisches um die verticale Axe
Ü^/*', i| die Rotattousgeschwindigkeit um seine eigene Axe üfJlfi, ^ den Nei-

gungswinkel UDP* der Tiscbaxe gegen die Verticalo, r den Radius "MB

des Fnsskrcises, J2 den Abstand des Schwerpunktes (7 von der verticalen

Axe BW beseiehnet, und setzen wir noch die Linien UC^h^ MMy^ =

Der Fusskreis durchläuft in der Zeiteinheit den Weg (rj 4* aco*i^ )r auf

dein Umfange des Laufkreises BHK. Da der Radius des letzteren Kreises

= R~hsm^'\^rcns tl> Ist, so hat man für diesenWegauch ctiji^hsin'^'^rcos^)*

Aas der Gleichheit beider An >(! I ii cko folgt

tt(Ji— hsm^) =s i^r.

Das Kriiftepaar der Schwere W in C und des betreiFenden Theiles

des verticalen Widerstandes in B hat das Moment W^.{rcoti^—h9w^y

Das KrSftepaar der Centrifugalkraft in C und des horisontalen Wider*

10*
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1 48 ImaginäreArbeit,eineWirkungder Centrifngal- u. Oyralkmft.

W
standeB in B bat das Moment -^v?R.{r9mi^ hcot^). Das Kräftepaar

des Druckes t» in und des betreffenden Theiles des verticalen Widerstan-

des in B hat das Moment w,(jfCot^— Hsinr^— rcosi^). Die letzten heidcu

KräftepaHre wirken dem ersten entgegen; man erliält also die Gleichung

W{jr cos fi^^htin ^)—^u*R{rsin^'\r^ <^os^)

—

w(q cos V»— Bsiny

—

rcosi^]

Eliminirt man bwischen dieser nnd der vorhergehenden Gleichung die

Grösse Jt^ so bleibt eine Gleichnng swiscben « und ^ tcnrUck.

Die Anflösnng derselben £ttr « giebt

jj [ \ Tsin t/; H r (r sin 4- A C0#

a =j= ^ £

ff

+y — —
' f l2— A(rsMi^-f Aco#^)sln^]*

IV{r cos itf— hsimi/) —w cos^— tisinijf— r cos ^) j

+ — h{rsin^/ hcosif) sin^
ff

Für den hier in Betracht kommenden positiven Werth von ai«t die Warzel*

grosse positiv zu nehmen.

Während für das rollende Rad in No. 15 der Fall von besonderem

Interesse war, wo die Kotation einen sehr grossen Werth hat, ein Fall,

welcher hier den Näherungswerth

W{r— htang ^)— »(^

—

r— fftang^) •

H [ J Tlang -|- —- r (r iang tj;+ A)]

ergeben wttrde, wt fUr das TisehrUcken der Fall von grösserer Bedeu-

tung, wo if sehr klein ist. Fttr den letsteren Fall, wo ^ nahem gleich

null ist, hat man hinreichend genan

7 /^(r - htang^^———— '

•

tangf^ + A}«th^

Die Laafgesehwindigkeit uR des Sehwerponktea C und nahesu die des

Mittelpunktes des Tisches ist gleich t;r+ flrAsuttfr, oder wenn i} klein ge-

nug ist, nahe^^u gleich aAfiVi i^. Demnach ist diese Laufgeschwindigkeit

nahezu

ang^lf) --r— fftangxp)\hsin^/

•—{rUtngi^ +A)
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Von Dr. Hkum-axk Schepflkr. 149

Die scheinbare Rotation ß der TUelipUtto, welcho niis der Dreliung

um «ine «u ^i^t parallele Lini«» entupringt» oder die VViiik«'lgPscl»windig-

keit, mit welcher dar iüeolle tiefste Punkt R^ den Umfang der Tisch-

platte durchlSoft, ist gleich oder bei der Kleinheit des Winkels ip

Babestis=ft.

An« diesen Formeln ergeben sich folgende Schlttsse.

Der noter dem Winkel^ aufgekippte Tisch braucht gar

keine Botation q um seine Axe ilfJ^i an besitaen, um gleichwohl

in einer gleichförmigen WXlabewegungaufseinem Fnssk reise

an beharren* £s braucht auch kein Druck » auf diesen Tisch

ausgeübt au werden, um Jene Bewegung danernd au erhalten,

indem die eigene Schwere und Centrifngalkraft hiersn vollkommen ausrei-

ch^n, d. h. man kann in den vorstehenden Formeln jes=sO setzen, ohne die-

selben SU beeintrichtigen. Die ganse Arbeit, welche auf den tanaenden

Tisch entwicki^lt au werden braucht, um ihn im Gnnge au erhalten, besteht

mithin in der geringfügigen QnantitHt, welche durch die wXlaende Rei-

bu und die schwachen Sttf sse an den Fttssen alluiXhlich consumirt wird.

Um den Tisch in Bewegung au setzen, ist Nichts weiter erforderlicli , als

<lens<'H;(n ein wenig anfzakippen, wozu ein mÄssi^ i l'eberdruck bei

Bf erforderlich ist, nnd alsdann einen schwaclicn Druck an irgend

einer andern Stelle auszuüben, so dass Mo walzende Bewegun«: im

Fusskreisjo eingeleitet wird. Der Tisch wird sich in Fol|;e di-.sseu sofort

mit der Winkelgescli wiiidigkeit a um eine Verticalo /) A'' in Bewegung

setzen, und diese Geschwimiigkeit hat, seihst wenn die liotatirjn rj des

Ti*»cl»es tim seine eljz:ene Ajce null l)leii)t, doch einen namliafien W'ertli.

Dieser ^Vertii ist sogar um so grösser, je kleiner der \S inkel u> oder je

w e n i g e r d i e 1' i s c h a X e aus der v e r t i c a 1 e n i\ i c h t u n g gebracht,

u u d j e kleiner der l'e b e r d r u c k fv ist. Für wird die Winkelge

seh windigkeit a sogar uuendlicii gross, was dem in No. 15 betrachteten

Falle eines uuifallenden rollenden liade» entspricht.

Die wirkliche Bewegung eines Punktes /?, der Tischplatte setzt sieb

AUS der Rotation t) um die Tischaxe Aläi^ und aus der Winkelgeschwindig-

keit a um die Axe PF' des Luftkreises zusammen. Im Allgemeinen wird

fl klein und a gross, auch wird der Radius B des Luftkreises von der

Axe D F' bis zum Schwerpunkte C des Tisches klein sein; die Gesell*

seliafi der Tiscbrücker braucht also nur mit massiger, ja unter UmstKo*

den sogar mit sehr klei n er odf'r gar keiner Geschwindigkeit um die

Tisehaxe au schreiten; dabei werden aber die Hünde eine sehr rasche,

der Winkelgeschwindigkeit u oder der scheinbaren Bewegung /}, womit

der tiefete Punkt B, auf und niedereteigt, entsprechende Bewegnn

g

verspüren und ihr folgen, falls nicht der Radius R so gross wird, dass selbst

die Körper der Gesellschaft dieser Bewegung folgen müssen.

Dm periodiache Niedersinken des Punktes ßt ist fttr die dort auf*
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gelegte Ilniui eine natürliche Veranlassung zur Aii*<ubnng des Drnckes ir,

und da dieser Punkt von selbst, d. h. ohne den Willen und rlas Bewasstsein

der GeselUchaft den Kreis der Tischplatte durchlüQft, so wird der Druck»

v<»n der im Kreise stellenden GeseU^chaft <;ora(le so, wie das Experiment es

erfordert, willenlos nuKgeUbt. Ferner afticiren die aufgelegten Hündc, indem

«Ii« Ge*<ellschaft der Rotation rj einfach folgt, vermöge der Adliiteion zwi-

iclien den IlHndennnd der TisclipUtte diese Platte in derRicbtiingdie-

•er Rotation, ersetzen aUo nnwillkUrlicU die durch die wliliende Reibung

und üurcbStÖne allmlthlicb sieb verzebrende lebendige KraflU let die Rota*

tion 1} nnll, ao ist ein Seitenschnb anf den Tiseh ilberbanpt nicht

n Ö

t

Ii ig ; die Gesellsehnft kann alsdann stillstehend durch den periodt>

sehen schwachen Drnck m die WMlsbewegnng des Tisches nnterhalten.

Unverkennbar hat die Bewegung des Tisches etwas sehr Ei-

genthiimliebes. Gans unbedeutende Druckkräfte wund höchst

geringfügige Seitenpressnngen sind snsreichend, selbst einen

Kchweren Tisch in Bewegung sn erhslten. Auch wenn die

Rotation des Tisches nm seine Axe hierbei ziemlich gering

bleibt, kann er eine lebhafte Fo r t sc h r i t Is b e w e g n n g aR «n-

n eil Hl eil, ganz besonders kann sich aUor hiermit eine Stur-

mi s c h e K f> II h e w e g u n g o , ein rasch tnn l a u f c n d e s J I c b »* n und

Seil kl' 11 i^lcich einer auf- und niederziehenden Wellenhe*

w e u II
\- 1' r Ii i II (1 0 n , v n n w eich »• r d i v K i ii i; o w e i h t o n s a o n „der

Tisch bäumt sicll W a h r e n d die U o t a t i o n ein o B f w c <^ n \i<^ in d er

liichtuiig ^7, //, ist, die Forlse hrittsbewegn ng im Lauf-

kreise BH k in entg e gengesetzter Richtung^i^i hernmjgleich-

«eitig sinkt ein von gegen &| liegender Punkt der Tisch-

platte herab, während ein von ^, gegen hin liegender Punkt

ansteigt. Indem also ein Tisch r ü cker der Bewegung d '^s Ti-

sches folgt, bannt sich bald der Tisch gegen seine Hand» bald

senkt er sich unter seiner Hand. Diese ganze Bewegung macht

sich für die aufliegende Hand fühlbar und charakterisirt sich

sofort als eine sehr eigenthilmliche und energische^ sie hJlngt

aber durchaus nicht von demWillen des £in seinen, ja noch nieht

einmal vondemdergaaien Gesellschaft, sondern von dem ge-

gebenen mechanischen Systeme, insbesondere yon der snf 1(111-

gen Neigung ^des Tisches ab, undwird durch die ach wachen,

unreg«' 1 massigen und nnwiHkfirlichen Pressungen der Hinde
unterhalten. Ein beabsichtigter starker Drnck oderSchubksna
awar die Bewegung alteriren, verstXrken oder schwJIchen,

aber bei einem schweren Tische nur sehr allmXhlieh und nicht

in einem berechneten Maasse. Ein mMssiger widerstrebender

Druck erweist sich als u n w i r k s a m und e 1 b s t v (• n r i n c ni m äs*

»igen Drucke iu günstiger Uichtung kann mau niclit mouientau «
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Von Dr. lltßMANN SCHEKFLEU. 151

einen erheblichen Etfecl vt-rspürtMi. Der a n ^ p ii l> U c k 1 i c h o

Zustand der Bewegung ist vieinehr dns Kosultnt de r Gesa mm t-

Wirkung aller früheren, von s o versch i d o n cn Pc rsoneu nu s

•

geh bten W irkangen. Im Allgemeinen liegt in der Be %v eguQg
detTiscbeii eine an willkürliche Köthigung snm Nachfolgen

der darauf rohen dun Hände, welche mit dem TischeinBeriih«
rnng bleiben wollen, und demgemäas sar aobewnstten Aas-
Qbnng der erforderlichen schwachen Pressungen. Danonswi-
sehen diesen nnroerklichen Pressungen und der daran« her-

vorgehenden eigenthUmlichen k rä f t i <^en und stetigen Bewe-
gnngiwelehe bei derSchwere des Tisches einen grossen Kraft*

aufwand Termuthen I&sst, keine leieht ttbersehhare Beaiehnng
besteht, so kündigt sich die Bewegung des Tisches dem Geftthle

alseine selbstständtge an, welcher gegenüber die Bewegung
des tastenden Tischrflckers als eine unfreiwillige oder vom
Tische erzwungene erscheint. Was Wunder, wenn die grosse

Menge in der Unkenntniss dos natürlichen mechanischen Zu»
sammenhanges in dem Tische eine Art von Spnkeding wittert;

welchesdurcb das geduldige Ausharren der in Kettenform ver-

schlungenen Geisterbeschwörer endlich ungeduldig wird und
den Tisch mitsammt der gl&ul igen Gesellschaft in eine Art
Veitstana versetatl
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VIII.

Ueber das Inttgrml

Von J. BAUÖCHi2fG£B.

In einer, im 1. Hefte des lanfenden Jahrgangs dieser Zeitsebrift (8.81

bis 4('0 abgedruckten Abhandlung nacht Herr Clans ins Uber* eine Arbeit

von mir, welche im vorigen .lahrgange derselben Zeitschrift enthalten ist,

einige Beinei kungeu , anf welche ich mir folgende Entgegnung erlauheu zu

dürleii glaube.

Zu der Z»'it, als ich meine Abhnudluug: *) lieber einen Sata der me-

chaui.-tclu'u W.irmetheorie für beliebige Procebi« etc.'* schrieb, waren über

den Ausdruck

J r •

V orin 'lie einem Körper zugcf iilirte oder entzogene "SVärtne und T die ab-

solute Te mperatur, die er dalx^i hat, bezeichnet, zwei L'uter&uchungen ver-

öffentlicht, beid«' NAH riaisius, namlieli :
1"! TTeber eine veränderte Form

des «w eiten Hnujit.satzeii der uiechanischt u Wännetheorie **) nml 2) ,,l'eb' r

die Anwendung des Satzes von der Aequivaleuz dt r Verwaudlungen auf

di^ innere Arbeit*'.*** In der ersten entwickelt der Verfasser die S&tse:
*

1) Dass das Integral / > ^orin T jedoch orlinfig noch allgemein ein«

Functiin der Temperatur bedeutet, ausgedehnt auf umkehrbare Kreispro-

cesse, Null ist, und SjdassebenjeneüIutegralfUrnicbt umkehrbare Kreispro-

eesse stets einen negativen Werth hat, vorausgesetst , dass man einoi dem

K6rper au gefbhrle Wärmemenge als positiv betrachtet. Ans dem erstes

*) Sich« diese Zeiti^clirift. X. lid , S 100.

**} Hof gend. Annaleo, Bd.XClil, and CUusius' AbhAndlungensamio-

lunp S. ir.
**) Toggcnd. Ann-ilcn, Hd. CXVl, Ö. 1-i und C'lj»uaiu>' AbhÄudluageusamm-
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Satze folgt, dun» der Ausdruck^ (natürlich tui umkehrbare Procebbej em

voHirtAndiger Diferantialmnidniek sein moss, und unter ZnbilfieDalime des»

nusdemersten Hanptielie dernechnnischeB Winnetheorie folgendenWerthes

fUtäQ etgiebt sieh dnrmns die Gleiehnng:

in der gewöhnliehen Beieiehnnngsweise. Indem man dieselbe endlich auf

ein Gas anwendet , welches das Mariotte-Gay^Luss ac*sche Gesets be-

folgt, nnd dessen innere Arlrait NuU ist» findet sicbi dass T nichts anderes

als die ahsolute Temperatur des Körpers sein kann. — Was den tweiten

obigen Satz anbelangt, so bestimmt Clausius den Werth des Integrals

I ^ allgemein nicht näher, sondern bfgnttgt sich (spftter) da, wo er den-

selben brancht , ihn für jeden Kpcciellen Fall bcHonders zu entwickeln, und

zwar untürlivh stctH nur in seiner Anwendung auf K reis processe. wie denn

in die&ei ersten Abhandlung Claus iu 8 ansschlioKslich von Kre isproeesseu

spricht. Und diese Bc&clirankung legt er sich, wie er in der zweiten oben

citiiien Abhandlung selbst sagt, deshalb auf, ,,weil die innere Arbeit

mei-teiis .--n s'.tMiig b(.'kaunt, und mit einer andern ebenfalls unbekannten

(rrttsse in solcher \V»'ise verbunden ist, dass man sich bei iltrer Behandlung
' einigennaassen von Walirscheinliclikeitsgründeu Ititen lassen muss, wHhrond

die anssrre! Arbeit der untnittelbaren Beobachtung und Messung zug&uglich

ist, und eine .stren^reip B«handlui(<r znh'fsst etc. etc.".

Im w«Mtereu Verlauie dietjer zweiten Abiinndlung bestimmt dann Glau-

Sias den Werth des in Rede stehenden Ausdruckes unter Zuhilfenahme des

Begriffes derDisgregation und der schon in meiner Abhandlung (a.a. O. S. 110)

angefahrten Hypothes)j. Diese Bestimmung ist, wie er in seiner Entgeg-

nung auf meine Arbeit (siehe diese Zeitächrift, XI. Bd. S.33) »selbst sagt, der

eine Zweck jener Abhandlung, und insofern habe ich mir auch erlaubt, die

meinige damit in Vergleich zn bringen. Dass ich dabei nicht beachtet hätte,

dass Herr Clausius auch noch den zweiten Zweck mit seiner Arbeit ver-

band, die physikalische Bedeutung jenes Ausdruckes an ergrttnden, kann

doch sicberlicli aus jener Gegenüberstellung nicht gefolgert werden, wie mir

denn anch nichts ferner lag, als die Meinnng, dass meine üntersucbnng iu

^ dieser Besiehnng die Olaasins'scheersetaen odergarTcrdrÜngen solle.

Der Abfassung meiner Atihandlnng lag vielmehr einfach der Gedanke

an Gmnde, es mflsse sich bei Irgendwelcher Zustandsftnderang eines

Körpers lediglich aus den beiden Hanptsätaen der mechanischen Würme^

theoi'ie, ohne Zuhilfenahme irgend einer Ilypothese, für das Integral

ein allgemeiner Ausdruck ableiten lassen. Dieser Ausdruck sollte dann

auf den speeictten Fall eines Kreisproee^ses angewendet und durch Ve*^
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gleiehong des so gewonnenen Wertbes mit den beiden von Clanstns in

«einer ersten Abhandlung flir Kreieproceaae entwickelten oben angeHlbften

Sätzen eine Bcharfe Begriffsbettlmmnng von umkehrbar und nicht nrokebibar

erhalten werden.

l)a^s der getiuclitc allgcmeme Auscliuck für / —7 sich müsse erlangen

lassen« schloss ich ans der näheren Betrachtung der in meiner oben citirten

Abhandlung unter No. 18 (S. 115) mitgetbeüten und entwickelten Gleichung,

die ich schon früher gefunden hatte (ohne sn wiesen, dass schon Kankine
eine ähnliche, wenn auch nicht in so allgemeiner Form, anfgestellte habe).

Von dieser Gleichung zn der No. 2ö (8. 117 meiner Abhandlung), in welcher

ich den gesuchten Werth fUr f gefunden zu haben meine, war eben

kein sehr grosser Schritt mehr au thun. Und aus dieser lotsten Relation

endlich war unschwer die No. 33 und 33a (S. 120) ftlr Kreisprocesse absu-

leiten, womit die Yon Clausiusim Allgemeinen noch unbestimmt gelassene

Grösse N gefunden war. Daraus ergab sich sofort, dass diese Grösse alle«

mal Null wird, wenn in dem untersuchten Kreisprocesse die Zustandsgiei-

chungen des Körpers (so nenne ich die Belationen swischen Druck ,
specific

Schern Volumen und Temperatur) durchweg dieselbe Form behalten, und

damit war die Bestimmung gewonnen, dass die tou Clausiusso genannten

umkehrbaren und nicht umkehrbaren Processe solche seien, bei denen die

Zubtanclhgleichiingfen iles Körpers ihre Form beibehalten oder verändern.

Allerdings hiitte Ich auf ilom oben niilier bezeichneten Weg^c, an den

riansius in sflnor Eutgegnuntr erinnert, und auf den er, wie nur wohl he-

knmt war, schon Irüher hiuyjew ie.sen hat, zur Ueherzeugnnr^ kommen küu-

neu, (iaöä für den speciellenFall von umkeiirbare^ Processen (im Glau*

sius*schen Sinn) der Ausdruck ein yollkommener, den Bedingungen der

Integrabilitat genügender DlÜercutiaiaufidruck sein und sich daher das Inte-

/(i Q
-7^ finden lassen mitsse. Aber 1. war ja mit dieser Uebeneugnng

von seiner Existenz jener Werth selbst noch nicht gefumlen ; 2. wollte ich

— ableiten

und 3. konnte ich die C 1 a ti s i u s'schen Sätze, die ich ja unter nälierer Be-

Stimmung der ihnen zu Grunde liegenden BegritTe von umkehrbar uud nicht

,

nmkt'hrhar aus meinem allgemeinen Resultat erst wieder herholen wollte,

nicht schon zur Ableitung dieses Resultatcß benutzen.

Ich dächte also, die Sache wiire einfach und eine grossere Allgemein-

heit meines, unabhängig von den Claus ius*schen Entwitkelungen abgelei-

teten Satzes schon um deshalb um so weniger zu bezweifeln, als ich ja eben

thatttiichliGh die Olaustus'schen Stttse als «pecielle Fälle daraus abgeieitel
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habe. Ich war ancli weit davon entrenit, an erwarten, das« Bieli Ol an sine

in seiner £ntgegnnng hie gegen wenden würde; vielnehr glaubte ich, einer

Aensaemng desselben ttber meine nähere Bestimmnng Ton „nmkehrbar ** und

„Dicht umkehrbar" entgegensehen an dtlrfen. Denn, in derThat, hier

scheinen unsere Ansichten aus einander au gehen, wenigstens in dem einen

Fall des Ueberströmens von Gasen oder DXmpfen an^ einem Raum in einen

andern, wo ein geringerer Druck herrscht. Diesen Vorgang betrachtet Herr

Clansiusals einen nicht umkehrbaren Process, weil das Gas auf einen Theil

seiner OberBAche einen goringeren Druck erleidet, als die Spannung ist, die

es selbst hat.*) Ich habe im Eingange su meiner Abhandlung ttber das

AttSstrSmen der Gase**) schon einmal Gelegenheit gehabt, mich darttber

ansausprechen, wie ich diesen Vorgang ansehe. Hier nun sei es mir erlaubt,

darnnf hinsuweisen, dass sieh während der gansen Dauer desselben die Form
der Znstandsgleichungen des Gases oder Dampfes nicht lindert, dass nomit,

in meinem Sinne, der Vorgang in umkehrbarer Weise stattfindet. Clan-
Bins behandelt einen solchen Fall in seiner Theorie der Dampfmaschinen,

indem er das Einströmen des Dampfes aus dem Kessel in den Cylinder einer

Dampfmaschine, in welch' letzterem in Folge drr Hewo^^ni^ des Kolbens

tortwälirond ein geringererDruck herrscht als in jonctu, naher untersucht.***)

Er ergänzte tlabei den in Rede »tehendeii Process y.n einen Kreisproce**f,

wendet auf denselben den Satz von der Aequivalouz zwisc hen W.'frme und

Arbeit an und entwickelt alsdann in No. 36 seiner Abhandlung den Werth

N oder den des Integrals — / * dieser Werth mttsste, meinen Aniiichten

zu Folge, da in dem ganzen Proccsji nirgends eine l'orniiinderung der Zn-

i»tandj»gleicbungeD eintritt, Null sein: der Cl a n s i u s\»t he Ausdruck nber l»;t

nicht Null; er würde es nur dann werncii, wenn man «mnelimpn wollte, daä»

der zu Knde dos Vorganges im Cylindor enthaltenen Dani|itinasse waJirend

des Kinströnien.s weder NN'ärnie initgctlioilt, nnrh entzogen wird. Und doch

ist dies sicherlich nicht der Fall, wie aucli Herr (Jlausius, stillfschweigenii

wenigsten'*, auniintnt. da er sonst ehen Null dafür gesetzt haben würde. Der

im Kessel zurückbleibentlc Dampf, indem er sich, des ausgeströmten Platz

einnehmend, ausdehnt, leistet eine Arbeit, die in Form von lebendiger Po-

tenz im ausströmenden enthalten ist; indem letzterer im Cylinder zur Kühe

kommt, setzt »ich jene in Wärme um. Diese Wärme hat Clan sin b in sei-

ner Bestimmnng von N nicht mitgerechnet. Die Bestimmung des Antbeils

Ton
J^~Y'

der auf sie trifft, ist auch, bei der Complicirtheit des Vorgau-

*) Vpfßl. Poggc nd. Anrinlen , \',<l. U7, S. 525 und Clausius' Abhandloogen-

sammhing 4», Iü4, Anmerk. und S. 200.

•*) Siehe diese Zeitschrift, Bd. VIII, S. 83.

Siehe Poggcnd. Annalen, IUI. 07, 8. 5lU — 325 und Abbandlang«ns«ramlung

8. ISM^m
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ges, in Folge deren wir wohl kaum hoffen dttrfeo, die Tcmporatur für jeden

Moment desselben bestimmen zu können , auf den bisher oingescblagenen

Wegen kaum möglich. Meine allgemeine Formel 25) oder noch bosser die

für Dämpfe speciell giltige No. 39 (S. 117 und 123 meiner bereits citirten,

letzten Abhandlung) giebt Jen Werth jenes gesncbten Integralantheils, un-

bekümmert nm die Zwischenvorgänge, sehr einfach ledigHcb ans dem An»

fangS' nnd Endinstand. Und dieser Werth findet sieh, wie man sofort sieht,

dem von Ol ans ins gefundenen ttbrigen Theil des in Bede stehenden Inte*

grals fär den gansen Kreisproeess genau gleieh, aber dem Voraetehen nach

entgegengesetst. Die Summe beider Theile ist folglich Null, irie es mein

Satx rerlangt.

Ausser dem erwKhnten begeht aber Herr Glausius bei der Untexsn-

chung des in Rede stehenden Vorganges noch einige Versehen, die sieh je>

doch bei der Anwendung des Sataes von der Aequivalens der Wärme und

Arbeit th«Is unter sich, theils gegen jenes aufbeben, so dass die von Glau«

sius erhaltene Formel XIII) (Poggend. Annalen, Bd. 07, 8. 524, Abband*

lungensammlung 8. 19S), welche die Beschaffenheit des, nach der Admissioa

im Gylinder enthaltenen Dampfes finden Iftsst, doch richtig bleibt. Des-

wegen , und weil der Fall geeignet ist, awischen unseren beiden Ansichten

SU entscheiden, sei es mir gestattet, mit wenigen Worten näher auf den Vor-

gang des Ueberstrdmens des Dampfes aus dem Kessel in den Gylinder einer

Dampfmaschine einzugehen.

Sei ;>o der Druck, die Temperatur, das Mischungsverhältniss (Ge-

wicht df b trockenen Dampfes in der Gewichtseinheit) und Vq das ßpccifischc

Volumen des Dampfes im Kessel. Der vom Kolben beschriebene Kaum

während eines ganzen Kolbenhubs sei V- /"sei der FüllungügraJ , folglich

fV der während der Admission vom Kolben beschriebene Raum; i V end-

lich sei der scbJidliclio Kaum. In demselben befinde sich, vor Erüttnung der

Eiuströmuügsknnale, Dampf von der BeschaÖ'onbeit /j^,',
, -^o » '

o ,

f V
die in ihm enthaltene Dampfmenge -—r= f(

ist. Während der Admission

herrsche im Gylinder der mittlere Druck p,'. Zu Ende derselben aber sei

( f j
/'\ j'

f
j'

p\t\x\v dieBeschaä<3ubeit des Dampfes imCylinder, aldo ^,

das Gewicht des eingeströmten Dampfes.

Glansius denkt sich die Gesammlmesse m+ ^i des su Ende dos Ein*

etrömens im Gylinder enthaltenen Damiifes auf folgendem Wege in ihren

Anfangsaustand aurUckgefdhrt und dadurch jenen Vorgang au einen Kreis-

proeess ergllnzt: Der Dampftheil (m + fi)^'' wird im Gylinder durch Zurttck-

schieben des Kolbens condensirt und dabei der Masse auf irgend eine Weise

so viel Wärme entaogen, dass ihre Temperatur <* constant bleibt; dann wird

von der gansen flüssigen Masse der Theil tn in den Kessel surttckgepresst,

wo er die ursprüngliche Tempemtor\ wieder annimmt. Der übrige Theil fi
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Von J. Badschimobii. 157

wird zuerst irn ll i ^ij^pn Zustande von /' bis abgekühlt und boi diespr Tem-

peratur dor Tlit'il ux^^ iu Dampf vorwandelt, wobei der KuUkmi wieder so

weit zttrfiekweielit, dass dieser Dampf seio ursprüngliches Volumen c y wie*

der annehmen kann.

Dab«! sind , nach Olansiiia, folgende Wfamemengen aufgenommen

worden

:

1. Im Kemel, wo die Wassennasse m Ton der Temperatur f hl» t^wt"

wlrmt, ttnd bei der letsteren Temperatur der Tbeil mx^ in Dampf verwan-

delt wird, mit c die specifisebe Wärme dea Wassere beaeiehnet:

2. bei der Condenaation dea Theiles (m bei der Temperatur f

— (m + (Ii)/«;

3. "bei der Abkühlung des l'beUea fi von ( auf

4. bei der Verdampfung des Theiles ^2^' bei der Temperatur

im Ganzen also:

Q ssmr^:t^— (»» + f»)*"'
a?' Jir,'«,' + m(*/— Ar')— ^4 (k'— k^).

Die bei dem gänaen Kreisproeese geleiateten oder absorbitten Arbeits-

grossen sind, gleichfalls nach Claus ins:
1. Der Kotben wird mit dem Drucke um den Baum /FTorwttrta

geschoben und daher die Arbeit geleistet:

2. die Bur Condensation der Masse (m + erforderliehe Arbeit ist,

mit 0 daa specifische Volumen des Wassers beaeiehnet:

— f(« + f»K- (w + »]p'.

oder, wenn man, wie fiblich, fttr fr'—e den Werth ux* seist:

— (»«+<*)««Vi
3. die snro Znrttckpressen der Ifasse m in dem Kessel nöthige:

4. die beim Verdampfen des l^eiles fir^ geleistete:

iii p.' —
fA a)p^ ~ ^ ;

im Oanaen

:

Da iu dem Kreisprv>cess VVariae uud äuü.sero Arbeit äquivalent, also

ist, 80 ftdgt liitMaus, drt rtUMHordciä imcli
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158 Ueber das IntegralJ
die Gleichung:

I) {m + fi) X [r + ^tt' (p,'— ;/)] =*»'"oa-o+ (*'o
— ^'') + ^ ^0 -^o

Den Werth dei IntegralsJ^ findet ClanBina folgendermaassen:

Die Mittheilung der WSrmemenf^en ma-^r^, — (m4-fi)x'r uud t^.^o'f'o g^'

scliielit bei den constantcii 'rcuipeiatuien Z^, ^ und t^' \ die voü ibueu berrUh«

rendeu Tbeile des Integrnlä äiud nlno

:

»troX^
^

{m_-{- ;
'

^ .i „'

« + « + a + /;'

mit a die aboolute Tempt'iiitui dos Niill|iunktes, 273" C, Ik /j irlnu't. Für

die uocb fehlenden beiden 'l'heile der gesammten init{;etheiltea Wärmemenge
Huden sieb die entsprecbcnden Tbeile de« Xot^rak als

80 dass man hat:

Aber, wie bereits erwähnt, hat Herr Gl ansias bei dieser ganzen Ent>

Wickelung überselienf dass der Dampf im Kessel, indem er sich, den ausströ-

menden tn verdrängend, um dessen Volumen mv^ ausdehnt, eine Arbeit mp^v^

leistet, die zuerst als lebendige Potenz und dann als Wärme >4 w von

dem aui>strömcii(len Dampfe anfgenomincu wild. Ferner wird, indem die

Wassermasse w im Kessel bei der Temperatur /„ wieder venlaiupft, die Ar-

beit m{ijQ— ö);>o» entsprechend dem Aequivalent jim{t^Q— ö)7^u> dert>cdben

geb^istet. — Endlich ist zum llineiupreäseu der Wiiüsermasbe m iu den Kes-

hel nicht blos die Arbeit — i/i c/>j, erforderlich, sondern dieselbe Arbeit +wö;>j

wird zuf^leich auch von derselben i^eloistet, so dass sich beide auflieben, wie

es auch nicht ancU rs möglich ist, (bi ja jene Wassermasse selbst nicht die ge-

ringste Veränderung bei ihrem llinciuseliafleu iu (ien Keübel erleidet. Bei

der Auwendung des Aequivab-ntenbatzcs heben sich ilie sämmtlieheu eben

ergänzten Glieder wieder ab, bis auf den Theil — Amop^^ den Clausias

allein bat. Die obige Formel 1) bleibt also richtig.**) Aber bei der Aus*

*} Diese Formel liUst sieh anf sebr einfaehe Weüe aucli auf dem Wege, den ick

in meiner Abhandliing Uber das Ausströmen der Dämpfe eingescbtagea habe (siebe

diese Zcitscbrirt Bd. VIII, S. 42Q'4-I3> ableiten. Bezcicbuen wir für den Anfl:enblick

mit f\ djis GesammivohnDL'n des im Kessel cttthultcii« u Dampfes, mit po, to, ao den

Aofengssustand in demselben uud mit p, s, /, jc deu Zustaud des im Kessel suriickge-
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Von J. BauschiNaBH. 159

V6ft]iiiii|f des IntegralsJ^ konimtToii jenenErgftnsnngen nur dieWftrme

Jmpgp^ in Betraciit. Da jedoch die Temperatur, bei welcher sie &icU dem

büeheneii Dampfes nach der Füllunpr des Cvlinders , eine Ernetierunp^ des Dampfes in

erstcrcm aidit vorau9ge«eUt, »o Ut oftenbar dlo. aus^^cströmto Dampfmaase

Kna Ut aadi gesdiehcaer Ffillaog des Cylinden die Wbkungsftiaetioa der gesammten
DanpfnMSse nicht mehr gleich der ursprttogliehea, sondom «m die an dem Kolben ge-

leistete Inssere Arbeit fFpi^ resp. deren Aequivalent AfFpi kleiner geworden.

Man liat demnach die Gleichong:

-7 («'1 + ^0 *"o— ^1 +*o— + -T^ («'1 + ?o ^0' —
• ^ I *i +V— ^1)

w t»

mit dem naten angehängten Index 1 einen beliebigen Urzustand bezeichnet. Nnn ist ,

aber, wie leicht sa sehen, wenn man annimmt, dass der Kessel gegen den Cylinder

onendlieh gross sei, oder, was hier auf dasselbe hinauskommt, dass sich der ursprflng-

liehe Zustand in ersterem durch die Hvisang constant erhMlt,

4- «» ( «'I + Po ^0— ^ ,
+ — Ai )+ w<M t»4,

wodurdi obige Gleichung übergeht in

^—p-^iwi + e'« — «•(»i+€b*s^^«*i+*»-ki) I

oder mit J^eriicksichtignng der obigen Uleiehung 1)

9 9f

woraus durch bekannte Umformungen und unter Benutsung der, oben im Teat ange-

fiUirten Gleichung für die obige Claus ius^sehe Formel I| herrorgeht.

Es sei mir erlaubt be» dieser Gelegenheit einen Fehler lu berichtigen, den Ich in

Miner oben citirten Abhandlung über das Ausströmen der DKmpfe öberseheo habe,

und zwar bei der Anwendung der allgemeinen Gleichung 82) (a. a. 0. S. 437) auf den

•pcciellcn Fall eines uncnilticli pressen AHSstrümnngsgefässes , also bei der £nt-

«ickoiuug der Uleichunfr 40) (a. a. O. ä. 440}. Indem ich dort nämlich

letzte und dann — '^qx-^k) gegen ~ (^^jc^H-A«) hob, sclilossich: Die Wirknngsfnnc*

Uoa im AnsstrSmangsgef&sse vermindere sich um die Wirkungsfunction »(fga^^^A»)
der ausgeströmten Maase. Aber sie vermindert sich auch noch um die zum Austreiben
drr Masse n erforderliche Arl>clt reap. deren Aequivnlont, wclclu's, Ix i nncndltchpr

(iröM^c des AnMfströmmigsgr'tjtssos, einfach <rlpiph Amn^Pf^ ist. Wir oilialten somit ia

der Uleiehung, welche der No. 32 (a. a. U. S. \ ST) unmittelbar vorhergeht,

V V- (wi •i«i+*s -*,)= —
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Dampfe im Cylinder mitthcilt, nnbelcannt ist, so Iftsst sich der auf sie tref-

fende Antheil jenes Integrals auf den bisherigen Wegen nicht bestimmen.

Meine, in meiner letzten Ablunullung entwickelte allgemeine, aber für Dämpfe

bereits eingerichtete Formel 3'.)) Csielie diese Zeit^cllrill, 1kl. X, S. 12^^ lie-

fert unmittelbnr aus den Ant.iiiL'szustHuden p^, t^,, und J"^', r^' uun

dem Endzustände l\ .r', t der zuletzt im Cl ünder enthaltenen gesamm-

ten Dampfmasse m -{- ^ den Integralantheil

:

oder

—
-f.- • - ß

der mit dem in Formel II) entbaltenen susammen Null giebt , so dasi man

für den ganzen untersuchten Kreisprocess in der That

hat.

Das gesammte Integral j
— (üi den ganzen Kreisprocess kann

ttbrigens auf «ehr einfachem Wege aiu meiner oben eitirten Formel 39) abge-

leitet werden. Dieselbe ergi^bt:

wodurch jene Gleichung übergeht in

^ (ll-|+e0**t'-9l«l+*0'~*')=K I «, +*'-*!)

oder mit Benntcung der Gletehnng HI) (a. «. O. 8. 437)
:' -i-k'— (f^-r^t — ko go' Jo'-f- Aq' - Q , nn<„

welche Formel an Stelle der unrichtigen No. 40 (a a. O. S. 140) zn ??ctzen i«t. Pa-

durc b ',virr1 dann niitürlich auch die Tabelle I (ji. a. O. S. AVi) et^v^<^ .indcr«, wie man

leicht berichtigen kaoD. Wir setzen die so verbesserte Tabelle hierher:

Tabelle I.

f^s:ooipo^bAtm
; oro = 0,80 ;

p«' = l Atm j
x^'

-

0, lO ; 0,60 ; 0,80 ; 0,90 ; 1 ,00

*

p r

'fiira^'as

|o,40 0,60 0,80 0,00 1,00

Atra. Meter

1 061,2 0,40 0,60 o,ao 0,00 1,00

l.l 0,4188 0,6167 0,8007 0,8004 0,9004

1,5 0,4789 0,6040 0,8245 0,8966 0,'.H),'ii>

513,5
1

0,5325 0,7020 0,H3r)2 0,8020 0,9440

0.(5012 0,7451 0,84liC> 0,HHÜO 0,9209

2öü,3

1

0,0431 0,7072 0,848H 0,8801 0,0068

'
1

0,6712 0,7803 0,8401 0,8740 0,8509
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t. Für den Uebergang derMa<;sr m ans dem Zastande in den

p\ x\ ( als entsprechenden Integraltheil

:

9. fDr den Uebergang der Masse |i ans dem Zustande j»«', x^^ in den

3. fllr den Uebergang der Masse (m+ f*) aus dem Zustande p\ m\ l' in

den p\ (^—0), ( :

fl+ r
'

4. fUr den Uebergang der Masse m aus dem Zustande p\ (x--0), ^ in

den/)^ (jr= 0), Z^:

-f VI (A'o— A ');

5. für den Uebergang der Masse m aus dem Zustande (x=:0), in

den «j, i^:

Ö. für den Uebergang der Masse ft ans (;r=0), ^ in i>o , C-r— O),

7. für den Uebergang der I^Iasse ^ aus p^, (a;=0), in den Zustand

a +
Die Summe aller dieser Theile ist, wie man siebt in der Tbat Null , wie

oben, und wie es nach meinem Satze auch sein mnss, da sich wttbrend des

gansen Kreisprocesses nirgends die Form der Zustandsgleicbungen Xndert.

Ich erlaube mir noch, die Bemerkung MnausnfOgen, dass von den bei-

den Oleichnngen, welche Clan «ins in seiner letzten Abhandlang unter

No. 38 und 89 (siehe diese ZeiUehrift Bd. XI, 8. 45) entwickelt, nicht blos

die eiste, sondern auch die sweite fUr <f 27 bereits in meiner letsten Arbeit

mitgetbeilt ist, nnd awar letalere unter No. 11 (siebe diese Zeitschrift Bd X,

8. IIS) in Verbindung mit der No. 10 (a. a. O. S. 114) fUr

Schliesslich nur noch ein paar AVorte betreffs der letzten Hemcrkung
dP8 llcrni Claudius über eine Stelle meiner Arbeit (bichc diese Zeit&clirift

Bd. XI, S. 34). — Wenn ich die Gleichung

rfir ^ ^ ^ dt

mit den Worten nitirte, dass sie scliou von Carnot, nur in anderer Form,

aurg(!fetellt worden .sei, so war es mir dabei ledi^'lich nm dir Einreibung die-

ser 01eichnn<r in »Icn Entwickclun^rseranpr der meclianihclien W.nrmetlieorio

ZU tliun. Ks äolitc mir »ehr leid thun, wenn sich durch jene Worte irgend

ZciUcbiin r. MalheoMtik m, rhytik. XI. 3. Ii
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Jemand verleitco Hesse, zu vergesBen, dass Herr ClauBiaB dnrcb seine Be*

Btimmung der Oar u o t'äcben Temperaturfanction die mecbaniBche Wftrme-

tbeorie um einen der bedeutendsten Schritte weiter gefördert hat lieber-

banpt ist vielleicht Niemand weiter davon entfernt, als ich, die nprossen Ver-

dienste, welche sich Herr Claus ins um die Entwickelung nicht blos, son-

dern, wie man wohl sagen darf, auch um die Begründung der heutigen me-

cbaniscben Wftrmetheorie erworben hat, au verkennen oder gar schtnilem

an wollen.

F tt r th , im Februar ltW6.
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Kleinere Mittlieilimgen.

VL lieber Yolmiiina Ton Tetraedern.

Wenn ein Tetraeder ^ 6'// und ausserhalb desselben ein Punkt 0

gegeben sind, und wir vorbinden den Punkt 0 mit den Tetracdci ecken

A, /?, C, D durch Gerade, so werdeu die Geraden OA^ 0 0C\ Ol) die den

Punkten A, /?, C, D gegenüberliegenden Tetraederflächen durchstosseu.

Die vier Durciistosspunkte bestiniinon ein Tetraeder, ausserdem bilden je

ein Eckpunkt des gegebenen Tetraeders mit denjenigen drei Uurchstoss-

punkten, welche in den dic.vp Eike bildenden TetraederHächen liegen, vier

Tetraeder, und endlich bestiinineii Je y.w v'x der Ec1<punkte des gegebenen

Tetraeders mit den den beiden übrigen Tetraederecken gegenüberliegenden

Dnrchstosspunkten sechs Tetraeder, wir erhalten alsp im Ganzen eilf Te-

traeder, deren Volumina F, F^, T,, F,, F^, F„, F,„ F,^, F„, F,^, wir

in Folgendem bestimmen wollen, indem wir die Coordinaten der Tetraeder-

ecken nnd die des Punktes 0 als bekannt Toraossetsen*

Sind nun v, , i/,
, ; 3?,, y,, a*,, y^, x^, y^, die orthogonalen

Cüurdinaten der lCckj)imkte de« Tetraeders ABVD und die des

Punktes 0, so entsprecbeu den Tetraederebencii die lolgendeu Gleichungen:

und den VerbindungsUnleo des Punktes 0 mit den Tetraederecken B,C^D

die folgenden:

II»
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164 Kleinere Mittbeilungeii.

wenn wir der Kürze halber setzen:

3)
1 's ft

cd

'2 Ä'f ^«

*4 »4 H
, etc. etc.

4)

» 's f• =j :

' '« u u !

Besetchnen wir endlich noch die Coordinaten derjenigen Pankte, in welchen

die Gereden 0^4, 0^, OC, 0/» die den Punkten A, D, C, D gegen«berfi«-

geuden Tetraedertlächen durclistossen, mit y*'*, r^^'; j*<-', »/*•', etc.etCf

so erhalten wir die^^' ^lurcli Auflösung von je drox solchen Gleichungen dw

Systeme 1) und 2), deren Coefficienteu gleiche untere Indiccs bcöitzeu. Es

ist dann

:

2i fl, hi Ci Qi bi (ii

Ji Bi 0 =— Ai Bi r,

Dnreti Entwickeinng der Determinanten in den vorstehenden Ansdrfickent

Howie durch pjinsetznng der Werthe für die Coeflicienten Ci etc. etc.

und durch einige iieductioueu, indem wir:

2<0 «1 fr| C| • *i 1 6^ Ci df ei

Ai Bi 0
»

c/0 ä;, 0 Bi a/c;b;

i I 9 (
;

1 9t
I

> *s *•
I

I
l '4 ^4 *i

=4IT I

;
i *i yi «I

'

II ii f

1 *8 y«

I • *4 ^4 *4

1 *i Vi «I

1 '4 ^4 «4

=4it

1 ^1 Vi ?i

» ^» 2f

1 ^. ys -3

1 U n i \

•etsen ond bemerken, dftes diesen Bezeichnungen gemilss:

dJi^dj^ a^__a_£ dJi_dJ

i«t, erhalten wir noch:
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Fat die Volumina der elf Tetraeder orgeben sich die folgenden Ausdrucke

:

8)

1 ar(n jO)

1

1 y{3> 2<3)

1 gt^> z^*>

l «, fi Zi

1 g^'^i

i jB(3)

1 «14) y<4> zW

f
etc. etc.

1 X.

1

1 «(4) y(4)

, etc. 6tc.

Der erste dieser Ausdrücke geht durch Einsetzung der Wertho für a;<",^<'^,j<''

etc. etc. über in:

J-Ji Ji-J^x^ /lt]-Jtiji ^ir^i'i

0) ±«K=
^

J-J^ ^1-^3X3 ^rp4,»/3 z/i'-^/jrg

Ji-J^^ dti-J4in^4jr^^^4

Die recbU stehende DeterminaDte lisst sich nach eraem bekannten Satae in

eine Snmme von eeehsaehn Determioanten desselben Grades aerlegen, von

welchen im gegenwitrtigen Fall elf identisch verschwinden. Es geht somit

der Totstehende Ausdruck in den folgenden ttber:

C^-^j c^-^,) (^-^,) (j-j^)

1 ^fXi ^ijfi ^iZ^

1 ^^Xt ^tMi 4i<s

1 J^x^ ä^z^

1 ^4*4 ^4f4 41*4

1 ya

1 X4 ^4 24

8*8

^4 ^^X^ 1 ^4X4

^1 1 ^1^1 -^1*1

^, -^aOTg J^y^ 1

l>ie erste der rechts stehenden fünf Determinanten ist gleiche. Entwickeln

wir dann die vier letzten Determinanten beziehungsweise nach der ersten,

zweiten, dritten und vierten Verücalroiho in ihre Minoren, und sieben die-

jenigen Glieder sosammen, welche die bezichungswcisen Factoren J^J^^^^

4^J^Ji^ J^JfJ^ Jiä^J^ enthalten, so ergiebt sieb:

Setzen wir ferner in die zweite der Gleichungen bj die Wertho für die

Coordiuaten der Durchstosspnnkte, so haben wir:
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+ 6r,

1 a*i Vi m
1 A-A^ Al-d^x^ Jrj-Jfy^ ^f-z^^r,

I

J-^^ Ji-J^T^ Jri^J^y^ ^t-^^lt j'

I /1l-/1^T^ '^^-'^iffi

Durcli Zei legunjij i!<'r I )('t<'i nünanto in iirio Miiion ii jindi der orstoii Hori-

55«intnl - Reihe uiul jeder miuorpn Determinante in die ihr enf sprecliciule

Summe von nciit Determinanteii, Toa wclcli letzteren je vier verscliwinUeu,

erhalten wir lernor:

±3F,

Auf ganz clie«elbc Weise ergeben mcIi auch die Voltvmina T,, Tg, sn

dass wir für die erwähnten vier Tetraedcrvolumina die folgenden Ausdrücke

erhalten:

1»)

+ 3 r,=

A

Endlich erhalten wir durch Einsetzen der Werthe f^r die Conrdinatrn der

Durchstonspankte in die letzte der Gleiehungen in 8)

1 y, c,

1 y/j

(^-^3)1^-^4) ^V^zVfi ^»-^^.1*3
'

'^-J^ Ji-J^x^ J1|-J^t/^
I

uud durch Zorloofniig der Determinante in eine Snmme von Prodiicten an«

minoren Determinanten zweiten uml zweiten fJrndes (vergl, Bftltzer'ä

teriuinanteu, 2. Auti., p. 31,- Beispiel) ist noch fernpr:

1 ii 1

1 1

Vi Vi

Vi yt

^ Ii/. I
^~

\
!

j

-^ 'z-

1 ^tl
!

1 i

»1

\

1

2»

'S ** "\

,1

y«
i I -^s'» it/^ar^ ,1'

In jedem dieser OHeder lassen sich noch die zweiten Determinanten in die

Summe Tön vier zerlegen, tau welchen immer eine identisch Tersehwindet,

nehmen wir femer ans den noch übrig bleibenden ^^4% ^9^4 alsFae-

toren heraus und ziehen dann die sich ergebenden zweiten Factoren nteli

dem früher cittrten Theorem zusammen, so ergiebt sich

:
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gutis auf dieselbe Weise ergeben sieb noeb die Volumina etc. etc.,

ao das» wir haben

:

12) ]
±'"^«-^(J-^.)(^-J,)-

Moltipliciren wir die Gleichung 10) mit drei, die Gleichungen 11) mit zwei

und nildircn sio dann aar Summe der Gleicbuugen 12), so erhalten wir mit

Beriicksicbtignng von

2/ = Z/, + ^, + ^3 + ^4

13) 6(± F± r, + + K,± Vt±Vn± v,,± v^^± v^± r,,± rj=^.
£• ergeben sich noch die folgenden zwei Kelntionen , wenn wir das eine

Mal di<« vier Gleicbmigcn in 11) und das andere Mal die sechs Gleichungen

in 12) mit einander mnitiplieiren, und jedesmal die Gleichung 10) berftck-

siebtigen

:

14) ±1' . ^W^8^4= ^''*i

Die Nenner in den Gleichungen 10), 11) und 12) lassen sich noch umformen,

und »war ei;imal dadurch, dass wir für die Differensen ans der Gleichung

ihre Werthe setzen, und dass andere Mal durch die Bemerkung, jede

Differens von swei solchen Determinanten, ^—Ji als eine einaige Deter-

minante dargestellt werden kann.

Schliesslich bt'iiierken M-ir noch, dass wir bei dem, diesem Problem

ent;ijirechendpn, ebenen Problem zu älinliclieu Ausdrücken gelangen.

Pcsth, den 3. 1 cbrusir 1866. Dr. E. v. Hunvauy.

VII. Ueher die Fai benzer&treuung dnrch Drehung der Polarisations-

ebene in ZuckerlöBüngen. Von l'rof. Stkfan.

l);is VOM Soloil ln'i soinoiii SiiccliJ^iiiiK'tf'r angewanflte ('(»mjtonsations-

verfahren gründet sich auf dio Voraussetzung, dass es zu jeder Lösung von

Rohrzucker eine links drehende i^unrzplatte von solcher Dicke gebe, dass

die beiden mitsammen einen Körper liofcrn, weli her die Eigenschaft, die

Polsrisationsebene zu drehen, nicht mehr besitzt. Der Winkel abor« um den

ein Körper die Polarisationsobenc eines Btrahles dreht, ist abhüngig von der
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Farbe des StralilGs. Sollen sieli also zwei Körper compensiren, so mfissen

ihre Drehungen für jede beliebige Farbe gleich gross nnd entgegengeseUt

sein, die gleiche absolute Drehung fUr eine Farbe mass von einer gleichen

Dispersion begleitet sein. ,

Um die Richtigkeit dieser Yoranssetziuig für Quars und Zucker zu prQ-

fen, wurden die Drehungen verschiedener Zuckerldsnngen fttr die Frnun

-

hofer'üchen Uauptlinien bestimmt nnd durch die entsprechenden Drehnn- .

gen de» Quarzes dividirt. Die so erhaltenen Quotienten sollten constant

sein, si(! sind es auch mit grosser Annäherung. Die gröasten Abweichungen

betra<;cu nur 1 biö 2 pCt. und sind derart, dass daraus für Zucker eine etwas

grösbPic Dispersion folgt.

Kinc 80 grosse Uebercinstimmuug wie zwischen Quarz und Zucl<(>rl<j-

Kungcn findet sich nicht mehr zwischen Quarts und anderen FlÜssigkoiteti.

Die ans W i e d e ni a n u's Bostiniuamgen für Terpcniniol und Oitrononül gc-

rnchneton Quotienten zeigen für erstt rcs Abweichungen von 4pCt., für

letastorcs vt>n l ipCt., und zwar so, daas Citionciiöl viel stärkei-, Terpi'niinül

etwas schwächer als Quarz die Polarisationsebenen di.spergirt. DasSo-
loil'sche Verfahren bietet also für Terpentinöl weniger Genauigkeit als für

Zucker Und noch viel weniger für Citroncu >I.

Das vor Ivurzcm von .Teilet construirtc S.i ccharimcter gründet sich

ebenfalls auf dus Princip der Conipcnsatiou , nur wird der Zucker durch

Terpentinöl compcnsirt. Aus dem oben Gesagten ist zu ersehen, dass die-

ses Verfahren nicht den Grad von Kichtigkeit besitzt, wie das Solcirsche.

Und dann ist noch die Frage, ob das Terpentinöl seiner drehenden Eigen-

schaft nach constant bleibt.

Die gemessenen Drehungen auf 100 pCt. Lösungen reducirt geben Tür

die moleeularen Drehungsvcrmögon des Rohrsuckers in fiesng auf die

Fraunbofer'scben Uauptlinien folgende Zahlen:AaBC DEbFGIf
38''47 43^2 47'50 52*70 00"4l 84°5<i 87«88 I0l»18 13lM0 IbTW

Die Länge der Zuckersänle ist dabei es lOO"**" gesetzt.

(Wiener Akad.)

YUL Die Elektritiratfehiiie toa Holtg.

Am 24. Mürz 1865 (Sitzongsber. der math.-physik. Glesse der Prenss*

Akad., Aprilheft 18G5) hat Poggendorff diese Elektrisirmaschine in der

Sitzung der Prcnss. Akademie der Wissenschaften vorgezeigt, dieselbe ist

spater ausführlich in Poggendorff's Annalen (Qd. 126, 8. 157) be-

schrieben worden. Ihr Constructionsprincip ergiebt sich aus folgender

Beschreibung: Am Umfange einer festen kreisrunden Glasseheibe

ist eine gerade Anzahl Staniolbelegungen in gleichen Abstünden

Digitized by Google



Kleinere Mittheilungen. 1G9

aogebmcbt; io'gerisgem Abstände von dieser festen Scbeibe ist eine

bew^licbe , um ihre Axe drehbare Seheibe so eagebraeht, dass sie bei der

Drehang der festen Scheibe unansgesetat parallel bleibt» Die bewegliche

Seheibe trXgt an ihrem Umfange, einander gegenfiber, Doppdbelegnngen von

Stantol, nnd swar ebenso viel als die feste Scbeibe, anch wie diese in gleichen

WinkelabstXnden am Umfange vertbeilt. Ertheilt manden Belegungen der fes-
ten Scheibe abwechselnd positive nnd negativeElektricität und versieht siemit

kleinen,nach derbeweglichenScheibe sagerichtetenSangem, so werdenbeider

Umdrehung derbeweglichenScheibe die äussern Seiten derDoppelbelege ab-

wechselnd abgestossene negative und positive InfluenselektricitXt erhalten,

während die inneren,, nach der festen Scheibe an gekehrten Belegseiten

gleichzeitig gebundene Elektricität bekommen werden, die der auf der äus-

seren Seite angeliftnften natürlich entgegcngesetat Ist. Brächte man nun
keine weitere Vorrichtung an, so mlisste awar die neutrale Elektricität auf

den Belogungen beim Vorübergange an einem + Belege der festen Scheibe

momentan aussen + « innen — werden und sich heim Vorttbergange

sn einem negativen Belege entgegengesetst verhalten, allein beim Umdre»
hen der Scheibe würden die Belege wieder neutral werden, weil die Klek-

tricität in ihnen im entgegengesetzten Sinne geschieden wird, etc.

Bei der Mabcltine von Holtz wird nun aber die InHuenzelektricitat

auf folgende Weise xur Herstellung eines bcKtaudij^^cn clektri.schoii Stromes

oder zur Ladung eines Oondensatjonsnpparates benuizt. Auf der äusseren,

von der festen Scheibe abgewandtou Seite biud an zwei diametral entgegen-

gesetzten Punkten, der rotireuden Scheibe gegenüber, auf Glassäulen die

2 Pole der Maschine angebracht, die mit Saugspitzen versehen sind, welche

den an ihnen sich vorbeibewegenden Belegungen der rotireuden Sclieil e

die abgestossene Inflnenzclektricität abnehmen. Es ist natürlich, dass der

4-1'ül auch einem -f- Belege der festen Scheibe gegenübersteht und ebenso

der — Pol einem — Belege der festen Scheibe. Kommt nun beim liotiren

ein Belege der beweglichen Scheibe vor das mit dem -f Pol cnrrespondi-

rende + Belege, so saugt der -f P'd die abgestossene + ^> v'om Belege der

beweglichen Scheibe auf und der Sauger des nächsten — Beleges der festen

Scheibe nimmt die nun frei gewordene —E vom Belege der rotireuden

Scheibe auf, welches eben vorher seine abgestossene + au den + Pol ab-

gegeben hatte. Es ist natürlich, dass ohne Figur die Theorie der Holtz-
sehen Maschine nur in dieser itngenügendcn, doch aber das Princip andeu-

tenden Form gegeben werden kann. Die Wirkung dieses A{)parate8 beruht

aber auf der Verwendung der erzengten Inflaenzelektriciät nicht nur zum
Experimentiren mit Verstftrkungsnpparatcn und G e Isslor'schen Köhren,

sondern auch zum Ersatz der von den influenzirendcn Belegen der festen

Scheibe in die Loft entwichenen Elektricität. Nach Holtz eigener Angabe

arbeitet die Maschine mit alhiiAblicb abnehmender Wirkung, lianu aber dann

durch eine einfache Manipulation wieder in den anfänglichen Zusiand ver-
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«etst Wiarden. Naeh Poggen d orff besteht die Wirkang des Appamtet In

dem von ihm sa erhaltenden Fonkenstrom, in «einer Kraft, Flusehen nnd

Batterien iti laden, und in Entwlek^lung der Eracheinnngen im Vacnom, wo

er dem Indnctionsapparat Ahnlich ist. Poggendorff hemerkt a. a. 0*

»oeh, daaa H«rm Holti unbekannt, «chon vor 20 Jahren yom Englünder

Goodman In Birmingham eine Ähnliche Itfaschine so dem alleinigen, aber

erfehltem Zwecke, die ehemischen Wirkungen so seigen, constrnirt wor-

den sei. Nach dem „Cosmos** vom 20. Decmber 1065 hat Rahmkor ff in

Paria eine Maschine nach Holts Princip an^gefilhrt, mit deren Leistongea

man im höchsten Grade anfirieden gewesen ist* Dr. Kahl.

DL Sa iionflr iknitiiolier IntorlbTiiitveniieh.

Unter diesem Titel hat Herr Dr. Ferdinand Deneke in den Schriften

der natnrforschenden Gesellschaft in Dansig folgenden Versnch der Oeffent-

lichkeit tibergeben* Eine gedeckte Orgelpfeife Ton weiter Mensnr wird

mittelst eines langen Gnmmirohres mit einem Lange'sehen Gehllse in Ver

bindung gesetsL Die Pfeife nnss weit mensnrtrt sein , dass sie die Ober-

töne gar nicht oder doch möglichst schwach erklingen Iftsst. Diese Pfeife

wurde in ein langes, an einem Ende geschloNsenes Rohr von starker Pappe

eingesenkt. Wenn nun <lie Pfeife angeblasen und in dem weiten Rohre

liiii und her geschoben wird, so lassen sich die Punkte sobr leic lit finden, au

denen der Ton der Pfeife bis fast /.uin Unheilbaren abgeschwächt wird.

Wird die tönende Pfeife an das Einlo des Pnpprubre.s ^eliracbt und allmäh-

lich langsam zurückgcznj^cn , so gelangt man bald an einen l'unkt, an wel-

chem ihr Ton ein Maximum der Abscbwnchung erfährt. Wenn man nun

vom Labium der Pfeife bis zum Rohren <le misst, so findet man die Entfer-

nung = ^ der WellenlHngo des Tones, wieder wird der Ton fast iinhörbar,

wenn man i»is zu ^ der Wellen]än{j;e sicli mit dem Labium vom getjcbUi.s^e-

iien Ivnhrendi' entfernt; ebenso bei ^, | etc. Es ifst dies Ergebniss um so

iuteressanter, als Hopkins bei seinen V^ersuclien (Pog};. Ann. Bd. XLIV,

S. ''03) fand, das?? die Schwingungen einer tlnrcli ein einerseits geschlosse-

nes Gla^rohr aui oü'euen Endo schliAssende Glasplatte uin so weniger gestört

werden, je nilher die LUnge des Rohres /s=—-

—

h ist« wobei h die Wel*

lenlänge des Tones der Glasplatte bedeutet. Der offene "Widerspruch zwi-

schen den Versochen llopki n's und De nebe's kann an zweierlei liegen:

1. konnte Herr Deneke, nicht mit den ndthigen Hilfsmitteln ansge*

rttstet, die Tonhöhe nur mittelst des Gehöres messen, demnach sind

Fehler in der Angabe der Wellenlftnge mAglioher Weise vorgC'

kommen,

Kleinere Mittheilangen.
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2. knnn fUe Terscbiot^pne Anordnong beider Vertnthe eine Verscbie*

tlenheit im BesattJit hervorg^braciit hnhen.

Da« nächste, '^v.n5 lu^r noch so wüMchea ist, ist jedcafaUt , dass Herr

Deoeke b^ld in den Besits voa iDttrninenteii gelangen mdeht«, irelche ihm

genanere Mpssongen, wie er sie aacb sellwt wüiisclit, gestalten.

Dr. Kabl.

Z. BtÜmimmg d«r WftlltBlIiigiB d« Vrftvnhoftx'MheB UaieA
des SoniiBiifpeetrmmt Von Dr. L. Ditschciitbr (SiUnngsber. der Wiener

Akad., Jnlibeffc 1885).

In dem in dieser Zeitsobrift Bd. X, 8. 81 8ber Ditseheiner's Bestim>

mnngen gegebenen Berichte konnten die absolnten LUngen der Wellen

nicht angegeben werden» weil bei Ditscheiner*s damaligen fiestimmnngen

die Spaltenbreite des su den Versncfaen benutzten Gitters leider nicht ge-

messen werden konnte. Es mnsate bei Jenen Brstimmnogen von der von

Fraunhofer i^t die der Linie D entsprechende WellenUnge 088,80 Mil-

liontel eines Jlillimeters AoügsDg genommen werden. In dem oben citirten

Jnliheft des Sitsnngsber. d. Wiener Akad. wird nun das Resultat einer

naehtrüglichen Bfessong der Spaltenbreite des benutsten Gitters und der

auf diese Messung gegründeten Berechnungen der absoluten Wellenlüngeu

mitgetheilt. Hit einem vom Professor Stampfer auf das Genaueste unter-

suchten Gomparator wurde die Entfernung der ersten und lotsten Linie des *

benutzten Gitters durch lOmslige Messnng im Mittel gefunden £=13,8765""",

wclcbe Zahl Ditscheiner bis auf 0,0022"""* »iclier schätzt. Beim Dtirch-

ziehen des Gitters dnrcli ein Plössl'sclies jAIikroskop mit Hilfe ({«t Mikro-

meterschrauHe zeij^ten sich alle Linien «los Gittors f;lcich weit entfernt nnd

von gleicher I)icko, auch waren die beiden Eiulliniin nieht tiefer ein^teris-

iiou, als (Iii' iiliri^rcu. Auf Gi uml dioHer wiederholt mit der grusaten Sorg-

falt au'if^f fuhrt Oll Arheit nnd nochtnaligor Mrii^uiij; ilcs ( rittersjioctrunis er-

gehen sich nun statt der in der Zeitschr. f. Math. u. Pli^s. Bd. X, 6. »3 an-

gegebenen Zahlen folgendo \ci ho.sscite :

ß. 503 1523,5 527,83

c. 0'J4 057,11 1577,5 52;i,l'.)

860 617,00 1634 510,12

877 Ol I.TO //. 1048.S 518,00

Db. 1655,0 517,54

Da. |ii'iS,H 580.H0 1750,4 510,0^

1 1 X> 571,03 1834 504,03

5(>>,40 1 HH5,8 501,45

1 -'SO 55:j,(W lOOi 400,53

2(KK5 402,ÜU
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1351,3 545,40 2041,4 480,90

1389,0 541,32 2067 487,91

1421,d 537f92 F. 2080,1 480,87

1463 533,69 2300 467,49

2467,4 456,06

2480,4 . 454,00

2566,3 448,80

446,33

2670 442,22

2686,6 441,21

2721,6 430,08

2776,6 486,00

2707 434,66

433^14

2854,7 431,70

j?. 307,42

i?'. 804,05.

Dit0cheiiie>r giebt an, daas seine Wertbe mit den von Mascett

(Cbmpt, rend. 13. Jnoi 1864, S. 1111) gegebenen reUtiT ttbereinatimmen, d. h.
o

in glciclioin Verhältnisse stehen. Fliuc Differenz mit den An gströ m'schen

Wellenlängen (^l'ogg. Ann. B. 123, Ü. 480) hat sich nur bei den Linien 831,

850, 860, 804, 874,5 , 877
,
885, H!)j ergeben. Eine Zusaauuenstellung der voa

Frauuhofer und Ditschelucr angegebenen Zahlen ergab mir:

raun h u f c r. a c h c 1 n e r.

B. 087,8 688,3

C. 650,4 657,11

D. 588,8
DIk

Da,

5'»0,53

589,69

E. 520,0 527,83

F. 484,3 4^:^0,87

G. 429,1 431,70

If. 392,8 397,42.

JDr. Kaul.

XI. Maguesininsilberkette.

Das Eriiciieincn des Magncsinois im Uaudei scheint der Darstellang

der Erscheinungen an Vo Ita'schcn Kotten von Nutzen sein zu können, wi«

aus einer Mittheilung in den Comptm rctulus (9. October 18(13, 8. 585) ge-

schlossen werden kann. Angeregt durch die Oxydirbarkcit des Magnesiains

hat Bultiuck in Ostende versucht, das Zink in galvanischen Kotten durch

Magnesiam an ersotaen. £r giebt an, daae er bei Herstellung eine« Ele*
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nientes ans Ktipfer and Zink mit reinem Wasaer an seinem GalTsnometer

(Maltiplicator) 30* Änsachleg bekommen bebe, der neeb einigem ZarOek-

gehen auf 10* berabgeannken nnd so geblieben sei, wXbrend in gleieber

Weise bei Magnesinmsilber ein Ansseblag von 90* nnd .'Später bleibend von

S8* erhalten worden sei.

Er bat auf diese Weise eine YoltaVhe Sinle constmirt, die sebr klein

war nnd wovon 20 Elemente (Magnesinmsilber) mit reinem Regenwassor

alle die Wirkungen seigten , welebe sonst nnr mit Hilfe von salsigem oder

saorem Wasser die Pulver macber'seben Ketten geben; die Wirkungen

waren physisebe, cbemlsche nnd pliy^ioluglöche. Dr. Kauu

XIL Eine neue Kabeilegaug.

Es siud bekanntlich bis jetzt zwei Projecte vorhanden gewesen, um
die grossen Continnnte unter einander durch tclegraphisebe Drähte zn ver-

binden. Das eine, die Verbindung; von Vah'ncia in Irland uül Newfound-

land betreffend, ist im vorijxen .Soniiner aufs Neue durch den Orcat Eastern

in Angriff geuomnieu worden und abermals verunglückt. Bei dem auderui

"welches die tclc^raphische Vorbindung zwischeu dem asiatischen Russland

über die Tnsol S.icchnlin und die Aleutcn mit Amerika herstellen soll, sind

Arbeiten ^ur See noch nicht vorgenoninien worden. Ueber ein drittes Pro-

ject, welches eine Verbindung von Portugal mit Südamerika zunächst beab-

sichtigt, und welches der ,,Co.smos" von Flamm arion schon mehrfach

besprochen iiat,- sprechen sich die NouveUes annahs des voyages 1865, S. 361

folgendermaassen ans. Die Erfolglosigkeit des Great Eastern hat weder

die Actiouäre , noch die neue französische Compagnie decouragirt, welche

Ton der französischen Regierung die Erlaubniss erbeten und erhalten bat,

ein transatlantisches Kabel zwischen Frankreich und den Vereinigten Staa-

ten zu legen. Herr Alberto Balestrini unternimmt die ganse Sache.

Aber diesmal beabsichtigt man nicht mehr die Legung eines Kabels auf

einmal auszufUbren, sondern es sollen Stationen gemacht werden. Der Plan

ist bis jetzt: von Paris nach Lissabon au Lande au geben, vom Kap St. Vin«

ceut nach den canariscben Inseln, indem man dem marokkanischen Terrain

folgt, von den canarisehen Inseln nach dem Kap Verde auf afrikanischem

Gebiet mit der Station St. Louis am Senegal nnd der Insel Gorree; vom
Kap Verde nach dem Kap St. Soqne an der brasilischen Küste (durch £in-

tauehnng), d. i. eine Entfernung, welehe noch nicht halb so klein ist, als

diejenige, welche vom Great Eastern gelegt werden sollte; vom Kap St.

Roque nach Cajenne auf amerikanischem Terrain; von Cajenne nach New-

Orleans durch das Küstenland und wahrscheinlich durch Kabel, welche die

HaQptinseln der Antillen verbinden sollen. Die NoupgUei atmala meinen,

die Unternehmung sei vielleicht leichter ausauftthren, als die in Englan
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begonnene, die einsige (?) Schwierigkeit werde die BeselifltKung der Linie

aaf ftfrikanischem KUstenlande sein. Die Com^iagnie hat die Coacewiou

erhalten und die frauaöiii«che Regierung wird wührend dieser Zeit keine

andere Coneeesion aar Legnng einen tranisatlantischen Kabels ertheilen. Die

franscöweche Kegiernng wird dae Unternehmen mit einem Kapital Ton

4 Miüionen Francs nntersttttaen , sobald sich die Oesellsebaft mit einem

Kapital Ton 80 Millionen constitnirt haben wird, nnd die Erlaubaias von

allen den Regierungen erhalten haben wird, durch deren Lttnder die

Telegraphendräbte gelegt werden sollen. Die Drahtiegung swischeo Paris

nnd den canariechen Inseln wird 3 Jahre und die totale Drahtiegung 5 Jahre

Zeit in Anspruch nehmen. Dr. Kahz..

Xin. Uebor Thermosäulen.

lui Aiificlilu.-,» an die iMittlicilnUp; 4. Heft, X. IMs. dieser Zeitschrift,

IV.i'.S n. ff. möge folgorulcs IMatz tin<h'n: in dvu Silzunjjsljericlitoii der kai-

öerlitluMi Akademie der Wi.sscn.sclialioii
,
lS(i5, uuithoiuatisoli - natiirwisson-

Mchaftliclie Ula.säe, S. 'M) beliadet nich ft)l^end»i Mittheiluiij; \oii Stet'au.

Als geuannter Herr die S iulo von Marcus* t'Xptu iiMontt ll ;^eprül't hatte, un-

terwarf er ebenso eine Mi-nge Mineralien einer Prülung in Bezug auf ihr

thenno-elektromotoriscliPS Verhaltou. Die Resultate dieser Prüfung, a. a.

Orte durch eine vorläufige Notiz hekannt gemacht, sind sehr interessant; sie

lassen hotVen , das man bald dahin konnneu wird, im jihysikalischen Unter-

richt hei Gelegenheit der Thermosäule recht hÜb«cho augenfHilige Experi'

Diente zur Erläuterung zu zeigen.

Wir erfahren aus bemerkter ,, voil.iuliger Mittheilung" zunächst über

die Art der Prüfung Folgendes: Der zu untersuchende Körper wurde auf

das eine Ende eines Kupferstrcifens gelegt, ein Kupferdraht darüber, Alles

mit einer Holzklammer zusamniengepresst und vom Ende des Knpferdrahtes

Zuleitungen nach einem Buffischen Taogentennmltiplieator mit sehr vie*

len Windungen geführt. Bei Prüfung eines aus 2 Jlflineralien zusammenge-

setzten Elementes wurden beide Mineralien, getrennt durch einen Torste-

henden Kupferstreifen, durch eine Holzklammer ausammengepresst- und mit

Drähten mit dem Multi{dicator verbunden.

Beispielsweise zählen wir nur einige Versuehsresnltate von Stefan

auf, wobei immer der elektropositiire Körper voranstebt. Die dazu gesets*

ten Zahlen bedeuten, wieviel von den Elementen genommen werden mnss-

ten, damit ihre Tereinigte elektromotorische Kraft der eines Da nie ITscben

£lementes gleich wurde. Die Stromerregung geschah hierbei im ersten

Falle durch Erhitaung Ton der Verbindung von Kupfer und Mineral , im

Bweiten Falle -durch Erhitaung des vorstehenden Kopferblecbstreifens.

1. BUUriger Kupferkies — Kupfer 96;

1. feinkörniger Kupferkies — Kupfer 0;

8. Fyrolusit—Kupfer IS.
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Die Veriichiedenbeit im Verhalten des Kopferkieses je nach der Struc-

tQr ftthrte anf einen Veritneh mit % Kupferkiesarten:

4. feiukiSrniger Kupferkies» blSttriger Kupferkies 14,

Noch auffftliiger eeigt sich der Kinfluss der Structur bei Kobaltkies,

wthread sich körniger Kobaltkies schwach positiv gegen Kupfer erhftit,

iit kristallinischer stark negativ.

Indem wir verschiedene Angaben Herrn Stefanos übergeben » wollen

wir nur noch erwAhnen , dass Bleischweif - Buntkupferers das stärkste Ele-

meut i;\(ihi\ hierfür giebt Stefan die Zahl 5,5 ao. Dr. Kaul.

XIY. Die päpstliche Akademie de' Naovi Lincei fordert zur Preit)>

bewerUung für das l'iaiimiui tu//ji auf. Die gestallte Frage lautet:

„Eine Methode zu. HiitJeti, iiiitiolst deit'ii entweder alle rationaleu

,,Wei tlie für x sich oi f^eboii , welche das Polyuomium J Bx +
„Cs*+ Dx^ + Ex* (in welchem ^, By C, />, A' ganze Zahlen hind)

„SU einem (Quadrate resp. Cabas machen, oder mittelst deren, falls

„keine solche Werths für x existiren, die Unmöglichkeit der

„Aufgabe bewiesen werde."

Die Akademie fügt folgende ErUnterungen hinzu. Eine Metbode von

Fermat um A-^-Bs-^-C^-^ Da^ -^X^ zn einem Quadrate, A-^ß»-^
C«* '\-J>^zn einem Gubas su maehen, ist von J, de B t lly in seiner Schrift

Doctrmae analyihae inhenUtm novum (vergl. JHi^hanti MexantUini Ariihmetieo'

rum libri sex ei de numerii multanguUs Uber unu« eie, Tolotae MDCLXX^ p, 30-Sl)

sueinandergesetst. Dieselbe Methode findet sich bei Enler, Anleitung

m niedern und höhern Algebra, Bd. II, Gap. VIII, IX, X.

In den Memoiren der Petersburger Akademie Bd. XI (Jahrgang 1830)

fiodet sich ein posthnmer Anfsats von Eni er: Meihoäus fuwa et faeüis for-

mlat eubieas et biquaäraUeas ad quadralum redueendL Diese Methode
,
äugt

Jacob! {ße utu lAeoHae integralium ^ipHeorum et inlegralhm Abeliamrum im

mtttlyii Diophantea, Cr eile's Journal XIII, für 1835), ist genau genommen
keine andere, als die der Multiplication der elliptischen Integrale, welche

Kalcr bereits in meiner InslUulionis calculi Intiijralis {^clolirt hatte, um iu

&lgebraittcber Wci.se Auflütiungeu der tianseendenten Gleichuug

n{jy)z^n.H{x)
m üuden, wenn

X

Die F er m at'tiche Methode findet sich feruer auch beiLegendre,
Th€Qrie det nombrei, 3. ädü. Pari» 1830, Bd. II, S. i23--125.
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Endlich enthält Lagrange, Sur quelques problemes de Tannhjsc de Dia-

phante (Nouv. Memoires de fAcad, de Berlin, annee 1777) oino Methode anr

rationalen Auflösung der unbosUinmlen Gleichuogeii 3. und 4. Grades iwi>

sehen den beiden Unbekannten x und y*

Die Unvollkoinmeoheit aller dieser Methoden besteht darin , dass sie

1. eine Auflösung als gegeben annehmen und 2. den Beweis vermisseo

lassen, dass mittelst ihrer alle Auflösungen gefunden werden können.

Die durch ein Motto zu kennzeiehnenden und mit ersiegeltem Namens-

Settel au begleitenden Preisscln-iften müssen in italienischer , lateinisehei

oder französischer Sprache abgefasst sein. Der Einliefemngstermin, bis ss

welchem spätestens die Einsendung /rmtco erfolgt sein muss, ist der 3i. Octo>

her IBM. ))er im Januar 1807 au ertheHende Preis besteht in einer gofdenes

Medaille im Werthe von 100 römischen Scudi,

ZV* Aul^l»« (fUr Schüler).

Nicht ohne Interesse dürfte folgende Aufgabe seiui die Ich in keiner

Sammlung ilnde:

„Wenn A der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Coordins-

tensjstemes, T und N die Durchschnitte der X'Am mit der Tan-

geute und der Normale am Punkte M einer Curve sind , so sudit

mau die Gleichung dcrjeuigen Curvo, bei welcher AN,AT eiim

eonstanten Worth hat.

Der gestellten Bedingung genügen gewisse Kegelschnitte, ausserdem

cxiäliit auch eine singulare Auflösaug. Camtok.
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IX-

Entwurf einer MoleonlarphyBik.

Von

Professor Dr. Wittweb in Regensburg.

(Hiersii T»fe] n, Fignr 1 bis 6.)

Der Versnchc, das sogenannte Molcculartr^^^tz, die Norm, welcher die

Ansieboagen and Abstossnngen der kleinsten Theilo der K^irpcr gehorcben,

so ergründen, giebt es schon mancherlei, denn dor Gedanke, die gesammten

Erseheinnngen der Pbysik vnd Chemie in derselben Weise bestimmen su

können» wie es die Astronomie mit Hilfe des Schweregesetzes bei den Phtt-

nomenen der Sternenwelt rermag, ist auch gar sn verlockend. Unter den

bisker erttffentlichten Arbeiten dieser Art ist mir keine bekannt, welche

allen an sie gemachten Ansprüchen genfigt, und es möge mir daher gestattet

sein, diesen vielen Versuchen einen weiteren beisuftigen. Das Problem ist

es wohl Werth, dass man sich damit l>eschttftigt, nnd wenn man auch nicht

beim ersten Schusse in das Centrnm trifft, so bt der dadurch angerichtete

Schaden nicht gross.

Es ist bekannt, dass die sllmmtlichen Gesetce, die man in den Natur*

Wissenschaften aufgestellt hat, sieh um so besser bewähren, Je einfacher sie

sind, oder, um mit Schleiden an sprechen, in je weniger Worte sie ge-

fasst werden können. Dieser Erfahrung gemäss habe ich auch die Grund-

lagen meiner Untersuchungen so einfach als möglich gewählt, so dass eine

weitere Vereinfachung kaum mehr bewerkstelligt werden kann. Die Sätse

sind übrigens nicht nen, sondern gelten bereits allgemein in der Physik,

und was ich hierbei fllr mich beanspruche , ist nur die Art der Anwendung

derselben , mit deren Hilfe es mir gelungen ist, die Enstehung wenigstens

einiger Krystallformen , sowie die Bedinp^ung der einfachen nnd (lojipelten

Lichtbroehung in ciicisea Ivr^utiillcu ala mathematiücijc JS'otliwcndigkeit ab-

ZciUcunii l. .Maihiuulik u,rb)»ik. XI, 3. 12
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suleiten. Ich werde allerdings bin and wieder gegen einzelne herrschende

Ansichten yerstossen , doch glanbe ich nicht, das« dieses auch von einem

inatliematiseh begründeten Gesetze gesngt werden knnn. Am Schiasse

m^er DarsteUaog werde ich diejenigen Punkte, die ich für die anetOttig'

steo balte^ einer näheren Betrachtung nnterziehen.

Seit Newton nimmt man an, dass es in den Körpern eine materielle

Snbstans giebt, deren Theilchen sich gegenseitig ansiehen. Die PorotiUt

d«r Köiper nnd was damit snsammenbingt, sowie die Erscheinungen dei

litchtes haben darauf geführt, dass es nnsser den schweren Theflchea

noch einen andern Stoff gebe^ dessen Atome sich gegenseitig abstossen, deo

so^nannten Aether. Es ist allgemein angenommen, dass es wenigstens

sweierlei Arten von materieller Snbstans gtebt, nnd dieser allgemeinen An-

nahme fol^c ich, indem ich yoranssetie, es gebe in der Welt sweierlei Stolfo,

deren einer der Aether ist, während ich die kleinsten Theile des andera

Massentheilchen nennen will. Beide Stoffe sind einander entgegen-

gesetzt, und ihr Zu <:flinraen wirken veranlasst die verschiedenen Natitr»

erscheinuiiji^en. Ich t^i izc boide als in kleinen Kugeln gegeben voraus, die

Alt iijicr Wechieiwiikung regelt sich nach folgender Norm:

I. Gleichartiges stüsst hich ab, Ungleichartiges

zieht sich an.

IL Beide Kr.-ifte nehmen ab, wie das Quadratder
EntFernung V .i t h st.

Ist irgendwo im Räume eine Kugel Massensubstanz, so wirkt sie anzie-

hend auf die Aetlierkugeln rings umher, und diese Anziehnng hat so lange

eine Bewegung der sich anziehenden Körper zur Folge, bis vollständiger

Contact vorhanden ist. Nehmen wir zuerst an, die Massenkugcl sei im

Verhältniss zu den Aetherkogeln sehr bedeutend, so sammeln sieh auf ihrer

Oberflttche melirere der letateren, and man kann
, namentlich wenn es sich

nm grössere Entfernungen bandelt, ohne merklichen Fehler annehmen, dass

die Aetheratome Uber dem Massentheilchen eine oder mehrere Kngelschslen

bilden.

Es ist nun die Einwirkung des gansen Sjrstemes aufdie noek im RsnoM

sehwebenden Aetherkngeln su suchen. Die im Innern befindliche Hassea-

kugel, sowie die Kogelaehalen des Aethers wirken so, als sei ihre gesammts

Masse in dem Schwerpunkte vereinigt, die Massenkugel sieht die freien

Aetherkngeln an, die AetherhfiUe stusst sie ab, und ist die erstere Wirkung

die st&rkere, so wird das Aethertheilehen dem Systeme einverleibt, um v<m

nun an die Wirkung der bereits gebundenen Aetherkngeln an verstärken»

weil es zur Vervollstftndigung oder VervielAlltigung der Kugelsehaleo bei-

trXgt. Dieses wird so lange fortdauern, bis endlich die abstossende Wir-

kung aller Aethertheilclien zusammen gerade so gross ist, alb die von dem

Massenkerne aubgeliende Anziehüug , und ibt diesem der Fall, 00 ^^ ird da«

S^äiciu auf ein ferner stehendes Aethertheilehen keine Wirkung mehr aas-
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IlbeB. Nennt man die Meoge materieller, triiger Substanz der Massenka-
gel, ihrer AetWIifine und des freien Aethertheilchrns der Reihe nach m, ^*
nnd fi, bezeichnet man ferner mit a und h die Aii^iit Lang von Masse und
Aether, dann die Ab>tot;sung zwischen Aethex uud Aother bei der Einheit

der EnUornung uud der Eiuhcit der trägen, materielieu Sabataoz, so erhält

man den IndififerentismuSi wenn

am =r:= hM
Wie bei dem t inzelnen Systeme die Wirkung auf ein entferntes Aether-

tbeilchen fCnfhürt, so geaehieiit dieses auch , wenn mehrere derselben bei

einander sind, sobald die Bedingungsgleicbnug 1) erfüllt ist.

Befindet sich in der Entfcrnnn^ r von dem ersten Systeme ein zweites

ans der Masse m, und der Aetlierbülle xosammengesetstes , bei dem im
Zustande der Indififerens

2) aait =3 bMi
ist, so findet zwischen Kern und Kern, dann swischcn Hülle und HttUe Ab-
stossnng statt, Anziehung dagegen zwischen den beiden Kernen nnd den

jeaseitigeo Hflllen. Ist c die Intensität der Abstossnng'der Kerne für die

Einheit träger Snbstans nnd der Entfemnng, so wird, wenn man diejenige

Kraftänssemng, welche die Entfernung r an verkleinem atrebt, mit dem
Zeichen — versieht, die Wirkung

. ^ cmnii bMM^ nmJf, om,ilf
») ^=— + -7« -i ^3-

Durch Verbindung der Gleichungen 1) und 2) mit 3) erhält man:

Die gegenseitige Einwirkung der beiden Systeme hängt nun von der

6r5sse ^^'g Setat man e — , so ist die Einwirkung= 0. Nimmt

man an, e sei um eine ausserordentlich Ideine Qrösse keiner als -ri eo erhält
0

mati für IV einen negativen Werth, und es ergiebt sich also eine Anziehung,

die aliiüiuint, wie d&a Quadrat der Entfernung wächst, und ausserdem dem
Prodncte der Massen proportional ist (S c h w e r e wi r k u ng). Die Grössen

dfO und c können sehr bedeutend sein, für die Schwere bleibt nur ein ver-

schwindend kleiner Tbeil übrig, Jii den l^eliren der Elektricitnt und des

üagDetismns gelten bekanntlich die oben anter 1) und II) aufgoführten Sätze

ebenfalls, und man nimmt dort muiaHs muUmdi$ an^ dasa e—--sOsei«
0

Hierauf gründen sich die einschlägigen Hechnungen j es würde jedoch in

deaselbea keine wesentliche Aenderung eintreten, wenn man e um eine ver-

a*
tebwindend kleine Grösse kleiner als — annehmen würde. Diese mnss aber •

o

12*
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jedenfalU sebr klein iein, wpnn man die Sehwerewtrknng mit den Moleen-

* larkräften Tergleieht, denn entere Kraft ist bekanntlich gegen die Ictsteren

nur Bebr unbedeutend. Der kleine UeberBcbuM, von dem hier die Rede ist,

kann daher jedenfalls nicht im Wege stehen , wenn meine Sitae etwa aet

die Lehren der ElektrieitXt und des Magnetismus eine Anwendnog finden

bullten.

Nimmt man an, das zweite .System »i, enthalte statt JT/, Aethermenge

deren «il/j , wobei n beliebig giü^ser oder kleiner ak 1 seiu uiag, so ist ihre

Wirkung auf das erste System

ctniriy bnMMi aw,lf anmMx / a*\mm|

ni. Jedes System m, in welchem die Massentbeil-

eben mit Aetber gesättigt sind, wirkt auf ein anderes

m, in gana derselben Weise, es mag letateres mit viel

oder wenig Aetber verbunden sein.

Es bleibt noch übrig, die Wirkung zu untersuchen, welche die Aetber-

theilchen im Räume auf einander ausüben können. Uebereinstimmend mit

der allgemein üblichen Ansicht nehme ich an, dass der allgemeine RaetD

mit Aethertlieilchcn erfüllt sei, dass aber diese einander nicht berühren,

sondern durch Zwischenräume von einander getrennt sind. Die Art der

Vertbeilung mag eine ganz beliebige sein
;
jedenfalls aber ist sie eine regel-

mässige. Setzen wir den Fall, die Punkte der Fig. l, Taf. II stellen die

Vertheilni^ einer Partbie Aetbers vor. Die einseinen Aethertbeile werdea

sieb in Bube befinden, wenn die auf sie wirkenden Kräfte sieb gegenseitig

anfbeben, und dieses muss geschehen, sobald die Vertbeilung der einselnea

Atome eine gleicbmässige ist. Denkt man sieb nun die Theilchen des

(darcb ausgesogene Gerade angegebenen) Raumes abe d areggenommcn,

und sucht man die ypn der Gesammtmasse auf das Atom m ausgeübte Wir-

kung, so wird sich, die Abstossnng der Aethertbeile auf einander mag eis

Geseta befolgen, welches immer sie mag, wieder alles anfheben mit einaiger

Ausnahme der Thätigkeit der in befindlichen Atome , die aaeh

Wegnahme von ubed nicht aufgehoben wird. Stossen sich die Aetheratome

ah, so ist das Endresnltnt für m genau dasselbe, als sei der ganze Baain

leer, und existire nur die Aetliermassc Oj 6j Cj rfj , die auf der a 6 c dia-

metral entgegengesetzten Seite von m liep^t. Das gleiche Resultat würde

man bekommen, wenn der ganze Raum leer um! ab c d mit einer Substanz

erfüllt wäre, die nacli dem nämlichen Gesetze aber anzieliend \\ irkt. Sucijt

man die nacli "NVegiiabme der Theilcbeii in ab cd auf erzielte Wirkung,

so inns.s diese wieder so sein, als wäre alleiü in dem symmetrisch mit ahcd

gelegenen durch puiiklirte Geruiic angegebenen a.,//^, Aetber vorhanden,

oder als wirke eine in ab cd befindliche Sub&taas im entgegeugesetsten

Sinne auf m,.
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IV. Ist in. dem allg^emcinen Hanme irgend ein

Theil von Aether on tleert, so i st (1 i 0 W irknng, die da-

dureh aaf irgend ein Aetbertheilcheni befinde sich

dieaes» wo es wolle, ansgefibt wird, genau die näm-
liche, als sei der allgemeine Raum von Aetber leer,

nnd es sei nnr die wirklieb leere Stelle von einer Snb-

stans erfüllt, die nscb demselben Oesetie^ aber im ent-

gegengesetsten Sinne, als der Aetber wirkt.

Nimmt man an, es sei ein kugelförmiger grosserer Raum Ton Aetber

entleert, so findet dem Vorstebenden anfolge anf ein an der OberflXebe die-

MT Kngel befindliches Aethertheilcben die Wirkung f &;x^r statt, wenn

die Abstossnng der Aethertheilcben dem Quadrate der Entfernung r umge-

kehrt proportional ist und wenn ^ die Dichtigkeit, h die Abstossungseon-

liuute tlei» Aethers bezeichnet. Die Aniiebung wichst also wie der Radius.

Sulslehiuig dnlger Krystallformen des teismlen Systemet,

Die im VorstclieuJen entwickelten Verhältnisse ergeben sich znnXchst

für den Fall, dass die Zahl der ein Massentheilclien umhüllenden Acthor-

kogelu sehr gross sei. L-,t dieses nicht, so kann das Massentheilclien mehr

Aetherku;;eln aufnehmen, als es zu seiner Sättigung bedarf. Es sei ange-

DOOlinen, avi 3ftjtt.

Hier werden zunHclist 3 Aetherkugeln von dem Massentheilchen augo-

logen, und da sie sich gi -
• iis itig abstossen, lagern sie sich so um das Mas-

sentheilchen herum, dass iiirc gej^enseitige Abstossnng ein Minimum wird,

sie stellen sich also so, dnss ihre Mittelpunkte die Ecke eines gleichseitlircn

Dreieckes bilden, dessen Ebene durch den Mittelpunkt des Massentheilchens

gebt. Fragt man nach der Wirkung, die das so beschaffene System auf ein

Aethertheilcben ausübt, welches in geringer Entfernung in der anf der

Ebene der S Aetherkugeln gezogenen Senkrechten mitten über dem Aethcr-

dieieck steht, so erhält man, da das Mass enth eilchen wie auch die Aether-

tbsilcben so wirken, als gehe die gesammte Wirkung von dem Schwerpunkte

der jeweiligen Kugel aus,

Auch hier ist wieder die Änsiehung mit dem Zeichen — versehen, A

bedeutet die Entfernung des Mittelpunktes des freien Aethertheilehens von

dem Mittelpunkte der Massenkugel, r die Entfernung dieses letsteren Punk-

tes von dem Mittelpunkte eines gebundenen Aethertheilehens.

Die Gleichung S) «eigt, dass IT^O, so lange man r gegen R Yemach-

lässigen kann, dass aber eine Ansiehung stattfindet, wenn diese Bedingung

Iii ht inc hr erfüllt ist. Da nun der Baum als allenthalben Yon Aethertheil-

cLeu besetzt nngenoramen werden niuss, so crgiebt'sich, dass noch ein vier-

tes Aothenhcikiieu sich auf der Kugel niederlässt. Sobald dieaes gesche-
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hen ist, tritt die iregenseitige Abstossnng der Aotherkugpln in ihre Rechte,

und da keine die Mjissenkugel vprl.-isst, kann erst dann Ruhe eintreten, wenn

die gegenseitige Abstossnng ein Minimum iüt, was geschieht, sobald die

4 Aetheratonic sich so uin die Massenkugel herum 'gelagert haben, da.ss bei

der dnrch Gerade zu bewerstelligenden Verbindung der Acthermittelpunkte

ein kleines Tetraeder entstellt , dessen Ecke in eben diesen Mittelpunkten

liegen. Untersucht man die Wirkung des so bcschaifenen Systemes auf

ein weiteres freies Aetberatom, so wird dieselbe je nach der Stellung ver-

schieden sein, welche die von dem Massenmittelpunkte zu ihm gezogene

Verbindungslinie gegen das Tetraeder eianimmt. Soll noch eine weitere

Aetherkagel incorporirt werden, so ist dieses am eheaten da möglich, wo die

Anziehang ein Maximum ist, und dieses kann, wie man durch cinfaclie

UeberlegQBg leicht erhält, nur in eiaer der drei Stellungen sein» in welcbea

das ansnaiebende Aethertheilchen

A senkrecht über dem Mittelpunkte einer TetraSderebene*

ji^ senkrecht Ober dem Mittelpunkte einer Kante,

senkrecht Aber einem Ecke steht*

Die Beebnang ergfebt:

,
/ 'i'-i)

,
, .V

Entwickelt man in Jteihen und setat man der Einfachheit wegen

pfifft =s l, so ergiebt sich

j s= A-*— VP^'^+ •ffn-^f»

Dia Wirknag ist, wie sich hieraus ergiebt, allerwärts eine abstossende,

das Minimum ist in das Maximum in ^, und ein fünftes Aetheratom kann

sieh daher mit der Massenkugcl nicht verbinden. In Folge dieser Abstof-

snng wOrda sieh ein Aethertheilchen bis in unendliche Kntl'ernung von dem

Systeme wegbegeben , wenn die Wirkung des äussern, den ganzen Raara

erfüllenden Aethers nicht wäre. Da die Alwitossung in jeder Richtung statt-

findet, muss sich um das System lierum ein atherfreier Kaum bilden. D>«

Abstossung wird bei zunehmender Entfeiaung immer schwächer, während

andererseits bei der Vergro&serung des leeren Kaojuos, wie sich aus iVj er-
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giebt, der Drnck des allgemeinen Aethers von aosten herMD wAehat. £•

all» alao endlich so einem Gleichgewichte kommen, und wenn dieses in

der Entfernnog R geschieht, ist ein dort befindliches Acthertbeilchen in

Jlnlio, £• ttbrtgt hierbei noeh die Frage, welche Stellaog de« Sjetem gegen

dna snnllchst liegende Aethertheilchen einnimmt.

Die AhetofleUDg des kleinen Tetraeders nimmt rings um dasselbe ab,

wenn die Entfemnng wächst, sie hat aber bei derselben Entfernung in den

ereehiedenen Stelinngen verBchiedene Werthe« Verbindet man die Punkte

gleicher Abstossnng mit einander, so erhält man Fl&chen von doppelter

Krdmmnng, die sich einhdUen nnd mit annehmender Grösse sich mehr und

mehr der Kugelgestalt nfthern, bei geringerer fintfernnog bald niher an den

Kern treten, bald weiter weggehen. Da^der Werth dieser Abstossnng von

einer dieser Flächen zur andern wächst, wenn maq sich dem Tetra<Sder nä-

hert, so uiuss endlich ein solcher kommen, welcher gerade so gross Ist, als

d»»r durch den leeren Rnum bewirkte Druck an derjenigen Stelle, wo die

Fläche «ich dem Mittelpunkte am meisten nähert. Nimmt man nun an,

das Apthertlicilclien befinde sich eben daselbst, so muss ein Ruhezustand

eintreten; lüsbt nmn es aber über die Fläche hingleiten, so behält die Ab-

Stossung ihren gleichen Werth, der Dnu k des äussern Aethers mnss grösser

werden, weil der leere Rnnm zwischen Tetraeder und Aethertheilchen

wächst, nnd das Aethertheilchen wird daher in die vorige Lage zurückge-

trieben. Man kommt durch folgenden Schhiss auf das gleiche Resultat.

Es ist ein Grundgesetz der Statik, dass, wenn ein Körper von einem andern

angesogen wird, er sich so stellt, dass sein Schwerpunkt dem anziehenden

ni6glichst nahe liegt. Betrachtet man den inuern Raum nach IV) als anzie-

hend, so nimmt ein Aetberatom eine solche Lage an, dass B ein Minimum

wird, welches wir mit i?, bezeichnen wollen, es wird also die Stellung y<

(Glelchnng C) erhalten. Hier ist sein Ort des stabilen Gleichgewichtes,

während in ^1 nnd utf« labiles Gleichgewicht stattfindet. Rings um das

Uelne Tetraäder kommt das Minimum R viermal vor, nnd in Folge dessen

bildet sieh ein das kleine Tetraeder einhüllendes grösseres, dessen Ecke

senkrecht ttber den Mittclpnnkten der Flächen des kleineren stehen. Nimmt

man an, was wohl nicht unwahrscheinlich Ist, dass die Entfernung R^ nicht

nnbeträehtlich grosser sei als r, 'so erhält man folgendes Resultat. Man

hat Im Innern 4 Aetheratome nnd 1 Massenatom, dessen Wirkung die von

3 Aetheratomen aufhebt. Wäre das Übrig bleibende Aethertheilchen im.

Mittelpunkte dea Tetraeders, so wäre seine Thätigkeit gerade so, als sei das

Massentheilcljen gar nicht vorhanden , ttnd der Aether ansserhalb wäre in

seiner Vertbeilung genau wie die des unendlichen Raumes. Unter den ge-

gebenen Verhältnissen ist dieses nicht gans der Fall, so lange die Griisse r

nicht vernachlässigt werden darf, es wird, wie schon ans der Entstehung

des Umbüllnngstetraeders hervorgebt, in dessen Nähe eine Abweichung von

der gewöhnlichen Aethcrvertiieilung stattfinden, doch will ich fär jetst da-
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184 Entwiirf einer Molecalarphysik.

von, soweit es sieb um dio Verüicüuug jeuseits dee UmbülluugstetraetlerÄ

bandelt, Uaigang nehmen.

Nehmen wir nun an, ausser dem er.sten felementaren) Tetra ilcr, des-

sen Entstehung im Obigen entwickelt wurde, seien noch andere derselben

Art im Kaum vorhanden.

Die Einwirkung zweier solcher Tetraeder ist je nach der gegenseitigen

Stellung verschieden, nnd dieselbe viii. in folgenden Fällen einen extremea

Werth erreicben.

B Beide Tetraeder stehen sich mit den Ecken gegenüber.

Bt Dem Ecke des einen ist die Fläche des andern ingekehrt

Bt Beide Tetraeder wenden sieb die Flächen in.

Es stehen sieh die Kenten gegenfther.

Dieselben Schlüsse,^welehe oben derenf gefilhrt heben, dese ein Aetber^

theilchen sich gegen ein elementares Tetraeder so stellt, dass es ihm in

Oleicbgewiehte mQglicbst nahe ist, gelten wieder, nnd wir haben daher aneb

hier diejenigen Fälle anfsvsnehen, in denen die Ahstessung ein Hinimnm

wird. Ans diesem Grunde haben wir Ton den Stdlangen B^ B,^ B% wieder

diejenigen sn nehmen , in denen das eine Tetraeder gegen das andere W
Grade um die Verbindungslinie beider gedreht ist. In der Stellung sind

die beiden TetralSder einander gleich gelagert, die gegeniibersteheBdsa

Kanten sind also gekreusL Es soll im Folgenden von der SchwerewirkoBg

— wegen deren Tergleichweisen Unbeträehtlichkeit abgesehen, also

cc=: — gesetst werden, ausserdem ist b^^ der Einfachheit wegen ssl ge-

nommen.

Es ist dann, weil emaspSd^ c£= ^
^ —^ tmd em*= 9b^*=s9.

Die Wirkungen sind folgende:

L[(Ä + trr + i r«]| [{Ii + ?~ ry ^ 3^
;,tj|

[^^ _ |r)' + Jr«)!

(Ä_ 2r)«^iJ«J L[(Ä + ir)« + !J
'-12 (Ä—r)«J

'

S 1

37? _ 3(^H-|r)
' ~

Li/?' + S r')8^ 8,2 r«)| ^ [(/? + f rf + i^r«J|

^ i{B - Ir)«+ f^]^ Ä'J Lp + ir)« + #HJ| [(Ä + Jr)«+ fr*]!

I

3- 3 -1

^(Ä+ r)«"^(Ä-r)«J*
r . 6(^ -fr) .

3(7?^;r) 6(Ä + |r)

* U(Ä- irr +~fr«]i"^[(Ä- lr)«+ Vr«j|+ [{Ä + + »f^

.

1
r n r r 1^ (Ä+ ^r)* Ä'J L[(Ä— ir/ + J r'JS (/? 4- r)'J

'
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In Reihen «usgedittcki, erlialten dteae WirkuDgen nacbstehende

Wertbe:

Bei einigermaadscn betrficlitlicliem Wertbe von ^ ist die Abstossung

bei der 8teiloiig ein MlnimniD. Sind die Tetraeder im Baame mit Aetber

vatemiisebt, so entstebt die Frage, ob tod einem TetraSder ein Aetbertbeil-

eben oder ein anderes Tetraäder mebr abgestossen werde, und wäbleo wir

die Stellong B^, so ergiebt sieb die Frage, ob B^ grösser sei als A oder

nicbt. Man bat nnn (Oleiebung 6) und 7)

Das Totraöder "wird, wie man sieht, weniger aljgObto.ssen, als dasAether-

theilclien, uud weil letzteres in Folge der Wirkung des allL'eineinen Aptliers

in Ruhe bleibt, er:/io'>t sich für das Tetrai-der, das in Mitte der Aetliertlieil-

cben ist, eine Auziehaog. Es gosohieht dieses wenigstens solange, als
*

j2
<~ nicht sn klein wird ; in welehem letsteren Falle B^ die bevorzugteste
r

Stellung ist

Für den Fall, dass das aweite Tetraeder in der Bf • Stellung die Aether«

atomc wegdrängt, nähert es sich dem ersten etwas weiter, als ein Aether-

tbeilchen es thun würde, bleibt aber dann stehen, weil der es hinführende

Dmck des allgemeinen Aethers immer kleiner wird. Werden die zwei

Tetra<}der ttber den Indifferenspnnkt snsammengestellt, so leisten sie , wie i

sieb ans 7) ergiebt, einen mehr und mebr wachsenden Widerstand^ and ein

eben solcher kommt anm Vorschein, wenn man die Tetraeder von eimmder

entfernen will. Im ersten Falle ist also die Abstossnng der 2 Tet

svreiten der Drnck des allgemeinen Aethers Ursache. Man^

leicht, dass diese Vorgänge alle Analogie mit den Erscheinnni

sitiU und Cohftsion seigen. Wenn der neuen Fläche des erst

gegenüber sieh ein sweites (Fläche gegen Fläche) ansetst,
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Tetraeder 4 Flflchcn hat, und jede sich unter gleichen Verhältnissen befin-

det, auch bei diesen der gleiche Vorgang stattfinden. Durch dieses An-

wachten entsteht ein grösseres Tetraeder, dessen Mitte und dessen Ecke
on je einem kleinen eingenommen werden. Die an den Ecken stehenden

Tetraeder werden sicherlich auch avf einander einwirken , aber wegen der

hei wachsender Entfernung sehr rasch erfolgenden Abnahme der Kraft ist

diese nnnmehr schon sehr gering. Man hat es nllmlich hier nur mit der Diffe«

rens der Wirkung von Aetber und Tetraeder auf ein anderes Tetraider au

fhun und es fällt daher das Glied der Keihen (Gleiehung 7), in welchem
Ä~* Torkommt, aus. Ausserdem können je 8 Ecktetraüder auf das vierte

ihrer symmetrischen Stellung wegen keine andere Einwirkung haben, als

dass sie die Entfernung desselben von der Mitte etwas grösser oder

kleiner raachen. Jedes der 4 Ecktetraöder selgt 3 PUlchen nach aussen,

und an diese lagert sich, der Ordnung gemäss, wieder je ein Tetraöder an,

und wenn man diesen Vorgang fortgesetst denkt, so entsteht, wie man an

einem Modelle*) leicht sehen kann, ein grösserer Körper von dersi»1ben

Form, ein grosses Tetraeder. Dieser Körper, von dem Taf. II, Fig. 2

die Projeclion auf eine Ebene darstellt , welche mit 2 der krystallographi-

sclicn Axon parallel i.st, zei^t doiitliehe Blättordttrcligange ab und cd paral-

lel mit doli Knuten und par.-illcl mit den Flächen, tiud gicbt so die Uebcr-

gänge in Wülfel und Üctacdcr. Niniint man das ein Eck bildende kleine

Tetraeder e oder g weg, so erscheinen 3 Zuhpitzungstiachen (von der

Fläche aus), welche gegen einander um 120" geneigt sind, nnd bei deren

Anshildnui; ein Rhoiiil)endodet a('der entstehen würde. Nimmt man die die

Kante bildende äusserstc 'retrnt'dprreib(^ f oder cg w^'g' - kommen 2 Zn-

8chÄrfunj,'Hlljiclien zum Vors<')iein, die sich unter einem W iiik d von 100° *2S'

10 " schneiden, und bei den ii Ausbildung die eine der in der Natur vorkoüi-

menden VnrietMten des 'l'riHkistetraeders entuteht, m eiche, wie die Lehrbü-

cher der Mineral«)gie an;;eben
,
genau diesen Winkel hat. Die Entfernun-

gen je zweier jiriuiiircn Tetraeder sind alle gleich und die Verschiedenheit

derselben in Fi;r. 2 rührt daher, dass die in kleineren Distanzen betindlicben

Punkte die Projectionen von verschieden, weit von der Projectionsebene

entfernten Tetraedern sind. Parallel mit den Kanten und mit den Flächen

des grossen Tetra(>dera gehen hexagonale HAume durch den Krystall, welche

leer bleiben, weil die kleinen TetraÖder abwechselnd ihre Kanten und £cke
hinzeigen, bei welchen die Anziehung eine geringere, besiebungswelse eine

Abstossnng ist.

ÄWenn bei kleinerem Werthe von nicht mehr die Stellung , son-

dern das Maximum der Anziehung bietet, so legen sich die kleinen Te-

*} Ich mache mir diese Model!« ans frisch gebadcenem Brod«, das geknetet und

in Tetraödern geformt wird , worauf ich die elnsahien Btftclc« vor dem Erhirten mit

Kadda oder feinem Drahte, sogenamotem Biaddrahte, Terbinde*
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trifider Kante gegen Kante gegen einander, nnd ei entsteht bier ebenio, wie

orbin das Tetraeder, ein grosses Octalfder, dessen Constmctioa sich ans

Taf. II, Fig. S ergiebt, welche einen Schnitt darstellt, der mit 2 Azen pa-

rallel ist. Man bat hier dreierlei Blätterdorchgänge. Der dentlichste ist

«fr, senbreeht anf einer Aze (Uebergang snm Wflrfel). Der aweite BUttter*

dnrebgang ist cd^ parallel sn den Kanten (Uebergang indasRhombendode«

ea^er), nnd endlich ist noch ein weniger deutlicher BUtterdurchgansf dn,

der parallel mit den Fliehen gfeht. Würde die Stellung dn» Maximum
der Anziehung geben, so würde ein Würfe! entstehen. Jede Fläclie dessel-

ben würde eine Art Scbachbrett d usteilea, dessen eine Felder an je-

dem Etke mit eiuein Tetraeder verKehen, dessen andere leer wären.

Die Stellung B endlich weist auf das der Stellung correapondireode

TetrR^de^ hin.

Mau kann beziiglicli der gegenseitigen Einwirkung zwelri primrirfn

Tetraeder ebensogut um das eine Flächen gleicher Anziehung anni hiiH ii

,

wie dieses oben bezüglich der Wirkung von Tetratider und Aetherkugel ge-

schehen ist. Nimmt man z. B. ein Tetraeder als fest an nnd führt man das

andere damn herum, so kommen bei der gleichen Entfernung verschiedene

Wirkungen oder bei verschiedenen Bntfernnngen gleiche Wirkungen znm
Vorschein, aber nirgends ausser der einen Lage ist die Abstossung bei einer

gegebenen Entfernung ein Minimum, Der äussere Drnck des allgemeinen

Aethers sncht das Tetraeder ebensognt in der bestimmten Stellung festan-

hetten, wie oben beaOglich der Aetherkngel angefahrt wnrde, und er setct

daher jeder Verrlicknng einen Widerstand entgegen* Je grösser dieser

Widerstand ist, nm so bedentender ist die Härte des Krjstalles. Die ein-

lelnen Theile des Krjstalles haben gegen einander die Terschiedensten

Stellungen, die, wenn man sieh den Körper anf die Erde gelegt denkt, von

der Bichtnng der Schwere in der Terschiedensten Weise abweichen. Ist

die Sehwerewirknng im Stande, Verschiebungen der Tetraöder anm Vor-

sehein an bringen , ist also die Hörte geringer als die Schwere, so entsteht

Mne Flüssigkeit. Es fehlen mir zur Zeit alle Anhaltspunkte, die Frage,

wie lange diese Bedingung, dass Härte > Schwerewirkung, erfüllt sei, zu

beantworten, da die Coustanten a, b, c, sowie die Constante des Drucke« des

äusseren Aethers bei bestimmter Grösse des ätherleeren liauuies unbe-

stimmt sind, nnd ich uiuss mich daher damit begnügen, auf den Umstand

aufmerksam zu machon.

Amorphe Kui]i( i ^iiul solche, deren Theilchen sich gar nicht oder nur

zum Thi ilo in der Stellung des Maximums der Attractioii befinden. Es ist

bekannt, dass amorphe Körper mitunter für sich (arsouigo Säure, amorpher

Zucker), manchmal niteh unter dem Einflüsse der iiewegung (Kiscnbahn-

schieuen) in den krjstalliniscben Zustand übergehen. Bei vielen Körpern,

wie s. B. den organischen können auch die Molecttle eine solche Gestalt ha-

ben, dass sie sich gar nicht an einem Krystalle ausammenbauen lassen.
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Ich rauss Iiier darauf aufmorksam mnchnn, daai dann, wenn die eincel*

nen Molccüle des Körpers nicht alle die Maximamstellottg haben | dieaet

docb bei einselnen der Fall sein kann, nnd daes eelbit, wenn dieses nidit

sein sollte, die gegenseitige Abstossnng der Kolee&le dennoeb so klein sein

kann, als die des Drackes des Ansseren Aetbers, nnd die Cobäsion ist daber

aneb bei den amorpben Körpern, sowie den Flüssigkeiten reebtgnt mdglich.

Wenn man nicht das Maximnm der Ansiebong bat, branebt man dämm nicht

gleich anf das Maximum der Abstossnng überzugehen. Ich komme übrigens

am Schlüsse meiner Abbandlang auf diesen Punkt surttck.

Wenn man die Wirkungen betrachtet, die ein Elementartetraeder nach

den Formeln 6) anf ein Aethertbeilchen ausübt, so ergiebt sich, dass in

Stellung A eine TbStigkeit stattfindet , bei der das Tetraeder das Aether«

theilchen weniger abstösst, als ein Aethertbeilchen au seiner Stelle thnn

^ürde, luul die Folge ist, dass sich in geringerer alf tlci gew ulitilichen

AetUerdistfuiü um (las Tetraeder herum 4 Aethcrkugclu anlagern, und das

bereits mehr erwälmte Uniliiillungstetrat der Idldcn. Dieses UmhüUungS'

tetraeder ISsst sich als integrirender Bcstaudtheil des {ganzen Elementar-

tetraeders betrachten, da seinen Theilen von let/Jereni eine Icstiiamte Stel-

lung angewiesen ist. Es ist nun nicht nur möglich, sontiern uii höchsten

Grade \valir.scheinlicli , dass .sich bei der Krystallisation je ein Aetheratoui

zwischen 2 urspriiugliche Tetraeder einschiebt. Nehmen wir z. B. an , ein

solches Tetraeder sei einige Zeit in Iiuhe gewesen, so werden sich mittler^

^eile die Aethertbeilchen als Umhüllungstetraeder um dasselbe herum gmp-

pirt haben; kommt nun ein zweites Tetraeder daher, so ist sehr gut denk-

bar, dass sich dieses auf der dem ersten entgegengesetzten Seite des Aether-

atomes festsetat» Nehmen die zwei kleinen Tetraeder diesseits und jenseits

des Aetheratomes eine solche Stelle ein, dass sie eich die Flächen anweU'

den (Stellung B^^ so befinden sie sich sowohl gegenseitig, als auch dem
swtsehenltegenden Aethertbeilchen gegenüber im Maximum der Anaiehung.

Bas aweite Tetragder hatte aber vor der Verbindung mit dem ersten eben-

falls seine UmbülIuDg, nach der Verbindung muss eine der 4 Aetherkugeln

derselben entfernt sein, und so viele Molecttle sich anlagern, so viele Aethar-

kugeln, die vorher Bestandtheile der Umhiillungstetraeder waren, werden

frei geworden sein. Bedtenbacher sagt in seinem Dynamidensjstem

S. 80: „Die rationelle specifische Wirme oder W&rmecapacität eines Stof-

fes ist die Anaabi der Actheratomc, welche in der Gewichtseinheit des

Stoffes enthalten Ist." Geht nun ein Körper bei dem Krystallisiren in einen

solchen von geringerer speci6schen Wärme über, wie z. B, Wasser in Eis,

so uiusti A et her und mit ihm Wiiraie abgescliiedcu werden, uud es würde also bei

der vorstehenden Annahme auch die Erklärung der Erscheinung, dass bei

dem Krystallisiren Wärrne frei wird, eingefügt werden können Bei dieser

Annalime der Einschaltung von Aetheratouien zwischen den Elementartetrn-

cdern ergiebt sich eine grösseie Entfernung derselben von einander, was
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den allgemein herrsebeaden Ansichten ttber Aether* nnJ Molecnlardistans

besser cnt.sprichi. Das so entstandene TetraHder besteht eigentlich aus

2 yerschiedenen Elementen. Innere Tetraeder stehen sieh in ge>

wissen Distanzen FUche gegen Fläche gcgcnttber, nnd sie sind eingehüllt

on AethertetraSdem , die einander die Ecke anwenden, wobei stete ein

Aetberatom als das Eck aweier an einander stossender Tetraeder betrachtet

werden kann. Bei dieser Vertheilung des Aethers findet man an einem

Modelle sehr leicht, dass dieselbe in Beziehung auf jede der 3 krystnllogra-

pbiäclioii Axen die n.iniliche ist, und dass daher das Licht in eiutm solchen

Krystallc einrach gebrocheu wcideu muss.

Die KiiiwiikuMj; eines Molecfiles auf den äusseren Aether wur<l(i bis-

her als nach der Bildung des UmhiiUungstotriKMlcrs abgeschlossen anj,'oiu)iii-

men. Strenji; genommen ist dieses nicht der Fall, denn es mns?;« !! sich

auch die feiner stellenden Aethertheilchen in einer bestimmten Ordnung

grupjiiren, dieji'docli mit zuneliniender KntfVrnniig sich weniger und endlich

gar niclit mehr bemerken lasst. Auf diese WCise entsteht eine K e <] t o n

-

baclicr'sche Dynamide, die in dem vorliegemK^n Falle otieubar eine tetra-

etlii^.c-be Anordnung ihrer Aetlu'rtbcilciien zeigen miiss. Innen ist das

Elementartetrat 'der als Kern und dann kommen noch verschiedene Hüllen

darüber. Die Bildung einer solchen Dynamide ist abgeschlossen, wenn sie

sich gegen den äussern Aether gerade so verhält, als sei die cigenthiimliche

Strnctnr ihres Innern nicht vorhanden. Es wurde oben bereits angeführt,

dass, weil 3 Aetherkugeln des Elementartetraeders von dem Alassentheichen

neutrali»irt werden, die ganze Wirkung auf den äassern Aether sich von

dem Falle, dass das Elcmentnrtetraeder durch ein einzelnes Aethertheilchen

ersetzt wird, nu» darin unterscheidet, dass dieses Aethertheilchen nicht in

der Mitte ist, und dass dieser Unterschied mit zunehmender Ent-

fernnng sich verringern und codlich verschwindend klein werden mttsse.

Eine voUstftndige Dynamide wirkt also gegen den ilnssern Aether gar nicht

nnd gegen ein ünsseres Massentheilchen nnr insofern, als wie bereits in 4)

«Dgenommen c •< T • Der Umstand, dass das JUassenthcilchen sich mit

Aether überladet, ist für die Schwerewirknng ohne Einfluss. Zwei solche

Dynamiden wirken anf einander nnr insofern, als die geringe Schwere es

erheischt, kommen sie aber su einander in eine solche N&he, dass ihre eigen-

thQmliche innere Strnctnr in Betracht gesogen werden mnss, so kann die

gegenseitige Einwirkung nicht mehr in allen Stelinngen die gleiche sein, sie

ttinss nach der einen einen grösseren nnd darnm anch nach der andern einen

kleineren Werth haben, als dieses bei der nach allen Bichtungen indiffereo*

ten VertheiluDg der Fall wäre. Bei Letsterer findet weder Anaiehnng noch

Abstossnng statt (wenn man von der Schwerewirknng absieht), nnd es mnsl

daher eine oder mehrere Stellungen geben, in denen wir Ansiehnng haben.

Diese Stellungen können nnr unter den oben erwilhnten ^-Stellungen su
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fachen sein, nnd es mii«t daher eine der erwähnten KryttnHformen «mn

Vorschein kommen. In jeder dieser Formen hat der Aether eine in Besie«

hang aaf die krystallograpbiscben Axen gleicbmXssige Vertheilnng, der

Krystall wird daher da«i Licht jedenialiä einfach Lrecheu.

Eotitehiug Ton byitnUen des heiagennleifc Bjstemei.

Verhält sich die (rJCg*» Sub.stanT! des MassentheilcUens zu der des im

vorigen Jt alle angeDouimenen wie 2 zu 3, ho dass also

am, ~ "ihn

,

so werden sich primär 2 Aothorkugein nn dasselbe anlagern, die sich an der

Massenkugcl diametral gegenüber stehen. Sucht man die Wirkung des so

entstandenen Molecüles auf ein Aethertheilchen, das in einer Geraden icit^

die durch den Mittelpunkt der Massenkugcl gebt nnd auf der Verbindungs-

linie der 2 Aeibermiitelpnnkte senkrecht steht, so ergiebt sich

Da hier Anziehung vorhanden ist
,

lagert sich ein drittes Aethertheil*

ehen an, nnd alle 3 stellen sieh so, dass ihre Mittelpunkte die Ecke eines

gleichseitigen Dreieckes bilden , dessen Ebene durch den Mittelpunkt der

Massenkugel gebt. Ein viertes Aethertheilchen wird nicht aufgenonmien,

denn wie sich aus Gleichung 5} leicht ableiten lässt, erhalt man

Nun folgen sich mttiaHt mutandis dieselben Vorglinge, wie bei dem Te-

traeder. Zuerst setzen sich in einer von dem äusseren Aetherdrncke ab-

hSngigen Distans senkrecht oberhalb nnd nnterhalb 2 Moleefile an, die ge<

gen das untere um <J0* gedreht sind. In der Ebene der Aetherkngeln des

mittleren MolecUles lagern sich weitere an /deren Ebene in Folge der Ein-

wirkung des oberen und des unteren mit der des mittleren snsammenflült.

Die gegenseitige Stellung der in der mittleren Ebene befindlichen Molecttle

kann bei dem Maximum der Attraction nur einender folgenden sein:

C Beiderseits sind sich die Ecke zugewandt.

Die Ecke sind sich abgewandt.

Die Ecke liaben gleiche Kiclitung.

In jedem dieser Fälle entsteht durch Gruppimng einer grossen Anzahl

on Theilcben eine bexngonale Pyramide (die Figoren 4, 5 und 6 der Taf. II

geben Abbildungen dieser Formen, senkrecht auf die krystallographischs

Hauptaxe genommen). Die Hauptblätterdurchgänge sind senkrecht auf der

Hanptaxe, weitere sind senkreoht anfden Nebenaxen, £s ergiebt sich hier*

bei von selbst die Nothwendigkeit des Gesetses der Axenverändemng, der

Längenverscfaiedenheit nngleiehnaroiger Axen u. s. w. Nimmt man anek

hier statt der blossen Molecttle das Znsammenwirken äer Djrnamiden an, so
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ergiebt sich ancb die Nothwendigkeit , dass ein solcher Krystall das Licht

doppelt brechen m\i6a,

WArmo-Enohomnngwi.

Es wurde oben der Ausspruch R e il t e ii b achcr's erwfihnt, dass die

ippn'fi-^clio Wärino einer Dynainide von der Menge des .sie constihiircnden

Aetlierh al li tii;j;t. Ist dieses der Fall, so nuiss ein Körper, der Aofher ab-

giebt, auch eine geringere specitische Witruio bekommen. Wenn so die

Abgabe von Würme mit der von Aetiier verbunden ist, so muss es snlässig

sein» ADsnnehmen, dass ancb bei andern WlUrme-£utwickeIiingen eine Ab-

gäbe von Aetber vorkommen könne. Eine solclie Aetherabgabe scheint

mir aueh einsntreten, wenn eine Gasart comprimirt wird; die dabei htattfin-

dende 'WXrmcentwiekelnng hängt in diesem Falle von der Menge des ab-

gesonderton Aethers ab. Ich mache hier, selbst anf die Gefahr bin, einer

Ketzerei besehnldi|^ tn werden, anf den bekannten Versuch Jonlo*s anf-

merksam , der als fieweii ffir den Sata gilt, dass die speeifiseho WXrme der

Gase sich nicht mit dem Drucke lindert. Joole bat in einem und demaol-

ben Calorimeter 2 BehSlter von gleichem Volnraen, in deren einem sieb

Luft TOD B. B. 2 Atmosphären Druck befindet, während der andere Infdeer

ist. Setat man die beiden Behälter platalieh in Verbindung, so entsteht

keine Temperatnrändemng, und man erhält Lnft von dem Volumen 2 und

dem Drucke 1 Atmosphäre. Ich unterscheide nun awischen leerem Räume
in cbemisehero und leerem Räume in physilcaliscbem Sinne. Gesetzt, man
Labe einen Glasballon voIUtändig luftleer gemacht, so ist dieser Ballon leer

in clieuiischeni binne, er ist es so lange, als der Aether niclit im Verzeich-

nisse der chemischen Elemente vorkommt, und wenigstens ich IkiIjc ihn bisher

in keinem Lehrbuehe der Chemie gefunden. Der Baiion ist jedoch im phy-

sikaliücheu äinne nicht leer, sondern er enthalt Aether. Dass der Aother

vorliarulen ist, geht schon daraus hervor, dass man den Ballon nicht so aus-

punipt'n kann, dass er undurchsichtig wird, Ist Aether vorhanden, so muss

er aticli ritir Temperatur haben, wenigstens nimmt man eine solche von dem
Aetber den allgemeinetf Raumes an, denn wir haben sogar Bestimmungen

derselben. Die Temperatur des im Ballon befindlichen Aethers ist wohl

keine andere, als die des Calorimeters, wenn der evacuirte Ballon der luft-

leere Behälter im Joule'schen Versuche ist, und befindet sich der mit

Luft gefüllte Behälter in dem nämlichen Calorimeter, wie der Versnob die«

•es ToranaBotat, so haben oomprimirte Luft und Aethor dio gleiche Wärme.
Der Versuch roducirt sich sonach darauf, dass 2 Flüssigkeiten von gleicher

Tsmperatur mit einander gemischt werden, und dass aie nach der Hischung

die nämliehe Wärme haben, wie Tor derselben, was hier am Ende au er*

werten stand. Es kann hier nur das nach meinem Dafürhalten äusserst

wenig begrttadoto Bedenken entgegengestellt werden, dass das durch

Mischung von gleichen SaomthellonAether nnd Ton Luft tob 2 Atmoaphärem
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entstandene Prodnet etwas anderes sei, als die gewöbnliebe atmosphUriscIio

Lnft. Naeh Reis (Weseir der Würme, 2. Anfl. 37) sieht man, wenn drq
ein Thermometer in der Glocke der Lnftpnmpe angebracht hat, das Thermo«

mcter bei jedem Kolbenhub flinken, und *8ich dann wiederheben. Zeigt

hier das Sinken des Tlicrmometers ein Sinken der Lnftwftrme an, so fragt

sich, ob die so entschwundene Wärme durch die Arbeit der Luft entschwun-

den sei udcr nicht. Gewiss it>t das Erstcre nicht der Fall, denn die Luft

hat den Jvolbcu niehi gehoben, sie hat gar keine Arbeit geleistet, und die

Teinperaturerniedrigung ist nur dadurcli entstanden, dass die Luft, weuu

sie .sich ausdehnt, auch ohne Arbeit zu leisten, vermöge der geringeren

Dichtigkeit kälter wird, und sich wieder erwärmt, wenn von aussen Aether

nachgedrungen ist. Dünne Luft ißt dichte Luft + Aether in

einem grosseren Gefäs.se.

!Man nimmt j^ewölinlicli an, die älteren Versuche über die specifisclie

"Wäime der Gase seien unrichtig, wenn sie für verschiedene Dichtigkeiten

verscliiedene Werthe der specilischen Wärme ergeben. Es dürfte dieses

doch nicht ganz der Fall sein. Clement und Desormes (Baumgart-
ner, Die Naturlehre nach ihrem gegenwärtigen Zustande mit Ilücksicht auf

mathematische Begründung, Wien 184&, S. 728) haben bei atmo&phäriscUer

Luft nachstehende Resultate erhalten:

Drack Belative Wärme also specifische Wänao*
0"',758 1,000 1,000

0,379 0,ÜÜ3 1,386

0,189 0,540 2,166

0,005 0,368 2,036.

Die Drucke verhalten sich elso zn einander, wie 1 : ^ : i die ent-

sprechenden flpeeifiaehen Wärmen, wie 1,000^1 : 0>960/3 : 1,063/4 : 1,036^.
Man könnte ans diesen Besiehnngen versncht sein, ansnnehmen, dass dio
speeifische Wärme der atmosphärischen Lnft wächst, wie die
Qnadratwnreel des Druckes abnimmt. Ich weiss sehr wohl, dass

manche Bestimmnngen von Clement nndDesormes, wie a. B. das Ver-
häitntss der specifischen Wärme eines Gases bei cbnstantem Dmck an der
specifischen Wärme bei eonstantem Volumen später corrigirt worden sind

;

aber die hier gefundenen Ungenauigkeiten der Versuche stehen in keinem
Verhältnisse su der Unrichtigkeit, die man oraussetaen mttsste, wenn m
der That die speeifische Wärme der Oase ftar jeden Druck die gleiche wäre.

Himmt man auch an, dass bei der Oompression eines Gases Aether abge-

schieden werde, so folgt darum noch nicht, dass diese Abschetdnng audi

eintrete, wenn das Gas erhitst wird und sieh dann ausdehnt; ea entsteht da-

her keine Collision mit dem Satee von dem ArbeitsaequiTalente der Wärme,
der auf letatere Erscheinung sich gründet.

Man nimmt gewöhnlich an, dass die Temperatur der Körper, «renigstens

der festen und der tropfbar tiüssigen, durch tichwiuguugcu ihrer kleinsten
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Theilehen vemnacbt werden. Bei dieten OtcilUtioaen findet der Vorgang

itatt, dasa ein TheHchen Bich mit wechselnder Geschwindigkeit aus der

Gleichgewichtslage pntfernt, endlich stehen hleibt^ umkehrt u. s. w. Dabei

uird die gegeuseitige Kulfeinung zweier 'J'hcilchen fovtwälirend geändert,

uud CS bleibt die Frage zu beantworten, ob dnrum aucb die gegenseitige

Einwirkung- der Tbeiliben verscbiedene Wcrtbe bekoiiiino. Auf diesen

Umstand bat bereits Fic k (Po gg. Ann. XCI, S, 287) aufmerksam gemacht.

Nennt man den gegenseitigen Abstand zweier Tlieilcbcn /<* und setzt man

das eine als rubend , während das aTidore innerhalb der Entfernung 7^ + r

bin und hergebt, so ist, wenn man der gewübnlicben Annahme von der

Bewegung schwingender Körper folgt und voraussetzt, dass die Wirkung

abnimmt, wie das Quadrat der Entfernung wächst, dass ferner die

Schwingungsrichtung in die Verbindungslinie der beiden Theilehen f&Ut, die

Wirkung .wftbrend der gansen Schwingung

wenn I die seit dem Beginne der Bewegung verflossene, T die sn einer gan*

sen Bckwingnng nothwendige Zeit bedeutet Das Integral Ist uwischen den

den extremen Stellungen entsprechenden Wertben von t sn nehmen, frfift bat

dieselbe Bedeutung wie f^ttber.

Für den Fall , dass die Scbwingnngsricbtnng senkrecht auf der Ver*

bindungslinie der beiden Tbeilchen steht, erhUlt man als Componirende in

der Kicbiuug dieser Verbindungslinie

^. /» Bdt
.

10)

it *

Nimmt man an, das zweite Tbeilchen schwinge ebenfalls, sei aber riick-

iiehtUcb der Phase um die Zeit Jissa--— hinter dem ersten surttck, wobei

Jt als sehr klein gesetat wird, was der Wahrheit wobl am nllebsten kommt,

80 gehen die Gleichungen 9) und 10) Uber in

11) FF=

12) W^^'ib^yiJI

Ärff

Ztti««brm r. Mi»tli*«Mlk n. Phy»ik. XI, 3. 13
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Dorch Integration ergiebt Bich

:

Bedenkt men onn» dass die Wirkaiig zweier Tbeilchea im Znstande

b u uT
der EuUe fUr dieselbe Zeit T den Werth hat, so ergiebt sieb , wena

Bian mit 7dividirt ond so die Wirkung fOr die Zeiteinheit bekommt, daaa

im ersten Falle die Aendemng der Wirkimg, die duek die OaeiUation bar*

Torgerafen wird«

im zweiten

betriigt. Die Theilchen stoöscn sich im ersten Falle mehr ab, im zweiten

weniger, und daiuni inuss im uiätea eiue Ausdehnung stattfinden, im awei-

teu eine Zuäuuttneiuieliung.

Mnn nimmt als Kegel an, dass die Schwingungen &o vertheilt sind, dass

nach je 3 senkrecht auf einander stehenden llichtnngen glei<;h viele Schwin-

gungen vorkommen, und wenn man daher den GesauimtcÖect hAÜeu wiii, so

hat maia

, . / »r'Jf iir^Jl' mr'JI' ,
\

+ "'"'(,-T-Ri7 + r4-F +•••>)

zu nehmen. Es mnss daher eine Aasdehnung erfolgen. Sind um das
ecbwingende Theilchen hemm andere in je gleichen Abständen aber in

versehicdenen Kichtungen befindlich, so mu^s, da alle Schwingungsrich"

tnngen gleichmässig vertreten sind, eine allseitig gleichmässige Ausdebimni^

erfolgen j sind die Entfernungen in Folge onglcicbmÜMiger Vertheilang in
den verschiedenen Richtnngcn wechselnd, wie dieses s« B. bei den einexigen

and swciaxigen KrystaUen der Fall iat, so mnss es auch die Ansdehnang
sein. Sie ist grösser, wenn B (in derRicbtang der kleineren Are) klei*

ner ist, was mit der Erfabrnag übereinstimmt.

Selbstverständlich werden bei den Schwingungen eines Theitckens

nicht blos die nkekstliegenden, sondern aoch die ferner gelegenen affieirt.

Hat man z* B* 3 Tbeilchen in einer Keike hinter einander Je dnrck don
Zwisckenraum i2 getrennt, und beginnt das erste so oscilliren, so gilt für

das zweite das, was oben gesagt wurde, lei dem dritten kann aber dia
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Scbwiognng dB« entan noch recht gnt ihren Einflneo Jlussem, nnd et wird

dann 2 Ii eUtt Jt gesetit, wie nach den doppelten Werth erhiUt. Die

GeMmmtnoBdehnnng »t von der Snmme nller dieser Wirkungen ahhängig.

Elektrische, magnetische und chemische Erscheurangea,

Es hleibt noch fibrig, den Zusammenhang meiner Sitte mit den noch

flhrigen physikalischen Dieeipliaen, den Lehren der ElektrieiUtt, des Hegne-

tismns nnd der Chemie nachsaweisen; ich will mich Jedoch damit begnügen,

sn aeigen, daes meine Sütse mit diesen wenigstens nicht im Widersprach

tehen. Wae sunMchst die Elektricität und den Magnetismus anbelangt, so

nind die FandamentalsMtse derselben keine anderen als die Ton mir enge*

^ebenen I) und II)» es eziitirt also hier principielle Uebereinstijnmuug, und

6s kann daher nicht schwierig sein, die Verbindung )i erzustellen.

In Beziehung auf die chemischen Verhfiltnisso reicht die blosse An-

nahme zweier sich entgegeu{!^esetzten Stoffe nirlit aus, um die Theorieden

üischcimin^'eii anpassen zu können. Durch Zugi audelegung der Schwere

iin Verein mit dci i'ragheit kann uian sieh eine ^Velt construiren, in welcher

einzelne Haufen von materieller Subjjtanz zu Kugelu geballt einander um-

kreisen, man kann die Bewegungen der Gestirne daraus ableiten. Durch

Annahme von Anziehungen und Abstossungen der Atome, je nachdem die-

selben ungleichartig oder gleichartig sind, erhalt man, wie ich oben gezeigt

habe, die Porosität der Körper, luau kann Krystallo bekommen, aber noch

Dicht die Welt, wie sie sicli um uns her zeigt, denn man erhalt noch keine

Verschiedenheit der Körper. Hierzu ist eine neue Voraussetzung nöthig,

nnd als solche halte ich iiir die einfachste die, dass die Atome als verschie-

den gross vorausgesetzt werden. Dadurch, dass man das einemal die Grösse

des Massentheilchens gleich 3, das anderemal gleich 2 setzt, erbiüt man,

wie ich oben gezeigt habe, im ersten Falle tesserale, im zweiten hexagonale

Krjstalle, man erhält also eine yannigfaltigkeit der Körper, die auf eine

Verschiedenheit der A tomge w ichte zurückführt. Es fällt mir na-

tflrlach nicht ein I ebeuso viele verschiedene Kärper als in der Natur ge-

geben Toransznsetzen , als das bei den sogenannten cbemiBchen Elementen

geschieht, denn ich glaube, dass man mit einigen wenigen Combinationen

ausreichen kann, allein einige und wenn am £nde nur awei wird man doch

oranssetsen müssen.

Jeder Körper serfilllt in Molecüle, die, aus Aether- und Masseaatomen

ynsammengeaetat sind, fttr sich durch Hüllen -von Aether an Dynamidea

werden, nnd, so lange sie so eingehallt sind, wenig oder gar nji;^hbpii''^^i^

ander wirken. Verbinden sich mehrere MolecQle mit einaod^^^^
die Aetherfatillea, wenigstens anmTheile, abgeschieden, un^ dM
giebt sich durch Freiwerden von Wärme an erkennen. Bei «
genden Trennung wird der Aether wieder aufgenommen. M
aehiebt, moss die gegeu^eitigo Einwirkung verschiedenartig^
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onmitUlbsrere tein und leichter eine neueVerbindung eintreten, [ßtatut fle^

cenäi der Chemiker.) Man nnteraeheidet in der Chemie einen gewisaea

Gegensatz der einseinen KSrper, wie etwa + nnd — , nnd dieser Umstand

Hast sieh dnrch 2 verschiedene Verhältnisse erklären, ohne dass man nSthig

hätte, so einer weiteren Verschiedenheit der Materie seine Znflncbt sn

nehmen.

1) Wenn die Kngeln derMassenthetldien Verschieden gross sind, nnd

sich um die eine derselben 2, 8 oder mehr Aethertheilchen lagern, so ist sehr

leicbt denkbar , dass in andern Fällen das Entgegengesetzte stattfihde.

Mftti hat dann positive nnd negative Elemente, indem be! dem einen der

ivt i n von einer Massenkugel, bei dem andern von einer Aetherkng^el gebil-

det wil d. Dir so Elemente können sich mit einander verbinden, und die Ver-

bindungen erster Ordnung können zu solcheu höherer Ordnungen zu2»aiu-

mentreten.

2) Bei der Ableitung der tesseralfu Krystalle bin ich von der An-

nahme ausgegangen, dass am - ~ 'W>u, bei den hexagonnlcn, dass <im~^2ii^

sei. Die Erlüllung dieser Gloicliimgcn ist niclit strenge nothweudi^^ , d.h.

am muss nicht genau —3/'^, ho/.ieliungswcise = 2b(i sein. Denkt man

sich, dnss am von dem ursj)riin;.'liclipn 2fi»ft allnialig M'achse, so wird Iiis

einer gewissen Grenze die Z.ihl der aufgenommenen AetliertlieMchen nur 3

betragen und dann auf 4 steigen. Diese Letzteren bleiben wieder,

bis bei einem VVerthe von am zwischen 3tft und Ab^i 5 Aethertheilchen anf-

genommen werden können. Ist a»i<C 36fi, so muss dieser Umstand auf die

Vertheiiung des Aethers in der Umhüllung seinen Einfluss haben. Eswird

zwar die allgemeine Form der Djnamide bleiben, aber die Entfemnng der

etnaeliien Schichten von einander muss eine andere sein, als wenn am=3^tt

wäre, und der entgegengesetzte Fall wird eintreten , wenn am ^36^. £s

bietet sich also hier ein Gegensatz der chemischen Elemente (denn als

solche sind die bisher betrachteten Dynftmiden zu nehmen), dessen Noth-

wendigkeit sich der einfachsten Ueberlegnng knnd giebt, während die Anf-

gäbe, die Orte an bestimmen, welche die einxelnen Aethertheilchen einer

vollständigen Dynamsde einnehmen, eine sehr schwierige, wenn nicht tu

Zeit nnlösliche ist. Sind mehrere Dynamiden in grösserer Entfernung von

einander, so ist ihre gegenseitige Wirkung anf die geringe Schwere reda-

cirt. Drückt man sie sttsammen, so wird ein Theil der AetherhttUe abge*

schieden, wie sich ans dem Entweichen von Wärme ergiebt, nnd ansserdem

mnss eine Verdichtung des Restes der AetberhttUe stattfinden , denn di«

ganze Httlle ist nichts, als das Prodnct des äusseren Druckes^ sie muse also

bei wechselndem Drucke dichter werden.

Es giebt hier swei verschiedene Wege, denen man folgen kann. Man

kann voraussetaen , dass die einseinen Djnamiden nrspränglich weit von

einander entfernt und dnrch freien Aether von einander getrennt gewesen

•eien. In diesem Falle ist das, was abgeschieden wird, der freie, io*
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ternolecolan Aetber {ron dam mllerdings ADganommen werden mnss, das»

er auch durch die Wandongen des GefUssas dringen kann, welcher Annahme'
jedoch hei der PorosiiiiI des Letaleren kein erhebliches Bedenken im Wege
steht) und die Dynamiden bleiben gans. Seist man Letalere als bewegt

orans, so schltesst sich die Erscheinung unmittelbar andieKrönig-Clau-
sin ansehe Gastheorie an. Der sweite Fall ist der, dass man annimmt, die

Dj>namiden seien a prhri nahe an einander gewesen« Jetat bt der abge-

schiedene Aether von. den Hallen genommen, der Rest der Hullen ist com-

primirt, and dasWiderstandsvermdgen derselben mus« auch bei wachsender

Compression sunehmen. Znletat kommt die tonere eigenthUmltche Strnctur

der Dynamide zum Vorschein, und jetst muss der Widerstand, der einer

wcitoren Compression entgogoiii^esetzt wird , ein anderes Gesotz befolgen,

ali> vorher der Fall war, als sich die Gestalt der IliilU n noch der der Kugel-

scliale iiHherte. Das Abscheiden der iiiij^sereu Hiillen und mithin das Her-

vortreten der inneren charakteristischen kann sugar soweit gehen, dass Co-

blisiooserseliciuUDgon wahrgenommen werden, und das Gas ist dann coa«

densirt.

Bringt man verschiedenartige Dynainiden zuüaninien, so erfolgt analog

dem Vorhergehenden nur schwierig eine Verbindung, so lange die Dyna-

mideu volUtändig ^iiid , wie man sehr leicht an der atmosphärischen Luft

beobachten kann, die bekanntlich ein (reinengc von Sauerstoff und Stick-

stoff ist, die sich verbinden können, wenn die Hüllen abgestreift sind.

Kommen verschiedenartige Dynamiden neben einander vor, von denen

wir annehmen wollen, dass die äusseren Hüllen entfernt sind, so müssen

auch hier wieder Stellungen eintreten, in denen das Maximum der Attrac-

tion stattfindet. Nimmt man sunllchst ein Atom J und mehrere Atome B
an, so wirkt das J auf die B und diese wirken unter einander. Es kann

non im Znstande des Maximums der Attraction die Anaiehung von A auf

dn B grösser oder kleiner sein als die, welciie das günstigst gesteitle S auf

Letaleres ausübt. Im ersten Falle entsteht die chemische Verbindung A B^

im Letaleren findet die Cobftsionserscheioung BB statt, s. B. Bilduug eines

Niederschlages.*) Wie oben das ElementartetraSder sieh mit mehreren

anderen Terbinden konnte, so ist es auch mSglieh, dass das A mehrere B
aafnimmt, wenn man die ohemisch'e Verbindung eintreten lAsst, und die

kleinen angefügten Tetraeder durch Atome von ß ersetst. Die Atome Ton

B werden sich mügliehst Ton einander entfernen, denn sie stehen an einen*

der nicht im Maximum der Ansiehnng (so wenig als oben die Tetraeder)

und es kann nun wieder zur Krystallisation kommen , die genau den oben

angegebenen Normen folgt, wenn man dort das Masseutheilchen des £le-

) Die BiMnng' eine«! Nlcdcrschlntrp*' in cnicr Flnfi'<ipl<eit tritt ein, wenn die

Cohrtsion f />) <ler sich alisoiKlfriKlcn TheilciiPii ,'ri>s.'»tr ist als Ww c Xi^mVAi (A R)

sa dcu TUeilcheu dur t'liissigkeit. im umgekehrten ir'allu crhiilt uiau eine AiUlöHung.
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.mentartetral^ders durch ein Atom A, die Tier Aetbertheilelieii dureli Atome

B ersetit denkt Besteht eine chemische Verhindang aas 1 Atom A und

4 Atomen so ist die Form des Molecüles die eines Tetraeders, und das,

was ohen mit r heseiehnet wnrde, Ist jetst die EatferniiDg des Hittelpnnktee

des Kernes ^ von einem ^•Mittelpunkte , wührend Jl nunmehr die Ent*

fernun^ der Kerne Ä sweier verschiedener HolecKle heseichnet GewSliii-

/?
lieb scheint — nicht den Werth 5 sa erreichen , da selbst die kleinsten

r

Krystalle öfterer Octaeder sind, als Tetraeder, während bei höherem Werthe

R
von das Umgekehrte stattfinden mnss.

Die gogpnseitige Einwirkung der Dynnmiden ist um so grösser, je voll-

ständiger die Aetlierliiillc von ihnen abgestreift ist, denn das Cliarnkte*

ristische ihrer Construction kommt auf diese Weise am besten sor Geltnng.

Je mehr die Dynamiden von der ftusseren Hülle verlieren, um so inniger

muss ilire Verbindung sein, and wenn die bei einer cbemisehen Verbindung

frei werdende Wärme als von der Menge des abgeschiedenen Aetbers ab-

hängig betrachtet wird, so mass auch die Wärme, die bei einer che-
mischen Verbindung frei wird, einMaass für die Grösse der
chemischen Verwandtschaft abgeben* Wenn 2 Djnamiden in ein-

ander eindringen, so mass, wenn msn sie als ursprünglich in Kagelform ge*

geben denkt, eine Linse von Aether frei werden.

Ich halje das Vorstehende angeführt, um zu «eigen, dass meine Sätze

den Ergebnissen der chemischen Untersuchungen ganz loiclit angefügt wer-

den können. Fasst mau die gan;co Theorie zusammen, so ergiebt &ich in

Kürze Nachstehendes.

Die Massentbeilchen, welche den Aethertheilohen an materieller träger

Snbstana weitaus überlegen sein können , ziehen eine beschränkte Ansaltl

der Letsteren an, und diese lagern sich in der Weise um das Jfasseutiietl-

chen herum, dass ihre gegenseitige Abetossnng ein Minimum wird. Die
so entstandene Gruppe wirkt auf die Aethertheileheu des allgemeinen Rnn-
mes aber wegeu ihrer Construction in verschiedenen Btehtnngen Tersehie»

den. Die Folge davon ist eine entsprechende Vertbeilung des Aethm
rings herum. Der Grnppe sunächst ist die Aethervertheiiung eine ausge-

sprechen tetraödrische u« s. w., bei grösserer Entflernung verliert sieh dieaes

allmälig und verschwindet endlich. Das Ganse, das so entsteht, der Maa-
Senkern und die Aetherbfille bis su derjenigen Grense, wo die vertheilende

Wirkung des Kernes verschwindet, ist eine Djruamide, deren Grense jedoeh

nie scharf sn bestimmen sein wird. Jede Djrnimide enthält so viel Aether,

als der gleiche Baum bei Abwesenheit des Massentheilchens freien Aether

enthalten würde, und dazu noch so viele gebimdono Aplliertheildion , als

snr Neutralisation des ivemes uölhig sind. Die Aolhuithcilcheu dvr
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§im«rfiB Pvthi«a dar Hülle Uaten sich sehr leicht •bsireifen, doch gelingt

dieses um so weoiger, je nüher man an den Kern aelbst kommt.

YenebiedeBbeit der in einer MaMenkngel ereinigten materiellen Sab«

alaiis bedingt eine Verachiedenheit in der gansen ConitrvetioD einer Dyna-

Btde ttad mit dieser aneh eine chemische Verschiedenheit* Kommen
lebvere TolIstXndige Dynamiden insammen , so ist ihre gegenseitige Ein-

wirknng, von der geringen Schwerewirknng abgesehen, ss o. NUhert man
sie einander« so Stessen sie sich ab (Gäsform). Wird die Itossere Aetlier-

hUlle abgeschieden, so kommt eine andere Wirkung zum Vorschein, die

anf der besonderen Art der Gruppirung der in derNÄhc des Kernes befind-

lichen Aethertheilclicn beruht. Ist die Abstossnn- der 1) viuitnidt ii in der

einen oder andern Stellung kleiner, als (icr von dcui Jjj u/imidenvalum ab-

hSngige Druck des Äusseren Aethers, so t ilblgt im allgemeinRn eine Oohä-

sionserscheinung, Krystallisation dann, wenn dieOestalt der Dynnmiden den

Aufbau eines regehnäRsij^en Körpers gesinttet. Tst die HÄrte gorincf, so

wird der Körper zur Flüssigkeit , denn die gegenseitige Einwirkung der

Molecüle ist nach allen Kichtnngen naiiezu gleich; er wird fest, wenn die

Härte grösser ist, als die Schwerewirkung gegen die £rde. -

Wenn die Schwerewirknng der Dynamiden gegen einander auch nur

sebr gering ist, so kann sie doch bei der sehr geringen Moleculardistans

eine etwas grössere Stärke erlangen, nnd bei solchen Flüssigkeiten, die sehr

leicht beweglich sind , deren Atome also nach allen Kichtnngen in nahe

gleicher Weise wirken, ist es denkbar, dass ihre Cohlnon yon der Schwere-

wirknng abhingig ist.' Speetfiseh schwerere Flfiasigkeiten würden demnach

eine grdasere Cohision besitsen, als leichtere* Nach den Ton KttUer in

seinem Lehfbuche der Physik (VL Anfl. 1, 180) angegebenen Besnltaten

für Qaeeksilber*), Wasser, Terpentinöl nnd Alkohol ist dieses aneh der

Fall; doch giebt es sieherlieh aneh Aasnahmen, da andere Ursachen aneh

eeh denkbar sind. Wird ein Krystall gross, so iit auch hier eine Schwere«

Wirkung zu erwarten, nnd es werden dann Abstnmpfnngen n. s. w. eintre-

teu, die ja alle auf eine Annäherung der Krystallform an die Kugel hinaus-

laufen. Hier hat übrigens auch die Scliwcrcwirkung der Erde ihren Ein-

fluss. Lässt man einen Alaunkrystnll wachsen, so werden seine Horizontal-

tiiini risionen grösser, als die verticale. Ist die Menge der eine Masscnku-

gel bildenden materiellen Substanz bei allen Dynamiden die gleiche, so

entsteht ein iioniogmer Körper, im entgegengesetzten Falle bekommt man

eine chemische Verbindung.

*} Di« Adbision iwlsdiea Wasser und Qneekailbar ist grSiser, a*s die CohlbioD
* dss Wassers, kleiner als die des Qneeksilbers, da Letsterea von Wasser benetst wird,

diebeideaFiassigkeiten sich jedoch nieht mischen.
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Es sei mir nun gestattet, einige der haupUäcliUchatea Bedenken gegen

meine Sätze zii besprechen.

Es gilt allgemein der Satz, dasg die Mulecularkräfte mit wachsender

Entfernung io rasch abnehmen, das« sie durch die Formel a**, in welcher r

die Entfernung bedeutet, Ausgedrückt werden könne. Diese Annabme grün»

det sich jedoch nicht auf tri^ciul ein niulorwoitiges Gesetz, sondern ist eben

eine Hypothese, welche sich auf die Erfabraog stUtst, dass man bei mess-

barer Entfernung der Molecule von deren gegenseitiger Einwirkang nichts

mebr wahrzunehmen im Stande ist. Dieser Erfahrung schliessen sieb jedoch

auch meine Sitae an (vergl. Gleichung 8), wenigstens ist zwischen einer

Wirkung, die wie die Schwere mit der bweiten Fotens der Entfernung ah-

nimmt, nnd einer solchen« bei der wenigstens die fttnfte Potens eintritt, em

grosser Unterschied. Abgesehen davon, dass die KrXfte, welche abnehmen,

wie das Quadrat der Entfernung wftchet, auf denen auch meine Sitae be-

ruhen, jedenfalls die grössere innere Wahrscheinlichkeit haben, ergiebt sich

aus derjetaigen Kenntniss der Holecularerscheinungen nicht, dass dieselben

unmöglich aus der Differenz Terschiedener Krftffce hersuleiten seien, wie die-

ses nach meiner Theorie der Fall ist.

Bedtenbacher kommt in seinem „Dynamidensystem" (pag- OG)

auf den Scbluss, dass die Abstossnng zweier Aetberatome nur der ersten

Fotena der Entfernung umgekehrt proportional, und dass die Abstossung

der Aethertheilehen im Vergleich sur Anziehung der Aetberatome unter

einander und zur Anziehung der Körper- und Aetberatome sehr gross sei

In solcher Weise constrnirte Dynamiden werden sich bei grösserer Ent<

ferming mit einer Kraft ahsto.ssen, die im um^ekelirten Verhältnisse zu der

Eiitferuung -St I ht , und (In die Weltkürper als Hänfen von Dynamiden zu

betrachten siiul, laiissU n aueli die Gestirne sich ah^tossen , statt sich anzu-

ziehen. Bei aller Verehrung, die ich für den grossen Mathematiker habe,

;^laiiKo ich daher doch eine andere W irkuag des Aethers annehmen sa

müssen.

Der Satz , dass die Massenelementc nur eine beschrankte Anzahl von

Aetbcrkngolii aiifnehmen können
,
ja dass niü^liclierweise eine Aetherkiijrel

bicli mit mehroren Massenkugeln zu verbinden vermöge
,

widerspricht der

jetzt allp;etnein lierr-schendon Ansicht, welcher zufolge die Aethertheilehen

AtraosphÄren um die schweren Atome bilden, und im Vergleiche zu diesen

verschwindend klein sind. Die Hedtenbacher'schen Dynamiden werden

zwar unter den eben angeführten Bedingungen ebenfalls nicht sehr viele

Aetberkugeln enthalten können , es ist aber nicht gestattet, die eine Conse-

quenz eines Satzes zurückzuweisen, die andere anzunehmen, und ich mnss

mich daher um andere Yertheidigungsmittel umsehen.

Als Leeuveuhoek die Atome sncbte, entdeckte er bekanntlich die

Infusorien, und man sah sich in Folge dessen genöthigt, die Atome als viel

kleiner vorauszudetaen , als es vorher geschehen war, ohne dass darum die
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Phjuk einen erfaebUehen Sebaden genommen bitte. Men bXtte aleo jetst

mt die KaMenatome kleiner oder die Aetberkngeln grösser sn denken, als

dieses gewöbulicb gescbiebt Dieses ist jedocb siebt obne alle Ineonvenien-

zen, denn manche Erscheinungen, wie die des Lichtes und Schalles, weisen

darauf hin, dasa zwischen den Oscillationen und duiiun auch zwischen den

Grössen der Massen- und Aethertbeilchou ein bedeutender Unterschied sei.

Es gehört bekanntlich eine gewisse Menge von Kraft dazu, um einem

tragen Kuiiirr eine Bewegung zu geben. Nimmt bei der Einwirkung glei-

cher Kraft die Mengü der materiellen Substanz zu, so verniindert sich be-

kanntlich die Geschwindigkeit derselben. Dieser Satz ist vollständig un-

abhängig von dem Umstände, ob und in welcbem Grade die materielle Sub-

Hans die Fftbigkeit bat, von irgend einem andern Körper angezogen oder

sbgestossen zu werden, wie z. B. zwei elektrische Körper ohne merkbare

Aeademng ihrer trägen Substaaa in der erscbiedensten Weise auf einan*

der wirken können. £& ist daber ganz gut denkbar, dass eine grössere

Menge Hasaensnbstans nötbig ist, um die Wirkung einer kleinen Menge von

Aetbersttbstaoa an paralysiren. Nimmt man an, die Massenkagel enthalte

eine Tiel grossere Menge Ton trftger Substanz, als die Aetbertbeil-

chen, die auf die Einheit der materiellen Snbstans treffende Wirkung

nach anssen aei aber um ebenso viel kleiner, so gertttb man mit den fibrigen

Ersebeinungen in keinerlei Conflict, und genau betrachtet, ist die gegen*

wirtig herrschende Ansiebt Uber das Verbftltntss der Kr&fite keine andere.

Wean daher oben gesctst wurde ata 3&ft, so kann m im Vergleiche au

doch ungemein gross sein.

Meine Annahme, dass alle gleichartige materielle Substanz sieb ab>

stosse, dass es also keine ,, schweren" Atome gebe, steht mit allem, was

man iu Jen Büchern über Physik liest, zu sehr iui Widerspruche, aU dass

ich es um^ctien köunte, diesen Punkt noch einer näheren Betrachtung zu

QQtcrziehcn.

AIb Newton «?eine Oravitationslehre veröffentlichte, war das, was man

honte Aetber nennt, unbekannt oder vielleicht besser gesagt, von Newton
nicht anerkannt. Für ihn existirte also iu der Schöpfung nur das, was nach

Ausschlnss unseres Aethers an materieller Substanz noch vorhanden ist, und

sr leitete aus den Beobachtungen das Geseta ab, das wir ab das Schwere*

gesets kennen. Für Newton cxistirte nur eine Art von materieller Sub-

stant, er mnsste ihr also eine ansiehende Wirkung zuschreiben. Für die

Jststwelt hat sich die Sache insofern geändert, als wir mit 2 verscbiedenen

^üen an thun haben , von denen der eine notorisch dem Sehweregesetae

nieht gehorcht. Der Newton'sehe Sats, dass alle Materie sieh anaiehe,

Sit längst nicht mehr richtig, denn sonst Hesse sich der Aether im freien

Wellenranme nieht annehmen«

Bei der Annahme des Aethers, den wir nun doch nicht entbehren kön*

nen, wenn wir nicht die ganae Lichttheorie ftber den Haufen werfen wollen,
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fllfart du Nowton*sc1ie Oeaete in der Art, wie et sieh in den BUeliem eil-

gemein aatgesprochen findet, jedeoftilla anfIneonieqoenMB, denn wenn man

sagt, daM alle Haterie sieh anaiehe, so ist das nicht richtig, wenn man eher

nur das als Materie gelten lassen will, was rieh ansieht, oder wenn man an-

nimmt, dass die Aosiehnng sieh enf die wVgharen Körper lieeebrSnfce, so

gelangt man an dem sehOnsten drüirfvt wUwtui^ den man sieh denken kann«

Es bleibt mir nnn tibi ig, an aetgen, dass meine Annahme sich den

Beobaehtnngen so ansohliesst, wie es in der That nothwendig ist. Die

astronomischen Reehnnngen stehen sn fest, als dass sich hieran etwas mark«

ten Hesse, nnd jede oene Annahme mnss sieh nnbedingt an sie ansehliessea.

Eine Dynamide besteht ans einem Kerne von mit Aether yerbnndener

Massensubstanz und einer Hulle von Aether. Die gesaromte Aetfaermenge *

theilt sich in 2 Thcilc, von denen der cino zur SättijL^ung der Massensnb-

stanz verwendet ist, während der andere sich durch die Art der Stellungen,

die die einzelnen Kugeln einnehmen, von dem allgemeinen Aether unter»

scheidet. Pieser zweite Thcil des Dynamidenjithers nimmt irgend einen

Kaum ein, und dieser ist entweder grösser, gleich oder kleinei-, als derjenige,

den die gleiche An/.ahl von Aethcrkugeln im allgemeinen Kaum e; einniinint.

Im ersten Falle kann man den Dynamideuraum als zum Theiie leer vou

Aether, zum Thcile so dicht damit besetzt betrachten, als dieses aussen der

Fall ist, und nach IV) folgt eine Actlieranziehung, es bildet sich um die

Dynamide herum eine Aetlierhtiile , die etwas dichter ist, als der äussere

Aether, und die man nun als ebenfalls noch zurDynamide gehörend betrach*

ten kann. Endlich muss es einmal zu einer Grenze kommen, wo in der

Dynamide so viele (nnnentralrsirte) AethertheUcben sind, als in einem glei*

eben Voinmen des freien Raumes.

Kach IV) kann dieser Dynamidenäther nach ansäen keine Wirknag

anf eine grössere Entfernung aasttben, denn er ist gerade so dicht, als der

Aether an irgend einer Stelle des allgemeinen Raumes , und die besondere

Art der Vertheilang flbt in die Feme keinen Sinfiuss. Ist nrsprQnglieh das

Voinmen der Djnamide im Verhftltniss an der in ihr enthaltenen Aelhar-

menge an klein, so geschieht das Umgekehrte, nnd anch Jetat mnss msa

endlich snm gleichen Resnltate gelangen. Der anr Sittignng der Ifasssn*

kngel Terwendete Tbeil des Aethers, der ansser dem eben betrachteten, dar

HAlle, noch in der Djnamide ist, kann anf ein fernes Aethertheilehen keinen

Einflnss ansflben, weil seine Wirknng durch die entgegengesetiete des llss-

eentheilcbens aufgehoben wird (1 nnd 2). Die Djmamide hat also anf ein

fernes Aethertheilehen keine Wirkung nnd ebenso wenig kann dieses bei

einem Haufen von Dynamiden, einem Körper, der Fall sein.

Untersucht man die Wirknng sweier Körper, so hat man die Wirknag

der Massentheilchen , der zu deren Sftttignng nothwendigen Aetherkageln

nnd des Aethers der Hüllen. Was zunächst den Letzteren anbelangt, SS

bleibt er iur dicFerne ohne Wirkuuf^, wie äich Iciciil uuä iV) ergiebt, dadis
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YencMedenheil dn Hullen im GADsen on dem Aeiher Im freien Rmime

nieht dvreb andere Dichtigkeit, sondern nnr dnrcli eine andere Anordnung

der einseinenTbetleben berrorgernfen ist, Letatere aber der gi österenBnt*
.

fernang wegen ohne Einfloss bleibt. Es sind also nnr noeb die Wirkungen

übrig, die von den MasseutLeilclien und den sie ueutralisirenden Aetber-

tbeilcben ansgettbt werden. Setzt man in Gleicbnng 4) c si=: —
, so Terbal-

ten sich dir; Körper gegen einamlt r Inditferont ; es sind aber die Constaiiten

a, b und c von einander ganz unabhängig, und setxt man c am eine ganz

kleine Grösse kleiner als y , so ergiebt sieb, dass die Körper sieb mit einer

Kraft nn/.ielien, dif; mit d('i]i I roclnctp der Massen wÄcbst, mit dem Quadrate

der Kiitii 1 nuugen abnimmt und im Yeriiältniss za den Molecularwirkungeu

sehr klein ist.

Soweit die Bedürfnisse der Astronomie geben, glaube ieb dorcb meine

Annabme aasreieben an können« Beaäglicb der Scbwere irdiscber Körper

baben wir annlebst den Djnamidenbaafen Erdoi dessen Wirkoog so be-

tracbtet werden kann, als sei ibre Gesammtroasse in deren Mittelpunkt ver-

einigt. Betrachtet man das Fallen eines irdischen Körpers, so kann man
denselben wieder als einen DynaniiJenhaufen betrachten. Hier ist es

denkbar, das» die so eben besproclione IlüUenaut'glt' icliung nicht ganz ein-

getreten ii>t\ aber nach Bat/. Illj i.->t dieses auch gar nicht notliwendig, denn

man brancht die Corrcction der D} tianürlenhüllu iiur bei einem der zwei

fcich anziehenden Körper. Wenn auch Wasser und Kis bezüglich ihrer Zu-

satnniensetzuug sich dadurch unterscheiden, dasü Ersteres mehr Aether bat|

60 müssen sie nach llij bei gleicher Masse doch gleich schwer sein.

Anden Ist es mit den Beaaerseben Pendelrersneben. Gesetat, wir

iMibea eine Linsn Ton Eis^ eine andere tou Wasser, so ist in Letaterem bei

gieicfaer Sebwerewirkong eine grössere trXge Masse, und es wäre also su

evwarten, da« das Wasaerpendel langsamer sebwingt. Da die Beobaebtnn*

gen fUt alle Körper gleiehe Sckwingungsselten geben, so kann Ueberein"

aiimmuDg meiner Theorie mit der Beobaebtung nnr dureb die Annabme er-

sielt werden , dass die trHge Masse der Aetbertbeileben gegen die der Mas«

sentbeilchen verschwindend klein sei. Diese Annahme giltÜbrigens aueb

jetzt alljjremcin, denn man mag den Aethertheilchen irgend eine Wirkung

üuselireibt'ii, th.lti v, ird htvtn hier einen Stein des Anstosses finden. Nimmt

man an, die Wirkung der Aethertheilchen nehme mit einer hohen Potena

der Entfernung ab, so nniss man die gleiche Annahme machen wie ich,

denn der 8at35, dass die Aetberinen»»e eines Körpers stets der Masse j>ropor-

tionai dürfte aui andere Schwierigkeiten sti .ssen, und nimmt umii an,^
die Aethertheilchen stossen sicli im unigekelirtcu Verhältnisse der Enf

fernUDg ab, so bat mau dieselbe iSchwi«rigk^it und noch die dasu, dasat>^
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gegeDBoitiga Wirkung Ton Erde ttud Aetfaer ein gtiiB »Dderas Oeiete be-

folgt, and dMB dann diese bei der Dauer der Sehiringangtaeit mitwirkt

Der sehwaehe Fonkt meiner Theorie liegt in der Beantwottnag folgen-

der Frage« lat eamUglich, daaa durcli dieselbe der grosse XJulerscbiel

swiseken der Cohäsion nnd der Hfirte des im freien Ranme vertheilten

Aethers und der der festen KSrper abgeleitet werden kann? Die Beantp

wortnng bernbt anf der anr Zeit anmöglichen Bestimmung der Yerhiltaisse,

die bei der Vertheilung des Aethers in den Djnamiden stattfinden. Wenn

übrigens die Aufgabe sich für jctsst nicht strenge lösen lässt, so ist es doch

nicht tsclnver, naclizuweison , dass sowohl die Cohiision der Körper über-

haupt, al.s aucli die Huitc der Krystailt! insbesondere grösser s>ein müsse,

als beide EigensilKiften des allgemeiuen Aethers, und was sich nicht

nachweisen l^t^st, ist nicht die Existenz der beiden Eigen*

Schäften, sonderu nur der Grad derselben.

Ich muss liier darauf aufmerksam machen, dass nach Gleichung b) diö

Cohäsion eines Tetraeders mit (nahe) der 5. Potenz der wachsenden Entfer-

nung abnimmt(odor umgekehrt wächst), und dass es mit der IlKrte nahe ebenso

sei, wenn man als UHrte den Widerstand bezeichnet, den die Molecüle einer

Drehung aus der Stellung der grössten Wirkung cntgegensetaen, denn man

braucht nur diese Wirkung zu Tergleicbeni wie sie sich fiir die einzelnen

Stellungen entsiffert. Ein Elementartetraäder stösat ein Aethertheilchen ia

der Stellung A weniger ab, als dieses ein Aethertheilchen an seinem Flatse

thun wQrde, und die Folge davon ist, dass Aethertheilchen nnd Tetraeder

eine geringere Entfernung tou einander haben, als die gewöhnliche Aether'

distana. Ersetzt man das Aethertheilchen durch ein anderes Elementar«

tetra^der, das die Wirkung Bf hat, so ist die Abstossung noch geringer, und

es muss nun eine erneute AnuXherung erfolgen. Will man die swei Tetra-

eder anf Aetherdistaus Ton einander entfjsrnen , so muss jedenfalls eine

Kraft daran gewendet werden, welche dem Unterschiede der Wirkungen ia

den beiden Entfernungen gleich ist. Ebenso muss ein grösserer Wider>tand

stattlinden, wenn man die Eleinentartetriu Jor aus ihrer ijg- Stellung heraus-

drehen will, als der Wideri>tand ist, der bei der gewöhnlichen Aetherdi:»taaB

stattündet.

Nach Satz IV) ist die Wirkung, die durch einen Stheili rii u Raum anf

irgend ein beliebiges Aetbertlieilohon ausgeübt wird, gerade so, als sei der

liaum von einer anzieheudeu Substanz erfüllt, und je grüs.ser dieser Raum
ist, um so bedeutender wird die Anziehung. Wäre ein gegebener Raum

swar Ton Aether besetat, dieser aber weniger dicht, als der übrige alige-

meine Aether, so kann man annehmen, dieser Kaum sei snm Theile leer, und

es bleibt also noch immer eine Anziehung.

Das ElementartetralSder enthftU 4 Aethertheilchen, tou denen 8 durch

das Massentbeilehen neutralisirt sind , und es bleibt also ntfch ein hm»
Theilcken Übrig« Wir kennen die Vertheilung des Aethers im allgemeinen
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Btome allerdings nicht, wenn aber TorMsgetetst wird , die Aetheratome

seien Kugeln, so ist nicht wohl eine andere Vertbeilung möglich, als die,

dass' rings nm jedes Theilcben in gleicher Entfernung zwdlf andere liegeu,

und denkt man nm den Mittelpunkt des inneren Tbeilchens eine Kugel-

lliche gezogen , so schneidet diese die Mittelpunkte von 12 Äetheratoinen.

Nehmen wir zunächst an , bei einer Verbindung von Elementartetra^dern

sei die Entfenunij; dor jeweilig einander zuniichtsliegenden gleich der

Aetliortli.st.inz , uiul ziolien wir um den Mittelpunkt des innoron Elementar-

tetraeders die Kugpiflächo , so ergieiit sich, dass nicht 12, sondern nur

4 Aethertheilchen von dersfllien berührt werden. In dem gleichen Volum

sind al.sn w enig^er Theilclion
, als im allgemeinen Räume, es ist dasselbe als

xum Tbeile leer zu betrachten, und es mnss in Folgo des dadurch vergrös-

serten Aetherdruckes wieder eine Vergrösserung von Cohasion und Härte

zum Vorschein kommen. Würde die JBntfernung der Elementartetraeder

so klein werden , dass eine ebenso grosse Dichtigkeit der freien Aether*

thcilchen erzielt würde, als sie im allgemeinen Räume ist, so mQssten Co-

hision nnd Härte bei ihrer im Verhältnisse zur Entfernung raschen Zunahme

ausserordentlich wachsen. Hfttte man in der ^,*8teHoog ein OctaSder, so

würden sich nm ein mittleres Tetraeder 6 andere hernmlegen, man hätte

also auch hier einen ätherverdUnnten Baum. Bildet sieh ein Würfel, so

hat man snnächst um ein inneres Tetraeder 8 andere hemm , die einen

kleinen WOrfel bilden , aber in einem grösseren Würfel wechseln diese

kleinen erftlllten mit ebenso vielen leeren ab.

' £inein ähnlichen Verhalten begegnet man bei den Djnamiden. Ist

s. B. die Anlage einer solchen eine tetraädrische, so entsteht jedenfalls ein

Umhfillungstetraeder, das einen grösseren Raum einnimmt, als ebenso viele

Aethertheilclien im allgemeinen Räume. Um dieses UmhUlInngstetraMer

kommt wieder eine Gruppe von Aetherkugeln , auf deren Vcrthoilung die

inneren Tetrar^der von Kinfluss sind. Nach und nach wird die Zahl der

eine Hülle bildenden Aetherkugeln grösser und endlich so gross, als sie

^;ire, wenn man statt des Kernes ein Aethertheilchen nebnien würde. Wenn
auch die Distanzen der einzelnen Tiieilchen etwas kleiner sind, so inuss

doch judeni'alis bis in einige Entfernung vom Kerne das von dem Ganzen

eingenommene Volumen grösser «ein, als es bei gleicher Zahl von Aether-

kugeln im freien Räume wäre, und nach IV) müssen 2 solche Systeme sich

SDziebcn , ohne dass darum auch eine merkliche Verschiedenheit in den

gegenseitigen Stelinngen vorhanden wäre; wir habMi also eine tropfbare

FIttssigkeit, während bei noch weiterer Abscbeidnog Ton Aether die cha»

rakteristische Constitution der Dynamiden tum Vorsehein kommt, nnd ein

fester KSrper entsteht.

Es ergiebt sich ans diesen Betraehtungen, dass die Cohksion nnd auch
die Härte der Körper grösser sein mässen, als die des freien Aetkers; es

wird dieses schon durch die Kolecttle bedingt, wenn man sie ohne Aether-
*
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biilieo betrachtet, and Jann haben die Aethorbfillen noch die gleiehe Wir«

kang. Wie weit gebt «ber dieeee?

Einen Beweis deffir, dees bei der engeren Gnippirnng der Alome niebt

«Hemel neben der Abnebme des nmbilllenden Aetbert aneb eine entp

^reebende Voltiniabnabme stattfinden alisse, kenn man bei dem Ver*

ballen des Wassers finden, denn bei dem Uebergenge desselben in Sit

gebt Aetber fort, und doeb bat das Eis ein grosseres Volomen, als dai

Wasser, ans dem es berrorging.

Nimmt man eine bescbrftnkte Anaahl Ton Aetbeifcngeln an, die

ein Wasiertheileben umgeben, so wird der Aether dem Wasserkeroe

Stinächst weniger dicht sein, als iu graystTor Eiifernung , was der gegen-

warti|^ allgemein herrschenden Annahmo geradezu widerhj rieht. ilaa

könnte hier eine Disbarmouie mit dem Umstände Ünden, dass das Licht in

den Körpern stÄrker gebrochen wird, als im allgemeinen Räume. Nach

UH iiH III Dafürhalten ht hier weniger die Zahl der iti einem gei^clioiuu

Volum vorhandenen Aetherthellchen au berücksichtigen, aN* der Widerstaml,

den die Aetherkugeln einer Kraft leisten, weiche sie aus ihrer Lage bringen

will; dieser Widerstaad fUlH aber, wenn auch die Zahl der Theilchen ge-

ringer ist, jedenfalls weit bedentender ans in der NAbe der MassentbeUcbeo,

als fern davon.

Es bliebe nun noch übrig, die Einwürfe zu besprechen, die von Seiten

der Cbemie erhoben werden könnten, da die chemischen Fonneln fttrdis

Körper, welcbe eine bestimmteKrTStallform beben, niebt aneb g|eicluniii%B

Znsammeasetanng beben. Se haben niebt alle in Hexagenalpynuniden

krystalUsirenden Körper die Formel A-^ZB, leb kalte diese Einwfirfo

Ar niebt sebr Ins Gewiebt fallend , da man von keinem Körper die Zflsa»-

mensetsnng mit Gewiisbelt kennt, wie man sieb leiebt aas den Streitigkeitm

ttberaeugen kenn, die man in den Bttciiem ttber Znsammansetsiingi llelsca-

largewiebt, Atomgewiebt n. e. w. findet.

Die Vertbeilnng der Aetberkugelo in einer Dynamide oder gar in eiasr

Verbindung mehrerer derselben auf mathematischem Wege su erhalten, ist

nach meinem Dafürhalten zur Zeit, wenn nicht unmöglich, doch jedenfalls

sehr schwierig, und es dürfte daher gerathcn sein, &ie an der Hand der Er-

fahrung 2u suchen. Als hierzu geeignet, glaube ich auf eine Norm auf-

merksam machen zu miiascn , welcher die bei clieuiischen Processen sich

entwickelnde Wärme gehorcht, wenn ein Atom einefi Körpers sich mit msb-

reren Atomen eines andern verbindet.

Verbindet sich 1 Atom A mit einem Atom /?, so ist der Vorgang ganx

dem analog, wenn 2 Kugeln sich schneiden und die abgesonderten Tbeilo

geben die frei werdende W-n-nie. Tritt noch ein zweites Atom von B

hinzu, so wird nicht die gleiobe Quantität von Aetber frei, denn das eioe B

wirkt dem andern, vermöge seiner Stellung, entgegen n. s. w. Bezeichnet

man bei der Einheit der Entfernung die Einwirkung von ^ auf mit e, dis
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Von Prof. Dr. Wittwbr. 207

OD ^ «af B mit nimmt man forner an, die Einwirkung sei dem Quadrate
der Entfernung amgekelirt proportional, so erbSlt man bei der Verbindung

A-^ B Wirkung bei A + 2ß bekommt man 2a 4- — , bei Ä Z B
4

Sa + ^ n! f. w. Ich habe bereits früher in einer kleinen Sehrif^ |,Ventuc1i

einer Statik der chemischen Verbindungen'* gezeigt, dass, wenn man bei

den Torsehiedenen Combinationen aweier Sobstansen^) die Temperatnr-

snnabme mit dem Quadrate aus dem Producta der Masse nnd der (nach

der Schr6der*WSstin'scbett Formel berechneten) spccifischen Witrme

der Verbindung multiplfdrt und die so eibaltene Grösse als Wirkung

Sa -i* » Ba H- 1P >u a. w. aetst, nnd daraus « und ^ berechnet, fittr die vor*

scliiedenon Verbindiingon von .1 und /? bti'ts dieselben Wertlie zum Vor-

«chriu kommen. Bezeichnet man daher mit or und ß die dem a und (p «n-

koiiinienden Col-fficienteii , mit / die Temperatur/Jinalime, mit s und m die

specifisclic Warme und die Masse der Verhinduno;, so gilt allgemein

aa -j- ßcp^tm^s^ oder wena man im V'ersuche Wärmeeinheiten bestimmt

bat, aa ß^s^wmnj wenu w die Zahl der beobachteten Wärmeetubeiten

angiebt.

Ein zweites Hilfsmittel könnte in der speciüschen Wärme der Atome

liegen, wenn man von dem R e d t c n bach er'scben Satze ausgeht, dass die

specifiscbo Wärme eines Stoti'es die Anzahl der Aetberatome sei, welche in

der Gewichtseinheit des Stoffes enthalten i^. Nimmt eine Hassenkugel

4 Aetberatome auf, so bildet sich ein kleines Tetraeder, es entsteht ein

kleines Octaeder oder ein WUrfel, wenn die Masseakugel G , beziehnngs-

weise 8 Aetherkugeln anfnehmen kann. Die so entstandene Gestalt nähert

sich derjenigen der Kugel um so mehr, je m^hr Atome an ihrer Bildiu^g

beitragen, und es müssen daher weniger Aetheratome der Hülle nötbig

aeio, um die Kugelgestalt der Dynamide ?ollstAnd^ in maeken« als diesea

bei dem Tetraeder der Fall ist Je gr^isser also die Hassenkugel ist, nm
no weniger Aether wird in der Hülle sein. Das Dnlong'flche 6esets giebt

dasa Atomgewicht und Aether, d, i. speeilisohe Wärme, an aineoider im
nmgekehrten VerhIÜtnisso stehen, oder wenigstens, dnas dieses bei vielen

Ktfrpem der Fall ist.

Ein drittes Mittel liegt in der speeifisefaen Wärme der Luftarten, wenn
ainn meine oben ausgesprochene Ketierei, dass die specifische Wärme einer

Lnft mit deren Dichtigkeit Toränderlich sei, hingehen lässt

Z. B. ^ 0» und HO, K 0 and A*0^ K0 und POf/.

Digitizcd by Lit.jv.'vi'^



Ueber den Zusaiiunenhang einiger physikalischer Eigen-

ohafiken der Gase.

Von

J. Bauschikgeb,
Lebrer an der königl. Gewerbe - und Handelseelmle in FUrth.

Wemi Miaii den Druck eines Körper mit p, sein specifisebes Volumen

(Volumen der Gewicht.seiiilieit) mit v und seine Temperatur mit / bezeich-

net, so besteht zwischen diesen drei Gröasen eine Abhängigkeit, welche im

Allgemeinen darcb die swei Gleichangen

ausgedruckt werden kann, x bezeichnet dabei eine vorläufig noch willk8r>

liehe Veränderliche, die späteren Bestimmungen vorbehalten bleibt. Die

beiden Gleichungen l) werden wir in der Folge, der Kttrse halber, die* „Zu-

stand Sgl eiebungen " dei K(Srpers nennen.

Beseichnet man femer die sjiecifiecbe Wirme eines Körpers bei con-
,

stantem Dmeke mit c, die bei constantem Volumen mit Cg nnd die bei con-

stanter Temperator (d. h. die Wärmemenge, welche nothwendig ist, nm das

Volumen der Gewichtseinheit eines Körpers bei constanter Temperatur nm

die Einheit des Volumens su TergrQssem) mit e«, so ergeben die üntersn-

ehungen der mechanischen Wärmetheorie folgende awel Relationen:

mit d partielle Differentiale beseichnet. ^ ist das sogenannte mecbanische

Aequivalent der Wärme, nach Joule im Mittel gleich 424 Ktlogrammmeter.

Di« Gleichungen 2) und 3) beruhen allein auf dem Grundprincip def

'^^l^^^ecbauischcu Wäiiaetheorie: in alicu i allen, wo durch Wärme
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Arbeit entsteht, wird eine, der ersengten Arbeit proportiQ-

nale Menge Wkrme erbrancht und nmgekehrt kann dnreli

den Aufwand einer ebenso grossen Arbeit dieselbe Wärme-
»engo wieder er sengt werden. Tch habe ihre Ableitung in meinem
letatea. Anfsatae*) in gedrängter Kürae bereits gegeben.

Wendet man die SUtze, welche sich allein atiH jenem Onindprincip der

mechanischen Warmetlieorie ergeben, auf <len Erfalinmgssjitz an, dass nie-

mals von sicli selbüt Wärme aus einem kalieruu ia eiucu wUrracrcn Körper

übergeht, so erlinlt man die Gleichung:

nnter a den reciproken Werth des Ansdehnnngscoef&cienten eines Gases

Terstanden, welehes das Mariotte-Gaj-Lnssa o*sche Geseti erfttllt**},

nnd dessen Wftrmecapacitliten bei constantem Drnck nnd constantem Yo-

lomen constante Grössen sind. Wir werden in der Folge ein solches Gas

ein ««vollkommenes** nennen. Einer der ersten Sxtse , die wir nntra

naehweisen werden ^ wird nns lehren, dasa die Ansdehnungscoefficienten

aller Tollkommenen Gase gleich gross sind.

Die Ableitung der Gleichung 4) wiirdo micli auch hier, wie in meinem

Irtzton Aufsätze, zu weit von moiiiotii cigotüliclien Ziele abfiiliron. Ich

begnüge mich daher wiederum, anzudeuten, dass sie für ar =^ p in die be-

kaDote, im Wesentlichen schon von Carnot aufgestellte

abergeht.

Die drei Gleichungen 3) bis 4) reichen awar nicht yolIstSndtg ans , nm
die drei Grössen e, c, nnd mittelst der Znstftndsgteichnngen 1) als Fnnc-

tionen der Yerftttderliehen x nnd t su bestimmen; es gehen in die Bechnnng

willkOrliche Functionen einer der Veränderlichen, ^, mit ein, die dnrch jene

drei Gleichungen nicht nllher bestimmt werden können. Aber die Glei-

ebangen 2) bis 4) zeigen doch, dass awischen den drei WärmecapaeitXten

nnd den Zustandsglelchungen eines Körpers ein inniger Zusammenhang

besteht. Die Anfdecknng dieses Zusammenhanges ist besonders für Gase

interessant, da für dieselben die in deu Gleichungen 1) bis 4) vorkommenden

*) Siebe diese Zeitschrift Bd. X, B. 100.

**) Unter dem Ausclrueke „ein Gas erfülle d.is n r i o tt e- G ay-L n « sn r'sclie

Ocsct/. " (abgekürzt M. -ü. -Gesetas) verstellen wir hier uu*l in der Folge iminer nrir,

r1af*H die Zitstaßds^Icichuog dieses Guaes pn~ [{[U'^l) sei, unter U eine, von der Na-

tur des Gases abhängige Conatanto nnd unter a den reciproken Werth von desnen Ane-

dehnvngteoeffleienten verstünden. Dsss dieser Ansdehtinngseoeffieient fiir alle Gmo
gleich gross ist, soll hier sieht roraosgesetst werden, wie es denn ja auch bekanntlich

•treage nieht der Fall ist.
*

ZdtacMII r« MmlMinllk a. PhTtflt. XI, S. 14
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OrSssen und Beiiehongen «war ancb nicht oUsttodig» aber doeh beaier

bekannt aind, ab Air feste and flttssige Körper.

Es ist der Zweck der nachfolgenden Untersnehnngcn , diesen Zusam-

menhang im Wesentlichen zu entwickeln. Wir werden dabei aneb die Ton

Herrn Cl.iusius*) zuerst aufgestellte Annahme, dnss ein permanentes

Gas, wenn es sich bei constanter Temperatur iiusdehnt, uur so viel Wärme
vi'i sclihu kt , als zu der (lnl>ei gethanen äusseren Arbeit verbraucht wird,

oder dass die innere Arbeit des Gases gleich Null sei, im Auge haben. Wir

werden nachweisen, in wie fern die in diesen Worten ausgesprocheno

Eigenschaft eines Gases von seinen übrigen Eigenschaften abhiCngt und

umgekehrt, wie sie diese andern Kigenschafteu des Gases» seine WÄrme-

capacitlit und seine Zustaudügleichuugcn, bedingt.

Je nie und Thomson'^*) haben durch den Versuch gezeigt « dass für

die Ton ihnen untersuchten permanenten Gase atmosphärische Luft und

Wasserstoff jene Annahme Clausius' so nahe richtig ist, dass die Ab-

weichungen in den meisten Ucchaungen vernachlässigt werden können. Fttr

das nicht permanente Gas dagegen, welches sie aaeh^ untersuchten, die

Kohlensäure, fanden sie grössere Abweichungen. Herr Clausius***)

schliesst darans, dass seine Annahme wahrscheinlich für jedes Gas in eben

dem Grade genau sei, als in welchem das M ar iotte- 6ay-Lassac*tiche

Oesetz auf dasselbe Anwendung findet. Wir werden unteo sehen, in wie

weit dieser Schluss darcb die Sfttse der meehaniacben Wärmetbeorie selbst

gerechtfertigt wird.

Die Bedingung, dass die innere Arbeit eines Gases» das sieb bei eon-

stanter Temperatur ausdehnt, gleieb Null ist, ISsst sich analytisch so aus-

drucken, dass fUr d/= 0 auch du ==0 wird, unter ii die Wtrkungsfunction

der Gewichtseinheit des Gases verstanden. Nun ist****)

du= (ft

—

^p) 3^ \ft + («t— -^p) gy)^'*

Jene Bedingung erfordert also^ dass

ist, und diese Gleichung ist somit der analytische Ausdruck der von Herrn

Glau 8 ins aufgestellten Annahme.

Es ist zu den folgenden Uiiti'rsuchiMi;^pn nicht mitbii.'. die Cileicbungen

l) bis bj in der all{^eincinen i'ui ui aii/,ii'N\enden, in welcher wir h'ie eben auf-

gestellt haben j aber wir werden iic lu zwei verschiedenen Gcätalteu ge«

) PofTpendorfi s Annalen Bd. 71>, S 392 nnd Hd. 97, 8. \AX
**

i r/ni. Tramact. ihe H. Soc, ofLontiua yoi.CXLiii, I*an,in,p. '^l und foi
CXUi , /'Uli. U,p. 321.

*••) PoggendorffVAnaalwiBd. 07, S. 413.

****} Vsrgl. diese Zeitschrift IM. X, 8. 112.
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brniicheii, die man erbftlt, wenn man in denaelben eioaiiil «a», das ander«

Wenn man setst, so fallen die beiden Ziutandsgleicbungen in die

eine

stiBAmnieu, uuil die Gleichungen 2} bis ö) gehen Uber in die folgenden:

5«) ''t
— as 0.

Wenn man für x durchweg p aeUt, lo fallen die beiden Znttandsglei-

tbingeii in die einaige

16) p= r(p,0

snaammen and die Formeln 2) bis &) nehmen folgende Qettalt an

:

2^*)

de^d V dr^dv de, dv

46)

56)

I.

Ton den ollkommenan Gaaw.

UntPr ciiiem vollkommenen Gas« verstehen wir, wie oben bereits cr-

wühnt, t'in solches, dessen Waitnocapacitfiten bei constaiitPin Druck und

constAntein Volnmen constante Grössen sind, und welcbos das Mariotte-

Gay • Lussac'scbe Gesetz erfüllt, densen Zustandsgieichung also ist:

6) pv^-= n{a t),

untpr R pitio vfui ih r Natur dos Onsos abhän;xi(;^e Constantc und imtor a

den rcciproken Werth des Ausdehouugscoefhcienteu dieses Gase« ver-

standen.

Für ein solches Gas folgt aus den Gleichungen 2a) nnd 6)

7) c,= (e—e,)^L±.'.

Setzt man diesen Werth von in 3a} ein nnd berücksichtigt dabei die

Gleiehnng 6) und die Bedingung, daaa c nnd Ci eonstante Grössen sind, so

folgt

*
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212 UeberdenZusammenhangeinigerphysik. Eigenschaften d.Gase.

und dies mit 7) yerglicben giebl

9) c, =5 Ap^

Daraus folgt weiter, im yergleich mit der Bedingangsgleiehnng 5a):

Sats 1. Bei den TolIiLommenen Oasen ist die innere
Arbeit gleich Null.

Um den andern fBr ollkommene Gase geltenden nod sehen oben, bei

Gelegenheit der Gleichnng 4) erw&hnten Sats, dass die Ansdehnnngscoeffi-

cienten derselben die nXmliche GrOsse haben, aachsaweisen, mttssen wir

ausser dem Hanptprincip der mechaoischen Wtonetbeorie aach noch den-

selben Eifahruugssatz zu Hilfe nelimen , der znr Entwickelung der Glei-

cbuug 4) dient, den Satz nftmlich, dass niemals von selbst Waiinc aus einem

kälteren in ciiu u wäiinercn Körpfr Übcrgelien kann; ja dieser Beweis ist

im Grunde nur der er^te Tlicil der Ableitung der Gleichung 4). In Bezug

auf die übrigen in dem folgenden Beweise vorausgesetzten, bekannten

Sätze von den vollkommenen Gasen füge ich nur noch hinzu, dass sie sich

allein sciion aus dem Grundprincipe der mechanischen Wäruictheorie und

der obigen Deünition der vollkommenen Gase ergeben, ohne dass es nöthig

würe, noch einen ^veiteren Hilfssatz oder gar schon die Caraot'tfche Glei-

chung 4) zu ihrer Entwickeiung anzuwenden.

Es seien mit Ii nnd A'" zwei Körper bezeichnet, von denen der erstere,

als der wärmere, die Temperatur /, der letztere die Tenijieiatur l' habe.

Diese Körper sollen ihre Temperatur unverändert beibelialten , auch wenn
ihnen Wärme mitgetheilt oder entzogen wird, was unschwer zu verwirk-

lichen ist. Wir denken uns ferner die Gewichtseinheit eines vollkommenen

Gases, dessen Zostandsgleichaug die 6), dessen Ausdehnnogscoefficieut also

ist. Dieses Gas habe nrsprünglich die nämliche Temperatur i wie der

Körper A^, ferner den Druck p und das specifische Volumen r; wir lassen

es snnächst bei der constanten Temperatur / sich ausdehnen , bis sein Vo*

lumeu eine bestimmte, aber willkürliche Grösse v annimmt. Die dazn er-

forderliche Wfirme nehme es von dem Körper K auf, mit dem wir es inBe-

rtthrnng gesetzt deniten. Der dem Volamen 9 entsprechende Druck des

Gases wird dann:

10) p - -^J^
und die Wirme, welche es bei diesem Vorgänge Ton dem Körper aufneh-

men mnsste, Ist bekanntlich

sowie die you ihm geleistete Arbeit:

12) ^i = Ä(a + OX.-.
a

Nun denken wir uns das Gas aussei Berührung mit dem Körper K ge-
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bracht und seine Temperatur, ohne da» ihm WXrme zngefiihrt oder entso-

gen wflrde (wir sagen in der Folge knrx: „bei constanter WXrme**), auf

die des Körpers K*\ erniedrigt. Dann findet sich der, dieser Temperatnr

entspreehende Drack p' desselben ans der bekannten Gleiehnng

k

mit k das Verhältniss — der beiden specifischen Wärmen bei eonstantem

Draeke und eonstantem Volumen bezeichnet. Ersetzt man in dieser Glei-

chung p durch seinen Werth aus 10), so folgt

Das der Temperatur i' entspreehende Voinmen des Gases ist:

Die WSrme, welche ihm angeführt wurde, ist der Bedinj^ung gemftss:

18) $r, = 0

und die von dem Gase geleistete Arbeit

:

le) i.e. (/-/").

Wir nehmen nun wieder dasselbe Gas in seinem ursprüngliclien Za>

Stande i and lassen es sogleich bei constanter Wanne sich ausdehnen,

his seine Temperatnr auf C herabgesunken Ist« Dann berechnet sich sein

Druck aus der Formel:

und sein Volumen aus:

Die ihm zugefUbrte oder entzogene Warme ist der Bedingung gemäss:

und die von ihm geleistete Arbeit:

Nun setsen wir das Gas in Berührung mit dem gloichwarmcn Körper
AT" und lnsf5en es bei constanter Temperatur bis aum Volumen v \ demsel«

ben, wie durch die Gleichung 14) gegebenen, ausdehnen, so dass auch sein

Druck der in Gleichung 13) berechnete wird, und das Gas also ans dem
ntmlichen Anfangsaustande durch die beiden letaten Processe in denselben
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Endzustand p\v\i' übergeführt ist, wie durch die beiden eraten. Bei dem

leUten Vorgani^e loasgte daa Gas die Wärme

von dem Körper K" nufnehmen; dareh die Gleichungen 14) and 18) geht

der letalere Ausdruck ttber in

:

21) y, = .-/^(a-f0^7.

und die dabei von dem Gase geleistete Arbeit ist entspreehend:

22) A^^ H{a-\-(')L^.

Beide Wege, auf welchen wir soeben das Gas aus dem Anfangssustande

J9, s, I in den p*^ v'\ (* übergefahrt haben, können offenbar auch umgekehrt

und dadurch das Gas wieder aus dem Zustande p", e", (' in den ursprüng*

liehen j9, r, / znrQckgeftihrt werden. Aber auf diesem umgekehrten Wege
werden dann die Wärmemengen qi und von dem Gase an den Körper K
resp. K" abgegeben, anstatt von demselben aufgenommen, wie imgleieben

die Arbeitsgrössen A^y A^^ A^^ A^ von dem G^o absorbirti anstatt geleistet

werden.

Da ferner die beiden directen , oben beschriebenen Processe in dem*

selben Zustande p \ v'\ C des Gases endigen , so können sie offenbar in

solcher Weise su einem Proeesse verbunden werden, dass man den einen

directen den andern umgekehrten anschliesst und dadurch das Gas in seinen

ursprünglichen Zustand wieder surttckbringt. Einen solchen Doppelprocess

beisst man einen Kreisprocess, nnd wir können solcher Kreisprocesse oift'D-

bar zwei erhalten, je naclulem wir den einen oder den andern der obigen

beiden directen Processe zuerst vornehmen. Bei dom einen dieser Kreis-

proccsse, den wir den directen nennen wollen, durchlauft das Gas der Keihe

\ die Zustande PjV^i — p ^ v , t — p y v ^ t — p , v ,f — p, %
Es leistet die Arboitsgrössen und A^ nnd absorhirt dio und A^. n?ihoi

nimmt es von dem Ivürj»er K die Warme 7, auf und gie.bt die Wfirme au

doli Kor|ier K" ab. — Bei dem umgekehrten Kreisprocesse durchläuft da«

Gaa der licihe nach die Zustände />, ?% / — C — p'\ v\ ('— p\ v\ (

— r, /. Es leistet dabei die Arboitügrössen A^ nnd Aj^ und absorbirt die

y/, und -.4,; zugleich nimmt es din Wanne von dem Körper K" auf und

giebt die Würme 7, an den Körper A' ab.

Am Endo jedes dieser Kreisprocesse ist das Gas vollstiindig wieder in

seinen urspunglichen Zustand zurückgekehrt; und es muss daher die ge-

sammte ihm sugefülirte oder entzogene Wärme der geleisteten oder absor-

hirten äusseren Arbeit proportional sein. Ferner nimmt bei jedem dieser

Frocesse das Gas keine Wärme auf, ausser die, welche es von den Körpern

ir und K" cnipfiingt, sowie es auch keine Wärme ab<;iebt als an die Kör-

per X oder A". Diese Processe sind also im hohen Grade geeignet, den
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aeboD öfters angeführten Erfahrungsars cur Anwendaag la Irnngeoi was

deon nmi anch gencheheo aoil.

Bei dem direeten Kreisprocesse wird die WXrme dem Kdrper K ent-

Eegen vnd dagegen die Wflrme dem Körper K" mitgethetlt. Es int, wie

am Gleiehangen 11) und 31} an sehen, wenn wie Yoransgeaetit f > i\ aneh

9i ^ ?4- Dm ^l*** Wärme:

behalten. Dafür hat es aber aneb die Arbeit + geleistet nnd nnr die

+ absorbirt, so dase noch

24) + A^^A^-^A^= R{i^C) L
^

fils geleistete Arlip'it bleibt. Bei dem umgekelirtcii Processe dagegen wird

die Wärme (jem Körper K" entzogen und 7, , welches grösser als ist,

an Ä' abgegeben ; es wird fol;j:lich die Wärme dein (iase entzogen, wofür

es die Arbeit absorbirt. Natürlich ist, dem ilau^t^rinci^ der mechaDi»

sehen WUrmethcorie gemäss:

25) W=^At\

Vergleicht man die Wärmemengen and einzeln mit der Arbeit i*, so

ergiebt sieb:

Die Arbeit F hJinnjt nach Gleichung 24) von dem Volumcu \> ab, das wir

oben noch wilikurlicli i_:elas8en liaben. Wir können daiier mit irgend einem

andern vollkommenen Gase zwischen dt iuselben Körpern K und K" einen

gaosc ähnlichen Kreisprocess so ausführen, dass die nämliche Arbeit F ge-

leistet oder absorbirt wird. Dabei unterscheiden sich dann die fbci dem

directeu Kreisprocess) den Körpern K und A " entzogenen und resp. niit-

getheilten Wärmemengen y,' nnd von denen oben für das erste Gas Gr

in Qleicbiingen 26) und 27) erhaltenen qy nnd q^ nur durch den etwa ver-

schiedenen Werth des Ansdebnangscoefficienten
;
beseicbnen wir daher

den reciproken Werth das Ansdehnnngscoefficienten des sweites Gases (Sr

mit a\ so ist:

Gcsct^^t uuu, Ctt wäre a ^ su wiirc aiicii ^/^ q^y etwa

Vi +
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216 Uebcr denZiisammeDhADgeinigerphysik . Eigenschaften d. Gase.

Avu d eine positive Grösse beseichnet. Dann wäre aber auch ^ imd

S6wai-, da — g^ sowohl, als auch 9,'— g^' gleich AF ist, auch

94 = + ^'

Dies vorausgesetzt, führen wir dann mit dem Gase (7 zwischen den

K'irjxM u Ä' und A'" den dirccten Kiei.s|iroce88 aus, so wird dadurcli die

Wärme q^ dein Körper A' entzogen, die Wärme dem Kcirper K" mitge-

tlicilt und diu Arbeit geleistet. Diese Arbeit i'' benutzen wir nun, um
mit dem Gase G' den umgekehrten Kreisprocoss auszuführen und dadurch

die Wärme q^' =z g^-j- d dem Körper Jl" zu entziehen und die Wärme
9/= gi -\- 6 dem Körper iC miUntheilou. Am Ende beider Processe wSren

folglich beide Gase in ihren nraprUngliclK-n Zustand zurückgekehrt; auch

h&tten wir weder Arbeit ^rewoancn noch verloren. Ohne irgend etwas zu

ändern, hätten wir also die Wärme ö aus dem Ki^rper H" in den Körper JK

tibergeführt. Dies i«t aber nach dem Erfahrnngssatse, dass niemals von

selbst Wärme ans einem kälteren in einen wärmeren Körper Übergehen

kann, nicht möglich, kann folglich nicht grösser als a sdn.

Gans ebenso lässt sieh beweisen, das« a nicht kleiner eis a sein kann.

Es ist also nothwendig

8ata 2. Alle Tollkommenen Gase haben den näm-
lichen Ansdehnungscoefficienten.*)

Wir werden in der Folge immer nur den reciproken Werth des Aua-

dehnungscoeffictenten ToUkommener Gase mit a beteichnen«

*> Die gegeawäriigc Arbeit war ichoB gwaoinsZelt fertig, als derAnfsata:

„Veber das gegenseitige VerhilltBias des Qaj^LasaaG^aclien Osaetaea su des* Ma-
riotte*aehen und dem Mayer'achen Geaetse" von L. Cohen Stuart in Poggen*
dor f t"8 Annalei), Jutiihcft 1803, erschien, in welchem dieser Herr die Gleichheit des

An 1! l imng.Hcoefffcienten aller der Gase nachwi !-.(, welche das M ny 0 rasche (iaaeio

Ailicil gleich Null) mid M fi r i o 1 1 e'Mchc (Jesei/. erfüllen, und welche zum Messfn der

Temperatur gel>rHii( lit werden, d. Ii. bei wclcliem das Volumen unter coiistiuiteni Druck

der Temperatur propurliunal wächst. Ks ist also diu liedtuguiig der cuns^tautcu U ariue-

capacitKten bei eonatantem Druck ttiid Volamen, welehe Ich habe, bei Herru Stuart
darch die derErfulinng dea May erwachen Oeaetaea eraetst, und in der That läset sieh

leicht aeigen, daaa beide Bediogimgen für einander sabatitairt werden können. —
Aber Herr .Stuart benutzt zur Ableitung seines Satsea die beiden HanptsStse der

mcehanischeu Wäruietheoric, wilhrcnd ich zur Ableitung des meinigon nur den ersten

und deu 8atz »u Hilfe nehme, da-^s mI» niaU von Helbst Wärme ans einem kälteren in

einen wärmeren Körper überi^clieii k.inii. Nun ist freilich dieser letztere Sät» s£ur Ab-

leitung des zweiten Hauptsatzes Uui muchanischen Wärmetheorie aus dem ersteu aus-

reichend, aber die Wege, anf denen diea biaber geschehen ist, waren der Art, dasa ich

den Wnnacb nach einem atrengeren Beweiae dea aweiten Hauptaatsea nicht unter*

drüclcen konnte. Diea flihrte mieb daraof, anerat den obigen Sata fQr Tolliconimene

Qaae auf dem oben geaeigten Wege nachzuweisen und niittelit deaaelben dann erst

auf die uutoQ imText angedeutete Weiae den «weiten Hanptaats dar meelianiactiea

Wttrmuthvorie au cuiwickcln.
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Von J. Bauschingeu. 217

Dieselbe Schlossfolgerang, welche wir aoebeo für zwei ollkommene

G«ae dnrchgefäbrt haben, kano gana ebeDao aufein TollkommeneB Oas und
* einen beliebigen andern Körper angewendet werden, naehdem man diesen

Körper einen ilhnliehen Kreiaprocessj wie djia Gas, hat durehtaufen lassen.

Man erhält anf diesem Wege den für beliebige Körper, also aneh für belle-

.

bige Gase, giltigen Sata 4), 4a) oder Ab")*

II.

VoA den Gaaea, weloke das Mariotte-Gay*LatBfte'sohe Geseti

erMlen.
i

Wir haben hier swei FftUe au nnterseheiden; den einen, wo der Ans*

dehnDDgscoeffieient des Gases, welches das H.-G.-6esets erfüllt, gleieh dem
der vollkommenen Gase, den andern, wo das nicht der Fall ist« DerKUrse

halber werden wir sagen, das Gas erfttUe im ersten Falle das engere, im

«weiten Falle das weitere lf.'G.« Gesets. Machen wir also aaerst die

Voraossetzuug

:

a) Das Gas erfülle das engere H.-G.-Gesetz,

seine Zustaudsgleichnng sei also:

28) pv=iR(^a -\- t).

Daun lui^t auä Gleichung 4a):

aud diese mit der Bediiif^uiif; 5«) zusammengehalten, ergiebt den

iSfit z 3. Bei Gaben, welche da«? engere M. - G. - G e s e t

»

erfüllen, ist die specifischo Wäriun bei constanter

U' c in p e r a t u r gleich dem P r o li u c i aus dem r e c i p r o k e n

\V e r t h e den ui e c h a iii s c h e n A o ij u i v u 1 e n t ö d e r W H r m e i

u

den jeweilig stattfin den den Druck; die iunere Arbeit
so! (Ii er Gase ist gleich Null.

Setzt mau den Worth von aus der Gleichung 29) in die Gleichung

3a), so folgt:

30) g!=«.

Satz 4. Bei Gasen, welche das engere M.-G.-Geseta

befolgen, ist die speci fische WUrme bei con s t ante (II Vo»

lamen vnn dem speci fischen Volumen unabhängig; sie

kann blos Function der Temp eratur sein.

Setzt man den Werth von ans der Gleichung 29) in die Gleichung

2a) ein, so erhält man:

31) c—
8at8 5. Bei Gasen, welche das engere M.-G.-Ge-

sota erfüllen, ist die Differeus der spocifischen

Wärmen bei constantom Druck und bei constantem
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218 lieber den Zusainiiienliang einiger pliyäik. Eigenschaften d.Gasc

V 0 1 Hill e n der co n 8 ta n t e n , von der Natur dea Gases ab-

hängigen Grösse Aß gliMcli.

Aua diesem and dem vorigen Satze folgt aber wieder:

Satz 0. Bei Gasen, welche das engere K.-G,-6f-

sei« befolgen, ist die speeifiaebe W.-Crme bei conttan-

lern Drucke unabhängig vom epecifiaeben Volacnca,

blo8 eine Fooction d er Temperatur.
Wir madben nan die sweite Voranasetcang:

b) Dea Gas erfülle nnr das weitere IL-G.-Oesets,

Beine Zustandsgleiebnug »ei alsa:

mit a den reeiproken Werth seines, ron dem der ToUkommenen Gass re^

•cbiedenen Ansdehnnngseoeffieienten beseicbnet.

Ans der Gleiebong 4«) folgt soallehat wieder:

a +#

und dies mit der Bedingung 5a) verglichen, ergiebt:

Sats 7. Bei Gasen, welche nnr das weitere M.-6.«

Geseta befolgen, ist c^^Ap ^t^' und die innere Arbeit

im A 1 1 g o in € i n e n nicht g 1 e i c Ii Null.

Setzt man den Worth von aus der (ücichung 33) in die Gleichung

3^(), 80 folgt nach leichter Kedttction unter Benutzung der Zustaadsglei*

cliuug d2j

:

dCt

dv

8ntz 8. B c i G a s c n , welche d n s w e i t e r e M. - G. - Gc-

getJ! erfüllen, ist d I c « j)ec ifisch c W är ni c b e i c onstan-

tem Volumen vom s j> e c i fi sc h en V o 1 u m cn unabhängig»

blo8 Function der Temperatur. (Vergl. Satz 4.)

Durch Substitution des AVerthes Ton Cg ans der Gleichung 3S) in <^i^

2a) erhält man:

35) C— c, = Ä , (Satz 9.)

was leicht in AVorten an8aU8prechen ist.*)

Vergleicht man diese endlich noch mit dem Satse 8), so folgt

:

data 10« Bei Gasen, welche das weitere ]f.-G.<Gs'

sets erfailen, Ist die spectfisehe Wtrme bei constaa-

tem Drucke Tom specifiseben Volumen unabbiagi|^f

blos Function der Temperatur* (Vergl. Sata 6.)

*) T>TC 01ei«-Iiiin^'- 31) 'S. 217). wolchf' !i:infitr zur Ijcrechniiiij; de« Werlhe» von A

nn^'i u Hudt wird, ist alsu uur für »olcUe Ciuäv giltig, welche dtt« cng«rell«-ü«-Uet«U

«rfüUeu.
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Wm oben bereite erwMhnt, haben Thomseii und Joale für die per-

manenten Gase Wasserstoff nnd atraesphftriscbe Luft naebgewiesen , dass

ihre innere Arbeit sehr nahesa gleich Null ist. In dem folgenden Absehnttt

soll nntersnebt «erden, welehe andere Bigensehaften ans der folgen, dass

die innere Arbeit eines Oeses ToUstindtg Nnll ist.

III.

GaMt deren innere Arbeit gleiok Hall ist

Der analytische Ansdrnek für die Bedingung, dass die innere Arbeit

eines Gases, dessen Znstandsgleichung wir in der Form der Gleichung la]

Tomiissetsen, gleich Noll ist, ist nach Gleichung 5 a):

B6) <r, rs Ap,

Hieraus folgt sofort der 8ats.

Satall. Bei Gasen, deiren innere Arbeit gleich Null

ist| ist die speeifische WUrme bei constanter Tempe-
ratur gleich dem Product aus dem reciproken Wertb
des mechanischen Aequivalents der Wärme in dem je-

weilig stattfindenden Druck.

Benutzt man die Gleichung 30) in der 3a), so folgt:

Bilt/. 12. Bei Gase», deren innere Arbeit gleich Null

iät, \&i die specifische Wärme bei constantem Volumen
unabhängig vom specifischcu Volumen, blojs Function
der T e m p erat u r.

Setzt man ferner den Werth von aus der Gleichung 30} in die 4a)

ein, so erhält man:

»7a) I,^(a4 0^.

T>ns Inte<,'ral dieser DifTerentinlglcichung ist die ZustandsgleichaDg des

Gases. Diese wird daher, wie sich liMcht ergiebt;

• 38)
. p= («4.0<)fWt

mit9»(p} eine willkürliche Function der Veränderlichen aliein bezeichnet.

8äts 13. Gase, deren innere Arbeit gleich Null

ist, mttssen das durch die Gleichung: p=i{^a-\'i)ip{f) aus«

gedrückte Gesetz erfüllen.

Das engere M. G.-Geseta ist von diesem letsteren nur ein specieller

Fall für qp'(f)= ^. Im Vergleich mit dem Satze 3) » i^u btsich also:

Sata 14. Gase, welche das engere M.- 0. -Geset» er-

fallen, haben die innere Arbeit gleich Kuli, aber

Gase, deren innere Arbeit gleich Nnll ist, brauchen

nicht das engere M. « G. - Geseta , sondern nur das
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220 lieber den Zusammenhang einiger physik. Eigenschaften d. Gase.

durch die Gleichung p^(a^t)^(v) ausgedruckte att er«

füllen.

Setzt mau die Werthe iui — und^ aus der Zubtandsgleichang 3b}

in die Oleicbnng 2a) and benntst angleich die Gleiebiing 36), so erblflt man:

8ata Ifii Bei Oasen» deren innere Arbeit gleieb

Knll ist, ist dieDifferena der specifiscben WArmen
e—C| Ton der Temperatur naabbSngig, blos Function

des specifiscben Volumens s.

Dies susammengebalten mit dem Satae 12. ergtebt:

8ata 16. Bei Oaien, deren innere Arbeit gleieb

KuU ist, ist die specifiscbe Wirme bei constantea

Druck gleieb der algebraiscben Snmme aweier Olis-

der, Tondenen das eineblosFunction desspecifischen

Volumens, das andere blos Function der Temperatai
ist.

Wenn wir, anstatt wie oben v und /, p und i als unabhängige Veränder-

liche j;( nommen und daher die Gloichnnf,^en Ib) bis hh) zu Grunde gelegt

hinten, ijo würde auch hier die Gh'icliunj; 5/^) nls ;uial y tiscli(Mi An-,L]iuck

für die Bedingung, dass die inuere Arbeit dcü Gusea IvuJl seiu äuii, im All-

gemeinen .

= Ap
ergeben haben (vergl. Satz il). Aus der Gleichung 36) wäre dann:

dp

also ein Resultat, iibereinstiniinend mit dorn Satze 12), (gefolgt. Aber jene

IJedin^unj; in der Gleichuug 4^) benutzt, iiätte man keine so leicht integrir-

bare Gleichung; als Zustandf-j^'^lciclinng des Gases erhalten, üebrigens er-

siebt man jetst aus Gieicbaog 38), das» diese Znstandsgleichang die Form:

88.) •='^(^,)
annehmen mnss.

Anmerkung. Die in der Gleichung 56) enthaltene Bedinp-nng für

das Verschwinden der inneren Arbeit irgend eines Körpers, dessen Zustand«*

gleicbung in der Form 9=9 (/»,/) vorausgesetat wird, wird auch noch doreb

befriedigt. Dies wttrde erfordern, dass das Volumen des K6rpert vom

Drucke uoabhftngig, dass also der Körper durcb Xusseren Druck absolut un*

ausammendrOekbar wäre. Einen solchen Körper kenneu wir allerding«
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Von J. BAUSCHlNOKtt. 22t

nielit; tbcr gewisse feste, and namentlich die flüssigen Körper erfllUen jene

Bedingung wenigstens nahezu. Es folgt daraus:

Beiflfissigen and f esten Körpern ist, soweitman
sie als absolut nnzQsaoimendrflckbar oraassetsen
kann, die innere Arbeit immer gleich Null. Ist bei

8 o 1 c L c u K ci r j) e r n ii L e r d i e s d i o s p e c i f i s c Ii c W ;i r in c b c i

c o n 8 1 a n t e in Drucke b 1 o s Function der T' e ni p e r a t u r
,

soistihreZustandsgleichuiig: v =^ m i^n 1) -\- n , wund»
absolute Constante bedeutend [siehe unten die Gleichung 43) in

Bv
Verbindung mit der Bedingung ^= 0], d. h^siedehnensich

proportional der Temperatur aus.

Bei seinen Untersuchungen ftber die speciü^die Wiirnie der Gase knm
Regnanlt su folgenden -Besultateu ifWiQ specifische Wärme (bei

eonstantom Drucke) der atmosphSrisehen Luft Ündert sUsh, entgegen den

Versuchen von Gay-Lnssao, nicht merklich mit der Temperatur. Ver-

suche mit einigen anderen permanenten Gasen fUhrten su demselben

Schloss." — „Bei den Versuchen über die atmosphärische Luft, bei denen

dsr Druck yon 1 bis 10 Atmosphären schwankte, fand ich keinen merklichen

üntersehied swischen den Wärmemengen, die eine selbe Gasmasse abgiebt,

wenn sie um eine selbe Ansah! von Graden erkaltet Also würde, im Wi*

derspmehe mit den Versuchen von delaRoche und Bdrard, die für

Druckschwanknngen von 1 bis blos 1)8 Atmosphären einen sehr merklichen
'

^ Uoterschied angaben, die specifische Wärme einer selben Gasmnsse nnab-

bängig sein von der Dichtigkeit. Versuche mit anderen permanenten Ga-

gen Laben mich zu analoj^on Sc]il(i.s.scn geführt. Ich gebe jedocli dieses

GßäCtz mit einigem Vorbehalte. Ich kuinite noch nicht cutscbeidea, ob die

WärmecHpaciät unter verschiedcueui Druck absolut constant sei, oder einer

»ehr geringen Veränderung unterliege etc."

Die folgenden Abschnitte haben den Zweck, die Consequenzen ans die-

sen, Ton Kegnault gefundenen Eigenschaften der permanenten Gase zu

sieben* Wir untersuchen demgemttss zuerst:

• TV
Gase, bei denen die speoifische Wärme bei coBstantem DiuolLe unablift&gig

vom Oraoke ist.

Bei den folgenden Untersuchungen ist es vorzuziehen, p und I als un-

abhängige Veränderliche zu betrachten und folglich die Zustandsgieichung

des Gases in der Form 16} oranszusetzen und die Gleichungen 26) bis 56)

SU benutzen.

*) Wie es Kegnault für Wasser in der Thai nachgewiesea.

**) Poggendorf r*s Anaalen Bd. 80, 8. 340.

Diglized by Google



222 UeberdenZasamtneabirageinigerphysik. Eigenschaften d. Oase^

Aus den Gleielinngen 2fr) und 4b') folgt:

ODd kierauB, weil —= 0,
dp

40)

Aus der Gleichung 4b) allein folgt:

dü

ö?' ' dp dt /dv

\elj 8'i)

4«)

«)

?1
dt

«dp dl dvdi*

dp dl

_ dp \dp) .

Setzt man diese Werthe für ^ in die Gleichung 3A) ein,

hSU man daa sebr einfaebe Resultat:

•Ott'

oder, Toraasgesetsty dass a + 1 nicbt gleieb Null,

43a)

woraus:

43) 9^(a'\'f)fp{p) +i/;(p),

unter 9>(/>) und ^{p) Functionen von p allein verstnnden.

Satü 17. a 8 e , für w e 1 c Ii e c u u a b h im g ig vom Drucke
«

ist, mUsseu da» iu der Gleichung:

ausgosprocheue Gesetz erfüllen.

Man sieht, das M.-G. Gesetz (das engere sowohl, wie das weitere) ?rt

ein specieller Fall von dem in der Gleichung 43) t iithalteuPTi. IJeherdiM

zeigt die Gleicliuiig 43J , dass sich die in Rede stehenden Gase unter con-

statiteni Druck proportional der Temperatur ausdehnen. Ihr Ausdehnongs-

coetticicnt bei constanteni Drucke ist also für jeden bestimmten Druck coii*

staut, im Allgemeinen aber Ton diesem Drucke abhängig; sein reeipioker

Werth ist:
a' == a +
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Ans flor Zustandsgleichuiig 43; orgeben sich nun uuigektiut diu Wäimo-

capacitHten. Aus der Gleichung 4b) i'nl^rt:

«) c. di'-p'^

dp dp

Die Gleichung 36) ergiebt ferner nach einiger KednctioD:

^ ^ dp äp V' ^ dp äpj
oder:

a ^(a 4-1)9»*

wamu

:

mit /"(l) eine willkttrlieho Function Ton I allein bexeiehnet, IIiltclet der

Qleicbnng 44) linnn dieaer Werth von einfacher gesehrieben werden:

45«) <»,=— C, (;?(/>)+/•(/).

Aqi der Gleichung 26) folgt nun:

= + r, 4p (/;),

oder nach Gleichung 4da):

m) c= /•(/)

,

also, wie urspiuu^luh vornUHgesetzt, c blo.s Function von /.

£& ergiebt .sich hieraus folgende Uinkolirung dos Satzos 17):

SaU 17a. Ii e i Gasen, w o I c Ii c das in der Gleichung:

ausgesprochene (iesot?; orfüllen, haben die spocifi-

Hchen Wärmen bei c o ns t a n t o r T o m p er a t u r und Con-

sta n t o ni Druck die in d o ii o i c h u n g c n 44 ) u n d Ab) ent-

haltenen W c r t h 0 ; d i ö s p e c i f i s c h (», W ii r iii e bei c o n s t « n -

tem Drucke ist unabhängig vom Drucke, blos Function
der Temperatur.

Wenn die innere Arbeit der in Kode stehenden Gas« Null sein Sollte,

so oiflsKte die Gleichung 5/>) befriedigt werden, also im Allgemeinen e^^Ap
•ein. Dies ist, wie Gleichung 44) aeigt» nicht der Fall

:

8ats 18. Bei Gasen, fttr welche die specifiseho

Wftrroe bei eonstnntem Drucke nnabbKngigTomDrnelce,
hios Function der Temperatur ist, ist die innere Ar-

beit im Allgemeinen nicht gleich Nnll.
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Wir geben nun fiber snr nXberen Untertnehnng der

V.

Oase, bei denen die specifiache Wärme bei oonitantera Bmoke naabhligii

Ton der Temperatur ist,

nnd setzen dabei ihre Zustnnilsgleielnm;; wieder in der Form ib)^ also

p

nnd t als nnabbnngige Veränderliche voraus.

Aas der Gleichung 2^) folgt wieder:

dv

nnd dahcri weil c von der Temperatur nnabhängig:

^^ Ff ~ fr rr
Aug der Oleiebnng 36) folgt aber:

Wendet man den bekannten Differentialsata:

dp dt
~"

Bi dp
mat die letaten beiden Gleicbnngen an , so erhült man naeb einiger Re-

duction:

In diese Gleicbnng ist nun r, aus der Gleichung 4fr) einzusetzen. Nack

etwas weitläufiger aber nicht schwieriger Rechnung erhält man dadurch die

einfache Gleichung:

^. + (« +0^-«-
Dies ist (He Dift'erentialgloichung, ans welcher die Zustandsgleichnng unse-

res Gases gefunden werden kann; sie schreibt sich auch in der Form:

d

woraus folgt, unter v{p) eine Function von p allein verstanden:

Hieraus ergiebt sich wieder

|^= v(p)X(a+ 0+<p(p)»

mit9)(p) w ieder eine Function von p nlleini mit Z die natUrlieben Logaritli-

men beaeicbnet. Aus der letzten Gleichung endlich folgt:

51) t; = (a + 0 £ («f /) . vip) -f (« + ()ip(p) + if(p),

unter ^(p) wieder eine Fanctien von p allein verstanden.

Sats20. Gase, ffir welebe die apeeifieehe Warme
bei oonstantem Draeke nnabbttngig von derTefspS'

d r,
,

.d*vl ^
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rattir, blos Function des Drnckes ist, müssen das

Gesets:

» =5 (a+ t)L{a+ 0 • •'(P) + («+ + 1 (p)

erfüllen.

Man sieht, das M. -G. • und das in der Gleichung 43) des vorigen Ab-

ficliniltes ausgesprochene (jesetz sind specielle Fülle dos Letzeren.

Unter Zugrundelegung der Zustand.sgleichung 51) köunen nun rück-

wärts die Wärniecnpacitäten berechnet werden, wobei sick zugleich ergiebt,

ob der letzte Satz auch umgekehrt werden kann.

Nach den Gleichungen 4^) nnd 51) ist:

Aas dieser und der Gleichung 36) folgt nach etwas weitläufiger Um-
formung;

«orans wiedemm

:

SBter N eine Function Ton i allein berstenden. Die letstere Gleichung

aehreibt steh mittelst der 52) einfacher auch so

:

53 «) c,=-Jfv (p) rfp - e. [v ( p) I («+ 0+ V ( /O+ 9^ (/>)]+ ür.

Aus dieser letzteren und der Gleichung 2b) folgt endlich:

54) c^— Ajv{^p)dp'^N.

Damit also e blos Function Ton p wisd, muss N eine absolute Constante

«ein. Hieraus folgt, dau sich der Sats 20) nicht ohne weiteres umhehren

llast. Seine Vmkehrung lautet vielmehr so

:

Satz 21. Bei Gasen, welche das in der Gleichung 51)

ausgesprochene Gesetz erfüllen, lifiben die .specifi-

s c Ii e n W ä 1 in e n bei c o n s t a n t c r T e ni p e r a t u r u n d bei c o n -

stautem Volumen die in den Gleichungen W2) undr)3)

enthaltenen W e r 1 1» e , und wenn in dem letzteren Aus-
druck N nicht, wie es im Allgemeinen der Fall sein

könnte, noch Function der Temperatur allein, son«

dem eine absolute Constante ist, so ist die speci fische

Wärme bei constantem Drucke von der Temperatur
unabhängig und bekommt den in Gleichung 54) enthal-

tenen Werth.
SeUkcbriA für UMlMMallk k. Physik. XI, 3. 15
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226 Ueberden Zusamtnenliangeinigerphyaik. Eigenschaften d. Gase.

Wie sehen erwXhnt, ist das in Gleiehung 43) aosgesprochene GeMti

ein s|iOcieUer Fall von dem in Gleichung 51) enthaltenen fllr v(p)=o.

In der That gehen fllr diesen Fall die Gleichungen 52) , 53) and M) in die

41), 4D) und 40) über. Es folgt daraus:

Sats 22. Bei Gasen, fttr welche die specifitehs

War nj c c unabli ä n gi g vom Drucke ist, ist diBse speei•

f i s c b c W a r III e zugleich u u a b b ä n g i g v o u der Tempera-

tur, also absolut cunstant, wüuu indem aus ibrcrZu'

standfiglcichuug

folgenden Ausdruck für r,

c.= ...^'" + "^'
+f

f als absolute Constnute genommen werdenkann. Um*

gekehrt aber, bei Gasen, für welche die specifiscbe

WXrrae c unabhängig von dor Temperatur ist, braueht

diese specifiscbe Wärme nicht auch unabhängig fosi

Drucke an sein.

Es fragt sich snnftchst, oh die Bedingung, dass c absolut eonstant ssis

soll, nicht eine nähere Bestimmung der Gleichung 43) anlässt Dies iit

aber, wie man leicht sieht, nicht der Fall. Wir müssen uns daher auf fol-

genden Sats beschränken

:

Bata 23. Gase, fär welche die specifiscbe Wäimsc
absolut eonstant ist, mttssen das Gaset

a

erfüllen, aber umgekehrt, bei Gasen, welche disssf

Gesetzerfüllen, istdie speci Iis cbe Wärme cnur dass

absolut eonstant, \\i.-uu iu dem au&jeuem Gesetze fol-

goudeu Ausdruck für«?^

"«S+g
f eine absolute Constante ist.

Die Vergleichung des Wierthes von c, in Gleichnog 52) mit der üc-

dioguug 5(>) ergiebt:

Satz 24. Bei Gasen, deren specifiscbe Wärme bei

constautom Drucke von d er Temperatur unabbäiigij;

ist, ist im Allgemeinen die innere Arbeit niehtgletch

Kuli.
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Von J. Bauschikoeik. 227

Der Siits 10. aagf, dftM bei GiiMti, denn Iniiere Arbeit gleich Kuli ist,

die Bfecifisehe Wftrme bei coDsUntem Drucke im Allgemeinen noch Fone-

tien TOtt tr und also euch, wenn wir p nnd I als onabbkngige Veränderliche

nehmen, noeh Fnnetioo von p jind t ist. AnderenetU lehren die ÖXtse 18.

«od S4., dnea weder bei Gasen, deren specifische WAme c unabhängig vom
Dreeke, noch bei Gayens deren specifische Wirme e nnabhfingig von der

Temperatar ist, die innere Arbeit gleich Null zu sein braucht. Eä mag da-

her Iiiterebbe gewährcu,

VI.

OftM^ d«r«i inner» AxMt gleieli Ml, und dem ipaeUlseli« Winne M
censtaatem Drneke entweder uoabhingig om Bneke oder nnabfaAiigig

TOD der Temperatur iat»

einer näheren BetracIitMii;:: zu unterwerfen, wobei wir wieder p uod t als

onabhflngi^e V(m andciliclif ncliuioii worden.

a) AVcnn bei einem Ga^e die iiint rc Arbeit gleich Null sein boU, so

ninss nach .\b.schnitt IIF. «eine Zu-staiidsgleicluing die Forni 38«) (8. 220),

uud wenn die specifische Wärme r vom Drucke unabhängig sein soll, so

muss diese Zustandsgleichung nach Abschnitt IV. die Form der Gleichung

43) annehmen. Beide Formen vereinigen sich in der eiuen;

P
tro m und n absolute Constanten bezeichnen. Um diese Gleichung näher

sn begründen, kann man unter anderen lolgeud«'n Weg einschlagen: Wenn
man unter Zugrundelegung der Form 38 a) für v den 2. Differentialquotien-

ten — herstellt, so ntuss derselbe nach Gleichung AZn) Null sein; man er-
o r

liäk also,
^

kürzer mit bezeichnend, folgende Gleichung zur Bestlm-

.

niung TOD Fl
(PF p* dF 2p

oder:

d*F , dF ^ m
«— +2—— 0.

Das Integral dieser Gleichung Ist, mit m und n Conatante beseichnetf wie

leicht SU sehen:

to daas, nach Gleichung 38«)

:

ir=—^ + n
P

übereinstimmend mit der Gleichung 55) wird.

15*
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lieberdenZasammenhangeinigerphysik.Eigenschaften d. Gase.

Sats25. Gase, deren innere Arbeit gleieb Nnll, nsd

deren specifisehe WSrme € nnabbllngig vom Drecke,

blos Function der Teznperatnr ist, mttssen das Geieti:

i ^ + »
P

erfüllen.

Mau sieht, das engere I^f. -6. Gesetz ist eio specleller Fall von jenem.

Benatzt man nun umgekehrt die Gleichung f)5) in den Gleichungen 46)

nnd3d) so erhält man, wie natürlich, dieselben Resultate, wie in den Sätzea

11. und 12, wieder. Die Gleicliuug 2b) giebt das bemerkenswerths £»•

sultat:

66) c— Cj S3 Aau

Sats 26. Bei Gasen, deren innere Arbeit gleicli

Nnll, nnd deren speeifischeWärme e unabhängig yom

Drucke, blos Function der Temperatur ist, welche

also das tn Gleichung 55) enthaltene Gesets erffiltcn,

ist die Differena der specifischen Wärme c und Cj

gleich einer absoluten Conatanten (vergl. Sats 5).

Aus diesem und dem Ii. Satze ergiebt sich aber jetzt die Umkebrung

des 2ö'«":

Satz 27. Bei Gasen, welche das Gesetz:

P
erfüllen, ist die innere Arbeit gleicli Null und die spe-

cifisehe Wärme c u uabbüngig vom Drucke, blos l'anc-

tion der Temperatur,

fr) Wenn bei einem Gase, ausser dass die specifiseheWärme c von der

' Temperatur unabhängig ist, auch noch die innere Arbeit gleich Null sds

soll, so muss seine Zustandsgieichung die Formen 8Ba) und 51) in sich Tsr*

einigen. Dies thut aber wieder die Gleichung:

^ P
Zur näheren Begrttndung dieser Gleichung kann man folgenden Weg

einschlagen.

Die Bedinguug = Ap in die Gleichungen 40), 86) und 20) eingefabtl,

giebt die Gleichungen:

60) c— Ci^Jp ^.
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Von J. Bauscbingeb. 229

Aas der leisten folgt, uoter Berückbichtiguug, dass c von i unabhängig 8em
soll:

dt '^^ä?'

und bieraofl wieder in Biicksicbt aaf Gleichung 59):

oder:

Bezeichnet man hierin kürzer mit so erhält man die einfachere Dif*
o r

ferenüalgleieliiiiig

:

denn Integral, wie leicht sn aeben:

iät, uutci gp'(0 eine willkürliche Function Uloa von / vorstanden. Aus dieser

letzteren üicichuug folgt nun leicht:

wo fp{i) eine willküi liehe Function blos von l und ^{p) und f{p) willkür-

liche Functionen blos von p bezeichnen.

Benutzt man nun diese letzte Gleichung in der Formel 58)| «0 erhält

aan folgende Bestimmungsgleichung für 9, ^ und f :

Hieieiu folgt, wie leicht sa Beben, einmal:

''4-'-

also:

wo II eine absolute Conttante bedeutet; femer;

ilso:

^5^1=—

unter m' wieder eine absolute Constante verstanden, endlich:

1 d(p

oder: 9=:m"(«+0»
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230 UebcrdenZaBammenhangeinigerpliysik. EigeiiBchaften d.Gase.

mit m" eine dritte absolute Conitanta tteaeieltnet* Betet man dieee WeitlM

iu die Gleichung 62), so folgt:

m" (a+ /) m' (o + t)

oder kürzer:

P
übereinstimmend mit Gleichung 57).

lioniorkt man, dnss die Form der Gleicliung 57) keine andere als die

der Glciclinng 05) ist, und berücksichtigt man den Satz 27, so folgt aas dem

Vorhergehend pn

:

.Satz 2H. G a s p
, d c r c u i n n e r e A rb e i t g 1 e i c b K ii 1 1 , n n d

d 0 r r 11 f» j) o c i f i s c h c W a r in e 1> o i c o n s t a n t c m D r u c k e u n -

abhängig von der Temperatur ist, erfüllen das Qesetx;

»= n,
P

und ihre specifische Wärme bei constantem Drucke
ist auch unabhängig vom Drucke, also absolut eeo*

staut. Ebenso ist ihre speciffsche Wärme bei eoAttaa*

tem Volnmen absolut constant (vergl. Satz 20).

Da ferner c, ans den Gleichungen 26) bis 4b) nur bis auf eine willkür-

liche Function von / bestimmt werden kann, und da c ans der Gleichung 26)

nur mittelst au finden ist, so kann auch im gegenwärtigen Falle, ao wenig

wie in Abschnitt V., ans irgend einer Form der Zustandsgleichung auf die

Unabhängigkeit des e von der Temperatur geschlossen werden , ohne eine

Nebenbedingung für aufsnstellen. Wir können daher nur den folgendes

Sata aussprechen:

Sats 29. Gase, deren innere Arbeit gleich Null,

und deren speeifische Wärme bei constantem I>ruGke

unabhängig vom Drucke ist, erfüllen das Geseta:

P
und jene specifische Wärme ist sugleieh aueh nnab-

hängig von der Temperatur, also absolut eonstant,

wenn die specifische Wärme bei constantem Volumen
nicht blos unabhängig vom Drucke (Satz 12)^ sondern

auch unabhängig von der Tomporatur, also abt>olat

couälaut ist.

Wie ohon schon erwähnt, hnt sich aus den Versuc!i(Mi Ii cgn a u 1 t's er-

geben, dass die äpccttische Wärme bei constantem Drucke für atmosphärUfdie
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Von J. Baüscbixgeh. 231

Lnft and einige andere Gase nnabhHngig von der Temperatur und wahr*

scheinlich aiidh unnhhän<:ig Ton dem Di iR-ke, also absolut conatant ist. Die

Versuche, welche Gay-Lusaae und Welter snr Bestimmang des Ver-

c
hältnissea —= A der specifischen Wärmen bei constantem Drucke und

coDstantem Volumen mit atmosphärischer Lnft angestellt haben, ergaben

femer, data k für sehr erschiedene Drttcknngen nahezu eonstant war, nnd

da bei jenen Versnoben anch die Temperatur des Gases bedeutende Aen-

derangea erleidet, so darf daraus auch wohl auf die UnabhSngtgfceit des Ar

Ton der Temperatur geschlossen werden. Neuere Untersuchungen, von

Caa in*) angestellt, haben swar eine, wenn anch oicht sehr bedeutende

Aendemng von k mit dem Drucke nnd der Temperatur ergeben; ich halte

es aber nichts desto weniger fiHr interessant genug, die Gonsequensen tu

erfolgen, welche sich daraus ergeben, dass man e und k und folglich auch

c, , bei einem Gase als conatant Toranssetst.

Aber schon 'ein flüchtiger üeberblick der Gleichungcu 2(>) bis 46) lllsst

erkennen, dass es nur möglich ist, die Unabhängigkeit der Differens c—
on der Temperatur, nicht aber die von e nnd einxeln, in sie einanftthren.

Wir untersuchen daher noch:

* VIT.

Gase, bei denen die specifischen Wärmen c und r, einzeln vom Drucke

und die fiifiieieiis c— C| von der lemperatar unabhängig sind.

Weil Cx von p unabhüngig ist, so folgt aus^Gleichung 36):

dc^ dv jd9
dt 'dp dpdt'^ di'

Dies geht durch Einsetsung des Werthes von aus der Gleichung 4 b)

Qberin: Bp idv.

de dvdp dt'^ \dv I dp*
'

dp \
oder anch in:

^(dvy_^ dpdv d'v/dvV^^

Da ferner auch e Yon/} unabhängig sein soll, so folgt ans 36):

oder mit Benutzung der Gleichung 46) für c^-.

>äp/ dp

*) j4imatt» d€ Ml»e ei de pkgsl^e. Wmi» 18Ö2.
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232 Ueber denZusammenhang einiger physik. Eigenschaften d. Ga«e.

99
oder, da ^ nicht Nnll werden kann:

. dp d^v dv

Da endlich c— Ci von der Temperatur nnabhttngig ist, so folgt ans der

Qleichnng 26) noch:

oder wiederum mit Benntanng der Qleichnng 46) für e^i

Die Znstandsgleichnng 9s=:9(p,0 unseres Gases hat also die drd

Gleichungen 63) bis 05) an erfüllen. Ans der 63) und Ö4) folgt einfacher;

d V '

oder, da im Allgemeinen nicht Null sein kann:

woraus

:

unter <p und ^ Functionen von p allein verstanden.

Benutzt mau die Gleichung 66) in der 63), so folgt einfacher:

An der Stelle der Gleichungen 63) bis 65) können also die drei Glei-

chungen 64), 66) oder 67), und 68) cur Bestimmang der ZustandsgleichnDg

gebraucht werden. Wenn man die ans 67) folgenden DiffeientialqnotientSB

Yon V in die Gleichungen 64) und 66) einsetat, so kommt:

70) ^==0.

Ans der lotsten Gleichung folgt, dass ^ unabhängig von p, also gleich

einer absoluten Constanten * sein muss* Benutzt man dies in Gleichuog 69),

so kommt:

eine totÄle Differciitialgioichung der 2. Ordnung, ausv. elclier (p be??timmt

werden niiiss. Um dieselbe zu iiitcgriren, übertragen wir die Abhängigkeit
von q> auf/; und erhalten dadurch : .

'
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Von J. Bauschingeb. 233

d n
Setzen wir hieria ;t-= ^ , so erhalten wir die Difi'erentialgleicbung. der

1. Ordoting

:

• • • '

Der iategrirende Factor dieser GleichiiDg ist , and mit seiner Hilfe er-

hlllt man als Integral derselben

:

74) 9*U= r,

mit r eine Oonstanto beseiclinet Fttr y «einen Werth gesetst, wird die
(i<p

letale Gleicbang:

aus welcher nun leicht folgt:

dp

unter n eine Constante verstanden. Umgekehrt ist also, wenn die Vontei-

chen in die Conatanten genommen werden:

«ad daher die Zastandsgleichnng 67) unseres Gases:

7») ,= L(« + 0 + ^.

Bereehnen wir nnn nmgeltehrt mittelst derselben die speelfiseben Wärmen
c, und c,, so folgt snnüehst ans der Gleiehnng 46):

77) c,= ilO>+ ii>

Die Gleichung 2b) ergiebt:

78) c— Ct^sAr^

also c— wie voransgesetzt, constant. Endlich folgt aus der Gleichung 3 :

dp
ilso c, und nach Gleichung 78) auch c unabhängig von wie voraus-

gesetst:

Satz 90. Gase, bei welchen die specifisciion W?Cr-

men c und c, einzeln vom Drucke und die Differenz
e— Ci von der Temperatur unabhängig sind, mUssen
das in der Gleichung:

r (a + 0 . .

ansgeaprochenc Gesetz erfüllen, und umgekehrt, bei

Gasen, welche dieses Gesets erfüllen, ist c^sowie C|

om Drncke n-nd C| von der Temperatur unabhängig.
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134 lieberden Zusammenhang einigcrpliysik. Eigenschaften d. Gase.

Das engere If.^G.-Gesets ist ein specieller Fall des obigen für n and

ksaQ* in den SXtseo 4. bif 6. ergab sieb schon, dass bei Gasen, welche du

engere ]lf.-6.*Gesets erftlllen, die specifiseben Winnen c nnd bki Fnie*

tionen von t nnd die Dtfferena derselben eonstant sein mOssen« Wir sehen

jetst, dass nmgekehrt aar S^ftlUnng dieser Bedingungen^ die Gase nnr dii

allgemeine Geseti

p + n

an eifttllen branoben. "

Ans der Gleiebnng 77) ist ersiebtUcb, dass bei den in diesem Abschnitt

betrachteten Gasen, so lange it nicht s= 0 ist, die innere Arbeit nicht w-
scbwindet.

Sats 81. Bei Gasen, fttr welche die specifisehsn

WArmen ennd q einaeln TomDrneke nnd dieDiffersni

c—c, Yon der Temper&tnr unabhängig sind, welclis

also das Gesetz:

befolgen, ist im Allgemeinen, 80 lange n nicht Null iit,

die innere Arbeit ii i c Ii t g 1 o i c Ii Null.

Für w=ü geht das iu der Gleiebnng 7G) ontlialtcne Gesetz in das in der

Gleichung 57) des vorigen Abschnittes ausgesprochene über*

Fürth, im Februar 1865.
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XL

Harib, Sohn dm Zeid, und Qtuib, Sohn des Said.

Zur Geschichte der mathematischen Wissenschaflteo im X, Jahrhundert.

Von

M. Steinschneider.

1«

Zn den interessantosten Beilagen, darcb welche Libri's Geschichte

der mathematischen Wissenschften in Italien auch für Männer au<)<<rr!mlb

des speciellen Faches sehr nütsUch geworden, gehört die Note XIX des

tfsteii Bandes (p. 999— 464), der sogenannten Uber «noe^ d. ein Kalender

mit altem astronomischem, meteorologischem nnd agronomisehem Zabe^dr,

Das Sehriftohen beginnt: Sar& fiüi Zeid ejpiteopii qum componiä Muslamir

Imptralori. Itle UberpmUus eü ete, Vermnthllch ist das Wort Uber oder

sio gleiebbedentende« Tor Marib weggeblieben, weil der Abschreiber es mit

Farbe oder Miniatur nachtragen wollte, wie man dergleichen bekanntiicb

nicht bloa in Haodscbriflten, sondern ancb in älteren Drucken antrifft Die

Bedentnng dieses Umstandes wird sieh weiter unten ergeben. Ueber den

Verfasser and seine Zeit war Libri anf unrichtige Vermnthnogen gerathen;

aber schon in den Verbesserungen, T. II, p.521, theilte er die Ansicht Rei-
nnud'd mit, dass das Werk im Jahre Oül von einem spanischen Christen

vcifasst, und (lern llakein, Kli.ilif'cn von Cordova, gewidmet sei. 'V. TV,

p. 401 Wien }jX bri auf eine Stelle bei Gayango« I, 198 hin, auf wrdclie ich

siui irl^kouime. Die mannigfache Bedeutuji'C dieses Scliriftcliens für Oultur-

und Literaturgeschichte er«^?ih sich nus den daran geknüpften Bemerkungen

Ton Keinau d, in der Einleitung zur franzÖHiscben Uebersetzung des Abul-

feda (1848) p. XC und Memoire , . . sur rinde (1849) p. 359, wie auch von

Sediliot, Maleriaux p. 441. Wir erfahren durch Beinand, wie sich diese

sogenannte Baaernkalenderlitcratar in Verbindung mit den sogenannten

2tt Hondstatioiien bei den Arabern unter indischem Etnfluss ansgcbiidct

habe; so dass der Almanach des liarib als das älteste Document fUr die
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236 llarib, Sohn des Zeid, und Garib, Sohn des Said.

* Herrschaft dieser Ideon in Spanien gelten kann. Der Ursprung der Mond-

Stationen ward in den letzten Jahren Gegenstand einer sehr lebhaften

ControTerse swiacben dem verstorbenen Bio t, Sedillot« Kax Müller

nnd A. Weber (nnd gana kftralieb anch Whitnej in Anenka*). Dia

betreffende Literatur istTerselehnetinAnfang meinerAbhandL Inder Zeitselir*

d.Dentsch.Horgenl. Gesellschaft Bd. XVIII (1864), S. 118^901: „Ueber die

Mondstationen nnd das Buch Arcandam*^ Neben der Erörtemng ara*

bischer, in lateinischen nnd hebrftischen Bearbeitungen erhaltener QueHsa

über den Gegenstand, welche für die Ursprnngsfrage von Bedeutung sind,

war es mir auch darum au thun, nachzuweisen, welche Rolle die Mondsta-

tionen, mit ihrer bisher unbeachteten Eintheilung in trockene und feuchte,

in der Astrologie und Meteorologie, ii. A. anch in einer Art von Loosbfichern

des Mittelalters spielen. Es handelte .sich also auch darum, wann und

durch wen die iiulisch-nrabischcu Vür»tel!imgen ini Abeiuilande gellafig

wurden, und daher um ilon lateinischen Ucbersetzer des Kalenders

von Harib, eine Frage, die von den genannten Gelehrten gar nicht in Be-

tracht 'je/^o<reu war. Dass das Buch schon im Jahre 061 aus dem

Arabisclieu ii!»ersetzt worden sei, schien mir von vornherein kaum glaub-

lich, weil zu jener Zeit überhaupt schwerlich irgend eine wissenschaftliche

Schrift in Spanien ans dem Arabischen Ubersetst worden. Dies führte mich

gelegentlich (S. 120) auf die von M. Bttdinger in Bezug anf Gerbert's

(starb 1003) angebliche Beise nach Spanien hervorgehobenen Stelleo, in

welchen von Uebersetanngen aas dem Arabischen die Rede zu sein scheint}

CS sind diese: ein von einem gewissen Lupitus in Barzellona übersetztes

Buch aber Astronomie oder Astrologie, nnd ein Werk über MultipUcatioa

nnd Division des Weisen Josef, des Spaniers, lieber Lupitns und sein

Werk wilre irgend eine n&here Auskunft oder weitere Naehweianng sehr

wilnsehenswerth, da es mir noch sehr fraglich ist, ob ea sich nm eim diieet»

Uebersetsnng aua- dem Arabischen handle. Was Josef betritt, ao hat Btt-

dinger geglaubt, an einen arabischen, bei Middeldorpf erwlüinteii Autor den-

ken an dürfen, ttber welchen ich hier gelegentlieh Einiges benehtige, nach*

dem mir Middeldorpf*s Abhandlung selbst (Ih inHUuHt Hier, tu Bupmna^ quat

Aräbes etc, 4. GoetL 1810) zugänglich geworden, die aber fast nur auf Citatea

aus Casiri beruht. Middeldorpf nennt p. 33 unter den Mathematikern SB

Toledo: Josef bcn Omar „Algiaheri*' {sie) genannt Ihn AbiXhalta, wekber

per 30 annoa iuium sc dedit (/) confecliuni (uLulanun aslronomicarum. DeccssU

Eg. 435, Chr. 1043 (so richtig). In dem Auszüge aus Iba J'^iselikow il bei

Casiri II, US heisst der Name Ai<ji<th»'rii . >/ui praeler lUa-tts /i>irn(ini'>i f>

Jurisque periliam^ Mtrorum cogttüionc mcucme cluruil, . , reUcHs egregtis Ut/ru,

1) Siehe Jovm. üftheR, tuiai, Soe. 1865 «»f. 7. T. //.p. 391 fi*., dagegen Wehtf»
Abhandlung im letzten Hefte der Indischen Studien. Die Controverse ist noch Itci^

aeswegs geschlossen, und ich selbst habe die Absidit, lu der ]>. M. Zeitschrift auf

Gegenstand surttcksokommen.
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TaMa9 Atlr, empleetenlS^ tmif obiermOtonibutt iUuilralas, piai ip$e XXJC
tamontm spaUo aecuraUisime feeerot» Unter dem Jebro 1013 enebeint dieser

Josef bei Sedillot {FroUg. des iabies attr, d'Oloug-Beg, Jntroä^ p. CLIIJ^ No.06t

Tergl. p. LXXVUI—IX Ibn AbiTbalta); der mit arabiscben Lottern (nach

weleberQuelle?) umscbriebeneName laatet bier ai-Psehifmi oder ai-I>9chaj-

janif wenn man tbn als Patronjrminm von Jaen ableitet (siebe Lobb el<*

Lobab ed. Veth p. 73), was wohl sebr nabe liegt; nach Jaen sind die im

Jfthre 940 von Abu Muad (oder Monds) vorfassteu , wahrscheinlich von Ge-
rard ans Uieinona tibersetzten „ /V«(>f//</c /«Äe«** genannt, von welchen ich

in meinem 2. Briefe an Boncompagni handle. Hannat r (Litgesch. d. Ara-

ber, VI, 428, No. 5926") nennt Josef ,,Dsch ehini", was er ancli mit arabi-

schen Lettern nnisclueibt, und brnu ikt in der Anmerkung: „Nicht Dsclia-

jari (!), wiu in Öediilot's Prolegornenen." ,,Tlm1ka" bei Hammer ist wohl

nur Dl lu kfolilrr. Die Form Dscheliiui ist hier sicherlich unmotivirt und

mir übcriiftU]>t zweifelhaft. In der hebräischen Bearbeitung eines Commcn-

tars tiber das Buch Jezira^ Uber dessen arabischen Verfasser die ersten

Autoritäten noch streitig sind , der aber jedenfalls im X. Jahrhundert in

EairoM-an lebte und auch Schriften Uber Matbematilc verfasste,*) wird ein

„Omar (?) ben Dschihani" erwähnt, wenn die Lesart im Literatnrblatt

des Orient 1845, S. 503 richtig ist; in einer andern Abschrift ans derselben

(Httneliener) HaDdsebrift fand ieb Dsebibatb (Tbaw für Nnn Jod), und

mScbte fast verrnntben, dass er der Im IX. Jabrbnndert im Osten lebende

Omar genannt el-Dscba*htts seL*) lieber Josef ist mir keine weitere

Quelle bekannt, nnd bedarf Bttdinger's Hypothese wobl nnnmebr keiner

Widerlegung, naebdem das Datum 013 des Briefes von Gerbert sebon von

Cantor geltend gem'aebt worden, wie ieh aus Martin (les si]^jitf« niisitf-

rwx ele, Home 1864, p. 64, wo noch immer: Algiaberi) ersebe,' Mir scheint

aber aneb die Ansteht des Letateren aDgemessenerf dass der von Gerbert

erwftbnte Josef niebt der Verfasser eines arabbeben, sondern eines lateini-

schen Originals. Wenn Oantor sogar an einen Juden denken mtfehte, so

kann ich wenigstens bezeugen, dass naeli z^^'anz?•^jä!lrigen Specialforschun-

gen auf dem Gebiete der jüdischen Literatur and insbesondere der arabi-

schen Schriften der Juden, nnd ganz besonders im Bereich der externen

Wissenschaften, mir kein jüdischer Verfasser einer mathematischen Schrift

vor dem XI. Jahrhundert in Spanien bekannt f^'ewordcn; denn der von Ca-

siri dahin versetzte Astrolo^' 8ahl ben Bischr (Baschar) , dessen Schriften

unter dem Namen Zael JsmaclUa u. s. w. gedruckt sind, gehört jedenfalls

nach dem Orient, und ist böcbtit wabrscbeinlicU identisch mit Sab! genannt

2) Sioho muia Jewish Liieraiwe p. 3(}3, Jüo. 03, »ogefübrt von Fric dleia in der

ZeiUchr. f. MatLcm. lid. VlU.

3) lieber diesen Autor (starb 808/0) sieh« Wüsten feld, Geseb. d. arab.Aerite

§. 85; vergK Hammer, Lilgescli. IV, 474, 88&, V, 825; Hebr. Bibliographie 1801,

8. 81, A. 8.
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der Babbiner ans Tabariitao (am 800), desteo Baarbeitong des Almagest

allein das Kapitel von der Projectioo der Strabien batte (vergl* D. IL

Zeittcb. XVin, 16S). leb babe micb bei dieser Nebennntorsiiebiuig etwas

länger anfgebalten, weil ste meine Vermntbnng unterstütit, dass der latei-

nisebe Uebersetaer des Kalenders in einer etwas spfttern 2eit an sneben

sei, am ehesten in der BlUtbeseit soleber üebertragnngen; nnd da ieb in

dem Verseiehaiss der Uebersetsungen Gerard'sTonCremonaein„£i*
ber anohe** fand, und der Pariser Oodex, ans welchem der Kalender Ten

Libri abgedrnekt werden, niebt wenige Üebersetsnngen 6erard*s an enthal»

ten scheint (Tergl. Zeitscbr. f. Mathem. X, 468 ff.); so liegt nichts näher, all

auch den Kalender ihm zu viiuliciren. Jene Vermuthüng würde nur dsao

zu verwerfen sein, wuim etwa Spuren einer Bekanntschaft mit der Utei-

uischcn Uebersetzang über die Zeit Gerard's binaufreicben*

Das arabische Original des Ahnanach sclioint fast zu derselben

Zeit von einem berülimteii rauhammedanischen Autor in Spanien benutzt wor-

den zu sein, als es den Chrihten zugänglich gemacht wurde, und diese Spwr

wird uns zur näheren Kenntnis s des Verfassers fuhren, der unter etwas

verschiedenem Namen auf andern Gebieten sich rühmlich bekannt gemacht,

ohne dass meines Wissens arabische Schriftsteller nnd berühmte Orienta-

listen, denen wir diese anderweitigen Nachrichten verdanken, die Ideatitlit

erkannt hätten, obwohl sie ihnen sehr nahe lag.

Gehen wir annltobst anf die Origiaalqnelle ttber den Kalender Bariick,

welche erst in den leisten Jahren snginglich geworden. Makkari {Jutt-

iectei sw fkitloire tTSspagne, pvbUen par R, Doxy ele. Legde 1856— Ol , T, Ih

p» 125, nngenan flbisrsetst von Gayangos, The hiHory ofthe Mukamm* Dff

nastiet in ^Mun /, IM, 483) theilt ans den Znsfttsen des Historikers Ihn Said

(XIILJahihnndert) an einem Panegjrikon Spaniens von Ihn Hasm folgende

Stelle mit: tf^f^ die Sternkunde anbetrifflt| so hat Ihn Zeid el-Usknf
der Cordnbenser dartlber Schriften verfasst. Er stand dem Hnstan*air ben

Na*sir el-Merwan sehr nahe (war Günstling oder dergleichen), und für die-

sen verfasste er das Buch: Eintheilunf,^ der Zeiten und Beglückung der

Körper, Darin geijchieht Ki wiihtiung der MondstatioiiLU , nud was damit

ziLsainmenlKfugt, in zweckmässiger empfehlenswerther Weise." Ibn H-^iJ

fügt hinzu, daas ein Autor seiner Zeit, Mutarrif aus Sevilla, Aehnlicheij ver-

sucht, aber von seinen Landsleutcn als Ketzer verschrieen worden, und da-

her von den betreffenden Schriften nichts in die Oeft'entlichkcit gekommen.

Gayangos (p. 482) bemerkt, dass das Wort Uskuf oder Oskof (so ist zu vo-

calisircn, entsprechend entcxoitog^ nicht: „Askaf") hier zweideutig sei, da

„Ibn" Öohn bedeutet, also filius Zeidi episcopi oder episcopus übersetzt

werden kann ; er erklärt sich für Ersteres ans sachlichen Gründen , denn

wenn nicht etwa Bischof ein Spitzname sei , so dürfte man wohl annehmen,
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daw ain Mldiar sum Islam flbergetreten aai, und den Kamen Zeid angenom>

raen habe, für den Vater eines Btsehofs passe der Name Zeid nicht «~ Den»

noch liest man bei Hammer (Litgesch. V, 810, No. 4063) unter Anführung

Ton Gayangos: „Ibn Seid el-Askaf nm J« 850 (OOl) , der Bisehof . . Ver-

£Maer Torsohiedener astronomiseher Werke, als 1. das Bnch der Bintheilnng

der Zeit nnd 2. (!) die Herstellnng der Leiber" . . .t — leb sehe aber aneh

gar keinen Grund, warum der Bischof nicht als Christ zugleich den arabi-

schen Namen Zeid Ijabcu konnte. Von nnserm Hurib fil. Zeid cpis c o pi

wusste anch II lumicr noch Niclits. Was ist aber Uarib? Der Namo
quälte mich tiitu Zeitlang, bis ich ganz zufJtllig in Wüstenfcld's GeÄchiclito

der arabischen x\erzte S. 55, No. (Mi auf den Artikel: „Garib ben Said aus

Cordoba, Secretair des Spanischen Khalifeu Abd el - Kahnian III, nnd

ei Hak im el - Monstanser billah'' stiess. Namen, Zeit und Stellung waren

zu I rappaut, um an der IdentitHt zu zweifein, und ich suchte auch über Die-

sen nähere Nachrichten, bis ich sie znletzt sogar in derselben Qnelle , nur

wenige Seiten von Ibn Zeid entfernt, fand; doch mag anerst noeh die Be-

nntzang des arabischen Originals nachgewiesen werden.

Der mohammedanische Autor, welcher den Kalender benntste, war ein

Zeitgenosse Gerard 's, der Verfasser eines wohlbekannten, namentlieh we-

gen der aahlreiehen Quellen vielfach besprochenen Werkes Uber Agrieultnr,

Ibnel*Awwamaus Sevilla. Das Werk istbekanntiteh arabisch heransgege-

ben miteinerspanischenUebefsetsungvonJ.A.Baoqueri (Madrid 1802), welche

Viel sQ wünschen ttbrig Hess. Im Jahre 1804 erschien in Paris der 1. Band der

fransGsisehen Uebersetsung von Glement-Mnllet, mit einer ausführlichen

Vorrede, welche jedoch in der Besprechung der Quellen des arabischen

Werkes weniger Neues bietet, als man vielleicht aus dem Erbsitse der

orientalischen WissenschafI erwarten durfte.^ Aneh die Notis (p. 40),

dase der von Libri edirte Almanach von Cordova beontst sei, ist nicht von

einer nÄberen Nachricht über den Verfasser begleitet; vielleicht iht noch

Manches für einen Specialindex der angeführten Autoiitateu am Schlüsse

des 2. Bandes viTsparty Üanqueri hat am Schlüsse seiner Einleitung,

leider ohne Stellennachweis, ein Verzeichniss der iraWei k« vorkommenden

Autoren gegeben, welches stark reducirt wird, wenn raan die iilentitiit der

mitunter nur sehr wenig abweiciienden Namen erkennt, wie das schon nus

E. Meycr's Hectiticationen ersichtlich ist. Uns interessiren hier die drei

auf p. ti2 dicht hinter einander vorkommenden Namen: Azib ben Sa^id der

Cordub» tisor, Garib Ibn Sa'id oder Sa'ad und Garib ben Mn'in (oflfenbar ein

Lesefi liler für Satd, wie Azib für Garib). Jlier habei] >vir also den Namen
dr s Kalenrlermachers in etwas abweichender Form. Garib unterscheidet

sich von Harib des Lateiners im Arabischen nur durch einen Funkt: denn

4) Vgl. S.B. Ro99tArUMetet Pteudepifftuphus (18Ü4) p. 208, and D. M.2sltselir.

1801 (M. XTUI), S. 100.
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dns lateiniscche H drückt hier den Kehllant des Buchstaben Ain aus, wie

in „H^li** fttr Ali , Haomar" für Omar q. dergl.; der lateinische üeber-

aetser hatte also den Namen Arib vor sich. Hingegen ist 8a*td in der

That ein gani anderer Name als Zeid, nnd eine Verwecfaslnng dieser Bei«

den ist anf rein arabisehem Boden weder in der Scbrift, nooh in der tönen-

den Spracbe leicbt möglich. leb gestehe, dass mir inr Erklttmng dieser

Variante der passende Schlfissel fehlt,

3.

Arib (oder Garib) ben Sa4d ist eine, namentlich dnreh Dosj*s Fer-

oebuttgen*) jetat bekannte, nnd dnreh die eben naebgewiesene Identitit mit

dem Bisehofssobn noch intessantere Persönlichkeit; ich werde hier nur

Quellen nnd Resultate knrs snsammenstellen, da die meisten Coigeetaren

DoB/'s schon an sich sehr wahrscheinlich, nunmehr als •ident beaeichnet

werden ktfanen, bis auf Einiges, was eben durch Jene Identification sn

modificiren ist«

Makkari, an der oben erwähnten Stelle (II, p. \2Z\, erwtthnt einer

Chronik, deren Verfasser in den meisten Handschriften Garib ben Satd der

Secretair ajis Cordova licisst; die Herausgeber cmendiren Arib ben Sa'ad,

wahrscheinlich gestützt aul die Erörterungen Dozy's, luiii ebenso II, p. 93.

Schon Gnyangos (p. 49-1 zu p. 194) hat mit den, bei Casiri irrthüinlich so

genannten Garib ai ben Said oder Saad hingewiesen, welcher ein im Escu-

rial befindliches Werk über Entstehen des Foetus und Verhalten der

Schwangern nnd Kinder" dem Uakem im Jahre 353 (064) widmete, und bei

Ihn Awwaai angeführt wird. Casiri (I, 324) setzt hinzu, dass er Secretür

des Abd-er-Rabman III. war und über VeteriiiaikuuJc m lirieb. Die

Quelle für ErstcK s ist unbekannt, Letzteres walirsclicinlich eine Conjectiir

(nach den betreffenden Stellen bei Ibn Awwam), die auch Dozy (p, 42) als

solche vorbringt. Darauf hin hat auch wohl Hammer (Litgesch. V, 511,

No. 4474) „Arib Ihn Said" (sie) als Arzt, Oekonom und Gescliicbtschreibor

baaetchnel. Mir ist das Werk über Vetcrinärkunde noch sehr zweifelhaft.

Per Almanach nimmt auf Falkncrci, Fischfang u. dergl. Rücksicht (siehe

s« fi. bei Libri p. 415, 425 , 430 , 444 , 448), und die Citate Ibn Awwan's (bei

Banqueri II, 490
, 402, eine Vergleichung ist mir nicht möglich geweven)

könnten wobl dem arabischen Original, das vielleicht auch nur auszüglich

fibersetzt worden, angehören« Aber auch die Namensform scheint mir nicht

so gesichert, wie Dosy annimmt, doch mögen suerst noch einige sachliche

Bemerkungen folgen.

5) //{.Ktoirc (fe t' .-Ifrv/ue et de l' Espagne etc. pur Ibn Aditari et Frugments de In Chro-

nique d'Arib elc. Leyde 1Ö48— Ibäl , T. I Indrod., p. 37 ff. — Die 2. Aiisgube von

Dozy^s liecherckeg ist leider auf der hiesigen kuuiglichen Uibliothek nicht orluui'-

den, ich welM also nicht, ob dort Etwas Uber unseren G^snstand sn finden ist.
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4.

Botj Iiftt Daebgewiesen (p* 48), dasa die Chronik desArib, deren

Fragment er eofgeAinden nnd ala Einsebaltiiog in Ibn Adbari (I, p. 144 bis

SM?) edirt bat, bis anm Jahre MS H* reichte, aber nicht 868 H. Überschrei-

ten konnte, also awiseben 918— 77 abgefasst ist. Ervermnthet, dass Arib

ein Client oder Abkömmling eines Freigelassenen {Mauta) der Omajaden

war, nnd hebt hervor, dass nirgends sein Genttltciom vorkomme, wie auch

der Charakter seiner Oesehicbtssehreibung einem solchen Verhlltntss ent-

spreche. Das erklSrt sich noch einfacher, wenn Arib selbst Christ, oder von

christlicher Abstanin)un<;, oder Renegat war. Der Geschichtschreiber war

aber auch im Orient bekannt geworden.

Als Dichter erscheint offenbar kein nntlorer, als unser „ G arib ben

Said" in der Jelime des Thnalebi; dotiu in dein d'edichtc bei Hammer V, 889,

No. ftOll, grtisst der Dichter vom Xordon aus die Freunde in Cordova, im

Palast Rossafa, und, wie es scheint, wahrend einer Ifin^cren Abwesenheit.

Doch darf man auf llnninier's Ufber-sctzungen nicht zu viel Schlüsse bauen.

^^^Iln Dozy den Nnnien Garib, der in allen von ihm und uns angeführ-

ten Quellen bcdputcnfi vi)rvvipj»t, geradezu verwirft, und Arib vorzieht,

selbst ohne das lateinische Ilarih mit in die \Va;^schale legen zu können, 60

giebt bei iiun den Ausschla;; eine, Stelle eines Historikers des V. Jalirlinn-

derts der IL, Ibn Schebat, welcher den Namen vncalisirt, uml liinzusetzt

;

,,dadi ist bekannt", nacli Do/y's wohl richtiger Auffassung: ,,e8 ist ein be-

kannter Name". Allein bei Ibn 8chebat selbst lieisst der Namo sonst Garib,

nnd die Vocalisation passt für beide Formen; es ist also ebenso möglich,

nnd nach allen andern Umstanden sogar wahrscheinlich, dass an den ftns-

serst wenigen Stellen, zu welchen anch der Text des lateinischen Ueber-

setzers gerechnet werden kann (wenn man nicht etwa vor Harib noch ein

G ausgefallen denkt), der diakritische Punkt des Buchstaben Gain ansge-

fallen sei. Dafür spricht, soweit ich es übersehen kann, die Freqnena dea

Namens. Ich habe in den mir eben zugänglichen nra!)ischen Namensver-

seicbnissen nirgends Arib gefunden, Freytag's kleines Lexicon hat nicht

eiomal diese Wortform. Hingegen erscheint s. B. Abn Scnan Garib ben

Uohammed Ibn Maka bei Ibn Khallikan (No. 192 Wtlst. , in 81ane*s Ueber*

setsnng I, 488), Abn *1 Garib bei Uadschi Khalfa VII, 1076, Ko. S885; viel-

leicht ist anch Garbib, Dichter in Toledo, bei Hammer V, 700, No. 4818

nur Lesefehler Itlr Garib? Dieses Wort bedeutet aber peregrimu^ weshalb

aneb Ptolemlns , der sonst nnbekannte Verfasser einer Biographie nnd

Bibliographie des Aristoteles, in dem Specialartikel des al-Kifti das FrKdi*

eat el- Garib führt. Ans dieser Bedeutung, die fQr den Namen eines

Christen oder Benegaten sehr wolil passt, wQrde sich vielleicht auch die

g8naliche Weglassuog des Eigennamens beiMakkart („Ibn Zeid", als Ver-

fasser des Almanachä) motiviren lassen?

Diu nnck allem uii^i|,^ebenen Znsammentreffen in Namen, Zeit, Stol*

Ztitwbrift f. MfttbcMlIk 1. Phftlk. XI, t. 10
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Inn;:: u, s. w. doch der Verfasser des Alinanach ein anderer sei, als der

Arzt, CiescliicliUchreiber und Dichter, das v^ird wohl Nieuiaad behaupten

wollen; es wäre daher jede weitere Aufklärung mit Dank anzunehmen.

Unter solchen Umständen wird auch die nachfolgende Notia, die mdglieber

Weise auf unbenutxt^ (JtteJien fUbrt, am Orte «ein.

5.

Gayangos (I, 482) weist bei Gelegenheit dea Bischofaeohnes anf die

Steilnng bin, weicbe die Christen CordoYa*8 anter den erlenebteten Omaja^

den einnahmen. „Ein anderer Bischof von Gordova** wurde von Abd er*

Bahman III. nach Dentsehland
, Conatantinopel n. s. w, gesandt. Dieser

Gesandte an Otto, Uuterbftndler mit Johann Göra (OM-S) n. s. w., heisst

in arabischen Quellen Sabi*n (Maltkari II, 235, 373-- 4, Gagangoa 1, 93»,

502, II, 139, 464) { der Begleiter dea Johann wird in christlichen Qellen Be«

cemund US genannt und als SecretKr (Kalib) beaeichnet. Dieser Babi*a

ist es offenbar, welcher Ton Ibu Abi 0*seibia in seiner Geschichte der ara»

bischen Aerate im XIII. Kapitel (Aerzte Spaniens) erwühnt wird, in einen

Artikel, dessen Ueberschrtft in den Handschriften nicht abereinstimmt, aber

wahrscheinlich Kitani lautet, in der Htlnchener Uandschrift Bd. II, BL 105:

Tibjani, in der Berliner Handschrift finden sich nur die Anfangsseilen des-

selben. Dieser spanische Arat, Namens Abu Abd Allah Muhammed, starb

um QeariO mini) 420 H. (1020), beinahe 80 Jahre alt« In einer seiner Scbrif<

ten las der Biehter *Said von Toledo (schrieb um Iptiü) , dass er die Logik

bei verachiedenen MSnnern stndirt habe, deren Namen Hammer (V, 29b)

zum Theil unrichtig w iedergegeben.*) Der siebente iai richtig Muhammed
bon Mciuun, genannt Marcus — woiil ein Renegat — , der neunte Abu!
'llarith der liibchof, Schüler des liabi'u Ibu Zad el-U«kuf el-Filu-

sui. iiumnu'r liat das zweite Uskiif unübersetzt uela.sson , vielleicht im

Zweifel, üb Jvabi'u oder Zoiti uls Bi&cljuf bezeiclnieL wenle. -Vn der IJeu-

tität dieses Kabi'u mit dem gleichnamigen Bischof hei Makkari kann v^ie-

dt'iiuu kein Zweifel .sein. Es bietet sich aber hier der Ausweg, anzuueh-

iiieii, iliih.s die Bezeiebnung Biscljof hei Makkaii durch Weglassung des Va-

ternanieiKs auf den .Sobn übergegangen. Ist liabi'u ferner eine ümsteüuug

von Arib, oder sind es ätwei Brüder, bülmc des Hiselinj,^ Zcid?

Cordov a's Bedeutung für die arabische ^\'i^sen^^chal L tritt unter der Re-

gierung Abd er-lvnbnjan 's liervur und erreicht eigentlich sclnui den liuhe-

punkt Unter seiutua Nachlülger liakeni. Welchen Einfluss auch hier, wie

in Bagdad beim ersten Aufblühen, Ciiristen und Kenegaten, sowie ein/.eluc

Juden, ausgeübt, wird ngch zu unteriiucbea sein. Ick erinnere au den auä

0) Ko. 4. Kaditi lies Kadai; &. lies eI-Mc«*udi eKBokhari; 8. in der Handschrift

Said b«n Jsl*hntt (7); 10. Abi Ut'sis el-Bukhari; 11. el-llerhiti, offenbar eis

Schreibftfbler Ittr Medscbriii, di;r b«rabuite Mathematiker, siebe Zur pseudeplgr*

Lit. B. 13, A 1.
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Onn^tantino jiel geetcntleton Nicoiao«, "welcher mit dein Juden 'Hisdai (oder

'IJasclidai; den Dioscorides nach Sjmnipn vcijtfl.ujztft (051 — fil).') Unter

den Aerzten Spaniens, über welclie Ihn Ahi O'sdliia hcriclitct, sind verhiilt-

uissinnssij^ viele Christen und Jn<ieu ;*leidei- sjind die heti rlVcndcn Nachrich-

ten bis jetzt meist nur aus den unvollständigen und unzuverlässigen Anga-

ben IlaniDier^tj bekannt. Dio letzte (Quelle scheint in diesem Kapitel das

Werk des Richter's 'SAid aus Cordova zu Toledo, über dessen schon früher

conjicirte Identität mit einem bedeutenden Astronomen, dem Geführten des

Instrumentenmachers Zarkali in der Redaction der Toletanischen Tafeln,

ich 1:fir/lich durch eine arabische Handschrift in München zu vollständiger

Sicherkeit gelangt bin. Um so begreiflicher ist es, dass unter den in seinem

Werke genannten spanischen Aerzteu nicht wenige, und gleich die aller-

ersten einen höheren Rang in den mathematischen Wissenschaften einneh-

men, als in der medicinischen. — Da man nun in letzter Zeit vielfach auf

die Beziehungen der Araber in Spanien zu den Christen gcrathen ist, bo

glaabte ich, daaa auch der Verfasser des Almanachs von Cordova nähere

Nacbforscbung verdiene, weiche mit den obigen Mittheilungen nicht abge-

•ehloseen, sondern Tielmehr angere.gt werden sollen.

Berlin, Anfeng des Jahres IMd.

Nachschrift. Erst beim Abdruck des Artikels bin ich im Stande,

die Stelle ans Job« t. Qöra (aus Perta, Monum. IV, 374, Cap. 128j mitsn-

tbeilen

:

Tandem exsUiÜ inter patatina offiUa Heeemtmdut quidamt adprimtte talhoH-

cuSt et liUeris optimt tom tkostrarum quam ipeius inter quos vertabatttr 1mg, Arob,

instäutus. Otd tantum in regia habebat offitiii ut diversorum pro neeeeeitaUbue

ad paJalium occurrentium [concttrrJ\ causis exira audiUs, quia litterit omnes iti

querem^mae vel causae tignantur et resignanlur, hie noiata inferret^ itidemque

respansa eeripta referreL Plureeque eidem alü erant offitio delegali ce(,

7) Siehe Philosfl. Luzsatto, Notice sitr Ahou-Jotuouf Natdaielc. Pari» läö2,

^•16,&6i Mey<ir, Gesch. ü. Uulauik III, 137, 172.

16'
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ZYL ITdlMff Yialeek«^ VielMite und TielflMli«. Von Dr. Hebtsib.

1) Dat volUtXndige ebene n-£ck In der Ebene«

Daa V ollst ftnd ige ebene n-Eek ist ein Gebilde aus n beliebig ia

einer und derselben Ebene liegenden Punkten« Dasselbe bestimmt:

^ft(n^]) Seiten nnd

|n(ft'l) (n'2)(ft— 8) Diagonnlpnnkte.
Eine Seite ist die VerbtDdnngsgerade xweier Ecken; in ihr liegen:

2 Ecken nnd

•|(it— 3)(fi— 3) Diagonalpnnkte.

Ein Diagonnlpunktist der Schnitt aweier steh nicht in derielbea

Ecke treffenden Seiten.

Diese Sesnltate lassen sich sofort anf das ollstXndige ebene

n-Seit übertragen.

Die |n (it— 1) s=s in Seiten des »«Ecks bilden ein ToItstKndiges ebsnM

m-Seit mit ^m{m— 1) gleich

J (« + 1) w («—1) (m— 2) Ecken j
jeder der »

»•Eckpunkte (des n-Ecks) ist

J(n— 1) («— 2) fach, jeder der

(n— 1) («— 2} («— 3) Diagoualpuükto

2) Das V o 1 1 8 1 U n tl i g e w - E c k im R a u m c.

Da8 vollst Kn d ige «-Eck im 1* n u u\ o ist ein aus //Punkten, welche

beliebig im Kaume lio^rm, bestciicuduti Gebilde. Dasselbe bestimmt:

{n— 1} Kant c n
,

in in— l)(N—-2j Ebenen,
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yj(« + 4)ii(»— I) (a-~2) («— («— 4) Diagonalen — nnd

«war:

4« («— 1) (n— 2) («— 3) (/I— 4) Diagonalen 1. Ordnimg»

y2"("-0("-2)(«-3)(/i-4)(«-4)„ 2. „

TAT*»("-**0(«--2)(«-3)(n—4)t»*+n^73»«+a&7«— 102j Dia-
gonalpunkte — und zwar:

fi (n- 1 ) (II - 2) (it - 3) (/I - 4) K an t e n -Diagonalpnnkte nnd

TlW»(»^0(«—2)(ii—S) (ft—4)(fi—5) tii*+6ll'*43lt+43|
H anp i - Diagonalpunkte.

Diese letsteren bilden vier Qruppen, nümlieli

;

) n (ii- 1} (n-2) (fi-3) (»-&} Diagonalpunkto 1. Ordn.,

|ii(n-l)(ii-2)(ii-.S)(j|-4)(»-5)(ii-*d) „ 2. „
,Vn(«-l)(«-2)(«-3)(n-4)(ii-5)(«^«)(«-7)., 8. „

T aVs " i"-^)M)M) («-4) {«-5) (n-0) (/I-7) (n^)

Doreb jede Ecke gehen:

n— 1 Kanten

,

1 (/I — 1) (n — 2) Ebenen,

^ (n— — 2)(«— 3)(n— 4) Diagonalen 1. Ordnung.

Eine Kante i^t die VerbindungsgeruJe iiweier Ecken J darcU sie gehen:

n — 2 Ebenen, iu ihr liegen

:

2 Ecken und

— 2) [n— 3)(/»— 4) Kanten-Diagonalpunkte.
In einer Ebene, bestimmt durch

3 Ecken, liegen

3 Kanten,
^(ii + 4)(»— 3) («—4) Diagonalen — nnd zwar:

\(n— 3) («— 4) Diagonalen 1. Ordnnng,

3)(n—4)(«— 5) „ 2. „ — , nnd

^(n—3)(«— 4) 73«*+2U3/i— 246| Diagonalpttakto.

Von diesen Diagonalpunkten sind

— — — 4) Kanten- Diagonalpnnkte — nämlich

) (fi—2) (ft— 3) (it— 4) auf den 3 Kanten der Ebene nnd

^(n— 3)(fi—4} als Schnitte der Ebene mit den

dieselbe schneidenden Kanten des n-Ecks — , und

^«(ft—3)(if—4)(ii--5) ta»+Oii*—43a-h42} Havpt-Diago-
nalpnnkte; nnd xwar:

3 (»—3) («— 4) («—5) erster Ordnung,

|(fi— 3) (n— 4) (n— 5) («— 6) zweiter Ordnnng

:

I (/i-3)(n-4) (n-5) (n-o) als Schnitte sweier in der

Ebene liegenden Diagonalen 1. Ordnung, und

|(«-3)(n-4)(n-5)(«-6) als Schnitte Je einer Dia-

gonale 1. Ordnnng mit je eiucr 2. Orduuug, beide

iu der Ebcuu iicgeud|
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S)(ii—4)(«— 5)(>t—6)(«— 7) dritter Ordoong:

!^(n_3)(n—4)(ii—5)(n—0)(n»7) als Schnitte je

einer Diagonale 1. Ordnung mit je einer 2. Ord-

nung, beide in der Ebene liegend

^

J (/I— 3) (/i— 4) (/I— 5) 6) (n— 7) aU Sebnitte

zweier in der Bbene liegenden Diagonalen 2.

Ordnung, nnd

j\(n-^)(n-4)(n-bi{n-0){n-l){n-S) vierter Ordnung.

Eine Diagonale 1. Ordniinn^ ist der Schnitt zweier durch dinselbe

Keke gehenden , sich nicht in einer Kaute scLneideuden Khenen. In ihr

liegen 1 Kcke und

^j,,»— 0««— n + 42| D iagoii .ilp uukte; von diesen sind

2 Kante» J^ia;;onalpunkte,

^ (fi 4- 2) (n— 3) — 5) H a n p t - Diagonalpuukte, und swar

:

4(« — 5) erster Ordnung,

2(«— 5)(;j— 6) zweiter Ordtnuig,

— 5)(w— 0)(n— 7) dritter Ordnung.

Eine Diagonale 2. Ordnung ist der Schnitt zweier Ebenen, welche

keinen Eckpunkt gemein haben. In ihr befinden sich

^{ft*

—

Zn*—34»+ 132| Diagonalpunkte; von diesen sind

6 Kanten-Diagonalpunkte und

^(ft— 2)}it*+ 3ft— 16| Haupt - Diagonalpnnkte, nlmlieh

:

9(ft— 6) zweiter Ordnung,

S(fi— 6) (ft— 7) dritter Ordnung und

J(«— 6)(»— 7)(ii—8) vierter Ordnung.

Ein Kanten-JiiagonJtIpnnkt ist der Scbnittpunkt einer Kante mit

einer nicbt dnrch sie gehenden Ebene; durch denselben gehen

1 Kante,
n— 1 Ebenen und

t Diagonalen, nämlich:

3 Diagonalen ]. Ordnung und

H — 5 2. •

Ein Ilanpt-Diagonalpunkt ist der Scbnittpnnkt dreier nicht durch

eine und diesi lbe Ecke gehender Ebenen, von denen je 2 keine Kante ge-

mein li.ibcn; iu ihm schneiden «ich 3 Diagonalen. Der Schnittpunkt von

3 Diugt'uulen erster Ordnung ist ein IIa u p t - D i ago n a 1 1 n n k t erster

Ordnung, von 2 Diagonalen t'i>ter und 1 /weiter Ordnung; riu llaupt-

Di ago n a I p u n k t zweiter Ordnung, von 1 Diagonale erster und 2

zweiter Ordnunjr ein II a n p t - D i ag on a 1 p n n k t d r i 1 1 e r O r d n n n g, von

3 D il: tuilen zweiter Ordnung ein Haupt-Diagoualpunkt vierter

Ordnung.

Di« vorstehenden Angaben lassen sich leicht auf ein Gebilde, welchem»
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•0« it beliebig im Räume liegenden Ebenen besteht— das sogenftnnte to 11

stXndige »-FUch — übertragen.

Sieht man die ^ii(fi—l)(n—2)=m Ebenen eines vnli^t in Kgen n-Ecks

imRanoie aUein TollsiXndiges m- Flach an, so hat dasselbe

^m(m^i)(m— 2) gleich

^JC'*""'^)^"^^)!"'^*'!»*— —m Ecken.

Diese sind die

nEcken (des R-£cks), von denen aber jede

^^ (n—l)(n~2)(n—3)tii*—8n*~IOfi + 82| fach sn Süh-

len ist, die

ft (n^i) (fi—2)(n-^)(n—4) Kanten- Diagonaipnnkte, jeder

f(n—2)(/i ^3) fach an nehmen, die

1 s'gj
" - 0 ("- 2) (n -3) («-4) (ii-5) + 6«*-43« +42|

Ifachen Haupt*Diagonftlpnnkte nnd

^fi(^ti— 1) auf je einer Kante im Unendlichen liegenden

Pnnkte, von denen jeder

^ («— 2) («— 3) (/»— 4) fach an nehmen ist. —
Dieses m-FUch bat femer \ m(m— I) gleich

y^„(„_l)(w_2)(«— 3)tn' + 2| Kanten, nXmlich

^/y (;/ — 1) Kanten des n-Bcks, jede

i t;/
— 2) (« — 3) fach SU nehmen, nnd

+ 4)«(n— 1) (n— 2)(rt - 3) («— 4)

Ifache Diagonalen.

XVIL lieber die elliptische Constante 0(0).

Jncobi bat sclion sehr bnld, nachdem ZKlilor und Nenner der ellip-

tischen Function in unendliche l'i nducfp onUvii kclt waren, dinse Functionen,

die O- Functionen genannt werden, in iieiiieu cntwiclteU und zwar von fol-

gender Form

:

^ cos* •— «I
2

Die Bezeichnung weicht von der Jacobi'schen etwas ab, un«i ist die,

wie sie dnrch Kiemann's Arbeiten gebräuchlich geworden ist. Die Con*

Btantc C, welche nur von a abhUngt, oder crgiebt sich hier in Beihen-

form unraittelbar, man kann aber dieselbe nicht mitllilfe einer naheliej^en-

den Eigenschaft der O Reihc in Productforin darstellen ohne sich besonderer

Kunstgriffe so bedienen, wie Jacob i fundam, nova pog. 178 teq. Hiersu

Digitizcü by ^(j^j^l'^



248 Kleinere Mittheilungco.

genagt die Eigensehaft der »-Reihe ?Lpfi=i^'-\ welche sichbekanni-
dt)^ da

lieh aucli dazu verwenden lässt, die Oonetanten böherer »-FuaetioneB darch

Integral« algebraisclipi- runctionon nuszudraekeD.

Wendet men diese Differentialgleichnng auf die Grleichnng:

A \

COJ* at
2

an und »etst nach der Differentiation pssO, so erhält man:

cot* a •

2

und dies ist gleich 4.^^^. Hieraas folgt:

2 ' da

Und darch Integration:

A: ists 0, wie man aas Specialisirang von a gleich—oo erkennt. Htn

erinnere sich der Furmel lg ^--1—=-2(2+^ + ^4-. ..jaus welcher hier1—2 \ 3 5 /
folgt:

und endHeh

:

welches die bekauuto Formel für d(0) ist. Dr. J. Thomae.

XVnL Veher die Smimie von Cnbikniilaii hat Prof. Angelo 6s-
nocchi in Tarin am Anfange dieses Jahres eine Abhandlang der pipit*

liehen Akademie de* nuopi Lineei vorgelegt, deren wesentlicher Inhalt hier

mitgethetit werden soll. Es sei eine anbestimmte Gleichung

I) «•+ C-^ + ry + ix + 2r)» + ... + (;c + «r - r)» ^ y»,

in welcher n^S voraasgesctsst wird.

Unter Berttcksichtigung der Suuiiucuforuieln

l + ^ + +
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f+ «'+...+(n-.)'-<»-'y-'>
.

,. + 2. + ... + («-!). ==
<"-')••"'

,4

geht die Gleichung in folgende tther:

S 9 ^

od«r:

und nH Hilfe der SnhstUntion #s=2x + (ii— l)r endlich in

:

Genoeehi seigt nnn, theils flir speeielle Werthe von fi, theils allge-

meiD, wie man mtUelit nener Snb'stitntiönen von der Oletehnng 2) sn einer

anderen ihr darchaaa ähnlichen Gleichung 3) gelangen kann, welche folg-

lich dnrch dieeelben ganuahligenWerthe wie 2) erfüllt werden kann, woraus

aladann , da die Unbekannten in 3) mit denen in 2) einfache Verbindnngs-

gleiehungen besitsen, neue Auflösungen von 2) ermittelt werden können.

Mnn sctxc die coinplcxe Zahl s -{- rl/l^n''= (p q]/l — «')\ so geht

durch IJentificirung der reellen und der lateralen Theile daraus licrvor:

r=:^q [3/;* -f- (1— M») ^'1 und s=^p[p*+^(l — //'].

Weiter setze mau die irrationaleZahli>+ 9^3 (n*—l)=[4|+ri)/3(n*—i}]%

so folgt daraus

:

q= 3r, + (n«— 1)] und p= [s* + Ör,« (««-l)],

folglich

:

«P— ««I ['* + »n* (i»*— 1)].

Wird hier noch np= gyi*, Sfi ssTi gesetit, so erhält man in der That:

3) n [V + (n«^ 1) r,»] =
Wird also etwa durch rs=/3, 5=2«+ («— i) y=y der 1) Gentige

gethan, so darf man auch*| = 2a+ (n— l)ß, r^-=ß, setzen. Man
findet daraus, mittelst der obigen Zusammenhänge, Ti, ^, endlich s und

folglich auch a*, worauf y sich von selbst erficht.

Eine weitere Metliode, neue Aun(i.suuyi.'n von I) zu finden, ist folgende.

Man kenne wieder die Wurzeln x= a, ^, y— y^ *= 2 u -f {n — 1)^= G,

Wird nun in 2) r-— ^ + ^, 2f/=: 2y + f'^ eingesetzt, welche mit s^a eine

neue Auflösung darstellen mögen, seist nach Weglassnng der Tbeile, welche

sich gcgonseitig zerstören, weil tf Wurzelwertho von 2) fiiud, und nach

Division durch zi

4) na (w*—l)(2ß + z) = l2Y'f'^6yrz + f' z\
'

Werthe von /und welche diese Gleichung erfüllen, ergeben sich

leicht, indem man die < nicht enthaltenden Glieder einander gleich setat

und dadurch:
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Oy»
'

ferner:

r
erhält Somit Ist die neue AnflSsitog:

wftbrend

:

' ^ '

Wird der Werth von /* eingeführt, und y*s=:^[a* 4. (n*— 1)^] benotit, 10

folgt naeh einigen Rednetiraen:

_ _ 27 + <y* n— (n'— 1)' ^Qg'yKn«— Dj^y

lind daraas wieder ncno Auflösuntj^en , indem sämintUche Werth© mit

bß^(n*— 1)* vervielfacht ^^-e^de^, ii/ijulicli

:

#=8/3'(n«— i)'<y, r=27ff^+l8/S«o^(/i*— 1) ^/3'(n'— 1)«,

y= («•— 1 ) (9 (j* 4- («•-
1) jS*].

Naebdem Herr Genoeehi im weiteren YerUnfe seiner Abhandlnog

den Fall r=t noch näher nnteraneht hat, nnd aneh bei der Oleicbnng:

+ r)» + ...+ [*+ (fi-.i)r]«=^
verweilte, schliosst er mit dem Beweise, dass den 3 Gleichungen:

icy= 2s

T* -f- y* = ?*

4- + =
in gfinaen Zahlen nnr die Werthe «=3, ^^4, ;=^5, issO Gentige leisten.

Damit nämlieh dc* «f* sai, mnss man die Formen (o*— i^)>

ys=2iMa6, t=ifi(a*+ ^) annehmen, in welehem m, a, 6 ganse Zahlen nod

a, 6 theilerfremd. Wegen dry es 3« ist also s=sa^ab(i^— 6^) nnd wegten

«•H-y* endlich

AUo muss eine ganze Zahl , d.h. d= 1 sein. Unter dieser Yoraos-

aetsnng wird: ^

2 + 3 + 4a) = m»a(ö"— U",

oder:

2 (fl + 1
)• (a«— 2a + 3) = m" a (a*— 1) (a+ 1)* (a— 1

folglich

;

2 («— !)*+ 4 = m»a(ö»— l)(a— 1)»
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nn«I 4 durcii {n— l)' tlioilbar, somit «—3 oder o='2; im erstoren Falle kann

m nicht ganze Zahl sein, im zweiten i&t m=l und x=3, |f«=:4, z=:öt «=0.

Cantob*

XIZ. Veber eisige bettimmte fitlegrale, Von Dr. A. Ewnbpb&.

In den folgenden Enlwickelnugen bedeuten />, ^ ganse, positive Zab*

leo, von denen immer pf oder böcbstene q^p ist. Die beiden Quan-

titäten a, b sind reell, und swar a vesentlieb positiv. Nacb den von Oanss
gebrancbten Beaeicbnnngen ist:

Zer Abkfiraimg ist mit Ganeby gesetst:

m (m— I)» . . « (w—r+

1

)—T—r = (m)r.

a ünter der Voranssetzung, dass 9 positiv Ist, findet man lelebti dnrcb par-

tielle Integration, die beiden Reduetionsgleichungen:

00 00

J ^ {fl^9—btf'\-{2p^if^ ^ '

und hicraos:

I)
0-^

00

Setzt man zur Abkürzung:

so folgt durch Zerlegung in Partialbriiche:

n(2p ) {2p)p {a-~hff<l-^

. J_'"T/_.y-,/.,„. [l^H'^r-h),]*^-^
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. P(2pH-l)«>^^

Dnreb Vertaiischiiiig von 6 mit — 6 erhttlt man hieraas anmittelbar die Zei*

Icguu^en von: .

J/(2/?)p»f-< i /J(2;;-f- l)t>*« ^

in Partialbraehe. In dem Integral:

0

Betao man:

Hierdnrcli ergiebt sich folgende Gleichung:

.00

0

0 0

IntAgnrt man rechts snerst nach U| 80 folgt wegcu Jet' Glciciiiiogco 1)

und 3):

Setat man bierin —6 statt fr, so folgt dnreh Addition und Sabtractioii:

0
-08

8)
«e

^
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Auf gauz äliiiiicbe Weise erhält man aus:

.00 .00

Jj
g-(«+»-*«> (jin «)2iH-i vi9+^-i du dp

0 0

nittekt der Gleicbongen 2) und B)

:

« 0
,00

• <r ^* ~ ^' •

0

2
» / «Vi («'»^) Vi —

Zerlegt man in den GleiebiiDgen 6) und 7)

:

Btch 4) und ft) in Partialbrttche, so gehen die rechten Seiten der bemerkten

Gleichnngen in Sommen Ton Integralen Aber, welehe sSmmtlieh in der fol-

genden Form enthalten sind:

Führt man in 6) und 7) die Integrationen rechts auf die angegebene Weise

ans, so erhält man folgende Tier Gleichnngen:

8) ««ri7(2j+2s-2) cw6t*^^^aii=. *

+ _ 1)'^' (2p)^-r j^ta'-Kar^)*J«+*"* coi(2j+2«~2)<irc/aiv
Stii2]ss<

+ j««+(2r+ cet(29-f-2s~- 2) arIcUmg^^^]-
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y'* (sin f/^V+l

« r 2—_ ^ (-1)'+* (2i>+l)»-r t«'+(2ril-6)«)H-*--4*m(2y+2z-l}«rclaii^

10) 2^P II(2q-\'2z— 2) le-^^sinbu

" (2i>),{«»+6«)rt^i«iji(2g+2«— 2)<ircfaiv-

-h - {2i»).-r r|«*+t2i^)*|*+^*«öi (M««-*) «rcton^

—

—^T(-l)'^(2p+l)^, r{«'t(2rhl^yi«H^^
•III Anz rsO ^ w

^ |a«+(2r+ 1 cog C2y 4-2t— I) arc/fl«fF
^

j.

In den vorstehenden Gleicbongen ist 0^ es Ilsst sich leiclit zei^eoi

dsM diese Gleichungen auch noeh für z=0 gelten, durch Entwickehiog

nach Potensen von die sich ergebenden Gleichungen sind indessen sebr

coniplicirt.

Für a»0 geben die Gleichungen 8) bis 11) in folgende Über:

OD

12) (— l)f2»rt-liI(2j'+22—
2) Jcotbu^^^^^^du^
0

tmnz
rz=p

•in js * i_t

13) (-l)ff2WiZ(2g+2s-.l)J^casbu^-^^^!^du^

-r^ 1j ^
C2i>+ K2r+ 1+ + (2r+ 1—

Sit 9SZ

I
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OD

00

0

Ks ist bcmerkt'iiswcrtli, dass r in diesen Glciclinii>;oii oiiKMi j^i üssorün Spiel-

raum hat, wie in den Gleichungen 8) bis 11), und zwar ist in 12), 13) 0<^«<1;
in i4)t 15) — 4< ^<Ii* ^^^^^ it* ^) ^) <(=^0, 80 eathaUeo:

+
9 (» , 6)

— 9 (1^, — 6) • tp^ (V, 6) — 9>| (»,^ 6)

'

4arcb passende KeducUon nur Terme on der Form;

I

Die IiitPgrale auf den rechten Seiten der Gleichungen Ö) und 7) sind dann

sammtlicb iu den folj^eoden enthalten:

f. Cösitz^

Inden Gleichungen I«), 13) ist p^q fUr 0<?<4; p^'/+l für 4<«<1,
la den Gleiebongen 14), 15) ist p^fj. Die Quantität 6 wird positiv ange-

nommen, nnd awar 0^6^2 in den Gleicbnngen 12), 14), 0^6^ 1 in den

Gleicbnngen 13), 15).

Aus:

(2«if 9)'J»=2 £ (— l)" (2j»)p.ico«2r9+ (2i)),

folgt:

CM69(2«tii9)V a(2jv)pCO«69>+ (2p),-r|t09(2r-f6)9+m(2r-6)9|,

*Mi*9(25i»9)*J' s=(2/?)p«w6<p+ '2i:(-n''(2/»)p«r t««(2^+*)9 -li»{2r-6)9|.

Die erite der voritebeuden Gleicbnngen differentüre man 2q — 2nial, die
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weite 2q— l mal nach ^, üit ^^jr, so venehwindeo die beiden Differenti«!*

qootienten mit 9, hieraus folgt:

Von den beiden Gleichungen

:

^. •

tliflorc'ütire man flio orstf? 2(7— 1 mal , die zweite 2£mal nach 9 und seUd

nach der Difi'eieatiatiun 9> = 0, dann folgt:

0= 2; (— 1 (2;?+ _r
I
(2r+ 1 + 6)* + (2r+ 1 -

j

,

Dio beiden Seiten der Gloicliungen 12), 13) kann man nacli Potenzen von t

entwickeln und die Cociticicntcn der verschiedenen Potenzen mit i'inftt. J< r

vergleichen. Den von z unabhängigen Tcrm findet mau lelclit, indem man

r— O setzt. Die linken Seiten der bi im 1 Uten Gloicliuntren nelnneu danu

nach 10) die Form an, nach bekannten Methoden erhalt man leicht ihre

wahren Werthe. Püliit man die analo<;e Iverlnuin-^ für die Gleichung 14),

15) fUr 2=4 durch, uo erhält man die folgenden vier Gleichungen:

0
"

ly Qlp+ l),,r
i
(2r+l+6)»«-ihg (2r+l-H')+(2r4- l-4)2f-> %(2r+l-Ä)|.

^'^(—l/(2|»)p-rt(2r+6)««~i/e^(2r+i»)-.(2r— 6)2f-i/ö^(2r-6)|.
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Eiu iihuHches S\ stein von Gleichungen wie dmt Torstebende erhält man aaf

folgende Weise. Die Gleicliungen 12), 13) differentiire man nach z, setse

uach der Differentiation j= die Gleichungen 14), 15) differentiire mau

oacli z und seUe dann z=U. Hieraus folgt:

(— — l) j coabu, ^ logu.du=s

0

^n£^{-iy {:iif)p^r (2r+ i.)2*-l
j /o^r C2r+ 6)— (2.y- 1 )

j

rrr/>

+ » 2;(-l)'-(2i?),»_r(2r— 6)*»-^ i%(2r~6)-i^(2y— Jjj.

rsl

CO« fr» ^j^2«+l— logudu=

0
"

rsl

— l)^(2i?),-r(2r— t^off — 6;—t (2«- 2) |.

(— l)f 2^+^ n(2j— 1) f sinbu ~—~ io^udu^

0

» 2; (— l)-(2p+ l),^r(2r+l+*)^-M'0S'(2H-l+6)7-*(2?-l)|

_ 1) (2i>+ l)|.-r C2M-1-«')'*'' l% (2'-+l-«')-^ (2V-1 ) I

.

Z«ll»chriri f. MMh«iMÜk u, i*by»ik.' XI, 3.
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la der Gleidiuog 12) nebme man ^st, zsjj setit man tnr Abkfirsuqg:

«» gebt die bemerkte Gleicbnng Aber in:

0
Setit man in-der vorstehenden Gleiebang saccessive 6ssO,

i;r*'^*™'*=2';;' 2"^ >.

bildet die Summen nnd snbstittiirt in den &o erhalteueD iuiegralen u statt

^, 10 folgt:

^ J ^«= 2»« j2C2«-^l)/»-(2p),—
«|,

0
.00

«9« rsin 2 n au {sm2nuyP ^ i n I

Durch SubtractioD eirb&lt man hierana: .

,00

iam-2 / cos(4n— i)au (sin 4 n u)^p ^ , ^ . ,

Mittelst der Gleicbangen 8) bis II) lassen sieb die Integrale von der Fora:

entwickeln, wo ff=:;0 oder c=l ist. Da dieses Verfabren indessen siem-

lieb nmständlicb ist, so wird es besser sein, die bemerkten Integrale diiect

abzuleiten. Ersetat man in:

OD

^i^2* » * — icosu)'P respective durch

:

OD

1 ^
80 folgt: OD

0
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Intf^rtit man recbtä zuerst nach u, so geht der Ausdruck auf der rechten

S<'ite über in

:

Fährt man hierin die Integration nach aus, so erhttU man folgende

Gleiebnng:

* '7(2p)p^\— 2ia*'\'b^* cos2tarelang ^

+ (o*+ (2r— 6)'] * co#2zarctang ^LzJf+ [a»+(2r+ 6)'] ' eos2z areUmg ^^-^\,
e et

Für a=0 geht diese Gleichung Uber in:

17) /t„6»l:r<;^^?„=

X («/>W I
- « +(f- 6)'= + (2r+ 1)" I

,

wo 0<^i<z, 6<^1. Analog findet man mittelst der Gleichung:

00

18) 2V+2iI(22) Jcosbu^"^^^^'^ d

r'^— ± (2p+lV«r|—2&««+(2r+l-<r)»»+ (2r+ l+6)»» |,
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Ifaa findet ebne Sehvierlgkeft die folgende Gleielinng;

0

2^i2p)^^r ^yjf<r^«+»> #i» 6m. (l

—

eot2ru)dudv

0 0

Durch Integration nach i; erhalt man folgende Gleichung:

<llt2lK2

a
2i+l

Fftr a=0 erhiflt man die einfachere Gleichnng;

00

0

-r^ '¥(2i?)-_rI— + * - (2r-6)^* +
»
+(2r 4- 6)-^^ + >

|

.

Auf gana analoge Weise folgt:

20) 2v+j.n(2zH-i) y'swdiii^-^^^^^a««
0

-r^ '5'(2p.+ l),-r I
26^** + » -- (2r+ 1- f»)-«'

+
»+ (2r+ 1

+6)2^ +
' I'

ftnif

Fttr den besondem Fall lassen sich die Snmmattonen auf den reeliteD

Seiten der Gleicfanngen 17) bis 20) ausfahren. Mit Hilfe Ton:

findet man leicbt:

T2r(2p)^=(2i?)^.l>, Tlir^ l)(2il+l)^^r «(2/>+l)(2i»)r
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8etst mva in 17) bis 20) 80 fbl^ mittelst der yontahendenGlelefanngeii

:

OD

0
.00

cosfcu'—L_J au»— »6.2V+i+2(2;?+ l)j«(2j3),,

.OD

0

.00

0

Für den besondern Fall 6=sO| geben die beiden ersten Gleicbnngen:

Jl^ Clzi^oiu^P 1 /'r-(co5u)V+* ^._ ii(2>V

2J0 J ''"•'2^^ J ^ 2^+« •

0 0

eine Relation , welobe Herr Stefan in dieser Zeitschrift in etwas anderer

Fenn anfgestellt bat (t YII, p. 906),

XZ. 1Feb«r einen lUfiMii Fallappaiat» von F. Lifpiob, Professor am
Joannenia in Grat. '

Üm die Fallgesetse an einem yollkommen fVei fallenden Körper mit

binreicbender Genanigkeft nnd unter Benutzung sebr massiger Fallböben

durch einen einzigen Vcrsnch dftmonstriron zu können, wurde ein Princip

zui Coiiisti uction des Apparates in Anwendung gebracht, welches, wie es

sich spiiter seeigte, im Wesentlichen schon vnn Laborde zu einem iüinlicheu

Zwecke benutzt wurde , in der gp<,'enwärtigen Form jedocb eine grössere

Geuauigkeit uinl allgemeintio Anwendbarkeit gowiihrt.

Ein elnstiscln r Stab, verlical aiifgestclll, trägt «onkrecht zur Schwing-

ungsobene ( ineii Arm, an welchem ein feiner Schreibstift befestigt ist.

Vor diesem Stab befindet sich zweckmässig aufgebängt eine mit berusstera

Papier bespannte Schiene so, dass sie den Scbreibstift mit ihrem unteren

Ende leise berührt und ihre Ebene der Schwingungsebene parallel steht«

Während der Stab schwingt, wird die Scliiene im geeigneten Momente, etwa

dann, wenn der Stab die Gleichgewichtslage passirt, frei fallen gelassen, und

es seiehnet der Sefareibstifit in der Bnssschiebte sofort eine wellenflirmige

Cunre, ans der anf leiebt ersiebtliehe Weise die Fallgesetse entnommen

werden können.

Bei einem ansgefUhrten Apparate betrag die LKnge der Sobieoe nnd

•emH die ganse Fallhdbe etwa iJVias, die Sehwingungsdanor des Stabes

Digitized by Google



2G2 Kleinere IkliUhciiungeii*

wQrde 80 regolirl, cUtss etwas mehr als 6 Schwingungen auf die ganze Länge

der Schiene gingeo. Das Gesetz, nach welchem die Wege mit den Zeiten

wachsen, konnte ans erhaltenen Curven mit einer darch andere Apparate

nicht erreichten Genauigkeit ersichtlich gemnebt werden. Ans drei Cnrven

wurde im Mittel die Acceleration für Prag 9,8075 Meter gefanden, wibrend

der naeb der «Uicben Formel berechnete Werth 0«801 ergiebt. Die Met*

rangen der WeglXngen waren bierbei, den an Gebote stebenden Hilfsniit*

teln entapreebend, keineswegs so genau, als sie es beiflglich der Zeichnung

der Curve hUtten sein können.

Mit dem eonstmirten Apparate wurde es auch yersnebt, den Etnfiuss

des Luftwiderstandes auf die Bewegung ersiebtlieh an machen, wof&r das

angewendete Prineip besonders geeignet scheint, weil es aneh Uber den Vor*

gang beim Beginne der Bewegung Anfaebluss su geben vermag. Bei einer

' WiderstandsfiXche von 8080^ (Gewicht des Körpers 133,1 Grm.) zeigte sich

die uuervvartotc Erscheinung, dass während der ersten zwei Schwingungen

des Stabes die Schiene sich schneller bewegte, als wenn die Widerstands-

flSche fortgelassen wurde, tlass die Lufttheilchen beschleunigend beim

Bpfjinne der Bewegung einzuwirken scheinen. Da die zwei Curven, die

liierbei erhalten werden konnten, vollkommen mit einnnder übereinstimm-

ten, so dürfte es schwer sein, d icsc Erscheinu!i;„'- einerii zufälligen, durch die

Couatraction de« Apparates bedingten störenden Einfluss zuzuschreiben.

(Wiener Akad.) .

• - - -

XXL Heber dai Modell eiaee Blektronolm, von Dr. H. Uilmxbb,

Inspeetor der k. k. Staatstelegirapben, und den durch diesen Apparat an

erreichenden Zweck.

Der Caraliere Bon eil i wollte im Tergangenen Jahre ponderable Sen-

dungen durch Elektricitftt von einem Orte lum andern befördern, indem er

diese Orte durch ein in seiner gansen Länge mit elektrischen Multipliealo-

ren Tersehenes und in Sectionen getheiltes c/lindrisches Bohr Terband. In

der Axe dieses Bohres sollte eine bewegliche Drabtapirale yon kleinerem

Durchmesser durch die elektrodynamische Anziehung fortbewegt werden,

welche die aectionsweisc elektrisch gemacbte Röhre auf die von demselben

Strome durchflosseneu parallelen Windungen der beweglichen Spirale

ausübte.

In dem vorgezeigten Modelle wird derselbe Zweck mit grösserer Sicher-

heit und durch einfachere Mittel erreicht. Zwölf kleine Hufeisen Elektro-

magncte sind senkrecht auf den Annen eines zwölfstrahligen Sternes so

befestigt, dass die Linien ihrer Pole in der Richtung der Radien lie-^en; die

Bicbtung der Polflächen sind nlternlrend nach den beiden Seiten der ge-

meinschafilich^ Basis gewendet. Das ganse System wird durch eine frei
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durch seine Mitte gclioiulo Axo und durch ein kleines als Führung dieueu-

des Kad getragen; die Ebene des als Dnsis der Elektromaj;netc dienenden

Sternes steht auf dem Horizonte senkrecht nnd bleibt steta sich selbst paral-

lel. Die ebencrwHhnte Axe betindet sich «n ihren beiden Enden in fester

Verhindur<r mit zwei Triebrädern , <1eren Speichen durch die Anker der

Klektronipgnete gebildet wei l« n. Sobald die eine Hallte ilor letztern

elektrisch erregt wird, erleiden die zugehörigen Anker eine laterale An-

siebuug und die Triobrftdcr werden satumt ihrer gemeinschaftlichen Axe so

weit gedreht, bis die Anker ihren Poifläcben gegenüberstehen ; das ganse

S/sten bewegt sich also auf den als Triger Torhandeneo HetalUcbieaen

UB eine entsprechende Strecke vorwSrts. Durch einen an der Triebaxe

aogebracbten Comniitator wird nun der gaWanisehe Strom in den ersten

leehi ElektromagiietftQ anterbfoehen, dagegen in den «weiten aeebe ber-

gMtellt, wodnreb eine abermalige Fortbewegung dea Apparatea in derselben

Riebtnng dnreb eine der Torigen gleiebe Wegatreeke bervorgemfen ward,

0. f. w.

Die erforderliehe ElelttrieitAt wird von einer galYaniaeben Batterie

geliefert, deren Pole mit den beiden Lanfscbienen in Verbindung steben.

Dnreb entspreebende laolimng der einselnen Beatandtbeile dea Apparates

ist Sorge getragen , dass der ElektricitMtsabergang von einem Schienen*

strauge zum andern immer nur durch je eine Serie der zu den Elektro-

magneten gehörigou Multiplicatoren gelaugeu kauu. (Wiener Akad.}

XXIL lieber einen XuterferenxTersaoli mit dem ftuarsprisma, ?on

Dr. DiTscnEiNER.

Bei einem einfach brechenden Prisma treten bekanntlich, nach ein oder

dreimaliger Reflexion im Innern des Prismas, alle Strahlen, welche auf das

Prisma fielen, welche Brechungsqnoticnten sie auch haben mögen, wieder

unter sich parallel und symmetrisch zu den einfallenden Strahlen, bezüglicb

der den brechenden Winiiel balbirenden Linie aus, sobald die Winkelan
der der breebenden Kante gegenüber liegenden Seite gleicb sind. Nimmt
man aber statt einem elnfaeb breebenden Prisma ein doppelt brecbendes,

etwa ein snr optiscben Axe parallel gesebnittenes Qnarsprisma, so werden

nacb den beaelebneten Beflezionen die ordentlieben nnd die aosserordent^

lieben Strablen parallel austreten; da sie femer Im Innern des Prismas ver-

sehiedeoe Wege xnrttekgelegt haben und senkreebt tu einander polarisirt

sind, werden sie sieb im Allgemeinen an elliptisch polarisirten Strablen au-

sammensetaen , die sieb in geradlinig polarisirte verwandeln, sobald der

Oangnnterschied der ordentlichen und ausserordentlichen Strahlen gleicher

Farbe tiuo ganze Anzahl von ganzen oder eine ungerade Anzahl von halben

Weiieuiaugeu beträgt, voiausgesetst dass geradlinig puiarij^iites Licht, des*
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sen Scbwiuguogwriohtang gegen diePrismenkante geneigt bt, anf das Prisraa

fallt. Läast man also weisses Licht, das unter 4ö" gegen die CoUimator«

spalte geneigt ist, nach dem Austritte ans dem CoUimator auf ciu geeigot*

tcs Quarzprisma fallen, zerlegt man ferner das aus dem Quarzpiisma nach

den angeführten Beflezionen wieder austretende weis«o Licht dnrcb ein

Flintglasprisma, und betrachtet man das entstehende Spectrom durch ein

Femrohr, an dessen Oenlar ein Analysenr angebracht ist, so zeigt sich die*

ses TOn sahlreiehen Interfeiensstreifen dnrchsogen, sobald die Schwingoog^'

liehtnng des Polarisenrs und jene des Analysenrs parallel oder gekreut

sind* Bei einem Qnarsprisma, dessen drei Winkel nahezu 00** sind nii4

dessen Seite ifti, waren paeh einmaliger Befiexion awiseben dea

fVannhofer'icfaen Linien £ nnd F 104, nach dreimaliger Beiextoa aberW
solcher Interferenastreifen zu beobachten. Im letzteren Falle war dst

Qnarzprisma ao gestellt, dass dte ans ihm anstretenden weissen Strablea

den einfallenden parallel waren, was immer dann der Fall ist, wenn die die

brechende Kante halbirende Linie senkrecht auf der GolUmatoraxe steht

(Wiener Akad.)

t
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xn.

Ue1>er fiamilton's partielle Differentialgleichung,

mit besonderer Rückäiciit auf die Probleme der relativen

Bewegung,

tron

Dr. GaBL NEUMANKf
ord«iit]ieber Prof«B«or «a d«r t7iiiv«nitftt T&biagen.

Das Problcuj , die Bcwpirung Pin^.s Systems rnatericller i^iukto zu er-

niiiteln, mögf n dicüplbon mu» In i bi vveglich oder maj? ihre Beweglich-

keit n-oireLeucn Jioscln .•inkuiigeu unterlie'!;«!! , l;i.s-t sich iK'knnntlich immer,

falls mir die piiiwirkeiKien Kräfte ein l'ot^'Utiiil Itesitzen, auf eine Aufgabe

der N'ariatioiisrechnimg; xiiriickfiiliren. BtMleuteu uamlich 7 . . . . f]n die

ind ej) e n d (' n t e n Variablen, welche au Steile der, im All^rruninP!! ihirch

get^ebene iiediiigungeii mit einarKler verbundenen, rechtwinkligcu (.'oordi-

Daten des Punktsystems eiugetiilirt sind , so ist das meci»ani>che Problem

gelöst, sobald man diese qi als Fuoctioucn der Zeit / der Art bestimmt liat,

das dasB Integral

em Maxiami^oder Minimum wird. Ea bedentet hier T die halbe lebendige
~

^gt^fc^ und rdas Potential*) der einwirkenden Krftfte.

) H||;^im Yorliegenden Anfsatae die partielle Differen-

^* nicht imiser in gans gleichem Sinne gebraueht wird,

nss. i^ine« Pnnktea (dr^y, z) Toratellt, tinter dem
dc'i) Kraft diejenige Fonetion K verstehe,

de« Punktes in folgender Weise dar-

18
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tialgleichu ng, auf den n i.«ii$uiig die Eriuittcluug iler 9« recarririi voll-

ständig aufstellen, und zwar

in 2 für den Fall, daüs die Beschränkungen, denen die Beweglich-

keit dci> Punktsystems unterworfen ist, unabhängig von der Zeit sind;

iu §. 3 für den Fall, dass die eben genannten BesebrXnkiingen gegebene

Functionen der Zeit sind;

femer in §. 4 für den Fall, dass die relative Bew cg u ng einet eii-

seinen frei beweglicben Punktes in Besag auf ein in vorgescliriebener Be-

legung begriffenes Axensystem ermittelt werden soll,

und endlicli in §. 5 auch dann, wenn f^ich nicht, wie im vorher-

gehondrn Fnllp , 11m die relative Howe ^auij; eine» einzelnen , frei hr-woj^

lichou Punktes, süiidern um die relative Bewegung eines Punktsy-teit«

handelt, mag nun die Beweglichkeit desselben frei, oder mag sie gegebeueu

Beschränkungen unterworfen sein«

Als Fundament meiner Untersuebnag dient das in §. i mitgetheilte,

durch die Vorlesungen von Riehelot mir bekannt gewordene Theorein I,

sowie das allgemein bekannte, in demselben Paragrapben angogebeae

Theorem IL

§. 1.

I. Theorem. „Versteht man unter 9it • . • 9« unbekannte Fnnc-

„tbnen von I, and unter L Irgend welehen gegebenen, ans I, ansdea

„und den zusammeugesetsten Ausdruck, $0 sind die aus der Bedingung

„fiiessenden Dififerentialgleichungeo

:

. dqk , d. ÖL dL^

„immer der Reduction aufdieHamilton-Jaeob i*sehe Form fthig.

"

„Setzt man nämlich:

„und bezeichnet man mit /r(l, f|, fj^. . . qa^ Pi%P% • • > Pa) denjenigen Aas-

„druck, in welchen sich M verwandelt, sobald man darin an Stelle der ffk

„die mit diesen dureh die Relationen

dl dl dl

»y, dq^ dqa
Jff D ff

„verbundenen neuen Variablen p* einfährt; femer mit —
, die- die-

„soniAuadruck // Vi« qa^ PttPt •••P«) zugehörigen partlellenDiflvrentisl
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„ coefficientrn : so noliinou clio Ditioi ciitialgleicliungen 2) durch Einführung

„der pk an Stelle der g'it folgende Form an:

II. Theorem, „l^io Intogration der Gleichungen 3) lässt sich roda-

„ciren anf die vollständige Auflösung einer gewUaen partiellen Üifferoiitial»

„gleicbimg. Beseiebnel man mit<P eine anbekannte von /, abbUn-

„gcnde Jbunctioii, ferner mit //I /, */. , y, ... ua i ^ . • . 5— 1 «der

„kilrser mit H denjenigen Anadrack, in welchen aieb da» in 3) enthaltene

„ i7s=s 9i» 9t • • • ?at l'n /^t • • • f«) erwandelt, sobald man darin an

„Stelle der Argumente Ptt Pa die Ableitungen ~, . sub-

„atitnirt, so ist die In Bede stehende partielle Differentialgleichung

„folgende:

„GMingt es nämlich, die Tollstilndige Lltenng 9 dieser partiellen Dilferen-

„tialgleichung zu findeti und beseiebnet man die in derselben enthaltenen;

„wUlkllrliehen Constanten mit A^, A^.,,A^\ ferner mit B^, B^,*, Bfg gans

„beliebig gewählte Constanten, so sind:

„die vollständigen Intr^grale dor fileichungen Ii)."

Da ferner U> nur die Vanublen 9n ?2 * * * 9« enihult, so sind

„ zugleich

:

„dioj^Miigeii endlichen (rli iclinngen , durch wolclio r/, , 7^ . . . q„ als Func-

„tionen von t der Art bestimmt werden, wie es die in 1} geätellte Bedingung

„d./ldl= 0 verlangt."

Das Theorem II) zu beweisen, würde überflüssig Foin T'a-ogcn

scheint es wohl erforderlich, die in Theorem I) ihrem Kesuitat nach ange-

gebene Transformation ansfttbrlicb darzustellen.

Es handelt sich dämm, in den ans 1) unmittelbar fliessenden Differen-

tialgleiehnngen 2):

n Stelle der q'k neue Variablen einauliibreo, nämlleb di^ Variablen pin

welebe mit jenen dnrcb die «Belationen
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zusamiuenhäugeu. Zu diesem Zweck leiten wir zunächst aus dem ^rg Ple-

nen Ausdruck L einen andern ab, welcher mit H bezeichnet werden mag und

folgende Form besitzen soll

:

Denken wir uns nun in diesem Ausdruck die darin enthaltenen Va*

riablen g«., q' le um beliebige kleine Incremente /iqkt ^q'k vermehrt, ond

bezeichnen wir den daraus für if selber entstehenden Zuwachs mit ^H, so

ist:

ksti\dq k oqftJ kssi\dqk oqk /

d. i.

:

*=«/
, BL dL \

also mit Benutzung von 8)

:

^-«/
, ^ dL ^ \

^yqk'^pk—/^'^qkj*

Diese Formel macht JH abhXngig von den Jqk und den Jpkt giebt

also den Zuwachs, welchen der Ausdruck ff empfitngt, der Art an, als wire

derselbe nicht aus den qig und q*ki sondern ans den qt und pt zusammen-

gesetzt. Wir können demnach aus dieser Formel unmittelbar anf die'

Dff DH
Wezthe derjenigen partiellen Ableitungen schliessen, welche dem

Ausdrucke 17 zukommen, sobald man denselben als Function der qk und pk

ansieht. Für die geuaunten Ableitüugen ergeben sich nämlich sofort fol-

gende Formeln

;

fJf ^ff_ *

^' Wk^^dTk' I^Pk"^*'
Vermittelst dieser Gleichungen 9) und der Gleichungen 8) verwandeln

sich aber unsere Di£ferentia1glcichuugen 7) augenblicklich in:

dqk_ DH dpk B_H_

dt
^'

üpk dt ^ Dqii <i.e,d.

§.2.

"Wenden wir uns zunächst zur BchantUunn^ eines Punktsystems, dessca

Beweglichkeit durch gegebene, und zwar von der Zeit unabhängige Be-

dingungen beschränkt ist. Bezeichnet man die Anzahl der Punkte des

Systemes mit n und die Anzahl der gegebenen Bedingungsgleichungen mit

/3, 80 wird man die 3n Coordiuaten sämmtlicher Punkte des Systems ab-

hängig machen k5nnen von 3n — |3=3irindependeuten Variableo

tfii 9t * • • Da die gegebenen Bedingungen von der Zeit t unabkingig
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Von Dr. Cabl Iseümann. 269

sind, 80 werden die Relationen, durch welche diu Coordinaten z irgend

eines Paoktes m dea Systems mit den independenten Variablen snaammen-
bÄngen : 1 ar=s ^{q^^ . .

.

ebenfalls frei von / sein. Demnach ergiebt sich fttr die halbe lebendige

Kraft T des Systems folgender Werth

:

(dx , dx , dx , y

WO q'k fBr ~ steht, und die Snmmation S fiber alle Punkte m (x, z) des

Systems auszmlclmen ist. Dieser Ausdruck für 7' verwandelt bich , wenn

man ihn nach Potenzen und Producten der r/t ordnet, in:

fr—ttf—tr

10) r= j. 2; 2:

wo:

ist. Es ist also rhinsichtlich der */ k ein homogenes Polynom 2"'" Grades.

Das Potctilial V der auf dris Punktsystem einwirkenden Kräfte wird

zunaciist als eine Function gegeben sein, wolclie von den rfclitwinklif^eu

Coordinaten ar, y, z und möglicher Weise auch nocl» von der Zeit / abhängt.

Diese Function kann aber mit Hilfe der Kelationen ^a) sofort in einen von

den qt nnd / abhängenden Ausdruck umgewandelt werden, so dass also:

wird.

Um die Bewegung des Punktsystems zu ermitteln, hat man bekanntlich

9ii9f*9« der Art als Functionen der Zeit au bestimmen, dass das

Integral: /(^*+ '^)*"

ein Ifaximum oder Minimum wird. Um nun diese Bestimmung der qn nach

den Vorschriften des §.1 auf die Lösung einer partiellen Differential*

gleichung za reduciren, müssen der Reihe nach die dort angegebenen Aus-

drücke gebildet werden. Zuaachst lai hier:

Z 7 -f

Sodann crgiobt sich aus 2a), mit Iluck.sicht darauf, dass V von den q ^ unab-

hängig ist: „ *=|f/ar

oder, w eil T ein liomo^t nr>.s Polynom in Bezug auf die ^'a ist, und demzu

folge die identische Gleichung

:
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270 Ueber Hamilton s partielle Differentialgleichung.

I»)

stattfindet:

13) S=2T—{T-\' K)= J— V.

Aus diesem ff mus8 nun der io §. 1 angegebene Ausdruck // (^ y, , 7^,

PnPt*»Pa) abgeleitet werden, d. b. es mflssen io B an Stelle der g\ die mit

diesen durcb die Kelatiooen

:

dL
14)

, d T
o / =Pkt oder --——pi,
dqu dgk

yerbnndenen neuen Variablen pt eingeführt werden. Zn diesem Zweck

bilden wir mit Hilfe von IS) und 13) die Formel:

oder mit Kfleksicbt auf U)

:

femer mit Hilfe von 10) und 14) die Formeln:

Pl =«l I 9'i + W|« y'f + • • • '^la /a
ÄM,, y', + q't+ Ufa

• •

i'a^ttaitf'i +««t9''t+
und erhalten sodann ans den letsten («+ l) Gleichungen, durch Elimination

der g'kt sofort:

^0.

1>:l mi\so]]1 V nls auch die u^i unahliängig sind von dem ^'t, so ist ff

durch diese Gl« uimiig als Function von /, , -y^ ••• Qa^Pt^ P%**-Pa 'l'i'*

gestellt. Um nun feiner das in §. 1 angegebene H zu erhalten, liat man

nur in dem Ausdrucke // (/, ^r, , . . . y„ , 7>i , /^^ . .
. />„) die Arguincnte

Pt9 Pi ' ' ' Pa durch die Ableitungen einer unbekannten Function » nämlich

d0 d0 d0 —
durcb 5—, 5— • • • 5— »tt ersetaen. Folglich ergiebt sieb fttr i7 die Gleichung:

dqi dq^ dqu

2 {ff+ V)

Pi i'jj • • • Po

Pi «11 U|t . • . «

Pt > a

• • •

««ff

15)

£0

d0

dqi

«11

"»«

* • •
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Von Dr. Carl Neumann. 271

Denkt mtM sieh endlidi E ans dieser Oleiehnng 15) berechnet, nnd den so

erhaltenen Werth in die Formel:

1«)
d0

snbstitoirt, so stellt alsdann diese letztere die gesuchte partielle Differential'

gieichnng vot. Da man nan aber oflfenbar zu demselben Resultate gelangt,

mag man B aas 15) berechnen, und dann in 10) substitairen', oder mag mau
umgekehrt M ans 10) berechnen und dann in 15) einsetsen, so lilsst sich die

partielle Differentialgleielinng, dnreh Anwendung des letseren Verfahrens,

angenblicklich darstellen. Man erhält dann für dieselbe diejenige Form,

welche in 17) sogleich angegeben werden soll.

Das Besnitat dieser Untersuchung iMsst sich folgendermaassen aus-

sprechen:

„Sind Vp^s-'-Va independenten Variablen,
,,wo1che an Stolle der durch gegebene Bedingungen
„von einander ab hang igen Coordinaten a:, z oiii-

„geführt bind; l> c d c u t e t f r y ii e r K= Z' (/ , 9, ,
r/, . . . f/^) d a s

„ Po t 0 n ti u 1 d c r e i n \v i 1 Ii e n d e n K r ä f t e , und b o z c i c ii u c t

„man ausserdem mit f'o 1 gen d c a' A u s d r ü c k e

:

uu^öm
y^^^ ^ ^

_ i-
^^^^ ^ _

-t- ^j ,

„so hftngt die Ermittelung der Bewegung des Punkt-
„Systems von der Auffindung einer Function 0 ab,

„welche der partiellen Differentialgleichung:

17)

d0 30 d0 d0

d0

Hi
II,,

d0
tf,t

t •

««1

= 0

identisch Genüge leiste^, und zugleich « willkiir-

„liche Constante A^^ ... enthält. Ist uämlich
„diese Function 9; gefunden, so sind alsdaun

„die mit 2a willkürlichen Constanten B versehenen

„endlichen Oleiehungen, durch welche die Bewegung
„des Punktsystems dargestellt wird.**
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272 Ueber Hamilton's partielle Differentialgleichuog.

§.8.

leb gebe nun ttber tu der Bewegung einei Panbtsystems, dewen Be-

wegliebkeit dorcb gegebene, tind swar von der Zeit abbMögende Be*

dingnngen beachrftokt ist. Bezeiebnet man mit ^2 • * * ?a dieinde'

pendenten Variablen, welcbe an Stelle der, dureb die gegebenen Be-

ding ungsgleicbnngen mit einander verbundenen, reebtwinkligen CoordiM*

ten des Pnoktsystems eingeftlbrt sind, so werden sieb die letateren ntcbt

mebr (wie in §. 2) darcb die qk aHein, sondern dnrch diese nnd durch die

in den Bedingungen enthaltene Zeit t dnrstellen. Man wird also

für die Coordinaten x, y, z irgend eines dem S^üLemo angehörigen Punktes

m Ausdrücke von (olgeuder Gestalt haben:

y = tj^ (/, ryj, ^2 . . . g„).

In der Formel:

durch weiche die Unbekannten rji^ wiederum ihre Bestimmung finden, ist

dann im Allgemeinen das Potential Fein von den ^j. und /, und andererseits

die halbe lebendige Kraft T ein von den qic und t und auch von den f/k »b-

hängiger Ausdruck. Der w esentliche Unterschied der vorliegenden Auf-

gabe von der in §. 2 behandelten besteht darin, dass T nicht mehr wie dort

in Bezug auf die q'k ein homogenes Polynom 2''"" Grades ist, sondern

gegenwärtig ein Polynom darstellt, dessen Terme binsichtUob der q'it theib

0'«% theils V" und theils 2*'' Dimension sind.

Bei Bildnog von T ist es zweckmässig, das in den Gleichungen tö)

vorkommende I dorob die Beseichnnog an ersetzen, also au sebreiben:

*= tfi » A • • • J«)

wo dann:

18a) f, ?'•=>
ist. Für T ergiebt sich nanmebr folgender Werth:

(dz , dz dz . \\

oder:
7= 4. £ S {Ukiquq\),

A—0 t=Ü

wo:

„ {dx d a' d u du , dz ()z \

Xdg^cqi Cqkdqi cqkdqj
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Von Dr. Carl Nsmfaisv. 273

ist, und wo S wieder die tiber alle Punkte m det Systemo ausiiidehiietide

Summatmii andeutet.

Wenden wir nun die in §. 1 aiitgcstellten Theoreino au, so ist für L

wiederam der Ausdruck /'
-f- V zu ochmcn:

oder nach 18a):

d. i.:

19) L= 4*^"
U i) 4- q\ q\.

Dieaer Ausdraek für l stellt in Bezug auf die (a+l) Frössen

¥tf 9'\y9\ • • • ^ et
homogeDes Polynom 2*** Grades dar, und genügt

also folgender Gleichung

:

Demzufolge könncu wir dein in 1 angegebenen Ausdruck If

im Torliegeuden Falle, mit Riicksicbt auf 20), die Form geben:

Führen wir nun die in §. 1 angegebenen neuen Variablen ein

:

und daneben noch die Variable:

-

so ergiebt sieh aus 19), 30), 21) sofort:

21= q'o +Pt gt + . . -h Pa

Po = (Wo.+ 2 y) Q'o + "oi ^ I + . • . + „

Pt= («10^'0 + W|
, ^'l + . . . +

• • •

Pa~ ("ao9'o + «aiff'i + • • . f "««^f

«

Wenn man durchgängig fUr q\ seinen Werth 1 snbstltuirt, ferner die

beiden ersten Gleichungen von einander subtrahirt und dabei ffir 2L^2p^
der lotsten Gleichung gemäss, 2ß einsetzt, so erbält man:

(»10— Pi) + «II ^'i + «it ff't + • «I a « «= 0

« * . «
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274 lieber Hamilton's pftrtieUe Differentialgleich ing.

und dmraiu esdUeh durch EliminAtioii yoa , jf^« . • . 9'«:

n)
«10— Pi

«80— Pi

11

tl

«11

• ••

•00 P** "ai -ö» aa

Dnrcli (lioRe Gleichnn«^ ist // als Fnnrtion von ^ ^|« • ^«i Pi « j?jl<

dargestellt. Die partielle DiÖ'ereutialgleichung

aufweiche das Torliegende Problem führt| wird daher, wie man leicht uber-

sieht, ans der Fermel 22) sofort erhalten , wenn man darin an Stelle von

d(P d0 d0 dO
Jf/i Pt * . ' Pa respective —— , — , substitairt. Demnach ergiew

sich folgender Sats:

,,Handelt es sich am die Bewegung eines demPo-
„tential V unterworfenen Punktsystems, welches in

„setner Beweglichkeit durch lrgon4 welche mit der

„sieh tndernde Bedingungen besehrlnkt ist; sind

„demnach die rechtwinkligen Coordinaten y, £

„irgend eines Punktes m mit den i nd ependenten Va-

1 i a b i c n Vi , V, . . . ö'jj durch K ü 1 a t i o n e 11 verbunden, i

0

„welchen ,1 uss or d en g c n .1 n n t e 11 Gr össe n auch n oc h diti

„Zeit vorkouiint, so hängt die Ermittelung der in

„Frage stehenden Boweirung von der vollständisren

„Lösung <2>folgender partiellen Di fferentialgleichuag

t,ab:

23)

oa

. .. d0 30 d0
"""^ • • • «•«

«II «it

«tl «tl «•«

99
• « •

««f ««t ««0

unter den Uifidie Aus drücke:

Hu

=0.

tiju SS Sm I
•

und in diesen unter 9m ^t*** 9« independeotsn

Variablen, nnter dagegen die Zeit I su verstehen

.»ist."
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Von Dr. Cahl NBmiAinr. 275

Mm llberiiekt leiebt, 4«m die im orbergelMnden Paragraphen gefün-

den« partielle Differentialgleichnog 17) einen speetellen Fall der gegen-

wärtig geftindenen 23) bildet. Wendet man nämlich 23) auf ein mechani-

sclies Problem an, bei welchem die Bedingungsgleichimgon von der Zeit t

unabhängig siiul, so vcrscliwinden die mit dem Index (o) behafteten u. Fal-

len diese aber fort, so wird 23) identisch mit 17); wio man sofort erkennt,

sobald man beachtet, dass der Werth einer Determinante uageäudcrt bleibt,

wenn gleich zeit itj;' die (Tli( ]( r der ersten Horizontal- und die der ersten

Verticalreihe mit — 1 multiplicirt werden.
0

8.4.

Wir wollen nun zu den Problemen der re lativcn Bewegung Über-

gehen, und hierbei beginnen mit dem Fall eines einzelnen and frei be-

weglichen Pnnktee m. Sind *%llyZ die nach drei anbeweglichen and anf

einander tenkreebten Axen gemessenen Coordinaten dieses Punktes, nnd

andererseits |, % (die Coordinaten desselben inBezug anf ein in orgeschrie*

bener Bewegung begriffenes ebenfalls rechtwinkliges Coordinatensystem,

M ibden swischen diesen sr, % and |, (Belationen Yon folgender Form
statt:

wo die (Ta, a^t, ,
gegebene Fnnctionen der Zeit sind, welche den

bekannten Ö Gleichungen

:

«I* + «1* + = i
» f^j yi + Pf + h Vi= 0»

etc. etc.

Genüge leisten. Um die halbe lebendige Kraft:

iiarcb die relativen Coordinaten ^. t;, ^ dnr.stellen zu können, wird es sweck-

m&ssig sein, folgende Bezeichnungen einzuführen :

«i/i +«2/2H-«3/5=—(yi«'i + y5s««+y3«'3)=*»

A «I +A« $+ 1^3 «3= — (^« + «8 ?'%+ «»/''s)= *^

wo die Acconta ('), (") darehglingig Differentialquotienten nach de^ Zelt vor-

slellen sollen. Auch wird es gnt sein, sogleieb su bemerken, dass fUr die

Functionen a,6,e folgende Gleichungen gelten:

/i =6aj— «A

M)

I
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276 Ueber Hamilton'» partielle Differeotialgleichang.

Wm die Ableitung dieser Gleicbnngen anbelangt, so ergiebt sieb s. B.

die erste derselben sofort, wenn man die Formeln:

«, «I + «,a ,+ «5« 3= 0

A «'i + « t+A « i ==

yi «1 + yii«t+ ys« •=— *

der Beibe nacb mit
, /3| ,

multiplicirt, nad sodann alle drei addirt; in

analoger Weise die beiden ttbrigen.

Nnnmebr kennen wir snr Bildung des Ausdrnckes f ttbergeben, ond

erbAlten snnilebst ans 3S<i):

27) ar' =V, + («.r +M 4- + («. S i| -f- /, i) ,

sodann uiiL Berücksichtigang der Gleichungen 26): r

28) x = ö', -f- «1 " + y -|- yi w,

wo für den Augenblick u, Kur Bezeichnung folgender Ausdrücke ge-

braucht sind

:

u -\- bj: —crj

r = + C| — rtf.

«'=5' + —
Dnrcb gleiebzeitige BennUnog von 27) und 28) ergiebt sich nun

:

oder:

dl

— ««"i («I € + A^+ yi :) + («1 «+ A »+ yI*A
folgticb mit Rfleksicbt auf 25):

20) r= (~- 2 1 4- ^ 13+ CO + (u« + i»' + «'')),

wo eine Fonetion ist, deren Bedentung nicbt weiter von Gewicht sein

wird.

Soll nun die Bewegung des Punktes m in Bezug anf das selber in Be-

wegung begriffene Azensystem (| , , ^) ermittelt werden, so bat man die

Coordinaten ^, i}, 2; als Functionen der Zeit so zu bestimmen, dass:

30) 8.f{T-\-V)dt= 0

wird, wo V das gegebene, von |, rj, 1^ und möglicher Weise auch noch von /

abhängige Potential der auf den Punkt einwirkenden Kraft vorstellt,

übrigens der unter dem Integralzeichen siebende Ausdruck 7+ ^ w(ol$t

ni dF
29) den Terra — enthält, dieser Tcnn aber iu der Formel 30) vollstÄodig

t dl

überflüssig ist, so kann man die zur Bestimmung Ton |» i}* dienende Be-

dingung foigendermaassen hinstellen

:

81) 6»fLd(= a,

wo L folgenden Ausdruck vorstellen soll:
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x= I [-2(^1+ + <?0 + («•+ «^1+ F,

d. i.:

Beieichnet msn diesen Ansdnick' dnreli:

wo also:

~ m

82)

M|l= «tt= «St~

«.•= «K*t-ci,)'+(c|-aO«+{ai,^6ö'l-2«(^i+^i|+CO

Ut» so hat denelbe in Bezug auf i\ri\( dieselbe Form, wie der in §. 3 (19)

angegebene Ansdrtick in Bezu^ auf q\ ,
^'^ . . . g'^.

Nach §. 3, 23) ii>t Uemn ach die partielle DifforeD-

tialgleichnng, auf derpu Lösung das vorliegende
Problem zur ü c k k o iii in t, folgende:

+ u.,-~ .„.--^ OS

00

««0
— m

= 0,

0 0

welcbe schliessUch dnroh Einsetsong der in 32) fttr

die u angegebenen Wertbe ttbergebt in:

a<p .
1 S{d0y

.
(d0\*

,

(d0\^\

d0d0d0^
dj dli df

a b c

Hier sind B ^ C bekannte Functionen von /, welche mit den
ursprünglich gegebenen a*, jJ*» y/c, Ot diircli die Gleichungen 24), 25) zusam-

menhängen. Femer ist V ebenfalls eine gegebene, von |, { and mögli-

cherweise aocb noob von I abhängende Foociioo.
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§. 5.

Bchlicsslicli mag nocli clor Fall eines J*nnkt.Systems Lcliaiidolt wprdon,

dessen Bewegunfr in Bezug auf ein, in vorgeschriol onpr Br^^ egung begriffe-

nes Axensystcni (§, ^^ ]tO!Jtimnit werden soll; raag nun das Potential <lcr

einwirkenden Kräfte allein von der Lage des Pankteystems zu den Axeo

(£» Q> j»)t oder mag dasselbe ausserdem aadi noch abhängig sein von seiner

Lage 2ti den festen Axen («, y, r); mag ferner die Bewegliclikeit des

Systems frei oder in gegebener Weise beschränkt sein. Falls jedoch der-

artige Beschränkungen ) d. i. gegebene Bedingungsgleiehnngen zwischen

den Goordinaten existiren, so soll (allerdings aar der Eiofschlisit

willen) angenommen werden, dass diese Bedingnngsgletebangen nnabhSngig

yon i sind.

Bezeicbnet man die Hasse Irgend eines der Pnnkte des Sjstems mit

m, nad die Coordinaten desselben in den beiden Axensjstemen mit«, yit

und ^, 1}, so ergiebt sich ans 30) für die halbe lebendige Kraft 7 d»

Fnnktsystems folgender Ansdmek:

Die anr Bestammnng der Bewegnng des Systems dienende Formel ist

demnacb:

33) ^.jLdtssO, .

wo L folgenden Werth bat:

34) L^S^ ; +(V+c|-«{:)' -5m(i4|+Bfl+C0+ F.

wenn nümlicL T Jas gegebene Potential vorstellt, und die Summation 5

flbcr alle Funkte m des Systems ausgedehnt gedacht wird. Bezeichuet

a die An^alil von Gleichungen, welche zu den gegebenen zNvibclien |, tjA

stattfiiuk iiilen ]5eiiingungsgleichungen noch hinzugelugt sverdeu miisstc, um

die relative Lage des Punktsystems in Bezug auf die Axon (I, t] , voll-

Ständig festzustellen , kann man demnach die rechtwinkligen Coordinaten

i* Ift t ^ indepcndentc Variable • - • 9a reduciren: so sind nno

diese qk der Art sn bestimmen, dass sie der Formel 33) Geniige leisten, dass

also die nach ihnen genommene Variation des Integrals y*I4^ Yersehwiadet.

Führt man nun in 84) an Stelle der l', die q'k ein, so ergiebt sieh:
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Von Dr. Carl Medmann. 279

wo£ die aber i , 2, 3 . • . er ausgedehnte Sammation andeuten »oll.

Dtrans folgt:

85) L^i^^*^^ {uuq\qi)^V.q\q\.

WO 7^ (ebenso wio in §. 3) gleich I sein soll, und wo dif Grossen m^.,-^ Wq*» "oo»

je nachdem bei Ir Indices von 0 verschieden, oder eiuer derselben, oder

beide gleich 0 sind, folgende Werthe besitzen:

Kd^k Hi dq, dqi ^ dqu dqj

Sm {{bt- eil)«+ (c|— af)« + («17 - 6 ^ S2«(^| + B\

t

Ct).

Da nun der Aiudrnck 85)' dieselbe Form besitati wie der in §.3, 19)

«ifgefttelUe, so ergiebt sieb, «

da88diepartielleDifferentialgleiehiing,anfdereo Lö-
sung das gegenwärtig Torliegettde meehaniscbe Pro-
blem recnrrirt, sofort erhalten wird, wenn man in der

dort gefundenen partiellen Differentialgleiebnng 23)

die soeben fttrt/itt, u^k^un^ aufgestellten Werthe substi-

tnirt.

Auf meinen besondern Wnnsch wird dieser Aufsats, welcher schon im

Jabre im in einem BussisehenJournal(BtcTHH&'b MarevaTHqecKHx-bHajRi»

u^amihrit no^ poA«u|ieH» TJCEBA. BHJIBHO. 1802, S. 111«) ersehie-

aea ist, hier von Neuem veröffentlicht.

Tübingen, 10. März Ibüö. C. Neüm'ann.
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0eometriiehe Verwandtschaften sweiten Gradei^

Von

Dr.TH.REYE,
PiiTatdocent in Zürich,

9

Donkm wir uns ans zwei Punkten .S' und .V, einer Fläche F zweiter

Ordnung die sammtiicbcu in derselben liegenden Punkte durch Strahlen

projicirt, so werden S and Mittelpunkte von swei Strablenbündcln*), die

BO aaf einander bezogen sind, da??« je zwei entsprechende Strahlen dersel-

ben sich in einem Punkte der Fläche F schneiden. Jedem Strahle dei

einen Bündels entspricht also im Allgemeinen ein einziger Strahl des an«

dem, jeder Ebene aber, d. h. jedem ebenen StrablenbUschel des einen Btta-

del« entspricht eine Kcgelflltche des andern, welche durch die Schnittlinie

jener £bene und der gegebenen Fläche F hindurchgeht Eine Ausnahms

hiervon macbt jedoch der gemeinschaftliche Strahl SS^ der beiden Bündel

nnd jede durch ihn gehende Ebene. Denn jede solche Ebene entspricht

offenbar sich selbst, weil ihre Schnittlinie mit durch S nnd geht uod

also aus keinem die.ser Punkte durch ciue Kegelfläche projicirt wird. Sind

aber <J und 0, die Beridirungsebenen von F m S und .S, , so ent.sprechen

dem Strahle .*>
, je nachdem er zum Bündel N oder zu S^ gerechnet wird,

die sämmtlichen in resp. a, oder a liegenden Strahlen der Bündel. Habco

ferner 0 und Oi je eine oder je zwei Gerade mit /'gemein, ist also die Flacbc

zweiter Ordnung eine geradlinige, d. h. eine Kegelfläche oder eine Regel-

fläche, so bilden auch diese Geraden und alle durch sie gelegten Ebonea

eine Ausnahme ron obiger Regel. Denn sei u eine solche in a liegende

Oerade, die also auch als Strahl des Bündels S betrachtet werden kann: so

entsprecben diesem Strahl in die sämmtlichen Strahlen der Ebene ^s«

weil jeder derselben dem Strahle u in einem Punkte der Fläche begegnet,

wie Torlangt wird« Und da jipde durch u gelegte Ebene noch eine Gerade

V\ Die Ausdrucke ,, Strnblfnhüntlel ,
Mittelpunkt, rociprulc , involutoriscL etc-

"

habeu in vorliegender Arbeit difjViiigu J»oiU'utiuig- , wclilio iiiin-n beigelegt wird u. A.

in V. Staudt's Geometrie derLage, Müraberg 1847 und in tu einen Vorträ-

gen über die Geometrie der Lage. Hannover IStiü beiHUmpler.
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9 mit geneio hat, to entopricht dieter Ebene up Ton 8 die Ebene Si 9 von
'

nicht aber eine Kegelfläehe.

Schneiden wir die Strahlenbflndel S und 5, dnreh die retp. Ebenen S
»od 80 iind auch die«e enf einander bezogen. Und swar entspricht je-

dem Punkte der einen Ebene im Allgemeinen ein einziger Punkt der andero,

jeder Geraden aber ein Kegelschnitt. Nnr je ein oder höchstens je drei

Punkte der Ebenen machen hierTon eine Ausnahme, indem jedem derselben

die .samnitlicben Punkte einer Geraden entsprechen, jeder durch einen von

ihnen geheudcu Geraden aber wieder eine Gerii<Ie.

Zwei Ebenen, welche eine Fläche zweiter Ordnunj^ berüliren, können

auch so anf einiui In bezogen werden, dass je zwei Strahlen derselben ein-

ander entsprechend genannt werden , welche in irgend einer Beriihrungs- •

ebene der Flüche liegen. Jedem Strahl der einen Ebene entsjjricht dann

im AllgPMieineti ein einziger »Strahl der anderen, den sämmtlichen Strahlen

s I'nnkte^ aber die bammtlichen Tangenten eines Kegelschnitts. Auch

hier treten jedoch Ausnahmen aiifj z. B. die Schnittlinie der beiden gege-

benen Ebenen bildet eine .solche. — Durch Projiciren aus zwei bclicbicron

Mittelpunkten können wir von den Ebenen zu Strahlenbündelu übergehen.

Jeder Ebene des einen dieser Bündel entspricht dann im andern eine Ebene,

jedem £benenbiiscbel aber die sämmtlichen Berührungsebenen einer Kegel-

fläche. — Wir können auch zwei Ebenen so -auf einander beziehen, data

jedem Strahl der einen ein Punkt der anderen entspricht, jedem Strahlen*

büschel aber ein Kegelschnitt. Hieraus lassen aich dann wieder analogpe

Beaiehungen swiachen StrahlenbUndeln ableiten.

Alle diese verschiedenen Arten von Beaiehnngen swiachen Ebenen nnd

Strahlenbündelu will ich im Folgenden unter dem Namen „Geometrische
Ter wandtaehaften awetten Gradea** anaammeDfaaaen , lur Unter*

aekeldnng namentlich von den Verwandtachaften der Collinearitilt und der

Bedprodtftt, oder der Verwandtachaften eraten Oradea. Sind

nMmlieh swei Ebenen coUtnear, ao entaprieht ebenfalls jedem Fonkte der

einen ein Punkt der anderen , nicht aber jeder Geraden ein Kegelschnitt,

aondem wieder eine Gerade. Und sind swei Ebenen reciprok, so entspricht

jedem Strahl der einen ein Punkt in der anderen Ebene , und den aXmmtli-

oben Strahlen eines Punktes entsprechen die sämmtlichen Punkte einer

Geraden, und nicht eines Kegelachnitta , wie bei der Verwandtschaft swel-

t^n Grades.

Wie die projectiTische Verwandtschaft awischen StrableubSseheln,

Bbenenbliscbeln nnd Geraden an den wichtigsten Eigenschaften der Kegel-

schnitte gefilhrt hat, ebenao mOchte daa Studium der hier betrachteten

geometrischen Verwandtachaften sweiten Gradea analoge Eigenschaften der

Flächen zweiter Ordnung aufdecken können. So iat mir schon gelungen,^^ _^
zu neun gegebenen Punkten einer FUche swetter Ordnung einen beliebigeji^^

zehnten linear '^u. conbtruiren, d. h. durch 0 Punkte ehae Fliehe wmm
Zciuchiifl r. Mathematik a. Phykik. XI, 4
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Ordtiulkg SU legen. Und swsr ist die unten im $. 2 angegebene Constmc-

tion swar weitlSnfig in der Ansfilhrnng, aber doeb Im Princip ebenso einfseb

wie diejenige, dnreb welcbe mittelst projectiviscbfr Strablenbllsebel an fünf

gegebenen Punkten eines Kege)sebnitts ein seebster gefunden wird.

Steiner*), Seydewita*) nnd in neuester Zeit die Herren Geiser*)

und Hirst*) beben bereits über die Verwandtschaflen sweiten Grades ge-

schrieben ,
jedoeb tbeils besondere Fälle , tbeils besondere Lagen der geo

metrisch verwendten Systeme angenommen. Femer bs't Magnus^) diess

Verwandtschaften ganz allgemein, aber aaf analytischem Wege nntersnebt,

wobei ihm aber die vor Allem wichtigen projectivischen Beziehungen ent-

gangen sind. Ich glaube deshalb ungeachtet 8o bedeutender schon vorhan-

dener Arbeiten Uber diesen Gegenstand meine UnterRUcliungen nicht zu-

rückhalten zn sollen, zumal da der von mir eingesclilnt^ene Weg bisher nicht

betreten war. Schon bekannte Sätze werde ich, wo sie erwähnt werden

müssen, mit möglichster Kürze behandeln.

Wiobtigste Beiiehiiiigen iwisefaen geometriseli Terwasdteii Cbenon.

Ich besclirfinke mich darauf, die Verwainllsi haiit n zweiten Grades

zwischen EI cik n zu untersuchen. Denn diejenigen zwischen- Strahlen-

bUndrhi odn /.wischen einem Stralilenbiindel und einer Ebene werden auf

jene zurückgefiilirt , wenn wir jeden Strnblenbiindel durch eine Ebene

schneiden. Zwischen zwei Ebenen £ und 2^, sind nun drei Arten solcher

geometrischer Verwaadtscbaften mtiglicb, nämlieb im Allgemeinen ent-

spfiebt entweder

:

1) jedem Punkt von X ein Punkt von ^ und jeder Ctoradea nm£
oder £i ein Kegelschnitt in resp. 2^, oder oder

2) jedem Strahl von £ ein Strahl von 2^, nnd den sftmmüieben Strsb-

len eines Punktes Ton 2^oder £^ die sämmtiteben Tangenten einS8

Kegelschnitts in resp. 2*, oder £\ oder

a) jedem Pnnkt von £ ein Strahl yun £^ , und jeder Geraden voa £
die sämmtlichen Tangenten eines Kegelsebnitts Ton 2^, sowie je-

dem Strablenbflsebel von £^ die sämmtlieben Rankte eines Kegsl-

eebnitts von £»

Uebrigens genflgt es, wenn icb nur auf den ersten Fall näber eingebe.

Denn ersetst man eine oder jede der Ebenen £nftd dnreb eine ieeipiel(^

Ebene , so ergeben sieh ans diesem ersten Fall sofort die beiden ttbrigen,
'

nnd alle fftr 1) gewonnenen Ergebnisse laaien sieb obne Weiteres aufl)

1) Systematische Kntwickelung etc. pag. 251 —206.

2) Grüne rtN Archiv Bd. 7, pa^. 113— 148.
'

3) Mitthcilun^on der Berner Naturt. Gesellschaft 1805«

4j ProceedingM ofthe Royal Society 180Ö png Ö2 — 106.

5) Aaffsbta «adLabiMtie au 4m analyUsoliea Qcemeirie pag. 229— 240.
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o4«r 3) ttWrtrag««. Nor wo beioiidm Lagon in Bctraclit konunea, mllneii

ditt ]«tetoron Arien der V^rwandUebaft, sowie die Verwandtschaften awi-

aehon Strahlenbilndeln beaondera nnteranebt werden.

Die oinfaobate Art, iwei Ebenen £muä JBi anf die in i) angedeutete

Woiae anf einander so beaiehen, iat wobl die folgende. Man beaiebe£ and

2I| in doppelter Weise rociprok anf einander, ao daaa jeder Pankt der einen

£bene awei Polaren in der andern beeitat, nnd nenne dann je swei Punkte

•iBaader entsprecbend, von denen der eine, und folglich jeder anf beiden

Polaren doa andern liegt. Jedem Pnnkte Ton 2 enfepriebt hiemach im

Allgemeinen ein einaiger Punkt in nlmHch der Sehnittpankt seiner bei-

den Polaren; jeder Geraden aber ein an ihr projectivischer Kegelschnitt.

Denn die Polaren der sämmtlichen Punkte einer Geraden k bilden zwei zu

dieser uiiii tv'lglicli auch zu einander projecti^Msche Ötiahleubüschcl, welciie

•ich schneiden in dem joner Geraden entsjrreclienden Kegelschnitt x,. Im

Folgenden soll der ganz bpecielle Pall uui>gcsc)iloi>i>en sein, in welchem

jeder solche Kegelschnittf wie x,, aus Geraden besteht. Dersellio tritt liann

ein , weuQ die beiden in 2.\ angenommenen und zn £ reciproken Ebenen

perspectivische Lage haben.

In den Ebenen Ii* und -T, ß:iobt es gewisse Punkte, die mehr als einen

Punkt zu entsprechenden haben. Jeder soleho Punkt soll ein Haupt-

punkt genannt werden. Da seine beiden Polaren mehr als einen Punkt

gemein haben, so fallen dieselben zu einer einzi-reii Geraden zusammen,

welche eine Hau ptli nie heissen soll. Jederl'unkt einer solchen Haupt

linio OBtapricht sonach dem Hauptpunkte, dessen Polare sie ist, und dessen

entsprechende Hauptlinie sie aus diesem Grunde genannt wird. Da

non alle Hauptliaien der einen Ebene mit jeder in derselben gelegoneo Qo-

radon Pnnkte gemein haben, so folgt:

^eder Kegelschnitt der einen Ebene, welcher

einer Geraden der andern Ebene entspricht, goht

durch alle Hauptpunkte der erstcreu.

Es kann daher nor eine beschränkte Zahl von Hauptjmnkten geben.

Hilgen nnn den Geraden A und / von £ die Kegelschnitte x, und A,

TOü £^ enlspioehen, so haben die letsteren den Punkt gemein, welcher

dorn Schnittpnnkte Pvon k and / entapricfat, .ood folglich noch miodesteoa

einen nnd höchstens drei weitere reelle Punkte. Denn dass S| und sich

etwa nur berühren in P^, ohne sich ausserdem au sehneideo, lisst sich leicht

ermeiden , indem l durch swei solche Pnnkte gelegt wird , deren entspre-

aheode durch «1 TOD einander getreant sind. Alsdann liegt 1, theilweise

innerhalb nnd theilweise ansserhalb'«!, und hat deshalb mit Jij mindestens

2) Nennt man zwei Strahlen iler Ehonf-n cinaiuler entspreclicnd , wcun jede

dnrcli die bL^deu Pole der aadereu ^olil, so erhult ninii die zweite Art der geometrischen

Verwnndt«cbaft zweiten Grades. Ebenao entsteht die dritte Art, wenn X in doppelter

Weise oollinear auf £i bezogen wird a* s. w.
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einen und höchstens drei reelle Punkte ausser P| gemein. Jeder dieser

letzteren ist ein Hauptpunkt von
,
wei( ihm sowohl auf k als auch auf /

ein von P verschiedener Punkt entspricht. Also:

Jede der Ebenen 2^unfl jI^ bat mindesteos einen

reellen TT anptpiinkt nnd hd( tstens drei solche.

Sei tf eine Hauptlime von 2 und a, eine beliebige durch den entspre«

chenden Hauptpunkt Ui gebende Qerade von 2^, Dann bilden die Polaren

der sftmmtltchen Funkte Ton in 2 awei an und folglicb su einander

projeetiTische Btrablenblisehe] , welche perspectiviseh liegen, weil sie die

Hanptlinie u entsprechend gemein haben. Sie scfaneidea sieh daher n
einer an projeetivischen Geraden welche mit « snsammen den der

entsprechenden Kegelschnitt ausmacht. Umgekehrt entspricht der Gera^

den « die Gerade «i und kein krummer Kegebchnitt. Darens aber folgt,

dasa « durch einen reellen Hanptpunkt der Ebene Z gehen mnss. Denit

well die Polarea der sSmmtlichen Punkte ron a sich paarweise auf «t schnei-

den , Schilden dieselben swei perspectiyische Strahlenbüschel, nnd in dem

gemeinschaftlichen Strahle dieser Bttschel fallen daher die beiden Polaren

irgend eines Punktes ^on a, d. h. eines Hauptpunktes snsammen. Also:

Jede Gerade, welcher ein aus Geraden bestehen«

der Kegelschnitt entspricht, geht durch einen reellen

Hanptpunkt, und umgekehrt.
Durch den Strahlenbüschel lJ^ Avcrtlcn die Kegelschnitte x, und A| und

folglich auch die entsprechenden Geraden A uml / projectivisch so auf ein

ander bezogen, dass die Kegelschnitte den Punkt , und öouiit die Gera-

den ihren Schnittpunkt P entsprechend gemein haben. Letztere liegen da-

her perspectivisch , und die sämmtlichen Geraden a, welche den durch T,

gehenden Geraden «, entsprechen, bilden einen (zu A-, x, und folglich) zu

f/, projectivischeu Strahlenbüschel , dessen Mittel])unkt mit. U bezeichnet

werde. Die Hanptlinie u geht nur dann durch U oder ist nur in dem Falle

ein Projectionbstrahl der perbpectivischon Geraden k und /, wenn Xj nnd \
sich in TJ^ berühren, und deshalb (7, sich selbst entspricht in x, und Aj.

Weil nun auf jeder durch U gehenden Geraden a ein Hauptpunkt liegen

muss, so ist U aelbst dieser Hauptpunkt; denn sonst enthielte die Ebene £
unendlich viele Hauptpunkte , was unmöglich ist. Wir wollen die Haupt-

punkte und fJ einander zugeordnet nennen, so dass jedem Haupt-

punkte der einen Ebene ein solcher in der anderen £bene angeordnet ist.

Darens ergieht sich zunächst:

Die Zahl der reellen Hauptpunkte und daher aucb

der reellen Hauptlinien ist in beiden Ebenen die

gleiche, nnd jede der Ebenen enthült ebenso viele

Hauptpunkte wie Hauptlinien.

Auch lassen sich die eben gefundenen Sätse wie folgt ensammen-

stellen:
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Jeder tl u r c Ii o i n e n Hauptpunkt CT, gehenden O p r a •

(1 0 n ^y, entspricht (ausser der dem en tsp r r c Ii <• n 1 e n

11 a u p tl i n i e u) eine durch den zu o ord n o t e n iinupt-

punktt'" gehende und zu a^ pro jectiviische Gerade a.

Die Büschel und V .sind p r oj e c t i v i s c h in Ansehung
ihrer einander e n t s p r e c Ii e n d c n Heraden, und sollen
augeordnote Hauptbüschel genannt werden.

Liegt ^'auf m, so berühren sich im zugeordneten
Hauptpunkte l\ je z av e i Kegelschnitte 1C| nnd 1^,

welche irgend zwei Geraden k and / Ton 27 entipre-
chen,undumgekehrt.

lieber die gegenseitige Lage der Hanptponkte and HAQptünien giebt

uns der Sats Anfschlnss

:

Der Schnittpunkt von awei Hanptlinien jeder
Ebene ist ein Hanptpnnkt, und die Verbindnngalinie
von zwei Hauptpunkten eine Hanptlinie.

Nimlieb der Scbnittpunkf von zwei Haoptlinien entspricht awei Hanpt*

ponkten, mit deren Verbindaogsljnie daher seine beiden Polaren sttsam-

menfallen. Da fiberkanpt jedem Hauptpunkt diejenige Hanptlinie ent*

sprieht, in welcher seine beiden Polaren sich ereinigen, so dttrfen wir ancb

sagen:

Von swei in £ und 2^ gegebenen Hauptpunkten
liegt entweder keiner oder jeder in der entapreoben*
den Hauptlinie des andern.

Eodlich lisst sich noch folgender Sats leicht beweisen

:

Wenn ein krummer Kegelschnitt, der einer Oera-
den entspricht, irgend eine Hauptlinie seiner Bbene
aehneidet oder bertthrt, so ist jeder dieser gemein-
schaftliehen Punkte ein Hauptpunkt.

Binem solchen gemeinschaftlichen Punkte entspricht nUmlieh nieht nur ein

Unaptpunkt, sondern ausserdem ein Punkt jener Geraden.

Zu den Hauptpunkten, welche liicmach auf einer Hauptlinie «, von

liegen, gelangen wir auch durch folgende In tiachtuug. Sei U derjenige

Hauptpunkt von 2;", dessen beide Polaren in «, liegen. Jeder Strahl von

£ hat im Allgemeinen zwei Pole in 2,',, und zwar Hegen die Polo der sämmt-

lichen Strahlen von U auf der llaiiptlioie «, , wo sie zwei zu dem Büschel U

und folglich auch zu einander projectivische Gerade bilden. Dieselben

haben nach bekannten Sätzen zwei Punkte entsprechend gemein, so dass

för zwei Strahlen von U die beiden l'ole zusammentallen ; und diese beiden

Punkte sind die in »/, liegondpn Hauptpunkte. AVir. bekannt, können die

beiden Punkte, welche zwei auf einander liegende ]
i 'lii ctivische Gerado

gemein haben, auch zusammenfallen, oder auch conjugirt iq[iaginär werden*

Dieser letstere Fall verdient eine besondere Erörterung.
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Sei k eine beliebige Gerade Iii £^ weklie den HAuptbUaebel ü sdinei-

det, «j der «ntoprecbende Kegeleebnitt In J^. Denn kennen wir nns % wie

folgt eonstrairt denlcen. Wir aaeben.sn k die beiden Pole in nnd ebeoio

tn irgend einem Strahle « von U, Die Polaren de« Schnittpunktes S von

k und a sind dann diejeaigeo beiden Geraden» welche die Pole ran k be>

liehnngsweise mit den Polen von e erblnden, and dem Punkte 8 entspricht

der Schnittpunkt 5, dieser beiden Verbindangslinien. Wir finden also den
|

Kegelsclinitt , iudem wir aus den Polen von A beziehungsweise die in m,

liegendt ii prnjectivischen Geraden durch zwei Strahlenbtlschel projiciren,
|

und deren Schniltcurve aufsuchen. Dieser Kegelschnitt geht durch die

reellen oder imaginären Punkte, welche jene projertivischen Geraden ge-

mein haben. Da dasselbe von jedem zw eiten Kegeischoiit der Ebeae 2^

gilt, welche einer Ger^flen l von Z" entspricht, so folgt der Satz:

Jede Hauj)tlinie der einen Ebene ist entweder

eine gemeinschaftliche Tangente, oder einegemeio*

Bcbaftliche reelle oder ideale Secante der sKmmtli-»

eben Kegelichnitte, welche den Geraden der andern

Ebene entsprechen. Jeder dieser Kegelscbnitte.gelit

durch alle reellen oder imaginären Hanptponkte
•einer E bene.

Seien nnn Ü und zwei angeordnete Hauptpunkte der Ebenen £ ood

£t , und reap. U| nnd u die entaprechenden Hanptlinten von 2^ nnd £\ sei

femer wie orhin k eine beliebige Gerade von nnd Hi der enlaprecheade,

dnrch üt gehende Kegelachnitt yon 2^. Dann aind folgende Fftlle lo an«

terscheiden

:

Wenn CT, auaaerhalb «, Hegt, und folglich U anaaerhalb «, so kann:

1) u, von K| in noch awei reellen Hanptpnnkten Tg nnd ft'\ g«-

• chn;tten worden. Jede der beiden Ebenen enthilt daaaela

reelles Dreieck, dessen drei Eckpunkte die Hauptpunkte, noddes*

>en drei Seiten die Hauptlinien der Ebene sind. Jeder Haupt-

]iunkt liegt derjenigen Haujiiiinio gegenüber, welche dem zugeord*

neten Hauptpunkte entspricht (verfjl. den Kali 5).

2) u^ kann von K^ in einem Hauptpunkte F, berülji t ^verden. Dann

enthalt jede Ebene zwei Hauptpunkte und zw* i 1 1.iuptlmicn. Und

zwar sind die Schnittpunkte der zwei Paar Hauptlinien das eiue

Paar zugeordneter Hauptpunkte; das andere Paar liegt auf den

beiden Hauptlinien, welche jenem eraten Paar Uaoptpunktea eot*

sprechen.

d) u, hat mit «1 swet imaginüre Pnnk te gemein. In jeder Ebene

liegt nur ein reeller Hauptpunkt Und oine sieht durch denselben

gehende reelle Hauptlinie; ausserdem aber awei imagtnllre Hanpt-

punkte und swet imaginäre Hauptlinien. Die Hauptpunkte ta^
|

Hauptlinien jeder Ebene bilden die Eckpunkte nnd Seiten einst
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imaginären Dreieck«, in welchem nar ein £ckpiinkt liebst der ge>

genttberliagenden Seite reell ist.

Liegt dagegen Ui anf »i nnd folglich ü anf ii, so kann

:

4) «1 von xi in berührt werden. In diesem Falle enthftlt jede

Ebene nur einen Hanptpankt nnd eine durch denselben gehende

Hanptlinie.

5) Oder wird von JC| in noch einem Hauptpunkte F| geschnitten.

Da alsdann die entsprechende Hanptlinie v dnrch V gehen mnss,

so ist dieser Fall mit dem unter 2) nngoftthrten identisch, abgesehen

on der Bezeichnung. Denn aus der Untersuchung aber zngeord- •

nete Hauptpunkte ergab sich , dass X] in von jedem andern,

einer Gcrftden / entsprechenden Kcgelsclniitt k^ der Ebeno be-

rührt wird, wenn (/auf« liegt. Also lial)en x, und ke^ieu

Hauptpunkt ausser f/, nnd V^ mit einander geniein.

Sei nun P der Schnittpunkt von /. und /, bo haben die Kegelschnitte Xt

und Aj atisscr den Hauptpunkten von 2.', noch denjonij^en Punkt mit ein-

ander geuiciu, welcher dem Punkt P entspricht. Wenn x, und A, einander

berühren in P,, so entspricht iiner gemeinschatilicheu Tangente ein Kegel-

schnitt, welcher mit jeder der Geraden k und / nur den Schnittpunkt P ge-

mein bat, und also ans zwei durch P gehenden Geraden bestehen muss.

Jene Tangente enthttlt deshalb einen Hauptpunkt, und weil alle Haupt-

punkte von 2^1 auf x, und liegen, so kann nur P| jener Hauptpunkt sein,

und P liegt folglich anf einer Hanptlinie» Wenn also P nicht auf einer

Hanptlinie von Z liegt« so müssen »| und einander sehneiden in P|.

Wir wollen diesen Fall hier annehmen nnd bemerken, dass awei so sich

sehneidonde Kegelschnitte entweder vier Schnittpunkte, von denen swei

imagtnftr sein können, oder swei Schnittpunkte nnd einen BerOhrnngspunkt,

oder iwei Schnittpunkte, von denen der eine aogleich Bertthmngspnnkt ut,

mit einander gemein haben. Darens folgt

:

Die Kegelschnitte nnd A| schneiden einander und die

Hauptlinien im Falle I) in den drei reellen nnd im Falle 8) in dem

reellen nnd den beiden imaginären Hauptpunkten. Im Falle 2)

dagegen berühren sie einander und die eine Hauptlinie einfach in

dem einen Hauptpunkte, und schneiden einander, sowie die zweite

Hauptlinie in dem aweiten Hauptpunkte. Endlich im Falle 4) be-

rühren sie einander (dreipuuktig) und die iiauptlinie in dem
Hauptpunkte.

HieruHch ist es wohl gestattet, die genannten vier Fälle wie folgt zu-

sammen zu fassen :

Die Hauptlinien und Hauptpunkte jeder Ebene
bilden die Seiten und Eckpunkte eines Dreiecks, wel-

chem jeder, einer Geraden der zweiten Ebene ent-

sprechende Kegelschnitt umschrieben ist, und wel-
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eh«t das Hanptdreiaok der Ebene heisren soll. Zwei

Seiten und die ihnen gegenüberliegenden Eekpnnkte

können conjngirt imaginär sein; aneli können iwei

oder alle drei Eckpunkte, nnd damit aneb die gegen-

ttberliegenden Seiten zntammenfallen.
Wenn nXmlich zwei Eckpunkte eines Dreiecks , welebera awei Kegel-

sohaitte nmsehrieben nnd, snsammenfallen , so wird die verbindende Seite

an einer gemeinscbaftlieben Tangente der Kegelschnitte. Wenn auch der

dritte Eckpunkt sich mit den beiden ersten vereinigt , so berQhrea sich die

Kegelschnitte dreipnnktig. Werden dagegen awei Eckpunkte conjugirt

iraagtnHr, so ist ibre Verbindangslinie eine ideale Secante der Kegel-

sclinitte. — In der Folge sollen die Hauptdreiecke eigentliche Dreieck«

genannt werden, wenn sie je drei reelle Eckpunkte nnd folglich auch drei

reelle Seiten luiben, von denen keine zwei zusammenfallen.

Von den vior soeben aufgestellten Fällen haben Steiner nnd Seyde-

witz nnr den ersten behandelt, und Scydewitz hat den zweiten beilauüg

angedeutet. Anch scheint es unmöglich, auf dem Wege, welchen dieselben

eingeschlagen haben, za den tibrigen Fällen au gelangen.

KegelsdmittbftukeL Be&ehen von Ebenen auf einander unter gegebtoeii

Bedingungen.

Bekanntlich ist ein Kegelschnitt, welcher drei gegebene Punkte mit

einem gegebenen Kegelschnitt gemein haben soll, eindeutig bestimmt, sobald

noch irgend zwei, also im Ganzen fUnf Ponkte desselben bekannt sind. Und

zwar dürfen die drei Punkte des gegebenen Kegelschnitts theilweise oder

alle auf die oben angegebene Art ansammenfallen , auch können iwei der-

eelben conjngirt imaginftr sein. Daraus können wir schliesaen:

Jeder dem Hanptdreieek der einen Ebene un-

sehriebene Kegelschnitt entiprioht einer Oeradea
der andern Ebene.

Der Oeraden nSmlieh, welche irgend awei Punkte verbindet, deren eat>

sprechende auf dem gegebenen Kegelschnitt liegen und keine Hauptpaakte

sind, entspricht ein Kegelschnitt, welcher offenbar mit jenem fünf Poakis

gemein hat, also mit ihm identisch ist. Streng genommen entspricht libri*

gensdiesem Kegelschnitt nicht nur jene Gerade, sondern ausserdem jedeSeits

des Hauptdreiecks der zweiten Ebene, also eine Linie vierter Ordnuog.

Den sämmtliclien Geraden der Ebene -Z", welche durch einen Punkt P

gehen, entsprccbon in die bäunutlichen Kegplschnitte, welche dem Haupt-

dreieck uinscliriebiMi sind und durch den entsprechenden Punkt P^ gehen.

Dnrcli jeden andern Punkt von Z", geht nur ein einziger Kegelsebniti

djp^o^ Linienbiischels Pj, weil durch den entsprechenden Punkt 0 nur eine

einzige Gerade des StrahleuhavcbeU P geht. Wenn P auf keiner Haupt*

.
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linie von Zliegt, so schneiden siel» alle jene Kegelschnitte in Z',
;
Hegt

d«peg<*n /' auf einer Hauj>tlinie «, bO fällt I\ mit dcui entsprechenden

Hauptpunkte T'j zusammen, in welchem sodann nllo jene Ken^elschnitte

einander und diejenige Gerade berühren, welche dem Strahle UP des zu-

geordneten Hauptpnnktes U entspricht. Denn die Kogelschnitte haben

nit j«Der Geraden nar den Punkt geoiem, weil ihre entsprechenden Qe-

reden mit UP anr den auf u liegenden Punkt P gemein haben. Je naclidem

nun das Hanptdreieck Dt F, IF^ von. reell oder imaginär ist, und je nach-

dem keine, oder swei» oder alle Hanptpankte desselben snsammenfallen,

haben die Kegelschnitte des Büschels Pf eine der folgenden Lagen an

einander:

J, Wenn P auf keiner Hauptlinie von £ Hegt, und folglich P, mit

keinem Hauptpunkte vun Z", zusammenfällt:

J) Säniuitli: !i( Kegelschnitte des Büschels schneiden sich in den

vier Piiiiku II P,
, ?7, ,

r, . , von denen zwei, etwa und

auch imaginär .^viu knimen;

2) Sie Rchneirlffi sich in zwei reellrn Punkten und , und be-

rühren Pinnndi r einfach in einem dritten Punkte V^•y

8) Sie schneiden einander in zwei Punkten P, und ITg, und berühren

einander zugleich dreipunktig im letzteren

B* Liegt dagegen P anf einer Haoptlinie u von X, und fKllt sonaeh

Pi snsammen mit dem entsprechenden Hanptpnnkte Ut von X^, so

folgt:

4) Sämmtliche Kegelschnitte berttbren einander einfach in nnd

achneiden einander in swei reellen oder imaginären Pnnktea F|

nad

5) Sie berühren einander einfach in swei Punkten Ui und F|;

6) Sie berühren einander vierpunktig in üf
Alle diese sechs Fälle lassen sich snsammenfassen bu dem Satse:

Die aämmtliohen Kegelsclmite des Büschels sind einem

Viereck F, P, umschrieben.

Wir brauchen nämlich nur anzunehmen , dass swei von den Eckpunkten

des Vierecks conjugirt imaginär sein dürfen, sowie dass beliebig swei,

drei oder alle Eckpunkte susammenfallen können. Denn fallen nur zwei

Eckpunkte suaammen, so entsteht einer der Fälle t) oder 4); fallen drei

mammeo, so erhalten wir den Fall 8); ereinigen sieh zweimal awei £ck-

punkte, so entsteht 8), und rereinigen sieb alle Tier, so haben wir die Tier-

|«nktige Berttlirong von 6).

I>er Kegelschnittbtischel />, soll au dem ihm entspreebeaden Strahlen-

bttscbel P projeetiTisch heissen, weil jeder Geraden a, welche den letsteren

sebneidet, im Allgemeinen ein projeetirischer Kegelsebaitt entspriebt,

wslsher dnreh P^^ geschnitten wird , so dass nämlich Je awei entspreehaade
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Pnnkte von ü nad «i auf twei eiitspreebeiideii Lloleii der Bitoeliel Pnod P^

liegen. Geht die Gerade a durch einen Hauptpunkt ü, so entspricht ihr

eine projectivische Gerade a, , die durch den zugeordneten Hauptpunkt 17,

gebt, und für welche jjHnz dasselbe gilt, wie für den Kegelschnitt <r,. End-

lich wird auch jede Gerado welche durch P, geht, von dem KegelschuiU-

buscUel /*, , und der entsprccheuue , durch P gehende KegeUcbnitt ^ von

dem 8trahlenbüscliel P so getchoitten , dass und y projectiviach aaf ein-

auder besogen werden.

Wir wollen den Kcgelschnittbüscliel P, auch zu jedem Gebilde pro-

,^66tivi8ch nennen, welche« zu dem 8trahlenbüscliel P projectivi.sch ist; so

dass P, Dicht nur zu allen Geraden a und allen durch P gehenden Kegel-

flchniUeo welche vom Büschel P geschnitten werden, sondern auch zn

den entsprechenden Kegelschoitten crj und Geraden projecttvisch ist Da

aber jeder Punkt von o, oder gi auf dem ihm eotsprecheodeo Kegelflcbaitt

des Büschels Pi liegt, so iät es zweckmässig, von diesen Gebilden zu sagen,

sie liegen perspectivisch zum Büschel P,. Je zwei snm Bilacbel Pf (und

folglich aneh an P) projectiTische Gebilde sind «neb sn einander prq}eeli-

isch. TTm so mehr folgt:

Gerade und Kegelschnitte, welehe sn einem B Ii'

sehe! von Kegelschnitten perspectivisch liegen, sind

an einander projectivisch.

Wir nennen deshalb vier Kegelschnitte des Bttschels harmonisch, wsna

sie eine nnd folglich Jede Gerade, die durch einen Hauptpunkt, sowie jedes

Kegelschnitt, der durch drei Hauptpunkte des Bttschels hindurchgeht, io

vier harmonischen Funkten schneiden. Uro einen Kegelschnittbllschel auf

irgend ein anderes Gebilde , x. B. eine Gerade, projectivisch zu beziehen,

brauchen wir nur letztere auf irgend ein znm Kegelschnittbiiscliel perspecti-

visches Gebilde projectivisch zu beziehen. Also dürfen wir irgenrl Arfi

KegelscbiuLLc des Büschels drei beliebigen Punktt u der Geraden willkürlich

ÄUweibeu, wodurch aber dann jedem Kegelsclinitt des Büschels ein be-

stimmter Punkt der Geraden zugewiesen ist. Dai nns folgt indirect:

Wenn ein Kegelschnittbiiscliel P. projectivisch

i B t z u p i n e r G e r a d e n ^7, . die d u r c h e i n e n H ä u p t p n n k t

,

oder zu einem Kegelschnitt der durch drei Haupt-

punkte des Büschels geht, und wenn dre i Pnnkte von

^1 oder tt| auf den ihnen entsprechenden Kegelschnit-

ten von Pf liegen, so ist ^, oder«| perspectivisch aa Pf

Endlich stelle ich noch den folgenden Satz auf

:

Wenn dieKeg e Isch nitte eines Büsch eis P, in eiaeo

Hauptpunkte ü^ Ton verschiedenn Geraden berfikrt

werden, so bilden diese almmtlichen Tangenten einea

tu P| projectivisehen Strahlenhllschel Uf
Denn der nngeordnete Strehlenbttsehel U liegt snm Strahlenbüieliel P p*r*
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apectivi si [i
, indem je zwei ODtsprechende Strahlen sich auf der Uaupüioie

• schneiden.

Diese Sätze gelten für jeden Büschel von Kegelschnitten, welche einem

Viereek iiiiisobriebe& sind; imd swar können irgend drei von den Bekpunk*

teD des Vierecks (von denen anch swei iiaaginKr aeio and beKeUg viele

smmmenfalleD dürfen) als Haaptpankte der Ebene angesehen werden.

Den* atif diese Ebene £t sich eine sweite Bbene £ stets so besieben»

dass swiseken £^ und £ eine geometrisobe Verwandtschaft aweiten Gradat

besteht, «nd angleieh jene drei Eckpunkte die Hauptpunkte Ton bilden.

Weil aber dann nach dem am Eingang dieses Paragraphen aufgestellten

Satte dem Kegelschnittbttsehel ein Strahlenbttsebel eotsprioht, so sind

unsere Sfttae Uber KegeUehnittbttscbel eyiden). l)ie Möglichkeit jedoch,

swei Ebenen £^ und £ in der soeben angegebenen Weise auf einander- au

beziehen, orgiebt sieb aus folgendem Satze

:

Soll zwischen zwei Ebenen £ und £i eine Ver-

wandtschaft aweiten Grades anf<^e8tellt werden, so

können in 2J irgend zwei Gerade Ar und / angenommen,
und auf diese irgend swei Kegelschnitte »i und A| in

J5| resp. projecti viscb so bezogen werden, dass einem
gemeinschaftlichen reellen Punkte der letzteren

der Schnittpunkt P tou Arundl entspricht.' Dadurch
aber ist nicht nur jedem Punkte von Aundf ein be-

stimmter Punkt von resp. «i und A|, sondern Überhaupt
jedem Punkte von £ ein Punkt von £t suge wiesen; nnd
jeder Geraden von £ oder entspricht im Allgemei*
nen ein Kegelschnitt in oder H

Dr9 Hauptdreteek in 2J, , welchem die Kegelschnitte x, nnd A, umschrieben

üind, kann also ganz willkürlich angenommen werden, und muss z. B. nicht

outhwondig ein cigcntlielies Dreieck sein.

Ziuu Beweise unseres Satzes beziehen wir die Ebenen £ uinl 2.', reci-

prok 80 anf einander, dass der Punkt /' von £ eine durch P, gehende Ge-

rade von £i zur Polaren hat, dass ferner die Punkte nnd L, , in welchen

die Kegelschnitte und anra zweiten Mnle von dieser Geraden geschnit-

ten werden, die Pole der resp. Geraden A: und i sind, und dass endlich Jeder

Punkt der letzteren denjenigen Strahl von resp. ifi und I| zur Polaren hat,

welcher durch den entsprechenden Punkt von «i oder A, btndurehgeUt In-

dem wir der Geraden ir|i.i Pi eine andere Lage geben, besiehen wir die

Ebenen Xund £t noch einmal reeiprok so enf einander, dass die Polaren

der simmtliehen Punkte von k und / zwei au resp. X| und perspectivische

dtrahlenbfischel IT, nnd £| bilden. Da aber jetzt jeder Punkt von £ swei

Polaren in 2^ besitat, so sind die Ebenen gleichseitig so auf einander be-

logen , dass jedem Punkte ron £ im Allgemeinen ein Punkt von , und
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jeder Geraden ein Kegelschnitt entspricht; nnd iwur entopreeheii Bamrat»

lieh den Punkten von k und l die ihnen in resp. X| and Ai von vornherein

zugewiesenen Punktr.

E« könnte scheiüi n, dass mehr als rine den Annahmen genügende geo-

metrische Verwandtschaft zweiten Grades swiachen 2^ und 2^ möglich sei,^

weil 4ie Gerade M^L^P^ nicht bloss zwei, sondern nnsfthlig riele Lagen

nnnehmen kann. Allein die Kegelaehnitte n^ nnd 1% bestimmen sofort das

Hnnptdreieck der Ebene Zx , weil jeder von P| Tersehiedene Punkt, den a,

nnd 1| mit einander gemein habon, ein Hauptpunkt von ist« and auch

der Punkt P^^ wenn in ibm jene Kegebebnitte einander berühren, ünd

jeder Geraden von welche k nnd l in swei Punkten sehneidet, entsprieht

daher in 2i ein Kegelschnitt, welcher mit und i| die entsprechenden bei-

den Punkte gemein hat, und aüsserdem jenem Hauptdreieek umsebriebeo,

also TÖllig bestimmt ist. , Daraus folgt, dass Jedem Punkte von 27, da der-

selbe als Schnittpunkt von swei Geraden betrachtet werden kann, ein gani

bestimmter Punkt, nSmlich der vierte gemeinschaftliche Punkt der eot^

sprechenden beiden Kegelschnitte von zugewiesen ist, wie oben behaup-

tet wnrde.

Wir schliessen aus dipsnr Untersuchung, dass zwischen £ und eine

gp^'ebene Ver>vandtsclinft zweiten Grades auf unzählig viele Arten dad'.irch

erzeugt werden kann, dass Z und 21^ in doppelter Weise auf einander rcci-

prok bezogen werden. Oder man kann £ und Z| auf nnendlich viele Artec

reciprok auf einander beaiehen, so dass die sämmtlicben Polaren eines

Punktes von Zsich in dem entsprechenden Punkte von schneiden, die

sämrotlichen Pole einer Geraden aber auf dem ihr entsprechenden Kegel-

schnitt liegen, und dass allemal dem Hauptdreieck von Z das Hanptdrei-

eck von ^ reciprok entspricht« Ich will diesen wichtige» Sata noch ein-

mal direci beweisen und wie folgt aussprechen:

Werden die Ebenen Zundi; in dreifacher Weise
reciprok auf einander betogen, so dass die Polaren

der drei Hauptpunkte von J? mit den entsprechenden
Hauptlinien von zusammenfallen, nud dass die drei

Polaren rt,,a'jUndö", irgend eines zu keiner Haupt-

Ii n i e g e Ii ö r i g e n P u n k l e 8 v o n 2^ s i c h i a o i n o n» eben

solchen punkte//, von^i schneiden, so müssen sich

diePoIaren jedes Punktes P von 2^ in einem Punkte /^f

von schneiden.

Die Polaren der sKmmtlieben Punkte einer durch A gehenden Gerades

k bilden drei an k und folglich auch su einander projectivische Strahlen-

bllsehel ATf , k\ und E^i, In diesen entsprechen dem Punkte A die Strah-

len «1, ü\ und a", , nnd dem Schnittpunkte von k mit einer Hauptlinie Tsn

£ dae drei nach dem entsprechenden Hauptpunkte von 1^ gehenden Strah-
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leo. Alio ersengt der Strableubfisohel IT, mit den Ihm projeetivucfara MC'i

und ir"i swei dem Hauptdreieck von nmiebriebene Kegettobiiitte, welehe

eiieb die Punkte IC^ und oder sosammen fünfPonkte gemein baben und

detbelb identiscb sind. In jedem Punkte der Cunre aebndden «ich eomit

drei einander entsprecbende Strahlen der Btlsehel A^, ,
IT', nnd oder

die Polaren PtiP\ ^'^^ p 't jedes beliebigen Ponktes P der Geraden Ar schnei-

den sich in einem Punkte . Da nun k ein ganz beliebiger Strahl des

Punktes A ist, so ist aucii P ein ganz beliebiger Punkt der Ebene und

der Sats somit bewiesen.

Wenn o, sich dreht um ^, , so mnss der Punkt A\ dieser Geraden aicli

auf dem durch die Büschel /{\ nnd A'", erzeugten Kegelschnitt bewegen.

Also dreht sich aucli die Gerade , welcho von «, im Punkte A
,
geschnit-

ten wird, nm ihren Punkt P,, und die so beschriebenen Strahlenbüschel

und Pf sind projoctivisch in Ansehung ihrer entsprechenden Strahlen und

well diese eich schneiden auf einem durch At und P^ gehenden Kegel-

schnitt. So oft a, durch einen Hauptpankt von ^ gebt, muss pi durch den-

lelben Hauptpunkt gehen, weil dieser anch aufjenem Kegelschnitt liegt*

Also:

Werden zwei Ebenen l^und beliebig oft reciprok

anf einander bezogen, so dass alle Polarea einesjeden
Punktes 7on£dureb einen nnd denselben Punkt Ton

Dl bindnrebgeben, so bilden die Polaren von irgend

iwei beliebigen Punkten d und Pvon £swei Btrablen-

bflscbel At und/^, welobe projeetiviseh sind in An-
seknng ihrer, jenen Punkten A und ^gleichseitig ent*

spreobenden Strahlen.

Nur die Hauptpunkte von 2 bilden eine Ausnahme, weil die Polaren eines

jeden derselben keinen Strablenbttsehel ansmaehen, sondern ausammenfal*

len« Wie man leiebt siebt, läset sich dieser nicht unwichtige Sata allgemei-

ner so darstellen:

Werden die Ebenen £ nnd ^ reciprok so auf ein«
ander bezogen, dass den Eckpunkten eines in ^ ge-

gebenen Dreiecks die resp, Seiten eines in 2^, gegebe-
ne n Dir iccks entsprechen, einem vierten gegebenen
Punkt ( ^:ivüu2;' aber eine beliebige Gerade von 2:^,,

so ist jedem Punkte Pvou ^eine bestimmte Gerade
vou2J, als Polare zugewiesen. Beschreibt dann ir-

gend ein System von Geratlen, so ,beschreibt ein

coilineares System von Geraden.

So oft nämlich a, einen Strahlenbüschel vi, beschreibt, muss einen pro-

jectivischen Strahlenbüschel P, beschreiben, woraus sich der Satz crgiebt.

Wenn also die Polare von A durch einen gegebenen Punkt geht, so mnss

auch die Polare jedes anderen Punktes P von £ durch einen beittinunten
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Pttokt Pf vea X, hindwebgeliea. Da aber £uaA in Aneehoag ikrer m
einfttiiler entoprecbendeii Punkte l^und geometriacb verwandt tied, m

Soll swiecben iwei Bbenen £und eine geome-

triBcbe Verirandtscbaft swettea Grades atifgetteltt

werden, so können- nicht aar irgend swei e igentlicbe

Dreiecke derselben einander als Hauptdreiecke 20-

geordnet werden, sondern es kann noch zu irgend

einem Punkte A von £ der c 11 1 sprechend e vou L^

w i 1 1 k ü r 1 1 c Ii g 0 w ä Ii 1 1 \v e r (1 e n. 1) a d u r c h i s t a b e r j e d e m

Puiiktc /'von der en tsp rech ende Punkt P| voa^ m-
e w i c so n.

Zu'^leich leuclitct ein, da^s /u jedem Punkte der entsprechende durch Ii

neare (^onstruciioiuai ge}uijden werden kann, so ^ul wie in zwei reoiproken

Ebenen zu jedem Punkte die Polare. Die Punkte A und dürfen jedoch

auf keiner ÜAuptlinie der Systeme angenommen werden.

Sind die einander sugeordnetenHauptdreieckekeineeigentlichenDreiecke

(fallen s. B. je zwei Eckpunkte derselben zusammen) , so ist die feciproks

Verwandtschaft der Ebenen 2^ und X, niclit immer völlig bestimmt, wenn

wir die Hauptdreieekc reciprok aaf einander beziehen nad aaseerdem dsm

Punkte A eine durch gehende Gerade als Polare zuweisen« In diesem

Falle köaaen wir deshalb, um iwischen £ und £^ eine geometrisebe Ver*

wandtschalt anf^nstelien, ausier den einander tngeerdneten Haaptdreiecken

«ad den Pankten A and A^ aeeh aadera entsprechende BlemeaCe eiasnder

Bttwelsen. Eine Untersaehang, welehe Ven dem 8aCse aasgeht, data Je

swei sngeordaete Hanptbttsehel der Ebenen an einander projeetiTiseb sind,

aad die leb der Kttrae wegen anterdrllcken mass, ergiebt Folgeades: Sisd

dieHanptdrelecke imsgiaärf sokQnnea die Ebene« aar aaf aweierleiArt sosrf

einander geometrisch besogea werden, dass aaoh Ä aad A^ eaaander entspre-

chen; dagegen aufnnendlieh vieleArten, wenn sweioder alleEckpaakte jedes

Hauptdreleeks sassmmenfallen. Vereinigea sich ngmlkh je swei Eck*

punkte in V and Fi, wibrend CT nad IT, den jedesmaligea dritten Eekpunkt

bezeichnen, so kann noch irgend einem Strahle von ü ein beliebiger Strsbl

von f/j zugewiesen werden. Vereinigen sich dagegen in rcsp. U und Vx

alle Eckpunkte der llauptdreiecke , so koiineu nicht nur die Punkte A und

il,, sondern noch zwei beliebige andere Punkte B und ß^ t*iuaiid<'r auo;ewi«-

sen werden. — Da«« auf demselben Wege auch der obige 8atz getundeo

wird, hat schon Seydewitz nachgewiesen.

Die bisherigen Entwickelungen liefern uns nwu die Mittel, folgen

wichtig;« i'rftge zu liison: ,,Wie viele Punktenjitifire \ on zwei Ebenen dur-

,,fen einander willkürlich zugewiesen werden, wenn zwischen diesen Ehe

„nen eine geometrisch» Verwandtschaft sweiton Grades aufgestellt werden

„soH?" Ich werde seigen, dass die gesaebte Ansakl gleich sieben ist,
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und diM cu jedem acbt«n Pttnkte der etnen Ebene der entsprechende in

der anderen Ebene durch lineare Construction gefunden werden kann. Um
die Wichtigkeit dieser Untersuchung gebührend hervorzuheben , bemerke

ich, dass aus derselben ein synthetischer Beweis des bekannten Satses »ich

ergiebt

:

Eine Fläche zweiter Ordnung ist im Allgemeinen
durch neun ihrer Punkte oder durch neun ihrerBe-
riib rungsebenen bestimmt.

Aach gewinnen wir, was wichtiger ist, eine Lösung der berühmten Aufgabe:

Von einer so l)e£itimmten Fläche zweiter Ordnung
beliebig viele neue Paokte ocTer BeriihriingsebeneD
linear zaconstruiren.

Nftmlich eine Fläche tweiter Ordnung wird aus irgend zwei ihrer Punkte

dnreh geometrisch verwandte Strahle nbiindel projieirt. Durch sieben

weitere Punkte der Fläche sind also sieben Paar entsprechender Strahlen

dieeer Bttndel gegeben, und so jedem achten Strahl des einen Bündels iXaet

lieh lonach der entsprechende des anderen dnreh lineare Gonstractionen

finden I nnd der Schnittpankt heider Ist dann ein neuer Ponkt der Fliehe.

Eine gegebene Flüche «weiter Ordnung kann «vch durch awei Strahlen-

blüidelf deren Mittelpunkte in ihr liegen, auf unendlich Tiele Arten dadurch

ersengt werden, dass man diese Bttndel reeiprok auf einander besieht, in-

dem sodann jeder Strahl des einen Bttndels von der entsprechenden Ebene

des anderen in einem Punkte der Flüche geschnitten wird. Darnach lüsst

sieh der obige Sat« Ober diese Flüchen auch auf folgenden aurttckführen:

Zwei Ebenen ^nnd £| können auf unendlich Tiele

Arten reeiprok so auf einander bezogen werden, dass
sieben gegebene Punkte A, By C, i), £, G von £ die

Pole sind von sieben Geraden, welche bezüglich durch
sieben g e g e b c n e P u n k t e v4,

,
Z?,

,
6",

, /), , , ,
v o n

hindurchgehen. Für je acht in beiden Ebenen ge-

gebene 1' unkte lässt sich jedoch im Allgemeinen nur

eine s ol ch e rec 1 p rn k e Verwandtschaft au f stell en.

Um diesen Satz zu Iilmv(ms(mi und zugleich die darin enthaltene Cou-

strnclionsnufgnbe zu lüsen, nehmen wir zunKchst in irgend vier durch

/4,, C, nnd JJ^ gehende Gerade a,
,
b^, r, und an als Polaren der

resp. Punkte A, P, C und D von £. Dann entspricht dem Punkte E eine

ganz bestimmte Polare e,. Lassen wir nun di sich drehen um /)( , so dreht

sich €, gleichzeitig um einen bestimmten Punkt, und beschreibt einen cum
Strahlenbttschel i>| projectivischnn Büschel. Bei irgend einer Lage von tf^

BOSS deswegen 0| durch den Punkt hindurchgehen, und swar ist diese

besondere Lage von nnd dnreh lineare Oonstmctienen zu bestimmen.

Dasselbe kann für eine beliebig veritaidevte Luge der durch C, gehenden

Geraden geschehen. Wir kdnnen also die Ebenen £nnd auf unendlieh
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viele Artett reciprok so raf einmader besiehen, das« jedetmal den Punktn

A nnd B von Z swei Irastimiiite Oerede «i nnd 6, von als Polaren zuge-

wiesen sind, den Punkten C, ß und E aber drei durch re^p. C^, Di uod £|

gehende Gerade c,, imd f, ; oder:

Wenn zwischen zwei Ebenen Z" u n d i"", eine geo-

metrische V e rw a ii »1 1 s c Ii a ft z w e i t e n (; r a (1 e h aufgestellt

werden soll, so können inl^zwei Haaptpunkte^undf
und noch drei beliebige andere Punkte C, und fan*
genommen, und denselben ml« resp. entspreehende in

2:, zwei beliebige UauptUnien «i nad 6, und drei

Punkte C,, Z>, und A', znge w i ese n werden, Dadurchiit
aber im Allgemeinen jedem Punkte von £ einPankt
on 2li svgewiesen.-

Besiehen wir nun Zund JS^ auf die oben angegebene Art beliebig oft

reciprok aufeinander, so bilden die sSromtliehen Polaren von irgend swsi

Punkten C nnd F der £ swei projectivische Strablenbtlscb^I in 2^, Bei ir-

gend einer Lage der Polaren c, von C mnas daber die Polare ^ von F dereh

den gegebenen Pnnkt Ft geben. Wir können aber aueb der durch ge-

henden Geraden 6, eine beliebig verHnderte Lage geben , und wieder die

Polaren r,
,

rf, , , f, von C, />, E, F linear so construircn, dnss sie durch

resp. C,
, ^, ,

L\
,
F, geben und die Ebenen Z und 2., reciprok aui" einander

bezogen sind. Also:

Die Ebenen Xund 2!', lassen sich auf eine einzige

Weise geometrisch so auf einander bezieben, -das«

de in Haup tpunkte ^4 nnd den beliebigen fünf Punkten
B, 6\ />, E, F die Hauptlinie und irgend fünf Punkte

(^1, /i suge wiesen sind.

Unter allen Lagen von nnd den angehörigen von , tf|
,
e, und /i

giebt es aber wieder eine, bei welcher die Polare des Punktes G durch

den gegebenen Punkt bindnrebgebt. Denn beschreibt den Strahlen-

bfiaebel Bu so beschreibt gleichzeitig einen au Bt projeetivischen BQsebet,

von welchem ein Strahl durch hindurchgehen mnss. Diese Lage des

Strahles ^1 ist gleichfalls durch lineare Constrnetionen an bestimmen, welche

Lag4 Mch die durch Ax gehende Gerade ff« haben mag. Also können die

Ebenen j&nnd 2^ auf unaftblig viele Arten und mittelst linearer Con-

structionen reciprok so auf einander bezogen werden , dass den Siebes

Punkten A,B^C^DjE,F, G von Z als Polateu sieben durch resp. A^,

C,, A',, F^y G, gehende Gerade t,, r,, d^, t'j, /,, von 2^, euUprecheo,

und unser Satz ist somit bewiesep. Zugleich folgt:

Zwischen swei Ebenen JSund S^ ist eine geome-

irische Verwandtschaft iweiten Grades eindeutig be>

stimmt,^ wenn sieben gegebenen Punkten der eiaea
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Ebene sieben gegebene Pnnkie der anderen Ebene
sngewiesen sind.

Dieser Seta entbält die vorbergehenden, wenn ein gegebener Hsuptpuekt

der einen Ebene nnd die entspreebende Henptlinie der anderen für je swei

Fonkte geslüilt werden.

Uebrigens kdnoen die ge«;ebenen sieben Punkte jeder Ebene solebe

besondere Lage sn einender haben, dass durch sie die geometrische Ver-

wssdtocbaft der Ebenen nicht Tdllig bestimmt ist. Bei der oben angeführ-

ten Construction kann z. B. der Fall eintreten , das« der Strahlenbüschel,

welcher während der Drehung von ^, um - Iriohzeiti^ von lipschiicbeu

wird, den l'unkt (r', selbst zum ^^littelpuiikte hat. Die niilicre Erörterung

dieser Aubiialunefälle imiKS ich der iviir/iu \\ cj,'en übersehen.

Da bei der Drehung von 0, um /i, aufb jode aclito Gerade //, , die von

eiuem l'unkte ^ die Polare ist, eiueu Strahleiibiisehel bcbchreibt, so lässt

sich ofi'enb^ir im All^emoinen eine einzige Lü^^'e von bestimmen, so dass

Ai durch ciueu gegebenen runkt hindurchgeht.

Z\s*ischen zwei Ebenen 2,' uud 2?, ibt eiru; ^'cometrische Verwandtschaft

zweiten Grades n. A. auch dann im Allguineiiteu völlig bestimmt, wie leicht

au erkennen, wenn in ihnen gegeben sind t

1) ein Paar zugeordneter Hauptpunkte V und l\ nebst den entspre-

chenden Hauptlinien u, uud u (so dass u und nicht durch resp.

V und gehen), sowie drei Punrc entsprechender Punkte ; oder

2) das Hauptdreieck von nebst vier Paaren entsprechender Punkte.

Durch je swei Punkte von I.^ ist nünitich eine Gerade, durch die

entsprechenden beiden Punkte von £ aber der entsprechende Ke-

gelschnitfc bestimmt, n. s. w.

8) Oder wenn gegeben sind swei Fear projectivischer Strablenbtt-

sebel, deren Mittelpunkt V nnd sowie V und F, 2wei Paere sn-

geordneter Hauptpunkte der Ebenen sind. Jeder Punkt B von 27

bestimmt nämlich swei Strahlen von U nnd F, deren entsprechende

Strahlen der Bttschel I7| und K, sich in dem entsprechenden Punkte

Px schneiden. Von dieser Annahme istSeydewits ausgegangen.

Von den Hauptpunkten jeder Ebene können in diesem Falle keine

swei imaginär sein |^auch können nicht alle drei snsammenfallen.

4) Es könnten auch gegeben sein awei Kegelschnittbttschel, die einem

Breieck (dem Hauptdreieck) von £% umschrieben sind, nnd swei

zu jenen resp. prnjectivische Strahlenbilschel in 2?, so jedoch, dass

dem gemeinschaftlichen Kegelschnitt der ersteren der gemein-

schaftliebe Strahl der letateren entspricht.

El lassen sich unschwer noch weitere Fälle aufstellen.

Durch die obigen Entwickelungen ist beiläufig auch die Anfgalie gelöst:

Weuninzwei£benen^and2', je sieben einend
cuttipruchcudc Punkte gegeben sind, so soll je

Z«ilstbrifl lur Matheuiulik u. i'iiy»ik. XI, 4. 20
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aebtar Punkt Ünnä Uf so besCimmt werden, dass di«*

Strablenbttsebel U nnd I/, projeettTiseb sind in An-
i

sebnng derjenigen sieben BtrableapaarOt welebe dir

gegebenen Punkte projiciren.

Näiiilicli U 1111(1 r, sind zwei zugeordnete Hauptpunkte der mittelst jener

sieben rutikirnpaaro treometrisch auf einander bezogenen Ebenen 2" und

ü^. Die Aufgabe hat also stets eine, und im Äligemeinen höchstens drei

Lösungen. *

§.3.

Besondere Lagen der Ebenen JS nnd £f m «inaiider.

Wir haben gesoiien, dasa zwei geometrisch verwandte Ebenen Zumi

£y mindestens je einen reellen Hauptpunkt U und £/, haben, und zwar ist

ü dem i/| zugeordnet, so dass die Ilnuptbüschel U und (/, einander ent-

sprechen nnd projectivisch sind. Wir können deshalb die Ebenen £ und

^ iu eine solche Lage zu einander bringen, dass die Büschel U uml l\ per-

spectivisch liegen, d. b* Schnitte eines und desselben Ebenenbttscbels siod,

dessen dnreh U nnd Vt gebende Axe mit t beseiebnet werde. Je awei eis*

ander entsprechende Gerade g und
ffi

tou ü nnd Ut bestimmen dsnn

eine durch z gehende Ebene; nnd die Verbindungslinien ihrer einsnder

entsprechenden Punkte bilden die sftmmtlicben Tsngenten eines Kegvl-

Schnittes, der auch die Oeraden g nnd g, bertthrt. Auch wird s geschnitten

on jeder Gereden, welche awel entsprechende Punkte der Bbenen mit ein-

ander yerbindet.

Projicircu wir die Ebenen 2^ uiul 2^', bczichunj^swcise aus zwei auf der

Axo z liegemlni ruukten Ä und 6, , so entstellen zwei geometrisch ver-

wandte Strahlenliiindel. Je zwei entsjtreclHMider Strahlen dieser Bündel

Bchaeiden einander, weil die durch bic projicirten Punkte von Z und 2^, mit

.S^v, oder z in einer Ebene liegen. Der Ort aller solcher Schnittpunkte

heisst eine Fläche zweiter Ordnung, welche nämlich mit jeder durch

S oder S", f;«'logtcn Ebene einen durch resp. Soder gehenden Kegelschnitt,

und folglich mit jeder Geraden , die nicht ganz in die Fläche hineinföilt,

höchstens zwei Punkte gemein hat. Denn einer solchen Ebene ven S, d.h.

den sämmtlichen in derselben liegenden Strahlen Ton 5, entspricht in ^
eine Regelfläche zweiter Ordnung, welche den Strahl 55, enthält, nnd mit

jener Ebene den erwähnten , durch S gehenden Kegelschnitt gemein fast;

oder auch die Kl>enc entspricht sich selbst, wenn sie nämlich durch SSf geht,

und diiiin liegen iu ihr zw ei projectivisclie Strahlenbüschel 5 und ^j. welche

den Kcgolschnitt erzengen. Derselbo hann auch in zwei Gerade zerfaiien.

Je nachdem die Ebenen 2.' und 2,^ je zwei, je einen oder keinen von

CT resp. C7, verschiedenen reellen Hauptpunkt besitzen, schneiden sich die

Strahlenbilndel 6' und St in einem einfachen Hyperboloid, welches auch in
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ein hyperbolisches l'nrabnloid ausarten kann, oder in einer Kegeltläche,

oder in einer Fläche ssweitcr Ordnung, die keine Geraden enthrält, also

entweder ein EUipsoid, oder ein elliptisches Paraboloid, oder ein zweifaclies

Hyperboloid sein mnts. Die ron z yenchiedenen Ilanptstrahlcn der Bün«

del liegen nftmlich ganz in der ersengteu Fläche zweiter Ordnung. Die*

jenigen beiden llauptlinien ti| und ti der Ebenen JE^ und £^ welche den

Haoptpunkten 1/ und JJ^ entsprechen, werden ans resp. Sy und S dnrch

swei BerühmngMbeiien der Fläche sweiter Ordnung projieirt. Denn jeder

In einer dieser Ebenen liegende Strahl von S und Sx entspricht dem ge-

meinsehnftliclien Haaptetrehle BS^ der Bfindel, nnd bertthrt die FlHche »wei-

ter Ordnung , weil er mit derselben nur den Punkt B oder gemein hat.

Eine Ausnahme machen nur die etwaigen Ilanptstrahlen von S oder 5p
welche in jenen Bertthruugsebenen liegen, und welche mit allen ihren Punk-

ten der Fläche angehören.

Werden die Ebenen £ nnd ^ In einander gelegt, so ist die Frage, wie

Tiele Paare entsprechender Punkte dann auf einander fallen kennen. Da
£ in doppelter Waise reelprok aufZ^ bezogen ist, so folgt, dass jeder

Funkt A von 2, welcher mit seinem entsprechenden Punkte von Z*i zu-

ianmenfXllt, also sieh selbst entspricht, auf jeder der beiden Polaren liegt,

die in £| besitzt Daraus ergiebt sieh sofort:

"Wenn drei Pnnkte einer Geraden sich selbst ent*

sprechen , so fälltjeder Punkt der Geraden mit seinem
entaprechenden zusammen.

Denn die Gerade liegt In diesem Falle perspectiviseh an jedem der beiden

Strahlenbflsehel, welche von den Polaren ihrer sämrattichen Punkte gebil-

det werden. tJebrigens geht In diesem Falle die Gerade durch zwei zu-

geordnete reelle Hauptpunkte der Ebenen. Sehneiden sich die Ebenen

in einer Geraden , deren sämmtlicho Pnnkte sich selbst entsprechen, nnd

erbindet man die beiden anderen Paaro zugeordneter Hauptpunkte, dio

für den Augenblick als reell ang^enomnicn werden mögen, durch zwei Ge-

rade, 80 zeigt sich sofort, dass je zwei entsprechende l'uukte mit jeder die-

ser Goraden in einer Kbenc liegen. Die eämmtlicbon Verbindunprsiinien

»Mitsprechender Pnnkte werden von zwoi festen Geraden geschnitten.

Dieser bisnnderc Fall ist es, welchen Steiner (a.a.O.} mit gewohnter

Meisterschaft eingehend untersocbt hat.

Soydewits zeigte saerst (in Grnnert's Archiv Bd. 8, p. 35), dasa

diejenigen Punkte Ton zwei in einander gelegten reeiproken Ebenen,

welche auf ihren Polaren liegen, einen Kegelschnitt bilden, der sich aber

auf Gerade oder auf einen Punkt reduciren, o^er aber imaginSr werden

kann. Also giebt es in Z zwei Kegelschnitte, deren sämmtlicbe Pnnkte

**>f einer ihrer beiden Polaren iu 27| liegen. Die gemeinschaftlichen Pnnkte
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tlieser bcidon Kegelschniltc liegpn also auf jeder ihrer beiden Polaren, und

falleu mit ihren entsprechenden zusammen; oderr

Zwei iu tiiuander gelegte, geometrisch verwandte
• Ebenen haben im Allgemeinen und höchstens vier

(reelle oder imaginurc) Punkte entsprechend gemein,

und nur a u 8 n a h in s w e i s e die 6 ä m m 1 1 i c Ii o n 1' ii n k t c e i &es

Kegelschnitts oder auch einer oder zwei Geraden.
Dieser Ausnabnicf'all tritt namcnlllch dann ein, wenn zwei zugr»ordnete

llauptbiiscbel l' nnd der lOboncn projectivisch gleich sind und zur

Deckung gcbraclit werden. Denn weil alsdann jeder Punkt mit seinem

entsprechenden auf einer durch U gehenden Geraden liegt, so ist er in je-

der seiner Polaren enthalten, sobald er auf. einer derselben liegt. Dia im

obigen Beweise erwähnten beiden Kegelschnitte decken also einander*

Eine Fläche zweiter Ordnung, welche durch zwei geometrisch verwandte

StralilenbUndel erzeugt wird, bat deshalb mit jeder beliebigen JBbene einen

Kegelschnitt gemein, welcher jedoch auch imaginär werden, oder aicb anf

eine oder avei Gerade oder auch einen Punkt rcduciren kann. Denn in

der Ebene liegen swei geometrisch verwandte Schnitte der Strahlenbüudel

so, dasB awei xugeordncte Hauptbttscbel einander decken. Uebrigens lisst

Btcb dieae Eigenschaft der Flftchen 2***' Ordnung auch direct aus der oben

aufgestellten Definition folgern.

Aus dieser Untersuchung ergiebt sieh sehr einfach durch Projiciren asi

einem beliebigen Funkte:

Liegen swei geometrisch verwandte Ebenen nicht

ineinander, so gehen von den sftmmtlichen Verbin-

dungslinien entsprechender Punkte höchstens vier

durch einen beliebigen Punkt des Raumes, und aar

durch gewisse Punkte, au denen auch die Haup t punkte

derEbenen gehören, gehen unendlicbviele solebeVer-

bindungslinien, welche dann in einer Kegelflicbe

zweiter Ordnung, oder auch in einer oder swei Ebenen
liegen.

Zwei auf einander gelegte geometrisch verwandte Kbeneu «Z" und

können auch involutoribch liegen, so dass jedci l'unkt einem anderen dop-

pelt entspricht, zu welcher der beiden Ebenen wir näniHcli den erstercn

auch rechneu mögen. I n d i e s c tu F al 1 e m u s s j e d e r ii a u p t p w n k t T

V 0 n 2* ni i t c i n o m II a u p l p u n k t e v o n 2"^ zusammenfallen, w eil je-

der durch i/ gelegten Geraden a eine Lierade doppelt entspricht, und

also a auch einen Hauptpunkt von enthalt, unendlich viele HAn|it|iatikte

aber in 2, nicht vorhanden sein können. Auch die H a n p 1 1 i n i e u in f-

len doshalb paarweise zusammen; denn auch ihnen enlspriclit em

Hauptpunkt doppelt. "Wenn also entweder in jeder Ebene nur ein reelier

Hauptpunkt exibtirt, oder wenn der eine und.daher Jeder von awei lugeord-
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Beten Hauptpiiiikteii auf der entspreehenden HaaptliDie des anderen liegt,

fo feilen je swe! angeordnete Hauptpunkte anf einander. Hat dagegen

jede Ebene drei reelle Hauptpunkte , so kann entweder Jeder Hauptpunkt

mit seinem angeordneten ansammenrAllen; oder von swei Hauptpunkten

F und W der Ebene «ST fHllt der eine und folglieli jeder susammen mit dem
sugeordneten Hauptpunkte [W^ oder in ^i) des anderen, eben deshalb

aber flUlt der dritte Hauptpunkt U von £ mit dem ihm sugeordneten von

J?i susammen. Also:

Liegen zwei geometrisch verwandte Ebenen in-

volutorisch, so fallen entweder nur irgend xwei {V
undf^i ) oder je zwei z u g e o v d n e t e Hau p tp u n k t o auf

einander. D i c 8 t r a Ii 1 e n h ii 8 c Ii e 1 l' u u d f, fallen ent-

weder mit je zwei einander entsprechenden ö tr a h le

u

zusammen, oder sie liegen in volutorisch.

Der zweite Theil dieses Satzes ergiebt sich unmittelbar daraus, dass die

Büschel ü nnd Ifj projeetiviscb sind , und dass je swei Punkte der Ebene

einander doppelt entspreehen.

Die Untersuchungen der synthetischen Geometrie führen h&ufig auf

involntorisehe Systeme dieser Art. Nimmt man s. B. in der Ebene einen

Kegelschnitt % (oder allgemeiner ein Polarsystem) und einen festen Punkt

l^an, nnd nennt iwei Punkte P und einander enti^prcchend, von denen

jeder in Besag auf % in der Polaren des anderen liegt, und deren Verbin-

dungslinie durch V geht, so entsteht ein involutorisches System, in welchem

Pein Hauptpunkt ist, und jeder Strahl von V mit seinem entsprechenden

zusammentHllt. Jeder Punkt von x entspricht sich selbst; V aber entspricht

jedem i'imkte seiner haniumischeu Pularen in Bezu^^ auf x. Auch eut-

»pricht im Allgemeinen jeder Geraden ein durch 6*^ gehender Kegelschnitt.

Diesen Fall haben gleichzeitig die Herren Geiser und Hirst eingehend

Dutcrsucht. Derselbe tritt auch dann ein, wenn zwei reciproko Ebenen

auf einander gelegt werden, und jeder Punkt P dem Schnittpunkte k\ seiner

beiden Polaren zugeordnet wird ; denn alle Geraden PP^ gehen durch einen

festen Punkt V und ent.sprechen sich selbst. Endlich werden zwei geome-

trisch verwandte Strahlenbündel <^ und ^| , die sich in einer Fläche zweiter

Ordnung schneiden, von jeder Ebene, welche durch die harmonische Po>

hue der Geraden 55t hindurchgeht, ebenfalls in einem involntorischen

System dieser Art geschnitten. — Werden xwet Polarsysteme auf einander

gelegt, nimmt man a. B. in einer Ebene awei Kegelschnitte % und 1 an, so

können wir wieder awei Punkte P und P^ einander entsprechend nennen,

on denen jeder auf beiden harmonischenPolaren des anderen liegt. In die*

^Palle liegen die beiden einanderangeordnetennnd concentrischenHaupt-
blisehel £^nnd involntorisch. Denn die Ebenen haben nur die vier

^nellen oder imagiuären Schnittpunkte der Kegelschnitte entsprechend ge-
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mein; sie luUssten aber die eämmtlioben Punkte eine« reellen oder iina*

giiiären KegeUcknittes entsprechend gemein haben, wenn jeder Strmhl von

V mit seinem entsprechenden von nnsammenfiele (pag* 300).

Es hat keine Schwioi igkeit, einzelne der hier angegebenen Construc-

tionen iuvolutorischei Ebenen zweiten Grades auch auf den unendlichen

Kaum nuszudehnen. lu diesem entspricht dann im Allgemeinen judeui

Punkte wieder ein Pnnkt, jeder Elieno aber eine Fläche zweiter Ordnung.

Herr Geiser hat für den von ihm betrachteten Fall diese Ausdehnung auf

den uueuiilichen Itaum in treÖ'licher Weise durchgeführt.

Anf eine gans specielle Art der inToIntorisehen Verwandtschaft swei-

ten Grades führt das Pr in cip der reciproken Radien. Dnreh das-

selbe wird nümlich jedem Punkte der Ebene ein Pnnkt als entsprechender

angewiesen, jeder Geraden im Allgemeinen ein Kreis, welcher durch einen

gegebenen Pnnkt V der Ebene hindnrchgcht , und jedem nicht durch V ge-

henden Kreis wieder ein Kreis. Die sftmmtliehen Kreise, welche d«a

sXmmtlichen Geraden der Ebene entsprechen , haben also den Pnnkt U ge-

mein , ausserdem aber nach bekannten Sätzen awei imaginftre Punkte f
und }l\ in welchen sie von der unendlich fernen Geraden geschnitten wer-

den; duich J' und fPgeht anch jeder andere Kreis der Ebene. ?7, Fund

W sind also die lluuptpunktc der Ebene; und wirklich entspricht auch jeder

durch U gehenden Geraden kein Kreis, sondern diese Gerade selbst, ausser-

dem aber die unendlich ferne Gerade, welche dem Hauptpunkte ü als

Hauptlinie entspricht. Die sämmtlichen Punkte, welche mit iliren ent-

sprechenden zu.saniiiienfallen
,

liegen auf einem reellen oder iinn«rin;iren

Kreise Ä, dessen Mittelpunkt U ist. .Jede Gerailc hat mit ihrem entspre-

chenden Kreise ihre beiden ächnittx)unkto mit k gemein.

§.4.

Cuiven, die einander entsprechen.

Unter einer Ourve n**^ Ordnung verstehen wir eine solche, die von

einer Ebene im Allgemeinen und höchstens in nPnnkten geKchnttten wird;

an eine Curvc w''^'* C lasse dagegen können von einem Punkte aus im All-

gemeinen und höchstens «Tangenten gezog<>n werden. Im Folgenden wird

hanptsächlicli von ebenen Curven «'^'^ Ordnung oder n^" Classc die KeJc

sein. Dieselben werden aus jedem nicht in ihrer Ebene gelegenen Tunkte

durch eine Kegelfläche n^"^^ O rduung oder n^^^ Classe projicirt.

Sind und 1^ swei geometrisch verwandte Ebenen, so entspreche

irgend einer Cnrve der fi^** Ordnung k von Z eine Gnrve Ordnung it,

in £y Dann ist im Allgemeinen m>n; a. B. ftlr n=sl ist mssS, wie wir

gesehen haben« Sei nun irgend eine Gerade in £i , und / der entere*
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eheiide KegelBclinitt in Z!* Dtmi sehaeiden sieh ^, und im Allgemeinen

und liöelistens In «Fonlcten, sowie y und k bekanntlich in '2nPttnlc-

ten,^) Weil aber jedem Schnittpualcte von </, und A j ein solcher Ton y nnd

entsprechen mnss, so ist iii=2fi, oder:

Joder Cur ve //'''' Ordnung in Z pntsju'icLt iinAlN
gemoiaen eine Carve 2»*'^'^ Ordnung in 21^.

In diesem wie in jedem der folgenden SXtse sind mehrere andere ent-

halten» wie leicht daraus an erkeonen ist, dass wir nns die geometrische

Verwandtschaft swischen 2 nnd erschiedene Arten ersengt denken

kdnnen. Denken wir nns a. B. in doppelter Weise reeiprok aufZ be*

zogen, so kann der Sats aneh so ansge^prochen werden:

Zwei c o 1 1 i !i e a r e S t r a h 1 c n b ü s c Ii o 1 n^""^ Ordnung von
-£(welcl!*' nämlich zwei coUineare Ourven w**'"Cla88e

o i n h ü 1 1 e n ) b c Ii n e i d e n s i c h i n e i n e r C u r v c v o n' d c r 2 «

Ordnung, zu w e 1 c h r jeder Punkt gehört, i n \v v 1 c Ii o ui

zwei einander entsprechende ötrahlea der Büschel
sich schneiden«

Betrachten wir dagegen Z nnd 2^ als Schnitte yon swei geometrisch

verwandten Strahlenbttndeln, die einander In einer Flüche «weiter Ordnung

sehneiden» so ergiebt sieh

:

Eine Fläche F zw e i t e r O r il ir u n g , welche durch <1 e n

Mittelpunkt einer K e g e 1 f 1 /i e h e O r d n ii n g Ii i n d u r c h -

geht, wird von dieser in einer (rÄ um liehen n) Curve
2 »'"'" 0 r d n u n ^ 1^ 0 s c h n i 1 1 e n , so d u s s 1 e t z t e r o a u .s j e d o m
beliebig-en Punkt d er Flaclif,/'' durch einoKegel fläche
der 2f}^° Ordnung projicirt wird.

Denken wir nns Ar durch awei sich schneidende einfache Strahlen*

bÜBehel der Ebene Versengt, so stellt sieb dar als ersengt durch awei

auf einander besogene Kegelacbnittbüscbel; n. s. w. —
Geht k durch einen Hauptpunkt l] \<m .so enthiilt A, die säianitlichcn

Punkte der cntsprcciicnden Ilauptlinio m, von 2.",, oder zertiillt in die Go-

rade //, und eine Curve von der Orduunj^ 2n — 1. Geht k vvicderholi, etwa

pnial durch X] , so dasä U ein jyfficher Punkt der Curve k ii,L, so ist auch

mehrfach, nämlich praal in Aj enthalten. Gewöhnlich heriicksichtigt mau
solche ein- oder mclinnal in A, vorkommende liauptiinieu nicht, sondern

nur den ührigen Thcil der Curve , wcdche zu k die entsprechende ist. Die

Ordnang von wird also dadurch erniedrigt, und os gilt der Satz

:

1) Scydew i t/. hat (in Granert'« Archiv VII, pag. 121 ff. ) di. so nml aadore

£igeii»cha(teu hüherer Curveu auf ayuiheiiscbem Wege meisterhaft ooiwickelt.
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Geht eine Curve Ordnung k besiehnngsweise p,

'9 nnd rmal dnrch die Hauptpunkte tod^!^ so entsprieht

ihr in JS| eine Curve von der Ordnung 2n->(p+4r4-r).

Z. B. einer Gurve vierter Ordnung, welche die drei Hauptpunkte von JSn.

Doppelpunkten hat, entspricht in £f eine Cnrve «weiter«Ordnung; wird aber

jede Hauptlinie von sweimal der entsprechenden Corvo sugesithlti so ist

diese von der achten Ordnung, wie im allgemeinen Fall.

Hat die Curve k einen p fachen Punkt, der nic.lit ein Hauptpunkt von

2,' ist, so ontspricht domsflhon auch in A:, ein pfacher Punkt. Ausserdem

aber sind die Hauptpunkte von im Allgemeinen mehrfache, nämlich

N fache Punkte von f^^. Denn da k von der Ilauptlinie k im Allgemeinen

und hüclistcns ;/nial freschnitten wird, so geht A*, im Allgemeinen und liöch-

>t<'ns ;/mal dnrch den entsprechenden Hauptpunkt i^j. Jedoch ist nur

ein {Ii — 7": f^rVier l'unkt von A,, wenn q von den w Schnittpunkten der k mit

u zugleicli Jiauptpnnkto von ^ sind, und die entspreclnMiäfn IFnuptlinien

nicht zu A", gerechnet werden. Ist U der dem l\ zugeordnete Hauptpunkt,

und Pein gemeinschaftlicher Punkt von k und fi, der aber nicht zugleich

ein Hauptpunkt i&t, so berührt, wie leicht zn erkennen, derjenige Strahl von

Ui , welcher der Geraden UP entspricht, die Curve Ar^ im Funkte Ü^, Wird

it von tf berfihrt in P, so ist Z7| ein Blickkehrpunkt der Curve A|, in

welchem nftmlieh swei Zweige von einander berfihren« Dagegen ist Ui

ein Wendepunkt von Ar^, wenn Ar von berührt wird im Punkte P.

Wenn irgend ein Zweig von Ar nur imaginäre Punkte mit u gemein hat, so

gehört dem entsprechenden Zweige von Ar, als isolirter Punkt an.

Ich glaube bei diesen allgemeinen Satiren, die zum Theil als Definitio-

nen aufzufassen sind, nur kurz verweilen zu sollen, weil dieselben nebst

vielen anderen von Steiner und namentlich von Seydewitz bereits in

vortreftlichster Weise entwickelt worden sind, und weil (iie L ntersuchunsrpn

dieser Art, welche jene ausgezeichneten Geometer für einen liesonderen l all

der geonietrischon Verwandtschaften zweiten Grades ansgofülirt haben, sich

sofort anf unseren allgemeinen Fall übertragen lassen. Diese Sätze ge-

statten namentlich auch, den Lauf einer Curve A
,
mit grosser Sicherheit an-

»ugeben, sobald die entsprechende k vollständig bekannt ist. Ich füge noch

eine naheliegende Bemerkung Uber die unendlich fernen Punkte und die

Asymptoten einer solchen Curve hinan.

Sei r, die unendlich ferne Gerade der Ebene 2!^ , in welcher nach dsr

sogenannten perspectivischen AufTassungsweise die sümmtlichen unendlich

fernen Punkte von liegen , so entspricht auch dieser ein Kegelschnitt r,

welcher dem Hauptdreieck der Ebene JE umschrieben ist. Jedem Punkte

(), in weTchftm Ar von r geschnitten wird, entspricht dann ein auf r, liegender

und folglich unendlich fornor l'unkt (>| vou kj. Der Asymptote in diesem

punkte 1>, entspricht in £ ein Kegelschnitt, welcher dum Uauptdreieck vou
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£ amachrieben isl und in Q die Cnrve Ar berührt Sollte dieser Kegelsebnitt

mit r ensammenfAllen, nUo k von r im Pnnlcte Q berührt werden, so fHUt

jene Asymptote mit der nnenditch fernen Geraden snsammen, oder die

Cnnre ki strebt in Hbnlieher Weise ihrem nnendlich fernen Pankte Qi so,

wie diejenige Parabel , welche der gemeinschaftlichen Tangente Ton k und

r entspricht. Da im Allgemeinen von Grade ist, so hat sie im All-

g^emeinen nnd hüchstens 2n Pankte mit gemein und besitzt ebenso viele

AöjLuptoten.

Zu einer unbegrenzten Znlil spocioller S.'ltze fjilirt uns die sclion von

iSteiner aufgesteütp Bemerkung, das.s jeder prnjcctivisclien Ei<;enschaft

einer gegebenen Fi^^ur eine leicht zu crniittcln'le Eigonscliaft jeder geome-

trisch verwandten Figur entsprechen muss. Die bekannten Uauptsätze Uber

die Kegelsclinitte lassen u. A. sahireiche Uebertrngungen auf gewisse Cor-

ven dritter und viertez Ordnung an. Beispielsweise fUhre ich Folgen-

des an:

Einem Kegelsebnitt Ar von £^ weleber entweder dnreh aweiHanptpnnkte

on £ oder dnreh einen oder dnreb Iseinen soleben hindnrehgebt, entspricht

in £i eine Cnrye k^ , welche beaiebnngsweise entweder von der sweiten

Ordnung ist nnd durch die angeordneten beidenHauptpunkte geht; oder von

der dritten Ordnung, und den augeordneten Hauptpunkt anm Doppelpunkte

hat, aber auch durch die übrigen beiden Hauptpunkte ronZ, hindurchgeht;

oder aber der vierten Ordnung angehört, und die drei Hauptpunkte von £^

SU Doppelpunkten hat. Diese Doppelpunkte können übrigens auch zu iso-

lirten Punkten oder an Rflckkehrpnnkten werden und mit einander oder mit

anderen Punkten ansammenfallen.

Dieser Satz kann auch so ansgesproclien werden:

Liegen zwei p r oj ecti vische Kege Is c h a i tte in einer

£bene 2^, so liegen die Schnittpunkte von je zwei ein*

ander entsprochenden Tangenten derselben entweder

in einer Geraden, oder in einer Curve zweiter Ordnung
oder in einer solchen dritter Ordnung mit einem isolir*

ten oder Doppelpujikt, oder endlich in einer Curve
vierter Ordnung mit drei isolirten oder Doppelpunk-
ten, je nachdem uAmlieh die projectivischen Kegel-
schnitte drei oder awei oder eine oder keine ihrer

• vier gemeinsebaftlieben Tangenten entsprechend
gemein haben.

Denken wir uns k durch awei projectivische Strahlenbfisehel erseugt,

so erscheuit die entsprechende Curve k^ als Schnitt von awei projectivischen

Kegelschhittbtischeln ; also

:

Zwei projeclivibciioKegolschnittbuachel, weiche

domselbeu üauptdroieck umschrieben sind, erzeugen
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im Allgeiu einen eine Cnrve vierter Ordnong, Toa wel*

eher die Eckpunkte jenes Dreieeka Doppelpnnkte
sind, nnd anf welcher die Sehnittpnnkte Tonjetwel
einander entspreebenden KegeUclinittea liegen.

Doch kann die Cnrve aneh lerfallen in.eine solche von
der dritten, iweiten oder ersten Ordnung und resp.

eine, swet oder alle drei Seiten jenes Hanptdreieeks.

Eine wiederutn unnz verschiedene Form erhftlt der S«tz, wenn wir statt

der geometrisch verwandteuEbfuien zwei Strahlenbündel einfiihreu, die sich

in einer Flache zweiter Ordnung schneiden. Ich begnüge mich, folgenden

besonderen Fall unseres Satzes seiner Wichtigkeit wegen bervorzoheben,

obwohl er auf anderem Wege längst bewiesen ist

:

Wenn zwei nicht eoneentrische Kegelflächea
sweiter Ordnung oder eine Kegel- und eine Regel-

flache sieb in einer Geraden schneiden, so schneiden
sie sieb ansserdem in einer unebenen Curve dritter

Ordnung, welche ans jedem ihrer Punkte dnrch eise

Kegelfläche xweiter Ordnnng projicirt wird, and also

mit keiner Ebene mehr als drei Punkte gemein hat.

Daraus iKsst sieb leicht scbliessen, dass aneh drei projectirisehe Ebe-

nenbUschel sich im Allgemeinen in einer unebenen Cnrre dritter Ordnung

schneiden. Ueberhaupt ergeben sieb sofort die wichtigsten Eigenschaftea

dieser Curve, welche, wie von Staudt in seiner nur an wenig hekamitsa

Geometrie der Lage*' gewiss sehr richtig bemerkt, fiir die Geometrie des

Raumes eine ähnliche Bedeutung hat, wie die Kegebchnitte fdr diejenige

der Ebene. —
Eine Haupteigenschaft der Kegelschnitte ist die, dass je awei Tangen-

ten eines solchen von den übrigen projectivtsch geschnitten werden. Suchen

wir nun zu einem Kegelschnitt nebst dessen sämmtlichcn Tangenten eins

geometrisch Terwandte Figur, so erhalten wir fiir diese den Sats

:

Umschreibt man einem (eigentUehen oder uneigentlichen)

Dreieck U^^ F, jr, die sJImmtlichen Kegelschnitte, welche

1) entweder eine gegebene Gerade berübrcD,

2) oder eine Curve zweiter Ordnung bertthren, die dnrch swei

Eckpunkte des Dreiecks gebt»

S) oder eine Curve dritter Ordnung berttbren, welche dnrch
.

swei Eckpunkte des Dreiecks geht nnd den dritten Eek*

punkt snm isolirten oder sum Doppclpunkt hat,

4) oder eine Curve vierter Ordnung berühren , welche jeden

Kckj)unkt des Dreiecks zum isolirteu udcr aucli zum Dop-

ptilpuuiit ^rubp. iwuckkciirpuuklj hat,
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SO worden Jo iwei dieser Kegolsebnttto tod den übrigen projocti»

Tisch gesclioitton*

Wenn also von fttnf, einem Dreieck ITi T, nmsehriebenen Kegel*

aelinitten fier gegeben sind, nnd der fttnfte der Bedingung genügen soll,

dsss die vier ersteren ihn in noch Tier harmonischen Pnnkten schneiden, so

ireiden die sftmmtlichen Lagen dieses fHnften im Allgemeinen von einer

Carre vierter Ordnung eingehflltt , welche anch die vier Kegelschnitte be*

rülirt und die Eckpunkte des Dreiecks zu isolirten oder zu Doppel-

puiikteu hat.

1)1!' I)f!kannten Sätxo über die harmonischen J'nlaren von K* i; Is litiit-

Ww tiihri II zu fol^'onder Kigenscbaft der vorliegenden ebenen Uurven

dritter and vierter Ordnung

:

Wenn dnrch einen beliebigen Punkt der Curve
dritter, oder dnrch einen Doppelpunkt l^i der Curve
Tierter Ordnung Secanten gelegt werden, so schnei'

det Jede derselben die Cnrve im Allgemeinen in noch
swei Funkten. Der vierte, dnrch diese beiden harmo-
nisch von üi getrennte Punkt liegt auf einem durch IT,

gehenden Kegelschnitt.

Ans jedem der drei isolirten oder Doppelpunkte der Corvo vierter

Ordnung lassen sich, wie leicht su erkennen, im Allgemeinen swei Tangen-

ten an die Curve sieben, welche nicht in diesen Pnnkten selbst die -Curve

berühren. Der Lehrsatz des Brianchon lehrt uns, dass diese drei

Tangeiitciipaarc einem K egelscbnitt n mschri eben sind. — liat

eine Curve vierter Ordnung drei Rückkehrpnnkte, so schneiden sich die

drei Tangenten d e r s cl b en i n einem Punkte. Von der Dichtigkeit

dieser beiden Sätze, vmi welchen ilrr letztere von Steiner heirührt, über-

zciij^t m.in sicli, indem nmu zu der Curvo vierter Ordnung einen geometrisch

verwandten Kcgobchnitt con^truirt. Ebenso wird der bekannte Öata über

Kegelschnittbüschel bewiesen;

Ein Kegelschnittbüschel s ch neid et jene Gorad e,

die durch keinen Hauptpunkt, und joden Kogelschnitt,

der durch swei Hauptpunkte des Bttschels hindurch-
geht, involutorisch.

Viele Aufgaben Uber die hier betrachteten speciellen Ourven dritter

und vierter Ordnung lassen sich sofort auf solche ttber Kegelschnitte su-

rfickfllhren. Z. B. die Frage: „Von welcher Classe sind diese Cnr-
„ven dritter oder vierter Ordnung?** ist gleichbedeutend mit fol-

gender: „Wie viele Kegelschnitte lassen sich durch vier gegebene Punkte

„legen, SO dass sie einen gegebenen Kegelschnitt berühren, wenn entweder

„ einer oder keiner der gegebenen Punkte auf letzterem Hegt?" Ebenso

führt die Fra^u nach der Anzahl der Dopp el taug onton dieser
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CnrTen vierter Ordnung snrftck anf die folgende: «»Wie viele Kegol-

„schnitte siod doreh drei gegebene Pnnkte mdglicb, welche einen gegehe*

„nen Kegelschnitt in xwei Punkten herUhren?" Offenbar liefert diese

4.afgahe nnr dann reelle Lösungen, wenn alle drei Fanicte von dem gegebe-

nen Kegelschnitt entweder eingeschlossen oder ausgeschlossen sind, and es

giebt also gewisse Cnrven ierter Ordnung , die keine reellen Doppeltsn-

gonten besitzen. Dieitelben haben die Eigenthttmlicbkcit, dass sie TOn je«

der Geradcu iu mindestens zwei röcllen Punkten geschnitten werden.

—

Die Frage nach der Anzahl der Wendep an kte der vorliegenden

Onrve dritter oder vierter Ordnung lässt sich auf folgende zurück'

Aihren : „ Wie viele durch drei gegebene Pnnkte gehende Kegelschnitte giebt

i,es, die sich einem gegebenen Kegelschnitt dreipunktig anschmiegeUf wenn

„auf letaterem einer oder keiner der gegebenen Pnnkte liegt?**

Es wttrde ermüden, wollte ich an noch mehr Beispielen zeigen, wie

neue Sätze aus bekannten abgeleitet werden können. Die angeführten

werden genügen, nocli einmal auf den grossen Keichtham neuer nicht un-

wichtiger Sätze Ii in hinweisen, auf welche die Theorie der geonjetrischen

Verwandtschaften zweiten Grades schon gefuhrt hat. Der hier befolgte Weg

sur Entdeckung neuei* Wahrlieiten ist zuerst, wie bekannt, von Steiner

eingeschlagen und namentlich von ihm und von Sey de witz ausgebeutet

worden.

Sohlussbemerkong.

Wie schon oben erwähnt, können analoge Unt« rsuchnngen wie die bis*

herigen fttr jede andere Art der geometrischen Verwandtschaften nweiten

Grades angestellt werden. Doch erhalten wir dadurch keine wesentlich

neuen Ergebnisse, sondern solche, die anf die frttheren mittelst des Gesetses

der Reciprocität nnmittelbar surftckgeführt werden können« Nnr wo be-

sondere Lagen der geometrisch verwandten Ebenen oder Strahlenbfindel in

Betracht kommen, bieten sich nene Aufgaben und Sitae dar.

Ich will eine solche, sehr nahe liegende Aufgabe noch kurz erörtern.

Es seien zwei Ebenen 2^ und geometrisch ho auf einander bezugou, dam

im Allgemeinen jedem Punkte von £ ein »Stralil von 2?, entspricht, jeder

Geraden von ^ aber die sMmmtlichen Tnn;;( iUlii eines projectivischeu Ke-

gelschnitts von
, sowie umgekehrt jedem btrahlenbüschel von £i die

sämmtlichen Punkte eines projectivischeu Kegelschnittes von £, Wenn danu

die Ebenen in einander gelegt werden, so fallen gewisse Pnnkte von

die ihnen entsprechenden Geraden von £i , und es entsteht die frage naeh

dem geometrischen Ort dieser Funkte und Geraden.
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Staadt hat in seinen ausgeseicfaneten Beitrttgen snr Oeome-
trie der Lage No. 9 bewiesen, dass auf einer Geraden, welelie mit einem

ihr projcctiTiscben Kegelsebnitt in einer Ebene liegt, luindestens ein und im

Allgemeinen hiHshstens drei Ponlcte Toricommen, welche auf deo ihnen ent-

sprechenden Tangenten des Kegelschnittes liegen Sollten auf einer Ge-

rndeu mehr als drei solche l'unkte bieh linden, so berührt die Gerade den

Kegelschnitt, uml jeder ihrer Punkte liegt auf der cntsprocheuden Taiigeuto,

Also enthalt jede Gerade von ^ mindestens ( inen und im Allgemeinen höch-

stens drei Punkte, welche auf ihreu entsprechenden Stralileu von^^i liegen,

d. h:

Alle solche Funkte von £ liegen auf einer Curve
dritter Ordnung. Dieselbe geht durch die drei Haupt-
punkte von &

Gans analog ergiebt sich fttr diejenigen Strahlen von X|, welche durch ihre

entsprechenden Punkte tou £ hindurchgehen, dass jeder einfache Stralileu-

bfisehel von £t deren mindestens einen und im Allgemeinen höchstens drei

enthält, so dass wir sagen dürfen

:

Alle s 0 1 c Ii e 8 1 r a h 1 e n v o u 2,, b e r ü ii r e n e i n e C u r v c

dritter Classc. Dieselbe hat auch die Ilauptlinieu von

£i zu Tangenten.

Die Curve dritter Ordnung kann auch in drei Gerade oder in eine Ge-

rade und einen Kegelschnitt aerfallen , und ebenso die Curve dritter Classe

in drei Ponkte oder in einen Punkt und einen Kegelschnitt. Auch kaon

der besondere Fall eintreten, dass jeder Punkt von £ auf dem entspre-

chenden Strahl von X, liegt. Dieser Fall tritt dann ein, wenn M-ir zwei col-

lineare Ebenen £ und J5| auf einander legen, und dann jedem Punkt P von

JB diejenige Gerade von 2^, Kuweisen , welche P mit dem entsprechenden

Punkte Pi Ton £t verbindet.

Zwei nicht concentrische Strahlenbttudel 5 und Si können so auf ein-

ander besogen werden, dass im Allgemeinenjedem Strahle von S eine Ebene

von 5{ entspricht, jedem Strahlenbttscbel von S aber die s&mmtUchen Be*

rttbruugäebenen einer su ihm projectivischen Kegelfläche sweiter Ordnung

von'5| , sowie jedem Ebenenbfischel von 5« die slmmtlichen Strahlen einer

ihm ]>i ujecttviscben KegelflXcbe von S. Dann erzengen diese Strahlenbfln-

del eine Fläche dritter Ordnung, zu welcher jeder Punkt gehört, in

welchem ein Strahl von S die euts])rechendc Kbene von 5, schneidet. Denn
diese Flaclic liut, wie fcüfoiL aua clem eben Bewieseneu folgt, mit jeder

Schiiittcbcne im Allgemeinen eine Curve dritter OrUitung gemein, und daher

mit jeder Geraden, die nicht ganz in sie hineinfällt, höchstens drei

1) Vcrgl. auch: Beje, Geometrie der I'«ge| Hannover 18Ö0 bei Kttmplcr,

pag. 107.
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Punkte. S« mdebte wohl der Milbe werth Min, dieie merkwilrdigt

FlHche eingehend sn nntersnchen. Hier sei nur bemerkt ^ dass die>

selbe die drei Uanptstrahlen des Bündels 5, sowie die drei Schnitt-

linifin der einander mtiiprechendrn Ilauptcbenen von .S nnd ont«

liHlt. Jede durch gelegte Ebene schneidet die Flüche in einer eb<^npn

Corve dritter Ordnung, von welcher S ein'isolirter oder ein i)oppel|>nDkt

ist. Ebenso schneidet jede Eben© von S, die FlMche in einer Cnrve dritter

Ordnung, von welcher nber .S', ein einfacher Tunkt ist. Jede Kegplflaciic

2weiter Ordnung, welciie dm cli die drei Hauptstrablen von liindnrchgftbb

schneidet die Fläclie noch in einer unebenen Curve dritter (Jrdnnng;

Die vorbin betrachteten Ebenen 2^ nnd 2^, erzeugen ebenso, fall« m
beliebig im Räume liegen, einen Ebenenbfindel dritter Ordnnng, von drssm

Ebenen dorch eine beliebige Gerade höchstens drei gehen, und zu wciclifin

jede Ebene gehört, die einen Ponkt von £ mit dem entsprechenden Strahl«

« Ton £t verbindet.

Z a r i eb , den 18. September 1865.
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XIV.

Ueber die Normalen Ton Kegelschiütteii,

Lesouders über die Oonstructioncn der von einem beliebigen

Punkte ausgehenden Normalen.

Von

F. £. ECKARDT,
8tod« iBBth«iD. in Lefytig*

(Hiersu Tafel III, Figur i bU 4.)

Im 96. Bande von Grell e*s Journal hat Joachimstlial eine Reihe

sHir intoressanler Siitzo über die Construction der von einem beliebigen

l'uukte aus mit ( iae Ellipsr zu lallenden Normalen auigestellt und rein geo-

metrisch jibgeh itft. Es wurde aber wahrscheinlich eine analytische Ab-

leitung derselben aucli von Interesse sein, besonders dcühalb, weil man ans

dpn sich dann er^^clM nden romicln nur einfache Weise noch eine Reihe

ieiir betuerkenswoitijcr Sätze folgoni k.uni. Ich will deshalb im Nachste-

henden zunächst eine solche Unterbuchunj; iiber die Normalen der Central-

kegelschnitte durchführen und an dieselbe dana eiue gleiche Betrachtang

der NormaleB einer Parabel anacbliessen.

x«

für die Centralkegelsohnitte.

§• 1.

Die Gleiehong der im Punkte xff der Ellipse

errichteten Nermalen iat bekanntlleh:

wobei c^yt^—t^
die lineare Exeentrieität der Ellipse bedeutet Umgekehrt liegen daher
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312 Uebcr die Normalen TOti Kegelechniiten.

die FnBspnnkte der Ton einem eiuserlialb des Umfanges der Ellipie sicli

befindlicbea Punkte xff auf dieie cn Ällenden Normaleii in der Cenre:

d. i. in einer gleichseitigen Hyperbel, welche durch den Mittelpunkt der *

Ellipse und durch den Punkt ar'</' geht. Diese sclineidc t die Ellipöe l) iu

vier Punkten, deren Ordiuateu y sich aus der Gleichung ergeben:

3) c*y* + '^l^'rh/i/ + + a'j;'*— c*) y* — 2b*c*y'y — b'y' =^ 0.

Diese Gleichung führt discutirt zu den beknnnten Sätzen über die Auifthl

der reellen in einem Punkte x'v' i^usamnienlaufeudeu Normaleu einer El-

lipse oder überhaupt eines Centralkegelschnittes.

Eine Constructiou der vier möglichen Normalen, sie mögen sämmtlicii

reell oder tlieilweise imaginär «ein, mit Hilfe der geraden Linie uud des

Kreises allein ist nicht erwnrteu. Anders verhält es sich dagegen, wenn

bereits eine Normale gegeben ist, denn dann hat man nur noch drei Fuss-

punkte im Umfange der Ellipse au bestimmen, und diese können durch

einen Krois verbunden werden. Kann man diesen finden, so ist das Problem

gelöst. Wir werden uns daher suniehat mit der Aufgabe hesehäftigen:

In einer Normalen der Ellipse i) ist ein Punkt ge-

geben; man soll von diesem aUB die drei noeh ttbrigen

mögliehen Normalen auf die Curve füllen.

Es seien X Y die Goordinaten des Fusspunktes der gegebenen Nor-

male, alsdann muss der Voraussetsung sufolge die Gleiehung bestehen:

aus welcher folgt:

* ?P
Wird dies in 3) eingesetzt und statt X und Fnur die eine Grösse Feioge*

füiirt, so gelangt man zu einer Gleichung, die, wie es sein muss, durch

y— Y theil'jai lot. Die Auöiuliiuiig der Division crgiebt folgende Glei-

chung dritten Grades:

Die^-olbe Lostimnit drei l^unkto der EllipM , durch welche wir nun eioco

Kreiii legen versuchen wollen. Es sei dessen Gleichung:

6) a-' + y«— 2.i.r — + C= 0.

Alsdann muss die Gleichung, welche man durch Combination von 0) mit der

Gleichung 2) der gleichseitigen Hyberbel für y erhält, durch 5) tbeilbar

aein. M&n könnte auch statt der Gleichung 2) diejenige der KUipse 1} ueh>

meu, würde aber alsdann couipiicirtere Kechnungeu uöthig haben. Führt

mau die zuerst erwähnte Combination aus, setat also in die Oleichaogö)

den ans 2) folgenden Werth:

a'a: y

ein, so gelangt man au der Gleiehung:
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Soll dieselbe dureh die Gleichnng 5) tbeilbar leioi so mase sie identisch sein

mit folgender:

wobei ySS« die Ordinate des vierten Pnnktes ist, den der Kreis 6) mit der

Hyperbel 2) gemein hat. Diese Gleichung giebt entwickelt:

— 2o6«c«i^V)+**y'i/(^V Y'-ab^y'— litc^ r)-ab' IV* = «,

uud aus ihrer Yergleicliun^ mit der Gleichung 7) fülj,'q^iach einigen kleinen

Keductionen folgende zu eriullende Bedingungen der Identität:

c' r • [2 ^ «• a:'+ 4 5 ^» y
'
— f c»— t» (2 6» y'+ c* J^)]

Diese Gleichungen sind gerade hinreiebeud zur Destiinmung der vier Grös-

sen By C und o, welche sich denn auch in sehr einfacher Gestalt nach

einigen Kednctionen, bei welchen besonders die Qleichnngen 1) und 4) in

Anwendung kommen, ergeben. Es wird nHmlich

:

( __ «^xY ~b^yX

10) l^^^^r/i 2^==ir^»

^«.+6» (^//^-a«
^j.

Durch die Grössen A, -ff, C ist der gesuchte Kreis vollkommen bestimmt und

baan daher eonstruirt werden. Da nnn aber dieser Kreis die Ellipse in

vier Punkten schneidet, von diesen jedoch nur drei Funkte igesncht worden

lind, so ist es von Interesse, sn wissen, wo der vierte Schnittpunkt liegt

Es sei p die Ordinate dieses vierten Schnittpunktes; alsdann eliminire

man aus der Gleichung des Kreises

QDil derjenigen der Ellipse

ü^y^ -\-b^x^=:a'b''

ilie Abscisbc a', um eine Gleichung zur Bestimmung der Ordinaten der vier

Punkte zu erhalten, in \v eichen sigh Kreis und Ellipse schneiden. Diese

Gleichung ^ird die fuij^ende:

4 //' + («* b^ + C 1/— 2 /? y— c« y»)* —AA^a^b^.

Aus ihr er«; lebt »ich als die Summe aas den Ordinaten der vier Schnitt-

punkte der Werth:

4gfe*

C«

ZciUebrin f. MalbeniAtik u. Pliytik. XI. 4. 21
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und ttebt man biervon dia ans der Oleicbnog 6) folgende Sanme aus dea

Ordiaaten der drei Normaleiifbsspankte ab, bo erbSlt man den Werth voa

ß, Bs ist demnaeb

:

was sieb mit Hüfe der Gleiebnog 4) redocirt an:

U) /J«-7.
Dieses Resultat ist d^ Ansdrack des interessanten Satses:

Fällt man von oi n o m Punkte aus auf eine Ellipse

die vier niüj^licljen Nor malen, sogehider Kreis, wel-

cher du ich drei der I'usi*puukte bestimmt wird, auch

durch den dem vierten diametral gegenUberliegendeu
Punk t.

(Vergl. Joacliimsthai a. a. O.)

Der soeben gefundene Satz ist offenbar sehr dienlich bei der rt n-iruc«

tion des oft erwähuteu Kreises, die sich nun nach den gemachten Vorbe-

reitungen sehr leicbt in der von Joacbimstüal aufgestellten Gestalt

ergiebt.

Dazu forme man nur noch die Werthe:

wie sie sich in 10) ergeben haben, mit Hilfe der Gleichung 4) am au

12) 2^««'— ^.rj Zß^y-i-j^y. -

Da nun —^X und } die Abbchuittc bind, welche die Normale des

Punktes .ITFresp. auf der Abscissen- und Ordinatenaxe bildet, ao ergiebt

sieh sofort folgende Construction des gesnehten Kreises:

Es sei Pder Fnsspnnkt der gegebenen Normalen,
üf der Punkt in ihr, von welebero ans die übrigen Nor-

malen gefällt worden sollen. Alsdann errlebtemaa
In den Pnnkten, wo die Coordinatenaxen von der ge-

gebenen Normalen gesel^itten werden, Perpendikel
an denselben; ihr Durebsebnittspnnkt sei I. Ist noa

L' der diesem, sowie P* der dem Punkte P diametral ge-

genüberliegende Pnnkt, so wird ein Kreis, welcher
die Mitte Cron Z'üfaum Centrnm hat und durch gebt,

die Ellipse in noch drei Pnnkten scbn ei den,.deren Nor-

malen in ilf convergiren. (Taf. III, Fi^. 1.)
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§. 8.

Sliiyndiche«vor«ngebeDde Keclinuogen gelten ebenso für die Hyperbel

wenn nur h mit — 1 vertaoscbt wird. Man erbklt dann ttatt der Formeln

ftlr C in 10) folgende:

• *- a«F'

Ancb die im vorigen Paragrapben gegebene Gonstrnction gilt ebenso fHr die

Hyperbel.

Ein interessanter Sats folgt noch ans den Formeln 10). Bildet man
aSmlich das Prodnet der Coordtnaten A und By so wird dies:

AB^\xy.
Dies Prodnet aber ist nnabbüngig von den Coordinalen X, ¥ nnd angleieb

noabb&ngig von den Azen Aa und h der Ellipse. Man erbMit dadnreb fol*

genden Sats:

Flllt man von einem Punkte ans anf eine Ellipse

oder Hyperbel die vier möglichen Normalen and legt

durch je drei der Fusspunkte einen Kr.eis, so liegen

die Mittelpunkte der vier so entstellenden Kreise in

einer gleic Ii seitig;en Hyperbel, welche dioAxen des
Kegelschnittes zu Asymptoten bat. Diese Hyperbel
ist aber ganz unabhÄn^^ig von der Lfinge der Axen des

Kegelschnittes, i s t a 1 s o z u Km c h d e r 0 r t d e r M i 1 1 e 1 -

punkte aller derartigen Kreise in Bezug anf alleKe-
e 1 h c Ii n i 1 1 e , welche mit dem gep:ebenen dasselbe

Ceutrum und gleiche AxenricUtuageu be»it2eu.

§. 4.

Ein besonders interessanter specidler Fall der im 1 gelösten Auf-

gäbe ist die folgende:

Man soll von einem im Umfange oinerEllipse oder

Hyperbel gelegenen Punkt ans anf diese Normalen
fällen.

Die Lösung dieses Problems geht aus der allgemeinen Lösung hervor,

wenn man den Punkt xy' mit dem Punkte AT, V zusammenfallen lässt. Die

GleichuDgen unter lO) reduciren sich alsdann durch die Substitution x^X^
n'^y bedenteod, nümlich in:

6« _ at
15) 2A^-^X, 2B= ^r, C'=:=--{«»+6«).

Die letate dieser Qleichnngen ist besonders interessant; sie lehrt den Bats:

21*
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Fällt man von einem Punkte im Umfange einer

Ellipse nnf dieselbe die drei möglicbeii^ormalen und

legt durch die Fusspunkte einen Kreis, so ist die Po-

tens desselben in Bezug auf das Centrum derCnrve
constant, nämlich gleich de m fiegatiyen Qnadrateder
Sehne des elliptischen Quadranten.

Noch mehr vereinfachen sich die Formeln, wenn man eine gleicbsei'

tige Hyperbel voranssetst. Für diese wird 6*a— n* nnd dadurch ergiebt

sich:

2i#=— 2^«— r, C= 0,

d* h.:

Werden von einem Punkte einer gleichseitigen

Hyperbel ans auf diese die drei möglichen Normalen
gefällt, so geht der Kreis, welcher durch die drelFuss-

punkte derselben geht, sngleieh durch das Centrum
derCurve. Uebrigens ist dieser Kreis dem Bechteck
umschrieben, welches bestimmt wird durch elendem

Convergenspuakte diametral gegenfiberllegenden

Punkt, dessen Projectionen auf die Azen und das

Centrum der Hyperbel.

Es ißt hierbei jedoch zu bemerken, dass im Falle einer Hyperbel diese

drei Normalen nie sämmtlich reell sind, sondern stets nnr eine von ihnen;

dass man aber nichts desto weniger ebenso gut von einem ivnnse durcb die

drei Jb'usspunkte reden kann, wie im Falle von drei reellen Normalen.

§. 5.

Auf die im §. 1 beiiandelte Aufgabe iässt sich die folgende zurück«

fuhren

:

Es sind zwei Punktet nnd ^ eines Cent i'alkegel-

Schnittes gegeben; man soll zwei Punkte 6' u n d Ii so

bestimmen, dass ihre Normalen m itdeneuvon^und^
sich in demselben Punkte begegnen.

Es seien X' Y\ X" Y" die Coordinaten von A und ß\ ferner |, ^ die

des Durchschnittspunktes der in A und B gelegten Tangenten; x y endlich

die des Durchschnittspnnktes der in A und B gelegten Normalen. Alsdann

gelten folgende bekannte Relationen:

v-^^
( Y'— Y"

Die swet tu bestimmenden Pnnkte (7 und J> finden sich, da der Punkt »'«y

sowohl in der Normalen von A, als auch in derjenigen von B liegt, in jedem

der beiden Kreise:
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lud

folglich aach in deren Schnittlinie

:

[6* y X II* x' y 1 , F'—
o* PHP" 6" 1^ ^''"^ ~j:-"^"p7>—= ft.

Werden hierin die Werthe von x\ff' ans 16) eingeführt nnd wird anseerdem

auch die Gleichung für benutzt, so erhält man nach einer einfachen Re-

dnetion folgende Gleichung fttr die Linie CD:

Hierant exgiebt sieh folgende Conetraetion

:

. üm die Pnnkte CD eines Centralkegelaehnittes SU

finden, deren Normalen mit denen Ton sw ei gegebenen
Punkten A und ß in einem Punkte ansammenlaufen,
conatrnire man den Pol der Sehne und fälle von
dem, diesem diametral gegenüberliegenden Punkte
aus anfdieAxen Perpendikel; die Verbindungslinie
der Fasspunkte ist die Linie CD. (Tnf. III, Fi;;. 2.)

Durch Umkehrnng dieser Oonstruction kann nmn aus den T^nnkten C

und D die Punkte J und ß und somit eine aweite constractive Lösung des

Problems ündeuj nätulich:

Man ziehe die Sehne AB und errichte dort, wo
diese die Axen trifft, Perpendikel zu denselben, be-

stimme den dem Schnittpunkte d i cser Oeraden dia-

metralgegen üb erliegendenPnnkt nnd lege tou diesem
aus an den Kegelschnitt Tangenten; die Berührnngs*

,
punkte sind alsdann die gesuchten Punkte AnnA B.

Einige specielle Fülle dieser von Jonebims thal geftindenea Sfttse

nnd noeb besonders bemerkenswertb.

Falk der Punkt A mit dem Punkte B zusammen, so schneiden sich die

Normalen der beiden Punkte im Krummungsmitteipunkte von A. Der erste

Satz nimmt alsdann die Gestalt an :

Ist A ein T* unkt eines Centralkegelschnittcs und
werden von dem ibm diametral gegenüberliegenden
Punkte aus auf die Axen Perpendikel gefallt, so

schneidet die gerade Linie durch die Fusspunkte die

Curve in zwei Punkten, deren Normalen durch den
Krttmmnngsmittelpniikt von A geben.

Digitizcd by Lit.jv.'vi'^



318 lieber die Normalen von Kegelschnitten.

Wenn dagogon, als ein aiulerer spocieller Fall, die Linie CD eine Fo-

caUebue wird, so ergiebt sicli U'irht dor fol;;ondp Ratz:

L i (• ^- cm z w p i P u n k t e yjf u u d Z> i n e i n p m K o g e 1 s c h n i 1

1

80, dasä ihre Verbindungslinie mit der einenDircctrix

in d e r gr osse n A xe zusammentrifft, so gebtdieLinie

durch die beiden Punkte C und deren Normalen mit

denen von^^nnd B in einem Punkte zusammenlaufen)
sogleich dttrch den nicht zu jener Directrix gehörigen

Brennpunkt« .

Ueberheopt findet man, dass, wenn sich die Linie AB um einen

featen Punkt dreht, auch die Linie CD durch einen fetten

Punktgeht.

§. 6,

Ich will an das Vorhergehende noch eine Reihe Ton Sitsen anaehliei*

sen, welche aich auf vier in einen Punkte susammenlaufende Normalen be-

iehen« Sie lassen sich silmmUich leicht mit Hilfe symmetrischer Functio-

nen ans der Gleichung 3) ableiten; die Beweise sind jedoch meist etwas nm-

stindlich, weshalb ich sie hier übergehe.

1) FSllt man Ton einem beliebigen Punkte aus anfein«
Ellipse o d er Hyperbel die vier möglichen Normalen
und bcstinimt das Troductaus den vier H alb durch

•

mPSRorn, welche den Tangenten iu ihren Fuss punkten

p ar alle 11 a u f c n , so steht diesProduct in constantem
V e r h a 1 tn i s s zu dem P r o d u c t aus den Entfernungen de»

Convergeuzpunktps von den beiden Brennpunkten.
Ks ist nämlich dieses Product gleich:

Dies Product bleibt constant, so lange r, r, constant bleibt, d. h. : wenn
sich d er Con vergenspunkt in einer Cassini'schen Linie be-

wegt, deren Brennpunkte mit denen des gegebenen Kegel-
schnittes zusammenfallen.

Man kann obigem Sats auch die Gestalt geben:

wo dann Qit9t*9»iQ4 die Entfernungen der vier Fusspunkte von dem einen,

9ii9*t9%iifA andern Brennpunkte sind.

Flir den spcciellen Fall, wo der Convergenapunkt in der Curve selbst

liegt, nimmt demaufolge unser Sats die Gestalt an:

2) Fällt man von einemPnnkte im Umf&nge einer Ellipse

oder Hyperbel die drei mögliehen Normalen anf die-

selbe und bestimmt das Product ans den sechs Brenn*

Digitized by Google
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ttrablen der Fasspankte, so steht dies in constantem
Verhältniss zn dem Product der beiden Brennstrahlen
des Convergrazpunktes.

Es folgt mich sofort der folgcudo Satz ans 1):

3) Fällt man von einem Punkte aus auf jeden vrn w c i

confocalen Kegelschnitten die vier möglichen Noi ma-

lennnd bestimmt dieProducteaus den jodosm.iligen

rier, zn den Tangenten in denFnsspunktPu parallel

laufendrn Ilalbd u rehmesserD, 80 Stehen diese in Con-
sta n t e rn Verhältnis s.

4) W p r d c n V o n e i n e m P u TT k t e (t
,

f,A a n s a u f e i n e r IC 1 1 i p s e

o d e r H y p e r b e 1 die vier m ö g l i c h e n N o r ni a 1 e n gefällt,

so ist die Summe ans den Quadraten der Abstände
ihrer Fasspunkte Tom Contmm gleich:

WO das obere Vorzeichen für die Ellipse, das untere für die Hjperl)ol gilt.

Ist die gegebene Carve eine Ellipse, so ist der Ort aller Pank te,

für velehe diese Summe eine constante Grösse ist, eine ihr

eoneentrische Hyperbel, deren Asymptoten senkrecht stehen
anf den gleichen conjngirten Dnrehmessern der Ellipse.

Es ist ilhrigens die Besiehnng swisehen der Ellipse und dieser Hyper-

bel eine reciproke; es ist nämlich anch fUr jeden Fonkt der Ellipse jene

Bamme genommen in Bezng anf die Hyperbel constant.

Setzt man eine gleichseitige Hyperbel 7oraQS,.d. i.: — a*, so Ter-

einfacht sieh ohige Summe bedeutend, man erhält nämlich:

+
und damit den *Sats

:

ft) Liegen Tier Pnnkte in einer gleichseitigen Hyperbel
so, dass sich ihre Normalen in einem Pnnkte begeg-

nen, seist die Summe aus den Quadraten ihrer Halb-
messer gleich dem Quadrate der Entfernung des Con-
vergenzpanktes Tom Centrum.

J 1( gt der Convcrgenzpunkt in der Hyperbel selbst, so ergiebt sich für

die 1'uö.spuukt.o der dann noch möglichen 3 Normalen jene »Summe gleich

Kall, woraus man sofort erkennt, dasä scwei der Fusspunkte imaginär sein

müssen.

6) Werden von einem Punkte aus an eine Ellipse oder

Hyperbel die vier Normalen gezogen und auf diese vom
Centrnm aus Perpendikel gefällt, 80 ist dasProduct
ans deren Längen gleich:
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wo «,|r die Abitiiide det CoDTergemponktei voa den Axen and r, r, von

dra beiden Brennpnnkten bedenton. Meo erkenat sofort, dass dios Pro.

doct eonsUot itt in Betiig anf alle KegelicbnUt«, welche mit jenem coa-

foeal sind.

IL

Fttr die PaimbeL

§•

Die Gleichang der im Punkte einer Perabel:

errichteten Normale iai bekanntlich:

oder, wen

18) ,=—_. +_ + ,,.

Umgekehrt liegen die Fnnpankte der von einem Pnnkte anster-

kalb einer Parabel anf diese gefüllten Senkrechten in der Carve

:

deren Gleichung man erhalt, wenn man in is^ .r, r/j mit xy vertauscht and
iimgekekrt. Die gesuchten Fusspunkte sind die Schnittpunkte der Cnrre
M») mit der Parabel 17). Durch diese Schnittpunkte gehen aber noch M-
endlich viele Cnrven 2. Grades, deren Gleichnngen siUnmtlieh in der folgen-

den enthalten sind:

— Ä(2X« + - ?1— yy,) ^ 0.

Unter dienen Carren ist eine besonders interessante zu finden, n&mlich ein

Kreis. . Er ent^ricbt dem Wertbe:

und hat die Gleichung

:

») + — a?(/»+ 4rJ—^= 0.

Da dieser Kreis durch den Scheitel der Parabel geht, so hat "tmn den inter-

essanten Satz

:

Die Fussponkte der von einem beliebigen Paukte
ansserhalb einerParabel auf diese an fHUenden 3 Kor-
malen liegen mit dem Seheitel derselben in einem
Kreise.
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Dieser Kreh ist besonders auch für die Construction jener 3 Normalen

wichtig. Hau erhftU ihn, wie eine einfache Betraehtong lehrt, auf folgende

Weise:

Man er rieht e,t in dem Punkte der Parabel , welcher
mit dem gegebenen in demselben Perpen rlikel znrÄxe
liegt, die Normale und legt an den Pnnkt der Parabel,
w'eleher mit dem gegebenen in derselben Parallelen
nur Axe liegt, die Tangente. Alsdann gebt der ge-

snebte Kreis dnrch die Punkte, in welchen die erste

dieser Linien der Axe nnd die letste der Soheiteltan-

gente begegnet, endlich dnrch den Seheitel der Para-
bel. (Taf. III, Fig. 8.)

Diese Gonstmction zeigt zugleich, dass anch die Umkohrnng des vor-

hererwilhnten Satses gilt, nXrolich:

Jeder Kreis, welcher durch den Scheitel einer Pa-
rabel geht, schneidet diese noch in drei Pnnkten, de-

ren Normalen in pinom Punkto convpr*:^iron.

Fftlicn von <lio.sr*n drei Sc liuittpunktoti üwei x,ut.auiniPn , so schneiden

sich ihre 2sorinaIcn im Kriunmungsmittelpnnkt. Es gilt daher der Satz:

Jeder Kreis, welcherdnrch denScheitel einfrPa-
r a b e 1 geht und d i e s e 1 b o in einem Punkte berührt,

schneidet sie z n ;[r 1 ^ ' c h in o i n e m 1^ u n k t o , dessen Nor-
male durch den Krümmungsmittclpunkt jenes Berüb-
r n n s p u n k t e s g e h t.

Wenn ferner der Convergenzpunkt der Normalen in die Parabel selbst

gelegt wird, so verein facht sich die Construction des Kreises nnd liefert

folgenden speciellen Satz

:

Jeder Kreis, weicher einem Viereck umschrieben *

ist, dessen Seiten von der Axe und der Seheiteltan-

genta einer Parabel, sowie von der Tangente nnd Nor*
malen eines ihrer Punkte gebildet werden, sehneidet

die Parabel sngleich noch in swei Punkten, deren
Normalen sich in jenem Punkte ihres Umfanges
treffen.

Es ist Tortheilhaft, die eubisehe Gleichung selbst anfsustellen, nach

welcher die Fusspnnkte der In einem gegebenen Punkte sich treffenden

Normalen bestimmt werden. Man erhält sie sofort durch Einsetaen von

jcs^ in die Gleichung 20) des Kreises in der Form:

21) ^— 2;?|/(a?, — p)-~2/>'y, ^0.
In dieser Gleichung f^blt da« Glied mit^ ; dies beweist, dass derHchwet-
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322 Ueber die Normaien von KegelschDÜten.

P u n k t e i n e s I ) r 0 1 0 c k s , w e 1 c Ii n s durch d i e F a s s p ti u k t c d e r v f) n

einein Punkte aus auf einoParnliol gefüllte Q Normalen ge-

b i 1 (1 t w j r »1 , in «1 o r P n r a b e 1 a x r 1 i o jr t

.

Dio (ilc'irlinii;; 1*1
1 l<Mti't (li>>cntiit .soiir loiclit zu dt n l)ok.innten SHtzen

nbor (lin Anzahl der ro<'ll<Mi Xornialon t'inor Parahel. Wir wollen sir nach

dieser äeite bin aber nicht verfolgen , sondern aas ihr nur noch einen Sali

ableiten.

Bekanntlich schneiden sieb die Höhenpcrpondikel eines der Parabel

umscbriebenen Dreiecks in eioem Punkte der Directrix^ and swar in der

Höhe:

y y t, y 4>y +y
^ 2^ ^ 3

'

wo y\y\9"' die Ordinaten der Bertibrntigspitnkto sind. Wfthlt man ftr

diese diejenigen Punkte der Parabel, deren Normalen in einem Pnnkt («„f^)

siek treffen, so hat man an setaen

:

yyy =*j»*yi5 y+y +y «o.

Also ist 9= ff *

DerConvergenzpunkt der Höhenperpendikel liegt

somit ebenso hoch über derAxe, als der Convcrge ns-

punklder 2s or malen.

§.9.

Anf die in §. 7 bebandelte Anfgabe l&sst sieb sofort ancb die folgeade

surflekfabren, welehe man jedocb mit Vortbeil selbststXndig löst:

Es ist in einer Normalen einer Parabel einPankt

gopebcn ; in an sali von ih ni aus dio übrigen noch mög-

lichen N o r ni a 1 e n auf dio C u r v c fällen.

Ks sei /V(tj Vj) der gegebene Punkt in der Normalen, deren Fusspnnkt

die Coordinaten X, Y haben mögo: und seien die iTusspankte der

gesuchten Normalen. Alsdann ist oAcnbar:

Wird dies in die Gleichnng 21) eingesetxt, so kann diese dnreb y— /'diri-

dirt werden, nnd giebt naeb Aasftthrang dieser Dirision die qnadratisehe

Gleicbnng:

22) y'4-yi +2i^' ^= 0.

Ans derselben ergeben sieb die Ordinaten x'y' der beiden Punkte P|t

Kon aber ist die Gleichung der Sebne, welche diese Punkte verbindet:

y (x ~x ) — » (|f —y ) = a: y —* y ,
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Von F. EcKARDT. 323

oder d« , p* „X sr= —
y X

'2p 2 p

y {y + y") — 2px— y'tf.

Werden htorin endlich die aas 22) folgeudea Wertlie von f »od y y*

eingesetzt, «o erhält man:

als einfachste Gleichung der Linie it^r Offenbar bildet diese gerade Linie

mit der Parabelaxe einen Winkel, dessen Tangente — y. ist; daber iat fol-

gender Satz klar:

Füllt man von e i n c m 1* u n k t c in d o r E b e n e e i n e r P a-

r a 1) e 1 a uf d i 0 s o d i e d r e } N o r tu a 1 e n und verbindet Jen
einen der Fusüp unkte mit dorn Scheitel der Parabel
durch eine gerade Linie, so bildet diese mit derAxe
denselben Winkel, wie die Verbindungslinie der bei-

den n n d (M- n F u s -
] . n n k t e.

Bcsnnu«'»» s InterPfse verdient «nch liier der Fall, in welchem die Nor-

malen von oiupin Pnnklo ini l inf.>n;^e der Pnrahrl ans /n Hilloji siml. Mau

kann hier sofort die Formeln 22) und 23) anwenden, soUald man nur A'=:a;|,

y=y, aetst. Ea werden nlsdnnn diese Gleichungen einfacher:

und liefern eine Reihe interessanter Sätze.

Bekanntlich schneiden Bich die in den l'uukten x'y\ x" y" einer Para-

bel tn dieselbe gelegten Tangenten in einem Pnnktei dessen Abscisse ist:

» y

f r*

I» .„liegend,™ PMl. y y =,2^. .U.—=;.. ^^^.X. D.r.«

ergiebi sich der .Satz:

Legt man in zwei Punk ton einer Parabel, deren
Normalen sich in einem Punkte der Curve selbst tref-

fen, dio Tangenten, so schneiden sich diese in einer

festen Par allelen zur Schei teltangente, welche von
dieser auf der positiven Seite der Aze nmdenpaca*
meter abstoht.

Ans der zweiten Gleichung in 24) folgt femer:

Die Verbindungslinie sweier Funkte einer Para-
bel, deren Normalen sieb in einem Punkte der Curre
selbst treffen, geht durch einen festen Pnnkt in der
Axe, welcher vom Seheitel rUckwÜrts nm den Para-
meter absteht.

Endlieh ergxebt sieh noch leieht der folgende Sata:

Die Verbindungslinie sweier Punkte einer P;
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324 Ueber die Kormalen von Kegelschnitten.

bei, d e r e n N o r in a 1 c n in e i n e ni P ii n k t e d p r (J a r v c selbst

zu sa m m pn ! an fft n , trifft d i e V e r b i n <I n n ^ s 1 in ie dieses

P u n k t (' s u n (1 (1 o s 8 c Ii f i t e 1 s in d e r J3 i r p c t r i x.

Dio erste Gleichung in 21) lelut auch, in welchen Fällen die beiden

Normalen der Parabel, welche von einem Punkte in deren Umfang selbst

ans gefallt werden, reell verschieden, sasammenfallend oder tmagioir sind.

Man erhält als Kennzeicbea hierfür:

§. 10.

Die nun schliesslich noch sn erledigende Aafgabe, an zwei Pnnkten
^ and ^ einer Parabel den Pnnkt C sa finden, dessen Normale
mit denen voni^nndi^ in einem Pnnkte snsammentrifft, llut

einige sehr einfache Lösungen sn.

I. Ist 0 der Parabelscheitel, so wird der darch 0, B gelegte Kreis

die Parabel weiter in dem gesoehten Pnnkt € schneiden.

IT. Man ziehe durch 0 eine gerade Linie , welche mit der Axe

einen gleichen nur nach entgegengesetzter Seite aufgetragenen Winkel

bildet, wie AB. Dieselbe wird der Parabel in dem gesuchten Punkt 6'

begegnen. Da sich hiernach AC nicht ändert, wenn sich auch die Linie

Aß parallel verschiebt, so folgt der bemerkenswerthc Satz:

Bewegt sich eine Parabelschne parallel mit sich

fort, so beschreibt der Dur chschnittsj) unkt der in

ihren Endpunkten gelegten Normah n eine Gerade,

welche ebenfalls eine Normale der Parabel ist.

III. Sind die Ordinalen von A und ^ y und jf", so ist diejenige Toa

C einem früher bewiesenen Satze sufolge

:

- (y + y").

Man erkennt leicht, wie diese Constructionen aucb angewendet werden

IcSnnen, nm den Ktümmnogsmittetpnnkt irgend eines Parabelpnnktes A za

finden; man darf alsdann nur A nnd B snsammenfallen lassen. Man wird

alsdann eine Beihe von Constrnctionen hervorgehen sehen, weiche, wie be-

sonders die folgende, die gewöhnliehen Methoden an Einfachheit mindestens

erreichen.

Ist MQ die Normale des Parabelpnnktes M and

«war ihr Schnittpunkt mit der Axe; ist ferner Oder
Scheitel der Parabel, so errichte manauf Oüf in der

Mitte eine Senkrechte, welche die Noraale ron ifia

Ü sehneide. Alsdann braucht man nvr noch das Stflek

MQ anf der Verlftagerung von MB rouB ans dreimal

anfantragen, nm den Krfimmnngsmittelpunkt C tob Af

SU erhalten. (Taf. III, Fig. 4.)
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XV.

üeber die Gesetzmässigkeit und die Theorie des

£lektricitätsverluBte8.

Von

Dr. F. Dellmann,
OberUhrer «m KSnlfL OyrnnasliUD tu Kr«nsiise1i.

Einleitung^.

Wenn man einen beliebigen Körper elektrisirt und seine Elektricität

Attcb durch den besten Isolator, Schellack, absperrt, diese ElektricitJit gleich

rneh dem Laden und nach einiger Zeit wieder misat, so findet uian bekannt-

lich bei der zweiten Messung stets eine Abnahme, welche man den £lek-
tricitüts verlost nennt.

Was bis jetzt über den Elektricitätsverlust bekannt ist, rtthrt fast nur

on Coulomb 'her; Biess und der Verfasser haben kleine ZusAtse gelie-

fert, Riess in seiner Abhandlung: „Ueher elektrisehe Dichtigkeiten***)

nnd in seinem ortrefflichen Werke Uber Reibungselektricitltt; der Verfasser

in seinem Anfsatse : „ Ueber Luftelek tricität
*
*, **] Was Coulomb gelie-

fert, ist ausser seinen eigenen Abhandlungen***), welche nicht Jedem lU-

gänglich sind, recht gut und umfassend dargestellt in den Werken von Biet

und dem genannten Werke von Siess. Die Lehrbücher der Physik sind

meist sehr lakonisch im Capitcl über den Elektricitfttsverlust, und lumThetl

hehandeln sie das bereits Torhandene Material von Thatsachen mit völliger

Entstellung.

Kiess sagt Bd. I, 8. 117 seines Werkes: „Wird der Zerstreuungscoef«

ficient unzweifelliaft durch den Feuchtigkeitszustaud der Luft bestiintiit, so

bleibeu aui ihn waiiräcbeiuiich diu Temperatur der iu der Luit vorhandenen

*) l'ogg. Auxial. Jid. 7J, 8. 359 ff.

**) P o g S- Annal. Bd. 89, S. 258 ff.

***) Besonders das 3» Memoire, Jahrg. 1785, 8*812 ff. der Memohreo der Acad^inie

Toyale.
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328 lieber die Gesetzmässigkeit u.d. Theoried. Elektricitätsverluötes.

ist aUo der Wagebalken, wie Coulomb diesen Thcil seiner Drehwaga

genannt hat. Der Untorschied Bwiacbeo Coulomb'a ond meisem Wage-

balken besteht dnrin, daaa jener von einem Isolator, meiner too emeiD ga-

ten Leiter verfertigt ist; und ferner darin, dass jener cylindriscli, meiner

linealisch ist mit scharfen Rändern. Der Standkngel dei Urehwage ent-

sprieht in meinem Instrumente ein ebenfalls etwa zwei Zoll langes und eine

Linie breites, dünnes Metallplättchen mit scharfen Bändern, von mir Streif-

eben genannt. Es sitat im obem Binschnitt eines etwa eine Linie dicken

nnd vier bis fttnf Zoll langen Messingdrabtes, welcher mit Schellack in den

Boden des dicken MetallgefKsses gekittet ist nnd vertical nach aassen geht.

Diesen Hessingdrabt habe ich Znleitnngsdraht oder Zuleiter genannt,

weil mittelst desselben die an messende Elektricität in das Oefäss des In>

strnmentes geleitet wird. Beim Laden müssen sich Wagebalken nnd Streif-

ehen rechtwinklig berühren. Um diese Berührung leicht herstellen nnd

wieder aufheben au können, ist am Torsionskreise mittelst eines Bügels

eine Schraube befestigt, welche gedreht werden kann, ohne dass der Hes-

stngstift, an welchem der Glasfaden hängt, sich mitdreht. ,.Nach der La-

dung wird die Schraube aurOckgedrebt und dadurch die Berührung von

Wagebalken und Streifchen aufgehoben. Dann wird der Zeiger des Tor-

' Blou^krcises auf 0 der Eintheilang gestellt und unten der Winkel abgelesen,

welchen Wngebftlkeu und Stroifchen durch die Abstossnng der Elektrieität

mit eiiiantli'i- bllJeu. Zu diesem Ablesen liegt unter dem Streifchen auf

dem Boden des GefHsses ein polirter, getheilter Kreiü. Die Kreisplatte

innsa also in der Mitto eine entsprechende Oeffnung haben für den Durch-

{^'an^ des Zuleitungsdrahtes. Das Ablesen geschieht durch Spiegelung zur

Vermeidung der r.irallaxe. Es versteht sich, «las> vor dem Beginn des

Messens das Instniment so ajustirt sein mui.b, dass der Wagf^hnlken auf der

untern nnd der Zeiger anf der obern Einthoilung gleiche \\ iiikel zrif:;en.

Dieses Ajustiren ist leicht auszuführen. Der Glasfaden hängt in einem

Glasrolir, welchem in der Mitte des Glasdeckels in einer Me*=;singbtichse steht,

• mittelst deren das Kohr aufgeschraubt wird. Das Glasrohr ist oben und

unten mit weichem Leder umgeben, um es unbeschädigt in passende Mes-

sinpibiichsen steif eindrücken au können. Das Ajustiren wird nun bewirkt

durch Umdrehen des Glasrohrs in einer dief;cr beiden Büchsen. Zum An-

hängen der Kugeln, deren Elektricitätsverlust gemessen werden SoU« wird

das untere Ende des Zuleitungsdrahtes zu einem Häkchen umgebogen.

Zur Bestimmung der Zeit diente eine Secundenuhr mit Compensfttions-

pendel, welche dieSecunden recht deutlich hören lässt, welches für diesen

Zweck durchaus erforderlich ist; eine Taschenuhr ist deshalb unbrauchbar

dasu.

Das Psychrometer, welches surMessung derWasserdSmpfe diente, wird

TOn Greiner jun. in Berlin für die meteorologischen Stationen Preussens

mit musterhafter Sorgfalt angefertigt. Das eine Thermometer brauche ick
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seit 14 Jaliien, ist oft rcviUut und stets genau richtig befunden worden; es

ist zugleich sehr empfindlich. DaH andere hat ein etwas grösseres Kügel-

chen, ist aUo etwas weniger empfindlich; ea wurde mehrere Jahre von Dovo
als NormalinstrumeDt benutzt

§.8.

oMldllBUlihodOll*

T>ie Versnchsmetlmden müssen sich nach den Apparaten richten. Was
Kolli rausch über das beschriebene Elektrometer in seinem Aufsätze

hd. 7*2, S. 353 ff. der Ann. von sagt und was ich selbst an demselben

erfahren, konnte mich nur ermuthigou, es ohne Bedenken auch zu diesem

Zwecke anzuwenden. Der Körper, dessen Verlust untersucht werden sollte,

stand entweder während der ganzen Verlustperiodc mit dem Zniciter in

leitender Verbindung, oder dieselbe wurde am Anfang^e und Ende der Pe-

riode momentan hergestellt und das Messinstrument blieb auch in diesem

Falle während der ganzen Periode gela<len. I >ieser bequemste Weg de«

Experimentirens, nämlich der, die wirksamen Thoile des Afessinstmineotes

der Oberfläche nach als einen Theil der Oberfläche des VerlustkSrpers sa

betrachten und den Verlust dieses kleinen Theiles dem Verlust des grossen

proportional au setsen, ist auch ein sicherer, da diese Voraussetsung för die

meisteD der nachfolgenden Gesetae giltig war; und bei den Versuchsreihen,

wo dieae Voraussetzung der Wirklichkeit nicht entsprach, wo nämlich die

Lufk um den Versuchskdrper geändert wurde, im OefKsse des Messappara-

tes aber nicht, wurde dafür gesorgt, dass der Versuchskörper möglichst

gross, also gegen seine Oberfläche die der wirksamen Thelle des Messlnstrn-

mentea möglichst eine verschwindende Grösse war. Hier trug dann noch die

grosse IsoKruDgsfähigkeit des Apparates, von welcher der Grund in Fogg.
Ann. Bd. 106, 8. 832 angegeben ist, dazu bei, die etwaigen kleinen Fehler

auf ein Minimum zu bringen.

Ee konnte aber noch ein Zweifel darfiber entstehen, ob dieselbe Be-

reehnungstabelle noch gelte , wenn der Verlustkörper am Zuleiter hängt

während der Messung. Es wurden deshalb die Torsionsmessungen, welche

der Tabelle zur Grundlage dienen, so wiederholt, das« während der ganzen

Dauer derselben die Verlustkugcl am Zuleiter hängen und aus einer con^

stanten Quelle geladen blieb. Die Zahlen waren fast genau dieselben, wie

die früher ohne Kugel erhaltenen, so dass der Zweifel als unbegründet

erschien.

Andere Versuchsmethoden, z. B. die mit jedesmaliger Einladung des

Elektrometers nach der Messung und dann am Anfange der neuen Periode

mit neuer Ladung vom Verlustkörper; oder das Verfahren, das Elektro*"

vor der Ladung von der Verlustkugel aus einer constanten Quelle

and den consfantm Sniamandcn in Rechnung zu bringen, ervrlfiV

der Praxis als weniger vortheiihat't.

Zeitschrift f. Maih«ui«uk u. Physik. Xi, 4. 22 4
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§. 4.

Art und Weite in esperinentireiL

Das Experimetitiren findet in folgender Weise statt Die Kagsl wird

mit einem beliebigen Qnantnm Elektricität geladen. Zn dieser Ladung

dient am besten filr + ein kleiner Blektrophor, nnd fttr — feine etwa

weisölHge Korkscbeibe mil Laekattel. Wird diese einmal stark Über

wollenes Tnch gestricken, so besitst sie eiu Quantum von .negatiirer £lektri>

citXt, welebes ansreicht, eine etwa TierBÖlUge Knge! so stark an laden, dass

das Elektrometer, wenn der Glasfaden nicht au dick ist, von ihr einen Aas-

Schlagswinkel von 70— 80 oder nocih mehr Graden erhält. Ist das Elektro-

meter ebenfalls geladen nnd der obere Zeiger anf 0 gestellt, so geht m«i

zur Ulli-, zäblt die Secuncicn mit bis etwa 60, indem man, znm Messapparat

zurückgekehrt, gleichzeitig den Ausschlagswinkel abliest. Ks versteht sich,

dass der "Wagolmlken vorher voUstiindig zur Kulic gekommen sciu mass.

In dem Moment, wo das Pentlol 00 scLilii;:t, muss man sich des Ausschlags-

winkels möglichst versichert liaben. Whii btelit dann gleich auf und sieht

auf der Ulir nach, ob man auch die Minuten richtig gelesen und die Secun-

den richtig gezahlt hat Daun erst wird aufgeschrieben. Für die im Nacli-

folgeiulou bcsclrrielM iK Berechnungsmethode ist es am besten, die V'erlust-

perioden möglichst klein und gleich gross !?u nehmen; sie wurden nicist zu

fünf oder zehn Miauten angenommen. Eine iialbe Minute vor der folgen-

den Messung wird der Wagobalken, welcher nach jeder Messung auf 90'' sa-

rückgcstellt wird, mit dem Streifchen eben in Berührung gebracht, dann

wieder gehoben, und nun der obere Zeiger wieder anf Null gestellt. In

ein paar Secnnden ist dies geschehen. Um es so schnell und sicher be«

werkstelligen an können, ist eine besondere Vorrichtung erforderlich. Der
Sttfit, an welQhen oben der Glasfaden gekittet ist, wird gedreht mitteiat

eines dreiarmigen Haspels, welcher über. dem Zeiger mit einer Stelischraube

befestigt ist An den Bttgel fiir die Schranbe mm Senken nnd Heben des

Wagebalkens aehranbt man einen dicken Etsenstift; an diesen Usst man
den einen Arm jenes Haspels schlagen, wenn der Zeiger anfNnll steht, imd

einen andern Arm von der entgegengesetzten Seite, wenn er 90* neigt. Da
der Stift dnrch Lflftnng seiner Stellschraube sich Terschieben lässt, so ist

diese Bedingung leicht herbeianführen. Bei allen Messungen durch Ans«

Schlagswinkel braucht man dann den Zeiger oben gar nicht au atellen«

braucht nicht aufsustehen beim Ablesen, yersXnmt keine Zeit und erreicht

selben Zweck weit sicherer.

H&ngt die Kugel nicht um Messapparat, so bringt man sie selbst mit

dem Schingo der letzten Secuude einer jeden Teriodo mit dem Zuleiimigs-

dralit in Berührung, oder den Ueborträger, welchen man vorher schon gegen

sie gestemmt hat.
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§.5.

BegrifllgbertiTBnuingeiu

Die BegriHisbestimmungen beziehen sich aaf den atniobphärischea

Wasserdanipf und auf den Elektricitätsvcrlust.

Da Wasscrdäiii^jfe Luft sind, so drücken sie also auch init den andera

Gasen der Atmosphäre auf das Barometer, haben ihren Antheil am Baro-

meterstande. Hier in Kreuznach beträgt dieser Summand dos Gesammt-

i'arometerstandes im iMirchsciinitt fast genau ein Procent, Man nennt ihn

den „Dunstdrnck" und berechnet ihn in denselben Einlieiten . durch

welche «nch die BarometfMh«»)ie dargestrllt wird. Die Atmosphäre enthalt

fihpr höchst selten so riel \\ asserdiimpfe an irgend ( im ui One, am wenig-

sten in einem Ziirmu r, als sie bei der e'Pr.iflf Ahwahi ii lr n Temperatur auf-

nehmen kann; mit andern Worten, Bir. i^t .st lton L-^csittigt mit Wasserdam-

pten, Ist dies al)er der Kail, so haben die l>äinpfe das Maximum ihrer

Dichtigkeit, und der Versuch, sie noch melir zu verdichten, hat nur die

Folge, dass ein Theil derselben zu Tröpfchen wird, welche nun wegen

ihrer Kleinheit in der Luft schwimmen. Aber 2U jeder andern Zeit lässt

lieh fragen , wie weit die atmosphärischen Wasserdämpfe noch Tom Bfaxi-

nmm ihrer Dichtigkeit eatfernt sind. Man bestimmt die», indem man be-

rechnet, wie viel Procent sie bei der stattfindenden 'i'emperatnr ven 4er

Menge ansmachcn, welche bei .dieser Temperatur in der Atmosphäre sein

würde, wenn sie daa Maximum ihrer Dichtigkeit hätten. Dieser Procent-

tata vom Ifaxinraas der Dichtigkeit bei gerade obwaltender Temperator

wird die „relatire Fenebtigkeit" genannt; wir wellen sie in der Folge

•eUeebtweg „Penebtigkelt** nennen. Man kann aber adeh nook fragen,

wie lehwer denn die WasaerdAmpfe sind, welche b«l gerade obwaltender

Temperatur eine gewisse Bamneinbeit, t. B. dnen prenu. Cabiefnas, ein*

nehmen. Dieae Gewichtabestimmeng für eine angenommene Ranmeinheit

nennt man „abaolnte Fenobtigkett** oder „Dvnttmenge". Wir

wollen im Nachfolgenden der Kflrne wegen das letstere Wort verwenden.

Es ist bekannt, dass elektriairte Körper ElektricitKt verlieren dnrch

die nmgebende Lnit, und dnrch die Isolatoren, welche snr'Abspermng der

ElektricitKt dienen. Ersteren Verlnst wollen wir „Ln ftv e r1 ns t '\ letate-

ren „Btfttaenrerlvst** nennen. Der Statienrefliist kann seiner Katar

naek nie allein auftreten. Wir wollen nnn den stets mit Lnftverhtst vw
bnndenen Sttttaenverlsst „Gesammtverfast" aettnen. Für jede dieser

df«i Arten mQssen wir aber wieder den absolnten vom relaliren Ver<«

loel unterscheiden. Pen absolnten Verhisl für- einen Zeitraum nennen wir

die Differenz zwieehen dein Anfangs- nnd Bndq^iMatnm, nnd für eine Mih
einheit die Zahl, welche man erhält, wenn matt diese Differeni dW0^
Anzahl doi Zeiteinheiten der Periode diridirt. Der relaflive Verltt^(f

Verhältnisa des absoluten Verlustes einer Periode vnm mHilereii^

derselben, aasgedrückt in Procentes dieses mittleren QttHijfu1||

«2*
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haben also einen absoluten and relativen Luft-, Stfitsen- tmd Oe»

sammty erlast sn stndiren.

§.6.

BereelmniigfTer&lirflii,

In Beeng aaf die Bereebnong der Grössen des Wasserdampfes braoeht

nnr bemerkt an werden, dsss dieselbe stattgefanden bat oacb den A ug ust-

seben Tafeln.

Die Berechnung der relativen ElektricitStsTerlnste kann in sweifaeher

Weise stattfinden, sowohl in Beziehung anf das mittlere Qnantnni der gta-

zen Periode, als iu Bezug aid das* mittlere Quautuni Jeder Zeiteinheit.

Die letztere Berechnung ist zwar genauer, die erstere aber bequemer, und

da sie bei genauer Beobaclitnn*i^ und nicht zu grossen und möglichst glei-

chen Perioden die GesetziiiäöÄ.igkeit der Erscheinungen vollständig erken-

nen h'iKst, so wurde sie meist gewühlt. Nehmen wir zur Zeiteinheit die

Minute, so ist die Knruiel für die erste Berechnuugsweise, wenn a und ^ die

zu Anfang und Ende der Periode beobachteten Quantitäten, resp. die

Quantitäten sind, welche sich nach den beobachteten Winkeln aus den Ta-

bellen ergeben, i und t die Anfangs- und £ndseit in llinnten bedeateo aod

r den relativen Verlust beseicbnet:

(g— <3) 100

Ferner stand noch die Formel für die zweite Berechnungswelse zur

Disposition, welcbe Riess auf 8. lOO des 1. Bandes seines Werkes mittheil^

welcbe er aber in eine KMherungsformel verwandelt bat, nacb der er seine

Beebnongen aasfHbrt; nämlieb die Formel:

p 0,4843Z
'

oder als Proeentformel für den relativen Verlost:

^__ ilogQo—logO,)m

wo ^ den ZerstreuuogscoefBcieuteu, das Anfangs', Qz das Endqaa&tam

nnd Z die Ansabl der Zeiteinbeiten» resp. derJfinnten bedeutet. Et itt

•war für mein Instrament diese Formel passender, als fllr die Drehwage,

dadie QaantitSten direetansdenTabellenberansgelesenwerden. Ich yergUeb

die Resnltate derselben mit den nacb der obigen Formel berechneten , and

will ancb hier eine Beobac^tnngsreihe , nach beiden Formeln berecbno^

mittheilen, damit der Leser beurtheilen kann, in wie weit uu iiie i orDiel ge-

uuu ist. Gleich der zweite Verlust der Jieihe Hess erkennen an seiow

Grösse, dass er keiü k iner Luftverlust, sondern ein Gesammtvcrltist 8«i-

Dieser sollte in einen LuCueriust verwandelt werden, weshalb gieieb nacb

S'^O' einige Kauchwolken von einer Cigarre anf die Kogel geblasen wurden»
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1 MI

47,0 1,001 1,808

42,4 1,850 i,8r)i

47,7 2,308 2^
40,0 2,846 2,865

1,8<)4 1,801

19,8 1,450 1,457

IM 1/164 1,064*
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1. Uebersicbt.

, ,
K«l«l. Vorla»( nach

Z«li. AMaeMsftwiBk. MitttorMQMBlnfli. ^ m«urFonii. <I.RieM'>chM
d*iftclb«n. lugl pro 1'. Forawl.

2^44' 84io 8045,6
"2047,7

40' 881* 8850
2743

• - 54* 82 20aü
2617

50' fily^." 2306
• —— 2''9''

8*4' 80** 8186
• ^ . .

' 2066,8
^ 78,V' 1047,7

Sraefa. « — 1848,8
10 73" 1530

Noch ^ 1468,7
. „ 24' 70|» 1406,6

,
• 1357.1

Mal 29 684" 1307.7

1878 2
Rauch. gg|o

^238^7
»

Dieies BeBoItst veraolMste mleli zur ADwendnng meiner Formel bei

den meisten neebfolgenden Berecbnnngen.

Wie alle folgerulcn, so ist auch diese Ueborsicht aus den vielen, von

denen nur wenige hier mit^etheilt werden können, mit Absicht ausgewalilt

worden, weil sie ein ^^e}lrfncbes veranschaulicht. Zuerst macht si'' don

Einfluss eines Mittels zm Al -inderung eines Verlustes deutlich. Dann zeigt

8ie anfangs den bloss* ii Luftverlust, woran zu erkennen ist, dass die Elek-

tricität beim Fortschreiten über den Isolator Widerstand findet; derselbe

igt aber bald überwunden, sie ist bis zum nächsten Leiter gekommen und

von da an wird der Verlust immer grüsser, wie es jeder Gesammtverlust

zeigt, bei welchem die Zunahme jedoch nur auf den Stütaenverlust kommt.

Ferner wird der Schellack luit Tabaksranch abipetrocknet und die Be-

wegung auf seiner Oberfläche uiuimt ab in dein Maasbc, wie er die

Wassertheile verliert. Endlieh siebt man, wie jjenau auch für den grösse-

ren Zeitraum von 10 Minuten beide Formeln lu den Eesnitaten überein-

stimmen.

E*e ist leieht erriehtUeb, dasa men snr Bereebnnng der ebiolnten Yer-

leete keiner Formel bederf, da rie rieb unmittelbar ans den Zablen er-

geben, welefae die Tabelle liefert. IMeee Tabelle mdge bier stoben, da

•ie Ton der bedeutend abweicbt, welebe Koblranieb in Poggenjggen«.-

dorff's Annalen Bd. 72, 8. 886 mittbeilt. Die Gründe für diese Ab|^
ebnng sieben in meinen

Annalen Bd. 60^ 8. 272.

ebnng sieben in meinem Anfsatse ttber Luftelektricitftt in Poggendtf^

1
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.

Tabelle sar Bereehnnng der Qaentltäten*
Winkolin

Quant. Wtolwt. WtakaL Qust.

1 34 18 177 . 88 406 58 758 60 1387

» 41 19 188 36 425 58 788 70

8 48 •20 200 37 442 54 810 71 1481

4 55 21 2U 38 460 55 837 71 1483

& 62 '>•> 223 39 478 56 865 73 1539

6 60 23 234 40 497 57 894 74 UW3

7 76 24 247 41 516 58 923 75 1675

8 84 25 260 42 535 50 953 76 1755

9 92 26 273 43 554 eo 985 77 1843

la lOO 27 287 44 574 0t 1019 78 1939

11 109 28 •m 45 •595 62 1055 79 2044

u 117 20 316 40 617 63 1092 80 2168

18 126 30 331 47 639 64 1130 81 2300

14 13G 31 346 48 661 65 1169 82 2467

15 32 361 49 685 66 1208 83 2670

1« 156 a3 376 50 709 67 1250 84 2910

17 84 808 51 788 68 1293 85 8181.

Beiebt diese Tabelle nicbt aes, bo wird nach Toreioneii gemessen und

berechnet.

B« Gesetzmässigkeit der Verlusterscbemimgen.

7. 1. Salz.

Der relative LuftTerlast ist conitant bei derselben Lnftbeschaffenheit.

Schon Coulomb hat den obigen Sats dnrcb sorgf&Itige Messungen

constatirt. Femer haben B ie s s und ich die C o n 1 om brachen Messnegen

bettätigt« Oonlomb hat jedoch seine Verlnstmessnngen nnr an »einen

innerhalb des Gehftnses seines Instrumentes befestigten Kngeln gemacht

Ich habe in meinem Anfliatae fiber Lnftelektricit&t geseigt, dass man noch

recht gut stimmende Zahlen erhalten kann, wenn man die Kngel, deren

Verluste gemessen werden sollen, vom Ifessinstrumente gani trennt ond

nur in den Hementen der Ladung mit diesem in Bertthmng setat« Ein

paar Beihen achon Tor 11 Jahren gemachter Messungen, Ton denen aber in

dem genannten Anfsatte nnr die Besultote anfgenommen sind
, mögen des«

halb hier vollständig stehen. Die Beobacbtungea sind jedoch mit einem

andern Elektrometer gemacht, als die meisten übrigen , mit einem Elektro-

meter, welches, wie die beigesetzten yuAutUäten zeigen, eine etwas andere

Tabelle erfordert. Diese Tabelle steht, wio oiiie Vcrgleichung lehrt, zwi-

schen der von Kohl rausch gelieferten und der oben mit^etheiltcn.

Auch die Wertbe der 3. und 0. Uebersicht sind nach dieser TabeUe be-

rechnet.
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3. Uebersieht.

Kritier huftvcrlu.st. Die Kup;o] zur Beobuclitunj; der atinospliHrisclion Elek-

Uicität hat aa ihrem Ötäuder eiucu ucueu King vou gelbem Schellack be-

kommen.

• Au»»chliesv»ink. Tab.- Ouaiil. Abtol. Verl. für AbsoI.Verl,
, „ R«l. Verl. ia%

Z«««* in Graden. dcwclbeu. d.Periodo. prol'. »««.U«»««. d.lliHaQB»aU

5*33' 784 1935^ 377 22,2 1746,6 1,27.

60' 76t ^^"^
• 272,5 16 1422,25 1,12

6* 7* 691 1286,6^
. 248,6 16,8 1162,26 1,19

25' 68 1037.
227 11,36 998,6 1,23

46' 66t 610^ 178,8 8,Ö 720,6 1,24

7* 5' 48i C3!,2^ ——- 148,6 7,1 666,96 1,27

26' 40i 482,7^ _J 121,7 5,5 421,85 1,83

48^ 33 361
92,8 4,2 314,6 1,34

S^OT M 268.2^ !_I 72,4 3,16 282 1,36

33' 20J. 196.8^ --! 61,8 2,6 164,9 1,52

58 14 134
Summa: 12,87.

Mittel: 1,29.

Bei dieser BeobachttingBreihe participirteo an derlsoliraog fUnfiSchel-

laeksteHen, swei an der Kogel, der Sehellaek am Uebertrftger und endlich

die swei Betiellackstellen am Elektrometer. Alle 8 Körper blieben ita den

Zwiicbenseiten geladen, konnten also einen Vorlast erleiden. Da die Ku-

gel aber 6 Zoll Dnrebmesser hat, so traten die etwaigen Verluste der beiden

andern Körper gegen den ihrigen sehr znrUck. Wir sehen am Ende der

Versuchsreihe, welche beinahe 3% Stunde dauerte, die Verluste doch etwas

zuueUmeu , ein Beweis, duss iiacli der laugen Ladung endlich doch eine

kleine Menge i^kktricitüt sicli duicligearbeitot hat bis zum nächsten Leiter,

wahrscheinlich auf dem Hinge ain Ständer der Kugel, wo sie einen Weg
von nur etwa fünf Linien zuriicküulegcn hatte. Am vorhergehenden Tage

hatte dieselbe Kugel in den ersten 28 Minuten (e« wurde von 7 zu 7 Minuten

j;mnc8seu) durchschnittlich pro 1 ^Hnutc verloren: 1,42, in den folgenden

28 Minuten: 1,34, wieder in 28 iolgenden Minuten: 1,30, dann 1,^7, ferm r

1,20« darant und endlich 1,34 Procent. Also auch hier war der relative

Verlust faöt ganz constant. '

An diesen Reihen selicn wir den reinen Luftverlust bei Anwendung

frisehen Schellacks hervortreten. Die folgende Reihe zeigt ihn uns an

dem ttber dem Ofen getrockneten Schellack derselben Kogel ; sie hatte

eine gute Stunde an der warmen Lnft gestanden , welche vom gebeisten

OfenanMeg.
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3. Ue borg ich t.

Beinpr Luftverlust durch Trocknen des Schellacks herbeigeführt.

AmmmMmmmm 2wUchcn. AbsoJ. CwMinH- Abtol.Vefl. Minier« QMttii. R^LLnf).

711 1413

. ^ W.4 1008,75 1,08

15' 104 12,9 789 1,64
51 002

18' 158,3 8,8 612,85 1,44
481 ,

888,7
*

17* 132 7,8 407,7 1,07

88f ,
401,7

J. 10 91,2 5,7 860^1 1,60

20( 810,5
17 75,5 4,4 272,75 1,61

23f . 235 ^— 17* ' 02 3,0 204 L70
18 178

17* 43,5 2,0 151,25 1,72.m 129,5
Mittel: 1,64.

Eine etwas kleinere Kugel von nur 4 Zoll Durchmo^ser war in flpr<?ol-

ben Weise vorgerichtet, hatte aber an ihrem Ständer einen etwas breitern

Bing, welcher ebenfalls am Ofen getrocknet war. Die Versnchsreihe mit
ihr nahm 3 Stunden und 20 Minuten ein, da 20 Messungen von 10 zu lo Mi-
nuten gemacht wurden. Es mü^'cn hier nur die relativen Verluste pro Mi-
nute folgen: 4,01; 2,88; 2,78; 2,50; 2,50; 2,35; 2,30; 2,04; 2,40; 2,00; 2,IG; 1,1)7;

2,35; 2,30; 1,34; 1,70; 1,73; l,ü3; 1,49. Also hier sehen wir den relativen
Verluat siemlleh regelmässig abnehmen. Den Grund davon müssen wir
spitter im ZusAmmeuhange mit audeiu Kröcheiuuugca ftufsuchen.

§. 8. 2. Sats.

Der *bMl«te Lnftrerliist iit to Siahtigkdt proportioxiaL

Beweis. Ist "

^(^^^^y
fürjede Zeiteinheit constant, also gleich C, tmä

wir setzen für die allgemeinen Werthe von a und ß bestimmte Werthe s. B.

«d f. «,wi. «nd r, «. it .«b: fei; -^'7^ fef7,£-l!:^

=

C,

auch: « -p- = K« +/3') : 4(a

'

§. 9. 3. Satz.

Der abiolute Geeammtverlnit ist von da an, wo der Stützenverlust zu
Stande kommti den QnadratwiirseUi der Dichtigkeiten oder mittlem (iaan-
tit&ten proportioiial. Ein an Stande gekommener Stiitzenverlust soU

»oUstilldifrer" Stützenverlust h eissen.

Für diesen Satz kann icli vorläufig nur Thntsachen sprechen lassen.
Auch muss ich^ gestehen , dass eine vollkommene Uebereinetimmnn^ der
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Thatsachen mit dem Satze noch nicht vorbanden ist. tcb habe nämlich

beinahe hundert Fälle berechnet, und wenn ich keine Auswahl tiefl'e unter

denselben, aUo auch die weniger zuverlässigen mit gleicher \Valu8cheinlich-

keit wie die übrigen in Rechnung bringe, so i&t eine Differenz, aber nur

eine sehr kl«^ine vorbanden. Es giebt jedoch schwerlich einen Satz, der

eine dor TUatj>iicblichkeit mehr entsprechende Formol zu liefern geeignet

wäre.

Der Satz wnrJe zuerst aus Zahlen herausgelesen, welche in einer Ueber-

siebt stehen, die zu anderm Zwecke gebildet wurde, nämlich um den Ein-

fluss des Wasserdampfes auf den Elektricitätsverlust kennen zu lernen.

Drei Fälle gaben im Mittel eine fast völlige Ueberoinstimmung der Thai-'

Sachen mit dem Satze. Die Mewnngen hatten Perioden von 10 Minuten.

Es wurde nun 80 geurtheilt, dass, wenn der Satz in der Wirklichkeit be*

gründet sei , man noch bessere Zahlen für denselben erhalten müsse, wenn
man die Perioden kürzer nehme« Es wurden an Terschiede^en Tagen

Beiheo gebildet mit Perioden von 6 Minuten. Wenn icb von die«an eine

hier mittbelle, so ist es wobi am zweekmäeaigsten, eine aolcbe an nehmen,

welebe bei Tage und im nngebeiaten Zimmer gemacht wnrde. Eine aolcbe

ist folgende. Quantitäten nach der mitgetheilten Tabelle.

4. Uebersicbt.

Gesammtverlust , absolater.

Zeil.
AuMchlag-s-

Winkel. ^aanlititen. Abcol. Verl. Deren ^*uol. MiUl.gunnt Deren Würz. Würz, ^uol

2107 — 240,5
84'

2076,7 45,57
1051^5 - 0,85 1,07

8or

— 281,6 1815,7 42,61
75 1075 - 1,08 1,08— 260 1545 89,81

44' 70} 1415 - 1,03 1,09 .— 252,5 1288,7 35,90

4^ «* 1162,5 - 0,97 1,12

u
— 261,3 1031,8 33,12

"i 901,2 - 1,50 1,13— 174,2 814,1 28,53
HS U} 737 - 0,58 1,15— 802 576 34,00

36 425 - 1,87 1,29— 161,8 341,1 18,55
gr 25i 363,2 1,32 1,80

14'

— 122,2 14,22

"i 141
Summa : 9,20 Summa: 9,23

Man sieht , wie sich trotz der starken Abweichungen in einzelnen Fällen

am Kttde der Reihe doch Alles schön ausgleicht, und wie meist auf einen

zu kleinen (Quotienten bei den absoluten Verlusten ein au grosser folgt.

Die ansgesproebene Vermutbung, dass man durch kleinere Perioden Zahlen

erhalten würde, welche genauer mit dem Satse stimmen, bestXtigte sieb

dttiefa diese und alle andern Reiben, und in keiner weichen einselne FftUe

10 weit von einander ab, als in der obigen. Um jedoob aueb das Verhalten
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bei Perioden ron 10 Minnten mn Bei|peii, möge noch folgende Ueberaieht

hier stehen. £e sind nooh mehrere Rnhriken beigefttgt snr Vorbereiteng

anf Folgendes«

&. Uebersieht.

Abeolnter nnd relativer Gesammt', sowie absoluter nnd relativer Stfitien-

Verlust.

Abtol. Vorl. pro 1'. Mittler« Derea Rolat. Vwl.prol'* OMtieniM
Z«it. Wink. 0«Mil.G«uinnit-,Luft<,StilUea> Quatl- War*6Mwnmt-,StlltB.>,LoA- mm

Verliut. Utaiu mtün, Vvlatt. Wtira. V«rL

_ 1,27 0,00 1,«
48' 82|

12* 8' 18

2955
-30,8 80,3 0,0

2002

2281
'37,1 30,7 6,4

1828
-40,8 20,8 •14,0

-30,7 10,9 10,0
1401

-32,1 16,6 ir),5

1140

817
-32,3 12,4 19,9

-27,0 8,0 10,8

038
-21,9 5,-1 16,5

818,
-14,1 3,1 U,0

17?
-7,9 1,0 0,8

08

1

1,09 0,92
2020.5 40,05 1,99 0,72 1,27

1,11 1,10
1044.6 40,55 2,29 1,02 1,27

1,12 1,14
ia00,5 36,0G 2,46 1,1'J 1,27

28r 04} ^ 1140 1,15 0,99
32,3 12,4 19,9 97&5 31,28 3,30 2,03 1,27

38 bil 817 1.20 1,16

27,9 8,0 10,8 077,5 20,03 4,12 2,05 1,27
48' 42|^ 538 -1,20 1,27

21,9 5,-1 16,5 428,2 20,60 5,13 3,8« 1,27

OO* 29} 818,5 1,81 1,55
'" " 247,7 15,74 6,71 4,44 1,27

187,5 5,8» 4,55 1,27

Summen: 8,18 8,24.

Mittel: 1,10 1,18.

Hier sind die erste und letzte Beobachtung bei den Quotienten nicht

mit in Rechnung genommen, weil sie deu Charakter des Gesammtverlnstes

mit voUstftncligem Stfltsenverlust Diclit haben; dieser besteht, wie man sieht,

iu einer regelmttssigen Zunahme der relativen Gesammtvcrluste, welche

Zunahme aber auf den Sttttsenverlust fällt. Die einzelnen Fälle der Quo-

tienten weichen weniger von o^r\nder ah, als in der vorigen Uebeniebt;

auch ätimraen die Summen im Mittel fast überein.

Wird aus sämmtliehen berechneten Fällen, 94 an Zahl, ohne alle Ans*

wähl das Mittel genommen, so ist es für die Quotienten der Wurieln: 1,14

nnd fUr die Quotienten der absoluten Oesammtverluste: 1,10.

a— 3
Da ^—

:r: den relativen Verlust bezeichnet, der als Gesammtvcr-
h (« + ß)

lust mit vollständigem Stlitzenverlnst erfahrungf^raJissig allmälig wäcbst, als

Luftverlttst aber constant bleibt, so muss beim Gesammtverlust der Zähler

dieses Bruches, a— ß, der absolute Verlust, in einem kleinem Verbältniss

abnehmen, als der Nenner, das mittlere Quantum. In bei Weitem den

meisten meiner Bi-ohacbtungsroihon der Oesammtverluste ist er— ß eine ge-

raume Zeit hindurch fast constant, oder gar es wächst der Werth noch, wie

denn in der obigen 4. Uebersieht die 4, in der 5. die 8 folgenden Werthe
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aneb grSaaer tind, als d«r ertt«. Id faat allen Ueberaicliteii ttnd die 5—ft

•raleii Weffhe, je oftoh der Llüige der Reihe iat ihre Zahl Yerachieden, faat

gleich. In einer finde ieh folgende Werthe der ^eihe nach fttr a— ß: 145;

188; 166; 168; 164; 144; 148,5; 142,5; 138; 1S5; 186; m,5; 110,5; 80,5; 85; 59,5;

46; diePertode iat die von 5 Minnten. Hier alao iat der 11. Werth noch 84 Pro-

cent dea eraten. Von da an aber nimmt die Beihe achnell ab, ao daaa vom
elften an der aiehente nur noch 8S Procent von jenem betrügt. Und mehr

oder weniger llhnlich aind die meiaten Beihen, in denen aieh der Stfltaen-

verlnat als ein vollatlindiger aaaaprichL

Da der Oeaammtverlnat eine 8nmme iat ana dem Stfttaenverlast und

dem bekannten Lnftrerlnat, ao aind dieae beiden auch leicht an trennen, wie

ea in der 5. Ueberaickt Dir alle Arten ausgeftthrt iat. Bei den relatiTen

Geaammtrerlnaten faat man nnr den normalen Lnltverlnat an anbtrahiren

ond ala solchen kann man oben 1,37 Proeent annehmen. S^hr hXnfig fan>

gen meine Beihen, wie auch die 6. Ueberaicht, mit dem normalen Lnfltver-

Inat an, ao daaa der erate Verlnatwerth noch nicht erkennen liaat, ob man
ea mit einem Lnft- oder einem Geaammtverlnat an thnn hat. Die Trennung

dea abaolnten Oeaammtverlnatea in aeine beiden Summanden geschiebt na*

tOrlieli im VerbUhniaa der relativen Lnfl- nnd Sttttaenverlnate. Dem Zfth*

1er dea Bmchea f&r den relativen Qeaammtverlnat aoU in jedem Falle daa

genommen werden, was den Broch anm Luitverluat macht, kennen wir daa,

was an dieaem Zwecke von demselben anbtrahirt werden mnas, a, den nor-

malen relaltvea Lnftverlnat a, ao haben wir alao die allgemeine Gleichung:

(a—jg) ^ fl

alao iat: »'iC«-!-

Nach dieaem Ausdrucke aind die obigen Werthe für den abaoluten

Stfttaenverlnat berechnet* Der Geaammtverlnst ist eine gemischte Er-

scheinung, ist eine Summe ans swei Bewcgangen gana veaachiedener Art.

Die eine davon, der Luftverluat, hat eine einfache, wohlbekannte Geseta*

müssigkeit; die andere aber, der Stfitaenverlust, IXsst sehr viele Complica*

tionen au. Man hat aich meiner Ansiebt nacb die Sache in folgender Weise

vorauatellen.

Wenn sieb beim Stfftaenverlnat, was offenbar der Fall ist, ein Thdl der

Elektricitftt Aber die Oberfläche des Isolators hinweg beglebt, ao hat dieaer

Heil bei aeiner Fortbewegung einen Widerstand an überwinden , welcher

nach Beschaffienbeit dea Isolators, naeb dem Grade seiner Befeuchtung ui

derGrösse seiner OberflXebe bis sum nftchsten Leiter verschieden sein km/f
Obige Zahlen sind sttmmtlicb mit Apparaten ersielt worden, wo^^^g^e^jj

•) Wenu dieser Weg ganz zurückgelegt wird von der langsam V9t

•0 dass dadurch ein danender Abfluss geaicbcrt ist, so nenne icb daS;

„der Sttttstnverlnst kommt la Stande**,
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der Elcktricität höchstens einen halben Zoll bis zum nächsten Leiter betrug«

uml doch war der N'erlHst ziuii Theil ein reiner Liiftverlust ; aber einmal

auch vcrliof sich der Stützenverliist in einen Luftverlust (oben im Texte

nach der 3. Uebersicht), wo nanilich der Lack vorher getrocknet war und

die Elektricitfit bis zum nHchsten Leiter etwa einen Weg; von einem halben

Zoll zurückzulegen hatte. Ist die Obertläche des isolators nicht ^anz

trocken, so langt bei der Ladung der Stützenverlust an, sich zubil ipii. I Tie

Elektricität wird dann zum Theil auf die Oberfläche des Isolators getrieben,

wodurch ihre Dichtigkeit, also auch ihre Druckkraft und der Verlust ab-

nehmen niuss. Oer Widerstand wächst bei der Fortbewegung und die

Druckkraft nimmt ab; es inuss also, ist nur der Weg, welchen sie zurück-

zulegen hat, lang genug, endlich der Zeitpunkt eintreten, wo beide sich das

Crleicbgewieht halten, und dann hört die Fortbewegung auf, der StfitseO'

erlnst kommt, nicht vollständig zu Stande. Ich habe auch Fälle tob

SttttseoTerlnsten beobachtet, wo die Elektrieitftt einen Weg Ton mehreren

Zelten snrttcklegen musste. In einem Falle waren die Thatsacben folgende»

^ 0. Uebersicht.

Beispiel eine« Sttttzenverlnstes, welcher erst nacb einigerZeit au Stande

kommt. Eine Hessingkngel von 4 Zoll Durchmesser hing an einem SUn-
gelcben von Wallrath und wurde jedes Mal bei der Ladung mit dem Zu-

leitungsdrabt in Berührung gebracht.

Zeit Aasichi«fiwlBk«1. AbM>l.V«rl.(r.tMliltLOmnttttt. IUiM.V«rl.

9*31' 50

41' ÖO^

50' 43

10* 0* 38

33)8 834 2,85

17,0 634 8,8S

.V 507 1,85

15,2 384
*

3,06.

10 • 281

Hier siebt man deutlich, wie bei der 5. Beobachtung die ElektrieitXt

endlich den Leiter erreicht haben muss, den Draht, welcher sum Aufhingen

der Kugel in den Wallrath eingeschmolsen war. An den beiden darauf

folgenden Tagen wurde der Versuch mit demselben Apparat wiederholt und

an beiden Tagen seigte sich die plötaliche Zunahme des Verlustes schon

bei der 4, Beobachtung.

9. 10. 4( Sats.

0er relaÜTt OiMoimirerluit mit TolIstAndigem StUtzenverlust wächffc

mit Abnahme der Dichtigkeit

Dieser Satz folgt aus dem Vorigen und findet sich ausgesprochen In

den Uebernchten ttber den GLesammtForlust . .
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§.11. 5. Satz.

Der absolute volhtändige SttitzenverluBt wächst erst mit Abnahme der

Dichtig^kdit, mmmt aber nachher bei fernerer Abnahme dar Dichtig-

keit ebenso wieder ab.

Dieser Sats iindet seine thatsücblicbe Bekundung in der Reibe der

absolnten Stützenverluste, welche in der 6. Uebersicht mitgetheilt ist. Aehu-

liche Reihen wurden bei andern Beobachtnngsübersicht^n nrhalten. Es

möge hier noch eine solche Reibe stehen: 0,0; 10,7; 8,5; 11,1; 12,4; 10,4;

ia,2; 13,8; 1(J,7; 15,9; 17,8} 16,7; 17,7; 12,4; 13,2; 0,0; 7,0. Die relativen Vcr-

loffie dieser Reibe eind: l,9d (abo der Anfang wieder normaler Luftverlast);

1,79$ 1,72{ 1,91; 2,06; 2»0a; 2,30; 2,90; 2,74; 3,10; 3,70; 4,04; 4,09; 4,83; 3,74;

5^32; 3,38.

Der relftüre Tollatändige Sttitzenverlast wächit mit Abnahme der .

Dichtigkeit

Dieser Sats'findet eeine Begrttndnng im Vorigen.

Der Laftverlust hängt nicht ab Tom Dnnstdruck und der Feuchtigkeit,

•ondem, soweit bei seiner Entstehung das in der Atmosphäre vorhandene

WMsergas mitwirkt, nur Ton der Dunstmenge oder der abtoluten

Fenehtigkeit.

Um darflber snr Oewiasheit sn kommen, mnsste der Apparat, ffir dessen

Studium die Verlnetversncbe aufs Neue in Angritl genommen wurden, das

Mittel s^, nkmlieli die offne Sftule.

Keinen Apparat, ausser dem atmosphärisch -elektrischen, hat der Ver-

fasser in den letzten 13 Jabrcn mein* gebraucht und sorgfältiger stndirt, als

die üflne Säule. Dass das AVassergas der Atmosphäre die Sjjauuung der

offuen Säule
,
die Dichtigkeit der in den Poldrähten .sich manifcstirenden

Elektiicität ücbwäclie, stand fest; ea äoliti nur noch ermittelt werden, wcdche

Fanctioii des Wnssci dampfcs es sei. Dcöiialb wurden die VerlustveröUcho

mit isolirlcu Kugeln wieder vorgenommen; sie soliteu die Ant\vort geben.

Erst wurde der Verlust gemessen in möglichst frischer, von ansäen hi'reiu

geleiteter i>uft. Dann wurde der Wasscrdampf gesteigert in der Stube

durch Sieden. Auf« Sorgfältigste wurden die l^sycbrometerstäude uotirt

und Alles wurde aufs Genaueste berechnet. Es zeigte sich allerdings mit

der Steigerung der Menge der Wnssordämpfe eine kleine Zunahme des

Elektricitätsverlnstes. Aber mit der Menge der Dämpfe stieg auch die

Feuchtigkeit, die Annäherung an den Sättigungspunkt. Da wiissto man
«leon wieder niebt, ob es das Eine oder Andre getban. Der Versuch, die

Ofenwttrme so pltttsUeb au erhöhen, dass die Stube im Winter den Sommer
im Freien reprisenlire, missUng. Denn im Sommer ist bekanntlich die
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Fevcbtigkeit im Freien oft sehr klein und die Dnnetmenge gross ; wie denn

hn Winter dranraen die Fencktigkeit oft sehr boeh nnd die Dnnstinenge

gering ist. Erst wenn des Bieden im Zimmer mnfhjM, steigt die Wirme
bedeutender.

Um den för diese Untersnohuu^ lä6li<jen Stützenverlast regaliren oder

beseitigen zu können, massten. erst besondere Stadion geinaclit werden.

Nachdem dies gescbebcn, wurde es dem Verfasser klar, dass doch der Ap-

parat am geeignetsten sei zu seinem Zweck, welcher ihn durch die Isolato-

ren gar nicht belästige, uu'l das ist eben die offne Säule. Diese wurde also-,

da sie gerade sehr constant war, zu Hilfe genommen, und bald zeigte sich

auch der Kimme! srünstig-. Es kamen die kalten und trocknen Tage des

diesjährigen Januar und I tbruar, wo Morgens die Lnft eine sehr hohe

Feuchtigkeit, aber nur sehr geringe Dunstmenge hatte. Wenn an einem

solchen Morgen das Fenster geöffnet wnrde, in dessen Nähe die Säule stand,

ilo stieg ihre Spannung fast augenblicklich, nnd an einem Morgen, wo Tags
vorher im Zimmer Wasser über eine Stunde gekocht hatte, also jedenfalls

die Stubenlttft viel mehr Wasserdämpfe hatte, wie die trockne, 11* kalte

Lnft draussen, welche die Feuchtigkeit 100 besass, an diesem Morgen stieg

innerhalb einer Minute die Dichtigkeit der Säulenelektricität auf eine Höhe»

welche 1,21 Mal das Anfangsquantnm betrug. Wenn Versnobe im Torigen

Jahre die entgegengesetate Erscheinung geseigt hatten, wenn nämlich beim
' Oeffnen des Fensters nach heiterm Tage die Spannnng plötzlich sank, so

Hessen diese die Ursache in Zweifel, weil an solchen Abenden nicht blos

die Dnnstmenge, sondern anch die Feuchtigkeit höher ist. Kar die frische

Lnft der heitern Wtntertage konnte, und anch nnr an der eonstanten Stvie,

den ToUen Anfsehloss geben, besonders der eine Morgen, wo die Feuchtig-

keit ihr Maximum nnd die Dunstmcngo wenigstens fttr unsere GFegenden

beinahe ihr Minimum hatte. In diesem Falle- war aber anch der Erfolg ein

80 eclatanter, dass ich die SSnIenspannnng nie in so kurzer Zeit so stsorlc

sich ändern gesehen habe. Wenn die Annähernng der Dämpfe an den

Siittignngspnnkt den Verlnst herbeiführte, so hatte die Spannung bedeutend

abnehmen müssen.

•Es wurde nun auch der Versuch gemacht, durch numerische Bestim-

mungen der Sache noch näher zu treten. Als eines Tages sich der Folar-

strom aufs Neue eingestellt hatte, die Luft Abends recht trocken nuä bei

Tage über eine Stunde lang Wasser am 8i*dm g^^\ ( .sr>n war im Zimmer,

also die Differenz zwischen der Dunstmenge im Frci n und der im Zimmer

bedeutend sein musstc , wurde zuerst sorgfältig die Suuienspannung gemes-

sen; der -f-Pol gab den Ausschlag von 40^°. Zweimal wurde das Psychro-

meter im Freien abgelesen und danach Dunstdruck, Feuchtigkeit und

Dunstmenge berechnet; sie betrugen: 0'",94; 01,8} 0,00485*). Dann wurden

*) Lotb auf den prenas. Cabieft»«.
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4l0Mlben OrösMii der Luft ttber der SMiite geinewen ; sie waren : 8^',02
; 56,4

0^00906. Nnn vurdo das Fenster geöffnet und nach einigen Sccunden fing

auch die Siiulcuajjannung schon zu steigen an, aber das Steigen giiig im

Vcrliiilüiiss Inngsara vor sich gegen das schon oben bemerkte, wo die Dunst-

menge diau.sbeii nur 0,00370 betrug und die Differenz jedenfalls noch weit

grüssPT war zwischen der äusseren Duiistiut iigc uiul der des Zimmers, Bei

Houi in Kedo Htohcnden Vcrsncli wurde das Maximum der Znnahmo der

Säuleaspantuin^ abgewartet; es trat erst etwa nach 8 Miiiut« ii ein, wo der

Änsscblagswiiikel 5Si" betrug. Die Spnnunng war also auf tlas l,10faclje

gestiegen. Am andern Morgen wurden dieselben Messnngea mit aller Sorg«

fah wieder gemacht. Die Resultate waren :

r&ychromeier. JJuusliir uck. 1 t'uchUf keil, nnnslnif ni;f>, ^Snlpnspannunir,

Im Freien: — 3V u. — 4",0; 00,8; 0,00W8; anfangs: 17".

Im Zimmer: 4',4 n. 2",2; r',73; 58,4; 0,008(33; n.0Min.:5l".

Hier blieb das Maximum der Säulenspannung also Morgens nocli län-

ger aus, als Abends vorher; dies Maximum betrug das l,I5fache dan Au-

fangsquantuuis. Die Dunstmeugc im Freien verhielt sich zu der Im Zim-

mer Abends wie 1:2,06 und Murgens wie 1:!,20. Die Abnahme beim

Oeffnen des Fcnt;tcrs hetrug also Abends 1,00 und Morgens 0,20 Procent; die

Zonabme der Säulenspannnng aber Abends 0,49 und Morgens 0,15 Procent;

jene Abnahmen verhalten sich wie 1 : 3(7, diese Zunahmen wie 1:8,3, eine

Uebereinstimmung, welche wohl kaum erwartet werden konnte.

Es vereteht sich , dass auch der Verlast einer elektrischen Kngel , auf

welche man sehr trockne Luft von ausaen hereinströmeu lässt, augenblick-

lieb abnimmt. Es genüge in dieser Besiehnng die eine nacblolgende

UebereieliL

7. Uebersicht.

Einflnss trockner Lnfl Ton aussen auf die elektrisirte Kngel. Zwischen

1*24' nnd l^ao', sowie zwischen nn'd 1*40' war das Fensterchen (blos

eine Glasscheibe) offen in der Nilhe.der Kngel.

Miniere Ahsoliiler Itihiiivoi

^n»nlilil«ii. Verlast pr.r. Vorlud.

im 45 4,06

822 40,4 4^01

652,75 27,3 4,18

504,75 81,9. 6,82

805 12,8

818,15 17,1 5,37

264.4 3,6 1,36

219,25 18,7 6,26

173 4,8 2,77

130.5 8,7 6,67.

Zelt. Aasschla^Awinkel. ^>(innliiin.

12*51' 67|

59' 58 923

1*5' 504 721

or 44^ 584,5

14' 36 425

19' 32 301

24'
2öjj- (F. off.). 275,3

30' 24 i (F. zu). 263,5

35' IBf (F. off.). 185

40' 16| (F. an). 161

4f 10 100

Daa erste Mal ftllt der Verlust dnrcb das Ooffnen des Feosterchens
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auf beinabe ein Viertel , vod aneb beim aweiton Oefinea onter die Hilfte

des nttchst orfaergebenden. Das erste Mal tritt plfitslieb der ooroiale

Luftverlnst ein, das zweit« Mal aber nicht, wahrscheinlich, weil dieLaft

sich schon zn stark abgekühlt hatte , um aaf die OberÜäche dQn ScheUackl

kräftig gi3uug eiuwirkeu zu köuueu. «

§. 14. H. Satz.

Auf den Elektricitätsverlust sind absolntes Quantum, sowie Orosset fom
und Stoff des elektrisirten Körpers ohne Einflast.

Dieser bereits tod Coalomb gefundene Sats findet in meinen Beob«

acbtongen ielfacfae Best&ttgnng. Wird eine Kngel von 6 Zoll oder ?sb

1 Zoll Dorcbniesser genommen, der relative Verlast ist nnter .denselbea Dja*

ständen derselbe, obgleicb Jene ein SOfacbes absolntes Qnantnni trigt In

Bezug auf Verscbiedenbeit des Stoffes nnd der Form entb&It die folgsodo

Uehersicht einige Facta. Es worde anerst ein Parallelepipedum von Eisen

an den Messapparat gebangen und dessen Verlust gemessen ; in der Uitts

der Reibe aber dieser Körper mit einer Messingkugel von bedeutend klei-

nerer Oberfiäcbe vertausebt. Man siebt, wie scböo die Beibe von der Ko-

gel fortgesetzt wird.

8. IJ übersieht.

Verschiedenheit des Stoffes, der Form «nd der Qrösse in einer iteibe.

Zdt. AOMclilAfswiiikel. OnaatiiiB* Mitil. Otiantitilcm. A1»B.Verl. pr.l'. lUl.V«rl.

Ij Eisenparallelepipedum.

10*27' 72} löli

32' 09 1337

87* 64| iU0,5

42' 60 m
47' 65^

'
844

52' 40} 607

2) Kleine M
64' 54 810

88' öOi 715

11^ 8' 44} 568

8* 80 478

13' 33) .
384

18' 28) ao8,0

23' 23 234

1424 34,8 2,44

1242,7 37,5 3,02

1067,7 32,9 3,0ä

014,5 28,2 3,08

770,5 20,4 3,82.

iogkugcL'
•

762,6 23,7 3,11

651,5 25,4

633 22 4,13

431 18,8 4,36

346,7 15,3 Ml

271,2 14,0 6,40.
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§. 15. 0. SfttB.

Boreli hoMgeffthrton Luftwechsel nimmt der ElektriciUUverluät nicht

merkliok 2a oder ab.

Zur Erinitlelung dieses Satzes wuiJo tlif Sammelkugcl für fitrn usphH-

rische Elektricität beuutzt. Sie wurde mit eiiicin beliebigen Quantum ge

itdeo nnd daan abwechselnd entweder während der ganzen Verlustperiode

Tuhig hingestellt, oder beständig \vt\ Zimmer umhergetrageo. DieKeäultaie

sweier Veraachsreihen waren folgende.

tt. Uebersieht«

1. Reihe«
R«UUV«rt. pr, l'la%.

nicht getragen : 1 ,54

Aanchiagswink«!.

12*54'

1*20'

1^'

1*40'

1»50'

2* 50|

getragen: 1,27 .

nicht getragen: 1,82

getragen: 1,70

nicht getragen: 1,07.

Diescy unerwartete Resultat vcranlasate aaeiuer2. Yerttucbäreihe, welche

gleich nachher vorgenommen wurde.

2. Keihe. .

2*13' 774

24'

S»' 06|

45' 00|

55

nicht getragen s I «73

getragen: 2,33

nicht getragen: 2,00

getragen : 2,02

nicht getragen: 2,04.
3* 5' 4Öj

Mau bitLt, dass in der 1. Reihe die Perioden die grössern "Weitlie ge-

Len, in denen die Kugel an demselben Orte blieb, in der"2. dagegen die-

jeaigei), in (Icnru sie be&taudig ihren Ort wechselte, dass aber die Verschie-

denheiten nur unbedeutend sind.

Es versteht sich, dass es nicht gleichgiltig ist, wohin man die Kugel

w&hrend des Uerunitragens bringt. Bei der I. Versuchsreihe blieb sie auf

demselben Zimmer, welches nngeheiat und ganz geschlossen war; bei der

2. wurde die Thür eines Nebenzimmers geöffnet, wo die Thür nach dem
Corridor auch offen war. Dieser letstern ThOr gerade gegenüber war die

Kfiehenthür, welclie ebenfalls offen stand. Daraus ist ersichtlich, dass di^

feuchtere Kiichenlnft in das «weite Zimmer dringen mnsste. Nun wurde

die Kogel auf beiden Zimmern anf nnd ab getragen, nnd awar absichtlich

anf dem aweiten bis an die der KttchenthUr gegenüberliegende ThOr, nm sie

anfje^em Gange in die etwas fenehtere Lnft in bringen. Der Erfolg war

Z*H»ebriri U tttilMiMtllk ti. t*hy»ik. XI, 4* 23
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voraiiBsiisebeii, dass jetst der Verlost wJlfareDd deB Herumtrsgens grottn

•ein werde.

Diesen data habe ich tehoii Ter 11 Jehien in meinem Anfsatse fiber

LaftelektricitCt mitgetheilt. Er «Cebl im 89. Bde., 8. 268 der Asnalen von

Foggendorff. Er ist aber wohl nicht beachtet worden, wie fiberhaapt

die VerlustversuLlic nicht, welche dort mitgetheilt biud, Heil sie unter <iia*

£er Ueheiachtilt uicht gesucht werden können.

§. 16. 10. Satz.

Ifolatoren erleiden denselben Terlnet, wie Leiter.

Dieser .Satz iat ebenfaUji schon von Conlomb nachgewiesen und kann

nur mit der Drebwage ermittelt werden.

§. 17. U. Sats.

Sie beiden Elektricitftten erleiden unter denselben Bedingungen i^leid»

Verluste.

Anch dieser Satz ist bereits Ton Coulomb aufgestellt und bewieüeo

worden.

18. 12. Sntz.

Der Luitverlust nimmt ab durch Tabaksiauch und wahrschemlich auch

noch durch andere, der Luft beigemengte Stoffe, welche in fein veitheiitem

Zustande in der Luft achwimmen«

Dieser Sats wurde gefunden , indem bei den VerlustTersnehen im La*

boratoriuro geraucht wurde. Der Baum war ein kleines Zimmer, und ss.

ronsste die Wirkung um so itirker hervortreten. Es sollte die Isoliningi*

fllhiglLeit des Colophoniums untersucht werden. Die Verluste der Kugel,

welche an einem Colophooiomstengelchen hing, waren in den einxelaea

Perioden , deren Minutensahl hinter den relativen Verlusten eingeklammert

steht, folgende: 0,04 (10), 1,42 (15), 2,14 (10), 2,52 (13), 3,07 (10), 1,38 (U)t

0,05 vll). U,ÜÖ (H), 0,05 (10), 0,05 (10).

Vor der Abnahme der Verluste war eine Cigarre angeateckt wordea,

deren Rauch in dem engen Kaum bald eine bedeutende Dichtigkeit err^ehts.

Der geringe Verlust von 0,05 während der let/.ten 42" kann kein gewöhoU-

eher Luftvrrlu.st, er iiiuss em duicli den Tabak&raucb Äuf ganz ungewöhn-

liche Weise eniiedi i^'tor Luftvoi last sein. Seit der Zeit ist der Tabak*-

laucli vielfach verwendet worden, und iimiier mit Krfolg. um den (.iesammt*

verliust in einen Luftverlust zu verwandeln. Ist aber kciu Stülzeuverlart

vorbanilen, so nimmt durch diese Einwivluuig der Luftverlust immer ab,

wenn auch nicht so auiYallend , wie e^> in den obigen Zahlen aujigct-procheii

igt. Li einem zweiten Falle sollte Schwefel auf seine IsoHi ungsfiihigk.tit

untersucht werden. Es wurden 2 C!;;arren wahrend der Dauer von tnehr

als 4 Stunden in einem grösseru Zimmer ger|iucht. X^ie Yerlostprocente
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mit Einklammeniiig der HlDnteDiahleii folgende, uajBh der Biess-

•ehen Formel bereehnet, weil die Perioden gröuer genommen werden

wattlen: 1«12 (70), 0,065 (60), 0,861 (40), 0,675 (48). Hier gieht man den ge-

wSfanlieben Lnftrerliitt während der Dener yon 3 Stnoden 47 Minuten fort*

wibrend sinken, welebee nur eine Wiricong des verbreiteten Ranehes sein

kenn, ds des Zimmer ungeheist und verseblossen war. £s ist nicbt wahr-

BcbeaDUeb, dass der Tabaksranch der einaige Stoff ist, welcher in dieser

Weise wirksam sieh aeigt.

Diese Thatsachen sprechen es deutlich aus, dass durch den Tabaks-

rauch die in dfir Luft vorliandenen Wassoruioleciile zum Theil verhindert

werden
Y
zu dem elektrisirteu Körper zu gelanj^en. Da liegt denn aucli die

Vorbtcliung wieder nahe, dass sie sich an die liauchmolecille hfmgen. Wie
sie zu dioftOD gelangen, werden wir im 3. Abschnitte dieser Abhandlung

seheo.

C. Theorie des Elektricitätsyerlustes.

§• 1^.

Allgemeines.

Die yorstebenden Gesetze über den Luftverlu^t müssen sich ableiten

lassen ans einer Theorie der Gase. Die oiecbanische Wjirmetheorie ist ge-

nötliigt gewesen, die alte Gastheorio zu verlassen, nm den Erscheinungen

der Wärme gerecht an werden. Man hat lange gesögert, eine neue Theorie

des Gasanstandes ansznspreeben. Znerst bat es in Dentscbland KrOnig
gethan im 00. Bde. der Ann. von Pogg* S. 815 in seinem Anfsatse: „Grnnd-

sflge einer Theorie der Gase"« Im folgenden Bande derselben Zeitschrift,

8.858 ff., lieferte Clansius einen Anftata nnter der Ueberschrift: „lieber

die Art der Bewegting, welche wir WXrme nennen *^ Clans ins stimmt im

Gänsen den Ansichten Krönig*s bei, specialisirt sie nnr nnd modificirt sie

in einseinen Punkten*). Ans dieser neuen Theorie lassen sich die bekann-

tstt Gnsgeaetae nngeiwnngen ableiten, und wenn sie auch , ohne ihr Gebiet

aaverlassmi, noch nicht alle Erscheinungen der Gase erklftren kann, so

siebt sie doch auf die meisten Prägen eine weit befriedigendere Antwort,

als die bisherige.

Yerglelohimg der beiden Qastheorien,

Beide Theorien s<»tzen den Jfolecularxustand der Materie Yorans, die

iweite mit vollkommener Elasticität der MolecOle. Nach der alten Theorie

befinden sich die MolecOle, wenn keine bemerkbare Be\vejj;uug in der Mass-

orhanden ist, in Hnhcj nach der neuen sind die Molecüle, auch wenn
darcbaus Nichts von innerer Bewegung wahrnehmbar ist, in steter gerade

^

*) Schon früher hatten Gassendi, Prerost, Le 8age, Bernottllli, Joucl
and Andere BhaUch« Ansicbtfln ansgeiproehen.
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Uniger Bewegung, Stessen dabei gegen einninlnr oder gegen atK^cre Kttrpw

und Mndern dadurch hilafig ihre Bahoen. Nach der alten Theorie sIosmb

die Moleeftle einander ab; nacb der neuen ist clor Einfluss ihrer Molecolw-

icrÄftc verschwindend klein geg^en die Kraft, mit welcher sie in ihren gerad-

linigen Bahnen fortgehen. Nacb dar alten l'heorie sind die Moloettle mit

einer WJLrme-Atmosphäre umgeheDf welche als Grund ihrer Abstossunga-

kraft angesehen wird« Kach der neuen Theorie ist die Wärme die in

Thätigkeit, in Bewegung gesetzte Masse der MolecUle, also ein BcwogungS'-

natand, wie das Licht der Vibrationszustand des Aethers. Nach jener

Theorie wird also die Wärme noch als Stoff, als Kaum erfallendes Weaeo}
nach dieser als lebendige Kraft, als das angesehen, was sie nach allen neuem
Untersuchungen aein muss. Die neue Gastheorie fasst also auf das nene,

höchst wichtige, zuerst 1842 von Mayer in Heilbronn anagesprochen r», spä-

ter namentlich von H o 1 m ho I tz
,
Joule, W. Thomso n , Bos cha , Cla u-

sius und Andern v oit( r geförderte Naturgesetz vou der Erhaltung der Kraft,

oder, wie esUehnholtz nennt, der Wechselwirkung der Naturkräfte.

Wenden wir nun beide Theorien auf unscrn Gegenstand an, so wird sieb

»eigen, daas aneh hier die neue Gastheorie weit mehr leistet, als die alte.

§.2!.

Theorie des 7. Gesetzes nacb der alten Ga&theorie.

Aus den unter B. mit^etlioilton Thatsachen folgt, dass das, was wir

,, Lnftverlust** genannt liabon
,

eigentlich „Dampfverlust" heissun miisste,

weil die in der AtmoBpliare voriiandcnen Wasserdämpfe vorzugsweise, wenn

nicht allein e.s sind, ^vclrlip diesen Verlust lierbeiführen. Warum die Luft,

d. h. die andern in der Luft entlinltenen Gase, besonders iSauerbtoft' und

Sticksto^', nicht TUeil nehmen an der Bewirkunj; des Luft Verlustes , dafür

lassen .sich auch aus der alten GastliMorio verschiedene (iriinde angehen.

Denn erstens sind diese Gase Nichtleiter der Llektricitiit, auf der ( )herHache

ihrer Molectile kann also auch keine Btnvegnng beider Eltiktricitäten .statt-

finden, wenn sie dem EinHut.se eines clektrisirten Körpers ausgesetzt w er-

den. Wir müssen uns den Vorgang h'-im Luftverlust, wenn wir die alt©

Gastheorie zu (i runde legen, doch jedi nlalls so denken, dass die Moleciile

aus einem leitenden Stoffe in der Richtunj; der Normalen auf der H! fr-

tirtche des elektribirteu Kürjter.«, welche durch deu Mittelpunkt des Moli'culs

geht, an den entge'^enge.setzten Seiten entge<re!i>resetzt elektrisch werdeij,

und '/.w'nr an der dein elekti isirf en Korper zu;^«»wandten Seite entgegen-

gesetzt mit diesem. Daraus a\ ird eine Anziehung der Moleciile herbeige.fdhrt,

welche bei der Berührung oder der grosstmöglichen Annäherung sich als-

bald in eine Ahstossnng verwandelt. Die Ursache der Annäherung lehU

aber, wenn auf <len Molecülen keine Vertheiluug btatt-elumien hat, unj

diese Verthoiiung ist unmöglicii, wenn die Moleciile aus einem niugliciiM

isolirenden Stoße bestehen. Solche Stoffe sind aber nacb den bisherigen
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Brfatimngpn die genannten Oase. Dies wäre also nach der alten Gastbeorie

der Gnind, dast der LoftrerlnFt prnportioniil tat der Menge der io der Lnft

orhand^nAn Wasserdampfmolecflle. Es Hesse sieh indess anch noeh ein

anderer denken.

Bekanntlich hflngt an der Oberfiftefae aller Körper, welche nicht aus

ganx frischen Bruchflftehen bcbteht, welche einige Zeit der Einwirkung der

AtroosphXre amgesetzt gewesen ist , eine Loftschicht mit sterker Adbüsion, '

so dass m(*ist eine bedenlende Erhitzung erforderlich ist, sie sn entfernen

(siehe Degen*s Untersuchungen derOber in Pogg. Ann. Bd. 88, 8. 440 ff.).

Denkt man sieh nnn , dass diese Adhftsion bei den Wassermolectilen durch

die elektrische Abstossnng, welche »nf die Vertheilung folgt, leicht ttber-

wnnden werden könne, bei den andern Gasen aber nicht, weil die Verthei-

Inng fehlt, so hat man denselben Erfolg.

Man sieht, dass für dieses Gesets des Elektricitlltsrerlnstea die alte

Theorie anr ErklXrnng genügend ist; nicht so für andere.

§. 22.

Conflict des L und 8. GesetieB mit der alten Oastheorie.

Wenn es anch nur die Wassermolecfile sind, welche den Lnftrerlust

bawirken, so verhalten sich doch die KrXfle, mit welchen sie abgestossen

werden, jedenfalls nach der Elektricititslehre, wie die Quadrate der Dich-

tigkeiten oder Qnantititten des elektrisirten Körpers, wenn man eine Ver*

tbeihangrorhei^ehenlXsst; alsomllssten auch die Geschwindigkeiten diesen

Quadraten proportional sein, folglich auch die Mengen ElektricitJlt, welche

entführt werden. Das widerspricht aber der Erfahrung, welche segt, dass

diese Mengen den Dichtigkeiten selbst proportional sind. Aus diesem Er-

fahmngssstse aber folgt, dass die Geschwindigkeiten constant sein mttssen.

Also kann der Vorgang nicht gedacht werden, wie oben angegeben wurde.

Gehen wir von der Voranssetsnng aus, dass die Wasserdampfmolecitle

ibre Bewegung'Ton der Etektricität erhalten, so mnss die Bewegung mit der

bewegenden Kraft, der Dichtigkeit der ElektricitJlt, abnehmen, welches also

ebenfalls der Erfalirnug widerKpricht, oder Tielmehr dem Satae, welcher

mit Nothwendigkeit aus der Erfahrung folgt. Die Thatsachen spreeben es

ans, dass der Theil der Bewegung der Wassermolecfile, welcher von der

Elektricität herrührt, eine verschwindende Grösse ist gegen den andern

Theil, welchen diese Molecttle ans einer andern Quelle beaieben, nnd diese

ietdie Wärme.

Es ist nicht ohne Interesse, zo sehen, wie sich einige Verfasser physi-

kalischer Lehrbücher bei dieser Schwierigkeit der bishcrij^en Lehre vom

Elektricititsverluste verhalten. J. Müller in den frühern Auflageo seines

Buches und mit ihm Andere, a. B. Spill er, verschweigen den von Cou-

lomb gr^rnndcncn Satz, welches man noch könnte hingehen lassen. Aber

ie stellen für ihn eine Unwahrheit hin, indem sie behaupten, dass der Luft-
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verlntt «ich wie dieQnedmte der Diehtigkeiten Terh»lte« weil er rieh to

verbaUen m ff sb e. In der letsten Auflege bet MQ 1 1 er eich sa Conlomb
•bekeDnt.

Auf dem Gebiete der Natorforseheog gelten verbflrgte Thatieehen

mehr, «la Theorien, nnd es ist erfreulich, daes Mttller rieh ma dieiea

Omndeetoe bekennt hat*

Conflict des 9. Gesetzes mit der alten Gastbeorie.

Ancb giebi diese VorateUnngsweise durefaaue keinen Anfieblaae ttber

dae Factum , dass durch das Unfhertragen der elektrisirCen Kugel ihr Lift'

Verlust nicht yergrdssert wird ; es spricht sogar entschieden gi^en rie. Nash

der alten Gastheorie muss man sich jedenfalls Torstellen, dass die eiumri

abgestossenen Molecüle in der NJthe bleiben , an andere einen Tbeil ihrer

Elektricität abgeben , dass dadurch bald ein neuer Vertheilungssustand saf

ihnen hervortrete und rie dann wieder aufs Neue angesogen werden köa>

neu. Die Zahl der angesogenen und wieder abgestossenen MolecUle mflsste

immer kleiner werden, und ebenso die Menge Elektricitftt, welche sie nach

jeder neuen Anziehung wegführen. Die Luftschicht um den elektrisirten*

Körper mttsete endlich mit Elektricität geHättigt werden und aller Verlast

aufhören. Das ist ahcr diirchnus nicht der Fall; es ist von einer Elektri-

sirung der iimgebonden Luftächicht Nichts an merken« Dieses Factum kann

die alte Gastheorie nicht erklären; wir mfisEon uns also Sur neuen wendeo,

nm SU sehen, ob sie uns Anfscbluss darüber giebt.

§. 24.

Erklärung der ErscheiuQiigen nach der neuen Gastheone.

Gesetst nun, die MoiRcttle der einen elektrisirten Körper umgebendes

Xtuft Stessen auf ihrem Woge gegen denselben, sowohl die drr permanenten

Gase, als auch die de.i W assprdnmpfs, so werden erstereh&cbstens elektrisch

an dem Punkte, mit welchem sie anstossen; letztere aber, weil sie Leiter

sind, werden auf ihrer ganzen Oberfläche rieh laden. Also auch ohne Tor-

hergegangene ElektriNirnng durch Influenz anzunehmen, tnfissen es vorzng:«?-

weise die DampfmoIecUle sein, welche die Klektricität fortführen. Aach

sieht man, dass nach dieser Vorstellung die Grösae des Verlustes sich rich-

tet nach der Menge der Dampfmoleciile, der Dunstmenge; denn die Zahl

der UampfmolecUle , welche in der Zeiteinheit an den elektrisirten Körper

stossee , mnss proportional sein der Zahl derMelecülc, die sich in dea

Räume befinden, welcher den elektrisirten Körper nmschliesst, und da diess

mit constanter Geschwindigkeit sich bewegen, so mnss der Verlast der

Dichtigkeit proportional sein. Ferner ist nach dieser Theorie die Wahr*

seheinlichkeit sehr gross, dass ein mit der Elektricltit des dem Verlnsts

ausgesetsten Körpers geladenes Molecül- nie au demselben aurttckkehrsa
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irltd, md «olh« auch BarttekkomiDen , so b«t ea sicher an dieser oder je-

ner Wrad vorher seine Elektricilit ahgegeben « es ist also dann wie ein

neues su hetraehten in Besog auf den Verlost Und so erIcISrt diese Theo-

rie denn auch gaos nngeawongen das Faetnm , dass das Umhertrageu der

geladenen Kugel den Verlast nieht vergrössert.

Den data von der Einwirkung des Tabakdampfes anf den blossen

Laflverlnst erklSrt die nene Gastheorie besser als' -die alte. Wollte man
nach der alten Theorie annehmen , dass die Ranchtbeikhen , nachdem sie

sich mit WassermoleeHlen beschwert haben , an wenig beweglich seien, um
\nm elektrisirten Körper gelangen zu können, so wäre dies eine sehr «n-

walirscheinliche Hypothese, da die Molecüle des Wassers liegen die Ilanch-

partikclchen sehr klein sind. Kann dieses aber nicht angenonmicn werden,

80 mÜRsen die Kauchtheile , als Leiter, den Verlust vergrösfierni and die

Thstbachcn sprechen das Ge^entheil ans.

Ganz uny-ezwnniTPii erkl;irt die neue Theorie diesen Satz, Aut ihren

Bahnen st u^s« n dii W'asserinoleciilo zuin Theil «n die Ranchtheilo, hloiben

daran hanj^en tmd damit hört ihre Be\ve<:ung auf
, sie können nicht mehr

siim elektriöirten Körper gelangen. Die Zahl Wassermolecüle, welche im

ßtande sind, dem elektriairten Körper Elektrioitttt au entführen, nimmt also

immer mehr ab.

Da auch der beste Isolator unter den festen Körpern, Schellack, kein

absoluter Isolator ist, und da die GasmolecUle sehr klein sind, so begreift

man, daaa sie sieh beim Anstossen an einen geladenen Isolator ebenso gut

anf ihrer gansen Oberflüohe laden werden, wie beim Anstoss an einen ge-

ladenen Leiter.

Die Erscheinnngen des ElektrieitätSTerlastes

aind also eine bedeutende Stütse fttr die neue Gas*
theorie und diese wiedexnm läset uns die Ursachen
des ElektrieitfttsTer.Iuetes erkennen«

Zur Theorie des StfltMayerlustei.

Die Theorie des Sttttaenverlostee ist im Grundgedanken schon oben

bei Besprechung seiner Gesetsmilssigkeit angedeutet worden. Die Erschein

Bungen detaelben sind lebr eompUeirt, wie dies nur aum kleinen Theil die

mitgetheilten Thatsacben andeuten. Ihn au eutfemen und dadurch Auf-

schlnss tther sein Wesen au erhalten, wurden bis jetat mit Erfolg angewen-

det: Abwischi n des Isolators, trockne Luft, Tabaksrauch, schweflige Sture

und Wasaerdampf. So seltsam der letztere auch hier auftritt, so ist das

PsctuDi doch gewiss. Stets wurde der Stützenverlust geringer, wenn wäh-

rend desselben Wasser am Sicdon war im Zinmu r; einmal sogar verhir er

sich durch diese Oj»tiration ganz und ging in gf u (ilmlichen Luftverlust über.

-Obgleich grosse Sorgfalt und viel Zeit auf sein Studium bereits verwendet
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wurde, kann die Untorsnclinng doch noch lange nicht nls geschlossen be-

trnclitet werden. So viel sclieiut sicher zu sein, dn.ss er eine zweifache Ur-

«ficho haben kann; die AMageriing von Moleciilen eines Leiters auf der

Oberfläche des Isolators und die chemische Veränderung dieser Oberfläche.

Die erste Ursache ist die häufigere. Die letztere ist oß'enbar beim Schellack

eingetreten, wenn < r durcb Umpchmelzen feiner Oberflftche oder durch Ab-

waschen mit Alkohol besser isolin iui wiid. Schweflige Saure wirkt am
kräftigsten zu seiner Vernichtung bei Lack.

Dass der absolute vollständige. Stützenverlust geraume Zeit hindurch

mit Abnahme der Dichtigkeit noch wächst, deutet daraut iiin, da^s er den

Widerstand noch durch ein anderes Mittel beseitigt, als durch den Druck.

Wie dieses Mittel zu denken ist, darüber können die Ansichten noch ver-

schieden sein; die meiste Wahrscheinlichkeit wird wohl die Vorstellung

für sich haben, dass der Strom sich verbreitert. Dutur sprechen auch

Thatsachen. Wenn die Sammelkngel für atmosphärische Elektricitiit im

Hegen gewesen it»t, ao dass Tropichen gefallen sind auf den Schollackring,

welcher den Ständer derselben einige Zoll vom untern Ende isolirt , und

tiaim Jie ICugel zu Verlustversuchen verwendet wird, so giebt sie anfangs

mehr oder weniger geraume Zeit den gewöhnlichen l^uftverlust, bis endlich

der Stiitzenverlust hervortritt und als relativer Verhist iiuiucr grösser wird.

Otienhar treibt also Elektricitiit die Tropfen auseinander, indem sich ihre

Molecüle abstossen. Es ist dchlialb zu vermuthen, daös bei jedem Stützen-

verlust etwas Aehnliches stattfinde, dass die Gruppen von Wassermolecülen,

welche mit Elektricität geladen werden, sich audbroitcu und dadurch dem
Strome ein weiteres Bett vevschatien.

§. 26.

BeMitigang dBM Biftwnrfti.

Es sei mir noch gestattet, einem schwachen Einwände zu begegnen,

den man etwa gegen die' obige Theorie des Luftverlustes erheben könnte.

Wollte man nämlich behaupten, ich lehne die Möglichkeit der Elektrisirung

der Atome des Sauerstoffes und Stickstoffes ab, da doch die jetzige Ozon-

theorie und die Theorie der Elektrolyse diese Elektrisirung fast ausser

Zweifel stelle , so wttrde man mir Unrecht thun. Meine Theorie schliesst

sich, wie man eingestehen muss, an die sicher ermittelten Thatsachen an,

und da die neue Gastheorie von mehreren Seiten her Vieles für sich hat, da

sie namentlich eine präciso Ableitung der bekannten Gaügesetze gestattet,

so stand sehen ton Tornherein zn erwarten , dass sie die Ritthsel lösen

würde, welche die alte Theorie ungelöst lassen muss. Es wird ja auch von

tnir nnr behauptet, dass. Sauerstoff und StickstoCP sich gegen Reibnngselek-

tricItMt gerade so verhalten, wie alle andern Isolatoren. Eine Rlektrisimag

dieser StofFe auf anderm Wege wird von mir nicht bestritten. Was meiner

Bebanptong to» der IsoMrangsAbigkeH des Saaerstoffii und Stickstoffs noch
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Sur basonderii Stfitse gereteht, itt cler Sate, dasi «neli in der AtmoBphire

nnr dkl Wasterniolecttlci die TrSger der atmoipbSriaehen ElektrieitKt sind«

Wir baben erat sehwaeba AnfÜtnge In dam Veraacbe gemacbt, die

Winne ala Bewegnngssnstand anFztifaaaen. Die Elektricititslebrei welche

dar Wirmelehre in der Ferne nachhinkt, ist so weit noch nicht einmal.

Wenn die Reibe aneh an sie konumt, so wird gewiss der Genina nicht feh-

len« welcher nns demonstrirt, in welcher Weise die Bewegangen vor sich

'gehen kSnnen oder gar mflssen , ans denen sich nicht nnr die Verschieden-

lieit Ton Wftrme und Elektricität ergiebt, sondern anch das verschiedene

Verhalten der Steife gegen Reibungselektricitftt nnd den elektriscben Strom.

Einstweilen wollen wir fortfahren, mit Gewissenhafligkoit nnd Eifer die

Tbataaehen an stndiren nnd nns den Znsammenhang sn denten , so gnt wir

Icftanen.
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Kleinere Mittheilimgen.

XXTII. TTeber ein «ngoblioh nenet Oriterimii flkr die GoiiTergeoi

luieiidlielier BeUieiL

Im 52. Bde. der SitsiiDgsberichte der Wiener Akademie (Sitsnng rom

9. Novemter 1M5] etelU Herr J. Popper ein Kennseiehen ffir die Co1tve^

gens anendlicher Reiben anf, welches neu und ho allgemein sein soll, y^^M

es die Regeln von Gauss, Cauchy, ]{aabo, Bertrand etc. als specielle

Fälle in sich begreift". Leider .sind beide Behauptungen nicht richtig, wie

aus dem Folgenden erhellen wii J.

Der Verfasser beweist anfangs, dass die Heihe

"i + «a + "s + . .

.

divergirt, wenn der (Quotient

bei unendlich wachsenden /; eine endliche Grösse bleibt; dnraus scliü''^!^^

der Verfasser, dass die Reihe (welche natürlich als eine fallende voraus-

gesetzt wird) convergiren müsse, sobald jener Quotient die Null zur Grenze

hat. — Dieser Schluss ist siebt conclndent, und schon dadurch wird die

Sache uns! dl er. Erinnert man sich aber des bekannten Satses von Gaoehj

iCours tfAnalfftet pag. 48), dass

Lim\an+l)-^f(n)\ = LimC^,
n

und wendet man denselben auf den Fall/(ii)= — an, so kann mau dio

Poppe r'aebe Bedingung

Xtm "— s= Lim s= 0

in die folgende einfachere Torwandeln

Xtm s= Um (m «„) = 0

,

1
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«ad diei iat dieselbe Oonvei^eBsbediogang, welche Ol i vier im 2. Bande

TOB Crelle*8 Jonrnal (S. 3t) dareli ein Raisoiinenieat sa beweisen Ter-

fachte, dessen Mangelhaftigkeit schon von Abel (ebendaselbst Bd. 3,

S. 79) gezeigt wurde.

Um das Letztere auch a posieriori an einem Beispiele uachzuweiäeUi

setzen wir zur Abkürzung

n

und betrachten die Heihe

1*, 2.*,
^3.»,^**'

Uier.tst nach dem Popp c r ächen Criterium

Xim -- -—-= Ztm
'

Lim : ^ : = Lim —\ —= 0

und nach der einfacheren OUvier*schen Begel

Lim {n u^) =s Lim ^ = 0

;

•«

die Reihe mQsste demgemttss eonirergiren, während sie in Wirklichkeit

dirergirt.

Der Fehler in Herrn Popp er's SchlosBweise lässt sieb hiemach mit

wenig Worten aufdecken. Wenn die Beaiehong

Lim =Lim (n t<„)s a^ 0

statttindet, so mnss fBr hinreichend grosse a dasProdnct nir« mehr betragen

als eine beliebig zwisciini 0 und a eingeschaltete Zahl 6, mithin ist dnim

tfn^ und die Reibe + v«^! + tfa^i + • • • divergirt dann etwas stär*
n

ker als die Reibe — + —^- •{—\— + etc. Ist aber es=0, so kann eine

dornrtij?*» Interpolation von h niclit .stattfinden, und es lässt .sich nur sagen,

doss die Summe der Keihe ti« + + i + «^tc. weniger beträgt als

""+-:::,+ 1*,+-.

worin fl^t t ^2 gewisse unendlich abnehmende, sonst aber nicht näher

bekannte Zahlen bedeuten. Daraus llsst sich aber kein Schlnss ziehen

hinsichtlich der Convergeni oder DiTergens der nrsprün<;lic1ien Reihe.

SCHKOMILOB.
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ZZIV. tJeber tetfMdnl-syniBwtriHlie Fliehen.

Im Hefte vom 8. Jnnaar 1800 der Compte» rendta der Pariser Akitdemie

(Bd. LXIf, p. 78) hat Herr delaOonrnerie in seiner Abhandlnng „swr

Um surfaces reglees (etraedralet tymeiriguet** einigfi Bigensehaften derjenigen

Corven angegeben,deren Gleichung in trilinearen Coordioaten anter dieForm

:

fKllt, Venn or, y die Coordioaten eines Punktes, 4y i?, C ConKtanten und

der Exponentm eine beliebige rationale Zahl bedeuten nnd nennt dann solche

Carreo triangulär-symmetrische Curven {Courbes intmgidairt tjfmiinquet)»

Die a. a. 0. gegebenen Eigenschaften dieser Curven lassen sich mit Leieb*

iigkeit anf diejenige Glesse von Flächen tibevtragen, deren Gleichung in

tetraedrischen Coordinaten die Form hat:

in welcher «r, y, d die Coordinaten, C, ß Constanten nnd der Bzpo-

nent m eine beliebige rationale Zahl bedeuten. Solche FlJIchen heissen

dann tetraedral - symmetrische FlXchen. Bs m6ge nnn die folgende Eigen*

schafi dieser Flttchen hier Ranm finden. Es sind:

2) cr= 0, /J= 0, y= 0, ds»0
die Gleichungen der vier Tetraoderflichen ; die Qleiehnngen solcher sechs

Ebenen, welche dnrch die Kanten des Tetraeders geben nnd sich in einem

nnd demselben willkürlichen Punkte schneiden, sind dann die folgenden:

»«r-«i|Ss=sO, X/S— (iy= 0, ift/^vdssO,

3) X«— 1^7= 0, kß-^ißissOf

»€t— visssO,

wenn x, /m, v Constanten bedeuten, und die derjenigen Ebenen, welehe

ebenfalls durch die Kanten des Tetraeders gehen und mit den die innem

Kantenwinkel halbirenden Ebenen nach eutgegrngesetzten Seiten bin die-

selben Winkel bilden, wie die Ebenen 8), sind die folgenden

:

«f_^
^ ß^ Y_ ^ 7^ —= 0

« ß * A f»
*

f»
V

*

« y - * *
« i-^""' 1-*="'

aus welchen ersichtlich, dass sich auch diese in einem Punkte scfineiden.

Nimmt man nun an, dnss der erst gewählte Punkt auf der Fläche l)

sieh bewege, so wird sich der Schnittpunkt der Ebenen 4) in einer Fläche

'bewegen, deren Gleichung man erhält, indem man snerst ans denGleiebnn-

geo 1) und 8} die Grössen «, ß, y, d cliuiiDirt, was

J B , C , D

X A V

giebt und dann ans dieser nnd den Gleichungen 4) die Constaoten n, A, r,

wodurch sich
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ji n in n i ni r>j*u*Tf*-i*ii*'«"v^* i''*i^'*r"

5) «•***
/J"« y*

Cl'ifiebt. Maa eiliiiU liieruns folgcmlen bemerkftnsweitliea »Satii;

Bewegt sich ein Punkt, den man f^\c\i als Schnittpunkt der

durch die sechs Kanten eines Tetmederw gehenden Ebenen denkt,

auf der zu diesem Tetraeder geliörigen tctraedral • symmetrischen

Fläche vom lüSxpouenten m, so >vird sich der gemeinsame Schnitt-

punkt derjenigen sechs Ebenen, die ebenfnlls durch die sechs Kan-

ten dos Tetraeders gehen und in Bezug auf die die innern Kanten-

winke! dea Tetraeders halbii enden Khenen zn den friliiern symme-

trUcb liegen, anf einer demselben Tetraeder entsprecbenden te-

traedral - aymmetrisehen Fl&cbe vom Exponenten — m bewegen/*

Ea ergiebt sich nun hieraus, wenn der erste Punkt anf der Ebene

sich bewegt, daae der zweite anf einer Flttebe dritter Ordnung liegt, deren

Gleichung

A , B c n
') ä + T + 7 +

ist, es ist dies eine Fläche, die durch die seclis Kanten des Tetraeders hin-

durchgeht. Wenn insbesondere den Conätanteu noch die folgenden Werthe

ankommen:

«2 ''2 «3 ^3 ^8 a^ 6
., «1

fl, fcj c^

«4 *4 ^4 «1 *t «1

indem man nArolieb bat:

«r BS «1 « <4- fr, y + t— pi

/} £s <»,dr + bfff + i?,a—p,

SD gehört die Gleichung 0) der nnendlfeb entfernten Ebene an, und es sind

nlle Klienen, die einen und denselben Punkt der unendlich entfernten Ebene

gemein haben, zu einer Geraden parallel, während die (Jleichung 7) dann

derjeiiigeu Fläche dritter Ordnung angehört, für deren Punkte die Fuss-

puukle der von diesen auf die Tetraederflftchen gefüllten Peipcudikel in

einer Ebene liegen. Es ergiebt sich änniit folgender Satz:

„Legt man durch die sechs Kanten eines Tetraeders Ebenen

parallel 2u einer beliebigen Geraden, uud legt dann durch die

Kanten des Tetraeders wieder Ebenen, die nach entgegengeaetaten

Seiten hin mit den die innern Kanteuwinkel des Tetraedera lial-

birenden Ebenen dieselben Winkel bilden, ala die erstgeuatuitco,

ao acbneiden aicb die letzteren aeeba Ebenen allemal in einem

Punkte, der «nf einer FlNehe dritter Ordnung liegt,"

Digitized by Google



3S8 Kleinere Mittheilangen.

Der eben gegebene Sats Iftsat sieli «aeh noeh direct nbletten. £i m9-

gen nun die Gleiebangen der Bbenen, die durcb* die Kanten des Tetrtedm

geben sollen, die folgenden sein:

die Gleichungen der Ebenen, die ebenfall» durch die Kanten des Tetraeders

gehen und in Besag auf die die innern Kantenwinkcl des Tetreeders lislbi-

renden Ebenen in den Ebenen 0) symmetrisch liegen, sind dann:

Die Constanten a, il, fi, v, a ergeben sieh ans der Bedingung, den die

Ebenen 9) an irgend einer GeradeOf deren Gleichungen

y ^ m -jr n

sind, parallel laufen, man erhält

10)

11)

«, m -j- 6, n 4- ^ a, in+ *t " ^1

setzt mau dann die Werthe von x, k etc. in die Gleichungen 10) ein, so geben

diese über in

:

(a^ß--a^a)fn -f {l>.,ß —h, a)n + c^ß—C,a= 0

(fljy— fl,a)in + (Ö3y— //, a)n +c^y— e^a= 0

(a^Ö— a)m + — 6,ct) -f ^4 ^ — «= 0

(fl^d — «s/)»» +(^4^— feg/)« + <^4^— ^'sX—
0*

ia^d—a^ß)m'tib^ö— b^ß)n'i-c^5—ctß=0

— «2 i?) »+ (frsy— » + 5» y— = 0

Die seebs Ebenen sehneiden sieb in einem nnd demselben Punkte, ds tsB

den drei ersten der Gleiebnngen 12) sieb die Übrigen drei ableiten Isssea.

Eliminirt man ferner die Gonstanten ai, n ans je drei soleben Gleicbnagen,

on weleben keine die Folge der swei übrigen ist , wie B. ans den erit*a

drei Gleiebnngen des Systems 12), so erhillt man:

a^ß — a| « bfß— bftt Cfß— r, a

«4^— a^tt b^d — h^a c^d — r, a

Din-rli Umformung der links stehenden JJeterminaute ergiebt sich nach uiid

nach

:

1 a, a— a,a ^1 a— 6|« c,«— <r,a

I OtjS^flia bfß— 6,a — c^a

1 u^f^ottt b^Y— b^a fsy—Ci«

1 9^9— Oftt b^i—bi« c^6— <f,«

= 0,
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13)

1

I

1

1

es Ist die« nun genau die Gleichang der letssierwUhnten Flüche dritter Ord-

Illing and somit der vorhin angegebene Sats bewiesen*

Pe s t h , den 5.' Mai 1606. Dr. £. v. Uuntaot.

Vehef ein Prodnet iwtier Detormiaantfliu

Sind in den awei Tetraedern o, e^ e, and «i «s ar, die orthogona*

len Ooordinaten der Tetraederechpnnkte Of nnd rerpeetive y^, s/ und

&i nu tit ^ ^ Determinanten, von welchen die aeclisfachen Vota-

inina der beiden Tetraeder abhingen, U nnd t; die doppelten FlScheninhalte

der den Ponkten a,* nnd «i gegenttberliegenden Seitenflächen des Tetraeders

vnd das vom Pnnkte <i| des erstem Tetraeders anf die dem Punkte uit

ipegenfiberliegende SeitenflHche des letztern Tetraeders gefKlIte Perpendikel,

aowie m^j, das vom Punkte anf die dem Funkte ui, gegenttberliegende

Seitenfläche des Tetraeders geflflUe Perpendikel, so ist bekanntlich:

1 |ft «1
I

I

i Ii nt ti

i ^1^1 «I , _ 1 It 17t &
1 Un»ts1

1 *4 «4

1

Beseichnen wir femer noeh denjenigen Werth der Determinante />, den wir

erhalten, wenn wir in derselben die i'" Zeile durch die Zeile der Deter-

minante A ersetzen, mit und dem ähnlich durch Ji^t diejenige Deter-

minante, welche aus A entsteht, wenn wir in der letztem die i'<^ Zeile durch

die Ir** der Determinante D ersetzen, so ist sunäcbst leicht erslcbtlieh, daes

Pi,k=~ , und

Setsen wir dann ferner in das Product der beiden Determinante^ vierten

Grades, deren eine die sechszehn möglichen andere hingegen die

sechszehn mttgliclien mjt als Klo turnte enthält, die soeben gefundenen

Werthe von pi^k und n^,», so ergieht sich:

Pti Ptt PitPlA

Pti Pt* P99 Pii

Psi Ptt Pii Pi4
' 1*41 P*t PisPn

] A. />M

"11 Tf« ^t *14

*S1 «^S *S4

^41 ^4S ^4S ^44

^11 ^1 f ^13

^tl ^tf

^Bl -^Jf ^38

^..i

'14

'24

'34
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ftlbren wir nmi die Mnltiplieatioii an den beiden reehtaetehenden«I>filirai'

aealen ans, so erhalten wir ihr Plrodiiet etwa in der Form:

«"it «tt ^

14

»4

3j "-34

<'4l ^4J« ^^43 ^44

indem wir

-0*1 ^i» + -^«fc + A» -s^t* + A4 ^4*= Ca
tetseo. Nnn ergiebt sich aber w^gen der eigentbiimlichea BesclialfeiiheU

der Determinanten Dijk nnd Ai,k aus einem bekannten DeterminanteosaUe

(Baltaer, Determ. 2. Anfl. 8. 3,11), dass c,;i.. gleich i)^ oder 0 ist, je Back-

dem t'ssjlr oder nicht, weshalb die obige Gleichung in die folgende ftbeigcbt:

/>.t Vxx Pn
Pt\ Pii Pt3 P^A I

P4I Pi^ P43 Pii

Pesih, den 5. Mai 1860.

TT,
,

n, , JTi 5 «14

«

1

71 t 3 S4

3 1 ^^31 •^S4 ^34

»41 '^4»

Dr. £. V. ÜUMrADY.

XXVL Ueber die Eeibnngiubeit ^lindriiehAr, wniidMr «nd kng«!-

fftnniger Tragtapftn. Von Dr..£DUABi> ZETtecaa. (Hitrsa Taf.III,Fig.&.)

I. Bei jedem Zapfen ist die Summe der in die Bichtnng des Zapfee-

drucks Q fallenden Compoaenten dNtinti^ welche sich ans dem auf das Rai-

bnngsflüchenelement «TjP kommenden Normaldrnek dNsspdF crgebeo, den

Zapfendnek Q selbst gleich» oder es ist bei dem Normaldruck ^aofdis

Flfteheaeinheit in dF
I) Q^fpdPsmur^Jpd^,

wenn dF unter dem Winkel c gegen Q ^'oncigt ist, also d% ~- dFsinxt diS

Projectiou von dF aht eine zum ZajtfL'ndruck normale Ebene bedeutet. Bei

der "Winkelpescliwiudigkeit tr und dem Keibungscoetticieiit tp ergeben «ich

f' III r, wenn dFuxn g von der üreliaxo dos Zapfens absteht, für das Kei-

bung.smoment M und die secuadiiche Kcibuugaarbcit des gauzeu Zapfens die

Gleichungen:

iL =3^wj pffdF^mM,

Veitbeilt sich nun bei nenen Zapfen der Znpfendrnck frleichmässig

die zu ihm normale Projection ^ der Keibung.sääclie F, lindet sich»"»

1 ) und aus dQ .Qs:^d^:% äotnrt, da.sti der FUcUendrack p uberall gl«^'^^

gross ist, also
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SeUt man dngogeti. bei ei ngel anfeilen Zapfen die Abnutzung a \\\

Ricbtuii«; des Zapfendrucks als Uberall gleich voraus, so crhftlt man, wonu

die auf 1/ küinaieiule nunuale Abnutzung usina dorn Normaldrücke ti JV und

dem Wege oder der Geschwindigkeit von e/F proportional ist,

4) =— ^CotulatUe.
sma w

Wonn endlich die Surnine der ans den Normal pi essungen tlN der lieibtfngs-

)ln lionelonjente (//' sich ergcbcuclen C-u!npoii( iitni f( A' in Richtnni]^ der

ZaptVna\( n;( )it a 0 ist, $0 strebt der Zapfen mit einer dieser Summe
gleichen Kxaft

t^) K—f (INcosß

ans seinem Lager heraus zugl ei ten; dabei ist ß der Winkel awischen

def Zapfenaxe und dN^ K aber wurde in Richtung der +2 genommen«

Vergl. Reye, im Civilingcnienr 1800, S. 235 ff., und Grashof, In der

Zeitschrift des Vereins deutle hör Ingenieure 181)1, S. 200 ff.

II. Ein liegender oder 'J' rag zapfen sei nun ein Unidrehungskör'

per, welcher durch eine olle Umdrehung der «wischen den Zapfenhalb-

Ji

meseemr, and liegenden Meridianfläebe /=J ^dz erseugt ist; »dabei

fjftUt die als Z Axo gewählte Umdrehungsaxo mit der Zapfenaxo zusam-

men, während auf ihr die yauw Zapfendruek Q parallele K-Axo und auf der

i'Z'£bene die X-kxe senkrecht stehen möge; die Gleichung derMeridian-

cnrT« sei: /(f» ^) =^ 0 und dabei bedeutet ^ s= den anr Abscisse s

gehörigen UmdrehnngshalBmesser. Der nach dem an den Coordinaten m

und y gehörigen (Parallelkreis-) Bogenelementa df^ydx* -f dy* gezogene

Halbmesser ^ scbliesse mit der F-Aze (oder ds mit dx) den Winkel 9 ein, so

dsc
dass also xsaq <Md und ds=sifd^s=z ^. Endlich sei das Bogenelement

cos {r

da des Meridians uuh r dera Winkel d gegen die positive Seite der Z^Axo

oder g^*gpn dz geneigt, also auch dz — da cos 6 und dQ — domnd — dz tau d.

Man erhält dauu:
d» dz

dF ss:dod$= ad9 rfe= —
cos 0 cos 0

tl^ = dFsiti a =^ dx dZf

sin a = cos & cos d,

*^ 2

und hieraus:

IQ^Jpdxdz^Jpdi,

JC=JpdF9in6=JJpQd&dQ, #
Mteclirm r. lf»lli«iMiUk a. Phfftlk. XJ, 4. 84
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^^JJ^^Mi^it,

l>«nn wird uSmiici,. »"Sieicli Über.JJ
• =— #, «t

'^
V""'^^*'

"^''^^ ps-» = + ^^^^^^

E« wt »Iw auch steta

10)

6'
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^^^^^^^^^^^^m^*^^^ m^^^^^,0K0- ^ — m»m^^^^^^ «««y«*4kM«>* - • ^ ^^^^^^

L.==2q)wlJi'^t-^=^ ^ . J and i5r. =0,

y. Bei einem conischen TragxApfen ist ^ eonstftnt, Q=zzianif

also die Länge = (r^ - ro/ i uud doöhalb bei 0, =— = Const»

A cos 0 Al^

Damit aber eoastant werde, mnss ss — s= — nnd ^^.»-i
' ^ ztmo '

^

S9 r eonstftnt werden, also 6= --'« und fl«!»- die Linie, in der
z tan 0 Ii Ii

die Grenskante des Lagers sieh su beiden Seiten anf dem Zapfen hinsiebt,

mass eine nach der Spitze des Körpers laufende Gerade sein,

die TOB dem Pankte («i , b^) des Grondfittehenitrofanges ausgeht.

VL Ist endlieb der Tragaap fen kugelförmig, so sehliesst der

nach gelegene Halbmesser A der einen grSssten Kugelkreis bildenden

MeridianflXche mit dem verticalen Halbmesser Jt dieses Kreises oder mit 9
denselben Winkel 6 ein, unter welchem de gogen geneigt Ist. Daher Ist,

wenn derKugelmittelpunkt als Coordinatenanfanggewählt wird, if0=— Arf d,

folglich z:=i'-Rsin6 und if^ReosB, Für O^-^^^^ssConst, ergiebt sich

demnach hier:

H «0

^= * und Är,=r ^(r,«-r„«)»md,= -^(V-z.')^/i^,

,

Soll aber 9, constant sein, so muas wieder co**0, =^= ——i= und
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= —, — , =^ ' sein, wobei •l» »•* « =1

und —, +^« If b. die Linie, in welcher sieb dae Leger »n beiden Sei-

teil äui dorn Zaiifcn nligroiizcn iiiiiss, ist der Durchschnitt zweier
elliptischer ( ! y 1 i n il e r uml lauft stets durch die beiden Punkte, in welchen

die Znpfenaxe die KugelfUiche schneidet, denn für r= + wird «= 0= 6.*)

Die Grcnzlagon dieser Schnittlinie fnuU t man^ wenn man einmal a=Q—a^^

bi=R und cininal i— 0= 6|, «,= Ä setzt; inn erstem Fnllo ist der Schnitt

der vcrticale, im andern der horizontale grösste Kreis der Kugel. Jeder

Zweig des Durchschnitts liegt übrigens in einer durch die Z-Axe gehenden

Kbcne, und der Znpfon ruht mit einem Kngelzweieck im Lager.

VII. Kin Blick auf die in IV bis VI gewonnenen Formeln seigt, den
für ^, = — &^=Consf. bei kugelförmigen Tragzapfen ebeneowobl
wie bei cylindrischen die Reibungsarboitvonder Länge Idee

Zapfens nicht abhängig ist, ferner dass bei gleichen Cylinder» nnd

Kugelhalbmessem ff sogar die Keibungsleiitnng bei den kngel*

förmigen Zapicn genau dieselbe Grösse hat, wie bei den cy-

lindrischen, weshalb auch bei beiden das VerbAltniss denselben auch

on / tinabhilnigen Werth annimmt. Bs gelten demnach auch die beiden

on Herrn Reye (Civilingenienr, 1800, S. 947) fHr den eine ganae Kngel

bildenden (also unr ideellen) Zapfen und für ss -• angegebenen Werthe

von Li und und mithin auch das YcrhMltniss ^ ganz, allgeuieiu für jede

Kugelsone, deren Kndflächen r,*« und r|*» auf der Zapfenaxe normal

stehen.

Fttr das Verblltniss -rr •ich beim conischen und kugelförmigen

Zapfen der nämliche Wcrlh ergeben.

Soll der kugelförmige Zapfen kein Bestreben haben, ans dem Lager

lierauszngleiten , so braucht man nur — zn machen, wie z. B. an

Kurbelzapfon. Auch bei conischen Zapfen lässt sich dasteelbo erreichen,

wenn ninn nur dem Zapfen die Form eines Doppclkegels giebt und die bei-

den Endhalbmesser gleich gross nimmt. Ein solcher Zapfen wird anch,

wenn ähnliche verschiebende Kräfte von aussen auf den Zapfen wirken,

minder leicht, alx ein cylindrischer, eine Verschiebung des Zapfens zulaasen,

also der Lagerung der Welle ftberhaupt mehr Sicherheit gewähren.

•) Umgekehrt scboeiden «ich die beiden elliptischen linderfluchen ^-|+^= l

und + -fl
= I in einer auf einer KngelfliUihe vom Halbmesser xt liegenden krummen

Linie, subald Jr.i^+i/* = 'st » denn es ivt ja + i* = a + —^^^-^g—^.
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VIIL Bei gleiebor Reib ungs fliehe Bleliea »icb besOglieh der

KeibtingsleietQDg, also aucli bezüglicb der Abnntzung Qod Envirmiing, der

IcngelförtDige und cylindrUcbe Zapfen geas gleich, sofero nur und die

Länge / bei beiden Zepfen gleich gross sind und die Kngel and der Cylin-

der denselben Halbmesser R haben. Herr fieye mnsste die cyliudrischen

Zapfen gttnstiger finden , da er deren Länge t ss ^B nnbm and deshalb flftr

dea Kngelxapfrn , bei dem / ^ 2/2 ist, einen grttsserea Halbmesser nehmea

aittsste, um gleiche Kcibungsilächcn zn erhalten.

Wählt man ferner bei einem conischen Zapfen r, + == co5 ^ , so

wird b«^i gleicher Länge seine RcibnngsflAche der des kugelförmigen

oder eylindrischen Zapfens gleich, uurl uinn erbKit aaeh dem Einlaufen fttr

ersteren dieselbe üeibungsloistung, wie bei letzterem; so lange die Zapfen

dagegen noeb nen sind, verhält sieb die Keibnngsleistaag des letoterea aa

3Ä*eo.?M -
, , ,

der des erstcrea = —v ^-—r- : für a,= 0 aber erhält man hter-

3
aus das Verbftltniss

4

Seist man dagegen allgemeiner, nm wieder gleiehe Heibnngsfläeheu an

bekommen, so vorhalten sich die Heibungsleistungen bei

neaen Zapfen ~ ; t. . ,
.

—

,tti bei eingelaafenen Zapfen =

Bei r^= 0, ^ jR nnd d^ - i igiebt sich wieder It^t und deshalb die
ö

aelion erwähnten Leistoagswerthe,

XXVU. Physikalisohe Hotiaen.

1) Bei dem kleinen Apparat von 1\[ el d c %vird durch eine Stimmgabel

ein Faden in Schwingangen versetst und schwingt als ganzer, in swei Half-

ten, drei Dritteln u. s. w^ wenn man die Spannung dea Fadens passend ab«

ftodert. Diese Abänderung geschieht durch Drehen eines Stimmstockes,

wie beim Stimmen der Saiten der Streichinstrumente; sie hat den ücbel*

stand, dass man probiren rnnss und kein bestimmtes Maass für die Spannung

hat. Beides wird durch einen kleinen Zusatz zu dorn Apparat vermieden

und dazu noch der Vortheil erreicht, das Gesetz nachweisen an können, dass

die Schwingungszahl der Quadratwurzel der Spannung proportional ist. Ich

lasso nämlich den Faden Uber eine Rolle geben und bestimme für eine gege-

bene Länge desselben dasjenige Gewicht, durch welches der Faden so gc- *

spannt wird, dass er als ganzer schwingt. Stellt man sich nun eine Reihe von

Gewichten her , das grössto gleich dem gefundenen, das folgende gleich

dem vierten Theii desselhen, dann eines gleich dem neoaten Theil a. s. w.,
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go erhält man dnreh Anhängen dieser Oewiehta Bopleieli die Tersehiedenen

Schfringangsxnstande. Die Erkläraog ist einfach: die SchwingQngssahl

muss immer dieselbe sein, nftniHefa die der Stimmgabel; wird die Spannung

im Verhältniss (I : »') vermindert, so wfirde sich die Scfawingnngszalil im

Verhältniss (1 : n) vermindern, wenn alles andere gleich bliebe; theilt sich

aber der Faden in n Abtheilungen , so wird die Sebwingnngszahl wieder im

gleichen Verhältniss vermehrt , bleibt also, wenn diese beiden Aendernngen

eintreten, nngoündert.

2) Zur Erläuterung des Grundgesetze» der Wcllenlehre, dass die Be-

wegung eines Molecüls in einer geradlinigen Molecülreihe mit gleichförmig

ger Geschwindigkeit längs der Reihe sich fortpflanzt, bedient man sich ge-

wöhnlich eines ausgespannten Seils, welchem man einen seitlichen Stost

ertbeilt, oder, wie Nörrenbcrg gethan hat, einer dünnen Schranbenfeder

Yon Messing, wie sie zu elastischen Hosenträgern, Bandagen u. s. w« Ter-

wendet wird. Das Unbequeme dabei ist, %ass die Fortpflanzungs-

geschwindigkeit der Erschütterang eine sehr grosse ist, also nicht leicht

mit dem Auge sich vcrfu1<;on lässt« Dem lässt sich abhelfen, wenn man dio

Spannung vermindert odor das specifisclio Gewicht vermehrt. Nach eini-

gen vergeblichen Versuchen kam ich auf folgende einfache Zusammenstol-

lung, mit der sich ausser dem erwähnten Experiment noch eine Keihe ande-

rer ausführen IkSst and die zudem den Vortheil hat, dass Langen- und

Querscliwingnngen gezeigt werden können. Ich construirte mir eine förm-

liche ^Inlncfilreiho", jedes Molecül vorgestellt durch ein Bleigewicht von.

einem h;ilbenPfnnd,jezwei Molecülo verbunden durch eine der obengenannten

>ie»singfedern, deren Spannung die Coltäsion der Molecülc darstellt. Um
dies(> Molecülreihe zu Versuchen tauglich zu machen, wurden die Molecäle

durch gleich lange Drähte an einer horizontal durch das Zimmer gezogeneu

eisernen Stange aufgehängt im Abstand von awei zu zwei Fuss etwa, und

die letzten Moleciile durch Messingfederu mit festen Punkten der Wände
verbunden, so dass schliesslich dio Drähte, an denen dio Molecülc hängen,

vertical sich 8tellen_und die Messingfeder zwischen je zwei Molecülen un-

gefllhr auf das amlerthalbfache ihrer ursprünglichen Länge (beiläufig | Fuss)

ausgedehnt ist. Die Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Verschiebung eines

MolecUls beträgt bei dieser Zusammenstellung etwa 4 Fn.^s, lässt sich also

gut mit dem Auge verfolgen, sie Hesse sich aber natürlich durch Ver-

grÖsserung der Gewichte noch vermindern.

Versuche, die sich mit dieser „Molecülreihe" anstellen lassen, sind:

das Fortschreiten und Zurückgeworfenw erden einer (^uer- oder Längen

-

Verschiebung eines Molecnls, stehende Querschwingnngen der ganzen Reihe

oder zweier Hälften u. s. w. , stehende Längen.schwiugnn<j:en mit Schwia-

gungsbauch oder Schwingungsknoteo in der Mitte. Am h kann man ein

Ende oder beide frei lassen und damit den Scliwingungsünstand einer ge-

dockton oder offenen Tfcifo nachahmen. Namentlich dio >iachbUdung der
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Lingenicliwin^'ungen aebeint mir ein Vorsng meiner ZuBammeestellung

BQ «ein.

8kattgert,im Mlrs t666. Prof. Dr. Zboh.

UVUL lBtirftf«BST6ft»]lie mit dem BoleirielMiL Boppelqntn» von

Prof. Stbfah.

Der Doppelqnars besteht en« swei neben einender liegenden gleich

dicken, senkrecht snr Axe geschnittenen Qoersplatten , velehe die Polin-

aetionsebene in entgegengesetitem Sinne drehen. Klebt man eine solche

DeppelpUtte anf ein Interferensprisma so , dass die Kante des letsteren in

die Ebene fällt, in welcher die beiden Qnarse susammenstossen » so stSrt

dieselbe die Symmetrie der InterferenserseheinnDg nicht, wenn man ge-

wöhnliches oder linear polarisirtes Ueht anwendet« Schickt man eircnlar

polarisirtes Lieht anf das Prisma, so Terschieben sich die Interferenastrei-

fen. Die Verschiebung geht in die entgegengesetate über, sobald das Lieht

ans der einen Art circnlarer Polarisation in die andere Art ttbergefflhrt

wird.

Klebt man ein StanniolblMttchen, in welches awei parallele Spalten von

etwa 1 llillim. Breite in 1 Millim. Abstand eingeschnitten sind, so anf die

Doppelplatte, dass eine Spalte anf den links drehenden Qaars kommt, die

andere anf den rechts drehenden, so erscheint die Interferenaerseheinnng

im hellen Hittelfelde in ihrer Sjrmmetrie ungestört bei gewöhnlichem oder

linear polarisirtem Licht .£s tritt aber eine Verschiehnng der Streifen ein

bei eircnlar polarisirtem Licht. diesen Versneh geschieht die Beob-

mchtung dnrch ein Femrohr, beim frttheren durch eine Loupe. Die Anord«

nung des Apparates ist folgende:

Das Licht wird durch den Polarisationsapparat (bestehend aus einem

Nieol' und einem Fresnel'schen Parallelepiped oder entsprechendem

Glimmerblftttchcn) auf die Spalte oinos Spectralapparates geschickt, und

tritt aus dem CoUimator in parallelen Strahlen auf das Interferensprisma

oder die Doppelspalte.

Damit eine Verschiebung eintritt, braucht das Liebt nicht genau eircn-

lar polarisirt au sein. Es genügt etwas stftrker elliptisch polarisirtes.

liisst man das Licht aus dem CoUimator suer^^^t auf ein total refiectirendes

T'iisma fallen, so sieht man die Verschiehnng deutlich, wenn das aus dcMii

CoUimator kommende Licht unter 45* gegen die Heflexionsebene polari-

sirt ist.

Daraus, dass bei linear schwingendem Licht die Doppclplatte^

wetrie der Interferenzerscheinung nicht stört, dass ferner die Vel

in die entgegengesetzte übergeht, wenn statt links circularem recl

res Licht angewendet wird, folgt, dass der rechts und links eiriMl

r
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Birte Strahl in den beiden Arten des Qnarses genan ihre Eolle vertenschen,

d«fl» in beiden Arten dieselben Worthe der Forlpflensungsgesehwindigkei«

ten vorkommen* Es mass der Gengnntenehied, den nwei reebts eireulare

Strahlen erhalten, wenn der eine dnrch eine reebte drehende, der andere

durch eine links drehende Platte Ton gleicher Dicke geht, derselbe sein,

den eine einsige der Platten swiseben einem rechts und einem links eircn-

laren Strahle ersengt Die gemessene Versebieboag ttinunt mit der ans

dem DrehnngsTesmögen des Quarses gerechneten ftberein«

Wendet man rothes Liebt an, so erscheinen bei gewdhnlicbem oder

linear polarisirtem Licht die Interferensstreifen nnr wenig dunkel, gans

schwara aber bei eircnlar polarisirtem Licht. Die Ursaohe davon ist die,

dass die beiden Qnarse die SchwiDgangen des rothen Lichtes nm nahe drei

Hechte gegen einander drehen, und die nahe seokredit gegen einander ste>

henden Schwingungen sich nicht anflieben kSnnen.

Man kann mit dem Doppelqnars noch auf eine andere Art beweisen,

dass senkrecht gegen einander stehendo Schwingungen sich nidit ausleben

können, und auch , dass im gew<ihnliehen Licht geradlinige Schwingungen

vorhanden sind. Bedeckt man den einen Quart mit einem Glasblittchen,

Usst den andern frei
,

bili)<;t die Doppelplatte so am Collimator an , dans

das Licht zu gleichen Theilen ans den beiden Mftlften anstritt, breitet das

Licht in ein Specfmnt ans, so erscheinen im ganien Spcctnun Interferens-

streifen bei cireuiar oder elliptisch polarisirtem Licht , sie fehlen aber bei

linear polarisirtem oder gowohnlichem Licht bei den Linien C, €1, fttr

welche die Drohungen drei, fünf, sieben Iteohte betragen.

(Wieoer Akad.)
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Vier Vorlasangen aas der analytaaehen Geometrie.

Von

Dr. Otto Hüööe,
ordeatlichem Prof. a. d. Untvers. Heidelberg.

Erste Yoriesang.

Uomographie.

Bin System von nnendlieli vielen geraden Linien (Strelilen) , welcbe

•tamtlieh Ten einem nnd demselben Punkte ausgeben, nennt man Strab-
lenbOscbel. Schneidet man einen Strablenbtechel ü durch irgend eine

gerade Linie so wird die gerade Linie in den Scbnittpunkten b omo-
graphisch getheilt. Jedem Punkte der geraden Linie entspricht ein

Strahl des Büschels, der diirch ihu geht, und jedem Strahle entspricht

ein Punkt der srerRden Linie, welcher auf dem Strahle lieget.

Man kriun ;iber auch von einer durch uticii(!lich viele Punkte ge-

tlioilten geraden Linie A ausgehen. Zieht man von «leii Theilungspunkten

Strahlen nach einem festen Punkte ausserhalb der geraden Linie, bo bilden

diese einen Strahlenbüschel 1% welciier die gerade Linie homographiscb

theilt.

Es ist hf'kanut, dass ein Stralilenbiischel und ein Pnnktesystem auf

oiner geraden Linie sich analytisch ausdrücken lassen durch die Glei-

chaugea:

1) . . . . l/e — *i'i=Ö, A^^iiAi = 0,

wenn man unter IT^ 0 nnd I7| 0 die^ Gleicbnngen irgend sweier

Strahlen des ersten,, nnter ^= 0 nnd A^=^ 0 die Gleicbnngen irgend

Weier Punkte des sweiten Systems nnd nnter l nnd fi swei willkttbrlicbe

Grdtsen erstebt.

Die erste Qleiebnng stellt nnter dieser Voranssetavng irgend einen

Strabl l des Strablenbttscbels nnd die aweite irgend einen Pnnkt fft

des Pnnkteeystemes anf der geraden Linie A dar.

Zctt«*krift f. M«tb«iiwtilt II. Phytik. XI, 6, 25

Digitized by Google



370 Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie.

Sollen aber die genannten beiden Gleichungen homographische
Elemente ansrlrücken, das heisst, soll der durch die ente Gleichung

dargestellte Strahl i doreh den durch -die zweite Gleichung ansgedräckten

Pankt f» gehen, so mnss der Werth von A den Werth von fi bedingen,

mit anderen Worteo, eine ron diesen Grössen muss eine FWiction der

anderen sein, eiemtaen durch eine Gleichong ^(il, ^)= 0 on einander

sbbingen.

Dieee Glelchnng mnss vom enten Grade aein in Btt<^icht auf m
weil jeder Strahl l des Syatemes Ü sein homograpbiMliee Element p im
Systemea A eindeutig bedingt. Ebeneo mnes die Gleielnuig rem entoi

Grade sein in Rttckaicht auf 1, weil auch Jeder Punkt ^ auf der geraden

Linie A nur einem Strahle l des Bflaehele U entspricht. Aus der so deli*

nirten Gleichung ^(A, f&) = 0 folgt, dass sie die Form haben muss:

2) P — ^/'i — f»£ + ^Mi = 0.

Man kann demnach sagen:

3) . • . Ein Strablenbüschel und seine homographische Thei* j

lung auf einer geraden Linie lassen sieh durch Gleichnngen
|

on der Form 1} analytisch darstellen unter der Voraus-

setuung einer bestimmten Bedingungsgleicbung «wischen l

und |i Ton der Form 8).

Wir lassen noch einen aweiten Beweis des Sataes folgen, der sugleich

die Werthe der vier Oonstanten p, ^ in der Bedingungsgleicbung 3) he-

stuamen lehrt

Soll der durch die aweite Gleichung 1) bestimmte Punkt |» auf den

durch die erste Gleichung gegebenen Strahl l liegen, so mttesen die am
^

der aweiten Gleichung genommenen homogenen Ooordinaten des Punktes,

in die erste homogene Gleichung gesetat, derselben genUgen. Macht msa

diese Substitutionen, so erhllt man die Bedingungsgleicbung

:

4) . . . . ü^^ - ^iü^^ — i^V^' liiüi 0

wenn Ü^^ und ü^^ die Ausdrücke beaeiehnen, in welche Uq und Ui tihe^

gehen, wenn man in ihnen für die Variabein die Ooordinaten des P^tai

^0= 0 setst, und und die Ausdrttcke, in welche und fAtt-

gehen, wenn man für die Variabein in ihnen die Coordinaten des Ponktei !

^1 s 0 setat.

Aus dem Vergleich der Gleichung 4) mit 2) ergeben sich die Wertiie

der vier Oonstanten in der^etateren t

Die Gleichungen 4»8 0 und A^=tO stellen irgend awei Punkte

auf der geraden Linie A dar. Wühlen wir dieselben so, dass der Pankt

^= 0 auf der geraden Linie CT^= 0 liegt, dass der Punkt^ saf

der geraden Linie UisszO liegt und richten augleloh die hemogensn CW-
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dinaten dieser Ponkte lo ein, daas 17,'+ = 0, so venohwinden U^^

und Ui und die Bedingangsglmclmng 4) geht Uber in X — f*
s 0.

Hiernach können wir den Satz 3) kürzer so ausdrücken:

G) . . . Bin jeder Strahlbflachel und seine homographische
Theilnng auf irgend einer geraden Linie lassen eich analy-

tiflch durch Gleichungen ausdrücken von der Form:

6) . . . . 17<> — 1 CT, sss 0, v<o — Ä^, =s 0.

IMiin kann loiiht einsobun, daäs die Öiitze <i) und ti) nach der ge-

jrf'beneu Deliuition der llouio^raphie sieb nicht iinikcdiren lassen, daas,

wenn Gleicbnngen von der anju^oi^cbenen Form gegeben sind, nicht jeder

durch sie ausgedrückte Snulil durch den ihm entsprechenden Punkt geht.

Will man jedoch , diias aucii die \ungekebrten SHtze :J) unil «>) Geltung

haben, so muss man den Begrifi" der Ilomograidüe erweitern.

Zn diesem Zweck« werden wir ein Punktesysteni auf einer geraden

Lini*: ^ unil einen Strahlenbüschel L' noch homographisch nennen,

wenn luau die gerade i.iuie aus dem vorhin beschriebenen »Systeme heraus-

uinant und ihr, uhne die Puuktefolge zu ändern, in der Ebene irgend

welche Lage giebt; oder wenn man dem sonst unveränderten Strahlen-

büschel eine beliebige andere Lage zuertheilt. Wir nennen diese Lage

homographischer Systeme die schiefe Lage zum Unterschiede

on den firttheren der perspectivischen Lage« in der jeder Strahl des

Büschels dnreh seinen entsprechenden Punkt ging.

Untersuchen wir nun, welche Aendcrunp; das Versetzen der homogra-

pliiöchen .Systeme aus der perspecti v J.age in die schiefe Lage in

ihren analytischen Ausdrücken 1) uud (j) zu Wege bringt.

Um den durch die erste Gleichung 1) oder t')) gegebenen Strablen-

btischel beliebig in die Kbene zu verlegen, beziehen wir denselben auf

ein beliebiges anderes recht wiuk^ges Coardinatensystem, was analytisch

darauf hinauskoniiur , dass wir für die houiügeueu Coordinaten ar, y, z

in der Gleichung gewisse lineare boniogcue Ausdrücke der Coordinaten

X\ 1', Z des zweiten reclitwiukligen Systeme« setzen. Wenn wir dann

das zweite CourdinatenBystem mit seinem iStrahlenbüschel iu die Lage

bringen, dass die Coordinatenaxeu des zweiten Systems mit den ent-

sprechenden Coordinatenaxen des ersten Systemes zusammentallen , so

nimmt der Strahlenbüschel eine ganz beliebige andere Lage an. Diese letzte

Operiitiüu wird analytisch dadurch vollfUh|j(, dass mau für X, Z
respectivo setzt a

, y,

Man \tilegt deumach den durch die erste tilcicUuiii; J 1 oder 0) ge-

gebenen StrahlenbüRchel beliebig in der Ebene, wenn mau in der Glei

chung an Stelle der homogenen Coordinaten .r, y , : setzt gewisse line

homogene Ausdrücke demselben Coordinaten. Dadurch gehen zwar

homogenen Ausdrücke uud der Coordinaten in andere e

25*
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. 372 Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie.

lineare AuNdrttcke derselben Coordinaten Uber, aber die Fonn der Glel-

cbnng bleibt nngeändert.

Ebenso verlegt man das dnrch die zweite Gleichung 1) oder 6) ge-

gebene PunktcHystom aaf einer geraden Linie beliebig in der Ebene« wenn
man in den Gleiebaogen an Stelle der homogenen Liniencoordinaten r, w
setzt gewisse lineare homogmo Ausdrücke derselben Coordinaten. Da-

durch wird ( heuso wenig die Form der Gleichungen gettndeft*

Demnach können wir sagen:

7) . . . Jeder Strahlenbüschel und seine h n mographische
Theilung auf irgend einer ^oradcn Linie in irgend welcher
schiefen Lage lassen sich duich Gleichungen vim der Form
1) unter Voraussetanng einer bestimmten Bediugungaglet»
chung von der Form 2), oder einfacher durch Gleichungen
YOn der Form 6), analytisch ausdrücken.

Wir werden jetzt untersuchen, ob Gleichungen von der Form 1)

unter der Voraussetzung einer gegebenen Bedingungsgleichung von der

Form 2) nach dem crwoitorten BegrifTo der Homograpbie immer homo-

graphischer Systenic analytisch ansdiiiekcn.

Zu diesem Zwecke beinerkcn wir, dass nicht jeder durch die erste

Gleichung 1) gegebene StrnM des Bü^rhels durch den ihm uach der ge-

gebenen Bedingungsgleichuug J) entsprechenden l'unkt der geraden Linift

geht, welcher durch die zweite Gleichung ausgedruckt wird. Ein be-

stimmter Strahl wird nhcr durch don ihm entsprechenden Punkt der ge-

raden Linie gi lieu, >vfnn die ('oordinaten iles Punktes, in die Gleichung

des Strahles gesetzt, der Gleichung geniigen. Die Bedingung dafür ist

die (Jleichung l), wenn mau unter ft den Werth verstellt, der sich ans

der gegebenen ßedingungsgleichung 2) ergiebt. Der Umütand, Uass di«'se

fJleicliung 4), wenn man den gegebenen Werth von fA einsetzt, eine qua-

dratische Gleichung in k wird, beweiset den Satz:

8) . . . Wenn ein ritrahlenbüschel und ein den Strahlen des-

selben entsprechendes Punktesystem auf einer geraden Linie

durch Gleichungen von der Form 1) unter Voraussetzung
einer beliebig gegebenen B ediii gu n gs gl ei ch u n g 2) gegeben
sind, Bo liat d er .St rahl e n b üs c h e 1 z w ei .S t r a h 1 e n , welche, durch

die ihnen entsprechenden l'unkte der geraden Linie gehen.

Wenn drei Strahlen de« Büschels durch die ihnen entsprechenden

Punkte der geraden Linie .jjehen, so müssen die Werthe der k für die

drei Strahlen der genannten ^uadratijschen Gleichung genügen. Da aber

die quadratische Gleichung nur zwei Wurzeln hat, welche ihr genügen,

80 ist das nicht möglich, wenn nicht alle drei Coeflßeienten in der nach

Potenzen von k cutwickelten quadratischen Gleichung zugleich verschwin-

den. Verschwinden aber diese, so genügt jeder beliebige Werth von l

der Gleichung und daraus entspringt der Sat«:
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9) . . . Wenn ein Strahtenbttsebel und ein den Strahlen des*

selben entspreebendes PnnkteBystem anfeiner geraden Linie
dnrcb Gleiebnngen von der Form 1) unter Voranssetinng
einer beliebig gegebenen BedingnngBgleicbung 2) gegeben
sind, nnd wenn drei Strablen des Bttsobels dnrcb die ibnen
entsprecb enden Punkte der geraden Linie geben, so gebt
jeder Strab) des Btfsebels dnrcb den ibm entsprechenden
Punkt der geraden Linie— mit anderen Worten— die Systeme
sind bomograpbiseh nnd sngleicb in perspectivischer Lage.

Auf diesen Sats gestfitst können wir den Sats Z) umkehren. Diese

Umkehmng beabsiehtigend fixiren wir irgend drei Strablen 0, 1, 2 aus

dem durch die erste Gleichung 1) gegebenen Strahlenbüschel ü und die

ihnen ans der sweiten Gleichung unter Vermittelang von 3) entsprechen*

den Punkte 0, 1, 3 auf der geraden Linie wie die Figur aeigt:

Der Strahlenbttschel ü lüsst sich durch Verlegung in der Ebene

die I^ago iron V bringen , dass jeder der drei angegebenen Strahlen durch

den ibm entsprechenden Punkt geht. Man braucht nur durch die Punkte

O und 1 einen Kreis an l^en, dessen Peripheriewinkel dem Winkel gleich

ist, den die beiden Strahlen 0 und 1 bilden, nnd einen aweiten Kreis

durch die Punkte 1 und 2, dessen Peripheriewinkel gleich ist dem von

den Strablen 1 nnd 2 eingeschlossenen Winkel; der Schnittpunkt der

beiden Kreise wird das Centrum des StrahlenbQschels F, und die drei ge-

raden Linien, welche das Oentmm mit den Punkten 0, 1, 2 verbinden,

werden die Strahlen des verlegten Strahlenbäscbels sein.

Analytisch wird diese Verlegung des Strahlenbttschels U, welcher

durch die erste Gleichung 1) gegeben ist, in die Lage von V dadurch

vollführt, dass man fUr die homogenen Coordinaten in jener Gleichung

gewisse lineare homogene Ausdrücke derselben Coordinaten setzt, wo«

durch Üq in und in Vi Übergebe und die erste Gleichung 1) in:

Da nun drei Strahlen diesos verlegten Strahlenbiisclicls durch die ihnen

entsprechenden Punkte der geraden Linie J gehen, so tritt für ihn der

zuletzt genannte Satz in Wirksamkeit, und da die Strahlenbüschel U
nnd F, abgesolicn von ilirrr La^jo, dieselben sind, SO haben wir die Um-

kehrung des Satzes 3) bewiesen, nämlich:
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10) . . . Wenn ein StrAhleiibllsebel und ein Pnnktesystem
anf einer geraden Linie dnrch Oieichnngen von der Form 1)

unter Voransietanng einer beliebig gegebenen Bedingungs-
gleiebnng Ton der Form 2) gegeben sind, so sind die Strab-

lenbflsebel and das Pnnktesystem bomograpbisebe Systeme,
Im 8pedellen, wenn die gegebene Bediognngs^eiebnng 2) die Gld-

cbnng Jl— ^~ 0 ist, liaben wir den mit 7) Tereinten Sata:

11) . . . Jeder Strablenbttscbel nnd ein beliebiges mit ibm
bomographisebes Pnnktesystem anf irgend einer geraden
Linie lassen sieb .dnrcb Gleicbnngen von der Form 6) ana-
lytiseb ausdrücken, nnd nmgekebrt stellen Gleicbnngen Ton
der Form 6) immer einen Strablenbitscbel und ein mit ibm
bomograpbiseb^s Pnnktesystem auf einer geraden Linie dar.

Unsere Untersucbnng batte nur einen Strablenbfiscbel und ein mit

ibm bomograpbiscbes Pnnktesystem anf einer geraden Linie im Auge,

denn anob die dntcb die Gleicbungen 1) unter einer beliebigen Bedingungs-

gleicbung von der Form 2) gegebenmi Systeme erwiesen sich als bomo-

grapbisebe Bystone.

Wie diese gegebenen Systeme in perspectivisebe Lage gebracht wer-

den konnten , so lassen sieb aucb im Spociellen homograplüscbe Systeme

in penpectiTische Lage bringen nach der Kegel:

12) . . . Man bringt einen StrahlenbUschel in perpeetivische

Lage mit einem bomographischon Pnnktesystem anf einer

geraden Linie^ wenn man die Systeme so Torlegt, dass drei

Strahlen des Bfiscfaels durch die ihnen entspreebenden
Punkte der geraden Linie gehen.

In dieser penpectivischen Lage kann man zu jcdcin Strahle de«

Büschels den ibm entsprechenden ]*unkt der geraden Linie (den Schnitt-

punkt) constmireu nnd umgekehrt zu jedem Punkte der geraden Linie

den ibm entsprechenden Strahl (der durch ihn geht).

Demnach genügt es, drei Elemente des einen Systemes und die drei

ihnen entsprechenden Kiemente des anderen bomographiscben Systemes

SU kennen, um für jedes Element des einen Systemes das entsprechende

Element des andern Systemes zu finden. — Diese drei Paare mitsprechen-

der Elemente sind aber nTidi keiner Beschränkung unterworfen, wir

meinen, es können irgend drei Strahlen eines Strahlenbüschels irgend

drei Punkten in einer geraden Linie homograpbisch entsprechen; denn

diese drei Paare entsprechender Elemente lassen sich immer in perspee-

tiTisebe Lage bringen.

Wir drücken dieses kurz so aus:

13) . . . Durch irgend drei Strahlen eines Strahl enbüschels

nnd die ihnen homograph isch entsprechenden Punkte in

einer geraden Linie, die irgend welche drei Punkte der ge-
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raden Linie sein kttnnen, «ind die bomogrspliiselien Systeme,

der Straklenb fitObel und des Panktesyatem auf der geraden
Linie, olliittndig bestimmt

Bieber beben wir nnr von bomograpbiseben Systemen gebändelt, Ton

weleben des eine ein Stfahlenblleebel, das andere mn System Ton Punk-

ten auf einer gsfaden Linie waren. Wir erweitern nnn den Begriff

bomograplusober Systeme dnreb folgende Definitionen.

Zwei StrablenbÜMbel sind bomo- Ponktesysteme anf xwei geraden

grapbisob, wenn ein Pnnktesystem Linien sind homograpbiscb, wenn
anf einer geraden Linie gefunden ein Strsblenbüsehel geftinden wer-

werden kann, welebes bomogra- den kann, welcber bomograpbiseb

pbiscb ist mit jedem der beiden ist mit jed«n der beiden Pankte»

Stzablenbüscbel. Systeme.

Beseicbnen wir nan mit den lotsten Bncbstaben CT, F. . des AIpbabetes

Hneare bomogene Ansdrttcke der homogenen Punktcoordinaten nnd mit

den eisten Bncbstaben Jy B.. lineare homognnc Ansdrflcke der homogenen

Liniencoordinaten, so stellen sieb beliebige bomograpbiscbe Strahlen-

bfisehel analytisch unter der Form dar:

U) . . . . l7o— jlI7,=30, Ko— 1F|«0
weil das Punktesystem — J, nach 11) homographisch ist mit jedem

der beiden Strahlenbiischel. Ebenso drücken die Gleichungen:

15) . . . . ^ — A^, =0, ^^j — Aß, =0
beliebige bomographische Pnnktcsysteme auf irgend welchen geraden

Linien aus, weil der Strahlenbiischel Uq — X(Jf=0 bom<^rapbiseb ist

mit jedem der beiden Ponktesysteme.

Hiernach können wir, wenn wir mit Systeme ebensowohl Strah-

lenbiischel als Panktesysterae anf geraden Linien, ancb nntermiseht mit

einander, bezeichnen, den Satz aussprechen;

16) . .. Wenn swci Systeme homographisch sind mit einem
dritten Systeme, so sind je swei von den drei Systemen bomo«
graphisch.

Zwei bomographische StrahlcnbUschel sind im Allgemeinen in schie-
fer Lage. Sie haben eine perspectivische Lage, wenn die entspre-

chenden Strahlen der beiden Systeme sieb in Punkten schneiden, die

alle auf einer geraden Linie Hegen.

Ebenso sind bomographische Punktesysteme auf zwei geraden Linien

im Allgemeinen in schiefer Lage. Sie haben eine perspectivische
Lage, wenn die Verbindungslinien der entsprechenden Punkte der beiden

Systeme sämmtlich durch einen und denselben Punkt gehen.

Man kann homographische Systeme der genannten Art in perspec-

tivische Lage bringen, wenn man sie so in der Ebene verlegt, dass sie

den Bedingungen der folgenden Sätze genügen:
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17) . . • Wenn zwoi ontspre- 18) . . . Wenn zwei entgpre-

eilende Strahlen zweier ho- chende Punkte zweier liomo-

ningraphitich cn »Strali 1 e n b ü graphischen l'u n kte sysleine

scliel ciueu cinziireti .Strahl auf zwei goradcu Liüicn zu-

bilden, so sind die Strahlen- samnienfallen, so sind die

liiischel iu pertipectivisclier l'unktesjsteme in perspecti-

Lage. vischer Lage.

Denn es seien 14) die Gleichungen der honiographit^chcn Strahlen»

bttschel, von welchen die dem Werthe A = entsprechenden Btiftkleii:

ansammenPAlleii. Da diese Gleiehatigeii eioe und dieselbe gerade Linie

darstellen, so muss man einen bestimmten Factor ^ finden können, der

Art, dass man identisch hat: ^

Ziehen wir nun von der ersten Qleichuug 14) die mit jenem Factor y

muUipUdrte zweite Gleichung und dann noch die angegebene identische

Gleichung ab, so erhalten wir nach Division dorch i^ — l die Gleicbuug: 1

(/, (.r, = 0

die Glei< huii'j: eim r "geraden Linio, in der «ich jede -zwei entsprechende

^Strahlen der beiden Strahlen büschcl 14) schneiden, weil sie unabhängig

von A igt.

Zum Beweibe des zweiten rarallels.tl/«*s bedarf es nichts weiter, als

dass man iu den» Vurhergeliemlen den Ausdruck Strahlenbüschel " luit

,,1'unktesysteni'* auf einer geraden Linie vertauschl und die Symbole C

und f in A und verändert.

^ViI• legen jetzt irgend zwei hnnii.^'iaphibche. Slrahlenbiischel coucen-

trisch aul einander, uui ihre. Kigensehatten in dieser J^n^e zu erforseheu.

Es seien 1 1) die frleiclinn^'en der .sd aufeinander gelegten Strahlen-

bflschel. Da in dieser Lajie die vier Slialden r„r-rrO, r,=0, r„= 0, /',—

0

durch das genieinscliaft Ürhe ( 'entruni ^^( hen, .so la.s.sen sich vier Constau-

teu Pt q der Art bestimmen , dass man identisch hat:

Setat mau diese Ausdrücke von T'o tmd in die Gleichungen 14),

so hat man die Gleichungen von irgend swei concentrisch auf einander

gelegten Strahlenbttscheln:

19) . .
i; " A l\ = 0, ^0 —^-E'jLg' ^ ^•

Die einem Werthe von A cutsprechenden Strahlen der beiden con'

centrischen Büschel fallen silsaramen unter der Bedingung:

20) ^ - A = ü.
j ~ A^i
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Da diese Qleiohiing eine qnadratuehe ist, so scbliessen wir durana,

daav im Allgemeinen swei Kai swei entspreebendo Strahlen der beiden

BUeebel ansammenfallen.

Fallen drei Mal swei entsprecbende Strahlen der beiden Büschel

snsammen, so mva» entweder die quadratische Gleichung drei Wurseln

haben, was nicht möglich ist, oder die Coefiicienten p, und + J9|

der entwickelten qnadratischen Gleichung verschwinden sämmtlich, in

welchem Falle die beiden Strahlenbüschel nicht renchieden von einen«

der sind.

Dem Vorhergehenden entsprechend legen wir auch irgend awei

homograpbische Punktesysteme in eine und dieselbe gerade Linie. Ihre

Gleichungen 15) lassen sich bei der angegebenen Ijage der Systeme in

gleicher Weise aurttckfUhren auf Gleichungen von der Form:

21) . . . ^ — A><j = O, r—iT ^1 = ®'
g —

und (Ii«* CTh'ii'lnmf;^ 20) ist wieder <lie Bedingung» unter welclier zwei

i-ntsjir(HlifM(lf I'miktr ilt»r beiden Pnnktcsysfenie zusammrufallen. Auk

der Inler|ir('t:iti<)ii der Uleicbuug 20) euUfpriugcu, wie bereiU» angedeutet

worden, die »Sfitze:

*J*2) ... Wenn zwei homogra- 23) ... Wenn zwei homogra-
plii seile Strahlenhiisebel be- phij^clie Pu n k t es y o t e in o auf
lieldg c (> n c o n t r i s c Ii aiil' ein- /. wd (Traden Linien auf ein-

ander gelegt Nv erden, so fal- ander gelegt wi>rden, 80 ver-

len im All gemeinen zwei Mal einigen »icli im Allgemeinen
e iitspr echend <• Strahlen der zwei ]\I a 1 c n t .s p r c c 1» e n d e

lieiden Bü8cIm>I zusammen. I*uiiklc der beiden Systeme.

Wenn d re i M a 1 e n ts r eeb e n de W < n n drei Mal entsprechende
Strahlen z n 8 amm c n i a 1 i e n , so Punkte sieh vereinigen, so

fallen jede zwei cntspro- v er e i n i ge n s i eh j ed o z we i o n t-

chende Strahlen der beideu sprechende i'uukto der bel-

li Usch cl zuBaninicn. den Systeme.

Die beiden Strahlen, in welchen sich zwei entsprechende Strahlen

concentrisch auf einander gelegter homographischer Strahlenbüscbel ver-

einigen, heissen Doppclstrahleu der Strahlenhüschel.

Die beiden Punkte, in welchen sich zwei entsprechende T*nnkte der

auf einander gelegten homographischen Punktesysteme vereinigen, heis-

aen Doppelpunkte der beidep Systeme.

Die CTleichungen VJ) und 21) concentrisch auf einander gelegter

Strahlenbüscbel und in eine gerade J^inic gelegter bomographi.'icber

l^unktesysteme babeu nicht die eiiifnebste (Je.stalt, aul welche sie /u-

rtickgefültrt werden können. Lw sie darauf ;surUckzutühreu dienen die

Säue 22) und 23).
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In dem ersten Strahlenbüschel 19) waren J/^ = 0 und I7j = 0 die

Strahlen, au welche sich der ganze Strshlenbüschel anlehnte. Diese

beiden Strahlen konnten aus den Strahlen des Büschels beliebig gewählt

werden. Wir werden jetzt für dieselben die beiden Doppelfitrahlen der

beiden BUschel 19) wählen.

In dieser Voraussetzung uuisseu snwolil für A = Ü als für A = oo

die beiden Strahlen 19) zusammenfalien. In dem ersten Falle muss

jp s 0, in dem anderen 0 i«n. Setsen wir demnach ^ =s — tt,

so führen wir die Gleichungen Id) zurück auf die einfachere Form:

24) . . . .
-s- AD^ = 0, 1^0 — ^»^t = 0,

Ebenso nehmen die Gleichungen zweier homographischen Tunkte-

Systeme auf einander gelegt die Gestalt an:

25) . . . . ^« Aj^i 0, ^ ~ ^«<^i ^ 0»

wenn j4q {) und ==^ 0 die Gleichungen der Doppelpunkte der bei-

den Systeme sind.

Ans der Ansicht dieser Gleichungen 24) and 25) lassen eich so-

gleich die Sätze abnehmen:

26) ... In zwei concentrisch 27) ... In zwei auf einander
auf einander gelegten horao- gelegten h o m o gr a p h is ch e n
graphischen Strahlenbü- Punkte Systemen haben jo
scheluhabenjezweientspre- zwei entsprochende I*unkte
c h e n d e Strahlen dasselbe an- dasselbe a n h a r m o n i s c h e V e r -

harmonische Verhältniss zu hültniss zu den beiden Dop-
den beiden Doppelstrahlen pelpunkten der Systeme,
der Strahlen husche 1.

Wenn einer der beiden concentrischen Strahlenbüschel 24) um das

gemeinschaftliche Centrum gedreht wird, so ändern sich die Doppel-

strahlen = 0 nnd 2/| = 0 und voraussichtlich auch das anharmoni-

aebe VerhtfltniM «r. Ebenso ändern sich die Doppelpunkte J^^O und

^, = 0 und YoraiuwichÜich das anharmonische Verhältniss a, wenn die

beiden auf einander liegenden Punktesysteme 25) auf derselben geraden

Linie gegen einander verschoben werden. Wir werden nun untersuchen,

ob im ersten Falle durch eine bestimmte Drehung und im anderen Falle

durch eine bestimmte Verschiebung das genannte anhannontsohe Verhält*

niss in ein harmonisches Übergefährt werden kann.

Wir beginnen unsere Untersuchung mit der Feststellnttg der Be-
dingung;, unter welcher die entsprechenden Strahlen iweier concentiievli

auf einander liegenden Strahlenbüschel 19) barmoniich sind mit den
Doppelstrahlen.
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Die genannten Strahlenbüscbel lassen sieb so ausdrücken:

i?^ — =0, d;, — j*üt = 0,

indem man hat:

In der VoTaiusetiimg, dam /», sss ^ geht diese Gleichong tther in:

P - + f*) + ^Mi = 0.

Da sich nnn swei Grtjssen und so bestimmen bssen, dass:

f = f = 4 (1. + ft),

so geht die lotste Oleichnng dadurch fiber in die bekannte Bedingongs-

glelehnng fUt harmonische Strahlenpaare:

^if'i + (h) 4- + il** = 0.
,

Das heissti unter der gemachten Voranssetinng =s q sind je iwei

entsprechende Strahlen der beiden BOschel harmonisch mit einem be^

stimmten Strahlenpaare, den Doppelstrahlen.

Diese und eine analoge Untenrachnng an swei auf dnander liegen-

den homographischen Pnnktesystemen Sl) führen an den SStaen:

... In swei ooncentrisoh 29) ... In swei auf einander
auf einander gelegten Strah> gelegten homographischen
lenbtischeln 19) sind je swei Pnnktesjstemen sind je swei
entsprechende Strahlen bar- entsprechende Punkte har-

monisch mit den beiden Dop- monisch mit den beiden Dop-
pelstrahlen unter der Bedin^ pelpunkten unter der Bedin-

gung Pi ^ g. gnng p, = q.

Die oben angegebene Untersuchung yerlangt femer die L9sung der

folgenden Aufgabe:

30) . . . Wenn ein durch seine Gleichung:

30) ütt
- A (7^ = ü

gegebener Strahlenbttschel um sein Gentrum und um einen

bestimmten Winkel r gedreht wird, die Gleichung desStrah-
lenbttschels nach seiner Drehung su bestimmen.

Wir können annehmen, dass Üq=:0 und l^i= 0, die Gldchungen

der Strahlen 0 und 1 des gegebenen Strahlenbüschels, die Nonnalfonn

haben« Im anderen Falle wflrden wir in der Gleichung 30) durch Multi-

pUcatton mit gewissen Factoren die Ausdrücke und auf die Nor-

malformen BUTflcksuftthren und die Factoren mit der Yariabeln l su einer

neuen Variable Tereinigen.

Unter der angegebenen Voraussetsung werden wir die fest mit etn-
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andor vcilmnflenen Strahlen 0 und 1, die den Winkel a eiuscbl'u'ssen,

um einen Winkel / drohen, wie die Fij^ur zeigt: und die Gleichungen

dieser Strahlen in der neuen Lage [Oj und [1] ana-

lytisch ausdrücken.

Ihre analytischen Ansdrflcke haben die Form 30)

und für jeden derselben hat der Fsetor 1 die be-

kannte geometrtBche Bedentnng, naah welcher sieh

\ die Gleiehnngen der gedrehten Strahlen ergeben:

sin (r — «) — sin r = 0,

t',, 81 n r — f7, sin (r -f- «) = 0.

Diese (jlciclninpfeu lialien jedoch nieht <]!<• Norinalformen. Sie wer-

d«u auf diebt'lhen /,ni iukgeliihrt (lunh Division mit gewissen Fuitnren

ftf, und deren (Quadrate »ich uach bekannten Regeln darstellen wie

folgt:

= sin* (r — a) — 2 cos <i sin (r — n) sin r 4" i''"* ^ ~ si"^ «t

fi,^ = sin- (r + «) — 2 cos a sin (r -j- «) sin r -f sin^ r — sin* n.

Aus den Norraalformen der CJleicliiinpjen der .Strahlen |0j und |l]

setzen wir nnn in l?erück8ichti;;nn^ der geometrischen Redeutnng dc8

Factors A die GlciclinTii: des StrahlenbüscheU 30) uach der Drehung um
den Winkel r so zusammen:

31) {i;;,sm(r— a)— üjsinr} — A{l7oSmr— l^, sin (r + «)} = 0.

An die vorhergehende Aufgabe schliesst rieh nun die analoge Anf«

gäbe an:

32) ... Wenn ein dnrch seine Gleichung

32) ~ A^, = 0

gegebenes Pnnktcsystem auf einer geraden Linie in dieser

Linie nni die Entfernung r verschoben wird, die Gleichung
des verschobenen Punktesystemes zu finden.

Auch hier worden wir annehmen, dass A^^ = 0 und A^^ = 0 die

nieichungen der Punkte O und 1 in iler Normalfonn seien und a die

KnUernung der hridon Punkte von einnnder. Durch Verschiebung um r

Huf der geraden Linie mögen die Punkte 0 und 1 in die J^age von [Oj

und |1] kommen.

^ ^
Die (tleicliungeu der Punkte und

|lj bind Von der Form 32), un<l. wenn man

(OJ 9 \\\
l aclor l die diesen Punkten ent-

sprechenden Wcrthe setzt, 00 hat mau
die (iloichungen der Punkte [u[ und

A (/• - «) — A^r ~ O, s\r — J, \r + «) = 0.

Wir führen dieselben auf die Normalform zurück durch Division mit ^
und ^|:
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SS (r — o) ^ r CS — o, fl^ =s r — {r a) = ^ a

und ans diesen Oleiebangen der Punkte [0] und [1] in der Normalfonn

setsen vir in Erinnerung der geometrifichen Bedentang dea Factors X die

Gleiehnng des um r verschobenen Ponkteeystemes 32) snsanunen, wie

folgt:

DicüC Aufwallen sind gelöset worden, um in Grmeinschaft mit den

Sätzen 28) und 2!») die oben uageregtcii Fra^^cn zu tMitscheiden, erstens,

ob durch Drehung eines von zwei conceulrihchcn homographischen Strali-

lenbüscbeln eine solche Lage^ herbeigeführt worden kann, dass jedes Paar

entsprechender Strahlen der beiden Büschel harmonisch sei mit den

Doppelstrahlen und zweitens, ob durch Verschiebung eines von zwei anf

einander liegenden homographiscfaen Punktesystemen eine Lage erreicht

werden kann, in der je zwei entspreebende Punkte der beiden Systeme

harmonisch seien mit den Doppelpunkten der Systeme.

Zu dem angegebenen Zwecke drehen wir von den beliebig coneen-

trisch auf einander gelegten homographischen Strahlenbflscheln 24) den

aweiten um das gemdnschaftliche Gentmm und um einen beliebigen

Winkel r. Unter der Voraussetzung, dass Uq nnd die Normalformen

dieser Ausdrucke seien, geht dann die Gleichung jenes Strahlenbüschels

Uber in eine Gleichung^ die man aus 31) erbSltf wenn man 1« für A setzt:

34) ^ Uf^ sin (r— a) — üi sin — A« | sin r — sin (r + a)| = 0.

Die Bedingung, unter welcher die entsprechenden Strahlen dieses

gedrehten und des ersten homographischen Strablenbfischels 24) harmo-

nisch seien mit den Doppelstrahlen der beiden Bttschel, Ittsst sich nach

dem Satze 28) abnehmen:

« sin (i* + ) — nn (r —' a)

,

woraus sich die Tangente des Drehungswinkels r ergiebt, der der Be-

dingung entspricht:

36) . tg r =^ . tg «.

Verschieben wir von zwei in einer geraden Linie auf einander ge-

legten homographischen Pnnktesystemen 25) du zweite System um r, so

erhalten wir unter der Voraussetzung, dass und Ji die Normalformen

beseiehnen, die Gleichung des Terschobenen Punktesystemes aus 33),

wenn wir A« für l setzen:

36) . . {-4g Cr— «) — v^ir} — Aa {^^r — ^, (r + «)} = 0

und daraus nach Satz 29) die Bedingung:

3') * r = ' «1

Digitized by Google



382 Vier Vorlesungen aus der analytischen Geometrie.

unter treleher die entspreclienden Punkte des ersten Punktesystems 25)

und des zweiten um r verschobenen homographiscben Panktoeystems

harmonisch sind mit den Doppelpunkten der Systeme.

Es lässt sich also das anharmoniflche Verhältniss a für zwei concen-

trisch auf einander gelegte homographische Strahlenbüschel 24) durch

Drehung des zweiten Strahlenbüschels um das gemeinschaftlidie Ceutmin

nnd um einen Winkel r, bestimmt dnreh die Gleichung 35), anf ein

harmonisches zurückfttlumi, selbst wenn aal, in welchem Falle die

Strahlenbüschel 35) congruent sind und sich in congruenter Lage be-

finden. In diesem Falle ist der Drehnngswinkei r nach 35) ein rechter

Winkel.

Ebenso lässt sich das anharinonisclie Vcrhältnuss « für zwei auf ein-

ander gelegte homographische Punktesystemc 25) auf einer geraden Linie

durch eine bestimmte Vcrschiebunij r in der geraden Linie, nnsgedrückt

durch die Gleichung .S7), auf ein Laruiouisches Verhältniss zurückfuhren.

In dem Falle a =^ 1 sind die bomographischen l'unktesysteme 2'»^ con-

gruent und in congruenter Lage. In diesem Falle rücken die endlichen

Punkte durch diu Verschiebung in*s Unendliche.

Um die Eesultafc der letzten Untersuchungen kurx susammen zu

fassen, dienen tiie lolgenden Definitionen.

Alle Linienpaare, welche harmouibch siud mit einem beliebig gege-

benen Linienpaare, bilden einen involu torischen Strahlcnbüsch el,

so genannt, weil je drei von den Linienpaaren eine Involution Ijilden.

Alle Punktepaare, welche harmonisch sind mit einem beliebig ge-

gebenen Punktepaare, bilden ein iuvulutorisches Punktesystem
auf einer geraden Linie, weU je drei von jenem Punktepaare eine In-

volution bilden.

Hiemach haben wii die SStze:

38) . . . Jode zwei homogra- 39) . . . Jede zwei h omogra-
phische Strahl enbü sc hei las- phische P u ii k t p s y s t eme auf

sen sich coucentrisch so aul zwei geraden Liuieu lassen

einander legen, dass die ent- sich in einer geraden Linie
sprechen den Strahlen der bei- so verlegen, dass die ent-

den Systeme gepaart einen sprechenden Punkte der bei-

inTolntoriscben Strahlenbü- den Systeme gepaart ein in-

sehel bilden. yolntorisches Ponktesystem
auf einer geraden Linie btl«

den.

Da sieb nnn jeder inTolvtorische Strahlenbllsehel in md homogm*
phisehe StrahlenbOsebel 24) mit dem Wertbe « = — 1 auflöset und

eben so jedes involntorische Pnnktcsyütem auf einer geraden Linie in

awei homograpliische Pnnktesysteme 25) mit dem Wertbe « =s — l

getrennt werden Icann, so liat man aneh die nmgeliehrten SXtse:
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40) . . , Wenn man in einem
beliebigen, involutorischen
Strahlenbüsch cl den einen
Strahl eines jeden Strahlen-
paares als einem Strahlen-
biischel zugehörig betrachtet,

den anderen einem zweiten

y t r a Ii 1 e n b ii s c Ii 1 zugehörig
und dem ersten Strahle ent-

sprechend, und die b f • i fl e n

Strahlenbüschel in der Ebene
beliebig verlegt, so hat man
homograpbische Strahlenbü-

8chel der allgemeinsten Art.

41) . . . Wenn man in einem
beliebigen inyolutoriflchea

Pnnktesysteme auf einer ge-

raden Linie den einen Pnnkt
eines j eden Punktepaares als

einem 1* n n k t c s y s t em zugehö-
rig betrachtet, den anderen
ein e !n zweiten P u n k t e b y 8 1 o m o

z 11 g e Ii u r 1 g und dem ersten
]* unkte entsprechend, und die

beiden Pnnktesvsteme in der

Ebene beliobigverlegt, sohat

man b omographische Punkte-

systeme der allgemeinsten Art.

Zweite Yorlesung.

Erzeugung der Kegelschnitte durch homograpbiBche Systeme.

Wir habcu in der vorhergehenden Verlesung gesehen, dass ii-md

zwei hoinograpliiselie Strahlenbüschel sieb analytisch durch Gleichungen

von der Form ausdrücken lassen:

indem dieselben fttr den gleichen Werth von l in beiden Gldchnngen

die entsprechenden Strehlen der buden Bttschel darstellen.

Man erhilt hieraus die Oleidiung des geometrischen Ortes der

Schnittpunkte entsprechender Strahlen, wenn man 1 eliminirt:

2) U^Vi — ViVq = 0

die Gleichung eines Kegelschnittes, der durch die Centra der beiden

homographischen Büschel geht, weil die Gleichung 2) ebenso für 1/^ = 0

nnd l/j s= 0 als flir = 0 und F, = 0 erfüllt wird.

Auf diese Form 2) iMsst sich die Gleichung jedes beliebigen Kegel-

schnittes zurückführen. Denn wählt man auf dem beliebig gegebenen

Kegelschnitt irgend vier Punkte nnd legt durch dieselben zwei Linien-

paare 17« SS 0, Ff = 0 und U':=^0, F,, 0, so stellt die Gleichung:

mit dem willkflrlichen Factor alle mfiglieben Kegelschnitte dar,

durch die vier Punkte gehen, also anter Voranssetaung des

Factors f» den beliebigen Kegelschnitt, dessen Gleichung in 3)

i
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wenn man füg ftV' setst U^. Man erkennt bieraufl, daw dnrah die

Schnitte homograpiiisclier StrahlenbUschel sieh alle mdglieheiLKegelacbiutte

ertengen und hat daher den Sats:

3) . . . Jode zwei homograpbisehe Btrablenhttachel erlangen

durch den Schnitt der entsprechenden Strahlen einen Ke-

gelschnitt, auf dem dir Contra der Strahlenbiischel liegen.

Durch alle möglichen homographischen Strahlenbiischel

werden auf diese Weise alle möglichen Kegelschnitte erzeugt

Dieser Satz läest sich umkehren wie folgt:

4) . . . Wenn man von swei beliebig auf einem KegeUchniU
als Centra angenommenen Punkten Strahlen zieht nach einen

ariabeln Punkte, der den Kegelschnitt beschreibt, so ent-

stehen dadurch swei homographieche Strahlenbttscbel mit

den beliebig anf dem Kegelaehnltt angenommenen Centren.

Denn legen wir durch vier beliebig auf dem Kegdechnitt angeneu'

mene Punkte die beiden Linienpaare Üq = 0, F, s 0 und 27| s= 0;

= 0, 80 kSnnen wir die Gleichung des Kegelschnittes auf die Font

2) bringen. Befiniren wir hierauf eine neue Variable l durch die Glei-

chung: — A s= 0, so löset sich die Gleichung 2) des gegebenen

Kegelschnittes in die Gleichungen 1) anf, die swm homographiiebe

Strahlenbfischel analytisch darstellen, deren Centra swei von den vier

anf dem Kegelschnitt angenommene Punkte sind.

Die homofi^enen Coordinaten .r, v, z eines beliebigen l'nnktes p des

von den liHnKi-tajilil.scheu Ötrahlenbubclieln 1) erzeugten K cgtlbcLuiUes

2) erhält man durch liercchnung aus den beiden Gleichungen 1). Man

bemerkt sogleich, dass dieselben von der quadratischen Form in l sind:

« = «1 + M + *?»^''

TTieraus ergeben sich nun die lintnn^r, ni n (*oordinaten x, »a r aller

Punkte deR Kegelschnittes, wenn man lür k alle möglichen Werthe setzt,

Multipliciren wir die Gleichungen 5) der Reihe nach mit den varia-

beln Liniencoordinaten n, i\ tv und addiren, am die Gleichung des be-

liebigen Pttuktes p des Kegelschnittes sn bilden, so erhalten wir:

C) W = A Bl + €1^

wenn wir abkürzend setzen :^

a:ti + y» + zw,

au + a^v + a^w,

hu + dji» + b^m^

en + C|t> + Cjir.
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ffiemaeh isl sss 0» oder bmIi 6):

8) + + tA2 = 0

die Gleichung eines beliebigen l'uuktes des Kegelschnittes 2).

Wenn wir in dieser Gleichung 8) die Coel&uenten der verschiede-

nen Potensen Ton X einzeln gleich 0 setzen, so erhalten wir die Glei-

chungen: /<r^0, J? = ü, r~0 von drei bestimmten Punkten, nns

welchen Gleichungen durch Multiplication mit den rerschiedenen Poten-

len TOD A nnd Addition wieder die Gleichung 8) eines beliehigen Punktes

des Kegelschnittes snsammengesetst Ist. Diese Bemerkung führt raf

den Bnts:

9) . . . Wenn man die Gleichnngen von irgend drei Punkten
multtplicirt respective mit der 0*"*, 1**" und 2**" Petens einer
yariabeln Grdsse l und addirt» so erhftlt man die Gleichung
eines beliebigen Punktes eines und desselben Kegelschnittes.

£• seien nämlich A = 0, ^ sss 0, (7 ss 0 die Gleichungen tob

irgend drei Punkten. Die Gleichung 8) wiid dann die nach dem Satse

Bosammengesetate Gleichung eines Punktes sein, dessen Goordinaten

durch Gleichnngen Ton der Form 5) au.'^gedrückt werden. Diese Glei-

chungen 5) sind linear in Rücksicht auf die Potenzen A*^, A^, A.^, wenn

man sich ftlr a, a,
, gesetzt denkt aA^, a^k^. Lösen wir die

Gleichungen 5) dann nach k^^ A*, k' auf, so erhalten wir Gleichungen

von der Form:

10) c=3 + /?,v -h i?2*.

Setzen wir endlich diese Werthe der Potenzen von k in die identische

Gleichung ein:

11) in^ — jlU* = 0,

so erhalten wir die Gleichung des Kegelschnittes, von dem ein beliebiger

Punkt p duich die Pnnktgleichung 8) dargestellt ist, weQ die Goordinaten

des Punktes p der beschriebenen Gleichung 11) genügen.

Es drücken in der That die Gleichungen 6) die homogenen Goor-

dinaten eines beliebigen Punktes eines Kegelschnittes aus, welche Weithe

auch die neun Ooe£ficienten a, 6, c haben und durch Variation der neun

Coeffieienten erhiUt man alle m2$g]ichen Kegelschnitte.

Der oben angegebene Sats 4) Ton der Entstehung homographisoher

Strahlenbüflchel durch einen Kegelschnitt in Verbindung mit dem Pascal'-

schen Satze, welcher lehrt alle Punkte eines Kogelschnitts linear zu

cunstruircn, von dem fünf l'uiikie gegeben äi.iid, iuhit zu der Aul'lötiung

der Auigabe

:

12) ... Wenn drei Strahlen eines S t rahle n bü scli eis nnd die

entsprechenden Strahlen eines homographischen Strahlen«
Z«il»cliri/l f. Matheioatik ii. I'hyitik. XI, b.
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btlsclicls gegeben sind, die übrigen entsprechenden Btralhlen

der beiden Büschel lineare zu construircn.

Es seien von dem einen Stralilenbttscbel nüt dem Centmm 1 die

Strahlen a, b, r gegeben, welchen homograpLiKch entsprechen sollen die

gegebenen Strahlen a\ b\ c eines zweiten Strahlenbüschels mit dem Gen-

tmm 5. Der einem beliebigen Strahle d des ersten Strahlenböschels ent-

spreehende Strahl d' des iweiten Btrahlenbttschels ist sa eonsimiren.

4

Die drei gegebenen Strahlen des ersten Büschels schneiden die ent-

sprechenden Strahlen des zweiten hnmographischen Strahlcnbüschels in

den Funkten 2, 3, 4. Darch die fünf Punkte 1 2 ... 5 lässt sich nun

ein Kegelschnitt legen, der von dem gegebenen Strahle d des ersten Strab'

lenbüschels in einem Punkte 6 geschnitten wird. Diesen Punkt 6 zu con-

Htruiren wird die Aufgabe sein, denn der Strahl 6?' des zweiten Büschels»

der die Punkte G und 6 verbindet
,
entspricht nach dem Satse 4) homo-

graphisch dem Strahle d des ersten Büschels.

Wir lösen nun die genannte Aufgabe, wenn wir den Schnittpunkt r

der geraden Linie d und 3 4 durch eine gerade Linie verbinden mit dem
Schnittpunkte p der Strahlen a und c. Diese geraden Linien werden in

q von der geraden Linie 2 3 geschnitten. Die Verbindungslinie d' von

q und 5 schneidet nach dem PascaVachen Satze den Strahl d in dem ge-

snc]ifcn I'unkte 6. Sie wird deslialb der dem Stralile rf entsprechende

Stralil (t des zweiten horoograpliischen StrahlenViüscliels sein.

Wollte man die Aufgabe 12) dadurcli lösen, da.ss man die gegebenen

unvollständigen *^ti ahlenhüschel in eine persj)ectivische Lage bringt, wie

in der vorherg' tH nilini Ynrlcsmi- mgegeben -vvonien ist, so würde diese

Constniktion keine lineare genannt -svcrden können. Die Verlegung der

Btrahicnbüschel in der Ebene verlangt eben andere Hülfsmitteli als das

Ziehen von geraden Linien durch gegebene Punkte.
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Nach dem so der Torgetragenen Gonatniktion verwendeten Paoid*'

iclien Satse lärat ftich geometrisch leicht ermitteln, ob seclifl Punkte in

dnem Kegelschnitt li^en oder nicht; nber es ermangeln nodi einfache

Criterien för die GHeichnngen von sechs Punkten, die in einem Kegel-

schnitt liegen. Solehe Criterien im Anschlüsse an das Vorhergehende

festsnsteUen, wird der Zweck der folgenden TJntersncbnng sein.

Man hat gesehen, dass Ws=0 die Gleichung eines beliebigen Punktes,

einet und desselhen Kegelschnittes ist, wenn defiuirt wird durch die

Gleichung G), die wir hier wiederholen:

13) = + -ßA + Ck\

Hiernach werden irgend sechs Punkte 1, 3, ... 6 eines Kegdschnittes

durch die Gleichungen ansgedrttckt:

14) . . . . FF, s= 0, — 0, ... =s 0,

wenn wir unter W^, W^, . . . IF| die Ausdrücke verstehen:

15)
If, = J + + CV.

in welchen die sechs Grössen l irgend welche sechs Werthe der Variable X

in 13) bedeuten.

Zwischen den angegebenen sechs Ausdrücken W ezistiren merkwür-

dige Belationen, die sich sehr dnfaeh ^gehen aus dem in dttr sechsten

Vorlesung meiner Geometrie in der Ebene vorgetragenen algebraischen

Sata 13).

„Wenn man mit «j, «r^t • • * ^ Produkte der Differensen von

„irgend sechs Grössen l^i < • - ^« beseicbnet:

^r,s=:(A,-Ä,)(a,-A,)...(l,-U

«8= (*• — *|)(*6— *l) • . • (*d
—

„wenn femer <p{l) ugc ad eine ganae Function von 1 des vierten Grades

„ist, 80 hat man identisch:

16) . . . . ?^ + !&) + ... £W = 0."

Setst man in dieser Gleichung 9(it)=ss so fuhrt das zu dem
Satze:

17) ... Wenn J^, = 0^ IF, =0, . . . ff^g= 0 die Gleichungen
von irgend sechs Punkten eines Kegelschnittes sind, so las«

sen sieh sechs GrOssen «i, «}, ... de-r Art bestimmeni dass

man identisch hat:

26*
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388 Vier Vorlerangai ans der aDalytisohen Geometrie.

17) Zi! + ^%...^»==o.

Wählend in 15) die bocIm Ansdrücke W eine gana beatuninte Foim

betten, so wird dieeee in dem angegebenen Satse nicbt mehr TerUngt

Welche Form die sechs Ansdrtteke W anch haben, dnxch Mnltiplietltra

mit geeigneten eonstanten Factoren lassen sie sieh inmier auf die Foin

16) snriickftohren. Die Qoadrate dieser eonstanten Faetoren ' sittd m
dem Satse mit den angegebenen Ausdrücken n erschmolsen. Deihilb

haben anch andi die Ansdrfieke n in dem Satse 17) nicht mehr die Mhei«

Bedentnng der Produkte der Dtfferenaen der sechs Grössen 1.

Wir wollen noch einen zweiten Beweis des »Satzes 17), unabhängig;

von dem algebraischen Satze 16), folgen lassen^ der sogleich die Uia-

kehrnng des Satzes vorbereitet.

Zudiescm Zweckewerden wir annehmen, dass fFj=0, ^2=0,... W",=u

die Gleichungen von irgend sechs Punkten 1, 2, ... 6 eines Kegelschoittes

seien, deren homogene Coordinaten yi Sj, jE^ • * * H
Gleichnngen nach bekannter Kegel entnommen werden. Liegen die s^chi

Ponkte anf einem Kegelschnitt:

«w«* + + ... a^z^ b= 0,-

so mllssea die angegebenen Coordinaten den sechs Bedingungen genttgea:

<'(K)^i^ + ^^Hi^iVi + . . . ajjZ,^ = 0,

18) ... . ^^yi^a^a + .
. - «M«a^ == 0,

«OD*«* + ^«Ol^cy« + • • • «12V =
Es lassen sich nnn sechs Qrfissen 9V|, . . . jb^ immer so besthuBSD,

dass ittnf Ton den folgenden sechs Oleichnngen eiftUt werden:

19)

+ 0
«1 »2

+ Ml + .

+ + .

y\ H — V,
«2

Ml *ß*C rv

flü! + . =a
«1 «2

DiviJirL mau die vorhergehenden Glcichnuf^en 18) der lieilie Bldi

durch TTj, TT,, . . . und addirt in vertikaler Kichtung, so siebt numi
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Von Dr. Orro Hbssb» d89

auch die sechste Gleichung des Systemes 19) erfüllt wird, wenn fthlf

derselben erfüllt werden.

Die Systeme Gleichungen 18) und 10) sind bicmach äquivalent.

Indem sie nut eiuander zuiiickgeftlhrt werden können, drückt jedes

derselben , wenn man in dem ersten die sechs Coefficienten n und in

dorn Anderen die sechs Grössen n unbestimmt lässt, nichts aus, als dass

die sechs Punkte 1, 2, ... G in einem Kegelschnitt liegen.

Multiplicirt man aber die Gleichungen 19) der Reibe nach mit

u\ ti^t 2vu\ 2nfUy 2ur und addirt wieder in vertikaler Kichtung, so

erliSit man aus den Bedingungen 19) für die sechs Punkte 1, 2, ... 6

eines Kegelschnitts die identische Gleichung 17), welche umgekehrt wieder

in die sechs Bedingungsgleichungen 19) zerfällt.

Da die identiiche Gleichung 17) sich aber in die Bedingungsglei-

cbmigeii 19) für die sechs Punkte einee KegeUdtnitlee anflöget, so ist

dsniit sngleich der umgekehrte Sati 17) bewiesen:

20) . . t Wenn W^^O, IF, «0, . . . W^ssQ die Olelehnngen
Ton seehs Pnnkten sind .und wenn die linken Theile dieser

Gleichungen einer identisehen Gleichung von der Form 17)

genfigeui so liegen die sechs Punkte auf einem Kegelschnitt»

Die Gleichung 17) ist eine quadratische in den sechs AusdrttckMi KT,

hervorgegangen aus der identisehen Gleichung 16) durch die Substitution

<p(k) s= IP*. Aus derselben Identischen Gleichung 16) ergeben sich aber

.

noch lineare identische Gleichungen in den sechs Ausdrücken ^r, wenn
uian für tp{X) nacheinander seUt:

nämlich die Gleichungen:
*

^. ^1 + 1 FP, + . . . FT, = 0,

21) . . . . ^ ^F, + ^ 4- . . . — = 0,

1% 12 12

»'l + ^ FF, -H . . . ^ ^« = 0.

Verschmelzeu wir wieder die Produkte n mit den ihnen entsprechen-

den Ausdrücken so küiiueii wir hiernach »agen:

22) . . . Wenn ^r, = 0, W, ^0, ... FF,, = 0 die Gleichungen
von irgend sechs Punkten e i ii es K e;^ el s c h n i 1 1 es sind, so las-

sen sich immer sechs Grössen % und sechs andere Grössen X

der Art bestimmen, dass die Gleichungen 21) identische

werden.
Der Satz lässt sich auch umkehren wie folgt:

23) ... Wenn ?Fj=-0, H\=zO^ ... ff'« = 0 die Gleichungen von

sechs Punkten sind, und wenn sich sechs Grössen n und
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B6ehs andere Gröaien l der Art bestimmen leisen, deis die

Gleichungen 21) identisehe werden, so liegen die seehi

Punkte enf einem Kegelsohnitt.

Den Beweis des Satses werden wir dadnreh filhTen, dass wir untar

Voraossetsung der Bedingnngen 21) nachweisen, dass die sechs Pankte

1, 2, ... 6, um welche es sieh handelt, die Ecken eines Pascal'schen

Sechsecks bilden, dessen gegenüberliegende Seiten sich paarweiM b
drei Punkte p, q, r der orhergehenden Figur schneiden, welche in

einer geraden *Linie liegen.

Durch Sliminatiott von kwei Symbolen W aus den identischen Old-

chnngen 21) lassen sich andere identische Gleichungen bilden, welche

nur vier von diesen Symbolen enthalten. Hultipliciren wir, um und

JV^ zu cUminiren, die Gleichungen der Reihe nach mit

und addiren, so erhalten wir:

JF * w '

24) (A, - k,) (Aj - A«) -i + (A, - A,) (A, - A,) -1

+ (^3 " h) ih - -^a) ^ + (^4 - -l») (^4 - ^ ==0.

Auf diese Weise -ergeben sich aus 21) durch Elimination von JT}

und oder von IF| und JF^ oder von IFj und die identisches

. Gleichungen:

•

^1

»1
~^»)(^- h)

El
«?

+ (^4 + (^5 - ^S) (^6
- K)

«5
= 0,

86) .... (1, - ^4)
- + (^, -A4)(^-

^3

^3

+ (»5 -^4)(i5- + (^e -A4)(^-

- h) - A,) + (^4 - A,) (A,

«4

+ {K - h) ih - A,) Es
»»e

+ (^1 - A,) (A, ~ ^)
'^l

»1
= 0,

welche den Beweis liefern, dass folgende Gleichnngen die drei Fmifcte

q, r analytisch ausdrucken:

/»)...(!,- A3) (A. - A.) + (A, - A3) (A, - A,) -^=0,

g) . . . (a, - Aj) (A, - A,) --i + (A, - A,) (A, - A,) ^:==0,

r) ... (A,-A,)(A3-A,) ^' +(A,-AJ(A,-A,) -^^=0.
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Xnltiplieifi man buh diese Punktgleiehrnngeii der Reibe nach mit:

(^i - ^) - - - -^5), (^1 - y (^4 - ^e)

und addirt, so erhält man die mit (1| — l^) (K^ — A,) multiplictrte iden-

tisehe Glnichnng 24). Da diese Gleiehnng aber eine identisebe ist, so

liegen die drei Ponkte qy r auf einer geraden Linie.

Es sei noch eines Svistemes linearer identisclier Oloichnngen erwähnt,

welches glcichl'alls die Betiingungen für sechs Punkte eines Kegelschnitts

«osdrückt:

»'i + ? +

26) . . . .
'dl yy^ ^

*1 ny I
*2

= 0,
'»s

H = 0,

TT.,

= 0.

Diese Gleichungen componiren sich leicht aus den Gleichungen 19)| können
aber auch durch Differentiation nach den Variabein m, w ans der iden«

tischen Gleichung 17} abgeleitet werden. In ihnen bedeuten o^,, z^t * . ,

die homogenen Coordinaten der sechs Punkte, die sich nach bekannter

Kegel ans itiren Gleichungen }V^:=sO , , , abnehmen lassen, und die x
bedeuten sechs au bestimmende Grössen.

Es wird Vortheil bringen, bei den identischen Gleichungen 17) und

iin<l wie wir sie aus dem algebraischen Satze 16) abgeleitet haben,

uuch zu verweilen. Wir wiederholen deshalb die Bedeutung der sechh

Grössen 7i iu ihnen als die angegebenen Produkte der Differenzen der

sechs willkUrlicheu Grössen A, der sechs Ausdrücke in löj und der

drei Ausdrücke .4, By C iu 7). Wir iiannteu die Gleiclmiigen 17
1 mul

21) identibche, und verstanden darunter, dass sie für alle Weithe der

Variabcln m, t;, w erfüllt werden.

Diese Gleichungen 17) und 21). bleiben identischei venn man für

die Variabeln^tt, 0, w nach 17) : A^au ^aiV-^a^Wy B^hu -f* b^v+ b^w^

CTss eif -|- Cj« + Variabeln ^, C einfahrt. In dieser Form
eiificiren sie sich sogleich durch den algebraischen Sats 16) und können
eben so leicht auf einander surttckgeftihrt werden. Die identische Glei-

chnng 17) serfllllt nämlich nach EinfUhrung der neuen Variabein B, C
in sechs Gleichungen, aus deren Oomposition sich die identischen Glei-

chungen 21) ergaben und die Gleichung 17) geht umgekehrt ans den
Gleiehangcn 21) hervor durch Multiplication respective mit ^, /?, 6' und

Addition. Durch Differentiation der identischen Gleichung 17) nach den

neuen Variabein werden ebenfalls die Gleichungen 21) erhalten.

Die Gleichungen 17) und 21) bleiben auch identische Gleichnngen,
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wenn m»n tär die unabblUiigen Vnriabebi A^B^Cda» Vuiabaln IT,

elnftthrt dnxeli die sne 15) entnonimenen Gleiehiugen:
.

27) . . . fF,=^ + ^A, + a,2, /r3=^ + PA3 + CV, W^:=A+ BX^-\-a^.

Betrachten inr nun die Variabeln iV^^ als die unabhängigen

Variabein, so sind durch die Gleichungen 21) die Variabein W.,,

gegebene lineare Functionen der unabhängigen Variabein W^, W^^

welche in die Gleichung 17) eingesetzt diese zu einer identischen machMi.

Wenn wir demnach die Bedeutung der sechs Grdssen n als die Produkte

der Differensen der sechs wiUkttrlicben Constanten festhalten, so können

wir allgemein sagen:

28) . . . Wenn irgend 6 Variabele VP,, . . . IP^ durek

drei lineare Gleiehnngen Ton der Form 21) mit einander Ter-

bnnden sind, so sind dadurch drei Ton den Variabeln als

Functionen der drei anderen der Art bestimmt, dass sie io

die Gleichung 17) eingesetit diese Gleichung su einer iden*

tischen machen.
Da die Gleichungen 21) linear sind, die Gleichung 17) aber aus den

Quadraten der Variabeln susammengesetzt , so erinnert der angegebene

Satz an das Problem der Raumgeometrie, der- l^ansfonnation der redl^

winkligen Coordinaten, welches algebraisch ausgedrückt verlangt: Die

Substitutionen für drei abliängigc Variabeln als lineare Aus-

drücke von drei unabhängigen Variabeln zu bestimmen,

welche die »Summe dor C^uaJrate der drei abhängigen Varia-

beln in die Summe der (.Quadrate der drei unabhängigen Varia-

beln Iran sformiren.

Hier Ii* i^t ein älinlicber Fall vor, der einzige Unterschied ist der,

da«s die C^uadrnto der Variaboln in 17) noch ganz bestimmte Cocfficienten

haben. Da sich aber der genannte Unterschied durch geeignete »Sub-

stitutionen beseitigen lässt, so sind wir in der Lage, jenes Kaumpro*

blem algebraisch zu behandeln ohne weitere Baumbetrachtungei^ herbei-

susiehen.

Wir fuhren zu diesem Zwecke an Stelle der unabhän|^en Variabeln

^io unabhängigen Variabeln .r, y, z du und an Stelle der ab-

hängigen Variabeln fF^ die abhängigen Variabeln X, T, Z, ind««

wir setsen:

29) ... . ir3 = »y^3.y, W^^ynJ.7,

Dadurch geht die identische Gleichung 17) Uber in:

80) + = + +
und die Gleichungen 21^ iu;
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31)

Z= —r^- .r 4-

*1

y +

Z—

iV^x

und der Satz 38) IXmt sieli nnnmebr so ansdrOcken:

32) ... Die G Ic ic luni ir 0 n 31) bestimmen die Öu l>s titut ionen
Vüu drei abh ä n jri ^ ( ii Variabelu A\ k\ Z als lineare Futictio-

ncn der drei unabhängigen Variabein .c, //, r, durch w» lr]ie

die Summe der Quadrate der drei abhiiagigeu Variabein
übergeführt wird ia die Öamme der (Quadrate der drei uuab-
hftngigen Variabein.

Um die Sub.stitutionen dnrch Elimination zn erkalten |
mtdtipliciren

wir die Grleicimngcn 31) der lieibe nach nüt:

— (A. + A,), 1,

und addiieti. Dadordi erhalten wir die Snbstitntionen selbst:

33) r= «« + ftV +

indem vir haben:

yit^

A4 A5,

Aft Aj,

Ao A4>

(A,

(A4

(At-A,)(A,-Aj
A4) (A,-A«)

Aß) (A^- A2)

34)

^Hm (Aj Aj) (Aj

"~ (A6—A,) (A,— A^i

yn,

i yn,'

A.) yn^

(A,-A,) (A,- A«) iyn.

(A.-A,) (A,- A.) /TT,

(A,™A«)(A,- AjJ i yn^

(A.-A^) (A.,-A4)

(Ae-Aa) (A,-A4)

(As- A,) (A,- A,,)

(Aj— A4) (Aj— Aj

. _ (A5-Ac) (A,- A^- (1,^A,) (A,-A,)

(Ar.-A,) (Aj-A,)

(A«-A,)(A,-A4)

Diesen Ausdrucken der neun Cuclticicnten in dcu Substitutionen

geben wir noch eine andere Gestalt, indem wir für ^»it . • • re*

. ^'L und den von den QuadratwunelseiehrarapectiTe setien
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freien Grössen n ihre Werthe zueitbeiien:

* _ (A6-A3) {K-h) *_y^ _ (Afl-A.) (Ah-A, )

" — (A,— A3) (A,-A,) • ^ (A3-A,) (A3-A5) K
35) (A, -A.) I K«6

(A5 -Al) (^5 -*3)

i^i -A,) (A, -A3)

ih--^l)
-A,) (Ae - A,)

(A,—A0(A8-A5) K««

Was die Vorzeichen der sechs QuadiaUvurzoln | :Tj, ... yn^^ aabc-

trifft, welche in die vhon gegebenen Ausdrücke, der neun Coefficienten

einsreheu, so kuuiien dieselben ganz willkiuli h genommen werden. Be-

merken wir aber, das« säinmtlicUe Variationen, die in den Substitutionen

33) durch die Veränderung der Vorzeichen der sechs Quadratwtiriel-

grüssen hervorgeiien, aucli dadurch zu Wege gebraclit werden können,

dass mau einer oder mehreren der sechs Variabein die entgegengesetzten

Vorzeichen zuertheilt, so können wir von diesen Variationen abseben

und annehmen, dass silnuntliche QaAdratwurselgrössen das posiäre Vor-

seichen haben.

Wir haben nun zwar die Substitaiionen 33) bestimmt, welche die

Qleicbnng 30) su einer identischen machen, es erhebt sich aber die

Frage, ob die angegebenen 33), welche wir von den sedis wiUkfIrlidieii

Glessen A abhängig gemacht haben, auch die allgemeiDsten seien.

Zur Beantwortung der Frage gehen wir anf die Bedingnngsgleichini-

gen «wischen den nenn Coefficienten in den Substitutionen i|idier eint

in welche die identische Gleichung 30) nach den Substitutionen 33) nch

auflöset:

+ a*^ — 1, be + b'e' + ftV = 0,

36) . . 6» + fr'* + r* =1, ca + tfV + c'a" = 0,

c2 + c"^ + c"« =1, ab ^ aV + a'V = 0.

Dasä die Werthe 35) der Coefficienten in diese Gleichungen 36)

eingesetzt denselben genügen, geht eintach daraus hervor, dass dorch

die Substitutionen oö) in 30) ganz dieselben Gleichungen erhahen wer-

den, welch(> bich ergaben, wenn man in der identischen Gleichung tör

9? (A) nach einander setzt:

(i-A,)'(A-A,)^

Ci-i,)Hi-i.)(A-*,), (»--t.)'!*-*!«*-«-

Digitized by Google



Von Dr. Otto Hessb* 396

Es fit di«Mt aur ein Beweia a posteriori, deas die SnbitStutioiien 33)

mit den Weithen 35) der Goeffieienten die GIdchiiDg 30) sn einer iden-

tiseben meehen.

Ans den teehs BediDgnngsgleiebuugcu 36) zwisehen den nenn Goef-

fidenten in den Substitutionen 33) Isesen sieh nnr seelis Coefficieoten

fest bestimmen. Drei von ihnen können beliebig- angenommen werden.

Daraus folgt, dass die 9 Coefficienten in den Substitutionen

83), welche die Gleichung 30) sn einer id'entischen machen,
lieh durch nnr drei Constanten auadrfleken lassen. Wir
haben aber jene neun Coettcienten durch sechs willkUrHehe Constanten

aosgedrttckt. Das ist ein Paradozon. Wir werden dasselbe dadurch

losen, dass wir seigen, wie die sechs willkürlichen Grössen l in den

Coefficienten 34) oder 35) doch nur die Stelle Ton drei willkttrlichen

Grossen Tertreten, die, wie es sein soll, in die Coeffidenten eingehen.

Zu diesem Zwecke bemerken wir, dass die Ansdrflcke 34) oder 35)

der nenn Coeffidenten ungeändert bleiben , wenn man erstens flir alle

setit «iL«, aweitens fUr alle lg setit 1»— ß und drittens fttr alle il«

setzt --
• ^^ ciin wir dieae Substitiitionoix iu eine vcreinigeu, so können

wir sagen: die neun Coefficienten 34) oder 36) der seclis Variabein

bleiben dieselben Functionen der seciis Variabein wenn man setzt:

37) '' = T^'
also unabhängig Ton «, ß, y, wovon man sich auch direkt Idcht fiber>

sengen kann.

Daraus neben wir den Schlnss, dass, wenn man in den eben an»

gegebenen Ausdrücken 34) oder 35) der neun Coefficienten irgend wel-

chen drei Yariabeln l gegebene Werthe suertheilt, die drei anderen

aber beliebig TarUren Ulsst, die nenn Coefficienten alle Werthe an-

nehmen, welche sie durch Variation säomitlicher Variabein l erhalten

wttrden*

Denn es sd C der Ausdruck irgend eines der neun Coefficienten

und (CT) der Ausdruck, in welchen C durch die Substitutionen 37) über-

geht. Es ist ((?) also dieselbe Function der sechs Variabdn fi« als. C
der Variabeltt A«, welche Werthe anch ß^ y haben. Haben nun die

sechs Variabein Xu irgend welche Werthe, so kann man, da es freisteht

Aber die Constanten «, ß, y beliebig zu Terffigen , denselben solche Werthe

zuertheilen, dass drei Yon den sechs Variabein ft» auf Grund der sechs

Gleichungen 37) gegebene Werthe erhalten. Da aber C = {€) ist, so

haben wir auf der einen Seite irgend welche Werthe der Variabein, auf

der anderen Seite gegebene Werthe von drei Variabein.

Die Ausdrücke 34) oder 35) der neun Cocfficlonten hSngen dem*

nach nur von drei Grössen ab, die gans willkttrlicb bleiben und die

Digitized by Google



396 Yiet VorlesiuigMi am dar analTtiflchen Geometrie.

Svbititittioiiini 83) sind deshalb die allgemeingteii, weldie die Oleiehiiag

30) IQ einer identtseben Gleichung machen.

*) Die flnbffttteltoeM 88) mit d«n in 84) oder 86) «i|ref«benen W«ilkeii der

ntton Coefficientea, abhiagig gemndit von nur drei beliebigen QrÖMta, tiad be-

kanntlich die Tranflformiitionsfornieln für rechtwinklif^e Ranmcoordinaten. Sie

haben weder die Form der Euler'schen noch der Monge'schen Transforraationsfor-

mein. Sie stehen vielme|)r in einer g^ometriscben Verbindung mit den confocalen

Oberflielien and dadnreb mit den •Iliptiaebea Ooordiaates. Diete Verbindung dar*

sulegea, iet der Zweck der Anmerkung.

£s ist aus meiner Vorlesnng über KHUinpoomotric, welche von den confocalen

Oberflächen und den elliptischen CoordLnttten hnndelt, bekannt, daiüs die confocalen

Oberäachen sich darch eine einzige Gleichung mit dem willkürlichen Parameter 1

ausdrücken laseen:

Wenn wir annebmea, dase Ai> 2»! 9o etellt die angegebene Qleiehaag Ober«

flüehea Teitohiadeoer Gattung dar:

ElHpsoide, wenn i = ig zwischen — -X) nud 1^

einfache Hyperboloide, wenn 1^1^ zwischen Kf, und I3

aweifaobe Hyperboloide, wenn 1 « I« awlaelien X, und z,.

Ea ist femer ans der citirtea Vorlesung bekannt, das« alle OberflXchen der-

selben Gattung den gansen unendlichen Raum erlHIIen, dass aber keine /w<-i Ob> r-

Öächcn derselbf'n Cnttung sich schneiden. Dagegen scbnridon sicli je zwei Ober-

fl&chen verschiedent r Gattung immer in reellen Punkten und üwar senkrecht.

Nehmen wir aläu drei confocale Oberflächen verschiedener Gattung mit den

Parametern It« ^t> ht <> «ehneiden sieh dieselben in 8 Punkten, und wenn wir

dio Coordinaten eines dieser Scknittpunkte beselehnen mit « , y', x', so werden

dieselbm beetlmmt dureb die CMeiehungen:

.'t — l «= 0,

- t = 0,

+ +

+ +
• — 1 « 0.

Die Taugenteuebenen der drei Oberflächen in dem Schnittpunkte «tebeu auf

einander senkrecht gleich wie die drei ihnen parallelen Ebenen, welehe durah den

Coordinatenanfangepnnkt gehen:

+ yy +
9

== 0,

x'X
+ y'u +

#

= 0,
A4

X X yy +
ze = 0,

Diese £bonen sind nun die Coordinatenebenen X — 0, /'sO, Z = 0 des

»weiten dureib 33) bestimmten rechtwinkligen Coor^atensystems.

Man ttberaengt tich von der Bichtigkeit des Gesagten, wenn man nach Vor-

schrift der citirtcn Stelle die Coordinaten x% if, z des Schnittpunktes berecbnet

und in die drei lotsten Gleichungen ^aetst.
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Wie vir am Anlbikge der gegenwlbrtigea yorlttimg Kegelsebnitte

durch homogiÄpliiwlii^ Stvahle&bttschd haben entatehen aehen, ao lasaen

sieh dem analog Kegelaehnitte auch dnreh homographlache JENmktesysteme

enenge^. Die Analogie der aieh daran knfipfenden ünteisnehnngen iat

ao TollafcHndig, daaa aie nach Verweebaelnng der Pnnktcoordinaten mit

LIniencoordinaten einer Wiederholung der vorhei^henden Untersuchmi-

gen gieieh k<»amen. Ea werden dämm naeh der angegebenen Terwech-

aelnng die Torgefilhrten analytiaehen Formeln anareichen und wir werden

die rieh ergebenden analogen Sktae mit gleichen Zahlen, aber in dop-

pelten Klammem, beaeichnen.

Naeh der ersten Yorleanng ateUen die Gleichungen 1) der aweiten

Vorleanng irgend awei entaprechende Punkte homographiaeher Punkte-'

ayateme dar, wenn I^q = 0, ^ 0 und I7| = 0, Fj sss 0 die Glei*

ehnngen aind von awei Paaren entsprechender Punkte*

In dieser Voraussetaung kommen die Warthe der Lmieneoordinatm,

welche beiden Gleichnngen 1) zugleich genügen, derjenigen geraden

Linie au, welche die beiden Punkte 1) verbindet. Die Coordinaten

dieser, zugleich mit k Yariabeln geraden Linie genügen der ans der

Elimination von i hervorgegangenen Gleichung 2) eines Kegekchnittes

in Liniencoordinaten. Sie ist deshalb Tangente dea Kegeläcbnittes 2).

Die beiden geraden Linien, auf welchen die homographiscben Punkte-

sysieme liegen, sind selbst Tangenten des Kegelschnittes 2), weil die

Gleichung 2) erfüllt wird sowohl fflr ü^, = 0 und 0^ = 0 &\a für == 0

nnd Fj = 0. Da sich aber die Gleichung jedes beliebigen Kegelschnittes

in Liniencoordinaten auf die Poim 2) aurttckfUhren läast, ao haben wir

den mit 3) analogen data:

• (3) Wenn man je zwei entsprechende Punkte von awei
liomographischen Punktesystemen durch gerade Linien Tor-

bindet, so sind d ic Verbindungslinien Tangenten eines und
desselben Kegelschnittes, der von den beiden geraden Linien

bertthrt wird, auf welchen die homographischen Punkteay-
ateme liegen.

Da man die Gleichung eines jeden Kegelschnittes in Liniencoordi-

naten immer auf die Form 2) zurückführen kann, in welcher s=s 0,

i7j •=: 0 und F„ s= 0, F, = 0 die Gleichnngen der gegenüberliegen-

den Ecken eines beliebigen, dem Kegelschnitt umbeHchriebenen Vierecks

bedeuten, und da mit Einführung der neuen Variable k die eine Glei-

chung 2} in die .beiden Gleichungen 1] serfKllt, so ist es erlaubt den

Satz umzukehren, wie folgt:

(4) ... Alle Tangenten eines Kegelschnittes theilen awei be*

liebige unter ihnen homographisch.
Wenn wir unter wie diese Variabein ursprünglich in die

Gleichungen 1) eingehen, Liniencoordinaten verstehen, so erhalten wir
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durch AuflSsmig der Olttehnngen die homognen Ooordinaten y, z

der Tangente des dnreh Liniencoordinaten ausgedrSekten Kegelsohnittm

2) in der Fonn 5), «Beseiehnen wir femer mit tr, », w Tariable Pnnkt-

coordinaten, so wird 8) anf Grand Yen 6) nnd 7) die Gleichung der

genannten Tangente sein; was wir allgemeiner so ansdrtteken:

(9) ... Wenn man die Gleiehnngen yon irgend drei geraden
Linien mnltiplieirt respeetlve mit der 0^, 1^ nnd 8*^ Po«

tens einer variabeln Grösse A nnd addirt, so erhilt man die

Gleichung einer beliebigen Tangente eines und desselben
Kegelschnittes.

Dass die Gleichungen der drei geraden Unten ^=0, B^(^ (7s=(V

aus weldien die Gleichung 8) der Tangente ausunmengesetat ist, beliebig

gewXhIt werden kdnnen, erhellet ans den Gleichungen 10) nnd 11), tob

welchen die letstere den Kegelschnitt in Liniencoordinaten dr, y, z dar-

stellt, welcher von der Tangente 8) berfihrt wird.

Der Satz (4) in Verbindung mit dem Brianchon'schen Satse, dass

jedes Sechseck einem Kegelschnitt nmbesehrieben ist, dessen Diagonalen,

welche die gegenüberliegenden Ecken rerbinden, sich in einem nnd

demselben Punkte sehneiden, ftthrt au der Lösung der folgenden

Aufgabe

:

(12) . . . Wenn yon awei homographischen Pnnktesystemen
anf zwei geraden Linien drei Punkte des einen Sjstemes
nnd die drei entsprechenden Punkte des anderen Sjstemes
gegeben sind, die flbrigen entsprechenden Punkte der bei*

den Systeme linear au construiren.

Es seien von dem einen Panktesysterae anf der geraden Linie I

die Punkte a, fr, c gegeben und von dem anderen auf der geraden

Linie 5 die ihnen homographisch entsprechenden Punkte V, b\ c. Es

handelt sich darum, den Punkt ^ des zweiten Systemes zu constmirsn,

welcher einem beliebig gegebenen Punkte d des ersten Systemes ent*

spricht.

Die Verbindnngsli-

nien 2, 3, 4 der gege*

benen entsprechenden

Punkte und die gera-

den Linien 1 und 5 be-

stimmen als Tangenten

einen Kegelschnitt. Die

Tangente 0 desselben,

welche durch den ge-

^ gebenen Punkt d gehl,

hat man an suchen,

denn sie bestimmt den gesuchten Punkt ä

,
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Zu dieiem Zweeke rieben wir <iie gerade Linie welehe (le& Punkt

d mit dem Schnittpunkte von 3 und 4 yerbindet, und fixiren auf ihr den

Punkt, in welchem sie von der gernden Linie ac oder p getrotVen wird.

Verbindon wir den llxirten Punkt mit dem Schnittpunkte der geraden

Linien 2 und 3 durch ©ine gerade Linie y, so triflt dieselbe die gerade

Linie f» in dem gesuchten l'unkte d'. Denn dil' ist nach dem Brian-

chou tichcn Satze die sechste Tangente des KegeUchuittes.

Man wird in dem Vorhergehenden zur Genüge gesehen haben, wie

durch Vertmischung der I'uuktcoordinaten mit den Liniencoordinaten

dieselben anulytischen P^'ormeln doppelt interpretirt werden können.

Wenn wir in der angegebenen Kichtung mit der Interpretation fortfah'

ren, so ergeben sich daraus die Satze:

(17) . . . Wenn JF, ^0, fTj = 0, . . . ff'^ = 0 die Gleichun-

gen Ton irgend sechs Tangenten eines Kegelschnittes sind,

•o lassen sich sechs Grössen ^it • • • der Art bestimmen,
dass man identisch hat 17).

(80) , . . Wenn = 0, = 0, . . . — 0 die Gleichungen
OB seehs geraden Linien sind, und wenn die linken Theile

dieser Gleichungen einer identischen Gleichung tob der

Form 17) genügen, so berflhren die sechs geraden Linien

einen Kegelschnitt.

(22) . . . Wenn 9F| »0, IT, c=a 0, . . . JT^ =st 0 die Gleichungen
on Irgend sechs Tangenten eines Kegelschnittes sind, so

lassen sich immer sechs Grössen it nnd sechs andere Grös-

sen 1 der Art bestimmen, dass die Gleichungen 21) identische

werden.
(23) . . . Wenn fT, = 0, IT, «= 0, . . . W « ~ 0 die Gleichungen
Ton sechs geraden Linien sind^ und wenn sich sechs Grössen
71 und sechs andere Grössen k derArt bestimmen lassen, dass

die Gleichungen L'l
I

i d o n t iscb w c r den , so berühren dieseohs

geraden Linien einen Kogelschnitt.

Dritte Vorlesang.

Erweiterimg der Uomographio.

Die in den vorhergehenden beiden Vorlesungen entwickelten Sätze

paaren sich, indem jedes Paar hervorging aus einer doppelten geonie-

trischen J uterpretation derselben analytischen Formeln mit Vortauschung

der Panktecoordinaten und Liniencoordinaten.

Ist demnach einer dieser Sätze bekannt, so kann man immer zu

dem ihm entsprechenden Batxe dadurch gelangen, dass man die analy-
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tiacben Formeln aufstelU, duicib weUlM er bewieten ivird nnd diese

Formeln nach der bekannten Vertausehuog wieder georndtnedi deutet

Das ist aber ein sehr beschwerlicher Weg, um von emeni gegebenen

Satze an dem ihm entsprechenden zu gelangen. Die GkooMtrie enetit

deshalb die etmittebideD Formein durch Uebertragungsprinzipe, nadi

welchen man ans einem gegebenen Satze den ihm entsprechenden un-

mittelbar ableiten kann. In unserem Falle ist das Piinnip das ber

kannte Reciprocitätsgeseti.

Die Ueberiragungsprinzipe haben in der Geometrie eine viel grü8-

sere Bedeutung als einzelne Sfttse. Demi jedes derselben führt die

Zahl der Sätze in dem Umfange, in welchem es gilt, auf die Hälfte

aurück; so dass man nur die eine Hälfte der Sätze und das Uebertra*

gungsprinzip zu kennen braucht, um das ganze Feld zu beherrschen.

Ueberlegen wir darum, WO man erfahmngsgemäss Uebertragnngsprinaipe

in suchen hat?

Wenn wir zu diesem Zwecke aus unseren Vorlesungen irgend zwei

einander entsprechende 8Ktzc liervorhchen , so sehen wir sie auf der

einen Seite mit einander verbunden durch dieselben anfilytischen For-

meln, axii der anderen Seite durch das llcciproeitiitsgesetz. Irgend zwei

andere entß])rcchcnde Sätze hängen auf der einen Seite von denselben,

abor von den vorhorgehendon verschiedenen Formeln aV), auf der ande-

ren Seite wieder von dem Keci]irncitätsgesetz. Das Keciprocitätßgeseti

bleibt von eineni Satzepaare zum anderen das gleiche, die beweisenden

Formeln ändr iu sich Bei Sätzejiaaren , die durch ein anderes Uebcr-

tragungsprincip mit cmauder v.erbundon sind, können wir diosclbf» Wahr-

nehmung machen, dass man jedes Paar aus verschiedener Interpretation

derselben analytischen Formeln hervorgehen lassen kann, aus FoimelB,

welche sich von einem Sätzepaar zum anderen Mndern.

Dieses soll uns zu dem Öciilusse berechtigen, dass Uberall, wo zwei

g uaetrische Sätze aus verschiedener Interpretation derselben analyti-

schen Formeln liervorgehen , sich ein Uebertragungsprinzip werde ent-

decken lassen, welches die beweisenden Formeln auch in einer grösseren

Zahl von Fällen ersetzt.

Wir werden unsere Ansicht an einem Beispiele entwickeln. — Zn

diesem Zwecke stellen wir den Fasml'schen Satz mit einem bekannten

anderen Satze zusammen, horgeuommeu auci der sechsten Vorlesung über

die Involution.

Die gegenüberliegenden Wenn irgend sechs Punkte
Seiten 12, 45 und r>6 und 12 ... 6 auf einer geraden

34, 61 eines oinem Kegel- Linie liegen, so giebt es ein

schnitt einbeächri ebenen Punkte paar aß, v»eiobes
Sechseckes 12 ... C schneiden gleichzeitig mit den beiden

sieh in drei Punkten 9, r, Punktepaaren 12, 46 mit den
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welche auf einer geraden Li- beiden Punktepaaren 23, 56

nie liegen. nnd mit den beiden Punkte-
paaren 34, 61 eine Involution
bildet.

Diese Sätse sind nicht doreh das Beciprocitätsgesetz mit einander

Terbunden, denn nach diesem Gesetze entspricht der Pascal^scbe Sats

dem Brianchon*6chen. Dennoch sind sie mit einander yerwandt* Den
secbs auf dem Kegelschnitt gelegenen Ecken des Secksecks entspreehen

secba Punkte anf einer geraden linie nnd der PaseaVschen geraden

Linie entspriebt ein Pnnktepaar. Scbon diese Verwandtscbaft lüsst vor*

mntben, dass die beiden SKtae dnreh ein Uebertragimgspiinnp Ton ein-

ander abblingig gemacbt werden kdnnen. Wir werden aber unsere Ver-*

matbnng noch dadnicb bestittigen, dass wir beide Sftfse ans yerschiede-

ner Interpretation derselben analjrtiscben Formeln hervorgehen lassen.

Wenn ^ n 0, ^ = 0, C » 0 die Gleichungen yon irgend drei

Paukten sind,'und wir setien:

W = A BX CA*

so stellt nach 9) der voihrigehenden Vorlesung ?f = 0 irgend einen

Punkt eines nud desselben Kegelschnittes dar. Daraus ergeben sich nun
die Gleichungen: fF, = 0, FF, = 0 . . . = 0 von irgend sechs

Punkten 1 2 ... 6 des Kegelschnittes, wenn man Air l setst il, . . . Af,

und man hat identisch 26)
*

b. ffr^ k ^ + ...

^r^i + ^' IF,+ ... ^ jr« = o

Gleichungen, welche aus der identischen Gleichung 10) herrorgingen,

indem man Ükt 9 (A) setate fF oder X W oder W,

Ans diesen Gleichungen setzt sich nun durch Multiplication mit

IjA^, — (A, + 1 imcl Addition die ebenfalls identische QleicbungWWW
(i, (Ai-A^—1 + (1,-13) (1,-le) -f- + (1,-13) (^4-^0)^9»! fm^

+ (A4-Ae)^ = 0,
*s

welch« beweiset, dass:

(Ij - 13) {X, -A«)^ + (I2 - ^») = 0

die Gleichung des Punktes p ist, in welchem sich die gegenfiberliegen-

den Seiten 13, 45 des Bechsacks 1 2 ... 6 schneiden.

Zdttelurifl t IfalliemMik «. Fliftik. XI, 5. 27
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Um dieser Pnnktgleichung eine pasBcnderc Forin zu geben, zerlegen

wir den oben angegebenen, in A quadratischen Ausdruck für W in seine

Factoreu

:

ir = c (i — «) (A — /?)

wo wir Ulis unter « und ß allerdings irrationale Ansdrllcke der Linien-

coordinaten m, r, n> vorznstellen haben. Mit Einfühnintr dieses l*roduktes

von in die Punktglcichung und unter BerÜck.^khtigung dt-r Werthe

von TT, und n.. nimmt die Gloichnng des Punktes p eine Gestalt an,

welche au die Bedingungsgleichung der Involution erinnert:

(A,-A,) (Aj-Aj) (A,-«) (A,—^) - (A.-A,) tA.-A^) (A,-«) (A,-/J)=0,

Denn in der That ist der linke Theil dieser Ponktgleichiing einer

on den sieben Ausdrücken, deren Identität wir in der sechsten Vor-

lesung snr Involution naekgewiesen ksben. Wir können dnher die

Qleicknng des Punktes p «neb so dezstellen:

(/J-As)- (« -A4) (/»-A») (^-« 0.

IMe Irrationalität in dem linken Thcilc dieser Punktgleichnng^ ist

nur scheinbar, denn er lässt sich durch a— /S ohne He>i dividiren, weil

er eine altemirende Function der Grössen « und tnni Avx (Quotient

wird eine .syiumetri.sche Function der beiden Wurzeln u und ^, welche

sich rational durch die Coetücienteu iu der Giuichuug ausdrückeu lää«t,

deren Wurzeln « und ß »ind.

Durch cycli^che Vertauschung der sechs fi rossen A erhält man nuu

aus der letzten Gleichung folgende, iu einander übergehende, GleicLuu-

gen, wekhi' die Punkte j», r darstellen:

(a^A,) (jS-A,) ^ i«-A,) («~A,) (|3-A,) (/2-A,)=0,

(«-^4) O^-Aß) - («-Ag) U^l-A,) (iJ-A,) = 0.

Holtiplicirt man diese Gleichungen der Beibe nach mit den Faetoren:

und addirt, so siebt man obne die Produkte su entwickeln, dass die

Summe identiseh 0 wird. Daraus schliessen wir, dass, wenn von den
genannten Gleiebungen awei erfflllt werden, die dritte »ueh
erfttllt wird. Denn die Annahme, dass der Factor der dritten Glei-

ebung Terscbwinde, ftlbrt su Widersprachen in den beiden anderen

Gleichungen.

Die Goordinaten ti, «, w der geraden Linie, welche swei von den
drei Punkten j», r verbindet, genfigen nun den diesen Punkten ent-

sprechenden Gleiebungen. Dass dieselben auch der dritten Gleiehuni;

genügen, beweiset eben den Pascarscben Sats.

Dieselben drei Gleichungen beweisen augleieh den Sets, den wir

neben den Paseal'seben Sats gestellt haben, wenn wir unter « und ß
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Grossen verstehen, dio durch zwei vou jenen Gleichungen bostimint sind

und demuach der dritten gonüi^eu.

Denn wenn Vq = 0 und l\ = 0 die Gleichungcu zweier Paukte

lif iU uteii , so ist Ff,

—

k =0 die Gleichung eines beliebigen l*uuktes

auf der Verbindungslinie der beiden Punkte. Daraua leiten wir nun die

Gleichuu^^en von irgend sechs Punkten 1, 2 ... G auf der geraden Linie

ab, indem wir für l nach einander setzen Aj, ... Ag, und die Glei-

chungen von noch zwei Punkten a, ß, indem wir unter k die Werthe von

CK und ßj bestimmt durch zwei von obigen drei Gleichungen, verstehen.

In dieser Auffassung drucken die drei Gleichungen aber die Bedingungen

der Involutionen zwischen den 8 Punkten auf der geraden Linie aus,

wie sie der zu beweisende , dem Pascarschen beigeordnete, Satz verlangt.

Nachdem wir die beiden hervorgehobenen Sätze «HB derselben ana-

lytischen Quelle abgeleitet haben, bleibt noch übrig, das geometrische

Band iwisehen ihnen aafsoincben, ein Band, welche« ein Pnnktesystem

auf einer geraden Linie und ein Panktesystem anf einem Kegelschnitt

rereinigct. Daira wird die folgende Erwexterong der Homographie dienen.

Ünfere «rate Vorlesung beteUftigte rieh nnr ndt liomographitehMi

StraUenbliiclieln- und Fttnkteeystemen anf geraden Linien und deren

Xägeoieliaiten. Am Anfange der sweiten Vorleiung sahen wir alle

Ponkle «inet nnd dewelben Kegeliebnitten entstehen dnreh den S^nitt

entsprechender Strahlen irgend zweier homographisdien fitrahlenbttsehel.

Lassen wir nnn einen beliebigen Punkt des Kegelschnittes entsprechen

denjenigen Strahle des einen Bttschels, auf welchem er liegt, so haben

wir eine Verbindung aller Punkte eines Kegelschnittes mit allen Strahlen

eines nnd desselben Strahlenbüschels. Erinnern wir uns femer an die

SStie 3) nnd 4), so dringt sich uns von selbst die Definition auf:

Jeder Strahlenbttsehel, dessen Centrum in der Periplrerie

eines Kegelschnittes liegt, theilt den Kegelschnitt homo-
graphisch.

Nach dieser Definition entspricht jeder Punkt des Kegelschnittes

homographisch dem Strahle des Bflschebi, der durch ihn geht und um-

gekehrt. Die Lage der beiden homographischen Gebilde heisse die per-

spectivische Lage, weil jeder Strahl des Büschels durch den ihm

entsprechenden Punkt des Kegebchnittes geht und jeder Punkt des

Kegelschnittes auf dem ihm entsprechenden Strahle des Bflschels liegt.

yfu drücken dasselbe nur anders aus, wenn wir mit Bttcksicht anf 3)

nnd 4) sagen:

1) . . . Jede swei homographische Strahlenbttsehel theilen

den Kegelschnitt homographiseh) welchen die Schnittpunkte .

der entsprechenden Strahlen besehreiben.
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Der den Kegolbclmitt homograpliisch tbeilcnde Stxablenbüschel nutg

aus Heiuer perspectivischen Lage, in welcher seiu Contrum iu der Peri-

pherie des Kegekchniitüü liegt, heiiiusgcuomincn und beliebig in der

Ebene verlegt werden; auch in dieser schiefen Lage weidou wir ihn

homograp bisch ueunen mit dem Punktesystem auf dem Kegelschnitt,

den er vorher homograpliisch thcilte. Aber auch jeder andere Strahlen-

büschel soll h omographisch heisscn mit dem Punktesjsteme auf dem

Kegelschnitt, welcher homographisch ist mit dorn aus der perspectivischeo

Lago herausgenommenen Strahlenbüschel.

Um nun die analytiBchen Ausdrtteke für zwei entsprechende Elemente '

der zuletzt genannten homographischen Systeme zu erhalten, gehen wir I

auf den Anfang der vorhergehenden Vorlesung zurück. Wir Hessen dort I

einen Kegelschnitt 2) : {/^ F| — ü^Vq^O entstehen durch den SehnHt

der entsprechenden Strahlen aweier tomographischen Strahlenbfischel 1):

er« — il {/j =: 0, J 0 — A F| :=0 und etellten die Qleichnng des Schnitt'
^

pnnktes anf in der Foim B) A -J^ Bl Cl^ sss 0, Da das Gentrnm d« i

ersten Strahlenbflschels — lU^^O in der Peripherie des Kegelscbvü-
|

tes liegt, so theilt er den Kegelschnitt in den Punkten 8) bomographiidi*
|

Sind endlich E^s=0 und ü, s 0 die Gleichtmgen yon irgend swei ge*

laden Linien, so bat man die Ql^diung irgend rines mit dem ersten

StraUenbflschel 1) homographiseben Strahlenbttsdiels JIq — lR^s=iO^

Es stellen sich also ein Pnnktesystem anf einem Eegelsclinitt and

ein mit ibm bomographiseber Strablenbttsebel immer in der Form dsr:

2) . . . A + Bl + Ck^ = 0, Rq — AÄ, = 0.

Um sn entscheiden, ob diese Gleichungen 2), welches auch die in Linien-

eoordinaten gegebenen linearen Ausdrücke A, C und die in Punkt-

coordinaten linearen Ansdrttcke Rq und A| seien, immer entsprechende

homographische Elemente ausdrücken, mfissen wir auf die Katar der doidi

die Gleichungen 2) gegebenen Systeme nliher eingeben.

Es liegt ein durch die erste Gleichung 2) gegebener Punkt auf dea

durch die zweite Gleichung gegebenen Strahle, wenn die Coordinaten

des Punktes, dar sind die Coetlficienten von u, r, in der ersten Gtei-
|

chung, das sind quadratische Ausdrücke in A, für die Pnnktcoordiuaien '

in die zweite Gleichung eingesetzt der Gleichung genügen. Dieses giebt

eine kubische Bedingnngsgleiobang in i. Dieser Gleichung wird dreimal,

nicht viermal genügt, ausgenommen, wenn in derselben die Ooefficicnten
|

der verschiedenen Potenzen von A sämmtlich verschwinden. Ist das Letz-

tere der Fall, so wird der ku]i}ischen Gleichung für jeden Werth von ^
'

genügt. Wir drücken dieses geometrisch ans wie folgt:

8) . . . Wenn ein Punktesystem auf einem Kegelschnitt nsd

ein demselben entsprechender Strablenbttsebel dnreb Glel-

ebnngen von der Form 2) geg.eben sind, so gebt dreimal eis
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Strahl des Büschels darch den ihm entsprechenden Punkt *

des Kegelschnitte». Wenn vier Strahlen des Büschels durch
die ihnen entsprechenden Punkte des Kegelschnittes gehen,
so geht jeder Strahl des Büschels durch den ihm entsprechen-
den Punkt des Kegelschnittes.

In dem letzteren Falle, wenn jeder Strahl des Büschels durch den

ihm entsprechenden Punkt des Kegelschnittes geht, nrnss des Centrum

des Strahlenhüschels auf dem Kegelschnitt selbst Hegen. Denn liiittc dus

Centrum eine andere Lage, so würde ein beliebiger Strahl des Büschels

den Kegelschnitt in cwei Punkten schneiden, denen zwei vcrscincdone

Werthe von X entsprechen, welche beide demselben Strahle des Büschels

entsprechen müssten. Wir können daher sor VervollstAndigung des vor^

hergehenden Satzes noch hinzufügen

:

Wenn vier Strahlen des Büschels durch die ihnen nach

2) entsprechenden Punkte des Kegelschnittes gehen, so liegt

das Oentrum des Büschels in der Peripherie des Kegel-
schnittes und die Systeme sind homogrsphisch und in per-

epecti vi seil rr T^age.

Bctraclitcii wir den Fall, dass das Centninj des Strahlenbüschels 2)

in der Peripherie des Kegelschnittes 2"^ liegt, so sehen wir, dass der dem
Centrum, als Punkt des Kegclschnittrs

,
oTitsprechcnde Strahl des Büschels

immer anf dem ihm entsprechenden Strahle üf^gt Solion wir demnach

ab TOD dem ( eutrum des Büschels als Punkt des Kegelschnittes, so folgt

ans dem vorhergehenden Satze:

4) . . . Wenn ein Punktesystom auf einem Kegelschnitt

und ein demselben entsprechender Strahle ab Usch el durch
Gleichungen vo 11 der Form 2) gegeben sind, wenn ferner dag

Centrum des Strahlenbüschel« auf dem Keg e Is cli n i tt liegt

und wenn drei Strahlen des Büschels durch die ihnen eut-

sprechenden Punkte, dos Kegelschnittes gehen, so sind die

Systeme homographiscl» und in perspectivischer Lage.

Auf diesen Satz gestützt kuuueu wir nacliwoisen, dass die Gleichungen

2) immer homographische Systeme ausdrücken.

Denn fixircn wir auf dem durch die erste Gleichung 2) gegebenen

Kegelschnitt irgend einen Punkt als Centrura eines zu coustruirenden

Strahlenbüschels und aieheu von demselben drei Strahlen nach drei belie-

bigen Punkten Ü, 1, 2 des Kegelschnittes, welchen die Strahlen 0, 1, 2 des

durch die zweite Gleichung gegebenen Strahlcnbüschols entsprechen mögen,

so können fr'ir die gegebenen Strahlen als die den drei Strahlen 0, 1, 2

entsprechenden Strahlen eines mit dem gegebenen Strahlenbüschel homo-

graphischen aber noch unvollständigen Strahlenbüschels ansehen. Ver-

vollstiiudigeu wir nun den mit dem gegebenen Büschel homographischen

Strahlenbüschel, so ist der vervollständigte Stiahleubüschcl nach Satz 4)
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homographisch mit dem Ponkteiysteme uf dem Kegelschnitt und in per-

apectivischer Lage. Der vervoIlstHndigtc Stralileiibüschel theilt also d«i

Kegelichnitt in dem durch die erste Gleichung 2) gfigebenen Punktesystem

Komographisch. Da mit diesem Strahlenbüschel aber der durch die zweite

Gleichung 2) gegebenen StrahlenbUschel homograplaech ist, so sind naeh

der Definition die beiden Systeme 2) selbst homographieeh. Kit Vonu-
Htcllung früherer Bemerkungen drttoken wir dasselbe so aus:

&) Jedes Punktesystem auf einem Kegelschnitt und jeder mit
dem Punktesysteme homograpkische Straklenbttschel lasaen
sich durch Gleichungen von der Form 2) analytisch aus-

drücken; und umgekehrt stellen Gleichungen von der Form 2)

immer ein Punktesytem auf einem Kegelschnitt und einen
mit dem Pnnktesysteme homograpkiscken 8trahlenbttsckel

dar.

Wir wollen nicht unterlassen, auf einen wesentlichen Untersebied der

eben betrachteten homographischeu Systeme gegen die früheren aufmerk-

sam zu machen. Die früheren homopaphischen Systeme, Strahlenbüsdbel

und Punktesysteme, liessen sich durch Verlegung in der Ebene immer

in perspectivische Lage bringen; ein Punktesystem auf einem Kegelschnitt

und ein mit demselben homographischer Strahlenbüschel lassen sich im
Allgemeinen nicht in eine perspectivische Lage versetzen. Dasselbe gilt

auch von den homographischen Systemen anf welche die folgenden Unter-

suchungen fuhren werden.

Um Pnnkte eines Kegelschnittes mit Punkten auf einer geraden Linie

in homographische Verbindung an bringen, dehnen wir den Begriff der

Homographie noch weiter ans. Wir werden sagen , dass ein Punktesystem

auf einem Kegelschnitt homographisch sei mit einem Punktesysteme

auf einer geraden Linie, wenn ein Sti-ahlenbüschol gefunden werden kann,

der sowohl mit dem Punktesysteme auf dem Kreischnitt als auch mit

dem Pnnktesyeteme anf der geraden Linie homographisch ist.

Wenn demnach 7g «=0 nnd =0.dte Gleichungen irgend sweier

Pnnkte sind, so sind die Gleichungen:

6) . . . , i< + -f CA« =s 0, J<, — A 7, = 0

die allgemeinsten Ausdrücke fUr homographiscbe Systeme der beschriebe-

nen Art.

Ein Blick auf die Formeln 2) nnd >)) lii^st terner erkennen, dass der

Satz 16) der ersten Vorlesung sich hier wiederholt:

T) . . . Wenn zwei Systeme h o m o fr r ap h i s c h sind ihit einem
dritten, SU sind sie unter einfjiider h o m o gr a p h i s r ]i.

Dieser Satz Avird sich bis zum Schlüsse der Vorlesung bewähren, in

der wir uns atif homograplüsche •Systeme noch anderer Art wie von selbst

werden führen lassen.
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Wir verweilen jedoch vorerst bei den darcb 3io Glcicliuug ß) gegebe-

nen liomographiscben Punkteaystemen aaf einem Kegelschnitt K und auf

einer geraden Linie L.

Die erste Gleichung 6) ist, wenn wir i Taiüren lassen, der analytische

Ausdniek fiir alle Punkte eines und desselben Kegelschnittes if. JecLqpi

Werthe von A entspricht ein bestimmter Punkt des K^^elschnitteB and

jedem Punkte des Kegelaehnittes entspricht ein Werth von K Wenn wir

aber »t «r in jener ersten Gleichung -6) die Ooordinalen einer ge*

gebenen geraden Linie / bedeuten lassen, so haben wir eine gans be-

stimmte in X quadratische Gleichung, deren Wurzeln entsprechen worden

den beiden Schnittpunkten des Kegelschnittes K und der geraden Linie /

der Art, dass wenn man diese Wurzeln fiir A nach einander einsetzt in

die erste Gleichung 6), in welcher m, i>, m als Variable betrachtet wer-

den, man die Gleichungen der Punkte erhält, in welchen der Kegelschnitt

M von der geraden Linie l geacJmitten wird.

Die gerade Linie i wird Tangente des Kegeleebnittee IT, wenn die

beiden Wnneln der qnadratisehen Oleiclinng einander gleioh werden, das

iflt nnter der Bedingong:

8) — 4ilC = 0.

Diese Gleichung stellt also in Liniencooniiuaton Kegelschnitt K
dar, dessen Funkte durch die erste Gleichung 6) analytisch ausgedrückt

werden.

Wir wollen den Kegelschnitt K von irgend drei geraden Linien

'ei 'i* h schneiden laesen, deren Coordinaten gegeben seien:

«0 «'ü »0» «1 »1 "2 t'j »2-

Die den Schnit(punlcte?i entsprechend cn \\>rthe von X ergeben sich

dann alt» die Wurzeln doi tVltTPiiJen quadratischeu < rleichniigen, in welchen

, . , . die Ausdrücke By € bezeichnen, nachdem man in

ihnen ttlr Vy to die Coordinaten der gegebenen geraden Linien ge-

setzt hat:

9) ^, -I- ß,A + (7,A» = 0,

Wenn wir die Wozseln dieser Gleiehangen in die sweite Gieicbnng

6) nach einander einaetsen, so erhalten wir die Gleichungen der den

Mefaa SeknittpiuÜKten anf dem K^gelsehnitt K bonographiscb entsprechen-

den Punkte der geraden Linie die sich paaren, wie die Schnittpunkte

auf dem K^ielselinitt. Die Gleichungen dieser Punktepuare anf der ge-

raden Linie L werden erlialten durch Eünsetsung der Werthes Ton A aus
«

der awmten Gleichung 6) in den Gleiohvngen 9):
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10) A, T,^ + B, J, To + C,V= 0,

Ebeubio kriTinte inan aucli die Sclniittpiniktepaare anf dem Kegelschnitt

durch drei < ileichungen auy<li ü( ken. Die (Tleicbuug des auf der geraden

Linie /„ Ii Agenden Taares wurde sich ergeben durch Elimiuatioii von X

aus der ersten Gleichung 6) und der ersten Gleichung 9). Jedoch sind

diese Gleichungen zu wenig übersichtlich, als dass sie für unsere Unter*

suchungen von Werth sein yoUten.

Wenn die drei geraden Linien Z^, sich in einem und demselben

l'uukte c schneiden, so lassen sich drei Factoreu fiQ, fi|, ^4 finden, dass

folgenden drei Gleichungen genügt wird:

Daraus componiren lieh die Gleiobungen:

Mis .welelien Gleieinmgen folgt, daia, wenn man die Gleiehnngan 10)

der Beilie neek mit iiq, fi|, mnltipUdrt nnd addirt, man identuch o er-

hält, welches nach 18) der sechsten Vorlesong eben die Bedingung ist

für die Involntion der drw Pnnktepaera 10).

Wir haben dadnrch den Sats bewiesen:

11) . * . Wenn die Verbindungslinien von drei Pnnktepaaren
auf einem Kegelschnitt sich in einem nnd demselben Punkte
schneiden, so bilden die diesen Punktepaaren homographiseh
entsprechenden Punktepaare auf einer geraden Linie eine

luTolution.

Beachten wir, dass in homographisehen Pnnktesystemen jedem Punkte

des einen Systemes immer nur ein Punkt des andern entspricht, so können

wir den Sata auch umkehren wie folgt:

12) . . . Wenn drei Punktepaare auf einer geraden Linie eine
InToluticn bilden, so schneiden sieh die drei geraden Linien,
welche die ihnen homographisch entsprechenden Punkte*
paare anf einem Kegelschnitt verbinden, in einem und dem-
selben Punkte.

Diese beiden SKtze bilden das gesuchte Prinsip, nach welchem ans

jedem der beiden Parallelsätze, von welchen die gegenwärtige Vorlesung

ausging, der andere abgeleitet werden kann. Denn die Pascal'sche Linie

, und die gegenüberliegenden Seiten des dem Kegelschnitt einbeschriebenen

Pascal*8chen Sechsecks schneiden sich dreimal in einem Punkte, und anf
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d«r anderen Seile iieiben wir dea den Bebnittpiinkten der Peaeel'eeben

linie ma£ dem Kegelaobnilt lunBogrmphieeli entsprechende Panktepaar «r, fi

nnf der'gemden Liniei welehei dreimel eine Invelntion Inldet ndi vier

von den den seebe Eeken dee Becheeeikee homognpliiaeh entepreehenden

Ponkten.

Wenn man den Kegeleolinitt echneiden Ul«rt dnieh Stithlen einee

Streblenbttiebels mit dem Centram c, ao Mlden die den Sehnittpnnkte-

paaren von je drei Strahlen homographwdi entBpreehwiden Pnnktepaare

auf einer geraden Linie naeh 11) eine Involntion. Das heiiit, die den

Schnittpnnktepaaren almmtlieber Strahlen des Büschels entsprechenden

Pnnktepaare auf einer geraden Linie bilden ein inTolntorisebea Punkte-

eyttem.

Dieses involutorische S^rstem von Panktepaaren entbält bekanntlich

zwei Doppelpunkte« in decen jedem ein Pnnktepaar zusammenflült. Den
Doppelpunkten entsprechen auf dem Kegelschnitt die Berührungspunkte

der beiden durch den Punkt c gebenden Tangenten. Dae Doppelpunkte-

paar, als ein einfaches Punktepaar anfgefasst, entspricht also auf dem
Kegelacbnitt demjenigen Punktepaare, in welchem die Polare deaPnnktei e

den Kegelacbnitt schneidet.

Da nun auf der einen Seite das Doppelpunktepaar harmonbch iat

mit jedem Punktepaare des involutorischen Systemes, auf der anderen

Seite jedttr Strahl, der durch den Punkt c geht, mit der Polare dee

Pnnktea e ein Paar harmonischer Polaren des Kegelschnittea hildet, ao

können wir die beiden Prinzipienaitse 11) und 12) aneb so anadrileken:

13) . . . Den Schnittpunktepaaren irgend aweier barmoni*
aeben Polaren eines Kegelschnittes auf demselben entapre-
eben bomograpbiacb auf einer geraden Linie barmoniaebe
Punktepaare.

14) . . . Harmonischen Punktepaaren auf einer geraden Linie

entsprechen homographische Punktepaare auf einem Kegel-
schnitt, deren Verbindungslinien barmoniaebe Polaren dea
Kegelschnittes sind.

Umgekehrt lassen sich aus diesen beiden Sätzen die beiden vorher-

gehenden ableiten, wenn man sich erinnert, dass drei gerade Linien sich

in einem Punkte schneiden, wenn sie mit einer vierten geraden Linie

drei Paare harmoTiisclier Polaren eines Kegelschnittes bilden nnd dass

drei Pnnktopaare auf oiner geraden T/inie eine Involution bilden» wenn
Jedes deri^f lbcn harmonisch ist mit einem virrten I^unktepaare.

Wir nannten die Siitzo 11"^ bis I i) l^rinzipiensrätze , weil sie eine

Vermittelnng bilden zwischen Öatzeu der ebenen Geometrie nnd, wenn

wir uuR so ausdrücken sollen, der Geometrie auf der geraden Linie. An
einem Beispiele haben wir die Vermittelnng nacligewiosen. Andere Bei-

epiele aur Anwendung liegen in der sechsten Vorlesung über ebene Geo-
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22)— 24) vor. Indem wir die erwäknteB Sitse luer wioderholen>

wollen wir jedem derselben deigenigen Sats otuutelleD, d«r ihm aadi

den Prinzipiensätzen entspricht.

Wenn ein 'Sechseck einem
Kegelschnitt umbeschriebon

,

ein zweites Sechseck durch
Verbindung der Tangirnngt-
piinkte 1, 2 ... 6 der auf einan-

der folgenden Seiten mit ge-

raden Linien demselben Ke-
gelschnitt einbesehriebeu ist,

80 ist jede D i agonale, welche
zwei gegenüberliegende Ecken
des umbescbriebenen Sechs-

ecks verbindet, die harmoni«
sehe Polare zu einem der

gegenüberliegenden Seiten-

paare 12, 45; 23, 66; 34, 61 des

einbeschriebenen Sechsecks
und die drei Diagonalen des

umbcsclirieljenen Sechsecks
schneiden sich in einem und
dempplbon Tunkte.

Durch vier Tunkte eines

Kegelschnittes lassrn sich

drei L i ii i e n p a a r e legen. Die-

jenige «gerade Linie, welche
liarTHfinischc Polare istzuje-
dcriiinip pines der dreiLinien-

paare, verbindi't die Schnitt-

punkte der beiden anderen
Paare; und diejenige gerade
Linie, welche die Schnitt-

punkte zweier von jenen drei

Linien paaren verbindet, ist

harmonische Polar«' zu jeder

geraden Linie des dritten

Paa res.

Wenn man durch beliebige

vier Punkte eines Kegel-
scliuittes drei Liuienpaare
legt und das Dreieck constru-

irt, dessenEcken die Schnitt-

Wenn irgend secka Punkte
1, 2 ... 6 anf einer geraden
Linie liegen und man con-

struirt drei Pnnktepaare, von

welchen das erste harmonisch
ist mit den Punktepaaren 12,

45, das zweite harmon isch mit

den Punktepaaren 23, ö6, das

dritte harmonisch mit den

Punktepaaren 84, 61, so bil-

den die drei construirten

Punktepaare eine Involution.

Beliebige vier Punkte auf

einer geraden Linie bilden

drei O r u ]) p e n von zwei Punk-
tepaaren. Dasjenige Punkte-
j)aar, welches Ii ai in •» n i k c !i is^t

mit jedem Punktepaare einer

Tr r u p p e , bildet eine Involu-

tion mit den Puuktepaai i u

der beiden andern (Tru[i])cn;

u nd dasjenige u n k t e p ;i a r

welches mit zwei Gruj»peii

eine Involution bildet, ist

h a r m oni sch mi t j e d ein Vn n kte-

paarc der dritten Gruppe.

Beliebige vi^r Punkte auf*

einer geradi'n iiiaio bilden

drei(rruppeuvouzw©iPuukte-
paaren. Constmirt man drei

Punktepaare, von denenje des
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punkte der drei Linienpftare harDoniflobistmitdenpQiikte*

sind« so ift jede Seite des p&nren einer Gm pp e, sosind
Dreiecke die harmoniiehe Po- je nwei constrnirte Punkte-
lare sn einem jener drei paare harmonisch.
Linienpaare und je zwei Sei-

ten sind harmonische Polaren
de« Kegelschnittes.

Der erste von diesen Sätzen der ebenen Geometrie ist der bekannte

Brianchon'sche Satz, der zweite führt auf die bekannte Con»truktion der

Polare eines Punktes in einem KegelKclmitt mit der geringaten Zahl von

f!i^r;i'liMi Linien, und der h tzte Satz leiirt ein System harmonißcher Polaren

t'iijos [v('^<'ls(.'hnitt«'.s coii stiuircn . Was die, mit Kinschluss des ersten

»Satz('^)a;iros unsrrcr \'oi lo.suiiu-, ihnen entsprcchendei) Satze nnf fler geraden

Liuie aubetriflt, so können wir in rein algebraischer Auffassung sagen,

diM die beiden eraten Kelationen ausdrücken zwischen den Wurzeln

iigend einer algebraiBchen Gleichnng des sechsten Gradee und den Wur-

zeln anderer aus jenen Wurzeln ootietnuTbaren Gleichungen, während

die beiden letzten Bätze Relationen geben zwiechen den Wurzeln einer

beliebigett biqnadratiseben Gleichung und anderen aus diesen Wursela

eonetmirbasen Gleiehnngen, von welchen wir bereits in der siebenten

Yorleining der ebenen Geometrie bei Anflöeung der biqnadiatiechen Glei-

ehaag Ctobraiieh gemacht haben«

Wie an den ao^gfeftthrten Beispielen Inlden die Prinsipienslltae

iS)— 24) die Vennittelang von aUen Sätaen der ebenen fiitna^n«geo-

metrie mit entsprechenden 8itien der Geometrie aaf der gecaden Linie.

Wir woUen nns eingehender darttber änasem.

Wir gehen von dem nnendlich getheilten Kegelschnitt £ ans nnd

Ott der mit dem Regelschnitt homogxaphisch getheilten geraden Linie £.

Iigend eine gegebene gerade Linie / in der Ebene des Kegelschnittes

irird bestimmt sein dnrdi das Schnittpnnktepaar der geraden Linie auf

dem Kegelschnitt. Barch das Schnittpnnktepaar anf dem Kegelsdtnitt

Ist das demselben homographisefa entsprechende Pnnktepaar auf der ge*

raden Linie bestimmt. Wenn wir dieses Puuktepaar das Bild der geraden

Linie / auf der geraden Linie X nennen, so hat jede gegebene gerade

Linie / ihr entsprechendes Bild auf der geraden Linie X, und umgekehrt

entspricht jedem Punktepaaro auf der geraden Linie L eine durch das-

selbe bestimmte gerade Linie / in der Ebene.

Betrachtet man nun alle Figuren in der Ebene durch gerade Linien

entstanden, den Punkt durch den Schnitt zweier geraden Linien, die

Curve gegeben durch ihre särnuit liehen Tanpenten, so haben wir für die

Figuren in der Ebene auf der geraden Linie L entsprecliende Bilder, in

welchen sich der Charakter der Figuren, das sind geometri^clie Sätze,

ebenüaUa anssprechen moss, wie umgekehrt der Ci&acakter der Bilder die
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412 Vier Vorlesangen aus der analytischeii Geometrie.

Eigenschaltoii ihrer Fignmi in der Ebene bedinf^. Da ma SAtae der

Sitnatiossgeometrie sieh immer so ausdrücken lassen , daes gawiflae gerade

l4Dien sich in einem und demselben Punkte schneiden , so siebt man,

den die Prinsipiensätze 22)— 24) dazu dienen werden , Sätze der Situa-

tiousgeometrie in Bildsätze zu übertragen und umgekehrt ana BUdaitaen

Sätze in der ebenen Geometrie herzuleiten.

Han kann auch den Pol c der geraden Linie / in dem Kegelschnitt

K als das Element der Figuren in der Ebene betrachten. In diesem

Falle würde das dem Schnittpunktepaare der Polare l und des Kegel-

schnittes K horaograpliisch entsprechende Punktejiaar auf der geraden

Linie L das Bild des Poles c sein. Es würde also jedem Punkte in der

Ebene ein Punktepnnr als IMld auf der ;^^prailen Linie entsprechen, wie

umgekehrt jedem Punktepani auf der radi-n Linie L rin I'unkt in der

Ebene entspricht. Die Pi iiizi{ii('iisat/.e iie.ssfn sich ilaim in ähnlicher

Weise dazu verwerthen, um bütze au» der ebenen. Siiuationsgeometiie

an übertragen in Bildsätzc und umgekehrt.

Wir brechen hiermit die angeregte Uebortragung von g;cometiiöchcn

Öätzen ab, indem wir uns vorbehalten, in der nächstrn Vorlesung auf

denselben Gegenstand aus einem anderen Gesichtspunkte noch einmnl

surückzukommen , und fahren in der Erweiterung der Homograpliie t if.

Zwei Punktesysteme auf zwei Ken;('l>-c!iiiittru sollen h n in ogr n p Iii ach

heissen, wenn ein T'unktesystem aut einer geraden Linie (oder ein Ötrah-

ienbübchel) getunden ^ve^doll kann, welches homographisch ist mit jedem
der Puiiktesysteuie auf den Kegelschnitten.

Auf Grund dieser Definition stellen sich homographische Punkte*

Systeme auf zwei Kegelschnitten analytisch in der Form dar:

16) . . -I + H- CA» = 0, A + B^l Cl* = 0,

wie umgekehrt swei Gleiehnngen der angegebenen Foim inuner homo-
^lapbiache Fankteiysteme auf swei Eegelachnitten ansdrtteken werden,

wenn ^= 0, ^= 0, C7sO, A i^^sO, CsOdie Gleichungen

on irgend «ecba Punkten sind.

Die Kegelsehnitte 15) können nnter ümstlnden ansanunenfalleD, ohne
daae die entsprechenden Funkte snaammenfallen. Dann hätte man awei

homcgraphiecfae Theihingen eines nnd desselben Eegelsehnittes.

Wenn man in den Gleichungen 15) C identisch 0 werden lässt, so

kenunt man anf die Gleicbaogen 6) zurück , deren geometrische Bedeutung

an der betreffenden Stelle angegeben worden ist.

Eluuiairt man in diesem Systeme 6) die Variable so erhält man
eine Bedingungsgleichung .0, = 0 zwischen den Coordinaton m, t>, tv der

geraden Linien, wclclie die ents])rechendeii Punkte der Uomographischen

Systeme <5) verbinden. Diese Gleichung R = 0 ist vom dritten Grade

uud kauu nach der bekannten Methode der Eliminatlou in Detenuinanten«
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form dargestellt werden. Sie dni( kt .malytißcli eine Curv© dritter KiasftG

aus, wrlcho von jenen geraden Linien berührt wird.

Die Elimination der Variable k aas den Gleichangen 15) giebt gleich-

falls eine Bedingungsgleichung 52' = 0, zwischen den Coordinaten 9, w
der geraden Linie, welche die entsprechenden Pnnkte der homographi-

sehen f^ysteme 15) verbinden. Durch diese Gleichung vom vierten Grade,

ebenfells in Determinanten fnrm, ist eine Curve vierter Ciease bestimmt,

welche von jenen geraden Linien hertthrt wird.

Der Begriff der Hopiogmphie kann noch nach einer anderen Kich-

tQDg hin erweitert werden, wenn mnn die KegelBchnitte nicht durdi

Pnnkte, eondem dureh ihre Tangenten enliteken Utaat. Da diese Er
Weiterung nnr eine Üebertregnng des Verhergehenden ist, so wird es,

indem wir die Analogie der SKtse und Formeln mit den vorikergeheiiden

dnreh gleiehe Zahlen in doppelten Klammem andenten, der Ansftlhrlich*

keit nieht mehr bedfirfen.

Wir gehen von dem Satse (4) der «weiten Vorlesung ans: dass all»

^Tangenten eines Kegelschnittes awei beliebige nnter ihnen homographiseh

theilen. Dieser Batst Idirt das ganae System der Tangenten eines Kegel-

sehntttes in Verbindung bringen mit der Theilnng einer Tangente naeh

folgender Definition:

Das System der Tangenten eines Kegelschnittes th eilt eine

beliebige unter ihnen 1 1 o m ( > l' r a p h i s c h m i t d e m T a n g e n y s t c m e.

Hiernach entspricht hoiaogiaphisch jeder Tangente des Kegelsclmittes

der Punkt der beliebigen Tangente, durch welchen er geht und umge-

kehrt. Die Lage der homng^raphischen Systeme heisse die perspecti-

vischc Lage. Wir k<»nneii nach der angegebenen Definition auch sagen:

(1) . . . Das System der Tangenten eines Kegelschnittes

theilt zwei beliebige unter ihnen homographiseh mit dem
Tangenten Systeme.

Wenn man die von dem Systeme der Tangenten des Kegelschnittes

homographifich getheilte beliebige Tangente mit ihrer Theilung ans ihrer

penpectivischen Lage heraushebt und sie beliebig in der £bene verlegt,

0 soll die Theilung auch in dieser schiefen Lage homographisch
heiflsen mit dem Tangentensystemc. Selbst jedes andere Punktesystem

«nf einer geraden Linie soll mit dem TangentensTSteme des Kegelschnittes

homographisch genannt werden, wenn es homographiseh ist mit der

Theilnng der beliebigen Tangente in der früheren perspeettvisehen Lage*

In der Absicht die analytischen Ausdrücke ftlr iwei entsprechende

Bnement« der mletst genannten homographlsehen Systeme au finden,

gehen wir anf die Formeln der swdten Vorlesung aurflek. Die Gleichungen

1) — it Z7j sx 0, To — 1 r, B 0 stellten dort homographische Punkte-

Systeme «nf swei geraden Linien dar, wenn die Gleichungen Vq^Q,
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IT^tssO, / 9 = 0, Fl =s 0 ifgend Tier Punkte MwdrfidMii. Die Vetbi»-

dungilinien entfpreelieiideii Paakte in den homo^apUsehen Syeleman

1) waten Tangenten doe KegeUdmilte« 2) Uq F, ^ Fq = 0, der andi

Ton den geiadea Linien berfibrt woide, aaf weldien die Panirteiystenie

1) Hegen. Durch den Ton den Oieieiinngen 1} dargeetditen Pnnki

l^g eine Tangente dee Kegelschnittee 2) lundateh, deren Glndiung sidi

in der Form danrtellte B) A + Bl CX* =0,iroA^O, 0, C=zO
die Oleiehangen bMtimmter gerader Linien bedenieten. Das ist eine

Taugeute des Kegelsohnlttet 2), weiehe naeh der Definition die Tangente,

auf welcher daa erite Punktesystem 1) liegt, in dem Ponkte — lUi s=sO

homograpiiifeh theilt. Da nnn Bq — s= 0 die Gleiehnng etnee be-

liebigen mit dem enten Pnnkte^stone 1) homographiBChmi PnnkCe-

fyalemea irt, wenn = 0 nnd B^ =s 0 die Gleichnngen von irgend

welchen Punkten bedeuten, so stellen sich das Taageatensystem einet

Kegelschnittes und' ein mit demselben homogiaphisehes Ponktesyetem anf

maer geraden Linie in der Form dar:

(2) . . . A + Bk -i- CX^ = 0, Äo — A^i = 0.

Es erhebt hIcIi nun die Frage, ob die beiden Gleichungen (2) immer

homographische Systeme, ein Tangentensjstem eines Kegelschnittes and

ein mit ihm homographisches Pnnktesystem anf einer geraden Linie, ans-

drücken, wenn ^ = 0, B =0, C= 0 die Gleichnngen von irgend drei

geraden Linien und ;= 0, Bj^^O die Gleichungen von irgend awei

Punkten sind.

Der Weg znr Untersuchnng der Frage ist im Vorhergehenden vor-

gezeichnet. Wir geben nur die Zwischensätze an, welche au ihrer Be-

antwortung dienen.

(3) . . . Wenn das Tangentensystem eines Kegelschnittes

und ein demselben e n t s j) r e cli en d es Punktpsystem auf einer

geraden Linie durch Gleichungen von der Form ('2) gegeben
sind, so geht dreimal eine Tangente durch den ihm entspre-
chenden Punkt. Wenn vier Tangenten durch die ihnen ent-

sprechenden vier ruuktegeberi, sogehtjede Tangente durch
den ihr entsprechenden Punkt.

Wenn vier Tangenten durch die ihnen entsprechenden
Punkte gehen, so ist die gerade Linie, auf welcher das

Pnnktesystem liegt, welches dem Tangentensjsteme ent-

spricht, selbst Tangente des Kegelschnittes.

(4) . . . Wenn das Tangentensystem eines Kegelseknittes

und ein demselben entsprechendes Punktesystem auf einer

geraden Linie durch Gleichungen von der Form (2) gegeben
sind, wenn ferner die gerade Linie Tangente des Kegel«
Schnittes ist und wenn drei Tangenten des Kegelseknittes
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durch die ihnen entsprechenden Punkte gehen, so sind die

8yu lerne homographibch und in p eis pectivis eher Lage.

Daraus lolgt nun der allgenieiuu Satz, aut" Giuiici dessen nich die

beiden vorhergeheml»n SäUe aussprechen laasen, ohne der Gleichungeu

(2) Liwiihauag zu tliuu:

(5) . . . Das Tangentensystem eines Kegelschnittes und jedes

mit dem Tan ge n t e n s y s t eme h omogr aphis ch o Punktesystem
auf einer geraden Linie lassen sich durch Gleichungen von
der Form (2) ausdrücken, und umgekehrt stellen Gleichungen
von der Form (2) immer das Tangentensystem eines Kegel-
schnittes und ein mit demselben homographisches Punkte-
System auf einer geraden Linie dar.

Das Tangentensystein eines Kegelschnittes soll homographiseli

sein mit einem StfablenbUseliel, wenn ein Punktesystem auf dner geraden

Linie gefanden werden kann, welekes Komographisch ist mit dem Tan-

gentensystem und angleidi mit dem StcaUoibflscliel*

Hamographbcbe Systeme der genannten Art stellen sieb analytiscb

in der Form dar:

(6) . . . A -i- Mi + CK^ 0, — ITi = 0,

wenn ^ssO, ^^0, C=0, T^ssO, Jis^O irgend weldie Linien-

gleiehnngen sind.

Lassen wir jedoch r=0 und 7, = 0 Punktgleichungen bedenten»

-wednreh <die Gleiehnngen (9) in die Gleichungen (2) übergehen und ver-

gegenwärtigen wir uns die geometrisebe Bedeutung der Formeln 8)— 11)

in der angegebenen AnlTaBsnng, «o ergeben sidi dacaos die Sätae:

(11) . . . Wenn man von drei Punkten anf einer geraden Linie

drei Tangentenpaare an einen Kegelscbnitt sieht, so bilden

die den Tangentenpaaren homograpbisob entsprechenden
Fnnktepaare auf einer geraden Linie eine Involution.

(12) . . . Wenn drei Punktepaare auf einer geraden Linie

•ine Involution bilden, so sebneiden sich die ihnen homo-
grapbiseh entsprechenden Tangentenpaare eines Kegel-
schnittes in drei Punkten» welche auf einer geraden Linie

liegen.

(18) . . . Wenn maq von awei harmonischen Polen eines Kegel-
schnittes Tangentenpaare an den Kegelschnitt sieht, so ent-

sprechen diesen homographiseh harmonische Punktepaare
•uf einer geraden Linie.

{14) . . . Harmonische Punktepaare auf einer geraden Linie
entsprechen homographiseh Tangentenpaaren eines Kegel-
schnittes aus einem Polenpaare des Kegelschnittes.

Es soUen ferner Tingenteosysteme an swei Kegelschnitten homo-
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416 Vier YorleBungen ans der aiuüytiaohen Gemeine.

graphisch iein, wenn ein Punktesyitein auf einer geraden Idnio

fluiden werden kann, welohee liomographieelft iil nit jedem der STetema.

HomographiMiie Systeme der Art steiUen eicli in der Form dar:

(16) . . A Bk -i- ck^ = 0, ^ -f irx -f C'k^ = 0,

orantgeaetat, data beide GleichnDgen Liniengleichungen sind.

Endlich werden wir das TangentenByetem eines Kegelschnittes und

ein Ponkteeystem anf einem anderen Kegelschnitt h omographisch
nennen, wenn ein Fonktesystem auf einer geraden Linie gefanden wer-

den kann, welches homographisch ist mit jedem der beiden Systeme.

Solche Systeme werden ebenfalls dnrch Gleichungen von der Form

(15) ausgedrückt, wenn die eine eine Liniengleichnng, die andere eine

Pnnktgleicbang Toistellt.

An die gegebenen Definitionen der eomplicirteren homographiscbea

Systeme schliesscn sich nun Fragen an, welche analog sind den Fragen,

welche wir für die einfachen homographischen Systeme beantwortet

haben, zum Beispiel, wie viel Tangenten eines Kegelschnittes werden

dnrch die ihnen homographisch entsprechenden Punkte eines anderen

Kegelschnittes gehen? Wir werden jedoch weder auf diese noch auf

andere Fragen, die sich nach dem Vorhergehenden von selbst aufdrän-

gen, eingehen, uns vielmehr damit begnügen, einen ganz speciellcn

Fall homog^rnphischer Systeme der aaletst beseicbneten Art in dem fol-

genden Satze vorzuführen.

Das System der Tangenten eines Kegelficbnittf»« isthomo-
graphiscli mit dem Systemo ihrer B e r ü Ii r u ii s p u u k tc.

Es sei die Gleichung der Tangente eines Kegelschnittes;

A -^^ Bl + Ci^ SSI 0.

Die Gleichung der ihr nnendlieh naheliegenden Tangente desselben

Kegelschnittes ist, wenn wir mit s eine nnendlich Uefaie Or9ase he-

leichnen:
A + Bl CX^ {B + 2 Ck) 9 ^ 0.

Berechnen wir «, y, x ans den beiden Gleichnngen oder ans awei

anderen, die ans diesen Gleichnngen combinirt sind, so erhalten irir die

Coordinaten des Berflhningspnnktes der ersten Tangente.

Ans der Combination der beiden Gleichnngen gehen aber folgende

hervor:

^ -h 3 CA » 0, 3 ^ -f PA = 0,

nni weUhen sich qnadradtfche Ansdrttcke für die Coordinaten x, y, z des

BerOhrangspanktes ergeben. Setst man aus diesen die Gleichung des

Bertthmngspnnktes ausammen, so erhlUt man fttr ihn einen Anadmck

von der Form:
Ai B'k + C'k^ s= 0.

Dass nun die Gleichung der Tangente des Kegelschnittei und die
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G1ei(hun<; ihres Berührungspunktes von der Form (15) sind, beweiset

den {^enan Ilten Satz,

Durch (Ion Sdinitt des Taugentensystemes eines Kegelschnittes und

eines mit ihm liomugraphischen Strahlenbiischela (C) entsteht eine Curve

tliiiuu ürtlnung, deren iilcieluiDj; ß " 0*) durch I lliniinJitii»u von k

aus jenen Glcichiniji-cn in I )eti rmiiiantenform erlmlft u wird.

Durch den Schnitt iler homographischen i ungentensysteme (15)

zweier Kegelsclinitto entsteht eine Cnrve vierter Ordnung, deren Olei«

chung ii'c=:0*) aus der Elituiuatiou von k ebeut'all^i iu Detenniaauten-

form hervorgeht.

Du es jedoch nicht iu uusereni Plane liegt, juif algebraische Curven

Ii ü herer Klassen oder Ordnunj^en weiter einzugehen, so schliessea wir

unsere Vorlesung mit der Bemerkung, dass in derselben der Weg vorge-

iscichuet worden ist, Curven dritter und vierter Klasse durch ihre Tan-

genten, und Curven dritter und vierter Ordnung durch ihre Punkte iu

homographische Verbindung zu bringen mit Punktesystemeu auf einer

geraden Linie oder Strahlcnbüschel.

Vierte Yorlesaug.

Ein Prinzip der Uebertragung ans der Ebene in di» gerade Linie

und umgekehrt
•

Die Sfttse 11)— Ii) oder (11)— (U) der vorhergehenden Vorleanng

bilden die GmndUge eines Prinsipes snr Uebertragnng ans der Ebene
in die gerade Linie und aus der geraden Linie in die Ebene. Sie gingen

hervor ans einer weiten Theorie» die man verfolgen mosstet nm an jenen«

Sätaen ra gelangen. Wir heabsichtigen in dieser Vorlesung dasselbe

Priniip der Uebertragang unabhftngig von dem Vorhergehenden ans

einem neaen aaalTtischen Gesichtspunkte su entwichet. Bei dieser

*) Die Determinanten für A und A' sind folgende:

0
,
A,

0 .

- 7\,

C
0

0 , A\

C, 0

B, C
C, 0

/r, er

Ihre Elemente ^nd Uaeare homogene Aiudrilcke ia Punkteoordiaataa.

8oiehe Detemlaantenformea der Carven A es o der drittea nad A'= 0 der

vierten Ordnung waren e», welche vormals in „Crelle*s Jonrnul" verborgene Eigen-

Bclinftcn der A\'oii<lcii'iiikf o <\y r Ctirveii (hlitcr OidnnncT und der Doppelfaiif^priton

ili>r Ctjrven vierter t'rdinin^r «-iitwicktln Irlirti ti. Die W.ilil der iJeterminantunt'orm

war dainuls ein Kunstgriti'; hier crgicbt sie sich als eine notkwcndigc Folgo an»

aarer UatereadiaBgea. Die geometriaehe Bedeateng derselbea kana sn aeuea

Sfttsoa YerattlaMnag gebea.

Zeitocbnft f. M»t1icin«lik n. tliyiiik. XI. 5. 28
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Gelegenheit wird es «ich zeigen, das der Modus der Uebertragung, aaf

welchen die Homographie hiuluhrte, ziigU-ich der allgemeinste ist.

Man kann nicht jedem Punkte in der Ebene einen duich ihn be-

stimmten Pankt in der geraden Linie der Art entsprechen lasse n , <iass

auch umgekehrt jedem Punkte in der geraden Linie ein eiuzigei J'uukt

in der Ebene entfipridii. Die Ebene enthält eben daa (Quadrat von

l'uukLen der geratlen Linie.

Hiernach scheint es unmöglich, die Geometrie in der Ebene auf

die Geometrie in einer geraden Linie zurückzuführen.

Die Möglichkeit leuchtet aber sofort ein, wenn man bedenkt, dass

die Ebene gerade so viel verschiedene Punkte enthält, als die gerade

Linie verschiedene Punktepaare. Lftsst man demnach jedem Punkte in

der Ebene ein Panktcpaar in der geraden Linie and omgekehrt jedem

Punktepaare in der geraden Linie einen Punkt in der Ebene in nnzwei*

deotiger Webe entsprechen, so hat man ein Uebertragungsprinzip, wel-

ehes die Geometrie in der Ebene «uraekitthirft ni die Oeometrie in einer

geraden Linie und umgekehrt.

hx Mhnlielier Weise Ifint iieh kneli die Ranmgeometiie mrttelcfbiireii

auf die Geometrie in einer geraden lanie, selbst die Geometrie Ton

meltr ab drei Dimensionen. Hier irllTde es sieli aber nicht nm Punkte-

paare in der geraden Linie handeln, sondern um Systeme von drei oder

mehferen Fankten.

Sieht man jedoeh ab Ton den angedeuteten Erwdtemngen des

Uebertragungsprinzipes, so kommt es darauf an, den Modus festausteilen,

nach welchem die Uebertragung einor ebenen Figur in eine ihr entspre«

chende Figur auf einer geraden Linie und umgekehrt eindeutig vor 'si^

gehen muss.

• Es liegen swei Systeme von Punkten vor, das eine System in der

Ebene, das andere auf der geraden Linie, der Fund amental Ii nie.

Ein beliebiger Punkt in der Ebene sei durch seine rechtwinkligen Coor-

dinaten y bestimmt; ein Punkt X auf der Fundamentallinie werde

bestimmt durch seine Gleichung:

indem die Gleichungen T,, = 0 und Jf = 0 awei feste Punkte der

Fundamentallinie, Fundamentalpunkte, darstellen*

Soll nun der Punkt 1 einer der beiden Punkte der Fundamentallinie

sein, welche dem Punkte in der Ebene entsprechen, so muss die

Grösse A von den beiden Grössen x und y abhtngen, das heisst, die

drei Grössen A, ;r, y müssen durch eine Gleichung 9 (A, y)» 0 mit

einander verbunden sein. Da aber jeder Punkt der Ebene einem Punkte*

paare auf der Fundamentallinie entsprechen soll, so muss die Gleidrang

9 (A, df, y) = 0 eine quadratische in A sein.
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Andererseits soll einem gegebenen Punktepaare Aq, auf der Fuii-

dainentallinie der Voranssetaung nach nur ein einziger Punkt in der

Ebene entsprechen. Daa will sagen, dass die beiden Gleichungen:

<p .r, y) = 0, 9> (Aj, x, ij) = 0 nur oiuß einzige Auflösung ftfr die

Unbekannten ij zulassen, dass die Gleichungen linear seien in KUck"

sieht auf die Unbekannten.

Hierdurch ist der Modus der Uobertragung analytisch festgestellt.

Die Uebertragung wird vermittelt durch die Gleichung <p (A, .r, y) = 0,

welche in X (^uadrati-sch , in x und y aber linear ist, also durch eine

Gleichung von der Form: »

2) A Bl CX^ ^ 0,

wenn man unter C beliebig gegebene lineare Fonetionen von x
nnd y Teretebt.

Han nebt, daaa dieae Qleicbang alles leistet, was das ensgesprocbene

Prinaip verlangt. Jedem Punkte in der Ebene entspriebt naeh ibr ein

Pnnktepaar 1) anf der FandamentalUnie nnd nmgekehrt entspridit jedem

Ponktepaare auf der Fnndamentallinie ein Pnnkt in der«Ebene.

Um das dargelegte Prinaip irgend fmebtbar an maeben, bedarf es

solcher Fondamentalstttse, welcbe die einfachsten FignreaverbSltnisse der

Systeme nnf einander übertragen.

Ein dnfaehes FignrenverhaHnliS in der Ebene besteht darin, dass

drei Punkte in einer geraden Linie liegen. Die Coordinaten dieser

Punkte seien dc^ y», «1^1* «jy^ und A^ B^^ ^«t ^1 • • • die AusdrOcke,^
welche A^ B^ C übergeben, wenn man für die Coordinaten in ihnen nach

einander setzt die Coordinaten der drei Punkte. Alsdann ist die ana-

Ijtiscbe Bedingung, unter welcher die drei Punkte auf einer geraden

liinirt liegen die, dass sich drei Factoren ft^f^nft^ finden lassen, welche

den drei Gleichungen genflgen:

+ ^lA + IhA ^ 0,

Diesen drei Punkten in der Ebene entsprechen drei Punktepaare 1)

«nf der Fnndamentallinie, itlr welcbe die Werthe von l sich als die

Warseln der quadratischen Gleichungen ergeben:

,A^ + B,k + Coi« = 0,

^1 + /?,A + QA« = 0,

4j + + C2A* =5 0,

und die Gleichungen der drei Punktepaare auf der Fnndamentallinie

selbst sind:

28*
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420 Vier VorlesuDgen ans der analytiBchen Geometrie.

Das» diese Oleichnflgen nach einander mit den Factoren fx^, ftp fi.,

mnltiplicirt nnd addirt mit Rücksicht anf die ersten drei Gleichongen

identisch 0 gehen, ist ein Beweis, daas die drei Pnnktepaare eine In*

olntion bilden.

Daraus entspringen nnn die Fnndamentalsiltae:

Irgend drei Punkten auf einer und derselbe!) geraden
Linie in der Ebene entsprechen drei Punktepaare der In-

Tolution anf der Fundamentallinie.
Jeden drei Pnnktepaaren der Involution auf der Fun*

damentallinie entsprei^en drei Punkte in der Ebene, welche
auf einer geraden Linie liegen.

Es ist damit fttr das einfachste FigurenTerhältniss in der Ebene der

Ausdruck der entsprechenden Figur in der FnndamentalUnie gefunden.

Suchen wir nun ebenso umgekehrt das einfachste FigurenTerhftltniss in

d^r Fnodamentallinie auszudracken f)lr die Ebene,

In der FnndamentaUinie Uegeu Punktepaare der yerschiedensten

Art Tor. Jedem derselben entspricht in der Ebene ein Punkt. Unter

diesen Pnnktepaaren giebt es solche, welche zusammenfallen in dem
einen oder dem anderen Punkte, Doppelpunkte. Ja, man kann die

Fundamentallinie betrachten als bestehend allein ans Doppelpunkten und

man wird die Frage erheben, welches das entsprechende Bild in der

Ebene sei für die Aufeinanderfolge der Doppelpunkte.

Das Punktepaar 1) auf der Fundamentatlinie, entsprechend den

T^rseln it. der quadratischen Gleichung 2), wird ein Doppelpunkt, wenn
die Wurzeln gleich werden, das ist unter der Bedingung:

3) ff« — 4 0.

Diese Bcdiu},'nngs;,'l(Mcliuii;,^ stellt nber für dio £beae einen Kegel-

schnitt dar. Man bat dcitinacii den »Satz:

Alle Doppelpunkte auf der Fundamental lini c ontspre*
chen in der Ebene Punkten eines bo}>tiiu mtc n Kegelschnittes,

und allen Punkten dieses Kegelschnittes entsprechen Dop*
pelpunKte anf der Fundamentallinie.

Der Kegelsclinitt 3j hängt ab von den SS Constanten, welche in

seine Gleichung eingehen. Er kann d( .slialb joder beliebige Kegelschnitt

sein. Beachtet man nun, dass der K^elschnitt die Grenze bildet fUr

diejenigen Punkte xy in der Ebene, welchen reeÜe oder welchen ima-

ginSre Wurzeln der quadratischen Gleichung 2) entsprephen, das hetsst,

reellen oder imaginären Puiiktepaarcn auf der Fundamentallinie, so

sieht man, dass es freisteht diese Grenze beliebig zu verengern oder zu

erweitem.

Dieser Kegelschnitt 3) , die Directrix, spielt bei der Uebertragung

dar ebenen Figur in dio lineare Figur und umgekehrt eine wichtige
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Rolle. Gfilien wir n.-iinlicli von irgend zwei l'nnktcpacTron a und cc' dor

Fundamentallinie ans, welchen zwei Punkte f und '/ in der Eltone ent-

sprechen werden, und construiren auf der FnndaniPntÄlliiue alle mög-

lichen Funktei)aaro , von welchen j<Hle« eine Involution hil li r mit den

beiden Vnnkteiiaaren cf und so entsprechen diesen in der- Ebene alle

möglichen J'unkte, welche auf' der geraden Linie au liegen. Unter den

aul der Fundamentallinif ennstruirten Punktepnaren giebt eu aher be-

kanntlich zwei l)()pj>elpuukte und diese, als ein einfaches Punku paar

betrachtet, bind iiHriuoni.sch mit jedem der construirten Puuktepaaie.

Die den beiden* Doppelpunkten entsprechenden Punkte in der Ebene

liegen nach dem letzten Satze auf der Directrix. Da sie aber auch auf

der geraden Linie ua liegen, so sind sie die Schuittpuukte der geraden

Xwinie «la' und der Directrix. Man kann deshalb sagen:

Jeden drei 1' unkten in der Ebene aul einer geraden
Jjinie en t.s p rec Ii e n .i u f der F u n d a ni e n t all i n i e drei Punkte-
])aare der Involution, ( onstruirt man dasjenige Punkto-
j)aar, welches harni<»niscli ist mit jedem der drei Punktc-
paare (} V V Involution und betrachtet Jeden l'nnkt des con-

struirten Paares als einen Doppelpunkt, so entspricht das

1) o p p e 1 p u n k t e p aa r auf der Fn n d a m e n t n 1 1 i n i e in der Ebene
dem iSchn itt p u n k t e p aa r e d e r gerad e n Jj i n i e u n d der Directrix.

So entsprechen den Punkten auf irgend einer Tangente der Direc-

trix alle Punktepaare auf der FundamentalUnie, von welchen der eine

Punkt des Paares immer nnverän«lert bleibt, nämlich der Punkt, welcher

als Doppelpunkt betrachtet dem Perfibrnngspunkle der Tangente ent- ,

spricht. So entsprechen ferner irgend z\\ ei Punkte der Directrix zweien

Doppelpunkten in der Fundamentalliuie. Dem Pole der geraden Linie,

•welche jene beiden l'unkte der l)irectri\ verbindet, cntsprtclit das Dop-

pelpunktepaar auf der Fundanu^ntallinie , wenn man jeden Doppidpunkt

für einen einlachen i'unkt nimmt. So kann man endlich Sätze rück-

sichtlicli eines Kegelschnittes, der Directrix hier, nmwandtdn in Sätze

der Ueometrie in der geraden Linie ; wovon Beispiele iu der vorher-

gehenden Vorlesung vorliegen.

Sehr viel eompHeirter wird die l ebertragung, wenn der Kegelschnitt

nicht mehr die Directrix .sein soll. Man wird sie aber mn so Heber

autuehmen, als sie auf neue (Jesichtspunkte führt, die in dem Folgenden

flüchtig angedeutet werden sidlen.

Wenn man den AVerth von X aus J) in 2) seUt, so erhält man die

Gleichung des Punktepaares

4) + ^^1^0 + <^3ro« « 0

Avf d«v FttadamenUllinie, welches dem Punkte atf in der Ebene ent-

spricht. Da in diese Gleichung nnr die Verhltltnisse C eingeben,
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422 Vier Vorlesungen aus der aualytiachcn Geometrie.

80 kann in;ui 'lifscn Grössen aucli beliebige Weithc zuertlieileu und aus

den gegebenen Verhältnissen die Ooordinaten x, y des diesen Werthcn

entsprechenden l'unktea in der Ebene eindenti^' beistiuinien. Das will

papren, dass die Gleichnng 4) alle möglichen Punktcpaare auf der Fun-

dniiK iitHllinio darstelle, mag man in ihr entweder x und y oder Jf

und t beliebig variiren lassen.

Die Bedingung nun, dasb Tunkte in der Ebene auf einer r::t'radeu

Linie liegen, ist bekanntlich die, dass ihre Coordiuaten y einer liue&ren

Gleichung von der Form genügen:

6) + + cC s= 0.

Die diesen Punkten in der Ebene entapreehenden Fanktepaere 4) enf

der FundftmentalUnie bilden naeb dem ersten Fundamentalsatse ein in*

TolntoriscbeB Syetem. Wir können desbalb sagen:

Die Gleichung 4) stellt ein involntorisebes System von
Punktepaaren auf der Fnndamentallinie dar, wenn die

ariabeln Coeffieienten C einer linearen Bedingnngs-
gleielinng von der Form 5) genügen, nnd jene Pnnktepaare
entsprechen Punkten in der Ebene, welche auf einer gera-

den Linie liegen.

Sollen Punkte in der Ebene auf einem Kegelschnitt liegen, so nifls-

sen ihre Goordinaten y einer homogenen Bedingungsgleicbung der

2*«" Ordnung genfigen:

6) F {A, Ii, C) =0.
Die ihnen entsprechenden l'unktepaarc auf dci Fundamentallinie werden

durch die Gleichiingeu 4) ausgedrückt, deren Coeffieienten eben dersel-

ben Gleichung 6j genügen müssen. Wir werden daher analog dem Vor
hergehenden sagen:

Die Gleichung 4) stellt ein involntorisches System der
zweiten Ordnung von Punktepaaren auf der Fundamental»
linie dar, wenn die variabeln Coeffieienten J, i/, C einer

homogenen Bedingungsgleicbung 6) von der aweiten Ord«
nnng genügen, nnd jene Pnnktepaare entspreehen in der
Ebene Punklben, welche auf einem Kegelschnitt liegen.

Wir nennen eben das System der Punktepaare 4) auf der Funda-

mentallinie ein iuTolutoriscbes System der aweiten Ordnung,
wdl es sich in xwei involntorische Systeme serspaltet, wenn die Bedin>

gnngi^Ieichnng Oy sich in lineare Faetoren auflösen IKsst.

Fttnf beliebig in der Ebene gewühlte Punkte bestimmen den Kegel-

schnitt, der durch sie geht , ein sechster Punkt des Kegelschnittes ist nur

unvollständig durch die beliebig gewählten lllnf Punkte bestimmt.

Demnach kSnnen auf der Fnndamentallinie' Itlnf Punktepaare be-

liebig gewählt werden, wenn sie in der Ebene flinf Punkten entsprechen
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sollen, dnrch welcho ein Kegelschnitt geht. Ein sechstes Punktepaar,

welches in der Fundamontallinie einem sechsten Punkte des Kegelschnittes

entsprechen soll, ist einer Beschränkung unterworfen. Der eine Punkt

des sechsten l'aares kann immer nocli willkürlich auf der Fundamental-

linie gewählt ^Verden , der andere ist durch ihn und die fünf gewählten

l*unkte|)Rarc , wie wir gehen werden, nicht mehr eindeutig bestimmt.

Dnrcli fifnf von den 'sechs Punktepaaren des in vnlutorischen Syste-

mes zweiter Ordnung ist der Kegelschnitt in der Ebene bestimmt, der

durch die den fünf l'nnktepaaren 5n der Ebeno entsprechenden Punkte

geht. Von dem sechsten J'unktepaare soll nur dt-v eiiie trogcbcn sein.

Dieser, hIs Doppelpunkt botrachtet, entspricht eiiinn bestimmten Punkte

der Directrix. Allen Punktepaaren auf der Fundamentallinie, von welchen

«1er eine unverändert der gegebene Punkt ist, entsprechen in der Ebene

Punkt(> auf der Tangeutc der der Directrix und der Doppelpunkt dem

Bei iihi ungspunkte. Die erwähnte Tangente der Directrix schneidet aber

tli 11 Kegelschnitt in zwei Punkten und jeder dieser Schnittpunkte wird

einem Punktepaare auf der Fundamentallinie entsprechen, von welchem

der eine Punkt unverändert der gegel'ene bleibt, die beiden anderen

l'uukte <\pT lu'idcn Paare werden verschieden sein und jeder derselben

wird als 7\v nlfter Punkt des involutoriflchen Systemos zweiter Ordnung

genommen werdt:u können.

Da« gewonnene Resnltat drücken wir kur^ so aus:

Wenn von sechs l*unktpj)aaren eines i n vo Int ori sehen

Systemes zweiter Ordnung elf Punkte gegeben sind, so

giebt es zwei verschiedene zwölfte Punkte des Systemes.

Den zwölften Punkt eines involutorischen Systemes aweitcr Ordnung

wird man demnach nicht ohne Hülfe eines Kreises oder Kegelschnittes

construiren wollen.

Das zuletzt beschriebene FignrenTerhältniss gehört schon zn den

eomplicirteren, Mif deren Betrachtung wir hier nicht weiter eingeben; viel-

mehr werden wir uns damit begnügen, die analytische Behandlung der

Geometrie in der geraden liinie in den ersten Anfängen vorzuzeichnen.

Wir vollen annehmen, dass die Gleichung 4), welche das dem

Punkte X, y in der Ebene entsprechende Punktepaar auf der Funda-

DQentallinie darstellt, durch Einführung der homogenen Coordinaton selbst

homogen gemacht sei, dass also C lineare homogene Ausdrücke der

Coordiuaten a:, y, z bedeuten.

Bezeichnen wir unter dieser Voraussetzung mit ü den Ausdruck:

7) ü ^r,« + JTiTo +
und mit und die Ausdrucke, in welche ü übergebt, wenn man

für die Coordinaten x, y, z setzt die Coordinaten a-y, y^, Zq eines Punk-

tes 0 in der Ebene oder x^^ y^, eines Punktes 1 in der Ebene, so
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sieht man, daas dai^enige Punktepaar auf der FaadamentaUinte, wekket

dem Punkte:

auf der geraden Linie Ol entspricht, dureh die Glelchnng ausgedrttckt

wird:

8) J7j — il7, = 0. •

Diese Gleichung stellt also ein involntorisches Sjstem von Punkte»

paaren auf der FundamcntalUnie dar.

Zweien mit 0 und 1 harmonischen Punkten in der Ebene entsprechen

anf der Fundamentallinie die beiden Pnnktepaare 8) und:

9) I7e + AI/, = 0.

Nennen wir demnach xwei Pnnktepaare harmonisch mit zwei an-

deren Pnnktepaaren auf der Fundamentallinie, wenn die ihnen in der

Ebene entsprechenden Pnnktepaare harmonisch sind, so stellen sieh die

ersteren analytisch in der Form dar:

==0. e/t — 0» — APi = o. tr^ + Ai;, = 0.

Operiren wir mit diesen Gleiehnngen wie mit Gleichungen von har-

monischen Pnnktepaaren, so ergiebt sich daraus der Sats:

Wenn Ü^^O nnd i\ ^ 0 die Gleichungen sind ron irgend

swei Punktepaaren auf einer und derselben geraden Linie,

so stellen die Gleichungen:

irgend vier Punktepaart» dcsbc Iben i u v o 1 u i > i i s di e u Syste-

me» dar, von welchen das erste l*aar Fun ku- paare harmo-
nisch ist mit dem letzten unter der Bedingung:

if* - i + f*) (^1 + f*,) + ^iMi = ^-

Wir werden femer sagen, dass drei Paare von Punktepaaren auf

der Fundamentallinie eine Involution bilden, wenn die ilmen in der

Ebene entsprechenden drei l'unktepaare eine Involution bilden. Auf

Grund dieser Definition lüsst sich der Satz aussprechen:

Wenn =3 0 und =5 0 die Gleichungen sind von irgend

awei Pnnktepaaren auf einer und derselben geraden Linie,

so stellen die drei Gleichungenpaare:

irgend sechs Pnnktepaare desselben involntorischen Sjrste-

mes dar und die drei Paare von Pnnktepaaren bilden eine

Involution unter der Bedingung:

Man wird bereits die Bemerkung gemacht haben, dass die symbo-
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Usehen 'OleielmiigeD, welche hier anf^reten, gans dieselben sind, welche

uns gedient haben die Geometrie in der Ebene von Anfang an ent-

wickeln. Wie wir die angegebenen Gleichungen doppeU interpretirt

haben, so lassen sieh alle jene symbolischen GleichnngOD, dnrch welche

Sitte in der Ebene bewiesen werden, doppelt interpretiren und dieses

giebt Gelegenheit eine grosse Zahl von SStsen aus der Geometrie in der

geraden Linie an entdecken.

Diese BStse an« der Geometrie in der geraden Linie drücken sich

allerdings schwcrfälli- aus, was recht zu Tage tritt, wenn man cutspre-

chende Sätze neben einander stellt, wie zum Beispiel:

Jede zwei gerade Linien in der Jede zwei involutürischc Systeme

Ebene schneiden sich in einem von Puuktepaaren auf einer und der-

Puuktc. selben geraden Linie haben ein

J'iinktepnnr geiueinsam.

von wclclien Sätzen der letztere m cnw i aiuleveii Form in der ö^'^" Vor-

lesung unter Xo. 22 bereite nntj^egcben ^sOlden ist, »»der

Wenn jede von zwei {>;era(len Li- Wenn zwoi involutorische Systeme

nien durch zwei gegebene Punkte von Punktepaaren zwei Punktepaare

geht, so fallen die geraden Linien gemeinsam hüben, so ist jedes Punk«

snsammen. ' tepaar des einen Systemes zugleich

ein Pnoktepaar des anderen öyste-

mes.

Da der Mangel kurzer Ausdrücke für ITigurenverhältnlsse bei den

compUcirteren Sfttzen der Geometrie in der geraden Linie sich viel fühl-

barer macht, so wird man es sich angelegen sein lassen, solche kurse

Beaeicbnungen zu erfinden.

Die eigentliche Aufgabe der Geometrie in der geraden Linie wird

aber die bleiben, sie an constmiren ohne die gerade Linie an verlassen.

Denn mit der Ldsnng der Aufgabe und mit dem Uebertragungsprinaipe

kann man die breitere Basis der Ebene verlassen und sich auf die ge-

rede Linie aurflckaiehen ohne die Herrschaft Uber die Ebene aufsugeben.

Die gerade Linie wird dann gleichsam als Telegraphenburean dienen,

auf dem man alle geometrischen Zustände in der Ebene erfahren und

neue Combinationen in ihr anordnen kann.
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Bemerkung Über Doppelrellien.

Nach Caucby's Untersnchuug (Cours d'Analyse, page 537) wein

man laugst, (la.ss es liei einer Doppelreihe iiiclit gleichgültig ist, ob mtii

sie uach Hurizontalzeilen oder nach Vetticalcolonnen anordnet, es siud

aber im Gebiete der elementaren Analysis sehr weni^ Beispiele be-

kannt, an denen sich der Unterschied jener zwei Anordnungen recht klar

nachweisen lägst. Vielleicht wird mau desahalb die folgende Bemerkoog)

welche nur die Kenntniss der Foimel '

1 = 1 + J -1- «2 ^ «3 + Z< + . . . ,

- 1 < « < + 1,

erheischt, bei Vorlesungen brauchbar ünden.

Da der absolute Werth des Productes 2.t(1 — x) so lange ein echter

Bruch ist, als .r zwischen —
i — 0 + i + ^) ^*6*»

haX mau ei&erseiU folgende Kntwickelung

1

1)

1 — 2«(1 — «)"

= 1 + 2a:(l — «) + 4«*(t—«)« + 8a:»(l—

+

— 0,366 ...<«< + 1,366 . .

.

Andereraeits ist identisch

iwd wenn hier der letste Brach unter der Voraussetzung < 1 d.h.

< i entwickelt wird, so ergtebt sich

1

2)

1 — — x)

— 0,707J . . . < a; < 4- 0,7071 , .

.
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Die beiden Keiheu in 1) und 2) kann mau sicli entstanden denken
aas der Doppelreihe

1 + 2«— 2««

+ 8«^— 21a:« + 21a:* —
+ 16«' — (vlo:"^ + 96 a:» — . . .

+ 82ar^— 160a:« + ...

+ 64a:« — ..,

+ ...

und swar erhält man die Koihe 1) wenn zuerst die Hotisontalaeilen lu-

sammengesogen werden, 'lagegen die Reihe 2) wenn man snerst die vet'

tical anter einander stehenden Glieder vereinigt. Falls nun x den beiden

Bedingungen

— 0,866 ...<«< + 1»366 . . .

— 0,707 ...<»< + 0,707 . . .

gleiehseitig genügt, d. h. -wenn m swiscben — 0,366 . . . nnd + 0,707 . .

.

liegt, so liefert jede der beiden verschiedenen Anordnungen eine eon-

ergente Beibe, nnd die Summen der letzteren Reihen sind identisch;

die verschiedene Anordnung hat dann keinen Einfluss auf das Endresultat.

Wenn dagegen x zwar der ersten aber nicht der sweiten Bedingung ge

nOgt, d. h. im Falle 4- 0,707 + 1,366 . . . , so ftlhrt die erste

Anordnung zu einer convergirenden, die zweite zu einer dtvergirenden

Beihe. Fttr — 0,707 ...<«< — 0,366 . . wird umgekehrt die erste

Beihe divergent, die zweite convergent, und ist endlich < — 0,707 . .

.

oder > + 1>366 . . . , so divergiren beide Beihen. Sohl.

ZZX. UelMr gnnotlonen einer fOnfttudi zwnammenhllngendeii FUdhe.

Die nachstehende Abhandlung betrachtet die Rosenhain^selien Fune*

tionen als ein Beispiel zu Biemanns „Theorie der Aherschen Functionen**.

Da sie die Bekanntschaft mit dieser Theorie voraussetzt, so kommt es

ihr nicht darauf an, die Biemann*schen Deducüonen au reproduciren,

sondern fär den vorliegenden Fall nach den von Riemann gegebenen

Uethoden die Formen und Identitftten wirklich aufzustellen, und be*

gnügt sich meist, statt der Beweise Gitate aus Biemanns Abhandlung zu

geben. Ein Theil dieser Arbeit ist im Anfange des Jahres 1865 in Halle

gedmckt, aber nur in die Hftnde weniger gelangt. Sie ist in 2 Theilo

zerfilllt, deren erster die directe Darstellung der Functionen einer 5-fach'

mammenhlngenden Flftche durch algebraische Functionen und Integrale

solcher, deren zweiter die indirecte durch ttberall endliche Integrale mit

Hfllfe der Functionen enthalt. Einiges Ober die zu Qrunde liegende
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Flltefaei und eine Abbildung derselben seliieken wir diesen Theilen

orans:
Wir beseiebnen die 5*

fach zusammenbängende

Fläche mit T. Sie »ei über-

all 2-facli über der «-Ebene

ansgcbreitct und setze sieh

um die G Veraweiguogs-

pnnkte 4r,, Ar.,, . . . her-

uin, ans eineni Fläcbenaste

in den andern fort. £• ist

dann nach Kiemann p. 7,

z — nnendlicb klein

erster Ordnung in 7 f&r

z^ A„ wenn j(r« einer der 6 Veriweignngswertbe bt. In der nebenstehen-

den Figur, in weleber Ar,, Ar^; ^3, k^^ durch (der Einfacbbeit

wegen) sieb nicht schneidende Linien verbunden sind, längs welcher die

beiden Aeste der Fläche zusammenhängen sollen, ist die Zerscbneidnng

der Fläche T in eine einfach zusammenhängende T' darch das (^aer-

scbnittsystem o.^, und die Linie c nach Riemanns Vorschrift

(p. 43 seiner Abhandlung) dargestelll. An das Ufer der Querschnitte,

welches als das positive betrachtet werden soll, ist ein + Zeichen, aaf

das negative ein — Zeichen gesetzt.

Jede einwertbige Function in T kann eindeutig durch z und die

Wnmel £jpi,y,v' der Gleichung:

F{Sf,,^,r^ z)=iz— kfi, «— . z— Ar/ , S^,,,y— z— Ar^- . z— Ar^ . z— = 0

dargestellt werden, und wir werden die zu einem Werthe ^/«.r,» gehS-

renden Wettbe von z dureb die GleiehuDg F (.S^,,,^
, ;) = 0 verknüpft

nennen. Jedoch snr Darstellung der Functionen in 7 bedienen wir uns

der Grosse

s= y {z — . : — k , . z— k , .z — A
| . z — k-^ . z — k^ = Y z— A

,

und bezeichnen einen J*unkt in 7' durch (.«, c), (*|, c,), (a, t) etc., worin

.V, , G etc. durch Z|, ^ etc. ebenso ausgedrückt sind, als « durch z. Femer
wollen wir

z— Ar*

(»1

z— Ar*

setsen.

I. Directe Darstellung.

Functionen, welche in T Uberall einwerthig und endlich sind, und

beim Uebergange vom negativen Ufer der (Querschnitte zum positiven

um eine constante GrSsse, den Periodicitätsmodul, wachsen, heisten In-
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logral« erster Gattung und sind lineare Functionen der beiden ein-

fachsten :

rät /
* zdz

flir defen Periodicitätsmodaln wir die Beieichnung gebraucben

:

Setzen wir dann

am Selinitt y , fr| , b^y

"'IK «II» «12« ^l» ^2
^21» ^27* ^«1» *22

J ia) = «in «12

«21» «22
8 jf

ll| = ^^^) «2 ^* -^rS WV»
1 i

•o sind die Periodicitätsmodaln Ton tfn u,, welcher Integrale wir nns

meist bedienen, folgende

am Schnitt a^ ^ , 6| , 6^,

tl|, t«, 0 , JMi,, iRij,

II], 0', f«, IMii, Jlff].

Bestimmt man die Anfangawerthe dieser Integrale nach Riemann p. 48,

so fliesaen hieraus Air die Yersweigangspnnkte Werthe, wie sie sich in

der angehängten Tabelle I berechnet finden.

Hieraus leiten wir durch Differensiren nach den Versweigung8wer>

tfaen einige specielle Integrale aweiter Gattung ab, yermtttelst welcher

sodann wir die allgemeinen sweiter und dritter Gattung leicht darstellen.

Es hat —p ' die Periodicitätsmodaln Null an den Schnitten a^, a,,

an den Schnitten 0^, b^^ und wird im VYindungspuukt

unendlich gross erster Ordnung.

Mit den Beseiohnungen n t^), t (c,) für Integrale dritter und

sweiter Gattung, die in Pnncten S| , Sj logarithmisch resp. in f| erster Ord-

nung unendlich gross werden, verbinden wir ftlr die darin vorlEommen*

den willkürlichen Constanten feste Bedingungen. Wir setsen nämlich

« («1. ^21 ('» «)) =^
j

•tf . z ~ ka . t— ^ft
' + * . ^— A/. . ^— kft' ^

V-
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^^^^^^^^^^^^^^^.^^^^^^f^^^^^^^^^^^^^

Es tat dann rr f,, bei ö, , Periodicitatsmodnln Null und wird

in £, , ^ — *i rf^»?- — * — * ' Tin^ndlich und unterscheidet sieh

auf beiden Ufern einer von nacli durch das Innere von T' führen-

den Linie nm 'Irti. IlierauB tiiesst BOfort i wenn wir «}= C| ii^

setxen ond darcli dividir«n:

I (£„ («. 2)) = JT/'* " ' A'^ — Ay. j — Ay ^ («, -r)

^1» + w<irÄ>'.2»|

dkf^

t i "~ A*^ . z " k 4 • X| * A"n • Z| *
^i*

worin (^1, fUr gesetzt ut. Eine einwerthige Fnoction in T
nadk Biemaan pag. 23 wenigstens sweimal unendlleh gross (und Ucio'i

Z— 2.
enter Ordnung werden nnd ist toA der Form . Cf). Nur in

15 Fällen und deren Keciproken fallen die I'unkte Unendlich uad ibenso

die Punkte Null zusanimeu, wenn nämlich c,, z.^ Vcrzweiguugspunkte

sind. Die QuadratNvur:xel einer der letzteren Functionen ist eine in T
ebenfallti einwerthi-^e Fnneiioii, gewinnt aber beim Uebergange Uber die

(Querschnitte wenigstens einmal den Factor — 1.

Eine in T' einwerthige Function , die nur in 2 oder weniger Punk-

ten unendlicli f^roHg ''und klein) erster Ordnung wird, Iiis st sieh nllgtimin

zu reden und a^>gesehen von einetn constanten I'actor mir aut ( iiir Wri-»'

80 bestimmen, da£ä sie an den (Querschnitten bestimmte l-'actorca ^ i^'

winnt. (Riem, p ö:?.) Der Ansnahmefall ist z — Zy ']/{z— ir^.r— A/).

Wird eine solche Fonction fär (*, *) = (— äj, z^)^ (— s>, z^) nnendlicli

gross erster Ordnung, so ist sie in folgender Form enthalten:

,'2 ,31^ <>

• 2 ,3
-'l I *•> t

\ k A - A 3 o

1, V. V. 0

•! ,31 - .

. 1 ,3
1,

1 I. i- S £ >

worin wir = (^«-^«')^ • V^»''" ^f<n

len und dann diese Function mit beaeiclinett.

k, . n^'^^ku —k, süteen wol-

*) Man hat hierfür oinen besondem Beweis für nothig eraebtet, welcher Mf
genauer Zählang der Coostanten einer Fanetion in T hemht. Diese AntaU

(2ft — /) 4- 1) ist jedoch in gaos allgemeiii gtiltigcr Weise tou Biemann |»ag<

gegebcDi weshalb wir nicht darauf einsngehen braachen.
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Ist hierin (."?,, ?,) = (tf, {s^ Sj) = (^i wollen wir 9^^-

tebreibeD, es ist dann:

Ist aber Zj) = (0, kr) («2» *2) ~ (^» ^*)» ®^ scUreibeu wir

ip<Wl _ 7/(
*^\ -{/ßf*—^^ Atm— A-y kg— kr kf£— kr\

> Vs_Ar^ ' z—kj r \kf,—k^
'

kf^—k^
'

kf,—k^'
'

k^ —k^J
*

Die Dsnielliing der FaneUon <P dnich 9-Funetioiien ist in folgender

Formel enthalten nnd kenn ale Additionstheorem der ultra elliptischen

Functionen angesehen werden:

^Pß'^B 77,"'*
(^5,, j,), 9/iAi (.*i»M). 9V(*l»^t)

worin ^ = Jljf^'^ 9^^- (z = :
17/"'

g>r^- (z = k^),

IMe Faetoren + 1 an den Querschnitten hHogen von (ifi ab ond

sind in der Tabelle II enthalten.

'I

1, 9^fi,u {z ), (p*f,„
(z )

1. 9V(«2)»

II. Darstellung durch ^-Functionen.

Zur Darstellung dii Functionen in T durch m, bedient man sich

der ^-Functionen, deren Moduln m,,, m^2, , »«22 sind. Wir bezeich-

nen mit &{vi^*\ t^i*"') eine solclic Function, in welcher v^^*^ = m, (.v,, r^)

-f M,(#, + «/, ((T, p./*' = r,) + ujs. z) + u,f(J, ^) gesetzt

wird, liei den von uns gewählten Antaugswertlien der Integrale W|

ist Uj) identiscli Null. Es ist nach lÜem. pag 50

1) l6(•'t^^ ^2^'^)

-

1«w^ «»1^*0= »»(«o «». 0) + «(«n «2, («))

worin die sp-Fnnetionen die im ersten Abschnitt wirklich dargestellten

Functionen bis auf eine in dieselbe einsnrechnende, von
,

abhängende

Constante sind. Ist «2 = ^1 + ^ erhttlt man:

dz^

worin die in / eingerechnete , von £, abhängende Constante dadurch be-

stimmt wird, dasg man f,'"_0, Pj^'^'^Osetat, wodurch die linke Seite einen

leicht berechenbaren Werth erhält. Dies geschieht dadurch, dass man für

(tf, (sy z) die dem Punkte z,) durch die Gleichung F{Sf,,r,t\ z)=0
ferknüpften Werthepaare setzt, wobei f*i v passend zu wählen sind«

Der Beweis hiervon wird sich «päter ergeben. Ist die Constante Air

diesen Fall bestimmt, so erhült man durch Integration zwischen den

Qrensen C|, $2 anch die, welche in iK(r|, t,) eingerechnet wurde.
*

Setsen wir in 2) fttr tj, Z) den Yersweigungswerth kf, so können die

Imsen Zahlen A, leicht so bestimmt werden, dass die Gleichung statthat:
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Denn da die Grossen sich iiiir um eine Coiistante unterscheiden köoneo,

so folgt zauächsi durch \ ergleichung der Periodicitätfimoduln

:

Diftorc'iizlron wir die Gleicliuug 'Ij nach vertauschen : und r,, setzen

dann :, — /„. so erhalten wir dasselbe Resultat, als wenn wir 3^ nach

z differenzirea, hieraus entspringt die beiaorkeuswerthe Doppelgleichuiig:

lg 0 f - Ig 0

— —
< '»r K g) _ lim ^ öl 2,))

worin t den Punkt bedeutet.

Mit diesen Uülfsmittelu deducirt man leicht die Gleichung:

'

^

c^t (<^f) ^«.^ (g, ^)

" H I

(jj ^ ^ ^ig^fI» aiiii^ _ _ ajg

worin t'^ ==: Wr(A^) + «r(*> *) 4" ^y^ßt t) setzen ist. Für z and wiibleu

wir todaiin Werthe, fftr welefae '9,, s iti 9^
'-^ wird. Man fiodel,

tluhü dies tiir Vcrzwei^ngswerthe * ~ Ar, ^= Atf' welche von Ar^ verschie-

den sind, geschieht. Es folgt:

= I d lg (A'^

—

kp ' A^— Av' • Av

—

k/ • A*^'— k^, • k^^—k^f' - kq— A^ ;

oder 2/ (^) . t

'

worin fti^v'; solche 2 Combinationen sind, für welche,

P^rr^i 92 -|wird»8.B.fi,v,V==sl,3,5,fi^^,^'=3,4,6fllr^,s(^9H'

etc. Setst man Ar^= Ar^, Ar^ s=5 Ar^ so wdtdea die a^^' and dakei die^'
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berechenbar und ^(0, 0) = 1 woraus Cs=>2 folgt, and nur noeh-das

Voneichen, wohl am besten für reelle an bestimmen ist.

£ü ist naeli Kiemann pag* 54 » wenn die ganzen Zablcu /i, g gemäss

^ bestimmt werden:

Man kann aber auch vermdge des im ersten Tbeile gegebenen Ad'

ditionstbeorems speciellere ^•Functionen aar Darstellung anwenden, in

welchen («|, «,) = (0, Ar^) ist, nämlich:

- - IW..- in f 2 m in 2 ni.,„ ijr\

In welcher Gleichung jedoch hg so an wfthlensind, dass der ZXbler für

(.V, z) = (— (f, ^) verschwindet, was immer möglieh ist, anch kann dann

fBr (ff, f) ein Verzweigauj^-,pnnfet gewählt weifden.

Nimmt man in 0^fj^\
(.v,

, r,) = (—s, (ff, = (0, Ar^*) so kann

man hg so wählen, duss für diese Weribe die Argumente im Zähler

»„Sj-.^0, 0 werden. Für m, (r), + m, (/t^ ) kann man aber ^i), +"2(05, ^2)

setzen, wenn f - ff,, J:,), (— (J^, ^2) Werthepaarc (v,
, t,) durch

•lie Gleichung F(5, z) = 0 verknüpfte Wertbepaare sind. Hierin liegt

ein früher verlangter Beweis.

Wir fügen noch in der Tabelle III. die Berechnung der Wertbe
hg für fifi' an, welche mit der 2. Tabelle verglichen werden kann, wenn

man beachtet, dass A». = 0, 1 den Factoren +1, — 1 bei und

9v= 0, 1 den +1, — 1 bei b^. entspricht.

Tabelle L
ÄTj ÄTj

iu^ + ffl]! + SI22, + ''1321 — Wf + ai22» — *»2| + «»iJ»

— j« — wi,, + 2m, 2, — in — /«I, + 2 m, 2,

OTjj -|- 2IN22, ITC »1,1 -f- 2;/l22'

Tabelle II.

^jt,=a,2Al,a;(l,4Xl,5)C1.6)(2.3K2,4(2,ö)(2,Gj(3,4)(3,5X3.6K4,öj^

/in"

fl, __ _-|-4.4.+_ +
«- + + + — — H- + -|_ +
6, 4- — — +
h + + + — — + + — —

7^iUchxift r. M«ih«maiik o. Physik. XI, 9. 29
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Tabelle III.

ft/=(l,2)(l,3)(l,4)(1.5)(l,G)(2,3)(2,4)(2,5)(2,G)(3,4)(3,5)(3,G)(t

1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 0 0 0

0 0 0 1 1
•

0 0 1 1 0 I 1 1 1 0

9i 0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0

92 0 0 1 1 0 0 1 1 0 1 1 0 0 1 1

De. Tuomab.

XXXI. Kote über ein Theorem der ebenen Oeometrfe.

Auf den Umfkngen zweier ebenen Carven C| nnd bewege sieh

eine Gerade von constanter Lftnge , ein fester Pnnkt derselben besdireibt

dann eine dritte Corre C, Sei Pi ein Punkt der Cnrve C| , ein Punkt

der Cnrre C^i ^ ^t^z =^ ^Pt P ^^^^ Constante bedeutet Ist

üf der Halbimngspankt der Geraden PiP^f so Iftsst sich ein fester Punkt

P dieser Geraden dureb seine Abstände Pi^ssp + m, PP^ s p » n
' von den beiden Punkten und P^ bestimmen, wo m eine Constante

ist. Beseichnet man durcb m den Winkel, welcben die Gerade P|P,

mit der Abscissenaxe bildet, sind femer y; ^11^1» tft

spectiTen Coordinaten von P^ P|, P^, so besteben awischen denselben

die folgenden Gleichungen: ^
1

. fa?, SS o; ~ (p + cos «2 = * + (P "»

lyi =! y — (p + m) sin «, J= y + (p — «) »in m.

Diese Gleichungen lassen sieh durch die naehstebenden eiseUen:
|

Klimniiit man .r,
, Vj ?

ic.^, zwischen den vorstehenden Gleiclmngen

und den (jleichuugeu der beiden Curven C, und C.^^ so crgiebt sich die

Gleichung der Curve C. »Seien ds^ ^s^^ d die Bogenelemeute der Cur-

ven C, (7, ,
Cj, die Coordinaton x, y\ a*,

, Vt i •^!>> ^2 können dann re-

spcctivo als Fnnctinneu von v, .s,
,

angesehen werden. Die bcideo
|

ersten ( Jlcichim^cn 2) p^eheii dann jf,
, 5^ als Functionen, von a , dun h

deren J^ubstitutiun die dritte Gleichung 2) identisch wird. Die Winkel,

welche die Tangenten in den Punkten/*,
,

P.^ der Curven C, C, , (\
|

mit der Abscisäonaxc und der Geraden
/'i

P.^ bilden, seien respective

,
11'^ und gi,

(fj, , qp... Zwischen dieeen Winkeln finden offenbar

folgeudo Gleiclmngen statt:

if; = qp -f fö, t/^i
~

<jp, -f w, ^2 = g)^ + «.

Mit Bttcksicbt auf die Torstebenden Gleichungen bat man:
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3)

da: = sin (g> + »),

= cos + »), 5= Bin (vi + w),
1 «"l

= + w), ^ + »)•

Sieht man in den Gleichungen 1) und als Functionen von s an, dilTe-

rcntiirt diese Gleichungen nach so folgt mittelst der Gleichungen 3):

eo8 (9>i + ») s= COB (g> + ») + (p + ») «in »

Bin (9i + «)

Bs
"

sin (9> + ») — (p + «•) CO« »

CO« (Vj + ö») ~ cos (9 + «) — (p — «*) «in »

dio
«in {fP2 + ») = «in (9 + «) + (p — «) eo» w

oder:

4)
dB

dB.

- COB 9| cos 9,
dB« dlift

sin 9| = sin 9 — (p + »*)
^B

dB« .— - «in m_ —? an~ COS = cos (f, -^y sin = sin 9 -j- — m)

^ufl diesen Gleichnngen erhält man nnmittelbar:

p + m dco

dB*

dm

dB*

p — m d«i
Ungy. == tangy - ^. fang 9, = taug 9) + —

.

2 taog 9 = (^1
— tang 9i + (l + ^) tang y,.

Fftllt der Punkt P mit 'Pnnkt Af snsammen, «0 i«t m =s 0, die vor-

stehende Grleichong wird dann einfacher:

'J tau^ tf. = tang 9, + tanj,' ijPj.

öiad ^0 beliebige (Jonstanten, so geben die Gleichungen 1):

ÖS

. / ^^J^ dx,\ dB,- " -- = - .ro) ^ - (i/.-i^o) ^} ^
^ - (» - fo) + (" + ä,-

— (P + |co8 ö> ^— «n»^+ — ^0) eos»^ + — y«) sin 0» ~|

,

(*-^) - (y- yu) ^ + d»-«)* 1^

dj;

+ (p - m) |co8 CO — sin»^ + (n— Ho) «0««« + (y—yo) « )•

29»
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Multiplicirt man die oiste der vorstehenden Gleichungen mit /> — »*, tiie

zweite mit p rn, bildet die Summe der Froducte, so folgt:

Auf der Cweve entspreche jedem Pnnkt des Bogens Pi i^i dn Punkt

des Bogens P^^t der Carre C^, so dass die Distans der beiden Punkte

gleich 2 p ist. Der Punkt P beschreibt dann einen Bogen PR* In der

Ebene werde ein beliebiger Pnnkt 0 angenommen, dessen Coordinsten

•^0 > s^^^ mdgen. Verbindet man diesen Pnnkt 0 mit den beiden End-

punkten von jedem der drei Bogen PRy Pi^i nnd P^R-n so entstehen

drei gemischtlinige Dreiecke, deren Inhalte respecttve Sj nnd seira.

FUr 5, S^^ S.^ hat man die folgenden Gleichungen:

±2S = j'{(.-«,)|--(y-,.)5^}a..

In den vorstehenden Gleichungen ist links das obere oder untere Zei-

chen an nehmen, je nachdem die rechte Seite positiv oder negativ ist.

Sieht man «i, als Functionen von 9 an, so erstrecken sieh die Inte-

grationen in allen drei Integralen Uber dieselben Werthe von t. Die

Gleichung S) iMsst sich wegen der Gleichungen 6) einfacher schreiben:

r) ±(x-:)5±(x + ';)'#TS?=0.'-.%^-
Man überzeugt sWh leicht durch einen besondcni l'^all, dass in der vor-

stehenden Gleichung daü obere Zeichen zu nehmeii ist. Sind z. B. die I

rnrven ^, , C, Parallelcurven , so ist auch die Curve den Curven C\

und ('. jtJirallel, eine einfache Betrachtuntr zeigt dann, dass die linke I

Seite der Gleichung 7) positiv ist. l>urch Integration nadi s folgt

aus 7):

8) (l.- 6-, + (l -I- '^') - 2S = (p»-«»).».

wo 9 der Winkel ist, welchen die Verbindungslinien der Punkte ,A
und der Punkte einschliessen. Nimmt man auf der Geraden von

m
constanter Länge drei feste Punkte an , setzt suecessive —sssa^ß^ /, wo

P

ßi 7 positive oder negative ächte Brttebe sind, beseichnet die est-
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Bpreehenden FlSelienrMonie S durch ^4, ^, C, so giebt die Gleichung :

(1 ~ 6', 4- (1 + «) 5, — 2^ = ;r (1 — ft') i/,

(1 - ^) + (1 + ^) - ^ ^- U - i^') 6,

(1 _ y) + fl + S., - 2r =p^ (1 - r)

^Durch Elimination yon 5j und 5^ folgt hieraus:

A iß-y)+ 1? iy-u) + = {üt^ _
y) + ^(y - «) + («-^)

Sind die beiden Cnnren und geschlossene Curven , bezeichnet man
ihre Inhalte durch und ist dann ^ der Inhalt der Curve~ C, so

giebt die Gleichnug 8):

(1-^)2^+ (x + 'j;)li-2X=2»(p'-«').

Diese Glciclinng gilt auch ofifenbar noch, wenn die Cuiven Cj and

zusammeafallen, also Z.» = 2?, ist. In diesem Fall ist:

2?, — £ = (p^ — w*) « = (p + m) (p — m)

Diese Gleichung enthält folgenden Sats:

Durchlaufen die Endpunkte einer Geraden von constanter Länge

eine geschlossene Curve C|, so beschreibt ein fester Funkt der-

selben eine Gurre C! Der Inhalt von C ist gleich dem Inhalt

on C| vermindert um den Inhalt einer Ellipse, deren halbe Haupt-

axen die beiden Segmente sind, in welche der feste Punkt die

Gerade von constanter Länge theilt.

Die (»leichung 8) giebt noch zu einigen analogen Sätzen Veranlassung,

welche aber weniger einfach wie der vorstehende sind.

Dr. A. En'nepek.

XXXXI. Ueber die Anziehung elliptischer und Itreieförmiger Scheiben.

In einer Abhandlung „über die Anaiehung einer von zwei ähnliehen

Flächen zweiten Grades begrenzten Schale" (Crelle's Journal, Band 60»

p. 321), hat Herr Mehler über die Anziehung eines vollen Ellipsoides

und einer von zwei ähnlichen Ellipsoiden begrenzten Schale eine Reihe

bemerk cnswerther Sätze anfgostolk für den Fall, d.-iss dif Kh-mcnturan-

ziehung umgokehrt pruportional irgoud liner geraden Pcitenz der Ent-

firuuug eifolgt. Kben so einfache und ganz ähnliche Sätze lassen sich

über die Anziehnnjj einer unendlich dünnen elliptischen Scheibe und

piiifs von zwei alnilichen Ellipsen lief^rcnzten Kindes .lulstellen , für den

Fall, flasö <lif' Anziclmnp umgekehrt propoitioiif^l rinor uni^eraden

l'otenz der Entlcrnung ibt. Man gelangt srhr Icicl t /n dirsen Sätzen

mit Benutzung der von Herrn Mehler für das Potci iial des Ellipsoides

und der von mir (Crelle's Journal, Band 65, p. «i-) für die Cortipononte

.

eines endlichen elliptischen O/linders in der Bichtung seiner Axe aufge*
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stellten Formeln. Es findet i n lich ein merkwürdiger Zusammenhing
Statt, erstens zwischen der Comj»oiiente eiur-s indlichen elliptischen Cy-

linders und dem Potential einer e]]ij»tis>clien .^ebeibe, zweitens zwischfi!

dem Potential eines uuemllichen eHijiti.schen Oylinders nnd deru Tott utial

einer ellij. tischen Scheibe, ich werde zunächst diese beiden Kelationen

entwickeln, und dann djeseU>en benutzen, um die für den unendliche»
und endlichen Oylinder gültigen Formehl auf das Scheibenpotential sa

iibertra^M'ii Darauf werde ich die für die Anziehung unendlich dttoaer

Scheiben aulgestellten Formeln auf die Anziehung der Scheiben von end-

licher Dicke aowenden, insofero letztere ein einfaches Besaitet darhietes.

1. Unendlich dttnne Scheiben.

Relationen zwischen dem Scheibenpotential einerseits und dem rotcn-

tial des unendlichen sowie der Componcnte des endlichen Cylinders an-

drerseits. — Allgemeine Formeln.

Die Ilalhaxen einer nnendlich dünnen elliptischen Scheibe seien |},

ihre Dicke dx. Die conitante Dichtigkeit des Stoffes» woraus die Scheibe

besteht, das heisst die Zahl, mit welcher man irgend ein Volnmen mol-

tiplieiren mnss, nm die darin enthaltene Masse an erhalten, nenne ich

Alsdann ist offenbar 9 . dx der Factor, mit welchem man das FlSchen-

eleroent der »,mit Masse belegten" Scheibe multiplteiren mnss, um die

darauf befindliehe Masse su erhalten. Die im Mittelpunkt der Scheibe

senkreeht auf derselben stehende gerade Linie sei die AT-Aze dnds recht-

winkligen Coordinatensystems; die Entfernung des Anfangspunktes Tom

Mittelpunkt der Seheibe sei ^r; die Y- und 2-Aze sollen d ie Richtung

der Halbazen « und ß der Scheibe haben. Die Coordinaten des von

der Seheibe angezogenen Punktes seien a, b, c. Bezeichnen wir endlich

das Potential der Scheibe, wenn die Klementaranziehun«; unigekelnt jiro-

portional der p^^^ Potenz der Entfernung ist, mit 1',,, und nehmen die

Kraft all» Einheit, mit der die in einem Punkt concentrirt g^edachte Mas-

seneinheit den Punkt (a, 6» c) in der Entfernung 1 anzieht, dann iM

p ^ JJ (,.2 ^ f.'^^-r

wo r^^{y — bf H- {z — c)^ A- = (.r — a)\

Die Integrationen erstrecken sich auf alle Werthe y^z, die der Un-

gleichheit

a» + jj. < »

gentigen. Es ist femer die Componente der Attraction X*f einei

elliptischen Cjlinders, dessen GrundflMehe die ansiehende Scheib«,

dessen Höhe und dessen Dichtigkeit ist, in der Biehtung seiner
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(r' + *)-r

Dnrch Vergloichung von 1) und 2) ergiebt sich der am Eingang erwähnte

Zusammenlifing zwischen der Oninpouente dos endlichen Cylinders und

dem Scheibenpotfntial. Wir küuuen denselben so aussprechen:

I. Mau erhält das äcbeibeupotential Vjj aus der(*onipo-

nfftite X\ des endlichen Cylinders in der Kichtmii; seiner

Axo, wenn man in X'p das R n h s 1 5 1 n t i o n s z eich r n l ort Iiis st,

aater k die Grösse {x — a)- versteht, n d d d (/o: s t a 1 1 e U r e i b t.

Liegt der angezogene Punkt in der Ebene der Scheibe, so ist k = 0,

nnd man hat ans 1)

3)
i . dx C i'äy dt

Für das Potential T^^+i eines Cylinders, der sich nach beiden Seiten

vom ungezogenen l'unkt» aus ins Unendliche erätreckt, und desaen Grund-

fläche die Scheibe ist, hat man

oo

Hieraiu erhilt man, enn man die Integration naeb x ausfahrt mit

Hülfe der Biriehlet^schen Formel

C-^—, , "?r^^— . oi).

die Gleicbnng

oder vermöge 3)

^'+' idx

Diese Formel erhalt den erwähnten Zu.saminenliang zwischen dem
Potential der Scheibe und dca unendlichen Cylinders. Derselbe lässt

sich so aussprechen:

•) "^'/-(Jf) bedeutet fM -/(«i)-
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IL Ein unendlicher elliptischer CjHnder ttbt, abgeiekei

von einem eonstanten nar v^m Anziebnngegesetse abhingi-

gen Facter, auf irgend einen Punkt dieselbe Ansiehnngani,

wie derjenige seiner gegen seine Axe senkrechten Quer«

schnitte, in dessen Ebene der angesogene Pnnkt liegt« Tor*

ansgesetst, dass Über den Querschnitt eben so vitl Hasie

gleichmässig vertheilt ist, als in jedem Stttck des Cjlinders

von der Höhe 1 enthalten ist, nnd dass die Anaiehong beim

Querschnitt umgekehrt proportional der um eine Eiakeit

kleineren Potena der Entfernung wie beim Cjlinder erfolgt.

2'-' r(ö r('i±^)
Den nur von p abhängigen Factor =j-z will ich

der Kürze wegen durch Cj, bezeichnen, so dass

6 dx
4) F„ = ^ Cp Tp^t,

Derselbe nimmt, wenn p eine ganae Zahl ist, einfache Wertbe an, und

awar ist für p= 2»

^ Uta"
».1.3.ö...(2ii— 1)*

und für p =^ "Jn + 1

^ 1 . 3 . 5 . . . (2« + 1)=
Wir können noch eine dritte bemerkenswerthe Belation aufstellen, aXo-

lich zwischen der senkrecht gegen die Scheibe gerichteten Componente

2^ der Scheibe selbst und dem Potential der Scheibe. Es ist nlmüc^

und nach 1)

2
folglich

ni. = + 1) (X — a) Vp^2,

d h. Iii au cihnlt die -V- C u jn p o n e n te der Scheibe, wenn m«"

das Potential derselben für das um 2 Einheiten grössere/^

mit {p + 1) (.f — (i) uiultiplicirt.

Wie in der eiwalmten Abhandlung (Crelle's Journal, Band 65, p. '^^}

bezeichne ich wieder die grösste Wurzel dieser cubischen Gleichnng

5) + (f+ |JJ)-*(,+«i) + /5«)~6»,(s+ /r»)^i?»,(j+«n*=^

durch G, die beiden anderen durch ff, , g.^. Vermöge 1.) und der für ii*

Cylindercomponente a. a. O. aufgestellten Formeln 2), G), 7)
ergebeasici

Digitized by Google



Kiciuere Mlttheilungen. 441

unmittelbar folgende Formeln für das rotontiiil der elliptischen Scheibe,

w«nn wir die Maase derselben ädxußn durch itf bezeichnen

:

2 /'('' t-) z^y/ +

+

7^
(-1)-'^/ 6^ r ff^J + «^) (ff + ß')}"^^

'

^ "
2 (« + 1) 1 da"-' lc{ic- c^) (ff ^ i,)}"

2«

wo <l> s= (« cos tp — //)"• H- (ß |in qp — ri"^

^ aß — bß uos 9P —: sin y

tiud wo F = 1 , oder ^ <^ je nachdem die l*rojection dos aiigc/o^^oncn

Punktes» auf die KIhmic der Schojhe in die Scheibe selbst oder ausser-

halb fHllt. Die Formel f;ilt <iir jeden Werth von p zwischen 1 incl.

und 'A incL; 7; gilt für jede« ganze n von n = 1 incl.; 8) für jedes ganze

« von n = 0 incl.

Liegt (i< r aii^M'/mne Punkt in dcrEbt iic der Scheibe*) , und zwar

im Innern ciius Ivinge«, so wird a — 0, und die Formol 7) wfirdf» für

y^n^i die Form cic — oo geben. Für dirsen Fall bf-init^'oii wir 4) und

l'r»"l in der Mchlerschen Ahhaiulhnig. Dit M" Fonntd stellt iiämlich Tj,,:^^

für ( ine v(ni z^\ oi nhnl'u heu Ellipsoidcu bt grenzte Schalt; dar in Bezug

auf cineu rnrikt des iniK ron boliloii Kaumes. Indr^ni wir darin die eine

Axo des Elliji^nides unendlich wordon lassen, erhalten wir /ä/i-fi f"^ einen

J'unkt im liinorn eines bohlen olliptisili<'n ('ylindfrs, dessen C^Juersebnitt

von z\voi ähnlichen concentrischeu Ellipseu Legrcnüt wiul. Daraus er-

giebt .sich dann vcruiüge 4) das Potential eines von zwei ahuliehcn

c-oncoatribcheu Ellipsen begrenzten Ringes für einen Punkt der leeren

Kingtiäche. Sind die Axcn der inneren Ellipse w«, mß, so wird

Hierin ist

* + s ß'^ + *

+ .y ß' H- .9

gesetzt worden. Diese Formel gilt für jede ganze Zahl n von w == 1 incl.

*) Liegt er in der Scheibe selbst, so wird für p^3 anondlieh.
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Au8 6), 7;, 8), 0) erkennt man folgende fiUttze:

Das Potential einer elliptisohen Bebeibe oder Bingei

lisst Bich far gerade Wertbe von p dnrcli ganse elliptiaehe

Integrale darstellen.

Ffir p^l^ und p= S ist es ans logaritlimiscben und rein

algebraiscben Ausdrücken snsammengesetst
Für ps 5, 7,9... ist es eine rein algebraiscbe Function,

und awar ist dieselbe rational oder von den Wurseln einer

(oder aweier) cubiscben Gleicbnng abbKngig, jenaebdem der

angexogene Punkt innerbalb der leeren RingfUebe, oder

ausserbalb der Scbeibe oder des Ringes liegt.

2. öpecielle Fälle.-

leb werde im Folgend'en x^O setsen, d. b. den Anfangspunkt in

den Mittelpunkt der Scbeibe legen; dadurcb gebt Ar ttber in aK

Ein Ellipsoid, dessen Halbaxen «, /T, / resp.

sind, wo (S jede beliebige positive iirusse bedeuten kann, wahrend er, ^

di<' Halbaxen der Scheibe bind, dessen Mittelpunkt im Mittelpunkt der

Sciieihe liegt, und von dessen I lauptÄchuittcu «lerjenige, desseu lialbaxeo

sind, iu der Ebene der »Scheibe liegt, wälirend gleichzeitig die

lieidoTi erwKhnten Halbaxen iu die liichtnng der llalbnxen a, ß der

Scheibe fallen, werde ich ein confucales EUipboid nennen. Der er-

wähnte llauptsclmitt ist uäiulidi ctutfocal mit der Scheibe. Die Gleichung

eines contocaleu Eüipsoides heiüöt, wenn wir die Coordinaten irgend eines

Puukte.s .seiner Oberfläche durch i, r]^ ^ bezeichnen

Die Vergleichnng dieser Gleichung mit der cubl.«:chen Gleichung 5) zeigt,

da SS alle Punkte, für welche die in denPotcntialformelu der
Scheibe Torkommende Grösse a dieselbe ist» auf der Ober*
fliehe eines confocalen Etlipsoides liegen.

Die beiden Fälle /> 1 und p = 3 bieten ein besonderes Interessr

dar, wegen der einfachen Kcsultate, die sich ergeben. Ich mache im

Voraus aufmerksam auf die Analogie zwischen der Anziehung einer ellip-

tischen Scheibe oder Ringes für p= 1, ^ and eines EUipsoides oder einer

ellipsoidiseben Schale für p resp. ss 2, 4.

a) Der Fall p — l.

Aus 6} ergiebt sich
oo

<i2 c«_
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Darcli DifiV 1 eiiziation von \\ nad» a, i», c erhalten wir folgeude Aus-

drücke tiir die Compouenten:

10) X,^ J,^^-il'°6 .
-2

* ^ «» + ^t
'

r. '.Mk , J*-^*
, + /ä' - i)

0

"Die in den 3 Compononten vorkinnTiinulon Iiiteginlo liangou nur von

ö ab, nndern sich also nicht aut' eiucm tonfV.calen Ellipsoide.

Legt man durch einfeonfocaleB Kllipsoid Ebenen parnllcl

der YZ-^ A'Z-, A'K'Ebene, so sind re«p. A'j
,

l'j, für alle

Sehnittpankte dieaer Ebenen und des eonfooalen EUipsoi-
des eonstant.

Ist assO, d. b. liegt der angesogene Punkt in der Ebene der Sefaeibei

so wird fUr lossere Punkte

+ /T)^

und die Gesammtauaiehnng

2 3/

Aus diesen Formeln ergeben sieb folgende Sttxe:

Alle äu&fcie 1011 Punkte, die auf einer mit der Scheibe oon-

focalen Ellipse lirgen. wcnlfii gleich stark angezogen. —
Zwei eonfocale Sclieiben zmIm n den seihen Hnsseren Pnukt
ua c 1) derselben 1{ i c h t u n g mit einer Intensität, die ihren Mas-
ten proportional ist. ^Mac Jjaurin's Lehrsatz.)

Liegt der Funkt in der Scheibe selbst, so wird 0, und man hat

-^f .

Hieraus folgt:
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Ein von zwei ähnlichen Ellipsen begrenzter Ring zieht

einen in der Iimtou Kingfläche liegenden I*unkt gar nicht

an. — Üie Couipououtcn bind ]• r u p o r t i o n a 1 der EutferiiuDj:

des l'unktes von der entsprechenden Ilauptaxe. — Alle in-

neren Punkte, die auf einer der Scheibenbegrenzung ähn-

lichen Ellipse liegen, worden gleich stark angezogen. —

A 1 1 p Pu n k t e , die a n i' demselben va d i «8 v e ctor liegen, w erden

uacli derselbe II Richtung hin angezogen.

ist die Scheibe kreisfüriuig, so wird für äassere Paukte

wo ff die Entfernung des an^sogenen Punktes om Mittelpunkt dar

Scheibe bedeutet. Eine Kreisscheibe sieht also einen in ihrer Ebene lia«

genden äusseren Punkt so an, als wäre Ihre ganse Masse im Mittelpunkt

concentrirt. Dasselbe gilt bekanntlich von einer nach dem Natoigesett

anziehenden Kugel. ^

Die Ansiehnng einer Kreisscheibe auf einen inneren Ptonkt wird

= 7t d d Qy

d. h. die Anziehung einer Kr.eisscheibe auf einen inneren

Punkt ist proportional seiner Entfernung vom Centram. Die

Anziehung einer Kugel von der Dichtigkeit d' auf innere Punkte iit

I 3S d p.

Daraus folgt:

Enthält eine Kugel in jedem Cubikfnss ^ der Masse, die

auf jedem Quadratfnss der Scheibe liegt, so sieht sie eiaeo

Innern Punkt eben so stark nach dem Natnrgesets an, wie

eine concentrische Kreisscheibe, deren Elementaransiehnog
der Entfernung umgekehrt proportional ist.

b) Der Fall j» =r 3.

Aue 6) oder aus 10) yermöge III. folgt:

CO
_ ilf l'ds

2 J Jä
9

Das Potential hängt nur von 9 ab, d. h. es ändert aicb niebt

auf einem confncalen Ellipsoide.

Um die Compouentcn zu erhalten, müssen wir r?i bilden.
ca CO de

Aus 5) folgt

rff 2« 1 2a ^
(«•-• + 0)2 + 4-"^-^

L bezeichnet das Loth, welches man vom Mittelpunkt auf die durch

Digitized by Google



Elemere Mittheilungen. 445

(a, bj c) au das confocale Ellipsoid gelegte Tungeniialebene herablässt.

Aehniich erhalt man
d0 20 ^ da ^

Mit Benutzung dieser Werihe erhält man ans dem für aufgestellten

Intogralanadmck
"

r — — —

11)

= -

12) Ä3 = -

M c

Ml
aß'/-

Nennen wir die Winkel, welche die liichtiing der K^'suUaute mit

den 3 Axen bildet, fi, v» so i»t

C08 *= -75 jL, ^08 jÄ =s X/, COS VÄ £.

y tf p

Hieraus erglebt sich:

Die Gesammtansiehnng ist ffir Funkte eines .confocalen

Ellipsoides direet proportional dem Loth, welches man yom
Mittelpunkt auf die durch den angezogenen Punkt an das

confocale Ellipsoid gelegte Tangentialebene gefällt bat. Die

Richtung der Gesammtansiehung ist normal gegen das con-

focale Ellipsoid.

Dirichlet hat in seinen Vorlesungen Aber das Potential gezeigt , dass

eine unendlich dftnne von swei ähnlichen Ellipsoiden begrenzte Schale

on der Masse itfi einen äusseren Punkt nach dem Naturgesets mit einer

Kraft

anzieht, und dass die Richtung der Kraft nrnnial gegren das durch den

angezogenen Punkt gelegte, dem gegebeneu confocale Ellipsoid ist. Ver-

gleicht man 12* mit 13), so ergiebt sich folgender Satz:

Einf olliptischo Scheibe mit den Halhaxen «, deren

A nziehun deniCubu« d er E n t f c r n u n g umgekehrt proportio-

nal ist, ziclit alle Punkte eines confocalen E 11 i p s o i d c s cLen
o an, wie i r g o n il eine v o n zwei ii h n 1 i e h e n Ellipsoid c n l) e -

grenzte mit dcrScheilM' c u n ce n tr is ch c und c o u f o c a 1 c n n c n d

-

lieh dünne Schale, die nach dem Naturgesetz anzieht, deren

Masse gleich der Masse der Scheibe dividiri durch / ist, und
deren Uaibazen folgende sind

r
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wo
j'i

nur der JJodingung y,
<" u n t o rw o r f o n ist.

Liegt der angezogene Punkt im inueieu eines Kingcs, so wird nach (j)

„ nadx i'ds nd dx
, p—^ 7=— »OS

WO und Q die unendlich kleinen positiven Wnraein der beiden an» S)

xeraltirenden cubischen GlelchnngeD, worin k nnendlieh klein ist

t-i^^ ^==0

nämlich

<^ + '

k

9

0 =
1 —

1 _

.äetrt'rann diese Werthe fär und so wird

1 — *! _ f
=^ log

2

Die hieraus flteoaenden Werthe fttr F^, sind rationale alge-
braische Functionen von tr. 6, m. Bildet man dieselben und daratia

R^i so erkennt man folgenden Sats:

Die Anziehung eines von zwei concentrischen ähnlichen
Ellipsen begrenzten liinges auf einen Punkt der leeren Ring-
flHche ist normal gegen die durch diesen Punkt gehende d en
gegebenen ähnliche Ellipse und umgekehrt proportional dem
Lothe, welches vom Mittelpunkt auf die durch den angezo-
genen Punkt an die ähnliche Ellipse gezogene Tangente ge-
fällt ist.

cj Der Fall p -
.'».

Für Fr, erhält mau den eiut'achsten Ausdruck aus 11) mit Benutsang
von III., nämlich

Für 1* unkte, eines cont'ocaleu F 1 1 i h o i d c s ist I'., propor-

tional dem (Quadrate des schon mehrfach erwähnten Lothes.
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d) Der Fall =; 2 (daa Natnrgeseta).

• Für die Anaielmiig einer nach dem Natargeseks aniiehenden Scheibe

erhält man ans (6) folgende Formeln

OO

— _ r ^

oo

oo •

2 = — /' Ii

Diese Integrale lassen sich leicht durch ganze plllptisolic Integrale

erster und dritter Gattung ansdrlieken. £s wird (vgl. diese Zeitschrift,

8. Jahrgang p. 34^)

wo

' ' ya — ii, + ya — «,

Für fite KrcisKclicibi' geht das Integral dritter Gattung 77, («")

in eines der zweiten Gattung Uber, wegen n" = A-'% und es wird

77, (n") (ys^* Zeitschrift, 8. Jahrgang p. 352.)

Aus (8) ergeben sich folgende Ausdrücke

und bicrans (vgl. die Zeitschrift 9. Jahrgang p. 278 und 279)
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U) 1",

2/r

COS qp rfqp

+ <I>

SM
ÄT / sin yrfy

/8« ^ j/^a' + *

lieber die Reduction dieser Integrale auf die Normalform vgl. Clebscb,

Orelle's Journal Bd. Gl, p. 187.

Ist die Scheibe kreißformig und liegt der angezogene Punkt in der

Eljono der Sclicilie, so wird für inuore und äussere Punkte die Ge-

sammtanziebuug nach (14)

HL

Hierin bedeutet q den Quotienten — , und K nnd E die gansen ellipti-

schen Integrale eräter und zweiter Gattung mit dem Moduhu>

1 + y

Die letzte Formel enth&lt fol<,'etulen Satz: Eine K r p i s s clieibe

übt nach dem Naturgesetz anf einen Punkt, der Radien yom
Mittelpunkt entfernt ist, eine n Mal so kloine Kraft ans, ah
auf einen Punkt« der nm den nten Theil des Badtna vom Mat-
telpunkt entfernt ist.

Derselbe 3atz gilt nach (II.) für einen nnendlicben Kreiseylinder,

dessen Elementaranziebung umgekehrt proportional dem Cnbus der Ent-

femnng orfolgt.

e) Für die Anziehung einer Kreisscbeibe auf einen Punkt der Axe
erhält man die für alle ganzen Werthe von mit Ausnahme von jp= 1,

galtige Formel (vgl. Orelle's Journal Bd. 65, Formel (9))

'^t^ = -
^

X — «)*) S /

16)

Für = 1 erhält mau die entsprechende Fonnol aus (10)

Scheiben von endlicher Dicke,

se einen hfliolngen Bogen einer algebraischen Curve «ten

eu Gleichung die Form hat
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um die Abscissenaze rutircn. Den dadurcli entstehoiulon Rotationskör-

per» der TOn zwei parallelen Kreisen und der von dem Bogen beschric-

benen krummen Obcrflaclic begrenzt wird, nenne ieh, nach Analogie der

flblichen Bezeich iiung iiKegelstnmpf einen Körperstnnpf nten Gradea.

Ist die rotirende Carve eine gerade Linie oder eine Cnrve sweiten Gra-

des,- 80 entstellt einer von den 6 bekannten Rotationskörpern aweiten

Grades: Cylinder, Kegel, einfaches Hyperboloid, doppeltes Hyperboloid,

Paraboloid, EUipsoid. Fttr diese Körper bat das y folgende Werthe,

denen ich zugleich die Werthe von drei spXter vorkommenden Grössen

^, j9, C beifüge.

Cylinder

Kegel

Einfaches Hyperboloid (l + —

j

(s )
Doppeltes Hyperboloid

Parmholoid

BlUpaoid 0-a

1

1

cos 9*

14-—-

1 - ^

— a

— a

— a

— a

" + 1
— a

a'

a'

<i« + «3

Bs bedentet a für den Cylinder den Kadiup, für das Faraboluid den

Parameter, fttr das Ellipsoid, das einfache nnd doppelte Hyperboloid die

rotirende Axe, während y die Rotationsaxe ist; 9 bedentet fttr den Kegel

die Neigung der Seitenlinie gegen die Axe. Die Abseissen der beiden

Endpunkte des rotirenden Bogens werde ich durch h' nnd bezeichnen,

nnd swar die grössere durch h*'.

Um die Anziehung eines Körperstnmpfes fiten Grades an erhalten,

zerlege man den ganzen Körperstnmpf durch senkrecht gegen die Rota*

tiooaaxe geführte Ebenen in lauter unendlich dftnne Kreisscheihen von

der Dicke äx. Das Potential und die Oomponenten einer Elementar-

scheibe sind nach den früheren Formeln zu bestimmen, indem man y an

die Stelle von a nnd ß setzt. Integrirt man dann noch zwischen den

Grenzen // und V nach a*, so erhält man das Potential und die Compo-

uontcu des Körperstumpfes. Nennen wir dieselben V'pj A'j,, K'^, so ist

A"

Für eine beliebige Ln^o des angeitogenen l^unktes erhält man nur

ZcitsrbriA f. Mnlhem&tik Phy«ik. XI, 5, ,-}Q
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für wngfrado AVcrtlio von p ein cinfaclios Resultat; Tür Jen speciellen

Fall, ilnss (lor Punkt der Kotationsaxe augehört, erhält man lür ji^des

ganze p eiufucho Furmelu.

1. Anziehung eines Kö rp erstum f es «ten Grades auf cluen

bcliel)igen i'unkt für ein ungerades p.

Setzt man in 5) a ^ ß tss = (a: — a)^, und, was man der

Allgemeinheit unbeschadet thun darf, da die Scheibe kreiBfBnnig ist,

c = 0, 00 geht die Gleichang über in

* (< + y*)' — - af {$ + y»)» - bU {* + y«) = 0. .

Die drei Wurzeln dieser Qleichnng sind

Ans 10), 11) nnd 7) erhält man

— xd — «)log(l + ^ ) dx,

I —;—ä»

4"

_ A, r y^<rdx

und aoB 7) mit Bouutzung von III)

Die in den vorstehenden Formeln unter dem Integralseichen stehen-

den Ausdrücke sind rationale algebraisclie*) Functionen von x nnd der

einen in 6 nnd ff| vorkommenden Quadratwnrael. Mit BerttcksichtignDg

on 17) lassen sich demnach folgende Sfttse ttber die Anaiehnng eines

Körperstumpfes filr ein ungerades p aufstellen:

Die Ansiehung eines Körperstumpfes nten Grades ist

durch Abel*sche Integrale darstellbar, in welchen die höchste

*) Der in antor dem IntcgrAkciclioii stehende Logarittunus kann darcb

theilweise Integration fortgeschafft worden.
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PoteDs der Verftnderliehen unter der Qaadratwnrsel den
Exponenten 2» hat.

Die Ansiehnng eines Kdrperetumpfes sweiten Grades
ist dnrch elliptiBche Integrale darstellbar.

Die Anaielmng eines Körperstnmpfes sweiten Grades in

der BicJitong der Roiationsaxe in Beang auf irgend einen

der durch den Mittelpunkt des Rotationskörpers senkreeht
zur Rotationsaxc gelegten Ebene ISsst sieh dnreh Elemen-
tarfnii ctionen nusdrUcken.

D ie Anziehung eines K ugel stnnipfefl ist fttr jede Lage
tlos angezogeneu i/uuktes durch Elenieutarfunctiouen dar»

s 1 0 11 1> a I

.

Die Anziehung eines Körpe r.stuni p fes wten Grades auf

einen Punkt der Kotationsaxe ist durch Elome utarfunctio-

nen darstellbar.

Für ein gerades // liiiiij^^t die Anziehung auf der Axe, wie aus 15)

ei'sichtlicli, vou Aberschen Integralen al); dieselben gehen fllr ein Kur-

pexstumpf sweiteu Grades gleichtallt} iu algebraische i*'uactiouen über.

2. Ansiehnng der Körperstumpfo aweiten Grades auf einen
Punkt ihrer Axe fffr jedes ganze p.

Auf der Axe eines Körperstumptcn ist nach 16) und 16)

k" *

aV = ni J\x- «) log (l + j^ -^^ d^,

18) \
«"

^, = 1^'- /(,-„) ( L__

Ich bezeichne die Entfernungen des angesogenen Punktes vom Rande

der ersten und aweiten Basis dnreh q'j if", und Yom Centmm desselben

durch r , /\ und schreibe für die Differe&a kf (q\ r\ A") - kf r\ A')

der Kttne wegen k \t{9i Führt man die Integrationen in 18) aus,

so erhält man folgende Formeln fQr die Ansiehung irgend eines Körper^

stumpfes sweiten Grades auf einen Punkt seiner Axe:

1») AV = -*[Hlog?-+ („ + f)*-+(«-;«i -5^—.),og,

x; =2«d [»• - j + 1<>« (B^Ah + e?^)].
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Liegt der aDgexogene Paukt auf der kleineren Axe eines ElUpsoi-

des, «0 ist

20) ^,' = ,d[logr-Ly» + 'V
+|c>]

Fflr I» > 3 ist

^ ' ~"
(P-I) {p-9) Lr^-» .rf^i»-»

. « üTt 3.5. . .(/I — 4
1

sin^
2 2.4...(^ ..^ . ,

lu d«n vontebetiden Fonnehi int

Ah + B
Q entweder arc (g —

yp
t Ah fi - ]/-^V

oder - log "

^ i<A + Ä + y-p

I jenachdem ^46' ^ B\

wo e— (-1) III 21), und f = 1 in 19) und 20).

In 21) igt die iieibe in der Kianimer so weit fortzusetzen, bis man

entweder auf oder auf — gekommen ist. Das leiste Glied, welehei

9 9

Q enthält, ist nur da, wenn p ungerade ist. Für ein gerades
ist also \"f, eine rein algebraische, rationale FnnctioD von

den Constanten des Körpers und von den Entfernungen des

angezogenen Punktes von den Mittelpunkten und Kändern

der beiden Grundflächen. Für ein ungerades p enthält .1"^ ausser

algebraischen Ausdrücken, noch entweder einen arc tg oder einen Logt*

ritbmus; und zwar beim Kegel und eiofachen Hyperboloid immer (unco

arc tg; beim Ellipsoid, wenn der angesogene Punkt auf der kleinefso

Axe liegt, immer einen Logarithmus, hingegen wenn der angesogene

Punkt anf der grosseren Aze liegt, bald einen arc tg, bald einen Log^'

ritbmus, jenaehdem der angesogene Punkt yom Mittelpunkt ans gereeli-

net Tor oder hinter dem Brennpunkt liegt; b^im Parabolotd und dop-
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pelten Hyperboloid ist es umgekehrt wie beim EUipsoid, deflsen Rota-

iionsAxe die grössere ibt. (Beim Paraboloid mnsg ^ nnr statt „Mittel-

pnnkt" beisteil „Scheitelpunkt.'*) Wfthrend, ako im Allgemeinen die

Formeln für die Aosiehnng eines Ktirperstnmpfes aweiten Grades fttr

ein gerades p viel complicirter sind als flir ein ungerades, nehmen sie

auf der Axe für ein gerades p einen einfacheren Charakter an wie fUr

ein ungerades.

Ist der Brennpunkt der angesogene Punkt {AC ts= 17'), so Ter«

schwindet auch fttr ungerade p (> 3) das Transcendente. Es wird ftt

diesen Fall beim Paraboloid p > 3^

r = - ^'""^
f - - ' - + - 1' l{p^-6)rP-^ (jo

— ^ 2(p— 2)^/>-=*J'

und beim ElÜpsoid und doppelten Hyperboloid

(« ^ <f, P > 3)

_2«d r i _ ^y{f~''') 1

Die Grösse ^£ hat den Wertli 4; 1, und ist so zn bestimmen, dass

t ^ ^ h — positiv wird.

Für die Auzieliung eines Kutrflsf umpfps anf Pincii i'uukt seiner Axe

erliält man die für alle ganzen Werthc von mit Ausnahme von 1, 3, 5»

gültige Formel

^ f — p_i L(p— 3)r'^5 2(p~3)«V"^ Z(p^b)a'QP'^J

and daraus Itlr die Anziehung einer Vollkugel

w ^_ r _ „ ' 1

Besonders r infadi }:^estaltet siob V',, l>eini Kegel und beim einrat-lien

Hyperboloid für den Fall, das«, .sicii die genannten Körper zu beiden

Seiten ins Unendliclie erstrecken. Für p ~ 1 und p - ^ 2 ht lim A" = oo.

Für p= 3 erhält man aus 2U) für das einfache Hyperboloid

d«' sin cos

/««^sin «M- ff*

wenn 9 den Winkel bezeichnet, den die Seitenliuic des Berübrungskegels

mit der Axe bildet. Für den Kegel wird

lim ^'3 =3 sin 2d.

Aus dieser Formel erkennt man folgende S&tse:

Dio Anziehung eines unendlichen Kegels, dessen Ele-

mcntaransiehnng umgekehrt proportional dem Cubus der
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Entfernung' ist, auf einen Punkt seiner Axe ist unabhängig

von der Laj^'o d Punktes «auf der Axe. 8ie ist am größütcn,

wenn der Winkel an der Spitze des A x e n s e h u i t tes ein retli-

ter ist. Sie ist gleich gross für zwei Kegel, für welche, die

Winkel an der Spitze de.s Axe n s o h ii ittes Supplomeute sind.

Demnach wird eine Schale, die von zwei unendlichen Kegel-

.mänteln begrenzt wird, welche dieselbe Sp itze und dieselbe

Axe Laben, auf einen Punkt der Axe gar keine Wirkung aus-

üben, wenn die Winkel an der dpitao der Axenschnitte der

beiden Mttntel Supplemente sind.

Ist p ungerade, > 3, so erhält man auB 21) für das einfache Hyper-

boloid

lim ^ nH^ -j'-'l' 4.6.8 ... (p— l) j/{a* sin 6^ +
nnd fUr den Kegel

4.0.8... (p—I) Bm9P-* af-^

Ist p gerade, > 2, so wird für das einlache Hyperboloid

„, , . 2. 4, ..(/>— 4) . rtSinfr^cosö
. hm -l p = inö —— , ^7 ^- - , — --

3.5...(p-1) y^a^ Bin ^2 ^ „ly-i

nnd filr den Kegel

limA;.s^49ro — — . - -.

D i e A n z i e Ii u n g eines unendlichen Kegels a u f e i n i? n Punkt
seiner Axe ist also der (/>— .'^)ten Potenz der Entfernung des

angesogenen Punktes von der Spitze des Kegels umgekehrt
proportional. Sie wächst, während der Winkel an derSpitse
des Axenschnittea abnimmt, über alle Grenzen hinane.

Ein bemerkcnswerthes Resnltat bietet noch die Anziehung eines

ollen Kotationsellipsoides auf einen innern anf der Axe Hoprmden

Punkt fttr p 4 dar. Man erhält für dieselbe aus 21) die Formel

Die Ansiehnng ist also unabhängig iron der rotirendsn

Axe. Eine elliptische Schale, begrenzt von zwei vollstän-

digen concentrischen Ellipsoiden, die dieselbe Kotations-

axe, aber beliebige rotircnde Axcn haben, zieht einen in-

neren auf ihrer Axe gelegenen Punkt '^ar nicht an, wenn die

K 1 em ca tn ra n zi ehung der vierten Potenz der Entfernung
umgekehrt proportional ist.
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XJt XIII,. T7eber umkehrbare und nicht umkehrbare Vorgänge in

llurer Beziehung auf die Wärmetheorie.

Im zweiten diesjährigen Hefte dieser Zeitschrift, S. 152, hat Herr

Baase hinger aaf einige Bemerkungen, welche ich im ersten Hefte,

8. 31, über einen seiner früheren Aafafttte gemacht hatte, geantwortet.

Er sagt dabei, dasa in Besag anf den Inhalt meiner Bemerkungen seine

Erwartangen getKoscht seien, indem er geglaubt habe, einer Aeussemng
on mir ttber seine nähere Bestimmung von „umkehrbar** und „nicht

umkehrbar'* entgegensehen an dürfen ^ weil hierin unsere Ansichten aus-

einander SU gehen scheinen.

Ich habe in der That in den Aufsfttsen von Bauschtnger, nicht nur

in Beaiehung auf den von ihm erwähnten Punkt, sondern auch in an-

deren Besiehnngen Steilen gefunden, mit denen ich nicht übereinstimme;

aber ich bin absichtlieh nicht darauf eingegangen , weil ich es nicht für

nSthig halte, jeden von meinen Ansichten abweichenden Ausspruch,

welchen ich in Aufsätzen Über die mechanische Wärmetheorie finde,

zum Gegenstande einer Discussion zu machen. Wenn es sich um eine

Sadie liaiulelt, die ich schon hinlänglicb beätiiniiit in meinen Abhand-

Uuij^on (M-öitert zu linb«'n glaube, bü überlasse ich es gern den J^esern,

zu entscheiden, wessen Ansiclit die richtige ist. Da aber Herr Bau-

schingor in seiner neuen Note jenen Punkt abermals mit bosontbucm

Nachüiuckc hervorhebt, und zwar in der Weise, dass er niclit blo8 von

finer zwischen uns obwaltenden Meinunj^^s JiiVorenz spricht, .sondern mit

einoni oijiontlninilicbon 'J one der Sicherheit einfacli meine Ansiciiteu und

Kntwiekelungen t'iir lalsch erklh'rt *), so fiiicbte icli, dass ein Stillschwei-

gen von meiner Spite in deni Sinne auK<i;elegt werden konnte, als ob

ich seine Einwürfe als richtig zugestände. Ich sehe mich daher genö-

• thigt
, einige Erläuterungen Uber den sur Sprache gebrachten Gegenstand

SU geben.

*) Nachdem Hr. Dausehinger bei Besprochunfif meiner Dampfmaschinentheorie

sich über meine Behandlung eines nieht' amkehrbareti Procc»suH g^cHuHticrt hat,

fnlirt er nuf S. 166 fort; „Ausser tlcm erwähnten begeht aber Herr Clausius bei

<ler Untrrsnrlmii^r df^ in Rede .-tilu iiden Vorganges noeb einige Vcrschpii, die

HK-li jediK'li In i Aiiwi iHliiiii,' (ks s.it/cs vnn der Ao^uivalcnz der Wärme mnl Ar-

beit thcils unter sich, tlieii» gegen jtün» aufheben, so daas die von C'lausius er-

hiltene Formel XIII), welehe die Beschaffenheit des, nach der Admiseion im

Cjrlinder enthaltenen Dampfes finden Ittsst, doch richtig bleibt." Ich meine, schon

der Umstand f dass eine aiemlich weitlHufigc Entwickulung, in wclebcr mehrere

Versehen enthalten f^ein «ollen, doch schliesslich ein richtiges Resultat gegeben
hftt, h:itt(' Hrn. l!.iii.s(.liliii:. r in seinoni Frtheilo etwa» vorsichtiger machrn, und
»i«» den (Jedankii; l«rin^'<>u sollm, das» die venncintiichen Versehen duth nur

•ofaeiubar «eien und d.uaut beruhen, dass er meine Behandluugswciso des Gcgcn-

itandes nieht richtig verstanden habe.
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Es giebt verschiedene Vorgiinge, welclio nicht unter die.nselben Um-

standen, unter denen sie stattj^efnuden halten , wieder rückgängig wenden

können, nnd wolclio idi flauer nicht umkehrbar nenne. Einer ist

der durch Leitung oder Straliiuii«; bewirkte WKrmeiihergnng aus einem

wärmeren in einen kälteren Körper, indem die Wärme nicht in gleicher

Weise auch aus dem kälteren in den wärmeren Körper übergehen kann.

Ein anderer ist die durcli Reibung bewirkte Verwandlung von Arbeit in

Wärme, denn es ist uicUt möglich durch eiuen eotsprechenden umge-

kehrten Process in gleicher Welse, ohne irgend eine andere als Com-

peneation dienende VeränderuDg, Wärme in Arbeit ZQ verwandeln. Dass

diese beiden Vorgänge als nicht umkehrbare zu IjCtrachten seien, wird,

80 yiel ich weiss, äucU von Bauschinger nicht bestritten. Bei einem

dritten Vorgange dagegen , welcher sich anf die Ausdehnung eines Gases

besieht, gehen unsere Ansichten aus einander, und diesen mnss ich da<

her etwas eingehender besprechen.

In einem oben durch einen bewegltehen Stempel abgeschlossenen

Oylinder möge sieh eine Quantität eines Gases befinden, und awar, wie

wir der Einfachheit wegen annehmen wollen, eines ToUlLommenen Gases.

Wir wollen uns nun vorstellen, das Gas dehne sich ans und hebe dabei

den Stempel; der letatere bewege sich aber nur so langsam, dass das

darunter befindliche Gas hinlänglich nachfolgen könne, so dass der

l^ruek stets in allen Theilen der Gasmasse gleich sei. Bei dieser Aus-

dehnung kann das (^as einen Widerstand Überwinden, welcher in jedem

Augenblicke seiner eigenen Expansivkraft gleich ist Die im Gase ent-

haltene Wärme leistet dadurch eine äussere Arbeit, wosu Wärme ver-

braucht wird, so dass dem Gase, wenn es sich während der Ausdehnung

nicht abkllhleu soll, VOn anssen Wärme sugeffihrt werden muss.

Wenn nun der Stempel bis au einer gewissen Höhe, z. B. bis snr

doppelten Höhe gelangt ist, kann man ihn wieder* hinabdriicken und

dadurch das Gas in sein ursprüngliches Volumen bringen. Dabei hat

man einen Druck anzuwenden, welcher in derselben Weise wächst, wie

der vorher überwundene Druck abnahm; es wird albo eine ebenso grosse

äubbere Arbeit verbraucht, wie vorher gewonnen wurde. Dadurch wird

eine ent*iprechcnde Menge Wärme erzeufjt, und ( b muss daher dem Gase,

wenn es sich wahrend der Zusnmmendiückung nicht erwärmen soll, ebenso

viel Wiirmo entzogen werden, wie ihm bei der Ausdehnung zugeführt

wurde. Der Zusammcndiiickungsprocess ist a1s'> in jeder Beziehung dein

Ausdehnungsprcic^'ssc -kidi, und die v(»rh<T lieschriebene Ausdehnung

hat somit in umkehrbarer Weise stattgeiunden.

Neben jener Ausdehnungsart wollen wir nun eine zweite betrachten.

Wir denken uns, der Stempel stehe schon von Anfang an in der dop-

pelten Höhe, aber der unter dem Stempel behndliche Kaum des Cylin-

ders sei durch eine in der JlXitte angebrachte Scheidewand in swei Ab-
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theilangen getheilt. In der unteren Abtbeilung b^nde sieb dag Gae
und die obere sei leer. Wenn nun plötslicb in der Scbeidewand eine

OeffnuDg gemaebt wird, so wird ein Theil des Oeses mit grosser Oe*

sebwindigkeit ans der unteren Abtkeilong in die obere strömen, und
wird dort, nacbdem es verscbiedene wirbelnde Bewegungen ausgefUbrt

bat, endlicb durcb die Beibnng der Qastbetle unter sieb und gegen die

Wände aur Rnbe kommen.

Bei dieser zweiten Ausdehnung sind zwar das Anfangs* und End-

volumen des Gases ebenso gross, wie bei der zuerst bpschriobcncn, aber

die Art des Ueberganges aus dem einen Volumen in das andtio hat in

ganz niiderer Weise stattgefunden, als bei jener, und es ist niclit mög-

lich, eine Zusammendrückung auszuführen, welche dieser zweiten Aus-

dehnungsait entspricht. Jede Zusaramendrücknng, welche man nnsführcn

kann , unterscheidet sich von dieser Aiisdehnun«; in folgenden zwei we-

sontlichen Punkten. 1) Bei der Ausdelmung ist nach aussen keine

Arbeit abgegeben; die Zusamuieudriickung aber kann nicht stattfinden,

ohne dass von aussen her Arbeit angewandt und verbraucht wird. 2)

Nach der Ausdehnung enthält das Gas, wenn ihm von aussen keine

Wärme mitgetheilt und entzogen wird, im Ganzen genommen ebenso

iel Wärme, als vor derselben. Wenn aucli äan in der unteren Abthci-

liing zurückbleibende Gas sich abgekühlt hat, so bat dafür das in die

obere Abtheilang gestri>mte Qas sich durcb die Keibung, welche es zur

Ruhe gebracht bat, ,um ebenso viel erwärmt, so dass, wenn nachträg-

lich die Temperaturen der beiden Abtheilungen sich ausgleichen, wieder

die ursprttnglicbe Temperatur entsteht. Zusammeogedrilckt kann dagegen

das Gas nicht werden, ohne dass dabei durch die von aussen her an-

gewandte Arbelt Wärme erzeugt wird. Das Gas muss also wftbrend der

Zoaammendrflckung WXrme nach aussen abgeben, wenn seine Tempe-

ratur nicht steigen soll. Die zweite Art der Ausdehnung bat somit

unter Umstünden stattgefunden, welche bei einer Znsammendrttckung

nicht mfigHcb sind, und sie muss daher als nicht umkehrbar bezeich-

net werden.

Wir wollen nun das Integral

betrachten. In diesem Integrale bedeutet <JQ die unendlich kleinen

Wärmemengen, welche ein veränderlicher Körper während seiner Ver-

änderungen von aussen empfängt (oder, wenn tlQ negativ ist, nach

aussen abgiebt), und T ist die absolute Temperatur des Körpers im

Momente der Wärmeaufnahme (oder Wärmeabgabe). Ich habe bewiesen,

dass dieses Integral für jeden uuikelnbaren Krcisprocebü Null wird, da-

ge«rcn für einen nicht umkohrbarcn Kreisprocess einen angebbaren ne-

gativen, Werth annimmt.

Digitized by Google



458 Kleinere Mitibcilungeu.

Wenden wir diese« auf dcu aus der Ausdehnung nnd der darauf

folf!;ondon ZusainmendrficknTip: unseres Oascs bestellenden Kreisprocess

an, und neliinen beisjiielsweise an, die Temperatur soll wahrend dca

ganzen I'roccsNes constant erhalten werden, ao ist leicht ersiditUch, wie

der Satz sich dabei bestätigt.

Findet die Ausdehnung in der ersten WeiBe 8taU, ao mtU8 dabei

das OnH, damit es sich nicht abkühlt, Wärme von aussen empfangen.

Wenn dann das Gas wieder ansammungedrUckt wird, 9o mnss es, tun

sich nicht an er^ Jinticn, ebenso viel Wärme nach aussen abgeben. Dm
auf den gansen Kreisprocess bczügliclio Integral wird also Null. —
Findet dagegen die Ausdehnung in der zweiten Weise statt, so wird

dabei in dem Gase selbst ' ebenso viel Wärme erzeugt, wie verbraucht

Wenn daher auch der unteren Abtheilung des Cylinders AVärme ange*

führt werden muss, um die Temperatur constant zn erhalten, so nrasi

der oberen Abtheilung ebenso viel Würme * entaogen werden, und dsi

Integral wird daher, soweit es sieh anf die Ausdehnung allein heaieht,

Null. Bei der Zusammendrflcknng dagi^n muss, um die Temperatur

des Gases eonstant au erhalten , eine Wärmeentaiehnng stattfinden, wel*

che nicht durch eine Wärmemittheilung wieder aufgehoben wird, mid

das auf den gansen Kreisprocess bezügliche Integral nimmt somit eines

angebharen negativen Werth an.

Naeh diesen Auseinandersetsungen', welche daau dienen sollten, des

Gegenstand, um den es sich handelt, zuerst in ein klares Licht au stel-

len, wende ich mich an den von Bauschinger erhobenen Einwendungen.

Indem Banschinger von einem Vorgange spricht, welcher dem lieber

strömen des Gases ähnlich ist, nämlich von dem bei einer Dampfmascbioe
stattfindenden Ueberströmen des Dampfes aus dem Kessel in den CjrliS'

der, wo ein geringerer Druck herrseht als im Kessel, sagt er, ich habe

fibersehen, dass beim Hinaustreiben des Dampfes aus dem Kessel Arbeit

geleistet wird, die zuerst als lebendige Potenz und dann als Wärme von

dem ausströmenden Dampfe aufgenommen wird. Die Wärmemenge, welche

dadurch entsteht, dass im (.'ylinder, wo der Dampf in Kuhe kommt, die

Strömunghbewegung des Daiiipteb bich in Wärme umtct:£t, bei von mir

^ nicht mit gerechnet, was

ner Auticht nacli hätte gescheiten müssen, und aus diesem Gmnde sfi

leb 7A\ einem anpeblmren Wertbe für daa Integral gelangt. Wenn ni«i

aber alle vdrkoimnentlen Wiü uieuiengen in rielitiger Weise uiitr« tl i

''-

werde das Integral l'iir den Kreinprocess , in weUbor Weiüe auch

Ausdeluiung statt gefunden babeu möge, immer gleieb Null.

Wenn Herr Bauschinger den Gang der Uctraehtungm, fhtrcli weicbf

ieb den zweiten Hauptsatz der mechanischen Wärmet Ikoiic abgeleitet

habe, genau verfolgt hätte, so würde er sich leicht davon übenei^i
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bnbeu, danA diiSy wai> er für ein Vorxliei» hält, im l*rintM|> boerniiulct

ist, lind ererade einen Hauptpunkt dor gäuzcn Enlv\ ickelung^iiit bildet.

Au^ jenen Betrachtungen ergiebt sich nändich, dnss mau bei einem

K r e i s p r oe ess e nicht nöthig hat, auf die im Innern des vcrHuderlivlien

Körpers ^taUüudenden Vorgänge und die dabei verbrauchten oder er-

zeni^ten \\';irmemengen Itücksiclit zn nehmen. > Mulern nur diejenij^en

Warmemengen, welche der Körper w.ihiiMid des Kreispro-

cesaes von aaanen emptüugt udor nach auüseu abgiebt, bei

/ * i/o
Bildung des Integrales j - in Rechnung zn bringen hat.

Dabei ist an bemerken, dass, wenn man bei einem Kreisprocessc

alle Ton aussen anfgeuommenen und nach aussen abgegebenen WXrmo-

BLcngen in Rechnung bringt, man dadurch von selbst auch die innerlich

zu Arbeit Verbrauchten oder durch Arbeit erxcttgten Wärmemengen mit

berücksichtigt. Da nämlich der Körper am Ende des Krei^processea

ebenso viel Wärme enthält wie au Anfang, so mfisseu die während des

Kreisprocesses in ihm erzeugten und verbrauchten Wärmomengen , so

weit sie sich nicht gegenseitig aufheben, fiosserlich kuud werden, indem

die erzeugte Wärme nach aussen aV ii^ogeben und die verbrauchte von

aussen aufgenommen werden muss. Wenn man daher die innerlich er-

Kengten und yerbrauchten Wärmemengen als solche noch besonders in

die Formel* aufnehmen wolltet würde man sie doppelt rechnen«

Ich will dieses an dem oben betrachteten Kreisproeesse, welcher

darin besteht, dass das Qas durch UeberstrOmen aus der unteren, vollen

Abtheilnng des Cylinders in die obere, leere Abtheilung sich ausdehnt,

und dann wieder ztisammengedrückt wird, nidier nachweisen.

Indem ein Theil des Gases aus der unteren Abtheiluog in die obere

strömt, wird zur Hervorbringung der Strömungsbewegung in der unteren

Abtheilung Wärme verbraucht, und in der oberen Abtheilung wird Wärme
erzeugt, indem die Strömungsbewegung sich dort in Wärme umsetzt.

Man muss daher, wenn man die Temperatur constant erhalten will, wie

schon oben gesagt wurde, der unteren Abtheilung Wärme von aussen'

zuRihren und der oberen Abtbeilung Wärme entziehen. Wenn nachher

das Gas wieder zusammcngedrttckt wird, so wird dabei in ihm Wärme
erzeugt, weldie ihm ebenfalls entzogen werden muss. Wwn man also

bei der Bildung des Integrales / die Wärmemengen, welche das Gas

von aussen empfängt oder nach aussen abgiebt, in Kechnung bringt, so

kommen dadnnh auch jene drei nnf die inneren \'orgängc bezüglichen

"Wärmemengen, uäuilich die veibrauchte und die beiden erzeugten, zur

Geltung.

Wollte man, wie Bauschinger es verlangt, die Wärmemenge, \\ eb.he

dadurch entsteht, dass die äti'üiuuugübewegUQg sieb iu der oberen Ab-

d by Google



460 Kleinere Mittheilungeo.

theilung in Wärme umsetzt, nodi besonders als eine vom Gase aufge-

nommene Warmciiieuge iu Rechnung bringen, so würde dicße WÄrme-

menge zwcirnnl in dem Integrale vorkonunen , einmal als aufgenommene

nnd einmal als abj^onrebene Wärme, als» einmal mit dem positiven und

einmal mit dem negativen W^v-eicliru. ( 'onseijurntor Weise mü.sste man

dann au<h die in d<»r uuteron Abtbcilung verbraucbti' Wanne noch lip-

sond^TS als oino vom (Jase abgot^cl.ono WSrmcmengc und die bei der

Zusnrnmondrückunir crzcnritc Wärme als eine vom fJape aufgenommene

AViii nKunongo in Ki'ilmung bringen. Dadurch würde mau ein Integral

erhalten, in welchem alle Wärmemenprn zweimal mit entgegengesetzten

Vorzeichen vorkämen. Diesem Integrale könnte allerdings die Eigen-

schaft, gleich Xnll zn worden, wie ancb die in dem Kreisprocesse vor-

kommende Ausdehnung des Gases vor sich gegangen sein möge, ohne

Widerspruch zugeschrieben werden; aber ein solches Keshltat wflrde

keine weitere theoretische Bedeutung haben.

Ob Herr Bauschinger wirklich alle in dem veränderlichen Körper

entengten und verbranchten Wärmemengen als solche noch besonders in

Bechnnng bringeii will, oder ob er nnr einzelne derselben an diesem

Zwecke auswählen, nnd nach welchen Kegeln er die Auswahl treffen

will, brauche ich hier nicht an untersuchen, sondern kann mich darauf

^ beschränken, su erklären, dasa jedes Integral, in welchem noch

andere Wärmemengen-, als die von aussen empfangenen und
nach aussen abgegebenen, orkommen, von demjenigen,
welches ich eingeführt habe, und auf welches sich meine
Sätse beaiehen, verschieden ist. Zugleich ist als selbstverständ»

lieh an betrachten, dass man bei Beurtheilung der Rechnungen, durch

welche ich den Werth des Integrals für specielle Fälle bestimmt habe, die

Definition, welche ich von dem Integrale gegeben habe, zn Grunde legen

muss und sie nicht durch eine andere, mir fremde Definition ersetaen dsrf.

Nachdem ich auf diese Weise den von Bauschinger erhobenen Hawpt-

einwand, welcher von principieller Bedeutung ist, widerlegt habe, wird

es nicht nöthig sein, auf den Kpeciellen Fall, welchen er behauJelt,

nfindicli das Ueberstromeu des Dampli s aus dem Ke.ssfd in den Cylin-

der, hier näher einzugehen. IcIj will nur noch bemerken, das« die

übrigen Versehen, welche er mir nudi hreilit, und welche dariu bu-

stflicu stdlen, dass ich gfvissi' .Xrbcitsginssen vernachlässigt habe, ihre

Erledigung in ganz ähnlicher A\'riso tind(Mi wie jener Einwand.

Es ist nämlich bei Bestimmung d» r wiiiiroud eines K r o i s processes

geleisteten oder verbrauchten Arbeit nicht nöthig, die im Innern des ver-

änderlichen Körpers durch Kräfte, welche die Bestandtheile desselben

auf einander ausüben, gethanen Arbeitsgrössen . in Bctjiacht zu ziehen,

sondern man hat nur die nach aussen abgegebene oder von an><:en

empfangeneArbeit zu berttcksichtigen, d.h. diejenige Arbeit, welche
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darin Wteht, dast fremde auf den Körper wirkende Krflfte (x. 6. ein

TOS der Oberfläche stattfindender ttusserer Druck) von den vom Körper

anigettbten Gegenkräften überwunden werden, oder umgekehrt .licse

letsteren Uberwinden. Jene innerlicli gethauen Arb( itsgiös-son miisticn

sich in einem Krcisprocosse nothwcndig gcgrnseili^ .viitheben. Auf diese

Weiße erklärt es .sic!i, dass Banse hinger trotz mehrerer Fehler, die er

gefunden haben glaubt uad die ich dadurch l>egangen haben soll,

dnss ich innerlieh gp.thane Aibeitsgrösbcu veruachli.s^i^t habe, selih« s-^lich

6ndet, das8 lih' «Ii esc vermeintlichen Fehler sich wieder aufgehoben

haben und das Keäuitat richtig i»t.

£s sei mir gestattet, bei dieser Gelegenheit noch eine kleine 13c-

riehtigung eines auf einen anderen Gegenstand bezüglichen Citates hin-

sainfUgen.

Am Ende de.s vorjährigen Bandes dieser Zeitschrift, 8.511, beündet

aich ein Aufsatz von T.oschmidt „über die Grösse der LutUnulecüle

welcher l'ülgenderniassen bi^r^innt : ,,r)io ^Vissen^clla^t verdankt der neue-

ren Gastheorie bereite viele wiv htige Aufsclilüsse in den intorc-snntesten

Fragen. So unter Andern die Kenntuiss d<'r niitllereu (JescUvvindigkeit

der Gastheilcheo, so die ilirer mittleren \\ e^l.inge. Maxvvi ll hat in sei-

ner Arbeit über den letzten Gogenritand eine Formel gefunden, welche

pine merkwiirdij^e Beziehung zwischen molecularem Wegvolumen und

mulccularem Kaumvolumen fefetsetzt/' In den Sitzungsberichten der

Wiener Aeademic Bd. LH, wo dieselbe Untersuchung von Loschmidt

noch auHfiihrlicher mitgetheilt ist, wird der zuletzt angedeutete Salz,

welchen Loschmidt Maxwell zuschreibt, ebenfalls erwähnt, und es heisfit

in Besng auf die betreibende Gleichung: ,,Wir benutzen dazn eine Glei*

chang, welche von Ma.\well aufgestellt wurde und von Clauaiua eine

kleine Modihcatiou erfahren hat/*

In diesen Stellen ist der Sachverhalt nicht richtig ausgedrückt. Der

betreffende Sata ist zuerst von mir aufgestellt in meiner Abhandlung

nttber die mittlere Länge der Wege etc.", welche in Poggendorff*s An-

nalen im Octoberhefte 1858 erschien, au einer Zeit, wo Maxwell Aber

diesen Gegenstand noch nichts geschrieben hatte. Im Januar 1860 ist

dann im Phil. Mag. die Abhandlung von Maxwell erschienen, worin er

meinen Bata dahin modifictrt, dass er an die Stelle des Factors ^ den

Factor ^'2 setzt. In Folge dessen habe ich im Junihefte 1800 des Phil.

Mag. eine kb^ine Note veröHenllicbt (die einzige, welclie Loscbmidt eitiit),

in wt lcber ich die nrsprünglichc Form meines Satzes autneht erhallen

liabe, worauf von Maxwell, so viel ich wei.ss, nichts entgegnet ist.

Mein Satz lautet in Worten, ausgesprochen, folgendcrmasHen (s. Pagg.

Ann. Dd. C\\ S. 2äO): Die mittlere WegUiugo eines MolecUU
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verhält sieh com Radius der Wirkungssphllren wie der tob

dem Gaae im Ganzen eingenommene Baum an dem Theile

des Raumes, welcher von den WirkungssphÄren der Mole-

cille wirklich ausgefüllt wird. Dabei ist zu bemerken, dass ich

iintt r ^V irkungssphäre eines Moleciils diejenige nni den Sclnveriniukt

des Moleclil.s beschriebene Kn^jclliache verstanden liabo, bis zu welcher

der ?*rbw(>rpuukt eines suh1«'i«'u Moleciils sich ihm bei den stattfindenden

iitjwt-; iiii^rcii nahern kann. Will man die Molccüle mit elastischen Kn-

gcbi viMj;b irli(Mi, welche sidi so weit einander nilheru kiinnen, bis ihre

Obfilläclien bei iibieii , so ist der Unrlins einer solcbcn Kugel iinr

balb so gross als der Kadiu« der Ku^^cli, wclcbe ich VVirkun^'SbjiliMte

nenne. Um den obigen Satz auf solche suppunirtc elastische Kugeln

zu beziehen, muss man daher statt de« Wortes „Radius" das Wort

„Durchmesser" setzen.

Zürich, den 7. Jnni 1866. R. Olausius.
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XVIL

Veber tpedelle vierfaob periodische Functionen.

Von

Dr. G. Rocn,
Professor su der Uaiversität Qalle.

(Hiersa Tafel 17, Figur 1 nnil %)

Es sind schon melirfaclio Beispiele hyperelliptischcr oder AbeTsclier

lotegrale bekannt, welche sich durch rationale Transforraationen anf die

Form elliptischer Integrale bringen lassen.

Ich will im Folgenden eine Betrachtnngsweise entwickeln, welche bei

geeigneter Anwendung aacb die allgemeinste Bedingung tu liefern vermag,

unter welcher aieh die byperelliptischen Integrale erster Ordnung auf el-

liptische bringen lassen. Im Verlaufe dieser Abhandlung wlU ich nur

einige speeielle Fftlle betrachten, welche besonders geeignet sind, die Me-

thode SU erlintern nnd welche schon erkennen lassen, sn welch aahlreicben

neuen Besiebungcn, namentlich swischen elliptischen und hyperelliptischen

e*FnnGtionen diese Betrachtungen führen können.

Die angeregte Frage hMngt eng mit einer andern susammen. Ist

F(s^z)*ssO eine gegebene algebraische Gleichung, welche durch rationale

Sub.Htitntionen
,

z, in die Form F(Si^ umgeformt werden kann, so ist

(sieho Uieuinnn f^i^. 11 und 1.*^) das/) beider Gleichungen im Allgemeinen

dasselbe; nicht aber immer. Hat mau z. B. die Gleichung

SD ist p = 2; setzt man z'= f, so wird

nnd hier ist p~i. Der orstoTi (ileichuiig entsprochen die Ijeideu endlich

bleibeuden, wie s versweigten Integrale:

/Vs r: dt

ZcUMkrlfl r. MMhcmnltli «. Phykik. Xi, «» 31 Digitized by Coogle
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Nor dM Integral ist auch als Fanction von ^ betrachtet, wie i vtr-

weigt, nSmlich Wt^ iJ Integral », aber iet mi= ij So-

bald es mögltcb ist, durch rationale Substitutionen p auf 1 su bringen, muas

aieb ancb wenigstens eines der endlich bleibenden Integrale auf ein ellip-

tisches reduciren lassen.

Ehe ich die Methode anseinandersetse, die uns aur Beantwortung der

angeregten Fragen fuhren soll, will ich das eben erwähnte Beispiel nther

nntersuehen. Die Grösse t mm» sich offenbar auf sweifache Weiae als

doppelt periodische Function, sowie andererseits auch als vierfach perlo*

disehe Function betrachten lassen. Dies crgiebt sich auch durch Betrach-

tung der Argumente t<|, U| und der Gonstanten au, a,|, a,, der byperellip-

tischen 0*Fnnetion

2) 0 ("i , «t) == £Se^*i i+a«««i,+*t«4,H.»«Mig+j«.!^

Beseiehnen wir mit ß\ y\ a, /3, y die sechs Yerawcigungspunkte von

4 (iu anserm Beispiele ist a's=— «, — /J, y's=5— y), legen wir die

Querschnitte, sowie die Fig. 1, Taf. IV anzeigt; sind A\, Ä\ , ^, ,
tT^ die

Periodicitätsinoduln von «'j ; .

,

. J> \ die vou re«p. au (aj), («j)» (^i)»

daun ist in unserm Falle:

Um diese Gleichungen zu erhalten, musu mau horücksichtigen, duss s in

(«,) und (flj) gleiche Wcrthc, in (//,), {b^ aber entgegengesetste Werth©

durcbUufl. Die Arguiuento von t^(M, ,«,) «ind

M, = a, + 6, ; M,= fl, «
, -f 6, fi^,

;

die «9 h bestimmea sich durch die Moduln der u an (a|) und {n^ su

»I . , ni

ferner sind

:

Daraus n^neht sich, dass Mj + w, an («,), (^/,), sowie an (b^) gleich

grosse i'eriodicitätsmodnln hat; m, — hnt ahnlich«'r Weise an (<i,) ond («,),

sowie an (6,) und (h,,) entgegengesetzte Periodicitatsmoduln. Ans diesen

Eigenschaften ergicbt sich die Möglichkeit der Darstellung von ^ danh

elliptisclie 0-Funiionen. Ehe ich hieran übergehe, will ich die Charakteri*

stiken bestimmen.

In jedem der 6 Veraweignngapunkte, z. B. in or, haben die Integrale a^,

% bei geeigneter Bestimmung der additiven Gonstanten die Werthe:

3) = i (£'« » + f
1 «n + fi «I t) i Wf— t(*'t«» + «i<»ti + h^ht)t

wobei t, 9 die Werthe 0 oder 1 haben können, so dass

(fi f I + ff i t)= 1 (Mod. 2).

Den Complex ' ^\
^ oder kurzer («) nennen wir Charakteristik von a
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und wir tagen, äun jed«r der Vertweignngspiinkte eine ungerade Obamk*
terbtik betilst; itt die CliarekteritUk eines anderen Veraweignngspiink-

tet, I. B. ßt ao itt anek + 17g i^'i)= 1 (Uod. 2); et giebt nnn'O nnge*

rtde CliarakterittikeD, die tieh auf die 0 Versweignogspankte vertheileo.

Die Cliaraktcrittik (t+if) oder (t—17), d. b. der Complez

± vt . «'t ± nJ

kiogt mit Eigentebaften von y(t—a) (i— oder
J/^

^^

^
snaattineBs

diese Grössen sind algebrnisclie, nicht wie s verzweigte Functionpn von Zy

die sich aber als eindeutige Functionen des Ortes in der Fläclie T darstel-

len lassen; um dies za bewirken, muss man der Wurzel zn beiden Seiten

der Querschnitte th<»ils gleiche, theila entgegengesetzte Werthe geben; die

Factoreo ao den 4 (Querschnitten (aj, (ot^), iJji), / i'inii

QBd (t+17) oder (t— beittt die Cbarakterittik der Qri^sse yz^u»t^ß

Diese letateien Cbarakterittiken lasten ticb tebr leiebt dnreb Betracb-

trog der Fig. 1 bestimmen. Da {a^^ (6,) nm keinen der Pnnkte er, ß benim-

gehen, so bleibt j/ z— a.z— ß nach stetiger Fortsetzung durch diese Linien

ongeRndcrt, o lnr da («,), (/',) ge;:enseitig von positiver und üu negativer

Seite, oder unigekfhrt, führen, so hat dicßo Wurzel zu beiden Seiten der

Querschnitte (6,), gleiche Werthe; dagegen laufen (6,) und (a,) resp. nm
^ and a, so (Liss nach Durcblaufung jeder dieser Linien die Wurzel ent-

gegengesetzte Werthe erlangti daher bat dieselbe au beiden Seiten von (og),

(fr,) entgpgengesetste Werthe nnd die Cbarakterittik ist Q Sbento fin-

deo sich die Charatcterivtiken von

^(z.«')(*.a), /(z.^)(i-a), /C^(^), /C*-y) (z-u)

r«tp. an:

(n)' (10)' (11)' (10)' (oo)-

Uierans folgen tofort die Cbarakterittiken der eiozelnen Yerzweigungs*

paukte.

6 5
Dnreb Combinatlon sweler dertelben erbXlt man -^=15 Cbarakteri-

1.2

itiken, d.b. alle 16 mSglieben mit Antnahme
{^^^ ; tind (•), (1,), (0 drei

verschiedenr ungorndo Chfirfikteristilcon , so WiW-s f
f -|- -|- ^) eine gerade

Cbarakierietik aein; wäre (f+ ij+ ij ungerade ^-ieich (d)» so wäre

(. + , + t+i)-Qi
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wftren aber (c), , ({;), (6) rcsp. die Charakteri»tik«D toh Veriweigungs-

punkfen a, |3, a', so miissto dann ]/

z

— a.z — — a .z— /f rational sein,

da es 2U beideu 6eitea aller C^uurscliaitte gletcb gross bcia luüoste.

Die Aniahl von CombiniitioneB sn je drei betra<'t =20, d,b.Mde
1.2.3

der 10 geraden Charakteristiken wird zweimal erhalten; unter den 5 eben

angegebenen Oharakteristikan und awei ungerade, die zu deu Combinationen

y'ft, ^« gehören; die«e müssen aneh als Charakteristiken einselner Ver-

Bweigungspunkte vorkommen and swar folgt aus den angestellten Betracb*

tongen, dass die Charakteristik von yz'—y,z— er gleich der von die Toa

yz—p.z^u gteieh der Charakteristik von / sein mnss, oder in leicht ver^

stttndlicher symbolischer Beieichnung

Ebenso wfire aneh (a* + /S* + y) ss Co)-

Hieraus ergicbt sich folgcudc VcrlLcilung der Charakteristiken

(«') (^) (/) («) (ß) (r)

" o o o o o o-
Wir betrachten nun das Integral Ki+Hii welches an (/ ,),

ditf PeriodicitCtsmoduIn

»»» «11 + «Ii» *ll + i +«it
besitst and antersacben

lg& hat, von 'ganzen Vielfachen von 27t i abgesehen, y.u beiden SeitCtt

der (ö) gleiche Werthe, dagegen ist an {b^), [b,) «heieinatimuiend

;

tg^ =: /^d— 2 (Uj + M« + ConsL),

Das Integral fdlg^^ durch die «ranze Begrenzung von T' ausgedehnt, lie-

fert daher 2.'lni, d. h. die 1 unction •^(m^ -f- verschwindet in 2 Punkten <lei

Fläche T «^vcrgl. Kiemann §. 22).

Untersuchen wir nun:

6) («1— Wt)= I +*<•! - "I),

Zu beiden Seiten der (a) ist lg%^ gleich gross; dagegen ist an (^,), (6,) resp.

Ig9=s tg^-^i (»/, — + Consl. j {> ^ i> + 2 (w^— «,).
4- — + —

Dm Integral «j—«« hat an (o,), (a,), (6») die Modaln

JTf, »1, rt,
, ff,,, («1, ff,,)

und tlies ^ieht als IJi'trn-- yon fdl 'jd' wieder 2.2;rt; also ist auch &{u^— u^)

in zwei Paukten der Fliiclie i' gleich Null. Wir schieibea:
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7)
II, + M,= M, + Mf + W^r» +«(«11 + «I j)

M, «,= t/| U, + OT W I + « (a, ,
t)

'

m und n ganse Zahlen.

Dann sind die Werthe dieser Integrale in den Yersweigangspunl^ten

:

T
ff I— |i(«ll-«»t)

TT I

T + l(«ll + «lt)

~ + 4{«ii— «it)

Da ^(t>) =2^c"** + 2»» verschwindet, wenn i;=^+ ~i •<> verschwinden

^ (u^ -f w,) und t> — Wj) ia y und y' } ferner ^ + «i + und

+ Kg + in ^ und ^ ; ferner:

in « und a •

Ebenso verseilwinden ^(U|+ ff— md ^(tf|— — e) in je zwei

Punkten, in denen resp.

«1 +tt,= c + Y-i-i(aj,i-aj,)

«ji
— M,= c + Y + 4(«ii— a,,)

Ua c beliebig ist, so Leiüst dii s: f/j + f/, sowohl, als m,— werden jodcia

gegebenen Werthc in zwei Punkten der Flüche T congrueut. Die Quo-
^^^^^ ^ ^

/» ^ /. j ig'

tienten 7/ ~ sowie 7/ " —S lassen sieh hierneeb leicht

durch elliptische ^-Functionen, sowio nnoli den von Riemann entwickelten

Principien durch hyperelliptische i^-Functioneu ausdrücken. In unaerni

epeciellen Falle ist a ss— tt etc. nnd man muss haben:

9

audererseiu mu»s «eiu:
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»)

t/S-, -^t)
y* ' + '

Die<& Functionen in 8) und 9) ßiod durch die Gleichtt&gen 2), 5), 6) erklftrt.

Die Riehtigkeii der Gleichungen 9) kann mftn aaeh noch prfifen, indem

man die Faetoren Tergleichti welche die Quadratwurxeln eiDereeita iiad die

d-Fnnotionen andererseits an den Qaeraebnilten erlangen mUesen.

Aoeh die Quotienten

la«)

-J _i ic«l+«t,
*(«|-f«2)

müssen Quadratwurzeln rationaler Functionen von s und z sein. Die Cha-

rakteristik dieser Qnetienten Ut
^|

also gleieh der ycm mithia

müsfien beide Quotienten die Formen haben

:

106) c-;-* -

Man kannte dies anek leicht finden dnrch Betrachtung von

:

ni ni

als Fottction ron

An die Gleichnngen 8) und 0) knüpfen sich aber noch ander« Bemer*

knngen. Da nMmlieh tf, +tf2t sowie »i—«i jedem Warthe in awei Panktea

congruent werden, so müssen auch
^ ^

und j^'^p in jo zwei aolcbeo

Pnnkten gleieh gross sein. Setit man a. B. jS, ^ ein fttr z im ersten dieser

Werthe, so giebt dies gleiche Werthe wegen ssz—ß\ setst man u nnd «

für I in den sweiten Ausdruck, so erhält man auch Gleiches; diese Betraeb*

tnngen lassen sich auch bei allgemeiner Lage a
, j?', y\ tty y der Verzwei-

gungspunkte anstellen und geben dann die Bedingung, welche nöthig ist,

damit sich die Integrale Uhnlicli wie im betrachteten Beispiele vcrlialten.

Man kann dieselben Betrachtungen auf die Ausdrücke 10a), 106) anwendea

und daraus k und k' bestimmen. Ich will dies jedoch hier niclit durcbftih*

ron, da wir zu demselben Gieichungssysteme bei dem nächsten Beispiele

gelangen werden.
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Ehe icli zu Jicbcm übergehe, will ich auf eine andere Beaiehnng zwi-

schen elliptischen und hyperelliptischen t^- Functionen aufmerksam machen,

die mau durch V ergieicbuDg der Ausdrucke von Integralen zweiter Gattung

erhält.

Der Ausdruck /^^(u, + ^h) i^^t in y und y iogaritbmiäch unendlich und

der Dtfferentialqnotient ^^—^'j daher eio Integral aweiter Gattung,

welches in y und y unendlich erster Urdnutig ist; nach den lu'kHnnten

Bigenschafteu von ig{f hat dieses Integral die l^eriodicitat^smodulQ o, 0, —2,

—» an (fl,). («t)» (M- In ähnlicher Weise ist f ^ '~"^x ^inlntegral
& («1— «i)

»weiter Gattung, weiches auch in y und / unendlich erster Ordnung ist and

die PeriodicitStsrooduln 0, 0, — 2, +2 besitst.

Der Ausdruck ^[«,— m, (y)— «i(y'), t/,— M,(y)— tf|()r')]ssO(p|
,
t;|) ist

in y nnd / Null und l[/^{Vi,v,) unterscheidet sich zu beiden Seiten der

4 Querschnitte (oi), (a^, um 0, 0, —2(ti|4-(?oiisl.}, -~2{u,t-^CimsU)*

Folglich ist, wenn

beseichnet wird,

«in Integral zweiter Gattung mit den Moduln 0, 0, —2) 0 und " *: ein

0olches mit den Moduln 0, 0, 0, — 2.

Integrale sweiter Gattung, die in swei Punkten unendlich erster Ord-

nung werden, enthalten nach Kiemann ausser der additiven noch 4 Con-

etante (für p=i)i nm diese an bestimmen, genügt es, die 4 Periodicitits-

modnln au kennen; daraus folgt:

^ ^' (t/, — M«) _^ ^'| (t>i . P,)— (t>,
,
V,) '

<^(m, -I/,) ^K.ft)
ähnliche Gleichungen liefert die Betrachtung der Integrale zweiter Gattung,

V. c IlUc rc.sp. in ß, ß' uud u, a uueudlicb werdeu. Diese Gleichungen lassen

bicii auch «»chrciben:

inithtn, da «^==^1 + Const.^ «^=r^-|- Consl.,

wo links ein h^j^erelli^tisches, rechts zwei elliptische d-Functioneu stehen*
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Gleichungen noch anderer Art kann man erhalten, indom man die

Werthe elliptischer uud liypcrclliptischcr x>-runctiüiitu für s|ic ciLUe Werthc

der f/g 55. B. für Werthe Null mit einander vergleicht. Ich will dies

hier nicht weiter verfolgen, sondern zn Betrachtungen allgemeioer Art

übergehen, welche direct unsere Aufgabe betreffen.

Offenbar ist der bis jetzt behandelte Fall, in welchem sich vierfach

periodische Functionen durch doppelt periodische eraetsen Hessen» nicht der

ailgeineinste.

Eine solche Darstellaug ist Tielmehr stets möglieli, sobald ein Integral

jv ezistirt, dessen 4 Periodicitätsmoduln sich linear mit gansaahligen Coeffi-

cienten dnreb ni und a ansdrttcken lassen« Die DivcttsBion dieser Bedin-

gung verspare ich aof eine andere Gelegenheit; auch anter den weniger all-

gemeinen Voranssetanngen dieses Aafsatses lässt sich die Hannichfaltigkeit

der Beziehungen zwischen elliptischen nnd hyperelliptlschen ^•Fanctionen

erkennen.

Sobald ein Integral der angegebenen Art existirt, lassen sich gewisse

algebraisclic Functionen sowohl als vicrfacli periodische, als anch als do^-

pelt j)eriocIift;clio darslellen ; in allen solclien Fallen kann him ii dahor auch

die uuendlichen l'ioducto, die trigonometrischen Reihen, überliaiipt allo

die Darstellungen auch für mehrfach periodische Functionen entwickeln,

welche in der Theorie der elliptiüchen Functionen bekannt siud.

Um Weitläufigkeiten zu vermeiden, nehmen wir die a, ,, a^^^ a^^ ab
,

reell an, so dass m^u^ + m^Ut das Tntegral ist, welches an (a^)^ (a^) die Fe-

riodicit&tsmodoln fli| »t, m^ni besitst. Dann mass sein:

oder es muss zwischen den a^j, a|,, a,, eine Gleichung mit rationalen Cosf*

fidenten bestehen, welche ^ =m, — —= n gesetat, die Form bat:

011 + + n) «II + mnot« 0.

Sobald die 3 Grössen • . . ein gemeinschaftliches Maass be-

sitsen, kann man m, und immer beliebig annehmen und danach unend-

lich viele Gleichungen letzterer Art entwickeln. Nehmen wir aber au, dass

eine eiuzige Gleichung vou der Form bestüude:

wo iitii , fliit, flifi ganae Zahlen beaeichnen, so mttssen m und n die Wurseln

der qaadratischeo Gleichung sein» die ans

«+«=—; »in=—
Ulli

hervorgeht

:
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m, mit ± Vm\t — 4m,, m,.
m

oder
Wt <»n 4- ?^m*,, — 4m...;//

I ^ '"f 1

1»)
m, 2mjj

oder ^ y^**t — 4Wttm,t

£6 ist mithin nöthig, dass m', , — ^
m,, ein voUstiltidiges positiTea Qaadrst

seL Im bisher beliandelten Beispiele ist «ti '~~<'tt^^> ''*it= ^<

Haben die Grössen <i|it ^ti 1<^Qter rationale VerblÜtnisse, eo lassen

sieh nnendlich viele Darstellungen der hjperellipttsehen Fanetionen dnrch

elliptische angeben ; dies ausgeschlossen kann man aus 18) die Werihe der

"i^ *H herausnehmen; die Voraeichen mttssen dann so bestimmt

werden , dass die Ansahl der Nullpunkte positiv ist Diese

Aosahldarf auch nichtOseini letatereswftre der Fall, wennin\t-4>;i,
,
//<2,=0

wire; es mnss also immer awei verschiedene Werthsysteme m,
,
m,, sowie-

n,
,
n, geben, sobald eines vorhanden ist.

Es ist nicht nöthig, für ,
m^, n, , die kleinsten ans 13) hervorgehen"

den Wertho zu nehmen; man kann z. B. die Zähler und Nenner selbst bci-

LüliaUeu und (bit> auf das Vor^eichon) aiuieliineu;

— "1 = »»12 + /«»'is
—

22

Dann nnterseheiden sieb die beiden Auflösungen fittr nii tind fttr ff| nm ge-

rade Zahlen.

Die Werthe des Integrals m,ii|-|-in,ii| in den VersweijgungspunkteD

haben die Ferm, welche Auflösungen man auch fClr in, • . . itg nekmen mag:

wi.i*,+ m,f'., m,a,, + mjrtj, fn,a,, + w,a,,
_ ^ -1-,, _

,

oder mit Benntsnng des Jffq der elliptiaeben^-Fanetion:

j «» + ^ W
Nimmt man die Zähler nnd Nenner von 13) als Anflösnngen, so imter*

seheiden sieh die n von den m um gerade Zahlen, so dass man diese Werthe

des Integrals congruent \ -f* 0ttf't))ri + + ff^h) ^9^/] eetaen

darf, als Moduln der Congruena »i nnd Igq [vergl. 7)]. Die Werthe des

«=»1, tt, -f m,w, sind daher für beide Auflösungen iu Jeu V ei:6weigut»gs-

punktea von derhclbou Form.

Dies braucht nicht der Fall /. u sein, wenn man für Wj
,
m^, n^, klei-

nere Werthe nimmt, uls dii! Zahb-i und Xfiiufr von 13).

Die Gleichung iZ) kann mau durch eiuc Gleichung zwischen den Cuu-
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472 Ucber specielle vieriach periodische Functionen.

stantcn der algebraischen Glpicluing ersetzen; diese Gleichung kann iiuin,

wie aus dem schon betrachteten Beispiele, sowie aus dem 1^'olgenden her-

vorgeht, erhalten, indem man die Ausdrücke der ulgebraisjchea Fanctionea

durch elliptische d-Fuuctionen bildet and diese Werthe in den Punkten

vergleicht, in denen die elliptischen Integrale u dieselben Werthe haben.

Man kann also auf zweifachem Wege, dnrch Benutzung jedes der beiden e,

hierzu gelangen; die Resultate aber müssen identisch sein, da immer ^
JiiXistens eines elliptischen Integrals auch die eines zweiten bedingt.

Betrachten wir jetzt einen speciellen Fall der Gleiebnng 12), welchen

wir ohne jede Schwierigkeit bis zu Ende führen können. Um die ansam-

mengehOrigen Glessen speeieller algebraischer Gleichungen an finden, wer^

den wir am Besten von den Anfltfsnngen von + m»»,» einer gegebe-

nen Zahl ausgehen und danach fli|,, mi,, m«, bestimmen. Hterfiber wiD

ich hei anderer Gelegenheit Mittheilnog machen. Nehmen wir jetzt aUi «n
und Oft haben ein rationales VerhäUniss, so dass

dann können wir einmal setzen:

iifssu,;
a,,ssi,,a, ai.aa— mit«, tgqssa

iWi "i" iWj = 0t|g|

femer das andere Mal:

Wir erhalten also jetzt zwei Functionen:

146) ^(M,)==2;^"'+2-t; ^(u) = X<3r'"*+««»,

welche in m^^ Punkten verschwiuden. Es sei gerad, mj, ungerad, ss

sind die Werthe der Integrale in den Verzweigungspunkten:

(«') ^1 (/)| («)_ iß) (r)

n i lg q n i n t wi -H Igq igq

2 2 T ~2
2 2 2

ni lg q n i n i {99

•

Tti-hlgq

2
~2 ~2 '

2
"

2 2

Ist jUi^ssS, so kennen wir also alle Punkte, in denen die Functionen

verschwinden. Es ergeben sich so folgende Ausdrücke algehraiscker

Functionen durch die elliptischen ^•Fuucticiien:
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AoMMdem kann ntnn die QvotientMi

and

betrachten. Die Riclitigkeit der OlelebangeD 15) bestätigt sieh durch Ver-

gieicbuDg der Factoren 1 , welche die Qvadratwnrseln eineraeitt and die

^FttnetloDea andereraeita an den Qoertehnitten erlaogco. Die Oliarakte»

mtiken der beiden Warsein 15) aind resp« j)i
(q ))*

Dies ergeben auch dlo ^ Ausdrücke, wenn umu die Periodicitätamodulu

der U| und v beriickälclitigt) dieaelbca uiod uämlich:

(«,) («i) C^.) (^,)

tl, ni 0 ff'ii^U^ — ^11^99

m, 1
711 m, ft» 0 Iffq'.

Die Cbarakteristlk der beiden suletzt erwahaten C^uotieuten er^iebt

sieh danach gleich (^^^t d. h. gleich der Charakteristik von /(j-o) {z~y).

Danach müssen die algebraischen Aosdräcke dieser Quotienten resp. Ton

der Form sein:

z— k - ^ z^k*
und C

Die Bedingnngen swbchen den Veriweigangawerthen sind durch eine der

beiden Gleichungen ansgedrttekt:

(/r~«).(y~^) _(/-srO.(/~/r)

M) ) oder:

(a - ^)
.

(

« -/)

_

(?:ir«).(„' _ y)~(i3- «) . (/J-y)-

Dies ist dasselbe Oleichnngssystem, zu dem iintf wie leicht ersiehtHch, schon

das erste Beispiel führen musste. Die 6 Pnnkte «', /?'...« bilden danach

eine Involirtion und zwar waren früher a,a
j f^iP i )',y resp. conjogirt; jetzt

äiud es «,yi ß ,y' a\ß.

Die Grössen k^k' sind jetzt die Wurzeln von einer der Gleichungen:

oder

:

(j^'— , ,

-j'—
y )

[y'— a) . {y — y)*

Die vorigen Cileicliun;.'* n wären erliillt, z. B. wenn a =^— ß,
ß'^—

y'i

—
Y nnd dies würde der (^uorsclmittslage von Taf. IV, Fi^. 2 entspro-

chen. Ebenso könnte /i'—O, y'-^co, aß^ay «ein. Wir wollen jetzt die

conjttgirleu Werthe durch diesolbeu Bochstabeii bezeichueni es ist leicht au
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474 lieber spccielle vierfach periodische Fanctionen.

sehen, dass man durch Tranaformatioaen 6rit«r Ordnung «ine algebiiiidie

Gleichung, wie

^
17) ^^(z-a)(z—a'){'.-ß)iz-ß^){z-Y){z-Y\

in welcher ar...]r' eine Involution bilden, auf die Form bringen kann:

Set^e^ wir uümlich a:^
^ ^»

'

jjt
* lassen sieb folgende 6 Gleichangen

vereinigen:

sobald awiseben die Gleicbnng beatebtt

1 u+a «a

und diese ist die Bedingung der luvolution und mit 10) identisch, wenn die

coujugiitcn Wertbe mit gleichen Buchstabon bezeichnet sind. Dann kann

man x*=^ üctzcu und so die Gleichung 17) auf ciuc Form bringen, in wel-

cher p= l ist.

In dem Falle der Involution ist auch das schon bekannte Beispiel ent-

halten , dass der Ausdruck vom 6. Grade unter dem Kadicol reciprok iüW

Ist nftmlich « s= — , 4 1 — t 9o bilden die Fnnkte «t • . • y eins
a p ' y '

Involution.

Besonderos Interossc orrogen (iie noch speciellcron Fälle, in denen die

fljj, rtjg, (I.,., ganze \'i»drache derselben Grösse sind. Die h^jtPielliitti.scli.'n

'0-FunctioDCU haben dann Exponenten mit zahlenthcoretischer Bedeutung.

Damit dies stattfindet, müssen zwei von einander unabhängige Bedingungs-

gleichttDgen zwischen den Con>tanten der algebraischen Gleichung beste*

ben, die man auf unendlich viele verschiedene Weisen' entwickeln kann.



XVIII.

Ueber die Pniikte des Dreiecks, deren VerbindnngsstreokeB

Tom Sehwerpankt gedrittelt werden«

Von

Rettscht.e
,

Professor in Stuttgart.

(Hi«raa Tafel IV , Fignr S nnd 4.)

Die Urpnnre solcher Punkte sind uatürlick die Dreieekspitzen und die

Mitten der Gogonsciten selbst. Dass man sie unter jenen ausgezeichnftcn

Pankton in der Regel nicht mitzühlt, bat darin seinen Grund, dass sie dem
geoiuctrutcben Bcgi itV das Dreieckschwerpuuktes S selbst zu Grunde liegen,

sofern mnn denselben als geometrischen Punkt mit dem Darclisclinittspunkt

der drei Geraden idcntificirt, welche die Dreieckspitzen mit den Seiten*

mitten Terbinden. Sehen ivir also davon ab, 80 besteht das altbekannte,

längst in die geometrischen Scholbttcher Übergegangene Paar solcher

Punkte aus dem Mittelpunkte K des dem Dreieck umschriebenen Kreises

oder des „Umkreises** nnd ans d^m HShendurchscbnitt JST. Im Sommer
1854 theihe Harnisch mscher im Grunerfachen Archiv ein sweites

derartiges Pnnlitepaar mit, bestehend aus dem Mittelpunkt 0 des dem
Dreieck einbesehriebenen Kreises oder des „Inkreises** nnd aus dem
Durchschnittspunkt T der d Geraden , welche von den Dreieckapitzeu nach

den auf den Gegenseiten selbst liegenden BerOhrpnnkten der äusseren Be-

rührkreise oder der dem Dreieck anbeschriebenen Kreise, kurzweg der

„Ankreise", gezogen werden. Ich habe aber nachgewiesen, dass dieses

Punktepaar nicht neu ist, sondern mit noch 4 weiteren solchen Punktepaa-

ren in den 1636 erschienenen ,, Untersuchungen Ober die wichtigsten zum
Dreieck gehörigen Kreise" von Nagel sich findet , einer Schrift, welche

llberhanpt zu wenig bekannt geworden zu sein scheint. Deshalb erlaube

ich mir, zwei zu einem Dreieck gehörige Punkte J% welche mit tlen»-'^

Schwerpunkte 6' in Gerader liegen und zwar zu beiden Seiten desselben,

. ^j ^ Jiby Google



476 Uober die Punkte des Dreiecksi deren Verbindungsstreckea

dA9s SY= i.SXy der Kürze wegen eoBjngirte Kagersctie Punkte

oder ein N«geriches Punktepaar zn nennen. Za den 6 bisher be-

kannten speci fischen l'uuktcpaflren habe ich seitdnm 4 neue Innzugpfiigt,

Ton welchen in §• 9, aowie von den alteren in $. 2 gehandelt werden toll,

nachdem ich erst das allgemeine Wesen eonjngirter Nagel*sekcr

Pankte anseinandergesetst haben werde, m dessen Wahmehmuig eine

briefliebe Hiitheilnng Ton Komm er eil ttber einen speeielton Fall Anlasi

gegeben hnt, den ieb naebber ansnfHbren niebt ermangeln werde.

§1.
Dm aUgemeiM Wesen d«r Vagal'ieliflii Puktopam.

Betraebtet man das Oreleek der SeitenmitteD oder das dem ürdreieck

ABC elnbesebriebene Dreieek mit parallelen Seiten, welebes leb knrsweg

•ein Mittendreieek e^c nennen will, so ist S der gemeinsame Bebwerpankt

nnd sQgleicb der Aebnliebkeltspnnkt dieser beiden Dreleeke, welebe die

invers ähnliche Lage haben. Es gehen also die Verbindnngsstrecken jeder

2 homologen Punkte i*, p dieser beiden Dreiecke durch den Scbwerpunkt

und worden liier im f^loichon Verli^ltniss gctheilt, wie die Verbindung«-

strecke Aa zweier liomologen Spitzen, d. h. wie die Schwcrlinie Aa des ür-

dreiecks, also im Verhftltniss 2:1; auch liegen /* und p auf verschiedenen

Seiten von S wegen der inversen Lage der Dreiecke, sind mithin conjugirte

Nagerscho Punkte. Ganz ebenso verhalt es sich mit 2 honiologen Punk-

ten /*, tJJ des Urdreieck.s und desjenigen Oreierks, dessen Mittfn l n'ieck das

Urdreiek ist, oder des ihm umhcschriebenpn Dn ifcks mit pnrallelen Seiten,

welches ich kurzweg sein Aussendreieck " nennen will. Man hiit

also den 8ats, welcher als Fundament als atz dieser Theorie an betrach-

ten ist:

Jede swei homologe Pankte P^p eines Dreiecks

nnd seines Mittendreiecks, sowie je zwei homologe
Pankte P^'^ desselben Dreiecks and seines Aassen-
dreiecks sind conjugirte Nagel'sebe Punkte;

und awar ist p halb so weit, $ aber doppelt so weit Ton S entfernt als P.

Die Gonyerse dieses Satses, welche alsbald indirect erbellt, lautet so:

Gonstruirt man au irgend einem DreieckpunktX
den balb so weit Tom Scbwerpunkt entfernten eonjngii^

ten Punkt so sind AT, F homologe Punkte des ür«

dreiecks und seines Mittendreieeks; nimmt man aber

den doppelt so weit von S entfernten Pnnkt Z, so sind

J*, Z homologe Pnnkte des Urdreieeks und seines

Aussendreieeks.
Von diesem Fnndamentalsats und seiner CouTerse, soweit dieselben

das Jlittendreinck betroffen, sind die einzigen allgemeinen Sätze fiber die

MageTscheD Punkte, welche bibher aufgestellt worden b'iud (man TSrgL
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vom Schwerpunkt gedrittelt werden. Von Prof. Reüschle. 477

g. B. Jaeobi Kei Van-Swioden), eiDfacbe Corollare, oftinUch folgender Sati

nH «eintr ConTerao: „Wenn man denjenigen von swei eonjngirten Funk-

ten, welcher doppelt lo weit vom Schwerpunkte entfernt ist, eU der andere,

mit den Dreieekepitien, den andern mit den Seitenmitten rerbindet, eo aind

dieie Verbindongsstrecken einander parallel nnd iat das Scbeitelatttck der

ertteren doppelt so gross als die andere. ** — (Ein besonderer Fall hiervon

ist 1. B. der Ssts, dass die Hittellothe die HXlften von den Soheitelstiteken

der Höhenlothe sind.) Und umgekehrt: „Wenn man einen beliebigen

Dreieekptinkt mit den Dreieckspiteen oder mit den Seitenmitten verbindet

und mit den Verbindungslinien Parallelen sieht, im ersten Fall durch die

Seitenmitten , im andern durch die Dreieckapitzen « so erliftit man den con-

jugirten Punkt, welchor im ersten Falle iialb so weit, im andern doppelt so

weit vom Schwerpunkt entfernt ist." Man sieht nHiuiicIi sogleich, dass jene

Verliindun^8iitrecken niclits anderes sind, als homologe 8trecken im Ur-

dreicck nud im Mittendreieck.

Ks erhellt ferner sogleich, das«?, wenn .Y, P" zwei conjugirte X a c: <M ^^clie

Punkte sind, die "Ntitte .1/ oder der lialbirungspnnkt ihrer Vf il iiulnnirs

strecke ÄV mit dem näheren (X) dor beiden Punkte wiodnrnin ein solches

Paar bildet, in welchem M der dem »Schwerpunkt nähere l'nnkt ist; ebenso

dass derjenige Punkt, welcher die über X hinaus um sich selbst verlängerte

Strecke XY begrenzt, knrsweg der „Verdoppelungspunkt** N mit dem ent-

fernteren (y) der beiden ursprOnglichen Punkte ebenfalls ein Nagel^sches

Paaktepaar bildet, in welchem iV der Ton 5 entferntere Punkt ist. Man.

kann daher in Verbindung mit der Converse des Fnndamentalsatses das

OoioUax hinsufttgen

:

Siad JT nnd T swei eonjugirte Nagersehe Punkte
(X der nähere) eines Dreiecks ABC, so ist der Hai*
birangspnnkt M von XV identisch mit dem au X homo*
logen Punkte x des Mittendreiecks abc, lugleieh X
identisch mit 1^; der Verdoppelnngspunkt von XF'(Ober

X hinaus) aber identisch mit dem sn T homologen
Punkt 9 des Aussendreiecks %Sd(&^ sugleieh Kmit 3t.O

Man sieht hieraus, dass die 4 Punkte X, JV, 7 gleichartige Punkte

sind , nämlich in verschiedenen Dreiecken. Dies soll nun noch auf seinen

allgemeinsten Ausdruck gebracht werden. Auf der einen Seite ist klar,

dass man mit Bildung von Halbirungs- und Verdoppelungspnnkten in der-

seljben Weise wie oben fortfahren und so auf jedor durch d(Mi Sciiwerpunkt

gehenden Geraden eine unendliche Menge conju^irter Punkte bilden kann,

deren Entfernungen, nach aussen fortschreitend, eine geometrische I'rogres-

iiion mit dem Quotienten 2, nach innen fortschreitend, eine solche mit dem

1) Dor c^rsle dieser bcirlcn SHt/o i^t die Verallfi^emcincrun^ der mir voa Rom*
ai ereil für einen speeiellen Fall (§ 2, III) mitgelfaeilten Bemerkang.
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Quotienten 4 ^il^!on. Auf der andern Seite kann man mit den Mitten-

dreiecken und Ausseudrciecken fortfahren und so eine unendliche ß^he

von Dreiecken bilden, die cinwürts nach dem Paakt S eonver^ren, welcher

der Aehnlicbkeitspunkt uud gemeinsame Schwerpunkt aller dieser Dreiecke

tat. Jene unendliche Reihe Nagel'scber Punkte besteht daher in nichts

Anderem, als in homologen Punkten der unendlichen Dreieckreihe. Uod

giebt man sXmmtlichen Punkten eines dieser Dreiecke den Index n, also

dem uSchstTOrhergehendea den Index n— l tu s. w«, dem nftchstfolgenden

den Index n+i v*t so stellt sieb die Homogenitilt der Punkts

ÜT, X, iV , y dureb folgsnde Gletcbnngen aufs evidenteste der, indem man

sich nämlich Eur Beseicbnung der IdentiUit sweier Punkte des Qlsiehheiti>

seicbeus bedient:

Alsdann lllsst sieb der Fundamentnlsats und seiae Converse im höebstsn

Grade von Allgemeinheit so aussprechen:

Wenn man von einem Dreieck sein Hittendreieck , vea die-

sem wieder das Hittendreieck n. s. w. bildet, desgleichen das

Ansaendreieck, von diesem wieder das Aussendreieck n. s. w.: ao

^indjo swei homologe Punkte zweier Nac h bardrei»

ecke der unendlichen Dreiockreihe conjuj^irtc Nag^el*-

sc he Punkte. Uud umgekehrt : j edc s X a f:;e 1' s c h e I' n n kle

-

p 11 a r c i 11 e s Dreiecks ist c i ti P a ti r Ii n m o 1 o e r P ii n k t e i n

zwei N ac h b ii r il r e i e c k e n d c r s o 1 b e u Ii e i he. Ja mau kann

Ictztei'es als Definition des Na i; e Tsclien Punktejia.ires betrncbteD.

Vergleicht ninii aber homologe Punkte in nicht hoaachbarton Dreiecken

unserer Dreieckreihe, A,, T^n «nd P,„ €,„ , so ist da:i Verhältniss ihrer

Kulferuungeii vom Schwcrjmukt 2"""*
: I und sie liegen auf einerlei od^r

entgegeng'^setatter Seite von 'y naclidcin die Differenz n — ;/i gerade oder

ungerade iht, je naclidnii also die Lage dor Dreiecke die diroctHhnlicho

oder die inversc, zugleich S äusserer oder innerer Aelinlichkeitspunkt ist.

Damit nun ein NageT.sches Punktepaar der allgemeinen Theorie ein

specifiscbes fttr das Urdreieck oder Gegenstand einer besonderen Be-

trachtung sei, muss zu der Bedeutung» welche dem conjugirten Punkt

zufolge des Fundanientnlsatzes ankommt, noch eine besondere Bedeutung

für da» Urdreicck selbst hinzukommen, oder es müssen beide Punkte speci

fische Punkte dieses Dreiecks sein. Gehen wir a. B. von der Umkreismitts

JT eines Dreiecks aus, so hat sein conjngirter, doppelt so weit von S ent-

femter Punkt iT sunttchst nach dem altgemeinea Sata die Bedeutuag, die

Umkreismitte des Aussendreiecks au sein, was eben, weil Folge eines all-

gemeinen Satxes, nichts Specifisehes ist; aum spect6schea Punkt wird aber

B dadurch gestempelt, dass er sich sogleich als Hdheadurchschnitt erweitt*
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i)or mit /f conjngirte, aber halb 80 weit von S entfernte Punkt Jlf oder die

Mitte von A y/ hat nach dem allgemcincu Satz zunaclist die Hetlontung, die

ümkreismitto des Mitteudreiecks za sein ; dieser Umkreis des Mittendreiecks

iiat über eine Fülle von weiteren Eigenschaften als Krei« der 5) i'urii<:te, als

Bei uliikreiK sämmtlicher 4 Berülnkreise des Urdreiecl'S n. s. w.; dadurch

ist iV al«! der Mittelpunkt dieses zu den wichtigsten Kreisen des Dreiecks

gehötigen „Mittenkreises'^^) ein speciüschcr Dreieckpunkt.

£adUch ist noch als eine secundärc allgemeine Eigenschaft Nagel

-

icher Punktepaare an erwKhneOt dass jede zwei verschiedenei d.h. auf ver*

•chiedenen Oeraden, oder, wie man diese Verbindungslinien passend nennen

kann, „Schworpunktthebeln'S liegende Punktepaare einTrapes bilden, von

dessen Baaen die eine da« Doppelte der andern ist, deren Diagonalen im

Darehaehnitt 8 »ich dritteln nnd dessen Sehenkel in deren Durchschnitt sich

rsrdoppeln. Ein solches Trapes hat nater anderem die Eigenschaft, dass

die QnadraCendifferena der Diagonalen der dreifachen Qaadratendifforena

der Schenkel j^eieh ist«

§.2.

ügtBKlialleii der bisher hekaimteft ipeeUbebin Vageriehin Fnaktepure.

Deren sind- es, wenn man einfach zahlt, wie schon bemerkt, 6; wenn

mau aber zugleicli wägt, nur 4 selbststantiige, ja eigentlich, wie sich zeigen

wird, nur 3 Original- oder Hanptpaare (ausser meinem neueu Tuukte-

paar §. 3, mit demselben 4 11 auptpaare).

I. Erstes Hau p t p a a r /i' und //. JeJi i dieser beiden Punkte, so-

wie die Mitte M von MH iiabea meliriaclie Bedeutungen oder Eigenscliafteo.

Von den weiteren

Eigenschaften des Punktes A",

d. h. der Urokreismitte (zugleich Dorchnittepunkt der Mittellothe),

bildet die Mehrzahl eine unter sich eng zusammenhängende Gruppe , die

sich auf die Mittelpunkte der 4 Berübrungskreise des Dreiecks und auf die

Umkrebmitten der 4 „Ceniralendreiecke** beliehen, wie Nagel die Drei-

ecke genannt hat, deren Spitaen je drei jener erstgenannten 4 Punkte sind.

Es sei 0 der Mittelpunkt des Inkreises, 0«, 0», 0« die Mittelpunkte der zu

den Seiten n, 6, e des Urdreieeks ABC resp. gehörigen Ankreise, JC' die

Ilmkreismitte des Centralendreiecks 0« 0^ 0«, IT'« von OV^O, n. s. w.;

man nenne femer die 4 Dreiecke, deren Spitsen je 8 von den 4 Punkten

JP', A'«, ^'s, K'c sind, „Cocentralendreiecke'**), nKmlichA « A'^ K'c das Co-

ccntralendreieck von OaO^Oey K' K\K\ von 00^0^ u. s. w.; endlich

2> So «oll dieser Kreis fortan der Kilrse wegen beissen und der Bttekstabe M
peeiell aeineo Mittelpunkt beseichnen.

9) Wie iok in meinem Artikel Über dea Beltramisehen Sats, der eben aaeh in

den sofort zu nennenden KigenKchaften des Funktet ^ gehört, im QraherVscheu
Archiv (Somincr 1805) gcthan habe.

2«iUchriU fitf Mftlb««iaUk n. l'liy»ik. XI. «.
' 32 .
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480 Ueber die Punkte deB DreieekB| deren Verbindangsstrecken

nenne man ein „Parallelogremm «Vieleck" ein solcbee conTexea Vieleck

vou gerader Seitenaebl, in welebem je eirei Gegeneeiten gleick nnd parallel,

sowie je swei Gegenwinkel gleich sind, nnd wo die Diagonalen aolcber glei-

chen Winkel in einem Punkt, dem Mittelpunkt des Poljgens, sieh schneiden,

in welebem sodann ttberhaupt alle durch ihn gehenden und im Umfang des

I^oly^ons begrenzten Strecken halbirt werden, und insbesondere sage man

Khüinbusvieleck", wenn alle Seiten gleich sind und die Gegenwinkel von

den Hauptdiagoualen lialbirt werden. Nach diesen Prämissen besteht die

angekündigte Gruppe von Eigenschaften des Punktes K in folgenden Sätzen.

Der Punkt A' ist

]. der Mittelpunkt dos gemeinschaftlichen Mittenkrei-

ses (dessen Halbmesser gleich dem Umkrt!i:5dnichmes8er des Ur-

dreiecks) der acht Dreiecke, d. h. der vier Centralen-
undder vierCocentraleii drei ecke;

S. der innere A c hnlichkoitspu n k t der vier P?inrc sie Ii

entsprechender*) Centralen- nnd 0 o c c n t m 1 e n d r e i
-

ecke, die paarweise einander congrnent und von invcrs iilinlirlior

Lnge sind und überdies in der Keciprocitiit stehen, dass die Lm-

kreismitte des einen der Höhondurchschnitt des anderen ist;

3. die gemeinschaftliche i^litte der vier Verbindungs*
strecken je e in es 0 und des entsprechenden A'', was ein

NagePschcr Sats istj

4. da man statt dessen auch sagen kann, Sebwerpunktje eines 0

und des entsprechenden A", so knnn man beifügen : also auch

Schwerpuukt (d. b. Mittelpunkt der Entfernungen, oder Pankt der

mittleren Entfernungen) aller acht Punkte, sowie von je

sechs Punkten, woronter drei 0 und die entsprechenden K\
endlich von je yier Punkten, worunter awei Ound dieentspre*

chendeu K'\

5» Mittel- nnd Schwerpunkt der seehi Parallelogramme,
welche je iwei 0 und die entsprechenden K' bu Spitsen haben;

0. Mittel- und Schwerpunkt des Rhombusseehseeks, des-

sen Spitsen die sechs Punkte 0«, 0„ IT «, 0», K\ sind;

7. Schwerpunkt (oder Entfemungscentrum) der vier Punkte
0,'0«, 0^, 0«, was der Beltrara lösche Satn ist;

8. Schwerpunkt (im gleichen Sinn) der vier Punkte K\ £*»*

Es würe sn weitläufig, alles das ausfttbrlich nnd detaiUirt in beweisen

;

vieles wird unmittelbar ans der beigegebenen Figur (3) erhellen, so nament-

lich die swei ersten Sütse, soweit sie den Funkt AT selbst betreffen. Der

I) Diese hüben an den ihre Spitzen bczcicliaeuden Buchstaben die |;leiclien

Indiccs.
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drifte hewcist sich selir einfach aus der bekannten Beziehnu^ zwischen dem

Unireicck und den Ccntrnlendreiccken , wonach jenes das Dreieck der

Höhenfusbpuiikte in jedem von diesen ist (nicht nur im „grossen** Centra>

iendreieck 0„ 0^0^). Sind daher U\ H' H'c die Ilöhendurchschnittu

in den vier Contralendreiecken, so sind diese resp. id^^ntisch mit den Punk-

ten 0, Oat 0*, Oc, ferner ist vermöge Nr. 1 scllJ^t K identisch mit M\ M'^y

if if'«, sofern die letetereo die Mittelpunkte der Mittenkreise fUr diesel-

ben vier Dreiecke beseichnen. Aber ß M K\ sowie H ff m ^*

sind gerade Linien, deren Mitten M\ M\ u. s. w., also auch ÖKk\
O^KK a u s.w. \ uu diesem Nag 0 i seilen Satz ist alsdann Nr.4 eine unmit-

tidhare Fol^rpnni;,' und hiervon wieder Nr. 5 und ü, sofern in jedem Poly-

gon nm einem jM itieipnnkt (in dem oben hervorgehobenen 8iuii), also nicht

uarin den erwähnten Parnllelogrammen (wie O^O^A' A*'*, OOgK'K'c u. s. w.),

sondern auch in dem lihombussechseck , der Scliwerpunkt der Polygonflüche

sowie der Sehwerpnnkt der Polygonspitxen mit dem Mittelpunkt der Figur

snsammenfallen^). £s iiendelt sich daher nur noch darum, dass jene Vier*

ecke Parallelogramme nnd dass das Sechseck 0^,K\0fk\0tK'c ein Rhom-
bnssechseck sei, was aber wieder der Fignr tiberlassen bleiben kann. Da*

gegen mag noch die weitere Eigenschaft dieses merkwürdigen Sechsecks

erwihnt werden, dassseineseehs Seiten (resp. deren Verlttngernngen)

die sechs Verlängerungen der Seiten des Urdretecks in den
Bertthrpnnkten der Ankreise treffen.

Wae endlich die beiden lotsten Sfttse betrifft, so ist vermöge Nr« 4 joder

Ton beiden die unmittelbare Folge des andern. In meinem oben erwilhnten

kleinen Artikel im G ran ert^schen Archiv habe ich den Beltrami'schen Satz

auf obigen Nr. 3 gegründet, aber mittelst stntischsr Betrachtungen. Fol-

gendes ist nun ein rein geometrischer Beweis mit zum 'J'iioil gleichen Pi;i-

missen. Der Schwerpunkt (d. h. Entfernungsmittel}ninkt, crulre des moyemu

x

dnianccs) der 4 Punkte 0, 0„^ 0/,, 0,. ist beka!intli( Ii der JJurchschuIttsjinnkt

der drei Geraden, welche die beitcumitten eines jeden der drei Paare co-

ordinirtcr Seiten des vollständigen Vierecks (^0„OtOp verbinden. Jedes

solche Paar aber besteht aus einer äusseren (wie 0«0«) und einer inneren

Centrale (wie 00^), jene ist zugleich die Seite, diese das Scheitelstück der

iQgebörigen Höhe in dem Centralendreieck OgO^Oe. Aber die Mitten die-

ser beiden Linien sind bekanntlich diametrale Punkte des Mitteukreises

(oder des Kreises der nenn Punkte) und der Mitteukreis jedes Centralen-

dreieeks ist der Umkreis des Urdreiecks, Also ist ä identisch mit jenem

Dnrchschnittspnnkt oder mit dem (geometrischen) Schwerpunkt der Punkte

^1 OkfOfi, Man kann ttbrigens diesen Deweis buchstäblich auf die vii*r

Unter den mittelpauktloisn Figarsn hat beicanntlicb nur das Dreieck (und im

Kaum ebenso daii Tetraeder) die Eigeaschafl, dass beide Sehwerpankt« , derjenige

der Figer nnd derjenige der Eckpunkte, «uammcnfntlen.
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482 Ueber die Punkte des Dreiecks, deren VerbinduDgsstrccken

Punkte Ii \ A''„, A'fc, fi\ ubertra^'on, da der Unikroi.s A' auch der Mittcn-

krciö des Cocentralendn iecks A' ^A ist (vormöge Nr. 1), wodurch die

Verw an d tsc h af t m ci n o s S a tz e s iil»erdie vier Punkte A", A

jI**^, A"c m i t d c ni B c 1 1 r a ni i ' s c h 0 n u b »• r d i e v i cm* P u n k t c 0 , 0«, 0*,

Of erst ins reckte Liebt tritt, zugleich aber auch die Vollkommeaheit dieses

Beweises*).

Zwei andere Eigcnscliaften des Punktes gehören in wesentlich an-

dere Gebiete, worauf ich in einem anderen Zusammenhang zurückkommen

werde t
weshalb ich sie hier blos erwähne.

0. Beschreibt man Uber den Seiten eines Dreiecks gleichseitige Drei-

ecke nach aussen, und nm diebelben Kreise, bo bilden deren

Mittelpunkte bekanntlich ein gleichseitiges Dreieck; ein aweites

gleichseitiges Dreieck entsteht auf dieselbe Weise, wenn die

gleichseitigen Dreiecke Über den Seiten des Urdreiecks nach in-

ncn beschrieben werden. Diese beiden gleichseitigen Dreiecke

haben eine perspectiviscbe Lage und ihr perspectiTisches

Centrnm ist der Punkt K.

10. Bekanntlidi giebt es für ein Dreieck zwei Systeme von je drei

in £Üncm Punkt sich schneidenden Kreisen^), wovon jeder eine

Dreieckseite znr Sehne und eine der Nachbarseiten zur Tangente

hat. Der Punkt IC ist der Mittelpunkt des Kreises, in

Beziehung auf welchen je ein Mittelpunkt des einen

Systems und derj cnige des anderen, welcher die näm-
liche Dreieckseite znr Sehne hat, reciproke Punkte
sind (in dem bekannten Sinn nämlich, dass die Rechtecke ihrer

Entfernungen von K gleich dem Quadrat des Umkreisbalbmes-

sers sind),

Eigenschaften des Punktes M,

d. h. des Mittelpunktes des Mittenkreisto (Mitte von MM).

Da in dieser Gmndeigenscbsft schon enthalten ist, dass M die Um-
kreismitto zweier anderen Dreiecke ist , nämlich nicht nur des Mittendrel-

ecks (§.1), sondern anch des Dreiecks der Hdhenfusspnnkte, so bleibt nur

noch eine Eigenschaft zu erwähnen, die dem Punkt M in der Theorie der

Kreise zukommt, welche die Bertthrkreise des Dreiecks berOhren, der ich

einen eigenen Artikel widmen werde. Hiernach ist der Punkt M
t. der Potenzpunkt der drei dem Mtttenkreis conjngirtea

0) Wenn er bei wesentlicher Verschipdi-ubcit Huch wesentliche Bei ührmigi"

pnnkto mit dem von Carl Schmidt im 1. Hett des H. Bandes von («nuiert's Archiv

niitg;«th<)ilten Beweis des Beltramrschen Satces darbietet, so verwahre ich mich ans-

drückUch gegen jede Abhängigkeit von letzterem.

7) Diese sechs Kreise nenne ich der KUne wegen „ Beikreise '* des Oreieeka,

indem ich im Geist der knrxen Renennnngen ; Umkreis , Inkreis , Ankreis fortfahre*
«
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Kreitei welche wie der letstere je swei Ankreise von ansäen nnd den In-

kreis von innen berübc^n

;

2. sagleich der Dnrcbscbnittspnnlct der Lothe, welche von den

Potenspttnkten /V» P», Pe des InlLreises nnd je sweier Anlcreise (vgl. un-

ter ni) anf die entsprechenden Seiten des Fnsspnnktdreieeks der inneren

Medianen (Ualbirlinien der inneron Dreieckswinkel) gefallt werden.

Der cuge ZusaraniPiiliaug von Nr. 2 mit Nr. 1 erliollt sogleich, sofern

die VerbiaduDgsliuien jener Mediaueiüut^sspuuktc nichts anderes sind, als

die inneren Aehnlichkeitslioien (-Axen, -Strahlen) des Inkreises und je

sweier Ankreise.

Eigenschaften des Punktes /T,

d. b. des Höbendorohschnitts.

Diese siud um so zahlreicher und die zwei letzten daniuter, soviel ich

weiss, neu, übrigens nahe gelegen; der Punkt // ii)t uäuilich:

1. äusserer A ehnlichk ei tsp u m k t von Umkreis und Mittonkreis
;

2. Mittelpunkt di ^Tnkreisi s vuin Dreieck derHübenfuss-
pnnkte, was die schon oben benutzte Eiigenschaft ist;

3. Mittelpunkt des Polkreises, d. h. des Kreises, in Beziehung

auf welchen die Dreieckspitzen die Pole der Dreieckseiten und diese (wie

oatttrlich) die Polaren der Dreieckspitzen sind

;

4. Potontpnnkt der drei um die Dreieckseiten besehriebe,

nen Kreise;

5. desgleichen der drei um die Dreieekhdhen beschriebe^

nen Kreise.

Die swei ersten sind ganx bekannte SStse; der dritte ist von Grnnert
(Archiv, Theil 41) ansftthrlich ans den allgenieinen Gleichungen der Po-

laren bewiesen worden, nebst Herleitnng des Halbmessers x des Polkreiseff

. t*=± 4jR'cosaeef |3 cosy,

wo a, /?, y die Dreieckswinkel, J? der TJmkreisbalbmesser und -f-oder an

nehmen, je nachdem das Dreieck spitzwinklig oder stumpfwinklig ist. Bei-

des aber lässt sich höchst einfach aus den Grundbegriffen von Pol nnd Po-

lare und von reciproken Punkten lierleitcn. Denn da die Polaro recht-

winklig zur Verbindungslinie des Pols und des Kreismittclpiuiktes ist, so

liegt letzterer auf jeder Höhe des Dreiecks, ist also der FTöhendurch-

fechnitt. Alsdann ist nacli der Grundrclatioa reciproker Pnnkte®) der

Halbmesser des Polkreises die mittlere Proj)ortionalo zwischen Öcheitcl-

fitUck und russatttck der Höhe, also, da jenes dem Doppelten dea zurseibt-

8) Djihci ist noch zu beinorken
, diisH im spitzwinkligen Dreieck die reciprokea

l*nri!ctc .luf «iit^'-C'^ciit^^csetzti'n Seiten des Mittelpunkts, im »tiinipfwinhü^'f»!! aber, wo
// Hus;4crlmlb l'cgt, auf eineiiei öeitc zu nohmou siud, während aio im rcchlwiitkligen,

wu x~o% zuiommenfallen.
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4S4 Ueber <lie I'unkto dos Dreiecks, deren Vcrbinduiigsstrecken

gon Seite geiiSrigen HitteUotba gleich ift, iodem hm und Hübe «nil Xit-

telloth der Seite a,

v*»)!»« (A« 7 ^^^^ !>!• = db ^Cö$a,

je Dachdem er spitz oder stompf, also, da ^2BsiH ßsin ^,

as + 4il * cxw« [«M /} tfo ^ 4- CO« + }r)] =3 :t
Zugleich bat man den 8aU, daes das Rechteck ans Seheitelstlick nnd Fuss-

stttek jeder Höhe constant ist. Hieraus folgt sodann Atr Nr. 6, dass die in

jedem der dreiKrebe durch ITsenkrecht sn den Dttrchmessem (d» b. Höhen)

gezogenen Sehnen gleich sind, die Gleichheit dieser Sehnen charakterisirt

aber den Pnnkt E als innerhalb der Kreise liegenden Potenzpaokt. Für

Nr. 4 endlich hat man hlos die Bemerkung ndthig, dass je awei dieser

Kreise des eine Afal in einer Dreieekspitze, das andere Mal InFosspnnkt der

sQgebörigen HOhe sich sehneiden, dass also die Dreieckhöhen die Qemeia-

sehnen in den drei Paaren von Kreisen sind.

IL Zweites Hsuptpaar 0 nnd 7*. Diese beiden Punkte sind

schon im Eingang dcfinirt worden and von T ist ausser dieser seiner Grund-

bcdentung und der dem allgemeinen Satz (§. 1) entsprechenden, wonach T

Inkreismitte des Ausseudieiecks ist (was eben keine specilisclie" Bedeu-

tung ist), keine sonstige Eigcnschatt bekannt. Wohl aber findet diess bei

0 und bei der Mitte P von 0 T t>tatt.

Eigenschaften des Punktes 0,

d. h. der Inkreisrottte (sugleich Durchschnitt der inaem Medianen).

Der Pnnkt 0 ist ausserdem

:

1. Höhendnrcbschnitt' im grossen Centralendreieck

Om 0$0t^ was der bekannte, oben gebranehte Sats ist;

2. Potenspnnkt der drei Kreise, welche den Inkreis nnd
«resp. je swei Ankreise rechtwinklig durchschneiden (deren

Mittelpnokte die schon erwiihnten Potenspunkte P«,^ P», P, sind, vgl. HI);

denn da der Inkreis su jedem der drei Systeme von Kreisen gehört, so

schneidet er seinerseits die drei erwähnten Kreise rechtwinkb'g

;

' 8. Potenzpunkt der drei Kreise, welche ihre Mittel-

pnnkte in den Dreieckspitsen haben nnd sich gegenseitig be-

rühren^). — Denn ihre Berilhrpuokte liegen nothwendig auf den Dreieck'

Seiten, und da sie iib»«r(lies8 auf je zwei an einer Spitze susammenstossen-

den Seiten gleicliweit von dor Spitze entfernt liegen, so sind sie identisch

mit den Punkten, in welchen der Inkreis die Seiten beriilirt, also schneiden

sich ihre paarweisen Gemeintangenten im Punkt 0, der somit ihr Poten«-

punkt ist. Ist s der halbe Umfang des Dreiecks, so sind ihre Halbmesser

.<?— «, s— 6, s— c, und sie entsprechen den Ankreisen in der Art, das?

das Kecbteck aus dem Ualbmesser eines derselben nnd aus dem Halbmesser

U) Diesü Kreiisu liHbti ich der Kurse wcgco die „Zukrcise** des Dreic«k»

l^enAiiiit«
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om Schwerpunkt gedrittelt werden. Von Prof. Reuschle. 4S5

dea sam nlmHehen Dreieektwi&kel gehttrigen Ankreitea eoostant ist, gleich

dem Inhalt des Dreiecke, was »ns der bekannten Relation

(f— a) Ä (#— It) = (j— c) s^trsss^

folgt.

Eigenschaften dea Punktes Mitte von OT.

Dor Punkt J' ist, ausserdem flass er tlie iiikreisnütte des Mittendroiecks

iht, zugleich Durchscliuittspunkt der mit den inneren Medianen durch die

Seitenroitten parallel gezogenen Geraden, was noch keine spocifiüchea

Eigenschaften sind (§. 1):

1. Schwerpuakt dos Dreieckum fange, was bekauullicli mit

jener Eigenschaft eni!" zusammenhUngt**')
;

2. P o t u n z p u n k t der drei Aukrei.se und damit zugleich

3. D u r c !) 8 c h u i 1 1 s - und P o t o n z p u u k t der drei die Ankreise
uuir leichartig ( durciisclilingond berührenden Kreise, deren

coujugirto die Dreieckseiten sind;

4. Innerer A eh nlichkeitsp unkt des Mitte nkroises unddpH
ihm conjugirten „ AasfienkreiBes" welcher die Aokrei«e „um-
ecbliessend*' berUbrt;

ö. DuTchschnittspu^nkt der von den Mitten der Goraden,
welche die Dreieckspitzen mit den Mittelpunkten der sugö-
hörigen Ankreise erbinden, auf die Dreieckseiten gef&ll-

ten Lothe.
Der zweite dieser SUtze ist ein Sats Ton Kommerell und beweist

sich darch die Beroerknng, dass die Potenzlinte aweier ansserlialb einander

liegender Kreise (wie je zwei Ankreise) dfMi Ton der Mitte ihrer gemein-

flchaftlicben Tangente anf die Centrale gefilllte Loth ist. Bei swei Ankrei-

sen ist aber jene Mitte die Mitte einer Dreieckseite nad dieses Loth einer

Inneren Mediane parallel, also ist der Poten^pnnkt der drei Ankreise der

Darchschnittspttnkt der drei mit den inneren Medianen durch die Seiten-

nütten parallel gesogenen Geraden, d. h. der Pnnkt A Die lihrigen sind

Conseqnensen Ton Nr. 2 vermöge der Theorie der conjugirten Berllhrkreise

Ton drei gegebenen, worauf ich in einem heeonderen Artikel surOckkomme.

IIL Die drei Nehenpaare des Hauptpaars 0, 7*. Bekannt*

lieh steht- fast jedem Sats Uber den Inkreis ein ansloger tther jeden der

drei Ankreise, sowie jedem Satz Uber die drei Ankreise ein analoger tther

jedes der drei Systeme von Kreisen sur Seite , welche aus dem Inkreis und

je swei Ankreisen bestehen. So stehen hier dem Nag ersehen Punktepasr

0, T die drei Punktepsare 0«, /«j 0*, 7*; 0«, zw Seite, wo 0«, 0*, 0«

wie hisher die Mittelpunkte der Ankreise, T^, Ti,, 7« aber ebenfalls wie T
Dnrchschnittspunkte je dreier nach den Berührpunkten der Dreieckseiten

10) Woraaa dann nach g I fol^t, das» 0 Unifaug»scbwcrpuukt für das Ausseu-

dreieck ut.

*
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4bö Ucbcr die Punkte des Dreiecks, deren Verbindunji^sstreckeii

gehender ScbeiteltransTemlen sind, nod bwat s. B. 7*« DorehschBittspmikt

der von A naeb dem inneren Berttkrpnnkt (Berfihrpnokt des Inkreises) der

Gegenseite a gesogenen Transverssle mit den beiden von B nnd € naeb

den anf den Verlängerangen der Gegenseiten fr, e liegenden Xnsseren Be-

rUbrpnnkten (Berührpunkten der Ankreise 0», 0«) gezogenen Transreisa*

len. Der Ankreismittelpnnkt ist jedesmab der dem Schwerptinkt nfthere,

der Transversalendttrchscbnitt der von ihm doppelt so weit entfernte Punkt

Alsdann sind ferner die Mitten der Stredcen 0« Ta , 0« , 0« Tc , d. Ii.

die schon mebrerwfthnten Punkte /«, P^, P«, die Potenzpnnkte des Inkrei-

ses und je zweier Ankreise, z. B. Pa Potenzpunkt der Kreise 0^ O5, 0^

Zugleich sind sie Durchschnittspunkte derjenijjen drei Berührkreise von

Inkieis und je zwei Ankreisen, der* 11 cuujugirtc die Dreieckseiten sind, so-

WH' die .iii,seren Aehnlichkeitspiiukte des Mittenkreises und .der ihm in

der Berührung von Inkreis und je zwei Ankreisen conjugirten Kreise,

endlich die Durchschnittspunkte der von den Mitten derjenigen drei Strecken

auf die Dreietkseiten pefHllten Lothe, wovon die ersten zwei Dreieck-

spitzen mit den Mittelpunkten der zugehörigen Ankrei«e, die dritte aber die

dritte Spitze mit dem Mittelpunkt des Inkreises verbindet. Ebenso ist aucli,

gleichwie 0 Potenzpunkt der drei Potenzkreiso .P«, A, Pr ist, 0„ der Po-

tenzpunkt der drei Kreise, welche, aus P, P^, Pc mit deu betretienden Po-

tenzhalbmessern beschrieben, resp. die Kreise 0^, Oi,, 0^- 0, 0«, Oc\

0, Ort, 0^ rechtwinklig durchschneiden, weil nämlich der in jedem dieser

drei Systeme vorkommende Kreis 0« auch seinerseits die Kreise /*, i*», Pe

orthogonal durchschneidet; desgleichen natürlich 0^ von i\ P^t undO«

Ton P, /V,, P^
Aas dieser vollkommenen Analogie erhellt die logische Bereebttgvngt

diese Panktepaare nicht als selbststftndige oder fundamentale Paare zu be-

trachten; Überdies dürften sie höchstens als eines gelten, da die swei

übrigen nur anf Permutation der Dreieckseiten bernhen.

IV. Drittes Hanptpaar Qt U, In diesem noch nieht definirten

Paar ist Q der Punkt, in welehem steh die von den Mittelpunkten der An«

kreise nach den Mittender Dreieckseiten gesogenen Geraden schneiden, U
ein Transversalendurchschnitt nach Art der 7*, nämlich der Scheiteltrans-

ersalen nach den inneren Bertthrpunkten der drei Seiten. Von diesen

beiden Punkten sind weitere Eigenschaften nicht bekannt, so wenig als

von der Mitte der Verbindungsstrecke QU, abgesehen nümlich von der

ans 1 sich ergebenden Bedeutung'^).

V. Der Schwerpunkt S selbst, d. h. annächst der Durch*

11) Dies ist auch der Fall, wo Kotnmerall zur Anbahnang der aUgemciiion

Theorie «ingegriffen hat, indem er die Frage nach der Bedeutung der Glitte von fjO

damit beantwortete , f<te 4ei derjenige Punk t, welcher im M i 1 1 c lul re ie ck

dieselbe ];<Mlautung hübe, wie Q im Urdrcicck, und dieser aci dauu
H c i n e r s e i t ti das 1/ des M i 1 1 c n d r c i c c k s.
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Bcliniitspnnkt der seitenLalbirenden Scbeiteltrausyersalen, vereinigt hiermit

folgende Bedontiingen. 5? ist

1. A

p

Ii n 1 i c h k e i t s
p u n k t dos Dreiecks and seiner 8&mmt-

lieben 31 i 1 1 e n - n n d A u s s o 1 1 «i r c i e c k e

;

2. Innerer Aeliuliciiiieitspu nkt von Mitteukreis und Um-
kreis;

3. Schwerpunkt des Dreiecks, und zwar sowohl der Fläche»

als der drei Eckpunkte (deren Entfernungscentrum);

4. Schwerpunkt der ganzen Dreieckreihe in Nr« 1, was in

Verbindung mit Nr. I Grundlage der gensen Theorie ist

;

5. Schwerpunkt der beiden perspectivischen gleiehseiti-

gen Dreiecke, die schon bei den Eigensebaften Ton if vorgekommen sind.

§. 3.

Vier neue Nagersche Pnnktepaare.

Viertes Hauptpaar: Z, V mit drei Nebenpaaren.

Es aei Z der Berilbrpnnkt von Mtttenkreis nnd Inkreis, z dessen dia-

metraler Pnnkt im Uittepkreis, die übrigen Pnnkte behalten ihre bisberi-

gen Bedentnngen: so schneiden sich die drei Geraden Z^, Bz und
KT auf der Peripherie des Umkreises in einem Pnnkt F, der

dem Pnnkt Z conjngirt ist, so dass 5F=2.5Z.
Einen Theil dieses Satses hatte ich snerst analjrtisch bewiesen, indem

ich mittelst der Coordinatenwertbe zeigte , dass der conjngirte Punkt von

der von 5 doppelt so weit entfernt ist, anf der Peripherie des Umkreises

liegt; allein es lassen sich die drei Bebauptungcn, ans denen der Sats be-

steht , wie folgt , bSchst einfach nnd rein geometrisch mittelst der Theorie

der NagePschen Ponkte nachweisen (Tafel IV, Fignr 4).

Es sei V znnttehst der in der Verlängerung von KT über rhinaas

liegende Punkt des Umkreises und R dessen Halbmesser, so ist j^Fn A— Zz;

ferner sei FZ/und Tr gezogen. Da iV, iSf und 0, TNagel *8che Punkte sind,

so ist MOTK ein Tiapoz, wo MO ff KT, also auch ZzH KV, also ZKVz
ein Parallelo^^raiam , wo KZ Vz. Da //A'und Zr in M bicli luilbiien, so

ist nach liZKz ein Parallel oi^r.-»mm und KZ^Uz^ also auch Vz^ IIZy

folglich //zV eine Gerade und Ii V~2, KZ. Somit ist ZK VII ein Trapeii,

wo die eine Hasis (// F) das Doppelte der anderen (A'Z) ist, folglich dritteln

sich dessen Diagonalen II h und ZT in ihrem Duvchsehnittspunkte; da aber

y/A bereits in S gedrittelt ist, so ist S der Diagoualendurchschnitt, mithin

geht ZF durch N nnd ist S F— 2 . 5^.

Auch (Ii eses vierte Hau )) t p a a r (Z, V) hat drei N e b e n
J)
a a r e , die

wie bei dem aweiten dadurch entstehen, dass au die Stelle des In-

kreises jeder der drei Ankreise tritt. Ist also 2. B. der Beriihrjiunkt

des Mittenkreises und de» Ankreises 0„, Za dessen diametraler Punkt iui

Atitteukreis:soschneidensich diedröi Oeraden Z^S, H 2« undüT
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aof der Peripherie des Umkreises in einem Punkt F«, welcher

der conjungIrtePankt von ist, so dass SF« =2 . 5 Z„. Gleicher-

weise sind Zf,^ und Z^, Nag ersehe Piinktepaaie und man kann obigen

Beweis bucli.stUblich übertragen, wenn mau doii Buchstaben Z , i
,
T, T, 0

einen der ludices «, 6, c giebt, w.iliroud A', i>/ und // unverändert bleiben.

Verlängert man SZ über Z hinaus zur zweiten Bef^c^Miiui;: rlei- Vr^n-

pherie des Umkreises in Z\ so ist dies der Punkt, in welchem der Umkreis

von demjenigen Kreis (sein Mittelpuakt heisse ^/') innerlich berührt wird,

welcher den Inkreis und Mtttenkreis in deren BerUhrpnnkt Z von aussen

berührt. Denn S ist innerer Aehnlichkeitspunkt der Kreise M ond t in-

nerer Aehnlichkeitspnnkt der Kreise U and 0 aod Z' ttosseter Aehnlich*

keitspunkt der Kreise K nnd JIT, folglich ist SZZ' eine Gerade. Antier

diesem Kreis Jlf' heben Umkreis, Mittenkreis und Inkreis neeh einen swei-

ten BerfihrkreU M*\ der die beiden letsteren innerlich in Z, den Umltreii

ebenfalls von innen in einem Pankt Z" berflhrt, der mit fT nnd 2 in Oertder

liegt. Denn R ist äusserer Aehnlichkeitspnnkt der Kreise M nnd Z dsi-

gleichen für die Kreise H nnd 0 nnd 2*desgleichen für die Kreise JTnnd WT^

also ist BZZ" eine Gerade. Von diesen beiden Kreisen, deren ühtelpnokts

Iä\ M" mit Z, 0, M in Gerader liegen, und zwar in der Folge M'ZOMM"
(Tafel IV, Figur 4), ist jeder sicli selbst conjugirt, worauf ich in einem an-

deren Zusammenhang zurückkommen werde.

Der Bcnihr])unkt Z gehört überhaupt unter die au'?«^ezeichnoten Punkte

des Dreii L-k'?, was sicli besonders auch an seinen Eniternungen von den

Seiten und iSpitzen des Dreiecks, sowie von anderen ausgezeichneten Punk-

ten zeigt. Ich werde zwar die Entfernungen der NageTschen Punkte and

anderer in einem besonderen Artikel behandeln , der sich ebenso in For-

meln bewegt, wie der vorliegende in rein geometrischen Anschauungen,

kann mich jedoch nicht enthalten, sogleich hier einige Sätze mttsnthei- i

len, die ich über die Entfernungen des Punktes Z gefunden habe, am die-

sen von mir unter die ausgezeichneten Punkte des Dreiecks eingeführten

Punkt noch weiter an charakterisiren. In jedem Dreieck liegt der

Pnnkt Z so, dass

1, die Summe seiner Abstlnde Ten den Dreieckseiten snii

Uehersehuss der Summe der drei Ankreishalbmesser ttber die Summe der

drei Höhen sieb yerhKlt,-wie der Inkreisbalbmesser anm Ueberschnss des

Umkreishalbmessers ttber den Inkreisdurchmesser, oder, was dasselbe ist,

aar doppelten Entfemnng der Punkte 0 nnd M;

2. die u a d r u t e n s u m m e seiner Abstände von den Dreieck-
spitzeudas Quadrat seines Abstandcs vom Scliwerpunkt um drei

Vicrtheilo der Quadratensumme der Seiten, oder, was dasselbe ist, um die

Quadratensumrae der drei Schwerlinion (d. h. der Vcrbindungsbtreckeu

der Spitzen und der t:>eiteumit.ten) übertriti'ti

.^ .d by Google
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3. die C^iiadr/itonsummo seiner Abstände von vierPunkten,
namlicl) von den Dreieckspitzen und dem Höhcndurcliacbaitt,

gleich ist dem Quadrat des U la k r o i 8 d u r c h m e s 8 e r 8.

Im rech tw inkligen Dreieck iüsbesoadere verhält sich

1. der AbstAiid des Panktes Z von der Hypotenuse rani

Halbmesser des Inkreises, wie der Ueborsebuss der Hypotennse

über die doppelte ihr zugehörige Höhe zum Ueberscbuss der

Hypoteniise ftber den doppelteD Inkreisdnrchmesser (oder sa

4. OJV);

2. das Qaedrutseines AbstendesTonderSpitie deareoh-
ten Winkels enra Qaedrat des Inkreishalboiessers, wie die

Hjpoteanse an ihrem Uebersehass über den doppelten Inkreis-

darebmesser; — so dass also diese beiden Proportionen
einerlei Tiertes Glied haben (4.0Jir).

Im gleieksehenkligen Dreteek liegt Z natürlich in der Mitte der

Basis, Z*' in der SpiUe, Z' diametral Ton Z" nnd identisoh nut K.

8,4.

BaMiidM lAgn der Sehwerpvmkldiebel

oder der TerUiidiiiigilinlen Vagerseher Punkte.

Es wird hier nur von den fundamentalen Paaren die Rede sein,

deren Punkte in Beziehung auf die 8eitou oder Winkel des Dreiecks sym-

metrisch sind, wälirend Punkte wie 0«, J«, 4«t a* s* w. zu einzelnen

Seiten oder Winkeln gehören.

Es ist klar, dass, wenn irgend eine solche Verbindungslinie zu einer

Dreieckseite rechtwinklig ist, das Dreieck gleichschenklig ist, wo-

bei die betreffende Seite die Basis ist, denn es fällt dann eine Schwerlinie

mit einer Tlöha ansammen. Im gleichschenkligen Dreieck sind alsdann

eAmmÜiche Entfernungen der betreffenden NagePschen Punktevon einander

rational darstellbar, weil sie sieb aafOrdinatendifferenien redueiren.

Ebenso ist klar, dass wenn irgend eine Verbindungslinie Nagerseber

Punkte einer Dreieokseite (die dann Hauptseite oder Basis beissen soll)

parallel ist, Toa ihr alle Geraden gedrittelt werden, die naeh der

Hauptseite von deren Gegenspitze gezogen werden. Auch ist dann stets

die der Dreieokseite parallele Entfemang der betreffenden Nagersöben

Punkte rational ausdrfiekbar, weil gleich der Differena ihrer Abseis-

sen auf der Dreieckseite. Verfolgt man dies aber bei den einseinen

Hebeln weiter, so ergeben sieh merkwürdige Dreieckgattungeo und Be«

lationen.

I. Es sei KSH einer D reieckseite parallel, welches nur die-

jenige seilt kauii , welche der Grösse nach swischen den beiden anderen

. j d by Google
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stellt^*). Diese sei AB oder also y jedenfalls spitz; alsdann ist

Pg = ^hg , mithin , da = R cos y und hc =2R sin a sin

cos y = I sin a sin ß = 2cos tt cos j3 — ^ i*"
~ ß)*

wodurch das Dreieck als wesentlich spitzwinklig* beseichoet ist; seine

gröaste Seite sei a, die kleinste b. Sind alsdann c^, o die resp. den SeitoB

a und b anliegenden dnrch die Höhe attf c gebildeten Abaehnttte, alio

Ca^aeosß, =s 6 CO« a , so ist die Hebellänge

KS=s^e— <?» = Rsiny— sin ßeo$a= R sin (a — /5),

welcher Werth Ton KB flbrigens anoh daraus erhellt» dass diesfalls das

Dreieck KCB rechtwinklig nnd allgemein Winkel ECHs^y—tfiiO^my
= a— ßttL Mtiltiplicirt man die Winkelrelation co« 7« 3 cos « co« ^ bei-

derselts mit A\ so erhält man, vermiSge der bekannten Wertbe der Hittel-

lothe A cos « n. B. w.,

Bp^= %fimPk oder ( A : : p«,

nnd Botst man im Werth des Polkreishalbmessers, der im spitawinkligen

Dreieck nach Obigem
i^ssAB*eo9«teosßeosY

ist,

ein, so erhftlt man

r*= 2iJ* co^* y , miünn X = p^y 2.

MuUiplicirt man aber die Winkelrolation COS y =i ^cos {a^^ßi) beiderseits

mit 2£tity s=2Wn(a+ ]!j), so erhält man

sin 2 y = J {sin 2 a -)- sin 2

es ist also der Sinus vom Doppelten des mittleren Winkels das arithme-

tische Mittel der Sinnsse von den Doppelten der swei anderen Winkel,

worans, da 2«, 2|3, 2y die Winkel an üf sind, welche die von Ä nach A, B, C
gezogenen Radien mit einander hilden, also sin 2«, ^R* sin2ßy ^R* sin ty

die Inhalte der drei Dreiecke, in welche JBC durch jene Radien getheilt

wird, noch folgt, dass von den drei Tboildreiecken um den Pn nkt

A' das der Basis c angehllrige das atithmetische Mittel der

beiden andern ist.

Zwei merkwürdige Species dieser Dreiecksgattnng sind

1. dasjenige, dessen kleinster Winkel |}ss45 ist; in diesem ist

Umg ßf^l^ tong y= 2, fang « sS, nnd da ans letsterem Werth
sm « as 8 coi « folgt, so ist

sin (a— /}) SS (ßinu— cot tt) co«4ft ss 2 cos« cos45 sas cos ft

folglich

BäaBeosys=sp,s=^h^,

12) Oena K liegt der grösstea Bette am näolisteti, der kleinsten am entfernte»

steil, ^gerade umgekehrt, oder am nächsten dem grossten Winkel, am eAtferat«*

sten dem kleinsten.

d by Google



Ton Hchwerpiiiikt gedrittelt werden. Von Prof. Reüsciilb. 491

S. Dasjenige, wo die DifPorenz des grösstcn und kicinstcn Winkels

0 — ^=s45 ist; dnnn ist

sm — ß)= cos (a— jS)= 2 coi y,
*

« mithio

II. £s sei OSJ einer Dreiockseite parallel, z. B.//^ß. Dann
ist, wenn der Belbmesser des Inkreises, sttgleteh Abstand des Punktes 0
von der Seite AB^ mit r beneichnet wird,

aber

ned wie eben

ht^^BiiHuiinß^BRsin ^«$in ^ßcos ^acos ^ß,

mithin die Wtnkelrelation

ff« \ y z:^ ^ cos cos Iß = 2 sin Stil = ^ cos J («— ß).

Multiplicirt itiuu iu

m/i ^ y ™ 2 ai/i ^ u i.m \ ß
beiderseits mit Altcos^yf so erhält man in Folge von

s — AH sin J o sin J ß ras | y,

wo 5 der lialbo Umfanj:^, c = 2 (s— folglich ScsS^J imd ^ (n -\- b)^

also ist die Basis oder diejenige Seite, welcher TO parallel

ist, das arithmetische Mittel der beiden anderen Seiten, oder

die Dreiecksoiten stehen in arithmetischer Progression")«

Moltiplicirt man aber in

<wi ^ y= ) cor 4« co^ ^ /3

beiderseits mit 4Rsih so ist Termiige der bekannten Formeln

r,— r= 4Atin*4)r, Tg^i^Reos \a cos \ß sin ^yt

wo der Halbmesser des anr Mittelseite c gehörigen Ankreises ist,

mithin

r,= 8r= A„
d. h, in unserem Dreieck ist die snr Uittelseite gehörige Höhe
dem snr selbigen Seite gehörigen Ankreishalbmesser gleich.

Dnreh die Winkelrelation wird alsdann der Werth von r

r=^2R 5»>i» J y= i? (l — CO* y) = Ä — p^,

also pg:^ R— r, woran«!
,
wegen Pa-\- Pfh P<-

" R i\ folgt

:

P«-^ Pb~-'^f'% und/;« — r— 7?— 2r.

13) Da dies« Dreieckgattang eine FUUs 7011 Eigensehaften darbietet, wovon
hier nur die nabeli«gendsten nnd fttr das Thema nnsers Artikels wichtigsten erwKhnt

werden, Elgenoohaflen, die dieses Dreieck den rechtwinkligen und gleichichenkltgen

ebenbürtig nwclieii , so habe ich ihm auch einen eigenen Namen gegeben , nUmlich

mitfceUeitiges Dreieck.
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Aber in dem Trapes Kagerseher Punkte ITT^O ist KT//MO nad

s=s2jr0ail — 2r, foIgUeb KT^p^ — r, mithin, de p« iiscl r die

Abatfinde der Pankte IT und 7* von der Mittebette e sind, KT rechtwinklig

zn derselben, sowie MOy anf welcher auch der Berübrpunkt Z liegt. ,Es ist

daher in dem rechtwinkligen Dreieck UTK, sofern OK*=^It{B— 2;j und

irr=Ä— 2r ist, Öy«= /?(Ä— 2r) — (fi~2r)*= 2r (Ä— 2r). Da

ferner die Pnnkte K und T einerlei Abscisse \c auf u4B haben, und da f—

s

die Abscisse von 0 ist, so Iiat mnn, sofern wieder angenommen

wird| da dann O näher an A liegt, als r,

JO= ic (s—a}aaa
weil # =s |c ist, oder, wenn man a— c= c — b=^ä setst,

TOsssds=j/2r{R^2r)f

also ist in dem mittelseitigen Dreieek, wo TO//AB, die Hehel-

Iftnge ro gleich der constanten Seitendifferena'*), diese ist

selbst die mittlere Proportionale swischen dem Inkreisdnrch-

messer und dem Ueberschnls des Umkreishaihmessers Uber

jenen, nnd es liegen die swei Punkte K und T, sowie die drei

Pankte if, 0, Zin aar Mittelseite rechtwinkligen Oeraden.
Soll das mittelseitige Dreieck rechtwinklig sein, so hat man, a= c+ rft

b= e— d setaend,

(r+c/)«=c' + (c-d)»,

woraus

e= 4cf, mithin fe= 3d, a= 5«f,

das rechtwinklig mittelseitige Dreieck ist mithin das ein-

fachste rationale i cclit\viiikli^c Dreieck, in welchem sicii die

Seiten -vv i c die Zahlen 3, 4, 5 v er Ii alten. Ist d<C^Ci so ist -daj.

mittelseitige Dreieck spitzwinklig, stuni|iiwiiiklig dai^n'^en, wenn > ^ r ist.

in. Zwischen den in I und II betrachteten Dreieckgat*

tungen besteht folgende Belation. Giebt man den Buchstaben im

Dreieck der Höhenfusspnnkte, welche denen des Urdreiecks entsprecheO|

einfache, und ebenso denen den Dreiecks der Ankreismittelpunkte doppelte

Accente, so kann man den Doppelsatz aussprechen: das Höhenfnss-
dreieek A'B'C eines solchen Dreiecks ABC, wo KB//AB, ist

ein mittelseitiges, wo 0*T'/JA'B' und das grosse Centralen-

dreieek Ä" B"C" (oder 0«0^0,) eines mittelseitigen Dreiecks,
wo OrffAB, ist ein Dreieck, in' welchem K*H"//A*'B", Da das

Centralendreieek dieselbe Besiehnng aum Urdreieck hat, wie dieses inm

Höbeoftissdreieck, so folgt der eine dieser Sfttae aus dem andern. Da fer-

14) Der einfachste Fall ist wicdenini <l \ und dies findet io dem einfachsten

raiiotialen spitzwinkligen Dreieck titatt , dessen fcieituu 13, 14, 15 bind, in

welchem üodann hc '-— ~ 12, r= 4 , /i == 8 ^ , /»c = 4 J u. s. w.
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ner die Winliel des Höbenftusdreieckt bei A\ B% €\ resp. die Supplemente

der doppelten Dreieekwiokel bei h\ C sind, d. h.

•iso

«r= «)— «, /Js=-90-/8', >'==00/,

•0 geht die Winkelrelation

cosy= 2 Cosa rnsy,

vrelche das Dreieck J BC als ein solches cliiti akteiisirt, wo KIIf/AB^ durch

Substitution jener Werthe in die Winkelrelation

sin = 2 sin J a Stft }^ß'

über, weiche das Dreieck A' B' C' als ein solches zu erkennen giebt, wo

0*T II A'B\ oder als ein niitte]seiti;;cs.

IV. Es sei einer Dreieckseite parallel, z. B. 0^' ''AB. Dann
ist der zur Basis c gehörige AnkreisbAibmeasei da« arithme-
tische Mittel der beiden anderen.

Dies folgt wiederum daraas, dass die Ordinate von U (oder 0) dem
dritten Tbeil der Höhe hc gleichgesetzt wird, allein die analytische Coordi-

natenrechnung, die sich in den vorhergehenden Fällen durch einfache pla-

niroetrtsche Betrachtungen (in Verbindong mit einigen der bekanntesten

trigonometrischen DreieckrelatioDen) ersetzen Hess, ist hier nieht an nm-

geben. Deshalb breche ich hier ab, snmal da, ausser der angeführten

Relation, för diesen Fall noch keine weiteren einfachen Ergebnisse sich

beraasgestellt haben, so wenig ab in dem vierten Fall, wo der Hebel ZSV
einer Dreieekseite parallel ist. Allein das Thema Ton den besonderen

La-,'cn der Schwerpnnktshebel durfte, obgleich wir uns dabei meistens

in Bechnuag an ergelien hatten, nicht umgangen werden, wenn wir uns in

diesem Artikel eine ToHstHndige üebersieht von der Theorie der Nager-
sehen Punkte vorhalten wollten. Was hinsichtlich der Entfentingen die-

ser Punkte und hinsichtlich der Lagen ihrer Verbindungslinien noch übrig

ist, werde ich in dem nächsten Artikel nachtragen, da es in diesem die

formelle Einheit sUireu w urde.



XIX.

Omndxflgo eine« Sraiiliiiieii-Coordliiateii-SjBteiiis.

Von

Georg v. Gyübkovich,
Lieatenaat im k. k. 4A. dstorr. Linien- Infanterie -Begiinttiite.

1. Ist bezüglich eines orthogonalen Parallel - Coordmateu-S/Stems

1) =.= (x -«,)«+ (y- /J,)« - r.«= 0

die Mittelpunkta Gh'it Inuig eines Kreises, in (\pt (a,
, /3, ) die Coordiuateu

des Mittelpunktes und r, die Lange des iiaibmessers darstellt, so stellt,

wenn (X, }') die Coordinaten irgend eiaea Punktes der Kreis •Kbene sind,

der Ausdruck

das Quadrat der Länge der von (J^, F) an den Kreis gelegten Tan-

gente dar.

Ist ferner

3) ^= + (f- ßiY- r,*= 0

die Qleickong eines iweiten Kreises und A ein wiiULttrlieker Parameter,

so Ist

4) #f, = üf,-^i^'=0
offenbar die Qleichnng eines doreb die Scbnittpnnkte Ton ITg and geben-

den Kreises, der also mit ibnen die Gerade

5) fj_ir,= 0

H
als Chordale geiueiu hat. Die Gleichung 4) unter der Form ^= ^ S^'

schrieben, giebt, mit Besag aof die Deatnng des Aasdrneks 2), als geome-

triscbe Interpretation den Sati

:

„Dergeometrische Ort eines Punktes, für welcbeit

das VerbKltniss der von ibm an swei Kreise gelegten
TangenXen constantist, ist wieder etnKreis, derdnrch
die Scbnittpnnkte der zwei gegebenen Kreise gebt
(mit ihni'n die Ghordalc gemein bat).*'

Diese allgemeinen allbekannten Haaptsfttze mnssten der DetttHebkeit

balber den nachfolgenden Entwickelnngcn voransgescbickt werden.
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2. Logt man das orthoj^nnulü Ooordiuatou-Systein so, dass die Ccntralo

von A't und A« zur Abscissen Axe und der Mittelpunkt von lf| snm Ursprünge,

also ff, =5 /I, SS /Ig s= 0 wird, so hat man als Gleicbangen der Kreise 1)

und 2)

6) A, + -r,«=0.

und biemaek als jene von 4) nach entsprechenden Umformnngen

B«t«ielniat mu nit (a,, dis MUtdpankU -CoordiMton «nd mit r, die

Liag* dM HalbnetMr» von K^, *o bat man aoa der lettten Qleieliong

•) {'>-];=l*"P'-V''-' (ni)H
Aus diesen Gleichungen lassen sich nun eini<;e nicht unwichtige Folgerun-

gen ziehen: sind niimlich 6',, f'^, die auf eitiRr Goraden liegenden .Mitu;!-

punkte der drei Kreiöc Aj, A',, A^ und ca sei vuu C, gegen Cg die positive

• A
Kickliing der Centralen €^0^ so liegt derMittelpunkt zufolge a^s= -—

^

fl) für alle positiven Writhe von A auf der positiven Seite der

Centralen ausserhalb des Segments C, C^; hingegen für die positiven

il <^ 1 auf der negativen Seite der Centralen;

b) für alle negativen Werthe von A Mets innerhalb der Punkte C| und C|.

Man sieht hiernach, dnss nur fUr positive Werthe von A eine Deutung
der Gieiebong 4) beattglieh 2) mdglieb ist.

Aua der Gleichung folgt

h. X ist der Modulus der Tbellnng von beaQglieh C« und Ct (Thei-

hutgs-VerhlUtniss).

8. Wir wollen nun auf einen Zosammenbang aufmerksam machen,

der sieh nftmlich swischen den Gleichungen der Kreise und ihrer Mittel-

punkte kund giebt

Bezeichnet man die Lange der Entfernung des Punktes von den

beiden Punkten C\ und allgemein mit C\ und und ^iuJ lüeruach 6', "0
Uüd 6", - die Gleichungen der beiden Punkte C\ und C',, so stellt sich

offenbar die Gleichung von wegen lüj unter der Form

11) i?,==t7, — A(?,= 0

dar.

Bezeichnen wir nun die beiden Punkte (7, und 6^ mit dem Namen
„Fundamental - Punkte*' und analog die aus ihnen beschriebenen

Kreise K^ und A'^ "^it den Namen ,,Fundamental - Kreise", so ha»

man folgenden Lehrsata

:

Zrtttehrin r. Matkmtik a. Physik. XI, 8. )3
üiguizeü by Google
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„Tfit C3 =r C, — ÄC, = 0 die Gleicilöng einpf? 1 unktes

bezüglich zweier Fundamental - Punkte (\ =^0 und
= 0 ; sind ferner ft', = ü und A , = 0 die G 1 0 i c Ii u n g e n

der '.y n 9 f\ und b e s c Ii r i i i h n < n F u u d a ni e n t a 1 - K r r i s e

,

so ist die rMoichung des aus ( b e s c b r i r b 0 lu' n Kreises

Äjj, der mit A, und die Cbortiale gemein bat, bezüg*
lieh jener F u 11 d am e n t a 1 • K r e

i

k e /t', — A /if, = 0."

Hiernach lässt sich auch der Kreis A3 aus seiner Gleichung

ÜT, — iAr,= 0 einfach conatrairen, indem zuerst sein Mittelpunkt =3

(7, — AC, r=o gesucht und aus diesem ein Kreis besehrieben wird, der roii

IT, und die Chordale gemein bat, welcb letsteres keiaer Sckwierigiieit

unterliegt.

4. Sind A'j = 0 und A',= 0 die beiden Fundamental-Kreise und A3 ein

Kreis, dessen Mittelpunkt die Gleichnngsform f, — AT, =0 hat, ohne dsas

er aber mit den beiden Kreisen K^ und die Chordale gemein hat, so

Hast sieh die Gleiebnng toh doeh durch Jene yon Ifi und mit Zubilfe-

nähme einer Constanien A ausdrücken. Man bat nämlich alsdann als

Gleichung Ton

12) ir,s=Äi— lAf;— ^= 0,

denn es ist offenbar IT« eoncentriscb mit dem Kreise JT, — ilJil^sO und

ihre Gleichungen kOnnen sich biemaeb nur durch eine Constante unter-

scheiden.

Istr derBadins onJT^—XJK^ssO und um d kleiner als jener tob U),

so erhält man als Werth der Constante

18) Assii*^2dr,

Welchen Sats giebt die geometrische Interpretation [bezüglich 2)] der

Gleichung 12)?

Wir haben also schliesslich den Sats:

„Liegt der Mittelpunkt eines Kreises A3 auf der
Centralen der beiden Kreise und /T,, so kann die

Gleichung von stets durch jene von A, und A, aus-

gedrückt werden und zwar ohne oder mit Z u b i 1 f e

-

nähme einer (/oustautcu, je u ach dem die drei Kreise
die Chordale gemein haben oder nicht.

1. A u fga b e. Die drei Krei&e A, ==: 0, A', = 0 und H^ — J sind

{rrr^eben, die drei Kreise If, + ^= 0, h— AsaQ und A-^^c=0 au

cün.slinircn.

'2. Aufgabe. Die* Punkte zu bestimmen, iu denen t'in Kreis mit dem
]\Iitt(d}>nukto kC\ 4- ^C't = 0 und dem llalbmeaser r die Strecke t\= c

schneidet.

3. Auff^abe. Die Punkte zu bestimmen, in denen der Kreis IK
4- j* A, 0 die Centrale T, , ^ c der beiden Kreise Äj s=rO, A', 1= 0, deren

llalhmesscr r, uud r, siud, schueidet.
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4. Aufgabe. I>i6 Gleichnagen der ans den twei Aebnltehkeitapniik-

teii dar iwei Kreise iTis 0 und K^sssO (deren Halbineeser r^ nnd r, sind)

beiebriebenen Kreise an finden, wenn diese letsteren mit ITi nnd JT, die

Cberdale gemein haben sollen.

A nf1 Vs nn g. Der aas dem inneren AebnlicblLeitspnnlcte beschriebene

Kreis ist r, — rtXj=0, der ans dem äusseren beschriebene A', -f- r, =0*
5. Aufgabe. Die Mittelpunkte der Kreise A,= 0, A,= 0, /IT,— A Jift=

0

UDd A, + X A,= 0 bilden eine harmonische Punktrethe.

d. Nehmen wir nun drei feste Kreise

A,=0, Ä, — 0, Ä,= 0

an, tlin \%'ir ebenfalls Fuudameutal-Kreise nenneu wuilen, und untersuchen

wir die durch die Gleichung

14) A, = AÄ, -4-
ftA^ -4- vA^= 0

dargestellte Linie, wohoi u, v willkürliche Tarameter sind.

Man überzeugt hIcIi durch Ausführung dieser Gleichung in orthogo-

nalen Parallel - Coordinaten , dass diese Linie ein Kreis ist, der vermöge

seiner Gleichung mit nachfolgenden drei Systemen von je awei Kreisen die

Chordalen gemein hat:

l A,«0, ^Ä, + vÄ,«0^

Die Cottstmetion der Kreise

unterliegt nach Artikel 8) keiner Schwierigkeit, indem ihre Mittelpunkte

leicht eonstfuirt werden k/tnnen, roransgesetat, dass wir die Mittelpunkte

C„ C, der drei Fundaroental-Kreise als Fundamental'Pnnkte eines Drei-

puiikt- Coordinaten-Systems annehmen.

Nach den Principien der Theorie des Dreiiiunkt-Coordinaten-Sy.stems

schneiden eich aber die drei Goraden 6', C, 6"', C\C"' In einem Punkte C^^

welcher offenbar der Mittelpunkt des Kreises /f, ist.

Seine Gleichong besüglich der drei Fundamentai-Punkte

16) c?i= o, (4=0, c;,«o

ist nach

17) AC, vC,= 0.

Angenommen, dass sich die drei Fundamental-Kreise in sechs reellen

Punkten schneiden, so erhalten wir nach 15) den Satz:

„Die Sehnitipunkto der Kreise ßC, nnd A\ ä\ und ifg und lie-

gen wieder auf einem Kreise'*, oder mit andern Worten

:

Wählt man auf den drei Dreieckseiten C|C,, C^Cg,

CtC^ eines Dreiecks C,€,C, drei Punkte C\ C" der*

gestalt, dass sieh die Geraden CtC\ C^C^ CJlf in einem
Punkte C4 schneiden und beschreibt man aus jedem

33*
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d loser Punkte C\ C", C" als Mittclpnukten dreiK reise

A'', Ä'", A "
, ^v e ] c Ii e mit je zwei F u n d .1 m c ii t n 1 - K r e i s e u

durch dieselben » w © i Punkte gehen, so liegen die

S eil n i 1 1 ]t n 11 k t e e i n e« j e d eil d e r bu 1) p s c It r i f b p jM' Ii K r e ise

nü t d e ni dritten F u n d ame n t al - K r e i s e a uf einem aus 64

als Mittelpunkt beschriebenen Kreise K^.

6. Die in 15) durch ihre Gleichungen dargCAtellteu Kreise hahen be-

merkenswerthe Chordaleigensehaften.

Die .luf die Form a^^^f^'^ Ifs-^ E$+ FsssO gebraelil» GkicUang

14) Ut jedenfalls

die Gleichung der Chordalen von ntid A't ist biemach

T-r—T =f* (^h— A,) + i/(Ä, — Aj)= 0,

d. h« diese Gerade geht durch den Darcbschnitt der beiden Chordalen

ÜT,— iTt^s 0 and IT,^ IT,ssO, also dureb das Cbordal*Oentrnm O der drei

Kreise Jif|, iT, nnd IT,.

Analog llsst sich auch oacbweisea, dass jedes System dreier Kreise,

das aus den Kreisen ITj,* JQ, IT«, If^, IT', iT", K"\ siuammengcsetst ist, den

Punkt 0 als Gbordal - Centrum besitst, wovon man sieb auch mittelst eines

einfachen geometrischen Beweises Uberseugen kann.

7. Der Kreis 14) kann also als ein solcher cbarakterisirt werdeiif

der mit den drei Fandamental 'Kreisen das Gbordal > Centrum gemeiB hat,

wonach umgekehrt der Sats ausgesprochen werden kam:
„Die Gleichung jBines Kreises 1^4, der mit drei

Kreisen ift* A't> das Cbordal*CeBtrum gemein bat,

lAsst sich beattglicb dieser stets auf die Form IT^ss

AA'i + fiA, 4- yiTgSsO 14) bringen.

Unter Anwendung dieser Gleichung ergiebt sich auch in orthogonalen

Parallel - Coordinaten

wobei

18) { ((X4-ft4-v)ar,»-f ^,V+vr,«)-A(M + v)la,^-f /J,']

I_
)
- ( V + (a,'-f ^rj - V + ^) [«,»+ ^,'J

* U+ + v) 'W 2 [i ( a, r,, + ^, /3. ) + A V ( + ^, )

als die Gleichung einc^« KrejäCä, der uiit den drei Kreisen

hl::0^['-l?:|i-|::
=0

das Chordal-Centrum gemein bat.

d by Google



Von G. V. Gturkovich. 499

8^ Wiire ein Kreis gegebeiif cler als beliebig gelegen, mit drei gege-

bf»nen Kreisen ij, A«, du ChordaNGentrom gemein bat, so lilsst sieb

seine Qletcbang doob dareh jene der drei gegebenen Fnndamental>Kreiso

mit Zuhilfenahme einer Constanten A ausdrucken.

Es sei die Gleichung des Mittelpunktes von IC^ besogen auf die

Mittelpunkte C|, r„ C, der drei Kreise

und es sei der diesem Mittelpunkte entsprechende Kreis A'\, der mit

A^i, if, das Chordal-Centram gemein hst, so ist seine Gleichung

die sich offenbar von der Gleiclning von

10) k\ k k\ 4- k\ + V k\ — Ä==0
nur um eine Constantc A nnterscheiden kann.

Die Bedeutung der Constanten ist analog jener aus 13}. Wir haben

also schliesslich den Snt;&:

„Die Gleichung eines Kreises iHsst sich bezüg-
lich dreier (Fundamental-) Kreise A',= 0, A',= 0, K^^Q
stets durch ihre Gleichungen ausdrücken und swar
ohne oder mitZuhilfe nähme oinerConstanten, Jena ch-
dem AT^ mit den drei (Fundamental-) Kreisen das ChordaU
Centrnm gemein hat oder nicht.**

0* 1. Lehrsats. Der geometrische Ort des Mittelpunktes eines

Kreises iT^, der mit drei festen Kreisen, AT}» AT«, (deren Mittelpunkte

C|, Cf» sind) deren Q|iordal'GeDtriim als solches gemein hat, und

«) eisen der drei Kreise, s. 6. Ki stets in einem festen Punkte «i

sehneidet, ist eine durch Ct gehende und aaf a^O senkrechte Oerade«

6) swei der festen Kreise^ B. Si nnd in allen seinen Lagen derge-

stalt in swei Punkten «i nnd schneidet, dass der Winkel e, Oa^

stets constant bleibt, ist ein durch die Mittelpunkte nnd (7, gehen-

der Kreis.

2, Lehrsatz. Wenn von vier Kreisen A',, A,, A3, A'^ sich A', nnd Kt

in zwei Pnnkten, ebenso k\ und in zwei anderen schneiden, die jedoch

allo vier auf derselben Geraden liegen, so haben alle vier Kreise das Chor-

dal-Centruui gemein.

10. Untersachen wir nun die Bedingung, unter der ein' Kreis von der

Gleichung

Ä',= i,Ar.+,.,Ar,+v,Ar,=o

durch swei feste Punkte geht.

Es seien diese beiden Punkte dnreh dte beiden Kreise

A;=a,Ar,+fi,Ar,+v.Ar,==o und Are=sA.Ar,+,»,Ar,+ir,Ar,=o

fixirt. Wenn nun die Obordale von nnd mit jener von IC^ und Af^

identisch wird, so gebt offenbar h\ durch swei feste Punkte.
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Die Ckoid»Ie toq and isl:

oder euch nnter der Form

Als Jene yon und findet man analog

Alfs— f 1*5 i| (»3 — f»l ^
Sollen nan diese beiden Geraden identisch werden , so nniss »ein

^1 V« — ^« V i __ A| V,— A,v,
,
V, — V,

,
V,— ^»y.

Ans diesen beiden Qleichungen folgt als BedingnngS'Gleicbnng

aas welcher man nach einfaeher Rednetion als sehlieseliehe Bedinguig>>

Gleichnng erbKlt

«>) Äi(|it»,- fi»»i)+#ii(viA.— v,i,)+ t,(A.ji,— |i,a3)= 0.

Bedenkt man, dass die Mittelpunkte der drei Kreise K^^ nnd

A,Ci+^c,+»c,^o, i.c,+|i,Ci4-yt^s»<^ iiCt+i*.C't+n^«=o
sind, so drückt, wie bekannt, die Oleiehnng 80) die Bedingung ans, nnter

der diese drei Punkte auf einer Oeraden liegen.

Bedenkt man ferner, dass die Kreise Kf^ nnd als fest angenommea

Warden, dass also die Ooefficienten Ton Ii, fi| und ^| in 20) eonstante GrSs-

sen sind, die wir der Reihe nach mita, 6, e beseichnen wollen, so ist

die allgemeine Bedingungs - Gleichung, dass ein Kreis

AiÄ', -f-'^, A, -J- V, Ä',= 0 durch »wei feste Punkte geht,

21) oA,+ 6^1, + cv,= 0.

Wenn aber ein Kreis durch zwei feste Punkte gebt, so ist der Ort des Mit-

telpunktes eine Gerne!)! und wir sehen beim Uebergange zu den Dreipankt-

Coordinaten in 21) die Bedi n'^nng, dass sich ein Punkt il|C|-|-|i|

4*V2C,s:=D auf einer Geraden bewegt*

11. Untersuchen wir nun die Bedingung, unter der ein Kreis

in eine Gerade degenerirt.

Nachdem wir uns jede Gerade als eine Chordale sweier Kreise ror-

stellen können, so denken wir uns, sei mit der Ghordale von K^l^E\
+ ^A;+ir,ir,~0 und irs=A,iri+fi|ir,4-nA'»aO identisch. Ans die-

sen beiden Gleichnogenergtebt sieh aber als Chordale dieser Kreise, wie in

Art. 10, aber in anderer Form geschrieben
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Sali dieie Oloiehang aber mit jener von identiseh sein, bo muM

U (f»t+ V,)— At (*»•+ »t) i|*

sein. Adilirt man nun diese beiden Oleiehnngen nnd auf Jeder Seite noeb

die Einheit binso, so erhält man schliesslicb

ab dio BedinguQg, dass die Gleichung

eine Gerade darstellt. Dioso Gerade geht natürlich dla aueh übrigens die

Bedingangs - luing 21) erfüllt wird) durch daa (Jhordal • Centram der

drei Kreise h\
,

/i', und A',,

Bedeakt man, dasä C^= X, C,4- f^i
C*«+ »'i

= Mittelpunkt von

A4 ist, so wird bekanntlich durch die Bedingungs • Gleichung Tl) ausge-

drückt, dastj dieser Punkt im Unendlichen liegt, wonach sich also die Gerade

alf ein Kreis mit dem MittelpnnlLte im Unendiichen darstellen lüsst,

12. 1. Lehrsati. SindinderOleiehnng j^Asss-i, Ar,+fi,Ar,<f yiJir,s=:0

dieGrSasen i nnd ^ oonstant nnd nnr vTariabel, so geben alle diese Kreise

dnreh swei feste Punkte, ihre Mittelpunkte bewegen sieb auf einer dureb

Ct gebenden Oeraden.

2. Lehrsatz. Sind in der Gleichung XK^ -\- k\-\- v K^~^ die

Ooefficienten von A, und A', gleich, aber entgegengesetzt bezeichnet, so

sclinpidet der durch diese Gleichung dargestellte Kreis den Fnndamental-

Krcib h\ auf der Chordalen von A'i und Af, (Umkehrung des zweiten Satzes

Art. 9).

Lehrsats. Wenn verschiedene Kreise durch dieselben zwei festen

Punkte gehen
I so gebt ihre Gbordale mit einem festen Kreise durch einen

festen Punkt. *

4. Lehrsatx. Hhben mehrere Kreise mit drei Fnndamental-Kreisen

das Chordal • Centmm als solches gemein nnd liegen die Mittelpunkte der

ersteren Kreise anfeiner Geraden, so haben sie auch nnter einander eine

und dieselbe Gerade als Chordalo gemein (s. Art. 10).

&. Lehrsatz. Führt man von diu Punkten eines Kroisos h'
^
T/ingen-

ten an drei feste Kreise A'i ,
A'^, un l A', und ist dio Summe der mit gewis-

sen Coui^tanten multiplicirtcu Tanguaton-Längen gleich Null, so haben die

vier Kreise das Chordal- Centrum gemein; was nicht der Fall, wenn diese

Summe gleich einer Constanten ist

9. Lehrsat s. Sind K^y K^^ drei gegebene Kreise Ton den Radien

''it ''tt und sind der Reihe nach C\y C\ nnd C\ deren ilnssere nnd C"|,

Cg, Q'\ deren innere AebnUebkeitspnnkte and beschreibt man aus diesen

echs Punkten sechs Kreise ir\, K\y K\, IC'\, K'\, K'\, wovon Jeder
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mit zwei der gegebenen Kreise die Ctiordaie gemein b»t, so haben «och

je drei Kreise der nachfolgenden Systeme

K g A' 3) , (Ä"j Ä"j Ä"'|)
, {JL\K\K"^

je eine Gerade als Chordale gemein.

13. Die Lösungen der bisher gegebenen Anfgabon und Lehrsfttse wur-

den wegen deren Einfachheit weder angesetst noch durchgeführt Nach-

stehend wollen wir nun die Beweisftthrnng eines Jiehrsatses geben, die si*

gleich seigen soll, wie bei etwas eomplicirteren Fällen die bisherigen Eot-

Wickelungen anzuwenden sind.

„Beschreibt man Aber die drei Diagonalen eines rollstlindigen Vierecks

als Darchmesser drei Kreise, so haben letstere eine nnd dieselbe Gerade

als Chordale gemein.'*

Wir mttssen bemerken, dass es durchaus nicht nothwendig ist, die

Fundamental 'Kreise im Vorhinein anannehmen nnd dann die Oleiebnngea

der durch den Lehrsatz gegebenen Kreise su suchen. Im Oegentheile,

man kann diese Fundamental>Kreise aus dem Vorhandensein anderer sehen

gegebener Kreise constrniren , denen man beiüglich der noch an eonstmi-

rendeuFundamental-Kreise gewisse Tielleicht schon vorausgesetzte einfache

Oleichungsformen ertheilen will. Dieses Verfahren ist correspondirend je»

ifem beim Parallel -Coordinaten- Systeme, wo man erst nach Verzeichnnng

der zur Lösung einer gegebenen Aufgabe nothwcndigca Objecto das Co-

ordiuaten-Systcm zweckentsprechend wfiliU.

Es sei mm A D CD {EF) das vollöUtiiiiige Viereck, mit dem über seine

Diagonalen AC^ B EF als Durciimesscr der Reihe nach aus G, H und i

beschriebenen Kreise A'^, A5 und k\^.

WaliK'ii ^vil• nun B und JJ als Mittelj unkte der drei noch zu con-

dii uirendcn ruudauiental-Kreiäe, und es seien die Gleichungen dieser Hit-

telpunkte der Reihe nach

rj=o, r,^0, ^3=0,
welche wir als !'\ind;uiioiital-l'uiikte eines Dreipunkt-Coordinaten-Systems

wählen. Alsdann hat die Gleichung de« Punktes C jedeufalls die -Giei>

chuxigsform

liieruaoh ergeben sich aU Gleichungen der Diagonalen-Mittelpunkte

Ist man nun im Stande, die Fundaniental-Kreise A', ,
A',

, A', so zu wühlen,

dass die Gleichungen der Kreise AT«. A's, A'^ die nachstehenden Formen

A.A,-f MiA;+v,A-,
.

n) { A;=Ar,+ Ar,=0} .
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erhallt'!!, so ist anch zuf^^loicli (Irr Beweis des obigen Sfitzcs gegeben j tlenu

die Gleicliung von A'^ lässt sicli auch dann nuf die Form

briiij^cn, welche zugU i 'h andeutet, dasa A',. mit A j
und A,, deren Cliordale

gemein liat. Dass nun dies möglich ist, bezeigt Nachfolgendes: Beschreibt

man x. B. den Fundamental - Kreis ^',= 0 mit beliebigem Halbmesser aus

0, Bo ist nncU hierdurcb A3 bestimmt, da er mit AV=0 und k'^=^ A'^'^K^=0
die Cliordale gemein bat. Nan ist auch beBtimmt; denn setst man

in der Qieiehong

«o Brillit mtfn

d. b. ATj gebt dnreb den Schnitt von AT^ nnd /i
^
Af^+ Vj A'g^O. Dieser leieht

mn eonstmirende Kreis hat seinen Mittelpunkt in fi|Ci+*^i^t=0 (dem

Schnittpunkte K der beiden Diagonalen JC und BD) nnd bat mit iC^ and

ATj die Chordate gemein.

Nnn sind die Fundamental - Kreise so gewählt, dass die drei Kreise

A^i, A'j und AT,, die y;ewünscliten Gleiclmu^sformen 23) erhalten, womit zu-

gleich der beweis des obigen Lehrüntzo.s hergestellt ist.

Ebenso besitaen aneb die Uber ( .,.,.> als Dnrebmesser
1
AI/, DC nnd A A

)

beschriebentu Ki tmm' lii sc ll c Horadc alsCbordale gemein (also liegen aucb

ihre Mittelpunkte auf einer (Jeraden).

14. Nachdem Punkt nnd Oerade als Specialitüteu des Kreises und

swar ersterer als Kreis mit dem Halbmesser gleich Null, letztere als Kreis,

dessen Mittelpunktim Unendlichen liegt, betrachtet werden können, so ist

klar, dass sich ans dem bis jetzt entwickelten Kreislinien - Coordinaten-

8/steme durch Specialisirang der Fandamental*Kreise in Punkt nnd Oerade

aneb andere Coordinaten • Systeme ergeben, wie anch die bis jetst aosge«

aproebenen Lehrsülse hierdurch VerMnderungen erleiden werden, welch'

letatere wir aber wegen ihrer Weltllinfigkeit — wenn anch manche nicht

nnhiteressant sind — ansufHbren nnterlassen müssen.

Anch von den Cooriiinaten • Systemen wollen wir nur eins besonders

hervorheben, das wegen seiner Einfachheit bemerkenswerlb ist.

15. Lisst man in der Gleichung l)
/-t
= (), d. h. AT, zu einem Punkte

werden, so bedeutet der Aasdruck 2) die Entfernung eines Punktes (.V, Y)

vom Punkte (a,
,

/i, ), dessen Gleicliun^; des Unterschiedes halber mit A^', =0
bezeichnet sei. Lässt man ebenso in 3) r,— 0, d. h. A', zu einem Ptniktu

von der (ileichniig R^—Q werden, so lautet offenbar die geometrische iu*

terpretatiou der Gleichung

Ä,— Aif, ü bezüglich 2)

:
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504 GrundzUge cinesKreislinien-Coordinaten-Syst»VonG*V.G¥UilKOVICB.

,,D6r geometrisehe Ort eine« Punktes, fttr weUhen
des'VerhftltniB« derAbstlnde ven iwei festen Punkten
ein constantes ist, ist ein Kreis, dessen Hittelpnnkt

nnf der Verbindnng8*Qernden der nwei festen Panki«

liegt Der Kreis nnd die beiden Punkte haben di«

(senkrechte Halbirangs-Oerade ihrer Entfemang als) Chordale
gemein.**

Beim Uebergange snm allgemeinen Coordinaten • S/steme Ton dni

Fnndamental-Krelsen erhalten wir, wenn diese ebenfalb in drei Punkte

degeneriren, in

24) JlÄi + f*Ät + vÄ,= 0

die Gleichnng eines KreiseSf der mit den drei Fandamental • Punkten

daa Chordal-Centrum (den Mittelpnnkt des Fandamental- Dreiocks) gemein hat.

(Wie heisst der LeLraaU ö den Artikela 1:^ iur dieses Goordiualeu-

System?)

Ebenso bezeichnet die der Bedingungs-Gleicbung A -|- ii -|- v = 0 unter-

worfene Gleichnng 24) eine durch den Dreiecks-Mittelpunkt f;elieii de Gerade.

16. Die Anwendung dieses Coordinaten - Systems zum Beweise voa

Lehrsätzen wird deshalb seltener als beim allgemeinen Cook] in aten-System

stattfinden, weil im ersteren «clioii mit der Wahl der Fuudameutal - Punkte

ilnn Coordinaten-Systoni vollkommen bestimmt ist, während man im letzte-

ren noch dann nach Belieben über die Grösse der Halbmesser disponirei

kann (s. Art. 13).

Die Bedingung, unter welcher die Kreise 14) und 24) nicht imngiiiiir

werden, liefert die Gleichung 18), indem man ausdrückt, dass der Ausdruck

für reell , das beisst der Zähler dieses Wertbes positiv bleiben muas.

Hiermit seien die „Grundaüge einer Theorie eines Kreislinien-Coordi*

naten • Systems** entworfen, womit eine Theorie nur begründet sein mögOi

deren weitere Ausführung ieh aber bessern Kräften ttberlassen muss.
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Ueber dm Problem dttr Complanation.

Yoa

Dr. 0. SCHLÖMILCU.

(Hienn Tafel IV, Figur 5 und «.)

In einer berttbmten Abhandlung über die Redoction der Doppelinte-

grale (C r e 11 e'fl Jonrnal, Bd.X,S«l 10) zeigteJ a c o b i , das« sich Legendre's
Formel fUr die Oberfläche de» dreiachaigen Ellipsoides sehr kurz herleiten

lieft, wenn dae Flücbenelement nicht wie gewöholieh durch rechtwinklige

Coordinaten, sondern dorch die beiden Winkel ausgedrückt wird, welche

die Biohtong der sa jenem £lemente gehörigen Normale bestimmen. Wie
es scheint, hat man dieee Tianeformation fttr einen apeeiellen, nnr auf dai

Ellipsoid passenden Kunstgriff angesehen nnd deshalb nieht weiter benntst

;

in der That aber besitst dieselbe eine viel grossere Tragweite nnd ftthrt, mit

den geh9rigen Modifieationen angewendet, an manchen eleganten Resulta-

ten, die ttm so bemerkenswerther sein dürften, als es— abgesehen von Um*
drehongefliehen nnd Cylindern nnr wenige Flftchen giebt, deren Com-
plsnatlon durch einfache Formeln müglich ist.

Im Folgenden denken wir uns eine beliebige Fliehe auf ein recht-

wlnkligea Qoordinatensjetem besogen; ihre Gleichung eei

1)
"

. «s=«3D(x,f),

femer beselchne 4^ den Winkel, welchen dieHoriiontalprojection der durch

den Punkt xyz gelegten Normale mit der »-Achse einsehliesst, m bedeute

den Neiguugawinkel der Normale gegen die Horiaontatebene xy, endlich

sei S der FlAeheninhalt eines nachher au beatinnne&den Flftchenatttckes; es

gelten dann die bekannten Formeln

9t

dt

dx

d by Google



506 Ueber das Problem der Complanation.

Mittelst der Qleiplmiigen 2} und 8) kann man 9 und folglich auch i9 d%
dnrch ^ und n amdrtteken; die Formel 4) erhSlt dann die Gestali

und dabei ist das Flilehenelement f(9, o) esc cad^dn ein Viereek, dessen

Ecken dnrcb die Winkelpaare

^, <o
j ^, n H~ de»; d + » ; 9 ^ d&f m •\' du

bestimmt sind.

Um ferner passende Integrationsgrenzon zu erhalten, schicken wir fol-

gende l^emerknng voran. Von dem Punkte xyz ausgehend, kann man anf

der Flüche noch unendlich viel weitere Punkte finden, deren Norinnlen den-

selben Neigungswinkel w mit der Horizontalebene einschliessen ; alle diese

Punkte bilden in stetitrer Foljre eine auf der Fläche liejrende krumme Linie,

welche die Curve der iauklinen Normalen für den Neigungswinkel

CO lieissen mag. Die Gleichung ihrer iloi izontalprojeclion ist No. selbst,

wenn darin w als Constante angesehen wird. Zu dem Nelgnn^rs^vinkel

CO 4" da gehört eine zweite Curve isokiiner Normalen, und wenn diese keine

Durchschnitte mit der ersten bildet, so fassen beide Curven einen unend-

lich schmalen Fliichenstreifen zwischen sich, der bandförmig auf der Flache

fortläuft. Wird nun in No. 5) die Integration nach ^ zuerst ausgeführt

zwischen den willkürlichen Grensen und , so ergiebt sich der Flä-

cbeoinhalt desjenigen Theiles Ton jenem Streifen, dessen Endpunkte dorcb

die vier Winkelpaare

bestimmt sind« Die sweite Integration zwischen den Grenzen Vq nnd

liefert eine Summe von solchen Streifen, d.h. den Flächeninhalt eines Vier-

ecks PoO^QiPt (Taf. IV, Fig«!»); in diesem sind PoÖo«nd die zu dea

Winkeln % nndO| gebVrenden Cnrven isokiiner Normalen,und analog sind

P^Pi nnd QpQt awei Cnrven der Art, dass ^ Iftngs P^Pt den constanten Wertk

4^, dagegen iJtngs Q^Qt den constanten Werth behSlt* Die Horisontsl-

projection M^MtN^No ist der Darehsehnitt von vier ebenen Cnrven, nnd

swar ergeben sich die Gleichungen venÜfoiV« und MiNi aus No. S) Ar
«9= «9« nnd «1 , dagegen die Gleichungen von MoM, nnd N^Ni aus No* 8)

Ihr nnd ^ es» •0'|. Da sftmmtliche Integrattonagrenaen absolute Con-

stanten sind, so kann die Jleifaenfolge der Integrationen ohne Weiteres um-

gekehrt werden. Falls sieh d von 0 bis 2» ausdehnen iJIsst, erhält man ans

No. 5) den Fllcheninhalt einer von awei Cnrven isokiiner Normalen be-

grenaten Zone.

Wir geben sunXchst ein einfaches Beispieli hauptsichlich um au aeigen,

dass es vortheilhafter ist, die neuen Yariaboln ^ nnd m nach einander statt

gleichzeitig einzuführen.
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Von O. ScuLöMiLCU. 507

0. iJie Gleichung der gegebeueu Fläche sei

min hat dann folgende Werthe

dt 7/* .V

Wird nnn snerst stall y die neue Variabele 4^ eingeführt,üo ergicbt sich

yujJ sm (o cos

Ferner ist nach No. 3}

8) 5+ ?!=s<?o/««
' a a

und aafolge des Werihes von y aus No. 6)

- -I- — ton s £0/*«, oder xt=saeo$ *d cof *<»;
a a

rabstituirt man dies in Ko. 7) indem man 0» als die neue für x eintretende

Variabele betrachtet} ao erhält man

S^^2ah I I —i d^da.

Zwischen vier constauten Grenzen genommen ist dieses Doppelintegral nnr

ein Produet aweier einfachen Integrale, nämlich

%/ Stil tit

wobei auch die noch fibrige Integration mittelst der Substitution co« »» ti

leicht autigcfuhrt werden kann. Die Horisontalprojüction der qnadrirten

Fläche ist ein Ton vier Parabelbdgen begrenztes Viereck; die Gleichungen

dieser ParäbeUi lauten nach No. 0) und 8)

ab ab
clift beiden letzten Parabeln sind die IloriüOiitAlpiujectioucn der zu den

Winkelu o»j und oj, geliörenilcn Curven isoklinor Normnlen. l'iir {>^, = 0

und =^ ^ « wird 6' der l-'laclieninhalt eines »"ütrcifcMs , der von den eben-

genanuten Curven und im Lebrigen von den Üoordinatenebeneu xz und jfz

begrenzt ist.

b. Das angegebene Verfahren liisst sich ttberhaopt bei allen Flächen

anwenden, deren Gleichungen unter der Form



^8 Ueber das Problem der Complanation.

entbalten sind, wofür der HoTnogeniUU wegen gescbrieben werden müge
II — 1

Man erbält saaäcbst

10) *"*=(H)
M — 1

oder wenn

getetat nnd I als neue Variable angeaeben wird,*

b

niibin

Ferner ergiebt aicb

substituirt man hier den Torigcn Werth von j/ ond setzt sur Abkürzting

fi 1 fi .

''~;«— ^'^z—I»
»1 — n M —• fi

80 findet man

nnd die Formel fttr S wird nnn aar folgenden

worin die auf I besOglicben Integrattontgrensen dnreb die GIdefanngen

Lestimnit sind. Die HorizontÄlprojection der quadrirten Fläche ist hier ein

gemischtlinigcs Viereck; zwei Seiten ilesselben tiind goiadc, durcli den

CoordinatenaDfaug gehende Linien, deren Gleiciiungen lauten

«= nnd = — ari
a a

die beiden übrigen Seiten siiul die Ilorizontalprojectionen der zu tD^ 'inii w,

gehörenden Curvcn isoklioer Normaleni und zwar ergeben sich ihre Gleich-

ungen aQ0 No. 12) für CD — 07,) und o) = O]. Das Doppelintegral für 5 zer-

fällt von selbst in ein Producl aweier einfacben Integrale und bietet daher

keine Schwierigkeit.

In dem «peciellen Falle n =s i wird
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I»
= 0, 9~

jjj 1» ""^ weuu luau = 0, ^, = uimmty so crgiebt sick

Dfteh bekannten Formeln
»0

ei wif^ denn

Äff)
• a J •

Nicht ohuc Iiitercsäc i&t die sehr specielle AniiaUiiie n — m =2 aUo

V •

ErseUt man noch o, 6, c durch a', ^ und beachtet, dass t^Um d ist,

10 wifd

^ 2c J »in *mJ i/ a* cot*& + 6« «tuV
es kann demnach i$ durch eio elliptisches Integral erster Art aus*

gedrttckt werden.

e. Weniger einfach gestaltet atcb die Reehnnng bei denjenigen Flft-

eben, deren Gleichnngen von der Form sind

+ Äy" + C«"= I;

nur in deo Fillen m 2 und «1= 2 gelangt man an den im Folgeoden an-

gebenen eleganten Resultaten.

Kür OT= 2 alao hei den centrischen Fläclien zweiter Ordautig iöt

tan9= / oder fß
=s -rx Um 9

1

j(^to»*a. + l)«*+^(§ /a«*ai+ l^,»=t

und durch successivi^ Kinführung von ^ und » erhält mau

/•/• A HC cos u dO >Uo

cos A sin *0) cos 'u>-^ A li sin
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510' Ueber das Problem der Complanation.

LHsst man O von 0 bis 2» gehen, so hat die Aiisfiilirung der aiif d be-

züglichen lutegration kt ine Schwierigkeit. Uin aber Formeln zn erlmlteu,

tiie auf alle drei ceiitriüchen Flachen gleichförmig passen, setzen wir bei

dem Ellipsoide a b c d. h, A <C. £ <^ C, bei den Hjrporboloiden a^b
voraus; die Grössen

sind dann iminer reell und so beschaffen, dass »"^ß ist* Die Integratioi

io Besiehung auf ^ liefert aan, weao noch «in » es » gesetsi wird,

M) S=_^ /'"l— + '~^'
\ -

«0 SS 9in «0, Vi = fiii

Hierin liegen folgende zwei Sätze: „jede von zwei Curven ißo-

klincr Normalen begrenzte Zone einer centrischen Fläche

zweiter C) r d n n n g i s t lu i 1 1 e 1 s t e 1 1 i ]) t i s c h c i I n t e g i a 1 o e r s t c r u n d

zweiter Art quadrirbar" und ferner; „zu jeder solchen Zone

lüsst sich eine zweite constrniren, deren Oberfläche nur um

einen a 1 g e b r a i s c h o n A u s d r n c k von d o r F 1 ä c h e d e r ersten Zone

differirt. " Weitere Erörterungen hierüber snui unuüthig, weil der Ver-

fasser dieselben Zonen schon frilher nntersncht hat fZeltHchr. f. Matheai.

u. Phys. Bd. VIII, 8. l), ohne jedoch die Eigenthuuiiichkeit der Begreu-

«ungscurven zu bemerken.

Füv diejenigon Flächen , deren Gieicbungea von der i: orm sind

15) Axi + Byi + Cxi =^1

erhält man

CO/ "la= / — +

Die £iafuhrnng von 9 statt y giebt

A\)J sm»sm*^

Ferner ist, wenn man in der awischen a> stattfindenden Gleichang jr

gleichfalls durch d ausdrückt,

uud indem mau dies subatituirt, trelangt man zu der Formel

// ^ //^ sin cos *4> cos tad^ dca

{A* sin + ^' cos *d + C" «i>i CQ8 *9 cot ««)* tin U

.^ .d by GüOgl
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Unter ^ er»te1ion wir im FolgenUeD den Inlinlt desjcnigon Fläcben-

•tflcke^, welches auf dciu swisclien eleu positiven Tbeilcii der Coordinaton-

ebenen liegenden Flächonoetaiiten diuch zwei Ciirvon isdkitnrr Normalen

begrenit wird, deren Neigungnwinkel (Oq und oo, <^ hind; ftir poeitive ^,

^, Cgiebt die Fläcbe LP^J^ P^L (Tttt IV, Fig. 6) ein Bild jenes Stüekee.

fii ist dann d ron 0 bis gleiebseitig a von nnd bis ansandebnen,

nnd bei umgekehrter Anordnung der Integrationen ergiebt steh

r A*B*C* sin *nm « itit co^ *^ rf«

J J Ä*co#W*fÄ*ai+ C* »III m CO* »a>r

oder wenn

sin « =9 f , ton d 3= I

and dem entsprechend sin tOQ^s^^ gin u, s^ gesetzt wird,

Nach den gewühulichen jMothotlen verursacht dio Ausführnng der auf

t bpzHfjlichon Integration einen ziemlich bedeutenden Rechiiungsaufwand
;

^'lütklii lin weise liisst sich derselbe mittelst zweier Formeln vermeidon, die

ich bereits 1843 f iit wickelt liahe (Beiträge znr Theorie bestimmter Inte-

grale) und die man auch im zweiten Bande meines Compendiums der hö-

heren Analysis (2. Aufl. S. 27Ö nnd 277) findet. Wird nAmlicb anr Ab-
kflrsnng

(n^r~l) (n ^-r-^a) ...M (/t — I) ...(«— r)^
2.4.6 (2r)

gesetzt , so ist fttr beliebige positive p und ganze positive n

OD OD

Mittelst der Substitutionen (sl*, pss^— | entspringen hieraus die

beiden Formeln

|«f-2« dl

«r{g)| d*-* df-< »/^ «-

*
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512 Ueber das Problem der Coroplanation.

OD

J (a + ß

diese liefern folgende Tier Integralwerthe

fdt n 5

t^(h
. _J I

und hiernach crgiebt sich

f-

Benatzt man diese Forme! für

nnd eeUi sar Abkttraung

16)

60 erhillt man fttr 5 folgenden Werth

s=

Die Ausführung der nocli übrigen Int(>gintion ist selir loicht und liefert, weDV

+ Ä*,«= j/ 6'» + A «/I '»I = /Ii,

goSct^t wird, folgendes Endresuhat
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Bei der untersuchten FlHehe ist demnach ein von zwei
Carven itokliner Normalen begrenster Streifen algebraiaeb
qnadrirbar.

Im Falle pöaitivery^t (7 eraetsen wir die Gleichung 15) doreb folgende

(!)' + (i/ + (7)'-'
ihr entspricht eine geschlossene Fläche, deren Octant i2 aus No. 18) für

«9o= und «i8 0 erhalten wird« Da Sl zunächst unter einer etwas eom-

plieirten und nnsymmotrischeo Form erscheint, so dürften ein paar Worte
ftber die Rednction dieses Ansdmcks nicht UberflOssiff sein« Setat man fiBr

den Angenblick

1 Ii,! ^

SO ist

^»= «», C'^f,
ferner nach No. m nnd 17)

nnd hterans ergiebt sich

oder, nach Potensen von t geordnet.

Das in Parenthesen stehende Polynom ist durch (s— yf ohne Rest tlieilbar

nnd daher

oder wegen a» (t+ A) (• r)

o_Sir t* 2 y £'
-f (2

y'- «<g)

g

-h y (y'-g«ft

und 2ulul<;r der Bedeutung von i— a-^-ß

3» «^-h^'+ y'-f a[^ytf+ y) + y«(yh«) + «^(«4-^)-h«<gy]
82* «j8y(«+ /J + y)

woraus man lehliessHeh erhält

82 ' (6e + ca+
34*
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Im speciellen Falle a=ö=se wird St gleich yon der FUche des em-

echriebrnrn Kiigeloctanten*

if. Unter den transcendcnten Flächen sind es die folgenden^ deren

OomplaBstioD anf einfache Aosdrücke fHbrt.

Fflr die logarithmisehe FUche

findet man

»0

WO beide Integrationen leicht- genug auszuführen sind.

Nach Analogie der gewdhnlichen Scbraubendäche entspricht der

Gleichang

21) t^-ftuif

eine Art elliptischer SehranbenfUehe; fttr diese ist

md biersu folgt Ar S genaa denelba Werth wis TOrbin.

Die Ftteba, denn Qleiebaag irt

könnte man als elliptisches Kettenkonoid bezeichneu, weil sie für

cs=fr= a in die bekannte FlÄche ubeigelit, welche dorch Drehung einer

Kettenlinie um ihre Basis entsteht; man erhält

jf
^ -^x lan ^,

und fflr & findet man wieder denselben Werth, wie in No« 90).
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Ein Beitrag zur Ermittelung des Luftwideratandgesetzes.

Von

J. C. F. Otto ,

König], preoasiacher Oenenilmi^or.

1. Im Jahre 1830 hatten in Preusscn Versnchc stattgefunden, welche

zur Erweiterung der Kenntniss de^ I.uftwidcrstaudgesetzes dienen sollten.

Man hatte mit Geschossen von S,4ö Zoll Durchmesser und 00 Pfund 3 Loth

ftUes Gewicht und zwar mit einer Ladung von 5 Pfund altes Oewiebt aof 15

verschiedene Entfemnngen bis zu 1382,47 Sehritt geschossen. Die ürnvn

nöthigen Erböhliiigen der Seelcnnxe überstiegen nicht 4 Grad, die besflg-

Uebea Bahnen waren nlso sämmtlich sehr tiach und die kmmmen LSngen

derselben nicht erheblich TOD den horizontalen Entfemangen der besfig-

licben mittleren Treffpunkte verachieden.

Für Jede der Ifi versebiedenen ScbuBsweiten batte man die mittlere

Flngseit in je 80 fieobaebtnngen aus freier Hand ermittelt.

Diesea System Ton FlngaeHen , losammengestellt mit den eorrespondi-

renden Sebnssweiten, bildeten das erforderliebe Beobnnngsmaterial«

2* Man fand sieb Jedoeb dnrcb dieses Material niebt befriedigt. Die

beobaebteten Sebassweiten unterlagen «war weiter keinem Zweifel; für die

beobaebteten Ungseiten dagegen traten erbebliebe Bedenken benror»

welebe in der Unsicberbeit der Zeitbeobaebtongen ans freier Htnd ibren

Grund batten.

Man bemühte sieb seitdem, eine sebr sorgfiütig au arbeitende Ubr und

einen elektromagnetischen Apparat an eonstrniren, weleber geeignet wftre>

dnrcb die "Wirkung des Geschosses selbst den Zeitpunkt des Austrittes des

letzteren ans der Geschossmündnng und demnHchst denjenigen Zeitpunkt,

wo das Ziel vom Geschoss erreicht wurde, selbstrci^istrirend auf der vor-

erwähnten Uiir benicrklich machen und somit die ^eabsichtiglü Beobach-

tung der Fluj^zeit in zuverlässigerer Weise zu bewirken.

Die bezüglichen Versuche fanden in den Jahren 1841 und 1845 sta^

. j d by Google
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8. Die orliegeade Arbelt hat den Zweck, die TorerwIlmleB Bedenken

gegen die Beobaebtnngeo des Jakres 1830 auefttbrllehdeniilegen, deBBUelist

die ResoUate von den nmatündlicberen Versacken der Jahre 1844 bis I8A

näher auzugebcn und schliesslich die Drettdener Versnche von ISCl bis 1862

DHÜer zu beleuchten.

4. Wir beti ftcliten zunächst Jie Vt ibuche dee Jahres 1830. Die Ein-

zelheiten (lersclhcn sind In dem 33. Bande S. 85 niid in dem 38. Bande de<

Archiv» für Ofti^ieio des preussiscben Artillerie- und In^cnieurcorps Seite71

speciell nnj^rgciben. Wir führen diftselbon hier rioeli l inmal an, für den

Fall, drt^^i ihm Leser die genannton Bände nicht zur liand sein sciiteu. E«

bezeichnet x die horizontale Schussweite in Schritten, von denen je

5 nuf eine rheinische Ruthe gehen, / die ontspi echonden Flu;:^'zoitbeobach-

lnng«'n und zwar, wie sie sich für jcih u von zwei Beobachtern ergeben,

die uit A und B bezeichnet sein mögen» wie iminer, in Sekunden

;

t

9 B Diff.

mjso 1,00 1,07 0,0t

882,77 1,07 1,10 0,00

400,03 Ml 1,20 0,00

552,97 1,61 1,68 0,07

»72,28 l,W 1,70 0,00

613,73 1,85 1,04 0,09

731,ÜO 2,20 2,35 0,15

7«3,33 2,32 2,47 0,15

822,110 2,54 2,68 0,14

885,03 2,76 2,91 0,15

848^77 1,97 8,05 0,08

1051,87 8,30 8v40 0,07

•057,90 8,80 8,48 0,07

1238,08 410 4,10 0,00

1882,47 4,C8 4,70 0,02.

Jede dieser Zahlen ist das arithnetisehe Mittel aus je 30 einseinen

Beobachtungen.

Bei den Anordnungen für diesen Versuch war man von dem Gedanken

ausgegangen, — dass die Zuverlässigkeit von Zeitbeobachtun^en aus freier

Hand ein zweifelhaftes Ding sei, — dass das Naturoll des Beobachters und

ßciu Temperament, sowie der Grad der Hebung von merklichem EiuHuss

sein könne — und dass es daher voi] Nutzen sein müsse, hierin directe

Erfahrungen zn machen. Aus diesem (rinn le hatte man zwei verschiedene

Beobachter an;^ostpll4 , welche gleichzeitig die Flugzeiten zu beobachten

hatten und n el( [le, l)ei gleich ^rosscni Interesse für den Gegenstand selbst,

dennoch ihrerseits in ihrer ladividualität merklich vorchieden waren. JL>er

.^ .d by Google
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eine Beobachter, oben mit A bozoicbnct, war von nervösem 1 ctnperainent

mit i^iu^aer geistiger Bereitschaft und hatte bereits mehrere Tausende von

Klugheiten beobachtet, war also sehr geübt. Der andere Beobaciiter B war

von rahigerem Tenij>ei ainent und hatiH einen geringeren Grad von Uebung.

Die Folge hiervon war, dass sämmtlicho Zifi'ernwerthe der beobachte-

ten Flugzeiten von dem Beobachter B etwas grösser gefanden worden w&'

ren, als die de» Beobachters A, Hierüber sprechen wir noch spttter.

5. ZanXchat wurden die Beobaebtongaergebniseo dea geübteren Be*

obachtere A der weiteren Bearbettaog nutersogeu and an folgenden vier

Loftwideretandgeeetzen geprüft.

Beseiehnet man nämlieb mit

den Luftwiderstand,

V die Fortsebreitnugtigesehwindigkeit,

u und ß constante Zahlen , welche jedes specielle Lnftwider-

staniJgesots in sich aus den BeobiM^htungen zu ermitteln sind, sa

zog man zur Untersuchung

a) Newtons ((^uadratiscUe^i) Luftwiderstandgesetz

:

6) das cubischo Lultwiderbtaatl^esetü

:

Jf'= a . v'
j

c) Piobert's LuftwiderStaadgesetz:

d) das vom Professor Schmidt zu Göttinnen l)ein?btu iiiiftwidersf and-

gesetz (s.Tlieorie des Widerstandes der Luft bei der Uowe^uu^ der

i
Körper. Göttingen 1831):

WO € die Gmndsabl der natürlichen Logarithmen,

a und ß aber näher an ermittelnde Constanten sind.

Für jedes einzelne dieser Luftwiderstandgesetze berechnete man aus

den FIug<ieiLcu des Beobachters A und aus den zugehörigen Scliiisiweiten

mittelst der Methode der kleinsten Quadrate dio bcätea Ziüeruwerthe für

die zngebörigea constanten Symbole o, respective ß und für die Anfangs-

geschwindigkeit c. Letztere ergab sich

für das Newton 'scho Gesetz zu 370,15 Schritt

„ „ Piobert'sche „ 381,59 „

,1 fi eubische 382,87 ^

„ Schmidt'sche 383,U5 „

Diese Ziä'eruwerthe waren gar nicht so sehr von einander verscUiedon, als

man es Tielieicht erwartet bitte, m
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Der eingescbUgeoe Weg wer gaot and gar eropyrlsclier Natnr. Kan

hatte vier veracbiedene Lnftwiderstandgenotae hypotbettaeh emushsweite

eiogeftthit, iiiii ausanmttteln, welcbes von iknen im Stande lein würde, bei

seiner Benatzuu^^ die thatsftcblieb beobaebteten Ziffern am besten wiedet-

SEUgeben, wenn man die den verschiedenen Entfernungen enttipreebendea

Flugweiten ans den dnrcb die bisherige Rechnung gefandenen Ziffenver»

thcn der Cnnstanten « , ß und der AnfAii^s^oschwindigkeit c berechnete.

Natürlich durfte man nicht erwnrten , dass die nachträglich berechne-

ten Ziff*»rnwertho der Flngzoiten mit den bonbacliteton genau iibereinstiinm

ten. Äfan imis.stc auf DilTcrenzen gefasst sein und diese lies»en sich leiclil

in hestiin nit
i ti Zifleniwortlion angeben. Hat man aber ein solche« System

von tliaisfieldicli beobachteten und von den zugehörigen berechneten Zah-

len, H(» giel)t dif W.ilirachoinlichkeitsrechnun«» ein Mittel an die Hand, aus

den eatRj>rech(MM!* 11 i)ittereuzen den wahrscheinlichen Fehlor jeder einzel-

nen der heobacht<'ten Zahlen 'au finden. I^fan versteht darunter bekaiiat«

lieh einen ZiftVrtiw orth, in Bp/.u^' auf wde In n zwei Personen mit gleicher

Wahrscheinlichkeit wetten können, der eine, dass der vorausgesetzte wahre

Fehler in der Beobachtung nicht grösser, der andere, dass er nicht kh^iner

sein könne, als der oben bezeichnete* Dieser Begriff, auf die verscbiedeneo

zum Grunde gelegten HypotheMon «n;re wandt, giebt angenscbeinlich eis

eben so verständliches als Überzeugenden Merkmal ab, wenn man die rela-

tive Gute der Hypothesen prüfen und angeben will. Die Grösse dieses

wahrscheinlichen Fehlers der einzelnen Mittelzalilen wird gennu der nage*

kehrte Maasstab ihrer Güte sein. Dieser wahrscbeinlicbe Fehler wurde

gefunden fCir das

Schmidt*scbe Oeteta au 0,01477 Sekunden

Kewton*«cbe ^ 0,01408 „
Piobert'scbe „ „ 0,0134tf „
cnbische „ „ 0,01068 „

so dass mithin hiernach das Sehmidtsche Gesets das nnvortbeilhafteste,

das Cubische dagegen das beste sein würde, das Newton*sche aber merk*

lieh aurttckbliebe.

0» Wenn man yon deyn Qeaeta des Professor Schmidt ans dem angege-

benen Grunde gans abetrahirt, so bleiben noeh die drei: das Newton*sehs

(quadratische), das eubische und das durch seine .Ifischfoim swischsa

beiden liegende Pioberfsclie Übrig.

Das Pioberfsche Gesetz ist Hei der französischen Artillecie ausschliest»

lieh adoptirt worden und ist auch bei denjenigen Artillerien beliebt, welche

den französischen Fusatajifen Iblgen. Allein ich habe im aV6. Bande des

vorgenannten Archivs ausführlich nachgewiesen, dass es wenig Vorzüge

vor dem Newtou'schen hat, und es zeigt f-ich hier, dnss das rein cubische

Gesetz noch am Vieles be.sser sich den beobachteten Thntsaclien ao-

scLliesst, als das Fiobert'bcbe. Will mau. daher von dem Newtuu «dtea

d by GüOgl
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GeMti entaeliieflea Abgehen, wai aber« wie ipäter evOrtert werden wird,

gaDs md gar nicht absolut nothwendig ist« so würde man immer noeh n«
Vieles besser thun, dos rein enbische Gesetz statt des Piobert*sehen ge-

mischten ausuuehmeu. Dieser Tunkt wird später noch weiter erörtert

werJüü.

7. Es fragt sicli nun zunächst, was mit den Angaben des Beobachters

^ anzufaugen ist, und in dieser Beziehung kann es von Nutzen sein, über

den Hergang beim Beobachten folgende Erläuterung zu geben.

Beide Beobacliter, A und ^, jeder mit seiner Uhr, standen in raÄssiger

Entfernung von einander und ohne im Mindesten mit einander xu ver-

kehren, neben tier Sehusslinie und in hinreichender Entfernung von der-

selben, in der Ufihe deMjenigen Punkte«, wo der erste Aufschlag dos Go-

scbusses zu erwarten war. Sie hatten eine solche Stellung, dass sie be-

quem das Aufblitzen der Ladung am Geschütz und, ohne den Kopf erheb-

lich wenden zu müssen, demnächst das Aufschlagen des Geschosses auf

dem Erdboden sehen konnten. Kurz vor dem Augenblicke, wo am 6e-

sehilta: Feuer! commandirt werden sollte, wurde daaelbst sur Benachrich-

tigung für die am Ziel befindlichen Beobachter eine Flagge aufgerichtet*

Auf dieses Zeichen hin erfolgte auf der Station der Beobachter das Com-

mtndo: Achtung 1 als Mahnung, dass Niemand von der Umgebung ein Wort

spreehea oder irgend eine Bewegung machen dürfe, wodurch die Aufmerk-

samkeit der Beebaehter hätte abgelenkt werden können. Dleee, welche

schon vorher den Stand ihrer Uhren notirt betten , spannten nunmehr ihre

ganse Aufmerksamkeit an, um beim Aufblitzen der Qesehiitsladnng ihre

Ubren in Gang sn setuen, aodann sehnell das Oeslcbt der muthmacsliehen

Gegend des Aofschlagens suauwenden und die Uhr in demselben Augen-

blicke aneuhalten, wo sie den Aufschlag bemerkten.

Mao hielt es Ton om herein keineswegs tUx eine ausgemachte Sache,

dess der absolute Zeitmoment der beobachteten Erscheinung und derjenige

Zettpunkt, wo die Uhr in Bewegung gesetzt, respectire arretirt wird, gans

genau dereelbe sei. Ehe die sinnliohe Wahmehmnng des äusseren Auges

ins Bewnssteein tritt uod ehe der bezügliche Wiilensact vom Gehirn durch

den Arm in die Fingerspitze gelangt
,
vergeht nach aller WahrscheioUch-

keit eine gewisse Zeit. Wenn diese Zeit auch sehr kurz ist, so kann sie

möglicheiweisc doch einen Ziffernwerth haben, der im Vergleich zu der zu

messenden Zeitdauer für erheblicii zu erachten ist, und dniiu ist das Be-

ubachtungsrcsnltat um diesen Betrag fehlerhaft. Waren beide zu machende

sinnliclu' W'ulii nehmungen — die Beobachtung des Aufliliizons der Ladung

einerseits und lüe Beobaclilung des Aufschlags des ücm Iiossps auf dem
Erdboden andererseits -— ganz gleich IfMcht zu machen, so Iiesse sich an-

nehmen, dass der Zeitbetrag, um welclie die Uhr anfangs zu spät in Be-

wegung gesetzt wird, gleich wäre demjenigen, um welchen sie zu spat

angehalten wird , und dass also im Durcbfichnitt die Fehler sich gegensei-

- 'd j
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tig Aufliebeo« LetserM kann aber nicbt ebne Weiteree tngegeben werden.

Das Aafblitzen des Palvers erfolgt in einer bestimmten , schon Torher ge*

nan erkennbaren Gegend, auf welche das Auge schon hingerichtet ist. Der !

Ort des Aufschlags der Kugel dago^cn ist besnndors auf dcu weiteren Knt-
j

feruuiigeu ziemlich veränderlicli. Das Augo findet ihn schwerer auf.
\

Es ist mitltiu im Allgemeinen Hnzuaehinen , dasi} die geistige Bereitschaft

für die Walirnehmung vom Aufblitzen des Pulvers grösser ist, als die fQr

die Walirnehmung des Ant'.schl;\gon9 der Kugel, — dass also der Felder

beim Arrftiren der Uhr etwas irrösser ist, als der beim Ingangsetzen— dass

mithin die beobachteten Zeiten elier etwas zu gross als zu klein ausiallen— nnd

dasH der im Ganzen begangene Fehler um desto grösser wird
,

je -^'erinf^or,

sei esin Folgo des Temperaments, sei es wegen geringerer Uebuug, derQrad

der geistigen Bereitschaft des Beobacliters ist.

8. In Erwägung dieser Auffassung und um zu sehen, in wie weit sie

sieb geltend machen wtirde, hatte man iwei Beobachter mit der oben an-

gegebenen psychischen Verschiedenheit angestellt. Betrachtet man die in

No. 4 dieser Abhandlung aufgeführten Zifferawertbe fUr die beobaehtet«

Flagxeiton und namentlich ihre DiiTerenzen etwas naher, so siebt man

a) dass alle Ziffemangaben des Beobachters B grosser sind, als dis

des Beobachters A\

6) dass (abgesehen von einigen durehans anbefremdlichen Sehwso»

hangen) der Hehrbetrag des Beobaehters B Uber die Angaben dai

Beobachters A anfangs alimAlig an-, dann aber eben so atlailli(

wieder abnimmt;
'

c) dass aof der kdrsesten and aaf der weitesten EotfemaDg die At-

gaben beider Beobachter swar nahe abereinstimmen, dass jedccb

fittr den Beobaebtcr B immer noeh ein kleiner Uebertebnssm
0,01 Seknnde anfder kttrsesten «nd TonOfOS Sekonde aafder grfiis-

ten Entfernung Terbleibt

Alles dies lisüt steh, wenn man die voraafgefUhrte Ansiehtgelten laswo

will, hinreiehend erkllren, Anf der kttrsesten Entfemang, wo die Oe-

schösse nahe sasammenfatleu , ist die Beobaebtnng beim Aafsehlage dar

Kugel nicht viel schwerer, als die Beobaebtnng des PnWerdampfa. lieber*

dem bringt der Beobachter für diese kurzen Flugzeiten unwillkürlich eise

grössere Spannung mit. Der Fehler beim Arretiren der Uhr fällt daher

nahe so aus, wie beim Loslassen derselben. Die Verschieiltmliiit iu der

geistigen Bereitschaft der Beobachter ist in diesem Falle gering und die

Beobachtung wird zieudich richtig. Auf den weitesten Entfernnngen hit

der Beobachter, nachdem er die Uhr losgelassen hat und wahrend das Ge-

schoss seine Bahn iuichlttnft, einen Augenblick Zeit, sich zu sammeln, zum

Bewnsstsein der neuen Situation zu kommen, und sich von neuoni für dio

Beobachtung des Aufschlags der Kngid in hinreichend gespannte geistig'"

Bezeitscbaft zu versetzen, und dadurch auch hier den Fehler beim Aohaitsfl

.^ .d by Google
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derUbr mit demjenigen beim Loilasaen denelbea in TJebereinstimmnng sn

bringen. Anf den mittleren Entfernangen aber, wo die Strennog der Oe-

leboase bereite gröster wird und wo die Spannung nnwilllittrlieb bereits

Daeblltst, obnedess die Zeit leng genug wJlre, nm hinreichende« Bewnsftt-

•ehi fllr eine nene wilUcttbrliebe geistige Bi^retttcheft in gewinnen, mnas ein

Uebertehnse des Fehlers entstehen» der dann nach den Bztremen hin wieder

abnimmt, nach Maassgabe, wie die eine oder die andere Ursache sieh mehr

and mehr geltend mscht.

0. Als Resnltat ergiebt sieh die Wahrseheinlieblceit, dass die Angaben

des Beobachters B denen des Beobachters A an Werth bedeatend nach-

stehen. AU man der Vollständigkeit der Untersncliung halber dio Ziffern-

angaben des Beobachters B derselbon liohandliing unterwarf, wie die des

Beobachters ergab sicli, dass die vvabrscbcinlichen Fnhler dor in No. 4

anter B aufgeführten ZitVernangaben um mehr als iloppelt so ^ross waren,

wie die oben in No. 5 aui Knde aufgeführten für den I3e<il);iL hter A. Es

schien als(p 1 t'i htfertigt, von denhclben ganz abzusehen un l si( Ii 11)3^ au

die Angaben des Beobachters als die walirscheinlich besseren zu halten.

Oben in No. 5 ist borpits erörtert wortlen, das» von den vier znr Prü-

fung gekommenen Luftw ider^tandgesetzcn das Bchuiidt'sche sich als das

ntivortheilhafleste ergab, dass darauf zuerst das Newton'sche und dann das

Fiobert*8cbe folgte, dass aber das rein cnbischo sich als das ent*

schieden beste nnd namentlich als dem Fiobert'schen ge*

mischten erheblich überlegen erwies.

10. Gleich nach Beendigung dieses Versuchs und der Bearbeitung sei-

ner Ergebnisse , etwa im Jahre 1840, tanchte in Preussen die Idee anf, bei

der Beobachtung der Flogseiten electromagnetiscbe Apparate zu benutzen.

Wie sich spSter ergehen hat, war bald darauf auch in Rnssland derselbe

Gedanke von dem gegenwärtigen General KonstantinolF anfgefssst ond mit

Nachdrnclc vorfolgt worden.

Das Wesentliebe der besttglichen Einrichtung besteht bekanntlieh da*

rin, dass mit Hilfe einet electromagnetischen Apparats, der mittelst der er*

forderlichen Drathteltnngen einerseite einen etwas vor der Geschatsman-

dang Hegenden Pnnkt, andrerseits das an trelFende Ziel mit einer sehr sorg-

fkltig gearbeiteten geeigneten Uhr in Verblndnng setst, der Zeitpunkt so«

wohl fittrdea Austritt des Geschosses ans dem Geschtttarohr, als anch der

Zeitpunkt für das Treffen des Ziels derart festgestellt werden, dass das

swischen diesen beiden Zeitpunkten inneliegende Zeitintervall die Flugzeit

dee Geschosses fUr einen Weg von genau bekannter Liege ergiebt.

Die Schwierigkeiten, welche dieser damals noch gans neno Gegenstand

darbot, der neben der entsprechenden Handhabung des Electromagnetismüs

auch in der Constructiou eines angemessenen Uhrniechanismus Aufgaben

Ftellto, mit denen man sich bis dahin noch niemal-, lioschHftigt halte, ver-

zügerteu <ien Fortgaug dieser Angelegenheit bis ^um Jahre 1844, in welchem,
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so wie in dem darauf folgenden Jabre 1845 die Versnche endlieh rar Ans-

fUhrung gelangten*

11. Man bentttste an diesem Versneb einen glatten Secbq^fftnder, aas

welebem man Kugeln von 6,00047 Pfiind Gewicht mit 2 Pfund Pnlverladnag

schess, alles in altem Gewicht« Der mittlere Durchmesser der Kugeln

betrug 3,46 Zoll.

Folgendes waren die Ergebniise:

1

Länge des

horizontal

durchluofc-

ueii Wegea.

Mittlere

Flagieit.

1

Mittler

Felller der

einzelnen

Beobachtung.

1

Mittler
'

Fehler der '

Mittel

-

Bahlen.

1

1

Ansuii

d«r

Schüsse.

Seil ritt Fuss Sekunden

50 120 0,08(i4l 0,02075 0,00055 10

200 480 0,36795 0,02615 ^0,00827

0,01184

10

250 600 0,47075 0,03743 10

300 720 0,58300 0,02686 0,00849 1 10

400 9(50 0,70501 0 02(M9 0,00932 10

450 1080 0,92144 0,03940 0,01249 10

dOO 1200 1,09712 0,O4a82 0,01452
1

10

Unter dorn „mittleren Fehler der einseinen Beobachtung'* ist die Zahl

verstanden, welche entsteht, wenn man für jede Entfernung in sich die Dif*

ferenz zwischen jeder einzelnen Beobachtung und dem arithmetischen Mit-

tel ans allen Beobachtungen für diese Entfernnng bildet, alle diese Differen-

zen als positiv betrachtet 'addirt und dann ans ihnen daa arithmeUscbe

Mittel nimmt«

Dividirt man die so erhaltene Zahl dnrcb die Quadratwurzel ans der

Ansahl aller betreffenden Beobachtungen, hier also durch j/lö, so erhilt

man den „mittleren Fehler der Mittelsahlen."

12. Man denke sich nun folgende Beseichnungen eingeftihrt:

M das Gewicht des Geschosses es 6,0065 Pftind,

g die Beschleunigung der Schwere es 81|265 Fuss^

a der Tom Geschoss durchlaufene Weg,

t die Fingzeit,

c die AnfangsgoschwindigkelL des Geschosses,

die Gesell winUigkeit des Geschosses in irgend einem Paukte

seiner Bahn,

t' die Gruiulz.ilil (icr u:itürlichen Logarithmen,

W der Luftwiderbtund in irgend eiu! lu 1 unkte der Bahn,

Z?, Cy Dy E confitaute Zahlen, welche vuiläuti^ noch unhostimrat

nud deren Zifferuwerthe fUr jedes d^r bezüglicUen Luftwider-

. j .^ .d by Google
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standgesetze aas den gegebenen Beobachtongen aaaznmittelA

n eine Constante
,
speciell fUr das Piobert'scbe Laftwiderntaadge»

flets bestimmt, welche den Werth ras 495 Meter bat, so daas fUr

preaasische Schritte an setsen ist:

-«0,001 7316,

Dies oransgesetst, so sind folgende Formen des Lnftwiderstandge-

setxes sum Vergleich gesogen nnd an dem oben angegebenen Erfahmngs-

naterial geprüft worden:

IL »^=^v« (Newton);

ni. IF« Jv* (1+ ^ (Piobert)

;

IV. IF=^ü';

V. fr=(z>v» + i:ti*)i»

VI. fr=:Av\

Di« Ansatsglelchnngen ftir die Relation iwischen FIngseit nnd dnrch-

lanfenem Weg sind dann bokannüieh:

dU W , ds

J7i»-jf. ^und-=v

Qnd hieraus ergiebt sich durch augcmeasene Snbstitntion nnd demnficbstige

sLweimalige Integration fttr

I. i=.-i/.,«r(,-i,).

it '=fi(«»—).

IV. '-l'+ii'.

V. <= -5 + i?S»+C«»,
c

'

äl?
•

18. Ermittelt man nnn mittelst der Kathode der kleinsten Quadrate

far jedes der vorheaeichneten verschiedenen Lnftwiderstandgesetse diejenl«

gen Ziffemwerthe der bezüglichen Gonstanten, welche den in der lanfendeo

üiyiiizea by
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No. II angegebenen ErfahrnngRresuii aten am Beaten cuU^reclien, soUtzii*

nacLtit (alle Läogenmaassc in Fussen gedaclit)

0,7164$

und sodann fttr

Hypothese l.

toy ^«=0,81214—

2

hg is0,ft«857—

1

f;E=iS70,GFoM.

Ilypntlidse II (Newton).

%^ =0,74811 — 5

hg i= 0,46454—

4

e= 1383,7 Fuss.

Hypotliese ITT (Piobert).

log A — 0,80335 — 5

logl^ 0,57978— 4

Hypothese IV«

/<)9il= 0,66274—

8

Ibyls» 0.89017—

7

es: 1800,7 Fuss.

Hypothese V.

log /i = 0,16285 —

7

log C= 0,06272 — 11

C= 1415,5 Fuss.

Hypothese VI.

0,61902— 11

log 1^0,33235— 10

6=1418,8 Fase.

14. Berechnet man nun flir jede einaelne der seelis Hypotlieeen für die

in No. II angegebenen 7 Sebnssweiten (in Fnssen ausgedrückt) mittelst der

in No. 13 angegebenen Ztffernwerthe der Constanten nnd mittelst der is

No. 12 angegebenen Formeln die zugehörigen Flugzeiten, «o bekommt miio

für jede der sechs Hypothesen 7 berechnete Flugzeiten. Für jede dersel-

ben suche man die Differenz zwischen ihr selbst und dcrcorrespondireudco

beobachteten Flugzeit und bezeichne diese Differenz mit dem Zeichen <.

Jede dieser sieben Ziffern eriiebe Trmn ins Qnndrnt und addire die so ent-

btehcuden Zahlen. Die no entslanciene Summo nennt man bekanntlich „die

Snmme der Fehlcrquadrate*', man beseichne sie dnrcb [tfj. Man findet

dnreb eine solche Rechnung für die

Hypothese I. [et]= 0,0000 05807,

„ n. [ff] »0,0000 87210 (Newton),
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Hypothese III. [fi] = 0,0000 84<ß0 (Piobftrt),

„ IV. = 0,0000 81755 (cubiücb),

„ V. [fi] =0,0000 80076,

„ VI. [ff] = ü,0(XK) 711570 (biqiiadrntiscli).

Dor Sinn der Methode der kleinsten Quadrate ist bcknnntlicli der, för

eioe gogpbene iiiatlieniatische Form eines Naturpeselstes diejenigen Ziftern-

wcrthe der in letzterem vorkommenden und vorbiufig noch unhestivinnt ge-

lassenen constanten {Symbole durch Recliniing zu tinden, welche einer durch

praktische Beobnclitungen gegebenen iieihe von Versuchsresuitnten am

Besten entüprechcu. Letzteres findet, wie dir WnhrscheinHchkeitsreclinung

nachweist, statt, wenn die Sumnio der ins (Quadrat eilmbenen Differenzen

zwischen den beobachteten Zahlen und den mittelst jener conatauteu Sym-

bole berechneten Zahlen die kleinstmöglichste (ein Minimnm) ist.

Es soll also die Sarame der Febler^oadrate, nAmlicb [ci] ein Mioi-

mnm sein.

Die in No. 13 aufgefahrten Ziflfern^vrrtlic der verschiedenen constanten

Sjmbole für die secbs angegebenen Luftwiderstandgesetzn sind nnn die-

jenigen, welche die correspondirenden kleinsten Bommen der Fchlerqaadrate

ergeben and die Ziffernwertbe der letsteren selber sind hier oben unter

der Beaeiebnnng [ff] angegeben.

16» In demselben Sinne und mit demselben Bi*cbte, wie man für eine

bestimmt gegebene mathematisebe Form eines Natnrgesetses diejenigen

Ziffemwertbe der eonsCanten Symbole in demselben für die besten hftlt,

welclie die kleinstmdglicbste Snmme der Feblerqnadrate ergeben , in dem-

selben Sinne kann man ancb den Werth mebrerer matberoatiseber Ans-

drüeke fHr ein nnd dasselbe Natnrgesets mit einander Tergleieben , indem

man dabei die correqtondirenden kleinsten Summen der Feblerquadrate

als Maassstab benntst nnd anletst diejenige mathematische Form für die

bessere erklJIrt, welcher die kleinere, rc^ipccttvo die kleinste Summe der

Fehlerqnadrate entspricht

Betrachtet man Ton diesem Standpunkte aus die in der origen Nnm*
raer angegebenen ZifTernwcrthe von [ff] , so sieht man

1) wie in Uebereinstiinmnng mit dem in No.4 aufgefülivten Zahlenbei-

spicl und der No. auch iiier das Newton'sche Gesetz schlecliler

als das j'iobert'schu und das Fiobert'sche schlechter als das rein

cubisciic Gesetz ist;

8) dass das Gesetz unter No. V wiedornin besser als die vier vor-

hergehenden und das endlich dass bii^uadratische Gesetz der No.VI

das beste von allen ist.

Der Werth der sechs versuchten lijpolheseQ steigt mit der römischen

Beaoichnung.szifVer.

10. Die in No. 14 angegebenen Ziffernwerthe von [tt] können benutzt

werden» um den wahrscheinlichen Fehler der einzelneu Beobacbtnngssahlen
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in No, 11 zu fluden. Man versteht hierunter bekanntlich eine Zahl^ in Be-

2Uj^ auf wolclie zwei Pertiouen von entgegengesetzter M<M"!int)g mit gleicbem

Grade von Wahrscheinlichkeit zu wetten berechtigt sind, dor einp. daüsd^r

Fehler jeder einzelnen der zum Grunde jrclegten (sieben) heohntbtftpa

ruittleren Flugzeiten nicht grösser, der andore, dass er nicht kleiner sein

könne, als jene Zahl, weiche man ,,den wahrscheinlichen Fehler*' nennt

Bezeichnet man mit m die Anzahl der zam Grnndc gelegten £ins«lz«bkn

(hier 7 Flugzeiten) , und mit die Anzahl der im Problem yotkonaieBdi«

OentUoten, (hier 2), so i«t der wahrscheinliche Fehler %

S= 0,67450 .y^-^^= 0.074Ö0 .j/^
nod eodeiin für

Hypothese L g es 0,OOeN9,

II. 0,601»,

„ III. 8= 0,00277,

„ IV. f= 0,00273,

V. g=«0.00t7«,

„ VI. § = 0,00209,

Ziffcrnwerthe , \v(klic begreiflicherweise sich eben so rangircn, wie die

entsprechet! il( II von [ff].

17. Wenn man beachtet, liiiss aus dem in den Nummern 4 und 5 be-

sproclienen Versticlie geuttu dieselbe Kangirung der drei verschiedene!

Lufiwiderstaadgesetze

:

das Newton^sche,

des Piobert*sche,

des cnbische,

hervorgeht, wie ans dem tn den Nnmmem 13 his 16 beschriebenen Veisiisii

so mnss diese UebereinstiniBrattg grosse Berohignng nnd Befriedigung ge

wthren. Die Art der Zeitbeohnebtnngea in beiden wer total verschieden.

In dem ersten Versnche fanden die Zeitbeobnehtnngen ans freier Hand

statt, in dem «weiten durch selbstregisCrirende Apparate. Dasa in der An-

ordnung der von den geschicktesten Künstlern gefertigten Apparate, sowis

in Betreff der Sorgsamkeit derAnsfÜhmng der Beobachtungen Alles aufge-

boten war, was guter Wille und Sachkenntniss ftirderllch erseheinen liesseo,

braucht kaum veraichert zu werden. Wenn nun trotz der angedeutete«

Vorschiedenheiteu iu beiden F/lUen dieselbe iian^nrun^^ als ]ie:suliat her-

vortrat, so besteht angenscheiniieh mindestens eine grosse Wahrscheinlich-

keit, da^s (iie angofiilirto Art der Kan^^'irung in derXatnr flor Sache sell:>tlu -

gründet sei nml es tritt mithin für künftige dcrartiirf N'riMichedie Ni-rhwen-

digkeit hervor, bei der Heranziehung der vcrsciiiedenen Formen der zu

präfenden Luftwiderstandgesetse in eine eben so grosse Ausdehnung einzu-

gehen. So viel kann man aber wohl schon jetzt mit ziemlicher Sicherheit

behaupten, dass aucli das Piobert^sche Oesets der Wahrheit und WitkUeh-
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keit noch nicht nnhe genn^ kommt, nnd daat in dieser Besieünng die Hypo-
thesen IV, V and VI vorsnsiehen sind.

Hierbei lit nnn snoMehst zu belebten, deaa die Lnftwideratandgeeette

mit einfachen Potenzen der Geschwindigkeit und gansem Exponenten fol*

gende Keihefolge ergeben:

Difforena

L W^Jv, %^Ofimb, 0,00013,

II. W^A\f, 5 = 0,00282, 0,00009,

IV. W^A^i 15= 0,00273, 0,00004,

VI. W=Av^, 5= 0,00269.

Bildet man liicrvou eine graphische Darstelhin«^, in welcher die Exponenten

von V (1, 2, 3, 4) flic Abscissen, die zugehöri«;cn Wcrtiio, von ^ aber die

Ordinateii Inldrn
,
so tritt mit {grosser Angenscheinliclikoit hervor, dasa das

Gesetz Äv^ bcreita wieder ein groHscrcs (5, als W =^ Av^ ergeben würde,

und daxs nutliin der wahre l'^xponent für v, wenn mau ein eingliedriges

Ge.set/. annehmen will, eine Bruchzahl sein würde, die zwischen 4 and 5 liegt.

Da jedoch sowohl alle zweigliedrigen Lnftwiderstandgesetze, als auch

die eingliedrigen mit gebrochenen Exponenten höchst listige Verwickelun-

gen in den an sich schon so sehr Tolnminösen Rechnungen ergeben, so wür-

den nur noch die Hypothesen IV und VI, nämlieh Wss^A^ nnd IFssaAv*

nr Wahl Übrig bleiben. Beide sind nun, wie die Ziffernwerthe von % sei«

gen, in Ihrem Werth nnr wenig verschieden, es bleibt daber das Oesets

Wss A%^ mU das. empfehlenswertbeste übrig, insofern die von ihm abgelei-

teten Formeln die einfacheren sind.

Ob diese Ansicht richtig ist , werden fernere noch snverlXssigere Ter*

suche entscheiden kdnnen«

18. In Bereif der ZnlKssigkeit oder Unsnlissigkctt des Oesetaes

Wsst A t;" ist noch folgendes anzuführen.

Es init mit immer grösserer Bestimmtlieit hervor, dass bei allen Ge-

schossen inFol^e der Umdrehung (sei diese wHlzend, wie bei excentrischen,

oder bohrend, wie bei Spit/geschossen der gezogenen Gescbfitzc) eine

iiebfmir (Hier (Irnrk cinl (' Krnft wirksani \\ ird, wclclte. dem Gest lios.s oiii He-

strelien mittheilt, iil er oder resjiective unter tii«' jefiesmalij^e lialinlan^n ntc

<ii's betreflendeu Punktes auszuweiclien. Von der sogenannten Uerivation

wird hierbei abgesehen. Es ist Sache der Rechnung, das (besetz für jenes

Streben aufzufinden und dafür einen passenden mathematischen Ausdruck

aufzustellen , welcher in der Anordnung der Rechnungen in angemessener

Weise zu benutaen ist.

Welches nnn immerhin die Form des Lnftwideratandgesetses sein mag,

welches man an benntten sieb entscbliesst, so sind dabei swei rersebiedene

Wirkungen sn betrachten: die Verschiedenheiten in dem Fortschreiten in

der Bahn nach der Jedesmaligen Biebtung der Bahntangente^nnd die Yer-

scbiedenheiten in der Abwetchnng aas dieser Babn nach Maassgabe, tbails

Mtoclirifl r. MMktiMlik Ph|«lk. Xt, 1. S5
,
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der Schwere, tlicils der Um d ichim dos GescUosses. Die Art und Weise,

wie alle Ermittplungon des Luftwidorötandgesetzos vor sich goheu, läuft

immer darauf hinaus, Bahnstrecken von bekannterLHnge zum Grunde zu le-

gen und die Ziffernwerthe derselben alsUrvariabelniodAsbeziiglicheGeMU

einzuführen. Dasjenige Luftwiderstandgesets» zu dessen Benutzung man

sich schliesslich entschliesst, wird immer schon der Art sein, dass es dem

Fortschreiten in der Bahn nach der Kichtung der jedesmaligen Bnhntnngente

von aelbat hinreichend entspricht und es kann dieser Ponkt bei der fer»

neren Betrachtung ausser Acht bleiben.

Andere ist es mit den Verschiedenheiten in dem Ausweichen des Ge-

sehosses ans seiner jedesmaligen Bichtang, insofern dies durch die Bchwers

bewirkt wird, und insofern die Verschiedenheiten des Luftwiderstandge*

eetses Verschiedenheiten in der IntensitKt dieses Ausweiehens bewirksa

können. Da aber ausser diesem eben besprochenen Ausweichen «uch noeb

dasjenige au berücksichtigen ist, welches durch die Umdrehung des Ge-

schosses hervorgerufen wird, so kann man beide Wirkungen 8Usati|nieo-

werfen und bei der Ermittelung ihres Gesetses au» praktischen SehiessTsr

suchen von dem Umstände absehen, dass sie aus dem Zusamuienwirkes

aweier an sich verschiedener Ursachen hervorgeben. In dem Ausdruck

des Gesetaes, wie es sieb unter diesen UmstXnden ergiebt, ist sodann der
|

etwaige Einfluss des Luftwiderstaudgesetxes auf die Ausweichung in dtr
|

Richtung senkrecht auf die Bahntangente implicite bereits mit eiugs»

schlössen.

Es leuchtet ohne Weiteres ein , dass diese ganze Ausoinnuiloi .sctzung

für jedes belicbigo Lullwidcistaudgebetz gilt, welche» utan für anweuti-

bar erachtet.

10. Die EDiiittf luu;^ des Lui lu iLlerstandj»'08etze8 ist in den heiden iü

dem \ üiigpn lespruclieuen Versuclieu in ihrem exj)erimt;nt<-lk'U Thrile

auf die Ikobachtuug der Flugzeiten für gegebene Langen der VlugbaiiQ i

begründet.

Es waren denselben niiswiirts mehrfacli Fallv(»rsnche voi anr'O'iau'roii.

bei welchen mnn für gemess<Mio FallUülieii die dazu gehörigen Flugzeit®

aus freier Hand beobachtet iiatte.

Herr Professor J. F. W. Gronau au der Realschule zu St. Johanu

ÄU Danzig hat die wichtigsten derselben in den Schriften der Nalurforscben '

den Gesellschaft zu Danzig für das Jahr IdOi einer sehr eingehenden und !

interessanten Kritik unterworfen. '

Die Resultate der denfallsigcn Untersuchungen waren indessen fttrdoi
|

hier vorliegenden Zweck nicht auHreicheud, weil die grössten vorgekom-

menen Geschwindigkeiten der fallenden Körper weit hinter denen der Ar»

tilleriegeschosse snrückbleiben.

Eine noch erheblichere Schwierigkeit jedoch liegt in dem Umstand«,

dass auf die Griisse der beobachteten Flugseiten der Grad der geistiges
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Bereitschaft des Beobachters einen so grossen Einfluss hat, so dags dieses

£Ienieut nicht allein je nach der Individualität des Beobaebters, sondern

nach je nach der ntigenblicklichen Stimmung des letzteren verschieden ist

und dass kein Mittel vorhanden ist, diesenEinflussinjedem einzelnen Falle

flcbarf an ermitteln und gehörig in Bechnnng sn stellen.

Ans der laufenden No. 4, welche die gleiebaeitigen Beobachtungen

sweier yersehiedener Personen Ton ungleichem Temperament^ angestellt

flir ein und dieselbe Serie yon Thatsachen, angiebt. gebt hervor, dass die

Unterschiede der beobachteten mittleren Flugzeiten yon dem einen Be*

obnchter gegen den andern bis auf den Betrag yon 0,15 Sekunden stiegen.

In den Fallyersuchen von Dr. Bensenberg im Michaelisthurme au Ham-
hnrg im Jahre 1802 hat letzterer den in Rede stehenden Fehler, welchen er

Fehler der Sinne" nennt, zu. 3,07 Tertien = 0,0012 Sekunden gefunden.

Reiche in seinen ähnlichen Versuchen in einem Bergwerksschacht zu Frei-

berg im Jahre 1832 giebt dietieü Fehler zu 8,76 Tertien = Ü,14ü0 Sekunden

an. Der Schreiber dieser Zeilen hat im Jahre IHöS die Gelegenheit benutzt,

für einen Beobacliter von grosser l'oliuno- mid uubezweifelter Gewissen-

batligkeit diesen „Fehler der Sinne" zu ermiiteln, indem er die Brennzeit-

ten Hnsserst sorgfältig gearbeitete Brennzünder einerseits auf einem selbst-

registrirenden chronometrischen Apparat, andererseits aber gleichseitig

durch Beobachtung aus freier Hand feststellen liess. In Mittelzahlen aus

jfl 20 Beobachtungen ergaben sich dann für drei verschied enc ZUnderUngen

die Brennseiten des selbstregistrirenden chronometrischen Apparates su

1,0130 1,0065 8,0400 Sekunden,

die des Beobachters aus freier Hand an

• 1,1100 2,1000 8,1250 Sekunden,

mithin Unterschied

0,0070 0,1015 0,0044 Sekunden,

als dasjenige, was vorhin mit dem Ausdruck „Fehler der Sinne'* beseieh-

net ist.

liier zeigt sich nnn, dass auch ftir einen und denselben Beobachter

der Ziflfernwerth dieses „Fehlers der Sinne'* nicht unter allen Umständen

derselbe bleibt.

20. Betraclitungcn dieser Art waren es, welche zu dem in No. 10 be-

sprochenen KntHcliluss führten, die beabsichtigte Beobachtung der Fingzei-

ten durch selbstregistrireode eleetromagnetisch - chronometrische Apparate

SU bewirken.

Die Ergebnisse der besüglichen Versuche sind in dem Yorhergeheaden

ansfUhrltch besprochen.

Gans abgesehen davon indessen, dass auch die Einrichtungen der

letsteren Art ihren Bodenken in Bezug auf Zuverlässigkeit unterliegen,

welche au beseitigen ein Geschäft fttr sieh ist, so ist durch den belgischen

Uiyor Navei seit dem Jahre 1051 eine Behandlungsweise dieses Gegen*

85»
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sttndes in Anregung imd in Gnn^ p^ebracbt worden, welche eine nugemeine

Förderung desselben in Aussicht stellt.

Statt nftnilkh, wie bei den zwei rorgenaanten Methodea» fttr bestimmte

SchusBweiten die zugehörigen Flugseiten zu measen, ermittrlt Major

Nayez die am Endpunkt jeder Schassweite, oder, was dasselbe ist, in be*

timmten Funkten der Flugbahn die zugehörige Geschwindigkeit des

GeschoMies. Er bewirkt dies, indem er das Geschoss durch swei Dratb*

gitter geben ISsst, welche in der Gegend des Ziels in knrzer EntferonngTon

einander anfgestellt, mit einem eleetromagnetiseben Appsfat in Veibioduig

steben , welcher durch die FallbShe eines Pendels die Zeit ergiebt, in der

der Raum zwischen den zwei Drathgittem von dem Geschoss durchlaufen

wurde. Man nimmt hierbei an, dass die Geschwindigkeit des Geschosicf

auf seinem Wege zwischen den beiden Gittern ohne erbeblichen Fehler fBr

gleichförmig angesehen werden dürfe. Der Quotient aus dem Abstsnde der

Gitter dividirt durch die beobachtete Zeit ist dann die gesuchte Gesehwis-

digkeit.

Nun ibt CS jedoch mit der blossen l>eobaclitnng der Flugzeit — »ci

dies, wie im ersten Halle, jenige luv die ganze Strecke bis zum Ziel,

oder wie im andern Falle für eine nur sohr kurze Strecke in der Gegend

de« Ziels — noch nicht abgemacht, sondern es handelt sich dnun noch

darum, für jedes zur Prüfung gezogene Luftwiderstandge.setz die Ziffern-

werthe derjenigen Constanten zur ermitteln, welche in dem, jenem Geseti

entsprechenden Ausdruck für die l\'<'lation zwisclien Flugzeit und durch-

laufenem Wege oder zwischen let/t(k ni und der Endgeschwindigkeit roi«

kommen. Die Arbeit besteht dann darin,

mittelst dfir Methode der Ideinsten Quadrate diejenigen Ziffern-

werthe der erwähnten Constanten aufzufinden, für wclctic diei

schliessliche Berechnung der Jj^lngzeiten oder bezüglich der Ge*

scbwindigkeiten zu den gegebenen Scbussweiten die kleinstmög-

lichste Summe der Fehlerqnadrate zwischen Berechnung und fit*'

obachtnng ergiebt

Diese Berechnung — angestellt fQr die Flugzeiten der ganzen Schusswei*

ten — ist besonders für mehrgliedrige Luftwiderstandgesetze eine nnertrig*

lieh mttlisame, weil die Ausdrücke, welche den Zusammenhang zwiscbra

der Flugzeit und der ganzen Sehnssweite angeben, nur durch eine zwei*

roalige Integration der Ansatz-Gleichungen erhalten werden und oft eise

lästige Verwickelung «eigen.

l'nvcrgleiclilicli besser stellt sich diese Angclcgenlieit , wenn man die

zweite Art der Benhnclituugen , niimlich die durchlaufeneu ]{;tume und

die zugehörigen, mittelst de« XnvP7/schen Apparates gefundenen Ge-

f?r!i\\ ijidjL''keiten aui Endpunkte dieser dnrcblaufenc'n llaume benutzt. Di''

Formcia iur diese werden ans den Grundgleicbungen durch eine nur eio-
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nialige Intej^ration gelunJen, ergeben viel einfachere Ausdrücke und ver-

nrsachcii daher viel weniger Mülic bei Jen Hcroeljuuii<^en.

Da PS zugleich den Anschein hat, dai»s diuüo lieobachtungon ganz be-

sonders i iiu r Prüfung iliror Zuveilfissigkeit und eines hohen (xrade^i von

Genauigkeit lühig gemacht wenicn können, so dürfte diese Art der Behand-

lungsweiso des in Rede stehenden GegenstanrJes für die Folge vorzugsweirfö

Platz greifen und die im Eingänge be£j>rocheae dadurch vollständig ver-

diängt werden.

In nenerer Zeit soll natnentlicb durch die Vorschläge des belgiechen

Lieutenant Herrn Le Boulengä eine namhafte YervoUkomnioung dex

in Rede stehenden Apparates bewirkt worden sein, worüber der 56. Bend

des Archivs für Art. u. Ing. Off. S. 180 nShere Aoakanfl giebt.

21* Dem Schreiber dieser Zeilen ist bis jetzt nur ein Beispiel bekannt,

in welchem der Naves^sche Apparat zur Ermittelung des Luftwiderstand'

^esetses benntst worden Ist. £s ist dies der in den Jahren 1801 nod 1802

bei Dresden angestellte Yersneh, welcher im 94. Bande jenes Archivs**

8. 24 beschrieben ist.

Man schoss nlnlich mit Granaten ans einem gesogenen 0 PfUnder auf

die drei Entfernungen von 28*, 328* und 028* nnd erhielt mittelst des

Naves*schen Apparates auf diesen Entfernungen die Geschwindigkeiten

on beaOglich 311,00*; 207,39", und 281,70*, wo das Zeichen m Meter be-

dentet. Betrachtet man den Punkt, welcher der Entfernung von 28F Ton

der Gesehtttamlladang entspricht, als den Anfangspunkt, so hat man
Anfangögcächwindigkeat =5 811,00™,

Geschwindigkeit fttr die Entfernung von 200^: 297,38"*,

», » » ,, „ 000^:281,70-,

eine Anordnung des VersnehS| welehe fiberaus ortheilhaft ist. Durch

Combination dieser drei Elemente su je sweien erhält man hieraus, wenn

man allgemein unter

c die Anfangsgeschwindigkeit,

i dtii durchlaufenen Rauui,

V die Endgeschwindigkeit

vorsteht, folgende drei Fälle, alles in Metern verätauden;sc V

800 311,00 21)7,38,

ÜOÜ 311,00 281,70,

300 'i07,;<S -.'S 1,70,

welche nun zur Prüfung mittelst der Methode der Ideinsten Quadrate gans

geeignet sind.

22. Beseichnet man, wie oben in No. 12, mit

M das Gewicht des Gesehus^es,

g die Beschleunigung der Schwere»

den Luftwiderstand,
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so biuJ dio Giuudauaatz-Glcicbnngen bekanotlicli

vdv .-ig _

ds M

8etzt man sodaon für die Terschiedpiicn zu prüfenden LuUwiderstandgeseUe

n. W= Av' (Newton),

m. >r= Jv» +i vj (Piobert) , wo r«

?X* ^f,' (die V. der No. 12 füllt hier tm),

VII. lf'=^v^

vm. Är«^tr«,

80 ergiebt sicli dareh aogemefseoe 8ubatitation und einmalige Integretioe,

und für

M ^

I. «—
IL log not e— UtgnoAvs^Xtf

III. (ojr ««/ + 7)- iog not(1 4. =

IV. i—VC

vn.

GleichnngeD, aas welcben augenscheinlich die erforderliehen ForoielB

zur Berccbnung der Endgeschwindigkeit v ans der gegebenen Anfang^^
tiehwittdigkeit c und dem dorchlaafenenRanme s durch einfacheUmatellons

aehr leicht erhalten werden. «

23. Man erkennt sogleich, dass in allen diesen Gleiohnngen auf dar

linken Seite abgesehen von dem bekannten r immer nnr die Anfangsge-

schwindigkeit nnd die Endgeschwindigkeit rorkommen, welche beide dnreh

die Beobachtung bekannt, also gegeben sind. Anf der rechten Seite kommt

überall nnr der Bnehstabe X neben der bekannten Entfernung 9 Tor, so dass,

wenn man Behufs allgemeiner Behandlnn^ das jedesmal links stehende, mit

(9, und das rechts neben s stelicmle tnii bezeichnet, die Form

erscheint, wo die zusammengehörigen Wertbe von ö und s bekannt sind

nnd ß der einzige Unbekannte, is-t.

Bezeichnet man «odaon fUr jede einzelne Yoraussetsang des Luft-

üiyiiizea by Google
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widentaniics in sich und für die am Ende der No. 21 sni^egebeaeii drei

Fülle die susAmmeDgehörigeu Wertbo von B nod # respeetiye mit

lo wie 0,^1 + ö„5„H-0,„% mit [Os] und + 5u*ii + %*ui »"»^ [**Ji so er-

gieht sich der beste Ziiernwerth für ß nach den Lehren der Wabrsehein-

liebkeitsreckiiQag aas

24. Fahrt man nnn fttr jede der in No. 22 angegebenen hypothetiseh

mnegesetsten Lnftwiderstandgesetae die Berechnung Yon ß ans, nnd be*

foehnet man sodann damit fttr die in den Ko. 21 aufgeführten 3Fftlle ans den

für 1 nnd e gegebenen Ziffemwerthen die angehörigea Ziffemwertbe von v,

so erhiüt man durch dies« Bereehnnng:

Hypothese V| Vm

I. 2My85 281,70 282,73

IL SOfi,QQ 281,70 283,09 Newton

HL 205,84 281,70 283,14 Piobert

IV. 295,60 281,70 283,30

VL 205,34 281,70 283,00

VIL 204,00 281,70 283,75

anstatt der wirklieh

beobachteten 207,38 281,70 281,70.

Berechnet man sodann für jede dieser 0 Hypothesen in sich und fürjeden

der 3 berechnctcu Wcrtho von v die DitTerenz zwischen dem heiocliuoten

und dem beobnchteten Wei the von v und bezeichnet man diese Dilioreuz

mit C, 80 bat man beispielsweise für llypothese I

=— 1,03; fu= 0; 1,03.

Krhebt man sodann diese Werthe von s ins Quadrat, addirt die so erhalte*

nen Zahlen, und bezeichnet das K( >^ultat

so ist dieses [scj die jSumme der ir'ehlerquadrate , und man erhält dafür

in dem Falle *

L [^^ 1
— 2,i2woJr=s A V

IL l««J= 3,67 W^At^

IIL [st] = 4,45 W=Av* {\ + ^

j

IV. [f*]= 5.42 W=Av^
VT. 7,79 W=^Av'
VIL 10,35 W=A\x'
25. Der Sinn dieser Anwendung der Wahrscheinlichkeitsrechnung ist,

wie schon oben erörtert, der, dass diejenige Form des Luftwiderstandgo-

setses im Vergleich an einer andern wahrscheinlich die bessere sei, bei

wfleber die S|nmme der Fehler^uadrate [ss] kleiner ist, als bei der andern.
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Von den hier zur Prüfung gezogenen Luftwiderstandgeaetzen würde also

dasjenige das (wahrscheinlich) beste soin, für welches die Summe derFeh»

lerquadrate [es] die kleinste unter allen ist. Dies trifft bei der Hypothese I

zu, für welche t= 2,12 kleiner ist, als irgend einer der nachfolgesdea

ähnlichen Ziffernwerthe, Hiernach also wJbre

die panendste Form des Luftwideistandgesetaes (unter den hier aar PrII-

fnng gekommenen) nod die anderen daranf folgenden

wären schlechter und immer sehlechtert je mehr der PoteniexpOnent tob

V steigt.

Dies stimmt nun gmns nnd gar nicht mit allen früheren Versnchen,

welche jemals nnd irgendwo angestellt worden sind. Immer will man, im

Widerspmche mit dem soeben gefundenen Resaltat, gefunden haben, dasi

der Exponent der Geschwindigkeit grösser als 2 angenommen werden

mtlsse nnd bei den in dieser Abhandlung erörterten, in Prenssen stattge-

habten Versuchen ist man sogar auf noch grössere Exponenten, respective

sur Ziffer 9, 4 und noch darüber hinaus, hingelangt.

Es müssen also nothwendi«^cr Weise entweder die hier inRede stehen»

den Dresdener Versuche oder die anderen unzuverlässig gewesen sein. Für

die Entscheidung kann nur vuu einer gi üssercu oder j^l i inneren Wahrschein-

lichkeit die iicde sein und diese spricht entschieden gegen die Dresdener

Versuche.

Um dies noch näher daizuthun, beachte man, dass die Form des Luit*

Widerstandgesetzes

also der rotonzexponcnt 1 für V sich nur im Vergleich zu dou übrigen bis

jetzt zurPrüfung gezogenen Formen als der passendste erwirscn hat, indem

die ilim outsprechende Suuiuic der Fehlorquadrate kleiner ist, als die

«Ion übrigen Gesetzen zugehörige, dass aber hierdurch noch nicht die Mög-

lichkeit ausgeschlossen ist, dass Potonzexponenten, welche kleiner alalsiod,

nlclil eine noch kieinere Summe der Fehlorquadrate geben könnton.

20. Setzt mau zum Behuf einer solchen Prüfung in den Formein VXII

der No. 22 nach und nach n» 0,9 ^0,8; 0,7; 0»0} 0,5; so erhält man
für n

0,0 • — » = 1,1 . Ä . 1

0,8 c*««— v«= l,»a,*

0,7 — vW-si^a.i.*

Fohrt man nun hiermit die Berechnung fiir jede einielne Horisonlal«

reihe in sich , sowie in No. 33 und 25 durch, so erhält mau, wenn der bes-

seren Uebersicht wegen nach die in No. 24 bereits aafgeftthrten Resaltsts
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wiedwmn mit herangeaogen werden, fUr die Summen der FeUer^nadrate

fdlgende Ziffern

fUr

Ätr

mm V 7.70

0^42

4,45

Al^ 3,67

Av 2,12

A^^ 1^

A^
A^ t,Ö.

Uier ist n-m ersichtlich, dass auch der Poteuzexponent l noch nicht die

kleinbto Sumtno der Fehlerqnadrate crgiebt, sondern dass dazu nocli klei-

nere. Zahlen nöthig sein winden. Dies spricht jedoch so sehr gegen allo

VValirscheiniichkeit , da.ss es nicht der Muhe lohnt, diese Rechnungen fort-

zusetzen, und mau 8cheint zu dem Urtbeil berechtigt, dass irgend ein an-

gimstiger Umstand die Dresdener Versuche beeintrUcbtigt haben miU8e,aDd

dais dareb dieselben der vorgesetzte Zweck nicht erreiclit worden ist.

Man wird also diese Versnche fortsetzen müssen, und dabei alle nur

mögliche Sorgfalt anzuwenden haben, nm die nnTermeidiichen Fehler naeh

Möglichkeit gleichmässig zu vertheilen.

27. Welehe Rücksichten dabei zu nehmen und welche Anordnungen

dalftr stt treffen wXren, darüber behält sich der Verfasser dieser Zeilen eine

weitere Aenssening für einen passenden Zeitpunkt noch ?or.

Spandau, Mai 1800.



Kleiiiere Mittheilungen.

XXZIV. Heber die Summen S sin [p-^ xq) und £ cos (p x^)
9 0

und Yavwaiidtei. Von Prof. Reusch, (Hiomi Taf. iv, Fig.

§. 1.

Dnrcli Beiziebnng elDiger Begriffe ans der Lehre too SehwerpQokt

lassen sich die bekannten Formeln für die obigen Summen in einfacher

Weise ableiten. Ich betrachte (Fig. 7) ein Polygonstfick abede^ dessen

gleiche und gleich schwere Seiten einen Kreis vom Halbmesser OAta ihren

Mitten oderSchwerpunkten AyB^C,,,* berühren« nnd anche zwei Ausdrücke

fiirdas MomentdesPoljgonstückesin Beziehung anfeine beliebige durch0 ge-

hendeAchse OJT. Ein ersterAnsdrnck i8ta6 + +
BB^ ... die Abstünde der Punkte Ay B .,. von der Achse sind. Nach einem

bekannten Satz ist aber das ^lotnent des Polygon Stückes auch gleich dem

Product aus der Projoction at dos Polygons auf die Aclise iu dcu Halbmes-

ser OA des einbosclirieUonou Kreises. Setzt man aber 0^4=1,80 bedcaten

die Grössen AA^^ B ... die Sinusse der Winkel XÖA^ XOB^ XOC...>

welche, wenn der erste = />, nnd AOB=^BOC. . » =q gesetzt wird, der

Keilie nach die Wcrthe p, p 'j
, ; -|- ^ V • • •

i
4* •^^<7 erhalten. Da ferner

ab= 20a»sm ist, so wird der emte Ausdrack für das Homeut zu

»
20tt .sin \ q£sin{p'{- s //).

0

Die Projection des Polygons ab,,*e auf die Achse hat den allgemeuieo

Ausdruck

Oa(eo9aOX^eo8eOX)=iOa [cos {p — i?)— co*(p+ xg + J v)]

und dies ist, weil mit 0A= l zu multijiliciren ist, um das Moment zu er-

halten, das Moment selbst. Durch Gleichsetzuug der beiden Wcrthc

erbaU man •

0 % .in (p+ X9)= ^''-M- t^' + t-^- +
' 0 '-i sm 4 q

. j .^ .d by GüOgl
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SulIiI man ebenso das Moment dos PolygonstUckes in Beziehung

auf eine Achse O i\ welche senkrecht auf OJC steht, so ist der erste Aus-

drack dafür

2 Oa . sin ^ q Seos ip-\-xq)\

der sweite ist

«I (sifieOX— 161 a0JT)« [«Ml (p+ «9+ i?) ^ ««n (p~ 4f)),

woraus

S) Ico, (p+ + - *^ - *

Die eben entwickelten Formeln bat M.Koller in einer Arbeit ttber die

Berechnung periodischer Naturerscheinungen*) angewendet, um die Werthe

gewisser Summen su bestimmen, auf die man bei Entwickelung der Bes*
sei*sehen Formel stttsst. Man kann sich aber auch die Aufgabe stellen,

die Werthe Jener Summen direct sur Anschauung zu bringeu , und es ist

vielleicht nicht ganz unnütz » wenn ich den von mir eingeschlagenen Weg
kuri bozciclino.

Die zunächst in Botraclit kuamiondcn Suiamen seien

£ sin {^p -\- r m =^ A , £ cos (p rmz) =^

^ £ [sin ip-tr m z)^'= 6\ £[cos (p +rms)J'=
2 it

in welchen ~ einen aliquoten Theil der Peripherie, r eine ganze posi-

tive Zahl und £ eine Summe bedeutet, deren Glioder man erhält, indem

mau m der Reihe nach 0, 1,2..., n — 1 setzt, so dass aibo £ nur Abkür*
m=: n -> 1

rang für £ ist
m = 0

In den Ecken 0, 1, 2,...« — 1 eines regulären n-Ecks (wo also n we-

nigstens = 3 ist) (Fig. 8) , denke ich mir je einen materiellen Funkt von

gleichem Gewichte niedergelegt} der Halbmesser des umschriebenen Krei-

ses sei SS 1; MX und ilf JT seien swei im Mittelpunkt sich rechtwinklig

kreusende Achsen, mit deren ersterer MXt der Anfangsradius Mo den

Winkel XMO^p bilde« Alsdann sind die aufeinanderfolgenden Winkel

JTifa, XMl , XM2 ...XM in 1)

der Bethe nach HR II

Die vonm= 0 bis m= n — l genommenen Summen
£ sin ( -|- tn z) und £ cos ( p -\-m%)

können nun, wenn man sich ihre Glieder mit den Gewichten der matciieJiüU

*) DenkschrUtM der Wiener Akademie I. Band, 1850, pag. 54.
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Pankte multiplicirt denkt, als Momente des Punktsystems in Bczichimi; auf

die Achsen MX und MF aufgefasst werden. Der Scliwerpuükt lUcr

n-Punkto liegt aber nothwendig iu M\ es siud daher beide bummou lur je-

den Wertl» von « der Null gleich.

Die Summen
H \sin (/> 4- m j)]*, Z [cos (p m z)]*

können, nachdem ihre Glieder mit den .Afnssea der Punkte multiplicirt sind,

ab Trägheitsmomente T^e und des Funktsystema für die Achsen JUS

und My angesehen werden. Das Trägheitsmoment ß in Beziehung anf

eine durch M gehende zu XMV senkrechte Achse ist aber, da all«

n-Funkte im Abstand 1 von M liegen
, gleich n maltiplicirt mit der ]i(aiM

eines Punktes. Bekanntlich ist aber*)

femer ist leicht in «eigen, dass alleseit

denn denkt man sieh die Aehse MX der Reihe naeh dnreh die Piukt»

Ot 1, 2 ... Ii* 1 gelegt, so erhält man n gleiche Trigheitsmomente , worani

folgt, dass dieselben auch fUr alle Zwischenaehsen denselbenWerth habes.

Es ist daher

Der letstere Werth wird aber, nach Unterdracknng des Masienfse*

tors , s I».

Im Bisherigen liegt also der Beweis, dass flir r» 1 und einen beliebi-

gen Werth von n, welcher grösser als 3 ist, die Besiehnngen bestehen:

4) ^= 0, £ = 0, 6 = \n, J) = ^n,

§. 8.

Um zu untersuchen , wie sich die Werthe der Summoa 3) geätaltcn,
|

wenn man für r der Reihe nach immer grössere Zahlen setat, hat man ov

an sehen, wie sich die den Winkeln

fi II n

entsprechenden Endpunkte 0,1,2 ... Oi^-l) und die daselbst niedergelegtes

materiellen Pankte auf dem Kretsnmfang grnppiren. Trifft es sieh, ds»

dieselben wtedemm anf die Ecken eines regulären Polygons an 11^
kommen, so gelten auch, so oft dies eintritt, die Relationen 4).

Hierbei treten uns aber sofort awei Fälle entgegen,wo die Groppirong

anf den Ecken eines regulären Polygons unmöglich ist, wo daher dii
1

Werthe derSommen 8) besonders au bestimmen sind. Der erste Fall ist der, i

dass r ein ganses Vielfaches von n, oder ras ITn ist, wobeiiTssl,

«) Ka ist ea£Mr*«2«t(a»+^»£M«*+ 'S«j^*
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2, 3 ... AlflclaDii ist die Differenz der anfeinaiider folgenden Winkel r —
fi

aslT. 2« nnd es fallen daher eile Punkte mit 0 iiuaninien. Man erhältjetst

und fSr p SS 0,

A^Oj B^n, CzszOj Dssn,

Der zweite Fall ist der, w o n gerade und r ein ungerades Viel-

fache« von ist. Nun wird

wo as=0, 1, 2 .... Diesmal fKllt die eine Hälfle der Funkte (0, 2,4 ...) auf

0, die andere H&lfte (1 , 3, ö...) auf den der 0 gegenüberliegenden Punkt.

Die Wertke der Summen 8) sind

i^=:0,

J?= 0, C=n*i«»p, D= ncos*p-^

und p = 0,

^= 0, B=0, 6=0, ß= n.

§.4.

Die aeeha Kreiae der Fig. 9 seigen, wie z.B. fUr rsT und rsi bis 0,

die 7 Punkte 0, 1, 2 ... 6 immer auf die Ecken eines regulären Siebenecks

tu Hegen kommen, und es bat wohl wenig Schwierigkeit, einsusehen, dass

das Aoaloge stattfindet fUr den allgemeineren Fall, wo fi eine Primaahl ist

und r =s 1 bis n ~ 1 gesetst wird. Die Oroppimng der Punkte selbst an-

langend, kann man Folgendes sagen; filr r =1 und rssn-^l legen sich die

Punkte direct auf die Ecken des n-Ecks, im ersten Falle reehtslftufig, im

zweiten linksliufig ; für ein swiscbenliegendes r legen sieb die Punkte in

die Spitzen eines r-tourigen Sterns von n- Zacken, oder kürzer ciucs r.tou-

npjen n- Zflcks. Von r = 2 bis r = | (n — 1) sinil die Sterne verschieden

n ull Maasagabe der Sehnen 02, 03, 04 u.s. w. im ersten Kreise, kehren aber

von r ~ \ in -f- 1) bis r = w — 2 in dei^elhen Form wieder, so das« lür r und

;/ — r ihre Gestalt dieselbe, die I^agc der Punkte f^'leicher Nummer aber

entgegengesetzt ist. Bei der in Fig. 0 eingehnUeiien Darsteüungsweiso

kann man auch sagen, die zweite Reihe von Giebtalten sei das Spiegelbild der

ersten tfit MN als Spiegel. — Für r= n-f l , «+2, ...r = 2;< + l,2n4-2

Q* SL w. kommt man immer wieder anf dieselben Gestalten wie fUr J,

2, 3 indem hierdurch nur einfache oder mehrfache ganse Touren ein-

geschoben werden, wodurch die Stellung eines Punktes von gegebener

Nummer nicht verändert wird. Diese letitere Bemerkung gilt auch fttr da«

Folgende.

Sind II und r relative PrimsaUen (t. B« rb8 24, r «5, 7, IJ) so kern*

men die Punkte anf die Spitien eines r*tourigen n-Zaeks an liegen. Ist aber

üigiiizea by Google
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r ein Factor von so dnss n = vr, so legen sich die Punkte auf die Ecken

eines r-tourigen v-Eckö. Ist z. n.n= 24, so cnthült diese Zalil die Factoron

12,8,6,4,3 und die Punkte legen sieh für r — 2, 3, 4, C, 8 auf die Ecken

tlcH zweitourigen Zwölfecks, des dreitourigen Achtecks u.s.w. HabeDend*

lieh II und rein gcmeinschaftlicheftMaaRS fi, sodais n= vft^ r=pfi, so legen

«ch je fi-Punkte in die Spitsen eines ^-tourigen v-Zacka; fi« ffir n^tA
ludrasQist fi= 3, v = 8, ^ = 3; für r= 10 i8t|is=2, v= ll, ^= 5.

Schliesst man daher die in §. 3 beseielinetett Wertbe ron r ans, to

kommen die n Punkte alleseit entweder einseln oder in gleicbalbiig«!

Gruppen anf die Eeken eines regnliren Polygom anliegen. Die 8 am*

men 3) in §• 2 haben lomit fflr alle Werthe von r, welche nickt

ein gansei Vielfaches ron n sind, oder, fflr ein gerades «i

nicht ein ungerades Vielfaches von \n sind, die Werthe
^ssO, Äc=0, C=4n, i^fis^n,

§.6.

Bei der Entwickehing der Be8sel*sehen Formel kommen noch die

nachfolgenden Summen in Betracht:

£ sin rmz . sin Qtnz^ S
3*>'») 2 r in z . cos qmz ~ F

X cos r m r . cos Qtn z = G
^

wo die Symbole «i, z dieselbe Bedeutung wie früher (§.2) haben und

r und ^ gauxe positive Zahlen sind. Durch leichte Umformung erhält maa

£= ^£cos {r — q) mz — J Z cos {r -\- q) m r,

Fbs J£ sin (r -\- g) mz 4 sin (r — m z,

G = ^£ cos (r-f Q)Tnz cos {r— q) mz.

Von den drei Grössen £, G ist hieriinch nur anbedingt der Null

gleich, weil nach den Formeln 4), 5), 6) nur Z sin rmz für alle Werthe yon

r verschwindet. Die Grössen E und G sind nur Null, wenn nndr—

f

nicht Vielfache von n, oder fttr ein gerades it nicht ungerade Vielfaehe tod

' sind. Die gewöhnlich angegebenen Belationen

J?£=0, i^=0, GxssO

sind daher nur unter der beseichneten Voraussetiung richtig.

Tübingen, 29. Decomher 18Ü5.

XXXV. Ueber die durch Flnorescenz hervorgerufene Wärmt»

Strahlung. Von Dr. Vici ou Piiihue, Professor a. d. Univcrs. Prag.

Es ist wiederholt die Fraj^c gestellt worden: ob durch Fluoresceni

auch strahlende Wärme erzeugt werdeV und es haben Studnicka (Wien.

Akad. Ber. XLIY, 2, p. 289) und Fürst Salm - Horstmar (Poggd. Aao.

XOIlI,p.54) dieselbe im bejahenden Sinne beantworten su mflssen geglaubt

Insofern als sichtbaren Strahlen Wärmewirkung«n ankommen » Ist es im
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Grumlo iiborflüssig, jene Trage zn stellen, da c& feststellt, dnss duvch Fluo-

rescenz solche sichtbare Strahlen eiilsttilion, von denen man weiss, tlass sie

thcrmoskopisch \\ irk.sain sind. Es kann sich sonach nur um die Frage li.m-

dein, ob durch i* luoreseenz auch dunkle, d. h. solche Wärnie.strahlen

entstehen, deren Wellenlänge grösser ist als jene der äussersten reihen •

ßtrahlenV

In dieser Richtung habe ich nich bereits vor nenn Jahren mit der

Frage zu beschäftigen angefangen , konnte jedoch zu keinem genügenden

Hesultatc kommen* Ich schrieb jedoch damals die Ursache des MtBalingent

meiner Versuche dem in der That sehr unvollkommenen Apparate in, ttber

den ich verimgen konnte. Seither in den Besitz besserer Apparate gelangt

und nnter günstigeren Localverhältnissen nahm ich die Unteraachungen

on Neoem anf, nnd die Ergebnisse derselben bilden den Gegenstand vor*

liegender Mittheilang,

Es schien mir der beste Weg, die Frage an entscheiden, der sa

sein, dass man das Licht der Sonne oder einer künstlichen constanten

Lichtquelle snerst durch ein durchsichtiges Dir dunkle Strahlen

aber uadurchgXngiges oder wenigstens nur wenig durchgängiges Me-

diam hindurchleitet, dann auf die freie Oberfläche eines fluoresci*

renden Stoffes fallen lässt, und die thermeskopische Wirkung der surflek-

geworfenen Strahlen misst. Kehrt man dann den Vorgang um, indem man

das Licht suecst auf den fluoreseirenden Stoff direet wirken lässt, und dann

den reflectirten Bändel , bevor er das Thermoskop trifft, durch dasselbe ffir

dunkle Strahlen undurchgäogtge Mittel wie frfiher hindurclileitet, so mttsste

man, wenn durch Fluorescena dunkle Strahlen entstanden sind , im sweitea

Falle eine Verminderung der thermoskopischen Wirkung beobachten.

Ist nHmlich a die Menge der leuchtenden , d jene der dunklen Strahlen

im einfallenden Lichte, so i.st die 3Icnj^G der ans der eingeschalteten Platte

nustreten<lcn Strahlen beziehungsweise «s und ßd. Durch liellexioii gehen

dieBC Mengen über in qas xxwX q ßd. Es soll nun durch Fluoresccnz cino

neue Quantität leuchtender und ilunk 1er Strahlen entstehen, und zwar durch

die Strahlung «,v i^ie Menge fus leuciitender und f* as dunkler StraLli ii;

durch die Stralihiii;^ ß<l die Menge f" ß<l dunkler Strahlen. Die. gcsamiate

Strahleumenge, welche auf das Thermoskop wirkt, ist demnach:

M ^= as + ßd {u + f") + fas.

Fallt das Licht direet auf den tluorescireuden Stoö', so erhalt man im

reflectirten Lichte die Strahlenmenge ^s und (i'c/in Felge der blusson Re-

flexion; durch Flnorescenz kommen hinzu die Mengen f$ lenchtcnder und

s dunkler Strahlen von Seite der eiufallenden Strahlung S] ferner die

Menge f'd dunkler Wftrme.strnhlen von Seite der Strahlung €f. Gehen diese

Strahlen durch dieselbe Platte -wie früher durch , so . treten aus derselben

aus die I^Iengen (p + f) sichtbarer, und ßd ((f + + ßf 9 dunkler •

6trahlcn,so dass die auf das Thermoskop-wirkende Strahlenmenge sein wird:

. j .^ d by Google
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jir««*{^ + + Pd{^' +n + ßr»>
Es ist daher

J|f'= ^'»(«— jj)

oder wenn /}a 0, d. h. das Medinm für dunkle Strahlen adiatherman wire:

Ich stellte nun die Versuche sowohl mit dem Lichte der sogenannten

liocatellischen Lampe als auch mit Sonnenlicht an. Da jedoch die

Stralileniiitensität bei Locatelli's Lampe so gering war, dass keine be-

merkbaren Fluorescenzorsclieiuungen anftraten
,
legte ich auf die durchans

negativen Resultate dieser Versuche, trotzdem ich mich zur Messung der

Stromstärken eines sehr emptindiichen Spiegelgalvanometers bediente, kein

besonderes Go\viclit und benutzte bei den weiteren Versuchen nnsscbliess-

licb Sonnenlicht. Aber aucli bei diesem sliisHt man auf erhehlicbo Schwie-

rigkeiten. Xaniuntlich ist es die durch die verschiedene IJoho dtT Sonne

und durch die Verftndernngen im Zustande der Atmosphäre bedingte Ver-

änderlichkeit der Strahlung, auf welcbr* man sorgOiltin^ Ilücksiclit nehmen
muss, wenn man sich keinen Täuschungen aussetzen will. Ks werden da-

her nur solche Versuche brauchbare iiesuitate liefern können ^ die in der

Nähe des Mittags, also bei constanter oder sehr nahe constanter Sonnen-

höbe, nnd bei möglichst wolkenlosem nimmel angestellt wurden. Die Ver-

anche wurden in der Art ausgeführt, dass man das durch einen Silber-

nann'sehen Heliostat horizontal in das Zimmer geleitete 89nnenlicht mit-

telst eines sweiten Metallspiegcls in eine für den Versuch geeignete gegao

den Uoriaoat geneigte Bichtung brachte. Das Tom Metallspiegel reflectirtn

Licht wnrde von einer in einem Metalischirme angebrachten Quarxliuee

oh siemlieh grosser Brennweite anfgefangen nnd auf die heiUnfig in den

Focns der Linse gebrachte freie Oberflftche einer £norescirenden Flftstig-

keit geworfen. Diese letstere befand sich in einem flachen Schillehen swi-

achen awei Metallschirmen, welche mit Oeffnnngen snm Durchgänge der

«infallenden and refiectirtcn Strahlen Torsehen nnd in geeigneter Weise

aufgestellt wurden. Die Thermosäule war an der der Wärmequelle snge»

wendeten Seite mit einem knrsen cylindrischen Ansatsrohre eiaehen»

and gana nahe an der Oeffnnng des hinteren Schirmes so anfgestellt»

dass sie den reflectirten StrahlenbQndel möglichst yollständig aufannehmen

vermochte.

Zur Strommessung diente ein gewöhnlicher Thermo -MoltipUcator von

Silberdraht mit gut estatischer Nadel. Ein dritter Schirm diente dain, die

einfallenden Strahlen nach Bedarf abzuhalten und wieder xusnlassen; der*

selbe befand sich zwi.wchen der Quarzlinse und dem vorderen durchbroche-

nen Schirme. Anfanglich breitete ich die iluorescircndc Flüssigkeit in einer

dünnen Schicht auf einer matten (^Insplattc aus, später zog ich es vor

dieselbe in ein Uhrschiilchen zu giesht ii. E» wurde jedesmal dafür Sorge

getragen, dass der i iUssigkcitsspiegcl jene Uöho hatte, bei welcher der re*
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flpctirtn Stralilenbtitidcl vollständig zur ThnrmosKnlo go]nn|:j(Mi konnte. Ais

Zwischoniilatte diente zumeist oine gcscliliffone iu Kork j^'-fassto Alaun-

plftttc von beilfinfig 2 ArilUni. Dicke; nnssor dlcsor vcrsnchto ich aueli ein

dankciviolettes GIrs, welches keine rothen ^Strahlen durrliliess, so wie auch

andersfarbige (grüne, blaue und braune) Gläser. Als fluorescirende Flfi«;sig-

keiten kamen ein ätberiMh-'alkoboliscber Autsug von Epheublftttcrn (Cblor-

Ophyll-Lösang) und die von Kochleder ans Aesculin dargestellte, pracht-

voll ffoth flttoresetrende Substanz (Rochleder^sAescul in -Roth) in Anwendung.

Beieicbnet man wan die beiden Stellangen der Zwiachenplatte mU vor-

dere nnd bintere, je naebdem sie im einfallenden oder reflectirten Lichte

•ieb befand, so ergaben sieb folgende Beenltate:

A, GbloropbyU-Lftiimg,

Vers. 1) Alaunplatte vorne Ablenkung 10*

ti hinten lOP

Vers. 2) tf vorne
hinten

Vers. 3) „ vorne

» hin ten 13^

Vers. 4) Violettes Glas vorne 20»

hinten

B. Bochleder' s Aescnlin-Roth.

Vors. ö) Aiaunplatte vorne Ablenkung G"

II hinten if "

C. Matte Glasplatte.

Vers. 6) Aiaunplatte vorne Ablenkung 3'

„ hiDten n ^*

Et war sonacb bei beiden flnoreseirenden Fllisslgkeiten

die thermoskopisobe Wirkung des reflectirten Bttndels die*

selbe, mochte die Zwiscbenplatte im einfallenden oder re-

flectirten Strahle sieh befinden. Da nun kanm angenommen wer-

den kann, dass in allen FlÜten m=»ß gewesen sei, nm so weniger als eneh

Itung. verschiedenfarbiger Glasplatten die Resnltate dieselben

blieben, so erhellt, dass, wenn auch nicht behanptet werden kann, dass

abfiolut gar keine dunkleWÄrmestralilung durch Fluorcscenz

errep^t wurde, dieselbe doc Ii jedenfalls so gering war, dass sie

keirio mcsNljaro th e rm q 8 k o pi s c h e Wirkung hervorbrachte,

dass also, wenn nicht/" =-0 genonnnon werden will, dasselbe doch jcden-

falla einen nur sehr kleinen Werth haitcii kann. Icii nioehte mich indesson

In den meisten Füllen für die erstere Annahme, d. h. für f -^o oiit«rhoi-

den, aw beim Chlorophyll könnte die Sache vielleicht zweifelhaft sein, in-
^

Xdtacbrin r. Miillienallk Ii. Phytik. XJ. t. 80
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Bofern das f einen von Null versebiedenen, wenn «ncli tehr kleinen Werth

haben könnte. Untersoelit meo nftniHek die ZummnieneetenDg der durch

riuorcsccnz entBtelienden Misetifarbe dnrch prismatische Analyse, so gebt

die bic-UtbAre Strahlung bei allen mir bisher bekannt gewordenen fluoresei*

rendon Stoflcn nicht bis an die finsserate Grenze des Roth, bei manchen

Stoffen kaum über das Orange, seiton weiter als bis in die Nähe derFraun-

liofei 'sehen Linie C\ es ist also nicht zu ei\\;iitoii, dass «liinkle .Siraldcn

von gröbserer WelleulMnge als die äussersteu rothou iu merkbarer Intensität

auftreten werden.

Ich habe übrigens ausser den eben angef ührten anch einelleihc anderer

Versuche ausgeführt, hei welchen ich die Zwischenj)latten gNnxlich wo^j-

liess, und die thermoskopischen Wirknn^^en, welche sich ergaben, wemnlas

Lieht von einer Glnsplattc retlectirt wurde, mit jenen zu verjzlcirlj mi >,uc1u?,

welche erhalten wurden nl.s die Kellexion an der freien (H)eiriache von

Was.ser, Aetherweingeist , Kochleder'a Aesculin-Koth oder Chloro])hyll-Lö-
j

«ung ert'ol^'te. Die Zusammenstellung des Apparates blieb wesentlich die-

selbe w ie früher, nur wurde unmittelbar hinter der rctiectirenden Obertläclie

die mit dem konischen Reflector versehene Thermosftnle in* geeigneter Stel-

lang angebracht. Ich erhielt indessen auf diese Weise keine brauchbaren

Beaultate und würde die ganie Sache auch nicht weiter erwübnt haben, i

wenn mir dabei nicht ein Unatand bemerklich geworden wkre, welcher

den Schlttasel sor £rk1fining der von Studnicka erhaltenen Resultate

nbsQgeben vermag. Bringt man nämlich ein Scbälcben mit Aetherweingeist

oder Chlorophyll -Lösung vor die Thermos?iule , so entsteht in Folge der

raschen Verdampfung eine starke Abküiilang der Müssigkeit, in Folge weW

cber sieb eine Strahlung von der Thermosäale snr FlOssigkeit einstellt,
^

welche für sieb allein die Nadel des Multiplicators nm 5 bis 0^ abatilenken

ermag. Setst man eine CbloropbjU-LOsung in dem Apparate der Bonnen*

Strahlung ^tta* so sind die ersten Ansschlllge ans dem eben angegebenes

Grnnde stets sn klein, ttberbaupt nnregelmlssig, weil die Verdampfnsg

nicht immer gleich rasch vor sich geht. Lftsst man aber die BestrahlaBg

längere Zelt dauern, so geht die Hultiplicatomadel oscillirend Immer

mehr Aber die Grense des ersten Ausschlages hinaus und erreicht endlich

eine bleibende Ablenkung, welche bedeutend grtfsser ist, als der ersteAus-

schlag. Blendet man Jetst die einfallenden Strahlen ab, so kehrt die Nsdel

nur sehr langsam surftck und bleibt iXngere Zeit um einige Grade abge-

lenkt, eine Strahlung Ton der Flttssigkeit aui SHule anaeigend. Es ist also

keinem Zweifel unterworfen, dasa hier eine starke Absorption von WiroM-

strahlen und in Folge davon eine ErwXrmung der Flttssigkeit stattgefandea

hat. Gleiches, wenn anch In geringerem Grade findet auch bei Röchle-
der*s Aosculinroth statt. Ich glaube daher nicht xn irren, wenn ich an*

nehme, dasa bei Studnicka's Veranchcn, bei welchen eine diinne Behiebt

Chlorophyll -Lösung auf Glimmer aufgetragen und eiutrockneo gelassen
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«

wulde, etwas AehnlicUes stattgcf'nndon habe. In der'IMint, al:« ich eiiieGIftS"

platte, auf dor sich eine oiiigetroikiu tn Chlnrophyllschicht befautl, in meinen

App«ratbr<ii ljto, beobachtete^ i( Ii ;j;onau dieseil>i u Krscheinnngcn, Avolche an

der Löaang wahrzunehmen waren. Auch ist die Ditterenz der Ablenkun- imi,

welche Studnioka erhielt, so gross, dass wenn der von ihm benutzte Ap- .

parat diesellie Empfindliebkeit und denselben Scalen wcrth gehabt htttte,

wie der TOD mir angewandte, dieselbe einer Strahluogüdifferenz von mehr

als 10 Pct. CDtsproeken haben würde, dabei war die Cblorophyllschicht so

dann , daes keine Flnereseeni bemerkt werden kennte. Ich glaube daher

aiebt, data bai meinen Veraaehen, bei welchen eine «ehr alark fluoreaeirenda

FktMigkeit and ein, wie ich vermachen mnac, empfindlicherer Apparat in

Anwendong kam, eine so bedeatende Venaehmng derStrahlnng anbemerk-

bar geblieben wXre»

Dass die Ton Sa Im- Horstmar (a. a.O.) angefahrte Ersebeinong

auf eine dnrcb Absorption bedingte Erwärmung hinauskommt, glaabe ich

ebenfalls mit Oewissheit behaupten an können, (Wiener Akod.)

XXXVI. lieber ein neues akustisches Experiment. Von Prof. S tkfan.

Tönt eine Platte so, dass sie mit vier im lixen Centrum zusammenlau-

fenden Knotenlinien in vier Abtheilungen schwingt , so haben jo zwei ge-

genüberliegende Abtheilangen der Platte zur selben Zeit Bewegungen in

derselben, zwei neben einander liegende Bewegungen in cntge(,'cngesetzter

Kichtnng. Es gehen also von den verschiedenen Stellen der Platte gleich-

seitig Verdttnnnngen und Verdichtungen der Lüft ans, die durch Interferenz

sich sehwiichen, weshalb der Ton dor Platte wenig intensiv ist. Er wird

aber stirker, wenn man Uber awei gegenüberliegende Abtheilangen die

Hknde hlUt oder einen ans awei recbtwinklichen Seetoren bestehenden

FVeher aus Pappe. Wird dieser tlber der Platte gedreht, so htfrt man ab-

weehselnd den Ton ansehwelUn and verlüschen. Man kann so einfach die

Schwebungen, das Trillern nachahmen.

Je rascher man den FMcher dreht, desto schneller folgen die Sehwe-

bungen auf einander, bis sie endlich nicht mehr nnterschleden werden kdn-

nen. Dann verschwindet aber zugleich der Ton der Platte und an seine

8tcl!e treten zwei, oiu höherer und ein tieferer, die um so melir vom primä-

ren Tone abweichen, je schneller der Fächer gedreht wird. Bei einer

Platte, die den Ton /i*, gieht, wurden bei zehn Umdrehungen in der Se-

kunde zwei Töne eih.iltou, luilie au und Ingen.

Sind die Sect«)reu gioHser (»der kloiuer als die Abtheilangen der IMnlto,

so hört man auch den primären Ton mit. Meistens erttcheiut dor hühero

Ton als der Intensivere.
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Anstatt den Sohirm vor der Platte an drehen, kann man aueli die

Platte vor dem Schirm drehen, auch letiterea weglaaeen nnd nur die Platte

aUein drehen. Denn hei einer vor dem Ohr langsam gedrehten Platte liSrt

man den Ton ahweehselnd ansehwellen nnd Terldsehea« Daaielbe ist hei

einer Stimmgabel der Fall. Diese, in rasche Drehung versetzt, gieht diC'

selbe BiTseheinung. Man kann auch eineResonaosrtthre vor die Platte oder

Stimmgabel geben und dieselbe drehen , oder aber Platte oder Stimmgabel

vor der Besonansröhre rotiren lassen.

Lässt mau oino runde Platte in sechs, acht Abtbeilungen schwingen,

so zeigt Bich dasselbe Phäuumeu, wenn mau i aclicr mit drei, vier Sectoren

verwendet. Ein 1 .icher mit vier Sectoren vor einer Platte, die in vier Ab-

thciiimgen schwingt, gedreht, zeigt das Plwmomeu nicht, ebenso uicht

ein Fächer mit zwei Sectoreu vor einer Platte mit sechs, acht Abtbsi»

lungen.

Die Versuche wurden an der Bchwuugmaschine, an der Drehbank mit

verschiodenon Platten, Stimmgabeln und Fücliern gemacht.

Die Erbclit inniig kann auf folgende W - iso frklärt werden. Die in

Folge eines constnnten einfachen Tones erzeugte Bewegung in einem mit-

schwingenden Körper kann dargestellt werden z. B. durch die Formel

a sin 2nnty wenn n die Schwingungszahl des Tones; a ist die Amplitude.

Aendcrt sich diese mit der Zeit, so ist sie ebenfalls von der Zeit i abhängig-

Aeudert sie sich periodisch, so dass n Perloden auf die Sekunde kummeo,

SO kann man im einfachsten Falle a durch a sin 2nnt ersetzen, worin «

constant ist. Es Ifisst sich nun in asin2Hnisin2nnt das Product der

Sinus auflösen in die Cosinus der Differenz und der Summe der beiden

Winkel, welche awei Ausdrucke dann einfache Schwingungen repra-

sentiren, gehörig an Tinnen von den ßchwingnngsaablen n — nnd

» + »'.

Dieser trigonometrlMdien Zerlegung obigen Ausdruckes entspricht hier

ebenso die reale Zerlegung in awei Tdne, wie in den Erscheinungen der

Drehung der Polarisationsehene des Lichtes einer analogen trigonometri-

schen Zerlegung die des einfaehen Strahlet in awei drcnlar polarisirie

entspricht.

Die hier heohaehteten Tüne bilden eine nene Art von Oombinations*

tönen , indem mit dem primlbren Tone der Rhythmus der Unterbreehoag

nach Summe and Differena sich comhinirt.' üm diese Töne durch einen

eignen Namen von den andern an'nnterscheideu, könnte man sie etwa

Interferenstöne nennen. (Wiener Akad.)

ZZXTn. Beitfige rar genaueren XenateU» der Geeetie der flee-
resceni'Enoheinnngen. Von Prof. Dr. PrEBBB in Prag.

1. Die Fluorusccuz errcgeude Eigenschaft ist uicht blos auf dtS
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brec&banteii Stnililen des Sonoeiitpeetnims betehränkt, aondera ei k9a-

wa SiMhlen von jeder WellenlKnge im Allgemeinett Fleoreteoni erregen.

2. f'fir jeden bestimmten Stoff giebt es eine bestimmte prlsmetisebe

Farbe, in welcher die Flnorescenz zuerst »nftritt, so dess eile weniger

bfeetitnrcn Ffirbon als diese keine Fluoreteenx hervorbringen.

3. Selten nur ist diese Farbe auch zugleich diejenige, welche die inten-

sivste Fluoresccuz erzeugt, ineiatens sind es die nächst breclibareren Htrah-

leu, aber iuimer wieder für einen bestimmten Stoff bestimmte .Strahlen.

4. Wenn Stmlilen von bebtiinniter Farbe, also von beatimmtcr Wellen-

länjE^n nnd SchwingungsdACier, Fluoreücenz in einem Stoße erzeugen , so

entstehen nicht nnr überhaupt Strahlen von grösserer Schwingung^sdauer

als jene des erzeug' twlrn Strahles, sondern es sind die durch Fluoresccnz

entstellt II 1(11 Strahlen tür jeden Stoff immer dieaelben, welche Öchwin-

gungsduuer auch dem erzeugenden Strahle zukommen mag.

5. Die Wellenlängen der dnrch Fluorescenz erzeugten Strahlen gehen

nicht immer stetig in einamler über, sondern es zeigen Kich mitunter

Sprünge, so dass Strahlen von gewisser Wellenlänge nicht zur Entwicklung

kommen, in welchem Falle das Spectruoi der Fiuorescenzfarbe von dunklen

Bändern durchzogen wird; auch diese Erscheinung ist von der Wellenlünge

(Scbwingnngsdauer) der erzeugenden Strahlen unabhängig.

6. Immer sind unter den durch Fluoreäcenz neu entstehenden Strahlen

diejenigen die intensivsten, deren Wellenläjige derjenigen der Strahlen, in

welchen die Fluorescons snerst nnftritt, entweder gleich ist, oder doch nahe

kommt, in diesem letsteren Fall aber stets eine grössere ist, als die der

Orense des Beginnes der Fluoressens entsprechende.

7. Bei Stoffen y welche in Lösung flnoresdreni hat, insofern dieselben

in verschiedenen Ftflssigkeiten löslich sind, mitunter das Lösangsmlttel

Eioflttss aüf den Charakter der Flaorescens, so dass in verschiedenen L9-

sQogsmitteln gelöst, derselbe Stoff in verschiedener Weise flnoreseirt. Bei

demselben Lösangsmtttel hat die Coneentratton der Lösnog nnr aaf die In-

tensitüt der Flnorescens Einflass, IXsst aber den Charakter derselben nnbe-

rttbrt Ueber nnd unter deijenigen Coneentration, welche dte^lnorescena-

Ersebeinnngen am Intensivsten macht, seheint die Intensität der Flnorescens

in allen Partien des Spectmms, in welchen sich dieselbe überhaupt ent»

wickelt, nahestt in demselben Verhftltnisse absnnebmen, so dass sie bei

der sehwftehsien EntwiekluDg nnr noch an den Stellen des Maximums
deutlich erkennbar bleibt.

6. Das Zusammensein eines fluoresclrendeu Stoffes mit anderen flno-

rescirenden oder nicht flnorescirenden Stoffen hat sehr verschiedenen £in«

fluss auf den Charakter der Flnorescens desselben; In manchen Fällen er-

leidet derselbe keine Veränderung, in anderen Fällen dagoi:;('n wird der-

selbe giinzlich verimdert. Sind mehrere fluorescirende StotVe miteinander

gemengt, »o entsteht eine zusauimeugebetzte Fluorescenz, deren Farbe im
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diffbaen Tages* oder direeten SonaenUehte sehr Tersehieden Min kann,

trotsdem otet« dieeelben Stoffe mil einander gemengt sind. Wena die Ter*
'

Mhiedeneo StofiFe mcht verHndernd auf ihre Flaorescenzen einwirlcRn, lässt

Bich eine derartige znsaniinengcsctztß Fluorüsccnz stets in die einfackea

Fluorescenzen derjenigeu Stoffe, welche ia der Miscluuig enthalten siud,

auflüseu, uiiil iiuoforn kann mau durch Fliiorescenz das Vorhandensein

gewisser Stoffe in einem Gemenge verschiedener Stoffe erkennen, im gegen- i

theiligou Falle aber nicht,

9. Es gieht Stoffe, welche durch Zusatz von Säuren, und solche, weldie

dnrch Zusatz von Alkalien stark fluorcscircnd werden; in dieöen Fälleo ii»t

es gleichgültig , welche S.'lure oder welches Alkali angewendet werde, der
j

Charakter der Fluorescenz bleibt stets derselbe*). (Nur Chlor - und Jod-

wasserstoffäüare machen eine Ausnahme, insofern sie die Fluoreiceu '

aerstören.)

10. Das Licht kiinsLlichcr Liciitqncllea , oder solclies, welches durch

farbige Äfedien gegangen ist, bewirkt mitunter Verschiedenheiten des Fluoi es-

cenz- Charakters verglichen mit jenem im Sonnenlichte, insofern Beginn

und Maximum der Fluorescena auf andere Stollen ala im Sonoenapedran

fallen kdonen,

Zttsam III L'n hang zwischen. Fluoresconz und Phosphoresccnz.

Es musste für mich von Interesse sein, die Phosphorescenz - P^rschei-

nuügen, welche sich an den Schwerdverbindungen verschiedener Erdmc-

talle in so ausgezeichneter Weise entwickeln, ebenfalls inden Kreis meiner

Untersuchungen einzubeziehen, und ich.verwendete zu diesem Behnfe ver-

schiedene Priiparate, die tiieils Ton Albert in Frankfurt a« If«, siioi TheÜ

on Lenoir in Wien herrUiirten.

Projicirt man das prismatische Spectram auf einen derartigen phos>

phorescirenden Körper, so sind die Erscheinungen dieselben wie bei fluorcs-

circnden. Die Fhosphorescenz beginnt bald in den sichtbaren, bald in

den ultravioletten Strahlen, knra bei verschiedenen Präparaten in verschie-

denen Gegenflen des Spectrams; sie bat ebenfalls ein Maximum (bei einigaa

Stoffen fand leb auch swei Kazima) und die Farbe des Phospboresceni-

liehtes ist in der ganaen Ausdehnung derPhospboreseena erregenden Partie

des Spectrams dieselbe. Analjrsirt man ein auf einen derartigeo Körper

projicirtes Linearspectrum durch ein Prisma, so erhltlt man ebeofalb eia
|

abgeleitetes Spectrnm, welches der Hauptsache nach genau dasselbe An-

sehen hat, wie das eines fluorescirenden Stoffes; nur Usst die unebene ranbc

*) Dieses Verhalten Ist {,'c\vis^rrma«»en analog demjenigen farbig darobsichtigcr

Mtdii n, welche ihre Farbe durch Zusatz von Säuren oder Alkalien vcrllndern. Aiub

bf i diesen ist die resaUireude Mischfarbe ouabhäogig von der ifatur der aageeetsfeea

Süure oder ikise*
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Oberfläche diosoi Körper kein reines Spoctmm zu, es wird stets viel I>iclit

uiiiegelnuissig zerstreut, weshalb es auch nicht möglich war, mit Sicherheit

zu erkennen, oh .sich nicht auch Iiier <1as Annlogon mit der znsaminenge-

set^ten Fluoresccnz linde; ich vermutlie indessen, dass bei einigen der von

mir nntersuchten ^^toffe etwas derart der Fall sei. Der pnn/.e Anblick, den

oin phDKpbnrescireiKicr Körper im ]irisninti5Jcben Spot ti um darbietot , ist so

vollstfindi^ i]( i s(11m', wie hei einem Huorescirenden , dass man ans diesem

Atiblick allein durchaus nicht entscheiden könnte, ob man es mit einer

Phosphorescenz oder einer Fiuorescenz zu thnn habe; der Unterschied der

beiden Erscheinungen liegt nur darin, dass die Fiuorescenz sogleich ver-

•ebwindei, wenn man das einfallende Licht abblendet, während die Phos*

phorescenz in diesem Falle fortdauert, aber in ihrer Intensitftt rasch ab-

nimint; dabei gestalten sich wieder die Erscheinungen genau so, wie bei

einer flnorescirenden Flüssigkeit, bei welcher man die Concentration bis

mm Vertchwindcu der Fluorcscena abfindert. Zuerst wird das Phänomen

an derSeite des Beginnes und im Ultraviolett nnmerklich und bleibt solcttt

»nr noch an den Stellen des Maximums bemerkbar. Auf diese Weise

»cbeint mir die Behauptung von £. Becqnerel, daea Flnorescena nnd

Phosphoreseens sieh nur durch die Dauer unterscheiden, indem die erstere

sait dem Aufhören der eneugenden Strahlung sogleich erlischt, tetstere

aber noch fortdauert, vdllig begrandet (Wiener Akad.)

UXVJiL Hoher eine neue Xefhode, die Langen te IdelitwelleiL tn

menin. Von Prof. Stefan.

Lisat man auf eine (^uarssHule mit parallel aur optischen Aze enge*

achliffenen FiKchen Licht fallen, welches unter 45** gegen die optische Axe
polarisirt Ist, so theilt sieh jeder Strahl in den ordentlichen und ausser-

ordentlichen, die parallel ans dem Quarz austreten, wenn die Flächen des

Ein- und Anstrittes parallel sind. AVcrdcn die beiden wieder auf eine ge-

meinschaftliche Schwin-jun^srii htung gebracht, so löschen sich alle jene

Strahlen aus, deren Ganj^untinschicd eine ungerade Anzahl halber Wellen-

längen beträgt. Breitet man das Licht in ein Spectrum aus, so erscheinen

in diesem schwarze Intorferenzstreifen , um so zalilreicher und feiner, je

dicker die Quarzsäule ist. Der Gangunterscliied zwischen zwei Strahlen

läsüt bich aus der Dicke der QunrzüÄule und den Hrechungsquotienten rech-

nen nnd zwar sehr genau, da man von letzteren nicht die absoluten Wcrtbe,

sondern nur die Differenzen braucht. Der doppelte Gangnnterschied divi-

dirt durch die Wcllcnb-inge ist für jeden dunkli n Streifen eine ungerade

Zahl und zwar für jeden folgenden gegen Violi tt liin um zwei Einheiten

grösser. Aus der Anzahl der Streifen von einer Fra unbofer 'sehen Linie
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hin zu einer andren kann man die Wellenlänge der leUteren rechneu, wenn

die der ersteren bekannt ist.

Um eine Wollonliinge dircct, unabhängig von einer andern zu bcstim-

nioii, muss mau den Gfingnnterschied fiir die belreffeude Stelle des Spec*

trnms snccessive vergrüsseiu oder verminderu. Ka tritt dann eine Waiidp-

rung der luterferenzstreifen ein. Aus der Anzahl der durch das I üilcn-

krenz prewaodertcn Streifen und der erzeugten Aendernngf des Gangunter-

schiedes kann die Wol!pn];in«>o für die fixirte Stelle gereclmt f werden. Die

succüSäive Aenderun^'^ ^lea Gangunterschiedes könnte dni cli das l'eberoin-

anderschieben zweier (^Mmrzkoilr' erziolt werden. Ein solcher Apparat stand

nicht zw Gebote. Es wurde viehaehr folgende 3fethode angewandt: Die

Quarzääulc ward aus ihrer gegen die einfallenden Strahlen senkrechten

Lage langsam herausgedreht, dadurch der Einfalbwinkel, also auch der

Ganguntersobied zwischen dem ordentlichen und ansserordentlidieii Strahl

BQccessive Tergrössert und die gleichzeitig durch das Fadenkrew gewander-

ten Streifen wurden gezählt. Da auch die mit der gemessenen Aesdemiig

des Einfallswinkels eingetretene Aenderung im Gangnnterschiede gereeh*

net werden kann, so hat man die Daten, die man aar absoluten Bestimmang

der WelleniMnge der fixirten Stelle im Spectrum braucht.

Für die Wellenlängen derF raunbofer'sehen Linien B^C^D^ß^F^G^B

wurden folgende ü&afalen gefunden: 6878, 5271, 4291 , 8050 in

Zebnmillionsteln des IfiHimeterB. Diese Wertbe stimmen sehr genau liher-

ein mit den ans den Bengnngsphänoraenen feiner Oitter abgeleiteten und

sind dadurch angleieb ein Beweis für die Richtigkeit unserer Theorie der

Lichtbeugung* (Wiener Akad.)

Fehler in Schldmilch*« fünfstelligen Logarithmentafeln:

8. 150, Z. 14 T, O. (Ocwlclil eines Litre Luft) i-t stult

1,21174» zu setzen l,iW^743.

ti. 44, Z. 1 V. o. in der sa Cot^'. liTircnden DifFerensentafcl

statt 47,1 lies 37,1.
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Literaturzeitung.

Kecensionen.

Das ^esen der Wärme. Versuch einer neuen Stoffanschauunp: der Warme
mit vci jj'lcichciulor Bolrnclituii;^ der übrigen jetzt ^M'hrhucliliehen

Wärtuetlieorif n. .In allgemein fah&liclier iJart,telluTi;; von Dr. Paul
Efis. Zweite bedeutend vermehrte Auflage. Lc'iyzi^t C^uaudt &
liiindel. 1805. 103 S. 8.

Die erste Auflage dieser Schrift erschien im Programm des Mainzer

Gymnasiums von 1863 — 1864. Da dieselbe im Buchhandel häufig verlangt

wurde^ entschloss sich der Verfasser, dieselbe in erweiterter Form als selbst-

ständiges Werk herauszugeben. — I^ie Anzahl der Versuche, aus molectt-

larj.hysikalischeD Hypothesen die Eigenschaften der Materie BU erkllCren,

hat in den letsten Jahren in bedenklicher Weise überhand genommen ; doch

kann man nicht sagen, dass durch diese Fülle dfr Literatur wesentlich nene

Gesichtspunkte au Tage gefördert worden wttren. Von der Mehrsahl die*

ser Schriften, welche in der Regel der dynamischen Wftrmetheorie huldigen

und ohne hinreichend sichere empirische Grundlagen Hypothesen Uber die

Bewegnngiformen der KQrper* nnd Aetheratome aufstellen, welche den Kr*

seheinnngen der WSnne, der Elektricitüt, des Magnetismus entsprechen,

nateraeheidet sich der erliegende Versach wesentlich dadurch, dass er für

die Hypothese des Wirmestoffes-in die Sehranken tritt, indem der Ver-

fasser den freien, d. h. nicht durch die Anziehung der ponderablcn Atome
in deren AetherhUllcn gebundenen, Aether mit der Wärme und die

Dichte des freien Aethors in den Intortnolccularräninen mit der T c m -

}) e r a t u r identificirt. Der Verfasser bemerkt .selbst in der Einleitung zu

seiner Schrift, dass eine derartijrePIypothese nur dann das I')iirgorrecht in der

NaturforscluHig beauftprnchen kann, weun die Ersclieinnngen ans dersolhen

auf dem exactcn Wege iTiatliomatischer Schlussfol^rernnii^en alt^M'Ioitet -vver- •

den. Lrider nberhat der Verfasser diesen Weg nicht bt ti « icu, sondern sich

nur der aiigemeiucn Verständlichkeit willen a\if die „Erklärung mit Wor-

ten'* beschränkt. Sehen wir also, wie weit es demselben auf diesem Wege
gelungen ist, seine Aufgabe zu lösen.

LiU«l«r.ic.d.ZeiUchr.f.M.iJ^u.Ph,..Xl.l. 1
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Wenn es bScIi gpg^enw&rtig um die Widerlegung der dynamitclten

Wftrmetheorie und tun die Dm Icgung oiiier Hypethete ioi Sinne der «toff*

liehen Natur Her Wärme Ijandelt, so wird sich ansre Anfmerksamkeit ni-

turgemäsH dainuf zu richton li;ibeu, w ie : ich die fraj^liclu" Ilypotliose den-

j('5ii^n-n Kibclioimiugi'U gej^t'iiiiber verhalt, welche mit Recht uUFundaincn-

talcj.schciriungf« d<*r nioclinuisciien Win nicthcoi ic belrachtet werdt'ii, und

welche derselben, als uucrkl u liar im Sinne ib-r älteren Theorie, dn>> jetzt

ziemlich niibestiiitene Ut'berj;c\v lebt ü!»or letztere vpi ^cliallt li.iben. AU

solcheFtindfimentalerscheintinj^en sind naiucntliLb zu bczeicbiu u du* vuu

Joule nachgewiesene Thatj>aehe , dass ein ohne Arbeitsleistung sich ex-

pandirendes Gas seine Temporatni* nicht ändert, die Versuche von Rum-

ford, Davy, Joule u. s. w. über die Erzeugung von Wärme durch liei-

bnng ohne Verminderung der WÄrmecapacität der geriebenen Kdrper, die

Erscheinungen der Strahlung und der Absor])ti<>n der WärmestraUleii iB

ihrem Zusammenhange mit den Erscheinungen des Lichts.

Was znnMchst die Erscheinnngen der Wärmr>strablung betrifft, ss

äussert sich der Verfasser darüber in dem Kapitel tiber SonnenwSrme (S.)})

folgendermassen: „Wftrme, Glnth ist frei werdender Aether; die Sonns

„stösst also fortwilhrend nach allen Seiten Aether aus. Aether aber ist

„wegen seiner nach allen Riclitnngen ausstrahlenden Abstossnng absohto

„Elektricität. Wenn nun in einer.ßeihe elastischer Kugeln, die einander

„berfihren, die erste einen Stoss erhftlt, so bleiben alle in Ruhe nnd nnr die

„ letste fliegt mit einer der Stosskraft entsprechenden Gesefawindigkeit fort.

EbeuHo ist der Weltraum mit Aether angefüllt, dessen Atome sich awsr

„iiicbt dirpct berühren, aber mit ihren Abstossungfistrahb n , die ja unend-

„lieb dicht iiobon oiiiaiider liegen, in einander greifen. . . Ka nm»»>eu dem-

„nach, wenn die Sonne uns aufgeht, Acthcrulouie in unsere Atmosjdiäre

„hincingesc bleudeit weiden, ohne dubtt der Aether des ^V(dtl aum.s vermoLrt

„wird; es sind ja nirht die von dor Soime nnsge.NtiabUe», siMidein die unse-

„rer A tuio.spbün* näclisten -Vtoiue, ut^leh«* iti dieselbe eiiidrin;.'<'ii , \\ aliroiiii

„sie durch jene ersetzt werden. ..." lioim Dnrchleson die.sor 6telie u»u«

CS scheinen, als seien dem Verfasser die Erscheinungen der Inturl'erenz und

I'olarisntion der Wärmestrahlen, welclie beweisen, dass die Wärme «ich wi«

das Licht durcii Transversalwellen fortpilaust, und Uberhaupt alle Hrscbei*

nungcn , welche dor Ansieht, das» Wäi nteerzcugung und Erieuciitnng nur

Terschiedene Wirkungen derselben Aetherwelleu seien, allgemeinen Eiu-

gang verschafft haben, gänzlich unbekannt geblieben. Das ist jedoch nidit

der Fall. In einem späteren Kapitel (S. 00 n. ff.) werden nämlicE die Be-

siefaungen «wischen Wärme nud Licht ausfährlich besproehen nnd auf8.9B

wird insbesondere die Interferens, Brechung, Doppelbreehnng nnd Polari«

aation derWärmestrahlea erwühnt. Die Durchsichtigkeit und die Diatbar*

manität derKörper denkt sich derVerfasser von ihrem Geftige nämlich von

demVorhandensein mehr oder minder sablreicher Aetberkanäle*' swisehea
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denK5rperatomeii abhüngig, welche sowohl den trunBrersalen Aetbevsebwtn*

gungco des Liehts, a1i den longitudinslen Impulsen, welche in der oben er-

lUnterten Weise die Wilrme fortpflanzen^ den Dnrchgang g(>Ktatt^n. „ Wena
„mm dio liclitbildondo Qn^rliewegniig eines Aotberatoms voruiehtet wird,

,,80 wild im Allgfincim u die wäimcbildonde Läii'jsbewpgung des Atoms

„demselbon SL-liicksnl nntorlif j;''". da die jodenfnils voriindcrt« Bcschnfton-

,,beit des Aethfi kanals auch auf dif Ict/ti're von Wirkun^^ sein niuss" (S.rtö).

' Ks sind daher dir T/ichtstrableii im AUgemoinen iiiinicr mit \Varme.strah]f>ii

couildiiii t, oder ein Körper, weltdnT für cino (iattmii: von TJchtstrahl«'n

dnrcbsicbtig ist, ist auch für eine entsjHechendo Art von Wslruiestralilon

diatborman. Wie uKmlich die Farben des Lichts dnrch ihre WelleolMuge

Tersehieden sind, sonntersclieiden sicli die Wärmearten dnrch rine bestimmte .

Ornppuranjf der wirksamen Aetberstrahlen (8. 70- ^^'uhreud demnach im

Allgemeinen jedem Lichtstrahl von bestimmter Wellenlftnge eine gewisse

Wärmeart entspricht, giebt es andrerseits dunkle WHrmestrahlen, denen

keine Lichtstrahlen entsprechen; ein undiirchaicbtiger Kdrper kann diatber-

man sein, „denn dio breite Qüerschwingttng des Lichts kann dnrch den

„Widerstand der Seitenwttnde eines Aetherkanals vernichtet werden, ohne

„dass die LftngsBchwingnng auch sofort erloschen sein mttsste** (S. 04).

„ Finden sich in einem durchstrahlten Körper mehrere Ktebtungen mit sahl-

reichen rogelmftssigen AetherkanJIlen , wie es bei den das Licht doppell

„ brechenden Krystallen der Fall sein mnss, so kann doch eine doppelte

„Brechung der Wirme, ja sogar eine mehrfache Brechung derselben ans

„ diesen Grfindcn ebenso gut fttr die nicht combinirten Strahlen stattfinden,

„ wie sie die combinirten mit dem Lichte gemeinschaftlich erfahren" (S.OO).

Der Verfasser scheint hicii also vorzustellen, dass es in einem Kalkspaih-

krystall Uberhaii])t nur zwei Richtungen gebe, in denen sich Licht- und

Wärmcstrahlen f'ortidlanzen können, und dass eluKrystall, in welchem

,, Aetlierkanäle*' in drei Kichtungcu vorhanden sind, das Lieht dreifach

brecdien wtirde! ,,Sind mehrere I*latteu so gelej^t, dass ihre Aetherfäden

„parallel sind, so können die aus der einen Platte tretenden Strahlen unge-

y,hindert durch die zweite gehen; kreuzen sich aber die AetbcrfUdcn, so

„mtissen die WHrmestraiden bei der ersten Platte von der zweiten absor-

„birt werden** (8,99). Diese Proben aus dem Kapitel der VV^irmestrah-

lung werden ^^onögeu, Um sich ein eigenes IJrtheil über die AnschannngS'

weise des Verfassers su bilden. Wir bemerken nur noch, dass der Gedanke,

die ' Witrmestrahlen durch Longitudinalwellen au erklären, nicht eben

neu ist.

Was sweitena die Erklärung derWürmeerscheinungen hei Compressioa

und Expansion der Gase betrifft, so wird der Hypothese gemllss dnrch Com*

pressiott der im Gase enthaltene freie Aetber verdichtet, somit Wilrme er^

sengt, umgekehrt wird durch Expansion derselbe verdünnt, oder das Gas

abgekQhU. Beim Einströmen der LafI in einen leeren Kaum (S. 37) „ ist

l*
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„der letster» schon mit Aetber von der Dichte des Aether« der freien Ud«

„gebung gefüllt , der swar bei der EiDatrömong in Bewegung gesetxt wird,

„aber sogleich surückatrömen mues, wenn hinter ihm ein weniger dichter

„Aether nachfolgt.** Es wärde aber aus dieser Anschannngaweise offen*

bar folgen, dass bei Verkleinerung oder Vergrösserung eines leeren Kannies

genau ebenso viel Wärme eraengt oder verbraneht wttrde, als wenn derselbe

mit Luft von beliebiger Dichtigkeit gefüllt wllre, wfthrend hingegen die Er-

fahrung lehrt, dass die erseugte Wftrmemenge der geleisteten Arbeit, •

also der Dichte der comprimirten Luft, proportional ist«

Die Wfiruieerxeugung durch Keibung endlich erklärt der Verfasser

uucb der im Sinne der Stofi^heorie üblichen Weise dadurch, dass darch An-

uiihoiuui^ der Theilchon des geriebenen Ivürpers eine Verdichtung des

Actlicrs uiid ein Uebergang dos <;ol)undotH!n it» freien Aether statttitiile

(S.43j. IlaUc. der Verfasser die von iliin citule Abhandlung von Uuinford

hiiulirt, so wür<ie er gefunden haben, wie liinnford diese Erklirunj,' wi-

derlegte, iiifleu! er nnchwies, dass die Wärmecapaeität der {geriebenen Kör-

per durch die U irkniig nicht verändert worden war. Des Versuches von

Davy, bei wclciiom durcli Keibung zweier Ktästücke im leeren Kaum aod

in einer unter 0** erkalteten Umgebung Wasser, also ein Körper von grös-

serer Wärmecapacität als die geriebeuen Körper, eraeugt wurde, erwähnt

der Verfasser an dieser Stelle gar nicht und in einer späteren Stelle (&.135)

erkllirt er denselben durch die Zusammendrückung des Eises, wobei Wirme
frei werde, während doch andrerseits die Stofi'theorie den zum Uebergang

in den flüssigen Znstand erforderlichen Wärmeverbrauch dadurch erkliit,

dass Wärme ge.bundeii werde. — Zur Erklärung der von Joule ange-

stellten Versuche ttber Flüssigkeitsreibung sagt der Verfasser (8.44): „Dis

„FlUssigkeitstheilchen werden mit Gewalt an einander gepresst, dadurch

„Aether verdichtet und so die Wärme erhöht; oh die entstehende Wärme»

„menge wirklich unbeschränkt sei, darüber belehrt uns kein Versuch aus*

„reichend ; sclir gross kann dieselbe sein, weit die Menge des gebundenea

„Aethers im Verhältniss au der des freien sehr gross ist; eine der Arbeit

„ verhältnissgleicbe Menge mnss es sein , da in allen Fällen swar etwas Ar*

„beit zur Näherong der Körpertbeilchen verwendet wird, der weitani

„grösste Theil aber immer die Abstossung des Aethers Überwindet, nlso

„denselben verdichtet, und /uar mu «o mehr verdichtet, je mela Kraft au.-

,,
gewendet ^ ird. "... „Ob die beiuiuteu Wasser- und QuecksilbermasscD

,, nach den \ ersuclien in demselben Zustande waren, wie vorlier, darüber

„stehen mir keine Ati;;al)en zw Gebote. Zweifelhaft ist es; docli li^^'t di«

„Möglichkeit vor, da.ss dabei die AemUrungen durch die spater wieder von

Aussen eintretenden Acthcratouie beseitigt wurden. " Leider liegen in

C*uiii>ten des Verfassers keine Erfahrungen darüber vor, dass Wasser nnd

(2ueck.>ilber dnnh Keibung ihre Wärmecapacität ändern, und wenn dnvuu

die Üode ist, das« die Zustaudsändorung durch später wieder von Auwea

Digitized by Google



Literaiurseitang, 5

eintretende Aetheratome beseitigt werde, so hcisst dies, in die Hypotbeie

des Verfassers ül»i'rsetzt, nichts timlercs , als da«« die durch Reibung im

Cahiriineter erzeugte Wärmemenge den Umgebungen aer Flüssigkeit, tl. i.

den Gefiisswiiiulen, cntzot::('n werde. "Wenn der \' erfrtsser von der Art, wie

Joule die Versuclisreilien über Fliissijrk eit.sreibung aufführte, K<Mintnife8

genommen hiitte, so würde er die Ucberzeuguiig göwminen haben, da»» eine

nachtrügliche Abkühlung der Flüssigkeit und Würmeaufnahme von Aussen

der Aufmerksamkeit des Experimentators nicht hätte entgchrn können.

Wir glauben anf den Tbeil des Buches, in welrhcm der Verfasser die

weiteren Folgerungen ans seiner Hypothese entwickelt, nicht näher einge-

hen zn dttrfen, anmal da die bereits gegebenen Proben den Charakter seiner

Dedoctionen binreicbend erkennen lassen. Dass ein grosser Tbeil der

Würmeersebeionngen dnrcb die HTpotbese eines Wärmestoffes ebenso wobt

und selbst snm Tbeil doreb elementarere nnd daher der Ansebaanng nJIber

liegende Betrachtungen erklärt werden kann, als im Sinne der dynami-

soben Wirmetbeorle, ist niemals geläuguot worden. Lange Zeit bindnrcb

bat ja die Stofftbeorie aur Erklftmng der Cskannten Erscheinungen ansge-

reicht, und die Aetberthorie des Verfassers ist von den Vorstellnngen von

deL HC, Black, Jrvine, Wiiko uud Bcr th o 1 1 c t über freie und latente

Wiirnii: ia keinem wesentlichen l'unkte verschieden. Die Schwierigkeiten,

auf welche jene Stoflftheorie stösst, und welche zur Verwerfung derselben

und zur Annnlime der Bewcgnnprstheoric »jffülirt haben, werden dadurch

nicht beseitigt, dass an ötelle des WürmeätoÜes'' der neue Käme „ Aetber^*

gesetzt wird,

Dio zw eite Abtheilung des Buches enthält eine Darstellung und Kritik

der Ansichten, welche im Sinne der Bewegungstheorie der Wftrme über die

Nator der Wärmebewegnngen aufgestellt worden sind. Insbesondere wen-

det sieb der Verfasser gegen die Theorie der Identität der Licht- und

Wärmeatrablnng. Obgleich angegeben werden mag, dass im Nacbweis die-

ser Identität nocb manche experimentelle Ltteken vorbanden sein* mögen,

so beruht doch die Mebraabl der Einwürfe des Verfassers auf Missverständ-

nissen* Der Verfasser sebliesst i. B. , dass der grösseren Sebwingnngsge-

sehwindigkcit der violetten Strahlen aneb die grösste Wärmewirknog ent-

sprechen mttsste. Dieser Scblnss würde nur nnter der Voraussetzung glei-

cher Schwingnngsamplitnden snlässig sein , indem dann allerdings der kftr^

zesten Schwin^ungsdauer die grösste absolute Vibrationsgeschwindigkeit

eutfeprechen würde. Es hindert aber nichts, anzunehmen, dass die Schwin-

gungsam]*lituden der dunklen Strahlen jenseits des rothen Endes dos

Spectrums die grössten seien, und da.ss die Unempfintllichkeit der Netzhaut

für Strahlen von gro.s.ser Scliwingnngüdaucr, < rlt r nnrh die Absorption in

den Augenmedinni inis liindt rii, diese Öchwinguiij^en als Liciit wahrzunehmen.

Dass die Intensität der Lichtontpfindung im gelben Theil des Specirnms

am grössten ist, steht dieser Annahme nicht eotgegoni da mau zwischen der
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Intensität der Aetlioibcwegung und der Stärke des Licliu indrncks anf anser

Augo wohl /II niit(M .scheiden hat. Die er.stere wird durch die lehpn(li';r<'

Kraft der Aoth(M-sch\viii;^iiiij^on oder durcli die Wärmewirknno' d 'rsfihpri

gemes.soii, letztere alier ist auü.serdein <lnreh den verschiedenem (irad der

Kinpthullichkeit unseres Selinerven für Selm iii^in);^f*n von verscdiipdcner

Wellenlänge hediu^^t, welche sogar grosso individuelle Verschiedenheiten

bei verschiedenen Beobachtern zeigt. Für Strahlen , deren Wellenlange

dem vorrothen und rothen Theil des Spectrams pntspricht, besitzt das Auge

keine oder nur geringe Empfindlichkeit , während dasselbe für blaue und

iolette Strahlen ao emiifiiidlich ist, dasü es dieselben als Licht noch wahr-

nimmt, obgleich dieselben so geringe Scbwingnngsiiroplitoden besitzen, dass

sie keine mossbaren thertnometriscben Wirkungen so ersengen im Sunde

sind.

Ein anderer Einwand, welchen der Verfasser gegen die IdentitXt ron

Licht- und Wfirmestrahlen aufstellt, besieht sieb auf die von Aken und

Tyndall mit dem Namen der Calcoscens oder Calorescena beaeichneten

Erscheinungen der Umwandlung dunkler Wftrme- in leuchtende Strahlen,

wie dieselbe s. 6. b<i der Ersetanng des Kalkes durch die vorwiegend

dunkle Strahlen aussendende Flannne des KnallgasgebUtes vorkommt. —
Es findet hier eine üebertragung der Aetherschwinjungen nn die Körper-

atome statt und es ist a priori keine.s\ve;,'s erweislich, das» die Schwin^nn«;«»

dancr der neuen von den Küiperatonien aus erregten Acthorwellen mit dco

der ursprünglichen von den Körperatomen erregten Wellen identisch seia

niiisüc. — Ein ganz ähnliches Verhaltniss findet bei den FJuorescenzerscbei-

nungen der LichtbU alilen statt. Die erwähnten Erscheinungen konneo

demnach vielmehr zur Unterstiitznnir fils zur Wideileirnnp^ der Iilentitäts«

theorie dienen. — Dass ferner ein durchsichtiger Körper adiatherman lür

gewisse Warmestrabien und ein diathermaner Körper undurchsichtig sein

könne, liefert ebenso wenig einen Beweis gegen die Identität von Licht und

WUrmo, wie aus der Krfnlinini^, dass rothes Glas keine blauen und blaues

Glas keine rothen 8tralil>-n hindurchgehen lässt, gefolgert werden kann,

dass rothes und blaues Licht Erscheinungen verschiedener Natur seien.

Die übrigen cum Theil unter sieh widersprechenden Besultate verschie-

dener Forscher, welche der Verfasser als Argumente gegen die Identhitt*

tl^eorie anführt, beweisen nur, dass die Versuche Aber Wftrmestrahlung mit

mancherlei Schwierigkeiten verknttpft sind, welche selbst geftbte Beobach-

ter, wie Helloni, an Irrtbttmern veranlassen konnten, die duieh Vervoll-

kommnung der Hilfsmittel und VerBochsmethoden ihre Aufklirung gefin-

den haben. Wie gross jene experimentellen Schwierigkeiten sind, mag man

ans den entgegengesetzten Resultaten schliessen , an welchen noch in der

Jttngsten Zeit zwei der berühmtesten Experimentatoren bezüglich der Ab-

sorption der Wilrmestrahlcn durch gasförmige Mittel gelangt sind.

Der Verfasser erörtert sodauu die Vorstellungen, welche Ampörc,
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Redtenbaclier (das Dynamidensyatem « Ifannheitu 1857), Wiener
(GiundzUge der Weltordnang, Iioipzig und Iloidolbcrg 1803) von der mole-

culareu iieschaflenbeit der Mnterie gegeben haben, sowie die Grtindüätxe

der mochauischcn Wfiriiirtlieüiio und die im Zusammeuliang mit deubelben

von Kl uuig, Clauhius u. A. auigebtellten Ausichten über die Natur der

Gs!<e U.S.W. Der Ansicht des Verfassors, dass die GI•u^d^4ät20 der mpchaiii-

hclien \V;iiiuetlieoii(^ auch mit seiner Aethcrtheorie verwnheii .soion, köimea

wir h den oben gcj^oltencu Erörtenm^ou uitlit beiiitlicliton. J>nss ande-

rerseits die Ansichten der verschiedenen Forscher über die Natur der

Wärniebewegung noch viel Lückeuhafte« und Wi lci sprecliendcs enthalten,

wer wollte es läugnen? Die Unzugänglichkeit de<» Gebietes der Molecular-

pbybik für die directe Beobachtung cinoi .seits , die bedeutenden Schwierig-

keiten, welche sich einer streng mat)ieurati.scheu Behandlung entgegenstel-

len andererseits, werden vorauasicbtlicb eine erfolgreiche Ausbildung die-

ses Gebietes noch lange eraSgern— tndess ist es nicht eine oder die «n*

dere speciclle Hypothese ttber die atomistische Zusammeusetanng der Ha*
terie, auf welche die mechanische WXroietheorie sich gründet. Dieselbe

ist ?ielmehr eine nothwendigeOonseqnena bestimmter Erfahrongsthatsachon,

welche mit derAnnahme eines Wämestoffes im Widerspruch stehen. Jeder

Versncb , die Theorie des Wärmestoffes in dieser oder jener Form wieder

aar Geltung au bringen, muss daher so Isnge als Terfehlt betrachtet werden,

bis er jene Thatsachen entweder au widerlegen oder auf genügende Weise

SU erklären im Stande ist. Dies ist durch die Acthcrtheorie des Verfassers

nicht geleistet worden.

Berlin, im Nuvcmber 1805. Jocuma.\.n.

Der Monitor. Eine Sammlung von Formeln und Tabellpn nus dem Ge-

biete der MHtbejnntik und Mechanik; zusruninenj^rstellt von

II. VAN Allku, Oberst a. I). Erster Tkeil, Mathematik. Hanno-

ver, G. Wedekind. 1865.

Das vorliegende Werkchen entlinit eine ziemlich reichhaltige Samm-
lung von Formeln aus folgenden l'beilen der Mathematik: 1. Goniometrie, «

%. Ebene Trigonometrie, .T. Sphärische Trigonometrie, 4. Polygouometrie,

&. Polyedrometrie, 0. Analytische Geometrie der Ebene, 7. Analytische Geo-

metrie des Raumes, 8. Berechnung von Flftohen , 9. Berechnung der Ober-

flitcben und Inhalte Yon Körpern, 10. Versetaungen, Reihen und Gleichnn-

ges, II. Differential' und Integralreehnnng, 19. Anwendungen der Differen«

tial- und Integralrechnung auf Geometrie, In einer derartigen Pablication

•nolit selbstverständlich Niemand eigene Forschungen des Verfassers» wohl

aber verlangt das Publikum mit Recht dreierlei , nSmlioh Correctheit des

Dmakes, bequeme Anordnung des Materialea und genaoB Angabe der Be*
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dingungen , unter welchen die anfgefllhrten Formeln richtig eind. Naeh

dienen Gcsichtspnnkten betrachtet» hat die vorliegende Schrift keinen gön-

sti^'i n Kinilruck auf den Referenten gemacht, wenigstens erweckt es ein

nai'litheiliges Vornrtlieil, tlnss demsclbe» beim blossen Duiclibliittern die

folgiiide ziemlich lange Heihe von Fehlern und Ungenaaigkeiten aufge*

Stessen ist.

S. 21, Z. 0 V. n. steht arcfati x statt arelan \\ S. 102, Z. 3 v. u. muss es

statt i t*J heissen J «'j J
S. 103, Z. 4 o. ist statt J^^^y^

lesen 8. 233, Z. 3 n. steht m%(a+iv)4-jt/op(6+ar) statt

(a+a?)* (6+«)" ifI« toy(«+»)+n%(6+«)] j

in mehreren folgenden Zeilen f«hk der Factor dx; 8. 280, Z. 6 r. o. muss

es fttr Cordioide heissen „Cardioide". Ferner ist au tadeln, dass der Ver-

fasser hftuiig mit einem nnd demselben Buchstaben gans verschiedene Qrds-

sen bezeichnet; so wird anf S. U7 als Gleichung der hyperbolischen Spirale

angegeben

a 2na
^^1=—'.

wo die l)oi(len a ver.scliiedene Bedeutungen haben; daraus entspringt der

UebeLstand, dass man bei den a, M olclie in den folgenden Formeln flir Tan-

geute, Normale etc. vorktunmon, niclit weiss, welches a gcmoint ist. Die-

selbe Unsicherboit üiuiot sicli wiodor bei der üicichaug der logarithmischen

Spirale (S. 118), welche der Verfasser schreibt

r= ce " r= a* =^ a e"',

was geradezu eine Confusion giebt, da überdies m einmal =1 und das an-

dere Mal davon verschieden ist. Auf S. 175 steht als UberÜftche des Ki-

lipsoides

_ abn , tx bnx ^ . ,0= arcHn 1 — »
£ a a '

(bei Ikebung um die grosse Axe),

Hub n
0= 26«« + In (s + ^1

(bei Drehung um die kleine Axe);

das erste 0 bedeutet die Obcrtläche einer VierteUone von der Höhe x; das

zweite die Gesammtoberfliicbe, ohne dass dieser wesentliche Unterschied in

einer Note bemerkt wäre. Unter der Kubrik Kectification bezeichnet bei«

Kreise (S. 285) s einen Quadranten, bei der Parabel den Bogen, dessen He-

risoutalprojection x ist, bei der Ellipse den gansen Umfang, und wiederan

fehlt hieran Jede Erläntemng. — Sehr nnglttcklich erseheint dem Ref^ien*

ten die Anordnung der Integralformeln , welche in 8 Tafeln auf folgende

Weise evtheilt sind: Taf. 29. Integralformeln; Taf. 30. Unmittelbare Isla*

grationen; Taf. 31. Integrationen durch Theile; Taf. 32, integrale ralionikr

*
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Differentiale; Taf. 83. Integrale irrationaler Differentiale; Taf. 84. Integra-

tionen dnreh Kednctionafornieln; Taf. 35. Bestimmte Integrale ; Taf. 30.

'rranscondrnte (unbestimmte) Integrale. Ottenbar hat der V^erfasscr bier-

bti uiclit die Natur des gegebenen iJifterentinles , sondern die ziininigcn

Hilfsmittel der Intef^rntion zum Kiutheilungsgrunde «genommen, er bat al)er

dabei übersehen, d i s pg auf letztere bei eiuoin Tabellemverke nicht au-

iLommt. Wer B. den \V eith von

X d9

ß

ß

in einer Tafel 8ucht, der fragt nicht danach, ob dieses Integral durch llieil-

weiae lutcg^ratiou oder diircli Zerlegung in I^artialbrüche oder durch

HednctionsforuHdu enLwick(dt weiden kann (hier würden sogar alle drei

Methoden passeu), er hat nur das Interesse, jenen Worth mögliclist rasch

zu finden. Für diesen Zweck ist die Anordnung, Tv elclie 5f eyer Hirsch,

Mindittg, Bierens de Haan u. A. bei ihren Integrahafeln benutzt ha-

lten, die richtige und durch die Erfahrung längst bewährt. Wie weit da-

gegen bei des Verfassers Einttieiinng die Terwandtestes Formeln Ton ein*

ander getrennt werden, möge nur ein Beispiel aeigen:

^e'dx steht anf 8. 225^

dx „ „ „ 227,

Ve«*d* „ „ „ 253.

Endlich ist noch zn rügen, dnss der Vertnsser bei keiner Formel die

Bedingnnj^en ihrer Giiltigkidt angiebt, wodurch der Nachschlagende zu

dem Glauben an die Allgemciiigültigkeit der betreffenden Formel und da-

mit zu Fehlern verleitet wird. Aus den ersten Zeilen von Taf. 1,6 geht

z.B. hervor, dasg der Verfasser die Function arcsinx als eindeutig be-

trachtet, d.h. darunter Immer den swischen — |ff and -^-^n liegenden Bo-

gen versteht, dessen Sinns ist. Dann mnsste aber auch bei der For<

mel (8. 20)

arc$in9 aresin y= erüstn (x |/l — ^+ y f^l— ^)

die Eiuüchriinkung i/*^ 1 beigefügt werden, ohne welche falsche liesul'

täte herauskommen, wie s. B. für xs=sif^^y^

.1/3 .vi
2arcsm ~—= arcsm

2 2

Besonders gefKfarlteh wird der gerügte Mangel bei den nnendliehen Reihen.

So steht anf 8. 103 ohne alle Determination

sinx , i sin*x , l.Xsin^x
, 0«=Ä H +

und hierauü folgt, indem man von der Formel

L4U-ralurtt(. d. /eiUcUr. f. Math. u. I'bys. Xi, 1. 2
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, / ^ ».5.7.. (211+1)

G«bcaaeh macht,
u

0

WÄ8 durchaus unrichtig ist. — Nach diesen Erörterungen muss man sagru,

(lass der Verfasser zwar mit vielem Flcissc aus allen müglichea Büchern

Formeln zub.uiinicngotragon , dass er es aber liierbci verKännit hat, sich

den cigeutlicheu Sinn und die praktischti Auweudbaikeit Jeri^elbeu klar <a

machen. Sculömilcu.
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liecensionen.

TtfrlemigtiL am d«r tiuüytitdieii GMmetrie d«r gerad«ii linie^ dts Pnak«

tM und dM Krdiei in der ^ene. Von Dr. Otto Hbssb, ordent«

Heber Professor nn der UniveraitJlt Heidelberg. Leipzig,

B. O. Tenbner.

Wie schon ans dem Titel berrorgebt und nocb dentlieher in der kur-

zen Vorrede gesagt ist, hatte der berflhnte Verfasser keineswegs die Ab-

siehti ein vollständiges Lehrbuch der analytischen Geometrie der Ebene za

liefern; vielmehr bezeichnet er seine Vorlesungen als wesentlich ;ik;i<lo-

mische, deren Aufgabe sei, ,,gefSllig anziiio^(Mi und zu weiteren Entdeckun-

gen zu tnnuntern". Diesem Plane ent^piii lit die gewählte I )ar«tellii«g;

sie ist ausführlich , wo es sich um prini-ipiellc Kr«»rterung('n und Bcj^'ritl:*-

bestimmungcu handelt, sie wird knapper hoi Folgerungen, welche durch j^e-

wöhnlicho Kechnungsoperationen erreichbar .siiui, bie i^ieht cndlicli an vielen

Stellen Andeutun<;en zu weiterer Aubtührnn;^' dos Vorgetragenen oder zum
Studium verwandter Untersuchungen. Zufolge dieser echt akademischen

Weise gewährt hier das gedruckte Wort sehr nah(> den Eindruck de.H gespro-

chenen, und selbst wer die analytische Geometrie genau kennt, wird doch

dem ebenso anziehenden als anregenden Vortrage des Verfassers gern fol*

gen* Hinsichtlich des Inhaltes mögen die nachfolgenden Angaben anr

Orientirung dienen.

Als charakteristisch für die Methode der analytischen Geometrie be-

seiebnet der Verfasser in der ersten (einleitenden) Vorlesung drei Opera>

tionen: Die Uobertragnog der geometrisehen Data in Qleichnngen, die Com-
bination nnd Transformation der letsteren , endlich die geometrische Inter-

pretation der neuen dnrch die vorigen Operationen erhaltenen Qleichnngen.

Dasa findet sieh noeh folgende Bemerkung: „Man wOrde irren, wenn man
den Sehwerpnnkt der anal^rtischen Geometrie in der Rechnung snehen

wollte. Das Resultat der Rechnung ist das Endsiel, die Rechnung selbst

bleibt eine unliebsame Beigabe , die wir snr freieren Bewegung auf ein Mi-

nimum an besehrftnken haben. Dieses Minimum dnrch mCglichste Vermel«

Lllcraiyrilr. d. ZdUtbr. f. Kalb, b, PI17«. XI, 2, 3
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dnng von BeclinnDgeD annShernd erretclien, wird eine derAnfgaben sein,

welche zu lösen diese Vorlesungen sich durcligolicnd zur Pfliclit machen."

In (It r l'liat ist dies gcsclichen , und es dürfte schwcilich ein Werk üWr

;inal\ tische Geometrie existiren, welche*» dem Leser noch weniger liecLuung

zuiiiuthete als das vorliegende.

Ks foli^cn nun die Definition der Coordinaien riiios Punktes, dir r.oslim«

muiig des Altstüiiih's zw eier Punkte und die Ermittelung der I)r« i(H k>ti tche,

wobei die Tlu orii' der geraden Linie dureh lU'trachtung von J )n ieckou,

welche gleiche Basis und gleiciie Fläche hr.sitzen, eing^elcitet ^ ird. l>ie

zweite Vorlegung ist ausschliesslich der geraden Linie gewidmet; die Ue*

doatang der Coefficieuten in der ali;,'oni( inen Gleichung

Ai-\- Bif\- (kur» i/=0)

sowie in der speciellen Gleichung

9C0S€(-^ycosß—(l=0, (kurz y^= 0),

welche die Kormaiform dcr^Gleichung einer Geraden heisst, wird sehr soig'

fähig erörtert. Daran knüpfen sieb einige Aufgaben und Lebreiltse, s. B.

„Wenn A^O und ^|S=sO die Gleichungen zweier Geraden sind, so bedsa*

ten ji— i#|S=0 und ^4* die Gleichungen der Geraden, welche die

^Vinkel xwischen jenen Linien balbiren**, femer: „Wenn swtscheo des

Gleichungen dreier Geraden 27= 0, s= 0, ' 17, b= D die Identitit

XÜ+XiUf X^U^^O obwaltet, so schneiden sich die Geraden in einem

Punkte, V tt. dgl. m. Selbstverständlich werden von diesen SKtaen Anwen-

dungen auf die merkwürdigen Punkte des Dreiecks gemacht. Die dritte

Vorlesting beschäftigt sich mit den „harmonischen Linien nnd Linien der

Involution'*, d. h. mit den Doppclverhftltntssen awisehen den Sinns vonviec

Winkeln in Bttscheln von vier Strahlen , mit den harmoniscbea 8trshl>

büschein und mit der Involution von sechs Strahlen.

Das Gegenstück zur zweiten Vorlesung bildet die vierte; wahreiül

nänilicli in jener die gerade Linie durch eine Gleichung zwischen i'uukt

c<>ordinaten ausgedrückt wurde, erscheint hier der i'uukt rej>rUseutii t durch

eine üleichun'j; '/wischen den ni'n f'ini:<'r!ihrtcn Lioieacoordinaten , welche

Gleichung entweder in der nllgcu < iii> ti i orm

//« + /?r -f 6 = 0, (kura U=0)
oder in der sogenamitcn Normaliorm

au bv l =z 0, (kurz ^= 0)

auftreten kann. Die Analogie awischen der Theorie des Punktes und der

Theorie der Geraden wird sehr genau durchgeführt z. B. „Wenn A^O und

AtS=sO die Gleichungen sweier Punkte sind, so sind J — A^—0 nnä

A Ai^O die Gleichungen sweier Punkte auf der Verbindungslinie der

gegebenen Punkte, von welchen der erste im Unendlichen liegt, der se*

dere die Verbindungslinie balbirt**; ferner: „Wenn awischen den Gleidna-

gen von drei Punkten U^O, Ü^^O^ Ü^^O die Identität i 17+1, U^-^l^ U^^9
stattfindet, eo liegen jene Punkte in einer Geraden", o. dgl. m. Asf
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gleiche Weif« «nUpriebt doir drtUen Yorleiung die fanfle; sie behandelt die

DoppelsehBittflverhftltniMe einer Reihe von vier Panlcken, die hannomschen

Punkte und die InTolntion von sechs, in gerader Linie liegenden Punkten.

Die letztere rheorie wird in der daranf folgenden Vorlesung noch aus

einem anderen Gesichtspunkte betrachtet und erweitert. Hierbei gelangt

der Verfasser ^ii den» Satze: ,,llcliebige vier i'uuktc auf einer (Jcraden

bilden drei (Gruppen von zw ei Tiniktepaarcn. Construirt man drei I'uuktc- «

j.aare, von denen jedes liorinoiiiscli ist, mit den Punktepaaren einer CJruppc,

.so jiind je zwei construirtc Puuktfjiaare harujotiiscli, " und dieses 'i lieorein

dient nun wieder, um der in Vorlcsnn;; 7 foliri n l' H Auflösung bi(|uadra-

tischcr Gleichungen einen geouictri.scbfin Sitm utiter;f^ulegen. iJie achte

Vorlesung nimmt den bereits in der sechsten Voriesung benutzten Gedan-

ken, ein Punktepaar oder ein Linienpaar durch eine Gleiehnng darzustel-

Jen, wieder auf und führt zu einer Beihe von Sätzen, welche ansschliesslich

fllr solche Paare gehen, die harmonisch sind mit^ einem gegebenen Paar. In

der neunten Vorlesung kommen die homogenen Coordinaten und die Drei'

eeksMiordinaten nur Sprache; sie werden n. A. auf die vorige Lehre von

den Panktepaaren angewendet. Die aehnte Vorlesung behandelt die

Sechseeka von Pascal und Brian oh on. Wie sich von selbst versteht,

ktenen dieeelben hier nicht als 8ehnen> oder Tangentenvielecke anfgefasst

werden, der Verfasser definirt daher das PascaPsehe Sechseck als ein sol-

ches, bei welchem die Durchschnitte der Gegenseiten in einer Oeraden liO'

gen, ebenso das Brian cbon'sche Sechseck als ein solches, dessen drei

fianptdlagonalen durch einen Punkt gehen. Diese Definitionen reichen

«OS, um die Eigenschaften beider Figuren su entwickeln; der bekannte

Stein er*sche Satz (^äysteinsiische Entwiekeinng etc. S, 3li, No. 54) lautet

dann so: wenn eines von den durch 0 Punkte bestimmten 60 verschiedenen

Sechsecken ein PascaPsches Sechseck ist, so sind es auch alle übrigen;

die entsprechenden ÜO Geraden gehen zu drei und drei durch einen Punkt

u. 8. w.

In den drei letzten Vorle.sunj,^pn behandelt der Verfasser die Theorie

des Kreises mit vieler Äuüführliclikeit. Unter Anderem verdient erwähnt

zu werden: die Polo und die I'olnren , die AehnliehUcitspunkte und die

Aehnlichkeitsaxcn , das System der Kreise, die von t inrni festen Kreise

scnkreclit ffeschnitten werdon, dii- Potiüizlinien und das Prublem der Be-

rührung von drei gegebenen Krei&cu durch einen vierten Krei», womit das

Werk schliesfit.

Man kann ohne Uebcrtrcibung behaupten, dass es sehr wenig Bücher

gicbt, die auf dorn kleinen Räume von 182 Seiten eine solche Fülle von

Material in einer so eleganten und durchaus klaren Darstellung bieten, und

daher liegt der Wunsch nahe genug, dass sich der Verfasser su einer Fort«

setsaug des Werkes entschliessen, d. h. Vorlesungen tib^r die analytische

Geometrie der Kegelschnitte vorSffentlicben mOge. Nur Eines hat Referent
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Termiast, nftniHch die Angabe literartseber Hilfsmittel. Gerade weil i&eli

der Verfasser liie ond da auf Andeatongen bescbrünlct ond weitere Ans*

fabrungen des einen oder anderen FoniLtes nur in der Perspective ssben

lüsst, wäre ei ebne Zweifel passend gewesen, dem fftr Anregungen empfang*

lieben Jttnger der Wissenschaft einen Wegweiser für seine ferneren Stadien

mitzugeben. Vielleicbt Ifisst sieb diesem Mangel bei einer tweiten Anflsge

oder Foitiietzung nacbträglicb abbelfen. Sohlömilch.

Lebrbucb der Experimentalphysik von Dr. Adolph Wüllner, Docent der

riij.sik au der landwirtlischaftliclieu Akademie zu Poppelsdorf

und Privatdocent zu Bonn. Zweiten Bandes zweite Abtheiluog.

iJie Lehre vom ^fagTictismus und von der Eloktricität. Leiptigi

Druck und Verlag von B. G, Teubner. 1865.

Die erwälmte Abtheilung dieses umfangreicheren Lehrbuches der Phy-

sik erfüllt, wie man beim Durchlesen auf jeder Seite bemerken kann, die

Aufgabe vollstfindig, mit der niederen Mathematik Vertraute in das Gebiet

der auf dem 'i'itfl genannten Wissenschaften einzuführen. Wer anch nur

mit der Sprache einiger Originalabhandlungen, in denen die banptsächlicb«

sten Arbeiten über den Magnetismas niedergelegt sind, vertraut ist, der fin-

det in der Abbandinng über den Hagnetismus in Wttllner's Lebrbucbe die

Klarbeit der Begriffe wieder, die den messenden Tbeilen des Hagnetisnms

vorauNgoben miissen, und die treu den Originalen von Gauss, Weber etc.

eingeführt sind. Da nun, wie in den früher besprochenen Thailen des

schfttsenswerthen Lehrbuches, dem Leser fiberall eine höchst klare Aussis*

andersetzung entgegentritt und die Citate der besten Originalabbandlunget

als weitere Wegweiser für das Studium einen entsprechenden Fiats gefaa-

den haben, so kann die gesammte Abbandlang über den Magnetismus, di« I

den Eingang zur 3. Abtb. des 3. Bandes bildet, den Stndirenden, die nsck

^lündlichem Wissen in diesem Theile der Physik streben, nur willkommctt

sein. Dem Magnetismus folgt dio Loluo von der Rcibungselektricitnt, und

würde es bezeichnend ^^cnug sein, das im Allgemeinen über die Hehandlanj

dos Magnetismus Gesagte liiernnf mit auszudehnen, jedoch zielie ich vor.

gleichsam zur 1 Je^'ninduni; iles \*oripen , aus meinen Leim Diirclile»en ge-

machten Notizen hervorzuheben, da.>s dif gi'scliickte Ilerleitun;; der Eig<'n-

pchaften d^r Elektrieität ans den rundamentalversuchen des FernewirUangs*

gesetzes ans C ü u 1 o ni b" W-rsuchen mit der Drehwaage, der Me>snng der

Elektricität mit Coulomb' Drehwaage, Dell manne und Ko Iii rausch"

Kloktrometer, die Theorie des Condensators mir besonderes Vergnügen bs- '

reitet haben.

Eine gleich eingehende Behandlung hat der Galvanismus erfahren; dz«?

grüsste VoUtttifudigkeit im vorgetragenen Stoffe seigt die Berttcksicbtignaf
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«neh der neuesten Foreehungen; d« übrigens der Verfasser sieh streng nn

die Besttltate der Experimente gehalten hat, tritt die leidenschaftslose Un-

pariheiliehkeit in seinen Aassprttcben Uber die Theorie des Oalranismas

vm so wohlthnender anf, als er selbst in diesem Gebiete tliKtig gewesen ist.

In dem nnn folgenden Capitel der Elektrodynamik, welche die Am*
pi^re*schen Erscheinungen, den Dtamagnetismns, ttberhanpt alle Ersehe!»

sangen der Wirkung von Strömen nach aossen mit nmfasst , ist , wie an er-

warten, dieselbe gründlicheBehandlung angewendet« DasStreben, nach dem
Vorgange von Ampire, Weber, die Qesetse der Fernewirkoog strSmen*

der Elektrieitit abinleiten und vorzutragen, bat den Verfasser genötbigt,

Gebraneh von den Elementen der Differential- und Integralrechnung zu

uiaclicn. Ich möchte dies dem Lehrbuch weniger nls Fehler, sondern viel-

luclii ;iU eine Tugend anrechnen. Wo durcligihigijj iu einem Lclirbuche

der Physik das Streben hervortritt, aus den Erscheinungen auf das Gesetz

zu führen, aus iMcssungen dasselbe herzuleiten, darf man einen Leserkreis

erwarten, welcher, nach dem Dargebotenen strebend, auch die geringen An-

strengungen nicht ächeut, sich ia den Besitz der Mittel zum Verständoiss

desselben zu setzen.

Am Schlüsse sei es uns noch gestattet, einen Kückblick auf Wüllner's

Physik im Gänsen zu werfen. Nach Durchlesung dieses Lehrbuches kann

es nicht entgehen, dass sich dasselbe wesentlich von unsern gangbaren Lehr-

büchf^rn der Physik unterscheidet. Wftbrend die Letzteren den Zweck

rerfolgen, die im Laufe der Zeit gewonnenen physikalischen Lehren vorzn-

tragen und ihre Bedeutung an interessanten und wichtigen Einrichtungeu

an seigen, sehen wir bei Wüllner's Lebrbaoh noch einen andern Zweck

erreicht; die einzelnen Aufgaben der Ph/sik treten deutlich hervor, die Lö-

avDgen, die sie erfahren haben, werden ausführlich besprochen, der Leser

wird in die Thlltigkeit des Physikers selbst eingeführt, deren genauere

Kenntnissnahme ihm durch die zahlreichen, gnt gewühlten Citate erleichtert

wird. Lernt der Leser hier einerseits, wie die Hauptfragen in der Physik

von den Fltysikern selbst beantwortet worden sind, so wird ihm in Wüll-

ner's Lehrbuch andererseits ein Muster der Darstellung entgegengebracht,

welches ihm bei eigenen Arbeiten als Vorbild dienen wird. Der Verfasser

versprach in der Vorrede, ein Lehrbuch liefern zu wollen, welches ausser

dem Zwecke, die physikalischen Lehren in weiteren Kreisen zu verbreiten,

liauptsiiclilich dazu dienen solle, denjenigen als Vorschule zu dienen, die

tiefer in das Gebiet des phy.siUalischen Wissens eindringen wollen. Wir

können jetzt am Schlusöe des ganzen Lehrbuches dem Verfasser nachrufen,

dass er die vou ihm angeregten ] >i v, ai langen auf das Vollkuaiiiienste befrie-

digt hat. Der Verfasser hat durch Vorluhrung der wichtigsten physikali-

schen Arbeiten in klarer, den CJeUrauch dt r höheren Mathematik, wo es nur

nugelit, auS8chlies>.en(ler Darstellung und flurcli Ilinwei.Ke auf die w ichtig^teu

physikalischen Arbeitcu durch Citate auf die Methode wahrer physikalischer

«
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Forsebnng Mogeleitot, so Abmb WflUner*» Lehrlmeli dicjenigeo nicht gut

entbehren können, die tiefer ins pbysikalisehe Wissen eindringen und spi-

ter eigene pliysikalische Forschnngen anstellen wollen. Der Verfasser bst

durch Anfnsbme sehr sablreicber eleganter Abbildungen , die meistens als

Holssefanitte in den Text des ttberbaupt von der Verlagshandlnng vortreff-

lieb ausgestatteten Lehrbuches anfgenomoien worden sind , den Oebranck

des Lehrbnohes erleichtert. Dass bei der angegebenen Behandlung das

Werk voluminös ansfallen niusstc, ist natUrlicb, der 1. Band enthält l(Xx> Sei-

ten, der 2. liand 1352 Seiten, wobei die jodein Bande beigcgcbcneu Inhalts-

Verzeichnisse und SachregiKter , sowie das am Schlüsse des Ganzen ange-

fügte Nanicniogister mit gcz.-ililt sind. Wonn man in ErwSgun«? zieht, dass

bei allen angegebenen Vorzügen \VüIlner's Lehrbuch nur UThlr. lONgr.

kostot, so niuss man zu der Ansicht sich bekennen, dass unsere physikalische

Lehrbücher- J^itoratur einen rech^ bedeutenden, und wegen des hilligen Prei-

ses der mühevollen Arbeit, nicht schwer zugänglichen Zuwaciis erhalten

hat. Dr. Kahi^

Uaber Vielecke und Tielflache. Von Dr. Chr. Wikxbr, Professor an der

polytechnischen Schule au Carlsrube. Leipsig, B* 6. Teubner.

1604.

Bereits im Jabre 1600 hatte Poinsot gesetgt (Mimoire $ur l€$ polygiuut

et poljfedre», Journal de tdeote pölyteehnique, cahier 10), dass sieh den von Al-

ters her bekannten fünf regulären Körpern noch vier nene Polyeder hinsU'

fBgen lassen, die mit demselben Rechte als regelmlissige Polyeder geltea

mfissen, wie das gleichseitige Stemfünfeck (der heraldische „Drudenfuss**)

als regelmässiges Polygon. Dass solcher Sternpolyeder nur vier möglicb

sind* haben Cauehy in seinen Reeherchct tw les polyidres {Jovm, de tieok

polyi. , 1811 , cahier 16) und Bertrand in seiner Note sur la thewie des pnif-

^dres reguUers {Camptet rendus 1858, T. 46) bewiesen. Der Verfasser sehliesst

sich hauptsächlich dem letzteren Geomcter an, erörtert aber die Grundlagen

des Beweises genauer und führt auch die Untersuchung weiter, indem e;

den von (Jayley nufgestcllten BegriiV des FlHcheninhaltrs eines regiilireu

8ternpolygoucs auf die Stcrnpolyedor anwendet. Kin besonderes Vervlieust

aber hat sich der Verfasser dadurcb erworben, dass er das Studiuni tlieser

luteressanLt'ii j\ürjiergru])j>e durch zahlreiche, ebenso <renau als elegant aus-

geführte graphische Darstellungen erleichtert, die bisher noch gar niclit ge-

geben worden sind. Tafrl I entlirilt ausser den zu den Beweisen nötliig*'n

Figuren die geometrischen Ansichten (orthogonalen Projectionen) der Stern-

polyeder ; Tafel II liefert die erforderlichen Netse, auf Tafel III erscheinen

die mit Licht und Schatten versebenen perspectivischen Darstellungen;

letztere sind von Überraschender Schönheit.
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Wir empfeblen hiermit diese irertliTolle Monognpbie «llen Freunden

der Stmoioetrte nnd bemerken noch, datfs Herr M. Doli, Assivtent am
CÄrlsiuher Polytechnikum bereit ist, Modelle der Sternpolyeder Auf Be-

stellung^ zu lioforn. Vielleicht wäre es auch gerathen, stereoskopischo Ab-

biliiup^' U solclior .Modelle iu den Handel zu briiig(Mi und dadurtdi niindor

boniitteltrn istudireuden ciu wohlfeiles Mittel der \ ciauschaulichuug zu

bieten. Schlömilcu.

Bibliographie

vom 1. Januar bis 15. Febraar 1866.

Pexiodisoba Sobriften.

BaBMiRBa, C, Nantiaehee Jabrbnch oder vollständige Epbeme* '

riden und Tafeln für das Jabr 1866 zur Bestimmung von
Lftnge, Breite und Zeit aor See nacb astronomiseben
Beobacbtungen. Berlin, G. Reimer. Thir.

Annuario marittimo per rartno 1866, eompilato dal Lloyd ausfriaeo*

16. Jnnata, Triest, Dircction der liter. Abtb. d. östcrr. Lloyd.

1% Tl.lr.

HuilfliH de l' aca dl' mic imjjt'rialc des scienc es de Sl. PrU'rsOou ry.

Toiiu: IX. Au. 1 et 2. Leipzig, Vusa. . pro compl. 3 Thlr.

Mclatiijcü p /i >f s i(j tic s et chimiques tirees du bulletiti de Vacudcmie

des scicuces de St. PetersOourg, Tome F/, livr, 2— 4. Ebeudas.

\% Thlr.

Aunulcs de l' of/servaloire phy skj u > ccnlral de Russie, Red. par

A. I'\ K Upffer, Jnnee 1862, Correspondame meUiorologique ^
lBß3.

Ebeodas. 7 Thlr.

B«ine Hatbematik.

WiECKE, P., Lehrbuch der Mathematik für höhere Unterrichts-

anstaltcu. 2. Tbl. Arithmetik. Leipzig, O. Wigand, l Thlr. 0 Ngr.

Bal8AM,U., Aritbmetischea Uebangsbeft. No. 2. Stettiui Saunier.

6 Ngr.

BÖKLSK, O., Lehrbuch der Geometrie für 'Keal- and Gewerbe
schulen. Stuttgart, Nitzschka. 8 Ngr.

GsELiaOi C. L., Grandriss der analytischen Geometrie, mit

besonderer Rtteksiebt anf Kegelschnitte. Nach dem Tode

des Verfassers beraasgeg. von J. KoTavELS. Cassel» Lnckbardt.

3 Thlr.
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ScHWAuzKu, A., Rc zieh 11 ngsgleic hangen zwischen derSeite «nd

dem llalb inesöcr gewisser regel massig er Kreis vielccke.

(Akad.) Wien, Gerold. 3N^.

Unfeudixher, F. , Theorie dor Transvorsalcri, welche dicilit-

teipunkte der Seiten eines sphärischen Dreiecks verbin-

den. (Aknd.) Ebendas. % TWr.

Angewandte Kfttiieiiuitik.

Wbibbach, J., Der Ingenieur. Sammlung von Tafeln, Formeln etc.

4. Anfl. Braunschweig, Vieweg. 2 Tlilr. 4 Ngr.

BuRMESTEBi L., Elemente einerTheoric der Isophoten (Linien

gleicher Licbtinteositftt}« Inaag.-Dissert. Heidelberg, Bangd k

Schmitt.
*^

SoBNBiDSB , F. A. , Fernere Nachrichten über die Fortschritte

der Astro - Heteorologie. (l. Fortsetsnng.) Leipzig, List k

Francke. Tblr.

BoMXEtF., Kaatische, aetronemitfche und logarttbmiecbe Te*

fein für die kÖnigL preuss. NaTigationssebnlen. 4« AelL

Berlin, Geh. Oberbofbachdrackerei. 2% Tblr.

Masoart, M., EUments de mieanique rSdiffS» conformSment au

Programme 'de Venteignemeni ecieniifique dane les lyeeet,

Pari$t Hachette, 3 frei.

Pbytik.

WüLLNER, A., Lehrbuch der Experimentalphysik. 2. Aa«g. 3. Lief.

Leipzig, Teubner. % Thir.

BoLSB, H., l^ehrbuch der Physik für Schule nndUaus. 2. Aofl.

Berlin, Grieben. « N^.

Stefan, J-, üeber die Farbenzerstreuung durch Drehung der

Palariaatiensebene in Zuckerldsungen. (Akad.)' Wien,

Gerold. * Ngr.

Berichtigungen.

(Literaturzeitung der Zeitschr. f. Math. u. Phys. XI, l.)

Seite 2 Zeile 31 v. o. lies Elasticität statt Elektricitüt,

„ 0 „ 15 o. „ Akin statt Aken,

„7 „ . 7 r. o. „ Tereinbar statt verweben.
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Kecensionen.

TL Boui XaiÜB, Obiervaiiom ei ihiories det anciens $ur U$
ttttraeiions el let räpulsiont maffnätique$ et sur lee

iraetione ileetriques, i^Ome 1865. (AnHU^aiucleinXVIII.Bde.

der AtH delt Aeademia pontificia d^ nuoH Lineei.)

Der Verfasser dieser Schrift, dessen Gelehrsamkeit Im Gehiete der

Geschichte der matheioatisehen und physilcalfsc^en Wissenschaften beson-

ders bei den Aiten mit seinen rein philologischen Kenntnissen wetteifert,

hat hier anf 42 Selten (in 4*) eine solche FflUe von Material vereinigt, dass

es schwer fallen wttrde , Einzelheiten desselben henrorsuheben , ohne bei

dieser Auswahl den blossen Zufall walten zu lassen. Ich begnüge mich

daher mit der oberflJichliclistPn Atigabe, dass zuerst die KenntuishO zusani-

weugeslelll biud , welche die -iVlLuii, und namentlich dio Griechen, von der

Anziehungskraft des Magnetes auf das Ei^on besasscn. Darauf folgt ciu

kurzes Verzeichuiss von richtigen Eigenschaften des Mapnctcs, welche un-

bekannt waren, ein längeres von in Wahrheit niclit vorlinucienen Eigen-

schaften, welche der Aberglaube dem Magneto beizulegen liebte, und die

Theorien , welche zur Erklärung jener Gcsammthoit von wahren und er-

dichteten Erscheinungen aufgestellt wurden. Dio Tiioorien sind theils

mecbaniscbe, wie z. B. wenn dem Magneten eine Art von Einathmung zu-

geschrieben wird, der diejenigen Körper Folge leisten müssen, deren kleinste

Unebenheiten in die Poren des Magnetes passen, wie es sich mit dem Eisen

vcrhlilt; woraus aber auch folgt, dass umgekehrt nicht etwa auch das Eisen

den Magneten anzuziehen im Stande ist, eine Annahme, welche die Anhän-

ger jener Theorie in folgerichtiger Logik für wahr hielten, ohne experimen-

telle Prflfong ansnlassen. Theils waren die Theorien fast psychischer Na-

tur; man nahm eine Liehe der beiden KOrper an einander an, und folgerte

daraus auch die psychische Kraft des Magneten menschlichen Geftlhlen

gegenüber, Giebt doch in Folge dieser Theorie noch Marbod, der

Bischof Ton Rennes, im S. die Vorschrift, um von der Treue einer Frau

sich SU üheraeugen, solle man ihr einen Magnet unter das Kopfkissen schio-

i4««nimralf. «I. Z«il««hr. t. Math. o. Phy»; Xl,3. 4
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ben ; die tfene Gattia wefde hieraof »ieh uindreben und ohoe sn erweeben

den Gemabl nmarmen, die ungetreue dagcgea werde dnreb die geheiiniii«-

oUe Kraft Ton dem Lager berabgesebleudert werden* Bildeten die

Theorien des Magnetismni bei den Alten einen aweiten Absebnitt in dar

Marti n*&chen Monographie^ so bescliäftigt sieb der dritte Abschnitt mit den

Kenntnissen, welche das Mittelalter neu hinzufügte, so z. B. mit der Est-

wickelungsgeschichte des Kompnssesi. Endlich folgt allerdinj^s weit kürzer

die Geschichte der elektrischen Kräfte, soweit sie den Alten bekaoot

waren.

Es mag hier noch bei der Geschichte des Kompasses verweilt werden,

zu deren Erforschung die lot^ten Jahre manches Material beigebracht ha-

ben, wovon zwei Abliandlungen von J)^ Ave zac, a\)gedruckt m dem Bullrtin

de hl Sorh'te de Geographie (Mars 1858 und Avril et Mai 18G0. Paris, imprimerii

de L. Martinei)^ mir vorliegen, ebenso wie eine Abhandlung von W. Wencke-

bacb, welche ursprünglich in holländischer Sprache 1835 in Muiders

NafWtr- en scheikwidig Archief erschien, neuerdings in französischer Ueber-

sctzong durch T, Hooiherg in den Anmli di Matematica Bd. VII, Heft 3

{Borna 1805) wieder abgedruckt wurde. Aus diesen Untersncbungen gebt

mit Bestimmtheit hervor, Fiavio Gioia von Jmalfi^y der am 1320 lebte,

sieberlich nicht der Erste^war, welcher in Enropa die Benntsung der Bich*

inngsftbiglLeit des Magneten fUr Scbifffafarer lehrte, indem dieselbe seboo

mebr als ein Jabrbnndert früher bekannt war. Nicht blos, dass Guff<ade

Provins nnd GatdUer ^Esptnois swiseben 1180 und 1205, der Letztere seia«

Geliebte dem Polarsterne vergleicht , nach welchem sein Hers magnetisch

binneigt, der Erstere den Papst gern an einem sicheren Bicbtungspenkts

gemacht haben möchte, wie es der Kordpol dem Scbi£ffabrer sei mit Hilfe

des Magneten; nicht blos, dass Brunetto Lafmi, der Lehrer Dante's, die Be-

schreibung des Guj/oi de Ptovint ans der gereimten Spracbe in Prosa ttbcf-

setst nnd deutlich beschreibt, wie der Magnet, ein büsslicber scbwaraer

Stein, mit einem Holzsplitter in Verbindung gesetzt, auf dem Wasser

schwimme und dabei constant nach Norden zeige; aucli eine weit vollkom*

menero Gestalt des Kompasse« iat am Ende des S. XII bereits bekannt.

Alexander Keckam von St. Alban, welcher 1180— 1187 zu Tarii» lehrte, daus.

in seine Hcimath zurückkehrte und 1217 in Kerasey bei Worcester starb,

hat in eiuei von Herrn linmuis IVright herausgegebenen und am Aufange

der Library i)f nadnn'il a>ili(/t(t{tcs abgedruckten Summa de ulensilibus unter den

bei SchiiVausrüstungou uiicuthehrlichen Instrumenten auch die Magnetnadel

geuannt, welche, auf eine ISpitze aufgesetzt, um dieselbe oscillire, bi?* sie

endlich in nördliciier Richtung stehen bleibe. U'Avezac ist geneigt, bis in

eben jene Zeit die Erfindung eines kleinen Behälters für die schwingende

Magnetnadel hinaufzurücken, welches pixidula oder buxula biess, nnd aus

dem letzteren Worte entstand zweifellos der moderne Käme Bonssol«,

Woher alle diese Kenntnisse stammen, ist zweifelhaft. Wohl kannten die
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CbinMen um dsi Jahr 100 eine kompasiertige Vornehtang, alleia Mittel und

Wege der Uebertragung neeh Enropa elnd diftchaas hypothetisch. Wollte

man k. B. die Araber als die Vermittler ansehen, so spricht dagegen, daas

der erste Schriftsteller dieser Nation, bei welchem man bisher die Beschrei-

bung der auf Wasser schwimmenden nach Norden gerichteten Magnetnadel

fand, erst 1242 schrieb und die Richtungskraft als eine Entdeckung des

Aristoteles bezeichnet, woraus mindestens der Schluss gerechtfertigt er-

scheint, dass jener arabisclio Schriftsteller ans occidentalischen Quellen

f«chöpftc. Wieder einige Jalirc später schrieb ein französischer Ritter-

Pilj^er, Pierre de Maricourt, genannt Petrus Pe regrinus Mariciirtensis
^

walirsclieiniich während der Belagerung von Lueera, dem alten Nueeria in

Apalion, eine den 8. August 1208 voliejidctc Abhandlung de magneie an

seinen Freund Stöger de Foucaucourl. Diese Abhandlung exlstirt in mehreren

Handschriften, sowie sie auch verschiedentlich abgedruckt wurde. Eine

Beschreibung der Handschrift hat aas Epistola Petri ad Sygerum die Epistola

Petri Adstgerü gemacht
i
und von da an geht durch die Geschichte des

Magnetlsmna der Schriftsteller ^dtiperti/«, bis Wenckebaeh ihn in

dem obengenannten sehr lesenswerthen Anfsatae wieder emichtete. Ob,

wie SfAteaat an glauben geneigt ist, schon PetntM Peregrinus die Deeliaatien

der Magnetnadel kannte, scheint nach Wenckebaeh weniger wahrsehem-

lieh. Mntbmasslich war Chrietopb Colnmbns der Entdecker dieser

merkwflrdigen Eigenschaft, welche alsbald aneb politische Bedeutung ge-

warnt, indem die sogenannte Idnie ohne Deelination als ideale Demarcations-

linie spaniacber und portugiesischer Entdeekungsoceupationen festgesetst

wurde. Die Inclination der Magnetnadel wurde IM tod dem Kfiroberger

GeorgHartmann entdeckt Cantob.

Die neueren Apparate der Aka&til^- Für Freunde der Naturwissenschaft

und Tonkunst von Dr. Fr. Jos. Pisko, Professor der Physik an

der Commuual - Obcrrealschnli auf der Wieden etc. Mit 90 in den

Text aufgenommenen Holzschnitten. W^ien, Verlag von Carl

Gerold'« Sohn. 18(>5.

Der Verfaser hat in seiner 208 Grossoctavseiten zahlenden Schrift seine

Studien über die Apparate der neueren Akustik niedergelegt. Wie aus dem

V^MTWort hervorgeht, hat derselbe die neueren Apparate der Akustik nicht

nur ans den Originalschriften, sondern aucli aus eigener Anschauung in der

Industrieausstellung zu London im Jahre 1802, bei einem Besuche beim

rttbuilichst bekannten Vorfertiger akustischer Instrumente König in Paris

und durch eigene Versuche kennen gelernt. Seine Schrift ist so eiogerich-

tet, dass derjenige, welcher die Fortschritte der Akustik in unserem Jahr-

hundert an der Hand der Experimente kennen lernen will, sie sicherlich
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wiUkomtnftn beiden wird. Das durcItgMngige Weglassen «Her mathemaU-

Bchen Tlioorie gestattet ein schnelles Durchlesen der Schrift and die in dem

ersten Capitel gemachte klareAoseinandersetsang der schönen Helmholtt-

eehen Arbeiten über Aattlfue und Synthese des KUoges dareh BesoDatoreB

und elektrisch bewegte Stimmgabeln führen den Leser* anoh wenn er nv
mit der Akustik der älteren Lehrbileher bekannt Ist, raseh in die neueren

VervoUkommnangen dieser Wissenschaft ein, Gana Torsüglieb empfiehlt

sieh die Schrift von Dr. Pisko an Stndien Aber die Akustik, well derselbe

auf den letzten 42 Selten seines Bnehes die Citate der OriginalabhandlnDgai

far die einseinen Capitel des Bnehes sasammengestellt hat und dabei aaeh

dankenswerthe Bficksicht anf die ftitere akustische Literatur genommen hst.

Ingleichen ntttslich mnss es für das Studium wirken, dass der Verfksser

überall die Kuuig ächen Apparate besonders betont und durch Abbildong

dargestellt hat, denn er weist dadurch ebensowohl auf recht schftt^ienswerthe

Appaiutc zur Darätellung der akuütibcLeu Er^iclieiuuugeu, als auf ihre Be«

zugsquellt, hin.

Den Iiilialt tles Bnehes auf^ser dem schon besprochenen 1. Capitel wird

folgendes Verzciclmigs iiioglielist bexeichnend angeben:

2. Capitel. Sirenen und Helniholtz* DoppeUirene aar Erzeugung

der Sninmations- und Difforenztöne.

3. Cnpitcl. Graphische Aufzeichnung der Schwingungen von Stimm-

gabeln, Stäben, Membranen. Telephon von Reis.

4. Capitel. Optische Darstellung der Schwingungen tönend» Körper

durch die L i s s aj o u'scben Figuren und durch die Kaleidophono.

5. Capitel. £rregung stehender Schwingungen an fftdenförmigen K6r-

pem durch Stimmgabeln nach Melde.
6. Capitel« Scheibler*s Tonmesser und StlmmTerfahreui Ter*

qnem*s Stühe.

7. Capitel. Wheatstone Erklärung Ton Chladni*8 Klangfigniea,

Königes Apparate nur EriJtuterung dieser flrklXrung.

8. Capitel. Cheroisehe Harmonika, Flammenseiger von KSnig sat

Aufsuchung von Knoten und Bftuoheu in Pfeifen.

9. Capitel. Ermittelung der Schallgeschwindigkeit auf kleinsrea

Strecken.

Der Verfasser hat es verstanden, den interessanten Stoff fttr das Stn*

dium vortrefiTlich herzurichten und wir wünschen deshalb eine recht fleissigc

Benutzung des Schriftcheus vun Seiten des wissenschaftlichen Publikums.

Dr. Kahl.
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IHtPbfiik, fQr den dcbalmitorricbt bearbeitet toh Albbrt Trappe, könig-

liebem Professor and Proreetor ao der Bealscbnle am Zwinger sa

Breslao. Dritte wesentlich verbesserte and bereieberte Auflage.

Breslaa, Verleg von Ferdinand Hirt 186S. a. 206 8,

Es ist sebon bei Besprecbnng der t, Anflage des vorliegenden Werk-
ebens (Zeltsebr. f. Matb. «. Pbjrs. 18S0, Lit.-Ztg. S. 20) von Herrn Dr. IIo ff

•

mann hervorgehoben worden, dass der Verfasser vorwiegend darauf be-

dacht gewesen ist, ein für den Schulunterricht geeignetes Buch zu liefern.

Es wurde dauial-s Jor Beachtung der Scliuhiinnner empfohlen, weil es bei

Susseritt billigoni Preise (^5 Sgr.) (1k Ii die liiUiptdHchlichsten Erscheinungen

und Gesetze mit einer für die Repetition sehr geeigneten kurzen und prägnan-

ten Darstellung enthält, durch die klein gedruckten Erklärungen nn I Fra-

gen 7A}m Kacbdenkcn erregt, ohne durch peinliche Berücksichtig unj:

nahe liegenden licweiso und i^i kiarungen den Stoti' zu Aufgabeu zu ent-

ziehen. Nach Durchlcsuug der gegenwärtigen Auflage des geschätzten

Büchelchens ist haoptsitchlich hervorzuheben, dass die pädagogischen Prin-

eipten bei der erneuten Ausgabe zum Vortheile des Ganzen festgehalten

worden sind, das Bnch aber, wie der Herr Verfasser in seiner Vorrede auch

bemerkt, Verbesserungen erfahren hat, auf die er beim Gebrauch des Buches

and durcb die Fortschritte der Pliysik geflibrt worden ist. Die wesentlicbe

£rweitening, die das Werkeben erfabren bat, bestebt in der Anfnabme eines

letsten Abscbnittes als Anbaag, in welebem die ebemiscben £rsebeinangen

in der Welse, wie beim Gymnasialanterricbt, BerOcksicbtignng finden« Die

cbemischea Vorbegriffe, die Eigensebaften der MetalloYde and ibrer gewöbn-

liebsten Verbindungen, das Geseta der bestimmten Gewicbtsverbftltnisse in

den ebemisehen Verbindungen, sowie Allgemeines Uber die Metalle findet

bier srinen Plats.

Ungeaebtet dieser natslicben VerRndernngen ist der Preis beim Er*

scbeinen der neuen Anflage nicht geändert worden; dieser Umstand in Ver-

bindung mit den übrigen Vorzögen des Buches fordert aber aufs Nene sn

veidicatcr Jierücksichtigung beim Schulgebrauche auf. Dr. Kaul.
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Ad. Qnttdet, BisUire de» teiences math4matique$ €i physique»

ehez le$ Beiges, Bruxdies 1864. 404 Seiten.

Das Werk, über welches hier berichtet werden soll, ereinigt in sich

alle Vorzüge, welche man von dem Verfasser zu rühmen weiss, mit den

Mängeln, vvclcho dem in tU ni Titel angegebenen Stofiü anhaften. Wer noch

Zweifel hegt über Ausführbarkeit oder Unausführbarkeit des Gedankens,

die Geschichte einer Wissenschaft iu einem bestimmten Lande so zu schrei-

ben, dass auch der Laie in der Geschichte, wenngleich nicht in der Wissen-

schaft, sie verstehe, der miigc nur in dem uns vorliegenden Werke sich von

der UDinTt^lichkeit dieses Vorhabens tiberzeugen. Der gegenseitige Kin-

fluss der > erschiedenen Völker auf einander im Allgemeinen, wie die be*

sondere Einwirkung dieses oder jenes Gelehrten auf seine ganze Zeitge-

nossenschaft verbieten in gleicher Weise eine Localgeschichte der Wissen-

tebaflt so schreiben. Muss doch, wenn ein solcher Versuch gewagt wird,

entweder die Bedeutung auch auswärtiger Gelehrten in klares Licht gesetzt

werden» und dann ist von keiner Localgeschichte mehr die Rede, oder aber

es mfissen einzelne Figuren einheimischer Gelehrten unverstanden von dem

Leser sich beransbeben tbnlich jenen erretiscben Blocken » welche nnr Im

Zosammenbang mit entfernten Gebirgsformen sich erkUtren lassen* Ans

diesen Bemerkungen ergiebt sieb von selbst, dass dem Referenten eine Ge-

schiebte der Mathematik bei einseinen Völkern nnr unter der Voravssetsnng

denkbar ist, dass Jene Völker sei es nnn gans selbstständig In Ihren Erfin-

dungen nnd Entdeckungen waren, oder doch nicht in immerwährendem

Wecbselverkebre mit anderen Völkern standen, bei denen eine ebenfalls

«genthflmllehe Entwickelung der Mathematik stattfand. Wir können uns

also eine Geschichte der Mathematik bei den alten Indern , bei den Grie-

chen , bei den Chinesen , bei den Arabern denken , aber wir bogreifen nicht

die Möglichkeit einer Geschichte der Mathematik in Italien, in Belgien, in

Deutschland. Entweder gelangt man bei solchen Werken zu einer i'aiui-

lichkeit, von welcher Libri das entschiedenste Beispiel liefert, man Ittsst

Lturaturtlf. d.Z«i«ehr. f. Math. w. Phyt. XI, 4. &
Digitized by Google



30 Literatuneitttng.

alle Entdeckungen , die überbaupt je geroaebt worden, bei dem Volke der

eigenen Vorliebe gemacht werden ; oder aber, wetm der Verfuser die Wahr-

heitsHebe , dlo Unparteilichkeit, den reinen Eifer eines Qu et el et besitstf

so wild das Werk Iciclit liickcnhafi , oder wenigstens überaus ungleichartig

in der Kehandluug einzelner Zeiträuuio. Wir wollen damit Juichaus nicht

gesagt haben, das iin& vurliegendc l'uch sei ohne Verdienst; nur wollten

wir den Standpunkt kennzeichnen, von -welchem es zu bcurtheilen sein

wird. Das Q u e t e 1 e t'sclio Werk ist eine vortretlliche Sammlung' vnu 1 »^e

zusanimeuhäugenden Htudien über einzelne MHnner, von eingehenden Re-

feraten über ausserhalb Belgien selten zugängliche Schriften; es ist damit

ein anentbehrliches Hilfswerk für den Historiker in den mathematischen

Wissenschaften; aber man darf nicht glauben, dass man ans ihm ohoe

sonstige eingehende Stadien Geschickte der Mathematik lernen oder nnr

ersteben könne.

Qnetelet hat in seinem Buche 4 Abschnitte unterschieden« Der erste

Abschnitt gebt bis auf Kaiser Karl V«, also etwa bis zum Jahre löO<l| der

sweite Abschnitt nmfasst das 16. Jahrhundert und endet ISOO mit dem Uehet-

gang der belgischen Regentenwttrde an Erahersog Albert ood dessen Ge-

mahlin Isabella} der dritte Abschnitt ftthrt bis aar Grttndnag der kaiserliche»

und königlichen Akademie au Brilssel anf Befehl der Kaiserin Hari» The-

resia am IS. April 1773; endlich der vierte Abschnitt enthalt die Zeit bb snr

Entstehung des gegenwärtigen Königreiches Belgien, bis 1880.

In dem ersten Abschnitte finden wir eine oUstindige Liste der Gekbr*

ten der Ltttticher Schule des S. XI (wie man sich etwa ausdrücken könnte)

hervorzuheben; dann Nicolaus de Cusa, den gelehrten und freidenken-

den Cardinal aus der Mitte des 15. Jahrhunderts, über de^aeu belgische

Nationalität wir keinen Zweifel erheben wollen, da solche Streitfragen zu

häu6g wiederkehren würden. Die Geschichte der Mathematik bei den

Belgiern" hat nÄralich ebensowohl denjenigen Gelehrten d&6 Bürg:errechi

verliehen, welche ausserlialb Belgien geboren in jenem Lande einen lunge-

ren Abschnitt ihres Lebens anbrachten, als auch solchen Gelehrten wirklich

belgischer Geburt, welche im Auslande lebten und wirkton.

Der zweite Abschnitt enthält mehrere verdienstlich behandelte Sclirift'

steller. Wir nennen darunter der Zeitfolge nach Gomma Frisins, Oor^
hardMercator, Adrian Romanus, Simon St evin, Pk. Tan Laus-
berge als solche, deren Namen auch allgemeinerer Bekanntschaft sick er-

freuen. Bei Gemma Frisins vermissten wir die Erwähnung seines

die damalige Zeit hervorragenden Rechenbuches, welches als Mtlhodui Äritk-

meHeae prucüeae seit tfi40 mehrfach abgedruckt wurde. Herr Qnetelet
fasst dagegen Qemma nur als Astronomen und Geographen auf, wod«rek
freilich der Uebergang su Jfercator und defsen Freunden und SehULeta,

einem Jndocus Hondins, einem Abraham Ortellus und Anderen^ er*

leichtert wird, von denen mit Fug und Recht behauptet werden kann, sie
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seien die Schöpfer der modernen Oartographic. AJi iin liouiauus (van

Roomen) iasbeeoudere um seiner Verdienste um tlie sphärische Tri-

guiiuiuelrlf" \sngen vorgeführt, Philipp van Lansborgc wo^en ähnlicher

Untcrsuciiungen , vor x\!lof!} wei^^en seiner binubtufcln , >velchn sriion 15VH,

also zwiHchcn den gleichai Ji iSchriftcn von Vieta und Rhnticus, cr-

aok&eiieii. Eine interesüautü ^Studie ist über den sogenannten „Almanach

on Mathieu Laensberg" angestellt, dessen Ziisanimenkanglosigkeit

den berühmten Mathematiker dargelhan wird. Bei Weitem der bedea-

tendate Gelehrte dieser Periode ist Simon Stevin. Herr Quetelet hat

d^halb Mieh gewiss mit Recht seine Leistungen ausführlicher besprochen.

Wiff leraMt 8t4vin als den Begründer der Statik der schiefen Ebene ken-

wB9t daii Bnld^eker dee hjdrestaliidieo Paradoxon«, wonach der Ornek

einer l1fl«pigkeiM«Ie dem Prodnot« der Htfhe in die Grondfliche proper-

tki&al iai, wie Aveh die Form dea Geftsaea aei, ao daaa eine geringe Menge

Flliaaigkeit den gleiehea Dmck aoaiufiben im Stande lat» wie eine gröaaere.

Wif leaaii ferner twi aeinemSegelwagen, Ton aeinen praktiaehenSebleuBaen*

anlegen. Wir aehen aber aneh Beohenknnat nnd Algebra durch ihn we-

aeatlleh gefordert, ao.dnreh die Bemibnngen, weUhe er aieh om Verbrei-

tang der Deciaalrachn«Dg gab, so dnreh die Einfttlurang von Potenaen mit

<;ebxüclienen Exponenten; und endlich finden wir St^Tin als Begründer

ganz neuci Betrachtungen in der Perspective, indem er die Aufgabe behan-

delt, den Augenpunkt uuJ die L.i^^on der Figuren im liaumc /.u nnden, für

welche die eine gegebene Figur al« perspoctivisches Bild tler zweiten gleich-

falls ^'egebeuen Figur erscheine; beilftuH^ bemerkt eine Leistunj^, deren Er-

wähnung wir in der Mitioire de La jperspeclive von Poudra (Paris 1864) ver«

niaeen.

Wir gelangen nun in unserem Referate zum dritten Abschnitte. Auch

im 17. und 18. Jahrhundert weist die Geschichte der Mathematik bei den

Belgiern Namen auf, welche sich Unvergesfilicbkeit erworben haben, oder

nWBi TheUe die Vergesslichkeit, welcher sie anhcimlielen, nicht verdient

liaban. Von den Iietateren nennen wir D ' A i g n i 1 1 o n , den Optiker , den

fiifinder des Namena der stcreographiacben Projection , deren wiehtigate

Sitae er aabon kannte^ La Poivre, den acharfainnigen Geometer, welcher

aMif 61 Seitan die Lahre dar Kegelaebnitta ToUatttadiger behandelte, alt ea

vor ikm dniab irgend einen Sehriftateller geacbeben war; Taeqnet, den

Varfaaaar aebltaenawertber Elementarwerke; Caramnel, den kriege-

riaabenBiaebof mit den kHluan, mitunter recht wenig tbeologiaehen Gedan-

ken, nnter deaaan Sebriften Herr Q u etelet die iKof^ait bicefit vetus $t nova

M »ennen Tavgaaaan bat, welche aicb mit dem Zahlenayateme beaebltfligt,

dessen Gmndaabl die % iat; Van Langren, den genauen Selenographen,

vrabrscbeinlich Erfinder der meiaten Kamen, nnter welchen bia auf den hen-

tigf^n 1 ag die hervorragenden Mondesstellen bekannt sind. Ala Katbema*

tiker ersten Baogea aind und bleiben Anerkannt der Jesnit Gregorina von
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St. Vincent nnd dar LlUticher Canonikns De Sluze. Wenn ein Leib

-

nitz selion (riegorins von St. Vincent mit Descartp« und FnrmÄt

in eine Linie stellte und 'lio-om 1 riumvirate einen grösspron Einüuss auf

die Fortschritte der niathomatisclicn Wissenschaften zusclirieb, al» selbst der

Schule von Galilei und Gavalleri; wenn Deecartes und Huigheas,

die entschiedenen Gegner des Gregorius, in ihren Streitschriften gegen

seine „Quadratur des Gtrkeb** voller Achtung vor den Verdiensten dessel-

ben reden, eo kann nnd muss man wohl das Urtheil der modernen Forschung

billigen, welches Herr Qnetele t in den Satz gefasst hat: Le resuUai de

ütuies eei quertitet fut de reenmaHlre la faussete de la Solution et le genie mathe-

maügue de ton auteur» Man mn«s ebenso dem Ansspniebe betpfltehten, dan

die Quatk'alura eirttdi als ein vollstllndtges Lebrbaeb der damaligen hObsna

Geometrie ansnseben ist. Vielleiebt weniger genial aber erfolgreieber in

seinen Bemttbnngen war De Slnse , einer jener Voiiglttger der grossen Er-

finder der Infinitesimalreebnnsg, welebe an einseinen Anfgaben bermti is

. dnnkler Vorahnung jene Methoden anwandten, die Leib nits und Newtos

später an einem einheitlichen Lehrganten sosammenfassen sotltsi;

De Sluze hat eigentlich das Tangentenproblem für seine Zeit bereits «r*

schöpft. Ks ist zu bedauern, dass Herr Quetelet die Besprechung dicssi

Autors im Wesentlichen dnranf beschränkt , die Urtheile anderer Schrift-

steller über ihn /-Ubatinnonzuriti llen , so dass wir weder von meinen Lebens-

umständen mehr als die Daica beiner Geburt und seines Todes, noch voo

seinem Mraoluhn/rn mehr als den blossen Titel kennen lernen. Solion vir

aus diesem dritte u Ahüchnitte noch eine anderweitige, allerdings mit Matbe-

nmtik nur nebeusiiclilich zusamraeniiaiij^'cndc üntersnchnng^ anfüliren , so

möchten wir auf die Scbüdrrnng: des Aufenthaltes der Jesuiten und insbe-

sondere belgischer Jesuiten in China aufmerksam machen.

Den vierten Abschnitt lässt Herr Quetelet 1778 beginnen, währesd

die letzten Männer von irgend welcher Bedeutung, welche im Torbergehen-

den Abschnitte aufgezählt sind, nicht weiter als bis etwa snm Jahre IIW

herabfttbren. Schon daraus könnte man folgern, was lom Uoberflasse as

Anfange des vierten Abschnittes noch besonders heivoigehobsii isti da«

Belgien seit dem westphKlisehen Frieden und in Folge der damals stipolir-

tea Schliessung der Scheide mehr nnd mehr Terkam. Jene Bedingnag, «r*

ftinden als Zügel fransdsiseher Ländergier, hatte den nicht beabsiehtiglei

Erfolg, Handel nnd Wandel In den Sudprovinsen der Niederlande lahm n
legen, nnd das arme Land, schon ansgesogon durch spanische Uerrsehsft

nnd fransOsische Kriegshcero , verlernte jetat im tüglichen Kampfe um die

Mittel derEzistens jedes bdhere Streben. Die Kaiserin Maria Tbeiusb

wurde durch Graf Cobenzl daau gebracht, den Versacb eu machen, dnti

Gründung einer Akademie neue Männer in das Land zu ziehen und danut

eine neue Anregung zu geben. Die Erweiterung dieser zuerst kieiuerea

gelehrten Gesellschaft zur kaiserlichen nnd königlioben Akademie erfolgt«
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don 1.*^. April 177,1; dio letzte SiUun^ fand den 21. Mai 1704 statt. Nach
dor \'eroini^nu]^ Hclß^ions »lit FraiikroicJi hurto die Akademie wieder auf,

ailes geistige Leben zo^' sic!i nach Paris, und erst J8l(J begann mit dcrNeu-

begrütiduug der Akademie den 7. Mai eine bolgiiiciie Wissenschaft des 19.

Jahrhanderts. Das Charakteristisehe dieser ganzen Periode bildet das go-

BMinMinft Streben und Arbeiten innerhalb der gelehrten Gesellschaften.

Herr Qnetolet hat vollkommen Recht, wenn er sagt, die Geschichte der

Kfinste und Wissenschaften der letzten Zeitendes vorigen Jahrhunderts falle

ia Belgien mit der Qescbicbte der Arbeiten der Brüsseler Akademie aasam*

men. Ja, man kann den gleieben Aosspnich aaeb für die Zeit seit 181G gel-

ten lanen, wenn man neben den VerOffentliebnngen der Akademie noeb die

on Garnier und Qn e te 1 e t , dann von dem Letaleren allein beransge-

gebenen 11 Binde der Correipondanee mnMMÜque et pkifsigue (1824—1690)

nennt Die MUnner dieser Tierlen Periode gehören der Jüngsten Vergan-

genheit, oder gar der Gegenwart noeb an. Herr Qnetelet bat die schwie-

rige An%abe| ein Urtbeü über Leistangen abtngeben, welche noch nickt

der Geseblebte angebüren , mit Feinheit nnd anerkennendem Wohlwollen

gel6st Die Namen De l^ienport, Dandelin, Pagani, Plateau
treten als Vertreter der mathematischeD nnd physikalischen Wissenschaften

licrvor, und wenn nicht selten anonyme Arbeiten, wie z. B. über die Focale,

über caustischc Linien u. s. vv., als Anlehnungspnnkto für andere Gelehr-

ten nur flüchtig erwähnt werden, so sind wir nicht genothigt, die Beschei-

denheit des Verfassers zu achten und soineu Namen gleiclifalls zu ver-

schwcigi ii. Wir dürfen und müssen e» aussprechen , ue lo 1 e t selbst ist

der geifeti*:»' Miltcljfunkt des ^'f lchrton Belgiens in diesem Jahrhunderte;

seine Untersuchungen sind ei», weh^lie tlen Aus!,',ii);rHpunkt für die Arbeiten

einer ganzen Schule von Mathematikeru bilden; seine Ideen sind es, welche

den gemeinsamen Arbeiten der Brüsseler Akademiker zu Grunde liegen.

lieber diese gemeinsamen Arbeiten, welche im allgemeinsten Sinne des

Wortes anf die Ermittelung der periodischen Veränderungen der Natnr-

erecheinnngen gerichtet sind, verbreitet sich noch ein Anhang des nns vor-

Kegenden Werkes. Wir dürfen denselben als einen der gelungensten

Tbeile beteichnen, in welohera der Leeer ebensowohl Anfsebloss über be-

reits Geleistetes, als Anregung an noch an Ermittelndem in reichstem Maasse

finden wird« Oaiitob.

TorlMiBgüA ÜMV Btmaim't Theorie der AhelMt» firtegiile. Von

Dr. 0. Nbomahv , ordentlicher Professor an der Unirersittt Tü-

bingen. Leipzig, B. G. Tenbner. 1860.

Nnr wenige Zeit ist seit dem Erscheinen des Werkes von Dnrige
über Riem an n'sebe Theorien rerfloseen, nnd sehon wird nos nnter dem

obigen Titel ein neues geboten. Die Bezeichnung Vorlesung für die eln-
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Minen Abiebnltto kann nieht wtfrUioli mi ertteban mIb, dena es würde

nicht möglich soio, in einer ja nur dreiviertelaCSiidigen Vorleenog irgend

cincu dieser 12 Abschnitte Torsutragen. Referent glaubt, daeii bei eiaer

Voitiagöwoiso in der Ausführlichkeit, wie sie in dem genannten Bnobe

herrscht, ein Semester nicht genügen würde, auch bei mehreren Stunden

wöchentlich, den gegebenen Stoff zu bewältigen. Diese .sehr gii ^se Aui>

führlichkcit erscheint hnnlig nuch etwas allzugross, aber wulil auch der

einzige, .sicher weuigsttns erheblichste Vorwurf, den man dem Werke ma-

chon kann. Diese Breite der Behaii llun^ geht ziemlich gleichmässi^' durch

nllo Abschnitte; wenigstens kann hier nicht, wie dies bei dem Werke von

Durege der Fall war, der Vorwurf erhoben werden, dass die schwereren

Partien in undeutlicherKttrse behandelt werden. Im G^entbeil sind gerade

in diesen späteren Vorlesnagwi die Beweise entweder gans nem oder so ge-

schickte Umändernngen der Ulten, d^^ss die Einsicht sehr erleichtert wird.

Wie Dorego, so hat nach der Verfaeacr dieses Baofaee die Absicht, die

Kenntniaa der Metboden Biemaon*« nocb acbon Anftogem sn ermögUcbeA.

Diea ist in diesem Buebe aber auf eine Tiel ollsttadigere Art erroiebt, in-

dem die Entwiokelongen bia mit der UmkehniDg der byptreUiptifebaa In-

tegrale von dem Gebraoobe dea Dirieblet*adien PrlniBipa lireigeballea

aind ; dies ist immer eine sebwierige Stelle nnd ersebwert das Waltatdim-

gen in diese Theorien immer ansserordenUicb. Dieaa Weglaasnng das Di-

ricblei^seben Prineips erforderte ErgÜnsnngen in mebreren Absebaittan;

so baaptsAeblieh lassen die Betraebtnngen der 7. Vorlasnng auf p. 210C er-

kennen, dass fllr eine LSsung des Umkebmngsproblen» das genannte Piin-

cip nicht uniuDgauglich nothwendig ist. Mittelst des D irichler^chen

Prineips lässt sich nainlich zeigen, dass es uul einer 2/>-f' 1 fach ansammeo-

hiuigenden Fläche endlich blciLeude eindeutige Integrale giebt; aus dera

Satze p. 282 folgt, dass die 2p imaginären Periodicitätsmoduln ( welche ja

pcomplexen Constanten äquivalent sind) ein Integral bestimmen; diese

Moduln brauchen aber nach diesem Satze nicht willkürlich wählbar au sein.

Letzten s zeigt sicli aber durch die Form der endlich bleibenden IntegrÄl«».

da man immer p derselben augeben kann. Diese Betrachtungen uiii^eu alü

ein wesentlicher pädagogischer Fortsebritt in der DarsteUung der &te-

man naschen Theorien gelten.

Eiin glücklicher Griff ist es aneh wohl, welcher die polaren Unstetig-

keiteu aus den übrigen heraushebt. Sind dieselben eben auch nichts ande<

res alsUnendUcbkeiten, für welobe endliche, also bei eindeutigen Fnnctiooea

ganssablige Ordnungssahlen existiren, so setat doeb die D'efivHion: „Der
reeiproke Werth der Funetion ist im Pole stetig", ibro Eigensebaftea ia

ein heiles Liebt. Die Sätae fClr stetige Functionen gelten aum Tbeil noeb,

wenn polare Unstetigkeiten augelassen werden; dies seigt besonders der

Sats auf p. 00, einSata, wetober von grosser Wichtigkeit «ad der mM-
reichsten Anwendnngen fähig ist
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Viflle der «fnielntii Slise, die sieb sentrent in allen Kapiteln finden,

bitten bingegen getroet wegbleiben kttnnen snmmt ibren Entwiekelnngen,

•o der grosse Sats p. 108, der Tollständig selbstrerstSndlicb ist. Entwiolce-

longen dieser Art kttnnen leicbt dM Interesse des Lesers abstnmpfeni na*

meatlieb wenn demselben die Uebnng feblt, so Unwesentliebes gleieb scbneU

N «beroeben. Ebenso bitten die AiMcbnitte 0 bis mit 8 der dritten Vor*

lesnng, ohne dass der DentUebkeit Schaden geschehen wäre, sehr zusam-

mengezngc n werden können. Bemerkenswerth i.st wieder der 0. Abschnitt

dieser Vorlesung (p. 126 ft.), dessen IhIiaU bpiitcr vielfach benutzt wird.

Fahren wir jetzt in der Besprechung der einzelnen Vorlesungen fort.

Die Dritte, eben behandelte, war diejenige, die zuerst zu Bemerkungen Vcr-

anlassiniL^ hot , da die < r^tm beiden zu boksinnto Sachen geben, die aber

dcunoch in einem Lehrbuche nicht felilcn dnrlh n, zumal der in der 2, Vor-

lesnog gegebene Beweis für das Fundamentaltlieorom bestinnntcr Integrale

on Riemann herrührt und daher wohl, in seiner von früheren Bowoiscu

so abweiebenden Form, der Bieman naschen Theorie sogettthU werden

darf.

Die Anftragnng der Punkte einer Ebene auf eine Kugel im I. und 2.

Abschnitt der 4. Vorlesang durch Projection emp6ehlt sich durch ihre An-

sebanliehkeit; derSats aber anf p. 140 ist wieder absolut selbstverständlich
$

dn nimlieb mit x nnd y sowohl die Coordinaten eines Punktes der Ebene,

«]s aneb gleiebaeitig die des entspreebenden Punktes der Kogel beseiebnet

sdnd (siebe p. 140) nnd die Coordinaten des entspreebenden Punktes der

Astipodenebene dann bestimmt sind durch

(* + yO(*'+ jr'0= i.

•o ist es einmal gans klar, dass eine Function f von + yi anf der Kugel

aacb eine solche auf der Ebene und als /( r\ euch Function von

X -f y' i ist.

Originell erscheint im 3. Abschnitt (p. 149 ff.) die Begründung eines

Fundamentalsatzes der l'nnctionentheorie, naiulich des Satzes: Eine überall

endliche, eindeutip;e und stetij^e Function ist eine Constantc. Naturgemässer

und einfacher iüt w ilil die frührr i^ebr'iiK liliL-lm Begründung des Satzes,

iiide^s i?t dieser Hcwi is wohl gewählt, um tlic I'i imtzunp: des Satzes von

p, 1*28 zu erläutern, welcher Satz auch spater vielfach wieder benutzt wird.

In der 5. Vorlesung ist wieder empfeblenswerth der 1. Abschnitt, über

die Gestalt der Riem an n'schen Flächen, welcher »lie spätere Benutzung

dieser letsleren dnrch seine grosse Anschaulichkeit jedenfalls sehr erleich

tert. Dagegen nimmt der Inhalt des 2. bis 5. Absclmitte» wohl wieder un-

gebührlich viel Raum ein; der 6. Abschnitt zeigt in deutlichster Weise die

Möglichkeit, fttr jede algebraische Function die Rieinann'scho Fläche zu

eoDstmiren, auf welcher diese Function einwertbig und stetig aufgetragen

werden kann.
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Die 0» Vorlesnog besehXftigt iich damit, sa seigeo, wie TlieileBte-

mannVher FlKchen, welelie nur einen Windnngsponkt enUwlten, clatth

Transformationen in andere nnd speciell in Elementarflielien eiwaadell

werden IsÖnnen. Die«e Betraelitnngett sind wiebHg, weil sie erlanlwa,

88tse, die frttber als Functionen des Ortes in einer einblättrigen Flidie

entwickelt waren (fUr innerbalb der Grensen der Fllebe eiadentige Faae-

tionen von c+ ^O > Fnnetionen des Ortes einer mebrblittngcu Fliebe

an fibertragen. Denn die Transformationen (siebe p. 227 ff.) sind so he*

schafFen , dass die nnabbängig Veränderliebe x yi darcb | + 171 ersettt

wird, welches mit dem x j^i so zusammenhängt, daas jede Function voq

X yi auch eine solche von ^ -j- r^i wird.

Die Uebertragung dieser Sätze findet in der 7. Vorlesung statt. Man

sieht daher, wie die 6. Vorlesung einen Tlieil der Betrat htungeu au^iaaclit,

welche da* T> i r i chlet'sche Princip eTitl>eliili( Ii erscheinen lassen. Wir

glauben die l^tliclit zuhaben, auf alle dioye Tunkte aufmerksam zu maclien,

um zu zeigen, wie vielfache neue Gedanken nöthig waren, um ohne dies

Princip ans Ziel zu gelangen und wie hoch daher dieser Fortschritt in der

DarstelluDg nicht nur in Folge seiner Wichtigkeit für Lernende, sondem

ancb in Beang auf die Scbwierigkeit der Ausfülirnng beartheiit werden

muss.

In der 7. Vorlesung ist, ausser der schon besprocbenen Uebertragnog

einiger Stttae über eindentige Fnnetionen anf mehrdentige (p. 244, 245,

ancb eine yon der Riemann'scben Definition der Fassung nach Tersdus-

dene ErklXrnng des Begriffes : Null oder unendlich erster Ordnung gegebei.

Sie würde nocb empfehlenswerther sein, als sie durch ihre Anschauliebluit

und Fassliclikeit ist, wenn sie, um nicht Zweifel an ihrer Bindeutigkeit fibiig

SU lassen, nicht doch noch der Kiemann*8chen Definition nöthig bitts

(yergl. die Note von p. 242 und p. 248— 249).
I

Vielleicht der wichtigste der anHinglicben Sfttse der Functionentheorie,

dass ttberall endliche
,

stetige nnd eindentige Functionen Constanten seb
|

müssen, wird in dem 6. Abschnitt (p. 274) auf mehrdentige Functionen ver '

allgemeineit, indem die symetrischen Functionen in Betracht goaogen

werden, zu denen die verschiedenen Zweige der nieln icutigcn Function

führen. Diese einfache Betrachtung führt dazu, auch algelnai>clic Func-

tionPT), wie früher rationale, durch ihre NuU- und Üuendlichkeitspuukte m i

bestiniinru (.siehe den Satz p. 270).

IJcr d. Abschnitt enthält ausser diesen leicht beweisbaren Sätzen auch

noch den verwickeltercn Beweis des schon oben erwähnten Satzes über die

Bestimmung der endlich bleibenden Integrale durch die imaginären oder reel-
j

len Thcile ihrer PeriodicitHtsmoduln, eine Anwendung des Satzes von p. 12&

Endlich werden die Sätse, die sich nur auf algebraische Fonctiooss

besieben, snm Abschlass gebracht dnrch den 7* Abschnitt dieser T.Ter

lesnng und swar mit dem Satse auf p. 390, nnd es ist nur noch eise vw^
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bweitoiide Vorlesong nötbig, am dann dag Umkehnitigsproblem in Angrifif

nehmon za können.

Dies ist die 8. Vorlesunpr, welche über die Zerlog-ung der Riem an ti-

schen Flüchen und Zurückftii]i ung; mehrfach zusammenhängender Flachen

anf einfach zusammenhängende vermittelst der Querschnitte handelt. Diese

VoilesQDg darf als ein Muster von Deutlichkeit gelten. Trotzdem, dass der

hier behandelte Gegenstand wohl zu denen gekört, welche das Biudium der

Biemann*8cheo Theorien als besenders schwer erscheinen lassen, ist hier

nirgends Strenge nnd Klarheit an vermissen« Wohl hätte sieh der Verfas-

ser die EiniÜbrnng des Wortes „Strom" ersparen kdnnen, welches hier

gana Qnd gar llberflttsng ist, da es dasselbe sagen soll, wie das schon be-

kannte Wort Qaersebnitt, aber bei weitem nicht so gnt gewählt ist, ab die-

ses letalere Wort. Der Beweis fttr die Constana der Zahl p oder aaeb v —

«

(p. 107) ist sehr abweichend von den durch Riemann bekannten Beweises,

nnd der Beweis für die Formel

Up s= # 2»+ 2

aof p. 810 ff« ist eine sehr geschickte Abänderung des Beweises, den Rie-

mann in seinen Vorlesnngen gegeben hat. Nor der 6. Abschnitt über In-

tegrale fF d f eracheint mir deutlicher und besser darstellbar zu sein, indem

man das Kennzeichen für die Eindeutigkeit dieses iutegialoa iuiieihalb ^
auf die Betrachtung der Endlichkeit der unbestimmten Integralfunction

stützt. Diese kann für jeden Punkt a immer auf blosse Betrachtung der

Poienzcu von z ~u gegründet werden, die in F und f enthalten sind. Der

Satz auf p. 335 und dieser ganze 6. Abschnitt scheint mir zweckmässiger

durch die Betrachtungen ersetzt wordon zu können, die ich in Scblö-
milcb*8 Journal Jahrg. X, p. 172 angestellt habe.

Die 0. Vorlesoog , die Darstellnng der elliptischen Functionen durch

d-Functionen enthaltend, giebt su keinen Bemerkungen Veranlassung.

In der 10« Vorlesung ist an loben, dass die beiden Hauptarten, in denen

den Riem ann*schen Betrachtungen an Folge die ^-Functionen anr Dar-

stellung algebraischer Functionen benntat werden können, schon durch die

beiden auf p. .103 gegebenen Formulirungen des Umkebrtmgsproblems an-

gedeutet weiden. Naoh liiouiaun kann mau aümlich

d (II. — . . . u- - EaW^
1 1

'

sowohl als Function der gemeinschaltlichen oberen Orenae der tf« . . . ti^

oder auch als Function der p Punkte betrachten, ilber welche jede der

pBrnnmen «

aoagedehnt ist. Dieser Unterschied Ist auch in den beiden Problemen r

p. 893 das Wesentliche.
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Zu tadeln hingegen ist die Einftthrnng anderer Bezeichnungen und

anderer Buchstaben, als der R i c m a n n'schcn ;
ko ist dio Bczpichnung' der

Functionen (p nicht beibehalten, welche die Zähler der endlich bleibenden In-

tegrale bilden und ea ist der Buchstabe s für p gebraucht. Letzterei wi
nm 80 mehr zu tadeln, als s bei Riema nn eine so fest bestimmte Bedeutung,

die der algebraischen Function bat, welche die Venweignogflart der endUcb

bleibendeD Integrale bestimmt«

Die additiveii Conttanten in den eodlieh bleibenden loiegraleo b«*

stimmt^der Verfaeaer dnreb eine andere Regel, als die von Riernenn go*

gebenef nämlieh dnreb die p. 405. Da aber die Rieraann*sebB Bestin*

mnng so gescbickt beqnen gewählt ist, daes jede davon dem Wesen naeb

ersehiedene an verwerfen wäre, so hat anefa der Verfasser seine Bnsdns»
mnng so «ingeriehtet, dass sie dem Inhalte nach mit der Riemann*selimi

harmonirt. Die Fassung aber dieser Bestimmung macht es später , im 11.

Kapitel, nöthig, die eminent weitläufigen Rechnungen von p. 407 bis p. 484

durchzui uhron, um in der Folge auch zeigen zu könuen, dass bei dieser Be-

stimmung der Anfangswertbe

in den p durch die oberen ludices unterschjedenen Funkten verschwind«»!.

Offenbar siud die Riomann*scben Betrachtungen im §. 23 seiner Ab*
bandlang nnendlich einfacher; es bitte, um diese im Lehrbach anbntogen

tu kihinen, nnr bedurft, den Sata des §. 10 ttber j9— 1 durch gegebene

p—1 Punkte bestimmte Funkte durch frfibere Betrachtungen bei Gelegen-
heit einer Untersacbung Uber das Additionstbeorem Abel*scber endBeb
bleibender Integrale etwas strenger an beweisen, als dies im §. 16 bei Rle*
mann gesebiebt. leb bebe hierttber schon eine Notia aasgearbeitet « die

ich bald verSlientKcben werde.

Im Ucbiigen kann man dem Verfasser dankbar sein für den die hyper-
elliptischen Integrale betreffenden Satz, welcher in der durch die citirten

Betrachtungen bewiesenen Harmonie der Bestimmungen für die additiven

Con.staiuen enthalten ist; die Bestimmung durch p. 405 ist für mich nicht

Ausganr^'spunkt , sondern ein Lehrsatz, der sich allerdings auch durch viei

einfachere Betrachtungen über Charakteristiken beweisen lassen wird.

Bei dieser Benribeilung der 10. Vorlesung kamen wir schon anf einiges

in der 11, enthaltene. Indees verdient an dieser Vorlesnng etwas gaas be-

sonders hervorgehoben an werden.

Der von Riemann in §. 22 seiner Abhandlnng gelieferte Beweis des

Satses, dass

0 (m,— . • • —
nothwendig in den /»Punkten a verschwindet, ist, wenn nicht einigte Be>
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inerkungon hin zul ofü;j:t werden, unvollständig; aiM den Betrachtuu^eo

Kiemaau'« folgt durcliaiui nicht, dass

(Ci . . . Cp)

mir auf eine Weise

(lol«) . .

.

1 * 1 ' '

coogruent gesetzt werden kann.

Hiemann selbst bat in Besag auf diesen Gegenstand im }• Hefte des

116. Bandes des Josrnals von Grelle eine Bemerknng gegeben. Dieser

Punkt findet sieh aber «neb schon durch den Verfasser erledigt^ dessen

Werk Ter diesem Biem an a*schen Anfsatse erschienen ist. Dies bildet

hanptaichlich , nachdem die Gleichnngen 2) bewiesen sind, den Gegenstand

des 6. Abschnittes dieser Yorlesnng.

Der Gegenstand der 12. Vorlesung, die Aasflährang und Aoflj^sung des

Umkehmngsproblems, hat nnnmehr keine Schwierigkeiten nnd bietet so

Bemerknogen an diesem Orte keine Gelegenheit.

D^m vorliegenden Werke konnten mit gutem Rechte erbebliebe Lob-

üclie zuertheilt werden. Scliade, dass die einincnto Breite der Bchaud-

laog voraussichtlich das ötudiuui lesiolben sehr Cischwereu wird. Diese

Breite hui es auch dem Verfasser uunuSglich gemacht, Vieles mit aufznneh-

meo, was bei einem iiinf uigreieliereu Lchrbucho H i e m ;i n ivscher Theorien

höch^<t Prwitnsclit :,^<w t seii wNro z. B. die Darstellung der Integrale dritter

ua(i zweiter Gattung und nameutiich, was sehr au vermissen ist, ein Kapitel

über das Additionstheorem.

Soll ein Lehrbach dieser Art wirklich geeignet sein, erhebliche Propa-

ganda fttr die Ri emann'schen Theorien an machen, diesem grossen Meister

.sahireiche Schüler zuzufahren, so mnss wenigstens gezeigt werden, wie

man den Inhalt der Fimdamenia novo etc. Jacobi*s mit so eminenter KHrae

aas diesen Functionssätzen entwickeln kann. Ein Boch dieser Art an

schreiben würde der Verfasser jedenfalls ausserordentlich belllhigt sein;

aber die erste Anforderang neben Klarheit wfire Kürse.

H alle a./S. , im Mai 1805. G. Bocb.

Dm Bixidilel'iehe Miidp ia seiner Anwsndaay uf die EieniMni'ieitett

Plidien. Von Dr. C. Nrumann , ordentlicher Professor an der

UniversitSt Tübingen. Loiji/ig, B. O. Tenbner. 1800.

Im Aubclilu-si an seine Vorlobungeu über K i c iii a ii u\s Theorie der

A lioTschen Integrale'' hat Professor C. Neu mann eine kleinere Schrift

unter dmi obigen Titel erscheinen lassen.

Im ersten Abschnitt werden nur, nach dem Ausdruck des Verfassers,

KlcmentarfläcbcQ betrachtet; hierbei sind die Beweisführungen Riem an n*8
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fast genau in umgekehrtem Gedankengange vorgeführt. ZimHchst wird

gczoi«jf , dass anf Krr istl -ii. heu eine Function immer den Bedinguntrcn auf

p. 8 gerafiss bestiimut wi i lcn kann. Dann wird gezeigt, dfiss es nur eine

solclie Function gieht uinl zuletzt, dass nur diese eine Function /7(r> fio

der lieaeichnung des Verfassers) zum Minimum macht. Zu tadeln ist, dass

der Verfasser so häufig ohne Grund andere als Biemann'flche Beaeieb-

naogea wählt.

Diese UtnkeiiniDg des Gedankenganges von Riemann hat eineo

Vortheil. Biemann geht vom Minimnm oii^(a) [entsprechend !?(•)]

ans. Dasn muss Toranagesetst werden, dass es Überhaupt stets Functionen

a giebt, welche H (a) endlich lassen. Dies ist an und f^r sich nicht evi-

dent und ehe dies nicht klar gemacht ist, kann nicht Ton einem Minimal-

werth von Slia) oder einem Specialwerth m von a gesprochen werden. DifMi

entscheidet sich beim Verfasser von selbst durch Darstellung des «, welches

Sl(^u) endlich liisst.

Auf p. 13 geht der Verfasser zu beliebig gestalteten Elementarflächen

über. Hier, oder schon Torber, bei Betrachtung von ^iO)t wSre es wfto-

schenswerth, Einiges darüber zu erwähnen, warum iür die Endlichkeit vou
n(ü) nur die Stetigkeit von ü (im 8inuc von p. 40 der Vorlesunfi«;) , niclit

aber die der Difl'erentialquotienten 1. Ordnung verlangt ist. Bei der vom
Verfasser am «renanuten Orte p,egeb( nen Definition von Stetigkeit büssen

nämlich möglicherweise lüngs ganzer Linien oder in einzelnen Funkten die

ersten Differentialquotienten ihren Sinn ganz ein, ohne unendlich zu wer*

den und es müsste erwähnt werden, dass die Grösse niü) trotsdem einen

bestimmten Werth behält.

Alsdann wäre noch wttnschenswerth, die Existent von Functionen U
sn beweisen, die in einer beliebigen Fläche im Nenman naschen Sinne

stetig sind und tiberall endliche erste Differentialquotienten hesitsen. Denn
bei der Neuman n*schen Definition von stetig (siehe Vorlesung p. 46) kön-

3 U B U
Den offenbar ^ und ^ unbeschadet der Stetigkeit von ü unendlich sein.

Daraus, dass die Ezistena solcher Functionen für Kreisflächen bewiesen ist,

folgt nicht ihre Existenz für beliebig gestaltete Flächen. Die AnsftilltiDg

aller dieser Lücken ist sehr einfach und geübteren Lesern dürften si«j gar

nicht als Uiuderniss des Verständnisses erscheinen. Das welches 12(^(1)

tum Minimum macht, muss dann nach Naumann die Function ii mit den

Eigensehaflen sein, wie sie auf p. 16 angegeben sind.

Nach Beifügung der vorhin gewttnschten Verrollstindigungen wäre,

nach der Meinung des Referenten , dieser Beweis ollständig in Ordanag

und müsste namentlich für den Vortrag dem Riem an naschen vorgezogen

werden.
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Roferent will nicht weiter angeben, in wolelior Weise diese Sätze auf

beliebige liiem An nVbe Flächen Übertragen werdeu. Dieser Weg ist sehr

lang und es scheint sehr wUnschenswerth , ihn überflüssig zu machen da-

durch , dass man den Ii le man naschen Beweis in seinen Einzelheiten wei-

ter ausbildet.

Halle «./ö., den Mai ib(}ü. G. Roch.
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19:^. .5t/r /ö /brwe x»+ '2y' + 2«'-f 4t«-f-4n'-f 1 V*. Liouville. Journ. Mafh-m. XA'.V, 73.

1Ö4. Note autuiet de la forme x*4-2y*-f a (i*+ 2 1*», Liouville, Joum. Malhcm. XXX,
40.

190. tete/bPMex*+47*+4»*+4t*+4n*-h4r*. Liouoille. Journ, MaOim. XXX,
«5.

IW». iSw to/br»iex»+4y*+4«^+4t*+4a»+l6»». LionvUle. Jount, Moihim. XXX,
203.

197. ^«r ^; /'nmc 2z'-f2jiy+3/4>2B*+9it4-3l*. Liouville, Joum. Motkim,
A AA , 9.

106. Sur la forme 2x«+Sji7-|-5jt+2s*-f9Bt+51^. LiouoiUe, Joum. Mathim.
XXX» 21.

Qoadratwunela.

190' Ueber die Näbemngswerthe der periodischen Kettenbrücbe and ibr<> Anwendung
auf Darstellung der Quadratwurzeln. Oettinger. Orun. Archiv XLUI,
801.

E^ctification.

200. Oh raiiofutl approitimaltüH io the cinlt. Htinkine. P/HL Mag. XXJX,
201. <In ike i^prfwhuate ffrapkic meoturemeut of cUipik and irotMdoi arat auf Ätf «cm-

»irueiion of a circtdor orc Heartg equtU to n giBtn atratgfa Um«. Aankin e. PhÜ.
Mffg. XX/X, 22.

202. Intorno ülla reiiiftcazione e alle proprieiä delle cawitiche Mecondarie. G enovchi.

908. Ueber Converfens tuid DiTergsns nneadlicher Beibeo. Seblomileh. Zeltiehr,
Math. Phvfl. X, 74.

204. Diterminaiton du point crilique, oii t*t iimitee la convergence de la sirie de Ti^or,
Marie. Compi. reud. LX» 10B5.

906. Die barmoniseben Beib«ii. Knar. Gran. ArobiT XLHI, 184. [V«rgl. Bd. IX,
No. 40.'^

]

2UÜ. ^ur les progiessiom de» divet s ordre», Le C ointt. AnniUimat, VI, 194«

Behwerpnnkt.

907. 8at^ "^'f^'i Beltrnnn Uber den Mittelpunkt des einem ebenen Dreiecke nn^oehrtehe-

nen Kreiaes und die Mittelpunkte der 4 BerUhmngskreiae. Moeggerath.
Oran. ArdÜTXUn, 80. — Lob*tto ibid. 984. C. Scbmidt iUd. 988.—
B«iifcble ibid. 804, 488.^ Beltrmmi ibid. 481.

20ft. Uober die SingnlaritUten algebraischer Cnrren. Clebsch. Crell LXTV, 98.

20d. Sur Ifs fdngulnritH superiettre» de courben planes , C ayley. Grelle LXIV, 3(i9.

210. Uebcr einige von bteiner bebandelte Curveu. Clebscb. Grelle LXIV, 288.

211. lieber diejenlfon «beoen Ctirven, deren CeordinateD rationale Fanetionen einet

PaMmeten ilnd. C 1eb • e b. CreHe LXIV, 48.

919« Pro^m du cercle tangent ä troU eerelee domi» et de la tphtre ttmgeuto d futdr*
!^phh e$ donnien. Ii ar hier. Compt. rend. LX,

913. Construction donnant ä Ui foi* le» quatre point» de contact d'une sphere tantgente ä

pmlroiphtrMdomiiit* Barbier. Cot^.reud, LXftlt^X.
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214. Umformung der Gleichung cos c ~ fxtg a . cvs ö + sin a . sinb.cosC, Qniikert.
Orun. ArebiT XLUl, 119.

Vergl. Detenniiisiiteii in g«omeiriacher Anwendoitg 41, Erolokion 92.

Recharhes stir les polyidrtt, Jordan. Compt.rtnd, LX^400.
Vergi. Cnbatar ^.

Ttflov*! Btiha.

VergL Reihen 204.

210. Ueber eine allgemeine Daretellnng des TrHgbeltsnaomente« ebener Figwea dnreh

Zeidmung. S i eb e ck. Zeiteehr. Mntb. Fhym, X, SO.

217. Entwiokelnng einei 8etie8 der ueebanischea Wännetheorle f8r beliebige Pro-

cesfie, in welcbem der Clausiuü'schc Satz der Acquivalcnz der Verwandlaugen
für Krci9|)rocessc als besouderer Fall entbalieo ist. Baaecbinger.
Zeitschr. Malli. Phys. X, 109.

WahrschemiichkeicsrechnaSig.

218. On the probabitity oftettumny and arguments. Abbott, Phü, Mofi. XXFJIl,\t*

219* Äkr giie'tj'urK formules; gdncrafes, fui pement itre utiles dmi.<; hi fh^orir des nnihkrtt-

LioupiUe, Joum. Matkim, XXX, 135, 1G9. [Vergl. Bd. X, No. 400^1
920. Ueber die idealen Primfactore» der cumplexen ZaUen , welcbe mm den Vfnraete

einer beliebigen irrcductiblen Qleiebnng rational gebildet sind. Selllaf.
Zeitschr. Math. Pbys. X, 17.

221« Sut te t^mbole
^ ^ Le ße§fftie. Oümpt^ read. LX, S77. (Vergl. Bd. Z, N«^

409.J
222. Sur Crqunünn X, +Zt+Zt+X4 ^ X| . X| . Xi* Mureni* N, «mm. wmtk

XXI IIG.
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Inri. Annnlimal. VI, 280.
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Literaturzeitung.

Recensionen.

SeitMlinft der ditemiduMlieii OMellfohaft tkr MetoofologM» redtgirt

von C. Jelimek und J. Uaiin% 1. Bd. No. 1—4. Wien, Gerold*8

Sohn, pro Band 4% FL
In dem Prospoctns dieses neuen Unternehmens heisst es;

„Diese Zettschrift ist bestimrot, nicht hios als eigentliches Yereinsorgan

zu dienen, sondern die Stelle einer besonderen FachaeitschriPt für Meteo-

rologie, welche in Deutschland noch fehlt, einsnnehmen. Sie wird nicht

blos grossere selbststündige AnfsStse, die in das Gebiet der Meteorologie

selbst oder verwandter Wissenscbaf^n fallen, bringen, sondern eine be-

sondere Sorgfalt den neueren Ersclieinungeu im G<!bioto der meteorologi-

sclien Literatur zuwenden uud die Leser der Zeitschiift von allen Bestre-

bungcii und Fortschritten auf diesem Felde in Knmtniss setzen. Bedenkt

mfin, welch' eine reiche Fülle von Material in den rublicationcn der ver-

seliiedenen ülisci vatorien und gelehrten Oesollschaften enthalten sind,

M'elche dem privaten Freunde der iVreteuiulugio in der Kegel ganz unzu-

giingiicli bleiben, so düiite es keine undankbare Aufgabe .sein, in fortlau-

fenden, eingehenden Besprechungen der neueren Leistungen auf dem Ge-

biete der Meteorologie ein Gesammtbiid des gegenwärtigen Zustandes die-

ser Wissenschaft zn bieten.

„Die Zeitschrift der österreichischen meteorologischen Gesellschaft

wird daher enthalten

1. Aufsätse oder Abhandinngen ans dem Gebiete der Meteorologie

oder ttber die Beziehungen der Meteorologie su anderen Wissen-

scbaiten und zn Fragen des pralstischen Lebens;

2. kleinere Mittheilungen und unter diesen einerseits fortlaufende

Litcraturberichte, andererseits Mittheilungen von der k. k. Cen-

tralanstalt für Meteorologie und Erdmagnetismus und den Sta-

tionen dos österreicliisclien Beobachtnngssystemes, endlieh eine

Uebersicht über den Verlauf der Witterung in Europa im All-

Lilrr«lQrstir. d. Zrtlfthr. f. Malb. n. Phy«. X
I , &. 7
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gemeinen und insbesondere in Oesterreich in der dem Er^cheioea

der betreftenden Namiuer zunächst vorhergegangeneQ Zeit;

3. die eigentlichen Vereinsnachrickten.

„Bereits haben einige der hervorragendsten Gelehrten, wie Dovp,

Lamont, Muh ry, Kuhn (in München), Prestcl u. A. ihre Unterstütz-

ung zugesagt, in Wien kann die jnnge Zeitschrift auf die Mitwirkung der

Mitglieder der meteorologischen GeselUchaft, nameotlicfa auf jene der

Herren Frltseh, Glatter, Hann, Jelinek, Knhn, .Littrow, Lo«

rens, Fisko, Pohl,' Scbr6tter, Simonj, Sness, Vivenot,

WetBS n. A. sShlen und es ist nicht an sweifeln, dass die neue Zettsehrift»

die einem wirklich geftthlten BedflrfniBM absnfaelfen bestimmt ist, sich

Freunde in weites Kreisen erwerben werde* Die Bedaetlon haben die

Herren Prof. C. JcHnek, Direetor der k. k. Centralanstalt für Meteoro-

logie und Erdmagnetismus, und Prof. Julius Hann ttbernommen.

„Die Zeitschrift erscheint in zwanglosen Lieferungen , die Nummer in

der Regel zu einem Bogen; 24 Xummern bilden einen Band/*

Der Inhalt der vier bis jetzt erschienenen Nummern ist folgender.

No. 1. Jelinek, die Gründung der österreichiöchen Gesellschaft fnr

Meteorologie. Mührj, die Wind- und Keo;cnverhältnissc Arabiens. Klei-

nere Mittheilnngen : Correspondenzeii ; ihmjc I^sychrometertafeln ; zur Frag:«

über die Ilöhengrenzc des Nordlichts; überrascliende Wirkungen der tro-

pischen Bonne. — No. 2. Mühry, die Wind- und RegenVerhältnisse Ara-

biens (FortsetsQug und 8ch!us.<;). Kleinere Mittheilungen: Wüsten und

Steppen als meteorologisch begründete Erscheinungen; Einfluss der Luft-

feuchtiglceit auf die ErwÄrmung besonnter Körper; Feuerkugel zu Tar-

nopol; Literaturbericht; Vereinsnachrichten. — No.3. Simouj, ftl>er kli-

matische Oasen in den Alpen. Kleinere Mittbeilungen: Correspondensea;

StaubfaU in Kfimthen und Rom; neuer Beitrag zur klimatischen Kenntniss

höherer sOdlieher Breiten; magnetische Deelination zu LöUing in KSro-

then; Witterungsflbersicht der letzten drei Wochen; Lehrbücher der Me-

teorologie; Personalnachriehten. — No. 4. Simony, Uber klimatische

Oasen in den Alpen (Fortsetzung und Schluss). Jelinek,. Wiederherans-

gäbe der Jahrbticher der k. k. Centralanstalt für Mefeorologie und Etd-

magnetismus. Kleinere Mittheilnngen: Die Kälte imUfai; Sturmsignale an

der hannoverischen Küste; meteorologische Gesellschaft in Nizza.

Mit diesen durchaus interessanten Aufsätzen hat die none Zeitschrift

einen glücklichen Anfang genoramen; wir wüutschcn ihr von Hrr/.en di-«

lebliat'te IJnterstiitÄun^ des schreiheiiden Howie des lesenden Publicum^

und damit zugleich ein fröhliches Gedeihen.
SCIILÖMILCM.

•
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CojnpeDdium der Planimetrie und Stereometrie, nach Lcgcndrc für den

Scbul^'cbruuch bearbeitet von Dr. C. Hechel. 2. Aufl. Keval,

F. Kluge 18ft5.

Das vorliegende, aus zwei kleinen, dtirchschoittlicb je 70 Seiten zäh-

lenden Heften besiebende Corapendiuin sclieint seine Entstehung dem Um-
atando zu verdanken, dass in Kussland und namentlich in den Ostsocpro-

vinzen die Geometrie Legendre'a als Lehrbuch sehr beliebt und an vielen

Unterricbtsanstalten eingeführt ist. So sehr nun auch jeder Mathematiker

den Scharfsinn bewundert, welehen Legendre an vielen Stellen seines be-

rühmten Werkes entwickelt, ro wird endererseits unter den praktischen

Schulmännern Deutschlands ohne Zweifel die Ueberzeugmig besteben, dass

steh jenes Werk sam Schnlgebrauche nicht eignet, ftlr den es offenbar auch

nieht geaebrieben wurde. Diea« TbatMoben bereebtigten allerdiage den

Herausgeber su der vorliegenden Bearbeitung, In weleber Allee veggelaa-

aeu ist, was den gewöbnlicbea Kreis des Scbniuoterriebts ttberscbreitet, und

worin gleicbaeitig manche schwierige Partieen des Originals durch fass«

liebere Betrachtungen ersetat sind. Freilich geht damit auch ein guter

Theil von den £igenthtimliebkeiten des Legendre'schen Werkes verloren,

und so entsteht ans Bmchstlicken von Legendre*s altgrieehiseher Denkweise

und aus einigen Znthaten moderifijr PKdagogik doch eigentlich nur ein hal-

bes Wesen , das kaum eine Ausserliche
, gewiss aber keine innere Berech*

ti^^uno: zur Existenz hat.

Stereometrische Aufgaben nebst ihren Auflösungen, für den Gebrauch in

höheren Lebranstalten bearbeitet von Dr. C. Hsobel. 2 Hefte.

Heval, F. Kluge.

Die hier behandelten Aufgaben beziehen sich meistentheils auf die

Berechnung von Linien, Flächen- und Körperinhalten, welche gegebenen

Bedingungen gentigen sollen , sie betreffen also die eigentliche Ausmessung

stereometrischer Gebilde. Ihre Gesammtaabl ist nicht unbedeutend, näm*

lieh» 1020 und gruppirt sich folgendennaassen : l. Heilt : Würfel (No. 1—^3),

Parallelepaped (88^72), Prisma (78— lU), Pyramide (115—226), Abge-

stumpfte PTramide (227—288), Pyramidale und prismatische Kugelhaufen

(284— 80&), Prismatische Abschnitte und Obelisken (800— 842), Cylinder

(348—477); 2. Heft: Kegel (478—576), Abgestumpfter Kegel (577- 6S6),

Rotationskörper (050—786), Kugel (787—B02), Kugelsegmente und sphäri-

sche Figuren (808— 1020)« Ausser der Ansahl der Aufgaben verdient die

Art derselben volle Anerkennung. Es handelt sich bei keiner dieser Auf-

gaben um ein bloses Zalilenbeispiel zu einer bekannten Formel , vielmehr

erheischt jede Aufgabe die Entwickelung einer neuen Formel, welclier danu

ein Zablenbeispiel zur Veranschaulichung beigegeben ist. Als Probe mag

dienen:
.VH>. Ks ist dio Höbe A = «0 und der Kadius r — 12 der Grund-

iiaciic eine» geraden Kegels gegeben) man soll den körperlichen In-
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halt des gröasten geraden CyUadors fimden, der sieh aus dem Kegel

aclineiden läset.

Auflösang: ^ n Ar*:=»402l, 238&.

Wie hier so liudcü sich noch melircic Aufj^alion über Mnxima uud Minima,

auch sind verschiedene Prublüinc aus dor Physik, Mceliauik, Geodäsie umi

AsLi oauiiii«^ anfgenommnn worden. Die llerleitnniij der Auflrisungen ist m

,deu Figuren durch Aufnalimo der nöthigen Hiltälinion (olme weitere Ho-

mcrkung im Texte) )iii<;(Hleutct, womit dem iielerenten gerade das richtige

Maasb einer Heihilfe getrotieu zu sein scheint.

Je dürftiger die bisherigen Sammlungen stereometrischer Aufgaben

waren, am so mehr Dank verdient der Verfasser für seine reiche, aneb tf'

pographiscli gut ausgeatattote Qabe, die hiermit den SohnlmtiiBeni wem
empfohlen sein möge.

SoaLdMiLCH,

Bibliographie

vom 1« Juni bis 1. August 1866.

I

I

Periodische Schriften.

Bitsungsberichte der Königl. Bayrischen Akademie der Wis-

senschaften. 1800, Bd. II, Heft 4, nnd im, Bd. I, Heft 1. ÜSn-

oben, Frans. k lONgr.

Denkschriften der Kaiserl. Akademie der Wissenschaftos
in Wien. Matbem.-natnrw. Cl. 2&. Bd. Wien, Gerold. 17% Thlr.

Sitzungsberichte der K ui serl. Ak ftdcuiie d er \V i s s t- n f,c Ii ai tcu

zu Wien. Mathem.-naturw. Cl. Jahrg. 18ü6, 2. Abtlieil., l.undl

Heft. Ebeudas. pro cowpl. 8 TIdr.

Annates de Vobsei taloire impcrini de VariSy pubiiees par U,J.

Le Verrier, Memoircs, Tome Paris ^ Gauthier -Vätars, 4^ fr.

American Ephemeris and nautical A/manae for fke year iS87>

fiubliihed by Ihe aulhoHtjf of the Secreiary of the Na»y, ß'atkinglon, Bu

reau of naviffaUon, 1% diptf.
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Beine JKathematik.

NiuiLiKO, W., Lehrbneh der aHgemeineii Aritbmetik. 2. Aafl.

Dorpat, GlSser. 1 Tblir. 2 Ngr.

ÜAUBRit, Die C o c f f i ci e ut 0 n dci:, D iffüi•^3U^euroih©Il. Ostcipro-

gramm do.s Oyinnnsinms zn Helmstedt.

DÖLt> , II. , Die UotcrmiuanteD als Gegenstand des Gymnasial«
Unterrichts. Ofiterprogramm des Gymuasiunis au Glessen.

Fuchs, Zor Theorie der linearen Differentialgleiebungen
mit veränderliehen Coeffieienten. Osteipregramm der StKdti-

aeben Friedriebswerder'schen Gewerbscbale in Berlin*

RuvMEii, F.| Lehrbneb der Elementargeometrte. 2 Tble. Stereo-

metrie nnd Feldmessen. 8. Aufl. Heidelberg, Mohr. 18 Ngr.

•Stegmann, F. L. , Elemento der ebenen Trigonometrie und Ste-

reometrie. 2. Aufl. Marburg, Elwert. % Thlr.

HiLLWio, C, Die Schule der Geometrie nnd Trigonometrie
der Ebene. 2, Corsns. Erfurt, ViUaret« la Ngr.

WmoKLBE, A», Geometriiebe Constrnetion rationaler Poly-
nome. (Akad.) Wien, Gerold. S Ngr.

ScHWARZKK, A., Entwickelung der Beeiehnngsgleiehnngc n zwi-

öchoii Si'ite und Halbmesser regelmässiger Sohnenpoly-
gonc, deren halbe Öeiteu2aUl augorade. (Akad.) Eben-

daselbst. 2 Ngr.

Amderssen, lieber die Aufgabe, einen Kreis zu cun.struiren,

der drei gegebene Kreise unter gegebenen Winkeln
eebneidet. 6ftenlarprogr. des Friedriebs-Gymnasioms an Breslau.

Obus, E. W., Fanfsig Aufgaben ttber das geradlinige Dreieek,

trigonometriaek gelöst, Osterprogramm der StXdiisoben Beel*

•ebnle aa Cassel.

EiLLES, J., Elementare Darstellnng einiger Lebren der nene-

ron Geometrie. Augustprugramm des Ludwigb Gymnasiums

München.

FüNCK, Grund Züge der aualytischen Geometrie der lObene,

aurUckgefüh r t auf synthetisch - geometrische Beirach*

tnngen. Michaelisprograroro des Gymnasiums au Cnlm.

KftB8B,H., Zur Erörterung der allgemeinen Gleicbung awei-

ten Grades mit awei Verftnder liehen. Osterprogramm des

Gymnasiums an Heiningen.

ScHHAMM, H., Ueber eine einfache Construction aller Kegel-

seil nittb Union. Augustprogramm der Oberrealschule -mi Wiene-

risch Neustadt.
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Tellkampp, A., lieber die Behandlung der Kegelschnitte im

geometrischen Schul niiterrichto. Ostcrprogramm der Städti-

schen höheren Bürgcrscliulc zu Hannover.

CoLLMAMN, Die analytische Behandlung der Kegol&cbuitte.

Osterprogramm des Gymnasiums zu Bielefeld.

Dbomkb, A., Bettimmung einiger geometriachen Orte. MiGbae«

lisprogramm der Pronnaialgewerbscbule su Goblena.

Lewim, J., Nene Auflösung des Fothenot*sehen Probleme»

und Beweis des Lebmann'schen Sataes ttber dasselbe.

Wien , Bermann & Altmann. 12 Ngr.

ToDiiUüTEK, J., Algebra for usc of Colleges and sitool. Lundon.

MncmiUau. 7 sh. U d.

Serkct, J. A., Cnurs ä'algebrc superieurc, S edil. Turne IL I'am.

Gauthiers -Villari, les deux vol, 2Afrcs.

Fort en Sohlöhilcb, ieerboek der analytische meetkunst, Naw

<fe 2. vUifaüe bemerkt en verm^door Ihr, van Geer. 2 DIn, leiden^ Siß-

hoffu 5 ^.

Bbbton, f., Quesiion de porismes, Nolice eur les ddbats auxguels n

donne Ueu Touvrage de JV. Chasles, suivi de VexpItcaHoH de ce gue cesi

gu'un poritme, Paris, impr, Vve, Bouehard-Nuxard, " 3 /r.

PoNCELüi, J. V., Traite des proprietes p/ uj cctives des figures.

Tome IL 2 ediU Paris ^ Gaulhiers - Villars, 20 fr.

Angewandte Mathematik.

DelabAR , G. ,
Anleitung zum L i n e a r z <^ i r 1» n e n. l. Theil : «las ^'oo-

metrische Lincarzeichneu. Freiburg im Br. , iiordcr. in Ngr.

EtCKBMsrBR, Der Theodolit, seine Einrichtung und praktische

Anwendung. Osterprogramm des Gymnasiums zu Hadamar.

Moritz, A., lieber die Anwendung des Pistor*scben Beflee>

tionskreises snm Messen von Angulardistanaen zwisebes

terrestrischen Objecten. Tiflis und Dorpat, GlXser. 3 Ngr.

KüBiuA, K., Iii) h c n b e is i i III ni u nge n der Erdatmosphäre und ih-

rer unteren Schichten. Klagenfurt, Leon. 4 Ngr.

Ziegler, J. M.
, Hypsometrische Karte der Schweiz. 4 Blätter.

Chromolithogr. mit Text und Register. Wjnterthur, Wurster & Comp.

5% Thlr.

Haobn^ ^«t JD^o preussische Ostseekflste in Betreff der Frage,

ob sieb eine Hebung oder Senkung derselben bemerke»
1 f( 8 s t. (Akad.) Berlin , DUmmler. g Kgr.

FdRSTER, W., Ueber Zeitmaasse und ihre Verwaltung doreh

die Astronomie. Berlin, Lttderits. % Tblr.
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Jacobt, f. (i. J., Vo'rl es n n ^ en fi r 1) y n am i k nobst fünf Ii int er-

lassenen Abhandlungen desseibeu, herausgegeben von A.

Olebscb. Berlin, 6. Reimer. 6% Thlr.

8cBBVFLBft, H., Imaginftre Arbeit, eine Wirkung der Centri-

fagal- and Gyralkraft. Lelpsig, Tenbner. % Thlr.

Stipak, J., Ueber den Einflnss der inneren Beibung der Lnft
auf die Schallbewegnng. (Akad.) Wien, Gerold. < Ngr.

Zeünkk, G.
,
Giundztige der mechauischen Würmetbeorie. 2.

Aull. 2. Hälfte. Leipzig, Felix. 2 Thlr.

KöRLBR, W., Die mechanische Wärmetheorie jn ihrer Anwen-
dung anf permanente Gase. Berlin, Calvary & Comp, SNgr.

ScHWARZ)!»., Ueber die Rednction der sehelnbaren und wab-'

. ren Monddistansen auf einander. Dorpat, GlXser. % Thlr.

Schmidt, J. F. J., Ueber Rillen auf dem Munde. Leipzig, J. A.

Barth. 1% Thlr.

Leiber, Tu., De casihun ij uibusdatn, tu tjuibus corporis soliiii mo-

tus in ificomprf'süihili fluido analysis auxiliu deierminari

potesU Dissen, itiaug. Malle.

ToDHUXTBR, J., A Treatise on analytieal Statt es, London, Macwtülan,

10 f 6 tf.

Dbvillbs, A.t Elements de micanique eonsidirie cemme science

naturelle, l, Partifi. Corps tolides, Leipxig, Brockhaas Sortim.

V 4 Thlr. 24 Ngr.

JuLLiBN, Sf., Problimes de mecanique rationelle, 2 Volwnes. Paris,

Cauthier-Vtllars, 15 fr,

Pkyaik.

EncjclopKdie derPhjsik, herausgegeben von 0. Karsten. 17. Lie*
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Recensionen.

Die FcBtigkeitslahre, mit besonderer Rücksiiht auf die Bedürfnisse

des MaschiiiPnbaues. Abries von Vorträgen an der polytoclmisclioa

Sclnilc 2U Carlsnihe von Dr. F. Grasmok. Berlin, fJnrtner 186Ö,

Wir begriisscn liicrin das erste vollst.tndigore >vi.ssonsi'battlicho Werk
der Festigkeitslehre, oder bosser derElasticitätslehre. Ks soll zwar, wie der

Titel besagt, besondere Rücksicht auf die Bedürfnisse des Maschinenbnues

nehmen, kann jedoch recht wohl als eine allgemeine Elssticitlitslohre gelten.

Allerdings bildet dns Werk nur einen Abriss, da keine voUstAndigen mn*

thematischen Entwickelangen, sondern nur Andeutungen derselben gegeben

find; die Principicn aber, auf welchen diese En twickelungen bemhen sollen,

sind mit möglichster Vollstjindigkeit und Klarheit besprochen , so dass es

dem nicht nnbefWiigten Leser leicht werden wird, das Fehlende selbst zu

ergXnten. Hierdurch wurde es möglich, den bis jetat enorm angewachsen

Den Sto£P auf den kleinen Raum von 18% Bogen snsammensndrängen.

In der Einleitung wird nach der Definition der Grundbegriffe als

Hauptaufgabe der praktischen Festigkeitslehie hingestellt „die Bestimmung

der Dimensionen oder der Belastung eines EdrperS) derart, dass in keinem

Punkteund nach keinerBichtung die Ausdehnung gewisse erfahrungemKssig

sulXssige Werthe Überschreitet**. Es wird sodann nachgewiesen, dass diese

Ausdehnung nach einer beliehigen Bichtung sich ausdrücken Iftsst dureh die

LKngeniUidemngen und gegenseitigen Verschiebungen der gegenflberliegou-

den Flächen eines kleinen rechtwinkligen Parallelepipedes, ohne jedoch

die Abhängigkeit in Fonnclii zu entwickeln, nnd dass sich diese LHngenKn«

derungen und Verschiebungt u "wiederuin ausdrücken lassen dnrcb die auf

die Seitenflächen des rarallelcpipediH wii landen Kräfte oder Spann u ngen.

Die letzteren werden zerlegt in N o r m als p ann u n gen und Tan gen t ial -

Spannungen und die Abliänpifrkolt der T Jin^'enänderungcn von den Xor-

roalbpanninip^en, sowie der Verschiebungen v«)n den 'l'angentialspannungen

nach dem einfachen Gesetze der Proportionalität als Erfahrungsgesetz hin-

Li««r»tartlf. d. Zeiliclir. f. AUih. u. Pby». XI.«. 8
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gestellt Sowolil die Spannungen als die LSngenänderungen und Verschie'

bnngen sind mit kleinen griechischen Buchstaben beseichnet, was h^itteTA^

mieden werden sollen. Nach einer Mktheiliing der numerischen Wertbeder

Elastieitätt - und Featigkeiteconstanten wird die Art und Weiee der Beu-

spmcbong etftbförmiger Körper beeprocben und dieae «af daa Syatem der

luaaereo KrUfte für jeden Querscbnitt F gegründet« Dieaea Syatem wird

mrttekgefabrt auf eine normal xn /* wirkende Kraft J7|, eine in Fwirkeade

Kraft Jl^nnd awei Kräftepaare Ifi, deren Homentenebene die Fllcbaf

nnd eine an F aenkrecbte Ebene iat £s werden die Spannungen and die

Aenderung der gegenseitigen Lage sweier benacbbarter Querachnitlebe-

aeicbnet, welcbe jede dieaer Grdaaen i7,|i?,,Jlf„ilf, erzeugen. Als elnfaeba

Fälle werden diejenigen bingesteUt, bei welchen von den vier GfÖaaeaaiir

eine vorbanden ist od«r wenigstens nur eine einen weaentÜcben Einflui

hat, nämlich Zug- und Druckfestigkeit (i?,), Biegungsfestigkeit

(^f,), Schubfestigkeit (/?,) und Drehungsfeetigkeit {M^.

Im 1. Kapitel wird die Zug- uiid Ui uckelastici tat und Festig-

keit in der gewöhnlichen \Yeise behandelt, dabei auch die speciellenRegek

für Drähte, Seile und stehende Zapfen aufgestellt.

Das 11. Kapitel behandelt die Biegungs -Ela^ticitat und Festig-

keit und zwar liir gerade stabfurmige Körper. Zunächst -v^ ordca die Aul-

dehnungen ,
(He Spftniiniigen in Kichtung der Axc des Stabes, sowie die

Differentialgleichung der elastischen Linie in der gewöhnlichen Weise unter

der Annahme entwickelt, dass die Querschnitte auch bei der Bie-

gung Ebenen und zur elaatiachen Linie senkrecbt bleiben-

Durch Gleicbaetzung der in den von der neutralen Axe am -weitesten ent

fernten Fasern entstehenden Zuges und Druckes mit dem Sicberbeitaeoef-

ficienten fttr Zug nnd Druck oder durch Bildung der Altenativgleiehaag

wird die beieiebnete Hauptaufgabe der Featigkeitalehre im AUgeiaeinci

gel8Bt. Ea folgen nun Anwendungen anf veraebiedene QueracbniitafonMo

welcbe jedoeb an knra avagefallen aind, aowie Anwendungen aaf vefadde»

dene UnterattttsangB- nnd Belaatnngaweiaen der Stilbe von conataataB

Qnetacbnitte, wobei alaUnteratfLtanngaweiaen die Einspaunung eineeEade»,

die Unterattlisnng beider Enden, die Einapannung etnea nnd Untantfltaaqf

dea andern Endea nnd endlich die gerade nnd aebiefe Einspannnng bttdar

Enden vorkommen; alaBelaatnng wird die Belaatttngdorcbiaolirte nndglekh'

mässig vertbeiUe Laaten angenommen, aber auch die Behandlung^weise mer

l)eHebigen Belastung gezeigt. Hierbei werden stets dieresultirendeKratH/?,

'

und das Spannungsniument unt demselben Buchstaben bezeichnet, der

liir (Iiis Spannungsmoment aber iu l'arentheso gesetzt, z.B. Jf, [.V], was dei

unbet^ueuien Lesens wegen nicht recht praktisch erscheint. Sodann wird,

allerdings in grossor Kürze, der Fall behandelt, in wekhem der Sub «ai
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mehr als zwei Stützen Kegt, wobei die zuerst Ton Clapeyron tngegebene

Methode befolgt wird, xnnieliet die Spraiiiingiinoineate f^r die Sttttsen ond

hieraiM «Hee Uebrige in beKUmmen. Es wird hierbei nur eine totale gleich-

miwige Belastung jedes Feldes voransgfsetst. Vollständiger hat der Herr

Verfasser diese Untersnehnngen bereits früher veröffentlicht. Hierauf vird

geaagt, wie diese Fttlle bei Tariabelem Querschnitte au behandeln sind.

Zum ersten Male erscheint die interessante Behandlung des auf mehr als

Bwei Stntaen liegenden Körpere von gleichem Widerstände mit constanter

Hdhe. Hierall schltesat sich die Ennittelnng der Form und Durchbiegung

der Kdrper yon gleichem Widerstände für die einfachsten Fille. Das Kti-

pitel tcMiesst mit der Behandlung des Fallet, in welchem die äusseren Kräfte

nicht in dar Symmetrieebene des Körpers wirken. Bekanntlich tritt in die-

sem Falle, oder allgemeiner, wenn die Kraftebene nicht durch die eint; der

IlHU]ittragheit8axen der (Querschnitte geht, die Axe des Körpers bei der

Durchbie^ng aus der Kraftebenc heraus. Zur Bostimmung der S]'aiinungen

Bind hier zwei Gleichungen für das Gleichgewicht gegen Drehung aufzu-

stellon, wnhroiul \>oi eymmetrischer Lage der Kraftehene eine Gleichung ge-

nügt. Dieser Fall ^vird hl( r riehiif!:- behandelt, whlirond er oft, z. B. auch

von Kebhann in seinem bekannten AVerkc, falsch beiiandelt wurde.

Das III. Kapitel bebandelt die Kusammengesetzte Biegungs«
elasticitMt und Festigkeit, d.h. den Fall, in velcbem ausser dem
Biegniigsmomente M^ auch eine parnllel zur Axe vrirkende Kraft i^i yorhan>

den ist. Es wird nur der Fall behandelt, in welchem nur eine zurAxe paral-

lele Kraft vorhanden ist, dagegen werden diejenigen Fälle, in welchen auch

^eaenkrecht lur Axe wirkende Kraft vorhanden und welche in der Praxis

suweilen rorhoromen, unbeachtet gelassen. Zunftchst wird der «iafache

Fall betrachtet, dass derAbstand der Kraft von derAxe oder ihreExcentri*

citftt gegen die Durchbiegung sehr gross ist, so dass das Biegungsmoment Jtf

als unabhingig von der Biegung betrachtet werden kann. Sodann deijenige

Fall, dasa dieExcentricit&t nicht gegen die Durchbiegung su vemachlXssigen

iat, wobei also der Aufhellung der Festigkeitsbedingung die Bestimmung

der Formftndemng vorausgehen muss. Endlich wird der durch seineElgen-

thttmliehkeit bekannte Fall, dass die Kraft in der Axe selbst wirkt, oder die

flogeuaant« Zerkniekungsfestigkeit, behandelt. Die Durchbiegung

und somit die Beanspruchung kann hierbei jede beliebige Grösse erreichen,

wenn die Kraft eine gewisse Grenze überschreitet. Eine genaue Ueberein-

Btiiniijuug mit der Erfahrung ist hierbei nicht wobl zu erwarte«, weil in Wirk-

lichkeit die Kraft /' meist eine geringe, jedoch meist sehr unbestinniiio Ex

centricitüt hat. Der Verfasser nennt daher diesen Fall eine schwache Seite '

der Festigkeitslehre und theilt deshalb die bekannten emi)irischeu Kegeln

vciJi 1F> (1 gkinson mit. Diese haben für verschiedene Materi.ilien eine ver-

schiedene Form, was ntYenbar nicht gnt flenkhar i^t, weshalb der V'orfasser

eine rationellere empirische Regel, welche lür alle Matorialien gilt, mittbeilt.

8*
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Hieran BchliesBt sich die Bebandlnng der einfach gekrümmten

Stab förmigen Körper. Zunächst werden die allgemeinen Ausdrücke

für die Spannungen und für die Verrttcknngen tinee Punktes der Axe ent-

wickelt und hieran einige Beispiele geknfipffc, nämlich ein kreisfönDign

Sing und ein ovaler Bing ohne und mit Steg und ein Schwungring mit Bs-

rficksiehtigung des Einflusses der Arme, Bas letale Beispiel bildet ein

Kettenhaken. •

Das IV. Kapitel behandelt die Sehuh-ElasticitSt und Festig-

keit Zunächst wird die Besiehung swischen dem ElasticittUmodul J?mid

dem Schubelasticitätsmodul G durch Untersuchung der Forminderung einsi

Parallelepipedes durch Tangentialspannungen ermittelt, wobei allgenMia

angenommen wird, dass bei der Zug- nnd DmckelasticitXt eineVetkönmig,

bezüglich Yerlüngemng der Qnerschnittsdimensionen eintritt, welche ^
der Verlängerung, bezUglicli Verkürzung der Axc des Stabes ist. Es wer-

den die durch Versuche von Wert heim und Kegnault gclundenea

Werthc von m mitgetheilt und darnach vorgeschlagen, m für isotrope Kör-

per zwischen 3 und 4 anzunt iiiucn. Die Entwickelung der Grösse von m

nach der Moleculartlieorie, welche w= 4 liefert, wird nicht gegeben. Hier-

auf werden die Tangentialspannungen t entwiclcelt , welche bei der Bie-

gungselnsticilät durch die parallel zum <.^)ucrschnut( /' wirkende äussere

Kraft /?2 entstehen. Hierbei wird angcnouimen, dass v in einer zur Kraft-

ebene senkrechten Geraden des Querschnittes constant sei, ohne welche

Annahme allerdings eine einfache Theorie nicht möglich ist. Der Verfasser

beachtet aber nur die Tangentialspannung, welche im Querschnitt paraUd

zur Kraftebene wirkt, veiTiachlässigt aber diejenige, welche senkrecht zur

Kraftebene ist, welche letztere allerdings beim rechtekigen Querschnitte

Null ist, aber unter Umständen doch von Einflnssseia kann. Hieran sclüisnt

sich eine gleiche Untersuchung fHx Körper mit einfach gekrttmmter Aze,

welche sich liier lum ersten Haie findet.

Das Auftreten dieser Tangentialspannungen macht es unmSglieh, daii

die Querschnitte bei der Formänderung eben bleiben, weshalb diese An*

nähme, auf welcher die im IL Kapitel entwickelten Regeln beruhen, als eis

grosser Hangel der Theorie erscheint. Es hKtte sich aber diese Annahmst

ohne im II. Kapitel andere Besultate su erhalten, vermdden lassen.

Zum Schluss wird die einfache Schub-Klasticititt undFesUgkeit bespto-

eben, welche insbesondere bei den beispielsweise behandelten Nietverbia*

düngen auftritt.

Das V. Kapitel beschäftigt sich mit der Drehnngs-Elasticität ao4

Festigkeit. Zuerst wird die gewöhnliche Theorie gegeben, welche diö

Aunaiinie niaciit, dass die t^uerschn itto unverändert, also auch

eben bleiben, welche aber nur beim kreisförmigen Querschnitte zutrifft,

wird hier richtig vorausgesetzt, dass Tangentialspannungen aultretfo,
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welelie im Qnenebnitte in der Bicbtnng ooneentrischer Kreiae wirken und

proportional dem Badins annehmen. Sodann wird fttr beliebige, aber in

Besiehnng anf swei aenkrecbte Axen symmetrisebe Qaeraebnitle eine cor»

rigirte Theorie entwickelt nnd awar nnter der Annahme, dnsa die 87m-
metrieaxen ate^a aneinander und snr Axe des 8tabea aenk-
reebte Gerade bleiben, deren Bichtigkoit nob in der Tbat dnveb eine

genaue Theorie nacbweiaen iila&t. Ausserdem wird noeb die Annahme ge*

macht,' daaa im Auadmcke ftlr die TangentiaUpannuug die Querschnitts-

Coordmaten nur bis zur dritten Potens auftreten. Diese Theorie ist für das

Rechteck, die Raute und die Ellipse angewendet und liiernach eine allge-

meine NKherungsformcl (welche für die ]^illi|isr richtig ist) aufgestellt. Ea

wird iii dieser Weise abweichend von der gown Im liehen Theorie das richtige

Resultat gefunden, dass beim Rechteck und der Ellipse die grösste Tangen-

tialspannnnp: in dem der Axe am näclisten liegenden Punkte dos Umfangos

entsteht. Wir können diese hier zum ertiten Male gegebene Theorie, obwolil

sie nur Niilicrnngsresultate liefert, fUr einen melir elementaren Oursempfch

len, da die anfangs gegebene gewöhnliche Theorie für langgestreckte Qucr-

scbaittsformcu doch von der Wahrheit zu sehr abweichende KeKultate giebt.

Die doppelt gekrümmten stubförmigen Körper werden im Allgemeinen

nicht behandelt; nur wird am Schlüsse dieses Kapitels eine Näbemnga-

tbeorie der Spiralfedern gegeben.

Daa VI. Kapitel entwickelt die allgemeinen Beziehungen iwl-

sehen den Spannungen, Ausdehnungen nnd Verschiebungen
im Innern der Körper, welche bekanntlich cnerat von Caucby aufgestellt

wurden. Sie sind hier nach der Darstellung inHoltamann'a theoretischer

Mechanik gegeben. Bei den Besiebnugen awiachen den Spannungen nnd

der FonnAndemng sind nur isotrope Körper berttckaichtigt, ebne auf die

Holeeulartbeorie einaugeben. Dieses Kapitel hätte eigentlich den Anfang

dea Werkes machen sollen, wodurch dasaelbe bedeutend an Wisaenacbaft^

lichkeit gewonnen bKtte. Der Verfaaser bat dies ans Bttckalcbt auf die Be-

dllrfnisse fOr aeinen Unterriebt vermieden,weil es ihm darauf ankam, aobald

als möglicb sur Begründung der einfachsten Conatmctionsregeln sn ge-

langen, da die Festigkeitslehre nnd die Elemente des Maschinenbaues in

demselben Semester zum Vortrage kommen. Das ist jedenfalls ein Mangel

in der Organisation. Besser würde es sein, zwei Curse der Festigkeitslehre,

einen elementaren und einen höhern eiu^iuluhreu, wie z.Ü.au den polytech-

nischen Schulen in Dresden
,
Prag etc.

Das VII. Kapitel behandelt die zusammengesetzte Elast ici tat

und Festigkeit. Zunächst w^erden als Ergänzung des vorigen Kapitels

die allgemeinen Beziehungen zwischen Spann

u

hl: in und Formünderung für

den Fall entwickelt , dass Normal- und TangentiaLspannungf n gleichzeitig

vorhanden Bind, und namentlich die grüssteu oder Haupt - Spannungen und

Aosdebnungen ermittelt. Hieran scbliesst sich die geuauo allgemeine
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Theorie gereder stabförmiger Etfrper oder des ron Clebteb erwtütttt

De Saint-Yen ftnt*eche Problem in der anent von Clebseb gegebeetn

Bebandlnngiwebe. Ee eetit eine» isotropen Kdrperi eine gewine Yerthei-

Inngeweiee der llnsteren Krilfte auf die Endqnersebnitte nnd die Abvem*
heit von Krftfken rorane, welefae anf den übrigen Tbdl der Oberfliehe

ken. Hterdn'rch wird die Znlitflsigkdt der früher für die Biegungs- iil

Drehungsfestigkeit entwickelten NSheningaresaltate nachgewiesen. Ange-

wendet wird diese Theorie auf den elliptiKchen Querschnitt, 'welcher sich

ftm cinfaclißten behandeln lässt, und den rechteckigen Querschnitt ; bei letz-

terem wäre aher, da eben eine genaue Theorie gegeben werden i>oll, eine

grössere Strenge zu wünschen. Zuletzt werden einige zusammengesetste

Fälle beluindelt, nändich Znp: oder Druck und Verdrehung, Biegung nnd

Verdrehung, Biegung und Veisrhiebung, letzterer aaf den rechteckigen nnd

den doppelt T- förmigen Querschnitt angewendet.

Den Schluss dieses Kapitels bilden die platten iorra igen Körper,

welche hier zum ersten Male vollsfändigcr behandelt werden. Znnftchst

wird die genaue Theorie der Kngelschalcn bei symmetrischerBelagtang und

der Umdrebnngekörper mit symmetrischer Belastung im Allgemeinen, bc^

spielaweise angewendet auf den Hohlcylinder mit offene^ und geschlossenen

£nden gegeben. Diesem schliessteicb die Näherungsthenrio der Röhren mü
eingeklemmten Enden, der ebenen kreisförmigen Platten, der beliebig b»>

grenaten nnd belseketen ebenen Platten, angewendet anf die rechteckigen,

gleiehmllaeig belaeteten Platten an. Hierbei wird, entiprechend der Nlhe*

mngatheorie der BtXbe, die Annahme gemacht, dass eine anf der mitt-

leren Flftche senkrechte Geradebei der Formindernng gerade
nnd anf der mittleren FUohe senkrecht bleibt. Beidenreebl-

eokigen Platten wäre eine etwas grdssere Strenge wflnscbenswerth.

Das yUI. Kapitel endlieh handelt von der Arbeit der innere
Kräfte, woranfsiohdieTheoriederFeetigkeitgegenStoss gründet. Zonlchit

wird der allgemeine Aasdntck far die Arbeit der Innern Kräfte (oder das

Sogenannte Clapeyron'scho Theorem) entwickelt, woran sich die bekannte

Theorie des Sto s s e s schlicsst. Als Anwendung wird sohliesslich dit lAa-

sticität und Festigkeit gegen 8toss bei der Zug- und Druck-, Biegungs- and

Drehungs-KlHslicität gerader Stäbe und der Röhren behandelt.

Somit bietet das Bucli, (ili\\ itlil es nit*1it Alles erschöpft, doch ein reich<»s

Material und verdient wegen der kurzen, präcisen, dahoi wissenscliaftUchen

und meist klaren Behandlungsweise gewiss Empfelilung.

Dr« WlMKLBK,
IV«ri um PdftfcliB. CD frag.
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IliOBMkiOemauPythagoni intMd, atitka. librilL rce, Rioardub Hoohb.

^tM. serifit. Graee. et nom, Teubn, Lipsiae MDCCCLXVL IL IM.

Seinen bisherigen Yecdieneten vm den Text der Aritlmetik des Kico-

aaehns hat Herr Hoehe durch die rorliegende Ausgehe eine Arbeit enge*

reiht, welche in den Bemühungen nach dieser Seite hin für geraume Zeit

einen Ahsehluss herbeiauftthren gociguet ist. In gefVUiger Ausstattung,

wohl nur wenige Wünsche Übrig lassender Einrichtung ist die nach aller

Wahrscheinliehkeit überhaupt jetat noch mögliche älteste Gestalt des Textes

gegeben. Die Ausstattung ist die bekannte der BibHolheea Teubneriana. Der
Text ist Bach Kapiteln und Paragraphen abgetheilt, dazn aber an dor Seite

auch die Seiteuzahl der Pariser Ausgabe bcigclu^^L Zuniichst darunter be-

findet sich dieAni^abe der entsprechenden Abschnitte des Joannes Philo-

pünus,JaiiiblicliU8,Boethiu8, der vonN ob b ebekauntgegebenen Sclio-

lien, dea Theon, Tlieodorus P rotocensor, Snterichus, Pediusi-

mus, endlicb dfiSLliuliea der Handschrift (C) in Zeitz, also alles dessen, was

zur Vergleichun licigezogon -werden kann, innerhalb der (Irenzen der H.H.

zugänglichen Werke. Dass in diese der Commentar des Astiepius Trnllianus

und die Bearbeitung des Thäbei hen Kormh nicht fallen konnten, ist darnm

sa bedanera, weil beide Werke die bosteBenutzung würden erfahren haben.

Die abweichenden Lesarten, welche den unteren Theil der Seiten einneh-

men, sind für die ersten drei Kapitel d^ ersten Buchs vollständig mitge-

theilt, um das Verhältniss der Handschriften zu einander deutlich erkennen

XU lassen, für den übrigen Text mit sweckmässiger Beschränkung auf das

iHr den Text selbst Crhebliche. Den Schlnss bildet ein sehr sorgftltig ge-

arbeiteter Index von 44 Seiten und ein Calahgua Auctonm,

Dasa die möglichst Älteste Gestalt des Textes gegeben ist, erhellt aus

der analührliehen Darlegung hierüber in der Praefaih* H. H. konnte den

sehr guten Codex tou Göttingen aus dem X. Jahrhundert benutaen und

maehte denselben mit Becht sur Grundlage seiner Ausgabe. Die darin tof-

hommenden Lücken und insbesondere die sicher nicht ron Nieomachusher^

rührenden Schemata, die auf 8. 30, 50, 62, 71—72, 90 u. a, mitgetheilt, oder

wie auf 8. 07 su Zeile 15, angedeutet sind, beweisen swar, dass aueh diese

be.ste Handschrift nicht eine blose Copie des Werkes des Nicomacbus, son-

dern eine mit Zusätzen versehene Ausgabe dcaselben, oder doch die Copie

einer solchen ist. Aber diese Zubätzc beiührenden eigentlichen Ti xt, so we-

nig, dass dieser wenigstens als dem Original möglichst nahekommend kaun

angesehen werden. Freilich ist dnlKi nicht vai vergessen, dass nach der

Ansicht von H. nllo ihm iM k.iunl <;( wdrdenon Handschriften in 2 (Gattungen

sich scheiden, die er einem tirchrtyptts unterordnet, über dessen DiÖerenz

vom Originale nichts zu bestimmen ist. Mit grosater Vorsicht hat TT. überdies

alle die Wörter, die er den späteren Handschriften allein entnommen hat oder

selbst beifügte, mit kleineren Lettern drucken lassen, und die wenigen über-

flüssigen, wie Z.i7—I8| 44,21; 99,2 in eckigeKlammern eingeschlossen.
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Diesem Bericht Uber die Arbeit des Herrn Hoche gUnbo ich folgende

Bemerkungen noch beifügen zu sollen. Es ist nicht erwHhnt, von wem die

Abtbeilung in Kapitel nnd Paragraphen herrührt; hat dies H. selbst gethan

so scheint er mir dies wenigstens auf S. 14j Lü nicht glücklich gethan zuhaben.

Mit xa^* vTtodtaigKSiv beginnt so sehr eine neue Gedankenreihe, dass einneues

Kapitel damit dürfte angefangen sein. Die Ueberschriften der Kapitel hat

IL in die rar. leci. gesetzt, und sie sind auch schwerlich von Nicomachus;

allein der Grund, der sie herbeigeführt hat, die bequemere Uebersicht, be-

steht auch jetzt noch, und es würden klein gedruckt diese UeberschrifteD

im Text nicht stören. Manche Paragraphen ferner sind sehr lang, z. 6. Ij

82 lOj wodurch man zu langem Suchen genöthigt ist, wie z B.bei dem Worte

XQicexoaxoSvog y bei welchem im Index neben lü auch noch LL stehen könnte.

Bezüglich der Wortabtheilung ist S. 18j Z. Ifi avv-ci^cpouQOif 123. Ifl 0vy-

etvatQovaavy S. 4 aber dav-vfj&ti zu finden. Warum femer S. 3, Z. 4 naffo-

noXavH] 14_, 2 ncc - Qsnqiaivtov ] 26.15 na-gdvvnoVy 50j 1 ov^v- naxov 09v, da

doch c^^und ngog ihr g behalten, letzteres selbst in TCQogdnov (131, 10), nnd

als unzertrennliche Sylben behandelt werden? — Nach S. IX schrieb H.

mit dem cod. G. ivag statt ivvag. Da nun zu S. 52^ 12 ans G. und P. Iva'do;

angeführt ist und ich S. 53i 4 statt hdgj wie IL angiebt, in der Pariser Aus-

gabe Iva^ finde, so fragt es sich vielleicht doch, ob nicht blos eine Ver-

wechslung des Ivvdg mit ivdg = (lovdg der Schreibweise ivtig zu Grunde

liegt und diese also nicht aufzunehmen war. — S. X erklärt sich IL gog:pn

die Bruchbezeichnung durch 2 Striche, wie d^ = i-,
die Hultsch aufnahm,

wobei sagt, dass er sie nirgends gefunden habe. Sind aber nicht schon

die 2 Striche, die nach dem Zeichen für J auf S.XI, ferner 149— J50 aus der

Zeitzer Handschrift angewendet sind, eine Spur davon? Ich habe übrigens

dieselbe Bruchbezeichnung, wie Unltsch, auch in der Geometrie desPedia-

simns, welche diesen Uerbst als Programm erschienen ist, deshalb angewen-

det, weil ich sie in den von mir benutzten Handschriften vorfand.— Im Text

selbst scheint mir S. 12, Z. ix rov seine rechte Stelle nicht zu haben, son-

dern zu schreiben zu sein ix rov olov (vielleicht olovtl) Xoyov ngox- hti-

Vergl.9, 8—9.— S. I3i Z. 11 könnte fiiarig richtiger sein, da beiBoethius uno

medio non intcrcedente steht. — S. Ifi dürfte Z. Ifi vor xol lAovddog inr

Vermeidung einer falschen Beziehung ein Komma stehen , Z, 15 vor ictv ein

Punkt und Z. 2Ö vor (lia ein Komma. — S. 19,8 ist noXXankaatci^o{iivov nnr

die versuchte Ausfüllung einer vorgefundenen Lücke. Diese scheint mir

aber eher nach entstanden zu sein und zu schreiben tc5 oKidxig gj xa ano

(jLOvov xov fiicov iiQog eavxov. Was überliaupt die Form noXXaitXaatti^nv

neben nokvnXaatdtftv betrifft, so kam erstere vielleicht erst durch die Copisten

in den Text. S.22. 20-21 hat die Ausfüllung der Lücke viel Wahrscheinlich-

keit für sich, vielleicht würde aber die Stelle besser lauten: nXtiova fuv

ydg ivog td Xfitjfiara iv ro) fitl^Ovi (liffti^ (xel^ova is xov ivog xd ai^tfxu h
TW Udxxovt. — 8. 25 scheinen mir die Beischriflcn bei dem Schema
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schwerlich von Nicomachus selbst herrührend, mit Ansnahme etwa von

itltttog nnd fiijxog. Sollte H. dieselbe Ansicht dadnrcli angedeutet haben,

dass er diese Stelle des Wortes yvcSiiovis in den Index nicht anfnahm?

— S. 27, a ist das Komma nach novadog wohl zu tilgen. — Wamm ist S. 31

im Diagramm nicht zerlegt? — S. 34j ß— ständen statt dermnden
Klammem besser eckige, da beides, wie S. 26, 17— 18 dem Vorhergehenden

wörtlich entnommen ist und sich so als späterer Zusatz erweist. Zeile 10

hat Ast's Correctur wffr* av viel für sich. — S. 35, Ii vermisse ich nach bIöI

die Zahlen &xy xr^l ü c, denen vielleicht anderes noch beigefügt war, so

dass eine ganze Zeile ausfiel. — S. 38, 0 scheint mir das klein Gedruckte

ein späterer Znsatz von Jemand zu sein, dem es zu viel schien, ^dSov auch

vom Menschen gelten zu lassen. Vgl. 37, 6—10.— S. 41,

1

ist ttdiag)OQovaa aehr

zweifelhaft. Es könnte qvv av diatpoQOvoa geheissen haben.— 8.63.

4

— 5 ist

das Kolon nach yilxova durch ein Komma zu ersetzen und ein Komma nach

axixov anzubringen, wenn man überhaupt Unterscheidungszeichen setzen

will. — S. 69j lö ist xol arp i^g a^KpoxiQai schwerlich richtig. Es scheint ein

Wort ausgefallen und vielleicht zu schreiben Iv yivvri^ilaatg dq)* iKdartjg

uti<poiiQaig, — S. 73, 9— 10 dürfte Nicomachus selbst statt dvakvizai vielmehr

if dvttkvcig geschrieben haben
;

vergl. 74_i 3* — S. 74j IS sollte wohl ^tot

mU.anlaatsnifiOQiai rj nokkankaCitmiAtQU Stehen
;

vergl. z. B. 47^ 2| 64.' !L

— Woher 8. 75j ft das Femininum in at ytvo'fi*vo*? — Zeile 8 und 9 sollte

wohl Tovg oQwg of Xnno^itvot xgiig xxk stehen. — S. 80j I wird Aomov Sei

durch jdoiTcov . . . dtaQ^gciaco S. 144. 2Q gesichert, es dürfte aber auch diese

»Stelle im Index erwähnt worden sein.— S.88. 13 und H würde ich die Aus-

drücke xovxiaxi xov y, xovxiasi xov s. eckig eingeklammert haben. — S. 104,

Ii und 12 scheint nach övvdfitt und ivegyBia ngaxop ausgefallen zu sciu

;

vergl. Zeile 16— 18. — S.108, 12 ist das Kolon zu tilgen.— S. III, 14 scheint

die Aufnahme von tovto für r, das G.nnd P. haben, unnöthig; denn das { ist

nur ungeschickt wegen des vorhergehenden jiEvxctxtg £ geschrieben worden,

als ob mit nakiv auf dieses verwiesen würde. — S. 110. 2A sollte ovxcag nicht

klein gedruckt sein, da es in der besten Handschrift sich findet, in welcher

überhaupt nur yaQ fehlt und a und 3 vertauscht wurden. — S. 130, 2tt und 21

und 131, 2 scheinen die Klammern zu tilgen zu sein , da bei G. die Lücke in

Folge eines Sprunges von dem einen xtrQuyGivog zum zweiten deutlich ist

und 131, 5 und ö dieselbe Umkehr bei nfQiaaog und uQxiog angewendet ist.

—

Sollte S. 131^ 13 nicht »} xgixrj Iv xrj xd^u zu schreiben sein? Vergl. 141^ 4 und

143. ö und 2Ö. — S. 140, 1 könnte nach ivgvasig (o5s oder x^Si ausgefallen

sein. — S. 149, 21 scheint das Kolon nach hxo) zu streichen. — Druckfehler

sind auf das sorgfältigste vermieden worden; neben wenigen anderen leicht

zu verbessernden, wie S. 50, Ij 52,24 ; 119. 22 sind etwa zu nennen 3. 19. Ih

[«]

7] xß statt V xßj 25 im Diagramm orvi} statt avti, 31 im Diagramm o£

[»yJ
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w w w
statt OS und ist Btatt ttt^ 86| 1 Iff statt 1«, 9D im

Xe statt kßf wenn nicht die Handschrift selbst 1« hat« S8 im Diagmun,

3. Zeile statt i( und 72, IQ statt ftjS, beides unter der f^leichenVoxtni*

Setzung. 8. X09, Ii fehlt neben Zeile 11 die Kummer 2. S. UM iit b«

dtioatvtftv 8 statt 18 gedruckt. Auf einem späteren Wechsel der Besdcb^

nung scheint es an beruhen, dass schon auf S. VI nnd dann in derior.

Uet bald C hald Gt gedruckt ist.

Endlich erübrigt noch einiges ron den Problemen n sagen, welcbs

den Anhang bilden nnd von denen das l.demÜCvoy, das 2.und 3 dem Imalc

augeschneben ut, während hei dem 4., S. nnd 6. der Autor nicht gentant

ist Das erste ISst die Aufgabe 1 + 8+ 3 + . + und es ist inter-

essant, weil es leigt, wie man an der Vorschrift kam, das letzte Glied mit

dem, welches zunächst folgen würde, zu mnltipliciren und das Produkt mit

2 zu dividireu. Unsere jetzif^e Dezeichnung angewendet ist der Oedanken-

gang Iblgender: Liegt eiiu ungerade Anzahl von Gliedern vor, z.B. 'ivfl,

dann ist v+ 1 das mittlere Glied nnd

1 + (2i/ + l)=2(v + l)

2+ (2v) =t2(v+1)
a+(2v--l)= 2(v + l)

• • *

(2v+l)+l =2(v + l),

also ist X ™ so oft mal (v + 1) als die Anzahl der Zahlen beträgt, oder

«:(v+l)= (2v + l):loder«=5s(2»+l)(v + l). Das nächste Güed

nach 2y + 1 ist 2y + 2,

(2 y + 2) SS 2 (y+ 1) ahK>

(2»/ + 2) (2v+ 2) = a; . 2 also *= Ö^jJtllßl±S.

ff It X
Das 2. X^roblem löst dieselben Aufgaben nach den Formen + ;2 •

nnd +^ n. In mnem Scholion daau finden sich die Lösungen

1 + (l + a) + (1 + 2a) + . . . + [l + (2V— l) «J

nnd
1 + (l + a) + (1 + 2a) + . ..+ [l + 2va]= 2y [!+ »«].

Das 3. Problem giebt die Lösung in der bekannten Weise s » ^ ^ - .s-

Das vierte behandelt das fiäthsel, die Ziffern aaayysstj^^^ deren

Summe 40 ist, so in 2 Gruppen von 5 Ziffern zu sehreiben, dass beide Tbeil«

dieselbe Zahl darstellen, und giebt als Auflösung die Fonn 6 • (1 + I + '

+ 7)= 3.(l +Ö + 5 + 9). Das fttnfte lehrt eine Zahl awisehen 7 nad
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109^ die sicli Jenuiiid merkt, ans MittkeUnngea IlW die Resultate gewiaier

Operationen zu finden. Das Verfahren des Aoiferschens läset licli ane-

X a X b 9 c
drücken daich -r=y+— » T=«+-rf + 'nd das Ver-

3 3 5 6 7 7

fahren der Lösung dofeh — = ' +— » wobei «, ©, c

die Zahlen sind, die derjenige sagen rnu8S, der sich die Znlil gemerkt hat.

Bemerkenswert Ii ist hierbei, dass alle Divisionen durch wiederholtes
Subtrahiren ausgeführt werden (^iKßaXfiv uri aviov xov y ofsdxig ly^jea^ie?

S. 152, Z. 10) und die Fi ngerrechnong dabei benutzt wird {idfißavi xy

01} ;i^f(ül jov 0 a^i^fiQv S.lö2y 14). Das 6. Problem endlich stellt iu Worten

die Aufgnbo

2 (2 [2 (2 [2 (2:f— 250) — 250] — 250) — 125] — I2ö) — 125» 0

und giebt die Lösung «s 232| (s= 232ji|),

Anabaeli. * ' FamDLBiH,
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