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Le présent Volume a subi, comme le précédent, une re-

fonte presque complète dans cette seconde édition.

Nous avions émis au sujet des conditions où la dérivation

sous le signe J est légitime une assertion inexacte. En cher-

chant à rectifier cette erreur, que M. de la Vallée-Poussin

nous avait signalée, nous nous sommes trouvé conduit à

discuter avec détail les propositions essentielles relatives aux

intégrales définies.

La théorie des fonctions elliptiques a été entièrement re-

maniée et considérablement étendue. La supériorité incon-

testable des méthodes de M. Weierstrass nous a décidé à

prendre pour guide dans cette nouvelle exposition les For-

meln and Lehrsâtze de M. Schwartz et le Traité des fonc-

tions elliptiques d'Halphen. A côté de ces Ouvrages fonda-

mentaux, nous devons citer comme nous ajant ét(; parti-

culièrement utiles les Elliptische Functionen de M. Weber
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et les Mémoires sur la transformation, publiés par M. Kiepert

dans les Matheinatische Annalen.

Dans un dernier Chapitre, nous donnons un eKposé som-

maire de la théorie des intégrales abéliennes, emprunté

principalement au Mémoire classique de Riemann, aux

Traités d'Analyse de M. Picard et de M. Laurent et à la

Théorie des fonctions de M. Forsjth.

G. Jordan.
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CALCUL INTEGRAL
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CHAPITRE I.

INTÉGRALES INDÉFINIES.

L — Intégration des fonctions rationnelles.

I. Soit y(.r) une fonction de la variable indépendante .r.

laquelle reste continue dans un certain intervalle AB si .r est

une variable réelle (ou synectique dans un certain domaine E
si X est une variable complexe).

Nous avons vu (t. I, n"* 82 et 200) qu'il eviste dans cet in-

tervalle (ou dans ce domaine) une infinité de fonctions ad-

mettant pour dérivée /(j:) ou, ce qui revient au même, pour

difrérentielle /(j:^) dx. Ces fonctions diOerent les unes des

autres d'une quantité constante, qui peut être choisie arbi-

trairement. Nous les avons appelées les intégrales indéfl-

iiies de/(.r) dx et nous sommes convenu de les repn'sentcr

par la notation J'/(x)dx.

J. U.
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L'objet du présent Chapitre est l'étude du problème sui-

vant :

Une fonction f{x) étant donnée, trouver ses intégrales.

2. Nous avons déterminé dans le Calcul différentiel les

dérivées d'un certain nombre de fonctions simples. Nous

sommes par là en mesure d'écrire immédiatement les inté-

grales de celles-ci; on aura, par exemple,

(x — aV" djc=z '- h const.

::zz log(a' — a) -\- const.,/
r da:
I

1:= arc tan;

X — a

dx

/

]X 4- const.,

dv————-= arcsin^ -f- const..

V I - ^r

/
Qtnx

e'"^dx-^ -+- const.,
ni

!
co?> jnx

sni mx dx -s=:— H- const.
ni

s'in rtix
cosinxdx =: • -h const.,

ni

3. Pour intégrer les différentielles plus complicpiécs, on

peut employer trois artifices principaux :

i« Décomposition en éléments simples. — On met lii

fonction f{x) sous la forme

f{x) = Cxf,{x) 4- c.Mjc) 4- . . .

,

où c,, C:., ... soient des constantes, et/, j/^, . . . des fonc-

tions que Ton sache intégrer. On aura alors

/ /( X ) dx = c, l'/\ (
x)dx-\- c,jy.

i

X ) dx 4- . . .

.



IMI-GRALRS I.NDÉFIMES. 3

m" Intégration par parties. — Elle est fondée sur la foi-

mule

j'o
(
X

)
^'

(
X )dxz^o{œ)^{^X )

—
J'V '

( •^"

)

't' ( •^' )
«'•^*,

qui ramène le calcul de l'intégrale de c5(^)fL'(;r) à celui de

l'intégrale de cp'(^)d>(^), laquelle est parfois plus aisée à

obtenir.

3" Changement de variable, — Si l'on pose

(i) .r = cp(r),

il viendra

/(,r)=/[o(/)], dx^':.'{L)dt,

et la différentielle f{x)dx se changera en /[cp(/)]c5'(/ ) <^//.

Si Ton peut trouver Pintégrale F(^) de cette dernière, ilsuf-

(ira d'y substituer pour t sa valeur tirée de l'équation (i)

[)our obtenir l'intégrale def(x)dx.

A. Intégration des fonctions rationnelles. — Soit à in-

tégrer l'expression

/ — d.r.

oiif[x) et V(x) sont des polynômes entiers de degré /n et //

respectivement.

Soient «, b, . , . les racines de l'équation F(^) = o;

a, 3, . . . leurs ordres de multiplicité respectifs; on pourra

(l. I, n'* 213) mettre la fraction donnée sous la forme
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Chacun des termes de l'expression ainsi décomposée est

immédiatement intégrable; et l'on aura

J n^
iv-;— - dx = H h. . .+ Wni-n^ + ronst.
^ ' r ) m — /i 4- I m — n

, ,

A, A,+ Aiiog(,r — a

1
4-H,Ioo(^-^)

^-^ '^

a-i

.r— 6 (i _-|3)(^._/-_ r/)i^-'

o. Si les racines a, b, ... ne sont pas toutes réelles,

l'expression précédente de l'intégrale sera compliquée d'ima-

ginaires; mais il est aisé de les faire disparaître si les coei'li-

cients dey(^) et F(^) sont réels.

En effet, soit par exemple ar=<^-\-yi une des racines

imaginaires. L'équation F(^') = o admettra la racine conju-

guée a — vi avec le même ordre de multiplicité. Soit b celle

racine; on aura [i = y.. Les coefficients Ai, A2, ... seroul

des quantités complexes telles que /?, + q^ i, /?2-h ^2^ • • •
;

et les coefficients B, , B2, . . . seront les quantités conjuguées

Pi — <]\ h P2— Ç2h • • • • (^ela posé, on aura

Al log(.r — «):=(/?, + r/yi) log(.r — [x — v i)

et, comme x — u. — yi a pour module y(x' — !i.)'--t- v- el

pour argument

— V ./' — a 7:

arc Lan" • =:: arc tan g :

il viendra

A,log(.x' — rt)

r
^ ^

^^ .
x—iK .-1

lO Logv (^' - :j-)-+ ^>- + t arc tang— / -
J

•

Effectuons les multiplications et ajoutons la quantité con-

juguée B, log(j7 — b); les termes en / disparaîtront et les
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(crmcs réels seront doublés: il viendra donc

A,log(.r-«) + B,log(.r-^)

— p, Log[(./- — ;j.)-+ </^
1
— fu/, arc tang 1—---' + -^.

La partie transcendante de l'intégrale peut donc se mettre

sous forme réelle par l'addition des termes conjugués. Ou
arrivera évidemment au même résultat pour la partie ration-

nelle en ajoutant chaque fraction à sa conjuguée.

6. Ajoutons ensemble les fractions simples rationnelles

qui figurent dans l'expression (2); nous obtiendrons, eu

désignant par /• le nombre des racines distinctes «7, ^, . . ., un

résultat de la forme ^-5 où le dénominateur

V:={x — aV-'U — b)^-' .. .

csl de degré a— ' + ? — i +• '--=^11 — /', et le numérateur M
de degré n — /• — i au plus.

D'autre part, la somme des termes logarithmiques

Al log(.r — a) 4-Bi log(^'— 6) +. . .,

a pour dérivée

A, B, N
a— a X — b '

i)

Q désignant le polynôme de degré /•

Q=:(.r^ a)(,r~b)...

et jN un polynôme de degré /• — i au plus.

Si donc nous prenons la dérivée de l'équation (2), il

viendra

H désignant un polynôme de degré m — /i, qui existera seu-

lement dans le cas où m n.

7. M. Hermite a fait cette remarque intéressante, que



O SECONDE PARTIE. - CUAPITHK F.

pour effectiier le calcul des polvnomes II, M, N, P, Q il

n'est pas nécessaire de résoudre l'équation F(^) = o.

En effet, Il est le quotient de la division de f(^x) parF(j ).

D'autre part, on sait, par la théorie des racines égales, que P

est le plus grand commun diviseur de ¥ (x) et de sa dérivi^e

(divisé, s'il j a lieu, par le coefficient de son premier terme);

il s'obtiendra donc par de simples divisions. Enfin, si \ csi

le coefficient du premier terme de F(.^), on aura

Vi.v) = l{x — ay-(.v-^ h)^ . .
.— ÀFQ,

d'où

Q
X 1

Q s'obtient donc également par une division.

Reste à déterminer MetN de manière à satisfaire à l'équa-

tion

f(.r) .. N ^'MV -II
^ M'P — MP

iSix) Q \P /
"

Q P'

Multipliant les deux membres par F(.r)—^ aPQ^ il viendra

/(.r)~- II F( i ) z A PN -f- XQM'— XM ^^

.

Or /(^) — 11 F (^), reste de la division de f(x) par F(^),

est un polynôme de degré n — i; il en est de même de

chacun des termes du second membre; car le dernier terme,

bien que se présentant sous une apparence fractionnaire, est

entier; en effet, P' étant divisible par

QP' est divisible par P.

En identifiant les deux membres de ré(|uation précédente,

on obtiendra un système de n équations linéaires pour déler-

miner les coefficients des polynômes M, N; ceux-ci sont

aussi au nombre de n; car M et N sont respectivement de

degrés n - /*— i et /' — i

.

Nous pouvons ainsi, par des opérations toutes rationnelles.
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1 f • /(^) j • r TT /M\'
«lecoinposcria traction "^—- en deux parlies, 1 une II -i- ( — 1

N
immédiatement intégrable, l'antre —: dans laquelle le dénomi-

nateur n'a plus que des racines simples.

Si N est identiquement nul, cette seconde partie disparaît,

et l'intégration est terminée. Dans le cas contraire, la frac-

N
lion ^ ne peut être intégrée qu'en la décomposant en frac-

tions simples, ce qui nécessite la résolution de l'équation

= 0.

8. L'intégration des fractions rationnelles peut encore être

présentée de la manière suivante.

Nous avons vu (t. 1, n" 212) que toute fraction dont le

dénominateur est un produit de facteurs premiers entre eux

peut être décomposée en une somme de fractions partielles,

ayant respectivement ces divers facteurs pour dénominateurs.

Gela posé, soit '^ la fraction considérée, et soient P, , Po, . ..

les produits des facteurs binômes x — «, x — b. ... qui cor-

respondent aux racines simples, aux racines doubles, etc.

de F, de lelle sorte qu'on ait

F^PjPspj. ...

On sait (t. l, n" 210) que les facteurs P,, Po, ... peuvent

être obtenus par des opérations rationnelles. D'ailleurs

chacun d'eux n'a que des racines simples; enfin ils sont

f
premiers entre eux; on pourra donc mettre ^ sous la forme

d'une somme de fractions

M, M2

Pi P,2 ^ • '

(pi'on aura à traiter isolément. Nous avons donc ramené

la question de l'intégration au cas d'une fraction

M
p[^'
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OÙ le dénominateur est une puissance d'un polynôme i'

n'ayant que des racines simples.

L'intégration par parties va nous permettre de ramenei

ce problème au cas où jjl = i . Supposons en effet a ^ i

.

Le polynôme P étant premier à sa dérivée, on pourra dé-

terminer deux polynômes A, B tels que l'on ait AP + BP'= i

.

On aura donc

M
p[X

^U_\P + BP'
pjx

A M
p[X~l

^^^'
T777 ^^^ ^^ dérivée de 7771—?; on aura donc, d'après

la formule de Tinté^i'îilion par parties

m\
(1 — ;j.)PiJ-i

(B\I)'

(i ~ ;x)P!^'

cl, par suite, en posant pour abrégej

M

( BMV
1 — |j.

BM
;j.)i*!^-

Ml

Pîj.-

/ P!^
(L

BiM • M,

lx)['V--^

r M

J PV
f/.r.

vJn a ainsi ramené le calcul de l'intégrale cherchée à celui

(l'ujie intégrale analogue où l'exposant de P est réduit d'une

unité. En changeant jji. en [jl — i et M en M, dans celte for-

jjude, on trouvera de même, en posant

'A — M.

/ pjx-
(Ix :-!

BM,

( 2 — |j.~) VV-^'

M,

et ainsi de suite, jusqu'à ce que l'exposant de P soit réduit à

l'unité, auquel cas on devra recourir à la décomposition en

éléments simples, qui donnera la partie logarithmique de

l'intégrale.
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9. Proposons-nous, comme exemple, d'intégrer l'expres-

sion

f{œ)d.r

Tl sera ulile de commencer par un changement de variables.

en posant
.r = a + 3 /, cFoù d.r — [i dt.

On on déduit

/' f(.r)dj- _ /• ,3t--M-/(a +
;

^//.

Séparant dans le numérateur les termes de degré paii- de

ceux de degré impair, on pourra le mettre sous la forme

L'inléffrale cherchée sera donc la somme des deux siii-

vantes

j (

Pour intégrer cette dernière, posons

i-{-r-=:^(i, d'où 2tdt^da,

ell'^ deviendra

J '
i>^-

émette expression se décompose en une somme de termes

dont chacun, étant le produit d'une constante par une puis-

sance de u, est immédiatement intégrable.

Passons à l'intégrale

frt

ç(/2)^/f

Posanl i -[-/'-= /t ^ il viendra

c( /-') o(— I H- /a) r/ a.

{\ ~ t-)V- hv- h\>- /,H-i
.-h FI

H- T T..—r-T +. . .-f-ll,
(H_^2)a (i_^^2^a-i
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H élanl un polvnome en /, qui s'intègre immédiatement.

L'intégrale des autres termes sera

SI l'on pose pour abréger

Appliquons à celte intégrale la formule de réduction du

numéro précédent. On a ici

M = 1 ,
1^ = 1 4- t\

O dernier polynôme est lié à sa dérivée P'= 2t par la rela-

lion 1^ — ^^F-— I.

On aura donc

cl, par suite.

I — ;x 2(1 — ;x ) 2 ;x — 2

d'où

ij;, -
(2;i.— 2)(i -h r^)!^--^ 2;j.

lu,-,.

Par cette formule de réduction, on ramènera successive-

ment le calcul de toutes ces intégrales à celui de la pre-

mière

r di
l, = / — rzi: arctano^.

10. On peut souvent simplifier notablement l'intégration

des fractions rationnelles par un changement de variable.

Supposons, par exemple, que la fonction ''^—- à intégrer

puisse se mettre sous la forme

m étant un entier quelconque.
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Si nous posons ^*'" = /, d'où inx"^~^dx - di^ on aura

L'intégrale cherchée se Iroiive donc ramenée à l'intégrale

pins simple 1 '^(t)dt.

,^ . , . , ,, . I dx
Exemple. — Soit a intégrer 1 expression .—

' ^ ^
rt -h bx^" x

('elle expression peut s'écrire

I .,11/
>•'«-' ,^/.r= .— di.

X'" ( a -H />./•'" )'
' m t(a -^ ht)

Son inlc'grak^ sera

-—.
I

log.r"'— log(rt -f- b.v'" }\ H const.

Le cas qui se présente le plus souvent est celui où la fonc-

tion 'l){x) à intégrer est une fonction impaire.

Lorsque cela aura lieu, il est clair que —— sera une ron(

-

tion paire, laquelle ne dépendra, par conséquent, que de x-.

On aura donc

l Ton pourra appliquer la simplification précédente (ni ('fa ni

ji égal à 2).

1 1 . Signalons encore le cas, assez fréquent dans les appli-

cations, où le numérateur /(^) de la fonction à intégrer ne

diffère de la dérivée du dénominateur que par un facteur

constant a. On aura immédiatement

/ -Ç^,— dx — I ,
- dx — a loo b ix) h const.
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II. — Intégration des différentielles algébriques.

12. Considérons Vintégrale ahéUenne

où y désigne une fraction rationnelle de x et de y\ cette

dernière quantité étant elle-même une fonction algébrique,

définie par une équation

F(.r,y,)rr.O.

SI la courbe caractérisée par cette équation est unicursale^

on pourra exprimer x et y rationnellement au moyen d'une

nouvelle variable t. Soit

d'où

Prenant t pour nouvelle variable, l'intégrale deviendra

cl se déterminera sans difficulté, la fonction sous le signe /

("tant devenue rationnelle.

13. Exemples. — l. Supposons que y soit défini par

l'équation

A )"" -4- 1
>./')'"' ' -4- . . . h L.r'"

ff )""-' ^ />./')'""-+ . . . -i- A'.r'"
-1 —

Posons 1' = ^^; l'équation, débarrassée du facteur com-

mun .r'""*, donnera

^ __ ___.^._^ ^^^^^^^____„_-_-^-
^^

,

d'où
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On pourra donc intégrer ton le expression de la forme

11. II. ('.onsidérons l'inlé£:ra

/
• r / m .r -i- //,

Y' I
mx -{- ii^J' / m x + n .

''

dx

où m, /?, m', a' sont des constantes, <7, b^ (\ . . . des nombres

eommensurables, et/ une fonction rationnelle. Soit jj. le plus

petit mulliple des dénominateurs de a, b, r, .... On posera

inx -V- n
,^

m X -1- //

d'où

n' ly — n

m' t^ - m ( ni L\^— ni)'

Substituant, l'intégrale devient

n' t^— n \ mn' — nni'
U> /U-r

, t' , . , . , ^ U.i'^-Ult,

J'\ '
'-'••-

„i' tV.^ „i ] ( ni' t\>-
- /7i C^

où tout est rationnel, ;ji, [xa, [J-b, <xc. . . . étant des entiers.

lo. IJI. Différentielle binôme. — On donne ce nom à

re\ pression
x"'{a r bx" f dx,

où /«, /?, /? sont des nombres eommensurables et a^ b des

constantes difterentes de zéro.

Posons
bx"-^at,

d'où
1 i

Sidjsliluant ces expressions, et posant pour abréger

m + I

-I — y,

'UHIVEESÎTr;
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la (lifTérenlielle sera transformée, à un faeteiir constant près,

dans la suivante

(jui ne dépend plus que des deux paramètres /> et q.

Cette nouvelle différentielle peut être rendue rationnelle,

d'après le numéro précédent, dans les trois cas suivants :

i*^ Si /? est entier;

2" Si q est entier;

3° 'Sip -{- q est entier.

En effet, dans ces diverses hypothèses, t^i^v-{- t)P sera res-

[)eclivement le produit d'une fonction rationnelle de t par

une puissance fractionnaire de l'une des trois quantités i,

• -f- Il
—-—

) toutes comprises dans la forme générale

jHt 4- n

m' t 4- //

En dehors de ces trois cas d'intégrabilité, la différentielle

binôme ne peut être rendue rationnelle, et son intégrale

représentera une transcendante nouvelle.

16. La décomposition en éléments simples et l'intégra-

tion par parties fournissent aisément des relations entre ces

intégrales.

Vax effet, on a tout d'abord

(I) ly.</= /(^'/4-/^/+')(i-h0/'-«r/^i=l/.-,,./+l,,.,,.,^,.

Intégrant, d'autre part, l'identité

il \ient

(2) ('7 + 0i/.v-+-y^i/-i.y-Hi = ^'^'*"'(ï + 0''-

Eliminons ly,_,^^_^< entre les équations (i) et (2), il viciil

(3) {p -h q + 1 )i/,y-/^T/,_,,,/=. r/+'(i + ty
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et, en changeant/? cn/:> -i- i

,

(4) {P -^ q -h 2)I,,^i,,-- (/; H I)
V,:::::

t'I^'^X + ty^K

Eliminons, au contraire, 1^,^ et changeons y> en p H- i ; il

viendra

( .V) ( <7 + I ) \pci 4- (/> 4- y -h ?. ) I/,, ,,-^1
— t'i-^'

( I f- i
)/'-+•

et, en changeant q en q — i

,

(6) '7^/^y-l + iP 4- </ + 1)1;..,:-::= VJ[l-\~ IY^\

Ces formules permettent de ramener la recherche de l'in-

tfjgrale I^^ à celle d'une intégrale de même forme I^,,/ , où

/:>', q' soient ^ o, mais ^ — i

.

En effet, si /? << — i, la formule (4) ramènera le calcul de

Vpg à celui de I/>-i.i,y; répétant cette réduction, on finira par

arriver à une intégrale où le premier indice est ^~ i.

Si^<<

—

I, la formule (5) ramènera de même Ip^g àl^^^^i
;

réitérant cette réduction, on arrivera à une intégrale où le

second indice est ^— i

.

On est ainsi ramené aux intégrales I^^, où/>^

—

i ,q ^
—

^ i

.

Dans cette hypothèse, si l'un des indices p ou q est positif,

p '\- q -{- 1 ne sera pas nul, el l'on pourra, au mojen de Ja

formule (3) ou de la formule (6), l'abaisser d'une unité, et

répéter cette opération jusqu'à ce qu'il devienne nul ou né-

gatif, mais >— I.

Supposons donc que p el q soient tous deux ^o, mais

^— I . Si/? = o, mais ^ >> — i , la formule {'^), qui se réduit à

{q-^i)l,,=:t^-^\

donnera l'intégrale cherchée. De même, si /> >- — i
, ^ =:= o,

l'intégrale sera donnée par la formule (()), qui se réduit à

Enfin, si l'un des indices p et q^ ou tous les deux, sont

égaux à — I, on se trouvera dans un cas d'intégrabilité,

juais les formules de réduction seront impuissantes et, pour
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calculer rinlégrale, il faudra recourir à iiu changement de

variable qui rende la différentielle rationnelle. La réduction

opérée n'en aura pas moins été fort utile, en simplifiant

l'expression de la différentielle sur laquelle on doit opén i-.

17. IV^ Soit proposée l'intégrale

oùyest une fonction rationnelle, et où y représente le radical

Considérons la conique

j=r^ A^-+ ..B.r-f-C:,

(il)

on s

et soient a et v = y x\|Ji- -f- aBjji -}- C les coordonnées d'

point quelconque de cette courbe. Par ce point, fai

passer un faisceau de droites définies par l'c-qualion

Chacune de ces droites rencontrera la conique en un seul

autre point, dont les coordonnées seront exprimables en

fonction rationnelle de la nouvelle variable t.

Pour déterminer ces coordonnées, nous aurons les équa-

l ions

' /= -^ ^'' -h 9A^X -{- C.

Eliminant jK, il vient

[t(jj - ;x) + v]-^ A^2 ^ .^ 15^. _^ c^

En effectuant les calculs et remplaçant v- par sa valeur

A <j:- -t- B'j. +- C, il viendra

l-(.z- — \l)--^ i^it{x — !JL ) = A X- 4- 2 B ,^' — A ;j.-— 2 B ;jl,

et, en supprimant le facteur commun .r — v.,

^' ( ^' — |X } -h 2 V / — A ( .r -4- a ) H- 2 B

.
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On en déduit
A. [X -h 2 B — 2 V ^ -h [JL ^-

œ _ j^-—^ ;

dx s'en déduira par différentialion et y par l'équation

Ces valeurs, substituées dans la différentielle proposée,

la rendront rationnelle.

18. Le point (p-^v) pouvant être pris arbitrairciueiit sur I;»

conique, la transformation peut être variée d'une inOnité de

manières.

1" Choisissons, par exemple, l'un des points où la courbe

coupe l'axe des x. On aura v =^ o, et la nouvelle variable /

sera donnée par la formule

Y~t{x — ix),

où a désigne Func des racines de l'équation

A .r- + 2 B X' -f- C — G.

2'^ Choisissons l'un des points où elle coupe l'axe des r.

On aura \k -- o, v -^ y^C, le radical pouvant être pris avec b*

signe qu'on voudra, et la formule de transformation sera

r — V C == t.x-.

3* On pouirait encore couper la conique par un faisceau

de droites

parallèles à l'une de ses asymptotes. On aura, dans ce cas,

[)Our déterminer l'abscisse du point d'intersection, l'équaliou

A./-2+ 2 B.r 4- C == r-^r= (.r v'Â 4- t)\

d'où

2B^-hC— 2/.rv^A ;-/2^

x= — •

2 Jî 'it\ V

J. — 11. -2
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Le signe de y/A peut être choisi à volonté dans celte foi

mule.

19. Il est en général, avantageux, avant de rendre ration-

nelle la différentielle

f{œ, v/A^'-+ 2Bj:' -f- C) d.r,

de la simplifier par une substitution de la forme

X z=z J)l -]- /IZ.

On en déduit <:/.r =^ ndz, et l'expression à intégrer devient

/|/n -i~ /iz, y/ A/i- 3- H- {'2\/n/i 4- 2 Bn )
z -+- \//i'- h- 2 Bm 4- CJ // (/z .

Cette expression est analogue à l'expression primitive;

mais elle contient les deux indéterminées m^ n, qui pour-

ront être choisies de manière à simplifier l'expression du

polynôme sous le radical.

Nous ferons tout d'abord disparaître le terme en z, en

posant
9.Knin -h 2 B/i r= o,

d'où
B

Nous pourrons ensuite disposer de n de manière à donner

au coefficient A^- de ^^ une valeur arbitraire (sans toutefois

{)Ouvoir changer son signe, si nous voulons que 11 reste réel ).

()uant au dernier coefficient, il aura pour valeur

V > ,> r ^C-B^
Y ni- -h i ly/ti -h C =: , •

A

î20. Soit, par exemple, à calculer l'intégral

/
rJx
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Posant, comme il vient d'être dit,

__ B

elle deviendra
r ndz

K

A

ndz

;n posant, pour abréger,

AC — B2
K.

Divers cas seront ici à distinguer :

i" Si A est positif, on posera

A/i2=rl, d'où /i=^ -—

,

et l'intégrale deviendra

_i_ r dz

Pour l'obtenir, nous poserons, suivant la métbode géné-

rale,

sJz''-\-K=—z-^t,

d'où

K —— itz -t- t-,

et, en différentlant,

O z=:z li^— z -^ t) dt — 1 1 dz.

On en déduit

dz _ dz _ dt,

d'où

f r dz i fdt T
,

VAJ ^/z'--^K s^/Aj t ^/A ^

— -pi Iog(v'^-- -f- K -f- ^) -i- COIKSl.

V/A
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2'* Si, A étant négatif, K Test également, le radical et, pai-

suite, l'intégrale seront imaginaires, quel que soit x. On
pourra donc appliquer le calcul précédent, bien qu'il con-

duise à un résultat imaginaire.

3'* Soit enlin A << o, mais K>> o. Pour éviter les imagi-

naires qui figureraient sans nécessité dans l'expression de

l'intégrale, on posera

K
A.^_ "> ^"" -^^' AK, d'où II zrz 4 /

L'intégrale deviendra

\/-Â arcsiii; -f- consl.

i / — - arcsin—-^=- -+- const.

/ I . A..r + P>= W —
. arcsin ——

V A sjy^-kc.

t2l . Soit encore à intégrer l'expression

cil

consl.

. / ( ./• — a
) V

'A ^2+ .^ B X + C

Pose

V —I ^ A ;j.-+ 2 B;x + C.

Le point (^;;., v) élant un point de la coniqi

rendra rationnelle la fonction à intégrer en posant

y — V = l\x — \y),
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OU

(7) ^2(^_ jj.) _,_ 2v^ = A(^ + :x) + O.B.

Cette équation, difFérentiée, donnera

[2t{a;— [k) -{- 2v]dt -h {Û— A) cLr ~ o,

d'où
9, dt d.v dx

c^-~ A t{x — ;x) -i- V y
et

dx 1 dt

Mais l'éqnation (7) peut s'écrire ainsi :

{t-— A) (.r — [X) — 2A[x-|- 2B — i^it.

L' in té" raie cherchée / ^—-— sei a donc éiralc à

r —dt I
, / i o X

/ p,
= - lo2:(v ^ — A ;x — B) 4- const.

J A ;x -h B — V ^ V ^ ^ ' '

2^. Remarque. — L'intégrale

j f\x, \jax H- b^ \lcx -\- d) dx,

où /est une fonction rationnelle, se ramène à celles (jiic

nous venons de traiter.

Posons, en effet,

\lax -i- ^ = ^,

d'où

_ t- —h
1
1 dt

a a

L'intégrale deviendra

expression qui ne contient plus qu'un seul radical.
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23. Intégrales elliptiques et hyperelliptiques, — Les

intégrales

ou f est une fonction rationnelle et X un polynôme en œ de

degré supérieur à 2, ne sont pas en général réductibles

comme les précédentes aux fonctions élémentaires. Ce sont

des transcendantes nouvelles auxquelles on donne le nom
^'intégrales elliptiques si /i == 3 ou 4» à' intégrales hyper-

elliptiques si /z > 4-

Proposons-nous d'étudier ces transcendantes.

24. Lemme. — Toute fonction rationnelle de x et

v/X peut se mettre sous la forme —= + S, oit R e^ S sont

des fonctions rationnelles de x.

En effet, \/X ayant pour carré X, qui est rationnel en x^

toute fonction entière de x et y^X sera évidemment de la

forme

P + Qv/x,

où P et Q sont entiers en x.

Une fonction rationnelle, étant le quotient de deux fonc-

tions entières, sera de la forme

P -f Q y/X

Pi+QiV/x'

ou, en multipliant au numérateur et au dénominateur par

P.~Qis/x,

(P, Q-PQ,)V/X + PP,-QQ,X ,--

M et S étant rationnels en x.

D'ailleurs,

^, /-- MX R

v/x v/x

R étant rationnel en x. Le théorème est donc démontré.
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Cette fonction aura pour intégrale

f
- 'dœ -h / S dx
v'x -^

L'intégrale / ^ dx s'obtenant ])ar les méthodes précé-

demment exposées, il ne reste à étudier que la première

1 /" R /
inteL;rale / -— dx.

J v/x

25. On peut évidemment supposer que X n'a que des

racines simples; car, s'il contenait un facteur double, on

pourrait le faire sortir du radical.

Cela posé, on sait que la fraction rationnelle R peut être

décomposée : i" en un polynôme entier II; 2° en une somme
M

de fractions de la forme -r^? où P est un poljnôme entier

n'ayant que des racines simples.

Soit D le plus grand commun diviseur de P et de X, cl

soit P = DPi -, P, sera premier à D et à X. La fraction

p;7. DH^Pî^'

pourra donc être décomposée en deux autres ayant respecli-

vement pour dénominateur P^^ et D!^-.

Nous aurons donc à considérer trois sortes d'intégrales :

i" Des intégrales
' M d.r

I

où p est premier à X
;

2° Des intégrales de même forme où P divise X^
.)° Des intégrales

/

Wil.r

où n est un polynôme entier.
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!26. Considérons les intégrales de la première sorte :

P étant premier à P' et à X, on pourra trouver deux poly-

nômes iV, B tels que Ton ait

AP + BP'Xr=l,

et, par suite,

M M(AP-f-BP'X) AM 1>^

Pî^v'X P!^i^/X PS^-^vX

p/
Or, si [^ > I

, -pix
6st la dérivée de

Pî^ L(ï — 1^)1^

- + BM^Xj^.

(I— ;x)PH--i

(I — ;-JL)Pl^-

• On a donc

D'ailleurs

(BM\/x)'=(BM)'v/X,
,- BMX' (BM)'X ^- »BM\'

2v/X

Si donc on pose, pour abréger.

v/x

AM - (BM)'X + iBMX' ^ ^^

il viendra

M BM y/X M.
_

1>!^-'V'X

Intégrant cette équation, nous aurons la formule de réduc-

tion

r Udœ BM y X /• M.J.r

j pi^/x " ri"=^r)P!^ ^y pi^^*

Par Tapplication répétée de celte formule, nous aurons

finalement

/" M d.v _ T.y/X ^ r ^d.r

J v^~^^^^J y\/\

L et N étant des polynômes entiers.
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La division de N par P donne d'ailleurs

N p .

"

n, étant un polynôme entier et p un reste de degré moindre

que P; on aura donc

I 27. Passons à la considération des intégrales de la seconde

sorte

y M a.

Pi^/X

où P divise X. Soit X - = PX<; P étant premier à P' et à X,,

on pourra déterminer deux polynômes A, B tels que l'on ail

AP+BP'X,— I,

et par suite

^^ ^' (AP-f-BP'X,)
P^^X p.^i^/^-

AM P'

^f-„_ ^B\^sXl-i-
P' 2^/Xi P '

Or on a, pour toute valeur entière de a, et même [)()nr

\x = I

et par suite

BMv^X; "1' (BMvXT)'BMv/X;-^^r BMy/X1
(l-:-)P^ ^

BMyX
I

'
( BM )' X, -f-^BMX;

(i-;x)P" HX,
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Mais

Si donc l'on pose, pour abréger,

il viendra

M r BMy/X 1' M,

et, en intégrant, on aura la formule de réduction

r M dx BMy/X r M, da^

J Pt^v/x
" (i- i>Tp^ "V P^Vx'

En répétant cette réduction jusqu'à ce que l'exposant d(

P s'annule, on trouvera un résultat de la forme

J^ et IL, étant des polynômes entiers.

28. Il nous reste à étudier l'intégrale / ——-^ à latinclh

J \/^

on peut reunir les termes de même lorme / —- -? • • • j)ro

./ vx
venant de la réduction des intégrales déjà traitées.

Soit II = a^'^-h a, .T"^~^ H- ... : on aura

nd.jc

J 7^
en posant

/ -^^ =al„, -hail,,,_i

[1 est aisé de trouver une formule de réduction pour lc>

ntégrales l^. Soit, en effet,

X -3! «c27" -h <7i ^"~"M- . . . .
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On aura, A désignant un entier quelconque ^o.

{x-^sJX)'^

et en intégrant

formule qui ramènera l'intégrale Ix+«-i a^^x intégrales I d'in

dice moindre.

Par l'application répétée de cette formule, il viendra

/—— — C0Ï0 + .
.
.^-^^-2I«-2^-^ï \ -^>

yX

où ^F est un polynôme entier.

On voit donc que l'intéerrale / —^:=-^ où R est une frac-

lion rationnelle quelconque, se réduit : i"à des termes algé-

briques ; 'x^ à une combinaison linéaire des intégrales To, . . .

.

^n-i\ 3'^ à des intégrales de la forme

J p

*
p dx

où p est de degré moindre que P, ce dernier polynôme étant

d'ailleurs premier à X, et n'ayant que des racines simples.

29. Jusqu'ici nous n'avons employé pour la réduction que

des opérations purement rationnelles; mais si, maintenant,

nous résolvons l'équation algébrique P=o, nous pourrons

d<'composer -- en une somme de fractions simples

a a,

P X [X cT [J-i
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Si donc nous désignons par J([J(.) l'intégrale

dœ

I x-ix)slX
nous aurons

./

dx ^

,

T / X

Les seules transcendantes nouvelles obtenues par l'inté-

gration des fonctions rationnelles de x et de y/X sont donc

les /? — I intégrales Iq, I| , • • • ,
I«_2 et l'intégrale J([^).

30. La méthode de réduction que nous venons d'exposer

peut être appliquée avec avantage au cas oi^i X est un polv-

nôme du second degré A.r2-f- o.\^x -+- G. Elle ramène le pro-

blème de l'intégration à la recherche des deux intégrales par-

ticulières

r dœ r dx

./ V'
A. X-+ -i B X 4- C ^7 ( .-/• — ;ji

) V'
A. x- -1- 2 B .c -h C

que nous avons obtenues.

31. Si le degré de X est un nombre impair 2/> + i, les

intégrales ï sont en nombre ip. On les partage en deux

classes: i" les intégrales de première espèce

lo, II, . . . , l^,_i

et les intégrales de seconde espèce

Les premières s'annulent et les autres deviennent infinies

pour X = 00.

Soit, en effet,

X — ^2/;+-i_^ ax^-i' ^a^x-t'-^ -}-

On aura

x'' h—p-- I<-P--^
-^ rjrzx --^Ix - -\~ - . .

vx
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et, en intégrant,

I — ^ A r -h . . .
,

A- — /) -H I k — p — \

développement qui montre que, pour ^ = co, I/^ est de l'ordre

k —p +.1. 11 sera donc nul si k <Cp^ infini si A>/?.

Les intégrales J('^) se nomment intégrales de troisième

espèce

.

32. Le cas où X est un polynôme de degré pair peut se

ramener au précédent, comme nous allons le faire voir.

Soit

un polynôme de degré 2p. Posons
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Supposons d'abord que X soit du troisième degré. Soit a

l'une des racines de l'équation X = o, on aura

\/X = yA ( .r — a
) (
^- -4- pJP -h- q).

Posons ^ ^- a + /-, il viendra

On se trouve donc ramené au cas où le polynôme sous le

radical est du quatrième degré, cas que nous allons traiter.

Si X a ses coefficients réels, l'équation X =r o aura au

moins une racine réelle. Eu la prenant pour a, la transfor-

mation qui vient d'être indiquée sera réelle.

3i. Supposons maintenant X du quatrième degré. On

]30urra écrire

y/X = v^A (
.r- -h px- -\-

(J){ ce- -\- p' œ -\- q'
),

P-> ^/i P' 1 ^ï ^^^^^ réels, si X a ses coefficients réels.

Si/> =/>', on fera disparaître les puissances impaires de h

variable en posant x =^ t — ^p.

On obtiendra le même résultat, si p^p'^ par une subsli-

tu lion de la forme

Cette substitution donnera, en effet,

( 1 1 t )
'

Les termes du premier degré en t disparaîtront dans chacuu

des facteurs sous le radical, si l'on pose

A A [}. H- /? ( À -I- |J.
j + 2 rj =: O,

>, }v [J. -h />>'(). -h |J- ) H- 2 7
' ---: O

.
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On déduit de ces équations
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Jes racines a, ^ du premier facteur soient plus grandes que

les deux autres y et 8. Chacun des facteurs a— y, a— û,

j^ — y, (^ — S étant positif dans cette hypothèse, la condition

sera satisfaite.

3o. Les intégrales elliptiques peuvent donc dans tous les

cas se ramener, par un changement de variables qui sera

réel si X est lui-même réel, à la forme

/ V
/T"'

où F(^') est une fonction rationnelle, et X un polynôme de

hi forme (ax'^ -i- b){a'x' -i- b').

(^ctte expression peut s'écrire

F(.r) -4- F(- .r ) , 1 r ¥(.r) — F(— .r)
,

v''\

Mais F(.r) — F(— x)^ étant une fonction impaire, sera de la

forme o[x-)x. Si donc on pose dans la seconde intégrale

./'-z= t, d'où IX dx = dt, elle deviendra

ij \'{at

oifAdt

b){a't-h h')

expression qui peut s'intégrer par les méthodes de la section

précédente.

Il ne restera donc à étudier que la première intégrale, où

le numérateur est une fonction paire,

313. Nous aurons divers cas à distinguer dans cette étude,

suivant les signes de a, b, a'^ b'

.

Supposons d'abord que a el b soient de signes contraires.

On pourra supposer b >- o, a < o; car on ne change pas X
en changeant simultanément les signes de a, b, «', b'

.

Ce cas se subdivisera, d'apr.'-s le signe des quantités «', b'

^



en quatre autres

,er
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En parliculier, si l'intégrale primitive rentrait dans le troi-

sième cas, la transformée rentrerait dans le premier; car on

aurait

« < G, è > G, a'>G, b''>o,

et, par suite,

— ab'-h ba':> o.

Le deuxième cas se réduit d'ailleurs au troisième en posant

:

^^7'

d'où

dt

v/X — ^'^ ^(^a-^ bf'){a-^b't-) — ^ s^/{-br'—a) {-b'P— a')

y A
et

\/X
""

\/{— bt'—a){—b't^—a'y

car, ayant

<2 < G, /> >> G, «'<;g, b'<Co,

on aura
— b<Co, — a > G. — ^'>>G, — a'>>G.

Le troisième cas pouvant à son tour se réduire au premier,

ainsi qu'on l'a vu plus haut, les cinq cas se ramènent en

dernière analyse à celui-ci.

38. Mettant en évidence les signes négatifs de a et a', nous

aurons donc à considérer les intégrales de la forme

/
'h{r^)dt I r ^{t^)dt

sj{b — at-){b' —a' t-) sjbb'

H'-ï'
Si Tétait égal a jj? on pourrait extraire la racine carrée, et

l'on n'aurait plus à intégrer qu'une fonction rationnelle. S'ils
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tixer les idées, t > t7 et soit
b b'

sont inégaux, supposons, pour tixer les

a' _ , , «

Posons

^ désignant une nouvelle variable; l'intégrale deviendra

'i désignant une fonction rationnelle.

39. On voit donc qu'on peut, par une substitution réelle,

transformer l'intégrale primitive en une autre intégrale ana-

logue, mais où le polynôme X ait la forme canonique

k étant une constante comprise entre o et i

.

Nous avons admis implicitement dans toute cette réduction

que le polynôme existant sous le radical primitif avait ses

coefficients réels. S'ils étaient imaginaires, on pourrait en-

core réduire ce polynôme à la forme

avec d'autant plus de facilité que nous n'aurions plus à nous

préoccuper, comme tout à l'heure, de conserver aux coeffi-

cients leur réalité.

Gela posé, admettons, pour fixer les idées, que l'on ait

on aura
a' a

b'
" "'b
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k étant une constante réelle ou imaginaire, dont le module

est au plus égal à i; et si Ton pose

a

l'intégrale prendra encore la forme

J v/(i_^^)(i_F^*

40. Appliquons à l'intégrale ainsi transformée les procédés

de réduction exposés plus haut (n°^ 25 à 29). On pourra

l'exprimer au moyen des quatre intégrales suivantes

r dx r xdx

j sJ{i-x^-){i~WW)' J ^{i-x'){i-¥^'

r x'- dx r dx^

./ v/(i-.i?-^)(i-A-^/-^)' J {^^~ a)\'{r-x^'){i~k\v^-)
'

Mais si l'on pose .r-= t^ on aura

dtr X dx — L r_
J ^{i-x^){i-kKr^) ~ 2 y

~
{i-t){i-kH)

intégrale exprimable par logarithmes, le radical ne portant

plus que sur un polynôme du second degré.

On a d'autre part

r r^ dx

r dx
v/(i-.r^)(i-/.-^r^)

dx



Enfin

/
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dx

{x ~ a)\^ {\ ~ x'){\ — k- X-
)

X dx

(
x^ -«^)v/(T=^(.-A-^^-^)

a dx

{x--a^)^/{i~x-'){i~k'-x'^)

La première de ces deux intégrales devient encore expri-

mable par logarithmes si l'on pose x^= t.

La seconde peut s'écrire

"J (>

dx

mx'')\^/{i — x'}{i — k^x'-)

en posant /?z = --

Les intégrales elliptiques se ramèneront donc en fin de

compte aux trois transcendantes

=r- dx.
/^ dx Çsjx — k-

J vA I — ^'-
) (

I — k'^ .^"

)

J y/ï — -^

f
''

a uxquelles Legendre a donné le nom àHntégrales elliptiques

de première, deuxième et troisièm,e espèce.

La constante A", qui figure dans ces intégrales, se nomme
le module des intégrales elliptiques considérées.

Si l'on change de variable en posant x = sincp, ces inté-

grales prendront les formes suivantes

r ^'^ r I
—

-,
—

-•—
,

J ^i_ A^sin^Q ./
' ''

r d^

J (i + //isin2o)v/j — A-^sin^cp
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III. — Intégration des fonctions transcendantes.

41. I. Soit à intégrer

/désignant une fonction rationnelle.

On rendra rationnelle la différentielle, en posant e"-^ = ^,

d'où
I

I 7
^^

a ^ at

42. II. Soit à intégrer

f étant une fonction rationnelle.

Cette expression est un cas particulier de la précédente,

car sin^ et cos^ sont des fonctions rationnelles de e^-^.

Mais on peut rendre la différentielle rationnelle, sans intro-

duire d'imaginaires, en posant

tangl.T = t,

d'où
9. Clt

dx
1 + r-

2 tangj.r '?.t

2 sin|.r cos^^' = Vi— — —
\

—7^- -
I -h taii^-l.r I 4-

^

I H- tang^^^.x' I + t^

Exemple. —
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Lintégrale deviendra

1 r dx _ \ r dx

1/^2 _|_ i^% j cosç» siiij? + sincp cosj:' Jq} _|_ ^2 J sin(^ + ?)

ou, en posant ^ + cp z= y

Posons maintenant, comme il a été expliqué,

langiyi-^;

elle deviendra

I r dt
los:^ H- const.

= log tang{(x' -H cp) -t- const.

43. Oq peut encore opérer comme il suit pour calculer

l'intégrale 1 f(sinx, cosx)dx.

Soit

_ P(sin.2;, cos^")

^ '~ Q(sin^, cos^)

P et Q étant des polynômes. Multipliant au numérateur et

au dénominateur par les polynômes Q(— sin^, cos^),

Q(sin^, — cos^), Q(— sin^, — cosx), nous obtiendrons

une nouvelle fraction, dont le dénominateur D sera un

polynôme en sin^^r et cos-^ et dout le numérateur sera de

la forme
N -i- Ni sin^ -i- N2 cos^,

N désignant l'ensemble des termes dont le degré total en

sin^ et cos.r est pair; quant à N,, No, ce seront des poly-

nômes en sin2^ et cos^^, comme le dénominateur.

Pour intégrer le premier terme

/ -^dx,
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posons

tang^rz^^, d ou djc

I

sin.r=: 1 COSJ^i=:

N et P ne contenant que des termes de degré pair en sin.r el

cos^, la différentielle sera rationnelle, et son intégrale se

composera : i° d'une partie rationnelle en

t = tang^;

'.i"" de termes logarithmiques, tels que

Alog(^ — a) = A log(tangj7 — a).

Dans la seconde intégrale

/
— siiij? cix,

posons
cos^=:^, d'où 'è\nxdœ^^— dt\

-p^ deviendra une fonction de f^^ qui pourra être décomposée :

1° en un polynôme II entier en t-\ 2° en une somme de frac-

A
lions de la forme

L'intégration de H donne un polynôme impair en t. Quani

A
à la fraction —^ —-? si a = o, son intégrale sera

(I — 2m) t'^

Si <2^o et A?2 > r , on aura en appliquant le procédé connu de

réduction /A
(V-— a— t-

)

--A ^ cit

I , rA , 2t
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puis, en intégrant par parties le dernier facteur,

A
,-kt

^ __ J^ y
^ '

I

I

^'"~ a '"-''^ i-m (r-- «)'"-' 2rt(i-m) '"-'•

L'intégrale !,„ se réduira donc de proche en proche : i*^ à

une fraction impaire en ^ ;
2" à un terme transcendant

i
':zz — - loir .

f^— a - / '- ^ . . .

'

9. \ a t -+- y a

L'intégrale / ~dœ se réduit donc : i" à une fonction

rationnelle et impaire en cos^; 2^ à des termes de la forme

7= 1 o <;
-

-

2 \^a ('os.r + \/a

Enfin, dans l'intégrale

— C0S.1 d.r,f
nous poserons sin^ =z t\ nous aurons encore à intégrer une

fonction rationnelle en t^\ et l'intégrale se composera :

i" d'une fonction rationnelle et impaire en sin^; 1^ de

termes de la forme

i\
,

sin .r — \ a—
7= loi;- -:

—

> \ <7 sin j^' -h \^a

44. Si l'on voulait appliquer la substitution tang^ = ^ à

une fonction quelconque f rationnelle en sin^ et cos^, la

nouvelle différentielle ne serait plus en général rationnelle

en t^ mais elle le serait en ^ et y/i 4- t^. La substitution

sin^ = ^ ou cos^ = t donnerait de même une différentielle

rationnelle en t et y/i — t"^. On pourrait appliquer à ces

expressions les méthodes de réduction ou d'intégration qui

ont été exposées précédemment.

Réciproquement, toute différentielle rationnelle en t et

Vi -f- t- (ou en i ety/i — t'^) se transformera en une diffé-
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rentielle rationnelle en sin^ et cos^ par la substitution

^ = tang^ (ou ^ = sin^).

45. Si la fonction /(sin^, cos^) est entière, elle sera

composée d'une somme de termes de la forme Asin'^^rcos"^.

La recherche de son intégrale se ramènera donc à celle des

intégrales <
: - ;.

/ û\\"^ œ co^" œ dœ.

Pour calculer ces dernières, un changement de variable

n'est pas nécessaire. On peut d'abord substituer à sin'^^,

cos"^ leurs expressions en sinus et cosinus des multiples

de X. On obtiendra ainsi une somme de termes de l'une des

formes

A siii X X sin [xx :-- — [ cos (À — [j. ) ^ — ces (X -+- ]x')x\

A sin X .2? cos \hx =^ — [ sin ( X -4- \k ) x -f- sin (X — [J-) ^'
],

A cosXcT cos \xx =:^ — [cos(X — \iS) X -!- cos ( X -h jj.) x'\.

Chacun des termes ainsi obtenus est immédiatement inté-

grable.

46. Un autre procédé pour la détermiuation de ces inté-

grales consiste dans l'emploi des formules de réduction que

nous allons établir. Nous supposerons m et n pairs, car, si

l'un d'eux était impair, la substitution sin^ = ^ ou cos.2^ = t

transformerait immédiatement la fonction à intégrer en un

polynôme entier.

Cherchons donc à réduire les intégrales de la forme

I/««=^ / sin-'"cr cos-'* x dx.

On a

!,„„=:/ sin^'"-^^ cos^"^ sin ^ <i^

et, en intégrant par parties,
"

1 — _ sin2'«-i X -—
-h-
-^ rsin^'«-2^cos2«+2^^^.

'

2/i -f- I 111-^1 J
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Mais, d'autre pari,

Subslitiiant dans l'équation précédente, on aura une for-

mule de réduction ramenant l'intégrale lm,n à l'intégrale

lw_i,«- Celle-ci se ramènera de même à I/n_.2,7o ^^ ainsi de

suite.

Ecrivons, d'autre part,

l/„^„z=
I

c.os-'^-Kr ^in-'"jc cosj^ dx,

et intégrons par parties; on trouvera d'une manière analogue

une formule de réduction pour ramener Im^n à I/«,/^.-^, puis

celle-ci à l;u,n-2,

Par ces deux procédés de réduction, on sera finalement

conduit à l'intégrale

To^o= / ^^^ = -*' -^ const.

-47. 1I[. Soit à calculer

ff{œ, e''^, e''"", . . ., siiia.r, cosaj?, sinj^j?, ces 3^, . . .)dx,

/désignant une fonction entière.

Remplaçons les sinus et cosinus par leurs valeurs en expo-

nentielles

sina^r-. ~ j cosa^'=: -5
9. i 'i

f deviendra une fonction entière de x^ e"-^,

e"^^^, . . ., et sera composée d'une somme de termes de la

forme

Nous aurons donc à calculer l'intégrale

r x"'e"'' dx,

que nous désignerons par 1,„.
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L'intégration par parties donne

// n J II a

Répétant la réduction, on arrivera à l'intégrale

\o= I e^'-^dx^

L'intégration faite, il conviendra de remplacer les expo-

nentielles imaginaires par leurs valeurs en sinus et cosinus;

les imaginaires disparaîtront alors de l'intégrale.

i8. IV. Soit à calculer

l'/{x)e"'^dx,

f{x) étant une fraction rationnelle.

Cette fraction pourra se décomposer en une partie entière E
et en fractions simples de la forme

{x — ay

L'intégrale / Ee'^^ dx s'obtient par la méthode qui vient

d'être exposée.

Restent les intégrales de la forme

^ dxyuj (7 rTTT

Si 7/2 > I, l'intégration par parties donnera

f "''
a.

J (.r-a)'"

— f^fix — I dx
{— /n -[-i){x ~ cï)'"-^ — m '\- \ J {x — a)"'~^

Cette formule de réduction permet de ramener le calcul de

l'intégrale cherchée à celui de l'intégrale

J X — a
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Posons
t

œ =: a-\ :

71

d'où

dt
dxzn —

.

Il

Cette intégrale devient

/ dt—e""' / - dt.

Toute la question est donc ramenée au calcul de la transcen-

dante unique

/-dt.
t

Posant enfin e^= j^, cette intégrale se transformera en

rdy

Cette transcendante (où l'on déterminera la constante

d'intégration de telle sorte qu'elle s'annule pour j' = o) se

nomme le losrarUhme intés^ral de y.

49. V. Les intégrales

J f{j^,log.z' ) djc et ff{.r, iwcsin.r) d.r.

u\où / désigne une fonction entière, se ramènent à celles (j

viennent d'être étudiées, en prenant respectivement log^',

arcsin^ pour nouvelle variable.
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CHAPITRE IL

INTÉGRALES DÉFINIES

I. — Intégrales définies généralisées.

50. Soit /(^) une fonction de la variable x^ intégrable

dans un intervalle AB. Soient a el b deux points quelcon-

ques de cet intervalle. Nous avons défini, au Tome I, l'ex-

pression

C f{œ)dx.

Cette intégi'ale satisfait à la relation

(i) i f(^x)dx— f f{x)dœ~\~ f f{x)dx.
^a ^a d

f.

Nous avons vu, en outre, que c'est une fonction continue

de a et de b. On aura donc (en supposant, pour fixer les

idées, b > a)

/v.

(2)

x)dx~^\\m j f{x)dx

-- lim / f{^) dx

./>- £'

=

=; lim / f{x)dx.

Ces relations permettent de donner un sens au symbole
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/ f{x) dx dans certains cas où la définition ordinaire paj

Il ne limite de sommes cesserait d'être applicable.

Supposons, par exemple, que la fonction /(^), sans être

intégrable entre a et 6, le soit entre a + e et 6, quelque

petit que soit s (ce qui arrivera notamment si elle est con-

tinue entre a et h^ mais tend vers go lorsque x tend vers la

limite inférieure a). L'expression

L
h

f{x)dx

aura pour chaque valeur de £ une valeur déterminée. Si

lorsque s tend vers zéro_, elle tend vers une limite fixe, noui

prendrons cette limite pour définition de l'expression

/
b

f{x)dx.

De même, si la fonction f{x) devient infinie (ou plus

généralement cesse d'être intégrable) aux environs de la

limite supérieure 6, ou à la fois aux environs des deux

limites, nous définirons / f{x)dx par l'équation

/f{x)dx^^\\m j f{x)dx,

OU par celle-ci

1
f{x)dxz=^ lim / f{x)dx,

en supposant, bien entendu, que les seconds membres ten-

dent effectivement vers des limites déterminées.

Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit que la diffé-

rence

"i =j ^/
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tende vers zéro en même temps que les infiniment petits e,

T,, c', -ri', quels que soient les rapports de ces derniers.

51. Il existe un cas important où cette discussion sera

facile. Supposons que, à la limite inférieure a, f{ûc) de-

vienne infinie d'ordre a. On pourra poser

'^(^) tendant, lorsque œ tend vers a, vers une limite L dif-

férente de zéro.

Le facteur (x — a)'^ restant positif entre a -\~ e et a -r- r,.

le théorème de la moyenne donnera

(( -+- Tj

d.jc

a -ht *^ a-hZ ^ '

X étant une quantité intermédiaire entre le maximum et le

minimum de ^(^) entre a -\- t et a-f-Tj. Si s et v) tendent

vers zéro, \ se rapprochera de L qui n'est ni nul ni infini. Il

suffira donc de discuter le second facteur, dont l'intégration

s'effectue aisément. Si a^i, l'intégrale sera

expression qui tendra vers zéro si a<!i, et qui, au con-

traire, sera indéterminée si a >> i ; car les deux termes dont

elle se compose sont infinis séparément, sans avoir entre eux

aucune relation.

Si a = I , l'intégrale sera

[Log(.^-a)];;:^=Lo<^v.-Logs

et sera indéterminée.

Donc, pour que r intégrale j /{^) (^^ tende vers

zéro, il faut et il suffit que l'ordre dHnfinitude a de la

fonction f{x) pour x =^ a soit <^ i

.

Supposons, d'autre part, que/(.r) devienne infini d'ordre [5i
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pour l'aulre limite z = b. On aura de même

{œ — b)?

tj;(^) tendant vers une limite M finie et différente de zéro

quand x tend vers b. Il viendra ensuite

'^b— 71' ^U, -'b-n- -'b-n' {b-x)^

'Jb-n- {b^-xy^'

b-z'

= i-iriM 77 -.^

fï'

jjL étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de

^{x) et, par suite, tendant vers M quand t' et r/ tendent

vers zéro. Quant à l'intégrale

r'-'' dx

],_,. {b~x)^'

elle est égale à

' si ?> I,
I —

;

logr/_!og£S si

et pour qu'elle tende vers zéro, il faut et il suffit qu'on ait

Ce résultat est le même que l'on a déjà trouvé pour la

limite inférieure.

52. Supposons plus généralement que f{x) reste inté-

grable dans tout le champ ab^ sauf aux environs de certains

points Cl, Co, ..., c,i en nombre limité. Nous définirons

I
par l'équation

J^b
^r, ^Ci ^b

( =,j -h/ +... +
J

^=z\\m. i 4- liin 1 4- . . . -H lim 1

3,^0 J,, £',= 0, 3,z.0j,.^^3. 3;, = 0j,.^^^3;

J. - II. 4
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Cette définition n'a de sens précis que si les limites en

question existent, en considérant £<, e'^, £o, e!,, ... comme

des infiniment petits indépendants.

Il peut arriver, lors même que ces limites n'existent pas

en général, que le second membre ait cependant une limite

déterminée dans l'hjpotbèse particulière où l'on a

Cette limite a été nommée par Cauchj la valeur princi-

pale de l'intégrale / . On pourra, dans certains cas, avoir

intérêt à introduire cette valeur principale dans les calculs,

lorsque l'intégrale elle-même, ne représentant rien de déter-

miné, ne pourra y figurer.

53. Supposons enfin que les points Ci, Co, ... soient en

nombre infini. Ils formeront dans tous les cas un ensemble

parfait. En effet, si la fonction f est intégrable aux environs

d'un point x^ c'est-à-dire dans l'intervalle de ^r — 1i k x -\- h

(h étant convenablement cboisi), elle le sera a fortiori dans

toute portion de cet intervalle. Si donc ? désigne un point

quelconque compris entre x — h et x -\- /i, elle sera inté-

grable aux environs du point ^. Donc, le point x ne peut

être un point limite de Tensemble C|, C2, .... Donc, tout

point limite de cet ensemble lui appartient nécessairement.

Cela posé, décomposons le champ ab en intervalles par-

tiels, de longueur moindre qu'une quantité infiniment pe-

tite 8. Considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent

ni à leur intérieur, ni à leurs extrémités, aucun des points

singuliers c,, Co, .... Us forment par leur réunion un do-

maine jouissant des propriétés suivantes :

i" Il contient tous les points de l'intervalle ab dont l'écart

à l'ensemble (cj , Co, . . .) est égal ou supérieur à 8

;

2*^11 est formé d'un nombre fini de portions «i 6i , «2 ^27 •••

d'un seul tenant, séparées les unes des autres par des points

singuliers.
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Soit D un domaine quelconque satisfaisant à ces deux

conditions. On pourra déterminer les intégrales

f fdx, l fdx, . . .

et leur somme représentera la valeur de l'intégrale

ffcU=.S f'fdx

prise dans le domaine D.

Supposons maintenant que 8 décroisse indéfiniment. Le

domaine variable D englobera progressivement tous les

points de l'intervalle ab qui ne sont pas singuliers. Car l'é-

cart de chacun d'eux à l'ensemble (ci, C2, • • .) est une quan-

tité déterminée h différente de zéro. Il appartiendra donc

nécessairement à D dès que ù sera devenu <^ h.

Si l'intégrale / fdx tend dans ces conditions vers une

limite déterminée, nous la désignerons par / fdx. Cette
^a

définition comprend évidemment celle que nous avons

donnée ci-dessus pour des cas particuliers.

o4. Pour que cette limite existe, il faut et il suffit évi-

demment qu'on puisse trouver pour chaque valeur de e une

quantité correspondante t), telle que, en appelant D et D,

deux domaines quelconques correspondant à des valeurs de

la variable 8 moindres que Tj, on ait toujours

Çfdœ~Çfda: <£.

Soit donc A un domaine quelconque contenant D et

formé comme lui de parties d'un seul tenant séparées par

des points singuliers
; il satisfait aux mêmes conditions que D,

pour la même valeur de 8; on aura donc comme cas parlicu-
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lier de l'inégalité précédente

i fdx— i fdœ <£.

Cette dernière inégalité suffît d'ailleurs pour l'existence de

la limite cherchée
; car, si elle est satisfaite, prenons pour A

le domaine A< formé par les points de l'intervalle ab qui

appartiennent à D ou à D< ou qui sont situés entre un point

de D et un point de D, sans en être séparés par un point sin-

gulier; nous aurons

f~-f\<- \f-f <^,

d'où

quantité infiniment petite.

55. Le domaine A — D est formé d'un certain nombre de

portions d'un seul tenant a, [3| , a^ j^o, ... ; et l'on aura

Cette dernière somme pourra être rendue moindre que s,

si \f\ admet entre a et b une intégrale finie (et par suite dé-

terminée; car l/l étant positif, son intégrale ne peut que

croître avec l'étendue du champ).

Donc / fdx sera toujours déterminée si / \f\dxest
Ja ^a

finie. De plus, on aura

I
fdx =

/
\J\x)\,la:.

Car cette inégalité a lieu pour chacun des intervalles a^b^.,

a-ib^i . . . qui constituent le domaine D. Ajoutant ces inéga-
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lités, il vient

ff{œ)dœ

et, en passant à la limite, on obtiendra la relation cherchée.

Nous pourrons dire, par analogie avec une dénomination

adoptée dans la théorie des séries, que l'intégrale

// djc

(supposée déterminée), est absolument convergente, si l'in-

tégrale

f \f\dx,

est finie; semi-convergente dans le cas contraire.

06. Par analogie avec ce qui précède, nous définirons les

symboles

par les équations

f = Hm / , / = lim / , / =r= lim / ,

h =: X

à condition que les seconds membres aient des limites déter-

minées.

Pour cela, il faut et il suffit évidemment que la diflerence

/a'
, ou enfin toutes deux à la fois,
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tendent vers zéro, lorsque b et b' tendent vers +00, et <2, a'

vers — 00.

Gomme on a

f fd-r^f \/\dx,
I f fdxUf l/l dœ,

on voit que l'intégrale de / dans un champ infini sera en-

core déterminée toutes les fois que l'intégrale de |/| dans le

même champ sera finie, et que son module ne pourra sur-

passer cette dernière intégrale.

On dira encore dans ce cas que l'intégrale est absolument

convergente; elle sera semi-convergente, si elle reste déter-

minée, sans que l'intégrale de \f\ soit finie. Nous donnerons

plus loin un exemple de ce genre.

Enfin nous appellerons valeur principale de l'intégrale

/ l'expression

lim / ,

laquelle se confond évidemment avec l'intégrale j si celle-ci

a un sens précis, mais qui peut être déterminée sans que

cette dernière le soit.

o7. Il existe ici encore un cas très général où l'on peut

reconnaître si l'intégrale est ou non déterminée.

Supposons que, pour ^ = -l-oo, f{x) soit un infiniment

petit d'un ordre déterminé a, de telle sorte qu'on ait

cp(.r) tendant vers une limite fixe L, finie et difTérente de

zéro quand x tend vers -f- 00. On aura
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À étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de

(p(^) dans le champ d'intégration, et tendant vers L lorsque

b et b' croissent indéfiniment. D'autre part, on a

'\lx b'-y-—b"-^r dx __

a
si a>i,

zziilo^ù — logZ>', sia = i;

pour b et b' infinis, cette expression tendra vers zéro si

a;>i; elle sera indéterminée si a^ i . Donc, pour qu'on

puisse étendre le champ dHntégration jusqu^à Vinfini

positif sans que Vintégrale cesse d^être finie et déter-

minée, ilfaut et il suffit que, pour ^ =: -}- oo, f{œ) soit in-

finiment petit d'ordre >> i

.

On arriverait évidemment au même résultat pour l'infini

négatif.

58. Nous avons établi au Tome I un certain nombre de

propriétés des intégrales définies, fondées sur leur définition

comme limites de sommes.

Il est essentiel de reconnaître jusqu'à quel point ces pro-

positions subsistent pour les nouvelles intégrales que nous

venons de définir.

j^ Les relations (i) et (2) subsistent évidemment, puis-

qu'elles sont le point de départ de nos généralisations.

2" 11 en est de même de la formule

(3)

En effet, l'intervalle ab étant d'abord supposé fini, décom-

posons-le, comme il a été expliqué, en intervalles partiels

infiniment petits; on aura, pour tout intervalle a^bh, qui ne

contient aucun des points singuliers c, c, , . .
.

,
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Sommant les équations ainsi obtenues et passant à la

limite, il tiendra

Cette formule, étant ainsi démontrée pour des valeurs

finies quelconques de a et de 6, subsistera encore à la

limite, si l'on fait tendre vers l'infini a ou ^, ou tous les

deux à la fois.

Nous avons encore trouvé (t. I, n*' 55) les résultats

suivants.

3° Si l'on a

Cl, G2, ... étant des constantes et f\{x), f.>{x), ... des

fonctions intégrables. on en déduit

(4) f f{œ)dœ^C, f f,{œ)dx-V-C, f f,{x)dx-^....

4'' Si /(•^)</i(^) les deux fonctions étant intégrables,

on a

f f{x)dx-f f,{x)dx.
da da

Soient, par suite, ^{x) el^{x) des fonctions intégrables

dont la première reste positive dans tout l'intervalle ab^

tandis que la seconde reste comprise entre deux nombres

fixes M et m. En supposant, pour fixer les idées, M > m et

6 >> a, on aura

(5) m f o{x)dx= f ^{x)'^{x)dx = M f o{x)

et, par suite,

J'
^ {x) ^ {x) dx r:^ ]i. i <f{x)dx,

a '^n

a étant intermédiaire entre M et m.

dx
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On voit, par un raisonnement identique au précédent, que

ces relations subsistent encore pour nos intégrales généra-

lisées.

59. SiF(;r) est une fonction primitive de la fonction y(^),
intégrable de a à 6, on a (t. I, n" 82)

X
b

f{œ)dx = ¥{b) — Y{a).

L'extension de cette formule au cas actuel réclame plus

d'attention.

Remarquons tout d'abord que, x désignant un point quel-

conque de l'intervalle ab^ on a

f'-f-f
Les deux intégrales qui figurent au second membre de

cette formule, pouvant être calculées indépendamment l'une

de l'autre, doivent être finies et déterminées pour que /

le soit. L'intégrale / représente donc une fonction de x^
^a

définie dans tout l'intervalle ah. Cette fonction est d'ailleurs

continue, car, si s est un infiniment petit positif, on a par

définition

Km r '= r

,

et, d'autre part.

Enfin on sait que^ pour toute valeur de x pour laquelle

f{x) est continue, cette intégrale a pour dérivée f{x)
(t. J, n«81).

Supposons maintenant que /(^) soit continue dans tout

le champ ah^ sauf en certains points isolés c,, . . ., c,2. Soit
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F(^)une fonction primitive, qui jouisse de la même propriété

'

, à savoir d'avoir une dérivée égale à /(^) dans tout
a

le champ, sauf peut-être aux points <?< , ..., c^- La différence

F(,x) /•
ayant sa dérivée constamment nulle dans l'intérieur de chacun

des intervalles ac,, c< C2, . . ., c,i6 s'y réduira aune constante;

mais cette constante pourra varier d'un intervalle à l'autre.

Soient A", A'i , . . ., ka ses diverses valeurs. On aura

d'où

£
Le terme complémentaire kn — k n'est autre chose que la

somme des discontinuités que la fonction F(^) présente aux

points Cl, . .
. , c,i. On a, en effet,

k„— kr-,z{k,,— k^^,) -h... 4- {k,— k).

Or la discontinuité de F(^) au point Ci est par définition

l'expression

lim[F(c,+ ô')-F(c,— £)]=lii

et se réduit à kt— /oui? puisque l'intégrale est une fonction

continue.

D'ailleurs F (.iî;), ayant une dérivée en tout point autre que

€i , . . . , c,2, y sera continue.

Nous aurons donc finalement

r''
(6) / f{x)dx^¥{b)~¥{a) — l,
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A désignant la discontinuité totale de la fonction F(^) dans

l'intervalle de a k b.

Un passage à la limite permettra d'étendre cette relation

au cas où le champ est infini.

60. La règle pour l'intégration par parties est une consé-

quence immédiate de ce qui précède.

Soient, en effet, f{x) et ^(x) deux fonctions telles que

/(^) ^'{oo) et/'(x) ^{cc) soient continues entre a et b, sauf

en des points isolés. La somme

/(^)'y(^)+/'(a:)ï(x)

étant la dérivée de/(^)cp(^), on aura, en appliquant la for-

mule ci-dessus.

(7)

A désignant la somme des discontinuités de/(^)cp(^).

Si donc Tune des intégrales

Ç f{x)i{x)dx, f f'{x)o{x) dx

a une valeur déterminée, et s'il en est de même du second

membre de l'équation, l'autre intégrale sera également dé-

terminée, et pourra se calculer par cette formule.

L'équation (7) subsistera d'ailleurs à la limite, si a ou b

tendent vers oc.

6L Nous avons vu que, si cp(^) est une fonction quel-

conque, dont la dérivée reste continue et différente de zéro

dans l'intervalle de ^0 à T, on a, en supposant

la relation

(^) r f{^x)dx :. f f[^{t)y^'{t)dL

rTjSlVBBSlTTJ
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Supposons maintenant que ^' {t) devienne nulle ou dis-

continue, mais seulement à l'une des deux limites du champ,

en T, par exemple. On pourra appliquer le théorème dans

l'intervalle de ^o à T — s. Il viendra

f f{x)dx:= f fl^{t)-]o'{l)ch.

Faisons tendre t vers séro. Si la fonction o[t) reste con-

tinue au point T, C9(T— s) tendra vers
'f
(T) et l'on obtiendra

la formule (8).

Si C9(T— s) tendait vers -f-oo ou vers— x>, cette formule

subsisterait encore, en j remplaçant o{T) par -\- co ou par

00.

Si nous admettons enfin que la fonction cp'(^) reste con-

tinue et de même signe dans tout l'intervalle de T à -f- oo,

par exemple, on pourra, sans que la formule cesse de sub-

sister, j faire croître indéfiniment la quantité T; f (T), va-

riant toujours dans le même sens, tendra vers une limite

déterminée, finie ou infinie; en la désignant par co(co), on

voit que la formule subsiste encore pour T = ce.

Supposons, en dernier lieu, que la dérivée <^' {t) soit nulle

ou discontinue en des points isolés C(, c^-, ... situés dans

le champ d'intégration. On devra, pour opérer en toute sé-

curité, décomposer le champ ab en intervalles partiels ac,,

CiC-n ..., dans chacun desquels on pourra appliquer la

formule précédente, car /'(^) n'y devient nulle ou discon-

tinue qu'aux limites du champ.

62. Soit, comme exemple, à transformer l'intégrale

f f{œ)dx,
^ (i

par le changement de variable

X — - •



INTÉGRALES DÉFINIES. 6l

Si a et 6 sont de même signe, lorsque x varie de a à ^,

t varie de - à tÎ et la dérivée -7- restera continue et diflfé-
a h^ dt

rente de zéro. On aura donc

r" -/( j I
dt

/ /(x)rfx=/
-'a '-^

1

Mais cette formule serait inexacte si a et 6 étaient de signe

contraire; car x passe par la valeur zéro, pour laquelle -^

s annule, un aevra aonc aecomposer 1 intégrale / aans les

deux suivantes

inule. On devra donc décomposer l'intégrale / dans

AT.
qu'on transformera séparément.

Soit, par exemple, a <Co, b >>o. Lorsque x varie de a à o,

t varie de - à — ce; quand x varie de o à ^, ^ varie de H-x
a ^ '

à y La véritable formule de transformation sera donc
b

'' -f[-^\dt

f ju)cu=
\ f + r 1

63. Soit encore à transformer l'intégrale

i:
ûi\"Kr dx

par la substitution

œ =. arc sin t.

La dérivée de arc sin t est égale à

COS^' \Ji~ V'
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Elle devient infinie pour x = -- On devra donc décomposer
2

rinlé2:rale dans les deux suivantes

Dans la première, t varie de o à i, cos^ est positif^ l'inté-

grale transformée sera donc

X
^ t"'dt

\JT—t'

le radical étant pris positivement.

Dans la seconde, t varie de i à o, et cos^ est négatif; elle

a donc pour transformée

dt_/" t'" dt _ r^ t"" ci

Ajoutant les résultats trouvés, il viendra

I s'm"^ j:: dx :rs- 2 / "7=

•^ t"'dt

— t'

64. Le théorème établi (t. I, n'' 329) pour l'intégration

des séries peut être généralisé comme il suit.

Soit

S — Wi-h «2+ - • •

une série dont les termes sont des fonctions de ^, admettant

des intégrales déterminées dans l'intervalle de a a b (ces

limites pouvant être infinies). Si le reste R/i, négligé eu

s'arrêtantau n'^"^^ terme de la série, peut se mettre sous la

forme

cp(^) étant une fonction positive de ^, dont l'intégrale entre

a et b soit finie, et £n un facteur qui tend uniformément
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vers zéro lorsque n tend vers l'infini, on aura

(9)
J'

S clx m / u^ dx -T j Uo, dx -h . . . .

On a, en efî'et,

f S 6/j7 = / f<i dx ^- . . .-t- 1 u,i dx -H / R/^ <i^.

Il suffit donc de montrer que le terme complémentaire

J'
\\n dx = / £/i cp (X ) dx

a ^ a

tend vers zéro quand n tend vers ce. Or on peut prendre n

assez grand pour que dans tout le champ
| ta \

soit constam-

ment moindre qu'une quantité £ d'une petitesse arbitraire,

et le théorème de la moyenne donnera

I c" I r'
/ £,, O (.iP) r/j? < £ / O (.r ) dx,

I

"^a
I

'^a

quantité qui tend vers zéro.

65. Soient a, A, 6, B des constantes finies; f{oc^y) une

fonction des deux variables x^ y, continue dans le rec-

tangle R formé par les droites x = a, x =^ Ay y =^ b, y ~= B.

On aura (t. T, n° 58) l'égalité

(10)
r^ ..A ^ ^A ^H

Car les deux membres de cette égalité ne sont que deux

expressions différentes de l'intégrale double

^Jdxdy.

Mais si l'une des limites a, A, 6, B devenait infinie, ou

^'^f{^-,y) cessait d'être continue dans tout le champ d'in-
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tégralion, la démonstration précédente n'étant plus appli-

cable, l'égalité (lo) pourrait cesser d'être exacte, ainsi que le

montrent les exemples suivants.

66. Posons

V^arctang^, ^=/(^,j),

rt =: Z; = G, A =: B := I .

On aura
âY —y ÔY X
dx œ--\-y- dy x--\-y-

i ''"X £ky''=l ^4£I==X TTÏ^-i-

67. Considérons en second lieu la fonction

kx'" -f- B^'"-ï + . . . + K^ + L,

A, B, . .
.

, K, L étant des constantes, que nous supposerons

réelles pour plus de simplicité.

Posons
^ = p ( cos 9 4- <î' sin cp )

.

La fonction prendra la forme

P + Q^

en faisant, pour abréger,

P = Ap'" cos/719 + Bp'"-^ cos{m — i)cp 4- . . . -t- Kp coscf + L,

Q =:: Ap'" sin mo -f- Bp'"~' sin {m — 1)0 + ... h- Kp sincp.

Posons
P

V =; arc tang-^'
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On en déduit
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le plus élevé en R,

P =: AR'" cosm cp 4- , .
.

,

Q = AR'« sin m cp -h . . .
;

-^— =z— m AR'" sin w o 4- . .
.

,

do '

d'où

-T-^ = 771 AR'" cosm 9 4- .

.

(7cp
^

dY — mA2R2'«-4-...
-T- = rTT^> =— 771 -\- s,

£ étant une quantité très petite, quand R est très grand.

La seconde intégrale aura donc pour valeur

/
su

do (— 771 -\- s)

ou sensiblement
,27r

— 771 do=z — 2 771 7Ï//t ttu^ — ;4 /tciiy

quantité différente de zéro.

Les deux intégrales que nous venons de calculer ayant

une valeur différente, il faut nécessairement que la fonc-

tion -—r- soit discontinue dans le champ de l'intégration.

M
Mais elle est éorale à --=rz t^tt-^j où M, P, Q sont des fonc-^ (P^4-(^^)^ '

tions évidemment continues. Elle ne peut donc devenir dis-

continue que si son dénominateur s'annule. Il existe donc

un système de valeurs de p et de z> qui annule à la fois P et Q.

Donc il existe une valeur p(coscp + « sincp) de la variable x

qui annule le polynôme Aœ"' -{- B^'"~' -f- . . . -f- L.

Nous avons ainsi démontré à nouveau cette proposition

fondamentale de la théorie des équations, que toute équa-

tion algébi^lque a U7ie i^acine.

68. Il est utile d'assigner un ensemble de conditions suf-
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fisantes pour qu'on puisse opérer avec sûreté le renverse-

ment de l'ordre de deux intégrations successives.

Supposons d'abord a, A, 6, B finis et admettons :

i" Que les points c du champ pour lesquels la fonction /
cesse d'être continue soient tous situés sur un nombre limité

d'arcs de courbe continus ?< Q, , . .
.

, P,ï Q,^ sur chacun des-

quels X d'une part, et jk de l'autre, aillent constamment en

croissant ou constamment en décroissant;

2° Que l'intégrale / fdx, prise suivant un segment

d'une parallèle aux x^ situé d'une manière quelconque dans

le champ, et dont la longueur \ ne surpasse pas un nombre

fixe /, ait toujours une valeur déterminée, dont le module

soit constamment inférieur à une quantité £/, ne dépendant

que de / et tendant vers zéro avec lui
;

' fdy^ prise suivant une
y

parallèle auxjr, ait de même une valeur déterminée, de mo-
dule moindre qu'une quantité t'i analogue à £/.

Dans ces conditions, nous allons montrer : i° que les

intégrales

^y j f^^ ^^ I ^^
I fdy

ont des valeurs finies et déterminées; 2° qu'elles sont égales.

Remarquons d'abord que, sur chacun des arcs PQ, x esl

une fonction continue de jr, toujours croissante ou toujours

décroissante, et réciproquement. Les points de cet arc com-

pris dans la bande limitée par deux parallèles y el y -\- dy
à l'axe des x infiniment voisines l'une de l'autre auront donc

des abscisses infiniment peu différentes; et si nous suppo-

sons dy -^0^ 3 désignant un infiniment petit, ils seront tous

contenus à l'intérieur d'un rectangle r de hauteur dy et de

longueur moindre que /, / étant une quantité que nous pour-

rons faire décroître à volonté en même temps que 3,
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Chacun des n arcs Pj Qi, . .. , Va Q« donnera lieu à un

semblable rectangle (si toutefois il rencontre la bande de

hauteur dy que nous considérons). Si deux des rectangles

ainsi formés empiètent l'un sur l'autre, ou sont contigus»

nous les réunirons en un rectangle unique dont la longueur

sera moindre que il. Continuant ainsi, on voit que tous les

points des arcs P< Qi, . .
.

, P^ Q/^ contenus dans la bande

seront intérieurs à des rectangles r^
,

/-o , . . . dont le nombre m
est au plus égal à /z, et tels que la somme de leurs longueurs

soit moindre que riL

On en conclut que l'intégrale

A

f{x,y)dx£
est une fonction continue de y. En effet, elle se compose ;

1° De m intégrales prises suivant les segments de la droite

d'intégration renfermés dans les rectangles /•< , ..., r„i,. Le

module de chacune d'elles sera <^ £„/, et il en sera de même
pour les modules des portions correspondantes de l'intégrale

f
A

f{x, y -\- dy) dx.

2° Des 771 -\-i intégrales prises suivant les segments de

la droite d'intégration extérieurs aux rectangles. Celles-ci

seront des fonctions continues àe y puisque /(^,jk) est con-

tinue en dehors des rectangles. Le module de l'accroissement

de chacune d'elles, lorsque jk sera changé eny-i-dy^ sera

donc moindre qu'une quantité arbitraire e, si dy est assez

petit.

On aura donc

])c.

Or, si l'on fait décroître indéfiniment dy^ on pourra faire

décroître en même temps £, o et, par suite, /, £„/; notre pro-

position est donc établie.
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L'expression

f dyf fd.

intégrale d'une fonction continue de j^, sera finie et déter-

minée.

La même démonstration s'appliquerait évidemment à l'in-

tégrale

/ dœ
/ fdy.

Il reste à prouver que ces intégrales sont égales.

69. Pour cela, décomposons le champ d'intégration par

des parallèles aux axes coordonnés en rectangles élémen-

taires de côté moindre que S. Désignons généralement par e

ceux de ces rectangles qui n'ont aucun point commun avec les

arcs PQ; par e' les autres, qui rencontrent au moins l'un de

ces arcs.

L'intégrale

dy i fdx

est évidemment une somma d'intégrales analogues ajant res-

pectivement pour champ les divers éléments e et e\ D'ail-

leurs dans les éléments <?, où la fonction / reste continue,

l'intégrale double '^fdxdy existe et représente la valeur de

dy fdx; on aura donc/'

/ dff fdx :=^fdx dy -h ^fdyffdx.

Nous allons montrer que le dernier terme de cette égalité

tend vers zéro en même temps que 8.

Soient en effet e^ ceux des éléments e' qui sont compris

entre deux parallèles aux x consécutives, y^c etjK/f+<^A-

Ceux de ces éléments e'f^ qui rencontrent un même arc PQ
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seront contigus, et leur réunion fournira un rectangle p en-

tièrement contenu, si les parallèles aux y sont suffisamment

rapprochées, dans le rectangle r de longueur)^ moindre que /

qui, d'après le numéro précédent, contient à son intérieur

tous les points communs à PQ et à la bande considérée. A
chacun des arcs Pi Qi, . • • ^ P«Q« qui rencontrent la bande

correspond ainsi un rectangle p. Réunissant encore en un

seul ceux de ces rectangles qui seraient contigus ou empié-

teraient les uns sur les autres, on voit que les éléments e^ se

groupent en rectangles p< , p2, . . • en nombre au plus égal à n

et tels que la somme de leurs longueurs soit moindre que ni.

La somme des intégrales dy ifdx relative aux élé-

ments e'j^ est évidemment égale à la somme des mêmes inté-

grales relatives aux divers rectangles pi, Oo, - - -- Or, pour

chacun de ceux-ci, l'intégrale j fdx ayant son module

moindre que e„„ celui de l'intégrale fdyffd. sera

moindre que

I
.yifc+rfyit

^nidy — Zaidyu'

On a donc

^Jdyj-fd.
'k

<mnidyIn

et par suite

y/*^-^/^^"^ <y 2uJ ^yj f^^ <nzniSdy,,
le' \ k e'j, k

</l£„/(B — 6),

expression dont la limite est bien égale à zéro.

Il résulte de ce que nous venons d'établir qu'on a

/ dy i fdx — \\m \j'fdx dy.

e

On obtiendrait, par un raisonnement identique, le même
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f dx
j fdy. Ces deux intégrales

sont donc égales.

70. Le théorème qui vient d'être établi subsistera encore

si l'on suppose : i" que les conditions (i) et (2), sans être né-

cessairement satisfaites dans le rectangle («, A, 6, B) le sont

dans tout rectangle (<2, A, ^ + 7i,B — 'r{') quelque petites

que soient les quantités positives tj, t/; i"^ que la condition (3)

soit satisfaite dans le rectangle (a, A, h^ B).

En effet, les deux derniers termes de l'expression

' f^iy= fdy+ fdy+ fdy
b *^b-h-(\ ^b «^B— -n-

ont, par hypothèse, un module < ti si t) et t]' sont moindres

que /, quel que soit d'ailleurs x ; la somme de leurs variations,

lorsqu'on j change x en x-\-dx^ est donc moindre en va-

leur absolue que ^zi.

En outre, le premier terme est une fonction continue de x.
^B

Donc / fdy sera également continue, car, en prenant d'a-
*^b

bord /, puis dx suffisamment petits, on pourra faire décroître

autant qu'on voudra chacun des termes de sa variation.

L'intégrale

./ dx i fdy
^a ^ b

aura donc une valeur déterminée, qui sera la limite de l'inté-

grale
/A ^B-Y]'

dx / fdy,

car la différence entre ces deux intégrales sera égale à

M / fdy+ / fdy
\^b '^B— Yî' /
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expression dont le module est moindre que

,A

2 £/ (^^ zzz 2 £/ ( A — a)[
et, par suite, tend vers zéro avec /.

Mais on a

' doo fdy=: dy
/ fdx;

la limite dont nous venons d'établir l'existence n'est donc,

par définition, autre chose que l'intégrale

' dy
/ fdœ.

b -rt

Il est d'ailleurs évident que le théorème subsistera encore

pour tout champ décomposable en un nombre limité de rec-

tangles dont chacun, considéré séparément, satisfasse aux

conditions précédentes.

71. Passons enfin au cas où le champ est infini. Suppo-

sons, à cet effet, que «, A, h restant fixes, on puisse faire

croître indéfiniment B sans que le théorème cesse d'avoir lieu

.

Admettons, en outre, que, pour toutes les valeurs de x
comprises entre a et A, l'intégrale

rfdy

ait une valeur déterminée, dont le module soit moindre que

£j{Cp(^), le premier facteur z^ restant borné et tendant unifor-

mément vers zéro pour B = c/d dans tout l'intervalle de x = a

à ^* = A (ou tout au moins dans toute portion de cet inter-

valle qui ne contient pas certains points isolés c, c', . . .);

u(.r) désignant d'autre part une fonction de x^ positive, éga-

lement bornée entre <2 et A et admettant dans cet intervalle

une intégrale finie.
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Dans ces conditions, l'intégrale / fdy représentera entre
^h

a et A une fonction de .r, continue (sauf peut-être aux points

exceptionnels c, c\ . . .). En effet, soit x un point quelconque

différent de ceux-là ; on aura

/ fdy^i /dy+ /dy.

Pour toutes les valeurs de x suffisamment voisines de celle

que nous considérons, ^{x) sera inférieur à une quantité

fixe M, et e^ pourra, en prenant B assez grand, être rendu

moindre qu'un nombre arbitraire e. La variation du terme

/ f^y ^^ passant du point ^ à un point infiniment voisin

X -{- dx aura donc son module moindre que iM.t. D'autre

part, 1 fdy étant continue, le module de sa variation sera

<; £ si dx est assez petit.

Le module de la variation de / fdy sera donc moindre

que (2M-f-i)£ et décroîtra ainsi autant qu'on voudra, en

faisant d'abord croître suffisamment la quantité auxiliaire B,

puis prenant dx assez petit.

Si donc il n'existe dans le champ a A aucun des points

exceptionnels c, c', ... que nous avons supposés, / fdy
Jb

sera continue dans tout le champ, et l'intégrale

Ç dx rpdy
^n ^ b

aura une valeur déterminée. •

Dans tous les cas, d'ailleurs, où cette intégrale, ou celle-ci

dy
I

fdx — Wm f dy f fdx^Mm f dx f fdy,
'^b da li-^^Jf, Ja V,^^Ja Jy
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sera déterminée, elles le seront toutes deux, et elles seront

égales. Intégrant, en effet, Pégalité (ii)de:r=:aà^ = Aet
faisant tendre B vers oo, il viendra

l dx i fdy — lim l dx ( fdy + lim f dx f fdy.

Il suffira donc, pour établir notre proposition, de montrer

que l'expression

i dx i fdy
^ a -B

a pour limite zéro pour B = oo.

Pour cela, isolons dans le champ «A des intervalles par-

tiels de longueur << ô contenant respectivement dans leur

intérieur les divers points c, c\

Considérons l'un de ces intervalles aa' contenant le point c,

par exemple.

Le module de l'intégrale

/ fdy
^B

y sera moindre que s^
'f (^) et a yb/'^ior/ moindre que [x ^(^),

[A désignant le maximum de la fonction e^, qui est supposée

dx
I fdy prise dans cet intervalle

donc un module moindre que ]x I (^(^x)dx, qui tendaura

vers zéro avec 8, puisque
'f (^) est supposée intégrable.

Donc, en prenant S assez petit, on pourra faire décroître,

autant qu'on voudra, la somme des intégrales relatives aux

petits intervalles que nous avons isolés. Désignons par D le

reste du champ; Sg y tend uniformément vers zéro lorsque B

tend vers oc; donc, en prenant B assez grand, on pourra

rendre e^ constamment moindre qu'une quantité arbitraire e
;
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on aura, par suite,

\

I
dx

I
fdy\<t

I
t^{a:)dx<z

I
^{x)da;,

quantité qui tend vers zéro avec s.

72. L'égalité

*^b ^ b ^a

étant établie, sous les conditions précédentes, faisons tendre A
à son tour vers oo. Admettons : i° que pour les valeurs de y

comprises entre h et go, l'intégrale / f dx ait une valeur

•A
déterminée, de module inférieur à s ^ '} (jk)? ^a restant toujours

borné et tendant uniformément vers zéro, lorsque A tend

vers 00, dans tout l'intervalle de 6 à oo (sauf peut-être aux en-

virons de certains points exceptionnels, en nombre fini), et

^(jk) étant une fonction positive de y^ dont l'intégrale de b

à oo soit finie. Un raisonnement tout semblable au précédent

montrera que, si l'une des intégrales

dy / fdx, dx fdy
b '^a ^a ^ b

est déterminée (ce qui arrivera toujours s'il n'j a pas de

points exceptionnels), elles seront égales.

II. — Intégrales multiples.

73. La définition des intégrales multiples peut être aisé-

ment généralisée comme celle des intégrales simples l'a été

dans la Section précédente. Pour fixer les idées, nous con-

sidérerons les intégrales doubles.

Soit /(^, y) une fonction de ^, JK, laquelle reste bornée

aux environs de chaque point d'un domaine borné E, sauf

aux environs de certains points c, c\ ... en nombre fini ou
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infini. Nous pouvons supposer ces points d'exception situés

sur la frontière de E; car, s'ils lui étaient intérieurs, en les

excluant de ce domaine nous constituerions un nouveau

domaine pour lequel ils seraient des points frontières, et

c'est sur celui-ci que nous raisonnerions.

Soit D un domaine quelconque, mesurable et parfait,

intérieur à E. La fonction /(^, y) y sera bornée; car autour

de chaque point x, y de T) on peut tracer un cercle dans

lequel y* est bornée; elle le sera a fortiori dans tout domaine

contenu dans ce cercle. Si donc cette propriété a lieu pour

tout cercle ayant son centre en un points, y, quelque grand

que soit son rayon, elle aura lieu pour D ; sinon on pourra

déterminer un nombre r tel que/* soit bornée dans les cer-

cles de rayon <C r, mais ne le soit plus dans les cercles de

rayon >> /\

Un raisonnement identique à celui du n°220 (t. I) montre

que r est une fonction continue de ^, y et admet dans D un

minimum p différent de zéro. Or on peut décomposer D en

un nombre fini d'éléments de diamètre <<|0^ la fonction /,

étant bornée dans chacun d'eux, le sera dans D.

La fonction f admettra donc dans D une intégrale par

excès et une intégrale par défaut; nous les représenterons

respectivement par ^Ifde et Si/de, ou, plus simplement,

par Si, S5. Lorsque nous n'aurons à considérer qu'une seule

d'entre elles et que le raisonnement pourra s'appliquer in-

différemment à l'une ou à l'autre, il deviendra inutile de les

distinguer; on pourra donc les désigner par la notation com-

mune Sd, en supprimant l'indice supérieur.

74. Soit donc Sd l'une ou l'autre de nos deux intégrales.

Si nous faisons varier le domaine D d'une manière quel-

conque, de telle sorte que son aire ait pour limite l'aire inté-

rieure de E, il pourra arriver que l'intégrale Sd tende vers

une limite déterminée. Nous dirons dans ce cas que cette

limite est l'intégrale dans le domaine E, et nous la représen-

terons par Se-
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La condilion nécessaire et suflisante pour que cette limite

existe est que l'intégrale Sd tende vers zéro lorsque D varie

d'une manière quelconque, de telle sorte que son aire tende

vers zéro : autrement dit qu'à tout nombre positifs on puisse

faire correspondre un autre nombre ù tel, que pour tout do-

maine D (mesurable, parfait et intérieur à E) d'aire moindre

que ô, on ait

,S„|<e.

En effet, supposons cette dernière condition satisfaite et

considérons deux domaines quelconques D et D' (mesura-

bles, parfaits et intérieurs à E) tels que leurs aires D et D'

diffèrent de l'aire intérieure de E d'une quantité moindre

que ù. Soit d l'ensemble des points de D qui n'appartiennent

pas à D'^ d' celui des points de D' qui n'appartiennent pas

à D ; on aura évidemment

d<E~D'<o, d'<E — D<o,

D — D'=zd—d'

et, par suite,

Sd— Sd' = S^;— Sel',

ISd— Sd'|^|S,;| -+- ]S,;'| < 2£,

ce qui prouve l'existence de la limite Se*

Réciproquement, supposons la condition non satisfaite. Il

existera une quantité s pour laquelle on pourra déterminer

un domaine d, d'aire inférieure à une quantité quelconque o

et tel que l'intégrale S^ ait son module ^e.

Soit D un domaine mesurable et parfait contenant c/, in-

térieur à E et tel que E — D soit moindre que o. Si nous

enlevons du domaine D les points intérieurs à d, nous ob-

tiendrons un nouveau domaine D'=D — <5? dont l'aire D'

sera > E — 20. Les deux aires D et D' tendront toutes deux

vers E si Ton fait décroître S; mais la différence des inté-

grales correspondantes

- -
' Si>— Si)'= Sa
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aura son module au moins égal à s. Donc la limite Se

n'existera pas.

75. Les deux intégrales

sont, par définition, les limites des sommes

\ M/, de/,, \ m^t de/,,

où M/f, m/( sont le maximum et le minimum de / dans l'élé-

ment infiniment petit de/(. Le maximum L;^ du module de f
dans cet élément sera la plus grande des deux quantités [M^j^

|/?2a|; on aura donc

\l.7)i/,de/,\ = I.L/,de/,y

et en passant à la limite

\Sh\-Sh\f\de, \Sh\^Sh\f\de.

Si donc, lorsque D tend vers zéro, on a

(r) \imSh\f\de = o,

on aura a fortiori

(2) limSA=o, limSê=o,

et les deux limites Se, Sg seront déterminées.

76. Nous allons voir que, réciproquement, les condi-

tions (2) entraînent comme conséquence nécessaire la rela-

tion (i).

Soit en effet /i une fonction égale à /quand /est positif,

et à zéro quand / est nul ou négatif; on aura par hypothèse,

pour tout champ D d'aire inférieure à un certain nombre 5,

|Sè/^e|<£,

et cette relation devra subsister pour tout champ contenu
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dans D. On en conclut aisément que l'intégrale

S,\/i de

ne peut surpasser £.

Décomposons en effet le champ D en éléments dck infini-

ment petits; soient M^ le maximum dey, M^/f celui de/,

dans l'élément dek-

On peut prendre les éléments assez petits pour que la

difïerence entre les sommes

2Myt<fe/„ Y.M^j,dek

et leurs minima

^lyfde, Sj^'/i de

soit moindre qu'un nombre arbitraire 7^.

Il en sera ainsi a fortiori si les sommes et les intégrales

ci-dessus sont restreintes à une portion des éléments dek-

Or Ml A est égal à M^ dans tout élément où / prend des

valeurs positives, égal à zéro dans les autres; on aura donc,

en désignant par D, l'ensemble des éléments de la première

sorte,

SA/i del\u^kdek^\u,,de,,='èl,Jde + ri^e -+- r^

D D,

et, en faisant tendre r, vers zéro,

SA/i de^z.

Remarquons en second lieu que, le maximum de — /* dans

un ensemble quelconque étant égal et de signe contraire au

minimum de /*, on a

Slfde-=-Sh{-f)de.

Par hypothèse, le premier membre tend vers zéro en même
temps que l'aire de D : il en est donc de même du second;

et si f^ désigne une fonction égale à —f lorsque —/ est

positif, à zéro dans le cas contraire, on aura, d'après ce qui

précède,

SA/2 de = z.
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Gela posé, on a évidemment

Le maximum de \f\ dans un ensemble quelconque est

donc au plus égal à la somme des maxima de /i et àe fj, ;
on

a, par suite,

Si)
I / 1

<^^ < Si,/i de 4- S/,/2 de^iz.

Donc, si D tend vers zéro, on aura

limSà|/|=:o.

JNous obtenons donc le théorème suivant :

Pour que les intégrales, par excès et par défaut, de la

fonction f dans le domaine E soient déterminées toutes

deux, il faut et il suffit que Vintégrale par excès de \f\

dans ce même domaine soit déterminée.

On remarquera que, dans ce cas, l'intégrale par défaut de

\f\ dans E est également déterminée. En effet, l'intégrale

par défaut

yh\f\de

a tous ses éléments positifs ou nuls et au plus égaux à ceux

de l'intégrale par excès S/, \f\ de] elle tendra donc vers zéro

en même temps que cette dernière, si D tend vers zéro.

77. Soit Dj, D2, . . ., D//, .. . une série déterminée, mais

susceptible d'être choisie à volonté, de domaines successifs

(mesurables, parfaits et intérieurs à E) tels que chacun d'eux

contienne le précédent et que l'écart maximum des points

de la frontière de Y),i à la frontière de E tende vers zéro,

quand n tend vers ce; l'intégrale

^k\f\de

sera positive et croîtra avec n. Si elle tend vers 00 en même
temps que /i, l'intégrale ^]^\f\de ne pourra être finie et dé-

terminée. Dans le cas contraire, elle tendra vers une limite

finie A, qui sera la valeur de l'intégrale S£ \f\ de.
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En effet, soit D un domaine quelconque (mesurable, par-

fait et intérieur à E), dont l'aire soit >> E — o. Il existe dans

la suite D< , . . ., D/^, ... un domaine D^ contenant en en-

tier D, et l'on aura

Sh\f\de = SUf\de = A,

Posons, d'autre part,

ShJf\de = A-z,,

et désignons par ^„ le maximum de |y| dans D„.

Désignons par d l'ensemble des points de Dn qui n'ap-

partiennent pas à D ; l'aire de cet ensemble sera moindre q ue

E — D et a fortiori moindre que 8. Gela posé, on aura

Sh \/\de = Si,, l/l de-Sh\f\de>A- e, -jx„ 8.

En prenant n suffisamment grand, puis 8 suffisamment

petit, nous pourrons rendre plus petits que toute quantité

donnée, d'abord £„, puis tjL„ô. On aura donc

limSi|/|^e= A,
Ô-O

ce qu'il fallait démontrer.

78. Soient enfin E un domaine qui ne soit pas borné;

f(x^y) une fonction définie dans ce domaine, laquelle ad-

mette, dans tout domaine A borné et intérieur à E, une inté-

grale par excès S^, ou une intégrale par défaut S^.

D'après ce que nous avons vu ci-dessus, la condition né-

cessaire et suffisante pour qu'il en soit ainsi est que l'on ait

limS^^o ou limSB = o
D= D—

pour tout domaine infiniment petit D intérieur à A. Et si

ces deux conditions sont satisfaites à la fois, elles équivau-

dront à celle-ci :

limSjj l/l de^^o.
D =0

Soit R l'écart minimum des points de E non contenus dans

J. — II. 6
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A à un point fixe, l'origine des coordonnées si l'on veut.

Faisons varier A, de telle sorte que R tende vers 005 si l'in-

tégrale S^fde, par exemple, tend vers une limite fixe, cette

limite se nommera Vintégrale par excès de f dans le do-

maine E, et se représentera par S^fde.

Pour qu'il en soit ainsi, il est nécessaire et suffisant que

l'intégrale

Si/de

tende vers zéro, si l'on fait varier A de telle sorte que son

écart à l'origine tende vers gc.

En eflet, supposons cette condition remplie. Soient A et A'

deux domaines quelconques contenant tous les points de E
dont l'écart à l'origine est << R; soient d l'ensemble des

points de A qui n'appartiennent pas à A'; d' celui des points

de A' qui n'appartiennent pas à A; on aura évidemment

A
et les deux termes du second membre tendent vers zéro

pour R = 00. '

Supposons, au contraire, que cette condition ne soit pas

remplie. On pourra déterminer un nombre £ tel qu'il existe

un domaine d^ borné et intérieur à E dont l'écart à l'origine

soit plus grand que toute quantité donnée, et pour lequel

l'iutégrale ^\if de ait son module >> e.

Cela posé, soient

A un domaine quelconque;

R l'écart minimum des points de E qui n'appartiennent pas

à A à l'origine;

p l'écart maximum des points de A à cette même origine.

On peut, quels que soient R et p, déterminer d de telle

sorte que son écart à l'origine surpasse p. Cela posé, les in-

tégrales prises dans les deux domaines A et A + <i différe-

ront de plus de s, bien que chacun d'eux contienne tous les

points de E dont l'écart à l'origine est < R. L'intégrale Si

ne peut donc tendre vers une limite déterminée pour R = ce.
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Les mêmes raisonnements s'appliquent aux intégrales par

défaut.

On peut enfin s'assurer, par des considérations toutes

semblables à celles des n°^ 7o à 77, que, pour que les inté-

grales par excès et par défaut soient toutes les deux déter-

minées, il faut et il suffit que l'intégrale par excès du mo-
dule de/* soit finie.

79. Les propriétés fondamentales des intégrales définies

par excès ou par défaut subsistent pour nos intégrales géné-

ralisées.

Supposons, par exemple, qu'on divise le champ E, sup-

posé infini, pour plus de généralité, en plusieurs régions

E< , Eo, ....

Soient respectivement A,, Ao, ... l'ensemble des points

communs à E,, E2, . . ., et au domaine A formé par tous les

points de E dont l'écart à l'origine ne surpasse pas un nombre
fixe R. Supposons que l'ensemble des frontières communes
à A,, Ao, ... ait une aire nulle. Soient D un domaine me-
surable et parfait contenu dans A; Di , Do, ... les domaines

partiels formés par les points de D qui sont respectivement

à l'intérieur ou sur la frontière des ensembles Ai, A2, ....

On aura, en considérant indifi'éremment les intégrales par

défaut ou par excès,

Sd= Sd^ -+- Sdj+ . . .

.

Faisons tendre D vers A; Di , Do, . . . tendant respective-

ment vers Al, Ao, . . . , on aura à la limite

Sa == Sa. 4- Sa, 4-— '-::
Faisons croître R indéfiniment; ce second passage à la

limite donnera

Se = Sej -h Sej h- . . .

.

On démontre de la même manière, par un ou deux pas-

sages à la limite, que, si l'on a
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on aura

Se/de = c^Se/i <^^ ~+~ ^%^¥.fide + . .

.

(en supposant que les intégrales du second membre aient

des valeurs déterminées).

Le théorème de la moyenne s'établit par le même procédé.

80. Considérons enfm la formule pour les changements

de variable.

Les anciennes variables x^ y étant liées aux nouvelles ?/,

V par les relations

x — ^{u^ v), y = Oi{u, ç),

on a

Cette formule a été établie en supposant :

I** Que, dans le domaine E, les dérivées de cp, cpi restent

continues, et leur jacobien J différent de zéro;

2° Que le domaine E est borné, et que chacun de ses

points (w, ç) correspond à un seul point [x, y) de E';

3^ Que la fonction /(^,jk) =/Cf 5 ^\) reste bornée dans

ces domaines.

Nous allons montrer qu'on peut, sans qu'elle cesse de

subsister, se débarrasser de la plus grande partie de ces

restrictions.

8L Supposons en effet que, en certains points de E, les

dérivées de q, o, cessent d'exister ou soient discontinues, ou

que le jacobien J soit nul, ou, enfin, quey cesse d'être bornée

aux environs de ces points. On peut supposer ces points ex-

clus du domaine E, de telle sorte qu'ils appartiennent à sa

frontière. Nous exclurons de même du domaine E' les points

correspondants.

Nous pouvons ainsi admettre que, dans tout l'intérieur de

E, les conditions précédentes soient satisfaites, les excep-

tions ne pouvant se présenter que sur sa frontière. Dans ces

conditions, à tout domaine D, borné, mesurable et parfait
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contenu clans E, correspond un domaine D' de même nature

contenu dans E', et réciproquement.

Cela posé, nous allons montrer que, si l'une des intégrales

Se'/ dx cly, Se /l J
I

du d^\

la première, par exemple, est déterminée, l'autre le sera

aussi et lui sera égale.

82. Soit, en effet, A' un domaine borné quelconque con-

tenu dans E', mais renfermant tous ceux de ses points dont

les coordonnées ne surpassent pas en valeur absolue un

nombre donné R^

On aura, à la seule condition de prendre R' assez grand,

I
^^'fdx dy — S\'fdx dy |

<< z.

Soient, d'ailleurs, D' un domaine mesurable quelconque

contenu dans M\ d' l'ensemble des points de A' qui n'appar-

tiennent pas à D'; on aura de même, à la seule condition de

prendre d' assez petit,

I

Ss^'fdûc dy — Sj)'fdœ <f/
|
< s

et, par suite,

I
'^E'fdx dy — Sn/dœ dy\<^ 2 z.

Cette inégalité subsistera évidemment encore si l'on j rem-

place le domaine D' parun autre domaine D'^ (également borné,

mesurable, parfait et intérieur à E') qui contienne D'.

Soient, en effet, A'Me domaine formé par la réunion de D^'

et de A': d" l'ensemble des points de A'' qui n'appartiennent

pas à D"; A' étant contenu dans A'', et d' dans «r/', on aura

|Se.-Sa"|<s, 1Sa"-Sd„I<s,
d'où

ISe--Sd.|<o.s.

Au domaine D', défini comme ci-dessus, correspond dans

le champ de la seconde intégrale un domaine borné et mesu-

rable D.

Désignons par R le maximum que ne surpassent pas les

modules des coordonnées des divers points de D.
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83. Soient maintenant

A nn domaine borné quelconque contenu dans E et ren-

fermant tous ceux de ses points dont les coordonnées ne

surpassent pas en valeur absolue un nombre donné Ri ;

D| un domaine borné et parfait contenu dans A;

cU l'ensemble des points de A qui n'appartiennent pas à Di.

Il nous faut montrer que, en prenant R, assez grand, puis

<:/j assez petit, on pourra rendre aussi petite qu'on voudra

la différence

^^'fdx dy — Si)j/| J
I

du dç.

Or, si R, >>R, A contiendra D^ le domaine 8, formé par

les points de D qui n'appartiennent pas à D, , sera donc ^ d^ .

Soit, d'autre part, 0^ le domaine formé par la réunion de D
et de D< ; on aura

Di=(D —

S

et, par suite,

Sd, /I j
I

du dv = S^^ /l J
I

du d^ — Ss /| J
|
du dv.

Soit (D' la portion du champ E' qui correspond à (© ; on aura

ScO /l J
I

du d^> — S^Q'fda; df,

et, comme 6^' contient D', cette quantité différera de

SE'fdxdy de moins de 2 s. D'autre part, /|J|| est borné

dans le domaine D; en désignant par M son maximum, on

aura

\Stf\3\dudç\ = MB = Md, "

,

et, par suite,

1
S^'fdx dy — Sd. /I J K" ^^ k 2 £ -h Mdi1-

Or, on peut choisir £ aussi petit qu'on veut; cela fait, R
et M prendront des valeurs déterminées; on pourra ensuite

choisir Rj à volonté, pourvu qu'il soit >R; enfin, prendre

di assez petit pour que Mdf devienne aussi petit qu'on

voudra. - .

Le théorème est donc démontré.
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84. Supposons maintenant que la fonction f{x,y) soit

non seulement bornée, mais intégrable, dans tout do-

maine D mesurable et parfait contenu dans E. Les deux

intégrales par excès et par défaut S^ et SJ se confondront en

une seule, qui sera l'intégrale proprement dite Sd, à laquelle

les raisonnements précédents seront applicables. La valeur

limite de cette intégrale, si elle est finie et déterminée, ser-

vira de définition à l'intégrale S^. Pour qu'il en soit ainsi, il

sera nécessaire et suffisant que l'intégrale

'è^\f\dxdy

ait une valeur finie.

80. Dans le cas des intégrales simples, précédemment

étudié, cette condition était suffisante, mais non nécessaire.

Cette différence s'explique en remarquant que les définitions

ne sont pas identiques dans les deux cas.

En effet, considérons, pour fixer les idées, l'intégrale

simple

fdœ,
I.

la fonction / cessant d'être intégrable aux environs d'un

point c situé dans le champ. Cette intégrale sera, par défi-

nition, la limite de l'expression

f fdx-^r fdx,

lorsque s, ^ tendent vers zéro. Ici le domaine E est l'inter-

valle de <2 à 6, et D est formé par la somme des intervalles

de a à c — s et de c -f- s' à h. Mais ce dernier domaine
est assujetti à une condition que ne lui imposait pas la

théorie générale, à savoir que, s'il contient deux points

p ei q qui ne soient pas séparés par le point c, il con-

tient tous les points intermédiaires. On conçoit que l'inté-

grale prise dans un domaine D ainsi particularisé puisse

tendre vers une limite déterminée, sans qu'il en soit de
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même pour les domaines qui ne sont pas astreints à celte

condition. Dans ce cas, l'intégrale / fdx^ définie comme

nous l'avons fait, pourra donc être déterminée, sans qu'on

ait le droit d'en conclure que l'intégrale / \f\dx le soit.

Cette différence entre les intégrales simples et les inté-

grales multiples est analogue à ce que nous avons signalé

dans la théorie des séries. En effet, les séries simples peu-

vent être absolument convergentes, ou seulement semi-con-

vergentes; pour les séries multiples, cette différence n'existe

pas, l'absolue convergence étant un des éléments de leur

définition.

86. Soit f[x^y) une fonction intégrable dans un do-

maine E, borné et mesurable.

Désignons par F l'ensemble des valeurs de y auxquelles

correspondent des points de E; par Gj l'ensemble des

valeurs de x pour les divers points de E qui correspondent

à une même valeur donnée dey.

On aura (t. I, 56)

Se/cIx dy =z Sf dy[SQ^.fdx],

de sorte que le calcul de l'intégrale double se ramène à celui

de deux intégrales simples successives, qui peuvent être

prises indifféremment par défaut ou par excès.

Ce théorème peut être généralisé de la manière suivante.

Supposons :

i^ Que la fonction / soit intégrable dans tout domaine

mesurable D contenu dans un domaine E (sans l'être néces-

sairement dans E) et que l'intégrale

Se fdx dy

ait une valeur déterminée
5

2° Que le domaine A^ formé par ceux des points de E
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donl les coordonnées ont des modules qui ne surpassent pas

un nombre donné R soit mesurable, quel que soit R;

3° Que l'intégrale simple S \f\ dx^ prise dans un domaine

quelconque cl contenu dans l'un des domaines Gj et dont

l'étendue ne surpasse pas /, soit constamment moindre que

£/, la quantité £/ ne dépendant que de / et tendant vers zéro

avec /;

/(" Enfin, que si le domaine d est en entier extérieur à A^,

la même intégrale soit constamment moindre, en valeur

absolue, que t^'of^y)^ Sr ne dépendant que de R et tendant

vers zéro avec -r-j et
'f (j^)

désignant d'autre part une fonc-

tion bornée, positive et dont l'intégrale par excès dans F
soit finie.

Nous allons démontrer que, dans ces hypothèses, l'inté-

grale

prise soit par défaut, soit par excès, est égale à

^^^fdjcdy.

87. Tout d'abord, l'intégrale S(; |y| <3?^ aura une valeur

bornée. Soit, en effet, p une quantité fi^ quelconque.

Si |jk|>*P5 l'intégrale sera, par hypothèse, moindre que

Si |jk|<P, on pourra décomposer le champ Gj en deux

autres, formés respectivement par ceux de ses points où

I

^
I

>> p et par ceux où |jr|^p. Dans la première partie

du champ, l'intégrale sera encore moindre que s' îp(jK)-

L'étendue de l'autre partie du champ ne surpassant pas 20,

l'intégrale correspondante sera moindre que £2p; on aura

donc dans tous les cas

étant égal à zéro si |jk| > p, à i dans le cas contraire.

Les intégrales par excès ou par défaut de la fonction /
dans le domaine Gj sont donc déterminées, et pour chaque

(ïïHIVBESIT7|
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valeur de y leur module ne surpassera pas la limite ci-

dessus.

Les intégrales

Sp dy Sg / dx

(calculées par excès ou par défaut) sont également détermi-

nées. Il suffît, en effet, de montrer que l'intégrale

Sp dy
I

Sg f dœ |

est finie. Or cette intégrale est au plus égale à

dont la première partie,

est finie, par hypothèse. La seconde partie l'est également,

car elle est évidemment égale à

Fj désignant la longueur de l'ensemble formé par les points

de F pour lesquels
|
JK

| < p ? longueur au plus égale .à 2 p

.

88. Soit maintenant A^^ l'ensemble des points de E pour

lesquels |^| et |jk| ne surpassent pas un nombre donné R.

Décomposons le plan par des parallèles aux axes coordonnés

en carrés de côté —5 l'oris^ine étant d'ailleurs un des som-
n ^

mets du réseau. Ces carrés seront de trois sortes :

1° Des carrés e intérieurs à Aj^
^

2° Des carrés e' extérieurs à Ai^ ;

3" Des carrés e" qui rencontrent sa frontière.

Soit D le domaine formé par l'ensemble des carrés e; si

r>

— décroît indéfiniment, son aire tendra vers l'aire de Aj^, et
II

si, en même temps que — décroît, on fait croître R, l'inté-

grale double

^D fdx dy

tendra vers

'èf^fdxdy. . .
'
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D'ailleurs, f étant intégrable dans le domaine D qui est

mesurable, cette intégrale double est égale à

en désignant par o l'ensemble des valeurs de y qui corres-

pondent aux divers points de D, et par y^ l'ensemble des

valeurs de x qui correspondent à l'une de ces valeurs y.

Comme D est contenu dans E, cp le sera dans F, et y^ dans Gj.

Enfin, si l'on remarque que, dans tout le domaine F — cp,

y^^ est nul, on aura

Sp-cp <^JK Sy^. /^.r = o.

L'intégrale précédente sera donc égale à

Sp dy ^^ f dx.

11 nous faut montrer que cette expression tend vers

Sp^fr ^Q_fdx ou, ce qui est équivalent, que l'intégrale

où Hv= Gj— yj, tend vers zéro.

89. Cette intégrale est la somme des deux suivantes

Sp dy Sa fdx 4- Sp dy S^ fdx,

Ky et Bj représentant respectivement l'ensemble des points

de Hj qui appartiennent aux carrés e' ou aux carrés e".

i" En tout point de A^, l'une au moins des coordon-

nées ^, j^ a un module > R; on aura donc

et, par suite,

I

Sp dy Sx^.fdx
\
< £(. Sp o(/) dy,

quantité qui tend vers zéro si R tend vers co.

2° Passons à la seconde intégrale. Si |jk| > R? H/ n'ajant

aucun point commun avec les carrés e"^ le champ Bj s'an-

nulera; et Sji/dx sera nulle. Au lieu d'intégrer cette fonc-
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lion dans tout le champ F, il suffira donc de l'intégrer de

jK = — Ràjr = + R.

Soient, d'ailleurs, jko, •.., yk, yk+\ = yk^dyk, ... les

parallèles aux x qui ont été tracées pour former notre

décomposition en carrés. L'intégrale

que nous avons à calculer, sera la somme des intégrales

la sommation s'étendant à tous les intervalles dyn dont la

réunion forme l'intervalle de — R à -1- R.

Soient tk la somme des longueurs des carrés de l'espèce e"

qui sont contenus dans la bande comprise entre les droites

yk ^^ yk-\- dyk] oLk une quantité au moins égale à Ik- Si y
est compris entre y^ et jKa+ dy/^, l'ensemble R^ formé par

les points communs à Hj et à ces rectangles aura une éten-

due au plus égale à a^. On aura par suite

lSR^,/^^|<£a,,

\syr''-'dfS,jdj^\<s^^,df,,

et enfin

\S±ldfS^Jdœ\<^Zy,,dy,.

Les carrés e" étant tous compris enlre les droites ^= — R

et .r = H- R, aucune des quantités Ik ne pourra surpasser 2R.

Soit a- la somme des longueurs des éléments dy^ pour les-

quels 4 est supérieur à un nombre donné ô. Pour ces élé-

ments, on pourra prendre a^^ 2R, et pour les autres, dont

l'étendue totale est 2R — a-, on pourra prendre aA=û; on

aura, par suite,

^S'A- 4KA-=^û(2R— a) 4-£2R^<2R£S-h a£2R.

D'ailleurs, l'aire totale des éléments e" est évidemment

égale à
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et, par suite, plus grande que oo-. On a donc

et, par suite.

CT<

S o^i dyk< 2 R £s 4-^ ^2u

Or, £§ tend vers zéro avec 8, et d'autre part, Ar étant

mesurable, He" tend vers zéro quand n tend vers ce. On peut

donc, quel que soit R, choisir o assez petit, et ensuite n assez

grand pour que chacun des deux termes ci-dessus devienne

aussi petit qu'on voudra.

90. Les changements de variables sont un des meilleurs

moyens de reconnaître si une intégrale définie a une valeur

déterminée.

Considérons, par exemple, l'intégrale triple

'è^fclx dydz,

le champ E étant supposé borné, et la fonction/* intégrable

dans tout le champ, sauf aux environs d'un point (<2, 6, c)

intérieur à E.

Traçons du point («, 6, c) comme centre une sphère d
d'un rayon p arbitraire. L'intégrale de |/*1, prise dans le

champ E — <f, sera finie; il reste à savoir si elle est égale-

ment finie dans la sphère d.

Prenons pour nouvelles variables des coordonnées polaires

/•, Q, cp ayant leur centre au point (a, ^, c). L'intégrale

S,;
I / 1

dx dy dz

sera changée en
S|/|/--sin0^/'^6^cp,

r variant de o à p, 9 de o à tï, et cp de o à 2-.

Supposons que, aux environs du point (<2, 6, c), on ait

constamment

l/l<7:jj.'

M désignant une constante et \x un exposant << 3. Celte iné-
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galité ayant lieu dans toute l'étendue de la sphère d si p est

assez petit, l'intégrale à évaluer sera moindre que la sui-

vante

/ dr \ d^ -^^^—jsine^cp
Jq Jq J q

= / dr / ——- sinO <i6 =r 4ttM / -—^ := ~ p^-H-.

Elle sera donc finie.

Au contraire, si l'on avait aux environs du point (<2, b, c)

l/l>;JÏ' l^>3,

l'intégrale serait plus grande que la suivante

/ A, r^ dr

laquelle est infinie.

91. Supposons maintenant que l'intégrale S f dx dy dz

soit déterminée dans un champ borné quelconque, et cher-

chons dans quelles conditions on pourra l'étendre à tout le

plan sans qu'elle cesse d'être déterminée.

Considérons une sphère d'un rayon R ayant son centre au

point (a, h,c)j par exemple. L'intégrale de |/| sera finie

dans cette sphère; il s'agit de reconnaître si elle l'est égale-

ment dans la région extérieure du plan.

Prenons les mêmes coordonnées que tout à l'heure; dans

la région en question, r variera de R à oo, B de o à tt, et cp de

O à 271.

Supposons que, pour tous les points [x,y^z) suffisam-

ment éloignés du point fixe (a, 6, c), on ait

\f\<}ï' '">3.

L'inégalité précédente ayant lieu dans tout le champ, si R
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est assez grand, l'intégrale à évaluer sera moindre que

Elle sera donc finie.

Elle serait infinie, au contraire, si l'on avait pour tous les

points suffisamment éloignés de (a, b, c)

III. — Calcul des intégrales définies.

92. Soit à calculer l'intégrale définie

da^

I X — a — Pi

Supposons d'abord i^^o. L'intégrale indéfinie sera

log(jr — a — (3i) + cens t.= {Log[(jr — '^Y -\- p-]

;

"

-h Arc tang

—

-^ h const.

Or, lorsque x varie de a à 6, les diverses parties de cette

expression restent continues : la valeur cherchée sera donc

i Log[(è - a)2 4- p2] _^ Arc tang ^^^,

-
I Log[(« - a)2+ p2] _ Arc tang ^''.

Si p = oeta<;«<<^5 l'intégrale indéfinie sera .

Log(^ — a) -f- const.
;

et comme Log(^ — a) reste continu entre a et 6, l'intégrale

définie sera

6 —

a

Log(6 — a) — Log(a — a) rrzLog
a — a
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Si [^ = o et <2 <; 6 << a, l'intégrale indéfinie sera

Log(a — .2?) H- const.,

et l'intégrale définie sera

T
^

Log-

réstdtat qui concorde avec le précédent.

Enfin, si p=:oeta<<a<;6, la fonction à intégrer deve-

nant infinie du premier ordre au point a, qui est contenu

dans le champ, l'intégrale sera indéterminée.

93. Soit à calculer l'intégrale

/
la fonctiony(.2;) admettant une dérivée déterminée en chaque

point du champ, sauf en un nombre limité de points où elle

devient infinie.

La fonction à intégrer est la dérivée de Arc tang/(^). Or

cette dernière fonction reste continue tant que f{oo) reste

fini; elle diminue brusquement de r: chaque fois qu.e f(^x)

passe du positif au négatif en traversant l'infini; elle aug-

mente au contraire de tc, si f{x) passe du négatif au positif.

On aura donc (59), en désignant par m et n les nombres de

passages respectifs du positif au négatif et du négatif au

positif,

-^-jp-—-<i^==::Arctang/(6)— Arctang/(a)H-(m — /^TT,X
Soit, en particulier, f(^x)^^x\ m et n seront nuls;

viendra

dx

f I -\- X-

et, si l'on pose a = o, b = œ^

- = Arc tangè — Arc tan g a

/
dx TT

-+- x^^ 2
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94. Passons à la détermination de l'intégrale

l„irr=z
I

sin"'^a:d.x,

m étant un entier positif.

Pour m ==0, on aura

11
2" U

Pour m ^=
]

,

Il-- I sin^<i^=:(

—

cos^)q-—

On a, d'autre part, quel que soit m,

/sin'" *^ si II

et, en intégrant par parties.

K
7r

!,„=:(— cos.2?sin'"-^^)J— / (— cos^)(m— i)sin'"--^cos.:r<:/jr.

Le terme tout intégré s'annule aux deux limites o et -•

Quant à l'intégrale du second membi'e, elle est égale à

K

/sin'"-2^(i — sin'j?) t/^ — (m — i) {l,n_,-~ 1^)-{/n

On aura donc

d'où

I - ^^^ ~ ^

I

J. — IL
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Supposons, d'abord, que m soit un nombre pair m. Cette

formule donnera successivement

(I)

2 n — I ,

111

in — 1 iJi

2n 111
\n-.

{in — 1 ) ( 2 /i — 3 ) . . . I

1qm [in — 2 ) ... 2

{m — I
) ( 2 /i — 3 ) ... I 71

m {m — 2 ) ... 2 2

Si jn = m -J- I , on trouvera de même

m
i

^2/2+1

(5.)

2 /i -H 1

in {in — 2 ) ,

(2/i -M) (2/1 -- l)

in{m — 2 ) ... 2

( 2 /Z + I
) ( 2 Ai — I ) . . . 3

m {in — 2 ) ... 2

II

( 2 /Z -h I
) ( 2 /i — I ) . . . 3

On déduit des formules (i) et (2) la relation suivante :

[in{ in-i)...iY ^,_ ^

(2/1 — l) (2 Ai — 3). . .I.(2/i-i-l)(2/i — l). . .3 L

Il est d'ailleurs aisé de trouver deux limites supérieure et

inférieure du rapport y~— • En effet, on a, en général,

^' Cette intégrale est positive; car, de o à ^ les facteurs

^Jn^, i — sin;r et 6/.r sont tous positifs. Chacun des éléments

dont la somme constitue l'intégrale est donc positif.
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l*osant successivement in^= in — \ et ni^=:^iii dans cette

relation, il viendra

^ln-\ > *-iii> lîw-Hl)

d'où

I ^ ^2" ^ ^^''~1

et par suite, d'après la formule (2),

Si /i tend vers co, ^-^^ converge donc vers l'unité, de telle

sorte qu'on aura

7: y (2.4. ..2/0'
- =:= iim

1.3. . .{in — i).3.5. . .(2AÎH-I)

C'est la formule de Wallis, déjà trouvée dans le Calcul diffé-

rentiel.

95. M. Hermite a établi que le nombre e ne peut être ra-

cine d'une équation algébrique. Nous allons exposer une dé-

monstration nouvelle de ce beau théorème, donnée récem-

ment par M. Hurwitz.

L'intégration par parties nous donne

r e-f{x)dx-=:.l~e-f{x)Y,-\- f e'-f'{x)dx.

Si f(œ) est un polynôme entier, l'application répétée de

cette formule nous donnera

i e-^f{x)dx=—e-''F{x)^F{o),

en posant, pour abréger,

¥{x)=:f{x)^f'{x)+r{x)-^....
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ISous aurons donc

F (o) e-^ — F (
^'

) 4- e^ / e-^/( ^ ) ^^^^^

Supposons que e satisfasse à une équation algébrique

Co -h C, 6' 4- . . . + C,i e" r- O.

En posant dans la formule précédente ^ = o, i , . . . , a^ el

ajoutant les équations obtenues, respectivement multipliées

par Cq, c^. . . . , c,i, il viendra

n " ,

o=:\ck^{k)~~\cke^- e-^f{œ)dx',

"

et cette égalité devrait être satisfaite quel que fût le poly-

nôme /'(^). Or nous arriverons à une contradiction, par un

choix convenable de ce polynôme.

Posons en efï'et

f{x)— ^

—

^^xt^-^{x — i)P{x-~ 2)r'...{x -~n)P,
{p — i)l

p étant un nombre premier infiniment grand.

Développons ce polynôme suivant les puissances crois-

santes de X'^ nous aurons

A, B étant des entiers, dont le premier n'est pas divisible

par />, si /? >> Ai. On aura donc

/(0)=:0, ..., fP-\0)--r.~^0, fP-'(o)-=:A, fP{o) zBp, ....

Donc

l^(o) =/(o) -f-/(o) -(-... = A -:- Bp -+-C{p -h i)p ~t-

.

.

.

sera un entier, non divisible par p.

Développant /(^) suivant les puissances de x — k, nous
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aurons de même, pour k = i . y., ....//

Byi, Ca étant des entiers; et

F(/0 :rr./(/0 -f-/'(/:i -f- . • . ^ B,p -^ G,{p -\- l)p ^ . . .

sera un entier divisible pary>».

La somme

Vc/,F(A

sera donc un entier, non divisible par /?, si /? >
;
Co |, et, par

suite, différent de zéro.

On a, d'autre part, dans tout l'intervalle de o à /^

e-'V ( -^
) I
< —7 fi^' ' '^''

•
'^''

€t, par suite,

\ n n

i

' *^

i
1

quantité qui tend vers zéro pour p = co.

Or il est évident que la somme d'un entier et d'une frac-

tion très petite ne peut être égale à zéro.

96. Le nombre t: est également transcendant, mais nous

nous bornerons à établir qu'il est incommensurable.

Prenons pour point de départ l'intégrale

/ (i — x^Y ces zx dx.,

n désignant un entier.

Posons, pour abréger.

{i-x^-Y^Y^x\
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et opérons une suite d'intégrations par parties portant sur le

facteur transcendant. Il viendra

( I — ,x^-y^ coszœ doc

osG.r ,

- ax

Or F est un polynôme de degré iii\ on aura donc

F'-"+'(^) -~^ o, et l'intégrale du second membre se réduira à

zéro.

D'autre part, F'(^) étant une fonction paire, il en sera de

jnème de ses dérivées d'ordre pair F'^(.r), . . ., F-"(.r); au

contraire, F'(^), . .
.

, F-''~' (^) seront des fonctions impaires.

J^es termes tout intégrés prendront donc pour x=^-\-\ et

pour ^ 11= — I des valeurs égales et contraires. On aura, pai'

suite, en substituant ces deux limites et faisant la dilïerence

des résultats.

C(3) / {\ — x'^y^ CQ%zxdx--'2{}àûwz^^(iosz).,

en posant, pour abréger,

^^ F(i) F'^(i)
X

F'"(i)

F(0 _ F^ _ F--0)^
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Pour calculer les constantes F(i), F'(i)j •• •' ^-"(i), on

remarquera que la série de Tajlor donne

F(. +/<) = F(.) + -^/< ^.- . . . -i- F*(i)-- r +....

Mais on a, d'autre part,

F(l + h) -:r- [l — (f + hy-y s^ (— l)«(2A 4- h'^y

A/^, A,,^,, . . ., Aa/i étant des entiers. On aura donc, en com-

parant ces deux expressions,

F(l)--r:.0, ..., F— ^(l)r-ro,

F'^(l)--:l.2.. .nk„, . . ., F2'^(l) = 1.2. . .iriK^a-

Substituons ces valeurs dans la formule (3), et mettons

—-—r- en lacteur commun; il viendra

P et Q étant des polvnômes en z^ de degré inférieur à 2 n

et à coefficients entiers.

97. Gela posé, admettons que - fut égal à une fraction ra-

tionnelie -• Posons ^ = - dans la formule (4)- On aura
a 2 ^ '

P E,
cos^ :r= o, sin^ =:= i, ——7 = 7^ir~7> E,/ désisrnant un entier;

et, par suite,

f'^ \ 71
,

I . 2 . . . /Z ,^
/ (1 — ^2 yi cos _ ^. ^/j.. _- ^.^,,.^1

K«,

d'où

( 5

)

E,,
-—

/ ( 1 •— x^')" ces - X dx.
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On devrait avoir une égalité de ce genre pour toute valeur

de n. Mais cela est absurde, si n est suffisamment grand.

En efïet, \ - - xr- et cos^j: étant positifs, mais moindres

que I dans toute l'étendue du champ d'intégration, l'inté-

grale / (i — x-)'^ cos - x dx sera positive, mais ses élé-

ments seront moindres que ceux de Tinlégrale / dx, qui

est égale à 2. On aura donc

/;

1

(1 — x'^Y ces - x dx z^ 6,

9 étant positif, mais <I 2.

D'autre part, le facteur décroît rapidement quand
'

' 1 . 2 . . . /z
^ J

ji augmente : car, en changeant n en 11 -f- i, on le multiplie

1 r b-'
.'

. .

par le lacteur — 5 qui est très petit pour de grandes va-

leurs de II. Si donc on prend n assez g-rand, le second membre
de l'équation (5) sera une quantité positive et moindre que

l'unité, tandis que le premier membre est un entier. L'hypo-

thèse de iz commensurable conduit donc à une contradiction.

98. Soit à calculer l'intégrale

/* sin^ , ,. r" sm
dx —z \uw

IX 1, -- ^ X

b

— dx.

Posons b ^= 27nz -\- f\ r élâuX, <C '2iz, et l'entier n tendant

vers ce; on pourra écrire

»^0 «^0 «^71 ^^(2//— 1)71 ^^2/271:

La dernière intégrale tend vers zéro^ car le module de la
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fonction à intécrer v est moindre que -> et retendue du

champ est -C ^tt; son module est donc << — •

Les autres intégrales peuvent se ramener aux mêmes li-

mites pcir des changements de variable. En effet, posons

^— (2/: — i)r:-Hy

dans l'intégrale / ; elle deviendra

•^l2A— 1)7:

r,^ (2/^-1)714-/

Posons, d'antre part,

dans l'intégrale précédente / ;
elle deviend

•^r-2A--2)7T

r-^-i-^ ^•
J^ (2A--i)7r-y ^

Réunissant toutes les intégrales ainsi transformées, on

aura l'intégrale

ra

i '''''i^ y T.^r-y ' 3--/ 3- + y (2/i-i)7tH-y
dy

dont il faudra trouver la limite.

Cette limite ne sera pas altérée si l'on ajoute à la suite

entre parenthèses la série infinie

R.
(2/iH-i)7r — / {2n -hi)Ti-h y

car, pour toute valeur de y comprise dans le champ d'inté-

gration, les termes de cette suite sont alternativement posi-

tifs et nés-atifs et vont en décroissant. La série a donc une
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valeur déterminée, positive et moindre que
^

( 2 /i -+- I ) 71 — y
et a fortiori moindre que -•

^ ItlTZ

L'intéerale
'tr)'

I ]\,i siny dy

aura donc son module moindre que la quantité infiniment

petite

J^ '2 1111 lit

La limite cherchée sera donc l'intégrale

/ Ssin/6/y,

s désignant la série infinie

TT — y Tt 4- y 3 TT — y 3 tt --h /

Or, si nous posons y := 71(1 — 2^), il viendra

c ï / 1 T T I I

b rzz -I 1 \ ^ 1_ . . .

2 7r \^ Z — I Z -\- \ Z — 2 J3 4- 2

— |cot7r^ (T. I, no 377)

t: —
«/ I . 1 t r> »^ rr </=r I cot

(
——^

)

"
\ tang

Donc

' dœ ^^
j ^ lan^^y sln y dy

ëin^ydy='^.
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99. Cette intégrale est d'ailleurs semi-convergente; on a,

en efî'et,

/^'^

dx im / siny
L^-/ /

"^
(2/1— l)TT-h/J^-^'

Or le facteur entre parenthèses est plus grand que la

(luantité

( 2 n — I )
'

L'intégrale sera donc plus grande que

m
I

siny dy -.=zim.

Or la série i + i + j -h • • • étant divergente, m tend vers

rinfîni en même temps que n.

100. Lorsque l'on n'est pas en mesure de trouver la valeur

exacte d'une intégrale définie, on a recours à des procédés

d'approximation que nous allons exposer.

Il faut tout d'abord s'assurer que l'intégrale cherchée a

une valeur finie et déterminée, et assigner des limites entre

lesquelles elle se trouve contenue. Le théorème de la

moyenne permettra le plus souvent d'arriver à ce premier

résultat.

101. Considérons, par exemple, l'intégrale

où A- est supposé <; i •

La fonction à intégrer devient infinie pour x ^= \ . Mais

l'ordre d'infini tude est { : l'intégrale est donc finie. Pour

assigner des limites à sa valeur, mettons-la sous la forme

dx

\Ji — ^\/(n- x){i — k-x')
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Le facteur -^3^^:^ restant positif dans toute l'étendue d(

l'intégration, on aura, en désignant par M et m des Jimite!^

supérieure et inférieure à Ja valeur de l'autre facteur,

doc ^, r^ dx

]3'ail leurs

y/ 1 — X

D'autre part, .x étant compris entre o et i , \ -\- x sera

compris entre i et 2, et i — A^^^ e^t^^, ^ et i — k- : on aura

donc
2 > (

I -r- -x
)

(

I — k- x-)>i — kK

On pourra donc j)oser

m = —T

,

M — ,

y/'

2

y/i -- /r^

et l'on aura, en fin de compte,

2 ,. 2> Iv > -_ .

y/i — ^2
y/

2

102. Soit encore l'intég-rale

/ log sin^ cLv.

La fonction logsin^ étant constamment négative, l'inté-

grale a tous ses éléments négatifs; sa valeur aura donc zéro

pour limite supérieure.

Pour obtenir une limite inférieure, mettons- la sous la

forme suivante :

/ \o(^ia..
'

1
dx — / io^xdx -h log --"'- dx.
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L'intégration par parties donne

dx
Xj lo'^x dx =z[x\o§x]l — j X

-0 «^0

D autre part, Ja tonction —— étant évidemment decroi

santé de o à i, la plus petite valeur de log ^— - correspondra

à cette dernière limite, et Ton aura

sin X
X

flog dxy j log sin (i) <i^>log' sin (i).

On aura donc finalement

J'

log iiinx dx'^— I + log siii(i).

103. Considérons en dernier lieu Tintégrale

i
e"-^' dx.

dont tous les éléments sont positifs. Pour lui assigner une

limite supérieure, décomposons-la dans les deux suivantes :

/ e-^'dx-r- j e~^'dx.
^i

Dans la première intégrale, e-^' est toujours << i. Elle sera

donc moindre que la suivante

X dx = I ,

Dans la seconde, e ^'
<C e "'. Elle sera donc inférieure à

celle-ci

On aura donc

e"-^' dx < I 4-/
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104. Pour calculer la valeur approchée d'une intégrale

définie, on peut avoir recours à l'une des trois méthodes sui-

vantes.

Premiiîiie méthode : Développement en série. — On dé-

veloppe la fonction /(.^) à intégrer en une série

/(^•) r^ Wi -h «2 + - ••+««+ •• •

dont chaque terme soit une fonction dont on sache calculer

l'intégrale. Si d'ailleurs cette série satisfait aux conditions du

n" 61, l'intégrale / /(^) sera donnée par la formule

I
f{x) dx ^^ l Ui dx -^ l u^dx -{-. . .^ i Lia dx

105. Considérons, comme application, l'intégrale elliptique

de première espèce

on aura, A^ étant <C i
^

([ — A--2sin2cp)~"2

— i 4- I- A-2 sin^ o + . . . 4- --'
•••(^^^"_ll y^2«

si^-^2/^ ^ _^
2. . 4 ... 2 /i

Intégrant de o à <ï>, et posant, pour abréger.

sin-'^cp d<o =: I,,^,

il viendra

(6) F(*)=:3--4>4-iI,A-^+. . .4-
'•^'•/'''~— l2.A""' + ----

" 1 .L\. . .in

Vamplitude ^ du champ d'intégration une fois donnée, il

restera à déterminer les intégrales 1. Le procédé le plus

avantageux consistera à les calculer de proche en proche au

moyen des formules récurrentes qui lient deux intégrales

successives (46).
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106. Le cas le plus intéressant est celui où ^ - = -. On a,

dans ce cas (94),

1 . 3 . . . ( 2 /i — I ) ir

is/n—— ^
~ y

'2.L\. . .2n 2

(l OU

F©=i|-G)"— [%^?-]"'»-l
107. Si A- est voisin de l'unité, la série (6) sera peu conver-

gente. Posons, dans ce cas,

d'où

_i --^-

(f _ A-2 sin2cp) 2^ (cos^cp 4- /t'2gjn-cp) ^

^ --—-ri— i/c'nang2cD+. ..

coscp L

, 1 .3. . .(2^ — /;o , , n
^ ^ 2.^. . .2 n '

J

et intégrons de o à <ï>; il viendra

/ F(4>)=Jo-|J2A-'-+ ...

\ 2 . 4 ... 2 /î

en désignant par Jo,^ l'intégrale

I lan^-" o ~-^ :—
I sin-"9 cos--'""^'9^9.

On a d'ailleurs, en posant o =

J cos<f
" Ju sin^;

-i-1"

Jo =
2

^
ci)

— — [logtang-^j =— log tang
I

-^ )•
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Quant aux antres intéf^rales, elles pourront se calculer de

proche en proche par les formules de réduction du n*' 46.

108. Si k n'est ni très petit, ni très voisin de l'unité, les sé-

ries (6) et(^) seront toutes deux peu convergentes. On peut,

dans ce cas, par un changement de variables dû à Landen,

transformer l'intégrale elliptique donnée en une autre dont

le module soit plus avantageux.

Considérons, à cet effet, un cercle de rayon i et un point A
situé sur le diamètre BC, à une distance AO =- k du centre

{Jig- i). Soit P un point quelconque du cercle. Joignons

Fiii. t.

PO, PA, PB. Soient cp et 'h les deux angles PAO, PBO. On
aura POG ::^ 2'i;, APO =:. 2']> — cp.

Gela posé, le triangle APO donnera

et

d'où

AP2 =z= I + A- -i-~ 2 A- ces 2 <]; —
(

I -+- A )'- — 4 A- sin- ^

sin(2(]; — cp) =: A sino,

CCS (24^ — çp ) rz: y I — A'"^ sin'^ cp.

Soit maintenant Q un point du cercle infiniment voisin

de P. Joignons QP, QA, QB, et posons PAQ= ch, PBQ ^^ d^.

Le triangle infiniment petit APQ donnera

sin acp inÂPQ
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Mais on a sensiblement

sin d^ -: do,

sin APQ -- cosAPO = cos(2t]> — cp) =z ^i — li^ sin^c),

AQ r=. AP ---
v/(i -+- kf—l^k sin2<V

et, par suite,

r/cp y I — A^- sin^cp

2^']^ v/(i-+- A-)2— 4A-sin2.|;

ou
do 2 <^4^

v/i — /t^sin^'p 1 + /^
v^i — A-2sin2^

en posant, pour abréger,

/f 1
— •

v-\- k

Intégrons cette équation de cp n= o à cp = <ï>, il viendra

r^ do _ _ 2 r^'^ dA^_ _

la limite supérieure ^ de la nouvelle intégrale étant déter-

minée par l'équation

sin(2W — 4>) — k sin*.

109. Le calcul de l'intégrale proposée se trouve ramené
par cette formule à celui de l'intégrale analogue

«^0 v/i — k\ sin'

(8)

Le nouveau module k^ est encore inférieur à l'unité,

on a

^

i-\-k i + A:

mais il est > i//:, car on a ,- > i

.

^ ' I + /c

o;

Une transformation semblable à la précédente ramènera le

J. - TI. 8
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calcul de l'iatégrale (8) à celui d'une nouvelle intégrale dont

le module k^ sera r> sjk^, et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on

arrive à une intégrale dont le module soit assez voisin de

l'unité pour que la formule (7) puisse lui être appliquée com-

modément.

110. 11 est clair cju'on pourrait opérer en sens inverse et

ramener le calcul d'une intégrale elliptique d'un module quel-

conque k\ à celui d'une intégrale d'un module moindre A,

et ainsi de suite, jusqu'à ce qu'on arrive à une intégrale où

le module soit assez petit pour cpi'on puisse employer la

série (6).

111. DEuxliiME MÉTHODE i Formule cVEuler. - Cette for-

mule a pour objet de donner la valeur approchée de l'intégrale

J^

« -f- /i

'

/(•^) ^l^ en fonction des valeurs que prennent la fonc-

a

tiony(^) et ses dérivées d'ordre impair aux deux limites de

l'intégration.

Pour rétablir, nous partirons de l'identité

I
^' {z)dz7s^(D{a-\- h) -- ^{a).

Posant z ^^ a -\-h — w, elle deviendra

çp (
a -f- h) '- cp ( a ) 1-= / o' {a'\- Il — u ) du.

En intégrant par parties 2p fois de suite, il viendra suc-

cessivement

=:/icp'(a)-h 1 c^"{a-hh — ii)udu

(9) <
/?2 W-P

1.2' 1 .2 ... 2/?

X
h

'-p du
ip
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C'est la formule de Taylor, où le reste est exprimé par une

intégrale définie.

Remplaçons successivement, dans cette formule, la fonc-

tion cp par ses dérivées cp', cp'^ . . . ,

'f-/'"',
en remplaçant en

même temps ip par ip — i , ip — i^ . . . , il viendra

o' {a ~^r- h) - o\a)

= /,,"(«)+. .. + --_-_^,'-.(«)

+ /">...)(« + /,_„) «^-'^«
\ .1 . . .{ip — i)

92/'-i(a + /0 — cp2/'-i(a)

— hfP{a)+ j f-p+i{a -\-h — u)iLdii.

Ajoutons ces équations à l'équation (g), après les avoir

respectivement multipliées par des coefficients A^h^ ...,

Aop_i h-P~^
^
choisis dételle sorte que les termes en d' (a), . .

.

,

'^-P{a) disparaissent du second membre. Il viendra

<f{a -i- h) — o{a) + Ai/i[cp'(« -h h) — o' {a)] -i- . . .

(-)
j

.

en posant, pour abréger,

'
l .2 . . .2p 1.2 .. . (2/? — I) ^^ ^

Les coefficients A,, . . ., A2^_, seront déterminés par les

équations de condition suivantes :

-4

+

^
l .1.6 1.2

I .2 ... 2/; 1.2... (2/? — I

A,=--. O,

+ . . .-i- A2;,-i=:0,
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auxquelles on satisfera en posant

Al -2) A3 O, ..., Ajn-l — o,

A.
B,

,
_(-i)^'-^B

2 ~ T' • • •' ^2k
1.1

' '""'"
1.1... lk

Bi, ..., B;t7 ••• désignant les nombres de Bernoulli. En
effet, les équations qui résultent de la substitution de ces

valeurs de A.^ , A2 coïncident avec celles qui déterminent

ces nombres (^Calcul différentiel, n^ 269).

112. Prenons maintenant pour o{x) l'une quelconque des

fonctions qui ont pour dérivée y (.3;). On aura

a

dx.

et la formule (10) donnera, en y substituant, pourA,, A2,

leurs valeurs

J^a-\-h' f{x)dx
a

(-O/'-^B^.iA^p-a

1 . 2 . . . ( 2jo— 2
)

en désignant, pour abréger, par R l'intégrale définie

/ pp i^a -\- h — u) da\ —
,

-

Bi 11" u'P-- 1

I .2 1 .2 ... (2/? — 2) J

En négligeant ce reste, on obtiendra la formule d'Euler.

113. Pour apprécier l'erreur commise, on remarquera que

le polynôme entre parenthèses, dans la formule précédente,

n'est autre chose que h^P'j>2p-^\ (j\ si l'on désigne parcpa(/î)
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qUX j

le coefficient de x"^ dans le développement de -—
•> siii-

vant les puissances de x [Calcul différentiel, n'' 270). Or,

de l'équation

qIX
j

(il) —^ =:/i-f- cpi(^l)^ -h. . .4-cpa('0'^^-+-- • •
J

qui sert de définition aux polynômes cp< , . . . , cp^, • . . , on dé-

duit aisément plusieurs propriétés essentielles de ces poly-

nômes :

i" Ils s'annulent pour ai :r=: o et pour /z =: i ; car, dans l'un

comuie dans l'autre cas, on a = n.

2" Prenons la dérivée de l'équation précédente par rap-

port à /i, il viendra

^__
- = 1 + ç>'i(/z) ^ + . . .-h cp^(Ai)^^+. . . .

Mais on a, d'autre part,

xe^^^ f e'^^— i\ X
=: X

e-^ —
^ i \ e-^ — I / e'^ — i

=. x\^n-^ Oy{n)x 4- . . . -h cp^^ ( ai ) jr'

X
^

B^x^ B^x'*

1.2 1.2.3.4 1.2. ..6

On aura donc, en égalant les coefficients des mêmes puis-

sances de X,

k+i
B

?U-+i (^) = ?2/c('^)•

0n en conclut aisément que ^2/f+i('^) ne peut reprendre

plus de deux fois la même valeur dans l'intervalle de o à i.

En effet, s'il prenait trois fois la même valeur, sa dérivée

?2k+i{^) ^= 'f-2f((f^) s'annulerait pour deux valeurs au moins

comprises entre o et i. Elle s'annule d'ailleurs à ces deux
limites. Donc elle s'annulerait au moins quatre fois, et sa
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dérivée o[^/^{n) au moins trois fois. Donc '^2k-\{n) repren-

drait trois fois au moins la même valeur. Il en serait évidem-

ment de même de 02^_3(/^), ... et enfin de cp, (/i), ce qui

est absurde, o^ (/^) étant un polynôme du second degré.

D'ailleurs o^k+x s'annule aux deux limites o et i; donc il

ne pourra s'annuler entre ces deux limites, et conservera

toujours le même signe.

Gela posé, dans l'intégrale

j varie de o à i dans les limites de l'intégration. Le facteur

?2/7-i ( 7 )
^^ change donc pas de signe, et l'on pourra poser

[^. étant une valeur intermédiaire entre le maximum et le mi-

nimum du facteur f^^ {a -h h — u). L'argument a -{- h ~ u

variant de a -f- A à a dans le cours de l'intégration, on aura

évidemment

ô étant compris entre o et i

.

On a, d'autre part, en posant . = t^

=
''X'

[''"• +£-1';,]'"

et comme '^2p(^) s'annule aux deux limites, on aura enfin

R = pp(a -f- Ô/O
^^''^ h^p^K

•^ ^ ^ I . 2 . . . 2/>
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lli. Les nombres B, , Bo, . . . croissant avec une rapidité

extrême, la formule d'Euler deviendra le plus souvent diver-

gente si l'on fait croître p indéfiniment. Toutefois, en don-

nant à ce nombre une valeur convenable, ni trop petite ni

trop grande, on obtiendra généralement une approximation

largement suffisante. L'expression du reste, donnée ci-dessus,

permettra d'ailleurs d'agir en sûreté.

115. Pour appliquer cette formule au calcul de l'intégrale

définie

/ f{x)dx,

il suffira évidemment de poser h =^ b — a.

Lorsque le champ de l'intégrale est un peu étendu, il con-

viendra, pour obtenir plus d'exactitude, de le subdiviser en

plusieurs portions égales, en posant

, b — a
h — ,

n

« + /' ,. -

dx^ f{œ)dœ^ / f{x)dx^^ / f{x)

i f{x)dx
n J.. \n \\h

Appliquant la formule d'Euler à chacune de ces intégrales

partielles et ajoutant les résultats, il viendra

J f(.v)dx= h\y\a)+f(a-^h)+.. . -,-/[«^(« -0/']+;/(*)|

I .2 . . . (2/> — 2) "-^ ^ ^
-^ ^ '^

et le reste R sera donné par la formule

I . 2 ... 2/?
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p. étant compris entre le minimum et le maximum def'-P(x)

dans l'intervalle de a k b.

116. Troisième méthode : Interpolation. — L'intégrale

r''

j
f(x)dx est représentée géométriquement par l'aire du

trapèze curviligne ï compris entre la courbe j' ir-/(^),

l'axe des x, et les deux ordonnées œ -^ a, œ -~- b {/Ig^ 2).

Fig. 2.

Cette aire est représentée, en effet, par l'intégrale double

S dx dy étendue au trapèze ï. Dans ce champ, x varie de a

à b. A chaque valeur de x correspondent d'ailleurs des points

du champ dont l'ordonnée varie de o à f{x). On aura donc

i dx j dr Z-: I f{x)dx.

Remarque. — L'aire ainsi calculée sera affectée du signe

-+- ou du signe — suivant que/(.c?:^) est positif ou négatif; et

Fig. 3.

si la courbe traverse l'axe des ^, comme dans la fig. 3, l'in-
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tégrale représentera la différence entre la somme des aires

partielles A, B, situées au-dessus de cet axe, et l'aire G
située au-dessous.

Le calcul de l'intégrale revient donc à la mesure de l'aire

de T. Celle-ci peut se faire approximativement de la manière

suivante :

Marquons sur la ligne ab {fig- 4) '^ points a,, a^^^ . . . , an

et mesurons les ordonnées correspondantes jk< = a< A< , . . .

,

Fig. 4.

y,^^= a,i\,i. Par les points A,, . . . , A„ faisons passer une

autre courbe y r=r C5 (^). Cette courbe, ayant une série de

points communs avec la proposée dans l'intervalle ab, s'en

éloignera vraisemblablement assez peu, et pourra lui être

substituée dans le calcul de l'aire. Ce calcul pourra dès lors

s'effectuer sans difficulté, si l'on a eu soin de choisir pour

cp(^) une fonction dont on connaisse l'intégrale indéfinie.

Le plus habituellement, on prend pour o{x) un poly-

nôme de degré n — i . On voit immédiatement que ce po-

lynôme aura l'expression suivante :

?(-^)= yi
(jo— «2) ••• (•^

//
(.T— <2i) ... (œ— <2„...i)

En effet, pour ^^=:«^, tous les termes de cette expression

s'annulent, sauf le premier, qui se réduit àj^i ;
pour x — «o^

tous s'annulent, sauf le second, qui se réduit à jk2? etc.

Intégrant ce polynôme de a à ^, on aura, pour l'aire cher-

chée.
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en désignant, pour abréger, par If, . .
. , 1,^ les intégrales

J„ {a,—a,)...{a,~a„) ^' ""' J^^
{a,,—a,)...{a,,—a„^,)

lesquelles sont indépendantes de la nature de la courbe

117. Le calcul de ces intégrales n'offre aucune difficulté.

On le simplifiera un peu en changeant de variable, de telle

sorte que les limites deviennent o et i. A cet effet, on po-

sera

X -=1 a -^ {b — a)t.

Soit, en outre,

aii= a n- (^ — a)ôi, .-., a,j=: a + (6 — a)0„;

il viendra

CD posant, pour abréger,

j -_^-

/-^(^ -6,)...(^- ej it

Jo (Oi-02)..-(ei-OJ

5

T - r Jlr-A
) . .

. (ô«

Ces nouvelles intégrales ne dépendent plus de l'amplitude

du champ d'intégration, mais seulement des rapports Qi , . . .

,

9,, des intervalles a^— a, ..., Œa— a à l'intervalle total

b — a. Si l'on détermine ces rapports toujours de la même

manière, on pourra calculer, une fois pour toutes, les con-

stantes Ji, ..., J/^; cela fait, quelle que soit la courbe /(^),

on n'aura plus, pour trouver une valeur approchée de son

aire, qu'à mesurer ou calculer les ordonnées y^, . . ., y«,

et à les substituer dans la formule

(Z^ — a)(yiJi + ...4-/„J„).
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118. Cotes, qui a indiqué cette méthode, suppose les or-

données équidistantes, et pose, en conséquence, Qi=:o,

n — I n — I

Nous allons effectuer le calcul en supposant n = 3. On
aura, dans ce cas.

,.-. f
(t-^-^i){t~i)

dt
<- -i

Jq 2 V 2 ^1 Jq

•-'0 ^^^ "2^ Jq

L'aire cherchée <v^ sera donc donnée par la formnle

b — a
, ,

On trouverait de même, pour /^ i= 4,

à — a
^ ^ ^ ,

pour n :r=z :)

^ ^^ -00-^(7/1+3272+12/3+32/4-4-7/5),

119. Gauss choisit autrement les quantités f),, ..., Q«. Il

se propose de les déterminer de manière à atténuer autant

que possible les chances d'erreur résultant de l'application

de la méthode.

Pour évaluer cette erreur, concevons qu'on ait développé

f {x) en une série de la forme

«0 4- ai .r + ... -I- a,„ œ"' -f- . . .
;
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on aura

/ /(^) <i.37--: Sa,„ / x^^ dx.

D'autre part, ^[x) étant une fonction linéaire des ordon-

nées y^ , . . .
, yn, on aura évidemment

(Dm(^) étant ce que deviendrait o(x) si f{^) se réduisait

à x^.

L'erreur commise en substituant o(x) kf(x) sera

en posant, pour abréger,

/ [x"'—<f„^{x)]dx — k„,.

120- On peut donner une autre forme à cette intégrale.

Effectuons, en effet, la division de x"^^ par le polynôme de

degré n
(x — ai). .. {x—a,,)-=P{x)',

il viendra
x^=F{x)Q,„{x)^\-R,„{x),

(^m{x) étant égal à zéro si m <C n, à un polynôme de degré

m — Ji dans le cas contraire, et RmÇx) étant un polynôme

de degré <_ n. D'ailleurs Rm{^)^ devenant égal à x"^ pour

les valeurs «i , ..., an qui annulent P(^), ne sera autre

chose que Z)r,i(^)-

On aura donc

x'''—o,,,{x) — P{x)Q,^{x),

d'où

^^m :f
P{x)Q„,{x)dx
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Qo(-^)5 • • •
j Q//-1 (^) (^tant nuls, on aura

kQ—k^— ...— A-„__i == o
;

mais kai ^«+i, • • • différeront en général de zéro.

Néanmoins, si l'on peut déterminer les n quantités a^, . . .

,

a„ qui figurent dans l'expression de P(^), de manière à sa-

tisfaire aux n relations

(12) kn=0, ..., k^ri-r-=0,

on fera ainsi disparaître de l'expression de l'erreur les termes

en o(.n, . • ., oLon-i lesquels sont vraisemblablement les plus

importants, pour peu que la convergence de la série Sa^^^r"^

soit rapide.

121. Pour satisfaire aux équations (12), il suffira, ainsi

qu'on va le voir, de poser

^^^^^
dœ-

Tout d'abord, les racines ai, . . ., «/^ du polynôme d'ordre

n ainsi défini seront réelles et comprises entre a et b, ainsi

que cela est nécessaire.

En effet, le polynôme [{x — a)(^ — ^)]''= X ayant /i ra-

cines égales k a el n racines égales à 6, sa dérivée X' aura

n — I racines égales k a, n — i égales à ^ et une racine

réelle ^ comprise entre a el b : cela résulte du théorème de

Rolle; X'^, dérivée de X', aura de même n — 2 racines égales

k a, n — 2 racines égales à 6 et deux racines t,<, i]^ respec-

tivement comprises entre a et i, et entre \ qI b] et ainsi de

suite jusqu'à X^"^, qui n'est autre que P(^).

En second lieu, chacune des quantités kn-, .. ., A'2«_i est

de la forme

/
Q étant un polynôme d'ordre <,n. Or cette intégrale est
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nulle. En effet, l'intégration par parties donne

X

X
Or la partie tout intégrée s'annule pour x =^ a et ^=6,
chacune des quantités X^'^"^^, X^'^-^)^ . ..,X s'annulant pour

ces limites. D'autre part, l'intégrale s'annule, car, Q étant

d'ordre < /z, sa dérivée /^i^'"l« est nulle.

122. Il conviendra, ainsi que nous l'avons expliqué, de

transformer l'intégrale de telle sorte qu'elle ait pour limites

o et i; P(^) 1=: —t— ^^^^

J_
sera alors un polynôme par-

faitement défini, et l'on pourra calculer une fois pour toutes

ses racines, ainsi que les valeurs correspondantes des inté-

grales Ji, Jo, . . .

.

Si les limites de l'intégrale, au lieu d'être o et i, étaient

— I et H- I , le polynôme Vi^x) ^^ -^—

^

se confondrait,

à un facteur constant près, avec le polynôme X/^ de Legendre,

que nous avons précédemment étudié {^Calcul différentiel^

273 à 275).

123. La méthode de Gauss, étant en général celle qui

donne le résultat le plus précis pour un nombre déterminé

d'ordonnées, devra être employée de préférence lorsque ces

ordonnées seront difficiles à calculer. Mais, s'il s'agit de

trouver l'aire d'une courbe graphique, sur laquelle les or-

données peuvent être mesurées immédiatement, on obtiendra

de bons résultats par les méthodes plus simples que nous

allons indiquer.

124. Méthode des trapèzes. — On divise l'aire à évaluer

en n parties par des ordonnées équidistantes. A chacun des
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trapèzes curvilignes ainsi obtenus, on substitue le trapèze

rectiligne ayant les mêmes sommets. En désignant par /05 •••,

y,i les ordonnées, ces nouveaux trapèzes auront pour aires

respectives

ZlI^lZi ^ — ^ 7i + y^ b — a
^

_ ^

y,,+ r,,-i b — a

Q. n 1 71 1 11

et l'aire totale sera

125. Méthode de Simpson. — Simpson divise encore

l'aire en n parties, mais dans chacun des trapèzes curvi-

lignes il mesure l'ordonnée médiane, pour substituer à la

courbe une parabole, suivant la méthode de Cotes. Il trouve

ainsi, pour les aires des trapèzes successifs, en désignant par

y,), • 1 y 211 les ordonnées,

/ /
^b — a , , b — a

et pour l'aire totale

IV. — Applications géométriques.

126. Rectification des courbes. — Une courbe plane

étant définie par deux équations

on a vu que la différentielle de l'arc est donnée par la for-

mule

ds = \/œ'^^ 4- y'^^dt.

La longueur de l'arc 5, — ^q, compris entre les points ^o
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et ^1, sera donc donnée par l'intégrale définie

rsja^'^-+-y"dt.

1° Appliquons cette formule à la cycloïde. On aura (t. I,

n- 4o7)

ds "-. a \/2 — 2 cos tdt = 2a sin ^ tdt,

d'où

s, — Se

On aura, en particulier, la longueur de l'arc correspon-

dant à une révolution entière du cercle générateur en pre-

nant ^0 =^ o, ^1 — 2T^. La longueur cherchée sera 8a.

2*^ Pour la parahole
y'^ = 2px,

on aura, en prenant y pour variahle indépendante,

7 /-^"^

—

-. (^y

d'où

sjy'-i-p'^dy.

L'intégration par parties donne

f v/'y '^^ dy s= y sjy^^' -j -j=
y^- dy

^2

mais on a

dy

et, en substituant dans l'équation précédente,

= y\Jy^+'jy---r-p-log{\/y-+p'- + y)-i-c.

La longueur s, — ^o de Tare compris entre les points /,
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/, , sera donc

3"^ Considérons enfin l'ellipse

^;:z:tZCOS^, y;=:^sin^.

On a

ds ^= \/a^ sin^ t -h b^ cos^ tdt

ou, en posant &- = a'-^ (i — e^), . . :

ds-=za\/i — e^ cos'^t dt.

En posant

2

on voit que l'arc sera représenté par une intégrale elliptique

de seconde espèce

/ a\/i — e'^sin^i^ du.

On peut prendre, pour variable indépendante, au lieu de t

ou de u^ la latitude X, c'est-à-dire l'angle de la normale avec

le grand axe. On a

. dx a
tangX = - ^ =

;^
tang^,

d'où

1 fl!COsX cosX

/ h'^ „- i/a^cos^X-f- ^^ sin^X v/i — <?-sin'^X
i / I H—^ taag^X ^ *

v/a^sin^^-h b'cos'^t -- b ces t v/tan^^X -h i = -^^
* ° cosX

et enfin

a dt d\ j _^ cos^t

b cos^t cos-X a cos^X

d'où

^ 4 « cosn
J^^ (i-e^siu^X)t

J. - II. c,
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Si l'excentricité e est faible, on obtiendra aisément une

valeur approchée de cette intégrale en développant la fonc-

tion à intégrer suivant les puissances entières de e-; dans les

coefficients figureront les intégrales

— r *sin2

que nous savons calculer

127. Si la courbe proposée est définie par une équation

entre les coordonnées polaires p et w, on aurait, comme on

sait,

ds = slr^ + i'-' d^

et, par suite,

s^ — 5n=r / \J r'^-^ r'^dià.

428. Enfin, une courbe gauche étant définie par trois équa-

tions

on aura

ds — \/œ"'-\-y--hz'-^dt,

et l'arc .ç, — Sq sera donné par l'intégrale

sjx'--^ y''^-+- z''^ dt.

f.

129. Aires plaives. — Considérons un domaine plan D,

borné par une ou plusieurs courbes. Supposons, pour plus

de simplicité, que pour chacune de ces courbes

les fonctions / et cp admettent des dérivées continues, sauf

pour un nombre limité de valeurs de t. L'aire de D sera
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donnée par l'intégrale double

1^
dœ dy,

étendue à tout l'intérieur de ce domaine.

Mais cette intégrale double se ramène aisément à une in-

tégrale simple.

130. Supposons d'abord qu'il s'agisse d'évaluer l'aire com-

prise entre les^deuxorctonn^es y =zf{^x), l'axe des x et les

deux ordonnées x =^ Xq^ x ^=^ x^-

Elle est donnée (116) par l'intégrale simple

/ ydx.

Si la courbe est définie par deux équations

x^f{t), =9(0,

on pourra prendre t pour variable indépendante, et Tinté-

i^rale se transformera en la suivante :

^{t)f\t)dt.

131. 1° Admettons, par exemple, que la courbe C soit

l'hjperbole équilatère

xy = rt,

on aura pour l'aire cherchée

J'^^'adx , Xx—--=«log--.

a'' Si C est la parabole

y''-~ipx,

cette aire sera

/ sjipx dx — l\/ip \^r\ — xl).
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3" Si G représente la moitié supérieure de l'ellipse

œ :=za ces t, y ^z^bsintj

on aura
j ces 2 t

y dx^z— ab sin^ tdtzzz— ah dt^

et l'aire cherchée sera

En posant f ^ =r 7:, ti = o, nous voyons que l'aire de la

demi-ellipse sera ; celle de l'ellipse entière sera donc

égale à izab.

4" Enfin, si G est la cjcloïd e,

œ =za{t — sinl), yz=:a{i — cos^),

on aura

y <:/^ = a-(i — cos ty dt:=^ a^[i — 2 cos^ H ^
) dt

et

t sin2^\'i

^0

/7 0/ . (- sinî
y dx zi^az-yt — 2 sin ^ H \

—

Faisons en particulier ^0= o^ ^, = 27:; nous voyons que

l'aire comprise entre l'axe des x et la cjcloïde pour une ré-

volution complète du cercle générateur est égale à 37:a-.

132. Supposons plus généralement que le domaine D, dont

on demande l'aire, soit borné par une ou plusieurs lignes

rectifiables dont chacune soit décomposable en un nombre

fini d'arcs partiels A, A,, ..., tels que sur chacun d'eux

X varie constamment dans le même sens (ou reste constant).

Soient x^^ X le maximum et le minimum de x dans le do-

maine D.

Par les extrémités des arcs A, A, , . . . , menons des paral-

lèles Xq^ Xi, Xo^ . . . , X à l'axe des j^.

Gonsidérons la portion du champ comprise dans la bande
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qui sépare deux parallèles consécutives Xt, Xi^^ {fiS- 5)-

Une parallèle x à l'axe des y menée dans cette bande ren-

contrera la frontière de D en 2n points Pi, P2, P3, P4, ...,

Fig. 5.

^o ^i^ ^ -'^i

le nombre n étant constant dans une même bande, mais pou-

vant varier d'une bande à la suivante (il est égal à 2 dans la

figure ci-jointe).

Soient i'i , JK2, • • • les ordonnées des points P< , Po, . . . .

L'aire de la portion du champ comprise entre xi eixi^^ sera

évidemment égale à

dxfdy— l dx {- y,^ y.^— y.,-^ y,— . . .).

Plus généralement, si, au lieu de l'intégrale X dxdy^ on

voulait déterminer l'intégrale X ;:)— dx dy^ où F désigne une

fonction de ^, jr, on aurait, pour la partie du champ com-
prise dans la bande xixij^y^ en désignant par Fi, Fo, ...

les valeurs de cette fonction aux points (^, yj), (x^ jko), . .
.

,

tJ y.

L'intégrale totale s'obtiendra en faisant la somme des in-

.tégrales partielles ci-dessus, relatives aux diverses bandes.

133. Si nous supposons que le long de chacun des arcs A,
A,, ... il existe une tangente, dont la direction varie d'une
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façon continue avec l'arc 5, on pourra donner une forme élé-

gante au résultat précédent. Soient, en effet, 6/5,, ds^^ .».

les éléments d'arc voisins de Pi , P2, . • . qui se projettent

sur l'élément dx\ N,, N25 ... les normales à ces éléments,

menées dans le sens extérieur au champ; IN, Y, No Y, ... les

angles qu'elles forment avec l'axe desjr positifs; on aura évi-

demment

dx^=:— ds^ cosNjY = 4- c/^g cosNgY = — t/^gCosNgY z=i.

d'où

dx (— F, + Fa— F3 H- . . . ) =y*F ces NY ds,£
la sommation étant étendue à toute la longueur des arcs con-

tenus dans la bande XiXi^i. Sommant les résultats relatifs aux

diverses bandes, on voit que l'intégrale double ^ -y- dx dy

est égale à l'intégrale simple *^

y'FcosNY^^,

étendue à toute la frontière du champ.

Si la frontière était constituée en partie par des parallèles

aux y, il semble tout d'abord que ces lignes devraient être

exclues de la sommation ci-dessus; mais, comme cosNYest

nul tout le long de ces lignes, on peut leur étendre la som-

mation sans rien changer au résultat.

Si nous posons en particulier F=:y, nous aurons, pour

Texpression de l'aire ^dxdy^ l'intégrale simple

J'y
cosNY ds.

134. Lorsqu'une courbe fermée G présente des points

multiples, la distinction entre les normales intérieure et exté-

rieure ne peut être maintenue. On peut toutefois distinguer

encore deux sens dans la normale, en appelant, par exemple,

normale positive celle qui reste en chaque point à gauche

d'un observateur décrivant la ligne G dans un sens déterminé.
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11 est aisé de déterminer dans ce cas la signification do

l'intégrale

if cos NY ds,

prise sur cette ligne, N désignant, pour fixer les idées, la

normale positive.

Considérons, par exemple, le contour à quatre points

multiples habcdedfagcfli représenté par \difig. 6. Il partage

le plan en six régions, dont cinq, L, M, N, P, Q sont bornées,

la dernière s'étendant jusqu'à l'infini.

Soit a l'un des points multiples, choisi à volonté. Le con-

tour proposé sera formé de la succession des deux suivants

abcdedfa et agcfha. Ce dernier n'a plus de point multiple

et, comme la normale positive lui est extérieure, l'intégrale

1y cos'^Y ds prise suivant ce contour sera égale à l'aire

qu'il enveloppe, soit L + M -h N. L'autre contour abcdedfa,

qui a encore un point multiple d^ est la somme des deux

contours partiels ded et abcdfa qui n'ont plus de point

multiple. Sur le premier, ded, la normale positive est inté-

rieure à l'aire Q; cosNY sera égal et contraire à ce qu'il

aurait été si l'on eût pris la normale extérieure; l'intégrale

obtenue sera donc — Q. Sur le second, la normale positive

étant extérieure, l'intégrale sera M -j- P.

Ajoutant les résultats qui précèdent, on voit que l'inté-

grale
I
y coslSY ds étendue à tout le contour sera égale à

L-i-2M-hN + P-Q.
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On pourrait opérer de même pour un contour quelconque,

et l'on obtiendrait dans tous les cas un résultat de la forme

XL+ [jlM + vN-i-.. .,

L, M, N, . . . désignant les aires des diverses régions du plan

bornées par le contour, et X, a, v, ... des entiers positifs

ou négatifs.

135. Si nous remplaçons les coordonnées rectangles x^ y
par des coordonnées polaires a-, to, l'aire sera donnée par

l'intégrale double

Celle-ci peut, comme la précédente, se ramener à une in-

tégrale simple.

En effet, soit en premier lieu à déterminer l'aire du triangle

curviligne compris entre les deux rayons vecteurs Wq et to, et

la courbe
'=/(«),

la fonction /(co) ajant une valeur unique et déterminée pour

chaque valeur de o) comprise entre Wq et w,. L'aire cherchée

sera évidemment

' diù j r dr = / — dbi.

L'aire d'une courbe fermée, enveloppant l'origine, sera

donnée par la même formule, en y posant tOo^= o, tù^=^ p.tt.

Si l'origine est sur la courbe, il faudra poser o)o ^ o, oj, z=r..

136. Considérons plus généralement un champ D borné

par une ou plusieurs lignes, décomposables en un nombre

finis d'arcs partiels A, A, , ... tels : i° que sur chacun d'eux

w varie constamment dans le même sens (ou reste constant);

'2^^ que le long de chacun d'eux existe une tangente, dont la

direction varie d'une manière continue.
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Joignons les extrémités des arcs A, Ai, ... à l'origine; et,

si l'un de ces arcs est une ligne fermée, menons en outre

par l'origine deux autres droites arbitraires. Ces droites dé-

composeront le plan en secteurs. /

Considérons la portion du champ comprise dans le secteur

déterminé par deux de ces droites, w/, to/.,., . Une droite me-

née par l'origine, avec un azimut compris entre co^- et (o/^.,,

coupera la frontière du champ en un certain nombre de

points; soit n le nombre des points de sortie Pq? 1^25 •••;

celui des points d'entrée, P< , ..., sera n ou n — i, suivant

que l'origine sera à l'extérieur ou à l'intérieur du champ.

Soient /'o, /*», /'o, ... les rayons vecteurs de ces points;

No R, Ni R, ... les angles que la normale extérieure au champ

V forme avec le prolongement du rayon vecteur. On aura

évidemment

' dtù
I

?' dr := I -doi{rl — /'j -+- /'^ — . . .).

Soient d'ailleurs <^5o, ds^^ ... les éléments des arcs fron-

tières qui ont pour perspective l'arc diù sur un cercle de

rayon i tracé autour de l'origine : on aura évidemment

<i,9oCosNoR (^^jCcsNiR

l'intégrale précédente se réduira donc à

^w/+.
I r I

/ -
(/'o ces No R<i5o+ ''i ces Ni R<i5i -+-...) ~ / -/'cosNRâf^,

la sommation étant étendue à tous les éléments des arcs

frontières compris dans le secteur (o/w,,,.,.

Chaque secteur donnant un résultat analogue, Faire totale

sera donnée par la même intégrale, étendue à toute la fron-

tière du champ.

Le même raisonnement, appliqué à l'intégrale double

plus générale

%HIVBESIT7'

^ï?h^



l38 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE II.

montrerait qu'elle est égale à l'intégrale simple

FcosNR

/ ds.

137. Aire d'une surface courbe. — L'aire d'une portion

de surface courbe, définie par les équations

est donnée par l'intégrale double

A, B, G désignant les jacobiens des fonctions ^, cp, , cp2, prises

deux à deux.

Il existe deux cas assez étendus où l'on peut effectuer

l'une des deux intégrations nécessaires pour le calcul de

cette intégrale double.

138. Considérons, en premier lieu, la surface engendrée

par le mouvement hélicoïdal d'une courbe. (Ce cas com-

prend celui des surfaces de révolution.) Prenons pour axe

des z l'axe de ce mouvement, et soient

les équations de la section de la surface par le plan des xy.

Lorsqu'elle aura tourné d'un angle p, elle se sera élevée de

mp, m désignant une constante. Le point (X, Y) sera donc

venu en un point (^, y, ;:), où

^r=Xcos(', j)' = Xsinr, zz=z7j-\- mv.

Les deux variables indépendantes seront a et v^ et l'on

aura
A.=: X'sin (^,m — X cos(^Z',

B = — Z'Xsin^ — mX'cos^',

C = X' ces ç.\. ces ç^ + X sin r.X' sin ç = XX',

v/A^+B'+G^^V/m^X'-^+X^Z'^ + X^X'^
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Cette expression ne dépendant que de u^ l'intégralion

par rapport à ç sera immédiate.

139. Cherchons, d'après cette formule, l'aire du lore en-

gendré par la révolution du cercle

\=z a -{- rcosu, Zr=:rsinw.

On aura

et la fonction à intégrer se réduira à

rX =: r {a ~i- r cosw).

On aura à intégrer de o à 2 7r par rapport à ç, puis par rap-

port à u. La première intégration donnera

2 Tir (a H- /• cosu)

et la seconde

[2r,r {au -i- r sin u]~^ = iizr.i'Ka,

140. Le second cas est celui des surfaces réglées, définies

par les équations

a: z^a -i- bu, y zzza^-^ b^u, z-=i a^-^ b^u,

<7, b, cii, b^^ a^, b.2 étant des fonctions d'un paramètre ç.

En désignant leurs dérivées par a', b', . . ., on aura

C = b {a[ + b\ u) — b, (a'-^b'u),

Par suite, y/A^ -t- B-' + C^ sera de la forme

\/M.-^2Nu-^Pu'',

où M, N, P ne dépendent que de v. Or nous savons effecluer

l'intégration indéfinie de ce radical par rapport à u.

141. Considérons comme application le paraboloïde hj-
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perbolique défini par les équations

XT=za -i- b u -^ c V ^ d uç,

y r^ ai ~h bi a 4- c^ r + dy^ uv^

z z=z a.,-^ 6-2 II 4- C.2 r + d^ uv^

a, h, ... étant des constantes.

Chacun des jacobiens A, B, G sera de la forme

a H- p « + Y (^.

L'expression à intégrer sera donc de la forme

y/F diidv^

F étant une fonction du second degré en u^ v et positive.

Proposons-nous de calculer l'aire de la portion de surface

comprise entre les quatre génératrices ?^ = Uç^, 11=^ 11^ ,
çz=Vq^

ç = v^. Prenons pour variables indépendantes, au lieu de 11

et r, de nouvelles variables ^, rj fonctions linéaires de u cL

de (\ Ces fonctions pourront être choisies de manière à ra-

mener F à la forme

m étant un facteur constant. Le jacobien de la transforma-

lion est également une constante. Enfin on voit aisément

que le nouveau champ d'intégration sera un parallélogramme.

Or un parallélogramme (et généralement un polygone quel-

conque) peut être considéré comme une somme algébrique

de triangles ayant un sommet à l'origine des coordonnées.

Cherchons donc la valeur de l'intégrale

emblable tr

Posons

dans un semblable triangle.

r costo, Tj = /• sinw,

l'intégrale se transformera en

S y/i -\- r^ r dr doi.

Les côtés du triangle qui passent par l'origine ont des
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équations de la forme

et le côté opposé une équation de la forme

cos (co — A)

p el \ étant des constantes. La première intégration, par

rapport à r, peut s'efifectuer, et donne comme résultat

fl llcostco-À) I [C0S2(W — X) +/?-]2 IU (i + r^)- doi— - ^—--
; -* doi— - dix).

Il restera à intégrer cette expression de coq à to,. Cette

intégration peut s'effectuer aisément en posant, dans le pre-

mier terme de la différentielle proposée,

sin (w — ^) = t.

Il sera transformé en

I ? dt

3- ^ •
- ^ (i-^^f'

expression intégrable par les méthodes connues.

142. Considérons enfin l'ellipsoïde

(0 :;i+T^ + ->=^i-- -U

Cherchons l'aire S delà moitié de cet ellipsoïde située au-

dessus du plan des xy.

Décomposons l'ellipse de base

y-

en éléments infiniment petits da. Chacun d'eux sera la pro-

jection d'un élément de l'aire cherchée, égal à
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cp désignant l'angle que la normale à l'élément fait avec Taxe

311des z. Nous aurons donc à calculer l'intégrale double

kJ coscp

Or on a

z

COS<p

vf
^- r^ z

b' c*

Le lieu des points pour lesquels cp est constant sera donc la

courbe définie par l'équation (r) et la suivante

COS^'- ' — I
-^

Eliminant z-, on aura, pour la projection de cette courbe

sur le plan des xy^ l'ellipse

' ' COS> )+^, (
I ^5— COS^O =:1-C0s2cp,

a- \ a- ^
J b'^ \ b'^

dont l'aire U sera

I — cos^ 9
Tzab

\/{ I — a^ ces- <p ) ( I — p"^ cos^ 9 )

en posant, pour abréger,

a^- — c^ „ b'^ — c^

La somme des éléments <ia-, compris entre les ellipses cp et

cp -|- <i(p, sera évidemment <iU, et la bande correspondante

de l'ellipsoïde aura évidemment pour aire On oblien-
^ ^ coscp

dia S en sommant toutes ces bandes, de cp -- o à cp :^ - ? ce

qui conduit à déterminer l'intégrale simple

t^9 =

^ d\]

COSCû
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143. Considérons d'abord l'intégrale indéfinie.

L'intégration par parties donnera

J COScp COSÇ) J COScp

et, en posant

a coso =z^ sin»];, -^ = /r^,

d'où

on a

r
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Réunissant ces résultats, il vient

T^ao J coscp

a-— sin-t^ /
.

a sin<];cos<]> yi — /c^ sin-^»

^/ J v/'
— ^'sin^^; «^

a
/ ^

", g / >^/i — /^^.n-i^^^.

144. Il ne reste plus qu'à assigner les limites de l'intégra-

tion. Or, pour cp = 0, on a 'i> = arc sina; pour (p = -,
(J;

r= o.

On remarquera que la substitution tj> = o rend infinis les

deux termes tout intégrés. Mais leur différence s'annule;

ce sont, en effet, des fonctions impaires, dont les valeurs

, a a 1 , .

principales - et — t se détruisent.

On obtiendra ainsi la formule

/ V /, arc sina /,

/arcsin a

y/i — k^ sin^^ d'\i.

L'aire cherchée s'exprime donc par des intégrales ellip-

tiques de première et de deuxième espèce.

145. Volumes. — Ils sont donnés par l'intégrale triple

S djc dy dz
;

mais celle-ci se ramène aisément à une intégrale double.

Supposons, en premier lieu, qu'on demande le volume

d'un cylindre parallèle à O^ et limité, d'un côté, au plan des

x^y^ de l'autre à une surface S définie par les équations

A chaque point (^, y) de la base du cjlindre correspon-

dent des points du champ, dont le z varie de o à «^^(w, ^)-

On aura donc, en effectuant une première intégration par

rapport à z,

S dx (i/ 1/^ = S cp, <^^ <ix ^= S cp2
1

G
I

du dv,
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G désignant le jacobien de cp et de cp,, et l'intégrale double

étant étendue à tout l'intérieur de Ja base du cjlindre.

146. Cette intégrale double se ramène elle-même à une

intégrale simple :

i"* Si la surface S est hélicoïdale (ou, en particulier, de

révolution), car on a, dans ce cas (138),

et,
'f 2 I

(^
I

étant linéaire par rapport à ç^ on pourra effectuer

l'intégration relative <à cette variable.

2^ Si elle est réglée, car cp^ et C étant linéaires en u, cpo |C]

sera, par rapport à cette variable, un polynôme du second

degré, que l'on sait intégrer.

147. Cherchons, comme application, le volume compris

entre les plans des xy^ des yz, une demi-sphère de rayon /•,

ayant son centre à l'origine, et un cylindre droit dont la

base a pour diamètre le rayon OA {Jlg. 7).

Fig- 7-

Prenons des coordonnées semi-polaires p, cp, ::, détermi-

nées par les relations

^ = pCOScp, y=:psin'^, z:=:z.

L'ordonnée :; de la sphère est évidemment définie par la

relation

s/r^-p^
i. -
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On aura, d'autre part,

coscp — p sincp

sincp pcoscp

Nous aurons donc à évaluer l'intégrale double

ff\^r^-p'pdpd^,

le champ d'intégration étant le triangle curviligne AOB.

Une première intégration par rapport à p donnera pour

résultat

(r'~-pn2V2

JOM

OM et ON étant des valeurs extrêmes de
p
pour une valeur

déterminée de es. Or la figure donne OM = /'coscp, ON = /'.

Substituant ces limites, il viendra comme résultat de la pre-

mière sommation

Intégrant de nouveau entre les limites extrêmes de cp, qui

sont ici G et -) on obtiendra le volume cherché

-^ / sin^odo = —j — (i — cos^cp) <icosç

coscp

148. Cherchons encore le volume compris entre le plan

des Xf et la moitié supérieure de l'ellipsoïde

jr^Z yZ ^-— + 't^ + — = i •

a- ù^ c^

Cette équation peut être remplacée par le système des

suivantes

^r- rt sinp' ces)/, y = Osinvsm II, ^ = ccosr,
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et l'on obtiendra tous les points du demi-ellipsoïde en fai-

sant varier w de o a 27: et i^ de o a -•
2

On aura

C = — a sin V sin u . h ces v sin u

— a CCS (^ ces w. 6 sin ^ CCS «

=1=— ah sinr cos^'.

Le volume cherché sera donc donné par l'intégrale double

abc^ sint^ cos'^^ dv du =; 2T,abc I cos^ç' sinçdv
"0

t:

COS^ Ç ^

abc = I -abc.

149. Considérons plus généralement un volume V limité

par une ou plusieurs surfaces fermées. Supposons que ces

surfaces puissent être partagées en un nombre fini de ré-

gions telles : 1° que chacune d'elles ne puisse être rencontrée

en plus de deux points par une parallèle aux ^; 2^ qu'elle

possède un plan tangent dont la direction varie d'une ma-

nière continue; à^ que la frontière de séparation entre deux

régions contiguës soit une ligne rectifiable.

Par ces diverses lignes de séparation, faisons passer des

cylindres parallèles aux z. Ils découpent le plan des xy en

un certain nombre de régions. Une parallèle aux ^, menée

par un point x^y pris dans une de ces régions R/, rencon-

trera la frontière de V en 'in points (le nombre 11 pouvant

varier d'une région à l'autre), à savoir n points d'entrée P^
Pa, . . . , et /i points de sortie P2, P4, ....

Le volume de la portion de V contenu dans le cjlindre de

base R/ sera évidemment égal à

S dx dy I dz zzzS dx dy
( -3+

Or soient (io-j, di-y-^ ... les éléments des surfaces frontières

qui se projettent sur dxdy\ NjZ, N2Z, ... les angles que

les normales extérieures à ces éléments font avec O^ ; on
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aura évidemment

dx dy^i— <iai cosN^Z = dn^ cosNgZ = . . .

,

formule toute semblable à celle du n^ 133, et d'où Ton dé-

duit que le volume cherché est donné par l'intégrale double

S^cosNZ<^a,

étendue à toute la frontière de V.

Si, au lieu de l'intégrale '^ dx dy dz^ on considérait plus

généralement la suivante

^jzdxdydz,

on la réduirait à l'intégrale double

SFcosNZ^cr.

150. L'emploi des coordonnées polaires donne une ré-

duction du même genre» Le volume est déterminé par l'in-

tégrale triple

Sa"^ sin6 dr d^ d'^.

Une droite issue de l'origine rencontrera la frontière du

champ en n points de sortie Pq, P2? • • • etn ou /z — i points

d'entrée P< , .... Soient respectivement /'o, ^i, ••• les

rayons vecteurs de ces points-, on aura

S/-2sm0^r^ô«icp=: V 5 ^('"J — ''! -+-•••)•

La quantité sinô 6/9 <icp — (ito représente l'aire de l'élément

intercepté sur une sphère de rayon i tracée autour de l'ori-

gine par le cône limité par les quatre surfaces cp, cp -f- âfcp, 8,

-h d^. Soient <icro, di^^ ... les éléments des surfaces fron-

tières qui ont <iw pour perspective sphérique
;
NqR, N, R

les angles que les normales extérieures à ces éléments font

avec le rayon vecteur prolongé; on aura évidemment

_-^^oCosNoR_ <^aiCosNiR
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d'où l'on déduit sans peine que le volume cherché est donné

par l'intégrale double

iSrcosNR^a,

étendue à toute la surface frontière.

On verrait de même que l'intégrale plus générale

dF

Or
dr siii6 dO do

se réduit à l'intégrale double

FcosNRSr CCS

r
d^.

loi. Cherchons, d'après ce qui précède, la valeur de l'in-

tégrale double
cosNR^j

s

Associons ensemble les éléments

cosNoR<i<To cosNiR<5?a,

qui ont pour perspective sphérique un même élément <^w;

on aura

COsIVoR<^cr cosNjR<^a,
] h . . . = «w — dui -\- . . ..

' ' 1

Si l'origine est extérieure à V, le nombre des points

d'entrée est égal à celui des points de sortie 5 la somme ci-

dessus est nulle. L'intégrale est donc nulle.

Si l'origine est intérieure à V, le nombre des points

d'entrée est inférieur d'une unité à celui des points de

sortie. La somme ci-dessus est égale à ^ico, et l'intégrale sera

égale à 2<iw,la sommation étant étendue à tous les éléments

de la sphère de rayon i . L'intégrale sera donc égale à 4~-

Enfin, si l'origine est sur la frontière de V, l'intégrale est

encore égale à S (iw. Mais ici la sommation ne porte que sur



SECONDE PARTIE. — CHAPITIIE II.

les éléments de la surface sphériqne situés d'un côté du plan

tangent. L'intégrale aura donc pour valeur 2 7r.

152. Masses. — On nomme densité moyenne d'un corps

le rapport de sa masse à son volume. Un corps sera homogène
si, en le décomposant d'une manière quelconque en plu-

sieurs parties, ces diverses parties ont toutes la même den-

sité moyenne. Dans le cas contraire, le corps sera hétéro-

gène.

Considérons un corps hétérogène; soient P l'un de ses

points; Q une portion du corps, qui contienne le point P.

Nous admettrons que, si l'on fait décroître indéfiniment sui-

vant une loi quelconque le diamètre de Q, sa densité moyenne

tendra vers une limite déterminée. Cette limite se nomme la

densité au point P. Cette densité variera en général d'un

point à Tautre et sera une fonction des coordonnées.

Supposons qu'on connaisse cette fonction et qu'elle soit

continue. Proposons-nous de calculer, d'après ces données,

la masse totale du corps. A cet effet, décomposons le corps

en éléments de diamètre infiniment petit. Soient AV l'un

d'eux; p. la densité en un point (^, y, ^) choisi arbitraire-

ment dans AV. La densité moyenne de l'élément sera a -t- s,

£ étant infiniment petit ; sa masse sera donc (
ij, -]- s) AV, et la

masse totale M sera donnée par la formule

M=rS(;x + £) AV.

Si l'on passe à la limite, Ss AV tendra vers zéro, car son

module ne peut surpasser

]3:AV = -r,V,

V désignant le volume du corps, et 'r\ la plus grande des

quantités |£|; or celles-ci tendent uniformément vers zéro

dans tout le corps. Donc M sera égal à l'intégrale triple

lim2[i.AVr=S!x^V,

étendue à tout le corps.
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153. Centres de gravité. Moments d'inertie. — Soient

(^, y, z)^ {x', y, z'), ... des points de masses in, ni! , ....

On nomme centre de gravité du système le point dont les

coordonnées X, Y, Z sont définies par les équations

2 m. 2 ni 2m

et moment dHnerlie du système par rapport à une droite la

somme

i^ désignant la distance de la droite an point (^r, y, ::) de

masse m.

Si, au lieu d'une série de points isolés, on a un corps cou

tinu, ces sommes se changeront en intégrales. Décompo-

sons, en effet, le corps en éléments infiniment petits, comme

plus haut.

Soient

AV le volume d'un de ces éléments;

|JL la densité en un de ses points (^, y, z)\

5 la distance de ce point à Taxe par rapport auquel on prend

les moments d'inertie.

La masse m de l'élément sera sensiblement égale à [j. AV.

D'autre part, tous les points de l'élément auront sensiblement

pour coordonnées x, jr, z^ et leur distance à l'axe sera sen-

siblement égale à ô. On aura donc, en passant à la limite,

Em =rlim2[J.AV rnSfi-^V,

'Lmx -=. lim2[ji.^AY = ^[xx d\

,

Smo-= lim2[xo2AVrr:S|J.o2^.

154. Application. — Soit à trouver le moment d'inertie

d'une sphère homogène, par rapport à un diamètre. Prenant

cette droite pour axe des z et le centre de la sphère pour ori-

gine, on aura o-= .r--i- y*^ Il faudra donc calculer l'inté-

grale
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On trouverait de même, pour les moments d'inertie rela-

tifs aux axes des x et des y,

Ces trois moments d'inertie étant égaux, chacun d'eux sera

égal à la moyenne

En coordonnées polaires, on aura

^2 4- j2 _^ ^2_ ,.2^ ^Y — ,.2 sin 6 dr d^ d^.

On aura donc à calculer l'intégrale

|S|i./'*sine^/'^6<i4;.

Dans l'étendue de la sphère, -h varie de o à 27r, Q de o à tz,

; de o à R, rayon de la sphère.

Les intégrations sont immédiates et donnent pour résultat

— -T»e^<x
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CHAPITRE m.

DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES
DÉFINIES.

I. — Dérivation des intégrales définies.

lo5. Une intégrale définie

X
où la fonction à intégrer dépend d'un paramètre t^ est elle-

même une fonction de ce paramètre. Les limites «, A peuvent

d'ailleurs être constantes, ou dépendre aussi du paramètre;

mais ce second cas se ramène aisément au premier par un

changement de variable. Posons en effet

^ = a + (A — (^)y'

L'intégrale transformée sera

et aura ses limites constantes.

On opérerait de même pour une intégrale double

j 'iyj /{•^,y, t)djc.

En remplaçant d'abord x^ puis y par de nouvelles va-

riables, on rendrait constantes successivement les limites des

deux intégrales à effectuer.
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Nous pouvons donc nous borner au cas des limites con-

stantes.

156. Soit

1=
j f{œ, t)dx

l'intégrale considérée.

Supposons qu'à toute quantité positive s on puisse faire

correspondre un autre nombre o et une décomposition du

champ d'intégration en deux parties D et 6/ jouissant des pro-

priétés suivantes :

i^ Le champ D est borné et parfait; et la fonction /reste

continue par rapport aux deux variables x et t^ tant que x

reste contenu dans D, et t dans l'intervalle de ^o — ô à /q -H ^•

2^ L'intégrale / f dx^ prise dans le champ d^ a son mo-

dule moindre c{ue s pour toutes les valeurs de t comprises

entre Iq — 8 et ^o + ^•

Dans ces conditions, I sera une fonction de /, continue au

point ^0-

Changeons en effet ^0 en ^0+ ^^5 I subira un accroissement

AI = r f{x, t. H- h) dx - r /(^, ^o) dx
^a d

fi

=: / f{x^ Iq^ h).dx ~ I f{x,tQ)dx

+ / f{^, ^0 + ^0 dx — i f{x, Iq) dx.
^d ^d

Si
I

A| << 0, les deux dernières intégrales ont leur module

moindre que s. En désignantpar
-/i

le module de la différence

des deux premières, on aura donc

I

Al|<'rj + 2£.

Or on peut choisir s aussi petit qu'on veut, puis prendre //



DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. I 55

assez petit pour rendre 'f\ moindre que toute quantité donnée,

car l'intégrale / /(^, t) dx est continue ( t. I, n° 83).

157. Si les conditions énoncées ci-dessus ne sont pas sa-

tisfaites, l'intégrale sera souvent discontinue.

Considérons, par exemple, l'intégrale

ax.
X

Si t est positif, posons tx^^y^ l'intégrale sera trans-

formée en

et sera égale à - (98).

Si t est négatif, posons tx^=^ —y\ elle se transformera en

1

~
et aura pour valeur • •

^ 2

Enfin si ^ =r o, elle sera nulle.

L'intégrale est donc discontinue au point ^ = o.

lo8. Dérivation sous le signe /. — Nous avons vu

(t. I, n° 83) que l'intégrale

1=1 f{x, t)dx

admet au .point t=tQ une dérivée, représentée par l'inté-

/ -~dx.

Cet important résultat n'a été établi qu'en supposant « et A
r • àf .

Imis, et — continu par rapport a x et t, tant que x reste
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dans l'intervalle de « à A, et t dans l'intervalle de ^o — ^ ^

^o-h S (8 pouvant être choisi aussi petit qu'on voudra). Mais

nous pouvons étendre la démonstration à d'autres cas.

En effet, la dérivée de J au point i = t^ est, par définition,

égale à

I r^

= lim -p / dx \ ~ dt

h= oàJ,^ J, àt J^ dt

Le théorème sera donc établi toutes les fois que les trois

transformations que nous venons de faire seront licites.

La première suppose que la fonction -^ n'est discontinue,

par rapport à t, qu'en un nombre fini de points, entre ^o et

^0+ h, et que y reste continue en ces points (59). Si donc on

peut déterminer une quantité o telle quey(^, t) soit une fonc-

tion continue de f dans tout le rectangle (a. A, ^0— ^5^0-+-^)^

et que, pour chaque valeur de œ comprise entre a et A,

-~ n'ait qu'un nombre limité de discontinuités entre tQ — $

et ^0+ û, cette transformation sera permise dès que
|
h

\
sera

devenu moindre que 3.

Si a et A sont finis, l'interversion des deux intégrations

sera permise aux conditions suivantes (68).

1° Les points du rectangle ci-dessus aux environs desquels

f cesserait d'être continue sont situés sur un nombre limité
dt

d'arcs de courbe continus PiQi, P2Q25 ••• tels que le long

de chacun d'eux x d'une part et t de l'autre soient crois-

sants ou décroissants.

2" L'intégrale

/ dt
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a une valeur déterminée, et si |X|^/, son module sera <^ £/,

£^ tendant vers zéro avec /.

3*^ L'intégrale

/ %dt:=:f{x,t-r\)-f{œ,t)

jouit de propriétés analogues.

Cette dernière condition sera certainement satisfaite, si,

dans le rectangle, / est une fonction continue des deux

variables .r et ^; car sa continuité sera uniforme.

Si l'une des limites a, A, par exemple A, est remplacée

par ce, on pourra encore intervertir les intégrations, si cette

opération est permise dans Tintervalle de a à un nombre

quelconque A, et si de plus l'intégrale

est déterminée et a un module moindre que £^cp(/), '-^{t)

étant intégrable de ^n — o à ^o + ^ et t.^ tendant uniformément

vers zéro dans cet intervalle lorsque A tend vers co.

Enfin, si les conditions précédentes sont satisfaites, l'in-

tégrale

/ -f- dx
dt

sera continue (même si le champ est infini). La dernière

transformation sera donc toujours permise.

lo9. On pourrait donner des règles analogues pour la

dérivation des intégrales multiples; mais elles seraient moins

utiles, car la dérivation sous le signe d'intégration reste

encore applicable dans bien des cas où la fonction /" n'est

pas continue. On peut conduire la discussion comme il suit.

Considérons, par exemple, une intégrale double

^/(•^5 J. t)dxdy.
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Décomposons le champ d'intégration, supposé d'abord

borné, en deux parties D et J, dont la première soit mesu-
df

rable, et telle que -j- reste continue lorsque œ^ y décrit le

champ D, et ^ l'intervalle de ^o — 8 à ^o+ §• Dans le champ D,

on pourra dériver sous le signe d'intégration
; on aura, par

suite,

d ç\ _ d ç\ d r\ _r\ df
dt^ Oe dt^ Od dt^ \Jd Od ^^0

"^

4^lin,v |/<-'vr,<.+ /.)-/(»-,.r.i.|-|j^,,^_

Faisons décroître indéfiniment S, et supposons, ce cjui

arrivera très généralement, qu'on puisse en même temps

accroître progressivement la région D auK dépens de la ré-

gion <i, de telle sorte que l'aire de cette dernière tende vers

zéro. L'intégrale

tendra vers

S-4~ dx dy

S -4- dxdr.

Pour reconnaître si la formule est applicable, on devra

donc discuter le second terme, et s'assurer qu'il tend vers

zéro. Si, par exemple, on peut montrer que, lorsque d el\h\

sont devenus suffisamment petits, on a toujours

f{œ y, ^0+ li)—f{œ, y, t^)

h <'f(^. J');

o désignant une fonction positive dont l'intégrale dans E soit

finie ; ce terme aura son module moindre que

^ cp(^, y)dxdy,

expression cjui tendra vers zéro avec d.

160. Supposons enfin que E soit infini, mais que la for-

mule de dérivation soit applicable à tout domaine borné con-



DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. iSq

tenu dans E. On décomposera de même E en deux régions D
et d^ dont la première soit bornée, et contienne tous les

points de E dont la distance à l'origine n'est pas plus grande

qu'un nombre donné R. On aura encore

dK Ue Ud dt^ ^ ^'

+ lin,

^^
Y{oo.y:t,-^h)-nœ^y.U)-^ ^^ ^^

Faisons tendre El vers co. Le premier terme tendra vers

et la formule sera applicable si le second terme a pour limite

zéro, et notamment si, pour R suffisamment grand et |A| suf-

fisamment petit, on a toujours

/(^, r, ^o4-/0— /(^» .r, ^o) ^ , .

—f^ <^ ?{^, y),

'j(.r, y) admettant une intégrale finie dans E.

161. La règle de dérivation précédente donne la solution

d'un problème important.

Intégration des différentielles totales. — On dit

qu'une expression de la forme

( i
) Xi d^i+ X, dx.2 -h . . . -t- \,t dx,i

,

où X,, Xo, . . ., X/i sont des fonctions des n variables indé-

pendantes ^1 , . .., œ,i (admettant, par hypothèse, des dérivées

partielles continues), est une différentielle exacte, s'il existe

une fonction u des variables .r, , x-i^ . . .^ x,i dont cette expres-

sion soit la différentielle totale.

S'il en est ainsi, on aura, par définition,

,
du du _, du -^

<^) «f^ = ^^" •••• d^--'^" ' à^,=^"-
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On en déduit

Le premier membre de cette relation ne changeant pas quand
on permute i et A, il devra en être de même du second, d'où

(3)
-^' — ^^ ur j

«' = 1, 2, .
. ., /z,

Un obtient ainsi un système de —^ équations de con-

dition, auxquelles devront satisfaire les fonctions X^, ..., X,/.

162. Réciproquement, si les équations (3) sont satisfaites,

l'expression (i) sera une différentielle exacte. Nous allons

montrer, en effet, qu'on pourra déterminer son intégrale u

par une série de quadratures.

La première condition à laquelle est assujettie cette fonc-

tion inconnue est la suivante :

à II _^

Une solution de cette équation est donnée par l'intégrale

définie

\
I
CIX 1/

prise en traitant X2, • • ., ^n comme des constantes (^i dési-

gnant une constante choisie à volonté). La solution la plus

générale de cette même équation sera évidemment

u =. j Xj dxi-i- Ui,

Ui étant une quantité indépendante de ^, et fonction de

x.y^ ...^x,i seulement.

Il reste à déterminer u^ de telle sorte qu'on ait

àa du
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Or on a, en appliquant la règle de la dérivation sous le

signe y,

du _ f^'àX^^-^ ^
à^i'^ Ja ^^i ^

^^'

I
XJ' désignant ce que devient X^- quand on y remplace x^ par

la constante a^.

Substituant ces valeurs des dérivées de u dans les équa-

tions (4), elles deviendront

D'ailleurs les équations (3) donneront, en posant x^ == a^
,

ax/c oxi "
( h=z 2, 6, . . ., fi.

La détermination de w, par les équations (5), jointes aux

relations (6), est un problème entièrement semblable an

problème primitif, sauf une réduction d'une unité dans le

nombre des variables. Pour le résoudre, on posera

'"

Wi=r / XI' dx.j-\- U2,

a.2 étant une constante choisie à volonté, et U2 une fonction

de Xsj . . .^ Xn seulement, à déterminer par les équations

où X^'''- représente ce que devient X/ pour x^^=.a^^ X2-=^a.^.

Continuant ainsi, on trouvera évidemment

' Xydx,-\- \ X\^dx=,-\- / X«««=ârx3+ ...4-C,

C désignant une constante arbitraire.

J. — H. u



[62 SECONDE PARTIE. CHAPITRE m.

Les (îonstantes a, , ^2, ..., qui figurent dans cette formule,

peuvent être choisies à volonté. On les déterminera dans

chaque cas particulier, de manière à faciliter autant que

possible les intégrations à effectuer.

163. Applications divetises. — La différentiation, seule ou

combinée avec l'interversion des intégrations, l'intégration

par parties et le développement en série, permet d'obtenir la

valeur d'un grand nombre d'intégrales définies. Nous allons

en donner quelques exemples.

L Soit à calculer l'intégrale

dx.

Nous avons déjà vu (103) qu'elle a une valeur finie.

Pour la déterminer, changeons de variable, en posant

j; = af, a étant >> o ;
il viendra

I=z r e-'^'^'^dt.

Multiplions par e~^' ^ et intégrons de o à go; il viendra

f e-^'^'d^— doi e-^°-^'^''^oLdt.

^0 ^Q

Dans le second membre on peut intervertir les intégrations.

En effet, considérons en premier lieu l'intégrale

r e-^'-(^^''^oLdt — e-'^'f e-'^'dx.

Soit A un nombre positif quelconque. La fonction e~^^

admet de o à A une intégrale finie. D'autre part, le second

facteur est dans cet intervalle au plus égal à la constante

finie
/->oo

6"^'° dx\£
enfin il tend uniformément vers zéro, lorsque B tend vers oo,

dans tout intervalle partiel qui ne contient pas le point a= o
^
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car si ^ est le minimum de a dans cet intervalle, ce facteur

ne pourra surpasser la quantité

'B[Ji.

qui est infiniment petite, et indépendante de a.

Considérons en second lieu l'intégrale

/^ 00

'(1 + ^^^ar/a

'A
2(1 + ^^)

La fonction — — admet, de ^= o à tz:=zco, une intégrale

finie, et le facteur e~^''^"^^** est moindre que e~'^', quantité

indépendante de t et qui tend vers zéro pour A = ce.

On aura donc

P=r Ç dt f e-^^(^ + '^)a^a

r dt= / -7 TT, =HarctangO

d'où

Cette intégrale permet d'en obtenir plusieurs autres.

164. II. Posons d'abord x ^^y\Ja^ a étant une constante

positive; il viendra

d'ou

Jr* 1
f e-'^y'dy—^sjTza \

et par une série de dérivations successives par rapport à a

' f^e-"y'df=zl^T.-^a \

1 r.,,».-„v...._,.cT-3...(2«-i) __^f f-'^e-"r-dy=\sl-
•^0

+ 1

tt: a 2
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Car il est aisé de justifier que la règle de dérivation sous

le signe / est applicable à ces intégrales, bien que le champ

soit infini.

Posons, en effet,

d'où

^ — y2n+2g-ay^
da -^

Soit Œq une valeur particulière quelconque de a\ prenons

< ^Q. Pour les valeurs de a comprises entre Gq — o et

«0-1- S, l'intégrale

sera déterminée; car, pour des valeurs suffisamment grandes

de r, on aura

iL
da

En outre, si l'on suppose A suffisamment grand, on aura

quantité indépendante de a et qui tend vers zéro quand A
croît indéfiniment. On se trouve ainsi dans les conditions

indiquées au n" 158, £a étant égal à y' et la fonction © se

réduisant à Punité.

165. HT. Passons à l'intégrale

K=: / cosibye-'^y' dy.

Remplaçons cos2 6y par son développement en série

_ {ibyY {ibyY _ _^ {—,Y{o,hyY'' _^ ^
1.2 1.2.3.4 I . 2 ... 2 /i

R,i étant de la forme

^ L i ^LJ. ^, ou o>6>i.
I . 2 . . . ( 2 /î -f- 2

)

ni
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On aura

J^ L 1-2 1.2. ..2/i ^J

OU, d'après ce qui précède,

= -v/- a ^— ^^ ---a ^-+-...4-^ ^—^

—

!^ -a
2 '

|_ 1.2 2 1 .2. . .2n 2^

Faisons tendre /i vers l'infini. La somme entre crochets

tendra vers e '', et l'intégrale complémentaire vers zéro, car

son module est moindre que

J^ 1.2. ..(2/1 4-2)-^ ^ 1.2...(/Z + l)\«

quantité qui tend vers zéro. On aura donc

1 b^

166. IV. Considérons encore l'intégrale"&'

On aura

da

1= j e '''dx

J'

7— <?
^^ dx.

Car si «0 est une valeur particulière quelconque de a, et 6

une quantité positive quelconque moindre que a^^ on aura,

pour toutes les valeurs de a comprises entre «q-H o et<2o — 3

Ka
^''

I A ^' ^

quantité indépendante de a, et qui tend vers zéro pour A = a>.
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Posant X =^ -, il viendra

1 r'
-'--

£= '
'^' ^V^ = -2l,

d'où

et enfin

dl

I
z=z— 2 da, loglm — 2a + logC,

C désignant une constante.

Pour la déterminer, faisons tendre a vers zéro; il viendra

r —'-^
c = lim je ^' dx

— f e-^V^ + lim f e-^\e~^" — i) dx.

Le premier terme est égal à iy/îc; le second a pour limite

zéro. Soit, en effet, ^ un nombre positif quelconque. Dé-

composons l'intégrale en deux autres, prises respectivement

de o à [i- et de a à oD. Dans la première, le module de la fonc-

tion à intégrer aura pour maximum 2 ; dans la seconde, il ne

pourra surpasser e ^'\i — e ^'J. L'intégrale cherchée sera

donc au plus égale à

2 dx ^\i — e ^')
I

e-^' dx =^ 2[x-}-\i —e ^/j e-^' dx,

et comme

e-'''-dx< l e-^' dx < ^\Jr.,

il sera moindre que

2{X+(^I — e J^JiV^,

expression dont les deux termes décroîtront autant qu'on
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voudra, en donnant des valeurs suffisamment petites à |ji,

puis à a.

On aura donc finalement

167. V. Soit encore à calculer l'intégrale

\l^

On a (164)

—^ — -—i e'^"'' da

et, par suite,

l—-^^f é'^dx f €-<='''' doi,

ou, en renversant les intégrations,

\

Izzi^ f d% f e(-=''+')-^(ix

2
f=°

do^ e ' /^*
, / I

Mais

e * = ces j 4- i sin
4 ^2

La première fraction simple aura donc pour intégrale in-

définie

log
(
a ^ -7=) -F- n -H i arc tang(a^2 — 1) -^ const.

et la seconde

{ log
(
a + -^

j
-^ .1 ^_ / arc tang(av/'2 + i) -1- const.
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La somme de ces expressions a pour partie réelle

I

'«S 7 TV '

v/

qui s'annule aux deux limites arrro, a =: oo, la quantité

sous le logarithme se réduisant a l'unité. Quant aux arc tang,

ils varieront respectivement de — y à - et de ~ à -, lorsque a

croîtra de o à gc. La somme de leurs accroissements sera

donc Te.

On aura donc
_TZi

T ^ * • A .

et, en séparant la partie réelle de la partie imaginaire,

168. Nous avons effectué un renversement d'intégrations

qu'il est nécessaire de justifier.

Pour cela, considérons, en premier lieu, l'intégrale

/
En posant ay/^ = j3, elle se change en

t/p ./T.

Or soit A un nombre positif quelconque; l'intégrale de

—=: entre o et A a une valeur finie. D'autre part, l'intégrale
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qui forme le second facteur ne peut surpasser la quantité fixe

lorsque B tend vers go.

Enfin, elle tend uniformément vers zéro dans tout inter-

valle qui ne contient pas la valeur x =^ o.

En second lieu, considérons l'intégrale

r"

^(-a5+/)A

^"— ^

Elle a pour module

v/a*-M

Or admet entre o et co une intégrale finie. D'autre
V/a*+ I

part, e~^'^ est constamment <; i ; enfin il tend uniformément

vers zéro, lorsque A tend vers go, dans tout intervalle qui ne

contient pas la valeur a = o.

169. Si, dans les formules (-), nous posons x^=y-^ il

viendra

' cos/2 df = / siny2 dy = - -^

.

^0 2V/2

Ces intégrales ont été rencontrées par Fresnel dans la

théorie de la diffraction.

170. Si a désigne une constante positive, on a

^« ^

/ e~"^ dx = —
î

et en intégrant de « = a à a = [^ (t/. et 3 étant positifs)

/ da
I

e-^'^dx —Ao^-'
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On peut intervertir l'ordre des intégrations; on a, en effet,

'^^ dx = —
a

Or, dans l'intervalle de a à [3, - admet une intégrale finie

et e~''^ tend uniformément vers zéro lorsque B tend vers oc.

Effectuant donc l'intégration par rapport à a, il viendra

Cette formule permet de reconnaître si l'intégrale

X X'
dx.

où m, /^, . . . sont des entiers et a, p, . . . des constantes po-

sitives, est finie et déterminée, et d'assigner sa valeur.

En effet, intégrons d'abord entre £ et ce, e étant une

constante positive, c[ue nous ferons décroître ensuite jus-

qu'à zéro. L'intégration par parties, appliquée au premier

terme, donnera

f.

—

——dx

r A c-^-^ A a e-Q'^ n*

|_ m — J ^'"-^ (772 — l)(77i — 2) ^'«-2
Js

/ — dx.
{m — i){m — 2 ) . . . X

£

La partie intégrée, s'annulant pour x =: co, se réduira à

A £^
772 — 1 £'«-1 ~^

Opérant de même sur chacun des autres termes et réunis-

sant les résultats, on obtiendra :

I ° Pour la partie intégrée, une somme de termes de la forme
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2" Pour l'intégrale restante, une expression de la forme

-^

La partie intégrée est aisément développable suivant les

puissances entières et croissantes de e. Soit

ce développement, R désignant l'ensemble des termes qui

contiennent les puissances positives de s.

D'autre part, si nous posons, pour abréger,

l'intégrale restante pourra s'écrire ainsi :

/
[Se-°'^-hBi(e-P'«— e-°'^)-l-...]—

•

L'intégrale du premier terme peut se décomposer en deux

/^ S e~^'^ dx
^ — , qui a })Our valeur

S(Ji 1 •— =— Sî^Logs,
Je ^

|jL étant une quantité intermédiaire entre les valeurs ex-

' , qui a évi-

1

^

demment une valeur finie que nous représenterons par SD.

L'intégrale de chacun des autres termes, tel que

X

aura également une valeur finie, qui, pour £ = o, tendra

vers B< Log-g-

La partie de l'intégrale primitive, qui tend vers oo quand
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£ tend vers zéro, sera donc la suivante :

Ces termes, étant d'ordres inégaux, devront s'annuler sé-

parément pour que l'intégrale reste, finie, ce qui donnera les

('onditions

Cx=o, Cx_i= o, ..., Ci= o, S = o.

Si ces conditions sont satisfaites, R s'annulant d'ailleurs

pour £ = o, la valeur de l'intégrale se réduira à

Go-hB,Log| +...r=zCo— A, Loga— BiLogP-....

171. Exemples. — i° Appliquons cette formule à l'inté-

grale

L'intégration par parties, des termes en —^ permettra do

donner à cette expression la forme suivante :

-nx —A-Xl^"^^)^-^"''-)^]

Le terme tout intégré aura pour valeur

lim '

£=0

Quant à l'intégrale restante, elle aura pour valeur

(«— |)Log«.

On aura donc, pour valeur de l'intégrale totale,

(/i— |)Log/^ /i-f-2-
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2" Un calcul analogue donnera, pour la valeur de l'inté-

grale

l'expression suivante :

I — Log2.

II. — Intégrales eulériennes.

172. On donne le nom à^ intégrale eulérienne de deuxième

espèce à l'intégrale

Cette intégrale n'a de sens que si n est positif; car, si n,

était négatif ou nul, la fonction à intégrer devenant infinie

du premier ordre au moins à la limite ^ := o, l'intégrale se-

rait infinie.

Si n est positif, l'intégrale sera, au contraire, finie et dé-

terminée, car l'ordre d'infînitude de la fonction à intégrer

pour ^ = o est inférieur à i; elle est finie dans tout le reste

du champ; enfin, pour^ = 00, elle devient plus petite qu'une

puissance quelconque de x.

On peut varier à volonté la forme de cette intégrale en

changeant de variable. Posons, par exemple, x =y^ ', il

viendra

T{n) = f if-^-'e-y^dy.

Soit, en particulier, n =
^ î

i^ viendra

V{^ = f\e-y'dy^s/^..

Posons, d'autre part, x = log-? il viendra

"^=/('<'^0"'r(«)=
/

(log^l \h.
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173. Il est aisé de vérifier l'identité de cette fonction avec

le produit T étudié dans le Calcul différentiel (383 à 385).

En effet, soit [x un entier que nous ferons croître indéfi-

niment; on aura, par définition,

r(/i) = lim / (logz) <^^

Or on pourra, sans changer la limite de cette expression, y

remplacer log- par [Jt\i — ^^/. Posons, en effet.

z^ ^h,
d'où

log

log(i — /'O

log(i-^ ~^~
log(i — A)

l
i\ /ilog^ h . T

on aura

r [i."-i(i-5i^v dz=k^-' f (log^y 'dz,

Je-v/il dg-V^\ ^J

k désignant une valeur intermédiaire entre le maximum et le

minimum du facteur ,—; r—

•

Mais h est une quantité infiniment petite, comprise entre

i_

les limites i — e v^i^ et o correspondant aux valeurs ex-

trêmes e~^i^ et I de la variable z. Le facteur

— h h

lûg(i-/0 .h''A+ —
2

diffère donc infiniment peu de l'unité, de telle sorte qu'on

aura à la limite /i = i et

lim
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On a d'ailleurs

v^ / ï\n-l /,e— Vl*

1
^n-ll^j_-\ij dz< j

,j^n dz < |i.«-ie-v^,

expression dont la limite est nulle. On pourra donc abaisser

jusqu'à zéro la limite inférieure de l'intégrale, et écrire

1/ l\n-l

r(/î) — limjj.«-i / (i— ^!^; dz.

i/o

Posons ^ ==:jKl^; il viendra

r(/i) = lim[x'^ / f^-'^{i —y)"-^ dy;
do

or l'intégration par parties donne

do

i yV'-'-ii-yYdy

n{n-\-i) Jo

(M_])(a_ 2). . . I r^

([i.— l)([X- 2)...T I

/i ( /i -i- I ) . . . ( /i H- [JL — 2 ) /i 4- [J. — I

On aura donc

/i ( Al + 1 ) . . . ( /i + [i. — I
)

C'est Féquation qui définit les produits F [Calcul dlfft

rentiel, n« 325).
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174. L'expression de la fonction r(/i) par une intégrale

définie, que nous venons d'obtenir (dans le cas où n est po-

sitif), fournit un moyen commode de calculer sa valeur pour

chaque valeur donnée de la variable. On peut d'ailleurs dé-

montrer à nouveau, en partant de cette expression, les prin-

cipales propriétés de la fonction.

Ainsi l'intégration par parties donnera immédiatement

— (_^^e-^)^4-/i / œ''-^e-^dx — nT{n),

et plus généralement, si k est un entier,

:={n~'r k — i)n-\- k—2). . .nT{n).

Cette formule permet de ramener le calcul de la fonction F

au cas où la variable ne surpasse pas l'unité.

Posons, en particulier, fi == i dans la formule précédente.

En remarquant qu'on a

r(i)r= / e-'^dx — i
,

'-'

il viendra

175. La fonction LogT(n) peut également se mettre sons

forme d'intégrale définie.

Prenons, en effet, la dérivée de l'expression

T{m)~j x"^-^e-^dx\

il viendra

T'{m)=j x"^-'^e-^ho%xdx.
•-

On peut, en effet, dériver sous le signe / ; car soit /??o une

valeur particulière du paramètre m, et soit 5 une quantité
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suffisamment petite. Pour toutes les valeurs de m comprises

entre iUq— 8 et /?2o+ 3 l'intégrale

j.m-\ Q-x Loîr^ dx

convergera uniformément vers zéro lorsque B tend vers oo,

car elle sera au plus égale à

X X' 'o+^-^e-^Log.r<i^,

quantité indépendante de m^ et qui tend vers zéro.

Mais on a (170)

'O' =/
e--— e—xz

Lo^x — I dz.

Si donc nous posons, pour abréger,

g— ^ p—XZ
j^'n-lf^-x _ __y^

nous aurons

dx / fdz.
«-0 ^0

176. On peut intervertir les intégrations. Pour l'établir,

nous montrerons tout d'abord qu'en désignant par 1 une
constante positive, on aura

(0 f dxf fdz^iT dz rfdx.

En effet, on a, d'une part,

!
r fdz lx'--^e~- (^"—-^f^dz

Kb ^b ^

Or x^~^ e~^ a une intégrale finie entre ^=: X et :r =oo, et le

second facteur est indépendant de x et tend vers zéro quand

^ croît indéfiniment.

J. — H.
*

TQ
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On a, d'autre part, d'après ia série de Taylor arrêtée à son

premier terme,

e-- =:i — ze-^- (o<0<i),

d'où (x et z étant positifs)

I

^~^ — 6""^^
I
- P, ft'..-

d'où

1^
00

j

^ oc

«^A
I

^A

quantité indépendante de s, et qui tend vers zéro quand A
tend vers co.

177. Faisons tendre "k vers zéro dans l'équation (j). Le

second membre tendra vers j dz
j f dx. Pour le faire

voir, il suffît de montrer que

/ dz j f dx

tend vers zéro.

Or cette intégrale est la somme des deux suivantes (u.

étant un nombre arbitraire)

\ dz [ fdx et / ^/3 / fdx.

La première a son module moindre que

/ dz I x"'-^ (l -h x) dx = [X
{

; •

Jo Jo V'^' m + i/

La seconde a son module moindre cjue

/ dz /
^'"-^ dx=: — / — dz

J^ J, ^ '^*^(. ^

' t/^ / ^ <^.r.
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Dans celte dernière intégrale, posons x ^=^- - Elle devient

quantité moindre que la suivante

L'intégrale cherchée a donc pour limite supérieure de son

module
/X'» X'"+i \ V^ r'^e-'- , T(m)

IJ.— H H / — dz-i
^

.

Or, si nous prenons a = A~«, n étant un nombre < m, les

trois termes qui précèdent tendront séparément vers zéro.

Le premier membre de l'équation (i) tendra vers la même
limite, qui, par définition, sera l'intégrale

J'

dx I fdz.
«^0

178. Notre proposition est donc démontrée, et nous au-

rons

JC^ dz r°°
' -- / x''^-^ e-^ {e--— e-""-) dx

.

Mais

/ x"^-^e-^e--dxz=:e--T (m),

et, d'autre part, en posant x{i -{- z) =y,

Donc

Divisons par T(m) et intégrons de /?z — i à 7n=:n: on
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aura, au premier membre, logT(/i), car

logr (i) =r=logi = o.

Au second membre, on pourra encore intervertir les inté-

grations; on a, en effet, u désignant un nombre positif quel-

conque moindre que i et que n [m étant au contraire com-

pris entre i et /i),

quantité iudépendante de m et qui tend vers zéro quand B

croît indéfiaiment.

Effectuant donc l'intégration par rapport à m, il viendra

Posant en particulier 71 = 2, il viendra, en remarquant

que logr(2) = log I = o,

^0
dz

'0
log(i-+-^)_

Multipliant par (n — i), et retranchant de la formule pré-

cédente, pour se débarrasser du terme en e~^, il vient

et, en posant log(i + :;) = ^, d'où z — e^— i,

r" r,
,

e-^— e-"-^1 da^
Iogr(„)=j^ [("-O^-- ,_.,-. J--

179. Le facteur ^
? qui multiplie e~'^^ dans l'inté-

I — e~^ ^ ^

grale précédente, étant développé en série suivant les puis-

. , . II
sauces croissantes de x, aura pour premiers termes —|

û^ 2

Réunissant ces termes ( h -
) e~"^ à ceux qui sont indé-
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pendants de cette exponentielle, il viendra

logr(/0=F(/0 + ^(/0,

en posant, pour abréger,

I
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et, en retranchant.-, y^x^ iv.i.x«xxv.xx«iXL,

2 — e~^ 1 — e~^\ dj^

IX

Retranchant cette égalité de la formule (2), il viendra (171
)

^( )

/'^ /p~X p-IX p-^x\

On aura donc enfin

F (/^) r= in _l)logAi — n -4--|log27r.

Quant à la seconde intégrale m (n), elle tend évidemment

vers zéro quand /^ augmente. On peut la développer en série

de diverses manières.

180. Développons, par exemple, la fonction qui multiplie

e""^ suivant les puissances de x.

On a

] — c-^ œ 2

i _ i e^ -\- e ^ il loc I

X 1 - —^ X 1 2 X

Mais on a {Calcul différentiel, 377)

.TZZ —^
- =r \ — 1Z

TCCOtlT^ — - =r \ — -,

IX . . l

et, en posant ^ = — et multipliant par — ,
' ' 271 ^ ^ 27:

00

^ X

2u ^'''H- 4'^'''

1 IX I

- COt =2
2 2 ^ _~

1
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et, par siiile,

"^ ^~ ^^'"
(4/^27:2)"' (^2 _^4,i2^2)J

On a d'ailleurs (Calcul dij[férentiel, 376)

Zu^^ri^'^^'y '2.^i'-^r.''P Zjf^'^'' 1.2...
2

1

En outre,

1 1

(4/î2Tl2)m+ l

rr.
^'""-'

I . 2 . . . ( 2 /?î -h 2
)

9 étant compris entre o et i. On aura donc

I i\ I B, B.

(-0'
B/«+i

I . 2 . . . ( 2 /?l -h 2
)

On en déduira tjs{ii)^ en multipliant par e~'^^^ et intégrant

de o à oc.

Mais on a

r°° „ 7
r(2p + l) 1.2. ..2/7

/•* /'*
I .2 . . .2/?i

/ ^x^"'e-"^d.T — {)^ œ-"'e-"''dxr=z^^—^^^j^^— ,
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Q, étant encore compris entre o et i. On trouvera donc

B, , B, ,
.

,

(-,)"-'Bm
1.1 n ?>.f\n^

"'*
(2 m — i)'2mn-"^-^

"^
( 2 m -H I

) ( 2 m + 2 )
/^2"^+l

*

181. La série que nous venons d'obtenir pour la valeur

âe TJ5 (n) serait divergente si on la prolongeait jusqu'à l'in-

fini. Toutefois, les premiers termes décroissent rapidement

pour peu que n soit considérable. L'expression du reste

montre d'ailleurs que l'erreur est moindre que le premier

terme négligé. En s'arrêtant au moment où les termes com-

mencent à croître de nouveau, on aura donc une valeur de

w (n) dont le degré d'exactitude est facile à apprécier, et

sera, en général, largement suffisant.

Si /i tend vers 00, tjs (^n) tendra vers zéro et pourra être

négligé. On aura donc à la limite

logr(,^) = F(/0,.

et, comme on a

T{n -f-i) =- nT{n),

il viendra

logr(/i + i) = F(/i) -f-log/i=: (/^ -f-|) log Al — n -f-^log2'7r.

18î2. Les résultats qui précèdent permettent de calculer,

avec une erreur relative d'autant plus faible que n sera plus

grand, la valeur d'une factorielle quelconque

F =ia {a ^ b) . . .{a -{- /ib).

On a, en effet,

r - 4- /i + I

F = «^>'M ^-^A..l^-i^n] = ab- ^
'

b ) \b J ^(a_^^

logFr=loga-|- /i]og^^ + logr( - + /i 4-1
)
— logr(

y
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*

Mais on obtiendra, par la méthode précédente, une valeur

approchée de logFi - -{- n -{- ij. Le dernier logarithme se

I
calculera de même, si - est un grand nombre; sinon, on

devra recourir à une Table des valeurs de la fonction T.

183. L'une des applications les plus importantes de la

formule précédente est relative au Calcul des probabilités.

Soient p et q = i — pies probabilités de deux événements

contradictoires A et B. On démontre aisément que la proba-

bilité que sur |ji épreuves successives TévénementEse présente

m fois, et l'événement A, ^ — m fois, est représentée par le

terme en pv^-n^qm j^j développement du binôme (/? -h q)^.

Ce terme '^ïm est donné par la formule

.^ T . T . . 'JL

1.2... m 1 . 2 . . .
(

[j. — m )

^ '

r(i^ + ^,,-,„^—in^m
T{m-\- i)Y{\i. — m -}- i

)

On en déduit

T„, ;x — m H- I q |x — m -^ \ q

T/;j_i m p m I — '7

Ce rapport sera ;> i ou -< i , suivant que l'on aura

m<,{\s,-\-\)q ou >([j. + i)^.

Le plus grand terme sera donc T/^, n étant le plus

grand entier contenu dans ([Jl + \)q. Ce nombre n^ étant

^ (|j. + i)^ — I , mais ^(|x H- \)q, sera de la forme ^q -\- /*,

/• étant compris entre q — i et ^.

18i, Cela posé, cherchons à évaluer la limite vers laquelle

tend, lorsque [j. croît indéfiniment, la somme

S = Ï„_x-H . . . H- T„ + T„^i + . . . 4- T„+v-,^

fïïiriVBIlSîTY
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X étant un entier fixe ou variable, mais d'un ordre de gran-
2.

deur inférieur à celui de [a^.

Considérons à cet effet la fonction

Soient M et m le maximum et le minimum du rapport

^^^———-^ lorsque y varie de o a i et ^ de — À a À — i . Sort o

f{x) ^

l'un des entiers compris dans ce dernier intervalle.

Pour.r= p, f{x) se réduira à T„^p, et de ^=:p à^= p + i

,

/'(^) sera compris entre MT/^+p et mTn^p; on aura donc

MT„+p> / f{x)dœ>mT,^^ç,.

Posant p = — \, ..., A — I et ajoutant les résultats, il

MS> r f{x)dx>mS,

/ f{x)dœ,

vient

d'oii

A-

, ,
. II

k étant compris entre — et ^*^ mm
Or on a

log/(j:')=logr(jji.-hi)— logr(/i+^+ i)— logr(|j.— /i— ^^H-i)

4- ([jt. — n — œ)W^p -\- {n '\- œ) log^,

ou, d'après la formule d'approximation trouvée plus haut,

log/(^) =:
(

[i. + i) log [i. — (X + I l0g2 Tt

~ {n-^- X H-i)log(/i -\~ x) ^- n -^ X — ^lo^iTz

—
(

jjL — n — ^ -h I) log
(

ji. — Il — ^ ) + [i. — /i — X — \\o^i

4- (p. — /i — x)\o%p + (/i + ^•) log^ -i- R,

le reste R étant infiniment petit.
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Mais on a /^ = \kq -\- y, d'où l'on déduit

]x — /^ = ]xp — /',

Iog(/î -f- x) — log([xr/ -h r -\- œ)

= log{J.^ 4- log( iH
)

= log|j.-t-log^+ — -— h IV,

^og((^ — ^ — ^) = log((i./? — r — ^)

logp./; + log
\ l r

= log> + log/> -
-^;^;^ ^^,- + R",

les restes R' et R'' étant des infiniment petits d'ordre supé-

rieur au premier (p. étant considéré comme infini du premier

ordre), car x varie entre —À et +À — i, qui sont d'ordre

inférieur à |,

Substituant ces valeurs dans l'expression de log/(^),

réduisant et négligeant les termes infiniment petits, il

viendra

log/(^)—— ilogfj. — ilog/?— |log^

2\p qj IX

d'où

\li-Kpq\x \jiizpq\x

On en déduit

/(^)
e ^P^i^

.

Si varie de o à i et ^ de — X à X — i , ce rapport restera

compris entre

?X —

1

Si p. tend vers oo, ces deux quantités tendront vers l'unité.
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Nous aurons donc
lim A" = I

et

limS = lim/ f{œ) dx ^zz\\m
j

18o. Posons, pour simplifier,

e-^p^lV^dx.

X =z t \JipqiJ,.

L'intégrale

L f{x)dx

deviendra
•).

>.

—
/ e-''-dt^-^ / e-^'dt.

Si \ croît moins rapidement que y/[jL, celte intégrale aura

pour limite zéro, le champ d'intégration décroissant indéfi-

niment. Si --= tend vers une limite finie, l'intégrale aura une
s/v-

valeur variable avec cette limite. Enfin, si —— tend vers oo,

l'intégrale tendra vers

4= f e-^'dt

Donc, si le nombre tji des épreuves croît indéfiniment, la

probabilité que le rapport du nombre des événements B au

nombre des événements A. reste compris entre les deux li-

n — X /i + X — I ,
I . •

. 1

mites r et r tendra vers la certitude, si

[j. — n -\- A [x — n — k-{- i

Xv croît plus vite que y/iji. Or les deux limites ci-dessus tendent

évidemment toutes deux vers -• Donc le rapport du nombre
p

^^

des événements A à celui des événements B tendra vers la

même limite.
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Cet important résultat est connu solis le nom de théorème

de Bernoulli.

186. Produit de deux fonctions T . — On a

V{p)V{q)zz^ ( ix'^P-^e—^'dœ j ifi-^e-y'df

= / / [^x'-P-'^ y'-^-^e-^'-y'- dx dy

et, en posant ^ = p coscp, y = p sinç,

TT

r(/>)I'(^)= / /
4cos2/^-^cpsin2'7-'cpp-/'+2^-»e-P't/p<:/Q

== / 2Cos2/^-icpsin2'7-icp,^cp / 2p'^P-^-'!-^e-P'- dp

en posant, pour abréger,

K

do

Soit en particulier p z= q =z ^. On aura

B(/??^)= / -id^—T.,
^0

T{p-\-q)^i

et, par suite,

formule déjà obtenue (172).

Posons plus généralement (7 = 1 — p] il viendra [Calcul

différentiel, 384)

B{p,i-P)
r(i) suiy^TT
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187. L^intégrale B(/>, q)^ que nous venons de ramener

aux fonctions F, porte le nom à^intégrale eulérienne de

première espèce. Elle est susceptible de plusieurs autres

formes.

Posons, par exemple,

cos-o=z^, d'où — 2 sincp coscp ^cp = ^^;

il viendra

Posons encore

X rrz
y d'où I — ^= •> <^.r

-- dy

il viendra

\p-^<i

188, Considérons l'intégrale multiple

prise pour tous les systèmes de valeurs positives des varia-

bles qui satisfont à l'inégalité

Posons
1 « 1

a ,,_/,,,

8

r — nr^yx^ax'i, y — by"^,,
1 j

L'intégrale deviendra

et devra être étendue à tous les systèmes de valeurs positives

des variables qui satisfont à la relation
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Posons maintenant

On en déduit

et

^-^c

I G G

Tj ^ G d\dr^dX,^\''T,d\dT,cK.d\ dY dTj = dx^ dy^ dz^

Enfin ^, 7], Ç varieront de o à i

.

Substitnant les nouvelles variables à la place de ^,, j^,, z

l'intégrale précédente deviendra

nPMc'' r^ r^ r^

^Pï Jq Jq Jo
l r/r. d-C.

Les variables étant complètement séparées, cette intégrale

sera le produit des trois suivantes

f f{l)\p^-^'i^^''-'d\,

r'(,-.).,-...,-,-.c^,=B(;,„„+.,)=M(|i^,

On aura donc

/'.-+-'7,+ '-,-l <^J
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et l'intégrale multiple sera ainsi réduite à une intégrale

simple.

189. Supposons, en particulier, que la fonction /se ré-

duise à une constante K. L'intégrale simple sera égale à

———5 et I sera complètement calculée en fonction des

« P ' T

transcendantes F.

Cette formule a de nombreuses applications au calcul des

volumes, centres de gravité, moments d'inertie. Cherchons,

par exemple, le moment d'inertie d'un ellipsoïde

X' y-

r b- c-

homogène et de densité i, par rapport à l'axe des :•. L'inté-

grale à calculer sera la suivante

On en aura le huitième en se bornant aux valeurs positives

des coordonnées.

Le premier terme de cette intégrale s'obtient en posant,

dans la formule précédente,

a — p = Y=r2, /' = 3, </ — /• —
1, /= i.

Il aura pour valeur

a^bc r(|)r(i)r(j) i_ _ aN)C^ jz_

8 r(|) I" 8 If*

Calculant de même le second terme, ajoutant et multipliant

par 8, il viendra, pour le moment d'inertie cherché,

-^{a''^b'')'Kabc.

m. — Potentiel.

190. Potentiel d^ un corps à trois dimensions. — D'après

la loi de Newton, deux points de masses m et ni exercent
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l'un sur l'autre, suivant la droite qui les joint, une attraction

b égale d^'-—^^y j désignant une constante et r la distance

des deux points.

Supposons, pour plus de simplicité, que la masse m' du

point attiré soit égale à -; soient a, />, c ses coordonnées,

.r, r, z celles du point attirant, on aura

F = ^, r-^^ {jc — aY -^ {y ~ bf -^ {z — cf.

La droite qui joint les deux points ayant pour cosinus direc-

teurs —;— >
-^—^— ,

—-

—

, les composantes de l'attraction

suivant les trois axes coordonnés seront

^ __7n{a: — a) m(y — b) jn{z — c)

j.i j.i j.i

Si, au lieu d'un seul point attirant, on en a plusieurs, on

aura, pour les trois composantes,

^_y^ m{x — a) Y— V ^^^^y~ ^^ ^_ V^ m(^ — c)

Enfin, si les points attirants forment un corps continu, on

le décomposera en éléments infiniment petits. Soient :^,y, z

les coordonnées d'un de ces éléments, dV son volume,

[A r=f(^x, y, z) sa densité; sa masse sera jA<iV; les compo-

santes de son attraction seront

\x cl\
,

— [j- d\ ,
—-— [Ji d\j

f.6
• ,..i . '

j.

et les composantes de l'attraction totale seront données par

les intégrales

(3) Z=§illf,arfV,

étendues à tout le corps attirant.

J. — II. i3
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191. Ces composantes sont les dérivées partielles par rap-

port à a, b^ c de l'intégrale

(4) u-^S*^'

qu'on nomme le potentiel àw point a, b^ c. On a, en effet,

d'après une règle connue,

^U _ n — v-dN dr

da ~ ^ /•'- da

D'ailleurs

(5) r*=r(^-a)-^+(/-6)^-f-(j-c)S

d'où

da

ôr
Substituant dans l'intégrale précédente la valeur de j^

tirée de cette équation, il viendra

On trouvera de même

(7) ^=^'

(8) -^=Z.
de

Une seconde dérivation donnera

et de même
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Ajoutons ces trois équations; il viendra, en tenant compte

de (5),

, ,
d^V â'\] d'U

^ da^ db^ âc^

192. Les différentiations sous le signe /, qui nous ont

fourni les résultats précédents, ne sont permises, sauf examen

ultérieur, que si les fonctions à intégrer restent continues et

si le champ d'intégration est fini. Ces conditions seront satis-

faites, si l'on suppose : i^ que le corps attirant a des dimen-

sions finies; 2° que la densité est partout continue; 3*^ que

le point (a, b, c) est extérieur au corps attirant.

Mais, si le point (a, 6, c) fait partie du corps attirant,

- devenant infini en ce point, une nouvelle discussion de-

vient nécessaire. Elle nous fournira successivement les ré

sultats suivants :

193. Les intégrales U, X, Y, Z restent finies et déter-

minées.

Posons, en effet,

/ ^ =r a + r sin6 cos^l^,

(i3) { y = ^ -f- r sinO sin'l,

' 5 ^iz c -h r cosO,

d'où

il viendra

(iV=:r-sln0â?r<iO^4^;

U = Ç!xrsin0r//-^6^'>,

X =: V ;jL sin^ ces '^ dr d^ d\^

Sous cette nouvelle forme, la fonction à intégrer ne devient

plus infinie.

Au contraire, les intégrales (9), (jo), (11) conserveront /'
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aa dénominateur, et il serait aisé de s'assurer qu'elles sont

indéterminées.

194. LJ intégrale U a encore pour dérivées partielles

X, Y, Z.

On a, en effet (lo9), en désignant par /•' ce que devient /•

par le changement de a en a -H A,

lorsqu'on fait tendre vers zéro d'abord h, puis le champ de

l'intégrale qui figure au second membre.

Or, /', r' , h étant les trois côtés d'un triangle, on aura

j
r'— r

I J I

A
I

et, par suite,

ix(r'-/-)

h \ r r'

[j. _ / I r

hrr'

Le module de l'intégrale aura donc pour limite supérieure

S\xdW c\ [J.<^V

Or, si nous passons aux coordonnées polaires définies par

les équations (i3), la première de ces deux intégrales de-

viendra

^ [JL sinG dr d^ d'h^

et tendra évidemment vers zéro, si le champ d'intégration

décroît indéfiniment. Il en sera de même de la seconde inté-

grale, si l'on prend des coordonnées polaires ayant leur centre

au point (a -|- h^ 6, c).

Les dérivées partielles X, Y, Z étant toujours finies et dé-

terminées, le potentiel U sera continu dans tout l'espace.

195. Les fonctions X, Y, Z sont également continues

dans tout V espace, et leurs dérivées partielles sont finies

et déterminées dans tous les points où les dérivées par-
^Lfc ^[j, diJ-

tielles -V-) -r-? -T- sont continues,
or OY o^-
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En effet, considérons par exemple l'intégrale X. Si l'on

y change ^ en ^ + /^, elle deviendra

C\ X — a — h
1^ ^V.

Supposons
I

h\ moindre qu'une quantité fixe o.

Décomposons le champ en deux régions D et <:/, cette

dernière étant une sphère d'un rayon R plus grand que o et

ayant pour centre le point («, ^, c). L'intégrale partielle V
étant continue, il suffira, pour établir la continuité, de mon-

trer que, en prenant R et o assez petits, on pourra faire en

sorte que le module de la seconde intégrale partielle

,~;r^:^^V

soit constamment moindre qu'une quantité arbitraire £(156).

Prenons pour nouvelles variables des coordonnées po-

laires, 7"', Ô, ^ ayant leur centre au point (a+/i, h, c). L'in-

tégrale ci-dessus deviendra

V [JL sin^O ces 6 dr' d^ d'^.

et, si M désigne le maximum du module de jjl dans la sphère

d, son module sera moindre que

M Q sinO^r^/Ortft];.

11 sera a fortiori moindre que cette dernière intégrale,

étendue à une sphère de rayon R -f- o décrite autour du point

(rt-f-A, h^ c), car cette nouvelle sphère contient la sphère d.

Mais cette nouvelle intégrale a pour valeur

M.27:.2(R+ o).

Si nous faisons décroître R et ô, M ne pourra que décroître.

L'expression précédente tendra donc vers zéro, et pourra

.être rendue moindre que s.
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196. Cherchons la dérivée de X. On connaît déjà celle de

l'intégrale V . Quant à celle de l'autre intégrale partielle W ,

elle est égale, par définition, à la limite vers laquelle tend,

pour h := o, l'expression

Changeons ^ en ^ -f- A dans la première intégrale; elle de-

vient

di désignant une nouvelle sphère égale à d^ mais déplacée

de la quantité h du côté des x négatifs, et tj., la densité au

point {x -H A, y^ z).

On aura, d'autre part,

p désignant la partie de d qui n'appartient pas à <i<, et p, la

partie de c/, qui n'appartient pas à d.

L'expression (i4) deviendra donc

U'I !X Oi^
197. A la limite, ^-^—,—- tend vers —? quantité finie et dé-

Xi a.v ^

terminée. La première intégrale deviendra donc

Cette expression, de même forme que l'intégrale X, sera finie

^.rj^r.'""-



DES FONCTIONS REPRÉSENTÉES PAR DES INTÉGRALES DÉFINIES. I99

et continue, et tendra évidemment vers zéro, si le rayon des

sphères décroît indéfiniment.

198. Passons à l'examen de la seconde intégrale X .

wSoient r,8,'^ les coordonnées polaires d'un point V {fig.'^)

pris à la surface de la sphère <:/, PQ la portion du rayon vec-

teur interceptée entre les deux sphères d elcl^. Par le point Q,

menons une parallèle QRaux ^positifs. La quantité QR = Ji

étant infiniment petite, le triangle PQR sera sensiblement

rectangle et donnera

PQ == A cos PQR =r A ^1^1^

.

Gela posé, soit di ^= r- s\xi^ d^ dà un élément de la surface

sphérique contenant le point P. L'élément de volume </V,

intercepté dans la région
p
par le cône de base di ayant son

sommet à l'origine, sera évidemment

V(^drs = hr{œ — a) sinO<iO(i^,

et l'élément correspondant de l'intégrale sera

—-— \x7-{x — a) sinO<iO<n?(]> = \x sin^Ô cos-'WO f/6.

Les éléments de la troisième intégrale se calculeront de la

même manière, avec cette différence que, x étant << a, la
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quantité PQ, qui doit toujours être prise positivement, ne

1 , 1 , , ^ — a . ^ Il (a — œ)
sera plus égale a li —— > mais a > ce qui entraînera

un changement de signe.

On aura donc, en réunissant ces deux intégrales,

— C -I- C — — f sin^^d^f [xcos'-'^d^.

Si nous faisons décroître indéfiniment le rayon de la

sphère d, la densité ui tendra vers une valeur constante a,),

égale à la densité au point (a, b, c); et l'on aura

~ S "^ S ^~^' f sin^^O^Ô r cos'^d'
^"^

On aura, par suite.

Cette valeur sera finie et déterminée, si le premier terme

du second membre tend vers une limite fixe lorsque le

rayon p de la sphère d tend vers zéro.

Pour montrer qu'il en est ainsi, il suffit d'établir que d,

d' désignent deux sphères concentriques de rayons infini-

ment petits p, p', l'intégrale

prise dans la couronne comprise entre ces deux sphères, est

infiniment petite.

Or la formule de Taylor, arrêtée à son premier ternie,

donne
[x=[Xo4-A(^ — <2) + B(r — ^)-hC(s — c),

A, B, G étant les valeurs de -r^ > V- ' "r" en un point dont les
' ' doc oy ôz ^

coordonnées sont

a + 6(^ — «), b-^^{y—b), c' + 6(^ — c),
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étant compris entre o et i. Ces dérivées partielles étant

continues au point «, h, c, les modules
|
A

|, |
B

|, |
C

[

reste-

ront, aux environs de ce point, inférieurs à un nombre

fixe M.

Substituons la valeur ci-dessus de [jl dans l'intégrale. Le

premier terme

I ?>{x — aY'

\^d-d' L f
[x^dV

prendra, en passant aux coordonnées polaires

.r = a + /-cosG, j- rzz 6 4- /• sin6 cos<|;, ^ == c -f- r sinÔ sintL,

la forme suivante

N/ df
\ (^^

\
(-i + 3cos20) —

c/p Jq ^0

Cette intégrale est nulle, car la première intégration par

rapport à 9 donne comme résultat

cosO — cos^6\'^
=: o.

' /o

Quant à l'intégrale restante

I 3(^— aY-

^d-d' L
'•

[A (^- a) + B (/ - Z>) + G(:; - c)] d\

,

son module sera moindre que

— / ^p / d^ \ I2MsinO<iô=:24M.2TC(p'— p),

«yp t/o Jq

quantité infiniment petite.

199. On obtiendra pour -7717' -^i—r des expressions ana-
^ ôb^ oc- ^

1 ^ 11 j
^-U

,logues a celle que nous venons de trouver pour -y-r) c" ^^s



202 SECONDK PARTIE. — CHAPITRE III.

ajoutant, les intégrales se détruiront, et il viendra

d'V d'V d'U _ ,

formule qui contient, comme cas particulier, celle que nous

avons trouvée plus haut pour le point extérieur, où la den-

sité était nulle.

200. Si la densité -ji est constante, les intégrales X, Y, Z

pourront se ramener, et cela de plusieurs manières, à des in-

tégrales doubles.

On a, en effet,

X = ji, V '

—

-— dx dy dz =z — ix W -— dx dy dz

et, par suite (149),

Scos?*"7X rzz — U. "^ ^^^^ dG.

D'autre part, prenons pour variables des coordonnées po-

laires ayant leur centre au point «, ^, c; on aura

Or on a

X = [x C —--- sin dr d% d^.

— -— = cosKa,

RX désignant l'angle du rayon vecteur avec l'axe des x. Cette

quantité étant indépendante de r, l'intégration par rapport

à /' donnera (loO)

cosRX cosNR

-s d^.

201. Attraction d'un ellipsoïde. — Appliquons ces ré-

sultats à la recherche de l'attraction exercée par l'ellipsoïde

œ^ y- z'

a^ ?- ï'

que nous supposerons homogène et de densité i
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Cette équation peut être remplacée par le système des

trois suivantes :

X ^^n ces/?,

r =: p sin/> cos^,

^ rr: Y sin/> sin^,

où p variera de o à tt et <yr de o à 27:.

On a

ùx
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Cherchons comment varie la quantité ?, lorsque l'on fait

varier les axes a, ,3 , y de telle sorte que les différences

(j- — a- = 8, y-— a- = 0, demeurent constantes.

En vertu de ces relations, une seule de ces variables, a par

exemple, sera indépendante, et l'on aura

a ^a — [3 (ip ^
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202. Supposons d'abord le point extérieur. On aura

d\^o, d'où ^zrzC, X = GapY,

G désignant une constante; d'où ce théorème énoncé par

Maclaurin :

Les composantes des attractions de deux ellipsoïdes

liomofocaux homogènes sur un point extérieur sont pro-

portionnelles à leurs masses.

On sait, d'ailleurs, que X est une fonction continue des

coordonnées du point attiré. Le théorème subsistera donc

encore lorsque ce point, au lieu d'être situé en dehors de

l'ellipsoïde attirant, sera sur sa surface extérieure.

Le problème de l'attraction sur un point extérieur se

trouve ainsi ramené à celui de l'attraction sur un point de

la surface, lequel n'est qu'un cas particulier de l'attraction

sur un point intérieur.

203. Passons donc au cas du point intérieur. On aura

a de,
^Tza dce.

d'où

,^ , dy. , di
de, :=! [\'K a -^h a-v/(o + a2)(S,+ '/^)

et, par suite.

t/ oc

doL
const.

cV(^ + a'^)(Oi+ ^'')

Pour déterminer la constante, on remarquera qu'en vertu

de la formule (i5) ^ tend vers zéro quand a augmente indé-

finiment; car /• tend vers co en même temps que a, [B et y;

donc la constante est nulle. On aura donc, en remplaçant

pour plus de clarté la lettre a par t sous le signe d'intégra-

tion,

X = a^Y^ — 4 TiaPY a / ,
'

X t'-^{o^t'^){o,-i-f')
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oc

ou, en posant ^ = - et remarquant que 3==^-— a-,

Une permutation circulaire donnera Y et Z.

On remarquera que X, Y, Z varient proportionnellement

aux coordonnées a, b, c. On aura donc à calculer les mêmes
intégrales, quel que soit le point attiré.

Remarquons, en outre, que X, Y, Z ne dépendent que des

rapports des axes a, ,3, v. Si donc on remplace l'ellipsoïde

par un autre ellipsoïde homothétique, l'attraction restera la

même; d'où ce théorème :

Lattraction d^ine couche homogène limitée par deux
ellipsoïdes concentriques et homothétiques est nulle sur

tout point intérieur.

204. Le cas où l'ellipsoïde se réduit à une sphère mérite

une attention particulière. L'attraction sur un point exté-

rieur est la même que celle de toute sphère concentrique de

même masse. En faisant décroître indéfiniment le rayon de

la sphère, on arrive à cette conséquetite :

L'attraction dhine sphère homogène sur un point inté-

rieur est la même que si toute la masse était réunie au

centre.

205. Potentiel d'une surface. — Supposons maintenant

que le corps attirant, au lieu d'avoir, comme précédemment,

trois dimensions, se réduise à une surface. Soient di un élé-

ment de cette surface, a sa densité; on aura, pour le poten-

tiel, l'intégrale double
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et, pour les composantes de l'attraction,

ôa

S

*=^'

z=.v^<---)rf. =g
Si le point est sur la surface attirante, ces formules peu-

vent devenir illusoires. 11 y a donc lieu de les discuter.

^06. Pour plus de simplicité, prenons pour origine des

coordonnées le point («, h^ c), et pour plan des xy le plan

tangent en ce point. L'intégrale U restera finie et continue

en ce point.

Soit en effet (A, A", /) un point voisin de l'origine. Sup-

posons
I

/i
|,

\k\,
\
l\ moindres qu'une quantité fixe S. La va-

leur correspondante de U sera donnée par l'intégrale

Traçons sur le plan tangent, avec l'origine pour centre,

un cercle de rajon R;> 20. Soient d la région interceptée

dans la surface par un cylindre droit ayant ce cercle pour

base; D le reste de la surface.

L'intégrale ci-dessus se décompose en deux autres, S^;

et Si). La seconde est évidemment continue ; il suffira donc

de montrer que R et 8 peuvent être pris assez petits pour

que le module de S^/ soit <C £.

Prenons pour variables des coardannées sexni-pofaires 0,

9, ^ définies par les relations

cT =: A -+- p cosO, y =: /: -h p sinO, ^ = / 4- Ç.

L'intée:rale deviendra

[xdn n jJL p dp dO

Uv/^
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à désignant le petit angle formé par le plan tangent à l'élé-

ment d<7 avec le plan des œy.

Soit M le maximum de —L dans la réerion d: le module
cost];

^

de l'intégrale ci-dessus sera au plus égal à MS^/p d^. Mais

on a évidemment dans toute Ja région d

p^R+ |A| +
|
A-|<R + 25.

Cette dernière intégrale sera donc moindre que la sui-

vante

X27r
^R+20

dO / 4=:M.27r(R+20).

Si R et 8 décroissent, M ne peut que décroître. Cette ex-

pression tend donc vers zéro avec R et 8, et peut être rendue

moindre que £.

207. L'intégrale Z reste également finie et déterminée au

point a= b =^ c = o. On peut, en effet-, la décomposer en

deux autres Z^/ et Z^, prises respectivement dans les régions

d ci D. La dernière est finie; quant à la première

"=S,
[xz da

l'emploi des coordonnées semipolaires

^ = pcos6, j'=:psinO, ^=tî

permettra de la mettre sous la forme

S[ji.
zp dp <r/0

Son module sera fini; car il est au plus égal à

< Mm C dpM < Mm.aiiR
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m désignant le maximum d( lequel sera fini, car le

plan des xy étant tangent à la surface, z est, aux environs de

l'origine, du second ordre en x^y^ comme p-.

L'intégrale Z présente toutefois une discontinuité remar-

quable lorsqu'on traverse la surface. Supposons, en effet,

// z=: o, /{• = o et / infiniment petit; on aura

ars -z:^ Lfi -\- L^^.S'-^

Zj) variant d'une manière continue, il suffira de considérer

la première intégrale. Elle a pour premier terme

\xz di C\ \^ z p do d^

r' ^ O ces

Cette quantité, dont le module est encore moindre que

Mm.27uR, tend vers zéro avec R, quel que soit /, et, par

suite, ne donne lieu à aucune discontinuité.

Reste l'intégrale

St
Le champ d'intégration étant très petit, la densité a restera

sensiblement égale à u-o, valeur de la densité à l'origine;

drj sera sensiblement égal à o do d^; enfin

'• = v/p'-+-i---0^

pourra être remplacé par \/p-H-/-, car, z étant de l'ordre

de p- et / très petit, 2lz et z- seront négligeables par rap-

port à p2.

On aura donc sensiblement, pour la valeur de l'intégrale

cherchée,

, n pdpd^
"^^^"-'S i'

J. -ïl. ,4
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p variant de zéro à R et 9 de zéro k 2t:. L'intégration don-

nera
I T

27:/[Xo

v/R^+/2 ^/2

Si / tend vers zéro, le premier terme de ce produit tendra

vers zéro et le second vers — 27zu.q ou + ^tziao, suivant que

/ sera positif ou négatif.

La composante Z de l'attraction variera donc brusquement

de la quantité — 4'^1^0) lorsqu'on traverse la surface atti-

rante en se déplaçant sur la normale.

Enfin l'on reconnaît sans peine que, sur la surface atti-

rante, X et Y sont indéterminées.

208. Désignons, pour abréger, par AV l'expression

^-V â'-V d'V
,

dx'^ dy^ dz-

L'équation aux dérivées partielles

AV=r.o,

que nous venons de rencontrer dans la théorie du potentiel,

joue un rôle considérable dans la Physique mathématique.

Les fonctions qui j satisfont ont reçu le nom de fonctions

harmoniques. Nous sommes en mesure d'établir à leur

égard quelques théorèmes généraux.

Soient, en effet, U, V deux fonctions de x^ y^ z continues,

ainsi que leurs dérivées premières, dans un domaine fermé T.

On aura

dz dz
~'

dz dz dz'^

Intégrons dans le domaine T. La première intégrale du

second membre se ramène à une intégrale double (14-9);

on aura donc, en désignant par d^ l'élément de volume de

l'espace T, par d:r l'élément de surface de sa frontière, et
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par NZ l'angle de la normale extérieure à l'élément avec les z

positifs

Permutons circulairement x, j', z dans cette formule,

ajoutons les résultats obtenus et posons, pour abréger,

O V à.r dx "^ dy dv
~^

âz dz)
'^'''

il viendra

I:=Qu[^-^cosNX+^cosNY+^'cosNzW7-CuAV^r.

L'intégrale double qui figure dans cette formule peut être

écrite sous une forme plus condensée. Soient, en effet, ùr,

8/, Qz, ùV les variations qu'éprouvent ^, y, 5, V lorsque,

partant d'un point de la surface, on se déplace de la quantité

infiniment petite 3N sur la normale intérieure; on aura

0^ = — m cosNX, 0/ =z — 8N cos NY, ^z~— 3N ces IN'Z,

ûV = -r— ùx H i— oy -I o;

ax (Jy az

ôY ,.^ d\ ..^ dV—- cos NX -+- -T- cosNY + —-
ax a y dz

)oN.

L'équation précédente pourra donc s'écrire

Permutant U et V et retranchant, il viendra

)dv,

identité qui constitue le théorème de Green.

Si U et V sont des fonctions harmoniques, cette relation
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se réduit à

Posons, en particulier, U ==; i ; nous aurons

(-7) SS^''^"-

209. Soit (a, ^, c) un point intérieur à T. On reconnaît sans

peine que la fonction

^i^œ - ay'+ {y - bf --r {z - cY

est harmonique. Elle n'est pas continue dans la région T,

mais elle le sera dans le domaine T' obtenu en retranchant

de T une sphère s d'un rayon p infiniment petit ayant son

centre en (a, 6, c). On pourra donc apphquerla formule (i 6)

aux deux fonctions - et V dans la région ï', ce qui donnera

- ^,x \ ,/ -

l'intégrale ^ étant prise sur la surface frontière de T, et

l'intégrale V sur la frontière de la sphère.

Il est facile d'évaluer cette dernière intégrale. En effet,

sur la sphère, r a une valeur constante p. Le dernier terme

de l'intégrale est donc

et s'annule en vertu de la formule (17) qui peut être appli-

quée à la sphère.

On a d'ailleurs

> I
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car, IN désignant la normale intérieure àT'(oii extérieure à la

sphère), 8N et 8/- sont égaux. Donc

8-

S'^M— ?S'^-

D'ailleurs, la sphère 5 étant infiniment petite, la valeur de V
en chacun de ses points diffère infiniment peu de la valeur

V(«^, b, c) qu'il possède en son centre; cette intégrale aura

donc pour valeur limite

— V(a, b, c)^\d^—~ .4^V(r/, b, c).

Nous aurons donc

(i8) 47:V(a, ^, c)

210. Supposons, en particulier, que T se réduise à une

sphère de ravon R et de centre a, 6, c; cette formule se

réduira, d'après le calcul fait plus haut (en remarquant qu'ici,

N représentant la normale intérieure à la sphère, on a

Tjr =. — oN, ce qui change le signe du résultat), à

(.9) 4^V(«,i,c)=.jijj^Wa.

On en conclut ce théorème :

Théorème. — Une fonction harmonique V, continue

dans une région T sans être constante, ne peut avoir ni

maximum ni minimum à l' intérieur de cette région.

En effet, supposons par exemple qu'elle eût un maximum

Vo au point (a, 6, c). Traçons autour de ce point une sphère

d'un rayon /' arbitraire, mais assez petit pour que la sphère

soit intérieure à T. Supposons qu'en un point x^ j', z de la

surface de la sphère, V fût moindre que son maximum Vq et

fût égal à Vo — oc. Soit o une quantité moindre que a. On
pourra assigner une quantité £ telle qu'en tous les points de
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la surface de la sphère dont la distance à x^ jk, ^ est moindre

que £, V soit encore moindre que Vq — a + o. Soient s

Taire de la région cl formée par l'ensemble de ces points;

/\T.r-— s l'aire du reste D de la surface spliérique
; V n'y

pourra surpasser Vq. On aura évidemment

<;^(Vo-a4-S)5+^Yo(4T:/-^-5)<4^Vo,

ce qui contredit l'équation (19).

Donc la fonction V doit conserver aux environs du point

((,, b^ c la même valeur Vq qu'en ce point lui-même
;

et, en

cheminant de proche en proche, on voit qu'elle sera constante

dans toute la région T.

211. Corollaire. — Une fonction harmonique continue

dans la région ï est complètement déterminée lorsqu^on

connaît sa valeur en chaque point de la frontière de T.

En effet, soient deux fonctions V,W admettant les mêmes
valeurs aux divers points de la frontière; leur différence

V —W sera nulle sur toute la frontière de T. Elle le sera

aussi à son intérieur, car autrement elle devrait admettre un

maximum ou un minimum.

212. On est conduit à se demander s'il existe toujours une

fonction harmonique V continue dans la région T el prenant

aux divers points de sa frontière un système de valeurs donné

a priori (sous la seule condition de varier d'une manière

continue). Cette question célèbre, connue sous le nom de

problème de Dirichlet, a été l'objet de nombreux travaux

de MM. Schwartz, Neumann, Poincaré, etc. Ils l'ont résolue

par l'affirmative, sauf quelques légères restrictions.

Nous nous bornerons à traiter la question dans le cas d'une

sphère.

A.dmettant provisoirement l'existence de la fonction cher-
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chée, nous déterminerons d'abord sa forme; et nous vérifie-

rons ensuite qu'elle satisfait aux conditions requises.

Soient

R le rayon de la sphère;

(<7, b^ c) un point intérieur quelconque;

/ z=i y/a- ^- b- -i- c^ sa distance au centre.

Nous aurons, d'après les formules précédentes,

Dans l'intégrale du second membre ligurent, outre les

V
valeurs de V sur la surface de la sphère, celles de -^> qui ne

sont pas des données de la question. Mais on peut les éli-

miner par l'artifice suivant.

Au point (a, 6, c) intérieur à la sphère correspond, comme

on sait, un point conjugué (a,, b^^c^) situé sur le même

diamètre, à une distance /, du centre donnée par la formule

et les distances r, r, des deux points conjugués à un point

quelconque de la surface de la sphère seront dans un rapport

constant

ri _ R
/• "T*

Appliquant la formule de Green à la fonction V et à la

fonction harmonique—? laquelle reste continue dans la sphère,

on aura

Multiplions cette équation par y > et retranchons-la de la



21 6 SECOiNDE PARTIE. — CHAPITRE III.

précédente, il viendra

Or on a évidemment {fig. 9)

(a.,.b,,c,^) (ct.àc)

8-
r

M''

De même

I or I I R2+,-2__/2

8l

8N
j R^ +/•;-/;
r\ 2R/1

Substituant ces valeurs et remplaçant ensuite /',, /< par

leurs valeurs

_ Rr
, _ R'

T' /

on aura enfin

(20) 4^V(«,6,c)=~§î^^Vrf..

Telle est la forme nécessaire que doit avoir la solution si

(îUe existe. Mais il reste à prouver que la fonction ainsi ob-

tenue satisfait bien aux conditions requises.

!213. i^ Tant que le point (a, b^ c) reste intérieur à la
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sphère, /'n'est jamais nul. L'intégrale et ses dérivées partielles

successives sont donc continues.

L>." C'est une fonction harmonique. Posant, en effet, poui

/=-73—

'

et tenant compte des relations

R2 :^ ^^2 _^ _^,2 _^ .2^ /2 ^ ^2 _^ ^2 _^ ^2^

on trouve aisément

d-f_ 3(R2— /2) i5([\2_/2)(^_^;)2 2 ^oa{n — x)

oa- 1'" r^ r^ /-'

et de même pour -.y^) -j^- Ajoutant ces trois expressions et

réduisant, il vient

et, par suite,

^2v ^2v d-M _ I C\ld'-f d'^f à'f\.r. _
5^ "^

^z;^
-^^ -^ " 4-"R o V5^

"^ ^ "^ ^ ; ~ ''•

3° 11 reste à prouver que cette fonction prend, en chaque

point de la surface de la sphère, les valeurs qui lui ont été

assignées d'avance, et qui ont été adoptées pour le calcul de

l'intégrale.

R nous suffira, pour cela, de montrer que, si le point

A==i(a, b, c) tend vers un point Ao = (aoj ^or <^o) de la

surface de la sphère où la valeur assignée soit Vq, l'inté-

grale

tend hien vers Vq.
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Cette intégrale est la somme des deux suivantes :

La première représente une fonction harmonique continue

ayant la valeur constante Vo, à supposer que cette fonction

existe, ce qui est évidemment le cas, car toute constante sa-

tisfait à l'équation AV =^ o.

Donc la première intégrale a pour valeur Vq. Reste à

prouver que la seconde tend vers zéro.

Les valeurs assignées à V sur la sphère variant d'une ma-

nière continue, leurs modules ne surpasseront pas un maxi-

mum fixe M. Si, d'autre part, nous décrivons autour du

point Aq un petit cercle correspondant à un arc trigonomé-

trique o infiniment petit, dans la calotte d ainsi détachée de

la sphère,
|

V— Vq
|

restera inférieur à une quantité £ éga-

lement infiniment petite.

Dans le reste D de la surface sphérique, chaque point sera

à une distance de Aq au moins égale à 2..sin^ 8, et, si t] est la

distance de A à Aq, r sera au moins égal à ajin ~ à — Tj. Enfin

/ sera au moins égal à R— r, , et R- — /^ ^ ( 2 R — '^i ) 'z', •

Cela posé, décomposons notre intégrale

s
R2— /2

n deux autres, correspondant aux deux régions d et D. On
aura

et, d'autre part,

kJd f (2 sm J
— T))"^

Ces deux axpressions tendront toutes deux vers zéro, si

l'on fait décroître suffisamment d'abord r^, puis o.
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214. Théorème. — Une fonction harmonique V con-

tinue dans tout Vespace, et dont le module reste infé-

rieur à une cjuantité fixe M, est nécessairement une

constante.

Appliquons, en effet, la formule (20) pour une sphère

d'un rayon infini R, à la détermination de V (a, b^ c) et de

Y(o, o, o). On aura

4xV(o,o,o)--^-|^^^V

4-[V(«, 6,c)-Y(o,o,o)]= j^^

d

R
Or, si R tend vers co, — tend vers i, et

|
Vl reste <] M par

hypothèse. La fonction à intégrer est donc infiniment petite,

et, le champ étant fini, il en est de môme de l'intégrale. Donc

Y(«, b. c) ~ V (o, o, o).
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CHAPITRE IV.

SÉRIES DE FOURIER.

I. — Intégrales de Fourier.

21o. Théorème. — Soit o {oc) une fonction de x, qui

admette, dans un intervalle donné Ps^^ (B^A), une in-

tégrale finie et déterminée.

Soit, d'autre part, f{x), une fonction bornée et non

croissante {ou non décroissante) dans le même inter-

valle.

Uintégrale de f{x) '^{x), dans Vintervalle AB, sera

finie et déterminée, et l'on aura

I
f{jc)o{x)dx^^f{k-^o)l o{x)dx^f{B — o) ^{x)dx^

\ désignant uns quantité comprise dans V intervalle AB.

Cette proposition, due à M. Ossian Bonnet, est connue sou^

le nom de second théorème de la moyenne.

Pour l'établir, supposons d'abord A et B finis, et o{x)

intégrable dans tout le champ; f{x) cp (^), étant le produit

de deux fonctions intégrables, sera intégrable.

Pour obtenir l'intégrale, nous décomposerons le champ
par des points de division x^ = A, ^05 • • -, ^«+1 = B en élé-

ments infiniment petits A.r,, ..., ^.Xn\ dans l'intérieur de cha-

cun d'eux, nous prendrons arbitrairement un point \i et nous

chercherons la limite de la somme
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Or soient M/, mi et 0/ = M/ — mi le maximum, le mini-

mum et l'oscillation de
'f (^) dans l'élément A.r/; le facteur

c3 (^/) A^i sera compris entre M-i^Xi et mi^Xi'^ il en est de

même pour l'intégrale

r
on aura donc

cp(^,.) A^,- =r / '^{x)dx -H /•,-,

I

ri\ étant au plus égal à O^A^/; et, par suite,

La première somme du second membre peut évidemment

se mettre sous la forme

Or les facteursy*(^/) — /(^/-i) sont tous de même signe et

ont pour somme /(ç/^) — /(?<)•

La somme des termes où ils figurent sera donc de la

forme

[/(l,) -/(;,)]:-,

[JL étant une quantité comprise entre le plus grand et le plus

petit des facteurs

/ o{x)dx,

et, a fortiori, entre le maximum et le minimum des valeurs

que prend l'expression

/ ^{x)dx,
J\

lorsque \ varie de A à B.
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Nous aurons donc

Faisons maintenant décroître indéfiniment les intervalles

àxi. Le premier membre tendra vers l'intégrale

X f{x)o{x) dœ :

H, tendra vers A, \,i vers B, et par suite/(^,) vers /(A+ o),

fÇin) vers /(B — o). Enfin I,rif(^i) tendra vers zéro; car

son module est au plus égal à LHOi^œi, L désignant le

maximum de \f{^)\ dans l'intervalle AB; or, cp(^) étant inté-

grable, SOiA.^/ tend vers zéro. Donc pi tendra aussi vers une

limite déterminée [^.q, qui sera comprise, elle aussi, entre le

maximum et le minimum de l'intégrale

j ^{x)djc.

Mais cette intégrale^ étant une l'onction continue de Ç,

prend toutes les valeurs comprises entre son maximum et

son minimum. On peut donc assigner à ? une valeur telle

qu'elle soit égale à u.y. Donnant à ^ cette valeur, on aura

l'équation limite

^.B ^ B

/ f{œ)o{x)dx= f{k-^-o) ^{œ)dx

H-[/(B-o)-/(A-+-o)] f o{x)dx

=/(Ah-o) r o(^-)^^-i-/(B — o) Ç o{x)dx.

216. Passons au cas où le champ AB, étant encore fini,

contient des points singidiers c, c', ... aux environs des-

quels ^[x) cesse d'être intégrable. Décomposons encore le

champ en éléments infiniment petits A^,, . . . , A^^-
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Désignons en général par Ixi ceux de ces éléments qui ne

contiennent pas de point singulier, par A^y^ les autres. Dans

chacun des éléments A^/, on peut intégrer la fonctioii

f(x)z)(jo), et si la somme

11
tend vers une limite fixe, ainsi que nous allons le prouver, ce

sera la définition de l'intégrale

f
II

f{œ)o{œ)cLr.

Le champ d'intégration D formé par la somme des élé-

ments Axi se compose évidemment d'une somme d'inter-

valles ûi biy «2^2» • • • d'un seul tenant, séparés les uns des

autres par des points singuliers. A une autre décomposition

de AB en éléments infiniment petits correspond un chamj)

analogue D'et nous devons montrer que la différence

ff{x)o{x)clx~ (f{x')o{x)dx

est infiniment petite. Or soit

D"=:D + ^^D'4-^'

le champ formé par la réunion de D et de D'. Il suffira de

prouver que la différence

£-/:=/•

est infiniment petite ; car la même démonstration étant appli-

cable à.
I
— / , / —

I
sera la différence de deux infini-

ment petits.

217. Le domaine d se compose d'une suite de domaines

partiels t//, respectivement contenus dans les éléments Aj^aî
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chacun de ces derniers, tel que dk-, est lui-même formé par

une série de domaines d'un seul tenant, ay^, jB^^i , ..., ayi^m^A/w,

séparés les uns des autres par des points singuliers. Appli-

quant à chacun d'eux le second théorème de la moyenne, il

viendra

Soit L le maximum de |/(^)| dans l'intervalle AB. Le mo-
dule de la somme ci- dessus ne pourra surpasser

l[\Ù \Jp,,

Pu

11.

Or chacune des deux parties de cette dernière somme est

infiniment petite.

En effet, l'intégrale

/ ©(cT) da;

-A

étant déterminée, par hypothèse, l'intégrale

co ( .r ) dœ
i-

ne subira plus que des accroissements infiniment petits si l'on

subdivise les éléments Lxh par de nouveaux points de divi-

sion choisis d'une manière quelconque.

Introduisons tout d'abord comme nouveaux points de di-

vision les points extrêmes a/f, et ^j^m de chacun des do-

maines dk' Le champ d'intégration D pourra se trouver

accru de quelques éléments^ appelons D, ce qu'il devient

par cette adjonction.

Soient maintenant y-kp^kp ceux des intervalles a^ pour les-

quelles l'intégrale

i
o{x) dx
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est positive; ct/çn^/m ceux pour lesquels elle est négative. Si

nous ajoutons tous les points a^^ et ^^p aux points de division

précédents, le champ d'intégration 1l)^ se trouvera accru des

éléments oLf^pq^p, et l'intégrale correspondante se trouvera

accrue de
h,

Ajoutons encore les nouveaux points de division a^/^ et ^/ai ',

nous obtiendrons un accroissement négatif,

^^) dx,

Ces deux accroissements sont infiniment petits, par hypo-

thèse. 11 en sera de même de leur différence, laquelle est évi-

demment égale à la somme

u

u>

si/"-''-
^\x) dx\

an

étendue à tous les éléments a^.

En introduisant comme nouveaux points de division d'à

bord ceux des points ^ et \ pour lesquels l'intégrale

,r
cp ( .r ) dx

est positive, puis ceux pour lesquels elle est négative, on

trouvera de même que

• Pu

cp ( :r ) dx
'lu1\L

est infiniment petit.

218. Ayant établi, par ce qui précède, que l'intégrale

/ J{,x)'o{x)dx~\\m\ i f{x)o{x)dx

est déterminée, il est aisé d'achever la démonstration du

théorème.

J.-II. i5
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Appliquant, en effet, à chacune des intégrales partielles le

second théorème de la moyenne, la somme du second membre
pourra se mettre sous la forme

(I
) / /(^/~Ho)/ ^{x)dx-^-f{Xi^^—o) l ^{x)dœ\.

Cette somme n'est étendue qu'aux éléments A^^-; mais on

peut y ajouter, sans altérer sa limite, des termes analogues

correspondant aux éléments ^Xk] car la somme des modules

de ces termes ne pourra surpasser

vTl r' I I r""'"' , IlL > /
^{oc)dx\ + / o{x)dx\

,

^Ll/r, '

I 14 IJ

expression dont les deux termes ont zéro pour limite.

La somme (i) étant maintenant étendue à tous les éléments

A^, remplaçons chacune des intégrales qui y figurent par la

différence de deux intégrales ayant B pour limite supérieure;

elle prendra la forme suivante

/(A + o)j 4-^ [/(^,^, - o) -/(^H- o)-\J

=:z:/(A4-0) f +[/(B-0)-/(A4-0)]|i.,

|7. étant intermédiaire entre le maximum et le minimum de

l'intégrale

I (^{x)dx,

et la démonstration s'achèvera comme au n" 215.

219. Supposons enfui le chauip infini, du côté des x po-

sitifs, par exemple. L'intégrale

/
f{x)'o{x)dx—\im

I
f{x)^{x)dx
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sera déterminée; en effet, si l'on y change B en C, son ac-

croissement pourra être mis sous la forme

i f{x)^{x)dx~ /(B-f-o) r <^{x)dx

+/(G — o) f o{x)dx.

11 est infiniment petit; car les deuK intégrales le sont, et

/(B 4- o) et /(G — o) ont un module au plus égal à L.

On aura d'ailleurs, en appliquant le second théorème de

la moyenne à l'intégrale prise de A à B,

I
f{x)o{x)dx= /(A^-o)/ '^{x)dx

+/(B — o)/ o{x)dx.

On peut ajouter au second membre le terme

[/(«)-/(B-o)]r?(a;)rfx,
^B

dont la limite pour B ::=i so est nulle. ela posé, le second

membre de l'équation pourra s'écrire

o(^)«'^ + [/(B-o)-/(A.-ho)] / o{x)dx

[/(^) -/(B-o)] f\{x)dxo)] r o

La somme des deux derniers termes est le produit de

/(oo) —/(A -1-0) par une quantité [x, intermédiaire entre

et / . Mais, l'intégrale / étant

une fonction continue de sa limite inférieure, on pourra

trouver une quantité 'r\ intermédiaire entre ^ et B, telle que

l'on ait

\k =1 j (j^{x)dx,
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et, par suite,

f{x)^{x)dx-=.f{K+o)j ^{œ)dx

+ [/M-/(A4-o)]/ ^{x)dx

r^/(A + o) r (D{x)dx^f{oo) f ^{x)dx.
^A ^Y]

220. Les théorèmes que nous établirons dans la suite de

ce Chapitre sur les fonctions à variation bornée sont d'une

nature telle que, s'ils sont vrais pour deux fonctions /^ , /2

ils le seront évidemment encore pour leur différence. Nous

pouvons donc, tout en les énonçant dans leur généralité,

admettre dans les démonstrations que la fonction varie tou-

jours dans le même sens, de manière qu'on puisse lui appli-

quer le théorème précédent.

221. Théorème. — Soit /(oc) une fonction à variation

bornée entre A e^ B.

Soit, d^autre part, cp(a, n) une fonction de a et du

paramètre /z, jouissant des deux propriétés suivantes :

i*" U intégrale I cp(a, n) dy., oit h est un nombre quel-
^A

conque compris dans V intervalle AB, a son module infé-

rieur à une quantité fixe L, indépendante de b et de n
;

2° Si n tend vers co, cette même intégrale tend unifor-

mément vers une limite fixe G, pour les diverses valeurs

de h comprises dans un intervalle quelconque contenu

dans AB, mais dont le point A soit exclu.

Pour ces mêmes valeurs de b IHntégrale

i:

b

/(a)o(a, n)d:L

tendra uniformément vers (jf{Ps. ± o){le signe + devant

être adopté si B > A, e^: le signe — si B < A).
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Les deux cas se traitent exactement de même. La seule

différence qui existe entre eux est que, A-}-), désignant un

nombre compris entre A et B, on a

H. /( A + ,)=.)/( A + 0) si B>A,
A=o*^ (/(A — o), SI B<A.

Nous pourrons donc nous borner au cas où B >> A.

Posons
/(a)=./(A + o) + ^(a).

La nouvelle fonction ^(a) variera toujours dans le même
sens, et l'on aura

^{A + o) z=o.

Gela posé, on a

/^ /' pb ^b

/ /(=')'f^«=/(A + o) / cp^a+Z <]>(a)cp^a.

•^A ^A ^A

Si n tend vers oo, le premier terme tend uniformément vers

G/(A+ o). Il suffit donc de montrer que le second tend

uniformément vers zéro.

Soit A + X un nombre arbitraire compris entre A et B; on

pourra décomposer l'intégrale en deux autres

+ / .

A ^X ^A+A

Appliquons à chacune d'elles le théorème de la moyenne
;

il viendra pour la valeur de l'intégrale cherchée

XI
^x+\

odoc^^{A-hX — o) I
^d%

H-'^(A4-X + o) / (^d^i-h^ib — o)
j

^doL,

? étant compris entre A et A -|- >. et Ç, entre A + X et 6.

Le premier terme est nul, et chacun des trois autres

tendra uniformément vers zéro, si l'on choisit d'abord X suf-

fisamment petit, puis n suffisamment grand.
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En effet, lorsque X tend vers zéro, ^(A + À — o) et

tj;(A + ); + o) tendent vers zéro, et les intégrales qui les

multiplient restent finies; car l'intégrale

XA
+ >.

par exemple, est la différence de deux intégrales

A+X ^l

£ ''^^fA

dont chacune a son module << L, par hypothèse,

D'autre part, à{b — o) est fini, et l'intégrale

tend uniformément vers zéro, quels que puissent être ^ et ^,

,

lorsque, après avoir assigné à X une valeur déterminée, on fait

croître n indéfiniment; car b et \^ étant compris dans l'inter-

valle de A -|- X à B, les deux intégrales du second membre
tendent uniformément vers la même limite G.

222. Remarque. — Si la fonction /"(a) dépend d'un para-

mètre x^ la convergence de l'intégrale / f(y.)odcf. vers sa

limite sera évidemment uniforme par rapport à ce para-

mètre, si /(A + à) converge uniformément vers sa limile

y(A dt o), lorsque A tend vers zéro.

Toutefois, si /, au lieu de varier toujours dans le même
sens, comme nous l'avons admis, était la différence de deux

fonctions non décroissantes fi et f2, i^ faudrait, pour la dé-

monstration de ce dernier point, que chacune de ces deux

fonctions, prise isolément, convergeât uniformément vers sa

limite.
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223. GoROLLATRE. — On aurci plus généralement, en

désignant pa?' x une quantité comprise entre A + 6 — B

et h^

lim / /(P)cp(p + A-^,/z)^? = G/(^=ho),
n — ^Jjc

pourvu que la fonction f{^) ait une variation bornée

entre x et h.

En effet, posons

p 4- A — ^ = a.

Cette intégrale deviendra

^6-t-A-x

/ /(a 4- j; — A) cp(a, /i)<ia.

Or h-\- k — x est compris entre A et B, d'après les hypo-

thèses précédentes; on aura donc pour la limite de cette

intésrrale

G/(A+^-A±o)=r G/(^±:o).

D'ailleurs, l'intégrale convergera uniformément vers sa limite

lorsque x varie, pourvu qu'il reste en deçà de h et que, dans

les limites où il se meut, f{x) reste continue (222).

224. Applications. — On satisfera aux conditions du

théorème précédent, en supposant A = o, B quelconque,

sin/za

En eff'et, supposons d'abord B positif. Soient b un nombre

quelconque compris entre o et B, m-r: le plus grand multiple

de TT contenu dans bn ; on aura, en posant /i a = p,

a
an

JÇ
sin n '

[k-^-\)% ^hn\

^0 ^ V-^o Alt
.

yniK^rJ.

^•"^?.

(uhivbiisityI
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Ces intégrales partielles successives ont des signes alternatifs
;

en effet, le facteur sin^ change de signe en passant d'une

intégrale à la suivante. De plus, elles vont en décroissant en

valeur numérique; car, si l'on compare entre eux les élé-

ments qui correspondent à la même valeur absolue de sinp,

l'autre facteur - décroît d'une intégrale à la suivante. A for-

tiori, la dernière intéerrale / ,
qui ne contient qu'une por-i, la dernière intégrale / , qui ne contient qu'une pc

^ mil
^( w -t- 1 ) 71

tion des éléments de l'intégrale / , sera moindre en

valeur absolue que celle qui la précède.

L'intégrale / aura donc le signe de son premier terme i

^0 «^0

et un module moindre.

Mais on a

donc

I / sin 3 ,„

<7r.X
bn • Q

D'autre part, si b se meut dans un intervalle compris entre

o et B, mais d'où le point zéro soit exclu, il ne pourra

s'abaisser au-dessous d'un nombre positif fixe \. Les diverses

' —~- t/[3, correspondant aux diverses valeurs
'

de h^ auront donc leur limite supérieure au moins égale à \n^

nombre qui tend vers go avec n\ elles tendront donc vers une

limite commune

si cette intégrale est déterminée. Nous avons vu (98) qu'il en

est ainsi, et qu'on a

2
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Nous avons supposé B et, par suite, b positifs; s'ils sont

négatifs, on n'aura qu'à changer j3 en — ^ povir retomber sur

l'intégrale précédente, changée de signe. Les conditions du

théorème subsisteront encore; mais on aura

2

2!25. Théorème. — Soient a, b deux quantités fixes

quelconques et x une quantité variable, telles que Von ait

a<^x <,b; soit enfin f{x) une fonction à variation bornée

dans V intervalle ab ; on aura

lim f /(13 ^

sin^(^20
rfp ^ -

[y(^ + o) + /(^ - o)].

En effet, l'intégrale considérée est la différence des deux

suivantes :

i el j ,

r t/ y.

qui convergent respectivement vers

lf{x-^o) et -^/(^-o) (223).

Tant que f{x) restera continue, cette expression se ré-

duira à 'izf(x). Chacune des deux intégrales partielles, et

par suite l'intégrale totale, convergera d'ailleurs vers sa

limite d'une manière uniforme (223).

226. La formule précédente reste applicable si l'intervalle

ab s'étend de — X) à -h oo. On aura, dans ce cas, pour toute

valeur de x,

;[/(^ + o)+/(^-o)] = lim r/(P)—"#^--«f?-
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Mais on a

sin/i(P — x)

oc
/cos[j.(p — x)d]^.

L'intégrale précédente deviendra donc

= lim f d^ f f {^)cos II {'^ — œ) dix

= Jim

br=z M

f^h^ / /(?)C0S[J^(fl— ^)^P

dv- / /(P)cos[x(P — ^)6/|B

Si l'intégrale

^—00

est finie et déterminée, les deux termes complémentaires teii

dent vers zéro; car leurs modules sont au plus égaux à

/ d^f \fm\d?=nj' |/(p)|rfiJ

et

r rfi^ ri/(i3)i^p=« ri/(p)Kp-

et pour a = — oo, 6 = go, les intégrales du second membre
tendent vers zéro.
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On aura donc

Cette formule est due à Fourier.

227. On peut encore satisfaire aux conditions de l'énoncé

du n°221 en posant A =:=i, B = — t, cp(a, ti) = X;^4- X;^^, ,

X^ désignant la dérivée de l'intégrale définie

p'^

X„(a)=:- / (a+y/a-— icos']/)''*:!'''!^,

et l'on aura, dans ce cas, G = —^2.

On a, en effet, d'après cette définition,

r (x;^ + x;^0^^= x«(^) + x„^i(^)-x.(i)-x„^,(i)

I
:=_24-i r (64-v/Z^'^^COS4;)"(h-6H-v/Ô2_,cos.];)6/4/.

Pour les valeurs de Z> comprises entre — i et + i , cette

dernière intégrale aura pour limite supérieure de son mo-

dule

-
/ [^'+(1 — ^>')cos2(|;]i[(i-i-6)2+ (i — 62)cos24;]2^tV

— ^
/ [i — (i — 62)sin2t^]2(i-i-cos24;+ 6sin2i|;)i^t|/
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Celte expression est évidemment inférieure, pour toute

valeur positive de a?, à la quantité finie

/

En outre, elle tend uniformément vers zéro, lorsque n

tend vers oo, pour toutes les valeurs de h comprises entre

1 — X et — i
,
quelque petite que soit la constante À.

En elïet, nous allons déterminer pour n une valeur indé-

pendante de h^ et à partir de lac|uelle cette expression soit

toujours inférieure à une quantité quelconque z.

Si I -h Z? << --
j cette condition sera satisfaite, quel que

soit n. Si I 4- ^ > -j I — 6étant d'ailleurs^ A, et i -h ^ < a,
2 ^ ^ '

l'expression ci-dessus sera plus petite que la suivante :

'^-— sin-6| d^.

Décomposons le champ d'intégration en trois parties,

s'étendant respectivement de o à y, de y à tt —^ y et de t: — y
à Tc, y désignant une quantité arbitraire. Négligeons sin-»]^

dans la première et la troisième intégrale et remplaçons-le

dans la seconde par sa valeur minimum sin-y. Il viendra,

pour limite supérieure du module cherché.

![
£^X

En disposant convenablement de y, nous pourrons rendre

le premier terme inférieur à ^s; puis, en prenant n assez

grand, rendre le second terme également << ^ s.

On aura donc, en désignant par /(a) une fonction à varia-
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tion bornée entre — i et -|- i

,

n=zxj
o).

228. L'intégrale X/^, que nous venons de considérer, se

réduit, si n est entier, à un polynôme entier en a; car, en dé-

veloppant le binôme (a -f-y/a^ — i cos'J;)'^, on voit que les puis-

sances impaires du radical ne figureront que dans les termes

de degré impair en cos'j». Mais l'intégrale de chacun de ces

termes est nulle. En efifet, à deux valeurs supplémentaires de

esl'angle <]> correspondent dans l'intégrale / cos-^+'^<i<} d

éléments égaux et contraires qui se détruisent.

Nous verrons plus loin que les polynômes auxquels nous

arrivons ici ne sont autre chose que les polynômes X/^ de

J^egendre.

II. — Séries trigonométriques.

Î229. Soit f{x) une fonction arbitraire de x. Cherchons

à la représenter, pour les valeurs de x comprises entre — t:

et -f- -, par un développement de la forme suivante :

I f{x) = Ao+ Al cos^-f- A2COS2^ + . . . -\- knCosnœ-\- . . .

\
-+- Bi sin^ 4- Bo sin2^ + . . .+ B„ sin/z^ -f-. . .

.

Le second membre de cette égalité admettant évidemment

la période 27^, le développement, supposé exact dans l'inter-

valle de — 7z à +11, subsistera pour toute valeur de x^ si

f{x) admet également la période 27:; dans le cas contraire,

il cessera de représenter /(^) en dehors de cet intervalle.

La forme du développement étant assignée a priori) le

problème se réduit à déterminer les valeurs numériques des

coefficients A et B.
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Ce calcul repose sur les formules suivantes :

I ces na:^ aœ:={

I sin

I

nxax=^[ =o,

^"^
' Q,o%inx

,
IX sin2/i^ ,

dx — ! ; = t:,

2 \ 2 [\Tl -71

(•^0

r . . r I — CCS 2 71^ , X Sln2 7^

/ sm^/z^a^= / dx :=^ 7

—

/ / 2 V 2 4 '^
^-TZ •^-71 ^ ^

j sin nx cos nx dx =z 1 ^sin2nx dx =::^ o,

r^ _ r^ cosiin — n)x -^ cos{m -\- II) X ,

I cosmx cosnx dx= / dx=:o,
J-. J-n

/'^ . . , r^cos(m — fi)x — cos(m-{-n)x,
sm mx smnx dx =z 1 a^r = o,

r^ . - r sin(m -\- n)x -i- sin(m -

j smmx cosnx dx =^
j

^ dx — G.

Pour déterminer Ao, intégrons l'écjnation (i) de — Tcà+Tz;

chacun des termes du second membre, sauf le premier, don-

nera une intégrale nulle, en vertu des relations précédentes,

et l'on aura simplement

d'où

/ f(x)dxz=: j Ao<ix = 27rAo,

Ao- {-^fy{a:)dx^~ff(^)d^.

Pour déterminer A,;, multiplions l'équation (i) par cosai^

et intégrons de — tt à -h'^; il viendra, en vertu des rela-

tions (2),

I
f{x)cosnxdx=zTzA,i,
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d'où

A„=- / f{œ)co?>nœdx—- I f{^)cosn^d'^.

On trouvera de même, en multipliant l'équation (i) par

smnx et intégrant de — u à + î^,

•»7t

f{x) smnœ dx = tcB/^,

71

d'où

B„=: - / f{x)sinnxdx=:-l f{^)sinn^d'^.

Substituant dans l'équation (i) ces valeurs des coefficients,

il viendra

/ n — aa

\f{^)--=~ f f{'?)d^-{-\ C0S71X- f /(^)cos/^!3^3

f/3\ sin/i^- 1 /(p) sin/i^ «f/3

ou, en multipliant pari: et réunissant toutes les intégrales en

une seule,

(4) -r.fix) f /(?)^?H+^cos/iO-^) .

230. Le procédé dont nous nous sommes servi, d'après

Fourier, pour établir cette formule, donne lieu à de graves

critiques :

i" Nous avons intégré le second membre de l'équation (i)

on faisant la somme des intégrales de ses termes, ce qui n'est

légitime que s'il est uniformément convergent. Nous n'avons

donc pas prouvé que, en dehors du système de valeurs que

nous avons déterminé pour les coefficients A et B, il ne

puisse en exister d'autres donnant également une représeu-
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lation de la fonction /(^). Nous pouvons seulement affirmer

que, s'il en existe, le développement qu'ils fournissent ne

peut être uniformément convergent.

2^ Nous avons trouvé la forme que doivent avoir les coef-

ficients du développement de f{oc)^ en supposant que ce

développement soit possible; mais rien ne justifie a priori

cette hypothèse : l'exactitude de la formule (3) n'est donc

aucunement établie.

Cette objection capitale ne peut évidemment être levée

qu'en calculant directement la valeur du second membre de

la formule, pour vérifier si elle est égale à -/(^).

231. A cet effet, nous remarquerons que la série, arrêtée

aux termes en sxnpx et cospx^ aura pour valeur

Mais la somme entre parenthèses est égale à

I

2 sin

. 3 — ^
sin

r 1 ^
I • ^

2 sin

- \ 2 sin ces 7i{^ — x)
I

p ^

-+2^ siii—^-(?-^)-sin—^— (fi-.T)J

2

2p 4-
(P-^)

. 3~^
2 Sin

On aura donc

2
'

. B —

^

2 Sin —
^?,
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et la somme de la série cliercliée sera la limite de S^ lorsque

p tend vers oc.

Cette limite est aisée à trouver lorsque /(./') n'a qu'une

variation bornée entre — t: et + tz. En effet, supposons

d'abord ^ > — ir, mais < t:. Faisant, pour abréger,

l'intégrale S^, pourra se mettre sous la forme

/"\(^,)'h^t^d?.

Or le facteur

—

.

''

,n
--- -reste fini dans le champ de

l'intégration, et n'a qu'une variation bornée, de même que

/([^); donc F((^) n'a qu'une variation bornée, et l'on aura

limS,,=:^[F(.2'-h0) + F(^--0)]rzz^[/(^4-0)-4-/(^-0)],

8 ^
car le facteur —r—^-^ a pour limite l'unité, quand 3

tend vers x.

Si f{x) est continue, cette expression se réduit à T.f(x).
D'ailleurs, Sp tendant uniformément vers sa limite quand x
varie, la série de Fourier sera uniformément convergente.

232. Ces résultats seraient en défaut si x était égal à l'une

des limites dzTz; car le facteur —JiÇl:^ deviendrait
2SinJ(fi— ^•)

infini à l'autre limite de l'intégration; mais il est aisé de

trouver, dans ce cas, la limite de S^.

Soit, par exemple, ^ = — tî. L'intégrale

^/^ + ï.o

2 sin|(p -i-TT)

J. - II.

-^3
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se décompose en deux autres, ayant pour limites — tt et zéro,

zéro et -}- t:. On trouve, par la méthode précédente, que la

première a pour limite - /(— t:+ o ) . Pour évaluer la seconde,

posons p3 = 7: — a. Elle se réduit à

/ sin—^ -a

1 1 sin -

r 1 sin -
2

. 2 p -I- r

sin -~ a
a 2

-(ia,

t aura pour valeur

-]imr/(7:-E)----n -r/(--°)-

On aura donc, dans ce cas,

limS^ :^ - [/(- TT + G) + /(t: - o)].-

"^'xx-—-^--^ on arrivera, par un procédé tout semblable,

au même résultat.

233. Considérons une fonction F(^) donnée seulement

dans une portion de l'intervalle de — 7^ à t:. On pourra la

représenter dans celte étendue par une infinité de séries tri-

o-onométriques différentes. Concevons, en effet, une fonction

/(^), égale àF(^) dans la région considérée et prenant des

valeurs arbitrairement choisies dans le reste de l'intervalle

Je —7: à +7-.. Développons-la en série de Fourier. Cette

série représentera F(^) dans la région où cette fonction est

donnée.

Supposons, par exemple, que Y{x) soit donnée dans l'in-

tervalle de zéro à t:. Soit f{x) une fonction égale à F(^)
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dans cet intervalle, et définie de zéro à — t: par la condition

f{— x) =zj'(^x). Appliquons la formule (3) à cette fonction.

Les intégrales / /"(p) sin/i [3 <^[j s'annuleront, car les élé-

nients correspondant à des valeurs de p égales et de signe

contraire se détruisent mutuellement.

Ces éléments s'ajouteront, au contraire, dans les intégrales

/ /([3)<:/[3, / /(|3) cos/zp c/,Q, qui se réduiront à
«^

—

ir J Tt

ou, comme f{oc) = F(^') entre zéro et tc, à

2 f F(P)^3, 2 ^ F(P) cos/îj3f/?.

On aura donc entre zéro et tû

( F(^)=/(.ï.)rr.i£''F(P)rffi

I H— \ cos/z.2^ / F(P) cos/zP<f,3

234. Si l'on avait, au contraire, déterminé /{x), pour les

valeurs négatives de x, par la condition

se seraient an-les intégrales f f{?>)d^, f f{^) cos n'^d^

nulées, elles intégrales / /( j3) sin/^^ <i[3 se seraient ré-

/([3)sin/iprtf[3 =: 2 / F(|3)sin^[3<3^(3. La

fonction ¥(^x) sera donc représentée, toujours dans Tinter-
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valle de zéro à ?:, par une série de sinus

6) F(^)=/(^)=:^y sin/ï^ r F {?>)s\n,i?>d^.

On remarquera toutefois que, pour la valeur œ == o, la

fonction f{x)^ définie parles conditions précédentes, offrira

une discontinuité siF(^) ne s'annule pas pour x = o. Aussi,

pour^=:o, la série aura-t-elle pour valeur, nonF(o), mais

/(-^o) 4-/(-o)
, . , .. , ,, . .

=^-^ 7 c est-a-dire zéro. Il en est de même pour
2 ^

^ = TU.

235. Les développements (3), (5), (6) sont valables, le

premier de— t: à + tz, les deux suivants de zéro à + ti. Mais

on en déduit aisément d'autres développements applicables

de — / à + / ou de zéro à -f- /, / désignant une quantité

quelconque.

Posons, en effet, dans ces formules

elles deviendront

— /
1

—

/

-+-

7 2j
sin --^

j
cp (a) sm -

^
^/a

,

*(/)^7 r *(^)^«+ Z^""^'"! J
*(^)cos-^ (f/a
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et seront évidemment applicables, la première de — /à + ^,

les autres de zéro à /, pourvu que cp(/)/) et ^{y) aient une

variation limitée dans les intervalles ci-dessus. Les séries

cesseront d'ailleurs en général de représenter ces fonctions :

i" aux points de discontinuité; ;
2" aux limites du champ d'in-

tégration.

III. — Fonctions de Laplace.

236. L'équation aux dérivées partielles

,, ^}^V d'Y d'^Y

admet comme solution un polynôme U homogène de degré n

en X, jK, z et contenant in -h i coefHcients arbitraires.

Substituons, en effet, dans le premier membre de l'équa-

tion, un polynôme de degré n à coefficients indéterminés.

Eu écrivant que le résultat est identiquement nul, nous ob-

( n — T ) /i , . -, T . 1 . • .1
tiendrons ^ — équations de conditions linéaires et no-

, ( /z H- I ) ( /^ -h -i
) f^ .

, , ^ 1

mogenes entre les coetiicients. Il restera donc

2/z -f- 1 arbitraires dans la solution.

Posons

^ =: p siiiô cos(]^, y =: p sinO slntl», 3i=:pcos6;

il viendra

U^P«Y„,

Y,i étant une fonction homogène et de degré n en sinB cos^l»,

sinQsin'^, cosQ. Ces fonctions Y,i portent le nom âe fonc-

tions de Laplace, Elles satisfont à une équation différen-

tielle qu'il est aisé de former.

En effet, l'équation (i), transformée en coordonnées po-

laires, (\ev\Qv\i [Calcul différentiel, n'' 139)

d^'Y i à^ I (PY^ 2 ÔY co£Ô àY _
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Substituant pour V la quantité 11 = p'^Y,^ et supprimant

le facteur commun p"~^, il viendra

237. Soient

x^ y, z ctœ',y, 5' les coordonnées rectangulaires de deux

points
;

p, B,
'I

et p', 9', ^' leurs coordonnées polaires;

r leur distance mutuelle
;

enfin

coSY = cos6 cos6'4- siiiO sinO' cos (<]; — 'V
)

le cosinus de l'angle de leurs rajons vecteurs.

La quantité -5 considérée comme fonction de x^y, ^, sa-

tisfera, comme nous l'avons vu (191), à l'équation (i). Mais

on a

I I

'
s/p'^— 2 pp' ces Y -+-

p'^

ou, en développant en série suivant les puissances de -

{^Calcul dijférentiel, n° 273) et posant, pour abréger,

X;,(cosy)-~ P„,

Pour que cette expression satisfasse à l'équation (1) quel que

soit 0', il faudra évidemment que chaque terme y satisfasse

séparément. Donc P,/p" est une solution de l'équation (1).

D'ailleurs l'expression

" '!"' .1 .1 . . . Il d ces y'^

montre que P,^ est de la forme

A„co8"y + ^«-2C0s"--Y +
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13 I . 1
œœ' -^ yy' -\- zz'

liemplaçanl cosy par sa valeur —'—-
? puis c-

par sa valeur x- -f-j'- -t- z-^ P„ o" deviendra évidemment une

fonction entière et homogène de degré /? en x^y^ z. Donc

P„ est une fonction de l'espèce Y/^.

238. Supposons ^' <:^ ^'^ le point [x'
j
y' , z') sera intérieur

à une sphère de rajon p avant pour centre l'origine; et la

fonction U, étant harmonique et continue, la valeur U'

qu'elle prend au point x\ y', z' sera donnée (209) par la

formule

l'intégrale étant prise sur la surface de la sphère.

Gela posé^ nous aurons en coordonnées polaires

(Y/, désignant la valeur de Y,; au point x\y', z').

Développant, d'autre part, - suivant les puissances crois-

1
p'

santés de -
, qui est <! i , on aura

Enfin, N désignant la normale intérieure à la sphère, on a

op = — 8N, et par suite

SU _ (^U 8p _ _ ^[J __ ^_
SN ~ dp IN ~ (Jp ~ '^^"

"'

8- â-

8N dp p-'
' p-' ' " p'^+2 ^ .

.

.

Substituant ces valeurs dans l'équation, et remplaçant en
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outre ch par sa valeur ^-ûn^d^d^^ il viendra

+ (2/i + i)P„^-H-.. . Y„p'^sinÔt/0^<^.

Celle égaillé contenant l'indéterminée 0', on aura, en

identifiant les coefficients de ses diverses puissances, les re-

lations fondamentales

l V Y„, P,„ sin %d^ d'hz=z o, si m g n,

(3)

\ SI Y„ P„ sin rfe ^<]; = _iZ!_ Y'
'

239. Soit/(B,«{>) une fonction arbitraire des deux angles

et 'h
;
proposons-nous de la développer dans l'intervalle de

fj = o à B = 7:, et de t!; 3= o à ^b =z 27:, en une série de la

forme

(4) /(e,i^)^Yo+ ... -!-¥„+ ....

On obtiendra aisément, par ce qui précède, chaque terme

du développement.

Multiplions, en efifet, par P/^ sinQ <:/0 r/'i; et intégrons dans

les limites ci-dessus. Il viendra, en raison des équations (3),

1-7^ TU

(5) j r /(0,^)P„sin6r/0^J>
2 A^ -h I

y:..

Y)^ étant calculé par cette formule, on n'aura qu'à j rem-

placer B', 'l' par B, '^ pour obtenir Y^/^.

L'expression ainsi calculée est bien une fonction de La-

place. En effel,, P^,est évidemment svmétrique en B, <]> et

B', ^' . C'est donc une fonction de Laplace par rapport à B', b'

.

Donc V,io'^ sera une fonction homogène et de degré n en x'

^

J"' , g', satisfaisant à l'équation
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Il est clair que, mullipliée par la quantité constanle

/(9, ^)sinO <iQ <i<J>, elle y satisfera encore. Chacun des élé-

ments de l'intégrale double, multiplié par p'", vérifiant ainsi

l'équation, leur somme jouira de la même propriété.

240. Il reste à vérifier si la série de fonctions Y,; ainsi cal-

culées est bien égale à /(O, '|) ou, ce qui revient au même,

si la série

y; + ... + y;,+...

est égale à/(8', 'V) dans tout le champ considéré.

Or on a, d'après l'équation (5),

^0 cH

2TT 71
"

Y;+...+ Y;=:,1- C f /(0,^)y (2/: + i)l\-sin
"^ " ^0 •• ^

n

l'intégrale étant étendue à toute la surface d'une sphère de

rajon i, définie par les équations

^ =:: sinO cos^^, y = sinO sin'i;, ^i=cosO.

11 reste à trouver la limite de cette expression pour /i= x;.

241. Nous la transformerons d'abord en remplaçant les

variables 0, ^y» par un autre système de coordonnées polaires

À, UL, choisies de telle sorte que le nouvel axe des 3 aboutisse

au point (0', 6').

La fonction /(O, ^) sera transformée en une fonction de A

et de u., que nous représenterons par F (A, u). La fonction

P// = X// (cosy) deviendra X,i(cosX), cary, distance angu-

laire du point (B', (]>') au point variable 8, ^, n'est évidem-

ment autre chose que \. L'élément d^j sera égal à sinXc/X^fjj..

Enfin les limites de l'intégrale seront o et ti pour X, o et 2 7:

pour a.
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1^'intégTale à évaluer deviendra donc

~Z / F (X, ji.) \ (2A- -I- i)Xyt (cosX) siiiX<^X<iij.

ou, en posant cosÀ = x, F (X, li.) = <ï> (^•, iji),

271 1

"

(6) 7
""

/ / *("^?1-^) / (2 A^ -m) X/, <i^(i[i..

242. La sommation par rapport à /c peut être effectuée

comme il suit.

On a, par définition,
00

(7) (i-2a.z.- + a2)'^=::^a-X,,

et, en prenant les dérivées par rapport à œ et par rapport à a,

00

(8) a(i- 2a^-4-a2)~2 =y a«X;,,

(9) (^ — a) (i — 2a^-ha2) '"^ = \ /ia'^-i X„.

La comparaison des équations (8) et (9) donne

(^-'^)^a"X;-rz:a^7ia"-^X„,

d'où, en égalant les termes en oc",

(10) ^x;— x;_i = /iX„.

D'autre part, l'équation (8), multipliée par i — aa^ -j- a-

et comparée 3(7), donne

aVa^X^— (i — 2a^-l- a2)ya«X;,
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1

et, en égalant les termes en a"+',

( n) X,, = x;^^ - 2j^x'„ -h- x;_.j.

De (lo) et (il) on déduira, par l'élimination de X^^,

(2« + i)x„ = x;,^,-x;,^,.

Cette formule subsistera encore pour n -~ o, en y rem-

plaçant X^, par zéro; on aura également X^^ -- o, car X^ est

une constante.

Changeant, dans la formule précédente, n en ji — i,

n — 2, . , . , et ajoutant les résultats, il viendra

// n

J (2/c + .) x,=J (xi.„ - x;,_,) = x;,„ + x;,.

243. L'intégrale (6) deviendra donc

(12) - f f ^{x,i.)ix.:,_,-^x',)dœdi..

Or, si l'on admet : i" que, pour chaque valeur de [i. prise

dans l'intervalle de o à 'atz, la fonction ^(^, ui) n'ait qu'une

variation bornée entre — i et H- i ;
2'' que, pour ces diverses

valeurs de pi, ^(i — £, ti.) tende uniformément vers sa limite

^ï>(i — o, ijl) lorsque la quantité positive £ décroît indéfini-

ment, on aura (227)

J
* (^.^ ^) (x;^, 4- x;) dx = 2^{i- G, ix) + Rj,,

R;;, désignant un reste qui tend uniformément vers zéro pour

n rz= ce.

L'intégrale (6) se réduira donc à

-^- / 2[4>(i — o,ix) dix -i-R^ dix],

et si n tend vers 00, l\^ tendant uniformément vers zéro, son
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intégrale / I^-^du. tendra vers zéro. Il viendra donc

244. Gela posé, si la fonction /(9, o) = fï> (^, [ji) est con-

tinue aux environs du point (0', z>'), $ (i — £, [x), qui repré-

sente la valeur de la fonction /(B, o) pour un point infini-

ment voisin de (9', o'), convergera uniforniément, quel que

soit a, vers la valeur constante /(B', es'). On aura donc

^ ; + ...= ;^ /
/(0',<f')rfiX=/(0',ç').

On arrive donc à ce résultat :

Le développe?7ient (4) d'une fonction arbitraire /(B, o)

en série de Laplace est applicable pour tout point de la

sphère (8', co'), tel: i° que la fonction f soit continue aux

environs de ce point ;
2'* que sa variation soit bornée le

long de tout grand cercle cjui passe pjar ce point.

D'ailleurs il est clair que ce développement sera unifor-

mément convergent sur toute région de la sphère où ces deux

conditions seront satisfaites.

245. Dans le cas particulier où la fonction /ne dépend

pas de 'J>, la formule (5) deviendra

2 "
' ' '

'"t^ f f /(6)P,sin6^6^.J..
4

Or P,i, étant une fonction entière de

cosO cosO'h- sinO sin6'cos(^|> — 'h'),

pourra être mis sous la forme

Â^o4- A-j ces (<^ — 6') -I-. . .4- kfiCOsn{<l> — '\>'),

Ao, ki, . . . , k,i étant des fonctions entières de cosB cosB' el
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sinBsinB'. Intégrant par rapport à '-!>, tous les ternies don-

neront une intégrale nulle, sauf le premier, dont l'intégrale

est 2rJi\. On aura donc

""
2

- / /(0)A-oSinô«fe,

expression indépendante de 'V.

Donc Y,'^, qui est une fonction entière et homogène de

degré n en cosO', sinB'cos'V, sinO'sin-V, se réduira à une

fonction entière de cosB' seulement, lorsqu'on aura tenu

compte de la relation

(sinO'sin'|;')2-h (sin6' ces»]/' )2 — i — cos^O'.

Cette fonction sera évidemment de la forme

«,, cos"6'h-«„._2Cos"-2ô'_^ _
.

par suite, \n sera de la forme

a,i ces" 6 H- <7.i_2 cos'^--0 -f- . . .

.

Cette fonction doit d'ailleurs satisfaire à l'équation

d-Y,i ^ dY„

qui se déduit de (2) en exprimant que Y,/ est indépendant

de 'l. Transformons cette équation en prenant pour nouvelle

variable la quantité cosQ = ^; il viendra

dY,,_dY,,d^_
sin9'^'^\

ai) dx <:/0 dœ

d'^Y,, ^dY„ . ^d'^Y,,dx dY„ . ,,d'Y,
-^^:^ = -cosG--"-sin6-^— -_^.-cosO---^4-sin20 -^,".
«6- dx dx' aO dx dx-

Substituant ces valeurs et remplaçant, en outre, cos(),sin-0

par X, T — x-^ il viendra

^'-^-^-dx^-'^'dx-^''^''^'^^'^'^''-
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Substituons dans cette équation la valeur de Y,/,

Y/^ = a,i X" -f- a,.i_2 x'^-'^ 4- . . .

,

il viendra, en égalant à zéro le coefficient du terme en x'^""^^^

(n — 2 /{• -h 2
) ( /i — 2 A- H- J ) Œn-ik-^i

— (yïi — ik){ii — 2 /: — I ) a/i_2/c

— 2 ( /i — lk) Ctn^^j^ H- /l ( /i 4- J ) a,i^^j. ZZ.Z G.

Cette équation détermine le rapport de deux coefficients

successifs Cln-.2k+2 ^^ ^/l-2fc

Le polynôme Y„, défini par les conditions précédentes,

est donc déterminé à un facteur constant près. Or on sait

que le polynôme X/^(^) = P/^ satisfait à ces conditions. On
aura donc

Y — A P

X,i désignant un facteur constant.

Le développement de la fonction /'(B) en fonctions de

I^aplace prendra donc la forme

En prenant x pour variable et posant

/(Ô) = F(^-)^

il viendra

(i3) F(^) — A0X0+ AiXi 4-. . . 4- A„X„+

Ce développement sera valable dans l'intervalle de ^-1::=— 1

à x^=\^ correspondant à l'intervalle deQ= o à B= 7r (pourvu

que la fonction à développer n'ait qu'une variation bornée

dans cet intervalle).

!246. La nature du développement étant établie par ce qui

précède, on obtiendra aisément les coefficients. Multiplions

l'équation (i3) par X/^ et intégrons de — 1 à + i. On aura,

si ni^n^

L X,,iX„ dx — o.
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Soit, en effet, pour fixer les idées, n^m; X^^ étant un poly-

nôme de degré inférieur à X/^, on sait (121) que l'intégrale

ci-dessus sera nulle.

L'équation intégrée se réduira donc à

et déterminera le coefficient A,;.

247. On peut aisément calculer, au moyen de l'intégration

par parties, la valeur de l'intégrale

Posons en effet, pour abréger, (^-— 1)''= u. On trouvera,

par une suite d'intégrations par parties,

1

)dx
I

u'-"') u^"-

(— l)'^ / «?^(2«) ^^^

et comme chacun des termes intégrés s'anntde aux. deux li-

mites, il vient simplement

Mais, si l'on pose
.r = 2 3 —. I ,
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il viendra
. , .

^ :• v !
' -

J-
1 ^^0

r ( 2 /i + 2
)

J . 2 . . . ( 2 /i H- I
j

(i OU

,/:

+-

1

X;. dx =.

j
2 /Z + I

248. Le développement d'une fonction F(^) suivant les

polynômes X/^, auquel nous venons d'arriver, est un cas par-

ticulier d'une classe de développements plus générale, qu'on

peut oblenir de la manière suivante.

Considérons l'intégrale définie

/
\f('^)dz

Si l'on développe le dénominateur suivant les puissances

décroissantes de x^ on obtiendra une expression de la forme

a, a,
-—

- H- . . . Hœ^ x'

en posant, pour abréger,

^.„,= f z'-^f{z)dz.
da

Formons les réduites successives du développement de

cette expression en iraction continue. Soit

le dénominateur d'une de ces réduites. Les rapports des coef-
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ficients Bq, B|, ..., B,i seront déterminés (Calcul diffé-

rentiel, n° 393) par les équations de condition

aiBo+a,B, 4-. . .-f-a,,^.iB,,=:o,

a^Bo + agBi -H. . .-F a„^2l3,,= 0,

a,,Bo+a„4-iBj4-. . .H-a,,,B,, =0,

et, pour qu'il existe effectivement une réduite dont le déno-

minateur soit d'ordre n en ^, il faut et il suffît que ces équa-

tions déterminent complètement lesdits rapports.

Cette condition sera toujours satisfaite si f{z) ne change

pas de signe entre a et b. En effet, si nous remplaçons les

quantités a par leurs valeurs, les équations précédentes de-

viennent

f f{z)dz[B, +B,^ ^...+ B„z"] =-- r(l,{z)/(z)dz,

f f{z)dz[B,z +B,-^4-...+ B,,..-Hn = f -3Q,,(.-)/(.-)r/.-,

-.

f f{z)dz[B,z"-'+B,z"+...+ ïi„z"'-']= f z'-'Q„{z)f{z

Ajoutons ensemble ces équations multipliées par des con-

stantes arbitraires, nous obtiendrons la suivante, qui les ré-

sume toutes :

(l4) 0= ^ T.(z)q„{z)f{z)dz,
'-' a

TJ5(:3) désignant un polynôme arbitraire de degré <C n.

Cela posé, soient Q et Q' deux polynômes de degré n qui

satisfassent à cette condition. Tout polynôme )vQ -j- VQ', où

\ et )/ sont des constantes arbitraires, y satisfera également.

)/
Or on peut déterminer le rapport y tle manière à annuler

dans ce polynôme le coefficient de z^K Posant alors en parti-

J. - II. iT

)dz.
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ciilier Tn(z) =: aQ -l- VQ', il viendra

/ {lQ + X'Q'y/i.z)dz= o.

Or cette intégrale a tous ses éléments de même signe; elle ne

peut donc s'annuler que s'ils sont tous nuls, d'où

XQh-)/Q'=o.

Les deux polynômes Q et Q' sont donc égaux à un facteur

constant près.

249. L'équation Q,;(^) = o a toutes ses racines réelles et

comprises entre a et b. En effet, si elle admettait une racine

réelle c hors de cet intervalle, ou une racine double a, ou un

couple de racines imaginaires a zb [3 ï, on aurait

M désignant un facteur de la forme z — c, ou (g — a)-, ou

(z — a)--|-|3-, et N un polynôme de degré «</i. Posant

Tj5(z) = N dans l'équation (14)7 il viendrait

0= r MN^f{z)d:

résultat absurde, car l'intégrale a tous ses éléments de même

signe.

250. Soit maintenant F(^) une fonction quelconque de;:;
;

proposons-nous de la développer en une série de la forme

F(ô) = AoQo(^)-hAiQi(^)-l-...-t-A„,Q„(^)-h...

[Qo(3) désignant une constante, égale à 1, par exemple].

Pour déterminer un coefficient quelconque, tel que A,^,

multiplions l'équation précédente par Q«(^)/(^) et inté-

grons entre a et b. On aura

£
b

Qm{^)Qn{^)f{^)dz = o, si {m>n)
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En effet, soit, par exemple, m < n. Cette équation sera un

cas particulier de (14)7 obtenu en posant

L'équation intégrale se réduira donc à

X Q„(-)/(^)T'{ = )dz=K„ f Ql(z)fiz)dz

et déterminera A„.

On doit toutefois remarquer que cette analyse n'établit pas

la légitimité du développement, laquelle restera à démontrer

dans chaque cas.

251. Si nous posons en particulier y(^) = i, a = — i,

b =:^ i , l'équation (i4) se réduit à

/
1

1

Or on sait que les polynômes X;^ satisfont à cette équation.

Elle détermine d'ailleurs Q,2(^) à un facteur constant près.

On a donc ce résultat :

Les polynômes X,^ sont, à des facteurs constants près,

les dénominateurs des réduites de l'intégrale

f
dz , ^ -4- 1= log

œ
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CHAPITRE V.

INTÉGRALES COMPLEXES.

Ca

I. — Intégrales des fonctions monodromes.

252. Sohf(z) une fonction analytic|ue de la variable com-

plexes. Si cette variable, partant d'une valeur initiale donnée,

décrit une ligne rectifîable L, on pourra suivre la variation

de f(z) tout le long de cette ligne pourvu qu'on ne soit pas

arrêté par la rencontre d'un point criticpie.

Nous avons donné dans ce cas la définition de l'intégrale

)dz{i. I, nM93).

Mais cette définition suppose essentiellement l'absence de

point critique. On admettait donc que tout le long de la

ligne L la fonction /(g) reste continue ainsi que sa dérivée.

Nous continuerons à poser en principe que, sur tout le

parcours de la ligne d'intégration (ses extrémités exceptées),

il ne doit exister aucun point critique; mais nous admettrons

que ses extrémités a et b puissent être critiques.

Soient, dans ce cas, a^-£ un point de la ligne L infini-

ment voisin du point a; b — e' un point de cette ligne infi-

niment voisin du point b; L, la partie de L comprise entre

les deux points a -^ e et b — s'. Nous définirons l'intégrale

/{z) dz par la formule/
ff{z)dz:=. lim (j\z)d.

Jj^ £=:0, S'^^0 J,,^

à la condition que le second membre ait une limite déter-

minée.
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De même, supposons que la ligne L s'étende jusqu'à l'in-

fîni. Prenons sur cette ligne un point/?, et soit hi la portion

de L comprise entre a et p. On pourra déterminer pour

chaque position du point/? l'intégrale

ff{z)dz,

et, si cette expression tend vers une limite déterminée lorsque

le point/? s'éloigne à l'infini en suivant la ligne L, nous dé-

finirons l'intégrale / f{z) dz par l'équation
• L

ff{z)dzr=\[m ff{z)dz.

253. Supposons, par exemple, que, la variable z étant as-

sujettie à la seule restriction de rester dans l'intérieur d'un

contour C, la fonction f{z) n'admette dans ce domaine

qu'un seul point critique ^, déterminé de position. Admet-

tons, en outre, que, lorsque z tend vers 6, de telle sorte qu'aux

environs de ce point l'argument de s — b reste compris entre

deuK nombres fixes Xq et X,, on ait constamment

z~b\^

M désignant une constante et a un exposant <C i

.

Soit L une ligne quelconque intérieure à G et partant d'un

point donné a pour aboutir à b^ de telle sorte que, dans la

portion de cette ligne infiniment voisine de ^, l'argument

àe z— b reste compris entre \q et ).,. U intégrale

ff{z)dz

aura une valeur déterminée et indépendante de la ligne

particulière choisie pour L.

En effet, supposons d'abord que, dans le voisinage de 6, on

ait pris pour L une ligne droite Lq faisant l'angle cpo avec
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l'axe des x. On aura sur cette ligne

^ = ^ -h p(coscp, -4- i sincpo),

'^0 restant constant et p tendant vers zéro.

Soient ^0, ^i deux points de cette ligne, po, pi les deux

valeurs correspondantes de p. On aura

/
/(-)^^s= / /(^)(cosao-|-/sincp,)r/p.

Cette intégrale tend vers zéro avec po et p,; car, d'après nos

hypothèses, son module ne peut surpasser

Po

quantité infiniment petite. Donc / fi^z) dz a une valeur dé-

terminée.

Soit maintenant L, une autre ligne arbitraire issue de a et

aboutissant à b. Traçons autour du point b comme centre

un cercle de rajon p infiniment petit. Soient ^o= (p? 'fo) et

z^ = (o, cp, ) ses points d'intersection avec Lo et L< {fig. lo).

Fig- 10.

Les deux lignes d'intégration az^z^ et az\ étant évidemment

équivalentes, on aura

f f(z)dz= f f(.)ch+ f f(z)dz.
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Faisons tendre p vers zéro. L'intégrale / aura pour li-

mite / ; et l'intégrale suivant l'arc de cercle ^o^t tendra

vers zéro. On a, en effet, sur cette ligne

zr=r-b -^ p(coscp + i sincp),

p étant constant, et cp variant de '^o à o,. Donc

(i) / /{z)dz—
I

/(^)p(~sincp-f-£coscp)^cp.

Le module de cette intégrale a pour limite supérieure

Kcpo ^ I

quantité infiniment petite.

Donc l'intégrale / tend vers une limite déterminée,

égale à / . D'ailleurs cette limite représente, par définition,

l'intégrale / . Notre proposition est donc établie.

2oi. Nous nous sommes astreint à ne considérer dans ce

qui précède, parmi les lignes L aboutissant au point ^, que

celles où l'argument de z — b reste compris entre deux

nombres fixes ).o et X,. Mais il est clair que cette restriction

pourra être levée si l'on est en mesure d'établir que l'inté-

grale (i) reste infiniment petite, quels que puissent être cpo

er cp,.

Cette circonstance se présentera si la fonction y(^) est de

la forme

'^j{z) étant monodrome et bornée dans l'intérieur de C
[M désignera, dans ce cas, le maximum de

| 'J^(^) |
]•
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Soit en effet

/• étant <; 2 7:. L'intégrale

^?.

/ /(-) p(— coso -h f sino) d/cp

peut se décomposer dans la somme des suivantes

J +/ +••+;

Or, lorsque ^ décrit le cercle, /(^) se reproduit, multiplié

par le facteur e~-^'^^. Si donc on désigne par I l'intégrale

on aura

/

et par suite

-.9

9o+ 2 ( //î + 1 ) TC

^-2;;ia:Tq

9o + 2 A- 71

f — 1(1+^-2^71/ _^_,^_g-2(/.-i)a7i.:)_^ r

,.-2A-a7i/_T r"?"-^-^ ^9„ + 2/.7r4-/-

^9« •'9„ + 2A-7i

Or les deuK intégrales du second membre ont un module

moindre que Mp<~°'27:. D'autre part |e~-^^^'"—
i| ^ 2. Donc

j:h:
-Hi Mpi-°'27r,

quantité infiniment petite.

255. On peut formuler des propositions toutes semblables

aux précédentes pour les intégrales prises suivant des lignes

cjui s'étendent jusqu'à l'infini.
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Soit f{z) une fonction analytique n'ayant aucun point

critique dans la région du plan extérieure à un contour

donné C, et telle que pour toutes les valeurs de z dont le

module est suffisamment grand, et l'argument compris entre

deux nombres fixes \q et )n, on ait constamment

M

M étant une constante, et a un exposant positif >> i

.

Soit L une ligne quelconque extérieure à G partant d'un

point donné a pour aboutir à l'infini, de telle sorte que,

lorsque z parcourt cette ligne, son argument finisse par rester

compris entre \q et \^.

U intégrale l f(^z)dz aura une valeur déterminée et

indépendante du choix de la ligne L.

Enfin la restriction que l'argument de z reste compris

entre deux limites fixes pourra être levée, si l'on a

<]>(^) restant monodrome et bornée à l'extérieur de C.

Soit, en effet, h un point arbitrairement choisi dans l'inté-

rieur de C. Posons z=^ r* Lorsque z décrit G, la nou-
a — b ^

velle variable u décrit un contour correspondant F. Lorsque -G

se meut en dehors de G, u décrit l'intérieur de F; il tend

vers b lorsque z tend vers (x; enfin, si l'argument de z est

compris entre Aq et À,, celui de u — 6, qui lui est égal et

contraire, sera compris entre les deux nombres — )^û ^t — )h •

Gela posé, faisons décrire à z une ligne quelconque L et

à u une ligne correspondante A; on aura

et la première intégrale tendra vers une valeur déterminée
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lorsque L s'allonge jusqu'à l'infini, si la seconde tend vers

une valeur déterminée lorsque A s'allonge de telle sorte que
son extrémité se rapproche de b. C'est ce qui aura lieu en

effet, en vertu des théorèmes précédemment démontrés, car,

si l'on a

M

on en déduit

•^' u — b) {u~b
M

€t SI

n.)='^, .>,

on aura

-^[u- b)lu — by-~ {u-bf-^' 2 '^<^'

tj; étant bornée et monodrome dans F.

256. On peut compléter les résultats ci-dessus par la

remarque suivante, qui nous sera souvent utile.

Soit/(^) une fonction de z telle que {z — b) f{z) tende

uniformément vers une limite fixe M lorsque z — b tend

vers zéro (ou vers oc), pour toutes les valeurs de son argu-

ment. L'intégrale f[z)dz^ prise sur un arc de cercle de

rayon p ayant b pour centre et correspondant à un angle au

centre cp, — cpo, tendra vers iM((p, — cpo) lorsque p tendra

vers zéro (ou vers oo).

On a en effet sur le cercle considéré

M 4-
~-^'

^ étant un infiniment petit; et d'autre part

z— b=ip{ coscp -h i sincp),

dz = p(— sincp -h i costp) d(f = i{z — b) do.
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Donc

ffi,)dz=f\u + t)id'f

Le premier terme a pour valeur i]VI(cp, — Oq) et le second

a pour limite zéro; car son module ne peut surpasser

Y)| cp, — Oq |,
'/) étant un infiniment petit, égal au maximum

dejSI.
*

257. Soit /(z) une fonction monodrome dans tout le plan

(ou tout au moins dans la région du plan que nous nous

bornerons à considérer). Si elle présente des points critiques,

ceux-ci auront une position fixe et resteront critiques quel

que soit le chemin suivi pour les atteindre (t. I, n'' 351).

Ces points pourront être de nature très variée, comme le

montrent les exemples suivants.

Nous donnerons le nom de pâles aux points critiques de

la fonction f(z) qui sont des points ordinaires pour ... .
•

Tels seraient, par exemple, les points critiques d'une fonc-

tion rationnelle de z.

Aux environs d'un semblable point a, ——- est dévelop-

pable par la série de Tajlor. En outre, le terme constant doit

s'annuler, car autrement le point ne serait pas critique : on

aura donc aux environs de ce point

et, en effectuant la division,

cp(^) étant une série de puissances entières et positives de

z ~ a.

Le nombre m, nécessairement entier, se nomme Vordre
de multiplicité du pôle a. -m

'^> 0? Tn.i

tjhitbeïîit;
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La fonction f{z-) devient infinie au pôle z^= a] mais elle

reste évidemment finie et continue, ainsi que sa dérivée,

pour toute autre valeur de z suffisamment voisine de a. Les

pôles sont donc des points critiques isolés.

2o8. On donne le nom de points singuliers essentiels

aux points critiques des fonctions monodromes autres que

les pôles.

Pour en donner un exemple, considérons la fonction

azz^e'-'"".

Elle est toujours iînie et déterminée, ainsi que ses déri-

vées, sauf pour ^ = «. En ce point elle devient indéterminée.

En effet, soient u^ un nombre quelconque autre que zéro,

logz/o uï^ de ses logarithmes choisi à volonté. L'équation

a une infinité de racines, données par la formule

= logi^(j4- 2 A"7r/,

Gomme on peut prendre k aussi grand qu'on veut, on voit

qu'il existe des points aussi rapprochés qu'on voudra de a et

])Our lesquels la fonction prend la valeur donnée Uq choisie

arbitrairement.

Soit d'ailleurs

zrzz. a-\- p(cosç) -h « sino),

on aura

—
i
cos ç — i siu cp )

Si z tend vers a, p tendra vers zéro. Si donc coscp reste

positif et plus grand qu'un nombre fixe A, le module de iij
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e'?
^"

, croîtra indéfiniment. Il tendra au contraire vers zéro si

coscp reste << — )^.

259. Passons à la fonction

I

, 1

sin —

Elle devient infinie pour toute valeur de z de la forme -r-^y

k étant un entier. En outre, elle devient indéterminée pour

^ = o.

Les points z = -— sont des pôles. Posons, en effet,

il viendra

I kTC

. I

K-^^^'

z^kiz — kW.^h-^..

sin - (— 1)^-1 siQ(A:^-2A—...),

expression développable suivant les puis^sances entières et

positives de la quantité h^=z — — •

Le point critique ^ = o est d'une nature toute différente.

Soient en effet Uq un nombre quelconque autre que zéro,

p l'une des racines de l'équation

I

sm^ = —
L'équation

I I

=: U
I sine

sm

aura une infinité de racines, données par les formules

iktz _ (; -I- (2A"H- i)tz
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Parmi ces racines, il en existe qui sont plus rapprochées

de zéro que toute quantité donnée.

Ce résultat rappelle celui que nous avions trouvé pour le

point critique de l'exemple précédent. Mais nous devons

signaler ici cette circonstance nouvelle que le point critique

n'est plus isolé; car tout cercle décrit de ce point comme
centre renferme toujours une infinité de pôles, quelque

petit que soit son rayon.

260. On formerait aisément des fonctions plus complexes,

possédant une infinité de points critiques essentiels. Les

points limites de cet ensemble seront de nouveaux points

critiques essentiels, qui pourront eux-mêmes être en nombre

infini, et ainsi de suite. On peut même, ainsi que nous al-

lons le montrer, construire des fonctions douées de lignes

critiques, dont tous les points soient critiques.

261. Soit L un arc de courbe continue ayant pour équa-

tion

où le paramètre t varie de Ûq à T.

Supposons que, dans cet intervalle, les fonctions cp et à

admettent des dérivées, de telle sorte que la courbe ait une

tangente en chaque point.

Soit — l'une des fractions irréductibles moindres que

T— ^0 ; et soit Zpq le point de L qui correspond à

Considérons l'expression

p,q

les coefficients Cpq désignant des constantes positives telles



INTÉGRALES COMPLEXES. 27 I

que la série double

-Cy;./ (/)=il,2, . ..,00; ^ = 1,2, . . .,00)

ait une somme finie S.

La série f{^) ainsi définie sera convergente et représen-

tera une fonction uniforme de z, sjnectique aux environs

de tout point non situé sur L.

Soient, en efiet :

Ç une valeur particulière de z',

A la distance du point Ç à Ja ligne L;

8 une quantité quelconque moindre que A.

Pour toutes les valeurs de z^ comprises dans un cercle de

rayon A — S décrit autour de Ç, on aura

et les modules des termes de f{^) seront au plus égaux à

ceux de la série convergente

La série f{z) est donc absolument et uniformément con-

vergente dans le cercle considéré.

Il en est de même de la série dérivée

/'(3)='"
(^ i>n

car les modules de ses termes sont moindres que les termes

de la série convergente

Doncy*(^) est sjnectique dans le cerclfe considéré.

Tous les points de L sont critiques pour cette fonction.

Chacun d'eux est en effet un point limite de l'ensemble des

points Zpq. Mais chacun de ceux-ci est critique, car nous

allons montrer que, si z s'approche indéfiniment de l'un de
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ces points, tel que Zij^^ en suivant la normale à la ligne L,

f{z) tendra vers l'infini.

Supposons, en effet, les termes de la série f {z) rangés

dans un ordre déterminé. On pourra décomposer cette série

en deux autres

la première formée des ^ premiers termes de f{z) et la se-

conde contenant tous les suivants.

L'entier |jl est supposé assez grand pour que le terme

'^ figure dans la première somme.
Zik-

Soit £ la distance des points zik et z. Le module de ce terme

sera

Soit, en second lieu, 'r\ la plus courte distance du point ^ja-

aux autres points :;ap; chacune des distances
|
^^p— ^1 sera

au moins égale à

i
-a,S — "-ik

I

—
1 ^ik — ^

I

= -A] — e.

La somme des modules des termes de la première somme,

autres que celui considéré le premier, sera donc au plus

égale à

1
^ ^^^'L <

Enfin chacune des distances
\ z^^i — ^| sera au moins égale

à t\ d'où

L ^-^ h Z "T

On aura donc

Cfk S V <^yo - ï / V Ss

i/(^)i>T-^-S^>îK2 -yo

On pourra prendre a assez grand, puis s assez petit, pour

f[ue Scyg, puis —^ deviennent aussi petits qu'on voudra.
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Le terme entre parenthèses tendra donc vers c/;^ et f{z)
vers 00 lorsque £ tend vers zéro.

262. Les fonctions non monodromes peuvent offrir des

points criliques encore plus variés. INous nous bornerons

à signaler :

1° Les points critiques algébriques ou branchements

algébricjues. Ce sont les points a aux environs desquels

chaque branche de la fonction est développable en série

1

suivant les puissances entières et croissantes de [z— <^)'
,

r étant un entier (le développement pouvant d'ailleurs con-

tenir au début des termes à exposants négatifs). Aux diverses

valeurs du radical {z — a)'' correspondront r branches de la

fonction, qui forment un cycle et se permutent circulaire-

ment lorsque la variable tourne autour du point critique.

2° Les points critiques logarithmiques où Jes branches

de la fonction admettent des développements de la forme

précédente, mais complétés par l'adjonction d'un terme lo-

garithmique Alog(^ — a). Une rotation de z autour du

point a accroissant ce terme de la constante A.2Tr«, chaque

cycle contiendra une infinité de branches.

3'' Les points critiques où chaque branche de la fonction

admet un développement de la forme

{z - aY[K + k,{z - a) ^ k^{z - af -^ . . .-\,

a n^étant pas rationnel. Chaque cycle contiendra encore une

infinité de branches correspondant aux diverses détermina-

tions de [z — aY.

263. Revenons aux points Critiques isolés des fonctions

monodromes. Aux environs d'un semblable point, la fonc-

tion admet un développement que nous allons établir, en

nous appuyant sur le lemme suivant, connu sous le nom de

théorème de Laurent :

Soit /{z) une fonction synectique dans la couronne cir-

J. — II. 18
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culaire comprise entre deux cercles c, c' de rayons r, r'

ayant un centre commun a\ et soit a-[- t un point quel-

conque intérieur à cette couronne; f{a-\-t) sera repré-

sentée par une série convergente de la forme

/{a-r-t h-n,t"K

Soient, en effet, c et c' {fig' 1 1) les deux cercles qui li-

Fig. II.

mitent la couronne; y un cercle infiniment petit entourant

le point a-^ t. On aura (t. I, n« 204)

I r f(z)

A '^ <2T.iJ z — a—t

dz.

ou, comme /(^) est sjnectique entre les cercles c, c', ^

•^^ ^ ^-Kij^z — a — t iizij^,z — a —

Dans la première intégrale, on peut écrive

I T t

a — t z — a {z — ay
t"-

et, dans la seconde,

T i z — a

a— t t"

{z — aY {z — aY{z — a — t)

_ _ {-— ^)"~' (z — nV'~~"~~
t" C"{z— a— t)
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Substituant ces valeurs, il viendra

n — i

—

n

en posant, pour abréger,

" iTÙj^{z — ay\z— a— ty " 2711 J^,, t"[z — a— t)
'

cette dernière intégrale devant être prise sur le cercle c si

fii^Oj sur le cercle c' si m <; o. Mais on peut supprimer cette

difFérence et prendre toujours l'intégrale sur le cercle exté-

rieur c, car la fonction à intégrer est synectique entre les

deux cercles.

Faisons tendre n vers oo; il est aisé de voir que R,, et W.^

tendront vers zéro. En effet, sur c, on a

1^ — a| = /•>
I
^1,

et, en désignant par M le maximum de |/(^)I sur le cercle c,

d'où
limR,i=r:o.

On a, au contraire, sur c'

\z-a\ = r'<\tl

et, en désignant par M' le maximum de |/(^)| sur c^,

limRJ^= o.

On a donc, ainsi que nous l'avons annoncé,

00
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261. Ce développement de /(a -f- t) en série, suivant les

puissances positives et négatives de t, ne peut d'ailleurs

s'effectuer que d'une seule manière.

Supposons, en effet, qu'on ait obtenu, par un procédé

quelconque, un autre développement

En le comparant au précédent, il viendra

^(B,,-A,,)^-=.o.

Divisons cette identité par if"+' et intégrons le long du

cercle c. Chaque terme aura pour intégrale indéfinie une

fonction rationnelle, qui reprend sa valeur primitive lorsque

l'on revient au point de départ. Son intégrale définie est donc

nulle. Il j a exception pour le terme en - lequel a pour coef-

ficient B« — A„, et pour intégrale indéfinie (B/^ — A/,)log^.

Son intégrale le long du cercle sera (B/^ — A„)27ri. On aura

donc
(B„— A„)2 7:« — o, d'où B,,= A„.

Cette relation ayant lieu quel que soit /i, les deux déve-

loppements seront identiques.

265. On peut incidemment déduire du théorème de Laurent

la conséquence suivante :

Série de Fourier. — Soit f{z) une fonction de z satis-

faisant à la relation

f{z^i^)-=.f{z)

et qui n'ait aucun point critique dans la bande comprise

entre deux droites parallèles L, L', faisant a^'ec Vaxe

des X un angle égal à Vargument de 2to. On aura dans

cette bande

(2) f{-) =~f H-2^C0S^(a-..) /(a)f/a,
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/ désignant une droite de longueur i co parallèle à L et L',

et située arbitrairement dans la bande.

Posons, en effet,

e^ z=zu, d où z := —AoQii.

Lorsque z se déplace sur une parallèle quelconque aux

droites L, U, son affîxe croît de la quantité 2co^, ^ restant

réel et variant de — oo à + oo. Ce changement multiplie u

par le facteur e-^'^, quantité dont le module est i et l'argu-

ment ^izt. La variable u^ ayant son module constant, tournera

sur un cercle ayant son centre à l'origine, et fera une révolu-

tion complète chaque fois que z aura crû de 2to.

A chaque valeur de z contenue dans la bande située entre

L et L' correspondra évidemment pour u un point de la cou-

ronne circulaire comprise entre les cercles C et C, respec-

tivement correspondants à L et à U. Chaque point de la

couronne correspondra d'ailleurs à une infinité de points z^

différant les uns des autres de multiples de 2(0; mais à tous

ces points correspond une même valeur de /{z), en vertu de

la périodicité admise. Donc f{z)^ regardé comme fonction

de u, sera monodrome dans la couronne considérée. 11 est

d'ailleurs évident qu'elle n'y a pas de point critique. On aura

donc, en appliquant le théorème de l^aurent,

jrJTZi z

Km désignant l'intégrale

prise le long d'un cercle arbitraire c concentrique à C, C et

contenu dans la couronne.

Substituant à w sa valeur en z^ cette intégrale se transforme
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évidemment en

^..(/'=

mlliz

)e ^ dz,

l représentant nn tronçon d'amplitude 20J pris sur la droite

correspondante à c.

On aura donc, en remplaçant la variable de sommation z

par une autre lettre a, afin d'éviter la confusion,

'^-^Ji Zj

OC)

/(a) A...

Il ne restera plus, pour obtenir la formule (2), qu'à rem-

placer les exponentielles parleurs valeurs en sinus et cosinus.

Ce développement d'une fonction en série trigonométrique

a déjà été établi au Chapitre IV, mais dans des conditions

toutes différentes. Il ne s'appliquait alors qu'aux valeurs réelles

de la variable ; en revanche, il laissait plus de latitude pour la

nature de la fonction f{z).

266. Soit maintenante un point critique isolé d'une fonc-

tion monodrome /{z). De a comme centre, on peut décrire

un cercle c ne contenant aucun autre point critique. Soit

z =:z a -{- t lia point quelconque autre que a pris dans ce

cercle. On pourra tracer un cercle c' concentrique à c et

auquel^ soit extérieur. Entre ces deux cercles /(i;) sera synec-

tique, et l'on aura, en vertu du théorème de Laurent,

00 00

f{z) =:z^A„,t'-=^A„,{z - ay-,

ce développement restant convergent dans tout le cercle c

(le point a excepté).

Si la série précédente est limitée du côté des puissances

négatives, le point a sera un pôle; sinon, ce sera un point
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critique essentiel. La série peut également être limitée du

côté des puissances positives. Dans l'un ou Tautre cas, on

pourra généralement déterminer par des procédés directs

(notamment par la méthode des coefficients indéterminés)

les coefficients de la série, et spécialement celui du terme en

z — a

Ce dernier coefficient se nomme le résidu de f{z) par

rapport au point critique a. Il offre une importance parti-

culière, résultant du théorème suivant :

267. Théori:me. — Soient f(z) une fonction niono-

drome dans une certaine région du plan; k un contour

fermé sans point multiple, tracé dans cette région et ne

contenant dans son intérieur que des points critiques

isolés a, a' ^ .... On aura

lf(z)dz = 2TU{k^,^k'_^-+-...),

A_i, A'_,, ... désignant les résidus relatifs à ces points

critiques, et V intégrale étant prise dans le sens direct.

Entourons, en effet, ces points critiques par des cercles

infiniment petits c, c', .... La fonction fi^z) étant synec-

tique dans la région comprise entre ces cercles et le con-

tour A^, on aura (t. I, n" 203)

J'/{z.)dz =J/{z)dz -^jf{z)dz

Mais on a, aux: environs du pointa,

f{z):^-Z\,„{z-a)'".

Intégrons cette série le long du cercle c. Chacun de ses

termes aura pour intégrale indéfinie une fonction ration-

nelle de z et son intégrale définie sera nulle. H y a excep-

tion pour le terme A_| [z — «)"', dont l'intégrale indéfinie
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sera A_i\og{z~a), et Tintégrale défmie 27i/A_,. On a

donc

L

i

f{z)dz~'2Tjk._^,

On trouve de même

^f{z)dz = '^rJk'_,,

et, par suite,

ffiz)dz=:2lzi{k.,-i-A'_,-^...).

268. Ce théorème fournit une méthode féconde pour le

calcul ou la transformation des intégrales définies.

Soit, par exemple, f{z) une fonction jouissant des pro-

priétés suivantes :

1° Elle est monodrome et n'a d'autres points critiques

que des pôles dans toute la région du plan située au-dessus

de l'axe des œ]
2" Si elle a des points critiques Z>, b', ... situés sur cet

axe, ces points seront isolés, elf{z) pourra, aux environs

de l'un quelconque d'entre eux, tel que b, se mettre sous la

forme

( ^ ) r-rr -t- ~~7~ 4- . . . + p,

P,, ^2, • . . étant des constantes réelles au moins égales à i

et le reste étant tel que l'on ait

lim(s — b)p =zOy pour z = b;

'6^ Enfin elle peut également se mettre sous la forme

[J.,, |j.2, . . . étant au moins égaux à — 1, et le reste o" étant

tel que l'on ait

lim^a- = o, pour ^ = 00.
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Intégrons cette fonction le long d'un contour formé

{^fig- 12) : i" d'un demi-cercle G de rayon infini R, ayant

pour centre l'origine et pour diamètre inférieur l'axe des x\

1^ de ce diamètre, à l'exception des portions avoisinant les

points critiques h^ b' ^ ... auxquelles on substituera des

demi-cercles c, c', . . . , décrits de ces points critiques comme
centres, avec des rayons infiniment petits r, r' , ....
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La somme SA s'étendra à tous les pôles situés au-dessus

de l'axe des x. Chacun des termes qui la composent se cal-

culera par un développement en série facile à effectuer.

Enfin les intégrales / ? \ i • i I sont aisées à calculer.

On a, par exemple,

/ /7 - ^ z/- — /



INTÉGRALES COMPLEXES. 283

On peut calculer de même chacune des intégrales / , • • ••

On a enfin

ff{z)dz^ f M, {zl^. -+-...-+- a) dz.

D'ailleurs (2o6),

J'

(ydz^= O.

c

D'autre paît, si ai> — h

et si [j,) =— I,

^C

L'intégrale sera donc nulle si [x, est un entier impair>— i
;

constante, si [x, =— i; de la forme K.Rî^'i+', dans tous les

autres cas.

dz se réduira à zéro ou à une constante si U)

,

Donc / /(

[JI2, . . . sont des entiers impairs. Dans le cas contraire, elle

tendra vers oo en même temps que R, et la valeur principale

de / y( 3 ) <i^ sera infinie ou indéterminée.

269. Posons, comme application,

a étant compris entre o et i

.

Cette l'onction n'a aucun pôle au-dessus de l'axe des x.

Elle a sur cet axe deux points critiques, o et — i (Jig' i3).

On aura done

val . princ. / dx :^— I
~

I
— /

*

J-.'-^-^ Je Je- Je
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Or zf(z) a évidemmeat pour limite zéro, pour ;:; = o et

pour z = ce. Donc les intégrales / et / sont nulles.
Je Jç,

On a, d'autre part,

-a—

l

t j \a—\

(1 + 5)0 s'annulant pour z =z — i , et, par suite,

d'où

(4) val. princ. / <ij? = (

—

ly-W.i.
. / I ~r~ cZ-'

Avant d'aller plus loin, il convient de préciser celle des

branches de Ja fonction 5^~^ que nous considérons. Nous

Fig. i3.

A. _A_ZI

choisirons celle qui, pour les valeurs réelles et positives de z^

est réelle et positive. On aura, d'après cela,

^a-\ —- pa-1 [ces (a — 0? + « sin(<2 — l)?]j

p désignant le module de ^ et cp celui de ses arguments qui

est compris entre o et iz. En particulier,

(— ly-^ =i ces (a — 1) T. -\- isin{a — 1)71=— ces air — l sin aiz.

' dx, que nous désignerons

par I, est finie et déterminée, et ses éléments sont tous réels.
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Soit, d'autre part, (— i)^~^K la valeur principale de l'inté-

errale / dx\ K aura éa^alement tous ses éléments réels

et l'équation (4) deviendra

ou
I — (cos<2t: 4- i sina7r)K =— Tri (ces «tc + i sin^T:).

Séparons la partie réelle de la partie imaginaire, il viendra

I — K coS(2 7r = t: sin«r,

K sin ar^ = tt cosair;

d'où

K. = 7T C0t(77:, 1=: -^
'

sin(27r

270. Soit, en second lieu, /(^) une fonction qui satisfasse

aux conditions du n° 268 et qui, de plus, tende vers zéro

pour ^ = GO.

Considérons l'intégrale j e^^f{z)dz^ prise suivant le

même contour que dans l'application précédente. On aura

encore

val. princ. / e'-f{z)dz — '2iziy.k—l-~l /.

Les intégrales / ? / ? • • • pourront se calculer comme tout
J (. Jf.,

à l'heure, car la fonction e'^ pouvant être développée suivant

les puissances croissantes de z — ^, si f{z) peut être mis

sous la forme (3), il en sera évidemment de même de e^^f[z).

Quant à l'intégrale / •> elle aura pour limite zéro. Soit, en

^c

effet, a le maximum du module de f{z) sur le demi-cercle

de rajon R. On aura sur ce demi-cercle

5 = R (cosç) + t sincp),
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cp variant de o à tu. On en déduit

1 e'-^ I
rr:

|

g'RcosÇ— Rsin «p 1 __ g— Rsinç

et

\dz\ = <i5 •= R <ifcp
;

on aura donc

2CD
Or, entre o et -> sincoc; —^ • Le module cherché sera don(

moindre que
71

2
r" --II? TT

2 |j. / e ^ R <:/cp = 2 [X -
(

I — e-i^)

.

Or, pour R=: oc, |j. tend vers zéro, ainsi que e~^', donc cette

expression tend vers zéro.

271. Soit, par exemple,

Cette fonction a un pôle z = ai au-dessus de l'axe des ^ et

n'a aucun point critique sur cet axe. De plus, l'intégrale

I
-^

—

—^ dx est finie et déterminée. Elle aura donc pour

piz

valeur 2 7riA, A désignant le résidu de -^^^ par rapport

au pôle ai. Or, si nous posons z = ai -\- A, cette expression

devient
e-^ ( T -+-?•/? + .. . ) _ e-« I

2 aik -{- h^ 2 ai h

Donc

A=—

.

lai

et

/ -;; -, dx = - e-"^.
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Séparons encore, dans cette équation, la partie réelle de

la partie imaginaire; il viendra

ù
f

da^= - g-

a-+ :v-

dx ^=0.

272. Considérons, comme troisième application, la fonc-

tion e~^\ Intégrons-la suivant le rectangle ABGD {^fig. i4)-

D
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Son module aura, pour limite supérieure,

quantité qui lend vers zéro pour q ^=co. Donc

lim / m o.

Posant ^ = — p -^ it dans / , on trouvera d(

«^DA

lim / =; o.

«^DA

Enfin, dans l'intégrale / , posons z=^ai-\-t\ t variera

le même

CI)

de H- 00 à — co, et l'on aura

CD

lim / e~^' dz :=
j

L'équation (5) deviendra donc

OU

/ e^' e~^^ {cos 2 at — i sin2at) dt =z\/ti.

Divisant par e^' et séparant les parties réelles des parties ima-

ginaires, il viendra

I
e-^' cos 2 atdt =^ e-^'\/T.,

I
e"^^' sin 2 at dtzrz o.

273. Considérons, en dernier lieu, la fonction

f(z)=z
,

(/i entier positif).
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Tntégrons-la le long d'un cercle c {fig' i5) de rayon r infini-

ment petit, décrit autour de l'origine.

Fig. i5.

L'intégrale sera égale au produit de aui par le résidu de

la fonction correspondant au pôle z=io. Mais on a, en se

tenant à celle des valeurs du radical qui se réduit à i pour

z=- o^

' = I + Xi^ + . . . + X„.^'^ H- . .
.

,

v/^
ix:

X, , . . ., X//, , . . désignant les polynômes de Legendre {Cal-

cul différentiel, 273). Divisant par ;3'^+^, on trouvera évi-

demment pour résidu X/^. On aura donc

-^^^ r
2T.lJ ^«-fl^i

dz

1XZ -\-

274. Le radical y/i — 'ixz^z- s'annule pour les deux

valeurs de z qui ont pour affixe « = ^ -[- sjx-— i et

o! = X —
\J
X- — I. Entourons ces points par des cercles y

et y' de rayons infiniment petits p et p'; joignons ces cercles

par une droite mni! dirigée suivant la ligne des centres et con-

sidérons le contour K formé par la droite mm^ le cercle y',

la droite m!m et le cercle y. Soit, enfin, C un cercle de rayon

infini tracé autour de l'origine.

J.-U. J9
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La fonction à intégrer reste monodrome dans l'espace com-

pris entre les contours C, R et c. On sait, en effet, que le ra-

dical change de signe lorsqu'on tourne autour d'un des points

critiques a et a'; mais, tant qu'on ne traverse pas la ligne mm'^

on ne pourra tourner autour d'un de ces points sans enve-

lopper l'autre en même temps, ce qui donne un nombre pair

de changements de signe.

On aura donc

275. Or les intégrales
/ ? / 7 / ont évidemment pour li-

mite zéro (2o6).

D'autre part, les intégrales / et / sont égales; car,
^ m m' • mm

aux points correspondants, la fonction à intégrer est la même,

sauf le signe, qui est changé par suite de la révolution opérée

autour d'un point critique, et la différentielle ^-S a également

changé de signe, le sens de l'intégration étant renversé.

Les points m et m' tendant d'ailleurs vers a et a', ces in-

tégrales ont pour limite commune l'intégrale

f-.
dz

' y/i — lœ:

prise en ligne droite de a à a' , et le radical devant être pris

avec la valeur qu'il possède sur le côté droit de la ligne aa'

.

Changeons de variable en posant z =^ x -\- y/x- — i coscp.

Il est clair que, lorsque z parcourra aa' ^ coscp variera de -f- i

à — 1 , et cp de zéro à tt. On aura d'ailleurs

Donc

(6)

dz = — \/ j.-'— I sin cp c/o,

\J
1 — Q.XZ -^ z'^ -=^^11 sj i — x'^ sincp.
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276. Il reste à déterminer le signe à donner à l'intégrale.

Faisons l'hypothèse particulière ^ = i , il viendra

i-{-z-hz^-h..,,

et, par suite, X/i(i)=:i. Quant à l'intégrale du second

membre, elle devient

1 / do

C'est donc le signe + qu'on devra prendre.

Supposons, au contraire, x =i — i. On aura

Donc X« (— i) = (— 1)". L'intégrale définie devient, d'autre

part,

^J, (-1)"*' -^ " •

Il faudra donc prendre Je signe —

.

On voit donc que le signe à prendre dépend de la valeur

de X. Cherchons comment il varie avec œ.

Il est tout d'abord évident que ce signe ne peut varier que

lorsque œ passe par une valeur qui annule les deux membres
de l'équation (6), ou rend l'un d'eux discontinu.

Or X,i est continu et ne s'annule que pour des points iso-

lés, qu'on pourra toujours éviter dans le passage d'une va-

leur de ^ à une autre. Quant à l'intégrale du second membre,
elle ne pourra devenir discontinue que si son dénominateur

s'annule dans le champ de l'intégration. Il faut et il suffit

pour cela que soit réel et compris entre — i et -h i

,

SJx'^— V

x"-
^^~'^-

et, par suite, que —^ soit réei et < i . Cela n'aura lieu que
JC' I

si X' est réel et négatif. L'axe Oy sera donc la ligne de dé-

marcation entre les valeurs de x pour lesquelles on doit
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prendre le signe +, et celles pour lesquelles on doit prendre

le signe —

.

Si X est purement imaginaire, la relation (6) est d'ailleurs

illusoire, car la fonction à intégrer devient infinie dans le

champ de l'intégration, et de telle sorte que l'intégrale est

en réalité indéterminée. Ce défaut de la méthode provient

de ce que la droite ao! passant dans ce cas par l'origine

des coordonnées, qui est un point critique de la fonction

-> il ne saurait être question d'intégrer sui-

vant cette ligne.

277. Si, dans l'expression

dz
X,

\J
ï IXZ -\- z'^

dt
ible en posant ^= -? d'où dz^= —

il viendra évidemment

nous changeons de variable en posant ^= -? d'où dz -

t'^dt

c \/i — ixt-\- t^

G désignant un cercle de rayon infini.

La nouvelle fonction à intégrer restant monodrome entre

le cercle G et le contour K, on aura

Dans cette dernière, intégrale, posons, comme tout à

l'heure,

tz=: X -\- \l
x'^— I ces cp

;

il viendra

J'

=z ± i
j

(^X -+ \/x-— J COSCû)"<^cp,

(^ H- \lx^— I ces (p)'^ d'^.

au' V

et, par suite.
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Pour X = i , il faudra prendre le signe +. Ce signe devra

d'ailleurs être maintenu, quelque soit^, car les deux membres

de l'équation sont toujours continus.

278. L'intégrale

f.J Q
\J^ + V^-^""— ^ coscp)'^"^^

±:^X,,

que nous venons de considérer tout à l'heure, nous fournit

l'exemple d'une intégrale définie, dépendant d'un para-

mètre X, et qui change brusquement de valeur lorsque x
passe lui-même par une valeur pour laquelle l'intégrale cesse

d'être déterminée. C'est là un phénomène très habituel.

C'est ainsi que l'intégrale

X.^."-
où/(^) désigne une fonction synectlque dans l'extérieur du

contour fermé K, est égale à zéro si le point x est extérieur

à K, et à 27zi/(x) s'il est intérieur; elle est indéterminée si

^ est sur R.

279. Considérons plus généralement l'intégrale

F{z,x)

.1G(^, X
dz,

où L désigne une ligne continue sans point multiple, F et G
des fonctions entières.

Donnons à x une valeur particulière i; et soient Ç, , Ç25 •••

les racines de l'équation

(7) G{z,l) = o.

Chacune d'elles variera, comme on sait, d'une façon continue

avec \. Si aucune d'elles n'est située sur la ligne L, l'inté-

grale considérée aura pour les valeurs de x voisines de \ une

valeur déterminée^ et représentera une fonction sjnectique
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de x^ dont les dérivées successives pourront s'obtenir par la

dérivation sous le signe /.

280. Supposons, au contraire, que, pour ^= ^, l'une des

racines Ç,, Ço, •••, par exemple Ç, , soit située sur L. Ad-

mettons d'ailleurs que Ç, ne coïncide pas avec les extré-

mités a, h de la ligne L, et cjue ce soit une racine simple de

à
l'équation (7), de telle sorte qu'on ait--G(Çi, i)<0-

L'intégrale / sera indéterminée; mais, si l'on remplaçait

la partie mn de L voisine de Ç( par un arc de courbe peu

différent nipn ou inqn {fig. 16), on obtiendrait deux nou-

velles lignes ampnb = L|, amqnh = Lo, le long desquelles

l'intégrale aurait une valeur déterminée. Entre ces deux

lignes, la fonction ^
^"'— admet un seul point critique

z^=.^\^ aux environs duquel on a

F(.',?)=:F(Ç„$)+g(._Ci)+..., -

G(.?,=:g(.-t.)+....

Ce point est donc un pôle, auquel correspond le résidu

A =
|;G(C.^)
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et l'on aura

J,G(zA) J,.G(z,i)

varieraD'ailleurs chacune de ces deux intégrales / , /

d'une façon continue avec x (aux environs de ^ = ^).

A chaque valeur de x infiniment voisine de ? correspond

une quantité z^, racine de l'équation

G{z, ^) = o,

et infiniment voisine de Çi. Supposons que x varie de telle

sorte que lorsqu'il franchit la valeur ^, j3<, qui franchit au

même instant la valeur Ç, ,
passe de la région mq/i à la ré-

gion mpn. L'intégrale s'accroîtra brusquement de la quan-

tité 2T:iA. Considérons, en effet, deux valeurs x' ^ x'^ de x

infiniment voisines l'une de l'autre et comprenant entre elles

la valeur ?. Pour x = x', z^ étant situé dans la région mqn^

il n'existe aucun point critique entre les lignes L et Li; on

aura donc

et à la limite, l'intégrale du second membre variant d'une

façon continue,

hm / ^- dz — \ jr- ,- dz.

Pour X =^ x" ^ ^1 étant situé dans la région mpn^ ce sont

les intégrales suivant L et L2 qui seront égales, et l'on aura

,. rv{z,x"), rFizJ)

L'intégrale / ^=^"^-^— r/3 éprouvera donc, d'un côté à

l'autre de la valeur ^ = ^, une discontinuité égale à itzIPl,
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281. Remarquons toutefois que œ = ^ n'est pas un point

critique pour la fonction analytique que représentait l'inté-

grale. Car si l'on suppose que la ligne L, au lieu de rester

fixe, se déforme progressivement au moment oii elle serait

près d'être atteinte par le point variable ^<, l'intégrale prise

suivant cette ligne mobile restera continue, ainsi que ses dé-

rivées. Or on peut toujours éviter la rencontre entre la

ligne variable et les points Zi, Z21 • • -, racines de l'équation

G(^, x) = o, sauf dans les deux cas suivants :

i" L'un des points ^,, Z2, ••• tend vers l'une des extré-

mités a, b de la ligne L (lesquelles restent fixes);

2° Deux racines ^< , ^o, situées de part et d'autre de L, ten-

dent à se confondre en une seule racine double.

On voit donc qu'à la condition de déformer à propos la

ligne L d'intégration, l'intégrale / , considérée comme fonc-

tion du paramètre x^ ne peut avoir de points critiques que

pour les valeurs de x pour lesquelles on a

G(«, ^)=:o ou G(6, ^) = Oj

ou simultanément

^ , ,
dG{z, x)

II. — Intégrale de Cauchy.

282. Soient f{z) une fonction qui dans l'intérieur d'un

contour fermé K n'admette d'autres points critiques que des

pôles; cp(^)une autre fonction synectique dans l'intérieur de

ce contour; nous allons nous proposer d'évaluer l'intégrale

ru. .
' ^ ' f(z)

Pour cela, cherchons d'abord à déterminer les points cri-

f ( z) .

tiques de la fonction y(^)
^ ^ situés dans l'intérieur de K.
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Soit a un point quelconque intérieur à K; ^(^) étant sy-

nectique, on aura aux environs de ce point

cp(^) = cp (a) 4- cp'(a) (:;-«)+....

D'autre part, si a n'est ni un zéro ni un pôle pour f{z)^

on aura un développement de la forme

f{z) — K^-^k,{z — a)-^..., Aojo,

d'où

= Xo-i-Xi(s — a)-\-....

f'(z)
Donc a est un point ordinaire pour o(z)'—. •

Supposons au contraire que a soit un zéro de f{z), et soit

m son ordre de multiplicité; on aura un développement de

la forme

f{z)^{z~a)'"[k,-^k,{z-a)-\-\,{z-aY-^...'\,

et, en prenant la dérivée logarithmique,

f'iz) _ m Ai+ 1 K,^{ z — a) -{- . . .

m
— a

H- N+ f^i(^ — a) +. . .,

, ^ f {z) 771 o( a) ^ . , .

f (z)
Le point a est donc un pôle pour la fonction cp(s)

^

et le résidu correspondant est m
'f

(<^).

Enfin, si le point a était un pôle de /(^) d'ordre de mul-

tiplicité m, on aurait un développement de la forme

f{z) = {z-a)-"'[A,^k,{z-a)-^...],

f'iz)
et l'on verrait de même que a est un pôle pour ^(-s) .. ,

.

•

et que le résidu correspondant est — m cp(B^).
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Cela posé, on sait (267) que l'intégrale cherchée est égale

à la somme des résidus relatifs aux pôles de cp(^)
' con-

tenus dans Fintérieur de K. Si donc la fonction f{z) admet

dans l'intérieur de K les zéros a,, ..., cii, ... avec des

ordres de multiplicité mi, . . . , mi, ... et les pôles a, , . . .
^

a^, ... avec des ordres de multiplicité u,, . . ., [ji/f, . . . , on

aura

Si les zéros et les pôles sont tous simples, on aura

On peut s'en tenir à celte dernière formule, car la précé-

dente s'en déduit en supposant que plusieurs zéros ou plu-

sieurs pôles, primitivement distincts, viennent à coïncider.

283. Supposons, en particulier, :}f'(z) ==z\^; il viendra

C^-^f'i^-)

2^^'A f{^)
..=q^^i.

Soit en second lieu/(^) = i. Chacun des termes cp(a/),

^(a^f) se réduisant à l'unité, nous aurons

N,

M désignant le nombre des zéros ai et N le nombre des

pôles a/^ (comptés chacun avec son ordre de multiplicité).

284. Remarque. — Soient z:=^x^ yi^ /(^) ^^P 4- Q;;

on aura

/ . ^ ^/ji=log(P + QO + const.

= |Log(P--i- Q2) 4- tare tangp- -f- const.
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Eq intégrant suivant le contour K, le logarithme arithmé-

tique reprend la même valeur aux deux limites. D'autre

part, arc tang ~ se sera accru de (k — A"')'::, k désignant le

nombre de fois que ^ passe du positif au négatif en devenant

infini, et k' le nombre des passages inverses du négatif au

positif. On aura donc

ch

285. Application, — Soit

le premier membre d'une équation algébrique. L'intégrale

^•r
/'("-^/:

donnera le nombre des racines contenues dans l'intérieur

de K, car la fonction /(^) n'a aucun pôle (à distance finie).

Pour obtenir le nombre total des racines, nous prendrons

pour K un cercle de rayon infini. L'intégrale sera

£ étant infiniment petit pour z infini. On aura donc à la

limite

Cmdz
j

=30.

D'autre part,

r nd

Le nombre des racines est donc égal à n, degré de l'équa-

n dz
Iran.

tion.

286. Formule de Lagrange. — Soient f[z) et '^(z) deux

fonctions synectiques dans V intérieur d'un certain con-
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tour}^) X un point intérieur à ce contour; a une constante

assez petite pour que la condition

-A <i

soit satisfaite pour tous les points du contour R.

Ces suppositions admises^ Véquation

z^œ + af{z)

admettra une racine unique a dans V intérieur du con-

tour, et ^{a) sera donné par la série convergente

[ ?(«) = cp(^) + a/(^)(p'(^)-{-...

La fonction

¥{z)r=z-x-y.f{z)

n'ayant pas de pôles dans le contour, le nombre des racines

a, a\j . . . intérieures au contour sera donné par l'intégrale

K

et, plus généralement, l'intégrale

. r o(z)F'{z)dz _ r
/- y(.)[i-a/'(^)]

sera égale à \ ^(«).

Pour évaluer cette intégrale, dont la première n'est qu'un

cas particulier, développons en série le facteur

Cette progression géométrique étant uniformément con-
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vergente sur K, on aura, en intégrant terme à terme,

1TÙ Zu J (z — a^)"^^

1

1

00

1

1

Dans le cas particulier où la fonction cp se réduit à l'unité,

cette expression se réduit à i. 11 n'y a donc qu'une racine a

dans l'intérieur du contour, et l'expression précédente de I

donnera la valeur de o{a). Le théorème est donc établi

287. Théorème. — Soit S{z, u, ç, ...) un élément de

fonction analytique dépendant de plusieurs i^ariables z^

w, v^ ... et tel que Uéquation

^{z, o, o, ...) = o

admette une racine nulle, de Vordre n de multiplicité.

Pour un système de valeurs infiniment petites donné

à u, ç, . . . : 1° l'équation

S(5, «, r, . ..) rzro

admettra n racines infinimentpetites ; 2° ces racines satis-

feront à une équation de la forme
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OÙ Pi, . ..^ pn sont des fonctions de u, p, . . ., synectiques

aux environs du point (o, o, ...); 3" enfin, on aura
identiquement

G étant un nouvel élément de fonction analytique qui ne

s^annule plus pour z=u=:^v^=... = o.

Mettons en évidence parmi ceux des termes de la série S

qui sont indépendants de u, r, . . . celui dont le degré en z

est le moins élevé; on pourra écrire

^A,,, z''u^vy...~az'

les exposants a, p,y, ... satisfaisant dans chacun des termes

de la série T à l'inégalité

a + ( /iH- 1 ) ( 3 -h y + . . . ) ; /i 4- I .

En effet, dans ceux de ces termes où p, ^% ... sont nuls à

la fois, a est au moins égal à /i -f- 1

.

Soit d'ailleurs p une quantité fixe, moindre que le rajon

de convergence de l'élément S.

La série S et sa dérivée partielle

az /j '

'•
dz

étant absolument convergentes pour z = u=v=^...= p,

les sommes

seront finies.

Nous allons établir qu'on peut assigner une quantité fixe A

telle que pour tous les systèmes de valeurs des variables s,

w, (^, . . . qui satisfont aux inégalités

1° l'équation S(z, u,ç^ ...):=: o n'ait aucune racine dont
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le module soit^pX et^ps; 2° elle ait n racines de module

Donnons, en effet, à z une valeur quelconque, dont le

module pv] soit compris dans l'intervalle de pX à psj le pre-

mier terme de S(^, u^ v^ .

.

.) aura pour module

Quant au module du reste T, il sera au plus égal à

Si l'on suppose X < 1 (d'où Tj < t), cette quantité sera au

plus égale à

y|Aapy...|p^+P-^ï+-'r]«+i = ar,«+'.

On aura donc

|S(^,«, r, ...)|^|«|p'^T,«-ar,«+i;T/^[|«|p«— ari].

01 donc À est choisi moindre que -—^—
> il en sera de même

a fortiori pour Tj, et S (g, «, p, . . .) ne sera pas nul.

288. Notre premier point étant ainsi établi, cherchons le

nombre des racines de l'équation S (^, u^ c, . . .) r= o, dont

le module est moindre que pX (et, par suite, moindre que pe).

Ce nombre est exprimé par l'intégrale définie

1-^1 Jr S
d:

prise suivant un cercle C de rayon pX décrit autour de l'ori-

gine comme centre. Or, d'après ce qui précède, on a pour

tout point de ce cercle

I
T

I
^ a).«+^
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et, par suite,

9 étant une quantité dont le module est au pins égal à

On voit de la même manière qu'on aura

dz
Sa|Aapy...|p^-'^+i^^^+"-X°'-i+('^+^)(P-^T+-)

= a'l^

et

dz

8' étant une quantité de module au plus égal à

a'I"- a'I

L'intégrale à calculer sera donc égale à

I rndz i + e^ _ _i_ fndz i /^ 6

2niJ z i + ô
^ 2ruJ z '2ruJ i

'—6 ndz

Le premier terme a pour valeur n. Quant au second, il

sera nul, si son module est <C i ; car on sait d'avance que la

valeur de l'intégrale cherchée est un nombre entier. Or ce

module est au plus égal à

a'I aX

I /i\a\p"-^
I

«
I

p" {<y'p -h n<j)\
r • 2 71 /^ =3 r- y

I —
a

quantité qui sera <^ i , si l'on suppose

I

a
I

p"l<
â'p + (/z-l-j)
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Si nous supposons que
|
m

|, \ç\^ ... tendent simultané-

ment vers zéro, on pourra faire décroître en même temps la

quantité e jusqu'à zéro. Les n racines Zi, . . ., z„ de module

<C oe, dont nous venons d'établir l'existence, tendront donc

vers zéro; les autres racines au contraire, ayant leur module

>» pX, resteront finies.

La première partie du théorème est donc démontrée.

289. Pour établir la seconde, nous remarquerons que la

somme s^ des puissances k^^""^^ des racines infiniment petites

sera représentée (283) par l'intégrale

^f^
C'est une fonction de u^ p, . . . qui a une valeur unique

et finie tant que les modules de ces variables ne surpasse-

ront pas pA'^+'. De plus, elle est synectique, car cette inté-

grale admet des dérivées partielles du premier et du second

ordre, finies et déterminées, lesquelles peuvent s'obtenir

sans difficulté par la dérivation sous le signe f.

Cela posé, les coefficients /?^ , ...,/?„ de l'équation F= o,

qui a pour racines -S,, . . .,^/z, s'expriment comme on sait par

des polynômes entiers en s^, s^^ . . , Sa- Ce seront donc des

fonctions de u^ ç^ ..., synectiques dans le domaine consi-

déré.

290. Considérons enfin l'intégrale

Elle aura une valeur unique et déterminée, ainsi que ses dé-

rivées partielles par rapport à u, r, . . ., et au nouveau para-

mètre z\ tant que
|
?^

|, |
p |, . . . ne surpasseront pas ca'^+' et

J. - 11. 20



3o6 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE Y.

que 1^1 sera << o).. Ce sera donc une fonction sjnectique à

l'intérieur de ce domaine.

Sa valeur sera d'ailleurs égale à la somme des résidus re-

latifs aux pôles z', ^j, ..., z-,i de la fonction à intégrer. Si

nous supposons |w
|,

|t^|, ... au plus égaux à p£'^+' et
| 5'|^p£,

le pôle z' sera distinct des autres, et le résidu correspondant

sera ée^al à la valeur de ^ -. - pour z =^ z'

.

^ b oz ^

D'autre part, a^ désignant l'ordre de multiplicité du pôle Zi,

oc •

le résidu correspondant sera -—'--^' On aura donc
Zi z

et, en changeant z' en z et désignant par I ce que devient F

par ce changement,

S ôz F dz ~ '

Intégrant cette équation, par rapport à 5, il viendra

S

F
log^^fldz

G désignant comme I une fonction de z^ u, (^, . . . sjnectique

aux environs de l'origine, et qui d'ailleurs ne s'annule pas

en ce point.

Nous avons supposé, dans la démonstration précédente,

que la quantité z' (actuellement remplacée par z) a son mo-

dule <i p)^, mais >> ps; or £ est arbitraire et peut être choisi

aussi petit qu'on veut. L'égalité

S = FG

subsistera donc pour toutes les valeurs de z dont le module

est < o"X, sans être nul. D'ailleurs, étant vraie pour z infini-

ment petit, elle le sera encore à la limite pour ;: = o.
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III. — Théorèmes généraux sur les fonctions

monodromes.

291. On est convenu de dire qu'une fonction analytique

f{z) a pour ^ = 00 un point ordinaire, un pôle, un point sin-

gulier essentiel, etc., suivant que le point ;î = o est un point

ordinaire, un pôle, etc., pour la fonction f [-]'

D'après cette définition, une fonction entière a générale-

ment, pour ^ = 00, un point singulier essentiel; ce sera un

pôle si la fonction se réduit à un polynôme entier; un point

ordinaire, si elle se réduit à une constante.

292. Théorïime. — Une fonction f{z) uniforme sans

points singuliers essentiels, même à V infini, est une fonc-

tion rationnelle.

En effet, elle ne peut avoir une infinité de pôles; car, ces

points étant isolés, il ne peut en exister qu'un nombre borné

dans un cercle de rayon donné décrit autour de l'origine.

Elle admettrait donc des pôles dont le module surpasserait

toute quantité donnée ;/( -
J
admettrait donc des pôles plus

voisins de l'origine que toute quantité donnée; le point i;=:o

serait donc un point singulier essentiel, et^=:GC serait un

point singulier essentiel poury*(5).

Soient donc a, 6, ... les pôles de/(5) en nombre borné.

On aura un développement de la forme

f^ (z) admettant les mêmes points critiques c{ucj'(z)f sauf

a, qui est devenu un point ordinaire. On pourra poser de

même
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et ainsi de suite. On aura finalement

S désignant une somme de fractions simples et cp (z) une

fonction entière.

D'ailleurs oo est, par hypothèse, un pôle poury*(^). Or

c'est évidemment un point ordinaire pour chacun des termes

de S; c'est donc un pôle pour cp (^), qui devra, par suite, se

réduire à un polynôme.

293. Théorème. — Une fonction entière /(^), dont le

module reste constamment inférieur à un nombre fixe M,

est nécessairement une constante.

En effet, f{z) admet un développement par la série de

Maclaurin

/(..)r=/(0)4-^/(0)-h...
j . 2 . . . /^

convergent dans tout le plan. Soit d'ailleurs G un cercle de

rayon R décrit de l'origine comme centre; on aura (t. 1,

n« 205)

d'où

1.1. . .n < 2 7: R"-^^ ^''"<iv^'

et, comme on peut prendre R aussi grand qu'on veut, on

aura à la limite

I . 2 . . . /i

pour toute valeur de n\ et, par suite,

/(^-)=/(o) = const.

29-4. On peut déduire, de la proposition précédente, une

propriété importante des points critiques essentiels.

Théorème. — Soit a un point critique essentiel de f{z).,
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isolé des autres points essentiels que peut possède?^ cette

fonction, et soitK un nombre quelconque. Il existera aux
environs du point a une infinité de valeurs de z pour les-

quelles on aura

|^-^|<s, \f{z)-K\<r,,

quelque petits que soient s et Tj.

Traçons, en eiTet, autour de a un cercle G d'un rayon
p

assez petit pour qu'il ne renferme aucun autre point critique

essentiel et considérons la fonction

Ses points critiques dans le cercle seront les suivants :

1° Le point critique essentiel «;

2° Des pôles, aux points oii/'(^) == A.

Si ces pôles sont en nombre infini, ils convergeront vers

le point limite a, et l'on aura, pour une infinité de valeurs

de z

\z-a\<z, f{z)~A^o.

Le théorème sera donc démontré.

Si ces pôles sont un nombre fini, on pourra réduire p suf-

fisamment pour que G n'en contienne plus aucun, et cp (^),

n'ayant plus qu'un seul point critique a dans ce cercle,

pourra être développée, d'après la formule de Laurent, en

une double série

00 00

1

La première série sera convergente dans le cercle G, et si

\
z — a\<C. p'j p' étant une quantité moindre que p, son mo-

dule ne pourra surpasser la constante fixe

K==^|A,Jp'-.
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La seconde est une fonction entière de > car elle con-
z — a

verge dans tout l'intérieur de G (sauf au point a pour lequel

est infini) et a fortiori en dehors de G, où —^

—

z — a ^ ''
^ \z — a

est moindre qu'à l'intérieur. On pourra donc, d'après le

théorème précédent, assigner à la variable une valeur telle

que son module surpasse un nombre quelconque M.
La valeur correspondante de

|

^ — a
|
sera < p', si M est

assez grand, car, lorsque
|
- — a

1 5 p^ i

cp (5) |
ne peut surpas-

ser la constante fixe
00

2|B,„|p'-'«.

1

On aura donc à la fois

i

3 — a |< p'

çt

l?(^)|-

ou

>M-K,

M — Iv

et, par suite, en prenant p' assez petit et M assez grand,

|.--a|<s, I/(^)-A|<r,.

Ayant trouvé un premier point z qui satisfasse à ces con-

ditions, on pourra trouver de même un second point ^,

satisfaisant aux conditions

\z,-a\<\z-a\, |/(.0-A|<|/(^)-A|,

et ainsi de suite.

M. Picard a démontré (^) qu'il existe au plus deux valeurs

(') Mémoire sur les fonctions entières {Annales de l'École Normale;
[880).
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(finies ou infinies) de A pour lesquelles les relations

\z-a\<z, f{z)-A^o

n'aient pas une infinité de solutions. Nous nous bornerons

à énoncer ce résultat.

La proposition que nous venons d'établir s'appliquerait

évidemment à tout point critique essentiel qui serait la limite

d'une suite de points critiques essentiels de l'espèce que

nous avons considérée.

295. Une fonction entière peut ne s'annuler pour aucune

valeur de la variable, ou admettre au contraire des zéros

simples ou multiples, en nombre fini ou infini. Mais, dans

tous les cas, ces zéros forment un système de points isolés

(t. I, n°339).

Réciproquement, nous allons établir la proposition sui-

vante :

Théorème de M. Weierstrass. — Etant donné un sys-

tème quelconque de points isolés a^, ai, . . . , an, • • • , on

pourra construire une fonction entière dont ces points

soient les zéros.

Nous supposerons provisoirement que l'origine ;3 = o ne

fait pas partie de la série des zéros donnés aQ, a), .... Si

le nombre de ceux-ci est fini, le produit

I — —

satisfera à la question. Si ce nombre est infini, le produit

ci-dessus, contenant une infinité de facteurs, pourra devenir

divergent, ce qui rendrait la solution illusoire. Mais on peut

la modifier ainsi qu'il suit :

Remarquons tout d'abord que les points «q? ^i? • • • ^t^T^t

isolés, il n'en existe qu'un nombre limité dans une portion

finie quelconque du plan, et notamment dans un cercle de

rayon donné décrit autour de l'origine. On pourra donc
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ordonner les quantités «q, «i, ... suivant l'ordre de gran-

deur de leur module. Si plusieurs de ces quantités ont même
module ou même sont égales (ce qui arrivera si l'on veut

donner des zéros multiples à la fonction), on pourra les dis-

poser dans l'ordre qu'on voudra. En tout cas, on aura évi-

demment
Km

I
«2,,

I

= 00.

Gela posé, considérons le produit infini

P(.) =.11 .«.(:- i

OÙ Mo, M| , . . . , M.^, . . . désignent des polynômes en z.

Nous allons montrer que ces polynômes peuvent toujours

être déterminés de telle sorte que le produit ci-dessns soit

convergent et représente une fonction entière, satisfaisant

aux conditions requises.

On a

an)

..'Ci

la ligne L d'intégration entre o et ^ pouvant être choisie ar-

bitrairement. Mais on a

< al{a,,— z)

^2 z"- r' z'' dz

iâï~^"' ^ nal J„ a;,{ci„ — z)

dz

Si donc nous posons

M„- — -i- .. .-1- -

nous aurons

>^ï»

an



INTÉGRALES COMPLEXES. 3l3

Les polynômes M,^ étant ainsi déterminés, nous aurons

satisfait à la question. Considérons en effet l'ensemble des

valeurs de z dont le modtde ne surpasse pas un nombre

donné p, et soit
|

a^
\

le dernier terme de la suite
] <^o I?

i

^\ \i
•••

qui ne surpasse pas p. On aura

Or, dans le domaine considéré, on a |^|<p5 et pour les

valeurs de n plus grandes que [k on a, d'autre part,

I «î/J > I
au.+i

I
> p

et, par suite,

Vn\^
Cl'a (««—-)

I

^
I «^u.+l I" (I «JX+l I

— P )

Le terme général de la série \ 'h\^ a donc son module

moindre que le terme général d'une progression géométrique

convergente et indépendante de ^; la série sera donc unifor-

mément convergente dans le domaine considéré. La série

\ ^,1 sera convergente dans ce même domaine, car on a

^/jj.+il"(l«[x+i| — p)

l.

l désignant la longueur de la ligne d'intégration. Or le second

membre est encore le terme général d'une progression géo-

'métrique convergente.
en

La série \ 'hn sera donc, dans le domaine considéré, une

p.+ l 00

fonction synectique, ayant pour dérivée \ ^'^ ;
il en sera de

(JL-Hl
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même de l'exponentielle

e 1^+'
,

qui d'ailleurs ne s'annulera pas dans ce domaine.

Mais, d'autre part, l'autre facteur de P(^) est une fonction

entière, qui ne s'annule qu'aux points «q, ..., a^. Donc
P(z) est synectique dans ce domaine et admet les zéros ci-

dessus à l'exclusion de tout autre.

Gomme on peut faire croître indéfiniment le nombre p, on

voit que P(^) est bien une fonction entière, dont les zéros

sont les points a^, . . . , an, ....

296. Nous avons supposé que le point ^ = o ne faisait pas

partie de la série des zéros donnés. Si l'on voulait obtenir

une fonction pour laquelle ce point fût un zéro d'ordre m, il

suffirait de construire par la métbode précédente une fonc-

tion admettant les autres zéros de la suite et de la multiplier

par z^.

297. Ayant ainsi construit une fonction entière f(z) ayant

les zéros demandés, proposons-nous de trouver l'expression

générale des fonctions entières qui jouissent de cette pro-

priété.

Soit /< (3) = Q/(^) l'une d'elles. Le quotient Q n'aura

évidemment ni zéros ni points critiques à distance finie. Son

logarithme n'aura donc pas de points critiques à distance

finie, et sera une fonction entière. En la désignant par U,

on aura

/,(^) = eV(--)-

Réciproquement, il est clair que toute fonction de la forme

ci-dessus jouira de la propriété demandée, le facteur e" ne

pouvant devenir ni nul ni infini.

298. On donne le nom de fonctions niérojnorphes aux

fonctions dont tous les points critiques situés à distance finie

sont des pôles.
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Soient F(^)une semblable fonction; «oj <^o • • • ses pôles;

jjio, jjL,, ... leurs degrés de multiplicité. On peut construire

une fonction entière f{z) ayant ces points pour zéros, avec

les mêmes degrés de multiplicité. La fonction F(«)/(5):=:cp (3),

n'ayant plus de point critique à distance finie, sera une fonc-

tion entière. La fonction

sera donc le quotient de deux fonctions entières.

299. Les fonctions entières et les fonctions méromorphes

rentrent comme cas particulier dans la catégorie des fonctions

monodromes, dont tous les points critiques, situés à distance

finie, sont isolés. Proposons-nous de déterminer l'expression

générale de ces dernières fonctions.

Soient /(:;) une semblable fonction; a l'un de ses points

critiques. On aura, comme nous avons vu (266), aux environs

de ce point.

00

k,,{z-ay

1

Chacune des deux séries partielles ^{z) et '^{z) peut con-

tenir un nombre de termes limité ou illimité; mais, dans ce

dernier cas, elle sera convergente aux environs du point a.

La série ^{z) sera même convergente dans tout le plan

(le point a excepté).

D'autre part, il est clair que a n'est plus un point critique

pour la fonction cp (3). La nature de la singularité que pré-

sente la fonction f{z) en ce point est donc caractérisée par

la seconde fonction partielle '}(^)-
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300. Théorème de M. Mittag-Leffler. — Etant donnée
une suite quelconque de points isolés a^, a^, ..., a,2, ...

et une série de fonctions correspondantes h^^ h^^ . .
.

, J^,,, . .

.

de la forme

^>i— \ A>„,„( a,,)-

on pourra toujours construire une fonction monodrome

f{z) ayant pour points critiques a^^ a,, ..., an^ ... et telle

que l'on ait

cp,i étant unefonction pour laquelle an ne soitplus un point
critique.

On satisfera évidemment à la question en posant

/(.-)=^(d;,-P,),

si Py, . . ., P/^, . . . désignent des polynômes en 2, choisis de

telle sorte que la série f(^z) et la série dérivée

/'(.-) =^(i;,-p;,

soient uniformément convergentes dans toute région finie du

plan qui ne contient aucun des points critiques «q, ..., <2//, ....

Cherchons à déterminer les polynômes P, de manière à

satisfaire à cette condition.

Soient Ç le maximum du module de z dans la région con-

sidérée; ao, ..., a;2, ... les modules des quantités «o? ••••)

a,/, ...
; nous les supposerons rangés par ordre de grandeur

croissante, de telle sorte qu'on ait

lim a,^ ==: 00 pour n = 00.

Traçons autour de chaque point critique a,i-) et dans ses

environs, un cercle c«, dont Je rayon R/^ ne surpasse pas

d'ailleurs une quantité constante, que nous désignerons par p.
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On pourra assigner à n une valeur finie A", à partir de la-

quelle on ait constamment a„ — p — Ç > i • H résulte de cette

inégalité que le cercle de rajon Ç, décrit de l'origine comme
centre, ne coupe pas le cercle de rayon p décrit de a,i comme
centre. Mais le premier de ces cercles contient le point ^, le

second contient le cercle c„ ; donc z sp^a en dehors du cercle

Cn (si Jlyk).

Gela posé, on aura évidemment

A l CQ

La première somme ne contient qu'un nombre limité de

termes, dont chacun est uniformément convergent dans

toute région qui ne contient aucun des points «q, «<, ...

(car la série ^,i procédant suivant les puissances entières et

positives de la variable ? sa convergence est uniforme)
;z Clfi

donc elle est uniformément convergente, ainsi que sa déri-

vée, de quelque façon qu'on choisisse les polynômes P.

Passons à l'examen de la seconde somme.

La fonction ^^ étant convergente dans la couronne com-

prise entre le cercle Cn et un second cercle G de rayon infini,

et le point z étant d'ailleurs dans cette couronne, on aura,

comme dans la démonstration du théorème de Laurent,

-V,.( = )
1_ f hl"^^ ^^JMiû du.

^ n • I / \ • 1 r • ^^ ^« ( '' )

La lonction u^/^(M) et, par suite, la lonction ten-

dant évidemment vers zéro pour u= cc, la première intégrale

sera nulle (256), et l'on aura simplement

^ ^ ' 1T.I J _
U Z

i-îzi J
^^ ' \^u U- u^ u^-{u — z)\
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jj. étant lin entier que nous nous réservons de déterminer en

fonction de n.

Les premiers termes de cette intégrale donnent un poly-

nôme en z de degré ji. — i . En le prenant pour P,^, il viendra

^"- P"= - j^-£ «.(,!-.) ^'' " ^"'

Le module de u sur le cercle Ca est évidemment ^ a,^ — p.

Soient M/i le maximum du module de ^«(«^) sur ce même
cercle; \a un entier positif satisfaisant à l'inégalité

(/H-2A„)M„p<(a„-p)>.,.

On rendra les séries

convergentes en posant

On a, en effet,

Si^«-'^"i<2i^K
Ç!^M„.2 7rp

K,i désignant le facteur

Yï \ A

a« —
? y a,, — p — c

et

K' désiernant le facteur

k;,=k„
l '^(a,-p-q(/i-H2X,jJ
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Les deux séries ci-dessus sont convergentes; car, si n tend

vers GO, K/;, K„, - "— tendent vers zéro. La racine /i^^™'' du

terme général tend donc vers zéro.

L'uniformité de la convergence résulte d'ailleurs de ce

fait que ces dernières séries ont leurs termes indépendants

de z,

301. Ayant ainsi construit une fonction /*(^) satisfaisant

aux conditions demandées, on obtiendra évidemment la fonc-

tion la plus générale qui satisfasse à ces mêmes conditions en

lui ajoutant une fonction entière quelconque.

302. Théorème. — Toute fonction u qui a n valeurs

pour chaque valeur de z et qui n'offre à distance finie

que des points critiques algébriques est racine d^une équa-

tion algébrique de degré /z, dont les coefficients sont des

fonctions méromorpJies de z.

Ces coefficients se réduiront à des fonctions ration-

nelles, si la fonction nUt que des points critiques algé-

briques, même en tenant compte du point z =. œ.

Soient, en effet, //„, ?/,, ..., u,l-.^ les n branches de la

fonction. Un point quelconque a deviendra un point ordi-

naire ou un pôle pour l'une quelconque d'entre elles, telle

que ;^0 7
si l'on prend pour variable indépendante une puis-

1

sance fractionnaire de z — a, telle que (z — a)'^ = Z. On
pourra donc, aux environs de ce point, développer Uq en

série convergente, suivant les puissances entières de Z. Le

développement pourra d'ailleurs commencer par des puis-

sances négatives, si le point considéré est un pôle pour u^-

Soit donc

«o = AZ=^+BZP +

Si z tourne 1,2, . . . , ^ — i fois autour du point «, Z se

reproduira, multiplié par les diverses racines ^''*'"^^de l'unité.
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En les désignant par 9, 0-, . . . , 0?-<, nous obtiendrons q— \

autres branches de la fonction, représentées par les séries

— k^^TJ^ -I-B6PZP

Élevons ces égalités à la puissance A, k étant un entier

quelconque, et ajoutons les résultats. Il viendra

k
r/-l ^.l>Z^H-aPoZ!^-

D'ailleurs le premier membre ne change pas, si l'on j change

Z en 8Z. Donc il en sera de même du second; donc les ex-

posants X, |i., . . . seront tous des multiples de q\ donc, enfin,

la somme wJh-. . .+ mJ_^ sera développable en série con-

vergente_, suivant les puissances croissantes de la quantité

Tji = z — a.

Tout autre cycle de branches associées Uq^ Uq^^ > • • • don-

nerait évidemment un résultat analogue. Donc la somme S^

des puissances A'^™*'' des diverses branches de la fonction u

est une fonction monodrome de z, pour laquelle le point a

est un point ordinaire ou un pôle. Ce pointa étant d'ailleurs

quelconque, S^ sera une fonction méromorphe.

Supposons enfin que z=^co soit un point ordinaire ou,

plus généralement, un point critique algébrique pour la fonc-

tion u. Chacune des branches Wo, ..., Un^\ sera développable

aux environs de ce point, suivant les puissances entières et

croissantes d'une puissance fractionnaire de -j telle que

1

= Z ; et un raisonnement identique au précédent montre

que œ est un point ordinaire ou un pôle de S^. Donc S/f,

n'ayant pour points critiques que des pôles, sera rationnel

en z.

Gela posé, les quantités Wq, ..., u,i-\ sont les racines de

l'équation
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dont les coefficients, s'exprimant en fonction rationnelle et

entière des sommes Si, ..., S^, ..., seront des fonctions

méromorphes (ou des fractions rationnelles) de z en même
temps que ces dernières.

303. Théorème. — SI Inéquation en u est irréductible,

on pourra, en faisant décrire à la variable z un contour

fermé convenable, passer de la brandie Uq à l'une quel-

conque des autres branches «, , . . . , Un-{ •

Supposons, en effet, qu'on ne pût passer de la branche Uq

qu'aux branches w,, ..., Umi mais non aux branches sui-

vantes Um+\, •••; les branches Uq, Uf, ..., w„i seraient évi-

demment permutées exclusivement entre elles, quel que fût

le chemin suivi par la variable z. Et l'on verrait, comme tout

à l'heure, que les coefficients de l'équation

{a — Uq)...{u-- u,„ ) — o

seraient des fonctions méromorphes (ou des fractions ration-

nelles) de z. L'équation en u admettrait donc un facteur de

même forme et de degré moindre.

J. - II.
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CHAPITRE YI.

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

I. — Des périodes.

304. On dit qu'une fonction y*(?<) est périodique et ad-

met la période 2to, si elle satisfait à la relation

/(" + 2C0)=:/(«).

Si /"(^^) admet plusieurs périodes, 20), aw', ..., 2w'% elle

admettra évidemment pour période toute quantité de la forme

m, m', . . . étant des entiers quelconques, positifs ou né-

gatifs.

Si toutes ces quantités sont différentes, on dira que les

n -\- I périodes 20), 2cd', ... sont distinctes. Dans le cas con-

traire, ce seront des fonctions linéaires, à coefficients entiers

de n nouvelles périodes 2O, 2Q', .. ., 2 0'^~^.

En effet, il existe entre elles, par hypothèse, une équation

linéaire à coefficients entiers

(i) 2aw -f- 2a'a)'-h. . . == o.

Soit a le plus petit (en valeur absolue) de ceux des coeffi-

cients a^ a' , . . . qui ne sont pas nuls. On aura

a' =z ar/ -{- r' , a"—aq"-\-r", ...,

q'
^
q" ^ . . . étant des entiers, et /'', 1^' des restes inférieurs

à a en valeur absolue.
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Posons
2 10 -H 2 <7' w' 4- 2 ^" to" + . . . T=: 2 W 1

.

Il est clair: i*'que 2w< est une période; 2'Vjiie 2to, 2io', ...

s'expriment par des fonctions linéaires, à coefficients entiers

de 2(0,, 2to', .... Ces nouvelles périodes sont liées par la

relation

2<2 0Ji + 2/-'co'-4 . . . =: O,

OÙ les coefficients, sauf le premier, sont moindres en valeur

absolue que dans l'équation (i). Par une suite d'opérations

analogues, on arrivera finalement à un système de périodes

2O, 2O', ... liées par une équation où tous les coefficients

soient nuls, sauf le premier. Celle des nouvelles périodes,

2Ù^ par exemple, qui figure seule dans l'équation, sera donc

nulle, et disparaîtra des formules, qui donneront 2 to, 2w', ...,

2w" en fonction de 2Q, 2O', ..., 2!)""^

305. Théorème. — Toute fonction admettant plus de

deux périodes distinctes, ou deux périodes distinctes dont

le rapport soit réel, admet une période de module moindre

que toute quantité donnée.

Supposons d'abord que nous ajons trois périodes dis-

tinctes

2w— a-h ?/, 2to':=za'+p'/, '2iM"—y."-^ ^" i.

Nous aurons, quels que soient les entiers /?z, m' ^ m!\ la

])ériode

2/71W -h 2/?i'w'-î- 2m"w"z=: /?2 a -|- m' ol' -[- m" y."

Soient M une limite supérieure des modules des quantités

a, a', a'^, [^, [^', ^" , et k un entier arbitraire. Donnons à cha-

cun des entiers /?/, m' ^ m!' la suite des valeurs o, 1, . . . , A\

Pour chacun de ces systèmes de valeurs, en nombre (k-h^y^

on aura
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3

Soit n le plus grand entier moindre que (/: -j- i)'. Parta-

geons l'intervalle de — 3MA" à SMA" en n intervalles égaux,

11 T , 6MA- , , ,

d ampliLude —— ; chacune des deux quantités

m a -+- m' a' -h m" cl" , m p + m' ^' -f- m" '^"

tombera dans l'un ou l'autre de ces intervalles, et le nombre

des hypothèses distinctes qu'on pourra faire à ce sujet sera

n?. Ce nombre étant moindre que {k -{- i)^, il existera néces-

sairement deux systèmes diflerents m,, m^, m\ etmo, m,,^ m^,

tels que m, a + m\ cl' -\- m] a!' et //z, fi -h m\ ^' -h m\ ^"

tombent respectivement dans les mêmes intervalles que

m.^y.-h m^a'+ m'^a'' et m^'^ -h m'^ 9J -^ m"., ^'yOn aura, par

suite,

\{m.,— nii) a + (m^ — /hJ a'-f- (m^ — m^j y."]^ -,

I

{m,- m,) ? + (m; - m\) ?'+ (m': - m",) ^ |
^ -^-^'

d'où l'on conclut l'existence d'une période

2 li — ( ^2— mi) 2 w -+-
( m^ — m'j ) 2 to' -f- ( m2 — m'{) 2 w",

de module moindre que

\/2, . ':--^-
.

Il

expression qu'on peut rendre plus petite que toute quantité

donnée en prenant k assez grand, car n est d'ordre | par rap-

port à k.

306. Admettons en second lieu qu'on ait deux périodes

distinctes 20), liù' ^ dont le rapport /' soit réel. Il sera incom-

mensurable, puisque les périodes sont distinctes. Posons

qy rji, ... étant des entiers, et r,, r^, • • • une suite illimitée

de restes dont chacun soit au plus égal en valeur absolue à
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la moitié du précédent. Multipliant ces égalités par 2w, il

viendra

20) — 2<7C0'+ 2/'iC0, 2(jL>'zz; /7i2/*,w -H 2r2 0J, ....

Nous obtiendrons donc une suite de périodes 2/'ito, 2/'2W, ...

dont les modules décroissent indéfiniment.

307. Corollaire. — Une fonction analytique uniforme

ne peut avoir plus de deux périodes distinctes, ni deux

périodes distinctes dont le rapport soit réel, à moins de

se réduire à une constante.

Car les points pour lesquels la fonction reprend la mémo

valeur étant isolés (t. I, n° 339), il ne peut v avoir de périod(;

infiniment petite.

Dans l'étude que nous allons faire des fonctions à plusieurs

périodes, nous supposerons toujours qu'il s'agisse de fonc-

tions analytiques uniformes, et même méromorphes. Elles

auront donc deux périodes

2Wi=: ai+ i^i/,
2a)2^=a2+[32^

dont le rapport

_ a., + 3, i __ a, a, -f- ^i 3-> _ ^i 82— ^2^ 1 •

sera un nombre complexe. Sa partie imaginaire aura le signe

du déterminant a, ^2 — ^2 ?i •

308. Avant de procéder à cette étude, il nous faut établir

quelques propositions relatives aux substitutions linéaires.

On donne c; nom à l'opération qui consiste à remplacer 2 to,

.

2(02 P^r de nouvelles quantités

2 tu', = 2 6/ Wj --1- 2^X02, 2W2 = 2CWiH- 2«?a)2.

Cette opération S se représente par la notation

a b^

c d

Le déterminant a<i— ^c = D se nomme le déterminant

de la substitution. On doit le supposer différent de zéro.
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Le rapport-:' des nouvelles périodes aco', , 2iû[, sera donné
par la formule

c -V- ci-

(«ai-t- ^g,)--!- (aPi-h ^^2)2

Sa partie imaginaire a le même signe ({ue dans t, ou le

signe contraire, suivant que D est positif ou négatif.

On peut passer réciproquement de 2co'^, ato^ à 2 0),, ilù-,

par la substitulion inverse

_ 2(^/w', — 2 6w!^ — 2Cw', 4- 2(7w!,

de déterminant =. •

Si rt, 6, c, d sont entiers et D -- dz i, la sul)st!tution in-

verse aura aussi ses coefficients entiers, et les deux for-

mules

2 in^ (Oi -h 2 /7Z2t02, 2 m'y tOj -h 2 /?i2 ^'2

(//?,, /??2, A?^', , m^, entiers) représenteront la même suile de

quantités. On dira dans ce cas que les deux systèmes de pé-

riodes (2W,, 2(00) et (2(0',, 2to!,) sont éqawalents. L'équi-

valence sera propre ou impropre, suivant que D sera égal

à -h 1 o u à ^— I .

Soient
203'J,

2to!^ un troisième système de périodes liées

à 2to'^, 2co', par les relations

2 (o
,
=;- 2 a' to', + 2 6' COg , 2 Wg ---- 2 c' co'^ -1- 2 c/' co'^ .

On aura évidemment

2to';r- 2 (aa' H- ch') co. H- 2 {ba' -{- db') w.,

2 w^ --- 2 ( «c' 4- c^' ) coi -h 2 ( /^c' -I- dd' ) 003.

Les deux substitutions
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auront donc pour résultante la substitution

/ aa' -^ cb' ba'-\-db'^

ac cd\ bc' + dd'

que nous représenterons par SS'.

En général, SS' et S' S représenteront d'après cela des

substitutions différentes ;
mais on aura

SS'S"=:S(S'S").

Nous désignerons naturellement par S-, S% ... les substi-

tutions SS, SSS, . . .; par S"-^ la substitution inverse de S;

enfin par i la substitution ( j qui laisse les périodes inal-

térées.

Dorénavant, nous ne considérerons plus que des substitu-

tions à coefficients entiers.

309. Nous donnerons le nom de substitutions élémen-

taires aux suivantes :

G —1/ Vo m Vo I

m, n étant entiers et positifs.

On joint souvent à cette liste la substitution

V

—

I ^

Celle-ci s'exprime au moyen des précédentes par la for-

mule

On a réciproquement

A,=rBA-»B-^

Théorème. — Toute substitution S à coefficients en-

tiers est un produit de substitutions élémentaires.
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Il suffit d'établir ce théorème pour les substitutions

a h

c d

dont le déterminant D est positif. Car si D était négatif, on

aurait immédiatement

S' ayant pour déterminant — D, qui sera positif.

On peut supposer en outre que a, h, c, d aient pour plus

grand commun diviseur l'unité. Car, si m est leur plus grand

commun diviseur, soit

a^=^ma', h^=:-inh'^ c^=:^mc', d:=md',

on aura

o mj \c' d J

S' étant une substitution de déterminant -— > dont les coef-
m-

ficients n'ont plus de diviseur commun.

Supposons donc D >> o, et a, 6, c, d sans diviseur com-

mun 5 on aura

et, d'autre part,

f

^"^ \c-aX d-bl) \l i)
=^*^^"'

Si, S2, S3, S4 étant des substitutions de même déterminant

que S et dont les coefficients n'ont pas de diviseur commun.



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 829

Posons, d'après cela (si c n'est pas nul),

d =^0X1 -{- d^, o < <ii ^ I c|,

c = rfi [Xi-H c,, o ~ Ci<:<^i,

Cj ;= <i2[^2+ ^2? ^< <^2<<^2r

On aura finalement

d,c-=cl', Cf,.-^:o,

d' désignant le plus grand commun diviseur de c, d\ et,

d'après les formules (2),

S rr.: TS',

T = A^,' AJ'. . . A^^^Ait'^ étant un produit de substitutions élé-

mentaires, et S' une substitution de même déterminant que

S, dont les coefficients n'ont pas de diviseur commun, mais

de la forme plus simple

S' —^ - 'g d'

Si b' n'est pas divisible par d\ posons de même

d'—b'\\ -\-d\, o<d\l\b'\,

b'— d\ [jl'i -f b\, o ^ ^'1 < d\
,

On aura, d'après les formules (3),

T' = . . . A^'A„» étant un produit de substitutions élémen-

taires, et S'' une substitution de la forme

d' d" '

'

où «?'', étant égal au plus grand commun diviseur de b' , d'.

sera << d'.

Si c" n'est pas divisible par d", on aura de même

lUïriVBRSITT^
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T'^ étant un produit de puissances de A,, Ao, et S"^ une

substitution de la forme

a'" b"

^o d"

En continuant ces opérations, on arrivera nécessairement

à une substitution réduite

-=(;r).

où Tun des coefiîcients 3, y, par ex^emple y, sera nul, l'autre

étant divisible par S. Les coefficients n'ajant pas de diviseur

commun, a sera premier à 8.

Cela posé, on aura

00/ \o /

et comme ^3 — a et ont pour plus grand commun diviseur

l'unité

a S — a\

00 /

(") étant un produit de puissances de A,, Ao et S une substi-

tution de la forme

D'ailleurs la substitution réduire
(

K à laquelle nous ar-

rivons, doit avoir le déterminant D; donc cl' = D.

Nous voyons donc que toute substitution S de détermi-

nant D, et dont les coefficients n'ont pas de facteur commun,
peut être mise sous la forme

T.
( f

"
)
T.

T, et T2 étant des produits de puissances (positives ou né-

gatives) des deux substitutions élémentaires A,, Ao.
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310. Soient

2Q2--
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Cette substitution ajant le déterminant D^ nous aurons

ao=:D.

En outre, a, [3, v n'ont pas de facteur commun. Enfin,

comme nous avons •

et que le facteur A^ peut être fondu dans T, nous pouvons

disposer de X de manière à obtenir une substitution réduite

où y soit l'un des nombres de la suite o, i , . . ., 8 — i (ou, si

on le préfère, un nombre choisi à volonté parmi ceux qui

lui sont congrus suivant le module S).

Soit encore ici

posons

2Q, == 2aiMi -\- 2 ^1^2, 2122 ::~ 2Cit0j -f- id^Lù^.

La relation entre les périodes 2O1, 2O2 et 2 co
^

, 2 wj, de-

viendra

20)'^=: 2a(2j, 2(0'^:= 2y12i-+- 28122, (ao — D)/
OU

2 D 12i
—

:; 2 oco
j

,

2 D 122= — 2 yw
j H- 2 acoj

.

312. Il importe de déterminer le nombre des systèmes de

valeurs différents que peuvent prendre les nombres a, y, 8

d'après les conditions ci-dessus :

ao =z D, o^ Y <C 0;

a, y, ô sans facteur commun.

Pour cela, décomposons D en facteurs premiers. Soit

D ^=p^p'^' . , .. On devra prendre pour 8 un diviseur de D,

tel que p^p'"^'
. . . . et pour a le facteur complémentaire

On sait que chaque nombre de la suite 0,1, ...^p"^p'"^'...— i

est déterminé sans ambiguïté par les restes /', r\ . . ., qu'on
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obtient en le divisant par />"% pùv p'"'^', etc. Mais ce nombre

ne pourra être pris pour y que s'il n'a pas de facteur commun

avec 8 et a. Pour cela, il faut et il suffit :

i'' Que p"^^ /?"~'^, r ne soient pas tous divisibles par p;
a*' Que p'^', p''^'~^"-\ r' ne soient pas tous divisibles par

p'i etc.

Si donc nous désignons par z> (/?") le nombre de systèmes

de valeurs de m et de r, telles que l'on ait

(/j'^, />"~"^, r sans diviseur commun), le nombre N des solu-

tions cherchées sera

r^{p^)o{p'n'),,,.

Or si m =: /^, r pourra prendre toutes les valeurs de o à

p/i— i^ en nombre p'^. Si o < m < n, il ne pourra prendre

que les /?"^

—

p"^~^ valeurs moindres que /?"^ et non divisibles

par/9. Enfin, si m = o, il ne peut prendre que la valeur o.

Donc

'4>(/?« )
- /?-^ 4-y (/?'"— p""-^) 4- I :=P" -h p"-^ zz^zp^-ll^

1

et

N..,M:-. ^)
.'»(.+ !).. .:.D(,-.i)(.-.l

313. Les substitutions

S es
de déterminant i peuvent être réparties en six classes dis-

tinctes, suivant que leurs divers coefficients sont pairs ou

impairs. Il résulte, en effet, de la condition ad — hc ^^ \ :

1° que l'un au moins des coefficients est pair; i"" que deux

coefficients situés sur la même ligne ou la même colonne ne

peuvent être pairs à la fois. Les seules hypothèses admissibles
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sont donc les suivantes:

1 a^ cl impairs; b^ c pairs;

11 a, c, d » b pair;

m a, b^ c )) d »

IV a, b, d » c »

Y b, c, d » a »

Yl Z>, c » a, d pairs.

On a

s^.(-^^-^)(:;).-s,A,

et, suivant que S appartient à la classe I, II, III, IV, V ou

VI, S< appartiendra à la classe IV, V, VI, I, II, III.

On a de même

S2 appartenant à la classe II, I, IV, III, VI ou V.

On pourra donc, suivant la classe à laquelle appartient S,

mettre cette substitution sons l'une des six formes

T, TA.2, TA1A2, TA,, TA2A1, TA1A2A,,

T désignant une substitution de la première classe.

Cette substitution T résulte elle-même de la composition

des substitutions

a;, A^ et B'---(7' 12

Soit, en efîet.

a b\ /a, <i impairs

c d J \b,c pairs

La relation ad — bc -- 1 montre qu on a

ad^^ imod 4,

d'où
a EE^ d^- ±1 mod 4-

Supposons d'abord a=imod4. On pourra déterminer
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sans ambiguïté une suite d'entiers pairs 2)., 2a, ... par les

relations

b z^ 2\a -^ bi,
I
^^1

i
<

1

<^ !,

Posons de même
d-=rz2\c -h <:/]

C = 2 |JL<ij-r- f^l

Les entiers 6, ^< , . . . , c, Ci , . . . seront tous pairs, et les

entiers a^ a^^ . . . ^ d, dx^ ... congrus à i mod 4- Comme ^,

6,, ... décroissent en valeur absolue, on aura finalement

une quantité ^a+i = 0; et l'on aura évidemment

T

D'ailleurs

d'où

Enfin Cyi est un nombre pair; en le représentant par 2y.^,

on aura

("'^ )=Af^.

Si a E^ — 1 mod 4, on aura

et la méthode ci-dessus permettra d'exprimer T' par un

produit de puissances de A^ et de A",.

314. Le réseau des périodes

2/721 (0^4- 2 Watog,
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dérivé des deux périodes fondamentales

peut se représenter géométriquement comme il suit :

A partir d'im point quelconque A, portons bout à bout

deux droites représentant 2co, et 20)2 en grandeur et en di-

rection. Sur ces deux droites, construisons un parallélo-

gramme, dit parallélogramme des périodes. Les diverses

périodes seront représentées en grandeur et en direction

par les distances du point A aux points

A H- 2 mi o) 1 -h 2 /n, ^2

•

Ces points sont les sommets d'un réseau de parallélogrammes

égaux.

Nous dirons que deux nombres a, a' sont équivalents si

la difFérence a!— a est une période; et nous représenterons

cette relation par la notation suivante

a' Ezs a^

analogue à celle usitée en Arithmétique

b' ^EE^ b modm,

pour exprimer que la différence de deux entiers 6', b est un

multiple de m et qui s'énonce, comme on sait, en disant que

6, b' sont congrus suivant le module m.

L'aire du parallélogramme des périodes est

L'angle extérieur cp {fig> 17) représente l'argument du rap-

port
2t0,

2Wi

S'il est << 1^, la partie imaginaire de t sera positive; sinon

elle sera négative. Dans le premier cas, si l'on fait le tour du

parallélogramme en s'éloignant du point A suivant la ligne

2(o<, la rotation aura lieu dans le sens direct; dans le se-

cond cas, le sens sera rétrograde.
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Les sommets du réseau resteront les mêmes, si l'on rem-

place 2(0^, 2 032 par un système de périodes équivalentes 2(0,

,

2oj!j. Il existe une infinité de semblables systèmes.

Fig. r;.

/ 2CO, /

Appelons, en efî'et, période primitive toute période

où /??,, mo sont premiers entre eux. On pourra déterminer

(d'une infinité de manières) deux nouveaux entiers /i,, n.>

premiers entre eux et satisfaisant à la relation

m^n^ — mg /îi :=^ --iz I .

On aura ainsi une seconde période primitive

2t02 == a/ijWi 4- 2/i2W2,

et le couple 2(0',, 2to^ sera équivalent au couple 2(x),, 'ilù.^.

Le parallélogramme formé sur 2(o', , 2to', a pour aire

\{m^iU- ~ m,_n^) (aj [3, — a^
|3i) |

=:
]
aj ^2— a^P J ;

il est donc équivalent au parallélogramme initial.

315. Par une raison de symétrie, que la suite de cette

étude mettra en évidence, il convient de considérer, conjoin-

tement avec 203',, 2oj!,, une troisième période primitive im\,

définie par la relation

2 co'j 4- 2 co'^ 4- 2 W3 := O,

laquelle exprime que ces trois périodes, mises bout à boul,

forment un triangle fermé.

Il existe donc une infinité de triangles de périodes primi-

J.-II. 22
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lives. Ils jouent tous des rôles analogues dans la théorie. 11

(;ri est un toutefois particulièrement intéressant; il peut s'ob-

tenir comme il suit :

Prenons pour point de départ un triangle quelconque de

périodes primitives, par exemple le triangle ABC formé

par les périodes

AB=:3 2tO|, BC=--2C0.2, CA.rir2W3.

Supposons qu'il ait un angle obtus, en B par exemple. Com-

plétons le parallélogramme ABGD et menons sa diagonale

BD ;
A13D sera un nouveau triangle de périodes primitives,

de périmètre moindre que ABC.

Si ABD a un angle obtus, on en déduira un nouveau

Iriangle de périmètre moindre, et ainsi de suite. Cette série

d'opérations ne peut se prolonger indéfiniment, car les som-

mets du réseau A-f- 2m, to, -+- amo ^2 étant isolés, il n'en

existe qu'un nombre borné dans un cercle de rayon donné

décrit de A comme centre. Il n'existe donc qu'un nombre

borné de périodes de module moindre que le périmètre iVBC

et a fortiori un nombre limité de triangles de périmètre

moindre que ABC.

On arrivera donc nécessairement à un triangle MNP sans

angle obtus. Un semblable triangle se nomme triangle

principal; ses côtés

MNr_--2i2,, NP — 2122, PMr=2l23

seront dits périodes principales.

Le triangle MN'P', symétrique de MNP par rapport à l'un

de ses sommets M, a pour côtés

— 20.1, — 212,, —2123.

C'est évidemment un second triangle principal.

316. Il n'en existe pas d'autre (si MNP n'est pas rec-

tangle). Nous allons montrer, en effet, que les périodes

±: 2Û,, ±: 2Q2, =^ 2Ù3 sont parmi les périodes primitives,

celles dont le module est minimum, ce qui les caractérise
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complètement; etMNP, MN'P' sont les seuls triangles qu'on

puisse construire avec ces six périodes.

En effet, supposons, pour fixer les idées, que
|

aO,
|

soit

au plus égal à
|
2Q0

|

et à
|
2O3 |.

Les angles en M et en N étant aigus et au moins égaux à

Tangle en P, seront au moins égaux à y La hauteur PH du
4

triangle, étant égale à

1 a^alsinN

1 212,1

;123|sinM,

sera au moins égale à et a
I o
I

2 -'3

V'2 \/2

Gela posé, construisons {fig- 18) le réseau de parallélo-

-ammes qui a pour sommets les pointsM 4- 2m<Q,+2m2Û2-

Fi-. 18.

Les modules des diverses périodes seront représentés par les

distances de M aux sommets du réseau.

Or, parmi les sommets situés sur MN, deux seulement, IN

et N', correspondent à des périodes primitives, 2 0, et — 2O1.

Quant aux sommets situés sur PO, la perpendiculaire abais-

sée de M sur cette droite ayant son pied situé entre P et Q,
ces deux points seront ceux qui donnent les périodes de mo-
dule minimum

MP = — 2123 et MQ = 2l22.

Les sommets situés sur P'Q' donneront de nouvelles pé-

riodes, parmi lesquelles celles démodule minimum seront

MF' 1=2 123 et MQ'rir- 2122.
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Quant aux autres sommets du réseau, ils donneront des

périodes dont le module est au moins égal à 2PH, quantité

plus grande que
1
2O2 1 et

|
2Q3 |, et a fortiori plus grande

que
I

2 0| |.

Notre proposition est donc établie.

Il nous reste à examiner le cas où le triangle MINP sérail

rectangle, en N par exemple. Dans ce cas, MQ étant per-

pendiculaire à PQ, la période

MR = 2i>2— 2O1

et son opposée MR' auraient le même module que MP, de

sorte qu'on aurait deux nouveaux triangles principaux,

MQR, MQ^R'.

317. On a souvent intérêt à choisir les périodes primi-

tives 2to'^, 2(jL)o, génératrices du réseau, de telle sorte que

leur rapport 1' ait le coefficient s de sa partie imaginaire po-

sitif, et le plus grand possible.

Soit

2 W j
r- a\ + 3'^ i, 2^2= «2 + p2 ^•

Ce coefficient est égal (307) à

eu'

S désignant Taire du parallélogramme (2w',, 2iû'.^). Cette

aire étant indépendante du choix des périodes fondamen-

tales (314), on voit qu'on devra prendre pour 20)'^ la pé-

riode de module minimum; nous avons vu le moyen de la

déterminer, connaissant les périodes initiales 2w<, 20)^

Il existe une infinité de périodes qui, associées à 21

forment un système équivalent à (2(04, 20)3); elles sont

deux à deux égales et de signe contraire. On pourra prendre

celle d'entre elles que l'on voudra pour 2^, en choisissant

son signe de telle sorte que s soit positif.

Prenons, par exemple, pour 20)',, la seconde période NP

'2'



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 84 I

du triangle principal MNP {^fig- 19). L'aire de ce triangle

est |S; d'ailleurs, MN étant son plus petit côté, P sera

son plus petit angle; Tan au moins des angles M, N, par

exemple N, sera au moins égal à 77- On aura donc

PH
MN -^sinN-sin-

IL - Théorèmes généraux sur les fonctions elliptiques.

318. Nous appellerons, pour abréger, fonctions ellip-

tiques, les fonctions méromorphes à deux périodes.

Théohîîme. — Une fonction ellipticjue entière se réduit

nécessairement à une constante.

Car son module reste borné dans un parallélogramme des

périodes, et, à cause de la périodicité, dans tout le plan.

Théorème. — La somme des résidus d' une fonction el-

lipticjue f{u) par rapport aux pôles situés dans un paral-

lélogramme des périodes est nulle.

Car cette somme est égale à l'intégrale —^ ff{u)du^ prise

dans le sens direct autour du parallélogramme. Or celte in-

tégrale est nulle, car deux éléments correspondants pris sur

deux côtés opposés sont égaux et de signe contraire.

On nomme ordre de la fonction/(w) le nombre des pôles
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qu'elle possède dans le parallélogramme, comptés chacun

avec son degré de multiplicité.

Cet ordre est au moins égala 2; car si l'on n'avait qu'un

pôle simple, le résidu correspondant A étant différent de

zéro, la somme des résidus ne serait pas nulle.

319. Théorème. — Si la fonction f{u) est d'ordre l :

i" l'équation f[a) ^=^0, ou c est une constante quelconque,

admettra dans le parallélogramme l racines, égales ou

inégales; 2" la somme de ces racines est équivalente à

celle des pôles.

Soient, en effet, a, , ..., a/ les pôles de f(u); y,, ..., y^t les

racines def(u)— c = o dans le parallélogramme.

1" On aura

iTziJ iiu) — c

l'intégrale étant prise autour du parallélogramme ; or,

évidemment double

raie est nulle.

On a, d'autre part,

étant évidemment doublement périodique comme /(w), cette

2TZI I f ( u) — c

Deux éléments correspondants de l'intégrale pris sur les

côtés opposés AB et CD {fig. 20) auront pour valeur res-

pective

«/'(")
dufW-c
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el

(/< -h 2(0,) --r^-^ -^-— (- du)
J [il -V- '2.0i^) — C

Leur somme sera

w 2 CO:
fi")

r//<

.

— 2 to.
/'(«)

/(«
<:/«,

La somme '^

donc

des intégrales siiiv

- 2 w , -.-— du

ant les côlés AB et CD sera

-2 0)^

log(/i")--c)
i:

Ovf{u) — c reprend la même valeur aux deux limites.

L'accroissement de son logarithme ne peut donc être qu'un

multiple de irà^ tel que — •inioTÙ. La somme des deux in-

tégrales sera donc 2/722^0.

De même, la somme des intégrales suivant BC et DA sera

de la forme 2 /?z, w< . On aura donc

E Y
— E a -12 2 /?z 1

w 1
-;- 2 /7i2 Wg

.

320. TnÉoiùiME. — ]'' Si deux fonctions f (a) j'^ {a) aux

mêmes périodes ont les mêmes pôles dans le parallélo-

gramme, et si la partie infinie de leur développement

aux environs de chacun d'eux est la même, leur dijfé-

rence est une constante ;

2" Si deux fonctions f[u\ 'f(w), aux mêmes périodes,

ont les mêmes zéros et les mêmes pôles dans le parallélo-

gramme {avec la même multiplicité), leur rapport est une

constante.

Car fiu) — o(w) dans le premier cas, *—^— dans le se-
j . j i V y r ^ ( '0

cond, sera une fonction elliptique entière. C'est donc une

constante.

321. Théorème. — Pour que deux fonctions elliptiques

f{u) et
'f (^<),

admettant respectivement les /périodes 2(0,,
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'X too et 1 iù\
,

-^ (i)!,, soient Liées par une équation algébrique,

il faut et il suffit que les quatre périodes 20),, 20)0, 2ti)',

,

2to!, se réduisent à deux périodes distinctes.

Supposons, en effet, qu'on ait la relation algébrique

o=r F(/, o) = A/>^+ A,/>^-^-f-. . . + Ax,

A, A,, ... étant des polynômes en cp. Changeons dans cette

identité u en « -f- 2 m'^ to, , ni\ étant un entier. Ce change-

ment n'altérant pas cp, il viendra

o =1 Kf^ ( « H- 2 m\ w'j ) 4- Ai/''^"^ ( « -4- 2 in\ w'J -4- . . .

.

D'ailleurs, f ne change pas si l'on augmente u de

2m, to, -{- 2/?Zjt02. Posant donc
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Les quatre périodes données se réduiront donc à des fonc-

tions linéaires de deux périodes distinctes.

322. Réciproquement, supposons l'existence de deux re-

lations telles que (i) et (2); les deux fonctions /et cp seront

liées par une équation algébrique. En effet, elles admettent

un couple de périodes communes

2 iii =1 — 2 m\ Oi\ —: 2 mi 0), 4- 2 7722 «2

,

2^2= — 2/22 0)2 =:^- 2 7ii Wi-i- 2 7Z2 W2.

Sur ces deux périodes, formons un parallélogramme et

soient respectivement [ji, v le nombre des pôles de /et de cp

qui s'j trouvent contenus. A chaque valeur particulière /o

donnée à /correspondent [jl classes de valeurs de w, de la

forme

Wi+ 2/711 i2i+ 2/712^2, ..., Mjj.-f- 2/nil2i-t- 2m2Î.i2,

et à chacune de ces classes une seule valeur de cp. Ainsi, à

chaque valeur de /répondent jjt. valeurs de cp, et de même, à

chaque valeur de cp, v valeurs de /.

D'ailleurs, cp considéré comme fonction de / n'a que des

points critiques algébriques. Soient, en effet, /o, Uq, cp^ trois

valeurs correspondantes de /, a, cp. Aux environs de la va-

leur u=zit(^^ les fonctions méromorphcs / et cp admettront

des développements de la forme

cp - cpo = N ( ^ - ^^0 )^ H-- Ni ( /^ - Wo )P+^ + . . .

,

a et p étant des entiers positifs (si /o, cp^ sont finis. Dans le

cas contraire, on aurait des développements analogues pour

I I 1 r • 1 A \- ou - et la conséquence serait la même).
/ ? ^

La première équation, résolue par rapport k u — Uq^ don-

nera son expression par une série de puissances fraction-

naires de /—/o- En la substituant dans la seconde équa-

tion, on obtiendra une expression analogue pour cp — cpo.
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Donc f el cp seront liées par une équation algébrique (302).

Celle-ci sera en général de degré ijl par rapport à cp, et de

degré v par rapport à /. Ce degré peut toutefois s'abaisser

dans certains cas particuliers. Supposons, par exemple,

que / et cp soient des fonctions paires de u. Les diverses

classes de valeurs de f qui correspondent à une même va-

leur de u se répartissent en couples, tels que le suivant

Or, à toutes les valeurs d'un même couple correspond une

valeur unique de cp, de sorte que le degré de l'équation en cp

sera réduit de moitié. Il en est évidemment de même de son

degré en /.

323. GoiioLLAiRE. — Toute fonction elliptique f [a) est

liée à sa dérivée par une équation algébrique.

En effet, f {u) admet évidemment les mêmes périodes

que/(zO-
Cherchons le degré de cette équation. Soient w<, ..., Ui

les pôles âef(u) dans un parallélogramme; a< , .. ., a/ leurs

ordres de multiplicité. Aux environs de l'un d'eux, u^, on

aura un développement de la forme

/( u) Z-- A ( a — u/,)-^!^ -h Al ( u — u/,)-''i<+^ 4- . . .

,

d'où

f'{u) z~z ~ y.,, k{u~ a;,)-^k-^ H- . . .

.

Le nombre des classes de valeurs de u qui correspondent

à une même valeur de^sera égal à Sa/f, et le nombre de celles

qui correspondent à une même valeur def sera

S ( a/, -I- I ) r^ S a/, -h l.

L'équation sera donc du degré Sa^ en/' et du degré Sa^^-h /

en /.

324. Nous venons d'établir quelcjues propriétés générales
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des fonctions elliptiques; mais il reste à prouver l'existence

effective de semblables fonctions et à les construire. Ce sera

l'objet de la Section suivante.

III. — Les fonctions p«, Ka, ^«.

325. Posons

(I) c(u=.uYi

sommes et produit s'étendant à toutes les valeurs de (v qui

sont de la forme ini^ w, -H iiyi^^^ (le système /?^^ = m^^^ o

excepté, ce que rappellera l'accent dont les symboles 1 I et N

ont été affectés).

Ces expressions sont absolument et uniformément con-

vergentes dans tout domaine borné R qui ne contient aucun

sommet du réseau des périodes. En effet, le terme général

de J3?^,
par exemple, peut s'écrire

I I 2 uw — n''- A

A tendant pour (v — go vers la limite iu, dont le module

reste borné dans R. Or on a vu que la série \ — est abso-

lument convergente (t. I, n" 319).

La même démonstration s'applique aux séries ^a et loges*;/.

On a évidemment

\ du ^ ^u

(4) \ C'«" — <i^«,
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Considérées comme fonctions des trois variables u, 2w,,

2a>2, les fonctions a*, Ç, p sont homogènes, de degré i, — i

,

— 2 respectivement.

Considérées comme fonctions de 2 w, , 2 Wo seulement, elles

restent invariables par toute transformation linéaire de dé-

terminant ± I . Car ce changement n'altère pas le réseau des

périodes ^v.

Considérées comme fonctions de u seul, pu est une fonc-

tion paire, 'Çu et du des fonctions impaires. Car les valeurs

de w étant deux à deux égales et de signe contraire, on peut

changer w en — (v dans les sommations. Si l'on change simul-

tanément u en — u, pu reprend sa forme primitive, tandis

que Çw et du changent de signe.

326. Les pôles de pu sont les points 2 m, co< -j- 2 mo Wo.

Ils sont doubles. Aux environs de w = o on a

r I iu 3^2 4"^

Faisons la sommation, remarquons que les puissances im-

paires de u doivent se détruire; enfin, posons, pour abréger,

nous obtiendrons le développement

(6) pu z=z — -\- c^u^--\- c^^u^-\- . . ..

La fonction ^u a pour pôles les points 2/?z, o), -h 2 /?Î2 tOa-

Ces pôles sont simples et les résidus correspondants sont

égaux à I .

Comme Çw a pour dérivée — pu et que 'Qu s'annule

pour u = o, l'intégration de l'équation (6) donnera

, . ^ I u^ u^
(-) ?« = --<;,-3--c,--....
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Intégrant de nouveau et remarquant que, pour u ^=- o,

logs'f/ — \o^u s'annule, il vient

(8)
^-^ ^-^

( du — ue "^'-'-^ ''•••*^ '=:1;i + <^i«*+ «is"*^-!-- • •)>

<:/, , (io, . . . étant des polynômes entiers en c<, C2, ....

D'ailleurs, du est une fonction entière, dont les zéros sont

les points 2m, to, + im^^i- Ces zéros sont simples.

327. Soit

2 w =; 2 [J-i Wj + 2 [J.2 ^2

une période quelconque du réseau. Le changement de u eu

//-H 2(0 ne fait que permuter les uns dans les autres les

termes du développement

Étant absolument convergent, il restera inaltéré. Donc

P'(« + 2(0)=p'm.

Intégrons, il viendra

p{u H- 2 w ) = p w 4- C.

Pour déterminer la constante, posons w = — w ; il viendra

pw=p(— w) + G = p(co) +G.

Donc G est nul, et p w sera doublement périodique, comme

sa dérivée.

Gomme on sait, en outre, qu'elle est paire, l'équation

p M --= p Wo

admettra les racines

u = ±: «0 -^ période.

Mais elle n'en admettra pas d'autre, car jj«, n'ajant qu'un
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pôle double dans chaque parallélogramme, ne pourra y avoir

plus de deux zéros.

Intégrons l'équation

(9) jH"~l- 2w)=r33«,

nous trouverons

Posons encore u = — to, il vient

Ca):=:.:(-C0)-l-G=:=-rwH-G,

G -::- 2 ^CO.

Posons

(10) Cwi, r,2r-^W2.

Nous aurons, en particulier,

^(« -]- 2 0)i) = ^« H- 2Yli,

1{U -]- 2lxj^) =.111 -h 2'^2>

et, plus généralement, en posant

2 W ---: 2 [J-i O) 1 -h 2 [JI.2 tO,

,

2 T] 1-:- 2 [Jl-i Tji -n 2 [JL, W2 -- 2 ^W,

(il) C(«-|-2C0) =:^f^-i-2r,.

328. Les quatre constantes 0^4, (02, t,, , -/)2 sont liées par

une relation importante. Pour l'obtenir, calculons l'intégrale

I
Cu du

autour d'un parallélogramme de périodes ABCD (Jig^ 21).

Fier. 21.

Considérons deux éléments correspondants des deux inté-
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craies suivant AB et CD. Ils sont respectivement égaux à

Z, a du ,
— C {il -r- 2 a.2 ) du nr. —

( ^ « -h 2 T)
2 ) nf«

.

l^eur somme sera — ir^^du. On aura donc pour la somme
(les deux intégrales

l
— 2 Tj 2 du --- — 4 '^i 2 ^ 1 •

\r,

Sur les côtés BGet DiV, les éléments correspondants seront

tudu^ — 'C{u — 2 Wi ) du :; r. — {% u — 2 -/^
, ) du,

et la somme des deux intégrales sera 4<^2*''n«

L'intégrale cherchée sera donc A{^2'r\\ — 'O^^i )• Mais elle

est égale au produit de 27t/ par la somme des résidus rela-

tifs aux pôles contenus dans le parallélogramme, si l'on a

tourné dans le sens direct (c'est-à-dire si t = —' a sa partie
^

20l»i
^

réelle positive); au môme produit changé de signe, dans le

cas contraire. D'ailleurs 'C.u n'a dans le parallélogramme

(juVin seul pôle, dont le résidu est i.

Comparant les deux expressions obtenues, nous aurons

'7ZI

(i2) Wgrii— w,7]2 -S —

î étant égal à + i ou à — i, suivant que t a sa partie imagi-

naire positive ou négative.

329. Intégrons l'équation (i i), il viendra

loga'(;^. -[- 2to) rr:. logO'w -\- 2 7] U -+- COllSt.,

C5'(«-|- 2W)--Ce2-^"3'W.

Si co n'est pas une période (et en particulier si 2 to est une

période primitive), diù n'étant pas nul, on pourra encore



352 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI.

déterminer la constante en posant z^ = — to. On trouve ainsi

d'où

G--— e^-i'^

et

Dans le cas le plus général, 2(.o sera un multiple d'une

période primitive 2to'. Soit

2 oj zn >. . 2 m'
,

2 r, :rr. À . 2 r/.

La formule précédente donnera

:^{U -f- 2w) r= a'[// -H (X — l)2w' -h 2to')

-- „ ^2-0' [«+(2).-l)a)']
es' [w + ( X — I ) 2 w'

]

:^ / j\X^2-/]'[>>H-H(2X-l)W'+(2>,-3)a)'+...] ^^^

::3; (
i\X^2rj'(XM+),«a)') ^ u :^

(^

j^\l ^if\(u+M) ^ ^f

Cette formule ne diffère de la précédente que par le chan-

gement du facteur — i en (— i)^, qui sera égal à 4- i lorsque

to est une période.

Ces résultats peuvent se condenser dans la formule sui-

vante :

( C5'(w -+- 2w) =r (— i)!^i+!J'.^!J-,!^ïe2-i(«+") a'zz

(
(w z:= [J.iCO,+ [J.2W2, "îr, = 1^-1^,1-4- [J.2 102)

•

(i3)

330. Cherchons l'équation algébrique qui lie p' u à pu

(323).

A cet effet, formons un polynôme en pu et p' u qui, dans

un parallélogramme donné, n'admette plus de pôles. Ce sera

une fonction elliptique entière et, par suite, une constante.

Si, de plus, il s'annule pour une valeur de w, il sera identi-

quement nul; ce sera donc le premier membre de l'équation

cherchée.

Choisissons un parallélogramme qui contienne l'origine;
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pu et p' a y auront un j3ole unique u = o, aux environs du-

quel on a

pw =z —^+ 3 \ -- if--4- 5\ —^ii*-\-...,

v'ii^=^—r+ 6\ —7 « H- 20 \ —;;«^-+-...,

p.„=4_,4y_Lj,_8oy-i+...,

p=^f^= ^+ gN A, -, + i5\ -^+..,,

p'2^ — 4p3M= — 6o\ —r~— l4o\ —^

Posant donc, pour abréger,

(i4)
^^^•^"S'^*' »=='^°S'^«

le polynôme p''^ u — ^p^ u -{- g-^pn ^ gz-, non seulement

n'aura plus de pôle, mais s'annulera pour u = o. L'équation

cherchée est donc

331. Dérivons cette équation et supprimons le facteur

commun 2p^ Il viendra

(i6) p"=Qp'-',^2'

Substituons dans cette équation le développement

p w= —;; -hc,a^-hc.jn'*-[-....
"^

U'

L'identification des termes en u^'^-- donnera

2 /l ( 2 /l — I ) C„ =: 6 ( C„+ Cl C,,_2-|- . . . + C,,_2 Cj-j- C„ ),

d'où

J. - II. 23
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Cette formule récurrente permet d'exprimer c^, C4, . . .

par des polynômes entiers en Ci, Co- Mais

(18) CI^SV'—̂ z=:— ^'„ C,= :^\'^ \r* 20 ^
I

Ô3-
28

Tous les coefficients Ci, C2, C;j, ... sont donc des poly-

nômes entiers en g2i ^'a* De même pour les coefficients c/,

,

<:/2, ... du développement (8) de a'w.

Les quantités ^2? ^3 sont, d'après leur définition, homo-

gènes d'ordre — 4 et — 6 en co, , tos. D'autre part, jd?^, du
sont homogènes d'ordre — 2 et i en w, co,, (02. D'après cela,

le polynôme Cn ne devra contenir que des termes Mgtg'^^^ où

les exposants satisfassent à la condition

— 4^ — 6[J.^-2/^=— 2.

On aura, par suite,

a, [j, y, 0, . . . étant numériques.

La même observation s'applique aux polynômes dn-

332. Prenons les dérivées successives de l'équation (16),

en remplaçant, à mesure qu'elles s'introduisent, les quan-

tités p'- et p" par leurs valeurs en jd; on trouvera

(19) \

et, généralement,

(20) p^^")= P«^„ P^^"^^^ = Q.p'.

P//+t et Q,i étant des polynômes entiers en pu, dont le de-

gré est marqué par leur indice, et dont les coefficients sont

des polynômes en g2 et g^, le premier étant purement numé-

rique.
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Soit

un de ces polynômes. Il doit être homogène de degré — im

en w, 0)1, 0)2; ses coefficients auront donc la forme

Ai=0, A2=«^2J A3=%3, k^:=Cg\,

a,b^ ..., y étant numériques.

Les équations (19), (20) résolues par rapport à p% pp'

^

p^, ... donneront réciproquement

et, généraleme^it,

j

p''z=Bp(^-2)+B,p(2-*)+...+ B„_,p4-B,,

t
p«p'=CpC2"+^)+Gip(2-^)+... + G„p',

où B, G sont des constantes, et B, , . . . , B,j, Gi , . . . , Ci des

polynômes en g^, g^i dont l'homogénéité permettra d'écrire

de suite la partie littérale. On aura en particulier Bi = o,

333. Posons

pWi— 6?i, pOJ2=e2, pW3=e3.

Ges trois quantités sont distinctes, car ni les sommes, ni les

différences des quantités w,, (1)2, 033 ne sont des périodes.

Ge sont d'ailleurs les racines de l'équation du troisième

degré

•4p'— ér2p — .^'-3=0.

En effet, le premier membre de cette équation est égal à

p'^w. Or p' Il étant doublement périodique et impaire, on

aura
p' tOl= p' (cOi— 2 lOj ) = p' (— Wi ) = — p' Ui^ — O.

On voit de même que p' <^2= O5 p'^3 = o.
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L'équation sera donc satisfaite pour u=nûi, (02, (1)3, d'où

pn = ei, 62, 63.

Les quantités <?|, e.2, e^ sont, d'après leur définition, ho-

mogènes de degré — 2; elles satisfont aux relations

^1 e.2 -h e.2 ^3 + ^3 ei=— {- g;_,

e^e,e^— \g..

Les constantes ^25 ^3 se nomment les invariants du réseau

\m^ iù^ -\- 2m20)2 ; elles ne dépendent pas, en effet, du choix

des périodes fondamentales.

Nous aurons à considérer deux autres invariants :

1° Le discriminant

A = i6(e,--e.2 y {e2-e,r{c,-e,y=si- ^7^1-

Il est d'ordre — 12 en Wi, 0)2- Nous avons vu qu'il est tou-

jours différent de zéro.

2° \Jinvariant absolu

II est d'ordre zéro, et, par suite, ne dépend que du rap-

port T des périodes. Il reste invariable si l'on change t en

n^-\- n^_'z

^ ^^
.

j.g^jgjj^ Aj changer le système des périodes

fondamentales.

334. Jusqu'à présent, prenant pour point de départ deux

périodes sto,, 20)2? dont le rapport ne soit pas réel, nous

avons défini pi^, ^25 ^3 et établi les relations

A 0-3 9"7 o-^ -^ n

(S)=4p-.=.

Suivons maintenant la marche inverse. Donnons-nous a

priori deux constantes ^2, ^3 satisfaisant à l'inégalité A^o.
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Nous étudierons l'équation différentielle

nous montrerons qu'elle admet comme solution une fonction

pu, dont nous déterminerons les périodes en fonction de

L'équation

a trois racines inégales e^^ e^-, e^. Pour fixer les idées, nous

les supposerons numérotées dans l'ordre où on les rencontre

en tournant dans le sens direct autour du triangle e, e^e^.

Soit Zq un point quelconque différent de^j, 62, e^- Il con-

viendra, pour plus de symétrie, de le supposer situé à l'inté-

rieur du triangle e^ ^2^3- En ce point, le radical sJTa aura deux

valeurs égales et opposées; nous désignerons par ^/Zq l'une

d'elles, choisie à volonté; l'autre sera — v^Zq.

Soit enfin u^ une constante choisie à volonté.

D'après une proposition fondamentale que nous établirons

dans la théorie des équations différentielles, il existe une

fonction analytique z de la variable u qui satisfait à l'équation

différentielle, et qui, pour la valeur initiale u = Wq, se réduit

à .^05 le radical y/Z prenant en même temps la détermina-

tion \''Zl(S' En suivant de proche en proche la variation de

cette fonction, on ne pourra rencontrer de point critique

que lorsqu'elle deviendra infinie ou prendra l'une des va-

leurs 64, ^2? <^3 qui sont critiques pour y/Z, considéré comme
fonction de z.

335. i'^ Supposons que, pour une certaine valeur de w,

telle que z/j, z devienne égal à l'une des racines e^^ e^-, e^,

par exemple à Ci. Le point iii ne sera pas critique. Posons,

en effet, z = e^-]- t- ; l'équation différentielle

^^ = V/^ = \jMz — ei){z — e.){z — e,)
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sera transformée en

dt

La valeur ^ = o n'étant pas un point critique pour le

nouveau radical, u^=U\ sera un point ordinaire pour la fonc-

tion t et aussi pour z^= e^-\- t-,

2^ Supposons maintenant que, pour u^=^u^^ z devienne

infini. Ce point sera un pôle. Posons, en effet, ^ = — • L'é-

quation différentielle deviendra

— ^.dt

t^da
= 7îV4-^2^*-^3^'

ou

f6\
~ï

du=:±li- -̂ ^ ~\^'
] dt=± {l-{- a.f^-i- a,t'-^- . . ,) dt.

Intégrons à partir des valeurs initiales simultanées t = o,

u = Ui, il viendra

Il — Ul=Z± tli^ -^ t^-h.

et, en résolvant par rapport à ^,

t=i±:{n — u^)[i-h '^^^{u— UoY-h. . ],

t^ {a — (f^)'

La fonction z est donc méromorphe, et, aux environs de

chacun de ses pôles, tel que u^, la partie de son développe-

, , , , . , I

ment qui ne s annule pas se réduit a ; •

336. Cherchons à déterminer les valeurs de u pour les-

quelles z prend une valeur déterminée z' . L'équation diffé-

rentielle peut s'écrire

du=z -—,
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et en intéi^rant de Zq à z'

359

Sj-L

Le signe de y/Z est d'ailleurs fixé par la condition que,

pour la valeur initiale z = Zo, il se réduit à y/Zo-

Nous avons à chercher les diverses valeurs que peut prendre

cette expression lorsqu'on fait varier la ligne d'intégration

suivie de ^0 à z'. A cet effet, menons une ligne déterminée

L (Jig. 22) entre Sq et 2'
;
joignons d'autre part ^0 aux points

^o ^2y ^3 par des lacets L,, Lo, L3 respectivement formés

par des lignes X<, \^^ X3 intérieures au triangle, et par des

cercles infiniment petits e,, 62, e^.

Fig. 22.

On sait que tout chemin tracé de Zq à z' est équivalent à

une combinaison de lacets, suivis de la ligne L ( t. I, n*^ 227)

.

Deux chemins équivalents donnent d'ailleurs la même valeur

à l'intégrale (t. I, n° 199).

L'intégrale suivant le lacet L, se compose des intégrales

suivant X|, suivant c< et suivant la ligne de retour \~^
. Celle-

ci est égale à la première, car leurs éléments correspondants

sont les mêmes, ne différant l'un de l'autre que par un double

changement de signe, celui de du, et celui de y/Z produit

par la rotation faite autour du point critique Cj. D'ailleurs,

si le rayon du cercle tend vers zéro, l'intégrale suivant e,

tendra vers zéro (256) et celle suivant X, vers une limite dé-

terminée (2oi) que nous désignerons par A,.
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Ce résultat est indépendant du sens dans lequel le lacet a

été décrit; nous aurons donc

On doit toutefois remarquer que si Ton avait décrit, avant

le lacet considéré, d'autres lacets en nombre [Ji, cette opé-

ration aurait multiplié y/Z par (— i)f^, de sorte que l'inté-

grale serait dans ce cas égale à (— 1)^-2 A,,

Les intégrales suivant les lacets Lo, L^S L3, L^^ seront de

même égales à

^.0 v/z ^.0 v/z

Enfin, la valeur de l'intégrale suivant L étant désignée

pari, cette valeur deviendra égale à — I, si L a été précédé

d'un nombre impair de lacets.

Les valeurs cherchées de u sont donc données par la for-

mule générale

n^, /lo, 71^ étant des entiers positifs ou négatifs, dont la

somme est égale à o ou à i, suivant que le nombre des lacets

est pair ou impair.

337. Posons 72^ = 7722? 112= — /?z<,et

A3 A2 / —jzz

! r"' d-.

1 Je, \//^

L2— Ai=: / -—=0)3.
Je. V/Z

La formule ci-dessus se décomposera dans les deux suivantes

i^ = 2 mi 0)1-1- 2 7722 0)2-4- ï 4- «05

i^ =: 2 772i 0)i --h 2 7??2 «2 -f- 2 A 3— 1 -f- Wq-
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Donc z estime fonction elliptique d'ordre 2, aux périodes

2 tL)<, 2 0)2-

Ses pôles étant doubles, il n'y en aura qu'un dans chaque

parallélogramme. Pour déterminer leur situation, concevons

que le point z' s'éloigne à l'infini, et intégrons ^ le long

d'un contour fermé {fig- 28) :

1° Par la ligne ^0-'; 2° un cercle C de rayon infini passant

par z'^ décrit dans le sens rétrograde; 3° la ligne z' Zq
; Ix"" les

lacets L3, Li, La- Ce contour ne renfermant pas de point cri-

tique, l'intégrale sera nulle.

L'intégrale suivaut G est nulle (256). Mais, en décrivant

ce cercle, qui entoure les trois points critiques, on a changé

le signe de \JZ. L'intégrale / sera donc égale à / ;
les

intégrales suivant les lacets seront — 2 A3, -f- 2A,, — 2A0.

On aura donc

2 / — 2A3+ 2 Al— 2A2= o,

Jz,-J

d'où

^3— Ai4- Ao.L
Mais Uq+ / est l'une des valeurs de u qui correspondent

à z = oo; donc UQ-\-k^— A< -f- A2 est l'un des pôles cher-
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chés, et leur formule générale sera

llZZ^I m 1 Wi H- 2 111-2 ^*^2 + ^'o+ A3— Aj --h A,.

Donnons à la constanle u^ la valeur particulière

— A3 4- Al — A,,

z ne sera autre chose que la fonction pu construite sur les

périodes 2(o<, 2(02, car ces deux fonctions ont les mêmes

pôles, et leurs développements aux environs de chacun d'eux

ont non seulement même partie infinie, mais même terme

constant, à savoir zéro.

On aura d'ailleurs

^(0^=61, pui^—e,, -pLù^—e..

Posons, en effet, z'=^e^ et prenons pour L la ligne ^n, pour

laquelle I = A^. La formule

Il = '}. 7;^
1
w

1
-|- 2 />/ 2 w 2 + 1 4- ^/

>

qui donne les valeurs correspondantes de u^ deviendra

Il = 2 /?? 1 to
,
H- o.in^iii^ —• AsH- 2 Al—^ A

2

= 2 m 1
(0

1
4- 2 /?; 2 ^ 1 H~" 2 co, 4- w

j

,

et se réduira à 0)4 en prenant ni^ = o, /?Zo = — i

.

Pour i; = ^2, T = Ao, w?i ^ m.2 = o, on aura de même

a =: OJ2,

et pour z = (?;5, I = A.j, /;z, = m-i = — i , on aura

Il = tOg.

338. Les constantes Tji, Tjo, Tja peuvent être exprimées,

comme les demi-périodes to,, coo, W3, par des intégrales dé-

finies. On a, en effet,

et, en intégrant de u \x ^^ -j- 2 w,

,

2rji=; ^(f^ 4- 2Wi) — Çi^=— / pu du.
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Posons

pu^z, d'où da — -^

La différentielle à intégrer deviendra ^—^
;
on devra l'inté-

grer suivant une ligne telle qu'en la parcourant u croisse de

2C0,. On pourra, par exemple, prendre le contour formé par

les deux lacets L3, L,, ou le contour équivalent R formé par

la ligne Co ^3 {^fig. 24), le cercle C3, la ligne 63^0 et le cercle c^.

Fig. 24.

Or les intégrales suivant les petits cercles sont nulles, et l'in-

tégrale suivant 63^2 est égale à l'intégrale suivant (?2^3- On a

donc
r zdz

On peut calculer de même 7^2? ^13 ;
donc

(24) {
"^2

^ z dz

''

z dz

'zdz

Tout le système des quantités to,, tOa, (03, y^,, 712? '^Oa n'est

défini qu'au signe près par les formules ci-dessus, car si l'on

remplaçait y/'Zo par son opposée — v^^Z-o, le radical y Z chan-

gerait de signe tout le long des lignes d'intégration.
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339. Les intégrales to<, w^, (O3, 7^,, v^o, '^3 sont des fonc-

tions continues de ^27 g^^ tant que ces paramètres ne fran-

chiront pas un système de valeurs tel que e^^ e^-, ^3 soient

en ligne droite.

On a, en effet, comme nous venons de le voir,

Czdz
2^1 = - / -^,

et de même
Cdz^

Soit K' un contour fermé enveloppant K, mais laissant le

point Ci à son extérieur {/ig. 25). Le radical y/Z étant sj-

nectique entre R et K', on pourra remplacer les intégrales

suivant K par des intégrales suivant R'. Celles-ci, pouvant

être dérivées sans difficulté par rapport à chacun des para-

mètres g2 et ^3, seront continues.

340. Théorème. — Les périodes 203,, 2(02, i(si^ forment
j . . , . 0), (1)3 OJ,

un triangle principal; et les rapports —, — > — auront

leur partie imaginaire positive.

Cherchons, en effet, comment varie l'argument a du rap-

port
dz dz

V/Z sjk{z-e,){z-e^,{z-e^)

Soit «0 la valeur de cet argument au commencement du

côté e^e^. Lorsque z décrit ce côté, les arguments de dz^
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- — Q^^ z— e^ ne changent pas. Celui de ^ — e^ s'accroît de

e<, angle au sommet e^ du triangle. Donc, sur le côté consi-

déré, a décroîtra de «o à «o — 2 <^i •

L'intégrale Wi étant la limite d'une somme d'éléments dont

les arguments sont compris entre ces deux valeurs extrêmes,

son argument sera compris dans le même intervalle (t. J,

n° 184). On aura donc
/\

argwi = «0— 61^ ei, o<6i<i.

Si maintenant z passe d'un élément infiniment voisin de e-^

et situé sur 62^3 à un autre élément infiniment voisin situé

sure3<?i (en restant dans l'intérieur du triangle), les argu-

ments de ^ — e, , ^ — ^2 n'auront pas varié
;
celui de ^— ^3

aura décru de e-à) enfin celui de dz sera accru de tî — e-i-

L'argument a aura donc au début du côté e^e^ la valeur

Le long de ce côté, il décroîtra de ^^2; on aura donc

arga)2-— «oH hOale., o < 6^ < i

et, par suite,

arir — = - -f- 61 i
£?! -h O2 i ^2

.

^ coi 2

Cette expression est comprise entre - et tx. Donc ~ a sa

partie imaginaire positive. D'ailleurs, soit ABC le triangle

formé sur AB=: 2to,, BC = awo, CA == 2(03. L'argument de

— représente évidemment le supplément de l'angle inté-

rieur B. Celui-ci est donc aigu.

Comme on peut, dans le raisonnement ci-dessus, permu-

ter circulairement les indices i, 2, 3, on voit que le triangle

ABC est acutangle. C'est donc l'un des deux triangles prin-

cipaux.
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341. Quelques cas particuliers intéressants sont à si-

gnaler :

i'' Le triangle Cie^e-i est infiniment aplati; et les trois

points Ci, 62-) e^ sont en ligne droite. Dans ce cas limite, Je

triangle ABC sera rectangle. (Si, pour fixer les idées, on

suppose 63 compris entre e^ et ea, les angles e, et 62 seront

nuls, et 2 0)2 perpendiculaire à ato,.)

En vertu de l'égalité

Cl H- <?2 -+- é'a = G,

la droite 6462^3 passera par l'origine; soit "k son argument :

on pourra poser

02 — ^i^ y Ô 3 ^S ^ J

El, E2, E3, G2, G3 étant réels.

Puisque <?), ^25 <?:î sont les racines de l'équation

o — 4^ — g^_^ — g-i — i\^ — yy^e ^ — yy-^e
_,

E|, E2, E3 seront les racines de l'équation

/i^3-Go^ — G3 = o,

Elles sont réelles; donc on aura

G- — 27 G^ > 0,

et l'invariant absolu

J — ^-^ — TJ
2
— ^7^1 G^ — :^7G^

sera réel et ]> i

.

Cette dernière condition est suffisante pour caractériser

ce cas. Car, J étant réel, ~ le sera. On pourra donc poser

52 ^2^
1 ô3 vJsf^

1

G2 et G3 étant réels, puis
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E,, Eo, E3 seront les racines de l'équation

[^t^—G,J — G^ — o,

On a d'ailleurs

quantité qui ne peut être >> i que si son dénominateur est

positif. Donc E,, E2, E3 seront réels, et les points e^f ^2, ^3

en ligne droite.

342. 2" Si J est réel, mais < t, G^l— '^'jG^l sera négatif,

et l'équation en t aura une racine réelle E3 et deux racines

imaginaires conjuguées

Ei = IIe'^, E2=:He-'^, (II réel).

On aura donc

et, les quantités

e3-6', = e'>(E3-ll^'^),

avant le même module, le triangle €^626-:^ sera isoscèle.

Réciproquement, si les deux côtés e-.e.i, e-^et sont égaux,

leur bissectrice passera par l'origine, qui (en vertu de l'é-

quation e, -4- c'o + ^;5 = o) est le centre de gravité du triangle.

En désignant par X son argument, on pourra mettre <?i,<?23t^3

sous la forme

H et E3 étant réels. On en déduit

GI-17GI

D'ailleurs, l'équation

l^l^ — G2t — G^=zo
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ajant pour racines les quantités

Ee^^, He-'^ E3,

dont une seule est réelle, on aura

05-2705 <o et J<i.

343. Ce cas peut encore être caractérisé par la condition

que le triangle ABC des périodes soit isoscèle.

Soient, en effet, / la longueur commune des deux côtés

e^^i, 6362^
l*-

l'angle qu'ils forment avec la bissectrice; on

aura
e, = ^3 + le'O^-^^'^ e, — ^3 -f- /e^'(^-M').

Posant donc

l'intégrale

dz
1
— r

){z — e,_){z — e^)

deviendra

e 2

Si, dans l'intégrale

r'^dz

nous posons de même

nous aurons une transformée identique, sauf le changement

du signe de [x.

Donc
i\ il

e'^ Ml et — <? ^ 032

seront des quantités conjuguées et auront même module.

Donc
I

coi
I

=
I

(1)2
I

et le triangle ABC est isoscèle.

Réciproquement, supposons qu'on ait |tOi|=|oj2|. Ap-
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pelant - cette quantité, nous pourrons choisir deux nou-
2

velles quantités X et [ji, telles que l'on ait

2lûi^= pe ^ '^ \ 2W2=:pe^^ •^.

Substituons ces valeurs dans les expressions

il viendra

^^ p* ^ (/?/ié^'H-+ m.e-'E^)^

Les sommes qui figurent dans ces expressions sont réelles,

car les termes où W; = in^ sont réels, et les autres sont con-

jugués deux à deux, si l'on associe ceux qui se déduisent

l'un de l'autre en échangeant m^ avec m^^^ On aura donc

G2 et G3 étant réels. Donc J sera réel; mais il sera <^ i ; car,

lorsque J^i, nous avons vu que ABC n'est pas isoscèle,

mais rectangle.

344. Deux cas plus particuliers encore méritent d'être si-

gnalés.

3" Si J = I, d'où ^3 = o, l'équation

[^z^ — g.^z — g^ — o

aura une racine nulle et deux racines égales et opposées. Le

triangle e^e^c^ sera à la fois isoscèle et infiniment aplati, et

le triangle ABC sera à la fois isoscèle et rectangle.

4° Si J = o, d'où <:>-2 = o, l'équation

45' — ^2- — ^.3 —
J. — II. 24
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se réduira à la forme binôme et l'on aura

^1 * <?2 * ^3 * *
ï I ^ ^ ' ^ ^ ,

2 71/ 4 TC i

^3— ^2 : <?i
— <?3 : (?2— e^y.ï'.e ^ \e ^

.

Les triangles e^e^e^ et ABC seront équilatéraux.

Réciproquement, si ABC est équilatéral, g\ sera nul; on

aura en effet
2 7CJ

Substituant cette valeur dans l'expression

^^=6°2^'
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Soit, pour fixer les idées, e^ <?3 < ^3^0 on aura

I2W1I <|2W, |.

En effet, si nous déformons le triangle ^i (?o 63 d'une manière

quelconque, de telle sorte que 6263 reste <^e3e,, la diffé-

rence jawol — |2t0i|, ne pouvant s'annuler, conservera un

signe constant. Pour reconnaître qu'elle est positive, il nous

suffira de considérer un cas particulier.

Soit, par exemple,

^2 = — <^ — /^3 ^3 = — a -\- h, ^1 = 2«,

a et h étant positifs, et h infiniment petit. On aura

>1 := 2 / -—', 2 (.02= 2 /

dz C dz

Posons
-S = — a -\- ht\

ces intégrales deviendront

r' dt
2t0i= / — ?

J-y \/(—3a^ht)(r'—i)

f

I \/(— 3 a -h ht) {i

dt

I
\/{—'ia-\-ht){t^'—i)

La première a ses éléments réels et son module a pour limite

la quantité finie

dt

I
1 \j"3a{i— i-)

La seconde a ses éléments purement imaginaires et de

même signe, et son module est plus grand que l'intégrale

/
dt

i sJ{Za — lit){t''—\)

3,
k désignant un nombre positif arbitraire, moindre que -y-
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Si nous supposons h infiniment petit, cette dernière inté-

grale aura pour limite la suivante

/
dt

^ \J'6a {t^ — 1)

laquelle lend vers 00 si A* croît indéfiniment. Donc
|
2 0)2 1 aura

pour limite c/d, et l'on aura bien

[
2W2

I

>>
I

2Wi |.

346. Une fonction elliptique/(w), aux périodes ato,, 2t02

peut s'exprimer de trois manières difî'érentes par les fonc-

tions a*;/, 'Çii^ pu.

i^ Par un quotient de fonctions d. — Ce procédé de-

mande qu'on ait déterminé les zéros et les pôles def{u). Les

zéros de pu formeront un certain nombre de classes, en

réunissant ensemble ceux qui sont équivalents (d'après la

définition du n*^314). Soient /z le nombre de ces classes; «i,

^2, . • . , ci,i des zéros déterminés choisis respectivement

dans chacune d'elles. Nous supposerons que tous ces zéros

sont simples; s'il j en avait de multiples, nous n'aurions

qu'à poser «, = «2 = «'' dans la formule que nous allons

obtenir.

Les pôles formeront également n classes; nous en choisi-

rons un dans chacune d'elles; nous obtiendrons ainsi /z pôles

b^, b.2, . . ., hn.

On a la relation

«1+ «2+ • • • -+- '^w= ^1+ ^2+ • • • + ^/i+ période.

Car, si nous considérons un parallélogramme quelconque de

périodes, il contiendra n zéros a,, ..., cf.a et n pôles

pi, . . ., ^,1 entre lesquels existe une relation de ce genre et

qui ne diffèrent respectivement de «<, . .
.

, a/e et ^i, » . .^ bn

que par des périodes.

En remplaçant a^ par exemple, par un autre zéro de la
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même classe convenablement choisi, on fera disparaître la

période, de manière que l'on ait simplement

«1 H- . . . + «/,= Z^i -h . . . + Z^„.

Cela posé, la fonction

^(fi — ai). . .^{n — a^)

a mêmes pôles el mêmes zéros qiie/w. Elle a d'ailleurs les

mêmes périodes, car si l'on change u en ?^-f-2(o,, par

exemple, elle se reproduit multipliée par le facteur

On aura donc

<:i{u — a^). . .:f{u — an)
(25) fa

^{ii — b^). . .:i{u — bn)

G désignant une constante. Pour la déterminer, on donnera

à u une valeur particulière, pour laquelle on exprimera que

les deux membres sont égaux (ou ont même valeur princi-

pale, s'ils sont nuls ou infinis).

347. 2° Par Ç et ses dérivées. — Soient a, ^, ... les

pôles distincts que possède /w dans un parallélogramme des

périodes (ou des pôles quelconques équivalents à ceux-ci).

Soient respectivement)., tji, ... leurs ordres de multiplicité

j

enfin soient respectivement

{u — a)^ ' " u — a ' '
''

{u — b)V' ^ -^ u—b ^
'

les développements de f{ii) aux environs de ces pôles; on
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avantages au point de vue de l'intégration, car, Ç u étant la

dérivée de lo^du, tous les termes du second membre sont

les dérivées de fonctions connues.

348. S'' Par pu et p'u. — Supposons d'abord que fa
soit une fonction paire. Soient

dz ai -h période, dz a,+ période,

ceux de ses zéros qui ne sont pas des périodes; A|, lo? • • •

leurs ordres de multiplicité. Soient de même

liz ^1+ période, ztz ^2+ P^^^'iode, ...

ceux de ses pôles qui ne sont pas des périodes; p.,, p-o? • • •

leurs ordres de multiplicité. On aura

(^n\ i-n — C ( P^^-P^')''(P^^-y^^)^- _:

G désignant une constante.

Soit, en effet, Fw le second membre de cette équation. Le

quotient ~- est une fonction elliptique qui n'admet ni zéro

ni pôle, en dehors des périodes. Mais une période ne peut être

à la fois zéro et pôle. La fonction manquera donc de zéro ou

de pôle, et se réduira à une constante. En donnant à a une

valeur particulière, on déterminera C de telle sorte que cette

constante se réduise à l'unité.

Supposons maintenant /f^ quelconque; posons

fu^f{-u ) _— O a,
2

'

2 p'u

d'où

( 28 ) fu =: -) « + Oi U p' U.

Les deux fonctions cpw, '^{U^ étant évidemment paires,
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pourront, d'après ce qui précède, s'exprimer rationnelle-

ment au moyen de pu.

349. Les formules essentielles de la théorie des fonctions

du, Çz/, pu s'obtiennent avec la plus grande facilité en com-
parant entre eux les trois modes de représentation ci-dessus

pour une même fonction elliptique.

Cherchons, par exemple, l'expression àe p' u parles fonc-

tions d. La fonction p' u admet (aux périodes près) le pôle

triple u = o, et les zéros to< , coo, cog, dont la somme est nulle.

Donc
r^^{u — b)^)Cj{u — 0)2) a' (;^ — cog)

Posons u = o. Les deux membres auront pour valeurs

principales

2 G 3'tOi a'(JL)2 (3'W3

donc

c= -^- -

O'iOi Cî'tOg O'cOg

et

( '2Q
)

p' Uz=:z2— ^ ^-
^ ^

' ~ •

350. Cherchons l'expression de pu — pv. Cette fonction

admet, aux périodes près, les deux pôles ± r et le zéro

double o. Elle sera donc de la forme

-^{u 4- ^) d{u — v)

L'identification des valeurs principales pour u infiniment

petit donne
I __ Cj^v
U' u-

donc

,0 ^
d{u^v)^{u — v)
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351. OnaFidentité

(A-B)(G-D)4-(A-C)(D-B) + (A-D)(B-C)=o.

Posons A = pa^ B=^pb, G = J3C, D =z= pd. Remplaçons
les différences pa — jd^, . . . par leurs valeurs données par

la formule ci-dessus, et supprimons le dénominateur com-

mun : nous obtiendrons Videntité à trois termes

i :l{a-^b)^{a—b)^{c^d):l{c-~d)

(3i) \ ^ d{a^c) ^{a — c) ^{d-{-b)d{d—b)

\ -^ ^{a + d):i{a — d)z:{b -\- c) ^{b — c)^=zo.

3o2. Prenons la dérivée logarithmique de l'équation (3o),

il viendra

(32) -~^^^ ^'C{u-^i,A + t(u—v)-'2tll
pu — pv

et, en échangeant u^ ç,

(33) _ZlJ^. := ^a ^ v) - t,{u - ç) - 2t:v.pU-pç

Ajoutons et divisons })ar 2,

(34) - ''- •^— —l{u-i- ç) — ^u — Kv.
2 pu — pp

Déerivons encore.

/ 9K\ / X
d i p' Il — pS'

" du 2 p a — p V

Effectuons la dérivée, et remplaçons p'^w, p" 11 par leurs va-

leurs en pu^ nous obtiendrous l'expression de p[u-\- v) en

fonction rationnelle de pu^p'u^ J3P', jdV. La dérivation don-

nera une expression du même genre pour p' {u + c). C'est

en ce résultat que consiste le théorème de Vaddition des

arguments pour la fonction pu.
On peut donner à la formule d'addition une forme plus

élégante. A cet effet, décomposons en éléments simples la
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fonction

Elle a deux pôles doubles, o et — ç. Pour u = o, on a

t;,{u -{- i') — ^^= u^' ^ -h . . . ,
ta— ^ô ^ • •

[^(w+ ç^)-^W-C(^]^=--(-^ + ^^^'(^+ ...y=:^',-2r('

Pour u=^ — V

C ( ?^ + (0 =
\

2 ^ • • • '

Il -^ V 6

— la — l^;
— ^[ç — {a + v)] — 'C.V z=::— {u -^ v)l' V -\- . . .

,

On aura donc

mu -\- V) -lu- Ci']2 =- ^'{u + o -lUi-h G.

Pour déterminer la constante G, égalons les termes indépen-

dants de u dans le développement suivant les puissances

de u; il viendra

— 2

^

V = — ^' P 4- G, Cz=—Vv,

et, comme on a Ç' ;/= — j3 //, . . . , on aura la formule d'addi-

tion sous la forme classique

(36) 3^(" + '-) + P» + P''=^4('^p„_,,„

La formule devieudra tout à fait symétrique par l'intro-

duction d'un troisième argument w, défini par la relation

u -^ Ç -i- iV:=. o.

Le premier membre deviendra pw -h pu -{- p^', et sera

symétrique en u, ç, w^ ainsi que la relation entre ces va-
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riables. On aura donc

I'

\ [ X)' U — p'p\^ I /p'c— p'(T^

4 \ J)VV^ — p«

et, en extrayant la racine carrée,

(38)
p' ^^ — p' ^^

__ y' ^' — p' <^ __ p' ^^ — ,p' ^^
,

Pour s'assurer que le signe des racines a été correctement

choisi, il suffît de remarquer que deux quelconques de ces

quantités ont même valeur principale, lorsque l'argument

qui leur est commun tend vers zéro.

353. Faisons tendre v vers ?^ dans la formule (36); elle

devient

(39) p2^^ + 2p?^— —

Une dérivation donnera p' 2?^. Posant ensuite successivement

ç = 2u, 3 11^ . . . , on obtiendrait des formules pour la multi-

plication de l'argument. Nous y parviendrons tout à l'heure

par une voie plus facile.

351. La formule (3o) peut être généralisée comme il suit :

Soient Ui, u.,, • • , Un^ n arguments indépendants; consi-

dérons le déterminant

(4o) D,

Considéré comme fonction de Un^ D/i admet (aux périodes

près) un seul pôle, o, de multiplicité /i, aux environs duquel

I
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sa valeur principale est

D,2_4 désignant le mineur relatif au dernier terme p^^'^^Un-

On connaît, d'autre part, n — i zéros, w^ , ..., Un-\' La

somme des zéros étant égale à celle des pôles, qui est nulle,

le dernier zéro sera — (?/| + ?^2+ • - • + ^^/z-i )• L)onc Y),i

sera proportionnel à

Pour Un infiniment petit, cette dernière expression a pour

valeur principale

ce qui permet de déterminer le facteur de proportionnalité.

On trouve ainsi

Changeons /i en /i — i , /z — 2, , . . , 2 et multiplions les

égalités obtenues. Il viendra

(40 D^ = A —
0"^ U^ ^'^ «2 . • •

3''' Un \k =: 1,2, ..., l— l

A désignant la constante (— t)"~' (n ~ i)l (/^ — 2)! ... 2!

355. Posons dans cette égalité

Ui = U, U2 :=: U -h A2, • . •
,

U,i^= U -^ hn,

A25 • • ': hn étant des infiniment petits.
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1

Le coefficient du terme en hohl. . *h"~* dans le dévelop-

pement du premier membre sera évidemment

2!3!...(/i — i)

2!3!...(/2 — i)!

I pu
o p'u

o p'u

o p^"-^Ui

p'u

p"u

p(«-i) u .

pin-ï)u

p^"'-'^^U

p-u

V
(2«-3)

p'^^'-^hi

Jln-Z)

Dans le développement du second membre, les termes de

moindre degré par rapport à /?2, . • • , ^/^ seront ceux du pro-

duit

A : z—i h.,

.

{^U)"'

et celui que nous cherchons a pour coefficient

11

i — I

En posant, pour abréger,

B = (— i)'^-i [2!3!...(/z — i)!]2

et

(42) ^riU
nu

on aura donc (pour n entier positif) la relation

(43) B

p'u

p"u

p"u

p-u

,(2/i-3)
I

p'^"'-'' U p^"> U ... p^

356. On voit par cette expression que si n est entier po-
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sitif, ^nif' est une fonction elliptique. Cette propriété sub-

sistera pour n entier négatif, car on a évidemment

Il est aisé de la démontrer directement. Changeons, en

effet, u en w-j-ato, 2W désignant une période primitive;

dnu sera changé en

-^ {nu + 2/^w)r=z(— I)'*e2«0('^"+««)cJ'/^^f

et [du)"' en
(__ i)n' e-"'"'^^''-^'''^ {d u)"\

D'ailleurs n- ^ nvcioài. Donc le quotient ^a ne sera pas

changé.

357. La fonction ^n n'a (aux périodes près) qu'un setd

pôle, u = Oy d'ordre /^2 — i; elle est paire si n est impair,

impaire si n est pair. On aura donc

pour n impair
i^/i
= Pi?

(44) ^
pour /i pair 6„r=P2p'«)

dans tous les cas . . .
'^J^

=. P,

Pi, Ps, P désignant des polynômes en pu^ d'ordre >

7,2 _/;
n'^— I respectivement.

2

Soient donc
w^— 1 «- —

1

Pi = ap 2 -ha,p -^ +...,

n-—k /? -— 4

P.^pp^'^+P.p"^ -t-...,

P ==YP"'~' + TiP"'~' +....

Les coefficients a, a^, . . .
;

[i, p, , . . .
; y, y^ • • • pourront

s'obtenir par la méthode des coefficients indéterminés, en

identifiant les deux membres des équations (44) développés
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suivant les puissances de u au moyen des formules

2
jd' a = —^—h 2 Cl «^ + 4 ^2 «"^+ . . .

,

(jfiu = nu{i -{- cl ^ Ji'* là -[- . . .).

On obtient ainsi une suite d'équations linéaires qui dé-

terminent successivement les coefficients inconnus. Ces

équations ont pour coefficients des polynômes entiers en

Cl, Co, . . , <ii, di^ • . . qui sont eux-mêmes des polynômes

entiers en g^-, gz. D'ailleurs chacun des coefficients est

afi'ecté dans l'équation qui le détermine d'un coefficient pu-

rement numérique (i pour les coefficients a, a,, . . . , y,

Yi, ...; — 2 pour 3, pi, . . .). Tous ces coefficients sont

donc des polynômes entiers en g^^ gz- D'ailleurs le premier

est purement numérique et le second est nul. Car l'identifi-

cation des deux premiers termes donne, pour les détermi-

ner, les équations

îl :=. a,
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1° Si n est impair, les nP-— i systèmes restants peuvent

se répartir en couples (/w',, in.^-, ('^^u '^^D? ^^^^ P^*" ^^^ rela-

tions

m'^ + 7?i'j ^ G, /?2 2 4-7722^0 (mod/i),

d'où l'on déduit

2 m'\ 00. H- 2 m' w. 2 m', w. 4- 2 ni'iû^ , . ,— —^—
- =r ^-^ -h période.

Choisissons à volonté dans chaque couple un des deux

systèmes (jui le composent, tel que (m\, m'.,), en excluant

l'antre; nous aurons

(45) t];„=rPi=:7i|| (P«-P ^-j'

car les deux membres ont les mêmes zéros

,
2 777' W^ 4- 2/?/„ 0)2 , . 1

7^ =: zb î

—

'

h période,
n ^

les mêmes pôles, d'ordre 7?-— i,

u = période,

et la même valeur principale pour a = o.

2° Si n est pair, on devra mettre à part les trois systèmes

fn \ f n\ fn n\ , , 2 772, wi + 2 7?7.,W2
( -) o j, ( o, - 1, ( -;, -

jj pour lesquels ^— se ré-

duit respectivement à Wi , Wg et à co^-|-0L)2= — CL)3=co3-f- pé-

riode. Les n'^— 4 systèmes restants se répartissent, comme
tout à l'heure, en couples {rn^^ 772',,), {m\^ f^C)', et? si l'on re-

marque que p' u a pour zéros les points coi, 0)2, ^3 et pour

pôle le point 7/ = o avec la valeur principale —^-j on aura

(46) ']^,,= P2P'«==--X|(^P«-P — ^^
•

J
P^''

Les formules précédentes subsistent si l'on y remplace

chaque système (772',, 7n._,) par son associé (m], ml). Multi-
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pliant les deux expressions de 'h,iii ainsi obtenues, et remar-

quant d'ailleurs que Ton a

p'2 /^ ~ 4 (p w — p wi) (p i^ — p 0J2
) [p w — p (wi + co,

) ],

il viendra dans tous les cas

(47) ^l = 'P = n'-Y[Uu
ini^ Wj -h 2m, w.

P

3o9. Les polynômes Pi, P2, P ayant, coFiime nous l'avons

vu, leurs coefficients entiers en g.2, gzi les fonctions symé-

triques entières (ou les fonctions symétriques rationnelles)

, . , 2 m', 0), -h 2/7z' W2 .
1 T-» 1 TA

des quantités p ^— ? racines de i\ ou de Po, et

Il 1 -, 2 77Z. (0. + 2 /n, co, . 1 TV ,

celles des quantités p -, racines de P, s expri-

meront par des polynômes entiers (par des fractions ration-

nelles) en g.,, 0-3.

Les polynômes Pi, Po, P manquant de second terme, on

aura en particulier

/ ro\ V 2m' Wi4- 2m' w., V^
=—-" = o.

n

360. On a, d'après la formule (3o),

^{n -h m) u a{n — /n) apnu — pmu =
'^- nu '^' nia

Remplaçons dnu, . .. par leurs valeurs •b,iu{:^ny^\ .

du disparaît et il reste

(/,9) pnu - pmu ^ - ^^f-'-

De l'identité

(P^" — pmu) -^ [pmu —pnu) -+- {pnu — plu) ~- o,

on déduira

'^l^m'^f-m ^,nA-n^m-n '^a+l'^n-l _

J. - II. 25
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OU, en chassant les dénominateurs,

(
5o) '^l^-m'^l-mVa + '^ ni+n'^m-nVl ^ ^n^l^n-rVni = O-

Posant en particulier /=i, m = /^ -h i et remarquant

qu'on a ^!^^ in= r, ^h_n = — '^/^ on trouvera

Posons encore /=i, /?z = /i 4-i, mais changeons /i en

n — I et remarquons que 'I2 = — p' ^^7 i^ vient

(52) p'«.|2/i='l^«(1^«-2'>;1+l — 4^/^4-2 'l^'-l).

Ces formules récurrentes sont commodes pour le calcul

des fonctions ^.

Posons enfin m = i dans la formule (49) î il viendra

(33) pnii-pu=i ^^^, •

ce qui donne p/iii en fonction rationnelle de pu; car p' a ne

figure au second membre que par son carré (au dénomina-

teur ou au numérateur, suivant que fi est pair ou impair).

361. On obtient de nouvelles formules de multiplication

en décomposant j3/i?^ en éléments simples.

Les pôles de cette fonction sont (aux périodes près) le

point o et les points '-— ? que nous représente-

rons d'une manière plus abrégée par—- Posons u = h ou

u z= — -\- A, h étant infiniment petit; on aura

p nu = p nh =z --—- -\- Cj /i^ AM-

La formule générale de décomposition donnera donc

pfiu
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n^pnu-=^pif -{-2^p(u- ^j + C.

L'idenlificalion des termes constants dans le développc-

meiît suivant les puissances de u donnera

Mi"^'+0=0.

Intégrons : il viendra

n t:nu zzzt,u-i-\^ (u -'^\-Cu-h C,

et l'identification des termes constants donnera

D'autre part, si nous changeons u en z^ + aw,, nu s'ac-

croissant de 2 /^(o,, le premier membre s'accroîtra de/?.2/ir,

,

et !e second de n-2T^, — 20), C; donc C = — \ j3- est nul

résultat déjà trouvé par une autre voie (359).

Intégrons encore, nous trouverons

logo-zi^/ ~ \og:^u 4- \ log^l ^/ — -^j -h Cil 4- const.,

fdentifions les valeurs principales pour uz= o; il viendra

Enfin, si u s'accroît de 2w,, nu de 2/ito,, :^nu sera mul-
tiplié par

f— l\n g^ffri, {nu -Jr n (O,)

et le second membre par
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Nous aurons donc en identifiant

et de même

— 2T(i \ h 2G'Wj == 2 IKiTzi,

— 2Tj2 \ h 2C't02= 2{J.2 7:/,

[ji, et [Jio étant des entiers. En se rappelant que

ETCi

(Oi7]2

—

W2iqi= (£=^=ti)»

on en déduit

C = 2£([J.iri2 — [J-a^a), \n^ 2£([Xit02— l^a^i)-

Mais on a, d'autre part,

— —: (2 0)1+ 2C0,) =: — n{n — i) tog.

2

Donc
C'= — n{n ~i)'hz,

et l'on a les formules

(54) n-^pnu = p^^ + y^ P (" - ^j
'

(55) jiX,nu — 'C.u + Sl{it—y^—n{n — i)r^^, JtT^

H
iPX

.J^

(56) O-Tl^/r^/l^/^J^-Y—,fs;^^~"^''''^^i3^''

II

362. Développons les deux membres de (54) suivant les



FONCTIONS ELLIPTIQUES.

puissances de u^ il viendra

389

28

w^ 20
^-

i^2 4_ .^^^ ^,4

28

Identifiant, on voit que les expressions

sont nulles, et que

sont des polynômes entiers en g2 et g^.

Il en sera de même, d'après la formule (22), pour les

sommes

1^^^' l^^~
et, plus généralement, pour les fonctions symétriques en-

tieres des quantités p-; résultat déjà trouvé (359).

363. D'après la formule d'addition, la formule (54) peut
s'écrire ainsi

n^pni/ ^izpu -\- \
4 \ <V

n /

-pu-p- |,

ou, comme la partie impaire en u s'annule évidemment, ainsi

1 V ^
que la somme \ p —

,

n'^pnu — pu^ \
p'^u-^p""-

4 / tï

pu •
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Mais on a

p'2 ,, _|_ p'2 !^ ^ p'-2 ^, „ jyo !r + 2 p'2 _0^0 ' n " n

W
4 P^« + P«p- + p---7.?. lP«-P^) + ^p-„-'

«^ „ (^

2J3-, qui s an-

nule, on obtient l'expression de n^ pnu par une somme de

fractions simples

p^^-PJl (p"-P^;^y

IV. — Les fonctions ^^ih ^a^u-

364. Soient 2 03,, 2 w^, 2033 un triangle quelconque de pé-

riodes primitives de pw; posons, comme précédemment,

pWi— ^1, pW2=e2, pW3=e3,

et représentons par a, j^, y les indices i, 2, 3 écrits dans un

ordre quelconque.

Dans la formule (3o) de Ja section précédente, posons

ç z= Wa*. il viendra

Mais
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d'où

d'ill-^- Ma)

I -n n ^("+ ^a)
VJ^ " - ^^a= e-^='-" -V—77-- '^^^ ''" ^ ' O'^/O'coa

Le radical y/j3 u — Ca est donc une fonction uniforme de n.

Celle de ses déterminations que fournit l'équation précé-

dente est celle qui, pour u= o, a, comme le second membre.

la valeur principale

365. Changeons dans la formule (i) u en u -\- w^; elle de-

vient

a'2(«-i- 2Wa)
p(w + Wa) — ^a = e-2rî,.(«4-o)„)

a'2 (^^ + (Da) O'-cOj^

a"- u

d^{u -t- coa) 3*^
(Oc

Multipliant par l'équation (i) et posant, pour abréger,

(3) ^-l^.'-aO'cOa^Ua,

il viendra

(4) [p(«-l- wa) — ea](p?^ — ^a) =^ fr

et, pour la valeur particulière u = Wy,

(5) (^^_ea)(^y— ea) =

a

I

Posons encore dans l'équation (i) i^ = top; on aura

o'^tor TIv

a'-co;3 3'^Wa U|U^

Mais on a

Wa H- wp + Wy z= o, T03j + -/]p+ Yjy
— o.
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L'exposant de e sera donc égal à

[--?] = [?ï] -M = - [?^] -= -
[TW = -M étant égal

à +1 ou à — I, selon que les périodes ato^, 2 top, atoy se

suivent dans le sens direct ou dans le sens rétrograde autour

du triangle des périodes.

On aura donc

(^>) t^p — ^a = e ^ ' ^ 2 ---„^^J —Q i i J

2 ___!
u,^u

l
^wi\^\

Permutons circulairement les indices a, 3, Y et ajoutonsp, yet aji

les équations ainsi obtenues; il viendra

(7) Uà+U^+U} = o.

D'autre part, la somme <?< 4-^2 4-^3 élant nulle, on aura

et, par suite,

^^^ "'^"-'^
UÏÛfUf

366. Soit 2w'^, 2to'.,, 20)3 un nouveau triangle de pé-

riodes primitives : posons

^-)^\^.e\, 3.-)w;=.-ze;, pœ;^^^;,

Les quantités e'^ , <?!,, ^3 reproduiront à l'ordre près les

quantités e^^ e^^, ^3 ; car les unes et les autres sont les ra-

cines de l'équation

4-' — ^2- -^3-0.

Désignons par 2coJ^ celle des nouvelles périodes pour la-

quelle on a

posons
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et désignons enfin par [ajB]' une unité positive ou négative,

selon que les périodes atojj^, ^toj^, 2C0y se suivent dans le

sens direct ou dans le sens rétrograde autour du nouveau
triangle. Toutes les formules précédentes subsisteront évi-

demment si l'on Y accentue les quantités

Wa, (0^3, Wy, r,^, r,p, t,^, U^, U^, Uy [aj3].

On aura en particulier, d'après la formule (5),

Donc Ua ne diffère de Ua que par un facteur, racine qua-

trième de l'unité.

La liaison entre les deux systèmes de périodes considérés

étant supposée donnée, ce facteur se détermine aisément.

Soit, en effet,

l'expression de 2tt)J^ en fonction de 2t0oj, 2033.

Puisque, par hypothèse, on a

pw^=pcOa,

^a— ^a sera une période^ donc m^ sera un nombre impair,

tel que 2/2^+1, et 7723 un nombre pair, tel que 2n^.

Posons, pour abréger,

nous aurons

(JoL^=e ' a'(^a)Qj4- 2to)

Or on a

(— l)'^a+«p+«a«pe']W^--Oa^Ua.

'a— ^r-aW = /^p(r^pa)a— r.awp) —

—

/«^[a^] —

,
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d'où l'expression du facteur cherché

L'a

367. Supposons la fonction p{u) définie non plus par ses

périodes, mais par ses invariants g-2, gs et proposons-nous
de déterminer les quantités U en partant de ces données.

Soient 64, e.2, e^ les racines de l'équation

4^= Ô3

numérotées de telle sorte que e^^ ^2, e-^ se succèdent dans le

sens direct autour du triangle ^1^263. Nous avons obtenu

(337) un système de périodes principales 2w,, atoo, 2(03,

définies par les intégrales

r"'dz r'^dz r''-dz

et telles que l'on ait - ^ *

V^i=^U V'^i—^i^ Pw3=:e3.

Les Tj correspondants sont donnés par les intégrales ana-

logues

r"'zdz

et les U correspondants par les formules

\/{e^—e^){e,

(•o) {

U.=

Mais ces dernières formules renferment des radicaux; il

en résulte une ambiguïté que nous allons lever en détermi-

nant avec précision la valeur des arguments de Ui , Uo, U3.
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5

368. Désignons pare<, e^, e» les angles du triangle <?, eoC^;

par C3 Tangle du côté 626^ avec l'axe des .r; on aura

arg(e3— 62) = 'f

arg(e2— C3) = cp + Ti

arg(ei — e3)îES 'i> +71 — ^3

arg(e3- ^i) = 'f
— ^3

/^

arg(e2— e^) ^ o -i- e^-h n

/\

arg(ei— e2) = cp4-e2

/ mod27r,

d'où

^ ' 2 4 î^

^
2 A 2

a,.gU3--?+| +A,^

'^
) mod27:,

À, , I2: ^^3 étant des entiers à déterminer.

Or, si l'on fait varier ^o et ^'3, les racines e<, e^, e^ et les

intégrales w,, too , tog, t],, 7)2, '-Qs variant d'une manière

continue, il en sera de même des deux membres des éga-

lités (10). Les entiers >.,, Xo, X3 conserveront donc une

valeur constante, et il suffira de les déterminer dans un cas

particulier.

Supposons <?, , (?2, (?3 réels, et <?2 < '''a< ^i • ^^ ^"^"^

d'oii

argUi=:Xi^, argUa^Xa^
2 ^

Déterminons directement ces arguments. Le radical y/Z

étant réel entre 62 et e^, imaginaire entre e^ et e^^ w<, Tu

seront réels et Wo, '^12 purement imaginaires. Leur signe

dépend de la détermination qu'on voudra adopter pour le
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radical; prenons, pour fixer les idées, co, positif; wa sera
1 1— - vil (O, — '/]'M'

une imaginaire positive; e ^
, e ^ ' ' seront réels et

positifs.

11 en est de même pour —- et -^- On a, en effet, par

définition

j
' / \ o)j cor

Or, les facteurs pour lesquels ma = o sont réels et positifs;

et les autres sont conjugués deux à deux, en associant ceux

pour lesquels /Ut a la même valeur et my des valeurs oppo-
sées.

De même, dans —~, les facteurs où m, = o sont réels et

positifs, et les autres conjugués deux à deux.

On aura donc

argUi=argWi=:o, argU2= argw2=

-

et, par suite

Pour déterminer X3, nous remarquerons qu'on a généra-

lement
/\ /\

argU3— argU2= fl--^ 4-. (X3— X^) - •

4 2

Supposons (?,, 62» ^3 réels et tels que l'on ait e3<< ^i < <?27

^2 et ^3 seront nuls, et l'on aura simplement

argUa— argU2= (X3— X.) ~.

Mais dans ce cas 0)3 est réel, 033 purement imaginaire, et

l'on a

argUa— argU2= argw3~ argco2=
^;

donc
X3— X2=I, X3=2
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et l'on a définitivement

/\ /\

argU.= -ï
-^

,

argU3=- ? + ;-' + ..

Ayant déterminé ainsi sans ambiguïté les quantités U,,

Uo, U3 correspondantes aux périodes principales, on en

déduira par la formule (9) la valeur de UJ,, pour une autre

période quelconque wj^.

369. Considérons, conjointement avec la fonction <i{n),

les trois fonctions

( ' 2 ) <^- " ^=
^co, -= u;

( (a=:i,2,3).

Elles se réduisent à l'unité pour u = o. En outre, elles sont

paires, car on a

^a(— ")= 3 --—

e"0 V.
«

C>' ( W + Wa — 2 tOg^ ) e"Oa " <?- 2r]„ « ^ ( ,^ ^ ^,3^ ^

370. On a, en vertu de la définition précédente,

(l3) Cf{u + O).^) = Ua/*^'^""^ ' ' ^y.U.

On sait d'ailleurs que

(i4) d{a -H 2a)a) =:— e2^..(" + '''a) o-^^.
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Les nouvelles fonctions C3'a(f^) jouissent de propriétés ana-

logues :

i" On a, en effet,

d^{a H- wa)
—

d'où

^«("^t)(i5) a'^(,^_|_to^)=— —-e ''^'
' '^'^u.

2" En second lieu, changeoDs u en u -\- 'J.i}ia.\

se reproduira, multiplié par le fa€teur

Donc

(l6) ^a(^' + 2Wo^) -:— e2-.i«(« + o),) ^^^^_

3" Changeons u en w + top, j3 étant différent de a; on

aura

I —"']«("+ +'*^3)

Or

Enfin, si nous remplaçons co^, rjjx par leurs valeuis

l'exposant

r^al «-1- i- (op 1 — 2 Tjy a H- r,y I « +
2 ' /

'
' \ 2

se transformera en

tOf

^-?( " + ^ )
- -^-^-^~^^- =:r.p^.. -h -Lj _ [o.y]__
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D'ailleurs [py] = [aj^]. On a donc finalement

(17) C5'a(w + a)p)=~e ^ e'^ -^c^yii.

4*" Changeons enfin u en w + atop; e~"^ia" sera multiplié

par ^--^«^.3, et <i{u-{-iùa) par — e'''i?^''+'^<^+^'?K D'ailleurs

donc

(18) C5'a(^^ + 2Wp) =:e203(«4-cop)3'^^^^

371. Formons les quotients deux à deux des quatre fonc-

tions :j u, di w, 0*2 ?^, 3*3 w, nous obtiendrons douze fonctions

nouvelles, appartenant aux trois types suivants :

(19) ^ao « =^ —\Jpu~ ea,

(20) O'oa "==—— =
^a ^^ ^j3 a —

(21) o'^p^.^^^i /i—

On voit aisément comment se transforment ces nouvelles

fonctions lorsqu'on accroît u d'une demi-période ou d'une

période : on a, en effet,

)
C5'(« 4- Wa) Uà

'
i^

, _^ ,
M^j-top) -laS]^" Uy ^

\

^' a'(M4-cop) UaUp '

i I [a^i^'UaUa

l

'^

^ao(« + w^) Uy <"'
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-o^^(- + -^) -
.! T:. =^ ^ \-T-Tr^oy^.

O'ap ( « -^ Wy
; = -— — e

-
cJ'Ba «,

1 ^ao(" 2Wa)— --7 -— = O'ao^^

(25) <

f ^ao ( /< -t- 2 wp) = — -— -r — O'j.o ",
\

'^ cr(«4-2W|5)

(26)
( ^oa(«4- 2wp) =— C^oa",

( 27 ) CJ-^p ( i^ -4- 2 wp ) =1 — o-^p //,

( ^a;3(« + 2Wy) = :^oL'^cf.

Ainsi, sur les douze fonctions, il en est quatre, à savoir

<3'aoj <^oaj ^^yj '^y^i ^^^i admettent la période 20)0^; mais elles

changent de signe lorsque u s'accroît de l'une des deux

autres périodes 2wp ou 2 0jy.

Les fonctions cj'ao et cs'oa sont impaires, et les fonctions a'py

paires. Pour ?/ = o, les fonctions d^y se réduisent à H- 1
;

a'ao devient infini, et sa valeur principale est -
; ^oa s'an-

nule, et sa valeur principale est u; sa dérivée se réduit

donc à 1

.

372. On a, d'après les formules (rg),

(28) pU=::er,-{- C^lo W = ep+ Cf 2
^
^^ :::^ ey+ O'^o?/,

d'où, en divisant par d'o^ w,

\
^â[d " = I — ( ^a— ^p ) ^0 ,3 ",
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Posons, pour abréger,

ey — eft Mç3
(30) e.-e,= Mi„ J^_-J^^^=,y

Les trois fondions snz^, cnii, dnu, définies par les relations

(3i) sn w = Ma;i o-op ( j^

(32) cnu — :^a^

(33) ânii = a'yp

u

u

sont les anciennes fonctions elliptiques étudiées par Abel et

Jacobi. Elles dépendent des deux paramètres Map et ky^j

qu'on nomme le multiplicateiu' et le module. Ceux-ci ne

sont définis que par leur carré, mais leur signe est indiffé-

rent. En effet, M^^ et k'^^ étant supposés connus, on en dé-

duit ^a? ^p5 ^Y par les équations (3o) jointes à la relation

^« + ^2-1-^3=0. Les fonctions c'op, cî'ap, cs'yp seront donc

déterminées sans ambiguïté. D'ailleurs la première est im-

paire et les deux autres paires. Donc le changement de signe

de Map n'altérera pas sn?/, cn«, ànu\ quant à Ay^^ il ne

figure dans leur définition que par son carré.

En permutant les indices a, |3, y, on obtiendra six groupes

de fonctions snii^ cnu^ ànu associés à une même fonction

pu. Leurs six modules satisfont évidemment aux relations

7^2 A2 , /-2 _i_ A-2 ,
/^ay^ya— 'j /^ya"~t~ /^^^— !•

Ils s'exprimeront donc au mojen d'un seul d'entre eux, A'ya,

par exemple, par les formules

(34)
k<-ya

Z-2 , ^2

Aa3-I-^ay^ . A^a^Ti
Aya 'iya

Dans ce qui suit, nous n'aurons à considérer qu'un seul

J. - II. 26
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mulliplicateiir, M^p, et un seul module, Aya- Nous simplifie-

rons l'écriture en supprimant les indices et en les désignant

par M et k,

373. Pour u = o, on a évidemment

(35) sn?^ = o, sn^i< = i, cnMr=i, dn m = i

et, généralement, d'après les équations (29),

(36) cn^Mrzzi — sn2«, dn^^^ = i — A'^ sn^w.

Enfin, snu satisfait à une équation différentielle que nous

allons obtenir en transformant l'équation

p'2„ _ 4(p^^ _ ^^) (p ,^ _e^){yya — e^).

On a, en effet,

p « ~ ^p + -

d'où

i},3 it^

Substituant ces valeurs dans l'équation différentielle, il

vient

<| " = [l — (é-a— ^.i) ^l^ II] [l — (^>— ^p) 3'Jp
Z^]

"(1 — M2a'^,;>«) (r — M2A-^2<3tO>

et, enfin,

(37) (su'«)'=(i — sn-^0(' — /^"'sn^fO-

Celte équation différentielle, jointe aux relations (36) et

aux conditions iniliales (35), peut servir de définition directe

pour les trois fonctions.



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4^3

374. Posons, pour abréger,

Mojjx=i2a, Ma)p=ap, Mwyrrzi^y;

on voit immédiatement :

i" Que snw est une fonction impaire admettant les zéros

simples

2" cnw est paire et admet les zéros simples

2 m 12a H- 2 /n' Qp -i- Oa ;

3" dn w est paire et admet les zéros simples

2mQ(^-h 2 77l'il^-\- Hy-,

4*' Les trois fonctions admettent les pôles simples

2 m Qa+ 2 77î'il^+ Qp ;

5" On a

1 sn(« 4- 2l2^) = snw, sn( m -h 20^) = sn(if H- 2Ûy) =::; - sn «,

(38)/ cn(« -^ 2Ûy) — cnw, cn{a -\- 2Qci) =z cn{u -i- 2Q^) zz:~- cnu,

(
dn(« 4- 2l2a) =dn?^, dn{n -h 2il^) — dn{u -h 2Qj) -- ~ dn a.

Les trois fonctions sont donc doublement périodiques; mais

leurs périodes fondamentales ne sont pas les mêmes. Ce sont

Pour sn;^ 2Qp, et /^Qy ou f^Q^,

Pour en «^ 2Qy, et 4^^a ou 4^p,
Pourdnw 212^, et 4^p ou 4^^y.

375. Signalons encore les formules d'addition

(39) sn(f^-hP) =

( \q )
en ( ff + (' ) rr:

(4r) d\\{ii-^v) —

I-
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Pour établir la première, considérons les trois fonctions

sn{u-h v) — sn{u— ç), cnudnu, ] ~ k- sn^ u sn^ v.

Elles sont évidemment paires et admettent les périodes

communes 2Q^, 4^a- La première a pour pôles simples les

points

± ç -^ 2m Oa -1- 2 m' 12^ +^^p ;

chaque parallélogramme des périodes en contient quatre.

Les deux autres fonctions ont pour pôles doubles les

points

2 m ilr^ 4- 2 m' i>j3 -|- 12
o,

et chaque parallélogramme en contient deux.

Chaque parallélogramme devra donc contenir quatre zéros

de chacune des trois fonctions. Cherchons à les déterminer.

La première s'annule aux points 0^, Oy; car on a, par

exemple,

sn (12^-1- i^) — sn(i2a— ç) — sn(i2a+ v) + sn(— O^^— r) = o.

Comme elle se reproduit, d'ailleurs, au signe près, lorsque ii

croît de a 1)^ o^i deaOp, elle admettra, plus généralement,

les zéros

2 ni ila -+- 2 m' i2p -f- il^, im Q.r^ -\- i m' 12^ -\- 12y,

et comme ceux-ci sont au nombre de quatre dans un parallé-

logramme, elle n'en aura pas d'autre.

La fonction cnu dn^^ aduiet évidemment les mêmes zéros.

Considérons enfin la dernière fonction j on a

Il \ .. / V

D'ailleurs

et

A-2 sn2« sn^r = i-k^-W^^^ i^\ ^%r^ i~

k'-W*= {cr^— ei^) {cy— 69,) ~ ^

u \ .„ / (
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Or, d'après la formule (4), on aura

si

d'où

Donc ^^=p+Qp est un des zéros delà fonction i— A"^sn-/^ sn-i^-;

comme elle est paire et admet les périodes sQ^? ^Ûp, elle

admettra plus généralement les. zéros

zb (' + 12^ 4- 2 m 12a -H 2 ni' 12^.

(^cux-ci étant au nombre de quatre par parallélogramme,

elle n'en aura pas d'autre.

Il résulte de cette analyse que le quotient

en ti dn u

a les mêmes zéros et les mêmes pôles que sn[a-\-ç)— sn[u— c).

Ces deux fonctions ne peuvent différer que par un facteur

constant, qu'on déterminera en posant u=^o. On trouve

ainsi

, , , , , , ,
2 sn (' on ^/, do u

(
4'î

)
sn(n -h v) — sn(u — r ) tzr —

.

Permutant u, v et ajoutant l'équation ainsi obtenue avec la

précf'dente, on obtiendra la formule (39).

376. Les formules (4o)el(4i)en sont une conséquence

immédiate. On a, en effet,

cii2(?^ -1- (^) tzr I — sn-(;^ H- v)

( I — /c^ sn' u sn- r )
- —

( sn u en v dn (^ -\- sn r en ii dn u Y
(^i — k'^ snUf sn- v)'^

Or on a

j — k"' sn-ff sn^i' = cn-;^ 4- sn-« dn^i' =1 cn^ ç' + sn^c' dn-/;.



4o6 SECONDE PARTIE. — CHAPiTRE VF.

Remplaçant donc au numérateur le terme (i — k-sn'^iisn^ v)-

par
(cn-w + sn-i^dn'^c) (cn-c + sn^t^ dn'^u),

il prendra la forme

(en fi en ç — snu dnu sn ç dnr)^.

Extrayant la racine carrée, on aura donc

en ucnç — sn u â n a sn v dn v

I — Â:^ sn^« sn^(^
± en {a -f- v).

Pour fixer le signe, on posera (^ = 0. Le premier membre

se réduisant à cnu, on doit prendre le signe +.
L'expression de dn(ii -\-- ç) se vérifie de même.

V. — Les fonctions Oc, e^r.

377. Jusqu'à présent, nous avons désigné par atOj, fîtOo,

2(03 trois périodes quelconques formant un triangle primitif.

Dorénavant nous les supposerons, pour plus de simplicité,

numérotées dans l'ordre où elles se succèdent lorsqu'on

tourne dans le sens direct autour du triangle, de telle sorte

,
tO-, . ....

que le rapport t = —^ ait sa partie imaginaire positive et que,

par suite, on ait [12] = H- i

.

378. Si l'on change u en ;< + 2co,, chacune des fonctions

dUj d^u se reproduit (370) multipliée par un facteur égal au

signe près à e-"'"ii^"'^'*^i^ La fonction e'^'^^ se reproduit aussi,

multipliée par cette même exponentielle. Chacune des quatre

fonctions

e '^^'dii

2 Où
7 e •^^'o'ifi, ..., e ^'^'o'sw

se reproduira donc au signe près.

Ces expressions sont d'ailleurs homogènes et de degré
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zéro en u^t^i, toa (car Yi,= Çto, est homogène de degré — i).

Elles ne dépendent donc, en réalité, que des deux rapports

Posons, pour abréger Técriture,

(2) €'^'"=5, e'^^'^zzzg

et, plus généralement, e '" = q""); nous pourrons écrire

F((^x) ==:H^,g)-

379. Les nouvelles fonctions ^, rfa ainsi introduites sont

des fonctions uniformes de la variable z (q étant considéré

comme un paramètre constant). Car à une valeur ^o de z

correspondent des valeurs de ç données par la formule

^y_l_ 2 m (m entier) ; les valeurs correspondantes de u seront

Ui)-\-/\m^i et donneront les mêmes valeurs à chacune des

fonctions d, éTa, puisque le changement de u en u -j- 2Wi les

reproduit au signe près.

En outre, F, F^ sont des fonctions entières de (', qui, lui-

même, considéré comme fonction de s, n'a d'autre point cri-

tique que ^ = o. Donc les fonctions ^', ^^l n'ont que ce seul

point critique et seront développables par la formule de

Laurent en séries convergentes, procédant suivant les puis-

sances entières positives et négatives de z.

Si u croît de 2 coi, t^se changera en c-hi , et -; en —z. L'ex-

ponentielle e "^^' se reproduira, multipliée par e--^''^"'^''''^

cia, diU seront multipliés par — e-'^'^'^+'^i^ et doih ^3" P^''

ce môme facteur changé de signe (370)^ nous aurons donc

(
^ {-~z,q)=.-^ {z,q), #,(-^,^)=-i,(-i-^,ry),

^^^
! 5?, (-^, ./)=::. ^,{z,q), ^,{-~Z,q)=. ^A'^ Z

, q)

.
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Enfin, si u croît de 2 Wo, v se changera en r H-t, et ^ en

qz. L'exponentielle e 2^' se reproduira, multipliée par

e ^'

ou, en remplaçant t), Wo par sa valeur tirée de l'équation

^2'ni— WiT,2 -: —
2

par

D'ailleurs du, d^u se reproduisent, multipliés par
— g2Yi,(«+w,)^ et ^^ ^^^ ^^^^ gg reproduisent, multipliés parle

même facteur, changé de signe. Nous aurons donc

\ ri^iqz, q)~~q-^z-Ki,{z, q), ^,{gz, q) = q-' z'- §,{z, q).

380. Les propriétés (3) et (4) (jointes à la condition

d'être uniformes et de n'avoir de point critique que pour
z^:=o) suffisent à définir les fonctions 5^, rfi, §2, ^3 à des

facteurs constants près :

1° En effet, considérons d'abord la fonction of(s, q).

D'après les relations (3), elle sera impaire en z; son déve-

loppement en série sera donc de la forme

— 00

Substituons ce développement dans la première des for-

mules (4); il vient

et, en identifiant les termes en ^-"~',



FONCTIONS ELLIPTIQUES. f\Og

Si donc nous posons

nous aurons

Q(t^', t) désignant la série

/

°°
/ '

\"

("')

1

°° / l\-

A chaque valeur positive ou nulle de l'indice n est associée

une autre valeur négative — n — \, à laquelle correspond le

terme

Réunissant les termes associés, nous obtiendrons cette

nouvelle expression

(5 bis) e((

où l'imaginaire i a cessé de figurer.

2" Passons à la fonction ^^. D'après les relations (.3), elle

sera impaire en ^, et de la forme

00

Substituons ce développement dans la seconde des rela-

tions (4); il viendra

d'où
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Posant donc

nous aurons

Oi ((^, t) désignant la série

(6) (

I =: 2 > ^'^ ^'^ C0S(2/^ + l)7r(^'.

I

3" La fonction ^2 sera paire en z et de la forme

00

C_.2«.

Substituons ce développement dans la troisième rela-

tion (4), il vient

.y-'.-^-S

et, en identifiant les termes en ^-"~-,

^ (- i)''
^^(2/.-l)4-(2«-3)+... Co=: (- 0" q"'-Co.

Posant donc Co = G, nous aurons

(l2(<^") représentant la série

\'t ri'l /i'in'KlV

I
r= I + 2 \ (— l)'^ ^'^' C0S2/iTCi\

4" Enfin la fonction §-i sera paire en z, et d'après la dei -
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nicre relation (4), on aura

(j;}(t^, t) désignant la série

l i>,(v,^)=\q"'z'-"=\(j"'e-"-^"'

(8) )
-« -.

1 = I -i- 2 \ <7"* COS2/i7r('.

l ^
381. Les séries 9, 8,, Qa, ^3, définies au numéro précé-

dent, ont été introduites dans l'Analyse par Jacobi; mais la

notation qui doit servir pour les représenter n'est pas encore

bien fixée. M. Weierstrass, suivi par M. Halphen, les dé-

signe respectivement par ^i, ^2, ^o, ^3- Par le changement

d'indices que nous avons pris la liberté de faire, on rétablit

le parallélisme des notations entre ces fonctions et les cj* cor-

respondants.

382. Si nous remplaçons q par sa valeur e^''^, chacun des

termes des séries 8, 9a sera de la forme

a et X étant des constantes. On aura évidemment
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tionnel où t sera variable, les dérivées relatives à t seront

représentées suivant l'usage par —,

D'après les expressions données ci-dessus pour 9,

on aura évidemment pour p = o, d'où ^ = t
,

—00

00 00

20 = 1 -h 2V (— i)^^;'--*!^^ (— i)'^,7«',

1 _oo

00 00

.jO = I -+- 2% q^°-~\
cf'%

(lO)

Oo

O^o =^O 1=271 \(—l)"r/V 2/ (^,^ _^^^^

) ^a»

G''o

6"'o

o,

27l3 \ (-l)"^V ' ^^''^ ~*~'^^-

384. Si l'on fait croître a de co,, coo, t03, t^ croîtra respec-

tivement de ^, Jt, — :! — ^l-T, et ;ï sera respectivement mid-
"-

'
-"'-

tiplié par i, q-, — iq -. Ces divers changements permute-

ront les unes dans les aulres les quatre fonctions 0, à des

facteurs exponentiels près, comme l'indique le Tableau sui-

vant :

(12)

(l3)

J
T ) =z iq * ^- (pH-Jt) '03^',

l2(^ -H^t) = iq *^-'6(^ h{^^-i-i^) = f'z~^0,v,

{ç-i--i^.)=.-q i.-ô^c, o,(r--i-iT)=.-/.7 i^e^v-;

l2(r-i-|T)= ^ ^^se,r, 03(r 1 t

2 2
iq "*^0('
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On a, en effet,

D'autre part,

L'xpression qui se réduit à iq '':3~*G2^' lorsqu'on j change

l'indice de sommation n en /i— i.

On a encore

6(t'

S'
/ 1 \î 2/7-f-l

^ / 2 „2«

=1 — ^ *Gyr^«'^2;.^_^ ^.sÔar.

Les autres formules se vérifient avec la même facilité.

385. En ajoutant une seconde fois à la variable l'une ou

l'autre des quantités ^, ^t, — ^, — ^"^^ on obtient les for-

mules

(
(tM- i) -— — ô (^, Oi((^ + i) r- — OjC,

(r+T) = — <7-^^--0 r, Oi(r4-T)=z^-i^-20i(',
(.5)

(.6)
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386. On a, d'après le n° 380,

~ éf {z, g) — AO V,

e~20). o-^ ,,,:::: ,f^(^^^) ^, G 62 (^

e 20), a'3f^=:.f3(2,^)=:De3(^

Il reste à déterminer les constantes A, B, G, D. Pour cela,

posons dans les trois dernières .équations ç = o, d'où u = o
;

elles deviendront

i = BOi(o), i=:zGe2(o), 1=063(0).

La première équation devient identique pour ç =1 o. Mais

supposons ç infiniment petit, et calculons les deux premiers

termes du développement des deux membres suivant les

puissances de ('; nous aurons

e 20), — e-2n.o).c»:3:^i_ 2-r]iWi('2_^_ , ,^

2t0, 2W|
ZIZ Ç -\- CL Ç"" -\-

Le développement du premier membre sera donc

Ç -^T,, Wi ('

Celui du second membre sera

et l'identification donnera

I = AO'(o), 2Tlit0i=: — A—^-'



(17)

(.8)

FONCTIONS ELLIPTIQUES.

Nous aurons donc finalement

6(0

4.5

a'f^z^2w.e2^.^i^^
O'(o)

a'aM= e^-i.'^i^V
a(^')

a(0)

la constante ar, ,o), étant donnée elle-même en fonction de

q par la formule

I 0"^_)
'
6 e'(o)

(•9) 2Y]iC0i

Par ces formules, dii^ dr^^u seront donc exprimées en fonc-

lion des trois variables »jl),, rf* ^ Vj qui elles-mêmes sont

liées à to,, cog, u par les relations

(20)
1

Tî^i

2C0,

387. On aura ensuite

(21) C«

(22) p«
d'exil

du

I ^loço'w I r, 0'(^)~1

' \T .
e(t.-)0"(.-)-o'^(i.) -|

D'autre part

I 0'(o)Ga(^')

2Wi Oa(o)e(r)

d'où cette nouvelle expression de pu

I e'(o)0a(OV
(23) pu

2Wi Oa(o)0(p)

388. Développons cette expression suivant les puissances

croissantes de v. La fonction B(<^) étant impaire, et la fonc-

tion 9a(<') paire, on aura

6(0
6'(o)

V H-
6 6'(~o^ Oa(o) 2 6a(o)
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Le terme indépendant de r dans le développement sera

donc

6^(0) I e'Voy

2 OJ .Oa(o) 3 6'(o)

et, comme on sait qu'il doit disparaître, on aura

~\20,J [3 O'(o) Oa(o)J

389. Posons dans cette équation a= i, 2, 3, et ajoutons

les résultats; nous obtiendrons l'idenlité

0-(o)-(G) ye;(o)^

On a d'ailleurs (382)

o^(.)=^l^=4W^^'^^'^ );((0 = 4^^
d^r,U'

et, en faisant v =: o, on aura en particulier

¥''{o)::rz^T.l
.d%'(o)

d-z
y;(o;=:rA^^-

L'identité précédente peut donc s'écrire

"""
o'(o) Z ea(o) -^^^^M^

e'(o)

^2(0)63(0)

Le quotient de 8'(o) par G< (o) 82(0) 83(0) est donc une
constante. Pour la déterminer, supposons^ infiniment petit;

on aura, d'après les formules (10),

)'(0)==:27:(./^ + ...), e^(o) 2 g '-{-.
.

(o)=.H-....

Le rapport cherché sera donc égal à tt, et l'on aura l'iden-

tité

(25) 0'(o) = -0,(o)Ô2(o)6Jo).
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390. On a

6' (or

Si a = 1 , le facteur exponentiel se réduit à l'unité ; d'autre

part ( formules i i)

Donc

Si a = 2, Tu (Oa— ^(2^03,=: — et l'exponentielle se réduit à

7r ix I

e '* — r/;

d'autre part (formules 12),

Donc

(27) U2=:2tOif~
0'(0) T. 61(0)03(0)

i^ n • •) TU LO^x I + X
hiitin , SI a = o ,

T. , o)o( — Yla^'^i =- — — ? = —
2 2(0i 2

l'exponentielle se réduit

D'autre part (formules i3),

2 0)

"i^o- '4 -)=.-./-.«,(.>)

j. - II.
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et, par suite,

(28) Ua^ — 2w,e^ - —
(O) 71 01(0)62(0)

391. On a (365)

u;---u^ + uj = o.

Sii])stituant dans cette relation les valeurs ci-dessiis de U,

U^, U3, nous obtiendrons une nouvelle identité

(29) 6f(o) + 6J(o)-65(o)=:o.

Les formules (6) du même numéro donneront de même

(30) i^^-^3=-^= fey^^^^^'
U

jW=-(r7r)0â(o.
1

'-^2 \^"^1.

puis ces nouvelles expressions de <?, , eo? ^3,

(
3ei=.5,-^3-(é^,-e,)=(-^)'[ ^^(0)4-05(0)],

(3i) 3e,r..e,-^,-(é^3-6^2)=f--)'[-OUo)-OÎ(o)],

Ajoutons les carrés des équations (3o), il viendra

(-^)\^'^o)-h^l{o)-\^Ol{o)]=^{e,-e,Y-h{e,-e,y-^{e,-e,y

== 2 (^1 + e.2+ e^Y - 6 (^1 ^2 -+- ^2 ^3 + ^3 e^) = I ^'2 ;

d'où

(32) i'.= ^(^-)'[oî(o) + e»(o) + o»(o)].
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Le second invariant ^3 = 4<?i ^2^3 s'obtiendra par la mul-

tiplication des équations (3i).

Le discriminant A sera donné par la formule

( A— 16(^3— e2)-(e,— ^3)2(^2— ei)-

(33) < / TT \12 16-r^

( ^-"^Uo-j ''(°) "'('') »'(")= [^)H ""('')•

On aura enfin

392. Les formules précédentes donnent le moyen pratique

d'exécuter les calculs relatifs aux fonctions elliptiques, en

les supposant définies soit par leurs périodes, soit parleurs

invariants.

Supposons d'abord le réseau des périodes donné. Nous
V choisirons à volonté un couple de périodes primitives aco,,

es que le rapport t = — = /• + 5i ait sa partie ima-

8-1 _ i [0«(o) + 6«(o) + e^(o)P

ginaire positive; q' sera déterminé par l'équation

r

Il importe, pour rendre plus grande la convergence des

développements à employer, que la quantité 1^1 = e~'^^ soit

la plus petite possible. 11 faudra donc rendre s maximum et,

par suite, choisir pour aw, la période de module minimum.
On aura, dans ce cas (317),

71

O

d'où

On pourra choisir pour 2 Wo la seconde période du triangle

principal. Si celui-ci est rectangle, on aura ainsi l'avantage

de trouver pour rj une valeur réelle.
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Connaissant ainsi co<, tOo et q' ^ on calculera r,, par la for-

mule (19), puis 7i2, */",3, W;î par les formules

~i

Tji -h rj2 -f- r(3=z O, CO^-f- (1)2 + ^3 = O.

Les autres constanles (Ji, U^, U31 ^m ^2? ^:$5 0^2
? é^'a? -^' ^

se calculeront par les formules des n"^^* 390 et 391

.

393. Réciproquement, supposons donnés g.^ et «3 et clier-

clions à calculer les périodes principales 2t0i, \hù.^ et la

quantité auxiliaire^'*.

Nous déterminerons d'abord les racines <?i , e^, ^3 de l'é-

quation
4-' — ^2-— é'3 = 0,

en les numérotant de telle sorte que C2<?3 soit le plus petit

côté du triangle, et que e-^ey lui succède dans le sens di-

rect.

On aura ensuite

I

Ul= 77-

les déterminations des radicaux étant précisées comme au

n'> 368.

Pour obtenir ^, divisons membre à membre les équations

('>.8) et (27) et posons, pour abréger.

TU

il viendra

_ ^^3(0) __ ï + 27-f- 2<y'^+ 2^^4-
^~ 0^0 )

~ 7^2^ + 2^*— 2^9+
ou

,9

2 a+ I
~ H- 2^*+. . . ^Vi + 2^*+
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Il nous faut calculer parmi les racines de cette équation

celle dont le module est minimum. Nous savons que ce mo-

dule est << {• Le facteur entre parenthèses est donc très voi-

sin de l'unité; en le négligeant, nous aurons

i a — I

n — ,

' 2 a -h 1

avec une erreur relative moindre que j^- On pourra d'ail-

leurs corriger cette valeur dans une seconde approximation.

Connaissant q, on obtiendra 2oJ| par Tune ou l'autre des

équations {'ij) ou (28), puis acoo par la formule

e
^'' = q,

d'où Ton tire, en désignant par Log^ l'un des logarithmes

de q choisi à volonté,

2(02= . J^Og^ -1-4/^^1^1,

m, étant un entier positif ou négatif; nous le choisirons de

manière à rendre
|
2t02

|

minimum, ce qui achèvera de pré-

ciser cette seconde période. Nous aurons enfin

q^ ~ 6- ^ ^«
.

Nous pourrons donc, quelles que soient les données ini-

tiales, déterminer toutes les constantes qui figurent dans les

expressions de du^ "^01.^^7 Ç^^? P^^ et, par suite, calculer les

valeurs de ces fonctions pour une valeur donnée de w.

394. Réciproquement, supposons p u donné et proposons-

nous de calculer les valeurs correspondantes de u.

Soit Uq l'une d'elles; elles auront, pour formule générale,

ih Uq -h 2 /?iiWi -4- ini^^^.

Les valeurs correspondantes de la quantité z- = e-'^'^^' seront

de la forme
-H

'^ "^0
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elles constituent deux progressions géométriques de raison

q- et sont réciproques deux à deux. 11 existera donc deux

valeurs de z'^^ réciproques l'une de l'autre et de module

compris entre |^1 et - ; et le module de leur somme ne

pourra surpasser
| q \ \\q\ étant d'ailleurs < |, ce mo-

dule sera moindre que ( i 4- ^
Pour déterminer ces deux valeurs de z-, nous pourrons

partir des deux équations

V ff — ^^3

b

I 6'(o) 03(r)r
20)1 63(0) 0((^)

Divisons-les membre à membre et posons, pour abréger,

0^(0) pu — ^2 _ 72.

0^(o)pW— ^3^ '

viendra, en extrayant la racine carrée,

62 ((0 — 00

— 00

OU

D'après les limites entre lesquelles sont compris les modules

de z- et de ^, le second membre peut être remplacé, avec une

faible erreur relative, par ^ (
:;- + ^^ )• Les valeurs cherchées



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 4^-3

de z- différeront donc peu des racines de j'éqnalion

i=n^

dont la somme est

si nous déterminons le

e

et a son module moindre que

signe de la quantité ambiguë dz b, de telle sorte que sa parti

réelle soit positive.

Une seconde approximation permettra, au besoin, de rec

lifier les valeurs trouvées pour z'-.

Connaissant
2 71"^

^2 ^20),

les valeurs correspondantes de u seront données par la for-

mule

—. Log5^ -i- im^M^.

395. Pour obtenir l'expression des fonctions Bt', B^r p;<i^

des produits infinis, considérons le produit

P(c) .. \ ,,\z - z-') Yl (, - -7'".') (, ~ ,fz-').

1

Il est évidemment convergent (\ q \
étant -< i) sauf pour

^ zzn: o, et représente une fonction uniforme n'ajant pas

d'autre point critique.

On a évidemment

D'autre part, si l'on change z en qz, chacun des facteurs

I
— q-"z- se change dans le suivant, et chacun des facteurs

I — q-'^z~'- dans le précédent, sauf le premier i

—

q'-z~'^y

qui se change en i — z~'- ; on aura donc
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Donc P(^) ne diffère de ^v que par un facteur constant

(380), et l'on a

(35)

00

1

On en déduit (381)

i,c — e(('-4-4) — -^P(«5)

d\o

(36)

?' (- + -'
) Jl (T -h g'"^') (I + ^/«

(37)

izr 2cA£)7* COST(^
I I

(l + 27-'^ COS2t:C + r/^"),

1

2 r- : :: — «(/'^^ ( T + j T ) =:= — =.1, «V/*'^ ^ (<?' -)

1

00 00

1 1

00

= .1, Jl (I - 7^'-^^^) (I - ^^-^.-^)

1

00

= C.I, TT (l — 2<7-«-l COS27:(' +7*"'-),

\

(38)

= X
JJ^

(i + q-^'^-'z') (i + q'-'^-'z-'-)

1

00



(39)
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396. Il reste à déterminer la constante Jlo. Pour cela,

posons v = o dans la dérivée de l'équation (35) et dans les

équations (36) à (38); il viendra

I 1 "

6'(o) = 2.l,^^7^J][(I-^^")^
1

ce

ô,(0)==2.l,^^" JX(I+^'")S
1

00

8,(0).= .1, JJ (1-7'" "')'.

1

00

63(0)= X JJ(n-7'"-M'--
1

Substituant ces valeurs dans l'identité

e'(o) = 7161(0)02(0)03(0),

on trouvera

00 ao

JJ (, _ g^^ny^X-' Yl [(I + 7^") (I -^ g'"-'){i - f-'"'')?-

I 1

Mais le coefficient de ^X- se réduit à l'unité, car on a évi-

demment

Yli' + g'ni'+l'-"^'

1

"'' ~ 11 I -- q'^
"" 11 I - q^'^-'

On aura donc

X=:± JJ(l-^2«)-
1

D'ailleurs, en supposant q infiniment petit dans l'équa
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tion (38), on voit que Ao a pour valeur principale + 1 . Donc

40 .1,=n
On obtient aisément le développement de ce produit en

série. A cet effet, partons de la relation

{^0-=-^^'JJ{i-q"'-'^')i 1 —

r

ou

00 00

— ce 1

Dans cette identité, remplaçons 3^, q par q^ q^ ; il \iendrf

00 00

— 00 1

00

=n ('-'?"') =*•

(4i)

397. Substituons la valeur (4o) de Ad dans les for-

mules (39), et posons, pour abréger,

1

1 °°

cp,(.)z=v/2^''_Q(l + ^^'")>

-JL "
(4^)

1

1
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il viendra

6'(o) = 27rcp^'(T),

0,(o)= ?(x)cp?(^),

(13) \ 62(0)=: O (T)cp2(x),

ni

Ces valeurs, substituées dans les identités (26), (29) et

dans les autres formules du n^ 391 donneront

(14) ?l?2?3=e W'^M

(45) ?;+?^ + ?5=o;

e, — e,= I
^-

I

0*0'

(46) l.,-.,..(^)o'o«,

3^1= ?U'

(47) { 3«^=(^ï^j î'(f3-?;)-

(49)
4

ô !: (r^)%^^(?^ - ?n (?^ -?;)(?;- ?n.

12

(ÔO) A =

De ia combinaison de ces formules, on peut encore dé-



M20 seconde partie. — CHAPITRE VI.

duire les suivantes :

(52) J-i:

(53)

(54)

27^":?

•foi. }

kl[,
4

398. Aux développements en produits, que nous venons

d'obtenir pour les fonctions 8, correspondent, pour les fonc-

tions

lu

pu

I 6/loga'w T

2 tOj2 Wj f/(

I d'C.u

'1

4tjiWi('
^/lo

2 Wi2 to , <:/('

les développements en séries simples

4^1^! —

g60^1
ch y

dv'

( 55 ) Ç ?^ =
I 4'^ii Wi (' -f- 7t 00

2 to

(56) j)u^

I
I , , V' Q '' 810 2 71^ I-

4'^ii ^1 (' -+- Tt cotTt ^^ + 471 > —hrr, — ,

^1
I

^i — 2^^" ces 2 7r(^ H- ^7*" I

:oi/
^'11 sm^Tir ^ (i — 2<7'-^'^cos2';Te+ «7^'*)^

Les fonctions

p(f^-|-cOo,)= — j- loga'(f^4-cOa)-- — ^, logUae "^
' " ^0

— 4')QiWi
d"' logÔaC

(57)

admettent des développements analogues. On aura notam-

ment

^p(/iH-a)2)
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L'identification des termes indépendants de v dans les for-

mules (56) et (37) donnera

(58) 4r„co,= 3 -S.'-^^^^,,
1

(^9)^2 =

Posons dans les mêmes formules ;^=o),, d'où ^ = i

elles donneront

Enfin, en substituant ces valeurs dans la relation

on trouve Tidentité

V "7" —V f!lZl- :;V ^/"''

399. Les fonctions ciii^ da^u dépendent non seulement

de «, mais des périodes 2(0,, 2CO2. De même les fonctions

B r, QaV^ dépendent non seulement de ^, mais du rapport t des

périodes. Mettant ces paramètres en évidence, les formules

(17) et (18) deviendront

Remplaçons 2W,, 2W2 par un autre couple de périodes
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proprement équivalentes

(63) 2W^ =-- 2aC0i 4- 2 ^0)2, 2 to'^ = 2CWi+ 2(lfc02

et posons

,
U V

,
w^ C + c/-

2w^ a^b-z tOj a -v- b-z

Nous aurons évidemment

Mais ce changement de périodes n'altère pas d u^ et opère

sur les fonctions (j^ii une simple permutation, dépendant de

la classe à laquelle appartient la substitution (63). Nous

aurons donc

(64) .S->>%^ =-—^'
(65) ..»-5^;)= e'^.-',^;

l'indice a' prenant à l'ordre près les mêmes valeurs i, 2, 3

que l'indice a.

Or on a

«2
2r, , to, (^

-— 2r,. w. t^-^ ^ 2 \a)^ u^i

Ni

«^ ( <2 Tj
1 -f- 6 T]

2 ) W 1 ( <^ W
1 + 6 W, ) ''',

1

2 («co^ 4- 6032)^1

u?-b^i b'Kiv"'

[\iii\^a 4- Z^t) a -\- bi

Donc
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i03. Les constantes

a ^ bx 6'(o, x) ' 6a(o, x)

sont respectivement égales, d'après les formules (4^), à

Xaj ^a' étant égaux à i ou à o, suivant c^ue leur indice est

égal à 3 ou << 3.

Elles seront donc déterminées si l'on connaît la valeur des

quotients

Renvoyant à plus tard cette recherche, nous nous borne-

rons pour le moment à établir que les constantes cherchées

sont des racines hnitièmes de (a-f- b-z)'*.

On a, en effet (formules 33 et 3o),

91(0, X) =(^)V(J-ey)'-.

On a de même

^a'5 ^8' 5 ^r étant égaux, à l'ordre près, à <?a, ^p, ^y
D'ailleurs, le changement des périodes n'altère pas pu^

du^ et, par hypothèse, il change

a'a(«, tOi, CO2)

en
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En vertu des égalités

vj u

3'a'(", w'^, w',)

on aura donc

y

et, par suite.

Donc

p ff — e^

{e'p,. — e\,y- -- (c^3 — ey)-2.

r^iT r
-- ~ (^ + ^-'^)

o|.(o,t') /œ;

Oâ(o,T) V^l

^\' .= («+6^)^

et enfin

La4-^T 6'(o,T)'J [0^(0, T)J
^

bxy

VI. — Fonctions périodiques de deuxième

et de troisième espèce.

401. Nous appellerons avec M. Henni te fonctions dou-

blement périodiques de troisième espèce les fonctions mé-

romorphes qui satisfont à des relations de la forme

A, , B< , A2, B2 étant des constantes.

On en déduit évidemment

o{u H- 2 m^ Wj -h 2 m2 W2 ) ^^ e^"-^^^ o{u),

A, B étant de nouvelles constantes.

Si A, = A2= o, la fonction sera de seconde espèce. Si B,

et B2 s'annulent également, ce sera une fonction elliptique.

Les fonctions (iu, (ia^u nous ont déjà fourni des exemples
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de fonctions de troisième espèce; leurs quotients a'ao '^ c'a^f^

sont de seconde espèce. Proposons-nous de faire l'étude de

ces fonctions en général.

11 résulte évidemment des équations (i) que les zéros et

les pôles de ^{u) sont distribués périodiquement dans le

plan.

On en déduit d'ailleurs

log o(« -f- acoj) r- logcp(f^) -H Al M -4- Bi-r iin^rù,

\o^o{u -h 20)2) :•— log o{ii) -{- A2 w + 62+ im^-KÎ.

402. Soient «,, . .
.

, a^ ceux des zéros de ^(.li) et 6| , . . .

,

Z>v ceux de ses pôles qui sont situés dans le parallélogramme

des périodes tracé à partir d'un point donné Wq ; on aura,

comme on sait,

2'Jl/((JL — V) ^= / <^^Ogç(«),

2TTf (S<2 — Se) = Ça (ilogcp(f<),

les intégrales étant prises dans le sens direct autour du paral-

lélogramme.

Or il est aisé de les évaluer. En effet, supposons, pour

fixer les idées, que t ait sa partie réelle positive; on aura

' +/ +/ +/ )rflog?('0

OU, en réunissant les intégrales prises suivant les côtés

opposés,

/^"o-f-20)i
^l0gcp(;/) -r^ / ^[logo(w)- logcp(;/-|-2C02)]

770+ 2 0)-:

<:/[logcp(?^ -t- 2w,) — logcp( w)]

77o+2(lOi

du

i
J^77o+2(lOi ^77o + 2 0)j

11. ^ ii„

— 2W2A, 2tjL)i Aj.

J —
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On aura de même

u d\o^ ^ {u)
— {u -\- 1 tog ) <:/ log- C5

(

Il -V- 2l
X.

l

(f^ -^ 2 0)j ) d\0^ cp(« 4- 2Wi) — M <^log'f (^/)

— A,?/ du — 2cl)2 r/log o{tt 4- 2W2)

?/oH-2 0>2

Aj ^^ t/^/ + 2 O'i <i log cp ( « H- 2

A,
(/^,-h 2Wi)2— ^/J

— 2 tOg [ log cp ( (f^^ -+- 2 Wj -h 2 Wg )
— log O ( «0 -h 2 Wo )]

( //o+ 2 00. )- --^
-h Al

^

+ 2 Wj [ JOg O ( ;^0 -H 2 tOi -f- 2 0),) — log O ( 1/q -h 2 Wj
)]

c=— 2Wi A2(^^o -î- ^1 ) 2 032 [A, (Wq -f- 2W2) -h Bi 4- 2/?i,7:/]

4- 2W2Ai( liQ-h W,) H- 2t0i [A^{Uo~]- 2 Wi) H- BgH- 2 77l^Tzi\

=. 2Wi(A2Wi -h B24- iin^Tzi) — 2W2(Ai W2 4- Bi4- 9.jnxTj).

Nous obtenons donc les deux relations fondamentales

( 2 )
2 W2 A 1 2 tOj Ao -::= 2 71 /( [J. V

)

( 2w, (A,Wi 4- B., -h 2/?i,T:i)

(3) )

IV - 1 -
-

(
2 032 (Aj 0^2 4- Bi-i- 2/^iTCi" )

-= 27i/ [Sa S^].

403. Réciproquement, si ces conditions sont satisfaites,

on pourra construire une fonction admettant les zéros, les

pôles et les multiplicateurs donnés. Posons, en effet,

C'est une fonction de troisième espèce, ayant les zéros et

les pôles demand'^s, et ses multiplicateurs seront ,:^^'i" + ^^



F0NCT10i\S ELLIPTIQUES. 435

gMî« + Nj^ en posant, pour abréger,

Ml u -h Ni-- (4^1 w + 4wï)a 4- 2cl)i3

-^ \ [2 ITi 1 ( W — « A- -H CO
1 )
— 1T i

]

S [2r|i(w — Z^A+ w,) — îTi],

Mg ^/ -f- N. --
(
4 ww« + 4 wj ) ^ + 2 «2 3 +

Ces maltiplicateiirs seront respectivement égaux à \,// + n,

^.\,» + Bj^
si l'on détermine a,

J^
de manière à satisfaire aux

éqiialions

(4)

4wîa 4- 2Tii(|j. — v) — A,,

4to5a-}-2Wi3 — 2T),(Sa — SZ>)

-H ( 2T,i co, — - f')
(

[J. — V )
7— Bi -f- 2 mi K f

,

4 (U2 a -f- 2 Tj , ( (J- — V ) .zir A.2,

4 00^ a -h 2 102 ^ — 2 Tj, ( S a — S 6
)

-h ( 2 r,2 CO2 - - -K /) (|J. — V ) r=r B2 -i- 2 /?«2 TT /.

Pour que ces équations soient compatibles, deux condi-

tions sont nécessaires; on les obtiendra en éliminant a, p.

En tenant compte de la relation r,,w_, — r,oto,i= — > ou

retombe ainsi sur les équations (2) et (3), qui sont véri-

fiées, par hypothèse.

Toute autre fonclion 'fi(«) admettant les mêmes zéros,

les mômes pôles et les mêmes multiplicateurs que
'f
(w) sera

de la forme C'j(?/), G étant une constante; car le quo-

tient -^^--- est une fonction elliptique qui n'a pas de pcMe.

iOi. II résulte de ce qui précède qu'une fonction de troi-

sième espèce qui n'a ni zéro, ni pôle est de la forme



436 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI.

Pour une fonction v)(w) de seconde espèce, on a

Airzr Aa"— O,

et en vertu de l'éc[uation (9.)

Les équations (4) donneront ensuite

a = o.

Les fonctions de seconde espèce ont donc autant de zéros

que de pôles, et leur expression générale est

iOo. On obtient de nouvelles expressions des fonctions

de deuxième et de troisième espèce par les considérations

suivantes :

Soit 'j(w) une semblable fonction, ayant pour multiplica-

teurs e'^i"-+-«', gA.w^ + I!,_

Posons

les constantes a, ^ étant déterminées par les relations

4wia:=:Ai, 4 '^i
^- + 2 Wi ^ = Bj

;

cpi(w) sera une fonction analogue à 'f(i^), ayant les mêmes

zéros et les mêmes pôles, mais dont le premier multiplica-

teur se réduit à l'unité. Soit e^''^^^ son second multipli-

cateur.

Si A = o, fi(i^) sera de seconde espèce. Laissons provi-

soirement ce cas de côté, et posons

B . . W2
U=:2M^V — -ri 2(0iA=: — 21717:1, - rn: T

;A OJj

cp, (m) se changera en une fonction ^'((^), et les relations

cpi(«^ 4- 20)^ = cpiM, (pi(/^ -h 2W2) = e^"^^<Pl«^

deviendront
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Nous donnerons à ces fonctions particulières W{v) le nom
de fonctions réduites. Le nombre m se nomme Vord/e de

la fonction; c'est un entier (positif ou négatif), car la for-

mule (2). appliquée à ce cas particulier, donne

m = [x

406. Ces fonctions réduites ont été construites par M. Ap-
pell de la manière suivante :

Posons, comme précédemment,

U'(r) se changera en une fonction de z. Celte nouvelle fonc-

tion /(^) sera uniforme, car, en vertu de l'équation

à toutes les valeurs de v qui correspondent à une même va-

leur de z répond une même valeur de la fonction. De plus,

^=— log^ n'admettant qu'un seul point critique ^ = o,

/(;:) n'aura pour points critiques que des pôles correspon-

dant à ceux de W{v) et le point essentiel z =z o.

Enfin les équations (6) se transformeront dans les sui-

vantes

(7) /(-^)=/(^-), /(7^)-^--^'V(^-)-

11 s'agit de construire les fonctions /(^) qui satisfont à ces

relations.

407. Supposons en premier lieu m positif, et admettons,

en outre, que la fonction W{v) soit entière; f{z), n'ayant

d'autre point critique que :; = o, sera développable par la

formule de Laurent, mais elle est paire; le développement
sera donc de la forme

oc

\ A "^/i
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En le substituant dans l'équation

/(rys)..-:-^-/(G),

il viendra
or 00

— oe — 00

ce qui donne pour déterminer les coefficients A,/ la formule

récurrente
A — A n'^ii

Les coefficients A^, A,, . . ., A,„_, restent indéterminés.

Soit A;, l'un d'entre eux; on aura

^*-r+/n— -'* r 7 j • • • >

A — a\ ^2r+2(r-f-/rt)4-... f-2{;--)-;«— 1)/«!

-— \ ^,^rn-^mn{n—l)—
.\,.(J

.

Si donc nous posons

1 0.(3).-:zi;\ q^rn+fnti{n—\) n^{r+mn)

]

) V

la forme générale des fonctions cherchées sera

m — 1

(9) /(.-) = jA,e,(.)

* ou, en revenant à la variable primitive v et désignant par

T;>(ç') ce que devient alors 0r(^)>

(10) ^F(.) = ^A,T,(.0.

Si, au lieu de grouper ensemble les termes de /(s) qui cor-

respondent à une même valeur de /', nous groupons ceux

(8)
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pour lesquels n a la même valeur, nous trouverons

00

— 00

— »

P (:;)=: Ao+ A, ^ +..•+ A,„_, z"'-' désignant un polynôme

arbitraire de degré m — i

.

i08. Les fonctions réduites ^(<^) d'ordre lyi ayant v pôles

/;, , . ,.
. , Z>v et m -j- v zéros a, , . . , rt/«+v admettent une re-

présentation analogue, où le polynôme P(^) est remplacé

par une fonction rationnelle R(^) ayant pour numérateur

un polynôme P< {z) de degré jn + v — i et pour dénomina-

teur le produit

Posons, en effet,

^F, V ~~/j^ rr=V ^'"''('^-1)^'-'"«R(72« -2),

i'' Cette série sera convergente, sauf pour les valeurs de ^

(jui rendent infini l'un de ses termes. En effet, |^[ étant

<^ I et m > o, la racine n}^^'' du terme général tend vers zéro

si n tend vers + oc, et il en est de même pour la racine

— ;^i<mi;
g[ ,^ tend vers — go.

'2!" C'est une fonction paire de z. D'autre part, si l'on

change z en qz^ chaque terme se change dans le suivant,

multiplié par ^~2«i- (jonc

et W
^ (ç^) est une fonction réduite d'ordre m.

3" Ses pôles sont aux points pour lesquels on a

7 ~' — ^ '3 • • • ) 7 ^ — *^

OU
plrniii-^-^Tiiv— (ATiib.
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d'où
vz=ib^~ nx -{- n'

^
..., çrzz by— nx -i~ n',

n. 11! étant entiers. Ce sont les pôles de ^''(^).

4*^ C'est une fonction entière et homogène des m -\- v coef-

iicients, encore indéterminés, du numérateur P|(^). On
peut déterminer les rapports de ces coefficients de telle sorte

que M^< (t^) s'annule pour ç' i= <2i , «22, . . . , «a«+v-i«

Cela fait, le quotient ^~7~ . sera une fonction elliptique

n'ajant pas plus d'un zéro; ce sera donc une constante. Mais

Wi(t^') contient encore en facteur une constante arbitraire;

on pourra la choisir de telle sorte qu'on ait W
^ ((^) = ^(<0-

409. Posons, en particulier,

R( =
)

iizi e: /S.27I/U'

^v étant un point intérieur au parallélogramme.

La fonction réduite

formée avec R(^), n'aura dans le parallélogramme qu'un

pôle simple fv, et Ton vérifie immédiatement que le résidu

correspondant est égal à i

.

En dérivant les équations

par rapport au paramètre u', on voit que

dw 1 dw- ï .1. . .k div^'

sont également des fonctions réduites; d'ailleurs, elles ad-

mettent le seul pôle iv et la partie infinie de leur développe-

ment aux environs de ce point sera respectivement

I I
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Cette remarque fournit une décomposition des fonctions

réduites en éléments simples. Soit, en effet, ^(r) une fonc-

tion réduite d'ordre m, admettant les pôles (v, , iv.y, . . . avec

des ordres de multiplicité A, /, . . . et soient respectivement

A,
,

A,
^
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la fonction prendra la forme

00

i)^2/«« f_l^_^„_ --^- FC- n

On a évidemment

>'-0 F(:;,-0--F(..,0-

Changeons, d'autre part, t en ^^ et remplaçons en même
emps l'indice de sommation n par /i -h î , il viendra

t'

d'où

j
V{z,qL)-t''"^¥{z,t)

1
qmn{n-\);^1nui ^^1^1,

(^2,^_2y«_ ^2m

(.3)
f— m — l

TTi" V^'««(«-l)^2/;.;i^2 y (^2/^^2y^2(/

7' =: 7rt — 1

En repassant des variables auxiliaires ^, ^ aux variables

initiales c, (V, les relations (12) et (i3) deviendront

m — 1

En les dérivant par rapport au paramètre p, on aura plus

généralement

(^(^'^ (^c^^-

d^'^V {v , w -\- ^)

«7 — 1

{\>\
q'^^ in--r)'Kiw

^
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4M. Cela posé, considérons une fonction réduite àw où

le nombre v des pôles contenus dans le parallélogramme sur-

passe de m unités le nombre des zéros. Soient (^,, t^:», ...

ces pôles; k, l, ... leurs ordres de multiplicité respectifs.

Formons l'expression

(.V) -:. A,^"( ('„ U') + A,_-^—V:-kA, .

^-^^

+ B, W ( ('„ iP) H- -i- B, ^:r,

Elle admet les mêmes pôles^ avec le même ordre de mul-

tiplicité. De plus, on a évidemment

(î4) S(ilP4-l):-:S((r),

/;/ - 1

(,5) S((P + t) — e^'«^''^'S(^p) --:-: 2izl\Vre'-^"'-'-^'^''%

en posant, pour abréger,

U,rr..: Aj T, ( (^^ ) + A, T;. ( ^^ ) -f- . .
. -h A,.Ti/-^ U ^1 )

-I- B,T,(r,) ^- B,T;,(i^) +. . .- B, T^^ (r,)

4- '

Disposons des v constantes A, B, ... de manière à satis-

faire aux m équations

L'équation (i5) se réduira à

S((T.-f-T)--e2'«'^'»'S((v),

Donc S{w) sera une fonction réduite d'ordre m, ayant les

mêmes pôles et les mêmes multiplicateurs que 'hw. Elle dé-

pend encore linéairement de v — fu constantes arbitraires,

dont on peut déterminer les rapports de tette sorte qu'elle

admette v — m — i des ^éros de éiv. Le quotient ^— sera
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donc une fonction elliptique, n'ayant pas plus d'un zéro. Ce

sera donc une constante.

412. Passons aux fonctions de seconde espèce, dont nous

avons réservé l'étude (405). Soit '^^u une semblable fonc-

tion, aux périodes 2io^, litoo et aux multiplicateurs i, e^.

Posons

La fonction ^(^) aura pour périodes i, t et pour multiplica-

teurs I , e^. Soient a, , . . , ^ a^ ses zéros et 6, , . . . , b^, ses

pôles dans le parallélogramme des périodes; posons, pour

abréger,

On aura, d'après la formule (3),

B 4- 2 m2 TT / — 2 uiy Tt i ': = — 2 Tt is.

Supposons d'abord que s soit une période, telle que /i+ /?,':

(/z, n^ étant des entiers). Posons

On aura évidemment

yv ^ <'

Donc yp est une fonction elliptique, que nous savons

construire.

413. Passons au cas général, où 5 n'est pas une période.

Nous poserons

yv admettra les mêmes zéros et les mêmes pôles que 'hv et

ses multiplicateurs seront
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Cette fonction réduite '/(^) sera de la forme

Car le second membre admet les zéros a, les pôles b et

ses multiplicateurs sont

Son rapport à y (^ est donc une constante, qui se réduira à

l'unité par un choix convenable de C.

414. Considérons parmi les fonctions réduites la fonction

particulière

/ N
6^(0) Hi^-i-s)

^^'^
^ '~ 6(5) 0((')

Elle a un seul pôle r =^ o, pour lequel le résidu est égal à i

.

On voit d'ailleurs, en dérivant les équations

F((.' + i)==F((0, F(r4-':)^e-2^'^F((.'), •

que F'((^), ¥"(^v), ... sont de nouvelles fonctions réduites.

Elles admettent encore le pôle unique zéro, et leurs déve-

loppements aux environs de ce point auront respectivement

pour parties infinies

I 2

Toutes les fonctions réduites yv sont exprimables à l'aide

de cet élément simple. Soient, en effet, 6i, ^oj • • • les pôles

distincts de yv dans le parallélogramme, et

V — b^
'

{^'—by)'' r -- /?2

les parties infinies du développement de y (p) aux environs

de ces points. On aura

,x(r) = A,F((^-^,)-A,F'(r-^)+...

+ (zi')_i'_!A^F(^-n(r ~b,)-\-\\¥{v-b,)-^....
i.2...(Â-i)
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Car la différence des deux membres est une nouvelle fonc-

tion réduite n'ayant plus de pôles; elle sera donc de la

forme CeP"; mais de plus G sera nul. En effet, s'il ne l'était

pas, cette fonction aurait pour multiplicateurs e^ et eP';

mais ces multiplicateurs doivent se réduire à i ete~-^''^; ou

devrait donc avoir

p =r 2 /i TT i, px T— — 2 7T Is -\- in^izl ( /i , /i 1 en tiers
)

et, en éliminant [j,

s serait donc une période, contrairement à l'hypothèse.

415. L'élément simple

e'(o)e((;4-.9)

auquel nous venons de parvenir, satisfait aux relations

F(r + 1,5) r- F(r, s), F(r -h t, s) r, e '-^''^ F(r, s),

el, comme il est symétrique en ç et s, on aura également

F(r,5 + i) = F(p,5), F((^.ç-^T)^_=6^-2^^>F((^5).

Les quantités ç^ s peuvent être mises sous la forme

A, )v,, [Jv, a, étant des quantités réelles. Au moyen des foi-

mules ci-dessus, on pourra ramener le calcul de F((\ s) au

cas où A, et UL, sont compris entre o et — i. Dans ce cas, les

quantités
I
p'HffV !

-
I
^, IX,

I
fjTzie^-i^M'/r'' h^'^M-^-k lé-

seront comprises entre i el \ q \

'.

416. Pour obtenir un développement de F'((^,.ç), valaliie

dans ces conditions, calculons l'intégrale

/ ~-~. —-^ clx
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autour d'un parallélogramme ABGD ayant pour sommets les

points

. I T ,. I TA = p-, B= p-z,11' 11^'
2 2^ 22^'

p el p' étant des entiers infinis.

Par suite de la périodicité des fonctions F et e-'^^'-^, les in-

tégrales suivant BC et DA se détruisent.

L'intégrale suivant AB est infiniment petite; car on a le

long de cette ligne

I -+-T

y variant de o à i ; et, par suite,

I

F (^, .ç ) - e'^-^'^P F (
' ^ y

Or F(^,.^) ne devient infinie que pour les valeurs

X -^m -r- m''z^ où /??, ?n sont entiers
; F (

— --^-1 u y^ À

resle donc finie lorsque y varie de o à i. L'exponentielle
^7i/(jj~«-T) i^estera de même finie et différente de zéro. On a

enfin, par hypothèse, 1 < [
e^'^

|
< | </ j~^ Le facteur e^'^^'P

tendra donc vers co avec/?, mais moins rapidement que q~'^P.

La fonction à intégrer tendra donc vers zéro lorsque p tend
vers co.

J^'intégrale suivant CD est aussi infiniment neti

n sur cette ligne

ent peLile, car on

y variant de o à — i, et par suite

g2 7r/.r--_ ^2/>'^7r/(2yhl4T)_
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Ces quantités tendent vers zéro pour p':=cc. Le numéra-

teur de la fonction à intégrer tend donc vers zéro, et son

dénominateur vers la constante — e-^'^.

L'intégrale considérée étant nulle, comme on vient de le

voir pour yo = ce, p'= y^, la somme des résidus relatifs aux

pôles intérieurs à ABGD sera nulle. Ces pôles sont de plu-

sieurs sortes :

i^ Le dénominateur e2 7r<\r _ g2 7iiV s'annule aux points

X =: ç' -\- ?i [n entier). L'un de ces points est intérieur à

ABCD; le résidu correspondaut est ^ --'——.

2" Le numérateur F(.r, s) devient infini aux points x = n-:,

et l'on a

car le résidu de F relatif à l'origine est i. Le résidu de

Y (x s)
-^

—

^-—[—-, par rapport au pôle /«t, sera donc

Égalant à zéro la somme des résidus et posant

nous aurons donc

(i8) ' F(r,.)=y^
211 l j^ I

117. Pour /? r=: o, on aura au second membre le terme

On a d'ailleurs, en changeant n en — n,

2a ^ — q'"z-' ~~2u i^I^-~^« ^-^ " "~^ I ^^^z^
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D\i Litre pari,

1 I 1

Enfin,
|
1

1
étant >> i

,
par lijpothèse

00

Z- 1 — ^-2

1

Nous pourrons donc écrire

q1rn--n^

qta^-i

-.F((^6•) =
iru ' 1 — ^-2

I — ^

(19
In f-in —

2

[
Z^ V i — ^'^'^ s^

"" T— ^^« 5-2 y
'

Cette formule a été établie en supposant i < !
^

I < : a 1" S
5 restant quelconque. Mais, si l'on change ^', s en - v, — 5,

d'où ;j, ^ en z~^ , t~^ , les deux membres ne font que changer
de signe. L'égalité subsistera donc si

|

^
]
est compris entre

1 et|^|.

418. Si
1

1;
I

est également compris entre \q\~^ et \q\, on
pourra développer en série les quantités {\ ~ q-'^ z-)~\
(i — q^"z~^)-*. On obtient ainsi la série double

-

—

-.F(ç,s) '— — H
^
2 7r« 1—5-2 j _ ^-

(20)

— > > r/2'««(^

1 1

2/rt« ^ /2/i ^2/« ^-2« ^— 2/«
)

OU, en remplaçant les exponentielles par des lignes trigono-

métriques,

¥{Ç, s) ^T.{C0l-ç + COtTT^)

(2.)
00 00

J- - "•

'

,9
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419. Cette expression en série double met en évidence la

symétrie de F(r, s) par rapport à ses deux arguments. Pour

obtenir une série simple offrant le même avantage, considé-

rons les termes de la série double où m^n. Posons

771 = /i -I- p

.

Leur somme sera

n — \ p =0

OU, en effectuant la sommation relative à p,

^i — q z I — q ^ j
1

[^es termes où n^m donneront une somme analogue, qui

se déduit de la précédente en permutant z et t.

Ajoutons les deux sommes précédentes, et retranchons-en

la somme des termes q\\ m=. n^ afin de ne pas les compter

deux fois ;
il viendra

iizi I — z - I — t

00

2J ^ K^-q^-z^(22) / ZS' \l-q''--z^ Y-q--t-

^ - . (

1
2n° f—ln ^—In — _i — j

Cette nouvelle série est d'ailleurs convergente pour toute

valeur des arguments, car la racine /z^^"'" de son terme général

a pour limite zéro.

420. Ayant trouvé par ce qui précède, et cela sous plu-

sieurs formes différentes, le développement de la fonction

Q^(o)Q(i^-l- .0

6(.)0(^)"
'
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on en déduira, sans peine, beaucoup d'autres développe-

ments.

Changeons, par exemple, P en (^ -h^, p + -jT ou p — ~— ^t,

1 -1
et par suite z en iz, q^ z ou — iq '"^z. Les fonctions B(i^),

8((^4-5) seront changées, à des facteurs exponentiels près,

dont nous avons donné l'expression (381), en

Qi(^), ^i(^H--î); 0,(0, 0,(^^ + 5); 63(0, 03(^4-5).

Nous aurons ainsi obtenu le développement des trois fonc-

tions

o'(o)e^.(^'4--0
Fa(^,5)

0(.O0a(^)

Accroissons à son tour s d'une demi-période; nous obtien-

drons le développement des fonctions

e'(o)e((^ + .ç^ o'fo)ev(r + .ç)

ea(5)0a(O Ôp(5)6a(r)

421. Gomme exemple de ce calcul, cherchons le dévelop

pement de la fonction ^^{^v^ s).

On a (384)
1

1^,4

1

d'où
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D'ailleurs

1 1

Donc

^2/i — 1 ^—2«+ t -;—2\

Si nous supposons que 1^-| soit compris entre |g| et|^|-',

nous pourrons développer les quantités (i
—^^«-i ^2^,-1 et

/i
__^2«-i ^-2^-1 en série, et nous obtiendrons la série

double

1 1

et en revenant aux lignes irigonométriques

1 1

42^. Changeons (^ en (^-i-|- dans les formules (21) et (24);

elles donneront immédiatement

/ F^(t^5) :::=:7r(— tangirç^ + COtTI.?)

1
00 00

(25) < _^47rV V(— i)'"^2'"" sin2'i:(m(^ -H/15).

( 1 1

1 1

423. Posons 5 = — -. d'où t = z"^^ dans l'un des déve-

loppements trouvés pour

0^(o)0(cH-.O

6(06(0
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Nous obtiendrons le développement de

Q^(o)

et, en accroissant ç de demi-périodes, ceux des fonctions

6^(0)

Posons 5 = — V dans les expressions des quantités

6^(o)6a(t^ + .9) O'j oj ô^( (^4-^) ^

e(5)8a(rj ' "Op(7)Oa(<0

Nous obtiendrons les développements des quantités

e^(o)6a(o ) Q'(o)Qy(Q)
.

Pour cette valeur de 5, les quantités

^'{o)^(y^s) 0^(o)Q(r4-.O

s'annulent; mais leurs dérivées se réduisent à

On obtiendra donc ces dernières quantités en posant

5 = — ç dans les formules, après les avoir dérivées par

rapport à s.

424. Développons les deux membres de la formule (3i ).

suivant les puissances de s] l'identification des termes con-

stants donnera
00 00

1 1

et, en effectuant la sommation relative à /i,

(27) -,— zzT'jrCOt'JK^ + 471 > —-—-—-sm2/?2-(^.
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Des formules (aS), (24), (26), oq déduit par le même
procédé

(28)
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125. Posons p = o dans les développemenls des fondions

6^0) ^'{O)^y(o) Q^^(O)

et tenant compte de l'identité

0'(o)=7rGi(o)0,(o)63(o),

nous obtiendrons de nouvelles expressions en fonction de g
pour les quantités

0^(0)0^(0), e|(o), o,5(o)ef(o).

Développons, d'autre part, les deux membres des équa-

tions (82) à (35) suivant les puissances de (^; on aura (u

étant égal à 2 toi ^)

et, comme jD(f/ H- to^) est une fonction paire,

p{u-^^a) =pwa+p'c0a ^ h. . .

Identifions ces développements avec ceux des seconds

membres. La comparaison des termes constants donnera

(36) o :=- 4^1031 -f-^-STT'-y-^
2/«mq-
2/«

1
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En poussant plus loin riclentifîcation, on obùendrail de

même l'expression des quantités g2^ gs, gl^ e%, ....

iMS. La comparaison des expressions ainsi obtenues avec

celles déjà trouvées par d'autres voies donne des identités

qui fournissent des théorèmes arithmétiques remarquables.

En voici un exemple :

On déduit des équations (S^)

e, ^9=
2 W,

Mais cette quantité est égale (391) à

\ 00 -'

On aura donc l'identité

2j I— ^'^'"
"~
Zj

"~
I — ^y-''~Î^" ==i + 8

premier membre développé est de la forme

.7i--<-«l--+«j--H03

Si donc on réunit les termes égaux, le coefficient du terme

en q^ sera égal au nombre S des solutions en nombres en-

tiers de l'équation

Considérons le second membre. Le terme

être développé ainsi

ty-

pent

mq'
m{q' q^'

et fournira un terme en q^ avec le coefficient m, si m est un

diviseur de N, tel que le quotient soit impair.
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Soit N =z '2H, I étant impair; il sera nécessaire et sufli-

sant pour cela que m soit de la forme 2^0, 3 divisant I. Le

coerfîcient de cf^ dans le développement de \ —--—^ sera

donc 2^So, la sommation s'étendant à tous les diviseurs

de 1.

On a, d'autre part,

(-l)----^^:=:(--.)-m(^2'«4-^^'«-f-...).

Ce développement contient un terme en cf" avec le coeffi-

cient (

—

xy^m si im divise n. Cela ne peut avoir lieu si

}, = o, auquel cas N = 1 est un nombre impair. On a donc,

dans ce premier cas,

S = 8s8.

Soit, au contraire, X >> o ; ira divisera IN si m divise

2^-' I, et par suite, si m est de la forme 21^8, [i. pouvant varier

de o à X — I. D'ailleurs, (— 1)'" sera positif si [a^ o, négatif

si |ji=o. Le coefficient de cf^ dans le développement de

> —^— sera donc^ 1 — q'-'"'

2>^-i sS 4- 2^-2 So -[-
. . .--h 2SS — 2o = (2>- — 3) S8,

et l'on aura

S = 8[2^S5 — (2>^— 3)2o]r=2425.

VII. — Dérivées par rapport aux paramètres.

427. Jusqu'à présent, nous avons traité W), too comme
constants, de telle sorte que les fonctions p, Ç, a* ne dépen-

draient que d'une seule variable u. Supposons maintenani

(0,, too variables; continuons à désigner par p', p"^ ...; Ç\

Ç", ...; a", a*", ... les dérivées prises par rapport à u, et cher-

chons à déterminer les dérivées partielles -^y -—-^ • •

prises par rapport aux deux autres variables.
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Soit f l'une quelconque des fonctions considérées; elle

est homogène d'un certain degré X en w, to^, 0J2
; on aura

donc celte première relation

Il suffira donc, pour calculer -r— ; -.— ; d'obtenir une

nouvelle relation entre ces quantités.

428. Considérons d'abord la fonction p. Désignons par

j3i, Çi ce que deviennent p et Ç lorsqu'on y remplace u par

W, ::zz: ?/ -}- 2 7n< C0< 4- 17712^2- NoUS aurOUS

Pl=p, ^1= C+ 2miT^lH- 2W2T^2,

et en prenant les dérivées partielles de la première équation

par rapport à u^ Wi, Wo^ dont j3, est une fonction composée,

,
dp\ , dp dp', , dp

En combinant ces équations, on trouve aisément

àp\ âvr, , ^ dp dp ,^

dtOi (^C02 (7Wi C^Wg

Cette équation montre que la fonction

est une fonction elliptique aux périodes 2 0j<, 2(00. Nous

allons chercher ses pôles.

On a, par définition,

V =ï)^^ST(
—^-
{a — 2mi0ii — 2 m2t02)- (2 wiitoi + 2 W2W2)^

d'où

4m, 1

2m2t02)^ (2 7?2ia)i-4- 2m2(i)2)'
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série convergente qui s'annule pour 11-^=. o, et ne peut de-

venir infinie que si w = période. On trouve une expression

analogue pour -^\ enfin p' et t ne sont infinis que pour

M = période. Le point 11=^0 sera donc (aux périodes près)

le seul pôle de F.

On a, aux environs de ce point,

V ^
-u^
+ Tô^2"' -i- • . •

, ^ -~ ^3 + i-o- ^2« + •
-

d'où
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et, plus généralement, / désignant une fonclion quelconque

(4) D/==^D^.-^^D^3=={i.^3^.-3^l5^)/

On aura, en particulier,

( DA— 12^3.3^^ _ 1^2 27.2^3=0,

(•^)
J3J ^ 1^^3-3^-1 ^^ DA _ 36^3 ^l

^'

Mais

d'où

^1 J-i

(AJ)%
A(J-

2rT^
donc

(6) DJ=:4v/3(J — i)^P A^

430. Intégrons l'équation (2) par rapport à u; on troîi

vera

(7) DC = -2J)^-p'H-i^2W.

On n'a pas à ajouter de constante arbitraire, car, en subs!

tuant à Ç, j3, p' leurs développements, on voit que les den

membres s'annulent pour u z= o.

Intégrons encore une fois, il viendra

(8) Dlog^=^^-p + ^^,w^

les deux membres s'annulant encore pour u = o.

Mais on a évidemment

L'équation (8) pourra donc s'écrire ainsi

(9) -D^^d^'-^^g.iâ^.
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Eti substituant dans celte équation aux dérivées partielles

le développement

'^ z=z a -\- dy^ u"+ <^2 "^ -^-
. • •

,

l'identification donnera une formule récurrente pour le

calcul des coefficients d^^ d^, —
43 J. On a évidemment, d'après la définition de l'opéra-

tion D,

(lO) Dwj,=— 2Tqa (ai=:i,2, 3),

-^ 0), D(09 COo DWj 2(0,7)9 -h 2 w^r,! Tl i

(fi) Dt r= = --r, = -, •

(Oj toj ^ï

D'autre part, f{ii) désignant une fonction quelconque de

u, ^i)^, ti)o et ^^^ une valeur de u qui soit fonction de ^ù^^

t02, la règle de dérivation des fonctions composées donnera

Appliquons cette formule aux expressions

En remarquant que jj'cjL)a= o, jy'wa=6g^ — ^ g-2, il

viendra

(12) Dr,^ — —2ea r^oi + l gi^a + f?a • 2 iQa — i gi ^ol,

(13) Dé^a = 44-!^2;

puis

Dlog(e^ — ^a)

.-- ^ —4 ^ =4(^3 4-ea) -— 4ey,
É^,S
— ^a ^p — ^'a

et enfin

('4)
'
^^^=DlogUa = Dlog[(ep-ea)(^y-^a)J ^

{(4ey4-4ep) ~— ^a-
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432. Appliquons ces formules au calcul de l'expression

D logo-,, = D log -—^ ^

==— DlogUa— D Y]a(i^ + |wa) -i- D logC5'(^< -|- Wa)

=: ea — ( i/ -4- i oja ) 6-^2 «a 4-
-îQa'^a

On a

et

a-
/ \ TT

^«(«+^f^a)
,

(?^ -h 03a) = Ua^ ^ ^ ^a,

^''( W + toa) = U^e'^-^"^^ '"'^'^^^ 4- 2ïiaC^a + '^â^a).

Substituant ces valeurs, il viendra

Do"

ou, en chassant le dénominateur et réduisant,

(l5) Da'a=C^a + (eaH-T2^2i^')^a,

équation aux dérivées partielles, analogue à l'équation (g)

précédemment trouvée pour Ja fonction d.

433. Cette équation (g) n'est d'ailleurs qu'une transfor-

mée de l'équation

à laquelle satisfait la fonction G (382).

Pour établir cette équivalence, revenons à la forme primi-
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tive de l'équation (9)

et rappelons-nous les relations
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férentielle, réduisant et multipliant par 4^?^? il viendra

434. On peut déduire de l'équation (9) une équation aux

dérivées partielles à laquelle satisfait l'expression

Changeons, en effet, u en nu et posons dnu '~y\ l'équa-

tion (9) se changera en

Posons

d'où

,

+Ai2Dloga'= ^^ 4-,i2^r2__p_^_i_^^,,2)^-^^-^ + .^Dlog.= ^-

La transformée en ^,1 sera donc

ou

435. Prenons ^p,
^o, ^3 pour variables indépendantes au
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lieu de «, g2i gs', nous aurons

SubstilLiant ces valeurs dans l'équation ( i 6 ) et cliassant le

dénominateur /i-, on aura la transformée

fj)
{

—{^p^—g^p — g,)

~")2,»,

/i2(/i2_j)pj,^^.

Si ^ est entier et impair, ti;,^ sera un polynôme entier en

p, g2j gs', si n est pair, ce sera le produit d'un semblable

polynôme par p'. Dans l'un et l'autre cas, l'équation (i^)

("ournira une formule récurrente pour le calcul des coeffi-

cients des diverses puissances de p.

436. Supposons qu'on ait pris pour variables indépen-

dantes g.2, gs au lieu de Wi, too. L'opératiort D étant expri-

mée au moyen de ces nouvelles variables par la relation

1^ (^ 9 5^D = 12 >?•, -^ 1- é^l
^'5 3^O 2 i^t

les équations précédentes donneront une j)remière relation

entre
-;i
— ? -t^— ^ / désis^nant l'une quelconque des expres-
dg2 dg^ ^ ^ i

sions considérées ci-dessus. L'homogénéité en donnera une

.1 - 11. 3o
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seconde. Supposons, en effets que /soit homogène de degré A

par rapport à u^ 03,, tOo ou, ce qui revient au même, parrap-

port à u^ g ^ *, g^^ \ on aura

' àf -\ df -l df .^

dg,^
' àg^'

ou
df . df ^ df . ,

437. On peut encore prendre pour variables indépen-

dantes A, J, V. On aura, dans ce cas,

_\
/-A ^^o.

CD, étant homogène et de degré zéro, se réduira à une loue-

tion de J, ç. La dérivée —- sera évidemment égale à

12
' 12 A

La dérivée -r- sera é^ale à 2(o, -.— : enfin. DA étant nul,
âv ^ ou

-^ se déduira de la formule

(i8) D/=: ^DJ-i-|^Di'.
^ ^ ^ dJ dw

Effectuant à nouveau sur cette égalité l'opération D, on

d'^f
aura une nouvelle équation qui fournit -y-^; etc.

Supposons, pour plus de simplicité, que / soit indépen-

dant de w, il viendra

(-9) DV=.g(DJr-i4;!^JDJ.

Mais de l'égalité
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on déduit

(DJ)2= 48(J — i)Pi^ = 48 ^h^{J — i) J,

^=4v/3A4i(j-.) ^j^ + KJ-irr^J,

L'équation (19) devient donc

(.0) (,_ojg-^z£^J(=J2;^

et pourra servir au calcul de -~i .

438. Gomme application, posons fz=io^-^ on aura

1 i

Nous aurons donc

(21) (J-i)J
à- Ma 7 J — 4 ^'-^c 'a

^=0.
(^J^ 6 dJ i44

Soit en second lieu /= r^^\ on aura

± i

I

^ia— 3 o'2'^a
6'

2

è^2 dS

l6AU^^(J-.-i)^j^-jA^rr,,.

On aura donc
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Cl, en rrduisnnt,

(22 (J - , J—A^ H ^^-- ^-i^- + _i^- .-= O.
(/J- b o'J i44

439. Si nous supposons A constant et J variable, les deux

périodes lo, et W2= Tto< satisferont, comme nous venons de

le voir, à une équation différentielle linéaire du second ordre

A -7^- 4- 2 B -- Y + C to =r: o,
dj - dJ

où nous posons, pour abréger.

Nous aurons donc à la fois

. d^^oii d(Jix .^A

—

-- -1-2B -y 4- Cl

A -,-,-^ ';- 2 B — i- UTWi zzz G.
aJ

^ rtJ

Développons cette dernière équation en tenant compte de 1;

précédente, il viendra

{.]ae nouvelle dérivation donnera

, d-z d't^, r^ , r^T /WA ^\ ^T

{ 25 ) <

Eliminant w, et ses dérivées entre les équations (28), (24 •

(26), nous obtiendrons une équation différentielle du troi-

sième ordre à laquelle 7 satisfera.

i40. La relation entre les deux variables J et t mérite

d'èlre étudiée avec soin.
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A chaque valeur complexe de t, à partie imaginaire posi-

tive, correspond une valeur unique de J, définie par la for-

mule (34) du n° 391 (où ^7 = e^'^). Les séries qui figurent

dans celte expression étant uniformément convergentes dans

l'intérieur de tout contour fermé, situé dans ]a moitié supé-

rieure du plan où l'on figure la variation de t (et ne rencon-

trant pas l'axe des x)^ J sera dans cette région une fonction

analytique de t, uniforme et sans point critique.

Réciproquement, supposons J donné; les rapports des

quantités e\j 62, e^ seront déterminés par les relations

e, -]- e, -h e^,]^ G,

^ ^ f^l — f\ ( e^e^A- e=,e.>.-\- P:',^^^

Eii éliminant ^3, on aura une équation du sixième degré en

— : mais, à cause de la sjmétrie des équations en Cj, ^2, e,;,

elle admet évidemment pour racines les six quantités — •

Donc la connaissance de J détermine e^^ 62-) e^ sans ambi-

guïté à un facteur près de proportionnalité a.

Or, si l'on change <?, , Co, <?3 en [jl^i, [ji<?2, '^e^, la période

])riiicipale

){z-e,){z-e,)

se change en

/
Changeons également^ en ^j^z; cette intégrale deviendra

-^coa- Donc la connaissance de J détermine les périodes

principales et, par suite, tout le réseau des périodes, à un

facteur près de proportionnalité, égal à - -5 lequel disparaît

des rapports des périodes.
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Mais à un même réseau correspondent une infinité de va-

burs de t, qui se déduisent de l'une d'elles 7'= —} en rem-

plaçant o)'^ , to!, par un autre système de périodes équiva-

lentes

2 '

a formule générale des valeurs de t correspondantes à une

même valeur de J sera donc

(1)2 c 4- dx'

Ml a -+ bi'

où rt, h, c, <i sont des entiers tels que l'on ait

ad— bc z=:i.

Tous ces nombres t ont, comme z' , leur partie imaginaire

positive (308).

441. Soient d'ailleurs/?, g deux entiers réels quelconques

premiers entre eux. On pourra déterminer deux autres en-

tiers p', q\ tels que l'on ait

et, plus généralement) n désignant un entier quelconque,

p{iui -\- q' )
— q{np -\- p') — ^.

Donc J prendra la même valeur au point t' et au point

^__ '^^ -^ p'+ p^^'

nq -\- q' -\- qi

Mais, si n tend vers 00, ce point se rapprochera indéfiniment

de -• Donc - estun pointd'indétermination pour J; et comme

tout point de l'axe des x est un point limite pour l'ensemble

des points -? l'axe des x sera une ligne critique au-dessous

de laquelle la fonction ne pourra être prolongée.
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442. Parmi les valeurs de t en nombre infini qui corres-

pondent à une même valeur de J, considérons spécialement

celle qu'on obtient en choisissant pour 2t0i la période de

module minimum, et pour 2CO2 la période principale qui la

suit lorsqu'on tourne dans le sens direct autour du triangle

principal. Désignons-la par 1' , \\ est aisé de déterminer la

région du plan décrite par t' lorsque J prend toute la série

des valeurs complexes.

Considérons, en effet, le triangle T formé par les trois

points — 1,0, z'. Il est semblable au triangle principal

(•itoi, 2t02, 20)3); or celui-ci a ses angles aigus et son plus

petit côté est 2Wi, qui a pour correspondant dans T le côté

(— 1,0). Le troisième sommet t' sera donc situé : i" au-

dessus de l'axe des x] 2"* dans la bande comprise entre les

deux droites ^==0, ^ = — 1; 3° en dehors des cercles de

rayon i, décrits des points o et i comme centre.

La région R' ainsi délimitée {fig- 26) est un quadrilatère

curviligne formé par quatre arcs de cercle ayant leur centre

Fi^. 26.

sur l'axe des x (une droite normale aux x pouvant être con-

sidérée comme cas limite de ces cercles). Ce quadrilatère a

deux angles droits; le troisième est égal à ^5-; le dernier,

correspondant au sommet à l'infini, est nul.

443. Soir r: :zzi X + iy une variable complexe liée à
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t'^.^'h- iy' par la relation

i: =r yacl — OC -—. I )

.

a -^ 6t

On en déduit

, , . , c — ax c — ax — aiy
1 =: œ' -\- ly' -=-

-, =
-j -f-~ .

•^ — cl -V- b'z — d-\- bx -\~ biy

et, en égalant les parties réelles,

ic — ax){— d -^ bx) — aby'^

{-— d-h bx)'^-h b'^y'^

— cd -^ {ad -^ bc) X — ab {x'^ -^ y-)

X' --

d^— 2 bdx H- b- {oc'^-\- y^)

D'autre part, en multipliant x' -\- iy' par l'expression con-

juguée, il vient

^ ,„ C' -— 2 acx -I- a^ix'^-\- y- )

'^ d^— ibdx -\- b-{x^-\- y-)

Si donc r:' décrit un cercle

A(^'2_^y2)^_ B^'-t-G = o,

ayant son centre sur l'axe des x^ i décrira un cercle ana-

logue.

Lorsque i' décrit le c[uadrilatère R', limité par cjualre arcs

de cercles, t décrira un autre quadrilatère R, limité par les

arcs transformés. Ceux-ci se coupent sous les mêmes angles

que les précédents; car on sait (t. I, n° 192) que la transfor-

mation conserve les angles. En particulier, le sommet de

l'angle nul sera le point t ^^ y correspondant à t'-- oo. Il est

situé sur l'axe des x (ou à l'infini, si b = o).

En faisant varier les entiers a, b, c, d nous obtiendrons

une infinité de quadrilatères, dont l'ensemble couvre le

demi-plan. Dans chacun d'eux, J prendra toutes les valeurs

possibles, chacune une fois seulement.
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44-4. La fonction !(-:) que nous venons d'éliidier est le

type le plus simple des fonctions modulaires. On donne ce

nom aux fonctions analytiques, uniformes dans le demi-plan,

et qui ne prennent qu'un nombre limité de valeurs distinctes

pour l'ensemble des valeurs de la variable indépendante t,

qui se déduisent les unes des autres par les substitutions 11

jiéaires de déterminant i

_ c -+- dz'

a -T- àx'

Toutes ces fonctions admettent évidemment l'axe des x
comme ligne critique.

443. Pour en donner quelques exemples, considérons les

produits infinis cpT, cpiT, cpaT, cpgT du n" 397. On a, d'après les

formules (5o) et (53) du même numéro,

'"--^(.TJ
' '

1:

A. g£* -s=:

Gbangeons de périodes fondamentales en posant

( 26) w'j
—

-; aoii 4- bM.2, 0J2 = cwj + dco^i

l'où

)', -OJ^a-hÔT),
C -h dz

a --h ôz

J^a substitution (26) n'altère pas A, et fait éprouver aux

quantités e^, <?o, e^ une permutation, variable suivant celle

des six classes à laquelle appartient la substitution (313).

Nous aurons donc

\ ^ J

y.' parcourant, ainsi que a, la suite des valeurs 1,2, 3, mais

dans un ordre qui peut être différent et qui dépend de l'oidre

de parité des coefficients a, b^ c, d.
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On en déduit

c -\- d
(27) o zr—TZ ==?-^' = Ev/a-h^xoT:

a

/ Q

N

(
c -\-d-.\

,

(28) cpot'^^-^-^ l=Oa'T ^Ea'cpa-^,

E, Ea' étant des racines 24'''™''^ de l'unité, que nous allons

préciser.

446. Convenons tout d'abord d'adopter, pour y a -\- ùi,

eelie des deux déterminations de ce radical dont l'argument

TZ .
-

est >> ? mais ne surpasse pas - •

Si b est nul, la condition ad — bc^=\ montre qu'on aura

a r=: û?= zh: T
; et le radical y/a H-

6

t aura une valeur con-

stante égale à I ou à î, suivant qu'on aa = i oua=: —^i. Son

argument sera o dans le ^^remier cas, - dans le second. Si

A^o, T ne passant par aucune valeur réelle, \J
a -\- b'z ne

pourra être purement imaginaire; son argument ne pourra

donc atteindre la limite supérieure --, et ^ja-^b'z sera une

fonction continue de t.

Les produits cp^, cp^':, ^':', ^a''^' sont aussi des fonctions

continues de t (t' étant une fonction continue de t). D'ail-

leurs les séries
V nin-l

où
j
^1 << I

,
étant absolument convergentes, la valeur de ces

produits n'est jamais nulle (t. T, n° 321).

Les quantités E, E^', déliniespar les équations (27), (28).

sont donc des foiictions continues de t; mais ce sont des ra-

cines 24'^"^^^ de l'unité; elles sont donc indépendantes de t:

mais elles dépendent des paramètres a, b^c^d\ mettant ceux-

ci en évidence, nous les représenterons par

K:"j- "^H"^)
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-447. Soient

fa b\ fa' h'\

\c d)' \c' d'j

deux substitutions successives ajant pour résultante

a" b"\ _ faa'-^cb' ba'-^db'\

y d"J
" \ac' -f- cd'' bc' ^dd'

)'

Posons
c-^dx „ c'-\-d''z' d'-^d"z

^!

^-r- b-z
~ a'-\-b'x' - a"-,- b'i

on aura

a' b

^ f a' b'\ I—, ---^„/« b\ : ,

mais, d'autre part

/a" b"\

Donc

c" d"

!

\c dj \c' d'

J

£ désignant le facteur

/ ^ 1

——---. sJa-^-bi /co'; V ^1

\Ja"-\-b"'z V ^1
^

/œ'

On a évidemment £2i^i, d'où £ = di i . Cherchons dans

quelles circonstances on aura £ :=:= — i

.

]1 faut, pour cela, que l'argument de £ soit égal à t:. Celui

^Q sj'a'^'b^^' est >— -, mais ^-; l'argument du second

facteur devra donc être < — -, mais ^ -•
2 2

Donnons à t la valeur particulière R/, R étant un infini

positif, et posons

,
a . bR

p — v/a^H-6--^RS COScprr:-, sincp— -—

,

P '



/j-b SECONDE PAUTIE. — CllAiniRi: VI.

nous aurons

« + Z>R« = p(coscp 4- i sino),

,
. j- l 9 . . ^

\\ja^ ^ii^ = y/p
I

cos - + i sm- U

où cos-> sin- sont déterminés par les formules
2 2

^

2 V 2 y 2 p '

O / A -1- COS es

cos -' — i / ^ t:= 4 /

. o sincû ^R
sin -'

-
2 o 9

2 cos - 2 p cos -

9.
'

2

J.a valeur du radical i / ^ doit être prise positivement,

puisque l'argument de y/a -h OKi est compris entre

et -.
2

Dans le cas particulier où Z^ = o, a =- — i , ce radical

s'annule, et ces formules devront être remplacées par celles-ci

? • ?cos - :^ o, Sin - = I.

2 2

Posons de même

et

2p
cos -^ =: 4 / *__Z1_:L? sm — =

2 y on'! 2
2p cos

O (! , si b"= o^ a"= — I
,

rr" rr,"

cos -^ ziz o, Sin '--" ^ j
;

2 2

nous aurons

, ,- / o" . . o"\
\/a" -h b"l\i = \/p''

i cos-'--- 4- i sin — !
* '^

' \ 2 2 /

et rargument de

^a"-hb"\.\
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sera '- • Pour cjiril soil <C —^ et> -5 il faut qu'on ail

CD C5'

cos-^ — <

ou
O — CD .9

ces - —— rr;= O, Sin --
2 2

,^//

r.

Considérons d'abord le cas erénéral où cos-j cos -- son
^ 22

positifs, on aura

— 0''
cp 9" . o . o"

cos r= cos- cos h SHl - sin -^«
2 2 2 2 2

Remplaçons les sinus par leurs valeurs et multiplions pa

h; facteur positif .^ 00" cos ' cos — : nous obtiendrons Texr positii 4 p:

pression

4pp"cos^î cos^I- + hb'W^.^-^ ^a){f-\- a") ~\- hh"W

qui devra être négative ou nulle.

Oi- les facteurs

p 4- (7 = \Ja'^ -r- b"^ R" -l- «, p"+ a"

sont positifs; on aura donc, pour première condilion,

bb"<o
et, par suite,

bb"=:z-\b\ \b"\.

On a d'ailleurs

p -h a =1 : Z> 1
R ~^R

:=! èjR 1 +
l^lR-^-'-y

Développanl de même p"-l- a", il viendra

(? + «)(?"+ a") + 66"H'=| i6"
!

R^ [(r|| +
|-|q) ^
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Pour R = co, celle exj3ression a le signe de la quantité

_a_ a"

ou, en multipliant par le facteur positif \b\ \b" |^, celui de la

quantité

a
I

h" p + a"
I

bb"
\

:= ab"^ — a" bb"

.

Or celle-ci est égale à U b" ; car on a

ab"—a"b=:a{ba'^db')~{aa'-^r-cb')b--:{ad—bc)b'=b'.

Nous obtenons donc cette nouvelle condition

b'b"<o.

11 j a encore doute si b' b" =^ o.

Dans ce dernier cas, bb" étant supposé << o, on aura

//==o, a'=d'=^±.i,a!'=^aa', //== ^a'. D'ailleurs i^;
6'^< o.

Donc a'=^ — i , a" =^ — a, 6"= — b, p'^= p, d'où

(p H- a) (p''+ a'O -t- bb"V^z^ p2— a^— ^>2R2_ o.

Donc cos ^ '- -— o. Mais cette condition ne surlit pas; il

2
^

faut encore que

sin =-- sm - ces — — sin ^— ces -
2 2 2 2 2

soit égal a + I . (Jr cos -5 cos ^- sont positifs, sin- a le signe

de b. sin — le sisrne contraire. Donc sin ~ a le sigrne de b.
2 ^ 2

^

On doit donc avoir cette condition nouvelle

b>o,

qui, jointe à la condition bb'' <C o, réduira celle-ci à b"<^o.

Venons enfin aux cas exceptionnels où l'une au moins des

quantités cos-? cos— est nulle, le sinus correspondant étant

égal à + I .
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O

2

aura Z> — o, a = — i , d'où

Soit d'abord cos ' = o, sin-=i, mais cos— >o. On
2 2 2

cos = sin -— = ^
2 2

/,

cp"

2p"C0S -i—
'

2

sin -^ ^ r= cos -*- •

Le cosinus sera négatif si h" <io\ il sera nul, et le sinus égal

à -f-i, si b"=^o. Dans ce dernier cas, d' devra être égal à

-h I
,
puisque, par hypothèse, cos— >> o.

Soit cos - ^ o, mais cos — = o, sin— = i , d ou b =^ o,
2 -"^

' 2 ' 2
'

. On aura

cos — zz::: SlR - =:
2 2

. C9 Cû" Cp

Sin ~ '— =: — cos -

hn

2 p cos

-

'

2

2 2

Le cosinus sera négatif, si b <C^o. Si Z» = o il sera nul, mais

le sinus sera négatif.

Enfin, si

o o' . cp . o"
cos - = cos -- = o, sin - =: sin — =rl

,

2 2 2 2

cos ^ — sera positii et égal a -h i

.

Comme conclusion de cette analyse, on voit que le fac-

teur £ sera égal à — i dans les cas suivants :

lo bh"<o, b'b"<o;

2° bZ>o, Z>'=ro, b"<io\

3° 6 = o, a - :: — 1 , b"< o
;

40 ^ — o, a — — \, b"=o, a"— i
;

5" b"z:=0,
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448. La loi de composition du sj'mbole E étant ainsi fixée,

il nous reste à déterminer sa valeur pour les substitutions

élémentaires dont toutes les autres sont composées (309; :

i" Considérons d'abord la substitution

Elle transforme t en t -h )x, q en e^'^'^q. Eîle multiplie donc

le produit infini

par p^, p désignant rexponentielle e^'^, de sorte que nous au

rons

d'où

(.9) E^^)..p\

2*" Passons à la substitution

\ — I o

Elle transforme t en : on aura donc

.,-^).e(:^>.,.

Pour la valeur particulière T^i=:f = , cette équation se

réduit à

donc

(3o) \V - ^^- -'> ^
o 1 \ T _ -

-' 0/ sji
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De ces deux résultats on déduit successivement, par la règle

de composition,

<^^) '<:;) = '^L°.:) <; t) =p-'-

Les formules (29) et (33) donnent la valeur du symbole E
toutes les fois que b = o, car on a nécessairement dans ce

cas a = d =z±:i.

Si b est négatif, la règle de composition donnera

formule qui réduit la recherche du symbole au cas où le

second coefficient b est positif.

449. Ecrivons, pour plus de symétrie, «,, C| à la place de

b, d. Pour déterminer la valeur de

\C Cl

«1 étant positif, cherchons le plus grand commun diviseur

de a et de «< ; on aura

a^la^^a.;,, ai = Xi«2 + «35 •••5 «,„-i = X,;,-, «^^^

«1, «2, ... étant des entiers positifs décroissants, dont le

dernier am est égal à l'unité (car a, a, sont premiers entre

eux). Comme on peut, au besoin, remplacer la dernière équa-

J. - II. 3i
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tion par les deux suivantes

il est permis de supposer m pair.

Soient Co, . . ., c,„, Cm+\ des entiers déterminés par les re-

lations

C = ÀCi+C2, Cl =•- Aj C2-I- C3, ..., C,;j_.i = A;„_i C,„-f- C/„+i.

On aura évidemment

I =z: <2Ci— «iC=:<22Ci— ^j C2

= «2 <^3 «302 = . . . =^ <2/,j <^m+l— '^m ^/«+1 >

<^m+i étant égal à zéro et ne figurant dans la formule que

pour la symétrie.

D'ailleurs a^ = i\ on en déduit donc c,nj^\ = i •

Gela posé, «<, ^2, . . . étant positifs, la règle de composi-

tion nous donnera successivement

\C Cl/ V> V \<^2 CiJ
' \C2 Cj

Eh ^^^ = e(' ^A Eh ^M = p-\Eh ^^^

VC2 Cj \0 ij \C, C3/ \C2 C3/

E f
^^'^ ^^^ =. E f

,^ ^^ Eh ^^^) = p>. Eh ^^^
\C2 C3/ V^2 1/ \C4 C3/ \C4 C3/

Enfin, comme am= i, <^m+i = o, c,n+i = i,

Eh" "'"-') = e(' °) = p«..

Multipliant toutes ces équations, il viendra

C Ci

£(« ^l\^pA-X,4->.,-...^-c,

450. On peut déterminer par un procédé analogue la va-

leur des symboles Ea'
(

,
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Supposons, en effet, qu'en posant

. c-^d-z „ c'-^d'x'

a-{- bi

on ait

' ' — ^1 , JJ^!

cpa"c'-— Ea' ' ., ?at^,
'a, b

'=' \c, d

<f,„x"=E„.('^;*j<f..x'.

En désignant comme précédemment par

a" b"

c" d"

la résultante des substitutions

(a, b\ (a' b'\

U, dj' \c' d')

on aura
„ c"^d"z

a"-^b"x

et

, ^ (a' b'\ ^ (a b\

formule qui contient la règle de composition des symboles

considérés.

451. Cherchons l'effet des substitutions élémentaires.

Considérons d'abord la substitution

I G

I [i

laquelle change q en e^'^. Opérée sur les produits

/- -i-

cp^T:^ ^-2Tn(i_ry2«-i),

cp3T = e 8^ '-'4n(i-f-(72«-'),
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elle les changera respectivement en

TZi TZi . TZi TZi

pcp,, e^ e 24cp3=xpcp3, e » 24 çp^_- p-2,^^.

La substitution A2 les change en o^p,, p-< cp2, p~' ^3 ; A~'

les change en p~'^i, p^^sj P~*'f2-

Passons à la substitution

Comme elle appartient à la classe VI (313), elle les chan-

gera en

Or, si l'on suppose 1 purement imaginaire, -le sera égale-

ment et

seront réels et positifs. Donc

E.L::), - ^-^
O I

0/ '
\
— I o

le sont aussi ; étant des racines 24'^'"'' de l'unité, ils se ré-

duisent à H- I. Donc B transforme cpi, cp^, ^3 en cp2, cp^, cp3
;

son carré

V o -I

les laisse inaltérées. Enfin B"' les change en cp2, cp,, cp^.

Partant de ces résultats, et appliquant la règle de compo-

sition donnée plus haut, nous pourrons calculer sans peine

l'efTet des substitutions

' 'Wa,^BA7^B-S Al, A,A2, A^A,, A^A^A,.
o I /
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Tous ces résultats sont consignés dans le Tableau suivant :

I. 9r ?.' 9s-

) = A2 pOi pO-i P~"?2

A| p-Cpi p-lcp2 ?~^T3

A2' p-^^1 P^?3 P~^®2

= B 92 cpi cp3

—I 0/
B2 . Cpi Cp2 ^3

B-1 cp2 cpi 93
l l\ * o 1 1~ Al p2p3 P~ ?2 P~ ?1

1/ '
'

'

Af pcpi P~^T2 P^3

A1A2. . . . . P'^cp:} ?1 P~^T2

A2A1 92 ^3 ?1

A1A2A1... P'"'»2 ?~^^i P^?:J

452. Soit maintenant T une substitution quelconque de

la première classe. On peut (313), par une opération ana-

logue à la recherche du plus grand commun diviseur, la

mettre sous l'une des deux formes

A\'>^Al^...kl'^^AlH

ou
B2AjU|t^...A2>^AA2p-i^-,

et il résulte du Tableau précédent qu'elle reproduira les

fonctions i^,, cpa, cpg respectivement multipliées par

Enfin une substitution S, appartenant à une des cinq

autres classes, peut (313) se mettre sous la forme TU, T
étant do la première classe, et U l'une des substitutions Ai,

A2, A, A2, A2A,, A,A2A,. Connaissant l'effet de ces der-

nières, on n'a qu'à appliquer la règle de composition.

4o3. Si l'on suppose les fonctions elliptiques déterminées

non par leurs périodes, mais par leurs invariants, les quan-
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tités cpa seront données (397) par les équations binômes

16 (ep— e^Y

( ep— <?a ) ( ^y— ^a )

On lèvera l'ambiguïté que présente cette formule en pré-

cisant comme il suit les arguments des quantités o^.

Supposons d'abord qu'on ait choisi pour périodes fonda-

mentales les périodes principales et considérons le cas par-

ticulier où e<, ^2, ^3 sont réels, et tels que l'on ait

Dans ce cas, q sera réel et positif et les expressions de cpi,

'f2,
e cp3 en produits infinis montrent qu'ils seront réels et

positifs.

Si le triangle 6^626^^ à ce moment infiniment aplati, se

déforme de manière à prendre une autre position quel-

conque, l'inspection de la figure montre immédiatement

comment varieront les arguments de <?, — Co, e^ — ^3> ^3 — ^i

et, par suite, les arguments des radicaux qui représentent

'ft, 'f2, 'f3-

Enfin, si l'on remplace les périodes principales par d'au-

tres périodes équivalentes, les nouvelles valeurs de ^^ , ^21 ^3

se déduiront des anciennes par les formules de transforma-

tion données ci-dessus.

454. Posons
a — 16 ra •

Les substitutions Ai, A2 transforment respectivement les

trois fonctions x^^ ^2, ^3 en ^3, X2, x^ et en x^, ^3, X2, et

les substitutions A;, A^, B- ne les altèrent pas. Elles sont

donc simplement permutées entre elles par toute substitu-

tion linéaire de déterminant i, et les substitutions de la pre-

mière classe les laissent inaltérées.
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En élimiDant ^a, <?p, ^y entre les équations

J^

^a+ ^p+ ^T
=^ O,

on obtiendrait une équation

F(J, ^)=:0,

ayant pour racines ^i, ^27 -^3-

Cette équation peut se former plus rapidement comme il

suit :

A chaque valeur de x^ correspondent deux systèmes de

valeurs des rapports e^'.e^'. e^ et, par suite, deux valeurs

de J; réciproquement, à chaque valeur de J correspondent

six systèmes de valeurs des rapports 61:^2:^3, mais ils se

déduisent l'un de l'autre en permutant ces trois lettres; ^a?

restant inaltéré par l'échange de <?p et de Cy, n'aura que trois

valeurs.

L'équation cherchée sera donc de la forme

AJ2+BJ-i-G = o,

où A, B, C sont des polynômes du troisième degré par rap-

port à l'inconnue ^a {^,^^ nous désignerons plus simple-

ment par X pour abréger l'écriture).

Dans le cas particulier où e, = 60, nous aurons

Xi — Xit -— 00.

donc

Pour

on aurait

A ==^.

iTZi 4 7C J

Xi Xt> Xrt
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d'où

G := a{x -f- j)3,

a désignant une constante.

Enfin, pour e^~o^e^~ — e.y, on aurait

J — I
,

i2?j rrr ^

,

Xs^ z= X^ nr j ,

d'où

A -+- B + G = ^(^ + 4) (^ - i)2,

^ désignant une constante.

L'équation cherchée sera donc de la forme

F(J,^) = .r(J2_J)-+-è(.^_l_4)(^_i)2j

— a{x-\- \f (J — i) — Q,

Pour déterminer les constantes restantes a, h^ on pourra

poser

d'où

, 12 H- ^//2 _^ I 5

_ ( 3-A)^ _ 3 3 2 .

2li{6-\-h) 2 A 2 3

En substituant ces développements dans l'équation

F(J, ^i) = o,

et égalant à zéro les coefficients des termes en — et , on

obtiendra deux équations linéaires en (2 et 6.

455. On obtient de nouvelles fonctions modulaires par la

combinaison des fonctions cp,, cso, 'J3.

Posons, par exemple,

Les six fonctions ainsi obtenues éprouveront, par les sub-
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slitutions A,, A2, A, Ao, . . ., les altérations consigaées au
TU

Tableau suivant, où r désigne l'exponentielle e '*
.

1. ?„• ?.v 9n' ?..• ^3.- ?..•

Al rcp32 ©21 ^~^?13 ''~^?23 ^12 f^^U

A2 cpi3 rcp32 r-^o-n ^.-Jl
/'~^^23 ''?12

A1A2 ro-n rcpi2 /---cpos /—^^U /•~'?21 ''^T32

A2A1 923 931 ©12 ?32 ?13 ?21

A1A2A1... 921 r-^9l3 ''?32 ?12 ''?31 ^"-^©23

Af 7-912 7—1923 931 ''"'921 ''?32 ?13

AI r9l2 923 /'~^931 '^~^?21 ?32 ^^13

B2 912 923 ?31 ?21 ?32 ?13

4o6. Ces fonctions peuvent s'exprimer au moyen des in-

variants par la formule (n*^ 397)

dont on lèvera l'ambiguïté comme au n° 453.

Pour former l'équation algébrique qui lie les modules

k'^r^ à J, nous remarquerons que Tun d'eux, k^ étant donné,

les rapports Ci : e^l e-^ et, par suite, J seront déterminés

sans ambiguïté. D'autre part, à chaque valeur de J corres-

pondent six modules A-^. L'équation sera donc de la forme

AJ -f- B r= o,

A et B étant du sixième degré en /:-.

Or, si l'on suppose e-i = <?;}, on aura

donc
k-=^k\k''-iY

Posons, d'autre part,
/f^*^^ THX ^
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nous aurons

d'où

h désignant une constante.

Pour la déterminer, posons e, = o, e2= — <?3 ; on aura

et en substituant ces valeurs dans l'équation,

44-^^.3^= 0, d'où b^-— ^.

457. Nous pouvons encore signaler les fonctions modu-
laires

?î' + ?2'+?3%

dont la première a pour cube 3^2*^1, et la seconde a pour

carré ZKi\l — i) (397).

VIII. — Division.

458. On a vu (360) que, si n est entier, ^nu s'exprime

rationnellement au mojen de pw par la formule

(i) p^„_^^=:,_:!i^i±L|^.

Réciproquement, supposons ^nu donné, et proposons-

nous de déterminer j3z/.

A la valeur donnée a de ^nii correspondent une infinité de

valeurs de u] en désignant par u^^ l'une d'elles choisie à vo-

lonté, elles seront données par la formule

,
2 7?l|a).+ 2/722(02 ,

±:WoH (mi, m2 entiers),
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et les valeurs correspondantes de l'inconnue x = pu seront

les suivantes
mj Wj -+- 2m.2 0j.

car on reproduirait la même suite de valeurs en prenant Uq

avec le signe — et changeant en même temps les signes de

m,, nio-

Comme l'expression ci-dessus ne change pas si l'on fait

varier m<, mo de multiples de n, on n'obtiendra que n^ ra-

cines distinctes. Tel est effectivement le degré de l'équa-

tion (i) par rapport à pu.

Soient, plus généralement,

2w'^ 2 10.10)1 + 2 [J^aW, 2W2 2Via)i-|- 2V2(i)2

'
n~ n

'

n n
.

deux 72i^™es ^g périodes, tels que

2/?iiCo'i 4- 2m^(ii'^

n

ne puisse êlre une période que si nii et //Zo sont multiples

de n (il faut et il suffit pour cela que u.) Vo— [^.oVi soit pre-

mier à n). Les quantités

OÙ m,, 7712 varient de o à /i — 1 , seront toutes distinctes, et

représenteront la suite complète des racines de l'équa-

tion (i).

En combinant les formules d'addition et de multiplication,

on voit immédiatement que chacune des racines ^„j,,„, s ex-

1,
2w', 2to',

f

,2to',

prime rationnellement en puo^ p ? p—-y
<P Wo? P ~~^^

pi'i^. D'ailleurs, en dérivant l'équation (i), on trouve un

résultat de la forme

7ip'7lUz=^^{pu)p' II,
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R étant une fonction rationnelle. Donc p' Uq est rationnel en
piiQ et p'/iUq, et^,„ ,„^ s'exprimera rationnellement au moyen

de.roo-=J3^^o, p-^^ p-^, p'niio, p'-^^ p'-^-

459. Posons, pour abréger,

La quantité

SIC/

(mi=:o, I, . . ., /i — i; 171^=0, I, . . ., ^l — i)

pourra, d'après ce qui précède, s'exprimer rationnellement

2Co' 2aj', ,2co', ,2w' „
en ^00, P^

—-? P -^ P f^ih, P —-^ p —-^ a- Represen-

tons-la par PJJ,^J^^(^'oo)•

Gllangeons, dans l'égalité

(2) P.. .. ( ïJ^.\ — 5! S rfl^i'",-^\^y'"-, ^

2X^0)' + 2A,w',
^ ^

?/o en ?^oH -~^
y et changeons en même temps les

indices de sommation //z,, m^ en /7z, — }v<, m^ — A2 ;
il

viendra

( ==a-l^À-pa.Pj,,^.^(^,J.

On en déduit

P[i,
t., (.^X/aJ = PS. fx, ( ^00 )

=- ^ ^), 2).^ Pf. ^, (^rx.>J.

Cette dernière expression, étant symétrique par rapport

aux racines de l'équation en x, s'exprime rationnellement

par les coefficients de cette équation et les constantes a,

2 0j' 2w', 2 0)', ,2w' ^
J3 ? ,p

^

—

-y p nuo, p —-) p —^ que renierment ses

coefficients. Désignons-la par Ajj„,.
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On aura, en particulier,

^ 10 ("^Oo) = '^*-10> i
1 ('^00 ) ^^ -^^01 '•) '

d'où
J_

1

i lol-^oo ) ^= '^'îoj 1 01 (^oo) =^ -^0 1
•

L'équation (3) donne, d'autre part,

Ptx,t.,(^x,>JP7o^'(^^x.>.)P7^(^>.xJ
.

^^^ •'
[^1 [J-s ( "^00 ) 1 1 Ô

'
( "^00 ) 1 1

"
( "^00 )

== ;^^>.^>.P[x.^.(^>.xJP7o''(-^Ar/JPrr(^).>J -B^.^^„

Bjj^
jji^,

étant encore une fonction rationnelle des coefficients

j ,, , . ' 2w' 2co'
de 1 équation en x et des constantes a, jd î^

? p—^>

p'/2Wo, P -J p —~- On en déduit
" " n ^ n

a, [Xi

P
[JLi [J-j ( -^00 )

=- ^^ fo ^o'i ^[J-i H'î*

Les quantités Pjx, aX-^oo) étant ainsi déterminées, on en

déduira immédiatement les racines X) ) . On a, en effet.

Or, si mi^X,, on aura

et, si m^ = 'k^, cette somme est égale à n. De même, pour

le second facteur 'ï>^^0L\^i^"^~'^iK suivant qu'on a m2^'^2 ou

m-i =^ A2- Le second membre se réduit donc à /^-^>,^),, et l'on

aura

•^X,L=;J-2Sf,,E^..^a-P-.>^.-!^'APj,^.,..^(^-oo)

(4)

^^^^^^^.S^.-^A^J^^-'^^^KJ' B[^.
\^r
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Il faudra donc, pour résoudre l'équation proposée : i° cal-

culer les quantités auxiliaires a, p—'-, p—--, p nuo,

,2to' /2w' „ 1 , • 1 . '

p -) p —-; 2° déterminer, par des opérations ration-

nelles, les quantités Aïoj Aqi, Bjj^^jj^/, 3° extraire la racine
^^lème jg ^^^ gj. ^g ^^^^ Lgg racines .3:^X1X0 seront données par

la formule (4); et l'on passera de l'une à l'autre en chan-

1 1

géant la détermination des radicaux A"^,, Aj^.

460. Dans la solution précédente, Uq désigne l'une quel-

conque des solutions de l'équation

pnu ^= a,

203'. 2 0)', , '«lo 1 ' • 1

et -, —= sont deux ;^^'™^^ de périodes
n 11

^

2Co', 2 [i-iWi + 2 [J.2W2 2W2 2VjC0i-h2V2W2

assujettis à cette seule condition que [ji< V2 — ^2^\ soit pre-

mier à n\ pniiQ^^a est donc une des données de la ques-

tion, et p'/iuq sera fourni par la formule

p'nUo=\/^a''—^-^a

J-iOrsqu on aura détermine p^— , p -, on aura de

même
2 W,—

:

8'^^

. 2 0d' / 2 0)1 2w',

Les signes de ces trois radicaux peuvent être choisis à vo-

lonté, car on ne cesse pas de satisfaire aux conditions im-

20/. 2 w',
, ,

. •
J 1

posées a Uq^ —-, —- en changeant leur signe, ce qui n al-



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 495

tere pas les quantités piiQ, p —^-, p—'-y mais change le

1 ^ ' ' > f / 2 0j',
/ 2w'„

Signe des dérivées p Uq, p —-S p —--

46i. Tout revient donc à calculer les deux constantes

p-^j P—-' Ces quantités sont (358) des racines de l'équa-

tion

(5) or=^Uy)::=:n^JJ(^y-p

de degré n^~ i, et dont les coefficients sont des polynômes
entiers en ^o, ^3. Mais ce couple de racines n'est pas arbi-

traire, car il faut que

2miOL)' -f- 2m^oi'^

ne puisse se réduire à une période que si m^, 772.2 sont multi-

ples de m, ou, ce qui revient au même, que deux expres-

sions

2 m'. (I)' -4- 2 7?îl r.v- 2 m" f./ -i- o m" i.,^

où J7i^, 77z!,, ;?z'(, 772^ varient de o à /2 — 1, ne puissent être

égales que si l'on a

m[ 4- ml = o, m'^ -+- m^ eee o ( mod n).

Il sera facile de déterminer s'il en est ainsi pour un couple

de racines p—^-, p -^ supposé connu. En effet, p'^^y

p'—- seront donnés en fonction de p-^? p^^ par des

radicaux carrés, dont nous pouvons prendre le signe à vo-

lonté. Les formules d'addition et de multiplication nous
permettront dès lors de déterminer, en fonction rationnelle

de p j p—^, p'—L, p'—2, chacune des quantités
'' ft le ft

2 m, w' 4- 2 7722(0
'2 / -1 1, . , ,2777,03'. 4- 2 /?7oOj;

p — et aussi les dérivées p — —

^



f\g6 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI.

et par suite de recoanaître si deux de ces quantités sont ou

non égales.

462. Soient

une des racines de Téquation (5)j d le plus grand commun
diviseur de 7?2|, m,, n\ posons

mi = d\Xy^ m^ -rz^ d[x^j n:= dv,

9. ni\ 0), + 2 /??-, W.j 2 U-i W, + 2 fJ..2 (0.2

/i V

sera un v'''™^ de période, et nous dirons que la racine y,„, ,„„

appartient au diviseur v.

Désignons par y,; le produit des fadeurs linéaires y

—

y,n,in.

correspondant aux racines qui appartiennent au diviseur v
;

on aura évidemment

le produit s'étendant à tous les diviseurs v de w, j compris

ce nombre lui-même, mais l'unité exceptée.

Les polynômes yj, ont leurs coefficients rationnels et en-

tiers en g.j,^ ^3. En effet, décomposons v en facteurs pre-

miers; soit V = a'^b'^. .

.

. L'équation

aura évidemment pour racines celles des racines jr,„j,„, qui

appartiennent à v ou à l'un de ses diviseurs. Ces dernières

appartiendront à l'un des nombres -? ~, ••• ou à Fun de
^ ^ a

ses diviseurs. Elles satisferont donc à l'une au moins des

équations

fV '-'j
i V ^' ....

7i ù

Si donc on détermine : i" le plus grand commun diviseur
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de 'Iv
avec chacun des polynômes ^l^ Y;^ ...; 2° le plus

pelit multiple M de ces plus grands communs diviseurs;

enfin, si l'on divise ^^ par M, on obtiendra un polynôme

n'ayant plus pour racines que celles qui appartiennent à v;

il sera donc égal à yj à un facteur numérique près. D'ail-

leurs, '}v, ^J, ... ayant pour coefficients des polynômes

urne noue.entiers en ^o, ^3, dont le premier est purement n

1^ jouira évidemment de la même propriété.

463. Cherchons le degré du polynôme yv- ^^ ^ pour racines

les quantités

2 [X, tOi -+- 2 1^.2^2

ui, , 'J..2 étant ^ o mais <C v, et [jl,
,

[JL2, v n'ayant pas de facteur

commun.
T . V V
Les entiers —, —y> • • • étant premiers entre eux, on pourra

déterminer des entiers A, B, ... tels que l'on ait

d'où

^^^P^

B Al Bi
,

bP ci^ b^

A, désignant un entier < a^ et non négatif; B, un entier

<< ^P et non négatif, etc., /f, un entier. On pourra mettre

— sous une forme analogue
V °

[X, A2 B2
,

V a^ b>

Pour que [jl,, [J.2) 'k' n'aient pas de facteur commun, il faut

et il suffît que Ui et ^2 ^^ soient simultanément divisibles ni

par a, ni par b, . . . ou, ce qui revient au même, que A,, A.>

J. - II. 32
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ne soient pas tous deux divisibles par «, ni B, , Bo tous deux
divisibles par 6, etc.

Or Al , Ao sont chacun susceptibles des «^ valeurs o, i, . . .,

a'^— I
,
ce qui donne a-^ combinaisons. Celles où Ai , A2 sont

tous deux divisibles par a sont au nombre de a-^~'^ . En les

excluant, il restera

I

combinaisons admissibles.

Le nombre des combinaisons admissibles pour B,, B2 sera

de même

etc. Le nombre des valeurs admissibles pour |jl<, Uo (ou le

degré du polynôme yj) sera donc

¥ (V

Si Ji est pair, dans la suite des facteurs y,; figurera le fac-

teur

7J = (7 — ^i)(r — ^2) / — ^3)=/'— i^2/ è^3

correspondant aux demi-périodes. Les autres polynômes y^j

où V >> 2, sont des carrés parfaits ; car à chaque racine y„i'^ m',

apj^artenant au diviseur v, on peut associer une autre ra-

cine ym\m:: pai" la relation

m j -f- m'[ EiE o, m[^ H- m"^ e^ o ( mod /i ),

et ces deux racines, évidemment égales, appartiennent au

même diviseur.

464. La résolution de l'équation y,^ = o entraîne celle de

l'équation ^^^ == o.

C • IV .
2 0)' 2W', - • J 15 .

ooit, en etlet, p—-y p—- un couple de racines de 1 équa-

tion y^= o^ nous pourrons, après avoir choisi à volonté les
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lions rationnelles les quantités

signes des radicaux p'—-, p'—-, calculer par des opéra

2 /?1,Cl)„

où m, , mo varient de o k n — i . Si les quantités

2mito\ -f- 2 7^2 0^2

P n

sont toujours distinctes lorsque la somme de leurs argu-

ments n'est pas une période, elles reproduiront toute la

suite des racines y^^jn. de '1^=^ o.

Si la condition précédente n'était pas satisfaite, on essaye-

rait un autre couple de racines; on est d'ailleurs certain qu'il

en existe qui conduisent an résultat désiré.

465. Si l'on^ décompose fi d'une façon quelconque en

facteurs q, ;% ... premiers entre eux, on pourra remplacer

la résolution de l'équation yj^ = o par celle des équations

yi= o» yJ = o, —
Car cette résolution, entraînant celle des équations

^f,= o, ^l = o,

fait connaître les valeurs de pu et de p'u pour tous les argu-

ments qui sont des ^i^''"^^
^j^ périodes, des r^^"^^^ de pé-

riodes, etc.

Cela posé, soit

2/?li tOi -+- 2 7^2 0)2

/l

un /ii^"^« de période ; nous pourrons déterminer des entiers [jl,
,

U2 ; Vi , V2 ; • •
.

, A^i , ^"2 tels que l'on ait

77li _ [^1 ,

V,

^ = i^ + ^-f-...+ A^„
n q r
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d'où

2/«, co, -I- ini^Lù^
^

2 [X, tO^ H- 2 [Xg Wg 2Vi Wi 4- 2V2a>^

n q
'

r
• •

»

et comme on connaît les valeurs de pw, pUi pour les argu-

ments
2 fJLj Wj H- 2 [X, (O, 2V, I0i H- 2 VgCDg

1
-"

—

- 1 • • •

q r

qui sont des ^''^^'"^% des /•J^'"'^^, etc., de périodes, on en déduira

par la formule d'addition les valeurs de

2 77^1 tO. H- 2 m^ W,
, 2 /?? ; OJ

, H- 2 /?2, W,
p .^

—^-, y _—^.

Si donc n = a^b^. . . ^ a^ b, ... étant premiers, la résolu-

tion de '\>fi= o se ramènera à celle des équations

466. Considérons donc une de celles-ci, telle que

et supposons a >> i . Ses racines sont les quantités

2 7n,03, -H 2 7?l2(0,
p ^^
—''

où m,, /?Z2 ne sont pas tous deux divisibles par a. Soient

respectivement [Jl^, ^2 les restes de leur division par a^~* ;

ils ne seront pas nuls à la fois, et nous pourrons écrire

L_L_^ ?_- := _ Jl'

oc
1

" "1- période

^^ . 1 , ,1 1 . 2 771i Wi4- 2 7712(02
Considérons celles des racines j3 pour

lesquelles [jl<, |/2 ont la même valeur. On pourra, en posant

dans les formules (4),

2 [X, tO| -f- 2 [X2 0)2

n — a, Uo— -7737 '
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les exprimer en fonction de

2 'i-i COj -h 2 [J.2^2

P «.-, '
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Un autre n'^""" de période propre, w', donnera de même
naissance à un nouveau groupe

m 1- période.
n ^

Ces deux groupes n'auront aucun n''"^^'' de période. propre

commun, s'ils ne sont pas identiques. Supposons, en effet,

qu'on ait

w , w'm— "E^m — •

n n

Soit [A un entier quelconque; on pourra déterminer un

nombre À satisfaisant à la congruence
V

Xm ^ [ji mod ii.

On aura dès lors

M.— ^ A /?i — ^ A m' —
;n n n ^

donc tout A'^'™'^ de période du premier groupe est contenu

dans le second. La réciproque se démontre de même.
On peut donc répartir les ^i'-''"^^ jg périodes propres en

groupes, chacun d'eux étant caractérisé par l'un quelconque

des n}^^''^ de périodes qu'il contient.

Le nombre total des /^'«'»es ^q périodes non équivalents

entre eux est, comme nous l'avons vu,

Ceux qui sont contenus dans un groupe

— )
•••) m — ',

••• + période
n n ^

s'obtiendront évidemment en donnant à m la suite des

valeurs premières à n et <^n. Leur nombre M sera égal à

'{'^•i}{-\
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Le nombre N des groupes sera donc

""-4) ' + I

En particulier, si îi est premier, on aura n + i groupes;

et l'on pourra choisir pour les caractériser les ii''"^^^ de pé-

riodes ci-dessous

(^ — O, I, . ..,/i — l);

n
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I^es quantités

2 [Xj tOi -|- 2 [JL2 Wg

tl

(où a,, |i.2 sont ^ G, mais < w, et [Ji,, [Jio, /i n'ont pas de fac-

teur commun) forment également un système complet de
^.emes jg périodcs proprcs non équivalentes entre elles. Elles

seront donc équivalentes, à l'ordre près, aux quantités pré-

'j * T • 2|jL|(0i -h 20.,^, 11,, . o
cedentes. Les racines p ' de 1 équation -/_- = o

seront donc les quantités

pm ~, pm —

,

- . .

.

Nous les répartirons en groupes en réunissant ensemble

celles dont les arguments sont multiples d'une même quan-

tité — •

a

469. Soit F une fonction rationnelle de

w iw {n — \)w
p —

,

p—

,

.
. .

,

p

Toutes ces quantités peuvent s'exprimer rationnellement en

p — ? g2, gd, on pourra donc écrire

i" = 'f ( P ^: )

'

cp désignant une fonction rationnelle en p—? g2, gs

Si l'on chanere — en /?? - ? m étant premier à n, le svslème
^ n II

^

des quantités p- > . . . ,
p -— se reproduira. Celles de

ces racines qui appartiennent à un même diviseur v seront

seulement permutées entre elles. Si donc nous admettons

([u'elles figurent symétriquement dans F, cette fonction ne
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sera pas changée ; on aura donc

^=f{p'^)=---= f{p'^)--=---^M^j{p n )

Soient F', ... les fonctions analogues à F, formées avec

les racines des autres groupes; on aura de même

et, par suite,

mw

mI'^o-),

la sommation s'étendant à toutes les racines y de l'équation

Le second membre, étant une fonction symétrique de ces

racines, pourra s'exprimer rationnellement au moyen de g.,,

«•3 et des coefficients de l'équation, qui sont eux-mêmes ra-

tionnels en g.2, et "^3.

D'ailleurs F^, F^, . . . sont comme F des fonctions symé-

triques; on pourra donc exprimer aussi rationnellement les

quantités

F2-+-F^2 + ..., F^^ -h F'3 -+-..., ...

et, par suite, tous les coefficients de l'équation de degré PS',

(6) . (..-F)(s-F')...= o,

dont F, F\ ... sont les racines.

470. Supposons que la fonction F ait été choisie de telle

sorte que les quantités F, F', ... aient des valeurs numé-

riques distinctes. Toute fonction symétrique $ des racines

d'un même groupe pourra s'exprimer rationnellement au

moyen de F, F', ... et des coefficients de yj;.

En effet, les fonctions O, <[>F, <I>F-, . . . sont encore sy-

métriques par rapport aux racines qui appartiennent à un
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même diviseur; on aura donc

* + *' +...— R,

4>F + 4>'F' + ...=rrRi,

R, R<, ... étant rationnels. Ces équations linéaires, dont le

déterminant n'est pas nul (car il est égal au produit des dif-

férences F — F'), détermineront $, <ï>', ....

Donc, lorsqu'on aura résolu l'équation en z^ on pourra,

par des opérations rationnelles, calculer les coefficients de

chacune des équations

w\ ( inw\

w'\ f nnv'
y-p~}"'[y--p-

dont dépendent les racines de chaque groupe.

471. Ces dernières équations peuvent se résoudre par des

extractions de racines. Pour plus de simplicité, nous suppo-

serons n premier; cas auquel les autres peuvent se réduire,

ainsi que nous l'avons vu.

Soit, en effet, g une racine prûnitwe de n, c'est-à-dire un

entier tel que les nombres i, »•, g"^^ . . . ,
g'^~^, divisés par/?,

donnent des restes tous différents, reproduisant, à l'ordre

près, tous les nombres de la suite i, 2, ..., /i -^ i (^"~^

donnant d'ailleurs l'unité pour reste, d'après un théorème

de Fermât). A chaque entier m'
^
positif et << n, correspond

un exposant r non négatif et << n — i , tel que l'on ait

m' ^ g^' ^ gr^/c{n-\) niod n.

Les racines p — ? .... p pourront donc, en les ran-

géant dans un ordre convenable, se mettre sous la forme

w ( w
J'I^'lr)'

' '•=0''' •••'«-
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En donnant à /' les valeurs suivantes /? — i , n, . . . , les

mêmes racines se reproduiraient périodiquement.

Posons

et considérons l'expression

Ce sera une fonction rationnelle de p — et de 3 ;
désignons-la

par p. (p ,7)-

Dans l'équation

changeons iv en g'^^w et changeons en même temps l'indice

de sommation r en r — X, il viendra

Les fonctions

['.(-î)]"=K'>^)'

[-.(>î)]"^^(";t)="-o-:;

resteront donc inaltérées, et l'on aura

g(pt)+--- + g(p5
*'

^ / iy\ r. ( A'^^^'f'

^ip^'^^^k'^y

Cette quantité, symétrique par rapport aux racines de l'é-

quation
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pourra s'exprimer rationnellement par ses coefficients. Il en

sera de même pour les fonctions

^h p

Désignons par G, H.,^, les expressions ainsi trouvées, Il

viendra

Il
^

M ,p ri) = "'^^'^'-

Cela posé, on aura

Mais Sj;, jB^'-^''"^^^ est égal à o si r<jA, à n — i si r-= A. Le

second membre se réduit donc à

et 1 on aura

(^-,)p^ -^:^,,p->^MV p

Cette formule donnera toutes les racines, qui se déduisent

d'ailleurs les unes des autres en clians^eant la détermination

du radical G" ^'.

472. Le problème de la division des périodes serait donc

résolu si l'on savait trouver les racines de l'équation auxi-

liaire (6) dont dépend la fonction symétrique F. Cette équa-

tion a reçu le nom ài^équation modulaire. En variant le choix

de la fonction F, on obtiendrait une infinité de semblables

équations.
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IX. — Transformation.

473. Pour que deux fonctions elliptiques p (w, w'^, w^) et

p(w, w", , w'I) soient liées par une équation algébrique, il

faut et il suffit (321) que leurs périodes soient liées par

deux relations

l
c' o>; + d'oi'^ = c"a)'; H- d"oi\.(0

Posons

(2)
I 122 = c' ^1 + '^' ^'2 •

Il existera une relation algébrique entre p{ii, co'^, w'J et

p(w, Q,,Q2), et une relation analogue entre p(w,w';,(o;)

et j3(i/, Ù,, Oa)- L'élimination de cette dernière fonction

donnera la relation entre p{u, to'^, w'J et J^(^^,
w'^ , co'^). Nous

pouvons donc nous borner à chercher la relation entre deux

fonctions dont les périodes sont liées parla relation (2).

Comme la fonction pu ne change pas si l'on change le

signe d'une de ses périodes, il est permis d'admettre que

^ et — ont leur partie imaginaire positive. Dans ce cas,

a'd'— b'c' sera un entier positif. Ce déterminant se nomme

le degré de la transformation (2).

Soit r le plus grand commun diviseur de a', 6', c', «?'. La

transformation (2) est la résultante des deux suivantes

a' b' , , c' , d' ,

et
H^ — ri)!^, il^ — ro!.-^,

dont la première relie p(w, w'^, to'^) à J3(w, tV,, 0!^) et la se-

conde J3(i^, Ù^, 0',) à p(m,Qi,Q2)- Mais on a

p(w, 12;, a;) = r'p{ru, r^\, r^'J = r^p{ru, il,, il,).

D'ailleurs la théorie de la multiplication nous a donné,
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SOUS forme explicite, la relation entre cette quantité et

p{u,ùi, Ù2)- Nous n'avons donc plus qu'à chercher la rela-

tion entre p(u, ù\^ ù[^) et p{ii, w', , to!,).

Le problème général de la transformation est ainsi réduit

au cas des transformations />7"0/?7'e5^ où les coefficients a'^ b'

^

c', d' n'ont pas de facteur commun.

474. Une transformation propre

fa' h'

\c' cl'

de degré a'
d'— U d ^=. n est (309) la résultante de trois

autres
a 3\ f n o\ /a' p''

Y / \o I / VT^
5'

dont la première et la dernière sont de déterminant i. Po-

sons

et

Nous aurons

p(w,to;, w;)==p(f^, wi, W2),

p{u, Oi, i22) = p(«, w,, 0)2),

et la relation entre les nouvelles périodes aura pris la forme

simple

Wj= 71 Wi, 0)2= ^2

OU
- Wj -
to. =: —

5

w.,:^ W, .

Nous désignerons par pu^ X^u^ da^ g2^ gs, ••• ce que

deviennent pu^ Çw, du, g^, gs, . • ., lorsqu'on y remplace

ainsi w, par — sans altérer la seconde période.
n

Les périodes de pu sont, comme on le voit, celles de pUj

et, en outre, des /z
emes jg période —-j ^^—^; • • • formant un
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des N groupes définis au paragraphe précédent. Au lieu de

ces /i»^"'"^'s de périodes, on aurait pu adjoindre ceux d'un quel-

conque des autres groupes.

On obtiendrait ainsi N réseaux différents, à chacun des-

quels correspond une fonction elliptique p liée à la primi-

tive par une transformation de degré n. Les formules rela-

tives à ces diverses transformations se déduiront évidemment

de celles que nous allons établir pour la fonction pu, en y

remplaçant par les /?/«"^«s de périodes propres qui carac-

térisent respectivement ces divers groupes.

La transformation
'no
o J

étant évidemment la résultante de transformations analogues

où n est remplacé par ses facteurs premiers, tous les cas

pourraient être ramenés à celui-là. Nous nous bornerons donc

à considérer les deux cas suivants : i° /2 = 2; 2° ai impair.

475. Transformation de degré 2. — La fonction pu
admet les périodes 20)4 et 20)2; elle a, aux périodes près,

les pôles o et 2w, = (!)<. Aux environs de ces points, les

parties infinies de son développement sont —,:> —

•

^ ^^
IL- {U tO,)2

Enfin le développement relatif à l'origine est privé de terme

constant. On aura donc, par la formule de décomposition

en éléments simples

^ .

j ^pu-hp{ii — oi,) — e

pu
P

Intégrons et déterminons la constante de telle sorte que

le développement des deux membres suivant les puissances

de u n'ait pas de terme constant ;
il vient

(4

)

lu=zt,u -i- t{u — 'j)i) -h eiU-hri^.
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Une seconde intégration donnera

i log'?W=:logC5'w+ logC3'(i^'— Wi)-f- h ^u WH-log a'(— COi),

/-\ j
- ^+"0i" (^ Ll^iu — hiA

K^) \ du — e' ——
r

—

]
3'(— toi)

\
=z e ^ a* /^ a*! « =: e '-^ (^^u^p u — e^.

Pour déduire de là les expressions de ^^ u^p^u, ô'aW, con-

.
T ,

, ri^ii '^^u ^^u .^ 1 f
sidérons les rapports ^r

—

•> -z£—j ——
• L-e sont des lonctions

(^11 ci u <^ u

elliptiques admettant les périodes 2t0i, 4^2 5 leur valeur prin-

cipale pour i^ = o est — ; leurs pôles sont ceux de o'w; leurs

zéros sont, aux multiples près de 20)4 et de 2Cl)2,

Jwi et fwi, (o, et i02H~Wi= — w,

0)3 r=r — 0)3— |wi et cOg-f-tOi.

Les rapports des quatre fonctions

« J-.H, -^ ''^—^ "^-L rr. r-ulpu
tOl

U -h (jO^-h

jouissent évidemment des mêmes propriétés; ils seront donc

égaux aux précédents, et l'on aura, en conséquence,

(^^uz= e ^ (jUi[pii — p — j

5
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et

(7)

0^- Il

?;« {^"-^tÏ
pu

dl a {-pu — e.y){vu — e^

(^^ u

pu ^3._[^"-K"^+t)]

}3 « — t'j

Pi

'3 —

„

p U — e,

Développons les deux membres des équations (^) suivant

les puissances de u\ l'identification des termes constants

donnera

(8)

W
"2

\ e. e.j, -h es~ e

2pi Oi

tOi
Pour calculer les constantes J3— ? pii^)2-\ )> qui fîgu

rent dans les formules précédentes, ajoutons ces trois der-

nières; nous obtiendrons cette première relation

2p- h 2p\ to. -4^1=

Posons, d'autre part, w= dans l'identité

[p{u-^-'ù^)~e^]{pu — e^) =

et extrayons la racine carrée, il vient

u]

pt-"'=-d^
Mais, dans le cas particulier où w, est réel etw^ purement

imaginaire, U, est réel; lorsque u varie de o à w,, pu est

également réel et varie de 4- 00 à ej ; donc p~ — e, est po-

J. - II. 33
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sitif. Il faut donc prendre

/ \ ^i ï / wA I

(9) ^^T^'^^-^UI' ^y''-^Y)'=^^~-TJi'

Calculons enfin r^,, tjo. A cet effet, changeons a en

u-h- 2iôi = u -\- 4(jjf dans la formule (5). Le premier membre
sera multiplié par e''^i^"+^i', le second par e-^i^i("+^i^e2.2r|,(;f+a),)^

L'identification donne

(lO)

L'équation

donne ensuite

(il) 7)2=

ni =Tji4- l^iWi.

^1^2— >^i2^ W]

2-irii Wg
e. w,.

476. Transformations de degré impair. Soit

La fonction jjz^ admet les 'périodes 2oj,, 2W2 et les pôles

o, ± -J -, ±: La décomposition en éléments su

pies donnera

a désignant la constante

V''" 2UL0J, \^«-l 2UL0J.

D'ailleurs, la formule d'addition donne

P "
2 |X(0

^

P'if — p'—
2 !J.(o,

<P " — P
/l



FONCTIONS ELLIPTIQUES. 5l5

En remarquant que les termes impairs en u doivent se dé-

truire dans la somme, on aura

/ 2 ;j.œ , \ -

n

'1 uo»
I

Za-m 4

Il /

4 / 2 'JLCO
,

2 uco

JmJ-m ^ ( 2iJ.a>i\- ' rL Zd 1 [XtU

Le premier terme est égal à

„ „ 2fxcoi r

/i 4 \

/ 2[xa)A

2 M-wA'

D^ /^ -I- TD

P'

2 fJ-to

,

„, ,p-«+P«P-^^ .. „ ,o

2 ULtO,

^Xl(^"

Substituant dans l'équation (12), nous obtiendrons l'ex-

pression de pw par une somme de fractions simples

(i4) pu—j)u-\-\ ^- h>
P " - P



5l6 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI.

Intégrons l'équation (isi); il viendra

(i5)
Ld-m \ n J

On n'a pas à ajouter de constante, la différence des deux

membres étant nulle pour w = o, puisque ^a est une fonc-

tion impaire.

Intégrons encore, nous aurons

logo'w =. logo";^ +

y logo'

loga'f a -\-
2[xa). aw

1

1 {JLW,

(i6)

a" // = e ^ a" Mn „+^y(„_^)
— C5'

, 2 [J.tO,

e ^ C>''^/^ n'«
/ 2 [J.0),

On en déduit, pour 0*1 i^, a'o?^, ^-iU-, les formules analogues

CJ'jj U :=z e ^ d^ u

(7)
n:

(^n\ u
2tX(0,

AZ

2 [Jl.03 , \

e - c'a u c"^-^ «n:[

2 uco.

2 ato,

P" — Pl -^ Hto,

Car, en divisant membre à membre par l'égalité (16), on

obtient des deux côtés des fonctions elliptiques aux périodes

4o), et 4^02-i ayant mêmes zéros, mêmes pôles, et même va-

leur principale — pour u = o. Elles sont donc égales.

On aura encore

(18) pu-~ea^^ — (P"-^a) JJ 2 |X(0,
I
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477. Changeons, dans la formule (i6), u en

W -H 2Wi = ;^ 4- 2 710),.

Le premier membre sera multiplié par

et le second par

L'identification donnera

(19) ^1=^1 +
(2(0

- W

,

'Kl
De 1 équation y)i Wo

—

'r\i — = — ? on tire ensuite

IIT.L 0), ;:'U,Y^ii[ .

(20) -ino
= h <2t02+ TlTji—^.

^ ' - 2Wi tO,

Gomme on a (04 = cOi -f- 2/?^co^, on obtiendra les valeurs

de 61, ^2, <?:} en posant ?^ = 03,, 0)0, t03 dans l'équation (12).

Tl vient

. (^t)

2 [i-dji

Développons les deux membres de l'équation (12) suivant

les puissances de u. L'identification des termes en lû- et a''

donnera
I - I I Y'"-^ „ 2[XWi

I - I 1 V^"-^ jv 2 [J.o>
1

Comme J3"w et ^^ a s'expriment rationnellement en
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pu^ ^27 ^'35 ces formules montrent que ^'2 et ^3 et l'invariant

absolu J sont racines d'équations modulaires.

478. Il est évident, d'après l'homogénéité, que l'équation

modulaire à laquelle J satisfait ne doit contenir ^2 et ^3 que

dans la combinaison J. Elle sera donc de la forme

F,,(J,j) = o.

Cette équation sera symétrique en J et J. Soient, en effet,

R = 2/?z, 03^ H- 2/??2W2 le réseau de périodes auquel corres-

pond l'invariant J; R = 2 /?z ,
— -[- im^to-y l'un des réseaux

' n ' '

transformés, J l'invariant correspondant. En divisant à son

tour la période coo par /?, on obtiendra un nouveau réseau

Jl = 2/;^, — 4- 2 m» —^? qui sera 1 un des transformes de R.

Son invariant J' sera donc lié à J par la relation

f,(j,jO---o.

Mais, d'autre part, Tinvariant absolu ne dépendant que du

rapport des périodes, on a J'= J. Donc l'équation

entraine celle-ci

F„(j,j) = o.

479. L'équation (18) fournit de nouvelles équations mo-
dulaires plus simples que les précédentes. Posons, en effet,

f^zzrwR, d'où

2 [Jl-CO

et remplaçons p

DU
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il viendra

(23)

Or on a (397)

2 ULW.

,P^-^a (p^-e,,

2 P

II

2 fXtOi

n

, 2 [JLWj

]

"3-^-=^!^)^''^^?^'

^^— ^a= :

2 0).

cp^Tc.^x=nz^^^) Cp*/lT(p«/iX

(le signe dépendant de Tordre circulaire des indices a, j^, y)-

Cette équation peut donc s'écrire ainsi

n
2 [J.W,

" n '

En la combinant avec ses homologues, et tenant compte

de l'identité
Kl _

ainsi que des relations

(397 et 455), on en déduit aisément

2 fJ-Wj

^^q/^"^ -m-ir'n/ J^

(25)
TaP'^"^

ar n
1 \ 2 uco.
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(^«) K-n^^nz
^

Les quantités

1 p^S ^i^^l
^ n

^^-nx

^ A'^'
~ ^*

\ "^y "ip^

sont donc rationnelles et symétriques par rapport aux quan-
2 0)

tués p—~, • ' ' •> pn
De semblables expressions sont racines d'équations modu-

laires; car, d'une part, elles peuvent s'exprimer rationnelle-

ment par p ; d autre part, elles restent inaltérées par le

changement de (o< en Xco,, X étant un entier quelconque pre-

mier à n. Soit, en effet, dzr^^ie reste positif ou négatif, mais
^ n , , . ,. .

<C. — » qu on obtient en divisant AtjL par n-^ on aura

et les nombres /y reproduisent, à l'ordre près, la suite i,

2, ..., m.

On doit toutefois remarquer que, les expressions de —^->^—y

'

^.^^
contenant les constantes e^^ ep, celles-ci iigureront con-

jointement avec ^o et ^3 dans les coefficients des équations

modulaires correspondantes.

i80. Nous allons montrer, d'après M. Kiepert, que, si n

est premier à 3, le produit

n'"
,, 2 fJ-O).
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est le cube d'une fonction ralionnellc et sjmétrique de

2(0, 2mo), 1, , ,.p

—

-, •••3 p — > d ou cette conséquence que

sont elles-mêmes des racines d'équations modulaires.

Nous partirons de l'expression

(28 t^.- -— =
20), ^ 0'-^ '-

\n J n

(remarquons en passant que, pour n^=^ i^ -j. =r i , elle se ré-

duirait à y^- )• On a évidemment

(29) t^^— —tr^—t^^, t^^i,, — {—i)'>'t^,

1 XfXWi

(3o) 1^ = . ^^^^
hu. A, 2ÎXW, n

' 3 — —
/l

Considérons le produit

nm
Son carré n'est pas altéré par le changement de a en ).ji.,

si 1 est premier à /?. Soit, en effet, dz r^ le plus petit reste

de la division de À|ji par n; on aura

d'où
^x^-^;.

car /'jx prend, à l'ordre près, la suite des valeurs i, 2,

Gela posé, l'équation (3o) donnera

m.

<-> in;îj=':.-=/-"=n,« /i
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LVlais tj>j est un poijnome entier en p Donc,

y2(X--i) gs^ i^acine d'une équation modulaire (si )v est pre-

mier à n).

Puisque nous supposons n impair et non divisible par 3,

nous pourrons prendre successivement )^ = 2, À= 3, et nous

en conclurons que y**, f^'^-, et par suite -

sont racines d'équations modulaires.

Cela posé, considérons l'équalion

p^ — pu
0-2 u 0-^ V

Posons
2 ULtOi 2|JLtJL).

U — -•-—
; V = -!- h h,

h étant infiniment petit. L'identification des valeurs princi-

pales donnera

^
/4

,
2 (xo), n tjj,

n ,,2 ULCO. ^2a

n
d'où

(33) n"'^''^^=n"'#=4^=(/^)-

En comparant cette expression à la formule (27), on voit

qu'on aura

(34) f^^/Z^.-^i^^.

a désignant une racine 24'"™*^ de l'unité.

Nous supposerons qu'on ait choisi pour 2to, une période

principale, et pour préciser davantage, la période de module

minimum. On aura dans ce cas a = i ; car, dans le cas par-

ticulier où to, est réel et CO2 purement imaginaire, cpt, cp/it
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sont réels et positifs; quant aux facteurs du produit y,

ils sont réels et ont le signe de (x)<

.

481. Supposons, pour plus de simplicité, n premier et

>> 3, et cherchons à former l'équation modulaire à laquelle

satisfait y-. Une première racine est donnée par la formule

r=7 7-

n — \ ,r,1ll.

Il \tS>^ I ^^H'Z

Les autres s'en déduiront en remplaçant —î- par d'autres

^lomes jg période propres choisis à volonté dans les n autres

groupes. Gomme n est premier à 24, on pourra prendre les

suivants (4-67)

48 A- (0, -h o,oj,—— (A- = o, j, . ..,/i — i).

On devra, en conséquence, substituer à 2co, la nouvelle pé-

riode
2C0j r-r: .\^kM^-{- 2 00,= 2C0i (24^- -h t),

et à 2(jl)o une nouvelle période 2 co', formant avec celle-ci un

couple primitif. On pourra prendre, par exemple,

Par là T se trouvera changé en

— 2 OJ,

48^Wi+2t02 24/x4-x

Les autres racines auront donc pour expression

Cp2«

Mais on a (448)
•Kl
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et, par suite,

TZl
I

e * V/2.4A-4-Tcp(24A- + T),
24 A + T

d'où

Or on a

^r^^

<?-^ = q''JJ ('-^'^')'

d'où
n ce

Cp(24A' 4- X) = (PT

2TCt

et, en posant pour abréger e " = £,

Les racines auront donc en fonction de w, et de q les

expressions suivantes ;

1 / ny-' n-"(i — (/'S")'

(35) '; . .„_. .J^^^/ '^ \"-'.-î. "Vit (t-?^i^r

'— V'^; ' '^ 117 r,r^^

482. Il est maintenant aisé de former l'équation modu-

laire

(36) ci>(/^)=/^«-^2+ A,/^- + ...4-A,^.i= o,

dont y-, y| sont les racines. Nous savons que ses coefficients

sont rationnels en g2, gs- Mais ils sont entiers; car, en sup-
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posant qu'on ait choisi pour ato, la période de module mini-

mum (un changement de périodes fondamentales ne ferait

que permuter les racines), q a un module au plus égal à

— i. /"

e '
, et les racines seront toujours finies. Les coefficients

A,, . . . , A;i resteront donc finis, quels que soient ^o et g^ ;

ce seront donc des polynômes entiers.

En outre, si nous supposons A infiniment petit du pre-

mier ordre, la relation

^-^(o^r'/^n^'-?^^)"

montre que q sera infiniment petit d'ordre \ ; f- sera fini et

les autres racines fi seront infiniment petites d'ordre

Le coefficient A;- est une somme de produits de /• racines
;

dans chacun d'eux/- — i racines au moins sont infiniment

petites d'ordre — Donc A^ est d'ordre -('r— i) au^
1 2 /^ \iii '

moins. Il contiendra donc A^ en facteur, a étant l'entier

égal ou immédiatement supérieur à ce nombre. On aura,

par suite,

A,rr:A^B,,

B^ étant un polynôme entier en g^y^ g-^-, satisfaisant à la con-

dition d'homogénéité. Or, les racines /-, f\ ont, par rap-

port à (1),, t02 le poids i — /? ; A, j^o, g^ ont respectivement

les poids — 12, — 4i — 6. Le polynôme B;^ aura donc pour

poids
/•(i — /i) -h i2«r.

Si ce nombre est positif, la formation du polynôme B^ sera

impossible, puisque g^^ g^i ont des poids négatifs; A^- sera

donc identiquement nul. Dans le cas contraire, l'homogé-

néité permettra d'écrire la partie littérale deB^. Il ne restera

ainsi à déterminer qu'un nombre restreint de coefficients

numériques. Pour les obtenir, on substituera dans l'équa-

tion les développements de «o, ^a, A et des racines/-, f'j.
et
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l'on égalera à zéro les coefficients des puissances successives

de q.

483. Les quantités

(« — l)Hi

/ A
sont proportionnelles aux produits

cp/ZT, cp

«ff5[J--f-l)î

Il existe entre ces expressions des relations linéaires re-

marquables, que nous allons établir.

On a (396)

oc ao

JJ (i - ry^E^) = ^ (- i)Hvy3l^^+^

1 —00

d'où

cpTr=^^2 X (_i)[x^3{;/^+H.=: ^ (— l)E^^ ^^ ^

00

— oo

•— M

Posons, dans cette dernière équation, /r = o,t, , , ., /z — i

et ajoutons les résultats. La somme

sera égale à ^ ou à zéro, suivant que 6 u. + i sera ou non

divisible par n. D'ailleurs n étant, par hypothèse, premier

impair et différent de 3, sera de la forme 6a + i ou 6a— i

.

Dans le premier cas, pour que 6 a + i soit divisible par /î.
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il faut poser ^:=: a-\- n ij.', d'où

6[x-f-i = /i(6iJ.'4-

et, par suite,

(37) \ cp ^^^ --=\ (-O^^^t^'/ll '' =:(-l)«/icp/iT.

—

«

^

Si /i = 6a — ï , il faudra poser

[jt, =— a — /i[j.', d'où 6[xH-i:=— /i(6[x'+i),

et l'on arrivera à la même conclusion.

Soit enfin s l'un que]

dratiques de ii\ on aura

Soit enfin s l'un quelconque des —;— non résidus qua-

(38) \ £-/'-.^o:i=^--^— = \ (— i)!^£'^i<^^-+i>'-^i^ ^"-'^ ==0,

— <»

car, quel que soit |jl, l'exposant

(6[X-hl)2— 5

ne sera jamais multiple de n.

484. Les cubes des fonctions -^/it, cp — • sont liés

par des relations analogues. Elles se déduisent du dévelop-

pement

o3t= — O'(o)=y (-T)!^(2li.-hl)^^^'^^^ ,

' 271 ^^

d'où

°°
1 /'•2'X-4-1 ' '

/i ^ ^
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Formons la somme \ cp^ ^ • Les lermes où 2 [i. -f- i

n'est pas divisible par n se détruisent. Les autres s'obtien-

nent en posant

d^où

n — \
,

|j.
= 1- /i [x'

2(X+I=:./.(2(X'+I), (-l)!^r=(-T) 2
^^'

Leur somme sera donc

Don

(89) y cp3^ii±J! =(_i) -^

,1'fn'^.

On trouvera de même, s désignant un non-résidu quadra-

tique de n^

(4o) \j,-^->ou.,..''A^L±l
ri

car, quel que soit [j., l'exposant

3/c[(2l..+ l)2-.ç]

ne sera jamais divisible par n.

48o. On sait que les fonctions symétriques des quantités

n

—

-j •••? p doivent s exprimer rationnellement en
<^ /^ " /i

^

y^, ^2? ^'3- Pour réaliser ce calcul, on peut recourir aux con-

sidérations suivantes :

Les deux fonctions '(^{u^ w,, toa) et ^{v, t), liées par la re-

lation

1 _ 1 'Oi"-
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satisfont respectivement aux équations auK dérivées par-

tielles

lesquelles sont les conséquences l'une de l'autre (433). Or

la fonction ô((; y//i, /it) satisfait évidemment encore à l'équa-

tion (42). L'équation (/\i) admettra donc la solution

, _ 1 _ 1 !L.jf!

F(«, wi, a)2) = V9^^ *^^^i ^e'^"^^ ^(ç^n, nz).

Mais on a

, -^,co, 1=V/^I"^(^^^ %^"'0(^v^^,/^I),

On a d'ailleurs r,, = 7,, + ^^ (^"7).

La solution précédente pourra donc se mettre sous I;

forme
1

/-\ 8 fini _

Cette expression satisfait à l'équation

Si donc nous changeons u en «/y//i, la fonction

^ = F(« y/Ai, w,, W2) = v^'M 7 )
c '^ :ia

satisfera à l'équation transformée

n 1 - <^ ^

Cette équation est semblable à celle à laquelle satisfait

dnii^ sauf le remplacement de n^ en ii.

J. - II. 34
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Nous avons déduit de cette dernière (43i et 435) une

équation aux dérivées partielles pour l'expression

considérée comme fonction de pu, g^-, gz- Par le même
calcul (sauf le changement de n- en /i), nous trouverons

oc
que = z satisfait à l'équation

1 , d:
I rr i

n(n — i)p3.

(43) / =(4p^-o-U'-o-3)

dg,. 3-*^è3

[(6_4«)p-i^..]J

semblable à l'équation (17) du n*" 435, sauf le changement

de n'^ en n.

Comme A est indépendant de u, et satisfait à la rela-

tion DA=:o, la quantité

T -^ f1Ye~"^^n

satisfera à cette même équation.

Or on a [formules (34) et (16)]

A
'
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L'équation ci-dessus fourait une formule récurrente pour

déterminer les autres. Substituons, en effet, ce polynôme

dans l'équation et égalons à zéro les termes en pV-. On aura

""^»^'<j„^;-3-^ïï

(44) }
— [^(f^ ~ (i-^

— 2) -t- (6 — 4/z) ([X — i) + /ï(/i _i)] A,j_j

«F/ X 3 — 4^ / n1 i— |([j.-f-i)[xH g— ([^ + k2 A.5X+1

— ^3(1^+2) ([J.-Hl)Aj,+2.

Supposons qu'on ait déterminé les expressions des coef-

ficients jusqu'à A(j._^, inclusivement en fonction rationnelle

de g2, g-i, /. Soit K^=z cpa(^"2, g-i, /). On aura

^Ag _ ^cp ^cp o|/ ^Ajj, _ d^ do âf

D'ailleurs -r^—-, -—- s'obtiendront en dérivant l'équation
agi àg.^ ^

modulaire.

La formule (44) donnera donc Aij^^o aii moyen des coeffi-

cients précédents.

Connaissant ainsi les coefficients de l'équalion qui a pour

racmes p , •••, p , on obtiendra par des formules

connues l'expression d'une fonction symétrique quelconque.

486. Multiplication complexe. — On a vu que, si m est

entier, pmu s'exprime rationnellement en pu. Cherchons

avec Abel sous quelles conditions cette propriété peut sub-

sister pour d'autres valeurs de m.
Puisque pmu est, par hypothèse, rationnel en pu, il

admet les périodes 20)1, 2102; mais ses périodes fondamen-

tales sont évidemment —^, —- : on aura doncm m

2 Wi= î =
, 2 t02=m m



532 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VI.

OU

a, h, c, d étant des entiers.

Ces équations sont satisfaites, quels que soient (i)<, (O2, si

l'on pose m:= a =^ d^ b = c = o; mais alors m est entier :

c'est le cas de la multi})lication ordinaire.

Si m n'est pas entier, son élimination donnera entre les

périodes la relation

W2 ^Wj + doi^

ou

0)1 a(ii^-\- 6CO2

biol-{- {a — d)oiiLù^— ccojmo

ou enfin

(45) b-^^ {a — d)-: — c = o.

Cette équation doit avoir ses racines imaginaires, et t

représentera celle dont la partie imaginaire est positive.

Quant au multiplicateur

m =. a -\- b x

,

ce sera aussi une quantité complexe.

Si les relations précédentes sont satisfaites, pmu étant

une fonction paire, qui admet les périodes 2w^ et 20)2, sera

bien rationnel en pu] nous dirons, en conséquence, que pu
admet une multiplication complexe. Nous venons de voir

que cela ne peut avoir lieu que si t est racine d'une équation

du second degré, à coefficients entiers et à racines imagi-

naires.

487. Supposons réciproquement que t satisfasse à une

équation de ce genre. Gomiue on peut multiplier ou diviser

tous les coefficients par un même entier positif ou négatif,

cette équation pourra se mettre sous la forme

(46) At-h-2Bx-i-G = o,

A, G étant positifs, et A, B, G premiers entre eux. Le discri-
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minant
D =r \C — B^

sera positif.

Nous distinguerons deux, sortes d'équations (46) suivant

que A, 2B, G ont pour plus grand commun diviseur i ou 2.

Dans ce second cas, A, G seront pairs, B impair, et D de la

forme 4^ — i

.

Pour déterminer les multiplications complexes dont pu
est susceptible, il nous faut identifier l'équation (4^) avec

(45), ce qui donnera

b^=Aœj a — <^=:2B^, c ==— C.r.

Nous joindrons à ces relations la suivante

a -f- <i= 2/,

et nous en tirerons

a=y + B^, b=zA.T, c z=z— G^, ^= .X
— B^;

et le déterminant ad— bc, que nous désignerons par n, sera

donné par la formule

Enfin

— B-hl\/D.^—
X
—

'

m^= a -{- bzz^y -\- ix \/D.

Si l'équation (46) est de la première sorte, il faudra, pour

que a, b, c, d soient entiers, que ^, y le soient. Si elle est

de la seconde sorte, A, 2B, G admettant 2 comme diviseur

commun, ^, y pourront contenir 2 en dénominateur; posant

donc œ = — ? y = ^— , on aura

B.^'
b

—_?- d — y- ^"^'

2 2
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et a, &, c, d seront entiers, si ^', y' sont entiers et de même
parité.

La fonction ^pu considérée admet donc une infinité de

multiplicateurs complexes m, qu'on obtiendra en faisant

varier dans ces formules les entiers x^ y (ou x\ y'). Nous

pouvons toutefois nous borner à donner à ces deux indéter-

minées des valeurs premières entre elles ; car, si l'on chan-

geait X, y en rx^ ry^ m serait changé en rm^ et la relation

entre pu et prmu se déduirait de la combinaison de celle

qui Jie jdm, pmu avec celle que donne la multiplication

ordinaire et qui lie pmu avec pnnu.
Supposons donc x^ y (ou x\ y') premiers entre eux;

a, 6, c, d auront évidemment l'unité pour plus grand com-

mun diviseur.

488. On voit, par cette analyse, que toute équation

At^H- 2BT-h C = o

ou

(47) Aw| H- 2BwiC02-h Gw^ = o, où D > o,

caractérise une fonction pu admettant des multiplicateurs

complexes. Mais cette même fonction pu correspond à une

infinité d'équations de ce genre. En effet, pu ne change pas

si l'on remplace W|, too par un autre système de demi-

périodes fondamentales co'^ , w'^. Soient

Wj =rz aw'j -h /Sw'^

,

CO2= yw
j
4- ow^ ( ao — S^ ) =^ 1

les équations qui lient ces deux systèmes de périodes. L'é-

quation (47) sera transformée en

(48) A'w'2 + 2B'co; w;-i-G'co'j^=ro,

où
/ A'i=Aa2 -f-aBaY + GY^,

(49) B'=:AajB+B(a3 + Py) + Cy5,

( G'= A82-h2BpS4-G82.

Nous considérerons comme équivalentes et nous rangerons
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dans la même classe toutes les équations qui peuvent ainsi se

déduire de l'une d'elles, et qui répondent à une même fonc-

tion pu.

Toutes ces équations ont le même discriminant, car on a

D'=r A'C- B'2zzr ( AG — B2) (a3 — [i^y—D.

En outre, elles sont de la même sorte ; car les formules (49)

montrent que le plus grand commun diviseur de A, B, G di-

vise celui de A', B', G', et que celui de A, 2B, G divise celui

de A', 2B', G'; et la réciproque est vraie, car on peut revenir

de l'équation (48) à Téquation (47) parla substitution in-

verse

On sait, par la théorie des formes quadratiques, que les

équations d'un même discriminant D et de même sorte ne

formXint qu'un nombre fini de classes. Nous allons retrouver

ce résultat en cherchant l'expression des fonctions pu k

multiplication complexe, qui correspondent à ce discrimi-

nant D.

489. Toutes ces fonctions admettent les mêmes multipli-

cateurs, donnés (487) par les formules

y -4- iJ^ yi-> ou ^
^

1

Soit m un de ces multiplicateurs, choisi à volonté (il con-

viendra dans le calcul effectif de choisir le plus simple, cor-

respondant à ^ ^ I
, y = o, ou à x'^=y'=^ 1). On aura

/7l Wj m: «Wl -f- ^W.,, /?lt02^= CW^ -|- C^Wo,

a, 6, c, d étant des entiers encore inconnus, car nous ne

supposons pas donnés les coefficients A, B, G, mais seule-

ment le discriminant D.

Posons
w,
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les équations précédentes deviennent

Remplaçons to,, co., d'une part, et Q,, O2 d'autre part, par
d'autres demi-périodes équivalentes io\, to!, et Q' , 0',. Nous
pourrons, par un choix convenable de ces nouvelles pé-
riodes, (474) réduire la relation entre les périodes à la forme
plus simple

w'j = n Q'.
,

00', r=r 0'^
.

Cela posé, pmu admet pour périodes primitives 2Q,, 2Q2,
ou leurs équivalentes qO'^, 2Ù[,. Elle admet donc les périodes

'Aiù\, 2iù'., qui sont des périodes primitives pour J3W. Ses pôles

. > ' • j > 1 • 2w' ^(n — i)w',
sont, a ces périodes près, les points o, —~, - • -, — —-.

La décomposition en éléments simples donnera donc

(30) ,.„.,„^j';-[,(„^£j^)_,^jip;].

Identifions les développements des deux membres, suivant

les puissances de u, en remarquant que pmu^ ayant pour

, . , 2 03| 2a),
1 1,1 , ,. , 1périodes — ?

—-, aura, en vertu de 1 nomoereneite, les in-

variants m'' g2, m^ gi ;
il viendra

(5i)

—
(
m* — I ) -2= - > P - -

Prenons une de ces deux équations. Nous savons que la

somme du second membre est liée à ^25 g'^ par une équation

algébrique. Substituant dans celle-ci la valeur obtenue ci-

dessus pour cette somme, nous obtiendrons une équation

algébrique entre g2 et g-;^. Cette équation, en vertu de l'ho-

mogénéité, déterminera J.

Tl n'existe donc qu'un nombre limité d'invariants absolus J

correspondant aux multiplications complexes de discrimi-
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nantD et d'une sorte donnée. Ils sont racines d'une équation

algébrique, à coefficients entiers, dont le degré sera le

nombre des classes d'équations quadratiques du discriminant

et de la sorte donnés.

La connaissance de ces invariants déterminera, à un fac-

teur d'homogénéité près, les fonctions pu correspondantes.

490. Les deux cas les plus simples de la multiplication

complexe sont ceux où l'équation en t se réduit à

T^ 4-1 = (D = i)

ou à

2T^+2T-i-2 = o (D = 3, deuxième sorte).

Nous avons déjà signalé l'intérêt de ces cas particuliers
;

on a dans le premier J = o, et dans le second J = i

.

49L Soient pu et pu deux fonctions elliptiques dont les

périodes soient liées par les relations

lOi = acoj -f- 60)2

,

(x>.2zzi c(x>i-\- doi2 {(^d — bc-=in).

Leurs invariants J et J sont liés par une équation modu-

laire

F„(J,J) = 0,

et les diverses valeurs de J fournies par cette équation cor-

respondent aux diverses manières de déterminer a, b^ c, d^

sous la condition ad— bc =^ n.

Pour que J soit égal à J, il faut et il suffît qu'on ait

d'où
"'

rilIVERSITy»

C02 _
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et la fonction pu devra être l'une de celles qui admettent

une multiplication complexe. De plus, D désignant le discri-

minant correspondant, on aura

/i = ^2_|_Dr2 ou 4'^ = -^'^4- D/'-.

L'équation

F„(J, J)=o •

se décomposera donc en facteurs rationnels, donnant respec-

tivement les invariants J qui correspondent :

i*' Aux multiplications complexes de la première sorte,

pour les discriminants D qui satisfont à la relation

oCj y étant des entiers premiers entre eux;

'1^ Aux multiplications complexes de Ja seconde sorte,

pour les discriminants D qui satisfont à la relation

x\ y étant impairs et premiers entre eux.

X. — Intégration des différentielles abéliennes de genre 1.

492. Considérons la différentielle abélienne

R{j^,y)d,r,

R désignant une fonction rationnelle et y étant lié à x par

une équation algébrique

Si l'on effectue une transformation birationnelle

^ — cp(x-', j'), y -o,{.v', y').

l'équation /= o sera changée en une équation analogue

/(», o,)=.-/,(^',.r') = o.

R{x,y) deviendra une fonction rationnelle de x',y; enfin
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dx s'exprimera au moyen de x'
, y', dx' au moyen des rela-

tions

d^ =. |2, d.x' +p-,dy, o = ^A dx' + fi df.
dx' ây' -^ dx' ôy' -^

La différentielle proposée est donc transformée en une

autre, R< {x'
^
y') dx' , oh la relation entre les variables sera

f,{x',y') = o,

S'if(x,y)^ o représente une courbe de genre i , la trans-

formation pourra être choisie (t. I, n'' 596) de telle sorte que

la courbe transformée soit du troisième ordre.

On peut encore simplifier cette dernière équation par une

suite de transformations homographiques. Par une première

transformation, qui rejette à l'infini un des points d'in-

flexion, on la réduira à la forme

{ax -\- by)'-^-^ Po— o,

P2 étant du second degré. Un autre changement d'axe la ré-

duira à

a.3:^M-P,= o.

Le polynôme Po contient un terme en y-, car autrement la

courbe serait unicursale. En changeant jr en y -{-\x -^ [j.,

on fera disparaître les termes du premier degré en y] l'é-

quation prendra la forme

y^= Kœ^^ \^
x'' -\- Cx -^ \}

.

Enfin, changeant ^ en a.x -\- (^, on pourra réduire A à 4? B
à o; appelant — g2 et — g^ les deux autres coefficients,

nous aurons l'équation définitive

Soit J3M la fonction elliptique construite avec les inva-

riants g2, g-i\ cette équation équivaudra aux deux suivantes

x — pii, y = p'«.

Donc, les coordonnées de toute courbe de genre i
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peuvent s'exprimer par des fonctions elliptiques d^ un

même paramètre.

493. Prenons ce paramètre u pour variable indépendante,

la différentielle V\.{^x^y)dx se changera en

R(p^^ p' a)p' u du.

Pour l'intégrer, décomposons la fonction Kp' u en élé-

ments simples. Le développement sera de la forme

2 [Xo^.i^i — «) 4- Ai^^(w — a) + A^l'iu — a) -f-. . .] -h G,

avec la condition SAq=o.
L'intégrale sera

S[Aologa'(w— a) 4- AiC(w— <^) — A2p(f/. — «)—...] -i-Cu-^C'.

Eliminons les quantités "Ç^u — a) par la formule

y/ N y y l p^ U — p'

a

2 pu — pa

et posons, pour abréger, SA| = B. L'intégrale deviendra

(i) 5:Aolog3'(if — a) -h B^w + G« + J;«,

'lu désignant une somme de termes doublement pério-

diques.

494. Cherchons à quelles conditions cette intégrale sera

une fonction algébrique de x.

Il est nécessaire qu'elle n'ait qu'un nombre limité de va-

leurs pour chaque valeur de x:=pu^ et a fortiori pour

chaque valeur de u. Or, pour une même valeur de w, cha-

cun des logarithmes \o^<i{u — a) a une infinité de valeurs.

Il faut donc c{ue tous les coefficients Aq soient nuls.

Cette première condition remplie, l'intégrale sera uni-

forme en u. Mais il faut de plus que, pour tous les systèmes

de valeurs de la forme m + 2 /n< to, H- 2 W2 W2, qui n'altèrent

pas pu^ le nombre de ces valeurs soit limité.
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Or, le changement de u en z^ + 2mi to, + 2 Wo ^2 aug-

mente la valeur de l'intégrale de

(2BTI1 + 2Cwi)/;ii -f- (2Brj2+ 2Ct02)m2,

expression qui prendrait une infinité de valeurs, si l'on n'a-

vait pas
2BT(j -h 2Ga)j=l O, 2 B 7)2 4- 2 C 0)2= O.

Gomme le déterminant '/iiWo
—

'^2^1 est égal à — ? on en

conclut ces nouvelles conditions

B=:o, Cr=o.

Réciproquement, si les conditions trouvées ci-dessus sont

remplies, l'intégrale sera doublement périodique; elle s'ex-

primera donc rationnellement au moyen de pw = ^ et de

p' u = V, et sera algébrique en x.

495. Cherchons encore à quelles conditions les termes

non elliptiques

(2) I.^Q\og:^{u — a)-hB':u-hCu

peuvent représenter le logarithme d'une fonction algébrique

de X.

Il sera nécessaire que cette expression n^admette, aux mul-

tiples près de 2Tri, qu'un nombre limité de valeurs pour

chaque valeur de x, et a fortiori pour chaque valeur de u.

Or, pour une même valeur de ^^, Aq logc^{u — a) a une infi-

nité de valeurs, différant de multiples de Ao27t/. Il faut donc

tout d'abord que les coefficients Aq soient rationnels.

Supposons qu'il en soit ainsi. Soit [ji le plus petit mul-

tiple de leurs dénominateurs. L'expression (2) sera égale à

- logF, F désignant la fonction uniforme

laquelle ne devra prendre qu'un nombre limité de valeurs

quand on change u en. u -\- 2/?z,to, + 2/^20^0. Or ce chan-
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gement la reproduit au sigue près, multipliée par une expo-

nentielle, dont l'exposant est

p.B ( 2 m 1 Tj 1 -f- 2 7722 102) 4- ÎJ-G(2 WitOjH- 2 ni^(jdç>)

H- (2/??^'n^ 4- 2m2ri2) 2 Ao[jl (^^ — a + mjtoi H- ^2^2).

En remarquant que SAq est nul, cet exposant se réduit à

[2ir]i(B — 2Ao«)-}- 2ûL)iG]|j.mi

-H [2ri2(B — I^Aqu) h- 2W2C] [j-mg,

et, pour que l'exponentielle ait uq nombre limité de valeurs,

il faut et il suffit que les multiplicateurs de ^nii, p.m2 soient

commensurables à arc/. On aura donc les conditions sui-

vantes :

2 Tj
1 ( B S Aq <2 ) H- 2 lOi G = /i 2 71 /,

2 Tj2 ( B — s Ao a ) 4- 2 (1)2 G r= ^"2 2 TT /,

/i, y*2 étant rationnels, ou en résolvant, et remarquant que

7), W2 — r,o w, = — j

2

j
B — 2:Aoarrr~/,2Wi + /l2W2,

(G = /2 2-/]i— /i 2rj2.

Réciproquement, supposons ces conditions satisfaites;

soit V le plus petit multiple des dénominateurs de/i,/^; on

aura

- logF=: -logF^

F^ étant doublement périodique et pouvant, par conséquent,

s'exprimer rationnellement en jdm et p' u.

496. Les différentielles elliptiques

où X est un polynôme du quatrième degré

X = <2o
-^'^ H- 4 <^i

<^^ -+- 6 (^2 -^^ 4- 4 «3 «27 -h «4 j
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rentrent dans la classe considérée ci-dessus, car la courbe

est de genre i.

La représentation simultanée de :r et dej^^ y/X par des

fonctions elliptiques d'un même paramètre peut se réaliser

comme il suit.

Nous pouvons écrire

z étant égal à i et n'étant introduit que pour l'homogénéité.

Ce polynôme homogène admet les deux invariants

I3 zzz a^a^^a,^ — ^aya.^a-i — a\ — «0^3 — <^\ <^4-

Posons X =^ t ^ :? ; X se changera en un polynôme sans

second terme

T == r^o ( r- 4- 6 y., C- z- + \ x.^ tz^ -{- y.^z''),

et les invariants restent inaltérés; on aura donc

«^(a.a, — a^— a^)— I3,

ce qu'on peut d'ailleurs vérifier par un calcul direct. Remet-

tant l'unité à la place de z, on aura

T = «0 (
/* -h 6 a^ ^2 4- 4 ag ^ -H a^

)

et

r^-T = o.

Nous allons montrer qu'on peut identifier cette dernière

équation avec celle qui lie les deux fonctions elliptiques

. I p' a — p^^ ^ , .^ ,

—

•^
2 pu — pi^ ^ ^"^ *^ /j y "'

en déterminant convenablement la constante v et les inva-

riants g2 et ^3-
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En effet, on a identiquement

et la formule d'addition donne, d'autre part,

p{u-\-^^)-hpu-hp^-^j(^'''~^'''Y=P
ou

{pu — pç)^[p{u-\-i>) — pç]—f^ — 3pv.

On en conclut

J=(/^-3pi')^-4(p«-p<')[p(« + <')-p^]-

Cela posé, la fonction ,
•

'r~(^pil — pç)[p{u^ç) — pç]

admet les mêmes pôles o et — ç que la fonction /; ces

pôles sont simples dans toutes deux, et pour u infiniment

petit, on a

I 3=
(^^

- p r H- . . .

j
(^up'ç ^!LpU^^...j

Donc

est nul, car cette fonction elliptique, ajant perdu l'un des

deux pôles o et — v, est une constante; de plus, elle s'an-

nule pour u = o.

On aura donc
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OU, en remplaçant yl' v par sa valeur en pc,

o'^a.if- 6/2p.' -h 4/jVi' + .^-.- 3p-^^).

Pour identifier les coefficients de ce polynôme avec ceux

de T, il faudra poser

p^;—— a^, p'r = a3, ^2— 3p-t^ = a„

d'où

"0

tf(J

Enfin, pi^ se déterminera par la relation

Celle-ci a, aux périodes près, deux solutions, auxquelles

correspondent des valeurs égales et opposées de pV. Il faut

choisir celle pour laquelle p\' ^ + a^.

Les constantes g2, ^3, t^ étant ainsi calculées, on satisfera

identiquement à l'équation j- = X en posant

^. = _ ^ _i_
1 v' '^ — p'^\

\
y^\JX=z±sJâ,{pii- p{u -\- (')],

le double signe pouvant être fixé arbitrairement.

Enfin, d'après une formule précédemment trouvée (352),

On a obtenu ainsi tous les éléments nécessaires pour la trans-

formation de la difi'érentielle.

497. La fonction P ^^ ~ «P ^
étant du second ordre, à chaque

pa — p^'

valeur de x correspondent (aux périodes près) deux valeurs

de u. Leur somme est égale à celle des pôles, qui est — r;

J. — II. 3:)
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les valeurs correspondantes de y sont égales et contraires,

car le changement de u en — a — <^ change le signe de

pu — J3(m + v). A chaque point {x^ y) de la courbe jk-= X
répond donc une seule valeur du paramètre u.

La fonction y s'annule pour les valeurs de u qui satisfont

à la relation

« 4- ('= — « 4- période

ou
V

U^=i h niiUii -+- 7722 W2.

Les valeurs correspondantes de x sont les racines de l'équa-

tion X = o. Il suffira, pour les avoir, de donner à chacun

des entiers m,, m^ les valeurs o et i.15

Nous obtenons ainsi une résolution de l'équation du qua-

trième degré par les fonctions elliptiques.

498. Équation différentielle d^Euler. — Appliquons

les formules précédentes à la transformation de la différen-

tielle

dx _^ dx

Elle se réduira à

du

le signe dz restant à notre disposition.

Soient donc x^ x^ deux variables, liées par l'équation dif-

férentielle

dx dxy

X, étant un polynôme formé avec Xx comme X l'est avec x.

En posant
«1 I p' u — p' V
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nous pourrons réduire celle équalion à la forme

du du
1

V/«o \/«o

d'où
(

U^zzi u H- c,

c désignant une constante. On aura donc

œ — '^{u), x^ — ^\{u-\-c).

Ces deux fonctions elliptiques, d'ordre 2 et aux mêmes
périodes, sont liées par une équalion algébrique du second

degré par rapport à chacune d'elles. Soit

celte équalion. Elle sera évidemment symétrique par rap-

port k X et ^<, et sera équivalente à l'équation différen-

tielle, sur laquelle on retombera en éliminant c entre F =^ o

et sa dérivée.

499. Cette équalion F peut être formée comme il suit :

Soit t une variable auxiliaire, liée à x par une équation

algébrique du second degré par rapport à chaque variable.

En ordonnant successivement par rapport à chacune d'elles,

on pourra l'écrire ainsi

G — 9 (^, ^) 1= A r- + 2 B ^ H- C = M ^'^ 4- 2 N.r + 1*.

On en déduit

0= - ~dx^ - ^dl — mœ-^^)dx^(h.t-{-^)dt
1 dx 2 dt

ou, en substituant pour ^ et / leurs valeurs

N ± v/i\'^— MP B dt v/B^— AC
M A

± v^N--^— MP dx ± v/^^ — AC dt = o,
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et enfin

dx
,

dt

V/B2— AG v/N'— MP

Soient .r, la seconde racine de l'équation cp(^, ^) i= o, et

soient A,, B,, G, ce que deviennent les polynômes A, B, G
quand on j change x en ^<; on aura de même

dx^
,

dt

v/B?-AiG.i v/N^-MP

'on aura donc, en choisissant des déterminations convenables

pour les deux radicaux \/B- — AG, y/B^ — Ai G,

,

dx dxy

^

^
V/B^--AG ~ y/Ëy^A^r

D'autre part, en éliminant t entre les deux équations

Ar-4-2B^4-G = o, Ai^2_^2Bi^4-Ci=rO,

on obtiendra entre x et x^ l'équation

(8) f
-""^--^^^^y=^(B--AC)(B^-A.C.).

Or A, B, G sont des polynômes en x du second degré. Si

nous les déterminons de telle sorte que B- —^ AG soit iden-

tique à X, l'équation différentielle (7) se confondra avec la

proposée (6), et l'équation (8) représentera la relation algé-

brique entre x et X\ [après suppression du facteur (^ — ^,)-

<fue nous mettrons tout à l'heure en évidence].

On pourra prendre pour B un polynôme arbitraire du

second degré, pour A un des diviseurs quadratiques de

B- — X (lequel ne sera déterminé qu'à un facteur constant

, ^ /- 1 . B-2 — X ^, , .

près); et pour G le quotient r Gette solution com-

porte en apparence quatre constantes arbitraires; mais il est

aisé de voir que l'équation (8) ne dépendra, en réalité, que

d'une seule combinaison de ces constantes.
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T. rr 1 I
>^

2BB,-AC,-CA,
Ln eiiet, le polynôme sjmetriqne en

x^ x^ sera de la forme

a.22 X^x\ -h ?>a2i(^-:ri + xx\)

H- a2o(^^-4- ^?) + 4^11 xx^ + 2a,o(^H- x^) + aoo-

Mais, de plus, pour x^ = ^, il se réduit identiquement à

d'oll les relations

'j.^j^-zzi a^^, a2j=:<7,, 2 aao -4- 4^-11= 6(^2, i^^-ma-^, i^^~ a,_^.

Joignons-j celle-ci

jj. étant une nouvelle inconnue. Tous les coefficients a pour-

ront s'exprimer au moyen de cette seule indéterminée, et l'on

aura

2BB,-A,G — ACi

W désignant le polynôme

( ^ ^1^ aQx'^-x\-^ ia^{x'*' x,-\- xx\)

i -h a2{x^-\- xl) ^ [[a^xxi-\- 2a;^{x -^ Xi) -h cf:^.

J^a relation entre x et X\ sera donc

(10) [W-2i.{x-x,YY=.XX,

ou
W^—XXi—^llx{x — XiY'W 4- 4[x-^(^- — jr,)'' t= o.

500. Il reste à y mettre en évidence le facteur {x — Xi)-

Posons, à cet effet,

M =r. ŒqX'^ -+- 2 ^1 .T H- a.,,

N =: (^1 JT- H- 2 «2 •^" H- <^h 5

P = a^X'-l- ia.^x -+- <74,
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€t soient Mi, N<, V^ les polynômes analogues en Xi. Nous
aurons

X :=M ^2_4_2N ^ 4-P,

Xi= Ml ^2 _^ 2 Ni ^i 4- Pi ;

d'où

W2_XXi=z (M^2_^2N^l+P)(Mi^2_^2Nl'^ +Pi)
— (M^2_^2N^ -hP)(Mi^?+2Ni^i-hPi)

= (j; — ^i)[ 2(NMi — NiM)^:^!

+ (PMi — PiM)(^-4-^i)

+ 2(PNi-PiN)].

Or les déterminants NM,— NiM, PM,— P^M, PiN,—P^N
sont évidemment encore divisibles par œ — ^i ; les quotients

peuvent se calculer sans difficulté, et la relation entre ^, Xf,

débarrassée du facteur étranger (x — ^i)^, prendra la forme

définitive

(il) n — 4[i.iF + 4(A2(^_^i)2— o,

n désignant le poljnôme

/ n =; 4(<^0<^2 ^î ) ^^-^l -\- 4(<^0 <^3 ^1 <^2) (^+ ^i)^^i

(l2) < 4- («0 «4— «2) (-^ + -^1)^+ ^('^1*^3— «^D-^^l

( H- 4(«1 <^4— «2<^3) (-^ + ^1) + 4(<^2«4— <^3)-

501. L'équation (10), résolue par rapport à la constante [Ji,

donnera cette relation sous la forme irrationnelle

(,3)
wi^x^x;,..
2{œ — ^i)'^

Il reste à fixer le double signe. Nous allons établir que le

signe — doit être rejeté.

Supposons, en effet, que x, x,,^ partant d'une même va-

leur initiale a^ varient de manière à conserver une valeur
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constante à la fonction

F — ^^ — V^^V^^ _ i
n

^

les radicaux y/X, y/X, ayant d'ailleurs la même détermina-

nation initiale.

On aura

-r— dx -f- -^i
— dx* = o.

ox dxi

Cette équation sera applicable à l'origine, car en ce point F

et ses dérivées partielles sont finies. D'ailleurs F est symé-

,
. (?F ^F

trique en x et Xi] on aura donc en ce point — = -7-7^ et,

par suite, dx = — dx^ . L'équation différentielle

dx dxi

donnerait, au contraire, dx = dXi.

L'équation différentielle

dx dx^

entraîne donc la suivante

——^

—

\- — const.,
2{x — Xi y

où les radicaux y/X, y/X, ont la même détermination que

dans l'équation différentielle.

502. Polygones de Poncelet. — Soit C une conique; les

coordonnées de ses points pourront s'exprimer rationnelle-

ment au moyen d'un paramètre x. Soit C une seconde co-

nique, donnée en coordonnées tangentielles. Les coordonnées

de ses tangentes pourront s'exprimer rationnellement par un

autre paramètre t.
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La condition pour qu'un point x se trouve sur une tan-

gente t sera exprimée par une équation algébrique

F(^, =
du second degré par rapport à chacune des variables, car

chaque tangente t coupe G en deux points et réciproquement,

de chaque point ^', on peut mener deux tangentes à G^
Soit

F (^ , = A ^ 2 H- 2 B ^ -h G = o

,

et posons B- — AG = X; soient .-To, x^ les deux racines de

cette équation; on aura, comme nous l'avons vu,

v/x; ~v/x7

Posons, comme au n^ 496

2 pU — pV

On pourra se servir pour caractériser les points de la courbe G
(lu nouvel argument lu A chaque point correspondent, aux

périodes près, deux valeurs u et — u — v de cet argument.

A ces deux arguments correspondent deux valeurs de -j—

égales et contraires et qui représentent les deux détermina-

lions du radical i /—
\ a^

Soient u^i l'un des arguments correspondants au point Xq^

u^ l'un de ceux qui correspondent à x^ ; on pourra choisir ce

dernier de telle sorte que l'équation (i4) se réduise à

duQ^=.-\- dux, d'où u^^=. Uq-\- c,

c désignant une constante.

Gela posé, par un point Xq de la conique G menons une

tangente tf^ k C ; elle coupera G en un second point Xi. De

ce point menons la seconde tangente ^, à G'; elle coupera G

en un nouveau point Xo^ duquel nous mènerons une nou-

velle tangente t^ et ainsi de suite. Gherchons à quelles con-
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ditions ce polygone de tangentes se fermera au bout de n

opérations.

Il faut pour cela que le point Xn se confonde avec Xq. Or

les points Xq^ Xi, ..., Xn admettent respectivement pour

l'un de leurs arguments elliptiques Uq, Uo-\- c^ . . . , iiq-{- ne.

Ce dernier doit se confondre avec l'un des deux arguments

elliptiques Uq ou — Uq— r du point Xq. Nous devrons donc

avoir

Uq-\- ne = Uq -h période

ou
Uq -+- ne =^— Hq— c H- période.

La première relation sera satisfaite si e est un 72'*-'"*^ de pé-

riode. Il est remarquable que cette condition ne dépende pas

du choix du point Xq.

La seconde relation est satisfaite pour les quatre systèmes

de valeurs

— V — ne . ,

^^0^ h /^iiWi4- mgWj (/?Zi=:o, I, m2 = o, i).

Mais il est aisé de voir que, si elle est remplie, les tangentes

ne forment pas un véritable polygone, mais une ligne poly-

gonale décrite d'abord dans un sens, puis dans l'autre.

En effet, l'égalité

«0+ ncr=z — Wo— V H- période,

de laquelle résulte la coïncidence des points Xq^ Xn peut s'é-

crire ainsi

«0 4- (/i — /i) c = — ( ^^0 + kc)— V 4- période

et montre que X/( coïncide avec x,i_ii. La tangente t/^ qui joint

les points x/(, x^j^^ coïncidera de même avec ta-k-\ qui joint

Xn—h—\ *1 X/i_j^.

Deux cas seront à distinguer suivant que n est pair ou im-

pair.

Soit nz=^ini. Les tangentes tjn_\ et t^ coïncideront. Or

ce sont les deux tangentes menées à G' par le point x,n\ ce
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point sera donc sur G^, et sera l'un des quatre points d'inter-

section de G' et de G.

Soit n= 2m -\- i; les points œm, ^m+i coïncident. Or ce

sont ]es points d'intersection de tm avec G. Donc t^ est l'une

des quatre tangentes communes à G et à G^

503. Cubiques planes. — Nous avons vu que ces courbes

sont les transformées liomographiques de la courbe particu-

lière

^ = pii, y — p' u,

sur laquelle il sera commode de faire l'étude de leurs pro-

priétés projectives.

A chaque point de cette courbe correspond (aux périodes

près) une seule valeur de u qui le caractérise.

Une courbe de degré /i,

¥{œ, .r)= o,

coupe la proposée aux points dont les arguments sont les

zéros de la fonction elliptique

F(pM,p'w)=o.

Gelle-ci n'a qu'un pôle, u^= o, d'ordre 3n; elle a donc

3 n zéros, dont la somme est une période. Gette remarque est

féconde en conséquences.

Ainsi, pour que trois points z^,, u.j-, u^ soient en ligne

droite, il faut que l'on ait

W^-f- «2+ ^3^^ o.

Gette condition est d'ailleurs suffisante, car la droite qui

joint les points ?^,, u^ coupe la cubique en un troisième

point, qui ne pourra être que u^. De même, pour que six

points w,, . . ., Uq, soient sur une conique, il faut et il suffît

qu'on ait

i^l-i- «2-+-- • •+ '^6= O.

Le point de contact U d'une tangente menée à la courbe
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par un de ses points u sera fourni par l'équation

w -+- 2U = o,

d'où

Il y a donc quatre tangentes.

Soient u^, u^^ ih et u\^ u^, u^ les points de rencontre de

la courbe avec deux droites arbitraires; joignons u\u^^

u^U2^ U3U2, Ces droites rencontreront la cubique en trois

nouveaux points u'[^ u'!^, Wg qui seront en ligne droite. En

effet, des équations

«1 -i- «2 +- ^'3^ o, u\ H- ^2 4- «3 ^ o,

Wi 4- 7/ 1 -h U'[ = o, ^^2 + ^^2 + ^^2 — <^' "3 -+- "3 -+-
^'l — ^'

on déduit

ul 4- 7^2 4- ul ^ o.

La tangente en un point d'inflexion u coupe la courbe en

trois points confondus en u; on aura donc

3 7^ ^ o

d'où
2 777iO)i 4-2 7772^2

U ^ 7i
?

nii, 7772 pouvant varier chacun de o à 2. Nous aurons donc

9 points d'inflexion, que nous représenterons commodément

par la notation

u=z{mim.2) (mi= o, I, 2, 7772= o, I, 2).

La droite qui joint deux points d'inflexion (777,777.2),

{m\m'^) passera évidemment par le troisième point d'in-

flexion (777'^ 7772), 777 '1
, 7772 étant définis par les relations

7?7l 4- ni\ 4- 777'; = o, 7??2 4- 7772 4" 7^2 = O ( ï^od 3 ).
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On obtient ainsi 12 droites

(00) (01) (02), (10) (11) ([2), (20) (21) (22),

(00) (]o) (20), (01) (n) (21), (02) (12) (22),

(00) (il) (22), (oi) (12) (20), (02) (10) (21),

(00) (12) (21), (10) (22) (01), (20) (02) (il),

formant quatre triangles, dont chacun contient tous les

points d'inflexion.

L'équation du neuvième degré dont dépendent les points

d'inflexion se résout par radicaux; car les triangles dépendent

d'une équation du quatrième degré. L'un d'eux étant connu,

ses côtés dépendront d'une équation du troisième degré.

Ceux-ci trouvés, leurs intersections avec la cubique dépen-

dront de nouvelles équations du troisième degré.

Les tangentes à la courbe menées par les points d'inflexion

(autres que les tangentes d'inflexion) la couperont aux points

dont l'argument est un sixième de période sans être en

même temps un tiers de période. Ces points, au nombre

de 27, seront ceux où il existe une conique (ne dégénérant

pas en une droite double) qui coupe la courbe en six points

coïncidents; etc>

504. On obtient des résultats analogues pour les courbes

gauches, intersection de deux surfaces du second degré. On
vérifie en eff'et facilement qu'elles sont les transformées ho-

mographiques de la courbe

Elles sont coupées par une surface algébrique d'ordre fi,

F(.r, y, ^)=:o en /\/i points, tels que la somme de leurs

arguments soit une période.
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CHAPITRE VII.

INTÉGRALES ABÉLIENNES

I. — Surfaces de Riemann.

505. Soit a une fonction algébrique de 3, définie par une

équation irréductible de degré n

f{z.,a) = o.

Nous admettrons que la courbe /== o n'ait que des points

multiples à tangentes séparées. S'il en était autrement, il

nous faudrait opérer sur les variables ^, ii une transforma-

tion birationnelle telle que la courbe transformée jouisse de

cette propriété.

En opérant encore, s'il est nécessaire, une transformation

liomographique, nous pourrons faire en sorte : i" que la

courbe /n'ait pas de point multiple à l'infini; i"" que l'axe

des n ne soit parallèle ni aux asymptotes de /, ni aux tan-

gentes qui passent par les points multiples, ni aux tangentes

d'inflexion.

Le nombre des points de f où la tangente est parallèle

aux a sera égal à la classe v de la courbe. Ces points seront

des branchements, où deux valeurs de u deviennent égales.

Aux points multiples, l'équation en u a aussi des racines

égales; mais, en vertu des hypothèses faites, chacune des

branches de la fonction a restera monodrome aux environs

de ces points.

A partir de chacun des v branchements, traçons une cou-

pure s'étendant jusqu'à l'infini, et ne passant pas par les
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points multiples. Dans le plan ainsi coupé, chacune des

branches Ui, . .
.

, u,^de la fonction u sera monodrome ; mais,

si l'on traverse une coupure, deux de ces branches, Ui et u/^

par exemple, seront permutées entre elles. Pour exprimer

cette propriété, nous dirons que la coupure en question a le

caractère (ik).

Soient L4, ..., Lv les diverses coupures, écrites dans

l'ordre où se succèdent leurs points d'intersection avec un

cercle de rayon infini, décrit dans le sens direct. La loi de

permutation des branches Ui, ..., u,i sera entièrement dé-

finie lorsque l'on connaîtra le tableau

des caractères de ces coupures.

506. En changeant le tracé des coupures {/Ig- 2^), on

pourra modifier ce tableau. Soient, en effet, L, L' deux cou-

pures consécutives; {ik)j {i' k') leurs caractères. Nous di-

rons que nous faisons reculer la coupure L par rapport à U
si nous lui donnons le nouveau tracé Li marqué en pointillé

sur \di fig. 27. La permutation entre les deux branches ut^

Fig. 27.

Lz

^A, qui se faisait le long de L, se trouve reportée le long

de L,. Dans la région du plan coupé comprise entre ces

deux lignes, les branches primitivement dénommées w/, Uk

s'appelleront maintenant w^? ut, et les autres garderont leur

dénomination. Le caractère de L' restera donc inaltéré si les
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couples d'indices (/, A"), (i', A') sont identiques ou complète-

ment différents; mais, s'ils ont un seul indice commun i'=^i^

le caractère de L^, qui était primitivement {ik'), se trouvera

changé en (kk').

Supposons, au contraire, que, laissant la coupure L immo-
bile, nous fassions avancer L' de manière à lui donner le nou-

veau tracé L'^. On verra de la même manière que le caractère

de L restera inaltéré après ce changement si /, A:, i', k' sont

différents, ou si i'= ?, A:'= k. Mais si i'=^ i et k'^k^ ce carac-

tère, primitivement égal à («A"), sera changé en [kk').

Nous vojons donc qu'en déplaçant les coupures, nous

pouvons intervertir l'ordre de deux caractères consécutifs

du tableau T, à la condition, s'ils ont un indice commun,
de remplacer cet indice dans l'un des deux caractères (choisi

à volonté) par celui qui lui est associé dans l'autre caractère.

o07. M. Liiroth a montré que, par une suite d'opérations

de ce genre, on peut ramener le tableau T à une forme cano-

nique très simple.

Partageons les caractères en deux classes, suivant qu'ils

contiennent ou non l'indice i. K existera nécessairement des

caractères de la première classe; car l'équation /= o étant

irréductible, on doit pouvoir passer de la branche u^ aux

autres branches (303). S'il existe aussi des caractères de la

seconde classe, on pourra les faire passer en queue du

tableau en les permutant avec les précédents; ceux-ci pour-

ront être modifiés, mais en restant de première classe. Après

cette première opération, on aura

Tr=:PiTi,

P< étant un produit de caractères de première classe, T, un

produit de caractères de seconde classe.

Si tous les caractères du produit P, ne sont pas iden-

tiques, il contiendra deux caractères consécutifs différents

(it)(iA), dont le produit pourra être transformé en

[i k) (ki) . Nous avons fait ainsi apparaître un nouveau



56o SECONDE PARTIE. — CTIAPITRE YII.

caractère de seconde classe {ki)
,
que nous amènerons à

]a queue de P, pour le réunir à T^. Nous pourrons ainsi

réduire successivement le nombre des facteurs de P, jus-

qu'à ce qu'ils soient tous égaux.

Supposons qu'on ait à ce moment

P,= (I2)>., T--=(I2)\T,

et que n soit > 2. Si \^ >> 2, on pourra le réduire de deux

unités. En effet, pour qu'on puisse passer de l'une des

branches u^^ u^ à l'une des autres branches ^^3, . . . , il faut

que T, contienne un caractère au moins, tel que (28), où

figure l'indice 2. Amenons-le en tête de Ti ; T commencera

par le produit (12)^1(23), qu'on peut transformer successi-

vement dans les suivants :

([2)Vi(23)(i3), (i2)>.-2(23)(^3)2^

(I2)^.-Mi3)(i2)(i3), (i2)>.-Mr3)M23),

(I2)>.-3(23)(I2)(I3)(23), (12)^.-^23)^ (12) (23),

(i2)>^--^ (23) (i3) (23)2, (12)^1-- (23)^

En répétant au besoin cette opération, on amènera À, à ne

pas surpasser 2,

Gela fait, opérons sur le produit T, comme nous l'avons

fait sur T; on pourra le mettre sous la forme

Ti=: (23)^/12,

T2 étant un produit de caractères où ne figure plus l'in-

dice 2, et )^2 étant au plus égal à 2 (si 11 — t ^ 2). Conti-

nuant ainsi, nous aurons finalement

T = (^\i)\ {^Z)\ ...{a — I, /i)>-»-.,

1,, ..., \,i-\ étant des entiers positifs, dont le dernier seul

peut surpasser 2.

, Ces entiers sont pairs; car si Xo^ par exemple, était impair,

en décrivant un cercle de rayon infini avec la détermination

initiale «3, on obtiendrait comme valeur finale Wo- L'infini
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serait donc un branchement, contrairement à nos hypo-

thèses.

On aura donc

p désignant le genre de la courbe /(t. I, n" 586).

508. Concevons, avec Riemann, un système de /^ feuillets

plans Pi , . .
.

, P« étendus sur le plan P des z ; chacun de ces

feuillets, tel que Pi, étant d'ailleurs coupé suivant celles des

lignes L,, ..., Lv dans le caractère desquelles figure l'in-

dice l.

Une quelconque de ces lignes, L, ayant pour caractère

(/A), sera une coupure pour les deux feuillets P/, P/^. Imagi-

nons qu'on soude chacun des bords de la coupure pratiquée

sur P,- avec le bord opposé de la coupure faite sur P^. Si

nous opérons de même pour chacune des lignes L, , . .
.

, Lv,

toutes ces soudures auront pour résultat de réunir nos n feuil-

lets en une surface unique S.

A chaque point (^, Ui) de la courbe /{z-, u) = o, faisons

correspondre sur S un point "C, ayant pour projection :; et

situé sur le feuillet P/. Si le point (^, iit) se déplace sur f
d'une manière continue, le point Ç décrira sur S une ligne

continue; car une discontinuité ne pourrait se produire dans

cette trajectoire que, si z traversant une coupure, Ui se trou-

vait changé en une autre branche 11^; mais Ç passe alors du

feuillet P/ sur le feuillet P^t et, ces deux feuillets étant soudés

le long de la coupure, la continuité est maintenue.

La variation simultanée des deux quantités z, u (liées par

l'équation f^= o) est donc figurée sans ambiguïté par le dé-

placement de Ç sur la surface S; et si Ç décrit un contour

fermé, z et u reprendront au retour leur valeur primitive.

La variable Ç étant constamment égale à ^ en valeur numé-

rique, nous pourrons l'appeler dorénavant z] comme elle ne

parcourt plus le plan simple, mais la surface de Riemann, il

ne suffira plus, pour qu'elle décrive un contour fermé, qu'elle

J. — II. 3G
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revienne à sa valeur primitive; il faudra, de plus, qu'elle se

trouve au retour sur le même feuillet qu'au départ.

509. Les points de la surface S correspondent uniformé-

ment aux cycles de la courbe /.

En effet, considérons d'abord un point (zq^ Uoi)^ qui soit

simple sur la courbe f. C'est l'origine d'un cycle unique,

ayant pour équations

si la tangente n'est pas parallèle aux u^ ou

dans le cas contraire. D'autre part, ce point corresj)ond à un

point unique de la surface S.

Considérons maintenant un point multiple, où se croisent

u branches, telles que Wi, .. ., u^. 11 sera l'origine de a cy-

cles, de la forme (i), représentant chacun l'une de ces bran-

ches aux environs du point multiple. D'autre part, il corres-

pond à |x points de S, respectivement situés sur les feuillets

P<, .,., Pu,, qui ne sont pas soudés entre eux en ce point.

Enfin la courbe /a n cycles dont l'origine est à l'infini, et

dont les équations ont la forme

I 3C

( 3 )
Z=: j, ?/=:-+ ao -f- a^ Z + ... .

Nous les regarderons comme correspondant à autant de

points situés à l'infini sur la surface S.

510. Une portion unie s de la surface S, bornée par un ou

plusieurs contours fermés, est dite connexe, s'il est possible

de réunir deux quelconques de ses points par une ligne con-

tinue entièrement située sur s.

La connexité sera simple, si toute transversale ah tracée à

l'intérieur de 5, entre deux points de sa frontière (et de ma-

nière à ne pas se couper elle-même), partage s en deux
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régions distinctes, de telle sorte que, pour passer de Tune à

l'autre, il faille nécessairement sortir de s ou traverser ab.

Elle sera double^ si, en coupant s par une transversale ;,

convenablement choisie, la nouvelle surface 5, ainsi obtenue

est simplement connexe. Généralement, elle sera d'ordre N,

si une coupure, faite suivant une transversale convenable ^j,

transforme s en une surface de connexité N — i.

D'après cette définition, si s est connexe d'ordre N, on

pourra la transformer en une surface simplement connexe,

en la coupant successivement par N — i transversales, dont

chacune ait ses extrémités, soit sur la frontière de s, soit sur

une des transversales précédentes, mais n'ait aucun autre

point commun avec ces lignes, et ne se coupe pas elle-

même.

511. Lemme. — Les deux régions 5,, s^, dans lesquelles

une surface simplement connexe s est partagée par une

transversale ab^ sont elles-mêmes simplement connexes.

Coupons, en effet, ^i par une transversale cd; trois cas

peuvent se présenter :

1° Si c et <i sont sur la frontière de 5, cd sera une trans-

versale sur 5, qu'elle partagera en deux régions séparées. On
ne pourra donc passer d'un côté à l'autre de cette ligne, en

restant sur 5, et, a fortiori, en restant sur s^, sans la tra-

verser
;

1^ Si c est sur la frontière de .9, et d sur la première trans-

versale ab, la ligne cdb sera une transversale de 's. Pour

passer d'un côté à l'autre de cd, il faudra donc nécessaire-

ment, ou sortir de s, et par suite de S\ , ou traverser cdb. Mais,

en traversant db, qui fait partie de la frontière de 5,, on sor-

tirait de s^. Pour passer d'un côté à l'autre de cd, il faudra

donc nécessairement traverser cette ligne, ou sortir de s^.

3° Si c et <i sont tous deux sur ab, la ligne acdb sera une

transversale sur s. Pour passer d'un côté à l'autre de cd, il

faudra ou sortir de s, et par suite de s^, ou traverser acdb.
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Or, en traversant ac ou db, on sortirait de s^ . [1 faudra donc,

ou sortir de .?,, ou traverser cd.

512. Théorème. — Coupons une surface s, de con-

nexité N^ par pi transversales successives; soient s^^ ..., s„i

les régions distinctes en lesquelles elle se trouve parta-

gée; Ni, ..., N,„ leurs connexités respectives. Nous aurons

la relation

(4) 2^^(N,— 2)+Ii. = N-2.

On peut, en effet, en coupant la surface 5/ par N/— i trans-

versales convenablement choisies, la changer en une surface

(7/ simplement connexe. Opérant de même sur chacune des

surfaces 5,, ..., Sm^ on voit que, par un système de

jjL -}- \ (Ni — i) transversales successives 9^, ôo, ..., on a

décomposé s en régions simplement connexes 0-4 , o-^^ ....

On peut, d'autre part, tracer sur s un second système de

N — I transversales ^<, ^.j, • • -i q'^ii la transforme en une sur-

face 0- simplement connexe.

Une surface simplement connexe restant évidemment

telle, si l'on déplace infiniment peu une portion de sa fron-

tière, nous pourrons, en modifiant légèrement, s'il y a lieu,

le tracé des deux systèmes de transversales, faire en sorte

qu'ils ne se coupent qu'en un nombre fini de points. Soit 8 le

nombre de ces points. Ils partagent les transversales 9j, 82, ...

du premier système en [^ H- \ (N/ — i) + tronçons et

celles du second système t^^ t^^ ... en N — i + tronçons.

Cela posé, cherchons en combien de régions distinctes s

sera partagé par l'ensemble des lignes ^, , t.^^ . .
.

, 9i , 82 ,

Traçons d'abord les lignes ^4, t^^ . . .; nous obtiendrons une

seule région simplement connexe o-. Traçons maintenant suc-

cessivement les divers tronçons de 8<, puis ceux de 82, . . .;

chacun d'eux sera une transversale pour une des régions pré-

existantes, qu'il partagera en deux. Le nombre final des
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régions sera donc

I)

Supposons, au contraire, qu'on ait commencé par tracer les

lignes 9i, So, .... Nous aurons à ce moment m régions simple-

ment connexes a-< , ..., a-,„. Traçons successivement les divers

tronçons de ^i, puis ceux de ^2? etc. Chacun d'eux partageant

en deux parties une des régions préexistantes, le nombre

final des régions sera

7?l -1- N — 1+ 0.

En égalant cette expression à la précédente, on obtient la

formule (4).

513. Deux'cas particuliers de cette formule méritent d'être

signalés :

1° Si m =z i^ elle se réduit à

Ni — N-îi..

Donc, en coupant une surface spar u. transversales suc-

cessives cjuelconques qui ne la partagent pas en régions

séparées, on réduit de [a son ordre de connexité.

Si, en outre, N, = i, il vient a = N — i.

Donc le nombre des transversales nécessaires pour

rendre s simplement connexe est indépendant du tracé de

ces transversales.

2^ Si N<, . . ., "^m sont tous égaux à l'unité, la formule se

réduit à

(5) [x — /?i — N — 2,

et fournira N, si l'on connaît a et m.

514. Théorème. — Supposons :

1° Que la surface s soit bornée par A contours fermés

distincts A, , . .
. , Ax

;

'1° Qu'on puisse, sans détruire sa connexité, la couper
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suivant p contours fermés G,, . . . , C^, qui ne se traver-

sent pas mutuellement ;

3° Que lUidjonctioji d'un nouveau contour quelconque

^p+\ i^a traversant pas les précédents détruise la con-

nexité. ^

L'ordre de connexité de s sera X -4- ip.

Soit, en effet, 5' la surface obtenue en coupant s suivant

Ci, ..., G^. Elle est encore connexe. Soient donc yi un

point de Gi ; y'p y"^ deux points infiniment voisins de y<,

situés de part et d'autre de Gi . On pourra les réunir par une

ligne A, tracée sur 5'. Lorsque y',, y'^ viendront se confondre

avec yi, A deviendra un contour fermé D4, qui traverse G^

en un seul point yi-

Goupons s' suivant Di. La nouvelle surface s^ ainsi ob-

tenue sera encore connexe, car on peut passer d'un côté à

l'autre de Di en suivant le contour G,. On pourra de même
tracer 'sur s^ un contour fermé Do traversant G2 en un seul

point yo ; et en coupant s^ suivant D2, on obtiendra une sur-

face connexe 5'^. Gonlinuant ainsi, on arrivera à une surface

connexe ^' obtenue en coupant .9 suivant les ip contours

Gi, D, ; Go, D2; . . .; G^,, D^. Gette nouvelle surface sera li-

mitée par \-\-p contours fermés, à savoir :

Les \ contours A, , . .
.

, Ax ;

Les/? contours R, = GiD, Gy^Dy', ..., R^= G^^D^G"' D~*

obtenus respectivement en suivant : i" l'un des bords de la

coupure G/; 2° l'un des bords de la coupure D^-; puis, dans

le sens inverse; 3° le second bord de G^:^ 4*^ 1^ second bord

de D,.

Nous donnons le nom de rétrosections à ces contours

Ri, . . ., R/>.

515. Soit maintenant to un point quelconque de s"
]
joi-

gnons-le :

i" Aux contours A,, . . . , Ax par des lignes ^,, . . . , 41x;

2° Aux points y, , . . . , y;, par des lignes DIL, , . • . , dXLp.
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Si nous coupons s" suivant les lignes 4^1 , . . . , J^i, Ofu, , . .
.

,

OTL^, nous obtiendrons une surface 5'^^, bornée par un seul con-

tourfermé Q qui résulte de la succession des lacets 4^i Ai ^^ , . .
.

,

SIXLi Ri DXL~\ Cette surface sera encore connexe, car on

peut passer d'un bord à l'autre d'une des sections J^i ou DKi

en suivant le contour A/ ou R/.

D'ailleurs s'" sera simplement connexe. Supposons , en

effet, qu'on pût la couper par une transversale 8s sans dé-

truire sa connexité. Soient (3 un point de la transversale;

p', ^'^ deux points infiniment voisins de [3, situés de part et

d'autre de 8s; on pourrait les joindre par une ligne F située

sur s'". Lorsque j^', p'^se confondront avec ,3, F deviendra un

contour fermé Cp^^^ lequel ne coupe pas C,, . . . , G^. l\ de-

vrait donc, d'après l'hypothèse, partager s"^ en deux régions

distinctes, ce qui n'est pas, car on peut passer d'un bord à

l'autre de la ligne Cp^i en suivant la ligne ^ô, puis la por-

tion de Q comprise entre les points 8 et s, et enfin la ligne Sj3.

516. Gela posé, pour passer de la surface 5 à la surface

simplement connexe s'", il suffît d'j tracer les \-\- ip — i.

transversales successives

C/-C2, -Cs, . . . , -tx, 01I,Gi011.7S . .
.

, D1L^C,.01L-^

D D,p'

Donc Tordre de connexité de s est bien \ -\- ip.

Nous désignerons sous le nom de système canonique le

système particulier de transversales (6) auquel nous venons

d'arriver.

517. Nous dirons que deux lignes A, A', tracées entre deux

points O et 5 de la surface 5, sont équivalentes si l'on peut

passer de l'une à l'autre par une déformation continue (sans

sortir de 5).

La ligne A' est évidemment équivalente à la succession du

contour fermé A'A~^ et de la ligne A. Elle sera donc équiva-

lente à A, si le contour A'A~* peut se réduire à un simple
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point par une déformation continue, auquel cas nous dirons

que ce contour est équivalent à zéro.

518. Théorème. — Tout contour fermé F tracé sur une

surface s à connexité simple, est équivalent à zéro.

En effet, coupons la surface par une transversale t\ elle

la partage en deux régions distinctes, s^ et 52- Nous allons

montrer que ce théorème est vrai pour 5, s'il l'est pour s^ et

pour ^2.

Nous pouvons admettre que F ne traverse t qu'en un

nombre fini de points, car nous pourrions au besoin substi-

tuer à F un contour polygonal infiniment voisin, et prendre

aussi une transversale polygonale.

Soient a, ^ {fig- 28) deux points d'intersection consécu-

tifs de F avec t. Le contour F = m^,n^m équivaut évidem-

Fiî?. 28.

ment à manp. j^a.a^. ^7??,, et, comme la portion a/i^.jîia,

entièrement située sur s-i-, est équivalente à zéro, G équivaut

à mcf,'^m. Dans ce nouveau contour, le nombre des points

d'intersection avec t est réduit de deux unités.

Par une suite de réductions de ce genre, on peut ramener

le nombre des intersections à être << 2. Mais on ne peut

passer de la région s^ à la région 5o, ou réciproquement (en

restant sur s) sans traverser t. Le nombre des intersections

doit donc être pair pour que le contour se ferme. Il sera

donc nul, et le contour considéré, étant entièrement situé

dans la région 5|, sera équivalent à zéro.
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Nous pouvons subdiviser de même chacune des régions

6i, S2 par une nouvelle transversale, et ainsi de suite, et ra-

mener ainsi la démonstration du théorème au cas d'une ré-

gion infiniment petite, pour laquelle il devient évident.

519. Théouiîme. — Tout contour fermé tracé sur une

sur/ace s, de connexité N, à partir d'^un de ses points O,

équivaut à une combinaison de ^ — i contours détermi-

nés Fi, . . ., T^_^ décrits successivement, une ou plusieurs

fois chacun, dans un sens ou dans Vautre.

Traçons, en effet, sur s une transversale t, qui la trans-

forme en une surface S\^ N — i fois connexe.

Soient b' , b" deux points situés en regard l'un de l'autre

sur les deux bords de la coupure t. On pourra les joindre

au point O par des lignes tracées sur s^. La réunion de ces

deux figures constituera un contour F, = ObcO {fig- 29)

tracé sur 5 et traversant ^ en un seul point 6'= 6"= b.

(S:

Fig. 29.

r. ..'-'

Soit C = 6/^0 un autre contour fermé partant de O.

Supposons qu'il traverse la ligne t en m points. Soit d le

premier de ces points d'intersection. Le contour G équivaut

évidemment au suivant

Od.db.bO.Ob.bcO.Ocb.bd.deO,
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lequel est la combinaison de trois contours successifs : le

premier, OdbO, ne traverse pas t ; le second, 06cO, n'est

autre que T^; et le troisième, OcbdeO = C'f ne traverse

plus t qu'en m — i points, car il a cessé de la traverser au

point d.

Nous avons supposé, dans la figure précédente, que la ligne

C = Ode O franchissait la transversale de gauche à droite,

comme la ligne 6c. Si elle la franchissait dans le sens con-

traire, comme dans \2i fig. 3o, G serait équivalent à

OdbcOcbObdeO.

Ce nouveau contour se compose de trois contours partiels :

le premier, OdbcO =^C, ne traverse plus t-^ le second,

Oc60, n'est autre que T~^
; le dernier, ObdeO, ne coupe

plus la transversale qu'en m — i points.

Fis:. 3o.

r. ,'

On verra de même que G^ équivaut à la succession de trois

contours, le premier ne traversant plus t; le second étant F,

ou r~\ et le troisième ne traversant plus t qu'en m — 2

points.

Donc, en dernière analyse, G équivaudra à une combinai-

son des contours ^^ etF,"^ avec d'autres contours, lesquels,

ne traversant plus t, seront situés sur s^.

520. Goupons Si par une seconde transversale ^<, qui la

transforme en une surface ^2 de connexité N — 2. On pourra
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de même tracer sur Sij à partir du point O, un contour

fermé Fo, qui ne traverse ti qu'en un seul point; et l'on

montrera que tout contour tracé sur 5, équivaut à une com-

binaison des contours F^ et F:;' avec des contours tracés

sur ^2.

On poursuivra cette réduction jusqu'à ce qu'on arrive à

une surface simplement connexe s^-i- Les contours tracés

sur celle-ci étant équivalents à zéro, on voit finalement que

tout contour G tracé sur s se réduit à une combinaison des

contours

F,- désignant un contour qui traverse en un seul point la

transversale ti, sans traverser les précédentes.

521. Soient (fig. 3i)

Fig. 3t.

Al, . .
. , Axles contours fermés qui limitent s;

^^=zC,ï),C-'D-',...,Rp= CpT>pC-'I)-' les rétrosections

que l'on peut tracer sur cette surface
;

Yi le point d'intersection de G/ et de D/;

co un point arbitraire de .9;

J^i une ligne joignant w à A^-;

OKi une ligne le joignant à yi.

Nous avons vu (0I6) qu'on peut adopter comme système
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canonique de transversales le suivant :

•tT't2, 0, ..., 0> •••^ 01L,Q01L7S D,, ....

Joignons le point O aux contours A,, Ao, . .
. , Ax par des

Jignes L< , . . . , Li. De même joignons-le aux points y^, . .
.

,

jp par des lignes M,, . . ., M^, tracées de telle sorte qu'aux

environs du point y/ la ligne M/ se trouve dans celui des

quatre angles formés par G/ et D^- qui est opposé à celui qui

contient DIL/.

Considérons le système des lacets

(7) L,A,LTt, ..., M,D,MrS M,G,M7S ....

L'un de ces lacets, le premier, par exemple, équivaut à

une combinaison des autres. Mais ces derniers sont indépen-

dants et pourront être pris pour Fi , . . . , T^_i.

En effet, le contour LaAsL"* coupe une seule des trans-

versales, à savoir CT'-La? et cela en un seul point; si i > 2,

hiAihj^ coupe la seule transversale J^i en un seul point,

M/D/M7' coupe la seule transversale OlliC/Dlu^' en un seul

point y^-; enfin M^G/Mj* ne coupe qu'une seule transversale D/

au seul point y/.

522. Gherclions à déterminer le nombre p des rétrosec-

tions que l'on peut tracer sur la surface S de Riemann, con-

sidérée dans toute son étendue (ou plus généralement sur la

surface S' obtenue en excluant de S les portions intérieures à

des contours fermés infiniment petits A, , . . . , A^j^ tracés au-

tour de quelques-uns de ses points «,, . . ., a^^ en nombre
limité.

La surface S' s'étendant jusqu'à l'infini, il conviendra,

pour lui appliquer les théorèmes précédents, d'en exclure les

points à l'infini, en considérant seulement la portion s' de

cette surface située dans l'intérieur d'un cylindre droit ayant

pour base un cercle G de rayon infini tracé sur le plan des^.

L'infini étant un point ordinaire pour la courbeyj chacune

des n racines de l'équation /(z, u)-= o revient à sa valeur
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initiale lorsque c décrit le cercle G. L'intersection de S'

avec le cylindre se compose donc de n circuits fermés distincts,

A^^.1, . . ., A^^,i, qui constituent avec A, , . . . , Aj^ la fron-

tière de s'.

Le nombre/? sera donné (514) par la formule

n -h JJ. H- 2JJ =rz N,

N désignant l'ordre de connexité de s'.

Pour déterminer ce dernier nombre, nous remarquerons

que la surface s' a été obtenue en soudant ensemble, suivant

les coupures primitives, L, , . . . , Lv les feuillets plans ?< , . . .

,

Pn- Le long de chacune de ces lignes, telle que L^-, nous avons

fait deux soudures ti et o-^, dont la réunion constitue une

transversale (7j^ a-'- ayant ses extrémités sur la frontière de s'.

En coupant s' suivant ces v transversales, de manière à dé-

truire les liaisons établies, nous serons revenu au système

primitif de n feuillets. Joignons encore par une transversale

chacun des contours A^, ..., Ay, au circuit qui limite le

feuillet plan sur lequel il est situé. Chaque feuillet deviendra

simplement connexe.

La surface s' étant ainsi décomposée par v + jj. transver-

sales en 71 régions simplement connexes, on aura, d'après la

formule ( 5 )

,

et par suite

[Ji. — /i = N — 2

2p zrz V — n -h 2.

V

p =z /^ H- I .

^ 2

Le nombre p ainsi obtenu n'est autre chose que le genre

de la courbe/ (t. I, 586).

IL — Intégrales abéliennes. Périodicité.

523. Aux environs d'un point a={zQ, Uq) de la surface

de Riemann, z et a peuvent être développés (509) suivant

les puissances entières et croissantes d'un paramètre t (égal
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k z — ^0 dans le cas général, à \/z — Zq aux points où la tan-

gente est parallèle avec u, à - pour les points à l'infini).

Soit F une fonction analytique de z-^ nous dirons que le

point a est o?'dinaire pour celle fonction, si aux environs de

ce point, elle est développable en une série de puissances

entières et positives de t.

Ce sera un pôle, si le développement, procédant toujours

suivant les puissances entières et croissantes, commence par

des puissances négatives.

Ce sera un point critique logarithmique, si le dévelop-

pement contient en outre un terme de la forme Glog^.

Nous dirons encore que la fonction F est monodrome dams

une portion s de la surface de Riemann, si, lorsque la va-

riable z varie arbitrairement sans sortir de 5, F reprend tou-

jours la même valeur lorsque z revient au même point
;
qu'elle

est synectique, si elle est monodrome et sans point critique.

Enfin, si F est monodrome sur toute la surface S, nous

dirons qu'elle est uniforme sur cette surface.

524. Théorème. — Soient s une région de la surface de

Riemann, finie et à connexion simple; F = P + Q« wne

fonction qui n^acquière pas de point critique, lorsque z se

meut arbitrairement sur s.

1° Lesfonctions F et 1 F dz seront synectiques dans la

région s.

2° ^intégrale jF dz prise suivant le contour qui limite

s sera nulle.

3" L intégrale j P dQy prise suivant ce même contour

(supposé décrit dans un sens tel qu^on ait la région s à

sa gauche), a une valeur positive (à moins que F ne se ré-

duise à une constante^ auquel cas elle s^annule évidem-

ment).

Coupons s par une transversale arbitraire; elle la décom-

posera en deux régions 5, , ^2. Et le théorème sera vrai pour 5,

s'il l'est pour 5, et^^, car les intégrales CF dz, fP dQ prises
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sur le contour de s, sont évidemment égales à la somme des

intégrales analogues prises sur le contour de Si et sur celui

de So-

Subdivisons Si , ^2 par de nouvelles transversales ; la démon-

stration sera ramenée au cas d'un élément de surface infini-

ment petit 0-. Or, dans un semblable élément, F est représenté

par une série de puissances

On aura, d'autre part, suivant que la tangente au point

(zq, Uq) qui correspond à ^ = o est parallèle ou non à l'axe

des u,

z~ZQ-ht^ ou Z = Z.Q-i~t,

d'où
dz =zitdt ou dz rr: dt.

Donc F et J F dz sont des fonctions sjnectiques dans cet

élément.

La première partie du théorème est donc établie; et la se-

conde en est une conséquence immédiate.

525. Pour établir la troisième, nous remarquerons que,

lorsque z décrit o- de manière à laisser son intérieur à gauche,

t décrit autour de l'origine des coordonnées, dans le sens

direct, un contour fermé infiniment petite, qui ne se traverse

pas lui-même. Un semblable contour est la limite d'un con-

tour polygonal de même sorte. Celui-ci peut lui-même être

considéré comme la limite d'un contour fermé de même na-

ture, ayant en chaque point une tangente dont la direction

varie d'une manière continue, et ne coupant une parallèle aux

axes qu'en un nombre fini de points.

Tout revient donc à démontrer la proposition pour un

contour t de cette dernière sorte.

Soit

t =z a; -+- iy
]

nous aurons (t. I, n*^ 189)

dr dy
'

ày âjo
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Ces équations montrent que, si Q est une constante, il en

sera de même de P, et par suite de F. Dans le cas contraire,

l'intégrale double

//[(g)"-(f)]-"-

prise dans l'intérieur de t, a une valeur positive. Mais cette

intégrale peut se mettre sous la forme

// do) dr dy dx)

ou, d'après le n° 133, sous la forme

i,
,-P^cosNYt/5-f-P^cosNX^5

\ V àx dy

NX et NY désignant les angles de la normale extérieure au

contour avec les axes des x et desjK-

Mais, si dx et dy représentent les accroissements de x et

de y lorsque t passe du point s au point s 4- ds^ en décri-

vant T dans le sens direct, on aura

dx r= - - cosNY ds^ dy = cesNX ds.

L'intégrale précédente devient donc

Cette dernière intégrale est donc positive, comme nous

voulions l'établir.

526. Soit F = P -}- Qi une fonction qui n'admette sur la

surface de Riemann qu'un nombre fini de points critiques

(2,, . . . , ajx. Prenons arbitrairement un point O sur cette

surface et joignons-le par des lacets: i"auxyj> rétrosections:

2° aux points a< , . . ., «j^,; 3° aux n circuits à l'infini. Cou-

pons S suivant ces lacets; le contour ainsi formé délimitera
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une surface finie s', à connexion simple, sur laquelle F n'a

pas de point critique.

Si donc nous désignons parK l'ensemble des lacets des ré-

trosections, par Jl,,, c^l^o, ... les autres lacets, nous aurons

(I)

/^"^^^S/ F^.- = o,

et si F ne se réduit pas à une constante,

(2)
f^^^^^YiI ^^Q>^-

527. Si la fonction F n'a pas de point critique (même à

l'infini) sur la surface de Riemann, l'inégalité (2) se ré-

duira à

(3) fpdQ>o.

En effet, on n'a, dans ce cas, d'autres lacets A> que ceux
qui sont relatifs aux circuits. Or ceux-ci ne donnent que
des intégrales infiniment petites.

Soit, en effet, cIoa= L^^A^L^' celui qui est relatif au cir-

cuit A^. Les intégrales suivant L^ et L^* se détruisent. Pour
évaluer l'intégrale suivant A/f, posons

t p (coscp -+- t sincp)

et prenons j pour variable indépendante; l'intégrale de-

viendra
,2-K

Mais, sur le circuit Aa, F admet par hypothèse un déve-

loppement de la forme

F = Co -h Cl ^ 4- Co ^- 4-

On aura donc, eu désignaut par // le module et par a/

J. - II. 3-7
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l'argument de c^,

P = /-o COS ao H- Ti p cos ( cp + a^ ) + . . .

,

Q= /'o sin ao+ /-j p sin ( o -h a^ ) 4- • • .

.

Si p tend vers zéro, P tendra donc vers une limite finie^ et

-r-j qui contient en facteur, tendra vers zéro. L'intéerrale

est donc infiniment petite.

528. Théorème. — Une fondionF, synectique sur toute

la surface de Riemann, se réduit à une constante.

La fonction F, n'ajant pas de point critique, il faudrait,

pour qu'elle ne fût pas constante, que l'intégrale

fût positive. Mais elle est évidemment nulle.

Soit, en effet {fig- 32),

Fis:. 32.

l'un des lacets dont R est composé. Les intégrales suivant
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Ma et M^^ , ajanl leurs éléments égaux et contraires, se détrui-

ront. De même pour les intégrales / et / , / et /

*^Cjt «^c;;:' «^d^. «^d^-»

529. Discutons d'une manière analogue l'égalité (i).

L'un quelconque des lacets J{o/( est de la forme

Af( désignant, soit un contour infiniment petit décrit dans le

sens rétrograde autour de l'un des points a,, . . ., a^^ soit

un circuit, décrit dans le sens direct, et isolant l'un des n
points rtjj,^i, . . ., a^+/i situés à l'infini sur la surface de Rie-

mann.

Nous avons vu que, aux environs du point a^-:= (zk, «a),

z et II sont exprimables au moyen d'un paramètre t (égal,

suivant le cas, à ^ — z/ç, ou à y/^ — ^a, ou enfin à -_ si ak est

ù l'infini). Lorsque z décrit A^, t décrira, dans le sens ré-

trograde, un contour infiniment petit, t^, autour du point

^ =z= o. On aura donc

dz ,

-T- dt.
dt

Si, aux environs de ^ = o, F-^ est développable suivant

les puissances entières et positives de /, cette intégrale sera

nulle.

Si F~ admet un développement suivant les puissances

entières et croissantes de ^, mais commençant par des termes

à exposants négatifs

l'intégrale sera égale à — iTzloLf^.

Dans ]'un et l'autre cas, F reprenant sa valeur initiale
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lorsque z décrit le contour Ayt^, les deux intégrales j ¥ dz

r
'

et I F (i^ se détruiront.

1-/7'

Nous obtenons donc le résultat suivant :

On a

(4) Tf^^H-V f Fdz=:0,

la sommation s'appliquant seulement aux lacets A>k dé-

crits autour des points (à distance finie ou à Vinfini)

qui sont critiques pour Vexpression F-r^-

Si Vun de ces points ah est un pôle pour F -y^? soit a^,

le résidu correspondant. Vintégrale suivant le lacet re-

latif à ce point sera — irûoLh^.

530. Cherchons l'expression générale des fonctions F
uniformes sur la surface de Riemann et n'ayant pour points

critiques que des pôles.

Une semblable fonction F, étant développable aux envi-

rons de chaque point [zq^ Uq) suivant les puissances entières

et croissantes d'une variable t égale à ^ — Zq^ ou à y/^ — Zq^

ou à -; n'aura que des points critiques algébriques par rap-

port à la variable z.

A chaque valeur de z correspondent n points a,, . . ., a„

de la surface de Riemann, et à chacun d'eux a/ des valeurs

déterminées F^-, ui des fonctions F et u. La somme

où m est un entier quelconque, sera une fonction uniforme

de z. N'ayant que des points critiques algébriques, elle sera

rationnelle en z.

Posons m = o, i, . . . , /z — i, et des équations ainsi ob-
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ternies, lirons la valeur de F^, Nous obtiendrons un résultat

de la forme

F.= ^

Le déterminant D est le produit des différences m — Uky

et ses mineurs Ai, . . . , An sont divisibles par celles de ces

différences où i^ ne figure pas. On aura donc, après sup-

pression de ces facteurs communs,

p _ Bi^>i-4-...4-B,,<î>,,
^~~

("i— ''2) • • • ("1— "«)

Le dénominateur est égal, à un facteur constant près, à la

valeur de -/ pour u~ih. D'autre part, les B, étant des

fonctions symétriques entières des racines de l'équation

lll^'l =zo, sont des polynômes entiers en z et w,; et s'ils

u — Ui
' ^ -^

contenaient des puissances de «, supérieures à /i — i ,
on

pourrait les éliminer au moyen de l'équation /(::, ?^,) = o.

On aura donc, en remplaçant ?/, par u dans l'identité précé-

dente, une expression de la forme

g '

du

G,, . . ., C/^ étant des polynômes entiers en :;, u, de degré

n — I au plus par rapport à w, ou enfin, en désignant par A

le dénominateur commun des fonctions <ï>i, . . . , ^^,n

(5)

ou

Eo, . . . , E,i_., , A étant des polynômes en z.

Cette expression est une fraction rationnelle en ^, u. Ré-

ciproquement, toute fraction F rationnelle en z, u^ étant évi-

demment de l'espèce considérée, pourra se mettre sous la

forme précédente.
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531. On donne le nom à^ intégrâtes abéliennes aux inté-

grales de la forme

où F désigne une fonction rationnelle en z^ a. On achèvera

de préciser cette intégrale en fixant sa valeur initiale en un

point O, choisi à volonté sur la surface de Riemann, pour

servir d'origine à la variation de z.

Cherchons le système des valeurs diverses que peut prendre

€etle fonction en un point a de la surface, lorsqu'on fait va-

rier le trajet suivi par z pour passer de O à a.

Nous avons vu que tous les chemins possibles se ramènent

à l'un d'entre eux, précédé d'une combinaison :

1° De lacets M^GaM^S MaD^M^:' joignant le point O
aux deux contours G^, D^ qui forment chaque rétrosection

;

1^ De lacets c;1)A= L^ A^ L^^ joignant ce même point aux

pôles de F et aux n circuits à l'infini.

Les diverses valeurs de l'intégrale au point a différeront

donc les unes des autres d'une somme de multiples entiers

positifs ou négatifs des intégrales prises suivant ces lacets, ou

plus simplement, suivant les contours G^, D^, A^, car les

intégrales suivant les lignes M^, M^^ et L^, L^.\ se détrui-

sent évidemment.

Ges intégrales se nomment les périodes de I. Nous appel-

lerons premières périodes cycliques les p intégrales /

Je,

deuxièmes périodes cyclicques les p intégrales / ; nous

désignerons respectivement par c^, d^.

Nous appellerons cn£\n périodes polaires les intégrales / .

Nous avons appris à déterminer ces dernières (529), et nous

iivons vu que / s'annule, si le point «a, autour duquel est

s les

D)fc

-décrit le contour A^, est un point ordinaire pour F -^' Dans
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le cas contraire, ce sera évidemment un pôle, et l'on aura

t 2 71 1 Oi/^.]

a^< désignant le résidu correspondant.

532. On a (526)

fFdz^y f Fdzz=zo.

Mais le premier terme s'annule, car chacun des lacets qui

constituent R étant formé de lignes décrites deux fois en

sens contraire, les intégrales correspondantes se détruisent.

Donc la somme des périodes polaires (et par suite la

somme des résidus) est nulle.

533. Il peut d'ailleurs exister, dans certains cas, d'autres

relations linéaires entre les périodes. Considérons, par

exemple, l'expression logF (F étant rationnel en z^ u). C'est

une intéerrale abélienne, car sa dérivée

F \ôz

'(W_ d¥ du

¥\~ôE~^ Tu dz

du
1 •> I

"^^
devient rationnelle en z, u^ lorsqu on y remplace — par sa

valeur déduite de l'équation/= o; or toutes ses périodes se

réduisent à des multiples entiers de la seule quantité -iru.

534. L'intégrale I n'a évidemment de points critiques

qu'aux points a^ qui sont des pôles pour F-^y- Si, aux envi-

rons d'un de ces points a, la partie infinie du développement

de F^ est
dt
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celle du développement de I = j F -^ dt sera évidemment

-^!^^ t-m-^i 4- . . . -H a^ log ^,
I — m 1 o '

et a sera un point critique logarithmique (un pôle, dans le

cas particulier où le résidu a^ est nul).

535. Soit I = P-|-Q?. Proposons-nous de déterminer la

valeur de l'intégrale / P^/O, prise le long de l'un des lacets

M/f G/fD^ C^^ D^' Mt* qui aboutissent à une rétrosection.

Soient €/(= Y/f+ /y^, d;,= ù/(-{- iù'j^ les périodes cycliques

relatives aux deux contours C/^ et D^.

Considérons deux éléments correspondants pris sur les

deux lignes C^ et G^^; dz y a des valeurs égales et opposées;

•-T7 j reprend la même valeur, car c'est le coefficient de la

partie imaginaire de la fonction — ? qui est rationnelle en z,

«, et, par suite, reste uniforme sur la surface de Riemann
;

mais P a changé de valeur; car, entre les lignes G;t et G^\ on

a décrit le contour D^, ce qui a accru I de 6^, et sa partie

réelle P de o^. La somme des deux éléments d'intégrale con-

sidérés sera donc

P «fQ - (P H- 0;..) dQ = - ^kdQ.

Considérons de même deux éléments correspondants sur

D/t et D^^; comme P augmente de — y^^ lorsque z décrit le

contour intermédiaire G^^, la somme de ces éléments sera

et l'on aura

ï/t Oyt-
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Enfin les éléments correspondants des intégrales, suivant

M et M~^, se détruisent; car, lorsque z décrit le contour

CaDaQ^D^', P augmente de y/v 4- o^ — Ya — 0^= 05 il

reprend donc sa valeur primitive.

L'intégrale cherchée aura donc pour valeur

Soit, comme précédemment, K le contour formé par l'en-

semble des lacets des rétrosections; on aura

6) J^P^Q-^YrA:S;-5,T'A.).

536. Soient I, V deux intégrales abéliennes ayant respec-

tivement les périodes cycliques C(, <:/<, ..., Cp, dp et c\,

d\, . . ., c'p, d' et les points critiques <2i, «25 • • -^ et a\,

a'.,, .... Nous admettrons pour plus de simplicité qu'elles

n'aient pas de point critique commun.

Joignons un point arbitraire O par des lacets aux rétrosec-

tions et aux points critiques «<, <22, ... et a\, a'^, .... INous

aurons soin de tracer ces lacets de telle sorte qu'en tournant

autour de l'origine O, on rencontre d'abord les lacets des

rétrosections, puis les lacets Xi, c.l)2, .-•, des points a,,

«27 • • • et enfin les lacets <Â>\ , X'.,^ . . . des points a\, a'.,, . . .

.

L'ensemble de ces lacets délimite une surface s simple-

ment connexe et sur laquelle ni — ? ni F, ni par suite l'inté-

grale / V dl n'ont de point critique.

On aura donc

Un calcul identique à celui du numéro précédent nous

donnera pour la première intégrale la valeur suivante

nj»i7BiisiTr)
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537. Les points a,, ao, ... sont des pôles pour T— ; en

effet, aux environs d'un de ces points, <7;,, -y- admet un dé-

veloppement de la forme

d\

^ — ^km t~"' + . . . -h a/,1 ^-^ -i-

D'autre part, ce point étant ordinaire pour F, la série de

Tajlor donnera aux environs de ce point

^r\ fdn'\ t

On aura donc

i'=(ï')-^<^jj'Vrf^^y.-

/ r<il=— 2 7r?pyr,,

p;^ désignant le résidu

(8) p, -.,,(!'),,+ .,, (^„
j^^

+...+ ____^^_^^

et, par suite,

IL i'^i=^--'2p'

538. Calculons enfin le dernier terme de l'équation (7).

L'intégration par parties donne

ri'^I=:IF- fldV.

Or, lorsqu'on parcourt la suite des lacets X'j^^ 1 ne change

pas et V s'accroît de la somme de ses périodes polaires; mais

celle-ci est nulle. Donc IF reprend sa valeur initiale, et l'on

a simplement

y /' F^I=-y f IdV,

dV
Mais, pour l'expression I-7-) les points a\^ a^, . - . sont des
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pôles, dont les résidus se calculeront comme les précédents,

et seront de la forme

(9) pl== 4i (!)<.+ <2(^^)^,-^-- ••

Nous obtiendrons donc finalement la relation fondamentale

suivante

les résidus p^ ou p'^ relatifs à chaque point critique étant cal-

culés comme ci-dessus.

o39. Appliquons cette formule au cas où 1'= logF, F dé-

signant une fraction rationnelle en z, u.

Les périodes c^., d'j^ de cette fonction étant des multiples

de 271^, le premier membre de la formule (lo) se réduira à

une fonction linéaire homogène, à coefficients entiers, des

périodes cycliques de 1.

D'autre part, les points critiques de logF sont les zéros et

les pôles de F, et la partie infinie du développement de

—^^— sera— [a^~', pour un pôle b de multiplicité [j.; [a'^"',

pour un zéro h' de multiplicité \x'

.

On aura, par suite,

^p;:::r^^'(IV-^î.(I)„

OU si l'on considère un zéro de multiplicité ^J (ou un pôle de

multiplicité \k) comme résultant de la coïncidence de a' zéros

simples (de \x pôles simples)

Jp;-^(iV-^(i).,

les sommes du second membre s'étendant respectivement à

tous les zéros simples, et à tous les pôles simples de F.

Si donc nous convenons de considérer comme équiva-

lentes deux quantités qui ne diffèrent que par des fonctions
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linéaires homogènes, à coefficients entiers, des périodes de I,

l'équation (lo) nous donnera l'équivalence

Pa désignant l'expression

PA-=aA-i(logF)^,,4-a^.J —-^
540. Supposons que la fonction I se réduise à une con-

stante G. Elle n'aura pas de point critique, et toutes ses pé-

riodes s'annuleront. La relation (i i) se réduira donc à

G(N'— N) = o, d'où N=:N',

N désignant le nombre des pôles b de F, N' le nombre de

ses zéros b'.

Soit d'ailleurs "k une constante arbitraire. La fonction F — a

ayant les mêmes pôles que F, en nombre N, aura N zéros.

Nous obtenons donc ce résultat :

Le nombi^e des points pour lesquels une fonction ra-

tionnelle F de ^, u prend une valeur déterminée \ est in-

dépendant de \ et égal au nombre des pôles de F.

541. On déduit aisément de ce qui précède la démonstra-

tion d'une proposition célèbre, connue sous le nom de théo-

rème d^Abel,

Soit 6 un polynôme entier de degré m-^ les deux courbes

f Gl ^ se couperont en mn points.

Supposons que les coefficients de ^ varient simultanément,

d'une manière continue et suivant une loi quelconque. Les

points d'intersection se déplaceront et décriront sur la sur-

face de Riemann des lignes continues L,, L2, ....

Soient iJ>o et 'h la forme initiale et la forme finale du poly-

nôme variable; les lignes L, , Lo, . • . auront pour origine les

points d'intersection Z><, b^, ... de /et de ^0 et se termine-

ront aux points d'intersection b\, b'^, ... de / et de 6.
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Soit I une intégrale abélienne, dont les points critiques <7,,

rto, ... ne soient pas situés sur les lignes L<, Lo, Les m?i

intégrales

f dl, fdl, ...

auront des valeurs finies et déterminées. Le théorème d'Abel

a pour objet de déterminer la somme de ces intégrales.

On a évidemment

.(
rflE^(I),--(I),

D'autre part, la fonction rationnelle

a pour pôles les points ^i, Z>o, ... et pour zéros les points

b\, b[^, .... En lui appliquant la formule (ii), il viendra

542. Mais il est aisé de voir que les deux membres de

cette formule sont non seulement équivalents, mais égaux.

En effet, ils le sont à l'origine du mouvement, où ^ = <Lo-

Car le premier membre s'annule. D'autre part, — étant égal
Vo

à 1, son logarithme se réduit à un multiple de 2T^i, et les dé-

rivées de ce logarithme par rapport à t s'annulent. Le second

membre se réduit donc à un multiple de la somme des pé-

riodes polaires — aTr^'a^,, laquelle est nulle (532).

Si d'ailleurs on fait varier le polynôme à d'une manière

continue, à partir de sa forme initiale -i^o, les deux membres

varieront d'une manière continue; car les points <7a n'étant
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pas situés, par hypothèse, sur les lignes Li, Lo, ..., ne

seront à aucun instant des points critiques pour log — •

Le module de la différence des deux membres ne peut

donc varier que d'une manière continue. Si donc il cessait

d'être nul et devenait, à un certain moment, égal à S, il pren-

drait nécessairement dans l'intervalle toutes les valeurs com-

prises entre o et S.

Mais, les deux membres étant équivalents, leur différence

est représentée à chaque instant par une expression de la

forme m^tOi -^...-i- nigiûq, en désignant par co,, ..., to^ les

périodes de I. Il faudrait donc que tout nombre compris

entre o et fît partie de la suite des nombres

(12) |/niWj-i-.. H-m^co^|.

Or il est aisé de voir que cela est impossible. Ordonnons,

en effet, les nombres (12) de la manière suivante.

Nous mettrons en tête, en les disposant dans un ordre arbi-

traire, ceux d'entre eux (en nombre limité), pour lesquels

|m,
I

-4-...-t- I
m^

I

= i; puis, dans un ordre arbitraire, ceux

en nombre limité, où cette somme est égale à 2, et ainsi de

suite. Tous ces nombres sont ainsi disposés en une série, où

chacun d'eux figure à un rang déterminé.

Soit ùi le premier terme de la série dont la valeur tombe

entre o et 8. Si la série contient des termes dont la valeur

soit comprise entre et 8i, ils ne viendront qu'après celui-

là. Soit''82 le premier d'entre eux. Si la série contient des

termes dont la valeur soit comprise entre ù^ et Ô2, ils ne

viendront qu'après 82' Continuant ainsi, nous formerons

deux suites de termes, les uns croissants

§1, 03, 05, ...,

les autres décroissants

mais plus grands que les précédents. D'ailleurs, chacun de

ces termes 8,^ étant plus éloigné dans la série que 8/,_,, le
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rang qu'il occupe et, a fortiori, le rang occupé par les autres

termes compris comme lui entre ^n~i et 0/j_,, ne saurait être

moindre que n.

Cela posé, si les deux suites précédentes s'arrêtent à un
dernier terme 8,,, la série ne contiendra aucun des nombres
compris entre ù,i_^ et o,/, et notre proposition sera établie.

Si, au contraire, les deux suites contiennent un nombre de

termes illimité, les nombres 8i , 83, ... tendront vers une
limite A, et les nombres 80, O/,, . . . vers une limite A' égale

ou supérieure à A. Le nombre A ne peut figurer dans la série
;

car il j devrait occuper un rang déterminé m\ mais, A étant

compris, quel que soit ;i, dans l'intervalle de 8/i_2 à 8,/_,, ce

rang serait au moins égal à /?., quel que fût ce dernier

nombre; ce qui est absurde.

543. Nous aurons donc, comme expression du théorème

d'Abel, la formule

(i3
=' sx."'=a-('-f.),-"(â'-y„.-.]-

Les expressions \^\ H v lo^ t^ ) ' ••• sont évidemment

rationnelles par rapport aux coefficients de h et de h^.

Le second membre de la formule précédente se compose

donc d'une partie logarithmique et d'une partie rationnelle

par rapport à ces coefficients.

544. Deux cas particuliers doivent être signalés ici :

On dit que l'intégrale ï est de première espèce, si elle n'a

aucun point critique. Dans ce cas, le second membre dispa-

raît, et l'on a simplement

(i4) y r./i-o.
^-^Lk

L'intégrale I sera de seconde espèce, si, tout en admettant

des points critiques, elle n'a pas de périodes polaires. Dans
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ce cas, les résidus a/^ seront tous nuls, et le second membre
se réduit à sa partie rationnelle.

Enfin Fintégrale sera de troisième espèce, si elle a des

périodes polaires.

545. Remarque. — Il peut arriver que d/ varie de telle

sorte que quelques-uns de ses points d'intersection avec /
restent fixes. Leurs trajectoires h^ se réduisant à de simples

points, les intégrales correspondantes disparaîtront du pre-

mier membre des équations (i3) ou (i4), qni ne contien-

dront plus que les intégrales relatives aux points d'intersec-

tions variables.

546. Soient [^, = (^^, z^i), ..., ^^^= (^z^^ u^_) des points

variables, décrivant simultanément sur la surface de Riemann

des lignes arbitraires L,, . . . , Lu, (ne passant pas par les

points critiques de l'intégrale I). Nous pourrons déterminer

une courbe '^, adjointe à /et d'un degré assez élevé pour que

son équation contienne plus de [i. coefficients arbitraires. On
pourra donc déterminer ces coefficients, en tout ou en par-

tie, par la condition que cp passe par les points '^^, . . ., jSjj^,

et, s'il reste encore des arbitraires, on achèvera de déter-

miner cp en la faisant passer par des points fixes y< ,
y-i, • • •

^

choisis à volonté sur /. Les coefficients de l'adjointe ainsi

formés sont rationnels et symétriques en ^^, ?/,, . . ., z^,^ z/jj,.

Elle coupera/: i'^ en certains points fixes simples ou multi-

ples; 2° aux points variables (^j, Uf), . . ., (z^^, u^) ;
3^ en

p autres points variables {z\^ w',), . . . ,
(s^,, ii ).

Les coordonnées de ces derniers points sont des fonctions

algébriques de :3,, u^^ ...,z^^ u^. Pour les obtenir, éliminons

a entre les deux équations

cp(^, u) — o, f{z, u) — o.

Soit Z = o l'équation finale. On connaît d'avance celles de

ses racines qui correspondent aux points fixes, et les racines

^1, . . ., ^,j,. Supprimant ces solutions par la division, il res-
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tera une équation 21 ^=o^ de degré /?, pour déterminer z\,

z'p. Soit z'f, VnwG de ses racines; la valeur correspondante u\

s'obtiendra en cherchant la solution commune aux deux

équations

Elle sera unique (si Z'= o n'a pas de racine multiple) et

s'exprimera rationnellement au mojen de z'j^ elde Zi, u^, . .
.

,

Lorsque les points (3,, //,), ..., {z^^ u^) décriront les

trajectoires L, , . . . , L^^ les p points {z\ , u\)^ . .
. ,

(z'^, Up)

décriront des trajectoires correspondantes L',, . . . , L' ; les

autres points d'intersection restant fixes, on aura, par le

théorème d'Abel,

XX'^-ZX "'='"'

M étant une fonction rationnelle et logarithmique des coef-

ficients de cp et de cpo, et par suite des quantités s,, ;^,, . . .,

3[j., u^ et de leurs valeurs initiales z^q^ u^ç^^ . .., z^Qy u^q.

Nous obtenons donc cette nouvelle proposition :

La somme d^un nombre quelconque d'^intégrales abé-

liennes semblables est toujours réductible à une somme
de p intégrales analogues, prise négativement^ plus un

terme complémentaire, algébrique et logarithmique.

III. — Réduction des intégrales abéliennes.

547. Une intégrale abélienne I =J F dz est détermi-

née à une constante près^ lorsque l'on connaît : i"* ses

p premières périodes cycliques C|, . .., c^; 2° la position

de ses points critiques a,, <^2» • • •
-,

^^ ^u^ environs de

chacun de ces points, tel que a^, la partie infinie de son

développement (ou, ce qui revient au même, la partie in-

j. — II. 38
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finie cf./(^^^t~^^-\- . , .-^ oL/n t~* du développement de sa déri-

Soient, en effet, I, I' deux intégrales pour lesquelles ces

divers éléments soient les mêmes. La différence I — V sera

une intégrale abélienne sans point critique, et dont les pre-

mières périodes cycliques sont toutes nulles.

Or, nous avons vu (527) qu'une intégrale abélienne

J=:P4-Qf sans points critiques, et dont les périodes cy-

cliques sont

C/c— YA:+ i'ï/tj <^k= OA--i- i^'k^

se réduit à une constante si l'intégrale / P ^/Q n'est pas po-

sitive; d'autre part, cette intégrale est égale (535) à

Or, pour l'intégrale I — F, les quantités y^, y'^. sont nulles.

Donc / P <iQ sera nulle, et I — V est une constante.

548. Supposons les éléments ci-dessus donnés a priori,

et proposons-nous de déterminer l'intégrale abélienne cor-

respondante. Elle ne pourra exister que si la somme des

résidus a^i est nulle. Nous allons voir que cette condition

est suffisante.

Soit A une courbe de degré m telle que, parmi ses points

d'intersection avec/, il y en ait au moins p., confondus en

a<, p.2 confondus en ^2, etc. On pourra toujours satisfaire à

ces conditions en prenant m suffisamment élevé.

Nous allons établir que l'intégrale cherchée existe, et

«fju'elle est de la forme

. / du
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fl> désignant une adjointe convenablement choisie parmi

celles de degré m + Ai — 3.

549. Cherchons, à cet effet, quels sont les points de la

surface de Riemann aux environs desquels l'expression

^ dz

dt

du

devient infinie.

Aux environs d'un point (Ç, u), situé à distance finie,

-T-r sera fini. Gela est évident, si -f^ n'est pas nul au point
df ' au ^ ^

du
considéré.

Si -^ = G, mais -^ ^ o, il en sera de même, car de l'équa-
ôu uz

tion f=z G on déduit
dz du
~di __ ^
du dz

et le second membre reste fini.

Enfin, si -—=:^=z g, le point (Ç, -j) sera multiple. Soitv
du dz 1 \ / 1

son ordre de multiplicité. A une valeur ^ = ^ -f- ^ voisine de 'Ç

correspondent ii valeurs u^, . . ., u,i] celles de ces branches

qui se croisent au point multiple auront des développements

de la forme

les coefficients angulaires c, , . . . , c, de leurs tangentes

étant différents; les autres développements seront de la

forme
M^=:u^-f-... (A-= v 4-1, . .., /i),

•j^ différant de u.
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Si donc on prend sur l'une des branches qui passent au

point multiple, sur la première, par exemple, un point (z, w,)

voisin de (Ç, u), l'expression v^ qui est égale à un facteur

constant près au produit

sera d'ordre v — i

.

Mais, d'autre part, <ï> ayant au point (Ç, u) un point mul-

tiple de multiplicité v — i, son ordre sera au moins égal à

V — I. Le quotient restera fini.

Considérons enfin un point situé à l'infini. A une valeur

infinie de g = - correspondent n développements

„, = y+..., „„=_^...,

et le produit

sera d'ordre — (/? — i). D'autre part, ~ est d'ordre —2.

Enfin 0, polynôme d'ordre /^-}-m — 3, est d'un ordre au

moins égal à — [n -\- m — 3). Donc

dz

dt

du

restera fini au point considéré.

Quant à A, son ordre en un point (ÎÇ, u) à distance finie

sera égal au nombre \ des intersections de A et de /qui sont

concentrées en ce point [X étant nul, si (Ç, u) n'est pas un

point d'intersection]. Pour un point à l'infini, cet ordre se-

rait — m -h X.

Donc rexpression
dz

dt

ou



INTÉGRALES ABÉLIENNES. $97

ne devient infinie qiûaux points d^ intersection de f et

de A ; et si Vun de ces points bi compte pour \i intersec-

tions^ elle deviendra infinie d^ordre \i (au plus).

La partie infinie de son développement

(I) B,,x,^-^'-h...-f-B,.^-i

s'obtiendra aisément par la division.

550. Si nous prenons pour O l'adjointe la plus générale de

son degré, elle aura pour coefficients des fonctions linéaires

et homogènes de mn -\- p — i paramètres indéterminés (t. I,

589). (Nous supposons ici m ;> o ; s'il était nul, le nombre

des paramètres serait/?.)

Le nombre total des coefficients B est égal au nombre mn
des intersections de A et de f. Ces coefficients sont évidem-

ment des fonctions linéaires et homogènes des paramètres.

La somme des résidus étant nécessairement nulle, on aura la

relation

^Ba= o,

qui permettra d'exprimer l'une de ces fonctions telle que B,

,

au moyen des autres.

Désignons ces dernières par B^/.

Les p premières périodes cycliques F^ , . . ., F^ de l'inté-

grale considérée sont évidemment aussi des fonctions li-

néaires et homogènes des paramètres.

Le déterminant des mn — i -{-p fonctions B^^, Fi , . . ., F^,

n'est pas nul; car, s'il l'était, on pourrait déterminer les rap-

ports des paramètres de manière à les annuler simultané-

ment. L'intégrale abélienne ainsi obtenue n'aurait plus de

pôles, et ses premières périodes cycliques seraient nulles
;

mais elle ne peut se réduire à une constante, car sa différen-

tielle n'est pas identiquement nulle ; il y a donc contradiction

.

Le déterminant n'étant pas nul, on pourra choisir les para-

mètres de manière à donner aux fonctions linéaires B^ij^/, F< , ...,

Tp un système de valeurs arbitraires.
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On pourra donc faire en sorte :

i" Que r4, ..., r^ prennent les valeurs assignées Ci, ...,

Cp] 2" que le polynôme (i) s'annule pour tout point bi qui

ne fait pas partie de la suite des points a^, a-^, . . ., et se ré-

duise, si bi^=^ Gki au polynôme donné

k,u.), t-v-k

Les coefficients B,, et an du terme en^~' dans les dévelop-

pements relatifs au point b^ = a, échapperont seuls à l'iden-

tification directe; mais, comme on a, d'une part,

et, d'autre part, par hypothèse,

ces deux coefficients seront encore égaux.

551. Intégrales de première espèce. — Si l'intégrale \

n'a pas de point critique, on pourra supposer m=r o; A se

réduit alors à une constante. La forme générale des intégrales

de première espèce sera donc

(p désignant une adjointe d'ordre n — 3.

Nous pourrons déterminer une intégrale de première es-

pèce
cp/, dz

telle que toutes ses premières périodes cycliques Cyti , ••., Ckp

soient nulles, sauf l'une d'elles c^, laquelle sera égale à

l'unité. Nous désignerons ses secondes périodes cycliques

par dhK, ..., dhp.
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Nous obtiendrons ainsi p intégrales particulières Ei, . . .,

E^, que nous appellerons intégrales normales de première

espèce.

La formule (lo) du n° 538, appliquée à deux intégrales

normales E^-, E/f donnera évidemment

i=p

( 2 )
o = \ ( c,7 dj,i — du Cki ) = dfci— di^.

1 = 1

552. Une intégrale abélienne I, ayant pour premières pé-

riodes cycliques Ci, . . ., c^, peut évidemment se mettre sous

la forme
I =z Cl El H- . . . 4- CpEp 4- F,

F étant une intégrale réduite, dont les premières périodes

cycliques sont nulles.

Dans l'étude des intégrales de seconde et de troisième es-

pèce, nous pourrons donc nous borner à la considération des

intégrales réduites.

553. Intégrales de seconde espèce. — Nous pouvons con-

struire une intégrale réduite FJ^ n'ayant qu'un seul pôle a,

aux environs duquel la partie infmie de son développement

d?^
se réduise à t~\^ (celle du développement de —jr- se réduira à

Soient <:/^,, . .., <i^„ ses secondes périodes cycliques. Leur

valeur s'obtiendra en appliquant la formule (lo) du n^ 538

aux deux intégrales Ey^ et Fg; il viendra

^^^ iru^''-~ \x\ \dt^ l~ {x^-^yAdt"^-' àf_ dt \

\ au J a

Cette expression est une fonction algébrique des coordon-

nées Ç, u du point a. Si ce point n'est pas à l'infini, et si

-f- n'y est pas nul, on aura t =^ z — Ç, et le second membre
du -^ ^
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se réduira à

(îJL — i)! cKV--^ ( ôf{l,^)

Le théorème d'Abel, appliqué à FJ, donnera, d'autre part,

554. Une intégrale réduite de seconde espèce J (et, en

particulier, une fraction rationnelle en ^, w), admettant les

pôles a^, a.y, ..., et ajant pour partie infinie de son dévelop-

pement, aux environs de a,, un polynôme

pourra se mettre sous la forme

( 5 ) 1 = ^^ (a,„„, F:r/+ . . . + a,, F^,) + c

,

G désignant une constante.

En effet, la quantité G définie par cette équation est une

intégrale abélienne qui n'a ni pôles, ni premières périodes

cycliques. G'est donc une constante.

Réciproquement, une expression I de la forme (5), où les

quantités a et G sont des constantes indéterminées, est une

intégrale réduite de seconde espèce, n'ayant de pôles qu'aux

points <2,, a2, . . . avec des ordres de multiplicité au plus

égaux à /Ui, 1712, ••• (ces ordres de multiplicité pouvant

s'abaisser si quelques-uns des coefficients a sont nuls).

555. Pour que cette expression I se réduise à une fraction

rationnelle, il faut et il suffit que ses secondes périodes cy-

cliques

^k

soient toutes nulles; car ce sera alors une fonction uniforme,

n'ayant pour points critiques que des pôles.
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Ces polynômes 8^, au nombre de /?, contiennent les indé-

terminées a, en nombre \ m/=^. Ils peuvent être liés par

des relations linéaires; soit a- le nombre de ces relations.

Nous aurons à satisfaire à /> — y équations distinctes.

Si p — ^ = ^, on ne pourra j satisfaire qu'en supposant

les a tous nuls, et I se réduira à la constante arbitraire G.

Si p — ^<C<7j ces équations détermineront p — t des

quantités a en fonction des autres et I contiendra encore,

sous forme linéaire, q — /? -f-
a-

-f- i indéterminées (y com-
pris la constante G).

Pour trouver la signification du nombre a-, nous remarque-

rons qu'une relation linéaire

X181 + . . .4- XpOp=r O,

entre les polynômes 0^, équivaut au système des relations

Remplaçons les périodes d par leurs valeurs (3), et po-

sons
cp — X,cpj-f-. . .+ X,,cp

Ges relations deviennent

o dz\

~Ér di \

du J a,

= 0,
d"h-

dt'"r

Elles expriment que parmi les ip — 2 points d'intersec-

tion de/ avec l'adjointe cp, de degré n — 3, autres que ceux

qui se trouvent aux points multiples de /*, d'après la défini-

tion même des adjointes, m, coïncident avec «,, ..., m/ avec

«i, etc.

Si nous avons, entre les polynômes 8, t relations linéaire-

ment distinctes, nous aurons donc a- adjointes cp linéairement

distinctes jouissant de la propriété précédente, et récipro-

quement.
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Nous pouvons donc formuler la proposition suivante :

Théorème de Riemann-Roch. — Soient a^^ ..., aq

q points quelconques [distincts ou non) ; or le nombre des

adjointes d^ordre n — 3 linéairement distinctes, qui pas-

sent par ces points.

Les fonctions rationnelles de z, Uj qui n'ont aucun
pâle en dehors de ces points, dépendent linéairement de

q — /? + a- -h I constantes arbitraires, si q ^p — a-; elles

se réduisent à une constante, si q/^p — a-.

556. Cherchons l'expression explicite de ces fractions

rationnelles.

Soit d'abord a- >> o, et soit

l'adjointe la plus générale de degré Ji — 3, qui passe par les

points a^, ..., aq. On peut déterminer les constantes )v de

manière à la faire passer par o-— i nouveaux points choisis à

volonté; mais le nombre total de ses intersections avec /esl

2/> — 2 ; on aura donc l'inégalité

^ + C7 — I = 2/> — 2.

Soient ^,, . . ., bg' les points d'intersection de cpi avec /,
autres que a^, ..., aq] et soit a-' le nombre des adjointes

d'ordre n — 3 qui passent par 6, , . . . , 6^. La fonction ra-

tionnelle la plus générale, n'ayant de pôle qu'en ces points,

contiendra q'— /? H- o-'-f- i constantes arbitraires. Mais la

fonction

_ . j

qui en contient o-, jouit évidemment de cette propriété ; on

aura donc
q'— p -+- cr'+ I ^ a.

Si nous échangeons dans le raisonnement les points a^^ ...">

aq elb[^ . . ., bq, nous trouverons de même
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ajoutant ces inégalités, et remarquant que q H- ^'r= ip — 2,

il vient

Donc les deux membres des relations précédentes ne peu-

vent être inégaux, et l'on a nécessairement

q'— p H- a'+ I ziz a, q — y» -f- a -f- i = a'.

Soit maintenant

l'adjointe la plus générale qui passe par les points h^^ . . .,

hq'. La fonction rationnelle

t

ne pourra devenir infinie qu'aux points a^^ ..., Œq^ et con-

tiendra le nombre voulu de constantes arbitraires pour être

la plus générale de cette espèce.

5o7. Soit maintenant o- = o. En prenant m assez grand,

nous pourrons déterminer une adjointe <I> d'ordre n— 3+ /?^

passant par les points «,, ..., aq. Elle coupera / eu

mil -h ip— 2 — q autres points b^^ 62, Soit ^l'adjointe

du même degré la plus générale parmi celles qui passent par

les points h\ elle contiendra encore (au moins) q
—p-\-\ pa-

ramètres arbitraires. D'ailleurs — ne devient infinie qu'aux

points <2,, ..., ciq. Ce sera donc la fraction rationnelle cher-

chée, et le nombre des paramètres sera précisément q
—p-\- 1

.

558. Soit, en particulier, q=zp -\- \. On pourra prendre

pour <ï> une adjointe de degré n — 2 ; ^ contenant deux

paramètres sera de la forme X<I> + ^m ^k-, et l'on aura

La fonction —- ajant/;> -4-1 pôles a,, ..., «o+i prendra une
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valeur donnée - en » + i points

Ces points seront évidemment ceux des points d'intersec-

tion des courbes

qui varient avec [x. Pour p. = o, ils se confondent respective-

ment avec a,, ..., a^+, ; lorsque [x varie, ils décriront des

lignes L^, ..., L^+,; et l'on aura, d'après le théorème

d'Abel,

\
I
dE/,— {k — i,2,....p)

ou, en différentianl,

^^^ L àfiz,u,)
=" (^ = '- •./')•

Ce système d'équations différentielles, joint aux relations

et aux conditions initiales

(Ç/, Uf étant les coordonnées du point a/), suffît, comme nous

le verrons dans la théorie des équations différentielles, à dé-

finir ^2> ^2? -..en fonction de z^.

Mais on peut établir entre ces variables un système de

relations algébriques équivalent au précédent. En effet, les

fonctions symétriques des coordonnées z^^ u^^ ..., ^/,+i, if-p^x

sont évidemment rationnelles en u., qui, lui-même, en vertu

de la relation

est une fonction de même nature.
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Les équations ainsi obtenues, entre les fonctions symé-

triques de Zi, Ui^ Z2^ «2, ..., ont leurs coefficients rationnels

par rapport à ceux de ^, <I>,, lesquels sont évidemment ra-

tionnels et symétriques en Ç,, u,, Ço, '-'2, •••• Par l'élimina-

tion de ces dernières constantes, oq retrouverait les équa-

tions différentielles.

559. Parmi les intégrales F^, au moyen desquelles nous

avons exprimé toutes les intégrales réduites de seconde es-

pèce, la plus simple est celle où u. = i . Nous l'appellerons

V intégrale élémentaire de seconde espèce. On peut la

mettre (548) sous la forme suivante

(7) n--

Art désignant la tangente à / au point «, et ^a une adjointe

convenable de degré n — 2 (passant évidemment par les

n — 1 points d'intersection de/" et de A,-^ autres que a).

Ses secondes périodes <i^^ seront données par la formule

(8) ±-,d\,^-

Soient a,, ..., ap p points quelconques nou situés sur une

même adjointe de degré n — 3. Le déterminant des p- pé-

riodes d\.j^ ne sera pas nul.

560. Toute intégrale réduite I de seconde espèce pourra

se mettre sous la forme

(9) I = X,F^.H-...+ X,,F^,,-t-R,

R désignant une fraction rationnelle.

Soient, en effet, 0,, . . ., 0^ les secondes périodes de \. Si

nous déterminons les constantes X par les relations
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l'intégrale R, définie par la relation précédente, aura toutes

ses périodes cycliques nulles. Elle sera donc rationnelle.

561. Intégrales de troisième espèce. — Une iotégrale

de troisième espèce admet au moins deux points critiques

logarithmiques, la somme des résidus devant être nulle.

Nous appellerons intégrale élémentaire de troisième

espèce, et nous représenterons par G^ l'intégrale réduite qui

a deux pôles a et è, et dont les développements aux envi-

rons de ces deux points ont respectivement pour partie in-

finie — log^ et -H log^.

Cette intégrale pourra se mettre sous la forme

(lo) Gi =
I OU

^ab désignant la droite qui joint les points a, b^ et ^ab une

adjointe de degré n — 2 (laquelle devra passer par les n — 2

j)oints d'intersection de i^ab et de /autres que a, h).

Soient dab\, •••, dabp ses secondes périodes cycliques.

En appliquant la formule (10) du n" 538 aux intégrales E^

et G^, on trouvera

La même formule, appliquée à F^ et à G^, donne

I /d^~' ^ab dz'
(12) o=:(FS).-(F£-)<

(fx-i)! dtv--^ d£dt
\ "'Ou

Appliquée à Gf^ et G^, elle donne

o = (G^)p-(G^)a-(Gg),+ (Gg)«,

ou

(i3) / dQ'^^ j dGl
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(les intégrales étant prises suivant des lignes qui restent dans

la région délimitée par le contour K et les lacets des points

a, 6, a, p, région dans laquelle les intégrales G^ et G^ res-

tent monodromes).

Enfin, le théorème d'Abel (543), appliqué à l'intégrale G^,

donnera, en désignant par Ço» '-*o
et Ç,, u, les coordonnées

des points a et Z>,

562. ToM^e intégrale abélienne I e^^ /a somme d'une

fonction linéaire d'intégrales élémentaires de troisième

espèce et d'une intégrale de seconde espèce.

Soient, en effet, «<, . . . , a^ les points critiques de I,

>.^, . .
. , X^ les résidus correspondants. Posons

La fonction complémentaire R n'ayant plus de périodes

polaires (en vertu de l'équation X, +. . . 4- "X^^ o )
sera une

intégrale de seconde espèce.

IV. — Inversion.

563. Soient a, = {z,,u,), ..., ap-={zp, Up) p points

mobiles, partant des positions initiales a,o= (^lo, '<io), • • -^

ap, = {Zpo, Upo) ; et soient comme précédemment

fin
les /? intégrales normales de première espèce. Soient en

es, ...j Cp de nouvelles variables, liées aux premières par

les relations

^^ A df{Zi,Ui)

dui
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On en déduit par l'intégration

(2) \ dE/,z=e/,--eu {k z=z i, . . . , p),
lS,f^"=

Li désignant la ligne décrite par le point a/, et e^Q la valeur

initiale de e^.

Si l'on fait varier les lignes L^ sans changer leurs extré-

mités, on obtiendra pour chaque position des points a^, . . .

,

cip une infinité de systèmes de valeurs pour {?,, . . . , Cp. En

désignant l'un d'eux par e, , . . . , e^, ils auront évidemment

pour forme générale

'.•4-\ hidf,,,

dk\^ .-., dkp étant les secondes périodes cycliques de Eyi,

et g]^^ hi des entiers positifs ou négatifs.

o64. Le problème dHnversion des intégrales abéliennes

consiste à trouver réciproquement l'expression des quantités

G/, lii en fonction de e,, ..., Cp^ considérées comme va-

riables indépendantes.

Etudions la marche de ces fonctions aux environs du

point (<?io, • • «5 ^/jo)- Les quantités ^/, iii étant voisines de

^/0 7 ^^io pourront être développées suivant les puissances

entières et croissantes d un même paramètre //; et—-)

restant fini pour ^/=^o, admettra un développement en

puissances entières et positives, tel que

-^ = alî, 4- 4,-^, + a^,^? -4- . . .

.

Les nouvelles variables ti seront des fonctions implicites

de Ci, . . . , ep^ déterminées par les équations

(3) Si (a/?,-}-4,^,-f-...)^^— (e/,-e/,o)=o (/^= i, ...,/?).

Le jacobien des premiers membres par rapport aux va-
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riables ti sera le déterminant D des quantités

Pour ^^ = ...I=^^=:=o, D se réduit au déterminant Do
des quanlités a^^..

Si Do n'est pas nul, les équations précédentes définiront

effectivement (t. I, n" 191) des fonctions ^,, . . ., tp des va-

riables e,, . . . , ^y,, lesquelles fonctions sont synectiqiies aux

environs dn point (e<o, . . ., <?/?o)-

565. Le déterminant Do s'annule dans les deux cas sui-

vants :

i*' Les points «40, . • . , ap^, tout en restant distincts, sont

situés sur une même adjointe ^ = )vi cp, + . . . + X^cpp de

degré n— 3.

En effet, cette condition est exprimée par les p équations

\ X/,a|,= o (^=1, . ..,/?),

et, pour qu'on puisse j satisfaire autrement qu'en posant

),^ =zz . . . ^ X^= o, il faut et il suffît que Dq soit nul.

2° Si plusieurs points a^Q^ . . . , ap^^ par exemple a

a^Q coïncident. En effet, dans ce cas, les développement

^h -+- a;;,-^,- H- . . . ( f = 1 , 2. . . . , [j.),

étant opérés aux environs du même point, auront les mêmes
coefficients, et Dq aura [x colonnes identiques.

Le déterminant D aura lui-même deux colonnes iden-

tiques lorsque deux des variables ^,, . . . ^ t^ seront égales:

il est donc divisible par le produit P de leurs différences, et

l'on aura
D=PD',

D' étant un nouveau déterminant, qui, pour t^ z- . . . = ^^= o

se réduit à

1 05 • • • 7

S

d:

^H, ail ... afi \ oii'-^+ t ... ^?p

a«,,a' ... al^rSa*^^pty >1 • • • '*pi ) >,[X-I-1 . . • >*/»

J. — II. 39
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Prenons pour nouvelles variables, au lieu de t^

les sommes de puissances semblables

Le jacobien de 5i , . c . , s^ par rapport à ^i, . . .

,

,(j.-i

!P.

Le jacobien des premiers membres des équations (3)

par rapport aux nouvelles variables s^^ . S\h') f\}.+i
j

sera donc ^^', et si D'^ n'est pas nul, s^^

'ij.+\
, . , .^ tp seront aux environs du point {e^Q. '/>0

des fonctions synectiques de <?< , . . . , e^
;
et ^^ , . . . , ^jx seront

les racines d'une équation algébrique, à coefficients synec-

tiques.

La condition D'= o exprime d'ailleurs qu'il existe une ad-

jointe cp^X, cpi H-...-l-).^cp^ passant par les points a^+^^o, ....

ap^o et satisfaisant, en outre, aux relations

lesquelles expriment que \x de ses points d'intersection avec/

sont concentrés au point ai o = • • • = ^(jo-

566. Nous avons ainsi élucidé la nature des fonctions

t^, . . .,tp aux environs du point (e,o, . • -, ^^,0) sous la seule

condition que les points «lo, • . ., ^/^o ne soient pas sur une

même adjointe cp de degré /i — 3.

Soit ^ une fonction rationnelle de 5, u, qui ne devienne

infinie en aucun des points «lo, • • -, «po- Aux environs du

point a,o, on aura pour ^(^/, m) un développement en puis-

sances tel que
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Les sommes Si, So, -.. des puissances semblables des

quantités '}(^/, Ui) seront donc des fonctions sjnectiques de

/< , . . . ^
tp^ D'ailleurs si a)o= <^2o= • . . = a^Q^ les dévelop-

pements de ^{z\ , «i), . . . , "^{z^, u^) auront les mêmes coef-

ficients. Les développements de Si, S2, ... ne contiendront

donc tiy . . ., t^ que par les sommes 5,, 5o, ... de leurs

puissances semblables, qui sont synectiques en e,, . . ., Sp.

Donc 84, So, ... seront elles-mêmes sjnectiques en ^1, ...^Cp.

Si, contrairement à ce que nous avons supposé en premier

lieu, t{>(^, u) devenait infini en quelqu'un des points a, 0, • . -,

a^o tel que «10, le développement de Si, So, • . . contien-

drait des puissances négatives de t^ (ou, si «<o = . . •:=<^(j.o,

des sommes de puissances négatives semblables de i,, . .
.

,

/(x) lesquelles sont des quotients de fonctions synectiques.

Donc toute fonction rationnelle symétrique Q des quan-

tités ^(2/, Ui) sera aux environs du point (e,o, • . ., Qpfs) une

fonction synectique de e,, . . ., e^,, ou un quotient de fonc-

tions synectiques.

On donne à ces fonctions Q le nom de fonctions abé-

liennes.

567. Faisons varier e,, . . ,, Cp à partir de leurs valeurs

initiales^ on pourra suivre de proche en proche le mouve-

ment des points «i, . . . , a^ et la variation des fonctions Q.

On ne se trouvera arrêté que lorsque les points «i , . . . , Gp

atteindront des positions a\, . . . , «^ telles qu'ils soient situés

sur une même adjointe de degré n — 3.

Il est aisé de déterminer les valeurs e\, . . , ^ e'p des va-

riables indépendantes pour lesquelles cette circonstance se

produira. Considérons en effet une adjointe variable, déter-

minée à chaque instant par la condition de passer par les

points <2,, ..., ap_^. Dans sa première position cpo? elle

coupera /aux points rt,,), •••,<^/)-«,o et en p — i autres

points [iio, 1^1, . • -, i%_2- Dans sa position finale cp, elle h

coupera aux points «', , . . ., dp et en p — 2 autres points

6,, . . ., bp_2.
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On aura, d'après le théorème d'Abel,

p— ^ '
' p— ^ h

(4) \ rdE,~+- f'dE,-^y rdE;,.:o.

On a d'autre part, d'après l'équation qui définit e/f,

(5) \ / (iE^—^— e/,0 {k = i,2, ..., p).

On en déduit

(6) e[.-e,o=f^dE,-^f^dE, (/frr.,,. .,p).

Ces systèmes de valeurs singuliers des quantités ^a ne dé-

pendent, comme on le voit, que de p ^ 2 points variables 6/.

568. Réciproquement tout système de valeurs e\j . , . , e'

défini par les relations (6) constitue, quels que soient les

points bi, un point d'indétermination commun à toutes les

fonctions abéliennes.

En effet, parles p — a points biy nous pouvons faire passer

un faisceau d'adjointes de degré n — 3. Soient cp l'une quel-

conque d'entre elles, a\j ..., a' ses autres points d'intersection

avec f. Faisons décrire aux points mobiles â^i, . , . , ap des

lignes quelconques L,, . . . , L^ partant de aïo, . . ., cipQ et

aboutissante a\, ..., a . Les fonctions e^ définies parles équa-

tions (2) varieront suivant une loi déterminée et leurs valeurs

finales e^ seront données par les formules (5), ou, en vertu

des équations (4), parles formules équivalentes (6), lesquelles

sont indépendantes de l'adjointe particulière cp que l'on a

choisie. Si donc, considérant les e/ç comme variables indé-

pendantes, nous les faisons varier de e/(o à e^ suivant une loi

convenable, les points a< , . . ., ap viendront aux positions

finales a\, ..., a' . Or celles-ci, variant avec le choix de

l'adjointe co, sont indéterminées.
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569. Les fonctions abéliennes sont uniformes. Nous éta-

blirons cette proposition en montrant leur identité avec

d'autres fonctions, uniformes par leur définition même-

Nous résoudrons en même temps le problème de l'inversion,

en donnant leur expression explicite en fonction de

^if • • ' 5 <?/)•

570. Soient

^i= t^i + «v;, ...., ç^p— ç/-hiV;

p variables complexes indépendantes;

dki—dik—d',,i-\- idli {kz=^iy ...,/?, l — i, ...,/?)

des constantes complexes en nombre p^; nif, . . ., nip des

entiers réels, variables de — oo à +co. Désignons par cp la

forme quadratique

cp=:\ duTUkmi,

par ^j; la forme linéaire

et considérons la série

<7) 0(c^,, ..., (v)^ y

Elle sera absolument convergente, si la forme

est toujours positive (sauf si tous les m sont nuls).

Posons en effet

Le terme général de la série aura pour module

^ uCcp'^+t];'/}. Or si les indices m,, ..., nip, ou seulement

quelques-uns d'entre eux, croissent indéfiniment, cp"+^"
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tendra vers oo. et la serre \ {z>" -i- 'Y)~^ sera convergente, si

[X > ^ (t. 1, n" 318). A plus forte raison la série V ^-^^(ç'^+^'O

dont les termes décroissent plus rapidement.

Si l'on dérive terme à terme la série par rapport à l'une

des variables ç, on obtiendra de nouvelles séries, dont la con-

vergence s'établit de même. Donc sera une fonction analy-

tique de (^^, . . . , (;^, uniforme et entière.

571. Elle est paire, car elle n'est pas altérée, si l'on "y

change le signe des variables, pourvu que l'on change en

même temps le signe des indices de sommation.

Elle reste également inaltérée, si l'on accroît de l'unité

une des variables ç^, . . ., t^^; car son terme général se re-

produit, multiplié par une puissance de e-'^' = i.

Remplaçons enfin un des indices de sommation, tel que

rriif par nii— i , et changeons en même temps (^, , . , , , Çp en

^i-\-du, "-, ^p^ dpi ;
cp -I- (]; sera changé en cp+ 1);

— 2 C7— du.

Nous obtenons donc la relation

(8) ©(^^1+^1/, ..., Vj,-hdp^)---zze^^^(-''^i-^hi)e(ç,, ...,Vp).

Donc, si nous remplaçons plus généralement Vi, . . ., Çp

par de nouvelles quantités p'^ , . . ., ç^ définies par les rela-

tions

(9) <^l=^/.+ ^A:H-\ h/d/,i, I,

gk et hi étant des entiers, se reproduira, multiplié par un

facteur exponentiel.

Nous dirons que deux systèmes de quantités ç et P"', liés

par des relations de la forme (9) sont équivalents; et nous

représenterons l'équivalence par le signe e^.

572. On peut prendre pour constantes dki les secondes

périodes cycliques des p intégrales normales de première

espèce E<, . .
. , E^. Elles satisfont en effet (551) à la relation
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dhi-~dik> Il faut en outre, pour la convergence, que la

forme cp'^ soit positive. Mais cette condition sera également

remplie.

Considérons en effet l'intégrale de première espèce

E =: mi El -4- . . . H- m^ Ep= P -i- Q /.

Ses périodes cycliques sont, pour la première moitié,

mi, ..., TYip

et pour la seconde moitié

m^d^y-^ . . .^ iripdp^, ..., m^d^p-^ . . .^ rripdpp.

L'intégrale i P (iQ sera positive (527). Or nous avons

trouvé (535) l'expression de cette intégrale; ici elle se ré-

duit à

îïi^ {m^d\^-\- . . . -h rUp d"p^)-^ . . .

-h mp{77îid'[p-\-. . .-h nip d'pp ) = cp".

573. Les coefficients dj^i étant ainsi choisis, posons

ç^i=Ei(^) — e,, ..., Vp—Ep{z)--ep,

Si, . . ., Cp étant des paramètres. Par cette substitution, 6

se changera en une fonction de la seule variable indépen-

dante z

&[E,iz)-e,, ...,Ep{z)-ep] = Hz),

dont nous allons étudier les propriétés.

A une position donnée a du point z sur la surface de

Riemann correspondent, suivant le chemin suivi par la va-

riable pour parvenir en a, une infinité de systèmes de valeurs

des intégrales E,, ..., Ep. Désignons par E,(a), ..,,

Ep(a) l'un de ces systèmes, choisi à volonté; les autres lui

seront évidemment équivalents. Donc les diverses valeurs

que peut acquérir au point a ne diffèrent que par des fac-

teurs exponentiels. Ceux-ci n'élantni nuls ni infinis, on voit

que la fonction s'annulera toujours aux mêmes points de

la surface de Riemann, quel que soit le chemin suivi.
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Elle ne peut d'ailleurs s'annuler en un point donné a que
pour des valeurs spéciales des paramètres; car 0(a), se

présentant sous la forme d'une série de puissances positives

et négatives des exponentielles e^Ti/e,^ ^ e-'^^^'p^ dont les

coefficients ne sont pas nuls (car ce sont des exponentielles)

ne peut s'annuler quels que soient Ci, . . ., Cp.

A fortiori, Q(^) ne peut s'annuler identiquement que

pour des systèmes particuliers de valeurs de e,, . .
. , Cp^ que

nous écarterons provisoirement.

574. Les zéros a^^ ao, ... de ^{z) sont des points isolés.

En effet, aux environs d'un point quelconque a, E, , . .
. , E^,

restant fini(?s, sont développables suivant les puissances en-

tières et positives d'un paramètre t\ on en déduit pour 8

un développement

suivant les puissances entières et positives de ^, ei, . . . , Cp.

Ce développement permet de suivre la variation de aux

environs de a; et en utilisant des développements contigus à

celui-là, on pourra suivre cette variation tout le long d'une

ligne quelconque (t. I, n°^ 341 et suivants).

D'ailleurs, le développements ne peut s'annuler qu'en des

points isolés, s'il n'est pas identiquement nul (t. \, n° 338).

Mais, dans ce cas, les développements contigus le seraient

aussi; B serait donc nul sur toute la surface de Riemann,

hypothèse que nous avons exclue.

Ces zéros étant isolés, il n'en existera qu'un nombre fini

dans toute portion finie de la surface de Riemann; mais ils

sont également en nombre fini dans les environs de chacun

des n points à l'infini
; leur nombre total est donc borné.

Enfin, ils varient d'une manière continue avec e^^ . . ., Cp.

Soient, en effet, a l'un de ces zéros, \k son ordre de multipli-

cité. L'équation
b (^, e*!, . . . , ^p),

ayant p. racines nulles, admettra, pour des valeurs de
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^4, . . . jGp infiniment voisines de celles que Ton considère,

|x racines infiniment petites (287).

575. Pour déterminer le nombre q des zéros ««, «2? • •

.

joignons un point arbitraire O aux/? rétrosections, par des

lacets M;G^D;C7^D7*M7* tracés de manière à éviter ces

zéros. Soit, comme précédemment, K le contour constitué

par ces lacets. Il transforme la surface de Riemann en une

surface s simplement connexe, dans l'intérieur de laquelle

E<, . . ., E;,, et par suite B, seront synectiques. L'intégrale

• rdj^
<iioge

, .
, ,

<ilogO
,

sera donc égale à la somme des résidus de —^j- poiir les

points a, . . . , a^- Or, à un zéro a de multiplicité {x, corres-

pond un résidu [x. La valeur de l'intégrale sera donc égale

kq.

Pour la calculer directement, cherchons la valeur de l'in-

tégrale prise le long des lacets M;G/D/G7^D7^M7*.

Lorsqu'on décrit la partie G/D/C^^Dr' du lacet qui sé-

pare M/deM7S E,, . . .,E^, et par suite, ^,-^' reprennent

au retour leurs valeurs primitives. Donc

Lorsqu'on décrit le contour Ct\ les intégrales E, , . . . , E;,

reprennent leurs valeurs primitives, sauf E/ qui diminue

d'une unité; 9, - ^^ ne changent pas; donc
dz

Mais, lorsqu'on décrit D/, E, . . . . , E^ s'accroissent respec-

j. - II.
^9-
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tivement de dii, . , ., dpi\ se reproduit, multiplié par

<ilog6 1. . , . dV.,
,—T^- diminue de 271 « —7-^: donc

dz dz '

Chaque lacet donnant un résultat analogue, l'intégrale

totale est égale à/?. Donc la fonction admet p zéros.

576. Calculons de même l'intégrale

U TE^^logO.
I

Elle sera égale à la somme des résidus de la fonction

<iloge
Ea —vf-' soit à

cit

\ (E^)«. (« — I, ...,/'),

(Ea)„. désignant la valeur de E/t au point ai lorsque la va-

riable z se rend de sa position initiale au point ai en restant

dans la région s.

Calculons directement cette intégrale. On a encore

et de même

0, (si/>A-),

car E/(, ,

"

ne changent pas quand on décrit C^ . Mais si

/= /r, E^ diminuant d'une unité, on aura
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Or, le lon^- de D^, logO s'accroît de

gh désignant un entier et £^ la valeur de E/^ au commence-

ment du contour D^. Donc

Enfin, lorsqu'on décrit D/, E/^ s'accroît de df^i et
"^

ctz

décroît de ira —f^» Donc
dz

^' (f,~^f }l
^"

I^.-/ [^^"^^^^^ ~ ^^' '^ ^A-/)(^loge - 2^i dE,)]

Ci '''-/-/

-:-—
. r^logO-Hc/^, r^E, +- TE^t^E,.

Or, lorsqu'on décrit G/, E/ s'accroît d'une unité, et ^.logO

d'un nombre entier, qu'on peut représenter par — hf — i

.

L'expression précédente se réduit donc à

I
E^dEi-^hid;,,.

Si donc nous posons, pour abréger,

IX'
s.k -r- - dkk — ^ / E^ dEi = Gk,

quantité indépendante des paramètres e,, ..., Cpy nous

aurons finalement l'égalité

\{Ek)ai — ek~<Sk-^gk-^2jhdki {k — \. . . .,p),

et, par suite, l'équivalence

(10) \ E/,(a,) = <?^. — a^. (A-==i, . . .,p).



620 SECONDE PARTIE. — CHAPITRE VII.

E^ (ai), . . . , Ep(ai) désignant l'un quelconque des systèmes

de valeurs que les intégrales E,, . . . , E^ peuvent prendre

au point ai.

577. Supposons que les paramètres Ci, . . . , ep varient

progressivement à partir des valeurs initiales Cio, . • ., e^o-

Soient a< 05 •••? <^/?o? les zéros de la fonction 9 à l'instant

initial. Ils varient en même temps que les paramètres en dé-

crivant des lignes continues L< , .... L^. On aura à l'instant

initial

\ E^(a,o) = e,to — <^A: (A- = i, .. .,/?).

Retranchons ces relations des précédentes, il viendra

\ [E;,{ai) —Ekiaio)] = e,, — e;,o,

et par suite

\ / dEk=e/,— eu^ (k = i, . . ., p).

Mais, dans ces dernières relations, les deux membres ont

des valeurs entièrement déterminées; ils varient d'une ma-

nière continue et s'annulent tous deux à l'instant initial. Ils

sont donc non seulement équivalents, mais égaux (542).

Nous retombons ainsi sur le système des équations (2).

Nous avons vu que celles-ci permettent de suivre le dépla-

cement des points «i, . .
.

, «^ lorsque e^, . . . , e^ varient,

tant que ces paramètres ne passent pas par un système de

valeurs e\^ . .
.

, e' , de la forme (6).

Nous avons vu en outre que pour un système de valeurs de

cette forme, les positions des points ^4 , . .
.

, ap cessent

d'être déterminées. La fonction

e(E,-e;, ...,E„-e;),

au lieu d'avoir/? zéros, en aura une infinité; elle sera donc

identiquement nulle.



INTÉGRALES ABÉLIENNES. 021

578. On peut construire une fonction Q admettant/? zéros

a^J ..., ap donnés arbitrairement. Il suffira pour cela de

déterminer Cj, . . ., Sp par les équations (2). Les lignes L^

pouvant être tracées à volonté entre les points <2/o et «/, on

pourra satisfaire à la question par une infinité de systèmes de

valeurs de Si, . .
.

, e^, tous équivalents entre eux.

579. Nous avons ainsi établi l'existence d'un système de

valeurs des paramètres tel que la fonction G s'annule aux

points donnés ai, . .., ap. Mais les équations (2) qui nous

ont fourni ce résultat seraient peu propres au calcul effectif

de ces valeurs, car elles contiennent les constantes <2<o, ...,

apo, qu'il serait malaisé de déterminer. Il vaut mieux recourir

aux équivalences (10), le calcul des constantes c;^ étant plus

facile. Ces formules donnent

e^=\ E;-.(flr,)4- a;r..

D'après ce que nous venons de voir, il faut et il suffit que

les e/( aient cette forme pour que la fonction

(II) &[E,(z)-e,, ..., Ep{z)^ep],

ait pour zéros les points a< , . . . , ap.

Supposons Ci. . . . , ep ainsi choisis. Par les points a2-) - - , ^p

faisons passer une adjointe d'ordre 7i — 3; elle coupera /
en/? — i nouveaux points ao, .. ., ap, et, d'après le théorème

d'Abel, les expressions

V E,,{ai) +V E,.(a,) . = T;, (/f = I , . . . , /?)

resteront constantes si (7o, . . ., ap varient (ou du moins se-

ront équivalentes à un système de constantes). Pour les cal-

culer, on pourra assigner k ao, . . . , ap un système de valeurs

particulières; par des opérations algébriques on déterminera

les points as, . . ., a^; et par des quadratures, on obtiendra

les quantités t^j.
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Gela posé, considérons z, «3, - - -, ap comme constants, et

(2< comme une variable. L'expression (u) s'annulera pour
a) = ^; mais elle s'annule aussi, quel que soit ^, lorsque

a^, . , . j ap sont sur une même adjointe d'ordre n — 3 (pli).

Donc elle admet aussi les zéros aa, . .
. , oLp. D'ailleurs, la

fonction étant paire, elle pourra se mettre sous la forme

ou
Q[E,{a,)-s,, ...,Epia,)-z,]

en posant

Eyt(-) + S'' E/,(a,.) - T^- a;t.

Pour qu'elle admette les zéros ^, aa, . . ., a^, il faudra

qu'on ait

— ^k— ^/c= ^/c, d'où <Jk= — ixyt.

580. Soient comme précédemment (Zi, ?/,),...; (zp, Up)

les coordonnées des zéros a^, . . . ^ ap de la fonction Q; et

soit

uae fraction rationnelle quelconque en 5, u. Les/? quantités

li=--l{Zi,Ui)

sont les racines d'une équation de degré p

n
(
X - x^ )

== ^'^ + ^1 X'''"' + . .
.
-f- A^ = o,

dont les coefficients sont des fonctions uniformes de e( , . . . ^e^r,;

et le problème de l'inversion consiste à trouver l'expression

de ces coefficients.

Nous pouvons évidemment supposer, pour traiter cette

question, que le degré de $ est au moins égal à celui de W
^
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car dans le cas contraire il suffirait de former l'équation qui

a pour racines les quantités —^
/J

581. Considérons la fraction

X* — ^

\ désignant une constante. Elle a évidemment pour zéros

ceux des points d'intersection de / et de X<ï> — W dont la po-

sition dépend du paramètre A. Désignons-les par b^^ . .
.

, b^.

Si \ varie de manière à tendre vers oo, ces points décriront

des lignes Li , . .
.

, L^ aboutissant à des points 6< , . .
.

, bq qui

sont ceux des points d'intersection de /et de $ qui ne sont

pas sur la courbe W. Ces points 6, , . . . , 6^ seront les pôles de

la fraction.

Soit Ea une intégrale normale de première espèce-, dési-

gnons parE;f(^,„) l'une ({uelconque des valeurs qu'elle prend

au point bm, et par Ea (^JiJ [celle de ces valeurs au point b)^

qui est déterminée par la relation

On aura, d'après le théorème d'Abel,

582. Gela posé, considérons l'expression

Remplaçons les quantités <?,, . . ., Cp par leurs valeurs

e/, = S E,{ai) + a,,E- E„{a, )
- ^' E/,(a,) -f- z^^ a^.

= Ea ( a, )
— N E/, (a,- ; — a,,,
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et changeons les signes de tous les arguments, ce qui n'al-

tère pas les fonctions paires 0. Cette expression prendra la

forme

en posant, pour abréger,

^,n/c - -- ^k ( b„j) -f- \ E;, {cCi ) -+- a^,

Considérée comme fonction de a^, elle est uniforme sur

toute la surface de Riemann; car chacun de ses facteurs

reste inaltéré si l'on accroît d'un entier l'une des intégrales

E< {a^)^ . . . , Ep(<2i); et si on les accroît simultanément des

périodes d^^ . . . , dpi^ ils sont respectivement multipliés par

des exponentielles, ayant pour somme de leurs exposants

2 ^ ^'^^ ^.k- ^,nk ) -= 2 TT /^^ [Ë, ( bl) ~ E ( b,n )] =-- O.

Chaque facteur du numérateur admet d'ailleurs pour zéros

les points ao, . . . , a^ et l'un des points b}^. Le facteur corres-

pondant du dénominateur a les mêmes zéros, sauf b}^, qui est

remplacé par b„i.

Donc H, considéré comme dépendant de a^, est une fonc-

tion rationnelle des coordonnées Zi, iii, ajant les mêmes
zéros et les mêmes pôles que la fonction

Donc elle est égale au produit de cette fonction par un

facteur indépendant de ^1, Ui.

Gomme on peut faire le même raisonnement pour chacun

des points «25- • •, <^p^ on aura finalement

(i3) H = Gn^(X-x,)==G[X/^-f-A,X/-i-h...],

C étant une constante, qu'on pourra déterminer en assignant

à ^1 , . . . , a^ un système de valeurs particulières.
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En donnant successivement à X p valeurs particulières

}v< , . . . , "kp, nous obtiendrons/? relations de la forme

dont la résolution donnera les coefficients A,, . . . , A^.

583. Soient {zi, u^), ..., [zp^ ^^p) P points variables,

décrivant des lignes L,, . .
. , Lp entre leurs positions ini-

tiales ai, . . ., a^ et leurs positions finales 6,, . . ., bp. Po-

sons

Li

et considérons la fonction

C'est une intégrale abélienne. En effet, si l'on fait décrire

à z un contour fermé quelconque, les valeurs initiales de

E,(^), . . ., E^(^) seront remplacées par des valeurs finales

équivalentes; le quotient des deux fonctions se reproduira

multiplié par une exponentielle dont l'exposant est une con-

stante, et sa dérivée logarithmique -j^ restera inaltérée. C'est

donc une fonction uniforme. D'ailleurs -,

—

^ a pour points
dz dt ^

^

critiques les pôles simples «/et bt, les résidus correspondants

étant

—

I et -4-1. Donc I est bien une intégrale abélienne,

avant les points logarithmiques ai et 6/.

D'ailleurs, lorsque z décrit un des contours C/, les fonc-

tions ne sont pas altérées, et I ne peut varier que de mul-

tiples de iizi. Ses premières périodes cycliques seront donc

des multiples de 'iizi. Elles varient d'ailleurs d'une manière

continue lorsque les points bi se déplacent (tant que les

lignes Li ne rencontrent pas les coupures Ci). Mais, dans

leur position initiale, I se réduit à la constante log i = o.

Les premières périodes cycliques, étant nulles à cet instant,
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resteront telles dans toute la suite du mouvement 5 on aura

donc

(f5) l=:=2Gf,;4-C,

C étant une constante, car elle n'a plus de pôle, et ses pre-

mières périodes cycliques sont nulles. On pourra, si l'on

veut, faire disparaître cette constante en changeant l'origine

des intégrales GJ;;.

L'égalité (id) étant ainsi établie tant que les points z et ht

ne traversent pas les coupures G/, subsistera de quelque ma-
nière que varient ces quantités, car ses deux membres sont

des fonctions analytiques des coordonnées des points z et ht.

584^. Supposons que les points ai se réunissent en un
même point a, et les points bi en un même point b.

L'équation précédente deviendra

585. On peut également exprimer les intégrales de seconde

espèce F^' au moyen de la transcendante 0.

Soit en effet z^ un point situé dans le voisinage du point

fixe a\ considérons l'expression

I=l0ge[...,E,,(^)-/9E;,(3')-a;,, ...],

On pourra développer £7^(3') suivant les puissances entières

et positives d'un paramètre t'
^
qui s'annule pour 5'=: a.

Si z décrit un lacet M/G/M7' aboutissant à un contour G/,

% ne sera pas changé; son logarithme ne pourra varier que

d'un multiple de iizi. et la dérivée -r— restera invariable.

Si z décrit un lacet aboutissant à un contour D/, E/, s'ac-

croîtra de dki\, log6 s'accroîtra d'une quantité de la forme

tzi\-^ iYui{z)-\- 2/j>E/(^')h- ao*/— dii\ -\- iimzi

(m étant entier) ; et -rj- s accroîtra d une constante.
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Donc si cette fonction n'a pour points critiques que des

pôles, ce sera une intégrale réduite de seconde espèce.

Or son seul point critique est le point z' où s'annule.

Lorsque z se meut aux environs de ce point, il sera dans les

environs du point a; on pourra donc développer E>t(3) de la

même manière que E;t(^'); il n'y aura de changé que la va-

leur du paramètre, qui sera différente de t' \ appelons-la t.

Le point z' étant un zéro de multiplicité p pour la fonc-

tion 0, le développement de cette fonction suivant les puis-

sances de t^ t' sera de la forme

La partie infinie de I sera p log(^ — t') et celle de -^7"

(fx-i)!/7

On aura donc

G désignant une constante (car c'est une intégrale réduite

qui n'a plus de pôle).

Faisons enfin tendre z' vers a', nous aurons pour déter-

miner ¥t la relation

(17) [S],..
= (^-')"'^ï-C.

FIN DU TOME DEUXIEME.
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