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Ankünäigung. 

Der  grossartige  Aufschwung,  welchen  die  Naturwissenschaften 

in  unserer  Zeit  erfahren  haben,  ist,  wie  allgemein  anerkannt  -uird, 
wohl  zum  kleinsten  Maasse  durch  die  Ausbildung  und  Verbreitung 

der  Unterrichtsmittel,  der  Experimentalvoi-lesungen ,  Labora- 
torien u.  s.  w.,  bedingt.  Während  aber  durch  die  vorhandenen 

Einrichtungen  zwar  die  Kenntniss  des  gegenwärtigen  Inhaltes  der 
Wissenschaft  auf  das  erfolgreichste  vermittelt  wird ,  haben  hoch- 

stehende und  weitblickende  Männer  wiederholt  auf  einen  Mangel 
hinweisen  müssen,  welcher  der  gegenwärtigen  wissenschaftlichen 
Ausbildung  jüngerer  Kräfte  nur  zu  oft  anhaftet.  Es  ist  dies  das 
Fehlen  des  historischen  Sinnes  und  der  Mangel  an 
Kenntniss  jener  grossen  Arbeiten,  auf  welchen  das 
Gebäude  der  Wissenschaft  ruht. 

Diesem  Mangel  soll  durch  die  Herausgabe  der  Klassiker 
der  exakten  Wissenschaften  abgeholfen  werden.  In  handlicher 
Form  und  zu  billigem  Preise  sollen  die  grundlegenden  Abhandlun- 

gen der  gesammten  exakten  AVissenschaften  den  Kreisen  der  Lehren- 
den und  Lernenden  zugänglich  gemacht  werden.  Es  soll  dadurch 

ein  Unterrichtsmittel  beschafft  werden,  welches  das  Eindringen 
in  die  Wissenschaft  gleichzeitig  belebt  und  vertieft.  Dasselbe  ist 
aber  auch  ein  Forschungsmittel  von  grosser  Bedeutung.  Denn 
in  jenen  grundlegenden  Schriften  ruhten  nicht  nur  die  Keime,  welche 
inzwischen  sich  entwickelt  und  Früchte  getragen  haben,  sondern 
es  ruhen  in  ihnen  noch  zahllose  andere  Keime ,  die  noch  der  Ent- 

wicklung harren,  und  dem  in  der  Wissenschaft  Arbeitenden  und 
Forschenden  bilden  jene  Schriften  eine  unerschöpfliche  Fundgrube 
von  Anregungen  und  fördernden  Gedanken. 

Die  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften  sollen 
ihrem  Namen  gemäss  die  rationellen  Naturwissenschaften,  von  der 
Mathematik  bis  zur  Physiologie  umfassen  und  werden  Abhandlungen 
aus  den  Gebieten  der  Mathematik, Astronomie, Physik,  Chemie 
(einschliesslich  Kry  stallkun  de)  und  Physiologie  enthalten. 

Die  allgemeine  Redaktion  führt  von  jetzt  ab  Professor 
Dr.  Arthur  von  Oettingen  (Leipzig);  die  einzelnen  Ausgaben 
werden  durch  hervorragende  Vertreter  der  betreffenden  Wissen- 

schaften besorgt  werden.  Die  Leitung  der  einzelnen  Abtheilungen 
übernahmen:  für  Astronomie  Prof.  Dr.  Bruns  (Leipzig),  für  Mathe- 

matik Prof.  Dr.  Wange rin  (Halle),  für  Krystallkunde  Prof.  Dr. 
Groth  (München),  für  Pflanzenphysiologie  Prof.  Dr.  W.  Pfeffer 
(Leipzig,  für  Chemie  Prof.  Dr.  W.  Ostwald  (Leipzig). 

Erschienen  sind  bis  jetzt  aus  dem  Gebiete  der 

Mathematik: 
Nr.  2.  C.  F.  Gauss,  Allg.  Lehrsätze  in  Beziehung  auf  die  im  verkehrten 

Verhältnisse  des  Quadrats  der  Entfernung  -wirkenden  Anziehungs- 
nnd  Abstossungs-Kräfte.  (1840.)  Ilerausgeg.  v.  A.  Wang  eri  n. 
(60  s.)    ̂ /— .80. 



Nr.  ö.  C.  P.  Gaass,  Flächentheorie.  (1827.)  Deatsch  hc-rausg.  v.  A.  Wan- 
ge rln.     Zweite  revidirte  Auflage.     (64  S.)     Jt — .80. 

»  14.  C.  F.  Gauss,  Die  4  Beweise  der  Zerlegung  ganzer  algebr.  Fanctio- 
neii  etc.  (1799—1849.)  Herausg.  v.  E.  Netto.  Mit  1  Taf  81  S  ) 
U?  1.50. 

»  17.  A.  Bravais,  Abhandlungen  über  symmetr.  Polyeder.  (1849.)  Übere. 
und  in  Gemeinschaft  mit  P.  Groth  herausg.  von  C.  u.  E.  Blasing 

Mit  1  Taf.       50  .•^.)     Jl  {.—. 
»  19.  Üb.  d.  Anziehung  homogener  Ellipsoide.  Abhandlungen  von  Laplace 

(1782),  Ivory  (1809),  Gauss  (1813),  Chasles  (1838)  und  Dirichlet 
(1839).  Herausg.  von  A.  W  a  n  g  e  r  i  n.     (118  S.)     Ji%—. 

»  46,  Abhandlungen  über  Variationa  -  Rechnung.  I.  Theil:  Abhand- 
lungen von  Job.  Bernonlli  (1C96),  Jac.  Beinoulli  flü97j  und 

Leonhard  Eulcr  IT44;.  Uerausgegt-ben  von  r.  .Stackel.  Mit 
19  Textflgureii.    (144  S.)    M  2.—. 

»47.              II.   Theil:     Abhandlungen    von    Lagrange    (17G'2, 
1770),  Legeildre  (1786)  und  JaCObi  (1837).  Herausgegeben  Ton 
P.   Stäckel.     Mit  12  Textflgurcn.     (110  S.)     ̂ 1.60. 

"  54.  J.  H.  Lambert,  Anmerkungen  und  Zusätze  zur  Entwerfung  der 
Land-  und  Himmelscharten.  (1772.)  Herauggeg.  von  A.  Wan  gerin. 
Mit  21  Textflguren.     96  S.)    .ff  l.GO. 

»  55.  Lagrange  u.  Ganss,  Abhandlungen  über  Kartenprojectlon.  (1779 
und  1822.)  Herausgec.  von  A.  Wangerin.  Mit  2  Textftgnr'^n. 
(102  S.)   J^  I.CO. 

u  60.  Jacob  Steiner,  Die  geometr.  Constructiontn,  ausgeführt  mittelst  der 
geraden  Linie  und  eines  festen  Kreises,  als  Lchrgegenstand  auf 
höheren  Unterrichts- Anstalten  und  zur  praktisilien  Benutzung. 
(1838.)  Iltrausgugeben  von  A.  J.  v.  Oettingen.  Mit  25  Text- 

flguren.   (85  S.)    J^  1.20. 
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Mit  6  I'ijjuren  im  Text.    (65  S.)    .U  1.—. 
"  77.  C.  G.  J.  Jacobi.  über  die  Bildung  und  die  Eigenschaften  der  Deter- 

minanten. De  formationo  et  proprietatibus  Deterrainantium.) 

(1841.)     Herausgeceben  von  1'.  St  ickel.     73  S.)  J(  1.20. 
»  78.  J.  C.  G.  Jacobi,  Über  die  I-"unctionaldeterniinintcn.  De  deter- 

minantibus  functionalibus.  1841.^  Herausgegeben  von  P.  Sticke). 
J2  S.)     ,«  1.20. 



Nr.  82.  Jacob  Steiner,  Systematische  Entwicklung  der  Abhängigkeit  geo- 
metrischer Gestalten  von  einander,  mit  Berücksichtigung  der  Arheiten 

alter  und  neuer  Geometer  üher  Porismen,  Projections-Methoden, 
Geometrie  der  Lage,  Transversalen,  Dualität  und  Reciprocitä.t  etc. 
(1832.)  I.  Theil.  Herausgegehen  von  A.  J.  v.  Oettingen.  Mit 
2  Tafeln  und  14  Fig.  im  Text.     (126  S.)   Jl  2.—. 

»  83.   II.  Theil.     Herausgegeben  von  A.  J.  v.  Oettingen. 
Mit  2  Tafeln  und  2  Figuren  im  Test.     (162  S.)     Ji  2.40. 

»  90.  A.  Bravais,  Abhandlung  über  die  Systeme  von  regelmässig  auf  einer 
Ebene  oder  im  Raum  vertheilten Punkten.  (1848.)  Übers,  u.  heraus- 

gegeben von  C.  u.  E.  Bla  sius.  Mit  2  Tafeln.    (142s.)    Jll.—. 
»  91.  6.  Lejeune  Dirichlet,  Untersuchungen  über  verschiedene  An- 

wendungen der  Inflnitesimalanalysis  auf  die  Zahlentheorie.  (1839  bis 
1840.)   Deutsch  herausgegeben  von  R.  Hauss  n  er.  (128  S.)  Jll. — . 

-)  93.  Leonliard Euler,  Drei  Abhandlungen  über  Kartenprojection.  (1777). 
Mit  9  Textflg.  Herausg.  von  A.  W angerin.  (78  S.)  Jl.  1.20. 

»  103.  Joseph  Louis  Lagrange's  Zusätze  zu  Euler's  Elementen  der  Algebra. Unbestimmte  Analysis.  Aus  dem  Französischen  übersetzt  von 

A.  J.  von  0  ettingen,  herausg.  von  H.  "Weber.  (171  S.)  c^  2.60. 
»  107.  Jakol)  Bernoulli,  Wahrscheinlichkeitsrechnung  (Ars  conjectandi). 

(1713.)  I.  u.  II.  Theil.  Übersetzt  und  herausgegeben  von 
R.  Haussner.     Mit  1  Figur  im  Text.     (162S.)   Jf2.50. 

»108.   III.  u.  IV.  Theil  mit  dem  Anhange:  Brief  an  einen 
Freund  über  das  Ballspiel  (Jeu  de  Paume).     Übersetzt  und 
herausgegeben  von  R.  Haussner.     Mit  3  Fig.   (172  8.)  ̂ 2.70. 

»  111.  N.  H.  Abel,  Abhandlung  über  eine  besondere  Klasse  algebraisch 
auflösbarer  Gleichungen.  Herausgegeben  von  Alfred  Loewy. 
(50  S.)     Ji  —.90. 

»  112.  Augustin  -  Louis  Caucliy,  Abhandlung  über  bestimmte  Inte- 
grale zwischen  imaginären  Grenzen  (1825).  Herausgegeben  von 

P.  Stäckel.     (80  S.)     Jl  1.25. 
»113.  Lagrange  (1772)  und  Caucliy  (1819),  Zwei  Abhandlungen  zur 

Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 
Aus  dem  Französischen  übersetzt  und  herausgegeben  von  Dr. 
Gerhard  Kowalewski.  (54  S.)  Jl  i. — . 

.  »  116.  Lejeune  Dirichlet,  Die  Darstellung  ganz  willkürlicher  Functionen 
durch  Sinus-  und  Cosinusreihen  (1887)  und  Philipp  Ludwig 
Seidel,  Note  über  eine  Eigenschaft  der  Reihen,  welche  discon- 
tiiniirliche  Functionen  darstellen  (1847).  Herausgegeben  von 
Heinrich  Siebmann.     (58  S.)     Jl  1. — . 

»117.  Gaspard  Monge,  Darstellende  Geometrie  (1798).  Übersetzt  und 
herausgegeben  von  Robert  Haussner.  Mit  zahlreichen  Figuren  in 
dem  Texte  und  in  den  Anmerkungen.     (217  S.)     Jl  4. — . 

»122.  Carl  Friedrich  Gauss,  Sechs  Beweise  des  Fundhmentaltheorems. 
über  quadratische  Reste.  Herausgegeben  von  Eugen  Netto. 
(111  S.)  .//1.80.      . 

»  123.  Jacob  Steiner,  Einige  geometrische  Betrachtungen  (1826).  Heraus- 
gegeben von  Rudolf  Sturm.  Mit  46  Figuren  im  Texte  und  in 

den  Anmerkungen.     (125  S.)  .//  2. — . 
» 127.  Jean  Baptiste  Joseph  Baron  Fourier,  Die  Auflösung  der  be- 

stimmten Gleiihungen.  (Analyse  des  (fquations  determin^es.) 
(IV  u.  262  S.)  Jl  4.—. 



Die 

Auflösung  der  bestimmten  Gleicliungen 
(Analyse  des  equations  determinees). 

Von 

Jean  Baptiste  Joseph  Baron  Fourier, 
Mitglied   des  Institut  de  Frniicc,  liustNndlgem  SukrutXr  dur  Akii<U'mio  dei  icicnc»,  «tc 

Paris  lfi31. 

Übersetzt  und  lit'rausi,M'i,'flH'ii 

Alft'ed  Loewy. 

Mit  18  Figuren  im  Text. 

Leipzii;: 

Verlag   von    Wilhelm   Eni;elmann 

1902. 





Inhaltsverzeichniss. 

Vorrede        1 

Einleitung. 

I.  Irspiuiür  der  Alirehra.     Hauptsäcldiche  Erfinder  n 
II.  Zweck  de.'*  Werkes    9 

III.  Oleicluiniren  und  deren  Wurzeln  ....          1" 

IV.  Imaginäre  Wurzeln    1-i 
V.  Paraliolische  ("nrven,  welche  die  Eigenschaften  der  (ilei- 

cluing  darstellen             lö 

VI.   Begrirt'  der  (Jrenze  als  Ursprung  der  Intinitesinialrechnung  17 
VII.    Die  imaginären  Wurzeln  und  die  paraliolischen  C'urven   .  IH 
Vm.    Jlelirtache  Wurzeln    18 

IX.    Entwicklung  einer  Functitm    19 
X.    Znwacli.s  der  Function    ^ 

Synoptische  Auseinaiulersetzuug  dtr  in  diesem  Werke 
bewiesenen  Itesaltate. 

I.    Bestimmung  von  Intervallen  l'ür  die  reellen  Wurzeln  einer 
Gleichung,     'l'lieorem    A   — II.    Kritische  Werthe  der  Variablen,   welche   das  Fehlen  von 
zwei  reellen  Wurzeln  einer  Cleichung  bedingen   2ö 

III.  Regel  B  zur  Bestimmung  der  imaginären  Wnr/.eln.  Indiees  27 

IV.  Bemerkungen  über  die  \'erwendung  der  vorsteluMnlen  Sätze  3«) y.    Lineare  Annäherung,   geordnete  Division,  Auflösung  der 
(ileichnng  zweiten  (Jrades   -^1 

VI.    Convergenzgrad  für  die  Anniiherungeu  der  verschiedenen 

(Jrade   '^^ 
VII.    Erneute  Untersuchung  der  Unterscheidung  der  imaginären 

Wurzeln  von  ilen  reellen   •■^- 
\11I.    Hereclinung  der  reellen   Wurzeln,    vorzUglieh    vermittelst 

der  Kettenltrüche    •    •    •    •  ;^1 
IX.    Continnirliche  Functionen  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  .   'Mi 
X.    Die    AV//7(m'sclie  Näherungsmethode    und   die    im:iu'inären 

\Vurzeln    •^^ 

XI.    Die  Kettenbriiehe  und  die  Näherungsmethode  .  -12 
XII.    Auflösung  der  Huchstaliengleichuugen   -14 
XIII.   (Gleichzeitige  Auflösung  von  zwei  Buchstabengleichungen 

mit  zwei  lOdickauiiten  .  '" 



IV  Inlialtsverzeiclmiss. 

Seite 
XIV.    Aüwendimg  der  dargelegten  Principien  auf  transceu- 

deute  Functionen   56 
XV.  und  XVI.     Sätze    zur   Bestimmung    der   Grenzen    und 

Wertbe  der  reellen  Wurzeln  transeendenter  Gleichungen    57 
XVII.  Recurreute  Reihen  und  algebraische  Gleichungen.    .    .     63 

XVIII.    Berechnung  aller  Gleichuugswurzeln  durch  recurrente 
Reihen    66 

XIX.    Bemerkungen  über  den  Zusammenhang  zwischen  recur- 
reuten  Reihen  und  Gleichungswurzeln    69 

XX.  Principien  der  Theorie  der  Ungleichungen    71 
XXI.    Anwendungen  der  Theorie  der  Ungleichungen  ....  77 

XXII.    Resume   "   80 

Erstes   Buch. 

Methode  zur  Bestimmung'  zweier  Grenzen  für  jede  reelle 
Wurzel  und  zur  Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln. 

L— VIII.   Beweis   des  Theorems  (A)    82 
IX.   Descaiies'iiche  Regel    95 
X.    Bestimmung  der  Intervalle  für  die  reellen  Gleichungs- 

wurzelu  durch  das  Theorem  (A)    96 
XI.  Regel  des  doppelten  Vozeichens  bei  verschwindenden 

Functionen    96 

Anwendung  der  voraufgeheuden  Sätze: 

XII.  aufdieGleichungx5— 3*4  — 24a;y  +  95a^  — 46«— 101  =  0    98 
XIII.  »  »         »         xi—Axi  —  3x  +  23  =  0   99 
XIV.  *  »         »         x-3+2.'c2— 3x  +  2  =  0   100 
XV.  »  »         »         x^+xi  +  x'i  —  25x—m^0   101 
XVI.  »  :>  binomischen  und  trinomischen  Gleichungen   .    .   102 
XA'II.  »  »  Gleichung  a;^— 2x5  — 3 a;3  + 4 a;2_ 5a; +  6  =  0  .    .   104 
XVIII.  »      »         »            xö  +  Sxi+2x^—3x^—2x—2  =  0.    .  105 

XIX.     »      »         »  .T''— 10x<'  +  6a;  +  l  =  0   106 
XX.  Intervalle,  in  denen  Wurzeln  möglich  sind.    Intervalle, 

in  denen  keine  Wurzeln  existiren   107 
XXI.  Wie  unterscheidet  man  die  reellen  von  den  imaginären 

Wurzeln?   108 

XXII. — XXV.  Untersuchung  eines  Specialfalles,  bei  dem  nach 
der  Regel  (A)  in  einem  Intervalle  zwei  reelle  Wurzeln 
möglich  sind.    Criterium  für  imaginäre  Wurzeln.    .    .110 

XXVI.  Mehrfache  Wurzeln   '   115 XXVII.  Ein  weiterer  Specialfall   116 
XXVIII.  Zusammenfassende  Angabe  der  Unterscheidungsmerk- 

male der  imaginären  A^on  den  reellen  Wurzeln  in  den 
untersuchten  Specialfällen   IH^ 

XXIX.  und  XXX.   Anwendung  der  voraufgeheuden  Sätze  auf 
die  Gleichungen  der  Artikel  XIV  und  XV   117 

XXXI.  und  XXXII.   Die  einem  Intervalle  entsprechenden  In- 
dices   120 

XXXIII.  Behandlung  des  Falles,  wo  der  letzte  Index  0  oder 
1  ist   122 



Iiilialtsver/.oifliiiiH.s.  V' 

Seite 

XXXIV.  Versfhiebunf;-  dos  dem  Kiulo  nächst  stellenden  Index  1 
nach  rechts   123 

XXXV.  Die  L'nterscheidunf;-  der  reellen  vr)n  den  iniaj^inUren Wurzeln  ist  in  allen  Fällen  mit  Hülfe  der  in  XXVIll 

fiet'uiideiien  Kesultate  iiiö<,'-lieh   12') 
XXXM.  und  XXX\'1I.    Aiiwemlun',^  <ler  v«iraiiffrelieiiden  Sätze 

auf  die  (iieichunji-en  der  Artikel  XII  und  XIII    .    .    127 
XXXVIII.    Alljieiiieine  IvCfrel  zur  Hestimmuu;^-  der  Creuzeu  der 

reellen  Wurzeln   132 

XXXIX.    Behandlunj,'-<ler(JIeichun}<x*— a?'  +  4x^-|-a:— 4  =  0.   1.35 
XL.  »  »  »    xö_|_x*  +  r<— 2x-'  +  2a  — 1  =  0  137 
XU.  »  .  .    af'  — 12.t:^'  +  60j-»  +  123a-^ 

+  4ö(J7.r-   Si)012  =  0  141 
XLII.    Zusammenstellung  aller  behandelten  Beispiele  .    .    .   143 

Xl.III.    Indicatrices  für  ima^-iniire  Wurzeln   14H 

Zweites  Buch. 

Methütlc  zur  P.crcchniin:;-  dri-  Werthe  der  Wurzeln,  (leren 
Grenzen   liekaiint   sin«!,   und  HenierknnKcn    iilier  die  Con- 
vergenz  der  Annäherungen   und  über  die  1  ntersclieidung 

der  Wurzeln. 

I— n'-     Das    Am-^ow'sche   (lineare    Xäherungsverfahren. Bedinirungen  für  seine  Anwendbarkeit         .   150 
y.    Zwi'i  lliilfssätze   155 
\l.  Niilierun-iswerth,  der  grösser  als  die  Wurzel  ist  .  .  .  157 

yil.  Näherungswerth.  der  kleiner  als  die  Wurzel  ist  .  .  W.) 

VIII.    A'ergleich  der  zwei  gefundenen  Nähernngswerthe    .    .    I«i0 IX.    Cftnvergenz  der  linearen  Annäherung   KU 
X.    Die    den   gefundenen  Xäherungswerthen  entsjirechen- 

den  ('onstructionen   163 
XI. — XIV.    Bemerkungen  zur  linearen  Annäherung.    Unter- 

scheidung der  vier  möglichen  Fälle   166 

XV.  und  X^■|.    ZusamnuMifassung  der  Kesultate   173 
XA^'II.    Die  fünf.  dur<h  das  lineare  Nähernngsverfahren  gelie- ferten Niiiieriingswerthe   175 
XVIII.    Ausziehung  der  />/teii  Wur/.el  nnt  Hülfe  der  linearen 

Annälierung   176 
XIX.  Allgemeine  Bemerkungen  zur  exegetischen  Methode 

Victa's.  Angabe  der  drei  im  Folgenden  zu  behandeln- 
den Fragen,  um  bei  der  Wurzidlierechnung  üliertlüssige 

nperarionen  zu  vermeiden   17S 
XX.  und  XXI.    Die  geordnete  l>ivision.    Regel  für  die  .Mul- 

tiplicafioii   180 
XXII.    Auflösung  der  Uleichung  zweiten  (Jrades   mit   Hülfe 

der  geordneten   Division   185 

XXIII.  Ausdeimung  der. Methode  auf  gewisse  fJleichnugen  höhe- 
ri'ii  (Jrailes.    Behandlung  der  (ilei<-hung  .r' +  345.1- =  12  187 

XXIV.  Die  zur  Berechnung  tier  Wurzeln  nothwendigen  Sub- 
srifufioncn    ....    I^H) 



VI  Inhaltsverzeichuiss. 

Seite 

XXV. — XXVIII.    Bereelmung  der  reellen  Gleichimgswurzelu 
bei  aussehliessliclier  Verwendimg  von  exacten  Ziffern  191 

XXIX.   Zusammenfassende  Angaben  zur  Berechnung  der  reellen 
Gleicliungswurzelu   20() 

XXX.   Berechnung  der  reellen  Wurzel  von  x'^  —  2x  —  5  =  0 auf  32  Decimalstellen   201 

XXXI.  und  XXXII.    Nochmalige  Untersuchung    der   Couver- 
geuz  bei  der  linearen  Annäherung   209 

XXXIII.  Convergenz  liei  der  Annäherung  zweiten  Grades     .    .  213 
XXXIV.  Convergenz  bei  der  Annäherung  dritten  und  höheren 

Grades   21.5 
XXXV. — XXXIX.  Bestimmung  des  Vorzeichens,  das  eine  ge- 

gebene Function  f{x)  für  eine  nur  näherungsweise 
bekannte  reelle  Wurzel  einer  Gleichung  F{x}^=0  an- 

nimmt. Zusammenhang  dieser  Frage  mit  der  Unter- 
scheidung der  imaginären  von  den  reellen  Gleichungs- 

wnrzeln   219 
XL.   Neue  Methode  der  Unterscheidung  der  imaginären  von 

den  reellen  Wurzeln  nach  den  Resultaten  der  letzten 
Artikel   228 

XLI. — XLA^I.  Untersclieiduugsmerkraale  der  imaginären  von 
den  reellen  Wurzeln  mit  Hülfe  der  Annälierung  zweiten 

Grades   ."....  229 

Anmerkungen  des  Herausgebers   241 

Berichtigungen. 
S.  82.  Z.  9  V.  u.  lies  »ihn«  statt  »hin«. 
S.  88.  Z.  4  V.  0.  füge  hinter  »voraufgeht« 

»beziehen«  bei. 



für  -wß-  ̂ ß-  -rr  ̂ m  -^ß  %r  lur  ̂ rr  t  .«g-  t^r <>\j  «•NJ  »./VO  C^NJ  C/^J  C/^J  (.^NO  cAo  O'NJ  cAj  cA^ 

Die  Auflösung  der  bestimmten  Gleichungen. 
(Analyse  des  equatioiis  determinees.) 

Von 

Jeau  Baptiste  Joseph  Barou  Fourier. 

Vorrede. 

[11  Die  Philosophen  von  Alexandria  haben  gewisse  Ele- 
mente einer  Kunst,  welche  die  messbare  Grösse  zum  Gegen- 

stand hat  und  darin  besteht,  Operationen  des  Geistes  durcli 
regelmässige  Combination  einer  kleinen  Anzahl  von  Zeiclion 
zu  ersetzen ,  gekannt.  Diese  Kunst  hat  bei  den  modernen 

Völkern  einen  grossen  Aufschwung  erlel)t;  sie  wurde  zur  mathe- 
matischen Analysis,  der  erhabenen  Wissenscliaft,  welche  die 

allgemeinen  Gesetze  der  Bewegung  und  "Wärme  darthut,  alle 
grossen  Phänomene  des  Weltalls  auseinandersetzt  und  die 

menschliche  (iesellschaft  über  deren  wichtigste  Anwendungs- 
gebiete aufklärt. 

Die  Theorie  der  bestimmten  Gleichungen,  eine  hauptsäch- 
lidie  (iruiidlage  dieser  analytischen  Wissenschaft,  ist  lange  in 
ihren  Fortschritten  durdi  grosse  Schwierigkeiten,  die  man  heute 
auflösen  kann,  aufgehalten  worden.  Ihre  Behandlung  ist  der 
Hauptzweck,  den  ich  mir  in  diesem  Werk  stellte :  dasselbe  ist 
die  Frucht  einer  langen  Arbeit,  die  ich  seit  meiner  ersten 
Jugend  unternahm  und  welche  die  verschiedensten  Sorgen 
sozusagen   niemals  unterbrochen  haben. 

l>ie  Hauptfrage  der  Theorie  ist  die  Aufsuchuug  der  Wur- 
zeln der  Gleichungen;  diese  Frage  bemühte  ich  mich  vollstän- 

dig zu  behandeln ;  ich  habe  sie  durch  eine  exacte  und  allgemeine 
Methode,  [2]  die  immer  leicht  anwendbar  ist  und  sich  auf  alle 
bestimmten  Functionen  ausdehnt,  gelöst. 

Ostwald's  Klasäiker.     \'i',.  \ 
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Diese  Methode  entstammt  nicht  einer  besonderen  liud  in 

gewisser  Beziehung  von  den  schon  bekannten  Theoremen  un- 
abhängigen Anschauungsweise,  sondern  sie  erinnert  im  Gegen- 

theil  an  alle  diese  Elemente  und  entlehnt  von  denselben,  sie 

zeigt  die  zwischen  ihnen  vorhandenen  Beziehungen  und  ent- 
wickelt aus  denselben  sehr  entfernt  liegende  Folgerungen. 

Die  hauptsächlichsten  Entdeckungen,  Y\'elche  die  algebra- 
ische Anal3'sis  begründet  haben,  sind  die  Theoreme  von  Franz 

Vieta  über  die  Zusammensetzung  der  Coefficienten ,  die  von 

Deseartes  in  seiner  Geometrie  gegebene  Regel,  welche  die  An- 
zahl der  positiven  oder  negativen  Wurzeln  betrifft,  der  Satz 

vom  analytischen  Parallelogramm,  den  man  Newton  verdankt, 

und  welchen  Lagrange  bewiesen  hat,  die  Newton^ 'S,t\iiQ  Methode 
der  successiven  Substitutionen,  die  Untersuchungen  von  Waring 

und  Lagrange  über  die  unveränderlichen  Functionen  der  Wur- 
zeln und  über  die  Differeuzengleichung,  die  Theorie  der  Ketten- 

brüche, wie  sie  in  Lagrange'?,  Werken  entwickelt  ist,  schliess- 
lich die  von  Daniel  Bernoidli  aus  den  recurrenten  Reihen  her- 

geleitete Methode. 
In  unserem  Werke  erinnerten  wir  au  diese  Elemente,  nicht 

um  ihre  Principien,  die  schon  lange  bekannt  sind,,  auseinander 
zu  setzen,  sondern  um  ihnen  eine  ganz  neue  Ausdehnung  zu 

geben  und  alle  fundamentalen,  von  den  ersten  Erfindern  be- 
trachteten Fragen  aufzulösen.  Jede  derselben  soll  mit  grösster 

Sorgfalt  discutirt  werden.  Aus  dieser  Prüfung  ergiebt  sich 
eine  allgemeine  exegetische  Methode,  welche  nichts  unsicher 
lässt,  denn  sie  ergiebt  leichte  und  gewöhnliche  Regelu  zur 
Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln.  [3]  Der  aufmerksame 
Leser  wird  beurtheilen  können,  ob  diese  schwierigen  Probleme 
wirklich  allesammt  vollständig  gelöst  sind. 

Diese  Principien  gehören  der  aligemeinen  Analysis  an,  und 
unsere  Theorie  ist  auch  nicht  auf  die  algebraischen  Gleichungen 
beschränkt;  sie  löst  alle  bestimmten  Gleichungen  auf. 

Die  wichtigsten  Fragen  der  Naturphilosophie  elienso  wie 
diejenigen,  welche  die  äussersten  Oscillationen  der  Körper  oder 

die  Bedingungen  der  Stabilität  des  Sonnensystems  oder  ver- 
schiedene Bewegungen  der  Flüssigkeiten,  oder  endlich  die 

mathematischen  Gesetze  der  Wärme  behandeln,  erfordern  eine 

tiefgehende  Kenntniss  der  Theorie  der  Gleichungen. 
Ich  werde  jetzt  die  bei  der  Ausarbeitung  und  Redactiou 

befolgte  Anordnung  angeben: 
Die  Elemente  der  Wissenschaft  sind  in  mehreren  AVerken, 
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welche  dieses  Studium  leiohl  und  allgemein  zugilnglidi  ̂ Minaiht 

habeu,  niedergelegt.  Ich  setze-  hier  voraus,  dass  die  liaupi- 
säfhlicht-n  Theoreme  dem  Leser  ln-kannt  sind:  ich  habe  sie  in 
der  Eiuleiliing  angeführt.  Unter  diesem  Titel  biete  ich  die  histo- 

rische Angabe  der  haui»tsäehli(iien  (Quellen  mit  der  exaeten, 
präcisen  Angabe  aller  Sätze  dar,  au  die  man  sich  vor  der 
Leetüre  dieser  AI)handlung  deutlieh  erinnern  muss.  Diese  Auf- 

zählung giebt  meinen  Ausgangspunkt  an:  alle  weiteren  Tiiter- 
suchungen   sind   neu. 

Unter  deu  elementaren  Sätzen  der  Kinleitnng  erwähnte  ich 
gewisse  sehr  einfache  Sätze  der  Intinitesimalanalysis.  4  Man 
kann  in  der  Theorie  der  Gleichungen  ohne  Venvendung  der 
Diflerentialreehuung  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Fluxiousmethode, 
keinen  bedeutenden  Fortschritt  erzielen.  Die  Wissenschaften 

lassen  nicht  immer  die  zufällige  und  so  zu  sagen  unvermuthete 

Anordnung  zu,  weh-he  im  Laufe  der  Erlindungeu  sich  ergeben 
hat.  Die  mathematischen  Kenntnisse  sind  alle  von  gleicher 
Art,  ihr  Studium  erfordert  eine  beharrliche  Aufmerksamkeit; 

als  transcendent  hat  mau  die  zuletzt  entdeckten  Zweige  be- 
zeichnet. 

Dem  beschwerlichen  Studium  neuer  Bezeichnungen,  die  fast 

immer  entbehrlich  sind,  zu  entgehen,  habe  ich  «lie  gel)räuch- 
lichen  Benennungen  beibelialten.  Mehrere  dieser  Bezeichnungen 
sind  vor  einer  exaeten  Kenntniss  der  Elemente  angenommen 

worden.  Es  könnte  nützlieh  sein ,  gewisse  Aenderungen  vor- 
zunehmen: doch  ziehe  ich  vor,  den  Fortschritt  der  Ideen  und 

die  Beistimmung  der  Mathematiker  abzuwarten.  Alle  Unter- 
suchungen dieses  Werkes  sind  schon  lange  vollendet.  Jetzt 

erscheinen  die  zwei  ersten  Bücher,  welche  das  Wesentlichste 

aus  der  Theorie  der  (Jleichungen  enthalten  und  in  gewissem 
Sinne  einen  besonderen  Abschnitt  l>ilden.  Der  zweite  Schluss- 
theil  dieses  Werkes,  dessen  Ausdehnung  fast  dem  ersten  gleich 
ist,  wird  künftiges  Jahr  ersclieinen. 

Da  die  zwei  ersten  Bücher  einen  nur  unvollständigen  Ein- 
blick in  den  Gegenstand  dieser  Untersuchungen  geben  konnten, 

erschien  es  mir  nothwendig,  eine  synoptische  Auseinander- 
setzung, welche  alle  Besultate  zusanunenfasst  und  ihre  gegen- 

seitigen Beziehungen  erkenut'U  lässt,  vorauszuschicken.  [5]  Ein 
wesentlicher  (iesichtspunkt  ist  von  Fraitx  Virt'i,  den  man  als 
den  zweiten  Erlinder  der  Algebra  betrachten  kann ,  gefunden 

worden.  Ilnrn'ot,  Oinjlitrcd,  Wallis  uud  XeirtoH  hatten  ihn  über- 
nommen; aber  mau  entfernte  sich  von  demselben  uud  verfolgte 
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einen  ganz  anderen,  durchaus  beschränkten  Weg,  welcher  sich 
nur  auf  sonderbare  Untersuchungen  erstreckte,  ohne  irgend 
eine  einzige  der  sich  darbietenden  Schwierigkeiten  lösen  zu 
können.  Ich  beabsichtige  die  Wissenschaft  auf  einfachere  und 
fruchtbarere  Principien  zurückzuführen,  die  an  schon  bekannte 
Elemente  anknüpfen  und  sicher  auch  zum  Fortschritt  in  den 
anderen  Zweigen  der  mathematischen  Analysis  beitragen  werden. 

Paris,   1829. 
Jh.  Fourier. 
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7  I.  Von  (Ion  Oriechcn  und  Arabern  haUi-n  wir  die  ersten 
Kenntnisse  auf  algebraischem  (Jeltiete  empfangen.  l)ie  Bücher 

des  Diophnntus^),  heute  das  älteste  Denkmal  dieser  Wissen- 
schaft, tragen  alle  Merkmale  der  Erfindung.  Der  Autor  löst 

durch  eine  erfindungsreiche  Analyse  eine  ziemlich  grosse  Zahl 
von  Fragen,  die  sich  auf  Eigenschaften  der  Zahlen  beziehen; 
der  uns  überlieferte  Theil  dieses  Werkes  genügt  zum  Heweis, 
dass  die  elementaren  Kegeln  der  Algebra  schon  der  Schule 
von  Alexandria  bekannt  waren. 

Die  uralte  (.'ivilisation  des  Orients  ist  durch  wunderbare 
künstlerische  Productionen  bezeugt;  aber  die  Geschichte  hat 
nur  eine  venvorrene  Erinnerung  bewahrt  an  die  Zeiten,  welche 

um  mehrere  Jahrhunderte  dem  sagenhaften  Ursprung  (Griechen- 
lands vorausgingen. 

Sind  die  Priiicipien  der  indischen  Algebra,  so  wie  man 

einige  Spuren  dersell»en  vorfindet,  den  Arabern,  den  l'ersern 
und  dann  Europa  mitgetheilt  worden,  oder  sind  nicht  vielmehr 

die  griechischen  Mathematiker  die  wahren  und  einzigen  Er- 
finder? Der  Mangel  an  Denkmälern  erlaubt  nicht  mehr,  diese 

Frage  vollkommen  zu  lösen.  Trotzdem  sind  die  sehr  aus- 
gedehnten Theorien,  aus  denen  die  analytische  Wissenschaft 

jetzt  besteht,  alle  das  Werk  der  Modernen. 
Leonardo  Fihonacci  aus  Pisa  hat  um  das  Jahr  11  öt»  nach 

der  Rückkehr  von  seinen  Reisen  nach  (Iriechenlaud  und 

Asien  das  erste  Werk  dieser  Wissenschaft,  welches  im  Occi- 
dent  erschienen  ist ,  geschrieben  -].  Dasjenige  von  Lma 

Paciuolo'^)  wurde  im  Anfang  des  l(j.  Jahrhunderts,  einer 
stets  in  der  (Jeschichte  Enmpas  denkwürdigen  Zeit,  publicirt. 

Srijiionr  dcl  Ferro ^)  gelaug  es,  die  (Jleichungen  des  dritten 
Grades  zu  lösen,  oder  er  gab  vielmehr  für  diesellien  eine  sinn- 

reiche und  unerwartete  Transformation.  [8^  Turt'tijlia*),  Car- 
dauo*)  und  nachher  Hafnele  lionihilli^)  erneuerten  und  ver- 

breiteten diese  Entdeckung.  Litdovico  Ferrari  aus  Bologna^ 
entdeckte  für  die  (ileichungen  vitMten  Grades  eine  Lösung  der- 

selben   Gattung.       Diese    Formeln    führten    nicht    zur    Losung 
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liölierer  Gleicliuugen  ̂ )  und  selbst  für  den  dritten  und  vierten 
Grad  sind  sie  in  einer  grossen  Zahl  Aon  Fällen  nicht  anwend- 

bar^). Vollständig  gelöst  hatte  man  durch  ein  ähnliches  Mittel 
nur  die  Gleichungen  zweiten  Grades ;  die  sehr  einfache  Formel, 
welche  diese  Lösung  giebt,  war  seit  dem  Ursprung  der  Algebra 
bekannt. 

Franz  Vieta^],  einer  der  glänzendsten  Begründer  der  mathe- 
matischen Wissenschaften,  betrachtete  die  Frage  der  Auflösung 

der  Gleichungen  von  einem  viel  allgemeineren  Gesichtspunkte. 

Er  entdeckte  eine  exegetische  Methode,  geeignet,  die  wirk- 
lichen Werthe  der  Unbekannten  zn  bestimmen,  und  begründete 

seine  Untersuchungen  auf  den  wahren  Principien  des  alge- 
braischen Calculs.  Aber  man  konnte  damals  diese  Methode 

nicht  fortentwickeln,  weil  sie  gewisse  Kenntnisse  der  Differen- 
tialrechnung fordert. 

Vieta  bemerkte  zuerst  die  Zusammensetzung  der  Coeffi- 
cienten;  dies  ist  der  Ursprung  der  Theorie  der  Gleichungen. 
Er  machte  die  ganze  Ausdehnungsfähigkeit  der  algebraischen 
Formeln  bekannt  und  entdeckte  neue  Anwendungen,  so  dass 
man  ihn  als  zweiten  Erfinder  dieser  Wissenschaft  betrachten 
kann. 

Harriot^^),  Oughtred^^),  Wallis^^)  folgten  Vieta''s,  Lehren, und  der  erste  dieser  Mathematiker  gab  den  Gleichungen  eine 
allgemeine  Form,   die  mau  beibehalten  hat. 

Descartes ^'^)  drückte  die  Eigenschaften  der  Curven  durch 
Gleichungen  aus,  und  begründete  so  die  allgemeine  Unter- 

suchung der  Functionen,  welche  bald  auf  die  grössten  Phänomene 
des  Universum  angewendet  werden  sollte.  Er  bereicherte  die 
Algebra  mit  einer  glücklichen  Erfindung,  die  den  eigenthümlicheu 
Znsammenhang  der  Anzahl  positiver  oder  negativer  Wurzeln 
mit  den  Vorzeichen  der  Coefücienten  ausdrückt.  Wallis,  einer 
der  sinnreichsten  Beförderer  der  modernen  Analysis,  aber  ein 
parteiischer  Geschichtsschreiber,  hat  uuuütze  Anstrengungen 
gemacht,  um  seinem  Landsmann  Harrlot  die  Erfindung  dieser 
Zeichenregel  zuzuschreiben. 

[9j  Die  eigentliche  Algebra  hat  von  Neivton^^)  zwei  wesent- 
liche Methoden  erhalten:  die  eine  ist  diejenige,  welche  man 

mit  dem  Namen  »analytisches  Parallelogramm«  be- 
zeichnet hat;  sie  wurde  1676  an  Leihnix, ,  welcher  um  ihre 

Mittheilung  bat,  berichtet.  Diese  Kegel,  von  welcher  Lagrange. 
einen  analytischen  Beweis  gegeben  und  welche  LajMce  auf 
■eine    andere    Gattung    von    Fragen   ausgedehnt  hat,    hatte   die 
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liilduug  von  lleilieii  zum  Zweck;  alttT  sie  gclnirt  bcsomlci»  der 
Algebra  als  eines  ihrer  liauj)ts:irhliclisten  Momente  an.  I)ies 

ist  einer  der  Zweige  der  exegetisclieii  Liisnng.  welche  \'i>tii 
im  Auge  hatte.  Die  zweite  algel)rai.sehe  MethoiU",  weiche  man 
Newton  verdankt,  ist  die  der  siiceessiven  Sul).stitutionen;  sie 
ist    auf   alle    Theile    der   mathematischen  Analysis  anwendbar. 

Albrrt  Girard^^),  welcher  in  Holland  schrieb,  hat  als  erster 
die  Sätze  gekannt,  welche  die  Summe  der  ganzen  l'oteuzen 
der  Wurzeln  liefern.  Nnifon  g.il)  diese  Theoreme  in  seiner 
Arithmetica  universalis  und  zeigte,  welchen  (Jcbraneh  uian 
davon  machen  kann,  um  den  angenäherten  Werth  einer  der 

Wurzeln  zu  linden.  Uies  ist  in  gewisser  Beziehung  der  Ur- 
sprung der  Theorie  der  reciUTcnten  Reihen'",  welche  Ihinül 

BernoulU  aus  anderen  Principien  abgeleitet  hat  und  welche  in 

den  Werken  ^/on  Enicr  und  Ltiffntii[/r  klar  auseinandergesetzt 
und  discutirt  worden  ist.  Diese  Eigenschaften  der  recurrenten 
Reihen  bilden  eine  der  huuptsiieldiehsten  algebraischen  Theorien. 

Die  Gesetze  der  Elimination  und  die  Theoreme  betrete's  der 
Functionen  der  Wurzeln  sind  allgemeine  Folgerungen  der  lie- 
merknngen  von  Virta  und  Alhcrt  Giranl  über  die  Zusammen- 

setzung der  Coefficienteu.  Sätze  dieser  Art  führen  nicht  zu 
einer  Methode,  die  Wurzeln  thatsächlich  kennen  zu  lernen, 

aber  sie  drücken  theoretisch   sein*   wichtige    lieziehungen    aus. 

Hinhlr^'t  aus  Amsterdam  hat  die  Eigenscliaften  der  gleichen 
Wurzeln  entdeckt.  Diese  Theoreme,  welche  vor  der  DilVe- 
rentialrechnung  bekannt  waren,  und  welche  dennoch  aus  den- 

selben Principien  stammen,  bilden  ein  einfaches  und  uoth- 
wendiges  Element  der  algebraischen  Analysis. 

Ich  will  nicht  an  die  vielfachen  Versuche  erinnern,  die 

Wurzeln  der  (ileichungen  aller  (Irade  in  Formeln,  analog  der 

CV//Y/«///'schen,  überzuführen.  10  Diese  Untersuchung  wurde 
zum  Zweck  haben,  alle  Wurzeln  einer  (Jleicliung  diirch  eine 
beschränkte  Zahl  einfacher  Operationen,  deren  Natur  im 
voraus  l)estimmt  ist,  und  von  denen  keine  mehr  als  zwei 

verschiedene  reelle  Werthe  geben  kann,  zu  linden.  Man  er- 
hält so  jedoch  nur  sehr  complicirte  Transformationen,  bei 

denen  die  gesuchte  Wahrheit  \iel  verborgener  ist,  als  in  der 
(Jleicliung  sell>st.  Wenn  der  (Jrad  der  (üeicliung  hoch  ist. 

so  würden  dem  Analysten  Itald  Zeit  und  Kaum  fehlen,  der- 
artige Berechnungen  au.szuführen.  Die  Anschauungen  von 

Lrihnix.  und  Tsrhiinltaitscn^^]  ül>er  diese  Art  von  Fragen 
haben   sich   nicht  realisiren  lassen.     Die  Werke  von  iMtjninye, 
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Vandermonde  ^^)  und  einigen  ihrer  Nachfolger  haben  zur  Genüge 
die  Grenzen  dieser  Untersuchung  kenneu  gelehrt. 

De  Gua'^^),  Mitglied  der  Akademie  der  Wissenschaften  in 
Paris,  hat  die  parabolischen  Curven,  welche  mehrere  wichtige 
Eigenschaften  der  Gleichungen  so  klar  machen,  betrachtet 
und  einen  bemerkenswerthen  Satz  über  die  Natur  der  Wurzeln 

gegeben. 
Rolle ~^)  erfand,  indem  er  successiv  den  Grad  der  Gleichung 

um  eine  Einheit  erniedrigte,  eine  Regel,  um  die  Grenzen  der 
Wurzeln  zu  bestimmen.  Obgleich  diese  Methode  unvollkommen 
ist,  so  führt  sie  in  mehreren  Fällen  zu  der  Kenntniss  der 
Grenzen,  und  sie  ist  nichts  anderes  als  eine  sehr  einfache 
Anwendung  der  Differentialrechnung,  deren  Principien  Bolle 
für  wahr  anzuerkennen  sich  weigerte.  Uebrigens  hatte  dieser 
Versuch  keine  weitere  Folge,  weil  der  Erfinder  niiht  das 

Haupthinderniss  überwinden  konnte,  welches  alle  vorauf- 
gegaugenen  Analysten  aufgehalten  hatte  und  darin  bestand, 
mit  Sicherheit  die  imaginären  Wurzeln  zu  unterscheiden.  Die 

Regel,  welche  Newton-^)  in  Nachahmung  derjenigen  Dcscartes' 
ersonnen  hat,  um  diese  Wurzeln  abzuzählen,  ist  nicht  genügend, 
und  der  Erfinder  erkannte  auch  ihre  Unvollkommenheit  an; 
sie  bezeugt  nur  die  Schwierigkeit  der  Frage.  Lagrange  und 

Waring-^)  gelang  es,  mittelst  der  Gleichung,  welche  die 
kleinste  Differenz  der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  aus- 

drückt, letztere  aufzulösen ;  aber  diese  Lösung  ist  nur  eine 
theoretische,  ihre  Anwendung  würde,  wenn  der  Grad  der 
Gleichung  ein  wenig  hoch  ist,  uuausftthrliar  sein. 

Einer  der  berühmtesten  Mathematiker  der  Akademie  der 

Wissenschaften  von  Paris,  Fontaine-*],  hatte  eine  allgemeine 
Methode,  die  Natur  der  Gleichungswurzeln  zu  erkennen,  er- 

sonnen, [11]  Eine  gründlichere  Discussion  dieser  Methode  hat 
die  unvermeidliche  Unvollkommenheit,  welcher  sie  unterworfen 
ist,  gezeigt.  Spätere  Untersuchungen  haben  das  Urtheil, 

welches  von  d'Alcnibert  und  Lagrange  über  sie  gefällt  Avurde, 
bestätigt. 

Ich  habe  die  neuesten  Untersuchungen  über  die  Auflösung 
der  numerischen  Gleichungen  in  früheren  Schriften  citirt  und 
werde  auch  in  diesem  Werke  Gelegenheit  haben,  sie  auzugebeu. 
Was  den  Gebrauch  der  Ketteubrüche  zum  Ausdruck  der 

Wurzeln  betrifft,  so  ist  dieser  Process  kein  Aveseutliches  Ele- 
ment der  Algebra;  er  kann  durch  eine  gewisse  Art  aviili- 

metischer  Entwicklung  ersetzt  werden. 
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loh  lialie  uiic'h  hei  der  voran tyt-ijaiifrfiH'ii  Aufzähhiiifr  hc- 

niühl,  an  den  l'rspniiig  und  die  Furtschrittc  der  Aljrebra  zu 
erinueru  und  alle  llauptquellen  der  Geschichte  dieser  Wissen- 

schaft anzugehen;  dahei  hahe  icli,  so  khir  wie  möglich,  den 
Charakter  einer  jeden  Erfindung  gekennzeichnet. 

II.  Das  Werk,  welches  ich  puhlieire,  hat  die  Prüfung  aller 

dieser  fundamentalen  Fragen  der  algeln'aisehen  Analysis  zum 
Gegenstand.  Die  zwei  ersten  Bücher  hetrelVen  die  nuiiierische 
Auflösung  der  (ileichungen  und  sie  enthalten  eine  vidlätändige 
und  leichte  Auflösung  dieses  berühmten  Prohlems. 

Der  Zweck  der  zwei  folgenden  Bilcher  ist  es,  die  ersten 
Untersuchungen  zu  verallgemeinern  und  auch  vermöge  einer 
exegetischen  Methode  derselben  Art  die  lUichstabengleichungeu, 
welche  eine  oder  mehrere   Unbekannten  enthalten,    aufzulösen. 

In  verschiedenen  .Schriften,  welche  ich  im  Institut  de 

France  vorgetragen  liabe,  wurden  andere  Fragen,  deren  Unter- 
suchung der  algebraischen  Analysis  mehr  Ausdehnung  zu  geben 

versprach,  behandelt. 

1.  In  diesen  Schriften  wurde  bewiesen,  dass  die  Anwen- 
dung recurreuter  Keihen  nicht  auf  die  Berechnung  gewisser 

reeller  Wurzeln  beschränkt  ist,  sondern  sich  für  alle  Wurzeln, 

sowohl  reelle  wie  imaginäre ,  verwerthen  lässt  und  im  allge- 
meinen auf  jeden  Cocflicienten  der  zusannuengesetzten  Factoren 

jeder  Ordnung. 

2.  Ferner  wurden  die  Frincipien  der  Analysis  der  L'n- 
gleichheiten  und  verschiedene  Anwendungen  dieser  Materie, 
welche  sich  mit  derjenigen  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung 

verbindet,  auseinandergesetzt.  -•'') 
[12j  Diese  Untersuchungen  liber  recurrente  Reihen  und  die 

Ungleichheiten  gehören  auch  den  algebraischen  Theorien  au: 
ich  habe  sie  in  dieses  Werk  mit  aufgenommen,  weil  sie  dazu 
dienen,  die  hauptsächliclisten  Folgerungen  zu  begründen.  Ich 
denke,  dass  dieses  Werk  dazu  beitragen  wird,  die  allgemeinen 
Elemente  der  Analysis  der  Gleichungen  festzulegen,  indem  es 
dieser  Theorie   eine    neue,   für    immer   beständige   Form    gicbt. 

Die  Aufhisung  der  numerischen  (.ileichungen  ist  der  Gegen- 

stand eines  speciellen  Werkes  gewesen,  welehes  Lwjmwji  '-^\ 
publicirt  hat  und  das  allen  Mathematikern  bekannt  ist.  Der 
berühmte  Autor  hat  in  diesem  Werke  hauptsächlich  im  Auge, 
die  Methode,  welche  er  in  der  Sammlung  der  .Memoires  der 
Berliner  Akademie  aus  den  Jahren  17ti7  und  17(>H  gegeben 

hat,  von  neuen»  auseinanderzusetzeu  uud  sie  dal)ei  zu  vervoll- 



10  Joseph  Foui'ier. 

ständigen.  Die  Noten,  welche  er  diesem  Werke  beigefügt  hat, 
enthalten  auch  eine  sehr  scharfsinnige  und  sehr  klare  Dis- 
cussion  verschiedener  anderer  algebraischer  Fragen.  Die  Me- 

thode, welche  ich  befolge,  beruht  auf  ganz  anderen  Principien. 
Das  Wesentliche  dieser  Methode  habe  ich  in  früheren  Schriften 

(Societe  Philomatique .  Jahrgang  1820,  p.  156  und  181)  ge- 

geben 2'?].  Ich  werde  hier  die  Gesammtheit  der  Lehrsätze  mit 
allen  Beweisen  und  allen  nothwendigen  Entwicklungen  wieder 
vorbringen. 

Zunächst  soll  an  einige  Definitionen  und  an  den  Inhalt 

mehrerer  Fuudamentalsätze ,  deren  Beweis  sich  in  allen  all- 
gemeinen Werken  findet,  erinnert  werden.  Ich  habe  die  Kennt- 

niss  dieser  Elemente  vorausgesetzt  und  werde  nur  den  Wortlaut 

anführen,  dabei  will  ich  den  Sinn,  welchen  ich  den  allgemei- 
nen Definitionen  und  den  schon  bekannten  Sätzen  beilege,  kenn- 

zeichnen. 

III.  Wir  betrachten  eine  algebraische  Gleichung  folgender 
Form : 

x>n  _^  a^  ̂ .m-y  ̂   a^x'^'-^  -\   \-  a,,,_,x  -f  a„,  =  0  . 

Der  Exponent  w  ist  ganzzahlig,  die  Coefficienten  a,,  o^,  •  •  •  (/„^ 
sind  gegebene  positive  oder  negative  Zahlen.  Wir  bezeichnen 
die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  X  oder  fx.  X  ist  eine 
algebraische  und  ganze  Function  von  x\  sie  giebt  eine  Reihe 
elementarer  Operationen  an,  welche  man  mit  der  Variablen  x 
ausführen  soll:  die  Form  dieser  Operationen  ist  vollkommen 
bekannt,  ihre  Anzahl  ist  beschränkt. 

Wenn  eine  Zahl  «,  die  man  an  Stelle  von  x  in  die  algebra- 
ische Function  fx  setzt,  Null  als  Resultat  ergiebt,  so  heisst 

diese  Zahl  «  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung;  13]  in 

diesem  Fall  ist  die  linke  Seite  fx  durch  x  — «  ohne  Rest 
theilbar. 

Eine  Gleichung  kann  mehrere  verschiedene  Wurzeln  a,ß. ;',... 
haben,  diese  Wurzeln  entsprechen  ebensovielen  Factoren  ersten 

Grades  x  —  a,  x  —  ß^  x  —  ;',...;  die  linke  Seite  fx  ist 
durch  jeden  dieser  Factoren  und  durch  ihr  Product  theilbar. 

Wenn  die  Coefficienten  a, ,  a., ,  tig ,  .  .  .  a„j  der  vorgelegten 
Gleichung  keine  Zahlen  sind,  sondern  Buchstaben  a,  b,  c  .  .  . 
enthalten,  welche  ihrerseits  bekannte  Grössen  darstellen,  sodass 

diese  Coefficienten  aus  einer  Summe  von  Formen  wie  Ha^'W 

gebildet  werden,  so  heisst  die  Gleichung  eine  Buohstaben- 
gleichung:  |;,  q  sind  dabei  gegebene  numerische  Exponenten, 
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die  positiv  oder  iieorativ,  gaiizzalilifr  oder  gebrochen  sind,  und 
die  Coeflicienten  //  sind  bekannt»-  Zalden.  Die  Aiillösuiig  der 
lUichstabengleioliuug  besteht  darin,  für  x  ein  aus  Termen  der 

Form  Il'al'b'''  gebildetes  Polynom  zu  finden,  \velch('.><.  an  die 
Stelle  von  x  gesetzt,  die  llnki'  Scit«^  der  (Jk-ichung  ann\iHirt. 

Seit  lange  sind  (Iperatioiien,  wcli-lie  dazu  dienen,  die  l^nadnit- 
oder  Cubikwurzel  odrr  die  Wurzel  irgend  eines  (Jrades  aus 
einer   gegebenen   Zahl   A   oder   einer   Buchstabengrösse    -1    zu 

ziehen,    1)ekannt;    das    Kesullat    wird    durcli    das   Kadieal   )  .1 

ausgedrückt.     Da   dite    ersten    Kriinder   der  Algebra   die   Ulei- 

chungen  zweiten  Grades  durch  Anwendung  des  Radicals  (  .1 
lösten,  so  hat  man  sich  lange  bemüht,  algebraische  (lleichungen 

jeden  Grades  durcli  einen  analogen  Process.  d.  h.  allein  ver- 
möge Operationen,  die  nur  Wurzelzeichen  entlialten,  aufzulösen. 

Betraclitet  man  die  Auflösung  der  Gleichungen  unter  diesem 
Gesichtspunkt,  so  würde  sie  darin  bestehen,  einer  vorgelegten 

Gleichung  irgend  eines  (irades  eine  begrenzte  Anzahl  von  Ope- 
rationen zuzuordnen,  die  so  ge.-irtet  sind,  dass  das  liesnltat 

der  letzten  Operation  eine  der  Wurzeln  ist.  Dabei  würden  V)ei 

den  auszuführenden  Operationen  ausser  den  elementaren  Kech- 
nungsregeln  nur  diejenigen,  welche  durch  Wurzelzeichen  an- 

gegeben sind,  in  Fr.ige  kommen.  fl4]  Einige  Autoren  haben 
als  allgemeine  Auflösung  der  (ileiehungen  diejenige  bezeichnet, 
welche  so  die  Wertlie  der  Wurzeln  mittelst  einer  beschränkten 

Anzahl  von  Wurzelzeichen  ausdrücken  würde;  für  die  (ilei- 
ehungen zweiteu  Grades  ist  dies  sehr  leicht. 

Man  hat  auch  Formeln  dieser  Art  für  Gleichungen  dritten 
und  vierten  Grades  gefunden;  aber  man  hat  erkannt,  dass 
diese  Transformationen  nicht  geeignet  sind .  die  numerischen 
oder  liueh.stabenwerthe  der  Wurzeln  thatsäehlieh  zu  geben:  im 

Gcgentheil  entfernen  sie  sich  sehr  von  dem  wahren  Ziel,  nai-h 
dem  man  strebt  »ind  welches  darin  besteht,  die  Werthe  der 

Wurzeln  in  Zahlen  oder  in  einer  Folge  von  Monomen  zu 
kennen.  Im  Verlauf  dieses  Werkes  werden  wir  zeigen,  dass 
man  diese  Werthe  leicht  durch  specielle  Operationen  tindcn 
kann ,  welche  gleichzeitig  auf  alle  Coefficienten  auszuführen 

sind  und  die  ni<'Iit  eine  gewisse  Anzahl  von  Wurzelausziehungen 
unter  einander  zu  eoniltiniren  verlangen.  Die  Formeln,  welche 

ans  diesen  C'ombinationen  sich  ergeben,  lassen  nieht  die  ge- 
suchten Wurzeln  erki'unen.  Sind  nämlich  diese  Wurzeln  ganze 

oder    irrationale   Zahlen,    so    lindet    man    nicht   diese   Zahlen. 
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sondern  sehr  verwickelte  Ausdrücke,  in  denen  man  nicht  die 
Werthe  der  Wurzeln  erkennen  würde :  man  kann  nur  beweisen, 
dass  die  unbekannten  Werthe  diesen  entwickelten  Ausdrücken 

gleich  werden;  der  gesuchte  Werth  erhält  eine  besondere  Form, 
in  der  er  mehr  verborgen  ist,  als  in  der  Gleichung,  die  man 
lösen  sollte.  Jedesmal  wenn  eine  Gleichung  irgend  welchen 
Grades  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  hat,  ist  man  sieher,  dass 
sich  alle  Wurzeln  in  der  Form  imaginärer  Grössen  darbieten, 

und  man  muss  beweisen,  dass  sie  reell  sind  2*  .  Wenn  die  ge- 

suchte Wurzel  ein  endliches  Polynom,  wie  er  —  Jr  -\-  a^  ist, 

so  wird  der  in  W^urzelzeichen  gegebene  Ausdruck  nur  dann 
die  Wurzeln  kennen  lehren,  wenn  die  Gleichung  vom  zweiten 
Grade  ist.  Stellt  man  sich  die  Aufgabe,  auf  diese  Art  eine 
Gleichung  höheren  Grades  zu  lösen,  so  heisst  dies,  im  voraus 
willkürlich  gewisse  Operationen,  nämlich  das  Ausziehen  von 

Quadrat-,  Cubik-,  vierten  Wurzeln,  u.  s.  w.  feststellen  und  da- 
nach fragen,  in  welcher  Reihenfolge  man  eine  begrenzte  An- 

zahl dieser  Operationen  ausführen  muss,  so  dass  das  Resultat 
der  letzten  Operation  alle  W^irzeln  ergiebt.  Dabei  setzt  man 
das  Unbekannte,  nämlich  die  Natur  der  Rechnung,  welche  die 
Wurzeln  geben  soll,  voraus.  Die  Analogie  mit  dem  zweiten 
Grade  ist  zu  unvollständig,  um  über  die  Art  der  Operationen 
dieses  Urtheil  a  priori  zu  begründen.  [15]  Ebenso  leicht  wäre 

es  vorauszusehen,  dass  eine  begrenzte  Anzahl  von  Wurzelaus- 
ziehungen verschiedener  Ordnungen  nicht  zur  wirklichen  Kennt- 

niss  der  gesuchten  Werthe  führen  kann;  da  eine  Wurzelaus- 
ziehuug  ja  nie  mehr  als  zwei  verschiedene  Werthe  in  reellen 
Zahlen  giebt,  so  sieht  man  nicht  ein,  wie  es  möglich  sein  soll, 
durch  Ausführung  einer  begrenzten  Zahl  dieser  Operationen  zu 

einer  letzten  zu  kommen,  welche  eine  ungerade  Anzahl  ver- 
schiedener Werthe  ergeben  würde. 

Obgleich  diese  Bemerkung  keinen  regelrechten  Beweis  für 
die  Unmöglichkeit  der  Lösung  giebt,  so  genügt  sie  doch  vor 
der  Nutzlosigkeit  eines  Suchens  zu  warnen,  welches  in  der 
That  eine  Art  Widerspruch  darbietet;  so  ist  es  auch  gekommen, 
dass  man  keinen  reellen  Ausdruck  für  die  Wurzeln  der  Glei- 

chung dritten  Grades,  wenn  die  Gleichung  mehr  als  zwei  reelle 
Wurzeln  besitzt,  finden  konnte.  Hieraus  kann  man  schliessen, 
dass  es  ebenso  für  die  allgemeine  Gleichung  vierten  und  höheren 

Grades  sein  wird;  denn  könnte  man  allgemein  für  diese  (Jlei- 
chuugen  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  linden,  so  würde  die 
den  Gleichungen  dritten  Grades  anhaftende  SchAvierigkeit  nicht 
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bestehen.  Es  ist  oftenhar,  dass .  wenn  man  die  Natur  der 

Operationen  von  Anfang  an  voraussetzt,  und  eine  endliche  An- 
zahl von  ihnen  verlanjjt,  man  der  rntersucliunji;  einen  zu  spc- 

ciellen  Charakter  aufdriiekt.  Wenn  dif  \'ollk()niiuenheit  der 
al°:ebraischen  Analysis  eine  solche  Liisung  forderte,  so  uiüsste 
man  darauf  verzichten,  die  Wurzeln  der  (Heiehungen  zu  kennen, 
und  die  gleich  von  Anfang  an  so  beschränkte  Wissenschaft 
würde  keinen  Fortschritt  machen  kiinnen ;  im  Folgenden  aber 
werden  wir  beweisen,  dass  der  Weg  dieser  Wissenschaft  sicherer 
und  unvergleichlich  einfacher  ist. 

In  der  That  wird  man  erkennen ,  dass  man  die  Wurzeln 
durch  eine  auf  ihre  Art  allgemeine  Methode  linden  kann, 

diese  ist  keine  Combination  elementarer  Kegeln  von  Wurzel- 
ausziehungen,  sondern  sie  hängt  von  einer  gleichzeitig  auf 

alle  Coefticienten  der  vorgelegten  (ileichung  angewandten  Rech- 
nung ab.  Sind  die  Wurzeln  endliche  Zahlen ,  so  bricht  die 

Operation  von  selbst  ab  und  giebt  diese  Zahlen.  Sind  die 
Wurzeln  irrational,  so  bestimmt  man  sie  so  genau  wie  man 
will.  [16]  Wenn  die  Oleichung  eine  Buchstabengleichung  ist, 
deren  Wurzeln  endliche  Polynome  sind,  so  lindet  man  diese 
Polynome  unmittelbar,  und  zwar  nicht,  wie  man  es  früher  in 

der  allgemeinen  Arithmetik  und  in  anderen  Werken  in  Vor- 
schlag geliracht  hat,  durcli  eine  lleihe  unsicherer  Versuche, 

sondern  durch  eine  regelmässige  und  leichte  ( »peration,  deren 
Gang  immer  derselbe  ist.  Wenn  die  Wurzeln  nicht  durch  eine 
endliche  Anzahl  von  Termen  ausgedrückt  werden  können,  so 

findet  man  successiv  alle  Theile  der  Wurzeln,  d.  h.  Reihen- 
folgen von  Monomen,  von  denen  ein  jedes,  der  Reihe  nach  in 

die  linke  Seite  gesetzt,  alle  Terme  zu  Null  macht.  Die  Leetüre 
unseres  Werkes  wird  bezüglich  der  Wahrheit  dieser  Resultate 
keinen   Zweifel  zunuklassen. 

Sind  die  unbekannten  Grössen  durch  mehrere  Gleichungen 
ausgedrückt,  giebt  man  z.  15.  zwei  algel)raische  lileichungen  zur 
Bestimmung  von  x  und  //,  welche  in  jeder  der  Gleichungen 
auftreten,  so  beruht  die  Auflösung  darin,  zwei  Werthe  x  und  // 
zn  finden,  welche,  zusammen  in  Jede  CJleichung  gesetzt,  die 
linke  Seite  annulliren.  Diese  Werthe  sollen,  je  nachdem  die 
Gleichungen  numerische  oder  Ituchstabengleichuugen  sind,  in 

Zahlen  oder  in  Folgen  von  Monomen  wie  //'/''//'  .  .  .  ausge- 
drückt werden ;  es  handelt  sich  d.arum,  alle  möglichen  Systeme 

von  zwei  Werthen  x,  //  zu  finden,  welche  geeignet  sind,  die 
vorgelegten  Gleichungen  zu  befriedigen.     Dieselbe  Frage  kann 
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auch  für  Gleichungen,  welche  drei  oder    eine  grössere  Anzahl 
Unbekannter  enthalten,  gestellt  werden. 

Aus  den  Eigenschaften  der  trigonometrischen  Functionen 
hat  mau  auch  eine  Lösung  der  Gleichungen  der  ersten  Grade 
hergeleitet;  diese  ist  klarer  und  nützlicher  als  diejenige,  welche 
von  der  Combiuation  von  Wurzelzeichen  abhängt:  den  Ursprung 

dieses  Processes  findet  man  in  den  Werken  Fz'eto's^'J).  Auf 
diesem  Wege  aber  gelangt  man  nicht  zu  einer  allgemeinen 
Lösung  der  Gleichungen. 

IV.  In  den  zwei  ersten  Büchern  behandeln  wir  Gleichungen 
mit  einer  Unbekannten,  deren  Coeflicieuten  gegebene  Zahlen 
sind. 

Die  unbekannten  Zahlen  or,  /:/,  /,...,  von  denen  eine  jede 
die  Eigenschaft  hat,  die  linke  Seite  der  Gleichung  J^  =  0  zu 
annulliren,  heissen  reelle  Wurzeln  der  Gleichung.  Die  Anzahl 
der  reellen  Wurzeln  kann  nicht  grösser  als  der  Grad  m  der 

Gleichung,  wohl  aber  [17]  kleiner  sein;  wenn  dies  letztere  ein- 
tritt, so  nennt  man  diese  fehlenden  Wurzeln  imaginär 3''), 

so  dass  die  Gesammtzahl  der  reellen  und  imaginären  Wurzeln 

einer  Gleichung  vom  Grade  m  immer  gleich  '}n  ist. 
Es  giebt  Gleichungen,  welche  keine  einzige  reelle  Wurzel 

haben,  weil  keine  Zahl  a  existirt,  die  die  linke  Seite  X,  Avenn 
man  x  durch  «  ersetzt,  zu  Null  werden  lässt  oder,  was  das 

Gleiche  ist,  weil  die  Gleichung  nicht  durch  x  —  a  theilbar  wird. 
Welches  aber  auch  immer  die  Coefficienten  «,,  «.,,  «3,  .  .  .  a^ 
der  algebraischen  Function  fx  sind ,  so  kann  man  stets  zwei 
positive  oder  negative  Zahlen  /<  und  r  finden,  so  dass  die 

Function  fx  durch  den  Factor  zweiten  Grades  x^  -\-  f.ix  -{-  v 
ohne  Rest  theilbar  ist. 

Diesen  fundamentalen  Satz  hat  man  schon  lange  bemerkt 
und  dann  auch  bewiesen.  Die  Function  X  kann  also  immer 

gleich  dem  Product  {x- -\- jiix -[- r)  .  Fx  betrachtet  werden: 
hier  bezeichnet  Fx  eine  andere  algebraische  Function. 

Hat  die  Gleichung  zweiten  Grades  x-  -\-  /ix  -\-  v  ̂ =  0  zwei 

reelle  Wurzeln  «  und  fJ ,  so  dass  der  Factor  x'^  -{-  ̂ ix-^  v 
gleich  dem  Product  {x  —  a)  {x  —  ß)  wird,  so  sind  die  Zahlen 
a  und  ß  auch  reelle  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  JV  =  0. 
Es  kann  auch  eintreten,  dass  es  keine  Zahl  giebt,  welche 

den  Factor  zweiten  Grades  x' -{- fix -{- )'  zu  Null  macht: 
dieser  Fall  ist  der  der   imaginären  Wurzeln. 

Man  betrachtet  diese  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

x^  -^  l,(x-\-  V  =  0  als  der  Gleichung  X  =  0  angehörig.     So 
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ist  der  Au-sdruck  für  die  iinatfinäreu  Wurzfln  einer  ulfre- 

braisehen  (ileicluni«;  nichts  anderes  als  ein  dureh  (.'onveutiou  ein- 

gefiilirtes  Zeielien  bei  einem  Faetor  zweiten  (irades  j-  -\-  iix-\-  ;■, 
welcher  die  linke  Seite  dieser  (Jleiehiinjr  tlifilt  nnd  welcher 

durch  keine  an  die  Stelle  vun  ./■  gesetzte  Zaid  anmiUirt  werden 
kann.  Diese  Erklärung  der  imaginären  Wurzeln  und  die  Be- 

zeichnungen, welche  sie  ausdrücken,  wurden  in  einer  Zeit,  in 
der  man  noch  keine  vollständige  Kenntniss  von  der  Natur 
der  Gleichungen  erworben  hatte,  eingeführt.  Es  ist  sicher, 
dass  man  sie  durch  klarere  Ausdrücke  ersetzen  könnte;  aber 

es  kätte  keinen  Vortheil ,  heute  die  gebräuchlichen  Bezeich- 
nungen zu  ändern:  es  ist  nur  nöthig,  genau  ihren  wahren 

Sinn  zu  kennen. 

[18  y.  Die  variable  Grösse  ./•,  welche  in  der  algebraischen 
Function  fx  auftritt,  kann  man  als  Abscisse,  nnd  den  nume- 

rischen Werth  der  Function  als  entsprechende  Ordinate  y  be- 
trachten. Setzt  man  voraus,  dass  x  alle  positiven  und  nega- 

tiven Werthe  annimmt,  und  bestimmt  man  die  Form  der  Curve, 
so  kennt  mau  die  Natur  der  Function  fx,  die  Schnittpunkte 
der  Curve  und  der  Axe  entsprechen  den  reellen  Wurzeln. 
Setzt  man  die  Werthe  von  x  in  die  Function  fx,  nm  die 
Form  der  Curve  zu  bestimmen,  so  muss  man  x  snccessiv  alle 
seine  Werthe  beilegen;  dies  ist  nicht  ausführbar;  aber  wir 
beweisen  im  Folgenden ,  dass  man  diese  Form  vollständig 
durch  eine  sehr  begrenzte  Anzahl  von  Substitutionen  bestimmen 
kann.  Hierzu  betrachtet  man  nicht  nur  die  gegebene  Functiou 

fx,  sondern  auch  alle  diejenigen,  welche  aus  ihr  durch  wieder- 
holte Diöerentiation  folgen. 

Wir  setzen  hier  voraus,  dass  dem  Leser  die  l'rincipien 
und  der  Gebrauch  der  DilVerentialrechnung  l)ekannt  sind.  Man 
kann  die  Theorie  der  (Ueichungen  nicht  ver\  ollständigen,  ohne 
sich  auf  diese  Frincipien  zu  berufen;  die  vollständige  Lösung 
der  numerischen  Gleichungen  muss  als  eine  der  wichtigsten 
Anwendungen  der  DilVerentialrechnung  betrachtet  werden. 
Uebrigens  gel)en  wir  in  dieser  Einleitung  ausdrücklich  die 
Sätze,  welche  von  der  Inlinitesimalanalysis  abhängen,  und  die 
wir  im  Laufe  unserer  rntersudinngen  anwenden,  an.  Diese 

Sätze  sind  in  allen  allgemeinen  Werken  bewiesen;  die  l'rocesse 
dieser  Kechnungcn  sind,  wie  m:in  Itenn'rken  muss,  sehr  einfach, 
nnd  die  Waiulicit  ist,  wenn  man  sie  auf  die  algeliraischen 
Functionen,  welche  die  linken  Seiten  der  Gleichungen  bilden. 
anwendet,  sozusagen  otYenkundig.      In   diesem    Werke   wenden 
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wir  allgemein  die  Benennungen  und  Bezeichnungen  an,  welche 
durchgehends  angenommen  sind  und  fast  sämmtlich  von  den 
Erfindern  vorgeschlagen  wurden.  So  behalten  wir  das  be- 

kannte Zeichen  einer  unendlich  kleinen  Grösse,  d.  h.  einer 
veränderlichen  Grösse,  von  der  man  eine  unendliche  Anzahl 
von  Werthen  betrachtet  und  welche  kleiner  als  jede  gegebene 
Grösse  wird,  bei.  Wir  bezeichnen  auch  mit  ̂   eine  unendlich 
grosse  Grösse,  d.  h.  eine  Grösse,  welche  keinen  wirklichen 
bestimmten  Werth  hat,  sondern  variabel  ist  und  unbeschränkt 
wächst,  sodass  sie  grösser  als  jede  gegebene  Grösse  wird. 

d  d    fot     dj^  i''T 
[19]   Es    seien  fx.    ,-fx'.  -^-^-,  ——,  etc.  algebraische, dx  dx^       dx^  ' 

mit  fx^  /'cc,  f"x,  etc.  bezeichnete  Functionen;  jede  derselben 
wird  aus  der  voraufgegangenen  abgeleitet,  indem  man  das 
Diiferential  bezüglich  x  nimmt  und  durch  dx  dividirt;  in  diese 
Aufeinanderfolge  von  Functionen  setzt  man  gewisse  Zahlen 

ein;  die  Vergleichung  der  Resultate  führt,  wie  wir  bald  be- 
weisen werden,  zur  Kenntniss  der  Wurzeln  der  Gleichung 

fx  =  0  und  zu  der  der  Curven,  deren  Gleichungen  y  =  fx, 

y  ̂   f  X,  y  =  f"x,  y  =  f"'x,  etc.  sind.  Um  die  Wurzeln 
der  vorgelegten  Gleichung  zu  finden,  würde  es  nicht  genügen, 
gewisse  Zahlen  in  die  Function  fx  zu  setzen;  vielmehr  ist  es 

nöthig,  auch  in  den  von  ihr  abgeleiteten  Functionen  f  x^  /"cc, 
f"'x^  etc.  diese  Substitutionen  zu  machen. 

Setzt  man  in  einer  gegebenen  Function  an  die  Stelle  von 

X  eine  Zahl  a,  so  kennt  man  den  entsprechenden  Functions- 
werth,  Avelcher  durch  die  Ordinate  dargestellt  wird;  setzt  man 

d  fx 
dieselbe  Zahl  a  auch  in   die  Function     ,      oder   f  x,   so  be- 

dx 
stimmt  man  einen  anderen  Charakter  derselben  Function  fx\ 

hieraus  erkennt  man,  ob  diese  Function,  wenn  der  W^erth  a 
der  Abscisse  zunimmt,  selbst  zu-  oder  abnimmt,  und  man  ge- 

winnt das  genaue  Maass  der  virtuellen  Zu-  oder  Abnahme. 

Dieses  Maass  ist  der  entsprechende  Werth  von  f'a  oder  der 
Fluxion  erster  Ordnung;  in  der  Figur  wird  es  durch  die  trigo- 

nometrische Function  tangens  des  Winkels,  Avelchen  das  Bogen- 
element  mit  einer  zur  Abscissenaxe  parallelen  Geraden  bildet, 
dargestellt. 

Auf  dieselbe  Art  erkennt  man,  ob,  Avenn  der  Werth  a  von 

X  zunimmt,  die  erste  Fluxion  zu-  oder  abnimmt,  und  diese 
Neigung    zum   Zu-    oder   Abnehmen    ist    auch    eine    messbare 
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(irösse:  uiuii  l)estiimiit  sie,  iiulcin  man  (liesellic  Zahl  n  \n  die 
zweite  Fluxiou  fx  setzt.  Elieuso  Ncrhält  es  sich  mit  den 
Fluxiunen  jeder  Ordnung. 

(l    . 

Die    GrcJsse    -j-f^  ̂ ^^^'  f  •'''  '^^  *^'g^ntlich  die    (ireuze    des 

Verhältnisses  der  Zunahme  der  Function  zu  der  entsprechenden 
Zunahme  der  Variablen  und  die  Pjigenthiimlichkeiten  der  Carven 
machen  alle  Folgen  dieser  Art  sehr  l)emerkbar. 

|201   Der  Werth   der  Function    ,      oder   fr    wird,    wenn 
dx 

in  dem   Cnrvenpunkte ,   dessen  Abscisse  x   ist,    die   Tangente 
der  Abscissenaxe    parallel    ist.    Null.     Hat  diese  Function  fx 
einen  positiven  Werth,  so  wächst  mit  wachsender  Aliscisse  die 
Ordinate   y   oder  fx:    die  Ciirve   steigt   an.      Wenn    aber  fx 

einen  negativen  Werth  hat,   so  nimmt  bei   wachsendem  ./•   die 
Ordinate  ab:  der  Curvenzweig  ist  absteigend. 

Das  Vorzeichen  des  Werthes  der  Fluxion  zweiter  Ordnung 

-■^  oder  /  X  lässt  erkennen,    ol»   die    Curve    in    dem    i'unkte, 

dessen  Abscisse  x  ist,  concav  oder  convex  ist.  Hat  diese 

Function  f"x  einen  positiven  Werth,  so  ist  die  Curve  concav: sie  kelnt  ihre  convexe  Seite  dem  unteren  Theil  der  Fläche 

zu.  Hat  f"x  einen  negativen  Werth,  so  ist  die  Curve  convex: sie  kehrt  ihre  convexe  Seite  dem  oberen  Theil  der  Fläche 

zu.  Ist  der  Werth  der  Fluxion  zweiter  Ordnung  fx  Null, 

so  hat  die  Curve  in  dem  Punkte,  dessen  Abscisse  ./•  ist,  eine 
Intlexion.  Dieser  Inflexionspnnkt  kann  in  besonderen  Fällen 
nicht  sichtbar  sein:  allgemein  trennt  er  zwei  Bogen,  von 
denen  der  eine  convex,  der  andere  concav  ist.  Alle  diese 
.Vngaben  lassen  sich  sehr  leicht  beweisen. 

VI.  Der  Begrift"  der  (Jreuzen  war  eines  der  hauptsäch- 
lichsten Elemente  der  griechischen  (Jeometrie;  zuerst  findet 

mau  ihn  in  der  I.ehre  von  den  Iiicommensurablen-"  .  und 
besonders  in  dem  Theorem,  welches  dazu  dient,  die  Volumina 

zweier  Tetraeder,  welche  eine  gemeinsame  Basis  und  gleiche 
Höhen  haben,  zu  vergleichen.  In  der  That  kann  man  nicht, 
wie  dies  filr  die  früher  bekannten  Theoreme  der  Fall  war, 

die  Gleichheit  dieser  zwei  Volumina  durch  das  wirkliche  Auf- 
einanderlegen der  Theilo  beweisen;  sondern  man  niuss  hier 

eine  unendliche  Anzahl  von  Theilen  l>etrachten  '- .  Die  Neaeren 

Ostwald's  Klassiker.    IJT  2 
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habeu  dauu  auf  diesen  Begriff  der  Grenzen  ihre  Analyse  an- 
geAvandt;  dies  ist  der  Ursprung  der  Infinitesimalrechnung. 

Die  Differentialgleichung  drückt  eine  Beziehung  zwischen 
den  Functionen  einer  oder  mehrerer  Variablen  und  den  in 

Bezug  auf  gewisse  dieser  Variablen  genommenen  Fluxionen 
verschiedener  Ordnung  aus.  [21]  Diese  Beziehungen  gehören, 
wie  man  erkannt  hat,  nicht  allein  der  abstracten  Wissenschaft 
der  Rechnung  au:  sie  bestehen  auch  in  den  Eigenschaften  der 
Curven  und  Oberflächen,  bei  der  Bewegung  der  festen  und 
flüssigen  Körper,  bei  der  Vertheilung  der  Wärme  und  bei  den 
meisten  Naturerscheinungen.  Die  allgemeinsten  Gesetze  der 

physischen  Welt  werden  durch  Differentialgleichungen  aus- 
gedrückt. 

VII.  Die  linke  Seite  einer  algebraischen  Gleichung,  deren 

Grad  m  eine  gerade  Zahl  ist,  kann  stets  in  eine  gewisse  An- 

zahl Factoren  zweiten  Grades  der  Form  x^  -\-  (ix  -\-  v,  wobei 
u  uud  )'  positive  oder  negative  Zahlen  sind,  zerlegt  werden. 
Ist  der  Grad  m  ungerade,  so  enthält  die  Gleichung  ausserdem 

einen  reellen  Factor  ersten  Grades  x  —  a.  Von  jeder  Gleichung 
r«-ten  Grades  nimmt  man  auch  an,  sie  sei  im  Besitz  von  vi 

reellen  oder  imaginären  Wurzeln:  eigentlich  fehlen  diese  letz- 
teren Wurzeln  der  Gleichung. 

Die  Coefficienten  a,,  a^,  a., ,  .  .  .  r/„j  können  so  sein,  dass. 
wenn  mau  die  Curve,  deren  Gleichung  y  ==  fx  ist,  construirt. 
die  Anzahl  der  Schnittpunkte  der  Curve  mit  der  Abscissenaxe 

gleich  m  wird.  Wenn  man  aber  die  Werthe  dieser  Coeffi- 
cienten verändert,  so  kann  es  vorkommen,  dass  gewisse  Schnitt- 
punkte verschwinden;  sie  fehlen  in  gerader  Zahl.  Auch  die 

Form  der  Curve  kann  sich  ändern  uud  dieselbe  kann  mehrere 

ihrer  Krümmungen  verlieren.  Dieser  Mangel  au  Schnitt- 
punkten oder  au  Krümmungen  verursacht  die  imaginären 

Wurzeln.  Man  muss  bemerken  und  im  Folgenden  werden  wir 
es  auch  ausdrücklich  beweisen,  dass  diese  fehlenden  oder 
imaginären  Wurzeln  auch  nicht  durch  die  Form  der  Curve, 
deren  Gleichung  y  =  fx  ist,  angezeigt  werden  können.  Oft 
kommt  es  vor,  dass  die  Schnittpunkte  zunächst  in  einer  der 

abgeleiteten  Curven,  welche  yy  = /"a;,  // = /"a;,  y  =  f""x. 
u.  s.  w.  zur  (ileichung  haben,  verschwinden.  Wir  werden 

zeigen,  dass  man  leicht  die  Intervalle,  in  denen  diese  Schnitt- 
punkte fehlen,  bestimmen  kann. 

VIII.  Wenn  die  linke  Seite  der  Gleichung  mehrere  reelle 

Factoren  ersten  Grades  wie  x  —  «,  x  —  /:?,  x  —  ;'.  u.  s.  w. 
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enthillt.  so  kciimen  2  oder  3  oder  eine  grössere  Anzahl  dieser 
Factoren  gleicli  sein :  das  ist  der  Kall  der  gleichen  iWurzeln. 

[22]  Nimmt  man  an,  dass  die  linke  Seite  durch  'x  —  «  *. 
[x  —  i^Y  u.  3.  w.  theilbar  ist,  so  hat  die  (Jleichung  zwei 
Wurzeln,  welche  gleich  «,  oder  drei  Wurzeln,  welche  gleich  fi 
sind,  trotzdem  es  nur  wirklieh  eine  einzige  dieser  Zahlen  giebt. 

welche  die  Eigenschaft  hat,  die  linke  Seite  zu  Null  zu  maiht-n. 
Die  Constnu-tion  würde  das  Zusammenfallen  diestT  Wurzeln 
klar  machen. 

Diesen  Fall  der  gleichen  Wurzeln  kann  man  leicht  unter- 
scheiden und  auflösen:  man  braucht  nur  die  Functionen  fx. 

f'x,  f'x,  u.  s.  w.  zu  vergleichen,  um  zu  erkennen,  ob  es  einen 
oder  mehrere  Factoren  giebt,  die  /'./•  und  /"./•,  oder  fx,  /"'x, 
f"x,  u.  s.  w.  gemeinsam  sind.  In  dem  besonderen  Fall,  dass 
eine  solche  Bedingung  statt  hat,  muss  man  den  gemeinsamen 
Factor,  den  man  gefunden  hat  und  der  eine  algebraische 
Function  von  x  ist,  besonders  betrachten:  man  muss  nur  diese 
Function  in  ihre  einfachen  Factoren  zerlegen. 

Es  genügt  uns  liier,  diese  Theoreme  über  die  Eigen- 
schaften der  gleichen  Wurzeln  auszusprechen.  Ihr  Heweis  ist 

bekannt,  und  besonders  ist  er  eine  evidente  Folge  der  Diffe- 
rentiationen. 

IX.  W^ir  werden  besonders  von  dem  Satz,  welcher  die 
successive  Entwicklung  einer  algebraischen  Function  des  Binomes 
;- + />  giebt,  Gebrauch  machen;  aber  man  muss  zu  diesem 
Theorem  den  Ausdruck  des  Restes  beifügen,  welcher  die 

Reihe,  wenn  mau  sie  bei  irgend  einem  (Uiede  abbricht,  ver- 
vollständigt. Der  Inhalt  dieses  Satzes  ist  zwar  nicht  so  be- 

kannt wie  die  voraufgegangeneu,  aber  für  eine  exacte  Behand- 
lung der  Gleichungen  ist  er  völlig  nothwendig:  die  aufeinander- 

folgende Entwicklung  der  Function  /"  (' -+- /''  wird  durch  die 
folgenden  Gleichungen  ausgedrückt: 

/•(^-f/v  =/-^  +  /,/-  .  ' 

fi,  +  />]  -  A  +  i>f''^  +  ̂  r^  4-  J%  /•'"' ^  •  •  • 

h'
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Die  mit  der  Charakteristik  f  bezeichnete  Function  ist  alge- 
braisch vorausgesetzt  und  zwar  von  derselben  Natur  wie 

die  im  Artikel  (III)  behandelte  Function  fx,  deren  Werth 

a;'"  +  tt, a;'"~ '+•■•+ a^  lautet;  b  drückt  eine  bestimmte 
der  Variablen  .•(,  zugefügte  Zahl  aus.  Die  mit  (;;  •  •  ■  z  -{-  h) 
bezeichnete  Grösse  drückt  eine  gewisse  unbekannte,  zwischen 

z  und  %-\-h  gelegene  Zahl  aus;  [23  man  muss  besonders 
bemerken,  dass  diese  Zahl  in  den  aufeinanderfolgenden  Glei- 

chungen nicht  denselben  Werth  hat;  nur  ist  sie  immer  zwischen 

.;  und  z  -\-  h  gelegen.  Der  vollständige  AVerth  der  Function 

/'(.i  -|-  h)  wird  so  gebildet:  1.  aus  einer  gewissen  Anzahl  von 
Gliedern,  nämlich  einem  einzigen  für  die  erste,  aus  zweien 
für  die  zweite,  aus  dreien  für  die  dritte  Gleichung,  u.  s.  w., 

zu  denen  2.  noch  ein  letzter  Term,  welcher  die  Reihe  vervoll- 
ständigt, kommt;  dieser  enthält  eine  Function  f[m)  einer  ge- 

wissen Grösse;  m  ist  dabei  die  Zahl  der  Glieder  der  Ent- 
wicklung; die  Grösse,  welche  in  dieser  Function  f[m)  als 

Variable  auftritt,  ist  nicht  bekannt;  für  den  Gebrauch,  welchen 
wir  von  diesem  Satz  machen  wollen,  ist  dies  auch  nicht  nöthig; 
aber  das  steht  fest,  dass  diese  unbekannte  Grösse  grösser  als 
%  und  kleiner  als  z  -\- h  ist.  Derselbe  Satz  erstreckt  sich  auf 
alle  Functionen,  aber  hier  wird  er  nur  auf  die  algebraischen 
angewandt.  Den  Ursprung  dieses  allgemeinen  Satzes  findet 

man  in  den  Schriften  JoJtami  BernouUi''^^''):  Lagrange'^^)  ver- 
dankt man  die  wichtige  Bemerkung,  welche  den  exacten  Aus- 
druck für  den  Rest  der  Reihe  ergiebt. 

X.  Es  sei  y  eine  algebraische  Function  fx\  wir  nehmen 
an,  dass  x  einen  bestimmten  Werth  empfangen  hat  und  man 
diesen  Werth  um  eine  unendlich  kleine  Grösse  dx^  d.  h.  um 
eine  veränderliche  Grösse,  die  immerfort  abnimmt  und  Null 
zur  Grenze  hat,  vermehrt.  Der  Zuwachs  dy  der  Function  ist 
selbst  variabel,  ebenso  das  Verhältniss  dieses  Zuwachses  dy 
zu  dem  Zuwachs  dx.  Bezeichnet  man  diese  variable  Grösse 

dx^   um  welche   o:   vermehrt  wurde,    mit  li,    so  hat  das  Ver- 
fix  -f-  h]     fx 

hältniss,    um    welches   es   sich    handelt,  —   oder 
i     '* 

f'x  +  —  hf"{x  •  •  •  x-\-}i)  zum  Ausdruck.  Diese  letztere  Grösse, 

welche  mit  unendlich  klein  werdendem  /<  variirt,  hat  offenbar 

f'x  zur   Grenze:    dies   drücken    die   Mathematiker  aus,  indem 

sie    ,-  =  f'x  oder  d^j  =  dxf'x   schreiben.      Denselben    Satz dx 
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drückt  mau  aucli  ;ui3,  indem  man  sagt,  dass  f'x  das  äusserste 
Verhältiiiss  der  Zuwächse  dy  und  '/./•  ist  oder  das.s  der  Werth 

von  f{r  +  dx)  gleich  fx  -\-  dxf'x  wird. 
Es  kann  auch  sein ,  dass  der  bestimmte  Werth  von  x 

derartig  ist,  dass  f'x  Null  wird.  In  diesem  Fall  findet  man 
den  Zuwachs  der  Function  durch  die  Gleichung: 

[24]  fix  +  /O  =  fx  +  h  fx  +  '[]  fx  +  ̂ /'''  .^  /•' "  .'•  •    ••/•-+-/<; 
da  der  Term  li  f  x  Null  wird,   so  hat  man: 

f[x  -I-  h)  —  fx  _  1   ..,  h 

fe« 

=  2  ̂"''+2     ̂ /""(^  ••••'"  + 
// 

die  Grenze  der  rechten  Seite  ist  oflenbar  .,/•''•  l'ics  drückt 

man  durch  die  Gleichung: 

f{x  -{-dx,  —  fx  4-  _^  dx'-f'x 

aus.  Das  äusserste  Verhältniss  des  Zuwachses  ij  zu  dem 

Quadrate  des  Zuwachses  von  x  ist  in  diesem  Falle  eine  end- 

liche   Grösse,    die    gleich       f'x   ist.      Dieselben    Folgerungen 

kiinncii  auf  den  Fall  augewandt  werden,  wo  die  Substitution 

des  dem  ./•  beigelegten  Werthes  mehrere  aut'einandertolgende 
Functionen   zum  Verschwinden  bringen  würde. 

Nachdem  ich  au  tliese  Priuciplen  erinnert  habe,  soll  eine 

der  hauptsächlichsten  Fragen  aus  der  Gleichuugstheorie,  näm- 
lich diejenige,  welche  die  Bestimmung  der  Grenzen  für  alle 

Wurzeln  zum  Gegenstand  hat,  Itehandelt   werden. 
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25]  Synoptische  Ausemandersetzung  der  in  diesem  Werke 
bewiesenen  Resultate. 

I.  Das  erste  Bueli  behandelt  eine  allgemeine  Methode, 
welche  zwei  Grenzen  für  jede  reelle  Wurzel  zu  finden  und  die 

imaginären  Wurzeln  zu  unterscheiden  lehrt.  Um  die  algebra- 
ische Gleichung  in  teu  Grades : 

X  =  a^x'"  -{-  a^x'^-'  +  a.^x"'--  H   

bei  welcher  die  Coefficienten  a, ,  a., ,  a,^ ,  u.  s.  w.  bekannte 
Zahlen  sind,  zu  lösen,  betrachtet  man  sogleich  alle  Functionen, 
welche  aus  der  linken  Seite  X  durch  successive  Differentia- 

tionen abgeleitet  sind.  Wir  bezeichnen  diese  Functionen, 
welche  wir  in  umgekehrter  Anordnung  schreiben,  wie  folgt: 

X("0,  A'C"-'),  x<~'"-^'\  .  .  .  X'",  X",  X',  X. 

Ertheilt    man   der  Variablen   x   einen   vorgegebenen  Werth   a, 

welcher    successiv    von    a  =  —  --  bis  a  =_    wächst,    und 

schreibt  das  Vorzeichen  des  Resultates  jeder  Substitution  hin, 

so  bildet  man  eine  Reihe  von  Vorzeichen,  welche  der  einge- 
setzten Zahl  a  entsprechen.  In  dieser  Vorzeichenreihe,  welche 

wir  mit  (a)  bezeichnen,  beachte  man,  wie  vielmal  es  vorkommt, 

dass  einem  Vorzeichen  ein  gleiches  und  wie  vielmal  eiuem  Vor- 
zeichen ein  verschiedenes  Vorzeichen  folgt,  diese  letztere  Auf- 

einanderfolge von  Vorzeichen  nennt  man  Vorzeichenwechsel, 

und  zähle ,  wie  viele  Male  die  Reihe  (a)  Zeichenwechsel  ent- 
hält. [26]  Lässt  man  nun  die  Zahl  a  allmählich  unmerklich 

wachsen,  so  behält  die  Vorzeichenreihe  (a)  nicht  immer  die 
Anzahl  der  Vorzeichenwechsel,  welche  sie  ursprünglich  hatte 
und  die  wir  mit  j  bezeichnen,  bei;  sie  war  zuerst  gleich  ///, 
sie  wird  zuletzt  Null.  Man  beweist,  dass  sie  nur  in  dem 
Maasse,  wie  a  zunimmt,  abnehmen  kann. 

Die  Anzahl  j  der  VorzeicheuAvechsel  der  Reihe  («)  ändert 
sich  nur,  wenn  es  sich  ereignet,    dass  die  eingesetzte  Zahl  « 
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eine  der  abgeleiteten  Functioin'n  zum  Verschwinden  lirinpl; 
in  diesem  Falle  kann  es  eintretm,  dass  die  Anzahl  der  \oy- 

zeicheuwechsel,  Avelche  einem  uneudlirh  wenig  grösseren  Werthe 
als  a  entspricht,  von  der  Anzald  der  Vorzeiehenwechstd,  welche 
einem  unendlich  wenig  kleineren  Werthe  als  «  entspricht,  ver- 

schieden ist.  Bei  diesem  Durchgang  von  einem  ersten  Werthe 
des  a  zu  einem  unendlich  wenig  verschiedenen  zweiten  Werthe 
ist  es  möglich,  dass  die  Reihe  der  Vorzeichen  eine  gewisse 
Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  verliert.  Es  ist  auch  nitlgiieh, 
dass  die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel,  welche  dem  ersten 

Werthe  des  a  entspricht,  dieselljc  wie  die  Anzahl  der  Vor- 
zeichenwechsel, welche  dem  zweiten  Werthe  des  n  entspricht, 

bleibt.  Wir  betrachten  nicht  das,  was  eintritt,  wenn  die  lleihe 
alle  Vorzeichenwechsel,  welche  sie  ursprünglich  hatte,  beibehält, 
sondern  nur  das,  was  statt  hat,  wenn  die  Keihe  eine  gewisse 
Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  verliert.  Hier  bieten  sich  nun 

zwei  total  verschiedene  Fälle  dar:  der  erste,  wenn  in  der 
Reihe  (a),  die  eine  gewisse  Anzahl  ihrer  Vorzeichenwechsel 

verliert,  die  letzte  Function  A'  Null  wird:  der  zweite,  wenn 
die  Reihe  (a)  einige  ihrer  Vorzeichenwechsel  verliert,  ohne 

dass  die  letzte  Function  A'  Null  wird.  Der  erste  Fall  bezieht 
sich  auf  die  Anzahl  der  reellen,  der  zweite  auf  die  Anzahl  der 

imaginären  Wurzeln.  Die  (ileichung  A'  =  <»  hat  ebensoviele 
reelle  Wurzeln,  wie  die  Keihe  Vorzeichenwechsel  verliert,  wenn 

A'  Null  wird,  und  diese  Uleiehung  hat  ebensoviele  imaginäre 
Wurzeln,  als  die  Vorzeichenreihe  Wechsel  verliert,  ohne  dass 
X  Null  wird.  Dieses  Theorem  ist  allgemein  gültig  und  keiner 

Ausnahme  unterworfen :  wir  geben  sofort  die  zwei  Haupt- 
anwendungen.   die  es  liefert,  au : 

1.  Es  ist  leicht  zu  erkennen,  wieviel  Wurzeln  man  in  einem 
gegebenen  Intervall  suchen  muss.  Will  man  wissen,  wie  viele 
Wurzeln  die  (Ueiehung  A  =  (>  zwischen  z\\ei  mit  n  und  !>  be- 

zeichneten (irenzen  haben  kann,  so  substituire  man  die  kleinere 
(Irenze  a  in  die  vollständige  Reihe  von  Functionen,  und  setze 
ebenso  die  gnissere  Grenze  h  in  dieselbe  Reihe  ein ,  damit 
man  die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel  der  Reihe  (n;  mit  iler 

Anzahl  der  Vorzeichenwet-hsel  der  Reihe  Jr  vergleichen  kann. 
'27  Sind  diese  zwei  Zahlen  von  Vorzeichenwechseln  gleich, 

Sit  kann  die  vorgelegte  Gleichung  A'  =  O  sicher  keine  Wurzel 
zwischen  a  und  /*  besitzen  :  es  ist  unmöglich,  dass  irgend  eine 
Zahl,  die  gritsser  als  a  und  kleiner  als  h  ist,  A  annnllire. 

(A.)   überschreitet    die    Anzahl    der  Vorzeichenwechsel    der 
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Eeihe  (a)  diejenige  der  Vorzeichenweclisel  der  Reihe  [b)  und 
ist  die  Differenz  /,  so  muss  man  zwischen  a  und  h  eine  An- 

zahl i  von  Wurzeln  suchen.  Es  ist  unmöglich,  dass  in  diesem 
Intervall  eine  Anzahl  von  Wurzeln,  die  grösser  als  i  ist,  liege; 
es  kann  aber  auch  weniger  geben;  diejenigen,  welche  fehlen, 
sind  in  gerader  Zahl  vorhanden. 

Die  von  Deseartes  gegebene  Regel,  welche  die  Anzahl  der 
positiven  oder  die  Anzahl  der  negativen  Wurzeln,  die  eine 
Gleichung  besitzen  kann,  angiebt,  ist  ein  CoroUar  zu  dem  vor- 

aufgehenden Theorem  (A) ;  es  genügt,  0  und  1/0  als  Grenzen 
a  und  h  für  die  Wurzeln,  um  die  es  sich  handelt,  zu  nehmen. 
Wenn  zwei  der  Wurzeln,  von  denen  das  allgemeine  Theorem 

(A)  anzeigt,  dass  sie  zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  ge- 
sucht Averden  sollen,  in  diesem  Intervalle  nicht  existiren,  so 

gehen  sie  in  der  vorgelegten  Gleichung  X=  0  verloren '^^j, 
d.  h.  sie  entsprechen  zwei  imaginären  Wurzeln  dieser  Gleichung. 
Tritt  auch  für  ein  anderes,  von  a  und  h  verschiedenes  Inter- 

vall a  und  h'  ein,  dass  ZAvei  der  W^urzeln,  von  welchen  das 
Theorem  anzeigt,  dass  sie  zwischen  a  und  h'  gesucht  werden 
sollen,  sich  nicht  in  diesem  Intervall  befinden,  so  gehen  auch 

diese  zwei  Wurzeln  in  der  Gleichung  A'  =  0  verloren ;  sie 
entsprechen  zwei  anderen  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 
■X  =  0.  Allgemein  sind  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 

X  ■=  0  diejenigen,  welche  in  gewissen  Intervallen,  avo  das 
Theorem  ankündigt,  dass  sie  gesucht  werden  sollen,  verloren 

gehen.  W^ir  sagten,  dass  die  vorgelegte  Gleichung  X  =  0  in 
einem  Intervall  keine  Wurzel  haben  kann,  falls  die  Substitution 
der  zwei  Grenzen  a  und  h  für  die  zwei  Vorzeichenreihen  [o] 

und  [h]  dieselbe  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  ergiebt.  Hier- 
aus folgt,  dass  eine  Auflösungsmethode,  welche  nicht  die  Inter- 

valle, in  denen  die  Wurzeln  gesucht  werden  müssen,  angiebt, 
sehr  mangelhaft  ist;  [28]  denn  die  Intervalle,  in  denen  die 
Existenz  von  Wurzeln  unmöglich  ist,  sind  weit  ausgedehnter, 
als  die  Intervalle,  in  denen  sich  die  Wurzeln  finden  können. 
Aus  diesem  Grunde  soll  man  nicht  von  derjenigen  Methode 
Gebrauch  machen,  Avelche  darin  besteht,  der  Reihe  nach  Zahlen 
z/,  2J^  3^,  4j7,  u.  s.  w. ,  deren  Diflerenz  kleiner  als  die 
kleinste  Diflerenz  zwischen  zwei  Wurzeln  ist,  einzusetzen 23]; 
denn  mau  kann  so  über  sehr  grosse  Intervalle,  in  denen  man 
Wurzeln  sucht,  operiren,  obgleich  es  von  vornherein  klar  zu 
erkennen  ist,  dass  es  dort  keine  geben  kann.  Man  darf  zur 
Aufsuchung  der  Wurzeln  nur  die  massigen  Intervalle,  in  denen 
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das  Theorem  (A)  anzeigt,    dass   es  dort  Wurzeln  geben  kann, 
verwertlien. 

II.  Zerlegt  man,  um  die  zwisciien  zwei  gegebenen  Zahlen 
a  und  1)  gelegenen  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  zu 

finden,  dieses  Intervall  in  Tlieile  und  substituirt  zwisclienlie- 
gende  Zahlen,  so  wird  man  die  Intervalle,  in  denen  man  die 
Wurzeln  suchen  muss,  vermindern  können;  ai)er  durch  diese 
Substitutionen  allein  würde  es  nicht  gelingen,  die  Natur  der 
Wurzeln  mit  Sicherheit  zu  erkennen.  Mit  dem  voraufgehenden 
Theorem  i  A)  ist  noch  eine  zweite  Kegel  zu  verl)inden  :  sie  liisst 
mit  Sicherheit  erkennen,  ob  die  Wurzeln,  welche  man  in  einem 
gegebenen  Intervall  sucht,  reell  sind  oder  ob  sie  durch  eine 

gleiche  Anzahl  imaginärer  Wurzeln  der  Gleichung  A' =  0  er- setzt werden. 

Gehen  die  zwei  Wurzeln,  welche  nach  dem  Theorem  (A) 
zwischen  zwei  gegebenen  Grenzen  gesucht  werden  sollen,  in 
diesem  Intervall  verloren,  so  kommt  dies  daher,  dass,  wenn 
mau  eine  gewisse,  zwischen  diesen  zwei  Grenzen  gelegene  Zahl 
«  zugleich  in  drei  aufeinanderfolgende,  abgeleitete  Functionen 
einsetzt,  dieselbe  die  mittlere  Function  annullirt  und  für  die 
zwei  anderen  Functionen  Resultate  von  demselben  Vorzeichen 

ergiebt.  Dies  ist  der  allgemeine  Charakter  der  imaginären 

Wurzeln,  dass  die  Vorzeichenreihe  in  diesem  Falle  zwei  Vor- 
zeicheuwechsel  verliert.  Verschwindet  die  zwischenliegende 

Function,  so  ist  diese  Zahl  cc  ein  kritischer  Werth ■'■'',,  wel- 
cher einem  Paare  imaginärer  Wurzeln  entspricht. 

Bezeichnet  man  die  drei  aufeinanderfolgenden  Functionen, 

um  die  es  sich  handelt,  mit  /"^"■*''^W,  ß"^{j-],  f'"~'\-r  ,  3o 
existirt  in  diesem  Falle  ein  gewisser,  zwischen  a  und  b  ge- 

legener Werth  «,  dessen  Substitution  f'^"\.r'  annullirt  und  für 
/■>"■•■ ')(3-  und /■^"~')(a-)  zwei  liesultate,  die  gleiche  Vorzeichen 
haben,  ergiebt. 

[29]  Sobald  das  Theorem  augiebt,  dass  man  zwis^chen  den 
Grenzen  a  und  }>  zwei  Wurzeln  suchen  muss,  bleibt  die  Natur 
dieser  Wurzeln  unsicher;  sie  können  alle  beide  reell  oder  alle 

beide  imaginär  sein.  Zur  Lösung  dieser  Zweideutigkeit,  welche 
nicht  nur  als  eine  der  hau|)tsächliehsteu,  sondern  auch  als  eine 
der  schwierigsten  Fragen  der  algel)raischeu  Analysis  angesehen 
werden  muss,  muss  man  nicht  auf  die  Herechnung  einer  Glei- 

chung, deren  Wurzeln  die  kleinste  mögliche  l>ifleronz  zweier 
aufeinanderfolgender  Wurzeln  kennen  lehren,  zurückgehen; 
denn   diese  Berechnung   ist   nur    für  (Jleichungen  wenig   hohen 
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Grades  praktisch;  selbst  wenn  man  den  Process,  der  ein  sol- 
ches Resultat  ergiebt,  vervollkommnen  würde,  würde  die  zu 

grosse  Anzahl  von  Substitutionen  eine  allzu  complicirte  Rech- 
nung erfordern.  Wir  werden  die  Regel,  welche  in  diesem 

Falle  die  Natur  der  Wurzeln  zu  unterscheiden  gestattet,  an- 
geben: verbindet  man  sie  mit  dem  Theorem  (A),  so  vervoll- 

ständigt sie  die  Methode  der  Auflösung ;  bevor  wir  aber  diese 
Regel  mittheilen ,  wollen  wir  gewisse  allgemeine  Folgerungen 
aus  den  voraufgeheudeu  Sätzen  angeben. 

Man  sieht,  dass  es  von  a;  =  —        bis  x  =^  -\-       drei  Arten 

von  Intervallen  giebt.  Die  einen  von  unendlicher  Grösse  sind 
derartig,  dass  es  ganz  unnöthig  sein  würde,  dort  Wurzeln  der 
Gleichung  Jt  =  0  zu  suchen;  man  erkennt  unmittelbar,  dass 
es  dort  keine  geben  kann.  Die  zwei  anderen  Arten  sind: 

1.  diejenigen,  in  denen  sich  thatsächlich  reelle  Wurzeln  be- 
finden; 2.  diejenigen,  in  denen  die  Wurzeln  verloren  gehen. 

Diese  fehlenden  Wurzeln  entsprechen  den  imaginären  Wurzeln, 
Für  jedes  Paar  imaginärer  Wurzeln  existirl  ein  reeller  Werth 

der  Variablen  x,  sodass,  wenn  x  gleich  diesem  Werthe  wird, 
die  Vorzeichenreihe  sogleich  zwei  Vorzeichenwechsel  verliert, 
ohne  dass  X  Null  wird.  Die  Anzahl  der  Paare  imaginärer 
Wurzeln  ist  nothweudig  gleich  der  Anzahl  dieser  kritischen 
Werthe.  Aus  diesem  allgemeinen  Satz  schliesst  mau  den  von 

de  Gua  de  Malves-^},  welcher  die  bei  algebraischen  Gleichungen 
mit  lauter  reellen  Wurzeln  eintretenden  Bedingungen  ausdrückt. 

Wir  haben  oben  bemerkt,  dass  der  Charakter  der  kritischen 

Werthe  darin  besteht,  eine  zwischenliegende  abgeleitete  Func- 
tion zu  annullireu  und  dabei  der  voraufgehenden  und  folgenden 

Function  dasselbe  Vorzeichen  zu  geben.  [30]  Diese  Bedingung 
ist  nicht  nur  auf  die  ursprüngliche  Function  X  anwendbar. 
Tritt  sie  für  eine  der  abgeleiteten  Functionen  irgend  welcher 

Ordnung  XC**)  ein,  d.  h.  ergiebt  der  reelle  Werth  von  x,  welcher 
diese  Function  XW  annullirt,  für  die  voraufgehende  Function 

Y(»+i)  iijx^  ̂ ie  folgende,  nämlich  A' (""■'),  zwei  Resultate  des- 
selben Vorzeichens,  so  kündigt  diese  Eigenschaft,  zwei  imaginäre 

Wurzeln  der  Gleichung  JVC""'')  =  0,  deren  linke  Seite  eine 
zwischenliegende  Function  ist,  an.  Man  schliesst  mit  Sicherheit, 
dass  die  ursprüngliche  Gleichung  X  =  0  auch  in  demselben 
Intervalle  a  bis  h  zwei  Wurzeln  verliert.  Aus  dieser  Bemer- 

kung erkennt  man,  dass  die  imaginären  Wurzeln  der  Gleichung 
A  :=  Ö  nicht  sämmtlich  von  dersel))en  (Sattuug  sind:   die  einen 
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gehen  in  cUt  ursprünglichen  Gleichung,  die  anderen  in  deu 
abgeleiteten  Gleichungen,  welche  aua  ihr  durch  DitVerentiation 

folgen,  verloren.  Im  übrigen  ist  lüc  Form  aller  dieser  Wur- 
zeln, welcher  Gattung  sie  aucli  seien,  immer  diejenige  des  lli- 

noms  u  +/^l/ —  1 ,  d.  h.  zwei  dieser  conjugirten  Wurzeln  ent- 
sprechen einem  Factor  zweiten  Grades,  dessen  zwei  CoefHcienten 

reell  sind. 

Die  imaginären  Wurzeln,  welche  in  der  ursprünglichen 

Gleichung  A'  =  ()  verloren  gehen,  sind  durch  die  Figur  der 
Curve,  deren  Gleiehung  //  =  A"  ist.  angezeigt;  jedes  Paar  ima- 

ginärer Wurzeln  entspricht  einer  Ordinate,  deren  Wertii.  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen,  ein  Minimum  ist.  Mit  den  imaginären 

Wurzeln,  welche  in  den  abgeleiteten  Gleichungen  verloren 
gehen,  verhält  es  sieh  nicht  ebenso:  ihre  Form  wird  nicht  auf 

dieselbe  Art  durch  die  Figur  der  Curve,  deren  Gleichung  //  :=  A' 
ist,  angezeigt:  stellt  man  sich  aber  vor,  dass  alle  Curven, 

welche  den  abgeleiteten  Functionen  aller  Ordnungen  entspre- 
chen, gezeichnet  seien,  so  werden  alle  imaginären  Wurzeln  der 

Gleichung  A  =  0  ersichtlich:  jedes  Paar  dieser  Wurzeln  wird 
einem  absoluten  Minimum  bei  einer  Curve,  deren  Ordinate  der 
Werth  einer  abgeleiteten  Function  ist,  entsprechen. 

III.  Es  Ideibt  noch  übrig,  die  Kegel,  welche  wir  auch  schon 
früher  zur  rnterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  gegeben 
haben  •'♦*  und  welche  diese  Frage  vollkommen  löst,  auseinander- 
zusetzen. 

31]  (B)  Die  Anwendung  des  Theorems  A)  müge  uns  lehren, 
dass  man  zwischen  den  Grenzen  n  und  /'  eine  gewisse  Anzahl 

j  von  Wurzeln  suchen  muss;  es  handelt  sich  darum,  zu  er- 
kennen, welche  unter  den  so  angezeigten  Wurzeln  in  der 

That  existiren  und  welclie,  da  sie  elienso  vielen  imaginären 

Wurzeln  der  vorgelegten  (Ueicliung  entsprechen,  sich  nicht  in 
diesem  Intervall  belindeu  ktinnen:  die  ganze  Zahl  _;  ist  immer 
nach  Voraussetzung  grösser  als  O.  .Man  muss  bemerken,  dass 
das  allgemeine  Theorem  (A)  nicht  allein  auf  die  ursprüngliche 
(ileichung  A  =  0  anwendbar  ist,  es  kündigt  vielmehr  auch 

an,  wie  viele  Wurzeln  die  abgeleitete  (ileichung  A"  =  O  in 
einem  gegebenen  Intervalle  besitzen  kann;  ebenso  verhalt  es 

sich  mit  den  .-ibgeleiteten  (ileicliuugen  der  folgenden  Ord- 

nungen, nämlich  A'"  =  0,  A""  =  0,  A'^'  =  (►,  u.  s.  w. : 
dnrch  Anwendung  des  Theorems  erkennt  man  sofort,  wieviele 
Werthe  von  r,  welche  diese  verschiedenen  Functionen  zu 
annulliren  geeignet  sind,  man  in  einem   gegebenen    Intervalle 
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suchen  muss.  Wir  wollen  annehmen,  dass  man  in  der  ganzen 

Reihe  der  abgeleiteten  Functionen  f^"Xx)^  /"(""^^fa;),  f^"~'^(x),... 
f"{x),  f'[x),  f[x)  unter  jede  dieser  Functionen  eine  Zahl  i 
sehreibt;  diese  giebt  an,  wieviele  Wurzeln  die  Gleichung,  deren 
linke  Seite  diese  Function  ist,  in  dem  Intervalle  der  zwei 
Grenzen  a  und  h  haben  kann.  Die  mit  i  bezeichneten  Zahlen 

zeigen  an,  wieviele  Wurzeln  der  entsprechenden  Gleichung 
man  in  dem  gegebenen  Intervalle  suchen  müsste,  wenn  man 

diese  Gleichungen  zu  lösen  beabsichtigen  würde.  Die  ent- 
sprechenden Zahlen,  welche  wir  Indices  nennen,  können 

sofort,  wenn  man  nur  die  ganze  Reihe  der  abgeleiteten 
Functionen  ansieht,  hingeschrieben  werden. 

Dies  vorausgesetzt,  suche  man,  indem  man  die  ganze  Reihe 
von  rechts  nach  links  durchläuft,  die  erste  Function,  deren 
Index  den  Werth  1  hat,  und  mache  bei  dieser  Function,  die 

wir  mit  /"('") (a:)  bezeichnen,  halt.  Der  voraufgehende,  rechts 
von  diesem  stehende  Index  wird,  wie  wir  zeigen,  immer  2 
sein.  Dann  wird  man  sehen,  ob  der  folgende,  links  von 

f^''^x)  stehende  Index  0  ist.  Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist, 
so  muss  man  das  Intervall  a,  b  der  Grenzen  durch  Einsetzung 

einer  zwischenliegenden  Zahl  «  für  x  in  zwei  Theile  zer- 
legen. So  Avird  man  das  Intervall  a,  h  durch  zwei  andere 

a,  a  und  a,  h  ersetzen  und  dann  die  voraufgehende  Regel 
zur  Aufsuchung  der  Wurzeln  in  diesen  zwei  Intervallen  ver- 
werthen.  Operirt  man  derartig,  so  wird  man  immer  und  zwar 
sehr  rasch  zu  dem  oben  erwähnten  Falle  gelangen,  d.  h.  bei 
dem  neuen  Zustand  der  vollständigen  Reihe  der  Vorzeichen 
wird,  indem  man  von  rechts  nach  links  vorgeht,  der  ersten 

Function,  welche  den  Iudex  1  hat,  der  Index  0  links  vorauf- 
gehen. 

[32]  Bezeichnet  man  die  Function,  für  welche  diese  Be- 

dingung erfüllt  ist,  mit  f^^'){x)^  so  wird  man  die  drei  aufein- 
anderfolgenden Functionen  /'('""*■ ')(a:),  f^''^x],  fi''-^){x),  deren 

Indices  bezüglich  0,   1,  2  sind,  betrachten.     Man  schreibt  die /(?•— »)(a;) 

Grösse   ->„, ,  .     hin  und  kennt,    wenn   man   x  gleich   der 

kleinsten  Grenze  a  macht,  den  Werth  des  Quotienten   /•(>•) /""T' 

ist  dieser  Quotient  nicht  kleiner  als  die  Difterenz  h  —  a  der 
zwei  Grenzen,  so  ist  man  sicher,  dass  die  zwei  Wurzeln,  welche 
man  zwischen  a  und  h  suchte,  in  dem  Intervalle  verloren 
gehen;  dieselben    entsprechen    daher   einem   Paare  imaginärer 
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Wurzeln  der  ursprünglichen  (ileichung  A'  =  O.  In  dit-äem 
Falle  wird  man  von  jedem  der  (Jlicder  der  IJeihe  der  Indircs, 

die  rechts  von  f^'~^^J']  stehen,  dies  eingeschlossen,  bis  zu  dem 
letzten  Gliede  A',  dieses  auch  eingeschlossen,  zwei  Einheiten 
subtrahiren.  Für  die  links  von  /('""Oia;]  stehenden  (ilieder 
wird  man  die  vorher  gefundenen  Indices  beibehalten  und 
hiermit  eine  neue  Keihc  von  Indices  für  dasselbe  Intervall  der 

zwei  (Jrenzen  a  und  h  erlangen.  Man  wird  dann  die  Auf- 
suchung der  Wurzeln  so  fortsetzen,  als  wenn  die  neue  Keihe 

der  Indices  diejenige  wilre,  welche  man  ursprünglich  gefunden 
hatte.  Durch  diese  Prüfung  der  Werthe  der  (.Quotienten  gelangt 
man  schnell  und  ohne  irgend  welche  Unsicherheit  zur  Trennung 
aller  Wurzeln. 

Die  singulären  Fälle,  bei  denen  die  Ditl'erentiulfunctionen 
gemeinsame  Factoren  haben,  lösen  sich  vermöge  der  liekanntcn 
Theoreme  über  die  gleichen   Wurzeln  leicht  auf. 

Anstatt   die    Grenze    a    in    den    Ausdruck    —       ,  .  zu 

setzen,    kann    man    die   grösste    Grenze    h   einsetzen    und    den 
/■('•-')//,) 

Quotienten  +  — 1~^ —      mit  der  Differenz  li  —  */    vergleichen. 

Ist  dieser  Quotient  nicht   kleiner  als  h  —  a,  so  ist  man  siclier, 
dass  in  dem  Inter\alle  zwei  Wurzeln  verloren  gehen.    Kndlich 
würde  man    denselben    Schluss   ziehen,    wenn   die    Summe   der 

/-('•-OV/)        /•('•- ')i7;l      .  ,       ,,  . 
zwei     Uuotienten    —    —j-^   1   ,       '  '    nicht    kleiner    als 

/tO'a)  /•('•)  (6) 
6  —  a  wäre.  So  ist  man  jedesmal,  wenn  die  Differenz  l>  —  <i 
der  zwei  Grenzen  nicht  grösser  33]  als  die  Summe  tler  zwei 
(.^Uiotienten  ist,  sicher,  dass  die  zwei  Wurzeln,  welche  man 
zwischen  a  und  h  suchen  sollte,  in  diesem  Intervalle  verloren 

gehen,  und  dass  sie  folglich  zwei  imaginären  Wurzeln  der 

Gleichung  A'  =  0  entsprechen.  Wenn  hingegen  die  Summe 
der  zwei  Quotienten  kleiner  als  die  Differenz  /*  —  a  ist,  so 
kündigt  dies  an:  die  (Jrenzen  '/  und  l>  liegen  nicht  nahe  genug 
bei  einander,  dass  man  die  Natur  der  Wurzeln  durch  eine 
einzige  Operation  erkennen  kann.  Man  wird  dann  in  das 
Intervall  von  a  und  /'  eine  zwischenliegende  Zahl  <f  einsetzen, 
und  zwei  Intervalle  a,  a  und  et,  h  bilden;  das  Theorem  (A) 
wird  sofort  dasjenige  dieser  Intervalle,  in  welchem  man  die 

zwei  Wurzeln  suchen  muss,  angeben.  Man  wird  die  Anwen- 
dung der  gegenwiirtigen  Kegel  fortsetzen,  und  es  ist  unmöglich. 
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dtiss   man   durch   Fortführung   dieser   Prüfung   nicht   dazu  ge- 
lange,  die  Natur  der  Wurzeln  zu  unterscheiden. 

IV.  Die  soeben  ausgesprochenen  Sätze  sind  Gegenstand 
des  ersten  Buches :  sie  Averden  dort  mit  allen  Entwicklungen, 

welche  zu  einem  elementaren  Studium  erforderlich  sind,  be- 

wiesen. Das  Theorem  (A)  und  die'  Regel,  welche  wir  zur 
Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  angegeben  haben, 
führen  schnell  und  mit  Sicherheit  dazu,  die  Wurzeln  zu  trennen. 
Die  mehrfache  Anwendung  dieser  Regel  (B)  zeigt,  wie  leicht 
dieselbe  zu  gebrauchen  ist.  Dieser  Vortheil  entstammt  daher, 
dass  man  auf  eine  specielle  Art  für  jedes  der  Intervalle,  in 
dem  man  Wurzeln  sucht,  operirt ;  man  betrachtet  das  für  dieses 

Intervall  Eigenthümliche  gesondert  und  führt  dabei  nur  die- 
jenigen Rechnungen,  welche  absolut  uothwendig  sind,  um  die 

Natur  der  zu  suchenden  W^urzeln  zu  beurtheilen,  aus.  Im 
Allgemeinen  erfordert  die  Anwendung  der  Regel  (Bl  wenig 
Rechnung;  die  erste  oder  die  zweite  Operation  genügt,  um 

die  Natur  der  Wurzeln  zu  erkennen;  dennoch  kann  es  beson- 
dere Fälle  geben,  bei  denen  die  Untersuchung  nicht  so  rasch 

endet.  Dies  tritt  dann  ein,  wenn  die  Differenz  der  zwei 
reellen  Wurzeln  ausserordentlich  klein  ist,  oder,  Avenn  der 
dem  absoluten  Minimum  entsprechende  Punkt  der  Axe  der  x 
sehr  nahe  liegt.  [34]  Man  muss  hierzu  bemerken:  1.  dass  der 
Fall  der  gleichen  Wurzeln,  wie  wir  schon  oben  sagten,  sehr 
leicht  zu  unterscheiden  ist,  2.  dass  hingegen  die  Untersuchung 
der  Wurzeln  in  dem  Intervall  a  bis  />  eine  durch  nichts  zu 

ersetzende  aufmerksame  Prüfung  erfordert,  falls  in  diesem 

Intervall  die  Curve,  deren  Ordinate  den  Functionswerth  dar- 
stellt, sich  der  cc-Axe  entweder  schneidend  oder  nicht  schnei- 
dend ausserordentlich  nähert.  Der  Vortheil  der  Regel  und 

ihre  wesentliche  Eigenthümlichkeit  bestehen  darin,  dass  sie 
nur  unvermeidliche  Rechnungen  verlangt;  besonders  gestattet 
sie ,  wenn  sie  dem  Intervall  angepasst  wird ,  die  Natur  der 

Wurzeln  in  den  anderen  Intervallen ,  in  denen  zwei  aufein- 

anderfolgende W^urzeln  nicht  sehr  wenig  verschieden  sind,  sehr 
schnell  zu  erkennen.  Würde  man  hingegen  die  Unterscheidung 
der  Wurzeln  von  der  Berechnung  der  kleinsten  möglichen 
Differenz  zweier  aufeinanderfolgender  Wurzeln  abhängig  machen, 
so  würde  die  Untersuchung  in  diesem  Falle  sehr  lange  und 
überflüssige  Operationen  erfordern.  In  allen  möglichen  Fällen 
gelingt  es,  durch  die  Anwendung  des  Theorems  (A)  imd  der 

Regel  (B)  die   reellen   Wurzeln    völlig   zu   trennen;  jede    der- 
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selben  liiidit  sich  in  ein  bestimmtes  Intervall  eingeordnet, 
und  man  ist  sicher,  dass  in  demscllten  keine  andere  Wurzel 
gelegen  sein  kann.  Es  luvndelt  sieh  dann,  auf  eine  mOgliebst 
directe  Art  zur  Berechnung  Jeder  reellen  Wurzel  vorzu- 

gehen und  die  Convergenz  der  Annäherung  exaet  abznsehiltzen  : 

diese  zwei  Fragen  werden  im  zweiten  Bande  Ix'handelt. 
V.  Die  von  uns  als  linear  bezeiehnete  Annäliening  folgt 

ans  der  Nnrton  scheu  Methode,  nachdem  man  allen  speciellen 

Bedingungen,  welche  dieselbe  sicher  stellen  und  ihren  Ge- 
brauch regeln,  genügt  liat.  l>ie  Constructionen  machen  diese 

Sätze  sehr  klar.  Wenn  die  drei  letzten  Indices  die  Zahlen 

0,  0,  1  geworden  sind,  —  diese  Bedingung  kann  man  immer 
leicht  herbeiführen  —  geht  man  zu  der  Annäherung  ül)er. 

Es  handelte  sich  dann  darum,  jede  überllüssige  Operation 
bei  der  Berechnung  der  Wurzeln  zu  vermeiden.  Zu  diesem 
Zweck  Avar  es  nüthig.  die  elementare  Kegel  der  Division  der 
Zahlen  zu  vervollkommnen.  Man  muss  die  iiechnung  derartig 
anordnen,  dass  die  Zittern  des  Divisors  nur  successiv  und  auch 
nur  dann  eingeführt  werden,  falls  sie  dazu  beitragen  sollen, 
neue  exacte  Zittern  des  Quotienten  kennen  zu  lehren.  Wir 
haben  diese  neue  arithmetische  liegel  gegeben :  sie  ist  von 

derjenigen  von  Oitfjhfrril-^'''  verschieden;  diese  würde  nicht 
für  unsere  Frage  genügt  haben.  Dieselbe  Kegel  der  geord- 

neten Division  kann  dazu  dienen,  die  Gleichung  zweiten  Grades 
unmittelbar  aufzulösen;  man  könnte  sie  sogar  zur  Auflösung 
der  Gleicluingen  höheren  (Jrades  verwenden. 

[35  VI.  Es  bleibt  uns  noch  ül)rig,  genau  die  (.'onvergenz 
der  Annäherung  zu  messen.  Die  Ditterentialreehuung  lehrt 
den  Charakter  dieser  linearen  Annäherung  kennen ;  siedrückt 

das  Gesetz,  nach  dem  die  Anzahl  der  sicheren  Zittern  Ijei  jeder 
neuen  Operation  wächst,  aus.  Der  Fehler,  den  man  l>egel»eM 

kann,  oder  die  Diftereuz  zwischen  dem  exacten  und  dem  an- 
genäherten Werthe  für  die  Wurzel  nimmt  rasch  ab.  .Jede  neue 

Annäherung  verdoppelt  die  Anzahl  der  bekannten  Zittern  oder 
genauer  fügt  zu  den  schon  bestimmten  Zittern  eine  gleiche 
Anzahl  sicherer  Zittern  vermehrt  oder  vermindert  um  eine  con- 

stante  Zahl  hinzu.  Der  lU-uch.  welcher  den  einer  sicheren  Ope- 
ration entsprechenden  Fehler  ausdrückt,  nimmt  immer  mehr  al>: 

er  ist  das  Produet  aus  dem  Quadrat  des  unmittelbar  vorauf- 
gehenden Fehlers  in  einen  unveränderlichen  und  gegebenen  Factor. 

Die  lineare  Annäherung  wird  durch  ein  System  aufein- 
anderfolgender Tangeuten  dargestellt. 
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Die  Annäherung  zweiter  Ordnung  ist  diejenige,  welche  aus 
der  Berührung  von  Parabelbögen  stammt ;  sie  hat  einen  eigen- 
thümlichen  Charakter,  welchen  die  voraufgehende  Analyse  auch 
kennen  lehrt.  Die  Convergenz  ist  viel  rascher;  der  einer 
Operation  entsprechende  Fehler  ist  das  Product  aus  einem 
Constanten  Factor  in  den  Cubus  des  voraufgehenden  Fehlers. 
Diesen  Satz  beweist  man  für  die  Annäherung  zweiter  Ordnung 
ziemlich  leicht;  aber  dieselbe  Betrachtung  würde  man  nicht 
auf  die  Annäherungen  aller  Ordnungen  ausdehnen  können, 
denn  man  müsste  Gleichungen  höheren  Grades  durch  Formeln, 

welche  der  Canla in" sehen  analog  sind,  lösen  können.  Da  ich 
den  Grad  der  Convergenz  der  Annäherungen  der  verschiedenen 
Ordnungen  und  den  Factor,  welcher  ihnen  eigenthümlich  ist, 
genau  zu  kennen  Avünschte,  habe  ich  für  diese  Untersuchung 
ein  ganz  verschiedenes  Verfahren  angewandt,  welches  nicht 
die  Auflösung  in  Wurzelfunctionen  erfordert.  Ich  bestimmte 
durch  die  Regel,  welche  die  des  analytischen  Parallelogramms 

genannt  wird,  die  ersten  Glieder  der  Wurzeln  der  Buchstaben- 
gleichungen. Von  diesen  Gleichungen  haben  Avir  zwar  nur  im 

vierten  Buche  gehandelt,  aber  ich  wandte  im  voraus  auf  diese 
hier  vorliegende  Frage  die  dort  bewiesenen  Regeln  an ;  durch 
dieses  Mittel  findet  man  das  genaue  Maass  für  die  Convergenz 
der  Annäherungen,  welche  von  der  Berührung  aller  Ordnungen 
abhängen.  Das  Resultat  ist  sehr  einfach  und  drückt  sich,  wie 
folgt,  vollständig  aus:  [36]  der  jeder  der  aufeinander  folgenden 
Operationen  .entsprechende  Fehler  nimmt  wie  die  Potenzen 
eines  sehr  kleinen  Bruches  ab;  er  ist  für  die  Annäherung 
irgend  einer  Ordnung  /  gleich  dem  Product  der  /  +  Iten 
Potenz  des  voraufgehenden  Fehlers  in  einen  constanten  Factor. 

—  i/O+Or^) 
Dieser  Factor  ist  - — ~—^ — --^ — - — ^.  ■..  , ;    dabei  bezeichnet 1  •  2  •  3  •  4  •  •  •  (*  +  1)  f  [x] 
X  einen  gewissen  Werth,  welcher  immer  derselbe  bleibt:  die 
Function  f  [x]  im  Nenner  ist  immer  die  erste  Fluxiou  der 
Variablen ,  i  +  1  bedeutet  die  Ordnung  der  Differentiation. 
Uebrigens  betrachten  war  diese  Frage  hier  nur  in  theoretischer 

Beziehung,  damit  bei  der  Prüfung  der  algebraischen  Annähe- 
rungen nichts  Unbekanntes  übrig  bleibe.  Vergleicht  man  die 

Processe,  welche  alle  gleich  exact  sind,  unter  einander,  und 
fragt  nach  dem  einfachsten  und  leichtesten  Process,  den 
man  in  der  Praxis  wählen  muss,  so  ist  es  hier  die  lineare 
Annäherung,  wie  wir  sie  oben  auseinandergesetzt  haben. 

VII.   Audi  die  Frage  über  die  sichere  Unterscheidung  der 
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imaginären  Wurzeln  haben  wir  untfr  verschiedenen  Gesichts- 
punkten betrachtet:  diese  Untersuchung  ist  in  der  Tiieuric  der 

Gleichungen  ein  Hauptpunkt,  den  man  niciit  eingehend  genug 
aufklären  kann.  Zuerst  bestellt  die  ganze  Schwierigkeit  in  der 
Vorzeichenbestimmung  des  Resultates,  das  man  erhält,  wenn 
man  in  eine  gegebene  Function  einen  nicht  exact  bekannten, 
sondern  nur  sehr  angenäherten  Werth  einer  Wurzel  a  einsetzt, 

die  eine  gegebene  Function  (p  (./•;  auf  2suU  reducirt.  Ist  diese 
Function  nicht  die  Fluxion  erster  «Mdnung  f  x ,  so  wird  man 
das  Vorzeichen  durch  die  früher  bewiesenen  Principien  erkennen; 
derselbe  Satz  lässt  sich  auch  auf  Functionen  einer  beliebigen 
Anzahl  von  Variablen  anwenden.  Aber  in  dem  singulären 

Falle,  in  dem  die  durch  a  annullirte  Function  die  erste  abge- 

leitete Function  f'x  ist,  bleibt  das  Vorzeichen  des  Kesultato unsicher.  Mit  diesem  Fall  hat  man  es  zu  thun,  wenn  man  sich 
nach  der  Anwendung  des  Theorems  (-1)  die  Aufgabe  stellt  zu 
entscheiden,  ob  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell  oder  imaginär 
sind;  man  muss  dann  diese  Zweideutigkeit  in  dem  singulären 

Falle,  in  dem  die  abgeleitete  Function  /"'./■  ist,  autlösen.  Von 
dieser  Frage  haben  wir  eine  erste  Lösung  gegeben;  die  An- 

wendung ist  zwar  allgemein  und  leicht,  aber  ich  wollte  dem 
Ursprünge  dieser  Frage  nachgehen  und  erkennen,  ob  keine 
andere  Lösung  existirt.  i37j  Aus  dieser  Prüfung  geht  nun 
hervor,  dass  die  Unsicherheit  nicht  mehr  besteht,  wenn  man 

die  Function  fx  durch  /"./;  -f-  f'x  ersetzt;  man  führt  die  Frage 
so  auf  einen  allgemeineren  Fall  zurück  und  entdeckt  hierdurch 

einen  sehr  einfachen  l'rocess,  welcher  die  Natur  der  zwei  ge- 
suchten Wurzeln  erkennen  lehrt. 

Zweitens  kann  man  dieselbe  Frage  noch  aufl.isen,  indem 
man  von  der  Annäherung  zweiter  Ordnung  Gebrauch  macht. 
Man  betrachtet  die  Berührung  der  Parabelbögen,  welche  mit 

der  ursprünglichen  Function  au  den  zwei  Enden  des  Inter- 
valles,  in  dem  man  die  zwei  Wurzeln  sucht,  zusammenfallen. 
Wir  gelangen  so  zu  einer  allgemein  gültigen  Kegel,  die  imaginären 
Wurzeln  sehr  rasch  zu  unterscheiden;  man  gelangt  auf  diesem 

Wege  hierzu  sogar,  ehe  die  (Jreuzen  so  nahe  liegen,  wie  es 
die  Kegel  des  Artikels  V  erfordert:  aber  die  ausserordentliche 
Einfachheit  dieser  Kegel  des  Artikels  V  wird  ihr  immer  ausser 

in  besonderen  Fällen,  welche  man  leicht  erkennt,  für  die  An- 
wendung den  Vorzug  geben. 

Vlü,  '^j  Die  in  den  zwei  ersten  Büchern  bewiesenen  Prin- 
cipien lassen  sich  leicht  und  in  allen  möglieheu  Fällen  auf  die 
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Untersclieidung  der  imaginären  Wurzeln  und  die  Berechnung 
der  reellen  Wurzeln  anwenden.  Würde  man  nur  den  einen 

Zweck  der  Auflösung,  die  thatsächliche  Ermittelung  der  Wur- 
zeln, ins  Auge  fassen,  so  würden  diese  Methoden  für  den  Gegen- 
stand unserer  Untersuchungen  genügen.  Aber  Fragen,  welche 

sich  auf  die  Fundamente  der  Analysis  beziehen,  sollen  von 
verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  behandelt  werden ;  denn  ein 
principieller  Gegenstand  ist  nur  dann  wohl  bekannt,  wenn  man 

sich  eine  richtige  Idee  seiner  Beziehungen  zu  allen  ihn  berüh- 
renden Fragen  bildet.  Deswegen  prüfen  wir  auch  die  anderen 

Methoden,  Avelche  theils  zur  Unterscheidung,  theils  zur  Berech- 
nung der  Wurzeln  dienen  können.  Bei  dieser  Vergleichung 

entdeckt  man  die  allen  diesen  Methoden  gemeinsamen  Prin- 
cipien  und  erwirbt  so  allgemeine  Begriffe,  Avelche  die  Theorie 
vervollständigen.  Diese  Betrachtungen  sind  im  dritten  Buche 
erläutert. 

Zunächst  bemerkt  man:  dass,  wenn  man  zur  Trennung  der 
reellen  Wurzeln  gelangt  ist,  so  dass  sich  jede  derselben  allein 
in  einem  verschiedenen  Intervall  befindet,  man  den  Werth  der 

Wurzel  durch  sehr  verschiedene  Processe,  welche  eine  voll- 
ständige Kenntniss  des  gesuchten  Werthes  ergeben,  entwickeln 

kann.  [38j  Der  Ausdruck  in  Decimalziffern  ist  der  gebräuch- 
lichste und  klarste.  Da  die  von  uns  auseinandergesetzte  Me- 

thode immer  zwei  Werthe  ergiebt,  welche  sich  nur  durch  die 
letzte  Ziffer  unterscheiden,  und  von  denen  der  eine  grösser, 
der  andere  kleiner  als  die  gesuchte  Wurzel  ist,  so  bleibt  nichts 
unsicher.  Aber  diese  elementare  Entwicklung  ist  nicht  die 

einzige,  welche  sich  aus  der  algebraischen  Gleichung  herleiten 
lässt;  man  kann  die  Wurzel  auch  entweder  in  Kettenbrüchen 
oder  in  Brüchen  darstellen,  die  einem  gewissen  willkürlich 
gewählten  Gesetze  unterworfen  sind. 

Ist  zum  Beispiel  eine  Wurzel  eine  irrationale  Zahl,  deren 
Werth  man  entwickeln  will,  und  ist  a  der  Bruch,  welcher  diesen 
Werth  zur  nächsten  ganzen  Zahl  vervollständigen  soll,  so  kann 
man  suchen,  wieviel  mal  die  Einheit  diesen  Bruch  enthält. 
Man  Avird  dann  den  ersten  Rest  h  bestimmen.  Vergleicht  man 
diesen  mit  der  Einheit  und  weiss,  wieviel  mal  dieser  erste 
Rest  in  derselben  enthalten  ist,  so  wird  man  den  Werth  eines 
neuen  Restes  c  finden.  Man  wird  diesen  Bruch  v  von  neuem 

mit  der  Einheit  in  Verbindung  bringen  und  so  unausgesetzt 

fortfahren,  jeden  Rest  mit  der  Einheit  und  nicht  mit  dem  vor- 

aufgehenden Reste,  wie  man  es  bei  der  Berechnung  der  Ketten- 
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lirüolie    tliut,   zu    vergleichen.      Setzt    man    dit-se   Entwicklung 
unausgesetzt  fort,  so  ergiebt  dies  eine  Entwicklung  der  F(»nn 

1  1,1  1 
«  =   h  •  •  •  ,    7S    7>     '■)    •"*■)   •  •  •   ••'ind 

P  P'I  PQ^  pqrs 
ganze  Zahlen,  welche  man  leiolit  l)cstiranit.  Der  Werth  \on  ff 
liegt  zwischen  zwei  Grenzen,  welche  nur  dadurch  verschieden 
sind,  dass  man  die  letzte  dieser  ganzen  Zahlen  sich  um  die 

Einheit  ändern  lässt:  so  ist  die  Annäherung  \(ill-t;iii(1i:.'-  und 
zwar  rasch  convergent. 

Man  könnte  noch  eine  Keihe  Jl/,  X,  P,  (J,  .  .  .  von  \  iel- 

fachen  der  Jjiuheit  wählen  und  den  Werth  von  «,  ■welchen 
man  entwickeln  rauss,  mit  dem  ersten  Vielfachen  und  die  sm-ees- 
siven  Keste  mit  den  anderen  gegebenen  Vielfachen  vergleichen. 

^lan  kann  den  Bruch  a  auch  auf  folgende  Art  mit  der 
Einheit  vergleichen.    Angenommen,  a  sei  7ii  mal  in  der  Einheit 

enthalten  und  es   giebt   einen    ersten   Rest.      Nimmt  man    — 

zum    ersten    Näherungswerth    für    u,    so    wird    die    Diflerenz 

-  —  «  ein  Bruch  ,>'  sein,  den  man  auf  dieselbe  Art  mit  iler in 

Einheit  vergleichen  wird.  39  Setzt  man  diese  Rechnung 
fort,  so  wird  der  Bruch  a  in  eine  Reihe  entwickelt  werden, 
bei  welcher  jedes  (ilicd  die  Einheit  zum  Zähler  hat;  die  Nenner 

sind  ganze  Zahlen,  welche  man  durch  Vergleichnng  der  succes- 
siven  Reste  mit  der  Einheit  gefunden  hat. 

Diese  verschiedenen  Entwicklungen,  von  denen  die  Ketten- 
l)rüche  ein  besonderer  Fall  sind,  haben  Eigenthümlichkeiten, 
welche  sich  auf  die  Theorie  der  Zahlen  beziehen:  aber  wir 

betrachten  hier  diese  verschiedenen  Annähcrungsfnrmen  unter 
einem  anderen  Gesichtspunkte;  sie  dienen  nämlich  dazu,  die 

algebraischen  Irrationalzahlen  in  Keihen  von  ganzen,  unbe- 
grenzt fortgesetzten  Zahlen  auszudrücken.  Man  erkennt  zuerst, 

dass,  wenn  eine  numerische  Gleichung  vorgelegt  ist,  man  die 
zwischen  zwei  Grenzen  n  und  h  gelegene  Wurzel  entwickeln 
kann,  indem  man  nach  Willkür  entweder  den  Ausdruck  in 

KettenbrUchen  darstellt  oder  eine  der  oben  angegebenen  Ent- 
wicklungen wählt.  Man  bestimmt  die  Theilnenner  genau  und 

zwar  ebenso,  wie  man  es  thun  wflrde,  wenn  der  gesuchte 

Werth  durch  eine  Gleichung  ersten  Grades,  deren  zwei  Co- 
efficieuten  bekannt  sind,  gegeben  wäre.  In  diesem  letzteren 
Falle  Aviirde    die   Ijitwicklung   abschliessen :    sie   ist  unendlich. 
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wenn  man  eine  algebraisclie  irrationale  Wurzel  ausdrückt;  die 
vorgelegte  Gleichung  liefert  sofort  die  aufeinanderfolgenden 
Nenner.  Wie  auch  immer  die  Form  der  gewählten  Entwick- 

lung sei,  man  erhält  immer  für  die  Wurzel  zwei  besser  an- 
genäherte Werthe,  zwischen  denen  sie  sicher  liegt;  hierzu  ge- 

nügt es,  jeden  Nenner  um  eine  Einheit  sich  ändern  zu  lassen. 

So  ist  die  Convergenz  ebenso  wie  für  die  Kettenbrüche  be- 
wiesen ,  und  im  allgemeinen  ist  diese  Convergenz  von  der- 
selben Ordnung. 

Beispiele  verdeutlichen  diesen  Schluss.  Man  erkennt,  dass 
eine  Wurzel  einer  Gleichung,  auf  die  man  die  im  ersten  Buche 
bewiesenen  Regeln  (A)  und  (B)  angewandt  hat,  nicht  Aveniger 
deutlich  bestimmt  ist,  als  wäre  sie  durch  eine  Gleichung  ersten 
oder  zweiten  Grades  ausgedrückt;  denn  die  Coefficienten  der 
vorgelegten  Gleichung  irgend  welchen  Grades  ergeben  alle 
Theile  der  Entwicklung  ohne  Ungewissheit.  So  ist  die  Wurzel 

irgend  einer  algebraischen  Gleichung  nicht  weniger  unvollkom- 
men ausgedrückt,  obgleich  der  Grad  der  Gleichung  hoch  ist; 

1^40]  es  bestimmt  blos  der  Grad  die  Ordnung,  nach  welcher die  in  die  Entwicklung  eintretenden  Zahlen  sich  folgen.  Diese 
Ordnung  ist  jedem  Grade  eigenthümlich;  die  Zahlen,  welche 
sie  in  allen  Fällen  bilden,  sind  auf  gleiche  Art  bekannt.  Um 

daher  diese  Werthe  vollständig  auszudrücken  genügt  die  Auf- 
suchung der  algebraischen  Irrationalen.  Man  fordert  nur,  dass 

man  die  Frage  über  die  Untersuchung  der  Reellität  einer  Wurzel 
und  die  Unterbringung  einer  jeden  reellen  Wurzel  in  einem 
Intervall  für  sich  allein  durch  eine  exacte  und  leichte  Methode 

auflöse.  Ist  diese  Unterscheidung  der  Wurzeln  vollendet,  so 

besteht  die  Auflösung  nur  noch  in  einer  arithmetischen  Ent- 
wicklung. Die  Wurzel  wird  sich  immer  zwischen  zwei  Grenzen, 

die  mau  einander  beliebig  nahe  bringen  kann,  befinden.  Die 
Zahlen,  welche  die  Entwicklung  bilden,  haben  bestimmte  Werthe, 

die  man  aus  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Gleichung  ab- 
leitet, so  dass  man  alles,  was  dazu  dienen  kann,  die  gesuchte 

Wurzel  vollkommen  auszudrücken,  kennt. 

IX.  Um  dieser  Prüfung  der  Natur  der  algebraischen  Irra- 
tionalen eine  grössere  Ausdehnung  zu  geben,  zeigen  wir  in 

demselben  Buche,  dass  diese  auch  in  coutinuirliche  Functionen 

entwickelt  werden  können;  wir  berichten  auch  über  die  geome- 
trischen Constructionen,  welche  die  Kesultate  sehr  klar  maoheu. 

Diesen  Gebrauch  der  continuirlichen  Functionen  kann  man 

nicht  genügend  erläutern  ohne  Einzelheiten  und  oline  Beispiele, 
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«lic  indess  hei  einer  allgemeinen  Auseinan(lerset/.uii<r  nicht 
gebracht  werden  kiinnen ;  wir  beschrilnken  uns  auf  folgende 

Bemerkungen  •"•:  Man  betrachtet  eine  gewisse  lielation  zwisclien 
einem  ersten  für  die  gesuchte  Wurzel  angenommenen  Näherungs- 
werth  X  und  einem  zweiten  a/,  der  hesser  als  x  ist.  Bestehe 

zum   Beispiel   zwischen  x   und   x'    die    sehr   einfache    iJelatifui 

x'  ■=  1 -|       Man   würde   dann  ./•  irgend  einen    willkürliciien X 

Wertli  beilegen  und  hieraus  den  entsprechenden  Wertli  von  ./ ' 
evschliessen.  Nimmt  man  als  zweiten  Werth  von  ,/•  den  soeben 

für  ./•'  gefundenen,  so  würde  man  aus  derselben  Relation  einen 
neuen  Werth  x"  herleiten ;  dieser  würde,  für  x  gesetzt,  einen 
folgenden  Werth  .'"'  liefern.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält 
man  für  die  unbekannte  Wurzel  immer  bessere  Näherungs- 

werthe.  [41]  Der  Werth  dieser  Irrationalzahl  lautet  hier  }  2: 
denn  die  Annäherung  hat  einen  derartigen  Werth  von  x  zur 

Grenze,    dass    die    lielation    ./:'  =  1  -f-       bei    dem    Werthe. 

welchen  man  x  giebt,  keine  Veränderung  herbeiführen  wtlrde : 

man  hätte  daher:  x  ■==  \  -\-       oder  ./■  =  "2.    Für  eine  andere 

./■ 

recurrcnte  Relation  würde  man  einen  analogen  Satz  finden: 
dieser  Process  ist  auch  auf  Gleichungen  beliebigen  (Jrades 
anwendbar.  Die  unbekannte  Wurzel  ist  eine  Grenze,  der  mau 

sich  unendlich  nähert,  und  die  Differenz  wird  kleiner  als  jede 

angebbare  jjrrösse.  Die  Consti'uctionen,  welche  dieser  Art  der 
Annäherung  entsprechen,  sind  bemerkenswerth.  Beispiels- 

weise bestehen  sie  hier  in  einer  rechtwinkligen  Spirale,  deren 
äusserster  Punkt  sich  continuirlicl»  dem  Schnittpunkt,  welcher 
dem  Werth  der  Wurzel  entspricht,  nähert. 

Durch  denselben  Process  findet  man  auch  Wurzeln  der 

Kxponential-  oder  transcendenten  Gleichungen;  in  der  analy- 
tischen Theorie  der  Wärme,  pag.  34;5  und  folgende,  haben 

wir  hierfür  verschiedene  Beispiele  angegeben'"). 
.Man  mnss  bemerken,  dass  die  durch  diese  rechtwinkligen 

Krünuniingen  angegel»ene  Näherung,  ol»gleich  sie  regtdär  ist. 

doch  zu  langsam  sein  würde,  um  eine  g«'bräuchliche  Methode 
abzugeben:  unser  Zweck  ist  nur,  das  sonderbare  Vcrhältniss 
zwischen  der  Figur  und  dem  Wege  der  Annähening  zu  klären 
und  zu  beweisen,  dass  man  ein  sicheres  Mittel  kennt,  die 
Wurzel  der   Gleicliuntr  unendlieli  anzunähern.      .\ber    derselbe 
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Process  der  continuiiiiclien  Functionen  ergiebt  viel  conver- 
gentere  Annäherungen,  wenn  die  orthogonale  Spirale  in  der 
Construction  durch  eine  Reihe  geneigter  Tangenten  ersetzt 
wird;  man  könnte  die  Convergenz  der  Annäherung  vermehren 

dui'ch  Betrachtung  des  Contacts  zweiter  Ordnung. 
Die  coutinuirliche  Function,  welche  die  Näherungswerthe  er- 

giebt, steht  in  einem  gewissen  Verhältnisse  zu  der  vorge- 
legten Gleichung.  Es  giebt  keine  algebraische  Gleichung,  für 

die  es  nicht  leicht  wäre,  die  den  geneigten  Tangenten  ent- 

sprechenden Functiouen  zu  bestimmen.  Die  Neuion'' &ch.Q  An- 
näherung ist  nur  ein  Beispiel  für  dieseu  allgemeinen  Process. 

Von  dieser  Form  der  Annäherung  habe  ich  bei  verschiedenen 
Untersuchungen  häufigen  Gebrauch  gemacht:  besonders  geschah 
dies  bei  der  Auflösung  einer  transcendeuten  Gleichung,  welche 
mir  durch  meinen  Collegen,  den  Baron  von  Promis  angegeben 
worden  war.  [42]  Bei  dieser  Anwendung  der  continuirlichen 
Functionen  muss  man  sich  durch  die  Eigenschaften  der  Figur 
leiten  lassen.  Man  könnte  sie  durch  rein  anahtische  Be- 

trachtungen ersetzen ;  aber  wenn  man  die  Prüfung  der  Figur 

unterlässt,  so  würde  man  die  Untersuchung  um  \-iele  Schwierig- 
keiten vermehren,  während  sie  mittelst  der  Construction  sehr 

einfach  wird.  Dies  ist  einer  der  übrigens  sehr  seltenen  Fälle, 
bei  denen  die  Construction  so  zu  sagen  nothwendig  ist.  Es 

kann  eintreten,  dass  man  durch  dieses  Mittel  nur  Näherungs- 
werthe findet,  welche  sämmtlich  kleiner  oder  sämmtlich  grösser 

als  diese  Wurzeln  sind ;  es  ist  aber  immer  leicht,  eine  zweite 
Grenze  zu  bilden,  welche  die  Annäherung  vervollständigt;  sie 
wird  durch  die  Construction  selbst  klar  angegeben.  Nicht 
wxniger  leicht  unterscheidet  man  diejenigen  Fälle,  bei  denen 
die  coutinuirliche  Function,  anstatt  immer  besser  angenäherte 
Werthe  zu  geben,  zu  Resultaten  führt,  die  immer  entfernter 
vom  gesuchten  Werthe  liegen ;  dies  würde  eintreten ,  wenn 

man  die  orthogonale  Spirale  in  einer  Richtung  zöge  entgegen- 
gesetzt der  von  der  Figur  angezeigten. 

Diese  Betrachtungen  leiten  und  erleichtern  die  Verwendung 
der  continuirlichen  Functionen:  sie  schliessen  die  divergenten 
analytischen  Ausdrücke  aus  und  zeigen,  dass  die  Berechnung 
der  ersten  Ziflern  der  aufeinanderfolgenden  Resultate  genügt. 
Uebrigens  ist  die  Verwendung  der  .Annäherungen  dieser  Art 

für  die  Auflösung  der  numerischeu  Gleichungen  nicht  noth- 
wendig; die  erläuterten  Methoden  führen  noch  einfacher  zur 

Kenntniss  der  Wurzeln:  aber  es  wai-  wichtig,  allgemeine  Pro- 
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(•esse  vorziifiibien;  diese  gebeji  der  'i'iieorie  der  fontiniiirlicbeu 
IJrüclie  eiue  neue  Ausdebnun;;  und  zeigen  die  Ik'ziebungen 

dieser  Briicbe  zu  den  Eigonscbat'ten  der  Figuren. 
X.")  Naobdem  wir  im  dritten  lUiclie  den  (lebraucb  di-r 

Kettenbrücbe  Ivennen  gelernt  liabeu,  um  die  irrationalen  Wurzeln, 
von  denen  eine  jede  zwiscben  zwei  bekannten  (irenzen  liegt, 
mebr  und  mehr  und  unbegrenzt  einzuscbliessen,  betrachten 
wir  eiue  sehr  allgemeine  Eigensehaft,  welche  allen  exacten 
Näberuugsmethoden  gemeinsam  ist.  Wenn  mau  nämlicii  bei 

der  IJecbnung  durch  Anwendung  des  Theorems  (A  sich  leiten 

lässt,  so  genügt  jede  dieser  Methoden  zur  l'nterscheidung  der 

l"iff.  1. 

Fig.  2. 

imaginären  Wurzeln.  [43  Dieser  S.-u/  i.^i  tiir  die  lineare  An- 

näherung, welche  aus  der  Xnrto/i'ävhau  Methode  folgt,  eigent- 
lich evideut.  In  der  That  wird  dieser  Annäheruugsproc»'>s. 

wie  wir  angaben,  durch  die  lieihe  der  geneigten  Tangt-nten. 
die  in  den  Figuren  1  und  2  gezogen  sind,  dargestellt.  Nehmen 
wir  an,  es  folge  aus  Theorem  ^A),  man  müsse  zwischen  den 
Grenzen  (t  und  b  zwei  Wurzeln  suchen,  und  durch  die  in  den 
zwei  ersten  liüchern  bewiesenen  Principien  wisse  man  ferner, 
dass  der  Bogen  ;//  n  im  Intervall  d  l>  keine  Biegungen  hat. 
Jedocii  sei  nicht  bekannt,  ob  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell 

sind  (Fig.  Ij  oder  ob  sie  in  diesem  Intervall  verlorm  gehen. 
(Fig.  2).  Der  Annäherungsprocess  kann  nun  diese  Frage 
lösen.     Dieser  Process  besteht  nämlich  darin,  aus  dem  ersten 
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Näherungswerthe  '/  einen  besseren  Näherungswert]!  a' ,  welcher 
dem  Ende  a'  der  Subtangente  entspricht,  herzuleiten;  dann 

geht  man  von  a'  zu  einem  neuen  Näherungswerth  a" ,  und 
so  fort,  indem  man  dieselbe  Rechnung  fortführt.  Im  ersten 

Falle  nun  können  alle  !N<äherungswerthe  a,  a',  a"  \\.  s.  w.  den 
der  reellen  AVurzel  entsprechenden  Schnittpunkt  nicht  über- 

steigen; bestimmt  man  folglich  durch  das  Theorem  (A),  wie^^el 

Wurzeln  man  zwischen  a  und  h,  oder  a'  und  6,  oder  a"  und  h 
u,  s.  w.  suchen  muss,  so  wird  man  immer  finden,  dass  diese 
Anzahl  der  angezeigten  Wurzeln,  wie  sie  es  ursprünglich  war, 

gleich  2  ist.  Im  zweiten  Fall  (Fig.  2),  in  dem  die  zwei  ge- 
suchten Wurzeln  im  Intervall  verloren  gehen,  wird  das  Gegen- 

theil  eintreten;  jetzt  ist  es  unmöglich,  dass  bei  Fortsetzung 

der  Annäherung  man  nicht  zu  einem  Werthe  a"  gelangt, 
welcher  jenseits  des  Punktes  liegt,  wo  der  Bogen  m  n  sich 
der  Axe  a  h  am  meisten  nähert;  ist  man  aber  zu  einem  solchen 

Punkte  a"  gekommen  und  bestimmt  durch  das  Theorem  (A), 
wie  viel  Wurzeln  man  zwischen  dem  letzten  Werthe  a"  und  h 
suchen  muss,  so  findet  man,  dass  die  Anzahl  der  zwischen 

a"  und  h  angezeigten  Wurzeln  nicht  mehr  2,  sondern  Null 
ist.  Diese  Bedingung  kann  vielleicht  nicht  für  die  ersten 

Näher angswerthe  wie  a'  eintreten,  aber  es  ist  unmöglich,  dass, 
wenn  man  die  Rechnung  fortsetzt  und  die  Form  des  Bogens 
derartig  ist,  wie  sie  die  Figur  2  darstellt,  man  nicht  einen 

solchen  Näherungswerth  findet,  bei  Avelchem  das  Ende  a"  sehr 
nahe  beim  Punkte  h  liegt  oder  jenseits  dieses  Punktes  fällt. 
Der  einzige  singulare  Fall,  in  dem  man  kein  solches  Resultat 

erhalten  könnte,  ist  der  zweier  gleicher  Wurzeln;  [44i  er  tritt 
durch  die  Berührung  des  Bogens  m  n  mit  der  Axe  a  h  ein. 
Man  weiss,  dass  dieser  zwischenliegende  Fall  sehr  leicht 

kenntlich  ist;  er  setzt  voraus,  dass  die  Functionen  fx  und  f'x 
einen  gemeinsamen  Factor  haben;  dies  kann  man,  wie  wir 

früher  auseinandersetzten,  erkennen.  So  genügt  die  Anuähe- 
rungsmethode,  wenn  man  sie  mit  dem  Theorem  (A)  verbindet, 
immer,  um  die  Lage  des  Bogens  0)1  n  l)ezüglich  der  Axe  a  h 
zu  erkennen.  Es  möge  nun  der  Process,  welcher  die  Natur 
der  zwei  Wurzeln  ankündigen  wird,  folgen.  Man  berechne 

einen  ersten  Näherungswerth  «',  welcher  dem  Ende  a'  der 
ersten  Subtangente  entspricht.  Trifft  es  sich,  dass  dieser 

zweite  Werth  a'  grösser  als  die'  zweite  Grenze  h  ist,  so  sind 
die  zwei  gesuchten  Wurzeln  offenbar  imaginär.  Ist  aber  a 
kleiner    als   h,    so    bezeichnet    man    einen    zwischenliegendeu 
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Werth  a,  der  kleiner  ;ils  /<  und  grösser  als  <i'  Ist  und  setzt 

iliu  iu  /*./•  ein.  Sind  durcli  diese  h>ul)stitution  die  zwei  Wurzeln 
getrennt,  d.  h.  wird  das  Kesultat  der  Substitution  negativ,  so 
sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell:  die  eine  liegt  zwisohen 
«  und  a,  die  andere  zwischen  «  und  />.  Ergiebt  aber  die  Sub- 

stitution ein  positives  Resultat,  so  wird  man  mittelst  des 
Theorems  (A)  die  Anzahl  der  Wurzeln,  welche  zwischen 
u  und  h  gesucht  werden  müssen,  bestimmen.  Ist  diese  Zahl 
0,  so  sind  die  zwei  Wurzeln  iniagin;ir:  hat  aber  keiner  dieser 
Fälle  statt,  d.  h.  sind  die  Wurzeln  nicht  getrennt  und  giebi 
das  Theorem  A)  an,  dass  man  zwischen  u  und  h  zwei  Wurzeln 
suchen  muss,  so  hat  man  zwei  Grenzen  «  und  />,  zwischen 
denen  zwei  Wurzeln  zu  suchen  sind,  und  man  wei.ss  noch 
nicht,  ob  diese  zwei  Wurzeln  reell  sind  oder  in  dem  Intervall 

verloren  gehen;  die  Frage  ist  daher  genau  dieselbe,  wie  die- 
jenige, welche  man  antanglicli  zu  hisen  hatte;  die  «Jrenzeu 

u  und  h  sind  nur  näher  als  die  ersten  Grenzen  "  und  /<. 
Man  wird  dann  auf  dieselbe  Art  zu  einem  zweiten  Versuche 

übergehen:  d.  li.  man  wird  zu  dem  neuen  Werth  «  einen 
zweiten  Zuwachs,  welcher  dem  Endpunkte  der  Subtangente 
ftir  diesen  neuen  Werth  entspricht,  zufügen.  Man  wird  hierauf 

den  soeben  für  den  Näheniugswerth  n  ausein.-uidergesetzten 
Process  weiter  verfolgen  und  die  soeben  erläuterten  Sätze 
nochmals  benutzen.  Durcli  Fortsetzung  dieser  Kechnuug  wird 
man  auf  kürzestem  Wege  die  Natur  der  Wurzeln  erkennen. 
j45j  Man  muss  nur  hinzufügen,  dass  der  singulare  Fall  der 
gleichen  Wurzeln  separat  zu  prüfen  ist;  dies  hat  keine 
Schwierigkeit.  Durch  das  Voraufgehende  sieht  man.  dass  die 

im  ersten  Buche  im  Artikel  'l'.\  gegebene  Kegel,  die  Natur 
der  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles  gesuchten  Wurzeln 

zu  erkennen,  nur  die  zur  Interscheidung  der  Wurzeln  ver- 
wandte lineare  Annäherung  ist.  Dieser  Satz  ist  nicht  auf  die 

lineare  Annäherung  Ijeschränkt:  im  dritten  Buche  beweisen 
wir,  dass  es  keinen  .Vnnäherungsprocess  giebt,  der  nirht  ein 
ähnliches  Itesultat  liefert.  .Vllgeuiein  genügt  jede  exacte 

Methode ,  welche  zur  Berechnung  der  Näherungswerthe  ge- 
eignet ist.  wenn  man  mit  dieser  .Methode  den  (icbrauch  des 

Theorems  (A)  verbindet,  welches  erkennen  lässt.  wie  viele 
Wurzeln  man  in  einem  gegebenen  Intervalle  suchen  muss. 
zur  Interscheidung  der  imsiginären  Wurzeln.  1  nter  exacten 
Näherungsmethoden  verstehen  wir  diejenigen,  wtdche  sich  anf 

die   im   ersten   Bncln'   dargelegten   Frincipien   gründen  und   fort- 
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■während  zwei  Werthe,  von  denen  der  eine  grösser,  der  andere 
kleiner  als  die  Wurzel  ist,  ergeben. 

XI  ̂ 2j  Diese  Bemerkung  haben  wir  hauptsächlich  auf  die 
Annäherung,  welche  aus  der  Verwerthung  der  Kettenbrüche 
hervorgeht,  angewandt ;  denn  diese  Methode  ist  ja  allgemeiner 
bekannt.  Diese  Prüfung  liefert  das  folgende  bemerkenswerthe 
Eesultat.  Das  Theorem  (A)  des  ersten  Buches  giebt  an,  wie 
viele  Wurzeln  man  in  einem  gegebenen  Intervall  suchen  muss. 
Betrachten  wir  den  Fall,  in  dem  mau  sicher  ist,  dass  alle 
Wurzeln  einer  Gleichung  reell  sind.  Man  muss  sich  zunächst 
vorstellen,  dass  man  es  mit  einer  Gleichung  dieser  Art  zu 
thnn  hat  und  man  den  Werth  für  die  Wurzeln  durch  die  An- 

näherungsmethode der  Kettenbrüche  sucht.  Diese  Methode 
ist  in  den  Werken  von  Lagrange  vorzüglich  dargelegt.  Der 

berühmte  Autor  setzt  voraus,  dass  man  vermöge  einer  Hilfs- 
gleichung sicher  erkannt  hat,  dass  in  jedem  Intervalle  nur 

eine  Wurzel  existirt;  hier  werden  wir  aber  von  jeder  vorauf- 
gehendeu  Rechnung  Abstand  nehmen  und  annehmen,  dass  die 
Realität  der  Wurzeln  im  voraus  bekannt  ist.  Setzt  man  dies 

voraus,  so  genügt  die  alleinige  Anwendung  des  Theorems  (A), 
combinirt  mit  der  Berechnung  der  Kettenbrüche,  um  die  Werthe 

aller  Wurzeln  zu  finden.  [46]  Erneuert  man  nach  jeder  Theil- 
operation  die  Anwendung  desselben  Theorems  (A),  so  wird 
man,  wenn  zu  den  schon  durch  die  voraufgehenden  Opera- 

tionen separirten  Wurzeln  die  im  übrigbleibenden  Intervalle  zu 

suchenden  hinzugenommen  werden,  genau  ebenso  viele  W^urzeln finden,  wie  das  Theorem  ursprünglich  angegeben  hatte.  Dies 
aber  kann  nur  eintreten,  wenn  die  vorgelegte  Gleichung  in 
der  That  nur  reelle  Wurzeln  hat.  Gehen  hingegen  mehrere 

dieser  Wurzeln  in  Intervallen,  für  welche  das  Theorem  an- 
giebt,  dass  sie  dort  gesucht  werden  sollen,  verloren,  so  wird 
die  Berechnung  der  Kettenbrüche  diese  fehlenden  Wurzeln, 
wie  wir  beweisen,  zum  Verschwinden  bringen;  hierdurch  wird 
man  erkennen,  dass  die  Gleichung  nicht  alle  ihre  Wurzeln 
reell  hatte,  Avie  man  voraussetzte,  und  man  wird  auch  genau 
die  Anzahl  der  Paare  imaginärer  Wurzeln  finden. 

Die  soeben  gemachte  Bemerkung  erfordert  einen  vollstän- 
digen Beweis,  den  wir  im  dritten  Buche  gegeben  liaben.  Sie 

zeigt,  dass  die  Berechnung  der  Hilfsgleichung,  welche  die 
Grenze  der  kleinsten  Differenz  zwischen  den  Wurzeln  kennen 

lehrt,  vollständig  überflüssig  ist;  der  Theil  dieser  Methode, 

den  man  gerade  als  unpraktisch  betrachten  kann,  ist  also  der- 
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Jcuige,  Melcber  fortgelassen  werden  soll;  es  genügt:  1.  die 
IJerechnung  der  Ketteubrücbe,  wie  sie  durch  den  Erfinder 

dieser  Methode  auseinandergesetzt  wurde,  anzuwenden;  2.  jede 
Theiloperation  mit  der  Anwendung  des  Theorems  (Aj  zu  ver- 

binden. Hierl)ei  bleibt  nichts  uusiclier,  weder  über  die  Natur 
der  Wurzeln,  noch  über  die  mehr  und  mehr  angenäherten 
Werthe,  welche  aus  der  raschen  Convergenz  der  Kettenbrüche 
erhalten  werden. 

Dennoch  nehmen  wir  uns  nicht  vor,  auf  diese  letztere  Me- 
thode zur  Berechnung  der  Wurzeln  zurückzukommen.  Die  lineare 

Annülierung,  wie  wir  sie  im  ersten  Buche  dargestellt  haben. 

ist  beciuemer  und  auch  convergent.  Wir  wollten  nur  eine  be- 
sondere und  neue  Eigenschaft  der  Kettenbrüche  erweisen. 

Unser  Hauptzweck  ist  es,  im  dritten   Buche   zu   beweisen: 

1.  Die  Irrationalzahlen,  welche  die  Wurzeln  der  Glei- 
chungen ausdrücken,  können  in  verschiedenen  Formen  ent- 

wickelt werden,  und  diese  Annäherungen  sind  exact,  denn  sie 
ergeben  immer  zwei  Werthe,  zwischen  denen  die  Wurzel  liegt; 

[47j  2.  diese  irrationalen  Grössen  sind  nicht  weniger  klar 
delinirt  und  bekannt,  als  wenn  sie  einfache  Brüche  wären, 
so  dass  mau  immer  aus  den  Coefticienten  der  vorgelegten 
(Ueichung  die  Nenner,  welche  bei  irgend  einer  Entwicklung 
auftreten,  leicht  ableiten  kann : 

3.  Jede  exacte  Näherungsmethode  löst,  wenn  man  mit  ihr 

die  Anwendung  unseres  Theorems  (A]  des  ersten  Bandes  ver- 
bindet, die  schwierige  Frage  der  Unterscheidung  der  imagi- 

nären Wurzeln; 
4.  diese  Bemerkung  ist  besonders  auf  die  Entwicklung  in 

Kettenbrüche  anwendbar  und  erfordert  keineswegs  die  Berech- 
nung der  Gleichung  für  die  Diflereuzen  oder  irgend  ein  anderes 

aus  den  Eigenschaften  der  unveränderlichen  Functionen  her- 
geleitetes Kesultat. 

Früher  sahen  wir,  dass  die  AV//7a/*"sche  Annähernngs- 
uiethode  nicht  allgemeiu  zur  exacten  Bestimmung  der  Wurzeln 

angewandt  werden  konnte  und  dass  es  nöthig  war,  di«- 
Sclnvierigkeiten  aufzulösen.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  dem 

Process  der  Ketteubrüche,  wie  er  von  den  Erfindern  vorge- 
schlagen wurde:  denn  dieser  Process  würde  erfordern,  daa.> 

man  im  voraus  die  kleinste  Differenz  zweier  aufeinander- 

folgender Wurzeln  kennt.  Diese  rntersucluuig  erford«'rt  nun 
eine  Berechnung,  welche  man  ausser  für  die  lileichungeu  der 
ersten    Grade    als    unpraktisch    betrachten    muss.      Deswegen 
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haben  wir  mit  viel  Sorgfalt  geprüft,  ob  diese  Schwierigkeit 

beseitigt  werden  kann,  und  dies  gelang  uns  vermöge  des  Kach- 
weises, dass  die  Berechnung  der  kleinsten  Differenz  zwischen  den 

Wurzeln  überflüssig  ist.  Die  Aufeinanderfolge  der  auszuführen- 
den Operationen  ist  immer  dieselbe,  wie  auch  immer  diese  Diffe- 

renz sein  mag.  Diese  Operationen  sind  die,  welche  man  auszu- 
führen hätte,  wenn  man  im  voraus  wüsste,  dass  alle  Wurzeln 

reell  sind.  Allein  sie  werden  weniger  zahlreich  und  einfacher, 
wenn  mehrere  Wurzeln  imaginär  sind;  denn  die  Anwen- 

dung des  Theorems  (A)  kündigt  an,  dass  diese  Wurzeln  in 
gerader  Zahl  in  den  Intervallen,  avo  man  sie  suchte,  verloren 

gehen. 
XII.  Der  Gegenstand  des  vierten  Buches  ist  die  Auflösung 

der  Buchstabengleichungen.  Die  Coefticienten  dieser  Glei- 
chungen sind  algebraische  Polynome,  bei  denen  jedes  Glied 

von  der  Form  licd^hV  c^  .  .  .  ist.  [48]  Die  Buchstaben  a,  b,  c  .  .  . 
sind  bekannte  Grössen.  Die  Exponenten  n,  p,  q  u.  s.  w.  sind 
gegebene  Zahlen.  Stellen  A,  i?,  C,  .  .  .  derartige  Polynome 

dar,  und  betrachtet  man  ein  Product  [x  —  ̂ 4)  [x  —  B)  [x  —  C) . . . , 
das  aus  mehreren  dieser  Factoren  besteht,  so  ist  das  Resultat 
der  Multiplication  ein  Polynom  eines  gewissen  Grades  in  x. 
Dieses  vollständige  Polynom  denkt  man  sich  gegeben:  die 
Anzahl  der  Factoren  sei  m.  Man  soll  alle  Polynome  ersten 

Grades  x  —  A,  x  —  5,  x  —  C  n.  s.  w.,  welche  man  zur 
Bildung  der  linken  Seite  der  vorgelegten  Gleichung  nothwendig 
vereinigen  muss,  finden.  Hierzu  muss  man  eine  allgemeine 
Methode  entdecken;  diese  soll  bei  einer  Gleichung  irgend 
welchen  Grades  m.  die  einfachen  Factoren,  welche  den  Wurzeln 
der  vorgelegten  Gleichung  entsprechen,  kennen  lehren.  Ent- 

halten einige  dieser  Polynome  ̂ 1,  i?,  C,  .  .  .  eine  endliche 
Anzahl  von  Gliedern,  so  muss  diese  Methode  die  durch  diese 
endlichen  Polynome  ausgedrückten  Wurzeln  kennen  lehren ; 
legt  man  aber  eine  Buchstabengleichung  irgend  Avelchen 
Grades  vi  vor,  so  wird  die  Auflösung  am  häufigsten  Polynome 
mit  einer  unendlichen  Anzahl  von  Gliedern  ergeben.  Jede 
dieser  Wurzeln  wird,  wenn  mau  sie  in  die  linke  Seite  der 

vorgelegten  Gleichung  für  x  einsetzt,  die  wesentliche  Eigen- 
schaft liabcn,  diese  linke  Seite  zu  annulliren.  Die  Metliode, 

welche  der  Gegenstand  unserer  1  Untersuchung  ist,  wird  also 
alle  Wurzeln  durch  eine  endliclie  Anzahl  von  Gliedern,  wenn 

es  solche  Wurzeln  giebt,  darstellen;  ferner  soll  sie  dazu  die- 
nen, diejenigen   Wurzeln,    welche  nicht   die    Form   eines  end- 
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liclieu  Polynoms  liabeu  köniicii.  in  uneudlichi'  Keilieu  zu  »*ut- 
wickeln. 

Diese  Frage  gehört  der  Analysid  speciosa"  ,  deren  Erfinder 
Vieta  ist,  an.  Sie  kann  vollkommen  gelöst  werden,  und  das 
Princip  der  Lösung  ist  schon  in  den  Sehriften  von  Xrirtun^*. 

SlirliiKj^'-)  und  LitrjratKjr^^)  enthalten.  In  Wahrheit  hat  man 
diese  Untersuchung  immer  als  ein  Element  der  Lehre  von  den 
Reihen  betrachtet,  man  wird  aber  bald  sehen,  dass  sie  sich 
dircct  auf  die  algebraische  Analysis  be/.ieht.  Unter  diesem 
(iesichtspunkt  betrachten  wir  sie  hier. 

Xeirtü)i  hat  den  Ilaupttheil  dieser  Frage  auf  eine  besonder»- 
Constructiou  zurückgeführt,  welche  immer  als  eine  der  schön- 

sten analytischen  Ertindiingen,  die  wir  ̂ on  diesem  grossen 
(ieometer  empfangen  haben,  angesehen  werden  wird.  ,49 
Lagrange  hat  hierfür  einen  Beweis,  der  nichts  zu  wünschen 
übrig  lässt,  gegeben.  Ohne  in  unserem  Werke  diese  ersten 
Entdeckungen  wiederzugel»en,  .suchen  wir  hauptsächlich  die 
Methode  zu  vervollkommnen  und  zu  zeigen,  dass  sie  zugleich 
leichter  und  viel  ausdeiinuug.sfiiliiger  ist. 

Wir  wandten  eine  von  der  AV/r/o/rschen  ("onstruction  ver- 
.schiedene,  die  aber  einer  allgemeineren  Anwendung  fähig  ist, 
an.  Sie  führt  im  Falle  einer  einzigen  Variablen  zu  demselben 
Resultat,  nämlich  der  analytischen,  von  Lagrangr  bewiesenen 
Hegel.  Von  den  Buchstaben ,  welche  die  bekannten  Grössen 

ausdrücken,  bezeichnet  man  irgend  einen  mit  //,  um  die  Rech- 
nung nach  den  Potenzen  dieser  (irösse  anzuordnen:  als  erstes 

Glied  einer  Wurzel  betrachtet  man  in  dem  Ausdruck  dieser 

Wurzel  dasjenige,  welches  den  höchsten  Exponenten  dieses  '/ 
enthält.  Dies  vorausgesetzt,  sucht  mau  zunächst  die  ersten 
Glieder  aller  Wurzeln.  Der  Exponent  des  Buchstaben  a  bei 

einem  dieser  ersten  Glieder  ist  eine  Unbekannte,  welche  ge- 
wissen Bedingungen  genügen  muss :  dieser  Exponent  ist  zu 

l)estimmen  und  so  viele  Werthe  sind  zu  tiuden  als  die  vor- 

gelegte Gleichung  Wurzeln  hat.  Man  erhält  dann  diese  Ex- 
ponenten, deren  Anzahl  m  ist,  durch  eine  specielle,  leicht  an- 
wendbare Regel.  Es  möge  nun  die  Construction ,  welche  wir 

zur  Darstellung  der  Resultate  dieser  analytischen  Regel  ange- 
wandt hallen,  folgen.  .Man  betrachtet  eine  Anzahl  verschiedener, 

in  derselben  Ebene  gezogener  gerader  Linien.  Die  Lage  einer 

Jeden  dieser  Linien  wird  durch  eine  Gleichung  er.sten  Grades 
l)estimmt:  ihre  zwei  Goefticienten  sind  Itekaunt;  denn  si«'  lassen 

sich  unmittelbar  aus  dem  Exponenten  der  \ari;iMen  in   •rewis>e 
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Glieder  der  vorgelegten  Gleichung  und  dem  Exponenten  des 
Hanptbuchstaben  a  in  dieselben  Glieder  bilden.  Das  System 
aller  dieser  Geraden  ist  immer  in  seinem  oberen  Theil  durch 

ein  Polygon,  dessen  zwei  äusserste  Seiten  rechts  und  links 

unendlich  sind,  begrenzt.  Alle  Theile  der  gezeichneten  Ge- 
raden, welche  nicht  mit  den  Seiten  des  Polygons  zusammen- 
fallen, liegen  unterhalb  dieser  Seiten.  Man  beweist,  dass  die 

Seheitel  der  Winkel  dieses  Polygons  den  gesuchten  Exponenten 
entsprechen.  Jede  Abscisse  eines  der  Winkel  ist  einer  der 
Werthe,  welchen  man  dem  Exponenten  von  a  geben  kann,  um 
das  erste  Glied  einer  Wurzel  zu  bilden.  [50]  Die  einzigen 
Exponenten,  welche  der  gewählte  Buchstabe  a  in  den  ersten 
gesuchten  Gliedern  haben  kann,  sind  die  Abscissen  der  Scheitel 
des  Polygons.  Die  Figur  giebt  die  Mittel  zur  Bestimmung 
dieser  Abscissen  klar  an.  Man  muss  eine  der  äusseren  Seiten, 
bis  man  den  ersten  Scheitel  trifft,  entlang  gehen,  hierauf  weiter 

an  der  soeben  erreichten  Seite,  bis  man  eine  zweite  Seite  trifl't, 
dann  dieser  neuen  Seite  folgen,  bis  man  die  anstossende  Seite 
trifft,  u.  s.  w.  Die  analytische  Regel,  welche  dieser  Process 

angiebt,  ist  die  bereits  von  Newton^  Stirling  und  Lagrange  be- 
trachtete. Die  Rechnung  ist  sehr  einfach,  und  es  giebt  keinen 

kürzeren  Weg,  um  die  Exponenten  der  ersten  Glieder  zu  finden. 
Man  leitet  sofort  die  Coefficienten  in  den  gesuchten  ersten 
Gliedern  her  und  bildet  alle  diese  ersten  Glieder.  Die  Regel 

lässt  so  viele  erste  Glieder  erkennen,  wie  die  vorgelegte  Glei- 
chung Wurzeln  hat;  es  ist  auch  nicht  weniger  leicht,  die  fol- 

genden Glieder  zu  bilden. 
Wir  haben  angenommen,  dass  die  Glieder  nach  fallenden 

Potenzen  des  Hauptbuchstaben  a  angeordnet  sind.  Man  könnte 
auch  eine  entgegengesetzte  Anordnung  befolgen,  man  müsste 

dann  an  erster  Stelle  das  Glied  jeder  dieser  Wurzeln,  in  wel- 
chem dieser  Buchstabe  den  kleinsten  Exponenten  hat,  finden. 

In  diesem  Falle  Avürde  die  gesuchte  Wurzel  nach  steigenden 
Potenzen  von  a  angeordnet  sein.  Um  diese  zAveite  Frage  zu 

lösen,  wendet  man  eine  Regel  an,  derjenigen  ähnlich,  bei  wel- 
cher als  erstes  Glied  das  mit  dem  höchsten  Exponenten  des 

Buchstaben  a  steht.  In  der  That  ist  dieses  selbe  System  von 

geraden  Linien,  die  wir  oben  betrachtet  haben,  in  seinem 
unteren  Theile  durch  ein  anderes  Polygon  begrenzt,  und  alle 
Theile  dieser  geraden  Linien,  welche  nicht  mit  einer  Seite 

dieses  unteren  Polygons  zusammenfallen,  liegen  oberlialb  der- 
selben Seiten.     Daher   ergiebt  sich  ein  Process,  welcher    dem 
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oben  beschriebenen  völlig  analog  ist,  und  man  findet  durch 
diese  Berechnung  die  Scheitel  dieses  unteren  Polygons.  Diese 
Abscissen  sind  die  Exponenten  des  Buchstaben  n  in  den 
ersten  Gliedern  der  Wurzeln,  Avenn  man  sie  riacli  steigenden 

Potenzen  von  ((  anordnet.  Sind  die  Exponenten  derartig  l>e- 
stimmt,  so  findet  man  sofort  die  entspreclienden  (Mieder  nnd 
bildet  die  ersten  Theile  der  gesuchten  Wurzeln.  [51]  Es  ist 
ebenso  leicht,  alle  folgenden  Glieder  nach  derselben  Itegel  zu 
finden,  und  so  gelingt  es,  alle  Factoren  ersten  Grades,  deren 

l'roduct  die  linke  Seite  der  vorgelegten  (ileichung  ist,  zu  bilden. 
Im  Allgemeinen  ergiebt  <lie  Anwendung  dieser  Pegeln  die 

Werthe  aller  Wurzeln  der  vorgelegten  (ileichung  ohne  irgend 
Avelche  Schwierigkeit,  und  zwar  entweder  nach  fallenden  oder 
nach  steigenden  Potenzen  des  gewählten  Buchstaben  geordnet. 
Existiren  endliche  Polynome,  welche  der  vorgelegten  (ileichnng 

genügen,  so  findet  man  der  Reihe  nach  alle  Theile  dieser  Poly- 
nome, und  man  kommt  zu  einer  letzten  C>peration,  welche  zeigt, 

dass  die  Anz.-ild  der  (Jlieder  endlich  ist:  ist  aber  die  gesuchte 
Wurzel  nicht  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  gebildet, 
so  setzt  sich  die  Operation  unausgesetzt  fort  und  die  Wurzel 
wird  durch  eine  unendliche  Reihe  gegeben.  Dieser  Ausdruck 

ist  immer  derartig,  dass,  wenn  man  ihn  in  die  vorgelegte  Glei- 
chung an  die  Stelle  der  Variablen  einsetzt,  alle  Glieder  des 

Resultats  sich  der  Reihe  nach  auf  Null  reduciren. 

Diese  Methode  der  Auflösung  ist  allgemein.  Sie  lässt  sich 
auf  Gleichungen  irgend  welchen  (Jrades  anwenden,  und  der 
llauptbuchstabe,  l)ezüglich  dessen  die  Rechnung  angeordnet  ist. 

kann  immer  willkürlich  angenommen  werden.  Ist  die  vor- 
gelegte (jleichung  sehr  einfach,  hat  sie  zum  Beispiel  nur  zwei 

(Jlieder,  so  dass  die  gesuchten  Wurzeln  ein  einziges  Radical 

enthalten,  so  redncirt  sich  die  allgemein«'  Methode  auf  die- 
jenigen, welche  man  seit  lauger  Zeit  zur  Ausziehung  der  Wur/cl 

aus  einem  gegel)enen  INdynom  kennt.  Nicht  allein  das  Resultat 
ist  dassell)e,  sondern  auch  die  Rechnungsregeln  sind  genau 
diejenigen  der  elementaren  Algebra.  Hieraus  ersieht  man.  dass 
die  .Methode  als  specielle  Falle  die  Ausziehung  der  Wurzeln 
aus   P.nchst.ibengrössen   nnifasst. 

Wir  sagten,  d.iss,  wenn  der  erste  Theil  einer  Wurzel  durch 
die  vorstehende  Kegel  l»estimmt  i«t,  man  durch  denselben  Pro- 
cess  alle  folgendtMi  Theile  findet.  Bezeichnet  man  mit  p  den 

ersten,  schon  bekannten  Theil  der  Wurzel,  so  genügt  es,  «las 
Binom  y>  +  7  an  die  Stelle  der  Varial>len  x  einzusetzen:   man 
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A\ir(l  dann  eine  transformirte  Gleichung  vom  Grade  )n  haben, 
bei  der  die  Variable  '/  unbekannt  ist.  Man  kann  daher  auf 
diese  transformirte  Gleichung  die  auseinandergesetzte  Regel 
anwenden  und  den  ersten  Theil  des  Werthes  von  q  finden; 
[52]  es  ist  klar,  dass  diese  aufeinanderfolgenden  Substitutionen 
alle  Theile  der  Wurzel  passend  geordnet  kennen  lehren.  Um 
die  Anwendungen  zu  erleichtern,  haben  wir  uns  vorgenommen, 

von  dieser  Berechnung  alle  übertiüssigen  Operationen  auszu- 
schliessen,  und  daher  haben  wir  eine  specielle  Regel  gebildet, 

welche  den  zweiten  Theil  einer  jeden  Wurzel  ergiebt.  Die- 
selben Betrachtungen  reduciren  die  Berechnung  der  dritten, 

vierten  und  folgenden  Glieder  auf  die  elementarsten  Formen, 
so  dass  nur  diejenigen  Operationen  aliein  auszuführen  bleiben, 
ohne  welche  die  Werthe  der  Wurzeln  nicht  bekannt  sein  könnten. 

Die  Regel  reducirt  sich  darauf,  in  die  linke  Seite  der  Gleichung 
den  schon  bekannten  Theil  der  Wurzel  einzusetzen  und  das 

Resultat  mit  einem  constanten  Factor  zu  multipliciren.  Was 
die  Convergenz  der  Annäherung  betrifft,  so  würde  man  sie 
durch  dieselben  Principien  bestimmen,  welche  im  zweiten  Buche 

entwickelt  sind.  Diese  Convergenz  ist,  um  allgemein  zu  spre- 
chen, diejenige,  welche  aus  der  numerischeu  linearen  Annähe- 

rung folgt. 
Der  Charakter  dieser  exegetischen  Methode,  weiche  alle 

Buchstabeugleichungen  löst,  kann  nur  durch  verschiedene  Bei- 
spiele gut  auseinandergesetzt  werden.  Das  vierte  Buch  bietet 

mehrere  dar.     Wir  citiren  nur  die  Buchstabengleichung: 

-  x""  -f  a;*  (—  ar  +  «  +  &)  +  x^  (—  a^  —  er  h)  +  .c"  [a  +  1) 

+  x[—  a^  +  ah  -\-a-\-h)  —  (a*  +  a^h  +  rt^  -f  crh)  =  0. 

AVendet  man  die  allgemeine  Regel  auf  diese  Gleichung  an  und 
ordnet  die  Rechnung  nach  fallenden  Potenzen  des  Buchstaben  a 
an,  so  findet  mau  leicht,   dass  die  ersten  Glieder  der  Wurzeln: :i    

er  =  «-  +  ••• ,  X  =  —  a  -f-  •  •  • ,  ;/;  =  ]/  —  a -f-  •  •  •  lauten. 
Die  folgenden  Glieder  enthalten  niedrigere  Potenzen  von  a. 
Sucht  man  die  folgenden  Glieder  durch  Anwendung  derselben 

Regel  auf.   so  erkennt  man,  dass  die  auf  n^-  folgenden  Glieder 
alle  Null  sind,  und  dass  alle  auf  — a  folgenden  Glieder  gleich 

:j    

—  h  sind.  Was  die  dritte  Wurzel,  deren  erstes  Glied  ]/ —  a 
ist,  betrifft,  so  Avürde  sie  zunächst  in  eine  unendliche  Reihe 
entwickelt  sein,  aber  dieselbe  Analvse  würde  zeigen,  dass  ihr 
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40 \ uUstäudiger  Wertli  |/— («  +  1,  ist.  53  hiinli  eine  icfrrl- 
mässifre  Berocliiiunfr  würde  man  auf  diese  Art  alle  Faetoren 

der  vorireletrten   (Ueicliuiig  erhalten,  niimlich: 

./•  —  (r  ,    x  -j-  n  -\-  h  ,  i'j;-'  -\-  n  -\-  ]  . 

Man  konnte  die  Rechnung  auch  derartig  nach  dem  i'.nrh- 
staben  h  ordnen,  die  Operationen  würden  dann  nicht  weniger 
leiclit  sein.  Dieselben  Kegeln  lassen  siel»  auf  alle  FUlle  an- 

wenden, uud  es  giebt  keine  Buchstabengleichung,  wie  zusammen- 
gesetzt sie  auch  immer  ist.  welche  man  nicht  so  in  ilirc  Kai-- 

toren  auflösen  kdunte. 

Wir  sagten,  dass  die  Kegel,  welche  die  ersten  (Uieder  der 
Wurzeln  kennen  lehrt,  durcli  eine  Construction,  die  aus  einem 
System  von  geraden  Linien  besteht,  dargestellt  wird.    Die  Fig.  8 

Fig.  8. 

-ifllt   dieses   Liniensystem    für    das  soeben  citirte   Heispiel   dar. 
Die  (ileichungeu  der  geraden  Linien  lauten: 

//  =  ö  .r ,    //  =  4.C  -f-  2 ,    //  =  :L«-  H-  3  ,    7 

,f  =  x-\-3,    //  =  4 . 

2.1  -f  1 

Die    Coeflicienten    dieser    Gleichungen    sind    aus    den    t.iliedeni 

der    vorgelegten    CJleichung,    bei    denen    der    Ibichstabe    >i    die 
Ostwal.rs  Klii-ik.r.     r.'T.  4 
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liöclisteu  Expoueuteu  hat,  gebildet.  Die  obere  Grenze  ist  das 

Polygon  31  ABC  X\  das  Sj^stem  ist  nnten  durch  das  Polygon 
f.1  a  ß  y  V  begrenzt. 

Jede  Buchstabengleichuug  irgend  welchen  Grades  wird  durch 
diese  Methode  vollkommen  in  ihre  Factoren  zerlegt,  und  es  ist 

nicht  weniger  leicht,  ihre  Wurzeln  zu  finden,  als  dies  für  Glei- 
chungen mit  zwei  Gliedern ,  die  man  schon  lauge  Zeit  durch 

die  elementaren  algebraischen  Regeln  aufzulösen  weiss,  statt 
hat.  In  den  Werken  von  Newton  (Arithmetica  universalis], 

und  in  denjenigen  von  Glairaut^''')  und  anderen  findet  man 
besondere  Processe,  um  die  commensurablen  Wurzeln  der 
Buchstabengleichungen  zu  finden:  sie  bestehen  in  einer  Eeihe 

von  Versuchen,  deren  Berechnung  unsicher  ist.  Durch  die  so- 
eben beschriebene  allgemeine  Methode  löst  man  die  vorgelegte 

Gleichung  leichter  und  exacter.  Newton  hat  die  Regel  des 
analytischen  Parallelogramms  nur  für  die  Berechnung  der 
Reihen,  welche  das  wahre  Fundament  seiner  Fluxionsmethode 
ist,  verwandt. 

[54]  Man  könnte  von  diesen  Entwicklungen  der  Wurzeln 

in  Reihen  auch  zur  Berechnung  ihrer  Käheruugswerthe  Ge- 
brauch machen ;  besässe  man  nicht  heute  eine  einfachere  Me- 

thode zur  directen  Aufsuchung  der  Grenzen,  so  müsste  man 
auf  diese  Lösung  der  Buchstabeiigleichungen  zurückgehen.  Aber 
die  in  den  zwei  ersten  Büchern  auseinandergesetzten  Regeln 
führen  viel  schneller  zur  thatsächlichen  Keuiitniss  der  Wurzeln 

und  befreien  von  jeder  Discussiou  der  Convergenz  der  Reihen. 
Die  vorstehende  Regel,  welche  dazu  dient,  die  ersten  Glieder 
der  Wurzeln  der  Buchstabengleichuugeu  zu  bilden ,  ist  zum 

Studium  der  Curven,  wenn  man  sie  in  ihrem  unendlichen  Ver- 
lauf betrachtet,  nothAvendig.  In  den  Werken  von  Newton^  Stir- 

ling^  Gramer^*)  und  verschiedenen  anderen  Autoreu  findet 
man  bemerkenswerthe  Beispiele.  Mau  kann  diese  Regel  aus 
den  Constructionen  herleiten,  oder ,  wie  es  Lagraugc  gemacht 
hat,  auf  einen  rein  analytischen  Process  reduciren.  Eigentlich 

gehört  diese  Untersuchung  der  Betrachtung  der  linearen  Un- 
gleichheiten, deren  Principien  Avir  in  unserem  siebenten  Buche 

auseinandersetzen,  au:  dies  ist  der  allgemeinste  Gesichtspunkt, 
von  dem  aus  die  Untersuchungen  dieser  Art  l)etrachtet  werden 
können. 

XIII  Im  vierten  Buche  haben  wir  auch  eine  viel  compli- 
cirtere  Frage  als  die  Aufsuchung  der  Wurzeln  einer  einzigen 
Buchstabengleichuug  l)etraehtet:    dieselbe  hat  die  gleichzeitige 
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Auflösuug  zweier  Huchstabengleichungen  mit  zwei  rnliekamiti-n 
zum  Gegenstand.  Jedes  der  (Mieder  dieser  Gleielnnigen  i^t 

von  der  Form //./•"*?/";  x  und  //  liezeiehnen  daliei  rnljekaiint.-, 
//  ist  ein  Buchstabenpolynom,  d.is  aus  bekannten  Gnissen 

a,  &,  r,  u.  s.  w.  gebildet  ist.  Die  Frage  besteht  darin,  für  ./■ 
und  1/  zwei  aus  den  Buchstaben  o,  h,  r,  n  s.  w.  gebildete  Poly- 

nome zu  finden,  welclie,  wenn  man  sie  gleichzeitig  an  di«- 
Stelle  von  .r  und  //  in  die  vorgelegten  Gleichungen  A  =r^  (», 
J5f  =  0  einsetzt,  die  zwei  Functionen  .1  und  /^  aiiniilliren.  Das 

System  der  zwei  "NVerthe  von  ./■  und  //,  welches  diese  Pagen- 
schaft  hat,  bildet  eine  L(">sung  der  zwei  vorgelegten  Gleichungfii. 
Mau  soll  alle  miigliehen  Lösungen  durch  Angabe  der  (Mieder, 

ans  denen  sich  die  Werthe  von  ./•  und  //  zusammensetzen, 
finden.  Lassen  die  Gleichungen  ,1  =  0,  B  =  0  commensu- 
rable  Werthe  von  ./,  //  zu,  so  dass  die  Polynome,  welche  diese 
Werthe  ausdrücken,  nur  eine  endliche  Anz.ihl  vuu  (Miedern 

enthalten,  so  sind  diese  Polynome  nothwendig  durch  die  all- 
gemeine Kegel,  welche  wir  im  Auge  haben,  l)estimmt.  '55 

Lassen  aber  die  Werthe  von  ./•  und  //  nicht  diese  endlichen 
Ausdrücke  zu,  so  muss  die  Regel  successiv  alle  Glieder  der 
Entwicklung  dieser  Werthe  ergeben. 

So  dehnen  >\ir  die  Principien  der  Aufbisung,  die  wir  vor- 
her auf  Buchstabengleichungen  mit  nur  einer  einzigen  Fubf- 

kannten  angewandt  haben,  auf  zwei  (Meichungen  und  allgemein 
auf  mehrere  (ileichuugen,  wenn  ihre  Anzahl  gleich  derjenigen 
der  Unbekannten  ist,  aus.  Diese  Entwicklungen  der  Wurzeln 

mehrerer  (Tleichnngen  bieten  in  der  Analysis  wichtige  Anwen- 
dungen dar.  Zum  Beispiel  dienen  sie  im  Falle  zweier  (tloi- 

chungen  dazu,  die  Natur  der  krummen  (»berllilchen  in  ihrem 
unendlichen  Verlauf  und  ihre  asymptotischen  Sehnlen  kennen 
zu  lehren.  Diese  Ausdrücke  für  die  Wurzeln  konnte  man  auch 

dazu  verwenden,  die  (Meichungen,  welclie  mehrere  Unbekannte 

enthalten,  auf  eine  angeniiiierte  Art  zu  lösen;  aber  diese  An- 
wendungen sind  hier  nicht  der  Gegenstand  unserer  Unter- 

suchung. Wir  wollten  nur  kennen  lernen,  ob  es  für  die  Buch- 
stal)eugleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  algebr.aische  Kegeln 
giebt,  welche  denen  für  tue  Wurzeln  einer  Buchstalieugleieliuui: 
analog  sind;  in  der  Tliat  bewiesen  wir.  dass  die  Methoden 
der  Auflösuug  nicht  auf  die  Bnehstabengleichungen ,  welche 
eine  einzige  Unbekannte  enthalten,  Iteschriinkt  sind.  Sie  dehnen 
sich  auf  sämuitliche  (ileicliungen,  bei  denen  die  Anzahl  der 
Unbekannten    gleich    der    Zahl    iler   (Meiclningen    ist.    ans;    die 

4' 
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Rechnung  ist  zwar  complicirter,  aber  doch  von  derselben  Natur. 
Man  findet  zuerst  das  erste  Glied  jeder  Wurzel,  d.  h.  dasjenige, 

bei  welchem  der  zur  Ordnung  der  Rechnung  gewählte  Buch- 
stabe einen  grösseren  Exponenten  enthält,  als  es  diejenigen 

desselben  Buchstaben  in  allen  folgenden  Gliedern  sind.  Man 
bildet  auf  diese  Art  so  viele  erste  Glieder  als  es  verschiedene 

Lösungen  giebt.  Jede  Lösung  umfasst  zwei  Werthe  von  x 
und  II,  welche  gleichzeitig  in  die  zwei  vorgelegten  Gleichungen 
gesetzt,  beiden  genügen.  Dies  ist  die  Berechntmg  dieser  ersten 
Glieder,  welche  den  unendlichen  Verlauf  der  überiiächen  kennen 
lehrt. 

56]  Betrachtete  mau  drei  Gleichungen  mit  drei  Unbekann- 
ten, so  würde  eine  jede  Lösung  aus  drei  gleichzeitigen  Werthen 

von  .<•,  .//,  X,  gebildet  sein.  Allgemein  besteht  diese  Methode 
der  Auflösung  der  Buchstabengleichungeu  darin,  successiv  alle 
Theile  der  Wurzeln,  bei  denen  der  gewählte  Buchstabe  den 
grössten  Exponenten  hat,  zu  finden.  Man  kann  dabei  irgend 

einen  von  den  Buchstaben,  welche  die  bekannten  Grössen  aus- 
drücken, auswählen.  Hat  man  die  ersten  Glieder  aller  Lösungen 

gefunden,  so  kann  man  die  folgenden  Glieder  durch  AuAven- 
dung  derselben  Methode  finden. 

Ereignet  es  sich,  dass  eine  oder  mehrere  der  Wurzeln 
durch  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  ausgedrückt  werden 
können,  so  hört  die  Methode  bei  dem  letzten  existirenden  Gliede 

auf.  Man  erkennt,  dass  alle  anderen  Null  sind.  Im  allge- 
meinen aber  führen  diese  Operationen  zu  Reihen.  Sie  könnten 

dazu  dienen,  die  Näheruugswerthe  der  Wurzeln  der  numeri- 
schen Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  zu  bestimmen, 

wir  haben  aber  diese  letztere  Frage  nicht  behandelt.  Sind 
mehrere  algebraische  Gleichungen  vorgelegt  und  ist  ihre  Anzahl 
gleich  derjenigen  der  Unbekannten,  so  weiss  man,  dass  von 
diesen  Unbekannten  eine  willkürlich  gewählte,  dann  eine  zweite, 
dann  eine  dritte,  u.  s.  w.  eliminirt  werden  kann  und  dass  man  so 
zu  einer  Endgleichung  gelangt,  die  nur  eine  einzige  Unbekannte 

enthält.  Es  giebt  mehrere  einfache  Fälle,  bei  denen  diese  Eli- 
mination die  gesuchten  Lösungen  erkennen  lassen  kann,  und 

es  ist  bemerkenswerth,  dass  in  allen  Fällen  eine  Schlussglei- 
chung existirt.  Aber  dieser  Satz  ist  rein  theoretisch ;  er  be- 

weist nur,  dass  alle  Wurzeln  der  algebraischen  Gleichungen 
eine  gemeinsame  Natur  haben:  jede  derselben  ist  Unbekannte 
bei  einer  gewissen  algebraischen  Gleichung.  Dennocli  darf  man 
nicht  schliessen.  dass  dieser  Process  der  Elimination  die  Methode 
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darstellt,  welche  num  hefolffeii  iiiuss,  um  zur  tlint.silrhlicht'ii 
Kenntniss  der  Wurzeln  zu  ffchiii^cu :  diest-r  Wejr  wilrili*  vit-l 
zu  eomplicirt  sein.  Für  (41eicliunjren  luiliereu  (Irades  wäre  «t 
unpruktiscli ,  und  selbst  in  der  Mehrzahl  der  Fälle  erforderte 

diese  Methode  eine  sehr  aufmerksame  Prüfung,  um  die  Kin- 
fühning  der  Frage  fremder  Faetoren  zu  vermeiden,  d.  h.  solcln-r, 
welche  nicht  gleichzeitig  die  linken  Seiten  aller  vorgeh'gt<ii 

Gleichungen  anmiUiren.  [57'  Oltgleich  man  diese  aus  d«*r  Kli- 
mination  hervorgehenden,  liln'vtlü.ssigen  Faetoren  vernu-idt-n 
oder  absondern  kann,  würden  dif  aus.-<erordentliche  Complicatinu 
der  Rechnungen  und  die  .Schwierigkeit,  alle  verschiedenen  L«»- 
sungen  separat  zu  bilden,  immer  den  thatsächlichen  (Jebrauch 
dieser  Regeln  ausschliessen,  ausser  in  sehr  einfachen  Fällen, 
die  im  voraus  als  Beispiele  gewählt  sind.  Man  muss  sagen, 

dass  man  sich  damit  zufrieden  geben  müsste .  die  Lösungt-n 
von  Gleichungen  mit  mehreren  rnl»ekannten  nicht  zu  kennen, 

wenn  die  Aualysis  sie  nur  durch  Flimiii;ition.sprocessf  zu  br- 
stimmen  vermöchte. 

Wir  betrachten  die  Auflösung  von  mehreren  lUichstabcn- 
gleichungen  von  einem  ganz  anderen  Gesichtspunkte.  Wir  be- 

halten bei  den  vorgelegten  (ileichungen  ihre  ursprünglichen 

Formen  bei  und  suchcTi ,  indem  wir  gh-ii-hzeitig  all»*  ihre  <'»>- 
efticienten  vergleichen ,  die  Wurzeln  durch  gleichzeitige  Auf- 

lösung dieser  Gleichungen  zu  huden.  Wir  beweisen  in  der 
That,  dass  keine  Flimination  nöthig  ist  und  dass  man  die 
ersten  (ilieder  der  Wurzeln  sofort  nur  aus  der  alleinigen  Bi- 
dingung,  dass  die  gleichzeitige  Substitution  dieser  Wurzeln 

gleichzeitig  alle  \orgelegten  Gleichungen  befriedigen  muss,  be- 
stimmen  kann. 

Der  Gegenstand  unseres  vierten  Buches  ist  daher,  die 

Brincipien  tlarzulegen,  welche  zu  dieser  Auflösung  der  Buch- 
stabengleichungen dienen.  Wir  wenden  die  Gleichungen  sofort, 

wie  sie  vorgelegt  sind,  ohne  etwas  au  ihren  Coefficieuten  /.u 

ändern,  an;  es  gelingt  uns  dann,  die  successiveu  Glieder, 
welche  die  Wurzeln  Itilden  sollen,  zu  finden.  Jede  Lösung 

besteht  aus  el)enso\ielen  Wurzeln,  wie  es  \er9chiedene  l'nlje- 
kannte  giebt,  und  dh-  gleichzeitige  Substitution  mu>s  gleich- 

zeitig alle  linken  Seiten  tler  Gleichungen  annidlireii.  Zunächst 
muss  man  die  ersten  Glieder  der  Wurzeln,  welche  eine  und 

dieselbe  Lösung  bilden,  linden.  Diese  letztere  Frage  i>t  viel 

complicirter  als  diejenige,  welche  sich  auf  eine  einzige  Buch- 
Stabengleichiiuir  Ite/.ieht:  aber  sie  wird  auch  nach  einer  sicheren. 
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auf   Gleichiiugen   irgend  welchen   Grades   anwendbaren    Regel 

gelöst. 
Wir   führen    hier  das  folgende  Beispiel    an,    welches    zwei 

Gleichungen  mit  zwei  Unbekannten  darbietet,  nämlich: 

.,-u'  - -  y\ra;'  +  1  = 

^0, 

.r\i/''a  - 
-  ij^xa-  +  3  = 

:    0. 

[58]  Wendet  man  auf  diese  zwei  Gleichungen  die  Prin- 
cipien.  welche  wir  soeben  augegeben  haben,  an,  so  findet  man 
zwei  verschiedene  Lösungen;  die  erste  wird  von  zwei  zu- 

sammengehörigen Wertheu  von  x  und  y,  deren  erste  Glieder: 

X  =  a"  ]/3 

lauten,  gebildet;    die  zweite  Lösung  umfasst  die  zwei  anderen 
Werthe  von  x  und  y,  welche  als  erste  Glieder: 

!■  —           o-i-i 
-        27  ' 

//  =  —  3«"^ haben;  dies  sind  die  ersten  Theile  der  Unbekannten  ,r  und  //. 
Um  die  folgenden  Glieder  zu  finden,  muss  man  das  Binom 

p  -\-  q  für  X  und  das  Binom  j/  +  q'  für  y  einsetzen;  p  wnäp' 
bedeuten  dabei  die  ersten  bekannten  Glieder,  q  und  '/  sind 
die  Summen  der  folgenden  Glieder.  Die  neuen  Unbekannten 

sind  q  und  7',  und  mau  hat  zu  ihrer  Bestimmung  zwei  Glei- 
chungen. Man  wendet  dann  dieselbe  Regel  an,  um  die  ersten 

(Tlieder  von  q  und  17',  Avelche  die  zweiten  Glieder  der  gesuchten 
Wurzeln  sind,  zu  finden.  Verfolgt  mau  die  Rechnung  nach 
denselben  Priucipieu,  so  findet  man  die  folgenden  Theile  der 
Wurzeln. 

Man  sieht,  dass  die  vorgelegten  Gleichungen  nur  zwei  mög- 
liche Lösungen  besitzen.     Die  eine  enthält  in  den  ersten  Glie- 

1  5 
dern  die  Potenzen        und  — —  von    a;    keine    andere    Com- 6  6 

bination  würde  gleichzeitig   den    zwei  vorgelegten  Gleichungen 
genügen  können. 
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lietrefls  der  Kcfrel,  welche  die  ersten  (Uieder  iler  Wurzeln 
kennen  lehrt,  beschriinken  wir  uns  auf  die  Aussage,  djiss  man 

auch  diese  Ijestiraniun«;  auf  Construetionen  zurückführen  kiinnte; 
durch  dieses  Mittel  haben  wir  die  ersten  Glieder  der  zwei  oben 

angegebenen  Lösungen  gebildet,  l'ebrigens  ist  die  Aufsuchung 
der  Exponenten  dieser  ersten  (ilieder  ein  rrobleni  der  Anaiysis 

der  linearen  rngleichheiten;  aber  der  Gebrauch  \on  Construe- 
tionen kann  auch  hier  diese  Theorie  ersetzen.  Man  wdrd« 

zur  Auflindung  der  ersten  (Mieder  der  liösungen  durch  succes- 
sive  Versuche  von  Conibinationen  von  verschiedenen,  den  Ex- 

ponenten zuertheilten  Werthen  gelangen;  [591  die  Verwerthung 

der  Theorie  der  Ungleichheiten  oder  diejenige  der  Construe- 

tionen ergänzen  diese  Versuche,  l'ebrigens  ist  diese  Anwen- 
dung nur  unvermeidlich ,  wenn  die  Anzahl  der  in  die  vor- 

gelegten (Tleichungen  eintretenden  (ilieder  zu  gross  wäre;  in 
diesem  Fall  krmnen  auch  die  Regeln  nicht  immer  die  Länge 

der  Rechnung  voraussehen  lassen.  Wie  dies  auch  sei,  jeden- 
falls bleibt  es  sicher,  dass  man  immer  zur  exacten  Bestimmung 

der  ersten  Glieder  aller  möglichen  Lr)sungen  gelangt.  Die  fol- 
genden Glieder  entdeckt  man  flienfalls  allein  durch  Anwendung 

derselben  IJegeln:  auch  der  Weg  der  Ojierationen  vereinfacht 
sich  mehr  und  mehr,  denn  diese  (ilieder  können  nur  Expo- 

nenten besitzen,  die  niedriger  als  die  schon. bestimmten  sind; 

diese   Bedingung  erleichtert  die   l'ntersuchung. 
Die  soeben  ausgesprochenen  Sätze  lassen  sich  auf  alle 

(ileichungen  mit  mehreren  l'nbekannten,  welches  auch  ihre 
Zahl  und  ihr  (irad  sei,  anwenden;  die  Operationen  sind  aber 
desto  complicirter,  je  grösser  die  Zahl  der  (ileichungen  ist. 

Dennoch  ist  es  klar,  dass  die  .\ufl<".siing  mehrerer  Uuchstalien- 
gleichungen  sich  vermöge  dieser  l'riucipieu.  ohne  dass  man 
auf  die  successiven  Eliminationen  zurilckzugeht-n  brau«-ht.  aus- 

führen lässt.  Die  Methode  der  Auflösung  ergiebt  im  allge- 
meinen die  Entwicklungen  der  liösungen  in  unendliche  Keiheii. 

Der  (iebiauch  dieser  Reihen,  oder  l>esser  die  Uerechnung  der 

einzelnen  erst'u  (ilieder,  soll  h.iuptsiichlich  auf  die  Discussion 
der  ('ur\en  c»der  der  krummen  (>berll:i<-hen.  um  ihren  unend- 

lichen Verlauf  zu  betrachten,  angewandt  werden  Der  allg«- 
meinste  Satz  dieser  Theorie  lautet,  die  Auflosung  mehrerer 

(Jleichnngen  ist  von  jedem  Elimiiiationsprocesse  unalihängig 
und  ninss  in  gleichzeitiger  Rercchnung  aus  den  vorgelegten 

(ileiclningen,  ohne  irgend  welche  Aenderung  an  »len  ursprüng- 
lichen  Coeflicienten   vorzunehmen,   bestehen. 



56  Joseph  Fourier. 

XIV.  '•'')  Das  fünfte  Buch  soll  nachweisen,  dass  die  in  den 
voraufgehenden  Büchern  dargelegten  Principieu  der  algebra- 

ischen Analysis  sich  auch  auf  transcendente  Functionen  an- 
wenden lassen.  Hauptsächlich  ha])eu  wir  dabei  diejenigen 

dieser  Functionen  im  Auge,  Avelche  die  Mathematiker  bis  jetzt 
betrachtet  haben,  zum  Beispiel  die,  welche  mau  in  den  Werken 
von  Etiler  findet,  oder  die,  Avelche  mehrere  Mathematiker  nach 
einander  in  Untersuchungen  aus  der  Dynamik  oder  mathema- 

tischen Physik  verwandt  haben,  [60]  speciell  aber  die  von  uns 
in  die  Wärmetheorie  eingeführten.  Wir  betrachten  die  Glei- 

chungen, welche  aus  transcen deuten  Ausdrückeu,  deren  Werth 
sich,  wie  auch  immer  sonst  die  Natur  der  Function  sei.  durch 
unmerkliche  Zuwächse  ändert,  gebildet  sind;  oder  wenigstens 

betrachten  wir  die  Theile  irgend  welcher  transcendenten  Fuuc- 
tionen,  die  sich  so  durch  unmerkliche  Zuwächse  ändern.  Auf 
diese  Art  schliesst  man  aus,  dass  in  den  Fuuctionstheilen,  auf 
welche  diese  Untersuchungen  angewandt  werden,  die  AYerthe 
vom  Positiven  zum  Negativen,  ohne  im  Intervall  Null  zu  werden, 
übergehen ;  wenn  diese  Bedingung  aber  nicht  statt  hat ,  so 
hindert  nichts,  jeden  Theil,  in  dem  die  Continuität  besteht, 
separat  zu  prüfen. 

Die  algebraischen  ganzen  Functionen  haben  den  eigenthüm- 
lichen  Charakter,  sich  immer  durch  fortgesetzte  Differentiationen 
auf  einen  constanten  Werth  zu  reducireu;  bisher  haben  wir 
diese  Bedingung  zugelassen.  Man  muss  jetzt  bemerken,  dass 
die  Hauptsätze,  zu  denen  wir  geführt  worden  sind,  nicht  von 

dieser  Bedingung  abhängen.  Um  die  Beweise  einfacher  zu  ge- 
stalten, haben  wir  dieselbe  zunächst  vorausgesetzt;  prüft  man 

aber  diese  Beweise  sorgfältig,  so  erkennt  man,  dass  sie  einen 
viel  ausgedehnteren  Gegenstand  umfassen;  es  ist  nicht  nöthig, 

dass  die  fortgesetzte  Differentiation  die  Functionen  auf  cou- 
stante  Werthe  reducirt. 

Es  wurde  zum  Beispiel  im  ersten  Buche  bewiesen,  dass, 

wenn  die  Substitution  der  Grenze  (t  in  die  Keihe  der  al)ge- 
leiteten  Functionen  aller  Ordnungen  Resultate  ergiebt,  welche 
Glied  für  Glied  mit  denjenigen,  welche  aus  der  Substitution 
einer  anderen  Grenze  h  in  dieselben  Functionen  hervorgehen, 
übereinstimmen,  die  llauptgleicliung  fx  =  0  im  Intervalle  der 
zwei  Grenzen  keine  Wurzel  haben  kann.  Dieses  Lemma  ist 

wichtig,  und  wir  haben  von  demsell)en  oft  bei  verschiedenen 
algebraischen  Untersuchungen  Gebrauch  gemacht.  Es  ist  sicher, 
dass  dieser  Satz  sich  nicht  auf  diesell)e   Art    auf   algebraische 
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Fmu-tiüiK'ii  uiul  traiiscendente  Au-stlrflcke  aiiMendeii  lässt.  Ist 

zum  Beispiel  sin  ./■  die  Ilauptfuiictinii  und  siud  die  zwei  (ireuzen 
//  und  h  bezüglich  '/  und  a  +  --'.  so  werden  die  zwei  Iteilieu 

von  Resultaten  Glied  für  Glied  dieselben  sein.  '61^  Nun  ist 
klar,  dass  mau  hieraus  nicht  schlicssen  kann,  die  Gleichung 

sin  ./■  =  0  habe  in  diesem  Intervall  \(>n  a  bis  n-\-2.i  keim- 
Wurzel:  der  lioweis,  den  wir  von  dem  fraglichen  Lemma  ge- 

geben haben,  beweist  in  diesem  Falle,  dass  eine  abgeleitete 

Gleichung  einer  gewissen  Ordnung,  wie  f^"^{j')  =  0,  zwischen 
den  zwei  Grenzen  a  und  b  nicht  mehr  Wurzeln  haben  kann,  als 

die  Gleichung  /"("'^O(a)  =  0  von  höherer  Ordnung  bei  belie- 
bigem /  in  demselben  Intervall  besitzt.  Dieser  Satz  hängt  nicht 

von  der  Natur  der  zu  difterentirenden  Function  al) :  mit  diesem 

Schluss  muss  man  sich  zufrieden  geben;  denn  das  Inter\all 
der  Grenzen  ist  zu  gross,  als  dass  die  ersten  8ul)Stitutionen 
die  (irenzen  Jeder  Wurzel  angeben  können. 

XV.  Wir  wollen  jetzt  vier  allgemeine  Sätze  aus.spreohen; 
sie  dienen,  wenn  man  die  Principien  der  algebraischen  Ana- 
lysis  auf  die  trauscendenten  Functionen  anwendet,  zur  l?e- 
stimmuug  der  (Irenzen   und   Werthe   der  Wurzeln. 

1.  Im  er.steii  IJuche  sind  gewisse  Uelationen  angegelten: 

diese  verknüpfen  die  ganzen  Zahlen,  die  wir  Indiees  nannfi-ii 
und  die  den  abgeleiteten  Functionen  entsprechen ,  unter  sich. 

Würde  man  für  eine  gewisse  Function  /'^"*;'),  die  in  der  Reihe 
der  Abgeleiteten  von  /'(./)  liegt,  den  Index  /  kennen,  wobei  " 
und  /'  die  zwei  Grenzen  sind,  auf  welche  dieser  Index  sich 

l)ezieht,  so  würde  man  schliessen,  dass  die  Oleichuiig  /'("^'.z)  =  0 im  Inter\all  dieser  Grenzen  nicht  mehr  als  /  Wurzeln  haben 

kann;  d.  Ii.  hätte  man  die  Gleichung  /VOi.r  =0  zu  lösen,  so 
müsste  man  eine  Anzahl  /  ihrer  Wurzeln  zwlsclu'u  */  uutl  li 
suchen.  Betrachten  wir  dann  die  abgeleitete  (Jleichung,  die 

links  \ou  /*("'iJ)  steht,  nämlich  f^"'*'*^{jj,  "nd  bezeichnen  wir 
mit  /'  den  neuen,  f^'''*' *\.i'^,  entsprechenden  Index,  so  wird 
m.-m  schliessen,  dass  man  bei  der  Auflösung  der  (ileichung 

/■(""^')(./-;  =  0  eine  Anzahl  /'  dieser  Wurzeln  in  demselben Intervall  der  (irenzen  u  und  l>  suchen  uiuss.  Hie  ludices  / 

und  /  können,  wenn  die  Function  /'(./•  transcendent  ist.  zu- 
nächst unltekannt  sein,  aber  zwischen  iliesen  zwei  Intlices  be- 

steht eine  nothwendige  Relation.  Die  Zahl  /'  ist  /,  oder  i  —  1 
oder  /-|-  1,  und  man  erkennt  immer,  welcher  dieser  drei  Fälle 
statt  hat.  K>  genügt,  die  Resultate  der  Substitution  Non  n  in 

/"C")  ./■)   und  /''""^')./)   mit   den   Resultaten   der  Sultstitntion   von 
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h  iu  dieselben  Fimctioueu  zu  vergleichen.  Man  -wird  also  Fol- 
gendes hiusclireiben: 

[62]  /•^""')(«),    r'^.a), 

und  prüfen,  ob  die  aus  den  zwei  aufeinanderfolgenden  Gliedern 

/■t"  +  ')|a]^  f{:'^j[a  hervorgehende  Combination  ein  Zeichen- 
Avechsel  oder  eine  Zeichenfolge  ist.  Dann  wird  man  sehen, 
ob  die  Combination  der  zwei  aufeinanderfolgenden  Glieder 

/"(""^0(^]^  fOO{b)  ein  Zeichenwechsel  oder  eine  Zeichenfolge  ist. 
Ist  die  aus  den  Substitutionen  hervorgehende  Combination  in 
der  ersten  Avie  in  der  zweiten  Reihe  ein  Zeichenwechsel,  oder 
ist  diese  Combination  sowohl  in  der  ersten  als  auch  in  der 

zweiten  Reihe  eine  Zeichenfolge,  so  ist  der  neue  Index  /'  der- 
selbe wie  der  voraufgeheude  /.  Ergiebt  aber  die  erste  Reihe 

eine  Zeichenfolge,  welche  in  der  zweiten  Reihe  einem  Zeichen- 

wechsel entspricht ,  so  hat  man  i  =  i'  —  1  Entspricht  end- 
lich ein  Zeichenwechsel  in  der  ersten  Reihe  einer  Zeichenfolge 

in  der  zweiten,  so  hat  man  i  =  /'  -|-  1.  Diese  Sätze  resultiren 
aus  der  im  ersten  Buche  zur  Bildung  der  ludices,  welche  den 
suceessiven  Derivirteu  entsprechen,  gegebenen  Regel  und  hängen 

nicht  von  der  Natur  der  Function  f^"^{.r)  ab.  In  der  That 
beruhen  diese  Sätze  auf  dieser  allgemeinen  Voraussetzung,  dass, 
wenn  die  eingesetzte  Zahl  sich  durch  unendlicli  kleine  Zuwächse 
vermehrt,  die  Reihe  der  Vorzeichen,  wenn  die  eingesetzte  Zahl 
gleich  einer  Wurzel  wird,  einen  Vorzeichenwechsel  verliert. 

Die  Wahrheit  dieser  Bemerkung  ist  nun  nicht  auf  die  algebra- 
ischen Functionen  beschränkt:  es  ist  dies  eine  Eigenschaft 

jedes  Schnittpunktes,  wie  auch  immer  die  Figur  der  Curve  ist, 
welche  die  .r-Axe  schneidet. 

Man  ersieht  daher,  dass,  wenn  der  einer  abgeleiteten  Func- 
tion entsprechende  Index  bekannt  ist,  man  die  Indices,  welche 

für  dasselbe  Intervall  der  zwei  Grenzen  a  und  h  der  vorauf- 

gehenden oder  folgenden  Function  entsprechen,  leicht  be- 
stimmen kann.  Sind  zum  Beispiel  die  Resultate  der  Substitu- 

tion von  a  in  die  ganze  Reihe  der  abgeleiteten  Functionen 
dieselben  wie  die  Resultate  der  Substitution  von  h  in  diese 

Functionen,  so  erleidet  der  Werth  des  Index  /  keine  Aende- 

rung,  so  dass  die  Gleichung  /"(")  (.r)  =  0  zwischen  den  Grenzen 
'7  und  h  nicht  mehr  Wurzeln  hal)en  kann,  als  eine  andere 

abgeleitete  Gleichung  /'("■^./)f.r  =  Q  bei  beliebigem  Werlli  der 
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Zahl  j  zwischen  denselben  (Jrenzeii  I)e8itzt.  63  l>t  ili«*  iir- 

spriingliclie  Function  /"./■  die  linke  Seite  einer  algt-braiscInMi 
(Ueicliuug,  so  ergieltt  die  fortfresetzte  Difl'eientiation  sicher, 
wenn  vi  der  Gr<ad  der  vorgelegten  (üeichung  ist,  eine  Con- 

stante  /''"')./•).  Man  gehingt  dann  zu  einem  ersten  Index, 
welcher  augensclieinlich  Null  ist.  Da  in  dem  Heispiel  alle 
Indices  die  gleichen  sind,  so  folgt,  dass  die  ursprüngliche  (Uei- 

cliung  /"(,'■)  =  0  keine  Wurzel  in  diesem  Intervalle  halten  kann; dies  ist  das  Lemma  des  Artikels  XXXIV  des  ersten  Buches. 

Ist  die  llauptgleichung  fx  =  (>  nicht  algebraisch,  so  ist  es 
klar,  dass  man  nicht  denselben  Schluss  ziehen  kann;  aber 

man  wird  wenigstens  die  Relation  kennen,  welche  zwisch<'n 
einem  Index  i,  der  einer  mit  f^'^{j')  bezeichneten  Perivirten 

entspricht  und  dem  Index  /',  weldier  der  Oerivirten  von  einer 
um    eine   Einheit    weniger    hohen   (h'dnung,    nändich  t  {•''ji 
entspriclit.  besteht.  Folglich  wird  man  durch  dassellte  Mittel 

die  lielation  des  Index  /  der  Function  /" '^(-'■)  mit  dem  Index  j 
der  Hauptfunction  fx  bestimmen:  würde  man  /  kennen,  so 
kcmnte  man  den  Werth  von  j  herleiten.  Wir  werden  Iteweisen, 
dass  man  immer  ein  gewisses  Intervall  /.  für  welches  der 

einer  Function  /'(''\x  entsprechende  Iudex  Null  ist,  angelten 
kann.  Geht  man  daher  von  dieser  Function  Itis  zur  Haupt- 

function /'./■,  so  wird  man  die  Iiidiees  der  anderen  Functionen 
für  dasselbe  Intervall  bestimmen  uutl  auf  diese  Art  die  An- 

zahl der  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  fx  =  0,  welche 
man  dort  suchen  soll,  erkennen. 

2.  Bezeichnet  fx  eine  bestimmte  iranscendente  Function, 

und  .1  einen  gegebenen  Werth  der  Variableu  .»■,  so  kann  mau 
stets  ein  solches  Intervall  ./  bestimmen,  dass  eine  gewisse  ab- 

geleitete (ileichung  f^'''[x]  =  t>  im  Intervall  von  .1  Itis  .1  -|-  .7 
keine  Wurzel  halben  kann;  der  diesem  Intervall  eigeiithümliche 

Index  /  ist  dann  sicher  Null.  Die  vorgelegte  Gleichung  />  =  0 
ist  nach  unserer  Annahme  bestimmt,  d.  h.  der  Ausdruck  fr 
bestimmt  den  Werth  der  Function  fx  für  jeden  Werth  der 

N'ariablen  ./  viillig.  entweder  ergieltt  er  diesen  Werth  exact 
durch  eine  endliehe  Anzahl  von  ( »peratiouen,  oder  er  ergiebt 
angenäherte  Werthe,  die  so  wenig  wie  man  will  diflVriren, 

dies  letztere  tritt  zum  Beispiel  ein.  wenn  fx  durch  eine  cttn- 

vergente  Keihe  gegeben  ist.  Würde  der  Ausdruck  /'.jl  nicht für  jeden  Werth  der  Variablen  den  Functionswerth  bestimmen. 

so  könnte  man  sich  die  .Vufgal»e  die  (ileichung  /*(j-)  =  0  auf- zuhisen  nicht  stellen.      64    Wie  au.b  die  Natur  des  Ausdruckes 
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f{x)  sein  möge,  immer  kann  man  mit  dessen  Hülfe  erkennen, 
ob  für  irgend  einen  Werth  A  der  Variablen  .r  der  Fimctions- 

werth  /"(;/■)  grösser  oder  kleiner  als  eine  vorgegebene  Zalil  B 
ist.  Der  Ausdrnck  /"(;/)  ergiebt  auf  diese  Art  den  Fuuctions- 
werth  f{A]  entweder  exact  oder  durch  eine  convergente  Reihe 
oder  durch  einen  anderen  Process,  welcher  für  diese  Reihe 
tritt  und  vermöge  dessen  man  die  Grenzen  für  den  Werth  von 

f[A)  unbegrenzt  näher  bringen  kann.  Ebenso  verhält  es  sich 
mit  jeder  abgeleiteten  Function  von  beliebiger  Ordnung;  denn, 
da  die  Hauptfunction  völlig  bestimmt  ist,  so  ist  die  Fluxion 
irgend  welcher  Ordnung  auch  bestimmt.  Hieraus  folgt  dann 
streng,  dass,  wenn  man  mit  Ä  irgend  einen  vorgegebenen  Werth 
der  Variablen  .r  bezeichnet,  man  immer  ein  solches  Intervall  J 

bestimmen  kann,  dass  für  eine  Derivirte  irgend  welcher  C)rd- 

nung  /"('■'(,«)  die  Gleichung  f^^'^x)  =  0  in  dem  Intervall  von 
A  bis  A-\-  /i  keine  Wurzel  haben  kann,  d.  h.  dass  alle  W^erthe 
von  /"^'^(i»")  in  diesem  Intervalle  dasselbe  Vorzeichen  haben. 
Wie  auch  der  Ausdruck  für  /"(;r)  beschauen  sei,  hat  er  zum  Bei- 

spiel die  Form  einer  Reihe,  so  setzt  die  Convergenz  der  Reihe 
eine  Bedingung  der  Ungleichheit,  welche  folglich  in  der  ganzen 
Ausdehnung  eines  gewissen  Intervalls  besteht,  voraus.  In 
diesem  Intervalle  kennt  man  zwei  verschiedene  Functionen, 

welche  als  Grenzen  für  den  Werth  von  /"^^^(^r)  dienen,  und 
man  kann  den  Zuwachs  J  so  bestimmen,  dass  beide  Grenzen 

für  f^''^{-r)  im  Intervall  von  ^4  bis  ̂ i  +  .^  Resultate  von  dem- 
selben Vorzeichen  ergeben.  Hieraus  schliesst  man,  dass  keine 

Wurzel  der  Gleichung  /"^'')  (x)  =  0  zwischen  A  und  A  -\-  J 
gesucht  werden  darf;  in  diesem  Intervall  ist  der  Index  i 
sicher  Null. 

Mittelst  des  ersten  Satzes  bestimmt  man  dann  den  Werth 

des  Index,  Avelcher  für  dasselbe  Intervall  der  Hauptgleichung 

entspricht.  Obgleich  die  vorgelegte  Function  f{x)  nicht  alge- 
braisch ist,  so  gelingt  es  trotzdem,  die  Anzahl  der  Wurzeln 

der  Gleichung  f{x)  =  0,  die  man  in  dem  fraglichen  Intervalle 
suchen  muss,  zu  erkennen ;  auf  jedes  der  folgenden  Intervalle 
lässt  sich  derselbe  Process  anwenden.  Mau  findet  daher  die 

Intervalle,  in  denen  die  Wurzeln  zu  suchen  sind,  und  bestimmt 
mit  Hülfe  der  in  den  ersten  lUichern  ansei nandergosetzten 
Regeln  die  Natur  und  die  Grenzen  der  Wurzeln. 

[65]  Im  fünften  Buche  haben  wir  verschiedene  Beispiele, 
welche  diese  AnAvendung  der  Principien  der  algebraischen 

Analysis  aufzuklären  geeignet  sind,    angegeben.     Die  Anwen- 
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(limg  hfiulit  :iiif  (k'm  allgoujeiueii  licgriö'  der  Zficheiiwoolis»'! 

iiiul  Zc'u'bentnlfreu :  es  hit'sse  t'ineii  bedeutenden  Theil  der 
algebraischen  Kunst  al)sehneiden,  wollte  uiau  diese  Hejrrifle 
nicht  in  die  Theorie  der  transcendenten  Functionen  einführen. 

XVI.  3.  Wenn  eine  transcendente  oder  algebraische  Kuu<- 

tion  (p[.r  vorgelegt  ist  und  man  alle  reellen  oder  imaginären 

Werthe  des  ./■.  nämlicli  a,  fJ,   ;'.  d,   .  .  .,  welche  die   Function 

(/(./•)  annnlliren,   abziililt  und  das  l'roduct   il  —     j.    ('  —    ,)• 

1  —      j,    •■•    aller  einfachen    Factoren ,   welche   den    Wurzeln 

der  (Jleichung  (j  ./]  =  0  entsprechen,  mit  /'./)  bezeichnet,  »o 
wird  dieses  l'roduct  von  r^(./]  verschieden  sein  können.  I)ie 

P^inction  (f[j-\  kann,  anstatt  /'(.']  ä(inivalent  zu  sein,  das  l'ro- 
duct eines  ersten  Factors  /(.')  in  einen  zweiten  F[x)  werden. 

Dies  wird  eintreten  können,  wenn  der  zweite  Factor  P^{x)  für 
jeden  reellen  oder  imaginären  Werth,  den  man  dem  ./■  giebt, 
niclit  aufhört,  eine  endliche  Grösse  zu  sein  oder  wenn  dieser 
z^\eite  Factor  nur  durch  die  Substitution  von  Werthen  des  r, 

die  den  ersten  Factor  /' ,/)  unendlich  gross  machen.  Null  wird. 
Umgekehrt  hat  die  Gleichung  F(x)  =  0  Wurzeln  und  wird 

durch  Jene  der  Factor  f[j-]  nicht  unendlich  gross,  so  ist  das 
l'roduct  aller  Factoren  ersten  Grades,  welche  den  Wurzeln  von 

Y  j.r,  =  0  entsprechen,  sicher  mit  dieser  Function  (f  [J']  ilqui- 
valent*). 

*  1.  Existirte  ein  Factor  F  x.  welcher  tür  keinen  reellen  oder 

imaginären  Werth  des  .<•  Null  werden  könnte,  wäre  zum  Beispiel 
/•'.(•  eine  Constante  .1  und  fr  =  sin  r,  so  würden  alle  Wurzeln 
von  A  sin  .<•  =  (I  dieselben  wie  die  von  pin  .c  =- 0  sein:  da»  Pro- 
duct  aller  einfachen  Factoren,  welche  den  Wurzeln  von  .1  sin  .c  =  0 
entsiireclien.  würde  nnr  sin  x  und  nicht  .1  sin  ./  ergeben.  Ebeuso 

würde  es  sein,  wenn  der  Factor  /■'.(  keine  Constante  war»'  und  ein 
Factor  Fx  e.\istiren  könnte,  welcher  für  jeden  reellen  oder  imagi- 

nären Werth.  den  man  dem  x  ertbeilt.  nicht  autliören  würde,  einen 
entllieheu  Werth  zu  liaben ;  dann  würden  alle  Wurzeln  der  Glei- 

chung sin  .(•  •/•'.!•=:( >  auch  diejenigen  von  sin  .r  =  (1  sein;  denn 
das  l'roduct  sin  ./•  Fx  könnte  man  nur.  wenn  man  sin  x  zu  Null 
macht,  annuliiren.  Daher  würde  das  l'roduct  aller  Factoren.  die  den 
Wurzeln  von  f/^.r^d  entsprechen,  »in./  und  nicht  sin  x  Fx  cffreben 
Man  sieht  also,  in  diesem  Falle  wäre  es  möglich,  dass  das  Product 
aller  einf.iclien  Factoren  nicht  (f  x  ergiebt. 

2.  Hat  die  Gleichung  /'j- =  0  Wurzeln,  die  reell  oder  iuiaginiir 
sein  können.  —  dies  schliesst  den  Fall,  in  dem  Fx  eine  Gonstanie 
oder  ein  Factor  mit  stets  endlichem  Werthe  ist.    ans  —  und  wird 
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[66]  4.  Ist  eine  algebraische  oder  transcendente  Gleichung 

(p  [t]  =  0,  welche  aus  eiuer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl 
von  reellen  oder  imaginären  Factoren: 

(-f)'(-J)>(-7)'('-^)'-- 
gebildet  ist,  gegeben,  so  findet  man  die  Anzahl  der  imaginären 
Wurzeln,  die  Grenzen  der  reellen  Wurzeln  und  die  Werthe 
dieser  Wurzeln  durch  die  in  den  ersten  Büchern  auseinander- 

gesetzte Methode  der  Auflösung,  welche  sowohl  für  den  Fall, 

dass  die  fortgesetzte  Difl'erentiation  f/  (■')  ̂ uf  einen  constanteu 
Factor  zurückführt,  als  auch  in  dem  Falle,  dass  die  DiÜ'e- 
rentiation  unbegrenzt  fortgeführt  werden  kann,  genau  dieselbe 

ist.  Die  Gleichung  f^a'  =  0  hat  geuau  ebenso  viele  imaginäre 
Wurzeln  als  es  reelle  Werthe  des  ./;  giebt,  die,  in  eine  zwischen- 
liegeude  abgeleitete  Function  eingesetzt,  für  diese  Function 
ISluU  und  für  die  voraufgehende  und  die  folgende  abgeleitete 

Function  zwei  Resultate  desselben  Vorzeichens  ergeben.  Ge- 
lingt es  also  zu  beweisen,  dass  kein  reeller  Werth  des  x  exi- 

stirt,  der  eine  abgeleitete  zwischenliegende  Function  zum  Ver- 
schwinden bringt  und  der  voraufgehenden  und  folgenden  Func- 

tion dasselbe  Vorzeichen  giebt,  so  hat  die  vorgelegte  Gleichung 
sicher  keine  imaginäre  Wurzel.  Prüft  mau  zum  Beispiel  den 
Ursprung  der  tiauscendenteu  Gleichung:  [67] 

fl  )  0  =  1  —  —  -I   -   -   i   -   "\ 

die  Function  fx  durch   die  Wurzeln   von  Fx  unendlich,    so   wird 

das  Froduct /".r  .Z'\r   -r  und  kann  einen  von  cpx  sehr  verschiedenen 
Werth  haben.  Ergeben  aber  die  Wurzeln  von  Fx  =  0  für  fx  einen 
endlichen  Werth.  so  würde  das  Product  />  •  Fx,  wenn  Fx  =  0  ist. 
Null  werden.  Nun  würde  die  vollständige  Abzälihing  der  Wurzeln 

der  Gleichung  if  x  =  0.  oder  fx  ■  Fx  =  0  die  Wurzeln  von  i^'.r  =  0 umfassen.  Durch  fx  haben  wir  aber  das  Product  aller  einfachen 
Factoren,  welche  den  Wurzeln  von  (f  x  =  0  entspreclien,  dargestellt: 
daher  würde  es  gegen  die  Annahme  sein,  zuzulassen,  dass  es  auch 
einen  anderen  derartigen  Factor  Fx ,  dessen  Wurzeln  auch  Factoren 
von  (f X  sind,  giebt.  Dies  würde  voraussetzen,  dass  man  keine 
vollständige  Abzahlung  der  Wurzeln  der  Gleichung  f/>.r  =  0  vor- 

genommen hatte,  denn  man  hat  das  Product  der  einfachen  Factoren. 
welche  den  Wurzeln  dieser  Gleiclning  entsprechen,  allein  durch  fx 
ansaredrückt. 
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So  li.ibeu  wir  l)e\vie.seii.  dass  sie  aus  dem  Producta  eiiit-r  iin- 
endlicheu  Anzahl  von  Factoren  besteht.  Hetraehten  wir  eine 

gewisse  recurrente  Relation,  welche  zwischen  den  Coeflicienten 
der  abgeleiteten  Functionen  verschiedener  Ordnungen  besteht, 
so  erkennt  man  die  Inmöglichkeit,  dass  ein  reeller,  in  drei 

uutViuanderfolgende  abgeleitete  Functionen  eingesetzter  Werth 

von  ./•  die  zwisclienliegende  Fuuction  annuUire  und  für  die 
voraufgeheude  und  folgende  Function  zwei  Kesultate  desselben 

Vorzeichens  ergebe.  Hieraus  schliesst  man  mit  Sicht-rheit. 
dass  die  (jleichung  (1)  keine  imaginären  Wurzeln   haben  kann. 

Die  im  ersten  Buche  angegel)ene  Regel,  durch  M-elche  man 
leicht  erkennt,  ob  die  zwei  Wurzeln,  welclie  man  in  einem 

Intervall  suchen  muss,  reell  sind  oder  in  diesem  Inter\  .all  ver- 
loren gehen,  lässt  sich  direct  auf  jede  algebr.aische  oder  traiis- 

sceiidente  Gleichung,  die  so  aus  einer  endlichen  oder  unend- 
lichen Anzahl  reeller  oder  imaginiirer  Factoren  gebildet  ist. 

anwenden.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den  in  den  erstell 

Büchern  gegebenen  Theoremen  betreHs  der  linearen  Annäht- - 
ruug;  bei  diesen  bestimmten  wir  zwei  (irenzen,  von  denen 
die  eine  stets  grösser,  die  andere  stets  kleiner  als  die  Wurzel 
war,  um  hierdurch  die  lineare  Annäherung  zu  regeln.  l)as 
Maass  der  Convergenz  ist  von  dersell)en  Ordnung,  wie  wenn 
die  Gleichung  alge!)raiscli  wäre.  Wie  auch  immer  die  Natur 
der  algebraischen  oder  transcendenteu  Function  ist,  so  wächst 
die  Anzahl  der  exacten  Ziflern,  die  man  bei  jeder  Operation 
bestimmt,  nach  demselben  Gesetz:  der  Charakter  der  linearen 

Annälierung  ist  nicht  den  algel)raischen  Functionen  allein 

eigenthümlicli".  er  ist  durch  die  Art  der  successiven  Substitu- 
tionen  bestimmt  und  gebort   allen   Functionen   au. 

Bei  dieser  Analyse  des  tVmften  Buches  haben  wir  soeben 
die  Sätze,  welche  dazu  dienen,  die  .Methode  der  Anflösung 
der  bestimmten  (ileichungen  zu  \  eraligeuieinern,  angegeben. 

Wollte  man  diese  Methode  auf  die  algeliraischen  Funetiom-n 
beschränken,  so  würde  man  sich  nur  eine  sehr  unvollständige 
Idee  l)ildeu.  Ks  ist  klar,  dass  sie  auf  alle  Arten  \  on  Func- 

tionen passt.  Oie  \ersfhiedenen  Beispiel«',  auf  welehe  wir 
diese  rrincipieii  .angewanilt  lialicu.  machen  diesen  Sehluss  noeh 
klarer.    1681 

XVll.  her  Gegenstand  des  sechsten  Buches  ist  die  l>Mr- 
hgung  der  Beziehungen  der  reeurreuten  Reihen  zur  Theorie 
der  (ileichungen.  Oiese  Beziehungen  sind  viel  ausgedehnter, 
als   man   liisher  d.u-hte.     Wir  eikaunti'U.   dass  sie  .die  Wurzeln. 
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sowohl  die  reellen  wie  die  inuiginäreii ,  umfasseu ,  uud  dasji 
man  mit  dieser  Methode  alle  Coeffieienten  aller  Factoren  irgend 

welchen  Grades  bestimmen  kann.  Den  ersten  Gedanken,  wel- 
cher zu  diesem  Gebrauch  der  recurreuten  Reihen  geführt  hat, 

kann  man  in  Nnctoit^ii  Werken  finden,  aber  Daniel  BnnoxIU 
muss  immer  als  hauptsächlichster  Erfinder  betrachtet  werden. 

Wir  erinnern  zunächst  an  die  Eigenschaft,  welche  als  Funda- 
ment für  diese  Methode  dient.  In  den  als  recurrent  bezeich- 

neten Reihen  folgt  jedes  Glied  aus  den  voranfgehenden  ver- 
möge einer  constauteu  und  sehr  einfachen  Relation.  Um  all- 

gemein ein  Glied  einer  recurrenten  Reihe  zu  bilden,  bezeichnet 
man  eine  gewisse  Anzahl  ihm  unmittelbar  voraufgehender  Glieder 

und  multiplicirt  diese  Glieder  mit  Constanten  Zahlen,  die  posi- 
tiv oder  negativ  sind;  addirt  man  die  Producte,  so  ist  die 

Summe  das  gesuchte  Glied.  Die  Reihe  ist  von  der  Ordnung  ni, 
wenn  man  zur  Bildung  eines  Gliedes  die  m  ihm  unmittelbar 
voranfgehenden  Glieder  nimmt.  Die  Reihe  der  ni  constanten 
Zahlen  nennt  man  die  Scala  der  Reihe.  Um  eine  Reihe  dieser 

Ordnung  zu  bilden,  genügt  es,  die  ersten  «^Glieder  der  Reihe 

und  die  Beziehungsscala  zu  kennen.  Ofl'enbar  kann  man 
dann  alle  folgenden  Glieder  ableiten  und  die  Reilie  fortgesetzt 
verlängern.  Setzt  man  diese  Definitionen  als  bekannt  voraus, 

so  besteht  die  Regel  yon  Daniel  BernoidU  in  Folgendem^''): 
Es  sei  eine  algebraische  Gleichung: 

.jn  _^  ̂ ^^m-x  _|_  j^j.m-^  _^  ̂ .^m-z  _^  .  .  .  _|_  y^.  _^  /^  ̂   o , 

in  welcher  die  Coeffieienten  a,  />,  r,  ...  ^,  //  bekannte  Zahlen 
sind,  vorgelegt.  Man  schreibt  eine  Anzahl  m  von  willkürlicli 

genommenen  Werthen  als  die  m  ersten  Glieder  einer  recur- 
renten Reihe  hin  ;  zum  Beispiel  kann  man  voraussetzen,  dass 

diese  ersten  Glieder  alle  der  Einheit  gleich  sind.  Als  Be- 
ziehungsscala der  Reihe  wird  man  die  Coeffieienten  —  a,  —  />, 

—  e,  ...  — g,  — /i  der  Gleichung  nehmen  und  die  Reihe 
immer  weiter  fortsetzen,  indem  man  jedes  neue  Glied  vermöge 
der  ihm  unmittelbar  voraufgehenden  »«Glieder  l>erechuet.  [69] 
Man  wird  so  eine  recurrente  Reihe,  deren  erste  wi Glieder 
willkürlich  sind,  bilden;  diese  wird  aber  im  ganzen  übrigen 

Verlauf  eine  mit  der  vorgelegten  (Ueichung  nothwendige  Be- 
ziehung aufweisen. 

Dividirt  nirin  dann  jedes  Glied  der  recurrenten  Reihe  durcli 

das  ihm  voraufgehende,  so  bildet  man  eine  Reihe  von  i,»uo- 
tienten;  der  Autor  der  Regel  beweist  dann,  dass  diese  Reihe 
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vdii  (^Miotienten  uiolir  und  nu-lir  nach  eiucr  Wurzel  der  (jlci- 
iliimg  convergirt.  Jeder  (^(uotit'ut  ist  ein  N.-ilit'iwngswt'itli  dieser 
Wurzel,  und  diese  Wertlie  werden  ininit-r  exaeter.  Sie  dillV- 
riren  nur  noch  in  den  letzten  neciiualziflVrn:  ao  gelangt  uian 
allein  durch  elementare  Rechnungsoperationen  dazu,  die  Wurzel 
so  genau,  wie  man  es  wünschen  kann,  zu  erkenncrn. 

Euler  hat  die  soeben  ausgesprochene  Kegel  im  hetail  ent- 
wickelt; sie  ist  der  (legenstand  des  17.  Capitels  der  Intro- 

ductio  in  analysim  intinitoruni.  Die  so  durch  die  recurrente 

Kt'ilie  liestinimte  Wurzel  ist  die  gnisste  von  allen,  d.  ii.  sie 
«■nthält,  wenn  man  vom  Vorzeichen  al)sieht,  am  meisten  Kin- 
iiciten. 

Man  denke  sich  Jede  der  Wurzeln  ins  (.Quadrat  erliolten 
und  die  Quadrate  nach  Ordnung  der  Grösse  angeordnet;  man 
wird  so  die  Ordnung  der  Wurzeln  von  der  griissten  his  zur 
kleinsten  bezeichnen.  Hat  die  (Ueichung  imaginäre  Wurzeln. 
so  hestininit  man  die  Ordnung,  nach  welcher  die  Wurzeln  ge- 

ordnet werden  müssen,  auf  folgende  Weise.  Man  denke  je 

zwei  der  conjugirt  imaginären  Wurzeln  mit  einander  multipli- 

eirt;  das  immer  reelle  l'roduct  ist  es,  welches,  mit  dem  (Quadrat 
jeder  reellen  Wurzel  verglichen,  den  Platz  .-ingiebt,  Avelchen 
das  Paar  der  zwei  conjugirt  imaginären  Wurzeln  in  der  Ileihe 
der   Wurzeln  einnehmen   muss. 

Die  recurrente  Reihe  lässt  dir  erste  Wurzel,  wenn  sie 
reell  ist,  erkennen ;  ebenso  die  kleinste  Wurzel,  wenn  sie  reell 

ist.  Sind  die  imaginären  Wurzeln  der  grössten  Wurzel  unter- 

geordnet, d.  h.  ist  das  Product  zweier  conjugirter  Wui-zeln 
kleiner  als  das  Quadrat  der  ersten  Wurzel,  so  bestimmt  mau 
diese  erste  Wurzel  durch  den  soeben  auseinander  gesetzten  Pro- 
cess ;  sie  ist  dann  noch  die  (Jreuze,  welcher  sich  die  conver- 
geiite  Reihe  der  continuirlichen  «^»uotieiiten  beständig  nähert. 
70  Nimmt  aber  ein  Paar  imaginärer  Wurzeln  den  ersten 
Platz  ein,  so  ergieltt  die  recurrente  Reihe  kein  Resultat.  Hildet 
man  den  Quotienten  aus  jedem  (Jliede  durch  d:us  vorautgehende, 
.so  ist  die  Reihe  dieser  continuirlichen  (Quotienten  nicht  mehr 
convergent;  sie  ergiebt  vage  und  ungleiche  Werthe,  die  sich  keiner 
bestimmten   (irenze   näiieru. 

In  den  Noten  zu  dem  Trait«-  tle  la  resolution  des  »'«(ua- 
tions  numeriiiues  erinnert  Linfniiiif  .m  die  von  D'inol  HtviimiUi 
gefundene  Regel  untl  die  Hemerkungeii  von  Kiilo,  welche  ili«» 
.Vusnahmestellung  der  imaginären  Wiirzeln  betreffen.  Per  Ver- 

fasser   dieses  Werkes    fügt    hinzu,    d.iss    m.in    durch  denselben 

Ostwald's  Kl&sjiler.     1?".  Ö 
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Process,  wie  der  Erfinder  ilm  vorge.solilageii  hat,  irgend  eine 
Wurzel  l)estimmeu  kann,  wenn  man  im  voraus  die  Grenzen, 
welche  diese  Wurzel  von  allen  anderen  trennen,  kennt;  ferner 
zeigt  er,  dass  die  Art  der  Operation  analog  der  Regel  der 

Neiütoit'' sehen  Annäherung  ist.  Da  diese  Anwendung  aljer  eine 
sichere  Methode  zur  Bestimmung  der  Grenzen  der  Wurzeln 

erfordern  würde,  so  ))etrachtet  er  diese  Verwendung  der  recur- 
renten  Reihen  mit  Recht  als  sehr  unvollständig,  sowohl  weil 
die  Regel  im  Falle  der  imaginären  Wurzeln  im  Stiche  lässt, 
als  auch  weil  die  vorherige  Bestimmung  der  Grenzen  für  Jede 
Wurzel  nttthig  ist. 

XVIII.  Die  soeben  auseinandergesetzten  Einzelheiten  lassen 

auf  eine  positive  Art  die  Katur  der  Frage,  welche  zu  behan- 
deln war,  und  ihren  gegenwärtigen  Znstand  erkennen.  Die 

ausserordentliche  Einfachheit  dieser  Methode  und  die  Nützlich- 
keit ihrer  AnAvendungen,  welche  Euler  in  volles  Licht  gestellt 

hat,  haben  mich  veranlasst,  mit  Sorgfalt  zu  prüfen,  ob  man 

sie  nicht  auf  alle  Wurzeln,  sowohl  die  reellen  wie  die  imagi- 
nären, ausdehnen  könnte,  und  welche  allgemeinsten  Beziehungen 

zwischen  recurrenten  Reihen  und  der  Theorie  der  Gleichungen 

existiren.  Diese  Analyse  bot  folgende  Fragen,  die  ich  sämmt- 
lich  löste,   dar. 

Erstens :  welches  ist  das  exacte  Maass  der  Convergenz  der 
Annäherung  ? 

Zweitens :  kann  man  einen  analogen  Process  nnwenden, 
um  die  zweite,  dritte  und  allgemein  alle  reellen  Wurzeln  der 
vorgelegten  Gleichung  zu  finden,  ohne  dabei  auf  irgend  eine 
andere  Methode  zur  Bestimmung  der  Grenzen  dieser  Wurzeln 
zurückzugehen  ? 

[71]  Drittens:  kann  man,  wenn  die  gesuchten  Wurzeln 
imaginär  sind,  auch  noch  die  recurrenten  Reihen  anwenden, 
und  wie  leitet  man  dann  immer  bessere  Näherungswerthe  für 
den  reellen  und  den  imaginären  Theil  jeder  Wurzel  licr? 

Jetzt  will  ich  die  Lösung  der  drei  voraufgehenden  Fragen 
angeben;  diese  Auseinandersetzung  wird,  um  den  Gegenstand 
und  die  Resultate  des  sechsten  Buches  klar  erkennen  zu  lassen, 

genügen. 
Wendet  man  die  Reihe  von  BcnvntUi  auf  eine  Gleichung 

mit  reeller  erster  Wurzel  an,  so  convergirt  die  Reihe  der  Quo- 
tienten nach  dem  Wcrthc  der  Wurzel,  und  die  schliesslichen 

Abweichungen  der  Annäherungen  nehmen  wie  die  Glieder  einer 

geometrischen  Reihe,  bei  welcher   der  Quotient  zweiei-  aufein- 
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aiKlcrtblgeiuU'r  Glieder  ein  Diiidi  ist.  ab.  Dieser  Hnich  ist, 

wie  mau  hei  der  er.sten  Priit'iiujr  erkennt,  das  Verhältniss  zwi- sclien  der  zweiten  und  ersten  Wurzel.  Haben  die  erste  und 

zweite  Wurzel  versebiedene  Vorzeieben,  —  diese  Bediaffiinj;: 
kann  man  immer  leicht  herbeifiibreu  — ,  so  sind  die  Näherun|ä:s- 
wertbe  al)wecbselnd  zu  gross  und  zu  klein.  Die  zwei  auf- 
eiuandertolgeudeu  Wertben  gemeinsamen  ZilVern  gebtiren  notb- 
wendig  der  gesucliten  Wurzel  an.  Diese  Kigensobaft  findet 

sieb   niebt  bei   den  Xcictoii'' achvn   Auuiiberungen. 
Die  sebr  benierkenswertbeu  Anwendungen,  vvelcbe  Eulrr 

von  der  Methode  der  reourrenteu  lieiben  gemaebt  bat.  be- 
weisen, dass  sie  in  einer  grossen  Zahl  von  Fällen  uützlieb 

ist:  aber  der  Weg  der  Berechnung  erseheint  uns  im  allgf- 
meinen  niebt  schnell  genug.  Daher  betrachten  wir  die  Eigen- 

schaften der  recurreuteu  Keihen  niebt  von  diesem  tiesichts- 

pnnkte.  Das  Hauptmerkmal,  welches  wir  im  Auge  liaben  und 
das  diese  Methtide  von  allen  anderen  unterscheidet,  ist,  dass 
sie  keine  vorherige  Kenntniss  erfordert;  ferner  geht  aus 
imseren  rntersuchnngen  hervor,  dass  derselbe  Process  sowohl 
die  reellen  als  auch  die  imaginären  Theile  aller  Wurzeln 
bestimmt.  Dieser  Satz  erscheint  in  gewisser  Heziehung  in 
dem  Werke  von  Ihmirl  limioitUi,  und  l»esonders  in  dem  von 

Kiikr  angekündigt:  er  erforderte  aber  die  vollständige  Lösung 

der  zweiten  und  dritten  Frage.  Dieselbe  besteht  in  Folgen- 
dem: 

Denken  wir,  dass  man  die  ursi»rUngliche  recurrente  Keibe. 
die  sofort  aus  den  C(»efticienteu  der  vorgelegten  (Jleifhuug 

hervorgeht,  und  deren  erste  (Jli»'tler  willkürlich  genommen  sind, 

liildet.    [72     liezei<-linen   wir  die  nach  der  Ordnung  der  Grösse 
angeordneten  Wurzeln   der  (Ueichung    mit   n.   t,   ii,   r,  x   , 
.1,  B^  (\  I>.  K.  ....  seien  die  (Jlieder  der  recurrenten  lleihe. 
Ist  die  Wurzel,  welche  den  ersten  Kang  einnimmt,  reell,  so 
nähert  man  sich  ihr  mehr  und  mehr  und  fortgesetzt,  wenn 

man  jedes  (Jlied  durch  das  voraufgebende  dividirt:  hierin  be- 
>tflit  die  schon  bekannte  llegrl;  so  findet  man  aber  nur  die 
erste  Wurzel.  Tm  die  folgenden  Wurzeln  zu  bestimmen,  wird 
mau  vier  aufeinanderfolgende  (Jlieder  .1,  Ii,  (\  I>  nehmen, 
dann  bilde  mau  das  IModuct  .1/'  der  zwei  äusscrsten  iJlieder 

und  sul)trahire  davon  das  Troduet  />'  ̂*  der  zwei  mittleren  CJlieder; 
den  Kest  AP — HC  schreibe  man  unter  die  erste  Keilie,  ebenso 
Operire  man  Itezüglicb  Je  vier  anderer  aufeinanderfolgender 
(Jlieder   i?,    (\    l>,    E;    <\    l>,    K,    F.    u.  s.  w.      Auf   diese   Art 
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gewinnt  mau  eine  zweite,  aiisi  der  ersten  hergeleitete  Reihe 

«,  ß,  y.  d,  e,  .  .  .  .  Wir  werden  nun  beweisen,  dass  1.  die 
zweite    Reihe   recurrent   ist,    2.    die    fortgesetzten    Quotienten 

—-,    -^,    — ,  •  •  •  •    haben    die   Summe   s -{- t  der  zwei   ersten 
ß      ß      7 
Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  als  Grenze'*);  da  die  erste 
der  Wurzeln  durch  eine  voraufgeheude  Operation  bekannt  ist, 
so   kennt  man    mithin  den  Werth  t  der  zweiten  Wurzel. 

Wählt  man  au  der  Stelle  von  vier  aufeinanderfolgenden 
Gliedern  der  ersten  Reihe  nur  drei  aufeinanderfolgende  Glieder 

A^  B,  C,  und  subtrahirt  von  dem  Producte  A-G  der  äussersten 

das  Quadrat  B'^  des  mittleren  Gliedes,  wobei  man  alle  Reste 
unter  die  ursprüngliche  Reihe  schreibt,  so  bildet  man  eine 
zweite  Reihe;  man  beweist  dann:  1.  diese  zweite  Reihe  ist 
recurrent;  2.  die  Reihe  der  aufeinanderfolgenden  Quotienten, 
welche  diese  Reihe  ergiebt,  convergirt  und  hat  das  Product 
s-t  der  zwei  ersten  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  zur 
Grenze. 

Aehnlich  würde  man  die  drei  ersten  Wurzeln  s,  t,  u  der 

Gleichung  bestimmen.  Zu  dem  Zwecke  würde  man  die  ur- 
sprüngliche Reihe  bilden  und  durch  die  Regeln,  welche  wir 

angaben,  drei  andere  reciirrente  Reihen  herleiten.  Die  erste 
würde  durch  die  convergente  Reihe  ihrer  Quotienten  die  Summe 

sArt-\-ii  der  drei  ersten  Wurzeln  kennen  lehren;  die  zweite 
würde  die  Summe  st  -\-  su  -^r  i  u  der  Producte  je  zweier,  die 
dritte  Reihe  das  Product  stu  bestimmen. 

[73]  Ebenso  verhält  es  sich  mit  allen  anderen  Wurzeln 
der  vorgelegten  Gleichung,  man  würde  sie,  in  welcher  Zahl 
sie  auch  immer  vorhanden  wären,  der  Reihe  nach  bestimmen. 
Um  allgemein  der  Ordnung  nach  alle  Wurzeln  zu  bestimmen, 
bildet .  man  zuerst  die  Reihe  der  fortlaufenden  Quotienten, 
deren  Grenze  der  Werth  von  s  ist.  Dann  leitet  man  aus  der 

ersten  recurrenten  Reihe  diejenigen  her,  welche  geeignet  sind, 

die  Summe  s  -\-  t^  dann  die  Summe  .'^  +  i^  +  v/,  dann  die  Summe 
der  vier  ersten  Wurzeln,   n.  s.  av.   kennen  zu  lehren. 

Es  bleibt  uns  noch  übrig,  auch  die  Lösung  der  dritten 
Frage  bezüglich  der  imaginären  Wurzeln  anzugeben.  Nach 
dem  soeben  Gesagten  kann  mau: 

1.  die  recurrente  Reihe,  aus  der  mau  die  Näherungswerthe 
der  ersten  Wurzel  herleitet, 

2.  eine  zweite  Reihe  von  Quotienten,  weldie  den  Werth 
des  Productes  st  ergiebt. 



Die  Auflösung  der  bestimmten  Clleichnngeu.  f)9 

';).    eine  dritto   Kt-ihc,   wclclir   das   l'rodiict   v  .  / . //   der  drei 
erst(!n  Wur/elii   rrgiidd. 
u.  s.  w.    bilden. 

Ist  die  erste  Wurztd  iiii:io:iii;ir,  il.  h.  Übertrifft  das  l'rodui-t 
von  zwei  conjii;j;irt  imaginären  Wurzeln  das  Quadrat  jeder 
reellen  Wurzel,  so  ergiebt  die  erste  Reihe  kein  Resultat;  die 
Reihe  der  fortlaufenden  Quotienten  wird,  wie  dies  sehon  Eulrr 

bemerkt  hat,  divergent  und  vag  sein.  Wir  zeigen  nun,  dass 
in  diesem  Falle  die  zweite  Reihe  der  Quotienten  ronvergent 
ist  und  dass  die  Reihe  dieser  fortlaufenden  (Quotienten  das 

reelle   l'roduct  .s-/  der  zwei  imaginären  Wurzeln   wird. 
Ist  die  dritte  Wurzel   n  reell,  so  ist  die  dritte  Reihe  der 

Quotienten  couvergent. 
Wäre  die  dritte  Wurzel  ii  imaginär,  so  würde  das  (Jegentheil 

stattfinden:  in  diesem  Falle  würde  aber  die  vierte  Reihe  der 

Quotienten,  welche  x  .  f .  u  .  r  entspricht,  nothwendig  con- 
vergent  sein. 

Dieselben  Sätze  lassen  sieh  auf  die  nach  den  vorstehenden 

Regeln  zur  Hestiramung  der  Suuiuien  .<f  -|-  /,  ̂"  +  ̂  -j-  »  u.  s.  w. 
gebildeten  Reihen  anwenden.  Legt  man  allgemein  diese  Regeln 
stets  zur  Berechnung  der  aufeinanderfolgenden  (Jrössen  .v,  .v  /, 

.<?•/•?/,  u.  s.  w.  oder  s -\- t^  s-\-t-\-n,  u.  s.  w.  zu  (»runde,  so 
kann  es  nicht  zweimal  hinterein.auder  vorkommen,  dass  die 

Reihe  der  (^uolienten  divergent  ist.  :74|  Zwei  .lufeinauder- 
folgende  Reihen  kiumen  alle  beide  convergente  Reihen  ergeben, 
aber  sie  können  nicht  alle  beide  divergent  sein;  für  eine  von 
beiden  hat  die  Reihe  der  (Quotienten  eine  feste  Grenze,  welche 
der  gesuchte  Werth  ist. 

Aus  diesen  Uesultatcn  geht  ln'rvor,  dass  zur  Kenntniss 
der  Wurzeln  der  vorgelegten  (tleichiing  es  für  alle  Fälle  g«'- 
nügt,  die  IJeilieu,  welche  sich  auf  die  successiven  Rroducte 
tind  auf  die  successiven  Summen  der  Wurzeln  beziehen,  zu 

bilden.  Man  wird  s«»  immer  besser  angenäherte  Wertlie  für 
alle  reellen  Wurzeln  erlangen  und,  was  hemerkenswerth  ist, 
für  jede  imaginäre  Wurzel  den  reellen  Thell  dieser  Wurzel 
und  den  Coefticienten  des  imaginären  Theiles  kennen.  Dies 

ist  der  weitgehendste  (Jeltrauch,  den  man  von  d«'r  Methode 
der  reciirrenten  Reihen  machen  kann.  Diese  lleihen  haben 

also  in  der  That  sehr  allgemeine  Kigensehaften  für  die  Theorie 
der  algebraischen  ( Jleichungen  :  das  Studium  dieser  Re/.iehungen 
i.st  <ler  eigentliche  (tegenstand  unseres  sechsten  Ruehes. 

XIX.     Man    weiss    schon     lange,     dass    i-ine    alecliraische. 
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unveränderliche  Function  aller  Wurzeln  einer  Gleichung,  d.  h. 

ein  Ausdruck,  in  dem  diese  sämmtlich  auf  dieselbe  Art  auf- 
treten, vermöge  der  Coefticienten  der  Gleichung  durch  eine 

Gleichung  ersten  Grades  gegeben  wird.  Dieser  bemerkens- 
werthe  Satz  hat  seinen  ersten  Ursprung  in  den  Theoremen 

von  Fran;^  Vieta-'),  einem  der  ersten  Begründer  der  Theorie 
der  Gleichungen.  Albert  GiranP^)  hat  aus  den  Theoremen 

F«eto's  den  Ausdruck  für  die  Summe  der  ganzen  Potenzen 
der  Wurzeln  hergeleitet.  Man  findet  dann  diese  Formeln  in 

den  Werken  von  Newtoii^^).  Die  neuen,  soeben  ausgesprochenen 
Theoreme  lassen  erkennen,  dass  die  Functionen,  welche  nur 
eine  gewisse  Anzahl  von  Wurzeln  enthalten,  Eigenschaften 
anderer  Art,  die  nicht  weniger  allgemein  sind,  haben.  So 
ist  bei  einer  Gleichung  von  höherem  als  drittem  Grade  die 
Summe  der  drei  Wurzeln  nicht  mehr  durch  eine  Gleichung 
ersten  Grades,  sondern  durch  eine  Grenze,  der  man  immer 
näher  kommt,  gegeben.  Diese  Grenze  ist  der  fortlaufende 
Quotient  zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  einer  Reihe, 
Avelche  sehr  leicht  zu  bilden  ist.  Es  giebt  keinen  Factor,  der 
ans  irgendwelcher  Anzahl  der  Reihe  nach  geordneter  einfacher 

Factoren  der  vorgelegten  Gleichung  hervorgeht,  dessen  sämmt- 
liche  Coefficienten  man  nicht  so  bestimmen  kann.  [75]  Die 
Prüfung  dieser  allgemeinen  Eigenschaften  lässt  uns  die  Natur 

der  Irrationalzahlen,  welche  durch  die  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichungen  ausgedrückt  sind,  besser  erkennen. 

Diese  Wurzeln  sind  Grenzen  gewisser  Reihen,  Avelche  nach 
einem  sehr  einfachen  Gesetze  aus  den  Coefficienten  der  vor- 

gelegten Gleichung  hervorgehen.  Dieser  auf  dem  (iebrauche 
der  recurrenten  Reihen  begründete  Process  ist  hauptsächlich 
deswegen  bemerkenswerth,  weil  er  zu  einer  anderen  Methode 

für  die  Unterscheidung  der  Wurzeln  und  ihrer  Grenzen  Ver- 
anlassung giebt  und  sich  auf  die  Aufsuchung  der  Coefficienten 

der  imaginären  Wurzeln  anwenden  lässt.  Uebrigens  glauben 
wir  nicht,  dass  man  auf  diesem  Wege  schnell  genug  zur 
Kenntniss  der  Wurzeln  gelangt.  Die  von  Euhr  gebrachten 

Beispiele  sind  scharfsinnig  gewählt,  aber  diese  Art  der  An- 
näherung erfordert  im  allgemeinen  zuviel  Rechnung.  Wir  be- 

trachten daher  diese  Frage  nur  in  theoretischer  Beziehung. 

Die  angegebenen  Eigenschaften  sind  unvergleichlich  viel  all- 
gemeiner als  die  von  den  Erfindern  und  den  Autoren,  welche 

seither  dieselbe  Frage  behandelten,  gekannten;  sie  sind  be- 
sonders   für    die   Theorie    von   Interesse.     Der  Zweck    dieser 
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Untersuchinig  war,  eines   ilcr    hauptsächliebsten  Elemente   der 
algebraischen  Aualysis  zu  vervollständigen. 

XX ■-■^).  Im  siebenten  und  letzten  Buche  werden  die  Trinii- 
pieu  der  Theorie  der  Ungleichheiten  auseinandergesetzt.  Dieser 

Theil  unseres  Werkes  betritlt  eine  neue  Art  von  Fragt-n, 
welche  in  der  Geometrie,  der  algebraischen  Analysis,  der 
Mechanik  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  verschiedene 

Anwendungen  darbieten.  Wir  werden  den  liauptcharakter 

dieser  Untersuchungen  augeben  und  einige  Beispielf,  die  ge- 
eignet sind,   den  Gegenstand  keuju-n  zu  lehren,  vorführen. 

Eine  Frage  ist  im  allgemeinen  be.stimnit.  wenn  die  Anzahl 
der  (Ueichungen,  die  alle  vorgelegten  Bedingungen  ausdrücken, 
gleich  der  Anzahl  der  Unbekannten  ist.  In  der  Theorie,  um 
die  es  sich  handelt,  sind  diese  Bedingungen  nicht  durrh 
(Ueichungen  ausgedrückt;  d.  h.  anstatt  eine  gewisse  Funetion 

der  Unbekannten  gleich  einer  ('(instanten  oder  Null  zu  setzen, 
giebt  man  vermöge  der  Zeichen  ^  oder  <^  an,  dass  diese 

Function  grösser  oder  kleiner  als  dir  Constaiitt-  ist.  Dies 
stellt  eine   Ungleichheit  dar. 

[761  Man  nimmt  zum  Beispiel  au,  dass  vier  Unbestimmte 

einer  gewissen  Anzahl  Ungleichheiten  ersten  Grades  unter- 
worfen sein  sollen  und  dass  man  alle  möglichen  Werthe  dieser 

Unbekannten  linden  muss.  Die  Anzahl  der  Ungleichheiten 

könnte  kleiner,  oder  gleich,  oder  selbst  viel  gi-össer  als  die 
der  Unliekaunteu  sein,  im  allgemeinen  ist  dies  unbestimmt. 
Es  handelt  sich  darum,  alle  Werthe  der  vier  Unbekannten, 

welche,  in  alle  vorgelegten  Bedingungen  eingesetzt,  ihnen  gleich- 
zeitig genügen,  zu  finden;  dabei  können  diese  Bedingungen 

allein  in  gewissen  Ungleiehheiten  bestehen  oder  auch(;leichungeu 

umfassen.  Eine  Frage  dieser  Art  lässt  eine  unendliche  Menge 

von  Lösungen  zu;  sie  ist  unbestimmt;  man  muss  eine  all- 
gemeine Hegel  gel)en,  welche  dazu  dient,  leicht  alle  möglichen 

Lösungen  zu  finden.  Es  ist  klar,  «lass  Frobleme  dieser  Art 

sich  häufig  bei  den  Anwendungen  mathematischer  Theorien 
darbieten  können. 

In  mehreren  Fällen  kann  man  tlurch  besondere  Bemer- 

kungen, welche  der  zu  lösenden  Frsige  eigenthümlich  sind, 

zur  Auflösung  gelangen;  ist  alier  die  Zahl  <ler  Bedingungen 

gross,  beziehen  sich  dieselben  auf  drei  oder  mehr  als  drei 

Variable,  so  wird  die  Beihe  der  Ueberlegungen  derartig  ciunpli- 

cirt,  dass  es  fast  immer  selbst  dem  geübtesten  (Jeiste  unmög- 
lich sein    würde,    sie    ganz   zu    umfassen.     Man    müsstc    dann 
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nach  der  Natur  der  Frage  zu  verschiedenartigen  Betrachtungen 
seine  Zuflucht  nehmen,  wie  dies  auch  bezüglich  mehrerer  ein- 

facher Probleme,  die  man  ohne  Hülfe  der  Analysis  löst,  statt 
hat.  Daher  Avar  es  nötig,  die  Berechnung  bei  Bedingungen 
der  Ungleichheit  auf  einen  allgemeinen  und  gleichmässigen 
Process  zurückzuführen.  Durch  eine  regelmässige  und  con- 
stante  Combination  der  Zeichen  ergänzt  man  so  die  schwierig- 

sten und  ausgedehntesten  Ueberlegungen ;  dies  ist  das  Eigen- 
thümliche  algebraischer  Methoden.  An  erster  Stelle  führen 
wir  ein  sehr  einfaches  Beispiel  für  diese  Art  von  Fragen  an. 

Wir  nehmen  an,  dass  ein  ebenes,  horizontales  Dreieck 
durch  drei  verticale,  in  den  Scheiteln  der  Winkel  befestigte 
Stützen  getragen  wird.  Die  Kraft  jeder  Stütze  Avird  durch  1 
angegeben  und  ausgedrückt,  d.  h.  Avürde  man  auf  diese  Stütze 
ein  GcAvicht,  das  leichter  als  die  Einheit  ist,  legen,  so  würde 
dieses  Gewicht  getragen  Averden,  die  Stütze  würde  aber  sofort 
brechen,  wenn  das  Gewicht  die  Einheit  überschritte.  [77]  Man 
nimmt  an,  man  stellt  ein  gegebenes  Gewicht,  zum  Beispiel  2, 
derartig  auf  den  dreieckigen  Tisch,  dass  keine  der  Stützen 
gebrochen  Avird.  Wäre  das  gegebene  (JcAvicht  3,  so  Avürde 
die  Frage  völlig  bestimmt  sein ;  Avenn  es  kleiner  als  3  ist, 
so  ist  sie  unbestimmt.  Wir  sehen  die  Coordinaten  des  Punktes, 
in  den  man  das  vorgegebene  Gewicht  stellen  soll,  als  zwei 
Unbekannte  an,  die  auf  die  Stützen  ausgeübten  Druckkräfte  als 
drei  Aveitere  Unbekannte ;  um  die  Ptechnung  zu  vereinfachen, 

nehmen  wir  an,  dass  das  Dreieck  rechtAA'inklig  gleichschenklig 
ist;  die  Frage  enthält  dann,  Avie  man  sieht,  neben  fünf  un- 

bekannten Grössen  eine  bekannte,  nämlich  das  vorgegebene 
Gewicht.  Die  Principien  der  Statik  ergeben  sofort  drei 

Gleichungen;  zu  ihnen  kommen  für  jeden  Scheitel  zwei  Un- 
gleichheiten, welche  ausdrücken,  dass  der  Druck  positiv  und 

kleiner  als  1  ist  oder  besser  nicht  die  Einheit  übersclireiten 

kann.  Es  ist  klar,  dass  hierdurch  alle  Bedingungen  der  Frage 
ausgedrückt  sein  Averden:  es  handelt  sich  nur  nocji  um  die 
AuAvendung  der  allgemeinen  Regeln  für  die  Berechnung  der 
linearen  Ungleichheiten;  durch  diese  Avird  mau  alle  möglichen 
Werthe  der  unbekannten  Coordinaten  herleiten  und  so  alle 

Punkte  des  Dreiecks,  in  welche  das  GeAvicht  gestellt  werden 
kann,  bestimmen. 

Bildet  mau  diese  Lösung,  so  findet  man,  dass  die  Punkte, 
um  die  es  sich  handelt,  sich  im  Innern  der  Tafel  bclinden 
und,  falls  das  gegebene  Gewicht  zAvischen  1  und  2  liegt,  ein 
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Sechseck  Itildcn.  Diese  Fijriir  wird  «las  Dreit-ck  selbst,  wenn 
das  (iewiclit  kleiner  als  die  Einlnit  ist:  es  ist  ein  kleineres 

Dreieck,  wenn  das  (iewicht  zwisrlitn  J  und  8  liegt;  es  reducirt 
sich  auf  einen  einzigen  Punkt,  wenn  das  (iewicht  gleich  3 
ist:  ilberschreitet  es  endlieh  iJ.  so  existirt  die  Figur  nicht 

mehr:  denn  die  Linien,  welche  die  I'igur  bilden  solb-n,  hi"Sr»*n 
auf,   sich  zu  treffen. 

Es  ni(>,sre  nun  die  Construetion.  welehe  zum  Zii-Iini  der 
Linien  dient,  folgen.  Bczeiehnet  man  die  Seite  des  gleieh- 
schenklig  rechtwinkligen  Dreiecks  mit  1,  so  theile  man  <lie 
Einheit  durch  das  gegebene  (Jewicht,  um  dessen  Hinaufstellung 

es  sich  handelt,  und  trage  die  durch  den  Quotienten  ge- 
messene Länge:  1.  auf  jeder  Seite  des  recliten  Winkels  von 

dem  Scheitel  dieses  Winkels  aus  al»,  dies  ergiel)!  zwei  Punkte, 
1  und  2,  2.  von  dem  Scheitel  des  spitzen  Winkels  aus  auf 
«iner  der  Seiten  des  rechten  Winkels,  dies  ergiebt  einen 
dritten  Punkt  3.  3.  auf  der  anderen  Seite  des  rechten  Winkels 

von  dem  Seheitel  des  si)itzen  Winkels  aus,  dies  ergielit  einen 
vierten  Punkt  4.  [78]  Man  errichte  dann  im  Punkt  1  auf 
der  Seite,  auf  der  dieser  Punkt  liegt,  eine  Senkreehtc.  und 

eltenso  im  Punkte  2  .auf  der  and»'ren  Seite  eine  Seukreehte, 
endlich  ziehe  man  eine  dritte  (Jerade  durch  die  Punkte  3  und  4. 

Diese  drei  so  gezogenen  Linien  bestimmen  auf  der  •  »ber- 
tläche  des  Dreiecks  den  Kaum,  wohin  das  gegebene  (iewiclit 
gelegt  werden  kann,  ohne  dass  eine  der  Stützen  brieht. 

Man  konnte  eine  so  einfache  Frage  leicht  ohne  Rechnung 
lösen :  ist  alter  die  Zahl  der  Stützen  gnisser  als  drei,  ist  ilire 

Kraft  ungleieli,  trägt  die  horizontale  l'nterlage  schon  in  ge- 
wissen Punkten  gegebene  Massen,  oder  soll  man  nicht  ein 

einziges,  sondern  mehrere  (iewichte  hinstellen.  >o  kann  mau 

sich  nicht  davon  befreien,  auf  die  liigleichheitsrechnung  zu- 
rückzugehen. Der  Vortheil  dieses  Kechnungsvcrfahrens  besteht 

darin,  d.iss  es  in  allen  Fällen  genügt,  die  Hedingnngen  der 

l'r.ige  :iuszu<lrücken.  dies  ist  leieht:  dann  sind  nur  diese  Aus- 
drücke mittelst  allgemeiner  Pegeln,  di»-  immer  diesell)en  sind, 

zu  combiniren.  Mau  bildet  .-luf  diese  Weise  die  Löaung, 
zu  der  m:in  sonst  nur  durch  eine  Keihe  sehr  complicirter 
rei)erlegungen  gelangen  könnte. 

Die  Fragen  dieser  Art  sind  alle  nnbestinmit.  denn  sie 

lassen  eine  unendliche  Menge  Lösungen  zu;  aber  sie  nnter- 
seheiden  sich  unter  einander  bezüglich  der  Ausilehnuuff.  Itei 
den     einen     schränken     die     geforderten     Bedingungen     diese 
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Ausdelinung  sehr  ein;  bei  anderen  ist  die  Abzahlung  aller 

möglichen  Lösungen  weniger  beschränkt.  Bei  gewissen  Unter- 
suchungen ist  es  nothAvendig,  die  Fragen  in  dieser  Richtung 

zu  betrachten. 

Eine  aufmerksame  Prüfung  lehrt,  dass  die  jeder  Frage 
eigenthlimliche  Ausdehnung  eine  Grösse  ist,  die  man  stets  in 

Zahlen  abschätzen  kann:  hierin  ist  die  Theorie,  deren  Prin- 
cipien  wir  auseinandersetzen,  mit  der  Wahrscheinlichkeitslehre 
verknüpft,  und  es  giebt  thatsächlich  verschiedene  Probleme, 
die  von  dieser  letzteren  Wissenschaft  abhängen  und  sich  durch 

die  Ungleichheitsrechnung  lösen  lassen.  Man  kann  die  Aus- 
dehnung oder  Capacität  einer  Frage  nicht  anders  messen,  als 

indem  man  bei  der  Abzahlung  alle  möglichen  Lösungen  um- 
fasst,  so  dass  man  hier  von  der  Integralrechnung  Gebrauch 
machen  muss;  thatsächlich  ist  die  Zahl,  welche  die  Ausdehnung 

irgend  einer  Frage  misst,  immer  durch  ein  bestimmtes  mehr- 
faches Integral  mit  gegebenen  Grenzen  ausgedrückt.  [79]  Die 

Ausführung  der  successiven  Integrationen  ist,  wie  auch  immer 
ihre  Zahl  sei,  stets  möglich  und  sehr  leicht;  schreibt  man  die 
Grenzen  der  Integrale  und  verwendet  dabei  die  Bezeichnung, 
Avelche  ich  in  der  analytischen  Wärmetheorie  vorgeschlagen 

habe ^9),  so  ist  die  Grösse,  welche  man  bestimmen  will,  in  all- 
gemeinster und  einfachster  Form  ausgedrückt. 

Es  ist  klar,  dass  die  vorgelegten  Bedingungen  auch  der- 
artig sein  k()nnten,  dass  die  Frage  keine  mögliche  Lösung 

zuliesse.  In  diesem  Falle  entwickelt  die  Rechnung  den  Wider- 
spruch gegen  die  Bedingungen  und  zeigt  die  Unmöglichkeit, 

sie  zu  erfüllen.  Der  Gegenstand  der  Methode  ist  also,  die 
Möglichkeit  der  Lösung  für  die  Frage  zu  erkennen,  in  diesem 
Falle  alle  zulässigen  Lösungen  zu  finden,  endlich  die  der 
Frage  eigenthlimliche  Ausdehnung  durch  eine  Zahl  zu  messen. 

Oft  kommt  es  auch  bei  dieser  Art  von  Untersuchungen 

vor,  dass  der  Hauptgegenstand  die  Auffindung  der  Grenzen 
der  Lösungen  ist;  dann  ist  die  Frage  nicht  unbestimmt;  ebenso 
verhält  es  sich  mit  der  Messung  der  Ausdehnung ;  diese  Fragen 
hängen  von  derselben  Analyse  ab. 

Wir  haben  als  ein  erstes  Beispiel  eine  Frage  der  Statik, 

die  man  durch  den  C'alcül  der  Ungleichheiten  löst,  angegeben. 
Es  möge  eine  zweite  Frage  derselben  Art.  welche  sich  von 
der  ersten  darin  unterscheidet,  dass  die  Unbekannte  eine  Grenze 
ist  und  daher  einen  einzigen  Wertli  hat,  folgen. 

Man  nimmt  an.   dass  eine  ebene  und  horizontale  OberHäclie 
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von  (jiiudra tischer  (Jestalt  durcli  vier  verticale  Stützen,  die  iu 

den  Scheiti'Iii  der  Winkt-l  hofcstigt  sind,  gctraffcn  wird;  jede 
dieser  Stützen  kann  ein  Gewicht,  das  kleiner  als  die  Kinhcit 
ist,  ertragen;  aber  sie  würde  sofort  brechen,  wenn  sie  mit 
einem  Gewicht,  das  grösser  als  die  Einheit  ist,  belastet  würde. 
Man  bezeichnet  irgend  einen  Punkt  auf  der  horizontalen  Unter- 

lage und  fragt,  welches  das  grösste  (Jewicht  ist,  das  man  iu 
diesen  Punkt  stellen  kann,  ohne  irgend  eine  Stütze  dadurch 

zu  zerbrechen.  Dieses  gnisste  (It-wicht  oder  die  Kraft  dt-r 
Fnterlage  an  diesem  Orte  hängt  augenscheinlicli  von  der  Lage 
des  Punktes  ab.  Zur  harstellung  des  gnissteu  (iewichtes,  das 
diesem  (»rte  entspricht,  errichte  man  eine  verticale  Ordinate; 
diese  bestimmt  für  Jeden  Punkt  der  horizontalen  Unterlage  dieses 
grösste  Gewicht;  80 i  es  handelt  sich  dann  darum,  tue  krunjme 

()bert1äclie,  welche  durch  alle  äussersten  Enden  dt-r  Ordinatfu 
hindurchgeht,  zu  bestinuiieii. 

Diese  Untersuchung  gehurt  der  analytischen  Theorir  di-r 
Elasticität  an;  man  müsste  die  Stützen  als  zusammendrückltar 

l)etrachten  und  so  durch  die  liechnung  die  Acniierungen,  welrhe 
die  elastische  Ebene  in  allen  ihren  Theilen  erleidet,  ausdrücken. 

Wie  complicirt  auch  diese  Frage  erscheint,  so  kann  sie  doch 
gelöst  werden ;  denn  die  Methoden,  welche  zur  Integration  der 
Diflerentialgleichungen,  die  der  Wärmethenrie  eigenthümlich 

sind,  dienen,  haben  der  Aualy.-^is  eine  neue  Ausdehnung  ge- 
geben, welche  die  Wirkungen  der  Elastieitiit  der  Kechunng  zu 

unterwerfen  gestattet.  Wir  betrachten  hier  aber  die  Frage 
unter  einem  andern  (Gesichtspunkte.  Man  nimmt  an,  dass  die 

elastische  Tafel  die  dem  Gleichgewichte  passende  Figur  er- 
halten hat  und  dann  \  idlig  .starr  wird :  dies  kann  das  bf- 

.stehende  Gleichgewicht  nicht  stören.  Dann  miisseu,  ganz  gleieh. 
oll  daltei  die  Tafel  biegsam,  wie  es  alle  Kiirper  thatsachlirh 
sind,  oder  nach  Voraussetzung  starr  ist.  die  für  das  (ileieh- 

gewicht  nöthigen  Bedingungen  erfüllt  sein.  Diese  letzten  Be- 
dingungen will  man  durch  die  Theorie  der  Ungleichheiten 

ausdrücken;  zu  deren  Bildung  hatte  man  bisher  keine  physi- 
kalische   IlyjHithese. 

Mriii  stellt  sich  die  .\ufgabe,  die  Natur  und  die  Dimensionen 

der  Ol)ertläclie  aufzutindeti,  deren  ('nordinaten  das  grösste  Ge- 
wicht ausdrücken,  welches  die  Tafel  an  jedem  gegebenen  « »rte 

ertragen  kann.  Die  aus  unserer  Kechnuug  hergeleitete  Losung 
beweist,  dass  die  übertlilche,  um  welche  es  sich  handelt. 
keinem  continuirlicheii   Gesetze  unterworfen    ist,    sie  wird   von 
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mehreren  hyperbolischen,  getrennt  gelegenen  Flächen  gebildet. 
Die  Frage  wird  durch  die  folgende  Constriiction  gelöst.  Man 
theile  dnrcli  die  zwei  Diagonalen  und  zwei  transversale  Gerade, 
von  denen  eine  jede  die  Mitte  einer  Seite  mit  der  Mitte  der 
gegenüberliegenden  Seite  verbindet,  das  Quadrat  in  acht  gleiche 
Theile.  Jeder  dieser  acht  Theile  ist  ein  rechtwinkliges  Dreieck, 
das  man  in  zwei  Segmente  theilt,  von  denen  das  eine  doppelt 
soviel  Oberfläche  als  das  andere  hat.  Diese  Theilung  wird 
durch  eine  von  dem  rechten  Winkel  des  Dreiecks  zu  einem 

der  Winkel  des  Quadrats  gezogene  Gerade  ausgeführt.  Als 
Basis  eines  jeden  dieser  Segmente  betrachte  man  diejenige 
der  drei  Seiten,  welche  einer  Quadratseite  parallel  ist.  [81] 
Um  das  grösste  Gewicht,  das  in  einen  gegebenen  Punkt  des 
grösseren  Segments  gestellt  werden  kann,  zu  finden,  muss 
man  durch  diesen  Punkt  zu  der  Basis  des  Segments  eine 
Parallele  ziehen,  bis  dieselbe  diejenige  der  zwei  Diagonalen, 

von  welcher  der  Punkt  am  entferntesten  ist,  trift't,  und  dann 
auf  dieser  Parallelen  die  zwischen  dem  Schnittpunkte  und 
dem  gegebenen  Punkte  liegende  Länge  messen.  Die  durch 
diese  Länge  dividirte  Einheit  ist  der  gesuchte  Werth  für  das 
grösste  Gewicht.  Liegt  dieser  gegebene  Punkt  in  dem  kleineren 
Segment,  so  muss  man  durch  diesen  Punkt  eine  Parallele  zur 
Basis  des  Segments  ziehen,  bis  sie  diejenige  der  Quadratseiten 
trifft,  welche  von  dem  Punkt  am  entferntesten  ist,  und  den 
Theil  dieser  Parallelen,  welcher  zwischen  dem  Schnittpunkte 
und  dem  gegebenen  Punkte  liegt,  abmessen.  Die  durch  die 
Hälfte  der  abgemessenen  Länge  dividirte  Einheit  drückt  den 
gesuchten  Werth  für  das  grösste  Gewicht  aus.  Wendet  man 
für  jeden  der  16  Theile  des  Quadrats  die  eine  oder  die  andere 
Regel  an,  so  findet  man  das  grösste  Gewicht,  welches  in  jeden 
Punkt  der  rechteckigen  Tafel  gestellt  werden  kann. 

Man  ersieht,  dass  der  Werth  der  verticalen  Ordinate,  welche 
das  grösste  GcAvicht  misst,  nicht  einem  continuirlichen  Gesetze 
unterworfen  ist.  Dieses  Gesetz  ändert  sich  plötzlich,  weun 
man  von  dem  grossen  zum  kleinen  Segmente  übergeht.  Man 
würde  diese  Lösung  leicht  ohne  Kechuung  finden  können,  wir 
hatten  sie  schon  lange  Zeit  bemerkt.  Wenn  die  Figur  der 
Ebene  aber  eine  andere  ist,  wenn  die  Anzahl  der  Stützen 
grösser  als  vier  wird,  wenn  die  Tafel  schon  in  gewissen 
Punkten  gegebene  Massen  trägt,  so  muss  man  nothwendig  zu 
Regeln,  welche  zur  Combination  der  Ungleichheiten  dienen, 
seine  Zuflucht  nehmen. 
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XXI.  Bei  den  in  diesem  siebeuten  Hache  behandelten  An- 

wendungen ist,  wie  bei  den  zwei  voraufgehenden,  der  Haupt- 

zweck, die  Natur  dieser  neuen  (iattung  von  l'rultlemen  nml 
die  allgemeine  Form  des  Keehnungsvcrfalirens  kennen  zu  lehren. 
Andere  Proldenie  betreuen  allgemeine  Kragen,  deren  Lösung 
für  den  Fortschritt  der  analytischen  Theorien  nothwendig  ist. 
Die  eine  bezieht  sich  auf  den  (iebrauch  der  r»edingungs- 

gleichungen:  diese  Frage  ist  für  die  Bildung  d»-r  astrono- 
mischen Tafeln  wichtig.  Es  handelt  sich,  solche  Wertlu'  der 

Unbekannten  zu  linden,  dass  dtr  grösste  Fehler,  abgesehen 
vom  Vorzeichen,  möglichst  klein  wird,  oder  dass  der  mittlere 

Fehler,  d.  h.  die  Summe  der  Fehler,  abgesehen  vom  Vor- 
zeichen, dividirt  durch  ihre  Zahl,  möglichst  klein  werde. 

82]  Eine  zweite  Anwendung  ist  diejenige,  welch«-  wir  im 
vierten  Buche  gegeben  hal)en:  ihr  (Jegenstand  ist  ilie  Bildung 

der  successiven  (Jlieder  des  Werthes  jeder  der  l'nl»«'kannti'n. 
welche  gegebenen  Buehstabengleichungt-n  genilgen  sollen.  Wir 
zeigen,  dass  die  Auflösung  dieser  Gleichungen  von  der  Theorie 
der  linearen  Ungleichheiten  abhängt. 

Wie  auch  immer  die  Zahl  der  Unbekannten  ist,  so  genügt 

es,  die  der  Frage  eigenthiunlichen  Bedingungen  auszutlrückeu 

und  die  allgemeinen  Kegein  dieses  Calcills  auf  die  hinge- 
schriebenen Ungleichlitittii  anzuwenden.  .Man  ergänzt  so 

durch  einen  algorithmischen  l'roce>s  sehr  complii-irte  Ueber- 
legungen;  diese  müsste  man  sonst  nach  der  Natur  der  Frage 

abändern  und,  wenn  die  Zahl  der  l  ubekaunten  drei  über- 
schritte, so  würde  es  so  zu  sagen  unmöglich  sein,  sie  zu  bil- 

den. Dennoch  kann  mau  nicht  immer  vermeiden,  dass  die 

Anzalil  der  Operationen  sehr  gross  wird,  aber  man  redurirt 

ihre  Zahl  bedeutend,  indem  man  die  Kigensehaften  der  ex- 
tremen Functionen  lietnichtet.  So  nennen  wir  diejenigen 

Functionen,  welche  entweder  grösser  »»der  kleiner  al;i  alle 
anderen  sind. 

Wir  geben  Jetzt  das  Frincip  der  Aufl.isuug  für  eine  der 

merkwürdigsten  Fragen;  diese  bezieht  sich  auf  die  Beobach- 
tungsfehler. 

Man  betrachtet  lineare  Functionen  mehrerer  Unbekannter 

j-, //.  '.,  U.S.W.  Die  numerischen  Uoefticienten,  welche  in  den 

Functionen  auftreten,  sind  gegebene  (htissen.  Wäre  die  .\n- 

zahl  der  Functionen  nicht  grösser  als  diejenige  der  Unbe- 

kannten, 30  könnte  man  (Wr  j;  //,  i,  u.  s.  w.  ein  System  numi- 

risclier  Werthe  derartig  finden,  dass  die  gleichzeitige  Substitution 
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dieser  Werthe  in  die  Functionen  für  jede  ein  Resultat  Null 
ergäbe,  üeberschreitet  aber  die  Zahl  der  Functionen  diejenige 
der  Unbekannten,  so  kann  man  im  allgemeinen  diese  Bedingung 
niclit  erfüllen.  Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  man  j;,  //,  ;:,  .  .  . 
numerische  Werthe  X,  F,  Z,  .  .  .  beilegt,  diese  in  eine  Function 

einsetzt  und  den  positiven  oder  negativen  Werth  des  Substi- 
tutionsresultats berechnet.  Man  betrachtet  das  positive  oder 

negative,  von  Null  verschiedene  Resultat  als  einen  Fehler  oder 

eine  Abweichung;  '83 1  sieht  man  vom  Vorzeichen  ab,  so  nimmt 
man  die  Zahl  der  positiven  oder  negativen  Einheiten,  welche 
das  Resultat  ausdrückt,  als  Maass  des  Fehlers. 

Dies  vorausgesetzt,  muss  man  x,  //,  x, . . .  solche  Werthe  X,  1',  Z, 
geben,  dass  die  grösste  Abweichung,  die  aus  der  Substitution  in  die 
verschiedenen  vorgelegten  Functionen  hervorgeht,  kleiner  wird  als 
die  grösste  Abweichung,  die  man  bei  der  Substitution  eines  jeden 
anderen  von  X,  Y,  Z,  .  .  .  verschiedenen  Systems  von  Werthen 
in  die  Functionen  finden  würde.  Man  könnte  auch  ein  System 
AT,  Y,  Z,  . .  .  von  derartigen  gleichzeitigen  Werthen  für  x^y^x,^  .  . . 
suchen,  dass  die  Summe  der  Fehler,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
kleiner  ist  als  die  Summe  der  Fehler,  die  aus  der  Substitution 
eines  jeden  von  X,  F,  Z,  .  .  .  verschiedenen  Systems  hervorgeht. 

Die  folgende  Construction  stellt  die  Methode,  welche  be- 
folgt werden  muss,  um  ohne  unnöthige  Rechnung  die  Grössen 

AT,  F,  Z,  .  .  . ,  welche  bei  der  grössten  Abweichung  den  klein- 
sten Werth  ergeben,  zu  finden,  klar  dar.  Diese  von  uns 

schon  lange  gegebene  Construction  ist  der  Hauptpunkt  der 
Frage;  sie  allein  löst  alle  Schwierigkeiten.  Nicht  allein  macht 
sie  die  Lösung  klar  und  fixirt  sie  im  Gedächtniss,  sondern  sie 
dient  auch  zur  Entdeckung  derselben;  obgleich  sie  dem  Fall 
zweier  Variablen  x  und  >/  eigenthümlich  ist,  so  genügt  sie, 
nm  den  allgemeinen  Process  kennen  zu  lehren.  Die  Anzahl 

der  vorgelegten  Functionen  wird  übrigens  als  beliebig  voraus- 
gesetzt. X  und  7  seien  in  der  Horizontalebene  die  Coordi- 

naten  eines  Punktes.  Die  Verticalordhiate  messe  den  Werth 

der  linearen  Function.  Jeder  Function  entspricht  eine  Ebene. 

Der  Abstand  •.  eines  Punktes  der  Ebene  von  der  Horizontal- 
ebene ist  in  X  und  y/  ausgedrückt.  Bei  jeder  linearen  Func- 

tion ändere  man  die  Vorzeichen  von  x  und  //,  dies  verdoppelt 

die  Anzahl  der  vorgelegten  Functionen  und  folglich  die  An- 
zahl der  betrachteten  Ebenen.  Man  stelle  sich  alle  Ebenen 

gezeichnet  vor  und  schenke  nur  den  Theilen  der  Ebenen,  die 
oberhalb    der    Ilorizontalebene    liegen,    seine    Aufmerksamkeit. 
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Diese  obeitii  'rinilc  der  gef^elii-neii  Kbeiu-ii  sind  iiiilM-scIiräiikt 
fortgesetzt.  Man  iiiiiss  liaujitsäelilieli  liiinerkeii,  dass  das  S\  8tiMii 
niler  dieser  El>eiieii  eine  Vase,  die  ihnen  als(irenze  oder  Kn- 

veloppe  dient,  einseldii'sst.  Die  Figur  dieser  äussersten  Vasf 
ist  die  eines  Polyeders,  das  seinen  eonvexen  Tlieil  narh  der 
Ilorizontalebene  riehtet.  [84  Der  tiefste  Punkt  «ler  Vase  oder 

des  Polyeders  bat  die  Wertln-  A'.  )'.  /.  welelie  der  (;egen.stand 
der  Frage  sind,  zu  Coordinateii :  d.  b.  7.  ist  der  kb-inst«-  ujtig- 

liclie  Wertli  für  die  grösste  Aliw ciclning.  und  A'  und  )'  sind 
geeignete  Wertbe  von  x  und  //.  um  dieses  Mininiiiin,  altge- 

sehen vom  Vorzeiehen.  zu  ergeben. 
Um  den  tiefsten  Punkt  der  Vase  sehneil  zu  erreieluMi,  or- 

riehte  man  in  irgend  einem  Punkte  der  Ilorizontalebene.  z.  \\. 
im  Coordinatennrsprung  der  x  und  //,  eine  \ertieale  Ordinate 
bis  zum  Schnitt  mit  der  luiehsten  Ebene,  d.  h.  unter  allen 

Selinittpuiikten,  die  man  auf  dieser  Vertieallinie  findet,  wühl«- 
man  denjenigen,  der  am  entferntesten  von  der  Ebene  der  x 
und  //  ist.  Sei  w,  dieser  Sehnittpiinkt ,  so  kennt  man  die 
Ebene,  auf  der  er  liegt.  Man  geht  auf  dieser  Ebene  von 
dem  Punkte  />/,  weiter  hinunter  bis  zu  einem  Punkte  m, 
einer  Kante  des  Polyeders:  verfolgt  man  diese  Kante,  so 
geht  man  von  neuem  vom  Punkte  )ii ^  Ins  zu  einem  Scheitel 
?//,.  der  drei  äussersten  El»enen  gemeinsam  ist.  Von  dem 
Punkte  »?.,  geht  man  entlang  einer  zweiten  Kante  bis  zu  einem 
Scheitel  ?», ;  man  setzt  die  Anwendung  dieses  Proeesses  fort, 
indem  man  dabei  immer  derjenigen  der  zwei  Kanten  folgt, 
die  zu  einem  weniger  hohen  Scheitel  führt.  So  gelangt  m.an 
zu  dem  niedrigsten  Punkte  des  Pcdyeders.  Diese  Operation 

stellt  die  IJeihe  der  nunierisehen  Operationen,  welche  die  ana- 
lytische Pegel  \orschreibt.  genau  dar.  Sie  macht  den  Weg 

der  Methode,  welche  darin  besteht,  snccessiv  von  einer  ex- 
tremen Function  zu  einer  anderen  überzugehen,  indem  man 

den  Werth  der  grossten  Abweichung  mehr  und  mehr  ver- 
mindert, sehr  klar. 

Der  Calcül  der  rngleichheiten  lehrt,  dass  derselbe  Proress 

für  eine  l»eliel»ige  .\nzald  rnitekannter  passt :  denn  die  ex- 
tremen FuncticMien  haben  in  allen  Fällen  Eigenschaften,  welolie 

denen  der  Flächen  des  Polyeders,  welches  .-»Is  (Jrenze  für  tue 
geneigten  Ebenen  dient,  analog  sind.  Allgemein  bleiben  die 
Eigensch.iften  der  Flächen,  Kanten.  Scheitel  und  (Jrenzen  aller 
Ordnungen,  ebenso  auch  bei  der  allgemeinen  Anal>  sc,  wie  gross 
auch   die   Anzahl   der  rnbek.innt»n   sei.   Iiesteheii 
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XXII.  Die  dargelegten  Fragen  stellen  unsere  Untersuchnngen 
insgesammt  dar.  [85  Diese  Anseinandersetzung  war  nöthig, 
damit  man  sich  eine  allgemeine  Idee  der  Theorie  der  Glei- 

chungen bilden  und  ein  exactes  Urtheil  über  die  schon  be- 
kannten Methoden  fällen  kann.  Man  sieht,  der  klarste  Be- 

griff, welcher  alle  Untersuchungen  zu  leiten  am  geeignetsten 
war,  ist  auch  der  einfachste;  ihn  hatte  Viefa  schon  bei  Beginn 

der  modernen  Analysis  vorgeschlagen.  Er  dachte,  die  Auf- 
lösung der  algebraischen  Gleichungen  muss  von  einer  allge- 
meinen Methode  atahängen,  die  er  exegetisch  nannte,  und  die 

darin  besteht,  gleichzeitig  alle  Coefticienten  der  vorgelegten 

Gleichungen  zu  betrachten,  um  hieraus  durch  successive  Ope- 
rationen alle  Theile  jeder  Wurzel  herzuleiten.  Vieta  hat  nicht 

die  allgemeine  Methode,  deren  Aufsuchung  er  vorschlug,  ge- 
bildet ;  er  hat  sie  nur  bemerkt  und  ihren  Charakter  durch  ver- 

schiedene Beispiele  angegeben ;  man  konnte  sie  nicht  ohne  ge- 
wisse Elemente  der  Differentialrechnung  linden.  Die  Richtig- 

keit dieser  allgemeinen  Anschauung  ist  Xewfon  nicht  entgangen; 
er  hat  sie  selbst,  indem  er  einen  ersten  Theil  der  exegetischen 
Methode  gab,  welche  die  ersten  Glieder  der  Reihen  kennen 
lehrt,  bestätigt.  Aber  er  hat  nicht  das  Mittel  entdeckt,  die 
imaginären  Wurzeln  der  numerischen  Gleichungen  zu  erkennen 
und  zwei  Grenzen  für  Jede  reelle  Wurzel  zu  finden.  Heute 
kann  man  alle  Schwierigkeiten,  welche  diese  Untersuchungen 

darboten,  heben  und  die  Unvollkommenheiten  der  ersten  Ver- 
suche ergänzen ;  das  ist  der  in  diesem  Werke  verfolgte  Zweck. 

Es  enthält  die  Auseinandersetzung  einer  Methode,  welche  zur 
leichten  Bestimmung  der  Wurzeln  aller  Gleichungen  dient. 

Jetzt  kann  man  sich  eine  vollständige  Idee  von  dem  Gegen- 
stand und  den  Resultaten  unserer  Untersuchungen  bilden.  Die 

Hauptpunkte  sind:  erstens  der  Beweis  des  allgemeinen  Theo- 
rems ,  welches  die  Anzahl  der  Wurzeln  erkennen  lässt ,  die 

man  in  einem  gegebenen  Intervall  suchen  muss,  sowie  der 

Satz  von  der  Zahl  der  imaginären  Wurzeln.  Die  Descartes- 
sche  Regel  ist  ein  Corollar  zu  diesen  Theoremen,  und,  wie 

ich  glaube,  kann  man  sie  unter  keinem  einfacheren  und  weiter- 
gehenden Gesiclitspunkte  betrachten. 

2.  Die  Regel,  welche  dazu  dient,  mit  Sicherheit  zu  er- 
kennen, ob  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell  sind  oder  in  dem 

Intervall  verloren  gehen. 

[86]  B.  Die  Lösung  aller  Fragen,  welche  die  XnvtoH'sche Annäherunti:    darbietet.      AVären    diese    Fragen    nicht    gelöst 
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jrt'wcseii,    so   wiire   dicsci"    Proccss,    ciiicr    <ler    fint'arli^lcii    iiimI 
t'nichtbarsteii   (Ter  ganzen   Analysi.s,   unvullständig  nnd   \ag. 

4.  Die  Prüfung  der  Methode,  welche  voraussetzt,  dass 
man  zuerst  den  kleinsten  Werth  der  Differenz  von  zwei  Wur- 

zeln berechnet.  Aus  der  Discussion  geht  hervor,  dass  diese 

l'.freclinung  unniithig  ist.  Man  inuss  sofort  die  l'rocease  der 
Kcttenbriichf   anwenden,   und  die  Natur  der  Wurzeln  wird   klar. 

5.  Die  Auseinandersetzung  der  l'rincipien ,  welche  zur 
Lösung  der  Buchstabengleicliungt'n  dienen,  und  die  .\usdeli- 
uung  dieser  Methode  auf  den  Fall  mehrerer  Unbekannten. 

6.  Die  eigenthümliche  Ausdehnung  der  recurrenten  Keihen. 

Wir  haben  bewiesen,  dass  diese  Methode  genügt,  um  alle  Wur- 
zeln, die  Factorcn  aller  (Jrade  und  die  Coeflicienten  der  ima- 

ginären Ausdrücke  kennen  zu  lehren.  Diese  Uegel  war  auf 

die  zwei  äussersten  und  reellen  Wurzeln  beschränkt;  wir  zeig- 
ten, dass  sie  alle  Wurzeln,  sowohl  die  reellen  wie  die  imagi- 

nären, ergiebt. 
Aus  dieser  Aufzählung  ersieht  man,  dass  wir  keine  der 

Untersuchungen,  welche  die  Theorie  der  (Jleichungen  aufklären 

können,  vergassen.  \W\  jeder  Frage  suehten  wir  die  allge- 

meinsten l'rincipien,  die  auf  dem  kürzesten  Wege  zur  that- 
sächlichen  Kenntniss  der  Wurzeln  führen  k(>nnen.  Diese  be- 

rühmte Frage  muss  man  heute  als  völlig  gelöst  ansehen.  Wir 
denken,  dass  die  der  Berechnung  gewidmete  Wissenschaft  immer 
dieses   Ilaupteleinent   beibehalten   wird. 

Oitwalü'»  KUiMkfr   12:. 
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[87]  Erstes    Buch. 

Methode   zur   Bestimmung   zweier   Grenzen 
für  Jede  reelle  Wurzel  und  zur  Unterscheidung 

der  imaginären  Wurzeln. 

I.  Die  vorgelegte  Gleichung  lautet: 

com  _^  «^.pw-i  _|_  a^^xm-^  +  «3 ./•'"-»  H   \-  a„^_,  ,r  +  «^  =  0. 

Die  linke  Seite  dieser  Gleichung  bezeichnen  wir  mit  X  oder 

/',/■.  Der  Exponent  ni  ist  eine  ganze  Zahl,  die  Coefficienten 
^15  ̂ 'i?  "3)  '''1  ̂ m-n  ̂ 'w.  ä^^*^  gegebene  Zahlen.  Es  handelt 

sich  darum,  festzustellen,  wie  viel  reelle  Zahlen  «,  ̂ i',  7,  .  .  . 

vorhanden  sind,  die,  statt  .r  in  A'  eingesetzt,  diese  Function 
fx  zu  Null  machen  und  für  jede  dieser  reellen  Wurzeln 
«,  ß^  y,  .  .  .  zwei  Grenzen  zu  bestimmen,  zwischen  denen  sie 

allein  gelegen  ist.  Um  diese  Fragen  zu  entscheiden ,  be- 

trachten wir  die  Functionen  A,  X',  X",  X'",  .  .  .,  X^"^\  von 
denen  eine  jede  aus  der  voraufgegangenen  folgt,  indem  man 
das  Differential  bezüglich  x  bildet  und  durch  dx  dividirt.  Die 

Anzahl  dieser  Functionen  ist  m  +  1,  und  die  Function  X^'"^ 
enthält  x  nicht  mehr;  dieselbe  ist  eine  constante  positive  Grösse. 
Wir  schreiben  diese  Reihe  von  Functionen  in  dieser  Reilien- 
folge : 

[88]  Nehmen  wir  jetzt  au,  dass  man  dem  ./•  einen  ))estimmteu 
positiven  oder  negativen  Werth  a  beilegt  und,  nachdem  man 

hin  statt  ;/•  in  diese  Functionenreihe  eingesetzt  hat,  man  das 
Vorzeichen  jedes  Resultats  hinschreibt:  so  bildet  man  eine 

Reihe  von  Vorzeichen,  von  denen  das  erste,  welches  A('") 
entspricht,  stets  positiv  ist.  Wir  nehmen  an,  dass  die  ein- 

gesetzte Zahl  (/  durch  unendlich  kleine  Zuwächse  allmählich 
von  einem  negativen  Werth,  welcher  eine  unendliche  Anzahl 

von  Einheiten  enthält,  und  den  mau  mit  — ,^,  bezeichnet.  l)is 
zu  einem  positiven  Werth  ' ,  welclier  auch  über  jede  Grenze 
wächst,    zunimmt:    wir    betrachten    dann    die  Veränderungen, 
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wi'lflit'  die  Keilir  der  Itesultate,  in  dem  Maasse  wie  dii*  eiii- 
•<fst'tzte  Zahl  '/  zuiiiiiiiiit,  prf:ilirt.  Uiese  lieilic  von  Voiv.«Mr|HMi 

hat  sehr  mcikwürdi^M'  Ki^ciischafteu,  »hM'en  aiifiiicrksami*  Pr(i- 

t'iiuj;  zur   lW':<liiiiimiii.ir  der  ({reiiz«'ii   für  die    Wiirzt-In   führt. 

Ist    die   eingesetzte  Zahl  n  jjleich  —  -  ,    so    reducirt    sich 

jede  Fuuction    auf  ihr   erstes  Glied;    das  Vorzeioheu    des  \{^^- 

saltats   für   die    Substitution   von  -  wird    ofiVnbar    für    die 

() 
erste  Function  -[-,  für  die  zweite  Function  — .  für  die  dritte  -r, 
und  so  weiter  fort  ahwecliselnd.     Ist  die  eingesetzte  Zahl  gleich 

geworden,    so    umfasst   die   Ueihenfolge    der  Vorzeii-luMi  nur 

^*    .  .  .  1 jxtsitive   Zeichen.      Ist    in   dem   ersten  Falle  u  gleich   —  -r,  so 

folgt  auf  Jedes  Vorzeichen  der  Reihe  ein  verschicilenes  Vor- 
zeichen; diese  Reihe  umfasst  nur  Vorzeichenwcc  hsel,  deren 

Anzahl    gleich   ///    ist;    in   dem   zweiten    Fall,    in   dem  '/   gleieh 

ist,   folgt    jedem  Vorzeichen  ein  gleiches;   die   Reihe  uuifasät 

nur  diesellten  Vorzeichen,  Zeichenfolgen  oder  l'e  rmanenzeu. 
Wir  werden  lieweisen.  dass  die  Anzahl  ///  der  Zeichenwechsel, 
welche  in  der  ersten  Reihe  existirten.  tbrtwährend  altnimmt 

in  dem  Maasse,  wie  die  eingesetzte  Zahl  '/  zunimmt,  und  dass 
diese  Reihe  jedesmal  dann  einen  Zcichenwechsel  verliert,  wenn 
die  Zahl  a  gleich  einer  reellen   Wurzel  wird. 

II.  Zunächst  ist  klar,  dass  die  Zeichenreihe  immer  die- 
selbe   bleibt    wie    sie    vorher   war.    wenn   nicht  die  eingesetzte 

Zahl  '/   eine   oder  mehrere   der  Functionen  A''"'\   ̂ yi'"-"   
V".  A".  A'  zu  Null  macht:  denn  der  Werth  einer  Function 
wie  A'  oder  A"  oder  A''',  u.  s.  w.  kann  dann  und  nur  dann 
das  Zeichen  ändern,  wenn  die  Function  vorher  gleich  Null  wird. 
Mau  muss  daher  untersuchen,  was  in  der  Zeichcureihe  vorgeht, 
wenn   die  eingesetzte  Zahl   einen  Werth   annimmt,   iler  eine  der 

Functionen    A("'),  A'^'""".  A'("--)   A",   A",   A  zu  Null 
uiaciit.  89,  Setzen  wir  zuerst  voraus,  dass  die  einzige  Func- 

tion, welche  Null  wird,  die  letzte  A  oder  fr  sei.  hann  hat 

man  f[n^  —  0.  Was  die  Function  f'n  betritVt.  ■*"  "••■"••  - '•• 
einen  positiven  «»der  negativen  Werth  haben. 

Wir  betrachten  drei  successive  uml  unendlii-h  naii-  /.w- 

.■'tände  der  eingesetzten  Zahl  </,  nilmlich: 
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./;  =  '/  —  r/a, X  =  a , 

X  ̂ ^  a  -\-  da  , 

und  vergleichen  die  Sutastitutionsresultate,  nämlicli: 

fia  —  da) , 

/■(«), 

fia  -\-  da). 

Da  der  Ausdruck  f{a)  verschwindet,  so  lauten  diese  Resultate: 
—  da  f'{a) , 

0, 

+  da  f'{a). 
Schreibt  mau  die  Zeichen  der  drei  Reiheu,  welche  mau  bildet, 

indem  man  a  —  c?«,  «,  a -\-  da.  einsetzt,  in  drei  entsprechende 
unter  einander  stehende  Ilorizontalreiheu,  so  unterscheiden  sich 
diese  Reihen  nur  durch  die  Vorzeichen,  welche  am  Ende  stehen. 
Wir  setzen  ja  in  der  That  voraus,  dass  der  Werth  a  von  x 
die  Function  fx  allein  zu  Null  macht;  man  kann  a,  immer  um 

eine  so  kleine  Grösse  da  oder  —  da  ändern,  dass  die  Substitu- 
tion von  a  —  da  oder  a-\-da  keine  der  anderen  Functionen 

zum  Verschwinden  bringt.  Daher  bewahren  diese  anderen  Func- 
tionen das  Vorzeichen,  welches  sie  hatten,  als  der  Werth  von 

:/•  gleich  a  war.  Ist  das  Vorzeichen  von  fa  positiv,  so  sind 
die  drei  zu  vergleichenden  Reihen  am  Ende: 

..  ■   +  - ...+0       (1), 
+  + 

|90]  d.  h.,  ist  die  Fluxion  fia]  positiv,  so  vergrössert  fix) 
seinen  Werth  und  ist  der  Reihe  nach  negativ,  Null  und  positiv. 

Beim  Anblick  der  Tabelle  (1)  sieht  man,  dass  der  Zeichen- 
wechsel -\   zu  einer  Zeichenfolge  -\ — |-  geworden  ist. 

Ist    das  Vorzeichen   von   f'{a)   negativ,    so   lauten    die  drei 
Reihen  schliesslich  folgendermaassen: 

•  ■  .   -  + 

d.  h.  ist  die  Fluxion  f'[a)  negativ,  so  nimmt  der  Werth  von 
f[x]  derart  ab,  dass  er  der  Reihe  nach  positiv.  Null  und  negativ 
wird.     Die    Tabelle  (2)   lässt   erkennen,    dass  der  Vorzeichen- 
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Wechsel   1-  durch  cin«^  ZcicheFitblp-  —  —  ersetzt  ist.    (Jaiiz 

ojh'ichgültig  daher,  ob  ["{a)  positives  oder  negatives  Vorzeichen hat,  es  wird  in  heiden  FüMeii  ein  Vnr/.eichenwechsei  dureli  eine 

N'orzeichenfolge  ersetzt.  iK-ih'r  MTÜert  dii-  Vorzeichenreihe. 
weU'he  man  lindet,  indem  man  tiir  /  einen  continuirlich  wachsttn- 
den  Werth  '/  setzt,  jedesmal  dann  einen  Vorzeichenwechsel, 
winn  der  eingesetzte  Werth  eine  der  reeUeu  Wurzeln  der  vor- 

gelegten Gleichung  erreicht  und  unendlich  wenig  ilberschreitet. 
Jetzt  wollen  wir  voraussetzen,  dass  die  eingesetzte  Zahl  a 

einen  Werth.  weldn'r  eini-  einzige  der  zwischenliegenden 

Functionen  der  Reih.-  A'("'),  aC'""'),  A"("'-*',  ....  A'",  A".  .V 
mit  Ausnahme  dir  letzten  Function  A  annuUirt.  annimmt.  Die- 

jenige Function,  welche  verschwindet,  sei  A  "^  oder  /'^")(x;, 
so  dass  man  /"'")(")  =  0  hat.  Mit  n  bezeichnen  wir  den 
DitVerentiationsiudex,  mit  //  +  1  oder  n  —  1  den  Index  in  der 
voraufgehenden ,  bezüglich  folgenden  Function.  Wie  wir  es 
oben  gethan  haben,  vergleicht  man  die  Resultate  der  drei 
Substitutionen  von  a  —  '/'/ .  n ,  <i -\- ila  in  der  Functionsreihe; 
zunächst  liemerkt  man,  dass,  weil  ihi  eine  unendlichkleine 

(irösse  ist,  die  Vorzeichenreilien  sich  nur  durch  die  Zeichen 

der  Kesultate,  welche  durch  die  Sulistitntionen  in  /'*"^  j-  her- 
niliren.    nnterscb^-iden.      l)ie   drei   Kesultate   lauten: 

[91  f{»)(a  —  ,I„\ 

/•(«)/„  _|_,/^, 
oder 

—  <hi   /•"'-»-"  „   . 

-fj,,  /■'"•^'^»; 

nun  kann  das  Vorzeichen  von  /*"'*''(a)  -\-  oder  —  sein, 

el)enso  verhält  es  sich  mit  demjenigen  von  /"f""«^'  •  ;  .1;e>  .>-- 
giel)t  vier  verschiedene  Kombinationen. 

Sind  im  Fall  der  ersten  ("tunbinatiun  die  Werthe  \un 

/■("■^')|,;)  wie  /"^''''^'n  po9iti\,  so  muss  mau  die.se  dn-i  Tbeile 
ans  den   /eicln-nreilien 

+  -  + 

+  +  + 
verirleiclicn. 
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Ist  im  zweiten  Fall  das  Vorzeichen  von  /'(""*■ ')((r/j  — ^  das 
von  /"(""')(«)  +>  so  sind  die  entsprechenden  Theile,  welche 
man  zu  vergleichen  hat, -  +  + 

-  0  +        (4)   f- 

Die  Tabelle   (3)  lässt  erkennen,  dass  die  obere  Reihe  zwei 

ihrer  Zeichenwechsel,  nämlich  -|   nnd   1-,  welche  durch 
H — \-  und  -\ — [-  ersetzt  wurden,  verloren  hat.  Mit  der 
Tabelle  (4)  verhält  es  sich  nicht  ebenso:  sie  zeigt,  dass  die 
Reihe    keinen    Zeichenwechsel    verloren    hat;    denn    einer    der 

Zeichenwechsel   [-  ist  zwar  durch  eine  Zeichenfolge   
ersetzt  worden,  aber  gleichzeitig  tritt  für  die  Zeichenfolge  -\ — \- 
der  Zeichenwechsel   1-  ein. 

Für  /■('*"')(«)  hatten  wir  positives  Vorzeichen  vorausgesetzt. 
Wird  dagegen  diese  Function  negativ,  wenn  man  a  für  x  setzt, 
so  gewinnt  man  die  folgenden  zwei  Tabellen: 

92]  H   
+  0  -       (5) 

+  +-- 
und 

-  +  - -  0   -       (6) 

Die  eine  (5)  zeigt,  dass  in  diesem  Falle  die  obere  Reihe 

keinen  Vorzeichenwechsel  verloren  hat;  die  andere  (6)  ent- 
spricht einem  anderen  Fall,  wo  die  Vorzeichenreihe  zwei  Vor- 

zeichenwechsel verloren  hat:  für   1-  und  -\   ist  nämlich 
  und   getreten. 

Aus  dieser  Untersuchung  folgt,  dass,  wenn  die  eingesetzte 

Zahl  a  einen  Werth  annimmt,  der  eine  einzige  der  zwischen- 

liegenden f^unctionen  zum  Verschwinden  bringt,  aber  die  vor- 
gelegte Function  X  nicht  annnllirt ,  die  Vorzeichenreihe  auf 

einmal  entweder  zwei  oder  keinen  Vorzeichenweohsel  verliert. 

Niemals  aber  tritt  es  ein,  dass  sie  einen  verliert  oder  gewinnt. 

Wenn  die  eingesetzte  Zahl  eine  reelle  Wiirzel  der  vor- 
gelegten Gleichung  erreicht  und  übersteigt,  so  verliert  die 

Reihe,  wie  wir  sahen,  nothwendig  einen  Zeichenwechsel;  wir 

haben  auch  soeben  bewiesen,  dass,  wenn  die  durch  die  Sub- 
stitution Null  gewordene  Function  nicht  die  letzte  X.  sondern 

eine   zwischenliegende    ist,    die  Zeichenreihe   entweder  gleich- 



l>ie  AiiflüBUii};  der  bt't-tiniuitiii  Gleichungen.  S7 

zeitig  zwei  VorzeicLenwechsei  oder  gar  iveinen  verliert.  Wiichat 

daher  die  einj;esetzte  Z.jJil  n  aHujiHiIicii  durch  uneiidliclikli'int' 

Zuwächse  von  —       bis    zu      ,     so    verliert    «l:e    Zeicheiirt-ihe 

mlndesteos  ebensoviele  Zeicheuwechsel,  als  :eelle  Wurzflii 
existireu.  Die  Anzahl  der  Vorzeiclien Wechsel  der  Reihe  kann 

nie  zunehmen ;  sie  nimmt  nothwcndig  um  eine  Kinheit  ab, 

wenn  di-  einzige  verschwindcndf  Function  die  letzte  A'  ist: 
sie  kann  \\m  zwei  Einheiten  aluithuien  otler  unvcrändfrt  w'w 
vorher  biel^eit,  wenn  nui-  eine  dtr  zwischenlii'gcndfn  KuMctinin-n 
allein  ve.^  l..undet. 

III.  Bisher  haben  wir  vorausgesetzt,  dass  die  Substitutiun 
von  a  eine  einzige  der  Functionen,  welche  die  Heihe  bilden, 
zum  Verschwinden  bringt;  dies  geschieht  im  allgemeinen.  I>as 
(legentheil  kann  nur  dann  bisweilen  eintreten,  wenn  zwischen 

den  ("oclHcienten  der  \<irgelegtcn  Uleichung  gewisse  i^>latiiinfn 
bestehen.  Eine  unendlicli  kleine  Aenderung  in  dem  Wertlie 

der  CoefHcienten  würde  diese  Delation  /.erst<'>ren,  und  dersell»e 
Werth  von  ./•  [93  würde  dann  nicht  mehr  gleichzeitig  zwei 
oder  mehrere  der  Functionen  zum  Verschwinden  bringen.  Aus 
diesem  Grunde  kann  man  immer  bei  Untersuchungen  die.«»er 
Art  von  diesen  singulären  Fällen  absehen.  Abt'r  weil  es  sich 
um  den  strengen  Beweis  eines  Fundamrntalsatzes  liamlclt,  s«» 

ist  es  vorzuziehen,   diese   Fälle  hier  separat  zu   Ix'tracheu. 
Wir  wollen  (lalicr  jetzt  voraussetzen,  dass  ein  und  der- 

selbe Werth  '/,  welcher  statt  ./  in  die  Functionenreihe  gesetzt 
wird,  mehrere  aufeinanderfolgende  Functionen  aunullirt;  wir 

vergleichen  dann,  wie  wir  es  bisher  gethan  haben,  die  Kc- 
sultate  der  Substitutionen  n  —  </'/,  n .  a  -|-  */*/.  Wir  bezeichnen 
diejenige  Function,  welche  verschwindet,  wenn  mau  o  fdr  ,» 

setzt,  mit  f^"\-i'}  uiul  nehmen  an,  da>s  mehrere  aufeinander 

folgende  Functionen  /'^"~"i./  ,  /'(""•' j-  ,  u.  s.  w.  ebenfalls durch  dieselbe  Substitution  aunullirt  werden.  Die  Zahl 

der  aufeinanderfolgenden  versehwindenden  Functionen  /"^"'(rt', 
/"("-OV/  ,  /'("~*^a),  f'^"~'^\a\,  u.  s.  w.  sei  i.  l»ie  voranf- 
gehende  Function  /'("'*''\Vi)  ergiebt  nicht  das  Kesultat  Null; 
sie  nimmt  das  Vorzeichen  -\-  oder  —  an;  ebenso  verhalt  es 

sich  mit  der  Function  f^'*~*^a:) ,  welche  auf  die  letzte  \  er- 
schwindende Function  f(dgt.  Es  handelt  sich  »larum,  die 

Zwischenreihe,  welche  durch  die  Substitution  von  'i  gegeben 
wird,  mit  der  darunter  stehenden  Reihe,  welche  man  bildet, 
indem   man   </  -|-  du   setzt,   und  der  darüber  stehenden.  "  —  'In 
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entsprechenden  Reihe  zu  vergleichen.  Man  braucht  zunächst 

nur  diejenigen  Theih'  dieser  Reihen,  welche  sich  auf  die 
verschwindenden  Functionen,  und  diejenige,  Avelche  ihnen  vor- 

aufgeht, zu  betrachten.  Man  hat  /"("){«  +  (/»)  =  /•(")(«)  + 
fZa/'^"'^')(«),  oder,  da  nach  Voraussetzung  /"(")(«)  Null  ist. 
f{»)[a  +  da)  =  da  /■("  +  ')(«);  da  /'('Of^O  und  /*("-')(a)  Null 
sind,  so  wird 

/•(n-0(^^,  _|_  ,/,,,j  ̂   /•(«-')(«)  +  daf^'^'{a)  +  —  /•("+•')(«) 

  f/a-    / 

«+i ) a. 

2 

Allgemein  hat  man  diese  Reihe  von  Ausdrücken: 

[94]  /•(«  \a-\-d a)  =  d a /(«+ ' )  (a) , 

/•("  - ' )  (a  +  ̂/  a)  =  ̂ ^^ '  fO^^n  [a] , 

u.  s.  w., 

und  folglich: 

/•("-.^)(ö,  _  da]  =  '^f^"^'Ha.) , 2-0-4 

u.  s.  w. 

Hieraus  folgt,  dass,  weuu  mau  mit 

/•("+^'(«.),  0,  0,  0,  U,  0,  .  .  . 

den  Theil  der  Zwischenreihe,  welchen  die  Functiouen 

/•<«-^0(a;),  /•(»)(«•),  f'"-^){x\  f(>'-'\x),  /•^"-^')(a:),  /•("-^)(.t;;,  ... 
für  X  =  a   ergeben,    bezeichnet,    man   durch   die   angegebene 

Regel  die   Vorzeichen   des  entsprechenden  Theiles  der  unteren 
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Keihe,  \vt'lflif  die  Substitution  \(>n  '/  -{-  rln  (•r}fiel)t.  iiml  tlie 
Vorzeielu'ii  des  entspreeliendcii  Tlicilt-s  diT  ohen-n  lit-ilie,  wi-lchf 
die  Substitution  von  n  —  du  erfjielit,  erliillt.  Für  die  untere 
llt'ilie  niuss  man  unter  jede  Null  der  Zwischenreihe  das  Vor- 

zeiclieu  von  /"(""*■' '(a)  sehreil)en ;  um  dif  ol)»'re  Reihe  zu  bild»'n,- 
mu8s  man  über  die  erste  Null  linkn-  Hand  das  cnt^ejrenffesetzte 

Vorzeielu'U  von  /'(""*■')(«),  über  die  tnljrt'iule  Null  das  Vorzfiehen 
von  /"^"'*'"(('^,  und  so  fortfahrend  alteruirend  das  Vnr/t-iihfU  \  on 
—  /  *"'^' V')  i't^'Spective  das  eutorci^euffesetzte  librr  dii-  \'(»rzeielitMi Null  der  Zwischenreihe  sehreiben. 

[95  j  Dies  vorausgesetzt,  wollen  wir  zur  Bildung  der  Keihen 
übergehen,  indem  wir  von  links  uaeh  reehts  vorwilrts  schreiten: 
es  ist  klar,  dass  die  Anwendung  der  voraufgegangeneu  Kegel 
in  der  oberen  Reihe  Vorzeieheuwechsel  einfülirt.  welehe  in  der 
unteren  Reihe  ebensoviele  Vorzeicheufolgen  werden.  iJa  die 
Zahl  der  verschwindenden  Kunetionen  gleich  /  ist,  so  findet 

man,  dass  die  olterc  Reihe  eine  gleiche  Anzahl  /  von  Vor- 
zeichenweehseln  eutli:ilt.  die  in  der  unteren  Reihe  durch  eben- 

soviele Vorzeicheufolgen  ersetzt  sind.  Man  muss  auch  b«*- 
merken,  dass  bei  diesen  zwei  Reihen  die  entsprechenden 
Vorzeichen  al»wechselnd  \er3ehiedeu.  liezüglich  gleich  sind. 

Für  die  Functionen,  deren  Rang  durch  /("),  f^"~'\  /"^""'*, 
y-('i-o)^  .  .  .  bezeichnet  winl.  sind  sie  verschieden;  hingegen 

sind  sie  für  die  Functionen,  deren  l'latz  durch  /"^"~".  f'^"~'\ 

/'('*"•'■),  .  .  .  bezeichnet  wird,  gleich.  Kudlich  folgt  auf  tlie 
Functionen,  welch»'  Null  sind  und  deren  Anzahl  /  ist.  eine 

nicht  verschwindende  Function  /'(""•> (x);  die  Substitution  von 
a  in  diese  Function  ergiebt  für  die  drei  Reihen  dasselbe  Vor- 

zeichen und  dieses   N'orzeicheu   kann   -\-  oder   —   sein. 
Jetzt  kann  man  leicht  erkennen,  wie  viel  V<>r/eicheu- 

wechsel.  welche  durch  Vorzeicheufolgen  in  der  unteren  Reihe 
ersetzt  sind,  bei  der  oberen  Reihe  verloren  gegangen  sind. 

Ist  /  eine  gerade  Zahl,  so  ist  das  Vorzeichen  der  letzten  \er- 

schwindenden  Function  /('•"•■♦■')(</  in  der  unteren  und  oberen 
iU'ihe  dasselbe:  folglich  ergiebt  sich  in  l»eiden  Reihen  dieselbe 
Vorzeichencombination  mit  der  iiussersteu  nicht  \  crschwinden- 

deu  Function,  welche  f^'*~'htt  ist.  l>aher  hat  die  obere 
R<'ihe  in  diesem  Falle  eine  Anzahl  /  von  Vorzeichenwechseln, 

welch«'   durch   Vorzeicheufolgen  ersetzt   werden,   verloren. 
Ist  aber  die  Zahl  /  ungerade,  so  zerf:illl  dieser  Fall  in 

zwei  andere  rnterfillle;  da  das  Vorzeichen  der  letzten  ver- 

schwindenden   Function    /(""'■*"  nicht    für   die   obere    und 



90  Joseph  Fourier. 

untere  Keihe  dasselbe  ist,  so  folgt,  dass  diese  verschiedenen 

Vorzeichen  mit  dem  Vorzeichen  von  f^'"~')(a),  welches  den 
zwei  Reihen  gemeinsam  ist,  zwei  entgegengesetzte  Combinationen 
bilden.  Ist  diejenige  dieser  Combinationen,  welche  sich  in  der 
oberen  Ivcihe  findet,  ein  Vorzeichenwechsel,  so  entspricht  sie 
einer  in  der  unteren  Reihe  befindlichen  Vorzeichenfolge:  daher 
ist  die  Anzahl  der  VorzeichenAvechsel,  welche  die  obere  Reihe 

verloren  hat,  nicht  i,  sondern  i  -\-  1.  ̂ ^6]  Wenn  die  Vor- 
zeichencombination,  welche  die  obere  Reihe  schliesst,  eine 
Vorzeichenfolge  ist,  so  wird  sie  in  der  zweiten  Reihe  ein 
Vorzeichenwechsel:  in  diesem  Falle  ist  die  Anzahl  der  Vor- 
zeichenAvechsel,  Avelche  in  der  oberen  Reihe  verloren  wurde, 

nicht  mehr  /,  soudern  i  —  1. 
Aus  diesen  Bemerkungen  schliesst  man,  dass,  falls  die  An- 

zahl der  verschwindenden  Functionen  gleich  /  ist,  die  Anzahl 
der  in  der  oberen  Reihe  verlorenen  Zeichenwechsel,  wenn  / 
gerade  ist,  gleich  i  ist:  ist  i  ungerade,  so  verliert  die  obere 
Reihe  in  einem  Falle  ?  +  1  Zeichenwechsel  und  im  zweiten 
Falle  /  —  1  Zeichenwechsel.  Bezeichnet  man  daher  mit  h  die 
Gesammtzahl  der  Vorzeichenwechsel  der  oberen  Reihe  und  mit 

k  die  Gesammtzahl  der  Zeichenwechsel  der  unteren  Reihe,  so 
sieht  man,  dass  erstens  k  niemals  grösser  als  J/  sein  kann, 

dass  zweitens,  wenn  i  gerade  ist,  die  Differenz  h  —  /.•  gleich 
i  ist,  und  dass  drittens,  wenn  die  Anzahl  /  der  verschwinden- 

den Functionen  ungerade  ist,  die  Differenz  //  —  /.•  gleich  i  +  1 
oder  i  —  1  ist.  Diese  Differenz  ist  daher  immer  eine  gerade 
Zahl. 

Ist  der  Werth  von  /  gleich  1 ,  so  ist  die  Differenz  Jt  —  k 
gleich  2  oder  0;  dies  ist  der  allgemeine  Fall,  den  wir  unter- 

suchten, als  wir  voraussetzten,  dass  eine  einzige  Zwischen- 
function  verschwindet;  verschwinden  aber  mehrere  aufeinander- 

folgende ZAvischenfunctionen  gleichzeitig,  so  ist  die  Differenz 

h  —  k  gleich  2,   4  oder  6,  u.  s.  w. 
IV.  Wir  haben  auch  den  Fall  zu  betrachten,  in  dem  die 

aufeinanderfolgenden  verschwindenden  Fimctionen  nach  rechts 
an  das  P^nde  der  Functiouenreihe  rücken,  so  dass  sie  die  linke 
Seite  A^  der  vorgelegten  Gleichung  umfassen.  Aus  unserem 

voraufgegangenen  Beweis  folgt,  dass.  wenn  man  mit  j  die  An- 
zahl dieser  am  Reihenende  stehenden  verschwindenden  Func- 

tionen bezeichnet,  die  obere  Reihe  eine  Anzahl  von  Vorzeicheu- 
wechseln,  welche  genau  gleich  /  ist,  verliert.  In  diesem  Fall, 
welcher  derjenige  der  gleichen  Wurzeln  ist,   enthält,  wie  man 
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weiss,  die  Function  A  den  Factor  (x  —  ay.  Wenn  die  ein- 
gesetzte Zahl  gleich  dem  Wertlie  n  der  mehrfachen  Wurzt-I 

geworden  ist,  so  hat  die  Zeichenreihe  eine  Anzahl  j  ihrer 
Vorzeichenweclisel  verloren,  hiese  Verinintlerung  der  Anzahl 
der  Vorzeidien Wechsel  der  1  leihe  hat  ininirr  dann  statt,  wenn 
die    eingesetzte  Zahl,    indem    sie    allmählich    \nn    dem   Werthe 

—       zu   dem    Wt-rtln-        iilKTgelit .     ji'ilf    dt-r    rffilcii     Wnrzfln 
0  (I  "^ 

erreicht  und  unendlich  wenig  iil)erschri'itet :  97  die  Keihe 
verliert  daher  ebensoviele  Vorzeichenwechsel ,  wie  die  vor- 

gelegte (lleichung  reelle  gleiche  oder  ungleiehf  Wurzeln  Ix-sitzt. 
V.  Mau  kann  schliesslich  voraussetzen,  dass  die  Substitution 

derselben  Zahl  n  mehrere  aufeinanderfolgende  Functionen  in 
verschiedeneu  Theilen  der  Reihe,  nämlich  eine  Anzahl  i  in 

einem  ersten,  eine  Anzahl  /'  in  einem  zweiten  Theile  u.  s.  w. 
und  eine  Anzahl  y  am  Keihenciide  stehender  Functionen,  wt-lohe 
letztere  die  vorgelegte  Function  X  umfassrn.  zum  Verschwind»'n 
bringt. 

Wir  bezeiihnen  mit  //  die  ( iesamratanzahl  der  Vorzeichen- 
wechsel, welche  die  Keihe  enthillt,  wenn  »He  eingesetzte 

Zahl  einen  Werth  hat.  der  kleiner  als  '/  ist  untl  sich  von  n 

nur  um  eine  unendlichkleine  (irösse  unterscheidet;  mit  A'  be- 
zeichnen wir  die  Anzahl  der  Vorzfichenwi-chsel.  welehe  die 

Keihe  noch  besitzt,  wenn  der  Werth  von  .'"  gn^sstT  als  'i  ge- 
worden, sich  al)er  von  '/  nur  um  eine  uuencilichkhine  (iriose 

unterscheidet.  Im  die  Diflerenz  //—  A' zu  linden,  genügt  es, 
auf  Jeden  der  Theile  der  Keihe,  in  dem  sich  die  verschwinden- 

den Functionen  befinden,  die  Siltze.  welche  wir  eben  bewiesen 
haben,  anzuwenden.  Ist  die  Zahl  /  gerade,  so  niuss  man  tilr 
diesen  Theil  der  Keihe  beachten,  dass  eine  Zahl  /  von  Vor- 
zeicheiiwechseln  durch  Vorzeichcnfolgeu  ersetzt  ist.  Ist  aber 

die  Zahl  /  ungerade,  so  k.iun  die  Keihe  die  Anzahl  i -\-  1 
oder  /  —  1  V»>rzeichenweehsel  verlieren.  Kbenso  verhiilt  es 

sich  mit  den  Zahlen  /'.  /"  ....  Was  die  am  Knde  stehen- 
den verschwindenden  Functionen  betriflt,  deren  Anzahl  J  i^t. 

so  geben  sie  fdr  alle  FiUle  an.  dass  die  Keihe  eine  Anzahl 

von  VorzeicluMiwechseln,   die    gen:»u    gleich  _/   ist.  verlon-n   hat. 
Man  ersieht,  dass  der  v«»rstchende  Keweis  sich  imuier 

darauf  Itescluankt,  die  analytischen  Kesultate.  welehe  m;ni 

durch  Hinsetzen  von  <i  —  da,  'i,  n  -\-  du  in  die  Functionen- 
reihe  findet,  zu  vergleichen:  dieser  Vergleich  m.icht  alle  i<M7A\ 
welche     wir     bezdglich     der     ])rogressiven     Vermintlerung    der 



92  Joseph  Foiirier. 

Anzahl    der   Vorzeichenwechsel    der   Reihe    auseinandergesetzt 
haben,  klar. 

VI.  Diese  Beweise  lassen  uns  erkennen,  wie  die  Ifeihe 
der    Sulistitutionsresultate    die    ni   VorzeicheuAveehsel,    Avelche 

sie   ursprünglich  hatte,  als   der   eingesetzte  Werth  —  —    war, 

nach  und  nach  verliert. 

[98]  1.  Die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel  der  Reihe  nimmt 
fortwährend  ab;  diese  Reihe  kann  Aveder  neue  Vorzeichen- 

wechsel erhalten,  noch  solche,  Avelche  bereits  Aerschwunden 
sind,  wieder  annehmen. 

2.  Bringt  die  Substitution  die  letzte  Function  f[x)  zum  Ver- 
schwinden, so  verliert  die  Reihe  aus  diesem  Grunde  ebenso- 

viele  VorzeichenAvechsel  wie  die  Gleichung  /'(a;]=0  reelle 
Wurzeln.  Avelche  gleich  der  eingesetzten  Zahl  sind,  hat. 

3.  Annullirt  dieser  eingesetzte  Werth  eine  oder  mehi'ere 
der  ZAA'ischeuliegenden  Functionen,  hingegen  nicht  die  letzte 

Function  /"(j),  so  kann  die  Reihe  keinen  Vorzeichenwechsel 
oder  eine  gerade  Anzahl  verlieren.  In  diesem  Falle  kann 
keine  ungerade  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  verschAnudeu. 

Bedenkt  man  dies,  so  folgt,  dass,  Avenu  die  Gleichung  nur 

m  reelle  Wurzeln  hat,  die  Reihe  eine  Anzahl  von  Vorzeicheu- 
Avechseln,  die  genau  gleich  m  ist,  verliert;  folglich  kann  sie 
in  diesem  Falle  keinen  Vorzeichenwechsel  durch  die  Sub- 

stitution eines  Werthes  verlieren,  Avelcher  eine  oder  mehrere 
der  zwischeuliegenden  Functionen,  aber  nicht  die  letzte  Function 
f[x)  zum  VerschAviuden  bringt. 

Hat  die  Gleichung  ni  —  2  reelle  und  2  imaginäre  Wurzeln, 
so  Avird  die  Reihe  nur  ein  einziges  Mal  zAvei  VorzeichenAvechsel 
verliereu  durch  Substitution  eines  Werthes,  Avelcher  eiue 
Zwischenfunction,  aber  nicht  die  am  Ende  stehende  Function 

f [x]  zum  Verschwinden  bringt;  die  m  —  2  anderen  Vor- 
zeichenAvechsel werden  der  Reihe  nach  in  dem  Maasse  Aer- 

schwinden,  wie  die  eingesetzte  Zahl  der  Reihe  nach  einer  jeden 

der  )n  —  2  reellen  Wurzeln  gleich  Avird. 
In  allen  Fällen  entspricht  jede  der  gleichen  oder  ungleichen 

Wurzeln  nothAvendig  einem  verlorenen  Vorzeichenwechsel.  Folg- 
lich ist  die  Anzahl  der  VorzeichenAvechsel,  Avelche  verschAvindcn, 

ohne  dass  die  letzte  Function  /a)  Isull  wird,  gleich  der  Anzahl 
der  imaginären  Wurzeln  der  Aorgelegten  (ileichung. 

VII.  So  gelangt  m:in  dazu,  den  Satz,  Avelchen  wir  aussprechen 
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iiinl  (Itii  wir  als  cim'.s  iler  Fiiiiilami'ntalel».'njt.'nt«5  dt-r  alf^e- 
bmischen  Anulysis  betiachtcii,   zu   ItcweLseii. 

[99  Es  sei  die  numerisclie  (Jh-iclMing  f  x)  =  (t  vom  (irade 

in  vorgelegt;  nuiii  betiaclitet  die  riinctioiicu /'(j-j, /"jj", /"'j-;,  .  .  ., 
/"^"*^(./),  von  denen  eine  jede  aus  der  voraufgegangenen  folgt, indem  man  das  Diflerential  bezüglich  x  bildet  und  durch  dx 
dividirt.  Hat  man  diese  Kiinetionenreihe  in  der  (Mdnnng 

/•C"0(a;),/-('»-')(a;),;<"'-«),;r),  .  .  ..  /•'./•,  f{x)J{x:  hinges.-l.rirben, 
so  setze  man  für  ./•  einen  bestimmten  Wertli  n  und  l»etrachte, 
wie  viele  Cnmbinationen  von  zwei  verschiedenen,  aufeinander- 

t'nlgcudcn    \ Krzeiclien .    wie  -j-  —  oder   1-    die    Reihe    der 
Vorzeichen  der  Kesultate  /■('"^('/l,  /■('"-')(;,;   /•"«},   f'^a), 
f{(i)  darbietet.  Die  Anzahl  //  dieser  Vorzeichenwechsel,  ge- 

rechnet in  der  Reihe,  welche  durch  die  Substitution  von  a  her- 
vorgeht, ändert  sich,  wenn  man  in  diesellten  Functionen  von 

'/  verschiedene  Zahlen  setzt:  der  Vergleich  der  Ucsnltate  l>ietct 
tolgende  Eigenschaften:    1.   Nimmt   man   an.  dass  die  eingesetzte 

(^rösse  '/   sich  durch  uiinicrkliclic  Zuwächse  \on  —       bis   ̂    \er- 
U  0 

meint,  so  verminderl  sich  ilic  Anzahl  //  der  Vorzeichenwechsel 

der  Reihe  in  dem  Maasse,  wie  sicii  die  eingesetzte  (tWisse  ver- 
mehrt.    Die  Reihe   der  V<»rzeichen,   welche  eine   Anzahl   ///   von 

Vorzeiciienwechseln    enthält,    wenn  man  einsetzt,    verliert 

O  
' 

suocessiv  alle  ihre  Vorzeichenwechsel  in  dem  Maasse.  wie    man 

grössere  Werthe  einsetzt.    Die  Anzahl  //  von  Vorzeichenwechseln. 
welche  der  Substitution  von  n  entspriciit.  kann  niemals  von  der 
Anzahl  k  der  Vorzeichenwechsel,  welche  einem  grösseren  Wenhe 
/'  als  '/   entspricht,   übcrtrolVen   werden. 

■J.  Die  Reihe  verliert  jedesmal  dann  einen  Vorzeichenwechsel, 
wenn  der  eingesetzte  Werth  n  gleich  einer  der  reellen  Wurzeln 

der  vorgelegten  (lleichung  wird.  Es  verschwinden  daher  eben- 
soviele  Vorzeichenwechsel,  wie  die  (ileichung  reelle  gleiche  «»der 
ungleiche   Wurzeln   h;it. 

15.  Ebenso  oft  wie  die  (lleichung  f  x  =  0  Paare  imaginärer 
Wurzeln  hat.  elienso  oft  ereignet  es  sich,  dass  die  Reihe  zwei 
ihrer  Vorzeichenwechsel,   die  gleichzeitig  verschwinden,   verliert. 

Vlll.  Diese  riitersuchung  gicitt  sofort  an.  wi«'vi«-le  Wurzeln 
eine  vorgelegte  (Jleiclmug  zwischen  zwei  gegebenen  Ürenzen  -i 
und  /'  haben  kann.  Setzt  man  die  kleiner«'  (Jreiur.e  «i  in  die 

Eunctionenreihe .    so    zählt    m;in    dir    .Vn/nhl    '■    •'••■•   V.»r/.eicheu- 
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Wechsel  dieser  Reihe;  setzt  man  auch  die  Grenze  h  ein,  so  zählt 

man  die  Zahl  /.•  der  VorzeicheuAvechsel  derjenigen  Reihe,  welche 
diese  zweite  Substitution  ergiebt;  [100]  die  Differenz  li-k  lässt 
erkennen,  wieviele  von  den  Wurzeln  man  zwischen  den  zwei 
vorgelegten  Grenzen  suchen  rauss.  Wir  haben  bewiesen,  dass 
diese  Differenz  // — k  nicht  negativ  sein  kann;  sie  kann  (j  oder 
1,   2,   3,  4  ...  .  werden. 

Ist  sie  Null,  so  kann  die  Gleichung  zwischen  den  Grenzen 
(/  und  h  keine  reelle  Wurzel  haben.  Existirte  nämlich  eine 

reelle  Wurzel  a,  welche  die  Function  X  zu  Null  machte,  so 

würde  die  anstatt  x  eingesetzte  Grösse,  indem  sie  durch  un- 
eudlichkleine  Zuwächse  vom  Werthe  a  zum  Werthe  h  übergeht, 
nothwendiger  Weise  Aveuigstens  einen  Vorzeichenwechsel  zum 

Verschwinden  bringen;  da  nun  diejenigen  dieser  Vorzeichen- 
wechsel,  welche  einmal  verschwunden  sind,  nicht  wieder  aut- 

treten können,  so  würde  die  durch  die  Substitution  von  h  sich 

ergebende  Reihe  weniger  Vorzeicheuwechsel  enthalten  als  die 
durch  die  Substitution  von  a  resultirende ;  dies  ist  gegen  die 
Voraussetzung. 

Ist  die  Differenz  h — /,•  gleich  1,  so  hat  die  Gleichung  eine 
zwischen  a  und  h  gelegene  reelle  Wurzel;  denn  ein  solcher 
Vorzeichenwechsel  kann  nur  durch  die  Substitution  eines 

Werthes,  welcher  die  Function  X  zu  Null  macht,  verschwinden. 
Zwischen  diesen  Grenzen  a  und  h  kann  es  auch  nicht  mehr 

als  eine  reelle  Wurzel  geben;  denn  sonst  würde  die  Reihe 
mehr  als  einen  Vorzeichenwechsel  verlieren. 

Ist  die  Differenz  It — /,■  =  2,  so  kann  die  Gleichung  X  =  0 
zwischen  den  Grenzen  a  und  h  zwei  reelle  Wurzeln  haben : 
aber  sie  kann  in  diesem  Intervall  auch  keine  reelle  Wurzel 

besitzen.  Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  eine  gewisse  Zahl  a 
existirt,  welche  grösser  als  a  und  kleiner  als  h  ist  und  die,  in 

die  Functionenreihe  eingesetzt,  gleichzeitig  zwei  Vorzeichen- 

wechsel zum  Verschwinden  bringt,  ohne  jedoch  die  Function  A"  zu 
annulliren.  Ausserdem  ist  man  sicher,  dass  in  dem  betrachteten 
Falle  die  Gleichung  im  Intervall  der  Grenzen  a  bis  b  nicht 
mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  besitzen  kann;  denn  wäre  dies 

der  Fall,  so  würde  die  Gleichung  gegen  die  Voraussetzung 
mehr  als  zwei  Vorzeicheuwechsel  verlieren. 

In  allen  Fällen  kann  die  Gleichung  X:=0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  h  nicht  mehr  reelle  Wurzeln  besitzen  als  die 

Differenz  // — /.■  der  Vorzeichenwechsel,  welclie  in  den  zwei 
Reihen  (u)  und  [h]  zu  zählen  sind,  Einheiten  eutliält.   ̂ 1011  Wir 
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lnzcichnen  dabei  mit  [a]  und  //  dit-  K.ilnii  der  Kcsiiltat»-  der 
Substitution  von  '/  und  h. 

Ist  // — /.•  fine  uno:eradt>  Zalil.  so  gieht  es  zwis<-heu  d.n 
(iren/en  n   und  l>  wi'uijjstfus  eint-   ri'cllf   Wui7,»'l. 

Ist  // — /.•  eine  jjt'iadc  Zahl,  so  kann  dit«  (Mfirliunji:  A' =  o 
zwischen  (/  und  l>  ainli  keine  ii'fllf  Wur/t-l  cnthaltiMi.  ist 

alloceraein  die  Zald  der  reellen,  zwischen  '/  und  li  gelegenen 
Wurzeln  nicht  gleich  h — /.-,  so  unterscheidet  sie  sieh  hiervon 
nur  um  eine  gerade  Zahl  ./;  in  diesem  Fall  hat  die  (ileichnng 

A'  =  (I  wenigstens  ebensoviel  imaginäre  Wurzeln  wie  die hilVerenz  ̂   Einheiten   l)esitzt. 

IX.  Der  Satz,  welcher  unter  dem  Namen  der  IfrsiKrtr.s'icUvu 
Kegel  bekannt  ist  und  dessen  allgemeiner  Inhalt  seit  lange  fest- 

steht,  ist  ein   Corollar  zum    obigen   Satze.      Es  gendgt    für    die 

zwei    (irenzen   '/    und   /-   die    Urtiss»'n    —        inid    <»    nder    (•    und n 

zu   wählen.      Setzt  mam   uäMilieli   .m   die  Stelle   von  ./•  in   die 

Functionen  A"("'),  A'*'""'^   \\  A'.  A  den  Weith  Null,  so sind  die  Vorzeichen  der  IJcihe  der  llesultate  oÜeul»ar  dieselben 

wie  die  N'orzeielien  der  Coettieienten  1.  '/,,  '/.^,  .  .  ,  '/,,j  der 
\(irgelegten  (Ueichuug.  l'm  daher  mit  Hülfe  des  voraufgegangeneu 
Satzes   zu    erkennen,    wie    viel   Wurzeln   es    zwischen   und 

n  iider  <•   und        gelten    kann.    iiiii>>    man    bestimmen,    wieviel 

0    ̂ 
Vorzeichenwechsel   die  lieihe   tler  \  (uv.eichen  der  Coettieienten. 

d.  h.    diejenige    Reihe,   welche    die   Substitution    von  O   in    die 

l'unctioneureüu-    ergieltt.    .-lufweist    und    diese    Keihe    dann    mit 

den   lleihen.    welche   die   Substitution    \on    —        bezdglich        er- 

gel)en,    v»'rgleiclieu.      hie    Keilie   I —     j  »Mithält  eine   .\nzahl  m 

\ou  Voizeielienwechseln.  die  Keihe   j     j  enthält  hingegen  keinen 

Vorzeicbenwechsel.  Die  vorgelegte  (Ueichung  kann  daher  nicht 
nudir  reelle  negative  Wurzeln  enthalten,  als  es  in  «1er  Ueilie 

der  ('oeflii'ieuteu  N'orzeichenfolgeii  gieltt ;  ferner  kann  sie  nicht 
ujclir  reelle  i)«»sitive  Wurzeln  licsitzen,  als  die  Keihe  der 

«  oeflicieuten   N'orzeichenweehsel   besitzt. 
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X.  Die  Anweudung  des  allgemeiueu  Satzes  lässt  die  Inter- 
valle, iu  denen  die  Wurzeln  zu  suchen  sind  klar  erkennen. 

Wenn  die  zwei  Grenzen  a  und  h  derartig  sind,  dass  die  Reihen 
[a]  und  [b]  dieselbe  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln  besitzen, 
so  kann  keine  Wurzel  zwischen  diesen  Grenzen  liegen.  [102] 
Folglich  wäre  jede  Auflösungsmethode  unvollkommen,  die  dazu 
führte,  an  die  Stelle  von  x  Zahlen  zwischen  solchen  Grenzen 
zu  setzen;  denn  sie  würde  eine  grosse  Zahl  überflüssiger 
Operationen  erfordern.  Ersichtlich  muss  mau  die  Wurzeln 
in  gewissen  Intervallen,  in  denen  n.ämlich  das  voraufgeliende 
Theorem  ihre  Existenz  ankündigt,  suchen. 

Bevor  ich  zu  der  Anwendung  dieses  Satzes  übergehe,  ist 
es  nöthig,  sich  bei  einer  wichtigen  Bemerkung  aufzuhalten; 

diese  betrifi't  die  Substitutionen,  welche  eine  oder  mehrere  der 
zwischenliegendeu  Functionen  annulliren. 

XI.  Hat  man  durch  Einsetzung  der  vorgegebenen  Grenzen  a 

und  b  in  die  Functionen  /('"^H,  /'('"-'^(.t),  .  .  .,  /""(a: ,  f'{x\ 
f{x]  zwei  Reihen  von  Resultaten  gefunden,  so  kommt  es  häufig 
vor,  dass  eins  oder  mehrere  der  Resultate  Null  werden.  Es 
handelt  sich  darum,  zu  erkennen,  welche  Vorzeichen  man  den 

verschwindenden  Grössen  beilegen  und  wie  man  die  Vorzeichen- 
weehsel  zählen  muss. 

In  diesem  Falle  lietrachten  wir  zwei  Werthe,  die  von  der 
einzusetzenden  Zahl  a  unendlich  wenig  verschieden  sind;  diese 

Werthe  seien  mit  a  —  da  und  a -{- da  oder  <C''^  ̂ ^  'ge- 
zeichnet. Jeder  dieser  Werthe  wird  jetzt  das  Vorzeichen  -|- 

oder  — ,  und  nicht  Null  ergeben. 
Ist  z.  B.   die  Reihe,    welche    durch  Einsetzen    von  '/  her- 

vorgeht, 

+  +  0000  —  000   h  0  +  00000  — , 
so  findet  man  für  die  Reihe,  welche  die  Substitution  der  mit 
^a  bezeichneten  Grösse  ergiebt: 

+  +  +  -f  +  H   h  +  +  +  +  +  +  +-- 
Um  diese  zweite  Reihe  zu  bilden,  geht  man  von  links  nach 
rechts  vor:  findet  man  in  der  ersten  Reihe  ein  von  Null  ver- 

schiedenes Vorzeichen,  so  schreibt  man  dasselbe  Vorzeichen 
in  die  zweite  Reihe  hinunter.  Kommt  man  aber  zu  einem 

Zeichen  0  der  ersten  Reihe,  so  ersetze  man  es  in  der  zweiten 
Reihe  durch  ein  Vorzeichen,  welches  gleich  demjenigen  ist, 
das  man  soeben  linker  Hand  in  dieser  zweiten  Reilie  liin- 
geschrieben  hat. 



[tie  Auflösung  der  l)e!>tiuimtcii  (ileicliuu^^cii.  «17 

103  Till  tlif  lu-ilic,  welche  der  (iriisse  <^"  fiitsprulii, 
zu  ttildeii,  «relit  man  auc-li  von  links  nach  rechts  vor.  Findet 
man  ein  Vdrzeiclien,  welclies  in  der  durch  die  Substitution 

von  (/  gegebenen  Iteilie  nicht  Null  ist,  so  wiederholt  man  das- 
selbe Vorzeichen  in  der  darüliersteheuden  Ifeihe.  Kommt 

man  aber  zu  einem  Zeichen  O  der  gegebenen  lleihe,  so  ersetzt 

man  es  in  d<>r  t»beren  IJeihe  durch  ein  Vorzeichen,  welches 
demjenigen,  das  man  soeben  in  der  olieren  Weihe  linker  liand 

hingeschrieben  hat,  entgegengesetzt  ist.  Im  Artikel  III 

liaben  wir  die  zwei  Kegeln,  an  welclie  wir  el)en  erinnerten, 

bewiesen.  Schreibt  man  in  dem  gewählten  Beispiele  die  drei 
Keihen  hin,  so  liat  man  die  folgende  Tabelle: 

{<«'-\   \   h-H   \   \   f--  +  --|-   
[ui -\-  0    0    0    0   —   <l    (»    (t   h  <*  +   <>    "    "    "    '•    - 

(>'/!  +  +  +  + H   r4-  +  +  +  H-  +  -h- 

llat  man  auf  diese  Art  die  Ileihe  [a]  durch  zwei  andere  er- 
sitzt, so  bedient  man  sich  der  Keihe  j^"),  wenn  man  die 

(Jrenze  a  mit  einer  gnisseren  Grenze  />  zn  vergleichen  hat. 

Hat  man  aber  die  (Jrenze  n  mit  einer  (irenze  //',  die  kleiner 
als  '/  ist,  zu  vergleichen,  so  ersetzt  man  die  Keihe  [a]  durch 

die  Keihe  ,<Z."-  l^iese  Kegel  des  doppt'lten  Vorzeichens 
ist  Jedesmal  dann  anzuwenden,  wenn  die  Substit\ition  einer 
Grenze  ein  oder  mehrere  .Male  das  Kesultat  Nidl  ergiebt;  die 

zu  vergleichenden  Keihen  werden  dann  in  jedem  Falle  nicht 
mehr  das  Vorzeichen  XuU  enthalten. 

Am  liäuligsten  kommt  es  vor,  dass  die  zwei  Keihen  <[  "* 

und  ̂   <i  nielit  dieselbe  Anzahl  von  \'orzeichenwecliseIn  ent- halten, hif  .Viizalil  //  der  Vorzeichenweehsel  der  oberen  Keihe 

(  '/  kann  nicht  kleiner  sein  als  die  Anzahl  /.  der  Vorzeiehen- 
wechsel  der  tmteren  Keihe:  übersteigt  //  die  Zahl  /..  —  dies 
tritt  nothweiidig  dann  ein,  wenn  zwei  oder  niehr  als  zwei  aul- 
einandertblgend»'  (Jlieder  verschwinden  — ,  so  Ut  /*  —  k  eine 
gerade  Zahl  .7.  In  diesem  Falle  hat  die  vorgelegte  Gleichung 

/■  ./•  =^0,  uualdiiingig  von  den  Wurzeln,  welche  in  anderen 
Intel  Valien  fehlen  kennen,  die  .Vnzalil  /  \on  imaginiiren 
Wuv/.fln. 

Im  vorstehenden  Keispiele  hat  tlie  untere  Keihe  11  V«»r- 
zeichenwechsel  weniger  als  die  oImmc  Keihe:  aus  diesem  (irunde 
allein  würde  die  (Jleichung  f x  =  «>  14  imaginiiiv  Wurzeln 

haben.       104'    Diese  Wurztln    fehlen    der   Gleichung    in    dem 
"^tMalil','.  KUi  —  ikcr.     I'.'T.  7 
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unendlich  kleinen,    zwischen    a  —  da    und    a  +  da    gelegenen 

Intervall  <^^). 
XII.    Die    bisher    bewiesenen   Sätze    ergeben    ein    leichtes 

Mittel,    die  Intervalle   abzusondern,    in   denen  die  Wurzeln  zu 

suchen   sind.     Wir   führen   verschiedene  Beispiele  für  die  An- 
wendung  dieser  Sätze  vor.     Das  erste  ist  das  der  Gleichung: 

^r.  _  3^4  ._  24x'^  +  95.t;-^  —  46rr  —  101  =  0 

Als  Functionenreihe  ergiebt  sich: 

X  .  .  .  .  x^  —  dx*  ~  24.x''  +  95«"'  —  46a;  —  101 
X'    ...  bx'  —  12a;'  —  12x'  +  190a;  —  46 
X"    .  .  .  20x-'  —  36:/;-  —  144a;  +  190 
X'"  .  .  .  ßOx-  —  12x—  144 
X^^   ...  120a;  —  72 

.  X^    ...  120. 

Setzt  man  die  Zahlen  ...  —  10,  —  1,  0,  1,  10  .  .  .  an- 
statt x  und  schreibt  die  Vorzeichen  der  Functionen: 

XV    x'v   X'"  X"  X'    X 

hin,  so  findet  man: 

(-  10)  .  .  +  -  +  -  +  - 

(-1).  .  .  +  -  -  +  -  + 

(0)   +  -  -  +  -  - 

(1)   +  +  -  +  +  - 
(10)   +  +  +  +  +  +. 

Vergleicht  man  die  Zeichenreihe,  welche  durch  die  Sub- 
stitution von  —  10  resultirt,  mit  der  durch  Substitution  von 

+  10  entstehenden,  so  sieht  man,  dass  ( —  10)  fünf  Vor- 
zeichenwechsel und  die  Reihe  (+  10)  keinen  Vorzeichen- 

wechsel aufweist.  Die  Gleichung  kann  daher  nur  in  diesem 

Intervall  —  10  bis  +  10  Wurzeln  enthalten.  Vergleicht  mau 

die  zwei  Reihen  ( —  10)  und  ( —  1),  so  schliesst  man,  dass  in 

diesem  Intervall  eine  der  reellen  Wurzeln  liegt;  [105'  denn 
die  zweite  Reihe  hat  nur  vier,  die  erste  hingegen  fünf  Vor- 

zeichenwechsel. Vergleicht  man  die  zwei  Reihen  ( —  1)  und 
(0)  auf  dieselbe  Art,  so  sieht  mau,  dass  in  diesem  Intervall 
eine  zweite  reelle  Wurzel  existirt;  denn  die  Zahl  der  Vor- 
zeichenweclisel   der   ersten   Reilie   übertrilYt   die  Zahl   der  Vor- 
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Zeichenwechsel  <ler  zweiten  ili-ilir  um  fim-  Einheit.  l)a>.  Iiiter- 
v:ill  0  his  1  kann  keine  Wurzel  enthalten,  denn  die  Keihe  (0/ 
wie  die  Keihe  (1  hahen  beide  die  «^leieht-  Anzahl,  nilnilich  8 
Vorzeichenweclisel.  Was  das  zwischen  1  his  in  gelegene 
Intervall  hetriflt,  so  lindet  man  in  der  ersten  Iteihe  1)  drei, 
in  der  zweiten  (10)  keine  Vorzeichenwechsel.  Daher  nius.H 
man  zwischen  1  und  10  drei  Wurzeln  s-uchen;  eine  dieser 
Wurzeln  ist  reell,  ob  die  zwei  anderen  reell  sind  oder  in 

diesem  Intervall  fehlen,  steht  bis  jetzt  noch  nicht  fest.  Die 
einzigen  Intervalle,  in  denen  man  die  Wurzeln  suchen  muss. 

sind  daher  die  von  —  10  bis  —  1,  von  —  1  bis  0,  und  von 
1  bis  10.  In  jedem  der  zwei  ersten  Intervalle  lindet  sich 
eine,  von  den  anderen  \ü\\\^  getrennte  reelle  Wurzel:  in  dem 
dritten  Intervall,  nämlich  dem  von  1  bis  K».  existirt  :uich  eine 
retlle  Wurzel,  aber  es  ldeil)t  noch  zu  entscheiden,  ob  die  zwei 
anderen  in  diesem  Intervall  gelegenen  Wurzeln  rrell  oder 
imaginär  sind;  diese  Frage  werden  wir  bald  liism.  Es  wäre 
ganz  unnöthig,  in  anderen  als  den  angegebenen  Intervallen 

Wurzeln  der  vorgelegten  (Ueichuug  aufzu.'^uchen. 
XIII.   Die  vorgelegte  CUeichung  sei: 

./•*  — 4.1^  —  3j:  +  23  =  (». 

Die  Functlonenreihe  lautet: 

A'   r*  —  4.*-'  —  8./-  -h  28 

A"   .  .  .   4.r'  —  12.r*  —  8 

.Y"  .  .  .    12./-  —  24.r 
A'"'.  .  .    24.'—  24 
A'^  .  .   24. 

106    Setzt   mau    die   Zahlen    (>,    1,    1<>  «'in    und   betrachtet 
die   Vorzt'iclicu  der  Kesultate  in  den  Functionen: 

A''^'.  A'".  A"".  A"    A. 
so   findet    m:in 

,<,",  .  .  .  -I-  -        -i-  -h 
(0)    -h  --      <'  -     + 
(><>■•■  + 

«  1      .  -+-             -  _     ̂  
\V    4-  "      -  -    4- 

(>  1)  •  .  •  +  -r 
(10^    4-  -+-    4-  -^ 
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In  diesem  Beispiel  bringt  die  Substitution  v(»n  0  au  die 

Stelle  von  ;/;  die  Function  X"  zum  Yei  schwinden ;  daher  muss 
man  die  Kegel  des  doppelten  Vorzeichens  anwenden.  Sie 
zeigt,  dass  man  in  der  oberen  Reihe  {<^  0)  das  Vorzeichen 
+  über  das  Zeichen  0  und  in  der  unteren  das  Zeichen  — 
unter  0  schreiben  muss.  Vergleicht  mau  die  zwei  Reihen  (<^  0) 
und  (^  0),  so  findet  man  in  der  ersten  4,  in  der  zweiten  nur 
2  Vorzeichenwechsel.  Die  Gleichung  hat  daher  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  die  in  dem  unendlich  kleineu  Intervall  von  <^  0  liis 

>0  fehlen. 
Die  Substitution  der  Zahl  1  bringt  die  zwischeuliegende 

Function  .X'"  zum  Verschwinden;  Avendet  man  daher  die  Regel 
des  doppelten  Vorzeichens  an,  so  wird  das  Zeichen  0  der 

mittleren  Reihe  (1)  in  der  oberen  Reihe  {<^  1]  durch  —  und 
in  der  unteren  Reihe  (^1)  durch  -|-  ersetzt.  Vergleicht  man 
jetzt  die  zwei  Reihen  (<^  Ij  und  (^  1;,  so  findet  man  dieselbe 
Anzahl  von  VorzeichenAvechseln ;  daher  fehlt  in  dem  Intervall 

von  <^  1  bis  ̂ 1  keine  Wurzel.  Diese  Substitution  für  die 
Zahl  1,  welche  eine  der  zwischenliegenden  Functionen  annullirt, 
behält  die  Anzahl  der  Vorzeicheuwechsel  bei.  Mit  der  Suli- 

stitution  von  0,  w^elche  zwei  Vorzeichenwechsel  zum  Ver- 
schwinden bringt,  verhält  es  sich  nicht  so,  sie  zeigt,  dass  der 

Gleichung  in  dem  Intervall  von  <^  0  bis  ̂   0,  zwei  Wurzeln 
fehlen. 

[107]  Um  die  Vorzeichenreihen,  welche  die  Substitution 
von  0  und  die  von  1  ergeben,  mit  einander  zu  vergleichen, 
muss  man  die  Reihen  (^0)  und  (<C  1)  amveuden;  um  aber 
die  Reihen,  welche  die  Substitution  von  1  uud  die  von  10 
ergeben,  zu  vergleichen,  muss  man  die  Reihen  Ol)  und  (10) 
anwenden.  Der  Vergleich  der  Reihen  ̂ ^0)  und  (<C  1)  ̂'eigt; 

dass  zwischen  0  und  1  keine  Wurzel  liegen  kann',  denn  diese 
zwei  Reihen  haben  dieselbe  Anzahl  von  Vorzeichenwechseln. 

Der  Vergleich  der  Reihen  O  1)  und  (10)  zeigt,  dass  man  im 
Intervall  1  bis  10  zwei  Wurzeln  suchen  darf;  denn  die  zweite 
Reihe  hat  keine,  die  erste  hingegen  zwei  Vorzeicheuwechsel. 
Die  vorgelegte  Geichuug  hat  daher  zwei  imaginäre  Wurzeln; 
die  zwei  anderen  Wurzeln  können  nur  in  dem  Intervalle  1  bis  10 

existiren.  Es  bleibt  noch  zu  prüfen,  ob  sie  reell  sind  oder 
in  diesem  Intervall  fehlen;  dies  werden  wir  später  prüfen. 

XIV.   Die  (Ueichung: 

./■'  -f  -J.r-  —  :5;r-f  2  =  0 

ergiebt  die  folgenden  Rosultati' : 
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.v =  ./-^  4-  -' ' 

A"
 

=  8r'--h  1.'  - 

A"
 

=  ()./•  H-  1 

A"
 

'  =  «i 

A'".  x".  X'. : —  10 ■ .  •  + -   1 

.  H-          -  - 

1 .  -h    -1   ' 

Der  Veiick'icli  diT  li»MÜ»^ii  —  U>  luiil  —  1  /.«'ijrt.  das« 
die  ({leielmiig  /.wisi'lu'ii  —  lt>  und  —  1  ♦'ine  reellf  Wurzfl  be- 

sitzt uud  d:i3s  sie  in  diesem  Intervall  auch  nicht  mehr  aU 
diese  eine  liaben  kann.  Die  erste  lleihe  hat  nämlirh  H,  die 

zweite  iiui'  zwei  Vorzfielienweohsel.  hiircli  Ver^rleieh  der 
Üt'ihen  ̂  —  li  und  0  sieht  man.  dass  man  zwischen  —  1  und  0 
keine  Wurzel  suchen  darf:  denu  die  zwei  lleihen  haben  die- 
-I  Hh'    Anzahl   von   Vorzeichonwechseln,   nämlich   2. 

108  Was  das  Intervall  von  O  l)is  1  l>etrifl"t.  so  muss  mau 
dort  zwei  Wurzeln  suchen,  weil  die  IJeihe,  welche  die  Sub- 

stitution von  0  anstatt  ./•  ergielit.  zwei,  die  Keihe  hingregr«'ii, 
welche  1  entspricht,  keine  Vorzeichenwechäel  hat.  Ks  bleiltt 

noch  zu  pnit'en.  ob  die  zwei  zwischen  O  und  1  p-le^enen 
Wurzeln   reell   siinl  oder  ol»  sie   in   diesem    Intervrdl   t'tdd«-n. 

.W.    Ist   die   vorjrelegte  (lleichnnu 

./•'  -|-  ./■'  -f"  •'"  —  2")''  —  ■>•>        ''. 
-"  Ii.ii    iii.Mi   die   Keihe  von  Functionen 

.V      =  a:"'  4-  j  '  -j-  .'  •  —  •_'■> '  —  ."••i 

A'     =  ">.r*  -f  4x*  4-2.1—  2."i 

A  '    =  2(>r'  4-  V2x*  4-  '^ 
X  "  =  OOr*  -f-  24r 
A'^  =  \2iKr-\-  24 
A^   ̂   IJO. 

Setzt    man    die   /.ahlen: 

-     1.  —  H».  —  u.  N.  w. 

( I. 

1.      1"        M         .         ... 



102  Joseph  Fourier. 

ein,  so  findet  man: 

X\  X^\  X"\  X',  X\  X 
(-  10)  .  .  .  +     ~      +     -     +  - 

(-  1).. ..  +  -    +   -    — 

«o)....+    +     --    +   
(0)   +     +       0      +       
(>0).  . ..+     +      +     +   
(1)   +     +      -r     +   

(10)   +     +      4-     +     ++- 

Durch  Vergleichen  dieser  Resultate  folgert  man: 

[109]    1.  Alle   Wurzeln   sind  in   dem   Intervall    von  —  10 
bis  +  10  zu  suchen;  denn  eine  der  Reihen  hat  5,  die  andere 
keine  Vorzeichenwechsel. 

2.  Zwei  dieser  Wurzeln  sind  zwischen  —  10  und  —  1  zu 

suchen;  denn  die  erste  Reihe  hat  5,  die  zweite  nur  3  Vor- 
zeichenwechsel; aber  es  bleibt  noch  zu  prüfen,  ob  diese  zwei 

Wurzeln  existiren  oder  imaginär  sind. 
3.  Da  die  Reihe  «^  0)  zwei  Vorzeichenwechsel  mehr  als 

die  Reihe  ()>  0)  hat,  so  besitzt  die  Gleichung  zwei  imaginäre 
Wurzeln,  welche  in  diesem  unendlich  kleinen  Intervall  fehlen. 

4.  Die  Gleichung  hat  keine  Wurzel  zwischen  —  1  und  0, 

da  sowohl  die  Reihe  ( — 1)  als  auch  die  Reihe  (<C  0)  <ii"ei 
Vorzeichenwechsel  besitzen. 

5.  Die  Gleichung  hat  keine  Wurzel  zwischen  0  und  1, 

weil  die  Reihen  ()>  0)  und  (1)  je  einen  Vorzeichenwechsel  be- 
sitzen. 

6.  Die  Gleichung  besitzt  zwischen  1  und  10  eine  reelle 
Wurzel,  weil  die  zweite  Reihe  einen  Vorzeichenwechsel  weniger 
als  die  erste  Reihe  besitzt;  diese  Wurzel   ist   völlig    getrennt. 

XVI.  Wendet  man  den  am  Ende  des  Artikels  XI  aus- 
gesprochenen Satz  auf  die  binomischen  Gleichungen  der  Form: 

^'"  +  «m  =  0 

oder  diejenigen,  welchen  melirere  aufeinanderfolgende  Tenne 
fehlen,  wie: 

.>"'  -i-a.x'"-'  -\-  't„^  =  0 

an,  so  erkennt  man  durch  Anwendung  der  Regel  des  doppelten 
Vorzeichens  sofort  die  Anzahl  der  imaginären  Wurzeln,  welche 
aus  dem  Fehlen  der  Glieder  resultiren.    Sind  die  Gleichungen 
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binduiisch,    so    ergiebt    die    Substitution    von    O   für    /    in  die 
Functionenreihe: 

110        .Y^'"),  A'^"'-'>,  A'""--',  A'C'"-'').  .  .  .    A",     A 
die  folgenden  Uesult:ite: 

(«Oi  .  .  .  +  -  +  -       .  .  +"„, 

[O]   +  O  0  0  "     -\-a„, 
|(>0)  .  .  .   +  +  +  -i-  -+-"„.. 

Ist  Dl  gerudf  und  der  (.'oeflirimt  '/„,  positiv,  so  hat  die 
lieihe  (<C!'*'  ""i"  Vor/.eicIaMiwcchsfl  und  <lit-  Reihe  (^0  keine; 
mithin  sind  alle  Wurzeln  imaginär.  Ihre  Anzahl  ist  m.  Ist  tn 

gerade  und  der  Coefiieient  '/,,,  negativ,  so  fehlen  der  Cileichung 
im  uuendlii'h  kleinen   Intervall  <^  0  bis  ]>  0  m  —  2  Wur/.fln. 

Die  Gleiehung  hat    zwischen   —       und   <>   »-ine    reell»'    Wurzel 

und  eine  andere  zwisehen  (»  und     • 

Ist  iti.  ungerade,  so  ersehliesst  man  aus  dem  Anbliek  iler 
Keihen,  dass  die  Gleichung  in  —  1  imaginäre  und  eine  einzige 
reelle  Wurzel  besitzt,  deren  Vorzeichen  dem  von  ",„  entgegen- 

gesetzt ist. 
Was  die   (Jlt'iehuugen   der  Form: 

■'■'"  +  "iX"'-'-\-n,„  =0, 

bei  denen  meiirere  aufeinanderfolgende  Terme  fehlen,  betritVt, 
so  erkennt  man  nach  derselben  Hegel,  dass  sie  infolge  der 
fehlenden  Glieder  nothwendig  imaginäre  Wurzeln  haben;  über 

ihre  Bestimmung  kann  man  Folgendes  sagen-''"  :  Da  auf  j""' 

das  (üied  (i..i"^~'  folgt,  so  ist  die  Anzahl  der  imagiuftren 
Wurzeln,  die  allein  infolge  dieser  Thatsaehe  existiren,  gleich 

/ — 1,  wenn  /  —  1  eine  gerad»-  Zahl  ist;  ist  /— 1  ungerade, 
so  ist  ihre  Anzahl  bei  positivem  »^  gleich  /.  bei  negativem  a- 

gleich  /  —  2.  Die  ( Jleiehung  ./'"  -f  </,.»"'"'  -f-  '/,„  —  (>  kann  auch, 
wie  aus  der  Kegel  des  doppelten  Vorzeichens  folgt,  nicht  mehr 
als  4  reelle  Wurzeln  liesitzen.  Sind  /  —  1  und  ///  beide  gerade, 
so  ftdgt  allein  aus  der  Hegel  des  dopitelteu  Vorzeichens,  dass  die 
(ileichuug  wenigstens  ;//  —  2  imaginäre  Wurz<dn  haben  muss. 

Zum   lieispici   ersieht   m.m   sofort,   dass  die   (ileichung: 

vi»T   iiiiHiriu.irc  Wiuv.clu   licsitzt :   denn   ihr   t'clilcu  zwiscjicn   den 
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Gliedern  x^  und  x,  welche  dasselbe  Vorzeichen  haben,  drei 
aufeinanderfolgende  Terme. 

[111]  Die  soeben  ausgesprochenen  Resultate  sind  recht  leicht 
aus  dem  im  Artikel  XI  gegebenen  Satze  zu  beweisen;  es  ist 
daher  nicht  uöthig,  sie  auseinanclerzusetzen:  übrigens  sind  sie 
meistens  bekannt,  und  man  beweist  sie  leicht  vermöge  anderer 
Priucipien. 

XVII.  Wendet  man  dieselbe  Untersuchung  auf  die  Gleichung: 

./:'  —  2x^  —  3.r^  +  4.r-  —  5;>-  +6  =  0 
an.  so  findet  man: 

X  =  x'  —  2x''  —  3.r''  +  4;r-  —  5.r  +  0 

X'  =  7x''  —  10.r*  —  l)./--  -f  8./'  —  ö 

A'"  =  42;r°  —  40 ,r^  —  IS./'  -f-  8 
A""  =  210  x'  —  120,>-  —  IS 
A'i^"  =  840  Ä=*  —  240  ;r 
A'^'  =  2520.r"-  —  240 
A'Vi  ̂   5040,/ 
X^i^  =  5040 

und  kann  die  folgende  Tabelle  bilden : 

a:^",  x^'K  a\  x^^,  a:  ' .  a  .  x\  x, 

(-  101  ...     +     _     +     -     +     --!--' 
(—  1)  .  •  ■  .     +     -     +     —     +     +     -     + 

I « (V.  .  .  .  .     +     -      -     +     -     -     -     4- 
(0)       +      0       -       0       -     ^      -     + 
i(>o;....    +    +    ---    +    --1- 

(1)       +     +     +     4-      +     ---h 
(10)       H-4-     +     —     +     +     -i-+- 

1.  Vergleicht  man  die  zwei  Keihen  —  10)  und  —  1),  so 
sieht  man,  dass  die  zweite  nur  einen  Zeichenwechsel  weniger 
als  die  erste  hat.  Mithin  hat  die  Gleichung  zwischen  den 

Grenzen  —  10  und  —  1  nur  eine  einzige  reelle  Wurzel. 
2.  Die  Einsetzung  \on  0  für  x  ergiebt  mehrmals  das  Re- 

sultat 0.  Man  wird  daher  die  zwei  Reihen  !<^  0^  und  ()>  0) 
bilden  und  wird,  wenn  man  diese  zwei  Reihen  vergleicht,  ei- 
sehen,  dass  die  eine  6,  die  andere  4  Vorzeichenwechsel  l)e- 
sitzt.  [112]  Daher  hat  die  Gleichung  zwei  imaginäre  Wur/.<lu. 
welche   in   diesem  Iuter\  all   fehlen. 
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'^.   Verj^leiclit  man  die  Kt-ilnii  1     uiiil    <C0    so  erkt-nut 
mau.    (lass    dii'    (ilcicliimjj    zwisclicii  I    iiiiil   <•    kfine   reelle 
Wurzel   licsitzcii   kann. 

4.  Verfrloiclit  man  ilic  llcilicn  .^<>  und  .1),  so  i-rki-nnt 
mau,  dass  zwisclion  n  uud  1  uirlit  mciir  als  zwei  retdle  Wnrzrln 
liegen  konueu.  Ivs  bleilit  noch  zu  untersuchen.  ol>  diese  \Vurz»4n 
thjitäiiehlieh  exi.stiren  oder   ol»   sie   in    diesem   Intervall    tVhleii. 

5.  Aus  dem  Anblick  der  Ueilicu  il  und  H»  sehli»':*.-»t 
man,  dass  man  zwiselien  den  (Ireuzcn  1  und  Ktzwci  Wnr/fln 
snelien  soll. 

So  ergelten  sich  die  Intev\  .-ille.  in  denen  man  Wurzeln  der 
\orgelegten  (Ueieliuug  zu  suchen  hat,  nämlich  das  von  —  K» 
l»is  —  1,  in  dem  sieher  eine  einzige  reelle  Wurzel  existirt;  das 
\ on  0  l)is  1,  iu  dem  man  nicht  mehr  als  zwei  reelle  Wurzdn 
linden  kann,  das  von  1  bis  10.  iu  dem  man  auch  zwei  Wurzeln 
suchen  darf.  .Man  ist  auch  sicher,  dass  die  (Ileichnng  zwt-i 
iniaginfirc  Wurzeln  hat:  sie  gehen  in  dem  uncudlicji  klcim-n 
Intervall   \ on   <C<t  liis  ̂ 0  verloren. 

Will.  Wir  führen  noch  zwei  Beispiele  an  für  den  \"'i- 
gang,  den  man  Itefolgcu  muss,  um  leicht  die  Intervalle  in 
denen   die  Wurzeln  gesucht  werden  müssen,  zu   liiiileii. 

I>as  erste  Rei.spiel   ist   die  (Jleichung: 

.,-  4_  :i.,i    :-  2./'  —  8.r-  —  2./-  —  2  =  O. 

.Man    hat: 

A   /    +  :i./ '  +  -Jj-^  —  S.r<  _  2r  —  2 

A'  ....  hj'  H-  12.H  -1-  (ir-  —  lij-  —  2 

A".     .  .  20 j"»  -f-  -MSr'  4-  12./-  —  •> 

A  "  .        <;(>./•-  4-  72./- -h  12 

A'^           120./-4-  V2 
A^             12(1. 

Setzt   man   die   /.•ihleii       -  I.   <•.    I.    lo  t'in.    st»  fiml«-« :   man: 

113                             V'     Vi^     \    •    V,     A".     A. 

|<1                                                  -f      - 

4-     -f     -     - 

l(t    .         4-     _j-     -^-     4-     -^ 
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Beim  Aublick  dieser  Reihen  sieht  man, 
1.  dass  die  vorgelegte  Gleichnng  keine  Wurzel  jenseits 

von  —  1  hat,  da  die  lieihe  (<^  —  1)  fünf  VorzeichenMechsel 
besitzt : 

2.  dass  zwei  Wurzeln  in  dem  Intervall,  dessen  Grenzen 

<;^  —  1  und  ̂   —  1  sind,  verloren  gehen,  da  die  Grenze  <^  —  1 
fünf  Zeichenwechseln  entspricht,  während  in  der  Reihe  (^  —  1) 
nur  drei  Zeichenwechsel  auftreten ; 

3.  dass  man  zwischen  —  1  und  0  zwei  AVurzeln  suchen 

muss,  denn  die  Reihe  (^  —  1)  hat  drei,  die  Reihe  (0)  nur 
einen  Zeichenwechsel ; 

4.  dass  zwischen  0  und  1  keine  Wurzel  existiren  kann, 
denn  die  zwei  Reihen  (0)  und  (1)  haben  dieselbe  Anzahl 
Zeichenwechsel,  nämlich  einen ; 

5.  dass  die  Gleichung  zwischen  1  und  10  eine  einzige 

reelle  Wurzel  hat:  denn  die  Reihe  (10)  hat  einen  Zeichen- 
wechsel weniger  als  die  Reihe  (1). 

XIX.  Das  zweite  Beispiel  ist  die  Gleichung: 

./•■•  —  10. r»  +  ß,r+  1=0. 
Man  hat: 

A'     =  .7:"'  -^  10. «'4-  6./  +  1 
X'    =  bxJ  —  30  x:-  +  B 
X"   =  20a:;*  —  60  x 
X'"  =  QOx-  --  60 
A'iv=  120.r 
A'V  =  120 

[114    und  kann  die  folgende  Tabelle  bilden: 

X\X^\X"',X",  X'.  X 
-  10)  ...  .     +     -     +     -  +  - 

|«-1'...     +     -     4-     +  -  + 
1)       +     -      <»      +  -  + 

Ij ...     +     --     +  -  + 
«0)       +     -     -     +  +  + 

[(0':      +     0     —     0     +    + 
(>  0       +     +     -     -     +     4- 

I«  1       -t     +     -     -     -     - 
(1)       +     -t-      0     -     -     - 
l(>i:     +   +   +    -    -    - 
flO)      +    +    +    +    +    +• 

(-!]• 

l(>- 
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.Man  scliüesst  aus  den  lieihen  ( —  l(t^  iiud  l<^  —  1  ,  das» 
zwisclieu  —  10  und  —  1  eine  einzijre  reelle  Wurzel  existirt. 
auM  den  Keilien  (^ —  1  und  i<^  o  .  duss  man  zwiselien  —  1 
und  o  zwei  Wurzeln  suehen  niUHs,  aus  den  lieiheu  (^0;  und 
,<^  1  ,  dass  die  (jlleichuug  zwischen  O  und  1  eine  einzige  reelle 
Wurzel  hat,  aus  den  Reihen  (^  1)  und  (10),  dass  man  zwischen 
1  und  10  eine  einzige  reelle  Wurzel  zu  suchen  hat. 

XX.  Ks  würde  unuiithig  sein,  diese  Anwenduufren  zu  ver- 
mehren: wir  haben  sie  so  ausfrewiihlt,  dass  sie  eine  j;enllgend 

grosse  Anzahl   verschiedener  Fälle  darbieten. 

Es  ist  klar,  dass  dieser  Process  ohne  l.'nsicherheit  den  Ort 
der  Wurzeln,  d.  li.  die  Grenzen,  zwischen  denen  man  sie  suchen 
niuss,  erkennen  lässt;  Jedoch  bestimmt  er  nicht  immer  die 
Natur  dieser  Wurzeln.  Im  Gegentheil  sieht  man.  dass,  wenn 
die  Anwendung  des  Theorems  eine  gerade  Anzahl  von  Wurzeln 
in  einem  vorgegebenen  Intervall  angiebt,  es  eintreten  kann, 
dass  alle  diese  Wurzeln  imaginär  sind.  115]  Wir  haben  daher 
eine  zweite  Frage,  die  Bestimmung  der  Natur  der  angegebenen 

Wurzeln,  zu  entscheiden.  Im  Folgenden  geben  wir  eine  voll- 
ständige liTtsung  dieser  zweiten  Frage:  die.><elbe  ist  von  der 

ersten,  bisher  behandelten,  welche  sieh  mit  der  Angabe  der 
Intervalle  lieschätti^t.  in  denen  man  die  Wurzeln  suehen  muss, 
ganz  verschieden. 

Man  nniss  sich  denken,  dass  man  den  Abst.md  von  zwei 

dem  ./•  beigeh'gten  Werthen,  von  denen  der  eine  in  sehr  grosser 
Entfernung  unterhalb  O  und  der  andere  in  sehr  grosser  Ent- 

fernung olterhalb  O  liegen,  in  eine  Anzahl  Intervalh-  getheilt 
hat.  Jedes  dieser  Theilintervalle  hat  zwei  Grenzen  -/  und  /'. 
Oiese  Intervalle  sind  nun  von  zweierlei  Gattung: 

1.  Solche,  in  denen  man  keine  Wurzeln  der  (Jleichung 
suchen  darf.  Diese  Intervalle  erkennt  man  durch  folgende 
Eigenthiimlichkeit:  setzt  man  ihre  Orenzen  '(  und  l>  in  die 

Functioiienreihe:  /'""'j-,  /"('"-"  (j-,  .  .  .,  /"\xj,  f"[X],  /'[x  .,  so 
ergiebt  dies  zwei  Ueihen  von  Resultaten  und  tVw  zwi-ite  Reihe 
hat  ebensoviel  Zeichenwechsel  wie  die  erste. 

•J.  Intervalle,  in  di'iien  mau  zur  .\uf>uchung  der  \\  urz<in 
vorgeln'u  kann.  Oiese  Interv.ille  »rkennt  mau  dureh  folgende 
Eigenthiimruhkeit:  setzt  man  die  (irenzen  «  und  l>  in  die 
Functicnenreihe,  so  hat  die  durch  Sub>titution  der  gnisseren 
Grenze  h  gegebene  Reihe  weniger  Vorzeichenweehsel  aN  die 
Reihe,   welche   die   Sulistitntion   von   </   liefert. 
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Die  ersten  Iiitei-\  alle  sind  .'Uisgesclilossen ;  ihre  Oesamuu- 
ausdelinnng  ist  unvergleichlich  grösser  als  diejenige  der  anderen. 
AVas  die  zweiten  Intervalle  betrifft,  so  sind  sie  selbst  von 

zweierlei  Art;  nämlich  diejenigen,  in  denen  Wurzeln  thatsäch- 
lich  existiren,  und  diejenigen,  in  denen  die  Wurzeln  verloren 
gehen.  Es  bleibt  uns  noch  übrig,  diesen  Unterschied  klar 
auseinanderzusetzen  und  sichere,  leicht  anwendbare  Regeln  zur 
Unterscheidung  dieser   zwei  Arten  von  Intervallen   anzugeben. 

XXI.  Die  angeregte  Frage  bietet  sich  z.  B.  bei  der  Be- 
handlung der  im  Artikel  XII  betrachteten  Gleichung: 

■r-  —  3.^1  —  2^x'  +  95.x-  —  46  ;r  —  101  =  0 

dar.  Das  allgemeine  Theorem  giebt  an,  dass  man  zwischen 
den  (Jrenzen  1  und  lU  drei  Wurzeln  suchen  muss.  Setzt  mau 

in  die  Reihe  der  Functionen  eine  Zahl  c,  die  grösser  als  1  und 
kleiner  als  10  ist,  ein,  so  theilt  man  das  Intervall  1  bis  10 
in  zwei  Tlieile  und  hat  dann  die  voraufgehenden  Sätze  auf 
die  Theilintervalle  1  bis  c  und  c  bis  10  anzuwenden.  ,116 
Fährt  man  so  mit  der  Einsetzung  von  zwischenliegenden  Zahlen 
und  der  hierdurch  ausgeführten  Theiluug  der  Intervalle  fort, 

so  gelangt  man,  wenn  die  drei  Wurzeln  reell  sind,  dazu,  die- 
selben zu  trennen,  und  man  lindet  für  jede  derselben  ein  Intervall, 

in  dem  sie  allein  gelegen  ist;  dies  ist  der  Zweck  der  Unter- 
suchung. Sind  aber  zwei  der  gesuchten  Wurzeln  imaginär,  so 

führt  die  Untertheilung  des  Intervalls  zu  keinem  Ende;  man 
weiss  nicht,  ob  die  Trennung  der  Wurzeln,  weil  dieselben 
imaginär  sind,  unmöglich  wird,  oder  nur,  weil  ihre  Differenz 
ausserordentlich  klein,   eine  verzögerte  ist. 

Beschränkt  man  sich  darauf,  zwischenliegeude  AVerthe  ein- 
zusetzen und  immer  die  Vorzeichen  der  Resultate  zu  vergleichen, 

so  kann  man  diese  Schwierigkeit  nicht  überwinden:  diese 
Frage  erfordert  eine  besondere  Regel.  Aus  diesem  Grunde 

kann  auch  die  von  BoUe  vorgeschlagene » C  a  s  c  a  d  e  n m e  t h  o  d  e « - ' ) 
nicht  zur  Bestimmung  der  Wurzelgrenzen  dienen;  denn  ihr 
fehlt  ein  Verfahren   zur  Bestimmung  der   imaginären  Wurzeln. 

Das  Annäherungsverfahren,  das  mau  Xei'ioii  verdankt, 
löst  diese  Frage  auch  nicht;  vielmehr  setzt  es  dieselbe  als  gehest 

voraus.  Xnrtoii's,  Methode  ist  eines  der  schätzenswerthesten 
Elemente  der  Anal.ysis;  denn  sie  bezieht  sich  auf  alle  Zweigi- 
der  Rechnung,  aber  sie  hat  nicht  die  Unterscheidung  der 
imaginären  AVurzeln  zum  Gegenstand.  Um  diese  auszuführen. 

li:ilien   L(ii/i-iiii(/c  und    Wuriiifi'--''    die   Bestimmung  der  kleinsten 
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liillVrciiz  der  Wurzeln  ilcr  ( Ilcirluinj.'-  udcr  i-iiicr  »Iriiss«'.  tlie 

kl<'iiu'r  als  dit-sc  klfinstc  I  »ilVcrciiz  ist.  vorpt'sclilajrt'U.  Vom 
tlu'ori'tisclK'U  Stuiuipiiiikt«'  liftrarlitct  ist  dicsf  Ltisiinji  i-xart. 

Wäre  es  in  der  'IMiat  tri'Iiiiifren  zu  eikriiin-n,  (lass  dii-  hilVercnz 
der  icelk'ii  Wurzeln,  die  am  weuijrsteii  dilVerireii,  kleiner  als 
eine  gewisse  Grösse  J  ist,  so  wdrde  es  genügen,  ftlr  ijie 

Variable  ./•  aufeinanderfolgend  Zahlen,  deren  UilVen'nz  ./  uiler 
kleiner  als  ./  ist,  einzusetzen.  I^n  wäre  man  sieher.  alle 
Wurzeln  zu  untersehciden ;  würde  man  auf  diese  .Vrt  nicht 

eheusoviele  Wurzeln  linden,  wie  der  Orad  )ii  der  vorg«degtrn 

(ileichuug  Einheilen  hat,  so  würden  dit-jenigeu  Wurzeln,  welehe 
mau  durch  diese  Suhstitutiouen  uieht  getrennt  hat,  in  gerader 

Zahl  \oihanden  sein  und  gleieh  der  Anzahl  der  imaginären 
Wurzeln  der  vorgelegten  (Jleichnng  werden.  117  Alter  man 
findet  es  leieht  erklärlich,  dass  man  eine  derartige  Methode 

der  Auflösung  nieht  zulassen  kann.  Erstens  ist  tlie  Keehnung. 
welche  diesen  Werth  der  Crenze  ./  kennen  lehrt,  für  die 

(Ueichuugeu  etwas  lniheren  (irades  unpraktisch.  Zweitens 
würde  mau  in  Intervallen,  in  denen  nach  dem  allgemeinen 

Theoreiu  (Artikel  VIll  keine  Wurzel  e.xistiren  kann,  Substitutionen 
ausführen.  Man  müsste  daher  zunächst  das  allgemeine  Theorem 

anwenden  und  nur  in  den  Intervallen,  wo  die  Wurzeln  gesueht 

werden  dürt'eu,  Substitutionen  aiistiilireii.  l)ieses  N'ert'ahren 
würde  die  Länge  der  Kechuuiig  vermindern,  al»er  nicht  da\on 

frei  machen,  den  Werth  \on  J  zu  linden:  dies  ist  aber  die 

Hauptschwierigkeit.  Ibiher  war  es  nöthlg,  mittelst  anderer 

l'riucipien  diese  sehr  wichtige  Frage ,  welclie  mit  Sicherheit 
die  Natur  der  Wurzeln  zu  erkennen  gestattet,  zu  behandeln. 

Es  gelang  mir,  seit  lange  sie  durch  ein  schnelles  und  leichtes 

Verfahren  zu  behandeln.  Die  in  den  folgenden  Artikeln  aus- 
einanderzusetzende Losung  habe  ich  früher  in  den  Vorlesungcu 

au  der  Ecole  Polyteehnitiue  de  France  vorgetragen:  sie  ist 
die  klarste  und  einfachste  unter  allen,  welche  ich  für  diesen 

tiegeustand  finden  konnte.  Es  handelt  sich  hier  um  ein 

wesentliches  Element,  welclu's  mau  .ils  schwierigsten  Funkt 
der  ganzen  Theorie  iietrachten  uniss.  den  völlig  aufzuklAren 
wir  uns  bemühen  mussten  Es  genügte  nicht,  das  analytische 

l'rincip,  aus  dem  wir  die  Lösung  hergeleitet  h;ii»en.  anzugeben; 
vielmehr  ist  es  vorzuzieheji,  die  Sätze  durch  Anwendung  von 

Constructioneu  klar  zu  machen.  Nicht?*  ist  geeigneter,  die 

Natur  der  Frage  aufzuklären.  Dann  geben  wir  mehrere  Uei- 

spicle  für  die  zur  LösuiiiT  «ler  Fr.ige  t'ührende  allsremeine  Hegel. 
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XXII.  Man  setzt  voraus,  class  nach  Einsetzung  zweier  Zahlen 
a  und  b  in  die  Functionenreihe : 

/•('"^(,.),  /•("'-O(^),  .  .  .,   /-'"(.x),  f"[.r),  fix),  fix] 
die  Reihe  (a)  der  Vorzeichen  der  Resultate,  d.  h.  diejenige, 
welche  durch  Einsetzen  von  a  resultirt,  von  der  Reihe  [b]  sich 
dadurch  unterscheide,  dass  die  zweite  Reihe  zwei  Vorzeichen- 

wechsel Aveniger  als  die  erste  enthält;  Ji  soll  dabei  grösser 

als  a  sein.  Zum  Beispiel  möge  die  Reihe  [a]  mit  den  Vor- 
zeichen : 

_1   1_ 

[118J  und  die  Reihe  [b)  mit  den  Vorzeichen: 
+  +  + 

schliessen.  Wir  setzen  auch  voraus,  dass  in  allen  Theilen 
dieser  zwei  Reihen,  welche  links  von  den  soeben  hingeschriebenen 
Vorzeichen  stehen,  jedes  Vorzeichen  der  Reihe  [a]  mit  dem 
entsprechenden  Vorzeichen  der  Reihe  [b)  übereinstimmt.  Man 
sieht,  dass,  während  die  eingesetzte  Zahl  vom  Werthe  a  zum 

Werthe  I>  übergeht,  die  Reihe  der  Vorzeichen  zwei  Vorzeichen- 
wechsel verliert.  Aus  dem  voraufgegangenen  Theorem  des 

Artikels  VII  folgt  daher,  dass  die  Gleichung  f{x)  =  0  nicht 
mehr  als  zwei  Wurzeln  zM'ischen  a  und  b  haben  kann ;  man 
weiss  aber  nicht,  ob  die  zwei  angezeigten  Wurzeln  reell  sind 
oder  in  diesem  Intervalle  verloren  gehen:  dies  ist  die  zu 
lösende  Frage.  Lässt  man  aber  in  jeder  der  zwei  Reihen  [a] 
und  [b)  das  letzte  Vorzeichen  fort,  so  enthält  die  erste  Reihe 
nur  einen  Vorzeichenwechsel  mehr  als  die  zweite  Reihe.  Daher 

kann  die  Gleichung  f'[x)  =  0  nur  eine  Wurzel  zwischen  a 
und  b  besitzen  und  man  ist  sicher,  dass  diese  Wurzel  reell  ist. 

Lässt  man  ferner  die  zwei  letzten  Vorzeichen  einer  jeden 

der  Reihen  (a)  und  [b)  fort,  so  findet  man  infolge  der  Voraus- 
setzung, dass  die  erste  Reihe  nicht  mehr  VorzeiclienAvechsel 

als  die  zweite  hat.  Die  Gleichung  fix)  =  0  hat  daher  zwischen 
a  und  b  keine  AVurzel;  d.  h.  es  giebt  in  diesem  Intervall  keine 

Zahl,  welche,  für  x  gesetzt,  die  Fluxion  zweiter  Ordnung  /""(.>) zu  Null  macht. 

XXIII.  Es  ist  leicht,  durch  die  Eigenschaften  der  Figur  die 
Relationen  zwischen  den  Functionen  fix],  fix],  fr)  darzustellen. 

Die  Ordinate  //  der  Curve  )iip7i  (Figur  4  und  5"  drückt  den 
AVerth  aus,  welchen  die  Function  fix]  annimmt,  falls  man  der 
Variabeln   x  irgend    einen    auf    der   Abscisse    Ox   gemessenen 
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Wirtli  ln'ilt'gt.  l)it'  (iieii/eii  '/  iiiul  /-  .-iiiKl  die  Abscisseii  O«, 
()/'.  Der  l>()o:eii  iiipii.  welcher  diesem  Intervall  '^  A  eiitsiMicbt, 
hat  keiueii  liiHexioiispunkt:  deuii  «h'r  Werth  der  Abscisse.  dir 
jedem  Infle.\ions|ninkt  entsprieht,  uniiiillirt  die  Fhixion  zweiter 

Ordnung'-    /"'(./•)   oder       '^.     [119'    So    ist    der   IJotreii    m  ji  n   frt-i 

\  ou  Krüiiiiiiuiijreii,  und  da  der  Werth  von  /  ' ./  an  den  zwei 
Grenzen  des  Uofjens  positiv  ist,  so  sieht  man,  dass  dieser 
Bogen  die  von  der  Figur  angegebene  Form  hat.  Er  ist  hlugs 
seiner  ganzen  Ausdehnung  concav.  Seine  concave  Seite  ist 
der  ol»eren  Seite  der  Fläche  zugekehrt.  In  einem  gewissen 

Punkt  p  dieses  Hogeus  ist  die  Tangente  der  Abseisseua.ve  par- 

allel. Dieser  Punkt  entspricht  dem  Werthe  von  ./■,  welcher 
die  Fluxiou  erster  Ordnung  fx]  anuuUirt;  da  die  tJleieliung 
f\x  =  0  nur  eine  einzige  Wurzel  zwischen  den  (ireuzen  '/ 

und  h  hat,  so  existirt  nur  ein  einziger  *Punkt  ;>,  in  dem  die 
Neigung  Null  ist.  Fügt  man  zu  dieser  Bedingung  noch  hinzu, 

dass  die  äussersten  Ordinalen  f\ii)  und  /"/'  positiv  sein  sollen. 
so  sieht  man,  dass  der  betrachtete  Thfil  derCurve  durch  die 

Figur  4  oder  .')  dargestellt  wird.  Im  ersten  Falle  existiren 
zwei  Scliiiittpunktf  u  und  ̂ 'j,  und  die  Abscissen  (>(f  und  M  / drfickeu  die  Werthe  der  reellen  Wurzeln  aus.  Bei  der  zweiten 

Figur  erreicht  der  Bogen  nicht  mehr  die  Abscissenaxe;  e8 
existirt  also  kein  Schnittpunkt,  so  dass  die  zwei  gesuchton 

Wurzi'ln  imaginär  werden.  Die  vorgelegte  Frage  besteht  darin, 
die  zwei  Constructionen,  durch  welche  die  vorgelegte  Function 

im  Intervalle  der  (»renzen  <i  und  /'  dargestellt  wird,  zu  unter- 

scheiden. Würde  man  den  genauen  Werth  •;  derjenigen  Altscisse 
()•;.  welche  dem  Punkte  j>  mit  einer  zur  Axe  parallelen  Tan- 

gente entsprieht,  kennen,  so  wilre  die  Frsige  leieht  gelöst; 

man  brauchte  diesen  Werth  •;  nur  in  die  Function  /'(r  ein- 
zusetzen und  das  Vorzeichen  des  IJestdtats  zu  prüfen.  Ist 

dieses  Vorzeichen  von  dem  gemeinsamen  Vorzeichen  der  zwei 

Kesultate  l\<i\  und  /"(/')  verschieden,  so  existiren  zwei  Sohuilt- 
punkte  «  und  {i.  Ist  aber  das  Zeichen  von  fy  dasselbe  wie 

(las  von  /" '/^  und  f'l>  ,  so  fehlen  die  zwei  Schnittpunkte  und 
die   Wurzeln  sind  daher  imaginär. 

Man  könnte  einen  Nilherungswerth  der  Wurzel  •,  der  Olci- 

ehung  /"'(./•)  =  0  für  .r  in  fix  einsetzen.  Hat  das  Kesultat 
dieser  S\ibstitution  ein  von  fui  und  f  h  \erschiedenes  Vor- 

zeichen, so  sind  die  zwei  Wurzeln  sielier  reell:  diesellH'n 
sind    dann    getrennt.      Ist    .iber    das    Vorzeichen    des    Keault.its 
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dasselbe  wie  das  vou  /'('/]  uud  /'(^),  so  bleibt  die  Xatnr  der 
Wurzeln  unbestimmt;  denn  mau  weiss  nicht,  ob  man  nicht, 
wenn  man  in  fix]  einen  noch  näher  bei  y  liegenden  Werth 
einsetzt,  ein  von  dem  Vorzeichen  von  fia)  und  f{h)  verschiedenes 
Zeichen   erhält.      1201    Diese   Schwierisrkeit    würde    sich  noth- 

wendig  jedesmal,  wenn  die  Wurzeln  imaginär  sind,  darbieten ; 
sie  würde  immer  bestehen  bleiben,  trotzdem  das  Intervall  der 
zwei  Grenzen  ausserordentlich  verkleinert  werden  könnte. 

XXIV.    Um    diese   Zweideutigkeit    zu    beseitigen,    beachten 
wir,  dass  sich  die  zweite  Coustruction  .Figrur  5i  von  der  ersten 

Fie:.  5. 

Figur  4  durcli  einen  eigenthünilichen  Cliarakicr,  den  auch 
die  Rechnung  auszudrücken  vermag,  unterscheidet.  AVir  wollen 
in  der  durch  Figur  5  dargestellten  Construction  in  den  Punkten 
w  und  )i  zwei  Tangenten  ziehen ;  diese  mögen  die  Axe  in 

a  und  //  sclnieideu;  in  diesen  Punkten  n'  und  //  errichte 
man  die  <  »rdinaten  n'  ni' ,  //  //,  und  ziehe  in  (h'u  Punkten  ni 
und   ;/'   zwei  neue    'l'aniüeiiten    Ins    zum    Sclmitt    iiiil     dcf   Axe. 
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Nach  ciuLT  oder  uu-lircirii  iilinliflicn  (»ptnationcii  wird  es  dann, 
wie  es  sofort  eiuleuchtet,  ndthwendijc  eintreten,  dass  luau  diese 
aufeinanderfolgenden  Tangenten  nicht  mehr  ziehen  kann, 
ohne  dass  sie  scliliesslieh  das  Intervall  nh  verlassen;  der  Ab- 

stand des  Punktes  a  von  dem  Schnittpunkte  der  Tangente  mit 
der  Axe,  d.  li.  die  Subtangentr,  wird  sicherlich  grosser  als 
das  Intervall  'il>  werden.  Hat  hingegen  der  IJogen  um,  wie 
es  Figur  4  darstellt,  zwischen  a  und  li  zwei  Schnittpunkte, 
so  wird  die  soeben  ausgesprochene  Bedingung  nicht  eintreten; 

jede  der  Subtangenten  (i(t\  ti'n",  .  .  .  wird  immer  kleiner  als 
das  Intervall  '///,  a'h,  .  .  .  sein.  Ebenso  werden  sich  die  auf- 

einanderfolgenden Subtangenten  hl/',  h'h".  ...  bei  einem  Ver- 
gleich mit  den  Intervallen  ha^  h'a^  .  .  .  verhalten.  Nimmt 

man  bei  Ausführung  dersellien  C'onstruction  in  Figur  4  die 

Werthe  der  zwei  Suittangenten  im',  hh'  und  fügt  sie,  ohne 
die  Vorzeichen  zu  berücksichtigen,  zusammen,  d.  h.  ertheilt 

man  jeder  dieser  Grössen  das  Vorzeichen  -|-,  so  wird  die 
Summe  immer  kleiner  als  das  Intervall  <il>  zwischen  den  zwei 

(irenzen.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  allen  folgenden  Sub- 
tangenten: die  Summe  zweier  Subtangenten,  die  sich  auf  zwei 

äusserste  Enden  irgend  eines  Intervalls  a'b\  a'h",  .  .  .  beziehen, wird  immer  kleiner  als  dieses  Intervall  sein.  Dies  ist  ein 

unterscheidendes  Merkmal  für  den  Fall,  bei  dem  der  Bogen 
)t/p)i  zwei  Schnittpunkte  besitzt. 

Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  der  Tunkt  in'  Fig.  4  und  5' 
genau  dem  äussersten  Ende  der  Subtangente  a  a  entspricht. 

[121  Entspricht  der  Funkt  m'  einem  zu  '/  benachbarten  Funkt, 
der  zwischen  den  Funkten  -/'  und  n  liegt,  so  würden  die  Siltze 
ungeändert  bleiben. 

XXV.   Bedient  man  sich  des  bekannten   Ausdrucks  für  die 

Subtangente  hh',  so  kann  man  auf  die  vorstehende  Darstellung 

,hf 

leicht  
die  Kechnung   

anwenden.     

Der  
.Vusdruck    

/    ist    gleich 

dem  Verhiiltniss  der  zwei  Linien  ///-  und  >■'■'  "!  "Miander; hieraus  schliesst  man: 

,1,,         .urh\_ 

Bildet  man  also  den  (.Quotienten  der  /.wei  Kesultate  f  b, 

und  ("[b  ,  so  hat  man  den  numerischen  Werth  der  Sulttaugente 
hh'.     Ebenso  tindet  man  durch   1  Division   von  /'j    durch  /"(o), 
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abgesehen  vom  Vorzeichen,    den  Werth    der   8ubtangente   aa. 
Allgemein  ist  der  Ausdruck  für  die  Abscisse  0//,  welche  dem 

Schnittpunkte   //    der   Tangente    nh'  mit   der    Axe   entspricht, fix) 

gleich  X  —  -^i—,-    Setzt  man   in  diesen  Ausdruck  für   r  zuerst 

a  und  dann  />,  so  wird,  wenn  die  Curve  derartig,  wie   es  die f'h) 

Figur  4  darstellt,  verläuft,  das  zweite  Resultat  h  —    ]  j    immer 

grösser  als  das  erste  a  —  rp—-     Diese   Bedingung    kann    nur 

/  l^j dann  zu  bestehen  aufhören,  wenn  die  Lage  des  Bogens  die 
der  Figur  5  ist;  in  diesem  Fall  hört  die  Bedingung,  wenn  man 
die  aufeinanderfolgenden  Tangenten  zieht,  nothwendig  einmal 
zu  bestehen  auf.  Die  den  reellen  Wurzeln  eigenthümliche 
Bedingung  wird  daher  durch: 

ausgedrückt.  Hieraus  folgt,  dass,  wenn  die  zwei  Grenzen  a 

und  b  gegeben  und  die  Resultate  f'{a],  f{a),  f'{b)j  f{h)  bekannt 
sind,  man,  um  die  Natur  der  zwei  angekündigten  Wurzeln  zu 

erkennen,  f[a)  durch  f"{a)  und  f{h)  durch  f'{h)  dividiren  muss^^). 
Wenn  einer  dieser  zwei  Quotienten,  abgesehen  vom  Vorzeichen, 
oder  die  Summe  dieser  zwei  Quotienten  die  Differenz  h  —  a 
der  zwei  Grenzen  übersteigt  oder  derselben  gleich  wird,  so 
ist  man  sicher,  dass  die  zwei  Wurzeln  nicht  reell  sind. 

[122  Ist  aber  die  Differenz  b — a  der  zwei  Grenzen  grösser 
als  die  Summe  der  zwei  Quotienten,  so  kündigt  dies  an:  der 
Abstand  der  zwei  Grenzen,  zwischen  denen  man  die  Wurzeln 

sucht,  ist  nicht  genügend  klein,  um  durch  eine  einzige  Ope- 
ration die  Natur  der  Wurzeln  erkennen  zu  können.  Man  muss 

das  Intervall  nb  der  zwei  Grenzen  trennen,  iu  fix)  eine 
zwischenliegeude  Zahl  r,  die  grösser  als  a  und  kleiner  als  h 
ist,  einsetzen  und  das  Vorzeichen  des  Resultats  beachten.  Ist 
das  Vorzeichen  von  f[c]  nicht  dasselbe  wie  das  gemeinsame 
Vorzeichen  von  f[(t)  und  f[b)^  so  erkennt  man,  dass  die  zwei 
Wurzeln  reell  sind;  die  eine  liegt  zwischen  a  und  r,  die  andere 
zwischen  e  und  b.  Das  Intervall  b  —  a  ist  so  in  zwei  Theile 

getheilt,  von  diesen  enthält  jeder  eine  reelle  Wurzel  voll- 
ständig getrennt. 
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Am  liäuligsteii  genügt  ciue  erste  l'rUfung  zur  Krkeiiuuiig 
iU'V  Niitur  der  gesuchten   Wurzeln.      Hierbei   findet    n)jui.    dass 

die  Summe  der  Quotienten   — W  .  u»i^   ̂   ,\  die  Diflerenz //     / 

iil)ertrifft  oder  dass  die  Substitution  einer  zwischenliegenden 

Zahl  (■  ein  Resultat  /'{(j  ergiebt,  dessen  Vorzeichen  verschieden 
von  dem  ist,  welches  f{a)  und  /';/',  gemeinsam  haben.  Tritt keiue  dieser  zwei  Bedingungen  ein,  so  muss  man  schüessen. 
die  (irenzen  n  und  h  seien  nicht  nahe  genug,  um  durcli  eine 
einzige  Operation  die  Natur  der  Wurzeln  bestiunneii  zu  krmnen. 
in  diesem  Falle  ergiebt  die  Substitution  der  zwischeidiegenden 
Zahl  c  das  f{(r  und  f{h]  gemeinsame  Zeichen  als  Vorzeichen 

von  f[c].  Mit  den  Resultaten  von  f'[<i),  f\h)  und  {"[r]  ver- hält es  sich  nicht  ebenso:  die  zwei  ersten  haben  nach  Voraus- 
setzung entgegengesetztes  Vorzeichen.  Daher  hat  einer  der 

zwei  Ausdrücke  f'^a)  und  l"[b]  dasselbe  Vorzeichen  wie  f  c)\ 
der  andere  hat  entgegengesetztes  Zeichen.  Bezeichnen  wir  mit 

(1  diejenige  der  zwei  (ireuzen  n  und  A.  welche  in  j" ,j-]  gesetzt, 

ein  Resultat  von  entgegengesetztem  Vorzeichen  wie  l"[c)  liefert. 
Man  sieht,  dass  die  Gleichung  f'[s^  =  0  zwischen  den  neuen 
(Jrenzen  <■  und  d  eine  reelle  Wurzel  haben  wird,  die  zwei 
Wurzeln,  deren  Natur  noch  nicht  feststeht,  müssen  im  Intervall 

von  '•  bis  il  gesucht  werden.  Für  dieses  zweite  Intervall 
von  r  bis  d  winl  man  daher  die  Regel,  welche  man  auf  das 
Intervall  n  bis  /'  angewandt  hatte,  benutzen  und  die  Natur 
dieser  Wurzeln  durch  einen  dem  soeben  beschriebenen  :lhn- 
lichen  Vorgang  bestimmen. 

[123  XXVI.  Es  ist  nothwendig  zu  bemerken,  dass,  wenn 
die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell,  aber  gleich  waren,  man  nicht 
nach  der  vorantgehenden  Regel  ihre  Natur  erkennen  würde. 

Diesen  singuliiren  Zwischenfall  kann  man  aber  leicht  unter- 
scheiden; es  genügt  ja  die  Functionen  f  x  und  f[x  zu  ver- 

gleichen und  zu  sehen,  ol)  sie  einen  gemeinsamen  Divisor 

(/  'x)  haben  und  ob  dieser  gemeinsame  Theiler  eine  reelle, 
zwischen  <i  und  h  gelegene  Wurzel  besitzt.  Kxistirt  kein  der- 

artiger Divisor  <p'x  oder  hat  die  (Jleichung  if'x'  •==  0  keine 
reelle  Wurzel  zwischen  '/  und  A,  so  gelaugt  man  immer  mittelst 
des  l)escl\riel)enen  Verfahrens  und  durch  Fortsetzung  der 

Rrüfung,  soweit  die  Form  der  Curvo  sie  fordert,  dazu,  ent- 
weder eine  Entscheidung  zu  filllen,  ob  die  gesuchten  Wurzeln 

iiuaginilr  sind  oder,  falls  dieselben  reell  sind,  sie  zu  trennen. 
Im  letzteren   Falle  wird  das  Intervall  nh  der  zwei  Torgeiejrten 
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Grenzen  in  zwei  andere  zerlegt;  in  jedem  derselben  befindet 
sich  dann  eine  einzige  Wurzel. 

XXVII.  Die  Figuren  4  und  5  beziehen  sich  auf  den  Fall, 

in  dem  das  gemeinsame  Vorzeichen  von  f[ci]  und  f{h)  -\-  ist. 
Schliessen  die  zwei  Vorzeichenreihen  [a]  und  [h\  welche  mau 
vergleichen  muss  und  die  sich  nur  durch  das  vorletzte  Vor- 

zeichen unterscheiden,  mit: 
  \   

und 

so  liefert  die  Construction  die  Figuren  '4')  und  (o'l.  Der 
Bogen  rnjon  hat  keine  Krümmung,  sondern  nur  einen  Punkt 
j),  in  welchem  die  Neigung  Null  wird.    Dieser  Bogen  ist  längs 

Fig.  '4').  Fig.    b']. 

seiner  ganzen  Ausdehnung  convex,  denn  das  Vorzeichen  der 

Fluxion  zweiter  Ordnung  ist  — .  Ist  die  Lage  des  Bogens 
die  in  Figur  '4  j  dargestellte,  so  existiren  zwei  Schnittpunkte 

u  und  ß\  wird  die  Lage  des  Bogens  durch  die  Figur  (5')  dar- 
gestellt, so  fehlen  die  zwei  Schnittpunkte  gleichzeitig  in  diesem 

Intervall.  Die  Regel,  welche  man  anwenden  muss,  um  zu 

entscheiden,  ob  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  reell  oder  ima- 
ginär sind,   stimmt  mit  der   soeben    erläuterten   völlig  überein. 

XXVin.  Wir  fassen  das  Ergebniss  dieser  Regel,  wie  folgt, 
zusammen : 

[124]  Hat  man  zwei  Grenzen  a  und  h  in  die  Functionen- 

reihe:  f^^"\x),  f("'-^){x},  .  .  .,  f"{x),  fix),  f[x]  eingesetzt  und 
die  Vorzeichen  der  Resultate  der  Reihe  (a)  mit  denen  der 
Reihe  ip)  verglichen,  und  bemerkt  man.  dass  die  zweite  [h] 
zwei  Vorzeicheuwechsel  Aveniger  als  die  erste  [n)  besitzt,  und 
dass  beim  Fortlassen  der  zwei  letzten  Vorzeichen  einer  jeden 
Reihe  die  zweite  ebensoviel  Vorzeichenwechsel  als  die  erste 

hat,  so  muss  man ,  um  zu  beurtheilen ,  ol)  die  zwei  angekün- 

digten Wurzeln  reell  sind,  die  Resultate  /"(«)>  /(''^)  ̂ ^^  f'{^)i 
f(b)  vergleichen  und  dabei  von  den  Vorzeichen  absehen,  d.  h. 
allen   diesen  Grössen    das  Zeichen   +  beilegen.     Wenn  einer 
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der  zwei  mit  positiven  Zeichen  genommenen  Quotienten     , 

fih)      ,      .  /  0) 
-7.,\,r   oder  ihre  Summe    gleich   oder   grösser   als  /< — n  ist.    »o 
/  [f>} 
ist  mau  sicher,  dass  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  inuiginär  sind. 

Wenn  die  voraufgegangene  Bedingung  nicht  statt  hat  und 
die  Summe  der  zwei  (Quotienten  also  kleiner  als  die  Difierenz 

h — a  ist,  so  hat  man  zu  prüft-n,  ob  die  Functionen  f  x]  und 

/"'(./■)  einen  gemeinsamen  Factor  if  j'  haben  und  ob  die  (Jlei- 
chuug  (f>  X  =  0  eine  reelle  Wurzel  zwischen  //  und  h  besitzt. 
E.xistirt  dieser  gemeinsame  Factor  (f  x  und  hat  die  (rleichung 

tp[x]  =  0  eine  reelle  Wurzel  '■  zwischen  (/  und  b,  so  hat  die 
vorgelegte  IJleichung  zwei  reelle  Wurzeln,  die  gleich  <•  sind. 

IIal)en  al)er  die  zwei  Functionen  /',./)  und  fix  keinen  ge- 
meinsamen Factor  oder  hat,  wenn  der  Factor  »/'(x  existirt, 

die  Gleichung  (p{x)  ̂ ^  0  keine  reelle  Wurzel  zwischen  </  und  I», 

was  man  leicht  durch  die  oben  auseinandergesetzten  l'rincipien 
erkennt,  so  muss  man  sehen,  ob  die  zwei  zwischen  '/  und  h 

angekündigten  Wurzeln  der  Gleichung  f[x)  =  0  durch  Substi- 
tution einer  zwischenliegenden  Zahl  r,  die  grösser  als  '*  und 

kleiner  als  h  ist.  getrennt  werden  können.  Man  wird  daher 

eine  solche  Zahl  '•  in  /"./'  substituiren.  Ist  das  Vorzeichen  von 
/';'•  nicht  dassellie  wie  das  von  f((i]  und  /"(//,  so  sind  die  zwei 
gesuchten  Wurzeln  reell;  die  eine  ist  zwischen  '/  und  '•,  die 

andere  zwiselien  '  und  li  gelegen.  Hat  hingegen  /' /'  dasselbe 
Vorzeichen  wie///  und /"(/> ,  so  schliesst  man:  die  zwei  Gren- 

zen a  und  I)  waren  nicht  nahe  genug,  um  mit  Hülfe  eines 
ersten  Verfahrens  die  Natur  der  Wurzeln  erkennen  zu  können. 

[125  Wählt  man  daher  diejenige  der  zwei  Grenzen  </  und  /», 

deren  Sulistitution  in  /"  x]  ein  Kesultat  von  entgegengesetztem 
Vorzeichen  wie  f'{r]  liefert,  und  Itezeichnet  diese  Grenze  mit  </. 
so  wird  man  innerhalb  des  zwischen  <•  und  '/  gelegenen  Inter- 
valles  ebenso  operiren.  wie  man  es  zwischen  a  und  b  gethati 

hat.  Setzt  man  in  gleicher  Weise  das  Verfahren  fort,  so  ge- 
langt man  auf  sicherem  Wege  dahin,  zu  erkennen,  ob  es  in 

dem  Norgelegten  Intervall  keine  Wurzeln  gielit,  oder  aber, 
wenn  sie  existiren,   sie  zu  trennen. 

XXIX.      Wir    wenden    diese    Kegel    auf    verschiedene    Bei- 
spiele,   zuerst    auf  die  im   .\rtik>l   .\1\    l>ohandelte  Gleichung 

.,'  _|_  2x*  —  -Ax  -h  -J  =  0 

an.    .M.iM  bat  erk.innt.  das.-^  diese  <  lleicliung  eine  reelle,  /.wischen 
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—  10  und  —  1  gelegene  Wurzel,  Avelebe  völlig  getrennt  ist, 
besitzt.  Der  Vergleich  der  Reiben,  welche  den  Grenzen  0  und 
1  entsprechen,  giebt  an,  dass  man  die  zwei  anderen  Wurzeln 
in  diesem  Intervall  suchen  muss.  Aber  man  Aveiss  noch  nicht, 
ob  diese  Wurzeln  thatsächlich  existiren  oder  imaginär  sind. 

Um  von  der  voraufgegangenen  Regel  Gebrauch  zu  machen, 
vergleicht  man  die  zwei  Reihen: 

/•"'(.:),     f"{x),     fix],       f{x^ 
(0)  . . .      +  +  -  + 

3  2 

(1) .  .  .     +        +        4-  + 
4  2. 

Unter  die  zAvei  letzten  Vorzeichen  schreibt  man  die  numerischen 

Werthe  der  Resultate;  denn  um  die  Natur  der  Wurzeln  zu  er- 

kennen, muss  man  diese  W^erthe  betrachten.  Die  Reihen  stellen 
den  Fall  dar,  welchen  wir  zuerst  geprüft  haben ;  die  Gleichung 

f"{x)  =  0  hat  nämlich  zwischen  0  und  1  keine  Wurzel,  die 
Gleichung  f'{x)  =  0  hingegen  eine  einzige  reelle  Wurzel.  Es 
handelt  sich  darum,  zu  erkennen,  ob  die  Gleichung  fix)  =  0 
innerhalb  dieser  Grenzen  zwei  reelle  Wurzeln  hat  oder  ob  die 

angezeigten  Wurzeln  imaginär  sind.     Entsprechend  der  Regel 

schreibt  man  die  zwei  Quotienten,    .,,  ,  und    .,,,,,   abgesehen 

vom  Vorzeichen,  nämlich  |  und  |^,  hin;  man  prüft,  ob  einer 
dieser  zwei  Quotienten  oder  ihre  Summe  grösser  oder  gleich 

der  Differenz  1  der  zwei  Grenzen  ist.  [126]  Da  diese  Be- 
dingung eintritt,  so  ist  man  sicher,  dass  die  zwei  angekün- 

digten Wurzeln  imaginär  sind.  Daher  hat  die  vorgelegte  Glei- 
chung zwischen  —  10  und  —  1  eine  einzige  reelle  Wurzel. 

Hingegen  fehlen  im  Intervall  0  bis   1  zwei  Wurzeln. 
XXX.    Als  zweites  Beispiel  für  die  Anwendung  derselben 

Regel  wählen  wir  die  schon  in  XV  behandelte  Gleichung: 

x^  +  X*  -\-  j;-  —  2ox  —  3(i  =  0. 

Man  hat  erkannt,  dass  zwei  Wurzeln  im  Intervall  —  10  bis 
—  1  angezeigt  sind;  es  handelt  sich  darum,  festzustellen,  ob 
die  zwei  Wurzeln  reell  sind  oder  in  diesen  Grenzen  verloren 

gehen.  Man  erledigt  diese  Frage,  indem  man  nach  der  Regel 
des  Artikels  XXVIIl  die  zwei  Reihen: 
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f"{x),     /"(x),       f(X) 

I  —  10)  ...     H-         —        -f         —         H-         — 
4ö«>5r)  81HJHH 

(-1)       4-        -        4-        -         -         - 

vevfrlelcbt.       l'nter    »lie    zwei    letzten    Vur/A-ielieii    jeder    lleilu* 
haben  wir   die   numerischen  Wertbe   der  Resultate  fresehrieben. 
Die   zwei   zu   verffleicbenden  lieihen   prenllf^en   den  Hedlufrunfren, 
welclie    der   Inhalt    der    Kepel    voraussetzt.      Man    wird    daher 

u     .  1       <-.       .  8t)H8tJ      10 
untersuchen,  ob  einer  der  Quotienten      .    ,.  ,  oder     ihre 4r)9no      20 

Suininc  grösser  oder  gleich  der   hitTerenz  M  der  zwei  (Jrenzen 
wird:   da  dies  nicht  statt  hat,  so  ist  das  Intervall  von  —  !<•  bis 

—  1  in  rntertheile  zu  theilen.  Bevor  man  aber  zur  Substi- 

tution einer  zwischenliegendeu  Zahl  übergeht,  ninss  man  prü- 

fen, ob  die  Functionen  /'(./)  und  f"[x), 

.,:•-•  4_  X*  -}-  ./■-  —  2h  j-  —  8G  und  ö.i-'  +  4./;^  -f  2j-  —  25, 

einen  gemeinsamen  l>i\isi)r  Iiaben  und  ol)  ilie.ser  eine  reelle 
Wurzel  zwischen  —  1()  und  —  1  besitzt.  Da  dieser  Divisor 

nicht  existirt,   so  setzt  man  an  die  Stelle  von  x  eine  zwischen 

—  10  und  —  1  gelegene,  durch  eine  einzige  Ziffer  ausgedrückte 

Zahl.  Nimmt  man  —  2  zu  dieser  zwischenliegenden  Zahl  und 
sucht  die  Vorzeichen  der  liesultate.  welche  die  Sul»stitution  von 

[127]  —  2  in  die  Functionen: 

r{->\  r  '-y  '   , 
ergiebt.   so   lindet   man : 

;-    lOi    .    .    .         -h  -  +  —  -1-  - 

(-  2)       -h         -  -f-  -        -i-       4- 
-1^      ^      -       -I-      -     -     -. 

lu  der  laihe  ( —  10'  zählt  man  .),  in  der  iieihe  ' —  2)  4,  in 
der  Reihe  ( —  1;  drei  Vorzeiehenwechsel.  Folglicii  hat  die  Sul>- 
stitution  der  eingesclmbenen  Zahl  die  angekündigten  Wurzoln 

getrennt.  Sie  sind  daher  reell ;  die  eine  ist  zwi.-^chen  —  1') 
und    —  2,   die  andere  zwischen    —  2   und    —  1    gelegen. 

Auf  diese  Art  ist  die  Operation,  welclie  Natur  und  (Jrenzen 
der  Wurzeln  bestimmen  soll,  vollendet.  Die  (Jloichung  h»t 
zwei    imaginiire     und    drei     reeUe     Wurzeln;      die     eine     liegt 
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zwischen  —  10  und  —  2,  die  zweite  zwischen  —  2  und  —  1, 
die  diitte  zwischen   1   und  10. 

XXXI.  Wir  haben  bisher  vorausgesetzt,  die  zwei  ver- 
glicheneu Keihen  seien  derartig,  dass:  1)  die  zweite  nur  zwei 

Vorzeichenwechsel  weniger  als  die  erste  habe,  und  2]  dass 
bei  Fortlassung  der  zwei  letzten  Vorzeichen  die  zwei  Keihen 
dieselbe  Anzahl  von  Vorzeichenwechselu  besitzen.  Die  Auf- 

einanderfolge der  Vorzeichen  in  den  zwei  lleihen  ist  einer 
grossen  Anzahl  von  Combinationeu  fähig,  und  die  Zahl  der 
angekündigten  Wurzeln  kann  auch  grösser  als  2  sein.  Wir 
haben  noch  zu  zeigen ,  dass  die  Anwendung  derselben  Kegel 

für  alle  Fälle  zur  leichten  Unterscheidung  der  imaginären  Wur- 
zeln ausreicht.  Diese  Unterscheidung  kann  durch  Vergleich 

der  Resultate,  w^elche  die  Substitution  der  Grenzen  a  und  h 
in  die  Functionen : 

/•("0(:,),  /-('»-')(.,),  /-('»-^(.xj,  ...^  fix),  f'ia:^,  fix) 

liefert,  durchgeführt  w^erdeu.     Diese  Resultate  lauten : 

/•(-)(a),  /('"-')(«),  7-('"-^)(aj,  ...,  /"(a),  /'(«),   /», 
/•("■■■) (6),  f">'-^\b),  /•(— ̂ ^)(i),  ...,  f'ib],   f'ih),  f{h]. 

[128  In  der  ersten  Reihe  zählt  man,  wieviel  Zeichenwechsel 

von  dem  ersten  Gliede  f^"'\a)  bis  zum  zweiten,  bis  zum  dritten, 
bis  zum  vierten  u.  s.  w.,  indem  mau  von  links  nach  rechts 
vorgeht,  statt  haben.  Man  schreibt  über  jedes  Glied,  wie 

^('"— 0(a),  die  Anzahl  Ji  der  Vorzeicheuwechsel,  die  in  der 

Reihe  bis  zu  dem  Gliede /"("' ■"')(«-),  dieses  eingeschlossen,  ent- 
halten sind.  Ebenso  bestimmt  man  in  der  zweiten  Reihe,  wie- 

viel Vorzeichenwechsel  von  dem  ersten  Gliede  bis  zu  irgend 

einem  Gliede  /("*"')(&)  vorhanden  sind.  Die  Anzahl  der  in 
der  zweiten  Reihe  bis  zum  Gliede  /"C"'~0(ö)  gefundenen  Vor- zeichenwechsel sei  k.  Dann  bilde  man  die  Differenz  h — Ic  der 
zwei  entsprechenden  Zahlen,  die  in  den  zwei  Reihen  gefunden 
werden,  und  schreibe  diese  Differenz  unter  die  zwei  Glieder; 

diese  Differenz,  die  nie  negativ  sein  kann  (Artikel  VII),  be- 
zeichnen wir  mit  d.  Man  bildet  so  aus  dem  Anblick  der  zwei 

Reihen  eine  Folge  von  Indices,  welche  unter  die  Glieder  der 
Reihen  zu  setzen  sind. 

XXXII.  Sind  z.  B.  die  Vorzeichen  der  Resultate  in  den 

zwei  Vergleichsreihen  durch  die   folgende  Tabelle   angegeben: 
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/•("')(j:,  /•*'"-' •;r,  /■("'-*)iJ^),  /<"•-'  (jr„  /'('"-O'r), 
0  1  2  2  2 

(a).  ...    -h  —  4-  -f-  -+- 
(I  1  1  1  1 

{b}....    +  _  _  -  _ 
0  (»111 

/•('"-^)(x;, /("-«):,•,,   r"{x),r{x\,r[x),f{x) 

(aj        - 1  2 

[h)         -  -h 
2  1 

so  lautet  die  nach  der  voraufgehenden  Kegel  gel)ildete  ludices- 
reihe : 

0.  0,   1.    1.    1.   2.    1.  2.   2.  3,  4.  ;J.  4.  4,  ö. 

Wir  bezeichnen  diese   lleihe  allgemein  mit: 

(».   d.   r)',    Ö".   (V"   ./. 
Der  letzte  index  /  zeigt,  duss  die  vorgelegte  (ileirhung  zwi- 

schen den  (Jrenzen  '/  und  l>  nicht  mehr  reelle  Wurzeln  l)e- 
sitzen  kann,  als  J  Einheiten  hat.  Allgemein  läs.st  irgend  ein 

Index  ().  welcher  der  Function  f(")'r  entspricht,  erkennen, 
dass  die  IJleichung  f^"^  .r  =  O  zwischen  den  (irenzen  -/  und  h 
keine  grössere  Anzahl  Wurzeln  als  d  besitzen  kann.  [120! 

Im  behandelten  Heispiel  kann  die  vorgelegte  (ileichnng  f'[x  =0 
zwischen  a  und  h  nicht  mehr  als  ')  Wurzeln  haben,  eine  dieser 

Wurzeln  ist  sicher  reell.  Was  die  (Jleirhung  /"fji  =  0  be- 
tritVt,  so  ist  die  Anzahl  der  angekilndigten  Wurzeln  gleich  4; 

diese  (Jleichuiig  kann  daher  zwischen  denselben  (Jn-nzen  >i  und  h 
nicht  mehr  als  4  Wurzeln  besitzen.  Ebenso  verhält  es  sich 

mit  der  Gleichung  / ""  r  =  0.  KUr  die  Gleichung  /""ix  =  t) 
ist  die  Anzahl  der  angekilndigten  Wurzeln  gleich  3;  eine  dieser 
Wurzeln  ist  sicherlich  reell. 

Bezeichnet  man  den  Werth  irgend  eines  Index  mit  i).  so 

ist  derjenige  des  tolgi'uden  Iudex  i),  i^  —  1  oder  «^  -f-  1  ;  dies 
ist  eine  iiinnittell)are  Folgt-  der  Hildung  der  Keihe.  Man  musH 
nothwendig  auf  dic.-c  letztere  Hemerkuiig  Gewicht  legen,  denn 
wir  werden  von  dersellten  in  diesem  Werke  l»ei  der  Hehand- 
liing  der  transcendenten  Functionen  noch  Gehraudi  maclien 
mfissen. 
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XXXIII.  Ist  der  letzte  Iudex  J  gleich  0,  so  ist,  wie  wir 
schon  ausgeführt  haben,  das  Intervall  zwischen  den  Grenzen 
a  und  h  so  beschaffen,  dass  man  in  ihm  keine  Wurzel  der 

vorgelegten  Gleichung  f[x)  =  0  suchen  kann. 
Ist  dieser  letzte  Index  /l  gleich  1,  so  hat  die  Gleichung 

f[x]  :=:  0  zwischen  a  und  h  eine  einzige  reelle  Wurzel.  Die 

voraufgehenden  Indices,  welche  f'[x]  und  f"[x)  entsprechen, 
können  von  0  oder  1  verschieden  sein ;  aber  man  sieht  leicht, 

dass,  wenn  mau  das  Intervall  von  (Y  bis  h  durch  die  Ein- 
schiebuug  von  zwischenliegeuden  Zahlen  verkleinert,  man  den 

vorletzten   Iudex,   welcher   f'[x)    entspricht,    zu    Null   machen 

Fig.  (i. 

kann.  Thatsächlich  haben  f[x)  und  f'[x)  keinen  gemein- 
samen Theiler  (f\x\  welcher  durch  Substitution  einer  zwi- 

schen a  und  h  gelegenen  Zahl  Null  werden  kann ;  denn  wäre 

dies  der  Fall,  so  hätte  die  Gleichung  f[x)  =  0  im  Intervall 
a  bis  h  zwei  reelle  gleiche  Wurzeln.  Da  aber  der  letzte  Index 

gleich  1  sein  soll,  so  kann  die  Gleichung  f[x)  =  0  nicht  mehr 
als  eine  reelle  Wurzel  «  zwischen  n  und  h  besitzen.  Daher 
kann  man  den  Werthbereich  für  die  reelle  Wurzel  vermindern 

und  bis  zu  den  Grenzen  a  und  V  ausdehnen,  so  dass  die 

(Ueichung  f'[x]  =  0  zwischen  diesen  Grenzen  keine  Wurzel haben  kann. 

Die  Constructiouen  machen  die  Wahrheit  dieser  Resultate 

recht  klar.  [130]  In  der  That  schneidet  die  Curve,  deren 
(Ueichung  y  =  fix]  ist,  die  Abscissenaxe  (Fig.  (5)  sicher  in 
einem  gewissen  Punkte  a  zwischen  a  und  h\  denn  die  (Uei- 

chung f'x]  =  0  hat  nach  Voraussetzung  in  diesem  Intervall 
eine  reelle  Wurzel.  Nun  ist  es  klar,  dass  zu  beiden  Seiten 
dieses  Schnittpunktes  «  ein  Intervall  a  l)  existirt,  so  dass  der 

Bogen  ,'<«i',    der   über   diesem   Intervalle  liegt,  keinen  Punkt, 
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in  (U'iu  die  Neigung'  der  'raii^^iitc  Null  ist,  enthalt.  Nur 
dann  allein  würde  eine  Ansnaliuie  tintreteu,  wenn  iui  .Sclinitt- 
pimkte  selbst  die  Neigung  Null  würde.  Alter  in  diesen»  Fall 

versehwindeu  die  zwei  Funetiunin  f  j-  nud  /"  Xj  gleichzeitig  für 
diesen  Werth  ((  von  ./■.  Folglieh  würde  die  Uleiehung  f'[j-  =  0 
im  Intervall  von  u  bis  b  wenigstens  zwei  reelle  gleiche  Wur- 

zeln besitzen.  Daher  könnte  nicht,  wie  vorausgesetzt  wurde, 
der  letzte  Index  1  sein:  vielmehr  würde  er  wenigstens  2  sein; 

denn  die  (lleidiung /'(x^  =  (»  kann  nicht  mehr  reelle  nngleirhe oder  gleiche  Wurzeln  in  dem  Intervall  der  zwei  (j reuzen  be- 
sitzen,  als   der  letzte   Index   Einheiten  enthält. 

(ienügt  das  Intervall  der  zwei  (Jrenzeu  dieser  liedingung, 
die  immer  erfüllt  werden  kanu,  nämlich,  dass  der  letzte  In- 

dex 1  und  der  vorletzte  0  ist,  so  sagen  wir.  die  im  Inter- 
valle gelegene  reelle  Wurzel  ist  völlig  getrennt.  Im  zweiten 

r.uchc  dieses  Werkes  gel)eu  wir  Kegeln,  die  die  Werthe  hier- 
für auf  kürzestem  Wege  zu  l)erechneu  geeignet  sind. 
XXXIY.  Ist  der  letzte  Index  weder  (>  noch  1,  so  ist  das 

Intervall  eines  derjenigen,  in  dem  man  mehrere  Wurzeln  suchen 
muss.  Nur  in  diesem  Fall  kann  es  nöthig  werden,  die  Kegel, 
welche  zur  Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  dient,  an- 
zuwenden. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  letzte  Index  "J  oder  gni^ser  als 
2  sei,  so  geht  man  liei  der  Trennung  der  Wurzeln  auf  fol- 

gende Art  vor : 
Hat  man,  wie  wir  es  weiter  oben  sclum  angaben,  die  Keihe 

der  Indices  zwischen  entsprechenden  (Jliedern  der  zwei  Keiheu 

'/  und  [b]  gebildet,  so  durchlaufe  man  tliese  Keihe  der  In- 
dices von  rechts  nach  links,  bis  man  zum  ersten  Male  den 

Index  1   findet.     Diejenige  der  Functionen  der  Keihe: 

/•■'");./,  /•('"- o;x\ . . .,  /-('O^.-.  . . .,  rw,  n^),  /-'x;, 
welche  diesem  Index  entspricht,  sei  /'*")^j-).  181]  Man  sieht, lass  die  Wurzeln  bis  zu  diesem  (lliede  getrennt  sind.  d.  h., 

wenn  man  bei  f^"^ \.i'  stehen  bleibt,  so  besitzt  die  (ileichung 
fi")ix  =  ()  zwischen  a  und  l>  eine  einzige  reelle  Wurzel.  Man 
muss  Jetzt  diesen  Trennungsproee.ss  immer  weiter  fortsetzen, 
S(»  dass  sich  der  Index  1  immer  mehr  nach  der  rechten  Seite 

der  Keihe  verschiebt,  bis  schliesslich  der  letzte  Index  ./  die 

l'iuheit  w  ird :   dies  ist  das  Ende  der  Operation. 
Dem  Index  1,  bei  dem  man  stehen  geblieben  ist  und  welcher 

der  Function  /'^"\x\   entspricht,    folgt    notliwendig   rechts   der 
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Index  2.  Wir  haben  ja  oben  bemerkt,  dass  der  Iudex  ()  , 

welcher  auf  den  Index  ö  folgt,  nur  d,  d  —  1  oder  ö  +  1  sein 
kann;  dem  Index  1,  um  welchen  es  sich  handelt,  kann  daher 
nur  der  Index  1,  0  oder  2  folgen.  Der  folgende  Index  kann 
nicht  gleich  1  sein,  denn  wir  blieben  bei  dem  Gliede.  das  zum 
ersten  Male  gleich  1  war,  stehen.  Wäre  der  folgende  Index  0, 
so  müsste  dieser  Index  0  im  weiteren  Theile  der  Reihe  zu- 

nehmen ;  denn  sein  letzter  Werth  ist  nach  Voraussetzung  2  oder 
grösser  als  2.  Der  Index  0  würde  daher,  wenn  er  zunimmt, 
auch  einmal  die  1  passiren ;  mithin  würde  in  diesen  Fällen 

der  Index,  bei  dem  wir  stehen  blieben,  nicht,  wie  wir  voraus- 
setzten, das  erste  Glied,  welches  beim  Vorwärtsschreiten  von 

rechts  nach  links  den  Werth  1  hat,  sein.  Daher  folgt  dem 
Index  1,  welcher  rechter  Hand  dem  Ende  am  nächsten  steht, 
der  Index  2.  Geht  diesem  Index  1  nicht  die  Null  voraus,  so 

kann  man  das  Intervall  der  Grenzen  a  und  h  derartig  ver- 
kleinern, dass  diese  letztere  Bedingung  erfüllt  ist.  Setzen  wir 

voraus,  dass,  während  die  Indices,  welche  den  Functionen 

/'(")(a;)  und  f^^~^'^[x)  entsprechen,  1  und  2  sind,  derjenige 
Index,  Avelcher  der  voraufgehenden  Function  /'("■*'')(,t)  ent- 

spricht, nicht  Null  sei.  Man  hat  dann  in  dem  Intervall  a  bis  h 
ein  Theilintervall  zu  betrachten ;  dieses  möge  zwischen  den 

neuen  Grenzen  a  und  h'  liegen  und  so  beschaffen  sein,  dass 

die  den  Functionen  /'(""*'')(a;)  und  f^^^^x)  entsprechenden  In- 
dices 0  bezüglich  1  seien.  Auf  diese  Art  wird  das  ursprüng- 
liche Intervall  von  a  bis  h  aus  drei  anderen,  nämlich  von  a 

bis  a',  von  a'  bis  //,  von  h'  bis  i,  gebildet. 
[132]  Da  die  einzige  reelle,  zwischen  den  Cirenzen  a  und  h 

gelegene  Wurzel  zwischen  den  neuen  Grenzen  a  und  h'  liegt, 

so  ist  klar,  dass  die  Gleichung  /'("^(a;)  =  0  in  dem  ersten  der Intervalle,  nämlich  dem  von  a  und  a  begrenzten,  ebenso  wie 

in  dem  dritten,  das  zwischen  den  Grenzen  h'  und  h  liegt, 
keine  reelle  Wurzel  besitzt.  Daher  wird  für  jedes  dieser  ex- 

tremen Intervalle  a  bis  a  oder  //  bis  b  der  der  Function 

/'(")(a;)  entsprechende  Index  gleich  Null.  Es  folgt,  dass  für 
jedes  dieser  Intervalle  a  bis  a  oder  h'  bis  h  die  Trennung 

der  AVurzeln  über  die  Function  /'(")(a;)  hinaus  geführt  ist;  d.  h., wenn  in  einem  dieser  Theilintervalle  nach  dem  Index  0  ein 

der  Einheit  gleicher  Index  existirt,  so  entspricht  er  einer  Func- 

tion, die  mehr  nach  rechts  als  f(-"Mx]  steht.  Was  das  Theil- 

intervall von  a'  h'm  h'  betrifft,  so  weiss  mau,  dass  der  f^^^)ix) 
entsprechende  Index  gleich  1  ist;    es  kann  vorkommen,    dass 
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diese  l  nicht  uielir  zu  dem  letzten  indix,  welcher  gleich  der 
Kinheit  ist,  gehört,  d.  h.  man  findet  einen  anderen  Term.  der 
;nich  gleich  1  ist  und  weiter  nach  rechts  steht.  In  diesem 

Falle  ist  die  Trennung  der  Wurzeln  über  die  Function  /"^"^(jC; 
hinaus  geführt.  Aber  es  kann  auch  vorkctmmcn .  dass  der 

/"(")(;*•'  entsprechende  Iudex  1  für  dieses  Intervall  '/'  bis  h' 
ajich  noch  dasjenige  (ilied  1.  welches  dem  rechten  Knde  am 
nächsten  steht,  ist.  In  diesem  zweiten  Falle  folgt  auf  den 
Index  1,  um  den  es  sich  h.uidelt,  1\  folglich  sind  die  den 
Functionen : 

entsprechenden  Indices : 

0,      1,      2. 

Aus  dieser  rntersuchung  folgt,  dass  man  durch  Thcilung 
des  ursprünglichen  Intervalls  der  Grenzen  '/  und  b  in  jedem 
Theiliutervall  den  Index  1,  welcher  dem  Ende  am  nächsten 

steht,  mehr  und  mehr  nach  rechts  bringen  kann,  wofern  man 
iiieht  in  gewissen  Theilintervallen  bemerkt,  dass  dem  letzten 
Index  1  die  Zahl  2  folgt  und  die  Null  vorausgeht.  Nur  wenn 
dieser  erwähnte  Ausnahmefall  sich  darbietet,  hat  man  zu  unter- 

suchen, ob  die  angekündigten  Wurzeln  imaginilr  sind.  In  allen 
anderen  Fällen  muss  man  die  Trennung  der  Wurzeln  weiter 

t'nittiiliren,   bis  der  letzte   Iudex   der   Reihe    1    wird. 
133  XXXV.  Es  bleil)t  daher  schliesslich  nur  noch  ein 

einziger  Fall  zu  betrachten,  nämlich  der,  wo  auf  den  letz- 
ten Index  1  die  Zahl  2  folgt,  während  die  Null  ihm  vorauf- 

geht. 
Pas  Intervall  unige  nun  zwischen  den  (Srenzen  '/  und  h 

liegen   und  die   folgenden   Eigenschaften   besitzen : 
Vergleicht  man  die  Keihe  '/  der  Vorzeichen,  welche  durch 

die  Substitution   der  (irenze  u  in  die  Functionen: 

/•('«)(,.,  /-('"-'Wx,  /•('"-•)(ar),  ...,  /»,  r{x\  f^ 
hervorgeht,  mit  der  Keihe  /'  .  welche  die  Substitution  der 
anderen  (irenze  h  ergiebt.  und  bildet  nach  dem  Vergleich  die 
Keihe  der  Indices.  so  l)etrachte  mau  in  dieser  Keihe  das  Glied  1, 
welches  rechter  Hand  dem  Ende  am  nächsten  steht:  diesem 

letzten  Index,  welcher  gleich  1  ist,  gehe  (>  vorau-^  «ind  es 
folge  2.      Die  aufeinanderfolgenden   Indices: 

O,      1,      2 
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entsprechen  den  Functionen: 

Die  Gleichung  /"(""*■')(«)  =  0  kann  zwischen  o  und  b  keine 
Wurzel  haben.  Die  (Ueichung  fO')(x]  =  0  hat  in  diesem  Inter- 

vall eine  reelle  AVurzel  und  kann  auch  nicht  mehr  besitzen. 

Was  die  Gleichung  /'('*"')(«;)  =  0  betrifl't,  so  kann  sie  zwischen a  und  b  nicht  mehr  als  zwei  reelle  Wurzeln  besitzen.  Es 

handelt  sich  darum,  zu  erkennen,  ob  diese  Wurzeln  existireu 
oder  innerhalb  derselben  Grenzen  verloren  gehen.  In  dem 

ersten  Falle  würde  die  genaue  Wurzel  der  Gleichung  f^"-'^{x]  =0, 
wenn  man  sie  in /'C"~')(a;j  und /"("■*" '^(x  setzt,  zwei  Resultate 
von  entgegengesetztem  Vorzeichen  liefern ;  in  dem  zweiten  Falle 
würden  die  Resultate  der  zwei  Ausdrücke  dasselbe  Vor- 

zeichen haben.  Die  Frage  besteht  darin,  zu  entscheiden, 

welcher  der  zwei  Fälle  statt  hat.  Diese  Frage  haben  wir  be- 
reits durch  die  im  Artikel  XXVIII  ausgesprochene  Regel  ge- 
löst; es  wird  daher  genügen,  diese  Regel  auf  die  drei  Func- 

tionen /'^'^'^'■^(j'),  f^'^^x),  f^'"'~^^x]  und  die  Grenzen  a  und  b 
anzuwenden.  Erkennt  man,  dass  die  zwei  Wurzeln  der  Glei- 

chung /"("~0(aj)  =  0  reell  sind,  so  werden  sie  getrennt  sein; das  Intervall  der  Grenzen  a  und  b  findet  sich  in  zwei  andere 

zerlegt;  für  jedes  derselben  wird  man  die  Reihe  der  ihm 
eigeuthtimlichen  ludices  gewinnen.  [134]  In  jeder  Reihe  wird 
der  Index  1,  Avelcher  dem  rechten  Ende  am  nächsten  steht, 

über  die  Function  /"("){./;)  hinaus  geführt  werden. 
Erkennt  man  aber,  dass  die  Gleichung  f^'^'^Vx'.  =  0  zwei 

Wurzeln  im  Intervall  von  a  bis  b  verliert,  so  schliesst  man, 
dass  es  ebenso  mit  allen  folgenden  Gleichungen: 

f(n-^Xx)  =  0,  r-'Xx)  =  0,  . . ..  fix]  =  0,  fix)  =  0,  fix]  =  0 

sein  wird.  Thatsächlich  fehlen  der  Gleichung  /"("""(.r)  =  0 
zwei  Wurzeln,  weil  sich  zwischen  denselben  Grenzen  eine  reelle 

Wurzel/  der  Gleichung /X'.'')(.c)  =  0  liudet  und  diese,  in  /"^""^Oa-) 
und  /'("~')(a;)  gesetzt,  zwei  Resultate  desselben  Vorzeichens  er- 
giebt.  Daher  verliert  die  Reihe  der  Vorzeichen  der  Resultate 

zwei  Vorzeichenwechsel,  wenn  der  Werth  von  x  gleich  demjeni- 

gen wird,  der  die  Function  /■^"^(.i)  zu  Null  macht,  mithin  fehlen 
der  vorgelegten  (Jlcichung  im  Intervall  der  Grenzen  a  und  /) 
auch  zwei  Wurzeln.  Es  folgt,  dass  in  jedem  Index,  welcher 
einer  der  Functionen : 

/-("-)(,-;,  /-("-^>f..),  /•("-=')(a:),  ...,  riA  f'{x\  fix) 
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entspriclit,  sich  ein  Tlicil  (licsf.s  Iudex,  der  gleich  2  ist  und 
den   zwei  Wur/elu.    die    in   diesem    luteiv.ill   den  Gleicliunoren 

/•(»-«)(.,•  =0,    /•("--.)(.T]  =  0,   fix  =  0.  /•\x);=  (.), 

fix)  =  (> 
felden,  /ugeoiduet  ist,  beliudet.  Dieser  Theil  Jede»  Index. 
welcher  {gleich  2  ist,  niuss  daher  \ou  dem  lilirij?  bleihenden 
Tlieile  al)};etreiint  werden  und  kann  fortgelassen  werden.  Nur 
der  nl)rig  bleihende  Theil  giebt  an,  Mieviele  Wurzeln  mau  in 
dem  Intervall  der  Grenzen  suchen  niuss.  Daher  wird  m:ui 

von  jedem  der  Indices,  welche  den  Functionen : 

/•("-O^X),    r-'-)ix),    /-C"-^'),.,-),    ...    /•'>•),    f\x,,    />; 

entsprechen,  die  Zahl  2  abziehen  mihsscn,  so  dass  /*(""''./• den  Iudex  0  erhalten  wird. 

[135]  Stellt  man  die  soeben  iiewieseuen  Sätze  zusammen, 
so  sieht  man,  dass  in  allen  Füllen,  seien  die  zwei  Wurzelu 

der  Gleichnng  /'("~')(.t)  -^  0  reell  oder  mögen  dieselben  im 
Intervall  der  Grenzen  a  bis  h  verloren  gehen,  die  vorauf- 

gehende Operation  neue  Reihen  von  Indices,  in  welchen  das 
Glied  1  näher  gegen  das  rechte  Ende  hin  als  früher  steht, 
ergiel)t.  Wendet  man  die  voraufgehende  Kegel  auf  jede  dieser 

Reihen  an,  so  gelangt  mau  nothwemlig  zu  Ki'ihen  von  Indices, 
dt'ien  letztes   (ilied  O  oder   1   ist. 

XXXVI.  Die  zwei  folgenden  Ueispiele  erläutern  die  so- 
eben für  die  Trennung  der   Wurzeln  gegebene   Regel. 

Im  Artikel  XII  hat  man  durcli  Rehandlung  der  (ileichung : 

.t"'  —  3./V'  —  24./'  -f  i»:')./-  —  U\.r  _  101  ̂   (» 

gesehen,  dass  man  drei  Wurzeln  zwischen  den  (Jrenzeu  1  und  lo 
suchen  niuss,  von  denen  eine  sicherlich  reell  ist.  Ks  handelt 
sieh  darum,  zu  erkennen,  ol>  die  zwei  amleren  Wurzeln  exi- 
stiren  oder  ob  die  Gleichung  zwei  imaginäre  Wurzeln  hat, 

welche  in  diesem  Intervall  \erlor<'u  gehen.  Hei  der  I'nter- 
siichnng  wird  man  auf  folgentle  Art  \i)rgeliiMi: 

Die   zwei    Vergleiclireiheu   lauten 

1 

(101 

r.r\ 

fj-y ,  /
""[■'• 

.   /
"' 

+ 

-h 

— 

-4- 12U 

■IS 

!.-)(•. 

:')(> 

1 1 

1 1 

1 

•> 

r_'(i    iijs   .")i:wi  i."»i.)()  32(i.>4  :)4i>3i>. 
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Die  nach  Artikel  XXXI  gebildete  Inclexreihe  lautet:  0,  0,  1, 
2,  2,  3.  Da  der  letzte  Index  3  ist,  so  ist  das  Intervall  eines 
derjenigen,  auf  welche  die  Regel  des  Artikels  XXXV  anzu- 

wenden ist.  Unter  die  Vorzeichen  der  Resultate  sind  die  nume- 
rischen Werthe  der  entsprechenden  Functionen  geschrieben. 

Durchläuft  man  die  Reihe  dieser  ludices  von  rechts  nach 

links,  von  dem  letzten  Gliede  3  anfangend,  so  findet  man  zum 

ersten  Male  den  Index  1  als  der  Function  f"'[oc]  entsprechend; 
auf  dieses  Glied  1  folgt  2,  voraus  geht  0.  So  lassen  die  drei 

aufeinanderfolgenden  Indices  erkennen,  dass  man  auf  die  Func- 

tionen /■^%-),  f"'{x),'f"[x)  die  Regel  des  Artikels  XXVUI, 
welche  zur  Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  dient,  an- 30 

wenden  muss.     [136]  Man  schreibt  daher  die  Quotienten  rv^, 
15150 

hin  und  prüft,    ob   einer   dieser  Quotienten   oder   ihre 5136 

Summe  die  Differenz  9   der  Grenzen  übertrifft  oder  ihr  gleich 
wird.     Da  dieses  nicht  stattfindet,    so  schliesst  mau,  dass  die 
Grenzen  1  und  10  nicht  nahe  genug  bei  einander  liegen  und 
man  nicht  die  Natur  der  Wurzeln  durch  eine  einzige  Operation 
bestimmen  kann.    Man  setzt  daher  eine  zwischenliegende  Zahl 
ein ;  man  muss  aber  vorher  entsprechend  der  angegebenen  Regel 

prüfen,  ob  die  Functionen  f"{x)  und  f"'{x),  welche 

20a;3  —  36x-  —  lUx  +  190  und  60a;-^  —  72a;  —  144 
sind,  einen  gemeinsamen  Divisor  haben.    Da  kein  solcher  ge- 

meinsamer Factor  existirt,  so  wird  man  in  die  Functionen  eine 
zwischen  1  und  10  gelegene  Zahl,    die  einziffrig  ist,  einsetzen. 

Die  Substitution  der  Zahlen  2  und  3  ergiebt  die  folgenden 
Resultate,  welche  wir  den  Reihen  (1)  und  (10)  zufügen: 

/•V:.,),  ./-IVl^),    f"'[x),    /  "IX),        fix],  fix] 

(2)  . 

(3)  . 

(10) 

120 48 156 30 65 78 
0 0 0 1 0 0 

-h 

4- 

— — 

4- 

— 

120 168 48 
82 

30 
21 0 0 1 0 1 2 

H- 

+ + — — — 
120 288 180 

26 
43 

32 0 0 0 1 1 1 

-f- -f- 

4- 

+ + 
-i- 120 1128 5136 

15150 32654 

549:- 
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Der  Verjrleich  tltr  Keilieu  1)  und  (2)  zeigrt,  dass  zwix-hen 
di-ii  (ireuzen  1  und  2  keine  reelle  Wurzel  liegen  kann;  denn 
die  zwei  Keihen  lial)eii  dieselbe  Anzahl  von  V'urzeirhenwcchseln. 
Kieses  Resultat  erjrielit  sich  aueh  aus  der  Kfihe  der  zugelni- 
rigen  Indiees  O,  O,  0,  1,  O,  (t,  wtil  der  letzte  Index  (»  ist. 
Ks  folgt,  dass  man  die  drei  Wurzeln  zwisehen  2  uml  1»)  suchen 
luuss;   denn  der  Vergleich  der  zwei  (Jrenzen  2   und   10  liefert 

1371     12     ...     +     +      --     -^     - 
0       0        112        8 

(10) ...     -f-     4-     -I-     4-     -^     4- 

l>er  letzte  Index  ist  ;}.  (it-lit  man  aber  von  diesem  «ilicfle 
aus  und  begiobt  sieh  weiter,  bis  man  in  der  Krilie  zum  ersten 
Male  den  Index  1  findet,  so  sieht  man,  dass  ihm  die  2  folgt; 
dies  muss  nothwendig  eintreten.  Aber  da  die  Null  nicht  voraus- 

geht, so  niuss  man  das  Intervall  von  2  bis  10  sofort  wiciler 
theilen.  Wir  haben  daher  schon  eine  der  zwischenliegenden 
Zahlen,  nämlich  3,  eingesetzt.  Der  Vergleich  der  zwei  Keihen 
(2!  und  (3)  zeigt,  dass  man  die  zwei  Wurzeln  zwischen  diesen 
(Jrenzen  zu  suchen  liat.  Die  Keihe  der  Indiees  lautet  o,  o, 

1.  O,  l,  2.  Dem  am  äussersten  Knde  zunächst  stehenden  In- 
dex 1  folgt  der  Index  2  und  geht  der  Index  (•  vorauf:  hieraus 

erkennt  man,  dass  man  auf  dieses  Intervall  <lie  zur  Unter- 
scheidung   der   imaginären   Wurzeln  dienende   Kegel    anwenden 

21  32 
muss.      .Man    >chreilit    daher    die   (tuotieuten  und  hin: 3o  43 

da   ihre    Summe   grösser   als   die  UilVereuz    1    iler  CJreuzen    ist, 
so    sind    die    zwischen    2  und  3    angezeigten    Wurzeln    sicher 
imjiginär.      Es    bleibt    noch   das    Intervall    von    3    bis   U) ;   fllr 
dieses    ist    die    Indexreihe    0,    O,    0,     1,    1,    1.       Daher    hat 
die    (lleichung    zwischen    diesen    (Jrenzen    eine    einzige    reelle 
Wurzel. 

Damit  sind  die  Operationen,  welche  die  Itestimuiung  der 

Natur  der  Wurzeln  der  vorgelegten  tJleichung  und  die  Fest- 
legung für  ihre  Cirenzen   zum   iJegenstand  hal>en,   lieeudet. 

Das  Intervall  von  — lo  bis  — 1  enthält  eine  einzige  reelle 
Wurzel. 

Kine  zweite  Wurzel   ist  zwisclu-n  «len  (Jrenzen    —  1   und  0. 
Zwisehen  <►  und  1  kann  keine  Wurzel  liegen.  Kben«o  ver- 

hält es  sieh   mit   dem   Intervall   der  (Jrenzen    1    und   2. 

Ostwkid'a  KU-'-'iker.     127.  ;l 
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Die  Gleichung  liat  zwei  imaginäre  Wurzeln,  die  zwischen 
2  und  3  verloren  gehen. 

Sie  hat  zwischen  3  und  10  eine  reelle  Wurzel. 

Die  einzigen  Intervalle,  in  denen  sich  die  reellen  Wurzeln, 

und  zwar  getrennt  vorfinden,  sind  die  von  — 10  bis  — 1,  von 
—  1  bis  0  und  von  3  bis  10. 

XXXVII.  Als  zweites  Beispiel  sei  die  im  Artikel  XIII  be- 
handelte Gleichung: 

x^  —  4ä^  —  3.r  +  23  =  0 

vorgelegt. 

[138]  Der  Vergleich  der  Reihen  (1)  und  (10)  hat,  wie  wir 
sahen,  zwischen  diesen  Grenzen  zwei  Wurzeln  angezeigt.  Es 
handelt  sich  darum,  zu  erkennen,  ob  diese  zwei  Wurzeln  reell 
sind  oder  in  diesem  Intervalle  verloren  gehen. 

Die  Vergleichsreihen  lauten: 

A'i^    A'",    A'",     X',      X 

(1)  .  .  .  .        +        0        -       -       + 

(10) 

24 0 12 11 
17 

0 0 1 1 2 

4- 

+ + + 

H- 

24      216     960  2797    5993. 

Unter  die  Vorzeichen  der  Resultate  sind  die  numerischen 

Werthe  geschrieben,  und  das  Zeichen  0  ist,  entsprechend  der 
Bemerkung  des  Artikels  XI,  durch  das  doppelte  Vorzeichen 
ersetzt.  Die  Reihe  der  Indices  lautet  für  dieses  Intervall  0, 
0,  1,  1,  2.  Der  dem  äussersten  rechten  Ende  nm  nächsten 
stehende  Index  1  ist  der  vorletzte;  ihm  folgt  die  Zahl  2,  die 
Null  geht  aber  nicht  voran.  Folglich  muss  man  das  Intervall 
der  Grenzen  1  und  10  theilen.  Setzt  man  die  Zahl  2  ein. 

so  findet  man  die  folgenden  Resultate: 

(2)....         +       +  0        -       +• + 
Das  dritte  Glied  wird  0,  infolgedessen  erfordert  es  die 

Anwendung  des  doppelten  Vorzeichens.  Aber  die  durch  das 

untere    Vorzeichen    gegebene   Reihe    hat    nicht    weniger   Vor- 
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-zcii'heuwucli.si'l  uIü  die  durch  ilu.s  uberc  Vorzcicluai  KejcelM.'in- 
lit'ihe.  Daher  geht  iu  dem  imciidlich  kleinen  Inten  all  m»u 
<^  2  bis  ̂   2  keine  Wurzel  verloren. 

Vergleicht  man  die  IJeihe  (^  1  mit  drr  Pa'ihe  (<^  2] .  ho 
sieht  man,  dass  es  zwischen  1  und  i'  keine  Wurzel  gehen 
kann:   vergleicht  man  die  Keihcn: 

A''\     A"  .     A",     X\      A 
(>-^^  •  •  ■  +  +  -f-  -  4- 

•24  24  0  nt  1 
(>  (I  (»         1  2 

,10)  ....         +  4-  4-  +  4- 
24       21()      WO   27i»7    n*»«)H. 

so  tindet  man,  dass  zwischen  2  und  10  zwei  Wurzeln  ange- 
zeigt werden.  [1^9]  IHe  Keilie  der  Indices  lautet  0,0,0,  1,2. 

Dem  Index  1 ,  welcher  dem  rechten  Ende  am  nilchsten  steht, 
folgt  die  Zahl  2  und  geht  die  Zahl  0  voraus;  daher  hat  man 

die  Kegel,  welche  zur  Unterscheidung  für  die  imaginären  Wur- 

zeln dient,  anzuwenden.  Schreibt  man  die  Quotienten  und 

5iMl3     .  .  'im liin.  so  sieht  man,  dass  die  Summe  dieser  Zahlen  kleiner 
27it  I 

als  der  Abstand  8  der  zwei  Grenzen  ist:  daher  mnss  man 

eine  der  zwischen  2  und  10  gelegenen,  einziffrigen  Zahlen  ein- 
setzen. Zunilchst  aber  hat  man  sich  zu  versichern,  dass  die 

Gleichung  A' =  0  in  dem  Intervall,  um  das  es  sich  handelt, 
nicht  zwei  gleiche  Wurzeln  besitzt.  Dies  hat  nicht  statt:  denn 

die   Functionen    .V   und   A' ',   welche 

j:'  _  4.,:'  _  3j-  4-  2:5   und   4  r^  —  12x*  —  3 

lauten,  besitzen  keinen  gemeinsamen  Divisor.  Setzt  man  die 

zwischenliegende  Zahl  '.>  ein,  so  findet  man  folgende  Uesultate. 
welche  wir  mit  denen  der  Reihen  (]>2)nnd(10)  vergleichen: 

(>2)  ...        -^-     -H     -f.     —     -I- 

(3)   .  .  h     +     4-     -     - 
(10)    .  I-     -f     -f     -+-     + 

Daher  sind  die  Wurzeln,  welche  zwischen  1  nnd  H»  an- 
gekilndigt  waren,  reell.  Sie  sind  durch  die  Substitution  tier 
Zahl  ;{  getrennt:  die  eine  liegt  zwischen  2  uml  3,  die  andere 
zwischen    15   uml    1<". 

9» 
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Hiermit  siiul  die  Operationen,  Avelche  die  Natnr  der  Wnr- 
zeln  der  Gleichung: 

x'  _4k3  —  3^  +  23  =  0 

zu  bestimmen  und  die  Grenzen  für  dieselben  zu  bezeichnen 

zum  Zwecke  hatten,  vollendet. 
Erinnert  man  sich  an  die  im  Artikel  XIII  gewonnenen 

liesultate,  so  erkennt  man,  dass  die  Gleichung  zwischen  den 

unendlich  wenig  entfernten,  oberhalb  und  unterhalb  Null  ge- 
legenen Grenzen  zwei  imaginäre  Wurzeln  besitzt; 

im  Intervall  0  bis  1  und  ebenso  im  Intervall  1  bis  2  hat 

sie  keine  Wurzeln; 

zwischen  2  und  3  hat  die  Gleichung  eine  und  zwischen 
3  und  10  eine  zweite  reelle  Wurzel. 

[140]  XXXVIII.  Aus  dem  Voraufgehenden  ersieht  man, 
dass  sich  die  Bestimmung  der  Grenzen  für  die  reellen  Wur- 

zeln und  die  Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  auf  die 
Anwendung  der  zwei  Hauptregeln  reduciren.  Die  eine  dieser 
Kegeln  folgt  aus  dem  Theorem  über  die  Vorzeichenwechsel, 

welche  die  Reihe  der  Vorzeichen  erleidet,  wenn  sich  die  ein- 

gesetzte Zahl  durch  unendlich  kleine  Zuwächse,  von  —  —   an- 

fangend,  vermehrt  (Artikel  VII,  VIII,  X).  Die  zweite  Regel 
lässt  mittelst  einer  sehr  einfachen  numerischen  Rechnung  er- 

kennen, ob  die  eingesetzte  Zahl,  welche  eine  der  zwischen- 
liegenden Functionen  annuUirt,  der  voraufgehenden  und  der 

folgenden  Function  zwei  gleiche  oder  zwei  verschiedene  Vor- 
zeichen giebt  (Artikel  XXVIII,  XXXI,  XXXV).  Die  aus  diesen 

zwei  Regeln  zusammen  resultirende  Operation  giebt  zunächst 
die  Intervalle  an,  in  denen  man  die  Wurzeln  suchen  muss; 
dann  theilt  sie  diese  Intervalle  in  mehrere  andere ;  von  diesen 

enthält  ein  jedes  eine  einzige  reelle  Wurzel.  Um  das  Ver- 
fahren in  seinem  Gesammtverlauf  zu  zeigen,  fassen  wir  die 

Resultate  zusammen  und  erinnern  an  die  im  Voraufgehenden 
entwickelten  Regeln. 

Ist  die  Gleichung  X  =  0  vorgelegt,  so  bilde  man  durch 

aufeinanderfolgende  Difl'erentiationen  die  Functioneureihe  A', 
X\  A'",  .  .  .,  X^"*"'),    X^'");    diese   ist   in  dieser  Ordnung: 

A'O'O,  A('"-'),  A'('"--),  .  .  ..  A",  A",  X 

zu  schreiben.     An  die  Stelle  von  x  setze  man : 
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—  1,    —  1(>.    —  UM),    —  1(100,    u.  s.  w. 
O, 

1,  H»,  1<»(),  KHM»,     11.   s.   w. 

in  diese  Fiinctiouenreihe,  I)i3  inaii  zwei  denirtigf  Keili.ii  m^h 

Kosultaten  findet,  dass  die  eine  Iveihe  nur  Vor/eiclu'nwechsel, 
die  andere  keine  enthillt.  So  erkennt  man  die  liecimaljrrenzeu 
für  die  Wnrzeln.  d.  Ii.  die  Anzalil  der  Ziffern,  welehe  die- 

sellien.  wenn  sie  reell  sind,  ausdrücken,  ferner  die  verschie- 
denen Intervalle,  in  denen  die  Wurzeln  gesucht  werden  müssen. 

141  Für  Jedes  der  Theilintervalle,  dessen  Grenzen  mit 

n  und  /'  bezeichnet  seien,  vergleiche  man  die  Heihe  (a)  der 
Vorzeichen,  welche  die  Substitution  von  a  ergiebt,  mit  der 

Reihe  (//;,  welche  die  Substitution  der  grüsseren  (Jrenze  h  er- 

giebt, auf  folgende  Art:  In  Jeder  Reihe  muss  man  sich  noti- 
ren,  wieviel  Vorzeichenwechsel  von  dem  ersten  (Uiede  linker 

Hand  l)is  zu  irgend  einem  (Jliede  hin  vorhanden  sind,  und 

iiacli   der  im  Artikel  XXXI  angegebenen  Regel  die  Reihe: 

o,   d.  ()',    (V,  ...  J 

der  Indices.  welche  liom  Intervall  eigenthüuilich  ist.  Itilden. 
Ist  der  letzte  Index  ./  gleich  o,  so  kann  das  Intervall  keine 

Wurzel  enthalten.  Ist  der  letzte  Index  /  gleich  1,  so  ent- 
halt das  Intervall  eine  einzige  reelle  Wurzel.  Die  anderen  Wur- 
zeln müssen  in  Intervallen,  deren  letzter  Index  2  oder  grösser 

als  2  ist,  gesucht  werden. 
Sind  ein  oder  mehrere  Substitutionsresultate  Null,  so 

wendet  man  nach  der  im  Artikel  XI  gegebenen  Regel  das 

doppelte  Vorzeichen  an :  durch  Vergleich  dieser  so  verviel- 

fachten N'orzeichen  erkennt  man,  o!)  die  \orgelegte  (Jleichung 
imaginäre  Wurzeln  besitzt,  welche  zwischen  den  unendlich 

l)enachbai-ten  Grenzen  der  eingesetzten  Werthe  verloren  gehen, 
und   findet  auch  die  Anzahl  dieser  imaginilren  Wurzeln. 

r.etrachtet  man  eines  der  Intervalle,  dessen  letzter  Index  2 

oder  grtisser  als  2  ist,  so  hat  man  in  der  Reihe  der  Indiees 
vom  rechten  Knde  nach  links  vorwärts  zu  gehen,  l»is  man  zum 
ersten  Male  das  (ilied  1  tindet;  ihm  folgt  immer  rechter  Hand 
die  Zahl  2.  Was  den  Index,  der  sich  linker  Hand  \on  dem 
üliede  l,  bei  dem  man  stehen  geblieben  ist,  befindet,  fiotriffl, 
so  kann  dieser  vor  1  stehende  Index  0,  1  oder  2  sein.  Ut 
derselbe  nicht  <»,  so  ist  das  Intervall  der  Grenzen  a  und  //  zu 

gross,     um    die    N.itur    der    Wurzeln    sofort    untersoheid<'n    zu 
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können.  Entsprechend  der  Bemerkung  des  Artikels  XXXIV 

muss  man  eine  zwischenliegende  Zahl  (■  von  derselben  Decimal- 
ordnung  wie  die  Grenzen  a  und  h  oder  von  der  sofort  folgen- 

den Ordnung  wählen  und  diese  in  die  Functionenreihe  einsetzen, 
um  die  zwei  Theilintervalle  a  und  r,  bezüglich  c  und  h  zu 

bilden.  Durch  diese  Substitutionen  von  zwischenliegenden  Zah- 
len wird  man  den  am  rechten  Ende  stehenden  Index  1  immer 

näher  an  dieses  Ende  bringen ;  dann  wird  es  mit  Nothwendig- 
keit  schliesslich  eintreten,  dass  entweder  der  letzte  Index  J 
eines  Intervalls  0  oder  1  wird,  oder  aber  dass  auf  den  am 
Ende  zunächst  stehenden  Index  1  die  Zalil  2  folgt  und  ihm 
die  Null  voraufgeht. 

[142]  Tritt  dieser  letzte  Fall  ein,  so  kündigt  dies  an,  dass 
man  die  zur  Kennzeichnung  der  imaginären  Wurzeln  dienende 
Kegel  anwenden  muss.     Bezeichnet  man  mit 

/•("-^O(^),  /'('0(a;),  /'(»-')(a;) 

diejenigen   Functionen,    denen    die    aufeinanderfolgenden    In- 
dices : 

•0;     1,     2 

entsprechen,  so  ist  zu  prüfen,  ob  die  numerischeu  ^Yerthe  der 
Resultate : 

und   /■'""*"')(/^),   f^"\h\   /■("-')(&) 

so  beschaöen  sind,  dass,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  einer  der 
Quotienten : 

/•("-')(a)         f(»-0{b) 

"  /•(«)(«)     '        /"(")(6) 

oder  ihre  Summe  grösser  oder  gleich  der  Differenz  b  —  a  der 
Grenzen  wird;  bei  dieser  Vergleichung  wird  man  nach  der 

speciellen,  im  Artikel  XXVIII  auseinandergesetzten  Regel  vor- 
gehen. Die  Anwendung  dieser  Kegel  giebt  Aufschluss,  ob  die 

zwei  Wurzeln  der  (Ueichung  /■(""')(.?•)  =  0.  welche  in  dem 
Intervall,  um  das  es  sich  handelt,  angezeigt  werden,  reell  und 
ungleich,  oder  reell  und  gleich,  oder  imaginär  werden. 

Sind  diese  Wurzeln  reell  und  ungleich,  so  sind  sie  durch 
die  eben  ausgeführte  Operation  getrennt:  man  wird  dann  auf 

dieselbe  Art  bei  der  Trennung  der  Wurzeln  in  den  Intcrv.-illen, 
deren  letzter  Index  weder  0  noch   1   ist,  weiter  vorgehen. 
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Sind  hingegen  die  zwei  Wiiizclii  von  /"("  ~  "(a;)  =  0  ima- 
ginär, so  muss  m:ui  mit  dem  Index  2,  welcher /"(""')  j-  ent- 

sprielit,  beginnend  bis  zum  iiusserstcn  Ende  der  Reihe  rechter 

Hand  von  jedem  Index  zwei  Einhfiten  uljziehen;  dieser  l'ro- 
cess  liefert  für  dieses  Intervall  eine  andere  Indieesreihe,  diifn 
letzte  Glieder    kleiner   als   in    der    früheren  Reihe    sind. 

Sind  die  zwei  Wurzeln  der  Gleiehuug  /"(""' )(x  =  (»  gleich, 
so  liat  man  mit  Hülfe  des  bekannten  Verfahrens  zu  prüfen, 
ob  diese  gleichen  Wurzeln  auch  alle  folgenden  Functionen : 

/t"-0(.r),  /"(""•')  x)  u.  8.  w.  bis  zur  letzten  f  x  einschliess- 
lich zum  Verschwinden  bringen.  ,  143]  In  diesem  Falle  würde 

man  die  gleichen  Wurzeln,  welche  die  (Ueichiing  /'./•  =  0 
innerhalb  der  vorgegebenen  (Jrenzen  hat,  erkennen.  Hat  aber 

die  Function /"(""')  ic)  nicht  mit  allen  rechts  von  ihr  stehenden 
Functionen  denselben  gemeinsamen  Factor,  so  werden  die  Kr- 
gebnisse  bezüglich  der  Natur  der  Wurzeln  genau  dieselben  sein, 

als  wenn  die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  /'("~0[x)  =  ()  ima- 
ginär sind.  Man  hat  dann  von  jedem  der  Indices,  welche  den 

Functionen  /^""'^  '),  /^"~*^(a"), . .  .,  f"\J',,  f[j']  entsprechen,  zwei 
Einheiten  abzuziehen ;  hierauf  wird  man  mit  der  Anwendung 
derselben  Regeln  auf  die  neuen  Indicesreihen  fortfahren .  I)is 

die  Wurzeln  schliesslich  getrennt  sind.  Wenn  es  nur  Inter- 
valle, deren  letzter  Index  ./  gleich  Null  oder  1  ist.  giebt,  so 

wird  der  Process  zu   Ende  sein. 

XXXIX.  Als  erstes  Heispiel  für  die  Anwendung  dieser  all- 
gemeinen Regel  behandeln  wir  die  Gleichung: 

X*  —  x^  -\-  Ax-  -\-x  —  4  =  0. 

liie   Functionen,   in  welche  man   einzusetzen   iiat.   lauten: 

A'  .  .     .  x'  —  x^  +  4./-  -r-  j-  —  4 

X' .        .  4.H  —  3j*H-8./-  -^  1 
A"   .  12x-  —  »Jj:  -f-  h 
A""  L'lr  —  (; 

.V'V  -Jl. 

Setzt   m.in   die  Zahlen : 

—  1,   —  10,   u.  s    w.. 

<', 

1.    ](t.    u.  s.  w. 

ein,   so  findet    man: 
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A'i^',  A"",  A'",  A".  A52j 
(-1   .  .  .     +      -      +   h 

(Oj        +      -      +      4-    - 

(i;    +   +   +   +  4-  • 

[144]  Da  die  Reihe  ( —  1)  nur  Vorzeichenwechsel,  die  Reihe 
(1)  nur  Vorzeichenfolgen  besitzt,  so  mtissen  alle  Wurzeln  zwi- 

schen  —  1  und  +  1  gesucht  werden. 
1.  Bildet  man  nach  der  im  Artikel  XXXI  angegebenen 

Regel  die  Reihe  der  Indices  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  (), 
so  findet  man: 

1). . 

.   + — + — + 
0 0 0 1 1 .   + — + + — 

(0) 

Der  letzte  Index  dieser  Reihe  Ü,  0,  0,  1 ,  1  lautet  1 :  daher  hat 

die  Gleichung  zwischen  den  Grenzen  —  1  und  0  eine  einzige 
reelle  Wurzel.     Diese  Wurzel  ist  von  allen  anderen  getrennt. 

2.    Die  zwei  Reihen  (0)  und  (1)  ergeben  als  Indicesreihe : 

AJ^A'",  A",  A',   A 

(0)         +     -     +     +     - 

(1) 

24 (3 8 1 4 

0 1 2 2 3 

+ + + + + 
24 18 14 

10 
1 

Es  handelt  sich,  zur  Trennung  der  Wurzeln  überzugehen 
und  zu  entscheiden,  ob  alle  drei  reeU  oder  zwei  imaginär 

sind.  Man  muss  die  Reihe  der  Indices,  mit  der  drei  be- 
ginnend, von  rechts  nach  links  durchlaufen,  bis  man  zum 

ersten  Male  den  Index  1  vorfindet;  derselbe  steht  unter  A'". 
Diesem  Index  folgt,  wie  es  nothwendig  sein  muss,  die  Zahl  2; 
[145]  da  ihm  die  Null  voraufgeht,  so  ersieht  man,  dass  die 
Bedingung  der  drei  aufeinanderfolgenden  Indices  0,  1,  2  er- 

füllt ist.  Das  kündigt  au,  dass  man  zur  Anwendung  der  Regel 

des  Artikels  XXVIII,  welche  die  Unterscheidung  der  imagi- 
nären Wurzeln  liefert,  übergehen  muss. 

Tnter  die  Vorzeichen  haben  wir  die  durch  die  Substitu- 
tionen erhaltenen  numerischen  Werthe  gesetzt.    Die  Functionen, 



Die  Auflüsung  der  bestimmten  Gleichungen.  1H7 

welchen    die    drei    aiifeinanderfolgeoden   Indiceä   0,    1.   2   fiit- 

sprechen,  lauten  /'^  ';,  /"x),  f"[.i\    Entsprechend  der  an«;»'- H  14 
gebenen  Regel  hat  man  die  Quotienten     .    und  —  ohne  Kürk- U  lo 

sieht  auf  die  Vurzeichen  der  Resultate  zu  betrachten.  Ueber- 

trift't  einer  dieser  Quotienten  oder  ilire  Summe  die  Differenz 
der  zwei  (Irenzen,  so  sind  zwei  der  im  Intervall  angekündigten 
Wurzeln  sieher  imaginär.  Da  die  Differenz  der  (jrenzen  nur 
1  ist,  so  hat  dieser  Fall  statt;  zwisehen  den  (Jrenzen  0  und  1 

gehen  folglich  zwei  Wurzeln  der  vorgelegten  (ileiciiung  ver- 
loren. Man  muss  daher  nach  Vor.>*clirift  der  Regel  von  jedem 

Index,  bei  dem  letzten  der  drei  aufeinanderfolgenden  Indices 
ü,  1,  2  anfangend,  die  Zahl  2  suljtrahireu.  Man  bildet  so 
für  das  Intervall  eine  neue  Reihe,  nämlich: 

A'»\  A"  ,  A",   A",    A 

(0,  .  .  .  . 
(»        1        0        ()        1 

(1    ... 

Da  der  letzte  Index  der  neuen  Reihe  1  ist,  so  folgt,  dass 
die  vorgelegte  Gleichung  zwischen  0  und  1  eine  einzige  reelle 
Wurzel  hat;  diese  ist  von  den  anderen  völlig  getrennt. 

Der  Process  der  Unterscheidung  der  Wurzeln  ist  zu  Ende; 
denn  es  giebt  kein  Theilintervall,  dessen  letzter  Index  nicht 
0  oder  1  ist.  Man  schliesst  hieraus,  dass  eine  erste  reelle 
Wurzel  zwischen  —  1  und  0.  eine  zweite  reelle  Wurzel  zwi- 

sehen U  und  1  gelegen  ist  uutl  die  zwei  anderen  Wurzeln 
imaginär  sind. 

XL.  Mit  Hülfe  desselben  Verfahrens  leiten  wir  die  Auf- 

liisung  der  (ileichung: 

./■•■  -f-  j'  -f-  .!■'  —  2 ./•-  -h  2./  —  1  =  <» 

ab.       146]   Hat   man  die   Functionen: 

A  .  .  .  .    j'--  H-  .f  *  -h  j'  —  2./-  -i-  2.'        1 
A  ....    hx'  +  4 j-^  -f  3 j*  —  4./  -^-  2 

A'  .  .  .  .     2(i.H  -\-  12./-  -f-  «;  /  —  4 
A'"  .  .  .    «)<).»•-  -\-  24.1-  -)-  t 
A'^        .     12«»,  -:-  24 
.V^    .     .     12n 

i'el)ihlet,    .m»   tiiitlet    mau: 



0 1 2 2 2 2 

+ + + — + — 

24 
0 4 2 1 

0 0 0 1 2 3 

+ + + 

H- 

+ + 
144 90 

34 
10 

2. 
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A-v,    A-iv,    A"",     A",  A',  A 

(-1)  ..     +        -        +        -  +'  - 96       42        18  10  (i 

(0) 

i-Lj 

Wir  haben  die  numerischen  Werthe  sowie  die  jedem  Inter- 
vall eigenthümliche  Indicesreihe  unter  die  entsprechenden  Vor- 

zeichen geschrieben.  Die  Vergleiclmng  der  Eeihen  liefert  fol- 
gende Resultate: 

1.  Alle  Wurzeln  sind  im  Intervalle  — 1  bis  -j-  1  zu  suchen; 
denn  die  eine  der  Reihen  hat  5,  die  andere  keine  Vorzeichen- 
wechsel. 

2.  Zwischen  —  1  und  0  sind  zwei  W^urzeln  angezeigt.  Da 
der  letzte  Index  2  ist,  so  muss  man  in  dieser  Reihe  der  Indices 
von  dem  rechten  Ende  nach  links  vorwärts  gehen,  bis  mau 
zum  ersten  Male  die  Zahl  1  findet.  Dieser  Index  1  entspricht 

der  Function  A^^ ;  ihm  folgt  die  Zahl  2  und  geht  die  Null 

voraus;  man  hat  daher  auf  die  Functionen  X^,  A^^,  A'", 
welche  den  drei  aufeinanderfolgenden  Indices  0,  1,  2  ent- 

sprechen,   die  Regel   des  Artikels  XXVIU   anzuwenden.     Man 
42  6 

muss  die  Werthe  der  Quotienten         und  — - ,    indem    man    dabei 9o  24 

vom  Vorzeichen  absieht,  betrachten  und  prüfen,  ob  einer  dieser 
Quotienten  oder  ihre  Summe  grösser  oder  wenigstens  gleich 

der  Differenz  1  der  zwei  Grenzen  0  und  — 1  ist.  [147]  Da 
dies  nicht  statt  hat,  so  schliesst  man,  dass  die  Grenzen  —  1 
und  0  nicht  nahe  genug  sind  und  man  nicht  durch  eine  einzige 
Operation  zu  entscheiden  vermag,  ob  die  zwei  angezeigten 
Wurzeln  reell  oder  imaginär  sind ;  man  muss  dieses  Intervall 
daher  noch  weiter  theilen.  Bevor  man  aber  zur  Einsetzung 
einer  zwischenliegenden  Zahl  übergeht,  muss  man  sich  nach 
der  liegel  des  Artikels  XXVIII  versichern,  dass  die  Gleichung 

A""=  0  zwischen  den  (Jrenzeu  — 1  und  0  keine  zwei  glei- 
chen Wurzeln  hat.  Würde  dies  eintreten,  so  liätten  die  zwei 

Functionen : 

BOx--*  +  24a;  +  6  und   1 20./;  -+-  24 
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einen  gemeinsamen  Factor;  tla  ein  solcher  Factor  nicht  exi- 
stirt,  so  ist  der  Fall  der  gleichen   Wurzeln  ausgeschlossen. 

Es  bleibt  noch  übrig,  eine  zwischen  —  1  und  O  gelegene 
Zahl  von  der  sofort  folgenden  Decinialordnung,  d.  h.  eine 
durch  eine  einzige  Decinwilzitter  ausgedrückte  Zahl,  einzusetzen. 

Setzt  man   —  0,5  ein,  so  erhält  man  folgende  Tabelle: 

(-1)   ....      +      -  +  -  +  - 
(-  -^)  ....     +     -  +  -  H-  - 

3G  i>  ̂ ^  [3  s^ 
()        1  2  -2  2  2 

(0)       +     +  +  -  +  - 
24  ti  4  2  1. 

Das    erste    Theilintervall.    das   von    —  1   bis   —         reicht, 

kann  keine  Wurzel  enthalten :  denn  die  zwei  Vorzeichenreihen 

sind  gleich.  Für  das  zweite  Theilintervall  lautet  die  Reihe 

der  Indices  0,  1,  2,  2,  2,  2.  Da  die  Zahl  2  auf  den  In- 
dex 1 ,  welcher  dem  rechten  Ende  am  nächsten  steht,  folgt, 

und  die  Null  dem  Index  1  voraufgeht,  so  muss  man  nach  der 

Kegel   des   Artikels  XXVllI   die   numerischen  Werthe   der  Quo- 
9  6 

tienten  —-  und    -  ̂     betrachten   und  sehen,  ol)  einer  dieser  Quo- 36  24 

tienten  oder  ihre  Summe  grösser  oder  wenigstens  gleich  der 

DiflFerenz  der  zwei  (Jreuzen  wird.  Da  dies  eintritt,  so  ist 

man  sicher,  dass  die  zwei  im  Intervalle  von  —  ^  bis  (»  an- 

gezeigten Wurzeln  imaginiir  sind. 

148  PiS  bleibt  nur  noch  das  Inter\all  von  U  bis  1,  in 
welchem  drei  Wurzeln  angezeigt  werden.  Es  fragt  sich,  ob 
diese  drei  Wurzeln  reell  oder  zwei  von  ihnen  imaginär  sind. 
Hierzu  genügt  die  Anwendung  dersellten  Kegel  auf  das  Intervall; 

A\  .Vi\  A".  A"",    A',    A 

(0)      +    -+-    +     -    +    - 

(1) 

24 () 4 o l 
(1 

(1 (1 1 

•) 

:\ 

+ 

4- 

4- 

+ 

-f 

-f 

144 

«M> 

:u 

H» 

■> 
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Man  sieht,  dass  dem  Index  1,  welcher  dem  rechten  Ende  am 
nächsten  steht,  in  der  Reihe  der  Indices  0,  0,  0,  1,  2,  3  die 

Null  vorausgeht.  Da  die  bezüglich  der  drei  aufeinanderfolgen- 
den  Indices    0,    1,    2,    verlangte    Bedingung    eintritt,    so  hat 

2  10 
man  die  Quotienten   -—    und   :,—   hinzuschreiben  und  zu  sehen, 

4  34  ' 
ob  einer  von  ihnen  oder  ihre  Summe  die  Differenz  1  der 

Grenzen  übersteigt  oder  ihr  gleich  wird.  Da  dies  nicht  statt 
hat,  so  schliesst  man,  dass  die  Grenzen  nicht  nahe  genug 

liegen,  um  die  Natur  der  Wurzeln  durch  eine  einzige  Ope- 
ration zu  erkennen. 

Man  muss  daher  eine  zwischen  Null  und  1  gelegene  Zalil, 

welche  durch  eine  einzige  Decimalziffer  ausgedrückt  ist,  ein- 
setzen. Bevor  man  aber  diese  Operation  ausführt,  hat  mau 

sich  zu  versichern,  dass  die  Gleichung  X'  =  0  zwischen  0 
und  1  keine  gleichen  Wurzeln  besitzt.  Dies  ist  aber  sicher 

nicht  der  Fall;  denn  die  Polynome  X'  und  X", 

5a;4  -^  4.^3  _^  3^2  _  4^  _|_  2  und  20,/;3  +  12.>;^  +  6x  —  4, 

haben  keinen  gemeinsamen  Factor. 
Setzt  man  die  zwischenliegende  Zahl  0,5  ein,  so  gewinnt 

man  die  folgenden  Resultate: 

X^  A'iv,A"",  A'",   A",    X 

(0)      +    +    +     -    +     - 
24  6  4        2  1 

0       0  0  12  2 

[\)       +     +  +  +     +  - 84  33  l       H  3^ 

(1)  :      +     +  +  +    +  + 

[149]  Das  zweite  Theiliutervall,  das  von  bis  l  reicht, 

enthält  eine  einzige  reelle  Wurzel,  die  völlig  getrennt  ist.  Im 

Theilintervall  von  0  bis  sind  zwei  andere  Wurzeln  ange- 

kündigt. Da  die  Reihe  der  Indices  0,  0,  0,  1,  2,  2  die  drei 
aufeinanderfolgenden    Indices    0,    1,  2   aufweist,    so    hat    man 

2  25     9 
die  Quotienten  --    und  —  :  —    zu    bilden   und   zu    sehen,    ob 4  16     2 

einer  dieser  Quotienten  oder  ihre  Summe  grösser   oder  gleich 
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der  Differenz         der  zwei  Grenzen  wird.      L);i  dies  eintritt,  30 
^  1 

weiss  man,   dass  die  zwei  im  lutervjill  0  bis  angezeigten 

Wurzeln  sicher  imaginär  sind.  Zieht  man  von  jedem  Index, 

bei  der  Zahl  2,  welche  der  letzte  der  drei  aufeinanderfolgen- 

den Indices  0,  1,  2  ist,  beginnend,  die  Zahl  2  ab,  so  ge- 

winnt man  die  neue  Reihe  von  Indices  0,  0,  0,  1,  0,  0.  Da- 
her hat  die  vorgelegte  Gleichung  zwischen  0,5  und  1  eine 

einzige  reelle  Wurzel;  die  vier  anderen  Wurzeln  sind  ima- 
ginär. 

XLl.    Als  drittes  Beispiel  sei  die  Gleichung: 

■r/^  —  I2a;5  -f  60a;*  -\-  123 j;'  +  4567  a;  —  89012  =  0 

zur  Auflösung  vorgelegt. 

Man  hat  die  folgenden  Functionen : 

A"    ./■«  —  12a-'  -I-  60a:''  +  123a;'  +  4567a;  —  89012 

A"    6a-^  —  60a-*  -f-  240a;^  +  246a;  +  4567 

A'"  ...  30a;*  —  240 a;=*  +  720.r«  +  246 

A"".  .  .  120.x'  —  720x-'  +  1440./ 

A'iv  .  .  .  360a;*  —  1440a;  +  1440 

A'V  .  .  .  720a;  —  1440 

AVJ...  720 

hinzuschreiben  ;  setzt  man  die  Zahlen: 

—  1,   —  10,  u.  s.  w. 

0, 

1,   10,  u.  s.  w. 

ein.  so  iindet  man  die  folgenden  Resultate: 

501 
AVI,  A\ 

A>v, 

A""
 

,  A", 

A', 
A-
 

;-  10^  . 

(~1... 
•     +     - 
■     4-     — 

+ 
+ 

+ 
+ 

+ 

(0)   .     +     - + 0 + + — 
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A'Vi,  X\      X^\  X'",  A'",  X,  X 

(-1-1)....     +     -         -h  +  +     +  - 
720       360 

Ol            2  2  2        2  8 

(10)       -\-     +         -f  +  +     +  + 
5760  23040 

Beim  Anblick  dieser  Tabelle  ersieht  man,  dass  alle  Wur- 
zeln zwischen  den  Grenzen  —  10  und  -|-  10  gesucht  werden 

müssen;  denn  eine  der  Reihen  hat  6,  die  andere  keine  Yor- 
zeichenwechsel. 

Der  Vergleich  der  Reihen  (<^  0)  und  O  0)  zeigt,  dass 

im  Intervall  der  Grenzen  <;^  0  bis  >  0  zwei  Wurzeln  ver- 
loren gehen.  Da  die  Reihe  ( —  1)  fünf,  die  Reihe  ( —  10) 

sechs  Vorzeichenwechsel  hat,  so  hat  die  Gleichung  zwischen 

—  10  und   —  1  eine  einzige  reelle  Wurzel. 

Die  Reihen  ( —  1)  und  (<^  0)  haben  dieselbe  Anzahl  von 
Vorzeichenwechseln:  folglich  kann  zwischen  den  Grenzen  —  1 
und  0  keine  Wurzel  liegen.  Ebenso  verhält  es  sich  mit  den 
Reihen  (^  0)  und  (1),  welche  beide  drei  Vorzeichenwechsel 
besitzen.  Daher  kann  man  keine  Wurzel  zwischen  den 
Grenzen  0  und  1   suchen. 

Es  bleibt  noch  das  Intervall  der  Grenzen  1  und  10,  in 
welchem  drei  Wurzeln  angezeigt  sind.  Die  Reihe  der  Indices. 
welche  diesem  Intervall  eigenthümlich  ist,  lautet: 

0,   1,  2,  2,  2,  2,  3. 

Der  erste  Index,  welcher  gleich  1  ist,  wenn  man  die  Reihe 

der  Indices  von  rechts  nach  links  mit  dem  Index  3  begin- 
nend durchläuft,  steht  zwischen  den  Indices  0  und  2.  Die 

drei  aufeinanderfolgenden  Indices  0,  1,  2  geben  an,  dass  man 
sofort  die  Regel  des  Artikels  XXVIII   anwenden   muss.      Man 

,  ,        ..  .  360        ,   23040  ,.  ,     ., 
hat  daher  die  Quotienten  -— -  und  ̂ _p^  hinzuschreiben  und 

zu  sehen,  ob  einer  dieser  Quotienten  oder  ihre  Summe  grtissei' 

oder  gleich  der  Difl'erenz  9  der  zwei  (Jrenzeu  wird.  [151]  Da 
dies  nicht  eintritt,  so  schliesst  man,  dass  das  Intervall  von 
1  bis  10  zu  gross  ist  und  man  nicht  mittelst  einer  einzigen 
Operation  die  Natur  der  Wurzeln  erkennen  kann.  Bevor  man 

dieses   InterMill    aber  zerlegt,    muss   man    sehen,    oh    die   Fune- 
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tioueu  A''^  uiul  A"\  Wflolif  deu  zwei  letzten  dir  drei  ;iut'- 
eiiiundertblgendcn  Iiidires  ((,  1.  2  eutspreelien .  uieht  t'int'ii 
geineinsauien  Factor  li:vl)cu,  und  ol)  dieser  Factor  nicht  durdi 

einen  ZAviselien  diesen  (Irenzi-ii  ffclcj^jcnen  Werth  von  r  aii- 
nullirt  wird,     ücr  Vergleich  der  Functionen: 

360r-  —  144037+  U4n  und  72():r  —  1440 

zeigt,  dass  dieselben  einen  gemeinsamen  Factor,  niindich 

-  X  —  1,  ))esitzeu.  und  dass  dieser  Factor  durch  den  Wertli  2. 

der  zwischen  1  und  10  liegt,  annuUirt  wird.  Derselbe  Factor 

.'•  —  1  ist  nicht  nllcu  l-'iinctiout'ii  A'",  A",  A",  A  gemein- 

sam; daher  muss  man  entsprechend  der  Regel  des  Artikel.s 
XXXV  schliessen,  dass  die  vorgelegte  (lleidiung  im  Intervall 
von  1  bis  10  zwei  Wurzeln  verliert.  Mithin  hat  man  von 
den  Indices  die  Zahl  2  zu  subtrahiren,  und  zwar  hat  man 

mit  dem  letzten  der  drei  aufeinanderfolgenden  Indices  0,  1.  2 
zu  beginnen ;  als  neue  Indicesrcilie  für  das  zwisdien  1  und 
1(>  gelegene   Intervall  erhält  man: 

(),    1,  0,  0.  0.  o.    1. 

Hiermit  ist  die  Trennung  der  Wurzeln  l)eendigt.  Die  vor- 
gelegte (ileichung  besitzt  eine  reelle  Wurzel  zwischen  —  lo 

und  —  1,  zwei  Wurzeln  gehen  in  dem  unendlich  kleinen  Inter- 
vall, das  zwischen  <;^  o  und  ̂   0  liegt,  verloren;  ebenso 

gehen  zwei  Wurzeln  in  dem  zwischen  1  und  10  gelegenen 

Intervall  verloren;  endlich  hat  die  (ileichung  in  demsellH-n 
Intervall   eine  zweite   völlig  getrennte,   reelle   Wurzel. 

XLII.  l'm  die  Mannigfaltigkeit  der  Fälle  und  den  (iebrauch 
der  Kegel  hesser  zu  veranschaulicheu,  vereinigen  wir  die  in 
den  voraufgehenden  Artikeln  l>eh:»ndelten  Beispiele  in  einer 
einzigen  TaljcUe: 
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[154]  XLIII.  Bisher  liabeu  Avir  den  ersten  Theil  unserer 
Methode  der  Auflösung  auseinandergesetzt;  derselbe  hatte  die 
Bestimmung  der  Grenzen  und  die  Natur  der  AVurzeln  zum 
Gegenstand.  Man  schreibt  die  Ableitungen  der  verschiedenen 

Ordnungen  hin,  setzt  in  die  Reihe  dieser  Functionen  die  ein- 
fachsten Zahlen  und  notirt  die  Vorzeichen  der  llesultate.  Aus 

dem  Anblick  dieser  Reilien  erkennt  man  diejenigen  Intervalle, 
in  denen  allein  die  Wurzeln  gesucht  werden  dürfen.  Man  hat 

dann  noch  zu  bestimmen ,  ob  die  in  einem  Intervall  ange- 
zeigten Wurzeln  reell  sind  oder  eine  Anzahl  derselben,  die 

gleich  2,  4,  6,  u.  s.  w.  ist,  in  dem  Intervall  verloren  geht; 
nur  eine  gerade  Anzahl  kann  verloren  gehen.  Eine  zweite 

Regel  löst  diese  Frage  vollständig  vermöge  eines  leicht  an- 
wendbaren Verfahrens  auf.  Hiermit  sind  Natur  und  Grenzen 

der  Wurzeln  bestimmt;  jede  der  reellen  Wurzeln  liegt  in 
einem  Intervall  mit  bekannten  Grenzen.  Man  muss  jetzt  die 
Berechnung  jeder  Wurzel  fortsetzen,  um  alle  ihre  Zittern,  wenn 
deren  Anzahl  eine  begrenzte  ist,  kennen  zu  lernen  oder  um 

wenigstens  soviel  Decimalstellen ,  wie  man  es  für  nöthig  er- 
achtet, genau  zu  finden.  Diese  Frage  ist  Gegenstand  des 

zweiten  Theiles  der  Methode.  Bevor  wir  zu  dieser  anderen 

Untersuchung  übergehen,  verweilen  Avir  bei  einem  der  haupt- 
sächlichsten Folgesätze  der  voraufgehenden  Theoreme;  dieser 

Satz  betrift't  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Wurzeln. 
Wenn  man  in  die  Functionenreihe  eine  Zahl  «,  die  durch 

unendlich   kleine   Zuwächse  von  —  —  bis   —  wächst,  einsetzt, 

so  verliert,  wie  wir  im  Artikel  ATLI  sahen,  die  Reihe  der  Vor- 
zeichen alle  Vorzeichenwechsel,  die  sie  hatte.  Diese  Vermin- 
derung der  Vorzeichen  Wechsel  kann  ersichtlich  nur  dann  ein- 
treten, wenn  die  Substitution  von  a  eine  oder  mehrere  der 

Functionen  zum  Verschwinden  bringt.  Die  Wertlie  von  a^ 
deren  Substitution  eine  der  Functionen  annullirt,  sind  von 

zweierlei  Art:  die  einen  sind  so  beschatten,  dass  die  Vor- 
zeichenreihe keine  Vorzeichenwechsel  verliert:  dies  tritt  des- 

wegen ein,  weil  dieselbe  Substitution  die  eine  der  Functionen, 

wie  /"^"^(ip),  annullirt  und  bei  der  voraufgehenden  und  fol- 
genden Function,  nämlich  /*(""*"')(a;)  und /"(""')(./•),  zwei  verschie- 

dene Vorzeichen  ergiebt:  die  anderen  Werthe  von  a  sind  der- 
artig, dass  die  Vorzeichenreihe  eine  gewisse  Anzahl  von 

Vorzeichenwechseln  \erliert.  155]  Diese  Werthe  für  die  ein- 
gesetzte Z.ilil   sind  selltst  V(»n  zweierlei   Art;    die   einen   zeigen 
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reelle,  die  anderen  imaginäre  Wurzeln  an.  Bringt  die  Sub- 

stitution die  Function  /'(j-;,  welche  die  linke  Seite  der  vor- 
gelegten Cileicliung  ist,  zum  Verschwinden,  so  ist  der  einge- 

setzte Werth  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung.  Bringt  dit- 

Substitution  eines  Werthes  a  /'[n]  nicht  zum  Verschwinden. 
annuUirt  aber  eine  zwischenliogendf  Function  P-'^'U]  und  er- 
giebt  gleichzeitig  bei  der  voraufgelienden  und  der  folgenden 

Function,  /"C"'*''^(a;)  und  /^"~'^(;r),  zwei  gleiche  Vorzeichen,  so 
ist  die  eingesetzte  Zahl  keine  reelle  Wurzel  der  Gleichung, 

sondern  ein  Werth,  der  zwei  imaginäre  Wurzeln  an- 
zeigt,  eine  Indicatrix. 

Es  giebt  zwei  Arten  von  Intervallen,  nämlich  solche,  in 
denen  eine  einzige  reelle  Wurzel  existirt,  und  solche,  in  denen 
zwei  Wurzeln  verloren  gehen.  Auf  diese  Art  gehen  die  als 
imaginär  bezeichneten  Wurzeln  in  gewissen  Intervallen  und 

nicht  zwischen  anderen  Grenzen  verloren;  d.  h.  es  giebt  ge- 
wisse derartige  (Jrenzen  a  und  b,  dass,  wenn  man  auf  irgend 

welche  Art  beweist,  die  Gleichung  hat  in  diesem  Intervall 
keine  zwei  reellen  Wurzeln,  dieselbe  ganz  allein  aus  diesem 

Grunde  in  diesem  Iuter\  all  sicher  zwei  imaginäre  Wurzeln  be- 
sitzt ^-^i.  Der  Werth,  welcher  zwei  conjugirt  imaginäre 

Wurzeln  anzeigt,  bringt  eine  der  zwischenliegenden  Func- 
tionen zum  Verschwinden  und  ertheilt  der  voraufgehenden  und 

der  folgenden  Function  gleiche  Vorzeichen.  Hat  die  vorge- 
legte Gleichung  nur  reelle  Wurzeln,  so  existiren  keine  der- 

artigen Werthe  von  der  soeben  delinirten  BeschalVenheit.  die 
man  zweckmässig  als  Indicatrices  bezeichnen  kann.  in 

diesem  Falle  ertheilt  jede  Substitution,  welche  eine  der  zwischen- 
liegenden Functionen  annuUirt,  der  voraufgehenden  und  der 

folgenden  Function  zwei  verschiedene  Vorzeichen.  Allgemein 
hat  die  (ileichung  soviel  Paare  imaginärer  Wurzeln,  als  es 

Indicatrices  giebt.  Uebrigens  können  mehrere  dieser  Wertlu' 
sowohl  untereinander  wie  auch  mit  den  reellen  Wurzeln  gleich 

werden "' 'j. 
Der  Gegenstand  des  ersten  Theiles  unserer  Methode  war 

erstens  Angabe  der  Intervalle,  von  denen  jedes  eine  reelle 
Wurzel  enthält,  aweitens  Berechnung  derjenigen  Intervalle,  die 

je  eine  Indicatrix  für  imaginäre  Wurzeln  enthaltt-n.  Bei»!«- 
Aufgaltt'U  sind  in  der  Taltelle  der  .-ils  Beispiele  gewählten 
Gleicliuugeu    l»ehandelt   worden. 



-^ß-  %jr  für  lur  -^ß-  lur  ßß-  für  tjr  -«ur  lur cAo         tAj  c/vj  i>\j  c/Nj         t>\j         t-xV)         cAj         c^Nj         «>\j         cAj 

J157]  Zweites  Buch. 

3Ietliode  zur  Berechnung  der  AA^ertlie  der  Wurzeln, 
deren  (ilrenzen  liekanut  sind,  und  Bemerkungen  über  die 
Convergenz  der  Annäherungen  und  über  die  Unterscheidung 

der  Wurzeln. 

I.  Man  kennt  zwei  Grenzen  a  und  b,  zwischen  denen  eine 
reelle  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung 

m  =  0 gelegen  ist;  ferner  weiss  man  auch,  dass  sich  in  demselben 
Intervall  keine  andere  Wurzel  der  Gleichung  befindet.  Wir 

wollen  die  Werthe  dieser  Wurzel  in  immer  grösserer  Annähe- 
rung kennen  lernen,  um,  falls  die  Zahl  der  Ziffern,  welche 

die  Wurzel  ausdrücken,  eine  begrenzte  ist,  alle  Ziffern  zu  be- 
stimmen oder  wenigstens  soviel  Ziffern,  als  man  es  für  nöthig 

erachtet,  genau  zu  finden. 

Der  Annäherungsprocess,  der  zur  Erleichterung  der  Be- 
rechnung der  Wurzeln  am  geeignetsten  ist,  wird  Neirton  ̂ ^) 

verdankt  und  ist  allgemein  bekannt.  Er  besteht  darin,  dass 

man  in  /"(if-)  statt  x  a -\- x  einsetzt:  a  bedeutet  dabei  den 
ersten  angenäherten  Werth.  Im  Resultat  lässt  man  diejenigen 

Glieder,  welche  höhere  Potenzen  von  x  als  die  erste  ent- 
halten, fort;  dann  hat  man  zur  Bestimmung  von  x  eine 

Gleichung  ersten  Grades.  Fügt  man  den  Werth  von  o"/,  wel- 
chen diese  (Gleichung  liefert,  zu  dem  ersten  angenäherten 

Werthe  a  hinzu,  so  findet  man  einen  neuen  angenäherten 

Werth  a:  [158]  diesen  zweiten  Näherungs werth  '/'  wendet 
man  ebenso  an,  um  auf  dieselbe  Art  einen  dritten  angenäherten 

Werth  n"  zu  finden.  Man  kann  die  Anwendung  dieser  Regel 
unbegrenzt  fortsetzen  und  erhält  so  Werthe,. welche  mehr  und 

mehr  und  zwar  sehr  schnell  nach  der  gesuchten  Wurzel  oon- 
vergiren.  Diese  Methode  kann  in  verschiedenen  Formen  dar- 

gestellt werden;  wir  l)etrachten  sie  als  ein  FundamentaleU'- 
ment  der  Analysis,  ans  welchem  alle  Vortheile  zu  /ichon 

wichtig  ist.    Die  Methode  ist  aber  bei  ihrer  Anwcndting  eigen- 
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tliümlichen  Schwierigkeiten,  die  mun  mit  viel  Sorgfalt  prüfen 
und  völlig  lösen  muss,  unterworfen. 

Die  erste  zur  Anwendung  dieser  Regel  erforderliche  Be- 
dingung besteht  darin,  einen  ersten  Näherungswerth  zu  finden. 

Diese  Frage  ist  vermöge  unserer  Methode  bereits  gelöst;  denn 

wir  kennen  für  jede  reelle  Wurzel  zwei  Grenzen  a  und  h,  zwi- 
schen denen  sie  allein  gelegen  ist.  Aber  es  sind  noch  meh- 

rere andere  Bedingungen,  ohne  welche  die  Operation  nicht 
exact  ist  und  immer  verworren  bleibt,  zn  erfüllen.  Zunächst 
geben  wir  die  Bedingungen,  um  die  es  sich  handelt,  an:  dann 
beweisen  wir  die  Kegeln ,  welche  man  zur  KrfüUung  dieser 
Bedingungen  befolgen  muss. 

II.  Erstens:  Trotzdem  die  gegebenen  Grenzen  n  und  h 
nur  eine  Wurzel  einschlicssen,  so  können  sie,  wie  wir  weiter 
unten  sehen  werden,  doch  unter  Umständen  nicht  nahe  genug 
sein,  um  zu  dem  Annäherungsprocess  überzugehen.  In  diesem 
Fall  kann  man  die  Grenzen  durch  Theilung  des  Intervalls 
näher  aneinander  bringen ;  man  muss  aber  nothwendig  ein 
Mittel  besitzen,  um  auf  sichere  Art  erkennen  zu  können,  ob 
man  zu  genügend  nahen  Grenzen  gelangt  ist. 

Zweitens:  Wie  klein  auch  immer  der  Abstand  der  zwei 

Grenzen  ist,  so  kann  der  Annäherungsprocess  doch  nur  immer 

sicher  auf  eine,  nicht  aber  auf  die  andere  dieser  (irenzen  an- 
gewandt werden.  In  einem  der  folgenden  Artikel  zeigen  wir 

die  Kiclitigkeit  dieser  Bemerkung.  Man  muss  daher  die  eine 

Grenze,  welche  gewählt  werden  muss,  von  der  anderen  unter- 
scheiden. 

Drittens:  Die  aufeinanderfolgenden  Kesultate.  die  man  er- 
hält, sind  Werthe,  welche  sich  fortwährend  der  gesuchten 

Wurzel  nähern:  wir  werden  bald  zeigen,  dass  diese  Werthe 
nicht  etAva  abwechselnd  bald  grösser,  l>ald  kleiner  als  die 

Wurzel  sind.  1591  Diese  Eigenthiuiilichkt'it,  weh-he  bei  an- 
deren Annäherungsverfahren  eintritt,  lindet  niemals  bei  der 

Anwendung  der  Narfon^sehew  Methode  statt :  die  aufeinander- 

folgenden Näherungswerthe  a,  a\  a",  a" ,  .  .  .  sind  entweder 
sämmllich  grösser  oder  sämmtlich  kleiner  als  die  Wurzel. 
Hieraus  folgt,  dass  man  nicht  weiss,  wieviel  genaue  Ziflern 
jede  Operati(»n  ergiebt;  diese  rnsicherheit  ist  der  Hauptgrund 
für  die  rnvollkouimcnheit  <les  Verfahrens.  Man  könnte  ohno 

Zweifel  den  Nälifrungswerth  so  lange  abändern,  bis  die  Sub- 
stitution in  die  Function  ein  von  dem  Vorzeichen,  welches 

man  zuerst  gefunden   hatte,    verschiedenes  ergiel)t;    aber   diese 
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Einsetzungen  würden  viel  Rechnung  erfordern,  und  durch  ein 

derartiges  Verfahren  würde  man  den  Hauptvortheil  der  Me- 
thode, welcher  auf  einer  raschen  Annäherung  beruht,  verlieren. 

Wir  lösen  diese  Schwierigkeit,  indem  wir  andere  Grenzen 

b,  b',  b'\  b'",  .  .  .  einsetzen;  diese  sind,  falls  die  früheren 
Grenzen  «,  a',  a",  a",  . .  .  grösser  waren,  kleiner,  und,  wenn 
die  früheren  Grenzen  kleiner  sind,  grösser  als  die  AVurzel. 

Hierdurch  ist  ruan  sicher,  dass  die  den  beiden  Grenzen  ge- 
meinsamen Ziffern  der  gesuchten  Wurzel  angehören,  und  man 

behält  auch  nur  genaue  Ziffern  bei.  Wir  beweisen,  dass  die 
Anzahl  der  genauen  Ziffern,  welche  eine  einzige  Operation 
liefert,  beständig  wächst  und  um  Grössen,  die  proportional  den 
Zahlen  2,  4,  8,  16,  .  .  .  sind,  zunimmt.  Wir  leiten  hieraus 
eine  sichere  Regel  ab,  um  im  voraus  und  unabhängig  von 
der  Berechnung  der  zweiten  Grenzen  zu  erkennen,  bis  wohin 
man  die  Annäherung  der  ersten  führen  kann. 

Viertens:  Die  Rechnung  muss  man  so  anordnen,  dass  keine 

überflüssige  Operation  vorkommt,  d.  h.  man  darf  nur  Opera- 
tionen ausführen,  welche  zur  Bestimmung  der  Wurzeln  dienen 

und  von  denen  keine  fortgelassen  werden  kann. 
Wir  betrachten  jetzt  der  Reihe  nach  die  Fragen,  welche 

wir  soeben  angegeben  haben,  und  wollen  ihre  Lösung  suchen. 
III.  Die  zwei  durch  unsere  Methode  ))estimmten  Grenzen 

a  und  b  schliessen  eine  reelle  Wurzel  a  der  Gleichung  f{x)  =  0 
ein;  sicherlich  liegt  in  diesem  Intervall  keine  andere  Wurzel 
derselben  Gleichung;  denn  die  Reihe  {a)  der  Resultate  der 

Substitution  von  a  in  die  Functionen  f^"'^[Jc],  f^'"~*^{^'),  •  ■  ■• 

/■"(.'c  ,  f'{x),  f[x)  unterscheidet  sich  von  der  Reihe  (&)  der  Re- sultate der  Substitution  der  grösseren  Grenze  b  in  dieselben 

Functionen  nur  durch  einen  Vorzeichenwechsel.  [160^,  Lässt 
mau  in  jeder  dieser  zwei  Reihen  [cn  und  [h]  die  zwei  letzten 

Resultate,  welche  für  die  eine  /"(«),  f[a)  und  für  die  andere 
/"(/>),  f[h)  lauteu,  fort,  so  hat  man  die  zwei  übrig  bleibeiulen 
Reihen  zu  vergleichen;  hieraus  erkennt  man,  ob  die  Gleichung 

f"{;x)  =  0  zwischen  denselben  Grenzen  a  und  b  irgend  welche Wurzeln  besitzen  kann.  Existireu  in  diesem  Intervalle  solche 

Wurzeln,  d.  h.  Werthe  von  ;/•,  welche  die  Function  f"[X]  an- 
nuUiren,  so  unterscheidet  sich  jeder  dieser  Werthe  von  der 

Wurzel  a,  welche  die  Gleichung  /'(./)  =  0  auflöst.  Man  muss 
hierbei  nur  den  singulären  Fall,  in  dem  die  Functionen  f'^x] 
und  f[x)  einen  gemeinsamen  Factor  t/'^u;)  haben,  nusuehmen. 
Vermöge  des  l)ekannteu  Verfahrens  kann  man  leicht  ))eurtlieileu, 
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ob  dieser  Factor  ifj[x)  existirt;  in  diesem  singulüren  Falle 
niüsste  man  die  nieichung  ifjlx)  =  0  separat  auflöseu.  Man 
hätte  dann  auf  diese  (ileichuug  ip(x)  =  U  und  nicht  auf  die 

zusauiuiengesetztere  Gleichung  /";./)  =  U  die  Kegeln,  welche  zur Auftindung  der  Wurzeln  dienen,  anzuwenden. 

Existirt  der  Factor  (p{j:],  um  den  es  sich  handelt,  nicht, 

so  ist  jeder  Werth,  welcher  die  Function  /""(./-j  aunuUirt,  von 
der  Wurzel  a  der  Gleichung  /*(j)  =  0  verschieden.  Dann 
kann  man  die  zwei  Grenzen  '/  und  I>  näher  aneinander  bringen 

und  sie  durch  zwei  andere  genügeml  nahe  '/'  und  1/  ersetzen: 
diese  letzteren  umschliessen  wie  die  früheren  Grenzen  die 

Wurzel  a  der  Gleichung  /'{x)  =  0,  hingegen  keine  der  Wur- 
zeln der  Gleichung  f"{x)  =  0.  Um  diese  neuen  Grenzen  a' 

und  b'  zu  erhalten,  hat  man  das  Intervall  der  zwei  ersten,  a 
und  />,  durch  Einsetzung  einer  zwischenliegenden  Zahl  >■  zu 
zerlegen;  man  erkeunt  danu,  ob  die  gesuchte  Wurzel  «  zwi- 

schen a  und  I-  oder  zwischen  /■  und  h  gelegen  ist.  Es  ist 
klar,  dass  man  die  Zerlegung  des  Intervalls  leicht  fortsetzen 

kann,  bis  man  zwei  Zahlen  a'  und  //'  findet,  welche  die  Wurzel 
«  einschliessen,  ohne  dass  jedoch  in  diesem  Intervall  eine 

Wurzel  der  (Jleiehung  /"'(.'•)  =  0  gelegen  ist. 
Auf  gleiche  Art  kann  man  die  zwei  Functionen  f  x)  und 

/*(./■)  vergleichen.  Haben  dieselben  einen  gemeinsamen  Factor 
(p{x),  so  hat  man  den  Fall  der  gleichen  Wurzel  und  löst  die 

Gleichung  </)(./•=  0  separat.  il61]  Existirt  dieser  Factor 
cf[x)  nicht  oder  hat  die  Gleichung  (p{x]  =  0  keine  zwischen 
den  Grenzen  a  und  /;  gelegene  Wurzel  ;',  so  kann  man  diese 
lirenzen  durch  Theilung  des  Intervalls  verengern  und  andere 

nähere  (Jrenzen  a'  und  //'  erhalten,  so  dass  die  Gleichung 
/■'.;•  =  ()  in  dem  Intervall  von  u'  bis  //  eine  einzige  Wurzel, 
hingegen  die  Gleichung  /"  x^  =  0  keine  Wurzel  in  demsell)cn 
Intervall   l)esitzt.  ■'^' 

Hieraus  folgt:  wir  können  liei  der  rutersuchung.  welche 
die  IJerechnung  des  Werthes  einer  Wurzel  zum  CJegeustand 
hat,  immer  die  zwei  (Jrenzen  a  und  h  derartig  gegeben  denken, 

dass  die  (ileichuug  /"'/ ;  zwischen  '/  und  l>  eine  einzige  Wurzel 
enthält,  die  Gleichungen  /"',.'"  und  /"".')  in  diesem  Intervalle 
hingegen   keine   Wurzeln   haben. 

IV.  Auf  folgende  Art  erkennt  man  leicht,  ol»  diese  zwei 
Bedingungen  erfüllt  sind.     Die  8ul)stitutiousresultate  von  a  und 

von  b    in  die  Functionen  /"(""(•'',    /^"'~')(a-^      /*V)»   f'^^h 
/"[.»•)  sind  schon  durch  die  Operationen.  Mclche  zur  Bestimmung 
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der  Grenzen  dienten,  bekannt:  ebenso  hat  man  solion  die  dem 

Intervall  eigenthümliche  Reihe  der  Indices  gebildet.  Man 

prüfe,  ob,  wenn  der  letzte  Index  1  ist,  die  zwei  voraufgehen- 
den Indices  0,  0  lauten.  Tritt  dies  ein,  so  ist  man  sicher, 

dass  die  Gleichungen  /"'(a)  =  0  und  f"{x)  =  0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  h  keine  Wurzeln  besitzen;  Avir  werden  be- 

weisen, dass  man  in  diesem  Falle  das  Annäherungsverfahren 
mit  Sicherheit  anwenden  darf.  Sind  aber  die  drei  letzten  In- 

dices nicht  0,  0,  1,  so  wird  mau  das  Intervall  so  lange  ver- 
kleinern, bis  diese  Bedingung  stattfindet;  wenn  es  nöthig 

wird,  so  wird  man  separat  die  gemeinsamen  Factoren,  welche 

wir  mit  </'(.?•)  und  cp{x)  bezeichnet  haben,  betrachten. 
Sind  die  zwei  Vergleichsreihen: 

/•(»O(a),  /•('«-')(«),  ...,  f"[a),  f'{a),  f{a], 

derartig,  dass  die  Vorzeichen,  wenn  man  die  letzten  Resultate 

/''//)  und  f{h)  fortlässt,  gleich  sind,  so  sind  offenbar  die  früheren 
Bedingungen  erfüllt;  denn  die  mit  f'[a)  endende  Reihe  hat 
ebensoviel  Vorzeichenwechsel  wie  die  mit  f'{h)  endende; 
ebenso  verhält  es  sich  mit  den  zwei  Reihen,  von  denen  die 

eine  mit  /'"(a),  die  andere  mit  f"{h)  endet.  Unterscheiden  sich 
die  Reihen  [a]  und  [h)  also  nur  durch  das  letzte  Vorzeichen, 
so  braucht  man  nur  zur  Berechnung  der  Wurzel  überzugehen. 

162]  Im  folgenden  Artikel  wird  man  sehen,  dass  dieser  Zu- 
stand der  zwei  Reihen  keine  Besonderheit  darstellt,  im  Gegen- 

theil  tritt  er  im  allgemeinen  auf:  deswegen  muss  man  diese 
Anordnung  der  zwei  Reihen  mit  Aufmerksamkeit  betrachten. 
Ist  die  Anordnung  zunächst  nicht  eine  solche,  so  kann  man 
sie  immer  durch  Verengung  der  Grenzen  herstellen. 

Ist  die  vorgelegte  Gleichung  zum  Beispiel: 

jy'  +  3  a;*  +  2a;'  —  3a;-  —  2  a;  —  2  =  0, 

so  findet  man,  wenn  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  mit  f{x) 
bezeichnet  wird,  dass  die  in  die  Functionenreihe: 

rix],  rix),  f"'{x),  /•»,  fix),  fix) 
eingesetzten  Zahlen  0  und  10  die  folgenden  Resultate  ergeben: 

(Oj  .  .  .     4-      +        +        ._      _      _ 
0  0  (I  111 

(10-...     -t-      +        -j-       4-     +     +. 
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Z-\vischen  den  (Ircnzen  O  und  in  liogt  eine  einzige  Wurzel; 
diese  Grenzen  sind  aber  nicht  so  nahe,  dass  die  (Ueichungen 

/""  ./•)  =  ( >  und  /"'  ./ )  in  diesem  Intervall  keine  Wurzeln  liaben ; 
denn  durch  l^ilduntr  der  Indexreihe,  die  0,  0,  O,  1,  1,  1  lautet, 

sieht  man,  dass  die  Gleichung  f'[.r)  =  0  zwischen  0  und  10 
eine  Wurzel  hat  und  dass  es  sich  ebenso  mit  der  Gleichung 

/"''./•)  =  ()  verhält.  Man  muss  daher  eine  zwischenliegende 
Zahl  einsetzen.  Möge  diese  Zahl  1  sein,  so  lindet  man  die 
folgenden  Resultate: 

(1)    ■•••     +     +     +     +     -h     - 
o      n      ()      0      0       1 

(10)       +     +     +     +     +     _!_. 

Daher  liegt  die  gesuchte  Wurzel  zwischen  1  und  10;  diese 

(Jrenzen  sind  derartig,  dass  die  Gleichungen  /"U]  =  0  und 
/*"  x)  =  0  in  diesem  Intervalle  keine  Wurzel  besitzen.  Dies 
zeigt  auch   die   Indexreilie  0,  O,   0,  0,   0,   1   an. 

163j  V.  Wir  geben  hier  den  Beweis  für  zwei  Hilfssätze, 

wt'lche  bei  Berechnung  der  Grenzen  und  der  Werthe  der 
Wurzeln  sehr  häutig  gel)raucht  werden. 

Erstens:  Sind  die  zwei  Reihen: 

!a)  .  .  .     fO»),al  /•("-');,,)   /•"(«),  /•'(«),  /"(a), 

7.)  .  .  .     /-("Olft),   /-('»-.)(/,i,    .  .  .,  /•"(/,),  f'ib),   f{h) 
derartig,  dass  jedes  Glied  der  ersten  dasselbe  Vorzeichen  wie 
das  entsprechende  Glied  der  zweiten  Reihe  hat,  so  lindet  dies 
auch  noch  statt,  wenn  man  in  die  Functionen  an  Stelle  von  x 
irgend  eine  zwischenliegende  Zahl  r,  die  grösser  als  n  und 
kleiner  als  b  ist,  einsetzt;  jedes  Glied  der  Reihe: 

(.)  .  .  .      /-("'V,.),    /•('"-')(,.),    .  .  ..    ;•"(.),    /•'(.),    f[rS 

liat  dann  auch  dasselbe  Vorzeichen  wie  da»»  entsprechende 
»ilicd  derReihe  [n]. 

i>as  Vorzeichen  von  f"{n]  ist  nach  Voraussetzung  dasselbe 
wie  das  von  /'i/'i.  Setzen  wir  voraus,  dass  dieses  gemeinsame 
Vttrzeiclien  auch  da.sjenige  sämmtliclier  Werthe  sei,  die  man  fin- 

det, indem  man  in  /"'(./'  irgend  einen  zwischen  den  (irenzen  a 
und  h  üegenilen  Zwis«'henwerth  einst'tzt :  die  Function  j"  X'  soll 
also  so  beschafl'en  sein,  dass  sie  für  alle  möglichen  Werthe 
von  X,  welche  in  das  Intervall  von  a  bis  /*  fallen,  dasselbe 
Vorzeichen    beliält.      Hieraus    muss   man    den    Schluss    ziehen, 
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dass  die  Function  /' r)  in  diesem  Intervall  immer  wächst  oder 
immer  abnimmt:  denn  die  Fluxion  erster  Ordnung  /''(./;)  be- 

wahrt immer  dasselbe  Vorzeichen  +  oder  — .  Da  also  f\a) 
dasselbe  Vorzeichen  wie  f[h)  hat  und  fix]  immer  wächst  oder 

abnimmt,  so  kann  die  Function  f[x)  nicht  in  demselben  Inter- 
vall Null  werden.  Setzt  man  also  in  f[x)  alle  möglichen  zwi- 

schen a  und  h  gelegenen  Werthe  ein,  so  behält  die  Function 
f[x)  immer  dasselbe  Vorzeichen,  nämlich  dasjenige,  welches 
f[a)  und  f{h)  gemeinsam  ist,  bei. 

Ebenso  beweist  man,  dass,  wenn  die  Function  f"'x]  in 
dem  ganzen  Intervall  der  Grenzen  a  bis  h  ihr  Vorzeichen  bei- 

behält und  die  extremen  Werthe  f'{ci)  und  f{h)  gleiche  Vor- 
zeichen besitzen,  die  Function  f'{x)  in  demselben  Intervall 

dasjenige  Vorzeichen  hat,  welches  f'[a)  und  f'ib)  gemeinsam  ist. 
[164]  Wendet  man  diesen  BcAveis  auf  diejenigen  Theile 

an,  welche  sich  in  den  zwei  Reihen  entsprechen  und  welche 
weiter  und  weiter  nach  links  gelegen  sind,  so  gelangt  man  zu 

zwei  Vorzeichen         ,  welche  allen  anderen  voraufgehen.    ISun 

ist  es  klar,  dass  die  Function  /"^'"^(/j,  die  ja  die  Variable  x 
nicht  enthält,  ihr  Vorzeichen  beibehält.  Daher  ist  man  sicher, 

dass  eine  Function  /"{,/)  in  einem  gegebenen  Intervall  dasselbe 
Vorzeichen  beibehält,  Avenn  ihre  zwei  extremen  Werthe  ({a) 
und  f[h)  dieselben  Vorzeichen  besitzen,  und  es  sich  ebenso  mit 

den  entsprechenden  Werthen  f'{a)  und  /"'(J),  f"[a)  und  f"{h), 
f"'{a]  und  f"'{h),  .  .  .  verhält. 

Besitzen  die  extremen  Werthe  f{a]  und  fib]  einer  Function 

/"(./■)  gleiche  Vorzeichen,  so  kann  es  vorkommen,  dass  die 
Werthe  von  f{x),  welche  zwischenliegenden  Werthen  von  >• 
entsprechen,  verschiedene  Vorzeichen  haben;  denn  /(./)  kann 
in  dem  Intervall  mehrfach  Null  werden.  Dies  kann  aber  nicht 

eintreten,  wenn  die  Vorzeichen  der  zwei  extremen  Werthe 

f'{a)  und  f''l)]  gleich  sind  und  diese  Bedingung  auch  für  alle 
anderen  Ableitungen  statthat. 

Zweitens:  Hat  man  allgemein  die  zwei  lloihen: 

(a)..  .     /•('")(«),  /•('«-')(«),  ...,  f"ia),  f'{a),  /(a), 
(7^)  .  .  .     /•("')(/,).  /■('»-')(i),  .  .  .,  f"(h),   f'{b].   f{b] 

verglichen  und  ))ei  der  Bildung  der  Ileihe  der  Indices  ge- 
funden, dass  der  letzte  Index  _/,  welcher  f{x]  entspricht.  Kuli 

ist,  so  ist  man   sicher,   dass.   wenn    man   eine  zwisfhenru'geuilt' 
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ZhIiI  '  einsetzt  und  die  den  zwei  Intervalle»  a  bis  c  bezüglich 
r  bis  /'  eigeiithüuiliclien  Indieesrcilien  lüldet,  d:is  letzte  lilied 
jeder  der  zwei  Intliccsreilicn  auch  Null  wird. 

Augenonuuen  nämlich,  der  letzte  Index  J'  derjenigen  Keihe, 
welche  zum  Intervall  '/  bis  '■  gehiirt,  ist  nicht  Null,  sondern 
gleich  y,  so  folgt:  die  Reihe  der  Resultate  verliert,  wenn  die 

eingesetzte  Grösse  von  n  zu  '■  übergeht,  eine  Anzahl  j  von 
Vorzeichenwechseln.  Mithin  muss,  wenn  man  von  dem  zwischen- 
liegeuden  Werthe  '•  bis  zu  dem  e.\tremen  Werthe  /'  übergeht, 
die  Keihe  der  Resultate  bei  allmählichem  Wachsen  der  ein- 

gesetzten Grösse  eine  Anzahl  j  von  Vorzeichenwechseln  er- 
werben können.  165]  Nuu  ist  dies  aber,  wie  wir  gesehen 

haben,  unmöglich;  denn  die  Anzahl  der  Vorzeichenwechsel 
kann,   wenn   die   eingesetzte   Grösse   zunimmt,   nur  abnehmen. 

Ebenso  beweist  man,  dass  das  letzte  (ilied  der  Indices- 
reihe,  die  dem  Intervall  von  r  bis  J)  angehört,  keine  von  Null 
verscliiedene  Zaiil  j  sein  kann.  Denn  sonst  müsste  in  dem 
voraufgehenden  Intervall  die  Reihe  der  Resultate  eine  Anzahl  j 
von  Vorzeichcnwechseln  gewinnen;  dies  ist  aber  unmöglicli. 

Sind  die  zwei  Vergleichsreihen  [a]  und  [h]  so  beschaflV-n, 
dass  das  letzte  Glied  J  der  Indicesreihe,  die  zum  Intervall 

gehört.  Null  ist.  so  findet  man,  dass  bei  einer  Theilung  des 
Intervalls  durch  zwischenliegende  Zaiilen  der  letzte  Index  auch 
immer  Null  ist;  Jedes  Theilintervall  hat  daher  die  Null  zum 
letzten  Index. 

Die  zwei  soeben   bewieseneu  llilfssätze   sind    für   den  Fall, 
dass   die  Function   eine   einzige  Variable  enthält,   so  zu  sagen 
evident:    dieser   Fall   wird    hier    allein    betrachtet:    das    erste 

Lemma  ist  nur  ein  Specialfall  des  zweiten.      Es    hätte  in  ge- 
wisser Beziehung   genügt,    diese   zwei  Sätze,  welche    unmittel- 

l)aie  Folgesätze   der  vorstehenden  Theorie  sind,  auszusprechen. 

Aber   ich  hielt  es  für   besser,    diese  Theoreme    auseinanderzu- 
setzen;   denn    sie    lassen    sich    auch    auf   Functionen,   die    aus 

einer  beliebigen    Anzahl    von    V:iriablen    bestehen,    anwenden 
Wir    betrachten    hier    niciit    diesen    allgemeinen    Satz.     ol>woh 

man  ihn  leicht  mittelst  derselben  rriiuipien  beweisen  könnte; 

er  ist  ein  bemerkenswerthes  Element  d«'r  algebraischen  Analysis' 
VI.  Wir  haben  ji'tzt  zu  beMciseu.  dass,  wenn  die  zwei 

Grenzen,  zwischen  denen  man  eine  Wurzel  sucht,  nahe  genug 
beieinander  liegen  und  die  im  Artikel  III  ausgesprochenen 

Uedingiuigen  erfüllt  sind,  man  ohne  irgend  welche  l'nsicher- 
lieit    zur    .Vnn.'iheriing    ül»ergeheu    kann.       Hetrachten    wir    den 
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Fall,  bei  deui  die  letzten  Voizeichen  der  zwei  Vergleichs- 
reihen : 

fYi,    fix),    fix, 
[a)  .  .  .  .     +       +        - 

()  0  1 

[b]        +        -I-        + 

lauten,  als  Beispiel  und  setzen  wir  voraus,  die  Bedingungen, 
um  die  es  sich  handelt,  mögen  stattfinden,  d.  h.  die  drei  letzten 
Indices  seien  0,  0,  1,  dann  handelt  es  sich  darum,  den  Werth 
der  Wurzel,  von  dem  bekannt  ist,  er  ist  grösser  als  a  und 

kleiner  als  b,  zu  berechnen.  '166]  Wir  geben  zuerst  die  ana- 
lytische Lösung  der  Frage;  dann  führen  wir  die  sich  hierauf 

beziehenden  Constructionen  aus;  diese  machen  die  Resultate, 
wie  man  aus  Artikel  X  beurtheileu  kann,  besonders  klar. 
/y  sei  die  unbekannte  Grösse,  die  man  von  b  subtrahiren  muss, 

um  die  Wurzel  r  genau  zu  finden;  x  sei  also  gleich  /*  —  z^. 
Dann  hat  man: 

/•(/.  -  ß)  =  ü. 

Entwickelt    man    diesen    Ausdruck   nur    bis    zum    zweiten 

Gliede,  so  hat  man: 

f{b]-ßrib-ii---b)  =  i). 

Mit  f  [b  —  (i  •  ■  ■  b)  ist  dabei  der  Vv'erth  bezeichnet,  den  die 
Function  fix)  annimmt,  wenn  man  anstatt  x  eine  gewisse 

Grösse  b  —  /i  ■  ■  •  6,  die,  wie  mau  weiss,  zwischen  den  extre- 
men Werthen  der  Variabelu  liegt,  einsetzt.  Diese  extremen 

Werthe   sind   J>  —  ß  und  b   oder  .r  und  //.      Daher    hat    man : 

f{b) 

f'(x.-.b) 

Hieraus  schliesst  man: 

fib) 

f{x...b) 
Diesen  Werth  von  .'    kann  man  auch  durch 
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ausdrücken;  denn  jeder  zwiscla-ii  ./  und  h  gelegene  Wertli 
liegt  ji  fortiori  zwischen  a  und  /'. 

Die  Function  /'(.'),  welche  nach  Voraussetzung  für  ./•  =  n 
und  ./•  =  h  positiv  ist,  Ideibt,  wie  man  bemerken  niuss,  wenn 
man  dem  .r  einen  zwischen  '/  und  //  gelegenen  Werth  ertheilt, 
beständig  positiv ,  denn  dieses  Vorzeichen  könnte  sich  nur 

ändern,  wenn  im  Gegensatz  zu  der  von  uns  gemachten  Hypo- 

these einer  dieser  Zwischenwerthe  die  Function  /"(./)  annulliren 
würde.  [167j  Daher  behält  die  Function  f[j-]  in  dem  ganzen 
zwischen  '/  und  li  gelegenen  Intervall  das  Vorzeichen  -j-  bei. 

Ebenso  verhält  es  sich  mit  der  Function  /"'(•')>  '^^'ie  man  auf 
<lieselbe  Art  beweist.  Die  Function  f  {■>'),  welche  von  x  =  a 
bis  ./•  =  h  positiv  ist,  wächst  daher  in  diesem  Intervall  be- 

ständig; denn  ihre  Fluxion  erster  Ordnung,  nämlich  /'(.r),  ist 
in  diesem  Intervall  stets  positiv. 

Hieraus  folgt:  unter  allen  Werthen,  welche  die  Function 

f'[.i'\  wenn  man  ./•  von  x  =  n  bis  ./==/'  laufen  lässt,  an- 
nimmt, sind  f'[i:i]  der  kleinste  und  /"(/')  der  gnisste  Werth. 

Der  genaue  Werth  von  ./•  ist  nun  auf  die  folgende  Art  aus- 
gedrückt : m 

h  — 
/"{a  ■■■b) 

Ersi'izt  UK-ui  /"{a  . ..  h]  durch  /"(61 ,  so  dividirt  man  f\l^  durch 
eine  zu  grosse  Grösse.  Man  würde  dann  von  h  weniger  sub- 
trahiren,    als    man,    um    den   genauen    Wertli    der   Wurzel    zu 

linden,  subtrahiren  muss:   daher  ist /> —     „  ,      eine    Gnisse    //, 

/  {/'; 

die  kleiner  als  A,  aber  grösser  als  die  gesuchte  Wurzel  ist. 
So  hat  man  aus  der  grössten  (irenze  /*  einen  Werth  //  her- 

geleitet, der  nälier  an  der  Wurzel  als  die  Grenze  b  liegt  und 
den  Werth  dieser  Wurzel  sogar  noch  übersteigt. 

VII.  Zur  Auflinduug  eines  Näherungswerthes  der  Wurzel 
kiinnte  man  auch  die  kleinere  Grenze  verwertheil.  Es  möge 

II  -}-  a  der  genaue  Werth  der  Wurzel  ./■  sein;  (c  sei  dabei  eine 
unbekannte  Grösse.      Dann  hat   man  die  Gleichung: 

/•(a  4- «)  =  '»• 
Entwickelt   mau   nur  l»is  zum    z\vei(i-n   Gliede,    so    lindet    man: 

f  n';  4-  (tf'in  •-.,/-[-  a)  =  0. 

Der    Wertli    iler    Variablen    unter    dem    Zeichen   /"'     ist     eine 
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gewisse  Grösse,  die,  wie  man  weiss,  zwischen  n  und  u  -\-  a  oder 
a  und  ,/•  gelegen  ist.     Daher  hat  man: 

f'[a-  •  -x) 

[168]    Da  jede  zwischen  a  und  ,/■   gelegene   Grösse   einen 
zwischen  a  und  h  befindlichen  Werth  hat,  so  findet  man: 

^^   m_  , 
f'ia  ■•■h)' 

]\Iithiu  wird: 

m 
f[a  -..h) 

Man  muss  bemerken,  dass  der  Werth  von  f{a]  negativ,  der 
von  f[a...h)  positiv  ist;  der  zweite  Theil  des  Ausdruckes  x 
ist  also  eine  positive  Grösse,  welche  zu  der  Grenze  a  hinzu- 

gefügt werden  muss.  Früher  haben  wir  gesehen,  dass  der 

grösste  Werth,  den  man  finden  kann,  wenn  in  f'[x)  eine  zwi- 
schen a  und  h  gelegene  Grösse  eingesetzt  wird,  f[h)  ist.  Setzt 

man  daher  in  dem  letzten  Ausdruck  für  den  Werth  von  ./■  an 

Stelle  von  f[a  ...h)  die  Grösse  f'[b) ,  so  macht  man  die  der 
Grenze  a  zuzufügende  Grösse  zu  klein.  Daher  wird  der  exacte 

Werth  von  ./•  sicher  grösser  als: 

a  - 
 '■(«' 

VIII.  Aus  einem  ersten  Xäherungswerthe  a^  der  kleiner 

als  die  Wurzel  ist,  haben  wir  einen  zweiten  besseren  Nähe- 
rungswerth  hergeleitet;  dieser  ist  ebenfalls  kleiner  als  die 

Wurzel  .T,  aber  grösser  als  a.  Sei  dieser  neue  Näherungs- 

werth  a',  so  hat  man: 

l>iesc  neue  Grenze  k'  ist  nur  noch  mit  dem  zweiten  Nähe- 

rungswerthe  />',  der  aus  dem  ersten  h  liergeleitct  wurde, 
und  der 

t  m 

lautet,   zu   conibiiiiveu. 
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Die  Grenzen  k  uud  b,  von  dcutu  die  eiue  '/  kleiner,  die 
andere  b  grösser  als  x.  ist,  sind  durch  nähere  Grenzen  a  und 

//  ersetzt;  die  eine  '/'  ist  kleiner,  die  andere  //  grösser  als 
die  gesuchte  Wurzel  ./.  [169  Die  Berechnung  dieser  Werthe 

'/'  und  b'   reducirt    sich    auf   die    Berechnung    der    Quotienten 

In'  rih  '      ̂^^®    ̂ ^®'    Resultate  /'(a),   f\h),  J"{h)    sind   schon 
beim  Verfahren  zur  Bestimmung  der  ersten  Grenzen  n  und  b 

bekannt.  -Man  erhält  daher  die  neuen  besseren  Näherungs- 

wertlie  n'  und  b'  el)en3o  leicht  wie  '/  und  b. 
Beschränkt  man  sich  auf  die  gew(ihnliche  Anwendung  der 

Xi  Hi(jn'SiC\\%n  Methode,  so  erhält  mau  nur  eine  einzige  Grenze 
und  weiss  folglich  nicht,  wieviel  Zittern  man,  wenn  man  die  an- 

gekündigte Division  ausführt,  zu  berechnen  hat.  Das  von  uns 
soeben  dargestellte  Verfahren  ist  dieser  rnsicherheit  nicht 

unterworfen;  man  kennt  Ja  jetzt  zwei  neue  (Frenzen  '/'  und  b\ 
von  denen  die  eine  kleiner,  die  andere  grösser  als  die  Wurzel 

i>t.      Bei    der    Berechnung    der    Werthe    für    <i     und   b' ,    die 
/""'  tV'i —  „  ,\    und  /'  —  .,,, ,   lauten,  brauclit  man  nicht  die  exacten 

Werthe  der  Quotienten,  welche  zu  complicirt  sein  können,  zu 
verwenden.  Es  genügt,  die  liechnuug  so  weit  fortzusetzen,  bis 

'/'  nnd  /('  nur  um  eine  sehr  kleine  Grösse  difteriren,  dabei  hat 
man  immer  die  Bedingung  im  Auge  zu  Itehalten,  dass  'i'  immer 
zu  klein,  //  immer  zu  gross  genommen  werden  muss.  Be- 

zeichnet man  die  neuen  Werthe,  welche  man  so  bestimmt  hat, 

mit  '/'  nnd  />',  so  wird  man  diese  zweiten  (Irenzen  </'  und  // 
.111  wenden,  um  aus  ihnen  nach  demsell)en  Vorgange  dritte 

(irenzen  '/"  und  //'  herzuleiten.  Setzt  man  diese  Art  der  An- 
näiierung  unbegrenzt  fort ,  so  findet  man  immer  genauere 
Werthe  und  erkennt  stets  die  (Jrenzen  des  Fehlers. 

IX.  Jetzt  wollen  wir  das  Maass  der  C'onvergenz,  d.  h.  da.s 
(iesetz,  nach  welchem  das  Intervall  der  (irenzen  beständig 
altniniint,  aufsuchen.  Der  Ausdruck  für  dieses  Gesetz  ist  eines 

der  llauptelemente  unserer  Frage. 
Die  Diflerenz  der  zwei  Grenzen  '/  und  /»,  zwischen  denen 

die  Wurzel  gelegen  ist,  möge  gleich  /  sein;  die  zwei  (.Jrenzen 

seien  so  nahe ,  dass  die  zwei  Gleichungen  f"{T  =  0  und 
f'{x'  =  0  in  diesem  Intervalle  keine  Wurzeln  besitzen.  Wir 
sahen,  erstens,  dass  man  leicht  erkennt,  ob  diese  Bedingungen 
erfüllt  sind,  zweitens,  dass,  wenn  diese  Bedingungen  bestehen, 

(i<t»v.il,r.i  Kla-.iV,.r     \r.  11 
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mau    aus    deu    gegebenen   Grenzen    a    und   /*    andere    engere 
Grenzen  a    und  //  herleiten  kann,  nämlich: 

f'{h)  '  f'{h) 

Die  Differenz  //  —  a  der  neuen  Grenzen  sei  mit  i  bezeichnet ; 
zwischen  den  Differenzen  h  —  a  und  h'  —  a  oder  i  und  i' 
besteht  eine  Relation,  die  zu  finden  ist.  Man  löst  diese  Frage 
sofort,  indem  man  an  die  Stelle  von  ^if  im  Ausdruck  für  a 

die  Grösse  h  —  i  setzt;  man  findet  so  die  Gleichungen: 

Entwickelt  man  f{h  —  /)  bis  zum  dritten  Gliede,  so  hat  man : 

f{b)  -  if'[h)  +  'l  fih  -,-...  h) 
a'=h-i   j^^   

Mit  /)  —  i  ■  •  ■  b  bezeichnet  man  einen  Werth  der  Variabein, 
welcher  zwischen  b  —  i  und  h,  d.  h.  zwischen  a  und  /;,  liegt. 

Zieht  man  von  b'  den  so  entwickelten  Ausdruck  für  d'  ab.  so 
findet  man: 

oder : 

2f'{
b)^-

 

Dieses  Resultat  ist  sehr  merkwürdig;  man  sieht,  dass, 
wenn  die  Differenz  i  der  zwei  ersten  Grenzen  bekannt  ist, 

man   die  Differenz  l'    der   zwei   neuen    Grenzen   findet,   indem 

man  das  Quadrat  von  i  mit  dem  Coefficienten         ,       -    mul- 

tiplicirt.  Der  Nenner  2f'{h)  ist  bekannt;  der  Zäliler  f"{a-  •  b) 
wird  durch  Einsetzung  einer  zwischen  a  und  b  gelegenen  Grösse 

in  f'{x)    gefunden.      Mit  C  bezeichnen  wir    einen   Nälierung.^- 
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werth   des    Coefticieuten      iT^r»     »  der  aber  grö33er  al3  dieser 

Coefficient  seiu  soll.  Wie  wir  in  den  folgenden  Artikeln  sehen 

werden,  ist  es  leicht,  diese  (irenze  ('  zu  bilden  und  hieraus 

einen  NfiherungswiTth  i'i-  für  die  Differenz  /'  ;il»zuleiten. 
[171]  Wir  werden  auch  den  prai<tiselien  Gebrauch  zeigen,  den 
man  von  diesem  Näherungswerth  Cr  zu  machen  hat,  um  hier- 

aus die  Anzahl  der  durch  jede  Operation  gegebenen  exacteu 
Ziffern  zu  Huden.  Hier  wollen  wir  nur  auf  den  Charakter  der 

Annäherung,  welche  durch  Anwendung  der  zwei  Grenzen  ent- 
steht,  aufmerksam   machen. 

Ist  die  Differenz  //  —  '/  der  zwei  ersten  (Jrenzen  eine  sehr 
kleine  Griisse    geworden,    z.  li.    eine    Decimaleinheit   siebenter 

Ordnung   oder  ---: ,  so   zeigt    der   Ausdruck    für    /"   oder  Ci', 

dass  die  Differenz  /'    der    zwei    neuen  Grenzen  von    derselben 

Ordnung  wie  |       |     wird.     Die  Zahl  ('  besitzt  einen  einmal  be- 

stimmten  Werth,  welcher  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  nicht 

ändert;  die  Differenzen  /,  /',  /",  .  .  .  werden  Decimaleinheiten 
höherer  Ordnung.  Die  zweiten  Grenzen  a  und  />'  könnten 
noch,  wenn  die  ersten  n  und  /'  eine  beträchtliche  Differenz 
besitzen,  zu  entfernt  voneinander  sein;  aber  die  Convergeuz 
der  Annäherung  wird  immer  schneller,  und  jede  Operation 
liefert  eine  stets  wachsende  Anzahl  exacter  Ziffern.  Wir  Mcrden 

dies  im  Folgenden  noch  deutlicher  erläutern,  und  man  wird  er- 
kennen,  wie  sich  die  Annäherung  beschleunigt. 

X.  Nachdem  wir  die  analytisclien  Principien,  welche  dieser 
Untersuchung  als  Ba.sis  dienen,  angegeben  haben,  wollen  wir 

uns  mit  den  geometrischen  Constructionen,  welche  die  Kesul- 
tate  darstellen,  bekannt  machen.  Sie  sind  sehr  einfach  und 

denen  analog,  die  un.s  zur  Unterscheidung  der  imaginären 
Wurzeln  im  Artikel  XXIII  des  ersteu  Buches  dienten. 

Als  Beispiel  l)etraehten  wir  den  im  Artikel  VI  behandelten 

Fall,    d.  h.    den.    wo    die    letzten   Vorzeichen   der   Vergleichs- 

{o'  ...     4-         -h  - 
0  (I  1 

(/,...      4_  4-  a_ 

lauten  und  die  drei  letzten  Indices  die  Zahlen  (>,  (.►.  1  werden. 

11* 
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Der  Bogen  um  (Fig.  7)  stellt  einen  Tlieil  der  Ciuve,  deren 
Gleichung  .,  , 

y  =  t{x] 

ist,  dar.  [172]  Die  Abscissen  Or/,  Ob  kennzeichnen  die  ge- 
gebenen Grenzen  a  und  h.  Die  extremen  Ovdinaten  am^  hn 

sind  die  Werthe  von  f[a)  und  f{b).  Der  Bogen />?av;,  welcher 
dem  Intervall  ah  der  zwei  Grenzen  entspricht,  hat  keinen  In- 
flexionspunkt,  denn  da  der  vorvorletzte  Index  Null  ist,  so  hat 

die  Gleichung  f"\x)  =  0  zwischen  diesen  Grenzen  keine  Wurzel. Die  Curve  wendet  ihre  convexe  Seite  nach  dem  unteren  Theil 

der  Fläche  zu;  denn  die  Function /"'(a;)  behält  im  ganzeu  Intervall 

<f'^'  e- 

Fig.  7. 

ah  das  Vorzeichen  +•  ̂ ^^  die  Function  f  [x)  auch  in  diesem 
Intervall  das  Vorzeichen  +  beibehält,  so  folgt,  dass  der  Bogen 
man  aufsteigend  ist.  Daher  wächst  mit  Avachsender  Abscisse 

die  Ordinate  f{x)  beständig;  diese  zunächst  im  Punkte  a  nega- 
tive Ordinate  nähert  sich  mehr  und  melir  der  Null  und  ent- 

fernt sich  dann,  nachdem  sie  positiv  geworden  ist,  von  der 
Null;  es  existirt  ein  einziger  Schnittpunkt  der  Curve  und  der 
Axe,  nämlich  der  Punkt  a.  Setzen  wir  voraus,  dass  man  im 

Punkte  n  eine  Tangente  an  die  Curve  zieht  und  diese  Tan- 
gente bis  zum  Punkte  //,  wo  sie  die  Axe  schneidet,  verlängert, 

so  ist  es  klar,  dass,  da  der  Punkt  //  zwischen  u  und  h  liegt, 
die  Abscisse  0//  einen  griisseren  Werth  als  die  Wurzel  haben 
wird ;  dieser  Werth  wird  aber  eine  bessere  Annäherung  an 

diese  Wurzel    als  die  Abscisse  ()/'    lict'eni.      Führ!    m.iii   jetzt 
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durch  (U-n  Punkt  ///  eine  Parallele  zur  Tangente  nh\  so  er- 

sieht lue  Al)3ci3se  ()'/',  da  der  Punkt  '/',  in  dem  diese  Parallele 
die  Axe  schneidet,  /.wischen  d,  und  u  hegt,  einen  kleineren 
Werth  als  die  Wurzel;  dieser  Werth  wird  aber  eine  bessere 
Annäherung  an  die  Wurzel  als  die  Abscisse  Ua  liefern.  Man 

hat  nur  noch  die  Werthe  dieser  neuen  Abscissen  Oh'  und  Oa 
auszudrücken.     Im  Punkte  )i.  ist  das  Verhältniss  des  Zuwachses 

dx  ■  f'ih) (hl   zum  Zuwachs  <1  x   oder  gleich    dem    Verhältniss 
(IX 

der  Ordinate  iil>  zur  Subtangente  />//.     Daher  hat  man: 

d.r  ■  f'[h)  __  nh  _  ßb)^ 
dJ-        ""  Fb'  "~  JF  5 

folglich  ist  die  Linie  bli  gleich  ̂   ■  Der  Werth  der  Ab- 

scisse Oll'  ist; 

[173j  Dies  ist   der  Ausdruck   des  Näheruugswerthes.  "den  wir 
im  Artikel  VI  mit  //  -bezeichneten. 

d^i  doc  ''  f  ih^ 
Das    Verhältniss    ,     im  Punkte  ii  oder         ,    V  ist  gleich dx  dx 

dem  Verhältniss  der  Ordinate  '/  m  (mit  entgegengesetztem  Vor- 

zeichen genommen)  zum  Theile  na'  der  Axe,  welcher  z^\^3cheu 
der  Ordinate  und  der  Parallelen  liegt;  daher  hat  man: 

dx  ./ /  /'(b) 

Die    Alt.-icissc   •)'/'    ist    .-llsd   glfieh; 

dies  ist  der  Ausdruck  filr  den  Näherungswerth.  den  wir  im 

Artikel  VIll   mit  n'  bezeichneten. 
Die  zwei  Resultate  der  linearen  Annäherung  werden  daher 

mittelst  dieser  ('Instruction  klar  dargestellt.  Die  Abscissen 
Ort,  0/',  welche  den  ersten  CIrenz^n  entsprechen,  werden  durch 
zwei  andere  Oa  und  ()//  ersetzt;  diese  werden  bestimmt,  in- 

dem man  durch  den  Punkt  ii   eine  Tangente  an  die  Curvc  und 
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durch  deu  Punkt  m  eine  Parallele  zur  Tangente  führt.  Heissen 

endlich  (/'  und  //  die  Enden  der  Subtangenten  oder  allge- 
meiner zwei  Punkte,  von  denen  der  eine  zwischen  k  und  der 

Grenze  a',  der  andere  zwischen  /;  und  der  Grenze  //  liegt,  so 
bezeichnet  man  auf  der  Curve  die  Enden  m'  und  />'  der  durch 

a'  und  b'  gehenden  Ordinaten;  bezüglich  der  Punkte  m'  und 
n'  geht  man  dann  wie  für  die  Punkte  vi  und  h  vor.  Es  ist 
klar,  dass  man  aus  dieser  Construction  die  Kenntniss  der  zwei 

■/*//  \  -ff     \ 

Näherungswerthe   h   ;)7V7  und  a  —  "4—^ ,  welche  wir  im  Ar- 

tikel  VI  und  VII  hergeleitet  haben,  hätte  finden  können.  Der 

erste  dieser  Werthe  ist  der  durch  die  iVr?ftow'sche  Regel  ge- 
gebene ;  allgemein  besteht  diese  Kegel  immer  darin,  den  ersten 

Käherungswerth,  welchen  mau  als  Abscisse  betrachtet,  dadurch 
zu  verbessern,  dass  man  zu  dieser  Abscisse  den  Werth  der 

Subtangente    hinzufügt.       [174]    Der    andere    Näherungswerth 

a  —  fjijjr  vervollständigt  die  lineare  Annäherung  oder  die  An- 

näherung ersten  Grades.  Wir  bezeichnen  mit  diesem  Ausdruck 

diejenige  Annäherung,  welche  nur  von  Fluxionen  erster  Ord- 
nung abhängt. 

XI.  Die  vorstehende  Construction  macht  die  Bedingungen 

klar,  Avelche  die  Anwendung  der  linearen  Annäherung  erfor- 
dert. Liegt  der  Punkt  h  (Fig.  7)  nahe  genug  bei  dem  Schnitt- 

punkte a,  so  trifft  die  Tangente  im  Endpunkte  )i  der  Ordi- 
nate hn  die  Axe  in  einem  Punkte  //  zwischen  h  und  «;  der 

neue  Werth  h' ,  welcher  durch  die  Abscisse  0  b'  dargestellt 
wurde,  ist  eiti  besserer  Käherungswerth,  als  der  voraufgehende 
fe,  den  die  Abscisse  Ob  darstellt.  Entspräche  aber  der  erste 
Werth  05,  auf  welchen  man  die  Rechnung  anzuwenden  hat, 
dem  Punkte  j5,  so  kann  offenbar  die  im  Punkte  N  construirte 
Tangente  die  Axe  in  einem  Punkte  treffen,  der  weiter  vom 

Schnittpunkte  «  entfernt  ist.  In  diesem  Falle  liefert  die  Xcu'- 
/o/</sche  Regel  den  Werth  der  gesuchten  Wurzel  nicht  mit 
Sicherheit;  vielmehr  kann  sie  zu  Resultaten  führen,  die  sehr 
verschieden  von  denjenigen,  Avelche  Gegenstand  der  Frage 
sind,  werden.  Damit  diese  Unsicherheit  nicht  eintreten  soll, 

muss  der  Punkt  //,  der  Endpunkt  der  Ordinate  ////,  vom  Co- 
ordinatenursprnng  0  weniger  entfernt  sein  als  der  nächste  In- 
flexionspnnkt  r, 

M:in    sieht   audi.    dass   die  Ar/r/o//'sche  Annäherung   nicht 
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ohne  Unterschied  auf  die  (irenze  a  und  die  Grenze  b  ange- 
wandt M  erden  kann :  denn  die  im  Endpunkte  ni  der  Ordinate 

am  gezoc^ene  Tangente-  künnte  die  Axe  in  einem  Punkte 
tri'ffeu,  der  vom  Schnittpunkte  u  weiter  entferat  ist,  als  es  der 
l'unkt  b  war.  Die  (Jreuzen  ()'/,  <>/>  (Fig.  Hl,  zwischen  denen 
sich  ein  einziger  Schnittpunkt  (i  befindet,  k(iniiten  auch  so 
weit  entfernt  sein,  dass  in  diesem  Intervall  nh  mehrere  Punkte 

/',  p  gelegen  sind,  in  denen  die  Tangente  parallel  der  Axe 
ist,  und  mehrere  Intlexionspunkte  r,  r,  r,  welche  einen  con- 
voxen  Bügen  von  einem  coneaven  Bogen  trennen.  In  diesem 
Falle  darf  raun  nicht  von  der  linearen  Annäherung  Gebrauch 
machen:  man  muss  vielmehr  das  Intervall  so  lange  verkleinern, 

bis  der  Bogen,  welcher  dem  neuen  Intervall  ah'  entspricht, 
keinen  Punkt  }>  des  Maximums  und  Minimums  und  keinen  In- 

Hexionspunkt  /■  enthält. 

Fig.  8. 

Schon  in  der  Abhandlung  über  die  Auflösung  der  nume- 

rischen (Ueichnngen •''•'')  war  gezeigt  worden,  dass  das  von 
Xcicfnn  angegebene  Verfahren  insofern  unvollkommen  ist,  als 
es  kein  charakteristisches  Merkmal,  welches  die  Sicherheit  der 

Annäherung  verbürgt,  an  sich  trägt.  [175  Der  berühmte 
Autor  macht  die  Bemerkung  Einleitung,  Seite  X\  dass,  da 
man  bei  jeder  Operation  Glieder,  deren  Werth  man  nicht 
kennt,  vernachlässigt,  man  nicht  den  Grad  der  (Genauigkeit 
jeder  Correction  beurtlieilen  kann;  er  fügt  hinzu  Seite  129, 

zweite  .Vusgabe  ,  dass  es  schwierig,  ja  sogar  vielleicht  un- 
mriglich  ist,  a  priori  ein  unterscheidendes  Merkmal  zu  finden, 
um  l)eurtheilen  zu  können,  ob  die  Bedingung,  welche  die 
Operation  convergent  macht,  erfüllt  oder  nicht  erfüllt  ist. 
Diese   wichtige    Frage    ist    durch    die   ̂ Methode,   welche   wir    im 
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voraufgebeuden  Buche  zur  Bestimmung  der  Grenzen  der  Wur- 
zeln angegeben  baben,  völlig  gelöst;  durcb  diese  Metbode  er- 

kennt man,  ob  die  Gleichung  fix)  =  0  zwischen  den  Grenzen 
a  und  h  eine  einzige  reelle  AVurzel  hat,  und  ob  jede  der 

Gleichungen  f'{x)  =  0  und  f"[x]  =  0  keine  Wurzel  in  diesem 
Intervall  besitzt.  Ferner  kann  mau  in  allen  Fällen  für  jede 
Wurzel  zwei  Grenzen  bestimmen,  welche  diesen  Bedingungen 
genügen.  Daher  kann  die  lineare  Annäherung,  von  welcher 

die  aVe^r/oM'sche  Methode  einen  Theil  bildet,  immer  angewandt werden. 

Die  Construction  macht  dieses  Resultat  für  den  oben  an- 

gegebenen Fall  klar,  denn  der  Bogen  ///«(Fig.  7)  kann  weder 
einen  InHexionspunkt,  noch  eine  zur  Axe  parallele  Tangente 
besitzen;  die  Gleichungen  f"{x)  =  0  und  f'{x)  =  0   haben  ja 

Fig.  9. Fiff.  10. 

zwischen  a  und  b  keine  reellen  Wurzeln.  Es  genügt  daher, 

in  diesem  Falle  die  Regel  anzuwenden.  Der  erste  Nähernngs- 

werth  b'  führt  zum  Ende  der  Subtangente;  oder  hält  mau  sich, 
um  die  Rechnung  zu  erleichtern,  bei  einem  Nachbarpuukte  fJ' 
des  Punktes  //',  der  zwischen  //  und  //  gelegen  ist,  auf.  so 
gelangt  mau  mit  demselben  Verfahren  von  diesem  Punkte  ,j'' 
zu  einem  anderen  ß",  welcher  dem  Schuittpuukte  a  näher 
liegt.  Diese  Aunäherung  kann  unbegrenzt  fortgesetzt  werden. 

XII.  Die  Lage  der  Figur  ist  nicht  immer  die  soeben  von 

uns  angegebene.  Man  muss  im  allgemeinen  vier  Fälle  unter- 
scheiden, nämlich  die  in  den  Figg.  9,  10,  11,  12  dargestellten : 

von  diesen  wollen  wir  zunächst  den  ersten  l)etrachten.  In 

diesem  Falle  (Fig.  !))  vollzieht  sich  die  Annäherung,  wie  wir 
schon  sagten,  vermtige  aufeinanderfolgender  Tangenten,  deren 
erste    durch    den    Punkt  //    eeht.       Im    zweiten    Fnlle     Fiir.  l()l 
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;j:eht  die  erste  Taugeute  durch  den  l'uukt  ///.  Im  dritten 
Falle  Fig.  11  geht  .sie  auch  durcli  das  Ende  ui  der  Ordiuate 
am.  [11%]  Im  vierten  Falle  (Fig.  \2  geht  die  erste  Tangente 
\oni  Ende  n  der  Ordinate  hii  aus.  Aus  dem  Anblick  der 

Figuren  allein  geht  schon  die  Convergenz  der  Annäherungen 
hervor;  die  Figuren  lassen  auch  erkennen,  dass  die  Bedingung 
dieser  Convergenz  für  alle  Fälle  darin  besteht,  dass  der  Bogen 
m  II  frei  von  Krüiumuugeu  und  WiMidepunkten  ist.  Dies  tritt 

immer  dann  ein,  wenn  die  (ileicluiiigeu  /".'•;  =  O  und  ["[x;  =  O zwischen  '/  und  h  keine  reellen  Wurzeln  besitzen.  Wie  wir 

.schon  angaben,  versichert  man  sich  hiervon,  indem  man  die 
Urenzen  '/  und  h  in  die  Functionenreihe : 

/v")^.,i  /-O»-')'.,-),  .  .  ..  /•'"(.,,,  /-"(.r),  f'{x\  m 
setzt ;  dies  ergiebt  zwei  Reihen  von  Resultaten,  nämlicli : 

1  // 
/ 

/• l 
lig. 11. 

(a)  .  .  . 
/•('") 

(";> 

/V"
- 

-1 1 

l«) 

Fi?.  1-2. 

%...    f(^'"Uh),  /•('"-0(6)   /-"(Ä),  /•"//,),  f'ibl  f[b]. 

Mau  hat  die  zwei  Vergleichsreihen  /  und  l>  zu  ver- 
.rli'ichen.  Unterscheiden  sich  diese  nur  durch  das  letzte  Vor- 

zi'ichen.  welches  für  i-ine  der  (irenzen  positiv,  für  die  andere 

negativ  sei .  so  hal)en  die  zwei  Gleichungen  /'"[x]  =  0  und 
/■'(./•)  =  0  in  dem  Intervalle  keine  Wurzeln.  Daher  hat  der 
Bogen  um  keine  zur  Axe  parallele  Taugente  und  keinen 
Wendepunkt.  Folglich  sind  die  tJrenzen  so  nahe,  dass  mau 

ohne  irgend  welche  l'usicherlieit  von  der  Näherungsregel  Ge- brauch  macheu   kann. 

Man  >ieht  auch:  es  ist  nichi  mithig.  dass  die  zwei  Vor- 
zeichenreiheu  [n]  und  (6)  nur  im  letzten  Vorzeichen  verschieden 
>ind;    es    genügt,    die    Anzahl    der  Vorzeichenwechsel    dieser 
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zwei  U(nhen  zu  vergleichen.  Bei  diesem  Vergleich  geht  man 
von  links  nach  rechts  vor  und  macht  zunächst  bei  der  Func- 

tion f"{x]  halt.  Findet  man,  da.s9  die  zwei  Grenzen  bis  zu 
diesem  Gliede  (incl.)  dieselbe  Anzahl  von  Vorzeichen  ergeben, 

so  folgert  man,  dass  die  Gleichung  f"[x)  =  0  zwischen  den 
Grenzen  a  und  h  keine  W^urzel  hat.  Man  vergleicht  auch  die 
zwei  Reihen  [a)  und  (6),  indem  man  bei  der  Function  fix) 
(incl.)  halt  macht;  haben  die  zwei  Reihen  noch  dieselbe  An- 

zahl von  Vorzeichenwechseln,  so  schliesst  man,  dass  die  Glei- 
chung f  {x)  =  0  zwischen  den  Grenzen  n  und  b  keine  Wurzel 

hat.  [177]  Man  kann  dann  sofort  zur  Anwendung  der  Regel 

übergehen;  sie  wird  sicher  bessere  Grenzen  a'  und  //,  als  es 
die  voraufgehenden  a  und  b  waren,  ergeben. 

Der  Vergleich  der  zwei  Reihen  [a]  und  [b)  reducirt  sich, 
wie  man  sieht,  darauf,  die  Reihe  der  Indices  zu  bilden,  welche 
dem  Intervall  der  Grenzen  a  und  h  eigenthümlich  ist,  und  zu 

prüfen,  ob  die  drei  letzten  Indices  0,  0,  1  lauten;  diese  Be- 
dingung ist  nothwendig  und  hinreichend.  Wäre  sie  nicht  er- 

füllt, so  wäre  die  Annäherung  irrig  oder  wenigstens  unsicher; 
man  darf  in  diesem  Falle  nur  dann  zu  derselben  übergehen, 
wenn  man  die  Grenzen  näher  aneinander  gebracht  hat.  Sind 

die  drei  letzten  Indices  0,  0,  1  geworden,  so  weist  dies  dar- 
auf hin,  dass  die  zwei  Grenzen  a  und  h  nahe  genug  sind,  um 

von  der  linearen  Annäherung  Gebrauch  zu  machen.  Man  geht 
dann  von  den  Grenzen  a  und  b  zu  zwei  anderen  a  und  //, 
welche  dieselbe  Eigenschaft  wie  a  und  h  haben,  über;  die 
eine  dieser  neuen  Grenzen  wurde  durch  Neivton  gegeben;  sie 
ist  im  ersten  Falle  (Fig.  9;  durch: 

f'{i>) 

dargestellt. 
XIII.  Die  Constructioneu  lassen  sehr  klar  erkennen,  dass 

Newtoits  Regel  nicht  unterschiedslos  auf  die  eine  oder  auf  die 
andere  Grenze  angCAvandt  werden  darf.  Im  ersten  Falle  ist 
der  Bogen  ansteigend  und  concav  fFig.  9);  er  wendet  seine 
convexe  Seite  nach  dem  unteren  Theil  des  Blattes.  Im  zweiten 

Falle  Fig.  10)  ist  der  Bogen  absteigend  und  concav.  Im 
dritten  Falle  (Fig.  11)  ist  der  Bogen  ansteigend  und  convex; 
er  wendet  seine  convexe  Seite  nach  dem  oberen  Theil  des 

Blattes.  Im  vierten  Falle  (Fig.  12)  ist  der  Bogen  absteigend 
und  convex. 
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Im  ersten  Falle  sind  die  drei  letzten  Vor/eichen  der  Reihe 

{ii\   welche  man  bildet,  indem  man  n   in  die  Functionen: 

/'"{■'•),    /■';•'•].    /■(•'•) -etzt, 

+  +  -. 
und  diejenigen  der  Keihe  (h): 

+  +  +• 
[178]  Für  den  zweiten  Fall  lauten  die  drei  letzten  Glieder 

der  zwei  Reihen: 

(«)•••+  -  + 

Für  den  dritten  Fall  lauten  die  drei  letzten  (jlieder   der   zwei 
Reihen :  ,  , 

(a)  .  .  .      -  +  - 
(b)..-      -  +  +• 

Endlich   lauten   für   den    vierten    Fall  die    letzten    Glieder   der 

Reihen :               ,  , 
(«)•••-  -  + 
!h].  .  .      -  -  -  . 

Im  ersten  und  \ierten  Falle  muss  das  Nälierungsver- 
fahren  auf  die  grössere  Grenze  !>  angewandt  werden;  denn  die 
durch  den  Tunkt  //  gezogene  Tangente  ergiebt  sicherlich  einen 
zweiten  besseren  Näherungswerth  //  als  h.  Im  zweiten  und 
dritten  Falle  muss  die  Regel  auf  die  kleinere  (irenze  n  an- 

gewandt werden;  denn  die  durch  den  Punkt  ///  gezogene  Tan- 

gente ergiebt  sicherlich  einen  besseren  Näherungswerth  a' als  '/. 

Um  diejenige  der  zwei  Abscissen,  welche  die  zu  wählende 
JJrenze  darstellt,  zu  unterscheiden,  genügt  es  zu  bemerken, 
dass  man  aus  dem  Ende  dieser  Abscisse  die  Convexität  des 

l'xtgens  /»y/,  nicht  aber  seine  Coueavität  ersieht.  Diese  (»renze 
kann  die  äussere  genannt  werden,  weil  der  sie  i»egrenzende 

l'unkt  ausserhalb  des  Raumes,  welchen  die  Curve  einschliesst. 
liegt,      hie  andere  (Jrcnze  ist  die  innere. 

jSicht  weniger  leicht  erkennt  man  die  Grenzen  durch  die 
Vorzeichen  der  zwei  Reihen  ('/;  und  [h].  Die  äussere  Cirenze 

ist  immer  diejenige,  welche  für  /'(./■  und  /"(j")  dieselben  Vor- zeichen ergiebt. 
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XIV.  Für  die  gewöhnliche  Anwendung  der  Kegel  ist  es, 
wie  man  gesehen  hat,  nothwendig,  zwei  Grenzen  a  nnd  h  zu 

kennen,  zwischen  denen  die  Wurzel,  deren  Werth  man  be- 
rechnet, allein  gelegen  ist;  ferner  muss  man  sich  versichern, 

dass,  wenn  man  die  zwei  Zahlen  a  und  h  in  die  Functionen- 

reihe  f^'""''>{x)^  .  .  .,  f"{x)^  f[x)i  /(•^')  einsetzt,  die  Gleichung 
f{^x)  =  0  zwischen  a  und  h  eine  einzige  Wurzel  besitzt,  die 

Gleichung  /"(./)  =  0  und  ebenso  die  Gleichung  f"{x)  =  0  hin- 
gegen in  diesem  Intervall  keine  Wurzeln  haben.  [179 1  Diese 

Grenzen  bestimmt  man  durch  die  Methode,  welche  wir  im 
ersten  Buche  auseinandergesetzt  haben;  sind  diese  Grenzen 

nicht  nahe  genug,  dass  die  Reihe  der  dem  Intervall  eigenthtim- 
lichen  Indices  als  letzte  Glieder  0,  0,  1  aufweist,  so  muss 
man  das  Intervall  so  lange  verkleinern,  bis  diese  Bedingung 
erfüllt  ist.  Solches  Ergebniss  zu  erreichen  ist  immer  leicht, 
und  die  Constructionen  machen  dieses  Resultat  klar.  Der 

Bogen  der  Curve  mn,  dessen  Schnittpunkt  mit  der  Axe  die 

gesuchte  Wurzel  darstellt,  kann,  trotzdem  er  nur  einen  Schnitt- 
punkt besitzt,  doch  ausgedehnt  genug  sein,  um  Biegungen  und 

Wendungen  zu  haben;  dies  würde  z.  B.  eintreten,  wenn  dieser 
Bogen  so  wie  in  Fig.  8  verläuft.  Man  kann  die  Grenzen  n 
und  h  so  entfernt  voraussetzen,  dass  der  Bogen  mn  zwei 

Punkte  2^  und  _/;  des  Maximums  und  Minimums,  drei  Inflexions- 
punkte  r,  r,  r  und  doch  nur  einen  einzigen  Schnittpunkt  a 
besitzt.  Wenn  man  aber  die  Grenzen  näher  bringt,  so  gelangt 
man  offenbar  zu  besseren  Werthen  a  und  //  und  kann  den 

Bogen  mn  frei  von  Krümmungen  machen.  Nur  müssen  dabei 
die  singulären  Fälle,  in  denen  man  die  InÖexionspunkte,  die 
Sclmittpunkte  und  die  Funkte  des  Maximums  und  Minimums 
nicht  trennen  kann,  beachtet  werden.  Dies  tritt  ein :  erstens, 

wenn  die  zwei  Wurzeln  gleich  sind,  zweitens,  wenn  der  Iu~ 
flexionspunkt  /•  mit  dem  Schnittpunkt  a  zusammenfällt.  Der 
erste  Fall  ist  hier  nicht  zu  betrachten;  denn  die  zwei  Wurzeln 

sind  dann  nicht  getrennt  und  die  Reihe  der  dem  Intervall  zu- 
gehörigen ludices  schliesst  nicht,  wie  vorausgesetzt,  mit  der 

Zahl  1,  vielmehr  ist  der  letzte  Index  2.  Der  zweite  Fall  ist 
dem  der  glciclien  Wurzeln  analog  und  beide  sind  leicht  zu 
unterscheiden.  Im  ersten  Falle  haben  die  zwei  Functionen 

f{x)  und  /"'(./■)  einen  Factor  gemein,  im  zweiten  Falle  haben 
die  zwei  Functionen  /"(.r)  und  /'"(.')  einen  gemeinsamen  Factor. 
Es  genügt  daher,  diese  Functionen  zu  vergleichen  und  dadurch 
zu  erkennen,  ob  sie  einen  gemeinsamen  Factor  besitzen ;    wie 
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wir  vorher  gesehen  halieii.  bildet  dieser  Vergleieli  einen  Thi-il 
der  Kegel,  welche  zur  Bestimmung  der  (Irenzen  der  Wurzeln 
dient. 

[180]  X\'.  Wir  fassen  jetzt  den  allgemeinen  Inhalt  dm- 
soeben  bewiesenen  l^ätze  zusammen': 

Wendet  man  auf  eine  vorgeh-gte  (ileichung  f'Lr)  =  0  die 
zur  Bestimmung  der  (Jrenzen  angegdieni'  Methode  an,  so  ge- 

langt man  dazu,  ein  durch  zwei  Zahlen  a  und  h  begi'enztes 
Intervall  zu  bestimmen;  in  diesem  befindet  sich  eine  einzige 
Wurzel;  zur  Berechnung  dieser  geht  man,  wie  folgt,  vor.  Die 
IJeihe  der  zu  diesem  Intervall  geliörenden  Indices  hat  nach 
Voraussetzung  als  letztes  Glied  die  Zahl  1.  Mau  sieht,  ob 
die  zwei  Vorzeichenreilien ,  welche  durch  Substitution  der 
(irenzen  a  und  l>  gegeben  werden,  sieh  nur  durch  das  letzte 
Vorzeichen  uuterscheiden;  dies  tritt  am  häufigsten  ein.  Findet 

diese  Bedingung  statt,  so  kann  man  sofort  die  Näherungs- 
methode anwenden.  Zu  dieser  Anwendung  kann  man  auch 

dann  übergehen,  wenn  die  zwei  Vorzeichenreihen  verschieden 
sind  und  die  letzten  Glieder  der  Reihe  der  Indices  0,  0,  1 

lauten.  Ist  diese  letzte  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  kündigt 
dies  au,  dass  die  Grenzen  nicht  nahe  genug  liegen,  um  mit 
Sicherheit  von  der  >«äherungsregel  Gebrauch  zn  machen;  in 
diesem  Falle  muss  man  das  Intervall  durch  Substitution  einer 

zwischenliegenden  Zahl  verkleinern.  Bevor  man  aber  zu  dieser 
Theilung  des  Intervalls  übergeht,  prüfe  man,  ob  die  Functionen 

/"'(./•)  und  /"./l  einen  gemeinsamen  Theiler  »/'  ./)  haben.  Tritt 
dieser  singulare  Fall  ein  und  hat  ferner  die  Gleichung  »/''.r^  =  0 eine  reelle  Wurzel  «  zwischen  <i  und  h.  —  dies  erkennt  man 

leicht  nach  den  von  uns  clargelegten  l'rineipien  — ,  so  bleibt 
nur  die  Bestimmung  dieser  Wurzel  «  übrig.  Man  wendet 
daher  dann  diese  Kegel  auf  die  Gleichung   »/'  .r^  =  0  an. 

Existirt  der  gemeinsame  Factor  nicht,  so  kommt  man  durch 
Theilung  des  Intervalls  sicher  zu  zwei  Grenzen  '/  nnd  l>,  für 
w  flehe  die  drei  letzten  Indices  0,  O,  1  lanten.  Man  wählt 

dann  di«>j<>nigo  der  zwei  (Jrenzen,  die  beim  Einsetzen  in 

/■\./-,  und  f\x]  diesell)en  Vorzeichen  liefert,  aus;  bezeichnet 
man  diese  äussere  Grenze  mit  '•,  so  setzt  man  in  die  (tlei- 

cluing  f(.r)  an  die  Stelle  von  x  '^ -\- y  ein;  in  dem  Resnltat 
lässt  man  diejenigen  Totenzen  von  ;'.  die  höher  als  die  erste 
sind,  fort :  dann  bestimmt  man  allein  durch  numerische  Pivi- 
sion  einen  Nälierungswerth  für  ;-.  indiMu  man  den  zu  kleinen 
Qnotienten,  abgesehen  vom  Vorzeichen,  nimmt.     181    So  findet 
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mau  eiueu  zweiteu  Näherungswerth  c';  verfährt  man  mit  der 
neuen  Grenze  ('  ebenso  wie  man  es  mit  der  Grenze  c  that, 
so  kann  man  dasselbe  Kechnungsverfahren  fortsetzen. 

XVI.  Durch  das  Voraufgehende  ersieht  man:  diese  An- 
wendung der  Regel  ergiebt  Näherungswerthe,  die  immer  besser 

angenähert  sind,  die  aber,  wie  wir  schon  im  Artikel  II  sagten, 
entweder  alle  grösser  oder  alle  kleiner  als  die  gesuchte  Wurzel 

sind.  Hieraus  geht  Folgendes  hervor:  führt  man  die  nume- 
rische Division,  um  einen  neuen  Theil  der  Wurzel  zu  kennen, 

aus,  so  weiss  man  nicht,  bis  zu  welchem  Gliede  diese  Ope- 
ration geführt  werden  muss.  Beschränkt  man  sich  auf  eine 

einzige  Ziffer  des  Quotienten,  so  verliert  man  einen  der  grössten 
Vortheile  des  Verfahrens;  denn  eine  einzige  Operation  kann 
mehrere  exacte  Ziffern  ergeben,  und  sie  ergiebt  um  so  mehr, 
wenn  man  schon  eine  grössere  Anzahl  derselben  kennt.  Führt 
man  hingegen  den  Quotienten  über  das  Glied,  bei  dem  die 
Ziffern  der  Wurzel  anzugehören  aufhören,  hinaus,  so  macht 
man  die  weiteren  Operationen  complicirt  und  verwirrt.  Die 

reguläre  Anwendung  eines  solchen  Processes  erfordert  er- 
sichtlich, dass  man  mit  Hilfe  einer  sicheren  Eegel  er- 

kennt, Avieviel  Ziffern,  die  der  Wurzel  wirklich  angehören, 
durch  jede  Operation  gegeben  werden.  Wir  haben  oben  die 
Principien,  welche  diese  Frage  völlig  lösen,  dargelegt.  Hat 
man  zwei  Grenzen  a  und  h  gefunden,  welche  beim  Einsetzen 

in  die  Functionen  f("''^{x),  .  .  .,  f"{x),  f  {x),  f{x)  bis  auf  die letzten  Resultate  zwei  Reihen  von  Resultaten  mit  denselben 

Vorzeichen  liefern,  so  leitet  man  für  die  Berechnung  der  Nähe- 
rungswerthe  die  im  Folgenden  anzugebende  Regel  ab;  diese 

ist  auch  noch  gültig,  wenn  man  zwei  Grenzen  a  und  b  ge- 
funden hat,  die,  in  diese  Functionen  eingesetzt,  derartige  Re- 
sultate ergeben,  dass  die  Reihe  der  Indices  als  letzte  drei 

Glieder  0,  0,  1  aufweist.  Bezeichnet  man  diejenige  der  zwei 

Grenzen,  welche,  in  die  Functionen  f''{x)  und  f{x)  gesetzt,  zwei Resultate  mit  denselben  Vorzeichen  liefert,  mit  ji ,  so  muss 
man  den  Ausdruck: 

bilden ;  [182j  bezeichnet  man  mit  u  die  andere  Grenze,  welche 

für  /"(«)  und  /"(«)  verschiedene  Vorzeichen  liefert,  so  bilde man  den  Ausdruck: 
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17.") 
Dil-    zwei    (irössi-u   u     und   ,/     siud    ueuo    Wcrtlii',    zwisclu-u 
denen  die  Wurzel  x  liegt;    diesell)i'u  sind  bessere  Näherungs- 
werthe  als  a  und  ß. 

XVII.     Die   au^>   den    (Msten   (i   und   «   hergeleitett'U  neuen 

/'■>',                        f  u]  .     . Grenzen  .j   :^ — -    und  a   ——7    sind    nicht    die    einzigen, 

welche  man  zur  Berechnung  der  Wurzeln  verwenden  kann; 
die  lineare  Annäherung  uiufasst  im  allgemeinen  fünf,  aus  den 
zwei  ersten  u  und  i  resultirende  (Tn-nzen.  Die  Construction 

(Fig.  13)  genügt,  um  diese  fünf  (Jrenzen  und  ihre  Eigfuthüm- 
liehkeiten  anzugeben.  Man  inuss  in  dem  Endpunkte  der  Ordi- 

nate, welche  einer  der  (irenzen    entspricht,    eine  Tangente   an 

Fi-    1:1 

den  IJügen  ziehen  und  diese  Tangente  verlängern.  l)is  sie  die 
Abscissenaxe  trilVt.  Ebenso  zieht  man  im  Endpunkte  der 
Ordinate,  welche  der  anderen  (Jreiize  entspricht,  eine  zweite 
Tangente;  dann  zieht  man  im  Endpunkte  jeder  dieser  zwei 
Ordinaten  eine  (Jerade,  welche  der  durch  den  Endpunkt  der 
anderen  Ordinate  gehenden  Tangeute  parallel  ist.  Endlich 
zieht  man  durch  die  Enden  der  zwei  Ordinaten  eine  Secante 

und  bezeichnet  ihren  Schnittpunkt  mit  der  .\bscissenaxe.  Das 
System  dieser  fünf  geraden  l/inien  stellt  alle  Redingungen  der 
linearen  Annäherung  oder  der  Annäherung  ersten  (Jrades  dar; 
d.  h.  auf  diese  Art  kennt  man  die  neuen  Näherungswerthe, 
welche  aus  den  zwei  ursprünglichen  Oreuzen  u  und  ,/  allein 

durch  Aufhisung  von  Oleichungen  «'rsten  (Jrades  hergeleitet 
werden  kiiunen.  Nach  der  Natur  der  liesonderen  Fälle  kann 

man    diejenige     der     fünf    (irenzen  ,     welche     nm     leichtesten 
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zu  berechnen  ist,  auswählen;  aber  nicht  immer  kann  man  be- 
gründet schliessen.  dass  die  zwei  neuen  Grenzen  nothwendig 

bessere  Näherungswerthe  als  die  zwei  voraufgehenden  dar- 
stellen. Diese  Eigenthümlichkeit  findet  nur  bei  den  zwei  im 

voraufgehenden  Artikel  mit 

l-»  — 

und    «  — r[ß) 

bezeichneten  Grössen  und  derjenigen  der  fünf  Grenzen,  welche 

durch  die  Secante  angegeben  wird,  statt.  [183'  Diese  letztere wird  durch: 
■J  —  «        56) 

ausgedrückt.  Der  Factor,  welcher  —  f{ß)  multiplicirt,  ist  der 
Quotient  der  Differenz  ß  —  a  der  zwei  Abscissen  durch  die 
Differenz  f{ß)  —  f{u]  der  zwei  Ordinaten ;  in  dem  voraufgehen- 

den  Ausdruck  ß  —  ,  j  ist  der  Factor,  welcher  —  fiß)  multi- 

plicirt, der  Quotient  des  Diflferentials  dß  der  Abscisse  durch 

dß  •  fiß)  oder  dfiß),  dies  ist  aber  das  Differential  der  Ordi- 
nate; die  zwei  Ausdrücke  differiren  also  darin,  dass  die  Difie- 

rentiale  durch  die  endlichen  Difierenzen  ersetzt  sind. 

Ist  die  Differenz  der  Grenzen  noch  gross  genug,  so  difie- 
riren  die  fünf  neuen  Grenzen,  welche  aus  den  alten  folgen, 
sehr  merklich  voneinander;  man  muss  dann  diejenigen,  welche 
die  besten  ]Säherungswerthe  ergeben,  auswählen.  Aber  in  dem 
Maasse,  wie  das  Intervall  der  ersten  Grenzen  abnimmt,  nähern 

sich  die  neuen  Grenzen,  welche  man  ableiten  kann,  fortwäh- 
rend, und  die  Ordnung'  der  Convergenz  wird  für  alle  dieselbe. 

Im  P^olgenden  werden  wir  das  Maass  der  Convergenz  kennen lernen. 

XVIII.  Der  einfachste  Fall  der  linearen  Annäherung  ist 

derjenige,  den  die  zweigliedrigen  Gleichungen  der  Form: 

darbieten.  Der  Exponent  }ii  ist  bekannt;  A  ist  eine  positive 
Zahl.  Die  Berechnung  reducirt  sich  daher  darauf,  aus  der 
Zahl  J  die  »/te  Wurzel  auszuziehen.  Die  arithmetische  Ope- 

ration, welche  diese  Wurzel  ergiebt,  lässt  sich  sofort  aus  den 
von  uns  auseinandergesetzten  Principien  herleiten.  Wendet 

man    auf  die  Function  /"'.r    oder  j-'"  —  .1   die  im  ersten  IJuche 
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jiust'inimdergesetzten  Principien  an,  so  erkennt  man  sofort 
den  ganzzaliligen  Bestandtheil,  aus  dem  die  Wurzel  gebildet 
ist,  und  zwar  die  ersten  Ziffern;  man  kennt  daher  zwei  erste 
(irenzen  a  und  /v,  zwischen  denen  die  Wurzel  liegt;  diese 
unterscheiden  sich  um  eine  einzige  Hecimaleinheit  einer  ge- 

wissen Ordnung.      Die  drei  letzten  Functionen  sind: 

[184]  rw,       m,    fix) 
in{ni  —  1)./-'"-^   >//./•'"-',  j-'"  —  A. 

Die  Zeichenreihe,    welche  der  Grenze  '/  entspricht,  lautet: 

'"^  •••+•■•+  +  -, 
und  die  Zeicheureihe  für  /'  wird: 

(6)  •••+•••   +  +  +  ■ 
Die  Reihe  der  Indices  weist  daher: 

0,       0.        1 

,ils  die  drei  letzten  Glieder  auf;  der  Bogen  der  Curve  verläuft 
.so,  wie  es  die  Fig.  13  darstellt.  Zieht  man  durch  den  Punkt 
/>/,  welcher  der  kleineren  (irenze  a  entspricht,  die  Tangente 
///  u,  so  findet  man  eine  Subtangente,  welche,  zu  der  Abscisae 

i)'i  hinzugefügt,  eine  neue  Abscisse  0«  ergiebt;  diese  ist  noth- 
wendig  grtisser  als  die  Abscisse  Ox  des  Schnittpunktes.  Hat 
man  im  Endpunkte  »  der  Ordinate,  welche  der  grösseren  Grenze 

/'  entspricht,  die  Tangente  //,>'  gezogen,  so  ziehe  man  zu  dieser 
Tangente  durch  den  Funkt  ///.  eine  parallele  Gerade  »la;  fügt 

man  ai('  zu  der  Abscisse  Oa,  so  ergiebt  dies  eine  neue  Ab- 
scisse 0(i\  die  nothwendig  kleiner  als  die  Abscisse  Ox  des 

Schnittpunktes  ist.  Die  Wurzel  liegt  folglich  zwischen  Oa' und  Orr.   man   muss  daher    zu    dem  schon  bekannten  Theile  a 

fUi)  A  —  a"* den  Werth   von  na,    der  — -:7~  oder   2= — —     i^t .     hinzu- 

'  f{a]  tna"*-^ 
fügen,    die   Summe    überschreitet   dann   sicher    die    Wurzel  x. 
Fügt    man    aber   zu   dem    bekannten  Theile  '/    den  Werth  von 

an'    hinzu,    so    wird    die    erhaltene    Summe    sicher   kleiner   als 

die    Wurzel.      Die    Linie   mi'    hat    den    Werth    —  {}j,.      oder 

A  —  <i"' 
— -— — - ;  der  Zähler   .1  — (/'"    ist   der  Rest   //,    der    sich    bei 

der   arithmetischen  Operation,   welche   einen   ersten  Theil   der 

(Ktwiilds  Klai.»ik»r  127.  12 
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Wurzel  erkennen  lässt,  ergiebt.  Mitliin  erhält  man  folgendes 
Resultat:  di\adirt  man  den  Rest  Ii  durch  das  ';>^ fache  der 
m  —  Iten  Potenz  des  schon  bei  der  Wurzel  hingeschriebenen 
Theiles  a,  so  übersteigt  der  Quotient  die  Grösse,  die  man  zu 

a,  um  die  Wurzel  zu  finden,  hiuzuaddiren  muss;  [185  er- 
höht man  aber  die  letzte  bei  der  Wurzel  hingeschriebene 

Ziffer  um  1,  —  dies  ergiebt  nach  Annahme  einen  Werth  l>, 
der  grösser  als  die  Wurzel  ist,  —  und  dividirt  denselben 
Rest  i?  durch  das  ««^ fache  der  vi  —  Iten  Potenz  von  b,  so 
wird  der  Quotient  kleiner  als  die  Grösse,  die  man  zu  a  hin- 

zufügen muss,  um  die  Wurzel  zu  vervollständigen.      Die  zwei 
R  ,         B 

nJZ^r    ̂ ""      TT 

Operation  derartig,  dass  der  Vergleich  dieser  Quotienten  zu- 
nächst nicht  sehr  zur  Erleichterung  der  Berechnung  der  Wurzel 

dient;  ist  es  aber  gelungen,  eine  grössere  Anzahl  esacter  Zif- 
fern zu  kennen,  so  unterscheiden  sich  die  Quotienten  ausser- 

ordentlich wenig;  wie  man  sicher  weiss,  gehören  die  den  zwei 
Grenzen  gemeinsamen  Ziffern  der  AVurzel  an;  hieraus  folgt, 
dass  jede  Operation  eine  gewisse  Anzahl  exacter  Ziffern  kennen 
lehrt  und  dass  bezüglich  des  Gliedes,  bei  dem  man  bei  der 
numerischen  Division  halt  machen  muss,  keine  Unsicherheit 

herrscht.  Die  Bestimmung  des  Gesetzes,  nach  dem  die  An- 
zahl der  exacten  Ziffern  zunimmt,  die  jede  numerische  Divi- 
sion liefert,  ist  leicht  aufzufinden.  Ueber  Operationen,  welche 

zur  Ausziehung  der  Quadrat-  und  Cubikwurzeln  dienen,  hat 
man  schon  lange  Bemerkungen  gemacht.  Aber  diese  Sätze 
sind  nicht  auf  so  einfache  Operationen  beschränkt;  sie  passen, 
wie  wir  bald  beweisen  werden,  auch  auf  die  Wurzeln  aller 
algebraischen  Gleichungen,  wie  gross  auch  immer  die  Anzahl 
ihrer  Glieder  sei.  Diese  eigenthümlicheu  Resultate  sind  sogar 
noch  viel  allgemeiner;  sie  hängen  nicht  von  der  Natur  der 
bestimmten  Gleichung,  deren  Wurzel  man  sacht,  ab;  sie  folgen 
vielmehr  aus  dem  Charakter  der  linearen  Annäherung. 

XIX.  Der  voraufgehende  Artikel  zeigt:  die  elementaren 
Regeln ,  welche  zur  Ausziehung  der  numerischen  Wurzeln 
dienen,  sind  nichts  anderes  als  sehr  speciclle  Anwendunireu 
einer  allgemeinen  Methode,  welche  die  Gleichungen  aller  Grade 

umfasst.  Fieta'J),  Harnot^%  OughtrcdA^],  Newton  ̂ ^]  und  11«/- 
Zi.si2|  haben  die  P^-age  der  Auflösung  der  Gleichungen  zuerst 
unter  diesem  Gesichtsi)unkte  betrachtet.  Sie  dachten,  es  muss 
eine  allgemeine   exegetische    Operation    existiren:    diese    ist 
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gt^eiguct,  der  lieihe  nach  alle  Theilc  irgeud  einer  Wurzel  einer 

aequatio  affecta  zu  ergeben.  [186]  Mit  dem  letzteren  Au.>- 
druck  bezeichneten  sie  die  algel)rai3che  (Jleicbuug.  welche 

ausser  der  Potenz  .'"'  der  V'nbekannten  sowie  dem  letzten  be- 
kannten (iliede  A  nocii  verscliiedenc  andere  (Uieder,  die  aus 

l'roductcn  von  gegebenen  Coetticienten  und  niedrigeren  Po- 

tenzen der  l'nbekaunten  gebildet  sind,  enthält.  Den  Theil 
dieser  allgemeinen  Methode,  der  sich  auf  die  Buchstaben- 

gleichungen mit  einer  einzigen  Unbekannten  bezieht,  entdeckte 
Xrirton\  er  maclite  davon  einen  sehr  ausgiebigen  (lebrauch 
in  der  Theorie  der  lleilien.  Frnnt  Virta  hatte  dieselben  An- 

schauungen lange  vorher  in  Vorschlag  gebracht;  damals  waren 
aber  die  mathematischen  Theorien  zu  unvollkommen,  um  eine 
genügend  weitgehende  Methode  bilden  zu  können.  l)er  ein- 

fachste Fall  der  Gleichungen  mit  zwei  (iliedern  war  allerdings 
leiclit  aufgelöst  worden;  denn  bei  demselben  ist  die  Natur  der 
Wurzeln  klar,  und  man  hat  auch  keine  Kegel  zur  Bestimmung 
der  (Jreuzeu  n<ithig.  Setzt  man  al)er  eine  l)eliebige  Zahl  von 
(Iliedern  und  Coeflicienten  voraus,  so  erfordern  die  Unterschei- 

dung der  reellen  von  den  imaginären  Wurzeln  und  die  Auf- 
suchung zweier  (Jreuzen  für  jede  reelle  Wurzel  eine  sehr  tief- 
gehende Prüfung ;  diese  Fragen  liaben  wir  in  unserem  ersten 

Buche  behandelt. 

Die  Berechnung  der  numerischen  Wurzeln  l»erulit,  wie  wir 
in  den  Artikeln  X\  1  und  XVIl  sahen,  auf  der  Vergleichung 
von  zwei  (Jreuzen;  diese  rücken  immer  uäiier  und  näher, 

zwischen  ihnen  ist  die  Wurzel  nothwendig  gelegen.  Streng 
genommen,  genügen  die  bewiesenen  Sätze  für  die  Exactheit  der 
Kechnung;  aber  es  ist  sehr  wichtig,  dieser  Methode  «;^nen 
neuen  (Jrad  von  Vollendung  zu  gelien,  um  hierdurch  ihre  Ver- 

wendbarkeit für  den  (lel)rauch  einfacher  zu  gestalten.  Allge- 
mein darf  man  diese  rntersuchung  nicht  eher  als  allgeschlossen 

betrachten,  als  bis  es  gelungen  ist.  die  Operation  einzig  und 

allein  auf  liechnuiigen,  deren  Ausführung  unumgänglich  noth- 
wendig ist,  zurückzuführen.  Es  handelt  sich  nicht  allein  mit 

Sicherheit  zur  Kenntnis«  der  Wurzeln  zu  gelangen,  sondern 
man  muss  auch  der  Methode  die  ganze  Einfachheit  geben,  die 
sie  znlässt,  ohne  dabei  ihre  Allgemeinheit  zu  verlieren.  Zur 
Erreichung  dieses  Zieles  müssen  wir  drei  verschiedene  Fragen, 

deren  CJegenstand  wir  jetzt  kentu-n  lernen  wollen.   Iieantw  orten. 
Die  erste  ist  rein  algebraiseh;  187  sie  ))esteht  darin,  die 

Operation,  welclie    eine  Z.ihl    durch    eine    andere   zu    dividiren 

12* 
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zum  Zweck  hat,  so  anzuordnen,  dass  man  bei  der  Bestimmung 
des  Quotienten  nur  jede  Zifier  des  Divisors  dann  mitAvirken 
lässt,  wenn  die  Heranziehung  dieser  Zifler  des  Divisors  nöthig 
geworden  ist,  damit  bezüglich  der  Ziffer,  welche  man  beim 
Quotienten  hinschreibt,  keine  Unsicherheit  eintritt.  Die  zwxite 
Frage  bezAveckt,  die  aufeinanderfolgenden  Substitutionen,  welche 

bei  der  Berechnung  der  Wurzeln  nöthig  werden,  derartig  aus- 
zuführen, dass  dabei  kein  Theil  der  Operation  wiederholt  wird 

und  man  zu  den  voraufgehenden  Operationen  nur  das  dem 
neuen  Theil  der  Wurzel  entsprechende  Resultat  hinzufügt. 

Die  dritte  Frage  hat  die  Bestimmung  des  exacten  Maasses 
der  Convergenz  der  Annäherung  zum  Gegenstande;  hierdurch 
findet  man  ohne  irgend  welche  Unsicherheit,  Avieviel  Ziffern, 
welche  als  Theile  der  Wurzel  beibehalten  werden  sollen,  durch 
jede  numerische  Division  gegeben  werden. 

XX.  Bei  der  Prüfung  der  ersten  Frage  erkennt  man  zu- 
nächst, dass  die  gewöhnliche  Regel  für  die  Division  der  Zahlen 

zu  überflüssigen  Rechnungen  führt.  Zur  Bestimmung  der  Gren- 

zen  muss   man   Werthe   von   Quotienten  wie    .,,-^    berechnen; 

der  Nenner  /"(«),  welcher  durch  die  Substitution  des  schon 
bekannten  Theiles  a  in  die  Function  /"(./)  erhalten  wird,  kann 
mehrere  Decimalziffern  enthalten ;  ist  die  Operation  schon  sehr 

weit  vorgeschritten,  so  enthält  er  thatsächlich  eine  grosse  An- 
zahl von  Ziffern.  Die  letzten  dieser  Ziffern  des  Divisors, 

welchs    rechts    stehen,    tragen    nicht   zur   Bildung    der   ersten 

Ziffern  des  Quotienten  ~{^  bei;  es  handelt  sich  um  die  Kennt- 

nisse dieser  ersten  Ziffern.  Man  muss  daher  nur  diejenigen 

Ziffern  des  Divisors,  von  deren  Verwendung  man  bei  der  Be- 
rechnung nicht  absehen  kann,  in  die  Rechnung  einführen. 

Der  Verfasser  des  Werkes  >  Artis  aualyticae  praxis  >  , 

Oii(jhtred^'^),  hat  für  die  Multiplication  der  Zahlen  eine  Regel 
dieser  Art  hinterlassen:  man  kennt  auch  einen  analogen  Pro- 
cess  zur  Vereinfachung  der  numerischen  Division,  Avenn  man 
eine  gewisse  Anzahl  von  Ziffern  des  Quotienten  kennen  lernen 
will.  Hier  müssen  wir  aber  einer  anderen  Bedingung  genügen; 

dieselbe  besteht  darin,  die  Ziffern  des  Divisors  nur  der  lU'ilu- 
nach  heranzuziehen,  damit  wir  die  Operation  auch  nach  Will- 

kür fortsetzen  können ;  [188]  besonders  muss  man  mit  Sicher- 
heit entscheiden,    ob    die  im  Qhiotientcii    hingeschriebene  Ziffer 
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exact  ist.  Es  soll  jetzt  (Vn-  Kegel,  welche  man  in  allen  Fällen 
Ix'i  der  Ansfiihniug  dieser  geordneten  Division  verwenden 
niuss,  folgen. 

Zuerst  bezeichne  man  im  Divisor  nur  einige  der  ersten 
Ziffern,  z.  B.  die  zwei  oder  die  drei  oder  die  \ner  ersten; 

denjenigen  Divisor,  welcher  so  aus  den  bezeichneten  Zifl'ern 
gebildet  ist,  bezeichnen  wir  als  designirten  Divisor.  Man 

dividire  dann  den  vorgelegten  Dividendus  durch  den  desig- 
nirten Divisor,  und  zwar  führe  man  diese  Operation  nach 

einer  Kegel,  die  nur  in  einem  Punkte  von  der  gewtihnlichen 
Kegel  ditierirt,  aus.  Diese  Diflerenz  besteht  in  Folgendem: 
jedesmal,  wenn  man  eine  Zifter  des  Dividendus  zu  dem  durch 
eine  voraufgehende  Operation  gegel)enen  Kest  hinunternimmt 
und  auf  diese  Art  einen  Partialdividendus  bildet,  muss  man 
diesen  letzten  Dividendus  dadurch  corrigiren,  dass  man  eine 

gewisse  (irc'isse  snbtrahirt;  so  erhält  man  einen  corrigirten 
Partialdividendus.  Dann  sucht  man,  wieviel  mal  dieser 
letzte  Dividendus  den  designirten  Divisor  enthält  und  schreibt 
die  Ziflfer.  welche  diese  Anzahl  ausdrückt,  beim  Quotienten 
hin.  Hierauf  multiplicirt  man  den  designirten  Divisor  mit  der 
beim  Quotienten  hingeschriebenen  Zitier  und  zieht  das  Product 
von  dem  corrigirten  Partialdividendus  ab.  Zu  dem  Reste 
nimmt  man  eine  neue  Zitier  des  Dividendus  herunter  und  setzt 

die  ( »peration  nach  derselben  Kegel  weiter  fort. 
Um  die  an  einem  Partialdividendus  auszuführende  Cor- 

rectur  zu  finden,  d.  h.  die  abzuziehende  Tirüsse  zu  bestimmen, 

muss  man  alle  l)eim  (^>uotienten  hingeschriebenen  Zirt'ern  mit 
einer  gleichen  Z.ihl  m  von  Zittern,  die  hinter  dem  designirten 

Divisor  genommen  werden,  vergleichen.  Die  »i  Zifl'ern  des 
Quotienten  denke  man  in  umgekehrter  Keihenfolge  ge- 

schrieben und  unter  die  m  Zifl'ern,  welche  hinter  dem  desig- 
nirten Divisor  genommen  werden,  gesetzt.  Man  multiplieire 

dann  jede  dieser  Ziffern  mit  der  unter  ihr  stehenden  und  ad- 
dire  diese  ///  Producte ;  hierdurch  «'rkennt  man  die  vom  Partial- 
(1i\idendus  zu  subtraliirende  (Jrösse  untl  fülirt  die  Correc- 
liir  aus. 

Jedesmal,  wenn  man  bei  llefidgung  dieser  Kegel  eine  Zifler 
des  Dividendus  zu  einem  durch  die  voraufgeheude  (>peration 
gegebenen  Kest  herunternehmen  muss,  prüft  man,  ob  dieser 
Kest  die  Summe  der  schon  beim  (^Miotienten  hingeschriebenen 

Zirt'ern  übersteigt  oder  wenigstens  ihr  gleich  wird:  189  diese Ziflern   sind   daltei   so  zusanjmenzuaddiren.    .als   wenn   sie   F/iner 
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ausdrücken.  Tritt  diese  Bedingung  ein,  so  ist  man  sicher,  dass 

die  im  Quotienten  vorher  hingeschriebene  Zifter  exact  ist^''). 
XXI.  Hat  man  zur  Bildung  des  designirten  Divisors  nur 

eine  oder  zwei  oder  allgemein  eine  recht  kleine  Anzahl  von 
Ziflern  bezeichnet,  so  wird  die  oben  angegebene  Bedingung 
nicht  stets  eintreten  müssen;  d.  h.  der  Best  einer  vorauf- 

gehenden Operation  wird  unter  Umständen  kleiner  als  die 
Summe  der  schon  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Zifiern 
sein  können ;  dann  wird  die  letzte  dieser  Ziffern  noch  unsicher 

sein,  und  dies  zeigt  an,  dass  man  zur  Bildung  des  designirten 
Divisors  keine  genügend  grosse  Anzahl  von  Ziffern  genommen 
hat.  In  diesem  Falle  wird  man  zunächst  mit  der  Anwendung 
der  voraufgehenden  Kegel  fortfahren :  man  wird  nämlich  eine 
Ziffer  des  Dividendus  herunternehmen  und  die  vorgeschriebene 
Correctur  ausführen.  Kann  dieselbe  nicht  mehr  ausgeführt 

werden,  so  schliesst  man,  dass  die  im  Quotienten  hingeschrie- 
bene Ziffer  zu  gross  ist;  man  muss  sie  daher  um  eine  Einheit 

vermindern  •''").  Kann  aber  die  Correctur  ausgeführt  werden ''ö), 
so  nimmt  man  zu  dem  Eesultat,  das  bei  dieser  letzten  Sub- 
traction  erhalten  wird,  eine  neue  Ziffer  des  Dividendus  her- 

unter; dies  ergiebt  einen  neuen  Partialdividendus.  Gleichzeitig 
bezeichne  man  eine  Ziffer  weiter  bei  dem  schon  designirten 
Divisor;  dies  ergiebt  einen  neuen  designirten  Divisor.  Nach 
der  angegebenen  Regel  geht  man  dann  zur  Correctur  des 
neuen  Partialdividendus  über,  d.  h.  man  vergleicht  die  ni 
schon  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern  mit  einer 

gleichen  Anzahl  von  m  Ziffern,  welche  hinter  dem  neuen  de- 
signirten Divisor  genommen  werden.  Hat  man  mittelst  dieser 

Correctur  den  neuen  Partialdividendus  gebildet,  so  setzt  man 

die  Anwendung  der  gegenwärtigen  Kegel  fort,  indem  man  da- 
bei von  dem  neuen  designirten  Divisor  (icbrauch  macht.  Man 

könnte  dann  auch  auf  den  ersten  designirten  Divisor  zurück- 
gehen :  allgemein  kann  man  im  Verlauf  der  Operation  die  An- 

zahl der  Ziffern,  die  beim  Divisor  designirt  sind,  willkürlich 
vermehren  oder  vermindern;  es  genügt  dann  gleichzeitig  die 
Anzahl  der  Correcturen  zu  vermehren  oder  zu  vermindern; 
diese  Einzelheiten  bieten  sich  von  selbst  dar. 

In  der  Praxis  wird  man  erkennen,  wie  ungemein  leicht 
die  von  uns  beschrie])ene  Operation,  wenn  sie  ordnungsgemäss 
ausgeführt  wird,  ist.  Das  Kesultat  jeder  Correctur  kann  man 
bloss  aus  dem  Anblick  der  Zahlen  bilden.  190j  Schreibt 
man    nämlich    die    »i    Ziffern    des    Quotienten    in    umgekehrter 
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Kcihcnfolge  auf  ein  separates  Blatt  und  bringt  sie  mit  den 
rechter  Hand  von  dem  designirten  Divisor  stehenden  in  ZiftVrn 
derartig  in  Verbindung,  dass  jeder  ZilVer  eine  entspricht,  so 
ist  es  leicht,  die  Summe  der  Producte  der  entsprechenden 

Ziffern  zu  addiren,  ohne  dass  man  diese  Partialproducte  hin- 
zuschreiben braucht.  Es  genügt  allein,  die  Ziffern  der  Einer 

dieser  I'rodncte  zusammenzuzählen,  indem  man  von  rechts  nach 
links  rechnet;  dann  addirt  man,  Tiaeh  rechts  zurückgehend, 

nur  diejenigen  Ziffern  dieser  Producte.  welche  die  Zehner  aus- 
drücken. 

niese  Hemerkung  führt  zu  einem  Iiemerkenswerthen  Schluss, 

niiuilicli,  aus  welcher  Anzahl  von  Ziffern  auch  immer  die  Fac- 
toren  gebildet  sind,  so  kann  man  doch  stets  die  Multiplication 

der  zwei  vorgelegten  Factoren  nur  nach  dem  Anschauen  aus- 
führen. Lauten  z.  B.  die  vorgelegten  Factoren  234567  und 

890987(5  und  schreibt  man  dieselben  auf  zwei  separate  Blätter, 
so  kann  man  aus  dem  blossen  Anblick  dieser  zwei  Zahlen  die 

Ziffern  ihres  Productes  2()S99()2883r)92  der  Hcilie  nach  dik- 
tiren;  dabei  braucht  man  keines  dieser  Partialproducte,  wie  es 

die  gewöhnliche  Regel  erfordert,  hinzuschreiben. "') 
Das  Artikel  XX  beschriebene  Verfaliren  der  geordneten 

Division  lässt  die  exacten  Ziffern  des  Quotienten  mit  Sicher- 
heit erkennen;  man  wendet  nur  dann  neue  Ziffern  des  Divi- 
sors an.  wenn  ihre  Einführung  ntithig  wird,  um  neue  Theile 

des  (^»uotienten  zu  linden.  Diese  Kegel  hat  den  Vortheil,  allen 
übertlüssigen  Iveclinungen  vorzulteugen  und  besonders  sc»  weit 
fortgesetzt  werden  zu  können,  als  es  nöthig  ist,  bis  man  die 
Anzahl  der  exacten  Ziffern,  welche  man  erhalten  will,  gefunden 
liat.  Von  diesem  Verfahren  soll  man  jedesmal  Gebrauch 
m.ichen ,  wenn  der  Divisor  eine  grosse  Anzahl  von  Ziffern 
enthält  und  es  sich  nur  um  die  Bestimmung  einiger  der  ersten 
Ziffern   des  (^»uotieiifen  handelt. 

Wir  kiinnten  für  die  Kegel  der  geordneten  Division  sehr 
nützliche  Anwendungen  vorführen:  alter  unser  Hauptzweck  ist 
hier,  die  Berechnung  der  Wurzeln  der  numerischen  (ileichungen 
zu  vervollständigen.  Ich  werde  mich  liier  auch  nicht  mit  dem 

Beweise  dieser  Kegel  befassen;  es  ist  leicht,  denselben  zu  er- 
gänzen. Er  besteht  darin,  die  (»rdiiung  der  verschiedenen 

Producte  mit  Sorgfalt  zu  betracliten.  Der  Zweck  jeder  Cor- 
rectur  ist  dabei,  vom  Dividendus  die  Summe  der  Producte, 

deren  Ordnung  dieselbe  ist  wie  diejenige  der  Ziffer  des  Divi- 
dendus,  welche    soeben  heruntergenommen  wurde,    alizuziehen. 
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[191]  Erstes  Beispiel. 

Erster  Partialdividendus  1284;  designirter  Divisor  234. 

1234  5'6'7'8'9'8'7';jü47         234  5'6'7'8'9'8'7Y^5 
11Z2  526  315(8  9.  ..  . . 

645' (64  >  5;  die  Ziffer  5  ist  gut     7 
25  =  5  •  5 

2.  corrig.  Partialdiv.     620 468 

3.  corrig.  Partialdiv. 

4.  corrig.  Partialdiv. 

5.  corrig.  Partialdiv. 

6.  corrig.  Partialdivid 

7.  corrig.  Partialdivid 

8.  corrig.  Partialdivid 

1526'  (152  >  5  +  2;  die  Ziffer  2  ist  gut) 
40  =  5  •  6  +  2  ■  5 

1486 
1404 

827'  (82  >  5  +  2  +  6;  die  Ziffer  (5  ist  gut} 
Jl  =  5-7  +  2-6  +  6-ö 
750 
702 

488'  (48  >  5  +  2  +  6  +  3 ;  die  Ziffer  3  ist  gut) 
J.05  =5-8  +  2-7+6.6  +  3-5 

~383 

234 

1499'  (149  >  5  +  2  +  6  +  3  +  1 ;  die  Ziffer  1 ist  gut 

126  =  5  •  9  +  2  ■  8  +  6  •  7  +  3  •  ()  +  1  .  5 
1373 
1170 

"2038'  (203  >  5  +  2  +  6  +  3  +  1  +  5;  die Ziffer  5  ist  gut 

J58  =  5-8-|-2-9  +  6-8  +  3.7  +  l-6  +  5-5 1880 
1872 

87'  (8  <  5  +  2  4-  6  +  3  + 1  +  5  +  8;  die 
Ziffer  8  ist  unsicher 

206  (die  Correctur  kann  nicht  ausgeführt 
werden :  8  ist  zu  gross  =  5  •  7  +  2  •  8 
+  6 -9  +  3 -8  + 1-7  +  5 •6  +  8-5. 

1638  (an  die  Stelle  von  8  ist  im  Quotienten 
7  geschrieben 

2427'  (242>  5  +  2  +  G  +  3  +  1  +5  +  7; 
die  Ziffer  7  ist  gut; 

201  =  5  •  7  +  2  •  8  +  6  •  9  +  3  •  8  +  1  •  7 

   +  5  ■  6  +  7  •  5 
222(5 
210<) 

I2Ö  (120  >  5  +  2  +  6  +  3  +  1+5  +  7 
+  9:  die  Ziffer  9  ist  gut. 
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[192]  Zweites   Beispiel. 

Erster  Partialdividendua  24;  deaiirnirter  Divisor  !». 

24  6'8'3'5'7'9'24  9  7'5'3  8'H'4'579 
^8  2  ö  8  0  (i  4  .  .    . 

66'  (6  >  2;  die  Zifier  2  ist  gut 
14  =  2  •  7 

2.  corr.  Partialdivid.   52 
45 

78'  (7  =  2  +  5;  die  Ziffer  5  ist  gut] 
45  =  2  ■  5  +  5  •  7 

3.  ectrr.  l'artialdivid.     83 
27 

63'  (6  <;  2  +  5  +  3;  die  ZitVer  H  ist  unsielier 
52  =  2-3  +  5-5  +  3.7 

Neuer  Partialdivid.       1 15'  da  die  Correctnr  ausgeführt  werden  kann. 
ist  die  Ziffer  H  gut;  man  nimmt  sofort  die 
folgende  Ziffer  5  des  l>ividendus  hinab 
und  verwendet  97  als  neuen  designirten 
Divisor 

46  =  2  •  H  +  5  •  3  +  3  .  5 
Neuer  corr.  Partialdiv.     69 

0 

697' 

61  =  2  •  6  4-  5  •  iS  4-  3  •  3  4-  <»  •  5 
2.  neuer  corr.  Partialdiv.  63(5 

582 

549'  54  >  2  +  5  +  3  -}-  0  +  6 :   die  Ziffer  •; ist  gut 

_92  =  2  ■  4  +  5  •  6  -I-  3  .  8  -f  0  •  3  +  6  -5 
3.  neuer  corr.  Partialdiv.    457 3H8 

7;9  f69  >  2  +  5  +  3  4-  0  +  6  +  4 :  dieZiffer  1 
ist  gut  ■ 

[193  X.\I1.  Die  soeben  für  die  Division  der  Zahlen  vor- 

gelegte Hegel  löst  aueli  die  (ileiehuiig  zweiten  (Jrades"'-;  sie 
lässt  sieh  auch  allgemein  auf  die  Kntwieklung  der  Wurzel 
irgend  einer  (Jleiehung  anwenden.  Wir  werden  nur  diesen 
Process  der  Rechnung  angeben. 

Legt  man  die  Cileichuug  zweiten  (irades: 

s*  +  765432./  =  123456 
vor,   30  kann   man   sie   in   der  Korm : 
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_        123456 '  ~  765432  +^ 

schreiben.  Man  dividire  dann  123456  durch  765432  nach 

der  Regel  des  Artikels  XX;  dabei  kann  man  765  als  desig- 
nirten  Divisor  nehmen.  Die  erste  Ziffer  1  des  Quotienten 
drückt  die  Zehntel  aus ;  dann  findet  man  6,  so  dass  der  Werth 
dieses  Quotienten  x  gleich  0,16  .  .  ist.  Um  den  Nenner  zu  bilden, 
muss  man  aber  zur  Zahl  765432  den  Quotienten  x  oder  0,16  . . 
hinzufügen.  Man  schreibt  daher  die  Ziffern  16  hinter  den Divisor  765432  und  setzt  die  Division  fort.  Jede  der  beim 
Divisor  gefundenen  neuen  Ziffern  wird  an  die  Stelle,  welche 
sie  einnehmen  muss,  geschrieben  und  wird  im  Verlaufe  der 
Operation,  wie  die  Regel  es  erfordert,  angewandt.  Die  Wurzel 
der  Gleichung  zweiten  Grades  ist,  wie  man  sieht,  der  Quotient 
einer  Division,  deren  Divisor  variabel  ist.  Da  die  Regel  des 
Artikels  XX  die  Ziffern  des  Divisors  nur  der  Reihe  nach  ver- 

wendet, so  ist  es  nicht  nöthig,  sie  alle  beim  Anfang  der  Ope- 
ration zu  kennen;  es  genügt,  dieselben  der  Reihe  nach  auf- 

zufinden und  jedesmal  hinter  dem  Divisor  die  Ziffer,  welche 
man  beim  Quotienten  soeben  gefunden  hat,  hinzuschreiben. 
Von  der  gewöhnlichen  Regel  kann  man  diesen  Gebrauch  nicht 
machen,  denn  sie  setzt  schon  beim  Beginn  der  Operation  alle 
Ziffern  des  Divisors  als  bekannt  voraus. 

Wir  geben  hier  das  Detail  der  Rechnung   als    drittes  Bei- 
spiel für  die  geordnete  Division. 

[194] 1234  5'6',0'0'0'0'0' .... 765 

4695' 
4 

765  4'3'2',1'6'1'2'   
0,16128927   

4691 
4590 
"  1016' 

27 

989 
765 

2240' 
24 

2216 
1530 

6860' 
24 

<;8:-^6 
(1120 

71(i 
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Tia)'  O'O' 52 

HH85 

2280' 
102 

212S 
1080 

r,980' 67 
5913 
5355 
558 

XXlll.  Im  voraufgellenden  Beispiel  ist  der  variable  Divisor 

aus  einer  constanten  Zahl,  zu  der  man  den  Quotienten  zu- 
addirt,  gebildet.  Dieser  variable  Theil  könnte  auch  das 
(.^»uadrat  des  Quotienten  oder  dieses  Quadrat,  dividirt  durch 

eine  gewisse  Zahl,  oder  eine  kleine  Grösse,  die  gleich  einer 

gewissen  Function  des  Quotienten  ist,  sein.  Es  genügt  zu- 
nächst, die  ersten  exacten  Ziftern  des  Quotienten  zu  kennen; 

[195j  dann  bildet  man  successiv  den  variabeln  Theil,  welcher 
hinter  den  Divisor  geschrieben  werden  muss.  Hieraus  folgt: 
die  neuen  Ziftern  des  Divisors  sind  bekannt,  wenn  ihre  Ein- 
tiihrung  in  die  Kechnung,  um  die  durch  die  Kegel  angcgeltenen 
Correctionen  auszuführen,  nöthig  wird.  So  gelangt  man  zu 
dem  Ausdruck  der  Wurzeln  von  Gleichungen  irgend  welchen 

Grades  oder  sogar  auch  derjenigen  Gleichungen,  die  man  trans- 
cendent  genannt  hat.  Wie  allgemein  diese  exegetische  Methode 
auch  ist,  so  verweilen  wir  doch  nicht  bei  ihr;  denn  die  Regeln, 
deren  wir  uns  zur  l?erechnung  der  Wurzeln  I)edienen,  sind 

rascher  und  l«Mcliter  anwendbar.  Diese  Anwendung  der  ge- 
ordneten Division  setzt  voraus,  dass  die  Gleichung  passend 

präparirt  sei.  In  Wahrheit  reduciren  sich  diese  und  die  im 
Verlaufe  der  Operation  n<ithig  werdenden  Transformationen 
immer  darauf,  den  Werth  der  Wurzel  um  eine  sehr  ange- 
niiht'rte  (Grösse  zu  vermindern;  hierzu  gelangt  man  leicht  ver- 

möge der  in  diesem  Werke  gegebenen  Kegeln.  Denn  kennt 
man  zwei  sehr  nahe  (Jrenzen,  so  ist  es  sehr  einfach,  die  ersten 

<  >peratiouen  fortzusetzen,  indem  man  eine  gleichmilssige  Me- 
thode befolgt,  um  successiv  alle  Theile  der  Wurzeln  zu  finden. 

Wir  haben  uns  in  den  voraufgehenden  Artikeln  nur  vorge- 
nommen, besondere  Anwendungen  der  neuen  Kegel ,  welche 

wir    für  die  numerische  Division   gegeben    haben,   vorzuführen. 
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In    dieser   Absicht   fügen   wir    das   folgende    Beispiel    bei. 

Die  vorgelegte  Gleichung  sei: 
:r-^  ̂   345.,-  =  12; 

man  schreibt  sie  in  der  Form: 

_        12 
"^  ~  345  + :?  ' 

Man  dividirt  daher  12  durch  345  nach  der  Kegel  der  geord- 
neten Division  und  schreibt  dann  hinter  dem  Divisor  successiv 

die  Zifiern,  welche  ihn  vervollständigen  müssen.  Man  muss 

bemerken,  dass  diese  Ziffern  im  Anfang  der  Operation  nicht 

bekannt  sind;  aber  man  findet  sie  successiv,  indem  man  den 
Werth  des  Quotienten  ins  Quadrat  erhebt;  man  geht  hierbei, 

wie  folgt,  vor. 

[196|  Kennt  man  einige  der  ersten  Ziffern  des  Quotienten, 

so  bestimme  man  die  ersten  Ziffern  des  Quadrates  des  Quo- 

tienten, indem  man  bei  diesem  Werthe  des  Quadrates  nur  die 

Ziffern,  welche  mit  Sicherheit  bekannt  sind,  beibehält:  dies 

sind  die  exacten  Ziffern,  welche  successiv  bei  dem  Divisor 

zugeschrieben  werden  müssen.  So  erhält  man  die  Wurzel  der 
Gleichung: 

,^.3  +  345, r  =  12,  nämlich  x  =  0,034782486  .... 

Diese  Rechnungen  sind  in  den  folgenden  Tabellen  dar- 

gestellt. 

I2;(V0'0'0'0'0'0'0'0'  345,0'0'1'2'0'9'8' . . . . 
10:3  5  '    Ü.034782486   

1650' (I 
1650 
1380 

27U0' 
0 

2700 
2415 

2850' 

■\ 

2847 

27(;0 

870' 
U) 8fi0 

690 

170 
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ITÖÖÜ'O' 15 
l»i85 
1380 

3050' 
49 

:^)0i 

27riO 

2410' 
78 

2332 
2070 

262 

[197]  34 
34 

136 
102 

0.00115(1=  0,034,2. 
68 
1 

0,001225  =  ,0.035  2;  also  x^  =  0.001  . . .  gut. 

11.5«; 
238 

_  49 
0,00120400  =  0,0.347  2. 694 

1 

0.00121104  =  (0.0348-';  also  .»-'  =  0.0012  ...  gut. 
120409 

2776 
2776 

64- 
0,001 2(I9«U84  =  A3478;2. 

695() 
1 

0,0012103441  =  0,0:^79  -'. 

12(>*HU84 
6956 
6956 

4 

0,001209787524  =  '0.0:^782  «. 
Wt.5«V4 

1 

0,001 20t>857089  =  0,034783;2;  alBO  .r2  =  0,0012<)9  ...  gut. 
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3209787524 
139128 
139128 

16 

0,00120981534976  =  (0,0347824.-'. 695648 
1 

0,00120982230625  =  (0,0347825;^;  also  x^  =  0.0012098  .  . .  gut. 

[198J  XXIV.  Im  Artikel  XIX  haben  wir  diejenigen  Fragen 
angegeben,  welche  man  losen  muss,  um  die  Berechnung  der 
Wurzeln  auf  die  einfachsten  Processe  zu  reduciren,  so  dass 
man  auf  keinem  kürzeren  Wege  zur  wirklichen  Berechnung 
der  Werthe  dieser  Wurzeln  gelangen  kann.  Die  erste  dieser 
Fragen  ist  rein  arithmetisch ;  sie  ist  bereits  durch  die  Regel 

der  geordneten  Division  gelöst.  Die  zweite  Frage,  deren  Lö- 
sung sehr  leicht  ist,  besteht  darin,  die  Berechnung  der  succes- 

siven  Substitutionen  derartig  anzuordnen,  dass  keine  über- 
flüssige Operation  auftritt.  Die  dritte  Frage  verlangt,  mit 

Sicherheit  die  Anzahl  der  exacten  Zifteru,  welche  eine  jede 
neue  Operation  ergiebt,  zu  bestimmen.  Wir  werden  jetzt 
zeigen,  wie  die  Rechnung  geordnet  werden  muss,  um  diesen 
Bedingungen  Genüge  zu  leisten. 

Zuerst  setzen  wir  voraus,  dass  man  in  die  linke  Seite  /'(j) 
der  vorgelegten  Gleichung  einen  Näherungswerth  h  der  Wurzel 
X  eingesetzt  und  die  numerischeu  Werthe  der  Functionen  fih), 

f'{b),  f"[h\  .  .  .,  /■('"-')(&)  bestimmt  hat.  Dividirt  man  f[h) 
durch  /"'(/>),  so  findet  man  einen  neuen  Theil  ß  der  Wurzel; 
um  die  Annäherung  fortzusetzen,  muss  man  h  -\-  ß  in  die 

Functionen  f{x),  f'{x),  f"[x),  .  .  .,  /'i"'~0(.rj  einsetzen.  Die 
Rechnung  wäre  offenbar  schlecht  angeordnet,  wenn  man  die 

ganze  Grösse  h  -\-  ß  einsetzte,  denn  es  wurde  danu  nutzlos 
ein  grosser  Theil  der  voraufgehenden  Operationen  wiederholt 

werden;  man  muss  sich  daher  allein  auf  diejenigen  Rech- 
nungen beschränken,  die  unvermeidlich  sind,  um  zu  den  be- 

reits gefundenen  Resultaten  die  Theile  hinzuzufügen,  welche 

aus  der  Addition  des  Gliedes  /)'  herrühren.  Hat  man  nur  eine 
selir  beschränkte  Annäherung  im  Auge,  so  kann  man  diese 
Reduction  vernachlässigen;  will  man  aber  eine  sehr  grosse 
Anzahl  von  Ziffern  der  Wurzel  bestimmen,  so  erkennt  man, 
wie  sehr  eine  andere  Form  der  Rechnung  vorzuziehen  ist. 
Aus  den  Klenieuteu  der  algebraischen  Rechnung  ist  es  leicht 

zu  schliessen,   dass,    um   h  -\-  ß    in    die   FuuclioiuMi  /"i./-),  /''./•  . 
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f"{x),  /""(.'■),  .  .  .  eiuzusetZL'U,  fulgciule  Kegel  zw  Ijcübucliteu  ist: 
Man  schreibe  die  schon  bekannten  Werthe  /*(6),  f'[b),  f'{h)^ 
.  .  .,  /■('""')(/>),  /■('")(/>)  in  eine  erste  Reihe,  setze  den  Bruch  ,/ 
unter  jede  der  Functionen,  welche  der  ersten  /"(//;  folgen,  und 
multiplicire  diese  Functionen  mit  diesem  gemeinsamen  Factor 
li;  dies  ergiel)t  die  Glieder  einer  zweiten  Reihe. 

[199  Man  schreibe  ferner  den  Factor  ̂ J  unter  Jedes  der 
ülieder  dieser  zweiten  Reihe,  welclie  rechts  vom  ersten  (iliede 
diesem  folgen ;  multiplicire  mit  dem  gemeinsamen  Factor  i 

und  dividire  jedes  l'roduct  durch  2;  dies  ergiebt  die  Glieder 
einer  dritten   Reihe. 

Man  schreibe  alsdann  .i  unter  alle  Glieder,  welche  in  der 
dritten  Reihe  rechts  vom  ersten  Gliede  diesem  folgen,  multipli- 

cire mit  dem  Factor  ji  und  dividire  durch  3. 

Auf  diese  Art  fahre  mau  fort,  alle  Glieder  jeder  Reihe  — 
ausgenommen  das  erste  links  —  mit  ji  zu  mnltiplicireu,  und 
dividire  alle  Producte  durch  den  Inde.x,  welcher  den  Rang 
dieser  Reihe  augiebt. 

Nach  diesen  Operationen  addire  man  alle  ersten  Glieder 
der  verschiedenen  Reihen  für  sich  zusammen,  man  lindet  so 

f{h  -{-  li].  Hierauf  addire  man  alle  zweiten  Glieder  der  ver- 
schiedenen Reihen  zusammen;  die  Summe  ht  f  {h -\- fi.  Dann 

fährt  man  fort,  die  Summe  aller  dritten,  aller  vierten  Glieder 

der  verschiedenen  Reihen  zu  bilden,  dies  ergiebt  f"{h  -j-  ßi^ 
f"",h  -\-  ,i  \  auf  diese  Art  geht  man  weiter,  bis  man  die 
numerischen  Werthe  aller  Functionen  fJ>-\-t'^',  f  [^ -{- i^), 

/"[b  -\-  ̂ i],  .  .  .  kennt.  Hat  man  diese  numerischeu  Werthe 
gel)ildet,  so  findet  man  einen  neuen  Theil  /  der  Wurzel,  in- 

dem man  f[h  -\-  [i]  durch  f'[l)  -\-  [i]  dividirt.  Es  bleibt  noch 
zu  I)e3timmen,  wieviel  exacte  Ziflern  diese  Division  ergeben 
muss,  d.  h.  wieviel  Decimalstellen  sicher  der  Wurzel  ange- 
hiiren,  weil  sie  zwei  der  (Jrenzeu,  deren  Eigenthünilichkeiten 

in  den  Artikeln  X\I  uinl  XN'II  dargelegt  wurden,  gemein- sam  sind. 

XXV.  Nachdem  man  eine  der  Grenzen,  z.  B.  die  aus  Ncu- 

ton's  Annäherung  resultirende,  berechnet  hat,  könnte  man  die 
zweite  Grenze ,  welche  wir  dieser  ersten  beizufügen  vorge- 

schlagen haben  und  welche  thatsächlich  zur  Delinitiou  der 

Annäherung  uiithig  ist,  l)erechnen.  Ist  diese  zweite  Berech- 
nung ausgefillirt.  so  würde  mau  nur  die  den  zwei  (Jrenzeu 

gemeinsamen  ZitVern  als  exact  beil»ehalten  und  den  Brucli  ;' 
liiiilen.   welcher  zu  ,i  hinzugefügt  werden  soll.     Auf  diese   Art 
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;iber  Avürde  man  einen  grossen  Theil  der  voraufgehenden 
numerischen  Rechnung  wiederholen;  es  gelingt,  diese  Operation 
auf  ihre  einfachste  Form  zurückzuführen,  indem  man  nur  die 
Diflerenz  zwischen  der  zweiten  und  ersten  Grenze  betrachtet. 

[200j  Thatsächlich  wurde  ja  im  Artikel  IX  bewiesen,  dass, 
wenn  die  erste  Grenze  ])ekannt  ist,  die  zweite  Grenze  sofort 
gefunden  werden  kann. 

Mit  a  und  h  bezeichnen  wir  zwei  erste  Näherungswerthe ; 
a  sei  kleiner,  h  grösser  als  die  Wurzel.  Diese  Werthe  sollen 

nach  Voraussetzung  derartig  sein,  dass  die  vorgelegte  Glei- 
chung f[x)  =  0  zwischen  den  Grenzen  (/  und  h  eine  einzige 

Wurzel,  die  drei  abgeleiteten  Gleichungen  /"'(./)  =  0,  f"[x)  =  0 
und  f"'{x)  =  0  zwischen  denselben  Grenzen  keine  Wurzel 
besitzen  *'3).  Man  erkennt,  dass  die  zwei  Zahlen  a  und  b  diese 
Bedingung  erfüllen,  falls  man  beim  Vergleich  der  zwei  Vor- 

zeichenreihen [a]  und  (/>)  findet,  dass  die  den  Functionen  f'[x}, 
f"[x)  und  f"'[x)  entsprechenden  Indices  Null  sind,  d.  h.  falls 
die  Reihe  der  Indices  mit  0,  0,  0,  1  schliesst.  Wären  die 

jeder  der  Functionen  f'{x),  f"{x),  f"'[x)  entsprechenden  In- 
dices nicht  gleich  Null,  so  müsste  das  Intervall  der  zwei 

Zahlen  durch  Einsetzung  von  Zwischenzahlen  verengert  wer- 
den; man  gelangt  bald  dazu,  zwei  Grenzen  a  und  />  zu  finden, 

durch  welche  die  fragliche  Bedingung  erfüllt  wird.  Wir  be- 
trachten hier  nicht  die  in  Artikel  XIV  besprochenen  beson- 

deren Fälle,  in  denen  eine  der  Functionen  fix),  /'"(x),  f"'{x) 
mit  der  vorgelegten  Function  einen  gemeinsamen  Factor  haben 
würde. 

Dies  vorausgesetzt,  wähle  man  von  den  zwei  (irenzen  a 

und  h  diejenige  aus,  welche,  in  die  Functionen  f{x)  und  ("{x) 
gesetzt,  zwei  Resultate  von  gleichem  Vorzeichen  ergiebt.  Wie 

im  Artikel  XVI  bezeichnen  wir  mit  ;>'  die  Grenze,  um  die  es 
sich  handelt;  wir  nannten  diese  Grenze  äussere  Grenze,  sie 

entspricht  dem  Punkte  der  Curve,  durch  welchen  die  Tan- 
gente gezogen  werden  muss;  a  stellt  die  andere,  die  innere 

Grenze  dar.  Wie  in  Artikel  XVI  gezeigt  ist,  leitet  man  aus 

diesen  ersten  Werthen  [i  und  «  neue  bessere  Näherungswerthe  ß' 
und  (('  ab,  zwischen  denen  auch  die  Wurzel  liegt;  sie  l.iuten: 

201  Bezeichnet  man  ferner  mit  /  die  Differenz  ß  —  a  der 

zwei    ersten    (ilrenzeii    und    mit    /'    die    Differenz    ,>"  — ii'    der 
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iiL'ia-n,  besser  augeuähciteii  (irciizcii,  so  wird  die  DilVerciiz  /' 
viel  kleiner  als  /  und  zwischen  diesen  zwei  (Jrössen  besteht 
(Artikel  IX)  die  llelation: ■>!■[;! 

f"[u---ß]  stellt  den  Werth  dar,  welchen /"'(a;)  annimmt,  wenn 
man  ./•  einen  gewissen  Werth  zwischen  den  bekannten  Zahlen 
(t  nnd  (i  beilegt.  Wäre  die  DitYerenz  /  unendlich  klein,  so 

würde  die  IMtVerenz  /'  unendlich  kb-iii  zweiter  Ordnung;  das 
Verhältniss  der  (Irösse  /'  zum  (^»ii:idr:it  von  /  ist  eine  end- 

liche (Irüsse,  die  man  bestimmen  kann.  Da  in  der  That  die 
Grenzen  a  und  (i  schliesslich  alle  beide  gleich  der  Abscisse 

des  Schnittpunktes,  d.  h.  gleich  der  Wurzel  ./■,  werden,  so 
wird  der  Ausdruck  des  Verhältnisses,  um  das  es  .sich  liaudelt: 

/•"(•'•) 

Je  näher  man  die  Grenzen  «  und  ̂ i  gebracht  hat,  desto 

mehr  näliert  sich  das  Verhältniss  der  Differenz  /'  der  zwei 

neuen  Grenzen  a'  und  fi'  zu  dem  Quadrat  der  Differenz  /  der 

zwei  ersten  Grenzen  (c  und  ,:?  dem  Werthe    — ~r^  ,    so    dass 2/  [x] 

das  angegebene  Verhältniss  so  wenig,  wie  man  will,  von  dieser 
Grösse  verschieden  gemacht  werden  kann. 

fix'' 

Der 
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nisses  der  zwei  neuen  Grenzen  zu  dem  (Quadrat  der  Differenz 

der  voraufgehendeu  Grenzen,  kann  nicht  exact  bestimmt  wer- 

den; denn  er  hängt  von  der  unl)ekannten  Wurzel  ./•  ab;  aber 

der  Ausdiuck        ^  .,,7,      giebt  ein  leichtes  Mittel,   die  Grenzen 
2/  {,i) 

zu  erkennen,  zwischen  welehen  dieses  äusserste  Verhältniss 
gelegen  ist.  Da  man  vorausgesetzt  hat,  dass  die  Gleichung 

l""[.r)  =  0  zwischen  den  Grenzen  «  und  {i  keine  Wurzel 
habe,  so  wird  die  Function  f"[s]  im  Intervall  dieser  Gren- 

zen entweder  beständig  wachsen  oder  beständig  abnehmen. 

Kbenso  verhält  es  sich  mit  der  Function  /"'./);  denn  die  Glei- 
chung /'(./•)  =  (>  hat  zwischen  u  und  d  auch  keine  Wurzel. 

[202  Bezeichnet  man  daher  mit  f"  II'  die  grösste  der  zwei 
Grössen  / '(«)  und  /  "1,^,,    abgesehen   vom   Vorzeichen,   und    mit 

Ostwald's  Klis-iVer.   \T. .  13 
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f'[a]  die  kleinste  der  Grössen  f'{a\  und  /"'(/i),  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  so  wird  der  Quotient: 

2f'{a) 

nothwendig  grösser  als         .      sein;  allgemein  wird  dieser  Quo- 

tient  immer  grösser  als  — s^^ö"\ —  ̂ ^^^t  ganz  gleichgültig,  wie 

die  mit  a--  ■  ß  bezeichnete  Grösse,  die  immer  zwischen  cc  und 
ß  liegt,  beschaffen  sein  mag. 

Aus  dem  Vorstehenden  erhellt,  dass,  wenn  man  vermöge 

der  Näherungswerthe  «  und  />',  deren  Differenz  /  ist,  einen 
besseren  Näherungswerth 

gebildet  hat  und  zu  diesem  letzten  Werth  das  Glied: 

_.,    f"{B) 
Wh 

hinzufügt,  man  eine  Grösse  hinzugefügt  hat,  die,  wenn  man  vom 

Vorzeichen  absieht,  grösser  als  die  Differenz  der  neuen  Grenzen  u' 
und  //  ist.  Folglich  ist  man  sicher,  dass  die  gesuchte  Wurzel 
zwischen  den  Grössen: 

und 

liegt;  i  bezeichnet  die  Differenz  ß  —  a.  Mit  B  wurde  die- 
jenige der  Grössen  a  und  ß  bezeichnet,  welche  bei  der  Ein- 

setzung an  Stelle  von  ;/;  der  Function  /'"''.<■),  abgesehen  vom 
Vorzeichen,  den  grössten  Werth  giebt;  mit  a  bezeichnen  wir 

den  Werth  von  a  und  ß,  welcher  der  Function  f"{.r},  abge- 
sehen vom  Vorzeichen,  den  kleinsten  Werth  ertheilt. 

[203^  XXVI.  Um  aus  dem  ersten  Näherungswerthe  ß', 
welcher  der  Abscisse  0//  (Fig.  14)  entsj)riclit,  einen  zweiten 
Näherungswerth    abzuleiten,    so    dass   die    Wurzel    nothwendig 
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1«^,") 

zwischen  diesen  zwei  Wertlien  liegt,  könnte  mau  au  Stellt'  der 

zweiten  Grenze  «',  welche  der  Abscisse  Ou  entspricht,  die 
Grenze  Os,  welche  durch  den  Schnittpunkt  der  ßecante  m  n 
mit  der  Axe  gegeben  wird,  betrachten.  Die  Abscisse  Ox  des 
Schnittpunktes  der  Curve  liegt  sicher  zwischen  den  Abscissen 

O.v  und  Ui>'':  da  diese  neuen  (iren/.cn  weniger  entfernt  sind 
als  die  Grenzen  Oa'   und  ()./,  so  würde  dieses  Verfahren  den 

Fig.  U. 

Vortheil  haben,  den  Werth  der  Wurzel  rascher  angenähert  be- 
rechnen zu   la.ssen. 

Die  Ditierenz  ,:^'.s-  zwischen  dem  ersten  Käheruugswerth  und 
der  Abscisse  des  Schnittpunktes  der  Secante  findet  man  durch 

Theilung  des  Intervalles  u'/  (welches  oben  mit  /'  bezeichnet 
wurde)  in  zwei  den  Ordinaten  n^i  und  nia  proportionale  Theile. 

Diese  Urdinateu  sind  ihrer  (Jrüsse  nacli  durch /",.'*  und  — /'«) l)estimmt;   der  erste  Theil    fs  ist  daher  gleich: 

.,r(«--/:f) m 

I  );i    dieser  Ausdruck,    wenn    man   vom   Vurzeichen  absieht, 
kleiner   als 

/•"(B)  fiji) 

ist,  80  sohliesBt   mau.   dass   die  Wurzel  sicherlich  zwischen   dt-n 
zwei  Grössen: 

und 

/  .^ 
-Vi«)    M-f 

i;«' 
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liegt.  Obgleich  aber  diese  neuen  Grenzen  den  Vortheil  einer 
rascheren  Annäherung  bieten,  ist  der  (iebrauch  der  vorauf- 
geheuden  Grenzen  leichter,  und  es  ist  vortheilhaft,  sich  ihrer 
bei  der  Berechnung  der  Wurzeln  zu  bedienen.  Es  bleibt  noch 
zu  zeigen  übrig,  wie   man  mittelst  der  Kenutniss   der  zweiten 

flti"'  f"lTi\ 
Grenze  ß  —  ,  j,  —  r      !,       die  Rechnung  so  anordnen  kann, 

/  (,j)  2/  [a] 
dass  man  nur  exacte  Ziffern,  d.  h.  Zittern,  welche  dem  wahren 
Werthe  der  Wurzel  angehören,  verwendet. 

[204]  XXVII.  Ist  die  Difterenz  /  der  zwei  ersten  ISähe- 
rungswerthe  a  und  ß  eine  Decimaleinheit  einer  genügend 

hohen  Ordnung,  so  ist  die  Difterenz  i'  der  neuen  Näherungs- 
werthe  u'  und  ß'  im  allgemeinen  eine  Decimaleinheit  einer 
viel  höheren  Ordnung,     üebertrift't  z.  B.  der  Werth  des  Coeffi- 

cienten   ̂ -^i—  nicht  die  Einheit,   so  ist  die  Difterenz  /'  kleiner 2/  (a) 

als  das  Quadrat  der  voraufgehenden  Difi'ereuz  /.  Hieraus 
schliesst  man,  dass,  Avenn  die  letzte  Decimalzifter  des  Nähe- 
rungswerthes  ß  von  der  Ordnung  n  ist  und  man  einen  bes- 

seren Näherungswerth  ß'  bildet,  indem  man  zu  ß  den  Quo- 

tienten    ^j4r  hinzuaddii't,  man  die  Exactheit  aller  Decimal- fiß) 

zifi'ern    des  Resultates,   welche    der  Decimalzifter  der  Ordnung 
2n  vorausgehen,   sicher  verbürgen   kann.     In   der   That,    der 

m 

kleiner  als  diese ,  wenn  man  i^  oder  eine  Decimaleinheit 
der  Ordnung  2u    subtrahirt.      Berechnet   man   den  Quotienten 

—  ̂,,-,,  ,    so   kann   man    alle  Decimalziftern    bis   zur  Ordnung 

2n  beibehalten;  die  folgenden  Zittern  hat  man  nicht  als  für 
die  Wurzel  wichtig  zu  betrachten;  daher  ist  ihre  Bestimmung 
uunöthig,    und    man   hat   die   Division    nur  bis   zu    der  Zifler 

/  1  \^"
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Ist  der  Werth  des  Coefficienten    ^  }.,  \    grösser  oder  kleiner 

Werth   ß  — ^,  -,  ,   welcher  grösser  als  die  Wurzel  ist,  würde 

J 
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als  die  Einiieit,  so  ist  die  Anzahl  d>;v  neuen  exucteu  Deci- 

nialstellen,  welche  man  mit  Hülfe  der  Division  von  /"(;/)  durch 
/ '  ;>)  erhält,  kleiner  oder  grösser  als  die  Anzahl  der  schon bekannten  hecinialstellen.  Um  mit  Sicherheit  die  ZitVer  des 

Quotienten  zu  bestimmen,  bis  zu  welcher  diese  Hivislon  fort- 
geführt werden  soll,  kann  folgende  Kegel  angewandt  werden: 

205     ̂ lan   sieht  nach,  welches  der  Hang  der  ersten  Zifter f"'B\ 

des  Uuotienten  — t, — r   ist  und  l)estimmt  die  auf  diesen  Werth 2/  (a) 

des  Quotienten  sofort  folgende  höhere  Decimaleinheit.  Hat 

der  Quotient  ̂   !,/,  als  erste  Ziflern  z.  B.  0,003,  so  würde  man 

0,01  als  diese  Decimaleinheit  nehmen;  hätte  derselbe  Quo- 
tient als  erste  Zitier  3  im  Hange  der  Tausender,  so  Avürde  man 

10000  zur  Bestimmung  der  Decimaleinheit  nehmen.  Dies  voraus- 

gesetzt, sei  \^f\  tlie  Decimaleinheit,  welche  grösser  als  der 

Werth  des  fraglichen  Quotienten  ist;  der  Exponent  /.•  kann 

dabei  positiv  oder  negativ  sein.     (—1   sei  die  Decimaleinheit, 

welche   gleich    der  Differenz  /    der   zwei    ersten   mit  ci  nnd  {i 

f";B] bezeichneten  Grenzen   ist.      Da  der  Coefticient    v^^-     kleiner -/  {"I 

l  1  \  f"'Ui)  i  1  \"''^ als  ist,   so  wird  das  (llied   r      ../,  kleiner  als    — "l 
\10/  2f'{a)  \10/ 

sein.     Führt  man  dauu  die  Divison  von  /'{ji)  durch  f">J)  aus, 
so  muss  man  bei  der  Zitfer  der  Decimalordnung  2  h  + /,•  ein- f'i.i) 

halten.    Fügt  mau  nänilicli  den  ( »uotienten  —    .,'  .,    zu  dem  schon /  J) 

bekannten  Tlieil  J  des  Wurzel wertht'S  hinzu,  so  erhält  mau  ein 
Kesultat,  welches  von  dem  wahren  Werth  der  Wurzel   um  eine 
(Irösse  differirt,  die  kleiner  als  die  Diflerenz  der  zwei  Grössen 

ti  —    inl-    und  «   }   L  '»!<t.     Diese   DiiVerenz.   welche   durch 

r     ]^  .,.         gegeben  wird,  ist  st'lb>t.  abgesehen  vom  Norzeichen, 

I        I       I  ;   setzt   man   daher  die  durch  —    .,    ., 
1"/        \10/  '  f  J] 

angegebene  Division  bis  zur  Decimalzifler  der  Ordnung  2/*  -\-  k 
fort,   so   ist    mau    sicher,    dass  drr  Felder   des   erlialtenen  llesul- 
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tates  kleiner  als  eine  Decimaleinheit  dieser  Ordnung  ist.  ]Man 

hat  nur  noch  auf  den  Theil  des  Quotienten,  -welchen  man  ver- 
nachlässigt hat,  iiücksicht  zu  nehmen. 

XXVIII.  Es  darf  Jetzt  nicht  übersehen  werden,  dass  die 
mit  .j  bezeichnete  Grenze,  die  zur  Bildung  eines  besseren 

Näherungswerthes  fJ'  vei^wendet  wurde,   indem  man  zu  ,>    den 

Quotienten   —  -tttt  hinzufügte,  immer  die  sogenannte  äussere 

Grenze  ist,  d.  h.  diejenige  Grenze,  welche  bei  ihrer  Einsetzung 

in  die  Functionen  f{x)  und  /"'(.r)  zwei  Resultate  desselben 
Vorzeichens  ergiebt.  In  den  durch  die  Figg.  9  und  12  dar- 

gestellten Fällen  entspricht  diese  Grenze  //  dem  Punkte  b;  in 
den  durch  die  Figg,  10  und  11  dargestellten  Fällen  entspricht 
sie  dem  Punkte  a.  [206]  Allein  schon  der  Anblick  der 
Figuren  zeigt,  dass  man  sich  in  allen  Fällen  vom  Werthe  der 

Wurzel  entfernt,  wenn  man  den  Werth  der  Subtangente,  ab- 
gesehen vom  Vorzeichen ,  ein  wenig  zu  klein  nimmt ,  und 

dass  man  sich  ihm  im  Gegentheil  nähert,  wenn  man  diesen 
Werth  ein  wenig  zu  stark  nimmt.  Anders  verhielte  es  sich, 
wenn  die  Tangente  in  den  Figg.  9  und  12  im  Punkte  )n, 
und  in  den  Figg.  10  und  11  im  Punkte  n  construirt  wäre; 
man  sollte  dann  im  Gegentheil  eher  eine  kleinere  als  eine 
grössere  Zahl  als  den  wahren  Werth  der  Subtangente  nehmen. 
Wendet  man  aber  die  äussere  Grenze  /i,  welche  man  nach 
der  oben  ausgesprochenen  Bedingung  immer  leicht  auswählen 

kann,  an,  so  muss  man  ofienbar  zur  Bildung  des  neuen  Nähe- 

rungswerthes   ß'    zu   ß   eine   (jirösse,    weiche    eher    über    dem f(d) 

Werth  des  Quotienten  — '     ;   ,  welcher  die  Subtangente  dar- 
/  (/^) stellt,    als   unter  dem  wahren  Werthe   dieses  Quotienten   Hegt, 

hinzufügen. 

f(  "M 

Hieraus  folgt,    dass,   wenn  man  die  durcli   rij-jr    ange-^ 

gebene  Division  bis  zur  Ziffer  der  Decimalordnung  2  ii  +  /: 

(inol.)  fortgesetzt  hat,  man  die  Ziffer  der  Ordnung  2»  -|- /.•, 
bei  der  man  stehen  geblieben  ist,  dafür,  dass  man  alle  fol- 

genden Ziffern  vernachlässigt,  um  eine  Einheit  erhrdien  soll. 
Man  fügt  dann  das  auf  diese  Art  erhaltene  Resultat  zur  Grenze 
(i.  indem  man  auf  das  Vorzeichen  dieses  Uesultates  Rücksicht 

nimmt;  dann  kennt  man  die  neue  bessere  Grenze  ß',  welche 
der  Gegenstand  der  rntersuchung  ist. 
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Wir  bemerken  überdies,  dass,  Avenii  man  so  »lieseii  neuen 

besseren    Jsäherungswerth    -1'    bildet,    d.  h.    im    Verlanfe    der 

durch   TTT^    angekündigten    Division   bei    der   Deciraalzifler 

/  [■:>) der  Ordnung  2//  -j-  k  halt  macht  und  diese  Ziffer  um  die 
Kinheit    vermehrt,    man    zu    dem    ̂ vahren    Werth    der   Grösse 

f{i\  i  1  \i"  +  /'- 
>' — .,'  ;,    t'int'  Grösse,   welche   nicht       ̂ 1  und    folglich 

^  >' ■  f"{ci--i\^    ' 
auch  nicht  die  Differenz   /'  — l'   -.,  .,      der  zwei  neuen  Grenzen 

überschreitet,  hinzufügt.  Daher  difterirt  die  neue  (irenze  // 
gewiss  von  der  Wurzel  nur  um  eine  (Jrösse,  welche  kleiner 

ist  als  eine  Decimaleinheit  der  Ordnung  'ln-\-k.  [207]  Aber 
diese  Grenze  [i'  kann  sich  grösser  oder  kleiner  als  die  Wurzel 
trgeben,  was  durch  Einsetzen  in  die  Function  ({/)  erkannt 
wird.  Ist  die  (Jrenze  , /grösser  als  die  Wurzel,  so  ziehe  msin 
von  der  letzten  Decimalziffer  eine  Einheit  ab;  dies  ergiebt  die 

zweite  Grenze  u' .  Ist  hingegen  die  (irenze  f  kleiner  als  die 
Wurzel,  so  bilde  man  die  zweite  Grenze,  indem  mau  zur 

letzten  Decimalziffer  die  Einheit  hinzufügt.  Auf  diese  Art  ge- 
lingt es,  zwei  Zahlen  zu  finden,  zwischen  denen  die  Wurzel 

nothwendig  liegt,  und  die  nicht  mehr  voneinander  als  um  eine 
hccimaleinheit  der  Ordnung  2n  -\-  k  differiren. 

Will  man  die  Annäherung  weiter  treiben,  so  operire  man 
mit  den  zwei  neuen,  soeben  erhaltenen  Grenzen,  wie  man  es 

mit  den  beiden  vorigen  Grenzen  gethan  hat.  Man  wähle  die- 

jenige von  ihnen  aus,  welche,  in -die  Functionen  /'./^  und  /'"(j") 
gesetzt,  zwei  Kesultate  desselben  Vorzeichens  ergiebt;  ;i^  möge 
die  Grenze,    um    die    es  sich    handelt,    «,    die  Decimalordnung 
der  letzten  Ziffer  dieser  (Jrenze  sein.     Man  berechne  den  l^Mio- 

fi'j  \ 

tienten    — ^Tljf»    welcher    zu     .»',    zugefügt    werden    muss,    um 

eine  neue  besser  angenäherte  (Jrenze  bis  zu  der  Decimalstelle 

der  Ordnung  2«,  -i-  /•',  find.)  zu  bilden;  dann  vermehre  man 
diese  Ziffer  um  eine  Einheit.  So  nimmt  die  Anzahl  der 

exacten  Decimalziff'ern,  welche  man  l)ei  einer  jeden  neuen  Ope- 
ration erhält,  immer  mehr  zu.  Hezeichn«'t  n  die  Zahl  der  nr- 

^prünglieli  Itekannten  Deeimalziffern.  d.  h.  ditVerireii  die  gegebe- 
nen  (Jrenzen   ii   und  J  nur  um   eine  Decin)aleinheit,   die  gleich 

/  1  \" I      I  ist,  voneinander,  so  ist  die  Zahl  der  exacten  Decimalziflern, 
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welche  durch  eine  erste  Operation  bekannt  wird,  2n  -f-  /.•; 
diese  Zahl  wird  nach  einer  zweiten  Operation  4;^  -|-  3/,'.  aach 
einer  dritten  8y^  +  7A;,  u.  s.  w. 

Der  Annäherungsprocess  beginnt  nur  dann  einen  regel- 

mässigen und  schnellen  Verlauf  zu  haben,  wenn  2n  +  /.• 
grösser  als  n  oder  Avenn  w>  —  k  ist.  [208]  Nachdem  die 

Zahl  /i-,  welche  der  Exponent  der  Decimaleinheit  derjenigen 
Ordnung,  welche  unmittelbar  auf  die  erste  Ziffer  des  Quotienten 
f"{ji\ 
^  :,,  \    folgt,  bestimmt  worden,    muss  man  sich  versichern,    ob 

2j  [a]  
' 

die  Bedingung  n  ̂   —  k  erfüllt  ist.  Ist  dies  nicht  der  Fall, 
so  sollen  die  gegebenen  Grenzen  a  und  b  durch  Substitution 

von  zwischenliegenden  Zahlen  näher  aneinander  gebracht  wer- 

(lo)"  ""
■^' 

wobei  n  wenigstens  gleich  1  —  /.■  ist. 
XXIX.  Diese  Betrachtungen  führen  zu  der  folgenden  Eegel: 

Sind  zwei  Grenzen  a  und  h  gegeben,  zwischen  denen  eine 

einzige  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  f{x]  =  0  liegt,  wäh- 

rend die  abgeleiteten  Gleichungen /"(./■)  =  0,  /"'(j;j  =  0,  /""(j)^() 
zwischen  diesen  Grenzen  keine  Wurzeln  haben,  so  handelt  es 
sich  darum,  zwei  möglichst  nahe  neue  Grenzen,  zwischen  denen 
die  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  in  gleicher  Weise  gelegen 
ist,  zu  erhalten. 

Man  wählt  die  ihrem  Zahlenwerthe  nach  grösste  der  zwei 

Grössen  f"{a)  und  f"{b]  und  beginnt  sie  durch  die  ihrem 
Zahlenwerthe  nach  kleinste  der  zwei  Grössen  -f'i/i)  und  2f'J). 
zu  dividiren;  es  genügt,  den  Hang  der  ersten  Ziffer  des  Quo- 

tienten zu  kennen  und  sich  die  Einheit  derjenigeu  Decimal- 
ordnung,    welclie    sofort    grösser    als    dieser   Quotient   ist,    zu 

merken.      Sei   j— rj   diese   Einheit,   so   kennt  man  die  Zahl  /.-, 

welche  positiv  odor  negativ  sein  kann. 

1^1   sei  die  Decimaleinheit,  welche  wenigstens  der  Difle- 

reuz  der  zwei  gegebenen  Grenzen  a  und  b  gleich  sei.  Man 

prüfe,  ol)  die  Zahl  />  wenigstens  gleich  1  —  /."  ist.  Ist  diese 
Bedingung  nicht  erfüllt,  so  muss  man  die  Grenzen  o  und  /* 
durch  Substitution  \ou  zwischenliegoudeu  Zahlen  näher  bringen. 

Hat    man    crkanut,    dass    die    Bedingumi:    //  =  1  —  /."   oder 
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/*  ̂   1  —  /.•  erfüllt  ist,  so  wähle  man  von  den  Grenzen  '/  und 
b  diejenige  aus,  welche  bei  der  .Sul).stitution  in  die  Functionen 

f[x)  und  f"{.r)  zwei  Resultate  desselben  Vorzeichens  ergiebt; 
es  sei  (i  diese  Grenze.  Man  dividire  dann  nach  der  Regel 

der  geordneten  Division  /*(,:')  durch  f'{,i\  indem  man  diese 
Operation  soweit  fortführt,  bis  die  letzte  beim  (Quotienten  ge- 

fundene ZilVer  von  der  Decimalordnuug  2  >/  -f-  /.•  ist.  209  Diese 
letzte  Zitier  vermehre  man  um  eine  Einheit  und  addire  den 

so  erhaltenen  Quotienten  zur  Grenze  ji  oder  subtrahire  ihn 

von  dieser  Grenze,  je  nachdem  die  Grössen  f'-:i)  und  f'lß) 
von  entgegengesetzten  oder  gleichen  Vorzeichen  sind.  Die 

neue  Grenze  ,>'',  welche  auf  diese  Art  gebildet  ist,  kamt 
grösser  oder  kleiner  als  der  Avahre  "Werth  der  Wurzel  sein, 
dies  erkennt  man  leicht  durch  Einsetzung  von  ,i'  in  f[J'}', aber    dieser   Werth   ditierirt   immer    von    der  Wurzel    um    eine 

/   i  XiH  +  A 

Grösse,  die  kleiner  als  |-— j  ist.  ̂   erraindert  oder  vermehrt 

man  folglich  die  letzte  Zifter  von  _>''  um  eine  Einheit,  so  bildet 
man  eine  zweite  Grenze;  diese  i.st  kleiner  als  die  Wurzel, 

wenn  die  soeben  erhaltene  Grenze  J'  grösser  war,  und 
grösser  als  die  Wurzel,  wenn  die  soel)eu  erhaltene  Grenze  ̂ f 
kleiner  war. 

Dann  verfahre  man  mit  den  neuen  Grenzen  ebenso,  wie 

soeben  mit  den  ersten  gegebenen  Grenzen  a  und  h.  .lede  neue 
Operation  ergiebt  eine  immer  grössere  Anzahl  von  Zittern, 
welche  dem  Werth  der  AVurzel  angelniren.  Die  Zahl  exaeter 
Decimalzirtern,  welche  auf  das  Komma  nach  der  ersten,  zweiten, 

dritten  Operation  folgen,  steigt  bis  zu  2» -{-/,■,  4// +  3A-, 
8  m  4-  7 /.-,..  .  Der  Weg  der  Rechnung  ist  ein  gesicherter 
und  regelmässiger;  er  giebt  zu  keiner  überflüssigen  Rechnung 

Anlass,  und  man  ist  auch  nie  dem  l'mstande  ausgesetzt,  eine 
Zifter  zu  bestimmen,  die  sieh  nicht  auf  den  wahren  Wertli  der 
Wurzel   bezieht. 

Wir  haben  übrigens  den  Exponenten  /.  als  eine  constaute 
Zahl  betrachtet.  Es  kann  bisweilen  vorkommen,  dass.  wenn 

man  seinen  Werth  von  neuem  mittelst  besser  angenäherter 
Grenzen,  welche  der  Verlauf  der  Operation  liefert,  berechnet, 
man  für  diese  Zahl  /.  einen  griissereii  Werth  als  zuerst  lindet; 
dies  beseldeunigt  die  Annäherung. 

XXX.  Die  vorstehenden  Regeln  wenden  wir  ;iuf  die  Glei- 
eiiung: 

.,•3  _  2  ,.  _  r,  _  ,)  64j 
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:in.     Die  Fnnctioiienreihc  lautet: 

f[x)      =  .r-'  —  2.f  —  5 

/»     =3a--2 

fix]    =6^- /•'"(r)  =  6. 

2101  Setzt  mun  zunächst  die  Zahlen,  welche  um  10  fort- 
schreiten, ein,  so  findet  man: 

/•'"(a;],    f"{x),     /•'(.•),      f{x\ 

(-  1^  .  .    +          -  +  - 
1  4 

(<o:. . .  +      -      -      - 
2  5 

(o;    +      0 

l(>0).  .  .    +         +         -  - 

(1]    +      +      +      - 
',10)      +  +         +         +  • 

Zwischen  —  1  und  0  werden  zwei,  zwischen  1  und  10 
eine  Wurzeln  angezeigt.  Man  erkennt  sofort,  dass  die  zwei 
ersten  Wurzeln  imaginär  sind ;  denn  die  Summe  der  Quotienten 
4  5 
+  -  übersteigt  die  Differenz  1  der  beiden  Grenzen.  Folg- 

lich hat  diese  Gleichung  eine  einzige  reelle,  zwischen  1  und 
10  gelegene  Wurzel. 

Um  zwei  Grenzen,  welche  nur  um  eine  Einheit  in  der 
X>rdnung  der  letzten  Ziffer  voneinander  verschieden  sind,  zu 
Hndeu,    substituire   man  zwischenliegeude  Zahlen;    man   findet: 

(2)      +          +         +  - 
12  in  1 

0  0  0  1 

(3)      +         +         +         + 
18  25  U>. 

Die  Wurzel  liegt  also  zwischen  2  und  3:  da  die  Reihe 
der  Indices  0,  0,  0,  1  lautet,  so  könnte  man  zur  Annäherung 
^Ibergehcn.  Dividirt  man  aber  den  grössten  der  Werthe  von 

/*"'./■;,   wclclier    18    ist,     durch    den    kleinsten     der  Werthe   von 
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2f'{j-},  welcher  20  ist,  so  erhält  mau  =  0,9  als  Quotien- 

ten; die  Decimaleiulieit  der  Ordnung,  welche  der  ersten  Zitier 

dieses  Quotienti'u  unmittelbar  voiausgeht ,  ist  1;  mithin  hat 
man  /.==(>.  Ua  die  Ditlereuz  der  zwei  (Ireuzen,  zwischen 

denen  die  Wurzel  liegt,  auch  gleich  1  ist,  so  hat  mau  ii  =••  0. 
[211]  Folglich  ist  die  Bedingung  n  =  oder  ̂   1  ̂   /•  nicht 
erfüllt;  das  zeigt  an,  dass  die  (Jrenzen  2  und  3  nicht  nahe 
genug  sind,  um  die  Annäherung  sofort  beginnen  zu  können. 
Setzt  man  daher  zwischenliegcnde  Zahlen  von  der  sofort  fol- 

genden niedrigeren  Decimalordnung  ein,  so  kommt: 

(2.0)  .  .  .      +  +  +  - 
12  10  1 

(2.1)  .  .  .     +  +  +         + 

12,6      11,23    0,001. 

Die  Wurzel  liegt  also  zwischen  den  Grenzen  2,0  und  2.1. 

.Die  Differenz  dieser  Grenzen   ist    -  :  daher  ist  «  =  1.     Der 10 

grösste  der  Werthe  von  /  "(j-),  dividirt  durch  den  kleinsten  der 12  6 

Werthe  von  2f'{x),  ist      ̂ ^    =  0,6  .  .  .      Da    die   Decimalein- 
heit,  welche  sofort  auf  die  erste  Zifler  de.s  Quotienten  folgt, 

gleich  1  ist,  so  haben  wir,  wie  oben,  /.•  =  0.  Die  Bedingung 
«  =  1  —  k  ist  erfüllt ;  man  kann  daher  zur  Annäherung  über- 

gehen, ohne  die  Grenzen  noch  mehr  durch  Substitutionen  von 
neuen  zwischenliegenden  Zahlen  verengeru  zu  müssen. 

Die  grösste  Grenze  2.1  ist  hier  die  äussere  (Irenze.  welche 

mit  ;)'  bezeichnet  wurde;  denn  dieser  Werth  ergiebt  für  die 

zwei  Functionen  /"(./)  und  f"[.t)  dieselben  Vorzeichen  -f-.  Der 
erste  Näheruugswerth  wird   folglich   gebildet,   indem   man    \(»n 

/i'  =  2,1  den  Quotienten     >'      =     '  abzieht;  die  Division 

f  ji)  11 ,2.'> ist  dabei   liis  zu   der  DeciuialzilVer  der  Ordnung  2  n  -\-  /.,   d.  h. 
bis  zu  den  lluudertstelu  lortzuführeu;  vor  Ausführung  der  Sub- 
traction  muss  man  die  letzte  Ziffer  um  eine  Einheit  vermehren. 

Da  man      '  =0,00  .  .  .   findet,    so    ist    die   V(Ui   2,1    abzii- 

ziehende    Zahl  0,01:    als    erster    Näheruugswerth    kommt 
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daher  2,09.    Dieser  Werth  ist  bis  auf  wenigstens  —        exact; '  *  100 
bis  jetzt  aber  weiss  man  nicht,  ob  er  kleiner  oder  grösser  als 
die  Wurzel  ist. 

[212]  Um  dieses  zu  erkennen  und  die  Annäherung  fortzu- 
führen, setze  man,  entsprechend  der  Eegel  des  Artikels  XXIY, 

2,09  in  die  Functionenreihe  ein.  Die  folgende  Tabelle  bringt 
diese  Rechnung: 

/\2) /■'(2        /•"  2 

f"'[2] —  1 

10         12 

0,09        0,09 
0,90        1,08 

9 

972 
0.0486 

6 

0,09 

0,54 
9 

486 

0,0243 
9 

2187 

0,000729. 
Hieraus  folgt: 

/'  2,09  =  0.90 

/■'
 

(2,09,  =  10     f"(2m =  12    /■'"(2.09 

=  6. 

486 
1,08 

0.54 

729 243 =  12,54 

0,949329 
=  11,1043 

—  0,050671. 

Da  das  Resultat  der  Substitution  von  2,09  in  /'(./)  negativ ist,  so  ist  diese  Grösse  kleiner  als  der  Wurzelwerth,  welcher 
zwischen  den  Grenzen  2,09  und  2,10  liegt.    Da  die  Ditierenz 

dieser  Grenzen  — — -   oder   |    _|  ist,    so   ist    jetzt    die   Zahl   // 

100  \10/        '  '' 
gleich  2 ;  die  folgende  Annäheruug  kann  also  bis  zur  Deci- 
malziffer  der  vierten  Ordnung  geführt  werden.  Man  wird  da- 

her  die   Division     '  bis  zur  vierten  Zifter   incl.  nach  dem 

Komma  fortführen;  dies  ergiebt  0,0054  und  durch  Vermeh- 
rung der  letzten  Zifter  um  eine  Einheit  0,0055.  Subtrahirt 

man  dieses  Resultat  von  2,10,  so  ergiebt  dies  als  zweiten 
Näherungswerth   2,0945.     Dieser  Wcrth  ist  wenigstens  bis 

1 
aut  exact. 

10000 
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[213j  Man  Aveiss  noch  nicht,  oh  die  Zahl  2,0945  kleiner 
oder  grösser  als  die  Wurzel  ist.  Die  Substitution  dieser  Zahl 

in  die  Function  /' ./]  und  die  abgeleiteten  Functionen  vollzieht 
sich  auf  folgende  Art : 

/•,2,09                 /•'  2,0«) 

/•".2,09) 

/•'"  2,09) 

-0,050671              11,1043 12,54 6 

0,0045 
0.0045 0.0045 

555215 6270 30 
444172 5016 24 

0,04996935 0,056430 
0,0270 

45 45 

282150 1350 
225720 1080 

2589350 12150 

0,0001269675 
(MMKMI()075 45 

24300 

273375 
0.0000(XX)91125. 

Hieraus  schliesst  man: 

/■  2.0945  = 0,04996935 

0,(M  101269675 
0,000000091125 
0,O5O09(i4O8625 

—  0,050671 

=  - —  0.000574591375. 

/'2.0«J45,  = 11.1043 
0.056430 

O,a)0(Mi(.)75 
= 

n,lW)7907o: 

/ "  2,0945:  = 12,54 

0,0270 
= 12,5670. 

/^"'  2,0945;  = 

6. 

214'  Da  da.s  Kesultat  dieser  Substitution  in  /' j]  einen 
negativen  Werth  ergiebt.  schliesst  man,  dass  die  Zahl  2,0945 
kleiner  als  die  Wurzel  ist;  diese  liegt  daher  zwischen  den 
(Jrenzen   2. 094:)   und   L'.<>946.       Die    letztere    dieser  Zahlen    ist 
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die  sogenanute  änssere  Grenze,  und  folglicli  muss  zur  Fort- 
setznng  dieser  Operation  die  fragliche  Zahl  in  die  vorgelegten 
Fnnctionen  eingesetzt  werden.  Man  kann  sich  aber  von  der 

Wiederhohmg  der  soeben  ausgeführten  Rechntmg  durch  An- 
wendung der  Formel: 

f[i^  +  0  =  m)  +  if'iß)  +  4  ̂"(^^  +  2:3'^'"^'^^ + ■  ■  ■ 
befreien. 

Man   leitet   sofort   aus    den  voraufgehenden  Resultaten  ab: 

/■(2,094H)  =      0,0011ir)O79075 (52835 

   
1 

0,001116141911 
—  0,000574591375 

=   0,00054155053(1. 

/•' 2,094(1)  =  11,16079075 
125670 

3 

=     11,16204748. 

/  "(2,0946.  =     12.5670 
(5 

=    12,5676. 

/■"'(2,0946,:  =       6. 

Da  wir  jetzt  11  =  4  haben,  so  sollen  wir  liei  der  Berech- 

;,      r.     ,.     ,       f{ß]  0,000541550536      ..     .^.  .  . 

nung  des  Quotienten  ̂ ^  =  ̂ ri;i6204748  '^''  ̂   ''''''''" bis  zur  achten  Ziffer  incl.  nach  dem  Komma  fortsetzen.  Da 

der  Werth  dieses  Quotienten  0,00004851  ist,  so  wird  man  die 

Zalil  0,00004852  von  der  (ireuze  2,()94()  abziehen.  Dies  er- 
giebt  als  dritten  Näherungswerth  2,09455148. 

[215]  Die  folgende  Tabelle  bietet  die  Berechnung  der  Sub- 
stitution .dieses  Werthes  in  die  vorgegebenen  Functionen: 
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/•;2,0945             /•"2,ü945 

/■"  2,0945 

/■'"  2.0945 

0,000574591375   1 1 .  l(i(  )79(  175 12.5(i7o 

(5 

0,Ü(KXJöl4cS 0,(KNH)5148 0,IMJ(JU5148 

8928632600 1005360 48 

446431(5300 502680 24 

11161)79075 125670 
6 

5580395375 (528350 30 

0.0(K)57455750781(K) 0.(KK)64(;9491()0 0.00030888 
5148 

5175593280 

5148 

247104 

258779()()40 123552 
64()9491(i0 30888 

3234745800 154440 
33:^0494275680 159011424 

0.00000001665247 13784( ) O,()00000O0795(V}712 5148 

(53(504569(5 

31802284S 79^305712 

397528560 

40929540537(5 
( ).0( )()()( t(  II H  H  M  XX)13(U31801792. 

IIicrau.s  schliesst  man: 

/•  2.09455148;   = 
().(HX)5745575078100 

1(5(552471:^7840 

  136431801792 0,0(K)5745741(5O41781O20l792 
—  0.000574591375 

=  —  O.OOOfH  M  M>1 721458218979iB208. 

/■' 2.094Ö5148    =     11,16079075 
(54(59491(50 

7950,J712 

=     11,1614377071105712, 

/■":2,0i»455148  =     12.5(570 :^0888 

=     12,5(57:^0888. 

/•"' 2,09455148  =      (5. 

[216]  Da  das  Substitiitionsresultat  fix)  einen  negativen  Werth 
ergiebt,  so  folgt,  dass  die  eingesetzte  Zahl  kleiner  als  die  Wnrzel 
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ist:    die  Wurzel    liegt   also   zwischen   den  Zahlen  2,09455148 

und  2,09455149. 
Die  Kesultate  der  Substitution  der  letzteren  dieser  zwei 

Zahlen,  welche  man,  um  die  Annäherung  weiter  fortzuführen, 
kennen  muss,  leiten  sich  fast  ohne  Rechnung  aus  denjenigen 
her,  welche  aus  dem  bereits  angewandten  Verfahren  soeben 
erhalten  wiuxlen.     Man  hat : 

/•  2.U9455149     =       0,UUU(X.KJ111(;14377U711U5712 628365444 

  ^1 (»,000000111614377699471157 
—  0,000000017214582189798208 

=      0,000000094399795509672919, 

/•' 2.09455149    =    11,1614377071105712 1256730888 
3 

=    11,1614378327836603, 

/•'"2.0945Ö149,  =     12,56730888 

_         6 =  T2>6730894, 

/•'"  2,09455149;  =      6. 

Die  Zahl  n  ist  jetzt  gleich  8,  daher  muss  die  durch 

-f-ß^   angekündigte  Division  bis  zur  Kl.  Stelle  incl.  nach  dem 

Komma  fortgeführt  werden.  Da  der  Quotient  dieser  Division, 
den  man  leicht  vermöge  der  Kegel  der  geordneten  Division 
erhält,  0,0000000084576734  ist,  so  wird  man  diese  Zahl, 
nachdem  man  die  letzte  Ziffer  um  eine  Einheit  vermehrt  hat, 

von  dem  voraufgehenden  Werthe  abziehen;  dies  ergiebt  als 
vierten  Näherungswerth  2,0945514815423265;  diese  Zahl 
differirt  um  nicht  mehr  oder  weniger  von  der  Wurzel,  als  in 
einer  Decimaleinheit  der  16.  Ordnung. 

Bei  dem  gewählten  Beispiel  verdoppelt  eine  jede  Operation 
die  Anzahl  der  exacteu  Ziffern,  Avelche  auf  das  Komma  folgen : 
[2171  folglich  lehrt  eine  weitere  Operation  den  Werth  der 
Wurzel  bis  zur  32.  Decimalstelle  kennen.  Fährt  man  auf  die- 

selbe Art  zu  operiren  fort,  so  ist  die  Substitution  des  vorauf- 
gehcndeii   Werthes  leicht  und  ergiebt  folgende  Kesultate: 
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f(x)  =  —  0,00()0(l()(XMKHKKK)l(»21()74iKi()443ü7y84543249518öH(iöH7ö 

/•';.r  =     Il,l(n4:i772(;4!m(;472644ö(j33()978067ö 
f"{x]  =     12.ö(J7308889253959U. 

Da  der  für  f{x]  gefundene  Werth  neg.'itlv  ist,  so  kündigt 
dies  an,  dass  die  eingesetzte  Zalil  kleiner  als  die  Wurzel  ist; 
diese  Zahl  bildet  daher  die  untere  Grenze,  die  obere  Grenze 
ist  2,094551481  r)4232<)6.  Die  Resultate  der  Substitution 

dieser  letzteren  Zahl  ergeben  sich  sofort  aus  den  voraufgelieii- 
den :  sie  sind : 

f(x)  =    0,0OnO0("l0O0O0()(:K)009öOr)88122O566669()<  )4801257018509(i 
f'x)  =  n.l614377264934(;59S317(;522()23202(« 

/•"[j-)=  12,5673088892539ö9fi. 

Man  wird  daher  f{x)  durch  /"{./)  dividiren  und  die  Division 
bis  zur  32.  Ziffer  (incl.i  nach  dem  Komma  fortsetzen:  dies 
ergiebt  als  Quotienten 

0,ÜU00()ü()UÜUO()00UU0851 70 1345942009. 

Fügt  man  zu  der  letzten  Ziffer  dieser  Zahl   die  Einheit  hinzu 
und    subtrahirt    sie    darauf    vom    voraufgehenden    Werth ,     so 
kommt  als  fünfter  NäherungSAverth 

2,09455148154232659148238654057930. 

Die  letzte  Ziffer  dieses  Werthes  ist  exact,  d.  h.  man  würde 
sich  vom  wahren  Werthe  der  Wurzel  entfernen,  wenn  man 
diese  Ziffer  um  1  vermehren  oder  vermindern  würde;  wollte 
man  aber  die  Division  fortsetzen ,  so  würden  die  auf  die 

32.  Stelle  folgenden  Ziffern  nicht  mehr  der  Wurzel  ange- 
hören. 

XXXI.  Im  .Artikel  VI  und  den  folgenden  haben  wir  die 
Eigenthündichkeiteu  der  Aunilheruug  er.ster  Ordnung  kennen 
gelernt,  <1.  h.  derjenigen,  welche  aus  der  Fortlassung  der 
Terme  resultirt,  die  höhere  Potenzen  der  Unbekannten  als  die 

erste  enthalten.  [2181  Mehrere  Analysten  haben  die  Annähe- 
rung zweiter  Ordnung,  welche  viel  convergenter  ist,  betrachtet 

und  haben  vorgeschlagen ,  sie  bei  Herechnung  der  Wurzeln 
anzuwenden.  Das  Verfahren  kann  in  einer  grossen  Anzahl 
von  Fällen  mit  Vortheil  \  erwandt  werden,  aber  es  blieben 

noch  wesentliche  Schwierigkeiten,  wi-lche  auch  die  Xnvtnn'schv 
Annäherung  darbot,  zu  beseitigen.  Sie  best»'hen  darin,  mit  Sicher- 

heit die  imaginären  Wurzeln  zu  unterscheiden,  die  liechnung  durch 
Bestimmung  einer  zweiten  (Jrenze  exact  anzuordnen  und  die 
Convergenz   der  Annäherung    zu    messen.       In    «len    folgenden 

OgUiild'g  Klassiker.     Vi:.  14 
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Artikeln  Averde   ich   die  Principieii,  welche   zur  Lösung   dieser 
Frage  dienen,  auseinandersetzen. 

Um  die  Unsicherheit,  welche  aus  der  Fortlassung  der 
Glieder  höherer  Ordnung  hervorgeht,  zu  vermeiden,  haben  wir 
in  die  Rechnung  den  Ausdruck  zweier  Grenzen,  zwischen 

denen  die  AVurzel  immer  liegt,  eingeführt.  Ohne  die  Einzel- 
heiten, welche  wir  bei  der  Behandlung  der  linearen  An- 

näherung angaben,  zu  wiederholen,  werden  wir  von  dem- 
selben Princip  Gebrauch  machen;  denn,  nachdem  man  die 

strenge  Exactheit  der  Sätze  dieser  Art  gezeigt  hat,  ist  es  von 

grosser  Wichtigkeit,  die  ganze  Einfachheit  der  Dift'erential- 
rechnung  beizubehalten. 

~    -rV 

Fiff.  15. 

Unter  diesem  Gesichtspunkte  prüfen  wir  zunächst  die  fol- 
gende Frage,  welche  sich  auf  die  Annäherung  ersten  Grades 

bezieht. 

Der  Bogen  tnxn  (Fig.  15)  gehört  einer  Curve  an,  deren 

Ordinate  /'(./)  ist;  die  Abscisse  O.r  des  Schnittpunktes  ist  der 
Werth  einer  Wurzel  der  Gleichung  f[x)  =  0.  Denken  wir 

uns  von  dem  Sclmittpunkte  ./•  auf  der  Abscissenaxe  nach  links 
hin  eine  sehr  kleine  Grösse  xa^  die  wir  mit  w  bezeichnen, 
abgetragen.  Im  Punkte  a  errichte  man  die  Ordinate  am\ 
durch  den  Punkt  m  ziehe  man  zwei  Linien  w«,  m  v.  Die 
erste  «//<  ist  die  Tangente  des  Bogens  im  Punkte  ;»,  die 

zweite  div  ist  der  Geraden  ixt' ̂   welche  den  Bogen  im  Punkte 
.'  berühit,  parallel.  So  l)ildct  man  auf  der  Axc  ein  Intervall 

//;',  welches  viel  kleiner  wäre,  wenn  das  erste  Intervall  xa 
selbst  einen  viel  kleineren  Werth  erhalten  liätte.  Es  handelt 

sicli   darum,   die   IU'lati<»n    kennen    zu    It'nu'n.    w  elolu'    zwischen 
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diesem  ersten  Intervall  xa,  das  man  als  willkürlich  betrachten 

kann,  nnd  dem  Intervall  //  r,  welches  nach  der  beschriebeni  n 
Construction  daraus  hergeleitet  wurde,  besteht.  [219  31aii 
sucht  hier  die  äusserste  Relation,  welche  zwischen  den  Inter- 

vallen n.r  und  //  v  besteht,  d.  h.  man  setzt  voraus,  dass  das  mit 
i')  bezeichnete  Anfangsintervall  ax  beständig  kleiner  wird  unti 
die  Null   zur  (Jrenze    hat,    es  wird  z.  B.    der  lieihe    nach,  cj, 

w,  -    (j,  ...     Es  handelt   sich  darum,    die    entsprechenden 

Werthe  von  /<  v  zu  bestimmen  und  zu  erschliesseu,  was  aus 
dem  Verhältniss  von  ur  zu  ax  wird,  wenn  uv  seine  Grenze 
Null  erreicht. 

Die  so  deutlich  gestellte  Frage  ist  leicht  zu  lösen.  Be- 
zeichnet mau  mit  .r  den  Werth  der  Abscisse  ()./•  und  mit  c» 

das  Intervall  xn,  so  sieht  man,    dass  die  Ordinate  am   gleich 

/'(.r  —  w]  ist.     Die  Subtangente  au  ist  =^   tjj-^   r  ;    tler 

Werth  der  Geraden  a  r   ist  —       .,,  .      :  folglich  ist  die  Länge 

f  {^) des  Intervalls 

_  _  /•(■'•  —  i>,    ,     /V  —  tu) 

oder 

/■(---) -(^ij) -7^,-) 
Man  muss  nur  noch  cj  als  eine  unendlich  kleine  Grösse 

voraussetzen.  /'(./■  —  w)  ist  der  Werth  von  /' .')  vermindert 
um  sein  DitVerential  dxf'[x)\  fix]  ist  nach  Voraussetzung  Null. 
denn  ./•  ist  die  Abscisse  eines  Schnittpunktes;  daher  ist  im 

Ausdrucke  von  11  r  der  erste  Factor  f  x  —  vj]  gleich  —  dxf'[x  . 

Der  zweite  Factor  ist  das  DiflFerential  von    .,,      ,    wobei    man 

(Ix   als   negativ    voraussetzt.      Dieser   zweite    Factor    ist   daher 

f"'{x\ 
(Ix-  ,^//  >w  •      Mithin   ist   der  Werth   von   11  r: 

-"'  Cr  ■ 

Es  ist  klar,    dass    man    dieses    Resultat    auch    findet,  wenn 

14* 
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mau  den  Ausdruck  nach  Potenzen  von  w  entwickelt  und  da- 
bei höhere  Potenzen  fortlässt. 

Aus  diesem  Werth  der  unendlich  kleinen  Geraden  a  r  er- 
kennt man,  dass  dieses  Intervall  unvergleichlich  kleiner  als 

das  Intervall  lo  wird;  es  ist  gleich  dem  Quadrat  von  tu  multi- 

plicirt  mit  dem  Quotienten  —    .,^;  ,  also  einer  endlichen  Grösse, 

/  [x) welche  das  Verhältniss  der  zwei  Fluxionen  f"[x)  und  —  f'[x] 
im  Schnittpunkte  x  ausdrückt  und  von  der  Form  der  Curve 
in  diesem  Punkte  abhängt. 

r220J  XXXII.  Betrachten  wir  das  Intervall  w,  welches  die 
Differenz  zwischen  dem  Näherungswerthe  Oa  und  dem  exacten 

Werthe  Qx  ist,  als  einen  ersten  Fehler.  Zieht  mau  die  Tan- 
gente ?»;(/,  so  bestimmt  man  einen  besseren  Näherungswerth  // 

für  den  Punkt  x\  fügt  man  zu  der  Abscisse  Oa  die  Sub- 
tangente  «/t  hinzu,  um  einen  neuen  Werth  O/t  der  Abscisse 
zu  bilden,  so  sieht  man,  dass  der  übrig  bleibende  Fehler  ,kx 

kleiner  als  der  vorige  ax  geworden   ist.      Sei  lo'   dieser  neue 

Fehler,    so   schliesst  man   aus   dem  Werth   -^,   .-    für 

f  [x  —  lo) die  Subtangente,  dass 

f{x  —  w) cj'  =  to  + 
f'{x  —  lo) 

Avird. 

Entwickelt  man  nach  Potenzen  von  co  und  lässt  die  höheren 

Glieder  fort  oder  wendet  man,  was  dasselbe  ist,  die  Diffe- 
rentialausdrücke an,  so  hat  man: 

,  _  f{x)-cür{x]-i--ycü'-f"{x)  +  .-- '"-''-^  f'[x)-cof"{x)^... 

Lässt  man  das  Glied  /"(a-),  welches  nach  Voraussetzung 
Null  ist,  fort,  so  findet  man: 

^   -  iüf(x)  +  \oi*f{x)-\   
'"  =  "  +    rw-<.rw+..-r-  • 

oder,  da  w  eine  imendlich  kleine  Grösse  ist: 

10 fV) 

So  verringert  sicli  der  Fehler  w,    der  als   sehr   klein  vor- 
ausgesetzt wurde,    sehr   schnell;    er  wird   gleich   dorn  (.^ladrat 
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dcH  vorhergehenden  Fehlers  multipHcirt   mit   einer   bestimmten 

und  Constanten  Grösse,   nämlich  —  — -  -.,  .  ,    also    einem  end- 
2  f  [x] 

liehen    Werthe.    der    sich   :uif  den    Tunkt  ./•   des    Bogens  nun 
be/.ielit. 

Die  Relation  iu'  =   t"  >//  [    drückt,     wie     wir     jresagt 
2    f  [x] 

haben,  die  Endrelation  zwischen  einem  Fehler  und  dem  fol- 

genden aus.  Diese  Bedingung  besteht  im  Bolinittpunkte  ./•  streng: 
d.  h.  sie  lehrt  die  Endconvergenz  der  linearen  Annäherung 

kennen.  [221]  Diese  Kesultate  haben  wir  schon"'')  bewiesen; 
jetzt  wollen  wir  diese  Betrachtungen  auf  die  parabolische  Bi'- 
rührung  der  Curven  ausdehnen. 

XXXIII.    Sei  Oa  (Fig.  16)    ein   erster  Näherungswerth   der 

Abscisse   ()./•    eines   Schnittpunktes.      Der   Bogen  nixn  gehört 

O  /■/  fA.- 

Fig.  lü. 

einer  Curve  an,  deren  Ordinate  durch  /\./)  ausgedrückt  ist. 
Mit  a  bezeichnen  wir  den  Näherungswerth  ()'/,  mit  x  den 

exacten  Wcrth  ()./.  Sei  ./•  =  a -}- t ,  so  dass  t  der  Fehler 
erster  Annäherung  ist  und  man  f[a  +  tj  =  0  hat.  Wir  ent- 

wickeln diesen  Ausdruck,  indem  wir  die  Glieder,  bei  denen 
hiihere  Potenzen  von  t  als  die  zweite  auftreten,  vernach- 

lässigen; zur  Bestimmung  von  f   hat  man  dann  die  Gleichung: 

fa  -\-  tf'a  4-  .UV""  =  *^-  "•') 
/"i  /  "•  / ""  '**'"*5  bekannte  roeflicieuteu.  Tiöst  man  diesi' 
Gleichung : 

f^+2f  ;.„      -f       (      =0 In  f   n 
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.luf,  so  lindet  man: 

^—-m-^M 
f'a 
fä 

Seien  (.<)  der  Fehler  des  ersten  Näherungswerthes  '/  und  ui 
der  Fehler  des  besseren  Näherungswerthes,  der  gefunden  wird, 
indem  man  znr  Grösse  a  die  soeben  bestimmte  Wurzel  £  hin- 

zufügt, so  hat  man  x.  =  a  -\-  co  und  ./•  =  a  +  £  +  w'.  Da- 
her ist  lo'  =  w  —  c.  Es  gilt  nun  das  äusserste  Verhältniss 

zwischen  w  und  lo'  zu  finden;  man  gelangt  hierzu  auf  fol- 
gende Art.  3Ian  bestimmt  £  vermöge  der  vorstehenden  Glei- 
chung, indem  man  a  durch  seinen  Werth  ./■  —  w  ersetzt;  dann 

setzt  man  voraus,  dass  w  unendlicli  klein  ist.  Auf  diese  Art 
findet  man: 

,      wf'\x-iü)  +  f\x-M]^{[f'{x-co)'f-2f{x-m-f''[x-io)f. 

Da  oj  unendlich  klein  ist,  so  wird  man  nur  das  erste  Glied 
des  llesnltates  beibehalten.  Man  erkennt  nun,  dass  im  Zähler, 

wenn  man  dem  Radical  das  Vorzeichen  —  beilegt,  nur  mit 

(•<^  multiplicirte  Glieder  bleiben;  alle  Potenzen  von  lu,  die 
niedriger  als  die  dritte  sind,  verschwinden.  [222]  Der  Nenner 

f"{x  —  lo)  reducirt  sich  auf  /'"'.'),  wenn  w  unendlich  klein 
ist.  Es  erübrigt  also  nur,  noch  den  Zähler  zu  bilden.  Die 
Tiechnung  ist  folgende: 

Entwickelt  man  im  ersten  Theil  tof"[x  —  (o)  +  f'[x  —  lo) 
nach  Potenzen  von  (j,  behält  dabei  nur  noch  die  dritte  Potenz 

bei  und  lässt  die  Variable  ./•  unter  dem  Functionszeicheu  fort, 
so  findet  man: 

IV 

Im  Product  f{x  —  vj)  •  f"{x  —  w),  welches  unter  dem  Wurzel- 

zeichen   auftritt ,     reducirt    sich    der    Factor    /'  .*■  —  oj)    auf 

—  (f/"'  -\ — —f"   öf"'^   ̂ ^®^"  /•*'  ̂***  "'^^^  Voraussetzung 2  2  •  3 
Null.      Macht   man    in    dem    Ausdruck    für    das    Product    bei 

cj^    halt,    so    hat    man    an    die    Stelle    des    zweiten    Factors 

/'"(./•  —  oj)    die  Grösse   /""  —  wf"  -\-    .,  /"'^  7m  schreibiMi.    Das 

gesuchte  Product  /"./•  —  oj)  •  f"[x  —  lo)  wird  daher: 
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_  ,,/■';•"+  ,,^(i  f-.  +  /•'/•'")  _  or^iy'f"  +  ̂/-'/-IV). 

Das  (^Miadrat  von  /"'./•  —  ('))  oder  von 

ist  /    --/    +2/      -2:3/" 

f'i  _  oojf  /•" + <'r  ,r  +  /"  /■'")  -  oj'  [f"r  + 1  /■'  /•'^;. 

Daliev  wird  die  mit  dem  Exponenten  —   versehene  (irösse: 

r  -  c. VT"  +  ">^' i /•"/•'"+ Ü/" /■'"). 

ICrhebt  man  diesen  Ausdruck  zur  l'otenz  — ,  so  findet  mau, 

wenn  dem  Radical  das  Vorzeichen  —  beigelegt  wird: 

oder : 

-/■■  +  -!/■■"- -'(,'3^ +5 /■")]• 
|223J  Fügt  man  den  ersten  Theil  des  Ausdrucks  für  <-/ 

hinzu,   so  hat  man: 

dieses  sehr  einfache  Kesultat  giel)t  das  Maass  der  schliess- 
lichen  Convergenz  für  die  Annäherung  zweiter  Ordnung.  Der 

Fehler  oj  nimmt  sehr  rascji  ab;  sein  Werth  ist  das  l'roduct 
des  Cubus  des  V(»raufgehenden  Fehlers  in  einen  constanten 

("oefticienten.  Die  exacte  Anzahl  der  DerinialziÖern  wird,  all- 
gemein  gesprochen,    durch  Jede    neue   Operation   verdreifacht. 

1      /"'"  • 
Der  constante  Coefticient  ist  gleich  —  ̂     ̂  —.,--',    sein   Werth 

2   3/  ./• hiingt  von   der  Furm   der  Curve   im   Schnittpunkte  ab. 
XXXI V.  Diese  Sätze  lassen  sich  auf  die  Annäherung  jeden 

Orades  ausdehnen.  Um  das  allgemeine  Kesultat  zu  finden, 
habe  ich  eine  andere  Art  der  Berechnung,  über  die  ich  jetzt 
berichten  will,  angewandt. 

Hezeichnet  man  den  ersten  Näherungswerth  mit  o  und 
drückt  t  den  Fehler  dieser  Hestimmung  ans,  so  hat  man: 

./•  =  (i  -f-  f  und  f  <i  -{-  f^  =  O.  Man  entwickelt  diesen  Aus- 
druck und  lässt  die  l'otenzen  von  t,  welche  hidier  als  die 

erste,   zweite   dritt»-  Potenz  u.  s.  w.  sind,    fort,    je    nachdem  man 
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sich  auf  die  Annäherung  ersten,  zweiten  oder  dritten  Grades 
u.  s.  w.  beschränken  will.  Betrachten  Avir  diesen  letzen  Fall; 
die  Gleichung,  welche  zur  Bestimmung  von  t  dient,  lautet 
dann : 

fa  +  e  f'a  +  -~  f'a  +  J"'^  f"  a  =  0.      (e) 
Diese  Gleichung  ist  nur  eine  angenäherte;  der  Werth,  den  sie 
für  e  liefert,  ist  offenbar  unvollständig.  Fügt  man  ihn  daher 
zur  Grösse  a  hinzu,  so  findet  man  die  Wurzel  x  nicht  genau; 
sie  wird  dann  von  diesem  Werthe  um  einen  neuen  Fehler, 
welcher  viel  kleiner  als  der  erste  ist,  differiren ;  es  handelt 
sich  darum,  die  Endrelation,  welche  zwischen  einem  Fehler 
und  dem  ihm  folgenden  besteht,  zu  finden.  Die  Gleichung 

f{a  -{-  e)  =  0  würde  nur  dann  bestehen,  wenn  der  Werth  f 
durch  die  vollständige,  nicht  durch  eine  angenäherte  Gleichung 
bestimmt  Aväre.  Sei  lo  der  genaue  Werth  für  €,  so  dass  man 

X  =  o  -\-  CO  und  f(a  +  tu)  =  0  hat;  sei  to'  der  Fehler,  welcher 
den  früheren  lo  ersetzt,  und  welcher  daraus  entspringt,  dass 
man  eben  nur  einen  angenäherten  Werth  £  berechnet,  so 

hat  man  x=  a  -{-  e  -\-  w';  [224j  dabei  ist  der  Werth  £ 
die  Wurzel  der  angenäherten  Gleichung  (ej.  Mithin  ist: 

cj'  +  £  —  w  =  0  und  a  =  x  —  cü.  Jetzt  werden  wir  in  die 
Gleichung  (e)  für  a  seinen  Werth  ./•  —  to  und  für  t  seineu 

Werth  (ü  —  m'  setzen,  dann  hat  man  eine  Gleichung  zwischen 
to  und  to'.  Aus  dieser  Gleichung  muss  man  den  Werth  von 
to\  ausgedrückt  durch  to,  herleiten  und  dabei  voraussetzen, 
dass  to  unendlich  klein  ist.  So  erkennt  man  die  gesuchte 
Endrelation  zwischen  den  zwei  aufeinanderfolgenden  Fehlern 

to  und  to'.     Die  Gleichung  (e)  wird: 

f{x  -  to]  H-  {to  -  to')f'(x  -  to)  +  \  [oj  -  io'Yf"{x  -  to'  + 

+  ̂ ^_^{co-toyr{x-to)  =  i).     (E) 
Wie  wir  schon  sagten,  muss  man  aus  dieser  (ileichung 

den  Werth  von  cj'  entnehmen  und  schliesslich  to  als  unend- 
lich klein  voraussetzen.  Soll  diese  Untersuchung  allgemein 

sein,  so  muss  eine  Gleichung  irgend  eines  Grades,  l)ei  der  <■>' 
die  Unbekannte  ist,  betrachtet  Averden.  Zunächst  l)emerkt 

man,  dass  die  Gleichung  (E)  mehrere  Werthe  für  o'  orgieitt, und   zwar  deswegen    weil   sich    die   Rechnung   bisher   auf  alle 
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AVerthe  von  r  bezielit  und  nicht  nur  auf  den,  der  dem  an- 
genäherten Werthe  '/  um  niiciisten  liegt.  Die  Wurzel  vj\ 

welche  der  specielle  Gegenstand  der  Untersuclmng  ist,  würde, 

wenn  <•*  Null  wäre,  auch  Null  werden;  durch  dieses  Merkmal 
wird  uns  diejenige  Wurzel,  die  unter  den  durch  die  (ilei- 
chung  (El  gegebenen  Wurzeln  zu  wählen  ist,  gekennzeichnet. 

Man  entwickle  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  nach 

Potenzen  von  lo'  und  ordne  jeden  Coefficienten  einer  Potenz 
von  lo'  nach  wachsenden  Potenzen  von  i).  Dann  gewinnt  man 
eine  Gleichung  dieser  Form: 

O  =  Ato"'  +  Bvj'^  +  Gl)'  -\-I).     (F) 
A.  /?,  C\  D  sind  Coefficienten,  die  nach  steigenden  Potenzen 
von  10  geordnet  sind;  diese  Gleichung  könnte  von  irgend  einem 

Grade  in  oj'  sein.  Dies  vorausgesetzt,  betrachten  wir  co  wie 
eine  l)ekannte  Grösse  und  die  Gleichung  (F)  als  Buchstaben- 

gleichung. [225]  Wir  machen  dann  von  der  Methode  Ge- 
brauch, welche  die  einem  unendlicli  kleinen  Werthe  von  <j 

entsprechende  Wurzel  ij'  ergiebt;  unter  diesen  Werthen  von 
o/  mü.Hsen  wir  den  wählen,  welcher  am  kleinsten  ̂ nrd,  wenn 
OJ  unendlich  klein  wird.  Wir  werden  also  als  gesuchten  Werth 

von  w'  unter  den  nach  steigenden  Potenzen  von  cj  entwickelten 
Wurzeln  u'  diejenige  nehmen,  welche  in  ihrem  ersten  Terrae 
die  höchste  Potenz  von  (■>  enthält. 

Der  Term  J),  welcher  in  der  Gleichung  (F)  i/  nicht  ent- 
hält, ist  augenscheinlich: 

1)  =  fi.r-„j]^ojf'i.r-(o)-\-U'/-f",r-oj)+  -\^  oj^ f  " {.r- ij  ; 

entwickelt  man  und  lässt  x  unter  dem  Functionszeichen  fort, 
so  hat  mau : 

4-    —  /      —  / 
^  2.3'  -2  •  :<  ' 
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Der  Werth  von  />  ist  nach  Voraussetzung  Null,  nach  ge- 
iKiriger  Reduction  findet  man: 

i;  =  - -4-7  (<>V'^  +  etc. 

Die  Coeflicienten  C,  B,  J,  welche  in  der  Gleichung  (F)  auf- 
treten, reduciren  sich  nicht  derartig.  Der  Werth  von  C,  dem 

Coeflicienten  von  tu'  in  der  Gleichung  (F),  lautet: 

r  =  _  f\x-w]  -i  •  2  CO  f"{.r-oj)--^  3  o/-  f"  (•'•  -  w)  -  etc. 

Die  anderen  Coefficienten  5,  ̂1  sind  ebenso  aus  verschiedenen 
Potenzen  von  o  gebildet  und  enthalten  ein  jeder  auch  einen 
Term  ohne  o. 

3Ian  muss  jetzt  auf  die  Gleichung  (F)  die  allgemeine  Regel 

.-nnvendeu,  welche  dazu  dient,  die  Wurzeln  der  Unbekannten 
('/,  wenu  man  sie  nach  steigenden  Potenzen  eines  gewählten 
Buchstaben,  welcher  hier  to  ist,  geordnet  hat,  zu  bestimmen. 

226]  Da  die  Coefficienten  Ä,  B,  C  sämmtlich  einen  Term  ent- 
halten, bei  dem  vj  sich  in  der  Potenz  0  befindet,  so  hat  mau 

0  =  Aw"'  +  Bio"'  +  Co/  +  I) 

und  erkennt  durch  Vergleich  dieser  Coefficienten,  dass  unter 

den  nach  steigenden  Potenzen  von  to  entwickelten  Wurzeln  lo' 
diejenige,  welche  in  ihrem  ersten  CJlied  den  höchsten  Expo- 

nenten von  w  enthält,  durch  die  Theilgleichung : 

Cto'  -\-  D  =  () 

gegeben  wird;  entsprechend  der  angeführten  Kegel  muss  mau 

< '  und  D  auf  ihre  ersten  Glieder,  welche  der  ( »rdnung  der 
steigenden  Potenzen  von  w  entsprechen,  reduciren.  Um  die 

gesuchte  Wurzel  to'  zu  bestimmen,  liat  mau  daher  die  selir 
einfache  Theileleichuns; : 

«liese  ergiebt: 

(M] 

Dieses  Resultat  ist  analog  denen,  die  wir  in  den  Artikeln 
X.XXIl   luid  XXXIU   durch   einen   ganz   anderen  Process,    der 
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sich  nämlich  auf  die  wirkliche  Auflösung  tler  Gleichungen  des 
ersten  und  zweiten  (irades  stützte,  gefunden  haben.  Man  sieht, 
dass  die  Äletliode  der  Auflösung  der  Buchstabengleichungen 

hier  die  besonderen  Formeln,  welclie  die  Wurzeln  der  (llei- 
chungen  durcli   Kadicalc  ausdrücken  würden,  ergänzt. 

Wendet  man  die  vorstehende  Analyse  auf  die  Annäherung 

vierter  Ordnung,  d.  h.  diejenige,  welche  aus  der  Vernach- 

lässigung von  höheren  als  vierten  l*otenzen  resultirt,  an,  so 
bildet  man  die  Gleichung: 

0  =  f{x  —  lo)  -f-  [(0  —  w')  fix  —  w)  -{-\{<-0  —  <■)';■  f"{j—oj]  + 

;(.  -  vj'r  /•'"(■'•  -  ̂ o)  +  ̂ -4—  [w  -  oj'Y  rix-oj  . '    2-3   ̂   '   '     '  '    2.3-4 

|227]  31;ui  l»ist  dann  diese  Gleichung  nach  der  allgemeinen 
Methode,  welche  die  einem  unendlich  kleinen  i)  entsprechen- 

den Werthe  von  C'j'  kennen  lehrt;  zur  Bestimmung  derjenigen 
Wurzel,  deren  erstes  Glied  die  höchste  Potenz  von  o  enthält, 
findet  man  die  Theilgleichung: 

Mithin  ist  die  Endconvergenz  der  Annäherung  vierter  Ord- 
nung derartig,  dass  jeder  Fehler  c/  gleich  dem  in  die  fünfte 

Potenz  erhobenen  voraufgehenden  Fehler,  multiplicirt  mit  dem 

constanten  ractor  — ,  -     ■     ;  -.,    ,  ist. 

2  •  3  •  4  •  ö  /  'j- ' Das  Gesetz,  nach  dem  diese  Resultate  aufeinanderfolgen, 

ist  klar;  auf  diese  Art  erkennt  man  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Annäherung  irgend  eines  Grades.  Im  übrigen 

haben  diese  Betrachtungen  nicht  die  numerische  Berechnung 
der  Wurzeln  zum  (iegenstand;  die  speciellen,  von  uns  in  den 
vorhergehenden  Artikeln  gegeltenen  Kegeln  lassen  bozüglicii 
der  Leichtigkeit  der  Operationen  niclits  zu  wünschen  übrig. 
Aber  es  war  wichtig,  die  ganze  Ausdehnungsfähigkeit  dieser 
Theorie  der  Annäherungen  zu  zeigen. 

XXXV.  Die  Schwierigkeit,  den  Kall  der  zwei  imaginären 
Wurzeln  von  dem  der  zwei  reellen  Wurzeln  z\i  unterscheiden, 

ist  der  wichtigste  Tunkt  der  ( Üeichungstheorie;  er  erfordert 
eine    eisrentliümlielie    Metlioile.    die    anf    der    r>ereeliiuuiir    der 
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Grenzen,  zwischen  denen  die  Wurzeln  liegen,  basirt.  Die 

Untersuchungen  von  liolle-^),  sowie  die  von  de  Gna'^^)  haben 
nicht  zur  numerischen  Auflösung  der  Gleichungen  geführt; 
denn  ihnen  fehlte  ein  specielles  Criterium  zur  Unterscheidung 
der  imaginären  Wurzeln.  Die  Aufstellung  der  Gleichung  für 

die  Quadrate  der  Diflerenzen  hat  diese  besondere  Schwierig- 
keit zum  ersten  Male  gehoben;  aber  man  hat  schon  lange  be- 

merkt, dass  die  Lösung  eine  rein  theoretische  ist;  die  Ver- 
suche, welche  man  zu  ihrer  Vervollständigung  anwandte,  sind 

fast  ganz  unfruchtbar  gcAvesen.  Daher  war  es  nöthig,  die 
Frage  auf  eine  ganz  andere  Art  zu  behandeln ;  wir  haben  be- 
Aviesen,  dass  sie  eine  nicht  weniger  exacte  Lösung  von  un- 
vergleichlicli  einfacherer  Anwendbarkeit  zulässt.  Es  ist  aber 
wichtig,  die  Fundamentalfrage  von  verschiedenen  Gesichts- 

punkten aus  zu  betrachten;  [228]  denn  sie  bietet  sich  auch  in 
den  Untersuchungen,  welche  die  krummen  Oberflächen  be- 

treffen, sowie  in  der  allgemeinen  Theorie  der  Gleichungen  dar. 
In  den  folgenden  Artikeln  geben  wir  die  allgemeinen  Principien, 
welche  dazu  dienen,  sie  auf  verschiedene  Arten  aufzulösen. 

Es  seien  F[x)  und  f(x)  zwei  algebraische  Functionen,  deren 
Coefficienten  gegebene  Zahlen  sind.  Man  sei  ferner  durch  An- 

wendung der  im  Vorhergehenden  dargelegten  Methoden  dazu 
gelangt,  zwei  Grenzen  a  und  b  zu  finden,  zwischen  denen  die 

Gleichung  F{.r)  =  0  eine  einzige  AVurzel,  die  wir  mit  a  be- 
zeichnen, habe;  es  handelt  sich  dann  darum,  das  Vorzeichen 

des  Resultates  zu  kennen,  welches  man  erhält,  wenn  man  « 
in  die  andere  Function  f{;x)  einsetzt. 

Wäre  der  exacte  Werth  von  a  bekannt,  so  hätte  die  Frage 
keine  Schwierigkeit;  man  würde  dann  diesen  exacten  Werth 

der  Variablen  ;'•  in  der  Function  f[.i-)  beilegen  und  damit  das 
Vorzciclicn  des  Iiesultates  erkennen.  Wenn  die  Wurzel  a  nur 

näherungsweise  bekannt  ist,  so  verhält  es  sich  nicht  so; 
denn  setzt  man  an  die  Stelle  von  r  eine  sehr  angenäherte 
Grenze  a  des  «,  so  ist  man  nicht  sicher,  ob  das  Vorzeichen 

von  f{a)  dasselbe  wie  das  Vorzeichen  von  /*(«)  ist;  die  Un- 
siclierheit  besteht  immer,  Avie  klein  auch  der  Unterschied 
zwischen  der  Wurzel  a  und  der  (4reuze  a  sei.  Die  Unter- 

scheidung des  Falles  zweier  imaginärer  Wurzeln  von  dem 
zweier  reeller  Wurzeln  reducirt  sich  darauf,  das  VorzeicIuMi 
zu  bestimmen,  das  man  erhält,  wenn  in  eine  gewisse  Function 

/■(./•)  eine  Wurzel  a,  Molche  eine  andere  Function  F[X^  annul- lirt,  eingesetzt  wird.     Nelunen  wir   die  Gleichung: 
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y<  _  3 .^4  _  24 r'  +  95.r-  —  46^  —  IUI  =  0, 

die  wir  in  ilt-n  Artikeln  XII  und  XXXVI  des  ersten  Buches 
behandelt  h;il)en,  zum  lieispiel.  Setzte  man  die  Zahlen  2  und 
3  in  die  Functionen : 

r[T\  rix),  rix),  fix),  fix),  fix), 
so  fand  man  folj^rende  zwei  Reihen: 

(2)  .  .  .     +       +        -        -       +       - 
120     168      48       82       30       21 

0         (►  1  0  1  2 

(3)...     -f-       +       +       -       -       - 
120     288      180      26        43        32. 

229]  Die  nach  Artikel  XXXI  des  ersten  Buches  gebildete 
lleihe  der  Indices  schliesst  mit  den  Zahlen  0,  1,  2.  Hieraus 

folgt,  1.  dass  die  Gleichung  fix]  eine  zwischen  2  und  3  ge- 
legene Wurzel  hat,  und  dass  diese  Gleichung  in  diesem  Inter- 

vall nur  eine  Wurzel  besitzt,  2.  dass  man  zwischen  diesen 

(irenzen  2  und  3  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  /'[x]  =  O  suchen 
nuiss  und  man  bis  jetzt  nicht  weiss,  ob  diese  Wurzeln  reell 
sind  oder  in  dem  Intervall  verloren  gehen.  Um  die  Natur 

dieser  Wurzeln  zu  erkennen,  muss  man  eigentlich  in  /'/ 
den  exacten  Werth  der  Wurzel  «  der  Gleichung  /"(x)  =  0 
einsetzen  und  das  Vorzeichen  von  /"(«)  bestimmen.  Ist  dieses 
letztere  Vorzeichen  positiv,  so  sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln 
reell;  die  eine  liegt  zwischen  2  und  <^  die  andere  zwischen  « 

und  3.  l)it's  tVdgt  augenscheinlich  aus  den  l'rincipien,  welche  wir 
im  ersten  Buche  bewiesen  haben.  Ist  hingegen  das  Vorzeichen 
von  /\a)  negativ,  so  ist  man  sicher,  dass  die  Wurzeln  imaginär 
sind;  denn  die  Reihe  der  Vorzeichen  verliert  auf  einmal  zwei 
Vorzeirheuwechsel,  wenn  die  eingesetzte  Zahl  von  einem  Werth, 

der  nni'ndlicli  wenig  kleiner  als  «f  ist,  zu  einem  Werthe,  der 
unendlich  wenig  grosser  als  a  ist,  übergeht.  Aber  um  dieses 
letzteren  Schlusses  ganz  sicher  zu  sein,  genügt  es  nicht,  in 

/'(./•)  an  die  Stelle  von  ./•  einen  sehr  angenäherten  Werth  des 
«  zu  setzen;  denn  man  sieht  ein,  dass  das  Vorzeichen  von 

f[jr]  für  einen  gewissen  Werth  des  x  zwar  positiv  sein,  hin- 
gegen, falls  man  die  eingi'Si'tztc  Zahl  um  eine  sehr  kleine 

(irösse  ändert,  negativ  werden  kiinute.  l>ie  ganze  Schwierig- 
keit   bestellt    darin,    obgleich    man   ./    nur    einen    angenäherten 
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AVerth  a,  der  kleiuer  als  «  ist,  oder  einen  angenäherten  Werth  b, 
der  grösser  als  «  ist,  beilegt,  dennoch  das  Vorzeichen  von 
f{x)  bestimmen  zu  können.  Diese  Frage  lösten  wir,  indem 

wir  nicht  allein  die  Werthe  der  Resultate  f[a)  und  /"/>),  son- 
dern auch  die  von  f'[a)  und  f'[h),  der  Flnxionen  erster  Ord- 
nung, betrachteten.  Ist  in  der  That  der  Werth  a  sehr  nahe 

bei  «  und  hat  das  Resultat  f[a)  einen  sehr  grossen  positiven 
Werth,  so  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  das  Vorzeichen  von 

/■(a)  positiv  sei;  dennoch  muss  das  Verhalten,  Avenn  die  Fluxion 
f'[a)  negativ  und  durch  eine  sehr  grosse  Zahl  ausgedrückt  ist, 
untersucht  werden;  denn  in  diesem  Falle  nimmt  die  Function 

fix)  sehr  schnell  ab;  es  wäre  daher  immerhin  möglich,  dass 
sie  bei  einer  sehr  kleinen  Werthänderung  des  a  negativ 

würde  und  schliesslich  doch  wieder,  weil  die  Fluxion  /"'(./) 
selbst  positiv  und  sehr  gross  werden  würde,  einen  positiven 
Werth  annehmen  könnte.  [230]  Die  von  uns  im  Artikel  XXIV 

und  den  folgenden  des  ersten  Buches  gegebene  Lösung  be- 

steht darin,  die  Werthe  von  /'(«),  /"'(«),  /'(&],  f'[h)  und  des 
Intervalles  h  —  a  in  die  Rechnung  einzuführen.  Durch  Ver- 

gleichen dieser  Grössen  gelingt  es,  das  Vorzeichen  von  /"(«) 
ohne  irgend  welche  Unsicherheit  zu  erkennen.  Man  kann  die 

Frage  aber  auch  von  einem  anderen  Gesichtspunkte,  den  an- 
zugeben nützlich  ist,  betrachten. 

XXXVI.  Stellt  man  sich  allgemein  die  Frage,  das  Vor- 
zeichen des  Resultates,  welches  man  durch  Einsetzen  der 

Wurzel  «  der  Gleichung: 

F[x\  =  0 

in  fix)  findet,  zu  bestimmen  und  sind  dabei  /'(.'!  und  F{x) 
zwei   gegebene   algebraische   Functionen,    wobei    der   singulare 

Fall,  dass  F[x\  gleich  — ,—    ist,    zunächst   ausgeschlossen   sei. 

so  genügt  es,  die  im  ersten  Buch  bezüglich  der  Grenzen  der 
Wurzeln  bewiesenen  Principien  anzuwenden. 

Man  hat  zwei  Grenzen  a  und  Z>,  zwischen  denen  die 

(üeichung  /<'(.;)  ̂   0  eine  reelle  Wurzel,  nämlich  den  frag- 
liclien  betrachteten  Werth  «,  besitzt;  diese  zwei  (irenzen  a 
und  h  können  immer  nahe  genug  aneinander  gebracht  werden. 
Ml  dass  die  zwei  Vorzeichenreihen  der   Kesult:ite: 

Fi^Xa),  7<^("'-0(,,,,  ....    F"'[a\   F"{a\  F'{a),  F{a), 

A'("»)(i),  /''("'-')(/,)    /<■'"(/,).  /'"(/,),  r(/>),  F{h\     ̂   ' 
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erkennen  lassen:  die  Gleichung  /*'(./)  luit  zwischen  a  und  h wirklich  nur  eine  reelle  Wurzel.  Setzen  wir  das  Bestehen 

dieser  Bedingung  voraus,  so  wird  man  dann  dieselben  Grenzen 
ti  und  h  in  die  aus  der  anderen  Function  f[x]  abgeleiteten 
Functionen,  nämlich : 

fW.x]^  f^"-%>%  ...,  /•'"(.'•)>  rU  PA  f'-r), 
einsetzen  und  prüfen,  ob  aus  dem  Vergleich  der  zwei  Keiheii 
von  Vorzeichen: 

/•(")(«),  f("-%r,  ...,   ria),  f"[a),  f'{a),  f{a), 

folgt,  dass  die  Gleichung  /"(./)  keine  Wurzel  zwischen  a  und  l> 
haben  kann;  [231  i  man  wird  also  sehen,  ob  die  Indicesreilie. 
welche  den  Reihen  (2;  eigenthüralich  ist,  die  Null  als  letztes 
(Jlied  aufweist.  Findet  diese  letzte  Bedingung  gleichzeitig  mit 
der  vorangehenden  statt,  so  erkennt  man  mit  Sicherheit  das 

Vorzeichen  von  /'(«);  dieses  Zeichen  wird  dasjenige  sein, 
welches  den  zwei  CJriissen  f{a)  und  f[h\  gemeinsam  ist.  In 
der  That  folgt  aus  der  zweiten  Bedingung,  dass  alle  zwischen 

(1  und  /'  gelegenen  Grössen,  wenn  man  sie  in  /'(./)  einsetzt. 
Kesultate  gleichen  Vorzeichens  ergeben;  aus  der  ersten  Be- 

dingung aber  folgt,  dass  der  exacte  Werth  von  u  zwischen  '/ 
nnd  h  liegt.  Daher  ist  das  Vorzeichen  von  f[a)  bekannt;  es 

ist  das  von  f[a)  und  f[h].  Um  dieses  Vorzeichen  zu  bestim- 
men, genügt  es,  die  (Jrenzen  a  und  h  so  nahe  aneinander  zu 

bringen,  dass,  während  die  Wurzel  (.c  nicht  aufhört  zwischen 

II  und  h  zu  liegen,  —  dieses  erkennt  man  durch  die  Vor- 
zeichen der  Reihen  [V  — ,  die  Vergleiehung  der  Reihen  (2;  als 

letztes  Glied  der  Reihe  der  Indices  0  ergiebt.  Sieht  man  nun 
von    dem    Falle   ab,    in   dem   bei   diesen   zwei   Functionen    die 

singulilre  Relation   /''(./)  =     ,        statthat,    so   ist   ni.m    sichi-r. 
'  d.r 

d;iss  man  leicht  die  (Jrenzen  '/  und  h,  welche  lieiden  Be- 
dingungen geniigen,  linden  wird;  denn  da  die  Function  Fir 

durch  die  Ordinalen  einer  gewissen  Gurve  ausgedrückt  ist  nnd 

die  algebraische  Function  /"(./)  auch  die  Grdinaten  einer  zweiten Cnrve  darstellt,  so  können  die  zwei  (irenzen  n  und  A.  zwischen 

denen  sich  ein  Sclinittpunkt  der  ersten  Linie  mit  der  Ab- 
scissenaxe  IxMiudel.  allgemein  gespruehen,  zwei  ( »nlinaten  der 
zweiten    Gur\(\    zwischen    denen    diese    zweitt>    Cnrve     keinen 
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Schnittpunkt  hat  und  frei  von  jeder  Windung  ist,  entsprechen. 
Daher  wird  der  Vergleich  der  Reihen  (2)  als  letztes  ( Uied  der 
licihe  der  Indices  0  ergeben.  Folglich  werden  die  zwei  aus- 

gesprochenen Bedingungen  zusammen  bestehen,  und  das  Vor- 
zeichen von  f[a)  wird  bekannt  sein. 

XXXVII.  Diese  Bemerkung  ist  nicht  auf  die  Functionen, 
welche  nur  eine  Variable  enthalten,  beschränkt.  ^lan  kann 
allgemein  die  folgende  Frage,  welche  sich  bei  wichtigen  An- 

wendungen der  algebraischen  Analysis  darbietet,  auflösen.  Es 

sei  eine  algebraische  Function  /'(>,  y,  s;, .  .  .)  mehrerer  Variablen 
vorgelegt,  und  die  Werthe  von  x.,  y,  z,  .  .  .  seien  nur  Ucähe- 
rungsweise  bekannt;  es  handelt  sich  darum,  mit  Sicherheit  das 
Vorzeichen,  Avelches  durch  Einsetzen  der  exacten  Werthe  für 

A-,  ?/,  %,  .  .  .  in  /"(a-,  y,  z,  .  .  .)  erhalten  wird,  zu  erkennen. 
[232]  Dabei  setzt  man  voraus,  dass  für  jeden  dieser  Wertlie 
zwei  Grenzen,  zwischen  denen  er  liegt,  bekannt  seien.  Um 
ein  sicheres  Criterium  zu  haben,  muss  man  beurtheilen,  ob 
diese  Grenzen  nahe  genug  beieinander  liegen,  so  dass  die  ver- 

schiedenen Resultate,  die  man  durch  Substitution  irgend  welcher 

zwischen  diesen  Grenzen  gelegener  Werthe  von  ./■,  y,  ;,  .  .  . 
erhält,  sämmtlich  von  demselben  Vorzeichen  sind. 

Im  Artikel  XXXVI  haben  wir  dieses  Criterium  für  den 

Fall  einer  einzigen  Variablen  angegeben;  wie  man  im  Laufe 
dieser  Untersuchungen  sehen  wird,  ist  dieser  Satz  allgemein 
gültig.  Es  ist  immer  leicht,  die  zwei  Grenzen,  welche  jeden 

der  Werthe  r,  ,?/,  •,,  .  .  .  einschliessen,  so  nahe  zu  bringen, 
dass  das  Vorzeichen  des  Resultates  sich  sicher  nicht  ändert, 
wenn  man  den  Variabelu  irgend  welche  zwischen  diesen  Gren- 

zen gelegene  Werthe  beilegt. 

XXXVIII.  Dieser  Satz  bezieht  sich,  allgemein  gesprochen, 
auf  die  verschiedenen  Punkte  der  Curven  oder  krummen 

Flächen  und  auf  irgend  welche  Werthe  der  Variablen  x,  y,  ,v, ..., 
aber  es  giebt  besondere  Werthe,  auf  welche  man  ihn  nicht 
direct  anwenden  kann.  Diese  Fälle  erfordern  einen  l)esouderen 

Process,  dessen  Ursprung  wir  angeben  wollen.  Man  stellt  sich 
die  Aufgabe,  das  Vorzeichen  des  Resultates,  das  man  erhält, 
wenn  man  in  der  algebraischen  Function  fix]  an  Stelle  von  x 

einen  die  abgeleitete  Function  /"{x)  anuullirenden  Werth  a  ein- 
setzt, zu  bestimmen.  Dieser  Werth  a  ist  nicht  genau  be- 
kannt, aber  man  weiss,  dass  er  zwischen  zwei  sehr  nahen  und 

gegebenen  Grenzen  a  und  h  liegt.  Diese  letztere  Frage  ist 
genau  dieselbe,  welche  wir  zuerst  betrachtet  haben,   und  welche 
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die  UnterscheiduufT  des  Falles  zweier  reeller  Wurzeln  von  dem 
Falle  zweier  imaginärer  Wurzeln  zum  (gegenständ  hatte.  Mau 
sieht  dies  klar  an  dem  im  Artikel  XXXV  citirten  Beispiel. 

Stände  die  zweite  Function  f'[x)  nicht  zu  der  ersten  f\x)  in 
dem  singulären  Verhältniss,  hätte  man  also  statt  f'\j-)  eine 
gewisse,  von  f\x)  unabhängige  Function  F[x)^  so  würde  man 
prüfen,  ob  die  zwei  Grenzen  n  und  h,  zwischen  welchen  « 
liegt,  nahe  genug  sind,  so  dass  die  Vergleichung  der  zwei 
Iteiheii  von  Vorzeichen: 

233      /•(")/o, /•("-' V), ....  /», n«), rw, 
/•(")(/,),  /'(«-«)(/>), ...,  /-"(fi),  f'{h\  m 

als  letztes  Glied  der  Indicesreihe  0  ergiebt;  würde  diese  Be- 
dingung zunächst  nicht  eintreten,  so  würde  man  die  zwei 

Grenzen  '/  und  h  näher  bringen,  bis  die  Bedingung  eintritt ; 
dies  ist  im  allgemeinen  Fall  leicht.  Dann  würde  das  gesuchte 

Vorzeichen  von  /"(f)  dasjenige  sein,  welches  f[a]  und  f[h)  ge- 
meinsam zukommt.  Aber  in  dem  von  uns  beti-achteten  be- 
sonderen Falle  erhielte  man,  wie  sehr  auch  die  Grenzen  a 

und  h  näher  gebracht  würden,  doch  nicht  die  letztere  Be- 
dingung; das  letzte  Glied  der  lieihe  der  Indices  würde  nie- 

mals 0  werden.  Wären  die  im  Intervall  von  (/  bis  h  ge- 
suchten zwei  Wurzeln  reell,  so  würde  es  gelingen,  die  zwei 

Wurzeln  zu  trennen,  indem  man  die  Grenzen  näher  bringt", 
wären  sie  aber  imaginär,  so  würde  die  Unsicherheit  immer 
bestehen,  denn  das  letzte  (ilied  der  Reihe  der  Indices,  welche 
durch  die  oben  stehenden  Reihen  gegeben  wird,  würde  niemals 

0  werden,  sondern  immer  gleich  2  sein;  der  Wertli  von  ./•.  wel- 

cher die  «hdinate  /"'(./)  der  zweiten  Gurve  zu  Null  macht,  ent- 
spricht nämlich  in  der  ersten  Curve  einem  besonderen  Punkte,  in 

dem  die  Tangente  parallel  der  Abscissenaxe  ist.  Das  letzte 
(Jlied  der  Reihe  der  Indices  kann  nur  in  dem  Falle  0  sein, 

in  dem  der  Curvenbogen,  welcher  dem  Intervall  der  (Frenzen 
entspricht,  keinen  Tunkt  des  Maximums  oder  Minimums  aut- 

weist. Man  sieht  daher,  dass  der  im  Artikel  XXXVl  ausge- 
sprochene Satz  hier  nicht  ebenso  angew.mdt  werden  kann,  wie 

wenn  die  zwei  vorgelegten  Functionen  in  keinem  speciellcu 
Verhältniss  stehen.  Nachdem  man  den  Grund  für  die  Schwie- 

rigkeit des  Falles,  mit  dem  wir  uns  beschäftigen,  erkannt  hat, 

bieten  sich  verschiedene  Mittel  zur  liüsung  dar;  eines  der  ein- 
fachsten und  sehr  leicht  aiiweiidl»aren  wollen  wir  augeben: 

Anstatt    die    zwei    Functionen    /  ./      und    /' ./      zu    betrachten, 
OstwaU's  Klassikor  127.  i;, 
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ersetze  man  sie  durch  /"(.'  -|-  f'\.r)  und  /"'(./:).  Ein  Werth  «  von 
a',  welcher  f'[x)  zu  Null  macht,  liegt  zwischen  <i  und  h\  es 
handelt  sich  darum,  das  Vorzeichen  von  f[cc)  mit  Sicherheit 

zu  bestimmen.  Sei  (f[x)  =  f[x)  +  /"'(■'),  so  sieht  man,  dass 
das  gesuchte  Vorzeichen  von  /*(«)  auch  dasjenige  von  (/)(«; 
ist;  denn  /"'(«)  wird  nach  Voraussetzung  Null.  [234;  Man 
kann  daher  ebenso  verfahren,  wie  wenn  die  vorgegebenen  Func- 

tionen (p{x)  und  fix)  wären.  Jetzt  ist  der  singulare  Punkt, 
bei  dem  die  Tangente  parallel  der  a;-Axe  ist,  beseitigt;  er  be- 

findet sich  nicht  mehr  nothwendig  in  dem  Intervall  der  Gren- 

zen a  und  />,  welches  die  Wurzel  a  der  Gleichung  /"'(./)  =  0 
umfasst.  Man  muss  daher  prüfen,  ob  die  Grenzen  a  und  h 
derartig  sind,  dass  die  Reihen: 

f/)('0(a,),  .  .  .,  tp""[a),  (p"{a),  cp'{a),  <p{a), 

./,(«)(&),   .  .  .,  ,p"'{h),    cp"{h),    cp'{b\,    <p{b) 

für  die  Gleichung  cp{x)  eine  Reihe  von  Indices,  deren  letztes 
Glied  Null  ist,  besitzen;  tritt  diese  Bedingung  zunächst  nicht 
ein,  so  gelangt  man  leicht,  indem  man  die  (Jrenzen  näher 

bringt,  zu  zwei  benachbarteren  Grenzen  k'  und  b',  welche  als 
letztes  Glied  der  Reihe  der  Indices  0  ergeben;  gleichzeitig 

werden  die  Grenzen  a'  und  b'  immer  die  Wurzel  a  der  Glei- 

chung f'{x)  =  0  umfassen.  Wenn  diese  Bedingungen  statt 
haben,  so  wird  man  das  gemeinsame  Vorzeichen  von  (p{a'] 
und  <p{b']  bestimmen;  dieses  Vorzeichen  Avird  das  von  </)(«) 
sein  und  folglich  dasselbe  wie  das  Vorzeichen  von  f'a),  welches 
man  zu  bestimmen  hatte.  Ist  das  gefundene  Vorzeichen  ent- 

gegengesetzt zu  dem  von  f{a')  und  /'(/>'),  so  sind  die  zwei 
Wurzeln  reell;  ist  es  dasselbe,  so  sind  die  zwei  Wurzehi 
imaginär. 

Man  muss  besonders  bemerken,  dass  die  Substitution  der 

Grenzen  a  und  Ij  in  die  Function  fplx)  und  die  aus  (f  [-i']  ab- 
geleiteten Functionen  sich  selir  leicht  vollzieht;  denn  die  Func- 

tion (p{x)  ist  ja  gleich  f{x)  -\-  fix).  Nun  haben  die  voran- 
gehenden Operationen,  welche  zur  Auffindung  der  ersten  Nähe- 

rnngsgrenzen  gedient  haben,  die  Resultate  der  Substitutionen 

in  /'(./j  und  in  alle  aus  f{x]  abgeleiteten  Diflferentialfunctionon kennen  gelehrt;  folglich  wird  man  den  Fall  der  imaginären 
Wurzeln  allein  aus  dem  Anblick  der  schon  gebildeten  nunie- 
lisclicn  Resultate  entscheiden  und  erliält  so  eine  exacte  und 

sflir  einfache   hrisuiig  der  vorgelegten  Frage. 
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XXXIX.  In  (lein  oben  citiiten  Heispiele  sind  die  den 
( Jrenzen  2  und  3  entsprechenden  Reihen : 

/•"'(:r),     fi^},     fix,,       fix, 
-  -  +  - 
48  '82  3(»  21 
1  »»  1  2 

180         2(i  43  :i2. 

(2)  wird  man  dadurch  eine  ent- 

sprechende Keihe  (2)'  bilden,  dass  man  zu  jedem  (iliede  der 
Keihe  (2)  das  ilim  links  in  derselben  Keihe  voraufgehende  Glied 
hinzuaddirt  und  das  Vorzeichen  des  Resultates  hinschreibt; 

ebenso  muss  man  mit  der  Keihe  (3),  um  die  entsprechende 

Reihe  (3]'  zu  erhalten,  verfahren.  Hierdurch  findet  man: 

(2)'  .  .  .  +  +  +  -  -  4- 
(10  0  10  1 

l3)'  .  .  .     +         +         +         +         —         — . 
Da  das  letzte  Glied  dieser  neuen  Indexreihe  nicht  Null  ist. 

so  schliesst  man,  dass  die  Grenzen  2  und  3  nicht  nahe  genu;;^ 
bei  einander  liegen,  um  die  Frage  sofort  lösen  zu  können.  Man 
wird  daher  eine  zwischenliegende  Zahl  2,2  in  die  Functionen- 
reihe  einsetzen  und  erhält  die  folgende  Tabelle: 

/-^^>],    /-ivf-r-),  /""(x),   f"['-\       flrl       f[xy 

48         82  30  21 

1 

180         26  43  32. 

Die  Grenzen  für  die  zwei  angezeigten  Wurzeln  sind  jetzt 

2,2  und  3.  Bildet  man  die  Reihen  (2,2)'  und  3!'  auf  die 
oben  dargelegte  Art,  d.  h.  addirt  man  jedes  (ilied  der  Reihen 

(2,2j  und  (3  zu  dem  ihm  links  unuiittt'll)ar  voraufgehenden 
Gliede  derselben  Reihe,  so  findet   man : 

(2,2,'  .  .     +  +  -f  _  -^ 
0  O  O  1  O  n 

(3)'...     4-         +         -f-         H-         -  -. 

15' 

'^)  ■  ■ .  + 

4- 

120 l«i8 

2,2  . 
•      -+■ 

4- 

1  2( ) 
1U2 

o o 

:3) . . •     4- 

4- 

120 288 

— 

4- 

— 

S8, 08 12,872 16,61)248 
0 1 2 
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[236  Das  letzte  Glied  der  Reihe  der  Indices,  welche  durch 
die  Reihen  (2,2)  und  (3)  gegeben  wird,  lautet  2;  man  muss 
daher  zwischen  den  Zahlen  2,2  und  3  zwei  Wurzeln  der  Glei- 

chung f[x)  =  0  suchen;  man  weiss  noch  nicht,  ob  diese  zwei 
Wurzeln  reell  sind  oder  im  Intervall  dieser  Grenzen  verloren 

gehen.  Die  Gleichung  f'{x)  =  0  hat  sicherlich  zwischen  2.2 
und  3  eine  reelle  Wurzel;  da  die  drei  letzten  Glieder  der 

licihe  der  Indices  0,  1,  2  sind,  so  erkennt  man  durch  Ein- 

setzen der  Wurzel  a  der  Gleichung  f'{x)  =  0  in  f{x),  ob  die 
zwei  Wurzeln  der  Gleichung  f[x}  =  0  reell  oder  imaginär 

sind;  ist  das  Vorzeichen  von  /"(«)  positiv,  so  sind  die  Wurzeln 
sicher  reell;  wenn  das  Vorzeichen  von  /'(«)  negativ  ist,  so 
sind  sie  imagiucär.  Betrachtet  mau  nun  die  Reihen  (2,2]'  und 

(3)',  welche  nicht  der  Fuuction  /'(.r),  sondern  der  Function 
f(x)  ~\-  f'[x)  entsprechen,  so  sieht  man,  dass  zwischen  2,2  und 
3  keine  Zahl,  welche  den  Ausdruck  f[.r]  -\-  f'[x)  annullirt. 
gelegen  sein  kann.  Dies  folgt  daraus,  dass  die  Reihe  der 

durch  (2,2)'  und  (3)'  gegebenen  Indices  die  Null  zum  letzten 
(iliede  hat.  Jede  zwischen  2,2  und  3  gelegene  Zahl  ergiebt 

daher,  wenn  man  diese  Zahl  in  den  Ausdruck  /'(.r)  -f-  f'-x] 
einsetzt,  ein  Resultat  desselben  Vorzeichens.  Nun  liegt  die 

Wurzel  a  der  Gleichung  f'{x)  =  0  zwischen  2,2  und  3.  Da- 

her hat  der  Ausdruck  /'(«)  -\-  f'[a]  das  Vorzeichen  — ,  und 
da  /"'(«)  nach  Voraussetzung  Null  ist,  so  folgt,  dass  f{a]  eine negative  Zahl  ist.  Mithin  sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln 
imaginär. 

XL.  Das  soeben  gegebene  Verfahren  löst  die  Frage,  welche 
die  Unterscheidung  der  imaginären  Wurzeln  zum  Gegenstande 
hat,  leicht  und  zwar  in  allen  möglichen  Fällen ;  es  ergiebt  sich 
folgende  Regel: 

Hat  man  die  zwei  Vorzeichenreihen  [a]  und  (/>),  welche 

den  Grenzen  entsprechen,  zwischen  denen  man  die  zwei  Wur- 
zeln einer  Gleichung  suchen  muss,  gebildet,  so  muss  man  die 

Reihe  der  Indices,  Avelche  die  Vergleichung  dieser  zwei  Reihen 
liefert,  hinschreiben.  Die  drei  letzten  Glieder  dieser  Reihe 
sind  nach  Voraussetzung  0,  1,  2,  so  dass  die  Gleichung 

f'[x)  =  0  zwischen  a  und  b  eine  einzige  Wurzel  hat;  [237' 
man  weiss  noch  nicht,  ob  die  zwei  Wurzeln  der  Gleichung 
f\x)  =  0  reell  oder  imaginär  sind.  Um  dies  zu  entscheiden, 
ersetzt  man  jede  der  Iteihen  von  Vorzeichen  [n)  und  /*  durch 
zwei  andere  (.1)  und  (/?),  indem  man  zu  jedem  (Uicde  der 
Reihe    (las    ihm    linker    Hand    voraufgehendc    (ilied    derselben 
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Keihe  uddirt.  Vergleicht  mau  die  zwei  Reihen  (.1)  und  [B  , 
indem  man  eine  neue  Reihe  von  Indices  bildet,  und  findet  man 

als  letztes  (Jlied  dieser  neuen  Reihe  (),  so  ist  die  Frage  ge- 
ltist. Ist  aber  dieser  letzte  Index  nicht  Null,  so  muss  man 

die  zwei  (Irenzen  [a]  und  \h)  näher  aneinander  heranbringen, 
fährt  man  nach  derselben  Regel  zu  operiren  fort,  so  werden 

entweder  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  getrennt,  —  dies  be- 
weist ihre  Reellität,  —  oder  es  wird  der  letzte  Index  der 

neuen,  durch  die  Reihen  {A  und  {Bj  gegebenen  Indexreihe 
Null.  In  diesem  Falle  ist  das  letzte  Vorzeichen  der  Reihe  (.1) 
genau  dasselbe  wie  das  letzte  Vorzeichen  der  Reihe  (2?);  ist 
dieses  gemeinsame  Vorzeichen  dasselbe,  welches  f{x)  in  den 

ursprünglichen  Reihen  (a)  und  (h)  hat,  so  sind  die  zwei  ge- 

suchten Wurzeln  imaginär.  W^enn  aber  das  den  zwei  letzten 
(Uiedern  der  Reihen  (J)  und  {B)  gemeinsame  Vorzeichen  ent- 

gegengesetzt zum  Vorzeichen  von  f[a)  und  fb  in  den  ur- 
sprünglichen Reihen  1/7)  und  [h]  ist,  so  sind  die  zwei  gesuchten 

Wurzeln  reell.  Die  Anwendung  zeigt,  wie  leicht  der  (lebraucli 

dieser  Regel  ist;  sie  löst  die  Hauptfrage,  welche  die  l'uter- 
suchung  der  (Jrenzen  darbietet,  schnell  auf.  —  Man  könnte 
dieser  Ltisung  verschiedene  Formen  geben;  denn  man  würde 
ortenbar  zu  denselben  Sätzen  geführt  werden,  wenn  man  zu  der 

ursprünglichen  Function  /'(./'  von  /''(.')  verschiedene  Functionen 
hinzufügt,  welche  auch  die  Figensehaft  halfen,  Null  zu  werden, 
wenn  man  ./  den  Werth,  den  wir  mit  a  Itezeichnet  haben, 

beilegt.  Durch  Benutzung  der  Function  /"'  ./  ist  die  Rech- 
nung auf  eine  ausserordentlich  einfache  Form  reducirt;  denn 

es  genügt,  zu  jedem  Term  einer  Reihe  den  voraufgehenden 
Term  derselben  Reihe  hinzuzuaddiren. 

XLl.  Hätte  man  allein  die  Angabe  einer  exacten  und 

leichten  Lilsung  des  Problems  der  r?iter.scheiduug  der  imagi- 
nären Wurzeln  im  Auge,  so  könnte  mau  sich  auf  das,  was 

wir  in  den  Artikeln  X.XIl  und  den  folgenden  des  ersten  Buches 
bewiesen  liaben,  beschränken ;  aber  die  Wichtigkeit  dieser 
rntersnchungen  und  ihre  Beziehungen  zu  der  Theorie  der 
(lleichungen,  welche  mehrere  rnbekannto  enthalten,  erfordern 
eine  Vermehrung  der  Lösungsmethoden.  238]  Deshall)  habe 
ich  mir  die  Aufgabe  gestellt,  auf  dieselbe  Frage  die  Annähe- 

rung zweiten  Grades  uml  dann  die  der  KettenbrUche  anzu- 
wenden. 

Wir  wollen  den  Fall,  l)ei  dem  die  Vorzeichen  der  zwei 

Reihen  («/)   und  (/>): 
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l.-uiteii,  betrachten;  die  Sätze,  Avelche  die  Prüfung  dieses  Falles 
ergiebt,  wird  man  dann  auch  leicht  auf  alle  anderen  Fälle  an- 

wenden können. 

Da  die  drei  letzten  Glieder  der  Reihe  der  Indices  0,  1 ,  2 
lauten,  so  sieht  man,  dass  man  zwischen  den  Grenzen  a  und 

h  zwei  Wurzeln  der  Gleichung  /"(;«)  =  0  suchen  muss,  und 
dass  es  sich  darum  handelt,  zu  erkennen,  ob  diese  zwei  Wur- 

zeln thatsächlich  existiren  oder  imaginär  sind. 

Fig.  17. 

Die  Fig.  17  stellt  den  Bogen,  dessen  Gleichung  y  =  f[x) 
lautet,  im  Intervall  der  Grenzen  a  und  h  dar.  Bezeichnet 
man  mit  a  den  ersten  Näherungswerth,  Avelcher  der  Abscisse 
Ort  äquivalent  ist,  so  Avird  man  für  :r  in  />  a  -\-  x  —  a 
setzen  und  die  Function  f{a  +  x  —  a)  dann,  wie  folgt,  ent- 

wickeln : 

jx  ̂   f{a  -\-x—  a)  =  fa  +  (.r  —  n)  f'a  -{-  (,r  —  a}-  ■  l  f"[a •  ■  x). 
Das  Glied,  welches  die  Reihe  vervollständigt,  enthält 

f"{a  .  .  .  x),  d.  h.  eine  Function  /'"  einer  gewissen,  zwischen  a 
und  X  gelegenen  (Grösse:  diese  letztere  bildet  man,  indem  man 
zu  a  einen  unbekannten,  zwisclien  0  und  ./  — '/  gelegenen 
Werth  hinzuaddirt;  man  wendet  hier  das  Theorem  .in,  welclies 
in  der  Einleitung  im  Artikel  J\  vorgebracht  wurde.  i\l;in 

beachte  jetzt,  dass  die  Werthe  der  Function  / "./  im  Intervall 
der  Grenzen  a  und  h  sämmtlich  jjositiv  sind,  und  dass  sie, 
wenn  man  von  der  Abscisse  a  bis  zu  der  Abscisse  h  über- 

geht,  immer  wachsen.    Dies   folsrt  olVcTibai'  aus   den  Vorzeichen, 
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Avelche  die  zwei  Reihen  (n)  und  [b)  unter  den  Functionen  f"x 
und  f"'j-  aufweisen.     Daher  ist  der  kleinste  Werth,    den  der 

Ausdruck  f"{a  .  .  .  x)  annehmen  kann,  gleich  f"(a)  und  der 
grüsste  ist  f"[l>).     Hieraus  schliesst  man: 

/■'•  >  /■"  +  {x  —  a)  f'a  +  (./•  -  ny-  ■  •  f'u. 
[239  Diese  Bedingung  besteht  im  ganzen  Intervall  der 

«Jrenzen.  Wenn  man  nach  der  Bestimmung  von  /"'/,  f'a,  f'a 
eine  Curvo  beschreibt,  welche  x  als  Abscisse  und 

/V,  +  ,r  -  ,A  f'a  +  (./•  -  aY-  ■  ̂   f'a 

als  Ortlinate  hat,  so  wird  der  Bogen  dijCv,  welcher  dieser 
Curve  angehört,  unterhalb  des  Bogens  inpn,  dessen  Ordinate 
/>  ist,  verlaufen;  dies  wird  im  ganzen  Intervall  ah  statthaben. 

Im  Punkte  ni  sind  die  zwei  Ordinaten  gleich,  und  ihr  gemein- 
samer Werth  ist  fa.  Die  abgeleiteten  Functionen  erster  ( Ivd- 

nung  sind  für  die  eine  der  Curven  /"./•  und  für  die  andere 
fa  -\-  ;,/•  —  <^)f"o.  Diese  Functionen  werden  für  .'•  ̂ =  a  gleich, 
so  dass  die  Bogen  mpn  und  Diiir  im  Punkte  m  einen  Con- 
tact  erster  Ordnung  haben.  Von  diesem  Punkte  an  trennen 
sich  die  Linien,  und  die  zweite  mnv  verläuft  unterhalb  der 
ersten  »/y;//.  Wenn  daher  der  Bogen  mAv  der  Parabel  die 
Axe  ah  nicht  schneidet,  so  ist  man  a  fortiori  sicher,  dass 
der  Bogen  mpn  diese  Axe  auch  uiclit  sclineidet;  in  diesem 

Falle  sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  imaginär.  ."Man  wird 
daher  die  (Jleichung  zweiton  (irades: 

ansetzen  und  die  Werthe  für  (S  suclien.  Sind  die  Wurzeln 

dieser  (Jleichung  zweiten  (Jrades  imaginär,  »1.  h.  findet  die  Be- 
dingung: 

(;^r 
<  2  ̂-

 

/  " 
statt,  so  sind  die  zwei  Wurzeln  der  (ileichung  /"./  =  O  sicher 
imaginär.  Man  kann  auch  den  Nenner  verschwinden  lassen, 
in.iii   hat  (I.'iiin   dii^   Bedingung: 

/"")'  <  'if"-  f"(i. 

Hat     ditsellje     statt,     so     gehen     die     zwei     Wurzeln    der 
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vorgelegten  Gleichung  fx  =  0  im  Intervall  der  Grenzen  a  und  h 
verloren. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  in  der  Gleichung: 

fx  =  f{a-{-x  —  a)  =  fa  -\-[x  —  a)  f'a  +  (.r  —  «,)-  •  -?,-  f"{cf  ■  ■  x) 

die  Grösse  f"{a  .  .  .  x]  durch  den  grössten  ihrer  AVerthe.  f'li, 
ersetzt  ist,  so  hat  man: 

f.r  <  fa  +  {x-a)  f'a  +  (,r  -  a]^  ■  \  f'h. 

[240]    Beschreibt    man    daher    den   Bogen   m ;i' r',    dessen Ordinate 

fa  +  (x  —  a)  f'a  +  [x  —  a)^  •  ̂  f'h 
ist,  so  wird  dieser  Bogen  im  ganzen  Intervall  ah  über  dem 
Bogen  vjjyn  liegen.  Der  Werth  der  Fluxion  erster  Ordnung 

ist  für  eine  der  Curven  fx  und  für  die  andere  f'a-{-{x  —  n,f"h. 
Für  beide  Curven  ist  der  Werth  im  Punkte  m  gleich  f'a\ 
mithin  hat  der  Bogen  WTt'  )>'  der  Parabel  mit  der  Curve  mp)i, 
im  Punkte  iii.  eine  Berührung  erster  Ordnung  und  von  diesem 

Punkte  VI  aus  verläuft  der  Bogen  niu'  r'  im  ganzen  Intervall 
ah  über  der  Curve.  Schneidet  also  der  Parabelbogen  iuti'v' 
die  Axe  ah^  so  ist  man  a  fortiori  sicher,  dass  der  Bogen 

onpn  auch  die  Axe  schneidet,  d.  h.  die  zwei  gesuchten  Wur- 
zeln sind  reell.  Man  wird  daher  die  Gleichung  zweiten 

Grades : 

fa-\-dfa+  —f'h  =  0 

aufstellen  und  die  Werthe  des   d    suchen;    sind    diese  Werthe 
reell,  d.  h.  hat  man  die  Bedingung: 

f'a  \*  fa a 
so  muss  man  scliliessen,  dass  die  vorgelegte  Gleichung />  =^  0 
im  Intervall  der  (Jrenzen  a  und  h  zwei  reelle  AVurzeln  hat. 

Zu  ähnliclien  Schlüssen  gelangt  man  vermöge  der  Betrach- 
tung des  anderen  Endes  it  des  Bogens  )}ip)i.  Setzt  man  in 

der  Tliat  h  —  (/>  —  x)  an  Stelle  von  x  in  die  Function  /"./•,  so hat  man : 

f.r  =  ß-  {h  -  .r)  fh  -f  {h  -  xy-  .  -»  /•",.»•  •  •  h), 

der    Ausdruck    (./•  .  .  .  h)    bezeichnet    dabei    eine    unbekannte. 
ZM'ijichcn  X   und  h   gelegene    Grösse.        241      IVr   grösste   der 
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Werthe,  den  man  eriiält,  indem  ni:m  ;iu  Stelle  von  ./■  in  die 

Function  f'x  eine  zwischen  '/  und  li  liegende  (Jrösse  einsetzt, 
ist  nach  Voraussetzung  f"b\  der  kleinste  ist  f"a\  man  liat  da- 

her diese  zwei  Bedingungen: 

fx  <  fh  -{h-  .r)  f'b  4-  [b  -  xf  .  .V  /-"/y, 
fx  :>  fb  —  [b  --  x)  f'b  +  [b  —  .t)*  •  j  /"V/. 

Betrachtet  man  jetzt  x  als  variable  Abscisse  und  hesclireiht 
die  Bogen,  welche 

ß-{b-x)y'b-i-(b-x'.^f"b, 

fh  —  [h  —  x)  f'b  -\-ib  —  x'f  .  -\  f'a 
zu  Urdinaten  haben,  so  hat  man  zwei  parabolische  Bogen,  von 
denen  der  erste  im  Intervall  der  Grenzen  a  und  b  immer  ober- 

halb des  Bogens  »ipii,  der  zweite  immer  unterhalb  des 
Bogens  mpu  verläuft.  Man  erkennt  also,  dass,  wenn  der  obere 
Bogen  die  Axe  nl)  sehueidet,  der  Bogen  »ipn  auch  die  Axe 
schneiden  wird,  und  dass  folglich  die  zwei  gesuchten  Wurzeln 
reell  sein  werden;  schneidet  aber  der  untere  Bogen  nicht  die 
Axe  der  .r,  so  ist  mau  sicher,  dass  der  Bogen  »ipn  die  Axe 
auch  nicht  schneidet,  und  dass  folglich  die  zwei  gesuchten 
Wurzeln  imaginär  sind.  Man  wird  daher  die  Gleichung  zweiten 
(irades: 

fl,-Sf'b-^~fb  =  n 

aufstellen  und  daraus  die  Werthe  von  d  entnelimen.  Sinil 

diese  Werthe  reell,  d.  h.  hat  man  die  Bedingung: 

(;^r>^^— A 2fb.f"b, 

so  sind  die  zwei   Wurzeln  der  (Jleiehuug  fx  r—  0  reell.    Setzt 
man  ebenso  die  (ileichung: 

fb  -  d\f'b  -h  [^    f'o  =  0 

an,  so  schliesst  mau.   dass,   wenn   man  die  Bedingung: 

hat,   die   zwei    Wurzeln   der  (ileichung  /'         <>    imaginär    sind 
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242]  XLII.  Vereinigt  man  die  vorstehenden  Resultate,  so 
trelangt  man  zu  dem  Ergebniss:  1.  die  zwei  gesuchten  Wurzeln 
sind  sicher  reell,  wenn  man  die  eine  oder  die  andere  der  zwei 
so  ausgedrückten  Bedingungen: 

rar-->2fa.rb    (i) 
{f'br->2fh.f"h    12) 

liat;  2.  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  sind  sicher  imaginär,  Avenn 
man  eine  der  zwei  Bedingungen: 

[f'aY<2fa.f"a        (3) 

{f'hf<:2fb.f"a        (4) hat. 

Es  kann  eintreten,  dass  keine  der  vier  Bedingungen  (1), 

(2),  (3),  (4)  erfüllt  ist,  d.  h.  die  vier  entgegengesetzten  Be- 
dingungen finden  alle  auf  einmal  gleichzeitig  statt.  In  diesem 

Falle  sind  die  Grenzen  a  und  h  nicht  nahe  genug,  um  ver- 
möge einer  einzigen  Operation  zu  erkennen,  ob  die  Wurzeln 

reell  oder  imaginär  sind;  man  muss  diese  (Irenzen  nälier 
bringen,  indem  man  in  fx  einen  numerischen,  zwischen  a  und 

//  gelegenen  Werth  einsetzt.  Wenn  das  Resultat  dieser  Sub- 
stitution die  zwei  gesuchten  Wurzeln  trennt,  so  erkennt  mau, 

dass  sie  reell  sind,  und  die  Frage  ist  gelöst;  wenn  aber  diese 

Substitution  die  zwei  Wurzeln  nicht  trennt,  so  besteht  die  Fn- 
sicherheit  noch,  und  mau  muss  zu  einer  zweiten  Operation 

schreiten,  um  zu  entscheiden,  ob  die  Wurzeln  reell  oder  ima- 
ginär sind.  Man  wird  daher  prüfen,  ob  durch  Verwendung 

der  zwei  neuen  Grenzen  d'  und  &',  welche  a  und  h  ersetzen, 
die  eine  der  vier  Bedingungen  (1),  (2),  (3),  (4)  erfüllt  wird; 
dann  wird  die  Natur  der  Wurzeln  bekannt  sein.  Es  ist  augen- 

scheinlich unmöglich,  dass  man  durch  Fortsetzung  der  Annälie- 
rung  der  Grenzen  nicht  dazu  gelangt,  eine  oder  mehrere  der 
vier  Bedingungen,  um  die  es  sich  handelt,  zu  erfüllen.  Man 
wird  daher  die  Wurzeln  sicher  durch  diesen  Process,  welcher 
sich  auf  die  Vergleichung  von  bekannten  numerischen  Wertlien 
reducirt,  unterscheiden. 

XLIII.  Wir  haben  vorausgesetzt,  dass  die  zwei  Vorzeichen- 
reihen, welche  den  Grenzen  '/  und  h  entsprechen, 

[243]  /-("'^W,  .  .  .,  f"\x),   f'\x\     fix),     fix) 
(«)...+  +         4-         -         -4- 

/')•••       4-  +•+-         +         + 



Die  Auflüsuii^'  der  bestimmten  Gleichungen.  235 

lauten;  bei  dieser  Annahme  wächst  der  Weith  von  /""./■  mit  x 
von  .'•  =  a  bis  ./•  =  />,  denn  in  diesem  Intervall  ist  das  Vor- 

zeichen von  f"'x  -\-.  Wir  werden  jetzt  den  entgegengesetzten 
Fall,  in  dem  die  zwei  Vorzeichenreihen   //)  nnd  (/>): 

(«)...+■•-  +  -  + 
(fe)  ...+■••      -  -t-  +  -t- 

lauten,  prüfen.  Die  drei  letzten  Glieder  der  Reihe  der  Indices 
sind  wieder  0,  1,  2;  es  handelt  sich  darum  zu  erkennen,  ob  die 

(Ueichung  /"./;  =  0  in  der  That  zwei  reelle  Wurzeln  zwischen '/  und  h  hat.     Man  schreibt: 

fx  =  f[a  +  o:  —  a)  =  fa  +  {x  —  n)  f'a  +  l:^"^^  f"{a  ■  •  x). 

Da  das  Vorzeichen  von  f"'x  im  ganzen  Intervall  ah  negativ 
ist,  so  nimmt  der  Werth  von  f'x  ab,  wenn  x  von  ./•  =  a  bis 
X  =  h  wächst;  wenn  man  folglich  f"[a  .  .  .  x)  durch  f'a  er- 

setzt, so  vergrössert  man  den  Werth  von  fx  und  man  ver- 

kleinert ihn,  wenn  man  f'h  an  Stelle  von  f"[a  .  .  .  x]  schreibt. l>aher  hat  man: 

fx  >  fa+  [x  -  al  f'a  +  ̂""^'-^  f'h, 

,  yX-  —  '/)"      „ 
fx  <  fn  +  !./•  —  ai  f  n  +      —^—  f  "•      * 

Beschreibt  man  eine  Ourve,  deren  Abscisse  x  ist  und  weldic 

fa  +  [x  —  a]  fa  +  [x  —  a)'  -  h  f'h 
zur  Ordinate  liat,  so  verläuft  der  Bogen  dieser  Curve  im  ganzen 
Intervall  ah  unterhall»  des  Bogens  inpii.  Wenn  dieser  untere 
Bogen  nicht  die  Abscissenaxe  schneidet,  d.  h.  wenn  man  die 
Bedingung  hat: 

(/•'ar-<  2 /•././•"/,, 
so  sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln  imaginär.  Dio  Curve, 
deren  Abscisse  x  ist  und  welche 

fa  _^    .,•  _  ,,\  f',,  _|_    .,•  _  ^  «  .  I  f,, 

zur  Ordinate  hat,  liegt  im  ganzen  Intervall  uh  ol»erh;ilb  ilea 

Bogens  )iipn\  daher  schneidet  der  Bogen  mpn  sicher  die  Ab- 
scissenaxe,  wenn  der  obere   lUigen  diese  Axe  schneidet. 
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[244]  Folglich  sind  die  zwei  gesuchten  Wurzeln,  falls  man 
die  Bedingung: 

{f'aT->2fa-f"a 
hat,  reell. 

Man  wird  jetzt  die  zweite  Grenze  h  betrachten  und  die 
folgenden  Resultate  finden: 

fx  >  fh  —  [h  —  x]  f'b  +  [h  —  xf  •  \  f\     ■ 

fx  <  fh  -[b-x]  fh  +  [h  -  x^  .  1  f'a- 

daher  verläuft  der  Bogen  »ij^^i  der  Curve,  deren  Ordinate  fx 
ist,  oberhalb  des  parabolischen  Bogens,  dessen  Ordinate 

fb  —  {b  —  .x)  f'b  ~{-{b  —  x)^  •  I  f'b 

ist,  und  unterhalb  desjenigen  parabolischen  Bogens,  welcher 

zur  Ordinate  hat.     Hieraus  schliesst  man,    dass   die   zwei   ge- 
suchten Wurzeln,  wenn  man  die  Bedingung: 

{f'bf>2fb.f"a 
hat,    reell   sind   und   dass    die   zw^ei  Wurzeln,   wenn    man    die 
Bedingung : 

{fby'<2fb.f"h liat,  imaginär  sind. 
Man  wird  diese  Resultate  für  den  Fall,  in  dem  das  Vor- 

zeichen von  f"x  —  ist,  mit  denen,  die  man,  falls  das  Vor- 
zeichen von  /'"':/•  +  ist,  findet,  vergleichen.  Man  schliesst 

allgemein:  1.  dass  die  gesuchten  Wurzeln  reell  sind,  wenn 
das  Quadrat  der  Function  fx  einer  der  Grenzen  das  doppelte 
Product  der  Function  fx  derselben  Grenze  in  die  Function  fx 
derjenigen  der  zwei  Grenzen,  welche  den  grüssten  Werth  für 

f"x  ergiebt,  ül)ersteigt;  2.  dass  die  gesuchten  Wurzeln  ima- 
ginär sind,  wenn  das  Quadrat  der  Function  /"./•  einer  der  zwei 

Grenzen  kleiner  als  das  doppelte  Product  der  Function  /'.'■ 
derselben  Grenze  in  die  Function  f'.r  derjenigen  dieser  zwei 
(irenzen,  welche  den  kleinsten   Werth  für  /"./•  ergiebt,   ist. 

XLIV.  Es  bleibt  nur  noch  die  Betrachtung  des  Falles,  wo 
der  Bogen  mpn  (Fig.  18)  unterhalb  der  Abscissenaxe  gelegen 
ist  und  seine  convexe  Seite  dieser  Axe  zukehrt.  Die  zwei 
Vorzeichenreihen  lauten : 
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Im  ersten  Falle  hat  man  für  die  (Jrenze  a\ 

fx  >  fa  +[x-a)  f'a  +  [x  -  af  ■  \  f'a, 

fj.  <  fa  +  [x-a]  fa  +  [x  -  «)*  •  \  f'h. 

Fiff.  IS. 

Der   liooren   ni.r'v'   liegt    daher   im    ganzen    Intervall   uh    ül)er 
dem    Bogen   inpn;   der   Bogen    ni/rr   liegt   hingegen   in    dem- 

selben Intervall  unter  dem  Bogen  mpn. 
Für  die  Grenze  b  hat  man: 

fx  >  fb  -{b-  x)f'b  +  [b-  X-  .  1  /•"«, 

/■•'•  <  fl>  -  (^  -  ̂ )  f'b  +  (i  -  X)'-  .  ̂  f"b\ 
der  erste  parabolische  Bogen  liegt  daher  im  ganzen  Intervall 
ab  unterhalb  des  Bogens  tipni,  der  zweite  Bogen  liegt  immer 
ttber  dem  Bogen  njiu}. 

Setzt  man  die  ( Jleiohungen  zweiten  (Jrades  für  die  Schnitt- 
punkte der  zwei  parabolischen  Bogen  mit  der  Abscissenaxe, 

wenn  diese  existiren,  an,  so  schlies.<*t  man,  dass,  wenn  man 
eine  der  Bedingungen: 

2  /■(/  ■  /■"</, 
"Ifb.f'a 

liat,   die   zwei  Wurzeln   reell  sind:   die  zwei  Wurzeln  sind   iiua- 
irinär,   wenn   mau   eiiif   der  zwei    Bedingungen: 
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{f'ar-<2fa.f"h, 
if'hr-<C2fb.n 

hat. 

XLV.  In  dem   zweiten  Falle,  avo    die  Vorzeiclienreihen  [n] 
und  [b]: 

(a)    ...       +...--     +     - 

{h)   ...       +...__-- 
lauten,  findet  m;in  für  die  Grenze  a: 

[246]  fx  >  fa-{-{x  —  a)  f'a  -}- [x  —  a)-  ■  |  /'"//. 

fx  <[  fa  +  [x  —  a]  f'a  +  [x  —  a]-  ■  |  f'a, 
und  für  die  Grenze  b: 

fx  >  fb  —  [b  —  ./;)  f'b  +  [b  —  x)^  ■  \f"h. 

fx  <  fb  —  [b  —  x)  f'b  +  (7>  —  x)-  ■  }y  f'a. 

Die  Wurzeln  sind  daher  reell,  wenn  der  Bogen  m;r'v' 
oder  der  untere,  vom  Punkte  n  ausgehende  Bogen  die  Axe 
schneidet,  d.  h.  wenn  man  eine  der  zwei  Bedingungen: 

[f'a)^>2fa.f"b, 

{f'br>2fb.f"b 
hat;  die  zwei  Wurzeln  sind  imaginär,  wenn  man  eine  der  zwei 
Bedingungen : 

{f'af<2fa-f"a, 

{f'bf<2fb.f"a luit. 

XLYI.  Jetzt  ist  die  Zusammenfassung  aller  möglichen  Fälle 
in  eine  gemeinsame  Regel,  deren  Ausdruck  einfach  ist  und 

uns  jeder  Construction  enthebt,  leicht.  Es  genügt  zu  be- 

merken, dass,  wenn  f"x  negativ  ist,  sein  grösster  Werth  der- 
jenige ist,  welcher  unter  dem  Vorzeichen  —  die  kleinste  An- 

zahl von  Einheiten  entliält,  und  dass  der  kleinste  Werth  eines 

negativen  f"x  derjenige  ist,  welcher  unter  dem  Vorzeichen  — 
die  grösste  Anzahl  von  Einheiten  enthält.  Die  Kegel,  welche 

zur  Erkennung  der  Natur  der  zwei  Wurzeln,  die  man  im  Inter- 
vall der  zwei  Grenzen  a  und  b  suchen  muss,  dient,  lautet 

folgendermaassen :  Man  hat  die  zwei  Vorzeichenreihen,  welche 
den  zwei  (Jrenzen  entsprechen,  gebildet,  und  setzt  voraus,  dass 
diese  Grenzen  nahe  genug  sind,  dass  die  vier  letzten  Indices 
0,  0,   1,   2  lauten:    diese  Bedingung   ist    immer  sehr  leieht  zu 
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hcfriedigcn.  Vorlitr  luit  man  sich  versichert,  dass  die  zwei 
Wurzeln,  um  die  es  sich  handelt,  nicht  jrleich  sind;  dieser 
singulare  Fall  ist  leicht  zu  unterscheiden.  [247]  Da  die  Werthe 
der  Resultate: 

f  a,  f  a,  fa, 

durch  die  Operation  selbst,  welche  die  Grenzen  a  und  />  giebt, 
bekannt  sind,   so  wird  mau  die  zwei  folgenden  Sätze   finden: 

1.  Die  zwei  gesuchten  Wurzeln  sind  reell,  wenn  das 

Quadrat  eines  der  zwei  mittleren  Glieder  f'a  oder  f'h  das 
doppelte  Product  des  rechts  von  diesem  mittleren  Gliede  in 

derselben  Zeile  stehenden  Gliedes  in  dasjenige  der  zwei  äusse- 

ren Glieder  /'  '/  und  f'h,  welches  am  meisten  Einheiten  ujiter 
dem  Zeiclien  +  oder  —  enthält,  übertrirt't.  Man  hat  daher 
hier  zwei  verschiedene  Bedingungen:  wenn  eine  allein,  und 
um  so  melir,  wenn  alle  zwei  bestehen,  so  sind  die  Wurzeln 
reell. 

2.  Die  zwei  Wurzeln  sind  imaginär,  wenu  das  Quadrat 

eines  der  zwei  mittleren  Glieder  f'a  oder  /"'/;  kleiner  ist  als 
das  doppelte  Troduct  des  rechts  von  diesem  mittleren  Gliede 
in  dersell)en  Zeile  stehenden  (Uiedes  in  dasjenige  der  zwei 
(ilieder.  welches  die  geringste  Anzahl  von  Einlieiten  unter  dem 

Vorzeichen  +  oder  unter  dem  Vorzeichen  —  enthält.  Hieraus 
folgen  zwei  verschiedene  Bedingungen :  wenn  eine  einzige  und 
um  so  mehr,  wenn  alle  zwei  bestehen,  so  sind  die  gesuchten 
Wurzeln  imaginär. 

Wenn  keine  der  vier  soeben  ausgesprochenen  Bedingungen 
erfttUt  ist,  d.  h.  wenn  die  vier  entgegengesetzten  Bedingungen 
gleichzeitig  l»estehen,  so  zeigt  dies  an,  dass  die  (ireuzen  '/ 
und  /'  nicht  nahe  genug  sind,  um  durch  eine  einzige  Operation 
die  Natur  der  Wurzeln  bestimmen  zu  können;  man  wird  da- 

her das  Intervall  ab  der  zwei  ersten  (Jrenzen  theilen;  wenn 

die  Wurzeln  durch  Substitution  einer  zwischenliegenden  Zahl 
nicht  getrennt  sind,  so  wird  man  die  soel)en  ausgesprocheuf 
Begel  von  Neuem  anwenden.  Setzt  man  diese  Anwendnui: 

fort,  so  ist  es  uninüglieli,  dass  man  nicht  dazu  gelangt,  ent- 
weder die  Wurzeln,  wenn  sie  reell  sind,  zu  trennen  oder  zu 

finden,  dass  sie  imaginär  sind. 
Durch  den  Gebrauch  dieser  Hegel  wird  man  erkennen, 

dass  die  Anwendung  derselben  leicht  ist:  es  ist  klar,  dass 

m:in    (lurcli   diesen  Cont.ict   der  l'araliell)()gen   d.izu   gelangt,   die 
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Natur  der  zwei  Wurzeln  bei  den  Gleiclinngen  zu  unterscheiden, 
l)ei  denen  die  erste  Annäherung,  die  sich  auf  den  Contact  der 
geraden  Linie  stützt,  noch  nicht  Auskunft  geben  würde,  ob 
die  Wurzeln  imaginär  sind.  [248]  Unser  Hauptzweck  ist  nicht, 
diese  erste  Annäherung,  welche  nichts  bezüglich  der  Leichtig- 

keit der  Rechnung  zu  wünschen  übrig  lässt,  zu  vervollstän- 
digen; wir  hatten  liei  dieser  letzten  Untersuchung  nur  die 

Absicht,  der  Annäherung  zweiter  Ordnung  grössere  Ausdeh- 
nung zu  geben  und  eine  wichtige  Eigenschaft  derselben  zu 

kennzeichnen. 



^>*vj         ty^  oAo         i_/\_)         ̂ ^         1^'^         t/^->         i-/o         »-/vj         t^vj         cA-> 

Alimerk  iiiij!;en. 

,/roy/  Bapthtc  Joseph  Fourirr  wurde  am  21.  März  17(58 
zu  Auxerre  als  Sohn  eines  Schneiders  geboren.  Im  Alter  von 

acht  Jahren  verwaist,  verdankte  der  begabte  Knabe  dem  Ein- 
Huss  de.><  Bischofs  von  Anxerre  seine  Aufnahme  in  die  von 
den  Benediftinern  geleitete  Kriegsschule  seiner  Vaterstadt.  I^a 
Courier  nicht  nach  Wunsch  den  militärischen  Beruf  einschiagrn 
konnte,  trat  er  1787  in  ein  Kloster  der  Benedictiner,  verliess 

dieses  aber  1789  unter  dem  Einflüsse  der  politischen  Ereig- 
nisse, ehe  er  die  Gelübde  abgelegt  hatte.  Das  Aufgeben  des 

geistlichen  Berufes  hinderte  seine  ehemaligen  Lehrer  nicht, 
ihm  sogleich  an  der  Kriegsschule  von  Auxerre  die  Professur 
für  Mathematik,  die  er  bis  1793  innehatte,  zu  übertragen.  Als 
nach  dem  Sturze  von  Kobespierre  die  ecole  normale  zu  Paris 

begründet  wurde,  gehih-te  auch  Fourier  (Januar  17Ü5)  zu  den 
1500  ausgezeichneten  Schülern,  die  aus  allen  Theilen  Frank- 

reichs ausgewählt  waren,  um  dort  von  den  ersten  Gelehrten  unter- 
richtet zu  werden;  er  vertauschte  aber  an  der  ecole  sehr  schnell 

den  Platz  des  Schülers  mit  dem  des  Lehrers.  Nach  der 

raschen  Schliessung  der  ecole  normale,  die  nur  vier  Monate 
wirklich  bestanden  hat,  wurde  Fourier  bei  (Jründung  der  ecole 
polytechnique  in  demselben  Jahre  1795)  in  den  Lehrkörper 
dieser  Anstalt  übernommen  und  gehörte  demselben  bis  1798 
an.  (Ueber  die  zwei  erwähnten  Lehranstalten  vgl.  Haussner 

in  den  Anm.  zu  3[onr/e^s  darstellender  (Jeometrie.  Osfirahri 
Klassiker  Nr.  117,  S.  184.) 

Wie  Moti'jr  begleitete  auch  Fourit  r  Bouaparte  nach  Aegyp- 
ten,  wo  er  immerwährender  Becretär  des  ägyptischen  Instituts 
wurde  und  ungemein  hervorragend  diplomatisch  und  vielseitig 
wissenschaftlich  thätig  war.  Erst  mit  den  Trümmern  des 
französischen  Heeres  verliess  er  (1801)  Aegypten  und  wurde 
im  Januar  1802  zum  Präfecten  des  Isere- Departements  er- 

nannt; in  tlicser  Stellung  entwickelte  er  eine  ausgezeichnete 
Verwaltungstliätigkeit  Eröflnung  einer  Strasse  von  (Irenoble 
nach  Turin  durch  den  Munt  (Jenrvre,  Austrocknuug  von 

Sümpfen,    Verbesserung    des   l'nterrichtswesens  u.  s.  w.  ,    fand 
Ostwnld's  KLiüsikiT.    VI'.  \{\ 
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über  trotzdem  die  Müsse,  seine  berühmten  Avärmetheoretiscbeu 

Arbeiten  zu  verfassen,  sowie  an  dem  Werke  über  die  Expe- 
dition nach  Aegypten  eifrig  mitzuarbeiten.  1808  ernannte  ilin 

der  Kaiser  zum  Baron.  Als  Napoleon  1815  aus  Elba  zurück- 

kehrte, stand  Foun'er,  der  noch  Präfect  war,  zuerst  auf  Seiten 
der  Bourbonen,  er  floh  dann  nach  Lyon,  unterwarf  sich  aber 
dem  Kaiser  und  wurde  von  diesem  am  10.  März  zum  Prä- 

fecten  des  Rhone-Departements  ernannt;  in  dieser  Stellung  blieb 
er  jedoch  nur  bis  zum  1.  Mai.  Da  Fourier  bei  der  Rückkehr  der 
Bourbonen  ohne  Amt  und  fast  mittellos  war,  übertrug  ihm  der 
damalige  Präfect  von  Paris,  ein  ehemaliger  Schüler  und  Freund, 

die  Leitung  des  statistischen  Bureaus.  Die  erste  Wahl  Fov- 

rier's  (1816)  zum  Mitgliede  der  Academie  des  sciences  wurde 
wegen  seiner  Haltung  während  der  hunderttägigen  zweiten  Re- 

gierung Napoleon's  von  Ludwig  XVIIL  nicht  bestätigt;  des- 
wegen trat  er  erst  1817  nach  einer  zweiten  Wahl  in  die  Aca- 
demie, deren  beständiger  Secretär  er  bald  wurde,  ein;  1826 

wurde  er  auch  Mitglied  der  Academie  francaise;  er  starb  am 

16.  Mai  1830.  Wegen  eingehenderer  Mittheilungen  über  Fou- 
vw's  Leben  sehe  man: 

Fr.  Arago.  Eloge  historique  de  Joseph  Fourier  (lu  ä  la  seance 

publique  de  l'acad.  des  sciences,  le  18  novembre  1833). 
Oeuvres  completes  de  F\.  Arago,  t.  L  Deutsche  Ausgabe  von 
G.  W.  HanJcel,  Leipzig  1854. 

Leon  Sagnet  in  la  grande  eucj^clopedie,  1. 17.  (Paris).  Artikel 
i  Fourier^. 

Victor  Cousin,  fragmeuts  et  Souvenirs.    (Paris  1857.   3"  ed.) 
Die  wissenschaftlichen  Arbeiten  Fourier's  zerfallen  vorzüg- 

lich in  zwei  Klassen:  einerseits  seine  Untersuchungen  über  die 

Theorie  der  Wärme,  andererseits  über  die  Auflösung  der  nume- 
rischen Gleichungen.  Durch  die  erste  Klasse  von  Arbeiten, 

als  deren  Mittelpunkt  seine  berühmte  theorie  analytique  de  la 

chaleur  anzusehen  ist,  gehört  er  zu  den  Begründern  der  theo- 
retischen Physik.  Die  von  Fovrier  in  seinen  wärmetheore- 

tischeu  Arbeiten  angewandten  Methoden,  die  sich  durch  All- 
gemeinheit auszeichnen  und  auch  in  der  Elektricitätslehro 

Anwendung  gefunden  haben,  sind  auch  der  reinen  Matliematik 
zu  gute  gekommen;  es  sei  nur  an  die  Reihen  und  Integrale, 
welche   Fourier  a  Namen  tragen,  erinnert. 

Die  zweite  Klasse  von  Untersuchungen,  die  von  dem  .lahrc 
1789,  wo  er  in  Paris  der  Academie  über  die  .Vufbisung  der 
numerischen  (Ueichungen  vortrug,  ihren  Ausgangsimiikt  u.ihniei!. 
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beschilftigten  iliii  während  seines  ganzen  Leiten«;  über  diesen 

(iegenstand  trug  «-r  (h-n  Seliiih'rn  der  ecole  j)(dyterhni(iue.  den 

Mitgliedern  des  ilgyittisehen  Instituts,  als  l'rät'eet  den  Profes- soren zu  (Jreuoble  vor  und  veniffentlichte  auch  verschieden»; 

Aufsät/.e  über  diese  Fragen.  Die  »Analyse  des  »-quations 
determinees«  sollte  alle  Untersuchungen  Fouiicrs  über  die 
Theorie  der  (Ueichuugen  zusammenfassen;  das  Werk  war  auf 

sieben  Bücher  Iterechnet.  h'oarin-  konnte  nur  die  vier  ersten 
Seiten  des  Werkes  gedruckt  sehen,  als  ihn  der  Tod  ereilte; 
nach  seinem  Tode  fand  man  ausser  der  Kinleitung  und  der 
allgemeinen  Auseinandersetzung  nur  das  Manuskript  für  den 

ersten  Theil  (die  ersten  zwei  Bücher  mit  Ausnahme  der  Aus- 
führung einiger  in  den  Artikeln  II  und  XIX  des  zweiten  Buches 

angekündigter  Materien  druckreif  vor.  Die  Herausgabe  dieses 

Theiles  besorgte  Clnudr  Xarier  (1785 — lH3(i  und  arbeitete 
dabei  die  \on  Fnuricr  nur  skizzirten  Artikel  XXIV — XXX  des 
zweiten  Buches  nach  lUättern,  auf  denen  Foinirr  die  Iledac- 
tion  begonnen  hatte,  und  alten  Manuskripten  von  Foiirirr  aus. 
Hierüber  berichtet  Nnvicr  in  der  von  ihm  dem  Werke  voraus- 

geschickten Vorrede;  dort  setzt  er  auch  auseinander,  zu  wel- 
chen Zeiten  Fourirr  die  einzelnen  Resultate  fand.  1831  er- 

schien  das  leider  unvollständig  gel)liebene   Werk. 

Die  Analyse  des  t'-quations  determinees  ist  heute  selten 
geworden  und  ist  auch  nicht  in  den  Oeuvres  de  Fonrirr*), 
welche  (Jdston  Darhoux  in  zwei  Bänden  herausgegeben  hat, 
abgedruckt.  Die  Uebersetzuug  schliesst  sich  wörtlich  an  den 
französischen  Text  an;  nur  sind  eine  grössere  Anzahl  von 

Druck-  und  Fbichtigkeitsfehlern  beseitigt  worden :  die  zahl- 
reichen, gut  gewählten  Beispiele  wurden  ebenfalls  revidin. 

Die  in  erkigen  Klammern  beigesetzten  Zahlen  der  Tebersetzung 
))eziehen   sieh  auf  die  Seiten  der  C>rigiiialausgal>e. 

Neben  (.'Itailrs  Sturm' s  berühmter  Arbeit  >Memoire  sur 
la  resolution  des  equations  numeri(|ues  (Memoire  des  savants 

etrangers,  t.  6,  1835),  in  welcher  sich  das  berühmte  Stiirni- 
sche  Theorem  über  die  genaue  Anzahl  reeller  Wurzeln  einer 
numerischen  (lleichung  zwischen  zwei  gegelienen  (irenzeii 
findet,  ist  die  vorliegende  Schrift  wohl  das  hervorragendste 

Werk,  das  wir  ülter  die  numi'rische  Auflösung  der  (lleiehungeM 

*)  Der  erste  Hand  der  Oeavr»'s.  der  1>WS  in  Taris  erschien, 
enthält  nur  die  Tlirorie  analvti(|iic  de  In  clialeur;  der  /.weite  Band, 
der  1S;M)  erschien,  enthält  die  hauptsächlichsten  wissenschaftlichen 
Einzetarbeiten. 
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besitzen.  Von  neuen  Resultaten,  die  in  demselben  enthalten 

sind,  sind  vorzüglich  der  Foi<rie9'''sch.e  Satz  [Theorem  (J  , 
S.  23],  die  von  Fourier  verbesserte  Newton'' ^c\xe.  Näherungs- 

methode, die  geordnete  Division  und  die  J^oM?-ter'sche  Auf- 
lösung der  quadratischen  Gleichungen  hervorzuheben ;  die  synop- 
tische Auseinandersetzung  enthält  eine  reiche  Fülle  neuer  Ideen, 

die  allerdings  nicht  immer  exact  sind;  vorzüglich  sei  auf  die 
Theorie  der  Ungleichheiten  verwiesen. 

Der  an  erster  Stelle  genannte  ̂ oifrter'sche  Satz  und  der 
von  Fourier  hierfür  gegebene  Beweis  ist,  wie  Sturm  selbst 
angegeben  hat  (Bulletin  de  Ferussac,  t.  11,  p.  419;  vgl.  auch 

Darboux  in  Oeuvres  de  Fourier,  t.  2,  p.  310),  die  Basis  ge- 
Avesen,  auf  der  es  Sturm  möglich  war,  seinen  berühmten  Satz 
zu  finden.  Man  hat  den  Fourier  sehen  Satz  für  Fouriers  Zeit- 

genossen Budan  de  Bois-Laurent  in  Anspruch  genommen:  dies 
geschieht  auch  in  dem  Nachruf,  den  Arago  auf  Fourier  ge- 

halten hat;  wie  G.  Darboux  in  den  Oeuvres  de  Fourier,  t.  II. 

p.  310 ff.  in  einer  Note  zu  Fourier  b  Arbeit  »Sur  l'usage  du 
theoreme  de  Descartes«  eingehend  nachgewiesen  hat,  verdient 

das  Theorem  nur  nach  Fourier  genannt  zu  werden ;  Fourier' s, 
Beweis  des  fraglichen  Satzes  wird  heute  noch  in  den  modernen 

Werken  dargestellt,  er  lässt  sich  auch  auf  transcendente  Func- 
tionen ausdehnen.  Eine  Besprechung  von  der  Analyse  des 

equations  determinees  hat  auch  C.  F.  Gauss  (Ges.  Werke,  III. 
S.  119]  gegeben. 

1)  Zu  S.  5.  Diophantiis  von  Alexandria,  der  Vater  der 
Arithmetik  und  Algebra  in  dem  Sinne,  wie  wir  sie  treiben, 
lebte  zwischen  180  v.  Chr.  u.  370  n.  Chr.  Die  Zeit  ist  nicht 

genau  bestimmbar.  Sein  grosses  Werk  »Arithmetica«  behan- 
delt eine  grosse  Anzahl  von  Aufgaben  über  bestimmte  und 

unbestimmte  Gleichungen;  bei  den  letzteren  fordert  jedoch  J). 
nicht,  dass  die  gesuchten  Lösungen  ganzzahlig,  sondern  nur 
dass  sie  rationale,  positive  Zahlen  sein  sollen.  Die  von  uns 

sogenannten  Diophantischen  Gleichungen,  bei  denen  ausschliess- 
lich ganzzahlige  Lösungen  gesucht  Averden,  sind  D.  fremd ;  sie 

gehen  auf  die  Zusätze  des  BacJiet  de  Mexiriac  zu  der  von  ihm 
(1621)  veranstalteten  Diophantausgabe  zurück.  Eine  deutsche, 
mit  Anmerkungen  versehene  Uebersetzung  der  Arithmetica  und 
der  Schrift  über  die  Polygonalzahlcn  des  D.  stammt  von 

6'.    Wcrthcim  (Leipzig  1890). 
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2)  Zu  S.  'i.  (leineint  ist  ilcr  lil)er  abuci  des  J^roKunh» 
]'is(ini<s\  derselbe  ist  jedocb  erst  1202  erschienen,  die  zweite 
verbesserte  Auflagt'  st.iuinit  vermuthlich  uns  dem  Jahre  122H. 
Eine  eingehende  Schilderung  des  Inhalts  dieses  bedeutenden 

Werkes  findet  mau  in  Moiitx  ('iintor\  Vorlesungen  über  Ge- 
schichte der  Mathematik,  l?d.  2,  S.  3 — 3ö.  ̂ Leipzig.  Zweite 

Auflage   1900. 

3)  Zu  S.  .'>.  hie  Siiinma  de  Arithmetiea.  Geometria,  l'ro- 
portioni  et  rrojXJrtionalita  des  Lucu  rarinulo^  welche  14114 
gedruckt  wurde,  umfasst  das  gesammte  zeitgenössische  Wissen 
über  Algebra  und  Geometrie.  Vgl.  Cantor,  a.  a.  0.,  II,  S.  30G 
bis  344. 

4)  Zu  S.  ö.  Die  Auflösung  der  cubischen  Gleichung  ver- 
dankt man,  wie  Cardano  (löOl — lö76)  in  seiner  ars  magna 

de  rebus  algebraicis  '^1545)  l)erichtet,  dem  Sn'piotir  ilel  Ferro, 
von  dem  sie  seinem  Freunde  Floridua  mitgetheilt  wurde.  Bei 

einem  wissenschaftlichen  Wettstreite  legte  Floridus  dem  Tur- 
tafjUa  (1501)  — 1557  dreissig  Aufgaben  vor,  die  den  letzteren 
angeblich  zur  erneuten  Auflösung  der  cubischen  Gleichung 
führten.  Veröffentlicht  wurde  die  Lösung  zuerst  gegen  den 

Willen  des  Tartai/lin ,  der  sie  dem  ( 'nrdniio  unter  der  Be- 
dingung der  Geheimhaltung  mitgetlieilt  liatte,  in  der  Ars  magna 

des  Cardano.  154()  ersclueuen  die  Quesiti  et  in\enti»>ni  de  Xunlo 

'riirti/tfliii\  hier  vertritt  T.  seine  Ansprüche  auf  die  fragliehe 
Lösung.  Man  kann  zweifeln,  ob  dieselben  überhaupt  gerecht- 

fertigt sind,  vielleicht  hat  sich  T.  auch  nur  in  den  Besitz 

der  /«>/To"schen  Lösung  gesetzt.  Vgl.  Cantor.  a.  a.  ()..  11, S.  4H2ff. 

5)  Zu  S.  ■">.  Die  rAlgebra<  des  linnihcUi,  welche  l.")72 
gedruckt  wurde,  behandelt  im  zweiten  Buche  die  Auflösung 
«1er  Gleichungen  der  vier  ersten  (irade  mit  einer  rnbekannten. 

(?)  Zu  S.  .').  Die  von  Frrrari  geleistete  Auflösung  der 
4Jleichung  vierten  (Jrades  ist  in  der  Ars  magna  seines  Lehrers 
( \trdano  und  zwar  im  39.  Ca])itel  mitgetheilt. 

7)  Zu  S.  t>.  Der  erste  einwandsfreie  Beweis  für  die  That- 
sache,  dass  die  allgemeine  (ileicliuug  von  höherem  als  viertem 
(Jrade  nicht  mehr  durch  Wurzelzeichen  lösbar  ist,  wurde  \«in 
Alicl  in  seiner  lS2l»  erschienenen  Arbeit  »Denumstration  de 

limpossibilite  di'  la  resolutiou  algebriipie  des  ciiuations  gene- 

rales  qui  pasaent  le  «[uatrieme  degre<  ̂ Bd.  1  des  ( ';r//r'schen 
.Tourn.  f.  d.  r.  u.  ang.  .M.ith.  —  Oeuvres  dM/W  1881],  I,  S.  liti) 
erbracht.      Dieser  Beweis  ist   Fourirr  nicht  bekannt  geworden. 
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8)  Zu  S.  1).  Fourier  hat  hier  den  sogenannten  casus  irre- 
ducibilis  bei  den  Gleichungen  dritten  Grades  im  Auge. 

9)  Zii  S.  6.  Victa  (1540—1603)  ist  der  bedeutendste 
französische  Mathematiker  des  16.  Jahrhunderts.  Die  exege- 

tische Methode,  welche  Vieta  in  seiner  Abhandlung  »de  nume- 
rosa  potestatum  purarum  atque  adfectarum  ad  exegesin  reso- 

lutione«*)  gab,  ist  eine  Vorläuferin  der  Newton' »aihtn  iNähe- 
rungsmethode  zur  Auflösung  numerischer  Gleichungen.  (Vgl. 

Lagrange' s.  Traite  de  la  resolution  des  equations  numeriques. 
Oeuvres  de  L.,  publiees  par  J.  A.  Sej-ret,  tome  VIIl,  p.  16, 
sowie  Fourier  im  vorliegenden  Werke,  S.  178.)  Fieta's  grösste 
algebraische  Leistung,  die  in  seiner  »in  artem  analyticam  isa- 
goge«  (1591)  niedergelegt  ist,  besteht  darin,  dass  er  im  Gegen- 

satz zu  seinen  Vorgängern,  welche  die  Gleichungscoefficienten 
immer  als  bestimmte,  gegebene  Zahlen  betrachteten,  also  nur 
die  Unbekannte  allein  unbestimmt  dachten,  auch  die  Gleichungs- 

coefficienten als  unbestimmt  ansah;  hierdurch  ist  er  der  Er- 
finder der  heute  schon  in  unseren  Mittelschulen  gelehrten 

Buchstabenrechnung  geworden.  Diese  bezeichnete  Y.  als  lo- 
gistiea  speciosa,  die  er  zu  der  logistica  numerosa,  der  nume- 

rischen Rechenkunst,  die  es  nur  mit  Zahlen  zu  thun  hat,  hin- 
zufügte. (Vgl.  auch  Fourier^  diese  Ausgabe,  S.  45.)  Den 

Zusammenhang  der  Wurzeln  und  Coefficienteu  einer  Gleichung 
giebt  Vieta  am  Schlüsse  seiner  Abhandlung  »de  aequationum 
recognitione  et  emendatione«  (1591);  doch  setzt  er  ausschliess- 

lich positive  Wurzeln  voraus;  den  Satz  in  voller  Allgemein- 
heit, so  dass  auch  negative  und  imaginäre  Wurzeln  berück- 

sichtigt werden,  verdankt  man  der  Invention  nouvelle  en 

l'algebre  von  Älhert  Girarcl  (1629).  [Ausführliche  Beschrei- 
bung des  Inhalts  in  Kliigel''ä  math.  Wörterbuch,  Leipzig  (1803), Bd.  I,  Artikel  »Algebra«,  S.  52]. 

10)  Zu  S.  0  und  J7<S.  lieber  Ilarriejf'a  (1560—1621)  Werk 
»Artis  analyticae  praxis«,  das  zehn  Jahre  nach  des  Autors  Tode 
erschien,  vgl.  Klägers  math.  Wörterbuch,  I,  S.  47,  sowie  Caiitor, 
a.  a.  0.,  II,  S.  790. 

11)  Zu  S.  ü.  Wie  schon  der  ausführliche  Titel  des  Werkes 

von  William  Oughtred  (1574—1660)  sagt:  »Arithmethicae  in 
numeris   et  speciebus  institutio  quae  tum  logisticac,    tum  ana- 

*)  >Zur  Ausfülirun}?  der  numerisclieu  Auflösung  der  reinen 
und  unreinen  Gleichungen.«  Jede  Gleichung,  die  nicht  eine  roiue 
Gleichung  x'"  =  A,  ae(iuatio  pura,  ist.  lieisst  aequatin  adfecta. 
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lyticuc  at({ii<'  udon  totiiis  iiiatlit'iiiiiticac  (luasi  clavis  est  KkU  <, 
ist  (l:is  Werk  eine  Fiiiiliiliriiiif!:  in  die  iimneiische  und  Huch- 
stiihenreelinung.  In  einer  späteren  Auflage  ist  de  aeiiuatio- 
num  affeetarum  resulutione  in  numeris«  hcigedruckt;  hier  wird 
die  numerische  Auflösung  der  Gleichungen  behandelt.  Vgl. 
Fouricr,  diese  Ausgabe,  S.  178. 

12)  Zu  S.  II.  .lolni  Wallis  (HiKi — 1703),  ein  sehr  hervor- 
ragender englischer  Mathematiker,  hat  sich  um  die  Infinitesi- 

malrechnuug,  (Jeometrie  und  Algebra  sehr  grosse  Verdienste 

erworben.  Sein  treatise  uf  algebra  both  historical  and  prac- 
tical  with  some  additional  treatises  (1()<S5)  ist  in  lateinischer 
Uebersetzung  im  zweiten  IJande  seiner  Opera  1693  erschienen, 

l'eber  die  au  Virta  anknü})fenden  rntersuchungen  von  Harriot 
und  OiKjhtrcd  spricht  er  in  den  Opera  II,  p.  113  und  203. 

Oie  Stelle,  an  der  er  die  Dcscrirtr.'<'^c\n)  Kegel  fvgl.  Anra.  13; 
mit  l'nrecht  für  Ilarrint,  in  dessen  Werk  sie  überhaupt  nicht 
steht,  wie  auch  Wallis  sell)st  au  anderer  Stelle,  p.  215,  zu- 
giebt,  in  Anspruch  nimmt,  ist  p.  171  zu  Hnden.  Die  Verthei- 
digung  Drscartcs  gegen  Wallis  und  seine  Nachbeter  hat  schon 

dr  GiM  in  dem  Aufsatze  Demonstration  de  la  regle  de  Des- 

carteS'  (Histoire  de  l'acad.  des  sciences  de  Paris,  1741,  geführt. 
Trotzdem  segelt  die  I }rstrirtrs' si-he  Kegel  noch  häutig  unter 
H'iriiotü  Flagge.  Einen  Beweis  für  die  Kegel  hat  ül)rigens 

auch  ('.  /''.  LJaKss  (Ges.  Werke,  Bd.  3,  S.  65)  erbracht.  Vgl. 
auch  Lagrange,  Oeuvres  VIII,  p.  196. 

13)  Za  S.  6".  Rrn6  Ikscartes  (1596 — 1650)  ist  durch  seine 
geometrie  (1637)  der  Begründer  der  analytischen  Geometrie  ge- 

worden. Lateinische  Ausgabe  unter  dem  Titel  »Geometria  von 
F.  Vau  ScJ/oofru  (D»5i)  .  deutsche  von  Ludwig  Srhhsiugrr  (Berlin 
1H94^  Im  dritten  Baude  der  (Jeometria,  die  reich  an  alge- 

braischen Wahrheiten  ist,  findet  sich  auch  ohne  irgend  welchen 
Beweis  die  lksiartis»(i\\c,  Kegel,  auf  die  Fouricr  ansj)ielt. 
»Nimirum,  tot  in  ea  [aeijuatione]  veras  [positive  Wurzeln]  haberi 
posse  [posse  im  Sinne  des  Maximums],  quot  variationes  repe- 
riuntur  signorum  -\-  &.  — :  ».V;  tot  falsas  (negative  Wurzeln  , 
(|Uot  vicibus  ibidem  deprehenduntur  duo  signa  -j-,  vel  duo 
signa  — ,  (juae  se  inviceni  se»|uuntur.  (Geometria.  ed. 
Srhuutrn,  p.  70.)    Vgl.  Fouriir,  diese  Ausgabe,  S.  95. 

14)  Zu  S.  (!.  Der  Theil  des  Briefes  von  Xrwton  (1643-  1727) 
vom  24.  October  1676,  der  sich  auf  das  sogenannte  Xrutou- 

sche  Parallelogramm  bezieht,  ist  zuerst  durch  Wullis'  Algebra 
(Opera  Wallisii,  II,  p.  381    >Nova  raethodus  extrahendi  radices 



248  Anmerkungen. 

tum  simplicium  tum  aftectarum  aequatiouum« )  bekannt  ge- 
worden. Dieselben  Untersuchungen  findet  man  auch  in  den 

Opuscula  Newton!  (ed.  CastüHoneus,  1744)  I  unter  dem  Titel 
»Methodus  fluxionum  et  serierum  infinitarum«  veröftentlicht. 

A.  a.  0.,  p.  37  beginnt  Neivton  mit  der  Auflösung  der  aequatio 

affecta  numeralis  y'^  —  2y  —  5  =  0,  indem  er  die  Zahl  2, 
Avelche  sich  um  weniger  als  y\,-  vom  wahren  Wurzelwertlie 
unterscheidet,  als  Näherungswerth  ansieht,  und  dann  die  von 
uns  sogenannte  Neivton%Q\xt  Ncäherungsmethode,  welche  durch 

F.  im  zweiten  Buche  des  vorliegenden  Werkes,  S.  150  flf.  aus- 
gestaltet und  verbessert  wurde,  anwendet.  Ueber  diese  Me- 

thode der  successiven  Substitutionen,  Avie  sie  von  Fourier,  S.  7 
genannt  wird,  vgl.  auch  Lag  ränge,  Oeuvres  VIII,  p.  161. 

Nach  Behandlung  der  obigen  numerischen  Gleichung  folgen 
bei  Neivton  Buchstabengleichungen  (aequationes  speciosae\ 

Das  Netvtoti' s,C:\iQ  Parallelogramm  hat  bei  dem  Erfinder  den 
Zweck,  das  Anfangsglied  der  Entwicklung  von  y,  welches  mit 
X  durch  eine  Gleichung,  bei  Neivfon  unter  anderen  Beispielen: 

?/'•  —  öx/f  H   y*  —  1  a\x^-y-  +  Qa^x^  -\~b^x*  =  0, 

zusammenhängt,  in  nach  x  fortschreitende  Reihen  finden  zu 
lehren.  Vgl.  ausser  Cantor,  a.  a.  0.,  Bd.  III  (Leipzig,  1.  Aufi. 
1898),  S.  102  noch  Brill  und  Noether,  die  Entwicklung  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  in  älterer  und  neuerer 

Zeit,  Jahresber.  d.  deutschen  Math. -Vereinigung  (1894),  S.  IKift". 
Siehe  auch  das  vorliegende  Werk,  S.  45.  • —  Lagrange  hat  das 

A'.'sche  analytische  Parallelogramm  durch  eine  analytische 
Methode  in  der  Abhandlung  »Sur  Tusage  des  fractions  con- 
tinues  dans  le  calcul  integral«  (Oeuvres  IV,  p.  303)  zu  er- 

setzen gesucht. 

15)  Zi(  S.  7.  Albert  Girarcl  (f  1632)  giebt  in  seiner  In- 

ventiou  nouvelle  en  l'algebre  (1629)  die  Summe  der  vier  ersten 
Potenzen  der  Gleichungswurzeln,  explicit  durch  die  Ooefficieuteu 

ausgedrückt,  an.  (Vgl.  Cantor,  II,  S.  789.)  In  Xnrton's 
Arithmetica  universalis,  p.  192  sind  die  sogenannten  Norton- 
schen  Formeln,  welche  die  impliciten  Relationen  zwischen  den 
Poteuzsummen  der  Wurzeln  und  den  Coefficienten  angeben,  bis 

zur  6.  Potenz  mit  der  Bemerkung  >  et  sie  in  infinitum  obser- 
vata  Serie  progressionis«  oline  Beweis  mitgetheilt.  Der  erste 

Beweis  der  Xeirton' schan  Formeln  stammt  von  Georg  Frirdr. 
Jii'irnKinn,  Professor  in  Wittenl)erg;  derselbe  ist  in  der  Arith- 
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metic.i  universalis  cum  comnient.  Castillionei  (Amst»'lo(laiui. 

17(»1),  Additaiui'utum,  p.  1 1()  aligediuckt.  Die  heute  üblichen 

Beweise  der  i\r//7o//'schen  Formeln  scheinen  auf  Lugranijr 
(Oeuvres  VIII.  p.  KiO  und  (irunrrt  zurückzudrehen.  Vgl.  <irii- 

nerfs  Supplemente  zu  ivV/V^r/'s  Wr>rterl)ucli  183()).  Artikel:  >Glei- 
chung^,   S.  422.) 

Uii  Zu  S.  7.    Vgl.  die  s\iioi)tisclie  Auseinandersetzung,  S.  <)4 
und  die  bezüglichen  Anmerkungen  47,  48. 

17'  Zu  S.  7.  Die  von  ////'A/r  (1()2H— 1704),  l?ürgermeister 
vdu  Amsterdam,  zur  Erkennung  der  mehrfachen  Wurzeln  ge- 

gebene Regel  lautet  in  unserer  Sprechweise:  Ist  /"x,  =  ()  eine 
nicht  für  x  =  O  erfüllte  Gleichung,  so  ist  für  die  Existenz 
einer  mehrfachen  Wurzel  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

(1.)  f{x)  =  0  und  12.  «/"./•)  +  :'■>■['  x\  =  (),  wobei  i>  und  ,i 
ganz  willkiirliche  Constanten  und  /"'  .r)  die  Derivirte  von  fr) 
bedeuten,  eine  gemeinsame  Wurzel  haben;  setzt  man  «  =  <> 

und  |i'  =  1  und  dividirt  durch  j;  so  hat  man  die  heute  ge- 
wöhnlich verwandte  Kegel.  If.  drückt  sich  auf  folgende  Art 

aus:  Si  in  at'(iuatione  du.ie  radices  sint  aecpiales.  atcpie  ipsa 
multiplicetur  per  arithmeticam  progressiouem,  (piam  libuerit. 

nimirum,  jtrimus  terminus  aeifnationis  \n'Y  primum  terminum 
progressionis,  secundus  terminus  aeijuationis  per  secundum 
terminum  progressionis,  et  sie  deinceps,  dico  productum  fore 

aequationcm,  in  (pia  una  dictarum  radicum  reperietur.  '  Hml- 

detüi  epistolae  in  Schootcn?,  Ausgabe  von  Cnrtesius'  (Jeometria, 
|).  43:^  n.   r)()7.) 

18)  Zu  S.  7.  Tsrliinihniis  (1().")1  —  17(»8  reducirte  in 
einem  l()83  erschienenen  Aufsatz  der  Acta  eruditorum  M»'- 

thodus  auferendi  omnes  termiuos  intermedios  ex  data  aequa- 
tione  die  vorgelegte  Gleichung  durch  heute  sogenannte 
Tschirnhausentrausformation  auf  eine  reine  Gleichung  und 
dachte,  damit  die  Auflösung  einer  jeden  Gleichung  gegeben 
zu  haben ;  allein  die  von  T.  zu  «ücsem  Zwecke  verwandten 

Ililfsgleichungen  sind  höheren  (Jrades  als  die  vorgelegte  Glei- 
chung. Vgl.  C'intor,  III,  8.  108.  Wenn  Catitor  a.  a.  O., 

S.  112  und  S.  .');")()  in  Ijümi:  (lü4G — 1716)  einen  Vorgänger 
von  Abel  (vgl.  Anm.  7)  sehen  will,  so  kann  man  dem  gegen- 

über nur  Fnuiier  l)eistimnien,  dass  /..  die  Auflösung  einer 
Gleichung  durch  Kadicale  für  möglich  hielt,  nur  betrachtete  er 

das  Prolilem  auf  dem  von  7'.  angegel)enen  Wege  als  nicht  gelost. 
Vgl.  den  l>riefweehsel  von  d.  W.  Leihnit  mit  Mathematikern, 

llerausgeg.   von   (hrhnnlt  (Berlin   1899),   I,   S.  31;")  und  449. 
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lü)  Zu  S.  8.  Lagranyc  (1736 — 1813)  verfolgt  in  seinen 
xlleflexions  sur  la  resolution  algebrique  des  equations«,  wie  er 
in  der  Einleitung  sagt,  den  Zweck,  a  priori  zu  zeigen,  Avarum 
die  für  die  Auflösung  der  Gleichungen  dritten  und  vierten 
Grades  bekannten  Methoden,  die  er  eingehend  untersucht,  nicht 
für  die  Gleichungen  höheren  Grades  ausreichen.  (Oeuvres  III, 
p.  206.)  In  Note  XUI  zu  seinem  Traite  de  la  resolution  des 
equations  numeriques  (Oeuvres  VIII,  p.  295  ff.)  findet  man  eine 
Wiederaufnahme  dieser  Fragen,  sowie  zum  Schluss  eine  Be- 

sprechung der  verwandten  Vandcrmondc'' 9,(^hQn.  Untersuchungen. 
Vcuidermondc  8  (1735 — 1796)  Memoire  sur  la  resolution  des 

equations,  Histoire  de  l'acad.  des  sciences  (Paris  1771)  ist  auch 
in  deutscher  Uebersetzung  von  C.  Itzigsohn  unter  dem  Titel 

»Abhandlungen  aus  der  reinen  Mathematik  von  N.  Vaiidcr- 
inonde^   (Berlin  1888)  erschienen. 

20)  Zu  S.  8.  Abbe  de  Gua  (f  1785]  verdanken  wir 
ausser  der  schon  in  Anm.  12  genannten  Arbeit  noch  einen 

weiteren  algebraischen  Aufsatz  »Recherche  du  nombre  des  ra- 
cines  reelles  ou  imaginaires,  reelles  positives  ou  reelles  nega- 

tives qui  peuvent  se  trouver  dans  les  equations  de  tous  les 

degres  (Histoire  de  l'acad.  des  sciences  de  Paris,  1741)  <:;  in 
diesem  ordnet  er  einer  jeden  Gleichung  f[x)  =  0  die  Curve 
y  =  f[x)  bei;  ebendort  findet  man  (Seconde  partie,  Troisieme 
regle)  auch  den  Satz,  auf  den  Fourier  auf  S.  26  anspielt;  der- 

selbe lautet:  Ergiebt  jeder  reelle  Werth,  der  irgend  eine  der 

derivirten  Functionen  /'^^^(./')  der  linken  Seite  einer  algebrai- 
schen Gleichung  annuUirt,  beim  Einsetzen  in  die  unmittelbar 

voraufgehende  und  die  unmittelbar  folgende  abgeleitete  Func- 

tion, /"(**""')  (a-j  und  /"(''■•"'^(a:;),  Grössen  verschiedenen  Vorzeichens, 
so  hat  /'(./■)  =  0  nur  reelle  Wurzeln.  De  Gita's  Aufsätze  ent- 

halten auch  eine  grosse  Fülle  historischer  Notizen  über  die 
ältere  Algebra. 

21)  Zn  S.  8.  Michel  IMc  (1652—1719)  liat  in  seinem 

Traite  d'algebre  (1690)  den  folgenden  Satz  (Cap.  6  des  zweiten 
Buches):  Ist  in  der  Gleichung: 

f{x)  ==«„:/;«  +  r^,./:"-'  +.  .  .  a„  =0 
mit  reellen  Coefficienten  a„  i)ositiv  und  J  der  absolute  Werth 

desjenigen  negativen  Coefficienten,  welcher  den  grössten  ab- 

soluten Werth  besitzt,  so  ist  1  +  ̂   eine  obere  Grenze  der 
reellen  positiven  Wurzeln.      Aus    dieser   Thatsaohe    und    dem 
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sogenaunteu  /»'oZ/rsolicn  Satz,  der  nach  unserem  Spraclifrcbrauchc 
lautet:  Vevschwiuilet  [[x]  für  zwei  reelle  autVinamlertolgende 

Werthe  a  und  ,j,  so  verschwindet  die  erste  Abf^eleitete  f'[x) 
tiiv  einen  zwischen  (t  und  ,>  gelcf^cnen  reellen  Wertli,  sucht  IL 

mittelst  der  successivcn  Abffelcitetcn  von  /"'x)  die  Wurzeln  von 
f[.c)  =  U  zu  bestimmen.  Die  n  —  Ite  Ahfreleitete  heisst  bei  Holle 

erste  Cascade,  f'x)  selbst  die  //te  Cascade.  Vgl.  Fourier  im  vor- 
liegenden Werke  S.  lOH  und  •J2(),  sowie  Lin/ndi'fr,  Oeuvres  VIII, 

p.  15J0. 

22)  Zu  N.  <S'.      Die  iVeu'/o/i'sche    llegel  (Arithmetica  univer- 
salis Bd.  2,  Cap,  2}  sagt  aus:  Die  (Jleichung: 

.,,x»  +  a,  x"-'  +  .  .  .  +  a„  =  0 

mit  reellen  Coefticienten  enthillt  wenigstens  soviele  complexe 
Wurzeln,  wie  in  der  Reihe: 

,     1    n—1     ..  2         ii  —2     , 

"""'  T  ~T~  "'  " ''" "«'  //-  1  '  ~1~  "^' ""  "'  "^"  ■  ■ 
"  —  11.. 

Zeiclienwechsel  auftreten.  Einen  Beweis  für  diese  Kegel  suchte 

zuerst  Murlauriti  1()Ü8  — 1746 1  zu  geben.  Vgl.  Caiitor, 
a.  a.  0.  III,  S.  542  ff.,  wozu  noch  Mariaurin  »  Algebra,  die 
1748  nach  seinem  Tode  gedruckt  wurde,  Cap.  13  des  zweiten 

Theiles  beizufügen  i.><t. 

Die  j\f//7(/y/"sche  liegel  i.st  liekaiintlich  von  Si/Urster  1814 
-  -1897)  verallgemeinert  worden.  Leber  Si/lrrstcr's  in  den 
Transactions  of  the  K.  Irish  Academy  '1871]  und  Phil.  Mag. 
4.  ser.,  t.  vjl  erhaltene  Resultate  vgl.  auch  Wehe/s  Algebra 
(2.  Autl.   Braunschweig   1898),  I,   8.  34ti. 

23)  Zu  S.  S,  LiKinuiijc  und  Wurinn  1736 — 1798  hal>en 
die  (Jleichung  für  die  Wurzelditferenzen  der  vorgelegten  (ilei- 
chung  aufgcsti'Ut  und  aus  derselben  die  kleinste  Differenz  der 
reellen  Wurzeln  entnommen;  ist  //  eine  positive  Zahl,  die 
kleiner  als  der  absolute  Betrag  der  kleinsten  Differenz  ist, 
und  bezeichnen  /  und  [.  die  untere  bez.  obere  Clrenze  für 

alle  reellen  Wurzeln,  so  liegt  in  jedem  der  Intervalle: 

/,/+//,/+  2//,  /  -f  3//   /  -f-  (/«  -  Ij//,   /., 

falls  /  -\-  m  h  ̂   /.  ist,  nur  höchstens  eine  reelle  Wurzel  der 
vorgelegten  (Jleichung.      Vgl.   Lojiawje,  (.Jeuvres  Vlll,  p.  24ff. 
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11.  p.  140  ff. ;  a.  a.  0.  p.  143  findet  man  auch  eine  Besprechung; 

der  War i/i(^' sehen  Untersuchungen.  Vgl.  auch  Fouricr  im  vor- 
liegenden Werke  S.  24  u.  108.  Cancliy  (1789  —  1857)  hat 

einen  Werth  für  h  finden  gelehrt,  ohne  dass  man  die  Gleichung 

für  die  Wurzeldifferenzen  aufstellen  muss.  [Algebraische  Ana- 
lysis,  deutsche  Ausgabe  von  Huzler  (1828),  S.  344.]  Vgl.  auch 
die  Darstellung  in  Serrefs  Handbuch  d.  höheren  Algelbra,  deutsch 
von  Wertheim,  Leipzig,  2.  Aufl.   1878,  Bd.  I,  S.  245 ff. 

24)  Zu  S.  8.  Die  schon  zu  Lagrangeh  Zeiten  nicht  sehr 

bekannte  Methode  von  Vontaine  (1705  — 1771),  die  dieser  in 
der  Histoire  de  Tacad.  des  sciences  de  Paris  (1747)  veröffent- 

licht hat,  ist  eine  Näherungsmethode  zur  Berechnung  der  Wur- 
zeln, welche  eine  grosse  Vorarbeit,  um  Kenntnisse  über  die 

Natur  der  Wurzeln  zu  erlangen,  voraussetzt.  Diese  Methode 
ist  von  Lagrange  in  Note  7  seines  Traite  de  la  resolution  des 
equations  numeriques  (Oeuvres  VIII)  näher  auseinandergesetzt 
und  mit  vollem  Recht  als  nicht  anwendbar  und  unzureichend 

erklärt  worden.  UÄlemhert  (1717—1783)  hat  sie  in  der  En- 
cyclopedie,  tome  5  (1755),  p.  853  im  Artikel  »eqiiation<;  be- 

sprochen und  auch  schon  gegen  sie  Bedenken  geäussert. 
25)  Zu  S.  9.  Von  Fouriers  Untersuchungen  über  die 

Theorie  der  Ungleichheiten  ist  ausser  den  interessanten,  all- 
gemeinen Ideen  in  der  synoptischen  Auseinandersetzung,  S.  71  ff. 

nur  noch  ein  kleiner  Aufsatz,  der  in  seinen  Oeuvres  Bd.  II, 

p.  317 — 319  wieder  abgedruckt  ist,  auf  uns  gekommen.  Es 
sei  noch  bemerkt,  dass  die  in  den  Oeuvres,  Bd.  II,  p.  321 — 328 

abgedruckten  Auszüge  aus  der  Histoire  de  l'acad.  für  die  Jahr- 
gänge 1823  und  1824  grösstentheils  wörtlich  in  den  Expose  sy- 

noptiiiue,  diese  Ausgabe  S.  71  ff.  übergegangen  sind.  Bezüglich 
der  Theorie  der  Ungleichungen  vgl.  eine  kürzlicli  erschienene 
Arbeit  von  Jidius  Farlris,  in  der  man  aiicli  historische  Notizen 
findet.     Journ.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.,  Bd.  124,  S.  1  (1901). 

26)  Zu  S.  l).  Gemeint  ist  Lagrange^s  schon  wiederholt 
citirter  Traite  de  la  resolution  des  equations  numeriques. 
(Oeuvres  VUI.) 

27)  Zu  S.  10.  Diese  Arbeit  mit  dem  Titel  >  Sur  l'usage du  thcoreme  de  Descartes  dans  la  rechcrclie  des  limites  des 

racines«  ist  in  Fouricr' s  Oeuvres  Bd.  II,  p.  289  wieder  ab- 
gedruckt. 

28)  Zu  .S'.  71'.  Bezüglich  der  Auflösung  einer  (ilcichung 
mit  reellen  Coefficienten  durch  reelle  Radicale  ist  uns  nur  das 

folgende  Resultat  bekannt:  Unter  den  in  einem  reellen  Ratio- 
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iialitiltsbereicbc  irnducibelen  Oleiclmngeu  mit  nur  reelleü 
Wurzeln  sind  die  einzigen,  bei  denen  eine  Wur/el  dureli  reelle 
Kadicale  darstellbar  ist,  die  dureh  Quadratwurzeln  auflösbaren. 
Vgl.  Ilöhlrr,  Ueber  den  Casus  irredueibilis  bei  der  (lleicbung 
dritten  (irades,  Math.  Ann.,  Bd.  3H,  S.  iJU?,  sowie  Kne.s»  r, 

Math.  Ann.  Bd.  41,  S.  344.  Die  von  Fourirr  in  diesem  Ab- 
satz ausgesprochenen  Ideen  sind  uieht  ganz  correct. 

29)  Zu  S.14.  Fifto  behandelt  in  seiner  Schrift  »de  aequa- 
tionum  recognitione«   (vgl.  Anm.  9)  die  Gleichung: 

(1)     A'  —  3^-J  =  ir-i) 
[Opera,  ed.  Schooteii  (164(i),  p.  91]  mit  der  Bedingung 
y/^  J/>;  ̂ 1  ist  die  Unbekannte,  die  bei  Viehi  immer  mit 
einem  Vocal  bezeichnet  ist,  Ji  und  I>  sind  bei  Vietn,  der  nur 
positive  Grössen  zulässt,  beide  positiv  gedacht.  Man  kann 

jedoch  für  das  Folgende  I)  beliebig  positiv  oder  negativ  an- 

nehmen;   B  ist   dann   so  gewählt  zu  denken,  dass  —    positiv 

ist.  Mctn  bringt  die  Gleichung  (1)  mit  der  trigonometrischen 

Kelation  cos^a  —  ̂   cosc/  =  J  cos  (3a)  in  Zusammenhang,  in- 

dem er  ---  =cos3o,  '  ==  cos  a  setzt.  Auf  die  Glei- 

chung (1  mit  der  Bedingung  B'^\D  lässt  sich  übrigens 
jede  cubische  Gleichung  ./-^  —  Px  -\-  q  =.  0  mit  reellen  Coefii- 

7*       I"' 

eienten,  bei  der  F  eine  positive  Grösse  und   .  _  <^  0  (ca- 4         2  < 

-i/T' 

sus  irredueibilis),   zurücktühren,  wenn  man  7?  ̂   l^  />  = 

q  1   ̂/^ 
=   — ,  j- =  .1  setzt;     y  —    ist  mit  derartigem  Vorzeichen 

"3 

zu   wählen,   dass   z=-   positiv  wird.      Bei    Voto,  der   B 

3 

und  l>  positiv  annimmt,  wird  ausser  der  tileichung  1,  noch 

die  weitere  Gleichung:  Mi- 1\  —  K'  =  Ii*D,  wobei  B  und  I> 

positive   (Jrösscn,    /'.'  die   Inltekannte,    />'  ̂   .\  IK   l)ehaudelt. 
30)  Zu  S.  IL  (iegen  ein<'  derartige  Ausdrucksweise,  die 

imaginären  Wurzeln  einer  Gleichung  als  fehlend  anzusehen  «ind 

dann  trotzdi-m  mit  ilineii  als    etw.-is   Kxistirendem    zu   operiren. 

3    ' 
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wendet  sich  schon  die  Dissertation  von  C.  F.  Gauss  (1801); 
in  ihr  findet  sich  der  sofort  von  Fouricr  besprochene  Funda- 

mentalsatz zum  ersten  Male  streng  bewiesen.  Vgl.  die  vier 

Gauss^schen  Beweise  für  die  Zerlegung  ganzer  algebraischer 
Functionen  in  reelle  Factoren  ersten  oder  zweiten  Grades. 

Herausgeg.  von  E.  Netto  in  Ostira]d''3  Klassikern.  Nr.  14 
(1890),  S.  6. 

31)  Zu  S.  17.  Die  Lehre  von  den  Incommensurablen 

füllt  in  Eudide.s''  Elementen  (300  v.  Chr.)  das  ganze  zehnte Buch. 

32)  Zu  S.  17.  Vgl.  hierzu  I).  Hilhcrt,  Mathematische 
Probleme,  Nachricht,  der  Kgl.  Gesellschaft  der  Wiss.  zu  Göt- 

tingen (1900),  S.  266,  sowie  Dehn,  über  raumgleiche  Polyeder, 
ebenda  S.  345. 

33)  Zi(  S.  20.  Fourier  führt  hier  den  sogenannten  Taj/- 

Zor'schen  Satz  an.  lieber  Johann  BernoiülV^  (1667 — 1748) 
Ansprüche  auf  denselben  vgl.  A.  Pringsheim,  Zur  Geschichte 

des  Ta^'or'schen  Lehrsatzes,  Bibliotheca  mathematica,  dritte 
Folge,  Bd.  1  (1900),  p.  435. 

34)  Zu  S.  20.  Die  Aufstellung  und  Discussion  des  Rest- 

gliedes der  Tfl/yZor' sehen  Reihe  beginnt  mit  Leigrange'B  Theorie 
des  fonctions  analytiques  (1797).  Vgl.  die  eingehende  Schil- 

derung in  der  unter  33)  citirten  Arbeit  von  Pringsheim,  S.  440. 

35)  Zu  S.  24,  25  und  149.  Gauss  hat  in  der  leseus- 

werthen  Anzeige,  die  er  Fourier^B  Analyse  des  equations  de- 
terminöes  zu  Theil  werden  Hess,  diese  Stelle  auf  folgende  Art 
kritisirt  (Gauss,  ges.  Werke,  Bd.  III,  S.  120):  ».  .  .  .  Fourier 
nennt  solche  Stellen  kritische:  jede  solche  kritische  Stelle  be- 

dingt demnach  das  Fehlen  von  zwei  reellen  Wurzeln:  wenn 
aber  Fourier  sich  zugleich  so  ausdrückt,  dass  jedesmal  zwei 
solche  ausfallende  reelle  Wurzeln  imaginär  werden,  so  können 
wir  diesen  Ausdruck  nicht  ganz  billigen,  da  er  leicht  zu  einer 
Missdeutung  Veranlassung  geben  könnte.  In  der  That  ist  es 

zwar  Avahr,  dass  die  Gleichung  A'  =  0  zusammengezählt 
genau  soviele  Paare  imaginärer  Wurzeln  enthält,  als  solclie 
Ausfälle  oder  kritische  Stellen  vorkommen;  aliein  die  Werthe 
aller  imaginären  Wurzeln  sind  an  sich  ebenso  l)estimmte 
Grössen  wie  die  reellen,  und  jener  Ausdruck  kann  daher 
leicht  so  gedeutet  werden,  als  ob  jeder  bestimmten  Lücke 

ein  bestimmtes  Paar  imaginärer  Wurzeln  angehörte,  was  je- 
doch nicht  nur  von  Fourier  nicht  nachgewiesen  ist,  sojidern 

80  lange,  als  tiefer  eindringende  Untersucluingen  diesen  inter- 
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essanten  l'unkt  iiocli  niclit  in  helles  Licht  gesetzt  hubeu, 

zweifelliat't  lileil)en  miiss.  rebrifccus  soll  hiermit  nicht  gesagt 
werden,  ilass  Foiirirr  selbst  den  Ausdnii-k  so  verstanden  habe; 
wir  möchten  eher  das  Gegentheil  annehmen,  und  fast  ver- 
muthen,  dass  er  über  das  Üasein  oder  Nichtdasein  eines  sol- 

chen bestimmten  Zusammenhanf^es  ungewiss  geblieben  und 
absichtlicli  einer  olVenen  Erklärung  üljcr  den  verfänglichen 
Ausdruck  ausgewichen  sei.«  Die  hier  von  Gmiss  berührte 
Frage  harrt  auch  heute  noch  der  Lösung. 

:J6i  7ai  S.  27.  In  der  unter  27)  genannten  Arbeit  h;it 
Vomier  diese  Resultate  bereits  ohne  Beweis  publicirt. 

37)  Zu  S.  :n.  Oiifjlifrrd  lehrte  in  dem  unter  1 1  citirti-n 
Werke  eine  Regel  für  die  abgekürzte  Multiplication  und  Divi- 

sion, d.  h.  ein  Verfahren,  um  l'roduct  und  Quotient  zweier 
Zahlen  bis  zu  einer  gewissen  Anzahl  von  Stellen  zu  finden. 
Vgl.  die  Note  von  .1.  Lonnj  in  dem  nächstens  erscheinenden 
ersten  Hefte  des  dritten  Bandes  des  Archives  der  Mathematik 

und  Physik. 

:}8)  Zu  S.  .'W.  Im  Folgenden  berichtet  die  synoptisclie 
Auseinandersetzung  über  die  für  den  zweiten,  nicht  erschie- 

nenen Theil  des  Werkes  geplanten  L'ntersuchungen  Fouriers. 
Obgleich  der  Text  eine  Anzahl  von  directen  Fehlern  und  Un- 
genauigkeiten,  die  in  Folge  unserer  heutigen  Kenntnisse  prä- 
cisirt  werden  müssteu,  enthält,  habe  ich  trotzdem  diese  Be- 

trachtungen Fonrier's  wilrtlieh  übersetzt,  da  ich  mich  aus 
historischen  (Iründen  nicht  zu  weitgehenden  Aenderungen  und 

Auslassungen  berechtigt  hielt.  Die  im  Text  folgenden  Aus- 
einandersetzungen etwa  in  dieser  Ausgabe  ganz  fortzulassen, 

erschien  in  Folge  der  reichen  Fülle  von  aufgeworfenen  Fragen 
und  der  darin  niedergelegten  Keime,  von  denen  auch  heute 
noch  manche  der  Entwicklung  harren,  wie  z.  B.  die  Theorie 

der  rngb'ichheiten.  nicht  angel)racht.  Dem  Anfänger  kann  die 
Leetüre   \on   8.  H3  —  MO  wohl   nicht  gut  empfolilen   wenlen. 

39)  Zu  S.  .vr.  FoKfirr  hat  hier  die  Methode  der  Iteration 
zur  Auflösung  einer  (ileichnng  im  Auge.  Vgl.  über  dieses 
Verfahren:  Fernst  Srhrorder,  Ueber  unendlichviele  Algorithmen 
zur  Auflösung  der  (»leichungen.  Math.  Anualen  Bd.  2,  S.  317. 

Dass  durch  Anwendung  von  .''  ̂ ^^  1  -j   die  üleichungx*  =^  2 

gelöst  wird,   ist  (tüenbar  irrig;  setzt  man  .r  =  —  -f-        .so 

erhält  man   dunh   fortgesef/ti-  Iti  r;itii)u  |/2 . 
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40)  Zn  S.  37.  Mit  Hilfe  von  Iterationen  löst  Fourier  in 
den  Artikeln  286,    287,    288    der    Theorie    analytiqne   de    la 

chaleur  (Oeuvres  I,  p.  308  ff.)    die  Gleichung  £  =  arctang  y  , 
wobei  e  die  Unbekannte  sein  soll. 

41)  Zu  S.  39.     Der  Inhalt  des  Artikels  X  ist  im  Wesent- 
« liehen    in    den    Artikeln  XXIV   und  XXV    des   ersten   Buches 
näher  behandelt. 

42)  Zu  S.  42.  Die  im  Artikel  XI  angegebenen  Resultate 

sind  durch  M.  A.  Stern  (1807 — 1894)  in  dessen  grosser  Ab- 
handlung ;> Theorie  der  Kettenbrüche  und  ihre  Anwendung« 

[Journ.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.  Bd.  11  (1834),  S.  142  ff.]  wieder- 
hergestellt worden.  Die  Auflösung  einer  Gleichung  durch 

Kettenbrüche  hat  zuerst  Lagrange  im  Traite  de  la  resolution 
des  equations  numeriques  (Oeuvres  VIII)  gelehrt. 

42)  Zu  S.  45.  James  StirUng  (1692  —  1770)  giebt  dem 

A'ewtow'schen  Parallelogramm  verwandte  Methoden  in  seiner 
1717  erschienenen  Schrift  »Lineae  tertii  ordinis  Newtonianae « . 

Vgl.  Brill  und  yöthcr,  a.  a.  0.,  S.  128. 

43)  Zu  S.  50.  Clairaut  (1713—1765)  beschäftigte  sich 
mit  der  Aufsuchung  der  commensurabelen  Wurzeln  der  nume- 

rischen und  Buchstabeugleichungen  in  seinen  Elements  d'al- 
gebre,  die  1746  zuerst  erschienen  und  schon  1760  eine  dritte 
Auflage  erlebten. 

44)  Zu  S.  50.  Gabriel  Cramer  (1704 — 1752):  Introduc- 

tion  ä  l'analyse  des  lignes  courbes  algebriques  (1750).  Vgl. 
M.  Cantor,  a.  a.  0.  III,  S.  584. 

45)  Zu  S.  56.  Die  folgenden  Angaben  Fourier  &  müssten 

zunächst  von  unserem  modernen,  fnnctionentheoretischen  Stand- 
punkte aus  vielfach  präcisirt  und  corrigirt  werden ;  immerhin 

enthalten  sie  eine  Reihe  von  für  die  Auflösung  transcendenter 
Gleichungen  Avichtigeu  Gesichtspunkten.  M.  A.  Stern  hat  sich 
mit  der  Wiederherstellung  dieser  Resultate  in  einer  von  der 
kgl.  dänischen  Gesellschaft  der  Wiss.  gekrönten  Preisschrift 
beschäftigt  (Journ.  f.  d.  r.  u.  ang.  Math.  Bd.  22).  In  neuerer 

Zeit  sind  besonders  die  Nullstellen  der  Bessel'sQhen  Functionen 
Oegenst.uid  eingehender  Untersuchung  gewesen,  hierbei  werden 
auch  vielfach  allgemeinere  Methoden  zur  Untersuchung  der 

Nullstellen  transcendenter  Functionen  angegeben.  Vgl.  A.  Ilur- 

uitz,  Ueber  die  Nullstelleu  der  Brssel' sehen  Functionen,  Math. 
Annalen  Bd.  33,  sowie  den  Bericht  im  Jahrbuch  über  die  Fort- 

schritte der  Math.   (1897),   S.  40S  und  (1898),  S.  401  ff. 
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40;  Xu  S.  H'J.      Die  Fiincti<»n 

_x  jr   x^ 
1     '   (1-2]*       (1    ̂ -S*    '   fl  -2   3-4;- 

wclche  bei  der  Würinebewegunfi:  in  einem  Cylinder  eine  grosse 

KoUe  spielt,  geht,  wenn    man    /  =  — ^   setzt,  in  die  Function: 

1-"
 2^+-. 4= 2*   4*   H-    '    2-- 4* -6* -8* 

über;  dies  ist  die  Brssrl^sche  Function  ^„[ct].  Diese  findet 
sich  auch  schon  in  Fouriers  Theorie  analytitiue  de  hi  cha- 
leur  (1822),  Oeuvres  I,  p.  341;    F"ii,i>r  giebt   a.  a.  (».    auch -:/ 

das  bestimmte  Integral        /  cos  [tc  sin  ./;  (Lr  als  Werth  für  die 

Function  J^[ct),  die  er  mit  A  bezeichnet,  an. 

47)  7m  S.  r>4.  Sind  P, ,  /',,  .  .  .,  /',„  di  willkürliche,  un- 
bestimmte (früssen,  und  bestimmt  man  die  Grössen  Fn^^^■, 

P,„^„  .  .  .  durch  : 

^  »i+ii  +  "i   'm-^ii  —  i  "i"  "i  ̂'m-t-ii—i  +   ■  "  "+  "(»I  -'«  =  '' 
{II  =  1.  2,  3   , 

so  nähert    sieh   der  »^luotieiit      "■*"'  der   absolut   grössteii  Wur- 

'  n 

zel  
von: 

(1^  j:>n  _|_  „^   y»-.  ̂   „^  ,.,-.  ̂ _  .  .  _|_  „„,  =  0, 

falls  die  Gleichung  eine  absolut  grtisste  Wurzel,  d.  h.  eine 
solche,  deren  absoluter  Betrag  grösser  als  der  der  anderen 
Wurzeln  ist,  liesitzt.  Dieses  Kesultat  hat  Dunir}  IkrtiouUi 
1700  —  17H2  nach  der  Sitte  der  Zeit  ohne  Beweis  in  seiner 

Abhandlung  ^'»bservationes  de  seriebus  recurrentibus  (Com- 
mentarii  Acad.  l'etropolitanae,  t.  3,  1728)  angegeben;  bewiesen 
wurde  es  zuerst  sonKtilrr  im  17.  Capitel  seiner  -Introductio 
in  analysin  inlinitornm«  (1748  .  Bei  specieller  Wahl  der  ersten 
///(iröissen  /'  kann  in  besonderen  Füllen  dieses  Uesultat  auf- 

hören gültig  zu  sein.  [Vgl.  /'.  Colin,  Herechnung  von  (ilei- 
chungswurzeln  durch  recurrirende  Ausdrücke.  Math.  Annalen, 

Bd.  44  (185»4),  S.  48(il     Wilhlt   man   im  Besonderen  /',  =.^,, 
Ottwald'a  Klassiker  12*.  17 
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P,  =  .s.,j  .  .  .,  1\^^  =  .s^,  so  wird  allgemein  I\^  =  s,,,  wobei 
s„  die  Summe  der  «ten  Potenzen  aller  Wurzeln  der  Gleichung  1 

P  s 

bedeutet;  bei  dieser  speciellen  Wahl  nähert  sich     " "^ *   =  — ^^-±^ ^n  *« 
der  absolut  grössten  Wurzel,  falls  eine  solche  existirt,  und 

man  erhält  die  allgemein  unter  BerHoulWs  Namen  in  den  Lehr- 
büchern angegebene,  specielle  Methode,  die  sich  aber  erst  bei 

Lagrange  in  der  im  Text  von  Fourirr  citirten  Schrift,  Note  6 
(Oeuvres,  YIII,  p.  168i  findet.  Vgl.  Ä.  Loeivy  im  Sprechsaal 
für  die  Encyklopädie  der  math.  Wiss.  Archiv  der  Math,  und 

Physik,  Bd.  III. 

48)  Zu  S.  68.  Dieses  Resultat  ist  falsch.  Hingegen  wird, 

wenn  \s\  '^  \t\  und  der  absolute  Betrag  von  /  grösser  als  der 
von  i(  ist,  also  \t\  >  |m|,  s  +  f  durch  den 

lim        P        P        —  P       P 

n  =  cö      P„+,  P„_,  —  P„' 

in  der  Bezeichnung  der  Anm.  47  gegeben.  Um  s  -{-  t  zu  finden. 
hat  man  also  den  Quotienten  von  Gliedern  zweier  verschiedener 

Reihen,  nämlich  aus  der  von  Fonricr  angegebenen  Reihe 

AD  —  5 C,  ...  und  aus  der  Aveiter  von  ihm  im  Text  mit- 

getheilten  Reihe  AC —  B^,  ...  zu  bilden.  Dies  geht  übrigens 
schon  aus  E'it/er'scheu  Resultaten  herAor.  Das  für  st  von 
Fourier  angegebene  Resultat  ist  jedenfalls  richtig,  falls  \s\  ̂  |/, 

^  \u\  ist. 

Sind  «,,  «5,  .  .  .  «„j  die  ;»AVurzeln  der  vorgelegten  Glei- 
chung, so  kann  man  jede  symmetrische  Function  der  /.•  ersten 

Wurzeln,  falls  ja,  j  ̂  \aj^  ̂   .  .  .  ̂   i«/,-|,  aber  |«/,.|  ̂   !«/,•  +  /!  füi' 
/  =  1,  2,  .  .  .  m  —  k,  als  Näherungswerthe  \on  Quotienten  mit 
Hilfe  recurrenter  Reihen  finden.  Das  Produkt  a^  •  a^  ■  ■  «i-  ist  auch 
in  so  einfacher  Weise,  Avie  es  F.  angiel)t,  durch  Bilden  der  Quo- 

tienten zweier  aufeinanderfolgender  Glieder  einer  einzigen  Reihe 

zu  erhalten.  Diese  Resultate  haben  Stern  [CreUe'ä  Jouru.  f. 
d,  r.  u.  aug.  Math.,  Bd.  11,  S.  293  ff.)  und  JaeAjhi  (1804—1851), 

Observatiunculae  ad  theoriam  aequationum  pertinentes  {Crelte^a 

Journ.  Bd.  13,  S.  349)  bei  dem  Bestreben,  Fourier' a  Augal>on 
nachzuweisen  und  zu  ergänzen,  gefunden.  Vgl.  vorzüglich  die 
von  Jacohi  für  c(^,  «,,  .  .  .  kj.  gegebene  Nälierungsgleiclnnig. 

Eine  sehr  eingehende  Untersuchung  dieser  Fragen  liat  /'.  ( 'olin 
in  der  unter  47)  citirten  Arbeit  geliefert.  Fourier  a  Resultate 
sind  übrigens  auch  nicht  immer  ganz  cxact  formulirt,   so  iiininit 
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er  auf  die  Mr»^lirhkeit,  dass  die  absoluten  Beträge  der  Wur- 

zeln gleich  sein  kt'mnen,  ohne  dass  dieselben  deswegen  con- 
jugirt  imaginär  sein  müssen,  bei  dem  Ausspruche  der  Sätze  im 
Texte  nicht  genügend  Rücksicht. 

49)  Zu  S.  71.      lujKvirr  meint  hier,    die    auch    heute  noch 
gebräuchliche  Bezeichnung  des  bestimmten  Integrals,    bei    der 

I, 

die  Grenzen  hingeschrieben  werden,  aXso  J^(p{x)dx.    Diese  Be- n 

Zeichnung  ist  von  F.  in  seiner  Theorie  analytique  de  la  cha- 
leur  (Oeuvres,  I,  p.  226)  eingeführt  worden. 

50)  Zu  S.  103.  Die  Angaben  bezüglich  der  (Ueichung 

.1-'" -|- ^/-x'""' +  rt,„  =  0  sind  bei  Fourirr  ga.uz  iiTig,  infolge- 
dessen habe  ich  den  Text  geändert. 

51)  Zu  S. 114.  Eine  algebraische  ITerleitung  dieses  Resul- 
tates kann  man  etwa  in  ./.  A.  Senri»  Handbuch  der  höheren 

Algebra,  deutsch  von  G.  Wertheim.,  Leipzig,  2.  Auflage,  1878, 
Bd.  I,  S.  251   nachlesen. 

52'i  Zu  S.  ISO.  Fouiirr  ist  ein  Rechenfehler  untergelaufen; 
er  behauptet  irrthünilicher  Weise,  dass  die  (ileichung  eine  reelle 

Wurzel  zwischen  — 1(>  und  —  1  besitzt.  Der  Text  ist  infolge- 
dessen corrigirt  worden. 

53)  Zu  S.  IHK  Verschwinden  für  einen  Werth  ./  =  a 
III ^  aufeinanderfolgende  zwischenliegende  Functionen  und  haben 
die  diesen  voraufgehende  und  folgende  Function  gleiches  Vor- 

zeichen, so  ist  n  eine  ui^  -f-  Ifaehe  Indicatrix .  falls  ///,  eine 
ungerade  Zahl  ist,  eine  ///,  fache  Indicatrix,  falls  m^  eine 
gerade  Zahl  ist ;  haben  hingegen  die  den  verschwindenden 
Functionen  voraufgehende  und  folgende  Function  ungleiches 
Vorzeichen,  so  ist  für  ein  gerades  ;»,  die  CJrösse  a  eine  vl^ 

faelie  Indicatrix,  für  ein  ungerades  /»,  ist  a  eine  ///,  —  Ifache 
Indicatrix.  Sollten  für  '/  mehrere  lieihen  zwischeuliegender 
Functionen  verselnvinden,  so  sind  die  entsprechenden  Zahlen 
nach  der  angegebenen  Methode  zu  berechnen  und  zu  addiren. 
hie  angegebene  Kegel  setzt  v<»ra»is,  dass  wir  es  wirklich  mit 
zwischenliegenden  Functionen,  nicht  mit  solchen,  die  mit  f{x) 
schliessen,  zu  thun  halten.      Regel  des  doppelten  Vorzeichens.) 

54)  Zu  S.  lö.'t.  Zur  .Vuwenduug  der  im  Folgenden  von 
Fiiurirr  auseinandergesetzten  Kegel  ist  es  nicht  absolut  noth- 

wendig.  beständig  vorauszusetzen,  dass  die  erste  Derivirte  j" x- 
im  Intervall  keine  Wurzel  hat;  es  genügt,  dass  /"./•  in  dem 
Intervall,   in   welchem  eine  Wurzel   von  fx  liegt,   keine  Wurzel 
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besitzt.  Vgl.  G.  DarbouXy  Sur  la  methode  d'approximation  de 
Newton.  Nouv.  Annales  de  math.  (1869).  Liegt  im  Intervall 
o  bis  b  eine  einzige  reelle  Wurzel  von  f{x)  =  0  und  ändert 
die  zweite  Abgeleitete  von  fix)  im  ganzen  Intervall  a  bis  b 

nicht  ihr  Zeichen,  so  kann  die  Neicto)t'iiQh.e.  Methode  auf  die- 
jenige der  zwei  Grenzen,  für  welche  f{x)  und  fix)  dasselbe 

Vorzeichen  haben,  mit  Sicherheit  angewandt  werden. 

55)  Zu  S.  167.  Die  Stellen  in  Lagrange's  traite  de  la 
r^solution  des  equations  numeriques  de  tous  les  degres,  welclie 

von  der  Neuion'' achen  Näherungsmethode  handeln,  sind  in  den 
Oeuvres  VIII,  Introduetiou ,  p.  17,  sowie  a.  a.  0.,  Note  V. 
p.  159,  zu  finden. 

56)  Zu  S.  176.     Man  bemerke,  dass : 

ß  -  fiß)  ■  Tfk   7TZV  =  «  -  M m-fH        " '  m-M ist. 

57)  Zu  S.  180.  Das  "Werk  »Artis  analyticae  praxis^  stammt 
von  Harriot  (vgl.  Anm.  10) ;  die  Ouglitred'ache  Kegel  findet  sich 
in  dessen  Clavis  (vgl.  Anm.  11  und  37). 

58)  Zu  S.  182.  Ist  der  Rest  gleich  oder  grösser  als  die 
Summe  der  schon  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Ziflern, 
wenn  man  diese  als  Einer  betrachtet,  so  ist  hierdurch  stets 
ein  positiver  corrigirter  Partialdividendus  gesichert. 

59)  Zu  S.  182.  Ist  der  Rest  kleiner  als  die  Summe  der 
schon  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern,  diese  als  Einer 
gerechnet,  so  wird  man  die  Correctur  an  der  Zahl,  die  durch 
Herunternehmen  einer  Ziffer  des  Dividendus  zu  dem  Rest  ent- 

steht, nicht  stets  ausführen  können,  d.  h.  der  corrigirte  Partial- 
dividendus kann  auch  negativ  werden.  Tritt  dies  ein,  so  ist 

die  beim  Quotienten  hingeschriebene  letzte  Ziffer  sicher  zu 
gross.  Dass  es  aber  genügt,  dieselbe,  wie  Fouricr  angiebr. 
um  1  zu  verkleinern,  ist  nicht  ohne  Einführung  einer  Bedingung 
immer  zutreffend,  wie  aus  folgendem  Beispiel  hervorgeht. 
1932  :  28. 

Erster  Partialdividendus  19.   designirter  Divisor  2. 

19  3'2  :  28  =  9  .  .  . 18 

13'  (1<  9;  die  Ziffer  9  ist  unsicher). 
72  :=  8  •  9  (die  Correctur  kann  nicht  ausgeführt  werden: 

9  ist  zu  gross). 
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>'}icL  Founcr  wäre  für  IJ  «Ik-  Zahl  «  zu  sclireilien.  und 
s  wäre  richtig.  8  ist  aber  auch  zu  gross ;  würde  man  mit  8 
die  licchuung  durchfuhren  und  die  Correctur  64  ausführen 
wuHcn,  so  ist  dies  aueli  nicht  möglich.  Statt  9  ist  (1  zu 
schreiben,   ü  ist  gut. 

Fourirr\  Aussage,  dass,  wenn  die  Correctur  sich  nicht 
ausführen  liisst,  man  die  letzte  im  Quotienten  lüngeschrieheue 

Zift'er  gerade  um  1  erniedrigen  muss,  ist  richtig,  wenn  die 
Sunnne  der  im  Quotienten  bereits  hingeschriebenen  Ziffern, 
diese  als  Einer  gerechnet,  gleich  oder  kleiner  als  der  designirte  Di- 
\  isor  ist.  Vgl.  J.  Llirotli,  Vorlesungen  ülier  numerisches  Rechnen. 
Leipzig.  19()(),  S.  49  n.  öl:  dort  findet  man  eine  eingehende 
Behandlung  der  geordneten  Division. 

Wäldt  man  z.  B.  den  designirten  Divisor  dreiziffrig,  so  ist 

die  Foiin'rr'aclie  Regel  der  Erniedrigung  um  1  für  die  ersten 
elf  Ziffern  des  Quotienten  sicher  anwendbar;  denn  jede  dieser 
elf  Ziffern  kann  ja  höchstens  gleich  9  sein,  und  99  ist  kleiner 
als  jede  dreiziffrige  Zahl. 

In  dem  S.  184  behandelten  Beispiele  kann  Fourirr  für  8 

ruhig  7  schreiben;  denn  5  -f  2  +  (5  -[-  3  +  1  +  ö  +  8  <  234. 
HO)  Zu  S.  ls2.  Ist  der  Rest  zwar  kleiner  als  die  Summe 

der  schon  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern,  aber  ist 
der  corrigirte  P;irtiabli\idendus  noch  positiv,  so  ist  die  zuletzt 
liingeschrieltene  Ziffer  des  Quotienten  siclier  noch  richtig,  falls 
der  corrigirte  Partiiddivideudus  noch  gleich  oder  grösser  als 
die  Summe  der  beim  Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern,  diese 
als  Einer  gerechnet,  ist  [Lürtitlt,  a.  a.  (^).,  S.  49  .  In  dem  Bei- 

spiel S.  18Ö  ist  die  Zahl  3  richtig;  denn  1 1  ]>  2  -f-  .'>  -|-  3. 

Dass  aber  im  (Jegensatz  zu  Fauiifr'^  Angabe,  falls  nicht  die 
oltige  Bedingung  gültig  ist  und  wir  einen  Rest,  der  kleiner  als 
die  Summe  der  Ziffern  des  Quotienten  ist,  trotz  eines  positiven 
oder  verschwindenden  corrigirten  Partialdividendus  eine  Aende- 
rung  der  letzten  Ziffer  des  Quotienten  nöthig  werden  kann, 
zeigt  das  folgende  Beispiel:   179208  :  2273. 

R;irtialdi\ideudus  17.  designirter  Divisor  2. 

17  9'208  2273. 
16  8 

19'  (1  <  8;  8  unsicher). 
113  =  2  •  8 

3   (nach   Fourirr  8  gut  . 
8  ist  aber  zu  gross. 
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Ist  der  liest  zwar  kleiner  als  die  Summe  der  schon  beim 

Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern,  der  corrigirte  Partial- 
dividendus  aber  positiv  oder  Null,  so  ist,  wenn  die  Summe 
der  schon  im  Quotienten  hingeschriebenen  Ziffern  <^  als  der 
designirte  Divisor  ist,  die  zuletzt  hingeschriebene  Ziffer  des 

Quotienten  im  allgemeinen  richtig;  sie  kann  nur  dann  mög- 
licher Weise  um  1  zu  gross  sein,  wenn  sich  ergiebt,  dass  im 

Quotienten  auf  die  fragliche  Ziffer  unmittelbar  Nullen  folgen. 
In  diesem  letzteren  Falle  kann  die  zuletzt  hingeschriebene 
Ziffer  deswegen  um  1  verkleinert  werden  müssen,  weil  man 
die  Nullen,  welche  der  Ziffer  unmittelbar  folgen,  abändern 
muss.     [lyürotk,  a.  a.  0.,  S.  52.) 

61)  Zu  S.  183.  Die  hier  von  Fourirr  gelehrte  Multipli- 
cation  heisst  symmetrisch.  Sie  war  schon  den  Indern  als 

Vajrjibhyäsa  (blitzbildend)  bekannt.  Vgl.  M.  Canto);  a.  a.  0., 
Bd.  I,  S.  571.  Siehe  auch  ./.  Lürotli^  a.  a.  0.,  S.  8.  Soweit 
wir  wissen,  war  Fouricr  der  erste  europäische  Mathematiker, 
in  dessen  Werken  man  für  die  symmetrische  Multiplication  die 
practische  Anweisung  findet,  die  zwei  Zahlen  auf  zwei  separate 
Blätter,  und  zwar  die  Ziffern  der  eineu  in  verkehrter  Ordnung, 
zu  schreiben.  Die  symmetrische  Multiplication  selbst  wurde 
nach  M.  Cantor,  a.  a.  0,  II,  S.  9  und  S.  312,  im  Mittelalter 
von  Leonardo  Pisanus  und  lAica  PaciuoJo  gelehrt. 

62)  Zti  S.  185.  Ueber  die  Auflösung  der  quadratischen 
Gleichungen  nach  Fouricr  vgl.  ./.  Lüroth,  a.  a.  0.,  S.  154. 

63)  Zu  S.  192.  Die  Bedingung,  dass  f"'{x)  in  dem  be- 
trachteten Intervalle  keine  Wurzel  haben  soll,  ist  für  das  Fol- 

gende erforderlich.  Fonrier  hat  sie  bei  der  Angabe  der  er- 

zielten Resultate  in  dem  Aufsatz  »Questiou  d'analyse  alge- 
brique«,  Oeuvres  U,  p.  250  nicht  beachtet.  Vgl.  die  Anmerkung 
des  Herausgebers   G.  Darboux  a.  a.  0. 

64)  Zu  S.  201.  Diese  Gleichung  hat  hat  bereits  Newton  nach 
seiner  Methode  (vgl.  Anm.  14)  behandelt  und  ihre  reelle  Wurzel 
als  2,09455147  berechnet.  Lagrange  hat  sie  dann  mit  Hilfe  der 

Methode  der  Kettenbrüche  behandelt.  Oeuvres  VIII,  p.  53.  La- 
grange findet  die  Wurzel  zwischen  2,09455147  und  2,09455149. 

Fouricr  selbst  giebt  in  der  unter  63)  genannten  Arbeit  den 
Werth  der  Wurzel  zwischen  2,0945514815  und  2,0945514816 
an.  Der  Artikel  XXX  gehört  zu  den  von  Navicr  stammenden 
Hinschiebungen  :  daher  stammt  die  Berechnung  bis  auf  32  Deci- 
nialstellfu  von  Xarirr.    Auch  Caucl/t/  hat  in  .seiner  algebraischen 
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Aiialysis  diese  (lloicliunfi:  Ittlinniltlt.  In  den  in  Aiim.  23)  an- 
gegebenen Ausgabe,  S.  358. 

65j  7jU  S.  213.  Dieses  Kesultut  ist  schon  im  Artikel  XX \' bewiesen.    Vgl.  S.  193  dieser  Ausgabe. 

66)  Zi(  S.  'JUi.  Dieselbe  Rolle,  welch.'  bei  der  Xewtoii- 
schen  Annäherung  die  Tangente  spielt,  kommt  jetzt  der  im 

Punkte  mit  der  Abscisse  '/  und  der  Ordinate  /'{n  die  Curve 
y  =  f!.r]  osculirenden  Parabel: 

X 

.'/  =  /»  +  -^  f  "  +  -jTY'  ̂ ^"^ 

zu.     Vgl.  S.  230  dieser  Ausgabe. 

67j  Zu  S.  21h:.  bezüglich  dieses  Resultates  vgl.  man 
wegen  der  Litteratur  die  Enc\  klopädie  der  mathematischen 
AVissenschaften,  II2,  S.  118.  (Artikel  »Algebraische  Functioneu 
und  ihre  Integrale«   von  Tf.  Wirfiiif/rr.) 

Üruc);  von  Breitkopf  k  Hftrtel  io  Leipiig. 
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