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V o r w o r t.

Das Erscheinen des vorliegenden fünften Bandes von Jacobi's

Werken ist durch verschiedene Umstände sehr verzögert worden.

Der Band enthält ausschliesslich nachgelassene Abhandlungen, die

aber alle bereits früher — bis auf eine von Clebsch — veröifent-

licht worden sind. Unglücklicherweise sind die dabei benutzten

Original-Manuscripte verloren gegangen, was die Revision des Textes

erheblich erschwert und dadurch verschuldet hat, dass mit dem

Drucke nicht so früh, als wünschenswerth gewesen wäre, begonnen

werden konnte. Als dann aber i. J. 1887 die ersten siebenund-

zwanzig Bogen fertiggestellt waren, trat dem Fortgange des Druckes

ein unerwartetes Hinderniss entgegen. Dr. L ottner, der die Heraus-

gabe der auf Dynamik bezüglichen Theile des Nachlasses über-

nommen hatte, war kurz vorher der Arbeit durch den Tod entzogen

worden, und konnte ein Ersatz für ihn nicht sogleich gefunden

werden. Ich musste mich daher entschliessen, selbst an seine Stelle

zu treten und zunächst die grosse Abhandlung „Ueber diejenigen Pro-

blfnie der Mechanik, in ivelchen eine Kräftefunction existirt , und über die

Theorie der Störungen'' einer sorgfältigen Durchsicht zu unterwerfen.

Aber ehe ich damit zu Ende gekommen war, erkrankte ich und

blieb mehr als zwei Jahre lang arbeitsunfähig, während welcher



VI V r w r't.

Zeit für die Vollendung des noch nicht zur Hälfte fertigen Bandes

nichts Erhebliches geschah. Erst vom Monat Mai dieses Jahres an

konnte der Druck, dessen Überwachung seitdem einem ebenso

zuverlässigen als kenntnissreichen jüngeren Mathematiker, Herrn

Dr. Fritz Kötter, anvertraut gewesen ist, wieder aufgenommen

und in verhältnissmässig kurzer Zeit zu Ende geführt werden.

Ich freue mich, dem Vorstehenden hinzufügen zu können,

dass auch der Druck des folgenden Bandes bereits im Gange und

bis zum vierundzwanzigsten Bogen vorgeschritten ist.

Berlin, im November 1890.

Weierstrass.
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NOVA METH0DU8, AEQUATIONES DIFFERENTTALES PAR-
TTALES PRIMI ORDINIS INTER NUMERUM VARIABILIUM

QUEMCüNQUE PROPOSITAS INTEGRAXDI.
(Ex 111. C. G. J. Jacobi manuscriptis posthumis in medium protulit A. Clebscli.)

Reductio problematis generalis in formam simpliciorem*).

1.

Sit Ffunctio quaesita. siiit ^, . q.,. .... q,,^ variabiles independeiites atqiie

y>, , p.2, .... l),n differentialia partialia ipsius V secundum q^. q... .... q„^ . Pro-

bleiiia de integratione aetpiationum differentialium partialium primi ordinis inter

nuinerum quemcimqiie variabiliiim hoc est:

Data aeqnatione inter quantitates V, ^,. q,_,. .... </,„. p^. p.,. .... y;,„. ipsam

V ut functionem ipsarum q^. q... . . ., ^„, determinare.

Suppoiiani aequationem propositam ipsam functionem qiiaesitam V non

continere. Quoties enim eontinet. problema ad aliud revocari potest. in quo

numerus variabilium independentium unitate auctus est, sed functio ipsa in-

cognita ex aequatione differentiali evasit. Introducta enim nova variabili t, sit

W = f.V,

erit

dt '
^'> ~ dq^ ~ t dq^' ^'-~

dq.-, ~ t dq, ' ' " " >

Quibus valoribus substitutis in aequatione inter V et quantitates ^,. </,. .... </„,,

}>i: pj: • • •• pm proposita. prodibit aequatio inter variabiles independentes t. q^.

q.,. .... (j,„ atque differentialia partialia functionis TF secundum variabiles illas

sumta. ipsam functionem W non continens. Hinc. quia nunierum variabilium

independentium m quemßunqiie assumpsimus. concessa est suppositio. aequationem

differentialem propositam functionem incognitam non continere.

*) Epitomae paragiaphonun in ipso manuscripto praeter paragraphos G6, 67 uou iuveuiuntur. Vuae taineu

in usum lectoris, ut longioris commentationis decursus facilius perspiceretur, adjiciendae videbantur. C.

**) Significandis diffcrentialibus partialibus signum cliaracteristicnin — B —, signiticandis oompletis

Signum — d — adliibebo. Quud beue tenenduui e>t.

V
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Problema sub ea, qua in sequentibus utatur, forma proponitur.

2.

Si functio incognita ipsa aequationem differentialem partialem propositam

noii ingreditur, problema maxima generalitate sie enimtiari potest:

Proposita expressione

]\ dq^ -4-p, dq,H f-7;,,, f/^,„

,

si data est aequatio inter quantitates q^, ^2; • • •? ^m-> P\^ Ihr • • •• P/n? invenire

m — 1 alias aequationes inter easdem quantitates, e quihus quantitates p^,

p.., . . ., p„^ tales prodeant functiones ipsarinn q^, q.,, ..., q„„ ut expressio

proposita

evadat differentiale completum dV.

Ut expressio

Pidq^-hPodq.-l ^P,j9,„

sit differentiale completum, satisfieri debet —^—- aequationibus conditioiiali-

bus hoc schemate contentis:

dp. \ f dp
( ^Pi \ _ ( ^Pk \

\dqj - Vör/J'dq

in qua aeqnatione indicibus i et k valores 1, 2. 3, .... m tribui possunt, vel

ut aequationes tantum inter se diversae obtineantur, indici i tribuantur valores

1, 2, 3, . . ., m— 1 et pro singulis ipsius i valoribus tribuantar indici k valores

tantum ipso i maiores.

In aequationibus praecedentibus quantitates p^^ p^, . . ., p,„ ut functiones

ipsarum q-^, q^, . . ., q,^ consideratae sunt. Quod quoties fit, diflferentialia par-

tialia illarum quantitatum uncis includam. sicuti antecedentibus factum est.

Conditiouiim integrabilitatis forma prima exliibetur.

3.

Negotium, (juod suscipiam, primum est transformatio aequationum con-

ditionalium. Quippe quas ita exhibeamus, quales fiunt, si non ut antea omnes

pi; P2r - -, p,n ut ipsarum q^, q.,, . . ., ^,„ functiones considerantur, sed
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dp., dp.. dp..
, , -,

4taM. f^^^iy«'" per -^—
,, -^f-^ -;:r— et productarum summam siibdii-

' \ ^ ^ dp^' dp, dp,,^

eamus de secunda; miiltiplicemus aequationem 4'""", 5**'", .... (?« — 1)"'" per

—LL -J-±- ^—i- et productarum summam deducamus de tertia; et ita

dP:, dp^ dp^^^
^

|)orro. Quibus patratis aliud eruimus systema aequationum, systemati primo

aequivalens, hoc:

dp, dp.^ dp^ dp., dp^ dp.^ dp^ dp^
^

dp, dq.^ dp^ dq, dp^ dq^ dp. dq^

dp^ dp, dp^ ^^^_^^__
.

% .^P^ __ ^P-2

'^dq,~d^~d^., d^d^~~d^d^
'

dp^^^ dq^^^ ~~ dq^

c^)
^-Pi ^p,

^

'^i^ ^P:i
^

^Pi ^^3
,

^Pi ^p^
I

dp, dq, dp.^ dq.^ dp^ dq^ dp.^ dq^

dp, dp., dp^ • dp^ dp^
^ ^ ^

dp.^ dp^ ^ dp.^

dq., dp^ dq^ dp^ dq^ dp^_^ dq^^^ ~ dq^

dp, dp
^

dp^ dp^ ^^ , ^^_L_
dp^ dq^ dp^ dq^ dp^ dq^ dp, dq,

^_^^_ ^

dp^ dp^ ^ dp^

dq^ dp, dq, ö/;^^^ dq^^^ dq^

(,n-9)
^^1 ^^"-1

I

^P^ ^^"'-'
1 . . . ^

3p^ ^P,u-X
^

^Pi ^P,n-l

dp, dq^ dp^ dq.^

...
dp^^^_^dq^,__^ dp^^^ dq^^

, ^Pl ^P,n-X ^Px ^P,n-X

(3)

,

Sp.
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(
^P2 \ _ (% \

\ dq^ ) \ 6% )

sie etiani exhiberi potest:

dp^ V dq, ) dp^ V dq^ )

quae adhibendo aequationes

dp

'^P„. ^ ^(Jk )

^Pk

dp.,

^9k

in sequentem abit

(^P^\ _ (^Pi. \

\dqj \dqj

^P2 f^Pk\ ^P2 (^Pl.\
,

^

^P^. ( ^Pk \
^

^P-2 _ (^Pk\
dp.^ \ 6q^ ) dp^XdqJ '" dp^ \ öfy,„ ) dq^ \ dq.^ }

8i aeqnalionem P™. 2""" (m— 2)'''"' vocamus, quae prodeunt ex aequatione
^

praecedente loco k respective ponendo valores 3, 4. . . ., m, multiplicemus ae-

öö, dp^ dp
-^^ , - , . . . , ^s-^ et productarum
dp^ 'dp,' dp^

dp^
summain deducamus de prima: miiltipliceinus 3"'\ 4*^'% .... (m— 2)'"'" per ^—

,

quationem 2^*'". 3"'
,. (/>i— 2)'"'" per

^1 d/^.

-^— et productarum summam deducamus de secunda; et ita porro.

Eruetur bis transactis systema aequationum hoc:

dp, dp.^ dp^ dp.^ dp^ dp.^

(B)

(1)

(2)

Sp, ^% ^Px 0^4

djp^ dp.^ dp^

dp., dp^

dp^ dq^

dp., dp^

^% ^% ^Pi 0^4

dp^

(m-d)

(rn-2)

dq,

dp., dq^_ dp^ dq^

^P^> ^P,n . ^P2 ^Pn.

dp^dp^

ÖP', ^9ö

ÖP2 ^Pi

^p, %
dp^ dp,^

dP2 ^Pz

^P,n ^?«

^Pi ^Pi

dp.2 dPi

dp dq
l iii J- in

dp^ dp^

^P, ^P,n-X

^Pm ^9m

^P2 ^Pn.-i

^Pz

dq^

dp^

dq^

^

^P2

^P'l ^P,n

^P-i ^9, SPi ^9a ^P,.-,^9,„-,
-h

^P,n ^9„.

dP2_ ^Pjn^

dp dq

dp.

^9.

^P,n
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Quod aequationum systema e praecedente (A) eruitur, 'si indices oiiines iiiiitate

augentur, quantum fierl per limites indicum potest.

5.

Prorsus eadem ratioiie demonstratur generalis aequatio:

ö/^,- ^Pk
. ^Pi ^Pk . ^Pi ^Pk

. .
^Pi ^Pl

Ca)
J

dp. dp^. dp. dp^ dp. dp^ dp. d2\.

in qua / designare potest iinuinquemque e numeris 1, 2, 3, .... m — 1 atque

,pro singulis ipsius / valoribus designare potest k numerum ununiquemque ipso

i majorem usque ad valorem k = m. Quae igitiir aequatio generalis amplec-

??2' [7)1 1 ) - • • •

titur numerum —^—— aequationum mter se diversarum. quae e totidem

aequationibus

^P,f ^Pi \ _ (^\
\ dq, )

-
\ dq, )

derivatae sunt.

De forma usitata conditionum integrabilitatis ex ea. quae proponitur. derivanda.

6.

Vice versa ex aequationibus (et) deduci possunt aequationes conditionales

initio propositae

( ^Pi \ _ (% .A

V ög, ) ~\dqj'
sive demonstrari potest Theorema sequens:

Theorema I.

Supponatur:

Pj functio quantitatuvi p.^. j).^. p^, j^-,- • • •? P,„? 'y,? q.> ?„,>

P^
- -

P,^ Pv P,^ P,uy '/r ^A" • • •' ^im'

^3
- -

P,, P„ • • •, P,u^ (h- </2, • • - 5'm.

Pn.-X
- -

P,u^ 9V 'h 9,,.^

Pv.
- -

'h' %^ ' -^ (Z„.»
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qiuxe tcdes sint functiones, ut habeatur identice:

= %
^

^Pi ^Pk
^

dPi ^Pk
^

^Pi ^Pk

dq. dp.^^ dq.^^ dp.^, dq._^ '" dp_^^ ö(?,„

dp. dpi^ dp. dp^ dp. dp^ dp.
(a)

designante i wiumquemque e nmneris 1. 2, 3, ..., m—l et pro singulis

ipsius i valoribus designante k unumquemqne e numeris /-i-1, ^-4-2, .... ///,

nnde numerus tofus aeqrwtionnm est —-^^—-
; ernnt aequationes illae lu/-

mfm— 1) ,. . •.,...,,,
7nero ——^—— conditiones qmmi necessariae tum siijjicienfes , iit, expressis

Omnibus pi, p.>, .... ^j,„ per quantitates q^. q.^, . . ., q„,, expressio

Px (^9, +P.dq,^ ^Pj9„.

evadat differentiaie completum.

Forma seciinda conditionum integrabilitatis.

, 7.

Conditiones illas esse necessarias antecedentibus comprobavi, quippe quas

loci im habere demonstravi, quoties expressio

P, dq, -^p, dq,H hp,,^ <lq,„

difierentiale completum sit. lam demonstrabo, easdem conditiones esse su(fi-

cientes, sive, quoties aequationes illae numero —^-^—— locum habeunt. ex-

pressionem

Pi ^^9i -^p-j ^k-> H

—

^p,u ^^^y»,

esse ditterentiale completum.

Posito / = m, aequatio proposita üt

:

(1)
^Pn. \ ^Pi ( ^P,u \ ^Pi ( ^P.n \ . ,

^Pi ( ^Pm \ , ^~
^ clq, I

+ dp,^^ \ dq^^^ )
-^

dp^^, \ dq^_^, )+ ^ dp,,, \ dq,„ )
^

Uncis rursus utimur, si p^, p.,, .... y>,„ ut solarum </,. q.,^ . . ., </,„ functiones

dp,,, . / dp^„ \

spectamus, unde pro ipsa ^;,„ perinde scribi potest -^- sive l"^^^)*

Posito k ^==^ 7n— 1, fit:



10 NOVA METHODUS, AEQUATIOxNES DIFFERENTIALES PARTIALES PRIMI ORDINIS

^'hu-X ^P,n ^^n

^Pi„-\
Cui aequätioiii si addimus aequationem (1) inultiplicatam per

'"

, prodit:

Posito k = m—2, üt:

= ^^>»-2
,

^i^/ ^P>n-,
^

^Pi ^P..--2
^

^

^Pi ^P,n-2
~~

dq. dp.^^ dq.^^ öp.^2 dq.^,_ '"
ö/),„ dq^^

^Pi ^Pm-2 ^Pi ^Pm-2 ^Pi

dq^_,
ö;>„._i

<9f7,„_, dp^^ dq^^

dp _,, . ^Pm-"
Olli aequatioiH addo aequationem (1) per ''\ -- et aequationem (2) per ^

"*

multiplicatam, prodit:

. ^Pi

^^,n--2

Et ita continuando demonstras aequationem generellem:

in qua k valores omnes induere potest m, m— 1, m— 2, ... usque ad i-hl.

Unde, si ipsi i rursus valores 1, 2, 3, ..., m— 1 tribuuntur, numerus aequa-

tionum (b) fit —^^-^

—

—-
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Forma teitia. quae est usitata.

8.

Ex aequationibus («) Theorematis I. dediixi totideiu aequationes (/>).

lam ex liis deducam aequationes

•
. «^S )-(%)

quaruiu idem est numerus.

Supponam, pro omnibus numeris i' et /.
,

qui datonumerö i maiores,

ipso ra non majores sunt, iam probatas esse aequationes

Quarum ope aequatio QS) transformari potest in hanc:

dp.

^9t
'

quae eadem est atque haec:

«--(t)-(t)-
In qua. si placet. etiam k = i ponere licet, quippe quo casu identica fit.

Vakntilms igitnr aequationibus
(Jj),

si aequatio

\ dq,^ ) \ 6q^, )

comprohata est pro omnibus ipsorum /' et k valorihus t-{-\. '4-2, .... m, eadem

valebit pro omnibus ipsorum i' et k valoribus i. i-hl. .... rn.

8i ponitur / = /// — 1 . in aequatione (6) ipsi / nnieus convenit valor

k = in, unde fit illa:

sive

»--(£)-fe)-
Valent igitur aequationes (c), in quibus k '^ i statuatur. si i=m — l. Unde

ex antecedentibus valebunt etiam. si i=m— 2: unde ex antecedentibus vale-

2*
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bunt etiaiii. si i ^= m— 3. et ita porro; sive valebunt aequationes (c) pro oin-

nibus ipsiiis i valoribus m— 1, w— 2, m— 3,' . . ., 2, 1. Q. D. E. Comprobatis

aeqiiationihiis (c). sequitur, expressionem

flift'eriMitiale completuiii esse.

Systenia conditionum —^-^—^ ,
quibus satisfieri debet, ut expressic*

praecedens^ differentiale completum evadat, sub tribus formis («), (6), (c) ex-

hibui. Quariim forma (et) ad solvendum problema propositum sive ad deter-

minandas fiinctiones p^, jhi • • -j Pnn quae expressionem illam differentiale com-

pletum et'üciant, prae ceteris idonea est.

De integrationibus, quas e forma prima conditionum integrabilitatis solutio problematis pro-

positi postulat.

9.

His praeparatis, iam integrationes transigendae accuratius describi pos-

suut. Redit 'enim problema in determinationem functionum p^, p^, .... p,^^,

quae aequationibus
(f()

satisfaciant. Ipsa quidem j)^ ut functio ipsarum p^,

p.^, . . ., p„,, 9i, q2, .... q,n per aequationem differentialem partialem propositam

data est. Deinde ponendo in (a) i=l, Ä; = 2, determinatur p.j ut functio

ipsarum p.^, p^, . . ., p„„ q^, q.j, . . .,, q,, per aequationem:

dq^ ~ dq^ dp.^ dq,^ Sp.^ dq^ dp^ dq^ '" dp^^^ dq^^^

_^^P2_ ^^^P2_ ^Px ^Pi

dq^ dp^ dq^ dp^ '" dq^^^ öj)„,
'

Quae est aequatio differentialis partialis linearis, cujus nota est integratio. In-

venta functione p.j, quaecunque aequationi praecedenti satisfacit, ponamus in

aequationibus (fi): i^l, 2 atque k= 3, prodeunt aequationes:

dp^ dp., dp^ dp., dp^ dp, dp^ dp.,

(^)

dq, dq^ -dp^ dq.^ dp, dq, dp^^^ dq

dp^ dp, dp^ dp, dp^ dp

dq^ dp^ dq^ dp. dq^^^ dp^^^

dp, dp, dp^ dp, dp^ dp, dp.^ dp,

^'h ~ 0^72 ^Pz ^% ^Pa ^'h ^P,u ^'Im

_^_dp^dp^_^dp^dp^_^ dp,^ Sp,

dq^ dp^ dq, dp^ '" dq^,^ dp^^^
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Si functionem p^^ non ut ipsarum p^. p^. . . ., y;„,, q^. q... .... /y,,, sed.

substituto ipsiiis jJo valore per integrationem aequationis (1) invento, sicuti ipsani

jf>.,.
nt functionem ipsariim p.^. p^, .... y;„,, q^. q.>, .... ^„. considerare placet.

multiplicetur aeqiiatio posterior per -7^— et priori addatur. Quo facto obtines.

si p^ et p.j ut functiones quantitatum reliquarum spectantur:

dp^ dp.^ dp^ dp^ dp^ %3

(2*)

^^3

Sp.

dq^

^P-A

^Pz ^9i

dp^ dp

dp^ dq^

dp^ dp.^

dq^ dp^ dq, Ö7J,

^Pa dPo dPidp

^% dq. ^Pz d9z

^P2 ^Ps

dp^ dq^

dp^ dp..

dp^
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tiones considerare et ad hanc suppositionem differentiationes per partes referre

placet, primum aequatio tertia per -^ multiplicata addatiir secundae, prodit:

dp^ dp^ dp^ dp^ dp.^ dp^

dq.^ dp^ dq^

dp, dj)^

^?5 ^Pö

dp^dp^

dp, dpi

dg dp

cp^
Haec aequatio multiplicata per -^

—

dp
plicata per -^— addatiir primae, prodit:

dp^ dp^ dp^ dp^

et tertia aequatiomim (3) multi-

^Ia Sq, dpi dq^

dl\ dp^

dp, dq.^

dp, dp^

dp, dp^

dp dg
J- in J nt

dp, dp^

dq, dp. dq„, dp„,

p,., qi' q2,Üetei-iuinanda igitur est j)^ ut functio ipsarum p.^, p^, .

quae siniul tribus sequentibus aequationibus satisfaciat, in quibus p,, p... p-^ .'^unt

functiones ipsarum p^, p^,, .... p,,^, q,, q^, . . .,, c

praecedentes determinatae sunt:

dPi dp^ dp^ dp^ dp^ dp^

(3*)

quales per integrationes

dp, dp^

dq,
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Aequatiöiies dittereutiales partiales lineares simultaneae, quibus ad singulas quautitates p
eruendas satisfieri oportet: quae formam quartam conditiouum intecrrabilitatis constitulmt.

11.

Sic pergendo, determinatis ;;i. p.,, ..., ;j, iit t'nnctionibus ipsariun

;>,+!, pi+'j. .... p„,, q^. q^, .... q,,., generaliter determinanda erit y>,^, nt functio

ipsarum />,^o. Pi^^,

sunt luiiriero i:

(«)

• •? P,„^ ^i- ^2- • •.. ^m pei" aeqiiationes sequentes. quae

Ö/'m-i ^^1 ^^+1 ^P^ ^Pi+i ^Px ^Pi+x

<^9,

öi>o

ö^il ^p,+^ ^9i-

öp.

Q(li. öqo

^P2 ^Pi-

QPi+, dq.^,

^Px ^P,+x

Sq,^2 ^Pi+2

^Po ^Pi+i

dp da

^Px ^P.+X

da dp
tnt •' III

^P2 ^Pi^X

^Pi+2

dP-2 ^Pi+X

^Pm Ö^„.

^P'^ ^Pi+X

Sq.^o SPi+, ^9,11 Sp^

ÖPI SPI dp. dp. Spi %
^^,+1

dq. ^Pi^i ^(li+\- ^Pi+2

dp. ^Pi+X

^Pi ^Pi^X

dp dq

^Pi ^i^.+ >

ö?,-+2 dp,+2 d%, dPn

Aequationes (ä) constituunt formam quartmn, qua exhiberi possunt conditiones

integrabilitatis expressionis Pxdq^^p.2dq.2-\ \-p,udq,„. E qua forma haee col-

ligis. Data p^ ut functione reliquarum quantitatum per ipsam aequationem ditle-

rentialem partialem propositam, invenitur p.y per integrationem unius aequationis

diflferentialis partialis linearis inter 2m— l variabiles; deinde 7;.^ satisfacere debet

simul duabus aequationibus differentialibus partialibus linearibus. quae singuiae

sunt inter 2wi— 3 variabiles: deinde p^, satisfacere debet simul tribus aequa-

tionibus differentialibus partialibus linearibus, quae singuiae sunt inter 2?» —

ö

variabiles, et ita porro.* Ac generaliter, inventis ipsarum y>,. ji., jh ex-

pressionihns per quantitates pi^^. pi+c^, .... p,„, q^, q-jr •••, </„,, determinatur p^^^

per l aequationes differentiales partiales lineares, quibus singulis satisfacere debet

et quae singuiae sunt inter 2m—2i-^l variabiles. Numerum igitur variabilium

in investigatione cujusque insequentis functionis duabus unitatibus minui videmus:



16 NOVA 3IKT1I0I)US, AEQUATIOXES KIFFERFATIALES PARTIALES PRIMI ORDINIS

iiuineriis quideni uequatioiium
,
quibus simul satisfacere debet fiinctio quaesita,

pro quaque insequente functione unitate crescit, sed baue integrationein siiiiul-

taneam. a qua abborruisse videntur Analystae. non tantis difficnltatibns impe-

ditam esse inlVa patebit. Attamen antequam ipsam aggrediar integrationein

istam simultaneam, conditiones integrabilitatis sab aliis adhue formis exbibebo.

Theorema de forma couditiouura integrabilitatis maxime generali.

12.

Si loco /+1 scribimus /" atque per i ninnerum quemlibet ipso k minorem

denotamus. _aequationes («) sie repraesentare licet:

(«)

dp. dp, dp^. dp, dp^ dp, dp^ dp, dp

dq,
.

dp^ dq^ dp,^, e?,^i öiV2 ^^k+2 ^l\n 9%,

dp, dp, dp^ dp, dp, dp, dp,^

% dq^+1 dp,^, dq,_^,_ djy,^, '" dq^^^ dp^^^

In liac aequatione est ]), functio ipsarum ^;^+i, p^.^.^, .... p,„, q,. q,, . . ., q,„;

fanctio autem p; praeter bas quantitates etiam ipsam p, continet. lam vero

patet. expressionem

• dp, dp^. dp, dp,

dp,, dq,, dq,, dp^.

dp. dp. . „ .

eandem manere. sive in formandis -^-^
,
^—

' diiterentietur . etiam quatenus
dp,, dq,.

p,, q,. a pk implicantm-, sive tantnm , quod in aequatione praecedente suppo-

situm est, quatenus in pi explicite praeter p, inveniuntur. Priori casu enini

accederent termini se invicem destruentes

dp, { dp, dp, dp, dp,
1

dp, \ dp,, dq,. dq,. dp,,
j

Praeterea. si ipsa />, diff'erentiatur secundum q,, etiayi quatenus q, implicatur

dp,
ab ipsa p,, quae in expressione ipsius p^ invenitur, scribere licet -^-j- loco

dp. dp. dp
-^---)--^-^-^ • Unde aequationem praecedentem, si et p, et p, tamquam so-

ffmm p,^^, pk+2^ • • •? P,u^ 9\i ^2? • • -j q,„ fnnctiones comideras, sie exhibere licet:
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dp^_dp^ ^ dp. dp^ dp. dp^ dp. dp^

dp. dp^ dp. dp^ dp. dp.

Ordo, in quem variabiles q et quae iis respondent p disposuimus , indicibus

subscriptis indicatus, prorsus arbitrarius est. Qua de re in formula praecedente

{ß) .variabiles ^,, q,, binae quaelibet esse possunt e numero variabilium q, et

q^+x, qk+2, - ', qm aliae quaelibet harum variabilium ab illis duabus diversae et

cuiuslibet numeri. qui tamen numerum 7n— 2 superare non potest. Statuendae

autem sunt a q^, q^ diversae, quum in formula (ß) suppositmn sit i<Zfc ideoque

« inter numeros k-hl, k-i-2. . . ., m non inveniatur. Habemus igitur Theo-

rema sequens:

Theorema IL

Sint 2)i, p^, . . ., p,n eiusmodi functiones ipsarum q^, q^, . . ., q,,,, vf

expressio

Pr dq^+V^dq,-^-- • -^pjq„

sit differentiale complehim: si binae quaelibet p^ et p^. exprimuntur praeter

qi, q^. . . ., q,,^
per alias quasdam e quantitatibus p a p, et p^ diversas,

P?.j Pf. etc., quotcunque placet, id quod infinitis modis licet, atque differeii-

tiationes per partes instituendae ad hanc repraesentationem referuntur, erit

^Pi^_^Pi_ ^ _^_^ dp. dp^

% dq^ dPi dq?. dp
f.

dq^~^"'

dp. dp^ dp. dp^

dqx dp, dq^ dp^

Neque necessarimn est, ut in Theoremate praecedente jh atque p^ easdem aut

eundem numerum quantitatum ]) contineant: casus enim, quo functio datas

quantitates continet, eum amplectitm*, quo functio aliquas harum quantitatum

vel omnes non involvit.

Theorematis antecedentis demonstratio directa.

13.

llieorema praecedens facile etiam directa via deducis ex aequationibus

(
dp, \ _ (dl, \

\dqj-\dq:)'
Primum enim probari potest, i?i formula proposita expr€Ssione7n ad dextram

V 3
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. sumta wicis in-immutatam manere, si differentialia secuncbtm q^, q^,

cJudantur, sive esse

(1)
SPx ^9x ^Pu ^<1

SPk ^Pi SPk ^Pi

^Px ^1l ^Pu ^^.

^Pi ( ^Pk \

% f ^Pi \

dp. \ dq, )

dp. ( dp

imdp^ V dq

^Pk ( dPi

dp^m-
^ SPx

Repraesentemus eniin aequationis antecedentis dextram partem hoc modo:

^Pi ( ^Pk\ ^ ^Pk { QPi \

dq^ ) ^ dpx\ öqx y
'

subscripto i indicando, summam ad omnes valores i, ^u, ... extendendam

esse. Erit porro

:

^Pjc \ ^Pk . ^ ^Pk ( ^PX'

\dqj

( ^Pi \ _
XdqJ

^1x

dp,

dp

X- 02

P^ffPx^

dp. fdp^

dq^ ) dq^ X' dp^, V dq^

subscripto X' similiter summam indicando ad eosdem valores 2,, jli,

Hinc prodit:

extendi.

y^Px

fSp^\
\dgj

^Pk f ^Pi \\ ^i^Pi ^Pk ^Pk ^Pi

^Px ^ ^9x n X

ff ^Px ^Px

^Px ^^A

^Pk I^PX'^

^9x^

dPi ^Pk ( ^PX' \

\dqj

^\^Px f ^Pi

^Px ^1x

dp

^Px X' ^Px:(

^PX'

^^x

dPk SPiJ^X'

^9xX X' ^Px ^PxAdqJ

Indicibus X ei X' quum omnino iidem valores conveniant, 2 et 2' in duabus

summis praecedentibus inter se commutare licet. Quod si in posteriore facimus,

expressio antecedens fit:

^Pi ^Pk if^Px'

ff ^Px ^PX' dq.

^Px

^1x-

quae est expressio evanescens, quia

^PX'(^PX'\ __ (^\
\dqj \dqj

Unde aequatio (1) comprobata est.
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lam ex aequatione (1) sequitur:

dp. dp,
^

dp. dp^

dp, dp. dp, dp.

^P). ^9, öp^ dq^

dp, V dq, ) dp^ \ dq,

^Pk ( ^Px\ _^ f ^Pf.

dp, V dq. ) dp^ V dq.

( ^Pi \ ^Pi ( ^Pk \ ,
^Pk

\dqj dq, KdqJ^dq^
dp. dp

Q. D. E.

Si loco k in formulis (/?) ponitur ^ atque ß. loco i, patet e formulis Ulis

sive e Theor. IL. in formulis («) esse j)^, jh, • • •? Pi tales ipsarum q^,

^2? • • -5 ^m} Pi+\i Pi+2r • • •• Pm fünctiones . iit inter binas earum jjf., p, lociim

habeat aequatio:

dPk ^Px % ^Px
,

^Pk ^Px
, ,

^Pk ^Px

^Pk ^Px ^Pk ^Px ^_öp^_
^iVi dq.^^ dp._^^ dq._^, '" dp,^ dq^

'

Haec est relatio. qua fit, sicuti infra videbimus, ut aequationes («) simul inte-

grari possint.

Problema alio modo propoiiitur. Fünctiones, quibus constantibus aequiparatis ipsae />. per

q , q^, . . ., q exprimantur, aequationibus simultaneis —^-^—- definiuntur.

14.

Problema de integratione completa aequationis difFerentialis partialis inter

m-i-1 variabiles F, q^, q^, . . ., q,,^, quae functionem quaesitam V ipsam non

continet, sie etiam proponi potest.

Sit V ipsarum ^i, q^, . . ., q„, funetio m constantes ki, 1h, . . ., Ä„. in-

3*
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volvens. (^uarum nulla per additionem tantum ei iuncta sit; sint Px, [h^ • -, Pm

differentialia partialia ipsius V respective secundum q^, q^, . . ., q^ sumta. Qiiae

differentialia partialia, quum ipsas constantes quoque A,, h^, . . ., h„, iiivolvant,

vice versa aequari possunt A,, h^, . ., K, ipsarum ^i, ^o- • • •? ^m? i^i- 1^2? • • v Pm

functionibus. Sint aequationes sie inventae:

H^ = h^, H., = K, . . ., H,, = K^

designaotibus H^, Rj, . . ., H„, functiones ipsarum ^i, q.^, . . ., q„„ p^, P2, .... p,,,

a se invicem independerites et niiUam constantium h^, Ju, . . ., /?„. involventes.

Quaerttur, data una harum aequationum, ex. gr.

H, = Ä,,

indagare reliquas m— 1.

Investigemus aequationes conditionales identicas, quibus satisfacere debent

functiones H„ H,, . . ., H„„ ut, ipsis p^, p.^, . . ., p,,, per q,, q„ . . ., q„, ex-

pressis ope aequationum

H, = K, H, = h^, H, = h.^, . . ., H, = h,^,

expressio difFerentialis

Pidq,-^Pod^2-^ ^P,Ala

sit differentiale completum dV.

Ponamus in Theoremate II. loco indicum i, k indices 1, 2 ac loco in-

dicum X, ju, . . . omnes reliquos 3, 4, 5, ..., m; unde eruitur aeqnatio:

(1)

Sint

""
dq., dq^

"^
dp.^ dq.^ dp^ dq^ '" dp,^^ dq^^^

_dp^dp^_dp^dp^ __^ ^1l

H. = h., K = L

duae quaelibet ex aequatignibus propositis, quarum ope determinentur p^ et p^

.ut functiones ipsarum 2h, Pi, • • •? p,n, ?i? 9^, • • -, <lm, quarum quantitatum

ipsae pi et p2 in aequatione praecedente functiones esse supponuntur. Sumtis

deinde ipsarum pi et 2h differentialibus partialibus secundum quantitates illas,

substituantur in differentialibus illis, quae etiam constantes h^ et h^ involvunt,

loco harum constantium functiones iis aequivalentes i/, et H^, unde emergent
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eomm valores per quantitates p^, p^, .... p„^, q,, q.,, . . ., ^„, expressi absque

ulla constanti h. Quos valores si in aequatione (1) substituimus , aequatio illa

evadere debet identica, cum nulla exstare possit aequatio inter quantitates yj,,

^2, ••- P™, ^1, q-2, ••, qm a constantibus h^, lu, .... A„, prorsus libera, nisi

aequatio identica sit.

Ad eruendos valores differentialium partialium ipsarum p^ et /;.,. in

aequatione (1) substituendos, aequationes

i/, = /i„ H, = h,

, jj,,, differentiemus. Sint r et t binae quaelibet harum quan-secundumpa, ^^4

titatum, erit

dH^ dp^ dH. dp,_ dH.

8p,
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(1) prodit:

(y)

dH. dH, . dB dE, . dH. dK

dPx dq^ dP2 ^^2 ^Pm ^^

dH. dH, dH. dK dH. dH
dq^ dp^ dq, djy, dq^_^ dp^

Quae est aequatio identica quaesita, a constantibus h prorsus libera.

15.

Si in aequatione (y) indicibus i et k valores onines tribuuntur, quos

induere possunt, nanciscimur aequationes —^^

—

—, quae et ipsae tamquam

conditiones spectari possunt, ut expressio

p.dq^-hp^dq.^-^ ^P„A,n

integrabilis evadat. Habetur enim etiam Theorema inversum:

Theorema III.

Sint Hl, H2, . . ., H„, variahilmm pi, j;.,, . . ., |;„,,. q^, q.,, . . ., q^^ func-

tiones quaecunque a se independentes, qummm hinae quaelihet H,, Hf, satis-

faciant aequationi:

dH dH. dH. dH.. dH. dH.=
dp^ dq^ dp.^ dq.^ '" dp^ dq^^^

dH. dH. dH. dH, dH. dH.,

dq^ dp^ dq, dj)^ dq^^^ dp^^
'

si ex aequationilms

H =// . H, = K\ . . ., H =h',
1 1

'

2 2

'

' tu )n

'

in quihus h^, h^, . . ., h,„ sunt constcmtes arhitrariae ipsas functiones H^,

H^, . . ., H,„ non afficientes, erimntur ipsanim p^, p2, . . ., p,„ valores per

?i) ^2? •••5 ?m expressi, expressio

Pidqi+p,dq.,-\ \-pJq,„

differentiale completiim fit.

Quod est Theorema gravissimum.
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Theorema antecedens de solutione problematis —~^ aequationibus simultaneis

definienda directa via confirmatur.

16.

Demonstratio directa praecedentis Theorematis haec sese offert. E diffe-

rentiatione aequationis

H. = h.

secundiim q;,. facta sequitur, si subscripto k signo summationis indicanms sum-
mam ad valores 1, 2, .... m ipsius k extendi*):

dH, ( drx \ dH.^ ( ^1\
\

\ V dq^, )

. . . dH,
Unde, etiam multiplicatione per -^

—

— facta:

dH. dH, ( dp. \ dH., dH.

k ^Pk ^Pk- ^ ^% ' %' dq^.

In qua aequatione loco k' ponendo omnes ejus valores 1, 2, . . ., m, fit:

dH. dH, / dp, \ dH., dH
k y ^Pk ^Pk' ^ ^<ik'

'

k' ^Pk- ^<ik'

Unde etiam, permutando H^ et H^,,

dH. dH., ( dp, \ dH. dH.

Hanc aequationem detrahendo de antecedente, cum sit ex hypothesi:

{ dH., dH. dH, dH. 1

A' l ^Pk' ^9k' ^9k-_
dp^,

\

eruimus

:

/ dH. dH., dH. dH^, \ / dp^ \

k k' ^ dPk ^Pk- ^Pk- ^Pk ^V dq^. I
~

Permutando k et /;', quippe quibns iidem valores 1, 2, . . ., m conveniunt, ex-

pressionem ad laevam sie qnoque scribere licet:

k k' ^ ^Pk ^Pk' ^Pk- ^pk ^^ ^'ik y

*) Simili uotatione saepius in seqiientibus utar, quoties sab signo summatorio piures indices iii-

veniuntur, quorum alii constantes, alii, \\i ita dicam, suinmantes sunt; maioris perspicuitatis causa poste-

riores signo summatorio subscribam.
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Unde aequationem antecedentem hoc modo repraesentare possumus:

^Up, dp,. dp,. dpJWdq,) \dqj\

siquidem extenditur summa ad ^H^^^— ; combinationes numerorum 1, 2, ..., ?«

pro ipsis k et k' ponendas, sive si ipsi k sub signo summatorio valores

1, 2, ..., m— 1 tribuuntm\ et pro singulis k ipsis k' valores k-\-l. A--h2, ..., m.

Si in aeqiiatione praecedente pro. ipsis / et i' bini quilibet e numeris

1, 2, .. ., m ponuntur, eriiuntm- ex ea —^-^ aequationes. In quibus si

quantitates

( ^Pk \ ( m- \

V dq,. ) [ dq,_ )

ut incognitas consideramus, sunt aequationes illae respectu harum incognitarum

lineares, numerus incognitarum idem atque aequationum, et partes constantes

omnes evanescentes. Unde ipsae quoque incognitae omnes evanescunt, sive

pro quolibet ipsorum k et k' valore fit

Q. D. E.

Demonstratione antecedente etiam maxime directa via comprobari po-

tuisset, si

sive
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in quibus quantitates a.\.^^, incognitas, qnantitates y,,., partes aequationum con-

stantes designant, nnllam e reliqnis fluere, facile variis modis probatur, quuin

adeo eiusmodi aequationes ex elementis algebraicis sine nejzotio oeneraliter re-

solvantiir. Qnae resolutio tum demum illusoria fit, si habetur

indicibus 1, 2, . . ., m sub signo summatorio omnimodis permutatis signisque

dz pro ratione nota alternantibus. Haec autem aequatio ipsa est conditio, ut

inter quantitates H^, H^, ..., H,,^, q^, q.,, . . ., q,„ aequatio locum habeat. ab

ipsis p prorsus libera; quod si foret, haberetur etiam inter ipsas q^, q.,, . . ., ^„,

et constantes arbitrarias relatio, neque ex aequationibus

H.=It., H. = h,. . . ., H =h
1 1

' i 2
'

iit in

omnes p^, j).,, . . ., p,,,, quod supposuimus, ut fiuictiones ipsarum ^i. q.^, . . ., (y„.

determinari possent.

Transformatio systematum aequationum, quarum solutione simultanea secundum

§.11 singuTae p. obtiiieutur.

§.17.

lam ipsam aggressuri integrationem revertamur ad formam aequationum

conditionalium («) §.11. Difficultatem rei videmus consistere in invenienda

functione, quae simul numero i aequationum difFerentialium partialium linearium

satisfaciat. Sit /"functio ipsarum |),+i, p,+2j P,+3, • • •? P,n7 </ij ^25 • • •? ^m> atque

/= a

•

aequatio, qua determinetm- functio quaesita j;-_^i per jVs? Pi+sr ••) p,,,, ^i»

q.2, ..., q,„, designante a constantem arbitrariani, quae ipsam /' non afficiat.

Designantilms JK atque q,, quaslibet e quantitatibus 7J,_^2? i^.+3? •••• }^m atque

<ii, q-j, • . •, q,n, fit

^Pi+i SPn ^Pn
'

df dP.^r df

dP;+i dq„ dq^,

Unde aequationes («) multiplicatae per -J^-— in has abeunt:

4
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(d)

df

=

^<h

df

C^^o

Sf

dq,

dp, df

dp, df

Sp. df

5^,+i dp._^,

dp, df

dp. df

dq^+i

dp. df

dp, df

dp, df

%+2 dq._^2

dp2 df

dq,^, dp._^,

dp, df

dp,^, dq,^, dp.^^ dq.^,^

dp. df

dq,^, dp,^,

dp. df

dp,^, dq,^, dp._^,_ dq._

dp.
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erit expressio

dp^ d(f dp, d(p dp^ d<f

alterum ejusdem aequationis integrale.

In hoc Theoremate designant 7;,, ;;;. ipsarum q^, q,, q.^^, q.^,, . . ., ^,„,

p,+i, 7:',+2? • • •? P>m functiones, quae satisfaciunt aequationi

^P^ ^Pi _ JP._ ^P>.
^ ^P, ^P).

, ,

dp, dp,

dq, dq^ dq^^^ dp^^^ dq.^,_ dp^^^ dq^^ dp^^^

dp, dp, dp^ dp, dp^ dp,_

dPi^r dq,_^, Ö/),^2 dq,^.^ '" dp^ dqj

Quae functiones si etiam alias praeter q^ et q, e quantitatibus ^,, q.,, , . ., o.

involvuntj eae tamquam quantitates constantes considerantiir.

Quomodo ope Theorematis antecedentis iutegratio simultanea succedat, ostenditur.

§. 19.

Ope Theorematis praecedentis sie absolvitur integi'atio proposita. Sint

^[> ^a'j ^a"? etc. functiones, quae proveniunt ex expressione

df dp, df dp, df ^ dp, df

d9). dq.^^ dp.^^ dq._^^ dp._^, '" dq,^ dp^

dp, df dp, df dp, df

dp,^, dq.^, dp._^^ dq.^^ dp^^ dq„^
'

ponendo loco f successive functiones q), q)[, cpl', .... ita ut generahter habeatur

^
(n) __

dcp^;-'^ dp, dcp^;-'^ dp, d(f^;-'^ dp, ö^^j"-'^

dq, dq^^^ dp,^^ dq._^, dp,^^ dq^^^ dp^^^

dp, dcpf-^^ dp, dcf^;;-^^' dp, dcp["-'^

dp,^, dq.^^ dp._^, dq.^, dp^^^ dq^^^

Sit jam <f==f integi'ale quodcunque aequationis

^f^^f_ ^P^ ^f ^P^ ^f ^Pi df

'
~

dq^
~^

dq.^^ dp.^^ dq.^.^ dp.^^ dq^^^ dp^^^

dp, df dp, df dp, df
(1)

<9p,+t ö?.+, öp,+2 dq.^, dp,_^ dq^^
'

4*
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enmt e Theoremate IV etiam ^2, ^o', ^g"? etc. integralia ejusdem aequationis.

Id quod patet. si in Theoremate citato in locum ipsius
(f

aliae post alias sub-

stituLintur functiones
(f'^, (fl>, etc. Sed exstant tantummodo 2(m— «') integralia

aequationis praecedentis a se invicem independentia et quorum aliud integrale

quodvis functio esse debet, quam functionem praeterea etiam quantitates ^2?

(/3, ..., qi tamquam constantes ingredi possunt. Sit igitur (p[^^ prima functio,

quae per antecedentes
(f,

(p'^, (f^,
.... (p'f~^^ ?t ipsas ^,, ^3, .... ^, exprimi

potest, erit index ^ numero 2{in— i) aut inferior aut certe non major. Sta-

tiiatur, ipsam JI esse functionem ipsarum y, (f'2,
y?"? • • •? y^"~^^ ^2? ^3? • • -j ?<>

erit etiam
/= n

integrale aequationis (1), quippe cujus integralia e Theoremate IV sunt
(f, (f[,

(fH. ..., (f^>'~^\
ipsae vero q.^, q-s, ..., q^ in aequatione (1) pro constantibus

habentur. Substituto valore /'= JI in aequatione

.. _ ^f ^P-2 ^f ^P2 ^f ^P-2 ^f

dp., df dp^ df ÖP2 df
(2)

%+i <5^,+i Sl>,-+. dq._^, dp^, Sq,

haec aequatio hanc indait formam:

dn , dn ,, dn ^ Sn

in qua variabiles independentes sunt ^, ^2? ^2'? • • •? ^2""^^ ?2- Cujus aequa-

tionis integratio jam suppeditat functionem f= II, quae satisfaciat simul duabus

aequationibus (1) et (2).

Evenire potest, ut identice evadat ^2 = 0, quo casu sine ulteriore inte-

gratione ipsa functio /'=
(f,

aequationis (1) integrale, etiam aequationis (2) inte-

grale habetur. Si generalius e^t (p', = c, designante c constantem, erit

n=(p—cq^_ = f

utriusque simul aequationis (1) et (2) integrale.

20.

Postquam antecedentibus monstratum est, quomodo functio II = f in-

veniatur, quae simul duabus aequationibus (1) et (2) satisfacit, id quod ope

Theorematis IV successit, jam ejusdem Theorematis ope ex inventa functione II

aham deducam ?P, quae, loco ipsius f posita, duabus aequationibus illis atque
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simul tertiae

29

(3)

= /::
= df dp^ df dp^ df

0^3 ^9i+^ ^Pi+2

^Pz ^f

^Pi+2 H+2

^df_
^9.. dp^

Sp^of_

^Pm ^%,

satisfaciat.

Erunt enim e Theoremate IV, siquiclem in eo loco y ponimus II, atque

statuimus A = 3, ipsi ;^ vero valores 1 et 2 tribuimtis, £unctiones ilj, JI3",

simul utriusque aequationis (1) et (2) integralia. Sit JIj"'^ proxima functio, quae

per praecedentes 11^, 11^, . . ., U^'''"'^ et ipsas q.,. q^, .... q. exprimi potest:

numerus ju' rursus ipsum 2(m— i) superare non potest. Posito

f=^,
designante ^ functionem ipsarum II, 11'^, H^', . . ., II.^"'~'^\ q._^, quam etiam

quantitates ^4, q-^, .... ^, tamquam constantes ingredi possunt, abit (3) in hanc:

^ ^ dn ' dni
'

0/7;
ni"-^' QjjLw-rj ^3

(."')

^^3

Quodcunque integrale hujus aequationis, in qua II, II^, III', .... IIi"'~'^\ q^ sunt

variabiles independentes, suppeditat functionem quaesitam /*= ^, quae simul

tribus aequationibus (1), (2), (3) satisfacit.

Et sie pergi potest, usque dum habeatm' ftmetio f simul omnibus i

aequationibus (f/) satisfaciens.

21.

Ex antecedentibus hie fit integi'ationum decursus, quibus eruatur functio i

aequationibus (d) simul omnibus satisfaciens. Ante omnia quaerenda erat functio cp

aequationi (1) satisfaciens. Quam notum est haberi, si

(f
= Constans

est integrale unum quodcunque systematis aequationum differentialium vulgarium

sequentis

:

dp^

(«)

^Pi+.
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Aequatio enim
(f
= Constans integrale dicitur aequationum differentialium vnl-

ffarium (a), si per eas aequationi d^ = identice satisfiat. Id quod fieri non

potest, nisi aequatio (1) identice locum habeat.

Inventa functione y, ex ea dediicantur fiinctiones ^', y", . . .,
^^""'^ —

indices subscriptos rejicio — atque exprimatnr (p^^^ per q,^, (p, <f',
. . .,

(p'^^-'\

quam expressionem etiam q^, q^, .... qi afficere possiint tamquam constantes.

Quo facto invenitur functio H aequationi (2^) satisfaciens, si aequatio

JI = Constans

est unum integrale quodcunque systematis aequationum differentialium vulgarium

:

Sit ipsius Y"^ luiec expressio:

sequitur ex antecedentibus, si sit

77 ( rt , ff), -^— , , ; , . . . , —,—?-
I
== Constans

unum integrale quodcunque aequationis differentialis vulgaris ^" ordinis inter

duas variabiles
(f

et q^

fieri

n(q,, cp, cp', cp", ..., g)C/.-«)

functionem JT quaesitam, quae simul aequationibus (1) et (2) satisfacit.

Tertio loco e functione 71 deducantur functiones JI', II", . . ., JI^-"'"^^

atque per has et ^3 exprimatur TL^"'^; sit expressio inventa

n^^'^ = n^^\q^,n,n',n",...,n^''-'');

proponatur aequatio differentialis ^'*' ordinis inter duas variabiles TI et q^:

^'^ ~dqf~'^ V^3'
^^' ^^3 ' dql

'•••'
dq't-' )'

cujus integrale unum quodcunque si est

..A rr dll d'lJ d'''-'jJ\ ^ .
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est expressio

«PC./,, n, n', n", ..., n'"-'^)

functio quaesita ?P, quae simul tribus aequationibus (1), (2), (3) satisfacit. Id

quod simili demonstratione liqiiet atque in fiinctione 71 investiganda dedimus.

Functionen! ^ etiam quantitates ^4, ^,-, . . ., q. afficere possunt tamquam
constantes.

Et sie pergi potest, usque dum habeatur functio f omnibus i aequatio-

nibus (f/) satisfaciens. Ad quam inveniendam primum, quod est principale,

eruendum est integrale quodcunque systematis aequationum differentialium vul-

garium primi ordinis inter 2(?>i— /)-f-l variabiles, quod locum tenet unius

aequationis inter duas variabiles (2m — 2/)" ordinis. Deinde condendae sunt

aliae post alias i— 1 aequationes differentiales vulgares inter duas variabiles

ordinis ^", ,u'", ,a"", . . ., /ii'''~-^^\ et singularum inveniendum est unum integi'ale

quodcunque, quod formandae aequationi differentiali insequenti inservit. Numeri

autem /li, ^u', ju", . . ., ju'^'~-^ omnes erunt ipso 2(>/i— i) aut minores aut certe

non majores. Si postremae aequationis integi'ale est

/ = «p

designante a,- constantem arbitrariam, atque ex hac aequatione petitur ipsius

Pi+i valor per ;;,.+2, J^i+s, -, Pm, qi, ^2, - -, q,n expressus, erit valor ille talis,

qui omnibus i aequationibus («) §.11 simul satisfacit. Quo invento etiam 7),

,

P25 ' •) Ihi quae datae supponuntur functiones ipsarum p^^^, p^^^, . . ., p„^, q^,

q^, . . ., q^, exprimi possunt per p;_^„ /;,+,, . . ., p,,^, q„ q,. .... q,j et pergi

potest ad integrationem simultaneam insequentis systematis «4-1 aequationum

differentialium partialium, quae ex aequationibus («) proveniunt, si i-hl loco

^ ponitur, et cujus aequationes singulae numerum variabilium duabus unitatibus

minorem continent.

Aequationes diiferentiales vulgares inter binas variabiles /<", //'", etc.

ordinis tamquam auxüim^es spectari possunt; dum systema aequationum diffe-

rentialium vulgarium (a), quae sunt primi ordinis, sed inter 2 (in— t)-hl va-

riabiles, tamquam principale considerari potest. Quod systema principale si per

eliminationem variabilium omnium praeter duas earumque differentialia ad unam

revocas aequationem differentialem inter duas variabiles, ascendet ea ad ordinem

2(m— i) neque ad minorem ascendere potest. Ordo autem aequationis cujusvis

auxiliaris pendet ab eo, quod inventum est, integral i aequationis auxiliaris prae-
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cedentis, et prout hoc vel illud inveneris, ordo major aut inferior fieri potest,

qui tarnen ordinem 2(m—i) aequationis principalis numquam egredi potest.

Quin etiam e numeris ju, ju', ... existere possunt qui evanescant, ita ut

una aut pluribus aut adeo omnibus integrationibus auxiliaribus omnino super-

sedeatur.

Integrationen!, quibus totius problematis solutio secundum methoclum propositam

absolvatur, decursus describitur.

22.

Si totum negotium inde ab initio prosequimur, hie erit rei processus.

Data 2^1 ut fiinctione ipsarum Jh^, Jhj • • •? i^m? 5'i? ^2? • • -5 9m:> quae est aecjuatio

differentialis partiaHs proposita, reUquae quantitates P2, P^, - • -, p,u ita deter-

minandae sunt tamquam functiones ipsarum q^, ^2; • • -j Qm^ ut evadat expressio

ipsa quoquepi per ^1, ^95 •••? 9m expressa, diö'erentiale completnm; quo facto erit

^ = j! Pl ^<?l+Ä^ ^^^2-^ ^Pm ^qj

functio incognita, aequationi differentiali partiali propositae satisfaciens.

Conditur primum systema aequationum differentiahum vulgarium sequens

:

dp^ dp^ dq^ dp^

0)

Cujus systematis si est integrale quodcunque

designante a^ constantem arbitrariam, ex hac aequatione determinatur p^ ut

functio quantitatum Pi, Pi, . . ., p,„, q^, q-2, • • -, ^my unde etiam p^ ut functio

eanmdem quantitatum determinari potest. Quo facto, conditur systema aequa-

tionum differentiahum vulgarium sequens:

dq^
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dPi dp^, dq.^. dp^

(2)

dp^

dq^ ~ dq^' dq^

ö</3
' dq^

dp^ dq^

dp,
'

dp ^Pi 'K

Cujus systematis si est integrale

formantur expressiones

= Constans,

^Px

it)
-
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2'

designante a., constantem arbitrariam, formatur aequatio:

f, = fM.. 9^, y', <^'\ •••, 9'^^-'0 =

atque ope aequationum

exprimuntur jjj, jh, Ih pei* 2h, Ih, • • •? P«' ?n ^2, • •, q,n

systema aequationum differentialium viilgarium seqiiens:

4^5 ^i^i ^^5 ^i^i

Quo facto conditni

(3) d^t ö^. ' rf^i

Guius systematis integrale si est

n Constans,

formantur functiones

:

IV =

n" =

etc

dp. dq.

usque dum perveniatur ad functionem

J7W =
Sq., dq^ dp^

dp.-, ön^"-')

ÖP4 dq^

SPf,

SPx

SP„

dn
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potest. Scribendo igitur loco TI^"^ hanc expressionem:

conditm* aequatio differentialis /' ordinis:

Cnius aequationis integrale aliquod quodcunque si est

n.^ = Constans,

formantur functiones

n' = --\ — ^-
1 dq^ dq^ dp^

dp, dq,

TT" = --{ — --
1 dq^ dq^ dp,

dp^ dn[

,

Slh
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exprimuntur pi, p2, Jhi Ih i^t fiinctiones ipsarum pr,, . . ., p,^, q^, q^, . . ., g,,,.

Et ita poiTO. Totum negotium in has integrationes desinit. Scilicet inventis

per methoclum assignatam aeqiiationibus

in qiiibus ((i, a.2. . . ., «„,_2 sunt constantes arbitrariae, quarum unaquaeque «,•

functiones /l+i, /)+2j • • -j fm-2 neque vero ullam eas praecedentem
f^, f.y,

. . ., f]

afticit. exprimantur ope harum aequationum et aequationis difFerentialis partialis

propositae Pi. p>2i • • •? Vm-i ^^^ functiones ipsarum p,,^, q^, q^, . . ., q,,^, et pro-

ponantur aequationes

^^1 S(l,n
'

'k, dp,,,
'

qiiae quum duo integralia habeant, sit alterum

ip = Constans,

et formentur functiones

^ _dip_ dp^ dtp dp^ dip

¥
dip' dp.,- dip' dp, dip'

d'h d(l.n dP,n dP,n ^Im
'

si ip' est functio ipsius ip ipsammque q.,, q^, . . ., </„.:

integi-etur aeqnatio primi ordinis: ,

si vero «//' non est functio ipsius yj ipsarumqiie q.j, q^, • . ., q,„, certe erit ip"

functio ipsarum y.', ip' et quantitatum g^? ^'3? • • -r 9,h'-

ip" = ip"(q,, ip, ip'),

quo casu quaeratur alterum integrale aequationis differentialis secundi ordinis:

quibiis in aequationibus considerantur q>,, q^, . . ., q„, ut constantes; sit integrale

luiius vel illius aequationis

ip^ = Constaus,
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designante yj^ priore casu ipsarum q,, ip, posteriore ipsariiin q., w, -^
dq_^

fanctionem, ac restituatur posteriore casii ip' ]oco -^^ in fanctione xp^, quo

facto formeiitur rnrsus fiinctiones

erit aiit
\f\

ipsarum ip,. q^, q^, . . ., q„^ aut, si hoc lociim non habet, certe

xp[' ipsaiTim ip^, y,'[, q^, q^, . . ., q^ fanctio; quaeratur integi-ale priore casu

aequatiOllis

posteriore casu aequationis

d\
(Mi

^r,

siquidem in ii'[' loco y.>[ ponitur -j^ , ipsis ^4. q.^, . . ., 9,,, in hac vel illa

aequatione consideratis ut constantibus; si integrale quaesitum est

ip.2 = Constans,

ac posteriore casu in t/^ loco —,— restituitur i/'j, iam simili modo e i/'3 de-

ducatur functio ip^, ex hac ^>r, et ita porro; postremo ex inventa functione

y^n.-z formetur functio

^,„-3 = ^^ ^-

quae si est ipsarum i/'m-s? 9.m-\i 9.m functio, quaeratur integrale aequationis

dxp
,

sin minus, formetur adhuc functio

^"•-3 da ,

"^ da dp dp dq

erit i/',''_3 ipsarum V„,_3, V'l-s; ^m-u 5m functio; in qua si loco j/',',_3 ponitur
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^'"-^
quaeratur inteorale aequationis differentialis secundi ordinis

in hac et illa aequatione considerata q„ ut constante; sit integrale quaesitum

/ . ^ f
^ n

' m—

1

VI— 1
'

in quo posteriore casii restituendiim est V'l_3 loco
^^^

,
designante a„,_, con-

';/(—

3

stantem arbitrariam; erit inventa functione /„,_i totum negotium finitum. Scilicet

erutis ex aequationibus

et ex aequatione differentiali partiali proposita ipsarum jh, Ih, • • •? P», valoribus

per qi, q., .... q,,, expressis, fit

l\dq^+p,dq,-\ ^pjq,,

diiFerentiale exactum atque

V =
fi 7>, dq^ +IK dq., H hi>„, f/g„,

}

integrale aequationis differentialis partialis propositae, praeter constantem ar-

bitrariam additione addendam alias w — 1 constantes arbitrarias involvens a^,

Systemate aequationum differentialium vulgarium revocato ad unam

aequationem differentialem inter duas variabiles, ordo systematis secundum huius

aequationis differentialis ordinem aestimetur sive secundum numerum constantium

arbitrariarum
,
quas integratio eius completa secum fert. lam si aequationum

differentialium auxiliarium systemata omnia ad summum ordinem ascendunt, ad

quem ascendere possunt, per methodum antecedentibus propositam quaerendum

est unum integrale quodcunque ^^ — systematum aequationum differen-

tialium inter duas variabiles; et quidem

unius (27)1— 2)'' ordinis,

duarum (2m— 4)'' -
,

trium (2?«— ß)" - ,

m— 1 2''

Sed systematum aequationum auxiliariinu ordo plerumque multo inferior evadit;

qua de re accuratius dicetur, m— 1 systematum, quae alia post alia conduntur

atque rcspective (2m— 2y\ (2?»— 4)", . . ., 2'' ordinis sunt, singulorum unum
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integrale quaerendum esse; atque insuper pro singulis systematis (27« — 2/)''

ordinis formanda esse /— 1 systemata auxiliaria alia post alia. qiiae ordinem

(2 m— 2^')*"'" non excedunt, plerumque multo inferioris ordinis sunt, et quoruni

singiilorum unum integrale investigandum est. Methodi hactenus notae pos-

cebant systematis (27n— 2)" ordinis integrationem completam, quod post unum
integrale inventnm ad integrationem completam aequationis differentialis vulgaris

inter duas variabiles (2 m— 3)^' ordinis reducitur. Dicere solebant Analystae,

se aequationem differentialem integrasse, quam ad integrationes aequationum

differentialium inferiorum ordinum reduxerint. Hac mente aequatio illa (2m— 3)''

ordinis per methodos a me antecedentibus propositas generaliter integrata est,

quippe ad aequationes ordinis (2m— 4)" et inferiorum ordinum reducta.

AgitQi- de demonstratione Theorematis IV §. 18, quo antecedentia nituntur.

De inversione operationum differentialium.

23.

Demonstrandum restat theorema IV. quo analysis antecedens tota inni-

titur. Quam demonstrationem paullo altius repetam.

Sit /' fiinctio n variabilium x^, x.^, . . ., x„, ac proponantur duae ex-

pressiones:

A[/] = A,S~+A.,^+-+A,^,12 n

B[/] = B.^+ i.,^^...+B„^,

in quibus .4i, A,. . . . atque B^, B.,, ... sunt datae ipsarum x^, x^, . . ., x„

functiones quaecunque. Ipsae

A[A B[/]

sunt notationes mere symbolicae, expressiones notantes, quae post certas ope-

rationes ciixa functionem / transactas prodeunt; quas operationes primam et

secundam dicam. Subiiciamus expressionem B[/] operationi primae, expres-

sionem A[/'] operationi secundae et expressiones inde prodeuntes alteram de

altera deducamus, dico, expressionem

A[B[/]]-B[A[n]

differentialia partialia secunda functionis f non continere, std in ipsam formam
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redire:

Nam in altera expressione

AIB[/]]

evoluta miiltiplicatur -^^— per Aß^ atque
^^ g^, ,

si i et k inter se diversi

i i
(' k

sunt, per Aß^-{-AkBi; altera vero expressio quum de altera prodeat, il et ^

inter se permutando. quo coefficientes illi nou mutantur, ex ntriusque expressionis

differentia terminos illos prorsus abire patet. Eruitur porro in aequatione

inventa

A[B[/]]-B[A[/]] = C[/]

terminus generalis

dB dB. dB.

' 1 dx, - doc, " dx
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rursus operationi, primae , expressio proveniens m vicibiis iteratis rursus Ope-

ration! seciindae. His positis supponamus. expressionem

c.
1



dt
-^1'

dx,

du
=^1'
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lam, si nu'sus B,, B,, .... B^ sunt functiones ipsarum x,. x^, . . ., x„ tales, ut

pro quolibet ipsius i valore identice sit

dB. dB. dB
dx, ^2 Q -^ -T--„

Q^

B ^-B ^^' ^^
dx, 2 dx., " ex

sequitur e Propositione demonstrata, etiam functionem

B[/] = B,^+B,4^+...+B,JLdx ^ ox^ " dx

esse aequatioms (1) integrale, sive generahus functionem B"'[/]. Quippe qiiod

ut iiat, identice esse debet

AB"'[/] = 0.

Sed quum siiit quantitates C,- = 0. üt identice

AB"'[/] = B"'A[/],

quae expressio identice evanescit. quam ex hypothesi expressio A[/*] identice

evanescat.

Fieri potest. ut expressio B[/] et ipsa identice evanescat sive constanti

aequalis evadat. Qnod vero si locum non habet, cognitis ipsis B^. B^, . . ., B„,

e quovis integi-ali aequationis (1) ^ = / alterum y = B[/'] deduci potest, ex

hoc, posito novo integrah in locym prioris. tertium y = B^[/'] et ita porro.

Sed quum constet, aequationem (1) phu-a quam n— \ integraha non habere a

se independentia, habemus Propositionem,

si pro quovis ipsius i valore sit

atque

= A^
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Antecedentium in aequationes problematis propositi applicatio. Theorema generale

expressiones [(f, (/'] concernens.

26.

lam ipsis A^, A^, . . ., A„, Bi, B^, . . ., B„ valores qiiosdam tribuamus par-

ticulares. quibus fit, ut expressiones Q- omnes ejusdem functionis evadant diffe-

rentialia partialia. Quam deiiide expressionem si evanescere statuimus, etiam

ipsae C, pro omnibiis ipsius i valoribus evanescuiit, quae est conditio reqnisita.

Initio autem generaliorem Propositionem condam. In finem propositum pono

n = 2m,

atque in loco variabilium independentium x^ , x., , . . . , a;„ introduco systema

duplex variabilium

•5'p ^2' • • •' ^»,'

Pl^ P2^ • •. P,n>

atque statuo:

A[n = a^l+ai^l+^+a: 'f

tandem sit:

AB[/]-BA[/] = C[f]

5/
,
^1 0/

, .
^1 df

<'dp;^^^^dp;-^--^^-dp,^

His positis. fit

f , dB' , dB' , dA'
,
ö^"

f l * ary,. ' dp^ * ary, ^ dp,

.1 _ f
^^] 1

^^,'
ü ^^1 1 ^^! \

•
'' ~

/; l ' ^(h
~^ '~^~ ' ög, ~ '-dp, i'

siquidem ipsi /: sub signo ^ valores 1. 2, . . ., m tribumitur. lam ut ex-
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pressiones siib signo -2" evadant differentialia partialia ejusdem expressionis, statuo

„ _ dip Dl _ _ _^
linde

„ d(p dip

k
^(Ik " ^Pk ^Pk Qpß<lk ^^k ^PßPk dPi

Unde etiam permutando A et B,
(f

et ip üt:

' ^9k * ^Pk ^Pi

ideoque

^,0 ^ _ ^ ^ ^g^ ^Pk ^Pk ^1k ^

.^Pi

Permutando p et q, unde simul permutari debent .4 et ^4 , 5 et B , mutatur

etiam C^ in C, . Unde formula praecedens suppeditat permutando p et q

:

5 V (
^y _^__^ _^1

dq.

Designabo sequentibus per [/',
(f^

expressionem sequentem:

\f ^-\ ^ _^^^4__^_^^
I

^f ^y
'-^' ^J dq^ dp^ dq, dp, (9f7,„ dp^^

df d(f df d(f df d(p

dp^ dq^ dp^ dq^ dp,^^ dq^^^
'

unde erit

Qua introducta notatione iam erit pro iis, quos ipsis A/, B^, A/, B, valores

tribuimus:

A[/'i = [/; y],

B[/] = [/; ^],

AB[/] = [[/; (/o, y],

BA[/] = [[/, ^], «/']•
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Porro
_ d[(p, ip] ,,1 _ d[cp, ip]

'
- - dp, ' '-'• - dq,

Quibus substitutis valoribus, fit

C[/] = [[y, «/']./].

Unde tandem formula supra inventa

AB[/]-BA[/] = C[/]

in "hanc abit:

[[/", 0],y]-[[/",y],'/'] = [[y, V^]./];

qiiae concinnius sie exhibetur:

sive habetur

Theorema V.

Generaliter designetur, quaecunque sint R et S ijjsarum q^, q.^, .

P\i Pj) • • -5 pm functiones, per Signum [B, S] haec expressio:

,„ „, dR dS dR dS dR dS
dq^ Öpj dq.^ dp, Ö(/„^ ö^„^

dR dS dR dS dR dS
dp^ dq^ dp, dq, dp^^^ dq^^

'

ponatur

[<f,
ip] = F, [rp, f] = ^, [/, 9^] = *•,

erit identice:

Quod est gravissimum Theorema.

De systemate aequationum differentialimn vulgarium, quod aequatioui [f, (p]=0
respondeat, de eiusque tertio integrali e binis quibuslibet inveniendo.

27.

Sit /' data functio, erit aequatio

[f, y] =
aequatio differentiahs partiaUs, cui functio (p satisfacere debet. Atque notiim

est, obtineri omnes functiones y? aequationi

0)

o_[/-,y]==_|L_|£^+_|L_|5L_^-- 0/ öy

<5?i ö|>i 5^2 dp, dq^^^ dp^^^

df dff) df d(f) df d(f

dPi 'Wi d^~N^ £p„, ^9„.
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satisfacientes, si quaerantiir integralia systematis aequationiiin difFerentialium

VLilgarium sequentis

:

dp^ : c/_p, :..•: dp^^^ : dq^ : dq^ :•.: dq^^

(2)
! _ö/_.^L.....JL. §L. ^... . ^

Quoties enim hiüus systematis aeqiiationum differentialiiim vulgarium inteorale

quodcunque est

(p = Const.,

erit
(f

functio aequationi (1) satisfaciens. lam sit

ip = Const.

alteriim integrale quodcunque aequationum (2), erit identice:

[/; 9] = 0, [/, ^] = 0,

sive, si notationem §. antecedente adhibitam rursus adhibemus:

«p = 0, ^ = 0.

Hoc autem casu aequatio identica Theoremate V proposita in hanc abit:

[f, n = 0.

Unde seqiiitiir, aequationum (2) integrale quoque esse

F= [(f, ip] = Const.;

sive habetur

Theorema VI.

Si?it

(p = Const. , ip = Const.

duo integralia quaecunque aequationum

dp^ : dp.^ :.
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Dilucidationes circa Theorema §. antecedente propositum.

28.

Antecedeiitibus evenire potest. iit fuiictio [f, ip] in quantitatem eon-

stantem sive generalius in ipsarum
(f

et
\fj

fimctionem abeat, quo casu e diiobus

inteo-ralibus inventis tertium ratione, quam Theoremate praecedente indicavi, non

derivatur. Sed observo, hos casus tantum ut exceptionales considerandos esse.

Generaliter dicere debemus. e duohus integralihus aeqiiatioiwm

dq^ : dq., :.••: f/^,„ : dp^ : dp, :.••: f/p„,

deduci posse per solas differentiationes tertium, ex hoc comhinato cum duohus

propositis quartum et quintum, etc. etc., ita nt e datis duohus integralihus per

solas operationes differentiationis per partes cuncta deducantur propositi aequa-

tionum differentialium vulgarium systematis integralia. Scilicet. si aequationum

propositarum integralia. quorum numerus 2w — 1, haec sunt:

^l = a u = « .... 21., , = a., ,,

designantibus a^. a.^, . . ., «9,„_i constantes arbitrarias, quae ipsas funetiones u^,

U2, . . ., u.j,„_^ non ingrediuntur, erit expressio generalis duorum integralium:

(Mj, u.^, ..., M2„,_j) = Const.,

0,(wj, w,, ..., ?/,„,_,) = Const.

Ac, nisi functionibus &, 6>i formae quaedam particulares conciliantur, semper
' eveniet, ut ex bis duobus integralibus

= Const., 0j = Const.

per methoduTn Theoremate praecedente propositam identidem repetitam cuncta

integralia proveniant. Ac reapse semper infinitis modis bina ejusmodi integralia

= Const.. ©1 = Const. assignare licet, e quibus per operationes propositas

cuncta reliqua derivari possunt. Id quod eo majoris momenti est. quum sy-

stema aequationum differentialium vulgarium propositum idem est. cuius inte-

gratio nK)tum suppeditat numeri cuiuslibet punctonmi materialium. quae viribus

quibuscunque attractionum seu repulsionum sollicitantur, ac praeterea quibus-

cunqne conditionibus subiecta sunt. Ad Theoremata antecedentia V et VI

|)erveni necessitate quadam coactus. dum inquirerem. quinam sit aequationum
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(a) §. 1 1 habitus et quaenam compositio, quibus eveniat, ut omnibus simiil una

eademque fimctione p,+i satisfacere liceat. Nam hoc fieri posse aliunde coii-

stabat. quiim satis notum esset, extare lunctioneiu V aeqiiationi differentiali

partiali propositae satisfacientem
,

quae m— \ constantes arbitrarias involvat,

unde etiam patebat, inveniri posse praeter aequationem illam propositam alias

m— 1 aeqiiationes inter quantitates q^. q.^. . . ., ^,,, p^, p.,, .... p^^^^ totideiu

constantes arbitrarias involventes. Hinc rursus concliidis, semper dari functioneni

^,+1 aequationibiis («) omnibus simul satisfacientem eamqne continere posse

constantem arbitrariam. Inquirens autem in conditiones possibilitatis eiusmodi

integrationis simultaneae quum ad Theorema fundamentale VI delapsus essem.

ingenue fateor, Theorema illud me per aliquod tempus pro invento plane novo

habuisse. Quid enim magis mirum üngi potest ac paene üdem superans, quam
quod inde sequitur et mox videbimus, in omnibus problematibiis mechanicis, in

quibus virium vivarum conservatio locum habet, generaliter e duobus integra-

libus praeter principium illud inrentis reliqua omnia absque ulla ulteriore inte-

gratione inveniri posse? Hoc Theorema quomodo notum crederes, quum in nullo

Tractatu Mechanico, in nullo Tractatn Analytico, in quo de integratione aequa-

tionum differentialium agitin-. reperiatur, quum tarnen ubique tamquam smnmum
Calculi Integralis inventum circumferri deberet. Attamen inventum illud —
ipso nescio auctore dicamV — inde ab annis novem et viginti*) factum est ab

111. Poisson. quippe quod prorsus idem est atque Propositio illa. in formulis

eins perturbatoriis
,
quibus difterentialia elementorum perturbatormn lineariter

exprimuntur per differentialia partialia funetionis perturbatricis respectu elemen-

torum sumta, coefficientes, per quos differentialia illa partialia funetionis per-

turbatricis multiplicantur, et quorum formatio eadem atque expressionum [y, xp]

a viro 111. inventa est, a tempore t liberos esse sive solorum elementorum esse

functiones. Quae Propositio vix pro nova 0t memorabili habebatur; nam quum

formulae perturbatoriae Lagrangianae et Poissonianae aliae aliaiiun inversae

sint et quum de suis formulis 111. Lagrange iam coeflicientinm a tempore in-

dependentiam demonstrasset, res sponte de Poissonianis formulis patebat seu

certe Mathematicis nihil habere videbatur. quod admirationem movere possit.

*) Cominentatio citata lucem viclit meiise l>ecernbn anni 1809: unde iara commentationom, quam

legis, sub finem anni 1838 scriptara esse conjicis. Quod etiam cum eo oousentaueum est, quod formularum

quarundam in hac commeutatione tra'ditarura in nota mentio fit sub die •il""> mensis Novembris anni 1838

cum Aoademia scientiarum Rerolinensi communicata. Cf. finem §. 70. C.

V. 7
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Scilicet sola formatio differentialium elementorum perturbatorum ciirabatur. et

qimin formulae Lagrangianae eum in finem coimnodiores censerentur, for-

miilae Poissonianae et Propositio illa stupenda nonnisi ut propter demonstra-

tionis difficiiltatem iiiemorabiles obiter citabaiitur. Nemo, quantiim scio, sus-

cepit, Propositionem illam per se examinare, iinllo ad theoriam perturbationum

respectu habito, quod si quis fecisset, fugere eum non potuisset, quantiim sit

eins in tractando imperturbato problemate momentum, eamqne esse totius Me-

chanicae Analyticae gravissimam Propositionem, cuius analoga per totiim Cal-

ciilum Integralem non extat. 111. Lagrange dum in Mech. Anal. (Vol. II,

sect. VIII, art. 6) memorat, in ibrmulis pertm-batoriis Poissonianis coefficientes

differentialium functionis perturbatricis a tempore independentes esse, ,.sed de-

monstratio direeta", addit, „hiiius proprietatis singularis fit perdifficilis, uti videre

licet in pulchra commentatione Gl. Poisson inserta tomo VIII Diarii Scholae

Polvtechnicae, ac nemo unquam fortasse eam qnaesitmii ivisset, nisi antea con-

stasset de veritate huius Theorematis". Videmus ipsum smnmnm magistrum ne

suspicatiim quidem esse, quid sit id, quod re vera Theorema singulare reddat.

Habemus hie praeclarum exemplum, nisi animo praeformata sint problemata,

fieri posse, ut vel ante oculos posita gravissima inventa non videamus. For-

maverat 111. Poisson e binis integralibus per differentiationes partiales coeffi-

cientes formularum, quibus elementorum perturbatorum differentialia exprimuntur,

eosque a tempore liberos esse docuit. Sed quum animi Mathematicorum toti

in formulas perturbatorias intenti essent, huius inventi id tantum ut memorabile

notabatur, coefficientes formularum perturbatoriarum a tempore non pendere,

non id multo magis admirabile, e binis integralibus per differentiationes par-

tiales formari posse expressionem tertiam a tempore non pendentem. Cuius-

modi tamen expressio generaliter est tertium integrale. Putabatur ea Propositio

nihil novi suppeditare ultra Lagrarfgiana inventa, quum Propositionis Lagran-

gianae, quae tamquam aequivalens considerabatur, in imperturbato problemate

omnino nullus usus sit, nisi quod, uti ipse autor eiusmodi usum circumspiciens

innuit, eins Propositionis ope examinare liceat, an inventae expressiones coor-

dinatarum per elementa et tempus iustae sint. At Propositio, ad quam diffe-

rentialia elementorum perturbatorum directe quaerens pervenit 111. Poisson,.

summi momenti est in indagandis ipsis problematis imperturbati integralibus,

eique tamquam fundamento superstruere contingit theoriam plane novam inte-

grationis problematum mechanicorum, in quibus principium conservationis virium
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vivaruni valet. ac generaliiis omnium problematuui. quae ad integrationein aeqiia-

tionis differentialis partialis primi ordinis revocari possimt. ad quae demonstrari

potest etiam problemata isoperimetrica maxime generalia pertinere. Et quanivis

fere totnm hoc opiisculum illo innitatur fundamento ac maxime versetur in enu-

cleandis proprietatibus functionum [^. V']? quae' tertium integrale formatum e

duobus propositis sive coefficientes formularum perturbatoriaiiim ab 111. Poisson

traditarum suppeditant: tarnen longe abesse eredo. ut omnia exhauriat. quae ex

hoc fönte in integrationem aequationum differentialium (hjuamicarnm redundare

possint. mimo plurima gravissima curas posteriores exspectant.

Quam Omnibus casibus et utile sit nee elegantia careat. Propositiones

omnes ad meras identitates revocare. Theorema VI tamquam Corollarium de-

duxi de aequatione identica nova et simplicissima. quam Theoremate V pro-

posui et quae ad alias quoque quaestiones usui esse potest. Revertimur ad

propositum.

Demonstratio Theorematis IV.

29.

Ex Theoremate VI deducamus Theorema IV. quod demonstratu jjropo-

situm est. et quo nova methodus nostra aequationes differentiales partiales primi

ordinis inter numerum quemcunque variabilinm integrandi innitebatur.

Docet Theorema VI, si identice sit

[/• y] = 0. [t\ 4>] = 0.

fore etiam identice

[/. [^. n']] = 0.

Unde etiam permutando
(f

et / sequitur, si identice sit

[q. f] = 0. [r/. ll>] = 0.

• Jore efunn

W- [/• '/Ol = 0.

Designantibus ;^ et / binos quoscunque e numeris 1. 2. o. .... > inter

se diversos, statuamus, functionem /' e variabilibus q^. q., .... q,. />»,, }k /),

tantum continere dnas q,. q,. ac praeterea functioni
(f

adhuc terminum — y>,,

functioni ip terminum — y>; additione iunctum esse, ita ut sit:

df of d(p _dil'

dp^ " dp^ ~ dp. ~ öp^
~

'

dif) di\i .

V-
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Hinc erit

0)

C^)

[^, n

[H^,n

porro

(3)

L>. ^]
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eiusdem aequationis alterum integrale. Quod est Theorema IV. siquidem loco

(f
et ip scribitur i\ et p, atque

(f
loco F. Unde iam, quae demonstranda

restabant. demonstrata sunt.

Quum antecedentia forma quarta conditionum integrabilitatis innitantur, iam. ut

problema varii.s rationilnis condatur. reditiir ad formam primam.

3U.

Methode integrationis propositae dilucidationes addam.

Sit

f=a,
designante a constantem. aeqiiatio difFerentialis partialis proposita; inventae sunt

per methodum propositain aequationes

e quibus, propositae iunctis. determinandae erant 7;,, po. .... p,„ ut ipsaruni q^,

q<,. .... q„, functiones. Eratqiie

f functio ipsarum p^, p,, />,, />,, , ;j„,, q^, q.,, . . ., q^^^,

t\ functio ipsarum a. p^, p.^, p^. , j^,,,, q^, q,, . . ., q^^^,

f, functio ipsarum a, a^, jx^, p^t
, />,,^, q^, q,, ....

q^^^,

^ functio ipsarum a, a^, a^. p^. , 7?,,,, q^, q,, . . ., q^^,

/„._o functio ipsarum a, a^, . . ., a„^_^, ;^„,_,, j^,,^, g^, </,, . . ., g',,^,

/,„_a
functio ipsarum «, a^, . . ., a,,_3, «„^_2, j^,^^, g,, fy._,, .... g„,.

Quantitates «1, «^j • • •? '^«-i sunt constantes arbitrariae, a est constans data,

quam nullitati aequiparare licet, quam tarnen nniformitatis gratia conservo.

Determinatis ex aeqiiationibus

ipsis p^, P2, . . ., yj, per p^^^. y;,-^«. .... yj,,,, </,, ^o- • • •? ^»,j functio /] numero /

aequationum (d) §.17 identice satisfaciebat. unde etiam functio /),+,, ex aequa-

tione fi
= a. expressa per j),+o, pi^^^ •••• 7^/«? 9i? ^2- •••• 9,„; satisfaciebat /

aeqnationibus («) §.11. At si ope aequationum

f=a. /, = «,. . . .. /,_, = «,_,

non jJi. /Jo. .... p. per reliquas quantitates 7>,+i. 7>,+2- • • •? 7^»,? ^i« </.' 7«.?
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sed, quemadinodnm in Theoremate I §. 6 factum est. e priinis / quantitatum

PV P-2^ Pa . P,u^ (h^ ^2^

unaquaeqiie per irisequentes exhibetur, ita ut ex aequatione /'= a exprimatur

Pi per ]h> P:>.
etc.. e /i ^ «, exprimatur ^2 P^i" pn: Pi etc., e

f.,
= a., exprimatur

üg per px, pf, etc.: tum vidimiis initio liuius commentationis mimermii i aequa-

tionum («) cum totidem convenire sequentibus:

(«)

= ^Pi. dp, dp._ ^/'. ^Pi+i

dp., dq.y

m ^Pi+^

= ^Pi+X ^P2 ^Pi+X

dp., dq.,^

^Px ^Pi+l

dq^^, dp._^.^

dp^ dp.+1

dq.,

dp.

^Ps Ö9'3

dP2 ^Pw ^P2 %+l

^P,+y dp. dp.^^

dq,-^, dp,^,

^Pi ^Pi+X

^9i

dp.

dp^^, dq^^,

dp. dp._^^ ^Pi ^Pi+X

,

'^^
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(«')

= df df. df df. df df
dp^ dq^

df, df

dp^ dq.,

dp^ dq.-,

df df df

dq,

df,

dq.-^r dp^^,

dt\ df
dp, dq^

df, df

d(l+-2 dp.^.

d^i+i dp^ +1

dp, dq^

_dU dj^

dq,^. dp.^.

df
1
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Consideremiis unam aeqiiationum praecedentiiim:

= [/„ /,],

in qua k quemcunqne e numeris 0, 1, 2, . . ., /— 1 designat. Designante n

unum e mimeris 0. 1, . . ., i— 1. coiitinebit sive altera sive utraqiie functio /,

f constantem «„. Cuius in locum si ponimiis fanctionem /*„ constanti Uli aequi-

valentem, abit expressio [/), /!•] in hanc:

n n

qiium expressio accedens

da da •-/"' '«J
n n

sponte evanescat. Sed ex aequationibus («'") et e systemate aequationum,

quae ipsum systema aequationum («'") antecedunt sive ad minores ipsius i

valores pertinent, sequitur:

Unde videmus, aequationem

eandem formam retinere, si in formandis differentialibus partialibus functionmii

•/), /jt
in locmn constantis alicuius a„, quam functiones illae involvunt, fimctio

aequivalens substituitur /„. Si n unus e numeris k, k-j-1, ..., /— 1, altera

functio fk constantem «„ non continet, quo igitur casu in demonstratione prae-

df. . ... ö/,
cedente ponendum est -^— = 0. sive termim m -^— multiplicati rejiciendi.

n n

Prorsus eadem ratione demonstratur, aequationem

immutatam manere, si in altera functionum f^, f^ retineatur a„. in altera in

locum eins functio /„ substituatur.

Si eodem modo cum reliquis constantibus arbitrariis agis, quas functiones

fi, ff,
involvunt, deducis Propositionem generalem: aequationes

[/p /'J =
adhuc valere, si in altera auf in utraqiie functione /], f\ ante differentiationes

partiales instituendas in locum unius vel plurium vel omnium constantium arbi-

trariarum, quas continent, functiones aequivalentes substituantur , seu generalius,
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quascimqiie mutationes functiones
f,, f^ ante differentiationes partiales factus

auxilio aequatiomim f= a,
f^
= a^, .... /;„_, = f/,^_, suheant. Qiiae Propositio

etiam e Theoremate II §.12 derivari potiiisset.

E forma allata aequationes §.14 [i/. iyj = U denuo obtiuentur. Systema aequatiomim

(lifferentialium vulgarium, cuius aequationes H.= Const. sunt integralia.

82.

Si in aequationibus

f=a. f,=a^, f, = a^. . . ., /•,,^_,
= a

,__j

e quaque fiinctione
f]

ope aequatioiimn

/=^- /^=^'.- /^ = «.' • • •, /_,=«,_!

constantes a. a^. a.j. .... </,_,, qiias
f]

contiiiet, eliminantur atqiie functio inde

proveiiiens vocatur

^A = fn

obtinemus aequationes

// = a, H^ = a,. n., = a.^, . . ., IJ _^ = a^^.

in quibus i/, sunt functiones ipsanun p^, p.^. .... y>,„, q^, q.^, .... q^^^ absque

ullis constantibus arbitrariis. Pro illis autem functionibus aequationes

identicae evadere debent. quum expressio ad laevam nullam constanteni arbi-

trariam contineat. Quas aequationes supra §. 14 iam dedi, ubi H-. h; loco //,_,,

«/_! scriptum erat. Adhibitis functionibus H Propositio antecedens sie enun-

ciari potest: valere aequafionem

qnaecunque variahilivin />,, p.,, de. e functionihus //.. H,. ope (tequatioiium

Jj = a, JI,=o^, . . ., //^„_, = ",„_,

ante differentiationes partiales instituendas eliminatae sint, sive quascunque

mutationes ope harum aeqiiatiotnnu functiones II;. H^ subierint.

Ex aequationibus

[H, i/,
1
= 0.

I

//. //,] = 0, ....
I

//. //_, 1
=

sequitur, aequationes

H=a. II, =a^. JL = "„ -, //,„_,=«,„_,

V. 8
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esse m integralia systematis aeqnationum difFerentialium vulgarium:

dq^ : dq, :•.•: (/^„, : dp^ : dp., :•••: dp^^

__dHdH^, .OH dH
^ ^^ ..... ^^~

~dp^ ' % • *

dp^^^
' dq^ ' % •

öfy,,,
'

in quibus H eadem est fiinctio, quam supra /'vocavi. Unde etiam aequationes

quae cum aequationilms illis conveniunt, tamquam systema 7/1 aequationum in-

tegralium systematis aequationum differentialium vulgarium praecedentis con-

siderari possunt. Sed quum systema hoc habeat 2/?i— 1 integralia, restat ut

reliqua m — 1 indagentur. Eum in iinem observo sequentia.

Systematis aequationum differentialium vulgarium propositi reliqua integralia

investigantur.

33.

Aequationes

sive aequationes

H= a, /7, = «j , H.^ = a^, . . .
, 77^^^ = a^^^_^

ita formatae sunt, ut, expressis eanim beneficio ipsis p^, p^, . . ., p„, per ^1,

'Zsj : • -5 9.vi->
expressio

Pidq^-\-p, dq, H h/>„, rfg,„

evadat differentiale completum. Valores illi ipsarum p^, p,, ..., p,^^ praeter

variabiles q^, q.>, • . ., q„, adhuc involvunt constantem a et constantes arbitrarias

«,, «2, . . ., iim-x' Secundum quarum unam a- si expressionem

1\ dq, -hpAl, H ^Pj'ln

differentiamus, prodibit expressio

dp^ dp,^ dp

quae et ipsa differentiale completum esse debet. lam vero ex aequatione

/ = «,

quae est aequatio differentialis partialis proposita, sequitur differentiando se-

cundum a,:

dp^ da. dp^ da. '" dp^^^ da.
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Unde ex aequationibus differentialibus viilgaribus propositis

/ ; / df df dfda, : da., : • • • : (/(/ = -7.^— ;
~~

: •••
:

^'

deducere possumus aequationem

:

dp. dp^ dp
-^dq-^-/^dq.^-{ \-~i^dq^ =0.
ca. ' da. ^^ da. ^"'

in qua est expressio ad laevam dift'erentiale completum. Quo integrato positis-

que in locum ipsiiis a^ valoribus ejus öj, a.^, . . ., ^^,._l, prodeunt m — 1 inte-

gralia nova quaesita:

1 1
^"1

dp. dp.. dp
\-^dq,-\ ^dq.,-i H^^^c/a = k,

da., ^^ da,, ^- da^ '" -

dPx
j

,
^P-2 ,

,
,

dp,,^
; I ,

da ,
^' da ,

^- da ,

^"' '"-'
711—

1

m—

1

»1— 1 )

in quibus sunt h,, h.,. .... />,„_i constantes novae arbitrariae.

Systema aequationum differentialium viilgarium ita propositum est, iit

differentialia variabilium datis quantitatibus existant proportionalia. Fingatur

difFerentiale auxiliare dt, cuias ope* quantitates proportionales evadant inter se

aequales. unde systema propositum fit:

dq^ df dq, df dq^^ df

dt

dp.

dt

Hinc rtt

dp,^

dq,^
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unde aequatio antecedens abit in sequentem:

cuius pars ad laevani est differentiale exactum. Hinc videmus, ut quantitas

aiixiliaris t obtineatur per solas quadraturas, non esse necessarimn, ut omnes

(limntitates p,, p-i, -, p,n, Qi, q-i, -, q.n per imam ex earum numero ex-

priinantur, atque tum ex una aequationuni differentialium propositarum, ex gr.

ex aequatione

if - -^dt — ^^ ,

valor ipsius t per quadraturam eruatur. sed, expressis p^, p^, . . ., p„^ ope

aequationuni /'= a,
f\
= a^, . . ., /'„,_! = a„^_, per q,, q^, . . ., q„„ haberi t per

aequationem

/f ^i^i %> ^P,„ 1

in ([IUI b est nova constans arbitraria.

De antecedentibus Theorema conditur. Designatis illis, quae desiderabantur, integralibus

per fl = b. vel II'. =1)., expressioniim [II., H^], [HI^II^] valores indagantur.

34.

Si V est integrale aequationis differentialis partialis propositae

f(q^, fio, • . ., q„, p,, p., . . ., pj = a,

quäle invenitur per aequationem

V = ]\pMx-^V2^h-2-^ ^PnM,X

in qua p^, p.,, . . ., |;„, ope aequationuni /"= a, /i = a^, f\
= «2? • •> fm-i = ^^m-\

per q^, q<,, . . ., q„^ expressae sunt, licet integralia aequationuni differentialium

vulgarium '

dg, _ df_ dq,^ _ df^ dq^ _ d^
dt — dp^ ' 'dr~ ^' •

• •'
• T^ ~ dp^^

'

dp^ ^ ^ df^ dp^
__ ^ d^ dp^ _ _ df^

dt ~~ dq. ' dt ~ dq'''''dt~ öa
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Jioc modo repraesentare:

dv _ dv _ bv dv

t>i quibus a, a^, cl>, ..., (/„,_i, />, />,, k, . . ., h^_^ sunt 2m constantes (trbl-

trariae. Unde integratio completa est.

Theorema praecedens gravissimum , iam olim a ine demonstratum. est

amplificatio alius Theorematis ab 111. Hamilton inventi, quo primus aequationes

differentiales vulgares dynamicas ad aequationes differentiales partiales revocavit.

Sed ille binas simnl adhibuit aequationes differentiales partiales, quo praeter

necessitatem problema intricabatur. Eratque eo tempore integi-atio aeqiiationis

differentialis partialis /'= a problema multo difficilius et quod multo plui*es

postulabat integrationes quam integratio systematis aequationum differentialium

vulgarium, qnae simul sunt aequationes differentiales dynamicae

dq- df dp. df

~ir^^^^' ~dr^~ dq,

'

Qua de re tum temporis vir 111. multo magis aequationum differentialiiun par-

tialium integrationem quam dynamicam promovisse existimandus erat. Xeque

vero viri 111. merito derogatum esse volo. Summum enim videtur quum

in omni scientia tum in analysi mathematica nexus novus patefactus inter ea.

quae nullo vinculo videbantur coniuncta.

Statuamus, designante i unum quemlibet e numeris ü, 1, 2, .... m — 1:

dV r ( dp dp., dp
]

et quemadmodum supra (§. 32) suppositum est, e functione /)_i prodire functio-

nem H;_^, si in fimctione illa loco constantium (t. (7,, a^, . . ., <7,_o, quas con-

tinet, ponantur fimctiones H, H^, H^, . . ., /-/,_.-. ita iam supponamns, e func-

tionibus /)!_i prodire functiones H_^, si loco constantium (f. (/,. a.,, . . ., c/,„_,

.

quas continent, ponantiu* respective functiones //, //, ,. //, ^^,„-i. ita ut

etiam m functiones Hl, Ho, . . ., H',„_i sint ipsarum q^, q... . . ., q,„. y>,, p.,, . . .. p,„

functiones, constantes (f, a^. .... a„,_i non continentes. Designantibus i, k binos

quoslibet e numeris 0, 1. 2, .... m — 1, erat idodice

[77., //J = 0;



62 NOVA METHODÜS, AEQUATIONES DIFFKRENTIALES PARTIALES PRIMI ORDINIS

iam valoivin expressioiiiini

jnvestigemus.

Ac primiun observo, in expressione illa loco Hl poni posse fLinctionem

/*'. e qua Hl obtinetur ponendo loco a, a^, (u, .... ü,„_^ functiones /, f\,

f.^
/',^_, . Etenim. si eandem substitiitionem facimus. postquam expressiones

[// /;'l -—^, -^^ . . . ., -^— formatae sunt, identice fit, sicuti e f'orma-
1 m—

1

tione expressionis \Hf. Hl] facile sequitnr:

df! dfl df!

Unde. expressionibus

[//,., B]. [//. yyj, [iy„ //,]. . . .. [R, i/„,_j

identice evanescentibiis. qiium insuper fiinctio /j' solas q^. </,,, . . ., q„^, a,

«1, .... </,„_i neqne qiiantitates jh- pj' • • •• P,u contineat:

jdH. dfl dH. dfl an. dfl\
V ii A-J V f. I ki

y Qp^ ßq^ Qp^ ßq^ Qp^^^ ^q„J

jdH. dp, dH. dp.^ dH. dp^^

~
\ dp^ da^ dp.^ da^ '" dp^^ da^

Unde habetur

dH.

siquidem in functione H^ in locum variabilium p,, p.>, .... y^,„ ad fonnandum

dH
,

differentiale partiale -^—^ substituuntur earum valores. qui obtinentur ex aequa-

tionibus:

H = ((, H, = a,, .... H , = (('1 1

"

)ii—

1

in— 1
•

sive erit identice [H;, Hl] = 0, quoties i et k diversi sunt, atque = — 1, si l=k.

Quod attinet ad valores expressionum

priuium observo. liaberi per easdem considerationes, quibus antecedentibus usi

sumus,

[//;, 7/;] = [//;, /y]-H^-
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eaiiique aeqiiationem identicam üeri, si post formatam expressionem

in ea loco ipsarum ((, a^. a.. . . ., rt„,_i restitiiamus furictiones //. //, , .... //„,_,.

Quod si in fine operationuni signis nostris indicatarum efficimos, fit identice:

1 in—

1

poiTo antecedentibus vidimus. lieri [H-, f^]
= 0, quoties i et k diversi sunt,

atqiie = — 1, si i^=k, expressio aiitem [f,',fk] in nihilum abit. qimm neque

/'/ neque /j' quantitates ^^i, p^j . . ., p,,^ contineant: unde fit

^ dV \_dV_
df! df "^

da,
"^

da.

L^'' ^-'^J da. da, da. da,
^'

J(im igititr aequationum differentialium

dq, df dq, df dq^^ df

dt dp^ ' dt dp,' • * •' dt dp^ '

f//>j df dp,, df dp^^^ df

dt dq^ ' dt dq.,
'

'
' '

dt dq

2 m integralia inventa

f=H=:a, H^ = a^, H^ = a^, . . ., i?„^_j = a^^_j,

B' = b-ht. H'=b^, n:^b„ . . ., H'=h
,' 1 1 2 2

'

III—

1

in—

1

äa comparata sunt, ut tribuendo ipsis i et k valores 1, 2, 3. . . ., m identice sit:

ac si i et k inter se diversi sunt,

[K, ni] = 0,

deniqne

[R, Hl] = -1.

Qiiae sunt Propositiones in theoria nostra fundamentales.

De modificatione formularum praecedentium, qua opus est, si iunctio f ipsam contiuet

variabilem t, quae supra tamquam auxiliaris spectabatur.

35.

Supposuimus. in systemate aequationum propositarum

_dq^_^ dPi ^ ^f
^^ dt ~ dp. ' dt dq.
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functionem /' ipsas tantum q,. q,. .... q,,.. p,, Jh- - P„. »eque quantitatem t

continere. Sed facile iste casus, quo / etiam t continet. ad praecedenteni re-

vocatur. Statuamus enim, in praecedentibus variabilibus q,, q.,. .... ^,„ accedere

variabilem t, unde, posito

dV

etiam statuendum erit:

(2) dV = udt-\-i)^dq^ ^p, dq, H hp„. chp^

.

Insuper in aequatione differentiali partiali proposita loco / scribatur ?/-h/', ita

ut evadat illa:

(3) u-\-f=a sive -|1- = _/+«*),

functione /' involvente ipsam t neque vero ipsam ii. His statutis mutationibus

formulae propositae sponte ad casum patent, quo / ipsam t involvit. Nam

quum sit

^i^^n _ 1
d(u^f) _ df

du
'

dt dt
'

d(u-\-f) ^ df d(u^n ^ df
dq. dq.

'

dp. dp. '
.

aequationes differentiales vulgares, quarum integTationem vidimus §§. 32, 33

pendere ab integratione aequationis differentialis partialis propositae, hae evadunt:

dt : dq^ : dq., :
•

: dq^^^ : du : dp^ : dp., :
• : dp^^^

= l._^._^.....J^_.__?/l._ JL. g/' ._ .
df~

' dPv' dp.,
•

dp^^^
' dt ' dq^ ' dq,''"' dq^^^

'

quae eaedem sunt atque aequationes (1), accedente, si placet, aequatione

^^^ ~dr = --df'

Praeter aequationem propositam i(-\-f= a sint

integralia aequationum (1) per metbodum a me supra propositam indaganda.

E quibus ipsae ?/, p^, p.>, .... ;;„, per t. q^. q.,. . . ., ^,„ ita determinantur, ut fiat

u df-hp, dq^ -j-p.^ dq., H ^P„dq„,

•) Constantem o per totam disrjuisitionem sequentem etiam = ponere licet.
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expressio integrabilis. Numerus aequationum (5) unitate maior est atque in

quaestionibus praecedentibus. quum variabilibus independentibus q^, q.,. ....
q,^,

accessei'it nova variabib!s t. Ac per reaulam praescriptain erit
f^
=

('i integrale

quodcunque aequationum (1); in quibus qmuu neque ?/ neque constans a ob-

veniat , etiam
f^

neque u neque a continebit . idemque valebit de fiuictionibus

fi, fs, -, f.w Quamm /; erit fonctio ipsarum j),, p.^„ .

.

., p,,^. f, q,, q,, .... q,,,,

(fi, a.2. .... (ij-i- Si in /ö loco a^ restituimus functionem
f^.

prodeat
f.^
= H.,:

si in f] loco c/j, «o restituimus fnnctiones
f-^,

H^, prodeat /^3 = j?^^. et ita porro.

Unde generaliter fit./Zj functio ipsarum j)^, p^, .... p,„, t. q^, q.2, • • •• q,„ a con-

stantibus arbitrariis vacua, quae ope aequationum f\=:a^, /2= «2, .... fi-i = Oi_^

ipsi fi
aequalis evadit. In locum igitm* aequationum (5) hae quoque adhiberi

possunt

:

(6) B^ = a^, ^, = «2- • • •• ^,u = ",n^

quae et ipsae erunt aequationum (1) integralia. Inventis aequationibus (5)

earumque ope expressis /", p^ , p-2^ • • •
? Pm P^^'

quantitates t, q^, q.,. .... q,„ ,

«1, (7o. .... ((,n, habentur e §.34 reliqua integralia aequationum (1)

:

CO

dv
da. i

f
Sf "Pt

, l

SV _H
da„

er

Cd,,
(It

dp^

dq^-
da.

dq,-h-
dp

Il in 1 [ 7

da^ ^"'j ^

da.^

^P-2 ^Pn

ca.-,
'^l}\=h^

dv _rf 'f

da

dp dp.^

J da öa "* Ca
> m * IH in I"

designantibus h^, h.,, ..., h„, novas constantes arbitrarias.

Aequatio, quae e §. 34 addi potest,

dV

'dp 1
-l rn 1 1 7

in J

da
= t^b

hic mere identica evadit; nam quum expressiones ipsarum /, j^j, 7^2, •',p,n

constantem a non contineant atque sit u == a — f,
eruimus differentiando (2)

secundum a et integrando

:

-dr=r^
quod aequationem praecedentem sponte suppeditat.

^i m tunctionibus -?^— ,
-5— , • .

da. da... da
loco ipsarum Oi, «2» • • -j «r

9
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ponimus fimctiones H^, H., .... H,„, fiinctiones inde prodeuntes voeemus rursus

Hl, Hl Hl^. Tum, pro his fLinctionibus sicuti supra, valebnnt aequationes±Ä\, sj.^. .... '-^„r -i-iAä", |vxw .x.^ X.W-V...V. . ^^^^^
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Habetur eiiim. quuni /' ipsam u noii involvat.

du

unde termini addendi valores obtinent sequeiites:

dH OH. dH. dH dH
t I i

~di du dt diT
^

är~'

dH dH: dH' dH dH'.

ünde sequitur

dt du dt du dt

dH. dH

dH' dH:

Quae formulae etiam inde deducuntur. quod sint aequationes

iT. = Const., i?/ = Const.

integralia aequationum differentialium propositarum

dq. df dp. df

~dr^~d^' ~dr^~~d^'

ita iit, substitutis bis aequationibus, identice fiat

dH. dH'

quod formulas praecedentes suppeditat. Si ponimus. analogiam notationis ad-

hibitae servantes,

da

maiient aequationes

[//'. i/j = 0, [H', h;] = 0.

quum functiones H', Bf, H- ipsam u non involvant ideoque termini addendi

evanescant. Quod attinet ad expressionem

[n, H'],

observo, eam evanescere, quia //' millam contineat variabilium

9v ^2' • • V ?„,, Vy, P2^ • • •' P„r

sed unicam t.

9*
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Applicatio in aequationes dynaraicas; quae sub Lagrangiana forma proponuntur.

36.

In formam aequationum differentialium vulgarium propositarum

dq. df dp. df

dt ^ dp. ' ~df ~ ~ dq.

aequationes differentiales dynamicas revocari posse omnibus casibus, quibus prin-

ciplum minimae actionis sive principium conservationis virium vivarum locum

habeat, primus, quantum scio, 111. Hamilton docuit. Adstruam primnm for-

mulas dynamicas generales Lagrangianas ex iisqae deinde formulas propo-

sitas dediicam.

Proponantnr n pnncta materialia, quorum massae m^, mg, . . ., m„; sint

x.^ y.^ z- coordinatae orthogonales pnncti, cuius massa m^; ac sollicitetur punctum

illud secundum directiones axium coordinatarum viribus X^, Y^, Zii erunt pro-

blemata mechanica, quae hie consideramns et pro quibus dicta principia valent.

ea, in quibus expressio

2m.\X.da;.-{-Y.d>j.-hZ.dz.],

extensa ad omnia 7i corpora, est differentiale completum. Cuius integrale si

vocatur U, erunt aequationes differentiales. dynamicae contentae hac aequatione

symbolica

:

I
d'a;. d'y. d^z. \

cui satislieri debet per variationes omnes virtuales dx^, d'y,, ih-, sive per va-

riationes conditiones non turbantes, quibus n puncta materialia subiecta sunt.

Id quod docuit olim 111. Lagrange combinando principium d'Alemberti cum

principio velocitatum virtualium. Posito autem

dx. dl/. dz.

"7/r~'^'' ~^ir~^'' ~dr~^''

fit aequatio illa symbolica:

'^ ' '^;' ^'
'

'^ -2m^\a,!da,!-^ylSyl-^z;6z!\ = ÖU,

quae, posita semissi virium vivarum
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sie etiam repraesentari potest:

d^m. {x'. da;. -htj'. %,.+ 2/^

\

dt
KU+T).

Statuendo U-\-T = R, hanc aequationem ita exhibeamus:

d2. l r- , dx.-\- ^ ,
dii. -h ^ öz.\

M ox'. * du'. "^^ dz'. '{m = —^

—

'-

}^
'-—-,

dt
'

icl quod licet, qiuim U quantitates x[, yl, z[ omnino 11011 contineat. Expri-

mamus Zn quantitates o;,, 1/,, z-, per m alias quantitates ^j, q.^, .... (/,„ sitque rursus

'^' = -dT^

facile probatur, expressa etiam R per q^, q.^, . . ., </,„. ql, qL .... q'„^, fieri:

(1)

^j dR . ^ dR . ^ ÖR .\
^- i

^—7- 0^' H- ^-7- oi/.-\—^n- oz. i

' [ dx' ' du. •^' dz' ')

dR . ^ SR . ^ _^ SR
,t

Sq\

Habetur enim

""'
l dx'.

'^'

dql

dR .

1^ ^'Ji^%

dci\

dz' ' 1

dR dx. dR du. dR dz.
,

'^Xd^-d^^-^~d^ dq^
-^

dz'^ dq^

^ ( dR dx. dR dij. SR dz.
]

'^\'d^'d^'^~d^"dq^'^'^~d^l

i
dR dx. dR du. SR dz.

''{dx! dq,^^ dyl dq^^^

At quum sit

dx. Sx.

Sq, '' Sq^ '-

dz', dq

dx^

Sq„

dq.

K

erit

dz'. dz.S^l Sx,
. .,.^ öi// Sy,

^ ,
= —̂— , ac simihter ^ ,

= -5-— , ~^r — ">r;

Sql dq^
'

dq;[ dq^ dq^ dq
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unde
dR dx. dR dy. dR dz

-4 '
'

ideoque

öZ" dq^ dy; dq^ dz', dq^

dR dx'. dR dy'. dR dz'.
\ _ dR

^\dR . dR . ^dR .\ ^ öi?

dy! ^' ^ dz'. 'J ' dq',

quod probandum erat. . Habemus igitur, expressa B per novas quantitates q^.,

ql, aequationem

m
dR . SR . ^ '^ dR . \

dt

Si 71 est numerus aequationum coiiditionalium, quibus 3)i coordinatae satisfacere

debent, fieri debet m aut = Sn— ti aut > 3?i— n. Si m = 3n— n-hi^, de-

signante v numernm positivum. habetur inter quantitates q^, q.,, . . ., q,„ numerus

i^ aequationum conditionalium . unde totidem emergunt inter variationes ^q^,

dqo, ..., d'q,„ aequationes conditionales. Ac primum quidem, existente m^= dn— n,

quantitates q^, q,>. . . ., </,„ a se invicem independentes sunt ideoque variationes

(Tg,, d^q.j, ..., {T^,„ prorsus arbitrariae. Hoc igitur casu ex aequatione praece-

dente symbolica hoc fluit aequationum differentiahum systema:

. dR , dR , dR
d ^ , d ^ , d

dR Sq[ dR dq'^ dR dq;„

dq^ dt ' dq, dt ' '
* •' dq^^ dt

Hac forma aequationes differentiales dynamicae iam in editione prima Mecha-

nicae Lagrangianae propositae inveniuntur.

Forma Hamiltoniana aequationum dynamicarum derivatur; quae cum systemate supra

coiisiderato congruit. Theorema VI de tertio integrali e binis quibuslibet inveniendo

applicatur in systema dynamicum.

37.

At 111. Poisson in laudatissima commentatione de Variatione Constantium

(Journal- de TEcole Polyt. Gab. XA^ loco quantitatum q[, q[, .... q,„ alias in

formulas dynamicas introduxit..

_dR _dR^ _ dR
^^'~

ö^f'
^'~ dq'^' • ' ^'"'~ dq;y
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Qnibus ipsis variabilibus adhibitis in locum functionis B. 111. Hamilton novam
introdiixit fimctionem

dR , dR , dR , ^
dq[ ^1 dql,

^-'

dql
^"'

Qua functione per ^1,^25 • • •? ?«, Pn i^s? • • •? />,„ expressa, ubi simiil has

omnes quantitates variamus. obtinemus:

ÖH= q[6p^^ q',Sp,^--^
9'JP,.,

dR . dR . dR ^

dq, '' dcj,
^2

ßq^

Evanescit enini expressio

p,Sq[-\- pjq:,^ h pjq'^

\dR , , dR ^ ,
dR , ,\

Expressio ipsius ^H inventa iam suppeditat differentialia partialia functionis //

secundum novas variabiles siimta seqiientia:

dH _ ,
dl£ _ ,

dE_ _ ,

dp^ ~'^i'
dp,_

~^^2'
• • •' dp^^^~'^'"'

dH dR dH dR dH dR

^(li ö?, ' ^92 0^2 ' •
• '' dq^ dq^

'

Quibiis valoribus substitutis. vice versa R e functione H obtinetur per formulam

:

R=i\q[ -^v,ql H ^p„M',n ~H
dH dH dH ,^

Introductis igitur quantitatibus q^, q.,, . . ., q„„ pi, P2, , pm 'it variabilibus.

aequatio inventa symbolica iam haec evadit:

f dH dH dH
\

d\p^Sq^-^p^Sq,-{-'^pJqJ

'f^^^''^-d^^--^'''"-d^rn
=

^^

Facta variatione et differentiatione et substitutis valoribus

, _ dH^
'^' ~ dp,

'
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venit in aequationis praecedentis utraque part^ expressio

dH

qua reiecta, hanc nanciscimur formulam:

H \-pJ

(1)

dq^
dH
dq.,

ffp.

dt

Sq,

Sq.,

^Pn

dH
dq

dt

%.

^^.

Si 771 = 3?i— 71, desigiiante n numerum aequationiim conditionalium, quibiis co-

ordinatae punctornm materialium satisfacere debent, qiiantitates ^i, q.2, . . ., q,n

a se invicem prorsus independentes sunt, earumque variationes ^q^, d'q.T, . . ., dq^

omnes arbitrariae. Quo casu ex (1) fluunt aequationes difFerentiales dynamicae

in variabilibus ^i, q.^, . . ., q,„, Pi, jh:, • • •? Pm exhibitae:

C2)

dH

dH
dq

dq,

dt

dp^

dH
dp.,

dH
dq..

dq^

dt

dp.2

^dT

dH

dH

^9„

~df

^.
dt

Qua forma primus 111. Hamilton aequationes dynamicas exhibuit, neque parum

inde commodi in Mechanicam Analyticam redundasse existimo. Observaverat

; . (^9
,

iani 1. c. 111. Poisson, valores ipsarum —jr- = qi per quantitates ^,, p; expressos

ita comparatos esse, ut habeatur

öqi_Sql_
dp, dp.

(Journal de l'Ecole Polyt. Cah. XV, pag. 275), quae ad finem sibi propositum

sufficiebant formulae. E formulis (2) statim etiam sequentes fluunt:

_ö^___^. Sp; dpi

dp.
'

^9, dq, dq,
'

dp.
siquidem rursus pl = —^ pommus.

Forma Hamilton iana aequationuni differentialium dynamicarmn eadem

est atque systematis aequationum differentialium vulgarium, cuius integrationem

supra docui §§. 33, 34.
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Si in aequatione supra (§.36 (1)) probata

in locum ipsarum dx^, dyi, dz-, dq^ simul ponimus o;,', y'-, z-, ql, quod licet,

quum aequationes conditionales supponantur ipsam t non involvere, eruimus:

Unde substitiito valore R = T-+- U, quum sit

da;' ~ dx'. —'"'i'^'i' dy! ~ dy'.

~
'"'^''

dz' ~ dz'.

" ''*'^«'

prodit:

2T=2,-^q', = H+R = H+T-^U.

In applicationibus igitur ad dynamicam est functio H ipsi T— U aequalis, unde

aequatio

H = h,

in qua h est constans arbitraria, est ipsa aequatio conservationem viriiLTm vivanim

concernens.

Docet Theorema VI supra probatuni, si habentur aequationum (2) duo

alia integralia quaecunque

in quibus a et b sunt constantes arbitrariae ipsas y et yi' non afficientes, inde

generaliter deduci integrale novurn:

_, ^ r n d(f düj dw diu
^

^

dw du)

Ly^' '^J dq^ dp^ dq^ dp, dq,^ dp^^^

d(p d\p d(p dip dtp difj

Exponitur problema de expressione [(f, ip] per maiorem variabilium numerum exhibeuda,

inter quas aequationes conditionales datae sunt.

38.

Quum propter rei utilitatem, tum propter egi-egiam eins difficultatem, tum

etiam, quia accurate examinare iuvat, quaecunque spectant ad expressionem
[(f, «/']

tantis proprietatibus gaudentem, investigabo hie expressionem, quam induit
[(f,^>],

V. 10
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si in ea loco quantitatum ^i, q^, .... q„, a se independentimn restitimntur

Sn coordinatae x^, 3/,, Zi, quae datis conditionibus quibuscunqne satisfacere

debent. sive generalius introducitnr maior numerus variabilmm $1, ^2j •••? ^^5

inter quas numerus jn — m relationum locum habet. In hoc problemate sup-

ponitur, ipsas y et i// ut functiones ipsarum l^. (^g, .. ., ^^ et quantitatum

-1 ~
f/f

" -2 dt ' ' ' ' -" J^

datas esse, atque ipsius [ (f.
^i] expressio investiganda talis esse debet, ut nullae

in ea inveniantur quantitates, ad quarum formationem efficiendam datae esse

debent relationes. quibus quantitates ^, , '§^, . . ., |^ et q^, q^, . . ., q,,, aliae

per ahas determinantur, ita ut in formula investiganda nuUa . variabilium q^,

?2 5 • • -j 9m vestigia remaneant. lam problema accuratius exponam.

Problema propositum hoc est:

Sint inter /li quantitates ^j, Ig? • • -j ^u datae aequationes conditionales

numero /li—m
F=0, ^ = 0, etc.,

unde etiam inter ipsas ^[, |o, . . ., |^ habentur aequationes

^F _ dF dF ,dF
dt ö§j

^1
d'S,

^2 ' ö5^

dt d'i,
^1 öj, ^2 '

' öt. >

Quum inter ^ quantitates Ij, |o, ..., s„ datae sint ^— m aequationes condi-

tionales, exprimi possunt quantitates illae per m quantitates ^j, ^9? • • •• 9,,, a

se invicem independentes. Unde, posito

exprimi etiam possunt quantitates |J, Ig? • • •? 1^ P^i' ^i? ^25 • • •? ?»,? ^1?

q'2. ..., ^,1, ope formularum

Sit etiam R functio (juaecunque ipsarum li, Ig, ..., |^. |J, Ig, ..., |^ atque

H = ^ h? 1 h^ R
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positoque

dR dR dR

exprimatur i/ per ^j, $25 • • •? ^/^j ^n '^2^ • • •? *^«; qi^a expressione differentiata

respective secundum Vj, 1/2, • . ., v^, Sequitur ex analysi supra tradita, vice versa

obtineri quantitates ipsis ^[, l,. .... |^ aeqiiales sive fieri

öl',
' -2 ^y_^ ' • • •> 5«—

^^,
A«

Unde, cognita expressione illa ipsins H, habetur expressio ipsius B per ^1,

!52? • • -5 V? *^i) *^2j • • •? ^^u öpe tbrmulae

12 //

Substitutis iam expressionibus ipsarum li, 1,? • • •? ^^ P^i' 5n ^2r • • •? 5m atque

expressionibus ipsaram |{, l^,, • • •, I« per ^i. q,, .... 5„,, ^i, q'^, - -, qLr ex-

hibeatar B per has 2?n quantitates: quo facto denionstratur prorsus eadem

ratione, atque ' fbrmula (1) §, 36 demonstrata est, haec aequatio:

» ^, dR
. , dR .,, dR

, dR , dR , dR= ir-^;:r+q,^zr-^—-^q,,dq[ ' ^2 a^^^ ' '
vm

5^^^^

Unde, expressa R per ^1, ^o? • • •? 5m 5 5i5 52j • • -j q'm^ functio H per easdem

quantitates sie exhibetur:

Posito

, dR , dR , dR ^

_ dR _ dR __dR_

expriinatm- i/ per ^1, ^g? • • •? 5»,? 7^1 5 P2, • • •> i^»,;
q^a- expressione differentiata

secundum pi, ^^a? • • •? Pm? vice versa obtinentur quantitates ipsis q[. q!^, . . ., ^,',.

aequales sive habentur aequationes

,
_dH_

,
_dH^

, ^ dU^
'^^ - dp^ ' '^-^ ~ dp,^ • • •' '^'" dp,,,

•

10*
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Unde erit

^ dB dH dH ^

dH dH dH „
^1

ö/>, ^^ dp, "• öp^

His positis, sint y, 1// binae functiones quaecunque ipsarum |i, I2, . . ., |^, Ij.

^2j •••? ^^; quibus expressis per q^, q.^, . . ., q„„ q[, ql, . . ., ^,', ac deinde

ope aequationum

_ dR _ dR _ dR

iisdem expressis per q^. q.2, . . ., q„,, p^. p^, - -, Pm^ formetur expressio

[<f, V']
=

dp^ dq^ dp^ dq, dp^^ dq^

Functiones
(f, \p etiam per quantitates l,, .^2? • • -j ^/<? *^i? '^2^ • • •?

^fj
exhiberi

possunt. Quibus cognitis expressionibus, quaeritur:

„datis expressionibus trium functionum H, y, ^^;er quantitates^ '^^^ ^2^ • • •? 1^5

• t/i, i/g, . . ., i/„ «^9'?/e aequationibus
,

qnae m^er 2J95«5 li, I25 • • •? I« loctiyn

habent,

F=0, * = 0, etc.

?ie^?<e? re?'o cognitis relationibus
,

quibus qiiantitates l^, l,, . . ., ^^ ^;er «//«5

independentes q^, q.2, .... ^„^ determinantur, invenire valorem expressionis

Quod est problema propositum.

39.

Expositioni problematis antecedentis has addam dilucidationes. Quanti-

tatum ^., ^/, R, H, y, ip expressiones per q^, q^, . . ., q,,,, px- p^, • • •« Pm ^^^"t

prorsus determinatae, simulac relationes datae sunt, quarum ope advocatis

aequationibus F = 0, */» = 0, ... quantitates l^, '§^, . . ., |^ per ^,, ^2.. • • •, q,n

exhiberi possunt. At expressiones ipsarum ^,., jj,, ^/. R, H,
(f, \p per ^1,

^2? • • •? ^uj t'i, v-2-, • • -j f;y ope aequationum F = 0, ^ ^ 0, ... et quae ex

US differentiatione deducuntur. variis modis immutari possunt. Agamus primum
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de determinatione quantitatum v^ per ipsas i,. i'/ atque de formatione functionis

H per ipsas 1,, t', exprimenda. Qua in re proficisci debemiis a functione R,

quae erat fiinctio quaeciinque ipsarum S^, §'. Posito

ö5i
-1 ö?2

--
ö§

i"

functioni i? addi possunt expressiones F, ^, . . ., F'. fp\ ... per factores arbi-

trarios ^, /u, . . . , ^j , ^j , ... multiplicatae, quippe quae expressiones ex hypo-

thesi sunt evanescentes. Et maxime distinguendum erit, an ipsi R soli termini

^F-\-jii^-\— . an etiam termini Z^F'-hju^^'-]— addantur. Nam casu priore

valores ipsarum

dR
V.

prorsus iidem manent, seu potius alias non patiuntur mutationes, nisi quod iis

termini in functiones evanescentes F, ^, ... multiplicati accedant. Unde etiam

vice versa expressiones ipsarum §1 atque functionum i?, H per quantitates ^,,

Ui nonnisi easdem mutationes subeunt, scilicet termini per quantitates F. 'P, . . .

multiplicati iis accedunt neque vero termini in F', *P' , ... ducti.

At longe secus evenit, si functioni R etiam termini AiF'-hju/P'-\—
addantur. Et fiinctio quidem

valorem certe numericum non mutabit, quum sit identice:

dF' ^, dF' dF'dF' dF' dF'

Sed quantitates f, non tantum formam additione expressionum evanescentium

mutabunt, sed alios adeo valores numericos induunt. Quippe quae evadunt

_ _d^ dF^ d^
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omissis terminis evanescentibiis

dX da dX, du.

Qua de re etiam forma fimctionis H per ipsas ^,, v^ expressa alias subire debet

mutationes praeter aceessum functionum evanescentium, quum valor ipsius H
immiitatus manere debeat, dum duantitates v^^, v^, • . ., v^, quae functionem //

ino-rediuntur, alios valores induant. Ut mutationes accuratius indicem, sit

L Aj ^ , -f-j«j

5A öw dX, da,

sint porro v^ quantitates, in quas ipsae v-, abeunt, si loco R ponitur

R-\-XF-^H^^ hA^i^'+iU^^'H

Tum erit

l II 4 '

porro posito

ÖA, da.

abit /^ in expressionem

H^ = H-\-X'F-hf-i'^-\ hX^F'-hfil^'-h--,

omissis quantitatibus se mutuo destruentibus

X\2i'^l^-F'] ah'e'^^-^'\in-' ej; r ^in^» 0$; ^ J' • •
•

atque in termino primo ^ loco ipsarum v, positis valoribus vf— l-— L,. Quibus

adhibitis expressionibus sine multo negotio invenitur, quod fieri debet,

dH^ _ _^ _ .

'

dv'^ diK

Rejectis enim terminis evanescentibus fit

dH^

dv

'» dH dH r dl, dL,\ dF' d^'= V I l__i i|_4_30 _4_i|0 I
.

" dv. ^•^ dv, Vöy" ^ övV ' dv"!
^^1

öi'^ ^ '
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poiTO, qiuiin omnes solarum §, functiones secundum v^ differentiatae eva-

nescant,

dH dl dl 6L dF' du, d^'
* dv, dv)> *^* öl'" dv^ *-* öj; ^ dv^ *^* a$'"

^ c'v' ' dyl'

Unde, rejectis terminis se mutuo destruentibus, prodit formula demonstranda:

dH'' _ dH_
ÖD." "~ dv.

'

quae valet pro quolibet indicis i valore. Apposui antecedentia, quamquam ad

propositi problematis solutionem non necessaria, sicuti innui, ad dilucidationem

rei; prona enim est in hac quaestione ad errores via.

Etiam functiones (p et ip variis modis mutari possunt addendo iis ter-

minos in F. fp.
. . ., F', ^', . . . multiplicatos, sive expressis

(f.
ip, sicuti re-

quiritur, per quantitates ^,, t',, addendo terminos multiplicatos in F. *P. ..., A,

B, .... siquidem per A. B, . . . designamus valores ipsarum F'. 0'. ... per

quantitates 1,, f, exhibitos, scilicet expressiones

. _ dF^dH_ ^J^dH^ ^F dH
^ - dl dv^

-^ d^ dv^
-^""^

d^^ dv^ '

''-
dl dv^-^ dl dv,-^"-^\ dv/

Quae expressiones quum evanescere debeant, sunt ^4 = 0, i> = 0, ... aequa-

tiones conditionales. quae inter ipsas '§,, v, locum habent.

Ante omnia bene tenendum est, e variis quidem formis, quas functio R
per aequationes F^O, ^ = 0, . . ., i^' = 0, 0' = 0, ... induere potest, quani-

cunque eligi posse; sed hac electa atque ratione praescripta inde deductis ex-

pressionibus ipsarum v, per quantitates |,, §/ atque functionis H per quanti-

tates $£, Vf, supponi, has expressiones per aequationes illas non denno mutari.

Alioqui enim in intinitos errores delaberemur.
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Expressionuin quaesitarum fonnatio ad duarum summarum determinationein revocatur.

40.

Adstruam primum aequationes, quibus quantitates v, determinantur per

ipsas qi et jJ,, siquidem data est expressio functionis H per ipsas |, et v^ atque

expressiones quantitatum i^ per ipsas ^,. Habemus

ideoque

dR dR dt dR dS. dR ö^

Quum habeatur

quia in expressione ipsius '§[ per quantitates qt,, ql ipsa 5^. tantum lineariter

öS.
obvenit atque in -?r-^ diicta, fit

dR ö§. ÖÄ ör' öÄ
' = 2.

ideoque

Quum vero positum sit

dR . ^ dR
^ ^ ^ dR .

dR _ dR _
Ö5:

"""'•' dq;
~^'''

aequatio praecedens sie repraesentari potest:

(1) v^6l-\-v^d^,_-\ hv^S^^^ = p,Sq^-hp,6q,-{ hpjq,,,.

In aequatione (1) variationes ^q^, ^q^, . . ., dq„^ prorsus arbitrariae sunt, dum
inter variationes J^^, S^.2, . . ., ()'t„ locum habent ,a — m conditiones:

dF ... ^ dF .. ^ ^ dF .. ^
-dl^'^^-d^^^-^-^'-^^^^^ = ^'

d^, -'^ 0^2
^'^ ^ öS /u

f
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Qua de re qnantitates 7;,. qiiidem per ^,., v,, sed non quantitates v. per

ipsas pi ex aequatione (1) determinantur. Habentur enim e (1) tantum

m aequationes:

die.^h öS.,

1 dq^ -^ dq^

p, = v^
ö?.

Sq..
+-»',

ö?.>

dq.>
^ 1-,

> dq^
'

^ 5^., '

di.
p = 1'

Öl. Ö§.

1 dq, ^^^^-^'^-^

Ad determinationem completam ipsarum 1;, praeter ?7i aequationes praecedentes

adhiberi debent ,u — m aequationes sequentes:

(2)

dF dH dF dB
d'^^ dv^ 5?2 ^"s

= B = d^dB_ d^ dH

dF dH

d^ dH
d^ dv '

Conditis aequationibus (1) et (2), quibus quantitates y, determinantur, iam

accedamus ad formationem propositam expressionis quantitatis [y, 1//] per

ipsas ^,, Vj^.

Fit

ö^ ö^ ö^^ d(f 0^2 ^9^ Ö5

Ö9) dv^ d(f dv^

dip

dp.

dv^ dq. dv^ dq.

dip öt'j dip di\^

dv.^ dp. dv.^ dp.

+

d^ dq.

d<p dv^

dv^ dq.
'

dtp dv

dl' dp.

d(f dif.1

His duabus expressionibiis nniltiplicatis, habetur valor ipsius
^ ^ ,

e quo

permutando
(f

et j/' valor ipsius -0^-^- prodit; quibus subductis, habetur

valor expressionis

d<p dip d(f dij.1

d^i dp. dp. dq.
'

11
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e quo, tribiiendo ipsi i valores 1, 2, . . ., m et summando, prodit expressio

ipsius [y, xfi] sequens:

(3)

'd^^~"&^ dvj dq. dp.
'

+
%„.
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Pii prodit:

di\ dv., dv

dp. f

Ex hac aequatione et ex aequationibiis (2) et ipsis secundum jh differentiatis

nanciscimur aequationes sequentes, quaimm numenis est u et e quibus ipsarum

Cl' dv. dv

dp. ' dp.
'

^-^ valores determinari possunt:

(5)

= dv^ Ö5, dv.., d'§.-

dp. dq^ dp. dq^

^ ^ dv^ ag^
^

dv^ a$,
^

dp. dq.^ dp. dq..

1 = dv^ d'i^ dv., dt.

dp. dq. dp. dq.

dv^ d^^ dv.^ dl^

^Pi 9q„, dp. dq^^

dv^ dA dv.^ dA
dp. dv^

dv^ dB

dp. dv^

dv.-. dB

-+•

dp. dv^ dp. dv.^

üv^ di

dp. dq^
'

dv d^

dp. dq.,
'

dv d^

dp. dq.

ov ot

dPi ^Qrr.

'

dv dA

dp. dv '

dv dB
dp. dv '

Eiusmodi aequationum linearium eruimus m systemata ponendo loco i numeros

1, 2, . . ., m: qnae systemata multiplicemus respective per

dh
~Sq„.dq^ ' Qq^_' '

'

et post multiplicationem factam instituamus additionem. Tum adlnljita iiotatione

sequente. in qua k et k' inter se diversi accipiuntur:

(6)

d'L dv. dl- dv.

e% dp^ dq, dp^

dl dv^
^

d^,
^^A-

dq^ dp^ dq., dp..
H-

dq,u ^Pn

dl dv,

dq dp

= k,..

= 1^^*.

mvenunus:

W
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(7)

k

dq^ -

öl. ,

e-e
f^k

dq^ /"

dq, f

o%
, ,

^h ,
dq

dA

dB
dv,

dA

dq 2

= -^£ Ö5
Ol' Öl'o

u

dB
dv f*'

Harum aequationum resolutio revocari potest ad aliarum, quarum numerus

tantum est ju— m sive idem atque aequationum conditionalium F=0, ^* = 0, etc.

Habetur enim:

(8)

multiplicatoribus ^f^, X^,

aequationes

:

(9)

Af^-t-
e?,

dF
-, (^O

quonim numerus est ,u

—

m, determinatis per

siquidem

:

dA = a^C a..l
W

dB-^ = \^^^^+-dv

(10)

dF dA dF dA

«2 — ^— 55^ Q^^

dF dB

ö$j dv^ dt, dv.^

a* dA d^ dA

dF dB

k^

ÖSj dv^

a* öß

dl. dv^

d^ dB
ö?, dv^ dl, öl'.

1
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Aequalitas eoeflicientium a.^ et 61 facile patet ex expressionibus ipsarum A et B
§. 40 (2) propositis. Invenitur enini utriusque expressionis idem valor:

ipsis k et k' valoribus 1, 2. . . .. ,u tributis. Generaliter aequationes lineares (9),

ad quarum resolutionem investigatio ipsarum k^, k.,, . . ., k^ reducta est, ita

comparatae sunt, ut series verticales et horizontales coefficientium eaedem sint.

Qiii porro coeflicientes tantuni ab ipsis functionibus F, 4», etc. neque ab indice

k vel k' pendent: index tarnen k afficit aequationiim (9) partes constantes.

Posito igitur

(11)

-^'^ - ^1,1^+^1.2 -älT

;W dA dB— ^•> — ^o , -fc—^"^')
^-^ dv, -^-^ dv,

eruis m systemata eiusmodi formnlarum tribnendo ipsi / valores 1, 2, .... m,

ipsis coefficientibus A immutatis nianentibus. Ceterum e noto Theoreniate

algebraico fit

^a.t> = A,a^

sive etiam in aequationibns (11) coefficientium series horizontales eaedem simt

atque verticales.

• 42.

Agitur de altera .summa determinanda.

E duabus summis simplicibus

^^^ ^ f
dv, dv^, dv,, dv^

\

' dq dp. ' ""'
I
dq. dp. dq. dp. j

'

quarum valores §. 40 vidimus investigandos esse, alteram antecedentibus deter-

minavi seu certe ad alias revocavi quantitates A^ , A.^ , . . ., quae per resolu-

tionem ,u— m aequationum linearium inveniuntur. lam alteram investigemus

summam simplicem

dv^ dv^. dv^, dv^]

dq. dp. dq. dp. \
'

cuius complicatior fit expressio.

Statuamus, e sequentibus jUa aequationibus linearlbus:
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(12)

M.
dt dl,
~5— ^i"t-^ö

—

u.r
^K

^h
dq.

w,-
dq, '^

M = ö?. <9§, öS.

da ^ da
M.,H h

^ ÖV. ^

da f'
i III

dA dA

2 ^

a:
dB dB

dv f

obtineri, resolutione facta incognitamm u^, ii^, ..., n^, valores sequentes:

Mg = 6;^ 3/^+^2 M,-] h6^
,,, ^H„+A,l ^\-^^2,2 ^2+'--

'

u = C ,M,+ 6' .Mh \-C M +Z> ,lS\-\-D .,K-\
ju f'<^

1 /'i* 2 ' ^,>;t )« ' ^,1 1 ' ^,2 2

Si in aeqiiationibus (12) ponitur Mi^ 1, reliqnae autem omnes M^, M^, .. ., il/,„,

Ni, N2, ... praeter M,- evanescunt, aequationes illae eaedem fiuiit atque aequa-

diL diL dv.
tiones (5), e quibus valores ipsarum -^— , -0— > • • •> -^^ petendi sunt, sive fit

dv^ _
dp. 1'''

dv^

dp.

dv
r ^ r

ÖK-

vel generaliter

öl',

dp. '^y

Unde, facta aequationum (IT) 7'esohitione, ohtinentur incognitarinn u^, ?/,

valores sequentes:

, ^V

(13)

dv. öl',

dpi ^ dp^ 2
^P,i

Öl'.^ 0^2 Öl',

ÖPi

dv

^ dp^ 1

dv

ßp '" ;M.l 1 ' /i.S 2 '

dp2

dv

dp, '
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His praeparatis, differentiemus aequationes binas, quae ex (1) (§, 40) sequimtur:

Pi-

1 '^

1 a^, ^' dq^, •" ö^.

priorem secundum q,,. posteriorem secundum q^. Id qiiod licet, quum. sub-

stitutis ipsarum ^^, t;^. valoribus per i\. q^ expressis, aequationes illae identicae

evadere debent. Facta differentiatione, partes ad laevam ut ab ipsis q^, q-. vacuae

evanescunt, partes ad dextram commune nanciscnntm* agcrrefatum

ö-'t.

v.>-

d% en.

1 dq.dq., ' "2 dq£q^, ." Oq.cq^,

Duabus expressionibus evanescentibus aeqiiiparatis et aggregato communi reiecto.

nanciscimur:

(14)

dv.

dq. dq..

dq., dq. dq., dq.

H h

_l 1_-^

-h
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atque

öß 5§^ öß a?2

öt, ag. as, ög'.

a^ ag^

aß as^

systema m aequationum (14) iiinctum systemati aequationum (15) convenit cum

pro incognitisaequationibus (12), siquidem ,m qiiantitates ^
^

, -^^ , • - -, ^

?/i, u^, . . ., u^ habentiir. Hinc secmidum formulas (13) nanciscimur:

dp, '

dv

6j.
-iK4-

dl

dp,,
M

7(0+ Z>,.,iV;'^+i),,,A^'^H-.

Statuamus

(16) in^dq, dp^ dq.^ dp, ag„^ a^?,,,

ita ut (/;);t,
—

(^'')i sit altera summa §.40 investigatn proposita. Qua adhibita

notatione, poterit aequatio praecedens hoc modo repraesentari

:

(IT)

d^rd^'k 'd'e, as^
^(2),4--+-^(/0.

Substitutis ipsarum 'N'^\ N^'\ etc. valoribus positoque

(18)

IV
,.(*) _

,.w _ dA ^ dB
<' = C2),-A,,^-/',.^

..(*) _ dA
00*— A.i-^t— ^A-,2

dB

%
aequatio praecedens in hanc abit:

dv,
(19) W dl2 (*)

as
^ W

dq. dq.
""^

' dq.
""^

' ' dq. f"

E qua nanciscimur w formulas tribuendo ipsi i valores 1. 2, .... ??*. E quibus
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ut obtineatnr rui'sus systema aequationum linearium formae aequationum (12),

investigemus adhne valorein expressioniim

^^\ — f)..
'^1 ^

Qi,
*^2

dA

K = dB
dl'

.w. dB
(*) ,

öl' f
u

dB
(,)

dv f

Quod hoc modo üeri potest.

43.

Habetur

dA dA cA dA

Differentiando autem aequationem ^4 = () secnndum q^ üt:

dA dv^. dv^

uude

Erat autem

Ponendo igitur

(20)

fit

dA dl'
V *

^*'
dv^. dq.
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dB
in = dB

dt.

dF d^B.S^— B.,
dt. 5?.

et similes aeqnationes pro qualibet aequatione conditionali obtinentur.

Statuamus

dA dA dA dA dA dA

(22)

Ö5i dv^ d^., diK-,

dA dB dA dB
ö^j dv^ dt-, dv.^

ö? dv

dA dB
öj dl)

pOlTO

( dB dA

(23)

dB dA

ö?i dv^

dB dB

d'e^ dv.^

dB dB
Ö5^ övj d't dv.-.

dB dA
<95 dv

dB dB
d'S dv

1 J 1 R
Tum iimltiplicando aequationes (9) §.41 per -^^, ~i^ ^ ... et summationem

instituendo respectu indicis k, iiancisciimir aequationnm linearium systematä.

quibus valores ipsarum ^j, A.,^ . . ., B^, B.^, . . . determinantur:

— ft^ = a^A^-i-a^A,^-\ ,

— «2 = b^A^-\-b,A.,-h---,

— ß^ = a^B^-i-a.-,B^-\ ,

— ß^ = b^B^-hkB,-h---,

(24)

Quodlibet systema tot continet aequationes lineares totque incognitas, quot datae

sunt inter quantitates ^",, Ig? • • •> ^/u aequationes conditionales jP= 0, # = 0, . . . .

Resülutione facta nanciscimiir ipsarum ^4,, A,, . . ., B^, Bo, ... valores:

— A^ = -^i.i«i+^,.i «:'+•••'

(25) — B, A.\ß\-^A,2ß-2-

11^ = ^^^^^+^_^^^+ .
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quibus in formulis coefficientes yi,,, iidem sunt atqiie in (11) §.41. Antequam

ulterius progTediar, valores ipsarum 7) et ipsi ad qnantitates A revocandi sunt.

Eum in finem in aequationibus (12) pono

dF dF dF

unde fit

M^ = 0, M, = {). . . . , M. = 0,

N^ = «1, K, = b^, . . .,

quibus substitutis ex aequationibus (13) obtinetur:,

dF

Eodemque modo fit:

(26)

(27)

= «i^..i+^A,.+-"

sA,i-^^.A,2+-

Aequationibus (26), (27) resolutis prodeunt valores quaesiti:

dF . d^

(28) ^ _ _dF_ _ö^

His valoribus simulque ipsarum Ai, A.,, ... valoribus (25) substitutis in

aequatione

^'l^(^'^'
dA A ^Z _A _^
ö?;~^' di: ^^ d^.

simulque revocando, quod supra §. 41 adnotavi, esse

eruimus:

dA dA
(29) ^,.|f

(^•'). = ---L-+A-,t«,+A.,2«2H--^

eodemque modo fit:

m ^.4^(^-'X = - jf +A.U^.+ A,.>.^2+-
dv, dL

12*
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Hinc, siibstituto e (18) valore

prodit

:

dh- '- ö?„

dÄ (i) dA (t) dÄ (k)

'^'
dv^,

*'

dA

dv^
w„ -I- -^— 10"

ov f

5^ ,..w
,

öj
-TS iü

Statuamus, quaecunque sint A et B variahilium $i, ^2? • • •? ^^j t^i« t'i- • • •? *'^

, , o,

,

dA dB dA dB dA dB

(31) dA dB dA dB

a? dv
- u /u

dA dB
dv d^ '

di\ d'B^ dv.-, dt2

qua in notatione plagalam superposui. ut expressionem distinguam a similiter

respectu variabilium q^, g',, . . ., q,n, Jh, p-j • • ., ^J,„ formata.

Eruentur, hac nova notatione ad formulas praecedentes applicata, ex-

pressiones quaesitae:

(32)

dA
^1 - ^^ ''^

.W dA ,.w

dv„

-|^+Z),,[Ai?]'-

K = dB ..w dB
^— ^1 ~t" ^~ „(^•)

-^s— to
dv f

dB
(,)

-TS W?
öl' /"

= —^-\-D,^^[B.A]'^.

Quae aequationes iimctae m aequationibus
,

quae tribuendo ipsi i valores 1,

2, .... m obtinentur e (19), suppeditant systema aequationum lineariinn ipsis

(12) simile.
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Qiuirimi resoliitio siippedltat e (13):

Unde, substitiitis praecedentibiis ipsarum N^, N.>. . . . valoribiis (32) atqiie e

(18) valore

tv

prodit altera siiinma §. ^0 investigatu proposita:

•Quae est expressio qiiaesita, e qua, si ipsaram D valores (28) substituis. va-

riabiles q^, q.,, .... q,„, pi, p.,, . . ., jj,„ prorsus, quod postulabatur, abierimt.

Observo in formula (33) terminos

inveniri tot, quot blnarum aequatioiium conditionaliiiin habentur combinationes»

(a—m)(ii— )n— 1) tt i • • . ,. .

sive nnmeriim ^^ ~y - Lnde si unica tantiim aequatio conditio-

nalis datur, eiusmodi non habentur termini. Eo casu habetur, si i*" = est

aequatio conditionalis:

— _ ^_^

«•|(^ )*— C'^A-} dl, dl,. dt„ dt,
'

ubi

dF dH „ dF dF d'HA = I
<9§, dt. ' ^ - öl, ÖS, dv,dv,,

'

siquidem in altera summa ipsi /t, in altera ipsis k et k' valores 1, 2, . . ., /«

tribuuntur.

Formulae antecedentes applicantur ad casum, quo ipsae $j, 'S.^, ..., 'i^ coordinatas

ortliogonales punctorum materialium significant.

44.

Sit ,a = 3;i simulque quantitates li, $2? • • -^ ^3« designent 3?i coordinatas

punctorum motorum orthogonales, sitque puncti, cuius una coordinata per ^^

denotatur, massa m,., ita ut quantitatum m^, rn., .... tn^ ternae ad ideni
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punctum pertinentes iiiter se aequales existaut. Tum erit, designante U solarum

'Sf^ functionem ab ipsis '^[ vacuam atque T semissem virium vivarum.

atque

dT
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. dq'.,

sive expressio -—^ indicibus i et i' commutatis immutata manet. Unde altera

siimmanun appositarum dnplicium, scribendo i' loco i atque i loco i', in alteram

abit, sive binae inter se aequales existunt, q. d. e.

De iisu functionum ^ iu determinandis multiplicatoribus Lagrangianis.

45.

Qiiantitatibus ./„.,,, quibus antecedentibiis usi suiims. etiam multipUcatores

Lagrangiani determinantur . qiii formandis aeqiiationibus differentialibus dy-

namicis inserviunt, qnoties inter variabiles, qnae pimctoriim niaterialium posi-

tionem determinant, aequationes conditionales habentur. Ad quas formandas

aequationes differentiales , adhibeo formulam symbolicam §.37 (l) propositam.

in qua, ut q^, q.^, .... (/,„ semper variabiles independentes designent, loco 9,.

q-, • -, q.n, Pi, p2, • • - P,„ scribo ^1, I2, • • •• ^^- 'h, v.„ .... v^. Quo facto

aequatio illa haec fit:

{
dE dv. 1 { dH Jv,

] ( dB dv 1

Inter variationes ^S^, 6^.,, etc. habentur aequationes:

siquidem rursus F = 0, 0=0, etc. sunt aequationes conditionales inter quan-

titates £1, boj • • •? l/< propositae. Per regulam notam aequationes praecedentes

in multiplicatores X^, ^.o, ... ductas aequationis (1) alteri parti addo et ter-

niinos in singulas variationes ductos evanescere statuo. Quo facto aequationes

differentiales inter variabiles t, i-^, ig, .... >„, t\, v.^, . . ., v^ obtinentur se-

quentes, insuper aequationibus c/ = -^— advocatis:

r d^, dH dv,
' dH dF 6^

(2)

dt dv^ ' dt d-^^ ' öjj
'' a?j

dl, dH dv^ dH dF d^
dt diK, ' dt dl, ' dl, - dl

d'e,^ dH dv dH dF ö*-^ — —^ — 1-^ 1
dt dv ' dt d-§ ' d^ -'

d'e
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Quibus aequationibus adiungendae sunt ipsae aequationes eoiiditionales

F= 0, * = 0, . . .

et quae ex earum diiferentiatione sequuntur:

^ = 0, B = 0, ...

His postremis iterum differentiatis et substitutis e (2) ipsoriim

loribns obtinemus:

dt

dl

dt
va-

dA dH dA dfl dA dH

dA dH dA dH
di\ d'i^ dv^ 0^2

dB dB dB dH
Ö§j dv^ e§2 01-2

dB dH dB dH
dx\ ög,

U U

dA dH
dv^ d^^ ' '

dB dH

dB dH
, ,

, ,

dv d-s.
II 'II

siquidem hie a^, a^, • . ., ^i. ^2. •.. eaedem sunt quantitates atque §.41 (10).

Unde, si advocamiis notationem §.43 (31) propositam, eruimus valores multi-

plicatonim sequentes

:

(3) X.^ = A.^\A, H^'-\-A,,\_B, //]'+-,

Unde e §. 43 (28) aequationes differentiales dynamicae Hunt:

(4)

dv dH
dt

dr.. dH
~d^:

.D^^[A,H]'-D^,{B,H]'—..,

r/t'

fi

dt

dH
-'ef-i>,M^^^y-i>,Ä^^^y-

e quibus iani nmltiplicatores sunt eliminati.

Ope sLinimaruin supra inveutarum ipsa expressio [y, ip\ lormatur.

46.

Formulani (3) §.40:

r, wi _ vi ^^' ^"^ ay dip
\

ag, dv^. d(f dif> [
dv, dv^, dv^, dv^

]

'^' ^^ "1^%'
ö'V- ^'V- dl J dci dp^-^-'dv; dv, \ dq, dp, dq, dp,

\
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e notationibus supra adhibitis §.41 (6) atque §.42 (16) sie exhibere possiimus:

V f ^y ^^ _ ^y _^}PJ , y [Q^ dtp d(f Ö(// 1 ,

^n <9?, dv. dv, öj,
1"^

*-^'l "
(1) ^l <9'V diK, diJ"^-

-v^^iw,-(nj.

Qua aequatione, si ipsarum /> atqiie (/Oa— (/^'X valores supra inventi sub-

stituuntur, prodit ipsius
[(f,

i/'] expressio investigatu proposita, in qua varia-

bilium ^1, ^2? • • •? <}„, vestigia nulla inveniuntur.

Summarum, e quibus expressio antecedens componitur, secundae et tertiae

transformationes sequentes adiungo.

Habetur e §.41 (8):

-•**' lös, dv, dv, ö§,r^'

= 2,
d(f

dip
-* ö57n"ä^"^^'2~ö^"^"'+^'/^^j

-[
dF dip dF dip

dF dtp

d'S, dv^

d^ dtp

i^' dtp

\ dl

[

dt, dv,

dF dtp

d^, dv,

d^ dip

dF^_d±_\ V ;W dtp

ÖS dvj-'^'-^ d^.

dF dtp

ÖS ö

ö^ dip\

'^W^
di/j

"ösT

-{

öS, ör,

ö^ dtp

öS-, öl',,

ö^ dtp

d^i öi;^ ÖSg dv.,

Ö^_Ö£_1 (,)_ö^
"^

ÖS., ör. J""^- 2 ÖS.

sive etiam;

(2)

k,k'
I

Ö^ Ö(//

*•'''
l ÖS,. ÖV., Öl?,, ÖS,91^,.. öSJ *'

^.-|^l^r[^^. V^J'+^^C*' '/']'-+-•}

lAf^[/^, ^]'^-Af^[*, y]'-h---!

Habetur porro e §. 43 (33):

V.
1o
o
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(3) ^

^.^'4:^^ic^')-(^)^'!
'k ^ • k'

d(p dip dÄ ^ dip ^ ^ d(p dA

^i- 5,,^ --.-.'^-A- 5,,^ 55^ öl ^v, dl.

-[Ai?]'{^.-2^i)...t 5j,^
--0--i 5^,^

Fit autem e §.43 (28):

^,D A,,.2̂
dF d(f

,
^ d^ d(p

-^.....Z

"k k.k' Q^, '*
ÖJ, 5^'^.

~^^'^'.2-i-
ö^^ dvj^

sive:

(4)

öy
^.^..'-ä^ = ^--^t^' ^J'+-^-:>[*, ^]'-

ö</^

^;.^M'if = ^..a^^ ^]'+^kJ*. '/']'+••

His formulis si utimm' et advocatis (11) §.41. aeqüatioiiem (2) sie repraesen-

tare licet:

(5) ^^- *.i öl',
"^-

ö?, 5»',
"'''-

Öl',
"*

öj, öt',

Formulis (3) et (5) substitutis in (1). prodit:

(«)

M, ß]'{: Z>.
6^)

2.D.
dip

'*^-l Öy, "*^'^ dv^ ^k^kfi Qy^ -k-^k, ^^^

dW ]

'' dvj

Quae formula generalis satis difficilis erat investigatu.
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Expressio inventa per varias eins proprietates verificatur.

47.

Quantitas, per quam in §. antecedente ipsaiu
[<f. if] expressi et quam

deiiotabo per

(1)

+ [., ^]'{.v a4^.. .>„^_. z.,.|^...z>.,|L}

variis gaudere debet proprietatibus memorabilibus, quae simul varias expressionis

inventae veriiicationes suppeditant. iVc primum non mutetur eius valor necesse

est, si in locum fimctionum
(f. if ponatur

(f-h/^ F-h!i ^H \-/-'A-i-ii'B-\ ,

designantibus Z. jn. /'. in'. /,, u^. X[. ^u^. . . . quascunque ipsanim !?,, f, tunc-

tiones. Valor enim quantitatis [y, »/']. cui expressio S aequalis inventa est, ea

mutatione nullo modo afiicitur. Quae expressionis S proprietas ex ipsa eius

formatione l'acile patebit. si haec alia Propositio antea demonstrata erit, ex-

j/ressionem S, posita in locuin alterutrlus fimctionum (p, ^p una e functionibus

F, ^, . . ., A, B, . . ., quaecnnque Sit aHera funciio, evanescere. Quae Propositio

tantLun probanda erit pro casibus, quibus (p = F atque
(f
= A ponitur. t'unc-

tione ip arbitraria manente. * Reliqui enim casus, quibus y functionibus 0, . . .,

B. . . . aeqniparatur. sive quibus
(f

arbitraria manet atque i/' alicui e functionibus

F, <P, . . ., A. B. ... aequalis ponitur, prorsus eodem modo traetari possunt.

Posito
(f
= F. evanescunt termini

quum funetio i^'solas |^ involvat neque quantitates v,,. Hinc, posito ip = F, (.'ruiunis:

S = [F, ip]'-[F A]'2,D,^^^-[F, /^]'v 7>^^_|^_...

= [F, ipy-i,\[F. ^]'z>,,+[i^, ß]'z;,,,+...j-|^^

i:r
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At e fonnulis (26), (27) §. 43, in quibus est

a^ = [F,A]\ b^ = [F,B]\ ..

habetur:

r dF

(2)

^h

= [F,Ä\'D,^-^-[F.,BYD^^y

Quarum formularum ope abit expressio ipsius 3 antecedens in hanc:

Evanescit igitur S, posito (p^=F, q. d. e. Eodem modo demonstratur, evanescere

S ponendo (p = ^ vel ponendo yj = F sive «/^ = <?.

Ponamus iam in expressione (1) ^ = A; quaerendi sunt ante omnia

valores quantitatnm

1 k k,\ ^y
• -' k k.i ^y

•>

k K

dA
Ad quos inveniendos multiplicentur (2) per -^— atque, positis loco k valoribus

1, 2, . . ., /u, instituatur pro singulis aeqiiationibüs (2) smnmatio; provenit:

x4^4^ = [F, A]' = [F, A]'E^-h[F, B]'F.,-h-,

= [*, A]' = [*, ^]'£;+t*, B]'E^_.

Unde obtinetnr

a^
(B) ^; = ^,i),,^^ = l. ^.

ac si aequationes i'^=0, ^ = 0, ... plnres duabiis datae sunt, evanescunt

reliquae omnes similes expressiones ^^D^^-^— , ^,,D,,^i-^y , .... Eodem
h k

modo probatm-, fieri

SD 1^ = 1

k
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atqiie evanescere reliquas omnes quantitates <^t Dj , -^— , 2j.Dj,.^-^— , .... Per
h k

aequationes (3) videmus, ipsam S posito
(f
= A evanescere, qimm sit [A, ^4] ' = 0,

[A, ip]'-i-[i/.', A]' = 0, ac facile pateat. quemadmodum ea substitutione facta

termiiii in [A, B]' ducti evanescunt, ita si aequationes conditionales plures

duabus datae sint, evanescere terminos ductos in expressiones similes, quarum

numerus idem est atque numerus combinationum binarum aequatiomim condi-

tionalium, Eodem modo demonstratur, evanescere S ponendo (^ = B vel po-

nendo ip = A sive ip = B.

Designemus iam expressionem (1) per

ac ponamus

(f» = (f-\-A F-hiii *H \-X' A-{-in' B-\----,

Patet e formatione expressionis [y, ?/;]", rejiciendo post differentiationes partiales

transactas expressiones per quantitates evanescentes F, 0, . . . , .4, B, ... multi-

plicatas, iieri:

-f-A;[^,",^]"+^;[9,o,ß]"4-....

At demonstravi modo, qiiaecunque sit (f^ functio, habefi

[r,A]" = 0, [cf^B]" = 0, . . .;

unde fit

[r,rr = [r,^]"-

Eodem modo probatur, reiectis post differentiationes partiales transactas ex-

pressionibus per quantitates evanescentes F. </>. . . .. A. B, . . . multiplicatis. fieri

[yo, ip]".= [9,-f-AF+//*H \-Ä'A-h!-i'B-h---, «//]"

-^^'[A,ip]"-h!ii'[B,ipr-]---

Unde, quum probatum sit, quaecunque sit ip functio, haberi

= [F, ip]" = [*, ip]" = ••• = [A, ip]" = [B, .//]" = ••.,

fit

quod est Theorema demonstrandum.
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Deinde etiaiii noii iiiutari debet expressionis 2" valor, si loco functioiiis

R ponitiir R^/.F^/Li*l>-\ 1-/,^ 'h-i^/^'h ? atque de hac nova fmictioiie

deducuntur valores ipsarum v^ a praecedentibus diversi et forma valde dis-

crepans functionis H, sicuti §.39 praecepi. Sed verificatio huius proprietatis,

ex ipsa quantitatis S formatioiie petita, qiium molestissima esse videatur, suf-

ficiat rem examinare, si ipsi R tantmn termini 2F-hiii/P-\ addantur, cpio

casu ibidem vidimus, ipsanim i'- valores non miitari. atque f'unctioni H similes

tantmn terminos accedere.

Demonstremus igitur, quantitatem S non miitare valorem, si in eo loco

ipsius ^ ponatm- H -\- XF -\- ili^> -\ , designantibns i, //, . . . quascunque ipsarmii

^,., V; expressiones. Qua mutatione fimctionis H facile patet. etiam ipsas A,

B, . . . similes tantum mutationes subire, ideoque etiam ipsarum A, B, . . . difte-

rentialia partialia secundum quantitates v^ sumta, nee non expressiones [F. A]\

[F, B]', . . ., [0, A]'\ [0, /?]', . . .; unde, sicuti e formüiis (2) elucet, etiam quan-

titates D^^^, /As? ßtc. alias non mutationes subeunt. Qua de re omnium harum

quantitatum valores immutati manebunt. Sed mutabunt valorem expressiones

[y, i4]', [A, i?]', . . . ac similes. Quae tamen mutationes eae esse debent, ut

ipsius S valor immutatus inaneat. Quod facile patebit, ubi probatum erit, ex-

pressionis S terminorum, qui functione A affecti sunt, aggregatum evanescere,

si loco A in iis ponatur F. Tum enim similes quoque Propositiones locum

habebunt, evanescere idem aggregatum, si loco A ponatur *P, vel evanescere

aggregatum terminoimm, qui functione B affecti sunt, ponendo F sive *P loco

B, etc. Quibus iunctis observationi, expressiones huiusmodi [^,2?]' evanescere,

ubi simul loco A atque B ponantur quaecunque sive eaedem sive diversae e

functionibus F, '/>, . . ., sponte elucet, valorem ipsius S non inutari. Propositio

autem, evanescere terminorum ipsius S functione A affectorum aggregatum, si

loco A substituatur F. sequitur absque magno negotio ex aequationibus (2).

De functionibus quibuslibet q, ifi per aequationes datas conditiouales F=0. qf» = 0, ...

ita transformandis, ut fiat [y ;</'] = [y, (/']'•

48.

Formas, quas functio
<f

induere potest propter aequationes, quae locum

habent, conditiouales, semper ita determinare licet, ut })er has ipsas aequationes

conditiouales evanescant valores expressionum
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-

1

1 - .' .' - u u

r^ „V _ ^^_^_4__^_^, ,
^^ ^»

-11 -.' -'

•=>fÄ fA

ac similittr functioui j/' eam formain conciliare licet, ut per aeqiiationes con-

ditionales evanescant valores expressionum [F. ip]'
, [0. t/']'. .... Sit ipsius (p

expressio adhibenda
(f-\-

XA-\- /li' B-\— ; multiplicatores /', ^', ... semper ita

detenninare licet, ut evanescant valores qnantitatiim

seil, reiectis tenninis in A. B. ... ductis ut evanescentibus, ut fiat

[F. <fY^X'[F, A-\'+ii'[F, £]'+••• = 0,

Per formiilas similes determinantm' multiplicatores /,'. //,'. ... ita, ut quantitates

evanescant. Quibiis expressionibiis
(f
-^ ?JA -\- ,u'B -\ , ip-\-/>[A-^ iii[B-\ ,

quod licet, loco
(f,

i/' positis, habemus ipsarum
(f,

y.' formas tales, pro qiiibus fiat

,.. ([^. ^]' = 0, [^, ^]' = 0, . . .,

^^ \[F,ip\^0, [*, V"]'
= 0, . . .,

quod proposituni erat.

Inventis ipsarum
(f,

w formis, pro quibus aequationes antecedentes (1)

locum habent, statim sequitur e (28) §. 43, fieri etiam:

(2)

k k,i ^,,
' k kj ^j,

k k

Unde in expressione ipsius 3' termini omnes praeter [(f.ip]' evanescunt. sive

ßt, quoties [F,y:]' = 0, [0, y]' = 0, .... [jP, V']' = 0, [0. i/;]' = 0, ... haec

aequatio:

(3) [y, «/^] = [y, V']'.

Quum per aequationes conditionales functiones (p, V'
semper ita transformai-e

Rceat, ut conditionibus illis satisfiat, sequitur, datis ipsarum Ij, l^, . . ., ^^,
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v^, V2, ..., v^ functionibus hinis quibuscunque
(f

et v^ semper per aeqnationes

conditionales ,
quae inte?' quantitates illas Jocinn hahent, formam taJem iis con-

ciliari posse, ut fiat:

d(p dxp d(f dip

d(fi' dtp d(f dip

-\ h
d(f dip

da dp

d(p dxp

dp^ dq^ dp^ dq^

dg) dtp dtp dtp

'di^'diT^'^'d^'di^

d(f dtp d(p dtp

dg) dtp

'd^^d^

dg) dtj.'

dv^ Ö5, dtK^ 5^2

Ex aequationibus (2) §. antec. facile deduco sequentes:

(4)

[F, g]' = [F, .4]'^,Z),,-|^+[F, B]'^,D,,^.+-

Quibus comparatis cum iis, quibus antecedentibus multiplicatorum /', ju', ...

valores determinabantur, fit:

^ — -k-^\i Q,,^
' /' — -A^A-,2 dv,\''''

Unde, qnaecimque sit (p functio, habeinus e (1):

Qua de re etiam habetur:

Erit igitur e (3):
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Quae expressio »ova ipsius 3 facile convenit cum illa §. 47 (1). ad quam
supra perveuimus, iibi reputas, reiectis terminis iu A. B. . . . ductis ut eva-

nescentibiis. fieri pro mnltiplicatoribus Z', u' /,'. ^u[, . . . quibuscunque

[(f-h^.'Ä-\-l^i'B..., ip-{-Ä[A-^!^i;B...]' =
[<f, t/']'-f-/;[g:, A]'-^i.i;[cf. B]'-{—-

~/.'[W,A]'—i.i'[W,B]'

+ (A',u;-/.>')[Aß]'-+-..

Considerationibus antecedentibus superstrui potest nova methodus, qua expressio

ipsius S, supra via satis prolixa inventa. indagetur: qnae methodus hiiic toti

quaestioni magnam lucem affundet.

E considerationibus antecedentibus alia via petitur expressionem propositam ipsius

[(f, ip] derivandi.

49.

Quantitates q^. q.,.'.... q,„ neu sunt functiones prorsus determinatae

ipsarum ^j, Ig, . . ., |„; quippe quibus addi possunt functiones F, fp, ... in

factores arbitrarios ductae. Sic etiam p^, p.j, .... ^;„, non sunt functiones

prorsus determinatae ipsarum |i, |.. .... |„, i'j, i'.,. .... v^. quippe valoribus

ip>sarum j;, §. 40 traditis addi possunt functiones F. ^\ . . ., A. B, ... in fac-

tores arbitrarios ductae. Hinc. si datur expressio functionis alicuius
(f

per

quantitates |,, v^, simulque habetur expressio eiusdem functionis y? per quan-

titates qi, Pj. quaeri potest, quaenam e variis illis formis valorum quantitatum

(/,, 2h eHgendae sint, ut ex hac ipsius g) expressione post factas substitutiones

illa data proveniat. lam dico, si in expressione functionis cuixislihet cp pei'

quantitates qi, pi ipsarum quidem q^ valores formas assumant, quascunque per

aequationes F=0, ^ = 0. ... assumere possunt: ipsarum vero p^ valoribus ea

ipsa forma tribuatur, qua in formis §. 40 propositis gaudent, neque idlo modo

forma illa mutatur auxilio aequationum F=0, fp = 0, . . ., .4 = 0, B = 0, . . .,

foj^e, nt ea forma functionis
(f

proveniat, pro qua habetur:

[F.y]' = 0, [^.c/]' = 0, ....
Fit enim

dF d(f> dF d(p dp.

L
'
^J -^ öl, di', -^v öj^ dp, dv,

At quum supponatur, identice positum esse e §. 40

dl ö§. dl.
V, = ^\-^- -^^

• dq. ^2 Q^^^
-^ -^V» ö^. '

V.
•

14
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illa snppositione fit

dp. d-e.
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dl dq^ -^ dl dq,-^"--^ öi-^ ~dt
'

_ ^öl_ dq^d^ dq^ d^^^

'

dl dq^ -^ dl dq^
-^'"-^ d^^-d^^

^%. <5S,
_

dq„, dl
_

_

dq,^^ dlf
dl dq^ ^ dl dq^ ^ ^ d^^ dq^

dF dl dF dl, dF ö?.

dl dq^ dl dq^ ^ ^ d-e^ dq^ "

_ d^ -dl ö* dl d^ d^
^ - ~dl~d^~^~dl~dt~^""^W7~df7^

oi.
Si quantitates -q^^ per aequationes F= 0. fp = 0, ... in tales expressiones

redigiintur, ut identice sit pro qnolibet ipsius ^ valore

dF dt,. d^ dt
' dl dq^

-^' -^ dl dq^
-^' •••'

functionibus y talis forma conciliata erit, pro qua expressiones

[F <f]\ [*, ipy, . . .

adeo identice evanescant. Generaliter autem data quaecunque fanctio (p per

aequationes A = 0, 5=0. ... in formam redigitur, pro qua expressiones

[F, g)]'. [<?, y]', . . . identice evanescunt, si eliguntur m expressiones a se in-

vicem independentes

w. = a'.i<-i-a"v.,-\ ha^"^'
,

respectu ipsarum v^ lineares, quarum eoefficientes «,^*^ ut tales ipsaruni |^.

functiones determinantiir. pro quibus identice fiat

dF , dF „ .
dF („)

r, d€> , d^ ,, d^ (^)

dl • dt, ' dl,
•

14*
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Ex. gr, , si
f.1
—m = 2 sive si duae tantum adsimt aequationes conditionales

sive functiones F, </*, assumere licet

W)>--' %--'"l+/^/.-2"2+ 'V'

determinatis a^, ßf. per duas aequationes

dB'
,

^ öi^ dF

Quae facile ad qnemlibet numemm aequatiomim conditionalium sive functionum

F, 0, ... extenduntur. Determinatis functionibus linearibus ti\ ita, ut dictis

conditionibus satisfaciant, eliminari possunt per ^—m aequationes il= 0, B=0, ...

quantitates i/j. v^, .... v^ e functione y, ita ut solarum ^,-, ?(;,. functio evadat,

quae erit expressio qnaesita.

Ut eruatur expressio ipsius B §. 47 proposita, tantum opus est, ut de-

monstretur, quoties

(1) [F, 9,]' = 0, [*, 9]' = 0, ...

, .
(2) [F. ^]' = 0, [^, ,/0' = O, . . .,

jieri

[(f, ip] =
[(f, ip]'.

Vocemus enim y", y.fi eas expressiones ipsarum cp, \p, pro quibus aequationes

(1), (2) locum habent, sitque

sequitur e §. 48, fore

(f^
= (p-^i'A-\-iii'B-\—

,

ip' = ip-i-l[A-hi.i[B-j-'-,

ubi

1 -A-^AM 5,, ' l\ — -A-^A-,2 5,,

neque alias formas induere posse functiones (f\ ^", nisi quod iis adliuc addi

possmt termini in F, <I>, ... ducti. Facile autem patet, quum aequationes

(Oj (^)) posito ip=^
(f^ ip = if,'\ locum habeant, expressionem [^\ j//'^ eins-
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modi termiiiis ipsis
(f'\

ip" additis valoreiri nori mutare. IJnde eruetur

q. e. d. Eodem modo probatur, si solae (1) locum habeant, fore

[^, j//] = [(f, lp+?.\A^,i\B-^•.•^;.

Propositio autem illa. quoties aequationes (1), (2) locum habeant, fore

[^, '/'] = W. *^]'-

sie demonstrari potest.

Eadem continuantur. Demonstratur, integrale tertium. quod e binis aequationuin dynami-
carum integralibus conflare licet, nullo modo pendere a variabilium electione.

50.

Antecedentibus probavi. pro omnihus formis functionum (p, yj, pro

quihus aequationes (1), (2) §. pyrtec. locum habeant, qiiantitatem
[(f,

xp]' eundem

valorem ser^vare. Unde supponere licet,
(f.

ip eas esse fimctiones, quae ex

earum expressionibiis per quantitates
q,,, p^. prodeunt poiiendo loco p^. ex-

pressionem

qaippe quibus proprietatem illam suppetere §. antec. vidimus. Pro illis autem

functionibus y, yj habetur

dl ^^- dg^ dl ^ ^'
öp, dl

'

dv. ^ dp^ dv. * dp^_ dq^
'

similesque formulae pro functione ip locum habeiit. Unde fit

d(f dip d(f dip

d^. dv. dv. d^.

/ d(f dip dxp d(p \ dq^ di.

/ d(f dtp dip d(p \ dp^ öj.

^^'^'
V dp, dp^.

~ dp, dp,, ) dl dq,,
'

In qua expressione indici i valores 1, 2, . . ., ,u tribuendi sunt atque nova

summatio instituenda; fit autem

-y^J^ —^-n V ^^A- dl ^ dp, ^
^'-

dl dq„ - dq,, - ^' - dl dq,, dq„
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excepto casLi, quo in priore formula fit k = k'
,
quo casu illa in anitateni abit;

unde evanescunt nova illa summatione termini omnes praeter

^A^-d^'d^~ dp, dq, J^^-di-d^J ^'\dq, dp, -"ö^^j

2.
, / dq> dip d(p düJ \ ^ ^ f d(p dip d(p dip \

A~d^^ diK dl)~-^'\dq, dp, dp, dq,)-

sive

[y, (//]' = [9), ip],

q. d. e. •

Prorsus eadem demonstratione facile probatur, 5?' aequationes conditio-

nales inter ipsas |,- omnino non habeantur ideoque ^ = m, semper fieri

[y, 1//] = [^. «//]'

sive

d(p
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1

Theorema de tertio iutegrali e binis iuveniendo extenditur ad casum, quo aequatioues con-

ditionales inter variabiles intercedunt. — De relationibus, quae locum habent inter integralia

principium conservationis virium vivarum et priucipium conservationis centri gravitatis

concernentia.

51.

Statuamus, aequationem

^ = Coü.st.

esse integrale aequationum difFerentialiuii] vulgarium (2) §. 45 propositarnm

d^. dH dv. dH ^ dF , a#

atqne insuper ita comparatmn esse functionem
(f,

ut identice haheaiur

dico fore, ut haheatur

[<f, ip] =
[(f,

ip]\

quaecunque sä ip functio. Xaiii e Theoremate V §. 26 identice fit. quaecunque

sint F, H,
(f

fanctiones:

[F. [?, ^]']'+ [^. [H: i^J']'-H[i/, [F, y]']' = 0,

unde casu proposito identice erit:

[y, [H, i^]']' = ü .sive [if, ^]' = 0,

eodemque modo obtinetur identice

W. B]' = 0.

Probavi autem §. 48, quoties

[cf,F]' = 0, [cf,^]' = 0, ...,

fieri

[9, </'] = bh </^+a;.4+/;5+.--]',

unde sequitur

[y, ip] = [<f, ipy-hÄ[[cp, -4]'+/;[^, /?]'+....

Hinc casii proposito, quo vidimus evanescere [y, A]',
[<f, BJ, . . . , fit

[(f,
ip] = [q., ip-\\

q. d. e.

Ope Propositionis antecedentis deduci potest e Theoremate VI hoc

Theorema

:
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Theorema VII.

„Sint F, *P, ... quaecunque quantitatum li, ,^2, . . ., |^ functiones,

atqne sit identice:

d€» dcp d^ dg; d€> d(p ^

porro identice habeatur:

dl dv^
"^

dl dv.^
'^""^

ös„ dv^

dH d(f dB, d(f __^_?^ = o
~'^'dl'"d^^&^, '" dv^ ÖS^ ~ '

unde
(f
= Const. fit integrale systematis aequationum differenticdium vidgarhnn

dt. dH dv. dH dF d^
^« '

; ; ...

dt ^ dv. ' dt d'i 1 d^. ' ö§.

in quibiis supponamus quantitates ^j, ^0, . . ., |^ suhiectas esse aequotio)iibus

F = 0, <P = 0, . , .; sit denique ip = Const. aliud earundem aequationum

integrale quodcunque, erit etiam aequatio sequens:

d(p dip d(p dip d(f dtp

~dl~d^ 'dl'd^ '" 'W^'^
dcp dtp d(p dip d(p dip ^ ^,^^^^
di\ dl dv., dl dv^ ö?^

aequationum differentialiwm vulgarium propositarum integrale.''

Theorematis praecedentis applicationem faciam ad integralia, quae prin-

cipia conservationis arearumfi et coriservationis centri gravitatis concernunt.

Designantibus Xi, y,, z, coordinatas orthogonales piincti, cuius massa w,,

habentur tria integralia. quae principium conservationis arearum concernunt:

Const. = SPi= ^'»^iCyA—^iV'i)^

Const. = cf,, = 2vi.(z.x'.— cc.z'.^.
-' ü All I « ''

• Const. =
(f.^
= 2m.(a;.y'.— ,y,.^,').

Quae notum est semper loeum habere, si vires puncta systematis sollicitantes

sint attractiones vel repulsiones sive mutuae sive versus initium coordinatarum

directae, atque insuper systema per conditiones, quibus subiectum est, nullo
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modo impediatur, quin libere circa initium coordinatarum rotetur. Quoties ^i,

unam e quantitatibus Xi, ?/,, Zf designat, loco v^ (cf. §. 44) respective ponendum

erit 77iiX'i, m^y'i, m^z'^. Unde, designante \p aliam quamcunque ipsarum x^, ?/,,

Zi, x[, y\, z\ functionem, fit

a<// öj/^

^'- ö.:

öj/;

^^1 ^^ \

dz', dz. J

' öij. -" ös:
''

dy.

ac formulae similes respectii functionum
(f^^ (p^ obtinentur. Casu. quem con-

sideramus, valent conditiones, quae in Theoremate VII postulantur, siquidem pro

functione
(f
unam e functionibus

(f^. (f=,, (f^
accipimus. Quoties igitm- i/^ = Const.

et ipsum integrale quodcunque problematis est, e Theoremate illo eruitur:

(1)

Const. = [^, ^i^ = ^\~^^^-y\P'P

Const. = \(f.,, U']'

Const. = [y , ?/']'

v{^; dxp

dz'.
i

+-2,

ix:
X.

dtp

difj

--l"^' dx'.
'^•-

dy'.
^^'

dz.

dip

dxp\

dip\

• dx. J

dx.

Si in bis formiüis statuimus. quod licet, functionem ip esse unam ex ipsis

functionibus
(f^, (p.2, (f^,

facile invenitur:

(2) 'Wi, ffj = ^,r

Quoties in problemate mechanico principium conservationis areanun locum

habet, satisfit aequationibus identicis, quas in Theoremate VII statuimus, si-

quidem in Theoremate illo loco cp ponitur una e functionibus
(f^, (p.y, (f^-

Nam
aequationes illae identicae in Theoremate VII propositae hunc ipsum constituunt

characterem conservationis, e quo principium mechanicum suam traxit appel-

lationem. Hinc formulis praecedentibus Theorema VII applicare possumus,

sive designante
(f
= Const. integrale, quod ad principium conservationis arearum

pertinet, atque ip = Const. aliud c[Uodcunque integrale problematis mechanici,

in quo principium illud valet, erit

(3) [cf, ip] = [<f, ipy.
_

Unde e tribus formulis praecedentibus (2) fluunt etiam tres sequentes:

C-i) [9^2, <f,] = 9^1, [%, 9j = "f.- [9^1' 9^2] = 9'3-

V. 15
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In formula (3) fanctio (p sive unam e functionibns ^i, (p.^^ (f-^
sive etiam

earum functionem quamlibet designare potest.

Videmus e formulis (4), si regula generalis, secundum quam vidimns

e dnobus integralibus formari posse tertium, applicetur ad tria integralia, quae

principium conservationis arearum siippeditat, haec integralia tantum sese ipsa

generare neque in illo casn ea regula ad integralia nova perveniri. Animad-

verti autem potest. quum secimdmii regulam illam trium illorum integTalium

bina quaelibet tertium procreent, eam demonstrare, fieri non posse, ut in ullo

problemate mechanico duo tantmn locum habeant, tertium integrale locum non

habeat. Qiiod hie per Propositiones mere analyticas absqne idlo considerationum

geometricarum auxilio evincitnr.

Statuamus

Xo = iiJi^ h

(5)

constituunt tria integralia

Xi = Const., X2 = Const., Xz = Const.

principium conservationis centri gravitatis. Invenitnr autem, si loco «/' ponitiir

in (1) successive /,, /,, Xz-

bp Zj' = 0, [(f^, xj = X3, [g:^, X3]' = —X.,

i[^3'5fj'= /o' [9^3' Xo]' = — Zi, [9^3, X3]' = 0-

Sequitur ex bis formulis, quod etiam considerationibus geometricis probari

potest, quoties principium conservationis arearum valeat, trium integralium, quae

principium consei*\^ationis centri gravitatis concernunt, unum quodcunque ne-

cessario duo reliqua secum ducere. Si unicum valet integrale (p^ = Const. e

tribus, quae principium conservationis arearum concernunt, hoc et integrale

/i = Const. aliud non generatur; sed integrale cp^ = Const. et alterum inte-

gralium /o = Const.
, /3 = Const. alterum procreat. Secundum Theorema VII

formulae (5) etiam valent, si plagulae superscriptae rejiciuntur.

Forinulae perturbationum simplicissimae
,
quae e systemate integralium proposito obtinentur.

52.

Redeamus ad systema aequationum differentialium vulgarium

dq^ df dq, df ^^_ ^f
'

'

•' '~dr~
(1)

dt

dt
iL

dt

dp^

IT

ÖP2

5̂^2 dt

^P.n
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Qiiariim integralia

l
^' = ^+^ ^;=^, ^2 = ^2. •••, K-r = ^,„-.

sub forma tali invenire docui §. 34, ut identice sit

(3) [K, HJ = 0, [i/,, ^;] = 0, [//', ä;] = 0,

excepto casu, quo in expressione [11^, H'^] fit i = k: quippe habetur

(4) [F, i?;] = -l/ sive [H:,H^] = -^1.

Quibus aequationibus fit, ut pro forma, sub qua integralia invenimus. etiam for-

mulae, quae problema perturbatum concernunt, formam simplicissimam induant.

Oonsideremus enim in integralibus inventis quantitates a. a^, cio «m-n
b, b^, b^, ..., b^_^ ut functiones ipsius t tales, ut integralia iam satisfaciant

aequationibus differentialibus

:

• dq^ df dQ dp^ df dn

(5)

dt
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Sed in ea, quam secundum 111. Hamilton proposui, extensione variabiles quidem

Qi, Pi omnes eodem modo per tempus et elementa in ntroque problemate ex-

hibentur, sed differentialia prima diversa ratione per q^ et p,- exprimuntiir ideo-

que etiam diversa ratione per tempus et elementa.

Differentiando (2) et substituendo (5) obtinetur:

db.

dt

excepta tantum formula, quae pro elemento b invenitur:

Sed habemus e (3), (4):

[//„ /] = [K, H] = 0, [H;, f] = [Hl, H] = 0,

praeterea

[H',n = [H',H]=-^l;

unde pro quolibet ipsius i valore fit:

da.

(6)
dt

db.

[^P -ß],

dv = t^' ^J-
•

Si in bis formulis post expressiones ad dextram ope aequationum (2) formatas

loco variabilium q^, q^, . . ., q,,,, Pi, P2, • • •? i^,„
introducuntur ut variabiles ipsae

a, «1, . . ., «,„_i, h, 61, . . ., b„,_i, evadunt illae formulae (6) inter has et ipsam

t aequationes 2m differentiales vulgares, quibus elementa «., b^ ut functiones

ipsius t determinanda sunt. Habetur autem, si functionem Si in expressionibus

ad dextram per elementa «,, b- atque t expressam supponimus, quum sit

a, = H,,b, = H[:

dSi dS}
Evanescunt autem e (3) termini in differentialia partialia -^— , -^j— ducti

omnes praeter

[K, Hl] = -1,

da, ' db.
k k
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unde fit

[77,, ß] = -

[Hl. i2] =

Hinc abeunt formulae (6) in seqaentes:

da.

CO
dt

db.

dt

dSi

db.
'

da.

~db7'
i

da

sive:

da dSi db cn
dt

da^
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non occurrant, et ubi functiones H, H^^ . . . , i^,„_i aequationibus

dH. dE^ dB. dH^ dH. dH^

dH. dH, dH. dH dH. dH
t k i k i k

identice satisfaciant. Deinde si ope aequationum

H= a, H,^= a.. . . . , H , = o ,'1 1

'

' r/(— 1 ;(/— 1

ipsarum />,. valores per q^. q.^, . . ., q^^ et per constantes arbitrarias a. a^, . . ., a^_j exhi-

bentur, erit

expressio integrabilis, atque erunt

ÖF , ÖF - dV .

da da^ ^

^"'m-i

aequationes finitae problematis approximati , designantibus b, b^, b.^, . . ., 6^^_^ constantes

novas arbitrarias. Jam si problema perturbatum contineatur aequationibus his:

dq, _ d(f^H) dq^^ d(f-^n) dq^ ^ d(f+P-)

dt dp^ 'dt dp^_ ' '
' '' dt dp^^^

'

dp^ d(f+n) dp^ d(f^n) dp^^^ d(f+n)

dt dq^ 'dt dq^ ' '
'

'

' dt dq^^^
'

in quibus functio perturbatrix Si functionem quamlibet ipsaruui t, q^, q.^, . . ., q^, p^

p^, ... 2>,„ denotet, exprimantur ex aequationibus integralibus problematis approximati ipsae

^1' ^2' • • ' %i^ Px^ ^2' • • •' Pm^ iiec non functio ß per ö, a^, . . ., a,^_^, 6, 6^, . . ., 6^^_^, t.

Tum introductis quantitatibus a, a^, . . ., a^^^_^, b, b^, . . ., 6^_^ loco ipsarum q^, q^, . . ., q^^_^

Pp Pg, . . ., p^^^
tamquam variabilibus, aequationes differentiales problematis perturbati abeunt

in has:

da dn da, dQ da
, dQ

dt db ' dt db''''' dt db
,1 tu—

1

db dn db, dn db , dn
dt da ' dt da''''' dt da ,

'

1 ni—

1

quarum forma aequationibus propositis prorsus est similis.

Fonnulae perturbationum et Theorema de tertio iutegrali e binis invenieudo extenduntur ad

casum, quo functio / ipsam t explicite continet.

53.

Formulae perturbatoriae §. antec. traditae nullo modo miitantur, si functio

f ipsam t etiam explicite involvit. Factis enim in §. antec. mutationibus in-
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dicatis, invenimus, datis aeqiiationibus difFerentialibus perturbatis

dq^ Ö(/+ß) dq^ Ö(/+ß) d^„, Ö(/-hß)

dt
- dp^^

'
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Quae ope aequationum difFerentialium propositarum convenit cum aequatione

d[<p, ip]

dt
= 0,

quae demonstranda erat. Propositionem praecedentem ea, qua eam exhibuimus

extensione, iam 111. Poisson olim tradidit.

De integrali, cuius variatione aequationes dynamicae derivantur etiam casu, quo functio /

vel U ipsam t explicite involvat.

54.

Si in problematis mechanicis functio f adhuc ipsam t explicite involvit,

quem casum antecedentibus consideravimus, principia generalia de conservatione

virium vivanim, arearum, centri gravitatis valere desinunt. Tantum in locum

principii minimae actionis aliud proponere licet simile, quod etiam hoc casu

valet. Quoties enim ipsa t ut variabilis independens non variatur, sed solae

functiones eius q^, q^, . . ., q,„, 2)i, P2, • • •? P^, atque statuuntur aequationes:

dt

df_

dp,
'

(/fy, df dqr, df

dt dp, '

quibus determinentur Pi, p,, - -, Pm pei' ^5 9i> ?2;

aequationes differentiales reliquas

dp, df dp^ df

dt dp^^^
'

dq, dq^

^"" -Jt

dp.r

dt dq, ' dt

amplectitur una aequatio symbolica:

ö \ V, -^ hp.

(1)

df
1^1 dp, ' ^2 dp^

d\p,Sq, -hp.,Sq^

H hp

dt

df

dt

da
j-iii

dt

' "m int'

dt

Quod etiam locum habet, si f ipsam t explicite continet, quippe quae invariata

manet. Ex integratione aequationis praecedentis prodit, si pro limitibus ipsius

t evanescunt variationes omnes d'qi sive quantitates q^ datos valores induere

debent

:

(2) ^\{p.
(. df

-^P2
df

-+--+P,nl
df

/}
dt

dp, '
''"2

ö/>2 ' '

'"'
^P»

Formula (1) eadem est atque supra §.37 exhibita, si tantum H loco / scribitur;

illo tamen loco suppositmn erat, H sive / ipsam t explicite non continere.
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Ibidem vidimus in applicationibus mechanicis, expressionem . in (2) siib sio-no

inteorrali contentam. esse"O

^.^ +^^^^+ •

+''•' -lk-f= ^+ ^''

semper designante T semissem summae virium vivarum atque U functiüneni

coordinatarum .t,, ?/,. z,, cuius differentialia partialia secundum .t,, i/,, z. sumta

exprimant vires motrices, qiiibus massa m- secundum directiones axium coor-

dinatarum sollicitatur. Quae functio U casii, quem consideramus, ipsam t etiam

explicite involvit. In problematis igitur mechanicis. etiamsi U ipsam t explicite

continet. valebit aequatio:

(3) öjcT-i-uyit = 0.

quae eo casu quodammodo principii minimae actionis loeum tenet. Quam aequa-

tionem (3) primum video ab 111. Hamilton in Commentationibus iam saepius

laudatis adhibitam esse. Quae adeo facilius sese accommodat ad aequationes

differentiales dynamicas inde derivandas quam principium illud. Neque hoc

est, uti opinabantur Mathematici, sed illa aequatio, quae respondet principio

statico quietis. Neque vero de integrah ^(T-{-U)dt valet, quod de principio

minimae actionis probari potest, integrale, cuius evanescit variatio, semper fieri

ininimum, dummodo ne per nimium intervallum extendatur. Nam illud inte-

grale etiam pro angustissimis intervallis aliis casibus minimum. aliis maximum,

aliis neutrum fit.

De combiiiatione quadam principii conservatioiiis virium vivarum cum principio conservationis

arearum, quae certis casibus etiam valet, si functio U ipsam t explicite continet.

55.

Quoties U ipsam t involvit, quum neque principium conservationis virium

vivarum neque conservationis arearum valeat, videamus, an non casibus quibus-

dam earum combinatio locum habere possit. Sint aequationes propositae:

(1)

v. IG
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(lesignantibus F=0, = 0, ... aequationes conditionales atqne ipsi i tributis

valoribus 1, 2, .... u, siqiiidem n est numerus punctorum niaterialium syste-

matis. Quae sunt notae formulae dynamicae, in quibiis iam suppono. functio-

• / \
^^'^- %• ^^^:

nein U etiam ipsam t continere. Miiltiplicatis (1) per -jr- , —n-- —jf-
^t

summatione facta, prodit:

4(T-u) au ^
^ ^ dt dt

terniinis in./i, /o? ••• ductis per aequationes conditionales evanescentibus.

üt respectu plani coordinatarum .r, y principium conservationis arearum

locum habeat, primum aequationes conditionales ita conaparatae esse debent, ut

sit identice:

(3)

^ f
dF dF \

Deinde etiayi functio U, a qua vires sollicitäntes pendent, ita comparata esse

debet, ut identice sit:

dUvJ _^ = 0.

Sed ut obtineatur integrale aliqiiod casu, quem consideramus, non opus est, ut

expressio ad laevam aequationis praecedentis evanescat. Nam quum e (1)

sequatur •

QU
atqiie e (2) expressionis -^— integrale obtineatur, tantum necesse est, ut iden-

tice habeatur:

,-, ^f dU dU\ du
' dy. \

~ dt '

designaute a constantem. Quippe quo casu e (2) et (3) eruetur integrale

aequationum differentialium propositarum

:

f cLv. (hl \

(6) u(T-f7)-|-:^.;.,|/y,--^-...-^^-j = Const.,
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sive certa comhinatio principiorum conservationis virium vivarnm et arearuin

locum hahehit.

Restat, ut functio U ita determinetur. iit aequationi (5) identice satis-

faciat, et indagetur. quaenam sint problemata mechanica, qiiae functioni U ita

determinatae respoiideant.

Doceiit praecepta nota integrationis aequatiomim difierentialium partialiuni

linearium, U designare posse quamcunque fimctionem integralium systematis

aequationum differentialiiim vulgariiim:

• dt : dx^ : dx.^ : ... : dx^^ : di/^ : dy,^ : ...:dij

^

hoc est functionmn, quae in integratione harum aequationum constantihus ar-

bitrariis aequales existunt. Aeqnationibus differentialibus

dx^ : dx., : ... : dx^^ : <//y, : r/(/.^ : . . . : dy^^

= —Vx •
—y. ''• —y,,

'• -^1 = ^'..- '^„

satisfit aeqnationibus:

X. = axo^{(f+ß.), ij. = «.siii(9^-+-/5.),

in quibus «,. /?, sunt constantes arbitrariae atque if designare potest funetionein

quamcunque ipsius /. Quae functio ip determinatur per proportionem

dt : a = r/.i'j :
—y^^ d(f) :\.,

linde

a(f ^ t.

Si loco coordinatarum orthogonalimn Xj, y-, polares introducuntm', ponendo

X. = r.cosiv, y. = rsinr.,

atque loco constantis — ponitur /, fit:

a. = r., ß. = v.— vf-

Unde iani est forma maxime generalis fmictionis U, quae aequationi (5)

identice satisfacit, functio arbitraria ipsarum ?', atque r,— yf=v. , hoc est

distantiarum punctorum materialium ab initio coordinatarum proiectarum in

ipsarum x, y planum, et angulorum, quos distantiae proiectae faciunt cum recta.

quae vi piano ilJo imiformiter circa initmm coordinatarum rotatur. Insu[)i_'i'

functio U etiam quantitates 0, quocunque modo cc)ntinere potest.

16*
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Aequationibus (3) satisfieri constat, si F et *P sunt functiones ipsarum

r- atqiie differentiarum ipsarum v^. Unde habemus Propositionem

:

„Statuamus in aequationibus differentiaJihus dijnamicis (1), posito

X. = r,cosi',-, yi = r;sirHJ,., functiones F, 0, ... praeter quantitafes Zi, r,

tantum differentias ipsarum v^ continere, porro ipsam U esse functionem

quamlibet quantitatum z^, r, atque t\— yt, designante y constantem, erit

aequationum (1) integrale:

( dx. du. 1

Integrale inventuni etiani sie repraesentare licet:

dv.

(1) T—U—Y^m.r^—j^ = Const.,
^ ^ '

> ' dt

sive etiam:

Pars laeva aequationis praecedentis (8) est semissis summae virium vivarum

systeraatis, siquidem refertur systema ad axes mobiles coordinatarum x et y,

in ipsarum piano circa initium coordinatarum uniformiter rotantes.

Aequationes differentiales (1) notum est sie etiam repraesentari posse:
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Si tres aequationes praecedentes per dr-, diu,, dz- multiplicantur utcjue in pro-

ductis ipsi / valores 1, 2, . . ., n tribuuntur, omnium summa facile suppeditat

, . . . ... dr. dw.
integrale inventum (8). lermmi enim bnii in ?',—i^ jr- ducti sc mutiio de-

stnuint, eritque

dF dF d^ d€>
2. "^— dw. = 2". -7^— do., 2. -TS— dw. = 3. -TS— do.,

' dw. '
' dv. '

' dw. ' ' 6ü. ''
i { / i

quam e siippositione snpra circa fiinctiones F, 4>, . . . facta identice sit

dF 8^
^ =0 ^ —— =

' dv.
'

' dv.
•>••••

Aequationes differentiales ipsis (10) similes 111. Laplace in Opere de Mechanica

Coelesti tradidit, quaerens motum planetae verum circa ipsius medium, dum

tbrmnlae praecedentes accommodatae sunt quaestioni, qua duonun planetarum

alterius motus verus circa alterms medium consideratur.

Functio U forma antecedentibus praescripta gaudet, quoties puncta m^

quum (L se invicem tum a centris quotcunque tra/mntur, quae circa axem coor-

dinatarum z iiniformiter rotantur communi rotationis velocitate, et in qua neque

ipsa neque puncta in^ reagunt. Pro quibus centris etiam substitui possunt cor-

pora solida cuiuslibet formae exterioris ac constitutionis interioris, quae circa

axem coordinatarum z eadem ac constanti velocitate rotantur atque insuper

neque a se invicem neque a punctis /», sollicitantur. His omnibus casibus in-

tegrale unum propositum locum habebit. Qui obveniunt casus in problemate

trium corporum, siquidem statuatur, quod proxime licet, corpus principale et

corpus perturbans in piano fixo uniformiter rotari circa commune eorum gra-

vitatis centrum. Unde integrale propos'itum iustum erit in problemate trium

corporum respectu omnium potestatum excentricitatis et inclinationis corporis

perturbati atque massae corporis perturbati, reiectis terminis ab excentricitate

et inclinatione corporis perturbantis atque massa ipsius corporis perturbati pen-

dentibus.

Ostenclitur, qiiomodo et aequatione conservationis virium vivarum et aequatione uiia

conservationem arearum concerneute ordo integrationum binis uiiitatibus minuatur.

Quod haudquaquam pro qiiolibet aequationum dynamicarum integrali contigit.

56.

Quoties functio ü ipsam t non explicite involvit ideoque principium

conservationis virium vivarum locum habet, integrale unum., quo principium
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illud continetur, ordineni differentiationiiin minuit dvah^is imitatibus. Sint enim

rursus aequationes differentiales numero 2 in sequentes:

dq. dB dp. dH
dt dp^ ' dt

~~
dq.

'

si U ideoque etiam //= T— U ipsani / noii continet. aequationes illae sie ex-

hiberi possunt:

dq^ : dq., : ... : dq_^^

:

dp>^ : dp,, : . . . : <^//>^

öpj " dp., dj)^^,
'

ö</j * dq,, ö^'^

quae sunt aequationes differentiales 2m— 1 prinn ordinis. ideoque unius aequa-

tionis differentialis (2m — 1)'' ordinis locum tenent. quae per integrale a prin-

cipio conservationis •virium vivarum suppeditatum ad ordinem (2»i— 2)'"'" re-

ducitur. Contra si U ideoque etiam H ipsani t continet. aequationes differen-

tiales propositae unius aequationis ordinis 2???" locum tenent.

Si insuper principium conservationis arearum respectu plani cuiusdam

dati locum habet, ordo differentiationum riu'sus duabus unitatibus minuitur. si-

quidem semper statuitur ordo differentiationum systematis aequationum differen-

tialium vulaarium idem atque unius aequationis inter duas variabiles, ad quam

per regulas notas eliminationis systema aequationum differentialium revocari

potest. sive etiam idem atque numerus constantium arbitrariarum , quas poscit

integratio completa. Sumatur enim ]:)lanum datum ut planum coordinatarum .r

et y, ac statuatur rursus

X. = '/' cosr . ;/. = v'.«!!!?;.:

casu, quem consideramus. continebunt aequationes propositae differentialia quidem

prima et secunda singulormn angulorum r,-, sed ipsorum i?, tantum differentias.

lam per integrale, quod casu proposito principium arearum concernit, fit, de-

signante a constantem arbitrariam.

do.

unde, posito

fit

dt
'

du.
u = V.— r , R = ^m.r-, N= 2vi.r? ,

'

,

• ' »' ' '
'

' ' dt ^

de du

.

de
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Si in aequatione, qua principiam eonservationis viriuin vivarum continetiir,

in qua h est constans arbitraria, substitiiimus valores ?;,== ^^-hr„. tit illa:

r/ ffe. \2 fdr.VJ /'(^u-Y] dv du. /' de \u

f / dz. \2 / dr. \i ( dii. \2i a-—N-

Si in aequationibiis difFerentialibus substitnuntiir valores

dv. du. a—N
dt dt R '

exalavit qiiantitas v„ simul cinn eins diiferentialibus, quum aeqnationes con-

ditionales atque functio t/^tantum qnantitates 5,, r-, U; contineant, unde numerus

variabilium unitate. ideoque ordo differentiationum duabus unitatibus minuitur.

Generaliter, quoties in aequationibus diiferentialibus propositis variabiles ita

eligere licet, ut in iis una ex earum numero non ipsa sed tantum eius bina

differentialia prima obveniant, quum novum integrale generaliter invenire licet,

tum uno integrali novo invento ordo differentiationum duabus unitatibus dimi-

nuitur. Sit enim in aequationibus differentialibus supra propositis ^.- variabilis.

quae in ipsa H non invenitur, habetur

dp. dH
dt
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§. 55 omnes per unam ex eariim nmiiero dividuiitur, ipsa / atqiie elementum

dt in aeqnationibiis differeiitialibus non inveniuntiir, ordoque differentiationmn

Imitate dimiiiuitur, qui deinde per integrale (8) §. 55 altera adhuc unitate

diminuitur, prorsus siniili ratione atque vidimus, quoties principium conserva-

tionis virimn vivarum locum habeat, ordinem differentiationnm per principium

illud atque eliminationem elementi teniporis duabus unitatibus diminui.

At non Omnibus casibus, quoties habetur integrale novmn. simili ratione

atque in praecedentibus exemplis ordinem differentiationnm scita variabilinni

electione duabus unitatibus deprimere licet. Ita non fit, ut altero et tertio

inte^rali, quod principium arearum concernit, duas variabiles cum earum dif-

ferentialibus eliminare liceat ideoque quatuor unitatibus iste ordo deprimatur.

Sunt tantum praecedentia exempla simplicissima. in quibus iam absque theoria

supra condita illa depressio ordinis differentiationnm sponte se offert. Theoria

autem supra condita docet. semper variabilium systema investigari posse, pro

quibus ordo differentiationnm duabus unitatibus inferior evadat: sed generaliter

illa investigatio secundum praecepta tradita postulat, ut alia condantur systemata

aequationum differentialium, quae inferiorum ordinum sunt, atque singulorum

istorum systematum auxiliarium integrale unum quodcunque indagetur.

Systema propositum aequationum dift'erentialium vulgarium vocatur canonicum. Cuiusmodi

systema in aliud canonicum transformatur. Quod una cum transformatione aequationis

differentialis partialis valde generali peragitur. Canonicum elementorum systema.

57.

Revertor ad formulas perturbationum §.52 traditas. Videmus, aequa-

tiones §. 52 (7). in quibus elementa perturbata ut variabiles introducta sunt,

prorsus eadem forma gaudere atque ipsas aequationes differentiales §. 52 (5).

Formam autem illam memorabilem, qua utrumque systema aequationum diffe-

rentialium gaudet, quia frequenter in his aequationibus obvenit, dicam aequa-

tionum differentialium formam canonicmn. Sunt in eiusmodi systemate canonico

aequationLun differentialium vulgarium variabiles numero pari, atque altera pars

semissis variabilium alteri semissi singulae singulis ita respondent, ut diff'eren-

tialia illarum variabilium aequalia sint differentialibus partialibus certae cuiusdam

functionis secundum has variabiles sumtis, et harum variabilium differentialia

aequalia sint eiusdem functionis differentialibus partialibus secundum illas varia-

biles sumtis atque insuper signo negativo affectis.
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His positis, transformatio illa. qua vidimiis §§. 52, 53 aeqiiationes
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desio'nantibus h^ novas constantes m arbitrarias. Videmus igitur, inter syste-

inatis canonici aequationum differentialinm vidgarium et aequationis difFerentialis

pai'tialis integrationem arctissimum nexum intercedere. Unde alterius trans-

formatio stcitim etiam alterius transformationetn suppeditabit

In promptu est aequationis differentialis partialis transformatio, si tantuni

in locum variabilium independentium aliae variabiles independentes introducuntur.

Neque alias transformationes hactenus considerasse videntur Anahjstae*). Sed

dantur etiam transformationes aequationis differentialis partialis primi ordinis

alius in aliam primi ordinis per substitutiones, in quibus expressiones variabilium

independentium alterius aequationis continent quum variabiles independentes

alterius tum diiferentialia secundum eas sumta partialia. Methodus generalis

eiusmodi efficiendi transformationem haec est:

Proposita sit aequatio

in qua

sit data functio ipsarum q^, q^, ..., q,„, t atque ipsarum

Aequatio (1) locum tenet aequationis differentialis partialis (2), atque in locum

aequationis (2) licet aequationem (1) transformare. Ad quam efficiendam trans-

formationem assumo functionem prorsiis arhitrariam V ipsarum t, q^, q.,, ..., q,„

atque novarum variabilium a^, «g? •••? «»<• Quae determinentur novae varia-

biles per ipsas t, (/i, g.,, . . ., ^„,, p,, p.,, . . ., p,n ope aequationum

,.,, dv dv . dv
(3) -e^;=P.^ %r^^'^'

••" "^^^""

ac praeterea statuatvu'

*) quarura tarnen specimen quoddam oft'ert Euleiiana illa methodus, qua variabiles independentes

cum differentialibu.s secundum ilias sumtis commutantur. <-'•
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His positis fit:

\

— h^ da
I

— b,, da.,
/^^^ da ^

.

Qua aeqiiatione subducta de (1) positoque

(6) V-V=W,
nanciscimur

:

(7) dW = —^^f^-^-^^dt-hb^da^-hfj.,da,-{---.-hbJa^^^.

Transformationem generalem aequationis differentialis partialis primi ordinis. quae

antecedentibus continetur, Theoremate particulari proponere convenit.

Tlieoreina VIII.

Sint t, q^, q.2, .... q,„ variabües independentes, inter quas et functionem

earum V^ proposita sit aequatio differentialis partialis:

assumatur functio prorsus arbiträria V ipsanim t, ^,, q^, . . ., q,„ et )io-

varum va7Habiliiim a^, a.j, .... a,„: afque in locum quantitatum q^, qo, .... q,„

introducendo quantitates

dV dV dV

exprimamus quantitates sequentes:

dV dV dV
Sq, ' öry, ' "

"
"

' %,,

. .
öF

., .
dV , .

atque, st tu
f^

loco -^— scnbimus -^— ,
/unctionem

dV
(

dV_ dV_ dV
Qt

-^h[t, 7p 7o, ..., q,„, Q^^^
,

Q^^^
,

•.., Q'^-^

per quaiititates

dV _ dV dV
^ «p «2' •••' "',..'- —~dii~' 'da~~'

•
'

öa,/

17*
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quo facto fiat

dV
(

dV^ dV_ 5J^\

_ / dV_ _dV_ dV\— <f [t, «1, «2' • • •' «,„' —
ößj ' 0^2 '

' • '
Öa^^ j '

Ä/.? Omnibus t7'ansactis, st in functione tp loco ^— scrihitur -^— , erit

aequatio differentialis partialis proposita transformata in sequentem:

1 2 )K

atque alterius solutio ex alterius invenitur solutione ope aequationis

siquidem mit cognita solutione V^ variabiies </,, ^o, . . ., q,„ exprimuntur per

«1, «2? ' ••> (f-my ^ ^P^ aequationum

ÖF, dV dV^ dV dV^ dV
dq^ dq^ ' dq, dq., ' ' "

''
dq^^^ dq^^^

'

(lut cognita solutione W variabiies «,

,

r/g, ..., a„^ exprimuntur per q^,

92J • • -5 9m7 i ^P^ aequationum:

dW __ dV dW^ _ __ d_V_ dW^ _ _ dV

Demonstratio Theorematis antecedentibus traclita eo nititm*, qiiod, positis

aequationibiis

öFj dv dv^ dv dv^ dV

inde sponte sequuntur hae aequationes:

da (5a, ' ö«., da.^ ' "
'

*

' ^^^^^^ Q^^^^
'

quod etium iiiverti potest.

Transformatio generalis systematis canonici aequationum differentialium

vulgarium Theoremati praecedenti respondens hoc Theoremate continetur:
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Theorema IX.

Proposito sysiernate aequationum differentialium vulgärImn canonico:

dq^^ df^ _dq^^ df^ dq^ _ df^

dt dp^ ' dt ~
ö/)2

' •
• •'

dt ~ ä^'
dp^ _ a/, dp,^ df^ dp^_^ ö/,

ev
dq, - ^"
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df, I da. 8V dq,
I

df, l [dVdq.\ '^"d^^'^'
I

dq. dt

ö/, dv d.^v dv '^'~dr= -^6t-\-6-—,
r.

6
8t dt dt dt dt

'"'\ \da. dt ) dt /

-df^*~'^"dr^-^t
—

/ . öF\
I da. dV da. I

' \ dt da. ' dt /

(da. db. \

l-Sb. j^Sa.)-
dt ' dt 7

Unde quum e systemate canonico proposito sequatur

dt dt
'

invenimus

:

d(f f da. db.dw (da. db. \

^
dt '\ dt ' dt 7

Quae aequatio symbolica systema canonicum transformatuni suppeditat atqiie

insuper aequationem

d(f d^

'df ^ 'df'

quae ex illo sequitur.

Unde functione W per ipsas t, a^, a.^, . . ., «„, expressa, fit:

/CN öT^' f^ dV\ dW , dW . dW ,

^^^ -dF^-V^^-df]^ "0^ = ^" -d^ = ^-- •••' ä^ = ^"'-



INTER NUMERUil VARIABILIUM QUEMCÜNQUE PROPOSITAS IXTEGRANDI. 135

C\ TT

Eliminatis quantitatibns q^, p- ex expressione /i-H-^ ope aequationum (3) et

(4), evadit illa fimctio ipsarum t, a„ a^, . . ., a,,^, b^, b^, .... 6,„, quam statuamus

dV

eritque, substitiitis ipsarum /^, expressionibus -^— , e (8):

dW
(9)

dt
(, dW dW dW\

Quae est aequatio differentialis partialis transformata, quae locum teiiet aequa-

tionis differentialis partialis propositae (2). Eritque prorsiis eadem substitutione

(3) et (4) systema canonicum aequationum differentialium vulgarium propo-

situm in aliud canonicum transformatum.

Transformatione generali, Theoremate antecedente proposita, continetm*

illa, in qua ut variabiles novae statuuntur elementa problematis approximati.

Sit enim in Theoremate illo

(10) A = /H--^.

sintque functiones / et F ita comparatae, ut, substitutis in /' loco ipsarum p,

. . dV
expressiombus -^— ,

prodeat

(H) f = -/;

considerari possunt quantitates a^, a.,, ..., (',„ tamquam constantes arbitrariae,

quae afficiunt Solutionen! V aequationis differentialis partialis

ideoque ex iis, quae supra probata sunt, considerari possunt «j, a.^, ..., a,„,

Z',. b.j. . . ., 6,„ ut elementa constantia, quae afficiunt integralia completa

r dv _ dv _ ar _
(12)

da, ~ 1' da., ~ ^' • • •' da ~ "

aequationmn differentialium

dq^ df dq, df dq^^^ _ df

~dr ^ ~dp^ ' ~dr ^ dp^ ' '
' ~dr ^ ~dp^^

'

dp^ _ __^ J^ _ _ _^ ^Pju^ ^ __^
dt - dq^

'

dt - ~dq,^ • " dt - dq,„
'

(13)
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Quoties igitur vice versa in aequationibus (12) ipsae a^, h^ ut constantes con-

siderantur, sunt aequationes illae (12) integralia completa aequationum (13).

Quoties vero in aequationibus (12) ipsae «,. i, ut variabiles considerantur,

quae in locum ipsarum 9,, y, ope aequationum illarum substituendae sunt,

docet Theorema propositum, transformari ea substitutione aequationes

dq, _ d{f+£i) ^ __ _ ^CZ+ß)
dt dp. ' dt dq.

in aequationes sequentes:

da. dn db. d£l

dt db. ' dt da.

Habemus enim casu proposito:

Quae sunt formulae differentiales elementorum perturbatorum
,

quae a supra

propositis tantum eo discrepant, quod in iis — b^ loco 6,; scriptum sit. Systema

elementorum, quae in modum praecedentmm per aequationes differentiales cano-

nicas determinantur, et ipsnm dicere convenit canonicum elementorum systema.

De transformatione systematis elementorum canonici in aliud canonicum.

58.

In antecedentibus duae functiones, quarum differentialia partialia sumenda

sunt in formandis systematibus canonicis proposito et transformato , inter se

differunt. Quoties vero functio F, quae in praecedentibus ex arbitrio assumi

poterat, ipsam t non continet. erit

dt

ideoque /'j =
(f

, sive ni utroque systemate canonico functio illa eadem erit.

Eo casu etiam relationes, quibus novae variabiles e variabilibus primordialibus

determinantur, ipsani t non invoivunt. Unde si variabiles sunt elementa pro-

blematis approximati, etiam novae variabiles non nisi aliud systema elementorum

eiusdem problematis approximati erunt. Quodsi igitur formulas differentiales

elementorum perturbatorum hac ratione iterum transformamus, ^mnciscimur

modum maxime generalem, quo systema elernentonnn canonicum in alterum

systema elementorum canonicum transformetur. Habemus enim e Theoremate IX,

permutando ipsas g,, 2A, ^,? ä, resp. cum a-, h,, «,, ß-. Propositionem sequentem

:
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Theorema IX".

Sint formuJae differenticdes eJementorinn perturhatorum , designante i2

functionem perturhatricem

:

da^ d.Q da. du da dSi

dt ~ Ö6j ' dt ~ 56, ' •
•

•

' ~dr ^ 'dT '

db. da db, dn db da
dt öa, ' dt öa '

'
dt da '

sint cc^, a.,, .... cf,„, ß^, [t. ..., ß^ functiofies elementorum praecedentiurri

«15 «2j •••; «»,? ^1. ^2j •••? bm, quae, designante (p functionem quamlihet

ipsarum a^, cu, . . ., a,^, «j, a^, . . ., «„,, ah Ulis peiideant per aequationes

d(p d(f dw
j

i- - Hl

determinantur elementa nova per systema aequationwn differentialiiim prorsus

simile:

da^ _ da da, dSi da^^^ dSi

~W^ ~dß^' ~dr^ ~dß^' • •' "dT^ 5^'
dß^ da dß.^ dn dß^^ dn
dt da, 'dt da, ' '

' ''
dt da

Transformatio generalis elementorum canonicorum, quae ope functionis

arbitrariae Theoremate praecedente efficitm*, redit in methodum notam, qua e

solutione completa aequationis differentialis partialis primi ordinis deducitur

solutio functionem arbitrariam involvens, quae dicitur generalis. Sit enim V
solutio aequationis differentialis partialis, ad cuius integrationem e theoria hie

exposita reducatur problema aj)proximatum , atque involvat V constantes arbi-

trarias «,, «25 •••? '^^„J ita ut sint

5F__^ öv^__j^ ar ^ ^
da^ 1' da,

aequationes finitae problematis approximati et quantitates a^, a~,, . . ., a„,, b^,

b^, . . ., 6,„ eins elementa canonica. In locum solutionis V etiam scribere licet

F-f-y, designante (p constantem; de qua solutione completa deducitur generalis,

si constans
<f

statuitur functio arbitraria constantium a^, a.j, ..., «„,, atque

differentialia partialia expressionis F-f-y? respectu ipsarum a^, a.,, . . ., a,„ sumta

nihilo aequiparantur. Statuamus, functionem ipsarum </,, a.,, . . ,, a,„ arbitrariam

involvere praeter has quantitates alias constantes arbitrarias «,, «2? • • •) ^mj

V. 18
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elimiriatis e V-\-^ ope aequationum

dV dcp dV d(f dV dg)

quantitatibns «j, öoj • • -5 (^mi habebitur nova solutio V-\-(f, alias m constantes

arbitrarias involvens. Etiam de hac decluci possunt aequationes finitae pro-

blematis approximati, quippe quae erunt:

öa, ~^i' da, ~^'' • '
•'

da ~ ^"^'12 m

Sed quantitates «, functionem F-hy tantum afficiunt, qiiatenus in ipsis a^ con-

tinentur ac praeter has explicite in functione cp-, diiferentialia autem functionis

V-{-(p respectu ipsarum «^ sumta supposuimus evanescere; unde erit

d{V-^(f) _ dcp

da. da.
'

sive aequationes novae finitae problematis habentur:

d(f) d(f dcp

da, ^1' da, .
^2' •

• •' 5«
1 J ü

-ß.

eruntqiie «i, a.j, . . ., «,„, /?i, ß.,. . . ., /?„, nova elementa canonica determinata

e primordialibiis per has aequationes et illas supra assumtas:

da. da.
'*

Elementa autem nova canonica inventa si in problemate pertm'bato tamquam

variabiles spectantur, eorum diiferentialia expressionibus similibus aequalia

evadere debent atque elementorum primordialium. Q. D. E.

Transformatio ea, quae in §§. antecedentibus tradita est, etiam generalior proponitur.

59.

Sed quanta generalitate gaudeat transformatio aequationis dilferentialis

partialis primi ordinis et, quae inde pendeat, systematis canonici aequationum

dilferentialium vulgarium supra §.57 proposita, sunt tarnen aliae, qiias illa

transformatio non amplectatur. Scilicet adhuc sequentes addendae sunt.

Sit rru'sus aequatio transformanda

dV\ = —f^dt-h2)^dq^-\-p,dq.,-\ \-p„dq,„,

in qua /i est data functio ipsarum t, q^, q.j, . . ., q,,,, Pi, p^^ • • •? Pm'i sit etiam

Frursus functio ex arbitrio assumta ipsarum t, q^, q.,, . . ., q,„, «i, «o? • • •? ^m?

inter quas vero quantitates iam statiiamus insuper locnm habere aequationes

i^=0, ^ = 0, ....
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Tum, posito rursus V^ — V= W, erit aequatio transformata

dW = —(rdf-j-bfIa.-^b.^da.,-\ \-b da
,

siqiiidem ponitur;

^ dv .dF , e*
'' dq^ 1 dq^ -' dq^

^ dv
^ . dF , Ö^= A - 1^-— +^^1 -5:7- +^.

5^2 '0^2 2 ö^^

, dV . dF . d^

da.^ "^ da^ - da

dV , dF , d^
^,„= —-

f-/i^5 hAo-^^ \

'" oa 1 da - da
tn in in

Ex his aequationibus, quibus ipsae addantur F = 0. <?> = 0, ..., eliminatis A^,

/o, ..., determinandae sunt ^i, q^, . . ., q,,,, p^, j).,, .... 79,,, per a^, a^, . . ., «„,,

^1, 62, . . ., Z',,,, earumque valores in expressione ipsius y substituendi.

Si multiplicatores /j, /o. ... evitare placet neque tarnen symmetriae for-

mularum derogare, transformationem etiam sie proponere licet. Aequationibus

enim F=0, <P^=0, ... inter quantitates q^, «,, t assumtis, quarnm ntnnerns sit

m— k, sintri,r2j . .
.

, ?\. functiones quaelibet ipsarum t, g,, q.,. .... q„„ </,. a.j. .... a„,:

licet omnes ^i, q^, . . ., q„, per ipsas t, a^, a.,, .... a,„ atque novas quantitates

?'i, 7\2, . . ., Vf. exprimere, quae expressiones eliminatis i\, r.y, .... r^ suppedi-

tabimt m— k aequationes inter ipsas q^, q.j, .... q,„, cfi. a.,. .... a,,,. f.

Aequationes F = 0. ^* = 0, . . ., quum ex arbitrio assumi possint, iam

earum in locum statuere licet, ipsas g,, q.,. . . ., q,,^ esse functiones arbitrarias

quantitatum f, a^, cio, . . ., a,„, 7\, 1%, .... 7^. Quibus electis, sit

^1i
,

^(1-2
, ^ ^%i p

^1 dr. ^- dr. ^ '" dr.
''

^ ^ da. ^^ da. '" da. '

p^-dr^p^-dr-^--^P"'-dr= ^

18*
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Unde erit:

dV^ = —f^dt-hp^dq^ +V2^'h -^ ^Pjlm
= -{f-T)dt+R^dr^ ^R^dr^ ^...^R^dr^

-\-A^da^-\-A^_da^-] \-A^.da^^.

Assumta iam ex arbitrio ipsarum a^, a^, . . ., a„^, r^, 7\, . .., r^, t fanctione F,

statuatur

er dv dv

erit

^(Fi— F) = dW= —(fdt-hb^da^-{-b^da.^-\ f-^„,<^a„.

Ex aequationibus m-hk

dq^ dq^ dq dV

2 1 I 1 •

^9,
,

ö^, ö(/,„ ^^ ^A
-^' öa. -^-^ öa. '" da. ' oa. '

i i i i

et per resolutionem aeqiiationum lineariuin determinantiir Pi, p^, . . ., p^ per

?',, 7-2, . . ., n, «1, «2, • • •, «m, ^1, ^2, - • ', ^,n, t, et elimmatis p,, p^, .... j9„,

habentur k aequationes inter ipsas 7\, n. .... 7\, a^, «2? • • -5 ß^mj ^u ^2? • • •? ^m? ^?

quarum ope ipsae 7\, 7\, . . ., r^. ideoque etiam Pi, p2> • • •? i^m? ^u ^2? • • •? ^,«

per «1, «2) •••? %o ^1; ^2? •••5 ^,»; ^ determinari possunt. Qui deinde valores

in expressione
(f

substitnendi sunt, ut illa solarum a^, «2? •••? (^m^ ^15 ^2? •••? ^m?

t functio evadat. Transformata autem aequatione

^F^ = —fldt^PAx^P^'^'h-^ ^PnMrn
in hanc:

dW = — (f'dt-\-b^da^-\-b^ da^H h b^^^ da^^^
,

in quibus
f^

est ipsarum t, q^, q^, . . ., q,„, Pi, P2> • • -5 i^m? atque y ipsarum

?, «15 «2? • • -5 ^^«5 ^]? ^2? • • •? ^m functio, simul aequationes

öF ew^

altera in alteram transformatae sunt. Substitutis in /\ loco ipsarum p- ex-

. ., öFj
. .

^ , ,
dW

pressionibus -^— , in y loco ipsarum 6, expressionibus -^— , evadunt aequa-
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tiones illae aequationes differentiales partiales, quarurn igitur iam per methodum

propositam transformationes novas nacti sumus.

Si k = m, transformatio eadem obtinetm- atque §. 57. Transformationes,

quas ex antecedentibus \)Y0 k <: m obtinenius, etiam novas transformationes

svstematum canoniconim aequationum differentialium \qilgarium siippeditant.

Et similiter atque in §. antec. etiam systematum elementorum canonicorum

novas inde eruimus transformationes. Quas transformationes, sino-ulas binis

modis, sequentibus Theorematibus proponam.

Theorema X.

Designante i numeros 1, 2, ..., m, i)ropositum sit systema aequationum

differentialium vulgärium

:

dq. ö/j dp. df^

dt dp. ' dt dq. '

assumatur functio arbitraria V ipsarum t, q^, q^, .... q,„ novarumque

variahilium a^, «gj • • •? «m? ^^^^^^ ^^'«•^ quantitates 2m-j-l statuatur locum

haher^e aequationes quascunque

F=0. ^ = 0, . . .;

condantur pjorro aequationes 2m -hl sequentes:

dV . 6F .8^
f.^

dt ^ dt ^ dt

dV , dF , d^
Pi= -^— ^-^t;

— ''-

dq. ^ dq. '^ dq.
'

_^ ^ ^dj^_^ _dF__^ d^
' da. '' da. '- da.

'

1 I I

quarum aequationum ope, advocatis ipsis F^O, ^> = 0. . . ., et eliminari

possunt multiplicatores ^^, ä.,, . . ., et determinantur 2m quantitates 9, et

Pi nee non functio
(f i^er ipsam t atque 2m novas quantitates a^, b^; q^n

ipsarum q^, p, valores si substituuntur in systemate proposito aequationum

differentialium vulgarium, transformatur illud in sequens:

da. d(f db. d(f

~~dr ^ 'dr ' dt ^ ~ ~d^
'

dV^ dW
Porro, in locum ipsarum pj^, b- scnbendo -^— , -^— , 2(bi conduntur aequa-

tiones differentiales partiales
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dV, dW

alterius solutio ex alterius ohtinetur solutione per aequationem

V^ = V-+-W.

Tbeorema XI.

Designa7ife i numeros 1, 2, .... m, data sint differentialia elementorum

prohlematis alicuius perturbati per aequatmies:

da. dQ db. dQ

dt db. ' dt da.
'

designante Si functionem i^erturbatricem; assumatur functio arbitraria V ele-

mentorum «1, «2? • • •) <^'m
novarumque quantitatum a^, «o, .... a,j con-

dantur porro aequationes 2m sequentes:

dV , dF ^ d€>

da. ^ da. - da.

'i Piff 1 Hfy 'da. "^ da. - da.
'

i t i

quarum aequationum ope, advocatis ipsis F = 0, ^P = 0, ..., et eliminari

possunt multiplicatores X^, X.2, . . ., et determiiiantur 2m elementa a-,, b^ |)er

novum systema elementorum «,, /?,; quae elementa nova si etiam in func-

tionem perturbatricem £i loco ipsorum ai, b^ iniroducuntur , inveniuntur

diffei^entialia elementorum novi systematis «,, /?,• per formulas:

da. dn dß. dn

dt dß^ ' dt da.

Obtinetur Theorema praecedens e Theoremate X statuendo, functiones F, F, ^, . .

.

ipsam t non involvere, et permutando p,, q^ cam b^, Uf, atque b^, a\ cum /?,,

a^. Theoremata praecedentia etiam hanc alteram formam induere possunt:

Theorema X".

Designante i nuyneros 1, 2, . . ., m, propositum sit systema aequationum,

differentialium vulgarium:

dqi_^df^ dPi ^ df^

dt dp. ' dt dq.
'

statuantur quantitates q^, q^, . . ., q,„ aequales expr^essionibus quibuscunque

ipsius t novarumque quantitatum a^, «.,, . . ., «,„, r^, r.2, . . ., ?\., designante



INTER NU5IERUM VARIABILIUM QUEMCUNQÜE PROPOSITAS INTEGRANDI. 143

k numerum aut ipsi m aequalem aut ipso m minorem; assumatur deinde

functio arbitraria V earundem quantitatum a^, a^, . . ., a,„, 7\, r^, . . ., i\,

t, atqiie condantur aeqiiationes m-\-k

dr. ^1 dr.
"^^2

d,.
-1 ^P,u Q,, i

dV dq^ dq^ dq

per quas determinentur quantitates r^, 7\, . . ., r^, p^, p^. . . ., p^ per quan-

titates «15 «2 5 •••5 ^m? ^1? ^2? •••; ^nf> U UTide etiam quantitates q^, q.,, .... ^,„

2)er easdem quantitates determinatae erunt; quihus substitutis quantitatum r-,

qi, p- expressionibus per easdem quantitates a^, «25 • • •? «m? ^u ^2, • • •? ^m--

tj etiam exhibeatur functio

dV \ Sq^ 5^2 dq ^

quibus /actis, si expressiones ipsarum q^, q^, . . ., q,„, p^, p^, . . ., p,„ per

a^, a^, ..., «,„, öj, b2, . . ., b„^, t inventae substituuntur in systemate aequa-

tionum differentialium propositarum, obtinebitur hoc similis formae:

da. d(p db. d<p

simul aequatio7ies differentiales partiales

quae obtinentur ponendo in altera -^— loco p,, in altera -^— loco 6,, per

easdem aequationes altera in alteram transformantur , et alterius solutio ex

alterius habetur per aequationem

V^ = W-\-V.

Theorema XP.

Designante i numeros 1, 2, . . ., m, data sint differentialia elementorum

problematis alicuius perturbati per aequationes:

da. da db. dn

dt db. ' dt da. '
'

designante il functionem perturbatricem; statuantur elementa a^, a^, . . ., a,

aequalia expressionibus quibuscunque novarum quantitatum m-hk

«15 «2, • • •, «,„, «1. «2' • • •' **'
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designanie k numeimm aut ipsi m aequalem aut ipso in ininorem; assumta

deinde functione arhitraria V earwidem m-\-k quantitatum, formentur aequa-

tiones m-hk
dV öa, oa.^ da

de. ^ de. ^ de. '" de.

d V da da^ da

da. ^ da. - da. '" da.
'

per quas determinentur m-\-k quantitates s^, €2, . . ., S/., 61, 62, . . ., 6„, jier

quantitates novas 2m
«15 «2' • • • ' "m' ßv ß-i^ • • • ' ßm^

Wide etiam a^, «25 • • -5 <^m i^er easdem quantitates determinatae erunt; quae

expressiones elementoi^mn a^, «2, . . ., a^, 6,, 62, . . ., ö,„ j;e?' nova ehmenta

cci, «2? • • •? ^«(j ßu ß-2! • • -5 Ä« ^^ suhstituuntur in functione p)erturhatrice

Sl, hahentur differentiaUa novi elernentorum systematis pter fornm/as simües:

da. da dß. dn

dt ~ dß. ' ~dr ~ ~ da.

Haec altera Theorematuni forma commodior est, quoties in priore forma numerus

aequationum F = 0, <P = 0, ... valde magnus habetur.

De casu quodam simplicissimo, quo e systemate elementorum canonico aliud ejusmodi

systema eruatur.

60.

Paucis agam de transformationibus simplicissimis, quaram tarnen frequen-

tissimus usus erit, alius systematis canonici elementorum in aliud canonicum. Sunt

elementa canonica, quorum difFerentialia huiusmodi aequationibus exprimuntur:

da. dQ ' db. dn

dt db. 'dt da.
'

quarum aequationum integratio redit in integrationem aequationis differentialis

partialis

siquidem in functione perturbatrice i2 loco ipsarum b^, 60, ..., 6„, ponuntur

dV dV dV
-ö— 5

-ö— 5 . . . , -^—- 5 sive quod idem est, redit integratio aequationum difFe-
1 2 IH

rentialium vulgarium praecedentium in integrationem aequationis

dV = — adt-{-b</a,-\-b„cla.,-\ \-b da11 J J ' iit in

Vocemus duas classes systematis canonici elementorum, alteram, ipsas a^, a2, ..., «,„
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amplectentem, positivam ckissem, alteram, ipsas 61, &2. • • •? f>,„ amplectentem,

negativam classem. Elementa bina er et 6,- vocemus coniiigata. Bina elementa

coniugata systematis simul ex altera classi in alteram transeunt, si alterius

elementi Signum mutatur. Si functiones quascunque elementorum . quae ad

alteram tantum classem pertinent, ut nova elementa illius classis introducere

placet, facillime alterius classis elementa, quae novis illis coniugata sunt, de-

terminantur. Sint ex. gr. classis positivae elementa a^, «gj • • •? «m expressa per

alias quantitates a^. «2, .... «,,,, qiiae ut nova elementa classis positivae spec-

tentur; posifo

da. da... da
'

^ da. - da. "' da. '

erit

dV = —ndt-\-ß^da^+ß,da^_-\ l-,5,//a„.

Unde considerari dehent quantitates ß- ut nova elementa alterius classis, eritque

elementum /?, ipsi «, conjugatum, sive erit:

dn du. dn dß.

~dß7^~dr' '^^ dT'

In Propositione praecedente loco U;, «, ponere licet — i,-, — /?,• simulque "loco

6,, /?, ponere «<, or,-. Unde fluit altera Propositio, expressis b^ per alia elementa

ßi, elementa classis positivae, ipsis /?, coniugata, fieri

dh^ db, db
1 , 2 ,

,
m

1 a^, -^ dß, '" dß^

Si hunc transformationis modum una cum illo, qui sola mutatione signi unius

seu plurium elementorum efficitm*, vicissim itenim iterumque adhibes, iam hac

via simplicissima ex uno systemate elementorum canonico diversissima alia de-

ducere licet.

Ut per methodum generalem supra traditam eruatur transformatio illa

simplicissima, qua bina elementa coniugata, ex. gr. </, et h^, alterum in alterius

classem transeunt, statuatur

erit

d{V— l\ ) = —Sidt— a^ da^ -+- b., da.,H h b^^^ da^^^
,

quae docet aequatio, si loco ipsius a^ introducatur a^ = 6,, elementum coniu-

gatum, quod erat b^, fieri — «,, q. d. e.

V. 19
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Transformationes antecedentes, variabili t et ipsa mutata, ad summam generalitatem

perducuntur.

61.

In §§.57, 59 transformationum aequationum clifferentialium partialiam

generalitatem eo restrinximus, quod unam variabilium independentiam immu-

tatam reliqnimiis. Quam restrictionem si missam facimus, ita agendum est.

Sit rursus

atqiieFfunctio arbitraria ipsarmn q^, q^, ..., q,,,, t atque novarum a^, a^, ..., a„,, t:

fit aequatio transformata

dV
dCV.^V) = ^

— dT+h(la^-^h,,da.,-^ \-h da
,

siquidem statuitur:

Ex bis aequationibus determinandae sunt /, q^, q^, . . ., q,„ per a^, a.^, ..., «,-,,

dV
bi, bo, . . ., b,,^, T, atque valores eruti substituendi m expressione -^— ,

quo

facto erit

dV
d(V— V) = j- dT-\-b da -\-b^da.,-\ hb. dam in

aequatio transformata. Si in modum §.59 introducuntur aequationes F = 0,

0=0, ... inter ipsas q^, q.^, . . ., q,„, t, a^, cu, . . ., a„^, r, nil in praeceden-

tibus mutabitur, nisi quod loco ipsius V ponendum sit V—^^F—/o0 , cuius

expressionis differentialia partialia multiplicatorum /j, X,, ... non continent

differentialia, nt quae in expressiones F, fp, ... evanescentes ducta sunt.

Ut e Propositione praecedente generaliore deducatur casus, quo variabilis

independens t immutata manet, scribatur in locnm ipsius V expressio

designante V functionem ab ipsa t vacuam. Quo facto aequatio

. .

dt ''

abit in
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linde deducitur

r = ^

Reiectis igitm- post differentiationes factas terminis in r— t ductis ut evanes-

centibus, mutato V in V^(T—f)f,. abit -^^ in -^ h/,, differentialia 4—,
OT ÖT '^- da ^

dV ^ .

-^— non rautantur. Lnde si postremo t loco r scribitur, facile patet, quo-
i

modo e praecedente Propositione generaliore deducantur eae, quae §§. ante-

cedentibus traditae sunt.

Si aequatio difFerentialis partialis proposita ip^ani functionem quaesitam

J\ continet. ita agendum est. Sit

dV = —fdt-^rl\dq^+p,dq,^ ^Vjq„,.

atque contineat / praeter variabiles t, q^. q.,, . . ., q,„, p^. jh^ • • •? P,„ adhuc

ipsam F: assumatur ipsarum V. f, q^. q.,, .... g-,,,, Gi. a.,, . . ., a„,, t functio

quaelibet W; erit

dWdW = -^— dT-{-b.da,-{-Lda^-\ \-b da
CT \ l i d in h

siquidem statuitur

dW
dt

~~
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Agitur de usu integralis cuiuslibet systematis aequationum differentialium vulgarium, quod

non eam in seriein integralium redeat, quam methodus supra proposita sibi poscat.

62.

Adnotavi supra §. 56, si principium conservationis arearum respecta

certi CLiiusclam plani locum habeat, unam variabilem cum eius differentiali

prorsus ex aequationibus clifFerentialibus abire, ideoque ordinem differentiationum

unitatibus duabus dimlnui; idem vero, quod pro uno integrali illo fit, non

evenire pro secundo et tertio integrali, quod datur, si principium conservationis

arearum respectu cuiuslibet plani locum habet. Quaeramus iam, quemnam alium

usum e tribus illis integralibus percipere liceat in ea integrationis via, quam

supra proposuimus. Eum in finem antemitto has considerationes generales.

Antea autem processmn generalem integrationum, qualis e supra traditis ha-

betur, paucis repetam.

Proposita integratione aequationum differentialium

dq^ : dq.^ :•••: dq^^^ : dp^ : dp, :--: dp^^^

in quibus f est data functio ipsarum q^, q^, . . ., q„^, p^, p.,, . . ., p„„ e prae-

ceptis supra traditis ita agendum erat.

Integrale iwimmn sponte habetur per aequationem

/ = ^',

in qua a est constans arbitraria. Integrale secundum habetur H^ = rt^, si datur

functio Hl, quae identice satisfacit aequationi

(1) = [H^, /],

siquidem semper statuitur

dq^ dp^ dq., dp,^ dq^^ dp^^^

d(f difj d(f dip dtp dip

dp^ dq^ dp, dq, Öp,„ dq^^^

Iam e praeceptis traditis non integrale tertium quodcunque investigandum est

seu functio H.2, quaecunque satisfaciat aequationi

[H„ /] = 0,

sed eiusmodi functio H2, quae duabus simul satisfaciat aequationibus

(2) [i/„/] = 0, [i/„^J = 0.

I
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Deinde investiganda erit fimctio R^, qiiae tribus aequationibus

VH,. n = 0, [Ä„ i/J = 0, [R^, H.J = 0,

fimctio H^, quae quatuor aequationibus

[^4' /] = 0. [^4. ^J = 0, [H^, H^] = 0, [B^, HJ == 0,

etc. etc., denique functio H„^_i, quae 7n— l aequationibus

[H_^, f] = 0, [i/_,, i/J = 0, . . . , [//_^, Ä_J =
satisfaciat. His inventis functionibus, integratio completa aequationum differen-

tialium propositarum ad meras quadraturas revocata erat. Scilicet sunt m in-

tegralia aequationum difFerentialium propositarum ipsae aequationes

f=a, ff,=a^, B., = a,_, . . . , ^_^ = a^_^
,

e quibus deinde si determinantur p^, p^,, • • •; p,,, per q^, q.,, , . ., q^^^. habentur

m— 1 reliqua integralia per formulas:

4-^ = 0,
ff ^^1

;
,

^'i^2 , ^ ^ ^P,u ; 1

/[^ dq^-\-^ f/(/,H h-;;^ dg +0 , = 0,

m—

1

in quibus expressiones sub signo sunt differentialia completa, quoiiim igitur inte-

gratio nonnisi quadraturas poscit. Quantitates a, «i, ..., «„._i, b^, bo, ..,, 6„,_,

sunt constantes arbitrariae.

Aequationes, quibus fonctio H; definitur, ex iis, quae supra §. 32 de-

monstravi, variis modis transformare licet. Scilicet in aequationibus

[K, f] = 0, [K, H^] = 0, . . . ,
[II, ^_J =

loco functionum f, H^, H.>, ..., //^_i alias quascunque ponere licet, in quas

illae ope aequationum f ^= a, H^ ^ a^, H^ = a^, . . ., i^_i = r/,_, translbrmari

possunt; nee non supponere licet, ope harum aequationum e functione quaesita

Hl eliminatas esse quantitates 2)x, p-i, • • -•, pi- Statuatur, ope earundem aequa-

tionum eliminatas esse p^, p^, • • •, Pi ex ipsa /' omnes praeter y>,, ex ipsa //,

omnes praeter p.j, . . ., ex ipsa //,ii omnes praeter pi, singulis aequationibus

f=ci. H^^^Ui, ..., -ö,_i = «,_t in singulis eliminationibus efficiendis respective

reiectis. Tum aequationes, quibus 11^ satisfacere debet, hae tiunt:
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dH, df dH df

dH. df

= [Ä,, i?J =
dH. dH dH. dH

1 1
,

! 1

0^2 ^P2 ^^i+1 ^Pi+1

dH. dH
1 1

dH.
1

'
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G3.

Integratio simultanea binarum aequationum in theoria praecedente primum
obvenit in investigatione functionis H.,, quippe quae duabus aequationibus

simul satisfacere debet. E §. antec. hae duae aequationes ope integraliiim iani

inventorum /= a, H^ = a^ in duas alias transformandae sunt. Sed statuainus.

aequationum differentialium propositarum praeter duo integralia illa f= a, //,= «j

haberi tertium

(p = Const.,

ita nt identice sit

[y. /] = 0,

transformatio illa non adhibenda, sed haec investigandae ipsius H.> ineunda via est.

Si habetur [y, i7,] = 0, statui potest R, = (p, neque igitur ulteriore dis-

quisitione opus est. Casum, quo [^, H^] in valorem numericum, ex. gr. ±1,
redit, sive generalius in functionem , ipsarum f, H, in sequentibus exeludemus,

quippe quo methodum supra traditam retinere convenit neque tertii integi'alis

inventi usus erit. Quibus suppositis, poterit sequente methodo e functione y?

alia Ho derivari, pro qua, sicuti pro ipsa y, sit [H.j. f] =^ 0, simul vero etiam

[H,,H,] = 0. Ponamus:

[<f, HJ = A^, [A^, HJ = A, [A„ HJ = A.^, . . .

,

quae eo usque continuanda est novarum fonctionum forraatio, donec perveniatur

ad functionem [^;..-i5 -^i] = Aj quae antecedentium /, H^,
(f, Ai, Ao, . . ., ^4^._i

functio est

^, = ili(f, H^,
(f,

A^, A,, ..., A^_^},

quae functio praeterea e variabilibus q^, p; nullam involvat. Sit F functio

alia quaecunque earundem quantitatum
f,

H^,
(f, Ai, .4^, . . ., A^^i. dico

primum, haberi identice

[F, f] = 0.

Etenim ex aequatione identica generali (Theor. V §.26)

[[V^> fl H^]M[f: HJ, ^]+[[/i„ iPl f] =
sequitur casu nostro, quo [/', i7,] = 0, aequatio:

In qua si loco ip successive ponitur
(f,

x4j, A.>, A^, . . ., sequuntur.

quum etiam sit ex hypothesi [y, f] = 0, alia ex alia aequationes

[^„ /] = 0, [A,, /•] = 0, . . . , [^,_„ f] = ü.
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PoiTO fit

Unde, quum expressiones in singala difFerentialia partialia ipsius F multiplicatae

identice evanescant, fit [F, f] = 0, q. d. e.

Habetur secundo loco:

dF dF dF
[F, HJ = ^[f, HJ^^[H^, HJ+^[cf, nj

dF dF

sive, quum sit

[f, BJ = [H^, BJ=0,
[cp,HJ = A^, [A^,HJ = A^, ..., [A^_^, HJ = A^ = 9^,

habetur

rr. r/n ^F , dF , dF . dF „^

Unde eruitur functio F, quae duabus aequationibus

simul satisfacit, si ea indagatur ipsarum (p, A^, A.,, . . ., ^i._i functio F. quae

identice efficiat

SF , dF ^ dF
,

dF ,^.

qua in aequatione ^ est data ipsarum y, A^, A^, . . ., A_i functio. Ipsae
f,

Hl ' in hac investigatione tamquam constantes considerari possunt
,

quippe se-

cundum quas functio quaesita F non differentiatur. Qua de re in W loco /,

Hl etiam earum valores constantes a, a^ ponere licet.

Per regulas notas habetur F, si F= Gonstans est integrale aequationum

d(p : dA^ : dA^

:

... : dA^_^ : dA^_^
*

quod systema locum tenet unius aequationis differentialis ordinis (k— 1)^' inter

duas variabiles. Quam, si introducitur elementum dr, etiam per hanc aequa-

tionem k^' ordinis repraesentare licet:

dr^

siquidem in expressione ipsius ^ loco ipsannn A^, A.,, . . ., A^__i ponitur
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dip d" (t d ~
(f . ^- • • T^ /-. . , .

d^ ' ~dT^ " ' '
' dr"-^ '

^^^^^ aequationis si f = Oonst. est integrale, invenitur

functio qnaesita H^, si in F loco ipsarum -^, -Vf- ? • • -, ,
^.Jf restituuntur

valores ili, vlo, . . ., A^^-^. In hac quaestione usiii est. quod, quantus sit ordo

aequationis differentialis, cuius integrale unum inveniri debet ad determinandam

fimctionem H^ = F, totidem e duohus integralihus H^ = ay, (f^ Const. integraUa

nova aequationum differentialium j^fopositarum derivare Uceat. Vidimus enim,

si k— 1 iste ordo sit, haberi integralia nova

A^ = Const., A^ = CoDst., . . . , J^_, = Const.,

quae a se et a tribus integralibus datis independentia sunt. Qua re altioris

integrationis incommodum quodamniodo compensatur.

Patet antecedentibus, etsi integrale y = Const. non id sit. quod in serie

integralium secundum methodum a me propositam successive investigandonim

ut integrale tertium adhiberi possit, eins integralis tarnen cognitioneni in-

vestigationem tertii integralis H.j = Const, plui'imum adjuvare, siquidem ex-

pressio [H^,
(f]

non in numerum redit alium atque zero, neque in ipsarum /",

H^ functionem.

Praecedentia applicantur ad investigandum iisiim trium integralium, quae conservationem

arearum concernuut, in aequationibus dynamicis secundum methodum supra propositam

integrandis.

64.

Praemissis considerationibus praecedentibus generalibus, revertor ad

propositum; quaerimus enim usum, quem in integratione nostra percipere liceat

e tribus integralibus, quae principium conservationis arearum concernunt. In

applicationibus ad Dynamicam est /'== a aequatio, qua principium conservationis

virium vivarum continetur. Sint H^ = a^, if = Const. aequationes binae e

tribus, quae principium arearum constituunt, sive, tribus expressionibus

(dz. dy.\ ( dx. dz. \ / diji dx. \

'V' dt ' dt J ' V ' dt ' dt J '\ • dt ^' dt )

exhibitis per quantitates q^, q.j, .... q,„. p^, p.>, . . ., p,„. sit

/ dx. dz. \

/' du. dx. \

V. 20
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Demonstravi supra §.51 (4), baberi

[cf, ip] = H^, [ip, SJ = (f,
[H^

, <f^ = ip.

Hinc secLindum praecepta §. antec. tradita, si statuitur
\(f.

H^']=A^, [_A^. H^'\^=A.>,

fit Ai=—yj, A^= —(f, ideoque k = 2, Ai,= U^= —(f.

Poiiendam jam est

d(f : dA^ = A^ : A.-,,

sive

d(f :
— dip = — ip : — y,

sive

(fd(f-hipdtp = 0,

cuius aequationis habetur integrale:

-flg ^= (f(f-hipip = Const. .

Casu igitur proposito aequatio differentialis. ciüus integrale inveniri debebat ad

determinandam H^, tantum primum ordinem ascendebat, eratque aequationum

differentialium propositamm unum tantum integrale novum ip = Const.
,
quod

e dato
(f
= Const. derivari poterat. Aequatio illa primi ordinis quum sine

negotio integrata sit, habemus, si tria integralia principii arearum locum habent,

duas functiones H^, Ho. quae identice satisfaciunt aequationibus

:

[/•,'i/J = 0, [/, HA = 0, [H^, E^] = 0.

Loco Ho etiam aliam quamlibet functioneni ipsariim /', H^, H ponere licet,

ex. gr. fanctionem

H.^ = ]/H^B^-^cpcf-hipip,

quae plerumque commodiores formulas suppeditat. Invento quolibet integrali

Hl = Const. in serie integralium secundum methodum propositam investigan-

dorum, supra vidimus §.22. ordinem systematis aequationum differentialium,

quae integrandae restant, unitatibus duabus diminui. Hinc. introducto uno in-

tegrali H2 = Const. in locum duorum (p = Const. , ip = Const. , nihil nos pro-

fecisse videri potest, quum etiam duobus integralibus quibuscimque inventis

aequationum differentialium propositarum ordo duabus unitatibus diminuatur.

Sed hoc interest discrimen, quod introducto uno integrali H., = Const. methodum

nostram integrationum adhibere liceat, qua quolibet novo integrali H- = Const.

invento ordo differentiationum duabus unitatibus diminuitur. Sed melius adhuc

methodi propositae indoles his considerationibus perspicitur.

Demonstravi supra §.56 modo particulari, quod etiam e theoria pro-

posita generali peti poterat, quoties unum integrale

/ dy. dx. \ dv
H^ = 2m. X. -j^— ij^-^ I

= 2m r?
dt -^^ dt J ' ' dt
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locum habeat, ope huius integralis unam variabilem ?'„ una cum eius difFe-

i'entiah -~- ex aequationibus differentialibiis propositis prorsus abire, unde

ordo differentiationum duabus unitatibus minaitiir. Scilicet posito r,- = ?/i-f-y„

et eliminata —~- ope aequationis praecedentis, variabilium i\, V2, .... r„

du
eorumque differentialium solae differentiae u-, --— in aequationibus diffe-

rentialibus propositis remanent. At ne hoc, quod ea ratione lucramur, com-

modum rursus perdamus, necesse est, ut ad reductionem ulteriorem ordinis

differentiationum ea tantum adhibeamus integralia, quae et ipsa variabilium

v^, V2, .... r„ non nisi difFerentias continent. Id quod in integralibus duobus

reliquis, quae ad principium conservationis arearum pertinent,

^ = Const., tp = Const,

in quibus

/ dz. dy.\ r
f dz. d)-.\ de]

/ dx. dz.\ r / dz. dr.\ dv.)

^ '\* dt ' dt J ' l '\ ' dt ' dt ) ' • ' dt r
locum non habet. Qua de re pro his duobus integralibus certa eorum com-

binatio adhibenda est, in qua angulormn v-^, i',, . . ., v„ non nisi differentiae

obveniunt. Cuiusmodi combinatio est aequatio

(f(f-{-ipip = Const..

Habetur enim, designante e basin logaritbmorum naturalium,

, ,_ f dr. dz. , du. 1

, ,_ f dv, dz. . dv, \

sive, posito

^. = Q^co&ri., r. = Q/mrj.,

habetur:

(dv. . dv/—

—

/— T"^ /

—

"''1

dii. dv
^_ ^ y_ 1 = 2m ^ e+'k K-i ^^2

1

unde

20*
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Iplfj-^CfCf

_ ((h.
,

dv^\d^q^ .
dv^\

ipsis i et k in summa duplici praecedente tributis valoribus 1, 2, . . ., n, si-

quidem rm-sus 7i est numerus punctorum materialium, quorum motus deter-

minandus proponitur. Quam summam patet ipsarum v^, V2, . . ., v„ solas dif-

dv^ dü^ dv^

ferentias continere. Quae ut etiam ipsarum -^ , -^ , . . . , -^ solas diffe-

rentias contineat, facile efficitur adiumento aequationis

dv. dv.

1 ' ^ dt * '
' dt

Imaginariis eiectis, aequatio praecedens in hanc abit:

r dr]. drjj, dv. dv^ 1

f diq. dVj^ dr^j, dv. ^

quam data occasione adnotare placet formulam.

Quum antecedentibus casu proposito pateat, in ipsa integratione aequa-

tionum differentialium propositarum in locum duorum integralium cp = Const.,

1^ ^ Const. adhibendam esse unicum yy-hi//i// = Const., quaeritur, quinam

usus sit integralis 99 = Const. sive ip = Const. ,
quod praeter integrale hoc

y^_j_^^ = Const. habetur. Cuius is est usus, quod eins integralis beneiicio

quadraturae supersedeatur. Sint enim H^ = a^, y = VcioCosß, ip = ya^smß

tria integralia, quae principium conservationis arearum constituunt, designantibus

«1, «2 5 ß constantes arbitrarias. Inventis omnibus aequationibus integralibus

dr. du. dz. , , .
dv^

inter quantitates 7\, ?<.., Zi, -^, -~ , -^ , mvemtur —rr- ope aequationis

dv.

per formulam supra traditam §. 56 (1):

du.

dv^ _ ' ' dt

dt 2m.r-

E qua formula per quadraturam valor ipsius v„ eruendus foret, cui tamen per

aequationem y = l/«^cos/y sive ip ^ya.jsmß sive aliam ex iis conflatam super-

i
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sedetur. Fit enim, advocatis ipsarum
(f,

ip expressionibus supra traditis:

ffcosv^-i-ipsinv^ = ]/^cos(y„— ^) = ^-w.jsinw.l^r.-^ —s.-i^j —s.rxosM.^j,

-./^ . . . f ( '^^i f^^' \ de. 1
<f?,mv^—ipco^v^ = y«2sm(ü„— /?) = -Sm. |cosm. yr. -^ —z. -^\ -^z.r^mu. -~-^ -

ÜLiarum aequationum alterutra post substitutionem valorum —'- = —'- n^ ^
dt dt dt '

qui iam pro datis habentur, deterininatur v„ sine quadratura.

üemonstratur, quodvis problema mechanicum
,

pro quo principia conservationis virium

vivarum et arearum valeaut, atque in quo positio systematis a tribus tantum quantitatibus

pendeat, ad quadraturas revocari.

65.

Considerationibus praecedentibus aestimari potest, quae methodo pro-

posita lucramur, si in problemate mechanico praeter principium conservationis

virium vivarum tria integralia locum habent, quae principium conservationis

arearum concernunt. Systematis aequationum differentialium propositi

dq^ : dq, :...: dq^^^ : dp^ : dp.^ :...: dp^^^

~
^Pi ' dP2 ^P,n

' ^^1 * % ^'i,„

est ordo 2??<— 1. qui per integrale f=a revocatur ad ordinem 2 7/1— 2, ac per

tria integralia principii arearum H^^cii, y = l/^cos/y, t/^ = V^/osin/? ad or-

dinem 2m— 5. Nam licet iam per duo integralia f^(f, H^ = a^ aequationes

propositae ad ordinem 2m— 4 revocentur, ponendo ?',= ?'„ H-", et eliminando
dv ,

difFerentiale -^^ ipsa v„ ex aequationibus differentialibus sponte abeunte, ad-

notavi tarnen, ne ipsa v„ in aequationes differentiales redeat, loco integralium

(p = VögCos/?, ip = ya.js'mß unicum tantum (f(f+\j.np = (l, udhiberi posse, ideoque

tantum unitate ordo 2m— 4 adhuc diminuetur. At methodo nostra, qua inte-

grale quodlibet datis considerationibus satisfaciens ordinem differentiationum

unitatibus duabus diminuit, fit, ut duobus integralibus 11^ = ^'1.. //o = «.> adhibitis,

quippe pro Quibus identice habetur

[H,
,

/"] = 0, [H^
, /] = 0, [iA ,

Il^ = 0,

ordo 2711— 2 revocetur ad ordineyn 2m— Q. Fluit igitur casu speciali. quo

m = 3, e methodo tradita Propositio memorabilis:

Quodlibet problema inechanicum
,
pro quo principia conservationis virium

vivanim et arearum locum habent, et in quo positio geometrica systematis

tribus quantitatibus determinatur, ad quadraturas revocari potest.
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Propositio praecedens paullum a gravitate sua eo amittit, quod. ni vehementer

fallor, nulluni extat problema mechanicum, pro quo dicta principia generalia

locum habeant, et in quo positio systematis a tribus quantitatibus pendeat,

praeter duo illa motus puncti versus centrum fixuni attracti et rotationis cor-

poris solidi nullis viribus sollicitati circa punctum eins fixum. Horum autem

problematum solutio completa iam ex longo temporis intervallo inter Analystas

constat. At posterioris certe problematis reductio ad quadraturas extolli solet

ut pulcherrimus gloriae titulus, quem adepti sint Analystae decimi octavi saeculi,

qui tarnen aequationum differentialium integrationem perbene calluerunt. Et

postea magnas laudes iustamque admirationem meruit 111. Lagrange, qui istam

ad quadraturas problematis reductionem vel sine advocatis axium principalium

corporum proprietatibus, quibus Euleri analysis nitebatur, suscipere ausus fuerit;

id quod pro splendida ac paene luxuriante artis manifestatione habeatur. Qua

de re fortasse non displicebit Analystis. quod hie non tantum sine auxilio pro-

prietatum axium principalium, sed adeo sine certa variabilium electione —
quid? quod sine formatione aequationum differentialium problemati illi parti-

cularium reductio ad quadraturas efficiatur, nulla re in subsidium vocata, nisi

quod in problemate assignato principia generalia mechanica valeant.

Operae pretium videtur, simultaneam duorum problematum mechanicorum,

de quibüs dixi, reductionem ad quadraturas, secundum methodum traditam ge-

neralem efficiendam, accuratius exponere. Si motus propositi perturbantur,

eadem analysis sine ulteriore calculo differentialia elementorum perturbatorum

suppeditat (§. 52).

Solutio simultanea problematis de motu puncti versus centrum fixum attracti atque pro-

blematis de rotatione corporis solidi nullis viribus sollicitati circa punctum fixum. una

cum expressionibus differentialibus elementorum perturbatorum utriusque problematis.

66.

Eligatur modus quicunque, in altero problemate positionem puncti in

spatio, in altero positionem corporis solidi circa punctum eins fixum deter-

minandi, quod fit in utroque per quantitates tres, quas voco ^i, q.,, q^. Sit

^^1 ^. 'h, ,
dq.^

,
. . .

'.

^—^ = ^1, , = qo, j,
=

q_i, ac expressa semisumma vu'uun vivarum 1

per q„ q,, q,, q[, q!,, q!„ sit

dT _dT^ dT

Ponamus, H= a esse aequationem principium conservationis virium vivarum
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constituentem , atque H^=^a^, <j: ^= a[^
V^
= «1' esse tres aequationes, quae

principium conservationis arearum repraesentant respectii trium planorum inter

se orthogonalium , in altero problemate per centrum attractionis . in altero per

punctum fixum corporis ductorum.

Quantitates «. a^, a[. «J' sunt constantes arbitrariae, quae ipsas functiones

H, Hl, (fi,
ii> non afficiunt. Expressis H, H^, H.,^yH^H^-\-(f(f-^\i.iip per

quantitates q^, q^, q^, Pi, p^-, Pi, atque ex aequationibus

H = a, i/j = «j , B,, = a.j,

in quibus a., = V«! (fi -+- ci[ a[ H- a'^ a'l, determinatis quantitatibus p^, p.^, p.^ per (/i.

q.j, q^, est Pidqi-i-Pif^q^-^ppß^d difFerentiale completum, positoque

ac designantibiis a, a^, (h, h, h^. h., constantes arbitrarias, evadunt e §§. 33.

34 aequationes:

H= «, H^ = a , /y.-, = «q,

dV r( dp^ dp., cp., ]

-^ =J 1^^^^^A+^^^^A-+ ^^^^ = ^+^

J [-da:
'^'^^-^

^da- '^'^^^ ~d^ ^'^^\ = ^^ '

oa
1

- V V^W^ WWj V...^

dV r( dp^ öp, dp
_

integralia completa utriusque problematis propositi. eruntque tres aequationes

postremae aequationes finitae problematum.

Si motus propositi perturbantur atque in problematibus perturbatis aequatio

concernens principium conservationis virium vivarum fit

H-^i> = Const.,

sunt e §. 52 differentialia elementorum perturbatorum data per formulas:

da dn da^ dS2 da, dSi

~df^'~~dF' -df^~~ db' ' iir^~w/
db da db^ dn db, dSi

dt da ' dt ö«, ' dt da^

lam olim 111. Poisson in Commentatione praeclara Actis Academiae Parisiensis

anni 181G inserta expressiones differentiales elementorum perturbatorum })r()

utroque problemate communi analysi investigari posse demonstravit. Sed ipsa

problemata duo imperturbata eadem analysi hie primum. quantum credo. am-

plexus sum.
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lam certa variabilium electione facta formulas inventas pro altero pro-

blemate seorsim evolvam.

De motu puncti versus centrum fixum attracti secundum legem Neutonianam; formulae

differentiales elementorum perturbatorum.

67.

Sint p cos rj,
psmrjcosv, ^ sin ^ sin?? coordinatae orthogonales puncti

attracti, spectato centro fixo ut initio coordinatarum; posito -^ = ^', —— = ?•',

-j^ = t], massaque corporis =1, fit. designante ;^" vim attractivam pro unitate

distantiae

:

(1) -iH^^QHm'ri.7y=a^^

Quae notae sunt formulae et facillime probantur. Quantitates p, ij, v hie sunt

eaedem, quas §. antec. per q-^, q2, q^ denotavi. Fit porro

imde
dT , dT

, ,
dT 2 • 2 '

dQ'
"~ ^ ' dr^'

— '! — ^ " dv'

Quantitates (>', »jj. v^ hie eaedem sunt atque §. antec. per jhr Ih; Ih denotatae.

Eliminata v\ fit e (1):

unde

a.a.
9 i I I ,

11

(2) 9 r I 1 1 t

His substitutis valoribus fit

Hic non tantum patet, quod generaliter probavimus, expressionem

(3)
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differentiale exactum esse, sed ea. qua usi sumus, variabilium electione id

effectum esse videmus, ut in expressione illa differentiali adeo variabiles se-

paratae sint. Idem evenit pro lege attractionis quacunque, quae si exprimitur

per functionem S^^"^ ?
taiitum opus est. ut in expressione ipsius T ante-

cedente loco ipsius — ponatur /(()).

Ex aequatione (3) fluunt secundum praecepta §. antec. tradita inteo-ralia

finita problematis

:

dv r do

d V r a dl]

\al ^^— r Sin-»/

,
_dV__ r dri f

1

r dtj f smTjdrj 1 /- /
(7) 5 r= r = — Are cos/ \ -

[ ^ sin^?j J

Fit primum

-—•co.s/; |;

o'/

porro e (5) habetiu':

r a.dcotsv
(8) v-b^ = - . ; '

^^
= Arcco-s/ 1/-^^ -cotg,

^{«'—«r— «icotg"^/} \r ''i~''i

unde:

(9) cotg?i = y .,
' •cos(f— ^,).

Deinde erit

(10) ( ^-i ^.±^( "1 ±

siquidem statuitur

Ü-.

(11) -^ X- = ]V^-2nfa.^cosM.

Substitutis (7) et (10). aequatio (6) in hanc abit:

(12) ^, = Arccos/|/^^.cosA-..

21
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unde:

(13) COS^ = 1/ "
^ C09{u-'rh^).

Denique habetur e (4):

t-^b = f
^^^ = f

V—2a.QdQ

sive, posito

(14) x^->r2aQ = l/x^-h2aa2.cos^,

fit:

1 r x^E ^lx^-\-2aa\
(15) t^h = -^UlE = --—^- \

-
-sin^.

Ut aequationes inventae induant formam simpliciorem
,

pro constantibiis ar-

bitrariis adhibitis alias introducam. Sit

2aaj, X- (— 2a)- x
(16) I/1+-—^ = ^^,

,
a = —

-,^^, 11= -j^ = ~;r^2A ^- Ai

fiunt (14), (11), (15):

A(l ee)
(17) Q = A(l— e.coiiEX —

^

-= l-\-e.coszi, in(t-hb) = E—e.sinE.

E quibus aequationibus patet, quantitates E, u, /uQ-i-Ii), A, e, — b, —^ esse

anomaliaim, excentricam, anoinaliam verkam, cmomaliam mediam, serniaxem maiorem,

excentricitateyn, teynjms perihelii, radicem quadraticam seiniimrametri.

Ponamus porro

(18) [/
^

^ - =- tang^', unde —i^ = cos«,

fit e (9):

(19) cos«cosij = sin*sini^cos(y— 6^),

quae docet aequatio, orbitam puncti attracti esse planam atqiie designare i in-

cltnationem orbitae atque by longltiLdinem nodi ascendentis orbitae, ideoque erit

— aequale radici quadraticae semiparametri multiplicatae per cosinmn inclina-

tioms orbitae. Unde iam quinque constantes arbitrariae a, a^, cl,, b, b^ signi-

ficationem geometricam invenerunt. Restat aequatio (13), quae e (18) in

hanc abit:

(20) cos»; = sin^cos(^*-+-6.,) = sin*. sin Im-h-^ +^2) *

Haec Ibrmula docet, esse ^ -f- bo distantiam perihelii a nodo ascendente.
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E Theoremate §. 66 proposito fiunt differentialia elementorum pertur-

batorum

:

db^ da

dt da.

da

~dr

dh

~dt

dn

da

da.^

~dt

db^,

dt

db;

dSi

da.^

quibus in formulis est

• • semiaxis major,
2a

«1

X

— b

71'

radix quadratica semiparametri multiplicata per cosinum inclinationis,

radix quadratica semiparametri,

tempus perihelii,

longitudo nodi ascendentis,

• distantia perihelii a iiodo ascendente.

Designante igitur, ut notationem usitatiorem adhibeam, A semiaxem maioreni,

h radicem quadraticam semiparametri, i inclinationem , r tempus perihelii. ^
longitudinem nodi ascendentis, CD distantiam eius a perihelio, fiunt formulae

differentiales elementorum perturbatoriim

:

(21)

dA
dt

dm

dU
dt

2Ä' dn
dv

dn
dh

dn

d.hcosi

3f2
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(23)

da

ItT

dt

dz

dt

dx'
'

an
dz'

dx'

dt

dl_
dt

dz'

dt

X- X

tC-z

an
dx '

dn
dy '

dn
dz '

in quibus i2 est data functio ipsarum t, x, y, z, x\ y' , z\ Per varias me-

thodos supra traditas ex elementorum canonicorum systemate proposito innmnera

alia facillime derivantur.

Si placet, quod in calculis commodius est, in locum temporis perihelii

ut elementum introducere epocham seil valorerti anomaliae mediae pro t=0,
C = fXT= f.1

b,

facile deducitur e (21):

dx; _ ^1 du
''~di-^^ dA '

dt de

]/Z 1— ^COS-^

Ae%va.EdE,

reliquis formulis (21) immntatis manentibus.

Quaeramus adhuc ipsiiis functionis F expressionem finitam. Fit

{ ( X- \ al 1» xe sinE

linde

fi / x'\ «2^ ,__rsm^EdE

Fit porro, posito a^ z= ah ^= ü^A(\— e^),

/'f «; 1» C{ cos-^ V2

\Ul A-\dri = xh \l .-.^\dri

= x/iArccos 1 —.—'-
] — xAcosiArccos(cotgicotgi?).

TT T V sm^ 7
Unde

y = xVA \E-]-esmE—2yv^^Arctg ( ^^ tg—)| -+-xA Arccos (-^^^]
^ V ]/l— e 2 y^ ^ sini '

-+-;<Äcose{u— A^ccos(cotg^cotg»;)|.

In differentianda hac expressione seciindum constantes arbitrarias A^ e, i, quae

in locum ipsarum a, a^, a^ introduci possunt, adhibendae sunt aeqiiationes

:

= 1

—

ecosE-\-AesmE-;:r-r
,dA

U = cos-C/

—

esinE-TT— .

de

" ei
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Integrationes antecedentibus factae sunt respective inde a limitibus (> = rl(l— e),

r} = ^— i. Quorum limitum in diiferentianda V secundum constantes arbitrarias

respectum non habuimus. Scilicet quia in expressione V termini siib sio-no in-

tegrationis pro limitibus illis evanescunt, unde facile patet, terminos e limitum

variatione prodeuntes evanescere ideoque negligi posse.

De methodo proposita in varia problemata applicanda, ac praesertim in probleraata

isoperimetrica.

68..

Methodus generalis etiam facillime applicatur problemati celeberrimo de

puncto versus duo puncta fixa, quorum datae sunt massae. secundum legem

Neutonianam attracto. In cuius solutione occupatus invenerat Eulerus praeter

integralia duo a principiis conservationis vii-ium vivarum et arearum suppeditata

integrale tertium, quo problema ad aequationem differentialem primi ordinis

inter duas variabiles revocabatur. At summo vii'i egTegii acumine et intrepido

animo indigebat. ut per varia tentamina aequationis differentialis coniplicatis-

simae reductio ad quadraturas succederet, Nostra methodo per regulam ge-

neralem absque omni calculo instituendo aequatio differentialis revocari potuisset

ad quadraturas. Determinatis enim e tribus illis integralibus x', y'. z per

X. y. z et tres constantes arbitrarias «, <r/i, «o, quas principia conservationis

virlum vivarum et arearum et integrale ab Eulero inventum involvunt. erunt

aequationes tres:

C\dx' ^ dij ^ Sz' ,]

rfÖ^' , dy' ^ dz'X j

\-^— 'i^-^^—<^y+-^— <^H = ^o,
J l oa^ oa,, '^ da,, J

in quibus expressiones sub signis integrationum differentlalia . exacta sunt,

problematis propositi aequationes iinitae. Nee non etiam huius problematis

sine ullo calculo per Propositiones nostras generales habentur formulae per-

turbatoriae.

Quoties in problemate mechanico, in quo principium conservationis

virium vivarum valet, positio systematis duabus quantitatibus a se inde-

j)endentibus ^j, q^ determinatur — quod ex. gr. evenit. puncto supra datam

superficiem ii) linea hrevissiwa moto — noya methodo integrandi aequationes
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differentiales partiales primi ordinis non egebat, sed sufficit Lagrangiana. quae

de tribus variabilibus pro perfecta haberi potest. Problemata eiusmodi pendent

ab integratione aequationis differentialis secundi ordinis inter duas variabiles,

quae. si praeter dictum principium alterum innotescit integrale

AC^ir ^2' Pi^ pD = «1'

revocatur ad ordinem primum. Sed secimdum methodum nostram generalem

vel etiam secundum ipsam methodum Lagrangianam integrandi aequationes

differentiales partiales primi ordinis inter tres variabiles haec aequatio dif-

ferentialis im.mi ordinis inter duas variabiles semper ad quadraturas revocari

potest. Sit enim f=a aequatio pro viribus vivis, eimantur ipsarum p,. p.,

valores ex aequationibus /'= a,
f^
= a^, determinabit aequatio

positionem systematis. sive pro puncto singulo. in data superficie moto, eins

orbitam, atque altera aequatio

positionis tempiis. In liunc casum, qui tantum integrationem aequationis dif-

ferentialis partialis primi ordinis inter variabiles ti^es requirit, in qua una

variabilium, functio quaesita, ipsa non obvenit, exempla praecedentibus allegata

redeunt. Nam introducendo coordinatas polares per integrale a principio conser-

vationis arearum petitum unam variabilem simul atque differentiale partiale secun-

dum eam sumtum ex aequatione differentiali partiali eliminare licet, unde tres

variabiles independentes ad duas revocantur atque aequatio differentialis partialis.

a cuius integratione problema pendet, ad aliam iam apud 111. Lagrange tractatam.

Notum est, aequationes differentiales vulgares lineares secundi ordinis

inter duas variabiles ita comparatas esse, ut post alterum integrale inventum

alterum tantum a quadraturis pendeat, Problemata mechanica videmus ducere

ad alias aequationes differentiales vulgares secundi ordinis inter duas variabiles

ita comparatas, ut post alterum integrale inventiun alterum a solis quadraturis

pendeat, et quae neutiquam sunt lineares.

Cuiusmodi ex. gr. est aequatio differentialis notissima, quae lineam bre-

vissimam in data superficie concernit, quippe quam describit punctum in super-

ficie data moveri coactum et a viribus nullis acceleratricibus sollicitatum ; unde

habetur Propositio:
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(lequationis differentialis secundi ordinis, a qua linea h^evissima pendet,

si integi'ale unum inventum est, lineae determinatio ad solas q^iadraturas

revocatur.

Ciiius Propositionis exempla suggerunt lineae brevissimae in siiperticiebus

rotundis, conicis, cylindricis, in quibus integrale unum sponte se offert. Ac

generalius, quod diximus, valebit de aequationibus difFerentialibus secundi or-

dinis. a quibus pendent problemata, integralia huiusmodi

maxima vel minima reddere. Facile autem patet e supra traditis, exhibendo

problemata mechanica hie tractata sub forma

df(T-hU)dt = 0,

methodum propositam omnibus problematibus isoperimetricis adhiberi posse. in

qnibus expressio sub signo integrationis quemlibet functionum incognitarum

numerum earumque difFerentialia prima ijivolvat. Posito enim q] = ,
' . si

proponitur aequatio

SJ(f(t, q^, q,, ..., q^^^, q[, q'^, . . ., q'Jdt = 0,

ponatur

•^1 dq[ ^2 Sq'^ ^.u
Qq^^^

atque eliminenüir ex hac expressione ipsae q[, ql, . . ., q',„ per aequationes

dg) d(p d(f)

Quo facto pendebit problema, quod facile e regulis notis calculi variationum

eomprobatm- atque ex ipsa analysi elucet, quam apud 111. Hamilton invenis.

ab integratione completa systematis aequationum difterentialium vulgarium se-

quentium:

dq^ _ dH dq,_ _ dH_ dq^ ^ ÖÄ_

~dr~ Öp, ' 'dr~ "Ö/^' •
• ' dt ~ (9/>„,

'

dp^ dH dp, dB dp^^^ _ dH

"W^"^' ~dr^~~d^' ' 'dt~~dq^/
Quam integrationem completam demonstravi obtineri per integrationem com-

pletam aequationis difFerentialis partialis

dV
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in qua ponendum est

__dv __dv_ ^ dv

Haec autem integratio per methodum novam hie propositam absolvitur.

Etiam generaliorein casum problematum isoperimetricorum, quo ex-

pressio sub signo integrationis praeter differentialia prima functionum incogni-

tarum differentialia altiora ordinis cuiuslibet involvit, contingit ad integrationem

aequationis differentialis partialis primi ordinis revocare. Quae aequationes

differentiales partiales omnes eo commodo gaudent, quod fnnctionem quaesitam

sive variabilem dependentem ipsam non involvunt. Sunt tamen problemata

isoperimetrica
,

quae ad aequationes differentiales partiales conducant, ipsam

etiam variabilem dependentem involventes, ea dico, in quibus expressio, cuius

Variationen! evanescentem reddi oportet, non immediate ut integrale proponitur,

sed et ipsa ab integratione aequationis differentialis primi ordinis pendet, quae

praeterea functiones incognitas earumque differentialia involvit. Quin adeo.

si expressio, cuius variationem evanescentem reddere proponitur, per aequa-

tionem differentialem cuiuslibet ordinis datur, quae etiam functiones incognitas

earumque differentialia involvat, quaestionem ad integrationem aequationis dif-

ferentialis partialis primi ordinis revocare contigit. Unde et illis quaestionibus

valde generalibus methodos nostras applicare licet.

Quaestiones isoperimetricas
,

quae ad aequationes differentiales partiales

primi ordinis revocari possunt, antecedentibus eas esse supposuimus, in quibus

functiones unius variahilis seu curvae indagantur proprietati maximi minimive

satisfacientes. Quaenam analoga extent circa problemata isoperimetrica, in

quibus functiones duarum variabilium seu superficies quaeruntur, integrale

duplex propositum maximum minimumve reddentes, felicioribus conatibus re-

linquo investiganda.

De relationibus simplicissimis, quibus differentialia partialia variabilium secundum elemeuta

canonica sumta differentialibus elementorum secundum variabiles sumtis vel nude vel

mutato signo singula singulis aequiparantur.

69.

Systemata elementorum, quae afficiunt solutiones problematum mechani-

corum secundum methodum a me propositam inventas, praeterea quod for-

mulas perturbatorias simplicissimas suppeditant, aliis adhuc gravissimis pro-

prietatibus gaudent. Quas sequentibus exponam.
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Sit V functio quantitatum

?P q-2^ • • -. 9„.- «1- «r • • ., o,„, f„ U. . . ., t^,

ac ponamus
... 6V dV dV

aa, ' öo,, ^ da

Ex aequationibus (1) et (2) sint ^j. q.,. .... 5,,,, i^^. jh, .... y;,„ expressae per

«1, r/2, .... r/„,, ^1, ^2; •••? ^»,? ^1- ^2.- • • •? C äc vice versa a^, a.>. . . ., «„,,

b^, b,, ..., b„ expressae per q,. q,, ..., q,„, p,, p., .... j;„., t,, U, .... ^^. Quae

sunt expressiones, quas in sequentibus subintelligam, si quantitates q^, q^, .... q,„,

Pi, P2, . . .5 p,n secandum <7., 6,, ^, vel vice versa quantitates a^, a.^, . . ., a,„,

bi, b^, .... 6„, secundam ^,. p,, t- differentiantur. Suppositionem, quantitates

5,, Pi per ö,, 6,, f; ita expressas esse, ut (1), (2) identicae evadant, vocabo

suppositionem primam: suppositionem, quantitates a,, bi per ^,, p^, ?, ita ex-

pressas esse, ut (1), (2) identicae evadant, vocabo suppositionem secundam.

Suppositione j)rima facta, differentiemus aequationes

''^
-b.

öa.
secundum a^, 6,. ?,, prodit

d^V dq^ d'V dq^ d'V dq^^^ db.

(4)
^^

,

^^^
^g.

,

^^^
^^-2

, ,

^^
^g». ^0

dttj^da. da^dq^ da. da^dq.^ da. da^_dq^^^ da.
'

(5)
da^dq^ dh. dajdq^ db. da^dq^^^ db. db.

d'V d'V dq, d'V dq, d'V dq^,

^'^ da^dt.
"*"

da^dq^ ~dt"^ da^dq, ~dr~^ ^
^«a-^^«, ^*f

""

Suppositione secunda facta, differentiemus aequationes

dV
dq^

= Ih

secundum ^,,, p^,, t^,, prodit:

d'V d'V da, d'V da, d'V da^

'dq^dq^'^~d^d\^^~d^^^~d^ '" ~d^^ dq., ~ '

(8)

d'V da. d'V da, d'V da^^^ dp,

dq.da^ dp., dq,da, dp^. Sq^da^^ dp,, dp.,
'

d'V d'V da, d'V da, d'V da^^,

22
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In bis formiilis indicibus i, i', k, ^ tribui possunt valores 1,2, ..., m, excepto casu,

quo i, i' ipsam t afficiunt, quo casu ils valores 1, 2, ..., ju conveniunt. Expressiones

sunt aut =0, si k, i ab i, i' diversi sunt, aut =1, si k= i, /= ^'.

db. ^Px

dh. dp..

Multiplicentur aequationes (4), (5), (6) per

da, da.

dq., ' (9/J., ' dt.,
'

ac post niultiplicationes factas instituatur siimmatio secundum indicem k, hoc

est, ponatur successive 1, 2, . . ., m loco ipsius k, et expressiones, quae inde

prodeunt, addantiir. Quo facto, per (7), (8), (9) nanciscimur e (4):

(5):

(6):

(10)

(11)

(12)

(13)

(1^)

(15)

(16)

(H)

(18)

d" V da.. d'V de

da, da.

d'V dq^

dq^dq.. da.

d- V da.

da, da.

d'v

^Pi'

da.

da^ da.

d'v'

dt.,

dq^

dq^ dt.,

da.

dq..

da.

dp,,

da.

dt^

d'v

da.

da^da. dq.,

d'V dq.

dq^dq., da.

d'V da^

da^da. dp.,

d'V da.

da^da. dt.,

d'V dq.

dq^dt., da.

d^V dq^ d^V

d'V
j
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Si utrique parti aequationum (10), (12). (16), (18) respective additur

d'v d'v

171

d'V d'V
dq^ßa. ' dt.,da. ' dq.ßt. '

dt., dt.

aequationes inventae (10) — (18) sie exhiberi possunt:

(10*)
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70.

Aequationes integrales systematis aequationum difFerentialium vulgarium

propositi sub duabus maxime formis considerantur; exprimuntur enim aut in-

coo-nitae omnes per imam ex earum numero (ex. gr. tempns in qnaestionibus

mechanicis) atque constantes arbitrarias, quas integratio completa secum fert,

aut exprimuntur constantes arbitrariae per incognitas. Qua in re incognitas

etiam dicimns earum difFerentialia, quae inferioris ordinis sunt atque summi, ad

quem in aequationibus differentialibus propositis ascendnnt. Aequationes poste-

rioris formae ita comparatae sunt, ut semel difFerentiando constantes omnes

arbitrariae sponte abeant, ideoque aequationibus differentialibus, quae inde pro-

veniunt, per ipsas aequationes differentiales propositas sponte satisfiat, cuius-

modi aequationes integrales prae ceteris vocavi integralia aequationum dif-

ferentialium propositarum. Aequationes integrales, quae motum ellipticum con-

cernunt puncti secundum legem Neutonianam ad punctum fixum attracti, saepius

sub utraque forma propositae sunt, variosque ad usus indagatae sunt quotientes

differentiales partiales provenientes, si in altera forma incognitae secundum sin-

o'ulas constantes arbitrarias, sive in altera functiones constantibus arbitrariis

aequivalentes secundum singulas incognitas differentiantur. Qua de re memoratu

dignum mihi videtur, quod e formulis praecedentibus patet, proposito systemate

aequationum differentialium vulgarium, quäle in problematis mechanicis inte-

grandum est:
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abeat T in —H, ideo ut sit —H expressio ipsius T in suppositione secunda.

Unde erit V integrale aequationis difFerentialis partialis

qnod integrale continebit m constantes arbitrarias «i, a^, ..., a,,^. Consideremus

in aequationibus

ö?i
~^'''

Sq-2 ~^'' ' W^^"''
(2)

da^ -^^'
da..

-^2'
•

• •. ö^ = ^

m)

e quibus sequebantur aequationes §. antec. (10*) — (18*), ipsas «,, a.,, .... ^

/ji, ^2, . . ., 6„, ut constantes, unde ex aequationibus illis fiunt ^,, q,, .... o

7^1, ;;,,, .... ;;„, solius t functiones. Ac scribendo —F loco T- in parte laeva

aequationum (16*), (17*) §. antec, obtinemus 2m aequationes dilFerentiales,

quibus aequationes (2) satisfaciunt

:

_dn_^dp^ dB _ dg,

^ ^
dq., dt ' dp., ~ dt

'

quibus in formulis indici i' valores 1, 2, . . ., m tribuendi sunt. Aequationes

vero (10*) — (lö*) suppeditant Theorema propositum, videlicet: differentialia

partialia variabilium secundum elementa differentialibus partialibus elementoruni

secundum variabiles singula singulis aequivalere. Casu, quo functio H ipsam

t non implicat, qui est frequentissimus in problematis mechanicis, ita agere licet.

Statuamus, in §. antec. functionem V quantitates t^, 4, . . ., i^ omnino non

implicare: porro loco a,„ scribamus h, loco 6„, vero f-h^r. Unde aequationes

(1). (2) §. antec. fiunt:

(4)
d̂q^

dV

Eliminatis e (4) quantitatibus «i, «2? • • •? ^^»«-u prodeat

11 = h,

designante H functionem ipsarum q^, q.^, .... 5,,,, P\, Ih, • - -, p,n, quae ipsam

h non implicat. Unde vice versa considerari potest V ut solutio completa

aequationis difFerentialis partialis:

H = h,

in qua a^, a.j, . . ., a,„_i sunt constantes arbitrariae (constantem arbitrariam.

Pv
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quae functioni V sola additione iungi potest, iit plerumque, non respicimus)

atque h constans data, quae ipsam iam aequationem difFerentialem afficit. Con-

sideremus porro in aequationibus (4), (5) ipsas a^, a^, . . ., f^„_i, h, b^,

b.2, . . ., ^,„j ^ ut constantes, enuit per aequationes illas ipsae ^j, q.2, . . .,, q,„,

Vi, P21 ••"> Pm datae functiones quantitatis t. Ponamus in aequationibus (13*),

(14*) §. antec. i=^m, atque, sicuti convenimus, loco «„,, b,„ scribamus h atque

t-{-T, in parte laeva aequationum illarum exprimendum erit cr,„ sive h per

ipsas 5i, ^o, ..., q,n, Ih, Ih, - -, Pm ope aequationum (4), (5), sive loco a„,

ponendum est H. Quo facto, si insuper animadvertimus, loco expressionum

±i_ -—i^ sive ^^7 ^, -^ ^ scribendum esse, si f ut variabihs inde-
db ' db d(t-\-T) ' d(t-{-T)

'

pendens spectetur,

dq^. dq., dp.. dp.,

db ~~ dt ' db dt '

m in

abeunt aequationes (13*), (14*) in systema aequationum differentialium vul-

garium, quae aequationibus (4), (5) satisfaciunt

:

dH dp.. dE dq.,

dq.,
"" df' dp.,

^ dt

Ac vice versa aequationibus (4), (5) liae aequationes differentiales complete

integrantur. Porro aequationes §. antec. (10*), (11*), (13*), (14*) suppeditant

formulas

:

db. dp., db. dq.,

dq., da.
'

dp., da.
'

da. dp.. da. dq^.

dq.. ~ db. ' dp.. db.
'

in quibus indici i valores 1, 2, ..., m— 1, indici i' valores 1, 2, . . ., m tri-

buendi sunt; atque fit:

dr dp.. dr dq..

'd^^^dJT' "%7"""~ dh '

in quibus aequationibus indici i' rursus valores 1, 2, . . ., m tribuendi sunt*).

*) Formiilae eiusmodi, cum Academia Berolinensi scientiarum communicatae, iani inveniuntur

iu comraentatiuncula „Neues Theorem der analytischen Mechanik", Diarii Crelliani Vol. XXX p. 117 in-

serta [Vol. IV. huj. edit. p. 137]. C.
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Formulae antecedentes applicantur in motum liberum n punctorum materialiiim, quo

aequatio conservationis virium Aavarum locum habet.

71.

Operae pretium mihi videtur, nonnulla eoriim, quae antecedentibus in-

venimus, pro casu systematis liberi per vires internas sollicitati seorsim Theo-

remate exponere. Quo casu loco quantitatum ^. ponamus coordinatas ortho-

gonales, nnde loco ipsariim
i^-

ponendae eriint expressiones m.a^/, 771,3/,', ^''i^/-

Theoreraa.

Consideremus motum systematis liberi n punctorum materialium: sint

Xi, y,, Zi coordinatae orthogonales puncti, cuius massa m,, ac soUicitentur

singula puncta m^ secundum directiones axium coordinatarum viribus m-X^,

m^Yi, m^Zi talibus, ut evadat summa
2m.{X.dx.-^Yxhj.-\-Z.dz.),

extensa ad puncta omnia systematis, differentiale completum

dU = ^m.{X.da;.-\-Y.dy.+Z.dz.),

qui habetur casus, quoties systema imnctorum materialium tantum viribus

internis attractionis aut repulsionis soUicitatur. Ad inveniendum motum

systematis integretur aequatio differentialis partialis:

in qua h est constans; inventaque solutione completa V, quae praeter con-

stantem, quae sola additione ei iungi potest, constantes arbiträrias Uy,

^2? • -7 <^f^„-l implicet, erunt aequationes finitae, quibus motus punctorum

maferialium definiuntur

:

dV^_ _^_7 aF _,
öa, ~ 1' da, ~ -" •

• •' da^
,
~ 3"-^'

1 2 in—

1

dV
dh

designantibus b^, b.,, . . ., 63„_i, r novas constantes arbitrarias; porro erii:

ev dx^ dv dx„ ev
da.

~
' dt ' dx^ ~ "'

dt ' • •
•

' dx^

ev dy^ dV dy^ dV
fii. —i— , -^— = w„

%, -'"' dt ' dy,
-"^2

dt ^
•••' %„

dV dz, dV dz., dV
'd^-'"'^ dt ' dz^~''''"dt ' •••' ~dz„

m„
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Per aequationes propositas, statuta

dx.
i

yi
=

dt

dz.
i.

considerari possunt 6n quantitates x^, y^, z^^ x\, yl, zl ut functiones 6«

quantitatum rtj, a^, ''in—l )
h, bi, h25 ^3re—1 ) ' vel vice versa.

spectari possunt Q>n quantitates a^, «,, ..., «sn-i, h, b^, b^, . . ., b.^„_i, t^r,

ut functiones 6n quantitatum Xi, y^, Zi, x\^ yl, z\.

Si sub utraque suppositione functionum illarwn quotientes differentiales

partiales sumuntur, quotientes differentiales partiales sub altera supposi-

tione sumtae quotientibus differentialibus partialibus sub altera suppositione

sumtis singulae singulis aequales fiunt aut tantum signo differunt; fit enim,

designante i unum quemcunque e numeris 1, 2, . . ., n, atque k unum quem-

cunque e numeris 1, 2, 3, ..., 3?i— 1:

dh,

m.

m.

dz.

dcc'.
t

dh,

Sy[

dh,

dz',
i

dh,

m.

m.

m.

da^

dz'.
i

^%
dx.

t

~dh

dh

dz.

~dh

dx.
i

dh.

dh.

dz.
i

dx\

d(%^f)

^y\

dz\

VI.

dx.

dz.

dx'.

dh,

da.

dx'.

da.

sy;

da.

dz'
i

da,

dx.

da.

^yi

da.
VI.

dx'.
l

dh

dz'.

~dh

dz.
i

dx.
t

öyi

d(T-ht)

~~d^.

Statuamus, propositos rriotus perturbari, viribus m,X,, n\Yi, niiZi punctum

7n,. sollicitantibus accedentibus novis viribus miXl, m^Yl, m^Zl, designantibus

X\, Y'i, Z[ functiones omnium 3n coordinatarum x^, y^, z^ atque temporis t,
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ac Sit, si solae coordinatae variantur neque simiiJ tempus, summa

2m.\X'da:.-i-Y:öy.-i-Z'6z.\,

extensa ad pnncta omnia systematis, xiariatio compkta

— Sn = ^m.\X'6.r.-hY'6u.-i-Z'Sz.\;

quibus statutis, aequationes probfematis imperfurbati

dV , dV , dV , dV

dV , dV
Sn-
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in aequatione H=h substitiiendae, quo aequatio differentialis partialis evadat,

hie sunt

dV , dV
, dv

7)1. z.
'

' dx. ' '^' ö^. ' ' <- dz.

Unde aequatio

H= ^2m,(x]d^y]y[+zl^^-ü=^ h

abit in aequationem

.-'i((4f)V(|^)V(4f)V- ..

quae est aequatio differentialis partialis in Theoremate antecedente proposita.

Formulae perturbatoriae Theorematis e §. 52 petitae sunt, scriptis h et t loco a

et b. Eaedem expressiones differentialium elementorum habentur etiam pro

generalioribus aequationibus difFerentialibus, in quibus S2, praeter ipsas x^, ?/,, z^

etiam quantitates x'i, y\, z[ involvere potest:

dx.
^

1 da dy.
^

1 da dz.
^

1 dS2

"df
^ '^'^'^ 1^ ~d7. '

"^^^'-"^"^ öZ' "^ "" ^''
"^ ^T öZ

'

dx'. d(ü—n) dy'. d(U—n) dz'. d(U—n)
m.—r^ = ?; , m.—-^ = ^ , VI.

dt dx. ' ' dt dy. ' ' dt dz.

quae, quoties i2 ipsas non hnplicat x\, y\, z\, in aequationes differentiales per-

turbatas, quae vulgo habentur, redeunt:

d'a;. d(U—£i) d^y. d(U—Q) d'z. d(U—Si)
m. n-^ = , m. ^ = , m.

dt- dx. ' dt' dy. ' dt' dz.

Si Theorema antecedens ad motum ellipticum planetarum applicare placet, po-

namus, uti in formulis §.67 factum est,

b ^ r, b^= ^l, -^ -\-b,, = üJ,

designantibus A, p, i, — r, Q>, cD semiaxem maiorem, parametrum, inclinatio-

nem, tempus perihelii, longitudinem nodi ascendentis, distantiam perihelii a

nodo ascendente, atque ;ir^ vim attractivam pro unitate distantiae. Si x, y, z,

x', y', z' per .4, p, Vpcosz, r, ^, cö, ^ vel vice versa A, p, i, r, Q,, w per

X, y, z, x, y', z' exprimimus et expressiones illas sub utraque suppositione

differentiamus, prodeunt e Theoremate antecedente formulae:
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dx dQ

2A

2A'

d.ypcosi
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poiTO. uncis rotundis adhibitis,

((f, H>)
= dq., dp^

dtp dcp

dq, dp^

da dp

dip dg)

da dp
j-m i TU

d(f dip '

[^, h] = o,

d(p dip dg> dip

facile probatur e formulis §.69 traditis, haberi

(1) [«•, «J = 0' [«P ^J = 0,

(2) («,, «,) = 0, (a, ^',) = 0,

exceptis aequationibus

:

(3) [«., 6J = -1, (4) («,. 6.) = 1.

Formulae (1) ad suppositionem secundam pertinent, qua consideravimns

ipsas «,, 6, ut functiones ipsarum q^, p^. tr, formulae (2) ad suppositionem

primam. qua considerantur q^, p, ut fimctiones ipsarum «,-, 6,-, t^. Quae for-

mulae e (10*) seqq. §.69 sie demonstrantur:

Habetur, extensa summatione ad ipsius i' valores 1, 2, m:

=

da^

da.

da^

dh.
i

dk

~ ^''
l du

dttj, dq

dq., da

da dq

dq., db

db^ dq

da. ''
l dq., da

db,_ f db^ dq

db. ''l

dp., da.]'

da^ dp.

]'dp., db.

dp, da.]\

db^ dp..
"I

dp, öO'dq, db.

exceptis casibus, quibus in aequatione prima et quarta üt k = i, quibus casibus

habetur

:

[ da, dq.,
_

da. dp.
1 = ^

l dq, da.

f db. da..

dp., da.

db. dp.

aj'

dq, db. dp, db. I

Substituamus in formulis praecedentibus aequationes (10*). (H*), (13*), (14*)

§. 69

dp, db. dq., db. dp, da^ dq, da.

da. dq, ' da. dp, ' db. dq, ' db. dp,
'

abeunt illae in sequentes:
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quae conveniunt cum aequationibus demonstrandis (1), (3).

PoiTo in iisdem formulis easdem substituamus aequationes (10*)— (H*)

§. 69, in quibus tarnen loco indicis i scribamus k, unde evadiint:

k dPi' db, dq^, dPi. da. ^(U
da, ' dp^. da, ' dq^, db, ' dp^,

"
db,

Quibus substitutis, aequationes supra traditae in sequentes abeunt:

= («,, b,), = (6 , b,), = (a,, «,), = (a„ b^),

1 = («. ^),

quae sunt aequationes demonstrandae (2), (4).

Sint
(f, \jj datae quaecunque function'es ipsarum «i, a.>, .... a^^^, b^,

L>, .... 6„,, quae quantitates t^, t,, .... f^ non contineant. Substitutis ipsarum

((i, b; valoribus per q^, yj,, t; expressis, evadant
(f, y.> harum quantitatum

functiones, eritque

' 4
'''

[ dq., dp., dp., dq.,

d(p da. d(f db. \
f difj da, dip db, \

da^ dq., ' ö6. dq.^, J ''V da, dp., ' db, dp.9

~'V da

dtf> da. d<f 8b

r)^(

dip da, dip db,

da, dq., db, "%i. dp., db. dp.,

Quae expressio sie repraesentari potest:

i k \ K

unde e (1), (3) habetur:

l<f, ^J -1 db. da. da. db. J'

sive:

(^>)

dq^ dp^ dq^ dp.^ dq^^^ dp^^^

dg) dtp d(p dip dtp dip
~

dPi ^~~d'p^'dq,^ '" dp^^^ dq^,^

d(p dipd(p dip d(f dip

db.^ da^ db^ da.^

d(p dip d(f dip

da., db.,da^ db

db da
III Hl

d(p dip

da db
III m
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Quoties igitur accidit, iit (p, yj sint eiusmodi ipsarum q,, jh, ii functiones, quae

per solas «,, b^ absque quantitatibus f^ exprimi queaiit. erit etiam

_ dtp d\p d(f dip d(f dip

dgj dip d(f dip dcp dip

eiusmodi functio, quippe quae aequalis fit expressioni

d(p dip d(f dij-i d(f dip

'dh^'d^^'db^^ '" db^^^ da^^

d(p dip dip dip d(p dip

~^~db^~^~db; ^ ö6,^

'

quae, si y et «/^ sint solarum «,, 6^ functiones ab ipsis t^ vacuae, et ipsa erit

solarum f/^, 6, functio ab ipsis t^ libera. Si quantitatum t^ una tantum in pro-

bleraate proposito adest, quam t vocemus, redit Propositio antecedens in eam,

quam olim 111. Poisson demonstravit, quoties
(f
= Const., }p = Const. sint in-

teoTalia systematis aequationum differentialium

dq^_dB_ dp^ ^ dH
dt ~ dp. ' dt dq.

^'

quantitatem [y, tp] per sola elementa absque t exprimi.

Casus specialis aequationis (5) valde memorabilis is est, quo functio

tp uni quantitatum ^,, 6, aequalis existit: tum enim abit aequatio iUa in has

simplices:

dg)

(6)

[^: ^'J = sb^

[,. bl = '^
da.

Docent hae aequationes sequentia: Quoties enim habetm- aequationum differen-

tialium pi'opositarum integrale

(p = Const.,

y per ipsas «;, b^ absque t exprimi potest, quam vero expressionem ipsam

*) Aequatioues differentiales 111. Poisson sub alia forma exhlbuit; licet enim iam ille animad-

dq. dq^.

verterit in commentatione prima de Variatione Constantium, expressiones ipsis , —r— aequales per
q^^

p- exhibitas ita coraparatas esse, ut prioris differentiale secunduin p^. alterius differentiali secunduni p.

dq. dH
aequale sit; expressionem simplicem ipsius =^ -~— , unde illud sponte sequitur, jjrimus 111. Ha-

milton dedit.
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generaliter exhihere non jjossumus, nisi omnium a-, h- expressiones per q-, p,, t

datae sint. At si vel unius novimus ekmenti, qiiod ad systema ekmentorum ca-

nonicum pertinet, expressionem per q., p., i, directe invenire licet differentialia

ipsius (p secundum elementum coniugahim sumta et ipsa per q^, p^, i expressa,

siquidem bina a, et h^ elementa coniugata dicimus. Nam si elementum canoni-

cmn datum est «,, habetm* e (6):

unde, ponendo ——. —f- , etc. loco w, prodit:
db. ' db.

dh

r d(L 1 d^(p Vd'a 1

unde successive omnium —^ innotescunt valores per q^. /;,, t expressi. Si

tantum unum habetur integrale i/' = «,, poterit constans ipsi
\fj

aequalis pro

elemento canonico accipi; excipias tamen casum, quo yj =^ H, quod fieri potest,

si H ipsam t non involvit, quippe quo casu, quoties y = Const. est integrale

alterum, habetur
[(f, «J = 0, neque ahquid novi inde prodit.

Ad illustrandas aequationes (6), quae magnas partes agere debent in

ulterioribus et altioribus disquisitionibus, quas integrationes propositae flagitant,

ut omnia, quae hie adhuc latent, enucleentm*, directe eas de aequationibus §.09

propositis deducam. Quod fit per considerationes sequentes. Sit enim «, data

functio ipsarum q^, q^, . . ., q,„. pi, po, • • •> Jhu, U ac consideremus ipsam t,

siquidem t in tunctione «, invenitur, ut constantem datam atque omnes «,,

rto, .... f/„, 6j, b.>, . . ., b,„ praeter unam 6, ut constantes arbitrarias, erunt

^15 ?2 5 • • •) ^»,5 P\^ P-2^ • • •; P,n functiones ipsius 6,, quae satisfaciunt aequa-

tionibus diiferentialibus (13*), (14*) §. 69:

dg, _ ^^h 3l_— _^ ^9^^ _^
dk - 6p^ ' db^ - dp.^ ' •

•
•

' db^ dp^^
'

dp^ da. dp^ da. dp^ da.

db^. - dq^ ' db^ dq,^ • • •' t/6. dq^ '

quae plane eandem formam habent atque aequationes difFerentiales propositae,

modo functio «, functionis H atque variabilis 6, variabilis t locum tenet. Per

regulas autem vulgares differentiationis ex aequationibus praecedentibus cuius-

libet functionis ipsarum ^,,, p^. differentialia prima, secunda, tertia etc. suc-
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dq., dp.,

cessive ertiuntur, continuo differentialium -~-
, -^ valores substituendo;

quemadmodum tritiim est. ex systemate aeqaationum differentialium

da., dH dv., dH
dt dp., ' dt dq.,

cuiuslibet functionis differentialia cuiuslibet ordinis per ipsas q^.. jh'^ t expressa

inveniri posse. Si ex. gr. functionis (p differentiale primum secundum 6, quaeris,

eniis:

d<p

db.

d(f
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et i inter se diversi sunt; unde, quum e (4) sit

atque sponte pateat, fieri

(a, a.) = 0, (6, h;) = 0,

sequitur

I

da^ db. da. db. \

sive

(T)

(«, 15)
= dq^ dp,

dß dß

dq^ dp^ ^9„. dp,,

dß da

dq, dp^

dß da

dq,_ dp.^

da dß

da, db.

da dß

da^ db,.,

da dß

da, db.

da dß

da.^ db.^

' dß
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fimctiones («,:, «^). in altera functiones [a-, a,.]. Pleriimque adnotari solet,

alteram formam ex altera per solam resolutionem aequationum 2??i linearium

obtineri posse. Sed nemo, quantnm scio, hanc resolutionem reapse tentavit

eaque via directa alteram formam de altera derivavit. Qaod qunm utile sit

et difficultatis speciem quandam habeat, ego sequentibus exponam; antea autem

formulas pertiu-batorias generales de formulis siipra traditis deducam, licet eaedem

directe ex ipsis aequationibus differentialibus peti possint, sicuti plerumque fit.

Spectentur primum elementa canohica a^, a.,, . . ., «„,, b^, h^, . . ., b,„ ut

fanctiones aliorum elementorum quorumcunque «, , a.,, . . ., ci.2,„; erit e §. 52:

'^'
l da. da db. da Jda

^[
dh. da.

db. d

da. db

dt da
n

r db, da,

dt da

da. db.

^

"''^
y da, da

quibus in summis ipsi i valores 1, 2,

tribuendi sunt. Unde e (7) §. antec. fit

da^ da
'-\

dt

m, ipsi k valores 1, 2, "Zm

(1)

dSi

da -*(«„' «J
da.

dt

= («„> «i)

da.

-^K' «2)

da^
-(« , «„ )

da^

Spectentur deinde a^, «o, . .

Z»2, .... b,,^; habetur e §. 52:

da

dt '

^'^"' "-^ dt ^ »' -'»^ dt

cco,,, ut functiones ipsarum «j. a^, K

[

dt

da da.
n i

~dar~dr

da dn

da db

db. dt
i

da da
^

^: x
^

I

da. db. db

da da.

d

da da

a. }

^
dn

^••^
l da. db.

"^
db. da. J da,

'

quibus in summis ipsi i rursus valores 1, 2, ..., m, ipsi k valores 1, 2, .

tribuendi sunt. Unde e (5) §. antec. scribendo «„, (i^^ loco y, ip prodit:

da^ da

~dr ^ ~*'^"»' "^-'^ö^

2 m

(2)
dS2 dQ
da. da.

H [-[«„, «2,J

dSi

da.-.
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Formulae (1) ab 111. Lagrange, formulae (2) ab 111. Poisson traditae sunt.

Aliae de alüs derivari possant ope theorematis sequentis:

Theorema:

Sint q^, q.2f . . ., q,„, p^, jh. . . ., jl,, functiones quaecnnque a se in-

vicem independentes quantitatum «i, ßfo, .... a.^,,^, ita ut invicem spectari

possint «1, «2? •••5 f^-2m ut functiones a se invicem independentes quanti-

tatum q^, q^, . . ., 5„,, pi, p.2, . . ., 2),j statuatur in suppositione priore:

'' ^ da. da. da, da. da, da.kl kl kl
dq^ dp^ dq^ dp., dq^^^ dp^^^

da. da, da. da, da. da,
i k i k i k

in suppositione posteriore:

da. da, da. da, da. da,
r T / k

,

i k
I ,

( a:

da. da, da. da, da. da,
i k t k t k

dj), dq^ dp.-, dq, dp^^_ dq^^^
'

quibus statutis signißcationihis , si proponuntur 2 m aequutwnes lineares

sequentes:

^3 = C«3' «i)^-H(«3' «L>)«^2-+- * -<
^-(«;i' «2m)«*2,„'

^'2«, = ("2,»» «i)^i+(f'2,„' «v)^'2+ C"2,„' ";i)":i^ ^
.

* '

eruuntur resolutione harum aequationum valores ipsarum u^, u.^, . . ., ?/.,„

sequentes:

U^ = * +[«1, «2]^"2-+-K' «J'-'s^ ^-[«P «2,J^2»,'

Wg = [«2, aj^'i-l- * +[«2- «J^'sH ^-[«." «2»J^"2m'

W3 = [«,, ßjf^+ [a^, «,]t-2+ * H h[«3, SJ^'2m'

^2,. = K«' «J^l+ [«2„,' «2]^'2+ [«2m' «sJ'-'h^
^-

* '

e^ vice versa harum aequationum resolutione dia.e ohtinentur.

24*
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Demonstratio:

Multiplicemus aequationes propositas per

[«., «J, [ß., «J, ... ., [«., «o,J

et productorum summationem instituamiis. Unde prodibit expressio humsmodi:

in qua;

öa. öß öa. öa

•[«P «2,J(«2,.' «a)

öa. 5«

X'

ö'/,
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dp^, da^ dp^.

Sir
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DE INVESTIGANDO ORDINE SYSTEMATIS AEQUATIOXüM
DIFFERENTIALIUM VULGARIUM CüJUSCUNQUE.

(Ex 111. C. G. J. Jacobi inanuscriptis postliumis in medium protulit C. W. Borchardt.)

1.

Investigatio ad solvendum problema inaequalitatum reducitur.

Systema aequationum differentialium vulgarium est non canonicum*), si

aequationes altissima variabilium dependentium differentialia tali modo continent.

ut horum valores ex iis petere non liceat. Id quod fit, quoties aequationes

nonnullae altissimis illis differentialibus carentes in systemate proposito vel

ipsae inveniuntur vel eliminatione ex eo obtinentur. Eo casu numerus Con-

stantium arbitrariarum, quas integratio completa inducit, sive ordo systematis

semper minor est summa altissimorum. ordinum, ad quos differentialia singularam

variabilium in aequationibus differentialibus propositis ascendunt. . Qui ordo

systematis cognoscitur, si per differentiationes et eliminationes contingit systema

propositum redigere in aliud forma canonica gaudens eique aequivalens, ita ut

de systemate canonico etiam ad propositum reditus pateat. Nam summa al-

tissimonim ordinum, ad quos in systemate canonico differentialia singularum

variabilium dependentium ascendunt, etiam systematis propositi non canonici

ordo erit. Ad quem ordinem investigandum non tamen opus est ea ad formam

canonicam reductione, sed res per considerationes sequentes absolvi potest.

Ponamus, inter variabilem independentem t atque n variabiles depen-

dentes x^, x^, . . ., x„ haberi n aequationes differentiales

(1) u = 0. 11., = IC =0,
sitque

*) Systema, quod hie canouicum seu forma canonica gaudens appellatur, ideui est, quod in ,.tlieon:i

novi multiplicatoris' forma normali praeditum vocatur (diarii Crelliani tum. 29, p. 369. Conf. huj. ed. vol. IV,

p. 501), sed plane differt ab eo, cui Jacobi in Commentatione „nova niethodus, aequat. diff. partiales primi

ordinis integraudi'' (diarii Crelliani tom. 60, p. 121. Conf. h. vol. p. 128) nomen canonici tribuit. H.

V. 25
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altissimus ordo, ad quem in aequatione Ui = differentialia variabilis Xf, ascen-

diint. Ac primum observo, qnaestioneiii revocari posse ad casum simpliciorem,

quo aequationes differentiales propositae sunt lineares. Etenim variando aequa-

tiones (1), inter variationes

(2) a>^ = S^, J^-^^gg» •••5 <^^'« = ^n

obtinemiis systema aequationum differentialium linearium

(3) v^ = 0, r, = 0, . . . , v,^ = 0,

eritque rursus li'^ altissimus ordo, ad quem differentialia ipsius ^j. = dxj. in

aequatione v^ = du^ = ascendunt. Quarum aequationum differentialium li-

nearium (3) datur integratio completa, si pro valoribus k = 1, 2, .... n ponitur

(4) ^^ = da:,=ß,^-^ß,^^-,

ubi per a^, cio, ... illas Constantes arbitrarias designamus, quas valores com-

pleti variabilium x^, x^, . . ., x,, integratione aequationmn (1) eruti involvunt,

per /?!, /?2, ... vero eas Constantes arbitrarias, quas integratio systematis (3)

inducit. Unde idem fit numerus Constantium arbitrariarum in integratione com-

pleta aequationum differentialium propositarum (1) atque linearium (3), sive

utriusque systematis idem ordo est.

In explorando ordine systematis aequationum differentialium linearium

(3) supponere licet, Coefficientes esse Constantes. Eo autem casu integratio

completa methodo nota obtinetur, nulla ad formam canonicam reductione facta.

Designemus per symbolum

©,„
expressionem

d§ d-a
^o?+AY+A dt

4-.^.
d"'-i

dt'"
ca.

in qua Aq, A^, A^, . . ., A,^ sunt Constantes, gaudebunt aequationes (3), si

Coefficientes earum constantes ponimus, hac forma,

(5)
". = (?:)X CQ

'Äo

(?,)^(.)+(S,)^<,)+-+ÖJ;,(.)=0.
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Pono in his aequationibiis

designantibus C;. et Z Constantes, obtinetur e (5):

(6)

= C,[;0^^(,o+ ^;W;,f«)-H-4-<^:,W;,;;0.

siquidem per

m...

fimctio quantitatis i integra ordinis ??i'' designatur.

Eliminatis Cj, C,, . . ., C„. prodit aequatio algebraica, cujus radices

SLiggerunt valores, qiios / induere potest, et cuique radici sive valori ipsius ^.

respondet systema valorura ipsarum Cj, C^, . . ., C„, qiios omnes per eandein

Constantem arbitrariam miütiplicare licet. Jungendo cujusque variabilis ^^

valores singniis radicibus respondentes, prodit ejus valor completus, et cum

singularum variabiliuni valores sie provenientes iisdem Coustantibus arbitrariis

afficiantur. aequationum (5) integratio completa tot inducit Constantes arbi-

trarias, quot sunt ipsius Z valores. Unde ordo systematis aequationum dif-

ferentialium linearium (3) vel etiam ipsarum aequationum differentialium pro-

positarum (1) aequatur gradui aequationis algebraicae, qua 2 definitur. Quam
aequationem repraesentare licet hoc modo

(7) = .-±[;.],,[;.],.,..,[;.],«,

eritque gradus Determinantis ad dextram aequalis maximo ex 1.2,3...^/ ag-

gregatis, quae e sequente

Jh^Ji2-\ hÄ«

proveniunt, indices inferiores aut superiores omnimodis permutando. Unde jam

nacti sumus hanc Propositionem memorabilem:

Propos itio I. Inter variabilem independentem t atque n variabiles de-

pendentes x^, x^, . . ., x„ habeantur n aequationes differentiales

Wj = 0, u.^ = 0, . . . , u^ = 0,

sitque

(dtissimus ordo, ad quem in aequatione «, = differentialia variabilis x„ ascen-

25*
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dunt. Jam si vocatur

H
maximimi e 1.2.o...n aggregatis

Ih -\-ll-2 H \-llr,
,

quae ohtinentur sumendo pro indicihus

*ij S' • • • 1 *«

quoscimque inter se diversos ex indicihus 1, 2, ..., n; erit H ordo systematis

aequationum differentialium liropositarum sive nifmerus Constantimn arbiträriariim,

quas earmn integratio completa inducit.

Maximum in antecedentibus voco valorem nullo alio aggregati propositi

minorem, ita ut plm-a maxima locum habere possint inter se aequalia, diversis

indicum i^, i^, . . ., in systematis respondentia.

GradUS aequationis algebraicae (7) non minuitur, nisi in Determinante

ad dextram posito Coefficiens altissimae quantitatis ^ potestatis evanescit. Ob-

tinetur autem altissimae ipsius P. potestatis Coefficiens, si in formando Deter-

minante cuique functioni integrae rationali [i^],(/) substituimus Coefficientem

altissimae seu Ii'^^^'' ipsius i potestatis, quem designabo per

atque ex omnibus Determinantis terminis

12 n

eos tantum servamus, in quibus summa indicum

valorem maximum H obtinet. Quare nunquam locum habet reductio gradus,

nisi pro duobus pluribusve indicum ^\, 4, . . ., 4 systematis aggregatum ante-

cedens eundem valorem maximum induit atque summa productorum

12 n

illis indicum systematis respondentium suisque signis sumtorum evanescit.

Aequabatur autem in antecedentibus [c]
(i)

Coefficienti termini ^ ^jy- e varia-

^h dth
tione functionis Ui provenientis, sive positum erat
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du.

M;/0 = (0

Quod si tenemus, haec emergit altera Propositio antecedentis supplementaria.

Propositio II. Vocetur

r^p

differentiale partiale ipsius u- siimtum secundum variahilis Xf, aUissimum, quod

functio Ui invohit, differentiale (i. e. ordinis h^). Ex omnibus terminis Deter-

minantis
2ztu[u'^...uM12 n

ii soli retineantur zhu[' u^ ...wj|"\ in quihus summa ordinum differentialium

singularum variahilium, secundum quae in singulis

^1 1 "'2 ^ ' ' ' > n *

differentiatio partialis facta est, valorem maximum H ohtinet. Jam si aggre-

gatum terminonim Determinantis remanentium designatur Determinantis signum

uncis includendo hoc modo

ordo systematis aequationum differentialium

u^ = 0, u,, = 0, . . . , M,, =
tum demum vahre illo maximo H inferior erit, si habetur

quae ubi locum non habet aequatio, ordo systematis semper valori maximo H
aequaiur.

Nacti sumus antecedentibus novum genus formularum, Deterrainantia manca

Cujusmodi quantitas evanescens indicio est, ordinem systematis aequationum

differentialium

M, = 0, Wo = 0. .... ^l =0
1 ' 2 '

'
n

per indolem illarum aequationum peculiarem diminutionem pati.

Explorato ordine systematis aequationum differentialium quarumcunque,

via sternitur ad inveniendam methodum, qua ipsa reductio earum in formam

eanonicam praestari possit. Sed in hac Commentatione sufficiat, in naturam

maximi, de quo agitm-, et quomodo commode inveniatur, accurate inquii*ere.



198 DE INVESTIGANDO ORDINE SYSTEMATIS AEQÜATIONÜM

2.

De solutioue problematis inaequalitatum, quo investigatio ordinis systematis aequationum

differentialium quarumcunque iunititur. Proposito schemate, definitur Canon. Dato Canone

quocunque, invenitur simplicissimus.

Antecedentibus investigatio ordinis systematis aeqaationum difFerentialiiun

vulo-arium revocata est ad seqiiens probleina inaequalitatum etiam per se trac-

tatu dignum:
Problema.

Disponantur nn quantitates hf quaecunque in Schema Quadrati, ita ut

haheantur n series horizontales et n series verticales, quarum quaeque est n ter-

minoimm. Ex Ulis quantitatibus eligantiü' n transversales, i. e. in seiiehus hori-

zontalihus simul atque verticalibus diversis positae, quod fieri potest 1.2...n

modis; ex omnihus Ulis modis quaerendus est is, qui sammam n nnmerorum

electorum suppeditet maximam.

Dispositis quantitatibus hl in figuram quadraticam

K
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et A'ice versa. Itaque ad maximum propositiim inveniendum perinde est, sive

quaestio de quantitatibus h'^\ sive de quantitatibus ^[''^ instituatur.

Faciamus, quantitates l , l , . . ., l" sie determinatas esse, ut. quanti-

tatibus p'p ad instar quantitatum hl in fiizuram quadi'aticam dispositis et e

quaque serie verticali termino maximo electo. maxima illa omnia in diversis

seriebus horizontalibus jaceant. Unde si p'^'^^ vocatui' maximus terminorum

aorcri'eoratum

pl K, ••, z^r.

P^^lff-^ hpi'"^

inter omnia aggregata transversalia e quantitatibus p^^^ formata erit maximum.

Hoc igitur casu sine negotio etiam habetur maximum aggregatum transversale

e quantitatibus propositis hl formatum

Unde solutum est inaequalitatum problema propositum, simulatque inventae sunt

quantitates /, / , .... /" dictae conditioni satisfacientes.

Figuram quadraticam, in qua divei^sariun verticalium maxima simul in

diversis seriebus horizontalibus sunt, brevitatis causa vocabo Canonem. Patet,

in ejusmodi Canone terminos omnes eadem quantitate augeri vel diminui posse:

unde sequitur, e quantitatibus /, / , . . .,
/ "'' unam pluresve nidlitati aequari

posse, dum reliquae fiant positivae. Si
/'^ = 0, series pj'^, 2>f,

• • •, P^'^ eadem

est atque series figurae propositae hi , hl , . . ., hl . unde Canonis seriem , cui

respondet quantitas / evanescens, vocabo in sequentibus seriem immutatam.

Jam ex omnibus solutionibus una erit simplicissima , in qua scilicet singulae

quantitates / valores minimos positivos induunt, ita ut nulla alia detur, pro

qua aliquae quantitatum /''' valores inferiores obtinent, dum reliquae immutatae

manent. Canonem ei solutioni respondentem appellabo Canonem simplicissimum,

de cujus habitu in sequentibus agam.

Ad Schema quadraticum quodcunque sequentes denominationes refero,

quae bene tenendae sunt. Sub voce seriei semper intelligam horizontalem;

si de verticalibus sermo incidit, id diserte adjicietur. Sub voce maximi semper

intelligam terminum inter omnes ejusdem verticalis maximum seu certe nullo

reliquorum minorem. Ünde appellabo seriei maximum eum seriei hoi*izontalis

terminum, qui maximus est inter omnes cum eo in eadem verticali positos.

Fieri potest, ut series nuUum maximum habeat vel etiam plura inter se diversa.
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At si figura Canonis instar constituta est, qiiaeque series uno certe maximo

o-audet, quod, si in eadem serie plura insunt, semper ita sumere licet, ut omnia

diversarum serierum maxima ad diversas verticales pertineant, i. e. maximorum

transversalium systema completum forment. Consideremus in Canone simpli-

cissimo horum maximorum systema, et si plura ejusmodi dantur, unum aliquod

eligamus. Jam distribuamus omnes series quocunque modo in duas partes,

series J et series K tales, ut nulla serierum K immutata sit, i. e. nulla quan-

titatum /, quae ad series K pertinent, evanescat: dico haberi

Theorem a I. In Canone simpHcissimo e maximis serierum K saltem unum

est, cid aequalis exstat te7^mi7ius in eadem verticali positus et ad series J pertinens.

Alioquin enim quantitates / ad series K pertinentes omnes eadem

quantitate minuere liceret, usque dum aut una quantitatum / evanesceret, aut

unum e maximis serierum K aequale evaderet alicui termino in eadem verti-

cali posito et ad series J pertinenti. Neque enim ea re maxima diversarum

serierum cessarent esse maxima, neque Canonis constitutio turbaretur. Quan-

titates / autem propositae eo casu non forent minimae positivae neque igitur

Canon foret simplicissimus.

Si pro Seriebus K sumitur series singularis, sequitur e Theoremate prae-

cedente hoc alterum

Theorema IL In Canone simpHcissimo seriei uniuscimque non immn-

tatae maximo aequatur alter terminus in eadem verticali.

Proposito Canone simpHcissimo, rursus eligamus unum certum systema

completum maximorum transversalium. In serie quacunque «i'", cui respondet

quantitas / non evanescens, sumatur maximum, cui secundum II in eadem

verticali sit aequalis terminus seriei cco"". in qua rursus sumatur maximum, cui

aequatur in eadem verticali terminus seriei a/'"', et ita porro. Si dato maximo

plures aequantur termini in eadem verticali, processus praescriptus pluribus

modis institui potest, sed habetur

Theorema III. In Canone simpHcissimo e variis modis a data serie

per 2)7'ocessum praescriptum ad alias transeundi unus semper exstat, quo pter-

venitur ad seriem immutatam, i. e. seriem, cui respondet valor l = 0.

Nam simulac Theorema III locum non habet, Canonis series in duo

complexus dividantur, quorum primus omnes series amplectatur, ad quas a

data serie per processum praescriptum transire licet, et secundus omnes, ad

quas transire non licet, ita ut series immutatae omnes in secundo complexu
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sint. Quo facto primum« complexum pro seriebiis 7v^. secundum pro seriebus J
Theorematis I sumere licet. Ergo secundum Theorema I a serie primi com-

plexus ad seriem secundi transitus datur, quod est contra hypothesin. Unde
suppositio, Theorema III locum non habere, est absurda.

Canonem quemcunque, pro quo quantitates /', /", .... /^"^ respective

induunt valores m' , m", ..., 7n'^"\ quos semper positivos aut evanescentes sup-

pono, in sequentibus brevitatis causa vocabo Canonem (in' , m" ?n^"^). Quo
statuto, de binis Canonibus quibuscunque habetur

Theorema IV. Propositis binis Canonibus, primo (/",/"',..., /"W) et

secundo (g', g", .., /"O? semper alius dabitur Canon (m', m" , ..., ?nW^ talis, ut

wiaquaeque quantitas m^^ minimae ipsarnm f'\
g''^ aut aequalis aut ea minor sit.

Unde sequitur hoc Corollarium: •

Canon simplicissimus est iinicus, sive iinicinn datur systema quantitat/im

l', l", . . ., l^"', quae Canonem simpUcissimum suppeditant.

Sint quantitates g'^-^'K^ //^"+% .... ^^"> ipsis
f''-^'\ f"-+-\ . . .. f"^ respec-

tive majores, rehquae autem g\ g" , . . .,
g^"-^ ipsis /', f", . . .,

p"'^ respective

aut aequales aut minores. Vocemus respective ^^'^ et ?'^'^ quantitates, qnae

primum et secundum Canonem constituunt. ubi generaliter fit

,(') _ ^(0 ,

'.') Ai)
k -ik9]:'+g"-r,

sitque rursus systema maximorum transversahum in primo Canone

ubi omnes {,, i^. . . ., 4 inter se diversi sunt; in secundo Canone systema

maximoram transversahum habetur etiam

1 ' 2 ' • • 1 71 '

Nam omnia aggregata transversaha secundi Canonis ab aggregatis responden-

tibus primi eadem quantitate

differunt, unde. cum ao'oregatum

e+^:-'+-+i-'
maximum sit, etiam ao;o;re2atum

' Do o

,f^,f^...^,S^n)

maximum esse debet. At in quoque Canone secunthim definitionem ejus sta-

bihtam datur aggregatum transversale maximum, cujus singuli termini sint

maximi inter omnes ejusdem verticalis, quibus maximis respective in prima,

secunda, ..., n'* verticali aequari debent termini

V. 26
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J'i) ,.('-3) Jin)
'

\ 1
'
2 ' • • • 1 ' n 1

ut eorum ao-gregatum et ipsum constituere possit maximum. Unde cum i^,

ü • ', in omnes inter se diversi sint, termini illi et ipsi systema maximornm

transversalium constituunt, q. d. e.

Cum quantitates (/'^'\ ff'+'\ . . ., f/"^ respective ipsis /'^«+^\
f^^+-\ ...,

f"^ majores sint, quantitates autem /', /", . . .,
/^"^ omnes supponantur =0

aiit positivae, quantitates (/"-^'\
f/"-^-\ . . ., (/"^ omnes sunt positivae. Jam ob-

servo, fieri non posse, ut in Canonis {g\ (j'\ ..., f/''')
serie («+!)'% (ci^^y\ ...

vel n^'' inveniatur maximum, cui aequalis existat terminus in eadem verticali

positus, sed ad unam reliquarum serierum pertinens. Sit enim maximum illud

in Serie «f, terminus ei aequalis in serie /''"', ut sit

'k 'i- '

ubi i est unus e numeris 1, 2, . . ., a, atque 4 unus e numeris «-f-1. «H-2, . . ., n:

erit e formula supra tradita

5;;"'+,'/"'-/"'' = 'yf+/'-/"\

ubi secnndiim suppositioneui tactani gW —f«O^0 atque /''— /"> g 0. Unde

qiiod absurdum est, cum (/['^^ sit maximum inter omnes terminos ejusdem ver-

tiealis ql, ql\ . . .,
q^"^. Hinc cum in secundo Canone maximo in («-|-1)'%

(^ci^2y'\ . . . vel «'' serie posito nullus aequalis esse possit terminus in eadem

verticali in reliquis seriebus positus, quantitates g^"'^^\ 9^"''^'\ , [/'"^ omnes

eadem quantitate decrescere possunt, reliquis immutatis manentibus, usque dum

in aliqua serie («+ !)'% («-1-2)'^. . . . vel n^"" inveniatur maximum, quod non

superet valorem alius termini in eadem verticali ad reliquas series pertinentis,

aut dum una quantitatum g^''^^\ 9^"'^''\
- -,

^^"^ evanescat. Qua diminutione

nullum maximum neque igitur Canonis natura destruitur. Si hac ratione obtinetur

atque inter quantitates g['^^\ g[''^'\ • • • ipsae gf'^^K g^^'^-\ • • • adhuc quanti-

tatibus f'^+'^\
^'OJ+2)^

^ majores sunt, eadem methodo novus Canon obtinetur,

in quo quantitates illae denuo diminutionem subierunt, sicque pergere licet,

usque dum perveniatur ad Canonem

ubi quantitates uncis inclusae omnes quantitatibus respondentibus ipsarum /',

/'", .... f"^ et g', g", . . .,
g'-"'^ aut minores aut iis aequales sunt, q. d. e.

Sequitur e Theoremate IV
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Theorema V. Nulliis datur Canon, pro quo a.liqua quanfifatum /,

/", . . .,
/'"'' vcdorem minorem induat quam pro Canone simplicissimo.

Scilicet si talis daretur Canon, per niethodum antecedentem obtineri

posset alias, pro quo una certe quantitatmn /, / . .... /
"^ valorem minorem

indueret quam pro Canone simplicissimo, reliquae autem valores non majores,

quod est contra Canonis simplicissimi definitionem. Cum valor minimus, quem

quantitates /', /", .... /" obtinere possint, sit = 0, e Propositione V sequitur

tanquam Corollarium

Theorema VI. Series, qiiae in Canone quocunque habetur immutata,

eadem in Canone simplicissimo inveniatur necesse est.

Ut cognoscatm-, utrum Canon aliquis sit simplicissimus necne, adhiberi

potest haec Propositio:

Theorema YII. Proposito Canone atque in eo maximorum trans-

vei'salium systemate electo, notentur primum series immutatae A, deinde series

B, quarum maximis aequantur termini in eadem verticaU ad series A per-

tinentes: deinde series C, quarum maximis aequantur termini in eadem ver-

ticaU ad series B pertinentes et ita porro. Si hac ratione jjergendo exha.urire

licet omjies Canonis series, Canon erit simplicissimus.

Pertineant quantitates /, / , .... /" ad Canonem propositum, (piantitates

/i, /j , .... l" autem ad alternm Canonem. Consideremus idem maximorum

transversalium systema atque in Theoremate proposito electum supponitur, cui

etiam in altero Canone respondebit maximorum transversalium systema.

Sit /i"* <C
/

' , seriei /^^ maximum in altero Canone gaudebit minore

valore quam in Canone proposito. Pertineat series /^ ad complexum C. ita

ut in Canone proposito maximo seriei /^^ aequetur terminus alicujus seriei /f''

ad complexum B pertinentis, heri etiam debet !['''' <C l'^'^K Vocando enim pro-

positi Canonis terminos j)^^^ alterius q^^\ erit

unde, si /j[^^ =
p'^f^

est maximum seriei /^^ erit

Unde. (Mim sit q,''' maximum in ^'* verticali ideoque q^ ^q^ atque l^ <i1 ' ,

fieri debet l'f<:f'^.

Porro in Canone proposito aequatur maximo seriei /y"" terminus seriei

(^^''"' ad complexum A pertinentis, atque eodem modo demonstratur, fieri l^ <C / '

,

quod absurdum est. quia serMinrlnni snppositionem factam /-"^ = est atque

26*
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ipsae l[, /,", ..., /i"^
aut evanescentes aut positivae sunt. Eodem modo procedit

reductio ad absurdum, ad quemcunque complexum A, B, C, D, ... pertineat

series /*", cui respöndet in altere Canone quantitas // minor quam in pro-

posito l'^'''\ Unde si Canon ita constitutus est atque in VII supporritur, pro

nullo alio quantitates / valores induere possunt inferiores quam in proposito;

sive Canon propositus est simplicissimus.

Antecedentia solutionem quoque continent problematis, dato Canone

quocunque, invenire simplicissimum. Supponere licet, in dato Canone unam ad

minimum esse seriem immutatam: quae, nisi jam invenitur, obtineri potest ipsas

/ omnes eadem quantitate diminuendo. Ut in Theoremate VII serierum immu-

tatarum complexum vocemus A atque complexus ibidem definitos B, C, ...

formemus. Hac ratione pergendo si omnes series exhauriuntur, Canon secundum

VII jam ipse est simplicissimus. Ponamus autem relinqui, series non prae-

ditas talibus maximis, quibus aequentur termini ejusdem verticalis ad complexus

formatos pertinentes. Tum reliquarum serierum termini (vel quantitates / ad eas

series pertinentes) omnes eadem quantitate diminuantur, usque dum earum quan-

titatum / una evanescat aut earum serierum maximum aliquod eo decreverit, ut ei

aeqiialis terminus in eadem verticali ad complexus formatos pertinens inveniatur.

Quo facto novus eruitur Canon, in quo auctus est numerus serierum pertinentium

ad complexus regula iudicata formatos. Si jam omnes series in complexus illos

ineunt, Canon erutus erit simplicissimus. Si non, novus novusque Canon eadem

methodo eruendus est, semperque pauciores a complexibus, qui formari possunt,

relinquuntur series, unde tandem pervenietur ad Canonem, in quo complexus, qui

formari possunt, series omnes exhauriunt, qui Canon est simplicissimus quaesitus.

Exemplum.
Schema propo.situm. Canon projjositus.
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Canon derivatus I. Canon derivatus II.
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propositi, prodit Canon simplicissimus. Series III. IV. VII complexum .4,

series I, 11, V. VI complexum B constitaunt; qiios complexus series omnes

exhamüre videmus, quae est Canonis simplicissimi proprietas eharacteristica. —
Si non datur Canon aliquis, sed tantmii schematis propositi termini,

qui aggregatum maximam transversale constituunt, ad Canonem simplicissimum

pen''enitm*, cuique seriei minimam addendo quantitatem, qua efficitur, ut datus

ejus terminas ad aggregatum transversale maximum pertinens iiat in sua ver-

ticali maximo aequalis. Quo negotio ad omnes series adhibito et, si opus est,

repetito, tandem ad Canonem pervenii'i debet, qui erit simplicissimus, cum in-

crementa seriebus non majora addita sint, quam necessario postulatur, ut ter-

mini dati, in siia quisque verticali, maximi fiant.

Exemplum.
Schema propositum. Schema derivatum.
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in verticales. verticalibus in horizontales conversis: quo facto nianent termini

aoe;reo-atmn transversale maximiim constituentes iidem, Schema aiitem desinit

esse Canon.

Seriebus
I, 11, IIL IV, V

addo respective secundum datam regulam

8, 6, 8, 2, 7,

prodit Schema derivatam.

Seriebus

I, II

addo respective

6, 4,

prodit Canon simplicissimns Cjuaesitus, in C[uo series III, IV. V, VI. \ II im-

mutatae manent atc[ue in schemate derivato. In Canon^ eriito constitiiimt

series VI, VII complexnm .4, series III, IV, V complexmii B. series I, II

complexnm C, qni complexus cum omnes series amplectantnr. indicium obti-

nuimus, Canonem esse simplicissimum. —
Cum dato Canone etiam innotescat schematis propositi aggregatum

transversale maximum, ad problema antecedentibus solutum revocari potest

alterum problema, dato Canone quocunque, investigare simplicisswmin. Cujus

igitur duplex habetur solutio, altera per subtractiones successivas, uti supra,

altera per additiones successivas procedens, uti fit, si e dato Canone petimus

schematis propositi aggregatum transversale maximum eoque cognito methoduni

antecedentem applicamus.

3.

Solutio problematis inaequalitatum in paragrapho praecedente tractati tenniuatiir.

Proposito schemate, invenitur Canon.

Restat, ut demonstretur. quomodo Canon aliquis investigari possit; quippe

quocunque invento, vidimus variis modis erui simplicissimum. Proponamus igitur

sequens inaequalitatum problema, quod pro principali haberi debet.

Problema.

Datis nn quantitatihus A/ , uhi indicihus i et k ralores 1, 2, . . ., n con-

veniuni, invenire tales n quantitates minimas positicus

/' /" /(«)
t , i , . . . , t ,

iit, posito
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atque pro singuUs k electo maximo inter terminos

quod Sit
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pantes dexfras. Jam in spatio D niillum invenitur maximum. Alioquin enim

numeras maximoram transversalium augeretur contra hypothesin, niaxinimn

numerum maximoram transversahmn electum esse. Unde verticales dextrar

sua habent maxima in C: termini autem serierum inferiorum in suis verticahbiis

maximi erunt in B. et eorum quisque aequatur maximo in eadeni verticaU in

A positO; quum in spatio .4 sint maxima omnium verticahmii laevarum, aeque

ac serierum omnium superiornm.

His positis, series omnes in tres Classes distribuo, quae sie eruuntm-.

Eligo eas serierum superiorum, quae praeter maxima in A alio vel

aHis in C positis gaudent, cujusmodi serienim una saltem exstat. Ponamus,

alicuius illarum serierum maximo in A posito aequari ahum terminum in ea-

dem verticali; quaei-atur maximmn in eadem serie cum hoc termino positmn,

et si huic rursus aequatur rfius terminus in eadem verticali. rursus quaeratur

maximum cum hoc termino in eadem serie positum et sie porro. Omnes series,

ad quas hac ratione perveniri potest. junctae seriebus. a quibus proficiscendum

erat, constituunt Classem Primam.

Dico, inter series Primae Classis miUam inveniri seriem inferiorem, neque

igitur ullam seriem superiorem, a qua per methodum indicatam ad seriem in-

feriorem pervenii-e Hceat. SciJicet proficiscendo a serie, quae praeter maxi-

mum in A aHo in C gaudet, consideremus systema maximorum in .4 positorum,

ad quae methodo indicata perveniatur; quorum ultimo, si fieri potest, aequetur

terminus ejusdem verticalis in B positus. Maxima illa in A posita omnia se-

cundum suppositionem sunt transversalia. quorum in locum aliud obtinebitur

systema maximorum transversalium, si cuique substituitur ejusdem verticalis

terminus aequalis. Qua in re ultimo maximo substituitur terminus in B positus,

prima autem series, a qua profecti sumus. non amplius adhibetur. Unde novo

maximoram systemati jungendo hujus seriei maximum in C positum, numerus maxi-

morum transversalium unitate augetur, id quod contradicit suppositioni. maxinnnn

numerum maximorum transversalium electum fuisse. .Scilicet seriebus superioribus

accederet inferior, in qua est terminus ultimo maximo aequalis, verticalibus autem

laevis accederet dextra, in qua est maxinnnn aliquod seriei. a (jua })rofecti sumus.

Ad Classem Secundam pertinent series superiores, (]uae non ad Primam

Classem pertinent et a quibus nee ipsis methodo indicata ad seriem inferiorem

transitus datur. Fieri potest, ut haec Classis omnino non existat.

Ad Classem Tertiam denique pertinent series inferiores omnes eaeque

V. 27
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siiperiores, a quibus methodo tradita ad series inferiores transitus datnr. Unde,

si termimis seriei inferioris aequatur maximo seriei superioris in eadem verti-

ccdi — qiiod semper ßt — , ea series supeinor ad Ciassem Tertimii pertinehif.

Tertia classis, nisi Schema jam ipse Canon est, duabus saltem seriebus, una

inferiore, ana superiore constat.

Id, quod supra de Classe Prima demonstravi, jam ita enuntio, ut dicam,

inter series superiores Tertiae Classis nullamn inveniri seriem, quae maximo in

C posito gaudeat. Qua Propositionis forma postea utar.

Observationes hac occasione factae simul praebent methodum exliibendi

maximum nmnerum maximorum transversalium in schemate praeparato. Etenim

posito maximorum transversalium systemate, quod primiim se offert, ipsa classi-

ficatio serierum indicat, si eorum numerus augeri potest.

Facta classificatione antecedentibus praescri|)ta, tota. Classis Tertia eadem

qiiantitate aiigeatiir, eaque minima, qua efficitur, ut unus serieimm ejus Classis

terminus aequalis evadat termino maximo alicui ejusdem veiiicalis ad seriem

Secundae aut Primae Classis pertinenti.

Quod si ad Primam Ciassem pertinet maximum, numerus maximorum

transversalium augeri potest. Dabitur enim series superior, quae praeter

maximum in A alio in C gaudet, et a qua via iudicata ad seriem aliquam in-

feriorem transitus datur. Quae series adjicienda est serierum superiorum nu-

mero, dum verticalium laevarum numerus ea augendus est verticali dextra, in

qua maximum illud in C positum invenitur. Si jacet in D terminus ille seriei

Tertiae Classis maximo seriei Primae Classis aequalis, maxima transversalia

immutata manent, eo tantum accedente termino. Si vero terminus ille jacet in

B. omnia mutanda erunt maxima formantia catenam illam, qua ad seriem inferio-

rem descendebatur a serie praedita maximo in C posito. Scilicet cuique illorum

maximorum transversalium substituendus est terminus ejusdem verticalis ei ae-

qualis, ultimo igitur terminus ille in B, novis maximis transversalibus sie erutis acce-

dente insuper maximo primae seriei in C posito, sicuti ad Primam Ciassem adnotavi.

Si maximum, cui aequatur terminus Tertiae Classis, in serie Secundae

Classis est, nihil mutatur, nisi quod haec series ad Tertiam Ciassem trans-

migrat simulque reliquae onmes Secundae Classis, a quibus per catenam indica-

tam ad illam seriem transitus datur. Repetita operatione riu'sus aut augebitur

numerus maximorum transversalium, aut certe numerus serierum Secundae Classis

minuitur, unde tandem, nisi antea numerus maximorum transversalium auctus
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est, ad Schema pervenimus seriebiis Secundae Classis destitutiim . (juippe quae

omnes ad Tertiam Ciassem transmigraverunt. Tum autem operatione prae-

scripta certo obtinemus maximorum transversalium augmentationem. Quam si

assecuti sumus, pro variis casibus, qui locum habere possunt et quos enumerare

lonoum esset, nova facienda est maximorum transversahum distributio in tres

Classes assignatas, quo facto eadem i-epetenda erit operatio, usque dum ad

Ganonem pervenimus, in quo series inferiores omnes ad superiores, verticales

dextrae ad laevas transmigraverunt.

At per methodmn antecedentihus traditam non solum Canonem, sed Ca-

nonem simpUcissimum erumius. Quod ut pateat, demonstrabo, quantitates, qui-

bus augentur series, esse minimas, quae poscuntur, ut omnino Canon prodeat.

Ac primum, quod operationeni praeparatoriam attinet, observo, Canonis terminos

terminis respondentibus dati schematis aut superiores esse aut iis aequales,

cum e dato schemate propositum sit Canonem eruere addendo singulis serie-

bus tantum quantitates positivas aut evanescentes. ünde in quaque Canonis

verticali maximum aut superat aut aequat maximum in eadem verticah dati

schematis. In Canone autem invenitur in quaque serie maximum, ideoque

terminus aliquis, qui maximum in eadem verticali dati schematis aut superat

aut aequat, unde quamque dati schematis seriem maximo destitutam tali augere

debemus quantitate, ut unus ejus terminus maximum ejusdem verticalis superet

aut aequet. Quodsi igitur quantitates notamus, quibus singuli seriei termini

differunt a maximis in eadem verticali, quantitas, qua series augenda est, non

minor esse debet quam illarum quantitatum minima. Unde quamque seriem

maximo destitutam augendo quantitate minima, qua unus ejus terminus aequalis

efficitur maximo ejusdem verticalis, certe series illas non majoribus auximus

quaijtitatibus, quam ad Canonem formandum flagitatur.

Post praeparationem factam si jam ipse Canon prodit, certo ille est

simplicissinms; vidimus enim schematis propositi seriebus minimas quantitates

positivas additas esse, quibus heri possit, ut onuiino Canon prodeat. Si vero

nonduni Canon prodiit, procedendum erat ad serierum distributionem in tres

Classes assignatas. Jam demonstrabo, ad Canonem eruendum ßen non posse,

ut aliqua serierwni Tertiae Classis iinnintaUt laaneat.

In demonstratione vocabo S Schema praeparatum. K Canonem erutum.

Semper suppono, quod jam ad Classificationen! serierum poscebatur, in N cer-

tum maximorum transversalium systema in spatio A ante oeulos haberi, ita ut,

L>7*
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si plnra ejusmodi dantur systemata in spatio A, imum aliquod ex iis eligendum

Sit. Similiter in K suppono, si plura maximorum transversalium systemata

dantur, unum certum eligi.

Consideremus in S cunctas series superiores Tertiae Classis immutafas,

si qiiae dantur, sive eas, quibus nulla quantitas additur Canone K formando

seu quae in 8 et ^ eaedem sunt. Vocemus harum serierum complexum H
earumque consideremus maxima transversalia in S et K electa. Dico, hornm

maximorum systema in S atque K in iisdem verticalibus fore. Sit enim M
unum liorum maximorum in K, in serie immutata positum; cui respondet in

*S terminus aequalis ejusdem seriei et ipse in sua verticali maximus. Nam

cum a 8 ad JiT per additiones positivas perveniatur, cujusque verticalis termini

in S inferiores aut aequales sunt respondentibus in /f; unde. si eorum

maximo in K aequatur ejusdem verticalis terminus in S, is a fortiori inter

ejusdem verticalis terminis in <S maximus esse debet. Terminus M exstare

debet in spatio A, cum series superior Tertiae Classis secundum proprietates

Classium stabilitas non habeat terminos in sua verticali maximos in C positos.

Vocemus V complexum verticalium, in quibus sunt serierum H maxima in S,

atque ponamus, verticalem, in qua sit M. non pertinere ad verticales V. Ex-

stabit in S in illa verticali maximum iV= M ad maxima transversalia in spatio

.4 electa pertinens, quare maximum N in serie erit positum. quae non per-

tinet ad series H. Nam ipsarum H maxima transversalia electa in A^erticalibus

V jacent, ipsum N autem in verticali supponitur, quae ad verticales V non

pertinet. Haec nova series et ipsa superior esse debet ad Tertiam Ciassem

pertinens; nam maximum N in spatio ^4 jacet, et e definitione Classium tradita

sequitur, si in eadem verticali sumuntur omnes termini maximi inter se ae-

quales, series, in quibus positi sint, ad eandem Ciassem pertinere. Jam si

ad Canonem K formandum illi seriei quantitas non evanescens addenda esset,

terminus ipsi N in K respondens evaderet major ipso N ideoque etiam major

termino M in eadem verticali posito, quod fieri non potest, cum sit M in sua

verticali maximum. Unde series illa ipsa immutata esse debet, quod tamen

absurdum est, quia suppositum est, series H cunctas esse series Tertiae Classis

immutatas. Unde ipsum M necessario in una verticalium V jacet; quod cum

de quoque maximorum M valeat, sequitur, systema maximorinn transversalium

serierum H in K electorum in iisdem verticalibus esse atque systema maximo-

rum transversalium earundeni serierum // in .S electoriun, q. d. e.
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Si sumuntiir in S terinini respondentes et aequales maximis serierum

H in K, formabunt illi in S alterum systema terminorum maximorum trans-

versalium, qui cum maximis serierum H in iisdem seriebus horizontalibus et

verticalibus sunt. Id quod fieri non potest. nisi utriusque svstematis termini in

eadem verticali positi inter se aequales sunt. Unde eruitur hoc Corollarium:

si in S in serie superiore Tertiae Classis immutata sumatur maximum, in eadem

verticali haberi in K seriei alicujus superioris ejusdem classis maximinii Uli

aequale. Maxima autem in >S ut in K semper suppono e systemate electo

maximorum transversalium sumi.

Ceterum eadem ratione demonstratur Propositio antecedens, si H de-

signat complexum serierum Secundae Classis immutatarum: immo pro iis tan-

tum Propositio vi aliqua et significatione gaudet. Etenim Tertiae Classis omnino

non existunt series immutatae.

Primum patet, non dari series inferiores imrmitatas. Si enim exstat

series inferior immutata. sit M ejus maximum in K e systemate maximorum

transversalium electorum; idem terminus in >S erit maximus inter omnes ejusdem

verticalis ideoque aequivalet maximo seriei alicujus superioris Tertiae Classis in

eadem verticali posito et ad maxima transversalia pertinenti*). At secundum

Corollarium antecedens in eadem verticali esse debet in K seriei alicujus supe-

rioris maximum ad maxima transversalia pertinens, unde in Ä' haberentur dno

maxima transversalia in eadem verticali, alterum in serie superiore, alterum M
in inferiore, id quod maximorum transversalium notioni contrariimi est.

Demonstrabo jam, si series Tertiae Classis superior exstet immutata,

etiam haberi inferiorem immntatam, quod cum fieri non possit, probatum erit.

neque superiorem neque inferiorem seriem Tertiae Classis dari immutatam.

Ponamus, dari seriem superiorem Tertiae Classis immutatam, quam per

s designo. Secundum definitionem Tertiae Classis, si c'? est series superior Ter-

tiae Classis, dabuntur series s, Sy, s^, . . ., 6\,_, tales, ut earum maxima J/.

i¥i, J/g, . . ., M„^_i, quae e systemate maximorum transversalium electo su-

menda sunt, habeant quodque in eadem verticali terminum aequalem N; in

serie subsequente, ultimo vero if„._i aequetur in eadem verticali terminus iV,„_i

seriei inferioris, ut igitur bini JS^ et il/^^, sint in eadem serie. bini inter se

aequales M, et N^ in eadem verticali. Jam si series superior Tertiae Classis

*) Vide siipra Tertiae Classis defiiiitionein p. "209, :^1().
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s est immutata. secundum Corollarium antecedens dabitiir in K maximum ipsi

M aequale et in eadem verticali positum; unde ad Canonem formanduni non

augeri poterit series s^. alioquin enim augeretur terminus N ipsoque maximo M
in eadem verticali posito major evaderet. Unde series s^ et ipsa immutata

esse debet. similiterque probatm*, omnes quoque s.2, -S;.. .... .s„,_i nee non seriem

inferiorem 5„, immutatam fore, quod fieri non posse vidimus.

Cum ad Canonem formandmn nulla series Tertiae Classis immutata

manere possit, sit / minima quantitatmn, quibus illae series augeri debent, ita

ut, Omnibus quantitate / auctis, in novo schemate certe nna earum exstet, quae

ad Canonem formandum non amplius augenda sit, sed immutata maneat. Sit g

quantitas minima, qua ipsius S series Tertiae Classis augentur, ut unus earum

terminus aequetur ejusdem verticalis maximo in serie Secundae aut Primae

Classis posito. Si /' <C ^ atque omnes series Tertiae Classis quantitate /'

augentur, in novo schemate videmus, distributionem serierum in Classes non

alterari, sed quamque ad eandem pertinere Ciassem atque in »S. L^nde non

poterit iieri f<ig\ alioquin enim haberetur Schema, in quo daretur series ali-

qiia Tertiae Classis immutata, quod fieri non potest. Hinc videmus, quantitatem

minimam, qua series Tertiae Classis augendae sint, ut unus earum terminus

aequetur ejusdem verticalis maximo in serie Primae aut Secundae Classis posito,

aequalem aut inferiorem esse quantitate minima earum, quibus series Tertiae

Classis ad Canonem formandum augeri debent. Unde sequitur regula tradita,

nunquam majores adhiberi additiones, quam ad Canonem quemcunque forman-

dum necessarium sit. ideoque Canonem regula nostra erutum fieri simplicissimum.

Exemplum.

Schema propositum.

11
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Schema derivatum I. Schema derivatum II.

20*
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poscit, nisi ut series Tertiae Classis omnes simul quantitate minima augeantur,

qua fit, ut earum terminus unus aequetur reliquarum serierum termino maximo

alicui stellato in eadem verticali posito. Totum igitur negotium consistit in

hac augmentatione serierum, electione maximorum transversalium atque distri-

butione serierum Tertiae Classis post quamque augmentationem denuo effi-

cienda. Id quod continuandum est, usque dum series Tertiae Classis non am-

plius inveniuntur, quo casu ad Canonem simplicissimum pervenimus.

Schematis totius post quamque mutationem denuo scribendi negotium

variis artificiis expediri potest, Scilicet, ut a schemate aliquo ad proximum

transeamus, non opus est, ut alios terminos ante oculos habeamus, quam qui in

quaque verticali maximi sunt et maximis proxime inferiores, unde hos scribere

sufficit. Porro cum serierum ordo non respiciendus sit, sufficit series tantum

augendas delere et auctas infra reliquas scribere, quae non mutantur. Sed haec

et alia, quae commode in magna numerorum mole adhibentur, melius cujusque

genio relinquuntur.



ÜBER DIEJENIGEN PROBLEME DER MECHANffi

IN WELCHEN EINE KRÄFTEFUNCTION EXI8TIRT

UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN

AUS DEN HINTERLASSENEN PAPIEREN C. G. J. JACOBI'S

HERAUSGEGEBEN VON

A. CLEBSCH

V. 28





ÜBER DIEJENIGEN PROBLEME DER MECHANIK,
IN WELCHEN EINE KRÄFTEFÜNCTION EXISTIRT,

UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN.

Einleitung.

Wenn ein freies System materieller Punkte von keinen anderen Kräften

getrieben wird, als solchen, die von ihrer gegenseitigen Anziehung oder Ab-

stossuno- herrühren, so kann man die Differentialgleichuno-en ihrer Beweo'uno-

vermittelst der partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function der

Coordinaten der Punkte auf eine einfache Weise darstellen. Laorranae. wel-

eher zuerst diese wichtige Bemerkung gemacht hat, hat zugleich aus dieser

Form der Differentialgleichungen grossen Vortheil für die analytische Mechanik

gezogen. Es musste daher die hohe Aufmerksamkeit der Mathematiker er-

regen, als Herr Hamilton, Professor der Astronomie in Dublin und könig-

licher Astronom für Irland, in den Phüosophical Transactions nachwies, dass

man in dem gedachten Falle der Mechanik auch sämmtliche Integralgleichungen

der Bewegung vermittelst der partiellen Differentialquotienten einer einzigen

Function auf eben so einfache Weise darstellen kann. Es ist dies ohne

Zweifel die bedeutendste Erweiterung, welche die analytische Mechanik seit

Lagrange erfahren hat. Ich werde im Folgenden die von Hamilton gefun-

<lenen neuen Fundamentaltheoreme aus den bekannten Differentialgleichungen

nach Anleituno' des Verfassers ableiten und einige wesentliche Erweiterunoen

derselben angeben, welche in einigen Fällen sogar für die wirkliche Ausfüli-

rung der Integrationen bisher nicht bemerkte Vortheile darbieten. Die Theo-

reme Hamilton's. in iln-er Verallgemeinerung aufgefasst, führen die Integra-

tion der Differentialgleichungen der Bewegung auf die Integration einer ein-

zigen, nicht linearen, partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zurück.

Die Theorie dieser partiellen Differentialgleichungen erhält auf diese Weise

eine erhöhte Wichtigkeit, indem von ihr ein bedeutender Theil der Probleme

28*
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der Mechanik abhängig gemacht wird, unter welchem die Bewegung der

Körper unseres Sonnensystems mitinbegriffen ist. Man hat diese Theorie mit

Unrecht bisher durch die Arbeiten von Lagrange und Pfäff für abgethan er-

achtet, während sie noch einen grossen Spieh-aum für Untersuchungen dar-

bietet welche eben so viel neue und wichtige Resultate für die Mechanik ver-

sprechen; die Theoreme Hamilton's selbst tragen auf bedeutende und uner-

wartete Weise zur Vervollkommnung dieser Theorie bei, obgleich der Verfasser

dieses rein analytische Interesse nicht hervorgehoben hat.

§. 1. Die Bewegungsgleichungen bei Existenz einer Kräftefunction.

Gleichung der lebendigen Kraft.

Lagrange hat den Differentialgleichungen der Bewegung eines freien

Systems von n materiellen Punkten in einem sehr ausgedehnten Falle die ein-

fache und merkwürdige Form gegeben:

m.
cVx. du
dt-

~~
dx.

d-ij. dU
df"

^ "%"

d'^z. dU

(' = 1, 2,

' df'
~ dz.

'

oder die den rechtwinkligen Coordinaten parallelen Oomponenten der auf die

verschiedenen Punkte des Systems wirkenden Kräfte durch die nach den ent-

sprechenden Coordinaten genommenen partiellen Differentialquotienten einer ein-

zigen Function ausgedrückt. Dieser Fall tritt ein, wenn die Punkte des Systems

^effenseitieen Anziehunsen oder Abstossungen unterworfen sind; es können über-

dies die einzelnen Punkte noch nach festen Centren gezogen oder von den-

selben abo-estossen, auch von constanten Parallelkräften sollicitirt werden. Man

braucht hierbei nicht vorauszusetzen, dass jeder Punkt von aHen übrigen und

den festen Centren nach demselben Gesetze angezogen oder von denselben ab-

gestossen wird; nur muss zwischen je zwei sich anziehenden oder abstossen-

den Punkten des Systems die Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung statt-

finden. Die Function U, deren partielle Differentialquotienten die Kräfte geben,

kann man die Kräftefunction nennen. Für n Punkte, die sich nach dem

Newton' sehen Gesetze anziehen, wird sie z. B.

m.vi,

U =
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wenn /\j, die gegenseitige Distanz zweier Punkte des Systems bedeutet, deren

Massen m^ und m,. sind, und die Summe auf alle Combinationen je zweier

Punkte ausgedehnt wird.

Wenn das System nicht frei, sondern irgend welchen Bedingungen un-

terworfen ist, sei es, dass die Punkte desselben mit einander oder mit festen

Punkten irgendwie verbunden oder gezwungen sind, sich auf gegebenen Curven

oder Oberflächen zu bewegen, so hat Lagrange durch 'glückliche Einführung

von Multiplicatoren den Differentialgleichungen der Bewegung dieselbe einfache

Form zu erhalten o-ewusst. Es seien die Bedino-uno-en des Svstems auso-edrückt

durch die zwischen den Coordinaten der materiellen Punkte o;e2:ebenen Glei-

chungen
/= 0, 9: = 0, etc.,

so erhält man für jeden Punkt des Systems, dessen rechtwinklige Coordinaten

2',, ?/,, Zi sind, und dessen Masse m^ ist, die Gleichungen:

d'x. dU cf d(f.

' dt- dx. " dx. "^ dx.
'

( I '

d\. 6U df d(f

dt- Sy. ' dij. '

1 dy.

d-z. du df 6(p

' df^ dz.

in welchen Formeln die verschiedenen Multiplicatoren i, a^. etc., welche in

die partiellen Differentialquotienten der verschiedenen Functionen /'.
(f,

etc.

multiplicirt sind, für alle Punkte des Systems dieselben bleiben. Man erhält

die Multiplicatoren vermittelst der Auflösung bloss linearer Gleichungen durch

die Coordinaten der Punkte und ihre nach den Coordinatenaxen zerlegten Ge-

schwindigkeiten ausgedrückt, indem man die vorstehenden Werthe der zweiten

Ableitungen der Coordinaten in die zweiten Ableitungen der Bedingungsglei-

chungen /'=0, y ^ 0, etc. substituirt.

Man kann immer ein Integral der vorstehenden Differentialgleichungen

erhalten, welches von den Bedingungen des Systems unabhängig und unter

dem Namen des Princips der Erhaltung der lebendigen Kraft bekannt ist.

Multiplicirt man nämlich die vorstehenden Differentialgleichungen mit

dx. dy. dz.

IT' ~df' "df

und addirt alle ähnlichen Gleichungen, die man für die verschiedenen Punkte
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des Systems erhält, so verschwinden die in die Multiplicatoren Z, ?.^, etc.

multipHcirten Ausdrücke vermöge der Bedingungsgleichungen des Systems, und

die beiden Seiten der Gleichung werden integrabel. Man erhält nach ge-

schehener Integration die Gleichung:

oder, wenn man mit v^ die Geschwindigkeit des Punktes, dessen Masse ?«, ist,

bezeichnet,

wo h eine hinzuo-efüote willkürliche Constante ist. Bezeichnet man mit ?';, U
die Werthe von r, und U zu irgend einer Zeit t^,, so kann man die vorstehende

Gleichung auch so schreiben:

^\2m e.V.— 2viv"v'!] = U— U .

Den Ausdruck
2711. V-

I t

nennt man die lebendige Kraft des Systems. Die vorstehende Gleichung besagt

also, dass, wenn ein System materieller Punkte, auf welches Kräfte der oben

angegebenen Art wirken, und welches irgend welchen Bedingungen unterworfen

ist, in einer gewissen Zeit durch seine Bewegung aus einer Position in eine

andere ri'ickt und man die Bedingungen des Systems, d. h. die Verbindungen

der Punkte unter sich oder mit andern festen Punkten, oder die Curven oder

Flächen, auf denen die einzelnen Punkte sich zu bewegen gezwungen sind, auf

irgend eine beliebige Art abändert, jedoch so, dass das System wieder in einer

gewissen Zeit, während dieselben Kräfte darauf wirken, durch seine Bewegung

aus der ersten Position in die zweite rücken kann: dßr Gewinn oder Verlust

an lebendioer Kraft am Ende der Bewe^uno; in beiden Fällen ganz der näm-

liehe ist oder sich unverändert erhält. Dieses ist die Eigenschaft des Systems,

welche man die Erhaltung seiner lebendigen Kraft genannt und welche dem

Principe seinen Namen gegeben hat.

Die obige Form der Ditferentialgleichungen der Bewegung kann auch

noch auf den Fall ausgedehnt werden, wo die Punkte des Systems nach an-

deren beiveglichen Centren gezogen werden, wenn dieselben von den Punkten

des Systems keine Reaction erleiden und ihre Bewegung anderweitig gegeben

ist. Dies wäre z. B. der Fall der Bewegung eines Kometen, der von den

Körpern des Sonnensystems angezogen wird, wenn man die Bewegung dieser
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letzteren als bekannt voraussetzt. Die Kräftefunction U enthält dann noch

ausser den Coordinaten der Punkte des Systems die Zeit t expHcite, und der Satz

von der lebendigen Kraft hört auf seine Gültigkeit zu haben. Die Gleichung

l^m.v- = U-\-h

wird nämlich für diesen Fall

^2m.v^. = U—j -^ dt,

du
wenn —^— den partiellen Differentialquotienten von U nach t bedeutet, inso-

weit t in U noch ausser den Coordinaten der Punkte vorkommt. Ebenso-

wenig gelten für diesen Fall die anderen Principe der Mechanik. In einem

besondern Fall indessen, der für mehrere Bewegungen im Sonnensystem eine

bedeutende Annäherung abgiebt, wenn man nämlich die Bewegung eines

masselosen Punktes sucht, der von zwei Körpern, die sich in einem Kreise

gleichförmig um ihren gemeinschaftlichen Schwerpunkt drehen, nach dem

Newton' sehen Gesetze angezogen wird, habe ich ein neues Integral gefunden,

welches eine gewisse Combination der beiden Principe von der Erhaltung der

lebendigen Kraft und der Erhaltung der Flächen darbietet.

Die obige Form der Differentialgleichungen der Bewegung bietet den

Vortheil dar, dass man, von ihr ausgehend, mit Leichtigkeit die Probleme der

Mechanik dem Calcul unterwerfen, die bekannten Principien der Mechanik be-

w^eisen und gehörig begrenzen, ferner alle für nöthig erachteten analytischen

Transformationen der Gleichungen ausführen kann; endlich ist es durch diese

Form möglich geworden, der Methode der Variation der Constanten die ge-

genwärtig von ihr erreichte grosse Vollkommenheit und Allgemeinheit zu geben.

Aber in neuester Zeit hat Hamilton aus dieser Form der Differentialo-leichuno;en

Folgerungen gezogen, welche trotz ihrer Einfachheit und Fruchtbarkeit den

Analysten bisher entgangen waren, und welche ihn darauf geführt haben, die

oben näher bezeichneten Probleme der Mechanik, für welche die Differential-

gleichungen die in Rede stehende Form haben, unter einem ganz neuen Ge-

sichtspunkte darzustellen. Dieser Gesichtspunkt wird desto wichtiger, weil er

in Verbindung mit anderen Erweiterungen des Integralcalculs für die Integration

der erwähnten Differentialgleichungen die merkwürdigsten Vortheile darbietet.

Man findet die Arbeiten Hamilton's, von denen ich hier reden will, in den

Fhilosophical Trcmsactions der Royal Society in zwei Abhandlungen (1884 P. II.

1835 P. I).
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§. 2. Die Hamilton'sclie Form der Integralgleichungen. Die Grundfunction.

Wie Lagrange die Differentialgleichungen der Mechanik in den ge-

dachten Fällen durch die partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function

darstellt: so hat Hamilton gezeigt, dass auch sämmtliche Integrale derselben

diu'ch die partiellen Differentialquotienten einer einzigen Function dargestellt

werden können. Ich werde mich im Folgenden zunächst auf die Betrachtung

eines ganz freien Systems materieller Punkte beschränken.

Es seien die Massen der n Punkte des Systems ii\, m.2, m^, . . ., in,,

und die rechtwinkligen Ooordinaten des Punktes, dessen Masse m, ist, i\, ?/,,

Zi', es seien ferner die Differentialgleichungen der Bewegung des Systems, wie

oben:

d .T.
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Vermittelst der erwähnten Integralgleichungen kann man auch die

Gn Grössen x], y], z], a\. b], c\ durch f und die 6« Grössen .r,, 2/,, c:,,

<7., 6,, c, ausdrücken. Substituirt man diese Ausdrücke in den gefundenen

Werth von S, so wird auch S eine Function von t und den 671 Grössen .r,,

yi, ^i^ f'i, f^i, Ci, d. h. *S' wird eine Function der Coordinaten der Orte, welche

die Punkte des Systems in zwei verschiedenen Positionen desselben einnehmen,

und der Zwischenzeit, welche das System gebraucht hat, um aus einer Position

in die andere zu kommen. Kennt man auf irgend eine Art diesen Ausdruck

von N durch / und die ^n Grössen cc-, y-. z-, a-, }>., c^, so geben nach Ha-
milton die nach diesen letzteren genommenen partiellen Differentialquotienten

von »S unmittelbar die Ausdrücke der 6)1 übrigen Grössen x], y\. z], a]. h'-. c,

durch dieselben Grössen f. ;r,, ?/,, z,, a^, b,-, c^ und mithin die sämmtlichen

6?? Tntem'alo;leichungen des Problems.

Man hat nämlich, wie Hamilton zeifit. die Gleichunjien:

dS . dS
dx. '" '' da. '

''

dS , dS j,
m.y.. —pr^— = — 7)1 b..

dy. .
"'- db.

dS , dS
,

8z. ' • de. '
''

in welchen dem Index / wieder seine 71 Werthe 1. 2, 3 n zu «reben sind.

Die Sn Gleichunoen rechts sind die endlichen Gleichuno-en der Bewesuno- selbst,

d. h. 3/? Gleichungen zwischen den 3^? Coordinaten x,. ?/,, Z; und der Zeit f

mit 6n willkürlichen Constanten (h. b:, c,, et]. b[, c-. Die Gleichunoen links

sind die 3?i Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen der Zeit f. den

Coordinaten .r,, ?/•. z^, und ihren nach der Zeit genommenen Differentialquo-

tienten x'i, y';. z'i mit nur 3« willkürlichen Constanten ü;, b^. c,. Diese letzteriMi

Gleichungen nennt Hamilton auch die Zivischeninteyrale. Die Function der

Zeit t, der Coordinaten der Punkte des Systems und der einer Zeit / = ent-

sprechenden anfänglichen Werthe derselben, welche im \^orstehenden mit .S

bezeichnet ist, und welche allein sämmtliche Integralgleichungen des Problems

giebt, nennt Hamilton die charakteristische- oder die Grundfunction.

Die vorstehenden Formeln gelten auch dann, wenn die Kräftefunction

U die Zeit t explicite enthält, auf welchen Fall Hamilton seine Untersuchungen

nicht ausgedehnt hat. Wenn U, wie Hamilton dieses voraussetztv und wie es

V. 20
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inso-emein der Fall ist, eine blosse Function der Coordinaten ist, welche nicht

ausserdem noch die Zeit t explicite enthält, so kann man die Function /S auf

eine einfachere Weise definiren, als es oben geschehen ist. In diesem Falle

gilt nämlich, wie wir oben gesehen haben, der Satz von der Erhaltung der

lebendigen Kraft oder die Gleichung

und man hat daher

II

= 2Cudt-^ht,

in welchen Formeln man die willkürliche Constante h ebenfalls durch die An-

fangs- und En^werthe der Coordinaten auszudrücken hat.

Um die partiellen Differentialquotienten der Function »S nach allen

Orössen, die sie enthält, zu kennen, muss noch der Werth von

dS
dt

angegeben werden. Bedient man sich, wie bereits im Vorigen geschehen ist,

der Charakteristik d für die partielle Differentiation, dagegen der Charakte-

ristik f/, wenn man die Coordinaten x,, y,, j,. als Functionen der Zeit t be-

trachtet und nach t vollständig differentiirt, so hat man:

dS dS ^\ dS , dS , dS
[ dx. ' du. •^' dz. 'Jdt dt " [ dx. ' dy.

wenn man unter dem Summenzeichen dem i seine Werthe 1 , ^

giebt. Substituirt man in diese Gleichung die Werthe

dS , dS ,
dS—— = 771.x. , -?^— = 7n u., - ^-— = m z

,

dx. ' *' dy. "^' dz. '
''

SO verwandelt sie sich in folgende:

—r— = -^ \-^m(x'.x.-\-u'.u[-{-z.z'.).
dt dt '^ ' '

•^"^'
'

'^

Andererseits aber erhält man aus der für S gegebenen Definition

-^ = U^^lm^(^^xl-^y[y:^z'/^),

und daher durch Vergleichun"; beider Ausdrücke
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welches der verlangte partielle Differentialquotient von S nach f ist. Wenn
U nicht t explicite enthält, so geht diese Gleichnng zufolge des dann geltenden

Satzes von der lehendio-en Kraft über in

welche Formel den Ausdruck der Constante li durch die Zeit und die Anfan^rs-o

und Endwerthe der Coordinaten giebt.

Die Grundfunction kann zugleicli mit den Variabein, welche sie enthält,

auf mannigfache Weise abgeändert werden, ohne ihre charaktei-istische Eigen-

schaft zu verlieren, das heisst ohne dass sie aufhört, durch ihre partiellen Dif-

ferentialquotienten die Integralgleichungen des Problems zu geben. Hamilton

giebt mehrere Functionen an. welche man zur Grundfunction wählen kann.

Die merkwürdigste von diesen ist die von ihm seiner ersten Abhandluno- zu

Grunde gelegte, in welchei' er statt der Zeit t die Grösse

welche nach dem Satze von der lebendigen Kraft eine Constante h wird, als

Variable einführt, während die übrigen Variabein der Grundfunction unverän-

dert bleiben. In der elliptischen Bewegung eines Planeten wii-d. wenn man die

Masse desselben und die Constanti^ der Anzit-hiin^iskraft der Sonne o-leich 1 setzt,

wo a die halbe «rosse Axe der Bahn bedeutet. Für diesen Fall ist also diese

Wahl der Variabein der Grundfunction dieselbe, die man mehreren Untersu-

chungen in der Planeten- und Kometentheorie zu Grunde gelegt hat, in wel-

chen man durch die Anfanjis- und Endwerthe der Coordinaten und die grosse

Axe die Zwischenzeit und die ül)rigen Elemente der Bahn ausdrückt.

Man kann die neue Grundfunction aus der Function N dm*ch folgende

Betrachtung ableiten. Differentiirt man »S gleichzeitis: nach allen Grössen, die

es enthält, so wird zufolge der oben gegebenen Formeln:

e.S , „ / dS , 88 , .
ÖS

dt \ dx. ' dy. '^' dz. ')

^f öS , öS ,, dS , \

= — T!<Jf -+- 3?» .(.r' (Ir. -{-y. (h/.-{-z'. f/s )

— :^m^(o'. da.-^-U. dO^-hc'. de.).

29*



228 PROBLEME DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFüNCTION

Setzt man
5; = —m+v,

so folgt hieraus
dV = tdH-^2:7>L(dYlä:^-hij'.dij^-\-z'.dz.)

—-^77i.(a.da.^b'.db.-^c.dc.).

Wenn man daher zu Variabehi der Function V die Anfangs- und Endwerthe

der Coordinaten und die Grösse

nimmt, so erhält man unmittelbar durch die nach diesen Variabein genom-

menen partiellen Differentialquotienten von V die Qn Grössen x\, ?/-, z\, «|, h\,

c\, und die Zeit t. Die vorstehende Gleichung giebt nämlich die Werthe der

6?i-f-l partiellen Differentialquotienten von F:

dV . dV
—- = 771.x.,
dx. .

'
•'

1
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Wenn die Krät'tefanction U nicht t explicite enthält, kann man <lie

Differentialgleichungen der Bewegung bloss als Gleichungen erster Ordnuncr

zwischen den Qn Grössen .r,, y,, z-,, x\. y\, z\ ohne t betrachten. Man kann

nämlich die Differentialgleichungen der Bewegung folgendermassen darstellen:

djc.

dt

dt

dz.
1

~df

= I/r-

da:'
l

dy\^

dt

dz',

'df

dU

du

dU

oder durch die Proportion

dJ;^ .
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und 6n— 2 andere willkürliche Constanten ausgedrückt, so erhält man die Zeit

t durch eine einmalige Quadratur vermittelst der Formel:

r d.r^

wo T eine neue willkürliche Constante ist. Die Integration der on Differential-

gleichungen zweiter Ordnung kommt daher, wenn U nicht t explicite enthält,

auf die Integration von 6n— 2 Differentialgleichungen erster Ordnung, den Satz

von der lebendigen Kraft und eine einmalige Quadratur zurück. Wenn f auch

explicite in U enthalten ist, also das eine Integral der lebendigen Kraft nicht

mehr eilt, hat man zivei Inteo-rationen mehr auszuführen.

Zur Auffinduno; von V bi-aucht man nur die 6n — 1 Gleichuno-en zwi-

sehen den ßn Grössen a\. y,, z-^ a'j, ?/'. z- zu kennen und hat nicht nöthig die

Quadratur, icelche t giebt. auszuführen. Man kann nämlich den oben gegebenen

Werth von V folgendermassen darstellen:

wo das Integral, wenn man alle Grössen durch a\ ausgedrückt hat, von i\ = a^

an zu nehmen ist. für welche Grenze man oleichzeitio; hat:

-r
dx^

Kennt man also die 6)i — 1 Gleichungen zwischen den Gn Grössen i\, y,, z,,

.i'l, y',. z\, so werden t und V unabhängig von einander durcli je eine Quadratur

gefunden.

Es giebt einen sehr ausgedehnten Fall, der auch die Bewegung der

Himmelskörper in sich begreift, in welchem die beiden Quadraturen, durch

welche man t und V findet, auf einander zurücko-eführt werden können, so

dass, wenn man t bereits gefunden hat, es keiner anderen Quadratur bedarf,

um V zu finden, und umoekehrt. Es findet dies statt, wenn U eine homogene

Function der Coordinaten ist. Ist nämlich dieselbe von der Dimension 6, so

beweist man leicht die Formel:

— 2rn.(a a.-\-b.b'.-\-c c'.').

Hat man also t und die Gi'össe

Sm^x/.-hyy.-hz^z'-)

— 27n (a a'.-\-b b'.-i-c c')
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durch h und die 6/i Grössen .i'-, ?/,, z^, <'/,, i,, c, ausgedrückt, so kennt man

durch die vorstehende Formel, ohne weiter eine Quadratur auszuführen, den

verlangten Ausdruck der charakteristischen Function V. Füi- das Weltsystem

wird, wie oben ana;eo;eben ist. die Kräftefunction

mm.

also eine homogene Function der Coordinaten von der (— 1)'^" Dimension.

Setzt man daher « == — 1, so erhält man für das Weltsystem:

^V= -ht-{-:^m.{x.x'.+yAj\^z^z'.)

—2m. (a. a'. -+- b^ h\ -h c c'. )

.

Man sieht übrigens aus diesen Formeln, dass man, wenn U eine homogene

Function der Coordinaten ist, nicht nur V. sondern auch noch das neue Inteerral

allgemein angeben kann.

Wenn U von der (— 2)'^" Dimension ist, welches der Fall ist, wenn die

Anziehungen sich umgekehrt wie die Guben der Entfernungen verhalten, so

kann man V nicht mehr durch die vorstehenden Formeln bestimmen. Diese

geben aber zwei neue Integrale, nämlich die Gleichungen:

2m.(x.x.-{-i/.y^^z.z.) = a-h2ßt-h2ht%

wo ce, ß willkürliche Constanten sind.

Ich will noch bemerken, dass man aus derselben Quelle einen Satz ab-

leiten kann, der sich auf die Stabilität des Weltsystems bezieht. Sind X. F,

Z die Coordinaten des Schwerpunkts des Systems, und setzt man

y' dX ^r clY , dZ
dt ' dt ' dt '

so kann man den Ausdruck

-m.t(a.:-X')^4-(i/:-F'/+(^:-;^'y]

die lebendige Kraft des Systems um seinen Schwerpunkt nennen und leicht den

Satz beweisen, dass, wenn irgend ein freies System von Körpern, welche sich

umgekehrt wie die Quadrate der Entfernungen anziehen, stabil sein soll, seine

lebendige Kraft um den Schwerpunkt abwechselnd grösser und kleiner iverden

niuss als die Kräftefunction, aber immer kleiner bleiben muss als der doppelte
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Werth de?' letzteren. Wenn für irgend einen Zeitmoment also die lebendige

Kraft um den Schwerpunkt des Systems grösser als die doppelte Kräftefunction

oder der doppelten Kräftefunction gleich ist, so weiss man, dass das System

oder wenigstens einige seiner Theile ins Unendliche auseinandergehen.

§. 3. Die charakteristische Function für die Planetenbewegung.

Ujn ein einfaches und lehrreiches Beispiel zu haben, wollen wir die

charakteristische Function V für die elliptische Bewegung eines Planeten auf-

suchen. Man nenne r den Radius Vector^ a die halbe grosse Axe, F die an-

ziehende Kraft für die Einheit der Entfernun«;. setze ferner

,=*
^

dt

und nenne ^o, r'^ die Anfangswerthe von r. r' und q die den Anfangs- und

Endpunkt der Bewegung verbindende Sehne, so wird nach dem von mir für

V angegebenen Ausdruck in diesem specidllen Falle:

Die Masse des bewegten Planeten, die eigentlich als gemeinschaftlicher Factor

noch die Grössen V und h afficirt, habe ich hier = 1 gesetzt, da sie ganz

aus der Rechnuno- herausgeht: für die Constante h habe ich ihren Ausdruck

den sie für die elliptische Bewegung annimmt, eingeführt. Bestimmt
2a

^wei Hülfswinkel * und t' vermittelst

r-hr^,-hQ

man zwei Hülfswinkel * und t' vermittelst der Gleichungen

;

sin- ^6 -=

sinH«'

4 a

4«

so findet man aus den Formeln, die Gauss in der Theoria 'tnotns gegeben,

rr'— r^r'^^ = )(']A/(sinf— .siiif').

Es wird ferner nach der bekannten Lambert»' sehen Formel

a^
t = -r [*— «iuf — (^'— sinc')j,

und daher

V = -^t-^2Cr7''—rr')

= k\Ui[i-^»mt—{t'-\-M\\t')\.
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.9

Dieser Ausdruck von V ist von dem Lamhert' sehen Ausdruck von nur
a

in dem Zeichen der beiden Sinus verschieden. Um denselben, wie verlanot

wird, durch die Anfangs- und Endwerthe der Coordinaten auszudrücken,

braucht man nur in den Werthen der Winkel b und s' fiir ?',
?'o und ^ die

Ausdrücke zu substituiren:

^V. = 1/^+3/0+^0'

wo mit .r„, y^,, z,, die der Zeit / ^ entsprechenden Werthe der Coordinaten be-

zeichnet sind. Hamilton konuut auf einem anderen Weore zu dem obigen Aus-

druck von V, indem er zuerst den Ausdruck desselben ohne Beweis für den Fall

eines beliebigen Attractionsgesetzes hinstellt und dann die besonderen Formeln

für die elliptische Bewegung daraus ableitet.

Setzt man

und nennt 2/" den Winkel, welchen die beiden Radien Vectoren bilden, so er-

hält man nach einigen Reductionen durch die partielle Differentiation des für

V gefundenen Ausdrucks die nachstehenden Formeln:

dV k\a r .f— .r,
.

-^ . ,1

5^'
, ^Yä \y—y^ . y . Ä-—- =

i/
= -'^- sni^ sin ry .

oy cos/ yrr^, ^ q
?• J

dV kfa r 2—2,
.

^ . rl= 2 = 7=^ ^^'^,'5' sm,9
,

dz cos/]/rr^ ^ Q ' r " J

dV kyfa r.r-AV, .
.r,

,
A-—- = .1-, = -—^ sin^H -^Mxc, ,

ö'^o cos/y/Tp L ^ r. J

^^'
, ^'V« \y-y. . y. . ,1—^— = y,
= 7,7=- «inr/+— sin .9 ^

dy^ cos/y r/v L o i\, J

dV k^a
:=- sni<7H .sin,^ .

Ö2, " cos/l/r/;,

wo mit .T,'. ?/o, zl die der Zeit t = entsprechenden Werthe von x\ y\ z'

bezeichnet sind. Der Winkel ff ist, wie aus den Formeln der Theoria mntüs

V.

*) Die Winkel 7 und 7' sind liier dieselben, welche in der Theoria moius mit //, ;/ bezeichnet sind.

30
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erhellt, die halbe Differenz der beiden excentrischen Anomalien; die beiden

Grössen sin^ und sin^^' sind dnreli die Formel miteinander verbunden:

Q = 2rtsin//sin</';

nennt man die beiden excentrischen Anomalien E und E^, so hat man auch:

COS(/ = <?cos ^ ,

wo e die Excentricität bedeutet. Nennt man p den halben Parameter, so hat

man ferner:

]/«/>. sin//' = sin/']/r7^.

Sind «. ß. y die Winkel, die die Halbirungslinie des Winkels der beiden Ra-

dien Vectoren mit den rechtwinkligen Coordinatenaxen bildet, so kann man aus

den für .r', y', etc. angegebenen Werthen auch folgende einfache Ausdrücke für

x — x!), y'— ^0 5
2'— -^0 ableiten:

, ,
2/,'siü/

~ — cos ff,

Vp
, 2/:sin/

y — .Vo
= Tl=— cos/?'

2Ä;sin/
cos y,

welche Formeln sich ebenfalls bei Hamilton angedeutet finden. Von dem für

V angegebenen Werthe kann man auch zu dem Lambert'schen Ausdruck der

Zeit zurückkehren vermittelst der Formel:

dV dV 2a- dV
t

dh r.
— k' k' da

2a

Für die parabolische Bewegung erhält man aus den obenstehenden For-

meln, indem man a = 00 setzt:

]/a.£ = ]/a.sine = "[/r-hr^^H-^,

]/«.£'= ]/a.sine'= yr-\-r^— q,

und daher die charakteristische Function:

V= 2k[\/r-^r^^Q-]/r^r^-Q],

während der bekannte Ausdruck der Zwischenzeit wird:

Hiermit sind die hauptsächlichsten Formeln abgeleitet, welche dazu dienen

können, die Form, in welcher die Integralgleichungen der elliptischen Bewe-

gung nach der Hamilton'schen Methode sich darstellen, mit den Formen,

welche denselben gewöhnlich gegeben werden, zu vergleichen.
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§. 4. Form der Integralgleichungen für unfreie Bewegungen.

Die bisherio-en Formeln l)ezooen sich auf die Beweiiuno: eines freien

Systems, für welche die Diiferentialgleichinio-en

gelten. Aber Hamilton hat bemerkt, dass auch in dem Falle, wo das System

irgend welchen Bedingungen unterworfen ist. die durch Gleichungen zwischen

den Coordinaten der bewegten Punkte:

/= 0, (f
= 0. etc.

ausgedrückt werden, die Integralgleichungen der Bewegung sich in einer ana-

logen einfachen Form darstellen lassen. Grieichwie nämlich Lagranae für

diesen Fall die Differentialgleichungen des Problems auf die Form

-h/
d.r. ' ' dx. '^ dx.

I I I

d u df dw

dU df dw

öz. dz. ^ ^'~cz.

gebracht hat, wo die Multiplicatoren /. P.^. etc. vermittelst der Gleichungen
72/. 72

- 7.2 = Q;
—

j72~ ^ ^-^ ^^^- bestimmt werden können; so erhalten nach Hamil-

ton die Integralgleichungen der Beweguno- die Gestalt:

, dS
T df j S(f>

' ' ox. dx. ^ dx.

, dS , df ,
Ott

, dS> , df 1 d(f

c:

s^+tS-+t:^
' ' da. da. ^ da

I I i

/,' — ^^
I

/» ^f" _u/"
"^^^

'
' ~ db.

"^
db.

'^^
db.

ds
^

^odf^
^

j,d<f^'
^

de. de. ' de.

") Die Herleitung dieser Gleichungen findet sieh im vierten Bunde dieser Aussrabe p. 51»—65.
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Hier haben die Grössen .u,-, ij,, z-, .i",', y\, z\, cf^, h-, c,, «,', h\, c\ dieselbe Be-

deutung wie oben, und /'",
(f'\

etc. bezeichnen die Ausdrücke, in welche /'

(f,
etc. übergehen, wenn ujan in ihnen a^, b^, c, für x,, y,, z^ setzt. Ferner

bezeichnet »S ebenso w4e im Vorhergehenden eine Function der Grössen x,, y^,

2^, und «,, h,, Ci, welche zwar dm-ch die Gleichungen /= 0, '/ = 0, etc. f'^=zO,

(p^z=0, etc. mit einander verbunden sind, aber bei der Bildung der partiellen

Ableitungen von S sowohl als von /, y, etc. f^, (p^, etc., als von einander un-

abhänsise Variable anzusehen sind. Endlich ist zu bemerken, dass die Multi-

plicatoren /, /, , etc. der oii ersten Integralgleichungen mit Hülfe der Glei-

chungen -p- = 0, -^ = 0, etc. durch die Grössen .i,, y^, Z/, x], ?/', s| ausge-

drückt werden können, und dass aus diesen Ausdrücken, wenn man in ihnen

Xi, 2/,, Zi, x'i, y'i, z\ in (/,, Z^,, c,-, «', h\^ c- verwandelt, die Multiplicatoren t\

tl, etc. der ^n letzten Integralgleichungen sich ergeben.

Man erhält ganz ähnliche Formeln, wenn man die Function V zur cha-

rakteristischen Function annimmt. Die Formeln

f = -«
oder

bleiben ganz dieselben wie für ein freies System. Ich werde mich im Fol-

genden zunächst wieder auf ein freies System beschränken, jedoch auf den all-

gemeineren Fall später zurückkommen.

§. 5. Die beiden partiellen DiflFerentialgleichungen erster Ordnung, denen die

charakteristische Function genügt.

Das Auffinden der charakteristischen Function aS oder V nach der oben

gegebenen Definition setzt die bereits ausgeführte, vollständige Integration der

Differentialgleichungen der Bewegung voraus. Die Hamilton'sche Methode

giebt dann eine merkwürdige Art, wie man die bereits bekannten Integrale

darstellen kann. Aber Hamilton hat noch eine andere Definition der charak-

teristischen Function gegeben, indem er gezeigt hat, wie für den Fall, wo der

Satz von der lebendigen Kraft gilt, »S sowohl als F gleichzeitiy zweien partiellen

Differentialyleichumjen erster^ Ordnung Genüge leisten. Diese beiden partiellen

Differentialü-leichunixen vereint dienen ihm zu einer neuen Definition der cha-
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rakteristischen Function, welche die vollständige Inteoi'ation des voi-o-eleoten

Systems gewöhnlicher Differential aleichungen nicht voraussetzt.

Wir haben oben (p. 227) für die charakteristische Function .S die Glei-

chuno; gefunden:

Substituirt man in diese Gleichung die Ausdrücke

dS
da;.

es

dS

m X

h^i

7/1.2.

dz.

SO verwandelt sie sich in die folgende partielle Differentialgleichung erster Ord-

nung:

Wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, ist

einer Constante gleich. Bezeichnet man daher mit U^. wie oben, den An-

fangswerth der Kräftefunction . der erhalten wird, wenn man in U ITir .r,, y.,

Zi ihre der Zeit t^O entsprechenden Werthe a,. h^, Ci setzt, so hat man:

und daher auch:

-^ = U —l^vi (a'a'.+ h'h'.-{-c' c'.).
f-.f

M •' 1^11 1(11''

Substituirt man in diese Gleichung die Ausdrücke

dS ,—?;— = lila..
da. '

''

dS
^, = —

III b'.

db.

dS
de. '

''

so erhält man eine zweite partielle Differentialgleichung erster Ordnung;

,
. „ 1 [f dS \2 / C.S' \- / dS yi „dS

dt
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welcher Hamilton' s Function S ebenfalls Genüge leistet. Hamilton definirt

demnach die Function S auch als eine solche Function der Grösse t, der 3;^

Grössen Xi, iji, Z; und der 3?i Grössen «,-, b^, c,. welche gleichzeitig den beiden

partiellen Differentialgleichimgen erster Ordnung

dS
dt

dS
dt

Genüge leistet. Hamilton beweist auch umgekehrt, dass, wenn die Function

S dieser Definition gemäss bestimmt ist, die on endlichen Gleichungen

es
-7^— = — Via.,
da. ' '

es
db.

dS
de. '

'

nach einmalio-er Differentiation die Sn Inteorale erster Ordnung;o Co
dS = 7n.a' .

= — 7n h'.

dx.

dS

dS^

dz.

= my .

geben und nach abermaliger Differentiation die Differentialgleichungen der Be-

dx'. d X du
m.

dt ' df dx.
'

dy'. d'ij^ du
^^dt • dt- dy.

'

dz'. d-z, d U
VI.—7^ = in

dt ' df- dz.
'

so dass jene on Gleichungen die vollständigen endlichen Integrale der Diffe-

rentialgleichungen der Bewegung sind.

Führt man statt der Variabeln / die Grösse H und statt der charakte-

ristischen Function S die charakteristische Function V ein. so definirt Hamil-
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ton ebenso die Function V als eine solche Function der Grössen H. x\, y.. Zi,

«,. 6,. c,. welche gleichzeitig den partiellen Differentialgleichungen

(Tenüo;e leistet, und beweist, dass. wenn umo;ekehrt die Function V dieser De-

ünition oemäss bestimmt ist. die Gleichuno;en

dV
da. • '

dV „

dV
de.

die endlichen Integrale der Bewegung sind, aus deren Differentiation die vor-

oeleoten 3« Differential^leichunoen zweiter Ordnuno-, sowie auch die oben an-

ireoebenen 3« Zwischeninteorale foloen. Bei dieser letzten Betrachtunü' ist zu

bemerken, dass die 3/i Constanten a\, b[. c'i nicht, wie in den für die charak-

teristische Function S gegebenen Formeln, alle ganz willkürlich sind, sondern

dass zwischen ihnen eine Bedingungsgleichung stattfindet, indem sie der Glei-

chung

i:Sm.(a'.a'-\-b'h'-^r'c') = U-hH

Genüoe leisten müssen. Die Grösse H wird hier bei der Inteo-ration der

beiden voroeleoten Differentialiileichunoen als eine Constante betrachtet, weil in

ihnen kein nach H genommener Ditferentialquotient voi'kommt. Wenn U die

Zeit t auch explicite enthält, so gilt nur jedesmal die erste der beiden angege-

benen partiellen Differentialgleichungen. Ausserdem bemerke ich noch, dass

man in diesem Falle in der Gleichung

>'i:mH''.hm U-hll

für f in die Kräftefunction U den Ausdruck

dV
dH

zu substituiren hat, so dass in diesem Falle in der partiellen Differentialglei-
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chiing H als eine der unabhängigen Variabein zu betrachten ist und daher,

wenn die Zeit / in der Kräftefunction explicite vorkommt, die Differentialglei-

chung eine Variable mehr enthält. Ich werde im Folgenden, wenn ich mich

der Function T'' bediene, immer voranssetzen , dass U die Grösse t nicht ex-

plicite enthalte, also der Satz von der lebendigen Kraft gilt, und in diesem

Falle statt der Grösse H immer ihren constanten Werth h setzen.

Wenn in dem letztern Fall U eine homogene Function von der Dimen-

sion « ist, so beweist man leicht, dass h ^'' ^^Fnur von den Verhältnissen

1

der Grössen h\ x^, yi, z^, «,, b^, c^ abhängt. Hierdurch kann man alsdann

die Bestimmune: von V auf den FalKreduciren, für welchen A = 1.

§. 6. Allgemeineres System von Integralgleichungen. Es genügt, die charakteristische

Function der erüen partiellen Differentialgleichung zu unterwerfen.

Wenn man es irgendwie unternimmt, die charakteristische Function

nach der zuletzt gegebenen Definition aufzusuchen, so fällt es lästig, dass man

dabei, wie Hamilton verlangt, gleichzeitig auf zwei partielle Diiferentialglei-

chuncren erster Ordnuno- Rücksicht nehmen soll. Betrachtet man aber die

Analysis. vermittelst welcher Hamilton aus den von ihm aufgestellten 3?i

endlichen Gleichungen die 3?^ Zwischenintegrale und die Differentialgleichungen

der Bewegung selber ableitet, so sieht man, dass er dazu auf keine Weise

seine zweite partielle Dift'erentialgleichung gebraucht. Man kann also von der-

selben gänzlich absehen und dann das Hamilton' sehe Theorem allgemeiner

und zweckmässiger folgendermassen aussprechen

:

Theorem I.

Es sei »S eine Function der Zeit t and der on Coordinaten .r,, y,, j,

7nit Sn luillkürliehen Constanten a^. ((>. a.^. . . ., «;,„, welche der partiellen Diffe-

rentialgleichung

dS
dt »'kmHiiHm-^-

Genüge leistet, ico U irgend eine gegebene Function von t ^ind den 3n Griyssen

^f) Vi-) ^i '^t'i ^s seien ferner die Differ'entialgleichmgen der Bewegung eines freien

Systems von n materiellen Punkten:
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d'x. dU
• dt- dx.

'

d'y. du

d'z. dU
' dt^ dz.

'

so iverden die Sn vollständigen endlichen Integrale der Bewegung:

ß. =

h =

^^ ^ da..

es
(9a,

es
c'a.^

dS

dS
ß.. = ^''-

ICO ßi. ß.2, //j, .... /?3„ 3?? neue willkürliche Constanten sind; es werden ferner

die on Integrale erster Ordnung:

dx. dS

m.

m.

df dx.
'

1

dy. dS

~dr ^ 'd^'

dz. dS

dt dz.
'

in icelchen Formeln dem Index i seine Werfhe 1. 2. 3. 4. . . .. n zu gehen sind.

Es ist noch zu bemerken, dass im vorstehenden Theorem von den on

willkürhchen Constanten, welche die Function N enthalten soll, keine durch

blosse Addition mit S verbunden sein darf.

Wir sehen aus dem vorstehenden Theorem, dass auch bei der allüemei-

neren Definition, die in demselben von der Function .S gegeben wird, dieser

die charakteristische Eigenschaft erhalten bleibt, dul-ch ihre partiellen Differen-

tialquotienten unmittelbar die Integralgleichungen der Bewegung, nämlich die

3» endlichen Integrale und die 3?? Integrale erster Ordnung, zu geben. Nur

werden im Allgemeinen die 3» willkürlichen Constanten ce^, a.^, «.,. . . ., cc.^„

nicht die Anfangswerthe der Coordinaten .c,. y,, j,, noch die 3« willkürlichen

V. 31
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dx.

Constanten /y, ,
/^o, ß-^, .... ß-in die Anfangswerthe der Grössen — ^^^i~T~

— y/i,.

'

, — mi—j^ sein. Dieses ist aber keineswegs ein Nachtheil, da gerade

der Umstand, dass nach der Hamilton' sehen Methode Alles durch die Anfangs-

und Endwerthe der Coordinaten ausgedrückt werden soll, die Integralgleichungen

unnöthig complicirt. Denn in der Regel ist das Problem, die Grösse *S durch

die Anfangs- und Endwerthe der Coordinaten und die Zwischenzeit t oder die

Constante h auszudrücken, nicht ein vollkommen bestimmtes, sondern lässt

mehrere Lösungen zu, wie z. B. bei der elliptischen Bewegung zwei Lösungen

des Problems möglich sind, und es wird gerade durch die Wahl der genannten

Grössen in die Litegralgleichungen eine Irrationalität hineingebracht, die dem

Pi'oblem selber fremd ist und bei der Wahl anderer Bestimmungsstücke ver-

schwindet. Uebrigens kann man, so oft eine solche Form der InteüTaljxlei-

chungen gefordert wird, sie aus jeder anderen herstellen, und es kommt zu-

nächst nur darauf an, irgend eine möglichst einfache aufzufinden, weshalb es

vortheilhaft ist, der charakteristischen Function einen möglichst grossen Spiel-

raum zu lassen. Es ist möglich, dass Hamilton gerade dadurch, dass er un-

nöthiger Weise immer gleichzeitig zivei partielle Differentialgleichungen erster

Ordnung ins Auge fasste, verhindert worden ist, auf sein Theorem diejenigen

Vorschriften anzuwenden, welche Lagranse in seiner merkwürdie;en Abhand-

lung in den „Berliner Memoiren^' von 1772 für die Integration der partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung angiebt, und welche, wenngleich sie sich

nur auf partielle Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen f/m Variabein

beziehen, selbst in dieser Beschränkung neue merkwürdige und höchst wichtige

Theoreme der Mechanik geben, die den Mathematikern bisher entgangen

waren. Ein solches Theorem habe ich vor einioer Zeit der Pariser Akademieo
der Wissenschaften mitgetheilt*). Diese Betrachtungen erlangen aber dadurch

noch eine weit grössere Wichtigkeit, dass es mir seitdem gelungen ist, die

Lagrange' sehe Methode auf jede Zahl von Variabein auszudehnen, welche

Ausdehnung ich an einem anderen Orte bekannt machen werde.

Wenn der Satz von der lebendigen Kraft gilt, so lässt sich das Ha-
milton'sche Theorem noch bedeutend vereinfachen, indem man die Function

V als charakteristische Function einführt, die man dann so bestimmen kann,

*) Vgl. Vorlesungen über Dynamik, p. HC der neuen Ausgabe.
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dass sie eine Grösse weniger enthält als nach der Hamilton' sehen Definition.

Man kann nämlich in diesem Falle folgendes Theorem aufstellen:

Theorem IL

.,E.s sei V eine Function der 3?i rechticinkligen Coordinaten x^, ?/,, z^ mit

3?? — 1 lüillkürlichen Constanten cc^, a.^. . . ., cq„_^, ivelche der partiellen Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung

1
1 V

m. ;(©-(©'-©] = '•«

Genüge leistet, wo U eine gegebene Function der Coordinaten und h eine Constante

ist; es seien ferner die Differentialgleichungen der Bewegung eines freien Systems

materieller Punkte, deren Massen mit w,, ?»2; .... w„ bezeichnet sind.

d\. dU
dt:^ dx.

I

d-y. dU
dt' dy.

'

m,.
dt^ dz.

'

so icerden die 3)i — 1 endlichen Gleichungen zwischen den 3?? Coordinaten mit

6n — 1 lüillkürlichen Constanten h, a^, a.^, . . ., «:{„_i, /?i, A, . . ., ß-.^n-x durch

die Formeln gegeben:

Ä - ^^'

ß-An-\ —
dV

da..'3/1—1

die Zeit t erhält man durch die Coordinaten und 3>i-}-l luillkürliche Constanten

ausgedrückt vermittelst der Gleichung:

dV
t+T

dh

wo T eine 7ieue willkürliche Constante ist; endlich werden die ?>n Integrale erster

Ordnung:

31*
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<ir. dV
m

dt
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schiedenen Lösungen selbst, welche eine partielle Differentialgleichung erster

Ordniino' haben kann, nachweisen, dass alle immer dieselben Diiferentialglei-

chungen der Beweo'uno- o^ben.

Ist zur Bestimmuncr einer unbekannten Function w der m unabhäncricfen

Variabein y^. y.,. y.. . . ., y,„ eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung

gegeben, so ist im Allgemeinen eine vollständige Lösung derselben jeder Aus-

druck von w mit /// willkürlichen Constanten, welcher der gegebenen partiellen

Differentialgleichung Genüge leistet. Aus irgend einer solchen gegebenen voll-

ständigen Lösung kann man die allgemeinste Lösung ableiten, deren die par-

tielle Differentialgleichung fähig ist, und welche eine willkürliche Function von

m— 1 Ausdrücken involvirt. Sind nämlich «j, cc.,, . . ., or„, die m willkürlichen

Constanten, und ist

'<' = Ky,^ y.'. •' y,u^ «i' S' • • •' «,J

eine gegebene vollständige Lösung, so setze man eine der 77? willkürlichen Con-

stanten, z. B. «,„. als eine willkürliche Function der m— 1 übrigen «, . «o, ...,

«,„_!, und nehme unter dieser Voraussetzung die partiellen Differentialquotienten

von /' nach «j, a.,, . . ., «„,_i: hiernach erhält man den allgemeinsten Ausdruck

von IC. indem man aus dem x\usdrucke

die m— 1 Grössen a^, u.,, . . ., ct„^_^ vermittelst der Gleichungen

^f =0 ^ = -^ =
da, ' <9a„ ' "

'
"

' da ,
1 2 m—

1

eliminirt. Nachdem man aus der einen vollständigen Lösuno; auf diese Weise

die allgemeinste Lösung abgeleitet hat. kann man aus dieser wieder unzählige

andere vollständige Lösungen ableiten, indem man die eingeführte willkürliche

Function auf irgend eine Weise so bestimmt, dass in dieselbe wiedei- //( will-

kürliche Constanten eingehen.

Die partiellen Differentialgleichungen, durch welche die charakteristi-

schen Functionen definirt worden sind, enthalten nicht die gesuchte Function

selber, sondern nur ihre partiellen Differentialquotienten. Hieraus folgt, dass

man zu einem gefundenen Ausdrucke der Function, welche der partiellen Dif-

ferentialgleichung Genüge leistet, immer noch eine willkürliche Constante ad-

diren kann. .Von dieser Constante ist bei der Definition der Functionen »S iind

V abstrahirt worden, so dass man zu ihrem Ausdruck eine willküi'liche Con-
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staute addiren muss, damit er eine vollständige Lösung giebt. Dem eben Ge-

sagten zufolge will ich einer vollständigen Lösung der Differentialgleichung,

durch welche iv definirt wird, wenn dieselbe w nicht selber enthält, die Form

geben:

^' = Kyv y-v • • •' y,n^ ^v «2^ • • •' «,u-i)+«-

Um aus dieser Lösung auf die allgemeinste Art irgend eine andere voll-

ständige Lösung abzuleiten, setze ich

WO ^/i. («2; • • -5 /^m-1? A* neue m willkürliche Constanten sind und \p eine

gänzlich willkürliche Function bedeutet, und eliminire a^, a.2, . . ., a„,_i aus

dem Ausdrucke

u- = f(y,, y^, •••, y„,, «1, S' •••' «m-i)+«

vermittelst der Gleichungen

df
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was zu beweisen war. Die Willkürlichkeit der Constanten ju^, fi.^, .... /^,„_i

und i'i, v.^ v„^_^ reicht hier hin, um die Grössen cc^, a.2, . . ., or^_i und

-^I— —L^ ——^^— ebenfalls o;anz willkürlichen Constanten gleich zu machen.

§. 8. Entwickelung der charakteristischen Function für das Problem der Planetenbewegung

aus der partiellen Differentialgleichung.

Um ein Beispiel zu geben, wie es in besonderen Fällen möglich ist,

durch directe Betrachtung der partiellen Differentialgleichung die charakte-

ristische Function zu finden, will ich den oben fiir die elliptische Bewegung

eines Planeten gegebenen Ausdruck von V aus der partiellen Differentialglei-

chung ableiten, durch welche V für diesen Fall definirt wird. Setzt man statt

der Constante h wieder ^— , so wird die für die elliptische Bewegung zu

integrirende partielle Differentialgleichung erster Ordnung:

Ich setze voraus, man wisse, V könne durch r-f-r„ und durch o ausgedrückt

werden, oder mache diese Annahme, welche sich durch den Erfolg rechtfer-

tigt: so reicht dieses hin, den Ausdruck von V aus der partiellen Differential-

o-leichuno; selber zu finden. Da nämlich

so hat man
o = ^(a^-a;j-^{y-yj+{z-zj,

dv dv X dv
dx
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Man schafft bekanntlich den mittelsten Coefficienten fort, wenn man statt r

und Q ihre Summe und Differenz einführt. Da der Annahme nach r und ?\,

in dem Ausdruck von V mit einander verbunden vorkommen, so setze man:

dann hat man
dv_ _ ^21 gr
dr da da'

dV dV dV
6p da da'

V ör J VQ dr dg \ do J

(Q^rY—rl fdV\\ rl-(r-Qy f
dV

\~d^)

und daher

ro \ da J ro \ da'

Multiplicirt man daher mit 2r^, so wird die gegebene partielle Differential-

gleichung:

<^-2'o)(4^)+'''(2'-.,--')(-§?^)'^

Soll V eine blosse Function von a, a' sein, die nicht ausserdem noch ;;, ent-

hält, so müssen in der vorstehenden Differentialgleichung die in r^ multipli-

cirten Glieder besonders einander gleich sein. Die Differentialgleichung muss

daher in die beiden

dV \^ ,2fdV\^ ,2 (er—

O

,,451V-r'r4^V = -*^i^
zerfallen, woraus sich

ÖF\2 ,9 4a

—

a , dV ,-,l4a—a
oder &-4da ' 4ao'

oder ^^-.f"-"'4a '

da' ' 4a a'

ergiebt, wo ich in der zweiten Gleichung die Wurzelgrösse negativ nehme,

um eine üebereinstimmung mit den oben aufgefundenen Formeln zu erhalten.

V. 32
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Hier trifft es sich nun, worin die Rechtfertigung der gemachten An-

nahme Hegt, dass beide Gleichungen gleichzeitig integrirt werden können, in-

dem die eine bloss ö", die andere bloss o enthält. Man erhält nämlich:

, , ,, 4a— G"
, , i\l -^a— a'
da— k I V—-.—7— da ',

'.a J ' Acta'
'

welche Gleichung man, wenn man von der hinzuzufügenden Constante abstra-

hirt, auch so darstellen kann:

J ' 4« (',a

Setzt man, um die Integration auszuführen,

. o a
sin-(X) = —.—

4a

so erhält man:

k j\—j da= 4:kYäj cos-(fd(f = k]/a [2(p-\-sm2(p]

.

Ü

Nennt man daher s und s' die Grenzwerthe von 2^, so dass

a r-hr^^Q
sin-^£

sin2i6'

4a 4a

a' r-hr^—Q

4a 4a '

so ergiebt sich für V der Werth:

V= kYäle-^-sms— (c'+sine')],

welches der oben gefundene Ausdruck ist, aus dem man dann alle Integral-

gleichungen der elliptischen Bewegung ableiten kann. Wir sehen so, dass

man durch die alleinige Annahme, V sei eine Function bloss von ?'+ ?;, und

p, auf ganz directem Wege V aus der partiellen Differentialgleichung bestimmen

kann. Wenn man die beiden Quadratwurzeln, die ich mit entgegengesetztem

Zeichen genommen habe, mit demselben Zeichen nimmt, erhält man die zweite

Ellipse, welche dem Problem genügt. Man erhält bekanntlich die beiden

Ellipsen, welche durch dieselben beiden Punkte gehen, dieselbe Länge der

grossen Axe ^a und den einen Brennpunkt gemein haben, wenn man als

ihre zweiten Brennpunkte die beiden Durchschnittspunkte der Kreise nimmt,

die man aus dem Anfangspunkt (d. h. dem Punkt, dessen Radius Vector r^ ist)
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mit dem Halbmesser 2 a— r,, und aus dem Endpunkt (dessen Radius Vector r

ist) mit dem Halbmesser 2a— r beschreibt.

§. 9. Andere Methoden, welche bei beliebigem Anziehungsgesetz brauchbar bleiben.

Die im Vorigen gebrauchte Methode hört fiir ein anderes als das New-
ton' sehe Anziehungsgesetz auf anwendbar zu sein. Man kann sich aber für

den Fall, wo das Gesetz der Anziehung durch irgend eine beliebige Function

der Entfernung ausgedrückt wwl, folgender Methode bedienen.

Es sei die anziehende Kraft ausoedrückt durch

dfoo
dr '

SO wird /(?•) die Kräftefunction, und die zu integrirende Differentialgleichung ist;

Führt man Polarcoordinaten ein, indem man

X = rcosjj,

y = rsin^cos^,

z = rsinTjsin^

setzt, so erhält man;
dvv r dv
d^ ) ' y dyj-^[ dz )

Von dem Ausdruck
(dVy 1 fdV-V'

\ di^ j sin'-^r/ \ dO- )

ist bekannt, dass er bei einer Drehung der rechtwinkligen Coordinatenaxen

um den Anfangspunkt ungeändert bleibt. Da er nun für V= rj gleich 1 wird,

so erhält er denselben Werth auch, wenn man allgemeiner für V den Winkel

setzt, den der Radius Vector mit irgend einer constanten Linie bildet. Be-

deuten cosfö, s'macosß, sin«sin/^ die Cosinus der Winkel, welche die constante

Linie mit den Coordinatenaxen bildet, so wird bekanntlich der Winkel, den

sie mit dem Radius Vector bildet:

arc.cos[cos«cos?j+sin«sinryCOs(^

—

ß)];

und es ist daher, wenn man

w = arc.cos[cos«cosr^-f-sinasin?jcos(^

—

ß)\

32*
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setzt.

wovon man sich leicht durch Ausführung der Rechnung überzeugt. Setzt man

daher

V = bw-hR,

wo b eine neue willkürhche Constante und R eine blosse Function von r be-

deutet, so verwandelt sich die vorgelegte partielle Differentialgleichung in fol-

gende:

( dR V b" ^., .
,
„,

woraus sich

R=J^2f(r)+2h-^dr

ergiebt. Man erhält daher für die charakteristische Function V den Ausdruck:

V ^ 5arc.cos[cosacosij+sinasin»;cos(-5'— iS)]-t-l ^ 2f(;r)-\-2h ;;2~^^'

in welchem b, a, ß, h willkürliche Constanten sind.

Nach dem Theorem II. ist es für unseren Fall, wo 7i=l, nur nöthig,

dass die charakteristische Function V ausser h noch 2 willkürliche Constanten

enthält. Da der Ausdruck von V, welchen wir gefunden haben, ausser h drei

willkürliche Constanten enthält, so kann man einer von ihnen einen bestimmten

Werth beilegen, oder allgemeiner, sie irgendwie durch die beiden anderen aus-

drücken. Man kann auch, wenn unter c irgend eine der Constanten b, a, ß
dV

verstanden wu^d, diese vermittelst der Gleichung -^— = eliminiren. Man
^ de

kann aber auch alle drei Constanten beibehalten und, um die endlichen Inte-

gralgleichungen des Problems zu haben, die partiellen Differentialquotienten

dV dV dV
-^T- 5 -^— , —^^ drei neuen Constanten (b', a'

, ß') gleich setzen. In den

so sich ergebenden, zur Bestimmung der Bahn des Punktes dienenden Glei-

chungen :
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dV ,r dr

db =—f = b\

dV J[sm«cos?j— cos «sin 7^ cos(^— /?)] ,

da sinw '

dV — ismasin>jsin(^

—

ß) ,

dß smw '

wo w durch die Gleichuno;

cos?ü = cosacosi^-|-sinasiinjcos(^— /5)

bestimmt ist, sind dann aber die eingeführten sechs Constanten nicht unab-

hängig von einander, sondern es findet unter ihnen, in Folge der identischen

Gleichung

die Relation

\da j'^ sin^a \ dß )
~"

'

«V-h-ÖL = h'
sin^a

statt, und es vertreten demnach die beiden Gleichungen

nur die Stelle von einer.

Die Zeit erhält man durch die Gleichung:

dV r dr

7,

r2

r ar

']/2f(r)+2h--^

*'+'^-
dh -J J jj^

Die Integrale erster Ordnung werden:

dV dx — ^Ccosa— cosrcosw) i/c/'/ n , oi ^"

dx dt rsmw i j i\ y ^i •>

dV du — bCsmacosß— sin?9cos^cosw)
. . al/o^/ \ , m ^'

-^^— = -f- = ^^ ^ '- ^ +sm?jcos^ \ 2fCr)-\-2h ^ ,

öy dt r^mw ' » /
v / ^2 '

dV dz — bCsinasmß— sin?jsin^cosw)
,

. • «l/n^/ n . m
-^— = -^— = ^^ ^—

;

'- H-siinjsm-9- \ 2f(r)-\-2h-
dz dt 7'siniü

^,.2

Führt man statt der Differentiale der rechtwinkligen Coordinaten die Differen-

tiale der Polarcoordinaten ein, so erhält man hieraus:
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±_ = ]/2f(r)-^2h- -^ = AL
dt

]f
-T^V-^^fi

,,> Q,. ,

dt] 6 [cos «sin?;— sin« cos ?j cos (^— /?)] 1 dV
dt r'avü.w r^ dt]

'

dt 7-'^ smiqsinw r-sin-ij dd-

Ich bemerke noch, dass die hier angewandte Analysis sich auf den allgemei-

neren Fall ausdehnen lässt, wo man statt dreier Variabein eine beliebige An-

zahl derselben hat und die partielle Differentialgleichung

oreo-eben ist, in welcher

V^
Man erhält dann

wo

V= hw-\-\ [//(>•) ^.dr,

cosw =
Mal- a' .r

und b, dl, «2, . . ., (^n willkürliche Constanten sind. Hamilton giebt in dem

Fall eines beliebigen Anziehungsgesetzes seine charakteristische Function für die

Bewegung beider Körper um ihren Schwerpunkt. Wenn man sie, was leicht

geschieht, dahin vereinfacht, dass sie sich auf die relative Bewegung des einen

um den anderen bezieht, so wird man noch eine wesentliche Differenz zwischen

derselben und der hier gefundenen Function V bemerken. Man erhält aus

dieser letzteren die complicirtere Hamilton' sehe Function, indem man b ver-

mittelst der Gleichung

dV r bdr
10-

db
-/-

.•t2/Cv)+2Ä--^

eliminirt, für die constante Linie die Anfangsposition des Radius Vector nimmt

und die Integration von r^, anfangen lässt.

Man kann endlich zur Integration der vorliegenden partiellen Differen-

tialgleichunir
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dV
dr

auch noch folgenden Weg einschlagen. Es ist bekannt, dass man jede partielle

Differentialgleichung erster Ordnung, in icelcher die gesuchte Function nicht selber

vorkommt, in eine andere veriuandeln kann, in welcher die 7iach mehreren Va-

riabein genommenen partiellen Differentialquotienten durch neue Variabele, und jene

Variabein durch die nach den neuen Variabein genommenen partiellen Differen-

tialquotienten ersetzt icerden, die übrigen Variahein unverändert bleiben, die nach

ihnen genommenen partiellen D{fferentialquotienten aber sd'mmtlich das Zeichen

ändern. Ist nänalich x eine Function von x^, Xo, . . ., x,,^, und setzt man

dx = p,dx,-\-p,dx.-,-\ \-p dx

so hat man
dy = x^d-p^-^x,/lp,,-\ H^^f/p;-.

— [/',+! f^.+i +/>,+. ^'^V+2
-^ ^Pm ^•^,„ ]

•

Führt man daher j9i, p^, . . ., pt, statt der Grössen x^, Xo, . . ., x^ als Variabele

ein und betrachtet y statt x als gesuchte Function, so erhält man:

dy du dy^~ di\' '~ dp^' • •
•

'
'^^- ~ dp^

'

dy dy dy

Ä+l t+J in

Hat man nun für x eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung, in wel-

cher X nicht selber vorkommt, d. h. eine Gleichung zwischen a^i, .t,, . . ., .t,„

und 2^1, ^92? • • •> Pmj so ergiebt sich aus derselben durch die angegebenen Sub-

stitutionen für x^, X2, . . ., x^, Pk+i, 2h+2i • • -5 P,H sine Gleichung zwischen p^,

, dy dy dy dy dij

P„ ••, Pk, x,^i, x,+2, ", X,,, nna -^ , -^, ..., -^, -q^ , 'd^ '
•••'

^y^, durch welche y als Function von Px, p^, - -, Pu^ ^k+x^ ^'^Wa? • • •? ^m tle-

finirt wird.

Es folgt aus dem Vorstehenden, dass man jede partielle Differential-

gleichung, in welcher die unbekannte Function und ausserdem mehrere Va-

riabele nicht selber vorkommen, sondern nur die nach den letzteren genommenen

partiellen Differentialquotienten, in eine andere verwandeln kann, in welchei'

die nach einer gleichen Anzahl von Variabein genommenen partiellen Differential-
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quotienteii fehlen. Wenn aber in einer partiellen Differentialgleichung die nach

einigen Variabein genommenen partiellen Differentialquotienten fehlen, so sind

diese Variabein bei der Integration der Gleichung nur als Constanten zu be-

trachten, da bei Bildung der Differentialgleichung nach ihnen nicht differentiirt

worden ist. Hierdurch kann eine 'partielle Differentialgleichung erster Ordnung,

in welcher ausser der unbekan7iten Function auch mehrej^e Variahele nicht seiher

vorkommen, sonde7ii nur die nach den letzteren genommenen partiellen Differen-

tialquotienten, immer in eine andere verwandelt werden, in welcher die Zahl der

unabhängigen Variahein um eine gleiche Anzahl geringer ist.

Durch das vorstehende Verfahren ist oben die partielle Differentialglei-

chung für 8, wenn die Kräftefunction nicht t explicite enthält, in die andere

für F transformirt worden, welche eine Variabele, t, weniger enthält. Man kann

auch leicht beweisen, dass jedesmal, wenn das System sich um eine Axe frei

bewegen kann, sich durch dieselbe Methode die Zahl der Variabein noch um

eine vermindern lässt. Wendet man die Methode auf das vorliegende Beispiel

an, so hat man
dV dV

ZU setzen, und y statt & in W als Variabele einzuführen. Man erhält dann:

^ dy ' dr dr ' dr^ dr^ ''

wodurch sich die vorgelegte partielle Differentialgleichung in folgende ver-

wandelt:

/dW\^ 1 /ÖW\2 y2

\ ör J r- \ är^ J r-sm-Vj

bei deren Integration / als eine Constante betrachtet wird.

Man integrirt diese Gleichung, indem man sie in die beiden folgenden

zerfällt:

,2

in welchen h eine neue willkürliche Constante bedeutet. Man erhält hierdurch

den vollständigen Werth von TF, wenn man

W = -j[2fo)+-2h- ^pr+j[i;'-^p,
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setzt. Das Zeichen der ersten Wurzelgrösse ist hier negativ genommen, um
die aus der Form der Fmiction W abzuleitenden Integralgleichungen mit den
früher gefundenen in Uebereinstimmung zu setzen.

Die vollständigen Integralgleichungen der Bewegung werden hiernach:

dV _ dW

_

db ~ "är~ '

1
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bestimmt wird, so erhält man

und dies zeigt, dass in den vorstehenden Formehi y als eine Constante angesehen

werden kann, so dass in denselben h, h'
, ß, y, h, t die 6 willkürlichen Con-

stanten werden.

Der für S- gefundene Ausdruck giebt:

yd(cotgrj)

Vl>^— Y'— y' cotg" Tj

oder, wenn wir
y = ß' = — bcosi

setzen,

d--\-ß = — f~]~ ^ 9
= arc.cos[cotg*cotg?j]

^ y tg^i— cotg"?;

oder

cos^cos?;— siQ«.sin?^.cos(^+/3) = 0,

wo i die Neigung und ß die Länge des aufsteigenden Knotens der Bahn

bedeutet.

In der im Anfange dieses Paragraphen (S. 253) gegebenen Form der

Integralgleichungen wird, wenn man ß = setzt, was der Allgemeinheit keinen

Eintrag thut:

smacosj^— cosasm^^cos^ = ^smasin>jsmcr,

wo man
(2 ß "

7 2
a' -\- r .-, = h

sm- a

hatte. Vergleicht man diese Formel mit der vorhin gefundenen

cos« cos >;— sinisin/;cos(^+j5) = 0,

so erhält man
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Nennt man r^ und i\ das Maximum und Minimum von r, so verschwindet

-^ für diese Werthe von i\ wodurch man erhält:
dt

und daher

2/(n
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wodurch die erste der aufgestellten Integralgleichungen sich in folgende ver-

wandelt :

— arc.cos-^

—

'- = v-j-b,
sim

oder

cos 7; = smi.cos(v-\-b').

Man erhält hieraus

sinrjcos(ß-\-ß) = cotg^.cos»J| = cos^'.cos(ü-|-6')

und daher

sin»;sin(-^+|3) = — sm(v-\-b').

In dieser Formel ist b'-+-^7i die Entfernung des Perihels vom aufsteigenden

Knoten.

Setzt man
z^rcostj, y = rsinricosd; x = rsiniqsmd;

so ist i der Winkel der Ebene der Bahn und der Ebene der x, y; ß der Winkel,

den der Durchschnitt beider Ebenen mit der Axe der x macht. Aus den

Gleichungen

cotga = tgrcoSjS, a' = ß'tgisinß = — bsinismß

ersieht man ferner, dass in der ersten Form der Integralgleichungen a der

Winkel ist, den der Durchschnitt der Ebene der Bahn und der Ebene der z, y
a' .

mit der Axe der z macht, und j- der Cosinus des Winkels beider Ebenen.

Es ist ferner lo der Winkel zwischen diesem Durchschnitt und dem Radius Vec-

tor und V der Winkel zwischen diesem Durchschnitt und dem Perihel. Die

in den beiden Formen der Integralgleichungen gebrauchten Elemente erhalten

daher durch blosse Vertauschung der Axe der x mit der Axe der z dieselbe

Bedeutung.

Die im Vorhergehenden nach r und ri ausgeführten Integrationen sind

von den kleinsten Werthen an genommen, welche r und ri erhalten können.

Da diese Werthe Functionen der Elemente sind, so muss man eigentlich bei

der Differentiation der charakteristischen Function nach den Elementen auch

nach diesen unteren Grenzen der Integrale differentiiren. Man kann aber hier-

von abstrahiren, weil wegen der bekannten Eigenschaften des Minimums für die

unteren Grenzen die Ausdrücke unter dem Integralzeichen verschwinden und

daher auch die aus der Variation der unteren Grenzen der Integrale hervor-

gehenden Terme.
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Die hier eingeführten willkürhchen Constanten der charakteristischen

Function und diejenigen, welche ihren nach ersteren partiell genommenen Diffe-

rentialquotienten gleich gesetzt werden, haben in der Theorie der Variation der

Constanten merkwürdige und eigenthümliche Eigenschaften, weshalb ich in dem
vorhergehenden Beispiele ihre Bedeutung genau angegeben habe.

Will man die zweite Integrationsmethode auf die allgemeinere Gleichuno-

anwenden:

wo

so setze man

r = ^x^x^-\-x^x^

x^ = rsmrj^cosr]^,

x^ = rsin 1^^ sin 1^2 cos 1^3

,

x^ = rsin^^sin7^2
• • • ^^^V„-2^^Vn-i'

wodurch sich die partielle Differentialgleichung in folgende verwandelt:

rdV\^ 1 rdV\^ 1 rdV \^ l rdV\^

1 r dv[ dy Y _
\ ln—1

}

Setzt man

/"'sm-?;^ sin'' 1^2 . . . sin''i^^_2

dV = p, ^=(^„_i+a)i>—

F

und führt W statt V, p statt »^„_i ein, so erhält man

:

rdW^ 1 rdW^- 1 t dW^

dw1 I
dw

y

= f(A P^
1^ y .2cin2^ o;n2~, 01V.2-

wo j) bei der Integration als Constante angesehen werden kann.

Diese Gleichung kann man in die folgenden zerfallen

:
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sm- iq^

dW ^2

«n—

3

:~~ö

dW \^ „2
» — «„-2—

Diese Gleichungen lassen sich, wenn «i, «g? • • -5 f^n-2 Constanten bedeuten,

alle einzeln integriren, und man erhält daher:

Diesen Ausdruck von V kann man entweder als eine vollständige Lösung mit

^QY\ n— 1 willküi'lichen Constanten a, «i, . . ., «„_2 betrachten, in welchem die

Variabele p durch i]„_^ ersetzt werden muss mit Hülfe der Gleichung

dW r dx_,^

""^"-K-^ifcj
oder als eine vollständige Lösung mit den n—1 willkürlichen Constanten p^

«1, «2- • • -5 ^^n-2) wobei dann das Glied ap als bloss additive Constante nicht

mitzurechnen ist. Die willkürlichen Constanten cc^, «,, . . ., «„_2 sind positiv

zu nehmen und so, dass

«1> «2> «3> • • • > ««-2

ist, damit man eine reelle Lösung erhält.

Eine andere Lösung der im Vorigen behandelten allgemeinen partiellen

Differentialgleichung habe ich oben gegeben. Man erhält dadurch zugleich die

Integration der Differentialgleichungen

d Xi Xi j^ d X-2 ^2 r> d X„ X„ j^

dt' r dt' r dt' r

in welchen R eine cre«;ebene Function von ?' und

r = yx^x^-hx.,x.,^ 't-^„^„
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ist, wenn man

R = ^^
dr

setzt. Man findet über die Integration dieser Differentialgleichungen eine lehr-

reiche Abhandlung von Herrn Binet in dem 2'*" Bande des mathematischen

Journals von Liouville.

§. 10. Die zweite Lagrange'sclie und die Hamilton'sche Form der Differentialgleichungen

der Bewegung.

Wir haben oben bei Aufstellung der Differentialgleichungen der Mechanik

zu Bestimmungsstücken der Punkte des Systems ihre recht^Yinkligen Coordinaten

ge\Yählt. Man findet aber in der „Mecanique Analytique" die Differential-

ffleichuncren der Beweg-uno; auch für den allgemeineren Fall anaea-eben. wenn

man irgend welche Bestimmuno-sstücke der Punkte als Variabele einführt. Diese

allgemeineren Formeln sind besonders dann von Vortheil, w^enn das System

nicht frei, sondern irgend welchen Bedingungen unterworfen ist. Man kann

dann nämlich die Coordinaten so durch neue Variabele ausdrücken, dass den

Bedingungsgleichungen von selber genüg! wird, Hamilton hat diesen allge-

meineren Differentialgleichuno-en eine etwas modificirte Form gegeben, welche

ich im Folgenden mittheilen will. Zuerst aber werde ich die bekannten For-

mein der analytischen Mechanik, aus welchen sich die von Hamilton gegebenen

leicht ableiten lassen, selber entwickeln.

Die oben (§. 1.) mitgetheilten Differentialgleichungen der Bewegung eines

Systems materieller Punkte hat Lagrange durch die Zeichen seiner Variations-

rechnung in eine einzige symbolische Gleichung zusammengefasst. Bezeichnet

man nämlich durch

öx^, dy^, 6z^, . . ., 6x^, öy^, Sz^,

wenn das System frei ist, ganz beliebige Grössen, wenn aber die Bewegung

des Systems Beschränkungen von der a. a. 0. angegebenen Art unterworfen

ist, beliebige Grössen, welche die linearen Bedingungsgleichungen

= 1, 2.

dx.
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d^x. dU 6f d(f
m. ^ = h/ \-'/-^ !-•••,

' dt dx. dx. dx.

d\j. du df dcp

dt % ^y< %
d'z. du df d(p

m.—^ = ——hA hA,
' dt' dz. dz. ' dz.

in die einzige

[d X. d y. d z. ~\

-^dx.^ I^^.H ^6z.\
dt' • dt'

"^'
dt' 'J

_röZ7, ^dU . ^dU .-\= 2 -ö

—

ÖX.-\—^
— öu.-\ 7^

— öz,\
L dx. • dy. ^' dz. 'J

zusammenfassen. Bezeichnet man ferner dm'ch die einer Function der Coor-

dinaten x^, iji, z^ vorgesetzte Charakteristik ^ die Aenderung, welche die Func-

tion erfährt, wenn man darin a^^-j-J^^,, y^-h^yi, z^^Sz^ statt a\-, y,-, 2r. setzt und

öXi, d?/,, 8Zi als unendlich kleine Grössen betrachtet, so kann man diese sym-

bolische Gleichung kürzer so darstellen:

72 72 ;2[d X. d II. dz. 1

oder, wenn man wieder

dx. dy. dz.

^'~~dr' ^'~~df' ^'~~df
setzt,

r dx. dl/'. dz'. 1

'l dt ' dt ^' dt 'J

Dieser Gleichung kann man auch die Form geben:

d2m.\x'.Sx.-hy'6y.-hz'.Sz]

j^
= ÖT^SU,

wenn man der Kürze halber setzt:

d. h. unter T die halbe lebendige Kraft versteht. Die Integration dieser Glei-

chung von ^ = bis t=t hat Hamilton zu seinen oben angeführten Theo-

remen geführt. Hier soll dieselbe Formel dazu dienen, die Differentialgleichun-

gen der Bewegung auf eine allgemeine Art zu transformiren.



UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRÜXGEN. 265

Es seien q^. q.,, q.^, .... (j,„ irgend welche von einander unabhängiire

Grössen, durch welche die Punkte des Systems bestimmt werden, so dass man
die 3n Coordinaten a'., y,, r, durch diese m Grössen ausdrücken kann. Wenn
das System ganz frei ist. wird m = on sein: wenn aber / Bedinoimo-so-leichun<'en

gegeben sind, denen die Coordinaten der Punkte des Systems unterworfen sind,

so wird m= on— / sein. Setzt man

9r df Vl'
= <^q, <k,.

so werden x\. y\. r,' lineare homogene Functionen von q^. q.,. q'... .... q^^ und

daher T eine homogene Function dc^r zweiten Ordnung von denselben Grössen.

Setzt man daher:

6T^
I'v

Sql,
1'2'

^9'

so hat man nach einer bekannten Eigenschaft homogener Functionen:

^i/'i+feH ^'IJ\,. = '^T.

Die Grössen p^. p.,. .... ^j„, sind lineare homogene Ausdrücke von q\,

?2? • • V ^L; driickt man umgekehrt diese Grössen durch jene aus, so werden

auch q[, q[. . . ., ^|„ lineare homogene Ausdrücke von 2)^, p.^, .... ^j^^. und

daher wird auch T, durch die Grössen q^, q.,. .... g„, und die Grössen j)^,

2)-2, .... 2^"> ausgedrückt, eine homogene Function der zweiten Ordnuno- von

diesen letzteren.

Man gebe den Grössen pi, p.j. . . ., p,,^ unendlich kleine, ganz willkür-

liche und von einander unabhängige Aenderungen ()''^j,. (Vp., ()''p^^^ und l)e-

zeichne die entsprechenden Aenderungen von q[. ql q[^ und 7' durch

<)''q[, d'ql, ..., (y'q[,. (^'T. Setzt man für T den ans der oben gegebenen Glei-

chuno; foloenden Ausdruck

dT

T =
dT ,

+•••+ pjL-t

so erhält man:

§'T

ö^:
9-2-

%ä'p.r

^%
f) '7.'-

7 ^'PJ-in i in

i in i III

ST ,

V. 34
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oder, da

ist, die Gleichung
<VT = q[S'p^+ q:,S%-\-.-i-q:j'p,^^,

woraus

ST _ ,
_ör _ ,

_dT__
,

folgt.

Diese Formeln enthalten eine in mehreren Untersuchungen anwendbare

Eigenschaft der homogenen Functionen zweiter Ordnung, dass nämlich, icenn

T eine homogene Function zweiter Ordnimg von den Grössen q[, q'^, ..., ^'„ ist,

und man dieselbe als homogene Function zioeiter Ordnung der Grössen

_ dT _ dT ^ dT
^'~'~dq['

^'-~
dq!, ' '

' '' ^'"
""

%'„

ausdrückt, die nach diesen Grössen genommene?! 'partiellen Differentialquotienten

von T lüieder die vorigen Variabein geben,

, _ dT
, _ dT

, _ dT

Für drei Variabele liegt hierin der analytische Grund von Sätzen über die

reciproken Polaren der Oberflächen zweiter Ordnung.

Man hat:

dx. dx. dx.
r' ' ' n' \ * n' I-.
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dT da.-'.

' ^^h

+ dz'.
1

-y:

dz

7]

^on.[ .r'Av. + y'.dij^ -{- z'.dz.]

dx. du. ^ dz. 1•i'. dy. dz.

r dx. dy. dz. l

267

und daher

Die Gleichuno;

giebt daher

-\-(i(j2im.
d.v. dl/,

x' -- '

-\-v' ~ -
' da ^^> da^m 1 III

dz -\

z' ~\
• dal

^m.[^m-hi/'.6y.-hz'.6z.] = V,Öq^+pJq,-\ \-pJq,

d2m^{x'.6x.^y\dy.^z'.dz.)

dt
= ÖT^ÖU

d(l\ ^(Ji +i\>Hl H ^I>„. H„ )

dt

dp. dp.,

Sq.,-

dp

^<ii.dt

= öT-\-8U.

Es ist aber, da U die Grössen q\ gar nicht entliält,

ST .. dT
,, , dT , ,

d(T±U) , d(T-hU)
^

dq^ ^1 dq.

34*
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Man hat daher, da wegen der Gleichung

dT _

die in die Variationen öq,, multiphcirten Ternie sich aufheben, die in der „Me-

canique Analytique" gegebene Gleichung:

dü^ diK dp

d(T-\^U) . ^ dCT-hü) . ^ ,

d(T-hU:) ,-
h,-^ -~^. dq,-^---\ ^^- Jry,,.,

dq^ ^1
dq.,

^2
Qq^^

woraus, wenn die Grössen q von einander unabhängig sind, die Gleichungen

folgen

:

dp^ d(T^U)
dt
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ÖT = 'A^Pi q'Jp, o' 6pJ m I III

dT 5T
^%.+ -5^c5,,+ .

6^
kri

Substituirt man diesen Ausdruck von dT in die vorhergehende Gleichung rechter

Hand vom Gleichheitszeichen, so erhält man:

(3T = l\^'ü^ pj'h- ) Öq'
ni J-m

-[ dT
^^/: öq.,

dT
<^^yj

öq^ - cq.^ -^ dq^^

Benutzt man diesen Ausdruck von dT und setzt wieder

T—U= H,

so verwandelt sich die oben aefundene Gleichnno-

dp.

öq^
^h^-2

h.
dp

in die folgende:

dt ^1 dt

^Px^'h^ pJ%-^

= ÖT+ÖU

dp^ dp.^

öq
dt

J-m J-m

dt

oq, '' dq.

dt

6H
öq.,

ans der sich die m Gleichungen

dp

-dT^'i^

dH
^9„ ^^J.

dp.
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Da U die Grössen p^ nicht enthält, und daher

dq^. dT _ dH
^^ dt d2\ dp^

ist, so hat man folgendes Theorem, welches die Hamilton'sche Darstellung der

Differentialgleichingen der Mechanik enthält.

Theorem TU.

^Es seien q^, q., . . ., q,„ die von einander unabhängigen Bestirmmmgs-

stücke eines Systems von n materiellen Punkten, ivelches entweder ganz frei oder

irgend welchen Bedingungen der oben angegebenen Art unterworfen ist; die Zahl m

der Bestimmungsstücke ist ^n bei einem freien System, dagegen, ivenn die Punkte

desselben l Bedingungen untericorfen sind, 8 n — /; man drücke die Krqfteßmction U
durch die Grössen (/,, q.,, . . ., q.,. und die halbe lebendige Kraft T des Systems

, ,. ^ .. ; ,

dq^
,

dq,
,

dq^^^

durch die Grossen q,, q.2, ..., q,,, ^md ^, = -^-", q, = -^, . . ., q^ = ~^
aus, setze

dT _ _dT^_ dT _
'dq[-P^^ dq;,

-^^'
• • •' dql

^-

und stelle mit Hülfe dieser Gleichungen T als Function der Grössen q^, q.,, . . ., q„,,

Pi, P2y • - -y Pm dar: dann icerden, wenn T— U= H gesetzt icird, die Diffe-

rentialgleichungen der Beicegung:

dq,
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Die im Vorigen gefundenen Formeln lehren, dass die partiellen Diffe-

rentialquotienten von T nach (/,, q.^. . . ., ^,„ einen gerade entgegengesetzten

Werth bekommen, je nachdem man T als Function von q^, q.,, . . ., ^„, und

q\. (/!,, .... ^'„ oder als Function von ^i, q., . . ., (/,„ und p^, p,, . . ., yj,„ be-

trachtet. Wir fanden nämlich für den letzteren Fall

:

ST = p^ dq\+ /)., Sq., H h p^^^ dql

l ST ^ dT , öT ^ ^

während man nach der ersteren Annahme hat:

<5T= p^dq[-^ p_Jg:_+ ...-^ pjql
' er , dT , dT ,

'^-dq;^'^^-^-d^^'^'^^--^-dq:^'i"^-

Man hat daher jedesmal genau den Sinn zu fixiren, in welchem die partiellen

Differentiationen auso;eführt werden sollen.

Wenn man eine grössere Zahl von Variabein q einführt, als zur Bestim-

mung der Punkte des Systems nöthig ist, so finden zwischen denselben (deren

Anzahl auch in diesem Falle mit m bezeichnet w^erde) mehrere Bedingungs-

gleichungen f=^0. y = etc. statt, und es sind die Variationen ^q^,

öq^, . . ., dq„^ nicht mehr von einander unabhängig. Man kann daher aus der

Gleichuno;o

*. <J,,+ *L*,^.+...+^&;„
dt dt - dt

nicht mehr auf die Gleichheit der mit derselben Variation multiplicu-ten Tenne

schliessen, sondern muss vermittelst der zwischen den Variationen stattfindenden

Bedingunu-so-leichungen

einige der Variationen durch die übrigen unabhängigen ausdrücken und dann

nur die in diese multiplicirten Tenne einzeln einander gleich setzen. Bewerk-
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stelligt man die Elimination wieder nach der Lagrange 'sehen Methode, indem

man die vorstehenden Gleichungen, mit Factoren X. l^ etc. mnltiplicirt, hinzu-

fügt und dann die einzelnen in dq^, i)'q.2, . . ., äg„^ multiplicirten Terme einander

gleich setzt, so erhalten die Differentialgleichungen der Dynamik die Form:

da, dH dp, dH df d(f

dt dp^ ' dt dq^ dq^ '' dq^

dq^ dH dp^ dH df d(f>

dt dp.^ ' dt dq., ' dq., ' dq.,

da dH dp dH df dq

dt dp ' dt da ' da ' da
'

J- in J m Ini 1 m

Die Multiplicatoren /. P,^ etc. werden dadurch bestimmt, dass man in die Glei-

chungen
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§. 11. Hamilton's Methode, zu der von ihm angegebenen Form
der Integralgleichungen zu gelangen.

Die Darstellung der Integra hjlelcluoujen der Meclianik durch die par-

tiellen Differentialquotienten der cbai-akteristischen Fnnction, wenn man statt

der Coordinaten irgend welche Bestimmungsstücke der Punkte des Systems ein-

führt, findet Hamilton durch folgende einfache Betrachtuno-.

Es sei wieder

,S = j(T-^U)c/t.

Da

dll dH dH
^ ^" - C7>2 ^ '" dp^1\.

dT dT dT
^ ' ^P, - ^P2 " ^Pn.

ist, so hat man

dH öi/ du
1 dp^ - dp, '" dp^^^

Man kann daher den Ausdruck von .S auch so darstellen:

8 f 1\
dB dH
dp^ -

^P.2
^i'"'-dp~-^^\^'

oder, da

dH
dt

'

^'=/ ^h. (ko

^'^-jr-^^^-df dt
H

Hieraus folüt

/•' r dH ^ dll ^ dll
^ \

J L d<L ^' CiL, - da ^"'

•'' '- Int J

dt

(lt.

Integrirt man das erste Integral per partes und l)ezeichnet die Anfangswerthe

von qi, q^, . . ., q,„ mit c^, (u_, .... c,,, und die Anfangswerthe von y),, p.,, . . .,2),,,

V. 35
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mit b., ho, . . ., b,,^, so erhält man aus der vorstehenden Formel:

= SS— [p^ Sq^ +/), Sq., H \-p^^^ Sq^^^ ]

+ />j Je,+ b., (Je,, H h <^„, ()'e
„

/[^(4^-3^^ (/i^,

wenn man dem Index k unter dem Summenzeichen die Werthe 1, 2, . . ., m
giebt. D/(?5e e/;ie merkwürdige Gleichung, welche durch eine einfache Integration

per partes, ivie sie in der Variationsrechnung üblich ist, gefunden wird, umfasst

zu gleicher Zeit die Differentialgleichungen und die Integralgleichungen des mecha-

nischen Problems.

Setzt man nämlich die Ausdrücke unter dem Integralzeichen und ausser-

halb des Integralzeichens besonders gleich Null, so ergeben sich sowohl die

Differentialgleichungen als auch die Integralgleichungen, und zwar die ersteren

vermittelst der partiellen Differentialquotienten eines der halben lebendigen Kraft

weniger der Kräftefunction gleichen Ausdrucks, die letzteren vermittelst der

partiellen Differentialqnotienten der charakteristischen Function. In dem soge-

nannten Princip der kleinsten Wirkimg, welches man analytisch durch die Glei-

chung öS = ersetzen kann, sieht man die Grenzwerthe qf, und c^. als gegeben an

;

man setzt also Sq,, = 0, d'c^ = 0, und in Folge dessen verschwindet der Ausdruck

ausserhalb des Integralzeichens von selber. Dies Princip giebt daher nur die

Differential o;leichunö;en des Problems, während die oieichzeitioe Variation der

Grenzen des Inteo-rals ausserdem die Darstelluno; der Intecraloleichuno-en durch

die charakteristische Function giebt. Hamilton schlägt daher vor, das Prin-

cip der kleinsten Wirkung the law of stationary action, das seinige dagegen the

law of varying action zu nennen, indem das Integral, welches variirt wird,

zuweilen als die action (^Kraftaufwand) angesehen worden ist.

um dies zu erläutern, bemerke ich, dass, wenn man den Ausdruck unter

dem Integralzeichen gleich Null setzt,

diese Gleichung, wenn zwischen den m Grössen q^ keine Bedingungsgleichungen

stattfinden, also die Variationen äq^. von einander unabhängig sind, in die

7n Gleich uno-en zerfällt:
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dagegen, wenn zwischen den Grössen q^^. die Bedingungsgleichungen /*= 0, y- =
etc. stattfinden, in die m Gleichungen:

dp^ dH ^ df , d(f

-'(^

in welchen die verschiedenen in die partiellen Diiferentialquotienten von /". a etc.

multiplicirten Factoren /, /j etc. für alle m Werthe des Index k dieselben

bleiben. Dies sind die Differentialgleichungen des Problems.

Wenn die Grösse unter dem Integralzeichen verschwindet, so hat man
eine hinlängliche Anzahl von Differentialgleichungen, um daraus die m Grössen q,.

als Functionen von t und '2m willkürlichen Constanten bestimmen zu können: es

wird daher auch »S eine gegebene Function von t und den 2 in willkürlichen

Constanten: und da die Charakteristik ö sich nicht auf / bezieht, so wird dS,

wofern die angegebenen Differentialgleichungen stattfinden, die Variation von *S,

wenn man die willkürlichen Constanten, die ihre Integration mit sich l)ringt,

variirt, als die einzigen Grössen, welche noch variirt werden können. Man
hatte aber, wenn die Grösse unter dem Integralzeichen,

verschwindet,

— {b^dc^-^hjc^^ V-hJvJ,

in welchem Ausdrucke dq,,, ö'c^ die Variationen von q,^, c,. bedeuten, wenn man

diese Grössen vermittelst der Integralgleichungen des Problems durch die will-

kürlichen Constanten und t ausdrückt und die ersteren variirt. Man kann al>er

auch umo-ekehrt vermittelst der vollständioen Intem'aloleichuno-en des Problems

die willkürlichen Constanten, die in N vorkommen, durch die Grössen q,., q. imd

t ausdrücken, so dass aS eine Function von t und den 2?>y Grössen q,,, c,, wird,

die weiter keine Variabele oder willkürliche Constante enthält. Es führt dann

die vorstehende Gleichung, wenn keine Bedingungsgleichungen zwischen den

Grössen q^ gegeben sind, sofort zu den folgenden Integralgleichungen des

Systems, in denen Cj. c.>, .,., c,„, A,, /a,, . . ., ^>,„ die willkiii-lichen Con-

stanten sind:

35*
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ds es
dq^ ^1' dc^

dS dS
P2dq, ^^' dc^

dS dS b .

da ~^^'"' de
J- in m

Wenn aber zwischen den Grössen qi, die Gleichmigen /= 0, ^ := etc. ge-

geben sind, so lässt sich aus der genannten Gleichung nur schHessen, dass sich

die Grössen -ts— , -^— in der Form
dq. ' de

dS df d(f:

dq^ ' dq, ' dq^

dS _ df dq

dS _ JL , _^
dq ~ ^^'^^ dq ~^^i dq

dS _ ^, df , dq^

'd^ ~ ~^i ~^^' 5^"^^'i de^

dS , , df^ „ dq''

oc.^
-

de,, 1 de,,

ö<? "' "^ de ^^ de

darstellen lassen, wo /'^', y?*^ etc. die Ausdrücke bedeuten, in welche /', y etc.

übergehen, wenn man darin für die Grössen q,. ihre Anfangswerthe q. setzt, und

die eingeführten Mnltiplicatoren ^w, ,u^, ..,, ,a^ a'^, ... folgendermassen be-

stimmt werden können. Differentiirt man die Gleichungen /'= 0, y = etc.

nach t und setzt dq^ = -^^— c?^, dq., = -^— dt, . . ., dq„, = -^— dt, so ergiebt sich:

df dH
,

df dH
^

, ^f ^^ _ o
dq^ dp^ dq^ dp.^ dq^^ dp^.^

Ö^l ^l\ ^^h ^P-2

"

^Q,n ^P,n ~ '
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Substitulrt man in diese Gleichungen für jj,. p^, . . .. p„^ die aus den m ersten Inte-

gralgleichungen sieh ergebenden Werthe derselben, so erhält man zur Bestim-

mung der Multiplicatoren //. u^ etc. eine gleiche Anzahl linearer Gleichuno-en.

Ebenso dienen die vorstehenden Gleichungen, wenn man in ihnen c,,

c-2, • • ., c,„, h^. b^. . . ., b„^ für q,, q,, .... q,,,, p,. p.,, .... y^„^ setzt und die

m letzten Integralgleichungen benutzt, zur Bestimmung der Multiplicatoren y,
,^1 etc. Ferner geben sie dann, in Verbindung mit den Gleichuno-en /'" = 0,

q:'^ =z etc.. die Bedingimgen an. welche die in den aufgestellten Integralglei-

chungen als Constanten auftretenden Grössen c^, b^ erfülkn müssen.

Den partiellen Differentialquotienten von S'. nach t genommen, findet man
durch die Gleichuno-:

dS dH
dt ~ ^'i dp^
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wenn man in dieselbe statt der on Grössen x^, ?/,, z^ die ^n Grössen q^. ein-

führt. In der That folgen auch aas der oben (p. 267) gefundenen Gleichung:

^m. [a; '. Sa^.+y\ Si/. -+- z'. 6z.
]

die Gleichungen:

m.y

m.

— I^Il~ ^^' dx. -P2

dq.

= P

d.r.
t

9%

+p
da

J-nt

e

+^2-7^+-+^.
ey^

'

p^-ezr-^^''^-^^^

es ist also

dq^

^= i-»:t.-e;
dq.

~^^^^L^'i dy.
~^P'

dij,

m. L '

dq

dq

^
C%

dq^ dq.

•+P.
dz. J

und daher, wenn man die Werthe

_ 1^P^- dq,

substituirt.

T = ^ 1 r g'S dq^

'"mV dq^ dx.

?^ m.l dq^

dS dq, dS dql^

dS dq '12
J-m I

5^2 ÖX.

dS dq.

i2
1 r SS öq,

m. L dq^ dz.

dq, dy^

dS dq.^

dq, dz.

Hu Syi

dS dg -12
im I

dq dz.
J. in t

l
in welchem Ausdrucke man noch vermittelst der zwischen den Grössen q^ und

.T;, ifi, z^ stattfindenden 3?? Gleichungen die partiellen Diiferentialquotienten

_^ _^^ _^iL
dx. ' öy ' Ö2.
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durch die Grössen ^^ auszudrücken hat, damit die Gleichung

eine partielle Differentialgleichung zwischen S, t und den Grössen q/. werde.

Der vorstehende Werth von T ist aber offenbar

T = ^ —
4|)-(fWf-)1

und triebt, in die Gleichuno'

^^ ^T= U
dt

substituirt, die früher angegebene partielle Differentialgleichung.

Setzt man wieder

V = S+tH

und führt statt t die Variabele H ein, so erhält man durch ähnliche Formeln

die '2m Integralgleichungen durch die partiellen Differentialquotienten von V
ausgedrückt. Statt der Gleichuno;

-^ = -11
dt

erhält man wieder, wie früher,

dv _
dE

Die partielle Differentialgleichung wird

r= U-\-ll,

wenn man in T für die Grössen p^. die Werthe

_ dV_
^'~

ö.y,

setzt und in U, wenn darin die Zeit t auch explicite vorkommt, seinen Werth

_ dV
* ~ dH'

Wenn t nicht explicite in U vorkommt, und daher vermittelst der Gleichungen

der Beweguno' H einer Constante ";leich wird,

n = h,

so erhält man 'noch eine zweite partielle Differentialgleichung für jede der



280 PROBLEME DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFÜNCTION

Functionen >S und T*). Ist nämlich H der Ausdruck, in den H übergeht,

wenn man Cy,. b^ für q^,^ pt, setzt, so hat man

wenn man in der ersten Gleichung in H^^ die Grössen h^^ durch ihre Werthe

^- = --^

und in der zweiten durch die Werthe

dV
'' = Sc,

ersetzt.

§. 12. Die partielle Differentialgleichung für das Problem der Rotation.

Ehe ich mich zu anderen Betrachtungen wende, will ich noch die par-

tielle Differentialoleichunf!; aufsuchen, auf welche nach der vorstehenden Theorie

die Rotation eines festen Körpers um einen festen Punkt zurückkommt, wobei

ich die A^on Poisson in seiner Abhandlung im 15*-" Hefte des ..Journal de

l'Ecole Polytechnique" gebrauchten Bezeichungen beibehalten will.

Es seien X. Y zwei feste, auf einander senkrecht stehende Linien, XY
ihre Ebene: ferner A\, i"^ zwei der beweglichen Hauptdrehungsaxen des Kör-

pers. A'iFi ihre Ebene. Es sei:

Y' der Winkel zwischen X und dem Durchschnitt der Ebenen XY
und All,:

(f
der Winkel zwischen diesem Durchschnitt und X,;

i9- der Neigungswinkel beider Ebenen XY und X^Y^x

es seien ferner .4, B, C die Momente der Trägheit des Körpers in Bezug

auf die Axen X,. Y^ und die dritte auf ihnen senkrecht stehende. Setzt

man

f.erner

(/(/; c/(p di^ _

p = sin9;.sin.!>. {/^'— cosg:. i»',

r = (j'— cosO.U.i'.

*) Vgl. p. 237.
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SO hat man für die lebendio-e Kraft;

cy-
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1 ( dvY
2C \d(p J

1 [coscp [ dV ^ dV\
,

. dVV

1 [sincp ( dV ^QV\ dV]
2A Lsiu,!)^ \ dip d(f

= U-hh.

Die Integration dieser partiellen Differentialgleichung für den Fall, dass die

Kräftefanction fl = ist oder der feste Körper durch einen augenblicklichen

Impuls um den festen Punkt in Bewegung gesetzt wird, werde ich an einem

anderen Orte mittheilen und zeigen, wie sich das Problem in diesem Falle auf

blosse Quadraturen zurückführen lässt. Dasselbe gilt bei allen mechanischen

Problemen, in welchen die Bestimmung der Lage der Punkte des Systems nur

von drei Grössen abhängt, und die Gleichung für die Erhaltung der lebendigen

Kraft, sowie die drei Gleichungen für die Erhaltung der Flächenräume gelten*).

§. 13. Zurückfüliruug der allgemeinsten partiellen Differentialgleichung erster

Ordnung auf ein einziges System gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Die im Vorhergehenden mitgetheilte Hamilton' sehe Analysis setzt auf

keine Weise voraus, dass die Function H aus t und den 2m Grössen q,. und

Pi, gerade auf die Weise zusammengesetzt sei, welche die Probleme der Me-

chanik erfordern, sondern diese Analyse gilt unverändert, tvas auch H für

eine Function von t und den Grössen q,. und 2h hedeutet. Man erhält hier-

durch, wenn man für H irgend eine Function / setzt, allgemein folgendes

Theorem.

Theorem IV.

,Es sei

f(t, q^, q,, ..., q^^^, 2\, Po' ••' PJ
irgend eine Function der 27/1-1-1 Grössen t, q^, q.^, . . ., 5,„, jh^ p>i • • •> Pm^

und zwischen diesen Variabein sei folgendes System von 2m Differentialgleichungen

erster Ordnung gegeben:

*) Vgl. die Abhandlung „Nova methodus aequationes differentiales partiales primi ordinis inte-

grandi'' (S. 1— 189 dieses Bandes), wo in §. 65 diese Fragen behandelt sind.
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dq^
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6W

dt ^ '"

dt

--^P-^^-df dt

dp

^"' dt

dt

'

f . 'k,

— h,Sc^— hJc., bjc^^^,

in welcher Gleichung die Charakteristik d sich bloss auf die Variation der in

den Integralgleichungen vorkommenden willkürlichen Constanten bezieht. Man

erhält dann den zweiten Theil des Theorems durch die Gleichung:

dW

woraus die Gleichung

df df

dw

^ dp.^

dW dq^

-\-p
df

^P,n

dW dq.^

dt

dw
dt

dq^ dt

df
^1 dp^

dq^ dt

df
P-^ dp.

dW dq

dq dt

•+P«
df
dp '

dw
dt

-^f =
dw

zu substituirenfolgt, in welcher man für die Grössen p/^. ihre Werthe ^

hat, wenn sie als partielle Differentialgleichung betrachtet werden soll.

Die partielle Differentialgleichung, deren vollständige Lösung vermittelst

der vollständigen Integration eines einzigen Systems gewöhnlicher Differen-

tialgleichungen durch das Theorem IV gegeben ist, hat nicht die allgemeinste

Form partieller Differentialgleichungen erster Ordnung, indem sie nur die

Differentialquotienten der gesuchten Function W, nicht diese Function selber

involvu't. Für diesen allgemeinsten Fall habe ich folgendes Theorem gefunden.
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T h e o r e m V.

„Es sei

K^, ^ (1„ ^2' •••' 5',,,» 2\^ 1\^ •••. Pj
irgend eine beliebige Function der Grössen W, t, q^, q.,, . . ., g,„. j;,, |;.,. , . ., p„_. und

zwischen diesen Variabein sei folgendes System von 2?/i-|-l gewöhnlichen Differen-

tialgleichungen erster Ordnung gegeben:

dq^_Jf_ J^__ 5/ J^
dt dp^ ' dt dq^ ^'' dW '

dq.^ df dp., df df

dq^ ^ ^f '^P'" ^ ^Z ^f

dt ~ dp ' dt ~ dg P"' dW
dW _ df df df
~dr ~ P' dp^ '^P'

dp.,
"^ ^^'"'

ö/)«

es seien für W=() die Werthe der Grössen t, q^. q.^, . . ., ^,„ ? pi, P-2! • • -^ Pm

respective t„, c^, c.,, . . ., c,„, b^, b.,, . . ., /^,„, ivodurch die in den 2m-hl Integral-

gleichungen des vorgelegten Systems geivöhnlicher Differentialgleichungen vorkom-

menden 2??iH-l willkürlichen Constanten bestimmt sind; dri'tckf man hiernach

vermittelst der 2m -{-1 Integralgleichungen die Grösse W durch t, t^^, q^, q^, . . ., q,„,

Ci, Ca, . . ., c„, aus und nimmt in diesem Sinne die partiellen Differentialquotienten

von W, so erhält man
d\V dW -,,

dq^ ^^' dc^

dW dW ,,,

dW d w= Pnda ' '"' de

wo

— Mb

df

M = e
'-

w^- die vorstehenden Gleichungen, verbunden mit dem Ausdrucke von W durch

t, t^, qi, q2, ' ', q.n, c„ c.^, . . ., c„„ kann man als die 2m-hl Integralgleichungen
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des vorgelegten Systems von Differentialgleichungen 7nit 2wn-l willkürlichen Con-

stanten to, Ci, C2, . . ., c„,, h^, b.2, . . ., 6„ ansehen; zugleich ist der angegebene

Ausdruck von W eine vollständige Lösung der imrtiellen Differentialgleichung

erster Ordnung

in welcher Lösung t^^, c^, Co, . . ., c^ die m-\-l lüillkiirlichen Constanten si?id".

Der Beweis des ersten Theils dieses Theorems ist in folgenden Glei-

chungen enthalten, in welchen die Charakteristik ^ sich wieder nur auf die

willkürlichen Constanten bezieht, welche in den 27?i-+-l Integralgleichungen

vorkommen. Man hat zuerst

dW dSW
A ^/ ^ A 5/

,
, ^5/

dq^ ^ dq

^^1
, . ^^2

'-
9p„^
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Bezeichnet man mit TF^ und ( -^j die Werthe von W mid -^— für t = ^o,

so hat man

oder, da ich vorausgesetzt habe, dass TF^j identisch =0 sei, und daher auch

d'Wo = ist,

Hiernach verwandelt sich die o-efundene Gleichuno- in die folo;ende:

S W = p^ öq^ -hpjqo-^ H'J(1,„

welche den ersten Theil des Theorems mnfasst und ausserdem noch die

Gleichung

:

dW _ _,r(dW\
d% ~ \ dt Jo

Man hat ferner:

dW dW dW dq^ dW dq.^ dW dq^^

dt 8t dq^ dt dq^ dt 6q^^ dt

dW df df df~ dt ' ^1 dp^ ' ^ -' dp, ^ ^^'"
dp^^^

'

woraus man

erhält, welche Gleichung, wenn man darin für die Grössen p,. ihre Werthe
dW
-^— substituirt. den zweiten Theil des Theorems onebt.
dq^ ' c

Pfaff hat zuerst bemerkt (in den Abhandlungen der Berliner Akademie

der Wissenschaften vom Jahre 1815), dass die Integi-ation der partiellen

Differentialo-leichuno-

dw

die Integration des im Theorem V aufgestellten .Systems gewöhnlicher Diffe-

rentialgleichungen erfordert. Aber nach seiner Analysis war die vollständige
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Integration dieses Systems nur ein erster Schritt, nach welchem noch mehrere

andere Systeme gewöhnhcher Differentialgleichungen zu integriren blieben.

Das Theorem V lehrt aber, dass die vollständige Integration des einen Systems

gewöhnlicher Differentialgleichungen hinreicht, eine vollständige Lösung der

partiellen Differentialgleichung zu finden. Man kann auch über den Zusammen-

hanof des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen mit der partiellen

Differentialgleichung meine Abhandlung im 2^*° Bande des Grelle' sehen Jour-

nals .„ Ueher die Integration der partiellen Differentialgleichungen erster Ordnung''

vergleichen. (Cf. Bd. IV dieser Ausgabe, p. Iff.)

§. 14. Es wird gezeigt, wie umgekehrt jede vollständige Lösung einer partiellen

DiJBferentialgleicliung erster Ordnung die Integrale eines gewissen Systems

gewöhnlicher Differentialgleichungen liefert.

um die vollständio-en Integrale der in den Theoremen IV und V auf-

gestellten Systeme gewöhnlicher Differentialgleichungen zu erhalten, ist es

nicht nöthig, dass man gerade diejenige vollständige Lösung der partiellen

Differentialgleichungen kenne, welche in diesen Theoremen als die Function

W definirt worden ist, sondern es genügt, wenn man irgend eine vollständige

Lösung dieser partiellen Differentialgleichungen kennt. Man hat nämlich fol-

gendes Theorem, welches als die ümkehrung des Theorems IV betrachtet

werden kann:

Theorem VI.

xEs sei W irgend eine vollständige Lösung der partiellen Differential-

gleichung:

dW J dW dW dW\
= -öT+^V' ^^^' ^^' •••'^"'' ^' -ä^' -'^j'

welche Lösung ausser einer zu W hinzukommenden Constante die m willkür-

lichen Constanten a^, u.,, . . ., of„, enthalte, so sind die Gleichungen:

dW _ ÖJF _

dW dW^ _
-^2' ;:)„ P2'dq. ^2'

Q„^

dw dw
^^n

'^"''
da,.
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in icelchen ß^, ß^, . . ., ß,„ andere m wiUkürliche Constanten bedeuten, die voll-

ständigen Integralgleichungen folgender 2m geiüöhnlichen Differentialgleichungen

erster Ordnung:

dq^ _ Qf d2\ _ df

~dr ~ Ö2>7' ~^ ~ ~~^'

dqo <5/ dp, df

dt 8p.,
'

dt dq,
'

dqn. ^f '^P,n
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und daher:

^dW df . df . df .

:hA-w-i)kh+-+{-^-^yp.:' V dt dp

dq^ dq.^ dq

Andererseits hat man
dW dW d\V6W = -^ dq.-i—^ Sq„-\ 1

—

^ Jür

äq^ c^?-. c^^,„

dW ^ dW^ dW
^

'^«1+7^^«.^-' ^-P^^'^rn

und daher:

da, ^ ca., - da

-{-ß^ da^ -^ßJa^-\ ^ßj(c,„

dW dSW dp^ dp., dp ,

Setzt man beide Ausdrücke von S—j— einander gleich, und bemerkt man, dass

dt dt

dq, df \ f
dq^ ^f \. ^

,

('^"im Qf ,.

ist, so erhält man

\ dt dj^n^^ ' V dt dp.,
;"^'2

'

' \ dt dp^^

-[-dF^^n-y-dF^^n^— [-dr-^^r^^^ = '^-

Da die 2m Variationen d'qi., dp,, von 2m willkürlich anzunehmenden Variationen

da,, und d'ß,, abhängen, so sind sie selber willkürlich und von einander unab-

hängig, weshalb die in dieselben multiplicirten Ausdrücke einzeln verschwinden

müssen; wodurch sich die zu erweisenden Differentialgleichungen des aufge-

stellten Theorems ergeben.
"

Wenn die partielle Differentialgleichung die Function W selber enthält,

so gestaltet sich das Theorem VI foloendermassen:
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Theorem VII.

„Es sei W irgend eine vollständige Lösung der 2)artiellen Differential-

gleichung:

dW /„. dW dW dW\

mit ?n-hl lüillkürlichen Constanten ci, ci^, ci.>, , . ., «,,,, so sind die Gleichungen:

dW dW ^ dW

dW _ _5tr

% ~-^2' da..

dw dw ^ dW= P-2 ca

da '"* da '" da '

J- m III

in icelchen /?i, ß.2, .... ß,n ^^'^^^ icillkürUche Constanten sind, verbunden mit

dem Ausdrucke von W die 2??n-l roUsf('indigen Integralgleichungen der Diffe-

ren tia Igle ich ungen

:

dq, _ df dp^ _ _ df df

~dr ~~
~dj^' df ^ ~

dq^ ^'^ dW
dq.^ df dp., df df

~dr ^ ~d]^' IT ^ ~'d^, ^'''dW'

^%a ^f ^^Pn. ^f ^f
P,.dt ~ dp ' dt dq '"' dW

dW _ _df__ _df_ df

dt
~"

-^1 dp^
"^^2

Qp^
H f-P,„

Qp^^^
h

in welchen f die obige Function

f\W,t,q,q.,...^q^,, ^, -^, ..., ^j
ist, wenn man darin für die Grössen

dw dw dw

respective

PV Pi^ •••'
Pill

setzt.''

Man hat nämlich, wenn man in demselben Sinne wie bei dem vorigen

Theorem differentiirt und variirt.

öl
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dW dW dW dq^ dW dcj, dW dq^

dt dt dq^ dt dq^ dt dq^^^ dt

,.
,

d9r ^ dq, ^ ^ ^^,„

und daher:

^dW df . 5/ , df . df

Man hat ferner

dq dq^
^ ^ A

'^'^"'

oa-\—7^
— oa.-i- -?^— oa,,-{ h-^— ^"«

da ößj ^ da.^
-' öa^

wenn man der Kürze halber

J = Sa-^ß^6a^+ßJa^-\ \-ßJa„

setzt. Hieraus folgt

dSW dp^
. .

^:/^2 . , ,
"^Pm .-^ = -dT^^^^-dT^'^^^-^'-^^r^^^'

ddq^ dSq,^ dSq^^^

^-^—
öa .

d.
dt

ir* r\ —
dt

Setzt man diesen Ausdruck dem oben für d—^— gefundenen gleich und sub-

stituirt in letzterem für i)W den Ausdruck

dWdW = p,öq^+pJq.,-\ ]-pJq^^^-Jr-^-J,

SO erhält man:
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/ dp^ df df \ ( dp^^^ df df \

i^f_dW_ da \

\dW da
"^

dt )

Die 2m-\-l Grössen dp^, dp^, . . ., ^^p,,,: ^^ii, <^'(}2^ •••? <^9m? ^ ^^^^^^ a^is den

2mH-l Variationen J"«, J"«i, d'uo, . . ., t)"«,,,. dß^. ()ß.,, . . ., (F/i,,, zusammengesetzt,

und da diese willkürlich und von einander unabhänoig sind , so sind es auch

jene. Die vorstehende Gleichung kann daher nur erfüllt werden, wenn die

in die einzelnen Variationen multiplicirten Ausdrücke verschwinden, wodurch

man die zu erweisenden Differentialgleichungen des aufgestellten Theorems

erhält. Die letzte dieser Gleichungen folgt nämlich aus der Gleichung:

dW dq^ dq., dq

-^ = -/+/>. ^^+P.-^+-+^.-/f'
wenn man darin die Substitutionen

dq^ df dq.^ df dq^,^ df

dt dp^ ' dt dp, ' •' dt dp^^^

vornimmt. Man findet ausserdem noch, wenn man den in z/ multiplicirten

Ausdruck gleich Nuh setzt, die Gleichung:

dW
_df_dW_ _öa_ ^dW da

"^
dt

Ganz ähnliche Gleichuncren oelten auch für jede der anderen willkürlichen

Constanten «j, «2, . . ., «„,.

Ich will für den Fall, in welchem die partielle Differentialgleichung

die gesuchte Function nicht selber enthält, auch noch annehmen, dass sie die

eine Variabele t nicht selber involvire, wie dies in denjenigen Problemen der

Mechanik der Fall ist, in welchen der Satz von der lebendigen Kraft gilt.

Für diese Annahme erhält man eine vollständige Lösung der Gleichung

dW J dW dW dW\
= -öT^-^V^^' '^^' •••'

'^"" -ö^' ^' •••' ^}
wenn man

W= V—ht
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setzt, WO h eine willkührliche Constante ist und V eine vollständige Lösung

der partiellen Differentialgleichung

:

_ A IL U. 1Z\^ — r[qi, <io, •••, ^„,, ß^^
, Q^^ ,

•••, Q^j^

welche ausser einer willkürlichen Constanten, die hinzuaddirt werden kann,

noch m— 1 willkürliche Constanten a^, «2? • • -5 «m-i enthält. Schreibt man

in dem Theorem VI — h und — r statt c;„, und /?„, und bemerkt, dass

dW _ _ÖF_ dW_ _ dV_ dW _ dV

dw _ dv_ dw _ dv_ dw _ dv

dw _ _dw_ _ dV
da^^^ dh dh

ist, so verwandelt sich das Theorem VI in folgendes:

Theorem VIII.

^^Es sei V eine vollständige Lösung der partiellen Diffei'entialgleichimg

:

— A IZ^ IL ^L\

in welcher h eine Constante ist; es seien a^, a2, . . ., ci„^_i die m— 1 willkür-

lichen Constanten, welche ausser einer, die zu V hinzuaddirt iverden kann,

in V enthalten sind; so sind die 2m Gleichungen:

dv dv
dq^ ^1' da^

dV dV
Pj^ -^:r- = /^2'

dq.^
^- ' da

dV _ dV _
da

,

^"'-1' da ,
~ ^"'-1'

ev __ dv _
dq ~ ^'«' "öT" ~ ^~^'''

l-tU

in welchen ß^, ß.,, . . ., ß,„_^, x neue luillkiMiche Constanten sind, die voll-

ständigen, 2m willkürliche Constanten a^, tc.^, . . ., «,„._i, ß^, ß^, . . ., /4_i, h, x

enthaltenden Integralgleichungen der 2m Differentialgleickwujen:
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^gi _ ^f dPi _ _ ^f

dt ~~ dp^ ' dt
"~ ~~d^'

dq^_ df dp.^ df

in w

dt dp, ' dt dq,
'

dt dpj dt dqj

eichen f che obige Function f[q,, q„ ..., ^„,, -^— , -^— , ..., -^~] isf^ wenn

man dann p,, p,, . . ., p,,^ für -^, -^, . . ., -^ schreibt

§. 15. Ausdrücke der charakteristischen Function und ihrer Differentialquotienten

durch die ursprünglichen Coordinaten bei unfreier Bewegung.

Man erhält aus den Theoremen VI und VIII die auf die Mechanik

bezüglichen Formeln , wenn man für f die Function H = T— U setzt. Die

Grössen ^, bedeuten solche Bestimmungsstücke der bewegten Punkte, zwischen

welchen keine Bedingungsgleichungen stattfinden, so dass man für die orthogo-

nalen Coordinaten sämmtlicher vollkommen bestimmte Ausdrücke durch die

G-rössen ^, hat. Diese Ausdrücke der Coordinaten und ihre Differentialquotienten

hat man in den Ausdruck der halben lebendigen Kraft T und der Kräftefunction

U zu substituiren und die partiellen Differentialquotienten von T, nach den

Grössen ql = —^ genommen, gleich |;, zu setzen; endlich in T fiir die Grössen

ql die Grössen p^ einzuführen. Es wird dann H = T— U eine Function der

Grössen q^ und p,-, welche nur dann noch ausserdem die Grösse t enthält,

wenn dieselbe in der Kräftefunction ausser den Coordinaten vorkommt, und

diese Function H hat man in den genannten Theoremen für / zu setzen. Ich

will nun annehmen, dass rückwärts in die charakteristische Function TF, welche

irgend ein vollständiges Integral der Gleichung;

dt

bedeutete, statt der Grössen q^ wieder die rechtwinkligen Coordinaten sub-

stituirt werden, so dass W eine Function von a;,, y,, z^ und von den m will-

kürlichen Constanten «j, «o, . . ., «,„ wird, wobei ich von einer weiteren Con-
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stauten abstrahire, die noch durch Addition mit TF verbunden sein kann. Wenn

zwischen den Coordinaten Bedingungsgleichungen gegeben sind, so wird

wenn n die Zahl der bewegten materiellen Punkte ist: man kann dann die

Grössen ^, auf unendlich verschiedene Arten durch die Coordinaten x^, y^, Zi

ausdrücken, indem man vermittelst der zwischen den Coordinaten stattfindenden

Bedingungsgleichungen, deren Anzahl on—m beträgt, die Ausdrücke variirt.

Es kann daher auch die Function W, wenn man in sie statt der Grössen q^

die Coordinaten einführt, verschiedene Formen annehmen, welche aber, wenn

i^ =: 0, ^ = etc. die Bedingungsgleichungen sind, alle aus einer erhalten

werden, wenn man zu ihr die Functionen F, ^ etc., jede mit einem Factor

versehen, hinzufügt.

Hat man nun für die Grössen q^ Ausdrücke durch die Coordinaten

^,; Vii ^i in irgend einer Form, welche dieselben vermittelst der Bedingungs-

gleichungen p = 0, *1> ^ () etc. erhalten können, angenommen und dieselben

in die Function W substituirt, so wird, wenn ^ eine der Coordinaten .i;-, ?/,. z^

bedeutet,

dW
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dW dT dq[ BT dq'^ dT dq^

oder

ew dT
a? ar

•

Diese Gleichung gilt für jede der Coordinaten. Setzt man für | die Werthe

^'•5 2/ij ^ij ^^ erhält man:

dW _ dT_ ^W^ _ dT_ dW^ _ dT
dx. ~ dx[ ' dy. ~ dij. ' ~^ ~ ~W"

Wenn man, um die Ausdrücke rechter Hand oder die partiellen Differential-

quotienten von T nach x\, y\, z\ zu erhalten, in die Function T, wie sie

durch die Grössen q^ und g| ausgedrückt ist, die angenommenen Ausdrücke

der Grössen q^ durch die Grössen o:,, i/,, j, substituirt, sowie die daraus durch

Differentiation abgeleiteten Ausdrücke der Grössen q\ durch die Grössen

cT,, 2/i, Zi, x\, y\, zl, so wird sich die Function T im iVllgemeinen nicht in den

Ausdruck

i:sm,(^>:+i/>:+s:3:)

verwandeln, sondern in einen anderen, der ihm vermittelst der Gleichungen

F=0, * = 0, ...

und der daraus durch Differentiation folgenden

clF d^
dt ' dt ^' •••

gleich wird. Es wird daher der Ausdruck, in welchen sich die Function T
verwandelt, folgende Form annehmen:

dF J*
T = ^2m^(x[x'.-i-y[y]-]-z]^)-^?,~^^!i~j^-^...-^Ä^F^,t^^-^....

Die Functionen F, <P etc. enthalten die Grössen .r,', ?/,', z[ gar nicht, die

Functionen -7-, —^— etc. enthalten dieselben nur linear und in die Grössen
dt dt

dF d^ dF d^ dF d^
dx. ' ö^. '

.

• • •'
dii. ' dy. ' •

•'
dz. ' dz. '

•••

multiplicirt. Wenn man daher den vorstehenden Ausdruck von T partiell

nach x'i, y], z[ differentiirt und die in F, 4* etc., --^- , —^ etc. nniltiplieirten

Terme als verschwindend fortlässt, so erhält man die Gleichungen:

V. 38
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, , dF , d€>
m.x.-\-A-^ \-fi

ew
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dW . ., l fdW ^ dF Ö#
,

^, . fdw ^ dF ^^ a#
Y

V dx. dx. ' dx. }
^- m

m.

tn.

(dw ^ dF ^d€> y

/övr . dF 8^ V

wo C/^ irgend eine gegebene Function der Grössen x^, y^, z^ und von t sein

kann. Wenn U nicht t selber enthält, so führt man besser wieder für W die

Function V und für t die Grösse h ein vermittelst der Gleichungen:

die partiellen Diiferentialquotienten von W nach a,, y,, z^ verwandeln sich in

die von V, nach denselben Grössen genommen.

Ich bemerke noch, dass die partiellen Differentialquotienten von W
oder r, welche nach den willkürlichen Constanten genommen werden, die

diese Functionen enthalten, sich dadurch, dass man statt der Grössen q^ wieder

die Coordinaten .t., y^, z^ einführt, nicht ändern, da die zwischen den Grössen

5,, a-;. yi, Zi stattfindenden Relationen die willkürlichen Constanten nicht ent-

halten. Es werden daher wieder, auch wenn die Functionen W oder V durch

die Coordinaten .t,, y^^ z-, selbst ausgedrückt sind, die endlichen Integral-

o'leichuno-en:

dw dw ^ dw ^

oder;
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j/^j = o, ip, = o, . . ., yj, =

stattfinden. Der hier zu befolgende Gang weicht von dem gewöhnhchen etwas

ab, wenn man in dem angeführten Falle den Integralgleichungen eine symme-

trische Form erhalten will.

Es seien «j, cco, . . ., cc„^+k ^^^ ^^ cler Function W enthaltenen willkiir-

lichen Constanten, zwischen denen die angegebenen k Gleichungen gegeben

sind. Man betrachte ct^, cc2, . . ., «,„ als unabhängige Grössen und cc„"m+ 1 5

ß^m+2; • • •; ^m+jc als Functionen derselben, wie sie durch die k Gleichungen

bestimmt sind. Schliesst man die unter dieser Annahme nach a^, «2, . . ., «,„

genommenen partiellen DifFerentialquotienten von W in Klammern ein, so

hat man

rdW\ dW dW ea_,, dW ö«.

\ da^ J da^

m+fc

dW\ dW dW da ^, dW da ^,föW\ _ (

da.^ dünt+i da^ ^«,„0-». ^«^
in-\-k

dW\ dW dW da ^, dW da ^,
,

m+l m+k/dW\
da da ^, da da

,
, dam »1+1 m iii+k II

Man denke sich jetzt k Functionen «j, «0, . . ., 6^. durch die Gleichungen be-

stimmt:

dW dip, dip,= -p: \-€

dw dip^ dip,

9a , „ ^ da ^,,
* da _^^7;(+2 711+2 m+2

dw dip^ difj^

= 7^;^-+ ^da ., -^ da
,

,

^' da .

,

m+k rn+k tn+k

Substituirt man die diesen Gleichungen entnommenen Werthe von

dw dw dw
da ,. ^ da _^^'' * " "' da ,,

iii+l ni+2 >ii+k

in die obigen Gleichungen, und bemerkt die Gleichungen:

da. da _^, da. da ^„ da. da ^. da.
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in welchen i jede der Zahlen 1 , 2 , . . . , m und ip jede der Functionen

1/^1, i/'o, . . ., ipk bedeuten kann, so erhält man:

(dW\ dW dip^ dw, düj.

dW\ dw dip^ dip^ dip^
+-«1—^ ^"^o-^ 1 hf

ö«., 1 da, ' 2 a«^
-^ -^^A: 5„^ >

ÖT^\ öW^ ö<//, ö</^, ö(/^,

öa ^ da ^ da * öa

= -^ \-E,^ h8„^ \-e.
da ., ^ da ^, - da ,,

^' da

dw dip^ difj, dip
= -^7 H€, 3- f-£.

c'«,
_L2. oa ^, - da ^j ^ da ^,

Zufolge des gefundenen Theorems werden die endlichen Integralo-leichunofen.

welche in einer neuen Form darzustellen sind,

Vdc^) ^ '^i' Vd^J ^ ^-^ • • •' Vd^J = ^"''

^^^o Äj /^2 5 • • •• ßm neue willkürliche Constanten sind. Aus diesen Glei-

chungen folgt allgemein, dass, wenn ^i, to, .... t,,, irgend welche Constanten

sind, auch der Ausdruck

^ (dW\ . (dW\ . ( dW\

einer willkürlichen Constante gleich wird. Bedeutet daher ^\ Ci'\ . . ., ^l'J^/^

irgend ein System von m^k Constanten, für welches die k Gleichungen statt-

finden:

düj, 6üj, dw.
no üL_i_«o_ll_| i_«o Li_ —

1 -' ))( +it

dip., ddi... dtp..,

t»—-^-hcW—^H hc<'^ -^ =
1 2 ;/i+J»

Ki)
^*

-f-t(0
^*

H hC^') ^ =
^1 Öa, ^^-^

da., ^ ^^"'+^ ö« ^,
^'

1 J 771+A"

?<7?f/ wählt man liegend m solcher von einander unabhängigen Systeme, welchen

die Indices /= 1, 2, 3, . . ., tu entsprechen mögen, so erhält man, icenn man
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die vorstehenden Gleichungen mit ti\ tf, • -, ^m+k midtiplicirt und addirt, die

m Integralgleichungen unter folgender Fo7'm:

dw_ dw^ dw ^
ößj "^ da.^ "'+'' dam+k

c^W dW dW
r" :^-iL_i_r" ^

-I hC" = y

1 J /rt+Ä

m welchen /, ,
/o? • • -5 /m ^^^ neuen m ivillkih'licheii Constanten sind.

Die in dem vorstehenden Theorem enthaltenen Formeln haben in Bezug

auf die Grössen a^, a.^, . . ., ce,u+k die gewünschte symmetrische Form.

§. 17. Ueber den Fall, in welchem eine vollständige Lösung der betrachteten partiellen

Differentialgleichung überzählige Constanten enthält.

Ich will nun noch einiges über den Fall sagen, wenn die Function

W. welche der partiellen Differentialgleichung

dW

in der H irgend eine gegebene Function der m-f-1 unabhängigen Variabein

dW dW dW
^ ^15 ^2 5 •••5 9m und der partiellen Differentialquotienten ^— , -^— , ..., -^

—

ist, Genüge leistet, ausser einer mit ihr durch Addition verbundenen Constante,

von welcher ich immer abstrahire, mehr als m willkürliche Constanten involvirt,

zwischen welchen keine Bedingungsgleichung gegeben ist. Dieses ist um so

eher möglich, weil die Function W sogar willkürliche Functionen, also unendlich

viele willkiirliche Constanten involviren kann.

Die nachstehenden Betrachtungen werden zugleich dazu dienen, die

Natur der Theoreme VI und VIII, welche als Fundamentaltheoreme betrachtet

werden können, näher zu. erläutern.

Ma7i denke sich irgend eine Lösung der partiellen Diffe7^entialgleichung

gegeben, und das System von m gewöhnlichen Differentialgleichungen erster

Ordnung vorgelegt:



UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN. 303

dq^ dH dq,^ an dq^^ dH
dt dp^ ' dt ö/>2

'
'

' dt dp^
'

171 welchen p^ fvr -^— geschrieben ist: so hat man das Theorem, dass, ivenn

W irgend eine willkiirliche Constante a enthält, die Gleichung

ein Integral des vorstehenden Systems von Differentialgleichnngen ist.

Diiferentiirt man nämlich die Gleichung

dW
da

dH
^.. %

= iS,

und setzt darauf -7^— für —-,— , so erhält man:
op^ dt

dß d'W d'W dH d'W dH d'W dH
dt da dt dadq^ dp^ dadq,, dp.^ dadq^^ dp^^^

'

dW
Da die Constante a in H nur vorkommt, insofern sie in den Grössen yj. = „

—

enthalten ist, so ist der Ausdruck rechter Hand der nach « genommene par-

tielle Differentialquotient des Ausdrucks

und also identisch gleich Null, wodurch ß einer willkürlichen Constante gleich

wird, was zu erweisen war.

Die Constante « ist nur willkürliche Constante genannt worden, inso-

fern sie nicht in der partiellen Differentialgleichung, welcher W geniigt, vor-

kommt: dagegen afficirt sie das aufgestellte System gewöhnlicher Differential-

gleichungen und ist daher bei Integration desselben als gegebene und" nur ß
als lüillkürliche Constante zu betrachten.

Enthält die Function IF mehrere willkürliche Constanten a^, cc.,, . . ., «„,

welche daher auch in den aufgestellten Differentialgleichungen als gegebene

Constanten vorkommen werden, so hat man nach dem Vorstehenden 71 Integrale

dieser Differentialgleichungen

:

dw_ _ öw _ dw _
da^ ~ ^'' da., ~ ^''' • ' öa/ '^"'

wo ßi, ß2, . . ., ßn Constanten bedeuten. Ist ?i>7/i, so kann es unter diesen

Integralen nicht mehr als m von einander unabhängige geben: es bestehen
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also zwischen den n nach den Constanten a genommenen partiellen Differential-

quotienten der Function W nothwendig n—m oder mehr Relationen.

Da man jede partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit m-hl
unabhängio-en Variabein, in welcher die unbekannte Function selbst nicht vor-

kommt, dadurch, dass man sie nach einem der in ihr vorkommenden Differen-

tialquotienten auflöst, auf die im Vorhergehenden angenommene Form

bringen kann, so ergiebt sich aus dem Vorstehenden foloender Satz:

,, Wenn ynan von einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

mit 7/1-1-1 unabhängigen Variahein, in welcher die unbekannte Function selber

nicht vorkommt, eine Lösung mit m-hk willkürlichen Constanten hat, so bestehen

unter den nacli diesen Constanten genommenen partiellen Differentialquotienten

der Lösung stets k Relationen, d. h. Gleichungen, die ausser den geiiannten

Differentialquotienten zwar noch die willkürlichen Constanten enthalten können,

nicht aber die }Lnahha'ngigen Variabein selber.-^

Ein Beispiel dieses Satzes habe ich oben bei Aufsuchung derjenigen

charakteristischen Function gegeben, von welcher die elliptische Bewegung

eines Planeten abhängt. Die dort gefundene charakteristische Function V ent-

hielt eine willkürliche Constante mehr als nöthig war. und zwischen ihren

nach den willkürlichen Constanten, die sie enthält, genommenen partiellen

Differentialquotienten ergab sich die Gleichung:

\ da )^ sin'a \ dß )
^ ^ "

dV dV
welche, .wie man sieht, ausser -^— . ~^^- nur die willkürlichen Constanten

' ' da äß
involvirt.

§. 18. Ausdehnung der vorliergeheudeu ITntersuchung auf den Fall, wenn die partielle

Differentialgleichung die gesuchte Function selbst enthält.

Ich will jetzt das im Vorhergehenden gegebene Theorem auf den Fall

ausdehnen, in welchem die partielle Differentialgleichung auch die unbekannte

Function W selber involvirt. Die hier angestellten Betrachtunoen werden

ebenso dazu dienen, das Theorem VII seiner wahren Natur nach näher zu

erläutern, wie die vorstehenden Betrachtungen auf das Theorem VI Licht

werfen.
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Man kann die im Theorem VII o-eo^ebenen endlichen Integralffleichiuiffen

durch die Gleichungen ersetzen:

dW
df dW

^

'' da ^ QdW da ^ dt

indem man für a nach und nach die m-\-l willkürlichen Constanten «, «j, .... «,„

setzt. Diese Gleichungen sind in dem Beweise, welchen ich von dem Theo-

rem VII gegeben habe, enthalten. Sie haben zwar die Form von Differen-

tialgleichungen erster Ordnung: da man aber aus ihnen ersieht, dass die Diffe-

rentiale der Logarithmen der Grössen

dW
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Genüge leistet, es sei ferner zwischen den Grössen t, q^, q^, ..., q„, das folgende

System gewöhnlicher Differentialgleichungen vorgelegt:

dt ~~ dp^' dt dp,' '
'

''
dt dpj

dW dW dW
ICO der Kürze halber j)^, jh, • • •? pm /"^' -^— ? -^— » •••^ -^— geschrieben ist.

üq^ oq^ ^lin

Enthält dann die Fnnctio7i W eine willkürliche Constante a, d. h. eine Constante

a, die nicht in der partiellen Bifferentialgleichung vorkommt, so findet verynöge

der vorgelegten geicöhnlichen Differentialgleichimgen die identische Gleichung statt:

dW
df dW

^
da _

dW da dt

und wenn die Function W irgend zwei willkürliche Constaiiten a, ct^ enthält,

so icird

dW dW ^ ^
—?:— : —T^— = tonst,
üttj oa

ein Integral des vorgelegten Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen.^'

Es wird nämlich die Gleichung

dW
df dW

,

da ^ QdW da ' dt

wenn man die Diiferentiation ausführt und die vorgelegten DifFerentialglei-

chano;en substituirt:

df dW d'-w d-w df d'W df d-w df
0,dW da dadt dadq^ dp^ dadq^ dp.^ d'^dq,,, ^P,,,

und diese Gleichunti' wird identisch erfüllt. Denn der Ausdruck links vom

Gleichheitszeichen ist der nach a genommene partielle Differentialquotient von

d\V . . dW . . . ^ .

^r—+ / und also identisch gleich Null, da —^-^f identisch gleich IS all ist.

Enthält \V noch eine zweite willkürliche Constante «,. so hat man ebenso:
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dW

- = 0.
df dW '^"öa,

dW da^ ' dt

Man hat daher auch vermittelst des vorgelegten Systems gewöhnlicher Diffe-

rentialgleichungen die identische Gleichung

dW dW
dW da, dW da = 0,
da dt da^ dt

oder

d
fdwdw\
V da^ ' da ) dW dW

0, -3— ; —5— = Const..
dt ' ö«! * da

was zu beweisen war.

Wenn die Function Wm^k^l willkürliche Constanten a, cci, cc.,, . . ., «„.+;.

enthält, so erhält man nach dem Vorigen vi-{-Ic Integrale des vorgelegten

Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen

:

dW _ dW^ dW^ _ dW^ dW ^ dW_
'd^ ~~ ^' da ' da, ~ ^' da ' '

' -' da^^^ ~ '^-+^ da '

in welchen ß^, ßo, • -, ß,n+k Constanten sind. Diese Constanten können aber

nicht alle willkürlich sein, sondern, wenn m von ihnen willkürlich sind, müssen

die übrigen k durch sie und die Constanten a, a^, . . ., a,,^^j, bestimmt sein.

Man hat daher, wenn man m statt in-\-\ setzt, folgenden Satz:

„ Wenn man von einer partiellen DifferentiaUjleiehung erster Ordnung

mit m unabhängigen Variabein eine Lösung mit 7n-+-k willkürlichen Con-

stanten hat, so finden ziuischen den Verhältnissen der nach diesen loillkür-

lichen Constanten genommenen partiellen Differentialquotienten der Lösung

stets k Relationen statt, d. h. k Gleichungen, ivelche ausser diesen Verhält-

nissen mir noch die willkürlichen Constanten enthalten."

§. 19. Andere Darstellung. Ueber die zweite von Hamilton aufgestellte

partielle Differentialgleichung.

Man kann die im Vorhergehenden gegebenen Beweise auch noch auf

eine andere Art darstellen. Es sei

^ =0
39*
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eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit m unabhängigen Va-

riabein ^1, q.2, . . ., q,n'> if^ welcher die abhängige Variabele oder die gesuchte

Function nicht selbst vorkommt. Eine specielle Lösung W dieser Differential-

ffleichuno" enthalte eine willkürliche Constante «. und man setze

dW
-er = "'

dW . .

wobei angenommen wird, dass aus -^— die Variabein q nicht sämmtlich ver-^ ca *

schwinden. Die partiellen Differentialquotienten von W nach ^i, q.,, . . ., q^

bezeichne man wieder mit pi, j)o, .... }),„. so werden die partiellen Differential-

quotienten dieser Grössen nach cc die partiellen Differentialquotienten von n

nach ^1, q.2, . . ., q,„ sein. Differentiirt man nun die Gleichung y? = nach «,

so erhält man

dg) dp^ d(f dp.^ d(f dp^^=

oder

=

op^ oa op,, oa op^,^ da

d(p du d(f du d(f du

dp^ dq^ dp, dq, dp^^^ dq^^

Werden in dieser Gleichung die Grössen -7~-, -r^^, ..., -J^ als gegebene

Functionen von q^. q^. .... q„t betrachtet, so giebt es m— 1 von einander un-

abhängige Functionen ii, welche dieser Gleichung Genüge leisten, und jede

andere, welche dieses ebenfalls thut, ist eine Function derselben. Hat man

daher rn^k— 1 solcher Functionen, so müssen zwischen ihnen k Relationen

stattfinden. Enthält W eine Anzahl von m-hk— l willkürlichen Constanten,

so sind nach dem Vorhergehenden die partiellen Differentialquotienten von W
nach ihnen solche m-{-k— 1 Functionen: es müssen daher zwischen denselben

k Relationen stattfinden, was zu beweisen war.

Wenn (p noch W selber enthält, so hat man:

_ da dw du dw du dcp du= ^WW w- '
'

I t

dW dp^ dq^ dp^ dq, dp^^^ dq^^
'

Kennt man noch eine' zweite Function u^, welche dieser Gleichung Genüge

leistet, so hat man auch:

d(f d(p du^ d(f du^ d(p dtt^

dW ' dp^ dq^ dp., dq^ dp^^^ dq^^



UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN. 309

Man dividire die erste Gleichung durch u. die zweite durch u^ und ziehe sie

nachher von einander ab, so erhält man. wenn

u
W = log—!-

u

gesetzt wird, die Gleichung:

„ d(f dw d(f dw d(f dw

Man hat hierdurch diesen Fall auf den vorigen zurückgeführt. Man sieht da-

her durch dieselben Betrachtungen, dass, wenn man m-hk— 1 Functionen tu

kennt, welche dieser Gleichung Genüge leisten, zwischen ihnen, und daher auch

zwischen den Functionen e'% k Relationen stattfinden müssen. Man erhält aber

m-\-k— 1 Functionen e'", wenn man m-\-k Functionen u kennt, welche der

Gleichunofo

dw dw du dw du dw du^ u+~^—^ ^-^—^ 1 \--^—— =dW dp^ dq^ dp^ dq, dp^^ dq^

Genüge leisten, und durch eine derselben die übrigen dividirt: es müssen

daher zwischen den Verhältnissen solcher m-\-k Functionen k Relationen statt-

finden. Da nun ferner m^k solcher Functionen u erhalten werden, wenn
W eine gleiche Zahl willkürlicher Constanten enthält und nach ihnen partiell

differentiirt wird, so müssen für den Fall, dass W m-^k willkürliche Con-

stanten enthält, zwischen den nach ihnen genommenen partiellen Differential-

quotienten von W sich k Relationen ergeben, was der obige Satz war.

Die vorstehenden Betrachtungen werfen auch auf den Umstand Licht,

dass Hamilton seine charakteristische Function durch zivei partielle Differen-

tialgleichungen, denen sie gleichzeitig genügt, definiren konnte. Nach dem
Vorhergehenden nämlich ist dies immer möglich, wenn die Zahl der willkür-

lichen Constanten um eins grösser ist, als zu einer vollständigen Lösung nöthig

ist. Denn es ist im Vorhergehenden bewiesen worden, dass in diesem Falle

zwischen den willkürlichen Constanten und den nach ihnen genommenen par-

tiellen Differentialquotienten der gefundenen Lösung eine Gleichung stattfindet.

Hat man daher von einer vorgelegten partiellen Differentialgleichung erster Ord-

nung eine LiJsung gefunden mit einer ivillkürliehen Constanten mehr, als die Zahl

der unabhängigen Variahein beträgt oder als zur vollständigen Lösimg nijtliig

ist, so genügt dieselbe Function gleichzeitig zwei 2)((f'tiellen Differentialgleichungen,
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nämlich der vorgelegten zwischen den unabhängigen Variahein, der unbekannten

Function imd ihren nach den unabhängigen Variabein genommenen partiellen

Differentialquotienten, welche die willkürlichen Constanten nicht enthält, und einer

a7ideren zwischen den lüillkiirlichen Constanten und den nach ihnen genommenen

partiellen Differentialquotieiiten der unbekannten Function, welche die unabhängigen

Variabein nicht enthält. Die charakteristischen Functionen V und TF, welche

Hamilton braucht, genügen den partiellen Differentialgleichungen:

et

welche die iresuchte Function nicht selber enthalten. In der ersten dieser

Gleichungen sind die m Grössen q^, q.,, . . ., q,„, in der andern die ??i+l

Grössen q^, q.2, . . ., q,„' t che unabhängigen Variabein; jedoch kommt in den

Fällen, welche Hamilton betrachtet, in der letztern nicht t selber, sondern

nur der partielle Differentialquotient von TF nach t vor. Die von Hamilton

o-esebenen, oben mitoetheilten Ausdrücke von V und W enthalten als willkür-

liehe Constanten die x\ntangswerthe der Grössen q^, q.,, . . ., q,,,, zu denen noch

durch blosse Addition eine willkürliche Constante hinzugefügt werden kann;

ausserdem kann in TF noch t in t^T verwandelt werden, wo r ebenfalls eine

willkürliche Constante ist. Auf diese Weise erhalten beide Functionen V und

W eine willkürliche Constante mehr, als die Zahl der unabhängigen Variabein

beträgt, so dass sie zwei partiellen Differentialgleichungen gleichzeitig genügen.

Man erhält für die Function W die zweite von Hamilton gegebene partielle

dW . . dW
Differentialffleichuno-, wenn man für -^^— den ihm o-leichen Ausdruck —?=rr- undö c' dr ^ dt

r =: setzt.

§. 20. Nachweis, dass sich die in grösserer Anzahl vorhandenen willkürlichen

Constanten aus der gefundenen Function mit Hülfe ihrer üifferentialquotienten

wirklich eliminiren lassen.

AVenn eine Lösung einer partiellen Ditferentialo-leichuno- erster Ordnuno-

mehr willkürliche Constanten enthält, als zu einer vollständigen Lösung er-

forderlich sind, so finden, wie wir im Vorhergehenden gesehen haben, zwischen

ihren nach diesen willkürlichen Constanten genommenen partiellen Differential-

quotienten Relationen statt. Es lassen sich aber die hierüber gefundenen Sätze

auch umkeln-en. Man kann nämlich auch zeigen, dass, wenn diese Relationen
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stattfinden, die Constanten sich sämmtlich vermittelst der partiellen Differential-

quotienten der Function eliminiren lassen. Es reicht hin, dies für den Fall

zu zeigen, wenn die Function nur eine willkürliche Constante mehr enthält, als

zur vollständigen Lösung erfordert wird. Denn wenn von jeder der über-

zähligen Constanten besonders gezeigt ist, dass sie bei der Elimination der

zu einer vollständigen Lösung erforderlichen Anzahl von Constanten von selbst

mit herausgeht, so hat man bewiesen, dass bei der Elimination der letzteren

gleichzeitig sämmtliche andere Constanten mit herausgehen.

Ich will zuerst wieder den Fall betrachten, wenn die vorgelegte par-

tielle Differentialgleichung nicht die unbekannte Function selber enthält. Für

diesen Fall kann man den Satz, welchen ich im Vorhergehenden bewiesen

habe, so ausdrücken:

A. ^Es sei

irgend eine Function der 27?n-2 Grössen t, q^, q.,, ..., ^„,, «, «j, .... f<f„^,

und es werde gesetzt:

,,, dW dW dW

^-) 5a <"' da ~ ^^' •
' •' da ~ ^"''

1 m

SO icird man, ivenn der Fall eintritt, dass man aus dem ersten Systeme

vonm-^-l Gleichungen die m-\-l Grössen cc, «i, «2? • • •• cc,^^ eli7nini7'en

kann und so ein.e Gleichung bloss zwischen den Grössen t, q^, q^, .... ^,„,

Ih Pi! Ihj • • -5 pm erhält, immer auch aus dem zuzeiten Systeme von

m-\-l Gleichungen sämmtliche m+1 Grössen t, q^, q^, . . ., q,„ elimi-

niren oder eine Gleichung bloss zwischen den Grössen a, a^, cc.2, . . ., cc,„,

ß, ßy, /?2, .... ß,a erhalten kimnen.-''

Will man diesen Satz umkehren, so hat man zu beweisen, dass, wenn

man aus den Gleichungen (2) die Grössen t, q^, q.2, . . ., q,„ eliminiren kann,

man immer auch aus den Gleichungen (1) die Grössen cc. «, , cc^, . . ., «,„

eliminiren kann. Dieser Satz lässt sich aber aus dem Vorhergehenden ohne

weiteres folgern, wenn man nur die Grössen t, </,, q.,, . . ., q.u^ pf P\, P^^ • • -^ p,,,

mit den Grössen cc, cc^, a.,, ..., «„,, ß, /?,, ß.,, . . ., ß,„ vertauscht.

Für den Fall, dass die vorgelegte partielle Differentialgleichung die

unbekannte Function selber enthält, wird der oben f»;efundene Satz folg-ender:
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B. ;,Es sei

ferner:
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des Theorems A, wenn man darin t/ für TP"^ und IT für p setzt, dass man

auch aus den Gleichungen

dt /'—''^ ßq^ ~ s% ~^'' ''"
%„ ~^q.,. ~^'"

sämmtliche Grössen a, a^. a.>, . . ., «,„ eliminiren kann, wodurch man eine

Gleichung bloss zwischen W. q^. q.,, .... ^„^. ——^ —^, ..., —^ erhält.

P P- P
Oder, wenn man ji^, p2, . • ., Pm für —-, —^, . . ., —^ schreibt, so wird

man aus den Gleichungen

FT- ^/ <3y dv
y-- "• -s^ = p- ^-p- ' ^ = ''"

sämmtliche Grössen a, ce^, a.2, . . ., «,„ eliminiren können, so dass man eine

Gleichung bloss zwischen W, q^, q.,, . . ., q^, j^i- p^^ • • •? Pm erhält. Man

sieht also, dass, wenn man aus den Gleichungen (3) die Grössen ^i, q.^, . . ., q^^^

eliminiren kann, man auch aus der Gleichung W= / und den Gleichungen (1)

die Grössen «, a^. a.,, .... «„^ eliminiren kann, welches die Umkehrung des

Satzes B ist, die wir beweisen wollten.

Ich will noch im Folgenden einen directen Beweis des Satzes A geben:

es wird dies nur für diesen Satz nöthig sein, da der Satz B auf die von

mir angedeutete Weise sich aus ihm ableiten lässt.

In dem Satze A wurde angenommen, dass sich aus den Gleichuno-en

dW dW dW dW= P^ -^7r = Pv 'p^=Pv • • • • ^r- = V,ndt
~^'

dq^ "~^i'
8q,

''' ' *
dq^^

die Grössen «, «i, ct^, . . ., a„. eliminiren lassen. Man kann dies auch so

ausdrücken, dass, wenn man vermittelst der Gleichungen

dW _ öjT _ ör ^
^q,

~^'"
Sq-2

~ ^'' ' '
öq^^

^^"'

die Grössen cc^. cc.>, ..., «„, durch t, q^. q.>, ..., ^„,, p^, p).>, ..., p,„, cc aus-
O TI''

drückt und diese Ausdrücke für dieselben in —r^— substituirt. in dem so sich
et

ergebenden Ausdrucke von -^— die Grösse a nicht vorkomme. Betrachtet

man daher «, , «o, . . ., «„, als Functionen der ano-egebenen Grössen und nimmt

in diesem Sinne ihre partiellen Differentialquotienten, so hat man in dem ange-

nommenen Falle die Gleichung:

V. 40
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(2) =
d'W d'W dcL d'W da.

dtda dtda, da dtda^ da

d'^W dam

dtda da

Man denke sich ferner durch die Gleichungen

(3)
dw
da.

= ßv
dW
da.-.

ß,,

dW
da

die Grössen q^, q., . • ., q,,,
durch t, a, «,, a^, . . ., «,„, Ä, A? •••? ßm aus-

gedrückt und diese Ausdrücke in

dW
da ß

substituirt, so soll bewiesen werden, dass der so erhaltene Werth von ß die

Grösse t nicht enthält, oder dass

d'W d'W dq^ d'W dq,^ d'W da
1

1

dtda dadq^ dt dadq^ dt dadq

ist. Da die Ausdrücke, welche man in (2) für «i, cc^, .

dt

, . a,,^ substituirt hat,

die Gleichuno'en (1) identisch erfüllen, so hat man, wenn man diese Gleichungen

nach a differentiirt, und die Gleichung (2) hinzufügt:

(4)

= di'w d'W da. d'W da. d'W da

dtda

d'^-w

dtda^

d'W

da

da.

dtda^

d^w

da

da^

dtda

d'w

da

da

dq^da

d'W

dq^da^ da

d"W da.

dq^ da.^ da

d'W da.

dq.,da dq.-^da^ da dq.^da^ da

da, da da

d'W da
in

dq.da^^ da

d-w d-W da. d- W da„ d-W da

dq„da dq^ßa^ da dqja,^ da Sq,ßa„, da

Setzt man ferner für q^, q^, . . ., g,„ solche Ausdrücke in t, a, a^, a.,, ..., «„,

,

ßi, ßn, ..., /?„,, welche die Gleichungen (3) identisch erfüllen, und differen-

tiirt jene Gleichungen in diesem Sinne partiell nach t, so hat man:

(5)

d'W d'W dq^ d'W dq^

da^dt

d'w

da^ dq^ dt

d'w- dq^

da^dq^ dt

d'W dq.

da^dt da^dq^ dt da^dq., dt

d'W da
-iiii

da, da dt

d'W dq,,

da.^dq dt
2 -l ni

= d'w d'W dq^ d'W dq.

da dt da da, dt da da., dt
III in -il III J-

2

drW_dq^
dtda^dq
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Multiplicirt man die Gleichungen (4) der Reihe nach mit 1, —^, —^i - -> ~^
da dct

mid addirt, so verschwinden wegen der Gleichungen (5) die in -^
, ^

^

,

da
..., -^-^ multipHcirten Grössen, und man erhält:

d'W d-W dq^ d'^W dci^ d"W dq^^^=
da dt dadq^ dt dadq^ dt ^^^Im ^^

'

welches die zu beweisende Gleichung ist.

§. 21. Gleichungen zwischen den Differentialquotienten der Yariabeln nach den

Constanten und denen der Constanten nach den Variabein.

Die im Vorhergehenden gebrauchte Analysis giebt noch andere Theoreme,

welche sowohl auf die bewiesenen Sätze Licht werfen, als auch an sich sehr

merkwürdis: sind und als Fundamentaltheoreme betrachtet werden können.

Es sei W irgend eine Function von q^, q^, ..., q,„, cc^. a.,, ..., «„,.

Differentiirt man die Gleichungen

dW _ ÖJF _ dW^ _
^^^ "Ö^-^'^' dq, -^2'

•
• •'

%„,
-P^

nach ^-j indem man cc^, a.y, . . ., ci„^ als solche Functionen von q^, q^, .... q,,,.

Pi, Ih' • • •? Pm betrachtet, welche diese Gleichungen identisch machen, so er-

hält man:
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=

d'w d'w dq^ d-w dq, d'-w dq
\

11-
_l

.—lr_ _j
1

'"

darauf, da^dq^ da^ da^ßq^ da^ ^«2^3'm ^^k
'

d-W d'^W dq^ d'W dq,_ d'^W dq^

Multiplicirt man die ersten Gleichungen der Reihe nach mit

und addirt, so erhält man durch die letzteren Gleichungen:

d-W dq^ d'^W dq,^ d'^W dq^

d'W da, d^W da, d'W da

daßttj, dq. da.-,da^ dq. da^ßa^, dq.

Addirt man zu den beiden Ausdrücken, deren Gleichheit wir nachge-

r)2 TTT

wiesen haben, noch -7^—^— , so kann man diese Gleichuno;en kürzer so
'

dq.da^, ^

darstellen

:

da^ dq.
'

wenn man in j^^
= -„— die Grössen q^, q.,, . . ., q,„ durch ((^, cco, ..., «„.,

Äj A) •••? ßm vermittelst der Gleichungen

dW ^ dW __ dW ^

da, ~ '1'
da., ^-"

•
*' da '^'"

dW
und umgekehrt in ß^ = -^— die Grössen «, , «05 • - -•> ^^m durch q^, q.^, . . ., q„,,

oa^

Pi, P2, . . ., Pr,i vermittelst der Gleichungen

dW _ dW _ dW _
ö^i

~^^' ~^~^''' " ^~^"'
ausdrückt.

Man erhält auf dieselbe Weise, wenn man die Gleichungen (1) nach

Pi, die Gleichungen (2) nach a^, dijfferentiirt

:
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a«, dp.
'

ferner. \Yenn man die Gleichungen (1) nach q^. die Gleichungen (2) nach ß^.

differentiirt

:

dp. da^

endlich, \\'enn man die Gleichungen (1) nach p,, die Gleichungen (2) nach ß,.

differentiirt:

dq. dttj^

oft. ^Pi
'

Ich will diese Resultate in folgendem Theorem zusammenstellen:

Fundamentaltheorem.

„Es sei

W{q^, q,, ..., fy,,^, ß^, «,, ..., aj

irgend eine Function der 2yn Grössen q^, q.^, .... q,„, a^, cco, . . ., C(f,„, und

dW _ dW_ _ dW^ _

1

drückt man vermittelst dieser Gleichungen einmal die Grössen q^. q^, . . ., q,^^,

jii, p2, • • •) Pm «^-^ Functionen von a^, a^, . . ., c<f„., ß^, ß^, ..., ß^ aus und

nimmt in diesem Sinne ihre nach den letzteren Grössen genommenen partiellen

Differentialquotienten, und drückt man umgekehrt ivieder vermittelst derselben

Gleichungen die Grössen a^, ct^, ..., a„^, ß^, ß.^, ..-, ß^ durch q^, q^, . . ., q„,,

p^, p^, . . ., p„, cais und nimmt in diesem Sinne ihre nach den letzteren Grössen

genommenen partiellen Differentialquotienten, so hat man:

^Pi _ ^ßk_ ^Pj_ ^ ^«t

dq. öa, dq_ dß^

dß^ dp. ' öß, dp.
'

In dem vorstehenden Theorem ist angenommen, dass die Grösse cCf.

eine der Grössen «, , «._,, . . ., «,„, und dass die Grösse q^ eine der Grössen
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?i5 ^2; •••5 9m sei. Aber der von diesem Theorem gegebene Beweis setzt

dieses auf keine Weise voraus, sondern ist eben so gültig, wenn w^. und q,

irgend welche noch ausser den angegebenen 2m Grössen in der Function W
enthaltene Grössen sind. Man erhält dann folgendes Theorem, welches das

vorstehende mit in sich begreift:

.,Es sei

irgend eine Function der Grössen q^, qo, . . ., ^,„+„5 «1, a.^, . . ., «„,+,, und

dW _ dW _ dW _
^~^'^' dq,

-^'^' •••'
ög„,^, - ^''"+"'

dw _ _öTr _ dw _
da,

~" 'i' aa, ~ ^2'
•

• •' da ^~ '^"^+''''

1 2 in+l

man drücke vermittelst dieser Gleichungen die Grössen q^, q^, . . ., q

Pi, P2, • -, Pm+n durch cc,, «2, . . ., «,„+^, ß„ ß,, . . ., /y„,, ^,„+1, q,,,^., . . ., q

und umgekehrt die Grössen «1, «,, . . ., «„, Ä, /?2j • • •• Z^^+i f^wrc/i ^i, ^9? - • •? 9

jhi P2, • • -j i5,„, c<;,„+i5 «„,+2, . . ., c{,,,^i aus und führe in diesem Sinne die par-

tiellen Differentiationen aus, so hat man,

1) icenn sowohl i als k irgend einen der Indices 1, 2, ..., m bedeuten,

dq. da^

2) luenn i einen der Indices 1, 2, . . ., m und k einen der Indices

1, 2, . . ., m-\-l bedeutet,

dq^ _ __^.

3) icenn i einen der Indices 1, 2, . . ., m-\-n und k einen der Indices

1, 2, . . ., m bedeutet,

dp. da^

? 'in, 7

J 9/11+7! ?

>ii+n J
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Fall 2) und 3). Man kann auch in diesem zweiten Theorem, ohne seiner

Allüemeinheit in etwas zu schaden, 7i = setzen, indem man die Grössen

</m+i5 9m+2j • • •? 9m+n i^^t ZU den Grössen «„,+,, «,„+2 ^tc. zählt. Wenn man in der

Gleichung 4) eine der Grössen ^,„+1, ^,„+2? • • •. (Jm+n ^^ ^^ ^"^^ eine der Grössen

f^„,+i. «,„+2; • ' •-, (^^m+i ii^it t bezeichnet, so erhält man als besonderen Fall das

im vorigen §. gegebene Theorem A. Denn die Gleichheit der beiden Aus-

drücke in 4) lehrt, dass, wenn der eine verschwindet, der andere zugleich

mit verschwindet, und dieses giebt das Theorem ^4, wenn man

setzt. Dasselbe Theorem giebt auch soo-leich die DifFerentialo;leichuna;en der

Dynamik aus den Integralgleichungen:

dW _ dW _ • dW _

da, ~ '1' da,
~ ^2' •

•' 5« " P'"'
1 2 m

in welchen W eine Function von ^i, ^2? • • •> 9'™; ^ ^^i ^h) • • -j ^^m ist, und

die Grössen c(^, «0, . . ., a,,^, ß^, ß.^, .... ß,„ als Constanten angesehen werden.

Wenn man nämlich in den Gleichungen 2) und 4) «;. = t setzt, so er-

hält man:

g dW g dW
(9g. dt dp^ dt

dt dp. ' dt dq. '

Ist nun, wie dieses in Bezug auf die Integralgleichungen der Dynamik der

Fall war,

wo H eine Function der Grössen </,, q^, . . ., q,„, J^i^ P^j • • •> Pm, ^ bedeutet,

welche die Constanten «1, «2? • • •? ^^m nicht enthält, so erhält man hieraus die

Differentialgleichungen der Dynamik:

dq. dir dp. ' dH
~lir

"" ~d^' ~dr ^ dq~'

wo das Zeichen d auf die Variabele t zu beziehen ist.

Das aufgestellte Theorem giebt eine merkwürdige Wechselbeziehung,

die zwischen den beiden Formen, unter welchen man die Integralgleichungen



320 PROBLEME DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFÜNCTION

eines Systems von Differentialgleiehangen zu betrachten pflegt, für die Probleme

der Dynamik stattfindet, wenn man diejenige Wahl der willkürlichen Con-

stanten trifft, welche nach der oben gegebenen Theorie die Integration der

partiellen Differentialgleichung, auf welche sich das Problem zurückführen

lässt, von selber an die Hand giebt. Man betrachtet nämlich in der einen

Eorm die Variabein, welche in den Integralgleichungen vorkommen, sämmt-

lich als Functionen einer von ihnen (der Grösse t) und der willkürlichen

Gonstanten. Oder man stellt in der andern Form diejenigen von einander

unabhängigen Ausdrücke der Variabein*) auf, welche willkürlichen Constanten

gleich werden. Jede solche Gleichung, welche eine Function der Variabein

einer willkürlichen Constante gleich setzt, wird vorzugsweise ein Integra/ des

vorgelegten Systems von Differentialgleichungen genannt, und das Charakte-

ristische einer solchen Integralgleichung besteht darin, dass ihr Differential ver-

mittelst der blossen voro-eleo-ten Differential2;leichuno;en. ohne auch die Integral-

gleichungen selbst zu Hülfe zu nehmen, identisch verschwindet. Man kann in

der einen Form die Ausdrücke der Variabein nach den willkürlichen Con-

stanten, in der anderen die Ausdrücke der willkürlichen Constanten nach den

Variabein partiell ditferentiiren , und das vorstehende Theorem lehrt, dass in

dem hier betrachteten Falle und bei der hier getroffenen Wahl der willkür-

lichen Constanten die beiden Arten von partiellen Diflferentialquotienten un-

mittelbar auf einander zurückkommen. Wenn man die Anfangswerthe der

Variabein , die einem Werthe t = entsprechen , als willkürliche Constanten

einführt, so werden beide Formen der Integralgleichungen sogleich aus ein-

ander erhalten, wenn man die Variabein und ihre Anfangswerthe mit einander

vertauscht und zugleich —t statt t setzt, wobei jedoch zu bemerken ist, dass

die Wurzelzeichen, welche die Formeln enthalten, hierbei geändert werden

können.

§. 22. Auwenduug der entwickelten Formeln auf die freie Bewegung.

Ich will noch den ersten der beiden gefundenen Sätze auf den be-

sonderen Fall der Dynamik anwenden, wenn die Bewegung des betrachteten

Systems materieller Punkte ganz frei ist, und die Kräftefunction nicht die Zeit

'=') Wenn die Integrale auch die Differentialquotienten der Variabein enthalten, so betrachte ich

diese hier als besondere Variabele.
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t implicirt. In diesem Falle gelten die in §. 2 aufgestellten Differential-

gleichungen :

ctx. du cfij. du d"z. dU
m.—~ = , m.

' dt- dx. ' dt- dij. ' dt' dzi
'

wo U die Kräftefunction ist. Man kann also für die Grössen q die recht-

winkliixen Coordinaten der Punkte annehmen: die nach t grenommenen Differen-

tialquotienten derselben, eine jede mit der Masse des zugehörigen Punktes

multiplicirt, werden dann die Grössen j), und die zu integrirende partielle

Differentialo-leichuno; ist

:

^2:
771kimH^Hmi - '-'

wo h eine willkürliche Constante bezeichnet. Ist 7i die Zahl der materiellen

Punkte, so enthält eine vollständio-e Lösun«; V dieser Differentialo-leichuno;

ausser einer durch blosse Addition hinzukommenden Constanten, von der ich

abstrahire, und ausser h noch 3;^— 1 willkürliche Gonstanten cc. Kennt man

eine solche Lösuno' V, so erhält man die Inteo-ralo-leichuno-en des Problems

zufolge des oben bemerkten Theorems durch die 3?i Gleichungen

, _ dV
, __ dV_

, _ dV^
' dy. ' ''''^' ~ dz.

'

dh ='-^'-

Die 3/z— 1 Constanten a, die on— 1 Constanten ß und die beiden

Grössen h und r sind die 6m willkürlichen Constanten des Problems. Drückt

man nun einmal die Grössen ^,-, ?/,, z-^, xl, y\, z\ durch die 6/i— 2 Grössen «,

ß und durch h und r-h^, und dann umgekehrt «, ß, h, T-+-t durch jene aus,

so hat man zufolge des ersten der beiden o-efundenen Sätze:

dx'. dß dx. da
m -TT-^ = —^— , m

'"^"^ -
dx.

'
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ferner ist

m.

m.

m.

dß

dz'

da

doc.
i

da

' dß

endlich hat man noch:

dx'.

dh

dh

dz'.

m
dh

dx'
m.

7)1.

m.
dz!

e

da

dx.
i

d(r+f)

~~d^.
i

dh

dh

dh

~'dr'

7)1.

dx.

da

%
da

dz.
t

da

dß

dx'
'

1

dß

dy[
'

dß

dz'.

d^

7n

dy.

dz.

w. ^/ =

*???.
—

' dh

dz.
l

dh

dh

dy\
'

dh

VI.

dz'.
'

e

WO die drei letzten Gleichungen links und die drei ersten rechts die Diffe-

rentialgleichuno'en des Problems selber sind. Es ist nämlich in ihnen für h

der Ausdruck zu setzen:

h = i^m(^>;4-2/:^:+s:^:)- u,

und

dx. dx. dx'. dx'
l

dt

d X.

dt^5(rH-0 dt ' e(r+0

und ebenso für die anderen Coordinaten.

Will man diese Formeln zum Beispiel auf die elliptische Bewegung

eines Planeten anwenden, so wird man zufolge der oben mitgetheilten Integra-

tion der auf dieses Problem bezüglichen partiellen Differentialgleichung*) für die

*) Vgl. p. 256 fol gg.
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Constanten «j, ic, und die entsprechenden /?i ,
/?2 folgende Annahmen machen können:

«1 ... Länge des aufsteigenden Knotens,

a.2 . . . /imal der Quadratwurzel aus dem halben Parameter,

ßi ... — k mal der Quadratwurzel aus dem halben Parameter mal dem

Cosinus der Neiguno; der Bahn,

/?2 . . . Entfernung des Perihels vom aufsteigenden Knoten,

h ... — k' dividirt durch die grosse Axe,

— T ... Durchgangszeit durch das Perihel,

welche Elemente auf unendlich viele Arten variirt werden können. Die Con-

stante k' ist hier die anziehende Kraft für die Einheit der Entfernuno-, so

dass die Differentialgleichungen

da; k\v d'y k y d^z l?z

df r' dr r' dr r^

zu Grunde gelegt sind.

§. 23. Behandlung der Aufgabe, iu dem oben (§. 17) betrachteten Falle die zu grosse

Anzahl von Integralgleichungen auf die hinreichende zurückzuführen, deren Constanten

Functionen der ursprünglichen sind. Fall der Planetenbewegung.

Ich will jetzt noch eine andere Aufgabe behandeln, welche man sich

in dem oben (§. 17) betrachteten Falle stellen kann, wo angenommen wurde,

dass die Lösung W der partiellen Differentialgleichung, aus welcher man die

Integralgleichungen des vorgelegten Systems gewöhnlicher Differentialgleichimgen

ableitet, eine grössere Anzahl willkürlicher Constanten enthalte, als zu einer

vollständigen Lösung erforderlich ist, falls man die überzähligen Constanten

nicht dadurch fortschaffen will, dass man denselben bestimmte Werthe beilegi;,

oder sie beliebiojen Functionen der anderen Constanten gleich setzt, oder auch

dieselben durch eben so viele Gleichungen eliminirt, welche man erhält, wenn

man die nach ihnen genommenen partiellen Differentialquotienten der Function

gleich Null setzt, oder auf andere Art. Wir haben oben gesehen, dass in

diesem Falle die 'in-\-k Gleichungen

dW _ öjT _ dW _
da, ~ ' " da, ~ ^•'' • •' da ^~ ^"+>^

nur die Stelle von m Gleichungen vertreten, indem k derselben, z. B.

dW _ dW _ dW _
da ^, ~ ^"'+'' da ^,

~~ '^"'+2'
•

• •' 'da ^, ~ ^'"+'''

eine blosse Folge der übrigen m Gleichungen

41



324 PROBLEME DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFÜNCTION

und die Constanten /?„,+i, /?„,+2 5 • • •? Ä<+i- ^^^^1^* mehr willkürlich sind, sondern

bestimmte Functionen der übrigen ß^, ß^_, . . ., /?,„ und der Constanten

a.,, . . ., «m+i- Diese letzteren m Gleichungen, verbunden mit den 711 Grlei-
'15

chungen

dW _ dW^ _ dW^ _

bilden die sämmtlichen Integralgleichungen, die aber, wie wir sehen, 2m^k
willkürliche Constanten a^, a^, ..., «,„+i., Ä, Aj • • •? ß,n enthalten, während

sie nicht mehr als 2'm willkürliche Constanten enthalten dürfen. Es muss

daher immer möglich sein, die 2m Grleichungen

dW _ dW_ ^ ^PT _ ,.

'dq7 ~ ^''' dq, ~ ^'' ' • '
ög,„

" ^-

durch solche 2m andere Gleichungen zu ersetzen, in welchen ausser den

Grössen t, q^, q.,, .. ., q,,,, J^i, Jh, •••5 Pm nur 2wi Functionen der 2m-\-k

willkürlichen Constanten a^, «,, . . ., «„,+i, Ä, Aj • • •? /^», vorkommen; diese

kann man statt der letzteren als willkürliche Constanten einführen, deren Zahl

dann in der That auf 2m zurückgeführt ist.

Nehmen wir als Beispiel die oben für die Bewegung eines Punktes um
ein anziehendes Centrum gegebenen Formeln. Es waren dort nur drei unab-

hängige Variabele, die drei Coordinaten des Punktes, da die Zeit t in der par-

tiellen Differentialgleichung nicht vorkam. Die gefundene Lösung V brauchte

also nm- zwei willkürliche Constanten zu impliciren, um eine vollständige Lö-

sung zu sein, da wir immer von einer willkürlichen Constanten, die noch durch

blosse Addition hinzukommen kann, abstrahiren. Die Lösung, welche wir fan-

den (p. 252),

V = Jarc.cos[cos«cosr;'+siiiasin?^cos(^

—

ß)]

/l' 2f0-)-^2h-^dr

enthält aber deren drei, b, a, ß, da die Constante h in dieser Lösung nicht

als willkürliche Constante betrachtet wird, weil sie schon in der partiellen

Differentialgleichung selbst vorkommt. Setzt man
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COS IV = cosacos7j+sinasinjjcos(^— ,5),

so leiten wir aus dieser Lösung durch partielle Differentiation nach h. a. ß,

r. »/. & die Intesralo-leichuno-en ab:

^o-h f
.

'^' = h\
J

I }?

5 [sin« cos ?^— cos a sin?; cos(^— /?)] ,

sin w '

6 sin« sin ?j sin(^

—

f) ,

: p ,

Sin v;

6 [cos a sin?;— sinacos?jcos(^— ]3)] dri

r^siniü dt
'

5sinasin(i!>— f) d^
/-'sin/^sinif di

Es wurde schon oben bemerkt, dass die zweite und dritte Gleichung nur die

Stelle von einer vertreten, weil man aus ihnen erhält:

. I .
f^ '-*

7,2= ,

sin-«

also eine blosse Gleichung zwischen den willkürlichen Constanten, die dadurch,

wenn man wieder A nicht mitrechnet, auf /w/?/ reducirt werden. Sie müssen

sich aber auf vier reduciren lassen. Dieses kann man keineswegs auf den

ersten Blick erkennen: sooar der Beweis würde einigermassen weitläufio- aus-

fallen, wenn man nicht einige einfache geometrische Betrachtungen zu Hülfe

nehmen könnte.

Zuerst leite ich aus der zweiten und dritten Gleichuno; folgende ab

:

sinacosij— cosasin?jcos(^— /?)H—-7-sinasin?jsin(i'-— ,?) ^
P

oder

sinacosrj— ( cosacoS(9H—-^sinasin/S lsin?jcos^

— (cosßsinj? T— sinacos,5| sinjjsin»')- ^ 0.

Für diese Gleichung setze ich:

cos/cos?j4-sin/cos».sin7;cosi/-+sin/siua.siu>^sin^ ^= 0,
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indem ich zwei Winkel i und a einführe, welche durch die Verhältnisse

sin« : (cos«cos/S+—rsiuasin/SJ : ( cosasin/S -T-sinacosjSj

= cos i : — sin * cos a : — sin^'sina

bestimmt werden. Diese Proportion giebt zugleich:

sin« ß' sin a sin »j sin (-^

—

ß)
cosz

/
a'a' sin^a b sinw

l-f-
ß'ß'

und es wird daher die letzte der Integralgleichungen:

6cos^ cid-

r-sin'^^ dt
'

ferner giebt dieselbe Proportion:

cos^cosa-(-sin^cosa.s^nacos/3-l-sin*s^na.sinasin/3 = 0.

Nennen wir / die Linie, die mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren Co-

sinus costz, sin«cos/^, sin «sin/? sind, und E die Ebene, welche mit den Coor-

dinatenebenen Winkel bildet, deren Cosinus cos«, sin {cos«, sin z sin« sind, so

folgt aus den Gleichungen

cos^cosrJ-l-sin^cosa.siniJCOsO•.-|-sin^s^na.sin'>^sin^ = 0,

cosicosa+sin?'cosa.sinßcos|3+siursina.sinasiuj5 = 0,

dass der Radius Vector (der ' mit den Coordinatenaxen Winkel bildet, deren

Cosinus cos»^, sin?jcosi9-, sin »^ sin i^- sind) und die Linie / in derselben Ebene E
liecfen. Die Linie / ist zugleich eine ganz willkürliche Linie in der Ebene E^

so dass der Winkel w, welches der Winkel zwischen l und dem Radius Vector

ist, die Bedeutung hat, dass er ein Winkel zwischen dem Radius Vector und

einer willkürlichen Linie der Ebene E ist. Diese Willkürlichkeit wird aber auf

keine Weise vermehrt, wenn ich von iv die willkürliche Constante h' abziehe,

wie die erste der Litegralgleichungen:

erfordert; es vereinigen sich hier nur zwei willkürliche Constanten durch Addi-

tion in eine einzige. Nennt man nämlich v und / die Winkel, welche der

Radius Vector und die Linie l mit einer bestimmten Linie der Ebene E
einschliessen, so ist

w = v— A, w— h' = V— X— h\
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und A-\-h' ist nur für eine willkürliclie Constante anzusehen, wodurch die An-

zahl der willkürlichen Constanten auf vier beschränkt wird, wie verlangt wurde.

Es lassen sich nämlich die Integralgleichungen jetzt so darstellen:

v-l-U = hj-
^'

r^2f(:r0+2Ä-

cos '/cos 7^4- sin ^ sin >j cos(^— a) = 0,

ivQr
r- dt

bcosi di)-

r-^in^iq dt
'

wo V— X— U der Winkel ist, den der Radiusvector mit einer beliebigen Linie

der Ebene E bildet; zu diesen Gleichungen kommt noch der Ausdruck der Zeit:

dr
t+r -I-

b'

in welchem keine Reduction vorzunehmen ist.

§. 24. Allgemeine Behandlung derselben Aufgabe.

Da das hier gewählte einfache Beispiel schon zeigt, dass die verlangte

Reduction der willkürlichen Constanten auf ihre wahre Anzahl bisweilen Schwie-

rigkeiten macht, welche hier nur durch einige geometrische Betrachtungen ge-

hoben wurden, so wird es der Mühe werth sein, allgemein zu zeigen, wie diese

Reduction geleistet werden kann. Zu diesem Ende nehme ich an, es sei eine

vollständige Lösung gegeben

W(t, q^, q,, ..., q^^^,
a^, «,, . . ., aj

mit m willkürlichen Constanten a^, a^, . . ., a,,^, von denen keine durch blosse

Addition mit den übrigen Termen von W verbunden ist; und es sei aus

dieser Lösuno- eine andere abgeleitet mit in-\-k willkürlichen Constanten

«1 , «2 5 • • • J ^^m+k

in welcher die Grössen «i, a.>, . . ., ((,„ vermittelst der Gleichungen
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ZU eliminiren sind. Diese Gleichungen zeigen, dass man bei der partiellen

Differentiation von ^V-^^) nach irgend einer Grösse auf die Veränderlichkeit

der Grössen «i, «25 • • -5 «m keine Rücksicht zu nehmen braucht. Die 2m In-

tegralgleichmigen sind daher, da W die Grössen a^^ a^, ..., a,,^^^^ und ip die

Grössen t, q„ q^, ..., q^ nicht enthält:

dip ^ dW
da^ ^1' dq^

dip__ dw
da, ^'' dq.

Ih:

dip _ dW_ _

Die m Gleichungen links zeigen, dass die Grössen «1, «3» • • •? ^m ebenfalls

willkürliche Constanten werden und daher auch die Grössen

dip dip dip

Nennt man diese —b^, —b^, ..., —b,,^, so werden die Integralgleichungen;

IK _ 7 1]^ — 7 _^ = Ä

~ Pi' ~^7^ — P-2^ • • •' f^n ~ P^n'^
dq^

"~'^'
dq, -^^^'

•
•"

ö^,,

die 2m Functionen der 2m-^k Grössen «1, a^, . . ., «„,+7^, Ä, ßo, • -, ßnn

welche man als die auf ihre wahre Anzahl reducirten willkürlichen Constanten

zu wählen hat, sind die Grössen a^, r/o, . . ., «,„, b^, b.2, . . ., 6„,, wie sie

durch die Gleichungen bestimmt werden:ö"

da,
— ^1' da. Pa' •

• •' Q^ Pn
"1 ^^2

du) , dw
j

dip
j

1

Wenn die Lösung noch eine Constante h enthält, die auch in der partiellen

Differentialgleichung selber vorkommt, und man zu den Integralgleichungen

noch eine neue hinzufügt, indem man den nach h genommenen partiellen
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Differentialquotienten der Lösung ~^j--^-^ gleich einer neuen Variabein, ver-

mehrt um eine willkürliche Constante r, setzt, so hat man. um auch in der

neuen Gleichung die Reduction der Constanten zu bewerkstellio-en, nur t -^
° ' oh

für T als willkürliche Constante einzuführen. Es ist dies der Fall, wenn in

einem Probleme der Mechanik der Satz von der lebendicren Kraft o-ilt und

man die Integralgleichungen des Problems aus der Function V statt aus der

Function W ableitet.

Die Lösung, welche die m-\-k willkürlichen Constanten a^, a.,, . . ., cc„^^^

enthält, kann auch aus W erhalten werden, wenn zwischen a^. (l>. .... «,„

und «1, «2, . . ., a,,^^^ gewisse Gleichungen
</'i
= 0, ip^, = etc. stattfinden

und man aus W^ip die Grössen «j, cu, . . ., «„, vermittelst der Gleichungen

da^

da.-.
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Differentiirt man aber die Gleichungen ifj^ = 0, ifh-, = etc. nach ci, so

erhält man:

=

da, da da., da da da da '

dip^ da^ dip^ da.^ dip^ da^^^ dip^

da da da^ da da^^^ da da '

und daher

5^ ^5 ^^1 ^> ^"^^

öa ^ da " da

Setzt man in dieser Gleichung für a die Werthe a^, a.^, . . ., c<^ und für ß
willkürliche Constanten, so erhält man, wenn man die Gleichungen yj^=z 0,

tp,, = etc. hinzunimmt, eine hinlängliche Anzahl von Gleichungen, um

«1, «25 • • •? '^'m SO wie die Multiplicatoren i^, ^2 etc. aus den willkürlichen

Constanten a und ß zu bestimmen, so dass vermittelst dieser Gleichungen

a^, «2 5 • • -5 ^fm; ^11 ^2 Gtc. ebenfalls willkürlichen Constanten gleich werden,

und daher auch die Ausdrücke

da^ 1 da^ ^ da^

dip dip^ dip..

+^1-7^^-^
da^ ^ da.-, ^ da„

dip dip dtp.^

da ^ da ^ dam in in

Nennt man diese letzteren wihkürlichen Constanten — 61, — b.2, . . ., — ^,„, so

hat man die Gleichung-en:

dW , dW
,

dW
da. 1'

da.. 2' • • •' da

Diese Gleichungen, verbunden mit den Gleichungen

dW _ Ö W^ _ aj^ _
dq^ ~ ^^^' '~d^

"~^2
5 • • •'

Qq^^^
— P,n^

geben die 2m Integralgleichungen in der verlangten Form, in welcher sie statt

der 27?7.+ /v; willkürlichen Constanten «1, f^25 • • -5 ^^m+k-, ßit ß-2^ • • -5 ßm i^ur

noch die 2m willkürlichen Constanten «1, a.,, . . ., «„., ii, />2 5 •••5 i,„ enthalten.
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§. 25. "Wie man aus einer gegebenen vollständigen Lösung eine andere ableitet,

deren Constanten die Anfangswertlie der Variabein sind.

Ich will noch zeio;en. wie man aus einer o-efundenen vollständigen Lö-

sung eine andere ableiten kann, in welcher die willkürlichen Constanten die

besondere Bedeutung haben, dass sie in den Integralgleichungen, die man aus

der vollständigen Lösung erhält, die Anfangswerthe oder die einer bestimmten

Zeit (Epoche) entsprechenden Werthe der Variabein werden.

Es sei wieder

die vollständige Lösung mit den m willkürlichen Constanten «j, «o, .... «„, ; es

sei ferner W^ der Werth dieser Function, wenn man darin für t, q^, q^, . . ., q,„

die Grössen t, Oj, a.2, . . ., <7„, setzt. Eliminirt man jetzt aus W— W^^ die

Grössen «j, cio, . . ., «,„ vermittelst der Gleichungen

"' = 0, —-^ — = 0. . . ., —^^^ — = 0,
1 ^ //[

so erhält man eine neue vollständige Lösung, in welcher «, , cf2, . . ., (f,„ die

willkürlichen Constanten sind, und in welcher man r irgend einem bestimmten

Werthe, z. B. Null, gleich setzen kann. Da man nämlich zu W für den Fall,

welchen ich hier betrachte, in welchem die partielle Differentialgleichung nicht

W selber enthält, immer noch eine willkürliche Constante addiren muss, wenn

die Lösung so viel willkitrliche Constanten als unabhängio-e Variabele enthalten

soll, so nehme ich TF— W^ für die vollständige Lösung. Aus dieser erhalte

ich nach einer bekannten Regel die sogenannte allgemeine Lösung, wenn ich

die eine der willkürlichen Constanten, W^,, einer Function der übrigen

«1, a.2, . . ., «,„ gleich setze und diese letzteren vermittelst der Gleichungen

— ^ = - — = — —- =
da,

'

da,
^'

•
•

•'
ßa

1 2 in

eliminire. Der hier betrachtete Fall ist der, wenn die willkürlich anzunehmende

Function der Grössen «, , a.j, .... «,„ die besondere oben angegebene Form

hat, in welcher ausser «i, a.j, . . ., «„, noch die willkürlichen Constanten r,

«1, «2, . . ., a„, vorkommen.
42*
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Hat man nach Elimination von a^. ct.,, . . ., «„, die Function W— W^

durch t, q^, q., . . ., q„„ r, cii, «o? • • •; «« ausgedrückt, so werden die Inte-

gralgleichungen, welche man aus der neuen Lösung TF— TT^^ ableitet,

d(W-Wo) _ dCW—W,) _ d(W-Wo)

wo 5i, io, ..., h,„ neue willkürliche Constanten sind. Setzt man, um die

partiellen Differentialquotienten von W— W,, in diesen Gleichungen zu bilden,

in dem ursprünglichen Ausdruck von W— W^, für cc^, a.,, . . ., «,,, ihre Werthe,

wie sie sich aus den Gleichungen

ergeben, so hat man nicht nöthig, nach q^, q^, .... ^„,, c(^, «o, . . ., rt,„ auch

in sofern zu differentiiren , als sich diese Ausdrücke auch in «j, «o, . . ., a„^

vorfinden, weil die daraus hervorgehenden Terme wegen der vorstehenden

Gleichungen verschwinden. Man kann daher die Integralgleichungen, weil in

W nicht die Grössen a^, «2? • • •? ^^m? ^^ ^K nicht die Grössen q^, q.,, .... q^

explicite vorkommen, folgendermassen darstellen:

dW dW dW
a,.

-""
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in welchen für «i, a<,, . . ., «,„ die constanten Werthe zu setzen sind, wie sie

sich aus den Gleichungen

dWo _ dWo _ dWp _ j

öa, ^' da,
~ 2' •

• •' Q^ — ^n

ergeben.

Aus den angegebenen Integralgleichungen kann man die Grössen

g'i, qo, . . ., q„,, J^i, P2, • -, pm durch t und die willkürlichen Constanten be-

stimmen. Ich will jetzt die Werthe dieser Grössen für t = r aufsuchen. Man

setze hierzu in TF für t, q^, q^, . . ., q,„ die zweitheiligen Ausdrücke t-|-(^— r),

rti-f-(5i— «1), «2+ Ö2— ^'2)? • • •? <^^«~+~(^m—O und entwickle die Ausdrücke

dw dw dw

nach den aufsteigenden Potenzen von t— r, q^— «1, q.,— «2, .... q,„— «„. Es

verwandeln sich hierdm-ch in den Gleichungen

d{w- w,) _ d{w-w,) _ djw-w.) _
da^

'

da,
— V., . . .,

Q^
1 2 Tu

wenn man t— 7: = setzt, die Ausdrücke links in Reihen, die nach den posi-

tiven, aufsteigenden Potenzen von ^1— «j, q^— «2, . . ., q,n
— «,„ fortschreiten

und kein ganz constantes Glied enthalten. Man wird daher aus diesen Glei-

chungen schliessen können, dass

q^— a^ = 0, ^o— «2 = 0, . . ., f/,„— a„ =
ist, oder es werden «1, ((2, . . ., a,n die Werthe von q-^^, q,, . . ., q„, für ^= r.

Setzt man ferner in die Ausdrücke

_ dW^ _ dW_ _ 6W

für t den Werth r und zugleich für q^, q.2, .... q,n die Werthe a^, a.,, . . ., «,„,

so erhält man dafür die Werthe

/ — ^^'^o 7 _ 1^ 7 _ ^^0
1
~~ da ' 2 — a« ' • • •' K Qa '

1 2 III

Es werden daher die willkürlichen Constanten «j, «9, ..., «,„ die Werthe von

?ij ^2? • • •; 9",» ""d ^he willkürlichen Constanten b^, h.,, .... 6,„ die Werthe

von j9i, ^Joj • • •; ^^m; wclchc dem Werthe t =^ r entsprechen.

Ganz ähnliche Resultate erhalten w'w in Bezug auf die Fimction V. welche

t nicht enthält, sondern ausser den willkürlichen Constanten a^, a.^, . . ., «,„_i
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noch eine gegebene Constante h. die in der partiellen Differentialgleichung

selber vorkommt. Bezeichnet man mit T", den Werth von F, wenn man darin

d ^ Q^^ a^^^ für q^. q^, • • •• q,n setzt, so erhält man die neue Lösung, wenn

man aus V—V^ die Grössen «i, a.,, .... «„._i vermittelst der Gleichungen

eliminirt. Fügt man hierzu die Gleichung

dh ~~

so erhält man für t ==^ t aus diesen Gleichungen . ganz wie früher , die Glei-

chungen :

q—a^ = 0, q,— a. = 0, .... g„— «„, = 0.

Es verwandeln sich ferner, wenn man diese Werthe substituirt, die Ausdrücke

dV dV dV . dVo dVo dV,
m

dq, ' Sq, ' • • •' dq^ ^" 8a^ ' öa, ' " " '' da,/

Man sieht daher aus den Integralgleichungen

d(V—Vo) _ dV _ d{V—Vo) ^ ^^' ^ ]

% — dq^ ~ ^'''
da, da^ i'

5(r-T;,) _ _öF_ _ ^
a(F-Fo) _ _11a == _j

a(F-Fo) ^ dv ^ ^
a(p — Fq) ^ aT\, = —5

a

dass 6i, 60, . . ., 6,„ die Werthe von j:)i, p,, . . ., jJ„, für ^ = r sind.

§. 26. Beispiel der Plauetenbewegung.

Als Beispiel will ich die charakteristische Function

F= 6arc.cos[cosaco.sry+sinasin?jcos(^— |j)]+l I
2f(r)-\-2h -^(^''i

welche wir oben (p. 252) für die Bewegung eines nach einem festen Centrum

ancrezogenen Punktes fanden, in eine andere verwandeln, in der die Anfangs-

werthe von r, ij, 3, die ich mit r^, tj^, i9-o bezeichne, die willkürlichen Con-

stanten sind. Setzt man
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cosw = cos« cos
>^ 4- sin a sin 7^ cos (5- —

ß)^

cosw'o = cosacos?^oH-sinasin?^oCOs(^o

—

ß)-,

so wird die neue Lösuno-:

V- Fo = 6(,c— u-J+J ]/2/(r)+2A-^fZr,

wenn man darin die Constanten a, ß, h vermittelst der Gleichungen

da ~ ^'
dß "

' db ~ ^

eliminirt. Die beiden ersten o-eben:o

d(iv—iüo) __ d(ic— iCo) _
da ~ ^^'

dß ~ '

und man kann zeigen, dass eine dieser Gleichungen aus der anderen von selber

folgt. Hierzu, und um die verlangte Elimination von « und /? auszuführen,

können folgende geometrische Betrachtungen dienen.

Man bilde ein sphärisches Dreieck, in welchem zwei Seiten ce und i] und

der von ihnen eingeschlossene Winkel i^— ß sind, und ein anderes, welches

mit demselben die Seite ce gemein hat, und in welchem die andere Seite und

der von beiden eingeschlossene Winkel % und «9-^— ß sind.

Zufolge der für cosiv und cosiVq angegebenen Ausdrücke sind iv und

lü^ die dritten Seiten dieser sphärischen Dreiecke, welche den Winkeln &— ß
und 0-(,— ß gegeniiberstehen , und man hat nach den bekannten Differential-

formeln des sphärischen Dreiecks:

dw dw diu . . .= cos^, —öTTi. 5n" ""^ nT^ = sinösinyl,
da ' d(^—ß) dß

wenn A der der Seite i] gegenüberstehende Winkel ist. Ebenso hat man, wenn

A() der der Seite % im zweiten Dreieck gegenüberliegende Winkel ist,

dwo . dtoo dic\, . . .

und es giebt daher jede der Gleichungen

dw diL'Q div diL'o

da da ' dß dß

dasselbe Resultat

A = Ao,

oder beide Dreiecke haben auch den der Seite cc anliegenden und den Seiten
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tj und »^ gegenüberstehenden Winkel A gemein. Man sieht hieraus, dass iv— w^,

die dritte Seite in einem sphärischen Dreieck ist, in welchem die beiden anderen

Seiten i] und tjo und der von ihnen eingeschlossene Winkel ^— 0-^ sind. Man

hat daher

cos (tu— ?6'o) = cos?jo.cosi^-l-sin9yüsin7^cos(i>— -^u),

und die charakteristische Function wird:

V— Vo = 5arc.cos[cos?jocos?^+ sin?/osinjjcos(^— d-o)]

aus welchem Ausdruck cc und ß eliminirt sind, so dass nur noch die eine

Grösse b vermittelst der Gleichung

d(V-Vo) _
db ~

oder

bdr
'-Wo = j-

iJ2f(r)-\-2h-

6^

zu eliminiren ist, wo w— u\ den Winkel zwischen der Anfangs- und Endposition

des Radius Vector bedeutet.

Es wird nicht ohne Nutzen sein zu zeigen, wie man die Elimination

von a und ß auch auf einfachem, rein analytischem Wege ausführen kann,

wobei ich die Formeln auf n Variabele ausdehnen werde. Es sei

x\xl-\-xlxl-^ \-^l^l = »'-''°,

ferner

a,x,-±-a^x,
cos?« =

costö" =

Ar

Ar^

Man soll vermittelst der Gleichungen

d{w— iü") d{w—w°) d(w— iü°)

da^ ~ da^
_ • • •

—
^^^
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die Grössen a^, a^, ..., a„ aus dem Werthe von w— uP eliminiren. Wenn
man die Werthe von cosw;, cosiü" substituirt und bemerkt, dass die Gleichung

dw— dw^ =^ sich auch so darstellen lässt:

sinz^'"c?costü— siIl^^(:/cos^ü'J = 0,

so werden die angegebenen Gleichungen folg^ende:

sini^° sin««—— = sinfw;^— «/-?)—;-,

siDit'" —

=

sin?t"—=— = sin(?c"

—

w) —^-

,

r r^
^ A

x^ x" a
sinw° sin«'—4- = siüC^r"—w)—^.

r r" A

Von diesen n Gleichungen sind zwei eine blosse Folge der übrigen, so dass dieses

System nur die Stelle von n—2 Gleichungen vertritt. Denn multiplicirt man

die n Gleichungen mit —
, ^, . . ., -^ und addirt, so erhält man beider-

seits ^m(w^—iü), also eine identische Gleichung. Ebenso ergiebt sich, wenn
man die n Gleichungen mit

smw'^ frsimv——. smw^ —^- -i-simv—— , . . .. sin?fO —^+sinw—

^

r r^ ' r ?-"
'

r r^

multiplicirt und addirt, eine identische Gleichung, nämlich:

sin u'°— sin w = sin(MJ*^— tv)sm(w^-+-w).

Multiplicirt man aber die 7i Gleichungen mit —^ , —^ , .... —^ und addirt,^ r r r '

SO erhält man:

Es ist aber

und daher

oder

sin?/;°— sinw '- ^-^ = s'mCw'^'— w)cosw.

sin^ü*^— sin(?t'*^

—

v))(io?>io = sinwcos(w°—w)

cos(w

—

w^) =
M\J M

X X —f— x^ x^ -

w—w^ = arc.cos

43
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welches der verlangte Ausdruck ist, da a^, a.,, ..., a„ aus ihm eliminirt sind.

Man erhält aus diesen Formeln die vorigen, wenn man n= 8 setzt und statt

der rechtwinkligen Coordinaten die Polarcoordinaten einführt.

§. 27. Die Lagrange'schen Störungsformeln.

Die Form, welche Hamilton den Differentialgleichungen der Bewegung

giebt, wenn man irgend welche Bestimmungsstücke der Punkte des bewegten

Systems zu Variabein wählt, ist dadurch charakterish*t, dass sämmtliche Va-

riabele sich in zwei Systeme theilen und jeder Variabein des einen ^Systems

eine des anderen Systems in der Art entspricht, dass der nach der Zeit ge-

nommene Differentialquotient einer Variabein des einen Systems gleich ist dem

partiellen Differentialquotienten einer gegebenen Function, nach der ent-

sprechenden Variabein des andern Systems genommen, und der nach der Zeit

genommene Differentialquotient dieser gleich ist dem nach der ersteren genom-

menen partiellen Differentialquotienten derselben Function mit entgegengesetztem

Zeichen. Ich will der Kürze halber diese Form die canonische Form der

Differentialgleichungen nennen. Auf dieselbe Form der Differential o-leichunoen

waren schon früher Lagrange und Poisson in ihren Arbeiten über die

Variation der Constanten in den Problemen der Mechanik gekommen, wenn die

der Zeit ^=0 entsprehenden Anfangswerthe der Grössen qu, Pk oder die

Grössen c^., h,. als die veränderlichen Elemente betrachtet wurden. Ist nämlich

H^ die Slörungsfunction, so dass man die Differentialgleichungen des gestörten Pro-

blems aus den Differentialgleichungen des ungestörten erhält, indem man H-\-H^

statt H schreibt, so hat man (Mec. Analyt. 2'^'°^ ed., T. L, pag. 3oG) die Formeln:

dc^
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soM^ohl der Grössen q^. als der Grössen jh sein kann, während man dieselbe

vorher immer als eine blosse Function der Grössen ^^ betrachtete. Hierdurch

hört die Eigenschaft der bisherigen Formeln, dass die ersten DifFerential-

quotienten der Coordinaten oder, was dasselbe ist, der Grössen q^ auf dieselbe

Weise im o-estörten und uno;estörten Problem auso-edrückt werden, auf, Gültio-

keit zu haben. Man sieht nämlich aus den Differentialgleichungen des ge-

störten Problems

dq, d(H-i-H^) dp, d{H^H,)
dt

dt
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und
Pj,

durch t und die willkürlichen Constanten als gegeben voraus, und diese

sind wenio-er complicirt, als die umgekehrten Ausdrücke der willkürlichen

Constanten durch t und die Grössen q^ und p^, welche man bei der Bildung

der Poisson'schen Formeln kennen muss. Auch gelten die Lagrange'schen

Formeln unverändert für den Fall, wo zwischen den Grössen qj, Bedingungs-

oleichuneen o-eoreben sind, auf welchen sich die anderen Formeln nicht aus-

dehnen lassen. Ich will jetzt zuerst die Gültigkeit der Lagrange'schen

Störungsformeln für den Fall nachweisen, dass H^ ausser den Grössen q^

noch die Grössen p^ involvirt.

Beim Diiferentiiren nach t denke ich mir im Folgenden vermittelst der

Formeln des ungestört.en Problems alles durch t und die willkürlichen Con-

stanten oder die Elemente ausgedrückt; ich werde mich, w^enn ich diese

Elemente auch als Functionen der Zeit betrachte, wie es im gestörten Problem

geschieht, der Charakteristik d bedienen; dagegen der Charakteristik d, wenn

ich partiell nach t differentiire oder die Elemente als constant setze. Man

wird daher haben:

dq^ dE dp^ dB

dagegen

:

dt dp^ ' dt dq^

dg,

dt

dt

und daher:

dH
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Bezeichnet man mit ß irgend ein bestimmtes Element und setzt

(«. ß) =
[

so erhält man hieraus:
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Differentiirt man noch einmal nach ß, so erhält man emen Ausdruck,

in welchem man a und ß vertauschen kann, weil es erlaubt ist, die Ordnung

der in dem zuletzt stehenden Ausdruck erst nach a und dann nach ß vorzu-

nehmenden Differentiation umzukehi^en. Man erhält daher:

dßdt

dq^ dq dq

[^. P2-^^-^ ^Pndß ' ^2 dß ^ ' ^"^ dß

da dt

d(a, ß)

dt
= 0,

was zu beweisen war. Da die Grössen (a, ß) die Coefficienten der Differential-

quotienten der Elemente in dem Ausdrucke der partiell nach den Elementen

genommenen Differentialquotienten der Störungsfunction H^ sind und daher

von der besondern Wahl der Variabein q^. nicht abhängen können, so folgt,

dass die Grössen

W P) —
l da dß ~^ da dß "^ ^ da dß J

r dp^ dq^ dp, dq^ dp^^ dql
V da dß ~^ da dß ~^ ^ da dß J

unverändert bleiben, welche Bestimmungsstücke der Punkte des Systems man

auch als die Variabein q,, setzt, wenn nur die Elemente dieselbe Bedeutung

behahen.

Man kann den Lagrange' sehen Satz auch auf folgende Art aus einer

leicht zu beweisenden identischen Gleichung ableiten. Wenn nämlich die

Functionen p^ und q^. irgend drei Variabele «, ß und t enthalten und man

sich der angegebenen Bezeichnung bedient, so wird identisch:

ö(a,iS)
^

d{ß,t)
^

d{t,a) _ ^
dt ' da ' dß

Für den hier betrachteten Fall sind die Grössen ^^r. und j)^ solche Functionen,

dass man identisch hat:

dq^ dH dp^ dB
~dr^^' ~^dr^'~'~d^'
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C\ TT C\ TT

wenn man in den Ausdrücken -^— , ^—- für die Grössen pi und 9, ihre

Werthe in f, cc. ß und den übrigen Elementen setzt. Hierdurch wird

, , , oH , . dH
dß ' ^' ' da '

und daher ist für den hier betrachteten Fall

d(ßJl d(Sa)_ _
da '^ dß ~ ^'

wodurch die obige identische Gleichung das gesuchte Resultat giebt:

dt ~^-

Sind «, ß, y drei beliebige Elemente, und setzt man in der angeführten iden-

tischen Gleichung / statt t, so sieht man, dass je drei Ausdrücke (/?, /), (y^ cc),

(ci^ ß) durch die Gleichung

ö(ß,y)
,

d(Y,a)
^

d(a,ß) ^^
da dß dy

verbunden sind.

§. 28. Die Poisson'sclien Störungsformeln. Der Poisson'sclie Satz.

Die von Poisson gegebenen Störungsformeln können auch für den all-

gemeineren Fall, wenn H^ die Grössen p^ enthält, folgendermassen abgeleitet

werden.

Es sei durch die Integralgleichungen der ungestörten Bewegung das

Element a durch die Grössen q,^, p^ und durch t ausgedrückt, so hat man ver-

mittelst der Differentialgleichungen der ungestörten Bewegung, indem man nach

der Zeit differentiirt:

da dq^ da dq^ da dq^^=
dq^ dt dq^ dt dq_^^ dt

da dp^ da dp.^ da dp^^^ da

dp^ dt dp^ dt dp^ dt dt

da dH da dH da dH
dq^ dp^ dq^ dp^ dq^^ dp^

_^_^ _^_M- gg dHl da

dp^ dq^
~^

dp, dq^~^ ^
ö/),„ dqj dt
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Vermittelst der Differentialgleichungen der gestörten Bewegung erhält man:

da da dq^ da dq^ da dq^

dt ~~ dq^ dt dq^ dt dq^ dt

da dp^ da dp^ da dp^^ da

dp^ dt dp.^ dt dp^^ dt dt

da d(iH-{-H^) da d(H^H^) da d(E^H^)

ö^i dp^ 0^2 dp^ dq^^ dp^

da d{H+H^) da d(H-^H^) da d(E-hEJi da

Idp^ dq^ dp^ dq.^ dp^^^ dq^^ J dt

und daher, wenn man die vorstehende Gleichung abzieht:

da da dK da dK da dK
dt dq^ dp^ dq,^ dp^ dq^^ dp^^^

r da dH^ da dE^ da dH^l

~ld^^q^'^~d^~d^'^ ^ %„, ^^J'

Bezeichnet ß wieder ein Element, und dehnt man das Summenzeichen auf alle

Elemente aus, so hat man:
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^
dg. ,

dann wieder die Grössen —7-^ nicht mehr durch dieselben Formehi wie im un-
(it

gestörten Problem durch t und die Elemente ausgedrückt werden, indem die

Terme -^— noch hinzukommen.
dp.

Da die Gleichungen

da dH,— = 2[a,ß]-^

durch Elimination aus den La^rano-e'schen Gleichmi^en

öi/j da

gefunden werden müssen , so folgt daraus , dass, wenn die Coefficienten («, ß)

blosse Fimctionen der Elemente ohne t sind, dieses auch mit den Coefficienten

[ce, ß] der Fall sein wird. Ich will indessen den directen Beweis hierfür, da

er mehrere lehrreiche Formeln enthält, hier wiederholen.

Man hat, wenn man die Differentiationen nach t auf die ungestörte Be-

w^egung bezieht, zufolge der Differentialgleichungen dieser Bewegung:

, da

Wk ö'a
. _r d'a dB d-a dff^r d'a dB d'a dH l

T' L dqßq^, dp^, dqßp^, dq^, J
'

dt d^k^* i' L Sq^dq^, dp^, ^ißp^t dq

da

d'a dH d'a dHdp, d-a

dt dp^dt t
2: -1

Dem Index k' sind hier die Werthe 1, 2, ..., m zu geben; ich habe den-

selben, um dadurch anzuzeigen, dass nach ihm summirt wird, unter dem Sum-

menzeichen 2 beigefügt. Differentiirt man die oben gegebene Gleichung

y\ da dH da dB 1

"
l dq^, dp^, dp^, dq^, J

partiell nach q,, und nach p,, und zieht die dadurch erhaltenen Ausdrücke von

den vorstehenden beiden Gleichungen ab, so erhält man:

da

Wk ^[ da d'H da d'B
dt r

A da d'B ^a__d^B_J\
' L dq^, dq^dp^,

"^
dp^, dq^dq^, J

'

, da

Wk ^ r_ da d^H da d'H
]" L dq,, dp, dp,, dp,, dp.dq,, Jdt ,, L dq^, dp^dp^, dp,, dp^dq,

V. 44
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dß dß
und summire

, m gebe.

Ich multiplicire die erste Gleichung mit -^ , die zweite mit „

aufs neue, indem ich dem Index k ebenfalls die Werthe 1, 2,

Wenn man dann die Differenz der aus beiden Gleichungen erhaltenen Doppel-

summen nimmt und darin die Indices k und k' vertauscht (wodurch sich der

Werth der Doppelsummen nicht ändert, weil' beide Indices über dieselben

Werthe ausgedehnt werden), so erhält man denselben x\usdruck, als wenn man

unter dem doppelten Summenzeichen die beiden Elemente a und ß mit ein-

ander vertauscht. Es wird daher auch der Ausdruck

[

da

dß dq
d

da

^Pk dt dt

ungeändert bleiben, wenn ich darin a und ß vertausche, oder man erhält:

da

Z
k

-z

dß dq

dß

da ^ dpj.
d

^Pk dt

da

^^i

dß dp.

dt

dß

^9k

dq dt ^Pk dt
0.

Der Ausdruck linker Hand ist ein genaues Differential des Ausdrucks

[«,^] Z
k

[da dß da dß

ldq^ dp^ dp^ dq^

wodurch sich die vorstehende Gleichung in folgende verwandelt:

. d[a,ß-]

dt
= 0,

welche zu beweisen war. Man kann übrigens auch für die Grössen [cc, /?]

bemerken, dass ihre Werthe dieselben bleiben, welche Bestimmungsstücke der

Punkte des Systems man auch für die Grössen q^. annimmt, wenn nur die Be-

deutung der Elemente sich nicht ändert. Ich bemerke ferner noch, dass so-

wohl die Lagrange'schen als die Poisson' sehen Störungsformeln ungeändert

bleiben, wenn H ausser den Grössen g,, p^ noch f explicite enthält, und dass

auch für diesen Fall die Ausdrücke (a, ß) und \ci, ß] blosse Functionen der

Elemente sind.
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Wenn das System ganz frei ist und man für die Grössen q^ die i'eclit-

winkligen Coordinaten selber nimmt, so wird die Grösse j^ki je nachdem qi^ die

Werthe o;,, 2/,., z^ erhält, die Werthe w,.t,', ?«,?/,', m-z[ annehmen. Es verschwin-

den für diesen Fall die Grössen

dl\dq^,
'

und die Grössen

erhalten nur dann einen von Xull verschiedenen Werth , ^Yenn k = k' ist, und

zwar den Werth , Man erhält daher aus den obigen Formeln für ein
m. ^

freies System die merkwürdigen Gleichungen:

da



348 PROBLEUE DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFUNCTION

diesem Falle 2m — 1 Gleichungen mit 2m— l willkürlichen Constanten zwischen

den 2m Grössen qk, ih, ohne t, und durch eine 2m*'' Gleichung f-f-r, wo r

die 2m^^ willkürliche Constante ist, durch die Grössen q^, p^ ausgedrückt. Wenn

daher a eine jener 2m— l willkürlichen Constanten ist, wird -^ = 0, und

nur wenn a = r, wird ^s^ = — 1. Es wird daher auch, wenn cc irgend

eine Function aller willkürlichen Constanten ist,

da da dr da

dt dr dt dr

oder ebenfalls einer Constante gleich.

§. 29. Anderer Beweis des Poisson' sehen Satzes. Wie aus zwei Integralen der

dynamischen Gleichungen weitere gefunden werden.

Ich will auch für den Satz, dass der Ausdruck [«,/?] sich bloss durch

die Elemente ohne die Zeit t darstellen lasse, den Beweis noch auf eine

andere Art ableiten, indem ich wieder von einer rein identischen Gleichung

ausgehe.

Es seien a, ß, y irgend drei Functionen der Grössen q^, q^, ..., q„,

und der Grössen j)^, p.y, . . ., Pm- Man setze wieder, wenn s, ^ zwei Func-

tionen dieser Grössen sind,

r ., de dC ,
de de

^ ,
de d^

dq^ dj), dq, dp.^ dq^ dp^

de dC de d^ de d^

dp^ dq^ dp,^ dq.^ dp^^ dq,^^
'

Nach dieser Bezeichnung sei

[ß,y] = A, [y,a] = B, [a, ß] = T,

dann ist

[k,a]^[B,ß]-t[r,Y] = 0.

Indem ich den leicht zu ergänzenden Beweis dieser identischen Gleichuno;

übergehe, will ich bloss zeigen, wie daraus der zu beweisende Satz folgt.

Es seien nämlich cc und /? solche Functionen der Grössen q^, q.^, .... q,„,

Pi, p.i, . . ., p,„ und der Zeit t, welche vermittelst der Integralgleichungen des

ungestörten Problems einer willkürlichen Constante gleich werden, so müssen

die Gleichungen
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dt ^'
dt

^

identisch erfüllt werden, wenn man darin die Differentialgleichungen des Pro-

blems, d. h. die Werthe

dq. _ dB dp. dH
dt ^ dp. ' dt ^ ~~dq7'

substituirt. Dies giebt die identischen Gleichungen:

oder, wenn man

[ß,H] = A, [H,a] = B

setzt, die Gleichungen:

Wenn man daher in der oben aufgestellten identischen Gleichuno-

[A,ß]+ [B,/^]+ [r,y] =
die Function H für / setzt, so verwandelt sie sich in die Gleichunoj:
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Elemente ohne t ausdrücken lässt, gehörig hervorgehoben zu haben. In den

Anwendungen, welche Poisson selbst von seinen Formeln auf die elliptische

Bewegung eines Planeten und auf die Rotation eines festen Körpers um einen

seiner Punkte gemacht hat, wurden von ihm solche Elemente «, ß gewählt,

für welche fast immer der Ausdruck [«,/?] eine bestimmte Grösse, z.B. -hl

oder — 1 oder wm*de, und der Zweck, welchen man sich vorgesetzt hatte,

machte eine solche Wahl sehr wünschenswerth. Dies ist aber nur ein be-

sonderer Fall und gewissermassen ein Ausnahmefall. Im Allgemeinen wird

der Ausdruck \cc, ß] eine Function von den Grössen ^^ und j)^ und der Zeit t

sein, welche sich auf keine Weise durch die Functionen a und ß ausdrücken

lässt. Man hat also im Allgemeinen das merkwürdige Theorem:

,., Wenn H irgend eine Function von t und den Grössen q^, q^, . . ., q„^,

Pi, P2, ' • -, 'p,n ^-^^j ^^'^^ man von den Differentialgleichungen

dq^ dB dq^ dE ' dq^^^ dB
~ir ^ ~dp^' ~dr ^ "0^7' • • •' ~dr ^ ~d^/

dp^ dB dp^ dB dp^^^ dB
dt dq.^ ' dt 5^2 ' *

' '' dt dq^^

zivei Integrale kennt, so kann man daraus durch blosse partielle Differen-

tiation ein drittes ableiten.''

Hieraus folgt der Satz:

„ Wenn man von einein Problem der Mechanik, in welchem der Satz

von der lebendigen Kraft gilt, noch zwei Integrale kennt, so kann man

dai^aus durch blosse partielle Differentiation ein drittes ableiten.''

Der voriire Satz ist aber auch noch auf mechanische Probleme anwend-"ö"

bar, in welchen der Satz der Erhaltung der lebendigen Kraft nicht gilt.

Es hindert nichts, das gefundene dritte Integral mit einem der beiden

gegebenen zu combiniren, um nach derselben Regel ein viertes abzuleiten.

Wenn dieses nicht bereits in den gefundenen Integralen enthalten ist, kann

man so fortfahren, und es können auf diese Weise bei jedem Problem der

Mechanik, in ivelchern der Satz von der lebendigen Kraft gilt, aus zwei In-

tegralen sämmtliche übrige durch blosse p)artielle Differentiation nach einer be-

stimmten Regel abgeleitet werden.
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§. 30. Einfachste Störungsformeln für ein System canonischer Elemente.

Da nach dem Obigen die mit («, ß) und [a, ß] bezeichneten Ausdrücke

nur von den a, ß abhängen, so kann man in den Grössen q^, jj^. der Ver-

änderlichen t jeden beliebigen Werth beilegen. Man hat also auch

(f, ß) — 1
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Nimmt man bei einem freien System die rechtwinkligen Coordinaten

für die Grössen q^. und nennt wieder a^, h^, c^, a\, h\, c\ die Anfangswerthe

von Xj, ifi, Zi, x'i, y'i, z\, so verwandeln sich die vorstehenden Gleichungen in

folgende

:

da. dH, da'. dH,
m.—TT- = ^ , , m.

dt
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§. 31, Die Störungsformeln für die Planetenbewegung.

In der Theorie der Störung der elliptischen Bewegung der Planeten

haben die bekannten Differentialgleichuno-en für die sechs Elemente beinahe

eben dieselbe einfache Form, welche oben näher bezeichnet ist. Hamilton

führt sie genau auf diese Form zurück, indem er statt der Neigung den Sinus

versus der Neigung, multiplicirt mit der Quadratwurzel aus dem halben Para-

meter, als Element einführt. Nennt man nämlich mit Hamilton

M die Masse der Sonne,

m die Masse des Planeten,

w die Länge des Perihels,

V die Länge des aufsteio-enden Knotens,

T die Durcho-ano;szeit durch das Perihel;

setzt man ferner

M-\-m
"
= 2^'

X = yM-\-m yp,

/ = l/M-^-m |/p(l— cosO,

wo a, p, i die halbe grosse Axe, den halben Parameter und die Neigung

der Ebene der Bahn gegen eine feste Ebene bedeuten, so giebt Hamilton die

folgenden Formeln, welche sich leicht aus den bekannten ableiten lassen:

dx
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^V D y

dt r

= —Rdz ^ z

dt r

wo R durch das Gesetz der Anziehung als Function der Entfernung gegeben

ist, die Differentialgleichungen der ungestörten Bewegung und

d X ^ X d£2

dt r ox

dt' r dy

dz -^ z da

dt r dz

die Differentialgleichungen der gestörten Bewegung sind. Für die elliptische

Beweoiing um die Sonne, auf welche sich die obio-e Bedeutuno- der Elemente

bezieht, ist

zu setzen.

Zufolge des Theorems VI kann man die Integralgleichungen für die ge-

störten Elemente unmittelbar ano'eben, wenn man eine vollständioe Lösuno; der

partiellen Differentialgleichung

= ^+fi
Ot

kennt, in welcher für die Grössen u, w, ?., welche in i2 vorkommen, zu

setzen ist

_ dW _ dW . _ dW
'^-^dV ''~~d^' ^~^d^-

Wenn W ausser einer bloss hinzuaddirten Constante noch die drei willkür-

lichen Constanten a, ß, y enthält, so werden die sechs Elemente als Functionen

der Zeit durch die Gleichunoen
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^ ~ dz ' "^ ~ dK ' ^ - "öT'

" ~ a« ' ^ ~ dß ' ^ ~ dy

bestimmt, in welchen ce'
,
ß'

,
y' drei neue willkürliche Constanten bedeuten.

§. 32. Uebergang von einem System canonischer Elemente zu einem anderen.

Wenn man die Anfangswerthe der Grössen p und q als Elemente wählt,

so erhalten, wie wir gesehen haben, in der gestörten Bewegung die Differential-

gleichungen für diese Elemente in allen Problemen der Mechanik, in denen der

Satz von der lebendigen Kraft gilt, die einfache Form, die ich die canonische o-e-

nannt habe. Aber diese Form, so sehen wir aus dem Vorigen, erhält man nach

den Entwickelungen des §.31 bei der elliptischen Bewegung eines Planeten auch

für ein ganz anderes, wesentlich verschiedenes System von Elementen; denn

unter den sechs Elementen r, x, i^, ju, lu, Z ist keines, welches sich allein

durch die Anfangswerthe der Coordinaten des Planeten ausdrücken oder als

Anfangswerth einer Grösse q betrachten Hesse. Da also die Anfangswerthe

der Grössen q und p nicht das einzige System von Elementen bilden, deren

Differentialgleichungen die canonische Form haben, so bietet sich die Frage

dar, wie man für jedes Problem der Mechanik, für welches der Satz von der

lebendigen Kraft gilt, alle solche Systeme von Elementen finden könne. Diese

Frage, welche nach den bekannten Methoden schwer zu beantworten sein dürfte,

wird durch die Verallgemeinerung des Hamilton'schen Theorems, die in dem
Theorem VI enthalten ist, leicht erledigt. Man hat nämlich das folgende allire-

meine Theorem, welches als ein Fundamentaltheorem in der Theorie der Va-

riation der Constanten betrachtet werden kann.

Theorem IX.

„Es sei H eine Function von t und den Grössen Pi, p2, • ., p,„,

qi, q2, ' • q„,, und es seien
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die Differentialgleichungen des ungestörten Problems, aus denen die Differential-

gleichungen des gestörten erhalten werden, wenn man H-\-Hi statt H schreibt,

wo Hl eine beliebige Fimction der 2m Grössen q^ und j),, und der Grösse t sei.

Es sei W eine vollständige Lösung der imrtieUen Differentialgleichung

in welcher die Grösseii Pi, 2)2, •••, 7^,„, die in H vorkommen, respective durch

-^— , -TS— , . . ., -TS— ^u ersetzen sind. Man nenne a,, a.,, . . ., a,,, die m

willkürlichen Constanten, die ausser einer bloss hinzu zu addirenden die Function

W enthält, und es seien

da, ~ ^'' "da,
~ ^2' • • •' Qa — Pin

1 i in

die Integralgleichungen des imgestörten Problems, in ivelchen /)\, ß.2, ..., ß„, neue

m willkürliche Constanten sind. Drückt man vermittelst dieser Gleichungen und

der Gleichungen

dW _ dW^ _ dW_ _W ~ ^'^' ~ö^ "^ ^''
*

"' ö^ ~ ^"'

die Störungsfunction H^ durch t und durch die Elemente ci^, a.^, . . ., c^,„,

ß\i A5 • • •? ßiu ('^^^ "^^^ betrachtet in dem gestörten Problem diese Elemente als

veränderlich, so iverden die Differentialgleichungen für diese gestörten Elemente

da^
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Den Beweis dieses für die Theorie der Variation der Constanten wich-

tigen Theorems geben folgende' einfache Betrachtungen. Man schHesse die

partiellen Differentialquotienten von W, wenn dasselbe als Function von t und

den 2m Constanten cc^, a.,, . . ., «,„, ß^, ß.,, . . ., /?,„ betrachtet wird, in Klam-

mern ein, lasse dagegen, wie früher, die Klammern fort, wenn W als Func-

tion von t, den m Grössen q^, q.,, .... q^^^ und den m Grössen «i, «.,, . . ., «,,^

betrachtet wird. Man hat nach dieser Bezeichnung:

dW\ dW dq^ dW dq, dW dq^^^ dW
dq^ öa, dq, da^ dq^^^ da^ da

rdW\ dW dq^ dW dq, dW dq^

V <9|5, ; dq^ dß^ dq, dß^ dq^^^ dß,

oder zufolge der Integralgleichungen des ungestörten Problems, welche in un-

veränderter Form auch für das gestörte Problem gelten sollen, nur dass darin

die Elemente als variabel betrachtet werden:

f
dW\ dq^ dq, dq

Vd^) = 2'^-d^-^i'^^^----^P'''-da;^^^^

dW\ dq^ dq, dq^^^

Pl^^-^P2-^-^ ^P.dßj ^^dß, '^^
dß, '^'" dß^

•

Wenn a, ß irgend zwei von den 2m willkiirlichen Constanten bedeuten,

so setzten wir oben:

, „, 5?, ^Pi ,

Sqo dp^
, ,

ög„^ dp^

(ß,/3) =

(

da dß da dß '

' da dß

dp^ dq^ dp, dq,^ dp^^^ dq^

da dß da dß '
' da dß

( dq dq.

da

dß

dq^ dq dq

(^. P2-^^-^ ^P.dß '
-^^ dß '

^'" dß

da

Macht man daher die drei Annahmen

a = «., ß = a^,

a = «., ß = ß^,

a = ß., ß = ,?,,
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SO erhält man aus den vorstehenden Formeln diesen Annahmen entsprechend,

da die aus der zweifachen Differentiation von W herrührenden Terme sich auf-

heben, ivenn die Elemente ci^ und /?, die in dem Theorem IX angegebene Be-

deutung haben,

(«.,«,) = 0, C^,,/5,) = 0,

ferner, zvenn i und k verschieden sind,

zvenn aber k = i,

Wenn daher ß ^= a^, so verschwindet ((x, ß) nur dann nicht, wenn cc = ß^,

und wenn ß = ß^. so verschwindet (et, ß) nur dann nicht, wenn a = cc^; und

es erhält im ersteren Falle (ce, ß) den Werth +1, im zweiten den Werth — 1.

Die allgemeine Lagrange' sehe Formel

dIL da

dß ' "^ dt
'

in welcher unter dem Summenzeichen für a nach und nach sämmtliche 2?/i

Elemente zu setzen sind, giebt daher:

dH^ dß. dH^ da.

~da7^~dr' ~dß7 ^ ST'

was zu beweisen war.

Da man nach den Poisson' sehen Formeln auch die Gleichunoen hat:

da 6H^
-^ = ^[a,ß]-^,

wenn man unter dem Summenzeichen für ß nach und nach alle 2m Elemente

setzt, so folgt aus den vorstehenden Gleichungen, dass, luenn man für die Ele-

mente die in dem, Theorem IX angegebenen wiUkihlichen Constanten cc^, ceo, ..., «,„

U7id /?i, /?2, . . ., ß,u annimmt, man die identischen Gleichungen hat:

[a^,aj = 0, [,5.;3J
= 0,

ferner, loenn i und k' verschieden sind,

[«,!?.] = 0,

loenn aber k = i,

[«„|5,] = -[,i.«.l = -1.
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Diese allgemeinen Formeln sind von grosser Wichtigkeit sowohl für die

Theorie der Variation der Constanten, welche dazu die Veranlassunsi: irab, als

für die Integration der Differentialgleichungen des ungestörten Problems selber.

Ich werde im Folgenden ein System von Elementen, wie das im vor-

stehenden Theorem angegebene, ein canonisches nennen.

§. 33. Eigenschaften der Ausdrücke [«^f'^.], (<^/.,a^.). Bestimmung einer Störungsfunction,

welche beliebig gegebene Aenderungen der Elemente liefert.

Die Poisson'schen Functionen

[«,«,],

in welchen a-, üj, irgend zwei Elemente oder willkürliche Oonstanten bedeuten,

haben die doppelte merkwürdige Eigenschaft, dass sie 1) von der Wahl der

Variabein q^, q2, . . ., q,„ oder der Bestimmungsstücke der Orte der materiellen

Punkte unabhängig sind, und dass sie 2) bloss von den beiden Elementen a^

und a^ selber abhängen, so dass der Werth des Ausdrucks [«,-, «;t] derselbe

bleibt, welches auch die willkürlichen Oonstanten sind, die man zu den übrigen

Elementen gewählt hat. Die erste dieser Eigenschaften lässt sich durch folgende

Betrachtungen erweisen.

In der Form der Poisson'schen Störungsformeln werden die Differen-

tialquotienten der veränderlichen Elemente gleich linearen Ausdrücken aus den

nach ihnen genommenen partiellen Diflferentialquotienten der Störungsfunction

öÄ .

i7j, und die Function [w,, «i^] ist der Ooefficient von -^— m dem Ausdrucke

von —y^. Um diese partiellen Differentialquotienten zu bilden, muss man //,

durch die Elemente und t ausdrücken, und dieser Ausdruck ist gänzlich davon

nnabhänoicT welche Functionen der Ooordinaten der beweo'ten materiellen Punkte

man als die Variabein q^, q.,, .... q,„ gewählt hat. Die Störungsfunction //,

kann ferner in derjenigen Allgemeinheit, welche Hamilton den Störungsformeln

gegeben hat, und in welcher ich sie oben aufgestellt habe, eine beliebige Func-

tion von t und den 2?« Grössen q^, </.,, . . ., q„„ Jh, Ih, • • •? Pm sein, sie wird

daher auch eine beliebige Function von t und den 2m Elementen sein können;

die Functionen [«,, ct^.] endlich sind gänzlich von der Störungsfunction unab-

hängig und werden bloss durch die Formeln der ungestörten Bewegung be-

stimmt. Hat man nun für eine Wahl der Variabein </,, q.,, . . ., q,„ gefunden:
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da. dH
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als die übrigen 2??i— 2 der Grössen a^, a.,. .... rt2„, angenommen werden. Man
braucht soo;ar. wie die Xatur der ano;eo;ebenen Formel lehrt, die übrio-en In-

tegrale des ungestörten Problems gar nicht einmal gefunden zu haben, um
den Werth von [f/,. et).'] angeben zu können. Nur wenn man diesen Werth

durch die willkürlichen Constanten allein ausdrücken will, was, wie oben ge-

zeiot worden, immer möo;lich ist. muss man auch noch andere Intesrale kennen.

Hierbei kann man FoVendes festhalten. Kennt man eine o;ewisse Anzahl

von Integralen, welche eine gleiche Anzahl willkürlicher Constanten enthalten,

so kann man die Grösse [r^,, %] entweder vermittelst dieser Integrale durch

die in letzteren enthaltenen Constanten ausdrücken, oder, falls dieses nicht

möo;lich ist, einer neuen willkürlichen Constante o-leich setzen. In diesem

Falle erhält man also ein weiteres Integral, dessen Constante als ein neues

Element anzusehen ist.

Die Lagrange'schen Functionen ((/, et/,) haben mit den Poisson'schen

Functionen die erste der beiden genannten Eigenschaften gemein, dass sie

ihren Werth nicht ändern, welche Functionen der Coordinaten man auch als

die unabhängigen Variabein q^. q^, . . ., q,„ angenommen hat. Man könnte

dies daraus folgern, dass die Lagrano-e'schen und Poisson'schen Störuno-s-

formein aus einander vermittelst der Auflösuno; von 2m linearen Gleichungen

erhalten werden können, und man also die Functionen (c/,, r/^.) und die Func-

tionen \cti.a^^^ immer durch einander ausdrücken kann; denn es ergiebt sich

hieraus, dass. wenn die Werthe der einen von der Wahl der Variabein

?i5 ?25 • • •? 9'„, unabhängig sind, dies auch mit den anderen der Fall sein muss.

Um jedoch auch für die Lagrange'schen Functionen diese Eigenschaft direct

zu beweisen, bemerke ich, dass es nicht möglich ist, für zwei verschiedene

Annahmen der Variabein q^, q^,, . . . , q,,^ zwei verschiedene Störungsgleichungen

8H,

da.
t
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und von t sind, die bloss durch die Gleichungen des ungestörten Problems

bestimmt sind. In der oben gegebenen Ableitmig der Störungsgleichungen, in

welchen die Störungsfunction H^ jede behebige Function von t, q^, q.,, . . ., q,„,

^15^2? • • -5 Pm sein konnte, wurde aber keine Annahme gemacht, welche auf

eine Differentialgleichung zwischen den Elementen und der Zeit führen könnte,

die von der Störungsfunction unabhängig ist. Auch kann man die Störungs-

function hei der Allgemeinheit, in ivelcher sie hier genommen icird, leicht so be-

stimmen, dass die veränderlichen Elemente irgend welche Functionen der Zeit

werden, die der vorstehenden Gleichung nicht genügen.

Unter den unendlich vielen Arten, wie man H-^ annehmen kann, damit

die 2??i Differentialgleichungen

dq. dll dH^ dp. dH 8H^

dt dp. dp. ' dt dq. dq.

erfüllt werden, wenn die Elemente der ungestörten Bewegung a^, «,, ..., «gm

iro-end welchen geo-ebenen Functionen der Zeit t gleich o-esetzt werden, will

ich des Beispiels wegen nur die einfachste und zunächst sich darbietende an-

geben. Da ^1, ^2, . . ., q^,,, Pi, P2, •••, p,n gegebene Functionen von t und

rtj, «2 5 • • -5 (^hm sind, welche durch die Gleichungen der ungestörten Bewegung

bestimmt werden, so erhält man die Werthe von q^, q^, . . ., q,„, p^, P2, • - -^Pm

für die gestörte Bewegung, wenn man die für «1, a^, . . ., «2™ gegebenen

Functionen von t substituirt, wodurch die Ausdrücke von

dq. dH dp. dH
dt dp. ' dt ^ dq.

ebenfalls gegebene Functionen von t werden. Es seien diese Functionen von t:

dq. dH dp. dH
T =

dt dp. ' i dt ^ dq.
'

so kann man für H^, welches eine beliebige Function von t, q^. q.,

Pu P-2, • • -5 p,.i sein kann, den Ausdruck setzen:

Denn man erhält hierfür:
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SO class die DifFerentialo-leichLino-en der gestörten Beweijuno; durch die Func-

tionen der Zeit, die man für die gestörten Elemente gesetzt hat, erfüllt werden.

§. 34. Beweis, class die partiellen Differentialquotienten der Störungsfunction, den

Lagrange' sehen Formeln entsprechend, sich nur auf eine Weise als lineare

Functionen der Differentialquotienten der Constanten so darstellen lassen,

dass die Coefficienten von der Zeit unabhängig sind.

Lagrange macht die Annahme, dass die ersten Differentialquotienten

der Grössen qy, q.,. .... ^,„ unverändert dieselben bleiben, ob man in ihren

Ausdrücken durch die Elemente und die Zeit die Elemente als constant oder

als veränderlich betrachte. Man hat daher zwischen den Elementen und der

Zeit m Differentialgleichungen:

dq^ dq^ cq^
~7^— da.-\—;=,

—

da.^-\ h-^s da.-, = 0,
oa, ^ Ca,, ^ ca.-,

-'"

dq^ dq,, dq.,

^
"
da^ -j

—

7r^da,,-\ 1

—

^
——da. = 0,

öa, ^ da, ^ da, -"' '

1 2 im

^
'"

da.-\—7:-^da,,-\
i

—

^ " da., = 0.
da, 1 da,, -

da,, -"'

1 i Im

Aber ungeachtet dieser Gleichungen kann man beweisen, dass man nicht zwei

Gleichungen

dH, da, da„

da. 1 dt ' 2 ^^
t

du, da, da.,

dt ' -^ dt
'

erhalten kann, in welchen die Grössen /),, i).,, .... /)o,„ von den Grössen

Ci, C2, ..., C2,,, verschieden sind, wenn man als Bedingung die für die Coeffi-

cienten («,, aj.) bewiesene Eigenschaft hinzufügt, dass die Grössen C\, C\, . . ., C^^

imd i)i, Do, ..., D^n, blosse Functionen der Elemente a^, cio, . . ., a.^,,, ohne

die Zeit t sein sollen. Setzt man

1 1 1' 2 2 2" 2m 2//1 2m'

SO ist zu beweisen, dass aus den angenommenen m Differentialgleichungen

keine Gleichung

46^
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o-efolo-ert werden kann, in welcher die Grössen E^, E^_, . . ., E^,,^ nicht t ent-

halten, sondern blosse Functionen von a,, «., . . ., «.,„ sind. Man erhält auf

die allgemeinste Weise eine Differentialgleichung

E^da^-{-E,da^-\ H^2,/S,« = Ö,

welche aus den m angenommenen Differentialgleichungen folgt, wenn man

dieselben mit m Factoren N,, JVg, . . ., N,^ multiplicirt, welche beliebige Func-

tionen von «1, üo, ..., «2mj ^ sein können, und hernach sämmtliche Gleichungen

addirt. Man erhält dann:

da, da,. da

da. dq„ dq^^^

E.. = ^\7r^-^^2^-^ ^^\n7r^-

Sollen diese Ausdrücke nicht t enthalten, so müssen folgende 2*>i Gleichungen

stattfinden, in welchen

, _ dq^
, __ ^ , _^'h— Qt ^ ?2 — ö^ ' • • •' %. dt '

ÖA, öA^, dN
A! = -^. a: = -^, . . ., a: = "'

gesetzt ist:

1 dt '2 dt ' '
' '

'" öf

= a;^h-a'^h—hA' '^

^ öa^ ^ öttj '" da^

dq\ dq' dq'

+A,^H-A^„^4--"4-A ^"'

dq, da.. dq

^ da,^ ^ da^ '" ö«,

= A'^^+iV'-^H hA' ^'"

9 a., ^ 9a "' da.^
2m

da', da' dq'
-A. -^+A„.^H hA ^"'

da., 2 9a„ '" 9a.,
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Aus diesen 2m Gleichungen kann man die 2m Factoren N[, JSP^, . . ., Nl,

Ni, N.2, . . ., iV„. eliminiren nnd erhält dann eine Gleichung zwischen den

partiellen Differentialquotienten A'on q^, q.,, .... ^„,, q[, q[, ..., ^|„ nach

«,. f/v, . . .,. «>,„, welche anzeigt, dass zwischen den Grössen ^,. q.j, .... q,„,

?'i- ^i? • • •; ?!/. ^ifie Relation existirt, welche nicht zugleich die Grössen

a^.-cu, • • •; ('^2,n
involvirt. welche jedoch die Grösse t enthalten kann. Setzt

man für g'i, q'^, . . ., q\,^ ihre AYerthe

cH , dH
,

dH

so erhält man eine Gleichung zwischen q^, q.,, . . ., q,,,, p^, p^, . . ., ;3„,, t

ohne willkürliche Constante, welche Gleichung aus den vollständio;en Inteo-ral-

gleichungen des ungestörten Problems folgen müsste. Dies ist aber unmöglich,

denn man könnte eine solche Gleichun«; aus den o-egebenen Differential-

gleichungen des ungestörten Problems nur durch eine Integration erhalten, die,

da die Differentialgleichungen vollständig integrirt sein sollen, eine willkürliche

Constante mit sich führen müsste.

Wenn man a^, cfo, . . ., «2», ^.Is Variabele betrachtet, die Functionen

^1, q.2, . . ., q„, willkürlichen Constanten gleich setzt und ausserdem auch noch

t als eine willkürliche Constante annimmt, so ergeben die im Vorigen ange-

stellten Betrachtungen folgendes Theorem:

„Es sei zwischen den 2m Vwiaheln a^, a^, . . ., (hm ^^^^^ Differential-

^ gleichung gegeben:

E^da^-\-E,da,^ ^E^Ja^^ = 0,

und diese Differentialgleichung durch ein System von m Gleichungen integrirt:

'h = ^1' % = S' • • •' 'i,n = ^»,'

in welchen Cj, cv, . . ., c,„ lüillkürliche Constanten bedeuten, die in den Func-

tionen q^, q.2, .... q,„ nicht selber vorkommen; enthalten diese Functionen eine

von Cj, C2, . . ., c,„ ganz unabhängige willkürliche Constante t, so muss zwischen

den 2m Ausdrücken

^i' ^ä' •
• •' ^"'' dt ' dt ' '

' '' dt

eine Relation stattfinden.'^'

Dieses Theorem ist in der wichtigen Theorie der Integration der Diffe-

rentialgleichung



366 PROBLEME DER MECHANIK BEI EXISTENZ EINER KRÄFTEFÜNCTION

durch ein System von m Gleichungen, welche zuerst Pfäff gelehrt hat, nicht

ohne Interesse.

§. 35. Beweis, class, den Poisson'schen Formeln entsprechend, die Differentialquotienten

der Constanten sich nur auf eine Art als lineare Functionen der partiellen

Diflferentialquotienten der Störungsfunction so darstellen lassen,

dass die Coefficienten von der Zeit unabhängig sind.

Ich Mail auch noch in Bezuo' auf die Poisson'schen Störuno-sformeln

a priori zeigen, dass man selbst unter der gewöhnlich gemachten Voraussetzung,

die Störungsfunction sei frei von den Grössen j;,, p.,, .... p,„, nicht zwei Glei-

chungen

da. dH, dH, dH,

dt ^ da, 2 Q^ 2m Q^
1 2 '2ii

da. 811 dH, 8H.

dt ^ da^ ^ 6«2 "'"
ö«o,„

erhalten kann, in welchen B^, B.>, . . ., B>,^^ von A^, A.2, . . ., Ao,„ verschieden

sind, wofern man nur die Bedingung hinzufügt, dass diese Grössen blosse

Functionen von a^, a^, . . ., a^m ohne t sein sollen. Da H^ jede beliebige

Function von a^, (1-2, -, «2m ? ^ sein kann, welche so beschaffen ist, dass

nach Substitution der Ausdrücke von a^, «2? • • •? «27« durch q^, q2, . . ., g'„,,

Pi, P2, • • •, Pm^ i die Grössen p)^, p).2, • . ., p,,, aus ihr gänzlich herausgehen,

so kann man für H^ jede Function von öj, a^, . . ., «2,«? ^ setzen, welche den

Gleichuno;en genügt:O O o

Setzt man

A

8H,
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^ dH. dB. dE^

^ da, - da., ^'" da.
'

1 ^ 2iit

in welcher F^. jp,, . . ., F.,,,, blosse Functionen von 0^, cu, . . ., a.^^ ohne t sind.

Es muss daher, wenn man 7« Multiplicatoren /ij , K.,^ ..., Ä^ einführt, den 2m
Gleichungen

da^

K ^"^
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1 da^ - da., -'" d«,,,,

9« da da

dq[ dq\ dq.

öo' öo' dq'
i^^+F^_^+ ...+ i^ —^ = 0.

1 da^ - da^ -'" d«,,,,

Aus diesen Gleichungen folgt, dass es, falls die Grössen F^, F2, ..., F^,,, nicht

sämmtlich verschwänden, eine Gleichung zwischen den Grössen q^, q.,, . . ., q,,,,

?i5 9'2? • • •? Q'mi f geben müsste, welche keine der Grössen «i, r/g, . . ., «2,« ent-

hielte. Eine solche Gleichung aber wäre eine Integralgleichung des ungestörten

Problems ohne willkürliche Constante, die es nicht geben kann, weil man das

ungestörte Problem vollständig; intea;rirt voraussetzt. Es muss also

F, = F, = '• = F., =
1 2 2m

sein oder

A = A' A = ^2' • • •' A,a = ^2

w^as zu beweisen w^ar.

§. 36. Weiteres über die Ausdrücke (a,- , Uk).

Der Satz, dass der Werth der Functionen

dq^ dp^ dq.^ dp, dq^,^ dp^^^

da. da, da. da, oa. da,
i k % k i K

da, da. da, da. da, da.
t » kl k t

von der Wahl der Functionen der Coordinaten, welche für die unabhängigen

Variabein q^, q^, . . ., q^^^ genommen werden, unabhängig ist, ergiebt sich von

selber aus einer wichtigen Bemerkung Poisson's in seiner zweiten Abhandlung
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über die Variation der Constanten . welche sich in den Memoiren der Pariser

Akademie der Wissenschaften vom Jahre 1816 befindet. Poisson zeicjt näm-

hchj dass man diese Functionen unmittelbar aus den Ausdrücken der Coor-

dinaten durch die Elemente und die Zeit ableiten kann, ohne dass man nöthicr

hat. neue von einander unabhängige Variabele q^. q.>, . . ., ^„, einzuführen, wo-

durch also die besondere Wahl dieser Variabein bei der Bestimmung der Werthe

der Functionen («,, r/^.) gar nicht in Betracht kommt. Die neuen von Poisson

o-eoebenen Ausdrücke dieser Functionen haben ferner die merkwürdicje Eisen-

Schaft, dass sie gänzlich von den zwischen den Coordinaten gegebenen Be-

dingungsgleichungen unabhängig sind. Sind nämlich wieder x, y, z die recht-

winkligen Coordinaten eines Punktes, dessen Masse m ist, und setzt man

,
cLv

,
dij

,
dz

'^ ^ ~dr' -^ ^ ~df' " ^ ~dr'

so giebt Poisson die Formel:

'' ^ \6a. da, da, da. da. da, da, da. da. da, da, da.)''II: kl i k kl I k k i

in welcher die Summe auf alle Punkte m des Systems auszudehnen ist. Wenn
das System ganz frei ist. und man für die Grössen ^,, q^, .... q„, die Coordi-

naten der Punkte nimmt, so erhält man diese Formel aus der obigen, von

Lagranffe ffesebenen. Aber, wie Poisson bemerkt hat. «ilt dieselbe Formel

auch unverändert, wenn das System irgend welchen Bedingungen unterworfen

ist. Sie gilt auch noch für die verallgemeinerten Hamilton" sehen Stö-

rungsformeln, in welchen H^ eine beliebige Function von (],, q.,, . . ., ^„,

,

Pi, P2, • • •, Pn. ist.

§. 37. Aus den Störungsgleichungen für em System canonischer Elemente werden

die Störungsgleichungen für ein anderes derartiges System abgeleitet.

Da man aus eine?^ vollständigen Lösung einer partiellen Differential-

oleichuno; alle übrio;en ableiten kann, so kann man auch vermittelst des Theo-

rems IX aus einem System von Elementen, deren Differentialquotienten die

canonische Form haben, alle übrigen ableiten, deren Differentialquotienten die-

selbe einfache Form annehmen. Nach der oben auseinandergesetzten Theorie

erhält man auf die allgemeinste Art aus einer vollständigen Lösung W eine

neue vollständige Lösung W-j-ii'. wenn man für ip eine willkürliche Function

der Constanten «1, a.j, . . ., «,„ annimmt, welche m neue willkürliche Con-

V. 47
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stanten a[, a!>, . . ., a',^ enthält,

ip(a^, a,, ..., a,^, a[, «;, . . ., a'J

und vermittelst der Gleichungen

dW dip

dw dip

0,

0,

dW dip

da da
=

aus W-\-ip die Grössen «i, a.,, . . ., «„, eliminirt, \vodurch für diese Grössen

in W-hip die Grössen a[, a^, ..., a[^ eingeführt werden. Man erhält dann,

wenn man W-\-ip nach a[, cc!^, . . ., al^ differentiirt , die Integralgleichungen

des ungestörten Problems unter der Form:

da\ da[
^^'

d{W+xp) _ dip _
da', da[ ^2'

d(W-i-ip) _ dip _
da' da'

'III m

und es müssen zufolge des Theorems IX die neuen Constanten cc[, al, , . ., «,[,

und ß[, ß'2, . . ., ßl, wieder ein solches System von Elementen bilden, deren

Differentialquotienten die canonische Form haben. Es verwandeln sich ferner

die Gleichungen, welche man für die ersten Elemente hatte,

dW _

vermittelst der Gleichungen

in die Gleichungen:

dw dtp

da. da.

dip

da.
= -il.

Man hat daher folgendes Theorem;
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Theorem X.

,,Es seien die Differentialquotienten der veränderlichen Elemente «i , «o, . .
.

, ce„,,

/?i, [i,. . . ., /?,„ durch die Gleichungen gegeben:

da^
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Man denke sich durch die Gleichungen des Theorems,

dip _ ., dip _ ,
dilJ__^ - ^1' ö«; - ^'' •' dal ^"''

die Grössen a,, a,, . . ., «,„, t%, ß-i, , ßm ^l^ii'ch cc\, ci[, . . ., <, ß\, ßl, . . ., ßL

auso-edrückt und in diesem Sinne die partiellen Differentialquotienten von

jenen nach diesen genommen. Giebt man dem i die Werthe 1, 2, . . ., m, so

hat man:

dK dK dß. dH^ da.

dßl - ^ dß^ dßl
^^ da^ dß[

'

Da nach den Gleichungen des Theorems

dH^ da^ dH^ dß.

dß.
~"

dT ' 9a. ~ dt

ist, so folgt hieraus:

dH, dß. da. da. dß.

dß[ ^ dß[ dt ^^ dß[ dt '

Es ist aber, da

ist, wenn man unter dem Summenzeichen dem Index i' die Werthe l, 2, . . ., m
beilegt,

und daher
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d-ip da. dß., d'xp f/«;

^ da.da., ~dr^~dr "" ~^'Md^.~dt
i > II

und daher

dH^ d-ip da., da'.

dß'^
^^

da'. da., dß'^ dt

Aus der Gleichung'ö

da.

folgt aber durch partielle Differentiation nach ß'j., wenn man dem i' die Werthe

1, 2, . . ., m giebt:

ö'i/; 9a.,

iV-
= oder 1,"^ da.,da'. dßl

je nachdem z und k verschieden sind, oder i = k ist; hierdurch wird
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in der vorhin angegebenen Methode mit einbegriffen sind. Ist nämhch

die vollständige Lösung, in der ci die willkürliche Constante bedeutet, die

man immer zu TF addiren kann, so nehme man k der m-\-l Constanten als

Functionen der übrigen an und setze die nach diesen genommenen partiellen

Differentialquotienten vom W-i-a einzeln gleich Null. Wenn die angenommenen

Functionen m neue Constanten cc[, «g, . . ., «|„ enthalten, so wird W-\-c(, nach-

dem man durch die aufgestellten Gleichungen ce, ct^, a^, . . ., cc,„ eliminirt

hat, eine neue vollständige Lösung sein. Sind die k Gleichungen, durch

welche k von den Grössen «, «i, ci2. . . ., «,„ als Functionen der übrigen und

der neuen Constanten a[, ai, . . ., fC bestimmt werden, folgende:

a = ip (fq, «2, . . ., ß„^, «;, <, . . ., «'J,

= Ip^ («1, «2' • • •' "m' «1' «2' • • •' «D'

so wird W-}-ip die neue vollständige Lösung, wenn man vermittelst der vor-

stehenden Gleichungen und der m Gleichungen

dW dip dip^ dip, d%_^

QW dip dxp dip, dip,_, _

OTT öi/^ diij^ dip^ d%__^

oa äa 'da - da ''~^ da
rn m m 'in m

die Grössen «, a^, a.^, .... «„,, -?!, -^o, . . ., -^a—i eliminirt. Differentiirt man

die neue vollständige Lösung nach den Constanten a[, c4, ..., ci'„,, die sie

enthält, und setzt die partiellen Differentialquotienten respective gleich

ß'ii ß'2, • ', ß'm^ SO erhält man:

d{W+xp) da^
_

d(W-}-ip) da, d(W-{-^p) da^^^ dip

' da, da'. da, da' da da'. da'.

Substituirt man in diesen Ausdruck die vorstehenden Gleichungen und be-

merkt, dass sich durch partielle Differentiation der Gleichung yj^ = nach «|

die Gleichuno;
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da, da'. da„ da'. da da' da'.
'^ t J t m i I

ergiebt, so erhält man:

i I i I

Verbindet man diese Betrachtungen mit dem Theorem IX, so erhält man

folgendes Theorem:

Theorem XL

„Es seien die Dijferenticdquotienten der gestörten Elemente «j, fff,, ... «,„,

/?!, ß.2, . . ., /?,„ durch die Gleichungen gegeben:

da^
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nach Elimination der Multijylicatoren /,,, 2o, . . ., K-\ (^^^ Grössen a,, a^, . . ., «„,,

ßi, ß2, '•-, ßm durch a\, a\, . . ., f^',,, ß\, ß\, . • ., ßL hestimmt und auch

die Störungsfunction durch t und diese neuen Elemente ausdrückt, so erhält

man für die Differentialquotienten derselben die den früheren ganz ähnlichen

Ausdrücke

:

da[ dH^ dß[ _ dH^

"dT ^ dß\' ~dr~"d^'

dt dß[ ' dt ö«;
'

da' dH^ dß' dH.

'"df ~ "~"ä^' ~~dr ~ da' '

Man sieht, dass das vorstehende Theorem sich vom Theorem X nm-

dadmxh unterscheidet, dass statt yj der Ausdruck

gesetzt ist, und dass die Gleichungen

ip,=--0, % = 0, . . ., Jp,_, =
hinzugefügt sind, wodurch die aus der Differentiation der Multiphcatoren

Zi, ^2, • • -5 ^k-i hervorgehenden Tenne verschwinden. Durch dieselbe Be-

trachtung findet man auch unmittelbar aus dem für das Theorem X gege-

benen directen Beweise einen directen Beweis für das vorstehende Theorem.

Giebt man dem k seinen änssersten Werth k = m, so kann man

«1, «2, . . ., c^„, als Functionen von a und den neuen Grössen a[, a^, . . ., «,'„

ansehen, und man erhält die entsprechenden Grössen ß[, ß[, . . ., /?,'„ vermittelst

der Gleichungen

da. öffo ö«„.

da ^^' da '

'

^'" da

da, da^ da__^

ßr^:^-^ß2-7&-^--^ßda[ ^^2 Q^'^
-^ -^t^,n da\ ^1'

da, da„ da^

4^.isr+^»^+-+^..Äf = ^-

da. da^ da
ßr^;;r-\-ß,-^-+-'"-^ß,„-^^ = ßL,da' ' ^2 da' '

'

^"' da'
ni in Tit.

aus welchen man a durch die erste von ihnen zu eliminiren hat.



UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUXGEX. 377

Auch die von Poisson und Lagrange gegebenen Formeln, in welchen die

Hälfte der Elemente aus den Anfangswerthen der Bestimmungsstücke </, der be-

wegten materiellen Punkte besteht und die andere Hälfte aus den Anfangswerthen

der nach einer bestimmten Regel aus ihnen und ihren Differentialquotienten ije-

bildeten Grössen j9,, umfassen unendlich viele Systeme von Elementen, deren Diffe-

rentialquotienten die canonische Form haben, da man irgend m von einander

unabhängige Functionen der 7n Bestimmungsstücke ^. als Bestimmungsstücke an-

sehen und statt der vorigen einführen kann. Aber es ist wohl zu merken, dass

keines von allen Systemen von Elementen, die man auf diese Weise aus einem

ableiten kann, eines von denjenigen ergiebt, welche man durch die vorstehenden

Betrachtungen aus demselben Systeme ableitet. Die verschiedenen Systeme von

Elementen, welche bloss den verschiedenen Arten, die Bestimmungsstücke zu

wählen, entsprechen, können durch die Betrachtung erhalten werden,

Theorem XH.

..dass man die iciUkürlichen Constanten a^, a.,, .... «,„ als beliebige Functionen

von m anderen lüillkürlichen Constanten a\. al, .... c<r'„ betrachte?! kann. Man
erhält dann die anderen m Elemente ß[, ßl, .... /?„', icelche diesen entsprechen,

vermittelst der Gleichungen:

dW öß, da^ da,^^

dW da^ ö«2 da
ß'n = -J^ = i^i-^);;^+i^2 -7)777-

H
Hi?,,

da' ^1 da' '
^'- da' ' ^^"' da' '

in m in in

Die Theoreme X—XH umfassen alle möglichen Systeme von Elementen,

deren Differentialquotienten die angegebene canonische Form haben, und welche

aus einem derselben abgeleitet werden können. Die Form der Integral-

gleichungen des ungestörten Problems kommt hierbei ganz ausser Betracht.

§. 39. Modificationen, welche eintreten, wenn die Kräftefunction des ungestörten

Problems die Zeit nicht enthält.

Wenn in dem Theorem IX die Function H nicht t explicite enthält,

so haben die Differentialgleichungen des ungestörten Problems das eine In-

tegral

H = h,

V. 48
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WO h eine willkürliche Constante ist. In der vollständigen Lösung W kommen

t und eine willkürliche Constante x immer in der Verbindung t^x vor. und

eine der Integi^algleichungen wird:

dW dW = —H = L
dr dt

Man kann daher in dem Theorem IX

a = T, ß = — h
in ' 1^ in

setzen, woraus folgt, dass in dem gestörten Problem die DifFerentialquotienten

der beiden Elemente x und h immer dm*ch die Gleichungen

dr

~dr

dK dh dH,

dh ' dt dr

gegeben sind. Die zweite dieser Formeln hat Lagrange in der Mecanique

analytique aufgestellt und ihr, wegen ihrer Anwendung auf die Stabilität des

Weltsystems, eine besondere Aufmerksamkeit gewidmet. Es hat aber diese

Anwendung, welche zu den berühmtesten Resultaten der physischen Astronomie

gehört, wie Poisson gezeigt hat, nicht diejenige Ausdehnung, welche man ihr

früher geben zu können meinte.

Wenn man statt W die Function

dWV= W-(t-hT)
dt

einführt, so kann man das Theorem IX folsendermassen darstellen.

Theorem XIII.

„Es sei H eine Function der Grössen q^, q.^, .

welche die Grösse t nicht enthält, und es seien

dq^ dH dp^ dH
dt dp^ ' dt dq^

dH dl).. dH

qm, Pl, Ih, Pr.

dq^

'~dt op.

dt

dp.^

dt <9^2

(^q. dH
dt

dH
dt dp,/ dt dq^

die Differentialgleichungen des ungestörten Problems, aus welchen die Differential-

gleichungen des gestörte?! Problems erhalten werden, wenn man H+H^ statt

H schreibt, ivo H^ eine beliebige Function der 2m Grössen q^. und p>k ^^'^^ ^^^"
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Grösse t bedeute. Es sei V eine vollständige Lösung der partiellen Differen-

tialgleichung

in tvelcher die in H vorkommenden Grössen p^, ih, ..., p,,, respective durch

zu einsetzen sind. Man nenne cc., «o, . . ., a . die
dq^ ' Ög, ' * • •' dq

willkürlichen Constanten, welche die vollständige Lösung V ausser einer bloss

durch Addition mit ihr verbundenen enthalten muss, und setze

dV
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Theorem XIV.

^Es seien die 3?i Differentialgleichungen des ungestörten Problems:

d'x^ du
VI

' dt'
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SO werden die Differentialquotienten der gestörten Elemente:

da^
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bedeutet: es ist ferner — r die Durchgangszeit durch das Perihel. Sind daher

die Differentialgleichungen der gestörten elliptischen Bewegung:

dt''

cVy
dt-

d z

k\v
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in welchen die Elemente derselben Classe unter einander, die entsprechenden

neben einander stehen. Man kann dann ferner statt der Elemente einer Classe

irgend welche Functionen derselben als Elemente einer Classe betrachten und

allgemein nach dem Theorem XII die Elemente der andern Classe bestimmen.

Sind nämhch «j, «o, . . ., «,„ die Elemente der einen Classe. und be-

trachtet man sie als Functionen der neuen Elemente a[. C4.l, .... or'„, so ent-

spricht nach dem angeführten Theorem einem der neuen Elemente « das Ele-

ment der andern Classe

da. öa, da

i i I

AVenn man daher für ein Element a eine Function «' desselben einführt, so

dass a = (fi(ci') ist, so hat man für ß zu setzen:

ß' =
da'

r2

Führt man z. B. in den vorstehenden Formeln statt -;i— das Element o ein.
za '

so hat man für das entsprechende Element r zu setzen:

2a2 '

so dass man für die letzte Horizontalreihe in diesen Formeln auch schreiben kann:

da du ia' da
dt (iV * da '

Will man statt k]^).cosi bloss cos/ als Element einführen, so setze man

f^i = f^i = ^VJh ^h = ^^'\^h = A' j//^ . cos ?', woraus man erhält:

so dass man statt w und i\ zu setzen hat ?r-f-cos/.Q und l'^p.^. Um die

Hamilton'schen Formeln abzuleiten, setze man a^ =z a[ ^ l-\'p , a, = ct[— al

= Ä:V/;.cos«", dann giebt die allgemeine Regel:

so dass, wenn man noch eil, an Stelle von //o, — ß[ an Stelle von a[ setzt,
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in der ersten Classe von Elementen Ä^'V/J und Q, in der zweiten Q>-\-iv und

kyp(l — cos/) erscheinen, wie es in den Hamilton' sehen Formeln der Fall ist;

u. s. w. Allgemeinere Aenderungen geben die Theoreme X und XI, doch um-

fassen schon die vorstehenden Betrachtungen, wenn man die Uebertragung der

Elemente aus einer Classe in die andere und die Einführung von Functionen

der Elemente einer Classe statt dieser vereint und wiederholt anwendet, eine

grosse Mannigfaltigkeit von Elementensystemen der angegebenen Art.

§. 40. Betrachtung der Fälle, in welchen die Kräftefunction durch Drehung oder

Verschiebung des Coordinatensystems keine Aenderung erfährt.

In seiner ersten Abhandluno- über die Variation der Constanten hatte

Poisson gefunden, dass für die elliptische Bewegung eines Himmelskörpers und

für die Rotation eines Körpers, der durch einen augenblicklichen Impuls um

einen festen Punkt in Bewegung gesetzt wird, die Differentialquotienten der

gestörten Elemente sich auf dieselbe Weise ausdrücken lassen. Es Hess sich

hiernach vermuthen, dass dieselben Formeln, welche für zwei so verschieden-

artige mechanische Probleme gelten, überhaupt eine allgemeinere Bedeutung

haben. Dies hat Poisson in einer zweiten merkwürdigen Abhandlung über

die Variation der Constanten in den Memoiren der Pariser Akademie für

1816 gezeigt.

Ich will im Folgenden diese allgemeinen Resultate aus den im Vorher-

gehenden gefundenen Sätzen ableiten.

Es seien die bekannten Formeln für die Transformation rechtwinkliger

Coordinaten

:

^. = a l-hß ^.+y Cp

i/. = a' ^.+ /5' ri^^r' C,,

WO

a =cos^cos«r— cosisii;i S^sin?r, ß = — cos^^siniü— cos?'sin ^ cos w', y = sinßsin?',

«' =sinßcosw-f-cos?cos Jlsin?t', ß' = — sin ^sin?/.'H-cos?"cos ßcost«, y' = — cos^sinz,

a" = Hmismio, ß" = smicostt', y" = cosi

gesetzt ist. Man leitet aus diesen Ausdrücken leicht folgende ebenfalls bekannte

Formeln ab, welche von einem allgemeineren Gebrauch sind:
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Da

dV dx. dV dy. dV dz.

tn.—T^ . -^— = wi, —^, ,
-^— = m,

dx. ~ • dt ' dy. ' dt ' dz. ' dt

ist, so ver\Yandeln sich diese Gleichungen in folgende:

'''Vöß dt d9> dt dQ dt J'

^ ^ r ox. dx. dy. dy. dz. dz. \

' — V (
^'^' '^'^'

I

^^' '^^'
I

^''' "^^^
"i

' — ^''h\ Qi dt -^ di dt
"^

di dt j'

wodurch man, vermittelst der angegebenen Werthe der partiell nach Q>, w, i

genommenen Differentialquotienten von x^, y^, z^, die Gleichungen erhält:

(dy. dx. \

'dt -^^ dt J'

(dz. dx. \

/ dz. dy. \

f dz. dx. \

f dz. dy. \

-^co,Q.Zm^\y^-^-z,-~-y

Diese drei Gleichungen enthalten die bekannten Sätze von der Erhaltung der

Flächenräume, die hier nicht, wie gewöhnlich, durch Integration, sondern, wie

man sieht, dm'ch Differentiation abgeleitet werden.

Damit der Ausdruck von V in 1^, i]^, 'd nicht bereits die willkür-

lichen Constanten enthalte, welche aus der beliebigen Annahme der Coor-

dinatenaxen hervorgehen, kann man die von Laplace sogenannte unveränder-

liche Ebene zur Ebene der |, i] annehmen, wodurch bekanntlich die drei

Flächensätze die Form erhalten:
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cliq. dl

f dt. d'i:\

'V' dt ^' dt J
'

/ du. dr,. \

wenn man mit kYp die constante Smnme der in die respectiven Massen

miiltiplicirten und auf die unveränderliche Ebene projicirten Arealgeschwindig-

keiten der einzelnen Punkte bezeichnet. Man erhält für diese Annahme:

( dy. dx. \— i:')n,\x.-j^ yi-^) = kyp.cosi,

( dz. dx.\ _

f dz. (fy\ /—

daher ist

^ ^ = — /(•]//). cos ^,

dv
dw.

dV
dl

= w' = —k^p,

= i' = 0.

Die letzte Formel zeigt, dass i in V gar nicht vorkommen wird; die beiden

ersteren geben nach Theorem XII:

dQ> _ d£i d(kYp.cosi) _ dS2

dt d{kyp.cosi) dt dQ>

dw _ dn cKJcY^) __ ^ß_
dt ~ d(kyp)

'

dt
~ dw

'

welches die für die elliptische Bewegung gefimdenen Formeln sind, die also,

wie wir aus dem Vorstehenden sehen, für alle Probleme der Mechanik gelten,

für welche die Flächensätze stattfinden.

Kann man auch noch den Anfangspunkt des Coordinatensystems be-

liebig ändern, so setze man
.c. == «+?., y. = b-hrj., z. = c+Cp

dieselbe Methode, die wir im Vorigen angewendet haben, giebt dann:

49*
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dV dV da;.

eV dV dy.

do dy. ^
' dt

'

dV dV dz.

Diese Formeln zeigen, class der Schwerpunkt des Systems sich mit

constanter Geschwindigkeit geradlinig fortbewegt. Die Constanten a' , b' , c'

sind die Componenten dieser Geschwindigkeit, multiplicirt in die Summe der

Massen. Giebt man daher den Constanten diese Bedeutung, so erhält man

für ihre Störung nach Theorem XII die ebenfalls von Poisson gegebenen

Formeln

:

da dSi da' du
dt



UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN. 389

§. 41. Ueber den Cliarakter und die Tragweite der oben aufgestellten Theoreme.

Die Theoreme X—XII sind gänzlich unabhänoio- von der Bedeutuno;,

welche darin den Grössen «,. «2r • • •? ^'«,! Ä? A, ..., ß,u gegeben wurde,

dass sie in einem Problem der Mechanik die constanten Elemente seien: denn

alles, was sich auf ein solches Problem bezieht, ist aus diesen Theoremen

herausgegangen. Hiernach geben die Theoreme X—XII die allgemeinste Art,

wie man ein System von Differentialgleichungen, welches die canonische Form hat,

durch Einführung anderer Variahein in ein anderes System von der nämlichen

Form transformiren kann.

Die Differentialo;leichuno;en der Bewegun«; eines freien Systems in der

Lagrange' sehen Form,

d'x. dU d\. dU d-z. du
i <y i t

m.—— = , m. 5- =
, m.—— = ,

dt dx. ' dt' du. ' dt dz.

erhalten die canonische Form, wenn man die Ausdrücke

dx. dy. dz.

7)1.—r^. m.-^ , m.—~
' dt '

' dt '
' dt

als 3/i neue Variabele und statt der Function U die Function

-Zm,
.fli: V- / (h/. Y ( dz. \2-|

einführt. Die alloemeineren Gleichuno-en, welche Poisson und Lagranoe für

den Fall erhalten haben, dass man irgend welche andere Bestimmungsstücke

der Punkte des Systems statt der rechtwinkligen Coordinaten als Variabele ein-

führt, erhalten in der Modification, die ihnen Hamilton gegeben hat. eben-

falls die canonische Form. Dieselbe canonische Form der Differentialgleichungen

wird, wie Poisson und La<xrano;e o'ezeijrt haben, erhalten, wenn man das vor-

gelegte mechanische Problem als ein Störungsproblem betrachtet, und die der

Zeit ^ = in dem Näherungsproblem entprechenden Werthe der oben mit </

und
i^

bezeichneten Grössen als Variabele einführt. Endlich werden auch die

bekannten Ausdrücke für die Differentialquotienten der gestörten Elemente der

elliptischen Bewegung eines Planeten durch eine leichte Modification. wie wir

oben o;esehen haben, in die canonische Form ficbracht, und das Gleiche gilt

für die durch eine beschleunigende Ki-aft gestörten Elemente der Rotation eines
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festen Körpers um einen festen Punkt. Man hatte so mehrere Beispiele, in

welchen ein und dasselbe System von Differentialgleichungen, welches die ca-

nonische Form hat, auf mannigfaltige Art durch Einführung neuer Variabein

wieder in die canonische Form zurückkehrt. Indessen war es wünschenswerth,

hierfür eine allgemeine Regel und ein allgemeines Verfahren aufzufinden, wie

dieses in den Theoremen X—XII geschehen ist. Die Formeln für die Variation

der Oonstanten in den Problemen der Mechanik, und zwar in ihrer einfachsten

Gestalt, sind hiernach nur ein Fall der Transformation einer canonischen Form

in eine andere. Diesen Fall giebt das allgemeine Theorem X auf folgende Art,

Es seien die DiflferentialoleichunD-en eines Problems:

dq.
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rems X wieder dieselbe Form. Es werden nämlicli zufolge dieses Theorems,

wenn man H-hHi durch die neuen Variabein a^. cc.,. .... «,,, . /?,. /?.,, .... ß^^^

ausdrückt, die gegebenen Differentialgleichungen in die folgenden transformirt

:

da^ __ dH dH^ dß^ ÖH dH^

'dT ~ ~dß^'^~dß^' ~dr ^ ~~d^~~d^^
da^ _ dE^ dH^ dß^ _ dll dH^

"dT ~ '~dß;~^'dß^' ~dr ^ d^^^d^'

da^^dH_dE^ dß^^ _ dH dH^

dt
^ßr,. Qß^' dt a«,„ daj

Man erhält die Formeln für die Variation der Constanten, wenn man die ""anz

willkürliche Function w so bestimmt, dass vermittelst der Gleichun<Ten

dtp dip dip

die Function H sich auf eine der Grössen «, z. B. auf «„,, reducirt, was immer

möglich ist. Vermittelst dieser Gleichungen wird nämlich

H = a
in

eine partielle Differentialgleichung zwischen ^ und den unabhängigen Variabein

^ij ?2; •••• ?mr ii^ welcher die gesuchte Function xp nicht selber v^orkommt,

sondern nm- ihre ersten, nach diesen Variabein genommenen partiellen Diffe-

rentialquotienten. Man wird immer eine solche Function \p finden können,

welche dieser Gleichung

H = a
tu

i

Genüge leistet und ausser den Grössen q^. q.^. .... q^,^. «,,, noch in — 1 andere

Grössen c^,, «2; •••5 f^,»-i involvirt. unter welche eine bloss durch Addition mit

yj verbundene nicht mit zu rechnen ist. Hat man eine solche Function if ge-

funden, für welche der Ausdruck

^(^yp ^2' • • •' 9m^ Vv ih^ '
'
•' k)-«,„

( dtp dtp dip\

identisch gleich Null wird, so reduciren sich die transformirten Differential-

gleichungen für diese besondere Function auf folgende:
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da^
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H{q^, q,, ..., q^^^, 1\, P,, •••, pj

= H[q^, q^, .... .y„„ -^-, --^, . .., - j
= A

ist. iji die Gleichungeno
da, da^ da

, dh
^ = - = "^^ — —

f/^ ' dt ' •
•

•'
(/«

"'
dt

dß. dß.^ dß
,

dz
0, -^ = 0, . . ., -^ = 0. -y- =

dt '
f/i

5 • • •,
^j^

—
. ^^^

transformiren . oder dass ihre vollständigen Integrale erhalten werden . wenn

man in den (Tleichungen

dili dip dip

öl/; _ ö(/; _ gt/^ _ ;?
^"^

^/ , .^

"1 ^"2

die Grössen «j, «2, . . ., «,„_i, /?i, /?9. .... /^,„_i. /i. t" als willkürliche Constanten

betrachtet. Diese Grössen werden aber variabel, wenn H^ nicht verschwindet,

und sind, wenn man H^ als Störungsfunction betrachtet, gleichzeitio- die ge-

störten oder veränderlichen Elemente.

Die vorstehenden Betrachtungen zeigen, dass das Theorem X. von dem

ich oben einen directen Beweis gegeben habe, sowohl die Zurückführung eines

mechanischen Problems, in welchem der Satz von der lebendigen Kraft gilt,

auf die vollständige Integration einer ])artiellen Differentialgleichung erster

Ordnung umfasst. als auch die allgemeinsten imd einfachsten Formeln für die

Variation der Constanten. Ich bemerke auch noch, dass der hier gegebene

Beweis der Formeln für die Variation der Constanten sich dadurch von anderen

unterscheidet, dass man nicht besonders den Satz zu beweisen l)raucht, dass

die in die partiellen Differentialquotienten der Störungsfunction multiplicirten

Ausdrücke nicht t explicite enthalten. Man findet nämlich durch eine directe

Transformation der gegebenen Differentialgleichungen Formeln für die Variation

der Elemente, in welchen die partiellen Differentialquotienten der Störungs-

function nur mit H- 1 oder — 1 multiplieirt sind, woraus, wie man weiss, der

angeführte Satz für jedes beliebige System von Elementen von selber folgt.

§. 42. Allgemeinste Transformation einer partiellen Dillerentialgleichung erster Ordnung.

Wir haben oben gesehen, dass die Integration eines Systems gewöhn-

licher Difierentialgleichungen, welches die canonische Form hat, auf die voll-

v. 50
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ständige Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung zurück-

kommt, in welcher die gesuchte Function nicht selber, sondern nur ihre ersten

Differentialquotienten vorkommen. Die allgemeinste Art der Transformation

einer canonischen Form in eine andere muss daher zu gleicher Zeit die allge-

meinste Transformation einer partiellen Differentialgleichung der erwähnten Art

geben. Denn wenn man statt der unbekannten Function und der unabhängigen

Variabein eine gleiche Anzahl beliebiger Functionen derselben als neue unbe-

kannte Function und unabhängige Variabele einführt, so giebt dies noch keines-

wegs die allgemeinste Transformation, indem die allgemeinsten Substitutionen

zu gleicher Zeit noch die partiellen Differentialquotienten selber involviren, wie

dieses aus nachfolgendem Theorem erhellt, in welchem die gegebene partielle

Differentialgleichung auch die unbekannte Function selber auf irgend eine Weise

enthalten kann.

Theorem XV.

j,Es sei die partielle Differentialgleicliung gegeben:

f(w ^K IE ^K\ - n12 re
^

SO erhält man ihre allgemeinste Transformation, wenn man eine neue unbekannte

Function Z einführt, welche man einer beliebigen Function von W, x^, x^, . . ., x^

und n neuen Grössen t^, t^, . . ., 4 gleichsetzt,

und aus den 2n-h2 Gleichungen

F = 0, Z^f,

dw dx^
"^

dx^ ~
' dt^

~ ~ä7'

_d^dw^ _ö^ _ dz _ df
dW dx^

"^
dx^ ~ ' dt^ ~ dt^

'

df dW
^ df _ dZ __ df

^1dw dx ' dx ' dt ~ dtn n n n

die 2n-{-l Grössen W, x^, x^, . . ., x„, -^-7-, -^— , . • ., ^— eliminirt. Hier-
* 1 2 w

dz dz dz
dt' dt'"-' dt12 n

durch erhält man eine Gleichung zwischen Z, t^, t^, . . ., 4,

ivelche die transformirte partielle Differentialgleichung ist."

Weniger allgemein ist die in dem folgenden Theorem enthaltene Trans-

formation.
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Theorem XVI.

„Es sei zwischen W inid den n unabhängigen Variahein x^, x^, ..., x„

eine 'partielle Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, so erhält man eine

Transformation derselben, tvenn man Z einer beliebigen Function dieser und der

n Variabein t^, t.^, . . ., t„ gleidisetzt,

Z = f{W, x^, x.^, . . ., .r„, t^, ^^, . . ., üj,

und ausserdem zwischen den in f enthaltenen Variabein beliebige Relationen annimmt,

t\\"t '^1» -^a' • • •' "^Tj' ^1' ^2' • • •' ^Tj)
^^ ^'

f^{W, x^, x^, ..., x^, t^, f.-,, ..., tj = 0,

f^(}V, x^, x^, ..., x^, t^, t,, ..., tj = 0,

dere7i Zahl k aber kleiner als n sein miiss; eliminirt man aus der gegebenen

Differentialgleichung vermittelst dieser k-\-l Gleichungen und vermittelst der Glei-

chungen
dW df df^ dL df,

M-^ H-^ l-^i^-^+^2^^H HA,-.— = 0,
ÖtTj ox^ ^ ox^ ^ öx^ * CX^

dW df df. df, df

öx^ dx.^ ^ dx^ ' dx^ '• dx^

dW df df^ df, df,^^^+^+^^^+^^^+ •••+ ^'^-^7- = ^'

n n n n n

i^-^-^; ^^; i^_^ _a_;_^
d\ ~ dt^

"^^ dt^
"^

-' Qt^
H ^^^k

Qf^ ,

dt,
~

dt^
^^'

dt^
^'^2

dt^ ^ ^'^'*
dt,

'

ö^„
""

^K ' K '^
' ^K

'^'"^
' K '

dw "^1 dw '^
^- dw^ ^ ''dw

aie uiossen w, x^, x^, . . ., x„, ^^ , ^^ , . . ., ^ , •^i, ^sj •12 n

ivandelt sich die gegebene Differentialgleichung in eine andere zwischen Z und

den unabhängigen Variabein t^, ^j, . • .,
^-"^

Die beiden Theoreme XV und XVI bedürfen keines Beweises.

50*
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ÜBER DIE VOLLSTÄNDIGEN LÖSUNGEN EINER
PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG

ERSTER ORDNUNG.

§. 1. Zusammenhang der vollständigen Lösung einer partiellen Differentialgleichung

mit dem System der vollständigen Integralgleichungen eines Systems

gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Wenn eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung die gesuchte

Function selbst enthält, so giebt eine vollständige Lösung derselben die voll-

ständigen Integralgleichungen eines Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen,

welche den in der Dynamik auftretenden ähnlich, aber von allgemeinerem

Charakter sind. Man hat dann folgendes Theorem:

„Es sei

eine vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung

38
dt
-hH= 0,

ICO H eine Function von

ist luid u, «1, «2? •

Ä,
dS dS dS

«,„ die willkürlichen Constanten bedeuten; man setze

TT j— 3S dS dS 7- ^ ..

tn H für -?,— , -^— , . . •, -^— die brassen pi, m, . .

die Gleichungen

^ = f(f, ^V ^2' '••' 5'„.> «> «!' «2' •••' «m)'

7;,,, und bilde

(1)

df JL
= ^^1' dq,

df df

dq^

df
^ ^

da ' da, ' da„

= P,
_di_ = Pr,

_df_

da
= ß-ßi-ß2'----ßm^
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WO ß, /?!, /?2 5 • • •; ßm neue iviUkürliche Constanten bedeuten, so sind

diese Gleichungen die vollständigen Integralgleichungen eines zwischen den

Variahein

stattfindenden Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen:

dq^ dH dp^ dH dH

dq^ dH dp^ dll dH

C2)

dt dp^ ' dt

dH dp^^

dq,

dH
dt

dS

dp dt ^'In

dH

dH
-P2

dH dH „.,

J- la
dt ^'1 dp^ ' ^'2 dp

Man kann in den Gleichungen (1) die Proportionen

df , df

da ' da. da
= ß--ß,

durch folgende Gleichungen ersetzen:

(3) l„g-f- = ,+ T, log^ = ,,+ T, log
da

T,

wo / = log/?, /i =l0g/?i:

bedeuten und

im

dT
~df

log/?,,, ebenfalls willkürliche Constanten

dH
dS

zu setzen ist.

Der Beweis des vorstehenden Theorems kann folo-endermassen o;eführt

werden. Wenn man die Integralgleichungen differentiirt und nach geschehener

Differentiation die Differentialgleichungen (2) substituirt, so hat man nur zu

zeioen. dass die so erhaltenen Gleichunsen durch Substitution der aus den

Integralgleichungen entnommenen Werthe

(4) S = /•, p^ = df
P> = df

P„
Jf_
dqdq^ '

''' dq,
'

identisch werden. Dies folgt aber unmittelbar daraus, dass die Function

dS
dt

H
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selbst, mithin auch ihre nach den Grössen

(Iv %' •••' ?,„' «' «n «V, .••, «„

genommenen partiellen DifFerentialquotienten identisch gleich Null werden,

wenn man in denselben vor den anzustellenden partiellen Differentiationen

die nämlichen Werthe (4) substituirt.

Ich will aber jetzt zeigen, dass, wenn die zu Grunde gelegte Lösung

»S = /' eine vollständige ist, die Gleichungen (1) auch wirklich ein System

vollständiger Integralgleichungen bilden können.

Damit die Lösung .S = f einer gegebenen partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung eine vollständige sei, darf dieselbe keiner anderen von den

willkürlichen Constanten freien partiellen Differentialgleichung erster Ordnung

zwischen denselben Variabein Genüge leisten. Da man aus zwei partiellen

Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen den Variabein

immer einen partiellen Differentialquotienten, z. B. -^— , eliminiren kann, so

kann man die aufgestellte Bedingung auch so aussprechen, dass es keine iden-

tische Gleichung allein zwischen den Grössen

_dl_ _dl_ df
'

geben darf, oder dass die Ausdrücke

df df df
f,

dq^ ' dq, ' •
• •'

6^„^
'

als Functionen der willkürlichen Constanten

betrachtet, von einander unabhängig sein müssen. Es wird daher, wenn S = f
eine vollständige Lösung ist, die aus den Grössen

df df df df
da '
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gebildete Determinante nicht verschwinden. Setzt man

df df _ df _ ' df

da ~ ' öß, ~ ^' da, -2'
•

• •'
a«^

so werden die vorstehenden Grössen:

du du, du.^ du

du du^ du.y du^^^

dq, ' 5^2 ' %2 '
'

' *'
^q-j

'

du du, du..
2

Nach einer von mir in dem Aufsatze .,De hinis quihuslibet functionibus

hoinogeneis etc.'^ aufgestellten und auf die Transformation der vielfachen Inte-

grale angewandten Satze*) ist die Deteiininante der vorstehenden Grössen gleich

der in Bezug auf q^, q.^, . . ., q,„ gebildeten Fimctionaldeterminante der Grössen

u, u,. u
1 2 rn

M ' W ' ' " *' U

multiplicirt mit ti"'+\ Man hat daher den folgenden Satz:

Theorem I.

„Es sei f eine beliebige Function der Grössen

t, q^, q,, . . ., q^^^,
a, a^, «,, . . ., a,^,

SO ist die in Bezug auf a, a^, a,, . . ., «„^ gebildete Functionaldeterminante

der ?n-i-l Functionen

^' dqr dq ' " " %.
gleich der in Bezug auf q^, q^, . . ., q„, gebildeten Functionaldeterminante

der m Functionen

df df df
da, da., da

, 1 2 m

df ' df ' '
' '' df '

da da da

(Qf \m+l

*) Crelle's Journal, Bd. XII p. 40; diese Ausgabe, Bd. III p. 235—236.
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Aus dem vorstehenden Theorem eroiebt sich das folo-ende:

Theorem II.

..Es sei S = f eine vollständige Lösung eine?' zwischen der Function S
und m-hl unabhängigen Variabein gegebenen partiellen Differentialgleichung

erster Ordnung: es seien ferner die in f enthaltenen willkürlichen Constanten

so sind die m Quotienten

Sf
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SO zeit^t der im Vorhergehenden angedeutete Beweis, dass, wenn S = f die

vollständige Lösung der partiellen Differentialgleichung

ist durch die Gleichungen (1) das System der gewöhnlichen Differentialglei-

chungen (2) vollständig integrirt wird.

§. 2. Von den überzähligen willkürlichen Constanten.

Bei Aufsuchung einer vollständigen Lösung einer partiellen Differential-

D-leichuno- ereignet es sich bisweilen, dass durch den naturgemässen Gang der

Betrachtung eine grössere Zahl willkürlicher Constanten in die Lösung einge-

führt wird, als zu einer vollständigen Lösung erfordert wird. Setzt man, wie

es verstattet ist. einige derselben gleich Null, so wird unter Umständen die

Symmetrie gestört; daher wird es zuweilen rathsam sein, sämmtliche willkür-

liche Constanten in der Lösung beizubehalten. Die Function *S enthält dann,

falls wir uns auf den Fall der Dynamik beschränken, in welchem S in der

partiellen Differentialgleichung nicht vorkommt, und wenn wir von der additiven

Constante abstrahiren, mehr als m willkürliche Constanten, die ich mit

«1, «.' • • ^-k

bezeichnen will, wo k ;> m ist. Es wird hierbei vorausgesetzt, dass diese will-

kürlichen Constanten sich in der Function »S nicht auf eine kleinere Anzahl

bringen lassen, indem man gewisse Functionen von ihnen als die willkürlichen

Constanten einführt.

Um den hier betrachteten Fall auf den früheren zurückzuführen, wo

die Function S gerade die gehörige Anzahl von m willkürlichen Constanten ent-

hält, kann man sich vorstellen, dass beliebige m von den Grössen «i, cc^, . . ., ci^.

diese ?n willkürlichen Constanten, die übrigen k— m aber beliebige particulare

Constanten sind. Man kann hierdurch sämmtliche im Vorigen gefundene Re-

sultate auf den Fall anwenden, wo die Lösung S überzählige willkürliche Con-

stanten enthält.

Es folgt hieraus zunächst, dass die Gleichungen

(1)

dS
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wiederum Integralgleichungen des Systems der dynamischen Gleichungen sein

werden, und dass, wenn man von den letzteren k eine Anzahl di beliebio- aus-

wählt, diese mit den ersteren m zusammen als das ganze System der vollstän-

digen dynamischen Integralgleichungen angesehen werden können. Die übrigen

k— m Gleichungen müssen daher aus ihnen folgen. Wenn diese Gleichungen

aber auch nichts Neues ergeben, so können sie doch bemerkenswerthe Combi-

nationen der übrigen sein, zu welchen man auf diese Weise durch die iilxn*-

zählio-cn Constanten o-elanot.

Aus dem Vorhergehenden folgt, dass die Oonstanten /?,, ß.,. .... ß,. nicht

alle willkürlich sein können, sondern dass k— m untei* ihnen von den übrio-en

und von den Constanten «j, «o. .... «a abhängen, und eben so müssen sich

k— m der Functionen

dS cS dS
da^ ' da,, '

' * *'
Q^^

durch die übrigen und die Constanten «i, «9, .... cif. bestimmen lassen. Dies

eröiebt sich auch durch die folo-enden Betrachtunoen.

Zwischen den Functionen

öS dS dS dS
^T' ö^' ö^' • • •* ö^

und den Grössen f. q^. qo, . . ., q„^ giebt es eine von allen willkürlichen Con-

stanten freie Gleichung, die gegebene partielle Differentialgleichung. Wenn da-

her diese Functionen willkürliche Constanten «j, «o, .... «„,+1 enthalten, so sind

sie, als Functionen von diesen betrachtet, nicht von einander unabhängig, und

es verschwindet daher ihre in Bezug auf a^, «2, .... «,„+1 gebildete Functional-

determinante. Aber diese ist dieselbe, wie die in Bezug auf t, q^. q.,. .... q,„

gebildete Functionaldeterminante der Functionen

dS dS dS
ö^' da./ • • •' öa,,^j '

und ihr Verschwinden lehrt, dass es auch zwischen den letzteren Fimctionen

eine von den Grössen /, q^, q.,, . . ., q„, unabhängige Gleichung giebt. welche

nur noch die Grössen «, , a.^, . . ., «„,+1 enthält. Dies aber giebt den zu be-

weisenden Satz, wenn man nach und nach «,„+,. «,„+2, • • ., cCk ffii* ^m+i setzt

oder allgemeiner für «,, a.^, . . ., ci,,^^^ beliebige ?/i-hl von den Grössen

OTj, «2? • • -j ^k nimmt.
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Ich bemerke ferner, dass es zwischen den Grössen

t. q^ q-n •••, q,„^ «p «2' •••' ^h

keine Relation giebt, sondern dass, wenn man auf eine Gleichung zwischen diesen

Grössen kommt, dieselbe identisch sein muss.

In meiner Abhandlung ^Dilucidationes de aequationum differentialium

vulgarium systematis etc.''*) habe ich die Folgerungen, welche sich aus dem

Vorkommen überzähliger willkürlicher Constanten in den Integralgleichungen

ziehen lassen, ausführlich und, wie ich glaube, zuerst untersucht, indem ich in

dieser Abhandlung alle allgemeinen Betrachtungen über die Natur eines Systems

o-ewöhnlicher Differentialgleichungen und ihrer Integralgleichungen zusammen-

stellen wollte, durch welche die Darstellung der von mir in Bezug auf die dy-

namischen Differentialgleichungen gefundenen Resultate an Klarheit gewinnen

kann. Man habe im Allgemeinen eine Anzahl zu einem System vollständiger

Integralgleichungen gehöriger Gleichungen

(2) u^ = 0, M, = 0, . . ., u^^^ = 0,

aus denen man durch Differentiation und Substitution der gegebenen Differential-

o-leichungen keine neue Gleichung erhalten kann , die sich nicht aus ihnen von

selbst ergiebt. Enthalten die Gleichungen (2) mehr als m willkürliche Con-

stanten

so kann man beliebige k—m derselben als überzählige betrachten. Löst man

die Gleichungen (2) nach «,, cc.,, . . ., «„, auf und erhält dadurch die Glei-

chungen
(3) v^ = a^, V, = «2, . . ., v,^, = «,,

so enthalten die Functionen i\, v^, . . ., v,,^ bloss die überzähhgen willkürlichen

Constanten

«,„+l5 ",„+2' • •' ^h'

Durch Substitution der gegebenen Differentialgleichungen müssen die Gleichungen

f/üj = 0, dv^ = 0, . . ., dv^^ = 0,

welche aus (3) durch Differentiation hervorgehen, identisch werden, weil man

sonst aus (2) gegen die Annahme durch Differentiation und Substitution der

gegebenen Differentialgleichungen neue Integralgleichungen ableiten könnte, welche

*) Crelle's Journal, Bd. XXIII p. 1— 104; diese Ausgabe, Bd. IV p. 147—255.
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nicht in (2) enthalten sind, DifFerentiirt man die Functionen i\, v^, . . ., v„,

beUebig oft hinter einander und setzt für jede derselben

d V «n '3,.... ',._„,

da ',da'^...da,
"1+1 1)1+2 k

V

SO folgt aus dem Umstände, dass die Gleichungen

du. = 0, dl'., ^ 0, . . ., dv ^0
durch Substitution der gegebenen Differentialgleichungen identisch werden, auch,

dass die Gleichungen

1 ' - '
' m

durch die Substitution der gegebenen Differentialgleichungen identisch werden,

w^eil in den zu substituirenden Differentialgleichungen die Grössen «,„+i. «„,+9, .... a^

nicht vorkommen. Wenn daher die Functionen i\, v^. . . ., f„, üherzähUge will-

kürliche Constanten «,„+i, «,„+2, .... cc^ enthalten, so toerden nicht bloss diese Fiuic-

tionen seihst, sondern auch alle ihre beliebige Male hintereiander nach «,„+1. f<?,„+, «|.

genommenen partiellen Differentialquotienten Constanten gleich.

Da die Gleichungen (3) durch Auflösung aus den Gleichungen (2) er-

halten woi'den sind, so müssen die Gleichungen (2) identisch werden, w^enn

man in ihnen für die Constanten it^, a.2, .... of,„ die ihnen gleichen Functionen

t'i, V.2, .... i\n setzt. Man muss daher auch identische Gleichungen erhalten,

wenn man nach dieser Substitution die Gleichungen (2),

u^ = 0. w = u =0,

in Bezug auf die überzähligen Constanten «,„^,, «„,+0, .... (^k diflferentiirt. Um
die hierdurch entstehenden Gleichungen zu bilden, hat man die nach den Con-

stanten «j, a.,, . . ., ((/. genommenen partiellen Diflferentialquotienten der Func-

tionen ?/j, U.2, .... u„i mit den nach «,„+1, «„,+2, .... «a- genommenen partiellen

Differentialquotienten der Functionen i\, v^, .... ^'„, zu multipliciren. Da aber

diese letzteren, so w^ie die Functionen i\, v^, . . ., ?',„, Constanten gleich sind, so

erhält man aus jeder zu einem Systeme vollständiger Integralgleichungen gehörigen

Gleichung u = 0, luelche überzählige lüillkürliche Constanten enthält, andere

^=0, in welchen U eine lineare Function der yiach den willki'trlichen Constanten

genommenen partiellen Diff'erentialquotienten gleich hoher Ordnung ist, icährend

die Coefficienten dieser ÜJieaj'en Functionen Constanten sind.
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Man erhält auf diese Weise aus den Gleichungen

11^ = 0, u, = 0, . . ., w,„ = 0,

wenn man bloss einmal nach cc,,,^^ differentiirt. die folgenden:

(4)

dtc. du. du
Yx da.

-Hy.

du.

du,.

da^_

du^

oa
n

du,,

da

du,.

ca da

= 0,

= 0,

die du dum , in ,
,

du

da da
= 0.

1+1

Hier sind /j. y^, .... y,„ die Constanten, welchen respective die Functionen

dv. dv„ dv

da da da

gleich werden. Wenn eine von den Gleichungen (4) nicht identisch ist, so

können auch zufolge der bekannten Theorie der linearen partiellen Differential-

gleichungen erster Ordnung in einer der Gleichungen (2) die willkürlichen Con-

stanten auf eine kleinere Anzahl gebracht werden.

Differentiirt man zweimal hinter einander nach derselben Constante et

so erhält man aus jeder der Gleichungen (2), u == 0, die Gleichung

du

m+l )

„ du du= e,— \-e„^ h
da.

w^o «,, 60

'- öß. da

d'u d'u
^1^1

da, da,
"^-^^^^

da, da,.
H \-2y.

d'u d'u
"" da da

,

,

da _^,da ^,

, «,„ die Constanten Werthe der Functionen

d V, d'v..

da _^,da _^, »(+1 m+l

sind. Differentiirt man zweimal hinter einander nach verschiedenen Constanten,

einmal nach «„,+1 und dann nach ci„,^c,, so erhält man aus u = die Gleichung

' r rf

u du

'''Ta'

du d ti

d u d'u

da^ da^
4-

'" da da
-+-y:

d u

m+l
'" da da +2 da _^,da ,„m+l m+2
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WO cTi, ^2? • • •• A»<; 7i- /2? • • -5 yL respective die constaiiteii Werthe der Func-

tionen

d'v, ö'y„ d'v dt), dv,. dv

da ^,da ,.,
' da ^,da ^^ ^ • • •? öa ,,öa ,, ' öa . „ ' öa ^„ ' *

* *' öa . „//(+1 /n+2 /7i+l /«+2 »1+1 m-(-2 *;t+2 m+2 /n+2

bedeuten. Diese durch Differentiation nach den willkürHchen Constanten ab-

geleiteten Gleichungen können entweder neue Integralgleichungen sein oder sich

aus den Gleichungen (2) ergeben.

Die Werthe der Constanten /i, y^ ßtc. lassen sich im Allgemeinen nicht

angeben, sondern müssen nach der besonderen Natur der Gleichungen (2) und

der gegebenen Differentialgleichungen jedesmal bestimmt werden. Nur in einem

besonderen Falle habe ich ihre allo;emeinen Werthe ano-egeben. Sind nämlich

die zwischen den n-\^l Variabein x, Xi, Xo, . . ., x„ gegebenen Differentialglei-

chunoen :O
Ja; : dx, : dx^ : . . . : da: = X : X, : X., : . . . : X ,12 n 12 n'

und nimmt man an, dass für x = x*^ eleichzeitiii'

^0
t.6

, it ^ **',-i ^a n • • • ^ *^ *^

ist, so kann man in den vollständiü;en Integralo-leichungen die Constanten

x"^, x\, x% . .
.

, x^„ für die willkürlichen Constanten annehmen, von denen eine über-

zählig sein wird. Hat man eine dieser Integralgleichungen, u = 0, welche diese

willkürlichen Constanten sämmtlich enthält oder jedenfalls eine mehr, als die ge-

sammte ZahL^ler Gleichungen beträgt, die man aus ?t = durch Differentiation

und Substitution der gegebenen Differentialgleichungen ableiten kann, so diffe-

rentiire man diese Gleichuno; einige Male hinter einander so, als wären nur dieOD •

Grössen x'\ x'l, x?^, . . ., x^ variabel, die Grössen x, x^, .To, .... x„ dagegen con-

stant, und als hätte man die Differentialgleichungen

da;" : da;^, : f/^^ . . . : t/.rO = X'' : X^ : X^: . . . : X^,12 n \ i n'

WO X^, J^, X;;, . . ., XI die Werthe von X J^, X X fiii" x = ^v\ x\ = x';,

.To = .Tgj •••5 '^«=^^^n bedeuten. Wenn man nach jeder Differentiation durch

diese Gleichungen die Differentiale dx^, dx'l, dx^, . . ., dx'^ eliminirt, so erhält

man immer durch dieses Verfahren wieder Integralgleichungen. Die erste und

einfachste derselben ist

12 n

welche, wie man sieht, die Form der Gleichungen (4) hat.

v. 52
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§. 3. Anwendung der vorhergehenden Betrachtungen auf das aus einer vollständigen Lösung

mit überzähligen Constanten entspringende System der dynamischen Integralgleichungen.

Diese in der angeführten Abhandlung ausführlicher auseinander gesetzten

Betrachtungen will ich jetzt auf den Fall anwenden, wo die zur Bildung der

Integralgleichungen gebrauchte vollständige Lösung S die willkürlichen Con-

stanten «1, «2, ..., «fc enthält, von denen k—m überzählige sind. Die Anzahl

dieser überzähligen willkürlichen Constanten kann auch unendlich gross sein.

Die Integralgleichungen

dS dS dS
(1) 1\

= Ih l\n
=

sind solche, aus denen durch Differentiation und Substitution der gegebenen

Differentialgleichnngen keine weitere abgeleitet werden kann, die nicht schon

in den Gleichungen (1) enthalten ist. Es ergeben sich daher durch die For-

meln (4) des vorigen §. aus diesen die neuen Integralgleichungen:

(2)

1 oa^ - öa,,

dp.,

da.
= /i-p^+Xs

da,,

dp.j

öpj d2\

>" ^/ da +i

dp., dp.,

da da
1+1

gesetzt ist. Er-wo der Kürze wegen j;i, j;^, - • -, V.n für
^^^^ ^ dq ^ ' cq^^

hält man durch Auflösung der Gleichungen (1) nach den Grössen «i, a^, . . ., «„,

die Gleichungen

a, = A,, «,, = A.,. . . ., a = A ,

SO sind Yi, /.,, . . ., y^^^ zufolge der im vorigen §. mitgetheilten Sätze diejenigen

Werthe, welchen die Functionen

dA, dA. dA.

da ^ ' da ^, ^ " *' da ^,

gleich werden müssen. Su})stituirt man für /,, y.^, . . ., /,„ diese Functionen,

so werden die Gleichungen (2) identisch.

Man kann aber zu den Gleichungen (1) auch noch die anderen Integral-

gleichungen
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(3) ß, = -
ds

' ^* " da.ö«,
'

hinzunehmen und erhält dann folgendes System von Integi*algleichungen:

(4)

\ = y.

<^'o = Xi

^ß.
,

^ß.
^y.

Sß.

oa.
/2

du^

'P2

H-y
^ß^

. ö^i
m Ĉa da

oa.
•+y.

dß., cß..

da da

ö^, _
ö^.

ca.. da da

wo die Grössen ß^, ß.,, . . ., /J^, der Kürze halber für die Functionen

-^— . -^— '~

ö-esetzt sind. Erhält man durch Substitution der Werthe
da^ ' da.^ ' ' öa^, '^

in die Gleichungen (3) die Gleichungen

ß^ = B^, ß.^
= B.^, . . ., ß^ = B^,

so werden d^. J^. .... ö,. die constanten Werthe, welchen nach den im vorigen

§. angestellten Betrachtungen die Functionen

?ß. 6ß. 55,

öa ^ ' öa ^ ' '
* '

c'a
,

,

»(4-1 m+1 m+1

gleich werden. Die Gleichungen (4) werden identisch, wenn man in denselben

für /i, Y2, .... /„,, <)i,
<J"2) • • •? ^k die aequivalenten Ausdrücke

(5)
J

ö^. 0^4. ö^
''1 ' da

6, = -

m+1

dB,

da
•> y.

da
ö.. =

dB,

dam+1

dB,.

da ^^ = "^
m+1'm+l " "^ "1+1

substituirt. Die Werthe, welche die Constanten

/,, y„ • • •, y„,, <5p <5;>, . . ., J,

in den Integralgleichungen (2) und (4) oder in den Integralgleichungen (5) an-

nehmen, sind Functionen der Constanten

«1, «,' • • •' "a' ßl^ ß'J^ • • •' ^*-

Man erhält diese Functionen, wenn man in (5) die Werthe von </,. ^05 • • -j ^m»

durch ? und die willkürlichen Constanten

«,, «2, . . ., «^, ß^, ß.,, . . ., ^,„

ausgedrückt, substituirt, nach welcher Substitution die Variabele t aus den Aus-

52*
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drücken rechts vom Gleichheitszeichen ganz herausgehen miiss. Man kann daher

in (5) auch ^=0 setzen, und für q^, q.,. . . ., q„, gleichzeitig die Functionen

der willkrirlichen Constanten substituiren, welche ihren Anfangswerthen gleich

sind. Aehnliche Formeln, wie die vorstehenden, erhält man in Bezug auf jede

der übrigen überzähligen willkürlichen Constanten cf„,+o, «„,+3; • • •? c^a-

Die Gleichungen (2) und (4) kann man auch folgendermassen schreiben:

(6)

= / -Hy,

^' dq,
"^^^

dq.,

' dq,

dß.

^...+y

H Hy

eq^

Sß,. dß

dq, dq.,

rx

= Yi

9ß,

7,

oa.

Sß.

Yo

öß^

dß.

H Hy,
dß,

ca.,
Y.

dß.

4 hy

dq„

dß.

dq

dß.
)/<+!

dß.

da.

dß,„+1

da.., da,^ da.,

H \-Y,.,-~^

dß„.
.

dßm+l
da. da,

WO die Grössen ß^, ß,, . . ., /?„,^.i immer die Functionen (3) bedeuten. Es ist

aber ß,„^^ einer Function der Grössen

ßv i^2' • • •' ßn.^ «1' «2' • • •' «Ä •

gleich, w^elche ausser diesen Grössen keine der V^ariabeln enthält, wie wir oben

gesehen haben. Substituirt man diese Function für ß,,,^^, so zeigen die Glei-

chungen (6), dass die Constanten — /,,
—

y.>, . . .,
—

y,,, ^^^ partiellen Differen-

tialquotienten von /y,„+i, nach /y, , ß.>, . . ., /?,„ genommen, die Constanten d\, ö,, . . ., t)\.

den 'partiellen Differentialquotienten von /y„,+i, nach a^, a.,, . . ., «^ genommen, gleich

icerden, oder dass man die Gleichungen hat:

_3 5/5,,,^, .
dß^ dß,^

^1 da
iit+i

da..

Y. = da
iii+i

in+\

dß,^
dß.

^1
=

da

^.=

m+l

dß.

da
;«+l

da^

dß,^
da..

y,„
= da

dam+l

dßm+l

dßr.

dßk

dam+l

dß^

da..

+1-
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lüo in jedei" Gleichimg in den partiellen Differentialquotienten links die Grössen

«1, «2? • • -5 ^„n Ä; /^2? • • •? ßk (^^-^ Functionen der Variabein und der überzäh-

ligen Constanten a,„+i, f<^m+2» • • •> ^h betrachtet icerden, in den partiellen Diffe-

rentialquotienten rechts dagegen die Grösse ß,,^^^ als Function der Constanten

/?, . ß.>, . . ., /?„,, «1, «2 5 • • -5 ^h' Es folo't hieraus von selbst, dass die Grössen

/i; /2> • • -5 Ym' <^i' ^2? • • •? <^A
constante Werthe haben.

Man sieht aus der vorstehenden Untersuchung, dass der in den Formeln (4)

des vorigen §. enthaltene allgemeine Satz für den besonderen hier betrachteten Fall

sich unmittelbar daraus ergiebt, dass in demselben die Constanten ß,,,^^. ßm+2j • • •? ßk

Functionen der willkürlichen Constanten

«,, «,, . . ., a^, (Sj, ß,, . . ., jS,,^

sind. Die complicirteren Formeln, welche sich durch iciederholte Differentiation

nach den überzähligen Constanten ergeben, übergehe ich, da auch diese Formeln

sich für den hier betrachteten Fall daraus ableiten lassen, dass die Constanten

ßm+\i /^m+2; • • •? ßk Functionen der übrigen sind.

§, 4. Wie man aus einer beliebigen vollständigen Lösung einer partiellen Differential-

gleichung erster Ordnung ihre sämratlichen übrigen Lösungen ableitet.

Lagrange hat gezeigt, wie man aus jeder vollständigen Lösung einer par-

tiellen Differentialgleichung erster Ordnung allgemeinere ableiten kann. Es gehört

diese wichtige Untersuchung zu seinen frühesten Arbeiten über die partiellen

Differentialgleichungen. Aber zur Vollständigkeit seiner Theorie gehört der

Nachweis, welchen er nicht gegeben hat, dass die von ihm eingeführten allge-

meinen Formen wirklich alle Lösungen umfassen, oder dass die tüillkürlichen

Functionen, welche sie enthalten, immer so bestimmt werden können, dass eine

oeo-ebene Lösunsc erhalten wird. Es scheint ferner die Natur der verschiedenen

allo-emeinen Formen nicht in das rechte Licht gesetzt worden zu sein. Ich werde

im Folgenden eine neue Darstellung dieses Gegenstandes zu geben versuchen.

Es sei eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung gegeben, in

welcher wieder die gesuchte Function S heisse und die Grössen

t, g,, (7,, . . ., ^,„

die unabhängigen Variabein seien. Man kenne irgend eine vollständige Lö-

sung dieser partiellen Differentialgleichung mit den willkiirlichen Constanten

a, W,
, «2 5 • • • 5 ^m
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Setzt man in /für «, cc,, ci,, ..., cc-_^ beliebige Functionen der übrigen «,-, a^+i, . . ., «„,

lind nimmt nach dieser Substitution die partiellen Differentialquotienten von /',

so will ich der Unterscheidung wegen dieselben in Klammern einschliessen, so

dass also z. B.

df \ df da df da^ df da._^ df

[ da, ) da da. da, da. da. , da. da.

ist, und ferner, da die Functionen von «,, «,+, , . .
.

, «,„, welche man für c(, «j, . .
.

, «,_,

gesetzt hat, nicht noch ausserdem die Grössen t, q^, q.,, . . ., </,„ enthalten:

df
dq, ' •

•
•'

Man bestimme jetzt die Grössen a^, «,^i, .

hängigen Variabein mittelst der Gleichungen

( df\^f_ (jn
\^J - dq^' \ dq,^ )

'ö'ö

c>) [D -
«. {'&:) - «

df\ df fdf\
dq„^ ) dq,,^ ' \ dt )

'
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oder es ist S = F ebenfalls eine Lösung der gegebenen partiellen Differential-

o-leichuno;.

Ich will jetzt zeigen, dass man auf die angegebene Art alle Lösuno-en

der gegebenen partiellen Differentialgleichung erhält. Ist nämlich umgekehrt

F irgend eine beliebig gegebene Lösung, so will ich beweisen, dass man diese

bestimmte Lösung aus jeder beliebigen vollständigen Lösung / erhalten kann,

wenn man eine bestimmte Zahl i ihrer m-hl willkürlichen Constanten be-

stimmten Functionen der übrigen gleich setzt und für diese letzteren wiederum

die durch die Gleichungen (1) bestimmten Functionen substituirt. Es ist daher,

wenn F und f gegeben sind, zuerst die Zahl i zu bestimmen, oder festzustellen,

lüie viele der Grössen cc, «,, ct.,, . . ., «„, man als Functionen der übrigen zu setzen

hat: alsdann sind diese Functionen selbst zu ermitteln.

Da die beiden Functionen / und F Lösungen derselben Differential-

gleichung sind, so ist von den m-f-2 Gleichungen (2) und (3) eine die Folge

der übrigen, so dass sie die Stelle von nur m^l Gleichungen vertreten, zu

welchen man die Gleichungen

a) f= F ~^- = -^~ _ö/_ _ _ÖF df _ dF

wählen kann. Aus diesen m-^l Gleichungen können immer die Werthe der

m-+-l Functionen a, a^, ct^, .... «,„ bestimmt werden. Denn diese Grössen

kommen in diesen Gleichungen nur in den Ausdrücken

vor, welche, als Functionen von a, cc^. a.,, .... r<f,„ betrachtet, voneinander un-

abhängig sind, weil sonst die Function / noch einer zweiten partiellen Diffe-

rentialgleichung, welche die willkürlichen Constanten cc, «, , u.,, .... «,„ nicht

enthält, <yenüo;en würde und daher nach der oben fj-e^ebenen Definition keine

vollständige Lösimg sem könnte. Man kann daher die Grössen rf. r^, . cc... .... cc,,,

umgekehrt und auf identische Weise als Functionen der Grössen

darstellen und erhält hieraus, wenn man zufoloe (4) für /'. -t^. ^?^. .... -^J—" ' oq^ dq^ ^ dq,^^

die Functionen F, -^— , -^— , ..., -^— setzt, die verlangten Werthe der



ÜBER DIE VOLLSTÄNDIGEN LÖSUNGEN

, «,„, die ich mit

416

Grössen a. cc^, «o,

(5) A = «, A^ = a^, A, = et,, . . ., A^^^ = a^,

bezeichnen \vill.

Durch Substitution der Werthe (5) für a, a^, «o, . . ., «„. werden die

Gleichungen (4) identisch, und dasselbe gilt dann von der Gleichung

df _ dF
dt ~ dt

'

welche eine Folge von ihnen ist. Ich will nun beweisen, dass die Functionen

A, A^, A^, . . ., A,,^ nicht von einander unabhängig sind.

Wenn man nämlich die identische Gleichuno;

f(t, g„ q., • • •, q,„, A, A^, A^, . . ., aj = F

partiell nach t, (/,, q^, . . ., q,„ differentiirt, so erhält man, weil dm*ch die Glei-

chungen (5) die Gleichungen (3) identisch werden,

(6)

df dA df dA^ df dA
I 1

dA dt

df dA

dA^ dt

df dA^

dA dq^

df dA

dA^ dq^

df dA^

•4-

dA dt
in

df dA

dA dq,^

df dA

dA^ dq.,

df dA^

dA daim

Es sind dies zwischen den 7n

df

dA, dq

1 Grössen

df df

dA dq,

df dA
dJ^^'d^

df ö^„,

= 0,

= 0,

= 0,

dq^
0.

öf
dAdA ' dA^ ' dA,/

eine gleiche Anzahl linearer Gleichungen, in denen die von jenen Grössen un-

abhängigen Glieder gleich Null sind. Man kann daher aus ihnen diese Grössen

eliminiren, wodurch man

dA dA, dA„ dA
2±

dt dq^ dq,, dq^
=

erhält; d. h. es verschwindet die Fimctionaldeterminante von .4, A^, A.,

oder diese Functionen sind von einander nicht unabhängig.

A,,,,
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Da von den Functionen A, A^, A^, . . ., A,,^ bewiesen ist, dass sie von ein-

ander nicht unabhängig sind, so werden eine oder mehrere von ihnen Functionen

der übrio'en sein. Es seien i von diesen Grössen Functionen der übrigen. Die

m-\-\ Gleichungen (4) lassen sich in diesem Falle durch successive Elimination

immer in die .Form der Gleichungen

(7) a = 2t, «, = 2t,, «, = 2t„ . . ., «,_, = 2l,_,,

(8) q^ = Q, q^^^ = Q^, fy.^^ = Q,, . . ., fy„^ = (>,_.

bringen, wo die Functionen Q, Q^, Q2, . . ., Q,n-i die Grössen t, q^, q^, . . ., q-_^,

cti, «j+i, . . ., «,„, die Functionen S(, 2Ii, §(25 • • -j ^i-\ ^^r die Grössen «,, ct^^^, . . ., a,,^

enthalten. Die Zahl und Beschaffenheit der Gleichungen (7) ist dm*ch die Glei-

chungen (4), also dm'ch die beiden gegebenen Lösungen f und F, von denen

die eine eine vollständitre, die andere eine beliebige ist. vollkommen bestimmt.

Die Zahl i wird wenigstens gleich 1 sein und kann den Werth m-\-l erreichen.

Es wird daher von den Gleichungen (7) immer wenigstens eine geben, und

dieses wird sogar im Allgemeinen der Fall sein. Die Gleichungen (8) dagegen

werden nicht stattfinden, wenn i = m-\-l ist, in welchem Falle die Grössen

Sl, Sil, SI2; • • 1 ^m Constanten werden. Die Functionen / und i^ kommen dann

dadurch mit einander überein, dass man für «, «,, a.2, . . ., ce,,^ constante Werthe

setzt, oder die gegebene Lösung F ist in der vollständigen Lösung f selbst

enthalten. Aus den Gleichungen (8) erhält man «,, «,^j, . . ., «„, als Func-

tionen der unabhängigen Variabein:

(9) Ä.= «., A.^^ = «.^,, .... A ^ a .
^ ' i i

"

(-(-1 «+1

"

' ;/( //(

Umgekehrt folgen aus (9) die Gleichungen (8); es müssen daher die Functionen

A-5 Ah-o • • •? A?( in Bezug auf die Grössen ^,, q^^-^, . . ., q,„ von einander un-

abhängig sein. Setzt man in (7) für r<r,, «^^j, . . ., «„, ihre Werthe (9), so erhält

man die Werthe von 11, «, , «^,, . . ., f;._j als Functionen von A^, /l,+i, . . ., i4,„:

a = A, «j = A^, a., = vi,,, . . ., «._, = A..^.

Substituirt man diese Functionen für A, A^, A.,, . . ., /l,^, in die identische

Gleichung

f(t, q^, q.,, ..., ry^^_, /J, A^, A,, ..., AJ = F

und differentiirt hierauf diese identische Gleichung partiell nach den Grössen

?t5 </i+i5 • • -5 qmi so erhält man wegen (3):

V. 53
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df \ dA^ ( df X dA^^^ ( df \ dA^ = 0,

= 0,

\dAj dq, '^\dA,_^J dq, + '^\dA^J dq,

r df X dA, ( df X dA,_^, (_dl_xdA^
\dAjdq,_^,-^\dA.^J dq,^, -^'-^{dA^Jdq,^.^

(6fXdA(dfx dA^^, f df X dA„^ _
'

wobei die Klammern andeuten, dass vor den partiellen Differentiationen von

/ die Grössen A, A^, A.2, . . ., Ai_^ durch die aequivalenten Functionen von

Af, Ai^i, . . ., A„^ ersetzt worden sind. In den vorstehenden, zwischen den

m-hl — ^ Grössen

( df \ ( df \ ( df \

stattfindenden linearen Gleichungen fehlen die ganz constanten Glieder. Die

Determinante dieser Gleichungen

dA. dA.^^ dA

kann nicht verschwinden, weil A^, ^,+1, • • •, ^„, in Bezug auf q^, q^^^, . . ., q„^

von einander unabhängige Functionen sind. Es müssen daher die Grössen

verschwinden, welche in den linearen Gleichungen die Stelle der Unbekannten

einnehmen, wodurch man die Gleichungen

=

erhält. Auf diese Weise kommt man auf dem umgekehrten Wege zu den

Gleichungen (l) zurück, von welchen oben ausgegangen worden ist, um aus

der vollständigen Lösung andere in ihr nicht enthaltene abzuleiten, und man
sieht daher, dass man auf dem angegebenen W^ege von irgend einer vollstän-

digen Lösung zu jeder beliebigen anderen gelangen kann, und dass sowohl die

Zahl als die Natur der Relationen, welche zwischen den willkürlichen Constanten

der vollständigen Lösungen angenommen werden müssen, durch die Lösung,

zu welcher man gelangen will, bestimmt ist.

Die vorstehenden Betrachtungen lassen nur einen einzigen Ausnahmefall

zu. Es ist nämlich oben angenommen worden, dass die Determinante der

linearen Gleichungen (6) verschwindet, weil ihre ganz constanten Glieder sämmt-
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lieh orleich Xull sind. Diese Annahme ist aber in dem Falle nicht nothwendig,

wenn sämmtliche Grössen

Bf df df df
dÄ ' dA^ ' dA., ' • •' dA

verschwinden. Dieser Fall kann in der That eintreten. Hat man nämlich die

Functionen A, A.^, A^, .... A,,^ durch die Gleichungen

^^^ dA ' dA^ ^' dA, ^' '
•' dA

^
1 2 in

bestimmt, und setzt dann

f(t, q^, q,, . . ., q^^, A, A^, A,, . . ., AJ = F,

SO wird

_Ö^ _ _aF _d^ _ _dF_ _dl_ ^ _dF_ df __ dF
-d^ - dq^ ' dq.^ ~ dq^^ ' • '' dq,,^

"
dq^,^ ' dt - dt ^

und daher ist die zwischen / und seinen partiellen Differentialquotienten bestehende

Gleichung; auch für F gültio; oder F eine Lösuno-. Aber es kann nur für o-anz

besonders gebildete, leicht erkennbare partielle Differentialgleichungen sich er-

eignen, dass die Gleichungen (11) legitim sind, wie ich diesen Begi'iff in meiner

Abhandlung über den Multiplicator näher entwickelt habe. Für diese besonderen

partiellen Differentialgleichungen kann man diese sogenannte singulare Lösung,

welche man mittelst (11) aus der vollständigen ableitet, auch a priori aus der

partiellen Differentialgleichung ohne eine Integration finden. Für alle anderen

partiellen Differentialgleichungen haben die Functionen

df df df df

da ' da^ ' da, ' *
' '' da^

immer den Charakter von Exponentialgrössen oder von Brüchen und können

nicht als verschwindend gesetzt werden, ohne den Variabein unendliche Werthe

beizulegen. Ich werde diese sino-ulären Fälle hier um so eher übero;ehen, als

sie in dem Falle der Dynamik nicht eintreten können, in welchem die gesuchte

Function in der partiellen Differentialgleichung fehlt. Denn man kann für diesen

Fall die Constante u als bloss durch Addition mit der vollständigen Lösung f
verbunden ansehen, wodurch man

da

erhält, so dass man also die Grösse -^r- nicht als verschwindend ansehen darf.
' da

53*
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§. 5. Wie man aus einer vollständigen Lösung alle vollständigen Lösungen ableiten kann,

wenn die partielle Differentialgleichung die gesuchte Function selbst nicht enthält,

und wie alle verschiedenen vollständigen Lösungen dieselben dynamischen

Integralgleichungen geben.

Wir haben im Vorhergehenden gesehen, dass man aus einer vollständigen

Lösung /", welche die willkürlichen Constanten «, «i, «2, . . ., «,„ enthält, alle anderen

ableiten kann, wenn man für einige der willkürlichen Constanten, cu, cf, , «,5 • • •? ^^i-\i

willkürliche Functionen der übrigen a^, ci^_^^, . . ., «,„ setzt und dann a^, «,+1, . . ., or,,,

als Functionen der unabhängigen Variabein bestimmt. Wenn die willkürlichen

Functionen von cc-, «,+1, . . ., «„,, welche man für a, a^, a^, . . ., a^_^ setzt, ?7i-hl

willkürliche Constanten

' 1

'

2

'

' la

enthalten, so wird die abgeleitete neue Lösung F wieder, wie die Lösung /,

von der man ausgegangen ist, m-f-1 willkürliche Constanten enthalten. Es fragt

sich, auf welche Art die neuen willkürlichen Constanten in die angenommenen

willkürlichen Functionen eingehen müssen, damit die neue Lösung F ebenfalls

als eine vollständige Lösung angesehen werden kann.

Ich will diese Untersuchung mit einem einfacheren Falle beginnen, der

aber in Bezug auf die dynamischen Probleme von hauptsächlichem Interesse ist.

Ich will nämlich annehmen, dass die gegebene partielle Differentialgleichung

nicht »S selbst enthält, und demgemäss cc mit f bloss durch Addition verbunden

ist, ferner dass bloss diese eine Grösse a durch die übrigen mittelst einer

Gleichung

a = g)(a^, a^, . . ., a,^, «j, a,, . . ., aj-+-a

ausgedrückt wird, wo 0, «, , «., , . . ., a,„ die neuen willkürlichen Constanten be-

deuten. Die Grössen a^, a.^, . . ., &„-, werden als Functionen der unabhängigen

Variabein durch die Gleichungen

da, da, ' da., da.,
'

^ da da

bestimmt, worauf die neue Lösung

F = f(f', 5'p {?2' • • •' ^,„' «P «2' • • •' «J+y+«
wird.

Zufolge der oben für die Vollständigkeit einer Lösung gegebenen Kriterien

wird die Function F, welche ausser der mit ihr durch blosse Addition verbun-
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denen willkürlichen Constante a noch die m anderen a^, a^, ..., «,„ enthält,

dann immer eine vollständige Lösung^ wenn man aus den m Gleichungen

dF , dF , dF
1 ' r)/i 2 ' • • " ? Cj

da, ^' (9a„ ^' •
• v ^a

die Variabein ^,, ^g.. • • -5 5'« durch f und die Grössen a^, a.2, • . ., «,„, b^, b.^, . . ., 6,,

ausgedrückt erhalten kann. Zufolge (1) ist aber

dF
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in Bezug auf cc^, a^,, . . .^ cc,n ^07i einander unabhängig sind, oder auch, was das-

selbe ist, wenn die Functionen

da, ' öffo '
'' da

1 J in

in Bezug auf a^, a^, . . ., «,„ von einander unabhängig sind.

Vermöge der ersten Bestimmung kann man a^, a^, . . ., a^ identisch

durch «,, öo, ..., a„,, -^ . -^— , • • .. -^^, vermöge der letzten Bestimmung

kann man a^, a^, . . ., «„, identisch durch «j, a^, . . ., «,„, -^
öa„ ' '

* '' da^

ausdrücken. Setzt man daher

(3) •

1
^""2

öy a d(f d(f

so kann man von den beiden Systemen von Grössen

«15 «o, . . •, «„, ^1, /?2' • • •' ßm

und

jede Grösse des einen Systems durch die Grössen des anderen ausdrücken. Sind

dann die Grössen des einen Systems willkürHche, von einander unabhängige Con-

stanten, so sind es auch die Grössen des anderen Systems.

Wenn man zwischen den Variabehi t, q^, q^, . • ., q,,, und den willkür-

hchen Constanten des ersten Systems die Gleichungen

CA. IL- fi _^ _ . -^-8
^^ da, ~ ^1' ö«, ~ ^2' •

• •' Sa ^"^
1 1 m

aufstellt, welches die endlichen Integralgleichungen sind, und mittelst der Glei-

chungen (3) statt der willkürlichen Constanten a^, a^, . . ., «,„, /?i, /^g, . . ., ßm

die willkürlichen Constanten a^, a^, . . ., «„, b^^ bo, . . ., b,,^ einführt, so ver-

wandeln sich die Gleichungen (4) in:

da. da, ' öa„ da,,
'

^ da da11 2 2 in m

Aus (5) ergeben sich die Werthe der Grössen «i, «95 • • -5 f^«? durch t, q^, q^, .

.

., q^,

«1, «2 5 • • -5 «m ausgedrückt. Substituirt man diese Werthe in die Function

F = f(t, q^, q,, . . ., q^^^,
a^, «,' • • •' 0+^C«i' «2' • • •' «»,' «p S' ' • •' O'

in welcher ich die durch blosse Addition hinzukommende Constante fortge-
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lassen habe, so wird F ebenfalls eine Function der Grössen t, ^,. q^, .... q„,,

eil, «2j • • -3 ('m! und man erhält wegen (.5):

dF _ _Ö£_ _dF_ _ d^ dF _ d(f

da ' da.^da.

und daher wegen (3)

(6)
dF = b.
oa.

cF
ca.-,

da..

= b.

da
tu

dF

da

= b .

Man sieht also, dass man dieselben endlichen Integralgleichungen erhält, ob man
zu ihrer Bildung die vollständige Lösung /, oder ob man die vollständige Lösung

F anwendet. Denn wenn man für die willkürlichen Constanten «j, «, «m?

Äj /^2; •••? ßm die willkürlichen Constanten a^, «o, bi, 6,, em-

führt, verwandeln sich, wie wir gesehen haben, die Gleichungen (4) in (6).

Ebenso verwandeln sich auch die intermediären Integralo-leichuncren

in die analoo- gebildeten

IL
dq^

iete

dF

Pv
df _
dq,

-^2.

dF
P-2'.

IL

dF

= Pn

P '

dF
dq

JL

dq^ ~ -^^1
' dq,

da aus (5) auch die Gleichungen

_dF_ _ _df_ dF _ df

^1i
~

5?i
' ö^, " dq,

folgen.

Ich will jetzt annehmen, dass man) für a, a^, «,? - • > ^i-i Functionen

der Grössen
a., a

, , , . . ., « , a,. a,. . . ., a

setzt, welche ich mit

(7) g: = a, cp^ = a^, cp^ = a.^, . .
.,' ^.^ = «_j

bezeichnen will, und aus der vollständigen Lösung /' eine neue Lösung F da-

durch ableitet, dass man mittelst der Gleichungen

df d(f^ df d(p^ df d(f._^

(B)

d(f^ da. • d(f^ da.

df d(f df d(f^
f-

df d(f^ df d(f.

H h

d(f,_, da. da

i+l
da

d(f

~d^

d(p

da.

.

= 0,

= 0,

d(p^ da^^ ^^2 da

d(f

da
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die Werthe der Grössen «,. «,-^i, . . .; «„, durch

t, ?i. ?2' • • •' ^«' «1' S» • • •' ^m

ausdrückt, und diese Werthe in die Function

substituirt. Die Grössen a^, «9? • • •? '^/« bedeuten hier wieder willkürhche Con-

stanten, und es fragt sich, \Yie dieselben in die Functionen

eingehen müssen, damit die Lösung F eine vollständige sei.

Man erhält zufolge (8):

dF. df d(p^ df d(p.^

(9)

dF df d(f^ df d(f..

Qf dg)._^ d(f

df d(f._^ d<f

dF

d(p^ da^

df dcp^

d(f^ da^

df d<f.

d(f._^ da^

df Ö^,_,

da^

d(p

da dw. da dw„ da
-»1 m -»2 H

dw. , da da

Betrachtet man a^, a^, .... «,„, a^, a^, . . ., «,„ als willkürliche Constanten, so

folgt aus den endlichen Integralgleichungen

(10)
da. ß.^ da„

_dl_

da
= ß>u^

wo /?i, /?o, .... ß,„ ebenfalls willkürliche Constanten bedeuten, und aus den

Gleichungen (7) und (9), dass auch die Functionen

stauten Werthen gleich werden, welche ich mit

dF dF
da.

(11) b^ = dF
da. h =

dF
da„

b =

da, '

dF

dF
da

con-

bezeichnen will. Wenn zwischen diesen Constanten 6,, 62, . . ., i,„ und den

willkürlichen Constanten a^, cu, .... «„, keine Relation stattfindet, so ist F
eine vollständige Lösung, und die vollständigen endlichen Integralgleichungen

können auch durch die Gleichungen (11) dargestellt werden. Die Gleichungen,

welche die beiden Systeme willkürlicher Constanten mit einander verbinden,

sind zufolge (7), (8), (10), (11):



EINER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNG ERSTER ORDNUNG. 425

(12)

h = 9^1, «2 <fo %-V

ß, - ^^ +^i -ä^ +^2
^9^i-i

öa.

d(p d(f)^

«+i i+i

.0
^9>2

-+-•••+^.-1
t+i Ö«.

5q) ötf),

(13)

^ =

^. =

da
in

da +i^i da.

ß2

ß

da
rn

^^2

2 de
1

1

^1- ^R ^ ^R ^
da. '^^^

da..
"^^2 Qa

^R ^^^
in

Kann man aus (13) die Werthe von

durch die Constanten des zweiten Systems «j, «o, . . ., «„,, &i, bo, .... 6,„ bestim-

men, so erhält man aus (12) die Werthe der übrigen Oonstanten des ersten Systems

«1, «2' • • •' «/-!' ßi^ ßi + 1^ • • •' ß,.

durch dieselben Grössen a^, a^, . . ., «„,, ^i, 625 • • -5 ^m bestimmt. Kann man aus

(12) die Werthe von a^, «2? • • -j ^»i durch die Constanten des ersten Systems

«1, <^2 5 • • -5 ^«/,? Ä; A5 • • -5 /^m ausgedrückt erhalten, so geben die Gleichungen

(13) auch die Werthe von b^, b.,, . . ., ^„, durch die Constanten des ersten Systems

«1, «2, ..., «,„, ßi, Aj • • -5 /^/« ausgedrückt. Beide Bedingungen aber finden

immer gleichzeitig statt. Setzt man nämlich

so dass

d^ d^ d^
%• y.-i

ist, so fordert die erstere Bedingung, dass die in Bezug auf die Grössen

ßi, ß^, . . ., /^,_i, «,, «,+1, .... «„, gebildete Functionaldeterminante der partiellen

Differentialquotienten

d^ d^ d^
da, ' da., ' "

' '' da '

1 J m

v. 54
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die zweite Bedingung, dass die in Bezug auf die Grössen a^, a.,, ..., a,„ ge-

bildete Functionaldeterminante der partiellen Differentialquotienten

80 80 80 80 80 80

nicht verschwindet. Beide Functionaldeterminanten sind aber derselben Grösse,

welche ich mit z/ bezeichnen will, gleich. Wenn dieses z/ nicht verschwindet,

kann man nach dem Vorhergehenden mittelst der Gleichungen (12) und (13)

die beiden Systeme von Grössen

«p «2' • • •' «m' i^P ^2'' • • •' ß,u

und

durch einander ausdrücken, woraus folgt, dass, wenn die Grössen des einen

Systems von einander unabhängige willkürliche Constanten sind, auch die

Grössen des anderen Systems als solche angesehen werden können, so dass

zwischen den Grössen a^, a^, . . ., «,„, ^i, h. . . ., 6,„ keine Relation stattfindet.

Wenn daher z/ nicht verschwindet, so wird F eine vollständige Lösung, und

wenn man mittelst der Gleichungen (12) und (13) die willkürlichen Constanten

des zweiten Systems für die des ersten Systems in die vollständigen endlichen

Integralgleichungen (10) einführt, so erhalten sie die Form der Integralglei-

chungen (11).

Ich bemerke, dass die Gleichung zl = 0, welche stattfinden muss, wenn

die Lösung F keine vollständioe ist, in mehrere andere zerfällt. Es ist nämlich

J in Bezug auf die Grössen ß^, ß.>, . . ., /S'_i eine ganze rationale Function

der (?» — i'-f- 1)"" Ordnung, von der jedes einzelne Glied besonders für sich ver-

schwinden muss. Die Gleichung z/ = zerfällt daher in

'}n.(m— l)..,i

1.2...(m—«4-1)

andere, von den Grössen ßi, ß.>, . . ., ßi_^ freie Gleichungen.

§. 6. üebcr die bei der Ableitung einer vollständigen Lösung aus einer anderen

auftretenden Functionaldeterminanten.

Wenn man die 2)» Grössen «,, «g? •••; «^m? ß\^ ß-ir •••• ßm durch 2m
andere a^, a.,, .... «,„, h^, b.^, . . ., ^,„ oder umgekehrt diese durch jene aus-
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drückt, so haben nach einem bekannten Satze die in Bezuo- auf «,. «,. .. a

61, 60. . . ., i,,, gebildete Functionaldeterminante von «j. cc.,, . . ., «,„, /?j, ß,,^ .... y?^^

und die in Bezug auf «,, «., . . ., «,„, /y,, /?,, . . ., /y„^ gebildete Functional-

determinante von a^. a^. . . ., «,,,. /^, . 60, .... 6,„ reciproke Werthe. Wenn da-

her die eine Functionaldeterminante gleich dz 1 wird, erhält auch die andere diesen

Werth. Ich will jetzt zeigen, dass die erste der beiden Functionaldeterminanten

und also auch die zweite diesen Werth annimmt, w^enn zwischen den 4m
Grössen die Gleichungen (12) und (13) gelten.

Eine Functionaldeterminante ändert nach einem ebenfalls bekannten

Satze ihren Werth nicht, wenn man in die Ausdrücke einiger der Functionen

die anderen einführt, und diese bei den partiellen Differentiationen als constant

betrachtet. So enthalten die Ausdrücke von «1, a.,, . . ., «._j
,

ß.. ß^^^^ , . .^ ß^^^^

die durch die Gleichungen (12) gegeben werden, die anderen Functionen

cCi, ^i^^-^. . . ., cc„,, ß^, ßo, . . ., /y,_i. Man kann daher bei Bildung der Fimctio-

naldeterminante von a^, cc.,, .... «„,, ß^, ß.,, . . .. ß,„ in Bezug auf (/j, a.,, .... «„,,

61, b.j, . . ., h,„ für «1, «2, ..., «;_i, /y,, /?;^i, ..., /4 die in (12) rechts vom
Gleichheitszeichen befindlichen Functionen setzen, und bei ihrer partiellen

Differentiation die Grössen ß^. ß^, .... /?,_i, cCi. «,.^1, . . ., «„, als constant be-

trachten. Da diese Functionen die Grössen b^, h^, .... 6„, nicht enthalten, so

wird die Functionaldeterminante das Product zweier einfacheren, nämlich trleich

da^
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Der Zähler dieses Bruches ist, abgesehen vom Vorzeichen, die in Bezug auf die

Grössen a^, a^, .... a„, gebildete Functionaldeterminante von

oder von

Der Nenner des Bruches ist dagegen die in Bezug auf die Grössen ß^, ß.,, • . ., ßi-x,

ci, , «,
, , a,„ gebildete Functionaldeterminante von

da, ' da,, ' *
' '' 5a '

1 2 ru

und da nach einem oben bemerkten Satze diese beiden Functionaldeterminanten

bis auf das Vorzeichen identisch sind, so w^ird der Bruch gleich ±1, wie zu

beweisen war. Es ergiebt sich hieraus das folgende

Theorem I.

„ Wenn zicischen den 4?n Grössen

«1, «2' • • •' «»<' i^l' i^2' • • -r ß,n^

die 2m Gleichungen (12) und (13) stattfinden, in icelchen
(f,

cp^,
(f^,

. . ., y,_i

Functionen von

a., a.,,, .... a , a., a.,, .... a

sind, und man mitte/st dieser Gleichungen die Grössen cc^, a.^, . . ., «„,,

/?!, /^v, . . ., ß,„ als Functionen von a^, a^, . . ., a„,, 6,, 6.,, . . ., b,„ oder

die Grösse?! a^, a.2, ..., «„,, 6i, ^o? •••• ^,„ «^<5 Functionen von «,, «o, ..., «„„

/?i, /?2, . . ., ^^ ausdrückt, so ist in beiden Fällen die Fimctionaldeterminante

gleich ±1.'*'

Wenn i gleich 1 ist, reducirt sich die Function ^ auf
(f,

und die zwischen

den 4?/i Grössen stattfindenden Gleichungen werden die obigen Gleichungen (3).

Man erhält dann das folgende einfachere

Theorem II.

„Wenn
<f

eine Function von «i, «o, ..., «„., a^, a.^, . . ., rt,„ ist, und

man mittelst der Gleichungen
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^^= b ^^= h -^= b
da, 1' da^ -" • • •' da12 m

da^ ~ ^'' da.,
~ P2' • • -r

Q^^^^^
— ii,„

die Grössen «,. «o, ..., «„,, ßx, ß-,, .... ß,„ c/s Functionen der Grössen

«1, 0-2, .... r/,„, 6i, io. . . ., h,„ oder diese Grössen als Functionen von jenen

ausdrückt, so wird in beiden Fällen die Functionaldeterminante gleich ±1".

Wenn man aus den dynamischen Integralgleichungen

(^4)

88 _ÖÄ_ _ _ÖS _
dq^ ~^^'

• dq^^
^'' • •' dq^^

öa^ ~ ''i' da., ^-"
•

•'
Öa^^_ ' '"

die Functionen der Variabein bestimmt, welche den willkürlichen Constanten

gleich werden, oder die Variabein q^, q.,, .... (/„,, Pi, ih, • • •? p,„ als Functionen

von t und den willkürlichen Constanten ausdrückt, so folgt aus dem vorste-

henden Theorem, dass in beiden Fällen die Functionaldeterminante gleich =iz 1

wird, wenn man bei der Bildung der zweiten die Grösse t als constant betrachtet.

Legt man der Bildung der dynamischen Integralgleichungen eine andere voll-

ständige Lösung F zu Grunde, welche die willkürlichen Constanten a^, «2, ..., «,„

enthält, und bezeichnet die willkürlichen Constanten, welche ihren nach a^, a.,. .... a,^

genommenen partiellen Differentialquotienten gleich werden, respective mit

bi, b.2, . . ., b,„. so muss auch die in Bezug auf ^, ,
^o, .... q,„, pi, p-j, • • •, Pm

gebildete Functionaldeterminante von a^, a^, .... ((„t, b^. b.,. . . ., ^,„ den Werth

dz 1 erhalten, da der vorstehende Satz in Bezug auf jede vollständige Lösung

gilt. Nach einem Satze über die Functionaldeterminanten unterscheiden sich

die in Bezug auf dieselben Grössen q^. q.,, .... q,„, P\. p>, • • •• p,,,
gebildeten

Functionaldeterminanten von a^, a.^, . . .. «„,, ß^, ß.,, . . ., ß,„ und a^, a.,, .... "„,,

bi, b.j, ..., />,„ durch einen Factor, welcher der in Bezug auf die Grössen

«1, «2, . . ., «,„. ^1, ^2, .... 6„, gebildeten Functionaldeterminante von «,, a.,, . . ., «„.

ßi, ß.,, ..., ß,„ gleich ist. Es muss also diese letztere Functionaldeterminante

für je zwei vollständige Lösungen ebenfalls den Werth d= l haben, woraus sich

das obige allgemeine Theorem I ergiebt, da hierbei die Art, wie die vollständigen

Lösungen aus einander abgeleitet werden können, gar nicht in Betracht kommt.

Durch die Gleichungen (/l) wird das System gewöhnlicher Differential-

gleichungen
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{B)

dt
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icenn sie in diesen Functionen vorkommt, als constant betrachtet, die Funcfionaf-

determinante in beiden Fällen den Werth zhl annimmt. Bei allen diesen Sätzen

aber setzt man voraus, dass überhaupt aus den jedesmalioen Gleichungen die

Werthe der Grössen, deren Functionaldeterminante man zu i>ilden hat. uezoo-en

werden können, was z. B. bei den dynamischen Differentialgleichungen (B) nicht

der Fall ist, wenn für ein ganz freies System die Grössen ^i. ^.,, . . ., ^„, die

rechtwinkligen Coordinaten der materiellen Punkte sind.

§. 7. Ausdehnung der vorhergehenden Untersuchungen auf den allgemeineren Fall, in

welchem die partielle Differentialgleichung auch die gesuchte Function selbst enthält.

Ich will noch die im Vorhergehenden ano^estellten Untersuchuno-en auf

den Fall ausdehnen, in welchem die partielle Differentialgleichung auch die ge-

suchte Function enthält.

Es enthalte die vollständige Lösung /' die willkürlichen Constanten

a, (ii, ci.>, .... «,„, so erhält man eine neue Lösung F mit den willkürlichen

Constanten a, a^, a.,. .... a,,^, wenn man in /' zunächst

setzt, wo g:, (p^. (fo, .... y,_i Functionen von
y.-i

'•+1'
a. a.

sind, und dann mittelst der Gleichunoen

aus f die Grössen «,. c(,_^j, .... «,„ eliminirt. Die Klammern zeigen hier wieder

an. dass man vor den partiellen Differentiationen von /' die angegebenen Werthe

von a, «1, «2, . . ., «i_i substituirt hat. Um zu entscheiden, ob die Lösung F
eine vollständige sei. bilde man die Gleichunoen

0)

^1

-ß,
da.

j

-+-ß.
%,

ß, = (f.,.

^•+» da ^ß.
d(f^

da.
+-ß-2

I

d(f,,

•+ '^'- da.
t

da
-^ß:-.

J-1
da

(+1

-ß„
du d(f, d(p.,

-^ßr -^ +^2da da 2 da '''-' da

oder die Gleichunoen
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C2)

d(f

^ßr da.

dg:,

da.
-i--+/?,_,

^^i-i

ca.

k =

da

d<f

da,,

ß.
da

-hß.
d<f^

da ' '-^ da

öo) öcp. öcp^

da ^ da ^- aa
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dort aufgestellten Systems gewöhnlicher DifFerentialgleichungen, indem man die

Grössen «, «i, «2, . . ., «,„, Ä. A? • • -i ßm ^Is willkürliche Constanten betrachtete.

(Die dort der Symmetrie wegen eingeführte Grösse ß habe ich hier gleich 1

gesetzt.) Um statt dieser die Grössen «, «1, «0? • • •? ^^»o ^1? ^2? • • •? ^m? welche

mit ihnen durch die Gleichungen (1) und (2) verbunden sind, 'als willkürliche

Constanten in das System der Integralgleichungen (3) einzuführen, hat man
daher nur nöthig, die eine Function f mittelst der aufgestellten Gleichungen in

die Function F zu verwandeln, d. h. sie durch die Grössen t, q^, q.,, . . ., q,„,

a, «1, a^, . . ., a„^ auszudrücken, worauf man durch blosse partielle Differentiation

von F die transformirten Integralgleichungen (4) erhält.

Setzt man wieder

so werden in den Gleichungen (2) die den Grössen ij, b.,, . . ., 6,„ gleich ge-

setzten Brüche

da

60
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Stelle stehende Function ^ kann man auch die Function
(f

setzen, da eine

Functionaldeterminante sich nicht ändert, wenn man zu einer der Functionen

die anderen, mit beliebigen Constanten multiphcirt, addirt, wo unter Con-

stanten alle Grössen zu verstehen sind, die von denen, nach welchen bei Bil-

dung der Functionaldeterminante differentiirt wird, unabhängig sind. Hat man

u) für ^ o-esetzt, so werden die Ausdrücke, deren Functionaldeterminante in

Bezug auf die Grössen «, «i, «35 • • -j ^m zu bilden ist, dieselben wie die in den

Gleichuno-en (1) rechts vom Gleichheitszeichen befindlichen Ausdrücke. Wenn

man daher aus den Gleichungen (1) die Werthe von

und aas den Gleichungen (2) die Werthe von

^' h^ • • •' K^

entnimmt, so hat man

(5)

(_l)'"-i+i^±
db^ db^ db,_, db^ ö6.^, ö6^

_ / d^ V~'2;+~'
\ da ) da da, da, , da, da,

,
, da

d^\-^-'^_^da da, da^_, dß, dß^_^^ dß^

";_! ^^i ^"-j+l

Damit aus den Gleichungen (1) die Werthe von a, a^, a^, . . ., a^ erhalten

werden können, darf die Functionaldeterminante

da da, da._, dß. dß.^, dß^^

^±
da da^ da. . da. da... da^

nicht verschwinden. Die Gleichung (5) zeigt daher, dass, wenn man aus (2)

die Werthe von /?,, ß.,, . . ., /?,_i, cCi, w^+i, . . ., a,^ entnehmen kann, man

immer auch aus (1) die Werthe von a, a^, %, . . ., a.„, erhält. Die Grösse

-?:—- kann weder verschwinden, noch unendlich werden, da aus Gleichungen wie
da

(1) und (2) keine Relation zwischen den Grössen Ä, A, • • -, ßi-\, <^,j «^i+u • • -j ^«n

a, «1, «2 5 •••5 ^m folgen kann, welche von den Grössen a, «1, a^, . . ., «;_!,

ßi, ßi+x, " -, ß,n, K, K, ', ^m frei ist.

Es seien nun

M = 0, Ml = 0, ^2 = 0' • • •' ^2m = Ö

die zwischen den Grössen

a, «1, «2, . . ., a,^, ß,, /?2, . . ., ß„,
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einerseits und den Grössen

a, «,, «,, . . ., a„_, b^, 6,, . . ., J^^

andererseits bestehenden Gleichungen, welche man erhält, indem man in den

Gleichungen (1), (2) die auf der rechten Seite befindlichen Grössen auf die

linke hinüberschafft. Es wird dann zufolge der in meiner Abhandlung ^Z)e

determmatitibus fimctionalihus'^'*) bewiesenen Formeln die Functionaldeterminante

von cc, «1, «,, .... «,„, /?,, ß^, . .., /?„, in Bezug auf a, ciy, c^, . . ., «„, 6,, h,, . . ., 6,„

oder der recipi'oke Werth der Functionaldeterminante von a, a^, a^, . . ., a^,

bi, kj, . . ., 6„, in Bezug auf or, a^, a,^, .... c(„^, /?i, ß2, • . ., /?„, gleich der Func-

tionaldeterminante von u, ?ii, U2, . .
. , 1^2,,, in Bezug auf a, «1, «25 • • • 5 «»o ^u ^2? • • ? ^„.j

dividirt durch die Functionaldeterminante von u, u^, 11^^ . . ., u.,^^^ in Bezug auf

«, «1, «^2? • • •? f^/«j Äj /^2? • • -5 /^//«- Es sind ferner, abgesehen vom Vorzeichen,

die Functionaldeterminanten von u, Ui, u^, . . ., u^,,, in Bezug auf«, «j, «o, . . ., a„,

61, ^,, . . ., b„, und in Bezug auf «, «1, 0^25 • • -, «„,? Ä? i^2; • • •? /^„, dieselben,

wie die beiden Functionaldeterminanten , welche sich in der obigen Gleichung

(5) respective auf der rechten und linken Seite des Gleichheitszeichens befinden,

^^1 ist. Man hat daher den folgenden Satz:

„ Wenn man durch die Gleichungen (1) und (2) die Werthe der Grössen

«, «1, «2, ...,«„,, /?i, /?2, .. ., ß„,alsFunctionenvon a, «,, a.^,

.

. ., a,„, b^.bo,..., b,„

ausdrückt, so ist ihre Functionaldeterminante gleich

\~dar'^P'~d^'^^'' da "^ "^^'-1 da j
'

In dem den dynamischen Problemen entsprechenden Falle wird

Ö9> _ ^%_ ^ _ö^ = ... = ^±zL =
da ' da da da

Der vorstehende Satz vereinfacht sich dann zu dem in §. 6 bewiesenen.

§. 8. Wie man von einer abgeleiteten Lösung zu der ursprünglichen

zurückgelangt.

Ich will jetzt zeigen, wie man von einer abgeleiteten vollständigen

Lösung F zu der ursprünglich gegebenen /' zuriickkehrt, wobei ich gleich den

allgemeinen Fall betrachten werde, in welchem die partielle Differential-

gleichung die gesuchte Function selber enthält. Auf ähnliche Art nämlich.

•) Crelle's Jourual, Bd. XXII p. 319— 352; diese Ausgabe, Bd. III p. 393—138.

55*
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wie man aus / eine andere vollständige Lösung F abgeleitet hat, kann man

auch aus F andere vollständige Lösungen ableiten. Man hat dann in dem Aus-

druck Ffür einige von den Grössen a, a,, a.^, . . ., a,„, z. B. a, a^, a^, . . ., a^_i,

Functionen der übrigen %., a^+i, . . ., «,„ zu setzen, welche m-hl willkürliche

Constanten enthalten, und nach geschehener Substitution der Werthe von

a eil, «2? • • -5 ^*-i ^^^ Werthe von a^., a^+i, . . ., a„, so zu bestimmen, dass die

nach ihnen genommenen partiellen Differentialquotienten von F gleich Null wer-

den. Nimmt man k = i und für die Relationen, durch welche a, a^, a.^, . . ., ai_i

als Functionen von ai, «,^i, . . ., «,„ bestimmt iverden, welche ausserdem noch

die willkürlichen Constanten a, a^, a^, . . ., «„, enthalten, dieselben Gleichungen,

welche dazu dienen, aus f die Lösung F abzuleiten, nämlich die Gleichungen

(1) « = (f,
a^ = (p„ «2 = %^ • ' •' «--1 = 9^,-1,

in ivelchen (f, (f^, (fj,
. . ., y,:_i Functionen von «,, a^^^, . . ., «„,, a, a^, a^, . • ., a„,

waren, so kommt man von der vollständigen Lösung F auf die ursprünglich

gegebene f zurück. Man beweist dies durch die folgenden Betrachtungen.

Die Lösung F ergab sich, indem man mittelst der Gleichungen (1) und

der Gleichungen

(M^) -^ (4) - °-
V (^^ = °

die Grössen a, a^, «05 • • •? ^m aus /" eliminirte. Die Gleichung F = /"wird daher

mittelst der Gleichungen (1) und (2) identisch. Hieraus folgt, dass um-

gekehrt die ursprünglich gegebene Lösung / erhalten wnrd, wenn man aus F
mittelst derselben Gleichungen (1) und (2) die Grössen a, a^, a^, . . ., a„, eliminirt.

Man erhält aber auch nach der angegebenen Regel eine Lösung, indem man

aus F die Grössen a, a^, a.^, . . ., «,„ vermittelst der Gleichungen (1) und der

Gleichungen

QF da dF da, dF da_, dF
(3) ^-5 H-^-^H ^-^ 5^-^+ -^— = Ö

da da, da, da, da. . da. da.

eliminirt, wo % jede der Grössen «,, a.,^^, . . ., a,„ und a, a^, a.,, . . ., a^^i Func-

tionen von «,, «i^i, . . ., «,„ und willkürlichen Constanten bedeuten. Setzt man

insbesondere für a, a^, a^, . . ., rt,_i die sich als ihre Werthe aus (1) ergebenden

Functionen von a,, «,+1, . . ., a„,, a, a^, a.^, . . ., cc,^, so folgen, wie ich unten zeigen

werde, aus (1) und (2) auch die Gleichungen (3), so dass man für die Gleichungen

(1) und (2) auch die Gleichungen (1) und (3) setzen kann. Es ist daher gleich,

ob man sagt, dass man mittelst der Gleichungen (1) und (2) oder mittelst der
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Gleichungen (1) und (3) die Grössen a, a^, a,,, . . ., a^ aus i^ eliminirt, und es ist

daher die Lösung, die sich durch die letztere Elimination ergiebt, die ursprüng-

lich gegebene /, wie zu beweisen war.

Es bleibt noch zu zeigen übrig, dass aus (1) und (2) die Gleichungen (3)

folgen. Die Function F wurde aus /"gefunden, indem man in /für a, a^, ct.>, .... «._,

die Functionen (fi,(px,(f2, • -, (fi-i setzte und mittelst (2) die Grössen «,, w.^^, . . ., «,„

durch die unabhängigen Variabein und die Grössen a, a^, a^, . . ., «„, ausdrückte.

Es wird daher, wenn man mit a^ irgend eine der Grössen a, a,, a^, . . ., «„.

bezeichnet,

dF _ df d(f
^

df d(f^
^

df d(p._^

da^ dtp da^ d<f^ da^
^9',_i ^«;- '

da wegen (2) die in die partiellen Differentialquotienten von «,-, «,^i, . . ., «,„

multiplich'ten Ausdrücke verschwinden. Substituirt man diesen Werth von

-^ in die Gleichung (3), welche zu beweisen ist, so erhält der Ausdruck links
r

vom Gleichheitszeichen die Form

WO

d(f^ da d(f,^ da^ d(p^ da d(f.

k
da da, da^ da, da. , da, da,

Da aber a, a^, a^, .. ., ai_^ diejenigen Functionen von cii, «,+i, . . ., o,„, cc, «, , «,. . . ., a„^

sind, welche, in die Ausdrücke y, y^, y?,? • • •? y<_i gesetzt, dieselben respective

den Grössen «, o^i, «o? • •? «,-i identisch gleich machen, wodurch also
(f,^
= a^

wird, so verschwindet der vorstehende Ausdruck von <P,,, und es sind daher

die Gleichungen (3) bewiesen.

Wir haben oben gesehen, dass man aus einer gegebenen vollständigen

Lösung jede andere bestimmte nur auf eine einzige Art ableiten kann, d. h.

dass die hierzu zwischen den willkürlichen Constanten der vollständio-en Lösung

anzunehmenden Relationen sowohl ihrer Zahl als Natur nach bestimmt sind.

Wenn man daher aus einer gegebenen vollständigen Lösung /' eine andere F
abgeleitet hat und die gegebene Lösung f ihrerseits aus F ableiten will, so

kann dies nur mittelst derjenigen Relationen geschehen, welche im Vorher-

gehenden zwischen den in F enthaltenen willkürlichen Constanten angenommen

worden sind. Diese Relationen, welche gemeinschaftlich dazu dienen, F aus /'
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und /' aas F abzuleiten, wo / und F zwei beliebige vollständige Lösungen

bedeuten können, werden erhalten, wenn man die unabhängigen Variabein

i, 9ir 9-2' ' ) 9m ^"s den Gleichungen

_aF _ _5/_ _dF^ ^ _df_ dF ^ df

eliminirt, was immer möglich ist, da F und / Lösungen derselben partiellen

Differentialgleichung sind.

Wenn man eine bestimmte vollständige Lösung zu Grunde legt, so theilen

sich alle Lösungen in verschiedene Classen, je nachdem man, um sie aus der

vollständigen Lösuno- abzuleiten, eine oder zwei etc. oder m-hl Relationen

zwischen den in denselben enthaltenen willkürlichen Constanten anzunehmen hat.

Die erste Classe ist die allgemeinste, die letzte umfasst die Lösungen selbst,

welche in der zu Grunde gelegten vollständigen Lösung enthalten sind. Diese

Eintheilung drückt aber nichts den Lösungen selbst Immanentes aus, sondern

nur ihre Beziehung zu der zu Grunde gelegten vollständigen Lösung. Denn

es kann jede gegebene Lösung zu jeder beliebigen Classe gehören, je nachdem

man verschiedene vollständige Lösungen zu Grunde legt. Man kann nämlich,

wenn die gegebene Lösung ebenfalls eine vollständige ist, leicht solche voll-

ständigen Lösungen angeben, in Bezug auf welche die gegebene Lösung zu

einer bestimmten Classe gehört. Denn man hat nur aus der gegebenen Lösung

irgend eine der ^'*" Classe abzuleiten und diese zu Grunde zu legen, so gehört

die gegebene Lösung auch ihrerseits in Bezug auf dieselbe zur ^'*° Classe, wie im

Vorhergehenden bewiesen worden ist. Es kann aber jede gegebene Lösung,

welche keine vollständige Lösung selbst ist, als particulärer Fall einer vollstän-

digen Lösung angesehen werden. Denn man kann sie immer aus irgend einer zu

Grunde gelegten vollständigen Lösung mittelst gewisser Relationen ableiten, die

man zwischen den willkürlichen Constanten derselben annimmt. Bezeichnet

man diese Relationen mit u = 0, ?' = etc., so kann man allgemeinere

u-\-Su^ = 0, t*H-5t"^ = etc.

annehmen, in welchen d\ s etc. willkürliche Constanten sind, und ii^, i\ etc.

ebenfalls willkürliche Constanten enthalten, so, dass die mittelst dieser allge-

meineren Relationen abgeleitete Lösung eine vollständige wird. In dem beson-

deren Fall, wo d= 0, 8 = etc., erhält man dann aus dieser vollständigen

Lösung die gegebene.
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1.

Historisches.

Lagrange hat in den Berliner Memoiren von 1772 die partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung zwischen drei Variabein integriren gelehrt.

Nach seiner dort o-eoebenen Methode wh-d zuerst ein System von drei gewöhn-

liehen Differentialgleichungen zwischen vier Variabein aufgestellt; da diese Diffe-

rentialgleichungen von der ersten Ordnung sind, so kann die Integration dieses

Systems auf die Integration einer gewöhnlichen Differentialgleichung dritter Ord-

nung, die nur zwei Variabele enthält, zurückgeführt werden. Lagrange fordert

aber zur Auffindung eines vollständigen Integrals der vorgelegten partiellen

Differentialgleichung nicht die vollständige Integration des Systems gewöhnlicher

Differentialgleichungen, sondern er zeigt, dass, wenn man ein Integral desselben

kennt, man nur noch zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen zioei

Variabein zu integriren hat. Da man, wie ich im 17'*° Bande des Crelle'schen

Journals*) nach einer von Hamilton gegebenen Methode gezeigt habe, immer

umgekehrt die vollständigen Integrale des Systems gewöhnlicher Differential-

gleichungen angeben kann, wenn man irgend ein vollständiges Integral der par-

tiellen Differentialgleichuno- kennt, so folgt für den von Lagrange behandelten

Fall, dass das von ihm aufgestellte System gewöhnlicher Differentialgleichungen,

welches auf eine Differentialgleichung dritter Ordnung zwischen zwei Variabein

zurückkommt, die merkwürdige Eigenschaft hat, dass, wenn man ein Integral des-

selben kennt, man nur noch Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen

zwei Variabein und keine Differentialgleichung zweiter Ordnung zu integriren

*) Vergl. diese Ausgabe, ßd. IV p. 57—127.

5G
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braucht, um die vollständigen Integralgleichungen zu haben ; oder, was dasselbe

ist, es wird die Differentialgleichung zweiter Ordnung, die man noch zu inte-

griren hat, sich immer auf zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen

zwei Variabein reduciren lassen. Es bekommen hierdurch die gewöhnlichen

Differentialgleichungen, w^elche in der Theorie der partiellen Differentialglei-

chungen vorkommen, einen besonderen Character, der sie von anderen Diffe-

rentialgleichungen unterscheidet und für ihre Integration Vortheile darbieten

kann. Besonders einfach wird die Lagrange'sche Methode, wenn die partielle

Differentialgleichung nicht die unbekannte Function selber involvirt, sondern

nur die beiden unabhängigen Variabein und die nach ihnen genommenen par-

tiellen Differentialquotienten der gesuchten Function. In diesem Falle ist nur

ein Integral eines Systems von zwei Differentialgleichungen erster Ordnung

zwischen di-ei Variabein oder einer Differentialgleichung zweiter Ordnung zwi-

schen zwei Variabein zu suchen, wonach das Problem auf Quadraturen zurück-

geführt ist. Man kann hier also zufolge der obigen Betrachtungen die Diffe-

rentialgleichung erster Ordnung, welche nach Auffindung des einen Integrals

noch zu integru-en bleibt, immer auf Quadraturen zurückführen oder nach einer

allgemeinen Regel den Multiplicator angeben, welcher die Differentialgleichung

integrabel macht. Die Differentialgleichung zweiter Ordnung, auf welche die

zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen drei Variabein zurück-

geführt werden können, hat daher die Eigenschaft mit den linearen Differential-

gleichungen zweiter Ordnung gemein, dass nach Auffindung eines Integrals man

das zweite durch blosse Quadratur erhält, sie lässt sich jedoch nicht, wie die

linearen, auf die erste Ordnung zurückführen.

2.

Die Lagrange'sche Methode der Integration einer partiellen DifferentialgleichuDg erster

Ordnung mit zwei unabhängigen Veränderlichen, in welcher die abhängige Veränderliche

selbst nicht vorkommt.

Da der zuletzt erwähnte Fall, in welchem die partielle Differential-

gleichung die unbekannte Function selbst nicht enthält, in der Mechanik von

Wichtigkeit ist, so will ich für ihn die Lagrange'sche Methode kurz ausein-

ander setzen.

Es sei

(1) dV = pdx-^qdy^

wo q eine gegebene Function von x, y, p ist; man soll j^ und V so als Func-
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tionen von x und y bestimmen, dass die Gleichung (1) erfüllt wird. Auf diese

Weise kann man ganz allgemein die Aufgabe der Integration einer Gleichuncr

zwischen x, y und den partiellen Differentialquotienten

dV dV

darstellen, d. h. die Integration einer partiellen Differentialgleichung erster Ord-

nung zwischen drei Variabein, welche die abhängige Variabele selbst (die be-

suchte Function) nicht enthält. Die Bedincruno- der Intesrabilität von

pdx-\-qdy

ergiebt

dp dq dq dp

dy dx dp dx '

in welcher Gleichung auch -~ und -~~ gegebene Functionen von x. y, p sind.

Es sei nun
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und es verwandelt sich die vorige Gleichung in folgende:

dq dp dp dq ^
dp dx dy dx

Diese Gleichung wird also erfüllt, oder es wird pdx-{-qdy integrabel, wenn

man 7; als Function von x und y durch eine Gleichung

bestimmt, welche ein Integral nachfolgender Differentialgleichungen ist:

dx:dy:dp = ^:-\:-^,

in welchen -J- und -^ die nach x und
jp

genommenen partiellen Differential-

quotienten der als Function von x, y, p gegebenen Grösse q sind. Hat man

auf diese Art pdx-{-qdy integrabel gemacht, so findet man

^^ = j(pd^-hqdy),

und zufoloeder von mir modificirten Hamilton'schen Theorie wird das letzteo

Integral der Differentialgleichungen

dx-.dy.dp = -~
: — 1 : -^

die Gleichung

wo h die zweite willkürliche Constante ist.

Wenn die zwischen x, y, p, q gegebene Gleichung

^(^, y, ^, ^) =
ist, so kann man auf eine mehr symmetrische Art statt der Gleichungen

dx: dy :dp — ^— : — 1 : -~-

die folgenden setzen:

dx-dvdvda- ^.^._^._^ax .ay.ap.dq- Q^. Q^. ^^ . ^^ ,

von denen wegen der Gleichung

dih
,-^dx-\-

dx

eine die Folge der übrigen ist

du) , dip , dtp , dib ,

i
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3.

Anwendung auf eine Classe mechanischer Probleme.

Es gelte in einem Problem der Mechanik das Princip von der Erhaltung

der lebendigen Kraft, und es seien die Bedingungen, denen das System ma-

terieller Punkte, welches man betrachtet, unterworfen ist, so beschaffen, dass

der Ort sämmtlicher bewegten Punkte durch nur zwei Grössen x und y be-

stimmt ist. Es sei T die halbe lebendige Kraft, so giebt der Satz von der

lebendigen Kraft:

wo h eine willkürliche Constante und U eine blosse Function von x und y ist.

Es sei

,
da:

,
dy

^ = —1—' V = -^,
dt ^ dt '

so wird T eine Function von x. y. x
, y sein, und zwar in Bezug auf die

beiden Gri

Setzt man

letzten beiden Grössen eine homogene Function der zweiten Ordnung

dT _ dT _
dx' ~ -^'' dy' ~ ^'

so kann man auch durch Auflösung zweier linearen Gleichungen x' und y' durch

j), q, X, y ausdrücken. Wenn man dieses thut, wird T eine Function von p
und q, und setzt man in derselben

dV dV

so wird die Gleichung für die lebendige Kraft,

T= U-hh[

eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung zwischen x, y, V, in welcher

die abhängige Variabele V nicht selbst verkommt, sondern ausser x und y nur

die nach x und y genommenen partiellen Differentialquotienten von V. Setzt

man daher

ip = T—U—h,

so wird nach §. 2 das aufzustellende System gewöhnlicher Differentialgleichungen:

, , , ,
dT dT d(U—T) d(U—T)

d.:dy:dp:dq = ^:^: ^ :

^y
'

welches die Differentialgleichungen des mechanischen Problems selbst sind. Um
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diese daher vollständig zu integriren, braucht man nur ein Integral von ihnen,

/ = a,

zu kennen. Die aus den Gleichungen

/ = «, T = U-\-h

gezogenen Werthe von p und q in x und y substituirt man dann in die Gleichung

dV = 'pdx-\-qdy]

zufolge der Lagrange 'sehen Theorie wird der Ausdruck rechter Hand inte-

grabel, und daher auch seine nach a und h genommenen Differentialquotienten:

^dx-^^dy, ^d.-^^dy.

Die Integration dieser Ausdrücke giebt die vollständigen endlichen Integral-

o-leichunfifen des mechanischen Problems. Man hat nämlich nach S. 2:

Die Zeit findet man, wie ich in meinen Abhandlungen über die Hamilton'sche

Methode gezeigt habe, durch die Gleichung:

In diesen Gleichungen sind a, 6, h, x die vier willkürlichen Constanten, welche

die vollständige Integration des mechanischen Problems erfordert.

Ich habe die vorstehenden Resultate für den Fall der freien Bewegung

eines Punktes in einer Ebene bereits vor längerer Zeit der Pariser Akademie

der Wissenschaften mitgetheilt. In der Allgemeinheit, in welcher ich sie im

Vorstehenden vorgetragen habe, umfassen sie auch die freie Bewegung eines

Punktes auf irgend einer gegebenen Oberfläche, so wie mehrere andere merk-

würdige mechanische Probleme. Wenn das System sich frei um eine Axe

drehen kann, so hat man immer das verlangte Integral f=a mittelst des

Flächenprincips.

4.

Über die Weiterbildung der Lagrange'schen Methode.

Die Ausdehnung der Lagrange'schen Methode auf eine partielle DiflPe-

rentialgleichung mit mehr als drei Variabein scheint beim ersten Anblick ein

sehr complicirtes Problem. Diese Complication und der Umstand, dass man
sich wegen der physikalischen Anwendungen seit längerer Zeit auf die Unter-
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suchung der linearen partiellen Differentialgleichungen beschränkt, mögen Schuld

daran sein, dass in dem langen Zeitraum seit dem Jahre 1772 diese Lücke in

der Integralrechnung geblieben ist. Denn die Arbeit von Pfaff, welche grosse

Wichtigkeit man ihr auch beilegen muss, ist weit entfernt, für jede Zahl von

Variabein Aehnliches zu leisten, wie die Methode von Lao-rano-e für drei Varia-

bele 2:ethan hat. Denn während Lao'ranixe nicht die vollständige Inteirration des

aufzustellenden Systems gewöhnlicher Dififerentialgleichmigen nöthig hat, sondern

nur die Kenntniss eines Integrals statt zweier fordert, braucht Pfaff nicht nur

sämmtliche Inteorale der von ihm aufgestellten Differentialgleichungen oder ihre

vollständige Integration, sondern selbst diese ist ihm nur ein erster Schritt zu der

Lösung des Problems. Ich habe nun zwar durch eine leichte Verallgemeinerung

der Hamilton'schen Methode in einer anderen Abhandlung*) gezeigt, wie man die

Pfaff'sehe Methode so vervollständigen kann, dass die vollständige Integration

des Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen "in allen Fällen ausreicht: aber

es bleibt noch zu zeigen übrig, dass man auch diese nicht einmal nöthig habe.

Bei einer näheren Untersuchung dieses Gegenstandes ist es mir geluno-en. die

hierbei vorkommenden Schwierigkeiten zu heben, wodm'ch auch die analytische

Mechanik eine wesentliche Bereicherung erhält, indem die dynamischen Gmnd-

gleichungen für den weitverbreiteten Fall des Princips der Erhaltung der leben-

digen Kraft und selbst noch in anderen Fällen einer eigenthümlichen Behand-

lung hinsichtlich ihrer Integration fähig werden. Wenn nun gleich die Aus-

dehnung der Lagrange'schen Methode bei näherer Betrachtung nicht die grosse

Complication hat, welche sie beim ersten Anblick darbietet, so will ich mich

doch hier nur auf den nächsten Fall, auf die Integration der partiellen Diffe-

rentialgleichungen erster Ordnung zwischen vier Variabein, beschränken: ja ich

werde sogar, um eine klarere Einsicht in das Wesen der von mir verfolgten

Methode zu geben, wieder nur den in der Mechanik vorkommenden Fall be-

handeln, in welchem die partielle Differentialgleichung ausser den unabhängigen

Variabein nur die nach ihnen genommenen partiellen Differentialquotienten der

gesuchten Function, nicht diese selbst enthält. Die analogen, von mir für eine

beliebige Zahl von Variabein gefundenen Resultate habe ich in einem in Crelle's

Journal Bd. XVII abgedruckten Schreiben an Herrn Professor Encke kurz an-

gedeutet.**)

*) Crelle's Journal, Bd. XVII p. 97— 162; diese Ausgabe, Bd. IV p. 57— 127.

*) Vergl. diese Ausgabe, Bd. IV p. 39— 55.
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5.

Partielle Differentialgleichung mit drei unabhängigen Veränderlichen, welche die gesuchte

Function nicht enthält. Exposition der Aufgabe, Erstes System gewöhnlicher Differential-

gleichungen, von welchem ein Integral zu suchen ist.

Es sei

dV = pdx-i-qdij-i-rdz

und r eine gegebene Function von x, y, z, p, q, welche V nicht enthält. Man

soll p und q so als Functionen von x, y, z bestimmen, dass der Ausdruck

pdx-\-qdy-{-rdz

integrabel wird. Die Ausführung der Integration giebt dann die Function V.

Damit ihr Ausdruck vollständig sei, müssen die Ausdrücke von p und q in

X, y, z zwei willkürliche Constanten enthalten; bei der Integration kann man

dann dem Ausdruck von V noch eine dritte willkürliche Constante durch blosse

Addition zufügen.

Die Aufo-abe scheint beim ersten Anblick mehr als bestimmt zu sein.

Betrachtet man nämlich p, q, r als Functionen von x, y, z und setzt:

0)

dq dr
A,

dz dy

dr dp

da; dz

dy dx

dr dp „
dx dz

'

so hat man nur zwei Functionen p und q zu bestimmen und soll damit den

drei Gleichungen

^ = 0, B = 0, C =
genügen, welche erfüllt werden müssen, wenn der Ausdruck

pdx-{-qdy-{-rdz,

wie verlangt wurde, integrabel werden soll. Indessen wenn die drei zu er-

füllenden Gleichungen sich auch nicht auf zwei reduciren lassen, so sind sie

doch auch nicht von einander unabhängig. Man hat nämhch, wie man leicht

sieht, die identische Gleichung:

a4_ dB_ ac _ Q
^ dx dy dz

'

so dass, wenn zwei von den Ausdrücken A, B, C verschwinden, man von dem
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dritten weiss, dass er die eine von den drei Variabein x, y, z nicht enthalten

kann. In dieser Gleichung (2) hat man die Lösung des Problems zu suchen.

Ich will die Aufgabe, die beiden Grössen j) und q so als Functionen von

.T, y. z zu bestimmen, dass der Ausdruck jjf/o: -hg rfy 4- rc?2r integrabel ward, oder

dass die drei Gleichungen i4 = 0, 5 = 0, C = erfüllt werden, in zwei Auf-

gaben theilen, weil die gleichzeitige Behandlung und Bestimmung zweier Func-

tionen mit grossen Schwierigkeiten verbunden ist. Wir wollen nämlich zuerst q

als Function von a', ?/, ^, jj und dann j9 als Function von x, y, z bestimmen. So

lange man q nur als Function von x, y. z, p darstellt, ohne p als Function von

X, y, z zu bestimmen, wird es nicht möglich sein, einer der drei Gleichuno-en

i4 = 0. B = 0, C ^= zu genügen. Man wu'd aber eine gewisse Combination

dieser Gleichungen bilden können, der schon durch die Bestimmung der einen

Grösse q als Function von x, y, z, p Genüge geschehen kann, während die

Function p noch unbestimmt bleibt. Betrachtet man nämlich die beiden Grössen

r und q als Functionen von x, y, z, p, so werden die drei Gleichungen C = 0,

7^ = 0, A = folgende Gestalt annehmen

:

dp dq dq dp

(3)

dy dx dp dx

dp dr dr dp

dz dx dp dx '

dq dq dp dr dr dp

dz dp dz dy dp dy

Substituirt man die ersten beiden Gleichungen in die letzte, so erhält man:

dq dq dr dr dr dq

dz dp dx dy dp dx

oder

^ dz dy dp dx dp dx

Man kann diese Gleichung auch in der Form

welche zuoleich die Art ihrer Ableituno; erkennen lässt, darstellen. In dieser

Formel, so wie in (3) und (4), werden die beiden Grössen q und r als Func-

tionen von X, y, z, p betrachtet.

Wenn man wieder q als Function von x, y, z, p, aber r als Function

V. 57
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von .T, y. z, p, q betrachtet, wie es durch die gegebene partielle Differential-

gleichung bestimmt ist, und in diesem Sinne partiell differentiirt, so verwandelt

sich die Gleichung (4) oder (5), wenn man die sich aufhebenden Terme
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Ich habe hier der Symmetrie wegen sogleich das Verhältniss von dr zu den

übrio-en Differentialen beioefüot, welches sich aus der Gleichuno-
*— CT O - O

dip = -^ c/.r-h -^ dy^ -^dz-^^ dj)-\- -^dq-\-^~ dr^ öx dl/ dz dp ^ dq ^ dr

erüiebt.

6.

Aufstellung zweier linearen partiellen Differentialgleichungen, von denen eine gemeinsame

Lösung zu suchen ist.

Im Vorhergehenden ist q so als Function von x, y, z^ j) bestimmt wor-

den, dass einer gewissen Combination der Gleichungen ^4 = 0, B = 0, C = 0,

nämhch der unter (5) angeführten Gleichung

dp dp

Genüge geschieht, was für eine Function von x, y. z auch jd bedeute. Dieses

war der erste Schritt in unserer Untersuchung. Es war hierzu die Kenntniss

eines Integrals der Gleichungen (7) nöthig, welche vier verschiedene Integrale

haben, die ich mit

/ = ^^ A = «1, f-2 = S' f?. = S
bezeichnen will. Man kann im Voraus nicht wissen, ob der Verlauf der wei-

teren Untersuchung uns gestatten wird, irgend ein beliebiges dieser Integrale

oder eine beliebige Combination derselben zu wählen, um daraus q als Function

von X, y, z, p zu bestimmen, oder ob nicht die Erfüllung aller Gleichungen

^4 = 0, B = , C = fordern wird , dass diese Combination eine bestimmte

sei oder wenigstens noch gewissen Bedinguno-en genüge. Ich werde aber

zeigen, dass, wenn man auch für die Gleichung f=a ein ganz beliebiges Inte-

gral der Gleichungen (7) annimmt, es immer möglich ist, die Function p so

zu bestimmen, dass den beiden Gleichungen

i? = 0, C =
Genüge geschieht, welche, nachdem die Gleichung (5) erfüllt ist, allein nocli

übrig sind.

Betrachten wir q und r als Functionen von .r, y, j. p. wie sie durch

ip = 0, f = a

= 0, B = folgen

57*

die beiden Gleichungen

bestimmt sind, so sind die Gleichungen C = 0, /> = folgende
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dp dg dg dp

dy dx dp dx '

dp dr dr dp

dz da; dp dx '

wie ich sie bereits oben hingestellt habe. Es kann nun durch eine besondere

Beschaffenheit dieser Gleichungen möglich sein, dass sie beide durch dieselbe

Function p erfüllt werden können. Ich will mich hier auf die allgemeine

Untersuchuno", wie man die Bedingungen dafür findet, dass zwei partielle Diffe-

rentialgleichungen gleichzeitig erfüllt werden können, nicht einlassen, sondern

mich auf den vorliegenden Fall beschränken.

Um auf die allgemeinste Art die erste der beiden aufgestellten Glei-

chungen,

dp dg dg dp

dy dx dp dx '

in welcher -^, -J- gegebene Functionen von x, y, z, p sind, zu integriren,

sucht man die beiden Integrale der Gleichungen

dy : dx : dp = 1 : ;^ : -^ .

^ öp dx

Sind diese

g = a, X = ß,

wo a, ß willkürliche Constanten sind, die in (p und / nicht vorkommen, so

hat man die identischen Gleichungen

dgi dg dcp dg dg>

(9)

= 0,

= 0;

dy dp dx dx dp

Sx Sg dx dg
_

dx

. dy dp dx dx dp

und allgemeiner, wenn JI u'gend eine Function von
(f, / und der Grösse z ist

(welche letztere hier als Constante betrachtet wird):

dn__dg_ dn_ dg dn _
dy dp dx dx dp

Aus der vorstehenden Gleichung folgt, dass die Gleichung

dp dg dg dp

dy dx dp dx

durch jeden Werth p erfüllt wird, welcher der Gleichung
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genügt, wo II((fi, Xi ^) ^"^^ beliebige Function von g?. / und z ist, während

b eine willkürliche Constante bedeutet. Es fragt sich nun, ob es möglich ist,

diese Function TL von y, / ^^^^^ ^ ^^ '^^^ bestimmen, dass durch denselben xA.us-

druck von ^; auch die andere Gleichung erfüllt wird:

dp dr dr dp

dz dx dp dx '

oder, was dasselbe ist, ob man TL so als Function von
(f, / und z bestimmen

kann, dass auch die Gleichung

dn_d^ dn_ d>^ 5/Z _
dz dp dx dx dp

identisch erfüllt wird.

Um diese letztere Gleichung durch die partiellen Differentialquotienten

von JT, nach (p. / und z genommen, auszudrücken, sei:

dn = n'((;)d(f-+-n'(x')dx-^n'(~)dz:

es sei ferner

d(f dr d(f dr d(f

dz dp dx dx dp ^'

dx dr dx dr dx

dz dp dx dx dp '^'

SO wird die zu erfüllende Gleichung:

P^
_ Gjl_ dr_ dn_ dr

_

dn
dz dp dx dx dp

= n\if).^,+n'{x)-x,+n'{z).

Diese Gleichung würde eine partielle Differentialgleichung zwischen den Grössen

^5 9^5 Xi ^ sein, wenn sich die Grössen (p^ und /^ durch
(f, /, z ausdrücken

liessen, oder, was dasselbe ist, wenn sie, in die Gleichungen (9) für (p oder /
gesetzt, dieselben ebenfalls erfüllten. Und dieses wird man in der That bei

näherer Untersuchung finden.

7.

Hülfssatz zur Aufsuchung der gemeinsameu Lösung.

Man hat nämlich folgendes Theorem:

„ Wenn q und r Functionen von x, y, z, p sind, tvelche de)' Gleichung (4)

dq dr dq dr dr dq „

dz dy dp dx dp dx
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genügen, und lüenn cp ein Integral der Gleichung

dy

ist, so lüird die Function

dq d(f

dp da;

dq d(p

da- dp

fx
d(f dr

dp
d(f

dx

dr

dx
d(f

dp

ebenfalls ein Integral dieser Gleichung, d. h. vian hat auch:

d(f^ dq d(f^ dq d(p^
0/'

dy dp dx dx dp

Es seien nämlich ^, q und r irgend welche Functionen von x, y, z, p, und es

werde der Kürze halber

dq dl dq

dz

d(p

dy

d(f

dr

dxdy dp

dq d(p

dp dx

dr d(p

dp dx dx

dq

dx
= 4

dr

dp

dq dtp

dx dp)

dr d(p

dp

gesetzt; dann findet man, wenn alle sich aufhebenden Tenne fortgelassen

werden:

K,

= L

(10)

dL
dy

d<f

dx

d(f

dp

dq dL
dp dx

d'r

dpdy

d q

dp dz

d'r

dq dL

dJ d(f

dp dx

dxdy

d'q

dxdz

_ ÖJ
dx

dx

dq

dp

dr

dp

dq

dp

dr

dp

d(p

dp

dp

d" r

dpdx

d q

dpdx

d'r

dx

ö q

{dK dr

\ dz dpdp

dq d r

dx dp

dx

dK dr

dx dx

dK
dp

dq

dx

dr

dx

d q

dp

d\

dxdp

d q

dxdp

Aus dieser Gleichung folgt, dass, wenn die Functionen q, r und
(f

so be-

schaffen sind, dass die Ausdrücke K und J identisch gleich Null sind, die
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Function L der Gleichuno; o-enügtÖ ö'

dL dq dL dg dL ^
dy dp dx dx dp

was zu beweisen war.

8.

Bestimmung der gemeinsamen Lösung. Vollständige Integration des in §. 5 benutzten

Systems gewöhnlicher Differentialgleichungen.

Aus dem soeben bewiesenen Theorem folgt, dass man aus einem Inte-

gral
(f

der Gleichung

d(p dq d(f dq d(f ^
dy dp dx dx dp

immer ein zweites durch blosse partielle Differentiation ableiten kann; es wird

nämlich

d(f dr d(p dr d(p

^1 dz dp dx dx dp

ein Integral derselben Gleichung, oder man hat ebenfalls:

d(p^ ^ ^^ ^._^ =
dy dp dx dx dp

Ja man kann diese Operation wiederholen und, indem man y^ statt 5p setzt,

aus (fi
ein drittes Integral ableiten

:

d(f^ dr d(p^ dr d(p^

^ dz dp dx dx dp

Sind aber y und y^ zwei Integrale der Gleichung

d(p dq dcp dq d(p ^
dy dp dx dx dp

so ist bekanntlich jedes andere Integral eine Function dieser beiden Integrale,

und es muss daher (p^ eine Function von (p und
(f^

und von der Grösse z sein,

welche letztere bei der Integration der vorstehenden Gleichung als Constante

angesehen wird.

Ich nannte aber / ein zweites Integral der vorstehenden Gleichung, und

Xx eine Function, welche durch dieselben Operationen aus x abgeleitet wird,

wie (fi aus cp, und welche daher nach dem obigen Theorem ein Integral der-

selben Gleichung ist. Nimmt man
(f^

für dieses zweite Integral /, so wu'd



456 INTEGRATION DER PARTIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

und die Function II \Yird eine Function von
(f.

cp^ und z, welche der Glei-

chuno; o-enügen muss:

in welcher ^o ^ii^e gegebene Function von
(f), (p^ und z ist. Hat man daher

ein Integral

der Gleichungen

c?V : dx : dp = 1 : tJ- : -?r^
'^ ^ op ox

gefunden, in welchen z als Constante angesehen wird, so leitet man aus (p die

Function
(f^

und aus (p^ die Function (p^ ab vermittelst der Formeln:

d(p dr d(f dr dtp

1 dz dp dx dx dp '

d(f^ dr d(f^ dr d(f^

2 Qz dp dx dx dp '

und driickt (p^ durch ip,
(f^

und z aus, was immer möglich ist. Hierauf bildet

man die Differentialgleichungen

(11) dxf : d(f^ :dz = (f^:(p^:l

und sucht ein Integral derselben.

Diese Gleichung, verbunden mit den Gleichungen

ip = 0, f=a,

giebt für j;, q, r Ausdrücke in x, y, z mit zwei willkürlichen Constanten a

und i, welche den Ausdruck

pdx-\-qdi!/-\-rdz

integrabel machen. Setzt man dann

V = {{inlx-^qdy+ rdz),

so dass V eine Function von .t, y, z, a, h wird, so erhält man zufolge der in

einer anderen Abhandlung (Crelle's Journal, Bd. XVII p. 97; diese Ausgabe,

Bd. IV p. 57— 127) von mir gegebenen Theorie die vollständigen Integrale der

Differentialgleichungen (7) durch das System der Gleichungen:

dV dV
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in ^yelchen a . U zwei neue willkürliche Constanten sind. Die beiden letzten

Gleichungen kann man auch so darstellen:

\\-7^dx-\--^dy-{-^^~dz\ = a,
J \ da da '^ da J

in welchen Formeln die unter dem Integralzeichen enthaltenen Ausdrücke eben-

falls integrabel sind.

9.

Besonderer Charakter der erhaltenen Integrale des Systems gewöhnlicher

Differentialgleichungen.

Differentiirt man die Gleichung JI =/< , dm^ch welche die zweite will-

kürliche Constante eingeführt wurde, indem man II wieder, wie oben, als Function

von X, y, z, p betrachtet, so erhält man:

,„ dn , dn , dn . dn . ^dn = -^— dx-\ 7^
— dy-\ 7:.— dz-\—7^

— dp = ü.
dx dy "^ dz dp ^

Die Function 71 war aber so bestimmt worden, dass sie gleichzeitig den beiden

Gleichungen

dri__dg_ dn dg dn ^^
dy dp dx dx dp '

dll__dr_ dn_ dr^^dn ^ ^
dz dp dx dx dp

genügte. Multiphcirt man die erste Gleichung mit dy, die zweite mit dz und

zieht die Summe beider Producte von der Gleichung dll = ab, so verwandelt

sich diese Gleichung in folgende:

dni^ da ,
ö;- 1 ÖJIf, dq , dr \

Wenn man r als Function von x, y, z, p, q betrachtet, so werden die beiden

in -^ und -^- multiplicirten Ausdrücke:

Diese Ausdrücke verschwinden, werm die Gleichungen (7) stattfinden, da aus

V. 08
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diesen Gleichungen folgt:

cte-h^r— 02- == 0, dy -\- -^^-^ dz = ü, dp 7:^- dz = 0.
dp öq öx

Man sieht daher, dass die Gleichung dTl= eine der Combinationen ist, welche

man aus den Gleichungen (7) oder (8) bilden kann, oder dass die Gleichung

jj ^ h, ebenso wie diejenige, durch welche die erste willkürliche Constante a

eingeführt wurde, f =^ a^ ein Integral dieser Differentialgleichungen ist. Aber

die Gleichung TL = b ist nicht, wie die Gleichung f=a, ein beliebiges Integral

dieser Differentialgleichungen, sondern nur ein Integral einer Combination der-

selben, welche zwischen den drei Variabein g), (f^
und z stattfindet, während

die Gleichungen (7), nachdem durch das erste Integral f= a die Grösse q als

Function von x, y, z, p bestimmt wurde, zwischen diesen vier Variabein ge-

geben waren.

10.

Die Ordnung der zur Aufsuchung der gemeinsamen Lösung notliwendigen

Integrationen kann sich unter Umständen erniedrigen.

Ich habe oben gesagt, dass der allgemeinste Ausdruck einer Function /,

welche der Gleichungo

dx dq 6x dq dx
dy dp dx dx dp

Genüge leistet, eine beliebige Function von z und zwei IntegTalen dieser

Gleichung, y und
(f^,

sei, und dass daher, da auch ff^ dieser Gleichung Genüge

leistet, ^2 eine Function von y, y^ und z sein müsse. Dieses hört auf, seine

Gültigkeit zu haben, wenn es sich trifft, dass der Ausdruck

dg) dr dtp dr d(f

^ dz dp dx dx dp

selber schon eine Function von cp und z ist. In diesem Falle aber erfährt

die Aufsuchung der Function JI eine bedeutende Vereinfachung, indem sie nur

eine Function der beiden Grössen (p und z wird. Denn da es nur darauf an-

kommt, H so zu bestimmen, dass es gleichzeitig den beiden Gleichungen

dTl_dq_ dJl dg dn _
dy dp dx dx dp '

dn_di^ an dr dn _
dz dp dx dx dp
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genügt, und jede Function Tl{(f. z) schon von selbst die erste erfüllt, so hat

man nur noch der Gleichuno;

zu genügen, in welcher, wie angenommen wurde, cp^ eine Function von
(f

und z ist. Diese Gleichung wird aber erfüllt, wenn JI= b das Integral der

Gleichuno;

ist. Man hat also in diesem Falle nm- eine Differentialgleichung erster Ord-

nung zwischen zwei Grössen (p und z zu integrben, während man vorher von

zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zwischen den drei Grössen
(f, (f^

und z oder, was dasselbe ist. von einer Differentialo-leichuno; zweiter Ordnun«:

zwischen
(f

und z ein Integral zu finden hatte.

Trifft man zufällig ein Integral ^, für welches (p^ gleich wird, so hat

man keine Differentialgleichung weiter zu integriren, sondern JT gleich
(f

zu setzen.

11.

Zahl und Ordnung der nach dieser Methode erforderlichen Integrationen.

Die Differentialgleichungen (7) sind vier Gleichungen erster Ordnung

zwischen fünf Grössen, welche die Stelle einer Differentialo-leichuno; vierter

Ordnung zwischen zwei Grössen vertreten. Wollte man diese successive in-

teoTiren. so hätte man nach und nach ein Intem^al einer Differentialo-leichuno;

vierter, dritter, zweiter und erster Ordnuno- zu suchen. Vero-leichen wir da-

gegen die im Vorhergehenden geforderten Integrationen, so haben wir. nachdem

ein Integi'al der vier Differentialgleichungen erster Ordnung ermittelt ist, nur

Differentialgleichungen der zweiten Ordnung zwischen zwei Variabein zu inte-

griren und keine der dritten Ordnung: daraus ersehen wir, dass nach der ange-

wandten Methode die Differentialgleichung dritter Ordnung, auf welche nach

gefundenem ersten Integral das Problem zurückkommt, sich immer auf Diffe-

rentialgleichungen zweiter Ordnung zurückführen lässt. Wir hatten nämlich

zwei Differentialgleichungen erster oder eine zweiter Ordnung, um die Func-

tionen
(f

und ^i zu bestimmen; hiervon brauchten wir aber nur ein Integral

zu kennen, if = «, da sich nach einer bestimmten Regel ein zweites Integral

^1 = /? daraus ableiten liess. Nachdem die Functionen p und y, gefunden,

hatten wir zwischen diesen und z wieder zwei Differentialgleichungen erster

58*
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oder eine zweiter Ordnung, von denen wieder nur ein Integral II =^ b zu

suchen war. Alles übrige war dann auf Quadraturen zurückgeführt. Statt

also nach und nach ein Integral einer Differentialgleichung dritter, zweiter,

erster Ordnung, haben wir nur zweimal ein Integral einer Differentialgleichung

zweiter Ordnung zu suchen und blosse Quadraturen auszuführen, was eine

bedeutende Vereinfachung ist.

Wir haben nach dem Vorhergehenden zweierlei Arten von Differential-

gleichungen, für welche ein Integral zu suchen ist, solche, von denen ein Integral

mit einer willkürlichen Constante eine Gleichung zwischen den Grössen x, y, z,

j), q und einer willkürlichen Constante liefert, die als eine der Integralglei-

chuno-en des Problems zu betrachten ist, und ein Hülfssvstem, das nur dazu

dient, passende Variabele aufzufinden, die an Stelle der ursprünglichen zu

wählen sind. Diejenigen Integrale, welche die willkürlichen Gonstanten geben,

sind zugleich Integrale desselben ursprünglichen Systems von Differentialglei-

chungen (7) oder (8).

12.

Das bei der Aufsuchung der gemeinsamen Lösung benutzte System gewöhnlicher

Difterentialgleichungen. Seine vollständige Integration. Sein Multiplicator.

Zur besseren Einsicht in die Natur der hier vorkommenden Differential-

und Integralgleichungen bemerke ich noch, dass die Gleichung

dV C{ dp , da , ör , 1
,

,

-W = J l^^^+^^^+-öF^"l = ^

nicht nur ein Integral der Gleichungen (7) ist, wenn man sich daraus die Con-

stanten a und b vermittelst der Gleichungen f= a , II = b eliminirt denkt,

sondern auch der Gleichungen (11), wenn man nur die Constante b vermittelst

der Gleichung TL = b eliminirt, so dass also

dVn = b, ~- = b'
ob

die beiden Integrale der Gleichungen

d(p : dg)^ : dz = (p^: (p^:l

werden. Wenn nämlich 11= b, 11^ = b' die beiden Integrale dieser Gleichungen

sind, so hat man, wie ich in §. 9 gezeigt habe:

9/7j f dq dr ^ dTI^ f dq dr ]
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Denn dasselbe Resultat, welches ich dort in Bezug auf die Function JI erhalten

habe, erhält man auch in Bezug auf die Function JIi. Aus diesen folgen aber

die Gleichunjreno

(12)

r^ 7 Ö<7 7 S>' 7

welche mit den Gleichungen (11) äquivalent sein müssen, oder von denen jede

eine Combination der Gleichungen (11) sein muss. Substituirt man in q und

r den Werth von p als Function von a\ y. z und der willkürlichen Constante h,

der dm*ch die Gleichung TI ^= h gegeben ist, so enthalten q und r die Grösse

h nur, insofern dieselbe in p) vorkommt, oder man hat:

dq dq dp dr dr dp

db dp db ' db dp db

Multiplicirt man daher die erste der beiden Gleichungen (12) mit -^, so

erhält man:
„ dp , dq , dr

,

Der Ausdruck rechts ist integrabel, und man erhält durch seine Integration

das zweite Integral der Gleichungen (11):

dV r{ dp , dq
,

Ö'"
7 1 7/

-er = .11'^-''"+ ^''^+-5^*1 = ''•

was zu beweisen war.

Ich will noch den integrabeln Ausdruck

dp , dq , dr ,

-5F
'''-+ &7'''J^^ ^^'

= !!-{''"+ -!-<''+1^4'dp '- dp

dessen Integration ein Integral der Gleichungen

d(p : d(p^ : dz = (f^ -fp,'-^

giebt, durch die Variabein (p, (p^, z selbst auszudrücken suchen. Aus den

Gleichungen

d(f) dq d(f dq d(p „

dy dp d.f d.F dp

dg>i dg d(f^ dq d(f^ ^ ^
dy dp dx dx dp
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erhält man. wenn man der Kürze halber

d(f d(p^ d(fj d(f^

setzt, die Gleichungen

dx
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Substituirt man die für M-t^, M-^^ gefundenen Werthe, so erhält man:

l <9^c ö» dp dx J ' l öy öü öü öy J "^ \ dz dp dp dz Jdp dp dx J * [ dy dp dp dy \ [ dz dp dp

r (9^ dcp

oder

f ö^ dr -j ö(p^ öy r d(f 5^1

1

d(p^ d(f= -özid<f— (f^ dz)— -^ (d<p^— (f,
dz).

Es ergiebt sich ferner, wenn man die Gleichung JI((f,(pi,z) = h nach b differentürt

:

dn dp f d(f dq).\ dp

Man hat daher den integrabeln Ausdruck

d(p^ d(f

db ' db '^ db '^
( dw dw.
\n'(^)-^^n'(<fO^}

dp ^ dp

Es ist nicht möglich, aus diesem Ausdruck den Quotienten -^—'--k— fortzu-

schaffen, welcher allein darin keine Function von y, ^^ und z ist, ohne dass

man die Gleichung

dn = n'((p)d(f-{-n'((fOd(f^-{-n'(z)dz = o

zu Hülfe nimmt. Eliminirt man aber vermittelst dieser Gleichung dz und setzt:

SV „ ,„ dp , da , dr ,

so verwandelt sich die Gleichuno" in:

dn, = dn.

I
d(f^ d(f\

Ajn'(z)[n'(<p)^-i-n'(^,)^}

Mn'(z)[n'(cfi)^+n'(^,)^-^]
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Substituirt man in diesem Ausdruck für JI'(^) den Werth (§. 8)

:

so kann man im Zähler und Nenner den Factor

fortheben und man erhält:

Hat man also ^3 ^^nd M durch (p, (f^
und z ausgedrückt, und von den Diffe-

rentialgleichungen

d(f : d(f^ -.dz = (f^:(f^:\

ein Integral

o-efunden, vermittelst dessen man z durch (p und w^ ausdrückt, so hat man

zur vollständigen Integration dieser Differentialgleichungen noch eine Differen-

tialgleichung erster Ordnung zwischen (p und (p^ zu integriren:

cp^d(p^— %d(f = 0.

Nach dem Obigen kann man aber zu dieser Gleichung immer den Multiplicator

finden, indem

"^^1 ~ Mn'{z)

ein integrabeler Ausdruck ist , wenn man vermittelst der Gleichung JI = 6 in

^2 und in dem Multiplicator

1

MnXz)

die Grösse z durch (p und
(f^

ausdrückt.
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DE AEQÜATIONUM DTFFERENTIALIUM
ISOPERIMETRICARUM TRANSFORMATIOXIBUS EARUMQUE

REDÜCTIOXE AD AEQUATIONEM DIFFERENTIALEM
PARTIALEM PRIMI ORDINIS NON LINEAREM.

(Ex 111. C. G. J. Jacobi manuscriptis posthumis in medium protulit A. Clebsch.)

Transfer matio Prima.
1.

Proponatur integrale fUdt Maximum Minimumve reddere, sive propo-

natui' aequatio

SfUdt = 0,

designante ö notam variationis Signum. Statuatur primum, expressionem U
unicam involvere ipsius t functionem x iina cum eius differentialibus x, x", . . . , x^"'\

Integranda erit aequatio differentialis 2m*' ordinis

Till jj nm—1 jj

^
^ de dt'"-'

in qua brevitatis causa posui

rr __dU^ _ dU

Sit

(2) i- = r = -^-

eiusque aequationis ope e functione

(3) r= r-.r("')^

eliminetur x^"'\ Quam functionem ubi variamus habendo V pro quantitatum t,

X, x', . . . , x^"'~'^\ I functione, ipsam U autem pro quantitatum t, x, x', . . . , x^"'~'^\ x^'"^

functione, reiectis terminis se mutuo destruentibus

prodit

59*
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dt da dx' dx^""^^ 8^

dt dx dx dx''

Hinc obtinemus

dV _ dU dV_ _ dU^ dV _ dU
'd^ ~~ "äT' "äi^ ~ dx' '

" ' •' Ö.^("'-^) ~ öa;("'-i) '

aF _ du_ dv^ _ _ („0

dt ~ dt ' di ~ * '

vel si etiam ponimus

V = -^I- V = -^
fit

1^ _ _ .(.)

Unde aequationi differentiali (1), inter variabiles t et .t propositae, substitui po-

test hoc systema duarum aequationam

:

(5)

d"'x dV
dt"' ö?

m—

1

m—

2

~
7/i 1 7

dt'" dt'"~' dt""-' ^ "*

Differentiationes in dextra parte aequationis posterioris ita transigantur, ut post

unamquamque differentiationem loco ipsius dx^"'~'^^ substituatur eius valor ex

aequatione priore

dx ==
TT.— dt.

Unde aequationis illius dextra pars revocatur ad functionem quantitatum

«-, tt, .t , . . , •< 5 c, g , • • • ? c ,

quam designabo per

(6) _--
'"^

dt"'

dV_. dV _
Simul patet , ipsius S unicum terminum affectum ipso |('"~^^ fore —^^-^ |('«-»)^

e quantitate ~— provenientem. Unde erit

dS dV ,

dr d'e

Aequatio differentialis (1) 27/i'' ordinis, inter x et t proposita, antecedenti-

bus transformata est in systema duarum aequationum differentialium nt' ordinis
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inter ?. x et |:

Quae aequationes difFerentiales ea forma gaudent. quam aequationibus diffe-

rentialibus tanquam normalem tribuere convenit, in qua scilicet ad singularum

aequationum alteram partem singularum variabilium dependentium differentialia

altissima relegata sunt, ita nt alterae aequationum partes non nisi inferiora in-

volvant differentialia.

Secundum praecepta, in commentatione de novo Multiplicatore tradita*),

definitur aequationum (8) Multiplicator formula:

dlogiM d- V dS
dt d^dx'^'"''^ ^ dt"-'^

Fit autem e (7)

da dV
,

d'V

= 0.

unde
dlogM ^ ^

dt

Quae docet formula, aequationum (8), in quas propositam transformavi , Multi-

plicatorem esse unitati aequalem.

2.

Faciamus iam, ipsam U duas involvere functiones x et y una cum earum

differentialibus .t', x" , . . ., x^"'\ y ,
y", .... y'"\ Posito

dU . dU = V,

sequitur
(2) V = U-J-^^-y^-^ri,

SU j.. ,
dU du

,
SU M ('"-!) ("Ort

cf dx dx' dx'"

,
dU ^ ,

dU
,

dU . („_i) („)j

dy dy dy'

reiectis terminis se mutuo destruentibus

dx dy'

Unde, si aequationum (1) ope in ipsa I' loco quantitatum x'-'"'' et y^"^ introducimus

quantitates $ et »/, eruitur

*) Cf. huj. eflit. vol. IV ].. SUC.
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dU dV dU dV dU

dx

dV
dx

du

dV

dv
dx'

dU
dy dy ' dy' dy'

dV dU dV

dx^'"-'^

dV du

j'")

dy

= —y

dy^

"öT ~ dt ' d-e ~ ' dr^

His sLibstitutis, aeqaationes differentiales, quae integrandae proponuntur,

dU „n-X dU
, du

(3)

abeunt in sequentes;

(4)

cV

, du

d'
dx

(m-l)

n-X dU
dy

(n-l)

de dt
n—\

+-...+

dx

du
dy

Till

d X

dt'

d"'-a

dir

d

dv_ d^y ' dV
~W ~ ~~dr^

dV
dx^"'-'^

d'
dx

(m-2)

d

dt'"-'

n-l d V

d"7j dy

~dF
~

~dt^

(«-1)
d

dt'''-'

n-2 d V
dy

(n~^)

dt'

dV
dx

dV
dy

Si n^m, in dextra parte aequationis postremae ita transigantur difFerentiationes,

ut post unamquamque substituantur valores

dv dif''-'^ dvdJ'"-'^

dt a? 'dt dri '

unde quantitas dextrae partis aequabitur fanctioni ipsarum

X
,(»'-!)

quam designo per

y. y\ y",
. y

(n-l)

(77,-1)

H d 7]

dt'"

In qua functione ipsum j^^" ^^ tantum invenitur in unico termino, ex ipso

,77-1 dV
d'

dy,(«-!)

dt'

proveniente;



EARÜMQUE REDUCTIONE AD AEQÜATIONEM DIFFEREXTIALRM PARTIALEM PRIMI ORDINIS. 471

Q' V
.
(.-1)

unde Tit

:

dH d'V
(5) 5^(«-i)

ö/-'^a»?
7/« ..

Deinde in expressione, quae ipsi -~^ aeqiiatiir, differentiationes ita transigendae

sunt, iit post unamquamque differentiationem ipsis dx^"'~'^\ dy^''~^^ substitaantur

valores ~- dt, ^
— dt. atque insuper. ubi ipsum—^ = »?w differentiatione

provenit, ei valor H substituatur. Unde ipsum —^ aequale invenitur functioni

quantitatum
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Ciiiiis dextra pars secundum (5) et (6) identice evanescit, unde ponere licet

M= 1.

Eadem methodus casui applicari potest. quo functio U praeter variabilem

independentem t implicat quotlibet functiones cc^. x^, .... x^ una cum earum

difFerentialibus
,

quae respective in ipsa U ad ordinem m\,tura'1 •
m\ m:

(»"i) „('"2)

ascendant. Introducendo ipsarum x^"' , x

dU du
da;

.('«ä)

loco quantitates

du

n aequationes diiferentiales integrandae in alias 2n transformari poterunt, quibus

difFerentialia

d'

de-

d"'n

de de^ ' de-
'

exprimuntur per formulas non nisi ipsis illis inferiora differentialia involventes.

Quarum aequationum differentialium Multiplicator aequabitur imitati.

Transfer matio altera.

Reductio problematum isoperimetricorum ad aequationes differentiales partiales

primi ordinis non lineares.

lam alteram transformationem valde memorabilem aequationum diflferen-

tialium tradam, a quarum integratione solutio aequationis

dfüdt =
pendet. Cum methodus adhibenda sine negotio ad quemlibet functionum nu-

merum pateat. eam tribus ipsius t functionibus x, y, z applicare sufficiet, quae

ipsam U afficiant una cum earum differentialibus

Sunt eo casu tres aequationes differentiales integrandae sequentes:

„„ du ,„,_, du

(1)

=

=

Q^{m) ö^('»-l)

de

^r
du

d

de''

n-i d U
dy^^-^^

d"

de

dU
dz(p^

jp—i

dt"-'

du
dz<^p--^)

dt' dt
p-i

dU
dx '

dU
dy ' •

dU
dz
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Pono:

i du

(2)

dx("'^
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(3)

dU
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E formulis (5) sequitur ipsias U per V expressio:

-=-K-f)-(4f)-K4f)-
Substitiiendo (5) in aequationibus (3) et (4) iam uncis omissis hoc nanciscimur

systemo aequationum diffei^entialium vulgarium transformatum:

(6)

d X
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Nam cum aequationes illae forma canonica gaudeant, aequatur ~— ag-

gregato differentialium partialium expressionum, quae ad dextram positae sunt,

siquidem harum expressionum quaeque respectu eius quantitatis differentiatur,

cuius differentiali aequatur. At e numero aequationum (6) sex tantum sunt,

videlicet:

dt'" di ' de Qn ' dt^ dt,
'

d^ dV drj ^ dV dc ^ dV
dt

~~
ar('"-') ^1' dt ö//"-i) ^1' dt ' dz^p--')

^1'

in quibus dextrae partes non iis vacant quantitatibus, quarum differentialibus

aequantur. Secundum regulam assignatam trium priorum aequationum dextrae

partes resp. ditFerentiandae erunt ipsarum x^"'~^\ y^"~^\ ^^^'^^ respectu, trium

posteriorum dextrae partes ipsarum |, i], ^ respectu, omniumque sex differen-

tialium partialium provenientium formandum erit aggregatum. Quod patet ag-

gregatum identice evanescere, binis terminis

Ö^Ö^O"-!) '
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(8)

d.r
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Quas formulas substitaendo ex aequationibus differentialibiis (6) antecedentes

(8) prodeunt.

Demonstravi, designante
(f

functionem quamcunque quantitatum

^: ^in f/o, • • ., (i,„, Pi, ;^2, . • ., p„,,

systema aequationum differentialium vulgariam:

dt öpj ' dt dq^

dq.^ d(f dp.^ d(f

dp.-, ' dt dq^
'

(9) dt

dt

d(f

^Pr.
dt

d(f

arctissimo vinculo connexum esse cum aequatione differentiali primi ordinis

in qua quantitates pi designant differentialia partialia functionis incognitae W,

ipsarum q^ respectu sunita. Sit enim TF solutio completa aequationis differen-

tialis partialis (10), affecta praeter Constantem additione iungendam m Con-

stantibus arbitrariis «j. «., .... cf,„, datur aequationum differentialium vulgarium

integratio completa formulis:

( dW dW dW

(11) dW

Pv

= /?!.

dW
ß,.

dq

dW = ß.
Otto

^' ' ' da

designantibus /y, , ß.,, .... /:^,„ novas Constantes arbitrarias, una cum ipsis

«j. (c.,^ .... «,„, quae functionem Tl^ afficiunt. numerum Constantium arbitra-

riarum requisitum 2m implentes. Vice versa si aequationum (9) integratione

completa eruuntur valores quantitatum ^,, q.,. . . ., ^,„, p^, p.,, . . ., p,,^, exhibiti

per quantitatem t ipsarnmque valores initiales

^1' ^2' • • - C' Pl Ph P

obtinetur aequationis differentialis partialis (10) solutio completa TFper formulam

(12) W =
j\J l^

da
-P->

dq, d(f
\dt,

dp.^ '" dp^^

siquidem post integrationem f'actam ope aequationum integralium mutetur f'unctio

quantitatum t, q\, q'L .... </';„, p)'l. p!,, .... p"„ sie inventa in aliam quantitatum

U q,. q.: q'i, ?.=
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Scilicet per 2?w aeqiiationes integrales, quae inter 2)n-hl variabiles atque 2m
Constantes arbitrarias locum habent, quamlibet haruiii 4??2-4-l quantitatum

functionem in aliam mutare licet, quae quaslibet 2m-\-l ex earum nuniero

solas involvat.

Systema aequationum differentialium (8) ipso intuitu patet eadem gaudere

forma atque aeqiiationes (9), modo ipsis q^, q.^, . . ., ^,„ substituantur m-\-ii-\-p

qiiantitates

x, x', . . ., a;("'-'); i/, y\ . . ., */("-!); z, z\ . . ., sCz-D,

ipsis vero p-i, p^. . . ., p,a qnantitates

Unde aequationum differentialium (8) integratio completa eruitur quaerendo

variabilium

t, ^, ^', • • •, <^^"'-'^ y, y\ . . ., ^'"-'^ z, z\ . . ., z^-^)

functionem W, praeter Constantem additione accedentem affectam )n-^n-\-p

Constantibus arbitrariis. quae satisfaciat aequationi differentiali partiali

siquidem in ipsa (p quantitatibus

i._l, L-2' • • •' ?' ^.-1^ ^«-2' • • •' ^' ?;,-!• ?,,-2' • • •, C

substituantur respective functionis W difterentialia partialia

dw dw dw
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aequatio differentialis partialls (13) hoc modo repraesentari poterit:

r dw , dw
,

„ dw ,
,, dw

(14)

dt ^ dx dx' '

'

Ö^C^'-ä)

dw „ dw
, ^, dw

I /i." I I ,.(ra — 1)+i/'-7^-f-3/"-5r^H ^y

, dW „ dW , ,, OTT
dz ^ dz' ^ ^ Ös(P-2)

ubi functio V praeter variables independentes sola involvit differentialia partialia

dW dW dW

Videmus igitar, aequationem differentialem partialem (14) et ab ipsa functione

incognita vacuam esse, et omnia praeter tria differentialia partialia tantum

lineariter implicare.

Si in form lila (12) evenit, ut funetlo y complures quantitatum
i^j, jh, . .

., p,„

tantum lineariter implicet. illae omnino abeunt e quantitate, quae sab signo

integrationis est:

d(p dcp d(f
'^ ~^'i ~d^ ~^-'

~d^.,
-^'"'

"öp;;
•

ünde nostro casu haec quantitas simpliciter evadit:

,, , öF dV ^ dV
d^ ' dr^ ^ dt

cum omnia i^,, i]i, ^, praeter ipsa |, i], ^ fanctionem
(f

tantum lineariter

afficiant. Hinc e formula (12) eruitur:

(15) W = fUdt.

Quae supponit formula, aequationibus differentialibus (8) complete integratis,

expressas esse variabiles omnes per t ipsarumque valores initiales, unde etiam

U solius t functio evadit; post integrationem autem ope aequationum integralium

quantitates omnes 1^, ^;, ti una cum earum valoribus initialibus eliminari, unde

W ipsius t atque solarum .t,, ?/,., Zi earumque valorum initialium functio fit,

quae erit aequationis differentialis partialis (14) solutio completa.

Si reductio problematis isoperimetrici ad aequationem differentialem

partialem primi ordinis, antecedentibus pro tribus functionibus explicata, ex-

tenditur ad numerum quemlibet functionum ipsam U afficientium, nanciscimur

hanc propositionem

:
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Propositio de reductione problematum isoperimetricorum ad

aequationes differentiales partiales primi ordinis.

ImpUcet U 'praeter variabilem independentem t eins functiones incognitas

qiiotcunque x^, Xo etc. una cum earum differentialihiis

x[, .2^1', • . ., oc-;'': x'^, xl^, . . ., x'ip; etc.;

functiones x^^ x., etc. ita determinandae proponuntur, ut fiat

dfUdt = 0;

ewm in finem pono

du dw du dw
Q^ia) Öa;("-i) ' 04^) 04^-1)

etc.,

earumque aequationum ope elimino x[^\ x[^^ etc. de functione

TT r, dW ,,, dW

quo facto evadit V functio quantitatum

t, x^, x[. . . ., x'f~'^'>: x^, 4?- • • •» 4^~'^; etc.,

quas pro variahilibus independentibus habeo, atque differentialiuin partialium

dW dW
04«-') ' 04^-')

etc.;

enita functione V, formo aequationern differentialem partialem:

dW . dW „ dW
, ,, dW

dt ' dx^ ' ' dx[ '
'1 ö4«-2)

'^2^:;r-^-^2 -^ttH ^^

-+-

= V;

cuius inventa, sit solutio completa W, quae ptraeter Constantem additione

accedentem involvit Constantes ju = a-{-ß-\— arbitrarias rr,, a.^, . . ., a^,

numero 11 aequante summam ordinum. ad quos in ipsa U singulorum

fnnctionum incognitarum differentialia ascendunt; determina.buntur functiones

incognitae x^, x., etc. earumque differentialia

V. Gl
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per fx aequaiiones sequentes inter illas jn quantitates ipsamque t:

dW _ dW_ _ dW^ _

in quihus designant b^, b.,, . . ., b^ novas Constantes arbitrarias.

x\d aequationes differentiales partiales primi ordinis etiam revocari

possunt problemata isoperimetrica, in quibus inter functiones incognitas variae

dantur aequationes differentiales conditionales, atque adeo functio U, quae sub

signo integrationis invenitur, tantum per aequationem diiferentialem datur, cui

satisfacere debet. Sed non amplius generaliter assignare licet Multiplicatorem

systematis aequationum differentialiiim vulgarium, a cuius integratione problemata

illa pendent.
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DE AEQUATIONÜM DIFFERENTIALIUM SYSTEMATE NON
NORMALT AD FORMAM NORMALEM REVOCANDO*).

(Ex 111. C. G. J. Jacobi manuscriptis posthumis in medium protulit A. Clebsch.)

In commentatione mea ,., Theoria novi Miütiplicatoris etc."**) Multiplica-

torem determinavi aequationum differentialium isoperimetricarum, i. e. ad pro-

blemata illa isoperimetrica pertinentium, in quibus variatio dati integralis, varia-

bilem unam independentem, ceteras dependentes continentis, ad nihilum redi-

gitur. Quam determinationem multo maioribus difficultatibus obnoxiam esse

exposui, si variabilium dependentium differentialia altissima datum integrale affi-

cientia non eiusdem ordinis sint. Eo enim casu aequationum differentialium

isoperimetricarum systema non ea gaudet forma, ut singularum variabilium de-

pendentimn differentialia altissima pro incognitis haberi possint, quarum valores

ipsis aequationibus differentialibus determinentur. Ad quam formam casu, quem

inniii, aequationes differentiales isoperimetricae post certas tantiim differentia-

tiones et eliminationes revocantur, id quod Multiplicatoris valorem indagandi

negotium intricatum reddit.

Operae pretiam duxi, totam materiem de aequationum differentialium

systemate non normali ad formam normalem revocando accurate tractare. In

qua disquisitione ad propositiones quasdam generales perveni, quae theoriae

aequationum differentialium vulgarium lacunam quandam implere videntur. (pia-

rum sunnnam hie breviter indicabo.

*) Alia 111. Jacobi cominoutatio ))osthuina de eadem quaestionc, ileiuonstrationes reguiunmi bic

enuntiatarum continens, invenitur in Diarii mathematici vol. LXIV p. 297 (cf. h. vol. p. IDl).

**) §§. iiO—33 comiaentationis citatae, Diarii Grell, vol. XXIX .sive h. ed. vol. IV p. 495 stjq.
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Systematis m aequationum differentialium ordo et brevissima in forinam uormalem reductio

determinantur per solutionem problematis, datum m- quantitatum Schema quadraticum per

numeros minimos h. /o, ..., Im singulis horizontalibus addendos ita transformandi, ut m
maxiraorum transversalium systemate praeditum evadat. Solutio exemplo illustratur.

Variabilem independentem vocemus t, eius functiones sive variabiles pro

dependentibus habitas x^, x^, . . ., x„,; inter quas variabiles propositae siiit

m aequationes difFerentiales

u^ = 0, Wg = 0, . . ., u^^ = 0.

Sit Oi^ ordo altissimi, quod in aequatione w, = obvenit, differentialis varia-

bilis x^, dico:

1) ordinem systematis aequationum differentialium propositarum sive nu-

merum Constantium arbitrariarum
,
quem earum integratio completa

poscit. aequari maximo inter omnes valores, quos aggregatum

«•
1+ « pH 1"^,- m

induat, si pro indicibus i^, 4, . . ., i„, quibuscunque modis fieri potest,

sumantur m diversi ex indicibus 1, 2, . . ., m.

Illud ynaximum sive systematis ordinem designabo per 0; aequabitur summae

prdinum differentialium singularum variabilium altissimorum, quae obveniunt in

systemate normali, ad quod propositum revocari potest. Ipse numerus supera-

bitur summa respectu systematis propositi aeque formata.

Variae exstant formae normales semperque certe duae, ad quas idem

systema propositum reduci potest, quae reductiones non efficiuntur nisi auxilio

diversarum differentiationum et eliminationum. Qua in re haec est propositio

fundamentalis

:

2) inter diversos modos aequationes differentiales propositas differentiandi,

ut nascantur aequationes auxiliares, quarum adiumento per solas eli-

minationes systema propositum ad aliud normale reduci possit, unicum

exstare modum, qui paucissimas differentiationes poscat, nam in alio

quolibet modo aequationum differentialium propositarum aliquot vel

omnes pluribus vicibus iteratis quam in illo differentiandas esse, neque

in ullo alio modo fieri posse, ut aequationum differentialium proposi-

tarum una paucioribus vicibus differentietur.
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Modum illum expeditissimiim insigniamus nomine hrevissimae reductionis,

in qua brevissima reductione semper erunt aequationum differentialium propo-

sitarum una pliiresve, quae omnino non differentiantur. sive quae niillas diffe-

rentiationibus ex iis derivatas ad aequationum auxiliarium systema contribuimt.

Unde si ponimus. in reductione brevissima ad aequationes auxiliares formandas

aequationem u^ = esse /, vicibus iteratis difFerentiandam, e numeris integi'is

non negativis

r, l, l
\- 2 in

semper unus pluresve nuUitati aequantur. x\d eos numeros l^. l,, .... /,„ in-

vestigandos, a quorum inventione reductio brevissima tota pendet. solvendum

est hoc problema.

Problema.

^Datis m- quantitatibus «.^ quibuscunque, in quibus et i et x valores

1. 2. .... m induere debent. investigare m quantitates minimas positivas seu

evanescentes /j. /o, .... l,„ ita comparatas. iit. posito (ii,^-\-l, = pi^^j inter 7/<^

quantitates p^^ eligere liceat m quantitates

in Seriebus diversis cum horizontalibus 'tum verticalibus positas. quarum una-

quaeque inter eiusdem verticalis quantitates maximum valorem tueatur seu

certe nulla alia quantitate eiusdem verticalis minor sit."

Solutio.

Solutionis problematis propositi momenta praecipua breviter innnam.

Disponamus quantitates «, ., in scliema quadi-aticum

(^)

1,1' 1.2'

^2 1 ' ^2.2 '

71. 1 ' iii. 2 ' ' ni.ni'

Si qua eius quadrati series horizontalis reprehenditur. cuius terminus

nullus inter omnes eiusdem verticalis est maximus (quo nomine hie semper etiam

comprehendo terminos nullo reliquorum minores), eius seriei horizontalis ter-

minis omnibus eandem quantitatem addo positivam eamque minimam. pro qua

unus eius terminus maximo eiusdem verticalis aequetin-.
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Post praeparationem indicatam si mutatur quadratum propositum (Ä)

in hoc;

(B)
\l' "2.2' • ' •> \„,)

m,m '»(,1 ' ?n,2' ' 7;

quadrati (E) nuUa exstabit series horizontalis , in qua non insit terminus inter

omnes eiusdem verticalis maximus. Ad eiusmodi quadratum sequentes deno-

minationes refero, quae bene tenendae sunt.

Systema maximorum transversalium voco systema quantitatum 6,,,, quae

cum in seriebus horizontalibus diversis tum in seriebus verticalibus diversis

positae sunt, quarum unaquaeque inter omnes quantitates in eadem verticali

positas maxiyna est.

Sumo in quadrato (E) maximum numerum maximorum transversalium,

et, ubi pluribus modis idem numerus maximus maximorum transversalium pro-

dit, unum eorum systema ex arbitrio eligo, eiusque terminos asteriscis noto.

Quorum maximorum transversalium maximus numerus esse potest aut 2*) aut

3 etc. aut tti; si eorum numerus est m, problema propositum solutum est. Si

iste numerus ipso m minor est, id ago, ut serierum horizontalium quasdam

numeris minimis talibus augeam, ut in novo quadrato proveniente numerus maxi-

morum transversalium auctus inveniatur. Quo negotio repetito, tandem per-

veniatur ad quadratum necesse est, in quo maximorum transversalium numerus

est 971, quo reperto problematis solutio inventa est. Dico autem, augeri seriem

horizontalem, si eins terminis omnibus eadem quantitas positiva additur.

Series horizontales et verticales, ad quas maximorum transversalium

systema electum pertinet, voco series H et F, reliquas series horizontales et

verticales voco series H' et V\ Terminos in una verticalium V maximos et

ipsos asteriscis noto. Terminos asteriscis notatos voco maxima stellata.

Ponamus, in serie horizontali h^ esse maximum stellatum eique in eadem

verticali aequari terminum in serie horizontali /12 positum; in serie horizontali

*) Adhibita praeparatione, qua Schema quadraticum {A) in schema (J5) mutatum est, fit, ut 2 sit

rainimus valor huius numeri, qui valor tum occurrit, si omnia maxima in una eademque serie horizontall

iacent atque insuper in una verticali termini omnes inter se aequales sunt. Vid. Diarium mathem.

vol. LXIV, p. 312 sive h. vol. p. 208.
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h.> esse maximum stelJatum eique in eadem verticall aequari terminuni in hori-

zontali /13 positum etc. ; si ea ratione ad seriem horizontalem h„ pervenitur. ubi

Ä'a iniam Serieram /12, h.^. .... h,„ designat, dicam. a serie h^ ad seriem. h^ trans-

itum dari. Si dicitur, a serie /i, ad seriem /«„ transitum dari, ipsa series A,

omnesque intermediae 1^, A3. .... hrj-i ad series H pertinebunt; series h,j sive

ad series H sive ad series H' pertinere potest. Si a nulla serie horizontali, in

qua duo plurave maxima stellata insinit. transitus datur ad aliquam serie-

rum //'. et si nullus exstat serierum H' terminus in aliqua serienim V maxi-

mus, id certo criterio est. maximorum transversalium numeriim maximum elec-

tum l'uisse.

His praemissis, series horizontales omnes in tres elasses distribuo.

A3 classem ])rima7n serierum horizontalium refero eas series. in

quibus inveniuntur duo plurave maxima stellata. neque minus series

horizontales omnes. ad quas ab illis seriebus transitus datur: quarum

serierum primae classis nulla ad series H' pertinebit.

Ad classem secundam serierum horizontalium refero eas serierum

H ad classem primam non pertinentes. a quibus ad aliquam serierum

H' transitus non datur.

Ad classem tertiam serierum horizontalium refero omnes series

H' easque serierum H, a quibus ad series H' transitus datur.

Hac serierum horizontalium distributione facta, series ad tertiam classem

pertinentes omnes eadem quantitate augeo eaque minima, qua addita fit. ut

earum serierum terminorum imus aequalis evadat alicui eiusdem verticalis maximo

stellato primae aut secundae classis. Si illud maximum stellatum pertinet ad

seriem horizontalem classis secundae, haec in novo quadrato proveniente trans-

migrat ad classem tertiam. neque alia in serierum horizontalium distributione

fit mutatio. Quo casu operatio iteranda est. nova serie e secunda classe in

tertiam recepta, quae eo usque repetenda est, dum serierum tertiae classis ter-

minus aliquis alicui maximo stellato seriei lyriinae classis aequalis evadat. Id

quod nisi antea certe tum necessario eveniet, cum series secundae classis omnes

ad classem tertiam transmigraverint. Simulatque autem evenit, adepti sumus

quadratum, in quo numerus maior maximorum transversalium quam in quadrato

(B) invenitur. Tum nova maximorum stellatorum dispositione novaque serierum

horizontalium distributione in tres elasses facta, per eandam methodum novum

quadratum formandum est. in quo rursus maximorum transversalium numerus

V. 62
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auctiis invenitiir, idque eo iisqiie continiiandum est, dum perveniatur ad qua-

dratum, in quo m maxima transversalia habentur. Quadratum sie inventum

derivatum erit e proposito {A) addendo seriebus horizontalibus quam minimas

quantitates positivas, quae ipsae erunt quantitates quaesitae 4, 4? ••> ha-

Propter regulae complicationem imum saltem apponere exemplum iuvat,

quod sequentibus schematis continetur:
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differentia. Quarum difFerentiarum

53— 34 = 19, 61— 34 = 27, 37— 29 = 8, 83—64 = 19,

91—83 = 8, 91— 32 = 59, 34—30 = 4, 99—90 = 9

sumatur minima 4; series tertiae classis omnes quantitate 4 augendo deducitur

proximum quadratum (C). Quod quadratum per symbolum

{€) («, 6+6, r-+17, d, e+15, /+13, y, h, i+6, /;+8)

denotari potest.
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classis III atque earundem verticalium proxime minores superant numeris 13,

19 10 63. 57, 1, 1: quorum minimo 1 omnes classis III series augendo de-

diico quadratum

{E) (a, 6-t-lO, C4-22, cl ^+20, /-f-lB, g, Ä+ 1, ^•^-ll, ^+13),

in quo idem est maximorum transversalium numerus.

Quadrat! (E) habitus a quadrati (Z)) habitu non differt, nisi quod simul

tres classis II series o, h, f ad classem III transierunt. Scilicet / et a ad

classem III transeunt, quia earuni terminis stellatis 34 et 99 aequales evadunt

serierum i et c termini in iisdem verticalibus positi ; deinde h et ipsa ad classem

III transit, cum eius termino stellato 91 aequalis evadat terminus eiusdem ver-

ticalis in serie a, quae iam ad classem III transmigravit. De quadrato (E) per

regulas traditas deducitur quadratum

(F) (a-4-9, 6+19, c+31, d, ^+29, /•+22, g, A+10, i-f-20, ^4-22),

in quo novem maxima transversalia insunt.
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dratum quaesitum

(H) (a+11, &H-21, c-4-33, d, eH-31, /+24, g, A+11, i-h22, ^•^-24),

in quo decem maxima transversalia deprehenduntur, qui est ipse serierum hori-

zontalium aut verticalium numerus.

(G)
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Quadrat! {H)*) repraesentatio symbolica docet, esse

11, 21, 33, 0, 31, 24, 0, 11, 22, 24

minimos numeros quadrati propositi {Ä) seriebus addendos, ut aliud nascatur

quadratum, in quo termini in diversis seriebus verticalibus maximi omnes ad

diversas series horizontales pertineant, neque ullum eiusmodi quadratum ex {A)

deduci posse vel uni serierum horizontalium numerum minorem addendo quam

assignatum.

Si numerus quantitatum, e quibus quadrata conflantur, permagnus est,

non difficile erit artificia comminisci, quibus numeros scribendi taedimn evitetur,

quippe e quorum magna mole pauci tantum ad unumquodque novum qua-

dratum formandum poscantur.

Regula exponitur ad inveniendos numeros minimos Zi, 1-2, .... /,«, dato quocunque

eorum numerorum systemate, aut datis tantum schematis quadratici terminis, qui post

numerorum Zi, h, ..., /,„ additionem m maxima transversalia praebent.

Exemplum regulae adiicitur.

Sint rursus /^ quantitates positivae seu evanescentes, positoque

a. -\-l. = p. ,

quadratum

-Pa,l' ^2,2' ' • ••> P2,m^

Pm,li Pm,2-> • • •' Pju,m

ita comparatum sit, ut termini in diversis eius seriebus verticalibus maximi

omnes ad diversas quoque series horizontales pertineant, sive ut in eo unum

plurave maximorum transversalium systemata completa**) assignari possint.

Quorum unum quodcunque asteriscis distinguendo, reliqua vero singularum verti-

calium maxima iis aequalia lineolis subnotando, habetur hoc criterium certum,

*) signorum S^, S.^ etc. in tabula quadrati (//) adhihitorum explicatio in sequentl paragrapho

praestabitur.

**) i. e. ex M terraiuis composita.
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quo cognosci potest, sitne eiusmodi quadratiim e dato (^), quod quantitatibiis

IIi^ formatur. per jninirnas quantitates poi^itivas seu evanescentes /, seriebus

liorizontalibus additas derivatum. Sumantur enim series horizontales , pro

quibus /; = U seu qaae omnlno eaedem sunt atque in quadrato proposito (A).

Quas series. quarum certe una exstare debet. per S^ designabo. In seriebus .S'i

sumantur termini subnotati atque in horum verticalibus termini stellati, quorum

series horizontales, quae non iam forte ad ipsas S^ pertinent, designo per S.^.

Kursus in seriebus verticalibus. ad quas serierum S., termini subnotati pertinent,

sumantur termini stellati, quorum series horizontales et a »Sj et a S.y diversas per

S-^ denoto. Si ea ratione pergendo series horizontales omnes exhauriuntur, qua-

dratiim e quantitatibus p-^ formatiirn de quadrato proposito, e quantitatihus «.^

formato, per minimas quantitates positivus seu evanescentes /, seriebus eius hori-

zontalibus additas deductum est. Ita in exemplo nostro omnes series horizon-

tales ad systemata »Sj, H., etc. successive inventa sequenti modo referuntur:

5,
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riu'si^ per S^ deiioto. Deinde terminis praeter ipsos stellatos in suis ver-

ticalibus maximis lineola subnotatis, lege supra exposita de seriebus S^ siic-

cessive serierum horizontalium systemata deducantiir /So. S-^. .... S„. Quibus

si omnes series horizontales amplectimur, solutio simplicissima inventa est; sin

aiiteni relinquuntur series horizontales, in quibus nullus datur terminus stellatus,

qui cum aliquo termino subnotato serierum S^, S^, ..., S„_ in eadem verticali

positus sit. de omnibus illis seriebus horizontalibus detraho eandem quantitatem

minimam Ii talem, ut aut earum terminus aliquis stellatus termino alicui eiusdem

verticalis ad unam serierum S^, S.^, . . ., *S^ pertinenti aequalis evadat, aut earum

una in seriem quadrati (Ä) correspondentem redeat. Quare serierum horizonta-

lium ad complexus >S, , S.,, . . ., *S„ pertinentium numerus maior factus erit quam

in quadrato e quantitatibus ^^^— Ä formato. Eadem procedendi ratione, si opus

est, continuata, pauciores paucioresque series horizontales relinquentur e com-

plexibus »S'i, S.j, .... »S„ exclusae, donec perveniatur ad quadratum, in quo

serierum »S, , 83, . . ., S^^ systemata omnes series horizontales amplectuntur.

Si quantitatibus quibuscunque h^, /ig, .... Ä„, ad series quadrati (.4) hori-

zontales additis deducitur quadratum m maximis transversalibus gaudens,

summa terminorum, qui eadem loca in quadrato (^Ä) atque illa maxima trans-

versalia in quadrato derivato occupant, inter omnia quadrati (^4) aggregata

m terminorum transversalium valore maximo gaudet. Unde problema inaequa-

litatum,

dati quadrati (^) e m- terminis formati invenire m terminos transver-

sales summa maxirna gaudentes,

tot habebit solutiones, quot in quadrato derivato assignari possunt maximorum

ti'ansversalium systemata. Quae systemata omnia inveniuntur, si quadrati deri-

vati terminos tantum conservamus in suis verticalibus maximos, reliquos omnes

nullitati aequiparamus, deinde eorum terminorum formamus Determinans. Quippe

cuius Determinantis termini singuli singulas problematis solutiones suppeditant.

Vice versa demonstrari potest, unamquamque problematis inaequalitatum ante-

cedentis solutionem suppeditare quadrati derivati systema maximorum trans-

versalium.

In exemplo nostro e quadrati (H) terminis subnotatis formandum erit

Determinans, reliquis quadrati (//) terminis nullitati aequiparatis. Quod Deter-

minans successive revocari potest ad Determinantia simpliciora formata e quan-

titatibus quadratorum
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(/) (//) (///)



91+ 21
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quod lineas (14), (15), (16), (17) suppeditat. lam cum in linea (17) inveniatur

verticalis a terminns 47, eiusdem verticalis termino stellato 46 in linea (13)

posito maior, lineae (13) addo 1, unde linea (18) formatur. In (17). et (18) est

verticalis t)' terminus 49 eiusdem verticalis termino stellato in (14) posito maior,

unde lineam (14) et ipsam unitate augeo, quod lineam (19) suppeditat. Denique

ad terminum (/t, f) = 19 procedo; et cum verticalis / sit maximmn 43 in (19)

positum, seriei k addendo 24, formo lineam (20). Quo facto iam negotium

transactum erit. Inventae enim sunt series

a, />>, c, d, e, /', g. h, i\ k,

lineas (12). (11), (18), (4), (19), (15). (7), (16), (17). (20).

formantes, quarum stellati termini in ipsorum verticalibus maximi sunt, quod

requirebatur. Quas series videmus constituere quadratum (H) supra alia methodo

inventum.

Antecedentium ope novam nanciscimur Solutionen! problematis supra pro-

positi, si innotuerint quantitates m quaecunque, quae seriebus quadrati (^4) hori-

zontalibus additae hoc quadratum in aliud transforment , cuius termini in di-

versis verticalibus maximi omnes ad diversas series horizontales pertineant. in-

venire illarum m quantitatum valores minimos positives seu evanescentes. Nam
cum secundum suppositionem factam aliquod innotescat quadratum ex (x4) deri-

vatum m maximis transversalibus gaudens, etiam in (^Ä) innotescunt m termini

transversales summa maxima gaudentes. Quibus cognitis, secundum regulam

in antecedentibus traditam facile per quantitates minimas positivas addendas ex

(.4) derivatur quadratum m maximis transversalibus gaudens. Simul patet, quo-

modo, uno cognito systemate terminorum quadrati (.4) transversalium summa

maxima gaudentium, reliqua omnia systemata facile inveniantur. Nam uno illo

systemate cognito, vidimus, facile ex (A) derivari quadratum systemate m inaxi-

morum transversalium gaudens: in quo si singularum verticalium sola maxima

conservantur, reliquis terminis nihilo aequiparatis, Determinantis e quadrati quan-

titatibus formati singuli termini non evanescentes suggerunt singula maximorum

transversalium systemata ideoque singula systemata terminorum quadrati (^A)

transversalium summa maxima gaudentium; amborum enim systematum termini

in duobus quadratis eadem loca occupant.
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§.3.

Solutio problematis de schemate quadratico m^ quantitatum ad systema ra aequationum

differentialium applicatur. Forma aut formae normale!^, ad quas systema propositum per reduc-

tionem brevissimam revocari possit. Aliae- reductiones in formam normalem.

Aequationes differentiales propositae

Wl = 0, Mo = 0, . . ., Ui„ = 0,

ut i'jer brevissimam reductionem ad alias forma normali gaiidentes revoceiitur,

/i, 1-2. .... l„, vicibus differeiitiandae sunt. Numeri Z^, 4« • • •? hn ipsi sunt, qnorum

in antecedentibus tradidi inventionem. Qai cum omnino determinati sint. etiam

systema aequationum auxiliarium ad reductionem brevissimam requisitum, quod

illis differentiationibus nascitur, omnino determinatum erit. At plerumque variae

sunt formae normales, ad quas aequationes differentiales propositae illius aequa-

tionum auxiliarium systeitiatis ope revocari possunt. Sit enim rursus «,,, ordo

differentialis variabilis i\ altissimi. quod in aequatione u- = reperitur. atque

rursus quantitates o,,, in formam quadrati (^A) disponantur, cuius /'"" seriem

horizontalem constituunt termini r/,-^, «,-2, • . •, ^',.„,,
^'*'" verticalem termini

('\.y.^ ^'i.y^i • • •? ('m.y.- Sumatur in quadrato {A) aliquod systema terminorum trans-

versalium summa maxima craudentiumo

<^«i.l ? ^(/...,2 , • • • • ^a^i^.m •

aequationes differentiales propositae per brevissimam reductionem ad has revo-

cari possunt forma normali gaudentes

ubi diversarum variabilium differentialia ad laevam posita sunt altissima, quae in

systemate reducto reperiuntur, a quibus functiones addextram positae X,, X^. . .. X„,

prorsus vacuae supponantur. Atque habebuntur tot eiusmodi systemata inter

se diversa aequationum differentialium, ad quas aequationes differentiales pro-

positae per brevissimam reductionem revocari possint, quot in quadrato (^4)

habentur systemata terminorum transversalium summa maxima gaudentium.

Conditis aequationibus auxiliaribus ad brevissimam reductionem adhibendis, po-

namus, variabilis x^ differentiale altissimum sive in aequationibus propositis Ui = 0.

?^. = etc. sive in aequationibus auxiliaribus ex bis per iteratas differentiationes

derivatis reperiri; in iis locis quadrati, quae ad ;r'""' seriem verticalem atque ad

/''"", i\^^ etc. seriem horizontalem pertinent. colloco unitatem sive aliam quanti-

tatem non evanescentem, in reliquis autem p;'"*' verticalis loculis colloco nullitatem.
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Quo facto, pro singulis variabilibus a\ terminorum quadrati formo Determinans.

CuiLis terminiis non evanescens si conflatur e quantitatibus primae, secundae,

m^'"' verticalis, ad c{\^"\ aT'', . . ., «l,r seriem horizontalem pertinentis, dabitur

forma normalis, in qua variabilium x^, x^, . . ., x,,^ altissima differentialia re-

spective eadem sunt atque in aequationibus propositis

Ua, = 0, W«, = 0, . . ., Ua,^^ = 0.

Cum ad alios Determinantis terminos alius pertineat indicum «j, «o, . . ., «,„

ordo. ea ratione e Determinantis terminis non evanescentibus singulis singulae

prodeunt formae normales, ad quas aequationes diiferentiales propositae per

brevissimam reductionem revocari possunt.

Vidimus, methodum, qua per quantitates minimas positivas seriebus hori-

zontalibus addendas ex (^4) deducatur quadratum, in quo verticalium maxima

omnia in diversis seriebus horizontalibus reperiantur, magis expeditam reddi

posse, si undecunque cognosceretur quadrati (^4) systema 7n terminorum trans-

versalium summa maxima gaudentium. Hac methodo expeditiore invenitur,

quot vicibus iteratis in reductione brevissima singulae aequationes propositae ad

formandas aequationes auxiliares dilierentiandae sint, quoties undecunque datur

forma aliqua normalis, ad quam aequationes differentiales propositae tali re-

ductione revocantur. Quae forma normalis innotescit, si aequationes differen-

tiales propositae ita comparatae sunt, ut in aliis aliarum variabilium differentialia

ad altissimum ordinem ascendant. Tum enim illa diversarum variabilium diffe-

rentialia in diversis aequationibus propositis altissima ipsa altissima erunt in

forma normali, ad quam aequationes differentiales propositae brevissima reduc-

tione revocari possunt. Namque illorum differentialium ordinis in quadrato

(^A) constituunt ))i terminorum transversalium systema.

Ut huius paragraphi disquisitiones exemplo illustrentur
,
ponamus, dari

decem aequationes differentiales u^ = 0, u^ = 0, . . , , u^q = inter variabilem

independentem t et decem dependentes x^, .i'^, . . ., a'io, atque numeros qua-

drati (.4) p. 490 propositi indicare ordines altissimos, ad quos singularum va-

riabilium dependentium differentialia in diversis aequationibus ascendant, ita ut

ex. gr. altissima variabilium x^, X2, . . ., x^^, differentialia in aequatione u^ =
occurrentia sint

X^'*^ J''^^ J'^ ^^'^
r^''^^ r^'') r^'"^ r^'^'^ r^^^ r^^'^

Cum ultimum quadratum (i/) ex proposito {Ä) deductum sit addendo seriebus
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horizontalibus numeros

11, 21, 33, 0, 31, 24, 0, 11, 22, 24,

reductio brevissima perficitur per aequationes auxiliares formatas differentiando

aequationes propositas

w, = 0, w., = 0, u., ^0, w. = 0, u. = 0, M„ = 0, M„ ^ 0, M,,, =
1 ^ £ 'j ^0 'o 'ö 'y 'lU
11, 21, 33, 31, 24, 11, 22, 24

vicibus iteratis, aequationibus duabiis n^ = 0, ii- = omnino iion ad formandas

aequationes auxiliares advocatis. Earumque aequationum auxiliarium ope pro-

positae per solas eliminationes ad quatuor diversas formas normales revocari

possunt. In quibus omnibus inter altissima diversarum variabilium differen-

tialia. quae per inferiora ipsasque variabiles exprimenda sunt, secundam ea,

quae supra tradidi, inveniuntur

porro in forma normali

^2 ' -^3 '
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rentialium propositarum quacimque reductione in formam normalem deduci posse

hrevissimam.

§•4.

Reductio systematis propositi ad unicam aequationem differentialem. Regula

ad reductionem inveniendam datur et exemplo illustratur. Forma elegans, qua

regulam enuntiare liceat.

Aequationiim difFerentialium systema in genere ad unicam aequationem

differentialem inter duas variabiles revocari potest. Sint duae illae variabiles

independens t et dependens ^,; uni illi aequationi differentiali inter t et x^

intercedenti iungi debent aliae aequationes, quibus reliquae variabiles dependentes

^2, ^s) • • > ^'m ipsae per t, x^ atque variabilis x^ differentialia exprimantur, quae

differentialia non ascendunt ad ordinem aequationis differentialis inter t et .x\

locmn habentis. Eiusmodi forma normalis cum prae ceteris ab Analystis con-

siderari soleat, indicabo, quot vicibus iteratis singulae aequationes differentiales

propositae Ui = 0, Wg = 0? • • •? ^^m = Ö differentiandae sint, ut aequationes diffe-

rentiales ad reductionem illam necessariae nascantur.

Aequationes differentiales propositas 1(^ = 0, u.2 = 0, . . ., »,„ = po-

namus l^, 4? • • •? L vicibus differentiandas esse, ut aequationes auxiliares ad

reductionem brevissimam requisitae prodeant. Qui numeri I^. I2, . . ., /„, quomodo

inveniantur, supra praecepi. Quadrati (A) seriebus horizontalibus addendo nu-

meros l^, I.2, . . ., Lj alterum formo quadratum (A'), in eoque aliquod maximorum

transversalium systema completum asteriscis distinguo, reliqua diversarum ver-

ticalium maxima lineolis subnoto. Si variabiles omnes praeter independentem

t et dependentem x^ eliminandae sunt, in ;^** verticali quaero terminum stellatum,

qui sit in i^^ serie horizontali ; in ^"' serie horizontali quaero terminos subnotatos,

in eorum verticalibus singulis singulos terminos stellatos, in horum seriebus

horizontalibus rursus terminos subnotatos, in eorum verticalibus rursus terminos

stellatos et ita porro. Qua in re ad terminos stellatos iam notatos amplius

recurrere non opus est. Continuato negotio, quantum fieri potest, omnes series

horizontales, adquas ea procedendi ratione pervenitur, ^*''^ a qua auspicati

sumus, dicam cmnexas. Quas series una cum ipsa i^^ omnes minima quantitate

augeo tali, ut earum terminus aliquis neque stellatus neque subnotatus aequalis

evadat termino suae verticalis stellato. Cuius termini serie horizontaU accedente

ad series 2*^^ annexas, rursus {'*" seriem eique annexas, quarum iam auctus est

numerus, quantitate minima augeo tah, ut earum terminus aliquis neque Stella-
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tus neque siibnotatus aequalis evadat termino suae verticalis stellato: quo facto,

serierum z'*" annexarum numerus rursus augebitur; et sie harum serieruiii nu-

merum magis magisque augeo, doiiec perveniatur ad quadratum (^4"), cuius omnes

series horizontales 2'" annexae sunt. lam ex (^4") quadratum (^4'") deduco, au-

gendo series horizontales eadem quantitate tali, ut terminus ad {'*'" seriem hori-

zontalem, ;»<''*™ verticalem pertinens fiat aequalis summae maximae, quam systema

m terminorum transversalium quadrati (^A) induere potest. Numeri, quibus qua-

drati {Ä) series horizontales augendae sunt, ut quadratum (^4'") efficiatur, indicant,

quot vicibus singulae aequationes differentiales propositae differentiandae sint ad

aequationes eruendas auxiliares necessarias, ut per solas eliminationes nascantiir

aequatio differentialis inter solas variabiles t et x^ aliaeque aequationes, quibus

reliquae variabiles ipsae per t, x.^ et variabilis x^ differentialia exprimantur.

Quadratum (.4') est idem, quod supra in exemplo nostro per {H') designavi.

Ponamus, ^t'*'"" verticalem esse seriem t, cuius terminus stellatus 102 ad seriem

horizontalem a pertinet, in qua insunt termini subnotati 84, 45, 110, ad verti-

cales 8, &. }{ pertinentes, quarum termini stellati ad series A,
f,

i pertinent, in

quibus habentur termini subnotati 47 et 49, ad verticales a et (F pertinentes

(45 non adhibeo, quippe cuius verticalem iam in usum vocavimus): in verti-

calibus tc et ö termini stellati ad series c et k pertinent, in qua posteriore habe-

tur terminus subnotatus 43, ad verticalem i pertinens, cuius terminus stellatus

in e iacet, quae series unicum subnotatum 49 continet, cuius verticalis iam in

usum vocata est. Hinc seriei a inventae sunt annexae h,
f,

i, c, k, e. Series

a, h, /", z, c, Ä.', e omnes unitate augendo seriebus ipsi a annexis accedit h. nam

eo incremento seriei e vel k terminus 52, ad verticalem ß pertinens, abit in 53.

qui numerus aequatur termino verticalis ß stellato, qui ad horizontalem b per-

tinet. Rursus series a, h, /", i, c, k, e, h augeo numero 6, quo facto seriebus

ipsi a annexis accedit d; tandem series omnes praeter y augeo numero 37, ut

ipsa quoque g ad series ipsi a annexas redeat. Unde quadi'atum (-4") ex (/!')

sive (H) efficitur seriebus

a, Ä, /, ?', c, k, e addendo 44,

seriei b - 43,

d - 37,

Serie g immutata manente. Cum sit 102-1-44= 146, 508— 14G = 362, qua-

drati (_A") series horizontales eodem numero 362 augendae sunt, ut quadratum

(^4'") eruatur. Quadratum (-4'), ut supra, per symbolum

64*
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(A') (a+11, 6+21, c+33, d, e+U, /+24, g, Ä+ 11, t-t-22, k-i-2^)

denotando, pro quadratis (A"), (A'") nanciscimur:

(A") (a+55, 6+64, c+77, (/+37, ^+75, /'+68, ^r, A+55, ^•+66, ^-+68),

(^1'") (a+417, 6+426, c+439, (/+399, e+437, /+430, 5^+362, Ä+417, ?:+428, ^+430).

Unde in exemplo nostro. ut variabiles paeter t ex x^ omnes ex decem aequa-

tionibus differentialibas propositis eliminentur, eae ad eruendas aequationes

auxiliares requisitas 417. 426, 439, 399, 437, 430, 362, 417, 428, 430 vicibus

iteratis differentiandae sunt.

Eadem methodo eruimus quadrata (^"), in quibus series horizontales omnes

cuilibet serierum a. b, c, . . ., k annexae sunt, addendo quadrati (A') seriebus

a, h, f, i, c, 1% e +44; b +43; d +37; g 0,

6, a, Ä, /", i, c, k, e +44; d -j-^1; g 0,

c, k, f, ?:, e +44; b, a, k +43; d +37; ^ 0,

d, 6, a, c, e, /, h, i, k +44; g 0,

e, ^ +45; b, a, h, f, ?, c +44; (/ +38; ^ 0,

/ +44; e, i, k, c +39; 6, a, h +38; rf +32; ,^ 0,

g +9; A +8; k, e +7; 6, a, /, i, c +6; r/ 0,

h +46; Ä;, e +45; 6, a, /, ^, c +44; c? +38; ^^^ 0,

i, c, k, f, € +44; 6, a, A +43; d +37; ^ 0,

k, e +45; 6, a, ä, /, ?:, c +44; d +38; ^r 0.

Tertium et nonum, quintum et decimum quadratum eadem ratione ex (A')

prodire videmus. Modus, quo quadrata illa (^4") ex ipso proposito (^A) dedu-

cantur, sequentibus schematis indicatur:

{A")
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In quadrati (A') sive (H) seriebus horizontalibus prima, secunda, . . .,

decima habentur termini stellati

f)i, 84, 110, 49,102, 53, 47, 61, 43, 45,

pertinentes ad verticalem

sextam, secundam, primara, tertiam, nouain, orfavam, septimam, quintam, decimani, quartam.

Quibiis terminis addendo

44, 44, 44, 44, 45, 44, 9, 46, 44, 45,

prodeimt numeri

146, 97, 91, 105, 88, 89, 100, 130, 154, 94,

quos per S denotatos in margine posui una cum variabilibus, quae diversis ver-

ticalibus respondent.

In quadrato aliquo (A") sit S terminus stellatus seriei horizontalis, cui

reliquae annexae sunt: ab S ad quemlibet alium terminum stellatum poterit

perveniri per continuum transitum termini stellati ad sublineatum eiusdem seriei

horizontalis, termini sublineati ad stellatum eiusdem verticalis. Proponamus

ex. gr. quadratum primum supra exhibitum

(A") (a4-55, 6+64, c+77, <i-+-37, e-1-75, /'+68, g, h-hbb, ^-h66, k-hQ8)

sive
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a Serie a penclent, cuius terminus stellatus est 146. De quo ad reliquos ter-

minos stellatos sie descenditur:

146, 154, 93, 96; 146, 154, 91«; 146, 154, 93, 98; 146, 154, 93, 87;

146, 154, 89; 146, 154, 89, 91,; 146, 128; 146, 154; 146, 154, 93.

Bini termini iuxta positi T et U sunt stellati tales. ut terminus in serie

horizontali ipsius Z", verticali ipsius U positas sit ipsi ü aequalis sive sab-

lineatus, quae est transitiis propositi lex.

Si de quadrato (A") proposito reicitur termini S, a quo proficiscimur,

series verticalis et alia quaecunque horizontalis , in quadrato remanente maxi-

morum transversalium systema facile assignatur. Designemus per TU terminum

ipsi U aequalem in serie horizontali ipsius T, verticali ipsius U positum. atque

ponamus, seriei horizontalis reiciendae terminum stellatum esse S^^^; porro in

quadrato proposito (A") ab »S ad ;S^^^ secundum legem stabilitam transiri per

terminos stellatos intermedios S', S", . , . , S^^~'^\ His positis. quadrati propositi

(A") termini stellati reliqui ipsi erunt quadrati remanentis maxima transversalia;

in locum autem ipsorum S', S", . . ., >S^^^ sumendi sunt termini

SS', fs", ifs'", . . ., s^'-^''\

qui termini ipsis >S', S". .... *S^''' aequales sunt. Ex hac propositione colligitur,

in quadratis. quae. serie termini S verticali et alia quacunque horizontali reiecta,

remanent, eandem fore maximorum transversalium summam, videlicet eadem

quantitate S minorem quam in quadrato proposito (A").

Consideremus quadratum aliquod (A'^), in quo seriei horizontalis, cui re-

liquae omnes annexae sunt, terminus stellatus pertinet ad ;<r*^™ verticalem, quem
terminum designabo per S^. Quadratum illud (A'J) ipsum est, quod formari

debet, quoties variabiles omnes praeter t et x^ eliminare proponitur. Statuamus

porro, quadratum (A'J) provenire addendo quadrati (A) seriebus horizontalibus

quantitates

Vocemus ordinem systematis aequationum differentialium propositarum sive

summam maximam terminorum transversalium in quadrato (A), sitque 0—S^= P^;

secundum praecepta supra tradita ad formandum aequationum auxiliarium systema,

cuius ope eliminatio proposita praestari possit, ?/i aequationum dilferentialium

propositarum unaquaeque i'" erit P,-hh["^ vicibus iteratis difFerentianda. Cui

numero I\-hh'' significationem memorabilem tribuere licet. Fit in quadrato
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(A'.^) summa maximorum transversalimn
,
quae est terminoriira transversalium

summa maxima

Unde. si ;^'^'° seriem verticalem. /'^™ horizontalem reicimus. secundum pro-

positionem inventam in quadrato remanente summa maxima terminorum trans-

versalium erit

ideoque, si de ipso quadrato (A) reicitur }i^ series verticalis. /'^ horizontalis, in

quadrato remanente summa maxima terminorum transversalium erit P^-\-hf\

Hinc problematis hie transacti nacti sumus hanc solutionem:

Problema.

Inter variabilem independentem t et rn variabiles dependentes x^, x^, .... x„^

datae sint aequationes differentiales

w, = 0, M., ^ u ^ 0;
1 '2 ' in '

quas si ad unicam aequationem difterentialem inter t et x^ revocare postu-

latm', propositas aequationes differentiales differentiando novae formandae

sunt aequationes auxiliares eaeque necessariae. ut earum beneficio per solas

eliminationes sine ullis ulterioribus differentiationibus aequatio differentialis

inter t et x^ prodeat: quaeritm-, quot vicibus ad formandum illud aequa-

tionum auxiliarum systema aequatio i^, = differentianda sit.

Solutio.

Formetur quadratum m seriebus verticalibus totidemque horizontalibus

constans; in «'* verticali, «*^ horizontali ponatur ordo differentialis variabilis

x„ altissimi, quod in aequatione i^^ = obvenit. De eo quadrato reiecta

t'* Serie horizontali. p^'" verticali. in quadrato remanente quaeratur summa
maxima a-^, quam eius assequi possunt m— 1 termini, omnes in diversis

seriebus horizontalibus et in diversis verticalibus positi: ad formandum

aequationum auxiliarium systema, cuius ope aequatio differentialis inter f

et x^ nascatur, aequatio w^ = iteratis er, ., vicibus differentianda est. Qui

numerus quaesitus g^^ etiam aequatur ordini aequationum differentialium

provenientium, si de aequationibus propositis reicimus ipsam ?/, = 0, ipsani

autem variabilem Xy pro constante habemus.
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Numeri Oi^ = P^-hJif^ = 0— *S^+ /if'' ipso quadrato (A'^) suppeditantur,

quod, quomodo e quadrato (A') deducatur, docui. Dedi supra numeroriim S^

et /if^ valores exemplo proposito respondentes; quibus numeris soluta habentur

centum inaequalitatum problemata, videlicet si de quadrato proposito simul una

series horizontalis quaecunque et una quaecunque verticalis reiciuntur. in quoque

centum quadratorum remanentium summam maximam terminorum transversalium

invenire. Facile etiam in horum quadratorum unoquoque ipsi termini transver-

sales summa maxima gaudentes inveniuntur, si ea repetis, quae supra de modo

a termino *S quadrati (.4") ad alium quemlibet stellatum S^^^ per terminos

stellatos intermedios transeundi tradidi.

§.5.

Conditio determinatur, qua fiat, ut systematis aequationum differentialium

propositi ordo deprimatur.

Casibus particularibus evenire potest, ut ordo systematis aequationum

differentialium non ascendat ad valorem summae maximae terminorum quadrati

(A) transversalium. Qui habitus aequationum particularis certa conditione ana^

lytica indicatur. Sit rursus x^^''-"^ differentiale variabilis x^ altissimum, quod in

aequatione w. = invenitur; differentialium partialium

dui du\ dui

du2 du2 du-2

1 2 m

du,,, du,,, du,,.12 m

fingo Determinans, eiusque terminos tantum hos

1

dui du2 du,,

dJ-y^ dx^y'^ dcc^y^^'"'^^
•' t" f(m)

conservo, in quibus aggregatum ordinum

a, .,-\-a., .„-\ \-a .(,„)

valorem Maximum adipiscitur; reliquos omnes Determantis terminos reicio.

Terminorum remanentium aggregatum, quod quodammodo est Determinans

mutilatum, designo per V; erit

V =
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conditio, qua definitur, aequationum differentialium propositarum systema habitu

pa7'ticulari indutum esse, quo fiat, ut ordo eins deprimatur.

iSTon evanescente V, ordo systematis semper valorem 0, theoria generali

a me proposita assignatum, assequitur. Quantitatem V voco systematis aequa-

tionum diffei^entialium propositarum Determinans.

In exemplo nostro fit

V =
du^



ANMERKUNGEN.

ÜBER DIEJENIGEN PROBLEME DER MECHANIK, IN WELCHEN EINE KRÄFTEFÜNCTION EXISTIRT,

UND ÜBER DIE THEORIE DER STÖRUNGEN.

1. Bei der Revision dieser umfangreichen, wahrscheinlich i. J. 1836 oder spätestens 1837 ent-

standenen, aber erst lange nach .Jacobi's Tode vonClebsch veröfiFentlichten Abhandlung habe ich den Ein-

druck empfangen, dass sie nach einem nicht völlig druckfertigen Manuscripte herausgegeben sei, und zwar

im Wesentlichen ganz so, wie sie von dem Verfasser niedergeschrieben war. Das Letztere lässt sich frei-

lich jetzt nicht mehr feststellen, weil das Jacobi'sche Manuscript abhanden gekommen ist. Was aber den

ersten Punkt angeht, so müsste es doch im hohen Grade auffallend erscheinen, dass Jacobi die ihrem Inhalte

nach so bedeutende Abhandlung ungedruckt hat liegen lassen, wenn er nicht selbst der Ansicht gewesen

wäre, dass sie an manchen Stellen der Umarbeitung bedürftig sei. Ich möchte glauben, Jacobi habe sie

nur als eine Vorarbeit für eine von ihm geplante ausführliche und systematische Darstellung seiner auf

Dynamik sich beziehenden Untersuchungen angesehen. Dafür spricht auch, dass er einiges' darin Enthaltene

in späterer Zeit vollständiger und genauer entwickelt, vieles auch in andere Abhandlungen aufgenommen hat.

Es würde hiernach vielleicht gestattet und zweckmässig gewesen sein, wenn bei der Herausgabe

der in Rede stehenden Abhandlung in etwas freierer Weise als bei der Veröffentlichung der mehr durch-

gearbeiteten Theile des Jacobi'schen Nachlasses verfahren wäre, etwa in der Art, wie die „Vorlesungen über

Dynamik" nach dem Borchar dt 'sehen Collegienhefte redigirt worden sind. Ich habe aber nicht ver-

kennen können, zu welchen Schwierigkeiten und Inconvenienzen es führen würde, wenn man jetzt noch eine

Umarbeitung der Abhandlung in dem angedeuteten Sinne versuchen wollte: und ist daher beim Neudrucke

der Text des ersten Druckes beibehalten worden, abgesehen davon, dass einige offenkundige Versehen

berichtigt, und stylistische Härten und Nachlässigkeiten beseitigt sind.

2. S. 245, Z. 8 V. 0. ff. Das hier angegebene Verfahren findet sich ausführlicher entwickelt in

der Abhandlung: „Ueber die vollständigen Lösungen einer partiellen Differentialgleichung erster Ordnung".

(S. 397 d. Bd. §§. 4, 5.)

3. S. 252, Z. 12 V. u. ff. Die hier gegebenen Integralgleichungen enthalten eine überzählige Con-

stante. Wie man aus diesen drei Gleichungen zwei andere, von einander unabhängige, welche nur die er-

forderlichen fünf Constanten enthalten, ableiten kann, wird weiter unten (§§. 23, 26) gezeigt.

4. 8. 280, Z. 18 V. 0. ff. Die Winkel »j*, cp, % hätten genauer detinirt werden sollen: es genügt

aber die Hinweisung auf die angeführte Poisson'sche Abhandlung.

5. S. 303, Z. 1 V. 0. ff. In diesen Gleichungen sind die Ausdrücke auf der Rechten des Gleich-

heitszeichens Functionen von

dW dW dW
'' '^' '^'

•••'
''"' WT' ^' •••' ^'

und es ist unter W die gegebene Lösung der Differentialgleichung

ÖW TT ^

zu verstehen.
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Von den in diesem Bande enthaltenen Abhandlungen sind die zwei ersten von Herrn Frobenius,
die übrigen von dem während der Arbeit verstorbenen Dr. Lottner, von mir und Herrn Dr. Fritz Kötter
vor dem Drucke revidirt worden. Hr. Frobenius hat überdies die erste Correctur der Bogen 1—27,
Hr. Fr. Kötter in Gemeinschaft mit Hrn. Dr. Ernst Kötter die erste Correctur und letzte Revision der

Bogen 28— 64 übernommen. Hr. Wangerin hat für den ganzen Band die zweite Correctur besorgt.

NACHTRÄGLICHE BERICHTIGUNG ZWEIER STELLEN IM DRITTEN BANDE.

Auf S. 276 des dritten Bandes ist in der Observatio de aequatione sexti yradus etc. der erste Satz

durch ein beim Druck vorgekommenes Versehen entstellt worden, und muss folgendermassen lauten:

Sint elementa quinque proposita xy, Xo, xj, r^, x^, ac designemus per symbolum

(12 3 4 5)

functionem elementorum rationalem, quae et immutata manet, si elementa x,, x-i, X3, x^, xj eodem
ordine, quo ea exhibemus, commutamus respective cum his

et inverso ordine cum his

^5) ^l! ^'2) •'^Si ^4-

Im Originaldrucke (Crelle's Journal, Bd. XIII) fehlen die Worte „inverso ordine", was zur Folge

hat, dass der Wortlaut der beiden letzten Zeilen nicht in Übereinstimmung ist mit dem, was Jacobi ohne

Zweifel hat sagen wollen, und ausserdem die vorhergehenden Worte „eodem ordine" keinen rechten Sinn haben.

Der Vorschlag, durch die angegebene Einschiebung die Stelle in Ordnung zu bringen, rührt von

Herrn Kronecker her, und ist von demselben in einem an mich gerichteten Briefe, der demnächst auch

veröffentlicht werden soll, ausführlich luotivirt worden.

In demselben Bande ist S. 303, Z. 1 v. 0.

statt ÄmAm- = A,n+m' ZU lesen ÄmÄm- = AoAm+m'

Druckfehler des fünften Bandes.

S. 229, Z. 14 V. 0. ist das Zeichen: hinter dz'^ zu tilgen.

S. 444, Z. 6 V. u. ist zu lesen

dx:dy: dp = —^ : — 1 : —^ statt dx : dy: dp —^ : ~ \ :
-^

dp ox dp dx

w.
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